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БИ РИ Н ЧИ  Н А Ш Р И Г А  С У З БОШ И

Бу китоб олнй техника ^кув юртларининг студентлари учун 
СССР Олий ва махсус урта таълим министрлиги тасдиклаган 
460 соатлик олий математика курси программасининг анали
тик геометрия кисмига мувофиц езилди.

Сиртдан, кечки ва катнаб Укийдиган студентларни назарда 
тутиб китобда каралган асосий материаллар буйича берилган 
мнсолларнинг к^прок булишига ва мазмуни олий техника укув 
юртлари учун мосрок булишига эътибор берилди.

Шу билан бирга, назарий масалаларнинг математика нук* 
таи назаридан куйилнши ва исботланиши мумкин кадар тула- 
тукнс булишига ^аракат килинди, программадан ташцари бе
рилган материаллар учраган жойларда бу масалалар билан 
тула танишмокни истаган студентлар учун керакли адабиёт 
курсатилди.

Китобнинг к^л ёзмасини доцент Мардон Аюбович Собиров 
синчиклаб куриб чицдн ва у курсатган му*им курсатма ва 
тузатишлар эътиборга олинди.

Бунинг учун автор китобнинг махсус редакторлиги вазифа- 
сини уз зиммасига олган М. А. Собировга самнмий миннатдор- 
чилик билдиради. Шунингдек, китобнинг кул ёзмасини му?{0- 
кама килиб, фойдали масла^атлар берганлари учун ТЭИС 
(Тошкент Электротехника алока институтн) олий математика 
кафедрасининг укитувчиларига .чамда нашрнёт редактори 
И. А.^маджоновга автор уз ташаккуринн билдиради.

Бу китоб олнй техника укув' юртлари учун аналитик гео- 
метриядан узбек тилида биринчи оригинал китоб булгани учун 
уни камчилик ва хатолардан холи деб булмайди. Учраган кам- 
чиликларни тугатишда ва китобнинг сифатини яхшилашда 
китобхонлар ёрдам беради деб ишонамиз.
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Кесманинг йуналишини таърифлаш учун уни чегараловчи 
нукталарда» бприни кесманинг бошн (учи) деб, иккинчисини 
кесманинг охнри деб олннадн.

Бошлангич А нуцтаси ва охирги В нуцтаси к$рсатил- 
ган кесма йуналган кесма дейилади ва АВ шаклда ёзилади.

Кесманинг А учндан В охирига томон йуьалиш АВ кесма- 
нинг йунилиши  ^нсобланади. Шунинг учун Х П  йуналган кес
ма билан ВА йуналган кесма бир-бирнга карама-царши йугал- 
ган булади.

Агар йуналган бир цанча кесма битта тугри чизикда ётса 
бу кесмаларнинг йуналишларини плюс ёки минус и шора билан

^ам курсатиш мумкин. Бунинг учун 
тугри чнзикдаги мумкин булган икки

S L  бир масштаб бирмги йуналншдан бирини мусбат йуналиш
* в ?______„ деб, иккинчисини эса манфий йуна

лиш деб олиш керак. Кабул килинган
1- чизма. мусбат йуналиш одатда стрелка би

лан курсатилади (1- чизма). Чизмада 
чапдан унгга томон йуналиш мусбат йуналиш сифатида олин- 
ган. Мусбат йуналиши курсатилган тугри чизик деб ата- 
лади.

Бирор укда ётган кесманинг йуналиши ук йуналиши билан 
бир хил булса, кесманинг йуналишини мусбат деб о^амиз на 
уни +  (плюс) ишора билан курсатамиз; ук билан кесманинг 
йуналиши турлича булса, кесманинг йуналишини манфий деб 
^исоблаймиз ва уни — (минус) ишора билан курсатамиз.

Бирор уцдаги йуналган кесманинг плюс ёки минус ишора 
билан олинган узунлиги бу кесманинг алгебраик микдори 
деб аталади.

Йуналган АВ кесманинг1 алгебраик микдорпни бундан ке- 
йин АВ  билан курсатамиз.

Кесма узунлиги  .^амма вакт олинган масштабда мусбат сон 
билан ифодаланади. АВ  йуналган кесманинг узунлиги \АВ\ 
шаклда ёзилади^Бу таърифга асосан йуналишлари карама- 
карши булган л В  ва ВА кесмаларнинг узунликлари бир-бирк- 
га тенг, яъни:

\АВ\ = \ВА\.
Аммо АЧ ва ВА йуналган кесмаларнинг алгебраик мнкдор- 
лари бир-бирндан ишорасп билан (|арк килади, яъни:

\А В \  = - \ В А \ .

1 Гап Укдаги йуналган кесманинг алгебраик микдори устида боряпти, 
бундан кейин, англашнлмовчнлнк булмайдигаи лолларда, бу ибора урнига 
йуналган кесма микдори ёки кесма микдори, ЛИ йуналган кесма Урнига 
ЛИ кесма деб лам мри там из.
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Масалан, E D  бир масштаб бирлигн булганида А ва В иук- 
талар орасидаги масофа 2,1 масштаб бирлигига, В ва С нук- 
талар орасидаги масофа 2,05 масштаб бирлигига тент булсин 
( 1 - чизма). Бу *олда АВ =* 2,1; ВС =  2,05 ёки В А =  — 2,1; 
СВ =* — 2,05 булади.

Булардан
\АВ\ =* \ВА\ •= 2,1 ва \СВ\ =  \ВС\ -  2,05.

Агар йуналгаи /15 кесманннг бошлангич А учи билан унинг 
охнрги В учи устма-уст тушиб колса, бундай кесмани ноль 
кесма деб атаймиз. Ноль кссманииг узунлнги нолга тенг бу- 
либ, унинг йуналишн ани^мас.

Энди бирор Укда учта нукта олиб, куйндагини исботлаймиз.
А, В, С дан иборагп унта н у  к; та битта уцда х,ар цан- 

дай жойлашганда %ам ХВ, ВС, АС кесмаларнинг алгебраик 
у.и.';дорлари узаро ушбу

АВ +  ВС = АС
айниягп бчлан боглангандир. Бу айниятнинг тугри эканини 
текширамиз. Дастлаб, АЬ, ВС, АС  кесмаларнинг йуналишларн 
бир хил ва улар иолмас кесмалар деб фараз киламиз (1- чиз
ма). Бу ^олда ^аракат килаётган нукта А нуктадан чикиб, 
олдин В нуктага, ундан кейин С нуктага етиб келади ва АС 
масофани утадн, ^аракат давомида йуналиш узгармайдн, яъни 
АС  кесманинг узунлиги (утилган йул) АВ  ва ВС кесмалар узун
лнги йигиидисига тенг:

АВ +  ВС=*АС.
Энди А В  ва ВС кесмалар йуналишлари турлича ва нолмас 

кесмалар деб фараз киламиз (2- чизма). Бу *олда А нуктадан 
*аракат кила бошлаган нукта олдин В нуктагача бориб, ундан 
кейин оркага кайтиб, С _нуктага келади, бошкача айтганда 
АС  кесманинг узунлиги АВ  кесма узунлигидан ВС кесма узун- 
лигини айрилганига тенг булиб, йуналишн бу кесмалардан

а с е  _________  с
--------------*--------------- ' А

2- чизма. 3- чизма.

каттасининг йуналишн билан бир хил; бундай булиши чизма- 
дан равшан куриниб турибди. Бу *олда АВ  ва ВС сонлар 
турли ншорали, АС  нинг ишораси АВ  ва ВС сонларнинг ал
гебраик микдорларига кура каттасининг ишораси билан бир 
хил. Бундан йуналган кесмаларнинг алгебраик микдорларини 
кушиш нисбий сонларии кушиш каби бажарилишини курамиз.



ИККИНЧИ Н А Ш РИ ГА  С У З БОШ И

Бу нашрда китобга бирмунча тузатишлар киритилди, жум- 
ладан биринчи нашрда учраган хатолар тузатилди, бобларнинг 
деярли барчасида кУшимча машцлар берилди. Булар китобдан 
масалалар туплами сифатида *ам фойдаланиш имконини бе- 
ради.

Бундаи ташкари китобнинг бир неча бобига назарияга те- 
гишли булган масалалар >;ам киритилди, булар шуб^асиз, ки- 
тобда каралган масалаларни яхши тушуниб олишда китобхонга 
Кулайлик тугдирадн. Жумладан, I бобга кушилган йуналган 
кесманннг мицдоринн па унинг узунлигини ойдинлаштирувчи 
мисол, IV бобга киритилган координаталар алмаштириш фор- 
муласини проекциялар назариясидаи фойдаланмай келтириб 
чикариш масаласн на .\оказолар.

Китобни иккинчи нашрга тайёрлашда „Укитувчи" нашри- 
ётннинг физика-математика редакциясидаги уртоклар бир ка- 
тор тузатиш ва контекстнн яхшиловчи таклифлар киритдилар. 
Бу ишлари учун уларга автор узининг самимий миннатдорчи- 
лигини из.\ор килади.

А в т о р
Т о ш к е н т ,  1971 й. и ю н ь



Б И Р И Н Ч И  К И С М  

Т Е К И С Л И К Д А Г И  А НА ЛИ ТИ К Г Е О М Е Т Р И Я

Биринчи боб 
ТЕКИСЛИКДА КООРДИНАТАЛАР МЕТОДИ

1- §. КООРДИН А ТА ЛА Р МЕТОДИ

Аналитик геометрия олнй математиканинг асоснй булнм- 
ларидан бири булиб, бу булнмда геометрнк шакллар алгеб- 
раик анализ ёрдамида текширилади. Туларок айтганда, анали
тик геометрнянинг вазифаси: биринчндаи, геометрнк образларнн 
нукталарнннг геометрик урнн деб караб, шу образларнннг 
умумнй хоссаларига асосан уларнннг тенгламаларини тузиш ва 
иккинчидан, тенгламаларнинг геометрик маъносини аннклаб, 
бу тенгламалар билан ифодаланган геометрнк образларнннг 
шаклини, хоссаларини ва фазода жойланишини урганишдан 
нборат.

Чизиклар нукталардан, сиртлар чизиклардан, жнемлар енрт- 
лардан ташкил топтан деб караш мумкин. Шунинг учун бу 
геометрнк шаклларнинг энг соддасини нукта деб олиш ва 
уларнннг фазода олган ^олатларини нукталарнннг геометрнк 
урнн деб аниклаш табиийднр.

Аналитик геометрияда нуктанинг чизикдаги, текисликдагн 
ва фазодагн урии с о н л а р  ёрдамида аникланади. Нуктанинг 
урнини аникловчн сонлар унинг к о о р д и н а т  а л а р  и дейн- 
лади. Геометрнк шаклларнинг урнини аниклаш усули ёки ме- 
тодн к о о р д и и а т а л а р м е т о д  и дейнладн.

2- §. ЙУНАЛГАН КЕСМАЛАР

Координаталар методида йуналган кесмалар тушунчаси 
му.\им роль уйнайди. Биз бу параграфда йуналган кесмалар 
*акидаги асосий тушунчаларни баён киламиз.

Тугри чизикиинг иккита нуктаси орасидаги булаги кесма 
деб аталишн элементар геометриядаи маълум. Механика, фи- 
зикада ва электротехника, радиотехника кабн техник фанлар- 
да асосан тугри чизикли ^аракатлар каралади. Бунда тугри 
чизик буйича *аракат киладиган нуктанинг бошлангич нукта
си ва ^аракат тугаган вактдаги охирги нуктаси а.^амиятгм эга.
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Демак, ниобий сонларни кушиш коидасига мувофик бу *ол- 
да *ам

А В  +  ВС=*АС.
Агар А, В  ва С нукталар 3- чизмадагича жойланган булса, у 
^олда юцоридаги каби муло^аза юритиш билан царалаётган 
айннятнинг у рннлн эканнга ншонч ^оснл ^илиш осон.

Агар А В  ва ВС кесмалардан бнрортаси ноль кесма, маса- 
лан, АН ноль кесма булса, у ^олда А нукта билан В нукта 
устма-уст тушади, шунинг учун:

АВ +  ВС = АА +  АС  =  0 +  АС  =  АС.
Шунга ухшаш ВС ноль кесма булса,

А В  +  ВС = АС +  СС = АС +  0 =  АС.
Шундай килнб, барча *олда *ам курсатилган айннят урннли. 

Агар АВ, ВС ва АС ни кесмалар узунлнклари деб тушунсак,
А В  4- ВС =  АС

айният факат В нукта Л ва С нукталар орасида ётган 
^олдагина урннли булади. Бу узунликлар ишоралари билан 
каралган *олда эса, В  нукта каерда булмасин, бу тенглик уз 
кучини саклайди.

Шунинг билан бир каторда бу айниятни умумлаштириш 
мумкин, яъни A, Bt, В,, . . . В„, С нукталар бнтта укда ^ар 
кандай жойлашганда *ам A B U ВхВ., . . . , ВпС кесмаларнинг ал- 
гебраик микдорлари узаро

АВ\ 4- В1В4 4* • .  . 4~ ВПС =  АС
айният билан богланган булади.

Хакикатан .\ам, кесмаларнинг сони п — 1 та булганда бу 
айният TVFpn булсин. Кесмаларнинг сони п та булганда *ам 
бу айният тугри экаиини математик индукция методидан фой- 
даланнб курсатамиз. Фараз килганимизга биноан:

АВх -f- В\Вч 4- . , ,  -f- ВП—ХС — АС.
Энди п та кесма олиб,

АВХ 4- ВХВ, +  . . ,  4- 4- В „С =  (АВХ 4" B\Bi 4* • • • 4~
+  В„_1ВП) +  ВПС

йнгиндини караймиз.
Фаразлмизга кура кавс ичидаги йнгинди АВ„ ни бёрадн, 

яъни
(АВ, 4* ВХВ2 4- . . .  4* Д . - А )  4- В„С =  А В П 4- ВПС; 

юкорида исбот килинган айниятга асосан:
АВа 4- ВПС =  АС.
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И з о * .  Агар каралаётган кесмалар бнрор укда ётмасдан 
текнсликдаги ихтиёрий кесмалар булса, у .цолда кесма узун- 
ликларини плюс ёки минус ишора билан олиб карашнниг ^еч 
^ожати йук-

3- §. т $т р и  ЧИЗИКДАГИ к о о р д и н а т а л а р

Тугри чизикдаги нуктанннг урннни аниклаш масаласнни 
караймнз. Бунннг учун бирор тугрн .чизик олиб, шу тугри 
чизикдаги икки йуналпшдан бнрини мусбат йуналиш деб ка
бул киламиз. Шу билан тугри чизик укка айланди (4- чизма). 
Энди узунлик бирлигини танлаб оламиз, масалаи, у 1 санти
метр булсин; укдаги ихтиёрий О нукта- 
ии санок бошланаднган нукта деб кабул н
Киламиз. Бу укни Ох  ук деб атаймиз. — j)-------------- -—
Бу ^олда Ох  укдаги .'{ар кандай М нук-
танинг урни ОМ кесманинг алгебраик 4 ■ч,,зма-
микдори билан аннкланадн. \акикатан
*ам, Ох укдаги *ар кандай М  нуктага боши О нуктада, ох при 
AI нуктада булган ОМ кесманинг алгебраик микдори тугри 
келади ва, аксинча, боши О нуктада булган *ар бир кесмага 
Ох укда битта М  нукта тугри келади.

ОМ кесманинг алгебраик микдорини тасвирловчи сон М  
нщ танинг координатаси дейилади. Шундай килнб, Ох укда- 
гн jjap бир нуктани битта сон билан аниклаш мумкин ва, ак
синча, *ар бир сонга Ох укда битта нуктани мосликда куйиш 
мумкин.
_М нукта Ох укда ётса, унинг координатасини топиш учун

ОМ кесманинг алгебраик микдорини кабул килинган узунлик 
бирлиги билан улчаш кифоя булганндек, нуктани берилган 
х  координатаси буйнча Ох укда ясаш мумкин. Бу нукта ал
гебраик микдори х  га тенг булган ОМ кесманинг охнри бу- 
лади. Агар тугри чизикда бнрор О нукта белгиланган, мусбат 
йуналиш курсатилган ва узунлик бирлиги танлаб олинган бул
са, тугри чизщ да координаталар системаси белгиланган 
деб айтамиз. О нукта координаталар боши, тугри чизик эса 
координаталар у  if и дейилади. х  сон М  нуктанннг коорднна- 
таси эканн М  (дс) шаклда ёзнлади. О нукта координаталар 
укинн пккита ярим укка ажратади; О нуктадан мусбат йуна
лиш буйича кетувчи ярим ук мусбат ярим уц, манфий йуна- 
лишда кетувчи ярим ук манфий ярим уц  дейилади. Коорди
наталар боши булган О нуктанннг координатаси нолга тенг. 
Мусбат ярим укдаги нукталарнинг коордннаталарн мусбат 
сонлар, манфий ярим Укдаги нукталарнинг коордннаталарн 
манфий сонлар булади.

1- мисол. Л (— 3), В ( 2), С (5), £>(— 4) нукталар ясалсин.
<>



Е ч и ш.  Ох Укда 1 см ни_узунлик бирлигн деб кабул к»* 
ламнз ва ОА, UB, ОС ва 0D  йуналган кесмаларни алгебраик 
микдорларнга к^ра ясаймиз (5- чизма).

2- мисол. Коордннаталари:
1)|дг| =  1; 2) |1 — д:| =  3; 3 ) \2  +  х\ =  2

тенгламаларни каноатлантирувчи нукталар ясалсин.
Е ч и ш.  1) Н  =  1 тенглама иккита

х  =» — 1 ва х  =  1

D/-4J т  В (2) С (5)

О Х
5 -чизма.

тенгламага эквивалент (тенг кучли). Шунинг учун координа- 
таси берилган тенгламанн каноатлантирувчи нукталар А ( — 1) 
ва А О )  лардан иборат булади (6- чизма).

р  £  с_______ в а а , л  в,

6 S  « -3 -2 * /  о /  2 J  «

6 -чизма.

2) II — х\ =  3 тенглама
ва

1 _  .v =  _  3
тенгламаларга эквивалент. Буларнннг биринчисидац

л *» — 2,
иккинчисндан

t
х  = 4

эканлнгини аниклаймиз. Излаиаётган нукталар В ( — 2) ва
В, (4) лардан иборат булади (6- чизма).

3) |2 +  *1 =  2 тенглама
2 +  х =» 2 

ва 
2 +  л=> — 2

тенгламаларга эквивалент. Бу тенгламаларни ечиб,
.хг =  0 ва х  =  — 4



эканлигини топамиз. Изланаётган нукталар 0 (0 )  ва С (— 4) 
лардан иборат б^лади.

3- мисол. Коордннаталарн:

1) х - 5 < 0 ;  2) — 1 < j c < 2 ;  3) ^ [ > 0 ;

4) л* -  3* +  2 <  0; 5) |jc +  5| < 1
тенгсизликларнн каноатлантирувчи нукталарнинг жойлашишини 
сон укида тасвирланг.

Е ч и ш .  1) л: — 5 <  0 тенгсизлик х  <  5 тенгсизликка экви
валент. Демак, коордннаталарн бу тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча нукталар сон укида М  (5) нуктадан чапда жой- 
лашган булади.

2) — 1 < х  <  2 тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар 
сон укида Л ( -  1) ва D  (2) нукталар орасига жойлашган бу- 
либ, Л( — 1) нукта *ам бу ораликка кнради. Бу ^олда
— 1- < jc< 2 тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар [— 1,2) 
ярим ораликни ташкил этади.

2 -

3) j >  0 тенгсизлик

а) 2 — х  >  0 ва х  — 1 >  0
ёки

б) 2 — х <  0 ва д:-  1 < 0

булганда Гринли булади.
а) ^олдан 1 <  дс <  2 эканлигн келиб чикади;
б) *олдан х  >  2 ва х <  1 эканлигн келиб чикади, бунннг 

булиши мумкин эмас, чунки х  бир вактнинг узида 1 дан ки- 
чик, аммо 2 дан катта булолмайди.

Шундай килиб а) *олни караш етарлнднр. Бу *олда нук
талар И,(1) ва 0 ( 2 )  ораликни ташкил этади.

4) х г — Зх  +  2 ^ 0  тенгсизликни
( х -  1 ) ( j c - 2 ) < 0  

шаклда ёзиш мумкин. Кейинги тенгсизлик
а) х — 1 <  0 ва х  — 2 >  0

ски
в) х  — 1 >  0 ва х  — 2 <  0

булган ^олларнинг бнрида руй бериши мумкин. Аммо а)*ол- 
даги тенгснзликлар бир-бирига зидднр, шунинг учун в) *ол:ш 
караш етарлидир. Бу *олда j c ,> 1 ,  л-г< 2 .  Бу эса х г — Зд: +  
4-2 < 0  тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар Л(1)  ва 
D (2) кесмани тасвир этишини билдиради.
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5) |д; 4 - 5 | ^  1 тенгсизлик
— 1 х  -j- 5 ^  1

тенгсизликка тенг кучлн. Кейингн тенгсизлнкнинг ^амма то- 
монларига —5 ни кушамиз:

— 6 <  х  — 4.
Демак, берилган тенгсизликнн каноатлантирувчи нукталар 

F (— 6) ва С (— 4) нукталар билан чегараланувчн кесмада 
ётади.

4- § ТУГРИ ЧИЗИКДАГИ ИККИ НУКТА ОРАСИДАГИ МАСОФА

Тугри чизикдаги бирор координаталар системаснда иккита 
А (х,) ва В(Хп) нукта берилган булсин. Бу нукталар орасидаги 
масофа кандан топнлншини караб чикамиз. 2- параграфдагн 
асоснй айниятга мувофик:

ОА +  АВ=> ОВ.
Бу тенгликдан:

АВ = ОВ — О А .
Нукта координатасининг таърнфнга асосан:

ОА — Х\, ОВ =  х 2.
Шунинг учун:

А В  = х 2 — х 1. (1)
Бу тенгликдан уцдаги йуналган кесманинг алгебраик миц- 

дори бу кесма охирининг координатаси билан унинг боши 
координатаси орасидаги айирмага тенг эканини курамиз.

Аммо А, В нукталар орасидаги масофа АВ кесманинг узун- 
лнгнга (модулнга) тенг, яъни:

| АВ | =  |jc, — х,\. (1)
Икки нукта орасидаги масофа купннча d  *арфи билан бел- 

гиланадн. Демак:
d -  \х2-  х,|, (2)

яъни икки нуцта орасидаги масофа бу нукталар координа- 
талари айирмасининг абсолют цийматига тенг.

1- мисол. М  (3) ва N ( — 8) нукталар орасидаги масофа то
пи лсин.

Е ч и ш .  Масофани топиш формуласида координаталар айир
масининг абсолют киймати олингани учун кайси нуктани 
бирннчи (бошлангич) нукта деб олнш ихтиёрийднр. Бу ми- 
солда

Х \  ——■ 3,  А" 2 —— 8
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деб олсак *ам булаверади. Шунинг учун:
r f - | 3  — ( - 8 ) 1 =  11.

2- мисол. Агар: 1) В (3) ва АВ ** 5; 2) В ( — 5) па \АВ\ =  2 
булса, А нуктанинг координатаси топилсин.

Е ч и ш.  1) А нинг координатасини x t; В нинг координата- 
енни д'j десак, у *олда (1) формулага мувофик:

АВ  =  х 2 — Х\.
Бизнинг мисолДа х 2 =  3, шунинг учун

3 — х х =  5.I
Бу тенгликдан

х, = 3 — 5 ёки х х —-2.
2) (2) формулани оламиз:

d = \ x 3-  x t\.
A m m o

jc2 =  - 5 ,  d  = \AB\ =  2.
Демак,

| - 5  — Xx\i= 2
ёки

— 5 — x t =  ± 2 .
Бу тенглик иккита тенгликка ажралади:

а) — 5 — х, =  2, бу ердан х, =  — 7.
б) — 5 — х х — — 2, бу ердан x t =  — 3.

5-§. ТЕКИСЛИКДАГИ НУКТАНИНГ КООРДИНАТАЛАРИ

Текисликдаги нуктанинг урнини сонлар ёрдамида аниклаш 
учун бирор О нуктада кееншувчи ва бир-бирига перпенди
куляр булган иккита тугри чизик оламиз. Одатда булардан 
бири горизонтал, иккинчиси эса вертикал жойлашган булади 
(7- чизма). Горизонтал тугри чизикни а б с ц и с с а  л а р уки ёки 
O.v ук. вертикал чизикни о р д и н а т а л а р  уки ёки Оу ук де- 
йнлади. Бу укларнинг иккаласи к о о  рд и н а т а  f  к л а р и  дейи- 
лади. Буларнинг кесишган О нуктаси к о о р д и н а т а л а р  б о ш и  
дейнлади. Координаталар боши Ох  ук учун ^ам, Оу ук учун 
*ам санок бошланадиган нукта ^исобланади. Укларнинг ^ар 
бирида мусбат йуналишлар стрелкалар билан курсатилади.

Нуктанинг текисликдаги урнн ана шу координаталар сис- 
темасига нисбатан аникланди.

Текисликда бирор Л1 нуктанинг Урнини аниклаш учун бу 
нуктадан Ох  ва Оу укларга перпенднкулярлар туширамиз,
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координаталар боши булса, квадрат учларинннг координата- 
лари куйидагича булади:

/1(0, 0), 5 (5 ,  0), С (5, 5) ва D (0, 5).
Шунга ухшаш координаталар боши учун 5  нукта олинса, 

квадрат учларининг коордннаталарн куйидагича булади:
Л ( - 5 ,0 ) ,  5(0,0), С (0,5), D  (— 5,5).

Агар С нукта координаталар боши деб олинса, квадрат 
учларининг коордннаталарн

Л ( - 5 ,  - 5 ) ,  5 ( 0 , - 5 ) ,  С (0,0), D ( —5,0);
ва ни^оят D нукта координаталар боши деб олинса, квадрат 
учларининг коордннаталарн

Л(0, - 5 ) ,  5 (5 ,  - 5 ) ,  С (5,0), D(0,0)
булади.

3- мисол. Л (3,2) нуктага Ох, Оу укларнинг *ар бирига ва 
координаталар бошига нисбатан симметрии жойлашган нукта
ларнинг координаталари топилсин.

Е ч и ш .  Л (3,2) нуктага Ох укка нисбатан симметрии жой
лашган Л| нукта Л нуктадан Ох Укка туширилгач перпенди- 
кулярнинг давомида ва Ох  Укдан 2 бирлик узокда булади. 
Шунннг учун: Л, (3, — 2). Шунга ухшаш Оу укка нисбатан 
Л нуктага симметрии булган нукта Л, (—3,2) дир.

Координаталар боши О га нисбатан А нуктага симадетрнк 
булган С нукта ОА нинг давомида, яънн учинчи чоракда ёта- 
ди. Бу нукта Оу укка нисбатан Л, (3, — 2) нуктага симмет
рии Демак, изланаётган нукта С ( —3, — 2).

4- мисол. ху >  0 булса, М  (д:, у) нукта кайси чоракларда 
ётиши мумкин.

Е ч и ш.  дгу>0 тенгсизлик ё дс >  0 ва у >  0 булганда ёки 
х  <  0 ва у  <  0 булган икки *олда бажарилади. Шунгл кура 
М (х, у) нукта ё биринчи чоракда, ёки учинчи чоракда ётиши 
мумкин.

6- §. ИККИ НУКТА ОРАСИДАГИ МАСОФА

Декарт координаталари системасида Л (х„  у,), В ( х 2,у>) 
нукталар берилган булсин. Бу нукталар орасидаги d  =  АВ 
масофанн топамиз (2- § да берилган изо^га каралснн). Берил
ган координаталарига кура Л ва 5  нукталарнн ясаймиз (11- 
чизма).

ОС = x t, OD =  х 2,
СА =  у„ DB =  у2.
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А нуктадан Ох  укка параллел чизик утказиб, уни DB орди
ната билан R нуктада кесишгунча давом эттирамиз, бу ^олда 
тутри бурчакли ARB  учбурчак *осил булади. Пифагор теоре- 
масига мувофик:

d  =  АВ  =  /  А1? +  RB*. (1)
(Бунда AR  ва RB лар ARB  учбурчак катетларининг узунлиги.) 

Аммо 4- параграфдаги (2) ва (1) формулага кура:
AR  =  CD =  \х2 — х,|, (2)

V
шунга ухшаш

RB  =  D B — D R -  |у2 -  у,|. (3)

(2) ва (3) тенгликлардан AR  ва RB  
кесмаларнинг узунликларини (1) фор
мулага куйсак,

d  =* V  (^i — * 1)* +  1уа — У|)* (4)
формула *осил булади1.

Бу формулани текисликда икки 
нуцта орасидаги масофани топиш 
формуласи дейилади.

Координаталар бошидан бирор М  (х , у) нуктагача булган 
масофа учун (4) формула ушбу

I d  = /  *? +  ?  /  (5)

куринишга келади.
1 - мисол. М  (2, — 3) ва W( — 1, 1) нукталар орасидаги ма

софа топилсин.
Е ч и ш.  Бу ерда

х | =  2, у, =  -  3; х 2 = — \, у2 =  1;
(4) формулага биноан:

'</ =  / ( -  1 -  2)* +  [ ! - ( - 3)J* = / 9 + 1 6  =  5.
2-^исол. Координаталар бошида Af (— 2; 3) нуктагача бул

ган масофа топилсин.
Е ч и ш.  Бу ерда:

х=* - 2 ]  у =- 3;
(5) формулага кура

d  =  / ( - 2 ) ’ +  Зг =• / 1 3 ,

1 Бу формула А  ва В  нукталар текисликла пар кандай жойлашганда 
Лам урннли булади, чунки x it дг2, у, ва уа лар ихтибрий микдорлар.
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яъни М  нуктани бу укларга проекциялаймиз. Натижада Р  ва Q 
нукталар *осил булади. М  нукта берилса, Р  ва Q нукталар 
дар^ол аникланади ва, аксинча, Р  ва Q нукталар маълум бул
са, А! нуктанинг урнини аниклаш осой. Маълумки, кесмалар
нинг узунликларн бирор узунлик бирлиги билан улчанади, 
шунинг учун биз Ох  ва Оу укларда узунлик бирлигини тан- 
лаб олишимиз керак.

М

Р

7- чнзма.

т IV

8- чизма.

ОР ва OQ кесмаларнн бу бирлик билан $’лчаганда \ОР\ ва 
|OQ| сонлар *осил булади. Энди х  бнлан Р  нуктанинг Ох ук* 
даги координатасини, у  билан Q нуктанинг Оу Укдаги коор- 
динатасинн белгиласак, яъни х  =  ОР ва у  =  OQ булса, бу 
сонлар ёрдамида текисликда факат битта М  нуктани топамиз 
ва, аксинча, текисликда А1 нукта бернлган булса, бу сонлар 
дар^ол аникланади.

х  сони М  нуктанинг абсциссаси, у  сони эса унинг ордина
таси дейнлади ва М  (х, у) куринишда ёзилади, яъни М нук
танинг абсциссаси кавс ичида биринчи ёзилади, ундан кейин 
ординатаси ёзилади. Масалан, М  (3, 4) б^лса, бу х  = 3, у =  4 
эканинн билдиради. х  билан у ни биргаликда М нуктанинг 
координаталари дейилади.

Шундай килиб, нуктанинг координаталари маълум б^лса, 
нукта бернлган булади, дейиш мумкин ва аксинча.

Координата ^клари бутун текисликни туртта булакка ажра- 
тади (8- чизма). Бу булаклар к в а д р а н т л а р  ёки ч о р а к л а р  
дейнлади. Чоракларни чизмада курсатилгандек номерлаймиз.

Биринчи чоракда нуктанинг абсциссаси *ам, ординатаси *ам 
мусбат, иккинчи чоракда—абсцисса манфнй, ордината мусбат, 
учинчи чоракда—абсцисса ^ам, ордината ^ам манфий ва тур- 
тинчи чоракда—абсцисса мусбат, ордината манфий.
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Агар нукта абсциссалар Укида ётса, унинг ординатаси ноль 
булади, агар ординаталар Укида ётса, унинг абсциссаси ноль 
булади.

Биз танишган координаталар системасини т у г р и  б у р ч а  к- 
ли к о о р д и н а т а л а р  системаси ёки координаталар методи 
^акнда биринчн булиб асар ёзган математик ва философ Декарт 
ном и билан боглаб, т у г р и  б у р ч а к л и  Д е к а р т  коорднна
таларн системаси ёки кискача Д е к а р т  с и с т е м а с и  дейилади. 
Биз мисол ва масалаларни асосан шу системада ечамиз.

1- мисол. М  (3, 3), /V(— 2, - 3 ) ,  Р ( - 3 ,  +  1) ва Q(5, - 4 )  
нукталар ясалсин.

Е ч и ш .  Координаталар систе
масини олиб, унда узунлик бир
лиги деб 0,5 см кесмани кабул 
Килайлик. М  (3, 3) нуктани ясаш 
учун абсциссалар укида О нук
тадан унг томонда узунлиги 

бирликка тенг булган ОА 
оламиз. А нуктадан Ох 
перпендикуляр утказиб, 

узунлиги у =  3 бирликка 
булган кесма ажратамиз

х  = 3
кесма
укка
унда
тенг
(9

9 -чизма.
чизма).
Бу кесманинг учи биз излагая 

М  нукта булади.
Шукга Ухшаш, N ( — 2, — 3) нуктани ясаш учун Ох  укда

О нуктадан чапда — 2 бирлик кесма оламиз (бу ОВ кесма), 
сунгра В дан Ох укка перпендикуляр утказамиз, бу перпен- 
днкулярда манфий йуналиш буйича (абсциссалар укидан паст- 

да) — 3 бирлик олсак, iV нукта топилади.
Р ва Q нукталар >;ам худди шундай 

ясалади (буни узингиз ясаб курииг).
2- мисол. Томонининг узунлиги 5 бнр- 

ликка тенг булган квадрат берилган. Агар 
координата уклари квадратнинг параллел 
булмаган икки томони буйича йупалган 
булса, унинг учларининг координаталари 
аниклансин.

Е ч и ш .  Агар квадратнинг АВ  томонини 
10 -чизма. Ох ук, АО  томонини Оу ук деб олсак

(10- чизма), А нукта координаталар боши 
булгани учун унинг координаталари (0, 0) булади. В уч абс
циссалар укида ётадн, шунинг учун бу нуктанннг абсциссаси 
х  =  5, ординатаси у  =  0, С учнинг абсциссалар Укидаги проек- 
цияси В  нукта булгани учун х  =  5, бу нукта билан В нинг ора- 
лиги 5 бирликка тенг, демак, у-=5 , D нукта ординаталар 
Укида ётгани сабабли *  =  0, у  =  5. Шундай килиб, А нукта
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3- мисол. Учларн Л (— 1,3), 5(1.2) па С (0,4) нукталарда 
булган учбурчакка ташки чизилган айлананинг маркази ва 
радиуси аниклансин.

Е ч и ш .  Учбурчакнинг учлари айланада ётганлиги учун 
улар айлананинг N  (х, у) марказидан тенг узокликда ётади, 
яъни

AN  =  BN  =  CN ( =  R)
ёкн

A N * =  BN* =  CN*,
яъни

(X +  1)* +  (у -  3)s =  (x  -  1)* -I- (y -  2)* =  л:* +  (у -  4)*.
hH - В vДемак,

f (x  +  1)* +  (У -  3)* -  (x  -  1)* +  (У -  2)*- 
\ (x  +  1)* +  (у — 3)* =  x* +  (у — 4)*.

Бу тенгламаларнн соддалаштириб,
14х — 2у +  5 =  О,
\ 2х +  2у — 6 =  О

тенгламалар системаеини *осил киламиз па уни ечиб
I 0  5

х  “  6 • У =  6

ларни топамиз. Демак, айлананинг маркази N 2 нук- 
тада булиб, унинг радиуси

R =  AN  =  +  l)*+ (2 3)*=  ~ ^ 2 га тенг-

4- мисол. Олдинги мисолдаги учбурчак А учининг ички 
бурчагининг косинуси топилсин.

Е ч и ш.  Учбурчак томонларининг узунликларини *исоб- 
лаймиз:

ВС = а = y f  1 +  4 =  y f  5;
C A = b ~  / Т Т 1  =  / 2 \
АВ  =• с =• | 4 +  1 =* j /5 .

Энди А бурчак косинусинн
. Ьг +  с1 — а*cos Л = 2Ь-с

формуладан фойдаланиб топамиз:
.  2 + 5 — 5



5 - мисол. Л (1,3) нуктага координата укларидагн проекция, 
лари лс =  3 па у =  4 булган куч таъсир этади. Кучни тасвир- 
лопчи АВ  йуналган кесманинг охирги В  учи ва кучнннг мнк* 
дори аннклансин.
__ Е ч и ш.  А (дг,. у,) ва В (х2, у2) нукталарни туташтнрувчи
А В  йуналган кесманинг координата укларидаги проекциялари

ПР.ГЛ 5  =  А =ДГ2 - Х „  
пРу АВ  =  У =  у2 _  у,

эканлигини куриш кинин эмас (координаталар системасида буни 
тасвир этишни Укувчининг узига .4 а вола киламиз).

Бнзнинг мисолда:
х, =  1, у, - з .  Х  =  3, К =  4.

Шунинг учун
х 2 — Xj X  — 1 -j- 3 =  4j
У2 =  У, +  к  =  3 +  4 =  ?.

Демак, кучнинг охирги учи 5(4,7) нуктада экан. Кучнннг 
микдори бу кучни тасвирловчи йуналган кесманинг узунлиги 
билан аникланади. Шунинг учун:

IЩ  = Y  ( * » - * , ) ■ + ( у , - у . ) *  =  / ( 4 - 1 ) * + ( 7 - 3 ) *  =  5.

7- §. КЕСМАНИ БЕРИЛГА Н  НИСБАТДА БУЛИШ

Текисликда икки А, В нукта берилган булсин. Бу нукта- 
лардан тугри чизик утказиб унда мусбат йуналишни "аникла- 
сак, ук *осил булади (12-чизма). Бу у^да В  нукта билан 
устма-уст_тушмайдиган яна битта С нукта оламиз.

Агар АС  йуналган кесма мнкдорининг1 СВ йуналган кесма 
микдорига нисбати X га тенг (к — сон^ булса, яъни:

С нукта АВ  йуналган кесмани X нисбатда б у л а д и  дейилади.
С нукта А ва В  нукталарнинг орасида ёки А нуктадан чап- 

да В нуктадан унгда ётиши мумкин. Агар С нукта А ва В 
нукталарнинг орасида ётса, АС ва ВС  микдорларнинг ишора- 
ларн бир хил булиб, \  мусбат сон булади. Агар С нукта 
А ва В нукталарнинг ташкарисида ётса (12- чизмада А нукта
дан чапда ёки В нуктадан унгда), АС ва СВ йуналган кесма
ларнинг ишоралари турлича, шунинг учун >. манфий ишорали

1 .Алгебраик миадор* дейиш урнига кискача .миадор" термнни ншла- 
тилади.
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булади. Агар С нукта А нукта билан устма-уст тушса, АС — О, 
демак, }. =  0; агар С нукта В  нуктага якинлашиб келса, СВ 
микдор нолга якинлашиб боради ва (*) тенгликдаги X уса бо- 
ради, аммо С нукта билан В нукта устма-уст тушмаслиги 
лозим, чунки бу *олда СВ — 0 булнб (*) тенглик маъносини 
й^цотади.

Шундай килиб, С нуктанинг тугри чизикдаги турли *ола- 
тига X нинг аник кийматлари мос келади (бунда С нукта 
шартга кура В билан устма-уст тушмаслиги керак).

Эндн Декарт системасида А (*,, у,), В ( х 2, уг) нукталар 
берилган булиб, бу нукталар орасидаги кесмани бернлган >. 
нисбатда булиш талаб килннади. Масаланинг талабига к^ра 
биз шундай С(х,у)  нукта топишимиз керакки,

АС
СВ

тенглик Г р и н л и  булсин.

В

12- чизма.

Координаталар системасини олиб, унда бу нукталарни ясай- 
миз (13-чизма): OP = x t, OQ = x , OR =  х-,, РА = у f, QC = у, 
RB — у 2 булсин. Параллел тугри чнзиклар орасидаги кесмалар 
узаро пропорционал булиши элементар геометриядан маълум. 
Бу фикрни йуналган кесмалар учун

. АС _  PQ - ,
Ш  ~  QR л

шаклда ёзиш мумкин, чунки С нукта АВ  кесманинг ичида 
ёки ташкарисида булганда унга мос Q нукта PR кесманинг 
ичида ёки ташкарисида булади ва шунинг учун тенгликнинг 
иккала томонининг ишораси бир хил булиши юкорида баён 
килинган фикрлардан келиб чикади. Демак, (1) тенгликка 
мувофик:

Аммо 4- параграфдаги (1) формулага биноан

PQ — х  — х и 
QR = х  г — х
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эканнни топамиз. Буларни (2) тенгликка 1$йсак,
у  ,  X.

jr., — X (3)

тенглама *осил булади.
Р, Q. Я нукталар А, С, В нукталарнннг Ох укдаги проек- 

цияларидир. Агар А, С, В нукталарнннг Оу Укдаги проекция- 
ларини олиб (3) тенгламани келтирнб чикаргандагидек фикр 
юритилса,

У з - У
(4)

тенглама *осил булади. (3) ва (4) 
ечиб

v +  х 
х  — 1 + ТГ

тенгламалар системасини

(5)

эканини топамиз. Булар изланаётган С нуктанинг."оордината- 
ларидир.

Агар АС = СВ булса, С нукта А билан В нукталар ораси- 
даги кесмани тенг иккига булади. Бу *олда

АС
СВ =  У. а= 1

б^либ, (5) формула

(С)

куринишга келади. Бу формулалар берилган кесманннг Уртаси 
координаталарини топиш формуласидир. Берилган кесма ур- 
тасининг координаталари шу кесма учлари мос координа
талари йигиндисининг ярмига тенг брлиши  (6) тенгликлар- 
дан куриниб турибди. (5) формулаларда Х=  ̂— 1 б^лиши ке- 
рак, чунки Х = — 1 булганда формула маъносини йукотади.ч ^

1- мисол. M N  кесма Af дан N га томон йуналишда Q(2,3) 
нуктада 3 : 4  нисбатда булинади. Агар М  нуктанинг координа
талари (4,2) булса, N  нуктанинг координаталари кандай бу
лади?

Е ч и ш.  Масалани ечиш учун (5) формуладан фойдаланамнз.з
Масаланинг шартига к^ра X =  -т-\ М  нукта кесманинг боши 
булгани учун

•*i =  4, у, =  2;
21



Q нукта кесманн X ннсбатда булувчн нукта булгани учун
х  =  2, у =  3.

Демак, (5) формулага кура

2 =

еки

Бу системани ечсак:

1 +

H j j ,

14 =  16 +  3 Хп, 
21 =  8 +  Зу,.‘

* , =  - - у ,
13 Л Уг — “Г = 4

экан.Шундай килиб, кесманинг охири В ^ — 4-^- j  нуктада
2 - мисол. А (а, Ь) нукта берилган. А нуктага биринчи ко

ординат бурчаги биссектрисасига нисбатан симметрик булган
В нукта топилсин.

Е ч и ш .  Масалани геометрик тасвир- 
лаш учун 14- чизмада А (а, Ь) нуктани 
ихтиёрий ясаймиз. ОН биссектрисани 
утказиб, бунга нисбатан А нуктага сим
метрик булган В ( х г, у,) нуктани ясай
миз (Л нуктадан ОН га АС перпенди- 
кулярни тушириб, уни АС кесма узун
лиги кадар давом эттириб, В (х2, у2) 
нуктани топамнз). Бу холда С нукта АВ 
кесмани тенг нккига б^лувчи нукта бу
лади. С нуктанннг коордииаталари (л-, у) 

булсин. С нукта биссектрисада ётгани учун
х — у  булади. (7)

Кесманинг уртаснни топиш формуласига кура
а + ха

2 '

ёки (7) тенгламага асосан
а +  Хо = b +  у2;

координаталар боши АВ  нинг уртасидан 
дикулярда ётади. Шунинг учун

ОА = ОВ.

(8)
утказилган перпен-

22



Координаталар бошидан берилган нуцтагача булган масо- 
фани топиш формуласи булган [6- §, (5)] формулага к^ра:

ОА =  V а * + Ь *,
О В =  /  х* +  у*.

Демак,
' / А  +  у\ =  } а2 +  Ь*.

Бу тенгламанинг иккала томонини квадратга кутарсак,
4  +  у2г = а '  +  Г

ёки
x l - a 7 = b 2- y l

ёки
(х2 -  а) (х2 +  а) = ( Ь -  у3̂  (Ь +  у .) (9)

эканини курамиз. (8) га асосан а -(- х 2 — b +  у/, амм\. а +  х2 ф  О, 
Ь +  у2ф 0 ,  акс *олда А ва В  нукталар координаталар бошига 
нисбатан бир-бирн бнлан симметрик нукталар булиб коларди, 
на.\оланки бу нукгалар биссектрисага нисбатан симметрикднр. 
(9) тенгликнинг иккала томонини а -{ -хг га кискартириб,

х 2 — а = b — у2 '(10)

тенглнкни *оснл киламиз. (8) ва (10) тенгламаларни биргалик- 
да ечиб

х 2 =  Ь, у, =  а
эканини топамиз. Демак, В (Ь\ а).

3 - мисол. Учлари Л (—2, 1), 5 (2 ,  — 1), С (4,3) нукталарда 
булган учбурчак ошрлик марказининг координаталари то- 
пилсин.

Е ч и ш.  1 - у с у л .  Учбурчакнинг огирлнк маркази унинг 
медианалари кесишган нуктада булади. Медианалар кесишган 
нуктасн уни 1 :2  нисбатда булиши маълум.

Учбурчакнинг С учидан АВ  томонга утказилган медианаси 
АВ  нинг уртасидаги нуктада кесишади. Бу нуктани D (x,  у) 
билан белгнлаймиз ва D  нинг х  ва у  координаталаринн (6) 
формулага биноан топамиз:

„ _  х\ + xt _ —2 + 2 _лX — 2 Y  — 0|

_ yi +  yj __ 1 —1_ п у -  — —  -  —  -  и-

Демак, D координаталар бошида ётар экан.
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Энди учбурчакнннг огирлик марказинн топамиз. Кьралаёт- 
ган мисолда

=  0, у, =• 0 (D нуктанинг координаталари), 
х г =  4, Уг =  3 (С нуктанинг координаталари),

т -

Шунинг учун (5) формулага кура огирлик марказининг х, у  
координаталари куйидагига тенг:

_  -г, +  Xjr, (> +  Т  4 _  2-2 _  , 1
1 +  х , 1  ~  з -  1 X ’ 

1 +  ~2

• 0 + ~ Г -3 ■ ±  ,
У -  1 +  А~ -  1 -  3 -1 + т

Демак, учбурчакнннг огирлик маркази 1̂ -j-, l j  нуктада экан.
2- у су  л. Юкорида айтиб^тилганидек учбурчакнннг огирлик 

маркази унинг медианалари кесишган нуктада булгани учун 
учлари А ( х х, у,), В ( х 2, у2) ва С(дг3, у,) нукталарда булган 
учбурчакнннг медианалари кесишган нуктани топамиз. Бунинг 
учун дастлаб ВС томоннинг Уртасини аниклаймиз:

.. _ х ,  +  х 3 ____у , +  узх  — — 2— , у — — 5— .

Л' (лг, у) нукта ABC  учбурчакнннг медианалари кесишган нук* 
таен булсин. У *олда

демак,

ёки

ЛЫ__0 
M D ~  ’

~  _ х , + 2 х  -  У< -)- Ь  
Х 1 + 2  • У 1+2

-  _  X j + X , +  Х Л -  _  у, 4- Уз +  Уд
' 3 • У ~  з  

Бизнинг мисолда х х =  — 2, х 2 — 2, х г — 4.
У1 =  1, у.г =ш _  1, у з  =  з .

Демак,
- — 2 + 2 + 4 _, 1 —__1 — 1 + 3



Бундан яна учбурчакнинг огирлик маркази 1̂ 1 j  нуктада
деган натижа келнб чикади.

4- мисол. Учлари А ( х и у,), В (лг2, у2) ва С( х 3, у3) нукта- 
ларда булган учбурчакка ички чизилган айлананинг маркази 
топилсин.

Е ч и ш .  Учбурчакка ички чизилган айлананинг маркази 
биссектрисаларнннг кесишган нуктаси булади.

D (x 1 >0 нукта А ички бурчак биссектрисаси билан СВ то- 
моннинг кесишган нуктаси, а, Ь, с лар учбурчакнинг томон- 
лари булсин. У холда 15- чизмага кура:

CD _  СА 
D B ~  АВ

ёки 1
CD Ь_ .  °  ^
D B  ™ с * 15- чизма.

яъни D нукта СВ кесмани X =  -£- нисбатда булади. Демак,

^  _ Хз +  Т х > bxt  +

~ T T f ~  * + ‘ '

j 4 \ .

Шунга ухшаш
_  by,  +  су3 

У ~  Ь + с  '

0 ( х ,  у) нукта ABC учбурчак биссектрисаларининг кесишган 
нуктаси булсин. Бу холда

DO CD  . д v 
ОА =СА- (W

(а) пропорциядан хосила пропорция тузиш йули билан

C D =
b +  с

эканини топамиз. Буни (Р) тенгликка куйиб,
DO  _  а
О А ~  Ь +  с

ни топамиз, яъни 0 ( х ,  у) нукта DA кесмани — - иисбатда бу
лади. Щунинг учун

а Ьх% +  сх3 а



-  _  а х { +  Ьх, +  сх3
а +  Ь +  с '

Шунга $гхшаш
-  =  ау , 4- byi +  су3
У а +  Ь т  с

Бу формулалардаги учбурчак томонларининг а, Ь, с узун- 
ликлари учбурчак учларининг координаталари оркали икки 
нукта орасидаги масофани топнш формуласн оркали аннкла- 
нади.

8- §. УЧБУРЧАКНИНГ Ю ЗИ

Учбурчак учларининг координаталари берилган *олда унинг 
юзини бу координаталар оркали ифода этиш масаласиии карай- 
миз. Координаталар системасига нисбатан учбурчак учлари
нинг координаталари А (х и у,), В ( х ъ у-,\ С (ха, у3) булсин 
(16-а  чизма). А, В  ва С нукталарда Ох укка AD, BF, СЕ 
перпендикулярларнн тушнрамиз. Натижада ADEC, CEFB ва

ёк и  ,

У ‘ У

ADFB  трапециялар *оснл булади. Бу трапециялар юзларнни 
мос тартибда 5,, S 2 ва S3 билан белгилаймиз. ABC  учбурчак 
юзини эса s билан белгилаймиз. У *олда ABC учбурчак 16- a 
чизмадаги каби жойлашган булса, s =  5, +  st — s3, 16- б  чиз- 
мадаги каби жойлашган булса, s =  s3—(Si +  s2) =  — (et + s 2—s3) 
булади. Аммо геометрик шаклнинг юзи *амма вакт мусбат 
сон булгани учун

s =  |s, +  Sj -  s,|; (1)
ясашга кура

OD =  х х, DA =  у,; OF =  х2, FB =  у,;
ОЬ =  х 3\ ЕС =  у,.
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Шунинг учун
S. =, £ ± + I £  DE =  А + л  {Ха _  JC,);

S i e ^ B D F = 2 l + 2 b ( X j _ jCi)

s,, s2 ва s3 нинг топилган бу кийматларини (1) тенглнкка 
кУйиб

* -  4 1 + у») (■*» -  * » ) + ( у * + у*) -  * » )  ~

- ( У 1  +  У1) (*» — *|)1
эканини топамиз. Унг томондаги кавсларнн очнб, ухшаш *ад- 
ларни йнгиб, ^адларни х  нинг усиб борувчи индекслари тар- 
тибида ёзсак,

s -  -у  I-■** ~  “  У>) +  *■ <У« “
ёки детерминант тушунчасидан (VI боб, 37- §) фойдаланиб

5 -  * \ х гЪ -х ,  х 2- х „
2 IУ I — У» Уг -  Уз

формуланн *оснл килам из.
1 - мисол. Учбурчакнннг юзи 5 кв. бир лик  булиб, унннг 

иккита учи А (2; 3) ва В  (6; 2) нуктада, учинчи С учинннг 
абсциссаси 4 га тенг, С учинннг ординатаси топилсин ва бу 
учбурчак ясалсин (17- чизма).

Е ч и ш  Бу мисолда:
х,  =  2, х 2 =  6, х а =  4, 
у, =. 3, у, =  2, у, =  у,

s =  5 кв. бирлик. Учбурчак юзи учун топилган (2) формулага 
биноан1:

5 =  ±  - L I 2 - 4  6 - 4 =  ±  у  [ — 2 (2 — у) — 2 (3 — у)]2 |3  — у 2 — у 
ёки

±  (2у -  5) =  5
булади. Бу тенгламанинг чап томонида плюс ишора олинса:

2у —5 =  5,

1 С учнинг турлн жойланишини эътиборга олиб формула ±  ншора би
лап олинди.
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бундан
= 5 ;

минус ишора олинса,
— 2у +  5 =  5

ёки
Уз = 0

булади. Шундай килиб, С нуктанинг изланаётган ординатасн 
s юзнинг ишораси ±  булгани учун икки кийматлн булди. 

Хосил булган учбурчаклар 17- чизмада тасвирланган. 
у  2- мисол. Бир жинсли турт бур-

чакли пластинканииг туртта учи мос 
равишда Л (2, 1); £ (5 ,  3); С ( — 1, 7) 
ва D ( — 7, 5) нукталарга жойлашган. 
Унинг огирлик маркази координата- 
лари аниклансин.

Е ч и ш .  АС днагонал ^тказиб, бе- 
рнлган туртбурчакни иккита ABC  ва 
ACD  учбурчакка ажратамиз. Бу уч- 
бурчакларнинг огирлик марказларини 
топамиз. Каралаётган учбурчаклар- 

-  _  _  нинг огирлик марказлари мос равиш
да (х,, у,) ва (л2, у2) нукталарга жойлашган булсин.

Бу ^олда (7-§, 4 - мисолга каранг):

£ (4 ,S )

А
ч ✓ 

Qi(4,0)

17- чизма.

*, =  * ± 4 ^ 1  =  2,

Х п  =

з
2 - 1 - 7 =  - 2 ,  у, =  1 ± 4 ± - 5 =  4 - 13 -  л  — з -  -  -у

АВС ва ACD  учбурчакларнинг юзлари мос равишда S, ва S 2 
булсин. Бу лолда i2> формулага мувофик:

1 1 2 +  1 5 + 1
2 1 - 7  3 - 75 , = =  12 кв. бир лик,

S , = 1 2 +  7 - 1 + 7  
1 - 5  7 - 5 =  21 кв. бирлик.

Пластинканииг изланаётган огирлш< марказинн (х , у) нук
тада десак, бу нукта (х„ у,) ва (дг2, у2) нукталар орасидаги

5 »кесмани -j- нисбатда булувчи нукта булади (яъни бу нукта,
кесмани унинг учига тупланган массаларига тескари пропор- 
ционал булган кисмларга булади). Демак,



ёк и

Шунга ухшаш

-  1 2 - 2 +  19(— 2) - 1 4  
Х  ~~ 12 +  19 ~  31

-  12- Т  +  19" Т  П 61
У _  1 2 +  19 93 ’

9-§. П РОЕКЦИЯЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ АСОСИИ КОИДАЛАРИ

М нуцтанинг бирор х  укка проекцияси деб М  нуктадан 
бу укка тушнрнлган M N  перпендикулярнинг N асосига айти- 
лади (18 -чизма).

Агар М нукта бирор и ук йуналишида А дан В гача ^ара- 
кат кнлиб борса, у йуналган АВ  кесмани чизади (19- чизма); 
М нуктанннг jc лар укидаги_М проекцияси эса ab йуналган 
кесмани чизади. ab кесма АВ  кесманинг х  лар Укидаги гео• 
метрик проекцияси дейилади.

-х

18- чизма.

Аналитик геометриянинг куп масалаларида геометрик проек- 
циянинг мицдори каралади. Шунинг учун биз бундан кейин 
АВ  кесманинг бнрор х  лар укидаги проекцияси деб унинг ab 
геометрик проекцияси микдорини тушунишни шартлашиб ола- 
мнз. Бу *олда йуналган кесманинг бирор укдаги проекцияси 
мусбат, манфий ёки нолга тенг булган сон билан тасвирланади.

ЙС'налган АВ  кесманинг х  лар укидаги проекциясини 
пр, АВ  ёки пр А В  билан белгилаймиз.

Энди проекциялар назариясининг асосий теоремасини кел- 
тирамиз.

Теорема. Йуналган А В кесманинг бирор х  лар укидаги 
проекцияси бу кесма А В  узунлиги билан проекция уци 
%амда кесма йуналиш и орасидаги <? бурчак косинусининг 
купайтмасига тенг, яъни

пр АВ  *  |45 |co s? .  (1)
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И с б о т .  Теоремани исбот килиш учун х  лар Укини А нук
тадан утадн деб фараз киламиз. Бу фаразия умумийликнн 
бузмайди, чункн проекция узига параллел ^олда бошка жой- 
га кучирилса, АВ  кесманинг проекцияси ва Ук билан кесма 
орасидаги бурчак узгармайди.

Энди маркази А нуктада булнб, радиуси АВ  кесма узун- 
лигига тенг булган айлана чизамиз (20- чизма). Бу ^олда чиз- 
мадан

cos? =  i ^ - -  АЬ = п?х АВ  

экани куринади. Шунинг учун

. пр, АВ  =  |Л5| cos ?.

Шу билан теорема исбот булди.
Йуналган кесманинг микдори >(акида сузлаганнмизда, бу 

кесма бирор укда ётади деб *исоблаб, унинг шу ук йуналн- 
шига нисбатан микдорини аниклаймиз деган эдик. Проекция
лар назариясининг асосий теоремасини йуналган кесма микдори 
билан *ам бериш мумкин.

АВ йуналган кесманинг х  укидаги проекцияси бу кесма 
мицдори билан проекция уци х,амда кесма ётган I уц ора- 
сидаси ? бурчак косинуси купайтмасига тенг (20- чизма), 
яъни

пр, А В  =  АВ cos <р. (2)

Хакикатан *ам, агар АВ  йуналган кесманинг йуналишн 
/ укнинг мусбат йуналиши билан бир хил булса, (2) тенглик- 
даги АВ  йуналган кесманинг А В  микдори плюс ишорали бу- 
либ кесманинг узунлигига тенг; х  Ук билан кесма орасидаги 
бурчак шу ук билан / ук орасидаги бурчакнинг узи булади. 
Шунинг учун (1) тенглик бу *олда (2) тенглик шаклида ёзи- 
лиши мумкин. Агар АВ  кесманинг йуналишн I ук йуналишига 
карама-карши булса (21- чизма), у -чолда х  проекция уки би- 
лан АВ йуналган кесма орасидаги бурчак it +  <р га тенг, шу 

•сабаблн (1) тенглик

прХАВ  =  \АВ\ cos ( -  +  <р)
ёки

пр ,Л Б  =  — |/15|cos <р

куринишни олади. I ук билан АВ кесманинг йуналишн кара
ма-карши булгани учун

- \ А В \ =  АВ.
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Демак,

пр, АВ  — АВ  cos ?.

Шундай килиб, (2) тенглнкнинг тугри экани равшан булди. 
Энди ABCDEF  ихтиёрий синиц чизикнинг х  укидаги проек- 
цияси нимага тенг булишини караймиз.

Бирор М  нукта А нуцтадан ^аракат кила бошлаб, АВ, ВС, 
CD, DE ва EF  кесмаларни кетма-кет босиб y™6 F нуктага 
келган булсин (22- чизма). Бу *олда синик чизикнинг ва уни 
ташкил килувчи кесмаларнинг йуналиши М нукта ^аракати- 
нинг йуналиши билан аникланади.

Ташкил цилувчилари йуналган кесмалардан иборат б ул
ган синиц чизицни йуналган синиц чизиц деб атаймнз. А, В,
С, D, Е, F  нукталарни кетма-кет туташтирувчи йуналган синик 
чизикни ABCDEF билан белгилаймиз ва англашилмовчилик 
булмаса, кискалик учун ABCDEF  синик чизик деб юритамиз.

М  нукта ABCDEP синик чизик буйича *аракат к«лганида 
унинг х  укидаги N проекцняси х  ук буйича а нуктадан /  нук- 
тага келади ва а /  кесмани чизади. Йуналган a f  кесма ABCDEF 
синик чизикнинг х  укидаги геометрик проекцияси дейилади.

Йуналган синиц чизиц геометрик проекциясининг мицдо- 
рини у чизицнинг проекцияси дейилади.

Бу таърифдан йуналган синик чизикнинг проекцияси сон 
экачи куринади. a f  микдор ABCDEF синик чизикнМг проек
цияси экани

пр (ABCDEF) = a f  (3)

тенглик билан тасвирланади.
a f  йуналган кесма микдори булгани учун 2- параграфдаги 

асосий айниятга биноан

a f  = ab +  be +  cd +  de -f e f  (4)
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ёки кесманинг укдаги проекцияси таърифини лам да (3) тенг- 
ликни эътиборга олсак, (4) тенгликни

пр (ABCUEF) =  пр АВ  4- пр ВС +  пр CD +  пр DE +  пр EF
куринишда ёзиш мумкин. Демак, йуналган синиц чизикнинг 
бирор уцдаги проекцияси бу чизикни ташкил цилувчи бугин 
йуналган кесмаларнинг шу уцца нисбатан олинган проек
ция лари йипшдисига тенг.

Агар ABCUEF синиц чизикнинг бошлангич А нуктаси би
лан унинг охнрги F нуктасини туташтирсак, AF йуналган кес
ма *оснл булади. Бу кесма каралаётган синиц чизикнинг ёпув- 
чиси дейнлади.

22- чизмадан AF  ёпувчининг х  лар Укидаги проекцияси a f  
эканини курит кийин эмас, демак,

куринишни олади, яъни йуналган синик чизикнинг бирор ук* 
даги проекцияси шу синик чизик ёпувчисининг каралаётган 
укдаги проекциясига тенг. •

Агар синик чизик ёпнк булса, яъни бу синик чизикнинг бош
лангич ва охнрги нукталаря устма-уст тушган булса, унинг

Оу координата укларидаги проекцияларини мос равишда X  ва
Y лар билан белгилаймиз (23- чизма).

У -чолда

пр — | Л/-'| — af.
Бу *олда (3) тенглик

пр (ABCUEF) =  пр (AF)

У
укдаги проекцияси нолга тенг эканн 
равшан.

о N, ыг

23- чизма.

1 - мисол. М, ( х и У)) ва М 2(х2, у 2) 
нукталар бернлган. М ,М 2 йуналган 
кесманинг координата Укларидаги 
проекциялари *амда абсциссалар уки- 
нинг мусбат йуналиши бнлан УИ,УИ2 
кесма орасидаги 0 бурчак аннклансин. 
(0 бурчак кесманинг кутб бурчаги де- 
йилади.)  

■ . . •

Е ч и ш .  М ХМ 2 кесманинг Ох  ва

ёки
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яънн йуналган кесманинг координата укларидаги проекцияла- 
рнни топиш учун мос равншда унинг охирги учи коорднната- 
ларидан бошлангич учи координаталарини айириш керак.

Энди тугри бурчаклн M XRM> учбурчакни караймиз. Бу уч- 
бурчакдан:

/ х * +  У1 
У

/ А *  +  У*'

X  =  d cos 0 ёки cos О

У =  rfslnO ёки sin 0 <

Кейинги тенглнклардан:

<g 0 =  ёки 0 =» Arctg ~  (— к <  0 <  к).

2- мисол. Кесманинг узунлиги 12, унинг кутб бурчаги
2

0 =  — it. Кесманинг координата укларидаги проекциялари то-
пилсин.

Е ч и ш .  1- мисолдаги
X  =  d cos©, K=r f s l n0

♦ ' > 2
тенгликларни оламиз. Бизнинг мисолда d  =  12, В = —  т. бул- 
гани сабабли

X  — 12cos у - к  =  12• ^ = - 6 ,

У -  12s 1 п к =  1 2 - ^ -  =  6 / 3 .

3 - мисол. ABCDEF — томонн а га тенг булган мунтазам 
олтибурчак. АЕ, EF  ва FA томонларнинг АС томонга проек- 
цияларн ^исоблансин ва AEFA  ёпик синик чизикнинг АС то
монга проекцияси нолга тенг экани курсатилсин.

Е ч и ш .  Е  нуктадан АС диагоналга перпендикуляр утказа- 
миз. Бу *олда Г

пр л с (АЕ) =  АЕ1 = а- ^ - ;  

пр AC(EF) =  - A E l = - a- ^ L ;  

прдс (FA) =  0, чунки FAEX =» 

прдс.(Л£7М) =  прд с (ЛЕ) +  прАС (EF) +

+  пР<4с ( ^ ) = ~^2------ -----------h 0 =“ 0.
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М а ш ц ла р
1. Куйидаги нукта л арии ясанг:

А (5), В  (2), С (— 2), D  ( - j j - ) ,  £  ( -  4 ) -  F  Я < -

2. Координаталарн ушбу
1) |дг| =  1; 2) \х  -  21 =  4; 3) |3 +  х\ =  1

тенгламаларни каноатлантирувчи нукталар тупламини чизмада тасвирланг.
3. Координаталарн ушбу

1 ) * > 0 ,  2) дг <  0, 3) jr — 2 <  О, 4) 3 — jr <  О,
5) 2дг — 3 >  0, 6) 1 <  jc <  2, 7) — 1 <  дг <  3,

9) jc* — 8jc Ч- 15 >  0, 10) jr* -  8дг +  15 < 0
тенгснзлнкларни каноатлантирувчи нукталарнннг жойлашншини геометрнк 
тасвирланг.

4. Куйидаги маълумотларга асосланиб, А  иуктаиинг координатасини 
аникланг:

1) В  (1) ва АВ  =  3, 2) В (2) ва АВ  =  -  5,
3) В  ( -  3) ва ВА  =  4, 4) В  (10) ва \АВ\ =  3,
5) В  ( -  3) ва ВА  =  — 2, 6) В  ( -  4) ва \АВ\=  2.

5. Учларининг координатлари билан берилган кесмаларнинг АВ  мнк- 
дори ва |ЛА| уэунлигини аникланг.

1) А (5) ва В (13); 2) А  (2) ва В (4); 3) А  ( -  1) ва В  (5);
4) А ( -  3) ва В  ( -  2);
5) А (2) ва В  ( -  2).

6. Ушбу
А  (3, 4), В  ( — 2, 5)v С (— 1, 1), D  (2, - 3 ) ,  £ ( 6 , 0),

F (0, 3), Н  ^ г ,  y j

нукталарнн ясанг.
7. 1) Ох, 2) Оу координата Укларига *амда 3) координаталар бошига 

нисбатан А ( — 2, 3) нуктага симметрнк булган нукталарнн топннг.
8. I ва II координат бурчаклар биссектрисаларига нисбатан Л ( — 3, 4) 

нуктага симметрнк булган нукталарни топннг.
9. О х  ва Оу укларга .\амда координаталар бошига нисбатан А (а , Ь) 

нуктага симметрнк булган нукталар топилсин.
10. I ва III координат бурчакларига нисбатан А  (а, Ь) нуктага снммет- 

рнк булган г.'/кта В (Ь, а) эканинн курсатинг.
11. Томонининг узунлнги 3 бирликка тенг булган квадрат берилган. 

Агар координата Уклари квадратнинг параллел булмаган икки томони бу- 
йича йуналган булса, унинг учларининг координаталарн кандай булади?

12. Гомони 1 бирликка тенг булган ABCD  квадратнинг АС  диагоналнни 
абсциссалар уки деб (А дан С га караб йуналиш мусбат йуналиш деб олнн- 
ган), BD  диагоналнни эса ординаталар ук" де^  олинган. Квадрат учлари
нинг коордннаталарини топннг.

13. Учларн /4(2, 7), В  (5, 7), С ( 5, 11) нукталарда булган учбурчак бе
рилган. Бу учбурчак периметрини топннг.

14. А ( — 3, 2) нукта тугри чизик буйича *аракат килиб В (5, — 4) нуц- 
тагача борГан. Бу нукта канча йул утганинн топннг.
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15. Учлари /1(3, 2), В (3, 5), С (1, 10) нукталарда булган учбурчак тугри 
бурчакли учбурчак булишини исботланг.

16. Учлари <4 (0 , 3), В (6 , 10), С (0, 14) нукталарда булган ABC учбурчак 
берилган. Унинг AD  мсдианасини тенг икки'га булувчи нуктани топинг.

17. ABC  учбурчакнннг учлари: /1(2, 2), В ( — 5, 1) ва С (3, — 5). Бу 
учбурчак медианалари узунликларини 0,1 гача аникликда .\исобланг ва ме- 
дианаларнннг кесишган нуктасини топннг.

18. Учлари А (— 2, 1), В  (2, — 2), С (8, 6) нукталарда булган учбурчак- 
нинг АС  томони билан В  ички бурчаги биссектрисасининг кесишган л  нук- 
таснни топииг.

19. Учлари /1(1, 1), Л (4, 2), С  (3, 3) нукталарда булган учбурчакка 
ташки чизилган айлананинг маркази Ra радиусини аиикланг.

20. <4(3, 4) на В (2, 5) материал нукталарга мос равишда 2 к г  на I кг 
ли массалар тУпланган. Бу массалар огирлик марказининг коордннаталари- 
ни топинг.

21. /4 (jr,, у,), В ( jf2, у ,) ва С (х 3, у3) материал нукталарга мос равишда 
т {, т, ва т3 массалар тупланган. Бу массалар огирлик марказларининг 
координаталари топилсин.

22. Ах (дгх> у,), А3 (х„  Уз).......... А п (х п, у„) нукталарга мос равишда т „
т., . . . ,  т„ массалар тупланган. Бу массаларнннг огирлик марказларниинг 
коордннатлари топилсин.

23. Учлари <4(3, 2), В ( 6, 3), С (4, 4) нукталарда булган учбурчакнннг 
юзинн аиикланг

24. Учлари <4(1, 1), В ( 4, 2), С (3, 3), D ( 0, 2) нукталарда булган турт- 
бурчакнинг юзинн топинг.

25. АВ кесманинг узунлиги d  ва бу кесма О х  Укка ? бурчак остида 
княланнши маълум; шу кесманинг О х  Укдаги проекцнясини топинг:

1) d  =  5, <f =  -g-, 2) d  — 5, <f =  -j-, 3) d =  5, f  -  y ,

4) d  =  7, f  =  - y ,  5) d -  8, 9 =  0, 6) d  =  9, <f =  «.

26. P (2, - 2 ) ,  Q (5, 1), AT(2, 2), Af(5, 3), Л^(— 1, 1), R  (2, 4) нукталар 
берилган PQ, KM, N R , PR, NM  ва NQ  кесмаларнинг координата уклари
даги проекцияларини топинг.

27. Кесманинг узунлиги 5 бирликка, унинг абсциссалар укидаги проек- 
циясн 4 бирликка тенг. Агар кесма билан ординаталар Уки а) уткир бур
чак, б) утмас бурчак досил килса, кесманинг бу укдаги проекциясинн



Иккинчи боб

ЧИЗИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАСИ
10- §. ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИ ТУШУНЧАСИ

Утган бобда текнсликдаги нуктанннг урнн икки сон билан 
аникланишини ва нккита сон Декарт коордннаталарн система- 
сига нисбатан текислнкда бирор нуктанннг урннни аниклаб бе- 
ришнни курдик.

Энди чизикнинг ?̂ ар кандай нуктасининг х, у координата- 
ларини чизикнинг умумий хоссасн асосида бир-бири билан 
боглаб, унинг тенгламасинн тузиш ва бу тенглама ёрдами 
била:: чизикнинг шаклини, текисликда жойланишини ва хос- 
саларинн урганиш масаласини караймиз.

Текисликда бирор АВ  чизик берилган булсин (25- чизма). 
Бу чизикнинг ихтиёрий М  нуктасининг хОу  систсмага 
нисбатан коордннаталарн (лг, у) булсин: х —ОР, у =РМ. Агар 
М  нукта АВ  чизик буйича ^аракат кнлиб, N  ёки К нукта 
*олатинн олса, унинг координаталари куйидагидек узгарадн:

х  = OQ, у = QN,
ёки

х  = OR, у =  RK,
бу .чолда х  =  ОР булганда, у  =  f M  булнши шарт, чунки 
х  = ОР  булганда у =  РМ' ёки у =  !JM" булса, М '  ва М" нук
талар АВ  чизикда ётмаган нукталар булиши чнзмадан кури- 
ннб турнбди.

Шундай килиб, АВ  чизик нукталаригинг х, у координата- 
лари ихтиёрий сонлар булмай, балки АВ  чизикнинг геометрик 
хоссаларига боглик булган маълум шартни каноатлантнриши 
керак экан.

Бу шарт одатда, х, у  узгарувчнлар орасидаги бирор тенг
лама билан ифода этилади.

Аналитик геометрияда чизик деб нимани айтнлишини ка- 
раб чикайлик.

Г ( х , у ) =  0 (1)
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х , у  узгарувчнларни бир-бири билан богловчи бирор тенглама 
булсин, дсйлик. Бу тенглама узгарувчнлардан бирнни, масалан, 
у  ни иккинчисининг ф у н к ц и я с и  сифатида аниклайди, яъни
(1) тенгламанн у га нисбатан ечсак,

У =  /(•*). а < х < Ь  (2)

тенглама косил булади, бунда /  (х )  билан х  нинг функцияси 
белгиланган, а  бирор (а, Ь) интервалда узгарганда f ( x )  функ
ция узлуксиз узгаради деб фараз циламиз.

Хозирча f  (x) ни бир цийматли функция деб караб, х  ва у 
ларни хОу  координаталар текислигидагн бирор М  иуцтанинг

У

координаталарн деб фараз килайлик. Бу колда х  нинг ^ар 
бир киймати учун (2) тенглама у нинг ёлгиз битта кийматинн 
аниклайди.

Демак, х  нинг кар бир кийматига текисликнинг координа» 
таларн х  ва y = f ( x )  булган ёлгиз биргина нуктаси тугри ке* 
лади.

Агар х  узлуксиз узгариб турли цийматлар олса, At нукта 
хО у  текисликда х  ва у  кийматларига караб урнини узгартира 
боради ва бирор геометрик уринни тасвир этади. Бу геометрик 
Урин чизик деб аталади. ч

Биз / ( х )  функцияни бйр кийматли функция деб фараз кил- 
ган эдик. Бундай килиш шарт эмас. /  (л:) куп кийматли функ
ция булиши кам мумкин.

Агар f i x )  куп кийматли функция булса, яъни х  нинг .чар 
бир кийматига у нинг бир неча ylt у,,... кийматлари тугри кел- 
са, у колда х  нинг *ар бир кийматига хО у  текисликда АГ, 
М",... нукталар тугри келадн. Масалан, f  (х) функция икки 
кийматли функция булсин. Бу ^олда л: нинг ){ар бир дг, кий- 
матига у нинг у, *= /  (лг) ва у2 =  / (х)  кийматлари тугри ке> 
либ, хО у  текисликда х  нинг бу киймати билан иккита 

у,) ва М" (х2, у,) нукта аникланади (26- чизма). (а, Ь) 
интервалда х  узлуксиз узгарганда Л1' ва М " нукталар .\ам
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урннларини узлуксиз узгартиради ва чизик деб аталгаи гео
метрик Урнини тасзирлайди.

Шундай кнлнб, х  ва у координаталари F (x ,  у) =  О ёки 
У =  /(•*) тенгламани каноатлантирадиган текислик нукталарн- 
нинг геометрнк Урнини чизиц деб атаймиз.

F (х, у) =  0 ёкн y = f ( x )  ни ч н з н к  тенгламаси деб атай
миз. х, у ни чизикдаги нуктанинг у з г а р у в ч и  к о о р д и н а 
т а л а р и  дейнлади. Чизикнинг таърнфига Ка раг анд а  (1) ёкн
(2) тенглама чизикнинг тенгламаси б у л и ш и  у ч у н  б у  тенгламани 
к а н о а т л а н т и р а д и г а н  дар бир жуфт (х , у) киймат ч и з и к  нук
тасини тасвирлаши ва чизикнинг нхтиёрий нуктасннинг коор- 
динатларн (1) ёки (2) тенгламани каноатлантириши керак.

Хулоса килнб айтганда, чизик берилган булиб, унинг тенг
ламаси нима, деган саволга шундай жавоб берамиз: берилган 
чизикнинг тенгламаси деб шундай F (x , у) =  0 тенгламага ай- 
тиладики, шу чизнкка карашли дар бир нуктанинг координа
талари бу тенгламани каноатлантиради, бу чизикка тегишли 
булмаган деч бир нуктанинг координаталари унн каноатлан- 
тирмайди. Демак, чизикнинг тенгламаси маълум булса, коор
динаталари шу тенгламани каноатлантирадиган дар бир нукта 
шу чизикда ётади.

И з о  д. Чизикка берилган бу таърнф жуда умумий таъриф. 
Чункн (I) тенглама билан аникланаднган AT, М", . . . нукта
лар бир-бири билан богланмаган геометрик нукталар тупла- 
мини бериши дам мумкин. Масалан,

1 +У* =  sin х
тенгламани координаталари

х  =  -j-  ±  2кк, у =  0 (/? =  0, +  1, ±  2, . .  .)

булган нукталар тУплами каноатлантиради.
лс* +  у4 =  0 #

тенгламани эса (0, 0) нуктанинг координаталаригина каноат
лантиради. Демак, бу тенглама факат биттагина нуктани тас- 
вирлайди.

(л* — 4)* +  (у* — 1 )* =  О 
тенглама координаталари

(2, 1), (- 2, 1), (2, - 1 ) ,  (- 2, - 1 )  
булган туртта нуктанигина тасвирлайди.

х* +  У* +  3 =  О
тенгламани эса х  ва у узгарувчиларнинг деч кандай дакикий 
кийматлари каноатлантирмайди, демак деч кандай чизикни 
тасвир этмайди.
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Чизикка берилган бу таърифни одатда тасаввур этиладиган 
чнзиц тушунчаснга якинлаштириб келтириш учун юкоридаги 
F (x ,  у) ёки / (jc) функцияни баъзи бир шартларга буйсунди- 
риш лозим. Бу шартлар функциянинг узлуксизлиги, унинг 
маълум тартибли >{0силаларининг мавжуд булиши ва шунга 
ухшашлардан иборат. Бу масалалар математик анализ курен* 
да каралади.

11- §. ЧИЗИ1< ТЕНГЛАМАСИНИ ТУ ЗИ Ш  МИСОЛЛАРИ

Текисликдаги х,ар бир чизицни нукталарнинг геометрик 
у'рни деб караш мумкин. Бу таърифда, чизикнинг ^амма нук- 
талари учун умумий булган хоссалар бордир. Ана шу хосса- 
ларни эътиборга олиб хОу  системада чизикка карашли *ар 
бир нуктанннг jc ва у координаталарини F (д:, у) =  0 шаклдагн 
тенглама билан боглаймиз ва бундан сунг чизик хоссасини шу 
тенгламага асосланиб урганамиз. Аналитик геометриянинг асо- 
сий вазифаларидан бири *ар бир чизикка „тегишли“ тенгла- 
малар мое келтирншдир. Мисоллар карайлик.

I -  мисол. \ а р  бир М нуцтаси берилган С нуктадан тенг 
узоцликда ётган текислик нуцталари геометрик урнининг 
тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартнга кура
СМ =  R. (1)

Энди Деиарт системасини оламиз. Бу системада М  нуктанннг 
координаталари (дт, у), С нинг ноординаталарн (а, Ь) булсин. 
Бу *олда ииин нукта орасидаги масофани топиш формуласига 
мувофик

СМ = V ( x  — а)2 +  (у -  Ь)2 (*)

булади. (1) тенгламага СМ нинг бу кийматини куйсаи ва ^о- 
сил булган тенглиинннг иккала томонини квадратга кутарсаи

(х  -  а )* +  (у -  Ь)* =  /?* (2)

тенглама *осил булади. Бу эса изланаётган айлананинг тенг
ламаси булади, чункн (2) тенглама айлананинг ихтиёрий М  
нуктасининг х  ва у координаталари орасидаги богланишдир. 
Аксннча, агар Л1 (х, у) нуктанннг х  ва у координаталари (2) 
тенгламани каноатлантирса,

СМ =  R

булади. Шу билан бирга, (*) тенгламани квадратга кутарганда 
досил булган (2) тенгламани каралаётган айлана нукталаридан 
бошка нукталар каноатлантирмайдн, яънн кушимча нукталар
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пайдо булмайди. Хакикатан >;ам, (*) тенгламани квадратга ку* 
тарганда ^осил булга» (2) тенглама (*) тенглама билан

V  (х  — «)* +  (У — b)% =  — R 
тенгламанинг иккаласига эквивалент. Аммо кейинги тенглама- 
нинг чап томони мусбат сон булиб, R >  0 булгани учун бу 
тенгламанинг маъноси йук. Шундай килиб, (*) тенгламанинг 
иккала томоннни квадратга кутариш билан каралаётган гео
метрик уринга янги нукталар кушилмайди.

i2) тенглама маркази (а, Ь) нуктада булнб, радиусн R га 
тенг айлананинг каноник тснгламаси дейилади.

2- мисол. Координата бурчаклари биссектрнсаларннинг тенг- 
ламалари тузнлсин.

Е ч и ш.  ABC бурчакнинг биссектрисаси бу бурчак ичида 
ётувчи ва унинг АВ  ва ВС томонларидан баравар узоцлик- 
даги нуцталарнинг геометрик урнидир (27- чизма).

У

Демак, BD  тугри чизик ABC  бурчакнинг биссектрисаси 
булиб, М  ундаги ихтиёрий нукта, МР ±_ВС  ва M QJ_AB  булса,

PM =  MQ
булади.

Биссектрисанинг бу таърифига асосланиб, I ва III коорди
нат бурчакларнинг биссектрисаси тенгламасини тузамиз 
(28- чизма».

Агар ОМ биринчи координат бурчагннинг биссектрисаси 
булиб, М (х , у) унинг ихтиёрий нуктаси булса, биссектриса 
таърифига мувофик

NM  =  PN
ёки

У -  х .  (3)
Агар М (х, у) учинчи координата бурчагининг биссектри- 

сасидаги ихтиёрий нукта булса, *ам х ,  *ам у манфий сон бу
либ, уларнинг абсолют кийматлари бнр-бирига тенг булади, 
биз яна (3) тенгламага келамиз.
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Демак, Л1 (х, у) I ва III координат бурчаклари бнссектрн- 
сасининг ихтиёрий нуктаси булса, унинг х, у координаталари
(3) тенгликни каноатлантиради. Аксинча, агар бирор М  (х, у) 
нуктанинг х, у  координаталари (3) тенгламани канотлантирса, 
бу нукта I ва III координат бурчаклари биссектрисасининг 
нуктаси экани равшан.

Шундай килиб, (3) тенглама I ва III координат бурчакла- 
рининг биссектрисасн тенгламасидир.

Энди II ва IV координат бурчаклари биссектрисасининг 
тенгламасини тузамиз (2 9 -чизма). Q (аг, у) нукта бу биссект- 
рисанннг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу нукта II квадрантда

а /V
\
Ь
1

У

0 в

30 -чизма.

булса *ам, IV квадрантда булса *ам унинг х  ва у координа
талари абсолют кийматлари буйича бир-бирига тенг, ишора- 
ларч эса карама-каршидир, яъни иккала квадрант учун *ам:

у = - х .  (4)

Аксинча, бирор Q(x, у) нуктанинг х, у  координаталари (4) 
тенгламани каноатлантирса, бу нукта II ва IV координат бур- 
чакларннинг биссектрисасининг нуктаси булиши равшан.

Шундай килиб, (4) тенглама II ва IV координат бурчакла
ри биссектрисасининг тенгламаси экан.

3 - мисол. Хар бир нуктасидан Л(1, 2) нуктагача масофа 
В (  — 1, — 2) нуктагача масофадан икки марта кнчнк булган 
текислик нукталарининг геометрнк урни топилсин.

Е ч и ш.  Агар изланаётган геометрнк уриннинг ихтиёрий 
нуктасини N (х, у) билан белгиласак, шартга кура

2 AN  =■ BN (5)

булади. Аммо

AN  =  ^ ( х  — 11* +  (у — 2 2,1 
BN  =  / (дг+ 1 /  +  ( у +  2)2. J
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A N  ва B N  нинг бу ифодаларини (5) тенгликка куйсак

тенглама *осил булади. Бу тенгламанинг иккала томонини 
квадратга кутариб, соддалаштирамиз:

булган айлана тенгламасидир.
4- мисол. Абсциссалар Укига параллел булиб, ундан b ма

софа узокликда жойлашган тугри чизик тенгламаси тузилсин 
(30- чизма).

Е ч и ш .  Абсциссалар укига параллел булнб, ундан Ь масофа 
узокликда булган A N  тугри чизикнинг ^ар бир нуктаси Ох 
Укдан b масофада ётган нукталарнинг геометрик урнидир. Бу 
геометрик урин ихтиёрий N  (дс, у) нуктасининг х  абсциссаси лар 
кандай кнймат кабул килганда *ам унинг у ординатаси *амма 
вакт b га тенг:

Аксинча, агар бирор N (х, у) нуктанинг абсциссаси *ар кан
дай киймат олганда ^ам унинг ординатаси (6) тенгликни каноат- 
лантирса, бу нукта биз караетган AN  чизикда ётади. Демак,
(6) тенглама AN  чизикнинг тенгламасидир. Агар Ь =  0 булса

абсциссалар укининг тенгламаси булади, чунки бу *олда A N  
тугри чизик Ох  ук билан устма-уст тушади.

Агар b манфий сон булса, А N  тугри чизик абсциссалар уки- 
дан пастга жойлашади. 30- чизмада b мусбат сон булган ^ол 
курсатилган.

5- мисол. Ординаталар укига параллел булиб, ундан а ма
софада жойлашган тугри чизикнинг тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш.  Утган мисолни ечишда юритилган фикрга ухшаш 
йул билан бу геометрик уриннинг тенгламаси

эканига ишонч *осил килиш кийин эмас. а =  0 булганда

Бу ординаталар укининг тенгламаси булади. а >  0 булса, 
бу тугри чизик ординаталар укидан унгда, а < 0  булганда эса 
чапда жойлашган булади.

6- мисол. Текисликдаги шундай нукталарнинг геометрик ур- 
нини топингки, бу нукталарнинг *ар бнридан х* +  у* =  4 в а

2 / ( - v -  1)* +  ( у - 2 ) *  =  / . д : +  1)* +  (у +  2)а

Бу эса маркази нуктада, радиуси га тенг

у = Ь. (6)

у = 0 (7)

х  = а (8 )

х  — 0. О)
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<JC -  2)* +  у* =  1 айланаларга утказнлган уринмаларнинг кес- 
маларн узаро тенг булсин.

Еч и ш. М  (jc, у) — маркази С (а , Ь) иуктада булиб, раднуси 
г  га тенг булган s айлана ташкарисида ётувчи нукта булсин. 
Л1 нуктадан айланаларнинг бирига утказнлган уринманннг 
уриниш нуктасини N билан белгилаймиз; бу *олда (чизма 
ясашни китобхоннинг узига ^авола киламиз):

MN**  / МС* -  CN* =  / (л- — а)*+(у — Ь)* ^7 * .
Бу тенгликдан, айлана ташкарисидагн Л1(х, у) нуктадан айла- 
нага утказнлган уринма кесмасининг узунлиги айлананинг

(х — а)* +  (у — ЬУ — г* =  О
каноник тенгламаси чап томоннга М ( х ,у )  нуктанинг х  ва у 
координаталарини к^йишдан чиккан натижанинг квадрат ил- 
дизига тенг эканлнгнни курамиз. MN, ва MN2 лар мос равиш
да М (х ,у )  нуктадан берилган айланаларга утказнлган урин- 
малар узунликлари булсин. Бу ^олда

MyVj* =  х* +  у* — 4 ва M N  * =  (х  — 2)* +  у* — 1.
Агар М (х ,  у) каралаётган геометрик уринга тегишли нукта 
булса,

M N l =  M N 2,
ёки

V x*  +  у* — 4 =  (* — 2 /  + у* — 1.
Бу тенглама изланаётган геометрик уриннинг тенгламасидир.

Тенгламани соддарок куринишга келтириш максадида унинг 
иккала томонинн квадратга кутарамиз:

■** +  у* — 4 =  (х  — 2)* +  у2 — 1
ёки

------------  --

7
Бу — Оу укка параллел булиб, ундан -f —  бирлик масофада
утадиган тугри чизикнинг тенгламасидир.

Берилган айланаларнинг тенгламаларини биргаликда ечиб, 
уларнинг кесишиш нукталари

эканини топамиз.
Демак,
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тугри  чизнкдагн  нуктанинг ординатаси

га тенг булса, бу нукта берилган айланаларнинг ,\ам у мумий 
нуктаси эканлигн равшан. Шунинг учун х  = ~  тугри чизикда

1у| <  булса, тугри чизикнинг бундай нукталари айланалар
нинг ичида ётган нукталар булади. Бундай нукталардан айла- 
наларга уринмалар утказиб булмайди. Шунинг учун, излана-
ётган геометрнк урнн х  =  — , |у| >  шартлар билан аник

ланади. Демак, изланаётган геометрнк урин учлари А ’- р )

ва В j нукталарда булнб, ордннаталар укига парал-
лел булган ярим тугри чизиклардан нборатдир.

12-§. ЧИЗИКНИ БЕРИЛГАН ТЕНГЛАМАСИГА КУРА ЯСАШ

Утган параграфда чизик тенгламасини тузнш масаласннн 
курднк. Энди чизикнинг

F(x , у) =  0 (1)
тенгламасига кура уни ясаш масаласннн караймиз.

х, у координаталарни богловчн бирор тенгламанинг текис
ликда кандай чизикни тасвир этишини билиш учун чизикни 
шу тенгламага асосланнб ясаш керак. Текисликдаги нукта эса 
узннннг (х, у) координаталари билан аникланади. Шунинг 
учун (1) тенгламадаги х  га х и х 2, . . . ,  х п, . . .  кийматларнн 
берсак

F (<*«. У) =  О, F, (х2, у) =  О, . . . F  (х„, у) =  О, . . .  (2)
тенгламалар зосил булади. Бу тенгламалардан х  нинг х , ,  х 2, 
. . .  х п, кийматларига мсс булган у нинг у,, у2, . . .  у„, . . .  
кийматларнни топа оламиз1, натижада координаталари (1) 
тенгламани каноатлаитирувчи кетма-кет

(-̂ |> Ух). (-*2» Уг)> • • • I Ул)> • • • (3)
нукталарнн топамиз. Бу нукталарни координаталар системасида 
ясаб, уларни узаро туташ чизик билан бирлаштнрсак, (1) тенг
ламани тасвир этувчи чизик лосил булади. Тугрироги (1) тенг
лама билан тасвирланувчи чизикнинг такрибий тасвири *осил 
булади. Бу такрибий тасвир амалда ишлатиш учун етарлндир.

1 (2) тенгламаларшшг лар биридаи у учун бир печа кпйматлар келиб 
чпкнши мумкин. Аммо бу .\ол масалашшг мо.\пятшш узгартирмайди.
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1- мисол. у — .vs =  0 тенглама тасвирлайдиган чизик ясал- 
сии.

Яс а ш.  Тенгламадаги х  га... — 3, — 2, — 1, О, 1, 2, 3, ... 
К и й м а т л а р н и  бериб, у учун куйидаги кийматларни топамиз. 
Бунн жадвал шаклида ёзамиз:

X • • • - 3 — 2 -  1 0 1 2 3 • • •

У • • • — 27 — 8 -  1 0 1 8 27 • • •

Натижада ... ( - 3 ,  - 2 7 ) ,  ( - 2 ,  - 8 ) ,  ( -  1, -  1), (0. 0), (1, 1), 
(2, 8), (3, 27), ... нукталар кетма-кетлиги *осил булди. Бу 
нукталарни координаталар системасида ясаб, уларни туташ 
чизик бнлан бирлаштирамиз, натижада у =  л* функциянинг 
графнгн *осил булади.

2- мисол. у =  х, V  у — t^ x  ва 
у* =  х г тенгламалар билан ифодалан- 
ган чизикларни геометрик талкин 
этинг.

Еч и ш.  Бу тенгламалар билан бе
рилган чизикларни умумий муло.хаза- 
лар юрнтнш усу ли билан геометрик 
талкин этиш мумкин.

у =  л: тенглама *ар бир нуктаси
нинг абсциссаси унинг ординатасига 
тенг булган тенгламани ифодалайди.
Бундай хоссага эга булган нукталар
нинг геометрик урни I ва III коорди
ната бурчакларининг биссектрисалари 31 чизма. 
экани равшан.

/ у  =  ^ х  тенгламада эса х  ва у лар факат мусбат кий- 
матлар кабул к^лиши керак (дг ва у лар манфий кийматлар 
кабул килса уЛ* *амда y f у лар мав^ум сонларни беради). Бу 
тенглама билан тасвир этиладиган геометрик урин биринчи 
координата бурчагининг бнссектрисасидир.

у2 =  л* тенглама абсциссасннинг квадратн ординатасинииг 
квадратига тенг булган нукталарнинг геометрик урнини тасвир 
этади. Бундай хоссага эга булган геометрик урин координата 
бурчакларининг биссектрисаларидан иборат ва аксинча. Демак, 
бу тенглама билан координата бурчакларининг *ар бир биссект- 
рисаси тасвирланади.

У'гу = у гх  тенгламани иккала томонини квадратга кутарнш 
билан у = х  ва энди бу тенгламанинг иккала томонини квад-

У
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ратга кутариш билан уг =  х 9 тенглама *осил булади. Аммо 
V y — Y х  тенглама биринчи координата бурчагннинг биссект
рисаси булгани *олда у  =  х  тенглама биринчи ва учинчи ко
ордината бурчакларинннг биссектрисаларини, у* =  х 1 тенглама 
туртала координата бурчакларинннг биссектрисаларини тасвнр 
этади. Демак, тенгламаларни квадратларга кутариш билан *о- 
сил к»линган тенгламалар янги чизикларни (янги геометрик 
Уринни) тасвир этиши мумкин экан.

Юкорида баён килинган масалалардан чизик ва унинг тенг- 
ламаси *акида иккита асосий масала келиб чикади:

1) Чизиц текисликдаги нуцталарнинг геометрик урни 
сифатида берилган. Бу чизщ нинг тенгламаси тузилсин.

2) Бирор чизицнинг тенгламаси берилган. Бу тенглама 
брдами билан чизицнинг геометрик хоссалари, текисликда 
жойланиши ва унинг шакли текширилсин.

Аналитик геометрия нинг чизик ва унинг тенгламаси *аки- 
даги бу масалалари билан кейинги бобларда системали равиш
да шугулланамнз.

Купгина масалаларда тенгламалари билан берилган икки ёки 
бир неча чизикнинг кесишиш иукталарини топиш масаласи 
кУйилади. Соддалик учун биз бу масалани иккита чизик учун 
караймиз.

тенгламалар билан иккита чизик берилган булсин. Бу чизик- 
лар кесишган булса, уларнинг кесишиш нукталари топилсин 
деган масала кУямиз.

Бу масалани бундай ечса булади: (1) ва (2) чизикларнинг 
кесишган нуктаси мавжуд булса, у нукта иккала чизикнинг 
умумий нуктаси булади. Бу умумий нуктанинг координаталарн 
(1) тенгламани *ам, (2) тенгламани *ам каноатлантирнши ке- 
рак, яъни (1) чизик *ам, (2) чизик *ам шу умумий нуктадан 
Утадн.

Агар умумий нуктанинг координаталарн (1) ва (2) тенгла- 
маларнинг *ар бирини каноатлантирар экан, бу координаталар 
(1) ва (2) тенгламалар системасининг ечимлар системаси бу
лиши керак.

13-§. ЧИЗИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАСИ *АКИДА 
ИККИ АСОСИИ МАСАЛА

14- §. ИККИ Ч И ЗИК Н ИН Г КЕСИШИШИ

Ф, (х, у) =  О, 
Ф2 (х, у) =  0

(1)
(2)
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Демак, (1) ва (2) чизикларнинг кесишган нукталарининг 
координаталарини топиш учун (1) ва (2)тенгламаларга тенглама
лар системаси деб караб, уларни биргаликда ечиш зарурдир.

Агар (1) ва (2) тенгламалар системаси биргаликдаги система 
булса ва бу системанинг ечимлар системаси ^акнкий сонлар- 
дан иборат булса, бундай ечимлар снстемасининг .хар бири 
(1) ва (2) чизикларнинг кесишган нуктаси координаталарини 
ифода этади.

Агар (1) ва (2) тенгламалар системаси биргаликдаги систе
ма булмаса ёки системанинг ^ар бир ечимлари системасида 
.V ёки у нинг камида биттаси мав*ум булса, (1) ва (2) чизик- 
лар кесишмайди.

1- мисол.
у — х* =  О

чизик билан
у — 9х =  О

чизикнинг кесишнш нукталари топилсин.
Е ч и ш.  Берилган чизиклар тенгламаларини биргаликда деб 

К'араб, бу системани ечамиз. Тенгламалар системасининг ик- 
кинчи тенгламасидан у  ни топиб, биринчи тенгламага куямиз:

9х — х» = О
ёки

jc (9 -  х*) =  0.
Бундай

Xi =  0; х г,а =  ±  3.
Бу кийматларни системанинг иккинчи тенгламасига куйиб,

У\ -  0, у2,3 =  ± 2 7  
эканини топамиз. Демак, каралаётган чизиклар 

(О, 0), (3, 27) ва ( -  3. -  27)
нукталарда (3 та нуктада) кесишар экан.

2 - мисол. дс2 у* =  1 чизик билан 2л:* +  2у* = 1  чизикнинг 
кесишган нуктаси топилсин.

Е ч и ш.  Бу системадаги тенгламалар бир-бирига зид келади. 
Чунки манфий булмаган икки сон йигиндиси бирга тенг бул
гани лолда, уларнинг *ар бирини иккига купайтнриб кушсак, 
яна бирлигича к°лаётир, бу эса мумкин эмас. Демак, кара
лаётган чизиклар кесишмайди.

Бу чизиклар марказлари координаталар бошида булиб, ра-
диуслари 1 га ва =  га тенг булган айланалар эканини ке-
йинрок билиб оламиз.
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3- мисол. у +  х  =  0 чизик билан у2 +  Зл: +  3 =  О чизикнинг 
кесишган нуктаси топилсин.

Еч и ш.  Биринчи тенгламадан у ни топамиз:
У =  —

бунн иккинчи тенгламадаги у нинг урнига куямиз, натижада
jc* +  Зх  +  3 -  О 

квадрат тенглама *осил булади, бу тенгламани ечиб,
3 _1_ ,  / 9  о з , 1 / Т

■*1»2 —  2  г  4  —  2  2 

эканини топамиз.
Демак, тенгламалар системасининг иккала ечими *ам ±  i 3 

мав^ум сонларнн уз ичига олади. Шунинг учун каралаётган 
чизицлар кесишмайди.

15-§. ЧИЗИКН ИН Г ПАРАМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАРИ

Механика ва техникада моддий нуктанинг *аракат траек- 
торияси каралади. Бу траектория t  вактга боглик равишда 
узгаради. Шунинг учун траектория ихтиёрий нуктасининг х ,  у 
кооринаталари t нинг узгариши билан узгаради, t  нинг функ- 
циялари булади, яъни х  ва у учун

х  =  <? (t),у “'КО (О
тенгламаларнн ёзиш мумкин. Бу тенгламалар моддий нукта
нинг х,аракат тенгламалари  дейнлади. Геометрия тилида(1) 
тенгламаларнн эгрн чизикнинг параметрик тенгламалари  
деб аталади. Бунда t  узгарувчини параметр дейнлади. t  ^ар 
доим вактни билдириши шарт эмас, t  параметр л: ва у нинг 
кандай узгаришини аник тасвирлаш учун ?(амда (1) тенглама 
каби тенгламани тузиш учун кулайлик берадиган ёрдамчи уз- 
гарувчнднр. (1) тенгламалардан t  параметр йукотилса, эгрн 
чизикнинг Декарт системасидаги

F(x, у) — О
ёки у = / ( jc) тенгламаси *осил булади. (1J тенгламалардан 
куринишича, текисликдаги эгрн чизик параметрик шаклда ик
кита тенглама билан берилади.

1- мисол. Маркази координаталар бошида булиб, радиуси 
г га тенг булган айлананинг параметрик тенгламалари тузил- 
син (32- чизма).

Е ч и ш .  М {х, у) айлананинг ихтиёрий нуктаси .чамда
х  = ОР,



булсин. МОР бурчакни t билан белгилаймиз; бу *олда МОР 
тугри бурчакли учбурчакдан

ОР =  ОМ cos t, \
РМ = ОМ sin t )

ёки ОМ = г булгани учун
X — г  COS t, |
У — г sin t  / (2)

тенгликлар *осил булади. Бу—айлананинг параметрнк тенглама
си. (2) тенгламалардан t  параметрни йуцотиб, айлананинг

У

Декарт системасидаги т е н г л а м а с и  ни *осил киламиз. Бу- 
нинг учун (2) тенгламаларни квадратга кутариб, натижани *ад- 
лаб кушамиз:

х г +  у"1 =  гг (cos* t +  sin* t)

ёки
x* +  у* =  г*.

Бу тенглама маркази координаталар бошида булиб, радиу- 
си г  га тенг булган айлананинг Декарт системасидаги тенгла- 
масндир.

2- мисол. Радиуси а га тенг булган дойра абсциссалар уки 
буйича рирпанмай думалаб боради. М  — дойра айланасидаги 
бирор нукта. Доиранинг дастлабки ^олатида М нукта коор- 
динаталар бошига жойлашганлиги маълум булса, *аракат да- 
вомида М  нуктанинг чизган чизигининг тенгламаси тузилсин 
(34- чизма).

Е ч и ш .  Координаталар бошини чизмада курсатилгандек 
килиб танлаб оламиз. Харакат бошлангандан бошлаб бирор
вакт утгандан кейин М  нукта ОМ ни чизиб дойра шаклидаги
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*олатда булсин. М нукта билан донранинг С марказинн ту* 
таштирамиз >;амда

PM ±  Ox, QC ±  Ох, M N  || Ох
кесмалар утказамиз. MCN  бурчакни t  билан белгилаймиз:

^  M C N  = t.

Л1 нуктанннг координаталари х  ва у булсин:
х  =  ОР, у  =  РМ.

TyFpn бурчакли MNC  учбурчакда:
M N  =  MCsln t = a sin /, 1 
NC =  МС cos t  =  a cos t. ]

Ammo

M N  = PQ — OQ — OP.
Харакат сирпанмай бажарилгани учун

OQ =  ЛТQ, MQ = at.
Демак,

M N  = at — x.  (P)
Чизмадан:

NC = QC — QN •= QC — PM = a — y. (T)

(P) ва (f) тенгликлардан MN  ва NC ларнинг кийматларини 
(а) тенгликка куйиб, x  ва у ларни топамиз:

дг— a (t — slnt) ,  
у =» о (1 — cos t).

Бу изланаётган чизикнинг параметрик тенгламасидир. Бу 
чизик циклоида  деб аталади. Цнклонданинг параметрик тенг-
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ламасидан t  параметрнм чнкариб юборсак, унинг Декарт коор
динаталар системасидаги тенгламасинн *осил кхламиз:

у =  2 hi: ±  (a arc cos —  / у  (2а — у)) ,

бу ерда k — исталган бутун сон.
3- мисол. Чизикнинг параметрик тенгламаси берилган:

х  = 2 1, 
у  =  t \

Бу чнзик ясалсин.
Яс а ш.  Параметрик тенгламалардаги t  га ... — 2, — 1, 0, 1, 

2, ... киАматларни бериб, бунга мос *олда х  ва у  узгарувчи- 
ларнинг ушбу киАматларини топамиз:

t • • • - 2 -  1 0 1 2 • • •

X • • • - 4 — 2 0 2 4 • • •

У • • • 4 1 0 1 4 • • •

Декарт системасини олиб, унда t  нинг бу киАматларига 
тугри келган (х, у) нукталарни ясаАмнз ва бу нукталарни ту- 
таш чизик билан бирлаштирамиз. Натижада 33- чизмада тас- 
вирланган чизик *осил булади. Бу чизик парабола  деб ата- 
ладиган чизикдир.

Берилган тенгламалардан t  параметрни Д^котсак, парабола- 
нинг Декарт системасидаги тенгламаси зосил булади:

М а ш ц ла р

1. Куйидаги тенгламалар билан берилган эгри чизиклар ясалсин:

а) у  =з х*\ б) у =  дг* — 2; в) у  =  - j -  дг3 — 4; 2) у  =  y'lc  ; д) х у  =  3.

2. Куйидаги тенгламалар билан берилган эгри чизиклар Декарт систе- 
масида ясалсин:

а) у =  sin 2дг; б) у  =  sin (2х  +  3); в) у  =  tg  2х; г) у  =  lg  (2х  +  3).

3 . М  нукта ^аракат пайтида дамма вакт Л (0, 3) ва В (7, — 3) нукта- 
лардан бир хил узокликда колади. М  нуктанинг траекториясини топинг.

4. Хар бир нуктасидан берилган икки Af (— 3, 0) ва N  (3, 0) нукталар- 
гача масофалари квадратларннинг йигиндиси 50 га тенг булган текислик
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нукталар» геометрик урнининг тенгламасини тузинг ва бу геометрик Уринни 
ясанг.

5. Хар бир нуктасидаи берилган иккита М  ва N  нуктасигача масофа- 
ларииииг купайтмаси узгармас а1 сонга тенг булган текислик нукталари 
геометрнк Урнининг тенгламасини тузинг ва тузилган теигламага кУра чи
зикни ясанг (бу чизик Кассини овали  дейнлади).

6. 5 -  масалгда берилган М  ва N  нукталар орасидаги масофа M S  =  2с 
деб фараз килинса, а =  с булган холда Кассини овали Бернулли  лемнис- 
катаси деб аталади. Бернулли лемнискатасининг тенгламасини тузинг.

7. Параметрик тенгламалари билан берилган эгрн чизикларни ясанг.

1 .  (3 а) х  =  <*, у =  —  Р, б) х  =  А, у  =  - j j----- 1.

Бу чизикларнннг Декарт системасидагн тенгламаларини тузинг.
8. АВ  =  а кесманинг учлари Декарт системасининг уклари буйича снр- 

паниб харакат килади. Координата Укларига параллел булган АС ва ВС  
тугри чизиклар С нуктада кесишади. С нуктадан АВ  га СМ перпендикуляр 
туширилгаи. АВ  кесманинг турли холатларига мувофик М нуктанинг хара
кат. траекторияси тенгламасини тузинг (М  нуктанинг харакат траекторияси 
астроида деб аталади).

9. Жисм v  тезлик билан горизбнтга а бурчак хосил килиб юкорнга 
отидган. Хавонинг каршилигини эътиборга олмай, жисмиинг харакат траек- 
торняси тенгламасини тузинг.



Учинчи боб 

Т$ТРИ ЧИЗИК

Биз бу бобда тугри чизикнинг текисликдаги координаталар 
системасига нисбатан олган Урнини турлича аникланишига караб 
унинг тенгламаларини турли куринишда ^осил киламиз ва бу 
тенгламалар ёрдами билан тугри чизикка тегишли баъзи ма- 
салаларни ечамиз.

16-§. ТУГРИ ЧИЗИКНИНГ БУРЧАК КОЭФФИЦИЕНТЛИ ТЕНГЛАМАСИ

Дастлаб ординаталар укига параллел булмаган тугри чи- 
знкни караЛмиз. Бундай тугри чизикнинг координаталар сис
темасига нисбатан текисликдаги урнини абсциссалар Укннинг 
мусбат йуналишн билан тугри чизик орасидаги Z  OLR =  <? 
бурчак ва тугри чизикнинг ординаталар укидан кесган OB ~  Ь 
кесмаси билан аниклашимиз мумкин 
(35- чизма). У

Бу ерда суз юритилаётган бур- 
чакни ойдинлаштириб утиш зарур.

Абсциссалар укининг мусбат йуна- 
лиши билан тугри чизик орасидаги 9 
бурчак деб абсциссалар укининг мусбат 
йуналишинн соат стрелкасига тескари 
йуналишида тугри чизик билан устма- 
уст тушгунча бурганимизда ^осил бу- 
ладиган бурчакка айтамиз.

Энди тугри чизик тенгламасини ту- 
замиз.

М (х ,у )  нукта LB тугри чизикнинг ихтиёрий нуктаси бул- 
син. Бунда

ON =  х , NM  =  у.
В  нуктадан Ох  Укка параллел килиб ВС тугри чизикнн ут- 
казамиз. Бу *олда Z М ВС  =  ^ булади.
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Тугри бурчакли М В п  ••••*---------------

(1 )
эканини топамиз. Аммо 35- чизмадан

СМ = NM  -  JVC =  N M  -  ОВ
ёки

(2)

(3)
МС ва ВС ларнинг топнлган бу ифодаларини (1) тенгликка 
кУямиз:

Одатда tg<p =  k деб белгиланади, шунинг учун (4) тенглама

куринишни олади. Бу тенглама LB  тугри чизикнинг тенглама
сидир, чунки биз бу тутри чизикда ётган .чар кандай М(х, у) 
нуктанинг х, у  координаталари (5) тенгламани "Цаноатлантирн- 
шини исбот килдик; демак, LB тугри чизикда етма^ан нукта
нинг координаталари (5) тенгламани каноатлантирмайди ва ак- 
сннча.

(5) тенгламадаги k  коэффициент тугри чизикнинг бурчак 
коэффициента, Ь эса тугри чизикнинг бошлангич ордината- 
си дейилади. (5) тенгламага тугри чизикнинг бурчак коэффи- 
циентли тенгламаси  дейилади.

Тутри чизикнинг тенгламаси узгарувчи, х, у  координаталар- 
нинг факат биринчи даражаларини уз ичига олиши (5) тенгла- 
мадан куриниб турибди.

Олинган тугри чизик ординаталар укига параллел булиб, 
ундан а масофада турса, унинг х  а ёки х  — а =  0 шаклдаги 
тенглама билан ифодаланишини биз юкорида (7- §) нсботла- 
ган эдик, шунинг учун бундан куйидаги теорема келиб чи
кади

Теорема. Текисликдаги х;ар цандай. тугри чизиц х  ва у 
узгарувчи координаталар орасидаги муносабатни ифодалов- 
чи биринчи даражали тенглама билан тасвирланади.

Энди (5) тугри чизик тенгламасида k ва Ь параметрлар уз- 
гарганда тугри чизикнинг кандай уйгарншини караймиз.

Агар (5) тенгламада b узгармай, k ^  kx, k 2,... кийматларни 
кабул килса, k — tg<f булгани сабабли (р бурчак *ам <fj, ®t , <р3 
Кийматларини кабул килиб узгаради ва тугри чизик координата-

У — Ь = x t g « p
ёки

У =- *1g 9 +  b. (4)

у  =  k x  -+ b (5)
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лар системасида Ьх В, L2B, Ь3 В,... каби жойланади (36- чизма), 
яъни т^гри чизик В нукта агрофида айланади. k =  0 булса (5) 
тенглама

У - Ь  (5')

к у р и н и ш н и  оладн. Бу *олда ? = 0  булган и учун тугри чизик 
абсцисеалар Укига параллел ва ундан Ь масофада ётадн (BL{ 
тугри чизик).

Энди k узгармай колиб, b узгариб bi,b2,b3,... кийматларни 
кабул киладиган *олни караймиз. Бу *олда тугри чизик ©pah

s' у

наталар Укидан ОВх =  Ьи ОВг =  Ьъ OB3 =  bit... кесмаларни ке- 
сиб утади, аммо абсцисеалар уки билан бир хил <р бурчак таш- 
кил килади (37- чизма), яъни тегишли тугри чизиклар бир- 
бирнга параллел жойлашади.

Агар b =  0 булса, (5) тенглама
у -  кх  (6)

куринишни олади ва бу тенглама билан тасвирланган тугри 
чизик координаталар бошидан утади, аксинча, турри чизик 
координата бошидан утса b =•* 0, унинг тенгламаси (6) куриниш-
да булади, (5) тенгламада <р Ф -я-, чунки биз тугри чизик ор-
динаталар укига параллел эмас деб фараз килганмиз. Агар
<р =  булса, к =  tg =  оо булиб, (5) тенглама маъносини
йукотади.

Ордннаталар укига параллел тугри чизик
х — а =  О (7)

тенглама билан ифодаланади.
Агар (5') тенгламада Ь =  0 булса,

у = 0  (5")
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тенглама *осил булади, бу абсцнссалар уцининг тенгламасидир. 
Шунга ухшаш (7) тенгламада а  =  0 булса,

а- =  0  (7 ')

тенглама *осил булади, бу эса ординаталар укининг тенгла
масидир.

1- мисол. Абсцнссалар укн билан 45° ли бурчак ^осил кн* 
лнб, ординаталар укидан 5 бирлик узунликда кесма аж ратув- 
чи тугри чизик тенгламаси тузнлсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура:

<р =  45°, k =  tg 45° =  1 ,6  =  5.

Буларни (5) тугри чизик тенгламасига куйсак,

у =  дс +  5.

Бу изланаётган тугри чизикнинг тенгламасидир.
2

2-  мисол. у =  - j - * - } - 5 тугри чизик ясалсин.
2

Т ва

эканини курамиз. Энди ординаталар 
укида ОВ =  5 бирлик кесма ажратиб, 
В  нуктани белгилаймиз (38- чизма).

, 2 
t g ?  =  - r

булгани учун бурчак каршисидаги ка- 
тетни 2 бирлик, бурчакка ёпишган ка- 
тетни 3 бирлик деса булади. Шуни 
эътиборга олиб, ОС =  3 бирлик ва 
CD =  2 бирликни ясаймиз ва О нукта 
билан D нуктани туташтирамнз.

Энди OD  га параллел килиб, В нуктадан BL тугри чизикни 
утказамнз. Бу изланаётган тугри чизикдир.

17- §. ТУГРИ ЧИЗИКН ИН Г УМУМИЙ ТЕНГЛАМАСИ ВА УНИ 
ТЕКШИРИШ

Биз утган параграфда тугри чизик узгарувчи х,  у коорди- 
наталарга нисбатан биринчи даражали алгебраик тенглама би
лан ифодаланади дегаи теоремани нсбот килдик. Энди шу тео- 
реманинг тескариси *ам уринли эканини курсатамиз.

Теорема, х  ва у Декарт координаталарига нисбатан 
биринчи даражали %ар цандай алгебраик тенглама текис- 
ликдаги бирор тугри чизицнинг тенгламасидир.
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И с б о т .  х  ва у узгарувчиларга нисбатан ёзилган биринчи 
даражали алгебраик тенгламанинг умумий куринншинн

шаклда ёзиш мумкин, бунда А, В ва С узгармас коэффициент- 
лар булиб, А ва В сонлар бир вацтда нолга тенг эмас деб ф а- 
раз килинади.

Энди (1) тенглама тугри чизик тенгламаси эканини курса- 
тамнз. Бунинг учун (1) тенгламада В ф  0 деб олиб, уни у  га 
нисбатан ечамиз. Бу *олда

куринишни олади. Бу эса тугри чизикнинг тенгламасидир. 
Агар В =  0 булса, (1) тенглама

Ах  +  С =  О (А Ф 0)

булади. Бу тенглама ордннаталар укига параллел булган тугри 
чизик тенгламаси эди. Шундай килиб, В +  0 булганда *ам, В  =» О 
булганда ?{ам ( 1) тенглама тугри чизикнинг тенгламаси экан. 
Ш у билан теорема исбот булди.

Энди (1) тенглама >;адларидан баъзилари тенгламада кат- 
нашмаган ^олда, у  тенглама билан тасвирланадиган тугри чи
зик координата укларига нисбатан кандай жойланишинн тек- 
шириб чикамиз.

Агар А =  О, ВФ О , С ф  О булса, (1) тенглама

куринишида булади. Бу тенгламани у  га нисбатан ечиб, (3) 
тенгликни эътиборга олсак,

булади. Бу эса абсциссалар укига параллел булган тугри чи
зикнинг тенгламаси эди. Шундай килиб, (1) тенгламада тарки- 
бида х  булган ?{ад катнашмаса, бу тенглама билан тасвирла
надиган тугри чизик абсциссалар укига параллел булади.

Ах  +  By  +  С = 0 ( 1)

(2)
булади.

(3)

деб фараз килинса, (2) тенглама

у  — kx +  Ь

ёки

(4)

(5)
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Агар В =. 0, А ф О , С ф  О булса, (1) тенглама

Ах +  С =  О (6)

куринишни олади. Бу тенглама ординаталар укига параллел 
булган тугри чизикни тасвирлайди. Буни юкорида курган эдик. 
Ш ундай килиб, (1) тенгламада таркибида у булган лад кат- 
нашмаса, бу тенглама ординаталар укига параллел булган туг
ри чизикни тасвирлайди.

Агар С =  О, А ф  О, В ф  О булса, (1) тенглама

Ах  +  By  =  0 (7)

куринишни олади. Бунн у га нисбатан ечамиз:

Энди (3) тенгликни эътиборга олсак:

у  *= кх

булади, бу тенглама координаталар бошидан утган тугри чи
зикни тасвирлайди. Д емак, (7) тенглама координаталар бош и
дан утган тугри чизик тенгламасидир. Ш ундай к»либ, (1) 
тенгламада озод лад катнашмаса, у координаталар бошидан 
утувчи тугри чизик тенгламаси булади.

Агар А —О, С ф  0, В ф  0 булса, (1) тенглама

By =  0 ёки у =  О

куринишни олади, бу абсциссалар укининг тенгламаси эди. 
Демак, (1) тенгламада таркибида х  катнашган лад билан озод 
лад катнашмаса, тенглама абсциссалар Укининг тенгламаси 
булади.

Агар £  =  0, С =  О, А ф  0 булса, (1) тенглама 

Ах  =  0 ёки х  =  О

куринишни олади, бу ординаталар укининг тенгламасидир.
(1) тенгламада А билан В бир вактда нолга тенг булол- 

майди, чунки Л =  О, В — 0, С ф  0  булганда (1) тенглама С =  О 
куринншда булади, яъни С лам нолга тенг булади, бу эса к'и- 
линган шартга зиддир. Бу лолда (1) тенгламанинг маъноси 
булмайди.

Мисоллар.

1) х  +  У =  0  тенгламада озод лад йук, шунинг учун бу 
тенглама координаталар бошидан утган т ^ р и  чизик тенглама- 
сидир.
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2) З а  4* 2 =  0 тенгламада у катнашган *ад йук, демак, бу 
тенглама ординаталар Укига параллел булган тугри чизик тенг
ламасидир.

3 ) у — 3 =  0 тенгламада а  катнашган *ад йук. Бу тенглама 
абсцнссалар укига параллел булган тугри чизик тенгламасидир.

18- §. T7FPH  ЧИЗИКН ИН Г КЕСМАЛАРГА НИСБАТАН ТЕНГЛАМАСИ

Координаталар бошидан утмаган тугри чизикнинг вазиятини 
унинг уклардан ажратган ОА =  а Ф 0  ва ОВ =  b Ф 0 кесмала- 
ри билан аникласа булади. Бу ^олда тугри чизик тенгламасини 
тузиш учун унда ихтиёрий М (х , у) нуктани оламиз (39- чиз
ма). ОР =  х , РМ =  у  булсин, х  билан у орасидаги муноса- 
батни тузиш учун ВОА ва Л1РА ухшаш учбурчаклардан фой- 
даланамиз. У хш аш  учбурчакларнинг мос томонлари пропор- 
ционал булгани сабаблн

РМ _  РА п У
t /В оА

булади. Аммо 
ОВ =  Ь, РМ  =  у,
О А =  а, РА  •= О А — ОР  ■= а — х.

Буларни (1) тенгликка куямиз:

ёки

у _  а — х  
Ь а

(2)
Бу изланаётган тугри чизикнинг тенгламасидир. Тугри чи

зик тенгламасининг бу куриниши унинг кесмаларга нисбатан 
тенгламаси дейилади.

1- мисол. Ох  Укдан ажратган кесмаси 4 ва Оу укдан а ж 
ратган кесмпси 5 бирлик булган тугри чизик тенгламаси ту- 
зилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура:
а =  4, b — 5; 

буларни (2) тенгламага куйсак,

J L + J L
4 ^ 5 1

еки
5х  +  4у -  20 =  0.

2- мисол. З а  — 2у — 6 =  0 тугри чизик ясалсин.
Я с а ш .  Бу т^гри чизнкни координата укларидан ажратган 

кесмаларини топиш йули билан ясаймиз.
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Абсциссалар уцида ордината *амма вацт нолга тенг. Ш у- 
нинг учун берилган тенгламада

х  =  а, у =  О 

деб фараз килам из. Бу *олда тенглама
З а  — 6 =  О 

куринишни олади. Бундан:
а  — 2.

Ш унга ухш аш , берилган тенгламада
х  =  О, 
у ~ Ь

десак,
— 2Ь — 6 =  О

булади. Бундан:
3.

Энди абсциссалар укида а — 2 бирлик, ордннаталар укида 
Ь ~ — 3 бирлик олиб, *осил булган кесмалар учларини чизш ч 
билан туташтириб, иккала томонга давом эттирамиз (40- чиз

ма). Натижада бнз излаган АВ  тугри чи
зикни *осил ь;пламиз.

3- мисол. А х  -+- By  -f- С =  0  тенглама 
билан берилган тугри чизикнинг коорди
ната бошидан утмаслиги маълум. Бу тенг
лама тугри чизикнинг кесмаларга нисбатан 
тенгламасига келтирилсин.

Е ч и ш .  Шартга кура берилган т$три 
чизик координаталар бошидаи утмайди. 
Ш унинг учун тугри чизик координата Ук* 
ларини М  (а ,  0) ва N (О, Ь) нукталарда ке- 

40- чизма. Си б  утсин, деб фараз килишимиз мумкин.
М ва N нукталар тугри чизик нукталари 

булгани учун уларнинг координаталари т ^ р и  чизикнинг бе
рилган тенгламасини каноатлантиришн керак, яъни

Аа  -|- С =  О
ва

Бу тенгликлардан:
ВЬ +  С =  0.

f
В - - Т -
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Топилган А ва В коэффициентларнинг кийматларини берил
ган тенгламага куйиб, кейин С га кискартирсак (С коэффи- 
циентни нолга тенг эмас деб фараз киламиз)

тенглама лосил булади. Бу тугри чизик тенгламасининг биз 
излаган куринншидир.

19-§ ТУГРИ ЧИЗИКН ИН Г НОРМАЛ ТЕНГЛАМАСИ

Текисликда бирор тугри чизик берилган булсин. Коорди
наталар бошидан бу тугри чизикка перпендикуляр булган п 
тугри чизикни утказамиз, уни нормаль деб  атаймиз. Берилган 
тугри чизик билан п нормалнинг кесишган нуктасини Р билан 
белгилаймиз. Нормалда, стрелка билан курсатилгандек, О ко
ординаталар бошидан Р  нукта томон йуналишни мусбат йуна
лиш учун кабул киламиз. Агар берилган тугри чизик коорди
наталар бошидан утса, Р  нукта билан О 
координаталар боши устма-уст тушади, 
бу лолда мусбат йуналишни ихтиёрий 
танлаб олиш мумкин. п нормалда мус
бат йуналиш аникланиши билан у укка 
айланади.

Тугри чизикнинг олинган Д екарт 
системаси га ннсбатан вазиятини ОР  пер- 
пендикулярнинг р  узунлиги ва абсцис
салар укининг мусбат йуналиши билан 
нормаль орасидаги а бурчак тула аник* 
лайди. р  билан а берилган булсин. TyF- 
ри чизикнинг тенгламасини тузамиз 
(41- чизма). Бунинг учун тугри чизикда 
ихтиёрий М (*, у) нукта оламиз.

ON  =  х, NM  =  у

булсин. Чизмада лосил булган ONMP  синик чизикнинг п Ук 
йуналишига проекциясини оламиз. Проекциялар назариясига 
мувофик:

пр (ONMP)  «= пр (ОР)

еки
пр (ON +  пр (NM)  - f  пр (МР)  =  пр OP. (1)

.Пекин кесманинг бирор Укка нисбатан проекцияси кесма мик- 
дорн ва бу Ук билан кесма орасидаги бурчак косинусининг 
купайтмасига тенг. Демак,
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пр (AW) — NM  cos(90° — a) =  у sin a,
пр (MP) =  M P c o s9 0 °  =  0, (2)
np (OP) =  OP  =  p.

(2) тенгликлардан топилган проекциялар кнйматларнни ( 1) тенг- 
ликка куйсак,

х  cos я у sin а =  р
ёки

х  cos a +  y s i n a  — р  =* 0  (3 )

тенглама *осил булади. Бу тенглама тугри чизикнинг нормал 
тенгламаси дейилади.

(3) тенгламада х  ва у узгарувчи координаталарнинг коэф- 
фицнентлари битта а бурчакнинг синус ва косинусларидан 
иборат булгани учун

sin2 а +  cos* а =  1 (4)

ва тенгламадаги р  перпендикулярнинг кесмаси булгани учун 
*амма вакт мусбат ва, демак, (3) тенгламадаги озод *ад

~ Р <  0. (5)

Бу икки муносабат тугри чизик нормал тенгламасннинг 
характерловчи белгилардир.

Мисол. Координаталар бошидан тугри чизикка туширил- 
ган перпендикулярнинг узунлиги 3 га тенг; Ох  Ук билан бу 
перпендикуляр орасидаги бурчак 30°. Тугри чизик тенгламаси 
тузилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура:
а =  30°, р  =  3.

Д емак, cos а «= cos 30° =  sin а =  sin 30° =  - у .
Буларни (3) тенгламага куямиз:

х  -\- - j -  у 3 * 0 .

20- §. ТУГРИ Ч И ЗИКН ИН Г УМУМИИ ТЕНГЛАМАСИНИ 
НОРМАЛ ТЕНГЛАМАГА КЕЛТИРИШ

Тугри чизнкка дойр масалаларни ечишда унинг бир кУри- 
нишдаги тенгламасидан бошка кУринишдаги тенгламасига утиш 
керак булади, Биз юкорида бундай масалаларнинг бир нечта- 
сини куриб Утдик, аммо тугри чизик тенгламасини унинг нор-
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мал тенгламага келтириш юкоридаги усуллардан фарк килади._ 
Ш унинг учун тугри чизикнинг умумий тенгламасини нормал 
тенгламага келтириш масаласини караймиз.

А* +  Яу +  С =  0 (1)

тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламаси булсин. Бу тенг
ламани нормал тенгламага келтириш учун унинг иккала томо- 
нини бирор ихтиёрий М сонга купайтирамиз:

АМх +  ВМ у +  СМ =  0. (2)

М нинг ихтиёрий сон эканлигидан фойдаланиб,уни  ( 2 ) тенгла- 
мадаги AM, ВМ  ва СМ коэффициентлар 19- параграфдаги (3) 
нормал тенгламанинг мос коэффициентларига тенг б^ладиган 
К'илиб танлаб оламиз, яъни

AM  =  slna; ВМ =  cos а; СМ «= — р  (3)

булсин. Бу тенгламаларнинг биринчи иккитасини квадратга к^- 
тариб, к^шамиз:

М * (А* +  В*) =  sin* а -+ cos* а «» 1.
Бундан

М  =■ ±  , = ;  (4)
У А* +  В‘ v 7

унг томондаги +  ишоралардан кайси бнрини олиш (3) тенг- 
ликларнннг учинчиси билан аникланади. —р  <, 0 эканини би- 
ламиз. Демак,

СМ =  —р
тенглик уринли булиши учун С билан М нинг ишораси бир- 
бирига карама-карши булиши керак. Ш унинг учун (4) тенг- 
ликда М нинг ишораси (1) тенгликдаги С нинг ишорасига 
карама-карши килиб олинади.

(4) тенгликдан М нинг топилган кийматини (2) тенгламага 
куямиз:

Ах  +  By  +  С =  0
± / А *  +  В* к '

Бу (1) тенгламанинг нормал тенгламага келтирилган кури- 
нишидир, чунки (3) ва (4) тенгликларга кУра

А В Сsin а *= — cos  а =  — - = = . ,  р  = ------..
± / Л *  +  В% ±  у/ А* +  В* r  ±  f/ А* +  В*

булиб, бу тенгликларга асосан 19- параграфдаги (4) ва (5) тенг- 
ликларнинг Гринли булишнни к у р и т  кийин эмас. (4) тенглик 
билан аникланган М ни нормалловчи купайтувчи дейилади.

Юкорида баён кнлинганлардан тугри чизикнинг умумий. 
тенгламасини нормал тенгламага келтириш. учун унинг
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иккала томонини нормалловчи купайтувчига купойтириш 
керак  деган хулоса келиб чикали.

Мисол. Т у Fpn чизикнинг умумий Зх  +  4у — 5 =  0 тенгла
маси унинг нормал тенгламасига келтирилсин.

Е ч и ш .  Нормалловчи купайтувчини топамиз:

М =  -I  . . =  4 - .
+  /  3‘ +  4 J 5

Берилган тенгламанинг иккала томонини бу купайтувчига ку- 
пайтирамиз:

- Т Х + Т У ~ ] = ° -
Б у  тугри чизикнинг изланаётган нормал тенгламасидир.

21-§. НУКТАДАН ТУГРИ ЧИЗИККАЧА БУЛГАН МАСОФА

Текисликда бирор A { x lt yi> нукта ва ихтиёрий тугри чи
зик берилган булсин. Нуктадан тугри чизщцача булган  
масофа деб бу нуцтадан тугри чизицца туширилган пер- 
пендикулярнинг узунлигига айтамиз. А (д:,, у,) нуктадан 
каралаётган тугри чизиккача булган масофани d  билан белги- 
лаймиз. Бизнинг вазифамиз А нуктанинг x t ва yi координата
лари ва берилган тугри чизик тенгламасига кура d  (d >  0) ма

софани топишдан иборат. ±  d  га тенг 
булган сонни А ( .clt у,) нуктанинг 
тугри чизикдан четланииш  деб атай- 
миз ва уни 5 билан белгглаймиз. 
Ш унингдек, агар А нукта билан О 
координаталар боши тугри чизикнинг 
турли томонига жойлашган булса, 
S =  -f- d  деб, бир томонига жойлашган 
булса 8 =  — d  деб оламиз.

Куйилган масалани ечиш учун биз 
дастлаб А (xlt у ^  нуктанинг

х  cos a +  y s l n a  — уз =  0
тенглама билан берилган тугри чизикдан 3 четланишини аник- 
лаймиз (42- чизма).

Бизга А нукта берилган, яъни
Хх =  ON, Ух =■ NA.

А нуктадан берилган РВ тугри чизикка A M  перпендику- 
лярни туширамиз. ON АМ Р  йуналган синик чизикнинг п ук 
йуналишига проекциясини оламиз. Бу *олда

пр (ONАМР) =  пр (ОР)
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( 2 )

ёки

np(CW) +  n p ( N A )  -f np(AM) -f- пр (ЛТ/̂ ) =  пр(ОЯ). (1) 
Ammo

np ( O N ) =  ON COS ( — a) «= x,  cos a, 
np (iV/4) =» NA  cos (90° — a) =  y jS lna , 
np (AM) =  — 8, 
пр (MP) =  0, 
np (OP) =  OP  =  p.

(2) тенгликлардан топнлган проекциялар кийматларини ( 1) 
тенгликка куйсак,

х х cos а +  у, sin а — 8 =* р

тенглама ^осил булади. Бундан:

3 =  x t cos а - f  у, sin а — р  (3)

тенглик келиб читали.
Ш ундай килиб, берилган А (* , ,  у ,)  нуктанинг берилган

х  cos а +  у sin а — /> =  0

тугри чизицдан четланишини топиш учун бу тенгликдаги 
х  ва у  узгарувчи координаталар урнига А нуцтанинг х х ва у, 
координаталарини цуйиш керак. Натижа 8 ни беради.

Нуктадан т$три чизиккача булган масофа бу нуктанинг 
тугри чизикдан четланиши абсолют кийматига тенг, шунинг 
учун:

d  =  | х ,  cos а +  у, sin a — р  |.

Агар тугри чизикнинг умумий
А х  +  By +  С =  0

тенгламаси берилган б^лса, олдин бу тенгламани нормал тенг
ламага келтнрамиз, ундан кейин узгарувчи х  ва у лар Урнига 
А ( х >’i) нуктанинг координаталарини куямиз. Натижада 
d  масофа __

н  =  I Алг, 4- B y t 4 - С
I ± у А* +  В*

формула билан ^исобланади.
1- мисол. (3, 8) нуктадан

4л: — Зу — 5 =  0

тугри чизиккача булган масофа топилсин.
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Е ч и ш .  Д астлаб берилган тенгламани нормал тенгламага 
кслтирамиз:

^ - ^  =  0,
-  /  4* +  3*

Энди .v, у нинг урнига x t =  3, у, =  8 ни куямиз, натижада
d  _  | 4.3 — 3-8 -  5 | _  _7_

экани келиб чикади. Бунда о нннг манфий сон булиб чикиши 
берилган (3, 8) нукта билан координаталар боши 4х  — Зу +  5 = 0  
тугри чизикнинг бир томонига жойлашган эканини билдиради.

22-§. ИККИ ТУГРИ ЧИЗИК ОРАСИДАГИ БУРЧАК

Иккита тугри чизикнинг бурчак коэффициентли

у =  kxx  +  Ьи 
y  =  k2x  +  Ьг

( 1)
(2)

тенгламалари берилган булсин. Бу тугри чизикларнинг *еч 
бири Оу  укка параллел эмас, деб фараз киламиз. Бу икки ту г 
ри чизик орасидаги бурчак топилсин, деган масалани куямиз.

( 1) тугри чизик билан (2) т \г р и  чизик орасидаги бурчак деб
( 1) тугри чизикни (2) тугри чизик би
лан устма-уст тушгунча ёки параллел 
булиб колгунча бурганимизда хосил 
булган <? бурчакка айтамиз (43- чиз
ма).

( 1) тугри чизикни к бурчакка б у р 
сак, уз-узи  билан устма-уст тушади. 
Шунинг учун икки тугри чизик ора
сидаги бурчак бир кийматли равишда 
аникланмайди. Одатда икки тугри чи
зик орасидаги бурчак сифатида улар 
орасида ^осил килиниши мумкин б у л 

ган икки кушни бурчаклардан уткир бурчак олинади.
Юкорида берилган (1) ва (2) тугри чизикларнинг абсцисса

лар укининг мусбат йуналишн билан ^оснл килган бурчаклари, 
<р, ва <р2 булсин дейлик, яънн:

*1 =  tg?i, kt =  tg?2 (3)

Бу *олда 43- чизмадан

?2 =  <?1 +  ? (4)
эканини курамиз. .

Бизга <р, ва <?* бурчакларнинг тангенслари берилган. tg? ни 
шу бурчаклар оркали ифода киламиз. Бунинг учун(4) тенглик*
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дан <р ни топиб, тригонометриядан маълум булган формулани 
ишлатамиз:

tg о =  tg («, — о.) — !g ^  ~
l +  tgf|tg¥a

ёки (3) тенгликка мувофик

is*
Б у формула икки тугрй чизик орасидагн бурчакни то п и т  

формуласидир.
Агар берилган (1) ва (2) тугри чизиклардан камида бнтта- 

си абсциссалар укига перпендикуляр булса, улар орасидаги 
бурчакни (5) формула билан ^исоблаб булмайди, чунки
tg -fj- =  оо булгани сабабли (5) формула маъносини йукотадн.
Бу ^олда тугри чизнклар орасидаги бурчакни (4) формула би
лан ^исоблаш керак.

Агар (1) ва (2) тугри чизиклар бир-бирига параллел булса, 
бу *олда

? 1  =  ? 2

ёки

tg?l  =  tg<?2,
ёки

Аг, =  к2. (6)

Буни (5) формуладан *ам *осил булишини курнш осон. 
Аксинча, агар (6) тенглик уринли булса, у *олда бу тенгликдан

? |  =  ?2
эканн келиб ч и кади, яъни ( 1) ва (2) тугри чизиклар параллел.

Шундай килиб, (1) ва (2> тугри чизицларнинг бир-бирига 
параллел б$лиши учун  6, =  к 2 булиши зарур ва етарлидир.

(6) тенгликни икки тугри чизикнинг бир-бирига п а р а л -  
л е л л и к  ш а р т и  деб юритилади.

Агар (1) ва (2) тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр
булса, <р =  -j-  ва (4) теигликка мувофик

tg ?2 =  l g ( x  +  <P ' ) "

ёки

t g ? | t g  ?2 =  -  1,
ёки

М *  =  ~  1. (7)
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Аксинча, (7) тенглик бажарилса, ? =  - j -  булади, яъни (1)
па (2 » тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр.

Шундай килиб, икки тугри чизиц бир-бирига перпенди
куляр булиши учун уларнинг бурчак коэффициентлари 
купайтмасининг минус бирга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир.

1- мисол. у  — - j - jc  — З в а  у =  3*  +  8 т>трн чизиклар ораси
даги бурчак топилсин.

Е ч и ш .  Бу мисолда

—  - я - ,  k 2 —  3 .

(5) формулага мувофик

3 - 4 -  
t g ?  = -------i—  =  1.i

i +  ■

демак,
R

9 - Т *

2- мисол. 5-г +  8у — 3 =  0 ва Юл +  16у +  9 =  0  тугри чи
зиклар параллел тугри чизиклар, чунки бу т$три чизиклар- 
нинг бурчак коэффициентлари

и ___ 1 .
1 8

ва
. _  _  J 0 ___5_
*г ~  16 =  8

б^либ, бу тугри чнзиклар учун

Arj =  k2.

3- мисол. k нинг кандай кийматида

3kx — Aky +  8 =  0 ва 5kx  — бу +  7 =  0

тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр тугри чизиклар б^- 
лади?

Е ч и ш .  Берилган тугри чизик тенгламаларини у га нисба
тан ечиб, уларнинг бурчак коэффициентларини топамиз:

з „ , 8



. 3  . 5А 
R\ — «2 =* "g".

Тугри чизикларнинг перпендикулярлик шартига мувофик:

± .  5 i Т  1Г

демак,

_1 . 5 , _
- 7- • -« -Л ------1.

Б у тенгламадан

*  5

23-§. БЕРИЛГАН НУЦТАДАН МАЪЛУМ ЯУНАЛИШ  БУНИЧА  
ТТГАН ТУГРИ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИ

А (х ,у )  нукта берилган булсин. Тугри чизикнинг

у =  kx  +  b ( 1)

бурчак коэффнциентли тенгламасини оламиз.
Агар (1) т$три чизик А(хи У1) нуктадан утса, бу нуктанинг 

( х „  у ,) координаталари ( 1) тенгламани каноатлантириши керак, 
яъни:

у, =  kx t +  Ь (2)

булиши керак.
Тугри чизикнинг йуналиши унинг бурчак коэффициенти k 

билан аникланади. Ш унинг учун биз k *ам берилган деб ^и- 
соблаймиз. Энди (1) в а (2) тенгликларда b ихтиёрий параметр 
булиб колди. Уни тенгламалардан чикариш учун (1 )  дан (2) 
тенгламани *адлаб айирамиз. Бу *олда

У - У х  =  Л ( х  — x t) (3)

тенглама *осил булади. Бу берилган А(х,,  у ,)  нукта оркали 
берилган k йуналиш буйича утган тугри чизик тенгламасидир.

Агар k берилган булмаса, k нинг турли кийматлари учун (3) 
тенглама А нуктадан мумкин булган йуналишлар буйича ут- 
ган тугри чизиклар тенгламаси булади. Шунннг учун бу *олда
(3) тенгламани Л(дс,, у,) нуктадан утувчи т^гри яизщ лар  дас- 
тасининг тенгламаси дейнлади. Л (х , ,  у,) нуктани эса бу дас- 
танинг маркази  дейнлади.

(1) тенглама ордннаталар Укига параллел булмаган тугри 
чизик тенгламаси экани маълум.

Агар А ( л y t) нуктадан ордннаталар укига параллел булиб 
Утган тугри чизик тенгламасини тузиш талаб этилса, биз орди- 
наталар Укига параллел булган тугри чизикнинг

у  =  а
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У — *
тенглама А (хи у,) нуктадан ординаталар укига параллел булиб 
Утувчи тугри чизикнинг тенгламасидир.

1 - мисол. ( — 1, 4) нуктадан утиб
х  — 2у +  5 =  О

тугри чизикка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламаси 
тузилсин.

Е ч и ш .  Бу мисолда

*i =  - l ,  У« =  4.
( — 1, 4) нуктадан утган тугри чизиклар дастасининг тенгламаси

У —  4 =  Л? ( х + 1 )

булади. Бу тугри чизиклардан

х  — 2у +  5 =  О

тугри чизикка перпендикуляр булган тугри чизикни топиши- 
миз керак. Бунинг учун икки тугри чизикнинг перпендикуляр- 
лик шартидан фойдаланамиз:

A, kt =  — 1.

Каралаётган мисолда

Л, =  к, кг =  - Ь

Д ем ак,

тенгламасида а  =■ x t фараз килишимпз керак. Д ем ак,

ёки
k — — 2 .

Изланаётган тугри чизик тенгламаси 
у — 4 — — 2 ( х + 1 )

ёки
2 х +  у — 2 =  0.

2-  мисол. ( 2 , - 5 )  нуктадан утиб, Ах — Зу +  1 =  0  тугри чи
зик билан 45° ли бурчак лосил килувчи т ^ р и  чизик теигла- 
маси тузилсин.

Е ч и ш .  ( 2 , - 5 )  нуктадан утган тугри чизиклар дастасининг 
тенгламаси

у ч+  5 =  к (х  — 2).
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Бу тугри чизиклар орасидан 4л: — Зу +  1 =  0  билан 45° ли 
бурчак ^осил килувчи тугри чизикни ажратиб олишимиз ке- 
рак. Икки тугри чизик орасидаги бурчакии топиш формула- 
сига мувофик (бурчакии изланаётган тугри чизикдан бошлаб 
^исобласак):

4
1  - *  

tg 45° =  — ^—  =  1
1 +  3 *

ёки

О +  т * ) " * - * *
бу тенгликдан к ни топамиз:

Буни тугри чизиклар дастасининг тенгламасига куямиз:

у +  5 = 4 ^ - 2 )

ёки
*  -  7у -  37 =  0.

Агар бурчак берилган тугри чизикдан бошлаб ^исобланса

tg45° =» —~т —-  — 1; к =  — 7
1 +  з *

ва
7х  +  у -  9 =  0.

Ш ундай килиб, масаланинг иккита ечими бор экан.
3- мисол. ( — 1, 2) нуктадан утиб, 4х  — Зу +  14 =  0 тугри 

чизикка параллел булган т ^ р и  чизик тенгламаси тузилсин.
Е ч и ш .  Бу масаланинг жавобинй тугридан-тугри ёзиш *ам 

мумкин. Чунки масала шартидан

* » -  — 1. Ух =*2
ва

эканини куриш осон. Демак,

у —2 =  4 ( * +  1)
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ёки соддалаштирилгандан кейин
Ах -  Зу +  10 =  О

излаиаётгаи тугри чизикнинг тенгламаси булади.
4- мисол. (6, 1) нуктадан Утиб, абсциссалар Уки билан 135° 

ли бурчак *осил кнлувчи тугри чизик тенгламаси тузилсин.
Е ч и ш .  Бу масала ечимини *ам тугридан-тугри ёзамиз:

у _ 1  „  — ! ( *  — 6), (k =  tg 135® =  — 1)
ёки

jc +  y - 7  =  0 .

5- мисол. 2х +  5у — 3 =  0 ва х  — Зу +  7 =  0 тУгри чизик* 
лариинг кесишган нуктасидан Утиб, 2х  — у +  8 =* 0 тугри чи
зикка параллел булган тугри чизик тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Бу масалани икки усул билан ечиш мумкин.
1- у с у  л. Берилган:

2 х  +  бу — 3 =  О, 
х  — Зу +  7 ■= О

тУгри чизикларнинг кесишган нуктасини топамиз. Бунинг учун 
14- параграфда айтилганига биноан иккала тенгламани бирга
ликда ечиб, тугри чизикларнинг кесишган нукталарининг ко
ординаталари

26 17
П ’ У - п

эканини топамиз.

тенгламадан
2 х  — у +  8 =  О 

k =  2
эканини топамиз. Д емак,

17 0 / . 26\
У — ГГ -  2 + п)

ёки
22л: — 11 у +  69 =  О

изланаётган тУгрн чизикнинг тенгламаси булади.
2 - у с у л .  Масалани тугри чизикларнинг кесишган нуктаси

ни топмасдан *ам ечиш мумкин. Д астлаб масалани умуман
А х  -f- By -f- С ™ 0 (4)

ва
А\х  ■+• В}у  -f- Ct «* 0 (5)
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тугри чизикларнннг кесишган нуктасидан утган тугри чизнк- 
лар дастасининг тенгламасини бу тугри чизикларнннг кесиш
ган нуктасини топмай туриб тузишдан бошлаймиз.

(4) ва (5 ) тугри чизикларнннг кесишган нуктаси (агар улар 
кесишса) уларнннг умумий нуктаси булгани учун, бу нукта
нинг координаталари (4) тенгламани *ам, (5) тенгламани ^ам 
каноатлантириши керак.

Энди (4) ва (5) тенгламалардан ташкил топган
Ах-\-  By +  C - f  ). (Ахх  - f  В ху  С ,) =  0 (6)

тенгламани карайлик, бундаги X ихтиёрий узгармас сон. Ка
ралаётган тугри чизиклар кесишган нуктасннинг координата- 
лари бу тенгламани *ам каноатлантиради. (6) тенглама х, у  
координаталарга нисбатан биринчи даражали тенглама, ш у 
нинг учун бу тугри чизик тенгламасидир. Д ем ак  (6) тугри 
чизик (4) ва (5) тугри чизикларнннг кесишган нуктасидан 
Утади. X ихтиёрий сон булгани учун турли кийматларни кабул 
кила олади ва X нинг *ар бнр кийматида (6) тенглама (4) ва 
(5) т^гри чизикларнннг кесишган нуктасидан утган бирор туг- 
ри чизикни тасвирлайди, яъни (6) тенглама бу нуктадан утган 
тугри чизиклар дастасининг тенгламасидир.

Ш ундай кнлиб, ( 6 )  тенглама (4) ва (5) т$гри чизшулар- 
нинг кесишган нуктасидан утган тугри чизиклар дастаси
нинг тенгламасидир.

X ни аниклаш учун бирор кушимча шарт берилган булнши 
керак. Масалан, караётган мисолимизда бундай шарт (6) 
тугри чизикни бошка бир тугри чизикка параллел булиши 
шартидан иборат.

Энди 5- мисолнинг 2- усулда ечилиши бизга анча ойдинла- 
шиб колди. (6 > тенгламани тузамиз:

2jc +  5у -  3 +  X (х  -  Зу +  7) =  О
ёки

(2 +  Х)л: +  ( 5 - З Х ) у  +  ( 7 Х - 3 ) - 0 ;  
буни у  га нисбатан ечсак,

.. 24-Х .. , 7 Х -3
У -  ЗПГЗ х  +  ЗГГ5 *

X ни аниклаш учун изланаётган тугри чизик билан
2 х  — у  - f  8 *  О

тугри чизикнинг параллел булиш шартидан фойдаланамиз:
2 +  х _  л 
З П Г 5 ~ 2 -

Бу тенгламадан:
, 1 2

5"

7&



Д ем ак ,

2х  +  5у -  3 +  ^  (х — Зу +  7) =  О

ёкн
22л -  11у +  69 =  О,

бу эса изланаётган тугрн чизикнинг тенгламасидир.
6- мисол. М  (3, 4) нуктага З л : + 4 у  — 1 2 = 0  тугри чизик

ка нисбатан симметрнк булган нукта топилсин.
Е ч и ш .  Берилган тугри чизикка нисбатан М [  3 , 4 )  нуктага 

симметрик булган нуктани М' (х, у) билан *амда Л1(3, 4) нук
танинг берилган тугри чизикдаги проекциясинн Р (х ,  у) би
лан белгилаймиз.

Дастлаб х  ва у ларни топамиз. Бунинг учун М (3, 4) нук
тадан берилган тугрн чизикка утказнлган перпендикуляр тенг
ламасини тузамиз:

/ Зх  +  4у — 12 =  О,
\ 4х  -  Зу =  О

тенгламалар системасини биргаликда ечиб, проекция коорди
наталарини топамиз:

нукта ММ'  кесмани тенг иккига булувчи нук-

У — 4 =  +  4  (х  ~  3 )

ёки
4х  — Зу =  0.

Энди

та, шунинг учун
11 дг -f* 3 
25 ~  2 ’

, 2 3  у +  4 
25 2 '

Бу тенгламалардан
з 4

Д ем ак , изланаётган нукта
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7- мисол. Тенг ёнли учбурчакнинг асоси *  +  2у =  0 т ^ р и  
чизикдан иборат булиб, унинг ён томонларидан бири х  — у +- 
+  5 =  0 t^ fp h  чизик, иккинчи ён томони (4, 2) нуктадан ута- 
ди. Бу ён томоннинг тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Учбурчак асосини ташкил кнлувчи тугри чизик
нинг бурчак коэф ф ициента

Л, =  — -j.

Берилган ён томон тенгламасидан, унинг бурчак коэффициен- 
тинн топамиз:

* ,  =  1.
Асос билан берилган ён томон орасидаги бурчакнинг тан- 
генси: ^

ki — k\ 2 ^
*8 а =  Г Т м 7 =  1  =

1 ~  2
У чбурчак асоси билан изланаётган ён томон орасидаги бур- 
чакни ? билан белгилаймиз, у *олда

tg ?  =  — tg a  =  — 3

булади, чунки асосни берилган ён томон билан устма-уст ту- 
шириш учун асосни бир томонга буриш керак булса, излана
ётган ён томон билан устма-уст тушириш учун уни карама- 
карши йуналиш буйича буриш керак булади. Энди k3 билан 
изланаётган ён томоннинг бурчак коэффициентини белгилай
миз. Бу *олда

ёки

Бу тенгламани ечиб

t«r9 =  ■ ~  V  
1* р 1 +  М з

_  3 =  -*1 +  2
1 - 7 * 3

к3 =  7
эканини топамиз. Энди берилган нуктадан берилган йуналиш 
буйича утган тУгри чизик тенгламасини тузиш коидасига асо- 
сан:

у -  2 =  7 (х  -  4)
ёки

7х  -  у -  26 =  0.
Бу  изланаётган ён томон тенгламаси.
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24-§. БЕРИЛГАН ИККИ НУКТАДАН УТУВЧИ 
ТУГРИ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИ

Текисликда тугри чизикнинг Урни икки нукта билан аник- 
ланиши мумкин. Бизга A (x lt у,) ва В (х г, у2) нукталар берил
ган булсин. Бу нукталардан утувчи тугри чизик тенгламасини 
тузамнз. Бунинг учун дастлаб А (хи у ,) нуктадан утган тугри 
чизиклар дастасининг тенгламасини оламиз:

У - У х = Ь ( х - х х). (1)

Бу тугри чизиклар орасндан В ( х 2, у ,) нукта оркали утувчи 
тугри чизикни ажратиб олншимиз керак. Тугри чизнк В (xit у2) 
нуктадан утса, бу нуктанинг координаталари унинг тенглама- 
сини каноатлантиради, яъни биз излаётган тугри чизикнинг 
тенгламаси

У* — У. = к ( х г - * , )  (2)

шартни каноатлантирадк. Бу тенгламадан k ни аниклаб (1) 
тенгламага кУйсак, яъни (1) ва (2) тенгламалардан k ни йу- 
котсак, берилган икки нуктадан утган т ^ р и  чизик тенглама
сини тузган буламиз. A m m o  k ни йукотиш учун ( 1 )  тенгламани
(2) тенгламага *адлаб булсак *ам булади; булиш натижасида

У — У» _  х  — х х
У. -  У1 Jfj — '

тенглама *осил булади. Бу берилган A ( x l t yi) ва В (х и  у2) 
нукталардан утган тугри чизикнинг тенгламасидир.

(2) тенгламадан (3) тугри чизикнинг бурчак коэффициен- 
тини топиш кулай: ,

* =  (4)X, -  ж, v '
1- мисол. А (2, — 3) ва В (— 4, 7) нукталардан утган тут- 

ри чизик тенгламаси тузилсин.
Е ч и ш .  Бу мисолда

Х\ =  2, Ух =  — 3, х^ =  — 4, у2 =  7.

Буларни (3) тенгламага кУямиз:
у + 3 X — 2
Г Т з  “  - 1 - 2  

ёки ухш аш  ^адларни ихчамласак,
Ъх +  Зу — 1 =  О

тенглама ^осил булади.
2- мисол. х  — Зу +  10 — 0, х  -+ 4у — 2 =  0  тУгри чизиклар

нннг кесишган нуктасидан ва ( 1, 3) нуктадан утган тугри чи
зик тенгламаси тузилсин.
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Е ч и ш .  Бу  мисолда куйнлган масалани ечиш учун берил
ган тенгламаларни биргаликда ечиб, тугри чизикларнинг к е 
сишган нуктасини топиш ва топилган бу нукта билан ( 1, 3) 
нуктадан утган тугри чизик тенгламасини биринчи мисолдаги 
каби тузиш мумкин.

Аммо берилган тугри чизикларнинг кесишган нуктасини 
топмасдан *ам масалани ечса булади. Биз бу масаланинг шу 
Лул билан ечилишини курсатамнз. Бунинг учун утган пара- 
графда баён килинган (5- мисол) икки тугри чизикнинг кеси- 
шиш нуктаси оркали утувчи тугри чизиклар дастасининг тенг
ламасини мисолда берилган тугри чизиклар учун ёзамиз:

х  — Зу - 1 0  —(— X(jf -f- 4у — 2) =  0. (5)

Бу тУгри чизик ( 1 .3 )  нуктадан утса, унинг координатала
ри шу тугри чизик тенгламасини каноатлантириши керак, ш у 
нинг учун бу тенгламада х — 1, у =  3 деб оламиз:

1 - 3 - 3 +  10 +  Х(1 + 4 - 3 - 2 )  =  0.

Бу тенгламадан X ни топамиз:

2
(5) тенгламадаги X нинг урннга X =  — ^  ни куямиз: 

х _ 3 у +  1 0 - i ( . t  +  4 y - 2 )  - О

ёки
9 д : - 4 1 у +  114 =  0.

Бу изланаётган тугри чизикнинг тенгламасидир.
3- мисол. Учлари /1 (1 ,1 ) ,  В ( 2 , 2), С ( 3 , 3) нукталарида 

ётадиган учбурчак мавжудми?
Е ч и ш .  Агар берилган нукталар бир тугри чизикда ётма- 

са, уларни бир-бири билан туташтириб учбурчак ясаш мум
кин. Агар бу уч нукта,бир тугри чизикда ётса, бу нукталар- 
дан учбурчак ясаб булмайди. Д емак, А, В , С нукталарнинг 
бир тугри чизикда ётиши ёки ётмаслигини аниклашимиз ло- 
зим. Буни аниклаш учун икки нуктадан утган тугри чизик 
тенгламасини оламиз:

У — У1 _  *  —  *1 /оч
У . - У 1  X i  —  X i  '  '

Агар бу тугри чизик М  (ж1,,  у3) нуктадан утса, бу нуктанннг 
х 3, Уз координаталари (3) тенгламани каноатлантириши керак, 
яъни

Уз —  У1 _  х 3 —  х х /б »
Уч —  У1 х *  ~  х х
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булиши керак. Бу  тенглик уч нуцтанинг бир т$гри чизицда 
ётиш шартидир.

Бнзнинг мисолда:
Jfj *= 1, х 2 =  2, х 3 — 3,
У. =  1. У* =  2 , У* =  3 .

(6) шартни текшириб куриш учун бу координаталарни (6) му- 
носабатга цуямиз:

3 — 1 3 - 1
2 - 1  ~  2 — Г

бундан (6) шартнинг бажарилгани куриниб турибди.
Д емак, А, В, С нукталар бир т ^ р и  чизикда ётар экан. Бу 

нукталар ёрдамида учбурчак ясаб булмайди.

25- §. ТУГРИ ЧИЗИККА Д О И Р  МАСАЛАЛАР

1- масала. ABCD  тугри туртбурчак АВ  томонннинг учлари 
Л (3, 2) ва В ( — 3,0) нукталарда ётадн; AD  томонининг узун
лиги 8 см га тенг. Бу тугри туртбурчак томонларннинг тенг- 

ламалари ёзилсин.
Е ч и ш .  Масалани ечишдан олднн ёр- 

дамчи чизма ясаб, ундан фойдаланиш 
яхш и натижа беради (44- чизма).

Берилган икки нуктадан утган т ^ р и  чи
зик тенгламасига кура АВ  томонининг 
тенгламасини тузамиз:

у — 2 х — 3
О — 2 ~  — 3 — 3 

ёки ^
х  -  Зу +  3 =  0.

Бу тенгламани у га нисбатан ечиб, АВ  
,0 томонннинг бурчак коэффициентинн топа- 

' миз:

* = • .

Икки тугри чизикнинг бир-бирнга перпендикуляр булиш 
шартидан \kik 2 =  — 1) фойдаланиб, А ва В  учлардан утувчи 
A D  ва ВС  томонларнинг бурчак коэффициентларинн топамиз. 
Бу  бурчак коэффициентлар бир хил булиб,

*, =  — 3

га тенг. Энди тугри чизиклар дастасининг
У -  У| =  Ь (х  — * 0
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тенгламасидан фойдаланиб, AD нинг тенгламасини ёзамиз: 
у — 2 =  — 3 ( х  — 3)

ёки
Зх  +  у — 11 =  о.

ВС  нинг тенгламаси:
у — 0 =  - 3 ( д  +  3)

ёки
3*  +  у  +  9 =  0.

Т$три туртбурчакнинг туртинчи томонини топиш учув  
унинг АВ  томонга параллеллигидан ва АВ дан 8 см узокда 
эканлигидан фойдаланамнз (АВ дан 8 см узокликда AD  ёки 
AD{) булиши мумкин. Шунинг учун ечим икки хил булади.

Нуктадан тугри чизиккача булган масофани топиш форму- 
ласига биноан:

х  -  Зу +  3
- 7 ' i  4 -9  = ± 8-

Д ем ак, CD томоннинг тенгламаси:

л: -  Зу +  (3 -  8 /Т О ) =  0.

C,D, нинг тенгламаси эса:

д г - З у +  (3 + 8 / Ю )  =  0.

2- м асала .У члари  А (1, 0,5), j 3 (3 ,2 ) ,C ( l  4 j, Z ) ( — 1
нукталарда булган тУртбурчак трапеция экани курсатилсин 
ва унинг баландлиги ^исоблансин.

Е ч и ш .  Бу масалани трапецияни ясамасдан ечамиз. Агар 
туртбурчак трапеция булса, унинг икки томони бир-бирига 
параллел булади. Д емак, берилган туртбурчакнинг икки томо
ни бир-бирига параллел эканини курсатиш, унинг трапеция 
эканлигининг етарли далили була олади. Тугри чизикларнинг 
узаро  параллел булиши учун уларнинг бурчак коэффициент- 
лари тенг булиши керак. Туртбурчакнинг *амма томонлари- 
нинг бурчак коэффнциентларини ^исоблаймиз:

^ _Уз — У, _  2 -  0,5 _  1.5 _  3 .  4 - 2  2 .
к а в ~  X i ~ Xl  ~  3 — 1 2 4 ’ R B C t=  1 --------~  з*

2 - 3

L  ,  i _ l
t. 4  4  _  3 .  a _ 2  4  2  1
K CD —  3  3  ~  4  > k d a  —  з ~  —  —  J  —  2 ’

“ 2 “  ~ 2  l +  2
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АВ  ва CD  томонларининг бурчак ко эф ф и ц и ен тар и  ^заро 
тенг экани курнниб турибди, демак, бу томонлар параллел ва 
берилган туртбурчак трапециядир.

Хисобланган бурчак коэффициентлар ВС томон билан CD 
томонининг бир-бирига перпендикуляр эканини курсатади. Д е 
мак, С нуктадан АВ  томонгача булган массфа трапециянинг 
баландлиги булади.

АВ нинг тенгламаси:
1

У - Т  х - 1  
1 -  3—

2 “ Т
ёки

Зх  — 4у — 1 =  0.

Трапециянинг баландлиги:

ВС
3. —  4-4—  1

*/ У -ь 16
j  =  2,5 масштаб бирлиги.

Бу  масалада баландликни В  ва С нукталар орасидаги ма- 
софани топиш формуласи буйича *ам топса булади:

d  =  у /"  (з — ^)* +  (2 — 4)* =  >Л>,25 = 2 , 5  масштаб бирлиги.

3- м асала .  Зх — 4у + 3 =  0  тугри чизикка параллел булиб, 
ундан 2 бирлик масофада ётган тугри чизик тенгламаси т у 
зилсин.

Е ч и ш .  Изланаётган тугри чизикка ихтиёрий М (X, Y) нук
та оламиз. Бу  нуктанинг А ва К координаталари орасидаги 
муносабатни масала шартига мувофик топсак, изланаётган т у г 
ри чизик тенгламасини тузган б^лам из.  М ( Х ,  У) нуктадан 
бернлган т^гри чизнккача масофаничопамиз. Бунинг учун бе
рилган тугри чизикни нормал шаклга келтирамиз:

3-г — 4 у 4- з  _  п
— / 9 + Т б

Энди х,  у координаталар урнига М  нуктанинг А' ва К 
координаталарини кУямиз, бу *олда изланаётган т$три чизик
дан берилган тугри чизнккача булган масофа топилади. Н у к 
танинг тугри чизикдан четланишини эътиборга олсак,

3-V— 4 К 4- 3 _ , о
=Г5 — Х Л

ёки
3 * - 4 К  +  3 =  ±  10.
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Бунда»:
З А ' - 4 К - 7  =  0,  ЗХ — 4 К + 1 3  =  0

тенгламаларни ёза  оламиз. Бу изланаётган тугри чизиклар 
тенгламаларидир. Масала шартини иккита тугрн чизик каноат- 
лантирар экан.

Бу масалада берилган тугри чизик билан изланаётган тугри 
чизикнинг узгарувчи координаталарини бир-биридан ажратиш 
учун катта Л ва К *арфлар ишлатилди. Буларни кичик х  ва 
у дорфлар билан алмаштирилса, тугри чизикларнинг координа
талар системаснга нисбатан олган урни узгармайди. Д емак, 
топилган тенгламаларни

Зх — 4у — 7 =  0 ва Зх  — 4у +  13 =  О

куринишда ёзиш мумкин.
4- м асала .  2х  — Зу — б =  О (I) ва \ х  — бу +  7 =  О (II) парал

лел тУгри чизиклар орасида ётувчи ва улар орасидаги масо- 
фани (I) тугри чизикдан бошлаб ^исоблаганда 1 ;исбатда 
булувчи тугрн чизик топилсин. (  у

Е ч и ш .  4 5 - чизмада берилган ва изланаётган ту. ри чизик
лар тасвирланган.

У

-•у___изланаётган
тугри чизик,

45- чизма.

Изланаётган тугри чизикда ихтиёрий М  (х, у) нукта ола
миз. М  нуктанинг (I) тугри чизикдан четланишини о, билан,
(II) тугрн чизикдан четланишини 32 билан белгиласак, масала- 
нннг шартига биноан

si _  1
2

булади (3, ва 32 четланишларнннг ишоралари ^озирча номаъ- 
лум).

Берилган тенгламаларни нормал тенгламага келтириб, 
М  (х , у) нуктанинг координаталарини тенгламадаги координата
лар урнига куямиз:

6  М. Камилов



■ М И

- __ 2л: —  Зу —  6 _ 2х —  З у —  6 ,

/ г г »  ~
? — 4-У — бу 4 7 _ — 4х 4- бу — 7
* _   ̂ 16 4- 36 ~  2 у 13

Берилган тугри чизиклар координаталар бошининг турли 
томонига жойлашган булиб, М  нукта билан координаталар бо
ши (I) т у Fpn чизикнинг *ам (II) тугри чизикнинг ^ам бир то
монига жойлаш ган. Шунинг учун S, ва 83 четланншлар бир 
хил ишорали, демак,

I _  d i _  1
|Ц I ~  *1 “  2*

2дг — Зу — 6 .  — 4дг 4- бу — 7 _  1

/ 1 3  ' 2 / 1 з  2
ёки

12дс — 18у — 17 =  0.
Бу изланаётган тугри чизикнинг тенгламасидир.
5- м асала. И ( — 2,3) нуктадан утувчи ёруглик нури х  — у —

— 2 =  0 тугри чизикка тушиб, ундан аксланиб кайтиб В (  1,2) 
нуктадан утади.

Тушувчи ва кайтган (аксланган) нурлар тенгламалари то
пилсин.

Е ч и ш .  Масалани ечиш учун аввал чизма ясаб оламиз 
(46- чизма).

Туш увчи (ЛС1 ва кайтган (СВ) нурларни ясаш учун улар- 
нинг берилган LM тугри чизик билан кесишган С нукгаси маъ
лум булиши керак.

Н урларнинг синиш конунидан <pj тушиш бурчаги <?2 кай- 
тиш бурчагига тенг эка>шни биламиз, яъни:

?1 =  ъ  (<р, =  Z  ACL =  Z  ВСМ).
С нуктанинг координаталари x t, у, булсин. *

Туш увчи ьурнинг бурчак коэффициенти А’,, кайтган нур- 
нинг бурчак коэффициенти к, булсин. Бу *олда тушувчи нур 
тенгламаси

у — 3 =  *i (х  +  2),
Кайтган нур тенгламаси

у — 2 =  к? (х  — 1)
булади. С нукта бу нурлар билан берилган тугри чизикнинг 
у мумий нуктаси булгани учун:

у, — 3 =  Л, ( x t +  2),
у, —2 =  М * 1- 1 ) ,  (*)
Xj -  у , -  2 =  0.
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? i  — ?2 булгани учун t g ? ,  = t g<p 2 ёки икки т^гри чизик 
орасидаги бурчакни топнш формуласидаи фойдалансак,

1 — _  k, — 1 
I +  *, 1 +  *,

ёки
М * - 1. ( • • )

Бу тенгликдан к2 ни топнб (*) тенгламага куямиз, ){осил б у л 
ган натижа билан (*) системанинг биринчи тенгламасини *ад- 
лаб купайтирамиз:

(У1 -  2) (у, -  3) =  (х 1 -  1) (х ,  +  2).
(*) системанинг учинчи тенгламасидан у, нинг ифодасини 

топиб, бу тенгламага куямиз:
( x t — 4) (х, -  5) =  (х ,  — 1) (дг, +  2);

бу тенгламани ечиб, х , =  2,2 ва у, =  0,2 эканини топамиз, (*) 
системанинг биринчи иккита тенгламасига топилган кийматлар- 
ни куйиб,

2 и _  3
3 ’ - ------ J

Ь — _ z. и/V | — тр» К 2

эканини топамиз. Д емак, туш увчи нур тенгламаси: 

у - 3  =  — -|(дс +  2)

ёки соддалаштирсак,
2х  +  Зу — 5 =  0; 

кайтувчи нурнинг тенгламаси:

У — 2 =  — (дс — 1)

ёки соддалаштирсак,
З х -f-2 у - 7  =  0.

6-  мисол. Узунлиги 2а (а  >  0) га тенг булган АВ  кесма 
учлари билан бирор тугри бурчак томонлари буйича сирпаниб 
*аракат килади. Тугри бурчакнинг О учидан бу кесмага ОМ  
перпендикуляр туширилган. АВ  кесманинг ^аракати давомида 
ОМ  перпендикулярнинг ^ар хил ^олатларида М  асосининг 
мос траекторияси топилсин ва бу траекториянинг шакли тек- 
шнрилсин (47- чизма).

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура АВ =  2а, М  нукта тугрн 
бурчакнинг О учидан АВ  кесмага туширилган перпендикуляр
нинг асоси.

Изланаётган геометрик уриннинг кутб координаталар сис- 
темасига нисбатан тенгламасини тузамиз. Тугри бурчакнинг О
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учини кутб учун ва томонлардан бирини, масалан, ОА ни кутб 
уки учун кабул киламиз. М  нуктанннг координаталарини р ва 
9 оркали белгилаймиз: р, 9).

АОМ  тугри бурчакли учбурчакдаи:
ОМ — О A cos 9

еки

д  АОВ  дан

еки

Демак,

еки

Р =  О A cos 9 

ОА  =  А В  sin 9 

О А — 2 a  sin 9. 

р = 2a sin 9 cos 9 

p =  a  sin 2®. («)
Бу тенглама изланаётган геометрик уриннинг (М  нукта чара- 
катининг траекториясининг) кутб координаталар системасидаги

тенгламасидир.
Энди >;осил килинган тенгла

ма кандай курннишдаги чизикни 
тасвирлашнни текширамнз.

Р кутб радиуснинг энг' катта 
Киймати sin 2® энг катта киймат- 
га эга булганда, яъни sin 29 =  1 
булганда, ёки кейинги тенглик- 
дан куринишича 9 = 4 5 ° ,  2 2 5 ° , . . .  
булганда досил булади. 9 нинг 
бу кийматларида кутб радиус
нинг энг катта киймати р — а  дан 
иборат булади.

р кутб радиуснинг энг кичик 
киймати sin 29 энг кучик кий- 

матга эга булганда, яъни sin 29 =  — 1 булганда, ёки кейинги 
тенгликдан куринишича 9 =  135°, 315э, . . . булганда *осил б у 
лади. р нинг бу энг кичик киймати р =  — а дир.

Агар 9 = 0 ° ,  90°, 180° . . . булса, р =  0 булади. Энди 9 нинг 
юкорида каРалган кийматлари орасндан бир нечтасинн олиб р 
нинг унга мос булган кийматларини топамиз ва кутб коорди
наталар системасида мос нукталарни ясаймиз. Натижада
48- чизмада курсатилган чизикни чосил киламиз. Бу чизик 
турт япроцли гул  деб  аталади (48- чизмада а — 10 деб ка
бул  килинган).
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Машцлар

1. Оу Уклан миклори 7 бирликка тенг кесма кесиб, Ох Укнинг мусбат 
йуналишн билан: 1) 30°; 2) 120°; 3) 135° ли бурчак лосил кнлувчи тугри чизик 
тенгламасини тузинг.

2. Оу укдан микдори 2 бирликка тенг кесма кесиб, Ох укнинг мусбат 
йуналиши билан 150° ли бурчак ташкил кнлувчи тугри чизик тенгламасини 
тузинг.

3. Кооодинаталар бошидан утиб Ох Укнинг мусбат йуналишн билан 
1) 45° ли; 2) 135° ли бурчак лосил килувчн тугри чизик тенгламасини ту
зинг.

4. Куйида тугри чизиклар тенгламалари берилган. Бу тугри чизиклар 
координата укларига нисбатан кандай жойлашганини айтиб беринг.

1) 2х — у =  0; 2 ) х  — 3 =  0; 3) дг — 5 =  0;
4) х  =  0; 5) у =  0.
5. Тугри чизикнинг умумий куринишдаги тенгламалари берилган. Улар- 

ни бурчак коэффициентли тенгламалар шаклига келтиринг;
1) х  — 2у +  1 =  0, 2) Зд- +  5у — 1 =  0, 3) 8л- +  Зу =  0.

6. Абсциссалар Укидан ажратган кесмасининг микдори 2 бирлик, орди
наталар Укидан ажратган кесмасининг мнкдорн 3 бирлик булган чизикнинг 
тенгламасини тузинг.

7. Абсциссалар Укидан ажратган кесмасининг микдори — 5 бирлик, 
ординаталар укидан ажратган кесмасининг микдори 5 бирлик булган тугри 
чизикнинг тенгламасини тузинг.

8. Ушбу
1) 2х +  Зу — 6 =  0; 2) 3jc — 5у — 15 =  0; 3) ах К • — ab — 0;
4) у  =  5х  — 2; 5) у  =  х  +  1; 6) \  — — Ъх +  с

тугри чизикларнинг тенгламаларини уларнинг кесмаларга нисбатан тенгла
малари шаклида ёзинг.

9. О (0,0) ва А (— 5,0) нукталар берилган булиб, ОА кесмада диагонал- 
лари В (0,3) нуктада кесншувчи параллелограмм ясалган. Бу параллело- 
граммнинг томонлари цамда диагоналларининг тенгламаларини тузинг.

10. М (5,2) нуктадан утиб, координата бурчагидан юзи 20 к», бирликка 
тенг учбурчак кесувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.

11. Ромбнинг диагоналлари мос равишда 6 ва 4 бирликка тенг булиб, 
улар координата Уклари учун кабул килинган. Ромбнинг томонлари тенг
ламалари сзилсин. f

12. Куйидаги тенгсизликларнинг геометрик маъносини аникланг.
1) у  >  2х  +  1, 2) у <  2х +  1, 3) д: >  3, 4) л- <  3.

13. М (х , у) нукта ^аракати давомида А (— 3,3) ва В (3, — 3) нукта- 
ларгача масофалар квадратларининг айирмаси \амма вакт 36 га тенг булиб 
колади. Бу нукта траекторияси тенгламасини тузинг.

14. Томонлари
х  — 2у =  0, 4дг — Зу — 3 =  0, Здг — у — 7 =  0

тугри чизиклардан иборат учбурчакнинг юзини тоиинг.
15. Куйидаги тугри чизикларнинг тенгламасини нормал куринишга кел

тиринг;
1) Ях +  4у — 20 =  0, 2) 2х — Зу =  6.

16. Координаталар бошидан тугри чизикка утказилган перпендикуляр- 
нинг узунлиги 2 бирлик булиб, бу перпендикуляр билан Ох ук орасидаги 
бурчак: 1) 45°, 2) 135°, 3) 60°. Тугри чизикнинг тенгламасини тузинг ва бе
рилган маълумотларга биноан тугри чизикни ясанг.
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17. А (2, 3) ва В (3, 0) нукталарнинг *ар биридан Здг +  4у — 20 =  0 туг- 
ри чизиккача булган масофани то м и т .

18. у =  кх  4- 3 тугри чизик координаталар бошидаи 3 масофа узок- 
лаи утган. Бурчак коэффициент к топилсин.

• 9. 4х — Зу =  0 т ^ р и  чизикдан 5 бирлик узокда ётувчи текислнк нук- 
таларининг геометрик Урнининг тенгламаси тузилсин.

20. Куйидаги берилган тугри чизиклар орасидаги бурчакии топинг.
1) 5дг — у — 7 =  0 ва Зле +  2у =  0; 3) Зд: +  2у 4- 7 =  0 ва 2х — Зу — 3 =  0;
2) х  —  2у — 4 = 0  ва 2х — 4у +  3 =  0; 4) Зх — 2у — 1 = 0  ва 5*  + 2 у  +  3 = 0 .

21. М (1, 2) нуктадан утиб, Здг +  2у — 5 = 0  тугри чизик билан 45° ли 
бурчак ташкил килувчи тУгри чизикнинг тенгламасини тузинг.

22. Д ( —4, 5) нукта диагонали 7х — у +  8 =  0 тугрн чизицда ётган 
квадратнинг битта учидир. Квадратнинг томонлари ва иккинчи диагонали* 
нинг тенгламаларими тузинг.

23. Квадратнинг иккита карама-карши учи А (— 1,3) ва С  (6,2) нукта- 
ларда ётади. Квадрат томонларннинг тенгламаларини тузинг.

24. А (— 2,3) нуктадан Ох Ук билан i  бурчак ташкил килувчи ёруглик 
нури юборилган. Нур Ох Укка етиб бориб, ундан кайтган. Туш ген ва кайт- 
ган нурлар тенгламаларини тузинг.

25. х  — 2у +  5 =  0 тугри чизик буйича йуналтирилган ёруглнк нури 
Здг — 2у 4 - 7 =  0 тугрн чизикдан кайтган. Кайтган нур тенгламасини ту
зинг.

26. М (х, у) нуктадан утиб. Ах  4 - By 4 - С =  0 тугри чизикка параллел 
булган тугри чизикнинг тенгламасини тузинг.

27. 21- машкнинг натижасига асосланиб A f(l ,  4) нуктадан утиб:

тугри чизикларнинг *ар бирига параллел булган тугри чизикнннг тенгла
масини тузинг.

28. Куйидаги тугри чизикларнинг узаро жойлашишини 27- маШкнинг 
натижасига мувофик текширинг:
1) х  4- 2у +  5 =  0 ва Здг—бу 4- 8 = 0 ;  3) 9дг— 12у—4 = 0  ва 8дг 4- 6 у 4 1 =  0;
2) 9дг— 12у—4 = 0  ва 8 * 4 б у - И  =  0; 4) 4 j r+ 6 y —7 = 0  ва 12*+18у—2 1 = 0 .

29. М (— 1,2) нуктадан утиб: 1) 5дг — 2у 4  3 =  0, 2) х  4- 4у — 1 =  0,
3) Здг 4- 7у — 8 =  0, 4) ‘,1х 4- Зу 4- 5 =  0 тугри чизикка параллел булган 
тугри чизикнинг тенгламасини тузинг.

30. Иккита тугри чизик орасидаги бурчак аннклансин:

31. Учлари А (2, 1), В  (3, 1) ва С (1, 2) нуктада булган учбурчак томон- 
ларинмнг узунликлари ва ички бурчакларини топинг.

32. Координаталар бошидаи утиб: 1) у =  2д: 4* 3 тугри чизикка парал
лел булган, 2) х  — Зу — 1 = 0  тугри чизикка перпендикуляр булган:
3) у  =  Здс — 5 тугри чизик билан 45° ли бурчак \осил киладигаи тугри 
чизик тенгламасини тузинг.

33. Учбурчакнинг иккита учи /4(3,4) ва В (5,1) нуктада булиб, унинг 
баландликлари (4,1) нуктада кесишади. Учбурчакнинг учинчи С учини топинг.

34. 2дг Зу — 6 =  0 тугри чизик Ох, Оу Укларни А, Ь нукталарда 
кесиб Утади. С нукта АВ  кесмани АС г СВ = 1 * 2  нисбатда булади. С нук
тадан АВ тугрн чизикка туширилган перпендикулярнинг тенгламасини ту
зинг.

1) ж — Зу +  5 =  0, 2) Зд: — 4у +  5 =  0, 3) 8л- — 12у 4- 3  =  0, 
4) 5дс — 2 =  0, 5) бу — 5 =  0

2д: -г  у — 7 =  0,

1) Зх — у +  5 =  0

2 5 “  15 ~
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35. Учбурчакнннг Зх  +  4у — 12 — О ва З х — 7у 4- 21 =  О томонлари 
берилган. М (4,3) нукта унинг мелианаларннинг кесишпш нуктаси эканлигн 
маълум. Учбурчакнннг учинчи томони тенгламаси тузилсин.

36. Пиринчи чоракда жойлашган ва томонининг узунлиги 5 узунлик 
бнрлигига тенг булган ромбнинг икки томони абсцисса уки ва 4х — З у  ~  О 
тугри чизик билан устма-уст тушади. Ромбнинг колган томонларининг тенг
ламалари ва диагоналлари тенгламалари тузилсин.

37. Координаталари мос равишда (1, — 1), (5, 2) ва (4, 5) булган А, Р, 
С нукталар берилган. АС  тугри чизикка нисбатан В нуктага симметрик 
булган D нуктанинг координаталари топилсин ва шу нуктадан А, С нукта
лар  орд.лн  утказилган тугри чизикларнииг тенгламалари тузилсин.

38. Параллелограмм икки учинннг координаталари мос равишда (1, 1) 
ва (2, — 2) нукталарда б^либ, диагоналлари (— 1,0) нуктада кесншади. 
Параллелограмм томонларининг тенгламалари тузилсин.

39. 2х +  Зу — 12 =  0 тугри чизикда (4,5) ва ( 1 , - 2 )  нукталардан тенг 
узоклнкда Стган нуктанинг координаталари топилсин.

40. А (— 3,5) нуктадан Утувчи ва ордината дамда абсцисса Укларидан 
кесган кесмаларининг узунликларн нисбати 1 : 2  каби булган тугри чизик
нинг тенгламаси тузилсин.

41. Л (—1,3) нуктадан Утувчи шундай тугри чизикнинг тенгламаси ту- 
зилсинки, бу тугри чизикнинг дг +  2у +  5 =  О ва дг +  2у — 2 = 0  парал
лел тугри чизиклар орасидаги кесмасининг Урта нуктаси 2х — З у — 11 = 0  
тугри чизикда Стсин.

42. Текисликдаги х  — Чу +  2 =  0 тугри чизикка х  +  2у — 6 =  0 туг
ри чизикка нисбатан икки марта якин жойлашган нукталар геометрнк 
Уринларининг тенгламалари тузилсин.

43. Учлари А (— 2,1), В(2,5) ва С ( 2 , - 1 )  нукталарда жойлашган уч- 
бурчакка ташки чизилган айлана марказининг координата.!?' •• топилсин ва 
радиусининг узунлиги хисоблансин.

44. Координата бошидан утувчи ва у4 (1, 3) нуктаг! В  (4, 2) нуктага 
нисбатан 4 марта якин масофадан утувчи тугри чизикнинг тенгламаси ту
зилсин.

45. Гипотенузасинннг тенгламаси Здг +  2у — 6 =  0 булган, ва учи 
А ( — 1, — 2) нуктада жойлашган тугри бурчакли тенг томонли учбурчак- 
нинг калган икки томони тенгламалари тузилсин.

46. Биринчи чоракда жойлашган ромбнинг икки томони х — Зу 4 - 4  =  О 
ва Злг — у — 4 = 0  тенгламалар билан ифодаланган. Шу_том^иларнинг ке- 
сишиш нуктасидан утган диагоналининг узунлиги 4 * 2  узунлик бирли- 
гнга тенг. Ромбнинг колган томонларининг ва диагоналларининг тенглама
лари тузилсин.



Туртинни боб

КУТБ КООРДИ НАТАЛАР СИСТЕМАСИ 
ВА КООРДИНАТАЛАРНИ АЛМАШТИРИШ

26-§. КУТБ КООРДИНАТАЛАР СИСТЕМАСИ

Биз юкорида тугри бурчакли Д екарт  координаталари сис
темаси билан танишдик. Бу системада нукта урнини унинг 
координаталари билан аникладик ва чизиклар, шу жумладан, 
тугри чизик бу системага нисбатан тенглама билан нфода эти- 
лишини ва, аксцнча, х  ва у узгарувчиларни богловчи тенгла
ма Д екарт  системасига нисбатан бирор чизикни тасвирлашн

мумкин эканини курдик.
Бундай масалаларни факат тугри 

бурчакли Д екарт  системасидагина 
эмас, балки бошка координаталар сис- 
темасида .цам ^ал килнш мумкин. 
Бундай координаталар системасига 
Декартнинг кийшик бурчакли коор
динаталар системаси, кутб координа
талар системаси, цилиндрик коорди
наталар системаси деб аталадиган 

система ва бошка координаталар системаси киради. Биз бу сис- 
темалардан бири булган кутб координаталар системаси билан 
танишамиз. Координаталарнинг бошка системалари олий ма- 
тематиканинг бошка булимларида курилади.

Текисликдаги нукталарнинг урнини кутб координаталар 
системасида аниклаш учун унда бирор О нукта олиб, бу нук
тадан Ох  тугри 'чизикни  утказамиз (49- чизма) ва бу тугри 
чизикда мусбат йуналишни белгилаймиз (бу йуналиш одатда
49- чизмада курсатилгандек олинади). О нуктани цутб  деб, 
Ох  укни эса цутб уци  деб  атаймиз.

Энди маълум масштаб бирлиги танлаб олиб, текисликдаги 
ихтиёрий М  нуктанинг урнини О кутбга ва Ох кутб укига 
нисбатан аниклаймиз. Бунинг учун М  нукта билан О  кутбни. 
туташтирамиз. Натижада кутбдан М  нуктагача булган ОЛ4 ма
софа ва кутб Уки билан ОМ  йуналган кесма орасидаги ? =• 
=  Z x O M  бурчак *осил булади. р =  | ОМ  | ни М  нуктанинг
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цутб радиуси, <р бурчакни эса М  нуктанинг цутб бурчаги 
дейнлади. <р бурчакни тригонометрияда цараладиган бурчак деб 
тушунишга келишиб оламиз, яъни бу бурчакни ишораси би
лан ±  2кп куш илувчи аниклигида караймиз. р ва <р ни М нук
танинг цутб координаталари  деб  атаймиз ва М (р, <?) шаклда 
ёзамиз. М  нуцта кутб бурчагининг

тенгсизликларни каноатлантирадиган кийматини М  нукта кутб 
бурчагининг бош киймати деб аталади.

1-  мисол. М  (3, нукта ясалсин.
Я с а ш .  Текисликда О кутбни белгилаб, ундан Ох  кутб 

Укини утказамиз. Ох  ук билан бурчак ташкил килувчи ОМ

тугри чизик утказамиз, яъни Ох  укни мусбат йуналишда
бурчакка бурамиз ва унда мусбат йуналишда 3 бирлик кесма 
ажратамиз, натижада О/И кесма ^осил булади. Бу кесманинг 
М  учи изланаётган нукта булади (50- 
чизма).

Ю корида айтилганларга биноан кутб 
координаталари учун

Р > •  0  ва — г  <  <р - < г

тенгсизликлар уринлн булади. Кутб 
координаталарига бундай шартни^ 'уй- 
маслик *ам мумкин. Бу *олда ф  ман  
« ни умуман — оо дан +  00 гача {£ гара- 
ди деб каралади. р билан <р — оодан -)-о о  50- чизма.
гача узгарганда кутб координаталар 
системаси умумлашган цутб координаталари  дейнлади.

Умумлашган кутб координаталар системасида М нуктани 
ясаш учун Ох  кутб укнни О кутб атрофида <р бурчакка бу- 
риб, ук  ясаймиз. Бу укда йуналишни эътиборга олиб, ОА1 
йуналган кесма ясаймиз. Унинг М учи изланаётган М  нукта 
булади.

2 - мисол. А\ — 2, нукта ясалсин.

Я с а ш .  Ох  кутб укини утказиб, уни бурчакка бурамиз

ва шу билан ОМ мусбат йуналишинн аниклаймиз. Энди 
р =  — 2 булгани учун ОМ  нинг тескари йуналишдаги давомида

— 2 1 =  2 бирлик масштабни оламнз, бу кесманинг учи излана
ётган Л ( — 2, -£-) нуктани беради (51- чизма).

Бундан кейин ало^ида шарт куйилмаса, р ни — оо дан +  оо 
гача, <р ни эса ( — к, ораликда караймиз.

Ь9



27-§. КУТБ КООРДИНАТАЛАРИДАН 
ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИГА УТИШ

Математика ва техника фанларининг купгина масалаларини 
ечиш да координаталарнинг бир о сте м ас и д аи  иккинчи систе- 
масига утиш масаланинг ечилишини осоилаштиради, шунинг 
учун координаталарнинг бир системасидан бошкасига утиш 
масаласи катта кизнкиш уйготади.

Биз бу параграфда Д екарт  системасидан кутб системасига 
утиш ва, аксинча, кутб системасидан Д екарт  системасига утиш 
масаласини караймиз.

Текисликдаги бирор М нуктанинг Д екар т  координаталарн 
х,  у, кутб координаталарн (>, <? булсин (52- чизма». Агар О

координаталар бошини кутб деб, Ох  укни кутб уки деб ол- 
сак ва М нуктанинг уларга нисбатан урнини аникласак, у ^ол- 
да  тугри бурчакли OMN учбурчак ^осил булади.

Бу учбурчакдан:

ON =  ОМ cos <р,
MN  =  ОМ  sin ?

ёки
*  =  p c o s ? , |
у  =  Р Sin <p.J ' '

Бу формула нуктанинг Д екарт  координаталарини унинг кутб 
координаталарн оркали ифода этади.

Энди нуктанинг кутб координаталарини унинг Д екарт коор- 
динаталари оркали ифода этиш учун OMN учбурчакдан Пифа
гор  теоромасига кура:

O N 1 +  NM2 =  ОМ2

«ки
л* +  у* =  Р4
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ва шу учбурчакдан

t g ?  =  £

эканини топамиз. Шундай кнлиб:

Р* =  х* +  у*, |

9 =  a r c tg - j .  ) (2)

Бу формулалар кутб координаталарини Д екарт  координатала
ри оркали ифодаловчи формулалардир.

Нуктанинг кутб координаталари берилган булса, (1) ф ор
мулалар ёрдами билан унинг Д екарт  координаталари топилади, 
агар бирор геометрик образнинг тенгламаси Д екарт  системаси- 
да берилган б^лса, ундаги j c ,  у урнига бу узгарувчнларнинг 
Р, 9 оркали ифодалари кУйилса, каралаётган геометрик образ
нинг берилган тенгламасидан унинг кутб координаталардаги 
тенгламасига ^тилган булади.

(2 ) тенгламалар ёрдамида хам худди шундай масалалар 
Каралади. Ш унинг учун хам (1) ва (2) формулаларни утиш 
формулалари  дейилади.

Мисол. М  ( 2 , - 2 )  нуктанинг кутб координаталари то
пилсин.

Е ч и ш .  Бу мисолда

х  =  2 , у  =  - 2.

(2) формулага биноан:

Р =» / х 1 +  у* =  / 4  +  4 =  2 / 2 .

9 =  arctg ( - ^ - )  =  arctg ( — 1).

М нуктанинг Д екарт координаталаридан куринишича у о р 
дината манфий, шуНинг учун 9 нинг ~ it ва — кийматла-

ридан — j  ни олиш керак, яъни:

у =  psin 9

тенглнкда у билан sin 9 нинг ишорасини бир хил олиш керак:

( р > 0, — i t < 9 < i t ) .

Ш ундай кнлиб берилган нуктанинг кутб координаталари; 
(2 / 2, -  } ) .
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28- §. ЧИ ЗИ К ЛА РН И Н Г КУТБ КООРДИНАТАЛАР 
СИСТЕМАСИДАГИ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Текнсликдагн Д екарт  координаталарн системасида х, у  Уз- 
гарувчиларни богловчи

тенглама текисликда бирор чизикнинг тенгламаси экани маъ- 
лум. Худдн шунга ухш аш  кутб координаталарн системасида 
Р, <р узгарувчиларни богловчи

тенглама текисликда кутб системасига нисбатан бирор чизик 
тенгламасини тасвирлайди.

Текнсликдаги чизикнинг кутбсистемасига нисбатан тенгла- 
масннн тузиш учун у чизикнн нукталарнинг геометрик урнн 
деб караб, бу геометрик урин нукталаринниг умумий хоссаси- 
га асосан ( 1) ёки ( 1'» тенгламаларни тузганимиздек, (2 » тенг
ламани тузамиз. Чизикнинг (2» тенгламасини унинг Д екар т  
системасидаги ( 1) ёки (Г» тенгламалари маълум булган .40л- 
да, бу тенгламалардан фойдаланиб, утган параграфдаги ( 1) 
ф ормула ёрдамн билан тузиш >;ам мумкин.

5 у  масалаларни биз бир неча мисолларда курамиз.
1- мисол. Тугри чизик Д екарт  системасида узининг нормал 

тенгламаси билан берилган булсин:

Бу тенглама тугри чизикнинг кутб координаталарн системаси
даги тенгламасидир.

Агар р  — О булса, яъни (3) тугрн чизик кутбдан утса, бун- 
дай т у FpH чизик (5) тенглама билан ифода этилмайди. Кейин-

У = / ( • * ) (1)
тенглама ёки

F ( x , у) — О (Г )

P =  / i < ? )  ёки F i(p , <?)=0 (2 )

(3)

X — р COS ?,
у  =  psin <Р

(4)

COS (<f> — a ) ’ (5)
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ги *олда турри чизикнинг кутб координаталар системасидаги 
тенгламаси

<Р =  ?0 ( — °° <  Р <  °° )  
булиши равшан (53- чизма).

Турри чизикнинг кутб координаталар системасидаги (5) 
тенгламасини утиш формулаларидан фойдаланмай, бевосита 
косил килиш *ам мумкин.

Бунинг учун MN  тугри чизикнинг текисликдаги Урнини 
Кутб системасига нисбатан кугбдан тугри чизикка утказилган 
ОР =» р  перпендикуляр узунлиги ва Ох ук билан ОР  орасида
ги а бурчак оркали аниклаймиз (54- чизма). М  нукта тутри 
чизикдаги ихтиёрий нукта, р, 9 лар эса унинг кутб координа
талари булсин. Бу колда:

р -  ОМ, ? =  Z  MON.
Тугри бурчакли ОРМ учбурчакдан:

ОР =  ОМ  cos (7 — а). 
р  — pcos (<р — а)

ёКИ 53- чизма.

г " cos (у — о)

экани келиб чикади.
2- мисол. Радиуси R га тенг булган айлана берилган б у л 

син. Айлананинг марказидан утган горизонтал диаметрни Ох 
Кутб уки деб ва бу диаметрнинг айланадаги О учини кутб 
деб  кабул килайлик (55- чизма).

Бу ерда р, ? — умумлашган кутб координаталари деб ф а
раз килннадн. М  (р, ?) — айлананинг ихтиёрий нуктаси бул 
син. /VI нукта билан кутб укининг айлана билан кесишган и к
кинчи учини туташтирсак, тугри бурчакли OMN учбурчак 
*осил булади. Бу учбурчакдан

ОМ  =  O N  cos 9
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тенглик >{0сил булади. Аммо
ОМ  =  р, ON =  2/?

булгани учун:

P =  2/?cos<p; (1)%
бу тенглама айлананинг танлаб олинган кутб системасидаги 
тенгламаси булади.

Агар бу мисолда р факат мусбат кийматларни кабул кила- 
ди десак, <р нинг баъзи кийматларида ( 1) тенгламадан аник- 
ланган р манфий буларди ва <р учун бу кийматни бериш мум-
кин булмас эди, масалан, <Р=-4  « булса, ( 1) тенгламадан

р = - / ? / 2
з

эканини топардик. Д ем ак, <р га кийматни бериш мумкин
булмай колар эди, агар р манфий кийматларни *ам кабул ки
ла олади десак, р нинг бу киймати ^акикатан ?{ам айлана нук
тасини беради, бу  нукта L нуктадир.

3- мисол. Ушбу
р =  2 а  sin

тенглама Д екарт  системасида ёзилсин.
Е ч и ш .  Утиш формуласини оламиз [2 7 -§ .  (1) ва (2) ф ор

мулалар]:

Р у  X 1 — у '1

Буларни берилган тенгламага кУямиз:

Y  х 1 у 2 —2 а —==ж/ г*V  X2 + у2 
буни махраждан куткарамиз:

■*' +  У* =  2 ау.
Б у тенгламани

х г +  (у — аУ  =  а*

шаклда ёзиш мумкин. Д емак, мисолда берилган тенглама мар
кази (О, а) нуктада булиб, радиуси а  га тенг булган айлана 
тенгламаси экан.

4- мисол. LH тугри чизик узининг дастлабки х х  ^олатидан 
бошлаб бирор О нукта атрофида айлансин. М нукта эса LH  
тугри чизик буйича >;амма вакт бир хил йуналишда ^аракат 
К и л с и н  ва ОМ масофа хОМ  бурчакка пропорционал булсин 
(56- чизма). М нуктанинг чизган чизиги А р х и м е д  с п и р а 
л и  дейилади.

94



*—

Л рх и мед спиралининг бу таърифини эътиборга олиб, унинг 
тенгламасини тузамиз. О ни кутб, Ох  укни кутб укн деб 
оламиз.

М  нукта О нуктадан бошлаб ){аракат килиб, <р кутб бур- 
чаги 0 дан 2 ~ гача узгарганда, Ж , нукта А нуктага келган 
булиб: у

О А =  а
булсин. Бу *олда Архимед спирали- 
нинг таърифига биноан:

L  — 1
а 2г.

еки
а

'Б*

/  ✓/  ✓
/  /

/  /
/  */ 1 /  \

X  ч /

у ф . \
/  \  \  гуС  1 \

V » \  \ г
\ [ 0 / '  1л1 /А

/  /  /  /

булади. 56- чизма.Агар =  * Деб фараз килинса, 

р =  /г<?.
Бу Архимед спиралининг тенгламасидир.

Агар М нукта LH  тугри чизик буйича ){аракат килганда <р 
билан р манфий кнйматларни *ам кабул килса, Архимед спи- 
ралига яна битта Урама кушилади (чизмада бу Урама пунктир 
чизик билан курсатилган). Архимед спирали чексиз куп ура- 
малардан иборат.

5- мисол. р =  а е (а  ва k — узгармас мусбат сонлар) тенг
лама билан тасвирланган чизик ясалсин ва бу чизикнинг Д е 
карт координаталарн системасидаги тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Бу тенглама билан тасвирланган чизик л о г а р н ф -  
м и к  с п и р а л ь  дейилади. Уни ясаш учун <р бурчакка ихтиё
рий кнйматлар бериб, бу кнйматларни берилган тенгламага 
Куямиз ва ундан <р нинг бу кийматларига мос булган р нинг 
кийматларини аинклаймиз.

Агар <р =  -j ,  0 , -у. к, 2к, . . .  кнйматларни
кабул килиб усиб борса, тенгламадан аникланган р нинг кий
матлари куйидагича булади:

kit kit 

? =  ае~ * \  ае 2 , а, а е 2, ае"* , . .

. . . ,  (ае~  **, — г.), [ае (а, 0), . . .

нукталарни кутб системасида ясасак, логарифмик спираль *о- 
сил булади (57- чизма).

Энди логарифмик спиралнинг Д екарт  системасидаги тенг
ламасини тузамиз. Бунинг учун логарифмик спиралнинг кутб
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системасидаги тенгламасида р, <р урнига утиш формуласи бу- 
йпча унинг

р =  х 1 +  у* ва <р =  arctg ~  

ифодаларини цуямиз, у *олда:

_____ * «ГС tg —
у  х л+  у 2 = а е  х

тенглама *осил булади. Бу тенгликнинг 
иккала томонини квадратга кутариб,

•  . •  .  2*arc tg  —х* +  у* =  аге х

куриниш да ёзса *ам булади. Бундан цутб 
системасида ж уда содда шаклда булган 
тенглама Д екарт  системасида анча мурак- 
каб куринишда булишини куриб турибмиз.

29-§. ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ СИСТЕМАСИНИ АЛМАШТИРИШ

Текисликда .нуктанинг урни координаталар системасига нис
батан аникланиши маълум. Агар координаталар системасининг 
вазияти узгартирилса, нуктанинг координаталари *ам албатта 
узгаради.

Шунга ухш аш  чизик тенгламаси бир системада бир хил 
куриниш да булса, бошца системада бошкача куринишда були
шини утган параграфда куриб утдик. Д екарт  координаталари 
системаси бошини ва укларининг йуналишини узгартирнш би
лан чизикнинг бу системада ёзилган тенгламасини мураккаб 
ёкн содда куринишга келтирнш мумкин.

Бундай масалалар нуктанинг координаталари бирор систе
мада маълум булса, унинг боища системадаги координатала- 
рини топиш масаласига келади. Кейинги масалани ечиш учун 
биз нуктанинг бир системадаги координаталари билан шу нук- 
танинг бошца системадаги координаталари орасидаги богла- 
нишни топишимиз керак . Бу богланишни: а) координаталар 
бошини бошка жойга кучирилиб, координата Укларн эски 'ук- 
лар билан параллел булган ^ол учун, б) координаталар боши 
узгармай координата уклари бирор а бурчакка бурилган ^ол 
учун иа в) .^ам координата боши, *ам укларининг йуналиши 
узгарган %ол учун топамиз.

а) К о о р д и н а т а л а р  б о ш и  к у ч и р и л и б ,  к о о р д и 
н а т а  у к л а р и  э с к и  У к л а р г а  п а р а л л е л  б у л г а н  о л. 
Координата Уклари бир-бирига параллел булиб, координаталар 
боши О ва Oi нукталарда (укларнинг йуналиши ва масштаб 
бир хил) булган иккита хоу,  AOjK Д екарт  координаталар сис-

У6
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темаси берилган булсин (58- чизма). Янги система X O xY  нинг 
боши Ох нинг эски хОу системага нисбатан координаталари 
а, b булсин. Текисликда бирор М  нукта олайлик; бу нуктанинг 
хОу системага нисбатан координаталари х, у  нуктанинг янги 
АО, К системага нисбатан координаталари А ва К булсин, 
яъни:

О А — a, AOx =  b, O N  =  х ,  ЛШ  =  у , ) .
0 \Р  =  X , PM  =  Y. | Ш

Энди х, у  билан A, Y координаталар орасидаги богланиш- 
ни топиш керак. Бунинг учун 58- чизмада курсатилганига 
биноан:

ON  =  ОА +  A N  
NM  =  N P  +  PM

тенгликларни ёзамиз. Аммо
AN — ОхР  =  A, N P  =  АО\ =  b 

булгани учун ( 1) тенгликка асосланиб (2) тенгликларни
х  =  а  +  X  
у  =  Ь + У

(2)

(3)

куриниш да ёза оламиз. Бу  муносабатлар М  нуктанинг эски 
ва янги координаталар орасидаги богланишдир. Шундай ки-

у  У

м

О А N

58- чизма.

либ, эски координаталар янги координаталар бошининг 
координаталари билан янги координаталар йигиндисига 
тенг.

Агар (3) тенгликларни A , Y координаталарга нисбатан 
ечиб, янги координаталарнинг эски координаталар оркали ифо- 
дасини топсак:

А  =  х  — а, |  . .
Y — у  — b. ‘ w
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б) К о о р д и н а т а л а р б о ш и н и  у з г а р т м а й  к о о р д и н а 
т а  У к л а р и  а б у р ч а к к а  б у р и л г а н  * о л .  Энди Д екар т  
системасннинг О бошини узгартмай Ох уцни а бурчакка бу- 
риб, янги X O Y  снстеманч *осил килган булайлик (59- чизма).

Текисликдаги бирор М нуктанинг хО у  системадаги коорди
наталари х  — ОР, у  — РМ  булсин. Бу нукталарнннг янги X O Y  
системадаги координаталари А' =■ ON, У =  NM  булсин, дейлик. 
Бу х, у  ва X, Y координаталар о расидаги богланишни топай- 
лик. Масалани ечиш учун ON\*P  йуналган синик чизикни Ох  
у кка  проекциялаймиз. Синик чизикнинг бирор укка проекция
си унн ёпувчи бугиннинг шу Укдаги проекциясига тенг б у л 
гани учун

Пр 0 х ( 0 Ш Р ) ^ п р 0 х 0 Р. (5)

Аммо синик чизикнинг проекцияси унинг ташкил килувчи кес- 
маларининг проекциялари йигиндисига тенг булгани сабабли
(5) тенгликни уш бу шаклда ёзиш мумкин:

прox (V N )  +  п р 0л. (AM ) +  пр0х (МР) =  ОР; (6)

бунда п р0xTJP — ОР эканлиги равшан.
9- параграфдаги (2) ва (3) формулаларга кура:

пр ox (ON) =  ON  COS а =  X  COS а, 

пРод. (jVWI) =  M N  cos ( j  +  aj =  — Y sin а.

пРаг (МР)  =  М Р  cos j  =  0.

Бу тенгликларга асосан (6) тенглик
х  =  A  cos а — К sin а (7)

куринишга келади.
Энди уш а ONMP синик чизикни Оу уккл проекциялаймиз; 

бу ^олда (6) тенгликка ухшаш

п р 0у (ON)  +  п р 0у ( NM)  +  п р0у (МР)  =  п р 0у (ОР)  (8) 

тенглик *осил булади. Лекин бу тенгликда

пРоу (УМ) =  ON  cos ( l  — a j j  =  x  sin a,

npoy ) “  NM  cos a =  Y cos a, 

n p 0y (МР) — M P cos  (— ")  =  — M P =  — y, 

n p 0y (O P  =  C > P c o s ( -  | )  =  0.
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Б у муносабатларга мувофик (8) тенглик 
X  sin а +  У cos a — у =  О

ёки
у =  X sin a +  У cos а (9)

шаклга келади.
(7) ва (9) формулалар  нуктанинг эски координаталарини 

унинг янги координаталари оркали ифода этади.
Агар (7) ва (9) тенгликларни биргаликда караб, уларни X 

ва У га нисбатан ечсак:
X =  х  cos а +  у sin а, \
У =  — jc sin а +  у cos а )  '  >

тенгликлар  *осил булади. Бу формула нуктанинг янги коор
динаталарини унинг эски координаталари оркали ифода эта
ди. (7) ва (9) формулаларни проекциялар назариясидан фой- 
даланмай *ам келтириб чикариш мумкин. Хакикатан *ам 
(60- чизма) Д  ОРМ дан

х  =  ОР  =  ОМ cos (а +  Р)
ёки

jc =  ОМ cos а cos р — OvW sin в.sin р. (*)
у =  РМ =  ОМ  sin (a 4- Р),

ёки
у =  ОМ  sin a cos р +  ОМ sin р cos a. (**)

Д  ONM  дан
X =  ON  =  O A fcosp; У =  NM — О М  sin p.

Буларни (*) ва (**) тенгликларга куйсак:
X =  X  COS а — У sin а, 
у «= X s in  a - f  Y cos а

*осил булади.
в) К о о р д и н а т а л а р  б о ш и  к у ч и р и л и б ,  к о о р д и 

н а т а  у к л а р и н и н г  й у н а л и ш л а р и  у з г а р г а н  * о л .
Координаталарнинг иккита Д екарт  системаси берилган бу

либ, уларнинг бошлари О ва 0 , нукталарда ва укларнинг йу
налишлари турлича булсин. а  ва b янги координаталар боши
О, нинг эски снстемадаги координаталари, а — Ох  ва ОхХ  Ук- 
лар орасидаги бурчак ва иккала система учун масштаб бир 
хил булсин (61- чизма). Текисликда бирор М нукта олиб, бу 
нуктанинг эски хО у  снстемадаги координаталарини х г у  ва янги 
системадаги координаталарини X , У билан белгилаймиз ва н ук
танинг эски ва янги координаталари орасидаги муносабатни 
топамиз.
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Бунинг учун О, нуктадан Ох  ва Оу  Укларга параллел ки- 
лнб 0 ,х ,  ва О ,у, ёрдамчи уклар утказамиз, натижада ёрдамчи 

система *осил булади. М нуктанинг бу системадаги 
координаталарини x ty t билан белгиласак, (3) формулага му- 
пофик:

x  =  a  +  x lt 
У =  b +  у,

( 12)

тенглнклар *осил булади. Энди нуктанинг (.*,, у,) координата- 
лари билан унинг ( X ,  У)  координаталарн орасидаги муноса- 
батни (7) ва (9) тенгликларга асосланиб ёзамиз:

х х =  X  cos — У sin а, 
у , =  X  sin а — У cos а.

jCj, у, нинг бу ифодаларини ( 11) тенгликка куямиз, натижада: 
х  =  а  +  X c o s a  — К sin а, 1 
у =  b +  X s in  а +  K co sa  J

тенгликлар >{осил булади. Бу кейинги формулалар каралаёт
ган умумий ^олда нуктанинг зеки системадаги координага- 
ларинн унинг янги координаталарн оркали ифода этади. (13) 
ф ормулаларда а =  0 деб олинса, ундан (3) формулалар келнб 
ч'икадн; а =  Ь — 0 деб олинса, ундан (7) ва ( 9 ‘ формулалар 
келиб чнкади. Ш ундай килиб, (13) формулалар координаталар 
алмаштиришнинг умумий формулалари булади.

Агар (13) формулаларни А', У га нисбатан ечсак:

X  =  (х — a) cos а +  (у — b) sin а,
У =  — (х  — a)  sin а +  (у — b) cos а (14)

тенгликлар зосил  булади.
1-  мисол. хО у  системада М  нуктанинг координаталарн (2, 3) 

координата укларини эски Ох , Оу  Укларга параллел килиб 
олиб, координаталар боны  O i ( — 1. 2) нуктага кучирилган. М 
нуктанинг янги ХО, У гистемадаги координаталарн топилсии.
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Е ч и ш .  М нуктанинг янги ХО, У снстемадаги координата
ларини Х,У  билан белгиласак, (4) формулаларга биноан:

X — х  — а, У — у  — b 

тенгликлар уринли булади, бизнинг мисолда
а  =  -  1, Ь =  2, 

х  =  2 , у  =  3.
Д ем ак,

Х  =  2 - ( -  1) = 3 ,
К =  3 — 2 =  1.

Ш ундай килиб, М  нуктанннг янги ХОхУ снстемадаги коор
динаталари (3,1) булади.

2 - мисол. Чизикнинг хО у  снстемадаги тенгламаси

у =  ах* +  Ьх +  с, ( а ф  0) (15)

куринишда, координаталар бошини шундай О нуктага кучи- 
рингки, натижада бу тенглама

У =  а Х *

куринишга келсин. Бунда X ,  К — (15) чизикда ётган ихтиёрий 
нуктанинг янги координаталар системасидагн координаталари.

Е ч и ш .  Координата укларини эски система укларига па
раллел *олда олиб, координаталар бошини Oi (х 0, у0) нуктага 
кучирамиз; бунда х 0, у0 — *озирча ихтиёрий сонлар. Бу ^олда
(3) ф ормулага биноан:

х  =  х 0  - f  X,

У =  Уо + У -
х, у  нинг бу ифодаларини (15) тенгламага куямиз:

Уо +  У =  а (X  -f- х 0)* -f- b (X  -f- jt0) +  с.

Кавсларнн очиб, у хш аш  ^адларни ихчамлаймиз:

у =  а X* +  (2 ахи +  b) X +  (ах 20  +  Ьх0  +  с — у0). (15') 

Энди х 0, у0 нинг ихтиёрий эканлигидан фойдаланиб, уларни

2 ах 0 +  Ь =  0,
а х 20  +  Ьх0  +  с -  у0 =  of *16)

тенгламаларни каноатлантнрадиган килиб танлаб оламиз. Бу 
тенгламаларни х 0 ва Уо га нисбатан ечамиз:

Ь 4ас — h* / 1 7 .
х о — — 2 а' У° ~  4а '   ̂ ^
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Д емак координаталар боши (х0, у0) нуктага кучирилса ва 
бу координаталар (17) тенгликлар билан аникланса, улар (16) 
тенгликларни каноатлантнрадн ва (15 ')  тенглама

У =  аХ -  (18)
куринишни олади (62- чизма).
(15') тенглама билан тасвирланган чизик AOtB  булиб, бу чи
зик хОу  системада (15) тенглама билан ифода этилади; шу 
чизикнинг узи X O xY системада соддарок булган (18) тенглама 
билан ифода этилади. АОхВ 
чизик парабола  дейилади. и
(15) ва (18) тенгламалар 
параболанинг тенгламаси
дир. Виз кейинги бобда па
рабола билан туларок тани- 
шамиз.

3- мисол. Чизикнинг хОу  системадаги тенгламаси
х 1 — у* =  а* (19)

куринишда. Координаталар системасини шундай алмаштириш 
керакки, янги системада бу тенглама

2 X V  =  а*

куриниш да булсин (63- чизма).
Е ч и ш .  Координаталар системасини а =  — ^  бурчакка бу-

рамиз. Бу *олда (10) ф ормулаларга мувофик:

х  =  X cos а — К sin а =  X  cos ( - j - )  — Ksln ( — j ) .  

у =  X  sin а +  У cos а =  A”sin ( — 7 ) +  У cos (— -^)

ёки

x  =  Q ( X + Y ) ,  у =  ^ - ( Y - X ) .
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х ,  у  нинг бу цийматларнни (19) тенгламага куямиз:

4  [(АГ+ К)* — (К — ЛГ)*1 = а а.

Кавсларни очиб, ухш аш  ^адларни ихчамлаймиз:
2 X Y  =  а*. ( 20)

(19) тенглама билан тасвирланган чизикни тенг томонли 
гипербола  дейнлади.

Ш ундай килиб, хО у  системада тенг томонли гипербола (19) 
тенглама билан ифодаланса, янги Х О У  системада у (20) тен г 
лама билан тасвирланадн.

30- §. ЧИЗИКЛАРНННГ ТУРЛ АРИ

Аналитик геометрияда *ар кандай чизик узгарувчн коорди
наталар орасидаги бирор тенглама билан тасвирланишини би- 
ламиз. Бу тенглама координаталар системасининг турига (Д е 
карт ёки кутб координаталар системаси) ва каралаётган чизик
нинг бу снстемаларга нисбатан жойланншига кура турлича 
булади. Масалан, Д екарт  системасида маркази координаталар 
бош ида булиб, радиуси г  га тенг булган айлана

*2 +  У* =  г 2 (1)
тенглама билан тасвирланадн; агар координаталар бошини 
(а ,  Ь) нуктага, координата укларинн эски укларга параллел 
килиб кучнрсак, уша айлананинг узи янги системада

(Х  + а)* +  ( Г + й )  = г* (2)
тенглама билан тасвирланадн. Агар айлана марказини кутб деб, 
кутб уки горизонтал диаметр буйича йуналган деб  олннса, ( 1) 
айлананинг тенгламаси

Р =  г (3)
булиб, кутб диаметр буйича учида булса, бу айлана

р =  2г  cos <? (4)
тенглама билан тасвирланадн.

Бу мисолда (1), (2) ва (3) тенгламалар х.  у ёки р, ? узга- 
рувчнларга нисбатан алгебраик тенгламалар булиб, (4) тенг
лама трансцендент тенгламадир. (1) ва (2) тенгламалардан Д е 
карт системаларининг айланага нисбатан жойланиши кандай 
булмасин, унинг тенгламасини алгебраик турда сакланиши ва 
х  билан у нинг иккинчи даражаларини уз ичига олган ^адлар- 
нинг коэффициентларини бир хил эканлигн (сакланиши) курин- 
мокда.

(3) ва (4) тенгламалардан кутб координаталар системасида 
системанн узгартириш билан айлана тенгламасининг алгебраик
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тури трансцендент турига айланиб ж уда катта узгариш була- 
ётганлигннн курамиз.

Декарт координаталари системасида чизиц тенглама-  
сининг алгебраик ёки трансценОент булиши координата- 
ларнинг узгаришига богли/{ эмас.

Хакикатан *ам, утиш формулалари узгарувчи координата- 
ларга нисбатан биринчи даражали алгебраик тенгламалардир, 
шунинг учун алгебраик тенгламалардаги узгарувчи координа- 
таларнн утиш формулаларидаги узгарувчи координаталар би
лан алмаштирсак, биринчидан, янги координаталар системаси
га утган буламиз, ва иккинчидан, тенгламанинг алгебраик 
хоссаси узгармайди. Бундан ^ар кандай трансцендент тенгла
ма Д екарт координаталарини алмаштириш натнжасида яна 
трансцендент тенгламага утади, деган натижа келиб чикади. 
Хакикатан .^ам, агар трансцендент тенглама координаталар ал- 
маштиришда алгебраик тенгламага алмашса эди, Д екарт коор
динаталарини тескари алмаштириш натижасида алгебраик тенг
лама трансцендент тенгламага утган буларди, бундай булиши 
мумкин эмас.

Демак, чизик ёки чизик тенгламасининг алгебраик ёки 
трансцендент булиши чизикнинг узига хос булган хоссалари- 
га боглангандир. Шунинг учун чизикларни Д екарт системаси- 
даги тенгламаларига кура икки турга ажратамиз.

Агар
F (х, у) =  0 (5)

Декарт координаталар системасида бирор чизикнинг тенг
ламаси булиб, бу алгебраик тенглама булса, у чизицни а л 
гебраик чизиц дейилади. Алгебраик булмаган л;ар цанбай 
кизиц трансцендент чизиц дейилади.

Алгебраик тенгламани касрдан ва радикаллардан куткариб, 
уни

2  Л *  х \у *  =  О (G)
It,k — I

куринишга келтириш мумкин, бунда A hk — ^згармас сон. И, к — 
бутун сонлар, A +  k йигинди Ahhx hy k .\аднннг улчови  дейи- 
лади. (6) тенгламанинг чап томонидаги йигинди ^адлари ул- 
човларининг энг каттаси (6) алгебраик тенгламанинг даража-  
си дейилади. Масалан:

Ах  +  By  +  С =  0, (7)
А х 2 +  2Вху +  Су 2 +  Dx +  Еу +  /" =  0  (8)

тенгламалар алгебраик тенгламалар булиб, (7) тенглама А, В 
сонлар бир вактда нолга тенг булмаса, биринчи дараж али  а л 
гебраик тенглама, (8) тенглама эса иккинчи даражали алгеб-
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раик тенгламадир (Л , В, С ларНинг ){аммаси бир вактда нолга 
тенг эмас).

Агар чизиц Декарт координаталари системасида п-да- 
раж али алгебраик тенглама билан тасвирланса, уни 
п-тартибли чизиц дейилади.

Масалан, (7) тенглама биринчи тартибли чизикни тасвир- 
лайди. У тугри чизикнинг тенгламаси эканини курган эдик. 
Д емак, тугри чизик биринчи тартибли алгебраик чизик, (8) 
тенглама 2- дараж али алгебраик тенглама, демак бу тенглама 
билан тасвирланган чизик иккинчи тартибли чизикднр.

Энди ушбу теоремани исбот киламиз.
Теорема. Агар чизик; бирор тугри бурчакли Декарт сис

темасида п-даражали алгебраик тенглама билан тасвир
ланса , бу системани алмаштиришдан л; ос и л булган %ар 
цандай бошца Декарт системасида %ам у  чизиц п-даража
ли алгебраик тенглама билан ифодаланади.

Хакикатан *ам, бирор чизик Д екарт  системасида я-дара- 
жали алгебраик тенглама билан тасвирланган булсин. Коорди
наталарнинг хО у  системасини янги х'Оу' система билан 
алмаштирамиз. Чизик тенгламасидаги х , у  узгарувчилар

х  =  x ' c o s t .  — y'sin а, 
у = x'slnst — y'cos а

ф ормулалар ёрдамида янги х \  у' узгарувчи координаталарга 
алмашинади. Бу формулаларда х ' , у '  нинг факат биринчи 
даражалари катнашгани учун чизикнинг янги системадаги 
тенгламасининг даражаси булган п' сон п дан катта булолмай- 
ди, яъни:

п ' < п .  (9)

Энди чизикни янги х'Оу'  системадаги тенгламасидан (29 -§,
(Ю))

х'  =  х  cos а +  у sin а, 
у' = — х  sin а -f у cos а

утиш формуласи билан эски хО у  системага ^тсак, л '-дара- 
жали янги алгебраик тенгламадан эски я-дараж али  алгебраик 
тенгламага утамиз, демак,

п < п ' .  ( 10)

(9) ва(Ю ) муносабатлар чизикнинг янги системадаги алгебраик 
тенгламасининг дараж аси унинг эски системадаги алгебраик 
тенгламасининг даражасидан катта *ам, кичик *ам булолмас- 
лигини билдиради, демак,



Бу теорема чизиц тенгламасининг тартиби Декарт коор
динат алар системасининг танлаб олинишига боглиц бул-  
май, балки чизицнинг узига хос хоссалар билан боглиц  
эканини билдиради.

Ю корида биз кутб координаталар системасида алгебраик 
тенглама билан тасвирланган бир чизик (айлана) кутбнн уз- 
гартириш билан трансцендент тенгламага утиб колганини кур- 
дик. Шу сабабли чизикни кутб системадаги тенгламасига кура 
сннфларга (турларга) ажратишнинг маъноси йук.

М а ш ц л а р

1. Кутб координаталари билан берилган нукталар ясалсин:

1) А (5,0); 2) В (2, - J ) ;  3 )С  (з. - j ) ;  D (  4 , -

2. Кутб Укига нисбатан куйидаги нукталарга симметрик булган нукта
ларнннг кутб координаталари топилсин.

1) Af ( 5, - J ) ;  2) N (2, - j ) ;  3) я ( з , -  у ) ;  4) q ( 2 , -  j ) .

3. Кутбга нисбатан куйидаги нукталарга симметрик булган нукталар- 
нинг кутб координаталари топилсин:

1) /4 ( 2 . ^ ) ;  2) В ( 4, ) ; 3) с ( з , -  | ) ;  4)

4. Нукталарнннг кутб координаталари берилган;

Af,(5.0); Afa (2. ^ ) ;  М3 ( 4, " j ) ;  Af4 ( 4 / 2 T ^ ) ;

Мь ( 2 . — J ) .  ( в . у ) .

Кутбнн координаталар боши деб, кутб укини абсциссалар Уки деб 
олиб, бу нукталарнннг Декарт координаталарини топинг.

5. Нукталарнннг Декарт координаталари берилган:

л  ( / з Г  1); В ( 1 - / И У .  С (3, 0); 0 ( 0 ,  - 4 ) ;  М ( - 1 , - 1 ) .

Кутб учун координаталар бошини, кутб Уки учун абсциссалар Укининг 
мусбат йуналишини олиб, бу нукталарнннг кутб координаталарини аник- 
ланг

6. Чизикнинг кутб координаталар системасидаги тенгламаси
р =  3  c o s  <?.

Куйидаги нукталар бу чизикда ётадими;

« . №  0 ) . « , ( 2 4 ? .  | ) .  « .  ( Щ - .  - j ) .  " .  ( | .  у ) .

(о, "rfj. А1, (?, iM, ^ ). Af, (2/3)?

Бу чизиц ясалсин.
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1ш? ~  £ ^ т чи зи к л аку тб бу рчаги :1 )  2 ) - j ;  3) +  -^-; 4 ) — 5) — -j- 
булган нукталарни топинг ва чизикни ясанг.

8. Тенгламалари: 1) р =  sln ; 2) р =  10 sin 9 булган чизиклар ясал
син.

9. Тенгламалари: 1) р =  3 <р; 2) р =  — ; р = — —  булган чизиклар 
ясалсин.

10. Радиуси г  =  7 булган айлана кутбдан утади ва унинг маркази кутб 
Укида ётади. Бу айлананинг кутб системадаги тенгламасини тузинг.

1.1. Нур кутбдан чикиб, кутб Уки билан 60° ли бурчак *осил к«лади. 
Кутб координаталар системасида нурнинг тенгламаси тузилсин.

12. Тугри чизик кутб укига перпендикуляр булиб, бу Укдан (кутбдан 
бошлаб *исоблаганда) 5 бирлик кесма ажратади. Бу тугри чизикнинг кутб 
системасидаги тенгламасини тузинг.

13. Радиуси R га тенг булган айлана кутб Укига кутбда уринади. Кутб 
координаталар системасида бу айлана тенгламаси тузилсин.

14. Кутб Укидан бир хил а масофада ётган текислик нукталари геомет
рик Урнининг кутб системадаги тенгламасини тузинг.

15. Кутб координаталар системасида чизиклар куйидаги тенгламалар 
билан берилган:

1) р =  3 - f  sin <р; 2 ) p  =  e c o s *  у; 3 ) p  =  2 + co s< p ;
4) р cos 0 = а; 5) р =  а (1 —  cos <р).

Бу тенгламалар Декарт координаталар системасида ёзилсин.
16. Координата Укларннинг йуналиши узгармай, координаталар боши: 

1) О, (1,2); 2) Ov (— 2,2); 3 ) 0 ,  ( - 1 , - 1 ) ,  0 4 (3, — 4) нукталарга кучирилган. 
Координаталар алмаштириш формулаларини ёзинг.

17. Координаталар боши СУ (— 2,1) нуктага кучирилган булиб, коорди
ната Укларннинг йуналиши узгармай колган. Янги координаталар система
сида нукталар бундай берилган:

Af, (1,2), Af, ( -  3,0), Af3 (—  1,3), Af, (1, -  1).

Бу нукталарнинг эски координаталар системасидаги координаталарини аник
ланг.

18. Ушбу Л(5,5), В (2, — 3), С ( — 2,3) нукталар берилган. Координата 
у К л а р и  узгармай колиб координаталар боши: 1) А нуктага; 2) В нуктага;
3) С нуктага кучирилган. А, В, С нукталарнинг координаталарини янги 
системага нисбатан аникланг.

19. Координата уклари * =  30° га бурилган булиб, янги координаталар 
системасида Л (1,1), В (»/ 3^2), С (0 ,2 ) /  3).  Бу нукталарнинг координа- 
таларини эски системага нисбатан аникланг.

20. Координата Укларини параллел кучнриш усули билан куйидаги кел- 
тирилаётган эгри чизиклар тенгламалари ху  =  к куринншга келтирнлсин, 
эгри чизиклар эски ^амда янги координаталар системасида ясалсин:

4х + 1  „  2х + 5 „ 2дг — 3
1 )> =  2ГГб* 2>У =  27Т"1; 3)у =  ^ Т '

21. Эгри чизикнинг куйидаги тенгламаларини соддалаштиринг ва янги 
системада чизикни ясанг:

1) у =  jr* — 8jc 4- 15; 2) у  =  — х* +  4х  +  1.
22. Координата Укларини параллел кучириш ва буриш усули билан 

эгри чизикнинг
14л:3 +  24л-у +  21у* -  4х +  8у -  139 =  О 

тенгламасини соддалаштиринг.



Бешинчи боб 
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛАРНИНГ  

ЭЛЕМЕНТАР НАЗАРИЯСИ

31- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ Ч И ЗИКН ИН Г УМУМИЯ ТЕНГЛАМАСИ

Текисликдаги иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгла
масини

А х 3 +  2 Вху  +  Су2 -f- 2 D x  -+ 2 Еу  +  F — О (1)

куринишда ёзнш мумкин. Бунда Л, В, С , D, Е, F — уз- 
гармас коэффнциентлар булиб, булардан А, В, С коэффи- 
циентларнинг камида биттаси нолга тенг булмаслиги керак.

( 1) тенглама ундаги коэффициентларнинг кийматларига ка- 
раб, турли эгрн чизикларни тасвирлаши мумкин. Биз кейинги 
параграфларда ( 1) тенглама коэффициентларининг кандай кий- 
матида кандай чизикни тасвир этишн масаласи билан тани- 
шамиз.

32-§. АЙЛАНАНИНГ УМУМИИ ТЕНГЛАМАСИ

11- параграфда маркази С (а ,  Ь) нуктада булиб, радиуси г  
га тенг булган айлананинг тенгламаси

(х - а ) * + ( у - Ь Г -  =  г* ( 1)

эканини курган эдик. Кавсларни очиб, бу тенгламани
х- -f у- — 2ах  — 2 Ьу +  а* +  Ь- — г* =  0 (2)

шаклда ёза оламиз. Б у  иккинчи даражали алгебраик тенгла- 
маднр. Д емак, айлана иккинчи тартибли чизщдир. (2) тенг
ламани ( 1) куринишдаги умумий тенглама билан таккосласак, 
иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламаси айланани ифо
да этиши учун унда Л =  С, В — 0 булиши зарурлигини кура- 
мнз. Хакикатан *ам, бу *олда эгрн чизикнинг умумий тенгла- 
маси

А х г +  Лу* +  D x +  Еу +  Е  =  0  (3)
куриниш да булади. Агар
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булса, (3) тенглама (2) тенгламага айланадн ва, аксинча, (2) 
тенгламадан (4) формулалар воситасида (3) тенгламага утиш 
мумкин.

Шундай цилиб, х, у га нисбатан иккинчи тартибли уму- 
мий тенглама айлананинг тенгламаси булиши учун:  1) ун- 
даги Х-, у* цатнашган л; ад лар олдидаги коэффициентлар 
тенг булиши ва 2) ху  купайтма олдидаги коэффициент- 
нинг нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Масалан:

лс* +  У2 -  2х  +  Зу +  2 =  О

тенглама айлананинг тенгламасидир, чунки: 1) х г ва у* олди
даги коэффициентлар тенг, 2) х у  купайтма катнашган *ад 
тенгламада йук.

Бу  тенглама айлананинг тенгламаси экан, унинг маркази 
кайси нуктада ва радиуси неча бирликка тенг деган савол ту- 
гилади. Б у  саволларга (4) формулалар ёрдамида жавоб бернш 
мумкин; берилган тенгламага кура А =  В  =  1, D =  — 2, Е =  3, 
F = 2 .  Шунинг учун, (4) га мувофик:

___ D _  — 2 _  , — 3 _  — 3
а ~  2А ~  2 —  1' 0 — 2А 2-1 2 *

1 s i  «.•> F i i 9  _ 5 / 5г  =  а  +  6- — =  1 +  —  2  =  - j ,  г  =  — .

Д ем ак , айлананинг маркази ( l ,  — у )  нуктада, радиуси эса 

/ Г
S-g- га тенг,

Аммо куйилган саволларга жавоб бериш учун каралаётган 
тенгламани (1) шаклга келтириш ^ам кифоя килади. Бунинг 
учун берилган тенгламада х  ли >;адларни олиб, ундан тула 
квадрат ажратамиз:

л» — 2 х  =  л* -  2 х  +  1 — 1 =  (х -  1)* — 1, 

сунгра у ли *адларни олиб, ундан тула квадрат ажратамиз:

у = +  Зу =  /  +  3у  +  4 - ^ = ( у + | ) , - | .

Энди берилган тенглама

( х _ 1) .  _ 1  +  (у +  | ) *  _  |  +  2 =  0 

куринишда ёзилади. Бу

< * - i ) ,  +  (y  +  | ) 2 - т  =  °
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ёки

< * - 1  ) Ч - ( у  +  т ) ‘ = 7

ш аклга келади. Б у  тенгламадан а, Ь, г  нинг кийматлари дар- 
*ол топилади.

зз-§. э л л и п с

1. Э л л и п с н и н г  к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Эллипс деб 
%ар бир нуцтасидан берилган икки нуцтагача (фокусларга- 
ча) масофаларининг йигиндиси узгармас сонга тенг булган  
текислик нуцталарининг геометрик урнига айтилади. Бу 
узгармас сон фокуслар  орасидаги масофадан катта булиши 
шарт*.

Эллипснинг таърифига асосланиб унинг тенгламасини т у за 
миз. М — эллипснинг ихтиёрий нуктаси, Ft , F-, — берилган икки 
нукта булсин. Ft, F2 ф окуслар  орасидаги масофани 2с билан 
белгилаймиз. Эллипснинг таърифига биноан F,M +  F M  йигин- 
ди узгармас сон булиши керак; бу узгармас сонни 2а  билан 
белгилаймиз. Б у  *олда таъриф  буйича

FxM + F t M  =  2 a  ( 1)

булади.
F\, F2 фокуслардан утган туг

ри чизикни абсцнссалар у ки ,/- ’,/^, 
кесманинг уртасини координата
лар боши О  деб; О нуктадан 
абсцнссалар укига перпендикуляр 
Килиб утказнлган тугри чизикни 
ординаталар уки деб оламиз 
(64-чизма). М нуктанинг бу сис
темага нисбатан координаталари

ни х,  у  билан белгилаймиз; F, F2 нукталарнинг координата
ларн мос тартибда (с, О)  ва (— с, О)  булади. Икки нукта ора
сидаги масофани топиш формуласига кура (6- §, (4)):

F,M =  / (х -  су- +  F ,  F2M =  / ( х  +  с)г +  у-. (2)

FXM,  F2M н и н г  бу ифодаларини (1) тенглнкка куямиз:

/ (х  -  с)~ +  у- +  / ( х  +  с)* +  у2 =  2а,  (*)

бу  эса эллипснинг танлаб олинган Д екарт  системасидаги тенг
ламасидир.

1 Чунки учбурчак икки томонининг йигиндиси учинчи томонидан катта 
булади.
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Бу тенгламани соддалаштирнш мумкин. Бунинг учун тенг
ламани радикаллардан цуткариш керак. Битта радикални тенг
ламанинг унг томон и га ^тказамиз:

Y  (х +  с)2 + у2 = 2  a — V  (х — с)* +  у2.
Энди тенгламанинг иккала томонини квадратга кутарамиз- 

ва кавсларни очамиз:
х2 +  Чех +  с- +  у* = 4а* — 4а /  (х — с)2 +  у* +  х* — Чех -fc

+ с2 + у*.
Ухшаш чадларни ихчамлаймиз:

4сх = 4а* — 4а / (х  — с)9 +  у\
Бу тенгламани

а V  (х — с)2 +  у* = а* — сх 
шаклда ёзамиз ва яна бир марта квадратга к^тарамиз: 

а2 (ж2 — Чех *+- с2 +  у*) *= а* — Ча*сх + с2х\ 
а2х2 +  а*с* + а* у* = а* +  с2х2

ёки
(а* — с2) х2 + а2у* = а2 (а2 — с)*. (3)

FxMF, учбурчакда
M Ft + MF-, > FxF 2 

булади. (1) га мувофик:
Ча>Чс,

яъни
а> с .

Демак, а*> с* ёки а2 — с*>0. Бу тенгсизлик а2 — с2 айир- 
манинг мусбат сон эканини билдиради. Хар кандай мусбат сонг 
ни бирор соннинг квадрати деб караш мумкин. Шунинг учун 
бу айирмани Ь2 билан белгилаймиз, яъни:

а2 — с1 — Ь*. (4)
Демак, (3) тенглик

Ь2х* + а*у* = а*Ь* (5)
куринишни олади. Бунинг иккала томонини а2Ь2 га б^лсак, 
эллипснинг тенгламаси



куринишга келади. (6) тенглама (*) тенгламадан икки марта 
квадратга кутариб радикалдан цутцариш йули билан *осил 
кнлинди. Шунинг учун бу тенглама (*) тенглама билан тас- 
вирланадиган нукталарнннг геометрик урнига кушимча нукта
лар киритиб куймайдими, деган савол келиб чикади. Биз *о- 
зир шу масалани куриб чикамиз.

(2) формулаларнинг чап томонидаги F XA1, F M  ни мос равиш
да гх ва гг билан белгиласак, (*) тенглама

г, + г2 = 2 а
ёки

г2 = 2а — г, (**)
куринишни олади. Бу тенгламанинг иккала томонини квадрат
га кутарсак, *осил булган тенглама (**) тенгламага ва

г-1 = -  (2а -  г,)
тенгламага эквивалент булади. Кейинги тенгламада 2а > г, ёки 
2а — гх > 0 ва г2 > О булгани сабабли бу тенгламанинг ечими 
булмайди (унг томон чап томонга зидлик килади).

(**) тенгламани квадратга кутариш натижасида
г2— г? “  4Д (а - г х)

тенглама *осил булади. Бу тенгламани яна бир марта квад
ратга кутариш билан (6) тенглама *осил булади. Аммо бу 
тенгламани (**) тенгламага асосланиб соддалаштирсак, яна

rx -f- г2 = 2а
тенгламанинг узи келиб чикади, яъни янги тенглама ^осил 
булмайди.

Демак, (*) тенгламани икки марта квадратга кутариб, (6) 
тенгламани *осил килиш билан каралаётган геометрик уринга 
кушимча янги нукталар кушнлмайди. (6) тенглама эллипснинг 
каноник тенгламаси дейнлади. (6) тенгламадан эллипснинг
2-тартибли чизик экани куринади.

2. Э л л и п с н и н г  шакл и .  Эллипснинг шаклини унинг 
тенгламасига кура текширамнз. Эллипснинг (6) тенгламасига 
х ва у нинг квадратларигина киради, шу сабабли (х, у) нук
та эллипснинг нуктаси булса, (±  х, ± у) нукталар *ам эллипс
нинг нукталари булади. Демак, эллипс координата укларига 
нисбатан симметрик жойлашган. Эллипс шаклини биринчн 
квадрантда текширишнинг узи кифоя, боища квадрантлардаги 
шаклини симметриядан фойдаланиб тасаввур килиш осон.

Биринчи квадрантдаги нукталар учун (6) тенгламани у га 
нисбатан ечамиз:

У =  £ / а * - х а. (7 )
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а* — х* >  О
булиши ёки

\х\<а
булиши керак. Демак, |х| 0 дан-fa гача усиб бориши мум
кин. х = О булганда у = Ь булиб, х = а булганда у = О була
ди, яъни х абсцисса О дан а гача усиб борганда, у ордината 
b дан О гача камайиб боради, яъни ВА ёй эллипснинг биринчи 
квадрантдаги ёйи булади. Энди симметрияга асосланиб, элли
пснинг 2, 3 ва 4- квадрантлардаги ёйлари ВА Х А ХВ Х ва В ХА ёй- 
лар эканини куриш кийин эмас. Демак, эллипс 65-чизмада 
курсатилгандек чизик экан.

Координата Уклари эллипснинг 
симметрия уклари дейилади. Фо- 
куслар ётган симметрия у к эллипс
нинг фокал $ци дейилади. Симмет
рия укларининг кесишган нуктаси 
эллипснинг маркази дейилади. (6) 
тенглама билан берилган эллипс 
учун фокал уц Ох ук булиб, эл
липснинг маркази координаталар 
бошидир. 65 -чизма.

Эллипснинг симметрия уклари 
билан кесишган нукталари унинг уклари дейилади. 65- чизмада 
курсатнлган А (а, 0), А, ( — а. 0), В  (О, Ь) ва В х (О, — Ь) нук
талар эллипснинг учлари. А л , — 2а эллипснинг ка тта  уци, 
В В Х — 2Ь эллипснинг кикик уци дейилади (бунда а > b булиши 
шарт).

Агар (6) тенгламада а — Ь деб олинса, (6) тенглама
X х +  у2 =  а2

куринишни олади. Бу тенглама радиуси а га тенг булган ай
лананинг тенгламасидир. Демак, агар эллипснинг катта ярим 
уки кичик ярим Укига тенг булса, у айлана булиб колар экан.

3. Э л л и п с н и н г  э к с ц е н т р и с и т е т  и. Эллипснинг фо- 
куслари орасидаги масофанинг унинг катта уки узунлигига нис- 
батн эллипснинг эксцентриситета деб аталади ва у е ^арфи 
билан белгиланади:

1с с
е  =  Та' ЯЪНИ в *  ~а'

с нолдан а гача булган кийматларни кабул килиши мумкин 
булгани сабабли

Б у  т е н гл и к д а  у  ^акикий сон  б у л и ш и  у чу н

0 < е <  1.

8  М. Камолов



( 4 )  тен гл и к д а н :

с = \^а% — Ь2.
Шунинг учун

< = г^ 1  = / - Г Г | .  (8)

Бу тенгликда а ни узгаришсиз колдириб, Ь ни узгартириб ку- 
райлик. Агар а — Ь булса, эллипс айлана булиб колади. Бу 
*олда (8) тенгликдан е = 0 экани келиб чикади.

Агар b нинг киймати а дан нолгача камайса, е 0 дан 1 га- 
ча усиб боради; эллипснинг куриниши 66- чизмада тасвирлан-

гандек 1, 2, 3, 4, 5, 6 ^олатларни ка
бул килади, яъни айланадан бошлаб 
торайиб боради.

Шундай килиб, эллипснинг е экс
центриситета нолга канча якин булса, 
эллипснинг шакли айланага шунча 
якин ва эксцентриситет 1 га канча 
якин булса, у шунча ингичкалаша бо
ради.

4. Э л л и п с  н у к т а с и н и н г ф о -  
кал  р а ди ус л а р и .  Эллипснинг их- 
тиврий нщтасидан фокусларигака 
масофалари эллипсдаги бу нуцта- 
нинг фокал радиуси дейилади.

66 -чизма. . Б у  таърифга Караганда F XM билан
F2M эллипсдаги М нуктанинг фокал 

радиусларидир, буларни мос равишда г, ва г2 билан белгилай
миз, бу *олда (2) формулаларга биноан:

г, = FXM = V (x  — с)1 + у*; r2 = F 2M =  \^{х  +  с)* +  у*.

Бунда х, у лар М нуктанинг координаталаридир. Фокал ради- 
усларни ифодалаш учун соддарок формула топиш максадида 
бу тенгликларнинг иккала томонини квадратга кутариб, чиккан 
натижанинг иккинчисидан биринчисини *адлаб айирсак,

г\ _  г\ -  4 сх

тенглик *осил булади. Буни
(r7- r x) ( r t +  r2) = Acx (9)

хуринишда ёзиш мумкин. (1) тенгликка фокал радиусларнинг 
ифодаларини куйсак, у

г ,  +  г а =  2а  ( 10)
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r2 — rt = 2 - x* 1 a ( i i )

тенглик зосил булади. (10) тенгликдан (11) тенгликни *адлаб 
айирамиз ва натижани 2 га кискартирнб ёзамиз:

Энди (10) тенглик билан (11) тенгликни *адлаб кУшамиз ва 
натижани 2 га кискартирамиз:

куринишда ёзиш мумкин.
(14) формулалар абсциссаси х га тенг булган эллипс нук- 

тасининг фокал радиусларини шу х оркали ч и зи ц л и  ифода- 
лайди.

1- мисол. 2д:* +  4у* = 8 эллипс фокусларининг координата
лари, эксцентриситети ва абсциссаси 1 га тенг булган нукта- 
сининг фокал радиуслари топилсин.

Е ч и ш .  Эллипс тенгламасининг иккала томонини 8 га бу- 
ламиз:

Бу тенгликдан

Демак, F x 2, 0), F 3 ( — \^2, 0) нукталар эллипснинг фо- 
кусларидир. Эллипснинг эксцентриситети:

(12)

[  г2 = а + ± х . (13)

е = ~ булгани учун (12) ва (13) формулаларни 

г, = а — ех, г2 = а +  ех (14)

а* = 4, а = 2;
Ь* = 2, Ь шш /2~

экаиини курамиз. (4) формулага биноан:

— /̂  = / 4  — 2 = / 2 .
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(14) формулаларга биноан х = 1 булгани сабабли

гх = а — ех = 2 V 7 1 4 - / 2  
2 '

4+ /2\
2

булар берилган эллипсдаги j : = 1 нуктанинг фокал радиусидир.
5. Э л л и п с н и н г  д и р е к т р и с а л а р и .

fl yl
= и (а > ь )

эллипснинг директрисалари деб, унинг к а т та  уцига пер
пендикуляр булган ва марказдан | ± ~  | масофа узоцликдан
утадиган иккита тугри чизища айтилади.

Бу таърифга мувофик эллипс директрисаларииинг тенгла
маси

. а адг=Н—  в а л * * ---1 е е
булади.

Эллипсда е < 1 булгани
сабабли у  > а. Демак, ди
ректрисалар эллипснинг А 
ва Ах учларидан ташкарида 
жойлашган (67- чизма).

Директрисалар куйидаги 
хоссага буйсунади.

Теорема. Эллипснинг ихтиёрий М (х, у) нуцтасидан фо- 
кусларигача булган масофаларнинг мос директрисаларгача 
булган масофаларга нисбати е га (узгармас сонга) тенг. 

Исбот .  Теоремани исбот к><лиш учун
г, г,j  = e , j  = е dx

эканини курсатишимиз керак; бунда dx = ML, d2 = MLX сон
лар M нуктадан директрисаларгача булган масофалар булиб, 
ru r i — фокал радиуслардир (67- чизма). Чизмадан:

dx = ML = OD-ON = -  ~ х =* к
экани куриниб турибди. Демак,

гх а — гх
— а — ех 

е
= е.
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Шунга ухшаш г, _  а +  ех _
di а 4- ех

2- мисол. Катта ярим Уки 3 ва кичик ярим уки 2 булган 
эллипснинг тенгламаси ва унинг директрисалари тенгламалари 
тузилсии.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура
а = 3, Ь — 2.

Эллипснинг тенгламаси

эксцентриситети эса
+ у- = 1 4 *

е = а* -  Ь- / 9  — 4 
— 3

/ 5
3

га тенг.
Директрисаларни^ тенгламалари:

3-3
* = ± - , * = ±  / Г = ±4-

v

6. Э л л и п с н и  я с а ш. Эллипснинг катта ва кичик ярим Ук
лари ёки эллипснинг тенгламаси берилган булса, бу *олда 
эллипсни циркуль ва чизгич ёрда
мида ясаш мумкин. Бунинг учун 
бирор Декарт системасини олнб, Ох 
Укда О А = а ва Оу укда ОВ — Ь 
кесмаларни ясаймиз (68-чизма). В  
нуктани марказ деб олиб, а радиус 
билан айлана чизамиз. Бу айлана 
Ох у кии /•', ва F., нукталарда кесиб 
утади; бу нукталар эллипснинг фо- 
куслари булади, чунки тугри бур
чакли OF\ВI OF2B учбурчаклардан:

с = OFx — OF, = / а *  -  Ь\
68 -чизма.Энди ААХ — 2а кесмани олиб, уни 

ихтиёрий С нукта ёрдамида иккита
кесмага ажратамиз. АС = г, ва АХС = 2а — г, = г, радиуслар 
билан Fx ва F , нукталарни марказ килиб (фокуслар) айланалар 
чизамиз; булар Мх ва Мг нукталарда кесишади. Бундан кейин 
ААХ кесмада Си С2, С3(... нукталар олиб, ACltA tCt, АС2, АХС2, .... 
радиуслар билан уша Г, ва Г 2 марказкардан айланалар чиза- 
миз, уларнинг кесишган М :„ Ма, А14, М 5,... нукталари эллипс
нинг нукталари булади, чунки бу нукталардан F lt F 2 фокус- 
ларгача масофалар йигиндиси 2а га тенг;

Г\ +  Гш =  2а.
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Эллипснинг М,, Af2, ...нукталарини унинг фокусларини топ- 
масдан туриб тенгламасига биноан *ам аниклаш мумкин. Бу- 
нинг учун функция графигини ясашдаги каби эллипс тенгла-

масидаги х га ихтиёрий кийматлар 
бериб, х га берилган кийматларга мос 
булган у нинг кийматларини топамиз. 
Натижада <ль у,), (х2, у2), ...нукта
лар топилади. Бу нукталарни узлук
сиз чизик билан туташтирсак, эллипс 
*осил булади.

Эллипсни механик усулда чизиш 
*ам мумкин. Бунинг учун Ох укда 
OFlt ОГг кесмалар олиб, эллипс фо- 

69 -чизма. кусларини ясаймиз (69- чизма). Узун
лиги 2а га тенг булган ип олиб, унинг 

бир учини Г, фокусга ва иккинчи учини F t фокусга бириктира- 
миз ва калам учи билан ипга F tM F2 учбурчак шаклини бериб, 
каламни узлуксиз *аракатлантирсак, эллипс чизилади, чунки 
бу *олда *амма вакт

MFy + M F3 = 2 а
тенглик сакланади.

34-§. ГИПЕРБОЛА

1. Г и п е р б о л а н и н г  к а н о н и к  т е н г л а м а си .  Гипер
бола деб j(ap бир нуцтасидан берилган икки нуцтагака (фо- 
кусларгака) масофаларининг айирмаси узгармас сонга тенг 
булган текислик нуцталарининг геометрик урнига айти- 
лади.

Таърифда айтилган айирма фокуслар орасидаги масофадан 
кичик булиши *амда нолдан фаркли булиши шарт.

Гипербола тенгламасини келтириб чикаришдан илгари бу 
шарт маъносини куриб утамиз. F lt Ft — иккита тайин нукта, 
М — бирор ихтиёрий нукта булсин. .
Бу *олда ____________  У

M Ft — M F2 f>- F*
айирма M  нукта F tF 2 кесма даво- 7°- чизма.
мида ?{осил буладиган иккита ярим
тугри чизикнинг бирида ётган *олдагина Z7,. F 3 нукталар ора
сидаги масофага тенг б;улади (70- чизма).

Демак, *ар бир нуктасидан берилган икки F lt F2 нуктага- 
ча масофаларининг айирмаси F x F 2 нукталар орасидаги узгар
мас масофага тенг булган нукталарнинг текисликдаги геомет
рик урни F lt F2 кесманинг иккала давомидан иборат булган 
ярим тугри чизикларни тасвирлайди.
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Агар
M FX -  M Fз

айирма нолга тенг булса, яъни бирор М  нуктадан берилган 
икки F u F 2 нуктагача булган масофалар айирмаси нолга тенг 
булса, у *олда бу нукта F u Ft нукталардан тенг узокликда 
ётади. Аммо *ар бир нуктасидан берилган икки Ft ва F2 нук
тагача масофаларнинг айирмаси нолга тенг булган нукталар
нинг геометрик Урни F t г, кесманинг уртасидан унга перпен
дикуляр булиб утган тугри чизикни тасвирлайди (71- чизма).

Куйида гипербола эгри чизик булишини курамиз. Шунинг 
учун гипербола таърифида юкоридаги шартлар куйилиши ло- 
зим.

Энди гиперболанинг таърифига асосланиб унинг тенглама
сини тузапиз. М  нукта гиперболанинг ихтиёрий нуктаси,/7!,/^ 
нукталар! унинг фокуслари ва таърифда айтилган узгармас сон 
2а маълум булсин. Бу *олда гипербола таърифига асосан:

M F, -  M Ft = ± 2а ( 1)

М
\

\

71 -чизма.

(агар M F2 > M Fi булса, унг томонда +  ишора, M F2 < M FX 
булса, — ишора олинади). F u F 2 фокуслардан утган тугри чи
зикни Ох ук, F t F 2 н и н г  уртасидан Ох укка перпендикуляр 
Килиб утказилган тугри чизикни Оу Ук Деб оламиз (72- чиз
ма). М нуктанинг координаталари (х, у) булсин, Fx фокуснинг 
координаталари (с, 0) ва F3 фокусники эса ( — с, 0) булади; 
шунинг учун,

F tM = / (х — c f  +  уг, F 2M  = / ( jc  +  c f  + у4. (2)

(2) даги F XM , F2M  нинг ифодаларини (1) га куйсак,

V U  + с)г +  у* — / ( х  — су +  у* = ± 2а. (*)

Бу гиперболанинг танлаб олинган Декарт системасидаги тенг
ламасидир. Уин соддалаштириш учуй иккинчи радикални унг
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томонга утказамиз ва ундан кейин иккала томонини квадратга 
кутариб, ухшаш ^адларини ихчамлаймиз; натижада

± а V (х — с)2-\-у2 — сх — а2
тенглик *осил булади. Бунинг иккала томонини яна бир марта 
квадратга кутарамиз ва соддалаштирамиз. У *олда

(с* -  а2) х2 -  а2у2 = а* (с* -  а2) (3)
тенглик *осил булади. F,M Ft учбурчакда

M F, -  MF\ < F3F,
2а < 2с, а < с

ёки
а2 < с2, с2 — а2 > 0.

£* — а* мусбат булгани сабабли уни Ьг билан белгиласак бу
лади, яъни

с2 — а2 = Ьг. (4)
Демак, (3) тенгликни

Ь2х* — а* у* = агЬ2 (5)
ёки иккала томонини агЬ2 га булиб,

(б>
куринишда ёзиш мумкин, (6) тенглама (*) тенгламани икки 
марта квадратга кутариб, радикалдан куткариш натижасида 
^осил булади. Шунинг учун бу тенгламаларнинг эквнвалентли- 
гини ёки квадратга кутаришлар каралаётган геометрик уринга 
кушимча нукталар киритмаганлигини курсатишимиз керак. 
Хознр шу масалани *ал киламиз.

(*) тенгламани
г2 — г, = ± 2 а 

куринишда ёзиш мумкин, бунда
г, = Р гМ, г2 = FoM 

(33- параграфдаги (13) тенгликка каранг). Бу тенгламадан
г2 = ± 2а + г, (**)

кейинги тенгламанинг иккала томонини квадратга кутарсак, уни 
Каноатлантирадиган кушимча — г ,=  ±2а + г, кнймат келиб 
чикади; уларни

г, +  г2 = 2а,
Г\ + г 2 = — 2а

120



куринишда ёзсак, 2а < 2с булгани сабабли биринчи тенглама
нинг маъноси йук (чунки учбурчак икки томонинингйигинди- 
си учинчи томонидан кичик булолмайди). Иккинчи тенглама
нинг эса г, >0, г2 > 0, 2а > 0 булгани сабабли маъноси йук 
эканини курамиз. (**) тенгламани квадратга кутарганимизда

4 ог, +  4а* + г? = гI
тенглама косил булади ва бу тенгламани яна бир марта ква
дратга кутариш (6) тенгламани беради. Аммо бу тенгламанинг 
чап томонида ± ишора тургани учун уни яна бир марта ква
дратга кутариш )[еч кандай кушимча тенглама бермайди.

Демак, (*) тенгламани икки марта квадратга кутариб, (6) 
тенгламани косил килишимиз билан каралаётган геометрик 
Уринга ^еч кандай кушимча нукталар кушилмайди.

Шундай килиб, (6) тенглама кам гиперболанинг тенглама
си экан. (6) тенглама гиперболанинг каноник тенгламаси де
йилади. Гипербола *ам иккинчи тартибли чизик экани бу 
тенгламадан куриниб турибди.
. 2. Г и п е р б о л а н и н г  шакли .  Гипербола шаклини унинг 

^(6) тенгламасига кура текширамиз. Бу тенгламага jc, у нинг 
квадратлари киради, шунинг учун агар ( jc, у) нукта гипербо
ла нуктаси булса, (+ .*, ± у» нукталар *ам гиперболанинг 
нукталари булади, бу эса гипербола нукталарининг координа
та укларига нисбатан симметрик жойлашганини билдиради. 
Демак, гипербола шаклини биринчи чоракда (квадрантда)тек- 
ширсак, унинг бошка чораклардаги кисмларининг шакли кам 
аникланган булади. (6) тенгламадан у ни топамиз (биринчи 
чоракдаги нуктанинг координаталарн мусбат):

У ~  +  Т  /  л2 — «г , а >  0. (7)

Бу тенгликда у какикпй сон булиши учун
jc* — а* > 0

ёки
1~|>а

булиши керак. х узгарувчи а дан с» гача Усиб борганда (7) 
тенгликдан у нинг о Дан °о гача усиб боришини курамиз. Бун
дан гиперболанинг биринчи чоракдаги ёйи АС чизик эканини 
куриш осон. Энди симметриядан фойдаланиб, колган чорак
лардаги гипербола ёйларини чизсак, гиперболанинг CAD ва 
С,А/Л дан иборат шохларини (тармокларини) косил киламиз 
(73- чизма).

Тенгламаси каноник шаклда берилган (6) гипербола учун 
координата уклари симметрия Уклари эканлиги равшан. Фо- 
куслардан утган симметрия уки унинг фокал $ци дейилади.

121



Симметрия укларининг кесишган нуктаси гиперболанинг мар
кази дейилади. (6) тенглама билан тасвирланган гипербола 
учун Ох ук фокал Ук. координата боши унинг маркази була
ди, А (а, 0) ва At ( — а,0) нукталар гиперболанинг уклари дейи- 
лади. Гиперболанинг Оу ук билан умумий нуктаси йук. ААг = 
= 2а кесма гиперболанинг ^ацщий. уци, В В Х = 2b гипербола
нинг мав^ум уци дейилади.с>а булгани учун гиперболанинг 
фокуслари гипербола учларидан .нарирокда* жойлашгандир.

3. Г и п е р б о л а н и н г  а с и м п т о т а л а р и .  Гиперболанинг 
AA t ва BB t укларнга ясалган тугри туртбурчак диагоналлари 
давомида *осил булган KN  ва CD  тугри чизикларни олиб, 
улар билан гипербола шохлари орасидаги муносабатни карай- 
миз (74-чизма). Бу тугри чизикларнинг тенгламалари: у =
= ± ^  х. Биз карайдиган муносабатни биринчи чоракдагнна
курншиинг узи кифоя. Бошка чораклар учун у муносабат сим- 
метриклнкдан очик куриннб колади. Биринчи чоракда нукта
ларнинг координаталари мусбат булгани учун

тенгламани ва гипербола учун эса (7) тенгламани оламиз:

(8) тенглама KN тугри чизикда х = ОР абсциссали N  нукта
нинг У ординатаснни, (7) тенглама гиперболада уша х = ОР 
абсциссали М  нуктанинг у = РМ  ординатасини ифода этади. 
Шунинг учун

73 -чизма. 74 -чизма.

(8)

у = / л 2 — а2

MN  = PN  -  РМ  = У -  у;
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бу айирма абсциссаси бир хил булган тугри чизик нуктаси 
ординатаси билан гипербола нуктаси ординатаси орасидаги 
айирмадир.

Энди биз х чексиз усганда бу айирманинг нолга интили- 
шини курсатамиз. (7) ва (8) тенгликларга мувофик

У - у ^ ~ х - ^ / х 9- а \
х -* оо да бу ифоданинг лимитини топамиз:

Иш (К  — у) = А.Цш (х - / х %- а х) =X ~ JT -* ОО
— ||_ (х — Vх% — (•* + — «*)

— а v= •
л- -  ~  j e + i /дг* —  a J

Суратдаги кавсларни очиб, кискартгйндан кейин:
Нш (К  — v) = — Hm _£!—  ■■■ — о

х  — со а ■* — т  л: +  х г —  а1

Шундай килиб, М  нукта гипербола шохи (тармоги) буйича 
марказдан етарли узоклашганда, яъни х -*■ оо б^лгаида, MN =
— Y — у айирма нолга интилади. Бу фикрни симметрияга асо-
сан Y = — £ х тугри чизик билан гипербола шохлари устида
*ам такрорлаш мумкин. Бу икки т^рри чизик гиперболанинг 
асимптоталари дейилади. Шундай килиб, гипербола асимптота- 
ларининг тенгламалари:

У = ± Т Х- (9>
Бу асимптоталарнннг бурчак коэффициентлари ± -j булгани

сабабли улар томонлари 2а ва 2b га тенг булган тугри турт
бурчак диагоналлари буйича йуналган булади. Бу фикрдан ги- 
перболанн ясашда фойдаланиш анча кулайлик тугдиради.

1- мисол. Гиперболанинг *акикий ярим уки 3, мав*ум ярим 
Уки 2 га тенг. Гиперболанинг ва унинг асимптоталарининг 
тенгламалари тузилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шйртига к^ра
а = 3, Ь = 2.

Буларни (6) тенгламаларга куйиб, гиперболанинг тенгламаси

эканини ва (9) тенгламаларга мувофик асимптоталарнннг тенг
ламалари

, 2 
У = ± т  *

эканини топамиз.
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4. Г и п е р б о л а н и н г  э к с ц е н т р и с и т е т и .  Гипербола 
фокуслари орасидаги масофанинг гипербола jfkKutfuU Уни 
узунлигига нисбати гиперболанинг эксцентрисиК ети дейи- 
лиди ва у е оркали белгиланади, яъни

* = 1  = 7* <Ю>
Гиперболада с > а  булгани сабабли

е>  1,
демак, гиперболанинг эксцентриситети ^амма вацт бирдан кат
та булади. (4) формуладан

с = / а 1 +  Ь*
эканн келиб чикади; с нинг бу ифодасинн (10) формулага куй- 
сак,

( 11)
тенглик .чосил булади. Агар а 
узгармай колиб, Ь нинг кийма- 
ти а га нисбатан жуда кичик 
булса, е бирга анча якин бу
лади ва бу *олда гипербола
нинг шохлари сикик булади 
(75- чизма, (а) кол), агар а 
узгармай колиб, Ь катталашиб 
борса, гиперболанинг эксцент
риситети 1 дан анча катта кий- 
матлар олад-i ва бу колда ги
пербола шохлари кенгайиб бо- 
радн (75- чизма (b) кол).

Шундай килиб е бирга кан- 
ча якин булса, гиперболанинг 

шохлари шунча сикик ва е бирдан канча катта булса, гипер
бола шохлари шунча ёйнк жойлашган булади.

5. Г и п е р б о л а н и н г  фок ал  р а д и у с л а р  и. Г ипербола- 
нинг исталган М (х, у) нуктасидан унинг F, (с, 0) ва 
F 2 (— с», 0) фокусларигача булган масофалари шу М нуктанинг 
фокал радиуслари дейнлади.

Гипербола фокал радиусларини г, ва г., билан белгиласак, 
таърифга биноан (76- чизма),

г 1 = F\M, rt = F-.M 
деб ёзсак булади. (1) тенглик бу колда
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куринишни олади; агар М нукта гиперболанинг унг шохида 
булса, бу тенгликда +  ишора, М нукта гиперболанинг чап шо
хида булса, — ишора олинади.

Гиперболанинг фокал радиусларининг х оркали ифодасини 
топайлнк. (2) тенгликларнинг иккала томонини квадратга ку- 
тариб, иккинчи тенгликдан биринчи тенгликни айирамиз, на
тижада

г\ — г] = 4ех

ёки

(г2 ~  гх) (г, -f г,) = 4сх
тенглик *осил булади.
(10) ва (12) тенгликка 
биноан бундай

г2 -+ г, = ± 2ех
тенгликлар келиб чика
ди. Бу тенглик билан 
(12) тенгликни биргалик
да ечиб, 76- чизма.

г, = — а +  ех, г, = а +  ех (унг шох учун);
(lu )гх — а — ех, г2 = — а — ех (чап шох учун)

эканини топамиз. Бу формулалар гиперболанинг абсциссаси х 
га тенг булган нуктасининг фокал радиусларини топиш учун 
хизмат килади.

х* у*2- мисол. jg — 1 гиперболанинг абсциссаси 8 га тенг.
Ординатаси мусбат булган нуктасининг фокал радиуслари *и- 
соблансин.

Е ч и ш .  Абсциссаси л: = 8, ординатаси мусбат ( у > 0 )  бул
ган нукта биринчи квадрантда ётади ва гиперболанинг унг 
шохида булади; шунинг учун

Г| = — а + ех, г2 = а + ех

формулалардан фойдаланиб, нуктанинг фокал радиусларини 
топамиз. Мисолда берилган гипербола тенгламасига кура:

а = 4, 6 = 3.
Демак,



Бу кийматларнн г, ва г2 учун ёзилган форм^лаларга куямиз:

г, = -  4 +  | . 8  = 6,

г2 = 4 +  — • 8 = 14.

6. Г и п е р б о л а н и н г  д и р е к т р и с а л а р и .

гиперболанинг директрисалари деб, унинг марказидан ± —
масофада фокал уцига перпендикуляр булиб утадиган ик
кита тугри чизища айтилади.

Бу таърифга Караганда гипербола директрисаларининг тенг
ламалари куйидаги куринишда булади:

■ а « х =  + — ва д: = — —.

Гиперболада е > 1 булгани са
бабли j- < а булади; демак,
гиперболанинг директрисалари 
унинг О маркази билан А ва 
Ах учлари орасига жойлашган 
(77- чизма).

Куйидаги хоссани исбот 
циламиз.

Гиперболанинг ихтиёрий 
нуцтасидан фокусгача масо- 

фанинг мос директрисагача булган масофага нисбати е 
(узгармас) сонга тенг.

И сб о т .  Бу хоссанинг исботини гиперболанинг унг фокуси 
ва унга мос директрисаси учун берамиз; унинг чап фокуси ва 
унга мос директрисаси учун теореманинг тугри экани симмет- 
риядан келиб чикади. Гиперболанинг М (х, у) нуктасидан DL 
директрисагача булган масофа dx булсин. Чизмадан кури- 
нишича

ON — OD +  DN
ёки

Бу тенгликдан:
* - £ + 4 .



Агар М нуцта гиперболанинг чап шохида б^лса, у ^олда шун
га ухшаш усул билан

л а
1 ~  7  —

булишини кУриш кийин эмас. Эндн нисбатни тузамиз, М  
нукта унг шохда булган ^олда бу нисбат

г, _  — а + ех _  <?(— а + ех) __
«’ «Л х ех — а

е
га тенг булади. М  нукта чап шохда булганда эса

[\ _  а —ех _  е(а — ех) _  
dx ~  а _ _ х ~  а — ех ~  

е
га тенг булади. Иккала *олда *ам бу нисбат узгармас е сои- 
га тенг экани исбот килинади.

3- мисол. Гипербола директрисалари орасидаги масофа 
унинг фокуслари орасидаги масофадан 3 марта кичик. Гипер
боланинг мав^ум уки 4 га тенг. Гиперболанинг эксцентриси
тета ва директрисалари тенгламалари тузилсин.

Е ч  и ш. Гиперболанинг фокуслари орасидаги масофа 2е,
директрисалари орасидаги масофа 2 у  экани юкорида баён ки-
линганлардан маълум.

Масаланинг шартига кура:

3 { 2 ±  )= 2 с
ёки 

Аммо

демак, 

бундай
е = у^З.

Директрисалар тенгламаларини тузамиз:

* = ± f

За = се.

- f
Г*За = -,а ’

с*5 - 3 .
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а  ни топиш керак. Гипербл™ учун
с* = а* + 6*,

демак,
я1 + **— ^г- =  <* ёки 6* = 2 а*;

масаланинг шартига кура 26 = 4, бундан 6 = 2; демак, 
2а* = 4, а = ± / 2 .

а ва f  цийматларини директриса тенгламаларига куямиз:

еки
✓ S'

/ З х  ± ^ 2  = 0.

78- чизма.

7. Г и п е р б о л а н и  чи зи ш .  
Гиперболани циркуль ва чизгич 
ёрдами билан чизиш мумкин. Бу- 
нинг учун гипербола тенгламасидан 
а, Ь ярим уклар узунлигини аник* 
лаймиз. Координаталар бошидан 
бошлаб Ох укда ОА — а ва ОВ = b 
кесмаларни ажратамиз (78- чизма), 
бу ^олда

АВ = \г ах + Ьг = с
булади. Энди абсцнссалар уцида F y (с, 0) ва F 2 (— с, 0) фо- 
кусларнн ясаймиз. Бу фокусларни марказ килиб олиб, г1 = ОР0 
ва г-, = 2а -f г, = OP, + Р ,Р2 = ОР-, радиуслар билан айлана 
ёйларини чизамиз (бунда OPt = 2а). Бу ёйларнинг кесишган 
М, ва М, нукталари гипербола унг шохининг нукталари 
булади, чунки г, — г, = 2а тенглик бу нукталар учун уринли- 
дир (ясашга кура).

Энди г,, г, радиуслар катталнкларини узгартириб, гипер
бола унг шо.хи нукталарини кетма-кет *осил кила борамиз. 
Гипербола чап шохи нукталарини .\ам шу йусинда

г* — г, = — 2а

тенглик билан *осил килинади.
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35- §. ПАРАБОЛА

1. П а р а б о л а  нин г к а н о н и к  т е н г л а м а си .  Парабола 
деб %ар бир нуцтасидан берилган бир нуцтагача (фокусга- 
ча) ва берилган бир тугри чизиццача (директрисагача) ма- 
софалари узаро тенг булган текислик нуцталарининг гео
метрик урнига айтилади. Директриса фокусдан утмаслиги 
шарт.

Бу таърифга асосланиб, параболанинг Декарт системасида- 
ги тенгламасини ёзамиз. Берилган нукта F  ва берилган тугри 
чизик CD булсин (79- чизма). F  нуктадан CD тугри чизикка 
перпендикуляр килиб утказилган тугри чизикни Ох ук деб, 
CD  тугри чизик билан F  фокус- 
нинг уртасидан Ох укка перпен- </
дикуляр килиб утказилган тугри 
чизикни Оу ук деб оламиз. М  
нуктанннг чосил булган хОу сис- 
темадаги координаталари (х, у) 
ва F  фокус бнлан CD орасидаги 
масофа р булсин.

Бу >;олда OF = ва о) 
булади.

Параболанинг таърифига кура:
FM  = МС. (1)

Ясашга биноан С нуктанинг коор
динаталари ( — -j , y j.  Икки нукта орасидаги масофани топиш 
формуласига биноан:

FM =  у / ( ^ _ | ) г+ у», МС = \х+ %\.

Буларни (1) тенгликка куямиз:

(х - т ) ' + у ' А х + т \ -  С )
Буии соддалаштириш учун иккала томонини квадратга ку- 
тарамиз ва ухшаш ^адларини ихчамласак,

у2 = 2рх (2)
тенглама чосил булади.

(*) тенгламани квадратга кутариб радикалдан куткариш 
Дули билан (2) тенгламани лосил килдик. Бу билан каралаёт- 
ган геометрик уринга кушимча нукталар кириб колмаганли- 
гини курсатишимиз керак.

(*) тенгламани квадратга кутарганимизда ^осил буладиган 
тенглама (*) тенгламанинг узига
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па

+ У *= Ф  + 1\ Г )
тенгламага эквивалент булади. Лммо (**) тенгламанинг унг 
томони чап томонига зидлик килади, яъни тенгламанинг маъ- 
носи (ечими) йук. Хакикатан *ам, jc> 0  б^лса, (**) тенглама
нинг унг томони мусбат, чап томони манфий микдор булади. 
Шунинг учун бу ^олда тенгламанинг маъноси булмайди. Агар 
х < 0 булса,

I Y ( *  -  4 Г+ /  I - I < V i  * - *  Г
\x\ + \?\ = \x\+ Ь >̂0>-= \Х - 'Л <

(**) тенглама чап томонининг абсолют киймати эса (*) нинг 
чап томонидан кичик. Шунинг учун бу *олда *ам (**) тенг
ламанинг уринлн булиши мумкин эмас.

Шундай килиб, (*) тенгламани квадратга кутариш янги 
тенгламага олиб келмайди ва кушимча нукталар киритмайди. 
(2) тенглама параболанинг каноник тенгламаси дейнлади.

2. П а р а б о л а н и н г  шакли .  Парабола шаклини унинг 
(2) те'тламаси буйича текширамиз; бу тенгламадан

У У — ± Y W *  (3)

экани куринади. Агар р > О булса, у мав.\ум кийматли бул- 
маслиги учун х > 0  булиши керак. Демак, х турли кийматлар 
олса, бу кийматлар 0 дан •+- оо гача булган ораликда булиши 
керак, х нинг бундай кийматларига у нинг 0 дан ± оо гача 
кийматлари тугри келади, яъни биринчи квадрантда х нинг 
кийматлари 0 дан +  оо гача усиб борганда у *ам 0 дан +  оо 
гача усиб боради.

Шундай килиб, парабола 80-чизмада тасвирланган чизик
дан иборат (параболанинг Ох укка нисбатан симметрик экани 
(2) тенгламадан куринади). Агар параболанинг (2) тенгламаси- 
да /><0 булса, бу ,\олда х-<0 булиши керак ва параболанинг
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шакли 81- чизмадаги каби булади. О нукта параболанинг учи, 
р эса унинг параметри ва Ох ук параболанинг симметрия 
Уки ёки фокал уки дейилади.

Агар параболанинг (2) тенгламасида х билан у ни уринла- 
рини алмаштир^ак, параболанинг тенгламаси

•** -  2 ру (4)
куринишни олади; бу *олда парабола координата укларига 
нисбатан 82 -  83- чизмаларда курсатилгандек жойлашади.

У
У

3. П а р а б о л а н и н г  э к с ц е н т р и с и т е т и  ва д и р е к 
трис  а с и. Параболанинг ихтиёрий нуктасидан унинг фокуси- 
гача булган масофасини г билан, директрисагача булган масо
фани d билан белгиласак, парабола таърифидан

г — d
экани келиб чикади. Бундан:

экани равшан. Шунинг учун параболанинг эксцентриситети 
бирга тенг:

е =  1.
Координаталар бошидан (2) параболанинг директрисаснгача 

масофа — ^  га тенг булиб, директриса Оу укка параллел бул- 
гаки сабабли унинг тенгламаси

■* = - £  (5)
булади.

Параболанинг (4) тенгламаси учун директрисанинг тенгла
маси

(6)
куринишда булиши равшан.
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1- мисол. Ох ук параболанинг симметрия уки, унинг учи 
координаталар бошида ётади. Парабола фокусидан учигача 
булган масофа 4 бирликка тенг. Параболанинг тенгламаси ту
зилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига биноан параболанинг тенгла
маси

у* = 2рх
куринишда булади. Масалада р ни топиш керак экан. Буни 
топиш учун масаланинг кейинги шартидан фойдаланамиз; бу 
шартга кура:

OF = 4,
демак.

ёки
р = 8.

Бу кийматни парабола тенгламасига куямиз:
у- = 2-8х

ёки
у* = 16л:.

2- мисол. Параболанннг учи координаталар бошида, унинг 
симметрия уки Ох укнинг манфий йуналиши билан бир хил 
булиб, параметри 4лг — 9у2 — 36 = О гиперболанинг фокусла- 
ридан асимптоталаригача булган масофага тенг. Парабола тенг
ламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига биноан параболанинг тенгла
маси

у* = 2рх
куринишда булиб, бунда р < 0 булиши керак, р ни топиш 
учун кейинги шартдан фойдаланамиз.

Гипербола тенгламасидан:
а = 3, £ = 2.

Демак, гипербола асимптоталарининг тенгламалари

фокусларн (v^ 13, 0) ва ( — /13, 0) нукталарда (с = 
= + / « •  +  ** = / 9  + 4  = /13).

Биз
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асимптотадан F  ( — уОЗ, 0) фокусгача булган масофани топи- 
шимиз керак. Нуктадан тугри чизиккача масофани аницлаш 
формуласига биноан:

>.>=0
Куйилган шартга кура р = d ва р < 0 булгани учун

р = -  2.

Демак, уа = 2рх = 2• ( — 2) х, яъни у* = — 4х.
4. П а р а б о л а н и  чизиш.  Параболани циркуль ва чмзгич 

ёрдамида чизишни караймнз. Параболанинг тенгламасидан р 
параметрни аниклаймиз ва координаталар системасининг Ох
Укида f [^  ,о) фокусни .̂ амда 0 дан чап томонда абсцнссалар
укига перпендикуляр булган ва Оу
Укдан ~  масофа узокликда CL тугри
чизикни утказамиз (84- чизма). Энди 
CL чизикдан d масофа узокликда
[d >-^) унга параллел С,/., тугри чи
зик утказамиз. Фокусни марказ килиб 
олиб, г = d радиус билан айлана ёйини 
чнзамиз. Бу ёй билан С,/., тугри чи- 
зикнинг кесишган ва М, нукталари 
парабола нукталаридир, чункн бу нук
талар учун

r  — d, S4 - чизма.

Энди d ни узгартириб, бу усулни давом эттирсак, парабо
ланинг кетма-кет нукталарини топа борамиз, бу нукталарни 
узлуксиз чизик билан бирлаштирсак, парабола ^осил булади.

36-§. КОНУС КЕСИМЛАРИ ВА УЛАРНИНГ КУТБ 
КООРДИНАТАЛАРДАГИ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Элементар математикада урганилган тугри доиравий конус- 
ни учидан иккала томонга давом эттирилиши мумкин деб ка- 
раймиз. Бу конусни унинг учидан утмайдиган турлн текислик- 
лар билан кессак, кесимда эллипс, гипербола ва парабола *осил 
булишини исбот килиш мумкин1. Агар кесувчи текислик конус

1 Биз бу фактни исботсиз кабул киламиз. Бунинг исботн билан кизи- 
кувчи китобхон аналитик геометриядан муфассалрок ёзилган бошка дарс- 
ликлардан караб олиши мумкин.
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ясовчиллрининг биронтасига .̂ ам параллел булмаса, кесимда 
эллипс ^осил булади.

Агар кесувчн текислик конус ясовчиларидан факат бнтта- 
сига параллел булса, кесимда парабола *осил булади.

Агар кесувчи текислик конус ясовчиларидан иккитасига 
параллел булса, кесимда гипербола *осил булади (85- чизма). 
Шунинг учун эллипс, гипербола ва параболаларни конус ке- 
сим лари деб аталади.

Утган параграфлардан конус кесимларининг ихтиёрий 
М  (дг, у) нуктасидан фокусгача булган масофасининг мос днрек- 
трисагача булган d масофага нисбати узгармас е сонига тенг 

________  экани бизга маълум.
Агар бу узгармас е<  1 булса конус 

кесими эллипс, е > 1 булса гипербола 
\  1 ! , \ r i/  ва е — 1 булса парабола булади.

Эллипс, гипербола ва параболанинг 
бу хоссаларини уларга янги таъриф бе- 
ришга асос килиб олиш мумкин, яъни

85- чизма. 86- чизма.

^ар бир нуктасидан берилган бир нуцтагача (фокусгача) ва 
берилган бир тугри чизщцача (директрисагача) масофала- 
рининг нисбати узгармас (е)  сонга тенг булган нукталар
нинг геометрик урни е < 1 булганда эллипс, е > 1 булганда 
гипербола ва е = 1 булганда эса парабола дейилади.

Эллипс ва гипербола учун бу теорема таъриф шаклида 33 
ва 34- параграфларда исбот килинди.

Энди биз конус кесимларининг цутб координаталар систе- 
масидаги тенгламаларини келтириб чикарамиз.

L чнзик конус кесими чизикларининг бирига карашли ёй 
булсин (эллипс, парабола ёки гиперболанинг унг шохи). F  нук
та конус кесимининг фокуси, DC бу фокусга мос булган ди
ректриса булсин (86- иизма). F  фокусни кутб, F  дан DC ди- 
ректрисага перпендикуляр килиб утказилган тугри чизикни
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кутб уки деб ва DC дан F  фокусга томон йуналишни бу Ук- 
иинг мусбат йуналиши деб оламиз. М(г,<р) нукта L чизикдаги 
ихтиёрий нукта булсин. F  фокусдан Fx кутб укига перпенди
куляр чикарамиз ва бу перпендикулар билан L чизикнинг уч- 
рашган нуктаси Р  булсин. Конус кесимининг хоссасига асосан:

FM , ,  ч
СМ ~  * *

Ammo FM  = г,
СМ = С А + AM  = СА + F B  = С А + г cos <?. (2)

Конус кесимининг ихтиёрий нуктаси учун (1) тенглик урин- 
ли эди, шу сабабли бу муносабат Р  нукта учун >;ам уринли:

I L  = е-PN '
F P  конус кесимидаги абсциссаси фокуснинг абсциссасига тенг 
булган нуктанинг ординатаси булиб, конус кесимининг фока л 
параметри дейиладн ва р билан белгиланади. Буни эътибор- 
га олсак, кейинги тенгликни

NP
ёки

N P  = — е
куринишда ёзиш мумкин. (L чизик парабола бу/са, N P = p, 
е = 1.) Шаклга Караганда PN  — АС булгани учун (2) тенгликни

СМ = — г cos 9е т

деб ёзса булади. FM  ва СМ  нинг ифодаларини (1) тенгламага 
Куямиз:

Г---- = е.
■J + г cos <?

бундан:
г = р + г е cos <?

еки
г = 1— ---- .1 — е cos f

Бу тенглама конус кесимининг кутб сйстемасидаги тенглама
сидир. Агар е<  1 булса, (3) тенглама эллипс тенгламаси, е > I 
булса, гипербола бир шохининг тенгламаси, е = 1 булганда эса 
параболанинг тенгламаси булади.
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Мисол. Конус кесимининг кутб системасидаги тенгламаси

г = » .4 — 5 cos <р

Бу тенглама билан тасвирланган чизикнинг Декарт систе
масидаги каноник тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани (3) куринишга келтирамиз. 
Бунинг учун унг томондаги касрнинг сурат ва махражини 4 га 
буламиз:

£
4

г -  — "5-----
1 — 4 cos «р

Бу тенгламадан:

* = - | > 1 .

демак, берилган тенглама гиперболани ифода этади. Бу мисол-
да р = -у эканлиги маълум. р ни гиперболанинг а, Ь уклари
оркали ифода этиш учун гиперболанинг каноник тенгламаснда 
х = с, у = р деб олиш керак, чунки р параметр F  фокус 
„устидаги“ нуктанинг ординатасидир. Демак,

бу тенгламани с2 = а* -f Ь* эканини эътиборга олиб р га нис 
батан ечсак,

Р = й
*осил булади. Шундай килиб, а ва b ни аниклаш учун

тенгликлар *осил булади. Тенгламадаги с нинг урнига

/  а- + Ь%
ни куямиз ва тенгламаларни а ва b га нисбатан ечамнз; нати
жада

а = 4, 6 = 3
*осил булади. Демак, берилган гиперболанинг каноник тенг
ламаси:



Машцлар
А й л а н а

1. Маркази (5, 4) нуктада булиб, радиуси 3 бирликка тенг булган айла
на тенгламасини тузинг ва бу айланани ясанг.

2. Маркази (1,2) нуктада булган айлана (— 1 ,-1 ) нуктадан утади. Бу 
айлананинг тенгламасини тузинг.

3. Куйидаги айланаларнинг марказлари ва радиусларини топннг: '
1) х% +  у2 + 2х + бу — 15 = 0; 4) хг +  у* + 4у =  0;
2) д:1 + у1 +  4х — 8у — 16 = 0; 5) х* + у* —6х = 0.
3) х* + у• — 10* = 0;
4. Радиуси 5 бирликка тенг булган айлана Ох Укка (— 3,0) нуктада 

уринадн. Бу айлана тенгламасини тузинг.
5. Ох Укка координаталар бошида уриниб, Оу Укни (0, — 8) нуктада 

кесиб утувчи айлана тенгламасини тузинг.
6. Координаталар бошида Оу Укка уриниб, Ох Укни (— 10,0) нуктада 

кесиб утувчи айлана тенгламасини тузинг.
7. Оу Укка уриниб, Ох укни (1,0) ва (6,0) нукталарда кесиб утувчи ай

лана тенгламасини тузинг.
8. Ох укка уриниб, Оу Укни (0, — 1) ва (0,3) нукталарда кесиб утувчи 

айлана тенгламасини тузинг.
9. (2,2), (+3,4) ва (+ 5, + 3) нукталардан утадиган айлананинг тенгла

масини тузинг.
10. Абсциссалар Укида N (а, 0) нукта берилган. М  нуктанинг каракати 

давомида OMN учбурчакнинг 0MN  бурчаги доимо тугри бурчаклигича ко- 
лади. М нукта каракатининг траекториясини топинг.

11. л* + у2 — 9 айлананинг А (— 3, 0) нуктасидан АВ ватар утказилган 
ва бу ватар ВМ  — АВ  масофагача давом эттирилган. Af нукта ^аракати да
вомида бу ^енглик доимо сакланади. М  нукта .ларакатининг траекториясини 
топинг.

12. М нуктанинг каракати давомида шу нуктадан координаталар боши- 
гача ва А (а, 0) нуктагача масофалар кнадратларининг йигиндиси в* га тенг 
булиб колади. М  нукта ^аракатининг траекториясини топинг.

13. М (х ,у ) нуктанинг каракати давомида ундан
Н (а ,0 ),Р {-а ,0 ), 0(0, а)

нукталаргача булган масофалар квадратларининг йигиндиси За2 га тенг бу
либ колади. М нукта ларакатининг траекториясини топинг.

14. Ох кутб укида 0 кутбдан бошлаб узунлиги 2 а га тенг кесма ажра- 
тилган; ОА = 2а ни диаметр деб олиб айлана чизилган. lily айлана тенгла
масини тузинг.

Э л л и п с

15. Катта Уки 6, кичик Уки 4 га тенг булган эллипснинг каноник тенг
ламасини ёзинг.

16. Эллипснинг фокуслари орасидаги масофа 6 см, унинг кичик Уки 
8 см. Эллипснинг тенгламасини тузинг ва эксцентриситетини топинг.

17. Эллипснинг фокуси билан кичик укини туташтирувчи тугри чизик 
абсциссалар укининг мусбат йуналиши билан 120°ли бурчак косил килади. 
Эллипснинг эксцентриситетини топинг.

18. Ер меридианини эллипс деб караса булади. Бу долда ернинг Уки бу 
эллипснинг кичик Уки булиб, унинг узунлиги тахминан 12712 км, катта Уки 
тахминан 12 754 км. Ер меридианинйнг эксцентриситетини топинг.

19. Ер Куёш атрофида эллипс буйича айланади. Куёш эса бу эллипс
нинг битта фокусига жойлашган булади. Ер орбитасининг катта уки
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2а — 300 ООО ООО км. Орбнтанинг эксцентриситети Ер орбитасининг
маркази Куёшдаи канча масофада ётади? Куёшдан Ергача эиг кичик масофа 
(лекабрда) эиг катта масофадан (июнда) цанча киска? Ер орбитасининг 
кичик уки унинг катта укидан ка||ча киска?

20. Эллипс кичик Укининг учи билан катта Укининг учи орасидаги ма
софа унинг фокуслари орасидаги масофадан 1,5 марта катта. Эллипснинг 
эксцейтриситетини топинг.

21. Эллипснинг фокуслари орасидаги масофа унинг катта укининг учи 
билли кичик укинииг учи орасидаги масофага тенг. Эллипснинг эксцентри- 
ситетини топинг.

22. Координата укларига нисбатан симметрик жойлашган эллипс 
М (з.з-^ | нуктадан утади. Бу эллипснинг фокуси О.х укда булиб, эксцентриси
т е т  е =  0,8. Эллипснинг каноник тенгламасини тузинг ва М  нуктанинг фо
кал радиуснни топинг.

23. 4jt* -f 9у* = 36 эллиисда М(х, у) нуктадан унг фокусгача булган 
масофа чап фокусгача булган масофадан 3 марта кичик. М нуктани аник- 
ланг.

24. х* + у* = 16 айлананинг барча нукталарининг ординаталарини 2 мар
та кнчрайтириш натижасида хосил булган эгри чизик тенгламасини ёзинг.

JC2 уа25. -у + yg = 1 эллипснинг укларига ясалгаи тугри туртбурчакнинг
диагоналлари тенгламаларини ёзинг ва бу диагоналлар узунликларини то
пинг.

26. М  нукта F (2.0) нуктага х = 9 тугри чизикка Караганда 3 марта 
якиндан туриб ^аракат килади. М нуктанинг харакат траекториясини то
пинг.

27. Узунлиги узгармас а -f Ь булган АВ кесма А ва В учлари билан 
Ох ва Оу Уклар буйича сурилиб харакат килади. М нукта АВ кесманн 
ВМ  - а хамда МА =  Ь кнс'мларга ажратади. М нукта харакатн траектория- 
лини топинг.

28. Ромбнинг томони 5 га, баландлиги эса 4,8 га тенг булиб, унинг 
иккита карама-карши учидан эллипс утади, бошка икки к а Р а м а - к а р ш н  учи- 
га эллипснинг фокуслари жойлашган. Ромб диагоналларини координата ук
лари учун кабул килиб эллипснинг каноник тенгламасини тузинг.

29. Эллипснинг катта V I й 1® бирликка тенг булиб, унинг директрисала- 
рининг тенгламаси: х = ± i2. Эллипснинг тенгламасини, эксцентриситети ва 
абсциссаси х — 3 булган нуктасининг фокал ралиусларини топинг.

30. Эллипснинг симметрия Уклари координата Укларига параллел булиб, 
эллипснинг узи абсциссалар Укига А (5, 0), ордннаталар Укига эса В  (0,3) 
нуктада уринади. Эллипснинг тенгламасини тузинг.

31. Эллипснинг симметрия уклари координата Укларига параллел булиб, 
у Оу Укка А (0, 5) нуктада уринади, Ох Укни эса В  (5,0) ва С(11,0) нукта
ларда кесиб утади. Эллипс тенгламасини тузинг.

32. Кутб координаталар системасида

, . _________!______  . 3 / 2  . _ 16
2 -  г 3 cos <р ’ 2 — cos 5 — 3 cos <р

тенгламалар билан бернлган эгри чизикларнинг Декарт системасидаги тенг- 
ллмасинн ёзинг.

Г и п е р б о л а

33. Хакикий Укинииг узунлиги 10 га, мавхум Укииинг узунлиги 6 га 
тенг булган гипербола тенгламасини ёзинг.
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34. Гипербола учлари орасидаги масофа 10 га, фокуслари орасидаги 
масофа 12 га тенг. Гиперболанинг тенгламасини тузинг ва эксцентрисите- 
тини днсобланг.

35. Гипербола фокуслари орасидаги масофа 14 бирликка тенг булиб, 
унинг эксцентриситети j  га тенг. Гиперболанинг тенгламасини тузинг ва 
абсциссаси 8 га тенг булган нуктанинг фокал радиусларини дисобланг.

36. Хакикий ярим Уки 15 га тенг булган гипербола (5, — 2) нуктадан 
утади. Гипербола тенгламасини тузинг, фокуслар орасидаги масофани, экс- 
центриситетини топинг.

37. Гиперболалар
1) 4л* — 9у* = 36; 2) 16л1 — 25у* = 400; 3) 25хг — 144у* = 3600

тенгламалар билан берилган. Бу гиперболаларнинг дар бир уклари узунли- 
гини, фокусла^ининг координаталарини ва эксцентриситетларини топинг.

38. -д- — ^  = 1 гиперболада абсциссаси 6 га тенг булиб, ординатаси
мусбат булган нукта олинган. Бу нуктанинг фокал радиусларини дисобланг 
.\амда гиперболанинг директрисалари тенгламасини тузинг. 

jca у*
39. 3  — 1 эллипс берилган. Учлари эллипснинг фокусларида, фо

куслари эллипснинг учларида ётадиган гиперболанинг тенгламасини тузинг.
40. Эле* — 16у* = 144 гиперболада чап фокусгача масофаси унг фокус- 

гача масофасидан нкки марта кнчик булган нуктанинг абсциссасини топинг.
дг3 у*

41. ^  — ь* ~   ̂ гиперболанинг асимптоталари тенгламасини тузинг, фо-
кусдан асикптотагача булган масофа ва асимптоталар орасидаги бурчакии 
топинг. .

42. Гипербола асимптотаси унинг дакикий уки билан; 1)60°ли бурчак,
2)ч° бурчак досил килади. Гипербола эксцентриситетини топинг.

43. Гипербола директрисалари орасидаги масофа 8 га, фокуслари ора- 
сидагн масофа 12 га тенг. Гипербола тенгламасини тузинг.

jr* у1
З6- Тб =  1 гипеРбола асимптоталарининг тенгламаларини ёзииг

эксцентриситети, асимптоталари орасидаги бурчак ?  билан е эксцентриси
тети орасидаги муносабатни топинг.

45. Гипербола асимптоталари у ~ ± х  тенгламалар билан берилган бу
либ, унинг фокуслари орасидаги масофа 8 га тенг. Гипербола тенгламасини 
тузинг.

46.(10, — 3 / 3 )  нуктадан утадиган гиперболанинг асимптоталари
3у =  ± -jr х тенгламалар билан берилган. Гипербола тенгламасини тузинг.

47. Хар бир нуктасидан х = 1 тугри чизиккача булган масофаси /*(4,0) 
нуктагача масофасидан икки марта кичик булган текислик нукталарининг 
гёометрик урнини топинг.

48. А (— я,0) ва В (2а, 0) нукталар берилган. Л1 нукта даракати пайтида 
АМВ учбурчакнинг А бурчагн унинг В  бурчагидан икки марта кичик булнб 
колаверади. М нукта даракатининг траекторнясини топинг.

П а р а б о л а
49. Координаталар бошидан утган парабола: 1) унг ярим текисликка 

жойлашган булиб, Ох ук симметрия уки, параметри р = 2; 2) чап ярим
текисликка жойлашган булнб, Ох Ук симметрия уки, параметри р =в ;
3) юкори ярнм текисликка жойлашган булиб, Оу Ук симметрия Уки пара- 
метрн р = 4; 4) пасткн ярнм текисликка жойлашган булиб, Оу Ук симмет-
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рня уки параметр» р = у  га теиг. Хар бир дол учун парабола тенглама- 
сини тузинг.

50. Координаталар бошидан утган парабола: 1) Ох Укка нисбатан сим- 
метрик булиб, М  (1, 2) нуктадан утади; 2) Ох укка симметрик булиб, N  (— 1,2) 
нуктадан утади; 3) Оу Укка симметрик булиб, Р  (5,5) нуктадан утади. Хар 
бир дол учун парабола тенгламасини тузинг.

51. Координаталар бошидан утадиган параболанинг фокусн F (0,4) нук
тага жойлашган булиб, Оу Ук унинг симметрия уки булади. Парабола тенг
ламасини тузинг.

52. Куйидагн параболаларнинг параметрларн ва координата Укларига 
нисбатан жойлашишини аникланг:

1) у* = 3*; 2) у* = — 9дг; 3)х2— 4у; 4) л* = — у.
53. у3 = 12дг парабола фокусининг координаталарини топинг ва дирек- 

трисасининг тенгламасини тузинг.
54. у% =  18дг парабола берилган. Унинг абсциссаси 5 га тенг булган 

нуктасининг фокал радиусини топинг.
55. у1 = 12дг параболада фокал радиуси 10 га тенг булган нуктани то- 

нинг.
56. Параболанинг фокусн Fy— 3,0) нуктада булиб, директрисаси х = 2 

тенглама билан берилган. Ана шу парабола тенгламасини тузинг.
57. Кунидаги тенгламалар билан аннкланадиган эгри чизиклар парабола 

экани курсатилснн на улар учларининг, фокусларннннг координаталари, 
нараметрларининг микдори дамда директрисаларининг тенгламалари эски 
координаталар системасига нисбатан аниклансин.

1) у2 = 2х — 8; 2) у* = 2 — 8* ; 3 )л 2 = 6 у - 3 ;
4) х* = 5 — 10у; 5) у = 2л:2— 4л: + 3; „  1 .
7) лг = 2у2 — бу + 10. 6) у = — j  х* + 3х — 7;

58. у2 = —9лг парабола билан Злг-f 4у — 12 = 0 тугри чизикнинг кесишган 
нуктасини топинг.

59. у1 = 24.* параболанинг фокусидан симметрия Укига перпендикуляр 
булиб утадиган ватари узунлигнни топинг.

60. Оу Ук симметрия уки булган парабола х 4- у = 0 тугри чизик билан 
х* + уг — 4у = 0 айлананинг кесишган нуктасидан утади. Парабола дамла 
унинг днрек.рисаси тенгламаларини ёзинг.

61. Прожекторнинг ёруг-лик берадиган сирти параболанинг уз симметрия 
Уки атрофида айланишидан досил булган. Бу сиртнинг днаметри 60 см бу
либ, баландлиги 8 см га тенг. Еруглик нурларининг параллел аксланнши 
учун ёруглик манбаи параболанинг фокусида булиши керак. Еруглик ман- 
баннинг координаталарини аникланг.

62. Ох Укка нисбатан симметрик булган парабола х — у = 0 тугри чи
зик билан х% уг 4- 4л- =а 0 айлананинг кесишган нуктаси оркали утади. 
Параболанинг тенгламасини тузинг. Парабола, айлана ва тугри чизикларни 
ясанг.

63. Ушбу у — л2 — 2лг + 1, х = у2 — бу + 7 параболаларнинг кесишган 
нуктасини топинг.

64. Кутб координаталар системасида
3 1

^  Р ~  1 — cos <f • ^   ̂ 3 — 3 cos <р 
тенгламалар билан берилган эгрн чизикларнинг Декарт координаталар сис- 
темасилаги тенгламаларини ёзинг.

65. Кутб координаталар системасида
1 1 1

^   ̂ 2 — »/ 3 cos 7 ^  2 — / 5  cos ? ^   ̂ 2 — 2 cos <р
тенгламалар билан берилган эгри чизикларнинг каноник тенгламаларини ёзинг.



, Олтинчи боб
ИККИНЧИ ВА УЧИНЧИ ТАРТИБЛИ ДЕТЕРМИНАНТЛАР

37- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДЕТЕРМИНАНТ

Бизга ушбу

a hClo O'*
жадвал буйича туртта, а,, Ьи а2, Ь2 сон берилган булсин. Бун- 
дай жадвал матрица деб аталадн. Матрица диагоналларида 
турган сонлардан

°i\^ yb i

аг̂  Ь■,
схема буйича a, b2 — а2Ьх айирма тузамиз. Бу айирма (1) мат- 
рицаиинг иккинчи тартибли детерминанти деб аталади ва у

|о, Ъх I
I а2 b > I

шаклда ёзилади. Шундай килиб,
Ьх 

fl, b'\ ахЬх— а2Ьх. (2)

« I .  Ьх, а2, Ь2 сонлар детерминантнинг элементлари, ах, Ьх сонлар 
детерминантнинг биринчи йул элементлари, а2, Ь.г эса унинг 
иккинчи йул элементлари, аи а2 биринчи устун элементлари, 
Ьх,Ьг иккинчи устун элементлари, а, ва Ь2 детерминантнинг 
бош диагонал элементлари, аъ Ь2 детерминантнинг кундаланг 
диагонал элементлари деб аталади (бу терминлар юкори тар
тибли детерминантларда лам ишлатилади). (2) тенгликни куйи- 
дагича таърифлаймиз: иккинчи тартибли детерминант бош, 
диагонал элементлари купайтмаси билан кундаланг диаго
нал элементлари купайтмасининг айирмасиги тенг.

Мисол.
5 I
3 _  2 = 5‘ ( — 2) — I -3 = -  13.
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38- §. ИККИ НОМАЪЛУМЛИ ИККИТА ЧИЗИКЛИ 
ТЕНГЛАМА СИСТЕМАСИ

Энди икки номаълумли биринчи даражали иккита 
а\ х + 6, у = си )
a3x + b2y = ct J ( 1 )

тенглама системасини иккинчи тартибли детерминант ёрдамида 
ечиш ва текшириш масаласини кУриб чикамиз. (1) системанинг 
*ар бир тенгламаси аналитик геометрия нуктаи назаридан туг
ри чизик тенгламаси эканлигн бизга маълум. Шунинг учун 
номаълумларга нисбатан биринчи даражали тенгламани кизиц- 
ли тенглама деб аталади. (1) система иккита чизикли тенг
ламадан иборат булгани учун уни чизикли тенгламалар систе- 
маси деб атаймиз. (1) тенгламалар системаси берилганда, 
бу системанинг л;ар бир тенгламасини айниятга айланти- 
радиган иккита х = а, у = сон мавжуд булса, (1) тенгла
малар системаси биргаликдаги система дейилади. Акс ?{олда 
(1) система биргаликда булмаган ёки бир-бирига зид тенгла
малар системаси дейилади.

Тенгламалар системаси биргаликда булса, a,(J сон унинг 
ечимлар системаси дейилади. Зид (биргаликда булмаган) сис
теманинг ечимлар системаси мавжуд эмаслиги таърифдан ку
ринади.

Энди (1) системанинг ечимлар системасини топиш масала- 
сини курамиз. Бунинг учун (1) система биринчи тенгламаси- 
нинг иккала томонини Ь2 га, иккинчи тенгламасининг иккала 
томонини Ь\ га купайтириб, биринчи тенгламадан ^адлаб айи- 
рамиз; натижада

(а, Ь2 — а2 6,) х = b2 сх — с2 (2)
косила булади. Шунга ухшаш усул билан

(#i Ь2 — а2 Ь\) у == й| с2 а2 сх (3)

тенгламани топамиз. Иккинчи тартибли детерминант таърифи- 
га кура (2) ва (3) тенгламаларнн

(2')

( 3 ' )

ь , Cl bi
а2 ь> х = С 2 Ь>
а, Ьг а, Cl
а 2 Ь2 У = а2 с2

куринишда ёзиш мумкин. Энди
|а, Ьх Ci Ьх а1 1̂
1 а2 Ь2 = д. с2 Ь2

«3юч<II

&2 С2- —
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каби белгилашларни киритамиз ва

булганда
ai ct I
До С ; I __  А у

М  "А
U<2 Ьч I

(4)-

эканини топамиз, х ва у нинг бу кийматлари (2) ва (3) тенг- 
ламаларнинг ечимларидир. Булар (1) системанинг ^ам ечимлар 
системаси булишини к\рсатамиз. Хакикатан, (4) формуладан 
х, у нинг детерминантлар билан тасвирланган ифодаларини
(1) системадаги х ва у урнига кУйиб, ундаги купайтириш ва 
кушиш амалларини бажарсак, айннят *осил булади. Бу айният 
(4) кийматлар (3) системанинг ечимлари системаси эканини 
билдиради.

Д детерминант (1) системанинг детерминанти дейилади. 
Бу детерминант нолдан фаркли булган *олда (2) ва (3) тенг
ламалар биргина ечимга эга булиши бизга аён. Демак, (4) 
формула (2') ва (3') тенгламаларнинг ва, шу билан бирга, (1) 
системанинг биргина ечимлар системасини аниклайди.

Шундай килиб, (1) чизицли тенгламалар системасининг 
детерминанти нолдан фарцли булса, бу система биргина 
ечимлар системасига эга булиб, у (4) формула билан аниц- 
ланади.

Агар А = 0 булса, (1) системанинг ечимлари ^акида нима 
дейиш мумкин? Бу саволга бундай жавоб берамиз: агар (1) 
системанинг А детерминанти нолга тенг булса, (1) тенг
ламалар системаси ё бир-бирига зид, ёки чексиз куп ечим
лар системасига эга.

Хакикатан, А = 0 булсин, бу *олда Ах, Ау нинг камида бит- 
таси нолдан фаркли ёки иккаласи *ам ноль булиши мумкин. 
Масалан, Аж нолдан фаркли булсин, бу ^олда (2') ва (3') тенг
ламалар бир-бирига зидлик килади (0*л = Ах =?ь0 ва О у  = Ау 
тенгламаларга айланади. Бу тенгламалардан биринчисининг 
булиши мумкин эмас). Демак, (1) системанинг ечимлар сис
темасини топиб булмайди.

Энди А = О, Лх = 0, Ау = О булсин, бу колда
ахЬг —— ар х — 0, b2c j — 0, ахс 2 а%сх —■ q

булади, яъни (1) система тенгламаларининг номаълумлари ол- 
дидаги коэффициентлари ва озод .\ади пропорционал. Бу зодда

I4J
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системанинг бир тенгламаси иккинчи тенгламасидан келиб чи- 
Кад н , яъни биз икки иомаълумли битта тенгламага эга була- 
миз. Номаълумларнинг бирига чексиз куп ихтиёрий кийматлар 
бериб, тенгламадан иккинчи номаълум учун мос кийматларни 
топа оламиз. Бунда (1) системанинг чексиз куп ечимлар сис- 
темасн ?(осил булади.

Д Ф  О булганда, геометрик нуцтаи назардан, (1) тенгламалар 
системаси билан тасвирланган икки тугри чизик битта нуктада 
кесишади ва бу нуктанинг координаталари (4) формула билан 
аникланади.

И к Ашуи чолда (А = О, Ах Ф  0 ёки^~ = ^  бу тугри чизик
лар параллел булиб, устма-уст тушолмайди; учинчи *олда 
тугри чизиклар устма-уст тушувчи тугри чизиклар деб, биз- 
нинг чикаргаи натижамизга геометрик маъно бериш мумкин.

1- мисол. •
2х — Зу = 7, 
jc -+ 5у = — 3

тенгламалар системасининг *амма ечимлар системаси топилсин.
Е ч и ш. Дастлаб берилган системанинг детермннантини то

памиз:

Д =
2 - 3  
1 5 -  2-5- 1- ( - 3 )  = 13.

д=*13=^0 булгани учун берилган тенгламалар системаси бнр- 
гина ечимлар системасига эга.

Бу ечимлар системасини топиш учун Дж, Д„ ни топамиз. (4) 
формулалардан курннадики, Д, ни тузнш учун Д детерминант- 
даги х нинг ах ва а, коэффициентлари урнига унг томондаги 
озод ^адлар с, ва с3 ни куйиш; Ду ни тузиш учун эса Д де- 
терминантдаги у нинг bu b3 коэффициентлари урнига озод *ад- 
лар ci,c2 ни куйиш керак. Бинобарин:

А ,=
7 - 3  

- 3  5 = 7-5 — (— 3) • ( -  3) = 26,

Д„ =
2 7 
1 - 3

Демак

= 2- (— 3) — 7-1 = -  13.

. __ _ 26_ п
■”  Л ~  13
Л_у _ __ 13 _  ,
Д ~  13 ~  *'

Буларни берилган тенгламалар системасига куйсак, снсте- 
манинг иккала тенгламаси *ам айниятга айланади, бу (2, — 1)
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берилган тенгламалар системасииинг ечимлари системаси экан- 
лигини курсатади.

Б-унинг геометрнк маъноси: берилган икки тугри чилиц 
(2 ,- 1 ) нуктада кесишади.

2- мисол.
/ *  + У = 1. .
\ 2х + 2у = 1

тенгламалар системасииинг ^амма ечимлари топилсин.
Е чи ш. Системанинг детерминаитини тузгмиз.

1 1
2 2Д = = 1-2 -  1 • 2=0.

Аммо

Л ,=
1 1 
1 2 = 2 — 1 ^=0.

Демак, бернлган тенгламалар системаси бир-бирига зидлик 
килади. Були тенгламалар системасииинг узидан курит $ам 
мумкин. Хак»Н'атан, х билан у нинг ингиндиси бирга тенг, бу 
йнгиндинпнг иккига купайтмаси *ам бирга тенг. Бу эса нотуг- 
ри, яъни системанинг биринчи тенгламаси унинг иккппчи тенг
ламасига зидлик килади. Бу системанинг ечимлари йук- Гео
метрик нуктаи назардан бу икки т\три чизик бир-бирига 
параллел.

3- мисол.
( 5л: +  бу = 8,
{10*.+ 12у = 16

тенгламалар системасииинг ^амма ечимлари системаси топил- 
сни.

Е ч и ш. Бу системанинг детерминанти:
5

Д = 10/12 = 60 -  60 = О

ва

Д ,=
8 6 

16 12 = О, А„ =
5 8 

10 16 = 0

булгани учун у чекснз к$п ечимлар системасига эга. Хакнка- 
тан, бу системадаги биринчи тенгламанинг иккала томонини
2 га купайтнрсак, иккинчи тенглама *оснл булади; биз ,\акп- 
К'атда икки номгГълумлн иккита тенгламалар системасига эмас, 
балки икки номаълумли битта

5.v +  бу =  8
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тенгламага эгамиз. Бу тенгламадан у ни топсак, х га ихтиёрий 
цийматлар бериш йули билан берилган системанинг ^амма 
ечимлар системасини

у = i —У  
у 6

тенгламадан топамиз. Бунинг геометрик маъноси: икки тугри 
чизик устма-уст тушади.

Агар (1) тенгламалар системасидаги озод си с2 .\адлчр 
нолга тенг булса, тенгламалар системаси бир жинсли чи- 
зицли тенгламалар системаси деб аталади.

Таърифга кура бу система
о,х +  6,у = 0.
а2 х + Ь2у = 0

куринишда булади. Агар д: = 0, у = 0 фараз килннса, (5) сис
теманинг иккала тенгламаси *ам айнпнтга айланади. Демак, 
бир жинсли чизикли тенгламалар системаси хамма вакт бир- 
галикдаги системаднр. х = 0, у = 0 ечимлар системаси унинг 
ноль ёки тривиал ечимлар системаси дейилади.

Чизикли тенгламалар системасининг ечимлари системаси 
биргиналиги *акида юкорида айтилгаи фикрга мувофик (5) 
системанинг детерминанти

ах Ьх
а2 Ь’>Д = Ф о

булганда унинг (0,0) ечимлар системаси биргина ечими булиб, 
унинг бу тривиал ечимидан бошца ечими йук-

Агар (5) системада Д = 0 булса, бу *олда &х = 0, Ау = О 
булгани учун унинг чексиз куп ечимлар системаси мавжуд. 
Бунинг тескарисини *ам курсатиш мумкин, яъни (5) система 
чексиз куп ечимлар системасига эга булса, унинг детерми- 
нантн нолга тенг. Шундай к»либ, Д = 0 булиши (5) система- 
нииг нолдан фаркли чексиз куп ечимлар системасига эга бу- 
лншининг зарур ва етарли шартидир.

Бунинг геометрнк маъноси бир жинсли чизикли (5) тенг- 
ламаларнинг *ар бири координаталар бошидан утадиган тугри 
чизиклар эканини, Д ф 0 булганда уларнинг координаталар 
бошидан бошка умумий нуктаси булмаслнгини, Д = 0 булган
да зса уларнинг устма-уст тушншини билдиради.

39-§. УЧ НОМАЪЛУМЛИ БИР ЖИНСЛИ ИККИТА 
ТЕНГЛАМА СИСТЕМАСИ

Уч номаълумли бир жинсли иккита
|а 1дс + ^ у  + с1г = 0,

+ b2y + c2z =  0  '* )

146



тенглама системаси берилган булсин. Бу тенгламалар система- 
сннн ечиш учун уларнннг коэффнциентларидан тузнлган бирор 
иккинчи тартибли детерминант, масалан,

bi Ci
Ь 2 С 2 Ф о

булсин, деб фараз килайлнк, (1) системанинг х ли ;(адини унг 
томонга утказамиз, яъни

Ьху + c,z = — atx,
Ь2 у +  с2 z = — а2 х

курннншга келтирамнз ва икки номаълумли чизнклп тенглама
лар системасини ечиш учун берилган (4) формуладан фойда- 
ланамиз. Бу *олда:

\ — ахх  с, | 
1 — агх сг |

\а\
1",

о
c-t

1 *• 1 1"' fi
1 с» 1 fj
|*i я,дг| Ibt «1

_  1 Ь, агх | _ b2 a-2
I* . f.| ~ ft.
1 с31 ft,

х.

Бу ерда jc га тайин циймат берилган деб ^исоблаймиз ва уни 
озод номаълум деб кабул киламиз.

Агар соддалик учун

12)
Ьл Cx d\ Cx b\ fl|

— b2 ct , A, = 0*2 C% , да = bo CL4
деб кабул килсак,

д, д,
У =  ~ Х х ' z = ~ s  x (3)

булади. (3) дан маълумки, л номаълумга ихтиёрий кийматлар 
береак, бу формулалардан у, г нинг тегишли кийматларини 
топамиз. х, у, г нинг бу кийматларн берилган (1) системанинг 
ечимлари системасини беради. Шундай килиб, (З 1 формулалар 
Д =̂=0 булганда уч номаълумли бир жинсли тенгламалар сис- 
темасининг ^амма ечимларини беради.

Агар Д = О булиб, лекин А,, Д.. дан биттаси нолдан фаркли 
булса, озод номаълум сифатида у ёки z ни оламиз (масалан 

ф 0 булса, озод номаълум енфатида у ни олиб, z ни у ор- 
кали ифодалаймпз).

Агар Д, Д,, Д2 детерминантларнинг учови >;ам нолга тенг 
булса, яъни

ЬХС2 — 0, — ( i jf j  =  0 , ^2^1 — =  О
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булса, бундан
_  ft

a-i b, с,
пропорция келиб чикади. Тенгламалар системаси коэффициепт- 
лари пропорционал, шунинг учун системадаги битта тенглама 
иккинчи тенгламанинг натижасидир; демак, бизнинг ихтиёрн- 
мизда уч номаълумли факат битта тенглама бор. Бу *олда 
х, у, г номаълумлардан иккнтасини, масалан, у, z ни озод 
номаълум деб олиш ва х ни булар оркали нфодалаш мумкин; 
(1 \Ф  0 шарт билан (1) системанинг биринчи тенгламасини 
олайлик,

Ь\у + сгг

у, г озод номаълумларга кийматлар бериб, х нинг тегишли 
Кийматларини топамиз (а, = 0 булса, л: ли ^аднннг узи тенг
ламада катнашмайдн).

1- мисол.
х +  2у — z = О,
3* — у +  z = О

тенгламалар системасииинг >;амма ечимлари системаси то> 
пилсин.

Е ч и ш .  А, А,, А, детермннантларни з^нсоблаймиз:
1 2 1 -1 I 2 -1

А = 3 -1 II 1 > II 3 j | = 4, А, = -1 1 = 1

А Ф  0 булгани учун (3) формулаларни татбик килиш мумкин.

2- мисол.

Д, 4 д., 1У = ~ 1 x = j x .  z = - I i x = T x.

х +  у -1- 2z = О, 
2х +  2у +  4z = О

тенгламалар системасииинг *амма ечимлар системаси топилсин. 
Е ч и ш .  Бу система учун А, А,, А, ни ^исобласак,

А = О, А, = 0, Ао = О
эканнни курамиз. Иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг на- 
тижаси булгани учун уни ташлаб юборамиз. Бу >;олда

х +  у + 2z = О
тенглама колади, бундан

у = — х — 2 z.
Кейинги тенгламада* ва г озод номаълумлар ролинн уйнайди. 
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40-§. УЧИНЧИ ТАРТИБЛИ ДЕТЕРМННАНТЛАР

9 та а,, а3, />,, Ь2, Ь3, сх, с2, с3 сондап тузнлган
/о, Ьх сЛ  
I а-1 Ь2 с., I
\а3 b3 с3 J

квадрат жадвал берилган булсин. Бу жадвал элемептларидан 
тузнлган учпнчм тартиблн детерминант деб,

axb3c3 -f a,b3cx + а3Ьхс3 — а3Ь2сх — а Ьхс3 — а {Ь3с3 (*) 

ифодага аитилади ва уни
о, сх
О-i Ь3 с 2 
а3 Ь3 с3

символ билан белгиланадп. Учннчи тартиблн детерминантнинг 
(*) ифодасида биринчи учта ^ад плюс ишора билан, цолган 
учта *ад минус иШора билан олинган. Буни эътиборга олиб, 
(*) ифодани тузиш учун куйидаги содда коидани бериш мум
кин. Юкорнда берилган учннчи тартиблн матрицанинг (биз 
жадвал дейиш урнига матрица терминини пшлатамиз) биринчи 
нккнта устун элементларини учинчи устундан кейннга ёзиб 
беш устунли жадвал тузамиз:

' У '
Ьг

“  Т  Т

Бу матрицанинг чизиб курсатилган диагоналларида (бу туташ 
чизик билан курсатилган) турган элементлар купайтмасинн ту
замиз. Бу купайтмаларнинг йип1ндисн (*) нфодасидагн плюс 
ишорали учта *адни берадн. Минус ишорали ^адларни *осил 
Килиш учун бу диагоналларга кундаланг диагоналлардаги (бу- 
лар матрпцада пунктир чизик билан курсатилган) элементлар 
купайтмаларнни тузамиз. Мисол учун

1 2 3 
-1 2 1

3 1 -1
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Хар бир ^аддаги k нн кавс ташцарисига чикарсак,

01 Ьх Cl «1 Ьх С1
ка2 kb2 кс2 = k а2 Ь2 с2
«3 ь3 с3 а» ь3 с3

.\оснл булади.
Йуллар билан устунларнинг тенг ^УКУКлигидан хоссанинг 

устунлар учун *ам тугри эканлнги келиб чикади.
1- н ати ж а . Детерминантнинг бирор йул (устун ) эле- 

тен т лари умумий. купайтувчига эга булса, бу умумий ку- 
пайтувчини детерминант ишорасидан ташцарига купай- 
тувчи шаклида чицариш мумкин.

Бу натижанинг тугрилигн (4) тенгликдан куринади.
2- н ати ж а . Детерминантнинг икки йул (устун ) эле- 

ментлари бир-бири билан мос тартибда пропорционал 
булса, бундай детерминант нолга тенг.

Исбот .  (2) детерминантнинг бирор йул, масалан, биринчи 
йул элементлари унинг учинчи йул элементлари билан про
порционал булсин, яъни

а, = т а 3, b = т Ь 3, с = тс3

булсин. (2) детерминантда at, Ьх ва сх элементларнинг урнига 
уларнинг бу ифодаларини куямиз:

а 1 Ьх Сх т а 3 тЬ 3 тс3
А = а2 ь> Сг = а. Ь, с2

а3 Ь3 с3 а3 ь3 с3

Кейинги детерминантдан т  нн детерминант ишорасидан таш* 
Карига (3- хосса, 1- натижа) чикарамиз.

Л = т
а з Ь3 С3
а2 Ь с2
о3 Ь3 с3

= т- 0 = 0,

чунки кейинги детерминантнинг биринчи ва учинчи йул эле
ментлари мос тартибда бир-бнрига тенг.

4- хосса. Агар детерминантнинг бирор й$л (устун) 
элементлари икки цушилувчидан иборат булса, бундай де
терминант икки детерминант йигиндисига тенг булиб, 
биринчи цушилувчи детерминантнинг мос йул (устун) эле
ментлари биринчи цушилувчидан, иккинчи цушилувчи де
терминантнинг мос йул (уступ) элементлари иккинчи 
цушилувчидан иборат булади.
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• Масалан:
а + ах b + bx с + сх а Ь с а 1 ьх Сх

а2 Ь2 с2 а2 ь> Со 4 а2 Ь2 с2
а3 Ьг с3 а3 Ь3 с3 Яз ьа С3

(5)

шаклда ёзилади. 
Исбот .  Исбот цилиш________ _______ ..... ..  учун чап томоидаги детерминант

ифодасини схема буйича ёзамиз ва о,, />,, сх замда а, Ь, с Лар
ин уз ичига олган задлар буйича икки группага ажратнб ёза
миз:

а +  ах b + Ьх с + сх
°2
а3

с2
с,

= (а + fli) b->ca + а3 (b -f- Ьх) с2 + а,Ь3 (с +  сх) — а2 (b + Ьх) с3 — 
— (а + at) Ьгс2—а3Ь2 (с + fj) = (fl, Ь2с, + ааЬхс% + аф3сх — а,Ьхс3— 

— (ixbgc2 — a3b2cx) +  (ab2c3 + a3bc2 + a2b3c — а2Ьса — ab3c2 —
а3Ь2с),

Кейинги тенгликнинг унг томонидагн биринчи кавс ичидаги 
йигинди (5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи детерминант- 
ни, иккинчи кавс ичидаги ифода (5) тенглик унг томони
даги иккинчи детерминантни беради.

Н ати ж а . Агар детерминант нинг бирор йул (устун) 
элементларини нолдан фарцли бирор сонга купайтириб, 
унинг бошца (устун) йул элемснтларига мос тартибда 
цушилса, детерминантнинг циймати узгармайди.

Исбот .  (2) детерминантнинг биринчи йул элементларини 
к га купайтириб, иккинчи йул элемснтларига мос тартибда 
кушамиз (бошка йуллар учун зам исбот худди шунга ухшаш 
булади). Бу золда

Д =
ах Ьх сх

а2 + kax b2 + kbx с2 + ксх 
а3 Ь3 с3

4- хоссага кура бу детерминант куйидаги икки детерминант 
йигиндисига ажралади:

= Д + 0;

бу эса детерминант кийматининг узгармай колганлигинн кур- 
сатади.

Йул билан устуининг тенг зукуклигидан натижанннг ус- 
тунлар учун зам Уринли экани келиб чикади.
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детерминантни ^нсоблаб курайлнк. Бунинг беш устунлн мат- 
рнцаспнп тузамиз.

"+ +

Энди коида буйича ^исоблаймиз:
1 2 3

-1 2 1 = l -2 ( - l )+2- l -3 - f3 ( - l ) - l - 2- ( - l ) X
3 1 _ i  X  (—1) —1 • 1 • 1 -3-2-3 = — 20.

41- §. ДЕТЕРМИНАНТНИНГ АСОСИП ХОССАЛАРИ'

Энди детерминантларнинг хоссаларини исботлашга утамиз.
/- хосса. Детерминантнинг йуллари элементларини 

унинг устунлари элементлари билан мос тартибда ал- 
маштирилса, детерминантнинг циймати узгармайди.

Исбот .  Бунинг учун аввалги детерминант билан курса- 
тилган тартибда алмашинган детерминантни ёнма-ён ёзайлик.

Бу детерминантлардан айтилган коида буйича элементар к$- 
пайтмаларни тузсак, натижа бир хил чизади. Исбот килинган 
хоссадан детерминантнинг йуллари билан устунла'ри тенг ^У* 
-\укли эканлигн келиб чикади.

2- хосса. Детерминантнинг икки йул (устун ) элемент- 
ларининг уринлари бир-бири билан алмчштирилса, детер
минант ишораси царама-царши ишорага узгаради, аммо 
абсолют циймати узгармайди.

Исбот .

£7j Ь\ С| £2| (2 ч а з
а% 62 с% b\ b2 Ь3
а3 Ь3 с3 С\ с2 с3

( 1)

а\ ci
Д =  йз ^2 2̂ 

а3 Ь3 с3
( 2)

1 Бу хоссалар л- тартибли детерминантлар учун дам урин.ш.
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детерминантнинг биринчи ва иккинчи йулларн Уринларини jte- 
аро алмаштирайлик, у лолда

О 2 1>2 С%
а, Ьх сх 
аI с3

(3)

лосил булади. (2) детерминантии схема буйича ёйсак,
Л = ахЬ-,с3 -}- и |с2 -J- аф3сх — a>bxc3 — ■< — o bjCi (2 )

лосил булади. (3) детерминантии лам бу схема буйича ёямиз:
”Ь -f- а,Ь3сг — o,£2£j — «А *»  o3bxc2.

Кейигги икки ифодадан буларнинг ишоралари бир-бирига ка- 
рама-карши эканини курамиз. Б.>шка лар кандай икки йулни 
лам урннлари алмаштирилса, ишораиинг узгаришини куриш 
ь»иним эмас.

Н ати ж а . Агар детерминантнинг икки йул (устун) эле
ментлари мос тартибда бир-бирига тенг булса, детерми
нант нолга тенг булади.

Хакикатан, (2) детермина'тнинг икки йул элементлари мос 
тартибда бир-бирига тенг булсин ва у детерминантнинг к*<й- 
матиЛбулсин. (2) детерминантдаги бу йулларнинг уринлари- 
ни алмаштирамиз. Бу л°лда иккинчи хоссага мувофик

Д = - Д
ёки

бундан
2Д = 0, 

Д = 0
экани келиб чикали.

Йуллар билан устунларнинг тенг лукуклигидан натижанинг 
устунлар учун лам урннлн экаии келиб чикади.

3- хосса. Детерминантнинг бирор йул (устун) эле- 
ментларининг \аммаси нолдан фарцли бирор k сонга ку- 
пайтирилса, детерминант циймати \ам k марта ортади.

Исбот .  (2) детерминантнинг бирэр ихтиёрий /^л, маса
лан, иккинчи й^л элементларнни ихтиёрий Л-^Осонига ку- 
пайтирамиз. Бу лолда

а\ ci 
ka2 kb't kb'*
Qз b3 Cj

лосил булади. Буни схема буйича ёямиз:
Oi (kbt) cs + a3bx (kc2) + (ka2) b3cx — (ka2) bxct -  axb3 (kc2) —

— a3 (kbt)cv
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Детерминантнинг бу хоссасидан унинг бирор йул (устун) 
элементларининг баъзиларини нолга айлантиришда фойдала- 
нилади. Бу эса детерминантни зисоблашда анча кулайлик 
тугдиради. Бунинг ёрдамида юкори тартибли детерминантнинг 
тартибинн пасайтириш мумкин.

Мисол.
2 1 - 2  
1 3 4
3 - 1  1

детерминант зисобланснн.
Энг олдин биринчи йулда турган 2 ва — 2 элементларнн 

нолга айлантирайлнк. Бунинг учун кейинги натижага мувсфик, 
иккинчи устуиии — 2 га купайтириб, бир ;нчи устунга куша- 
миз, ундан кейин иккинчи устунни 2 га купайтириб, учинчи 
устунга кушамиз, бу золда

2 1 - 2 0 1 0
1 3 4 - 5 3 10
3 -  1 1 5 -  1 -  1

Энди (*) схемани куллаксак, нолга айланмайдиган задлар йи- 
гнндиси

-  1 -(— 5) (— 1) +  1-5-10 = 45
га тенг,

42-§. МИНОР ВА АЛГЕБРАИК ТУЛДИРУВЧИЛАР

41- § даги (2) детерминантда Ь2 турган йулни ва устунни 
чизиб ташлаб, долган элементлардан детерминант тузсак, бу 
детерминант

а, с,| 
а3 с3|

куринишда булади ва Ь2 элементнинг минори деб аталади 
замда М-Л деб белгилаиади. Бошка элементларнинг минорлари 
зам шунга ухшаш аникланади.

Агар детерминантнинг а элементи /г-йул ва Л-устунда 
турган булиб, бу элементнинг минори М кН булса, ( — 1)*+А 
билан М кН нинг купайтмасига а элементнинг алгебраик 
тулдирувниси дейилади. Алгебраик тулдирувчини детерми
нант элементига мос булган бош зарф билан белгиланади,
(2) детерминантдаги Ь2 элементнинг алгебраик тулдирувчиси:

,2+2 fj а, с,



/- теорема. Детерминант бирор йул (устун) элемент
лари билан бу йул (устун) элементлари алгебраик тул- 
дирувяилари купайтмаларининг йигиндисига тенг.

Хакикатан, (2) детерминантнн (2') га биноан биринчи й^л 
элементлари буйича куйидагича ёзайлик:

a, bt сх
_ Д - Ь* сг &о С4 &2 Ь2

д = Clo О 2 С ч 

«3 Ь3 с3
= ах b j с3 — ьх а3 с3 + ci а3 Ь3

Энди ах, bt, с, элементлар олдидаги коэффициентларнинг Ах, 
В х, Ci эканлигн таърифдан келиб чикади, яъни

А — Q\A\ 4" ЬхВ\ 4* CiCi. (6)
Устуилар учун теореманннг тугрилиги устунлар билан йул- 

ларнинг тенг ^укуклнгидан келиб чикади.
Мисол.

Д =
2 1 
1 3 
3 - 1

- 2
4
1

детерминант минорларга ажратиш йули билан ^исоблансин.
Е ч и ш .  Дни биринчи йул элементлари буйича минорларга 

ажратамиз:
3 4 1 4 1 3

-  1 1 -  1 • 3 1 + ( - 2 ) . 3 -  1Д = 2-

= 2(3 4-4) — 1 (1 — 12' — 2 ( — 1 — 9) =45.

Бу детерминантни биз юкорида нолга келтириш усули билан 
хисоблаган эдик ва бу детерминант

О 1 О 
- 5  3 10

5 - 1 - 1
Д =

га келган эди. Буни минорларга ажратсак, 

Д = 0
3 10 - 5 10 - 5  3

- 1  -- 1 - 1 5 -  1 + о 5 - 1
1 -5  101

= - 1 |  5 — l H 5 .

2- теорема. Детерминантнинг бирор йул элементлари 
билан боища йул элементлари алгебраик тулдирувкилари.
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купай шмаларининг йигиндиси нолга тенг. Бу теоремами (2) 
детерминантнинг иккинчи па биринчи йуллари учун ёзсак:

@2^1 *1" 4* с2Сх =* 0 (7)
булади.

Бошца йуллар ва устунлар учун зам теорема шунга ух
шаш ифодаланади.

Исбот .  Детерминантни биринчи йул элементларн буйича 
ёзамиз:

Д = ахАх bxB x -f сtCt.
Энди а,, Ьх, сх урнига а2, Ь2, с2 ларни мос тартибда кУямиз, у 
Золда биринчи йули аъ Ьг, с2 дан нборат детерминант зосил 
булади.

а,Ах + b2B x -f- с2Сх =
а2 Ь2 с2 
а2 Ь2 с2 
Из Ь3 с3

Кейинги детерминантнинг биринчи ва иккинчи йул элементла
рн мос тартибда бир-бирига тенг булгани учун у нолга тенг, 
яъни

2̂̂ 1 ~1"̂ 2 “1“ — О,
(7) тенглик исбот булди.

43- §. УЧ НОМАЪЛУМЛИ ЧИЗИКЛИ УЧТА ТЕНГЛАМА СИСТЕМАСИ

Уч номаълумли чизикли учта тенглама системасини ечиш 
масаласини курамиз:

axx + bxy + cxz = dx,
а2х +  Ь2у + c2z = d2, /jv
а3х + b3y + c3z = d3.

Бу тенгламалар системасииинг детерминанти
ах Ьх сх 
а 2 b 2 с2 
а3 Ь3 с3

булиб, уни нолдан фаркли, яъни Д Ф  0 деб фараз килайлнк. 
(1) системанинг биринчи тенгламасннннг иккала томонини Л, 
га, иккинчи тенгламасининг иккала томонини А, га ва учинчи 
тенгламасннннг иккала томонини А3 га купайтириб, натижани 
задлаб курамиз. (Ах, А2, А3 лар Д детермннантдаги ах, а2, at 
элементларнинг алгебраик тулдирувчилари).
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Бу *олда
(aj/lj + otA2 4* я3Д*) x 4* 4" b2A2 4" ^яЛ3) у 4~
4- (^i^i 4" £2^2 “i“ сз^ з)z — d\A\ +d2A2 4* d3A3 (2)

3{0сил булади.
Утган параграфдаги 1 ва 2- теоремага асосан

otAr 4* огА■, 4- а3А3 = А,
Ь\АХ 4- b,At 4- Ь3А3 = 0, (3)
c iAt  4"  с^Ап 4"  Са^з =  0.

Аммо
d\A\ 4" d2A2 4“

ифоданн (3) тенгликларнинг бнринчиси билан такцослаб кур- 
сак, ундаги о,, а2, а3 урнида бу ифодада du d,, d3 турганини 
курамиз, демак, бу ифодани А детерминантдаги а,, а2, а, эле- 
ментларни мос тартибда dlt d2, d3 билан алмаштиришдан *о- 
сил килдик деб айтсак булади, яъни

d\ bx с,
dtA, 4- d2A2 4- d3A3 — dt Ьг ct

d3 b3 c3
^искалик учун бу детерминантни А, билан белгилаймиз.

Бу *олда (3) тенгликларга асосан, (2) тенглама
Д* = Д-Г

куринишни олади.
Шунга ухшаш усул билан

Ау = Ду, Д, = Д, 
тенгламаларни *ам ^осил циламиз, бунда

(4)

(5)

«1 С\ о, ь, dx
= аг dt с> . д. = а* Ь, d2

а3 d3 С3 «3 ь3 d.
(4) ва (5) тенгламаларнинг >{ар бири бир номаълумли тенгла
ма булиб, ундагн номаълумларнинг коэффициента А детерми- 
нантдан иборат. A =h 0 булганда (4) тенгламадан ёлгиз биргина

Д*
* =  Д

ечнм тойилади, шунга ухшаш (5) тенгламалардан
Ди

( 6)



ечимлар *осил булади. Булар *ам А ф 0 булганда (5) тенгла- 
маларнинг ёлгиз биргина ечимлари булади.

Энди (1) тенгламалар системаси билан (4) ва (5) тенглама
лар системасининг тенг кучли эканлигини курсатамиз, яъни
(1) системанинг ечимлар системаси (4) ва (5) тенгламалар 
системасининг ечимлар системаси эканлигини ва, аксинча, (4) 
ва (5) тенгламалар системасининг ечимлар системаси (1) тенг
ламалар системасининг ечимлар системаси булишини курсата
миз.

Бунинг учун дастлаб (6) ва (7) ечимлар системаси (1) 
тенгламалар системасининг ечимлар системаси эканини курса
тамиз. (6) ва (7) дан х ва у нинг кнйматларини (1) система
нинг биринчи тенгламаснга куямиз ва касрдан куткарамиз:

OiA, 4* bxAy 4- у,Аг = dx A.
Энди \x, Ay ва А, нинг jjap бирини dx, d2, d3 элементлари 
буйича минорларга ёйиб, *осил булган ифодаларни бу тенг- 
ликка куямиз:

а\ d\A\ + d-,Ai 4~ d3A3) -}■ bx dxB x 4- d>B2 4- d3B3)  4- cx(dxCx 4-
4- d.Cj 4- d3C3) = dxA.

Бу тенгликнинг чап томонини d x, d2 d3 буйича тартиблаб 
ёзиб минорларга ажратамнз:

di (a iAx 4* bxB x 4* схСх) 4- dn (ахА2 4- ЬхЯ2 4- схСг) 4-
4- d3 (ахА3 4- ЬХВ3 4- fiQ,' = dxА. (8)

Утган параграфдаги 1 ва 2- теоремаларга кура
лхАх 4- ЬХВХ 4-г,С| = A, oxAj 4* ЬХВХ 4“ схС\ — О,

ax43Jr bxfJ3 + cxC3 = 0.
Шунинг учун (8) тенглик ушбу

dx А = dx А
айниятга айланади.

Шунга ухшаш усул билан (6) ва (7* формулалар билан 
аникланган х, у, z нинг кийматлари (1) тенгламалар система
сининг бошка тенгламаларини *ам каноатлантириши курсати- 
лади.

Демак, (4) ва «5) тенгламалар системасининг ёлгиз биргина 
ечимлар системаси (1) тенгламалар системасининг ечими экани 
кУрсатилади,

Энди, аксинча, (1) системанинг бирор ечимлар системаси 
аь ®2. аз булсин. (1) снстемадаги тенгламаларнинг jjap бнрида 
х = ах, у — я,, z = а3 деб фараз килсак, у айниятга айланади. 
Хосил булган айниятлар системасига (1) тенгламалар система-
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сидан (4) ва (5> системаларни зосил килиш учун ишлатилгап 
алмаштиришларни кулласак,

Д*1 =
= Ду,

Д*з -  д...
айннятлар системасини зосил киламиз. Бу айниятлар ( I )  сис
теманинг зар кандай ечимлар системаси (4i ва (5 тенглама
лар системасииинг зам ечимлари системаси булишини курса- 
тади.

Шундай килиб, Д Ф  0 булганда ( I )  тенгламалар счете• 
масининг ёлгиз биргина екимлари системаси

х = Z =-_ д • (9)д • у — д
формулалар ёрдамида топилади. Бу формулаларни Крамер 
формулалари дейилади.

Д = 0 булганда (1) системани текшириш масаласини ке
йинги параграфда курамиз.

Мисол.
2х — Зу + z = 7,

Х +  у — г = 2, 
х + 2у -  Зг = -  1

тенгламалар системаси ечилсии.
Е ч и ш .  Тенгламалар системасииинг 

миз ва зисоблаймиз:
детерминантини туза-

2 - 3 1 3 - 2 1
д = 1 1 -  1 — 0 0 -  1

1 1 - 3 - 2 -  1 - 3
= - 1  X

Х < - 1 ) 3
- 2

- 2  
-  1 -  7.

Эиди Ал, Ду, Д* ни тузамиз ва зисоблаймиз:

Д ,=

д , =

7 - 3  1 
2 1 -1  

-  1 2 - 3  
2 7 1 
1 2 - 1  
1 - 1  - 3  
2 - 3  7 
1 1 2 
1 2 - 1

9 - 2  1 
О 0 - 1  

- 7  -  1 - 3  
3 9 1 
О 0 - 1  

- 2  - 7  - 3  
2 - 7  9 
1 - 1  3 
1 О О

= 1 (-  9-14 )= -23 ,

-  1 (-21 + 18 — 3,

=  1 ( - 2 1  +  9 )  =  -  12.
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Энди Крамер формулаларнга кура, берилган тенгламалар сис- 
темасининг ечимлари системасини топамиз:

„ _ Д , _ - 2 3  „ 2 .  _А у __ — 3_ _ _ А , _ - _ 1 2  _  5
Д ~  — 7 °  7 ' У д — 7 Л — 7 2 *

х, у, z нинг бу к»йматларини берилган тенгламалар систе
масига куйиб, тенгламалар системасннинг каноатланишини 
курамиз.

44- §. БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

Уч номаълумли бир жинсли учта чизикли тенглама систе- 
масининг умумий куриниши:

ахх + bt у + схг =  О,
а2х + b2y +  c2z =• О, (Т)
а3х + Ь3 у + c3z = О

булади.
Агар бу тенгламалар системасининг детерминанти нолдан 

фаркли булса, яъни
ai ci

Д — @2 '̂1 с2 Ф  О 
а3 Ь3 с3

б^лса, бу система биргина х — 0, у = 0, z = О ечимга эга.
Хакикатан, Крамер формулаларнга к^ра (1) системанинг 

биргина ечимлар системаси
А г  Д у  Л»

•*= Т * У =  д* г = д
тенгликлар билан аникланади. Аммо Д,, Ду, Д, нинг *ар бири- 
нинг битта устуни ноллардан иборат (озод ^адлар ноль) бул- 
гани учун:

Д, = Ду = Д, = 0;
демак,

о „ о _ о „ х — д — 0, у — д — 0, z д — 0.

Бу ечимлар системаси ноль ёки тривиал ечимлар системаси 
деб аталади.

Системанинг нолдан фаркли ечимлари ^акндаги ушбу тео- 
ремани исбот к>'ламиз.

Теорема. Бир жинсли чизицли тенгламалар системаси 
нолдан фарцли ечимлар системасига эга булиши учун унинг 
коэффициентларидан тузилган детерминант (системанинг 
детерминанти) нинг нолга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир.
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Исбот .  (1) системанинг нолаан фаркли ечимлар систе
маси мавжуд булсин (зарурий шарт); бу золда

а
а_
а3 b

Ьi сх
2

3 Сг

М
2 Ь2 =  0 (2 )

эканини исбот киламнз. Крамер формулаларига кура (1) сис
теманинг ечимлари

л ’ У
Л г Л„ А.

•* = д : У =  д " г = д
булади. Бундан

Ах= Ах; Ду — Лу; Дг = Дг.

л:, у, z ечимлардан бирортаси, масалан, уф О  булсин.
Ду нинг бир устуни ноллардан иборат (тузилишнга кура) 

булгани учун Ау = 0, демак,
Ау = 0,

аммо уф О  булгани учун бу тенгликдан
Д = 0

деган натижа келиб чикади.
Энди Д = 0 булсин (етарли шарт) (1) тенгламалар систе- 

масининг нолдан фаркли ечимлар системаси мавжуд эканлн- 
гини исбот киламиз. Бунинг учун (2) детерминантнинг бирин
чи устунини х га, иккинчи устунини у га ва учинчи устунини 
z га купайтириб, биринчи ва иккинчи устунларни учинчи ус- 
тунга КУШЗМИЗ:

=  0.

Учинчи устундаги ифодаларнн кискалик учун мос тартибда 
/п /г» /з билан белгилаймиз, яъни

«1 Ь1 Сх Ьх a-tx + b,y -f c,z
д = а* Ь2 с2 а2 ь2 а2х -f b2y -f c2z

а3 Ьг сг <*г Ьг a3x + b3y + c3z

/, = ахх + bty +  ctz, 
/2 = а2х + Ь2у +  c2z, 
/з = а3х + b3y + ctz.

Бу золда детерминант

(3)

д  =
Ьх /,

а2 Ь, f 2
а з Ь2 / з

=  0
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куринишни олади. Энди бу тенгламанинг чап томонидаги де
терминантни кейинги устундаги элементлар буйича минорларга 
ажратиб ёзамиз:

/|°1 + f'/J2 +  fi'Ji = О 
Хосил булади, бундай

8,

(4 )

Агар (4) тенгламадаги 8,, 82, 83 коэффициентларнинг камида 
биттаси нолдан фарклн булса, у ^олда /,, /2, /, нинг биттаеи- 
ни колганлари оркали ифодалаб булади. Масалан, 83 Ф  0 бул
син, бу *олда (4 )'дан

а2 b2 к а, Ьх «1 Ьх
а3 Ь3 ,  о, = — а3 Ь3 . гз •= Qо Ь 2

бу ерда

деб олсак,
T  — Ki — — — к, &з

fa — ^i/i +  2̂/2 (5)
хосил булади.

/1. /2. /з ифодалар (3) системанинг унг томонидаги ифода- 
лар эди. (1) системанинг биринчи ва иккинчи тенгламаларини 
Каноатлантирувчи х, у ва z нинг кийматлари системанинг 
учинчи тенгламасини *ам каноатлантириши (5) тенгликдан 
очик «Уринади.

Шунинг учун каралаётган холда учинчи тенгламани таш- 
лаб юбориш мумкин ва бу *олда уЧ номаълумли иккита чи- 
зиклн эркли

а,* +  6,у +  = О,
a2x + b2y + c2z = 0 (6)

тенгламалар системасига эга буламиз. 39- § дан бизга маъ- 
лумки, 8а Ф  0 булганда z озод номаълум булиб, (6) системанинг 
^амма ечимлари

х = —
*1 * 1 I е ’  Cl 1
С ,  Ь,

1 N V
i II 1 1 « 3  С ,  |

формулалар билан ёки

деб фараз килинса,
Cl bt а х Сх а 1 Ьх

X = с2 b2 У = а2 с2 t, z = - q>2 с т
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формулалар билан аникланади. t га ихтиёрий кийматлар берсак, 
(7) формулалардан (1) тенгламалар системасини каноатланти- 
рувчи х, у, г нинг кийматларини топамиз. 0 булганда бу 
ечимлар системаси нолдан фаркли булади. t га чексиз куп 
кийматлар бериш мумкич булгани учун (7) дан х, у, z нинг 
зам чексиз куп кийматларини топиш мумкин. Демак, Д = 0 бу
либ, бу детерминант минорларининг камида биттаси нолдан 
фарцли булса, уч номаълумли бир жинсли учта тенгла
малар системасииинг иккита тенгламаси чизицли эркли 
булиб, учинчиси уларнинг натижаси булади ва бу %олда 
тенгламалар системаси чексиз куп ечимлар системасига 
эга булади.

Энди Д детерминант ва унинг замма минорларн нолга тенг 
булсин. Бу золда

8 =

детерминантлар зам ноль булади. Хакикатан, /,, /2 ва /3 лар- 
нинг (3) тенглнкдаги ифодаларини 8 ва 8' детерминантга куй- 
сак, уларни

«1 fx <s / «1 fx
а2 f i ва 8 = «j f 3

(* X Ox
a 2 a2
a x . fli

= a 3

ах Ьх
a, Ь2 

а, Ьх
а3 Ь3

a, cx
У + ai C2

ax cx
У + а з c3

z,

куринишда ёзиш мумкин. х нинг коэффициенти булган детер- 
минантларнинг икки устуни тенг булгани учун нолга тенг, 
у, z нинг коэффициентлари Д детерминантнинг минорлари 
булгани учун нолга тенг. Шундай килиб,

8 = 0 ва 8' = 0.
Бу тенгликлардан axf2 — a2fx = 0 ва axf 3—a3f x*=0 келиб чикади. 
Агар ахфО деб фараз этилса у золда

Л  = *7 Л  ва/з = 5} л

Зосил булади. Бу тенгликлар f x ни маълум бир сонга к^пай- 
тирнб /2, /з ларнн зосил килиш мумкиилигини курсатади, 
яъни /з лар /, дан келиб чикадиган натижа эканлигини 
ёкн (1) системанинг иккинчи ва учинчи тенгламалари унинг 
биринчи тенгламасннннг натижаси эканлигини билдиради. 
Шундай килиб, бу золда (1) системанинг кейинги иккита тенг- 
ламасинн ташлаб юборсак, бизда

ахх + bxy + cxz = О
и* ш



х = — ь,у + С|*
«I

ни топамиз. Энди у,г га нолдан фаркли к»Лматлар берсак, 
бу тенгламадан у, z нинг бу кийматларига мос булган х нинг 
Кийматларини топамиз. Демак, Д = 0 ва Д нинг х а̂мма ми- 
норлари нолга тенг булганда *ам ( I )  тенгламалар систе
маси нолдан фарцли чексиз куп ечимлар системасига эга.

1- мисол. Бир жинсли
5jc -J- 4 у -f- 3z =; О,
X +  у -  г = О, 
jc + Зу — 2г = О

тенгламалар системасннинг *амма ечимлари топилсин.
Е ч и ш .  Тенгламалар системасннинг детерминантнни туза- 

миз:
5 4 3 

Д = 1 1 - 1  =15=^0.
1 3 - 2

Демак, тенгламалар системаси тривиал ечнмдан бошка ечимга 
эга эмас:

х = 0, у = 0, z — 0.
2- мисол. Бнр жинсли

х +  2у — z = О, 
х — у -f 3z — О,
2* + У + 2z = О

тенгламалар системасннинг ^амма ечимлари топилсин.
Е ч и ш .  Тенгламалар системасннинг детерминанти

тен гл ам аги н а ^ол ад и . Б у н д а н  ахФ  0  б у л г а н д а

Д =
1 2 
1 -  1 
2 1

-  1
3
о =  0

булиб, бунинг
1 2 
1 - 1

минори нолга тенг эмас (о = — 3). Демак, z озод номаълум; 
системанинг учинчи тенгламаси унинг олдинги иккита тенгла
маси йигиндисидан келиб чиккан натижадир; шунинг учуц
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унинг биринчи иккита тенгламасини ечсак кифоя килади. (7) 
формулаларга мувофик, системанинг ^амма ечимлари

- 1  2 1 - 1 1 1 2X = 3 -  1 < У — СО м II 1 1 - 1

2 - 3  5 2 - 3  5
д = 4 - 6  10 = 2 3 2 - 3  5

6 - 9  15 2 - 3  5

ёки
х = — 51, у = 4t, z = 3t

булади (/ — ихтиёрий сон).
3- мисол. Бир жинсли

2х — Зу + 5г = О,
4х — бу + Ю z = 0,
6х — 9у +  15г = О

тенгламалар системасининг хамма ечимлари топилсин. 
Е ч и ш .  Системанинг детерминантини тузамиз:

= 0.

Бу детерминантнинг }(амма минорлари нолга тенг. Демак, сис
тема битта тенгламага келади (иккинчи тенгламани 2 га, учин
чи тенгламани 3 га кискартирилса, биринчи тенглама *осил 
булади). Биринчи тенгламани г га нисбатан ечсак, система
нинг ^амма ечимлари

Зу — 2х 
~  5

куринишда булади. Бунда х, у — ихтиёрий сонлар.

45-§. УЧ НОМАЪЛУМЛИ УЧТА ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ УМУМИЙ ТЕКШ ИРИШ

Энди уч номаълумли бир жинслимас учта чизикли тенгла
малар системасининг биргаликда булиши ва унинг ечимлари 
сони кандай булиши масаласи билан танишамиз.

ахх — Ьху + схг =
а-х +  Ь2у +  ctz = d2, ( 1 )
а3х + b3y +  c3z = d3

тенгламалар системаси берилган булсин.
1. Агар бу тенгламалар системасининг детерминанти

Ь,
д =

/| Cl
Ь] с2 
Ь3 с3

165



б^лса, ( 1) тенгламалар системасннинг биргина ечимлар систе
масига эга булиши ва у Крамер формулалари буйича топили- 
ши бизга маълум.

2. Агар А = О булиб, бу детерминантнинг минорларидан 
камида биттаси нолдан фаркли булса, ( 1) тенгламанинг чап 
томонидаги ифодалар чизикли боглик булишини ва бу богла- 
ниш

/i°x + /г° 2 + /з?'з = 0 (2 )
эканини бнз 44- § даги (4) тенгликдан биламнз [(1) система- 
нннг чап томонини мос равишда f lt / 3 билан белгиланган].

Уо ваАгар (1) система х0, у0, г0 ечимга эга булса х0, 
Кийматларда f i  =  dlt f t =  d2 ва / , =  (/3 булиб, (2) тенглама

di\  4~ d\f*2 "h d tbt =  0 (3)
айниятга айланади, яъни ( 1) системанинг ^нг томонлари ?{ам 
^заро чизикли боглик булади.

(2) тенгликдан (3) тенгликни ^адлаб айирсак,
( А — ^ i)0i4*(/2 — ^г)&2 + (/з — di) l i = 0 (4)

хоснл булади, бу тенгликдан биз f x — </,, / 2 — d2, f 3 — d3 ифо- 
даларнинг биттасини колганлари оркали ифодалай оламиз, 
яъни ( 1) тенгламалар системасннинг битта тенгламаси колган 
иккитасининг натижаси булади. Амалда биз уч номаълумли 
иккита тенглама системасига эга буламиз, битта номаълум 
озод номаълум булади. Демак, бу *олда (1) система чексиз 
куп ечимларга эга булади.

Агар (1) система ечимга эга булмаса, (3) айният бузнлади, 
яъни

Ь2 
Ь*

А' =
fli

а»

dl
=£0.

А =

А' детерминант

матрицанинг учинчи тартиоли минорларидан бири эканига 
эътибор бериб, ушбу натижага келамиз:

агар (1) системанинг детерминанти А = 0 булиб, бу де
терминант минорларининг камида биттаси нолдан фарцли 
булганда:

1) А матрицанинг 3- тартибли детерминантларининг 
Хаммаси нолга тенг булса, ( I )  система чексиз куп ечимга 
эга булади;

2) А матрицанинг 3- тартибли детерминантларидан 
камида биттаси нолдан фарцли булса, ( ! )  тенгламалар
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системаси биргаликда эмас (ечимлар системаси мавжуд 
эмас);

3) агар Д = О булиб, унинг ^амма минорлари хам нолга 
тенг булса, ( 1) тенгламалар системасининг чап томонидаги 
ифодалар орасида иккита чизикли

a J i  — <•hti = 0, a j з — а3/, = 0 (5)
богланиш мавжуд. нгини утган параграфда курган эдик.

Агар берилган (1) система ечимга эга булса, (3) муноса- 
батдаги каби

axd2 a2dx — 0, axd3 a3dx = 0 (6)
чизикли богланиш хам уринли булиши керак.

(5) дан (6) ни мос тартибда хадлаб айирсак,
a\(fi — d>) а2 (/i ^i) == О* /7Ч
01 (/з -  d3) -  а ,  ( Л  — d i)= 0  

тенгликларни хосил киламиз. Бу тенгликлардан ахФ  0 деб 
фараз килиб, f 2 — d-, ва f» — d3 ни f x— dx оркали ифодалай 
оламиз, булар эса ( 1) тенгламалар системасидаги озод *адлар 
d\y d2, d3 ни тенглама/.арнинг чап томонига утказганимизда 
Хосил буладиган ифодалардир. Шунинг учун, бу холда (1) 
системанинг иккинчи ва учинчи тенгламалари унинг биринчи 
тенгламасининг натижаси булиб, уларни ташлаб юбориш мум
кин. Биз амалда уч номаълумли битта тенгламага эга буламиз,
0i Ф  0 булгани учун ( 1 1 системанинг биринчи тенгламасидан

_  </,— Ьху — ctz

ни топамиз, у,г га ихтиёрий кийматлар бериб, бу тенгликдан 
х нинг мос кийматларини топамиз. Тенглама чексиз куп ечим
лар системасига эга булади.

Агар (1) система ечимга эга бугса, (6) тенгликлар Уринли 
булади. Шунинг учун (6) тенгликлардан камида биттаси нол
га тенг булмаса, ( 1) тенгламалар системаси биргаликда бул- 
маган система булади. (6 ) тенгликларни

01 01 dx
а, d-. = 0 ва 0з d3

шаклда ёзиш мумкин. Бу детерминантлар
/ a, bx Ci di\

А = I fl* bt Сц d2 I 
\ 0з b3 c3 d3 J

матрицанинг биринчи ва туртинчи устунларидан тузилган иккин
чи тартибли детерминантлардир. Шунинг учун, бу пунктда 
чикарнлган натижаларни .4 матрицанинг иккинчи ва туртинчи 
устунларидан ёки учинчи ва туртинчи устунларидан тузилган 
иккинчи тартибли детерминантлар учун хам чикариш мумкин.
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Шундай килиб, агар (1) системанинг детерминанти ва 
унинг %амма минорлари нолга тенг булганда:

1) А матрицанинг * амма иккинчи тартибли детерми- 
нантлари х;ам нолга тенг булса, ( 1) система уч. номаълум
ли битта тенгламага келади ва чексиз куп ечимлар сис
темасига эга булади-,

2) А матрицанинг иккинчи тартибли детерминантла- 
ридан камида биттаси нолдан фарцли булса, ( 1) система 
биргаликда эмас (ечимга эга эмас).

1- мисол.

тенгламалар системаси ечилсин.
Ечи  ш. Тенгламалар системасииинг детерминантини туза- 

миз:

2) Бу детерминантнинг битта минори нолдан фаркли:

матрицанинг замма учинчи тартибли минорлари нолга тенг 
(чунки матрицанинг иккинчи йул элементларитан бнринш йул 
элементларини айирсак, унинг учинчи йул элементлари зосил 
булади. Демак, А матрицанинг учинчи тартибли замма детер- 
милантларининг учянчй йул элементларини нолга айлантнриш 
мумкин).

Шундай килиб, берилган тенгламалар системасииинг учин- 
чи тенгламаси, унинг биринчи иккита тенгламасининг натижа- 
сидир. Биз амалда уч номаълумли иккита тенгламалар систе
масига эгамиз:

•*+ 2у — 2 = 1, 
2х — y + 2z = 3, 
*  — Зу + 3z = 2

1)
1 2 - 1  

Д = 2 - 1  2 = о. 
1 - 3  3

1 2 
2 - 1  *  °-

✓

3)

х + 2у — z = 1 , 
2х — у + 2г = 3.
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Бу система чексиз куп ечимлар системасига эга. Бу ечимлар:
I 1 1 + *

2 3  -  2гX —
1 1 + 2 2
1 3 - 2 2 — 1

11 2
1 2  - 1

У = 1 2
2 - 1

(Крамер формулаларига кура) z га ихтиёрий кийматлар бериб, 
х ва у топилади.

2- мисол.
х + 2у — 2 = 1 ,

2х — y + 2z=3, 
х — Зу + 3z = 9

тенгламалар системаси ечилсин.
Ечи ш . Бу системанинг детерминанта

1 2 -1
Д= ' 2 -1

1 - 3
= 0.

Детерминантнинг иккинчи тартиблн минорларидан бири нолга 
тенг эмас:

1 2 

, 2 “  1
А матрица тузамиз:

* 0.

2 - 1  Г  
А = | 2 — 1 2 3 

1 — 3 3 9,
Бу матрицанинг учинчи тартибли детерминантларидаи биттаси 
нолга тенг эмас, чунончи:

1 2 1
Д' =  2 - 1  3 ф  о.

1 - 3  9
Демак, система биргаликда эмас (системанинг ечими мавжуд 
эмас).

46- §. ДЕТЕРМИНАИТЛАР ИАЗАРИЯСИНИНГ АНАЛИТИК 
ГЕОМЕТРИЯ МАСАЛАЛАРИГА ТАТБИКИ

Аналитик геометрия масалаларини ечиш учун чикарилган 
куп формулалар детерминантлар билан ифодаланиши мумкин. 
Формулаларнинг детерминантлар билан ифодаланиши уларни 
ёдда тутишга имкон бериш билан баробар компакт (ихчам) 
шаклда ифодалайди.
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Биз бу параграфда утган боблардаги учраган баъзи форму- 
лаларни детерминантлар билан кфодалаймиз.

1. Икки иуцта орасидаги масофа. Икки Af4(jclt у^, 
М 2 (хи Уг) нуцта орасидаги d масофа

' = / 1 5 -
-Хх -  (у2 -  Уг)

формула билан ифодаланади. Бунинг тугрилигига радикал 
остидагн детерминантнинг ифодасини ёзиш билан ишонч 30- 
снл килиш мумкин (I боб, 6- §, (4) формула).

2. Учбурчакнннг юзи. Уклари А (*,. у,), В  (*2, у2), 
С  (*». Уг) нуцталарда булган учбурчакнинг S  юзи

s - ± i
Ху X t  X ,

У 1 Уз Уз
1 1 1

|| X i — X , X ,  — X ,  I
II Ух -  Уз Уз Уз

формула билан ифодаланади.
Хакикатан, детерминантнинг учинчи устун элементларини

— I га купайтириб, биринчи ва иккинчи устун элементларига 
кушиб, ундан кейин учинчи йул элементлари буйича минорга 
ажратсак,

5 = ± -j

зосил булади. Бу учбурчакнинг юзи учун I боб, 8- § да чи- 
карилган (2) формуладир.

3. Берилган икки нуцтадан утган тугри чизик тенглама
си. Текисликда иккита А (хи yt), В  (х2, уг)  нуцта берилган 
булсин. Бу нукталардан утган тугри чизицнинг тенглама- 
сини детерминантлар ёрдамида тузамиз.

Изланаётган тугри чизик тенгламаси
М х +  Ny L = 0 ( 1)

булсин. Бу тугри чизикнинг A (jCj, yt) нуктадан утиш шарти 
M xt + Аух + L = 0. (2)

£(•*»> У») нуктадан утиш шарти эса
M xt + Nyt +  Ь =  0. (3)

(1), (2) ва (3) тенгламаларда М, N ва L лар номаълум. Ш у
нинг учун бу тенгламалар уч номаълумли бир жинсли учта 
чизикли тенгламалар системасидан иборат. М, N, L нинг зам- 
маси бир вактда нолга тенг булмаслиги керак, акс золда ( 1) 
тенглама мавжуд булмайди. Демак, (1), (2), (3) тенгламалар 
системаси нолдан фаркли ечимлар системасига эга булиши 
керак. Бунинг учун система детерминантининг нолга тенг бу-
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лиши зарур ва етарли эканини биламиз, яъни етарли ва за- 
рурий шарт

X у 1
*1 У1 1 - 0  (4)
*2 Уг 1

дан иборат. Биз х, у га нисбатан биринчи даражали тенглама 
косил килдик. Бу тенглама А (хи у,), В (х 2, у2) нукталардан 
утувчи тугрн чизиц тенгламаси эканига ишонч *осил килиш 
кийин эмас. Хакикатан, (4) тенгламадаги узгарувчи х, у коор
динаталар урнига олдин хг ва ylt кейин х2 ва у, ни куйсак, 
иккала х°лда *ам детерминантнинг икки йулидаги элемент
лари мос тартибда бир-бирига тенг булади. Бундай детерми
нант айнан нолга тенг, яъни (4) тенгламани А ва В ьукта- 
ларнинг координаталарн каноатлаьтиради.

4. Уч нуцтанинг бир тугри чизицда ётиш шартн. 
A (x lt уО, В (х ъ у2), С(х3, у3) нукталар берилган булсин. А 
ва В  нукталардан утган тугри чизик тенгламаси (4) тенглама 
эканини биз учинчи пунктда курдик. Агар (4) тугри чизик 
С(х3, уз) нуктадан утса, уни С нуктанинг координаталарн ка* 
ноатлантириши керак, яъни

*з Уз 1
Xi Ух \ = 0 (5)
х2 уг 1

булиши керак. Устунларни йуллар билан ва устунларни ус- 
тунлар бнлан алмаштнриб, бу тенгликни

Ух
1

Уг
1

-«з
У»
1

=  0 (6)

куринишга келтира оламиз. Бу уч нуктанинг бир тугри чи- 
зикда ётиш шартидир.

Машцлар
I .  Куйидаги детерминантларни дисобланг.

! ) | — 2 3 2) I 6 - 2  I
— 4 5 ’ 1 4 1Г

3) 1 2
1 5 4)1 * 2 I
3 7 1 ** Здс 1’
■5 5

х — а 1 6) I Sin I cos а
X — а д: + 1 Г* 1 COS > — sin
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2. Куйндагн тенгламаларни ечинг.
1) дг+ 4 

4 ? | - о .
2) дг + 2

3
0

дг — 2 = 0;

3) дг + 24 
5

5х
1 = о, 4) х — 6 

— X
3* 

дг + 6 = 0.

5) sin 2х
cos 2дг

sin X
QOS X = о, 6) tg *

t g x -
1

1 tgjr -f 3 1 =  0.

3. Куйидаги тенгламалар системасининг ечимлар системасини топинг.
1)/ 3* + 4 у- 2 ,

{ 2дг — Зу •» 5.
3) (ах + Ьу =е, 

jftjf + ау — с.
5) J  х / 1  — 7у =/~7, 

j  х — у/~7 — 7. 
■ама;

»>/
\ 15дг + 2у + 5*

2) / Здг — 4у = — 7,
\ 6* + у = 22.

4W  дг-2у = 3,
\ 2.г -  4у = 9.

6) I  X  COS а —  у sin* = 1, 
| jcslm +ycosi = 1.

4. Тенгламалар системасининг ечимлар системасини умумий кУринишипи 
топинг.

\2х + 4у +

3) I 2х + У + « 
\ 2х +  4у + 3*

z=0,
= 0. 

О, 
0.

дг + 2у+ г = О,2) Г х
\ — 2х + 5у + 4г = 0.

4 )/ д г + у + 2  = 0,
\ Ах — 2у— 5* = 0.

5. Куйндагн детерминантларни лисобланг.
1) 1 0 3 2) 2 4 6 3) 1 -4 1

2 1 0 ; 3 2 1 ; 2 - 5 3
2 3 1 0 1 3 -1 -1 1

4) 1 2 3 5) 1 з :! 6) — а а а
2 2 1 ; 4 -1 0 а 0 а
3 1 2 3 э е 0 а 0

6. Куйндагн темгламаларнинг илдизларини топинг.
1) 1 3 — 2х 2) д* х* 1

2 4 1 = 0; 6 7 1
5 7 2дг X дс + 1 0

7. Куйидагн тенгламалар систсмаларининг ечимлар системасини топпнг.
1) Jf+ У+ * = 0, 2)

2х +  Зу + Зг =  1,
— 5* + Зу + 6г = 2.

4) ( ах + ау + г = а — 3,
2ах + 2у + аг = За — 4,
4дг + 3ау — 2аг =12. I 5х + 4у + Ьг = — 6.

6) ( Ах +  оу +  2г =  6,
2ах — 5у 4- 2аг = 2а.
Зх -f- 4а у -j-  6г =  0 .

Здг — у — 6г = А, 3) j ■* + у + - = О,
5* + 7у + 1U  = -  7, I —дг + у + г = — 2, 
Ах +  Зу + 8г = 4. I х — у + г =6.

5) ( Ах 4- у -f 2 = 0.
Здг — 2у — Зг = 6,



Еттинчи боб
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ чизикнинг УМУМИЙ 

ТЕНГЛАМАСИНИ ТЕКШИРИШ ^АЦИДА ТУШУНЧА
47-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКНИНГ 

УМУМИП ТЕНГЛАМАСИ

Иккинчи тартибли чизик деб Декарт системасида узгарув- 
чи х ва у координаталарга нисбатан иккинчи даражали ал
гебраик тенглама билан тасвирланган чизикка айтилади. 

Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасини
Ах- + 2 Вху + Су2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 (1)

куринишда ёзиш мумкин.
Тенгламадаги A ,B ,C ,D ,E ,F  коэффициентлар узгармас бу

либ, уларнинг баъзилари нолга тенг булиши мумкин, аммо 
А, В, С ларнинг бир вактда нолга тенг булмаслиги шарт.

Агар (1) тенгламада А = С , В  = 0 булса, бу тенглама ай
лананинг тенгламаси булишини биз биламиз.

Агар А = ij, В  = О, С = р, D  = О, Е  = О, F  = — 1 булса,
у1

( 1) тенглама + p  = 1 куринишни олиб, элл1 пс текгламасига
айланади.

Агар

А = ± , В  = О, С = - j t, D ~ £  = 0, F = - l
у2 1>1

булса, ( l j  тенглама^ —fa = 1 куринишни олиб, гипербола
тенгламасига айланади. Шунга Ухшаш (1) тенглама коэффи- 
циентларининг кийматларига караб, бу тенглама параболани 
тасвирлаши ёки хеч кандай геометрик образни тасвирламас- 
лнги хам мумкин.

Бу бобда биз (1) тенгламани соддалаштириш ва унинг 
Кандай чизикни ифодалаши масаласи хакида тушунча бериб 
утамиз.



48- §. ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ МАРКАЗИ

Агар М 0 нукта М М ' кесмани тенг иккига б^лса, яъни М 0 
нуктанинг координаталари М  замда М ' нукталар коорднна- 
талариниьг ярим йигиндисндан нборат булса, М  билан М' 
нукталар М 0 нуктага нисбатан симметрик нукталар дейилади.

Агар текисликнинг бирор М нуцтасига нисбатан L ни- 
зицнинг барча нуцталари жуф т-жуф т булиб симметрик 
жойлашган булса, бундай М нуцта L чизикнинг симмет
рия маркази ёки чизицнинг маркази дейилади.

Каноник тенгламалари бнлан бери.ган эллипс ва гипербо
ланинг зар кандай ватари координата бошидан утганда тенг 
иккига булинади. Шунинг учун координаталар боши уларнинг 
марказидир.

Ёлгиз биргина марказга эга булган чизиц марказий эгри 
чизиц дейилади. Акс золда марказсиз эгри чизиц дейилади.

Теорема Координаталар боши иккинчи тартибли чи- 
зицнинг маркази булиши учун бу чизиц тенгламасида би
ринчи даражали х, у узгарувчилар цатнашмаслиги зарур 
ва етарли.

Исбот.  Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасида 
биринчи даражали х ва у узгарувчилар катнашмасин, бу зол
да унинг тенгламасн

Ах* + 2Вху 4  Су* + F  -  0 (2)
куринишда булади. Агар М  (х, у) бу эгри чизикнинг ихтиё
рий нуктаси булса, бу нуктанинг коордш ата.<ари (2) тенгла
мани каноатлантиради, бу золда Л1, (— х, — у) нуктанинг 
коордннаталари зам (2) тенгламани каноатлантиришини — х 
ва — у ни тенгламага куйиб бевосита куриш мумкин, яъни 
Л1|(— х, — у) нукта зам (2) чизикда ётади. Бундан курамиз- 
ки, М  нукта координаталар бошига нисбатан М  (*, у) нукта
нинг симметрик нуктасидир. Демак, (2) чизикнинг ихтиёрий 
М М } ватари координаталар бошида тенг иккига булинади, 
яъни координаталар боши чизикнинг маркази.

Энди координаталар боши иккинчи тартибли ( l j  эгри чи
зикнинг маркази деб фараз этайлик; у золда ( 1) тенг
ламада D = b — 0 эканини, яъни биринчи даражали х ва 
у узгарувчиларнинг бу тенгламада катиашмаслигини курсата- 
миз.

Бунинг учун (1) эгри чизикнинг координаталар бошидан 
утган ихтиёрий ватарининг

у = кх (3)
тенгламасини оламиз ва бу ватар билан ( 1) чизикнинг кесиш- 
га>1 нуктасин* топамиз. Ватар марказдан утгани учун унинг
(1) чиз.1К билан кесишган нукталари бир-бири билан коорди-
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наталар бошига нисбатан симметрии булиши керак, яъни бу 
нукталар координаталарннннг ишораларигина карама-карши 
булади. (3) тенгламадаги у нинг кийматини ( 1) га куйсак, ква
драт тенглама *осил булади. Бунинг илдизлари (1) ва (3) чизик
ларнинг кесишган нукталарн абсциссалари булгани учун фа- 
К'ат ишоралари билан фарк килади, демак, бу илдизлар йи- 
гиндиси нолга тенг. Иккинчи томондан Виет теоремасига ку
ра, бу йигинди

2 (D  + F.k)
А 2Bk + СА*

га тенг булиб, бу каср *ам нолга тенг. A -f 2Bk -f Ck2 Ф  О 
булганда1 D + Ek  = 0 экани келиб чикади. А нинг турлн 
Кийматларида бу тенгликнинг уринли булиши учун D  = £  = О 
булиши керак. Бу (1) тенгламада биринчи даражали х, у уз- 
гарувчилар катнашмайди деган суз.

49- §. КООРДИНАТАЛАР БОШИНИ МАРКАЗГА КУЧИРИЛГАНДА 
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИНИНГ УЗГАРИШИ

Биз IV бобда координаталар системасини алмаштириш йули 
билан иккинчи тартибли чизиклар тенгламасини соддалашти- 
риш мумкинлигини мисолларда курган эдик. Энди координа
талар системасини алмаштириш усули билан иккинчи тартиб
ли чизик тенгламасини соддалаштиришнинг умумий ^олини 
курамиз. Дастлаб, координата укларини параллел колдириб, 
координаталар бошини марказга кучирилганда ( 1) тенглама 
Кандай узгаришини куздан кечирайлик. Координата боши
О, (х0, у0) нуктага кучган булсин. Бу *олда утиш формуласн

X  =  X  - f  А'0

у - у + у .  (4)
булишини биламиз. х0, у0 — марказ координаталаридир. (4) 
формуладан х, у нинг кийматини (1) тенгламага куямиз. Бу 
*олда янги координаталар системасннинг боши марказ булгани 
учун юкоридаги теоремага мувофик лосил буладиган тенгла
мада X, У ли *ад булмайди, тенглама эса

АХ 1 + 2ВХУ + СУ1 + F x = О
куринишни олиб соддалашади, бунда

F , = Ах о + 2ВхоУо + Су? -f 2 Dx0 -f 2Zfy„ 4- F.
Бу ерда (1) тенглама учун F t нинг умумий куринишини 

курсатиб утамиз. ( 1) тенгламанинг чап томонини куйндагича

1 А, В  иа С ларшшг учаласи бирданига нолга тенг эмас.
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ёзиш мумкинлигини текширнб куриб, ишонч *оеил килиш 
мумкин:

Ахг + 2 Вху + Су* + 2 Dx + 2Еу + F  =
= (Ах + By +  D) + (Вх  + Су + Е ) у + (Dx + Еу + Г ).

Бу айннятдаги х, у ларнинг Урнига хй, у0 л арии куйсак, Е х 
-чосил булади. Демак,

= (i4.r0-(- Ву0+ D) д-0+ (5^о+ Су0 + Е) у0+ (Dx0+ £у0+ F ) (5) 
(х„, у0) нукта ( 1) эгри чизикнинг маркази булгани учун:

Ах о + Byо + D — 0, )
Bx0+ C y 0 +  E  =  0. j

Демак, координата уцлари эски координата уцларига па
раллел цолиб, координаталар боши марказга куяирилса, 
янги системада ( 1) тенглама

АХ* + 2РХУ  + СУ* + FX = 0 (7)
куринишга келиб соддалашади ва бундаги озод Ft %ад (5) 
ва (6) тенгликларга мувофиц

F x = Dx0 +  E y0 + F  (8)
формула билан х,исобланади.

(6) тенгламалар системасида
А С - В 'Ф  0 (9)

булса, бу система елгиз биргина (х0, у0) ечимга эга булади 
(VI боб, 38- § га каранг), яъни (1) кизиц марказий кизиц 
булади.

Агар
АС  — Z>* = 0 (10)

булса, (6) тенгламалар системаси ё чексиз куп ечимга эга, 
ёки унинг ечими мавжуд эмас (VI боб, 38- §); демак, бу *ол- 
да ( 1) тенглама марказий булмаган чизицни тасвирлайди.

(9) ва (10) муносабатлар ёрдамида (1) чизикнинг марказли 
ёки марказсиз эканлигини билиш мумкин.

50-§. КООРДИНАТА УКЛАРИНИ БУРИШ БИЛАН 
ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИНИ СОДДАЛАШТИРИШ

Биз утган параграфда координата укларини параллел ку* 
чириб, координаталар боши сифатида марказни кабул кнлга- 
нимизда, чизик тенгламасидагн х, у нн уз ичига олган би
ринчи даражали *адлар йуколиб, бу тенглама соддарок (7) 
куринишга келди. Энди биз (1) тенгламадан х, у купайтма 
катнашган *адни йукотиб, тенгламани соддалаштириш маса-



ласига утамнз. Бунинг учун координаталар бошини узгартмай 
Колдириб, координата укларини бирор а бурчакка бурамиз, 
яъни

X = Xt COSa — у, S in a , у = ДГ, S ln a  -f у, COSa

деб олиб, х, у нинг бу кийматларини ( 1) тенгликка куямсз 
ва чизик тенгламасини янги системада ёзамиз.
A (.tiCOSa — у, sins) ' 2В (х, cosa — у, slna) (*, slna -f- у, cosa) -f- 

4- с  (*! sina -j- у, cosa)* + 2D (х, cosa — у, slna) + 2Е  (*, slna -+•
+ У1 cosa) + F  = О

ёки
Л,*? + 2 В ххгУх + С,у? + 2Dxxt + 2 Ехух + F  = 0, (11)

бунда Л „ В х, С,, £>,, Е х ва F  лар узгармас коэффициентлар 
булиб, В, = (С — Л) slna cosa #(cos*a — sin'a).

Янги системада ху купайтмали задни йукотиш учун (11) 
тенгламадаги В х нинг нолга айланишини таъминлаш керак. 
Бунинг учун биз а бурчакни ихтиёрий зканидан фойдаланиб, 
уни шундай танлаб оламизки, (11) тенгламадаги В х коэффи
циент нолга тенг булсин, яъни

(С — Л) sina cosa -f В  (cos*a — sln*a) = О
ёки

sin 2а + В  cos 2а — 0;

бу тенгликни sin 2а га булиб,
С — А + 2В dg 2а = О 

ни зосил циламиз. Бу тенгликдан
ttg2a =* — ( 12)

ни топамиз. Бу ерда В  =£ 0, чунки агар 5 = 0 булганда, даст- 
лабки ( 1) тенгламадаёк ху ли зад йук булиб, бу задни йу- 
Котишга зарурият колмас эди.

Демак, (12» формуладаи а бурчакни аникласак, янги сис
темада иккинчи тартибли чизикнинг тенгламаси содда

Ахх\ + С,уГ + 2D,*, + 2ZT,y1 + F t = 0 (13)
куринишга келади. Шундай килиб, иккинчи тартибли чизик 
тенгламасини бу усулда соддалаштиришда slna, cosa нинг кий- 
матини билнш керак; биз а бурчакни топиш учун (12) форму
лами келтириб чикардик. Бу формула ёрдамида slna ва cosa ни

о ctg2<«cos 2а = — - -± /1 + Clg‘ 2a
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ва
ШГ 1— cos2*, , , /  1 + cos2i 

Sina =  ± у -----q-----  COSa =  ±  (/  ----- 2-----

формулалардан топамиз.
А1исол.

5x* + бху + 5y2 -  16jc -  16y — 16 = 0
тенглама билан тасвирланган чизикнинг энг содда тенгламаси 
тузилсин ва бу чизикнинг графиги ясалсин.

Ечи ш.  Берилган тенгламада
АС — Вг = 5-5 — З1 = 16^=0

булгани учун, бу чизик марказий эгри чизик. Марказнинг 
координаталарини топиш учун (6) тенгламалар системасига му
вофик ушбу тенгламалар системасини тузамиз (марказ коорди- 
наталари номаълум булгани учун х0, у0 урнига х, у ёзамиз);

5х + Зу — 8 = 0, Зх -+ 5у — 8 = 0.
Бу системани ечиб, x0= 1, у0 = 1 ни топамиз.

Марказнинг бу координаталарини (8) тенгламага кУй«б, 
энг содда тенгламанинг озод ^адини аниклаймиз:

F t = - 8 1  - 8-1 -  16= -32.
Энди янги укларнн эски укларга параллел колдириб, коорди
наталар бошини марказга кучирсак,

5л* + бху + 5уа — 32 = 0
куринишни олади (49- § даги (7) тенглама).

Кейинги тенгламадан ху купайтмали *адни йукотамиз. 
Бунинг учун координата укларини а бурчакка буришимиз ке
рак. ( 12) формулага мувофик

ctg 2® = = ^ т^  = 0.

COS 2a = -- - Ctk'~'7 —- = 0,
±V 1 +

I . i / 1 — cos2a ■/ 2
Slna =  +  у  ----- 2-----  =  i  ~2~*

. f  1 - f  C O S  2 a  /  2
COSa =  ±  у  — — j ----  =  ±  L2~.

Бу ерда плюс ишора оламиз.
Бу *олда a = 45°, яъни

х = (*i -  у0; y = л~т +  Уд*
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Буларни кейинги тенгламага куйсак,
(•*! — yi)* + 6 - y  (xt — у,) (jc, -f- у,) -f- 5- 2"(^1 + У1) '—32=0

ёкн кавсларни очиб соддалаштирсак,
8x1 -f- 2у] — 32 = О

){осил булади. Бу тенгламани =1 куринишда ёзсак
булади.

Энг содда тенгламага асо- 
саи берилган чизикни ясаймиз.
Бунинг учун координата бо
шини О, ( 1, 1) марказга кучи- 
рамиз) янги уклар эски уклар- 
га параллел (ва ХО, У система- 
ни а = 45° га буриб, x,Oty , 
системани ясаймиз, бу систе
мада берилган чизик тенгла
маси энг содда куринишда 
ёзилган; шунинг учун *осил 
булган эллипсни унинг тенг- 
ламасига кура х,О,у, система
да чизамиз (87- чизма). Эгри
чизик чизилгандан кейин янги Укларни учирсак, берилган 
чизикнинг дастлабки системага нисбатан жойланиши куринади.

51-§. МАРКАЗСИЗ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИНИ СОДДАЛАШТИРИШ

Ах2 + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F  = 0 ( 1)
тенглама марказсиз эгри чизикни тасвирлайди деб фараз ки- 
лайлик. Бу *олда

Ь = А С -  В2 = 0.
Координата укларини (12) формула билан аникланадиган 

бурчакка буриб, ( 1) тенгламани янги -ViO,y, системада
A\Xi + C,yi -f- 20,jc, ■+■ 2£y, -f- /• = 0 (14)

куринишга келтирамиз. Бу тенглама билан тасвирланган чи
зик ( 1) тенглама билан тасвирланган чизикнинг узи булгани 
учун бу ^ам марказсиз эгри чизикдир.

49- § даги баёнотга мувофик (14) тенглама учун 49- § да- 
ги ( 10) тенглик

Л,С, = 0
куринишни олади.
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Бу тенгликдан ё И, = 0 ёки С, = 0. Дастлаб Ахф  0, С, =0 
деб фараз киламиз. Бу золда (14) тенглама

Ахх\ +  2D,xt + 2Ехух + F  = 0 (15)
куринишни олади. Бу тенгламани у, га нисбатан ечамиз:

ёки

v _  Л, 2 0 , F
У| ~  ~  Щ  Xl ~  2Г, ~  Шх

деб белгиласак.
у, = ах] + Ьхх+ с

зосил булади. Бу куринишдаги тенгламани биз IV боб, 29- § 
да курган эдик. Бу тенглама симметрия уки Оу укка парал
лел булган параболами тасвирлайди.

Агар (15) тенгламада Е х — 0 б^лса, у
Аххх 4* 2Dxxt 4“ F  = О 

куринишда булиб, буни хх га нисбатан ечсак.

- D , ± K ° i - A F
*»■------------Ъ —

зосил булади. Агар D\ — A F > 0  булса, (16) нинг Унг томони 
закикий сон булиб, у Оух укка параЛлел булган иккита тугри 
чизикни тасвирлайди. Демак, (14) тенгламада Ах Ф  О, Сх = О 
ва Е х = 0 булса, у тенглама Оу, укка параллел булган иккита 
тугри чизикни тасвирлайди.

Агар (16) тенгликда D\ — AXF  = 0 булса, бу тугри чизик
лар устма-уст тушади.

Агар D? — AXF  < 0 булса, (16) нинг унг томони комплекс 
сон булади ва закикий сонлар текислигида зеч кандай гео- 
метрик образни тасвирламайди.

Демак, А хФ0, С, = 0 булганда (14) тенглама симмет
рия уни ординаталар уцига параллел булган параболани 
ёки Оу, ущ а параллел булган иккита (хусусий %олда 
устма-уст тушадиган) тугри чизикни тасвирлайди, ёки 
%еч цандай геометрик образни тасвирламайди.

Шунга Ухшаш, (14) тенгламада Л, = 0 ва С, Ф  0 деб фа
раз этилса, у тенглама ё симметрия уни Одг, унна парал
лел булган параболани, еки Охх унн<* параллел булган 
иккита (хусусий * олда устма-уст тушадиган) тугри чи- 
зинни тасвирлайди ёки %еч ниноаи геометрик образни тас- 
вирламайди.
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Мисол.
2хг — Аху + 2у* 4- 5х + бу -  7 = О

тенглама билан тасвирланган чизик тенгламасини каноник ку- 
ринишга келтирилсин ва чизик ясалсин.

Ечиш .  Берилган тенгламада
АС — В 3 = 2 2  — ( —2)* = О

булгани учун бу тенглама марказсиз чизик тенгламасидир. 
Шунинг учун дастлаб тенгламадаги ху ли задни йукотамиз. 
( 12) формулага мувофик

. 0 А — С 2 - 2  п 
ctg 2а = ~2й~ = ТГТ = °*

О  Ctg 2а пCOS 2а = --г .= = 0.
±-/\ +  ctgJ2i

Демак,
. ,  /  1 + cos 2з . 2 COSO =  ± у  --- 5—  =  ± 2-у-,

. , л/  1 — cos 21  f/"2sins — i  j- 2 == ± 2 ’

Arap slna, cosa учун плюс ишорани танлаб олсак,
a = 45°

булади.
Утиш формуласига кура

X = X cosa — У sina = i-у? (X  — К), 

у — X  slna -f Y cosa = (X  -+ Y),

x, у нинг кийматларини берилган тенгламага куямиз:

/ "2
2-\-(Х -  К)г - 4 4 ( * г~  К2) + 2 - 1 (*  + Y)3 +

X ( X - Y )  + - L ( X  + Y )~  7 = 0,
V 2

буни соддалаштирсак,

4у' + ^ х  + 7=ъу - 7 - 0 
куринишга келади. Бу тенгламадан X  ни топамиз: 

_  7  / ~ 2  4 / 2
*  = 0 - 1 / L / K - +  ’  у).

11 11 V 4 /  2 I
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Бу тенгламада тула квадрат ажратиб ёзсак:
2 2 5 / 1  4 / 1  / у  

352 11 \ +  8 /  2/’

Энди янги укларни ХОУ  система укларига параллел *олда 
олиб, координаталар бошини

о fgj-Q _ _LJ
1V 352 ’ 8 / 2  /

нуктага кучирамиз; бу ^олдг 
утиш формулаларн:

х 1= Х - 2̂ 5 у/Г 2 , у  ,=  К + - 4 = -
1 352 8 / 2

Бу системада кейинги тенглама

11 У1

88- чизма.

куринишни олади.
Бу тенгламага асосланиб, 

берилган тенглама билан тас
вирланган чизикни ясаймиз 
(88- чизма).

Машцлар
у 1. Куйилаги эгри чизикларнинг марказлари коорлинаталарини топинг.

1) 2х* + 5ху + 2 у*— 6 х— 3 у— 2) 5 х * + 4 х у + 2 уг + 20х + 2 0 у -
—8 = 0; —18 = 0;

3) 2дг’ — 6 ху -f- 5 yJ+22х—36у+ 4) 2хг + 3 у2 — 4 дг +  6 у — 7 = 0;
—|— 11 = 0*

5) х + у — 2х  + З у  — 1 =0; 6) 9 х —  30дгу+25у2+ 8 jr— 12у=0.

2. Коорлината Укларини параллел к^чириш билан куйидаги тенглама
ларни соллалаштиринг.
1) х1 — у2 + 2 х— у = 0;
3) 2 х — 3 у2 — 6 х +  6 у + 2,5 = 0;

2) хг + 2 у1 — 4 х — 8 у + 8 = 0;
4) 5 х* + 6 у* + 20 х +  24 у -f 40 = 0.

3. Коорлината Укларини параллел кучириш билан куйидаги тенглама
ларни- соллалаштиринг.
1) у- — 5 х  + 2 у +  1 = 0;
3) х* + 6 х — 3 у + 3 = 0;

2) х1 — 4 *  — Зу  + 4  = 0;
4) у ’ — 3 дг — 8 у + 1 = 0.

4. Координаталар бошини марказга кучириш усули билан куйидагн 
тенгламаларни соддалаштирннг.
1) 6дг*+ 4 ху+  уа + 4 х— 2 у+  2 = 0; 2) 4 дг* ± 6 дгу + у1 — 10 дг — 10 = 0;

" 10у+ 9 = "  “  * * ЯЙ~~3) 4 х?+ 2 д :у + 6 у*-j- 6 л 
-  0; 4) 2х* - 6  ху + 5 у *+ 22 х — 36 у + 

+  11= 0.



5. Куйидаги тенгламалар билан тасвирланган эгри чизикларнннг энг 
содда тенгламаларини тузинг ва чизикларни ясанг.
I )  3 ж2— 2 ху+3 у2—4 х— 4у — 12=0;

3) 5хг— 12 лгу— 22 дг— 12 у -  19 = 0;
5) 4 дгу+ 3 у2+ 16 JC-+- 12 у -  36 =  0;

7) 4 х*+ 24 ху+  11 у*+ 64 х+  42 у+
+  51 = 0;
9) 8 jc24- 4 дгу+5 у2+16 дг+4 у—28=0;
I I )  9jr2— 24 лгу+ 16 у2—20*+110у- 
- 5 0  = 0;

2) 5 .г‘ + 4 ху+  8 у2— 32 х -  56 у+
+ 80 = 0;
4) хг + 2 ху+  у2 — 8 х+  4 = 0;
6) 19лг*+6л:у+ 11у2+38лг+6у +
+ 29 = 0;
8) 7 jc 2+ 6  лгу+32 у2— 14 дг-60у +7=0;

10) ж2—бдгу—7у2+10дг-30у+23=0;
12) 9 лг2+24 лгу+ 16 у2— 18л:+226у+ 
+ 209 = 0.



И К К И Н Ч И  К И С М  
ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

Саккизинчи боб
ФАЗОДА КООРДИНАТАЛАР МЕТОДИ 

ВА ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ
52-§. ФАЗОДАГИ ТУГРИ БУРЧАКЛИ 

КООРДИНАТАЛАР СИСТЕМАСИ

Векторлар .\акида сузлашдан олдин фазодаги Декарт еис- 
темасини баён этамиз.

Фазодаги нуктанинг урнини аниклаш учун бир-бири билан 
тугри бурчак *осил килиб кесишадиган учта ABCD, y41̂ lC1D1 
ва A.BiCjD-, текисликлар оламиз (89- чизма). Бу текисликлар- 
ни координата текисликлари деб атаймиз. Координата те- 
кисликлари учта Ох, Оу, Oz тугри чизиклар буйича кесишади, 
бу чизиклар координата уцлари дейилади ва Ох ук абсцис
салар уци,Оу ук ординаталар уци ва Oz ук аппликаталар 
уци деб аталади. Бу учта укнинг кесишган нуктаси 0 коор
динаталар боши дейилади.

Координата текисликлари узаро кесишиб, фазони саккиз 
буланка булади. Фазонинг бу булаклари октантлар  дейи
лади. Улар 89- чизмада рим ракамлари билан (I — VIII) кур- 
сатилган.

Координата укларида стрелка билан курсатилган йуналнш- 
лар мусбат йуналишлар сифатида кабул килинган.

Биз тасвирлаган координаталар системаси фазодаги тугри 
бурчакли Декарт системаси деб аталади. Фазодаги .\ар кан
дай нуктанинг урни бу системага нисбатан учта сон билан 
аникланади. Фазода бирор М  нукта ва маълум масштаб бе
рилган булсин (90- чизма).

Бу нуктани координата Укларнга проекциялаймиз, яъни 
ундан координата текисликларига перпендикуляр текисликлар 
утказамиз. Уларнинг координата Уклари билан кесишиши на- 
тижасида М  нинг Р, Q, S  проекцияси .\осил бслади. М нукта 
берилса, Р, Q, S  нукталар дар.̂ ол аникланади ва, аксинча, Р, Q, S  
нукталар маълум булса (90- чизма), проекциялари шу уч нукта
дан иборат нуктани топиш осон. Демак, М нуктанинг вазия- 
тнни аниклаш масаласи унинг координата укларидаги Р, Q, S 
проекцияларини аниклаш масаласига келтирилади. Биз коор
дината Укларида жойлашган Р, Q, S  нукталарнинг вазиятини
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сонлар билан аниклашни биламиз. Уклар буйлаб йуналган
учта OP, OQ, OS кесманинг мнкдорларнни х = ОР, у = OQ, 
z — OS деб оламиз, х сон, яънн М  нинг Ох укдаги Р проек- 
циясининг координатасини М  нуктанинг биринчи координатасн 
сифатида кабул килиниб, М нинг абсциссаси дейилади. Q

проекцнянинг координатасн у сонни 
М  нинг иккинчи координатасн ёки 
ординатаси дейилади. Шунингдек, z 
сон М  нинг учинчи координатасн ёки 
аппликатаси дейилади.

Шундай килиб, фазодаги зар кандай М нуктанинг урни 
учта х, у, z сон билан (нуктанинг координаталари билан) 
аникланади ва, аксинча, зар кандай учта сон билан фазода 
бирор нуктанинг урин аникланади. Хакикатан зам бу сонлар- 
нинг бирини абсцисса, иккинчисини ордината ва учинчисини 
аппликата деб кабул килсак, Декарт системасида бу нуктани 
ясай оламиз. ВМ, СМ ва AM  йуналган кесмаларни йуналнш- 
лари координата укларининг йу- 
налншлари билан бир хил булган 
UP, OQ ва OS кесмалар билан 
алмаштирнш мумкин. Шунинг 
учун йуналган ОРАМ  синик чи
зик бугинларинннг микдорлари 
М  нуктанинг координаталарини 
ташкил этади. Демак, М  (х, у, z) 
нуктани Лекарт системасида ясаш 
учун маълум масштаб танлаб 
олиб, бу масштабда Ох укда 
ОР = х бирлик оламиз (д:<0 
булса, Р  нукта yOz текислнкнинг 
оркасидаги Ох нинг давомида
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булади); Р  нуктанинг учидан хОу текисликда Оу укка парал
лел чизик утказнб, унда РА = у бирлик оламиз (у < 0 булса, 
РА кесма xOz текнсликнннг чап томонида булади). Энди А 
нуктадан Ог укка параллел чизик Утказиб, унда AM  = z бир
лик оламиз (г < 0 булса, AM  кесма хОу текисликдан пастда 
булади, 90- чизма). AM  кесманинг М учи изланаётган нукта- 
дир.

Мисол. i4(l, 3, 3), В (— 2, 3, 0), С (0, 3, 5) нукталар ясал
син, MN  кесмани бирлик килиб оламиз. Бу нукталарнинг 
ясалпши 91- чизмадаги тасвирдан равшан куринмокда.

53- § ВЕКТОРЛАР

Математика, физика, механика, электротехника, радиотех
ника ва шунга ухшаш со){аларда икки хил микдорлар учраб 
туради. Бу микдорларнинг бир тури узининг сон киймати билан 
тула аникланади. Масалан, шаклнинг юзн, жисмнинг *ажми, 
температура, электр катталнк, зичлик каби микдорлар. Бун- 
дай микдорлар скаляр микдорлар дейилади. Иккинчи тур 
микдорлар узининг сон киймати билан тула аникланмайди, 
уларнинг тула аникланиши учун сон кийматлари билан бир 
Каторда йуналишлари *ам берилган булиши керак. Масалан, 
куч. тезлик, тезланиш каби микдорлар.

Узининг сон циймати ва йуналиши билан аницланадиган 
мицдорлар векторлар деб аталади.

Бу таърифдан геометрнядаги йуналган кесманинг *ар бири 
вектор эканлиги куринади. Векторлар а, Ь, с ёки А , В , С 
каби .\арфлар билан (босмада шу *арфлар куюк килиб (а), 
ёзмада эса устига чизикча куйнб (а) ёзилади) белгнланади. 
Агар вектор йуналган кесма билан тасвирланган булиб, А 
унинг боши, В  унинг кейинги учи булса, уни (92- чизма) АВ 
символ билан белгиланади; геометрияда вектор 92- чизмадаги 
каби йуналиши стрелка билан курсатилган кесма шаклнда 
тасвирланади. Бунда АВ кесманинг узунлиги векторнинг сон 
Кийматига тенг булиб, кесманинг йуналиши эса векторнинг 
йуналиши билан бир хил булади. Векторнинг сон киймати 
унинг модули ёки узунлиги дейилади ва а, АВ  каби чизик*
сиз ёзилади ёки |<4fi| символ билан курсатилади.

Векторлар бир-бирига параллел булса ёки бир тугрн чи- 
зикда ётса бундай векторлар коллинеар векторлар дейилади.

Агар иккита векторнинг: 1) модуллари тенг, 2) коллинеар,
3) йуналишларн бир хил булса, бундай векторлар бир-бирига
тенг дейилади. Масалан, (93- чизмадаги) АВ вектор А 'В ' 
векторга тенг, чунки бу икки вектор учун векторлар тенглиги
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таърифидаги учала шарт *ам бажариладн. Бу векторларнинг 
тенглиги

АВ  = А'В '
шаклда ёзилади.

Векторларнинг тенглиги ^ацидагн таърифдан параллел 
векторларнинг бошини бир нуктадан бошка нуктага кучириш 
мумкннлнгн келиб чикади. Векторларни 
уз-узнга параллел кучириб, уларнннг *ам- 
масини битта О бошлангич нуктага келтн- 
рнш мумкин (94- чизма).

Бошлангич нуктаси текислик ёки фазо-
В'

булган ва узунлиги ^амда йуналиши билан аникланадиган век
торлар озод векторлар дейилади. Биз векторлар алгебрасида 
асосан озод векторларни караймиз.

,А

94- чизма.

Математика, физика ва техннкада учрайдиган векторлар 
ва уларнинг турлн комбинациялари билан ишлай олиш учун 
векторлар устидаги турлн амалларни билиш керак. Биз кел- 
гуси параграфларда бу амаллар билан танншамиз.

51-$. ВЕКТОРЛАРНИ КУШИШ

А, В  вектор берилган булсин. Бирор О бошлангич нукта 
олиб бу векторларни О нуктага кучирамиз (95- чизма).

Таъ-жф. Икки А , В вектор йигиндиси деб, А ва В  цу- 
шилувчи векторларга ясалган параллелограммнинг умумий
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О учидан чиццан ОС диагоналдан иборат С векторга ай- 
тилади ва

С^=А + В  (1)
куринишда ёзилади (параллелограмм коидаси).

Агар А ва В  векторлар коллинеар булса, уларии умумпи 
бошлангич нуктага кслтирнлганда битта тугри чизикда ётади. 
Бу золда (1) йигинди алгебраик йппшдига айланади ва С 
нинг йуналиши А ва В  векторлардан кайси бири катта булса, 
Ушанинг йуналиши билан бир хил булади (А ва В  векторлар 
коллинеар булиб, узунлнклари тенг, йуналишлари эса карама- 
Карши булса, йитиди ноль вектор деб аталадиган алоз и да 
векторга тенг булади. Ноль векторнинг йуналиши аник эмас).

Параллелограммнннг карама-карши 
с томони булгани учун (95- чизма).

ОВ = АС
эканини курит цийин эмас. Бунга кара- 
ганда А векторга В  векторни кУшиш 

95- чизма. учун А векторнинг А учига В  вектор-
нннг бошлангич О нуктасини келтира- 

миз, В  векторнинг кейинги В  учи С нуктага тушади. О билан ->
С ни туташтирнб, ОС векторни зоснл киламиз.

Бу золда

ОА + АС=ОС.
Бу мулозазя векторларни кушишда учбурчаклар коидаси- 

дан фойдаланиш мумкин эканлигини курсатади.
У ч б у р ч а к л а р  коидаси.  Икки А, В  векторларни цу- 

шиш учун А векторнинг кейинги А учига В  векторнинг бош
лангич учини келтириб цуямиз. А векторнинг бошлангич 
О учи билан В  векторнинг кейинги В учини туташтира-  
миз. \осил булган О В  вектор А + В  векторга тенг (96- чиз
ма), яъни

А В  — С.
Векторларни кушиш куйидаги конуиларга буйсунадн.
1. Урин а л м а ш т и р и ш  к о и у н и. Икки А ва В  вектор

ларни цушишда уларнинг уринларини алмаштириш мумкин:
A -J* В — В  -f- А.

Бу конуннинг уринли экани параллелограмм коидасидан 
равшан куринади (96- чизма):

ОА + АС = ОВ + ВС
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Оки
А + В  = В  + А.

II. Г р у п п а л а ш к о и у и и. Бир неча векторларни цу- 
шишда уларни группалаб цушиш мумкин:

(А + В) + С = А + (В  + С) = А + В  + С,
яъни йигиндини кушиш учун кушилувчиларни кетма-кет ку- 
шиш керак. Хакикатан, А, В  ва С векторлар берилган бул
син. Уларни бнтта О бошлантч нуктага кучирамиз (97-чизма).

Энди А векторнинг А учидан бошлаб В  векторни куямиз
ва ОВ = А + В  векторни топамиз; сунгра ОБ векторнинг учи- 
га С векторни куйиб,

О С = (А  + В ) + С (2)
векторни топамиз.

Шаклдаги А векторнинг А учи билан С векторнинг С учи
ни туташтирсак,

А С -  В +  С.
Шунинг учун

ОС = А + АС = А + (В  + С).

(2) билан (3) тенгликларнинг чап томонлари битта ОС век
торни билдиради.

Демак,
(А + В) + С = А + (В  + С). (4)

Бундан векторларни кушишда кавсларнинг а^ампяти й^к 
экани келиб чикади. Бу конун векторларни кушишда куйида- 
ги купбурчаклар кондаси уринли эканини курсатади:

Бир неча векторни цушиш учун цушилувчи биринчи 
векторнинг охирги учига цуишлувчи иккинчи векторнинг 
бошлангич учини келтирамиз, ясалган цушилувчи иккинчи 
векторнинг охирги учига учинчи векторни цуямиз ва jf. к.
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jfосил булган синиц чизицнинг бошлангич нуцтаси билан 
охирги нуцтасини туташтирувчи вектор (ёпувчи вектор) 
берилган х;амма векторларнинг йигиндиси булади.

Масалан, 97- чизмада

А + В + С  = ОС.

55- §. ВЕКТОРЛАРНИ АНИРИШ

Векторлар алгебрасида айирнш амалини кушиш амалига 
тескарн амал деб каралади. А учдан чиккаи икки АВ, АС век
тор берилган булсин. Икки АВ, АС векторнинг айирмаси

В, В

деб, АС вектор билан йигиндиси АВ векторга тенг булган —►
СВ векторга айтилади (98- чизма) ва уни

АВ -  АС
шаклда ёзилади, бошкача айтганда, агар

АС + СВ = АВ
булса, у >;олда

СВ = АВ -  АС
булади.

98- чизмадаги АСВ учбурчакдан АС ва СВ векторларнинг
йигиндиси (ёпувчи вектор) АВ  вектор экани куринади. Демак,
ABCD  параллелограммнинг СВ диагонали АВ  вектор билан АС 
векторнинг айирмасини тасвирлайди ва айирма вектор айри-
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лувчи АС векторнинг С учидан камаювчи АВ  векторнинг В  
учига караб йуналган булади.

АВ - АС = АВ  + ( -  АС) 

булгани учун АВ  — АС айирмани топиш учун АВ  векторга —► -► 
(— АС) векторни кушиш керак, деган хулоса чикади. (— АС) 
вектор АС векторга карама-карши вектор деб айтилади.

Демак, СВ векторни топиш учун А нуктадан АС векторга
карама-каршн йуналишда ACt = — АС вектор олиб, А ВВХ С, 
параллелограмм ясаймиз. Параллелограммпинг ABt диагонали
СВ айирма вектор булиши равшан. Демак, АС векторни айи-
риш учун бу векторга тенг ва царама-царши йуналган ЛС, 
векторни цушиш керак (98- чизма).

1- мисол. Параллелограммпинг АС ва BD  диагоналлари
билан тасвирланган АС ва BD  векторларни унинг А В  ва AD 
томонлари билан тасвирланган а ва b векторлар оркали ифо- 
даланг (99- чизма).

Е ч иш .  1- усул.  Векторларни кушиш ва айириш коида
си га мувофик:

a -f- b = АС,—V
Ь — а — BD.

Аввал тенгликларни задлаб кушамиз, сунгра биринчи тенг
ликдан иккинчи тенгликни задлаб айирамиз:

2 b = AC + BD,
2а — АС — BD.

Демак,
AC — BD

Ь =

2

AC + B D
2

2- усул.  AC, BD  векторлар параллелограмм диагоналлари 
кесишган нуктада тенг иккига булинади, шунинг учун



Д АОВ дан:

еки

бу тенгликдан

Д  AOD дан

А О -  АВ = ВО

AC BD
2 а  —  2

AC — BD  а =  — л—

A O + O D =  AD
еки

, AC+  BD  Ь = -- 2---

2- мисол. ABC  учбурчак берилган. Ундагн D E  урта чизик 
учбурчак асосига параллел булиб, асоснинг ярмига тенг экани

исботлансин ( 100- чизма).
Р /\' Е чиш .  Берилган Д  ABC  да АВ,

АС томонларни АВ  = а, АС = b деб 
/ кабул киламиз- Урта чизик D E  ни

утказиб, AD  ва D E  векторлар лосил
киламиз ламда томонлари АС ва АВ  
векторлардан иборат параллелограмм 
ясаймиз. Бу лолда

7 f  -  АА1 -  а + ь АС ~  2 ~  2 '
Д  AD E  дан

-*• -* а 4- Ь 1 а
D E  =- А Е  — AD  = —2----2 2"'

Бундан:

|D £ |= i|a | .

Айтилганлар нсбот б^лди. 
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А В вектор билан бутун мусбат т  соннинг купайтмаси —► —► 
деб узунлиги \AB\-m га тенг, йуналишн АВ векторнинг 
йуналиши билцн бир хил С векторга айтилади ва

С =* АВ -т (5)

шаклда ёзилади. Агар т  < 0 булса, С векторнинг Нуналншн
АВ  векторнинг йуналишига карама-карши булади; чунки агар 
т  = — п десак, (5) тенглик

АВ-п + С = 0 (6)

куринишни олади. Бу тенглик С векторнинг йуналиши АВ-п 
векторнинг йуналишига карама-карши эканини курсатади. 

т  = 0 булганда

С = А В-т  = О 

булади, чунки таърнфга кура

| С | = | АВ  | • /и = | А В  | • 0 = 0.

Векторнинг бирор т ф  0 бутун сонга булнш амалини купай- 
тнришга тескари амал деб караймнз, яъни АВ векторнинг 
т  сонга нисбати деб АВ вектор билан —соннинг кУпайт-Ttl

' масига айтамиз:

—  -  АВ- -.т  т

АВБу таърифдан —  нисбат вектор булиб, унинг узунлиги АВ 
векторнинг узунлигидан т  марта киска, йуналишн эса ш >  0 

булганда АВ  векторнннг йуналишн билан бир хил, т  < 0 бул
ганда эса АВ  векторнннг йуналишига карама-карши экани ке
либ чикади.

Векторни бутун мусбат сонга купайгирнш ва булиш таъ- 
г рифидан унинг ^ар кандай рационал сонга купайтириш мум
кин эканлигини куриш кийин эмас.

56- §. ВЕКТОРНИ СОНГА КУПАИТИРИШ ВА БУЛИШ
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Хакикатан зам, бирор рацнонал сон булсин. А В  вектор

ни ~  сонга (пф  0) купайтирнш, яъни АВ  векторнинг т  га 
купайтмасини п га булиш демакдир:

—>
. g  m _ АВ-т

п ~  п '

АВ  векторни зар кандай закикий сонга купайтирнш зам 
маънога эга; биз буни исбот этмаймиз.

Энди (6) тенгликда а = у  (Э ф 0) деб фараз килсак, у
золда (6) тенглик

Л Д у  + С = 0
ёки

А В* + С-$ = 0 (7)
куринишни оладн (в, р закикий сон).

Агар икки ёкн бир неча вектор (7) куринишдаги тенглик 
билан богланган булса, бундай векторларни кизицли боглиц 
векторлар деб атаймиз. Чизикли боглик векторларнинг бири- 
ни колганлари оркали ифодалаш мумкин. Масалан, (7) тенг
ликдан —>

с  = ^jr» (Р Ф  0).
яъни С вектор АВ вектор оркали ифодаланади. Иккита чизик
ли боглик векторлар бир-бирн билан коллинеар векторлар 
булади ва аксинча.

Векторни сонга купайтирнш куйидаги конунларга б^йсу-
нади:

1. Урин  ал м а ш т и р и ш  конуни:

АВ-П—П'АВ.
2. Г р у п п а л а ш  конуни:

т  (п АВ) = (пт) АВ.
3. Т а к с и м о т конуни:

(А + В) п = Ап + Вп,
( т  + п) А = т А  + пА.

Бу конунларнинг уринли эканинн исбот килиш китобхенга 
топширилади.
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Векторлар йуналган кесмалар сифатнда таърифлангани 
учун лар кандай вектор маълум масштаб бирлигида улчаниши 
мумкин. А векторнинг йуналиши билан бир хил йуналишда 
б^лгаи ва узунлиги бир бирликка тенг векторнн А ° билан 
белгилаймиз. Узунлиги бир бирликка тенг булган вектор 
бирлик вектор дейилади. Демак, А° векторни А векторнинг 
бирлик вектори десак булади.

|Л| = Л булгани учун
А ~ А А °

экани равшан.
Бу тенгликдан:

А0 =
Б и тт а  текисликда ётган ёки би тта  текисликка па

раллел булган векторлар компланар векторлар дейилади.

57-§. ВЕКТОРНИНГ КОМПОНЕНТИ ВА ПРОЕКЦИЯСИ

АВ  векторнинг укдаги проекцияси деб, унинг боши А, учи 
булган В  нукталарнинг шу укка туширилган Аи В г проекция-
ларини туташтирувчи AtBi векторнинг А{В { микдорига, яъни
йуналган АлВ, кесманинг плюс ёки минус ишора билан олин
ган узунлигига айтилади ( 101- чизма):

пр АВ  = ± |A,Z?,|.

101- чизма. 102- чизма.

AtB t вектор билан укнинг йуналиши бир хил булса, (+ ) ишора 
олиннб, акс лолда ( —) ишора олинади. Векторнинг (яъни йу
налган кесманинг) проекцияси лакида исбот этилган (I боб, 9-§J 
теоремалар бу ерда лам уринли:

1) пр АВ = АВ cos f,
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2) Векторлар йигиндисининг бирор уцца туш прилган 
проекцияси — бу векторларнинг шу унца туширилган проек- 
циялири йигиндисига тенг:

пр (А + В  + С) = пр А + пр В  -f пр С.
Тугри бурчакли бирор координаталар системасининг О бо

шидан чиккан ОМ вектор берилган булсин. Бу векторнинг Ох, 
Оу, Oz уклардаги проекцияларини топамиз (\02- чизма).

Бунинг учун ОМ векторнннг М учидан хОу текисликка 
М Р  перпендикуляр туширамиз ва Р  нуктадан Оу укка парал
лел тугри чизик утказамнз. Бу тугри чизик билан Ох укнинг

■»
кесишган нуктаси М, булсин. Натижада Ох укда ОМ, вектор 
*осил булади. Бу вектор ОМ векторнинг Ох укдаги компонен
т а  дейилади. Шунингдек, Оу Укда йуналган ОМ2 = М ,Р

I ■ - »

кесма олиб, ОМ2 векторни ясаймиз, Oz укда ОМ3 = РМ  кесма
олиб, ОМ3 вектор ясаймиз. ОМ,, OMs векторлар ОМ вектор
нинг мос равишда Оу ва Oz уклардаги компонентлари булади. ► ■ 
Йуналган ОМ,РМ синик чизикнинг ёпувчи чизиги ОМ булга
ни учун

ом = дм, + м [р  + pm - дм, + ом, + ~ом3
ёки

М -  М х+ М 2 + М 3, (8)
яъни фазодаги х,ар цандай М вектор координата уцлари- 
даги узининг компонентлари йигиндисига тенг.

Векторни (8) куринишда тасвирлаш векторни компонент- 
ларга ёки ташкил этувчиларга ажратиш дейилади.

Координата Укларининг *ар бирн учун бирлик вектор олиш 
векторлар алгебрасида ва унинг татбикларида катта кулайлик 
тугдиради. Ох укдаги бирлик векторни I билан, Оу укдаги 
бирлик векторни j  билан ва Oz укдаги бирлик векторни k бн- 
лан белгилаш кабул килинган. /, j ,  Аг векторлар асосий бнр- 
л и к  векторлар ёки ортлар дейилади. М, вектор Ох укдаги 
вектор булиб, / вектор *ам Ох укда булгани учун

М = IX
деб ёзиш мумкин, бунда X нинг абсолют киймати М, вектор
нинг узунлиги (М  вектор билан I векторнинг йуналиши бир 
хил ёки турлича булишига караб, .V (+ ) ёки (—) ишорали 
булади). Шунга ухшаш

M2- J Y ,  M ,=  kZ
деб ёзиш мумкин.
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Mi, М ъ M3 компонентларнинг бу кийматларини (8) тенг- 
ликка кУйиб,

М = IX + JY +  kZ  (9)
тснгликни *осил киламиз. X, Y, Z  сонлар М векторнинг учи 
булган М нуцтанинг координаталари булиб, М векторнинг 
координата уцларидаги проекцияларидир. Координата боши
(О) билан М нуктани туташтнриб лосил килинган ОМ вектор 
Л1 нуктанинг радиус-вектори дейилади ва М (г) шаклида ёзи
лади (бунда г = ОЛ1).

Радиус-вектор г берилган булса, унинг охирги учи М  нук
танинг фазодаги урни X, Y, Z  координаталар аннкланишинн 
ва булар М  нуктанинг координаталарн экани (А\ Y, Z) кури
нишда ёзилишини биламиз. X, Y, Z  сонлар М  векторнинг 
проекциялари экани Af {A', Y, Z) куринишда ёзилади. Бу лол
да (9) тенглик

М \Х, Y, Z) = iX  + jY + k Z  (9>
куринишда ёзилади. (9) тенглик М векторни асосий /, J ,  k 
бирлик векторларга ёки ортларга ажратиш дейилади.

Радиус-векторнинг узунлиги параллелепипед диагоиалининг 
узунлигига тенг булгани учун ( 102- чизма):

г = |~дм | = / х 2 + к* + z2. (Ю) /
Мисол. Af (2, 3, 1) нуктанинг радиус-вектори ва унинг узун

лиги топилсин.
Ечиш.  М  нуктанинг радиус-векторини г билан белгилай

миз. Бу мисолда
Х  = 2, Y = 3, Z -  1.

(9) тенгликка мувофик
г = М {2, 3, 1) =2/ + Зу+Аг.

( 10) тенгликка кура
г = у/ 21 + 3* -г 1а - /1 4 .

58^§. ПРОЕКЦИЯЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН ВЕКТОРЛАРНЫ 
КУШИIII ВА АПИРИШ

А, В  векторлар проекциялари билан берилган булсин ва 
проекциялари мос равишда X t, К,, Z x ва Х 2, Y2, Z 2 булсин.
Бу лолда (9) тенгликка мувофик:

A {X it Yu Z1) = lX i + JY 1 + kZ1,
В [Х г, У2, Z2)= iX 2 + J Y 2 + kZt.
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Векторлар йнпшдисининг бирор Укка нисбатан олииган 
проекцияси кушилувчи векторларнииг шу Укдаги проекция- 
лари йигиндисига тенг экани бизга 58- § дан маълум. Бу теоре- 
мани берилган векторларга татбик кнлсак,

А + В  = /(X , + X t) + J  (К, + У2) + к (Z, + Z 2) 
булади. А + В  = С деб фараз кнлсак, кейинги тенгликни 
Л [Хг, Уи Z,} + В  [Хг, Уг, Z 2) -  С [X, + X 2f Yx + Yt, Z, + Z 2)
шаклда ёзиш мумкин. Демак, проекциялари билан берилган 
векторларни цушиш учун бир номли проекцияларни цушиш 
керак.

Мисол. Л|1, 3, — 1} ва В [2, 1, 4) векторлар йигиндиск 
топилсин.

Ечиш.
А{\, 3, - 1 ] = /+зу-Аг,
В [ 2, 1, 4} = 2/ + У + 4Л,

С = A + B  = 3 l+ 4 J + 3k.
Эслатма .  Проекциялари билан берилган векторларни 

Кушишда.айиришда куп^адларии кУшиш коидаси уринли.
Векторни сонга купайтирнш коидасига ва купайтиришнинг 

56- § даги 1 — 4- конунларига кура А (Х^, Ylt Z x\ векторни п 
сонга купайтирнш учун

А [Х и Уи Zl ) = tX1+ JY i + kZl
тенгликнинг иккала томонини п га купайтирнш керак:

пА [X lt У|, Z,} = l(n X 1)+ J ( n Y l) + к (nZx)
ёки

п А [Х х, Ух, Z,) = A [nXt, nYu nZx).
Демак, проекциялари билан берилган векторни п га купай- 

тириш учун %ар бир проекцияни п га купайтириш керак. 
Векторларни айириш масаласига утамиз:

А [Хи Уг, Z,} -  В  [Х2, У2, Z2) -  
= А [Хи Уг, Z,) + В [ - Х 2, - У 2, -  Z.) =

= С [Хг- Х 2\ У г -  У2, Z, -  Z,}
ёки

А — Д = /(X, — Х 2) J  (Уг — Yt)  + k (Z t -  Z 2),
яъни проекциялари билан берилган векторларни айириш. 
учун мос равишда бир номли проекцияларни айириш керак.

Мисол. А (г,) ва В (г2) нукталар берилган. Бу икки нукта 
орасидаги кесмани X нисбатда булувчи С (г) нукта топилсин 
(103- чизма).
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103- чизма.

Ечи ш.  Масаланинг шартига кура

~  = \ ёки АС = X СВ.
СВ

103- чизмадан:

АС = ОС — ОА = г — г,;
СВ = О В  - О С  «= г, -  г

зкаиини курамиз. Бу ифодаларни юко- 
ридаги тенгликка куйсак,

Г -  ГХ = X (г, -  г)
*осил булади. Бу тенгликдан г ни 
топамиз:

_____  Г |  +  Х г 3

1 + Х •

Изланаётган С нуктанинг радиус-вектори топилди.
Энди (11) формулани А (дг̂  уь г,),. В  (xt, yt, zt), С(х, у, г) 

нукталарнинг координаталарнга нисбатан ёзамиз.
Бунинг учун гх, г2, г векторларни проекциялари оркали 

ифодалаймиз:
Гх = ixx + J y x + kzlt г2 -  ix2 + J y x -f kzlt r  = lx + Jy  + kz, 

Буларни (11) тенгликка кУямиз:

tx + Jy  + kz = [ixx+Jyx +  kzx + \ (lx2 + jy 2 + kzt)

ёки
Iх + УУ + kz гя {/(дс, + )jc2) +У (yt + Xy2) + k(zx + Xz2)}.

Тенг векторларнинг проекциялари зам тенг булади. Ш у
нинг учун кейинги тенгликдан

(И)

•*1 + кх, .. Ух -f Ху3 _  _  z, +  Хг,
~Г+Г • У “  Т+7~* * “  Т+Х (12)

келиб чикади.
Вектор шаклидаги битта (11) тенглик проекциялари 

(координаталари) билан ифодаланган учта тенгликка тенг 
кукли экани равшан.

1-мисол. А (2, — 3, 4) ва 5(1, 3, — 5) нукталар орасидаги
2кесмани -j- нисбатда булувчи нуктанинг координаталари то

пилсин.
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Ечиш.  (12) формуладан фойдаланамиз: бу ерда
•*1 = 2, у! = -  3, г, = 4, _2
■*з =* 1, у2 — 3, г2 =•*— 5.

Демак,
2
з

У =

г =

1 +  А.

1

У| +  *Уз
' , + V- 3  +  3- —

1 +  *

2
Zi +  Xzg 4 + з  •(— 5)

1 + х “  2
,+ 3

_з_
5

_2_ 
5 •

2-мисол. Л (дг,, у „  г,), B (x 2,y 2,z2) нукталар берилган. Бу 
нукталар орасидаги масофа топилсин (104- чизма).

О нукта билан А, В  нукталарни бирлаштириб, бу нукта
ларнинг радиус-век- 
торларини ясаймиз. 
Изланаётган АВ масо
фани d билан белги
лаймиз:

\АВ\ = d.
Бу лолда

гх + АВ  = г2

ёки

АВ  = г 2 — гд.
Аммо
г, = txy + jy t -+ Аг„ 
г2 = /х2 +Уу2 + kz2. 
Демак,

АД = i(x 2-  xt) + J ( y 2 -  у,) + к (г2%-  г,).
( 10) формулага мувофик изланаётган d масофа (векторнииг 

узунлиги)

| АВ\ = d = /(дг2 -  д-,)2 + (у2 -  у,)* +  (z2 -  z,)2. (13)
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Масалан, А (5, 4, 2) па В(1, — 1, — 1) нукталар орасидаги 
масофа

d = /  (1 -  5)* + ( -  1 -  4)* + ( -  1 -  2р"= /50 -  5 / Г  
га тенг.

59-§. ИККИ ВЕКТОРНИНГ СКАЛЯР КУПАИТМАСИ

Икки А, В  векторнинг скаляр купайтмаси деб бу вектор
лар узунликлари купайтмаси билан улар орасидаги бурчак 
косинусининг купайтмасига айтилади ва А В  шаклда ёзилади.

Агар А на В  вектор орасидаги бурчакни <р билан белгила- 
сак, скаляр купайтма таърифнга кура

АВ  = ABcosy. (14)
Векторнинг укка туширилган проекцияси таърифига асосан

Л cost? = првЛ; Z?cos ? = прл Я.
Демак, (14) тенглик

А В = А прл В  = В  прв Л (15)
куринишда ёзилади. Бу тенгликка асосан икки векторнинг 
скаляр купайтмаси биринчи векторнинг модули билан ик
кинчи векторнинг биринчи вектор йуналиши буйича олинган 
проекцияси купайтмасига тенг. Агар А = А ° булса, (15) тенг
ликдан

А ° В  = 1 -пр̂  В  — прД1 В  (15)
келиб чикади. Яъни бирлик вектор би
лан jfap нандай векторнинг скаляр ку
пайтмаси векторнинг бирлик вектор 
йуналиши буйича олинган проекция- м 
сига тенг.

(15) тенгликка асосан икки вектср- 
иинг скаляр купайтмаси физика ва ме
ханика нуктаи назаридан кандай маъно беришнни курайлнк.
А/ материал нуктага К  куч таъсир этиб, бу нуктани МА = А 
кадар силжитса (105- чизма), F  кучнинг бундай силжиш нати- 
жасида бажарган иши

U  — А прл F  — A F .

Шундай килиб, A F  скаляр купатма физика ва механика 
нунтаи назаридан F  куч таъсири остида бирор М ну н тин и
МА векторга надар силжитишда F  кучнинг бажарган иши- 
ни билдиради.
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Векторларнинг скаляр купайтмаси куйидаги конунларга буй- 
сунади:

1. Скаляр купайтма урин алмаштириш цонунига буйсуна- 
ди, яъни

АВ  = В  А.
Хакикатан, скаляр купайтма таърифига кура:

АВ*= АВ cos (А, В),
А

ВА = BAcos(B ,A ).
Демак,

А В  = ВА.
2. Скаляр купайтувчига нисбатан скаляр купайтма 

группалаш цонунига буйсунади:
(А В )\  = А(В).) = (А1)В,

яъни скаляр купайтмани бирор X сонга купайтнриш (ёки бу
лиш) учун векторларнинг бирини X га купайтириш (ёки булиш) 
етарли.

дацицатан,
(Л-Х)Д=|Я|пРв(Л).).

Аммо,
прв (Л-Х) «  првЛ-Х,

Демак,
(ЛХ)Д= |Я|првД Х - ( Л Я ) Х .

(АВ)Ь = А(ВУ) тенглик *ам шунга ухшаш исбот этилади.
3. Скаляр купайтма тацсимот цонунига буйсунади, яъни 

%ар цандай учта А, В, С вектор учун
{А + В)С  = А С +  ВС

айният уринли. Бу цонуннинг тугри эканлигини исбот цилиш 
^чун (15) тенгликдан фойдаланамиз:

(Л + Д)С = Спрс(Л + Я)

€ки
(А  + В)С  = СпрсД + Спрев  = АС + ВС.

А. А, В  векторлар бир-бирига перпендикуляр булев ёки 
уларнинг камида биттаси ноль вектор булса, уларнинг ска- 
ляр купайтмаси нолга тенг ва, аксинча.
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Хакикатан, скаляр купайтманинг таърифига мувофик:
АВ = АВ cos?.

Бу тенгликда А, В векторлар орасидаги ? бурчак га 
тенг булса,

cos? = cos =* 0.

Шунннг учун АВ = 0. Агар Л = 0  ёки булса, айтилгаи
хосса уз-узидан равшан.

Аксинча, агар
АВ *= АВ  cos? =» 0 

булса, бундан ё Л = 0, ё В = 0 ёки
cos? =0, ? -  -у

келиб чикади.
Хусусий *ол: агар А = В булса, АВ = А А.
Биз АА = А1 деб ишоралаймиз ва А* ни А векторнинг 

скаляр квадрати деб атаймиз. Демак А* = Л*.
1- мисол. а, b ва с векторлар

а+£+с=0
тенгликни каноатлантирувчи учта бирлик вектор.

ab + Ьс + ас
скаляр купайтмалар йигиндиси лисоблансин.

Е ч иш .  Скаляр купайтманинг таксимот конуннга асосан 
а  + Ь + с = 0 тенгликнинг иккала томонини квадратга кута* 
рамиз:

а* + Ь- + с* + 2а6 -f 2ас + 2Ьс «  0.
Лекин,

а* = а а  cosO0 = а* = 1, ft2 = b* = 1, с* = с2 *» 1,
а2 + £2 + с* = 3.

Шунинг учун
о

ab + ас +Ьс = — ^
2- мисол. в, Ь, с вектор битта бошлангич нуктага келти- 

рилгандан кейин а билан Ь векторнинг учлари орасидаги ма
софа а билан с вектор учлари орасидаги масофага тенг булса, 
b + с — 2а вектор билан b — с векторлар узаро перпендикуляр 
экани исботлансин.
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Ечиш.  Масаланинг шартига кура В  А = СА (106-чизма) 
йуналган ВА ва С А кесмаларни векторлар деб караймиз. Бу 
Золда

В  А = а — b
С А = а — с.

Бу тенгликларнннг иккала томонини квадратга кутарамиз.

ВА2~ ( а - Ь ) \  СА2 = (а — с)*

чап томондаги ВА*, СА2 векторларнинг скаляр квадратларини 
билдиргани учун уларни узунликларининг квадратлари билан 

алмаштириш мумкин (А* = А2 ни эсланг).
ВА2= * (а - Ь )г\ С А* = ( а — е)*.

Масаланинг шартига Караганда
(а -  Ь)г = (а -  с)\

еки
0.

106- чизма.

(о — Ь)* — (а — сУ
чап томондаги квадратлар айирмасинн к$г- 
пайтувчиларга ажратамиз

(2a — b — с) (с — Ь) — 0
ёки

(ft + г — 2а) (Ь — с) = 0.
Демак b с — 2а вектор бнлан Ь — с вектор узаро перпенди
куляр.

3- мисол. ABC учбурчак берилган: АВ  = с, С А = Ь,СВ=а.
с* = a* -f Ь* — 2ab cos С

экани курсатилсин (107- чизма).
Ечиш.  Учбурчак томонларини 

(шаклда курсатилгандек) векторлар 
деб кабул к*'ламиз. Бу золда

с = а — Ь
Иккала томонни квадратга кутарамиз:

с2 = (а — Ь)2 = а 24- Ь'- — 2ab
ёки

с* = а г 4- b* — 2abcos С.
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4- мисол. ТуFpn бурчаклн тенг ёнлн учбурчакнинг уткир 
бурчакларн учларидан утказнлган медианалари орасидаги ут- 
кир бурчак топилсин.

Ечиш.  Д ABC да: ^  В  = 90°, АВ  = ВС  булсин. Учбурчак 
томонларида 108- чизмада курсатнлгандек векторлар оламиз. 
Бу лолда шаклдан

AD = с 4— 2” , ЕС = —f- а. В
Скаляр купайтма таърифига кура

A D -ЕС = A D -ЕС cos <g.
бунда ? медианалар орасидаги уткнр 
бурчак

_  AD ■ ЕС 
C0S<P АО Е С '

108- чизма.

Аммо

а Ь . ё с  = [с +  ®-)(-*. + в ) = 4  + «* + -т- + т =я

= -j- [2с* + 5 ас + 2аг\.

а, с вектор Узаро перпендикуляр булгани учун а с * 0. 
Бундан ташцари учбурчак тенг ёнли, демак,

с = а; 2с1 + 2а* = 4а*.
Буларни юкоридаги тенгликка кУйиб,

AD • ЕС = а*
эканини топамиз. Демак, тенг ёнли учбурчакда уткир бурчак- 
лар учларидан утказнлган медианалар бир-бирига тенг:

AD = ЕС.
Бундан,

A D E C  = AD*.
.Пекин

AD21

AC ЕС aa AD-ЕС ларнинг цийматларини эътиборга олиб, cos? 
ни лисоблаймиз: . . . .
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COS f  = =  T " =  0*8>

Демак,
f  = 36° 52'.

60-§. ПРОЕКЦИЯЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН ВЕКТОРЛАРНИНГ 
СКАЛЯР КУПАЙТМАСИ

Теорема. Проекциялари билан берилган
А = IX j 4* J Y j + kZx, В = 1Х3 4- J Y 2 4- kZ2

векторларнинг скаляр купайтмаси бу векторларнинг бир 
номли проекциялари купайтмаларининг йигиндисига тенг, 
яъни

АВ = Х хХ 2 4- У,У, 4- Z XZ2
Исбот. А ва В векторларнинг скаляр купайтмасини тузамиз:

АВ = (iXx 4- JYX 4- kZx) (1Х2 4- JY , +  kZt).
Бу тенгликнинг унг томонидаги кавсларни скаляр купайт- 

манинг таксимот цонунига мувофик очамиз:
АВ =  U XtX 2 + J JX xY3 4- lk X xZ 2+ j iY xX 2 + J JY XY2 + Jk Y xZ2+

4- kiZtX 3 4- k JZ xU2 4- hkZxZ2.
Ammo

// = j j  = kk = 1 • 1 cosO0 = 1, i j  = j t  = ik = kl = jk  = 0, 
чунки

i j  = i j  cos <? = I J  cos -y = 0.
Демак,

AB = X xX 2+ YxY2 + Z ,Z2. (16)
Теорема исбот булди.

Агар А = В булса, у *олда мос проекциялар *гм тенг бу
лади, яъни

ЛГ, = Х 2, К, = Y2, Z, = Z 2.
Бу *олда (16) тенглик А векторнинг узунлиги учун

A ' = X t + Y\+Z\  (16')
ёки

A =  / x \  +  Y \ + Z [ .  ( 16" )
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Золга келади. Бу формулани биз юкорида 58- § да бошка йул 
билан зосил килган эдик.

Агар бирлик вектор А °\Х , У, Z } нинг Ох, Оу ва Oz ук- 
лар билан зосил килган бурчакларини мос равишда а, [5, f би
лан белгиласак (109- чизма), у золда

X  = 1 cos а, У = 1 cos р, Z  = 1 -cos -у булади.
(16) формулага асосан 
cos*« + cos1? -f- cos2? = 1  (17)
келиб чикади. А = АА0 бул
гани учун cos о, cosP, CO Sf 
лар А векторнинг фазодаги 
йуналишини белгилайдн ва 
унинг йуналтирувчи косинус- 
лари дейилади. А векторнинг 
йуналтирувчи косинуслари(17) 
муносабат билан богланган.

А ° бирлик векторни ортлар 
буйича ёйсак, бу вектор

А 0 = /cosa -j-ycosjj + ftcos-f
шаклда ёзилади.

Агар А вектор билан В  вектор орасидаги бурчакни ? билан 
белгиласак, скаляр купайтманинг таърифига кура,

бу тенгликдан
АВ  = ЛВсов <р

АВ
С05? =  Ж

(16') ва (16") тенгликларга кура
Х\Х3-+■ y t Yj -h Z tZt

COS <p =
Vx]+ Y\ + Z\ / x \ + Y ] + Z l

(18)

Бу тенглик проекциялари билан берилган икки  вектор 
орасидаги  б у р ч а к н и  аниклаш формуласи дейилади.

Агар В  векторнинг йуналиши абсциссалар укннинг мусбат 
йуналиши билан бир хил булса, В  = I  деб фараз килиш мум
кин. Бу золда <р = a (А вектор билан Ох Ук орасидаги бур
чак) ва В ° векторнинг проекциялари Ага = 1, У3 = Z 2 = 0 бу
лади. Бунга кура (18) формуладан cosa ни топсак:

Т Ж Т Ш  (19)
булади.
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Шунга ухшаш B = J  ва В  = к деб фараз килсак, cos^ ва cos f 
нм топамиз:

к,
V x i+ y ' + Zf (19')

Ah Z,
COS f  =  -д- =  ---------

V X\+Y\+Z{
Arup A = i4° ва Д = # ’ деб фараз килсак, бу векторларнинг 
проекциялари уларнинг йуналтирувчи косинусларнга тенг бу
лади:

АТ, == cos а,, К, =cos3i, Z, = cosk,,
Х 2 = cos а,, = cos ?2. Zt = cos Тг-

(18) формуладаи фойдаланиб А° ва В ° векторлар орасидаги 
бурчакни йуналтирувчи косинуелар оркали ифодалай оламиз:

cos? = А °В 3 = cosajcosa, + cos?,cos?, + cos-f,cos-j2. (20)
Агар А ± В  булса, cos-j = 0. (18) ва (20) формулалар икки век
торнинг бир-бирига перпендикулярлик шартини беради. )\аки- 
катаи лам бу лолда (18) формуладан:

Х\Х2 4* Уi У2 4* ̂ 1^2 = 0;
(20) формуладан:

cos a, cos а2 4- cos р, cos 4- cos 4, cos f 2 = 0 булади.
1-мисол. Л = 3/ —У4-5Л ва B  = l  + 2J + 2k векторлар 

орасидаги бурчак топилсин.
Еч иш .  Бу мисолда Х х — 3, К, = — 1, Zx = 5, Х 2 = 1, К2= 2, 

Z 2 = 2. Векторлар орасидаги бурчакни ? деб белгилаймиз. 
(18) формуладан фойдаланиб cos? ни топамиз:

1-3 4- (— 1).2 + 5-2 11гп<ч а — . . ' Lm -  __— .
Y / з *  + (-  1)» + 5* V Гг +1* + 2* у 35-3

Демак,
? = arccos/-Д=.У 
т  \3 35 /

2-мисол. B  = l-\-2j + 2k векторнинг бирлик вектори то
пилсин.

Ечиш.  Бирлик вектор
/Г = /cos a +ycosP + Arcos-f

шаклда ёзилишини биз юкорнда курдик. Масалани ечиш учун 
йуналтирувчи косинусларни топишнмиз керак; (19) ва (19') 
формулалардан фойдаланиб уларни аниклаймиз:
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Cosa =
1* + 2* + i*

cos 7 =

1 cos? = у I* +- 2* + 2* 
_2_.

: 3 ’/1* -r 2* + 2*

демак, берилган 5 векторнинг бирлик вектори В 0 = ~  / +
2 2 н+ -3-У + -У*- Иуналтнрувчн косинуслар (17) муносабатни

каноатлантиришини курит ц-ийин эмас.
3- мисол. 1- мисолда берилган А векторнинг В  вектор йуна- 

лишида олинган проекцияси топилсин.
Ечиш.  Скаляр купайтманинг проекциялар билан берилган 

таърифига кура:
А В  = В  прв А

бу тенгликдан
„  я Л ВПРд Л — ^ ,

(16) ва (16") формулаларга мувофик
_ з-1 + ( _ 1 ) . 2 + 5-2 11 о 2

" р . л = = -  = 3 ~-

61- §. ИККИ ВЕКТОРНИНГ ВЕКТОР КУПАЯТМАСИ

Икки А, В  векторни бир-бирига скаляр купайтириш нати- 
жасида сон (скаляр) *осил булишини биз курднк.

А, В  векторни бир-бирига купайтириш натижасида вектор 
j jo c h .i  булиши >{ам мумкин.

Икки А, В  векторнинг вектор купайтма
си деб шундай С векторга айтиладики, бу 
вектор А, В  векторларга перпендикуляр бу
либ, унинг модули А ва В  векторлардан ясал- 
ган параллелограмм юзига тенг, йуналиши 
эса С векторнинг С укидан цараганда С век
тор атрофида А вектордан В  векторга энг 
кичик бурчак билан айланиши соат стрел- 
касига тескари булиши кера^ ( 110- чизма).

А вектор билан В  векторнинг вектор купайтмаси ЛХ#ёки 
\АВ\ шаклда ёзилада ва А билан В  векторнинг вектор ку
пайтмаси деб укилади. Таърифга кура бу купайтма

С = [АВ\.
Бу векторнинг узунлиги А ва В  векторлардан ясалган парал- 
лелограммнинг юзига тенг, яъни

А
С = |[АВ]| ■■ АВ  sin (Л, В),

tor
110- чизма.
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бундан
Л
i45<ir.

Бу тенгликдан А вектор бнлан В  вектор коллинеар булгани- 
да ёки бу векторларнинг камида биттаси ноль вектор булган 
Золдагина А, В  нинг вектор купайтмаси нолга тенг булиши
равшан куринмокда. Хакикатан, агар А И В  булса А, В  = О 

А
ва sin (АВ) = 0, бу золда

C « 4 5 s l n  0 °= А -В0  = 0.
Агар А «= 0 ёки В  = 0 булса, айтилган хосса равшан. Аксинча, 
агар

А
С = j4/?sin(.4, В) = О

булса, бундан, ё
А

sin (Л, В) = 0; А || В,
с

А = 0 ёки В  = О
булиши келиб чикади.

Агар А вектор билан В  вектор узаро перпендикуляр булса, 
у золда улар вектор купайтмасининг сон кийматлари купайг* 
масига тенг, чунки бу золда sin (А, В ) = 1 булади.

В е к т о р  к у п а й т м а  куйидаги  к о н у н л а р г а  буйсу» 
н а д и:

1. Вектор купайтмадаги купайтувчилар урнини алмаш,• 
тирса, вектор купайтма ( — 1) га купаядш

\ A B \ ~ -\ВА\.
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Хакикатан, агар А , В  вектор бир-бирига коллинеар булса, 
|ЛД| = 0. [ДЛ|«=0, бу золда \АВ\ — — [ВА\.

Энди А , В  вектор бир бнрига коллинеар эмас деб фараз 
Килайлик. Бу золда икки векторнинг вектор купайтмаси таъ- 
рифига кура \АВ\ замда \ВА\ векторларнинг сон киймати А 
ва В  векторлардан ясалган параллелограммпинг юзига тенг бул- 
ганн учун бир хил; икки векторнинг вектор купайтмаснни тас- 
вирловчи вектор йуналишнни аниклаш шартига кура (209- бет- 
даги таърифга каранг) \АВ\ ва \ВА\ векторлар бир-бирига 
карама-каршн йуналган. Демак,

\ А В \ ~ - [В А \
2. Скаляр купайтувчига нисбатан вектор купайтма груп

па лаш цонунига буйсунади, яъни
[ЛХ, В\ = \А, ).В\ = Х]ЛЯ|.

Хакикатан, А ёки В  векторни X га купайтирнш, А ва В  век
торлардан ясалган параллелограммнпнг А ёкн В  томонини X мар
та .чузиш* дсмакдир. Бу sea параллелограмм юзининг X марта 
„катталашганиии'4 билдиради.

3. А, В  векторлар йигиндиси билан С векторнинг вектор 
купайтмаси тацеимот цонунига буйсунади, яъни

\(А + В)С\ = \АС\ + \ВС\.
Хакикатан зам С ноль вектор булса, бу тенгликнинг бажари- 
лиши равшан. Шунинг учун С  Ф  0 деб фараз кнламиз. Бу зол
да С = С С °  деб ёзиш мумкин.

А, В  ва С° векторларни умумий О нуктага келтирамиз 
( 112- чизма) замда С “ векторга перпендикуляр Q текислик ут
казамиз. А, В  векторлардан параллелограмм чизиб, А + В  йи- 
гннди векторни топамиз.

Энди А замда А + В  — OD векторларнинг Q текисликка 
проекцияларини оламиз:

прдЛ = ОЛ,, прц(Л + В) = OD,

ОЛ, ва OD, векторларни О нукта атрофида соат стрелкаси йуна
лиши буйича 90° бурамиз. Натижада OAt вектор Q текисликда-
ги ОАг векторнинг, OD, вектор эса ОЦ, векторнинг вазиятина 
олиб ( 112- чизма) уларнннг узунликлари узаро тенг булади.

OAt = O A u OD, = ODj.

Агар ОЛ билан С° орасидаги бурчакни <? билан белгиласак, 
ОЛ2 = ОЛ, = ОЛ cos (90° -  ? ) = ОЛ sin ?'=  [ЛС°],
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чунки ОА2 вектор \АС° ] вектор купайтма таърифининг шарт- 
ларини каноатлантирадн; уч перпендикуляр лакидаги теоре
ма га асосан:

Z  АгСС° = Z  ADA  = -J-.

Шунннг учун, ОА2 вектор, ОА, ОС° векторлар текисли- 
гига перпендикуляр ва А 2 дан Караганда А дан С0 га энг 
кичик бурчак билан бурилиш соат стрелкасига тескарц йуна- 
лишда булади. Шундай килиб,

ОА, = [АС°\.
Шунга ухшаш

б Ъ г = [DC°\ -  [(А + Д)С°1. 

а Ъ 2 = [а Ь с °] = [ДС°].
Аммо шаклдан

OD2 = ОА2 -f- A2D2 
эканини курамиз, яъни

[(Л + Я) С°\ = М С °] + (ДС3].
Бу тенглнкнннг иккала томонини С скалярга купайтирамиз: 

[(Л + В ) СС° = [АС°С1 + [fiC°Cl
ёки

(М  + Д) С] = [ЛС1 + [ДС].
Такснмот конунининг тугри экани исбот б^лди. Шунга 
Ухшаш

[С(Л + Я)] = [СЛ] + (СД]
эканини исбот килиш кийин эмас.
1- мисол. А (г) нуктага F  куч таъ- 

сир этади. Агар r  = 4a—b, F  = а + ЗЬ 
113 -чизма. булса, F  кучнинг О нуктага нисба

тан моменти ^исоблансин.
Ечи ш.  О нукта билан F  кучнн ^з ичига оладиган текис

ликка перпендикуляр йуналган вектор F  кучнинг О нуктага 
нисбатан моменти  дейилади, бу вектор учидан текисликка 
Караганда F  куч таъсирида айланиш соат стрелкасига тескари 
йуналишда булади (ИЗ-чизма). Куч моментини М билан бел- 
гиласак, унинг сон киймати М = Fp тенглик билан аниклана- 
ди, бу ерда О нуктадан F  гача булган масофа р дир.

г
/ - W
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Энди г ва F  векторлардан параллелограмм ясасак, унинг 
баландлигн р булади; шунинг учун F p  купайтма параллело
грамм юзини ифодалайди. Демак,

М = | rF\.
Шундай килиб, F  куч таъсир этган нуцтанинг радиус-век
тора билан F  кучнинг вектор купайтмаси кучнинг нуцтага 
нисбатан моментига тенг.

Масалада талаб килинган моментни ^исоблаш учун г ва F  
векторлар урнига, уларнинг а , Ь оркали ифодаларини куйиб, 
таксимот конунидан фойдаланамиз:

М  = \rF\ = [(4а — Ь) (а + 3£)] = 4 \аа\ — \Ьа\ + 12 [ab\ —
- 3 | ЬЬ\ = 13 [ой],

чунки
[ас] = [bb\ = 0, [ha] = — [ab\.
2- мисол. Учбурчакнинг икки томонн

берилган: ВС = 2р 5q, АВ  = Ър — 4q, 
бу ерда р, q узаро перпендикуляр орт- 
лар. Бу учбурчакнинг CD баландлигя f 
топилсин (114- чизма). 3

Ечиш.  Вектор купайтманинг такси
мот конуиига мувофик:

\AB BC\ = \(bp-Aq) (2p + bq)]*
-  №\pp\ + 25\pq\- 

-S\qp ]-20 [qq\;

[рр\ = \яч\ — 0; [ЧР] =  -  [pq\
аммо

булгани учун
[А ВВС \  = 33\pq\.

\AB-BC] вектор купайтманинг сон кийма~и АВ ва ВС вектор
лардан ясалган параллелограммнниг юзига тенг. Бундан бе
рилган учбурчакнинг S  юзи вектор купайтма сон кийматининг 
ярмига тенг:

5=  -^-\[АВ-ВС\\ = ™\\pq\ \ -  ™pq sin (pq)
л

ёки p — \ , q — \, sin (p. q) = sin 90° = 1, чунки p _\_q булгани 
учун

S  = -у-1 • 1 • 1 = 16 -у кв. бирлик.
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Эндн АВ томон узунлигини аниклаймиз:

\ЛВ\ = / ( Ър)* + ( -  4чУ = /  25р1 + 16<?' = /417 
Учбурчак юзинн бонщача оламиз:

± \ A B l\ C D \ - % i
бу тенгликдан

ICDi в  33 _  33
1 1  \АВ\ ~  /41*

3- мисол. ABCD туртбурчакнинг А В  ва DC томонларн О 
нуктада кесишгунча давом эттирилган. Агар АС ва/Шдиаго- 
иалларнинг урталаринн мос тартибда М ва JV нукталар билам 

белгиласак, OMN учбурчакнинг юзи ABCD 
туртбурчак юзининг туртдан бирини таш- 
кил кмлнши исботлансин (115-чизма).

Исбот.  О нуктани кутб деб олиб А,
В, С, D, М, N нукталарнннг бу кутбга 
нисбатан радиус-векторларинн мос тартиб- 
да гА, гв, гс, г0, гм ва rN билан белгилай- 
миз. ABCD туртбурчак юзи OAD ва ОВС 
учбурчак юзларининг айнрмасига тенг:

^ ^ A BCD —  $OAD ~~ S ОВС-
115- чизма.

Бу золда 2- мисолдагн каби 

**a o d  —  ~2 I \г а 'г о \ I ’ ^ в о е  ~ ~ 2  11г в г с11»

^ к о м  “  т И г л г л11»

демак,

$ a b c d  e  Я  1г л г о1 I “  11г в г с 1 11* ^

Эндн гу  ва гм векторларни гл, гв, гс ва rD вектор орка
ли ифодалаймиз. М нукта АС нинг уртаси, N нукта BD  нинг 
уртасн булгани учун

г  л — *"п г  В  +  r D
Г М ~~ 2 ’ r N

Демак,

| [ £ i T r £- • - Ц - 2- ] ! ”  т ! г д ,'»1 +  1г д го1 +
+ \rc r u\ + [rc rD\. Бунда [rA rB\ = \rc rD\ = Они назарга олсак
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^ЛОЖ ^  "8" I [ГА Го1 “Ь [ГСГд1 I — 8 ^ ГЛГо! (ГВГс11‘
Бу тенглик билан (*) тенгликни таккосласак

^ABCD = ^̂ Л’ОЛ!A BCD

Экани куринади.
62-9. ПРОЕКЦИЯЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН ВЕКТОРЛАРНИНГ 

ВЕКТОР КУПАИТМАСИ

А |Х „ Уи Zj) ва В \ Х 2, У2, Z t) векторлар берилган булсин. 
Бу векторларнинг вектор купайтмасини топамиз:

\АВ\ = [IXx + JYx + kZx] \1Х2 4- JY 2 + kZ2\.
Вектор купайтманинг тацсимот конунига кура унг томондаги 
Кавсларни очамиз: [ЛЯ] = [//] X xX t + [ i j\ Х хУ2 + [/Л] X xZ% 4- 
Н- [ J i I Уг** + \JJ\ УхУ* + [У*I У\7.2 + I М\ Zx*2 + №  Z,Y2+ -

Буни эътиборга олкб, (21) ифодани /, J ,  к лар буйича ёйиб 
чикамиз:
[АВ] = l ( y lZ i - Z i yi ) + j ( Z ]X t- X lZi ) 4- а д К , -  К Л ) .  (22)
Бу тенглнкнинг унг томонидагн кавслар ичидагн ифодаларни 
иккинчи тартибли детерминантлар деб карасак, у лолда унг 
томон учиичи тартибли детерминантни беради, яъни

(22) тенгликдан (А В ) вектор купайтмани тасвирловчн вектор- 
нинг координата укларидаги проекциялари

б^лишини курамиз.
Агар [ЛЯ] = 0 булса, ноль векторнинг проекциялари лам 

ноль булгани учун

(21)
Аммо

(22')

К^з -  Z ,Г2; Z jX .j- X tZ j ва Х хУ2 -  Г,А-2

У\Z2 — Zj У2 = О, Z|JVo — X tZ t = 0 ва 
Х ,У ,-  УгХ'2шш о,
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Аксинча агар (23) муносабат Уринли булса, у *олда 
A\XU Ylt Z t), В [Х 2, К2, Z 2}

векторларнинг вектор купайтмаси ?{ам нолга тенг булади.
Шундай килиб, агар А, В  векторлар коллинеар (бир-би

рига параллел) булса, уларнинг мос проекциялари пропор- 
ционал ва, аксинча.

1-мисол. Томонлари A = l  + 5J — 2k ва B  = 2i-3J-\-5k 
векторлар булган параллелограммнинг юзи топилсин.

Ечиш.  Икки векторнинг вектор купайтмасининг таърифига 
кура \АВ\ нинг сон киймати томонлари А ва В  векторлар бул- 
ган параллелограммнинг юзига тенг. Демак, изланаётган парал
лелограмм юзини 5 билан белгиласак,

S=\[AB\\.
Аммо (22') га кура 

[АВ\ =

Демак,

У *
5 - 2  

- 3  5
19/- 9 У -  13А.

S =» \[АВ\\=*у 19* + ( -  9)2 + ( -  13)* =
= /611 «24,7 кв. бирлик.

2-мисол. Учлари мос равншда А(3, 2, 4), В (  1, — 4,, 2) ва 
С (4, 1, — 3) нукталар булган фазовий учбурчакнинг юзи то
пилсин.

Ечиш.  АВ  ва АС векторларнинг вектор купайтмасининг 
сон киймати бу векторлардан ясалган параллелограмм юзига 
тенг, шуI ииг учун учбурчак юзи бу вектор купайтма модули- 
нинг ярмига тенг булади, яъни

■ Ш
- Т_ I IАВ АС] |.

Бизнинг мисолимизда.

А В = — 21 — b j — 2k, AC = i — j  — 7k.
Демак,

[AB AC\ =
/ У k

- 2  - 6  - 2  
1 - 1 - 7

40/ + 16y + 8k;

S , =  4 -  / 4 0 *  +  16* +  8* =  4 - К 1920
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ёкн {
Si =» 4 /30 кв. бирлик.

- 3-мисол. А (3, 4, — 3) ва 5(1, 2, 3) векторлар бернлган. 
| АВ\ = С векторнинг координата Укларидагн проекциялари 
топилсин.

Ечиш.  Вектор купайтма тузамиз:
i J

С = \АВ\ = 4
2

ёки

Демак,
С = 18/ — 12У + 2Л.

С (18, -  12, 2}.
63-§. УЧ ВЕКТОРНИНГ АРАЛАШ КУПАЙТМАСИ

Учта А, В , С вектор берилган булсин. [АВ\ вектор купайт
ма билан С векторни скаляр купайтириш ёкн вектор купай- 
тириш мумкин. Биринчи золда купайтма аралаш. купайтма 
дейилади ва

\AB\C ёкн (ABC) ёки ABC
куринишда ёзилади.

\АВ | векторни С вектор билан век
тор купайтмаси цуш вектор купайтма 
дейилади ва

\АВ\ X  С
(А Х В ) Х С

куринишда ёзилади.
Бу параграфда аралаш купайтма би

лан танишамиз. (АВ) вектор купайтма
вектор булади, бу вектор билан С векторнинг скаляр купайт
маси скаляр булади. Шундай килиб, \АВ\ С скаляр микдордир. 
Бу скаляр микдорнинг кийматини билиш учун \АВ\ С аралаш 
купайтманпнг геометрнк томондан текширамиз. А, В, С век
торлар компланармас векторлар булсин.

[А В \ = Е  деб фараз кнлсак, Е  вектор А ва В  векторлардан 
ясалган параллелограмм текислигига перпендикуляр век
тор булиб, унинг сон киймати бу параллелограмм юзига теиг 
(116- чизма). \ A B \ C ЕС  булгани учун скаляр купайтма таъ- 
рифига кура

Е С Епр£С
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Аммо
np£C = h

A, В. С векторлардан ясалган параллелепипеднииг баландли- 
гнни тасвирлайди; уни h билан белгилаймиз (С билан Е  ора
сидаги бурчак уткир бурчак булса h баландлик плюс ишора 
билан, утмас бурчак булса минус ишора билан олинади).

Шунинг учун
ЕС  = Еп р С  = ±ЕЛ

ку'пайтма абсолют кийматига кура параллелепипед асосининг 
юзи билан баландлигининг купайтмасини, яъни параллелепи- 
педнинг лажмини билдиради.

Бу лажм векторларнинг аралаш купайтмасини лисоблаган- 
да плюс ёки минус ишорали булади. Агар Е  вектор билан С 
вектор А ва В  векторлар текислигининг бир томонига жойлаш
ган булса, Е  билан С орасидаги бурчак уткир бурчак булиб, 
параллелепипед лажми плюс ишорали булади. Бу лолда Е  ёки 
С векторнинг учидан А , В  векторлар текнслигига Караганда Л 
дан В  га энг кичик бурчак билан бурилиш соат стрелкасининг 
ларакатига тескарн йуналишда булади: бошкача айтганда, А,
B , С векторлар Oxyz *унг“ Декарт системаси билан бир ном- 
ли сестема лисил к»лади.

Агар Е  вектор билан С вектор А, В  векторлар текислнги- 
нинг турли томонларнда ётса, Е  билан С орасидаги бурчак ут- 
мас булиб, лажм минус ишорали булади. By лолда А, В, С 
тартибда олинган векторлар асосий Oxyz система билан турли

номли система лосил килади.
Энди аралаш кУпайтманинг асо

сий хоссаларн билан танишамиз:
1. Купайтмада икки цушни век

тор урни алмаштирилса, аралаш 
купайтма ишораеини тескарисига 
алмаштиради.

\АВ\ С = — \BA\C\
\АВ\ С — — \АС\ В;
\AB\C = — \СВ\ А ва л- к.

117 -чизма. Хаки^атан лам А, В, С векторлар Ох,
Оу, Oz укларннинг жойланиш тарти- 

бнда олинган булсин (117- чизма).
Бу лолда А вектордан В  вектор йуналишига утиш, В  дан 

С га, С дан А вектор йуналишига утиш Ох дан Оу Укка, Оу 
дан Oz га, Oz у клан Ох укка утиш каби бажарилади, яъни А,
В, С векторлар асосий система билан бир номли системани
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ташкил кнлади. g t А, С\ А, С, В; С, В, А тартибда олингак 
векторлардан бундай бурнлишлар асосий снстемадаги соат стрел- 
каси йуналншда булади ва асосий система билан турли номли 
система *осил килади, демак, бу тартибда тузилган аралаш 
купайтма \АВ\ С аралаш купайтма ишорасига тескари булади.

2. А, В, С векторларнинг урин лар и доиравий циклда 
алмаштирилса, аралаш купайтма ишорасини узгартмайди 
(118- чизма), яъни

[А В\С = [ВС \А  = [СА\В.

Хакикатан *ам бу *олда ^осил буладиган векторлар асосий 
система векторлари билан замма вакт бир номлн булиши 117 
ва 118- чизмалардан яккол куринади.

3. Агар А, В, С векторлардан исталган 
иккитаси бир-бирига тенг ёки параллел (кол- C,f 
линеар) булса, уларнинг аралаш купайтмаси ([ 
нолга тенг, хусусий х,олда

\АА\В = [АВ\А  = \BA\A -  0.
Хакикатан, А вектор билан В  вектор параллел 118 -чизма.
булса, уларнинг вектор купайтмаси нолга тенг,
яъни

\АВ\С=\АА\С = 0.
Бу тенгликдаги \AB\C аралаш купайтмада А, В, С векторнинг 
Уринларини *ар кандай алматтирганимизда *ам купайтма ишо
расини ё узгартирадн ёки узгартирмайди, аммо унинг сон 
киймати бир хиллнгича (ноллигяча) колади.

4. Агар А, В  ва С векторлар компланар векторлар бул
са, уларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг.

Хакт-катан, бу *олда А, В, С векторлар бир текисликда 
ётадн дейнш мумкин, шунинг учун \АВ\ вектор купайтма А ва 
В  векторлар ётган текисликка перпендикуляр, бу демак С век
торга перпендикуляр. Векторлар перпендикуляр б\’лганда улар
нинг скаляр купайтмаси нолга тенг булишини бнламиз. Бундай

О

экани келиб чикади. 
Аксинча, пгар

[АВ\С = 0

[ЛЯ]С = 0

булса, \АВ\ вектор билан С вектор бир-бирига перпендикуляр 
булади, аммо \АВ\ вектор купайтма А векторга ^ам В  вектор
га чам перпендикуляр булгани учун А, В, С векторлар ком- 
плаиар векторлардир.
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Шундай килиб, А, В, С векторларнинг компланар булиши 
учун

МД|С = 0 (24)
булиши зарур ва етарлидир.

1- мисол. Агар а, Ь, с векторлар компланармас векторлар 
булса,

[ а + Ь h + с 1 с
2 • 2 J

+ А

экани исботлансин ва бу тенгликнинг геометрнк маъноси ту- 
шунтирилснн.

Ечиш.  Дастлаб тенгликнинг чап томонидаги вектор ку- 
пайтмага таксимот конунинн куллаймнз:

г-
Ь h

1 Г \ '- 7 Г  = Т  П«*1 + [ас\ + \ЬЬ\ + \Ьс\) с-^ ~

— 4* {|в*1 + \ас\ + [Ьс\\ (с + а).

Эндн чап томонга яна таксимот конунини куллаймиз:

[^ Т
h + с 1 с + а 1

2 1 2 8

\Ьс\ с + \ hc\а\ = -̂ --2\ab] с = -j-abc;

чунки аралаш купайтмаиннг
3- хоссасига мувофик |ай|а= 
*= \ас\с =» \асj а — \Ьс\ с = 0.

Масаланинг маъносини гео
метрнк нуктаи назардан бн- 
лнш учун а , b, с векторларни 
К'ирралар деб караб, парал
лелепипед ясаймиз (119- чиз- 

а + b ь 4- с ма), б у золда — — , —j —  ва
с ~t °  векторлар параллелепи
пед ёкларининг диагоналлари 
буйича йуналган векторлар бу
либ, уларнннг узунликлари мос 
диагоналларнинг ярмига тенг. 

Бу тенглик геометрнк нуктаи назардан кирралари а, Ь, с 
векторлар булган параллелепипеднннг О нуктасидан чиккан, 
ёклари диагоналларнинг ярмидан иборат векторлардан тузил- 
ган параллелепипеднннг зажми а, Ь, с векторлардан ясалган 
параллелепипед зажмининг т^ртдан бнрига тенглигинн бнлди- 
ради.
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2- мисол. ABCD туртбурчак томонларидан учтаси 

АВ =  а - 2 с ,  ВС =  3ft +  с,
— —*

CD =  5а  -Ь 6ft — 8с векторлар булнб, a, ft, с векторлар колли- 
неармас векторлардир; ABCD туртбурчакнинг ясси туртбурчак 
экани исботлансин.

Е ч и ш .  Туртбурчак ясси булиб, АВ, ВС, CD векторлар 
унинг томонларини ташкил этса, бу векторлар компланар век
тор булади. Аралаш купайтманинг 4- хоссасига кура

[АВ ВС\ CD =  а
Демак, мисолда берилган векторлар учун бу теигликнинг урин* 
ли эканини курсатсак, масала ечилган булади. Бу купайтмани 
тузамиз ва амалларни бажарамиз:

[АВ • ВС] CD =  [(а — 2с) (3Ъ +  с)] (5а +  6ft -  8с) =  (3 [аЬ\ +  
+  [ас] — 6 [cb] — 2 (сс|) (5а +  6ft — 8с) —

=  {31аЬ] +  [ас] -  6 [сЬ\ ) (5а +  6ft -  8с) =
=  15 [ab] а +  5 |ас] а  — 30 [cb \ а  +  18 [ab] ft +

-f- 6 |ас] ft — 36 |cft] ft — 24 |aft] с — 8 |ас] с -+ 48 [eft] с =*
=  — 30 |cft] a  -f 6 |а с |  ft — 24 [aft] с.

Бу тенглнкнинг унг томоннга аралаш купайтманинг 1- хос» 
сасини куллаймиз:

[АВ ВС] CD =  30 [ab] с -  6 |aft] с -  24 [aft] с =  0.

Бу тенгликдан АВ, ВС, СО векторларнинг компланар век
торлар эканлиги келиб чицадп. Аммо *ар бир олдннгн вектор
нинг охирги учи кейинги векторнинг бошлангич учи билан 
устма-уст тушганн учун бу туртбурчак ясси (битта текисликда 
ётган туртбурчак) булади.

64-§. ПРОЕКЦИЯЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН ВЕКТОРЛАРНИНГ 
АРАЛАШ КУПАИТМАСИ

А[Ху,  Уи Zj], В { Х 3, Y2, Z2), С IXз, r „  Z,}
векторлар узларннннг координаталарн билан берилган бул
син. Бу векторларнинг аралаш купайтмасини топайлик 62-§ 
даги (22) формулага мувофик, \АВ] вектор купайтманинг 
проекциялари

Уг У  г Zi z 2 Ai X,l
Z\  z . » А, Х2 » Уг Уг 1

ь
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детермннантлардан иборат. | АВ] вектор билан С векторнинг 
скаляр купайтмаси бу векторлар мос проекциялари к^пайтма- 
ларининг йигиидисига тенг эканини биламиз. Шунинг учун

[АВ]С =  ХЯ У\ У2 Zj Zj ху х2
Zx Z> + У3 х 2 +  z3 У г У2

CKII

\А В \С  =
X, Х2 
К, к,
Z, Z,

*3
у 3 (25)

Демак, проекциялари билан берилган учта векторнинг ара
лаш купайтмаси бу векторлар проекцияларидан тузилган 
учинчи тартибли детерминантга тенг. Бу детерминантнинг 
устун (йул) элементлари берилган векторлар проекцияларидан 
векторларнинг олинган тартибида тузилади.

(24) билан (25) тенгликларни таккослаб, А, В, С вектор
ларнинг компланар булишининг зарурий ва етарлик шарти

Уг
Z,

хг xt
у, У 3 
z , z3

=  0

- 1  4 - 3 - 1  2 - 3 - 1  2 - 3
3 - 6  12 =  2-3 1 - 1  4 =  6 0 1 1
2 2 11 2 1 И 0 5 5

тенгликнинг бажарилиши билан ифодаланишини к\>рамиз.
1- мисол. А { -  1, 3, 2 ), В {4, -  6, 2 ], С { - 3, 12, 11] век

торлар компланар вектордир. Хак'-'катан:

= 6 .0= 0.

2- мисол. А (2, 3, 4), В {1, —2, 2), С {3, —2, —5] вектор
ларнинг аралаш купайтмаси топилсин.

=  77.

3- мисол. Учлари A ( jc,, у,, г,), В (х ,, у2, г,), С (х 3, у3, г,) 
ва D (х4, у4, z4) нукгалар булган учбурчакли пирамиданииг 
*ажми топилсин.

Е ч и ш .  [АВ • AC] AD  аралаш купайтма битта А нуктадан

чиккан учта киррасн мос тартибда АВ, AC, AD векторлар 
булган параллелепипеднинг .^ажмига тенглигиии биламиз. Уч
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бурчакли ABCD пирамиданинг *ажми шу параллелепипед 
Зажмини булагига тенгдир. АВ  векторнинг проекциялари

x s — дг,, у2 — >'i ва z,, — г,; шунга ухшаш AC jx 3 — х и уа — у и

2S — z,} ва AD {xi — x u у4 — у,, г4 — г,). Демак,
ДГ2 ДГ, X j Х х Х х • •  ДГ,

У:* — У| У» — У1 У« -  У1 
z 2 — г, г» — г, г4 — г.

Хажмнинг мусбат сон билан ифодаланиши учун ±  ишорадан 
бирини детерминант ишораси билан бир хил килиб танланади.

65-§. КУШ ВЕКТОР КУПАЙТМА

Икки А , В векторнинг \АВ] вектор купайтмасини учинчи 
С векторга вектор купайтириш масаласини курайлик. Бу ку- 
пайтма | А В ] Х С  куринишда ёзилади.

Вектор купайтманинг таърифига кура \АВ\ вектор купайт- 
ма А, В векторлар ётган текисликка перпендикуляр вектор- 
дир. Шунга ухшаш [АВ] X С вектор купайтма \АВ\ вектор 
билан С вектор текислигига перпендикуляр векторни билдира- 
ди ва, демак, \АВ] X С вектор А ва В векторлар текислигида 
ётади.

[АВ\ Х С  вектор купайтма цуui вектор купайтма деб ата
лади.

Куш вектор купайтмани >{ксоблашда кулай форма топиш 
максадида [АВ] X С ни D билан белгилаймиз:

D =  [АВ\ X С.

D  нинг координата укларидагн проекцияларини Dx, Dy, ва Dz 
билан, А , В, С векторлар проекцияларини *ам шунга ухшаш 
белгилар билан белгилаймиз; масалан, А векторнинг коорди
ната Ук-ларидаги проекциялари А х, А у, А г булсин, 62- § даги 
(22) формулага мувофик [Л/?] вектор купайтманинг проекция
лари куйидагича булади:

А А А А А А
[АВ]Я = Ву Вг ; [АВ]У = '  ‘1 ‘ ‘ .г

в г в х ; [ АВ ] , = '  ‘дг ' 1 у
Вх в у

(22) формулани Dx учун яна бир марта куллаймиз: 
[АВ],  [АВ],



Унг томондаги \A B \V ва \АВ\г проекцияларнннг урнига улар- 
нинг кийматларини кУямиз:

£>, =  (АгВя -  АхВг) С, -  (АхВу -  А ЧВХ) Су =
=  Вх (АгСz +  А уСу) -  Ах (ВуСу +  ВгСг).

Бу тенгликнннг унг томонига АХВХСХ ни кушамиз ва айи- 
рамиз:

D, =  Вх (А ХСХ +  А уСу +  А гСг) -  Ах (ВХСХ +  В уСу +  ВгСг).
Проекциялари билан бернлган векторларнинг скаляр купайт- 
масини эътиборга олсак, Dx ни бундай ёзиш мумкин:

DX =  BX( A C ) - A X(BC).
Шунга ухшаш

Dy -  В у (АС) -  А у (ВС), D,  =  Вг (АС) -  Аг (ВС).
Энди куш вектор купайтмани тасв! рловчи D векторни унинг 
проекциялари билан ифодалаймиз:

D =  lD x +  JD y +  kD,.
Dx% D y ва Dz урнига уларнинг ифодаларини куйиб, уни 

(lBx +  JBy + k B , ) ( A C ) - l l A x +  JAy +  kAt ) (ВС)

шаклида ёзиш мумкин. Бу тенгликдан D вектор урнига к?ш 
вектор купайтмани олиб

[АВ\х Х С = *  В ( А С ) - А Ж )  (26)
эканини топамиз. Бу формуладан к^ш вектор купайтма икки
та вектор айирмасига тенг эканини курамиз: камаювчи вектор 
уртадаги В векторни цолган икки А, С векторнинг скаляр 
купайтмасига купайтиришдан * осил булади; айрилувчи век
тор эса А векторни цулган икки В, С векторнинг скаляр 
купайтмасига купайтиришдан * осил булади.

Бу коидани А, В, С векторларнинг бошка тартибда олин
ган куш вектор купайтмасига татбик кнламиз:

\ В С \ Х А = С [ В А \ - В \ С А ] ,  (27)
[ С А \ Х  В =  А [ С В \ - С [ А В \ .

(26) ва (27) формулалар к?ш вектор купайтмани зисоблашда 
катта кулайлик беради (26) ва 27) формулалардан А, В, С 
векторларнинг куш вектор купайтмасида бу векторларни дои- 
равай алмаштириш усули билан тузнлган куш векторлар ку- 
пайтмалари бир-бирига тенг эмаслиги куринади. Бундан таш- 
Кари (26) ва (27) теигликларни *адлаб кушсак,

[АВ\  Х С +  [SCI X А +  [ СА \ Х В  =  0
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эканини курамиз, яъни А, В, С векторларнинг доиравпй а л 
маштириш. усулда тузилган цуш вектор купайтмалари- 
нинг йигиндиси нолга тенг.

Кейинги тенгликдан
\АВ] Х С  =  А Х  [ДС) +  В X [СА]

ни *осил киламиз.
А, В, С векторларнинг куш вектор к$пайтмасида А =  С 

булган .40л ало.\ида а^амиятга эга. Бу ){олда (26) формула
\АВ\  X А =  В \ А А \  — А \ВА\

куринишни олади. Бундан В векторни топсак,
и _ А (ВА) | [АВ] X А /оо.

=  —Ji----- 1-------Ji— •

Бу теигликда А (ВА)  купайтма А вектор й$налишидагн век
тор булиб, (АВ)  X А вектор купайтма эса А векторга перпен
дикуляр йуналишдаги вектордир.

Мисол. А (3, 0, -  1], В {2, 4, 3), С [ - )  3, 2) ва D  (2, 0, 1) 
векторлар берилган. /

|/IZ?| х  С ва (А X С) (В х D)  лар ^исоблансин.
Е ч и ш .  (26) формулага мувофик:

[ А В ] Х С =  В ( А С ) - А  (ВС).

Проекциялари билан берилган векторларнинг скаляр к^пайт- 
маси учун чикарилган формулага кура (АС)  ва (ВС)  ларни 
^исоблаймиз:

(ЛС) =  3- (— 1)Ч-0-3 — 1-2 =  — 5;
(ВС)  =  2- ( -  1) +  4-3 +  3-2 =  16;

демак,
IАВ\  X С — — 5В — 16Л =  - 5 ( 2 /  +  4 /4 -3 * )  -  16 (3/ — Л) 

ёки
[АВ\ С=*  - 5 8 / - 2 0 У +  k.

Энди \А X С] \ B X D \  к^пайтмани ^исоблаймиз. B X D  ни 
Е билан белгилаймиз.

Бу *олда доиравий алмаштирпшни кУллаб,
(А X  С)  Е =  С (Е X А)

эканини топамиз. Е  векторни эътиборга олсак,
(А X  С) (В X  D) =  С ( \BD\  X A ) - C [ D ( B A ) -  B(DA)) .

Кавсларни очиб, скаляр к^пайтмага урин алмаштириш кону- 
нини кУллаймиз, бу *олда

(А Х С ) ( В Х  D) =  {АВ) (CD)  -  (AD) (СВ){
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ёки
(А В) (.AD)

(А X С) (В X О) =  (CD)

Бу мисолда
(ЛЯ) = 3 - 2  +  0 - 4 -  1-3 =  3; (AD)  =  3-2 +  0 0  -  1 • 1 =  5; 

(СВ) =* -  1-2 + 3 -4 + 2 -3  =  16; (CD) =  -  1-2+3  0 + 2 - 1 =  0. 
Буларни эътиборга олиб, детерминантни *исоблаймиз:

3 5
(А Х С ) ( В Х  D) 16 0 ■ — 80.

М аш цлар
1. Куйидаги нукталарми ясанг.

1) (3, 4, 5); 2) (2, - 3 ,  1); 3) (3, 3, 3); 4) (— 3. — 4, — 5V
2. Куйидаги нукталарми ясанг ва координата укларида жойлашувини 

сузлаб бери иг.
Ах (5, 0, 0); В, (a, U, 0) (а > 0); А,  (0, 8, 0); В, (О, Ъ, 0) (Ь >  Оу,

И3 (0, 0, 4); Вг (0, 0, с) (с >  0); At ( - 3 ,  О, 0); В, ( -  а , 0, 0 )(e  >  0)t 
Аь (0, -  5, 0); Вь (0, -  Ь, 0) (Ь >  0); А, (О, 0, -  6); В, (О, 0, -  с) (с > 0).

3 . Куйидаги нукталарни ясанг ва координаталар системасида жойланк- 
шини сузлаб беринг.

Af (3, 4, 0), N  (3, 0. 5), Р  (О, 5, - 1 ) ,  О (О, О, 0)

4. ABCD  туртбурчак — квадрат. АВ *амда DC векторлар; AD  *амда 

Г)С векторлар; AD  *амда ВС векторлар тенг була оладими?

5. ABCD ту-ргбурчак — ромб. АВ *амда ВС; АВ *амда DC вектор

лар; AD  *амда ВС векторлар тенг була оладими?
6. ABCD 'гУртбурчак — параллелограмм; О — унинг диагоналлари ке

сишган нуцта. АВ  =  р, AD =  q.

ВС, DC, AC, BD, ОС, АО, ВО, OB, DO

векторлар *амда СВ, CD, СА, DB, СО, DA, OB, DO  векторларни р  ва 
f  векторлар оркали ифодаланг.

7. А, В, С нукталар кандай жойлашмасии

А В +  В С +  СА =  О
эканини курсатинг.

8. ИхтиСрий ABCD туртбурчак берилган. Унинг диагоналлари уртала- 
рини туташтирувчи вектор, турт бурчак карама-карши томонларини ташкил 
Кнлувчи иккита векторнинг ярим йигиндисига тенг эканини исбот килинг.

9. Учбурчакнинг томонлари АВ =  с, ВС =  а, С А =  Ь, векторлардан 
иборат. Учбурчак бурчакларининг биссектрисаларига коллинеар векторлар
ни топинг.
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10. Ихтиёрий туртбурчак карама-карши томонларининг Урталари \амда 
иккита диагоналларининг Урталари кесмалар билан туташтирилган. Бу учти 
кесма бир нуктада кесишишини ва бу нукта уларнинг умумий урта нуктасй 
эканини исботланг.

I t .  ABCD тетраэдрда А учдан чнкь;ан кирралар АВ  =  Ь, ЛС = с  ва

A D  =  d  векторлардан иборат. Тетраэдрнинг колган кирраларнни, BCD ёк* 
нинг DM  медианаснни ва А учдан BCD ёкнинг огирлик маркази Q нукта*

га утказнлган -4Q векторларнн бу векторлар оркали ифодаланг (120-чизма).

12. а  =  46 — с, 6 =  1, с =  2, b}c  =  120’ берилган.

120 -чизма.

2 а2 — ЪаЬ +  ас  — 12
ифодани лисобланг.

13. А гар тУртбурчакнинг диагоналлари узаро перпендикуляр булса, 
унинг иккита карама-карш и томонлари квадратларининг йигиндиси бошка 
икки карама-карш и томонлари квадратлари йигиндисига тенг эканини исбот 
Килинг.

14. ABCDAiBxCxDi параллелепипеднинг А учидан чиккан учта вектор

берилган (121- чизма): АВ =  р, AD  =  q, AAt =  г.
Куйидаги векторларнн ясанг:

I) р + b + г; 2) р  + q +  j  г; 3) p + q — г ; 4 ) \ p + \ q  +  n

5 )—p—q +  Y r-
15. О нуктага узаро перпендикуляр йуналишда учта Р , Q, R  куч таъ- 

сир этади. IР  | =  4 кг; | Q | =  3 кг; | R  | =  12 кг. Уларнинг тенг таъсир 
этувчи кучининг кийматини топинг.

16. Иккита вектор берилган а  (3, — 2, 6 ), 6 {— 2, 1, 0). 1) а + Ь;
2) а — Ь; 3) 2а; 4) — -g- 6; 5) 2 а  +  36; 6) - j  а — 6 векторларнинг коорди-
пата Укларидагн проекцияларини топинг.

17. а (2, — 6, 3) векторнинг модули \исобланснн.

18. Иккита А (4, 3, — 1) ва В (— 2, 1, 3) нукта берилган. АВ Хам да ВА 
векторларнинг координаталарини топинг.

19. а векторнинг модули 4 га тенг булнб, вектор билан Ох, Оу, Ог ук- 
лар мос тартибда 45°, 60° ва 120° бурчак *осил килади. а  векторнинг коор
дината Укларидагн проекцияларини аникланг.
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Биз (1) тенгламани умуман сирт тенгламаси деб атаймиз.
(1) тенглама .v, у, г  узгарувчи координаталарининг бирига 
нисбатан ечнлади деб фараз киламиз. Масалан, (1) тенглама z  
га нисбатан ечилиши мумкин булсин, бу золда

2 =  ? (*. у)

деб ёзиш мумкин, бунда <?(х,  у) функция х, у  узгарувчининг 
бир кийматли ёки куп кийматли функциясидир.

Снртга берилган юкорндаги таърифга караб, куйидаги ху- 
лосани чикариш мумкин. Сирт ихтиёрий нуцтасининг коор
динаталари f ( x ,  у, z )=*0 ёки z  =  <р (jc, у) тенгламани 
цаноатлантирса ва сиртдан ташцаридаги нуцтанинг коор
динаталари цаноатлантирмаса, у л;олда уч номаълумли бу 
тенглама сирт тенгламаси дейилади (хусусий золда ^зга- 
рувчиларнинг баъзи бири тенгламага кирмаслиги зам мумкин).

Шундай килиб, фазодаги нукталарнннг геометрик урни деб 
Каралган зар кандай сирт бу нукталар координаталарини уз- 
tipo богловчи тенглама билан тасвирланадн.

Аксинча, х, у, z  узгарувчиларни богловчи зар кандай

Ф ( х ,  у ,  Z)  =  О

тенглама координаталари бу тенгламани каноатлантирадиган 
фазодаги нукталарнннг геометрнк урнини, яъни сиртнн аник- 
лайди.

Фазодаги сирт тенгламаси тузилган булса ёкн сирт тенгла
маси берилган булса, сирт бернлган деб зисобланади.

Юкорида айтнлган мулозазалардан фазодаги сиртнн тек- 
шириш иккита асосий масалани текширишга олиб келади:

I. Фазодаги бирор сирт узининг умумий хоссаси б 1лан нук- 
.таларнинг геометрнк урни деб берилган. Унинг тенгламасини 
тузиш керак.

II. Фазодаги бирор снртнинг тенгламаси берилган. Бу тенг» 
лама ёрдамида унинг хоссаларнни ва шаклини текшириш ке* 
рак. Биз шу масалалар билан шугулланамиз:

1- мисол. Координатлари берилган бир нукт&ан тенг узок- 
лнкда ётган фазовий нукталарнннг геометрик урни тенглама
сини тузинг.

Е ч и ш .  Масалани ечиш учун фазода Oxyz дан иборат туг
ри бурчакли Декарт координаталар системаси олиб, бу систе- 
мага нисбатан берилган нуктани С(а,  Ь, с) билан белги- 
лаймиз. Изланаётган геометрик урнининг ихтиёрий нуктаси 
AI (х,у ,  г)  булсин.

Мисолда таърифланган снртнинг умумий хоссаси

СМ = R
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тенглик билан ифодаланган, бунда R — узгармас сон. Икки 
Нукта орасидаги масофани топиш формуласидан фойдаланиб, 
СМ масофани аницлаймиз.

СМ = /  (х — а )* +  (у — Ь)* +  (z — с)*.
СМ нинг бу ифодасини юкоридаги тенгликка куямиз, сунгра 
иккала томонини квадратга кутарамиз. Бу *олда

(* - / У  +  (У -  b)' +  ( z - с ) 2 -  R2
тенглама *осил булади. Бу тенглама берилган геометрик 
Урин — сферанинг тенгламаси. С (а, Ь, с) нукта эса сферанннг 
маркази, R — унинг радиуси дейилади. Кейинги икки тенгла
манинг бир-бирига эквивалент эканини куриш кийин эмас.

Сферанинг маркази координаталар бошида булса, а — b =  
=  с =  0 булади ва сферанинг тенгламаси

х* +  у* +  z 2 =  R2
куринишни олади.

2- мисол. А (4, 0, — 3) ва 5 (1 ,  —5, 2) нукталардан бара- 
вар узокликда жойлашган нукталарнинг геометрик урни тенг
ламасини тузинг.

Е ч и ш .  Берилган икки А, В нуктадан баравар узокликда 
жойлашган нукта арнинг геометрик урни уларни туташтирув- 
чи кесмага тик булган текисликдир. Бу факт бизга элементар 
геометриядан маълум.

М (х , у, z) изланаётган геометрик урнннинг ихтиёрий нук- 
. таси булсин. Бу *олда таърифга кура

AM — ВМ
ёки

/  ( х - 4 ) * +  ( у - 0)* +  (г +  3)г =
* = V ( x -  1)*+ (у +  5)2 + ( г - 2 ) * .

Бу тенгликдан (иррацноналликни йукотиб соддалаштирсак)
6jc +  Юу — Юг +  5 =  О

тенглама хосил булади.
3- мисол. Сферанннг умумий тенгламаси кандай куриниш

да булишинн текширамиз.
1- мисолда радиуси R, маркази С (а, Ь, с) нуктада булган 

сферанинг тенгламаси
(х -  а)г +  (у -  ЬУ +  (г -  с)г =  R1 (2)

эканини курдик. Куйплган саволга жавоб бериш учун бу тенг
ламанинг чап томонидаги кавсларни очиб, ,\адларни тартиб 
билан ёзамиз:

л 2 +  у2 +  г2 -  2ах  -  2by - 2 cz +  (а2 +  Ь2 +  с2 -  R2) =  0. (3)
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20. а  (3, 12, 4} векторнинг йуналтирувчи косинусларини \нсо6ланг.
21. а векторнинг модули 2 га тенг булиб, Ох  ва Оу Уклар билан *о- 

сил килган бурчаги мос тартибда 60° ва 120°. а векторнинг Ог  Ук билан 
ташкил килган бурчаги *амда унинг координаталарини топинг.

22. а  ва ft векторлар узунлиги | а | =  4, | ft I =  5 булнб, улар орасидаги

бурчак <f =  g-- Куйидаги скаляр купайтмаларни топинг:

1) a f t ;  2) а»; 3) ft*; 4) ( а  +  ft)*; 5) ( а  - f t ) 1; 6) (4а  +  3ft)’j
7) (З а  -  2ft) ( а  +  Ь); 8) (2а  -  ft) (З а  -  2ft).

23. Ушбу айннятни исбот килинг.
( а  +  ft)* 4- ( а  — ft)* =  2 (а* +  ft*)

*амда унинг геометрик маъиосини текширинг.
24. р — b (а с) —  С(аЬ)  векторнинг а  векторга перпендикуляр эканини 

курсатинг.

25. а  *амда ft вектор орасидаги бурчак булиб, | а  | =  4, | ft | =» 3,
а +  Ь билан а  — ft векторлар орасидаги бурчакни цисобланг.

26. Учлари А  (— 1, — 2, 4); В (— 4, — 2, 0); С (3, — 2, 1) нукталар бУл- 
ган учбурчак берилган. Унинг В учидаги ички бурчагини *исобланг.

Й7. F  (2, — 3, 5} куч таъсирида материал нукта S  {5, — 3, 8} вектор
нинг бошлангнч учидан кейинги учига кучган. F  кучнинг бажарган ишини 
*исобланг.

28. F  (3, — 2,- — 5) куч таъсири остида материал нукта тугрн чизик 
буйича *аракат килиб М  (2, — 3, 5) нуктадан N  (3, — 2, — 1) нуктага куч
ган. F  кучнинг бажарган ншини *исобланг.

29. М (5, 3, — 7) нуктага таъсир этувчи учта куч берилган: /?, {3,—4,2}, 
/?j'{2, 3 , - 5 }  ва /?3{— 3, - 2 , - 4 }  Бу кучлар таъсирида М  нукта тугри чи
зик буйича царакат килиб N  {4, — 1, — 4) нуктага кучган. М  нукта N  
нуктага кучган пайтдаги тенг таъсир этувчи кучнинг бажарган ншини *и- 
собланг.

30. ТУртбурчакнинг учлари берилган: Л (1, — 2 ,2); В (1 , 4 ,0 ) ; С ( — 4,1,1) 
ва D  (— 5, — 5, 3). Бу тУртбурчакнинг АС ламда BD  диагоналларн Узаро 
перпендикуляр эканини исбот килинг.

31. Учбурчакнинг учлари берилган:
-4(1. 2, 1): в  ( 3 , - 1 ,  7); С (7, 4, - 2 ) .

Унинг ички бурчакларини \исобланг.
32. Учларининг координаталарн Л (— 9, 5; — 2; 0), В ( — 1; 2,5; 1) ва 

С (— 21 9; — 1) нукталарда булган учбурчакнинг 1) томонлари узунлиги,
2) бурчаклари, 3) AD  медианаси билан ВС томони орасидаги уткнр бурча
ги, 4) AD, BE  медианалар орасидаги утмас бурчаги ва 5) АВ  томонннинг 
АС томонига проекцняснни топинг.

33. Учбурчакнинг икки томоннни а (6, 3, — 2} ва ft {3, 5, — 8) вектор
лар ташкил килади. Бу учбурчакнинг юзини топинг.

34. ABC  учбурчакнинг А  учидан AD  медиана ^амда ВС томонни В  дан 
хисоблаганда Е  нуктада 2 < 1 нисбатда булувчи АЕ  тугри чизик утказнлган 
АВ  =  4, АС  = 3 ,  А =  120°. D AE  учбурчакнинг юзини *амда DAE  бур
чакнинг синусини лисобланг.

35. ABCD  пирамиданннг учта кнрраси АВ  (— 2, 3, 0}, АС  ( — 2, 0, 6}

ва AD  {0, 3, 8) векторлардан ташкил топган. Пирамиданннг *ажми ва D  
учидан туширилган баландлиги топилсин.
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Туццизинчи боб 
ФАЗОДАГИ СИРТЛАР ВА ЧИЗИКЛАР

66- §. СИРТ ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАСИ

Берилган Декарт системасида координаталари
/(дг, у, г ) - 0  (1)

куринишдаги тенгламани каноатлантирувчн нукталарнннг гео» 
метрик Урнн сирт деб аталади.

Снртга берилган бу таъриф жуда умумий булиб, (1) тенг* 
лама билан тасвирланган геометрнк Урин бир ёки бир неча 
нуктадан ёки бир-бирига жуда якин чексиз куп нукталар туп* 
ламидан иборат булиши ёки *еч кандай геометрнк образни 
тасвирламаслигн мумкин. Масалан,

Хг +  У* +  2* =  О
тенглама фазода факат биргина нуктани, координаталар боши
ни тасвирлайди.

!£l +  Ш  +  l£j =» з
X 1 у  1 Z

тенглама фазода зеч кандай чизикни ташкил этмайдиган чек* 
сиз куп ало^ида нукталарнннг геометрик Урнини тасвирлайди 
(улар 1 квадрантни тулдиради).

л* +  у* +  г2 =  — 1

тенглама ^еч кандай геометрик образни тасвир этмайди, тенг- 
ламанинг узи маънога эга эмас.

Шунинг учун (1) тенгламанинг чап томонидаги f  (х, у, г) 
функция маълум шартлар (узлуксизлик, дифференциалланув* 
чи ва з. к. шартлар) ни каноатлантиргандагина сиртни тас
вирлайди1.

1 Бундай шартлар дифференциал геометрия ва математик анализ курс-
ларида каралади. Бу масалалар билан кизикканларга узбек тилида М. А. С а
биров ва А. Я. Юсуповнинг .Дифференциал геометрия курси* ни тавсия ни* 
ламиз.
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Бу тенглама *ам сферанинг тенгламасидир. (3) тенглама х , у, 
г  узгарувчи координаталарга нисбатан иккинчи даражали ал
гебраик тенглама булиб, бунда х%, у2, z 2 нинг коэффициентла
ри бир хил (1 га тенг) ху, x z , уz  купайтмаларни уз ичига 
олган э^адлар тенгламада катнашмайди.

Аксинча, агар х, у, z  узгарувчи координаталарга нисбатан 
иккинчи даражали бирор алгебраик тенг. амада лг, у*, г* нинг 
коэффициент ари бир хил булиб, тенгламада ху, x z, y z  ку- 
пайтмали *адлар катнашмаса, бундай тенглама сферани тас
вирлайди. Хакикатан *ам, бундай тенгламанинг иккала томо
нини х1 нинг коэффициентига булсак, у (3) куринишга ке
лади.

Шундай килиб, берилган иккинчи даражали тенглама сфе
рани тасвирлаши ёки тасвирламаслигини унинг куринишидан 
билиш мумкин. Масалан,

х2 +  2у* +  Зг* — х  -f 4у — 5z +  6 =  О
тенглама сферанннг тенгламаси була олмайди, чунки х*, у3 ва 
z2 ларнинг коэффициентлари турлича.

■** +  У* +  -  2х +  4у +  82 -f 6 =  0.
Бу сферадир; унинг катталигини ва фазодаги урнини билиш 

учун радиусини ва марказининг координаталарини аниклаши* 
миз керак. Бунинг учун берилган тенгламани (2) куринишга 
келтиракГ;з. х  ли *адларнн олиб, уларни т^ла квадратга кел* 
тирамиз:

л* — 2х =  ( jc* — 2х +  1) — 1 <=* (х — I)1 — 1; 
у ва г  ли ^адларни *ам шундай киламиз:

У* +  4у =  (у +  4у +  4) — 4 =  (у  +  2)* — 4; 
z* +  8г =  (г* +  82 +  16) -  16 -  (2 +  4)* -  16.

Буларни берилган тенгламага кУямиз, у *олда
( * _ ! ) *  + ( у +  2)*+  ( г +  4)*= 15

>;осил булади. Бу тенгламадан курамизки, сферанннг маркази 
С (1, — 2, — 4) нуктада булиб, унинг радиуси R =  / 1 8  га 
тенг.

67- §. ЯСОВЧИЛАРИ КООРДИНАТА УКЛАРИГА ПАРАЛЛЕЛ 
ЦИЛИНДРИК СИРТЛАР

Сиртнинг тенгламасида г узгарувчи катнашмаса, унинг тенг
ламаси

f ( x ,  у) =  0 (4)
куринишда булади. Бу тенглама кандай сиртни тасвирлашнни 
текширамиз. х Оу текисликда (4) тенглама бирор L чизикни
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тасвирлайди (122-чизма) ва бу текисликда замма вакт z =  О 
булади.

Фазода эса, бу тенглама хОу текисликдаги проекциялари L 
чизик нукталари булган фазовий нукталарнннг геометрнк ур
нини тасвирлайди (бунда z  Ф  0). Бундай геометрнк Урин Oz 
Укка параллел булиб, L чизикни кесиб утувчи тугри чизик
нинг заракатланишидан зосил булган сиртни тасвирлайди. Би
рор уцци параллел  *олда цолиб бирор L чизицни кесиб 
утувчи тугри чизицнинг %а- 
ракатланишидан х^осил бул
ган сирт цилиндрик сирт 
деб аталади. Тугри чизик 
цилиндрик сиртнинг ясовчиси 
L чизик эса унинг йуналти- 
рувчиси дейилади.

Демак, (4) тенглама ясов
чиси Oz уцца параллел бул
ган, йуналтирувчиси хОу те
кисликда i4 ) ва Z — 0 тенг
ламалар билан ифодаланган 
чизицдан иборат цилиндрик 
сиртни тасвирлайди.

Аксинча, ясовчиси Oz укка 
параллел булган зар кандай 
цилиндрик сиртни F(x,  у) =  О 
тенглама билан ифодалаш 
мумкин. Хакикатан, F (х, у = 0  ва z  =  0 тенгламалар хОу те
кисликда бирор чизикни тасвирлайди. Бу чизикни йуналтирув- 
чи деб олсак F (х, у) = 0  тенглама фазода ясовчиси Oz укка 
параллел булган цилиндрик сиртни тасвирлайди.

Шундай цилиб, фазодаги сиртнинг тенгламасида z  цат- 
нашмаса, у тенглама ясовчиси Oz уцца параллел булган 
цилиндрик сиртни тасвирлайди.

Шунга ухшаш, агар те 1гламада х  (ёки у) катнашмаса, бун
дай тенглама геометрик нуктаи назардан ясовчиси Ох (ёки 
Оу) укка параллел булган цилиндрик сиртни тасвирлайди.

1- мисол. хг +  у2 — г2 тенгламада г катнашмаган. Демак, бу 
тенглама фазода ясовчиси Oz укка параллел цилиндрик сирт
ни тасвирлайди. Унинг йуналтирувчиси хОу текисликда

л2 +  у2 =  г! ва z  =  0

тенгламалар билан тасвирланган айланадан иборат.
Бу цилиндр доиравий цилиндр дейилади.
2- мисол.

122 -чизма.

Г« +  ¥  -  1
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тенгламада у катнашмаган, демак бу тенглама фазода ясов- 
чиси Оу Укка параллел цилиндрик сиртни тасвирлайди. Бу 
Цилиндрик сиртнинг йуналтирувчиси xOz текисликдаги

лг* , г* , _^  +  б7 =  1 в а у » 0

тенгламалар билан тасвирланган эллипсдир. Бу цилиндрик сирт 
эллиптик цилиндр дейилади.

3- мисол.

тенгламада z  катнашмаган, демак, бу тенглама фазода ясов- 
чисн Oz укка параллел цилиндрик сирт (гиперболик цилиндр) 
ни тасвирлайди. Унинг йуналтирувчиси хОу текисликдаги

4 г - ^ ь . 2 =  о

тенгламалар билан тасвирланган гиперболадан иборат.
4- мисол.

za =  2ру

тенгламада х  катнашмаган, демак, бу тенглама фазода ясов- 
чиси Ох укка параллел булган цилиндрик сирт (параболик 
цилиндр) ни тасвирлайди. Унинг йуналтирувчиси yOz текис
ликдаги

z l *= 2ру  ва х  =  О 
тенгламалар билан тасвирланган параболадан иборат.

68- §. ЧИЗИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАСИ

Аналитик геометрияда *ар бир чизикни иккита сиртнинг ке- 
сишишидан ^осил булади деб ка рал ад и. Шунинг учун фазо- 
дагн >jap кандай чизик х, у, z  узгарувчиларни богловчи иккита 
тенглама билан берилади. Хакикатан,

F(x,  у, z) =  О, Ф (х, у, z) =  0 (5)
тенгламалар билан берилган икки сиртнинг кесишншидан бирор 
L чизик *осил булсин, деб фараз килайлик. Бу ?{Олда L чи
зикнинг *ар бир нуктаси (5) сиртларнинг умумий нуктасидир, 
яъни L чизикдаги jjap кандай М (х, у, z) нуктанинг коорди- 
иаталари бир вактда (5) системанинг иккала тенгламасини ^ам 
Каноатлантиради.

Аксинча, (5) системанинг *ар бир (дг, у, z) ечимлари сис
темаси L чизикнинг бирор нуктасининг координаталарн бу
лади.
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Шундай цилиб, (5) тенгламалар системаси биргаликда 
L чизщни аницлайди.

Агар (5) тенгламалар системасидан z  нн чикарсак,

?(х, у) =  0, (6)
Хосил булади. Бу тенглама ясовчисн Oz Укка параллел цилин
дрик сиртни ифодалайди. Шунга ухшаш (5) системадан у нн 
чикарсак,

♦(*. z) =  0, (7)

Хосил булади. Бу тенглама ясовчиси Оу Укка параллел цилин
дрик сиртни ифодалайди.

(6) ва (7) тенгламалар системаси (5) тенгламалар системаси- 
дан хосил булади.

Шунинг учун (6) ва (7) тенгламалар системаси хам L чи
рикни аннклайди. Демак, Ь чизик цилиндрик сиртларнинг кеси- 
шишидан хосил булган чизик, яъни уларнинг умумий й?налти- 
рувчисндир. (6) ва (7) тенгламаларнинг *ар бири L чизикнинг 
хОу ва xOz координаталар текислигидаги проекцияларнни ифо
далайди. (6) тенглама билан z =  0 тенглама биргаликда L чи
зикнинг хОу текисликдаги проекцияси эканлигинн куриш ки- 
йин эмас.

Шунга ухшаш (7) тенглама билан у  =  0 тенглама биргалик
да Д чизикнинг х Oz текисликдаги проекцняс ни тасвирлайди.
(6) ва (7) цилиндрларнинг %ар бири L кизицни мос тартибда 
хОу, xOz текисликларга проекция ловки цилиндрик сиртлар 
деб аталади.

Шу каби (5) тенгламалар системасидан х  нн чикарсак, Ь 
чизикни yOz текисликка проекцияловчн цилиндрик сиртни то
памиз.

1- мисол.

( х - \ у  +  ( у +  2)* + ( г - 4)* =  15, z =  4*

тенгламалар биргаликда чизикни тасвирлайди. Бу чизик z  =  
текислнк билан

(•* — 1)* +  (У +  2)* -Н (г — 4)2 =  15 
сферанинг кесишган .чизиги — айланани тасвирлайди. Иккинчи 
тенгламага z  =» нн куйсак, бу айлана

(л _ 1 ) 2 +  (у +  2)»=  ” ,
1

тенгламалар системаси билан тасвирланади.
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2 - мисол.

х 2 -f у* -  г  =  О, 
г — j c —  1 = 0

сиртларнинг кесишишидан ^осил булган чизикнинг хОу  текис
ликдаги проекцияси топилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламалар системасидан z  ни чицарамиз. 
Бунинг учун иккинчи тенгламадан z  ни аник-лаб, биринчи тенг
ламага куямиз.

л* +  у* — (д: +  1) =  О
ёки

( * -  -у )  +  У* =  4 *

Бу тенглама хОу  текисликда айланани тасвирлайди. Демак, 
берилган сиртлар кесишган чизишнинг хОу  текисликдаги про* 
екцияси

z  — О
тенгламалар билан тасвирланади.

69-§. УЧТА СИРТНИНГ КЕСИШГАН НУКТАЛАРИ

Агар
Ф(дг, у, г) =  0, Ф^дг, у, г) = 0 ,

Ф.(*. У, г) =  0 (8)
тенгламалар билан учта сирт берилган булса, бу тенгламалар
ни система деб караб, уларни биргалнкда ечиш мумкин. (8) 
тенгламалар системасннинг ечимлари системаси (агар у мавжуд 
булса) (8' нинг *ар бир тенгламасини каноатлантиради. Шу- 
нинг учун координаталарн бу ечимлар системаси булган нук
та учала сиртнинг умумий нуктаси булади (бундай нукталар 
куп булиши *ам мумкин).

Аксинча, бирор М(х,  у, г) нуктанинг д:, у, z  координаталарн
(8) системанинг *ар бир тенгламасини каноатлантирса, бу нук
та берилган сирпарнинг умумий нуктаси булади.

Демак, (8) тенгламалар бнлан берилган учта сиртнинг уму
мий нуктасининг координаталарини топиш учун уларни бир- 
галикда ечиш керак.

Агар (8) тенгламалар системасннинг ечимлари системаси ^а- 
кикий сонлар булмаса ёки бу система биргаликдаги система
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булмаса, у золда каралаётган сиртларнинг умумий нуктаси бул
майди.

Мисол.
( х - 1 ) * + ( у - 1 ) а +  ( г - 1 ) 1= 1 ,

X* +  у* +  Z* =  2,
2 = 1

тенгламалар билан берилган сиртларнинг кесишган нуктаси 
топилсин.

Е ч и ш.  Берилган тенгламаларнн система деб караб, уларни 
биргаликда ечамиз. z  =  1 булгани учун системанинг биринчи 
иккита тенгламаси

Г ( * - П ’ +  ( у - 1 ) ’ =  1,
№  +  у г -  1

куринишни олади.
Бу системани ечиб, берилган сиртларнинг кесишган нукта 

лари (0, 1, 1) ва (1, 0, 1) эканини топамиз.

М аш цлар

1. х 2 +  у* +  г 2 =  25 тенглама билан фазода сирт бернлган.

1) Л*,(4. О, 3), Afj(3, 4, О), АЬ(1, 2, 4), М,(2. 3. 6). Af5( l, 2. 2 / 7 ) ,
Af0(2 ,3; 2 / 3 ) ,  A M 2, - 3 ,  -  2 / 3 ) ,  М „ (-2, -  3, -  / 5), Afe(— 3, 0, - 4 )

нукталар бу сиртда ётадимн? 2) берилган тенглама билан кандай сирт 
аникланади?

2. х 2 +  у* +  z1 =  64 тенглама билан берилган сиртда
1) абсциссаси 4, ординатаси 4; 2) абсциссаси / 3 ,  ординатаси 5; 3) ор

динатаси /б 7  аппликатаси 3 булган нуктани топинг.
3. Куйидаги тенгламалар билан кандай геометрик образлар берилган:

I) дг =  0; 2) у =  0; 3 ) z  =  0; 4) дг — 2 =  0;
5) у +  4 =  0; 6) 2 - 5  =  0; 7) х 2 +  у* +  г* =  1;
8) дг* +  у* =  1; 9) х* - f  2* =  9; 10) у* +  г1 =  16; «
I I)  х2 — у* =  0; 12) х г +  у2 +  г2 =  0;

; 13) х2 + у2 =  0; 14) х2 +  2у* +  5г* +  8 =  0;
15) дгу =  О; 16) х 2 =  0; 17) уг  =  0; 18) х уг *= 0;
19) у1 — 9у =  0; 20) дгу — у* =  0.

4. Куйидаги тенгламалар системаси кандай геометрнк образни тасвир 
атади;

2 ) ( 4 + i . , ,
I 2 -  3 =  0. I JC = 0 .  I 2 =  3.
1 ДГ’ 2*

4) I У =  ~  +  T '
[ z - x  =  01
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5. Маркази (2, — 3, 5) нуктада булнб, радиуси 6 га тенг булган сфера 
тенгламасини ёзииг.

6. Х«Р бир нуктасилаи A f(l,— 4 ,— 3) нуктагача 5 бирлик узокла булиб, 
хОу  текисликдан’ эса 3 бирлик узокда жойлашган нукталарнинг геометрик 
Урнини топннг.

7. Хар бир нуктасндан берилган иккита Ft( — С, 0, 0)ва /^(С, О, 0 ) (С > 0 )  
нуктагача булган масофаЛарнинг йигиндиси узгармас сон 2 а га (я >  0, а >  С) 
тенг бУлган фазо нукталаринннг геометрик Урнини топинг.

8. дар  бир нуктасндан берилган икки Я(3, — 2, 0) ва Q (—-1, 3, — 4) нук* 
тагача булган масофалари узаро тенг булган фазо нукталари геометрик Ур- 
нннинг тенгламасини тузинг.

9. yOz  координаталар текислнгида даракат килувчи Л1 нуктанинг радиус- 
вектори дамма вакт бу нуктадан N(2, 5, 3) нуктагача булган масофа билан 
бир хил булиб колади. Л1 нукта даракат траекторнясннннг тенгламасини 
тузинг.

10. хОг  координаталар текислигида даракат килувчи М нуктанинг ра- 
диус-векторн дамма вакт бу нуктадан Р( — 1 , - 4 ,  2) нуктагача булган ма
софа билан бир хил булнб колади. М нукта даракат траекторнясннннг тенг
ламасини тузинг.

11. хОу  координаталар текислигида даракат килувчи М нуктанинг радиус- 
вектори дамма вакт бу нуктадан Q ( 1 , - 2 ,  — 3) нуктагача булган масофа 
билан бир хил булнб колади. М нукта даракат траекторнясннннг тенглама* 
сини тузинг.

12. Куйидаги тенгламалар билан кандай геометрик образлар берилган?

ДГ* Vs 2* va
1) а г  + Тг = 1 ;  ~а* +  1* = 1; 3) Ж + 1Т = 

х 1 V* х* г1 у* г1
4) ТГ =  1'1 5) — тг  =  1; 6) -jr — =  1;
7) у* -  2рх\ 8) у» =  2рг\ 9) г» =  2рх\
10) л* +  у* =  г 5; 11) у +  z = l ;  12) х г — ху  =  0.

13. Куйидаги тенгламалар билан кандай образлар аникланишини айтиб 
беринг.

1« f X =  0, о\ f х  5 — U, I л  2 =  0, 4) /  X ~  2 =  0.
‘М  у =  0. у =  0. у +  3 =  0. 4м  -*3 +  У3 +  г1 -  29.

14. Куйидаги учта сиртнинг кесишган нуктасинн топинг.

.г* у* z 1
10 +  у +  4 =  I. У — 2 =  0, z  1 = 0 .

15. Маркази координаталар бошида булиб, радиуси 4 га тенг булган 
сфера билан хОу  текнслик кесишган чнзнгининг тенгламасини тузинг.

16. Маркази С(1, 2, 3) нуктада булиб, радиуси 5 га тенг булган сфера 
билан маркази Я(3, — 2, 2) нуктада булиб, радиуси 6 га тенг булган сфера- 
нинг кесишган чизигининг тенгламасини тузинг.



Рнинчи боб 
ТЕКИСЛИК

70-§. ТЕКИСЛИКНИНГ НОРМАЛ ТЕНГЛАМАСИ

Текисликнинг фазодаги Урнини унинг координаталар боши- 
гача булган масофаси р, яънн О нуктадан унга утказилган ОР 
перпендикулярнинг узунлиги билан, ^амда О дан текислик то
мон йуналган бирлик п° вектор билан аниклаш мумкин (123- 
чизма.)

Текислик тенгламасини тузамиз.
М(г) нукта Q текисликнинг ихтиёрий нуктаси булсин. ОМ =  г 
век1"орнинг п° вектор йуналишига лроекциясини олсак,

пРл° ОМ =  р  (1)

Хосил булади, чунки шартга кура 
(ОР) =  р. Векторлар алгебрасидан 
маълумки,

АВ =  А прл В.

Шунинг учун,

пря0 ОМ =  ОМ п ъ
ёки

пря„ ОМ =  гп°.

Бунн (1 )  тенгликка куямиз: 123- чнзма.

гп° — р  =  0. (3)
Бу тенглама текисликнинг вектор шаклидаги нормал тенг

ламаси дейилади. г  вектор текисликдаги ихтиёрий М нукта
нинг радиус-вектори — узгарувчи радиус-вектор, п° вектор эса 
бирлик нормал вектор дейилади.
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(Э> тенгламани проекциялар билан ёзамиз. п° вектор билан 
Ох, Оу, Oz координата Уклари орасидаги бурчакларни мос 
тартибда а, р, j  билан, М нуктанинг координаталарини х, у, z  
билан белгилаймиз, яъни

Бу тенглама текисликнинг координата шаклдаги нормал 
тенгламаси деб аталади.

(5) тенглама х, у, z  га нисбатан биринчи даражали алгебра
ик тенгламадир. Демак, jfар цандай текислик х, у, z  узга 
рувчи координаталарга нисбатан биринчи даражали алгеб
раик тенглама билан тасвирланади.

Агар (3) ёки (5) тенгламада р =■ 0 булса, текислик коорди
наталар бошидан утади. Бу *олда л° вектор сифатида текис- 
ликка перпендикуляр утказилган карама-карши йуналишли ик- 
кита бирлик вектордан исталганини олишимиз мумкин.

Хар кандай текисликнинг х, у, г узгарувчи координаталар
га нисбатан биринчи даражали алгебраик тенглама билан тас- 
внрланншини олдинги параграфда курсатдик. Энди тескари тео- 
реманинг тугри эканлигини курсатамиз, яъни х, у, г узгарув- 
чиларга нисбатан биринчи даражали х,ар цандай алгебраик 
тенглама фазода текисликни тасвирлайди.

х, у, z  узгарувчиларга нисбатан биринчи даражали алгебраик 
тенгламанинг умумий куринишн

булиб, бунда А, В, С, D — узгармас сонлар. Бу тенгламанинг 
текислик тенгламаси эканлигини курсатиш учун уни утган па
раграфдаги (3) ёки ("5) тенгламага келтириш мумкинлигини кур- 
сатамиз.

А, В, С узгармас сонларни бирор узгармас я  векторнинг 
координаталари деб олиб, х, у, z  ни эса ихтиёрий М{г)  нук
танннг коордннаталарн деб кабул киламиз, яъни:

п =  Al  -f- BJ Ck,  
r  =  x i  +  y j  +  zk.

Бу векторларнинг скаляр купайтмасинн тузамиз:
гп =  Ах  +  By  -f Cz.

(4)

(5)

71- §. ТЕКИСЛИКНИНГ УМУМИЙ ТЕНГЛАМАСИ

Ах  -f" By  -(- Cz -f- D  =  0 (6)
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Бу тенгликни эътиборга олсак (6) тенглама
т  +  D  =  0 (6')

куринншга келади. Энди бу тенгликнинг иккала томонини ±  п 
га б^ламиз, бу золда п =  п°п булгани учун

г ( ± л ° )  +  ^ - 0  (7)

тенглама зосил булади. Бунда п билан п векторнинг узунлиги, 
п 3 билан п нинг бирлик вектори белгнланган. (7) тенгликда п 
ёнидаги ±  ишоралардан биттасини D  нинг кшораснга царама- 
карши килиб танлаб оламиз ва D >  0 булганда

D  <  О булганда эса
ё ц  =  ~ Р  (/»>*)■

т - п= - р

деб фараз киламиз. Бу золда (7) тенглама
r ( ±  п)° — р  — Q (7')

куринишни олади ва (3) куринишдаги тенглама золига келади, 
яъни текисликнинг нормал тенгламасига айланади. Агар £> =  О 
булса, (7) тенглама

гп° =  0 (7")

куринншга келиб, координаталар бошидан утган текислик тенг- 
ламасинн тасвирлайди. Шундай килиб, (6) тенглама фазода 
текисликнн тасвирлашинн исбот килдик. (6) тенглама текислик
нинг умумий тенгламаси дейилади. (7), (7') ва (7") тенглик- 
лардан п нинг нормал вектор вазифасинн бажараётганини ку- 
рамиз ва бу векторнинг координата укларидаги проекциялари 
умумий тенгламанинг А, В, С коэффициентларидан иборат бул- 
ганн учун:

п =  / л *  -t- В* +  С*
булади. (6) тенгламани текисликнинг нормал тенгламасига кел-
тирнш учун биз уни ± п  га булдик га купайтирдик^,
бундан текисликнинг умумий тенгламасини нормал шаклга 
келтириш учун уни

М  =  — , 1 (8)
± /Л» + fl1 -г с 1 '  '

га купайтирнш керак, деган хулоса келиб чикади. Шу билли 
баробар махраждаги ±  ишоралардан бирини D  озод зад ишо-
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расига тескари килиб олинади. (6) тенгламанинг иккала то* 
МОНИН11 М га купайтирсак, унинг нормал шакли

МАх +  МВу +  МСг +  MD =  0 (9)
куринишни олади. Бу тенгламани координата шаклидаги (5) 
нормал тенглама билан таккосласак, (5) билап (9) тенгламалар 
битта текисликнинг нормал тенгламаси булиши учун

МА =  cosa, MB =  cos?, МС =  cosi MD =  — p
булиши кераклигини курамиз. (8) га мувофик, бу тенгламалар- 
дан нормал тенглама коэффициентларини аннклаймиз:

А о пcos а = ------= = = = = = - ,  cos р =
± i  А* +  Ь1 т  С1 * ±  / А *  +  U* +  С* '

C0S 7 ~  ± /А* + о Ч С ' ’ Р ~  ± / А* + вЩ Г1' ^  ^
cos*, cos?, cos? дан иборат сонлар текисликка утказнлган нор
мал векторнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади.

Мисол.
12л: +  16у — 21г — 336 =  О

текислнк тенгламаси берилган. Бу текисликнинг нормал 
тенгламаси тузилсин, нормал векторнинг координата уклари бн- 
лан ташкил цилган бурчаклари ва координаталар бошидан те- 
кисликкача булган масофа топилсин.

Е ч и ш. Берилган мисолда А =  12, 5 = 1 6 ,  С = — 21, 
£> =  - 3 3 6 .

Демак,
д. _  ___________ 1_____________ _  1

+  / №  +  16я -f- (— 21)* 291

Умумий тенгламанинг иккала томоннни га к^пайтирамиз.
12 , 16 21 336 _
29 *  +  29 У 2 9 г  ^9 ~

Бу берилган текислик тенгламасининг нормал шакли. Нормал- 
нинг йуналтирувчи косинусларини ва координаталар бошидан 
текнсликкача булган масофани тенглама коэффнциентларидан 
топамиз:

12 О 16 „  .  21 „  1 1  17
COS s. — 2*)', г — 29 ’ 7 — 2 9 ’ 2 9 ’

Одатда «, р, f бурчаклар (0, к) оралнкда олинади. Бу шартни 
эътпборга олсак,

а =- 65°33', р =  56°ЗГ, т =  136°24'.

242



72- §. ТЕКИСЛИКНИНГ УМУМИИ ТЕНГЛАМАСИНИ 
ТЕКШИРИШ

Бу параграфда текисликнинг умумий тенгламасидагн баъзи 
коэффициентлар нолга тенг булган *олда текисликнинг фазо
да кандай жойланишиии текширамиз.

Бунинг учун текисликнинг
Ах  +  By +  Cz +  D  =  0 (6)

умумий тенгламасини олиб, бундаги бир ёкн бир неча коэф- 
фициентнн нолга тенг деб фараз киламиз.

1. 0  =  0 булсин, бу *олда (6) тенглама
Ах +  By +  Cz = 0  (10)

куринишни олади. (9') формулаларнингтуртинчисидан 0 = 0 бул
ганда /7 =  0 экани келиб чикади, демак, (10) тенглама коор- 
дннаталар бошидан утган текислнкни тасвирлайди (бу (6) тенг
ламадан *ам бевосита куринади).

2. А =  0 булсин, бу холда (6) тенглама
By Cz -f- О =  О 

куринишни олади. (9') формулалардан А =  0 булганда cosa =  О 
ёки а =  яъни координаталар бошидан текисликка утка
зилган перпендикуляр билан абсциссалар Уки орасидаги бур
чак 90° га тенглиги келиб чикади (124- чизма). Демак, бу те
кислик Ох укка параллел.

Шундай килиб, текисликнинг умумий тенгламасида х  ли 
л;ад цашнашмиса, бундай текислик Ох Уцца параллел бу
лади.

3. В =  0 булсин. Бу *олда (6) тенглама
Ах  -f- Cz - f  D  =  О

куринишни олади. Бу тенглама билан тасвирланган текислик 
Оу укка параллел булади (125- чизма).
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Ах  - f  By +  О =  О
куринишни олади. Бу тенгламада z  катнашмаётир. Демак, тенг
лама С =  О булган холда Oz укка параллел текнсликни тасвпр-

лайди (126- чизма).
5. А =  0 ва D =  О булсин. Бу хол- 

да (6) тенглама
By +  Сг =  О

куринишни олади. D =  0 булганда те- 
кислик координаталар бошидан утади. 
А =  0 шартда Ох укка параллел бу
лади; демак, кейинги тенглама Ох ук* 
дан утган текисликни тасвирлайди 
(127- а чизма).

Шундай цилиб, текисликнинг 
умумий тенгламасида х  ли х,ад би
лан озод л;ад цатнашмаса, ундай 

тенглама Ох уцдан утган текисликни тасвирлайди.
6. В =  0 ва D =  О булсин. Бу холда (6) тенглама

Ах  - f  Cz =  О
куринишни олади. Бу тенглама Оу уцдан утган текисликни 
тасвирлайди (127 - b чизма).

4 . С =  0  бул си н . Б у  * о л д а  ^б) тенглама

\
п

127 -чизма.

7. С =  0 ва D =  О булсин. Бу *олда (6) тенглама
Ах  +  By =  О

куринишни оладн. Бу тенглама Oz укдан утган текисликни 
тасвирлайди (127- с чизма).

8. А =  О, В =  О булсин. Бу *олда (6) тенглама

Сг +  D  =  О ёки г =  -  (С ф  О)
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куринишни олади. Бу тенгламада х, у ли задлар цатнашма- 
ган, шунинг учун бу тенглама Ох ук билан Оу укка парал
лел текисликни ёки, бошкача айтганда, хОу текислнкка па
раллел текисликии тасвирлайди. Бу текнслик хОу текислнкдан
h =  — масофа узокликдан утншинн англаш кийин эмас 
(128- а чизма).

Шундай к»либ, (6) тенгламада х, у ли х̂ ад цатнашмаса, 
бундай тенглама хОу текисликка параллел текисликни 
тасвирлайди.

9. В — О, С =  0 булсин. Бу золда (6) тенглама

Ах +  D  =  0 ёкн х  =  — ^  (А ф 0)

куринишни олади. Бу тенглама у Oz текислнкка параллел бу- 
Dлиб, ундан k =  — j  масофа узокликда ётган текисликни тас

вирлайди (128-6 чизма).
10. А =  0 ва С =  0 булсин. Бу золда (6) тенглама

By - f  D =  0 ёки у =  — (В ф  0)

куринишни олади ва бу тенглама хОг текисликка параллел 
булиб, ундан I =  — масофа узоцликда ётган текисликни
тасвирлайди (128-с чизма).

И. А =  0, 5  =  0, D  — 0 булсин. Бу золда (6) тенглама
Сг =  0 ёки г =  О (С ф  0)

куринишни олади. 1 ва 8- золлардаги натижаларга асосан бу 
тенглама хОу текисликни тасвирлайди.

12. Л =  О, С =  0, £> =  0 булиб, В ф  0 булса, (6) тенглама
By =  0 ёкн у =  О

тенгламага айланади ва хОг текисликни тасвирлайди.



13. В =  О, С =  О, 0  =  0 булиб, Л ф  0 булса, (6) тенглама
А х  =  0 ёки jc =  О

куринишни олади ва у Oz текислнкни тасвирлайди.
14. А =  О, В =  О, С =  О булса, (6) тенгламадан

D =  О
келиб чикади ва бу э(олда х, у, z  узгарувчилар орасида *еч 
Кандай муносабат (богланнш) булмайди.

Мисоллар. 1. Здг +  4у =  0 тенглама Oz укдан утгап текне- 
лик тенгламаси.

2. х  у — z  =  О тенглама координаталар бошидан утган 
текнелик тенгламаси.

3. д: +  у — 5 =  0 тенглама Oz укка параллел текислнкни 
тасвирлайди.

4. 5г — 3 =  0 тенглама хОу текисликка параллел булнб, 
ундан -g бирлик узокликда ётган текнелик тенгламасидир.

73- §. ТЕКИСЛИКНИНГ КЕСМАЛАРГА НИСБАТАН ТЕНГЛАМАСИ

Фазода текисликнинг урнини бир тугрн чизикда ётмаган 
учта нукта билан аниклаш мумкннлиги элементар геометрия- 
дан маълум. Бундай нукталар деб координата укларидагн уч
та нуктани олишимнз мумкин. (Текислик координата бошидан

утмайдиган булсин.) 
Текисликнинг
Ах  -f- By Cz -(-0  =  0 (11)

умумий тенгламаси берилган бул
син. Бу текислик координата 
укларини Л (а, 0 ,0 ),  В (О, Ь, 0), 
С (0, 0, с) нукталарда кесиб ута- 
дн деб фараз киламиз. Бу *олда 
Л, В, С нукталар (11) текислик
нинг нукталарн булгани учун 
уларнинг координаталарн (11) 

129 -чизма. тенгламани каноатлантириши ке
рак (129- чизма).

А (а, 0, 0) нуктанинг координаталарини (11) тенгламага 
Куямиз,

Аа +  О =  О
ёки
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Шунга ухшаш В (О, Ь, 0) ва С (0, 0, с) нинг коордннатала- 
рннн хам (11) тенгламага куйиб

ни топамиз. Топилган А, В, С коэффициентларнинг кийматла- 
рини (11) тенгламага куйиб, хаммасини D га кискартсак,

тенглама хосил булади. Бу тенглама текисликнинг кесмалар- 
га нисбатан тенгламаси дейилади. (12) тенгламадаги а, Ь, с 
сонлар текисликнинг координата укларини кесган кесмалардир.

Мисол. 2лг +  у — Зг — 6 =  0 текисликнинг умумий тенгла
масини кесмаларга нисбатан ёзамиз. Берилган тенгламадаги 
озод хадни унг томонга ^тказамиз ва тенгламанинг иккала то
монини унга буламиз, натижада

хосил булади. Бундан координата Укларидан ажратган кесма- 
ларни топамиз:

а =  3, b =  6, с =  — 2.

74- §. ИККИ ТЕКИСЛИК ОРАСИДАГИ БУРЧАК

Икки текислик узининг вектор шаклидаги тенгламаси би
лан берилган булсин:

бунда л ь п, — биринчи ва иккинчи текисликларнинг нормал 
векторларн. Икки текислик орасидаги бурчак деб бу текислик
лар орасидаги икки ёцли бурчакка айтамиз. Бу икки ёкли 
бурчак узининг чизикли бур-

02)

гя , -f Di =  0, гя2 -f  Dt =  0,

чаги Z  ABC =  <р билан улча- 
нади (130- чизма). ? бурчакни
0 дан it гача узгарадн деб фа
раз киламиз ва уни топамиз.

Шунга мувофик текислик
лар орасидаги бурчак деб, 
улар орасидаги кушни бурчак- 
ларнинг *ар бирини тушуна-

я ь я 2 нормал векторлар 
орасидаги бурчак берилган 
текисликлар орасидаги бур
чакка тенг ёки уни к гача 
тулдиради.

130- чизма.
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миз, деган шартни кабул килиб, икки вектор орасидаги бур- 
чакни аниклаш формуласидан cos <р ни топамиз:

cos? =  ^ - .  (12)я,я*
Бу формуладан берилган текисликлар орасидаги бурчак топи- 
лади. Агар текисликлар бир-бирига параллел булса, пх ва п2 
векторлар коллинеар булади ва, аксинча.

Шу жнг учун берилган текисликларнинг бир-бирига парал
лел булишннинг зарур ва етарли шарти

=  (13)
тенглик билан ифодаланади.

Шунга ухшаш берилган текисликлар бир-бирига перпенди
куляр булса, уларнннг нормал векторлари зам бир-бирига пер- 
пенднкуяр булади ва, аксинча. Демак, бернлган текнсликлар- 
нинг бир-бирига перпендикуляр булишининг зарур ва етарли

л, я ,  =  0 (14)
шарти тенглик билан ифэдаланади.

Вектор шаклидаги формулалардан координаталар шаклида- 
ги формулаларга утиш осон.

Текисликлар координаталар шаклда
Ахх  -f  "Ь C\Z -j- Dx =  0, А^х -f- В2у -}• C2z -f  Da — О 

тенгламалар билан бернлган булсин. Бу золда
п х =  A xl  -J- BXJ -f- CjAr, /ij =  A2l  -(- Boj -f- C4Ar

лар текисликларнинг нормал векторлари булишнии биламиз 
(72-§).

Векторларнинг скаляр купайтмасини ва узунликларини то- 
пиш формулаларнга асосан:

AtAf -f- 4" jcos® =  — —==----= = = = • „  l \ 0 '\
/ A\ +  fi'f +  С? У  Ai +  B\ +  Q\ ( 1 '

Шунга ухшаш (13) ва (14) шартлар координата шаклида

£  =  ^  (параллеллик шарти) (13')

са
А хА2 +  BtВг - f  С,С2 =  0 (перпендикулярлик шарти) (14')

куринишни олади.
1- мисол.

х  +  у — 4г +  5 =  0, 
х  — 2у 2г — 7 =  О 

текисликлар орасидаги бурчак топилсин.
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Е ч и ш .  Берилган тенгламалардан
И1 =  В1 = 1, С, =  -  4,

Аг = \ ,  В, =  -  2, С2 =  2 
эканини курамиз. Буларни (12) формулага куямиз.

1-1 +  !■(— 2) +  (— 4)-2 - 9 ____ / 7
COS? ^  1* +  1* +  1— 4)* )1 *  -  ( -  2)*+2* 9 / 2  2 *

Демак,
f  =  135°.

2- мисол.
2* +  Зу -  5г +  7 =  О,
6jc - f  9у — 15г — 3 =  О

тенгламалар билан берилган текнслнкларнинг бир-бирига па
раллел эканн курсатилсин.

Е ч и ш .  (13') параллеллик шарти бажарилади:
2 3 — 5
6 ~  9 — 15 *

3- мисол.
*  +  У +  г =  О, х +  у — 2z +  5 =  0

текисликларнинг бир-бирига перпендикуляр экани курсатилсин. 
Е ч и ш .  (14') перпенднкулярлик шарти бажарилади:

1 1  +  Ы +  1 ( - 2) =  0.

75- §. ТЕКИСЛИКЛАР ДАСТАСИНИНГ ТЕНГЛАМАСИ

Фазода бирор Mi(r i) нукта берилган булсин. Бу нуктадан 
чексиз куп Р, Q, R,... текислнклар $>тади (131-чизма).

Бу текисликлар тупламн Л1,(г,) нуктадан утган текислнк
лар дастаси дейилади. АМг,) нукта дастанинг маркази де
йилади. Биз маркази Af,(rt ) нуктада булган текисликлар даста- 
сининг тенгламасини тузамиз. Бунинг учун дастадан бирор Р  
текислик олиб, унинг нормал векторнни п билан ва ундаги нх- 
тиёрий нуктани М(г)  билан белгилаймиз (132- чизма). Бу ^олда

=  г — г,.

Af,Af вектор Р  текисликда ётганн учун у нормал вектор 
билан перпендикуляр булади. ИГунинг учун уларнинг скаляр 
купайтмасн нолга тенг, яъни

Л( г - г 1) =  0. (15)
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Бу тенглама Af,(r,) нуктадан утган текислик тенгламаси. п нор
мал вектор Р, Q, /?,... текисликлар учун уз йуналишини узгар- 
тиради. Шунинг учун п нормал вектор узгарганда, (15) тенг
лама Р, Q, R текисликларни тасвирлайди. (15) тенглама 
текисликлар дастасининг вектор шаклдаги тенгламаси де
йилади.

Текисликлар дастасининг координата шаклидаги тенгламаси- 
нн тузиш учун (15) тенгламадаги векторларнинг проекцнялари- 
ни оламиз

п =  AI +  BJ +  Ck, 
г, =  /дг, Н-Уу, +  kzlt г  =  lx  +  Jy +  kz

булсин. Бу холда (15) тенглама координата шаклида куйида- 
гнча ёзилади:

А(х — x , ) + 5 ( y  — у,) +  С(г — =* 0. (16)
Бу тенгламада А, В, С коэффициентлар турли текисликлар учун 
турлн кнйматлар олади.

1- масала. М(\ ,  - 2 , - 3 )  нуктадан утган текисликлар даста
сининг тенгламаси тузилсин.

Бу мисолда: х, =  1, у, =  — 2, г, =  — 3.
Буларнн (16) тенгламага куямиз:

А(х — 1) +  В(у +  2) +  C(z - f  3) =  0.
2- масала. М(х,  у, z) нуктадан утиб, Atx  +  Я ,у Cxz  - f  D =  0 

текнсликка параллел текислик тенгламаси тузилсин.
Е ч и ш .  М(Хх, у,, г,) нуктадан утган текислик тенгламаси

А(х  л,) -}- В(у У() -f- C(z z{) — 0 (*)
куринишда булншинн биламиз. Берилган текислик билан бу 
текислик бир-бирига параллел булса,

А _  в  _  С_ _  .
Ai fl[ Cj
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(). билан пропорциянинг умумий коэффициентини белгиладик). 
Бу мунссабатлардан

А =  В =  ).Ви С =  XCi.
Л, 5 , С ларнинг бу цийматларини (*) тенгламага куйсак,

Ах(х — х х) +  Вх(у — у,) Сх(г — г,) =■ О
зосил булади. Бу тенглама изланаётган текислик тенгламасидир.

3 - масала. М,(л',, у,, г,), M,(xt, у,, z2) нукталардан утиб, 
А хх  +  Вху +  С,г +  D = 0  текислнкка перпендикуляр булган те
кислик тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш.  уь Zi) нуктадан утган текислик тенгламаси:
А ( х -  x , ) - f  f l ( y - y i )  +  C(z — z j  - 0 .  (а)

Агар бу текислик ЛГг(х*. уг, г2) нуктадан утса, М2(х2, у2, z 2) 
нуктанинг координаталари (а) текислик тенгламасини каноат- 
лантирадп, яъни

A (ха -  х,) +  В(уг -  у,) +  C(zt -  г,) =  0. (Р)
Берилган текислик билан (<*) текисликнинг бир-бирига пер- 

пендикулярлик шарти:
ААх +  ВВх +  ССх^ 0. (т)

(?)• (т) тенгликлардан иккита коэффнциентни учинчи коэффи
циент оркали ифодалаб, натижани (а) тенгликка куйсак, из
ланаётган тенглама зосил булади.

Изланаётган текисликни (а), (Р), (?) тенгламалардан фой- 
даланиб бошка усул билан топиш зам мумкин. Хакикатан (а), 
(р), (i) тенгламалар А, В, С номаълум коэффициентларга нис
батан чизикли бир жинсли тенгламалар системасини ташкил 
Килади. А, В, С коэффициентлар бу системанинг нолдан фаркли 
ечимлари системаси булиши учун унинг детерминанти нолга 
тенг булиши зарур ва етарли, яъни

х  - х х у  — Ух Z  - Z x  
Х* — Хх уг — Ух г , - г ,

Аг Сг
=  0. (17)

Бу тенглама х, у, г  га нисбатан биринчи даражали тенгла
ма булиб масала шартларинн каноатлантиради. Демак, бу из
ланаётган текнслнк тенгламасидир. .

4 - масала. Af,( — 1, 2, — 3) ва Л\(2, — 3, 5) нукталардан 
Утиб, х — у -f z +  5 => 0 текисликка перпендикуляр текислик 
тенгламасини тузайлик. Биз бу масалани юкорида курсатилган 
иккала усулда ечамиз.

1 - у с у л .  Мх(— 1, 2 , - 3 )  нуктадан утган текисликлар дас- 
таси

А(х-\- 1) +  Д ( у _ 2 ) + С ( г  +  3 ) = 0 .  (а)
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Бу дастадаги текисликлар орасидан М 2(2, — 3, 5) нуктадан 
утадиган текисликни ажратиб оламиз. Бизнинг мнсолимизда те- 
кисликнинг М-j нуктадан утиш шарти

Л(2 +  1) +  Я ( - 3 - 2 )  +  С(5 +  3) =  0
ёки

ЗА -  ЪВ +  8С =  0 ёки 3 -  5 §■ +  8 =» 0. (о)

Дастадаги текислнклардан масала шартида берилган текислик- 
ка перпендикуляр текисликни ажратиб оламиз. Бу текислик- 
ларнннг перпенднкулярлнк шарти

АЛ  +  Д ( - 1 )  +  С-1 = 0
ёки

_ d + £  =  j 
с  ' с  '•

А В(Ь) ва (с) тенгламалардан-гг ва -р ларни аннклаймиз:

(О

с
А 3

17 =  2;

С
л
с

£
2 ’

(а) тенгламанинг иккала томонини С га булиб — ва урни
га уларнинг кийматларини куйиб соддалаштирсак, изланаётган 
текислик

Здс +  5у +  2z -  1 =  О
тенглама билан тасвирланади.

2 - у с у л .  Изланаётган текислик тенгламасини топиш учун
(17) тенгламани олиб, ундаги х и у,, г,, х 2, у2, г2 ва А1ъ Blt Сх 
урнига мисолда берилган кийматларни куямиз:

х + \  у — 2 z +  3 
2 + 1  - 3 - 2  5 +  3 

1 -  1 1
=  0

ёки
х + 1  у — 2 

3 - 5  
1 -  1

z  +  3 
8 
1

=  0 .

Детерминант кийматини хисобласак,
Зх +  5у +  2z — 1 =  О

хосил булади. Бу биринчи усулда хосил килинган тенглама 
билан бир хил, яъни изланаётган текислик тенгламаси.

5- масала. М (— 1, 0, 0) ва М, ( 0 , - 1 ,  0) нукталардан утиб,
х  +  2у — г  +  4 =  0
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текислик билан 60° бурчак ташкил циладиган текислик тенг
ламаси тузилсин.

Е ч и ш .  М (— 1, 0, 0) нуктадан ;утувчи текислик тенглама
сини тузамиз:

А (х +  1) +  By  +  Cz  =  0. («)
Бу текислик Ж, ( 0 , - 1 ,  0) нуктадан утса, унинг координата- 
лари текислик тенгламасини каноатлантириши керак, яъни

А ( 0 +  1) +  В ( — 1) +  С 0 =  0
ёки

Л - 5  =  0
ёки

А =  В. (?)
Берилган текислик билан изланаётган текислик орасидаги 

бурчак 60° булгани учун

cos <р =  cos 60° =  у .

Икки текислик орасидаги бурчакни топиш формуласига кура: 
A - l  +  f l .2  +  C ( —1) 1cos <р =

г
тирсак,

>/А1 +  Ь* + С» /  1» +  2* +  ( -  1)* 2
Бу тенгликда В нинг урнига А ни куйиб, сунгра соддалаш-

С* +  12ЛС — 12Л* =  0 
хосил булади. Бу тенгламани С га нисбатан ечамнз; бу *олда 

С = - 2 А  (3 +  2 ^ 3 )  (Т)
экани келиб чнкади.

(а) тенгламада В ва С ларнинг урнига уларнинг (?) ва (?) 
тенгликлардаги кийыатларини куйиб, А га кискартнрсак,

( * + 1 )  +  У - 2 ( 3 ±  2 / 3 " ) z  =  0
ёки

х  +  у — 2(3 +  2 ]/~3) z + l = 0
*осил булади. Демак, масала шартини каноатлантирувчи те
кислик иккита экан.

76-§. УЧ НУКТАДАН УТГАН ТЕКИСЛИК ТЕНГЛАМАСИ

Бир тугри чизикда ётмаган уч нуктадан битта текислик 
Утишини биламиз. Бу уч нукта М х(г{), Af2(г2), М3(г3) бул
син. Бу нукталардан утган текнелик тенгламаенни тузамиз
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(133-чизма). М (г) текисликдаги ихтиерий нукта булсин. Бу 
холда

Af,Д1 =  г  — г,, М г 2 — г,,

■М,м3 — г, — г,
векторлар компланар векторлар ("бир текисликда ётувчн век
торлар) булади, шунинг учун уларнинг аралаш купайтмасн

нолга тенг, яъни
( ' • - r 1) ( r , - r 1) ( r3- r I) « 0 .  (18)
Бу тенглама берилган уч нуцта- 
дан $>тган текисликнинг вектор 
шаклидаги тенгламасидир.

(18) тенгламани координата 
шаклда ёзиш учун Л1, Mlt Мг, 
М 3 нукталарнинг коордннатала- 
ри берилиши керак.

Г =  tx  +  Jy +  kz,
ГI =  lx , +  j y x +  k z u 
r 2 =  ix2 +  Jyt +  k z2,
Гг =* lx , +  Jy3 +  k z3

булсин. Векторлар аралаш купайтмасини проекциялар билан 
ёзиш формуласига мувофик, (18) тенгламани

X  —  Х х у -  Ух Z  Z x

X, - х ,  Уг у, г ,  -  2, 
•*»-•*! У .-У 1  z3 - z ,

=  0 (18')

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама берилган уч нуктадан 
утган текисликнинг координата шаклидаги тенгламасидир.

Мисол. А (2, — 1, 2), 5 (1 ,  2, 1) ва (■ (3, 1, 0) нукталардан 
утган текислик тенгламасини ёзайлик. Берилган нукталарнинг 
координаталарини (18) тенгламага куямиз:

х  — 2 у + 1  z  — 2 
1 - 2  2 +  1 1 - 2
3 - 2  1 + 1  0 - 2

= 0

ёки детерминантни ёйиб соддалаштирсак,
Ах +  Зу +  5z — 15 =  0

*оснл булади. Б> изланаётган текнелик тенгламасидир. 
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77- § УЧ ТЕКИСЛИКНИНГ БИР НУКТАДА КЕСИШИШИ

Ахх  4- Вху 4- Cxz  +  Dx =» О,
Агх-\- В2у +  C2z  +  D2 — О, ( 19)
А3х  4* В3у 4- Ctz 4- D3 ■■ О

тенгламалар билан учта текислик берилган булсин. Бу текнс- 
лнклар бир нуктада ёки бир неча нуктада кесишнши ёки ке- 
сишмаслиги мумкин.

Агар (19) текисликлар бир нуктада кесншса, у нукта бу 
текнслнкларнинг умумий нуктаси булади ва унинг координа- 
таларн (19) нинг хар бир тенгламасини каноатлантирадн. Д е
мак, учта текисликнинг кесишган нуктасини топиш учун улар- 
нннг тенгламаларини биргаликда ечиш керак.

(19) тенгламаларнннг ечимларинн текшириш натнжаснда 
берилган учта текисликнинг кесишиши ^акндаги масалани ту- 
ла ойдинлаштира оламиз. Бу )(акдаги маълумот детермннант- 
лар назарнясида умумий холда берилган (VI бобга каранг). 

Мисол.
х  4- 2у — z  =  2, 2х — Зу 4- z  =  1,

Зх 4- 5у — 6г =  9
текисликларнинг кесишган нуктасини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламаларни система деб караб, уларни 
биргаликда ечамиз.

Натижада ушбу
х  =  1, у =  0, z  =  — 1

нн топамиз. Демак, берилган текисликлар (1, 0 , - 1 )  нуктада 
кесишади.

78- §. НУКТАДАН ТЕКИСЛИККАЧА БУЛГАН МАСОФА 

М х(гх) нукта ва
г п ° - р  =  0 (20)

текислик берилган булсин. М х (гх) нуктадан текислнккача бул
ган масофа деб М х нуктадан текисликка туширилган M,Q =  rf 
перпендикулярнинг узунлигига айтилади (134- чизма). о =  ±  d 
ни М нуктанинг каралаётган текисликдан чекланиши деб атай
миз. Агар координаталар боши О билан Мх нукта текислик- 
нннг турли томонига жойлашган булса, 3 четланишни плюс 
ишора билан, тескари холла эса минус ишора билан олишни 
кабул киламиз. Бизнинг вазифамиз берилган (20) тенгламага 
ва берилган Л1Х нуктанинг радиус вектори г х га асосланиб М х 
нуктадан (20) текислнккача булган масофани топишдир. Бу- 
иннг учун OMxQ учбурчакдан



r Q -  г , -  я°8

эканини топамиз (M,Q билан п° коллинеар векторлар булиб,
улар карама-каршн йуналган, шунинг учун M,Q =  — п со). Q 
текислик нуктаси булгани учун унинг rQ радиус-вектори
(20) текислик тенгламасини каноатлантнришн керак. r Q нинг

Кийматини (20) тенгламага куямиз:
(г, — п°Ь)п° — /7 =  0

ёки
г,я° — 8 —  /? =» 0, 8 =  г,я0 — р.

Бу тенгликка асосланнб d  ни топамиз. 
Четланиш учун бернлган таърнфга 
кура

d = \ r in° - p \ .  (21)
Демак, берилган Af, (г,) нуктадан бе-

134 -чизма. рилган (20) текисликкача булган ма-
софани топиш учун текисликнинг нор

мал тенгламасидагн узгарувчи радиус-векторни Af, нуктанинг 
г, радиус-векторн билан алмаштириш ва зосил булган соннннг 
абсолют кийматини олиш керак. (21) формулани координата 
шаклида ёзамиз:

г  1 =  i X i + J y i  +  hzi,
п° =  /  COS а +  У COS Р +  * COS f

булсин. г,я° скаляр купайтмани проекциялар билан ифодалаб,
(21) формулага куямиз. Бу золда

d  =  | jc, cos л - f  у, cos р +  г, cos 7 — р  | (22)

зосил булади. Бундан куринадики, Af, нуктадан текисликкача 
булган масофани топиш учун текисликнинг нормал тенглама- 
сндаги узгарувчн jc, у, z  координаталар урнига Af, нукта- 
нинг х и у,, г, координаталарини куйиш ва чиккан натнжанинг 
абсолют кийматини олиш керак.

Мисол. Af (1 — 2, 3) нуктадан Зх +  5у — бг — 2 =  0 текис- 
лпккача булган масофани топинг.

Е ч и ш .  Берилган текисликни нормал куринншга келтира- 
мнз. Бунинг учун текислик тенгламасини

М — 4----------- -------- =  —Lr
1 У> У -г 25 г  30 у  70

ёки
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га купайтнрамиз. Текисликнинг нормал тенгламаси
Здг 4- 5у — 6г — 2 _„

V W  ~  '

х, у, г  урнига Ж, нуктанннг мос координаталарини куямиз:

2 =  3 - 1 + 5  2) — 6 - 3 - 2 _  _  27
/ 7 0  _  1^70 ’

Демак, изланаётган масофа
и 27 а =  —

/ 7 0

8 нинг минус ишорали булиши М(1,  —2, 3) нукта билан коор- 
динаталар боши текисликнинг бир томон и га жойлашганлигини 
бнлдиради.

М аш цлар
1. Куйидаги текислик тенгламаларидан канси бири унинг нормал тенг

ламаси эканлигини аникланг:
, 2 9 6 „  л „ 2  2 И .  л

п х+пУ-Т1г-2 = °-’ 2)з-г+Т5У-Т5г- 4 = °;
„ 2  1 2 . 1  2 2 
3> I х - y y + 3 z +  3 = 0 ;  4) - j x - j y - y * - 7  =  0;

3 4 5 12 .
5> 5 х + 5 У - 8 = 0'' 6> Гз>— Таг + 1 = 0;

4 3 „ л
7) х — -5 * — 5 =  0; 8) х  — 3 =  0;

9) у +  5 =  0; 10) * - 9  =  0.
2. Куйидаги текисликларнинг умумий тенгламаларини нормал шаклдаги 

тенгламалар куринишига келтиринг. "
1) х — Чу — 2z +  27 =  0; 2) 2лг +  10у — 11г — 30 — 0;
3) Ьх — бу — 7г +  33 =  0; 4) 5х — бу — 22 =  0;

5) Зу -  4г — 50 =  0; 6) ж — 5 =  0;
7) 3 г — 2 =  0; 8) — г +  3 =  0.

3. Текисликнинг умумий тенгламаси берилган:
Чх — Зу +  5* -  7 =  0.

Су текисликнинг
Ах (0, 1, 2), Иа(3, 1, 3), А3(Ч, 4, 3), А Д -  3, 4, 5), Л0(1, 5, 4), А,(Ч,-  

- 6,-  1)
нукталардан утишини текширннг.

4. Л1(3, — 2, 6) нукта Oz укига параллел т^гри чизик буйича \праклт 
килади. Су нуктанинг Чх — Зу +  Ъг — 32 =  0 текислик билан учрашган иук- 
тасини топинг,
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5. Куйидаги текисликлар фазода кандай жойлашган?
1) х  +  Ьу — г^О- ,  2) Зу — 8 * +  7 =  0; 3) 2х +  Зх -  3 =  0;
А) 6* — 7у — 1 = 0; 5) 5л- — Зу = 0; 6) х  + 2г = 0;
7) 2у — 9г =  0; 8) лг -  3 =  0; 9) бу — 1 = 0 ;

10) Зг — 2 =  0; 11) дг =  0;
12) z =  0; 13) у =  0.

6. М ( 1 , - 2 ,  3) нуктадан утиб хОг  текислигига параллел булган текис
лик тенгламаси ёзилсин.

7. N( — 2, 3, 4 ) нуктадан утиб уОг  текислигига параллел булган текис
лик тенгламасини езииг.

8. Р(2, 5, 3) нуктадан утиб хОу  текислигига параллел булган текнелик 
тенгламасини ёзииг.

9. Ох  Укидан дамда ( 3 , - 2 ,  + 3 )  нуктадан утувчи текислик тенглама
сини ёзннг.

10. (3, 0, — 4) дамда (5, — 2, 3) нукталардан утиб, Оу Укка параллел 
булган текислик тенгламасини ёзииг.

11. Р (2 ,4 , 8),<?( — 3, 1, 5), К(6, — 2, 7) нукталардан утувчи текислик 
тенгламасини тузинг.

12. Куйидаги текисликларнинг координата Укларидан кесган кесмалари- 
ни топинг.

1) 2 0 * +  1 5 у +  1 2 * - 6 0  =  0; 2) 6 * - 2у +  Зг =  6; 3)дг +  у - 7 = 1 «  
4) х  — 2* +  3 =  0; 5) Здг — у  +  2* =  0; 6) у — 5 = 0 ;

13. Координата Укларидан х  =  2, у  = — 4, г  — 6 бирлик кесмалар кесиб 
утувчи текислик тенгламасини тузинг.

14. Координата Укларидан бир хил мусбат кесмалар кесиб фазонинг 
(3, — 8, 11) нуктасндан утувчи текислик тенгламасини тузинг.

15. Куйидаги текисликлар орасидаги бурчакни топинг.

1) х  — 2у +  27 +  5 =  0 дамда дг +  7 — 3 =  0;
2) 2х — Зу +  67 — 3 =  0 ламда х  +  2у +  27 — 9 =  0;
3) Зу — 7 =  0 дамда 2у +  г  =  О,
4) Здг—у +  27 +  12 =  0 дамда Ъх +  9у — 27 — 1 =  0.

16. (2, — 3, 4) нуктадан Утиб 5дс— 6у +  * — 3 =  0 текисликка параллел 
булган текислик тенгламасини тузинг.

17. (1, 2, — 5) нуктадан утиб Здг +  у — 87 — 15 =  0 текисликка параллел 
булган текислик тенгламасини тузинг.

18. (5, — 4, 3) ва (— 2, 1, 8) нукталардан Утиб 1) хОу  текисликка, 2) уОг 
текисликка, 3) хОг  текисликка перпендикуляр булган текислик тенгламаси- 
нн тузинг.

19. (3, 8, 5) дам да (— 2, — 4, 1) нукталардан утиб 2х — Зу +  7 — 2 =  0 
текисликка перпендикуляр булган 1екислик тенгламасини тузинг.

20. 2дг — 5у +  37 — 6 =  0 хамда Здг +  2у — 7 +  3 =  0 текисликларнинг 
кесишган чнзигндан дамда (1 ,-2 , 4) нуктадан утувчи текислик тенгламасини 
ёзииг.

21. х  — у +  67 — 4 =  0 цамда 2дг +  у — 7 — 3 =  0 текисликларнинг ке- 
епшган чнзигндан дамда (— 2, 3, — 1) нуктадан утувчи текислик тенглама
сини ёзииг.

22. (1, — 1, 2), (2, 3, — 1) ва (3, 4, 1) нукталардан утувчи текислик 
тенгламасини тузинг.
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23. Куйидаги текисликларнинг кесишган нуктасини топинг.
1) [ 6ж — 2y +  z  — 5 =  0, 2) j 2х — у — z =  0.

х  +  У +  4z — 6 =  0, { дг 4- 5у — Зг — 6 =  0,
Здг +  у — 2z — 2 =  0. ( 4 *  — y + z  — 8 =  0.

3) x  +  y +  z  — 2 =  0,
2х — Зу - f  4z — 3 =  О,
4дг — 11у + 101 — 5 =  0.

24. (1, — 2, 3) нуктадан 2х Зу — 6* — 6 =  0 текисликкача булган ма
софани топинг.

25. Oz  5кид«н чикмай х — 2у 4- 2г — 5 =  0 *амда 8х -f- 12у — 9z — 8 =  О 
текисликлардан тенг узокликла Стувчи нуктани топинг.

26. Оу Укидан У'тиб (5, —2 ,  3) нуктадан 3 бирлик узокда булган текис
лик тенгламасини тузинг.

27. 2х  — Зу +  62 — 8 =  0 *амда 2х — Зу +  62 4- 6 =  0 параллел текнс- 
ликлар орасидаги масофани топинг.

28. 7х — 24у — 15 =  0 *амда дг 4- 2у — 2г 4 -7  =  0 текисликлар орасида
ги икки ёклн бурчакни тенг иккига булувчи текисликлар тенгламасини 
тузинг.
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Ун биринчи боб 
ТУГРИ ЧИЗИЦ

79- §. ТУГРИ ЧИЗИКНИНГ ВЕКТОР ШЛКЛДЛГИ ТЕНГЛАМАСИ

Тугри чизикнинг фазодаги урнини турлича аниклаш мум
кин.

Фазода бирор s вектор ва Mi (г,) нукта берилган булсин 
(135 чизма). Mi (г,) нуктадан s векторга параллел факат бнт- 
тм тугри чизик утказиш мумкин. Шу тугри чизик МгМ тугри 
чизиш булсин М (г) ундаги ихтиёрий нукта. Каралаётган туг
ри чизик тенгламасини тузиш учун М (г) нукта МХМ тугри

чизик буйича *аракатланади деб фа
раз килайлик. Бу *олда 

М< М ___ _
Mi M  =  г -  г,

вектор билан s  вектор хамма вакт 
бир-бирига параллел (коллинеар) бу
лади. Демак:

r  — ri = ts,  (1)

135 -чизма. бунда t бирор скаляр. Кейинги тенг
ликдан г ни топамиз.

г =  г, +  ts. (2)
Бу тенглама берилган тугри чизикнинг вектор шаклидаги 

тенгламаси дейилади. (1) тенглама t нинг абсолют киймати
М ^  вектор узунлнгинннг s вектор узунлигнга нисбатини 
билдиришини, ишораси эса у векторларнинг бир томонга ёки 
турлн томонга йуналган булншинн курсатади. г,, s векторлар 
берилган узгармас векторлар булнб, г  вектор узгарувчи век- 
тордир. Шунинг учун Iг — г,| модул канча катта булса, /нинг 
абсолют киймати хам шунча катта, яъни М  (г) нукта М х ( гх) 
нуктадан канча узок булса, t нинг абсолют киймати шунча 
катта ва аксинча, булади. / =  0 булганда (1) тенгламадан 
г  =  г, булишнни топамиз, яъни Afi(r i) нуктага / «= О циймат
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тугри келади. Шундай килиб, М  (г) нуктанинг бернлган туг
ри чизикдагн турли золатнга t  нннг зам турлн киймати туг
ри келади.

(2) тенгламадаги s вектор тугри чизикнинг йуналтирувчи 
вектора, t эса унинг параметри дейилади. t  параметр 
масофани ёки М нуктанинг Alt нуктадан бошлаб утган й^лига 
сарф булган вактни билдиради. s йуналтнрувчн вектор урни
га унинг s° бирлик векторнни олнш зам мумкин, бу золда (2) 
тенглама

куринишни олади.

80-§. TFFPH ЧИЗИКНИНГ КООРДИНАТА ШАКЛИДАГИ 
ПАРАМЕТРИК ВА КАНОНИК ТЕНГЛАМАЛАРИ

135- чизмада О нуктани координаталар боши сифатида ка
бул килиб, бу нуктадан координаталар укларнни утказамиз. 
г  j, г, s  векторларнинг проекцняларнни мос тартибда |jflt у,, г х), 
{х, у, г) ва \т, п, р) билан белгилаймиз. Бу золда (1) тенг
лама координата шаклида куйидаги учта тенгламага эквива
лент булади:

Бу тенгламалар тугри чизикнинг координата шаклндаги п а р а -  
м е т р и к  т е н г л а м а л а р и  дейилади (t  — параметр).

(4) тенгламаларга Караганда биз фазодаги тугри чизик 
параметрик шаклда учта тенглама билан берилади деган ху- 
лосага келамиз.

Параметрик тенгламалардан t ни топамиз:

Бу тенгламалар тугри чизикнинг каноник тенгламалари 
дейнлади. (5) тенгламалар фазодаги тугри чизик узгарувчи 
х, у, z  коордннаталарга нисбатан биринчи даражали 2 та тенг
лама билан берилншини курсатади.

(4) ва (5) тенгламалар Мх(хх, у х, z,)  нуктадан Утган ва 
йуналтирувчи вектори s (т, п, р \ булган тугри чизикнинг 
тенгламаси экани равшан, т, п, р  сонлар тугри чизикнинг йу
налтирувчи коэффициентлари дейилади. Тугр№ чизикнинг

г =  г х +  ts° (3)

х  — х х — tm, у — ух =  tn , z  — z x—tp
ёки

x  =  x x +  mt, у =  у x +  n t ,  z  =  z x + p t . (4)

г —
Р

Демак,
X— Хх

р (5)т п
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йуналтирувчи вектори учун бирлик вектор олннганда, яъни 
s =  s° булганда от, п, р коэффнциентлар тугрн чизик билан 
Ох, Оу, Oz уклар орасидаги а , р, f  бурчакларнинг косинусла- 
рига тенг булади, бу колда (4) параметрик тенгламалар ва (5) 
каноник тенгламалар мос тартибда

X =  Xi +  t  COS a, y ^ y t  +  ^cosp, Z =  2l +  / C 0 S 4  (4')
ва

X  —  Xi  _  У —  У\ _  г - г х 
cos a cos (1 cos 7 (5')

куринишни олади. cosa, cos?, cos7 лар тугри чизикнинг йу
налтирувчи косинуслари дейилади.

Йуналтирувчи косинусларни йуналтирувчи коэффнциентлар 
билан ифодалаш мумкин. Бунинг учун

тенгликдан фойдаланамиз, бунда s скаляр s векторнинг узун- 
лнгиднр. Кейинги тенгликни проекциялар билан ёзсак,

т =  scosa, п =  scosfi, р  =  scos f (6)
косил булади; бу тенгликлар тугрн чизикнинг йуналтирувчи 
коэффициентлари билан унинг йуналтирувчи косинусларининг 
бир-бирига пропорцноналлигини курсатади. s векторнинг узун- 
лнги s =  /  от* +  п2 +  р* эканини эътиборга олиб, (6 ) тенглик
дан йуналтирувчи косинусларни топамиз:

т т . \
COS a  =  -  =  = = -;

s  у  т2 +  л* -+• р ‘
о я л .cos ? =  — =  ;

s /  т* +  п2 + р2
_  р_ _

s У т2 +  п2 р2

(7)

(7) формулалар йуналтирувчи векторнинг узунлиги кандай 
булмасин, фазодаги тугрн чизикнинг йуналиши йуналтирувчи 
коэффнциентлар билан аникланишнни курсатади. Шунинг учун 
куп масалаларда фазодаги тугри чизикнинг йуналиши т : п : р  
нисбат шаклда берилади. т, п, р  йуналтирувчи коэффнцнент- 
ларнинг ^аммаси бир вактда нолга тенг булолмайди, чунки 
от =  0, п =  0, р  =* 0 булганда йуналтирувчи векторнинг узн 
Лам ноль вектор булнб колади ва бу лолда тугрн чизикнинг 
фазодаги урин аник булмайди.

Аммо йуналтирувчи коэффициентларнинг баъзи бирлари 
нолга тенг булиши мумкин. Масалан от =  0, л ^ 0 ,  р ф  0 бул
син. от =  0 булиши йуналтирувчи вектор Ох укка перпенди
куляр эканини ёки каралаётган тугри чизикнинг Ох укка пер
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пендикуляр эканини билдиради. Бу холда (4) параметрик 
тенгламалар

х - = х х 4 -0 / ,  ( ё к н х  =  л,)
У =. У, 4- nt, (4') 
z = * z x+ p t

куринишга келади; (5) каноник тенглама эса
х  — -r i _  У — У\ _  г ~

О ~  п ~  р  V* '

шаклни олади. Нолга булиш мумкин эмаслиги бнзга маълум, 
шунинг учун (5") тенгламаларни кандай тушуниш керак, де- 
ган савол тутлади. Бу саволга жавоб бериш учун (5") тенг
ламаларни бундай ёзамиз:

х - х х _  у — ух. у -  У| _  г  — гх
О п п р

Биринчи тенгламадан
п ( х  — х х)-=  0- (у — у,) ёки х  — х х =* 0.

Демак, (5") тенгламалар

*’ п р

тенгламаларга айланди. Бу тенгламалар йуналтнрувчи вектори 
s(0 , я, р) булган тугри чизик тенгламасини тасвирлайди. Д е
мак, (5") тенгламани шартли тенглама деб караш керак, у 
тенглама Мх(хх, у х, г,) нуктадан утиб, s {0, я, р\  йуналтирув- 
чн векторга параллел тугри чизикни тасвирлайди. Йуналтнрув
чи коэффициентларнинг бошкалари нолга тенг булганда (5) 
тенгламалар шунга ухшаш маънони бнлдирнш шарти билан 
ёзилади.

1- мисол. (1 ,3 , 4) нуктадан утган ва йуналтирувчн вектори 
л =  2/4-ЗУ булган т ^ р н  чизик тенгламалари ёзилсин.

Еч и ш.  Бу мисолда хх =  1, у, =  3, г х =  4, т =  2, я =  3, р  =0. 
Буларни (5) тенгламаларга куямиз:

х -  1 _  у — 3 г — А

Масалада талаб килинган тугри чизик тенгламалари
,  х  — 1 у -  3

г 4, 2 “  3
куринишда булади.

2- мисол, (2, 3, 0) нуктадан утиб, Oz Укка параллел тугри 
чизикнинг каноник ва параметрик тенгламалари ёзилсин.

Е ч и ш .  Тугри чизик Oz  укка параллел булгани учун у Ох 
ва Оу укларга перпендикуляр; демак т =  0, я =  0, /> =  1.
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Демак, Tj^FpH чизикнинг каноник тенгламалари
д: — 2 _  у — 3 г

о ~  о — 1
куринишда булади. Тугри чизикнинг параметрнк тенгламалари- 
ни (4) га мувофнк ёзамиз:

х  =  2, у — 3, z  — \ 1.

81- §. ТУГРИ ЧИЗИКНИНГ УМУМИЙ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Тугри чизикнинг (5) каноник тенгламалари узгарувчи х, у, 
z  коордннаталарга нисбатан биринчи даражали и к к и т а  алгебра
ик тенгламалардан иборат. Бу тенгламаларнннг зар бнри фа
зода бирор текисликни тасвирлайди. (5) тенгламалар билан тас
вирланган тугри чизик шу текисликларнинг кееншишидан 30- 
енл булган деса булади. Хакикатан зам, бу тугри чнзнкдаги 
З а р  кандай нуктанинг координаталари (5) тенгламаларнннг з а р  
бирини каноатлантиради, яънн иккала текисликнинг умумий 
нуктаси ва аксинча, координаталари (5) текисликлар тенглама- 
ларинн каноатлантирувчи фазонинг нуктаси (5) тугри чизик
нинг (ёки текисликнинг умумий) нуктаендир. Демак фазодаги 
тугри чизикни икки текисликнинг кесишган чизиги деб караш 
мумкин. Бу текисликларнинг умумий тенгламалари

т^рри чизицнинг умумий. тенгламалари дейилади.
(8) текисликларнинг узаро кесишиши учун улар бир-бирига 

параллел булмаелнклари керак. Демак,
А _ _в _ ___С_
Ах Hi Ci

лропорцнялар бажарнлмаса, каралаётган (8) тенгламалар туг
ри чизикни тасвирлайди. Тугри чизикнинг (8) умумий тенгла- 
маларидан унинг каноник тенгламалари (5) га утиш мумкин. 
Бунинг учун (8) тенгламаларда z  ли зад билан D  озод задни 
тенгламаларнннг унг Сомонига утказиб, зосил булган тенглама
лар системасини, х, у  га нисбатан ечамиз. Натижада

тенгламалар зосил булади, бундаги а, Ь, ах, Ьх коэффициент
лар (8) тенгламалар системасииинг коэффициентлари билан 
нфодаланган микдорлардир. (8) ва (9) тенгламалар системала- 
ри бир-бнрнга эквивалент тенгламалар эканини куриш кийин 
эмас. Шунинг учун (9) тенгламалар зам (8) тенгламалар билан 
нфодаланган тугри чизикни тасвирлайди.

Ах +  Ву +  Cz +  D =  0, 
А\Х +  Вху +  Cxz +  D x =  О (8)

х  =  az  -f- b, 
у  =* a xz  +  Ьх (9)
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тгя

Энди (9) тенгламаларнннг лар бирини z  га нисбатан ечамиз:

.......  , | Г  Т  ■ " iV

Бу тенгламаларни
х — ь _  у — ъх _  

а д, 1
куринишда ёзиш мумкин. Шудай килиб, тугри чизикнинг (8) 
куринишда! и умумий тенгламалари унинг каноник куринишда- 
ги тенгламаларига келтирнлди.

Энди (9) тенгламаларга эътибор берайлик. Бу тенгламалар- 
нинг лар бирн фазода текисликнн тасвирлаши бнзга маълум.
(9) тенгламаларнннг биринчиси xOz текисликдаги тугри чизик- 
нн билднради ва бу тугри чизик фазодаги x =  a z-\-b  текислик 
билан xOz текисликнинг кесишишидан лосил булади, шу би
лан бирга бу текислик Оу укка параллел. Демак, xOz текис
ликдаги x =  a z-\-b  тугри чизик фазодаги (9) тугри чизикнинг 
шу текисликдаги проекцнясидир. Шунга ухшаш уО г текислик- 
дагн y =  a i z + b i  тугри чизик фазодаги (9) тугри чизикнинг 
шу текисликдаги проекциясиднр. (9) тенгламаларнннг лар бири 
билан тасвирланган текислик фазода бу тенгламалар билан тас
вирланган тугрн чизикни xOz  ва у Oz текисликларга проекция- 
ловчи текисликлар дейилади.

(9) тенгламалар фазодаги тугрн чизикнинг п р о е к ц и я 
л а р и  б и л а н  б е р и л г а н  т е н г л а м а л а р и  дейилади.

1 - мисол. jc-+3y — 5 z - f 6  =  0, 2х — y +  3z — 3 =  0 тугри 
чизик тенгламаларини xOz ва у Oz текисликлардаги проекция
лари билан берилган тенгламалар шаклида ёзилсин.

Е ч и ш.  Берилган тенгламалардан дг ни чнкариб, лосил бул
ган тенгламани у  га нисбатан ечамиз, натижада

лосил булади. Энди берилган тенгламалардан у ни чикарамиз 
ва лосил булган тенгламани х  га нисбатан ечамиз, натижада

4 . 3
■* =  — f  z  ~h у

лосил булади. Шундай килиб, берилган тугри чизикнинг xOz 
ва у Oz текисликлардаги проекциялари ушбу тенгламалар би
лан ифода этилади:

4 -  1 3 .. 13 •  15 X —г У j  Z у .

• 2- мисол. 2х  — 5у +  z  — 3 ** 0; Зх — 2у - f  3z — 6 =  0 тенгла
малар билан тасвирланган т ^ р и  чизикнинг каноник к^риниш- 
даги тенгламалари ёзилсин.
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Е ч и ш .  Берилган тенгламалардан дастлаб х  нн, ундан ке-' 
йин у ни чикарамнз, натижада

l ly  +  3z — 3 =  0, l U + 1 3 z - 2 4  =  0
тенгламалар хосил булади. Энди тенгламаларни z  га нисбатан 
ечамиз.

___ — 11У -+- 3 _ — 11 дг Ч- 24г -  — j------ , г  = ------ g-------

Бу тенгламаларнинг иккала томонини — 11 га булиб, уни
24 з

Х~Г\ У ~  И
3 ~  . 3 11

куринишда ёзиш мумкин.

82-§. БЕРИЛГАН ИККИ НУКТАДАН УТГАН ТУГРИ 
ЧИЗИК ТЕНГЛАМАЛАРИ

Af, (дг,, у„ г,), М 2(х2, Уз. г,) нукталар бернлган булсин. Бу 
икки нуктадан утган тугри чизик тенгламасини тузамиз.

Бунинг учун Ж, (дг,, у„ г,) нуктадан утиб, А1,Л1а вектор 
буйича йуналган тугри чизик тенгламасини тузиш керак бу
лади; демак, M,Mt векторни йуналтирувчн вектор деб кабул 
килиш керак. МХМ2 векторнннг проекциялари:

т =  х г — дс„ п =  у, — у,, p  =  z 2 — г,.
Шунинг учун берилган Af, ва М 2 нукталардан утган тугри чи
зикнинг тенгламалари

JT — JT,*-= 2 h 2l  =  1 z ^ l . (10)
Г . Vo ----  V . Z •  ----- I.  V '*2—*1 У* —Ух *2 — z\

Мисол. Af, (1, 2, 3) ва M2(— 1 , - 2 ,  — 3) нукталардан ут
ган тугри чизик тенгламасини тузайлик. Бу мисолда дг,= 1, 
у, =  2, г, =  3, Xj =  — 1, у2 =  — 2, г, =  — 3. Буларнн (10) тенг
ламага куямиз:

дг— 1 _  у — 2 _  г — 3 
_  1 _  1 -  — 2 —  2 “  —  3 —  3

ёки

83- §. ИККИ ТУГРИ ЧИЗИК ОРАСИДАГИ БУРЧАК

Фазодаги икки тугри чизик орасидаги бурчак сифатида фа- 
зонинг исталган нуктасндан шу тугри чизикларга параллел 
утказилган икки тугри чизикнинг ташкил килган бурчаклари-
266



дан исталганини оламиз. Бу бурчак 0 бнлан « Уртасида узга
ради.

Икки тугри чизик орасидаги бурчак бу тугри чизикларнннг 
йуналтнрувчи векторлари орасидаги бурчакка тенглигини бн- 
ламнз. Икки тугри чизикнинг каноник тенгламалари берилган 
булсин:

х  — ах _  у -  Ьх _  г — сх 
тх л, рх

х  -  at __ у — Ь, _  z  — с, 
m.j П\ Ра

Бу тугри чизикларнннг йуналтнрувчи векторлари «[я/,, пх, р х\ 
ва s, |тг, п2, p-i\ булснн.

Берилган тугри чизиклар орасидаги бурчакни f билан бел
гиласак, s ва sx векторлар орасидаги бурчак зам -j булади. 
Икки вектор орасидаги бурчакни топиш формуласига кура

___ __ , тхт, 4- пхп3 ■+■ P\Pi
COS f  =  +  —  ■■ ------- т :_____

у  т\ + nj р\ • j /  m* + nl+pl ' (И)

Агар каралаётган тугри чизиклар бир-бирига параллел булса, 
уларнинг йуналтнрувчи s, s x векторлари зам бир-бирига па
раллел, яъни

т\ _2 } __El /1 о\
т, п, р , ■ '  >

Берилган икки тугрн чизикнинг параллеллик шарти (12) дан 
иборат.

Агар берилган тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр 
булса, у золда, уларнннг йуналтнрувчи s, sx векторлари зам 
бир-бирига перпендикуляр:

тхт2 +  пхп2 +  р хр 2 =  0 (13)

булади. Берилган тугри чизикларнннг бир-бирига перпенди- 
кулярлик шарти (13) дан иборат.

1- мисол.
х  — \ у х -f  4

1 =  ~  =  S —

ва
-г +  6 _  у -  2 _  г - 3

тугри чизиклар орасидаги бурчакни топайлик. (11) формулага 
мувофик

rn s  г  -  4- 1 3 + ( - 2 ) - 2  +  3 ( - 1 )  2
‘ ~  / 1  + 4  +  9 - / Э  +  4 +  1 7 ’
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2- мисол.

ва

д ем а к ,

f  я^74° ёки 7 «10 6 ° .

■* — 3 _  у — 2 _  г - 5

х  +  2 __ у — 4 _  z — 3

тугри чизиклар бир-бирига параллел, чунки (12) шарт бу т^г- 
рн ч.зиклар учун бажарилади:

1 —  1 —  1 
8 6 4 ‘

3- мисол.
х  — 2 у — 2 2 — 1 х  — 15 у — 9 г — 11

1 2 ~  — 2 ва  4 — 1 ~  3

тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр, чунки (13) шарт 
бажарилади:

1-4 +  2 1  - 2 - 3  =  0.

4 - мисол. Af( l ,  — 1, 2) нуктадан утиб,
2х +  Зу — z  +  3 =  О, 
х  +  у +  3 z  — 6 =  0

тугри чизикка параллел тугри чнзнк тенгламаси тузилсин.
Еч и ш.  Берилган тугрн чизик тенгламаларини каноник 

шаклга келтирамиз. У лолда
Г 3 15
*f 7 „ — * +  77 _  У ____
10 -  1 ~  1 
У т

лосил булади. Демак, /я =  у , я  =  — 1, /»=  у , изланаётган 
тугрн чизик Af (1, — 1, 2) нуктадан утиб, унинг йуналтирувчи 
коэффициентлари у ,  — 1 , у г а  пропорционал булгани учун 
бу тугри чизик тенгламалари

JC — 1 _  у +  1 Z - 2
"То" =  ~ = г  *  ~ т ~  

7  У
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84- §. ТУГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ КЕСИШИШИ

Фазодаги икки тугри чизик. умуман айтганда, бир текис
ликда ётмайди, масалан, улар учрашмас булиши мумкин.

Берилган икки тугрн чизикнинг бир текисликда ётиш шар- 
тини излаймиз.

r  =  r l +  s 1t, г  =  г, -f  s ,t
кесишувчи икки тугри чизикнинг вектор шаклидаги тенглама
лари булсин. Биринчи тугрн чиэикда (г,) ва иккинчи тугри 
чизикда Af2 (/*2) нукталар оламиз (136-чизма). Бу тугри чи
зиклар бир текисликда ётса, М ХМ2 =  г2 — г, вектор ^ам шу 
текисликда ётади ва аксинча, яъни бу вектор тугрн чизиклар
нинг йуналтирувчи s,, s2 векторларн билан компланар (бир 
текисликда ётувчи) булади.

Учта вектор компланар булиши учун уларнинг аралаш ку- 
пайтмаси нолга тенг булиши керак, яъни

(гя -  г,) s, s2 =  0. (14)
Бу тенглик вектор шаклидаги тенгламалари билан берилган 
икки тугри чизикнинг бир текисликда ётиш (компланарлнк) 
шартиднр. (14) шартни координата шаклида ёзамиз. Агар 
Л М * 1. Уь г,), М2(х2, у„ г2), «,(/«„ л„ р х), s2 (т2, п2, р2) фа
раз килинса, изланган шарт куйидагидзн иборат:

хг - х г  у2 — у» z l - z l 
тх л, р х
'Я* я .  Pi

=  0. 15)

Мисол.
дг— 1 _  у +  2 г - 2  

2 *  1 ~  - 4 ва дг — 9  _  у — 2 _  г  — 1
S ”3 1

тугрн чизикларнинг кесишиш нуктаси топилсин.
Е ч и ш .  (15) шартнинг бажарилишини текширнб курамиз:

=  0

(биринчи ва иккинчи устун элементлари мос тартибда пропор- 
ционал). Демак, тугри чизиклар бир текисликда ётади, шу- 
нинг учун улар кесишади. Кесишиш нуктасиии топайлик; туг
рн чизиклар тенгламаларини куйидагича ёзамиз:

9 - 1  2 +  2 - 1 - 2 8 4 - 3
2 1 - 4 = 2 1 - 4
6 3 1 6 3 1



Булардан биринчи учта тенглама
ни биргаликда ечамиз, натижада

х =  3, у =  — 1, z  — — 2
хосил булади. Буларни туртинчи 
тенгламага куямиз:

—  2 =  ~  1 —  — • —  2 —  —  23 3 ’ ■
Демак (3, — 1, — 2) нуктанинг 

координаталари иккала тугри чизикнинг туртала тенгламасини 
Каноатлантиради, бу нукта тугри чизикларнинг кесишнш нук* 
тасидир.

85- §. ТЕКИСЛИКЛАР ДАСТАСИНИНГ ТЕНГЛАМАСИ

Берилган т$гри кизицдан утадиган текисликлар тупла- 
ми текисликлар дастаси дейилади.

Текисликлар дастасининг тенгламасини тузамиз. Тугри чи
зикнинг тенгламалари

А х  +  By -f- Cz -f-D  =  0, . . . .
A\x  +  В\У +  Cxz +  D x =  0

булсин. Бу тенгламалардан нккинчисинн бирор ихтиёрий ). па
рам етра купайтириб биринчисига кушамиз. Натижада

А х  +  By +  Cz +  D  +  X (Ахх  -j- Bxy +  Cxz +  Dx) =  0 (17)
хосил булади. Бу тенглама узгарувчи х, у, z  координаталарга 
нисбатан биринчи даражали тенглама булиб, текисликни ифо
далайди. (16) тугри чизикдаги ихтиёрий Af ( jc, у, z) нуктанинг 
координаталари (17) тенгламани хам каноатлантиради; бошка- 
ча килиб айтганда (16) тугри чизикнинг *ар бир нуктаси (17) 
текисликка *ам карашлидир. Демак, (17) текислик (16) тугри 
чизнкдан утадиган текисликдир. Аммо X параметр ихтиёрий 
булгани учун у турли кийматлар олиши мумкин. X нинг турли 
К'ийматларида (17) тенглама (16) тугри чизикдан утувчи турли 
текисликларни тасвирлайди. Демак, (17) тенглама (16) тугри 
чизикдан утадиган текисликлар дастасининг тенгламасидир. 
Фазонинг хар кандай Мх (jcb уж, г , ) нуктасидан ва (16) тугри 
чизикдан ёлгиз битта текислик утади. Бу текислик тенглама
сини тузиш учун М х нуктанннг дг,, у,, г, координаталарини 
(17) тенгламадаги узгарувчи х, у, г  координаталар урнига ку- 
йиб, *оснл булган тенгламадан X ни аниклаймиз.

X нинг топилган кийматини (17) га куйиб изланаётган те
кислик тенгламасини тузамиз. М х(хх, у,, z x) нукта (16) тугри 
чизикда хам

/ А хх  -f- Вху  +  Cxz  -+■ Dx =  6 (18)
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текисликда зам ётмаслиги керак, чунки бу золда (17) тенгла
мадан X ни аниклаб булмайди.

Мисол.
Jt-f-y — 3z +  5 =  0; 2.V -  Зу +  Z -  7 =  О

тугри чизикдан ва М (1, 2, 3) нуктадан утувчи текислик тенг
ламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган тугри чизикдан утган текислик
лар дастасининг тенгламасини тузамнз:

дс +  у — Зг +  5 +  Ц2х — Зу +  г  — 7) «= О,
Бу текисликлар дастасидан Af(1, 2, 3) нуктадан утувчи текис
ликни ажратиб олишимиз керак. Бундай текисликнинг тенгла
масини Af(l, 2, 3) нуктанинг координаталари каноатлантириши 
лозим. Шунинг учун текисликлар дастасининг тенгламасидагн 
х,  у, г узгарувчи кординаталар урнига Af(1, 2, 3) нуктанинг 
координаталарини кУямиз

1 +  2 - 3 - 3 +  5 + Х( 2 -  1 - 3 - 2 +  3 - 7 )  =  О,
бу тенгламадан

X нинг бу кийматини даста тенгламасига куямиз: 

х  +  у — Зг +  5 — j  (2х — Зу +  г —7) =  О

ёки
3 . 11 25 . 47 л
Т* +  "Г У — Т  * +  Т  =  0

ёки
6х +  1 1 у -2 5 г  +  47 =  0 

Бу изланаётган текислик тенгламасидир.

86- §. ТУГРИ ЧИЗИКНИНГ ТЕКИСЛИК БИЛАН 
ТАШКИЛ КИЛГАН БУРЧАГИ

Тугри кизиц билан унинг текисликдаги проекцияси 
ташкил цилган бурчакка тугри чизиц билан текислик ора
сидаги бурчак деб айтилади. Тугри чизикнинг тенгламалари 

х  — а _  у — Ь _  г  — с 
т п ~  р

текисликнинг тенгламаси эса
Ах  +  By +  Сг +  D  =  О



булсин. Буларнинг орасидаги бурчак 9 булсин (137- чизма). 
Тугри чизиц билан текисликнинг кесишган О нуктасндан туг
рн чизикнинг текисликдаги OQ проекциясига ва берилган те- 
кнсликка перпендикуляр килиб ОР тугри чизикни утказамиз. 
Бу лолда

Z R O P = - J - -  ?

ва

COS [ у  — <f) -  sin 9.

Tj^rpn чизик ва текисликнинг берилган тенгламаларнга кара- 
ганда тугри чизикнинг йуналтирувчи векторн проекциялари 
т, я, р  булиб, текисликнинг нормал векторн проекциялари А ,
В , С дир. Иккинчи томондан бу векторлар мос тартибда OR 
тугрн чизикка ва ОР перпенднкулярга параллел, шунинг учун
улар орасидаги бурчаку  — 9 (9 бурчакни 0 дан у  гача узга-

ради деб кабул к»ламиз).
Икки вектор орасидаги бурчак ко- 

синуснни топнш формуласига кура
(cos ( у — 9) = s l n 9 булгани учун)

| Ат +  Bn -f Ср I Sin 9 =  - 7= = = = — J l  . =  ■
/ж *  +  я* + р * - / л *  +  ь* +  С* v ;

0̂ < 9 < у  булгани учун формула 
137 -чизма. суратидагн ифоданинг абсолют кийма

ти олинди). Бу формула тугри чизик 
билан текислик орасидаги бурчакни аниклайди. Агар тугри чи
зик билан текнелик бир-бирига параллел булса, у лолда тугри 
чизикнинг йуналтирувчи векторн билан текисликнинг нормал 
векторн бир-бирига перпендикуляр булади, яъни

Ат +  Вп +  Ср =  0. (20)
Бу шарт тугри чизик билан текисликнинг параллеллик шарти- 
дир.

Агар тугри чизик текисликка перпендикуляр б^лса, улар
нинг йуналтирувчи векторн билан нормал векторн бир-бирига 
параллел булади. Шунинг учун

-  =  -  =  - •  (21) т п р  '  '

Бу тугри чизик билан текисликнинг перпендикулярлик шар- 
тидир.
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1- мисол. у =  2х +  1, 2z =  5.v +  6 тугри чизик ва х  +  2у — 
—г + 3 =  0 текислик орасидаги бурчак топилсин.

Е ч и ш .  Тугри чизик тенгламалариин каноник куринишга 
келти рамиз:

х  у — 1 2  — 3
Т  =  ~2~ = ~ Г ~ '

2

Демак, m =  1, п =  2, р  =  у  
Текислик тенгламасига Караганда

А =  1, В =  2, С =  — 1.
Буларни (19) формулага^уямиз.

+  2-2 4-(-1).у !
Г -  - ..................................8

1* + 2 * +  | / 1 *  +  2* +  (-П *

ёки
sin 9 3 /3 0

2- мисол. (а, Ь, с) нуктадан утиб,
Ах  +  By  +  Cz -f  D = 0

текисликка параллел булган хамма тугри чизиклар геометрик 
урнининг тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  1 - у с у л (векторлар усули). (а, Ь, с) нуктанинг 
радиус векторини г х билан, берилган текисликнинг нормал 
векторини п билан, изланаётган тугри чизикнинг йуналтирув
чн векторини s билан белгилаймиз. Бу холда (а, Ь, с) нукта
дан утиб, s га параллел булган тугри чизик тенгламаси:

г  =* Гх +  St.
Бу тугри чизик берилган текисликка параллел булгани учун 
s вектор билан п вектор бир-бирига перпендикуляр, яъни

п • s  =  0.
Буни эътиборга олиб, тугри чизик тенгламасининг иккала то
монини п векторга скаляр купайтирамиз. Натижада

rn =» r xn +  nst
ёки

(г — г х) п =  0
хосил булади.
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Бу тенглама радиус-вектори г, булган нуктадан утувчи, нор
мал вектори п булган текислик тенгламасидир. Демак, излана
ётган геометрик Урин текислик экан. Бу тенгламани коорди
наталар шаклида ёзиш мумкин:

А (х — а) +  В (у — Ь) +  С (z — с) =  0..
2 - у с у л .  (о, Ь, с) нуктадан утган зар кандай тугри чизик* 

нннг тенгламалари
х  — а _ у — b _ z — с

т п ~р

Изланаётган т^грн чизиклар билан берилган текисликнинг па- 
раллеллик шарти

Ат 4- Вп 4- Ср =  0.
Бу тенгликдаги т, п, р  урнига тугри чизик тенгламасидагн 
уларга пропорцнонал булган х  — а, у — b, z  — с нн куйсак

зосил буладн.
3- мисол.

А (х — а) 4- В (у — Ь) 4- С (г — с) =  0

х  — 4 _  у + 2 г - 3
2 “  1 ~  4

тугри чизикдан утиб,
х  — Зу 4- 5z =  4

текислнкка перпендикуляр текислик тенгламаси тузилсин. 
Е ч и ш .  Изланаётган текислик бернлган тугри чизикдан ут-

ганн учун бу тугри чизикка ка- 
рашли Af, (4, — 2,3) нуктадан 
Зам утади ва тугри чизикнинг 
йуналтнрувчи вектори булган 
s {2, 1, 4) векторга параллел бу
либ, берилган текисликнинг 
п (1, —3,5} нормал векторига зам 
параллел. Af (х, у, z) изланаётган 
текисликнинг ихтиёрий нуктаси
булсин. Бу золда М хМ {лг — 4, 
у 4-2, г — 3) вектор изланаётган 
текисликдаги вектор булгани

138- чизма. уЧуН ./HjAf, s, п векторлар комп*
ланар векторлардир (1о8- чиз

ма). Шунинг учун уларнннг аралаш купайтмаси нолга тенг:

A fjA l s п =  0
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ёкн координаталар шаклида
х  — 4

2
1

у +  2 г — 3 
1 4

- 3  5
=  0 ;

бундан

еки

зосил булади 
4- мисол.

ва

17 (х -  4) -  6 (у +  2) -  7 (г -  3) =  0 

\7х — бу — 7г — 59 =  0

о- 2

■г 4- 1 
2

2 - 3

г - 1  _
2 ~~

параллел тугри чизиклардан утувчи текислик тенгламаси ту
зилсин.

Е ч и ш .  Изланаётган текислик бернлган параллел тугри чи- 
зиклардаги (2, 1,3) ,  (— 1, 1, 0) нукталардан утади. нук
тадан утувчи текисликлар дастаси

А (х —2) +  5  (у — 1) +  С (г**- 3) =  0. (а)
Бу дастага карашлн булиб Af2(— 1, 1,0) нуктадан утувчи те
кислик

А (— 1 — 2) + 5 ( 1  — 1) +  С ( 0 - 3 )  = 0
ёки

ЗА +  ОВ +  ЗС =  О (р)
шартни каноатлантиради. Бундан ташкари, изланаётган текис- 
лнк берилган параллел тугри чизиклардан утади, яъни улар- 
нинг зар бирига параллеллик шартннн каноатлантиради:

2А +  1 • Z? +  2С =  0. (i)
А, В, С номаълум коэффициентларнн аниклаш учун бир жи- 
нсли учта (а), (р), (7) тенглама системаси зосил булади. Бу 
системанинг нолдан фаркли ечнмининг мавжудлнги шартидан 
фойдаланамиз:

х  — 2 у — 1 г - 3
3 0 3 = 0
2 1 2

ёки
л  -  г +  1 =  0.
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Берилган
х-^а = у (22) 

т п  р  '  '

тугрн чизикнинг берилган
Ах +  By +  Cz +  D = 0 (23)

текнслнк билан кесишган нуктасини топайлик, яъни (22), (23) 
тенгламалар системасннинг ечимларинн топайлик. (22), (23) 
тенгламалар системасини параметр киритиш йули билан ечиш 
кулай. (22) пропорциянннг умумий кийматини t билан белги
лаймиз:

87- §. ТУГРИ ЧИЗИК БИЛАН ТЕКИСЛИКНИНГ КЕСИШИШИ

х  — а  _  у — Ь __ * t.т а р  
Бу тенгламалардан:

х = а + mt; у = b +  nt\ z = c-\-j>t. (24)
jc , у, г нинг бу кийматларинн (23) тенгламага куямиз:

А (а  + mt) + В  (Ь +  nt) + С  (с + pt) +  D  = 0
ёки

Аа -{- Bb -j- Сс -J- D 1 (Am -J- В и -J- Ср) — 0.
Бу тенгламадан

4 Аа-\-ВЬ +  Сс
1 “  Ат + t in  - t  Ср

t нинг бу кийматини (24) тенгламаларга куйиб, берилган т$т- 
ри чизнк билан текисликнинг кесишиш нуктасининг коорднна- 
таларини топамиз.

Агар (25) формулада
А т  Вп + Ср Ф  0

б^лса, аннк битта кнймат лосил булади ва шунинг учун туг
ри чизик билан текислик битта нуктада кесишади.
Агар

А т + Вп +  Ср = О
булиб

Aa + Bb + Cp +  D=£0
булса, биринчи тенгликка кура^тугрн чизик текисликка парал
лел ва иккинчи тенгсизлик эса'тугри чизикдаги (а, Ь, с) нук
танинг текисликда ётмаслигини билдиради. Демак, тугри чи- 
знк билан текислик кесишмайди.
278



Am 4~ Bn -I- Ср — О,
Аа +  Bb +  Сс +  D  = О

шартлар бажарнлса, бу тугри чизик билан текислик узаро па
раллел ва текислик тугри чизикдаги (а, Ь, с) нуктадан утади. 
Демак, тугри чизик текисликда ётади.

I- мисол.

= ^у-2 = 1 тугри чизик билан Зх +  5у — *4-8 = 0
текисликнинг кесишган нуктаси топилсин.

Е ч и ш . t параметр кирнтамиз:
дг — 1 __у 2 ___ж -Ь 1__  t

1 — 3 — 2 ‘
Бу тенгламалардан х, у, z ни топамиз:

x = 2t +  \, у = 3/ -  2, z = 2/ — 1.
Буларни берилган текислик тенгламасига куямиз:

3(2/ 4-1) 4-5 (3/ — 2) — (2/ — 1) 4- 8 = О
ёки

Агар

Демак.

¥ — _2 • — 4-1 — —х  — z ш 1 -  19,

У = — 3 ]9~  2 = Тэ;

z — -  2-—___1 = — —.г  T9 19

Шундай килиб, берилган тугри чизик билан текислик 
/15 14 23\
ш , — 19’ — T9/ нУКтада кесншади.

2- мисол.
у = 2х 4- 5, z = Зх — 6

тугри чизик билан
5х — Зу 4-2 4-7 = 0

текисликнинг кесишган нуктаси топилсин,
Е ч и ш . Бу мисолни параметр киритмасдан ечиш кулайрок. 

Тугри чизик тенгламаларидан у, г нинг ифодаларини текислик 
тенгламасига куямиз:

5лг -  3 (2дг 4- 5) 4- (Зд: -  6) 4- 7 = О
277



бундан

Демак,

ёки
2х — 14 = 0, 

х = 7. 

у = 2-7 +  5 = 19, г = 3-7 — 6 = 15.
Шундай килиб берилган тугри чизик билан текислик 

(7, 19, 15) нуктада кесишадн.

Машцлар
1. Л1(1, — 2, 3) нуктадан Утиб, s (4, 3, 5) векторга параллел тугри чи

зикнинг каноник тенгламаларини ёзинг.
jt +  1 у — 3 г

2. —g—  =  — = -j тУгри чизикнинг канси нуктадан утганини ва йу-
налтирувчн векторини аиикланг.

3. Куйидаги тугри чизикларнннг каноник тенгламалари параметрик 
шаклда ёзилсин: ,

.. дг — 2 у +  2 2 — 1. JC +  З у — 5 2 — 4 .
1) — З-  = ~5—  = —1— :* 2) 1 -- =~ Г ~  = _ 2 ~ 1'

X у -  1 _  » +  1 . х 1 _  у — 3 _  2 - 2
) 6 — 7 — 2 ’ 4) 2 ~  3 ~  4

4. Тугри чизиклар берилган:
f дг =  2 — 2, „ 2  — 2 у — 1 2 — 5
{ у =  3 - 2 г .  2) 3 ~  2 “  1 ‘

Бу тугри чизикларнннг хОу, xOz ва уОг текисликлардаги изларини топинг.
5. Тугри чизик дг — Зу 4-22 — 4 = 0, З х — у + 4г — 5 = 0 тенпамалар 

билан берилган. Бу тугри чизикнинг каноник, параметрик \амда проекция- 
лар шаклидаги тенгламаларини ёзинг.

6. <4(1, 2, 3) нуктадан чикиб v (3, 2, 1) тезлнк билан тугри чизик'бу
йича \аракат килувчи нукта траекториясининг тенгламасини тузинг.

7. х =  5, у =  2 тугри чизикни ясанг ва унинг йуналтнрувчи вектори 
*амла йуналтнрувчи косинусларнни топинг.

8. Тугри чизикларнннг вазиятини ва нуналтирувчн векторларини аник- 
ланг.

( х - у + г = 0 ,  | Зд: — 4 = 0 ,
\ 2* +  Зу -  2 =  0; ' | у — 2 = 0.

9. А (3, — 1, — 2) ва (— 1, 2, 3) нукталардан утувчи тугри чизикнинг 
тенгламаси тузилсин ва тугри чизик ясалсин.

10. А1(2, — 2, 3) ва Лм 1, — 3, 4) нукталардан утган тугри чизик тенгла- 
маснни тузинг ва унинг йуналтнрувчи косинусларнни топинг.

11. Тугри чизиклар орасидаги бурчакни аиикланг;

1) ( х +  2у -  Зг +  4 = 0, | Зд: -  5у +  « -  2 = 0, 
( д : - у - 2 г  +  5 = 0 *амда [ 2х -  Зу -  г -  3 = 0.

2) { х — 2у — 5 =  0, ( 2дг -  Зу +  5 = О,
(  у _ 2 + 1  = 0  *амда ( 2у +  2 — 3 = 0.
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12. Тугрн чизиклар орасидаги бурчакии аникланг:
дг — 3 у + 7 г  — 4 х  +  5 у — 7 2 + 4,

1) — г = - 5- = —  ва —  = - g ~  = — *

3
У = J X + 5,  ,  у _  _  2дг +  2,2)

f у= -2 д г + :
I у = 3* — 17. 

у = 7 * + 1  17

13. (1, 2, — 3) нуктадан утиб, дг — 2у — 1=0, 2* — у — 1= 0  тугри чи- 
эикка параллел тугри чизик тенгламасини езинг.

14. х = 2/, у = 3t, г = t тугрн чизик билан дг = /, у =■ 1 — t, 2 = 1 + < 
тугри чизик бир-бирига перпендикуляр зканлигинп курсатинг.

15. (1, — 4, 5) нуктадан Oz Укка утказилган перпендикулярнинг тенгла
масини Сзинг. »

16. М (2, 3, 4) нуктадан = ^ 4 “  = ~ ij-  тугри чизиккача булган
масофани топинг.

17. Куйидаги тугри чизиклар битта текисликда ётадими?
, х — 1 у — 3 2 + 6 дг — 4 у — 7 2 +  1,
» ) —  = —  = —  ' амда 5 — Т~ ~
0v f 5х -  32 = 0, ( Здг — 2 — 8 = 0,
2> ( б у  + г — 35 = 0 ' амда { Зу -  22 +  5 = 0.

/ 4х + 2 — 1 = О, Г Здг+ у — 2 + 4 = 0,
3) ( х -  2у + 3 = 0 *амда ( у + 2г -  8 = 0.

18. (2, — 3, 1) нукмдан утиб,
х — 1 у + 2 z - 1  дг + 2 у — 3 2 + 3

2 ~  3 — 4 ламда 1 ~  2 —

тугрн чизиклар билан кесишувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.
д-_2 у __3 z __1

19. >1(1, 2, — 3) нуктадан - у -  =  —т—  = —j — тугри чизикка туши-
рилган перпендикулярнинг тенгламасини тузинг.

„ „ д г  — 1 у — 3 2 +  1 дг +  4 у — 7 г
20. 2" *= —~  — —з-  тУгри чизик билан ——  =  —^т у г р и

х *  г дг +  3 у — 2 * - 7чизикни кесиб утувчи даяма тугри чизиклар орасидан ——  =  —g— = — —
тугрн чизикка параллел тугри чизикни топинг.

21. х — 2у + 3z — 5 = О, Здг + 5у — 4 г  — 7 = 0 тугри чизикдан ва (0, 1,2) 
нуктадан утган текислик тенгламасини тузинг.

х _2 у __з ~ | |
22. (3, 2, — 1) нуктадан *амда —д— =  —^— = ~ ;1~ тугри чизикдан

утувчи текислик тенгламасини тузинг. 
х — j у  2 z _2

23. — j— *= —2— — —2— ТУГРИ чизик билан 2дг — 4у +  42 — 1 = 0 те
кислик орасидаги бурчакии топинг.

24. (4, 5 — 6) нуктадан

1)дг — у + г — 5 = 0; 2) дг — 2у — 3= 0 ; 3 )у  — 5 = 0 

текисликка туширилган перпендикулярнинг тенгламасини тузинг.
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25. (2, — 3, 1) нуктадан утиб,
х — 2 у - 1 _  г - 2

5 ~  4 ~  -  1
тугри чизикка перпендикуляр текисликнинг тенгламасини тузинг.

26. Х у  =  ̂ ^  ' = “ g— тугри чизик 4х +  2у — Ъг + 6 = 0 текислик* 
ка параллел жойлашиши учун п нинг киймати кандай булиши кер^к?

27. (3, 4, — 2) нуктадан утиб, *  2 = дамда —j— =  
у + 2  г — 3= ——  = _  д тугри чизикларга параллел текисликнинг тенгламасини ту

зинг.
m х  — 3 у — 2 г  +  2
28. —j - = —з "  = 2 тугри чизик билан

текисликнинг кесишган нуктасини топннг
29. (3, 1, 2) нуктадан дамда

дг — 2y +  z — 2 = 0
1СИНИ топинг. 
да

х + 1 у - 1 2
4 ~  2 ~ 3

тугрн чизикдан утувчи текислик тенгламасини тузинг.
дг— 2 у — 1 г  + 1 х +  2 у — 4 г  — 1

30. 3 = 1 = 2 *амДа 3 — 1 ~  2
параллел тугри чизиклардан утувчи текислик тенгламасини тузинг.



Ун иккинчи боб 
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

88-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТНИНГ УМУМИЙ ТЕНГЛАМАСИ

Биз IX бобда фазодаги сиртнинг кандай тенглама билан 
ифодаланишини, ясовчиси координата укларидан бирига парал
лел цилиндрик сиртларнинг тенгламаларини, сиртларнинг ке
сишган чизицлари, сиртларнинг кесишган нуктасини аниклаш 
масалалари билан танишган эдик.

Бу бобда иккинчи тартибли сиртларнинг тенгламалари ва 
бу тенгламаларнннг куринишнга караб, сиртларнинг фазодаги 
шаклини аниклаш масалаларини курамиз.

Тугри бурчакли Декарт системасида узгарувчи х, у, г 
координаталарга нисбатан иккинчи даражали алгебраик 
тенглама билан тасвирланган сиртлар иккинчи тартибли 
сиртлар деб аталади,

х, у, г узгарувчиларга нисбатан иккинчи даражали алгебра- 
нк тенгламанинг умумий куриниши
Ах2 +  By1 -J- Сг2-}- Dx у +  Ехг +  Fyz -f Ох +  Ну -f Kz-\-L = 0. (1)

Бу тенгламада А, В, С, D, Е, F  коэффициентларнинг камнда 
биттаси нолдан фаркли булиши керак,

Агар бирор сирт битта Декарт системасида п- даражали ал
гебраик тенглама билан тасвирланса, у сирт бошка бир Декарт 
системасида зам п- даражали алгебраик тенглама билан 
тасвирланадн1.

п- даражали алгебраик тенглама билан тасвирланган сирт 
//- тартибли сирт дейилади.

Биз содда куринишдаги иккинчи даражали тенгламаларнннг 
баъзиларини текшнрамиз.

89- §. АЙЛАНМА СИРТ

Кейинги параграфда караладиган иккинчи тартибли сиртлар 
баъзн золларда айланма сиртнн тасвирлайди. Бу параграфда 
айланма сирт закида тушунча киритамиз.

1 Бу 30- § д ат каби 2- тартибли чизиклар учун курсатилгандск исбот 
Килинади, шунинг учун бу ерда уни исбот килмаймиз.
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уОг текисликда бирор L чизик (139- чизма).
F (Y , Z ) = 0

тенглама билан берилган булсин. L чизикнинг Сг ук атрофи- 
да айланишндан лосил булган сирт тенгламасини тузамиз. Сод- 
далик учун чизикнинг ламма нукталари учун 0 деб фараз 
Килайлик.

М(х, у, г) нукта изланаётган айланма сиртнинг ихтиёрий 
нуктаси булсин. Бу нуктани L чизикнинг бирор N(0, Y, Z) 
нуцтасининг айланиши пайтндаги бирор лолати деб караш мум

кин. N нукта Ог у к атрофида айланиши 
натнжасида маркази Р(0 , Ог) нуктада бу
либ, радиуси Y га тенг булган айлана чи- 
зади; бу айлана ламма вактлгОу текисликка 
параллел текисликда ётади. Шунинг учун 
М  ва N  нукталарнинг аппликаталари бир 
хил, яъни Z  = z.

Икки нукта орасидаги масофани топиш 
формуласига к^ра

РМ  =  х2 +  у* .
РМ  ва PN  лар айлананинг радиуси б^л- 

гани учун
РМ  =» PN  = Y.

Демак,
Y = / х 2 + у* .

Z  ва Y ларнинг ифодаларини Ь чизик тенгламасига куямиз, 
натижада айланма сирт тенгламаси:

F {Y  х % +  у*, г) = О
куринишга келади.
Агар L чизикнинг ламма нукталари учун К>-О булмаса, у лол
да Y < 0 булиши мумкин эди, бу лолда PN  = — Y ёки

У = -  ✓ х* + у* .
Бу лолда айланма сирт тенгламаси

F [ -  /  л2 +  у2 , г) = О
куринишда булади.
Иккала лолни бнрлаштириб, уОг текисликдаги Ь чизикнинг 
Ог ук атрофида айланишндан лосил булган айланма сиртнинг 
тенгламасини умуман

куринишда ёзамиз.
F[ ± / х  +  у*, г ) =  О



Шундай килиб, у Oz текисликдаги L чизицнинг Ог Ук ат- 
рофида айланишидан %осил булган айланма сирт тенгла
масини тузиш у кун чизик тенгламасидаги у ни ± V  х* -\-у2 
билан алмаштирилади.

Бошка координаталар текислигидаги текис чизикларнннг 
бирор координата Уки атрофида айлайишндан зосил булган 
айланма сирт тенгламаси шу кондага ухшаш конда билан тузн- 
лади.

1- мисол. у =* z тугри чизикнинг Oz ук атрофида айланишп- 
.дан зосил булган айланма сирт тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш . Юкоридагн коидага асосан т^гри чизик тенглама- 
сндаги у ни jc*-|-y2 билан алмаштнрамнз:

± /  Х * +  У г =■ Z

ёки
Jt*+ y J -2* = 0.

Бу изланаётган айланма сирт тенгламасидир. Айланма сирт 
доиравий конус сирт экани равшан.

2- мисол. = 1 эллипснинг Ох Ук атрофида айлани
шидан зосил булган айланма сирт тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш. Эллипс тенгламасидаги гни ± /  у* + г* билан ал-
х *  . у *  +  г ъ |маштирамиз: — = 1.

Агар берилган эллипсни Ог ук атрофнда айлантирсак,
*  + У* | j*  ,

а‘ *г  с* у

Зосил булади. Бу айланма сирт айланма эллипсоид де
йилади. а > с булса, чузик айланма эллипсоид, а < с булса, 
сикик айланма эллипсоид зосил булади. а = с булганда бу 
сиртлар сферага айланади.

3-мисол. = 1 гиперболанинг Ох ук атрофида айла- 
нишндан зосил булган айланма сирт тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш . Бу мисолда у ни ± /у-  + г* билан алмаштнрамнз. 
Натижада

Х3 > » + * * _ ,
аз Ъ* ~

тенглама зосил булади. Бу сирт икки ковакли гиперболоид 
дейилади.

283



а- ' Ь‘ ~  с* 1

90-§. ЭЛЛИПСОИД

Тугри бурчакли Декарт системасида

(2)
тенглама билан тасвирланган сирт эллипсоид дейилади. 
а, Ь, с элли/к оибнинг ярим уцларидир. Эллипсоид кандай шакл- 
даги сирт эканлигини параллел кесимлар ёрдамида текшнра- 
миз (140- чизма).

Дастлаб эллипсоидни хОу текислик билан кесамиз. Бу те- 
кпсликнинг тенгламаси г = 0. Шунинг учун (2) тенглама

^  +  ^ = 1  аг -Г Ьг — I

шаклга келади. Аммо

2 =  0
(3)

кисликдаги эллипсни тасвир
лайди. Демак (1) эллипсоидни 
хОу текислик билан кессак, 
ярим уклари а, b булган 
эллипс хосил булади (140- чнз-

мада ABCDA эллипс).
Шунга утеш ат ( 1) эллипсоидни хОг ва уОг текисликлар 

билан кессак, кесимда

ва
у = 0

y-  + z-  = \ И Т  С» *•
л = 0

(4)

(5)

эллнпелар хосил булади.
Энди (2) эллипсоидни хОу текисликка параллел z = А те

кислик билан кесамиз. Кесимда
-*1 I У* __ 1 Л’*г + 
г = Л

(6 )

чизик *осил булади. Бу чизик ярим уклари

1~£>  bi =  b / 1“ £
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булган эллипс ни билдиради. Бунда h нинг киймати 0 дан ± с  
гача узгара олади, чунки |Л |> с  булса, аи bt нинг кийматла
ри мавлум булиб колади, И. = 0 булганда (6) тенглама (3) тенг
ламага айланади ва хОу текисликдаги эллипсни тасвирлайди. 
\h\ = c булганда эса (6) эллипс Oz укдагн (0, 0 ± с) нуктага 
айланади ва z =  ± с текислик эллипсоиднинг бу нуктасига 
уринма текнелик булади.

Бундан куринадики, z = h кесувчи текислик хОу текислик- 
дан узоклашиб борган сари кесимда лосил булган эллипелар 
кичиклашиб боради ва |А| = с булганда нуктага айланади.

Эллипсоидни у Oz, xOz текисликлар билан кесганнмизда 
лам шунга ухшаш лоллар юз беради.

Бу текширишлар эллипсоид 140- чизмадаги куринишда бу- 
лишинн билдиради.

(2) эллипсоид тенгламасида х, у, z нинг квадратлари кат- 
нашадн, шунинг учун координаталар боши О эллипсоиднинг 
симметрия маркази, хОу, yOz ва xOz текисликлар унинг сим
метрия текисликлари ва Ох, Оу, Oz уклар симметрия уцлари 
булади.

Агар а, Ь ва с лар бир-бирига тенг булмаса, (2) эллипсоид 
уч. $цли эллипсоид дейилади (140- чизмада О В  = а, ОС = Ь, 
ОЕ  = с).

Агар а = Ь булса, ABCD  эллипс айлана булиб (2) тенглама 

Xĵ -  + £  = 1 (7)
куринншга келади. Бу эллипсоид ушбу

V* Z 3— Ч- — = 1 а* ^  с*

эллипснинг Oz Ук атрсфида айланишндан лосил булади деб 
караш мумкин.

(7) эллипсоидни хОу текисликка параллел булган z = h 
текнелик билан кессак, кесимда

( х2 + уг = а2(\ 
( z = h

айлана лосил булади.
Агар а < с булса, (7) эллипсоид сициц айланма эллипсоид, 

а > с булганда эса ч$зиц айланма эллипсоид дейилади, 
а = Ь = с булган эллипсоид сферага айланади.

1- мисол. 5л* +  15у* +  25z2 — 75 = 0 тенглама кандай сирт- 
нн тасвирлайди.

Е ч и ш . Тенгламанинг иккала томонини 75 га булиб, унн



шаклга_келтнрамнз. Демак, берилган тенглама уклари а = /15, 
А = / 5 , c = / iT  булган уч укли эллипсоид.

2-мисол. 16дс* — 64л: +  Зу* — бу +  16z* +  19 = 0 тенглама 
Кандай сиртни тасвирлайди?

Е ч и ш . Тенгламанинг чап томонида бир хил узгарувчилар- 
нинг тула квадратларини ажратамиз. Натижада

16 (jc — 2)2 Ч- 3 (у — 1)* +  1б2 * - 4 8  =  0
*осил булади. Энди координата бошини (2, 1, 0) нуктага, 
координата укларини эса эски координата укларнга параллел 
кучирнб, тенгламани янги х'Оу' системага нисбатан ёзамиз. 
Тенглама

16л'* +  Зу '*+  16z'* -  48 = О 
куринишни олади. Бу тенгламани

= 1

ёки
»+*'» у'»

--- f* T fi-=  13 ' 16
шаклда ёзиш мумкин. Бу айланма эллипеоиддир.

91- §. БИР ПАЛЛАЛИ ГИПЕРБОЛОИД 

Тугри бурчакли Декарт системасида
Л1  4- £  _  ** -  1 а* ' h* г* ~  1 (8)

тенглама билан тасвирланган сирт бир паллали гипер
болоид деб аталади.

Бир паллали гиперболоиднн хОу те
кислик билан кессак, кесимда

Л* . v3— 4- — = 1 а* ' Ь* *
z = 0

19)

чизик хосил булади. Бу чизик эллипс- 
дир (141- чизма).

Агар уни хОу текисликка параллел
z = А

текислик билан кессак. кесимда

141- чизма.

(10)
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эллипс зосил булади. Бу эллипснинг ярим Уклари

„ , - в / т + £ . » , = * у т + !

лардан иборат. Бундан А нинг киймати 0 дан оо гача узгариб 
борганда a t, Ьх ярим уклар закикий кийматга эга була олади.
(8) гиперболоидни z = h текислик билан кесганда зосил була- 
днган бу эллнпсларнинг хОу текисликдан узоклашган сари 
катталашиб боришинн ва бу эллипслардан энг кичиги хОу те
кисликдаги (9) эллипс эканини билдиради. Энди (8) гипер
болоидни xOz ва у Oz текисликлар билан кесамиз.
Кесимда

л'3 _  £1 — 1а> с’ “  (11)
х — О

ва
у1 _  £! _  1
55 с» -  '* (12)
х = 0

гиперболалар зосил булади. Булардан (11) гиперболанинг за
кикий уки Ох ук булиб, (12) гиперболанинг закикий Уки эса 
Оу укидир.

(10) тенглама билан тасвирланган эллипснинг ярим уклари 
(11),(12) гиперболанинг хакикий уклари а, b ларга пропор- 
ционал булиб узгаради. Шунинг учун бир паллали гипербо
лоид (10) эллипснинг хОу текисликка параллел заракати4?ш 
ва бу заракат пайтида у (11) ва (12) гиперболалар шохлари 
буйича сирпаниб боришидан зосил булади, деб айта оламиз.

Бу текшириш бир паллали гиперболоид 141- чизмада кур- 
сатилган чексиз узун ва хОу текисликдан узоклашган сари 
кенгайиб борувчи трубкасимон сирт эканини билдиради.

а, Ь, с лар бир ковакли гиперболоиднинг ярим уцлари де
йилади. а = Ь булганда (9) тенглама маркази Oz Укда булган 
айланага айланади. Шунинг учун а — Ь булганда бир паллали 
гиперболоидни (11) ёки (12) гиперболаларнинг Oz ук атрофи
да айланишидан зосил булган сирт деб караса булади. Бу 
сиртнинг тенгламаси

х' + у- _  *» _  .
а- с  ,

Мисол. а* — 5у2 — 5z* + 25 = 0 те; глама билан берилган 
сиртнинг шакли аниклансин.
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Е ч и ш . Тенгламанинг иккала томонини — 25 га буламиз, 
у лолда

у3 + *54- 25 + = 1.

Демак, берилгаи тенглама айлайиш уки Ох ук булган бир ко- 
вакли ги<^рболоиднинг тенгламасидир.

92- §. ИККИ ПАЛЛАЛИ ГИПЕРБОЛОИД

Тугри бурчак ли Декарт системасида 
£  4- £  -  -  -  -  1а-i *Г Ь1 сч — ^ 03)

тенглама билан тасвирланган сирт икки паллали гипер
болоид деб аталади.

Бу сиртни хОг, yOz текисликлар билан кессак, кесимда

ва

_  _  _  — 1 
с* а * - 1 '
у = О

г1  _  £  _  1 
с» Ъ'- ~  *»
JC = О

(И)

05)

142- чизма.

гиперболалар лосил булади. Бу гиперболалар- 
иинг иккаласинииг лам лакикий уки Oz ук бу
либ, улар Oz укни (0, 0, с) ва (О, 0 ,— с) 
нукталарда кесиб утади. Энди (13) сиртни хОу 
текисликка параллел булган

z — h
текислик билан кесамиз (142- чизма).
Кесимда

(16)
( Х1  л . У± -  11 _  1I а> "г* Ь» ~  О
\ z = h

эллипс лосил булади. Бу эллипснинг ярим УклаРи

а‘ = а V 7- ~ 1 ва b* = b -  1
булиб, |Л |> с  булганда улар лакикий, \h\<c булганда мав- 
*ум сон булади. \h\ нинг киймати с дан оо гача узгарганда 
ах ва bt ярим Уклар 0 дан оо гача усиб боради, яъни (16) 
эллипс (О, 0, с) нуктада нуктага айланиб с усиб борган сари 
эллипснинг Уклари лам, узи лам катталашиб боради. Шундай
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килиб, икки паллали гиперболоид иккита чукур эллиптик ваза 
ёки коса шаклидаги сиртдан иборат экани келиб чикади 
(142- чизма).

а, Ь, с сонлар икки паллали гиперболоиднинг ярим уцлари 
дейилади.

Агар а = 6 булса, (13) тенглама

куринишни олади па бу тенглама билан тасвирланган сирт (14) 
ва (15) гиперболаларнинг Oz ук атрофида айланишидан хосил 
булган икки паллали гнперболоиднн тасвирлайди (чунки бу 
холда (16) тенглама айлана тенгламаси булади).

Мисол. 2х* 4у* — 6г* +  24 = О тенглама билан кандай сирт 
тасвирланади?

Е ч и ш . Тенгламанинг иккала томонини 24 га булиб, уни

куринишга келтирамиз. Бу тенглама ярим Уклари а = 2 / 3  , 
6 = / 6  ва с = 2 булган уч Укли икки паллали гиперболоид- 
ни тасвирлайди.

Цузгалмас бирор нуцтадан утиб, бирор L чизиц билан 
кесишган *олда %аракат цилувчи тугри чизицнинг чизган 
сирти коник сирт ёки конус деб аталади. Тугрн чизик ко- 
нуснинг ясовчиси, L чизик конуснинг йуналтирувчиси, куз- 
галмас нукта эса конуснинг учи дейилади. Иккинчи тартиблн 
конусни бундай таърифлаш хам мумкин.

тенглама тугри бурчакли Декарт системасида учи коорди
ната бошида булган иккинчи тартибли конусни ифода 
этади.

Агар бнрор М (хи у,, г,) нукта (17) сиртда ётса, коорди
наталар боши ва М (х,, у,, zt)  нуктадан утувчи тугри чизик- 
нинг хар бир нуктаси *ам (17> сиртда ётадн (М нукта коор
динаталар бошида ётмаслнги керак).

Хакикатан, N (х, у, х) нукта ОМ т^ри чизикда ётган их- 
тиёрий нукта булсин. Бу ^олда N нуктанинг координаталари 
(т^гри чизикнинг параметрик тенгламаларига асосан) х = xtt, 
У ~  У\1> z = zvt тенгламаларни каноатлантиради.

дг3 + у1

93- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ КОНУС

(17)
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Af ( jc,, y „  z,) нукта (17) сиртда ётгани учун бу нуктанинг
координаталари (17) тенгламани каноатлантиради, яъни

2 2 2 
£1 4_ У1 _  £i _  п

к  а-  * Ь2 с- '

аммо бу золда
(*,<)» , (yiOf _  _  £? , У; _  _ п

а 1 ' Ь* е» ~  а  * "г  Ь > с 1 ~  •
яъни N (х, у, г) нуктанинг координаталари зам (17) тенгла
мани каноатлантиради, бошкача айтганда, N нукта зам (17) 
сиртда ётади. Шу билан юкоридаги фикр исботланди.

Энди (17) сирт шаклини кесимлар ёрдамида текширамиз. 
(17) сиртни хОу текисликка параллел булган г = Л текислик 

билан кесамиз. Кеснмда
{ *  л. у1  =. £"г* с»’ (18)
| z — h

эллипс зосил булади.
h 0 дан ± оо гача усганда эллипс нук

тадан чексиз катта эллипсгача усади (143- 
чизма).

(17) сиртни х = О ёки у = 0 текислик- 
лар билан кессак, кесимда иккитадан тугри 
чизик зосил булади. Чунки бу золда зосил 
булган иккинчи даражали тенглама бирин
чи даражали иккита тенгламага ажралади. 
а=Ь булганда (18) тенглама айланани бе
ради. Бу золда конус доиравий конус де
йнлади.

1-мисол. ж2 +  у2 = г2 тенглама доиравий конусни тасвнр- 
лайди. Бу конусни уОг текислик билан кессак (х = Oj, кесим
да у2 = z1 ёки у = ± z, х = 0 тугри чизиклар зосил булади. 
Унинг ясовчиси у ук билан 45° ли бурчак зосил килади.

2-мисол. л2 — 9у2 — г2 = 0 тенглама иккинчи тартибли ко
нусни ифодалайди. Буни z — h текислик билан кессак, кесим
да х2 — 9у2 = А2, г = h  гипербола зосил булади. h — 0 булган
да, конуснинг х = ± Зу булган ясовчиларинн зосил киламиз. 
у — k текислик билан кесганда х2 — г2 = 9k2 гипербола зосил 
булади. х = 1(1 Ф  0) текислик билан кессак, 9у2 + г2 = I2 эллипс 
зосил булади.

94- §. ЭЛЛИПТИК ПАРАБОЛОИД

Тугри бурчакли Декарт системасида

Z ~ Тр +  Tq' (Р > 0* 4 > ° )
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тенглама билан тасвирланган сирт эллиптик параболоид 
деб аталади.

Эллиптик параболоиднинг шаклини текшириш учун уни 
xOz ва уОг текисликлар билан кесамиз. Кесимда

л3 = 2pz,
у = 0

ва
,,2 _ 2 qx,
х — О

(19;

(20)

чизиклар лосил булади. Буларнинг иккаласи лам симметрия 
УК'* Oz ук булган, хОу текисликдан юкорида жойлашиб, 
ботиклиги „юкорига” караган параболаларни тасвирлайди 
(144- чизма).

Энди эллиптик параболоидни хОу текис
ликка параллел z = А текислик билан кесамиз.
Кесимда

*  _i_ -у3 h Tp + 2q -h'
z — h

(21)

яримэллипс лосил булади. Бу эллипснинг 
уклари:

ах = Y  2p/i, Ьх = »/ 2q/i.
Бундан А нинг манфий булмаслигнни кура
миз. Шунинг учун А > 0, А = 0 да (21) эллипс 
нуктага айланади, демак, хОу текислик эллип
тик параболоидга уриниб ётади. А нинг кий
мати 0 дан +оо гача узгарнб борганда ах ва Ьх ярим Укла^. 
лам 0 дан +  00 гача катталашиб боради, яъни г = А кесим хОу 
текисликдан унга параллел лолда юкорига кутарилган сари (21) 
эллипс катталашиб боради.

Бу мулолазалар эллиптик параболоид 144- чизмада курса- 
тилгандек куринишда булишини билдиради.

Эллиптик параболоид хОг ва yOz текисликларга ламда Oz 
Укка ннсбатан симметрнк жойлашган, О нукта унинг уки р ва 
q лар унинг параметрлари дейилади.

р = q булганда (19) ва (20) параболалар тенглашади, (21) 
эллипс эса айланадан иборат булади. Бу лолда эллиптик па- 
раболоиднннг тенгламаси

.  _  Jt* + у*
г - ^ Г ~ (22)

куринишда булади ва бу сирт айланма параболоид дейила
ди. (22) параболоид (19) ёки (20) параболаларнинг Oz ук ат
рофида айланишндан лосил булади.
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1- мисол. х* +  у* *= г симметрия уки Oz ук булган айланма 
параболоид булиб z = х* параболанинг Oz ук атрофида айла- 
нишидан хосил булади (145- чизма).

2-мисол. л = у* 4-z2 симметрия Ук Ох ук булган айланма 
параболоид булиб у = х2 параболанинг Ох ук атрофида айла- 
нишидан хосил булади (146- чизма).

3- мисол. у = х ' -f za хам 1 ва 2- мисоллардаги каби пара
болоид булиб, унинг симметрия уки Оу укдир (146- чизма). 
Бу учта мисолдаги параболоидлар факат координата система
сига нисбатан турлича жойлашишлари билан бир-биридан фарк 
циладн.

98- § ГИПЕРБОЛИК ПАРАБОЛОИД

Тугри бурчакли Декарт системасида

g - £  = z (р > 0, q>  0) (23)

тенглама билан тасвирланган сирт гиперболик параболоид 
деб аталади.

Гиперболик параболоид шаклини параллел кесимлар мето- 
ди билан текширамиз. (23) сиртни xOz текислик билан кессак, 
кесимда

( Л* = (24)
1у = 0

парабола хосил булади. Бу кесим симметрия Уки Oz булиб, 
ботиклиги .юкорига* карагаи АОВ параболадир (147- чизма).
ЮЗ



Энди (23) сиртни yOz текисликка параллел х = Л текислик 
билан кесамиз. Кесимда

у* = - 2  q ( * - £ )•
x = h (25'

147- чизма.

чизик хосил булади.
Л = 0 булганда бу чизик симметрия уки Oz ук булган yOz 

текислигидан „пастга* кетувчи А.ОВг парабола булиб, А ф О 
булганда эса учи (24) парабола- 
да ётган ва А-,ОВ, иараболага па
раллел жойлашган А^АВ^А^ВВ^ 
параболаларни тасвирлайди. Ш у
нинг учун (23) сирт AtOB■, пара- 
боланииг учи АОВ парабола бу- 
йнча силжиб борганида узига 
параллел холатдагн ^аракатидан 
хосил булади, деб айтнш мумкин, 
шу билан баробар А > 0 булган
да А.,ОВг парабола ОВ ёй буйича 
харакат килиб, гиперболик пара- 
болоиднинг АлА2ОВ,ВВ3 кисмини 
тасвирлайди, А < 0 булганда эса
А2ОВ2 парабола ОА ёй буйича силжиб гиперболик парабо- 
лоиднинг А хА-,ОВ2В хА кисмини тасвирлайди. Энди (23) сиртни 
хОу текисликка параллел z = А текислик билан кесамиз. 
Кесимда

* ! - £ - А 2р 2q ~  п' (26)
г = А

чизик хосил булади. Бу чизикнинг ^акикий уки z = h текис- 
ликда булиб, А > 0  булганда Ох укка параллел гиперболани 
А < 0  булганда эса *акикий уки Оу укка параллел гипербола- 
ни тасвирлайди, А = 0 булганда (26) тенглама

£ ? _ Z i  = 0
2р 2 q 
z = О

куринишни олади, бу тенгламалар эса
Л  _i_ JL. = о
Vp V I '
z = 0

ва
Л ___________ у _  =  0

V 7  V T  '
z = 0
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тенгламаларга ажралади. Булар координата бошидан утган 
тугри чизиклар тенгламаларидир. Демак, (23) сиртнинг z = О 
текислик билан кесими хОу текисликдаги иккита тугри чизик
дан иборат булиб, бу тутри чизиклардан юкорида жойлашган 
г= Л  текислик билан кесилган кесим закикий Уки Ох укка 
параллел булган гиперболалар оиласи (А > 0 булиб узгарган- 
да), упдан пастдаги кесим, закикий Уки Оу Укка параллел 
булган гиперболалар оиласини (Л < 0 булиб узгарганда) тас
вирлайди.

Юкорида айтилганлардан гиперболик параболоид 147- чиз- 
мада курсатилгандек эгар шаклида булиши келиб чикади. (23) 
тенгламада х, у нинг квадратлари катнашгани учун хОг ва 
yOz текисликлар гиперболик параболоиднинг симметрия текнс- 
ликлари булади. Координаталар боши гиперболик параболоид
нинг учи ва р, q сонлар — унинг параметрлари дейилади.

96- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЦИЛИНДРЛАР

А;с* +  By* +  Dxy +  Gx +  Ну +  L  = 0 (27)

курннншдаги тенглама 68- § даги баён этилганга мувофиц 
ясовчиси Oz укка параллел булиб, йуналтирувчиси хОу те
кисликдаги (27) чизик булган цилиндрик сиртни тасвирлайди.

(27) тенглама иккинчи даражали тенглама 
булгани учун бу тенглама билан тасвирлан
ган сирт 2- тартибли цилиндрик сирт деб 
аталади. (27) тенглама билан z =0 тенглама 
биргаликда хОу текисликдаги иккинчи тар- 
тиблн чизикни тасвирлайди, яъни (27) ци- 
линдрни лОу текислик билан кесганда, кесим 
иккинчи тартибли чизик булади. Бу чизик 
тенгламасининг турли куринишига мувофик 
Куйидаги цилиндрлар зосил булади:

11 Тутри бурчакли Декарт системасида 
(27) тенглама 

148- чизма. гз «э
— 4- — =  1а-' 1 Ь* 1

куринншга келса, бу сирт эллиптик цилиндр дейнлади 
(148-чизма). а = £ булган сирт доиравий. цилиндр дейи
лади.

2) Тугри бурчакли Декарт системасида (27) тенглама



куринишга келса, бу тенглама билан тасвирланган сирт гипер• 
болик цилиндр дейилади (149- чизма).

3) Тугри бурчакли Декарт системасида (27) тенглама
у* = 2рх

куринишга келса, бу тенглама билан тасвирланган сирт пара
болик цилиндр дейилади (150- чизма).

97- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАРНИНГ ТУГРИ ЧИЗИКЛИ 
ЯСОВЧИЛАРИ. В. Г. ШУХОВ КО Н СТРУКЦ ИЯМ

Агар тугри кизицнинг jfарак am и натижасида сирт %о- 
сил цилши мумкин булса, сиртни myFpu чизицли сирт деб 
аталади.

Иккинчи тартибли сиртлардан конус билан цилиндр тугри 
чизикли сиртлардир, чунки улар тугри чизикнинг харакати 
натижасида лосил булади.

Биз бир паллали гиперболоид билан гиперболик параболоид* 
нинг тугри чийикли сирт эканини курсатамиз.

Бир паллали гиперболоиднинг ушбу

149- чизма. 150- чизма.

а - bJ с2
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Тенгламасини

1 _  £
п'1 c'J b2

шаклда ёки

Ц  +  7 ) Й - т ) - ( « + * ) ( ' - * )  <28>

шаклда ёза оламиз. Бу тенглама <хфО ва $=£0 сонлар кандай 
булмасин

тенгламаларни кадлаб купайтиришдан келиб чикади.
а, р сонлар маълум кнйматларни олганда (29) тенгламалар 

фазодаги битта тугри чизикни тасвирлайди. а, р сонлар турли 
Кнйматларни кабул кила борса, (29) тенгламалар тугрн чизик* 
лар оиласини ташкил килади. Бу тугри чизиклар оиласининг 
кар бири (28) тенглама билан тасвирланган бир паллали гипер
бол оидда ётади. Хакикатан М (х , у, г) нукта (29) тугри чизик* 
нинг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу нуктанинг координаталарн 
(29) тенгламаларнннг кар бирини каноатлантиради. Шунинг 
учун улар (28) тенгламани кам каноатлантиради, яъни (29) 
тенгламалар билан тасвирланган тугри чизикнинг кар бир нук
таси, (28) бир паллали гиперболоидда ётади, демак, тугрн чи
зикнинг узи кам унда ётади.

Энди бир паллали гиперболоиднииг кар бир нуктасндан (29) 
тугрн чизиклар оиласининг ёлгиз битта тугри чизиги утишини 
курсатамиз.

Afj (д:,, У|, г,) бир паллали гиперболоиднииг ихтиёрий нук
таси булсин. Бу колда нуктанинг координаталарн (28) тенг
ламани каноатлантиради, яъни

( *  +  * ) ( ? - * ) - ( > + * ) ( • - * >  <30)

Бу тенглама а, р нинг кар бири нолдан фаркли булганда

« ( ?  +  7 г И  ( '  + £)•

Н т  - * ) - • ( « - «
(31)
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тенгламаларнн задлаб купайтиришдан зосил булади. Бу тенг
ламанинг биринчисидан р = кг, бунда:

1 +  0 булганда к аник кийматга эга.
Э нинг бу кийматини (29) тенгламаларга куйиб, натижани 

а га кискартирсак,

зосил булади. Бу системага эса фазода ./И, (дг,, у, г,) нуктадан 
Утувчи битта тугри чизик мос келади, чунки бундаги k (30) 
ва (31) шартлардан аникланади.

Агар 1 + ^  = 0 булса (32) формула маъносини йукотади.
Лекин, бу золда

Шунинг учун k нинг кийматини (31) системанинг иккинчи 
тенгламасидан аниклаш ва натижани (29) тенгламага куйиш 
билан биз бир паллали гиперболоиднинг зар бир нуктасидан 
ёлгиз битта тугри чизик утади деган натижага келамиз.

Шундай килиб, (29) тенгламалар а, р нинг турли киймат- 
ларида бир паллали гиперболоидда ётувчи турли тугрн чизнк- 
ларни тасвирлайди, а, га чексиз куп кийматлар бериш мум
кин булгани учун бу тугри чизиклар тупламн бир паллали 
гиперболоид сиртнни бутунлай коплаб олади. Бу золда (29) 
тугри чизицлар бир паллали гиперболоиднинг ясовчилари 
булади; шунинг учун бу гиперболоид тугри чизщли сиртдир.

Биз (29) даги система сингари (28) тенгламани ушбу шакл- 
даги тенгламаларга келтирншимиз мумкин:

Бу тенгламалар билан тасвирланган тугри чизик (28) гипер- 
болондда ётади, яъни унинг ясовчиси. Шунинг учун бир пал- 
лали гиперболоид икки марта чизикли сиртдир, яъни иккита

(32)

(33)
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т^ри чизикли ясовчилар системасига эга (151- чизма). Энди 
гиперболик параболоидни олайлнк. Унинг

Г* V1-  - y-  = 2z р я
тенгламасини

шаклда ёзиш мумкин.
Бу сиртда'^ам тугрн чизикли ясовчиларнинг икки серияси 

жойлашганини курсатиш мумкин.
Улар:

-j=- +  т =  ”  2Аг,V р V я 
_х______у_  И  1_.
V р

ва
х ■___у. = J_

/ р ' V я к '
^ - - L  = 2kz 
V P  V я

тенгламалар билан тасвирланган тугри чизиклар оиласидан 
иборат. Гиперболик параболоиднинг ихтиёрий нуктасидан бу 
оилаларнинг *ар бирнга карашли биттадан т^ри чизик утади.

Айтилган бу фикрлар юкоридаги каби ис
бот килинади. Бир паллали гиперболоиднннг 
т^ри чизикли ясовчиларининг мавжудлиги- 
дан курклиш ишларида фойдаланилади.

Курилишда бир паллали гнперболоиддан 
фойдаланиш гоясинн ва уни амалда ишла- 
тишни биринчи марта к<?рсатган киши— рус 
инженери СССР Фанлар Академиясининг 
фахрий аъзоси Владимир Григорьевич Шухов 
(1853-1939) эди.

Металл тусинлардан ишланган миноралар 
(башня), мачталар, таянчлар (опора) бир пал- 
лалн гиперболоид шаклида ясалса, улар мус- 
та^кам булиб, иккинчи томондан, ишлаш 
учун енгнл булади. Шунинг учун Шухов f o h - 
сидан бизнинг мамлакатимизда хамда чет 

151- чизма. элда кенг фойдаланилмокда.
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Машцлар
1. х О г  текнслигидаги х = г 1 параболанинг: 1) Ох Ук атрофида; 2) О г  

УК атрофида айланишидан косил булган айланма сирт тенгламасини ёзинг.
2. дг О у  текисликдаги у  = е~ *' эгрн чизикнинг Оу  Ук атрофида айлани

шидан косил булган айланма сирт тенгламасини ёзинг.
v j u 'J 9  23. -— эллипсоид нинг координата текисликлари билан 144 81 Зо

кесилишидан косил булган эллипсларнинг тенгламаларини ёзинг.
4. Ярим Уклари 4, 3, 2 булган уч Укли эллипсоид тенгламасини ёзинг.
5. Ярим уклари б, 5, 4 булган: 1) бир ковакли; 2) икки ковакли гипер

болоиднинг тенгламасини ёзинг.
6. у О г  текнслигидаги у- — 2р г  параболанинг О г  Ук атрофнда айлани

шидан косил булган сирт тенгламасини ёзинг ва у кандай снрт эканлигини 
сузлаб беринг.

7. Куйидаги тенгламалар билан кандай сиртлар берилган?
2) дг» + уз + г -  -  2(х + у + г )  = 22;1) ■tf’ +  y3-!- z3 = 16;

3) 36x5 + 64уз + 144*з „  576;
5) Зблгз + б4уз — 144z3 = — 576;
7) Зх» _  2«э = 12г;
9) 16x3 + 9уз = 144;

4) 144хз + 225у2 — 4(Х)гз = 3600; 
6) Зхз + 2уз = 12*;
8) 144x3 + 225у'- — 400*-' = 0;
10) 25хз — 9уз = 225.



МАШЦЛАРГА Ж АВОБЛАР ВА К $РСА  ТМАЛАР

Б иринчи  б о б

2. 1) ж яш ± 1; 2) х  = б, х  = — 2; 3) х  =  — 2, х  — — 4.
3. 1) Ох Укнинг боши ва унинг мусбат йуналишидаги ламма нукталар 

тупламинн — мусбат ярнм Уцни тасвирлайди.
2) Ох Укнинг манфий йуналишидаги ламма нукталар тУпламини тасвир

лайди. (Координаталар боши бунга кирмайди.)
3) Ох Укда х =  2 нукта ва унинг чап кнсмидаги ламма нукталар тУп

ламини тасвирлайди.
4) Ох Укиинг мусбат йуналишида х  = 3 нуктадан кейин унгда жой

лашган нукталар тупламинн тасвирлайди, х =  3 нукта бунга кирмайди.
35) Ох Укиинг мусбат йуналишида х  =  —  нуктадан унгдаги ламма нук-

3
талар тупламинн тасвирлайди, х  = - j- нукта бу тупламга кирмаиди.

6) Ох Укдаги х  = 1 ва х  =  2 нукталар оралигидагн ламма нукталар 
туплами, бу нукталарнинг узн тупламга кирмайди. 1<дг<2, одатда, интер
вал (оралик) деб аталади.

7) х =  — 1 ва лг = 3 нукталар ва бу нукталар орасидаги ламма нук
талар тупламинн тасвирлайди.— 1 < х  < 3, одатда, учлари — 1 ва 3 нукталар- 
да булган кесма дейилади.

5
8) х  > -jj—
9) Ох  Укда 3 < х  < 5 кесма ташкарнсндаги нукталар тупламинн тас- 

вирлайди.
10) 3 < х  <5 кесмани тасвирлайди.
4. 1) — 2. 2) 7. 3) 1. 4) 7 ва 13. 5) -  5. 6) -  2 ва - 6 .
5. 1) АВ = 8, I АВ | = 8. 2) АВ = 2, \ АВ \ = 2, 3) АВ = 6, | АВ | =  б.

4) АВ =  1, | АВ | = 1. 5) АВ =  — 4, \АВ\ =  4.
7. 1) /И, (- 3 ,- 4 ).  2) М. (3,4). 3) Л13(3.— 4).
8. М (— 4,3), iV(4.— 3).
9. Af (a,— b), a, b ), R ( — a, — b).
12. Икки дол булиши мумкин: 1) А, В, С, D лар соат стрелкасн йуна- 

лнши буйича жойлашган ва 2) бунга карама-карши йуналишда жойлашган.
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13- 12. 14. 10. 16. - у ) .  17. 5; 7.9; 7,9.

18. К  к у р с а т м а. | В А | =  5, | ВС | = 10. Ички бурчакнинг 
бессектрнсаси АС кссмапи

А К I КС = | В А 11 \ ВС | =  5110 = 1«2 
нисбатда булади. ^

19. (tj-, т>-), К У р с а т м а .  Ташки чизилган айлана мар- 
казидан учбурчакнинг А, В, С учларигача булган масофалар узаро тенг.

20. ( j-,  -j), К у р с а т м а .  Огирлик маркази АВ кесмани т ь  т 3 мас-
Саларга тескари пропорцноиал булакларга булади.

21 ЩХу+ m^r3+ т 3х3 т, yt + m3 у3 -f т3 у3
//ii+ т3 ^з“1" Щ

К у р с а т м а .  Д а с т л а б  ту ва т , массаларнинг огирлик марказини, ун
дан кейин бу марказга ту +  /л3 массами туплаб гпу+ т 3, т3 массаларнинг 
огирлик марказини топамиз.

22 т ,  дг,+ т 3 х,4- ■ . . + т п х„  ̂ да, yt-H т ,  у3+ . . . + т п у„
т ,+  т2+  . . .  + т п ’ т , + т 3+ . . .  т п

К у р с а т м а .  21-масалага каранг. 23. у  24.4.

25. 2 ) i ^ ,  3) А; 4)0; 5) 8; 6 )-9 .

26. Одг Укдаги проекциялар мос тартибда: 3; 3; 3; 0; 6; 6.
О у  Укдаги проекциялар мос тартибда; 3; 1; 3; 6; 2; 0.

К у р с а т м а ;  Мх (дгь уж), М3(дг3, у2) нукталарнинг Од:, О у  Уклардаги 
Проекциялари мос равншда д:2— х х, у , — у1 га тенг.

27. а )  3; в) — 3.

Иккинчи б о б

3. 14л: — 12у— 49 = 0.
4. дг2+ у* = 16.
5. (хг +  у2)1— 2с*(х»— у1) = я*— с*.
Е ч и ш .  М иа ЛГ нукталардан утган тугри чизикни абсциссалар уки 

Ох  учун на бу нукталарнинг Уртаси О дан Ох Укка перпендикуляр килиб 
утказилган тугрн чизикни ординаталар уки О у  учун кабул киламиз. //(дг, у) 
изланаётган геометрик Уриннинг ихтиёрий нуктаси ва A1/V = 2с  булснн. Бу 
Холда М (с. О), N (— с, 0).

Масаланинг шартнга кУра МЫ‘ ЫН=аг ёкн / [(jt+ e )2+y2] 1(лг—с)2Н-у2] = 
= а2; (дг2+ y2-f- с2+ 2 cx ) (x i +  у2+ с г—2сх )=  а* ёкн (дс2-|-у2-Ь с2)2— 1с2дг2= я ‘. 
Бу тенгликни яна (дг2+ у2)2 -f 2с2 (дг2 + у2) — 4с3дс2 = а *— с* куринишда ёзиб 
ихчамлаймиз:

(•*а+ У8)2- 2с2 (дг2+ у2) = я*— с*. Бу тенгламага кура чизикни ясаш учун 
тенгламада дг ва у нинг факат квадратлари катнашаётганнга эътнбор бериш 
керак. Бу ^ол чизик координата Укларига ламда координаталар бошнга 
нисбатан симметрик жойлашганини билднради. Шунинг учун чизикни би
ринчи координаталар бурчагида ясаш, колган чораклар учун симмстриядан 
фойдаланиш керак.

6. (дс*+ у2)2 = 2с2(дс2— у2). К у р с а т м а .  Координата Уклари 5- маса- 
ладагидск танлаб олинсин.
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тенгламаларга ажралади. Булар координата бошидан утган 
тугри чизиклар тенгламаларидир. Демак, (23) сиртнинг г — О 
текислик билан кесими хОу текисликдаги иккита тугри чизик
дан иборат булиб, бу тутри чизиклардан юкорида жойлашган 
г= Л  текислик билан кесилган кесим закикий Ук» Ох $'кка 
параллел булган гиперболалар оиласн (Л > 0 булиб узгарган- 
да), упдан пастдаги кесим, закикий Уки Оу укка параллел 
булган гиперболалар оиласини (А < 0 булиб узгарганда) тас
вирлайди.

Юкорида айтилганлардан гиперболик параболоид 147- чиз- 
мада курсатилгандек эгар шаклида булиши келиб чикади. (23) 
тенгламада х, у нинг квадратлари катнашганн учун xOz ва 
у Oz текисликлар гиперболик параболоиднинг симметрия текис- 
ликлари булади. Координаталар боши гиперболик параболоид
нинг учи ва р, q сонлар — унинг параметрлари дейилади.

96- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЦИЛИНДРЛАР

Ах* +  By* +  Dxy +  Gx + Ну +  L  = 0 (27)

куринишдаги тенглама 68- § даги баён этилганга мувофик 
ясовчиси Oz укк» параллел булиб, йуналтирувчиси хОу те- 
кисликдагн (27) чизик булган цилиндрик сиртни тасвирлайди.

(27) тенглама иккинчи даражали тенглама 
булгани учун бу тенглама билан тасвирлан
ган сирт 2- тартибли цилиндрик сирт деб 
аталади. (27) тенглама билан z =0 тенглама 
биргаликда хОу текисликдаги иккинчи тар
тибли чизикни тасвирлайди, яъни (27) ци- 
линдрни хОу текислик билан кесганда, кесим 
иккинчи тартибли чизик булади. Бу чиз*к 
тенгламасининг турли кУринишига мувофик 
Куйидаги цилиндрлар зосил булади:

1) Тугри бурчакли Декарт системасида 
(27) тенглама 

148- чизма. гз \>з— — m 1а* ^  Ь» *
куринншга келса, бу сирт эллиптик цилиндр дейилади 
(148-чизма). а = Ь булган сирт доиравий цилиндр дейи- 
ладн.

2) Тугри бурчакли Декарт системасида (27) тенглама
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куринишга келса, бу тенглама билан тасвирланган сирт гипер- 
болик цилиндр дейилади (149- чизма).

3) Тугри бурчакли Декарт системасида (27) тенглама
у* = 2рх

куринишга келса, бу тенглама билан тасвирланган сирт пара
болик цилиндр дейилади (150- чизма).

97- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАРНИНГ ТУРРИ ЧИЗИЦЛИ 
ЯСОВЧИЛАРИ. В. Г. ШУХОВ КО НСТРУКЦИЯМ

Агар тугри яизицнинг %аракати натижасида сирт х,о- 
сил цилиш мумкин булса, сиртни mjFpu кизицли сирт деб 
аталади.

Иккинчи тартибли сиртлардан конус билан цилиндр тугри 
чизикли сиртлардир, чунки улар тугрн чизикнинг ларакати 
натижасида лосил булади.

Биз бир паллали гиперболоид билан гиперболик параболоид- 
нинг тугри чнЭикли сирт эканини курсатамиз.

Бир паллали гиперболоиднииг ушбу

149- чизма. 150- чизма.
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— — — — i _  у!
а1 с1 Ь-

шаклда ёкн

t i + m - т ) -  ( > + { ) ( ' - у  <28>

шаклда ёза оламиз. Бу тенглама а=^0 ва Рф О  сонлар кандай 
булмасин

Тенгламасини

тенгламаларнн задлаб купайтиришдан келиб чикади.
а, р сонлар маълум кийматларнн олганда (29) тенгламалар 

фазодаги битта тугри чизикни тасвирлайди. а, р сонлар турли 
кийматларни кабул кила борса, (29 )тенгламалар тугрн чизнк- 
лар оиласини ташкил килади. Бу тугри чизиклар оиласининг 
Зар бири (28) тенглама билан тасвирланган бир паллали гнпер- 
болоидда ётади. Хаки катан М (х, у, г) нукта (29) тугри чизик
нинг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу нуктанинг координаталари 
(29) тенгламаларнннг зар бирини каноатлантиради. Шунинг 
учун улар (28) тенгламани зам каноатлантиради, яъни (29) 
тенгламалар билан тасвирланган тугри чизикнинг зар бир нук
таси, (28) бир паллали гиперболоидда ётади, демак, тугри чи
зикнинг узи зам унда ётади.

Энди бир паллали гиперболоиднинг зар бир нуктасидан (29) 
тугри чизиклар оиласининг ёлгиз битта тугри чизиш утишинн 
курсатамиз.

M ,( jc„  У|, г,) бир паллали гиперболоиднинг ихтиёрий нук
таси булсин. Бу золда нуктанинг координаталари (28) тенг
ламани каноатлантиради, яъни

Бу тенглама а, Р нинг зар бири нолдан фаркли булганда

• ( ?  +  * ) - » ( '  + «■

H j  - ? ) = * ( ■ - ? )
(31)
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тенгламаларни з̂ адлаб купайтиришдан лосил булади. Бу тенг
ламанинг бирничисидан ? = Аа, бунда:

(32)

1 +  у  Ф  0 булганда к аник кийматга эга.
Э нинг бу кийматини (29) тенгламаларга куйиб, натижани 

а га кискартирсак,

лосил булади. Бу системага эса фазода (л-,, у, г,) нуктадан 
утувчи битта тугри чизик мос келади, чунки бундаги к (30) 
ва (31) шартлардан аиикланади.

Агар 1 + ^  = 0 булса (32) формула маъносини й^котади.
.Пекин, бу лолда

Шунинг учун k нинг кийматини (31) системанинг иккинчи 
тенгламасидан аниклаш ва натижани (29) тенгламага куйиш 
билан биз бир паллали гиперболоиднииг лар бир нуктасндан 
ёлгиз битта тугри чизик утади деган натижага келамиз.

Шундай килиб, (29) тенгламалар а, р нинг турли киймат- 
ларида бир паллали гиперболоидда ётувчи турли тугри чизик- 
ларни тасвирлайди, а, ? га чексиз куп кийматлар бериш мум
кин булгани учун бу тугри чизиклар туплами бир паллали 
гиперболоид сиртини бутунлай коплаб олади. Бу лолда (29) 
myFpu чизицлар бир паллали гиперболоиднииг ясовчилари 
булади; шунинг учун бу гиперболоид myFpu чизицли сиртдир.

Биз (29) даги система сингари (28) тенгламани ушбу шакл- 
даги тенгламаларга келтиришимиз мумкин:

Бу тенгламалар билан тасвирланган тугри чизик (28) гипер
болоидда ётади, яъни унинг ясовчисн. Шунинг учун бир пал
лали гиперболоид икки марта чизикли сиртдир, яъни иккита

(33)
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T^FpH чизикли ясовчилар системасига эга (151* чизма). Энди 
гиперболик параболоидни олайлик. Унинг

тенгламасини

ivT + A)(/7 Jl)~2z
шаклда ёзиш мумкин.

Бу сиртда' *ам тугри чизикли ясовчиларнннг икки серняси 
жойлашганини курсатиш мумкин.
Улар:

тенгламалар билан тасвирланган тугри чизиклар оиласидан 
иборат. Гиперболик параболоиднинг ихтиёрий нуктасидан бу 
онлаларнинг *ар бирнга карашли биттадан т^ри чизик утади.

Айтилган бу фикрлар юкоридаги каби ис
бот килинади. Бир паллали гиперболоиднинг 
т^ри чизикли ясовчиларининг мавжудлиги- 
дан курилиш ишларида фойдаланилади.

Курилишда бир паллали гиперболоиддан

тишни биринчи марта к?рсатган киши— рус 
инженери СССР Фанлар Академиясининг 
фахрий аъзоси Владимир Григорьевич Шухов 
(1853—1939) эди.

Металл тусинлардан ишланган миноралар 
(башня), мачталар, таянчлар (опора) бир пал
лали гиперболоид шаклида ясалса, улар мус- 
та^кам б^либ, иккинчи томондан, ишлаш 
учун енгил булади. Шунинг учун Шухов f o r - 
сидан бизнинг мамлакатимизда ){амда чет

151- чизма. элда кенг фойдаланилмокда.

X _  _у_ а  J_. 
 /  Р V Ч к

ва
-У .___ У. =

/  р ✓ ч * ’
- ^ - - 4  = 2 kz 
V P  V ч

фойдаланиш гоясини ва уни амалда ишла-
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Машцлар
1. лгOz тскислмгндаги x — z2 параболанинг: 1) Ох Ук атрофида; 2) Oz 

Ук атрофида айланишидан лосил булган айланма сирт тенгламасини бзинг.
2. хО у  текисликдаги у  = е~ *' эгри чизикнинг Оу  Ук атрофида айлани

шидан лосил булган айланма сирт тенгламасини £зинг.уЗ V2 ** 2
3. _ — 1- 2—  -f t - =  1 эллипсоиднинг координата текисликлари билан 144 81 3Ь

кесилишидан лосил булган эллипсларнинг тенгламаларини бзинг.
4. Ярнм Уклари 4, 3, 2 булган уч Укли эллипсоид тенгламасини езииг.
5. Ярим уклари 6, 5, 4 булган: 1) бир ковакли; 2) икки коваклн гипер- 

болоиднинг тенгламасини бзинг.
6. yOz  текислигидаги у - -• 2pz  параболанинг Oz Ук атрофида айлани

шидан лосил булган сирт тенгламасини ёзинг ва у кандай сирт эканлигнни 
сузлаб берннг.

7. Куйидаги тенгламалар билан кандай сиртлар берилган?
1) -*3 +  у2 + z2 = 16; 2) дг2 + у  + г= -  2(дг + у  + г) = 22;
3) 36*2 + 64уз + 144z3 -  576; 4) 144дг> -f 225у2 — 400z* = 3600,
5) 36*’ + 64у2 — 144*2 = _  576; 6) Зх? + 2у3 = 12z;
7) Зх? _  2«з = 12z; 8) 144*5 + 225у- -  400z-' = О;
9) 16*2 + = 144- Ю) 25дг2 — 9у2 = 225.



МАШЦЛАРГА Ж  ABO БЛАР В А КРРСАТМ АЛАР
Биринчи  б о б

2. 1 )д г=±1;  2) jr = 6. jt = — 2; 3) х  = -  2, х  -  -  4.
3. I )  Ох Укнинг боши ва унинг мусбат йуналишидаги камма нукталар 

тупламини — мусбат ярим Укни тасвирлайди.
2) Ох Укнинг манфий йуналишидаги камма нукталар тупламини тасвир- 

лайди. (Координаталар боши бунга кирмайди.)
3) Ох Укда дс = 2 нукта ва унинг чап кисмидаги *амма нукталар туп- 

ламинн тасвирлайди.
4) Ох Укнинг мусбат йуналишида х  = 3 нуктадан кейин унгда жой

лашган нукталар тупламини тасвирлайди, х  = 3 нукта бунга кирмайди.
35) Ох Укнинг мусбат йуналишида х =  —  нуктадан унгдаги камма нук-

3
талар тупламини тасвирлайди, х  = - j- нукта бу тупламга кирмаиди.

6) Ох Укдаги х  =  1 ва х  = 2 нукталар оралигидагн цамма нукталар 
туплами, бу нукталариинг узн тупламга кирмайди. 1<дг<2, одатда, интер
вал (оралик) деб аталади.

7) х  =  — 1 ва х  = 3 нукталар ва бу нукталар орасидаги *амма нук
талар тупламини тасвирлайди.— 1 < х  < 3, одатда, учлари — 1 ва 3 нукталар
да булган кесма дейилади.

5
8) >~2~-
9) Ох Укда 3 < х  < 5 кесма ташкарисидаги нукталар тупламини тас

вирлайди.
10) 3 < х <  5 кесмани тасвирлайди.
4. 1) — 2. 2) 7. 3) 1. 4) 7 ва 13. 5) -  5. 6) -  2 ва - 6 .
5. 1) АВ = 8, I АВ | = 8. 2) АВ = 2, \ АВ \ == 2, 3) АВ =  6, | АВ | = 6.

4) АВ = 1, | АВ | = 1. 5 )ЛД = — 4. | АВ I = 4.
7. 1 )/И, (- 3 ,- 4 ).  2) М, (3,4). 3) Л13(3,— 4).
8. М (— 4,3), N (4,— 3).
9. М (а,— Ь), \ ( — а. Ь), Р ( — а, — Ь).
12. Икки кол булиши мумкин: 1) А, В, С, D лар соат стрелкаси йуна

лиши буйича жойлашган ва 2) бунга карама-карши йуналишда жойлашган.
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13. 12. 14. 10. 16. - у ) .  17. 5; 7.9; 7,9.

18. К  f -5-). К у р с а т м а .  | ВЛ | = 5, | ВС | =» 10. Ички бурчакшшг 
бессектрнсаси АС кесмани

А К1 КС = 1 В А 111 ВС | = 5110 = 1«2 
нисбатда булади. ^

19. ( j ,  -j), R  = -j^ToT К у р с а т м а .  Ташки чизилган айлана мар- 
казидаи учбурчакнинг А, В, С учларигача булган масофалар узаро тенг.

20. -j), К у р с а т м а .  Огирлик маркази АВ кесмани т ъ т2 мас-
саларга тескари пропорционал булакларга булади.

mvу3 4- m3х3 m t y t + т ,  у3 + и д у3 
* /я3+  т 3 ’ Wj-f- ffij-f- w3

К у р с а т м а .  Дастлаб m, ва m, массаларнинг огирлик марказини, ун- 
дан кейин бу марказга тх +  т2 массани туплаб /п,+ т 3, т3 массаларнинг 
огирлик марказини топамиз.

/я, лг,Ч- т , лг3+  . . . + т п х п да, у,4- « ,  у ,+  . . . + т „ у п 
mi+ т 3+  . . .  + т п '  т ,+ т 3+  . . .  т п

5К у р с а т м а .  21-масалага каранг. 23. у  24.4.

25. 2) 3) 4) 0; 5) 8; 6) —9.

26. Ох Укдаги проекциялар мос тартибда: 3; 3; 3; 0; 6; 6.
О у  Укдаги проекциялар мос тартибда; 3; 1; 3; 6; 2; 0.

К у р с а т м а ;  Л М *ъ  уж), Af3(jr3, у3) нукталарнинг Одг, О у  Уклардаги 
проекциялари мос равишда х3— jrIt у л— у! га тенг.

27. а )  3; в) — 3.

-----------------------

Иккинчи б о б

3. 14л: — 12у— 49 = 0.
4. л2+ у» = 16.
5. (дг*+ у2 )2— 2с* (дг3— у*) =  в*— с*.
Е ч и ш .  М ва JV нукталардан утган тугри чизнкни абсциссалар Уки 

Ох учун ва бу нукталарнинг Уртасн О дан Ох Укка перпендикуляр килиб 
утказилган тугрн чизикни ординаталар уки Оу учун кабул киламиз. И (лг, у) 
изланабтган геометрик Уриннинг ихтиерий нуктаси ва MN = 2с  булсин. Бу 
Яолда М (с, 0), N (— с, 0). __________________________ _

Масаланинг шартига кУра M.V‘ NH=a* ёки Y К-*+с)*+У21 К-*-—с)*+У2] = 
=  а2; (дс2+ у2+ с*+ 2 сх ) (х г +  уа+ с2—2сх )=  а* ёки (лг2+У2+ с  )2—4с2лг2= я ‘. 
Бу тенгликни яна (х2+ у г )г  +  2с* (х1 +  у г ) — 4с 3х* =  а 1— с 1 куринишда ёзиб 
ихчамлаймиз:

(х*+у*)*— 2с* (х *+ у* )  — a f— с*. Бу тенгламага кура чизикни ясаш учун 
тенгламада дг ва у нинг факат квадратларн катнашаётганига эътибор бериш 
керак. Бу *ол чизик координата Укларига ламда координаталар бошига 
нисбатан симметрик жойлашганини билднради. Шунинг учун чизикни би- 
ринчн координаталар бурчагнда ясаш, колган чораклар учун симметриядан 
фойдаланиш керак.

6. (дс*+ у2)* =  2с* (дс*—  у 3). К у р с а т м а .  Координата уклари 5- маса- 
ладагидек танлаб олннсин.
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7. а )  х9 — 8 у* = 0; б )  Зу =* х *  —3 х  2 .
2_ 2_ 2_

8. дг + у  = а  . К у р с а т м а .  Л нукта Ох Укда, В  нукта эса О у  ук
да, ОАВ =  / булсин. Бу лолда:

х  = /М  cos t  — ВС cos* t  — a  cos31 у  = /Ш sin t =  AC sin* t  = a  sin31.
Шундай килиб,

x  = a cos3 /; у = a sin3 f.
Бу тенгламалардан t  ни йукотсак, астроиданинг Декарт тенгламаси ло

сил булади.
К**9. х =  v t  cosa, у ss v t  sin i — -у-. К у р с а  тм а. Параметр учун < 

олинснн.
Учинчи б о б

r f j
1. у ^  — х + 7 ;  2 )у  = дг + 7; 3) у =  >/̂ Гдг+7; 4) у = - V  3 дг+7;

5) у =  — х  +  7\

2. 1) У — — Х  — 2. 3. 1) у = дг; 2) у =  — л.
4. 1) Координаталар бошидан утган тугрн чизик; 2) Оу Укига параллел;

3) Ох Укига параллел; 4) О у  Укнинг тенгламаси; 5) Одг Укнинг тенгламаси.
1 1  3 1 8 I

5. 1) y  =  - j x — j ;  2) у = — j  х +  jp  3) у = — j  дг;
34) у = а х + у

6. 7 . ^  + ̂ - i ;  М ) у  + ^ - 1 ;

3) Т + Т  = 1> 4> 7 - 7 “  *5 5)л + у=1; 6)|*+-£ =1.
5 b а

х у —х у
9. Томонларннинг тенгламалари: у = 0; тг + -g- =1; у =6; _3-+ 'б = 1*

дг у
Диагоналларининг тенгламалари: дг = 0; 2Z5 + 7  =

,0 - - T  +  i  =  1- " - 7  +  7  =  1; = 2  + - J— 1; 7  +  7 -̂--- 1;
jr v 154 3 4
Y ~ 3 = l - 13- - » - У - 3  = 0. 14. 555- 15. 1) 3 -дс + з - у - 4 - 0 ;

2 З у б
2 )7 b x - 7 t - v W  = 0' * х - у = 2-

>« n 0>_X. 9. 44 JL , у О . _ о .,6- !> + 2) ’ 3) 2 -+ 2

4) p 7  — V T  ~ 2‘
2 4 1

17. -тр j :  2 j -  18. ± у 7  19. 4л — Зу+25=0 Ёки 4дг—3y-25=0.
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1C Я  lb20. 1) 2 )0 ; 3) Y ; 4) ?  = arctg yj-
21. 5дг — у + 3 = 0 ёки 5дг + у — 7 =0.
22. Квадрат томонлари тенгламаси: 4х +  Зу + 1 = 0.

Зл-— 4у + 32 = 0, 4 * + З у  — 24 = 0, Зх — 4у + 7 -  0.
Иккинчи диагоиал тенгламаси: х +  7 у — 31=0.
23. Зх — 4у +15 = 0, 4дг + 3у — 30=0, Здг — 4у — 10 = 0, 4дг +  3у — 5=0.
24. Зх  — у + 9 = 0; Здг + у + 9=0.
25. 29х— 2у + 33 = 0.
26. / К д г- д г ,)+ В (у - у ,) = 0.
27. 1) х — Зу -  13 = 0; 2) Зх — 4у — 19 = 0; 3) х  — 12у -49=0; 4) дг—1 = 0,

5) у + 4 = 0.
28. 1) параллел; 2) перпендикуляр, 3) перпендикуляр; 4) параллел.
29. 1) 5х — 2у + 9=0;  2) ж + 4у -  7 = 0; 3) Здс + 7у — 11=0;

4) 2дг + Зу -  4 = 0.
30. 1) - j! 2)

31. 1; V 5; /2 ; 135е; arctg -j arclg тр
32. 1) у = 2дг; 2) у + Здг = 0; 3) х — 2у = 0 ва 2дг + у = 0.

/37 13i33. I у> у  J- К У р с а т м а. АВ томон тенгламасини тузамнз:
Здг + 2у — 11 = 0. CD томон тенгламаси 2дг — Зу — 5 = 0. AM баландлик 
тенгламаси: Здг+у—10=0, энди ВС томон тенгламасини тузамиз: Здг—у — 14=0. 
С нукта ВС томон билан CD томоннннг кесишган нуктаси.

34. 9дг — бдг — 14 = О.
35. 2дг — у — 9 = 0
36. Томонларининг тенгламалари: 4дг — Зу — 20 = 0, у = 4. 

Днагоиалларннинг тенгламалари х  — 2у = 0 ва 2дс + у — 10 = 0.
37. (1,4); х=  1; дг — Зу + 11=0.
38. Зд: + 4у — 4=0;  х +  5у — 6 = 0. х  + 5у + 8 = 0; Здс + у + 10 = 0.
39. (6,0).
40. х  + 2у -  7 = 0.
41. Юдг + 7у — 11 =0.
42. Здг-2у — 2 = 0, дг — бу -  10 = 0.
43. (1,2), Y  Ю узунлик бирлиги.
44. 7х — 4у = 0.
45. 5дг — у + 3 = 0; х  + 5у + 11 = 0.
46. Томонлари: х  — Зу + 12 = 0; Здг — у — 12 = 0.

Диагоналлари: х — у *= О ва х  +  у  — 8 = 0.

Туртинчи б о б

2. 1) (5-“ ь 2) (2.-■Т> 3) (*т>. <> И ) -
3. 1) (2'“

Зя \ 
4 ); 2)1( 4 - 4 * 3) ( ^ т )■■ <> ( ' . - ! )

4. Л», (5,0П М, (V  2 , / 2 ) ;  Л13(2,2 / з ) ;  Л14 (4,4);
М, (/1 ,-1 ); МЛ-4,4 V'T);

5. А (2, J; В  (2 ,- I ) ;  С (3,0); D (4,-  £ ) ;  м [ У Ъ - ^ \

6. Mi, ЛГ, Alj, Af*, Мь нукталар ётади, М6, М7 ва Л15 нукталар ётмайди. 
Графиги—айлана.
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7. 1) (2,0); 2) (4 ,- j); 3) (2 / 2 , j ) ;  4) (4,— у );  б) (2 У Т - Д *

Графиги кутб Укини кутбдан 2 бирлик узокда кесиб, кутб Укига пер
пендикуляр булиб Утган тугри чизик.

8. 1) Юкори ярим текисликда кутб Укидан 1 бирлик узокда унга парал- 
лсл жойлашган тугри чизик;

2) Маркази С ( 5, - j) нуктада булиб, радиуси 5 бирлик булган айлана,
9. 1), 2), 3) — Архимед спираллари. 10. р = 14 cos?.
М. f  = j -  12. р = cos ?
13. Масалаиинг шартини каноатлантирувчи айланалар иккнта булиб, 

уларнинг кутб координаталар системасидагн тенгламаси
р — 2 R sin у  = 0 ва р + 2 R sin ?  = 0.

14. Масаланинг шартини каноатлантирувчи чизик нккита, булар{
р sin 9 — а  =  0 ва р sin +  а  =  0.

15. 1) (дг* +  у* -  у)* = 9 (дг* + у*); 2) (дг* + у*)1/, = алг*;
3) (** +  у* — дг)* = 4 (дг* +  У У, 4) дг — а  =  0;
5) (дс* +  у2 + а х )* = а г (дг* + у2).

16. 1) дг О у  эски система, хОху  янги система (>улсин.
1) дг = АГ-Ь 1, у = К + 2; 2) дг = А' — 2, у =  К + 2; 3) дг = А '- 1 . 
у =  К - 1 ;  4) дг = А  + 3, у = У - 2.
17. All ( -  1,3); Af, ( -  6,1); МЛ ( -  3,4); Л1, ( -  3,0).
18. 1)/1(0,0); В (—3,— 8); С (—7,—2). 2) А (3,8); В (0,0); С (—4,6). 3) /4(7,2);. 

Я  (4 ,-6), С (0,0).
а ( у  з - 1 i + m  о /1 . з / з л

19. А  ̂ 2 ’ 2 ) ’ (2  ’ 2 /’ ^ V  3,3).
20. 1) ХУ =  — 8,5; 2 )А Г  = 2; 3 ) А Г  = — 1.
21. 1) У = Х \  2) К  = — А'*; 3) У = ЗА*, 

дг* у*

Беш инчи  б о б

I. (дг — 5 )* - (у - 4 )*  - 9 ; 2. (х  -  1)* + ( у - 2 )*  = 13.
3- \\ £  3)' /  "  5; 2> (~  2-4>- г = 6= 3> г = 5: 4> < °- 2). г = 2;5) (3,0), г  = 5.
4. (х  +  3)* +  (у — 5)* = 25. 5. дг*-Иу + 4)* = 16. 6. (х  +  5)* + у2 = 25.
7. дг* + у2 — 2у + 8 = 0. 8. (дг — + (у — 1) = 0. 9. х? + у* — 9,6дг-

— 2у V  8,6 + 8,6 = 0.
10. х* +  у -— ах  = 0.
I I .  (х  + 3)2 + уз = 36. 12. л? +  у—  ах  =  0.
13. Здг3 + Зу2— 2«у = 0. 15. = 1.

14. р = 2a  cos у. 16. ^  + -yj = 1; р  17. е  = 0,5.
18. «  0,077. 19. 2 500000 км\ 5 000 000 км ;  40 000 км.

20. 21. /  ОЛ
<» х‘ , У' , о 1 й 4
а  2 5 + Т б=1: 3 5: 6Т
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9 3  (  9  t i l l )  /  °  _  £ Ц \  , У 1  ,
' I 2 K 5 V 5 J’ \ 2 К  5 У Т } '  24- 1 6 + 4 ~ 1-

4
25. у = ± -3 j c ;  10. 26. 2х? +  3y i  4. 6.v — 69 = 0

Х‘ V3 ДГ3 V3 jr2 V2
21 • ^  + F  = К 28- ‘5 5 + Т б = , 5 2 5 + _ 9 "= 1 - 

К у р с а т м а .  Изланаётган эллипснинг ярим Уклари а, Ь, фокуси F ( c ,0) 
ва F  (— с,0) булсин.

У лолла *- -f с3 = 25 ромбнннг томониднр. Шунинг учун 63 -(- с- = 25. 
Ромбнинг юзи S  = 5-4,8 =  24 кв. бирлик. Эллипснинг кичик ук» учи В билан 
Унг фокуси F  ни туташтирганда лосил буладиган O BF  учбурчакнинг юзи 
ромб юзинннг тУртдан бирига тенг, яъни Ь с =  12.

6* + с* = 25 ва Ьс = 12 тенгламалардан Ьх =  4, Ь-, =  3.

29 1 ;  *  , Й !  _  од 7 5 30 (ДГ~ 5)3 (У~ 3)Д 16 25 + 25 '• '•  • 25 9 ~  '•
(дг — 8)а И (у — 5У>

31. — —  + --- gj----= 1. К у р с а т м а .  Координаталар бошини
эллипснинг маркази булган (дго, у0) нуктага кучирамиз, утиш формуласига 
кура эллипснинг тенгламаси:

(д:-дг„)3 . (у-у ,,)3 .
--- ^ --- = 1- *0  =  а,  у0 = 5
(д г-а )3 . (у — 5)3 . булгани учун ---^ ---+ — --- = 1.

х ,+  х? 5 + 11 _ „  (дг — 8)3 ( v — 5)з 
Аммо а  = — 2—  — — 2—  =  8- Дсмак. — 54—  + — р —  = 1.

ДГ3 ~ х2 V2 JT3 V3
32. 1 ) Т + У 3=1;  2) - g -  -  1; зз. 2 5  — f  =  1.

34 l L  _ 1  1
25 11 -  *• 5
25дг- 25у3 , . 3 2  х* у3 _

35* 78» ~' 441 ~  15 4> 4 5' 1 5 ' ~ Т  = 1; 2 * 21:

37. 1) 6,8, (5.0); (-5,0); -£•

2) 10,8; (/41 ;0 ); ( -  /4Т.0); у .  3) 24, 10; (13, 0), ( -  13, 0 ) , { J

38. ± 3 + 2V  ТЗ, л- КТЗ - 9  = 0.
дг3 у3 3

З®* а-— Ь- ~  Ь* =  ‘ 40- х =  ~  9 "5'

41. у = ± 4  ± 2 arc tg J -  42. 2; /  l + tg3a.

х? у3 2 VT3
43- 24 -  12 =  *• 4 4  У ”  Т * ' 1 — : l +  ‘ g ? = e 3

45. дг3 + у3 = 32 46. = 1.
(х  + 4)3 ^ ____.

47’ 30 30 — 1* • а3 ~  За3 — ’

20 М. Камолов 30.)



К У р с а т м а. А (— а,0) ва В (2а,О) нукталардан утган тугри чизиклар 
дастасининг тенгламалари мос равишда у = кх(х  + а )  ва у  =  к 3( х — 2а). 
Бурчак коэффициеитларини аниклашга кура:

*, = tg ^  МАВ, к? -  lg (180° — ^  MBA) = — tg -i MBA.
Шартга кУра tg 2 МАВ = tg ^  MBA. tg функция ифодаларини

= J+ a  = '8 ^ МАВ> *з= xL'2a ~ *  '8 МВА
теигликлар брдами билан дг ва у лар оркали ифода зтиб юкоридагн шарт- 
дан фойдалансак, куйидаги тенглик Уринлн булади.

2у (дг + а) у
-  Xg2 ^  МАВ =  -  ~  ‘g "  МВА.

Бу Тенгликни соддалаштириб изланаётган геометрнк Урнн тенгламасини ко
сил киламнз.

П а р а б о л а
2

49. 1) у3 = 4дг; 2) у3 = — -3- дг; 3) дт» = 8у; 4) дг3 = — у.
50. 1) у3 = 4дт; 2) у3 =  — 4дг; 3) дг3 = 5у; 4) дг» = — у.
51. дг2 = 16у.
52. Хамма нараболалар координаталар бошидан утади ва куйидагича 

жойлашади:
3

1) р  = -j; Ох Укка симметрии ва унг ярим текисликка жойлашган.
9

2) р  = у ,  Одг Укка симметрик ва чап ярим текислнкка жойлашган.
3) р  = 2; О* Укка симметрик ва юкори ярим текисликка жойлашган.
4) р  = у ,  Оу укка симметрик ва пастки ярим текисликка жойлашган.
53. F(3, 0); *  + 3 = 0.
54. г  =  9,5. _
55.(7, 2/21).
56. у2 = — Ю (дг + у  ) .  К у р с а т м а. Парабола учинннг коордннатлари 

(— 0, 5; 0) дир.
'  / х  ~  X ___ 4

57. 1) j у  у  * алмаштириш утказиш керак.

(4, 5; О), р  = 1, /=-(4, 5; 0), 2дг -  7 = 0.

— -2) ) X — х   ̂ алмаштириш утказиш керак.
У — У

(0, 25; 0), р  =  4, /=•(— 1, 75; 0), 4дг -  9 = 0.
: X  = х

^  ! 1 алмаштириш утказиш керак.
У = у ~ 2

(0; 0, 5), р  = 3, у + 1 = 0. /•'(0; 2).
4) j X = х

1 алмаштириш утказиш керак.
Y — У ~  Т

(0; 0, 5), р  = 5, у -  3 = 0, F ( 0; -  2).
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„ { X =  х  — 1
у  =  у  — 1 алмаштириш утказнш керак.

(1, 1), ,,«0.25, f ( i :  1 i ) .  S ) - 7  =  o .

алмаштириш утказнш керак.

Г = У +  4
(4,5; - 0 , 25), р  = 1,5, F ( 4, 5; — 1), 2у — 1 = О.

7) ( у Ил = х — ~2 алмаштириш утказиш керак.

Y = y - ^  (5,5; 1,5), р  =  0,25, Sx -  43 = 0, (б -§-* 1 -g}

58. (— 4, 6).
59. d  = 24 узунлик улчов бирлиги.
60. jci = — 2 у; 2у — 1 = 0.
61. у !  о)- агарла симметрия Укн учун абсцисса Уцини кабул

кнлслк ва гипербола учи координата бошида жойлашган булса.
62. у* = -  х.
63. (2, 1); ( -  1, 4); ( »  3. 3; *  5, 29); ( *  -0,3; *  1,69).

64. 1) у3 = б ( д г + | ) :  2) у * = - |  ( * + 5 -)-

65. f х ~ ^ -J- у3 = 1 эллипс.

2) (•*’ u V  5 ) _  y i  _  j гипербола.

3) у3 = х  +  -j- парабола.

Олтпнчи б о б

1 . 1 ) 2 . 2 ) 1 4 . 3 ) ^ -  4) ж3. 5) х ( х  — а). 6) -  1.
2. 1) х  = 4. 2) x t = 2, xt  = -  2. 3) х  = 1. 4) хх = 3, = -  3.

3it
5) х  = кг. (к  = 0, 1, 2, 3....). 6) дг = j  + кг. (к  = О, I, 2, 3. . .  .).

3. 1) х  = 2, у = 1. 2) х — 3, у = 4. 3) дг = в у = а
4) Система ечимга эга эмас. 5) Система ечимга эга эмас.
6) дг = cos а + sin 1, у = cos я — sin а.

54. 1 ) у =  — - JX ,  2 =5 — 2дг. 2) у = — 2дг, 2 = 1*. I
3) у = 4дт, 2 = — бдг, 4) у = — Здг, :  — 2дг.

5. 1) 13. 2) -  8. 3) 11. 4) -  11. 5) 0. 6) 2а\
6. 1) дг = — 1. 2) Xi — 2, х2 — — 3.
7. 1) дг = — 1, у = 3, 2 t= - 2 .

2) дг = 2, у = -  4, 2 = 1.
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3) х  = 1, у — — 3, г  = 2.
4) дс = 3, у = — 2, z = — 3.
5) дс = 0, у  = 6, z = — 6.
6) дг = 2, у = О, z = — 1.

Еттинчи б о б

1. 1) (1, 2); 2) (0, -  5); 3) ( -  1, 3); 4) (1, -  1); 5) ( l ,  -  -§)•
6) Марказснз эгри чизик.

2. 1) 4дг3 — 4 у* — 15 = 0; 4) 5дг* + бу2 — 4 = 0.
2) л* +  2у* -  4 = 0; 3) 2дга -  Зу3 + 10 = О.

3 .1 ) у 1 = 5дг: 2 )у  = удг3; 3) л* = Зу; 4) у» = Здг.
4. 1) 6дг3 + 4дгу + у2 — 7 = 0. 2) 4 ;3 Ьху +  у3 — 5 = 0.

3) 4дса + 2х у  +  бу2 = 1. 4) 2х2 -  б х у  +  5у3 -  54 = 0.
ЛГ3 V3 ДГ3 V3 JC3 V3 .

5‘ ! > т +  Т ш 1 ’> 2> Э- + 4 = 1 * 3) Т - Т - 1: 4) У5 = 2 / 2  X]
X1 у55) g- — = 1; 6) х3 +  у5 = — 1 (чавдум эллипс);
Xз

7) — у3 =  1; 8) Узаро кесишувчи иккита тугри чизик: 
дг — 2у = 0; дг + 2у = 0.
9) f  +  5  =  1; 10) х* -  4У3 =  1; 11) У3 =  2дг( 12) у3 бдг.

С акки зинчи  б о б

2. Л, В нукталар абсцнссалар Укннинг мусбат йуналишида координата- 
лар бошидан мос тартибда 5 бнрлик ва а  бирлик узокда жойлашган; А2, Bt  
нукталар ординаталар уки'нинг мусбат йуналишида координаталар бошидаи 
8 па Ь бирлик узокда; А3, В3 нукталар аппликаталар Укининг мусбат йуна
лишида координаталар бошидан 4 ва с бирлик узокда жойлашган нукталар- 
дир. Шунга ухшаш А,, В4; Аь, fi5; Лв, В9 нукталар Ох, Оу, О г  укларининР 
манфий йуналишдаги нукталардир.

3. М, N, Р  нукталар мос тартибда дгОу, дг О г  ва у О г  координаталар те- 
кнсликларидаги нукталар, О нукта координаталар боши.

4. АВ =  DC; AD Ф DC, чунки колленеарлик шарти бажарилмайди;

лЪ = 5С.

5. Т в  ф  ВС; Т в  =  DC; AD = ВС.

6. ВС =  q ; DC = р ;  АС = р  +  q;

BD  = — р  + q\ ОС = АО = "2* (р  + Q);

ЁО  = ( -  р + q); OD = y (  — p + fl);

СВ = — <J; DC = p; CA =  — p  — q;

DA = — q; OB  = jj- (p  — fl); DO  = (P  — q\
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8. Е ч и ш .  Туртбурчак томонларшш 152- чизмада курсатилгандек век
торлар билан тасвирлаймиз. Е ва F  нукталар диагоналларнинг Урталари. Бу
*олда EF =  AF — АЕ;

AF = -тр =  ~ J —  • А  ЛЕВ дан ЕВ = АВ — АЕ.

—1 ПН D A + T b  - *  -п  DA -f AB A B - Т ы  
A m m o  EB = —  = --- 2--- : демак, AE — A B ------ -̂-- = ----r,----

Энди AF ва АЕ ларнинг кийматларини дастлабки 
тенгликка куямиз:

—• А В ^ -В С  А В- D A  BC + DA 
E F =  2  -  2  “  2

„  с  b  а  . с  Ь а  
* с  ^ Ь ‘ а  ^  с  ’ ft *  а

К у р с а т м а .  Берилган векторларнинг бирлик векторларини топиб, уларни 
учбурчак учларнда ясаймиз. Учбурчак томонлари буйича икки кушни бир
лик векторлар нигиндиси ва айирмаси бурчакка ясалган ромбнинг диагонали 
булгани учун бу диагоналлар биссектрисалардир.

10. Ихтиёрий О нуктани кутб учун оламиз (153- чизма). г А, г в  г с , , 
лар А, В, С, . . нукталарнннг радиус-векторлари булсин. EF, KL ва PQ  
кесмаларнинг Урталари битта М нукта эканини курсатамиз. К  нукта AD

нннг Уртаси булгани учун г к  = Гл ~^Гр : шунга ухшаш r L = -Д  ̂ Г(' .
KL кесманинг Уртаси

rK+ rL _  гд +гв + r c + rD
2 4

Ш у йул билан EF кесманинг уртаси

Г Е +  r  F _  r  А А- г  В  +  Г  С Г  D
2

(1)

(2)

Эндн Р  ва Q нукталарнннг радиус-векторларинн топамиз ва уларнннг ур- 
тасининг радиус-вектори

Г А +  г Р  _  г А +  г в  +  г с  +  r D п у

2 4 ( )
(1), (2), (3) тенгликлар EF, KL, PQ  кесмаларнинг Уртаси битта нукта эка
нини билдиради.

. 11. ВС =■ с — ft; CD =  d  -  с; D B  -  ft —d ;
1 -► 1 

DM =  (ft + с  — 2d); AQ = - j  (ft +  с  +  d ) .  I

12. — 1. 13. Исбот . AB — a\ BC =ft; CD =  c ,  D A =  d  (154- чизма) 
булсин. У колда



Масаланннг шаптига кура: AC-BD — 0 (a -fft) (ft 4-с) =* О ёкн a b +  а с  4- 
4- b ‘ + Ьс = О; Шаклдан а  4- ft 4- с  + d  — 0; бундан — rf = a + ft + c; 
кейинги тенгликни иккала томонини квадратга кутарнш натижаснда а -ft +
4- a -с 4- b - c  =* 2 (rf1 — a1 — ft* — с*) эканини топамиз. Демак, b 2 +  — ( d ‘ —
— а г — ft- — с2) = 0 ёкн ft1 + d* = a* -f са.

15. 13 кг.

С

16. 1) (1 ,-  1.6); 2) |5,-3,6);
3 ){6 ,-4 ,1 2 }; 4 ) { l , - j , o } ;

5) {0,-1,12); 6) {з, -  г}.

153- чизма. 154- чизма.
17. 7. 18. {- 6 , -2 ,4 ); {6,2, - 4 ) .
19. 2 /  2; 2; — 2.

201 13: 13: ^  21 45°' — ^/"^l*
22. 1) 10; 2) 16; 3) 25; 4) 61; 5) 21; 6) 529; 7) 8; 8) 76;
23. Параллзлограмм диагоналлари квадратларининг йигиндиси унинг то* 

монлари квадратларининг йигиндисига тенг.
7

25. arccos-^==. 26. 45°. 27.59. К у р с а т м а .  Агар F  куч таъснри на*
тижасида материал нукта s векторнинг бошлангич учидан кейинги учига 
кУчган булса, кучнинг бажарган иши F -S  скаляр купайтмага тенг.

12 61 61
28. 31. 29. 13. 31. arccos —; arccos —— arccos 7 '

32. 1) I АВ I = 9,7, (ЛС | = 13,3, I SC I = 6,9; 2) ^  A »  29°, ^  В  *  107°, 
яз 44°; 3) 56°, 4) 122°, 5) 8, 5.

33. 24, 5. К у р с а т м а .  Изланаётган юз -jj [a ft] га тенг.

34,
/ 3 3 / 3

2 ’ /91 '
Е ч и ш .  Учбурчак томонларннн 155- чизмада курсатилгандек векторлар 

билан тасвир этамиз. У .\олда



лар ифодаларнни бу формулапинг унг томомига кУйиб, коллинеар лектор- 
ларнинг вектор купайтмасн нолга тенглигини лнсобга олсак, SDAE =  11 АВ-

*ЛС'|| нн лосил киламиз, ]л в- л с | *  б /  3; демак, SDAE = —тр кв. би р -

А  11.4/
1к. sin DAE — ~~д1

: ] г  I [АВ .-1C] I = jT S .

лик. sin DAE =  1 1; =  I  1 (АВ +  2АС)) | =

Энди ЛО ва ЛЬ векторларнинг узунлигини топамиз: ЛО= | /  [ --- j --- ) =

= ЛВ* +  2АВАС + АС* =  - j l / " ЛВ* + 2ЛВ ЛС cos ВЛС + ЛС1 -  

/1 3  2 / "7  A  3/-3
*=—— ; шунга ухшаш ЛЯ = — -— . Демак, sin DAE — .

33. 14 ( к у б  би рлик ) ,  /Т4. К у р с а т м а .  ^

1 Зи
V = -g afec. // = — , S  — ABC учбур
чакнинг юзи.

Т уцци зинчи  б о б

1. 1) Af,, Л12, Af0, Afe, М 7, Af„, Afa нукталар сиртда ётади. Л1* Af, нукта
лар ётманди.

2. 1) (4, 4, 4 / 1 ) ;  2) (/ "3 . 5, 6); 3) (7, /  6, 3).
3. 1) у О г  текислик; 2) хО г  текислик; 3) х О у  текислик; 4) у Oz текис- 

ликка параллел булиб, ундан 2 бирлик узокда ётувчи текислик; 5) xOz те
кисликка параллел булиб, ундан — 4 бирлик узокда ётувчи текислик; 6)дгОу 
текисликка параллел булиб, ундан 5 бирлик узокда ётувчи текислик; 7)мар- 
казн координаталар бошида булиб, радиуси 1 га тенг булган сфера; 8) ясов- 
чиси Oz укига параллел булиб, йуналтирувчиси х О у  текисликда л-* 4- у4=1 
айлаиадан иборат булган цилиндрик сирт; 9) ясовчиси Оу  Укига параллел 
булиб, йуналтирувчиси хOz текисликда х* + г* = 9 айланадан иборат бул- 
гаи цилиндрик снрт; 10) ясовчиси Ох Укига параллел булиб, йуналтирувчи
си yOz  текисликда у* +  z1 = 16 айланадан иборат булган цилиндрик сирт;
11) хOz ва yOz  текисликлар орасидаги икки ёкли бурчакни тенг иккига 
булувчи иккита х  — у  =  0 ва лг + у = 0 текислик; 12) битта нуктани, коор
динаталар бошини тасвир этадн; 13) Oz укни тасвирлайди; 14) *еч кандай 
геометрик образни тасвир этмайди; 15) yOz  *амда хOz текисликлар биргалик- 
да тасвирлайди; 16) xOz ва хО у  текисликларни биргаликда тасвирлайди; 
17) xOz ва хО у  текисликларни биргаликда тасвирлайди; 18) хОу, yOz  ва 
xOz текисликларни биргаликда тасвирлайди; 19) xOz текислнкни \амда хО-. 
текисликка параллел булнб, ундан 9 бирлик узокда ётувчи текислнкни бир
галикда тасвирлайди; 20) х Oz текислнкни ламда xOz билан yOz  текислик 
орасидаги икки ёкли бурчакни тенг иккига булувчи текислнкни биргаликда 
тасвирлайди.
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4. 1) хО у  текислнкка параллел булиб, ундан 3 бирлик узокда бтувчн 
текисликдаги маркази (0, 0, 3) ва радиуси 4 бирлик булган айлана; 2) у О г  
текисликда симметрия Уклари О у  ва О г  булиб, ярим Уклари b — 3, с = 2 
булган эллипс, 3) хО у  текисликка параллел булган текисликда ётувчн ги
пербола, бу гиперболанинг маркази (0, 0, 3) нуктада булиб, дакикий Уки Ох 
Укига параллел ва 8 га тенг, мавкум Уки эса ОУ Укига параллел ва 6 га 
тенг. 4) хОу ва у О г  текисликлар орасидаги икки ёкли бурчакни тенг нк- 
кига булувчи текисликдаги парабола. Бу параболанинг учи координаталар 
бошида булиб, О у  Укининг симметрия Укидир. 5. (л: — 2)* + (у + 3)‘ + 
+  (г —5)3 = 36.

6. I (дг- 1)* + (у + 4)» + ( г  +3)» =  25,
\ г = 3.

К у р с а т м а .  Изланаетган геометрик Урни иккита бир-бирига боглик 
булмаган хоссага эга булгани учун иккита тенглама билан тасвир этилади, 
Бу тенгламалар хО у  координаталар текислигнга параллел булган текислнк- 
даги айланани тасвир этади. 

х3 у* 4- г2
7‘ + = 1> (Ь2 = «*-е*).
К У р с а т м а .  Бу тенглама билан тасвир этилган геометрнк Урин 

х2 y s 
в* + ^  = 1 эллипснинг Ох Ук атрофнда айланишидан досил булади ва ай
ланма эллипсоид дейилади. 8. 4дг — 10у + 8* + 13 = 0.

К у р с а т м а .  Бу тенглама билан тасвир этилган снрт текисликдир.
9. / 5у + Зг — 19 = 0,

\ jc =  0.
К у р с а т м а .  Бу тенгламалар биргаликда у О г  текнслигидаги тугри чн-

19 19знцни тасвир этади. У тугри чизик О г  Укидан - j  бирлик, Оу  Укидан -j»
бирлик кесиб утади.

10 / 2дг + 4* + 21 = 0,
\ У = 0.

К у р с а т м а .  9- масалага к а Ра 11г.

• ■ • Ц = Г 7=0’
К у р с а т м а .  9- масалага карзнг.
12. 1) Ясовчиси О г  укига параллел булиб, йуналтирувчиси хО у  текис-

д;1 yJ
лигидаги + р  =  1 эллинсдан иборат булган цилиндрик сирт; 2) Ясовчиси
Оу  Укига параллел булиб, йуналтирувчиси хО г текнслигидаги эллипсдаи 
иборат булган цилиндрик сирт; 3) Ясовчиси Ох Укига параллел булиб, йу-у-1 гг
иалтнрувчиси у С г  текнслигидаги р - + ^  = 1 эллипсдаи иборат булган ци
линдрик снрт; 4) Ясовчиси О г  укига параллел булиб, йуналтирувчиси хО у  

х2 у*текнслигидаги ^  = 1 гнперболадан иборат булган цилиндрик сирт;
5) Ясовчиси О у  Укига параллел булиб, йуналтирувчиси хО г  текнслигидаги 
-j — -J = 1 гнперболадан иборат булгаи цилиндрик сирт; 6) Ясовчиси Ох

У1 г~Укига параллел булиб, йуналтирувчиси у О г  текнслигидаги 6 3 ~ 7 *= 1 п,пеР-
боладан иборат булган цилиндрик сирт; 7) Ясовчиси О г  Укига параллел 
булиб, йуналтирувчиси дгОу текнслигидаги у3 = 2рх параболадан иборат бул
ган цилиндрик сирт; 8) Ясовчиси Ох Укига параллел булиб, йуналтирувчи
си у О г  текнслигидаги у3 = 2р г  параболадан иборат булган цилиндрик 
сирт; 9) Ясовчиси Оу  укига параллел булиб, йуналтирувчиси х О г  текнс- 
лигндагн га =  2р х  параболадан иборат булган цилиндрик сирт; 10) Ясовчн-
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си Oz Укига параллел булиб, йуналтирувчисн дгОу текслигидагн хг + у г = гл 
айланадаи иборат булган доиравин цилиндр; 11) Ясовчисн Ох Укига парал
лел булиб, йуналтирувчисн yOz  гекислигидагн у  + z=  1 тугри чизикдан иборат 
булган цилиндрик сирт, бу сирт — текисликдир. 12) Ясовчиси Oz Укига па
раллел булиб, йуналтирувчисн хО у  текислигида jr = 0 ва х  — у = 0  тугри 
чизиклардан иборат булган цилиндрик сирт, бу сирт иккита текисликдан 
нборагдир.

13. 1) Аппликаталар Укининг тенгламаси; 2) (5, 0, 0) нуктадан утиб 
Oz Укига параллел булган тугрн чизик; 3) (2, — 3, 0) нуктадан утиб, Оz 
Укига параллел булган тугри чизик, 4) yO z  текислигига параллел булган 
х — 2 = 0 текисликдаги айлана бу айлананинг маркази (2, 0, 0) нуктада .бу
либ радиуси 5 га тенг.

a
15 I Х'  +  У* +  21 = 16- 16 ^  -  2>* + <г - 3>* = 25>\ z — 0. |Ь- (х  — 3)* +  (у +2)* + (г — 2)» = 36.

Унинчи б о б

1. 1), 2), 4), 5), 7), 8), 10 тенгламалар нормал шаклдагн тенгламаларднр.
„  1 2 2 „  „  2 2 11
2. 1) — g Х +  g у +  з z — 3 - 0 ;  2) J5 х  +  3 y — ^ z  — 2 — 0;

6 6 7 ч л , 5 6 22 
* > - т и + п * + п * - 3=°; 4)7Шх~7Шу~ т ^ = '

3 4 2
5) х  — g- z — 10 = 0; 6) х  — 5 = 0; 7) z — -g = 0;

8) z -  3 = 0
3. /1,, A), At, Аь нукталардан утади. A., Д, нукталардан утмайди.

4 . ( 3 , — 2, 4). К у рс а т м а. Нукта Oz Укига параллел ларакат кнлганда 
унинг абсциссаси ва ординатаси узгармай колади, факат аппликата узгаради.

5. Текислик координаталар бошидан утади; 2) Текислик абсциссалар 
Укига параллел; 3) Текислик ординаталар Укига параллел; 4) Текислик ап- 
нлнкаталар укига параллел; 5) Текислик аппликаталар Укидан утади; 6) Те
кислик ординаталар Укидан утади; 7) Текислик абсциссалар Укидан утади;
8) Текислик yO z  текислигига параллел; 9) Текислик xUz текислигига парал
лел; 10) Текислик хО у  текислигига параллел; 11) yOz  текислиги; \2)хОу 
текислиги; 13) xOz текислиги.

6. у  + 2 = 0. 7. х  + 2 = 0. 8. z -  3 =-0. 9. Зу +2z = 0.
10. Здг -  2у — 9 = 0. I I .  15дг + 17у -  42z + 238 = 0. 12. 1) 3, 4,5; 2) 1,

— 3, 2; 3) 1, 1, — 1; 4) — 4, оо, 2 текислик О у  Укига параллел. 5) 0, 0,0."
6) оо, 5, оо текислик xOz текислигига параллел. 

х  У Z
,3* 2 -  7  + "6 = h

14. д: + у + z — 6 = 0. 15. l ) j ;  2) <р =  arccos 3)-^; 4) у .
16. 5 * — б у + z - 3 2  = 0. 17. Здг + у -  8* -  45 = 0. 18. 1) 5х + 7у + 

+ 3 = 0; 2) у  -  z + 7 = 0; 3) 5д: + 7* — 46 = 0. 19. 8дг -  у -  13г + 49 = 0.
20. 29дг + 13у + 28г + 21 = 0.

21. 9дг + бу — 11г —-11 = 0.
22. 11 дг — 5у — Зг — 10 = 0. 23. 1) (1, 1, 1); 2) (2, 2,
1 + 2 г

У = - 5 ~ -
24. 4. 25. (0, 0, 1) ва (0, 0, 15 у ) -
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26. z = 0 ва 15дг + 8г = 0. 27. 2. К у р с а т м а .  Параллел текисликлар- 
дан бирида битта нукта олиб, бу нуктадан иккинчи текисликкача булган 
масофани топиш керак.

28. 19*— 133у+ 25.Г — 165 = 0 ва 34* -  83у — 25* 4- 20 = 0. К у р с а т- 
м а. Изланаётган текисликлар бернлган текисликлардан тенг узокликларда 
ётади, аммо булардан бирининг нукталаридан берилган текисликларгача 
огнш абсолют кийматнга кура *ам, ишорага кУра *ам бир хил булиб, из
ланаётган текисликлардан иккинчисининг нукталаридан берилган текислик* 
ларгача огиш абсолют кийматнга кура бир хил, ишорасига кура карама- 

... 7дг —  24у—15 Карши. Шунинг учун изланаётган текисликларнинг тенгламаси------------ щ*

=  ±
х  +  2у — 2г — 7
/1+2* + (—2)» 

сил килннади.

/7*+ (-24)*
. Бу тенгламаларнн соддалаштириш билан жавоб .\о-

Ун биринчи  б о б

х — I у + 2 г — 3 
1. —у — = ——  = —g—. 2. (— 1, 3, 0) нуктадан утган тугри чизик;

s {3,5,2}.
3. 1) дс = 3/ + 2, у = 5/ — 2, z =  t +  1; 2) jr =  / — 3, у = 3/+ 5, г = 2- 

• (/ +  2); 3) дг= 6/, у  = 7< + 1, г = 2t -  1; 4) дг = 2/ + 1, у = 3(< + 1), г = 2-

' (2* + 1 )' 1 3  1 9
4. 1) (2, 3, 0 ) ; (-  2 ,0. 2 ); <°- ~  >• 2); 2) (- 1 3 ,- 9 ,0 ); ( j ,  0, ^ );
13 Ц

\0, 3 * 3 )*

5. 3- = -

3
У +  5

11
'20 / + 3

■; x  =  t, у = -
4 11

~  5 *+ 10:1 4 --- 5
у = — j  х  — г  = — 4  *  +  15- 6. х  = 3/ + 1; у = 2t + 2, z =  t  +  3.
7. s (0, 0, 1}; cos а = 0, cos  ̂= 0, cos 7 = + 1.

8. Координаталар бошидан утади; S  (2, 3, 13). 2) О г  Укка параллел; 
<5 (0, 0, 3 ).

х - 2  у + 2 г - 3  / 3  / 3  /  3
1 ~ 1 *  1 ГП  * 3 , *  Г*' *  3 •

16 4
I

10. 1) cos? -  ± g ^ = ;  cos ?  ±
811. 1) COS? = ± 0 3 ; 

дг— 1 у — 2 2 г + 3  х  — 1 у +  4 г  — 5
13. 1 15.

—  3 О
К у р с а т м а .  Изланаётган тугри чизик яна (0, 0, 5) нуктадан *ам 

утади.
16. /11 ,4 . К у р с а т м а .  А (3, — 2, 1) тугри чнзикдагп нукта 5 {4,3,5) 

бернлган тугри чизикнинг йуналтнрувчи вектори. Шунинг учун d  = AM sina =
I S  X AM I I S  X  AVI I

*= AM S  'AM S
17. Етади.

x — 2 y + 2  г-
16

1 дг— 1 у — 2  г — 3 
16 “  1 “ -11*19.
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К у р с а т м а .  Изланаётган тугрн чизик Л(1, 2, — 3) нуктадан утгани
х _1 у т 2 z 3

учун унинг тенгламаси ——  = —-— = ——  куринишда булади, Бу тугри
чизик берилган тугри чизикка перпенднкулар булгани учун 2т 4- п  4- 3/»—О; 
нзланаётган тугри чизик билан берилган тугри чизикнинг кесишиш шарти

1 1 4
2 1 3 = 0  Ски т — Ъп +  р  = 0. 
т п р

20. 43дг — 215z — 115 = 0; 43у — 258* + 43 = 0.
х  — а у  — Ь

К у р с а т м а .  Изланаетган тугри чизик тенгламаси т • = —--— =
*  —  С ^

= ~ р~~ булсин. т, п, р  ларни бурчак коэффициентларннинг нараллеллик
шартндан топнлади. а, b , с  лардан бнттасини масалан, а ни ихтиёрий тан- 
лао олиб, колган иккитасини изланаётган тугри чизик билан берилган тугри 
чизикларнинг дар бирини кесишиш шартндан аннклаймиз.

21. 7х — 25у + 34* + 57 = 0.
7

22. 4дг -f 4у — 5* — 25 = 0. 23. sin? = *
дг — 4 у — 5 г + 6 0. х ~ 4  у — 5 г  + b лг-4 у - 5

j — _  j — 1 . j — _  2 — о ’ >
2 —  6

“  Т " •

о 1

23. 5л- + 4у — * + 3 = 0. 25. 11. 27. 17* — 10у — * — 13 = 0.
28. (1, -  Г, — 1) 29. л + у — * = 0.
30. Ах +  4у — 13* -  35 = 0.

Ун иккинчи  б о б
-  хг - у*1. 1) X = уз + *=-, 2) Jfl +  у= = *‘. 2. у = е

х"1 у'
3. х О у  текислиги билан кесилганда щ  + = 1, * = 0; хО г  текислиги:

X- *3билан кесилганда щ  + gg = 1, у = 0; у О г  текислиги билан кесилганда: 
У2 *3

w 36 ~  х  ~  ° -81 Х̂  V3 Z~ X* V2 2̂  X* У̂  Ẑ
4* 1 б + 9 ' + Т =1- 5, ^Зв + 25- 1б= 1 >2  ̂ 35 + Е —1б “ —
6. хг 4- у2 = 2р г  айланма параболоид.
7. 1) сфера; 2) сфера; 3) эллипсоид; 4) бир ковакли гиперболоид;

5) икки ковакли гиперболоид; 6) эллиптик параболоид; 7) гиперболнк пара
болоид; 8) 2- тартиблн конус; 9) эллиптик цилиндр; 10) гиперболик ци
линдр.
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