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SO‘ZBOSHI

Igtisodiyot odamlaming mahsulotlami ishlab chigarish, tagsimlash-
ayirboshlash va iste’mol gilish usullari bilan bogMangan faoliyati
doirasidan iborat. Iqtisodiyotga bunday ta’rifni Rossiya FAning
akademigi V.L.Makarov bergan. Ta’rif mazmuniga ko'ra igtisodiyot —
kishilarning faoliyati. Ammo faoliyat turli-tuman bo‘ladi. Bu yerda
faoliyatning uch muhim girrasi ustida gap boradi: mahsulotlami ishlab
chiqarish usullari, tagsimlash-ayirboshlash usullari, nihoyat, iste’mol
gilish usullari. Shu uch turli faoliyatda yaratilgan (yaratiladigan)
matematik modellami o'iganish usullari ko‘zda tutiladi.

Hozirgi zamonda xalq xofjaligining turli sohalarida uchraydigan
igtisodiy jarayonlaming modellari yaratilgan, ulami tadgiqot qilishning
gator yangi usullari ham kashfgilingan. “Igtisodiy-matematik modeller
va usullar” kursi eng zamonaviy fan bo'lib, mazmuni jihatidan uning
aniq chegarasini bilib boMmaydi. Uning hajmi va mazmuni Davlat
standartidagi talablarga garab aniglanadi. Shunday ekan, mazkur kurs
nimani o°‘rganadi?

“lqtisodiy-matematik modellar va usullar” fani iqtisodiy
jarayonlaming matematik modellarini va ulami tadqiq gilish usullarini
o'rganadi.

Mazkur darslik muallifning ko‘p yillar davomida 0 ‘zMU igtisodiyot
fakultetida matematik igtisodiyotga oid fanlardan dars berish jarayonida
to'plagan tajribasi va olib borgan ilmiy-tadqigot natijalarini o‘quv
jarayoniga joriy etish ogibatida yaratilgan.

Darslik igtisodiyot yo‘nalishida tahsil olayotgan barcha talabalarga
moMjallangan. Undan magistrantlar, aspirantlar va yosh o‘gituvchilar
ham foydalanishlari mumkin.

Muallif darslik qo'lyozmasiga oid gimmatli maslahatlari uchun
igtisod fanlari doktori, professor Q.Safoyevaga, fizika-matematika fanlari
doktori, professor Sh.Nazirovga, iqtisod fanlari doktori, professor
F.Egamberdiyevga, shuningdek, darslik yozish g‘oyasini go‘llab-
quwatlagan va sidgidildan yordamlarini ayamagan iqtisod fanlari
doktori, professor T.Sh. Shodiyevga, fizika-matematika fanlari doktori,
professor M.To‘xtasinovga o ‘z minnatdorchiligini bildiradi.

Muallif.



KIRISH

Hayotda turli mazmundagi muammolar tez-tez uchrab turadi.
Shunda magbul (optimal) qarorlar gabul gilishga to’g’ri keladi.
Jumladan, iqtisodiyotda uchraydigan muammolarning ba’zilari
geometrik usul bilan, ba’zilari algebrik usul bilan yechiladi. Ammo
ba’zi masalalarni yechish uchun differensial va integral hisobdan
foydalanmasa bo'Imaydi. Aytilgan muammolar ekstremal masalalarni
yechishga keltiriladi. Bunday masalalarni yechish uchun matematikadan
foydalanish gadimda - taxminan 25 asr awal boshlangan. Ko‘p
ekstremal masalalar geometrik usul bilan yechilgan. Geron, Shvars,
Shteyner masalalari va boshqalar shular jumlasidandir. Ammo uzoq
vaqt davomida ekstremal masalalarni yechishning umumiy usullari
topilmadi. Shunga qaramasdan eramizning X asrlariga kelib Abu Rayhon
Beruniy va uning shogirdlari o0‘z tadgiqotlarida kelajakda (XVI—XVII
asrlarda) hosila tushunchasiga olib kelgan mulohazalardan foydalanishdi.
Ma’lumki, XVI—XVII asrlarda differensial va integral hisob keng
koMamda rivojlandi. Endi ekstremal masalalarni yechish uchun umumiy
usullami yaratishga imkoniyat tug'ildi va bunday usullar yaratildi ham.
Har bir oila, korxona, mamlakat uchun igtisodiyot muhim ahamiyat
kasb etadi. Shu sababli igtisodiy jarayonlar chuqur o‘iganilib, ulaming
matematik modellarini yaratish bo'yicha gator ilmiy tadgiqotlar olib
bora boshlandi. Bu sohada katta ishlar gilindi. XX asming birinchi
yarmida L.V.Kantorovich (Rossiya) va Kupmanslar (AQSH) chizigli
dasturlash nomli matematikaning muhim bo'limini yaratishdi. Ular
1975-yilda “Tabiiy resurslardan optimal foydalanish” bo‘yicha gator
ilmiy ishlari uchun Nobel mukofotini olishdi.

Hoziigi vaqtda igtisodiy jarayonlaming matematik modellari ko'plab
yaratilgan va ishlab chiqgarishga joriy gilingan. Shu bilan birga modellami
tadgigot gilishning qator usullari ham yaratilgan. Mazkur darslikning
magsadi “lIqtisodiy-matematik modellar va usullar” haqida zarur
ma’lumotlami bayon etishdan iborat. Bu sohada yaratilgan adabiyotlar
ichida V.S.Nemchinovning “3K0OHOMWKO-MaTemMaTn4Yeckme MeTodbl U
mogenun” (M.. Mbicn, 1965), L.L.Terexovning “3KOHOMMWKO-
matemaTuyeckne metogbl” (M.: CtaTuctuka, 1972) va S.A.Ashmanov-
ning “MaremaTMyeckne mMogenn u meTofbl B 3KOHOMUKe” (M.: U3-
Bo. MI'Y, 1980) nomli kitoblami alohida ko'rsatib o'tamiz. Oxirgi yillar
davomida matematikada yangi yo'nalishlar paydo boMdi, ko‘plab yangi-
yangi igtisodiy-matematik modellar, igtisodiy jarayonlami o'rganishning
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gator ratsional usullari yaratildi. Mazkur darslikda shu o'zgarishlami
e’tiboiga olishga harakat gilindi.

Darslik 13 bobdan iborat. Birinchi va ikkinchi boblarda igtisodiy
jarayonlami modellashtirish, igtisodiy modellar, matematik modellar
hagida ma’lumotlar berilgan. Shu bilan birga sodda hollarda talab va
taklif jarayonlari modellari ko‘riladi. 3-bobda mikroigtisodiyotga xos
naflik funksiyasi va iste’molchining optimal tanlovi masalasi o ‘rganiladi.
4-bobda yana mikroigtisodiyotga xos umumlashgan iste’mol funksiyasi
va uning maksimumi haqgida masala chuquro'igatiladi. 5-bob elastiklik
tushunchasiga va uning iqtisodiy jarayonlami o‘rganishga tatbig'iga
bag'ishlangan. 6-bob eng katta boblardan bo'lib, unda chizigli
dasturlashga oid ma’lumotlar bayon etilgan. Sodda hollarda kanonik
va normal masalalarni elementar usul bilan yechish mumkinligi
ko‘rsatiladi. Dansigning simpleks-usuli to'liq keltiriladi. Boshlang'ich
bazis rejani topish usullari bayon etiladi. Chizigli dasturlashning
govushma masalalari, 3 ta tatbigiy masala keltiriladi. 7-bob chizigsiz
dasturlash masalalariga bag‘ishlangan. Chizigsiz dasturlashning sodda
masalalari geometrik dasturlash usullari yordamida yechilishi
ko'rsatilgan. Shu bobda Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan birga
ma'lum shartlar bajarilganda chizigsiz dasturlash masalalarini ratsional-
burchak koeffitsientlami tenglashtirish usuli bilan yechish mumkinligi
bayon gilingan. Awalgi boblardagi funksiyalaiga silliglik sharti go‘yilgan.
8-bob silligmas masalalarga bag‘ishlangan. Bunda berilgan nugtada
ma’lum yo'nalish bo‘yicha olingan hosila tushunchasidan unumli
foydalanilgan va qator igtisodiy masalalar yechilgan. 9-bobda igtisodiy
jarayonlarning ekonometrik modellari bayon etilgan. Unda
korrelyatsiya, regressiya va ulaming modellari, juftlik chizigli regressiya
va uning tenglamasi keltiriladi. Juftlik chizigli regressiya tenglamasini
tanlash sifatini aniqlab beradigan Fisherning F— belgisi, tenglama
parametrlarining ma’nodorligini tekshirish uchun Styudentning t—
belgisi bayon etiladi va muayyan masalaga qo‘llaniladi. 10-bob
makroiqtisodiy jarayonlarning neoklassik ishlab chigarish funksiyalariga
bag'ishlangan. Bu ham eng katta boblardan boMib, unda gator muhim
mavzular o‘z aksini topgan. 11-bobda iqtisodiy dinamikaning turli
matematik modellari ko‘rilgan, unda jamg‘arish normasi o°‘zgarmas
bo'lgan hoi garaladi. 12-bobda ikki sektorli modellaming turli hollari
o‘rganilgan. Nihoyat, 13-bob iqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi
jamg'arish normali modellariga va magistral teoremalaiiga bag‘ishlangan.

Har bir bobga oid masalalar va nazorat savollari keltirilgan.
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1-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNI
MODELLASHTIRISH

Matematik usi®lar va modellar zamonaviy iqtisodiy nazariyaning
tabiiy, zaruriy elementlaridan iborat. Matematikadan foydalanish
igtisodiy o‘zgaruvchilar va o'rganilayotgan obyektlar orasidagi muhim
bog'lanishlami tavsiflash imkoniyatini beradi. Obyekt deyilganda olib
borilayotgan tadqigot predmeti tushuniladi. Albatta, obyekt moddiy
yoki xayoliy boMishi mumkin. Agar Oy o'rganilayotgan bo‘lsa, u moddiy
obyekt bo'ladi. Shuningdek, iqtisodiyotda maksimal daromad olish
masalasi qo'yilgan bo'lsa, maksimal daromad xayoliy obyekt vazifasini
bajaradi.

Matematika va statistika usullari obyekt hagida yangi ma’lumotlami
olishga imkon tug’diradi. Bu esa o'rganilayotgan obyektni yanada
yaxshiroq tavsiflashga olib keladi.

1.1-8. Model, modellashtirish va uning bosgichlari

Fanning rivojlanishi, igtisodiy o‘sish, shu bilan birga, kiyimlami
bichish, detallarni yasash va boshqa jarayonlar ulaming modellarini
qurish va undan foydalanish bilan bog'langan. Hoziigacha olimlar model
tushunchasi bo‘yicha yagona fikiga kelishmagan. Biz mazkur kursda
model deyilganda quyidagi fikmi tushunamiz:

Model —shunday moddiy yoki xayoliy (ideal) obyektdan iboratki,
u (original) asl obyektni almashtiradi, uni o‘n$anish natijasida asl obyekt
hagida bizni gizigtirayotgan yangi ma’lumotlar olinadi.

Modelni qurish, uni o'rganish va tatbiq etish jarayoni modellashtirish
deyiladi. Modellashtirish jarayoni uch elementni 0‘z ichiga oladi:

1 Tadgiqotchi —subyekt.

2. Tadqgiqot obyekti.

3. Ko‘rilgan model - tadqiqotchi va asl obyekt orasidagi munosabat.

Agar tadgigotlar shunday modellar yordamida olib borilsaki, ulaming
asl obyekt bilan bogManishi moddiy xarakterga ega bo'lsa,
modellashtirish moddiy deyiladi. Ideal modellashtirish moddiy
modellashtirishdan keskin farq giladi. U model bilan asl obyekt orasidagi
ideal bog‘lanishga asoslangan. Agar model fagat belgilar sistemasidan
foydalanib tavsif etilgan bo‘lsa, bunday modellashtirish belgili deyiladi.
Belgili modellashtirishning eng muhim turi matematik modellashtirishdir.
Unda modellar formulalar, munosabatlar, matematik belgilar bilan
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tavsiflanadi, ifodalarni almashtirish esa mantiqiy va matematik
goidalarga asoslangan boMadi.

Keyingi mulohazalarda iqgtisodiyot (igtisod), igtisodiyjarayonlaming
matematik modellari tushunchalari tez-tez uchrab turadi. Shuning
uchun Rossiya FA ning akademigi Valeriy Leonidovich Makarovning
igtisodga bergan aniq ta'rifini keltiramizl):

Igtisod (igtisodiyot) kishilarning mahsulot ishlab chiqgarish,’
tagsimlash-ayirboshlash va iste’mol gilish usullari bilan bog'langan
faoliyati doirasidan iborat. Uning 4 ta elementi bon

1 Kishilar.

2. Mahsulotlar (moddiy va nomoddiy-turli xizmatlar).

3. Kishilarning turli faoliyatlari.

4. Tashkiliy struktura.

Mazkur elementlami alohida-alohida tushuntirib o'tirishning hojati
yo‘gq. Ular shundog ham ravshan. Iqtisod ta’rifiga ko‘ra, iqtisod
kishilarning faoliyatidan iborat. Kishilar bo‘lImasa iqtisod ham yo‘q.
Ular turli faoliyati natijasida mahsulotlar ishlab chigaradi. Bunda albatta
tashkiliy struktura kerak. Kimdir rahbar, kimdir yordamchi, kimdir
ishlab chigaruvchi bo‘Imog‘i lozim va boshqalar.

1.2-8. Iqgtisodiy modellar va ulami qurish

Matematik modellardan F.Kene (“Iqtisodiyjadval” 1758-y.), A.Smit
(Makroiqgtisodiyotning klassik modeli), D.Rikardo (Xalgaro savdo
modeli) kabi olimlar foydalanishgan. XIX asrda bozor iqgtisodiyotini
modellashtirish sohasida gator olimlar (L.Valras, O.Kumo, V.Pareta
va boshgalar) va ulaming matematik maktabi katta hissa qo‘shdilar.
XX asrda modellashtirishning matematik usullari keng ko’lamda
go'llanila boshlandi (D.Xiks, R.Solou, V.Leontyev, P.Samuelson va
b. Ular Nobel mukofotiga sazovor bo‘lishgan). Rossiyada XX asr
boshlarida R.K.Dmitriyev va Ye.Ye.Slutskiy, 1960—1980-yillarda
V.S.Nemchinov, V.V.Novojilov, L.V.Kantorovich (u 1975-yilda AQSH
olimi Kupmans bilan birga “Tabiiy resurslardan optimal foydalanish”
mavzusiga oid ilmiy ishlari uchun Nobel mukofoti olgan) matematik
modellashtirish va igtisodiy-matematik usullami rivojlantirish ishiga ulkan

1B.JI. MakapoB. Mogenu corsacoBaHMs 3KOHOMMUYECKUX MHTepecoB. Y4ebHoe
nocobue. Hosocmbupckuii I'Y. Hosocubmupck, 1981.
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hissa go'shdilar. Masalan, matematikadagi yangi, chizigli dasturlash
nomli yo‘nalish shu L.V.Kantorovich nomi bilan bog'langan. Chizigli
dasturlashning kanonik va normal formadagi masalalari bor bo'lib,
normal masala qo‘shimcha o'zgaruvchilar kiritish yordamida kanonik
masalaga keltirilishi mumkin. Kanonik masalani yechishning ajoyib
usuli AQSH olimi Dj.Dansig tomonidan tavsiya etilgan bo“lib, bu usul
“simpleks-usul” deb ataladi. Hozir bu usulning turli masalalarni
yechishga moslashgan har xil ko‘rinishlari mayjud.

Igtisodiy modellar —turli igtisodiy jarayonlarning soddalashtirilgan
tavsifidir. Masalan, firmalar modeli, igtisodiy o‘sish, bozor muvozanati
modellari va boshqgalar shularjumlasidandir. Modellashtirish jarayonida
igtisodchilar o'tganilayotgan obyektga tegishli muhim parametrlami
ajratib olishadi va ikkinchi darajali parametrlami tashlab yuborishadi.
Turli obyektlarda muhim va ikkinchi darajali parametrlar turlicha
boMishi mumkin.

Igtisodiy modellar quyidagicha quriladi:

1. Obyekt (predmet) hagidagi bor ma'lumotlar bayon etiladi va
tadgiqot maqgsadi aytiladi.

2. Strukturasiga (tuzilishiga) oid va o‘zaro bog'langan elementlar
ajratiladi, eng muhim sifatlarini tavsiflaydigan parametrlar (faktorlar)
ham aniglanadi.

3. Modelning elementlari orasidagi bog‘lanish so‘z bilan, sifat
nuqgtayi nazaridan tavsiflanadi.

4. Faktorlar (parametrlar) uchun simvolik belgilashlar kiritiladi,
ular orasida bogManish taxminan (empirik) tavsiflanadi. Shundan
keyingina matematik model bayon etiladi.

5. Hosil bo'lgan matematik modelni, ya’ni mos matematik masalani
yechish uchun matematik yoki statistik usullar ishlatiladi va parametr-
larning muayyan giymatlarida hisob-kitob olib boriladi.

6. Keyin hisob-kitob natijalarini asl jarayonga tegishli ma’lumotlar
bilan taggoslanadi. Agar natija bizni ganoatlantirmasa, ya’ni qurilgan
matematik model ganoatlanarli bo‘lmasa, unda muhim va ikkinchi
darajali faktorlarni gayta ko'rib chiqgish, faktorlar orasidagi
bogManishlami chuqurroq o'rganib chigish lozim bo'ladi.

Shu 6 gadam modellashtirish deb yuritiladi.

Misollar ko'raylik:

1-misol. Bir yildan keyin 12000 so'm olish uchun bankka yillik
foiz stavkasi 20 ga teng bo'lganda gancha so‘m go'yish lozim?
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Yechish. Dastlabki summani M0>oxirgi summani M,, stavka foizini
R deb belgilaymiz. Unda M, = A/J 1+ rlE)BJl formula o'rinli. Bizning

holda M = 12000 so‘m, N=20%. Shuning uchun
12000 = A/Q(I +20/100) yoki M = 10000 so‘m.

Bu masalada M_ =M f1+ ] —matematik model.
i 100)
2-misol. Zavodda o'rtacha mehnat unumdorligi 20% ga ortgan va
yil oxirida 12000 birlik mahsulot ishlab chigilgan. Yil boshida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi topilsin.
Yechish. Dastlabki mahsulot migdori QO oxirgisi va o‘sish foizi

/?bo‘lsin. Unda ushbu 0, = (0™ + formula o‘rinli. Bu masalaning
matematik modelidan iborat. Ko‘rilayotgan holda
Q= = 12°~ - =10000 birlik.
+— 1+20
100 100

1.3-8. Iqtisodiy obyektning matematik modeli va uning turlari

Igtisodiy obyektning matematik modeli — shu obyektning
tenglamalar, tengsizliklar, mantiqiy munosabatlar, grafiklar yordamida
tavsiflanishidan iborat. Boshgacha aytganda, obyektning matematik
modeli uning shu obyektni o‘rganishni soddalashtirish magsadida
ko'rilgan shartli aksidan iborat. Albatta, qurilgan model obyekt hagida
yangi ma’lumotlar berishi yoki mavjud holatda eng yaxshi yechimini
aniglashga yordami tegishi kerak.

Igtisodiy modelning asosiy elementlari quyidagilar:

1) ishlab chiqarishda asbob-uskunalar, banklar, ishchi kuchi va
xomashyo;

2) mahsulotlarning turli xillari ishlab chigariladi, ular uchun
ishlatiladigan resurslar (xomashyolar) xarajati narxi beriladi.

Masalan, agar jc, x2, x n—ishlab chigariladigan mahsulotlar hajmi,



cl,c2,....,c,, — ularning bir birligining narxi bo‘lsa, masalani ishlab

chigariigan mahsulotlarning umumiy narxini maksimum qilish kabi
go‘yish mumkin:
[ =QqT] +c2X2+... +C,,xn—>max

Matematik modelda ishtirok etadigan o'zgaruvchilar 2 turli bo'ladi:
ekzogen va endogen o‘zgaruvchilar.

Ekzogen o°‘zgaruvchilar modeldan tashgarida beriladi. Masalan,
stanoklar soni K, ishchi kuchi L, xomashyo R, narxlar, xarajatlar va
boshgalar misol bo 1a oladi.

Endogen o'zgaruvchilar modelga oid hisob-kitoblar natijasida
aniglangan, ular avvaldan berilmaydi, yil oxirida aniq bo fadigan yalpi
milliy daromad; milliy daromadning kapital xarajat va istemolga
ajratiladigan optimal bo aklari va boshqalar.

Asosiy iqgtisodiy-matematik modellar quyidagilardan iborat:

1. Makroiqgtisodiy modellar.

. Mikroigtisodiy modellar.

. Nazariy modellar.

. Tatbigiy modellar.

. Optimallashtirish modellari.
. Muvozanat modellari.
Statistik modellar.

8. Dinamik modellar.

Makroigtisodiy modellar yiriklashtirilgan iqgtisodiy ko‘rsatkichlami
(YaMM, iste’mol, investitsiya, kapital xarajat, milliy daromad va
boshgalar) va ular orasidagi bogManishni tavsiflaydi.

Mikroigtisodiy modellar igtisodiyotning tuzilishi va funksional tashkil
etuvchilar orasidagi 0’zaro munosabatlami tavsiflaydi.

Nazariy modellar iqtisodiyotning umumiy va uning muhim
elementlarining umumiy xossalarini bor ma’lumotlami e’tiborga olgan
holda o’iganadi.

Tatbigiy modellar muayyan iqtisodiy obyektning parametrlarini
baholash va amaliy garorlar gabul gilish imkonini beradi. Bunday
modellarga awalo ekonometrik modeller misol bo‘la oladi. Ekonometrik
modellar igtisodiy ko‘rsatkichlaming son giymatlariga tayanadi va bu
ko‘rsatkichlaming ganchalik ishonchliligini tekshiradi.

Optimallashtirish modellari kam xarajat qilib ma’lum hajmda
mahsulot ishlab chigarish, bor xomashyodan maksimal hajmda mahsulot

~No oA wN
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ishlab chigarish va h.k. uchun igtisodiy ko'rsatkichlar orasidagi optimal
munosabatlami topish bilan shug‘ullanadi.

Muvozanat modellari bozor iqtisodiyotida alohida o‘rin tutadi. Ular
igtisodiyotning shunday holatlarini tavsiflaydiki, igtisodiyotni berilgan
holatdan boshqa holatga o'tkazishga intiluvchi kuchlar yig'indisi nolga
teng bo‘ladi (Djon fon Neyman).

Qisgacha matematik ekonomika va ekonometrika hagida ma’lumot
beramiz.

Matematik ekonomika — iqtisodiy nazariyaning iqtisodiy
jarayonlarning matematik modellari xossalari va yechimlarini tahlil
(analiz) giladigan boMimidir. Matematik ekonomika modellari ichida
uning ikkita yirik sinfini ajratishadi.

1 lIqtisodiy sistemalarda muvozanat modellari.

2. Iqgtisodiy o'sish modellari.

Agar igtisodiy ko‘rsatkichlar vagtga bog'liq bo‘lsa, igtisodiy dinamika
modellariga ega boMamiz. Unda balanslangan o'sish traektoriyalarini
topish va tahlil (analiz) qilish bilan shug‘ullaniladi (fon Neyman, Solou,
Shell, Geyl, Morishima va b.).

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida iqtisodiy
ko'rsatkichlar orasidagi miqgdoriy gonuniyatlar va munosabatlami
o‘rganadi. Korreksion va regression analiz shu usullar asosida yotadi.

Hozirgi vaqgtda rivojlangan va bozor iqtisodiyotiga o ‘tayotgan
mamlakatlarda ekonometrik modellar va usullar igtisodiyotda faqat
yangi ma’lumotlar olish uchun emas, balki bashorat gilish, bank ishi,
biznes va boshgalarda keng goMlaniladigan qurol bo'lib xizmat giladi.

Mazkur fan yuqorida aytib o‘tilgan iqtisodiy-matematik usullar va
modellarni to‘liq gamrab olishi mumkin emas, albatta. Biz mazkur
fan chegarasidagi muhim deb topilgan mavzulami bayon etamiz.

Awalo talab va taklif jarayoni modelini ko‘rib chigamiz. Har bir
holda chizigli va chizigsiz modellarni ko‘rish mumkin. Ular yordamida
bozor muvozanati, muvozanat narxi, egar nuqta tushunchalarini
misollarda ko'rib chigish mumkin.



2-BOB. TALAB VA TAKLIF JARAYONINING
MATEMATIK MODELLARI

Awalo biz talab va taklif tushunchalarini eslatib o‘tamizl

Talab (tovarlar va xizmatlarga talab) — toMovga qobil ehtiyoj,
bozorga chiggan va kerakli migdordagi pul bilan ta'minlangan ehtiyojni
ifoda etadi. Talab ehtiyojdan kelib chigadi, xaridoiga ajratilgan pul
shaklida ifoda etiladi. Narx bilan talab bevosita bog'langan. Tabiiyki,
narx ortsa, talab kamayadi, aksincha, narx kamaysa, talab ortadi.
Albatta, narx ortaversa ham minimal talab saqlanadi. Ammo narx
kamaysa ham minimal narx mavjud bo'ladi va shu sababli talab
istalgancha katta bo'lib keta olmaydi.

Taklif - ishlab chiqaruvchilar bozorda sotishga tayyorlangan
(bozorga chigargan), muayyan narxlarga ega tovarlar va xizmatlar
miqdori. Tovar taklifi —bozorga chigarilgan yoki keltirilishi mumkin
bo'lgan jami tovarlar migdori strukturasidir, taklif ishlab chigarish
miqgyosi va uning tarkibiga bog'lig, lekin yaratilgan mahsulot miqgdori
unga teng emas. Ishlab chigarilgan mahsulotning fagat bir gqismi bozorga
chiqgariladi va u tovar deyiladi, uning golgan gqismi ishlab
chigaruvchining o ‘zida qoladi. Taklifning hajmi va tarkibi bor. Uning
hajmi sotishga chigarilgan tovarlar summasi bilan belgilanadi. Bu esa,
0°‘z navbatida tovarlar migdoriga va ulaming narxiga bog'liq. Ravshanki,
narx ortsa taklif hajmi ortadi; aksincha, narx kamaysa, taklif hajmi
ham kamayadi. Taklif istalgancha ortib bora olmaydi, chunki ishlab
chigarish resurslari chegaralangan.

Talab va taklifning narxga bog'ligligini quyidagicha ifodalash
mumkin: talab miqdori va narx teskari proporsional; taklif miqdori va
narx to‘g‘ri proporsional.

2.1-§.Sodda hollarda talab modellarini qurish

Agar narx miqdorini X, talab migdorini y deb belgilasak, talab va
narx orasidagi bog'lanishni y=f[x) deb belgilash mumkin. Bunda [x)
diflerensiallanuvchi, shu bilan birga x>0 da kamayuvchi funksiya, ya’ni

f'(x)<0, Vjr>0. Masalan, y=kx+b, k<0, bz.0 - chiziqgli

1 N. To'liyev, A. 0 ‘Imasov. Ishbilarmonlar lug'ati. — T.: Qomuslar bosh
mubharririyati, 1993
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funksiya, y- —, 0>0, V*>0 —chizigsiz funksiyalar yugoridagi
X

shartlarni ganoatlantiradi.
Agar kuzatuvlar natijasida narx va talab miqgdorlari uchun ushbu

(x, <x2, >y2; jr, >0, x2>0, y, >0, ~2>0)

x*i*?
Y v Y

jadval topilgan boMsa, narx va talab orasidagi munosabatni awal chi-
zigli, keyin chizigsiz funksiya ko‘rinishida qurish mumkin. So‘ngra
gaysi hoi magsadga muvofig ekanini tekshirish kerak bo'ladi.

1* y =kx+b bo‘lsin. Bunda k va b parametrlami topish uchun
(mKiJT) (G M) nuqgtalardan o‘tadigan to‘g‘ri chizig tenglamasini
topish kifoya. To‘g‘ri chizig shu nugtalardan o‘tishi shartidan
foydalanish ham mumkin. Biz shu yoMni tanlaylik. Unda k va b lar
uchun quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

fy, =kx, +b,
1 ¥Yr =kx2 +b.
yi-y1 No-XEY\N~X\Y T, e e C
Bundan Kh)_(?_:hr_,’ 0~ IXf J( kehb " chigadi. "Ravshanki,

k< 0, b>0. Shunday qilib,

g Y2-Y1 [Lox2Y\~=x\r
Y xso (21
Topilgan (2.1) funksiya berilgan jadvalga mos talab jarayonining
chizigli modelidan iborat.
Misol ko'raylik.
Faraz etaylik, jadval quyidagi ko‘rinishda bo‘lsin:

X 0 1 £
y 2 1B 21
Talab funksiyasi y =kx +b dagi k va b lar ushbu

13



25 =14 +H2,
{ 18=15*+A
sistemadan osongina topiladi: *=-7/5, /=39. Shunday qilib, model

7
Y =~—*+39 ko‘rinishda yoziladi. Agar x=20 bo'lsa, talab migdorini

bashorat gilish mumkin: y(20)=II.

28 Endi y =X—+b, a>0, A>0 bo‘lsin. Bu holda ham parametrlar
ushbu
1 "2 <ar2, yx>y2
w oy L <arZ, yx=y
jadvalga ko‘ra topiladi:
= +p
Xi

Yr=2% +t

Bundan sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

’ x2(¥Yr~y1)
Shunday qilib, berilgan jadvalga mos talab jarayonining chizigsiz
modeli quyidagicha yoziladi:

*1*2 (Y2 ~Y\) , M*1 ~*2>
x(x{-x2) x2(y2-yt)' @2)
Misol sifatida yana awalgi jadvalni olaylik.
X 10 15 20
y 25 18 ?(14)5)
Modelni y =—+b chizigsiz kamayuvchi funksiya ko‘rinishida

izlaymiz. Bunda a va b parametrlar uchun ushbu
14



25 =— +/»,
10
18=— + /».
15

sistemaga egamiz. Undan sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
a=210, b=4. Shunday qilib, jadvalga mos talab jarayonining chizig-
siz modeli quyidagi ko'rinishda yoziladi:
y = _2_1'_0_+ 4 .
X

Agar x =20 bo'lsa, ~ (20)=14,5 bo‘ladi.

Endi talab funksiyasi uchun qurilgan chizigli va chizigsiz hollarni
taqqgoslaylik.Chizigli holda narx 15 dan 20 ga ko'tarilsa, talab 18 dan
1 ga, ya’'ni 7 birlikka kamayadi. Chizigsiz holda esa, narx 15 dan 20
ga ko‘tarilsa, talab 18 dan 14,5 ga, ya’ni, 3,5 birlikka kamayadi. Aslida
talab biror egri chiziq bo‘yicha kamayadi. Yuqoridagi natijalardan kelib
chigadiki, chizigsiz hoi asl jarayonni aks ettiradi.

2.2-8.Sodda hollarda taklif modellarini qurish

Awalgidek x — yana narxni, y esa taklifni anglatsin. Unda narx
bilan taklif migdori orasidagi munOsabat y=f{x) ko‘rinishda yoziladi,

bunda /'(jr)>0, Vjc>0, ya’ni mos model o‘suvchi, grafigi | chorak-
da joylashgan funksiya yordamida tavsiflanadi. Ushbu y =kx +b, k>0

chizigli, y =a-y[x +b, a>0 — chiziqgsiz funksiyalar taklif jarayoni

modellarini ifodalaydi.
Sodda holda kuzatuvlar natijasida quyidagi statistik ma’lumotlar
olindi deylik:

xoor b oKy
? Y&2
Yy W oM

1 Awal chizigli taklif jarayonining modelini ko‘ramiz.
Modelni y =fa +b, k>0 ko‘rinishda yozamiz. Unda £ va b para-
metrlar ushbu



JN-*m+pb,
172 =%%2 +b.
sistemadan topiladi. 2.1.-8dagi (2.1)ga ko‘ra chizigli taklif jarayoni-

ning modeli xuddi (2.1) kabi yoziladi, ammo bu holda k~~_ “ >0
~Xi

bo‘ladi, b esa musbat bo'lishi ham, manfiy bo'lishi ham mumkin.
Misol ko'ramiz. Faraz qilaylik, statistik ma’lumotlar jadvali qu-
yidagicha bo‘lsin:
X 4 9 16
y 20 40 % 8

Chizigli hoi uchun y =kx +b funksiya parametrlari ushbu
j 20=4k +b,
{ A0=9k +b
sistemadan topiladi: k =4, b =4. Shunday qilib, chizigli taklif funksi-
yasi y =4*+ 4 ko‘rinishga ega. Bundan x =16 da y(16)=68 kelib

chiqgadi.
2. Endi chizigsiz taklif jarayonining modelini quramiz.

Modelni y =ajx +b, a>0 ko‘rinishda yozamiz. Unda a va b
parametrlar quyidagi sistemadan topiladi:

| \W=ayfc +b,
1 y2 + b -

Sodda hisoblashlar yordamida a va b lar uchun quyidagi formula-
lami topamiz:

Y2 ~y\ | & -Y 1- & ‘Y2

Shunday qilib, chizigsiz taklifjarayoni modeli ushbu funksiya bi-
lan tavsiflanadi:

16



(2.3)
Endi misol ko‘raylik. Jadval awalgidek bo'lsin:

X 4 9 16
y 20 40 2 (60)

Chizigsiz y =ajx +b funksiya uchun a va b larni ushbu

J 20=2a +bh,

{40=3a+b
sistemadan osongina topiladi: a =20, b =—20. Shunday qilib, chizig-
siz taklif modeli y =20-Jx - 20 ko‘rinishga ega. Bundan y(16)=60

kelib chigadi.

Endi taklif funksiyasi uchun qurilgan chizigli va chizigsiz hollardagi
natijalami tagqoslaylik.Chizigli holda narx 9 dan 16 birlikka ortsa,
taklif migdori 40 dan 68 ga, ya’ni 28 birlikka ortar ekan.Chizigsiz
holda esa, narx 9 dan 16 ga ortganda taklif miqdori 40 dan 60 ga, ya’'ni
20 birlikka ortishi ma’lum bo‘ldi. Ko'rinadiki, bozoiga chiqgariladigan
tovarlar hajmi chizigsiz holda 8 birlik kam. Agar chizigli model bilan
ish ko‘rilsa, bozorga ortiqcha tovarlar chigarilgan bo’ladi. Demalk,
bozordagi asl holatni chizigsiz talab, chizigsiz taklif funksiyalar
tavsiflaydi.

Qayd qilib o‘tamizki, chizigsiz talab va taklif funksiyalarini
boshqgacha ko‘rinishda ham izlash mumkin edi. Jumladan, chizigsiz

taklif funksiyasini y =a\nx +b, jc>1 ko'rinishda olaylik. Unda a va
b parametrlar quyidagi sistemadan topiladi.
J 20=0-In4 +6,
{40=0-In9 + />,
Bundan 20=0( In9-In4) yoki 20=a-0,8, 0=25;
gilir~ a4d-tayotgan holda
chizigsiz taklif funksiyasi y =25 Inx - tt#ffiLtoaVrimshga ega. Endi
TEXNIA i
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>>(16) = 25+In16- 14,65 = 100mn2-14,65 = 100+0,693 -14,65 =

=69,3-15,65 =54,65. Demak, y(16)=54,65.
Yuqoridagi misollarda chizigli holda, y(16)=68, chizigsiz

y =20-/x-20 holda y(16)=60 natijalarga ega edik. Taklif uchun

logarifmik holni olganda y(16)=54,65 kelib chiqdi. Bu natijalardan
ko'rinadiki, barcha hollarda narx bilan talab yoki narx bilan taklif
orasidagi munosabat empirik (tagribiy) ko'rinishga ega.

2.3-8.Bozor muvozanati va muvozanat narxi

1. Mazkur mavzuni bayon etishdan awal bozor, bozor muvoza-
nati, narx, muvozanat narxi va boshqga tushunchalami keltiramizl

Tovar - bozorda oldi-sotdi orqgali ayirboshlanadigan mehnat
mahsuli. Tovar shunday mahsulotki, u o‘zini ishlab chigaruvchilar-
ning emas, balki boshqgalarning talab-ehtiyojini qondirish uchun
yaratiladi. Shu sababli u ayirboshlanadi.

Tovar giymati —tovar ishlab chigaruvchilaming tovarda gavdalangan
va unda moddiylashgan ijtimoiy-zaruriy mehnati migdoridan iborat.

Narx —tovar giymatining pul shakli. Bozor iqgtisodiyotida ikki xil
narx amal giladi: 1) erkin bozor narxlari; 2) davlat boshqarib turadigan
narxlar. Ammo birinchi turdagi narxlar asosiy bo‘ladi. Ikkinchi turdagi
narxlar o‘z navbatida ikkiga bo'linadi: a) davlat belgilagan qat’iy narxlar;
b) davlat yuqori chegarasini belgilagan va undan oshib ketmaydigan
narxlar —limit narxlari.

Bozor - sotuvchi bilan xaridor o'rtasida tovami pulga ayirboshlash
munosabati. Tovarlar bilan oldi-sotdi munosabatlari tovar ishlab chiqa-
rish, tovar ayirboshlash va pul muomalasi gqonunlariga binoan amalga
oshiriladi.

Bozor muvozanati - bozordagi talab va takliflaming miqdor va
tarkibiy jihatidan bir-biriga muvofiq kelishi.

Muvozanat narxi - bozor muvozanati sharoitida talab va taklifga
tegishli narxlarning ustma-ust tushishi.

Biz yugorida ayrim iqtisodiy tushunchalami keltirdik.

2. Endi bozor muvozanati va muvozanat narxini hisob-kitob gilish

1 N.To'xliyev, A.O‘Imasov. Ishbilarmonlar lug'ati. Toshkcnt Qomuslar bosh
mubharririyati, 1993.
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uchun 2.2-§ da ko‘rilgan chizigli va chizigsiz talab funksiyalari, chi-
zigli va chizigsiz taklif funksiyalari grafiklarini chizamiz:

Bozor muvozanati nuqtasini, muvozanat narxini topish uchun
N-3), D-4) va 2)-3), 2)-4) hollami birgalikda ko‘rish lozim. Bu
hollarga mos chizmalami keitiramiz.
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Yuqoridagi chizmalarda A(x0y0) - bozor muvozanati nutqasi (egar
nugtasi), xOmuvozanat narxi deyiladi. Har bir holda xOni topish uchun
talab chizig'i va taklif chizig‘i tenglamalari sistemasini yechish kerak
boMadi.

Misollar ko‘ramiz.
1-misol. Awal talab funksiyasini quramiz. Statistik ma’lumotlar
quyidagicha bo‘Isin.

X 4 9
Yy 30 20
a) y =kx+b bo‘lsa, ava b lar
J 30=4a +b,
\ 20=9a+hb
sistemadan topiladi: kK =—2; b =38. Demak,
y =-2x +38. (2.4)

a,
b) y =— +b{ bo‘lsa, axva bt lar ushbu

30="-+*
20="- + %
sistemadan topiladi: a=72 va b= 12. Demak,

y=y +12. (2.5)
2-misol. Endi taklif funksiyasini quramiz.
Jadval quyidagicha bo‘lsin.
X 4 9
Y 15 30
a) y =kx +b. Sodda hisoblashlar yordamida *=3; 6=3 ni topamiz.
Demak,
N =3x+3. (2.6)
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b) y =a-Jx+bmParametrlar quyidagi sistemadan topiladi:

[ 15=2a +A,
[30=3a+b
Bundan a =15 va b =—15. Demak,
K=15-Vx-15- (2.7)
3-misol.. a) (I)-(3) sistemani yozamiz:
fy=-2x+38,
[y=3x+3.

Ravshanki, x=1 va >,=24. Shunday qilib, ko‘rilayotgan holda
muvozanat narxi 7 birlikdan, bozor muvozanati (egar) nuqtasi >4(7,24)
dan iborat.

b) (2)-(3) ni olaylik:

7,
X

y =3x +3.
Buni 3r+3=72/ar+12 yoki x2-3ar-24=0 ko‘rinishda
yozamiz. Kvadrat tenglama m0» 6,6 yechimga ega. Shu sababli

y0=22,8 bo‘ladi. Demak, muvozanat narxi g0 * 6,6 dan iborat, bozor

muvozanati nugtasi esa J1(6,6;22,8) bo'ladi.
d) Endi (1)-(4)ni ko‘ramiz.

= —2jc+38,
y =\5-yfx -15.
Bu sistema 2x+\5>[x -53 =0 tenglamaga keladi. Jx=1z desak,
2.r + 15-¥x -53 = 0Oga nisbatan kvadrat tenglamani hosil gilamiz. U

« 2,6 yechimga ega. Bundan x0» 6,76 kelib chigadi. Demak,

*0* 6,76, A(6,76;24,48) .
e) Nihoyat, (2)-(4) holni olaylik.
2



y =15-T1/x-\5.

Bu sistema ushbu jc-1543c —9ar—12=0 ko'rinishga keladi. Agar
mJx =z desak, uni 5¢z3- 9+z2- 12=0 ko'rinishda yozish mumkin. Bu
kubik tenglamani taqribiy usul bilan yechamiz. Avval
f(z) =5°zi-9¢-12 deb belgilaymiz. Keyin quyidagi hisoblashlarni
bajaramiz:

/(0)=-12, [/(l)-=-16; /(2)=-8; /(3)=-42>0.

Demak, ildiz z0 uchun 2<r0<3 intervalga ega bo'lamiz. Yana
hisoblashni davom ettiramiz: /(5 /2)=11,87>0. Demak, 2<z20<25
So'ngra, /(2,25)=-0,54. Demak, 2,25<r0<2,5. Shu sababli, z0
uchun taxminan 2,3ni olish mumkin. Endi x0=z] =2,32=5,29 ni
topamiz, yOesa, y0=15-2,3-15=19,5.

Shunday qilib, g0=5,29, ~,=19,5.

Yuqoridagi mulohazalar nuqtalar 2 ta bo'lgan holda olib borildi.
Nugtalar soni 3 ta va undan ko‘p bo'lsa, talab va taklif funksiyalari

ganday ko‘riladi? - degan savol tug'iladi.
Ravshanki, 3 ta nuqgtadan parabola o‘tkazish mumkin. Agar

y =ax2+bx+c bo‘lsa, yt=axf +bx,+ct, i=123 sistemadan
0,A,clami topib olamiz. Nugqtalar soni ortgan sari koeffitsientlami —
parametrlami topish ishi giyinlashib boradi. Bu ham yetmagandek x
ning navbatdagi giymatida /(*,,+,) ni hisoblashga to‘g‘ri keladi. Agar
nugtalar soni n ta bo'lsa, talab yoki taklif funksiyasi (n —1) - tartibli
ko'phad bo'ladi. /(x ntD)ni hisoblash uchun x™}, x"@,...,.x 2 qiy-
matlami hisoblash kerak bo'ladi. Bunday holda bashorat gilish masa-
lasiga ganday yondashish kerakligi 8-bobda bayon etilgan.

2-bobga oid masalalar
1 Quyidagi statistik ma’lumotlar bo'yicha talab jarayonining chi-
zigli va chizigsiz modellari qurilsin hamda narxning berilgan giymatida
bashorat gilinsin. Natijalami taggoslang.
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3. 1- va 2-bo‘limlarda qurilgan chizigli, chizigsiz talab va chiziqli,
chizigsiz taklif funksiyalaridan foydalanib, quyidagi 4 ta holda muvo-
zanat narxi va bozor muvozanati (egar) nuqtasi topilsin.

J1(x0, ¥B) nuqgta egar nugta, x0— muvozanat narxi.

2-bobga oid nazorat savollari

7. Tovar, tovar giymati, narx tushunchalari ta tifini aytib bering.

2. Bozor, bozor muvozanati, muvozanat narxi tushunchalarining ta 'rifini
keltiring.

3. Talab, taklifta tifiarini so zlang.

4. Chizigli talab, chizigli takliffunksiyalari ganday quriladi?

5. Chizigsiz talab, chizigsiz takliffunksiyalari ganday quriladi?

6. Muvozanat narxi va bozor muvozanati nuqtasi ganday topiladi?

7. Chizigli va chizigsiz talab hamda takliffunksiyalariga misol keltiring.
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3-BOB. NAFLIK FUNKSIYASI VA ISTE’'MOLCHI
TANLOVI MODELI

Mazkur bobda mikroigtisodiyotga oid ba’zi tushunchalar va ma-
salalar bayon etiladi. Masalan, iste’mol va iste’molchi tushunchalari
mikroiqtisodiyotga oid.

Istetmol deyilganda iste’mol buyumlari tushuniladi. Yashash joylari,
ozig-ovqatlar, kiyim-kechak, gilam, avtomobil va h.k. iste’mol
buyumlariga kiradi. Turli tovarlardan va xizmatlardan foydalanish ham
iste’molga kiradi. Iste 'molchi esa iste’mol buyumlaridan foydalanadi-
gan ayrim shaxs yoki ijtimoiy shaxs, oila, firma va boshqgalardan ibo-
rat. Iste’molchi uchun bozorga borib zarur tovarlami kerakli migdor-
da xarid gilish, tovarlami tanlashda did-farosat bilan ish yuritishi muhim
ahamiyat kasb etadi. Bunda iste’molchi o‘zi uchun eng qulay boMgan,
eng foydali bo'lgan garorgabul gilishi lozim. Magsadga erishish uchun
iste’molchi naflik funksiyasi deb ataluvchi funksiyani qurishi va uning
maksimumini topishi kerak bo‘ladi. Agar iste’molchi ma’lum vaqt
oralig‘ida sarf-xarajat qilishi lozim bo‘lsa, u oraligni chekli sondagi
bo'laklarga bo‘ladi. Har bir boMak uchun naflik funksiyasini quradi.
So'ngra ulardan umumlashgan naflik funksiyasini hosil giladi. Naflik
yoki umumlashgan naflik funksiyasining maksimumini topish masalasi
iste’molchi tanlovi modeli deb ataladi.

Mazkur bobda iste’molchi tanlovi modeli budjet chegarasi chizigli
va chizigsiz boMgan hollarda o'rganiladi. Bunda chiqgarish usuli, burchak
koeffitsientlami tenglashtirish usuli va boshga usullar bayon etiladi
hamda masalalar yechishga tatbiq etiladi.

3.1-8. Iste’molchi tanlovi, naflik funksiyasi va uning xossalari

Aytaylik, iste’molchi oddiy shaxs bo‘lib, uning budjeti M so‘m
bo‘lsin. U bozorga borib o‘z budjetidan biror gismini (/ ni) xarajat
gilmogchi. Iste’molchi bozorda n turli tovarlami ehtiyojiga yarasha,
did-farosat bilan xarid gilishni rejalashtirgan. Agar birinchi tur tovar
bir birligining narxi p, so‘m, ikkinchisiniki prso‘m, va h.k. n-siniki pn
so‘m bo‘lsa, shu bilan birga xarid gilinadigan tovarlar hajmi mos ra-
vishda x{,x2, ..., xn bo‘lsa, unda iste’molchi hammasi bo‘lib

+p2x2+ ...+ p”~X, so‘m xarajat giladi. Shu xarajat migdori xarid
uchun ajratilgan | so‘mdan ortig bo‘Imasligi kerak, ya’ni
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pixl+p2+ ... +p,xninl (3.1)

tengsizlik bajarilishi lozim. Shu (3.1) tengsizlikda doim tenglikka erishish
mumkin. Uning uchun biror tovardan biroz ortigroq xarid gilish kifoya.
Demak, doim ushbu

pixl+p2x2+ ...+p,xn=7 (3.2)

tenglik o‘rinli bo'lishini ta’minlash mumkin. (3.2) tenglik n o‘lchovli
fazoda tekislikni anglatadi. Uning kesmalar bo'yicha tenglamasini yozish
mumkin:

.t =1
7lp, 1/p2 llpn 3.3)

bunda Ilpltllp2, ... Ilpn sonlar tekislikning koordinata o‘glari-
dan kesgan kesmalari uzunligini anglatadi. Agar n=2 bo‘lsa,

par +p 22 =1 tenglikka egamiz. U to‘g‘ri chizigdan iborat. Ravshanki,
igtisodiy ma’nosiga ko'ra 7//?, >0, 1/p2>0 (3.1-chizma). Yuqorida

keltirilgan (3.1) tengsizlikni chizigli budjet chegarasi deyiladi. n=3
bo'lganda ham (3.3) tekislikni chizish mumkin (3.2-chizma).

Bozorda xarid gilinadigan tovarlar uchun p,,p2, ...,p,, lar be-
rilgan va o‘zgarmas deylik. Xarid gilinadigan tovarlar migdorlaridan

tuzilgan sonlar majmuasi (ar,, 42, xn) istemolchi tanlovi deyiladi.

Uni iste 'molchi rejasi deb ham atashadi. Endi iste’molchi tanlovi mode-
lini ko'raylik. Soddalik uchun n—2 bo‘lgan holni ko‘ramiz. Unda
iste’molchi tanlovi (rejasi) (x,,x2 juftlikdan iborat bo‘ladi. Gap
iste’molchini ganday tanlov ganoatlantiradi, ya’ni iste’molchi oz re-
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jasini ganday tuzishi kerak? —degan savol hagida boradi. Agar
tanlov (a2b? tanlovga nisbatan ma’qulrog bo‘lsa, (al,bl)>-(a2,b2)

kabi yozish gabul gilingan. Albatta, p,m, + p2x2=/ tenglikni ganoat-
lantiradigan tanlovlar cheksiz ko‘p. Ular ichidan “eng ma’qulini” tan-
lab olish kerak. Bu masalani hal gilish uchun naflik funksiyasi degan
tushuncha Kkiritamiz va uni u(xt,x2 deb belgilaymiz. Agar

(a,,b,)y(a2,b2) bo'lsa, u(arb,)>u (a2b? tengsizliko‘rinlideb gara-

ladi. Bu aslida naflik funksiyasiga qo'yilgan birinchi talab (shart).
Qolaversa, m(x,,x9 funksiya yana quyidagi xossalarga ega boMsin, dey-

lik. Igtisodiy ma’nosiga ko‘ra bi(x,,x9 funksiya R2 da (ya’ni tekislik-

dagi koordinata sistemasining birinchi choragida) aniglangan Shu bi-
lan birga quyidagi munosabatlar o'rinli:

,6R;
ox| ox| ()

20 d2u(xt,x2) n d2u(x{,x2) n d2u(x,,x2)"*n
dx® ’ dx\ T <2rax3
(limit foydalilikning kamayish gonuni)

3°. Agar birinchi mahsulot miqgdori orsa, ikkinchi mahsulotning
limit foydaliligi ortadi. U defitsit mahsulotga aylanadi. Bu shart doim
bajarilavermaydi, ammo u befarglik cA/*/g7ning qavarigligini
ta’minlaydi.

Endi befarglik chizig 7 nima degan savolga javob beramiz.

Agar naflik funksiyasining giymati x, va x2ar o’zgarishi bilan
o'zgarmay qolaversa, unda wu(x,,x2= C, C=const > 0 deb yozish
mumkin. Shu munosabat grafiklari | chorakdajoylashgan bir parametrli
sillig chiziglar (1° va 2°larga garang) oilasini tavsiflaydi va befarglik
chiziglari deb ataladi. Bu chiziglar 1° va 2°shartlar bajarilganda muhim
xossalarga ega bo‘ladi.

1-xossa. Befarglik chizig‘i bo‘ylab x2=x2x,) funksiya monoton

dx2
kamayadi, ya’ni » “ <0 tengsizlik bajariladi.
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Isbot. Awalo «(x,,x2 = C tenglama 1° shartga ko'ra x2ga nisbatan
o‘zaro bir giymatli yechiladi, ya'ni x2=x2gr,). Endi befarglik chizig‘i
tenglamasining har ikki tomonini differensialaymiz:

4 fxl+ 4 dx2=0.

dxl dx2
Bundan
dx2 du du
dx|  d) "dx| (34)
du du dx.
1° shartga ko‘ra boMgani uchun tengsiz-
lik kelib chigadi.

Aytib o‘taylik, (3.4) tenglama befarqglik chiziglarining differensial
tenglamasidan iborat. Agar t/(x,,x2 funksiya ma’lum bo‘lsa, uni
integrallash mumkin.

n.,
2-xossa. Befarglik chiziglari qavarig, ya’ni ~—j tengsizlik

o'rinli.
Isbot. (3.4) dan foydalanib, wu (x,,x2Xx,)) ekanini e’tiborga olib,

d 22
"j x2 ni hisoblaymiz:

d j 1 d fdu) du & d fauW
dx]- 2 dx[a*3 dx2 |qx\) DA | dx2
te)
du dui, du o2 du da  dudl
du Ox2kdx’ dxldx2der, dxi BBXZX,  dxX\ dx ]
\dx2

) d2u d2u ] )
Ma’lumki, agar * ~ ~va ~ " aralash hosilalar mavjud bo‘lsa,

ular o'zaro teng va 2°shartga ko'ra nomanfiy bo‘ladi. Shuning uchun
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1°va 2° shartlarga ko‘ra yugoridagi ifodada kvadrat gavs ichidagi funk-

d2x,
siya manfiy. Bundan | x|2 >0 ekani kelib chigadi. 2-xossa isbot etildi.

Shunday qilib, befarglik chiziglari bo’ylab

dx. < 7 d x2

tengsizliklar o'rinli, ya’ni x2=x2(x,) funksiya kamayuvchi va gavariq
(3.3-chizma).

Agar ¢, <c2<Cj <... tengsizliklaro‘rinli bo‘lsa, ularga mosbefarglik

chiziglarini B],B2,..., Bn,... deb belgilaymiz. Harbir Z+1 chizigning
grafigi B. chizigning grafigidan yuqoriroq joylashgan bo‘ladi. Agar be-
farqlik chizig‘ining biridan ikkinchisiga shimoliy-sharq yo‘nalishi
bo‘yicha o‘ta boshlasak, naflik funksiyasining giymati ortib boradi.
Agar budjet chegarasi chegaralanmagan boMsa, bu giymat istalgancha
kattalashib boradi. Ammo, ravshanki, har bir shaxs (yoki ijtimoiy shaxs)

uchun budjet chegarasi chegaralangan bo‘ladi va ptxt +p2x2 =1 tenglik

o‘rinli bo‘lishi lozim. Demak, naflik funksiyasi giymatining ortib borishi
budjet chegarasiga bog'liq. Bu masala iste’molchining optimal tanlovi
(iste’molchining bozordagi ratsional harakati) hagidagi masalani
yechishdan iborat.

Quyida naflik funksiyasining xossalaridan foydalanib, ikKi
o'zgaruvchili naflik funksiyasi grafigini keltiramiz (3.5-chizma).



3.2-8. Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli
Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
| u(x{,x2)->max,
1 P\Xi+P2*2=I- (3'5)

3.1-ta'rif Agar x° =(x,°,x2) nugta uchun plIxi+p2x2- 1 sonli
tenglik o rinli bo 1ib, “(e*'»xi ) =( u”x'’*2” munosabat bajarilsa,

x® =( , x2) tanlov (reja) istemolchi uchun optimal deyiladi yoki

x° =(jc0,x2) tanlov bozoming mahalliv muvozanati deyiladi.

Mazkur (3.5) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar
bilan berilgan shartli maksimum masalasidan ((2;3J) iborat. Uni sodda
hollarda chiqgarish usuli bilan, umumiy holda Lagranjning
ko'paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar analitik usullardir.
Albatta, (3.5) masalani yechishning sonli (taqgribiy) usullari ham mavjud.

(3.5)masalani u(xl,x2)=a0xjxl~a, a0 >0, 0<a<| bo'lgan holda
chigarish usuli bilan yechishni ko'rsatamiz. Shunday qilib,

u(gr, ,x2) =alx2x]~a -> max ,

p.Xx, +px2=1
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masalaga egamiz. Undan x2=\/p2 (I~P\*i) ni topib, u(xt,x2)

ifodasiga qo‘yamiz: u'(xi) =ao~"(!~Pix\) 'x\

Ravshanki, x2>0. Shuning uchun 0<jc, <I/pxe Masala quyidagi
ko'rinishga keladi:
«.(x )~ (/I-p,x,)wxl~a->Tax, 0<Xx,< — w (3.6)
Pi Pi
Biz intervalda aniglangan funksiyaning eng katta giymatini topish
masalasini hosil gildik. w. (ar,) funksiya intervalda aniglangan, uzluksiz

va uzluksiz difTerensiallanuvchi. (3.6) masalaning yechimi mavjud,
chunki

AE%M.(Ar,Fl_l}m!_em.(,qr,):O» ", (Ar,)>0» Vx, e (O, //p,)
Endi wm.(gr,) funksiyaning statsionar nuqtalarini m'(ar,)=0

tenglamadan topamiz. Awal M(gr,)ni hisoblaymiz:

u:(x,) =-"-la(7-px, T “w-p,)x\- +(/-pIX)m(L- a)xI ]=
P2

© o WTEPXE Vo[- @1FL+0 - - A*D)]=
|

=~ (1-p x1)0_,x-[(I-a)e/-/>*].
Pi

Hosila nolga teng bo‘lishi uchun (1-a)/-p,x, =0 tenglik bajari-
lishi yetarli. Bundan g, =(1-a) I/pl kelib chigadi. Statsionar nugta

m(jg) funksiya uchun yagona ekan. Yechim mavjudligi ma’lum
bo‘lgani uchun shu yagona statsionar nuqta (3.6) masalaning yechimi

VoH . aj} )
i P dastlabki masa-

bo'ladi. x°=a-I/pl bo'lgani uchun i

la yechimidir.



Quyida (3.5) masalani yechishning burchak koeffitsientlarai teng-
lashtirish usulini bayon etamiz. Bu usulni G “.Nasritdinov n =2 bo'lgan
hoi uchun tavsiya etganl Uning n=3 bo'lganda ham umumlashmasi
mavjud.

Burchak koeffitsientlami tenglashtirish usulining n=2 da mohiyatini
gisgacha bayon etamiz. Koordinata sistemasining birinchi choragida

m(ar,,ar2) =C  befarglik chiziglarini chizamiz. Ularning qavarigligi
ma’lum. So‘ngra /?,*, + p2x2 =/ —chiziqli budjet chizig‘ining birinchi
chorakdagi boMagini (kesmasini) chizamiz. Uning uchlari
(/11>,; 0), (0; 1/p2) nugtalardajoylashgan. Befarglikchiziglari ba’zi

c,,c2,c3,... lar uchun budjet chizig‘ini kesib o‘tadi. Ammo bitta
befarqlik chizig‘i budjet chizig‘iga urinadi. Shu urinish nuqtasi
koordinatalari (3.5) masalaning yechimi boMadi. Urinish nugtasida
budjet chizig‘i burchak koefTitsienti k2 tegishli befarqlik chizig'iga
o'tkazilgan urinma burchak koefTitsienti *,ga teng. Shunday qilib, (3.5)
masalaning yechimini topish uchun

du

jk =k2, _fL=_A

i1pn+pPnN -/ y° ki — Pr~’ P A +Pix2=I
dx2

tenglamalar sistemasini yechish kifoya.
Misol sifatida awal ko'rilgan masalani olamiz:

Ti,jc2) =a0x 2jfil e -> max, a0>0, O<a<l,
\xi +Pix2=/ -

du du
Bundan ko‘rinadiki, kl =-p1/p 2 Axi topish uchun va

hosilalarni hisoblaymiz:

1. HacputguHos. MeTof NpUpaBHUBAHUA YIN0BbIX KO3IM(PULMUEHTOB AN
peLleHns ONTUMM3aLNOHHbIX 334a4. BecTHMK Tamb0BCKOro yHuBepcuTeTa. Tom
12, Bbin.4, 2007. r.TamboB.
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an an Ja  a-l.
a0(1-a)*rapgr2 » =an ax., XD .

a.r AX2
awn /gn _a0(l-a)-gr,~*-x2 _l-a x2
ax, ax2 al0-a-x1~°-x2" a g

Shunday qilib, masalani yechish uchun quyidagi tenglamalar sis-
temasini yechish kerak:

Pi = I~g *

p2 a m

P\X\+ P2X2 =1«

. 1l-a 1-a r o Oil
Bundan PWxi=--P 2x2 P2x2+P2*2 =/> *Z:P2
-0 1rr nr\ 1(, n «-N [ o ('-m)e/
- = (N - 7 R - .
- (1-a)/
Shunday qilib, A0=(arL;ar") = . masalaning
. n;

yechimidir.

3.3-8.Chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov modeli

Endi chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov masalasini ko'ramiz.
Bu quyidagicha tavsiflanadi:

|/(/J.F,,,ql'2)-> max,

3.7
vixt,x2) =1. 3.7
Bunda #(d,x2) - naflik funksiyasi awal keltirilgan (1-8) 1°va 2°

shartlami qganoatlantiradi. v(jr,,x;)—chizigsiz funksiya uchun quyi-
dagi munosabatlar o‘rinli:

g\\ll>0,’d¥0, Q%V*O, QIZKO, ay (3.8,
dxy dxxdx2 '
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, 2 r”
av ov. (3.8)

M yfob

Ravshanki, (3.7) masala ham chizigsiz dasturlashning shartlari teng-
liklar bilan berilgan shartli maksimum masalasi, uni ham sodda hol-
larda chiqgarish usuli bilan yechish mumkin.

Misol ko'ramiz.

m(x,,x2) =xI~° -X"“ -> max, plxi+p2;=1, O0<a<l|
Bunda Z(gf,x2) funksiya uchun 1° va 2° shartlar bajariladi. Ha-
gigatan,

AU=(1- a) X" x2>0, =a oXj-* ex2~ >0, VX.,x2>0.
dx dx,

n2 n2

—AN=-a(l-a)-x,_a'lxs <0, N=a(a-1)-x,1lax?"2<0, VXx,,x2>0.
dxf 0Xx2

Z-ir—=(1- a)*a*xpXj1>0, Vx >0, Vx2>0.
Sillo (1-a) pPX]

Endi v(x,,v2)=p|x, + p2\ funksiyani olamiz. U uchun (3.8,)
(3.8.) shartlar bajariladi. Hagiqatan,

dv d2v dv . dv

-P\>°" TT =° ~Z~~2Pix2>°% TT =201 >0,
dxx ox| 7] or
d\

=0, VWx >0, Vx2>0.
dxxdx2

Hisob-kitoblami a = 1/2, u(xl,x2) =JxIx2 uchun olib boramiz.

Chizigsiz budjet tenglamasidan  =(I - p2$)/px va

u.(x2)=-F=J3x2(/- p\)-¥max, 0<x<Jl/p2
yjP\
Bu masala yechimga ega, chunki
A



Endi #.(x2) ni hisoblaymiz.

u: (xz) (/- p™*)+x*-20.x:2} 17 3p2*2
lyfft "JIx2(1 - p2x2) 2y[ft -~x2(1- p2xl)

Ravshanki, u'.(x2)=0 tenglama 1-3p 2x2=0 tenglamaga ekviva-
lent. Shu sababli x®=+J1/(3p2) kelib chigadi. Ammo iqtisodiy

ma’nosi bo‘yicha g2>0. Demak, x®=p/7/(3p2)e(o;-Jl/p2),

0 1 gr I )
X2 ~~ ~P2 T mShunday qilib, masalaning yechimi
Piv 2l -/

Shu yechimni burchak koeffitsientlami tenglashtirish usuli bilan
ham topish mumkin:

Yechim ushbu 2p X', p,x, +2p2x\ =7 sistemadan

topiladi. Undan 2p22=/?,*,, pxx{+2p2x\=1 ga ko‘ra

2p2\ +p2x2 =1 va 3p\ =1. Yechim uzil-kesil

ko‘rinishda yoziladi. Tavsiya etilgan usul ratsional ekani ravshan.

Endi (3.7) masalani umumiy ko‘rinishda tekshiramiz. Undagi
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v(jc, , X2) = | chizigning grafigi koordinata tekisligining birinchi chora-
gida joylashgan, botiqg. Bu (3.8) shartlardan kelib chigadi. Hagiqgatan
ham, awalo tenglama (3.8)ga ko‘ra x2ga nisbatan bir giymatli yechi-
ladi. Ravshanki,

dv , dv . ) dx2 dv /dv
Bundan * .

Bu chizigsiz budjet chizig‘ining (*,,* )gR; nuqgtadagi urinmasi
burchak koeffitsientidan iborat. Uni k2deb belgilaymiz, Jcni esa bila-
miz. (3.8) munosabatlarga ko‘ra |,={(xl,x2): v(xI,x2)=1} chiziq
botiq. Hagigatan,

d 2e

dx*x  Ail& J 472

1 dv ( d (dv
(dv' d xAdx, dx2 [ctf]Jd xx™dx2

1 dv  d2v dx2 dv dv <0
"Wy 12 dxadx2 dxxydx2 dxxjdx2dxx dx2 dx, y

Shunday qilib, I, chiziq bo-
tig, u(xl,x2)=C befarqglik
chiziglari lc gavariq. Ravshan-
ki, befarglik chiziglaridan bittasi
/, chizigqga urinadi (3.6-chizma).
Har ikki K va lIc chiziglar
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umumiy urinmaga ega. Shu sababli masalaning yechimi ushbu

an [ gn _ dv j dv
dvV2~~dVj VIAT,. g2) =/ (3.9)

tenglamalar sistemasining yechimidan iborat.
3.6-chizmada /1 va B nuqtalarning koordinatalari aniq hisoblanishi

mumkin. A nuqta uchun x2=0 va v(x,,0)=/ tenglamadan g*
topiladi, ya’ni A(x*0). Shunga o‘xshash B nugtaning koordinatlari

ham topiladi: B(0,x2) bunda ** son v(0,x2)=/ tenglamaning
yechimi.

Misol sifatida ushbu

u(x, ,x2)=xj'eexd-» max, par, +px\ =1

masalani ko‘ramiz. Yuqgorida shu masalani biz a = 1/2 bo’lganda
ham chiqarish, ham burchak koeffitsienlarini tenglashtirish usuli bilan
yechgan edik. Endi ixtiyoriy a, 0<a<| uchun masalani yechamiz.
Sodda hisob-kitoblami bajaramiz:

|1 =(l-a)Vv *2 >0, "-wa x'- xI1>0,

k du /du _ l1l-a x-ag2 _ l-a x2

1 d Xj dX2 a a Xi '
, l-a g2
Demak, - e

Ravshanki, ko‘rilayotgan holda v(x, 4a2)=p,g, + p2x\. Shuning
uchun
dv dv L p,
N~ PI” ~dx~~P'X" Kr~~u"rr'
Masalaning yechimi quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi:



(2-a)-pr *
Endi x,ni ham topish mumkin:

o T a / _2(l-a)e/

“7, P2iayp2 p (2-a)
Shunday qilib, masalaning yechimi uzil-kesil ushbu

o f2(1-a)-7 I aw
[pr(2-ay V(2-a)-p2>
ko'rinishda yoziladi.
Yuqoridagi misollardan burchak koeffitsientlarni tenglashtirish

usulining qulayligi ko‘rinib turibdi. Ammo bu usulni ixtiyoriy masala
uchun go'llanib bo‘Imaydi. Mazkur masalada ishtirok etayotgan funk-

siyalar ma’lum difTerensial xossalarga (m(ar,,nc2) va Wjc, g2) funksi-
yalardan talab etilayotgan shartlaiga e’tibor giling) ega boMishi lozim.

3.4-8.Uch o‘zgaruvchili naflik funksiyasi uchun chizigli budjet
chegarali optimal tanlov modeli

Iste’molchi 3 turli tovar xarid gilmoqchi deylik. U o‘z budjeti M
dan | birlikni xarid uchun ajratgan boMsin. Agar xarid gilinadigan

tovarlar hajmi mos ravishda xt, x2, x} boMib, ulaming bir birligi narxlari
mos ravishda pv p2,pi boMsa, iste’molchining hamma xarajatlar(

ptxt+pX2+prx3 so‘m boMadi. Ammo bu xaridga ajratilgan | bir-
likdan (so'mdan) ortiq boMmasligi kerak, ya’ni

pixl+p2x2+pixJ™I (3.10)
tengsizlik o‘rinli boMishi kerak. Shu (3.10) tengsizlikda doim biror

tovami ortigroq xarid gilish hisobiga tenglikka erishish mumkin. De-
mak, ushbu
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pixl +p222+pxi=J (3.11)
tenglikning bajarilishini ta’minlash mumkin. Ushbu (3.11) tenglik
uch o'lchovli fazoda tekislikni anglatadi. Uning kesmalar bo'yicha

tenglamasini yozamiz:

?2-ml
*Ip\ ' i/Pr ' Upw (312)
bunda migdorlar tekislikning koordinata o'glaridan kesgan kesma-
lari uzunligini anglatadi (3.7-chizma).

Ko‘rilayotgan holda naflik funksiyasi uch argumentli bo'ladi:
u =u(xx, jt2, x3). Bu funksiya ham ikki argumentli naflik funksiyasiga

o'xshash xossalarga ega bo'lsin, deylik. U uch o'lchovli fazo R3ning

musbat ortantida (ya’ni R')da aniglangan va quyidagi munosabatlarni

ganoatlantiradi:

§£>0> ~~y<0, /—1,2,3; V(r,jr2,*)€/?*,
X, OX.

A0
AXmX2 AXXIXb AXTAXb (3.13)
2 2 '
( 82VI > ( oun 1™ 1 ax ] 0
Kbxdx7j  ~xomxB  KAXrAxr)



Ko'rinadiki, n=m(c, ,x2,xy) funksiya har bir argumenti bo'yicha
o'suvchi va gavarig.

Chizigli budjet chegarali optimal tanlov masalasi (modeli) quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

N(nr!vaane) N Tax ’
@, ar2,43) = p, X, +pX2+px3=1.

Umumiy holda (3.14) masala shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidan iborat. Uni yechish uchun Lagranj
ko‘paytiruvchilari usulidan yoki biror tagribiy yechish usullaridan
foydalanish kerak. Ammo naflik funksiyasining (3.13) munosabatlar
yordamida yozilgan xossalari (3.14) masalani nisbatan osonroq usul
bilan yechish imkoniyatini beradi. Quyida go‘llaniladigan usul awal
bayon etilgan burchak koeffitsientlarni tenglashtirish usulining
umumlashtirilishidan iborat.

Naflik funksiyasining sath sirtlari ushbu

u(x\,x2,x3)=C, C=>0, (3.15)

(3.14)

tenglama bilan beriladi. Bu siitlar — musbat ortantda joylash-

gan shunday sirtlardan iboratki, u “parabolik antenna”ga o'xshaydi.
0 ‘gi koordinata boshidan chigadi. Har bir koordinata tekisligiga
proeksiyasi ikki argumentlik naflik funksiyasi uchun befarglik
chiziglaridan iborat. Bu tasdiq (3.13) shartlardan kelib chigadi.
Ravshanki, (3.8-chizmaga garang),

jc,0jc2 tekislikda x3=0 va u(xt,x2,0)=C;
x20x] tekislikda jc, =0 va u(0,x2,x})=C;

j30g tekislikda j@2 =0 va wm(ac,0,ar3)=C.
Shu bilan birga quyidagi munosabatlar o‘rinli:



Endi (3.15) sath sirtida biror A(x,,x2,x3) nugtani olamiz, ya'ni

A(x, ,x2,x}) e {ar:u(x) =C}, x =(x,,x2,x3). Bu nugta musbat ortant-
da joylashgan, hech gaysi koordinata tekisligida joylashmagan. Shu
nuqtada sath sirtiga o‘tkazilgan normal
fdu pgu 5m)
8radu=IV & 7'& 7/-

Faraz etaylik, A(x,,x2,x3) nuqtada (3.11) tekislik sath sirtiga

urinsin (biror C=CO0 uchun). U holda shu tekislik normali
grad<p={pltp2 pj urinish nuqtasida sirt normaliga kollinear bo'ladi.
Shuning uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

du du du
dx, KM L {2 =Prl" y¢z= -

1 dw 1 du 1 du ) ) o
Bundan P\ ﬂjt, 02 8 %9 5}T&XB tengliklar kelib chigadi.

Urinish nuqtasining koordinatlari quyidagi 3ta tenglamalar siste-
masidan aniglanadi:

\am A\ am A\ an _\ am 1 du 1du

P\ &\ Pidx2’ Pidxx p}dxy' p2dx2 pbaxs' (317)

Urinish nuqgtasi A koordinatlari PAXX+p 22 +p3Xxy=1 tenglamani

ganoatlantiradi. (3.17) sistemadan topiladigan yagona nuqgta (/?Ma

yotadigan) naflik funksiyasiga maksimal giymat beradi. Hagigatan,
O C, bo‘lsa, tekislik sath sirtini kesib o'tmaydi. Agar C<C0O bo‘lsa,
tekislik sirtni yopiq chizig bo‘ylab kesadi va naflik funksiyasining qiy-
mati COga mos giymatdan kichik boMadi.

Misol ko ramiz. Ushbu

us= §-,£ﬂ15 X Y5 x%5 _smax ,

= 2x, +3x2+4jcj =24

masalani ko ‘raylik.
Kerakli hosilalami hisoblab chigamiz:
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A*M ‘—.ﬂ]4/5.ﬂ.§/5ﬂ’2/59‘m #\,ﬂflsﬂémﬁtus*’w ;;ﬂ/sﬂtﬁms/s
ax, OX, dx.
Endi tenglamalar sistemasini tuzamiz (/» =2; p2=3; Pb=4):

1,-4/5 3/5 2/5 /5 2[5 2/5
2*1 *2 *3 1 *2 *3 >

1 -4/5 ,3/5 _2/5 -3/5
2%1 *x2 %3 21 *2 *

-2/5 205 -3/5
*1 o e*2 *3 21

2, + 3j@ + 4j3 = 24.

Birinchi 3 ta tenglamadan x2=2xx x}=%*, *2=2jt3 ekani kelib

chigadi. Oxi*gi tenglamadan x° =2, x2=4, x°=2 ni topamiz.
Ko'rilavotgan misolda berilgan naflik funksiyasi (3.13) shartlami
ganoatlantiradi. Haqiqgatan, yuqgoridagi hisoblashlarga ko'ra

. S dx2 ) Endi ikkinchi tartibli hosilalarni
hisoblaymiz:

d2u__ 4v-'/5 H5 )\(,g/5 <0 §A9-~~25%Ii v27/5 v§/5/\n 1
ax.

d~u 3 15 3/5 -S/5

Aralash hosilalar musbat ekanligi bevosita hisoblashlardan kelib
chigadi.

3-bobga oid masalalar

l. Quyidagi funksiyalar uchun (*) shartlarning (28-betga garang)
bajarilishi tekshirilsin:
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1n(X,,x2)=4 xI xi'*; 4. n(xLx2)=L » -.

2- M, Ar2) =5-4r25 -x\'s; 5. M(Ar,X2) =~ (N7 + 57 )2;

«JI-X,1° 2
3.m(x,,x2)=6 jcl/2-"~/2; 6.

I1. Quyidagi chizigli budjet chegarali optimal tanlov masalasi chiga-
rish usuli bilan yechilsin (u =u(x,,x2)):

u=4-x\ 4-x2 a->max,

2%, +5x7=30.

N =502 5.02/5 —max,

2.1
8x, + 302 = 42.

rr=6x -g2 ->max,
3.1 &7, + 62 = 60.

n=20 %2 5 hax,
ar,+x2
3, +2002=6.

m="( g, +-JIx2J max,

m, +3x2 = 4.

L2 KT, e
n= '

Y g +m
20r. +ar, =3.

I1l. Quyidagi chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov masalasi

chigarish usuli bilan yechilsin (u =u(ac,ar2)):

n=4g,/4 «q2/4 -> max,

2nc2 +ar2 =3.

1/

n =525 -42/5 -* max,
2.1
L +3x1 =4,

u=-(jxi+ g22->max,
A +m =4
n=3r13 g23 -> max,
3y, +4n2=7.



IV. I va Il bo'limdagi masalalar burchak koeffitsientlarni teng-
lashtirish usuli bilan yechilsin.

V. Quyidagi 3 argumentli naflik funksiyasi uchun chizigli budjet
chegarali tanlov masalasi yechilsin.

J un(ar,, 82,jc3) = 3ac,/3 *x\13 *jrJ/3 -> max,
[ 2X, + 3x2+jr3=6.

x2,x3) = 3jcl/3 -3 -oc{/3 - > max,
20r, + 302 + x3=6.

J n(x"x2,x3) =3x1'3-x2/3 -jfjf3 -> max ,
j 2%, + 302 + xy =6.

m(jg ,j2,jc3) = 31)/3 -m23 x" 3-unax,
2xx+3X2 + X3 =6.

3-bobga oid nazorat savollari

1 lIste mol, isle inolchi deyilganda nima tushuniladi?

2. Naflik funksiyasi nima?

3. Istemolchi tanlovi nima?

4. Budjet chegarasi nima?

5. Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli nima?

6. Chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov modeli nima?

7. Burchak koeffitsientlarni tenglashtirish usulining g'oyasini soZzlab
bering.

8. Uch argumentli naflikfunksiyasi uchun chizigli budjet chegarali optimal
tanlov masalasi ganday yechiladi?



4-BOB. UMUMLASHGAN ISTE’MOL FUNKSIYASI

Mazkur bobda mikroigtisodiyotga oid yana bitta muhim modelni
ko‘rib chigamiz. U iste’mol va umumlashgan iste’mol funksiyalari bilan
bog'langan. Awalgi bobda shaxs, oila yoki ijtimoiy shaxsning naflik
funksiyasi hamda iste’molchining berilgan budjet chegarali optimal
tanlov modeli to‘lig o ‘i*anildi. Bunda xaridga ajratilgan pul bir marta
bozorga borganda sarf gilinadi. Agar ma’lum vaqt oralig'ida, masalan,
[0,7] oraligda (deylik bir oy davomida) yashashga ajratilgan pulni
ma’lum ma’noda “optimal” xarajat gilish kerak bo'lsa, [0,7] davmi
boMakla™ga bo‘lib, har bir bo'lakda va umuman, butun [0,7] davrda
iste’molchi ganday ish tutishini aniglash lozim. Aytilgan jarayonning
modelini quramiz.

4.1-8.Ba’zi bclgilashlar va tushunchalar

Iste’molchining faoliyatini 7la davrda o‘rganmogqchimiz, deylik.
Har bir davrda u ma’lum hajmda iste’mol gilishi kerak. Shu munosabat
bilan ushbu belgilashlarni kiritamiz:

¢, — t davrdagi iste’mol hajmi, t= 1, 2,... T;

T
X €' =ci+c2+—+cr —barcha davrlardagi iste’mol hajmlari yig‘indisi;

u,(c,) — t —davrdagi iste’mol funksiyasi;
T
£/(c,,c2,....cr)=£un,(c,) - umumlashgan iste’mol funksiyasi.

Iste’molchi har bir davrda ma’lum iste’mol funksiyasi bo'yicha
faoliyat ko‘rsatadi (ya’ni, iste’mol giladi). Faraz etaylik, iste’mol funk-
siyasi u{c) quyidagi munosabatlami ganoatlantirsin:

u/cj u/cj u/cj
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n,(0)=0, m,(c,)>0, m\(c,)>0, m'(c,)*0 V¢, >0. (4.1)
Shu (4.1) munosabatlardan ko‘rinadiki, w,(c,) funksiya o‘suvchi,
botiq va grafigi koordinata boshidan chigadi (4.1-chizma).

Bunda tga =u',(+0). Agar u',(+0)=+00 bo‘lsa, a=90° va grafik
koordinata boshidan ordinata o‘giga urinib chigadi. Agar u,(c,)=a0c*,
fl,>0, O<a<l| bo‘lsa, bI,(0) =0, u,(c,)>0, u',(cl)=alac?~I1=>0,
u'(c,) =ala(a-\)c?~2<0 munosabatlar kelib chigadi. Undan

m',(+0) = +co tenglik o‘rinli. Bu holda a=90° va grafik koordinata
boshidan ordinata o‘qiga urinib chigadi (4.3-chizma). Agar
u,(c,)=alc,, o0>0 bo‘lsa, n',(c,)=a0>0 va lga =a0, a =arctgal
bo‘ladi (4.2-chizma).

Belgilashlarni davom ettiramiz.

Yt= const > 0 — t —davrdagi daromad miqgdori.

r

—barcha davrlardagi daromadlar yig‘indisi.

A0 - meros qilib goldirilgan yoki shaxsning o‘zi to‘plagan boylik
miqdori.
Qisgalik uchun shaxs budjetini quyidagicha belgilaymiz:
T
A=/1 +X*< ~ budjet chegarasi, J1>0.

T
Iste’mollar hajmi X e' bilan budjet chegarasi orasida ikki xil

munosabat bo‘lishi mumkin:

1° 1=Xcm 2°- 'ZC <A-
bl
Keyingi mulohazalarimiz ¢, c2 cTmigdorlar (o'zgaruvchilar) 1° yoki
2° munosabatlami ganoatlantiigarida umumlashgan iste’mol funksiyasini
maksirnum qilishga bag'ishlanadi.
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Qo'yiladigan masalalarni yechishda, urnumiy holda, Lagranj
ko’paytuvchilari usulidan foydalaniladi. Shu sababli unga gisqacha
to ‘xtalamiz.

4.2-8.Lagranj ko'paytuvchilari usuli hagida

Chizigsiz dasturlashning shartlari tenglamalar bilan berilgan shart-
li maksimum masalasi quyidagicha yoziladi:

Bunda A, X2..., Xtlar Langranj ko‘paytuvchilari deyiladi. (4.2) ma-
salada ishtirok etgan Ax), g (x) funksiyalar /*={x:g(x)=0} to‘plamda
aniglangan, uzluksiz va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi deb
faraz  etiladi. (4.3) funksiyaning statsionar nuqtalari

% eee’ A va g(x)=0 tenglamalar sistemasidan
topiladi. Aytaylik, (x°, X°) vektorlar juftligi yechim bo‘lsin. Unda *°
nuqta shartli-statsionar deyiladi. Endi

d2F (x°)

=120 fafa " .#i hosilalami hisoblab, ushbu
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(d2F(x°) d2F(x°) d:F(x°) \

dx?2 dx{dx2 AX,AX1

d2F(x°) d2F(x°) d2F (x°)

A= dx2dxt dx2 AX2axn

d2F (x°) d2F(x°) d2F (x°)
ata*, dxndx2

iz. Agar Y = (Yuy2> y..)e E” bo

Q(y) =y'Ay kvadratik formani tuzamiz. Bunda shtrix (')
transponirlashni anglatadi. Endi quyidagi

fdg{xa)
y
dx

r= y =0

to‘plamni tuzamiz. Nihoyat (?(.y)|r ning ishorasini tekshiramiz. Agar

yO bo'lganda (*(.y)* <0 bo'lsa, xa nuqta (4.2) masalaning yechimi
bo‘ladi va berilgan funksiya x0 da mahalliy maksimumga erishadi.
Agar f (x) funksiya gavariq bo‘lsa, Qiy~T <0 shartning bajarilishi
funksiya x0 da global maksimumga erishishini anglatadi.

Misol ko‘raylik.

f(x1,x2) =xix2 -> max, g(xl,x2) =xi+x2-p =0 masala standart
masalalardan bo'lib, u uchastka hagidagi 2 ta masaladan biridir. Uni
yechish uchun Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:
F(x,,x2,A) =x,x2+X(ac, +x2-p)
Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

dF . dF
——————— =x7+ A, e E S| L N
dxx 2 dx2 1



Endi ushbu g2+A=0, g, +X=0, m+x2-p=0
tenglamalar sistemasini yechamiz:
X2-x2=- X, -X-X-p=0, X0=-p/2.
Shunga ko‘ra

Shartli-statsionar nuqta topildi. Endi A matritsani tuzishga
kirishamiz. Uning uchun F(*,,x2,X) ning ikkinchi tartibli hosilalarini
topamiz:

o
f& .o *£&1.0 8, A
dx{ dx2 dx.dxj 0
Kvadratik forma tuzamiz:
01V

COLM-GIMNL o JTT <A T UUTH

Endi I ni topamiz:

v
= — o; ; =0, yx+y2=0.
%iJrT, 1, !jx7 ;o M (1,1) <y2 yx+y

Bundan y2=-yt kelib chigadi. Nihoyat, Q(yx,y2) = 2yx 2 ni
I da hisoblaymiz: £)r = 2 (~y}) =-2y* <O0.

Ko‘rinadiki, I da kvadratik forma manfiy ishora saqlaydi. Demak,
berilgan funksiya *° =_(h— ) nugtada maksimumga erishadi, u global

maksimum.

4.3-8.Umumlashgan istc’mol funksiyasining maksimumi

I Endi 4.1-8 dagi belgilashlardan foydalanib, umumlashgan iste’mol
funksiyasi maksimumiga oid modelni o‘i®anamiz. U quyidagi masala
bilan tavsiflanadi:
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(/(c,,c2,...cT) =Y, n(c,)->max,
/-1

r 4.4
G(cl,c2,...,cT)=A~Y,c, =0. (4.4)
i-i
(4.4) ni chizigli budjet chegarali optimal tagsimot masalasi deb
yuritamiz.

Shu (4.4) masala uchun Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:

F(c,,cZ,...,cr,}.)=Ei/,(c,) +A A~Y”"c, . (4.5)

_I -1
Xususiy hosilalami hisoblaymiz:
dF o4y dF = gde)-R; AP =yTeT)- R,
def o3 dc. (©2)-X; deT (1)
Endi quyidagi tenglamalar sistemasini tuzamiz:
wWi(cl) =N, t=12..,T,

r (4.6)
N-£c(=0
(4.6) sistemada noma’lumlar (I +1)ta: c,,c2,....cr va

Tenglamalar soni ham (T+Ota. Shu sistemaning yechimlari bormi?
Javob: yechim bor va yagona. Hagigatan ham (4.6) sistemaning bi-

rinchi tenglamasidan ul(c,) =kc, +k, kelib chigadi, unda k, =const.
u,(0) =0ga ko‘ra ((4.1)ga garang) k, =0 bo'ladi. Shuning uchun

u,(c,) = Xc,ga egamiz. Ikkita funksiyani ko'ramiz: w,(c,) va \c,.
Ulaming grafiklari koordinata boshidan chigadi (4.4-chizma).
«’(c)-A ga ko'ra u,(c,) funksiyaning botigligidan biror

cC(1)<c* da y =u,(c,) chizigga o'tkazilgan urinma \c, ga parallel
bo'ladi (4.5-chizma). Ravshanki,

>|<-ir[1noc’ (X) =+ o0, limc, (X)=0 4.7)
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tengliklar o‘rinli. Shuning uchun biror X=X0da m'(c,(X0)) = A0bo‘ladi.

Demak, i/'(X)= Xtenglama yagona yechimga ega. Shu A0son
r

A~ A = 0tenglamani ham ganoatlantiradi. Bu (4.7) tengliklardan

kelib chigadi. Shunday qilib (4.6) sistemaning yechimi yagona va
X=X0>0, c,(X0), /=1,2,...,T kabi yoziladi.

Endi ikkinchi tartibli hosilalami shu X0, ¢,(A0), 1=1

, lar
uchun hisoblab, mos matritsa tuzamiz:
d2F d2F d2F
=0, i*j
* 7 = u;<Cr)1
"«.V.)
A=
0 0 .. «f(crd

Oxirida Q(y{,y2,-,yT) kvadratik formani tuzamiz:
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4V.) O O 'V

O wm'(c2) @] Yr
OY\YrTY T)m(MN\.Yr>'YTY
0 O nTcTY YY1
Yr

= (yl«'(ci),y2u2(c2), ...,y MT(cm)

\YT)
="T(Clyy? + ur(c2)yr + oot (Crb*

dG dG _ _dG
Enda I to‘plamni topamiz. bo‘lgani

uchun (D>»+(-D)_y,+...+(-D”*r =0 yoki yx+y2+..+yT=0
boMadi. Ammo w'(c,)<0, /=1,2,....T [M'(c,)]2+ ...+

+[m'(cr)]: *O munosabatlarga ko‘ra Qiyxy2,-,y T) <0 tengsizlik

o‘rinli ekani kelib chigadi. Demak, topilgan c,(X0),c2(X0),..., cr (X0)
nugtada umumlashgan iste’mol funksiyasi maksimumga erishadi.
Shunday qilib, (4.4) masala to‘lig yechildi.
Eslatma (4.4) masalani, umuman aytganda, burchak koeffitsient-
larni tenglashtirish wusuli bilan ham yechsa boMadi. Unda
T
"-J]/ci,(*-) =0 tenglama koordinata o‘glaridan 1/y4>0 uzunlikdagi

r
kesmalami kesuvchi tekislikni anglatadi. ~u,(c,) =const munosabat
[oi

birinchi oktantda joylashgan sath gavariq sirtlami anglatadi. Shu sirt-
r

lardan fagat bittasi J1 ’/‘c =0 tekislikka urinadi. Urinish nuqtasi
>
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yechimni beradi. Hisob-kitoblarni o‘quvchiga qoldiramiz.

Misollar ko‘ramiz.

1-misol.
u,(c,)=abc", a0>0, O<ac<l,
n-£c,=0.
«l
Yechish:

u;(c,)=X; alac"'1=X. Bundan

1
\a I |

«»m(¥) = (aoa V*® '

Endi ¢,(X) ni n* )((-C -0 ga go'yamiz:

r _L_L
n-jfloa)M X =0.
i i
Yok /4-(00a)t» X~'-° T =0-

Bundan Xni topamiz:

— i
A-(a,,ay- -~ =0,

Ona T'~a

W-a_(Oott) T vyoki —

Shuning uchun
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alaTh' A
c,*<)=K

A\-a

Shunday qilib, c, (X0) =—.
2-misol. u,(c,)=2cin; wn2(c2)=3c'/}; A-c,-c2=o0.

Yechish: i/,'(c,) = [c,"2/3; Mj(c2)=cl2/3.
Endi —-*3=X, <22 }=X tenglamalami yechamiz.

ck3=7-> ¢23=" « Shu formulalami A-c, -c¢2=0 ga qo‘yib,

\3/2
Xni topamiz: ciCw=1— . c2(X)

(2/3)%F +1"' 32
Bundan I uchun - formula kelib chigadi. Endi

c,(X) va c2(X) lami topamiz:

* - Y 113
=T oy w17 EN ey ot
Tekshirish.
ci(\) =c2(Jlo) = A tenglik bajariladi. Hagigatan,

v3/2
ci(X0)+02(XO):(!) 3w 1 (203 +1

[23)w +1]= A.
[(2/3)32 +1]



I1. Endi 2°-holni ko'raylik. Masala quyidagicha yoziladi:

-
U(cl,c2,....cT)=2>,(c,)-> max,

/i
G(cxc2,...cr)=A -~¢, <0. *4'8*

Il

Bu (4.8) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli maksimum masalasi. Uni yordamchi o'zgaruvchilar
kiritib, shartlari tengliklar bilan berilgan shartli maksimum masalasiga
keltirish mumkin:

i
U(ct,c2 cT,cTH)=£ u,(c,)+0ecri-> max,
/i

' 4.9
G(clcz...,cr,cr+l):\2/-c/+cr+,-A :6. (4.9)

i1
Bu masalani ham Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechish
mumkin. Ammo bu masalani yo'nalish bo‘yicha hosila yordamida
yechish qulayroq. Anigrog‘i, (4.8) masalani yechishga yo'nalish bo'yicha
hosila olish yordamida yondashamiz.
Ma’lumki, 1° holni tekshirganimizda yagona statsionar nuqta

r

G =Y”~c, -A =0 shart uchun chiqgarilgan va u ,€2,...,c°) deb
/%)

belgilangan edi. Endi shu nuqtada joiz yo‘nalishlarni topamiz. Joiz

dG(c?,c°2,...c°T) A
N

yo‘nalishlar <0, |'/ |': 1 tengsizlik yordamida

aniqlanadi. Shu hosilani hisoblashda diflerensiallanuvchi funksiyalarning
berilgan nuqtada ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hosilasini hisoblash

formulasidan foydalanamiz (bunda c° =(c,°,c°,...,c°)") :

al dc, dc2 " dcT
=2/ +-/j+.. .+ em=]] +]] +... +]F.
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Demak, joiz yo‘nalishlar /, +/2+...+/r <0 tengsizlik bilan aniq-

lanadi. Ulami J deb belgilaymiz. Endi shu joiz yo'nalishlar bo'yicha

c® nuqtada t/(c,,c2,...,cr) funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
~A=«i'(C|°) /| +U2(c2)-T2+... +ur (cT) Tr.

Eslatib o'tamizki, u,(c,) funksiyalar ((4.1)ga garang) o‘suvchi,
(ya’ni bl'(c,)>0) va botiq (ya’ni n'(c,)in0). Koordinata boshida
u, (0) =0 va bl,'(+0) —chekli yoki +® . Ammo ¢, >0 lar uchun u\(c,)
funksiya kamayuvchi. Demak, u\(c,) chegaralangan. Shu sababli,

max {u[ (c?),u2(c“ uT(c® )}=M >0 deb belgilasak,

du(c°)
U< A /(' +/2+..+7'1)<0

tengsizlik kelib chiigadi. Bu berilgan funksiya £/(/,,/2,...,/r) ¢° nug-

tada maksimumga erishishini ko‘rsatadi. Shunday qilib, (4.8) masala
to‘lig hal bo‘ldi.

4-bobga oid masalalar
I. Barcha davrlarda iste’mol funksiyasi bir xil bo’lgan hollar uchun

(4.1) masala yechilsin (quyida u,(c,) funksiyalar berilgan) :

1.K,(c()=flee Mflo> (), fl<a<l; 4. «/(c,)=~(l+/c7 )2;
2.u,(c,) =3\[cf] 5. m,(c,)=5+2/c7;
[\ 2C) b 4 4d

Il.Har bir davrda alohida-alohida iste’mol funksiyasi berilgan hol-
da (4.1) masala yechilsin:
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1 wm,(c,) =cl13; m2(c2) =3c23.
2. n,(c,)=4c, ; n2(c2)=2c2
3. mi(c,) =3c,2/3; n2(c2)=3c23.

4. m,(c,) =c| +1; m2(c2)=>c2+3.

- 4C» e » N .
5 ““<C)=57";"(Cr)=5+6cr -

6. «. (0 =2~ ; U2(C2)=2jCA

4-bobga oid nazorat savollari

Biror t davrdagi iste molfunksiyasi ganday belgilanadi?
. Isle 'mol xarajatlari yig'indisi ganday yoziladi?
. Umumlashgan iste ‘mol funksiyasini yozib bering.
Har bir davrdagi iste mol funksiyasi xossalarini keltiring.
. Budjet chegarasi nima?
. Chizigli budjet chegarasi ganday yoziladi?
. Iste mol funksiyasiga misollar keltiring.
. Lagranj ko paytuvchilari usulining mohiyatini so zlab bering.
. Shartli-statsionar nugta nimani anglatadi?
10. Chizigli budjet chegarali optimal tagsim'ot masalasi qanday
tavsiflanadi?
11. Shu masalani yechishga yo nalish boyicha hosilaning tatbig'i gan-
day amalga oshiriladi?

© Oy U WN R
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5-BOB. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING
IQTISODIY JARAYONLAR MODELLARINI
0 ‘RGANISHDAGI AHAMIYATI

Elastiklik tushunchasi u yoki bu jarayonning kechishi bizning
maqgsadga muvofiq yoki muvofiq emasligini anglatadigan muhim
ko‘rsatkich. Bu tushuncha diflerensial hisobning asosiy tatbiglaridan
biridir.

5.1-8. Funksiya elastikligi va uning gcomctrik ma'nosi

1 Igtisodiyotda elastiklik tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Talab
va taklifning narx hamda aholi daromadiga garab o'zgarishi (qanday
darajada o'zgarishi) elastiklik tushunchasiga bog'liq. Bu tushuncha hosila
yordamida kiritiladi. U biror ishlab chiqarish faktoriga garab igtisodiy
ko‘rsatkichning o‘zgarish darajasini anglatadi. Elastiklik miqgdori
elastiklik koefTitsienti bilan aniglanadi. Elastiklik koefTitsienti tekshirila-
yotgan iqtisodiy ko'rsatkichning unga ta’sir etuvchi igtisodiy faktorlardan
birining golganlari o ‘zgarmas bo'lganda birlik nisbiy o'zgarishi ta’siridagi
o'zgarishni ko'rsatadi.

Biror X sohada aniglangan, uzluksiz va uzluksiz differensiallanuvchi
funksiya berilgan bo'lsin. Odatda argumentning o'zgarishiga qarab
funksiyaning o'zgarib borishini uning hosilasi yordamida aniglanadi.
Bu sof matematik yondashish. Ammo bu usul iqtisodiyotda o ‘zini
oglamaydi. Sababi quyidagicha. Masalan, agar shakaming narxi Pbo'lsa,

unga bo'lgan talab funksiyasini ko‘raylik Q, Q=Q(P), Qp :Agﬂo\—p .

Hosila migdori narx P o'zgarmas (so‘mlarda) bo'lganda shakarga
talabning kilogrammlarda oMchanishiga yoki sentnerlarda o'lchanishiga
garab turlicha boMadi. Masalan, shakarning 1 kg 400 so‘m deylik.

kg
Oilaga 50kg= 0,5 s shakar olinmoqchi. Talabning o'zgarishi --------
so'm
yoki —:— larda o'lchanadi. Tegishli sonlar turlicha bo'ladi. Agar
SO m
k& 1 S
talab funksiyasi Q=-2P +\ bo'lsa, Q'(P)=~2----=- —  —— |
SO m 50 SO m



Shuning uchun funksiyaning argument o'zgarishiga garab hosila yor-
damida o ‘zgarishini tekshirish magsadga muvofiq emas. Agar funksi-
yaning o'zgarishi migdorlaming nisbiy o‘zgarishi yordamida tekshi-
rilsa, natija o'lchov birliklariga bog‘liq bo‘Imaydi.

Funksiyaning nisbiy o'zgarishi , argumentning nisbiy o ‘zgarishi
Ax
esa — miqgdorlar bilan hisoblanadi. Ular o'lchov birliklariga bogMiq
emas.

Elastiklik ta¥ifi. Berilgan differensiallanuvchi funksiya elastikligi
deb, ushbu

Ay Ax»
ENY)= A_r_uo
limitga aytiladi.
Ravshanki, e (y) 1= X XT(x)
X -ﬂ?**@{bx) Y Y 1(*)
Shunday qilib,
1(x)
Bu formulani yana boshgacha ham yozish mumkin:
N oy' Y0 )%
d\ny _ vy Xy
d[nx Ldx y
X
Shunday qilib,
£,(v) =~ =N . (5.1)
y d Inx
Agar talab funksiyasi Q =—2P+\ ko‘rinishda bo‘lsa, ta’rifbo‘yicha
40 [-2(P+AN)+1]-(2P +1) -240P 2AP
Q -~ -2/> + 1 “ 2P +\~\-2P
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AQ AP -2AP AP -2PAP 2P

<0, P<-
Q"P ~2P-\" P ~ (2P-\)AP ~2P-\ 2’
2P .
Boshgacha aytganda Er(Q) = 2p-\ - Bu natija (5.1) formuladan
. . . . p Qp P-2 )
tezgina kelib chigadi: bpW\2)~ ~  ~2P-\ A miqgdor

sentnerlarda berilganda bo‘lsa, 0=-200/*+100 (kg) natija bir xil boMadi.
Elastiklik talab funksiyasi uchun manfiy, taklif funksiyasi uchun
esa musbat boMadi.

Elastiklikning absolut giymati elastiklik koeffitsienti deyiladi. Agar
biror igtisodiy ko‘rsatkichning elastiklik koefTitsienti 1dan katta boMsa,

shu ko'rsatkichning o‘zgarishi elastik deyiladi. Ushbu |£,(_y)[>1

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlar (jc ning giymatlari) elastiklik
intervalini tashkil etadi.
Elastiklik intervalini topishga awal ko'rilgan misolni olaylik:

Q=-2P+1 0<P<1/2. Sodda hisoblashlar olib boramiz:

. _ I*e(*2) 2P
Q=-2 EP@Q)=
D= pe1 2p-10
2P 2P
\= >1 >1 * P>-
NEAN= 55 2P-1 ar>im Ty

Bundan ko‘rinadiki, elastiklik intervali 1/4 </><1/2 intervaldan
iborat.
Chizigsiz talab funksiyasi uchun ham misol ko‘raylik.

1-misol. y = -x 2+ 1; Bundan 0<x<1 y'=-2x,

x(-2x)  2x2 2x2 1

>1 X >
ViJ]-

EX(Y) = »  \-x2 3x2>1.

- jc +2 1- Xr

Elastiklik intervali 1/V Jcxcl boMadi.

2-misol. y =-2yfx +3; 0<Jf<7’ V¥
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x[-\lyfx) = X -V 1
Ex(Y) ™ [-Alyfx) s \ENY)|>1 >1
)
" .2>/7 +3 -3 +2v 1’ 3-2V3c

-V >1

3. oy* mjx >3-2-Jx, 3>/1>3» g>1-

Elastiklik intervali 1< * < 9/4 bo'ladi.
Endi taklifga oid misollar ko'raylik.
1

1-misol. y=JxZT; x>1; y'=

CE o X - X
*Y ~2y[74 y[7"M1~ 2(x-\Y 2(x-\)

Elastiklik intervali 1<x<2e

P

>1 x<2

2-misol.y =x2+1; jr>0; y’'=2x-

X *2X 2X2 ST x >1 g>1
-*T = ; ; )
Ex(y) );I' +1\ X2 +1

Shu x > 1 tengsizlik elastiklik intervali bo'ladi.

Alohida ta’kidlab o‘tamizki, elastiklik intervali, jumladan, sotiladigan
tovarlaming bozorlaiga ganday hajmini yuborish kerakligini aniglashda
yordam beradi.

Faraz etaylik, nta bozorda u yoki bu tovar turi sotiladi. Bozorlarda
narxlar mos ravishda (bir-birligi) pr pv ..., pn bo'lsin. Umumiy tovarlar
hajmi P bo'lsin. Unda P =xI+x1+...+xii desak, x, hajmda 1-bozorga,
x2hajmda 2-bozorga, va h.k. n-bozorga xnhajmda tovarlarni yuborish

kerak bo'ladi. Bunda p,&@, + p2x2 + ... + p,,X,, ->max masalani yechish

lozim bo'ladi. Ammo xxx2,...,xn hajmlarda ishlab chigarish uchun
xomashyolar sarf bo'ladi va bu holat ushbu

a,ar| +0,2m2+... + aXx,, =bt
aAx, +a2x2+...+a2x, =b2

ak\*\ +«*2%2 +eee 4+ *xx x = pk
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sistema bilan tavsiflanadi. Demak, elastiklik intervali yordamida bo-
zorlarga chiqgariladigan hajm aniqlanadi, uning uchun vektor-
matritsali ko'rinishda yozilgan

p’' X — max. Ax=Db
masalani yechish kerak bo’ladi. Bu kanonik formadagi chiziqli dasturlash
masalasi. Bunday masala 6-bobda o'rganiladi.

2. Endi elastiklikning geometrik mahosiga to‘xtalamiz. Iqtisodiy
ma’nosi bo‘yicha y=f(x) funksiyada x vay lar iqtisodiy ko‘rsatkichlar
migdorini anglatadi va ular musbat migdorlardir. Shuning uchun y=[x)
funksiyaning grafigi birinchi koordinata burchagida joylashgan boMadi.
Shu funksiya differensiallanuvchi deb faraz etiladi va uning ixtiyoriy
nuqtasida grafigiga urinma o'tkazish mumkin boMadi. Urinmalaming
joylanishiga qgarab turli hollami ko'raylik:

Shu 6 holning har biri uchun elastiklikning geometrik ma’nosini
anglatuvchi formulalami yozamiz:

CR CR o
\) ENy)=~<b . 2)E x(y)w-~< 0. 3) £Ibl ="<1.
CB CB cB
4) E Ny )= ¢ a > 1 CA E)LHY)‘CA\'
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CB
1) hoi uchun Ex(y):~C—A formulani isbotlaymiz. A ADC dan

CD
fix)=tg( 180° -a) =-tga * Ikkinchi tomondan, tga :-E:-A- Demak,

'/I(*):',‘A‘\D yoki AD:~3"?\£(I;<. Ushbu AOCBE va [ ACD
CB CE
uchburchaklar o‘xshash. Shuning uchun T_A:~A76\ YO *'
CB ( 1(*)) xf'(x) % CB
CA *1{ n*)) f(x)~~ » Bundan xy CA
kelib chigadi.
CB xf'(x)

Endi 3) hoi uchun ~cA~~f~)~ formulani isbot etamiz.

. CD vy An I'"(*)
Ravshanki, = Bundan AD~ . AACD va ABCE

CB CE
uchburchaklaming o'xshashligidan A :Xli kelib chigadi. Ammo

CE =0D =x bo'lgani uchun
cB”™N* 1ol
CA AD 1(*)
tenglikka ega boMamiz. Demak, formula isbot etildi.
Faraz etaylik, y =f(x) grafigi |1 chorakda joylashgan, gavariq yoki

botiq funksiya bo'lsin. (.rO,_y0) esa shu funksiyaning elastiklik intervaliga
mos nuqta bo‘lsin, bunda y0=f(x0) boMadi. Berilgan funksiya

grafigiga C(x0,y0) nuqtada urinma o ‘tkazamiz. Agar A urinmaning

abssissa 0 ‘qi bilan, B esa —ordinata o‘qi bilan kesishgan nuqtasi bo“Isa,
ushbu
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CB *o-|/'(*0)]

r r — <5-2>
formula o'rinli boMadi. Hagigatan, C-(jo0, jV0) nuqtada oMKkazilgan
urinma tenglamasi y-y0=f"(x0)e¢(x- x0) yoki y =y0-
-X 0«f"(x0) +x-f\x 0) kabi yoziladi. Bundan A va B nuqtalar koor-
dinatalarini topib olamiz:

"*0 -f'(x0)-yO0
n *o)
Endi CB va CA kesmalar uzunligini topish giyin emas.

A B (0; yO-x0f (x0))"

CB.Y *+T1>(*Y. ]

CB
Bundan A uchun (5.2) formula kelib chigadi.
(5.2) formuladan ko‘rinadiki, agar y =f(x) —taklif funksiyasini

*0'/'(*0) CB
anglatsa, N ~qa a8ar Y~ /(m*) —ta’ab funksiyasini

x0 f\x0) CB
anglatsa, f(x ) ~~CA “orrtu*a8a eSa boMamiz.

Endi misollar ko'raylik.
I-misol. Ushbu chizigsiz talab funksiyasini ko'raylik:

y =-x2+1
Ravshanki, y =-x2+1 >0 tengsizlik o‘rinli boMadi, ya’ni -1 <x <1
Ammo *>0 boMgani uchun 0<x<1 tengsizlikka egamiz. Awal elas-
tiklik intervalini topamiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, y’=-2x,

x-(-2x)
_X2+j >1- Oxirgi tengsizlikni 2ar2>-x2+1 yoki 3jc2>1
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ko'rinishda yozish mumkin. Undan x>\/J1 kelib chigadi. Shunday
qilib, berilgan talab funksiyasi uchun elastiklik intervali 1/V3c.r<l
kabi yoziladi. Shu intervaldan x0=1/-j2 nuqtani olamiz. Unda

N0=1/2 bo‘ladi. Demak, C(l/V2; 1/2). Shu nuqtada elastiklik
212 |

77 =-2. Urinma tenglamasi: - ——j2-
7 9 IR B

yoki y=—J22-X+-. Bundan A va B nuqtalarni topib olamiz:

* fI(G; 2)" Shunin8 uchun CB=- f CA=~J~j *

CB
Demak, (>'):—Cnl:—2, bu formula bo‘yicha hisoblangan elas-

tiklikka teng.
2-misol. Ushbu y =Jx-2 chizigsiz taklif funksiyasini olaylik.

1
1 X— . -
Bunda x>2; ¥ = j—= , _ 2¥x-2 =1 $hu tengsizlikni
2:;x 2 Ux-2
- X ! - -y
yechamiz: 2(r—2) , nr>2(ar-2) yoki 4>x-e+ Shunday qilib,

berilgan taklif funksiyasi uchun elastiklik intervali 2<x<4 bo'ladi.

Undan jr0=3 ni olsak, y0 =1 bo'ladi. Demak, C(3;l),

Urinma tenglamasi: y -\ =-«(*-3); Elastiklik Et(y)=3/2.Bundan



5.2-8. Elastiklik xossalari va clcmcntar funksiyalaming elastikligi

Endi elastiklik xossalariga to‘xtalamiz.
1°. Elastiklik oMchovsiz miqdor, uning giymati va migdorlaming
oMchov birliklariga bogMiq emas, ya’ni
Eta(by) =Ex(y)t a>0, b>0.
Ishot.

F_thvl dinby . . xd r v\»
= Ginax (\/fax))-adx yd%/( )

2°. O ‘zaro teskari funksiyalaming elastikligi ham o'zaro teskari

1

-l
Isbot. E,(y)» ~ N1 , mn N )
y dx \x dy) EJx)
3°. Ikki funksiya ko’paytmasining elastikligi ko'paytuvchilar elas-
tikliklari yigMndisiga teng, ya’ni
Ex(uv) =Ex@u)+ Ex({)
Ishot.
x(uv)® x@u'v+w") xu" X\
£,oo=~£nn2-=-£ )= + =£7» +£E£t(v).
uv uv U \Y

4°. Ikki funksiya nisbatining elastikligi surati elastikligidan maxraji
elastikligining ayirmasiga teng:

EnN— =Er(u)-Ex(v), v*O0.

Isbot.
x (m/v)' u x(m'v-mv') u' v
— 2 x—=Ex(u)-Er(v)
W/V \Y \Y U V

5°. YigMndining elastikligi uchun ushbu formula o‘rinli:

/ UE, (u) + vEx(v
EM+A=—A) (v)
U+ Vv
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6°. Ayirmaning elastikligi:
£.(u-y)-“E°(")~VE,(v-.
U-vVv

Endi elementar funksiyalarning elastikligini hisoblaymiz:

1 y=C=const*0; . Ex(y) ="~-"-=0. £(0) =
c

2. y=X; Ex(y):—x =1 ENx)=1.

3. y=xa; Ex(y)=x.

4. y =ax\ Ex(y)=garlna. ENe')=*

5. _y=sinx; £,(sinjf) =jr ctgjf.

6. y =cosjt; £,(co5ar)=-ar™ar.

7. y=2xV ; EXCy)=2«(E£T(ar3)+£T(e*))= 2+(3+a) =6+ 2.

8 y="; Ex(y)=£a(3x)-£x(x2)=x1n3-2.

SHI*
9. y = e _£‘(smx) E'x(cos*) = gctg o+ atg 4=
cos T

cos* sin _qcosz,q sin” 2X

sm* COSX) sinx-cosx sin2x ’
Chizigli funksiya uchun elastiklikni alohida o'rganamiz.

1\ X a

Ravshanki, I(_:xkax+b) 7b7 Talab funksiyasi uchun
x+bax+

0<0, taklif funksiyasi uchun esa a>0 boMadi.

Uch hoi boMishi mumkin (0<0 boMganda):

r a-0
1 b*0; 7=0. Ex(y)=FE, =0
a (y) Kax+ b/



b

"(.a‘) 2 =-1.
aN-—b 1+A -~ +b
1 2a
o
3. b*0; g=— . Ex(y)=- H)
~-\+b
\ a.

Shunday qilib, ko'rilgan hollami birlashtirsak, quyidagi formulalarga
kelamiz (a<0) (5.1-chizma):

05 p(=01
- 1<£,00<1, ®<X<~225 (0<0),

ENY) = —<n<Ex(y)<-—, (a<0),
2a a

E x =-\, x=-
(y) ”

Yuqoridagi mulohazalardan Vt£ 10)=0

Ko rinadiki, a<Obo lganda elastik- n

lik chiziqli funksiya grafigining

burchak koeffitsientigagina bog'lig b/2

bo'Imasdan, uning giymati qaysi

nugtada hisoblanayotganiga ham

bog'lig bo'ladi. - b/(2a)
5.1-chizma

5.3-§. Ko‘p argumentli funksiyalaming clastikligi va jarayonlar>
ning elastik boMish sharti

Ishlab chigarilgan (ishlab chigariladigan) mahsulot miqgdori n ta
ar,r2,....nra faktorlarga bog'lig bo'lsin. Masalan, gishlog xo'jaligida

yetishtiriladigan mahsulot migdori ob-havoga, sug'oriladigan suv mig-
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doriga, ekinning urug'i sifatiga va boshqalarga bog'liq. Mahsulot miq-
dori bilan faktorlar orasidagi bog'lanishni y =f(xItx2,...,x,,) deb

belgilaymiz. Bunda funksiya har bir argumenti

bo'yicha R ={(jr,,jr2 £0, x2Z0,...,xn£0} sohada

difTerensiallanuvchi deb qaraladi.

Endi elastiklik ta’rifini har bir argument bo'yicha alohida-alohida
kiritish mumkin. Biror x, argument bo'yicha elastiklik quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:

df(x) x, .
- i=\,n
EM - o f(x) 9
_ df(x) x .
bunda *=(*,,42,...,4r,,). Har bir x, uchun & bo'lsa,

o'sha argument bo'yicha jarayon elastik deyiladi.

df{x)
Agar iL\ dx,  f(x)) > 1bo'lsa, jarayon elastik deyiladi.
Misollar ko'raylik.

1-misol.y =alx* -x'~, a0>0, O<ac<l, mg=(*,ar2)e n=*
Har bir argument bo'yicha elastiklikni hisoblaymiz:

xr ata M x{*® _.
EM = a0xf x5
a0 *! x2°
Ammo £(@iJrj)00 =a+1-a =1, shuning uchun tegishli jarayon
elastik emas.
2-misol. y =alx° ex2-a, a0>0, 0O0<a <]

0<8-a<l, x=(x,,x2)e R2.

69



Yana elastikliklarni hisoblaymiz:

x2 00(l-a) xa Xj*"1
- a 6-a -5-0 £ ((y)=a+8-a =8.
w0 11 *n 2
Ko‘rinadiki, 8>1 boMganda (1 <8< 1+a) jarayon elastik bo'lar
ekan. Qayd qilib o‘tamizki 1-misoldagi funksiya Kobb-Duglas
funksiyasi, 2-misoldagi funksiya esa umumlashgan Kobb-Duglas
funksiyasi deb ataladi. Ular ikki faktorli igtisodiy jarayon uchun ishlab
chigarilgan mahsulot miqgdorini anglatadi. Kobb-Duglas funksiyasi
1928-yilda matematik Kobb va iqtisodchi Duglas tomonidan kashf
gilingan.
3-misol. Yana bitta muhim funksiyani olaylik:

y =alf.p+ 1-a)x?Tp, a0>0,

O<a<l, p>-1, x,>0,x2>0-

Bu funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashfqilingan. Qisgacha uni Solou funksiyasi deb yuritishadi,
u ajoyib xossalaiga ega. Xozir biz X, va X2lar bo‘yicha elastiklikni
hisoblaymiz:

-|» =a0(-1/p)[ax'p+(l-a)x2p]p * a(-p)x,'p1l=
(074

=ala[ oxfp+ @- a)xIp]p ' x,p"";

(5 =a0(" Up)[ATP+(1-ax2f]T" «(1-0 X - p) - =

=a0(l- a) [oxlp+(1- cr)x2p]'p ' x2p_|;
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e (y)=x'a*afe P+Cl-a)gl>]"p~* s - o xp

<,[<*?H 1-a)x?\1 ~<*?H\-a)x-2

_ X2a0(1- a)[ax,~p+ (1- a)X~pl~p " earp’ =  (1- a) X;P

ENy) i ’
..,larr'+0 -0)" «TT+0 -~T -

Shu formulalardan EX (y) + EX (>>)=1 kelib chiqgadi.

4-misol. Endi umumlashgan Solou funksiyasini olamiz:
y =00[aV >+(1 -a)x2p\">, ao>0, 0<a<1l, p>-1, 6>0-

ay - ay
Shu funksiya elastikligini hisoblash uchun lami topamiz:

—alambe[aX p+(1-a)xp[p'' jtpi;

~ =al0 --1 [ar,"p+(1-0)ar*]"p “ (I-aX -p)* ™ 1=
VX 2 vV P/

zal0(l-a)6[ax,'p+(l-a)x2p] p " '*x2p1;

Endi x, va x2lar bo‘yicha elastiklikni hisoblaymiz:

) xxa0ab «[axj~p + (1 - a)X2p]-p ' +x "' _ a S ex,~p
f -pnii Y ax? +(1- a)x2p
aolaX] +(@1~a)x2\p

4y x200(l-a) 8-[ax,~p+ (1-0)xJIpfp e<xlp
V-
aoFar,p+(I-a)x2pJp
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(I-)g-6-xJp
aX[p +(1 - a)jdp ’

Endi ni hisoblaymiz:

Shunday qilib, umumlashgan Solou funksiyasi uchun £,( (y) =8
bo‘ladi. Undan I<S<a +1, O<a<lgako‘ra 1<8<1 +a tengsizlik

bajarilganda jarayon elastik boMishi kelib chigadi.

5-bobga oid masalalar

l. Quyidagi talab va taklif funksiyalarining elastikligi, elastiklik
koefTitsienti va elastiklik intervali topilsin.

l.y=-Neg+5. 6.y =y/2x-N .
2.y=---x +N. 7. y =N-x2+4.

3y=-(N+I)x +N. S.y=2j7~N.

4.y =-N-x2+N +1. 9.y =j2X~N.

Bunda N=1,2,3.......

. Quyidagi talab va taklif funksiyalarining berilgan nuqtadagi
elastikligi formula bo'yicha va geometrik usul bilan hisoblansin.
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4.y =jN-x-2, C{3/N;\).

5. y=N ojr* +4 f

6. y=N-yj2x-N ,

I11. Elastiklikning geometrik ma’nosiga oid 2), 4), 5), 6) hollar
isbotlansin.
IV. Quyidagi ikki faktorli (argumentli) funksiyalarning xar bir

argumenti bo'yicha elastikligi hisoblansin. Tegishli jarayon g=(.r,,ar2)
bo'yicha elastikmi yoki elastik emasmi?

5-bobga oid nazorat savollari
/. Elastiklik ta tifini keltiring.
2. Nima uchun elastiklik ta 'rifini f\x ) > 0 yoki f'(x) < 0 tengsizliklar

yordamida berib bo 1maydi?

3. Elastiklik intervali ganday topiladi?

4. Elastiklik intervali igtisodiyotda nima uchun kerak?

5. Chizigli va chizigsiz talabfunksiyalariga misol keltiring va elastikligini
hisoblang.

6. Chizigli va chizigsiz takliffunksiyalariga misol keltiring va elastikligini
hisoblang.

7. Berilgan nugtada elastiklik giymatini geometrik usul bilan hisoblang.
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6-BOB.CHIZIQLI DASTURLASH - CHIZIQLI
MODELLARNI 0 ‘RGANISHDA MUHIM
MATEMATIK USUL

6.1-8. Chizigli dasturlash (ChD).
Asosiy masalalar va tushunchalar

Chizigli dasturlash matematikada XX asming birinchi yarmida kashf
etilgan muhim yangi yo‘nalish bo‘lib, u iqtisodiy masalalarni yechishga
matematik usullaming jiddiy go‘llanilishi natijasidir. ChD yordamida
nostandart masalalarga olib keladigan iqgtisodiy masalalar muvaflaqi-
yat bilan yechiladi.

Chizigli dasturlash matematik dasturlashning gismidan iborat.
Matematik dasturlash chizigli va chizigsiz tengliklar hamda tengsizliklar
bilan berilgan to‘plam'arda aniglangan funksiyalaming ekstremum-
larini (mahalliy minimum va mahalliy maksimumlarini), ekstremal
giymatlarini (eng kichik va eng katta giymatlarini) topish nazariyasi
va usullarini o'rganadi.

Matematik dasturlashning asosiy boMimlari quyidagilardan iborat:

1. Chizigli dasturlash (ChD).

2. Chizigsiz dasturlash (ChzD).

3. Qavariq dasturlash (QD).

4. Sonli usullar (masalalarni yechishning tagribiy usullari).

Ko‘pgina iqtisodiy masalalar chiziqli dasturlash masalalarini
yechishga olib keladi. Biz ChD masalalari bilan gisgacha tanishamiz.
Shu bilan birga Dansig tomonidan tavsiya etilgan simpleks-usul va
ba’zi boshga usullar bilan shug‘ullanamiz.

Chizigli dasturlash chizigli munosabatlar (chizigli tenglik va chizigli
tengsizliklar) bilan berilgan to'plamda aniglangan chizigli funksiyaning
(magsadfunksiyasining) ekstremal (eng kichik va eng katta) giymatlarini
topish nazariyasi va usullarini o'rganadi, bunda erkli o'zgaruvchilarfagat
nomanfiy qgiymatlar gabul giladi.

XX asming 30-yillaridayoq rus matematigi L.V.Kantorovich tabiiy
resurslardan optimal foydalanish kabi iqtisodiy masala bilan jiddiy
shug‘ullana boshladi va ChD masalalarining qo‘llanishini anigladi. 1975-
yilda unga va AQSH olimi Kupmansga “Tabiiy resurslardan optimal
foydalanish”ga oid qator ilmiy ishlari uchun xalgaro Nobel mukofoti
berilgan. XX asming 40-yillarida AQSH olimi Dj.Dansig ChDning
kanonik masalasi deb yuritiladigan masalasini yechishning ajoyib usuli

74



- simpleks-usulini yaratdi. Shu usul va uning turli masalalarni yechishga
moslashtirilgan ko‘rinishlari butun dunyoga keng targaldi.
ChDning ikki masalasi bor.

1. ChDning kanonik ko'rinishdagi masalasi (kanonik masala).
2. ChDning normal ko'rinishdagi masalasi (normal masala).
Kanonik masala quyidagicha go‘yiladi:

C,*, +C2X2 + ... + cnX, “mmax (min),
alixl +al2x2 +... + alHxn=bi,
a2lxt+a2x2+...+a2,x,,=b2,

(A)
akixl +ak2x2+... + ah xI11=bk,
ic. £0, X2£0,...,Xnf o0, K<n.

Shu masala vektor-matritsali ko‘rinishda quyidagicha yoziladi:

c'X -* max (min),

Ax =b, (t0
x £0.
Normal masalani ham vektor-matritsali ko'rinishda yozamiz:
c'X -> max (min),
Ax”"b,
(N)
xZO0.
Yuqorida quyidagi belgilashlardan foydalanildi:
V \% i av An D
X-, a az,
c= ’ b — A= 21 22
a J 2 o any ye,

Har bir (K) va (N) masala k<n bo‘lgandagina ma’noga ega.
6.1 -ta rif. Agar (K) masalada x° vektor Ax° =b, x°*0 munosabatlar-
ni ganoatlantirsa, X vektor ioiz reia deyiladi.
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6.2-taYif Ushbu Pk = {x:Ax =b,xZ0} toplam joiirejelartQ plami
deyiladi.

6.3-taTif Agar biror x° e Pk reja uchun c¢%x° * cx, VxePk(max)
yoki ¢'x° <c'x. Vj:e Pk(min) tengsizliklar o rinli bo‘lsa, x° optimal
reia deyiladi.

Aytib o'tamizki, har bir normal masala yordamchi o‘zgaruvchilar

kiritish yordamida kanonik masalaga keltirilishi mumkin. Bunda faqat
o‘lchamlar ortadi xolos. Masalan, ushbu

[(x,,X2) = 2%, +x2-> max (min),

2x, +3x2£ 12,

X, +X2£ 2,

X, -X2£ 2, (N)
X, SO, x2S0

ko‘rinishda normal masala (N) berilgan boMsin. Unda n=2, k=3. Uni
(K) masalaga keltirish uchun birinchi tengsizlikning chap tomoniga
nomanfiy xZO0 ni, ikkinchisining chap tomoniga nomanfiy x44~0 va
nihoyat, uchinchisining chap tomoniga nomanfiy x8%0 ni qo'shish lozim.

Natijada quyidagi (K) masala hosil boMadi (f~f(xx Xx2,xz,XAXS)y.

f =2x, +x2+0 x3+ 0-x4+ 0-x5-> max (min),
2x,+ 3 x2 + x3+0-X4+ 0 x5= 12,
X, + X2+ 0ex3+ X4+ Qex5= 2,
X, - X2+ 0ex3+ 0ex4+ x5= 2, (K)
X, SO, x2S 0, x3S0O, x4S0, x, SO.

Sodda hollarda, jumladan, normal masalada n=2 boMganda (ba’zida
n=3 boMganda ham) uni geometrik usul bilan ham yechish mumkin.
Kanonik masalada ishlab chigaruvchilar va iste’mol giluvchilar soni
uncha katta boMmaganda (masalan, ular ikkitadan iborat boMganda)
elementar usullar goMlanilishi mumkin.

Eslatib o'tamizki, kanonik masalalaming qo‘yilishi transport ma-
salalarini yechish mobaynida kelib chiggan.
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Shunga o'xshash normal masala (N) uchun ham joiz reja to'plami
PN tushunchalarini Kiritamiz.

6.4-taTif Agar (K) masalada x° vektor Ax° <b, jt°>0 tengsizlikni
ganoatlantirsa, x° vektor (K) uchun ioiz reia deyiladi.

6.5-ta ¥if. Ushbu Ps ={x:Ax<b,x £ 0} toplam (jV) uchun ioiz

reialar toplami deyiladi.

6.6-ta’rif. Agar biror x° e PN reja uchun ¢%x° ~ c'x. VxePN yoki

c'x° <c'x >V*e P,, tengsizliklar o rinli bo 1sa, x> —optimal reja deyiladi.
6.1-teorema. PK va PN toplamlar gavarig.

Isbot. Faraz etaylik xlePK, x2e PK. Agar bo'lsa,

X(JT) =N-x" +(1-A .)x2 nuqgtalar x1x2 kesmada joylashgan bo'ladi.

Shu x(Jt) uchun A x(k) =b vektor-matritsali tenglik o'rinli bo'lsa,

bundan PKto'plamning qavarigligi chiqadi. Hagiqatan, sodda hisob-
lashlar olib boramiz:

y<X(>) = y<(XxI+(1-X)x2)=y<(N1x|)+'M (1-X)*2)«
=XAXxI+1-X)Ax2=Xb +(\-X)b =h.

Demak, PKto'plam qgavarig. PNto'plamning qavarigligi ham xuddi
shunday isbotlanadi.

Xulosa. PKva PNto'plamlar uchun quyidagicha uch hoi yuz berishi
mumkin:

1 PK=0, PN=0.

2. PKva PNto'plamlar fagat bitta elementdan tashkil topgan bo'lishi
mumKkin.

3. PKva PNto'plamlar cheksiz ko'p elementlardan tashkil topgan
bo'lishi mumkin.

Igtisodiy jarayonlami o'rganishda qo'llaniladigan masalalar fagat
uchinchi holda ma’noga ega bo'ladi.

6.2-8. Sodda hollarda ChD masalalarini clementar usullar
yordamida yechish

1. Codda holda kanonik masalani yechish
Kanonik masalalar asosan transport masalalarini ifodalaydi. Ular-
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da yo yo‘l xarajatlarini eng kam qilish, yo foydani eng ko‘p qilish
masalasi ko'riladi. Bir nechta iqgtisodiy masala ko'ramiz.

1-masala. 10va Il0Oomborlardan mos ravishda 79 va 85 tonna un 13
va W, non zavodlariga tashilishi kerak. 10dan 13ga 1 tonna unni
tashish 5 so‘m, 10dan 113ga 4 so‘m, II, dan 13ga —4,5 so‘m,
lldan 113ga —4,8 so‘m xarajatni talab etadi. Agar 13zavod 70 tonna,
I13zavod 94 tonna undan mahsulotlar ishlab chigarsa, 13zavod IOva
110 omborlaridan ganchadan, 113zavod ham 10 va Il0Oomborlardan
ganchadan un tashib olganda yo 1xarajatlari eng kam bo'ladi?

Yechish. Masalaning qo‘yilishi shartlari sxematik ko’rinishda
quyidagicha yozilishi mumkin:

5
lo(79) =rrr: . T T L )
4.5
Ho(85)": o 11j (94)

Qayd qilib o'tamizki, 1-masala turidagi barcha masalalar bir hil
usul bilan yechiladi. Endi yuqorida keltirilgan masalani yechamiz.

Uning uchun belgilashlar kiritamiz:

X, — 10 dan I3tashilgan un miqdori,

x2- 10 dan Il3tashilgan un miqdori,

x3— 110 dan 13 tashilgan un miqdori,

x4- 110 dan 113 tashilgan un miqdori.

Belgilashlarga ko'ra quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

X, +X, =79, x3+x4=85, X +x3=70, x2+x4=94,
X SO, x2S0, x3S0, x4S0.
Sarf-xarajatlar quyidagicha ifodalanadi:
[(X,,X2,x3,x4)=5%| + 4x2+ 4,5x3+4.8x4.
Shunday qilib, biz kanonik masalani hosil gildik:

[(X,,Xx2,x,,X4)=5%, +4x2+4,5x, +4,8x4-> min,

X, +X2=179, x3+x4=85, X +x3=70, x2+x4=94, x, SO, /'= 1,4.

Bunda 4 ta noma’lum va 4 ta tenglama ishtirok etayapti. Ammo
tenglamalardan ixtiyoriy bittasi qolgan uchtasi natijasidan iborat.
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Shuning uchun, masalan, oxirgi x2+x4=94 tenglamani o’chirib yub-
oramiz. Qolgan uchta tenglamada 4 ta noma’lum. Ulardan ixtiyoriy 3
tasini golgan to‘rtinchisi orgali ifodalab, maqgsad funksiyasi ifodasiga

go'yamiz. Anigrog'i x2,jr3,j;4 lami x, orqali ifodalaylik:

0£jr2=79-NI,, 0O<,xx#79,

0zZx, £70
x3=70-x, S0, 01ix, £70

x4=85-Xj =85-(70-x,)=15+X, >0.

[.(X,)=5x%, +4(79- X)) +4,5(70- x,)+4,8(15 + x,) = 1,3x, + 703.
Shunday qilib soddagina

[.(x,)=13%x, + 703-»min, 0"x,<70.
ko'rinishdagi masalaga keldik. Ravshanki,

min/.(*,)=/.(0) =703, x, =0, x2=79, x3=70, x4=15.

2. Sodda holda normal masalani yechish

Bu masalani ham elementar usul bilan yechish mumkin. Bunda
osongina yechiladigan masalani ikki o'zgaruvchili (N) masala deyiladi.
Uni yechish usulini geometrik usul deb aytiladi. Uning mohiyati
quyidagidan iborat: maqsad funksiyasiga mos sath to‘g‘ri chizig‘ini
(ya’ni c¢'-x=d, d=const) shu to‘g‘ri chizig normali yo‘nalishi
bo‘yicha parallel siljitib boriladi. Natijada bu to‘g‘ri chiziglar tengslz-
liklar bilan berilgan sohani (gavarig ko’pburchakni) kesib boraveradi-
lar. Sath to‘g‘ri chizig‘i bilan sohaning oxiigi umumiy nuqtasida (yoki
gavariq ko'pburchak tomonida) maqgsad funksiyasi o'zining eng katta
giymatiga erishadi. Soha bilan birinchi umumiy nuqtada (yoki
ko'pburchak tomonida) magsad funksiyasi o’zining eng kichik qiy-
matiga erishadi.

Misollar ko’ramiz.

1-misol. f(x,y) =x+y->max, x+2y”l, xSO, ySO.

Yechish: 1) Awal sohani chizib olamiz. 2) Sath to‘g‘ri chiziglari
x+y=d ichidan d=0 da x+y= 0 chizigni yasaymiz. 3)Shu to‘g‘ri chiziq
normali a=(1, 1) ekanini e’tiborga olib, uni chizamiz. Bizga uning
yo‘nalishi muhim. 4) Endi x+y= 0 ga parallel sath to‘g‘ri chiziglarini
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n normal yo'nalishi bo‘yicha yasayveramiz, ya’ni x+.y= 0 ni n
yo'nalishi bo‘yicha parallel siljitamiz. Ravshanki, oxirgi umumiy nug-
ta (1,0) dan iborat.

Demak, max f(x,y) = max(.r+>>=1+0=1,

min/ (x,y)=min(;r+>)=0+0=0.

2-misol. -x +jy->max, I"x<3, 2iyii5, x>0, y>0.

Yechish: 1) sohani chizamiz;

2) -x+y=0 sath to‘g‘ri chizig‘ini chizamiz;

3) uning normali n=(-1, 1); 4)- x+v=0 ni «=(-1,1) bo‘yicha
parallel siljitamiz.

Oxirgi umumiy nuqta (1;5). Demak,

max/ (*,>>) = max(-jr +jn)=—+5=4,

bo'ladi.

Yuqorida yechib berilgan ikki
o0 ‘zgaruvchili normal masala 4 bosgichda
yechilgan. Sohani chizib olish ular ichida
eng muhimi. Har bir chizigli tengsizlik te-
kislikda yarim tekislikni anglatadi. Chiz-
igli tengsizliklar sistemasi esa o‘sha yarim tekisliklaming kesishmasini
(umumiy qismini) ifodalaydi. Natijada albatta qavariq ko'pburchak
hosil bo‘ladi. U chegaralanmagan bo'lishi ham mumkin (6.1-, 6.2-
chizmalar).



3-misol. Endi ikki o‘zgaruvchili normal masalaga olib keladigan
iqtisodiy masala ko‘ramiz.

A va B temir yo‘l stansiyalaridan 1, 1l va Ill omborlaiga yuk ta-
shish lozim. A stansiyada barcha yukni 80 ta mashinaga, B stansiyada
esa — 100 ta mashinaga ortish mumkin. | ombor 50 ta, Il ombor 70
ta, Il ombor 60 ta mashinani gabul gila oladi. Bitta mashina stansi-
yadan omborgacha masofani bosib o'tishi uchun sarf etadigan benzin
miqdori (litrlarda) quyidagi jadvalda berilgan:

Stansiyalar Omborlar
I I i
A 2 4 5
B 4 5 3

Yuk tashishni shunday rejalashtirish kerakki, umumiy sarf etilgan
benzin miqgdori eng kam boMsin.

Yechish. A stansiyadan | omborga jcta mashina, Il omborga esa y
ta mashina yuborilgan bo'lsin. Unda yuk tashish rejasi quyidagicha
boMadi: B dan | ga (50—c) ta, A dan Ill ga (80-jc-y) ta, B dan llga
(70-y) ta, B dan IlIl ga (x+u—20) ta mashina yuborilgan. Bu
ma'lumotlarni ham jadvalga joylashtiramiz:

Stansiyalar Omborlar
I I Il
A X Yy 80—y
B o~ o X+y-20
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Bu jadvalni sxematik ko'rinishda yozish ham foydadan xoli emas.

Endi go‘yilgan masalaning matematik modelini quramiz.
Masalaning shartiga ko'ra quyidagi tengsizliklami yozish mumkin:

O0£jc£50, 0~ y~70, 20£* +>»<80.
Sarf etilgan benzin miqdorini hisoblaymiz:
f(x,y) =2x+4y +5(80- *-y) +4(50- x) +
+5(70-y)+3(x+y- 20)=890-4x- 3y.
Shunday qilib, masalaning matematik modeli ushbu

j f(x,y) =9890-4x-3y-> min,
| O£ TE50, 0ZyZ70, 20£x +y £80
ikki o‘zgaruvchili normal masaladan iborat ekan. Masala geometrik
usul bilan yechiladi. Awal tengsizliklar bilan berilgan sohani —
ko‘pburchakni chizamiz (6.3-chizma). U (6.3-chizma) shtrixlangan 6
burchakli gavariq ko‘pburchakdan

iborat.
Magsad funksiyasi

/ (x,y) =890- 4.r- 3y ning mini-
mumini topish masalasi
f.(x,y) =4r+3,v-890 funksiya-

ning maksimumini topish masala-
n siga ekvivalent. Ushbu

4nr+3y-890 ifoda maksimumga

6.3-chizma erishishi uchun 4x + 3y ifoda mak-
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simumga erishishi yetarli. Biz 4x + 3y—max masalani yechamiz.
Unda, ravshanki, 4r+3>=C, C =const sath to‘g*ri chiziglarini
ifodalaydi, normali /7(4,3) birinchi chorakka yo'nalgan. Koordinata
boshidan chigadigan sath to‘g‘ri chizigMni chizamiz (6.3-chizma). Uni
/7(4,3) normal yo'nalishi bo‘yicha parallel siljitib bursak 4x +3y =C
chizig bilan sathning oxirgi umumiy nuqtasi P boMadi. Demak,
f.(x,y) =4*+3j-890 funksiya P nuqtada maksimumga, dastlabki

masala uchun f(x,y) =890-4.r-3>" funksiya shu nugtada minimumga

erishadi. Shu P nuqta koordinatalarini hisoblaymiz. Uning uchun
x+y=80, x=50 sistemani yechish yetarli: x=50, y=30. Shunday qilib,
A stansiyadan | omborga 50 ta, Il omborga 30 ta mashina yuborilishi
kerak. Shuningdek, V stansiyadan | omborga mashina yuborilmaydi,
Il omborga esa, 40 ta mashina yuboriladi. Yana A stansiyadan Il
omborga mashina yuborilmaydi, B stansiyadan esa Ill omborga 60 ta
yuboriladi.

6.3-8. Bazis rejaning optimallik sharti
Eslatamizki, kanonik masala vektor-matritsali ko‘rinishda quyi-
dagicha yozilar edi:
c'®m —max ,
Ax=b, =m (K)

x>0.

Bunda A matritsa kxn, *<//foMchovli boMib, uning ustunlari n
ta, satrlari K ta:

/ \
f«ll' «12 «bl
21 Caoes «2 &n
<ak j L &2 >

Shu a0), a<?),..., o,n) vektorlar shart vektorlari deyiladi. Matrit-
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sani shartli ravishda A=(a'u, a'"1) deb yozish mumkin.
Biror x°ePk reja optimal bo'lishi uchun yetarli shartni keltirib
chigarish jarayonida kerak bo'ladigan asosiy tushunchalami keltiramiz.

6.7-ta'rif Agar biror x° e Pk joiz rejaning n~k ta koordinatasi nol-
ga teng bofib, golgan k ta xJX,xJ 2 xJ koordinatalariga mos
aUI\ aiJ2*,..., a{n 1shart vektorlari chizigli erkli bo 1sa, tekshirilayot-
gan x° g Pk reja bazis (asosiy) reia deyiladi.

b.b-ta'rif Bazis rejaning xJi,xJ2,...,xJt koordinatalari bazis
koordinatalari deyiladi va xs deb belgilanadi.

6.9-taTif. Agar bazis rejaning barcha bazis koordinatalari musbat
bo'lsa, n buzilmagan bazis reia (HeBbIpo>KAeHHbIN nnaH) deyiladi.

Keyingi mulohazalarimizda fagat buzilmagan bazis rejalar bilan
ish ko'ramiz. Bazis reja deyilganda buzilmagan bazis reja nazarda
tutiladi.

Bazis reja simpleks-usulning asosiy tushunchalaridan biridir. Uning
n-k ta koordinatasi nol, qolganlari (asosan) musbat bo'ladi. Bazis

rejaning K ta musbat koordinatalaridan tuzilgan vektomi gb, nolga

teng n~k ta koordinatalaridan tuzilgan vektorni (nol vektorni) xH
deb belgilanadi. Chiziqgli erkli shart vektorlaridan tuzilgan matritsani

Ab deb olamiz, u Kk xk o'lchovli kvadrat matritsa. Magsad funksiya-
si yozuvida ishtiroketgan ¢'=(c,,c,,...,c,,) uchun j\,ji,...,jk no-
merli koordinatalardan tuzilgan vektomi cb deb, golgan n~k ta no-

merlaridan tuzilgan vektomi cH deb belgilanadi. Shu belgilashlar
yordamida quyidagilarga egamiz:

* = (*6>XH)« A=(16 AH), c=(cbcH).

Eslatib o'tamizki, alJ,\ aU:),..., a{lk) vektorlar chiziqli erkli
bo'lishi uchun ulardan tuzilgan determinat noldan fargli bo'lishi yetarli.
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Yugorida kiritilgan tushunchalarni muayyan misollarda ko‘rib
chigaylik.
1-misol. Ushbu
(@, 12,.t3)=-3 0, + 2.r, + 5., max,
jc - X2+3.X3=7,
Xi+x2-xi=-1,
1, SO, jt2S 0, jf3SO0

kanonik masala va 2 ta reja

L} l > L} O )
= 0 2 R 2
1 2 1 1 3 ’

berilgan boMsin. Bu rejalar sistemani ganoatlantiradi.
Demak, ular joiz reja bo'ladi. Endi shart vektorlarini yozamiz:

r-1 3
"= a>= am =
1 1 -1

a«

Awal g(,) ePk joiz rejani tekshiramiz. (/O masalaga ko‘ra n=3,
k=2. Shuning uchun n—k=1 r<"ning ikkinchi koordinatasi nolga
teng, golgan 2 ta: birinchi va uchinchi koordinatalari musbat. Demak,

jeo = (1,2), = {0}. Endibunga mos a"> va a <8>shart vektorlarining
chizigli erkliligini tekshiramiz. Hagiqgatan,

1 3
=-4*0
1 -1
Shunday qilib, Y<> reja bazis reja ekan. Endi c'b, , Ab, AH lar
uchun ifodalarni yozamiz:
(1 3 "*
cb=(-3, 5), c»={2}, 6= | 1 o

Endi .r2>e Pkjoiz rejani olamiz. U bazis reja. Hagigatan, v<>ning
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bitta birinchi koordinatasi nolga teng, golgan ikkita koordinatasi mus-
bat. Demak, r<>bazis reja boMishi uchun a<>va 0<>shart vektor-
lari chizigli erkli boMishi kerak. Hagigatan,

-1 3
a<d a'd = =-2*0.
1 1

Shunday qilib, *<-> joiz reja bazis reja ekani isbotlandi.
2-misol. Ushbu

2xt +5jt2+0r, — max,

2xX+3.r2+jc, =5, ro 43
je, + 2x2 + 2jt} = 6, = | = 0
, 2, 7113,

jc, £ 0, jr, £0, jfj £0,

kanonik masala va 2 ta reja berilgan boMsin. j'1»va v<2>rejalar

, +3X2+Xx3=5,

ic, +2jt2 +2x3=6

sistemani ganoatlantiradi.W@emak, ular joiz reja boMadi. Ular bazis
rejami yoki bazis reja emasligini tekshirish uchun awal shart vektor-
larini yozib chigamiz:

:f2)

1

e >

3
a<d = ) 0(3>=

Dastlab *<> rejani olaylik. Uning bazis koordinatalari x'B=(1,2).
Ular <= joiz rejaning 2-va 3-koordinatalari. Shuning uchun a<>va
a 38>shart vektorlaridan tuzilgan determinants hisoblaymiz:

1 =4*Q
1 1 B '

Bundan po0> joiz reja bazis reja ekani kelib chigadi.

Endi bazis reja optimal boMishi uchun zaruriy, yetarli shart bilan
shug'ullanamiz.
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Shu munosabat bilan quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:
A=(As AH), X = (r6’VH)» ¢ = (cB«CH )"
Masala quyidagicha yozilishi mumkin:
C'X = c'uxb+ cH xH = c'fvB-> max.
Endi magsad funksiyasining orttirmasi bilan shug‘ullanamiz.
Faraz etaylik, xeP k — biror bazis reja bo'lsin. Unga shunday

orttirma beramizki, n = (gr+4ar)e Pk bo'lsin, bunda O* — argument

orttirmasi deyiladi, x ~ reja bazis reja bo'lishi shart emas, fagat joiz
reja bo'lsa yetarli. Endi maqgsad funksiyasi orttirmasini topamiz:

C'eX - C'eXx=C"*(X+AXx)- c'm=C"*AX. (6.1)
Ravshanki, agar ixtiyoriy xePk uchun c¢' Ax<0. ya’ni

c'-x £c'-x tengsizlik o‘rinli bo'lsa, olingan bazis reja x optimal boladi.
Ammo bazis rejaning optimalligini shu ko‘rinishda tekshirish noqulay.
Shu sababli optimallikni tekshirish qulay bo‘lgan yetarli va zaruriy
shart keltiramiz.

6.2-tcorema. Bazis reja x optimal bo'lishi uchun ushbu

c¢B Ail AH-c'HZO. (6.2)
vektor tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Biz (6.2) vektor tengsizlikning keltirib chigarilishiga
to'xtalamiz. Bazis reja x optimal bo'lishi uchun shu tengsizlikning
bajarilishi zarur va yetarli ekanini ishotlaymiz.

Yetarliligi. Bazis reja x (6.2) tengsizlikni ganoatlantirsin. Unda

nobazis koordinatalar ta'rif bo'yicha nolga teng: .fH=0. Endi Ax=b
dan AxH=iH-,tH=xH"0 tengsizlik kelib chigadi. Bunda xH ixti-
yoriy x=(xb, xH) reja. Topilgan ifodalarni (6.2)ga qgo'ysak,
kelib chigadi. Bu esa x joiz rejaning optimalligini
isbot etadi.
Zarurligj. Faraz etaylik, optimal bazis x reja uchun (6.2) tengsizlik
bajarilmasin. Hech bo'Imaganda bitta nobazis x nomer uchun
ziddiyatlikka kelinsa, (6.2) bajarilishi kelib chigadi.

Faraz etaylik, optimal bazis reja x uchun (6.2) vektor-tengsizlik
bajarilmasin, ya'ni biror nobazis nomer /O uchun
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tengsizlik o‘rinli bo'lsin. jr=(jr+Av), xe Pk vektorni quyidagicha
aniqlaymiz:
OAx)a=0>0 [Ax;=0, jPj0, j—nobazis nomerlar. (6.4)
Bazis koordinatalarini topamiz:

I*b = ~Ab «AHe. =_0'Ab «f™e (6-5)
x vektor tenglamalar sistemasini (y4x=Z>ni) ganoatlantiradi:
Ax = Ax+ AAx = Ax =b- Shu bilan birga quyidagiga egamiz: ixtiyoriy
0>0 wuchun
xH= VvH+ Ard = AxH £ 0. (6.6)
Endi x®v uchun topamiz:

[0*6 =xB+Axb=xB-Q As alu. (6.7)

Ravshanki, yetarli kichik e”~o topiladiki, 3B>0 bo'ladi. Bundan

topilgan 0 uchun jf vektor c'ex-» max, Ax=b masalaning joiz
rejasi bo'ladi. Agar (6.3) va (6.4)ni (6.2) ga qo'ysak
c'-Xx-c'-X :Q-AXJ0>O (6.8)

tengsizlik kelib chigadi. Bu esa, bazis reja x ning optimalligiga zid.
6.2-teorema to ‘Uq isbotlandi.

Agar bazis rejalar berilgan bo‘lsa, (6.2) shartning bajarilishini vektor-
matritsali ko*rinishda tekshirish mumkin.

Yuqorida ko‘rilgan 1-misol uchun (6.2)ni tekshiraylik. Unda

A '1-1 3"
= , *s=0.21
11 -is Ul 11 W 4]
1 -T f-r
*h- {0y - > AH- , ¢ =(-3,5), cH={2}

(6.2) tengsizlikda AH ishtirok etayapti. Sodda hisoblar yordamida

Npalni topamiz:



T —31 Ti, —3, ~1r-\ -3 1

™®=-1, T2= oy o [ 3)
) X -1 1> M

Topilgan migdorni (6.2)ga go'yamiz:

\ (-3, 5 R = -e(2, -14) A (-2-14) =-4 <0
339 4 4

1-1,4 1
Ko‘rinadiki, T<>joiz reja optimal emas.

Endi *<2>ni tekshiramiz. Unda

-\ -B\
SN N6l - -2*0, /M - AB=(2;3), *H ={0}.

Topilgan giymatlami (6.2) ga go'yamiz:

(\ 31 fin~ i e, ~
~(2, 5)- - 1= (7, 11)- =7 (7+11)=9>0
. .J

<1>

Demak, y 2) bazis reja optimal ekan. Ikkinchi tomondan,
[(x(#))=-3-1+20 +5-2=7, /(x(@)=-3-0+2-2+5-3=19,

I(ar<2,)>1(* (1))
Shu 1-misolda *<') va x<2>bazis rejalardan boshqa bazis rejalar

yo‘qgligini isbot etish giyin emas. Uning uchun x = 0 da sistemani
yechib ko‘rish kifoya. Hagigatan, x= 0 bo'lganda,

| *X-*2 =7
1X+g=4

sistema (3;—4) yechimga ega. Reja x’=(3;-4;0) bo‘ladi.

Ammo xXx0, demak, X" joiz reja emas.

2-misol uchun xuddi shunday hisob-kitoblami olib borish mumkin
edi. Bu ishni talabaning o‘ziga topshiramiz.

Eslatma. Ta’kidlab o'tamizki, chiziqli dasturlashning kanonik ma-
salasi berilgarida bironta ham bazis reja ma’lum boMmaydi. Bunday
hollar o'rganilgan va dastlabki bazis rejani topish usullari mavjud. Bunga
masalan sun’iy bazis usuli (ikki fazali usul) misol bo‘la oladi. Agar
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jarayon modeli normal masala ko'rinishida tavsiflangan bo'lsa, uni
quyidagicha o'zgaruvchilar kiritib kanonik masalaga olib kelinadi va
dastlabki bazis reja osongina topiladi. Haqgigatan, (yV) sistemani koor-
dinatalarda yozamiz:

CT+c2Xx2 +...+ ¢, X, -¥ max
Oi,jfi+a,2x2+... +au x,,Zbt,
a2lXl + 2 *2 +-" + ah Xn

(6.9)
aR&X+aK2x2 +... + aknx,, bk,

jc >0, x2>0,...,xn£ 0.

Shu sistemaning chap tomoniga mos ravishda xn+,xn+2,...,x rHk
lami go‘shib, tengliklar hosil gilsak, quyidagi kanonik masalaga kelamiz:

n n+k
Yjexi+ X Xj ->max
1“1 J~n*1|

0,4r, + 02 X2+ ... + < * +* + =Dbx
aXxx. +a2x2+... +anx, +*,82=b2,
(6.10)
0*1*1 + at2 x2 +... + aknxn + x,,+k = bk,
O £0, X2£0...... Xk £ 0.

Ushbu gr'=(0,0.....0.bx,b2,...,bk) (n+k)~ o'lchovli vektor (6.10)

ATa
dagi sistemani ganoatlantiradi. Demak, u joiz reja. Shu bilan birga u
bazis reja ham, chunki a("+l),ar("+2,,...,al"+") shart vektorlari chizigli

erkli. Ulardan tuzilgan determinant 1ga teng, demak, j bazis reja.

6.4-8. Simpleks jadval va uning tuzilishi

Agar biror usul bilan dastlabki bazis reja topilgan bo'lsa, o'lchovlar
katta bo'Imaganda (6.2) tengsizlikning bajarilishini tekshirish mum-
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kin. Agar (6.2) bajarilsa, o ‘sha bazis reja (K) masalaning yechimi bo'ladi.
Dastlabki bazis reja uchun (6.2) tengsizlik bajarilmasachi? Unda opti-
mal bazis rejani izlash usullari mavjud. Dj. Dansigning “simpleks-
usul” deb atalgan usuli ana shu usullardan eng muhimi hisoblanadi.
Bu usulning bayoni 1951 -yilda bosilib chiggan T.K.Kupmansning (“Ac-
tivity Analysis of Production and Allocation}4 Wiley, 1951, Cocules
monograph 13) monografiyasida “Maximization ofa Linear Function
of Variables Subject to Linear Inequalites” nomi bilan bosilib chiggan.

Zaruriy va yetarli shartni ifodalaydigan (6.2) vektor tengsizlikning

0,0,...,0
chap va o‘ng tomonlari satr vektorlardan iborat. O ‘ng tomoni +p-—

- nol satr vektor.

Dj. Dansig (6.2) ni tekshirish uchun qulay bo'lgan simpleks-jadvalni
tavsiya etgan. Awal jadvalning tuzilishini yozamiz, so‘ngra uni
tushuntiramiz (6.1-jadvalga garang).

Jadvalda a(l), a(2),..., alk) —bazis shart vektorlar. Bazis matrit-
sa As shu vektorlardan tuziladi va Ab‘ mavjud. Jadvalning Ab,cB, xb
turgan ustunlari Ab uchun bazis shart vektorlari bilan, cBb, b lar esa

bazis koordinatalari bilan to'ldirilgan. Keyingi a(,), a(2),..., a{k

ustun elementlari esa, har bir a€©ning shu bazis shart vektorlari bo'yicha
yoyilmasi koefTitsientlaridan iborat. Masalan,

a() =1 +0-tfQ) +... +0-0,%),
a@ =0o@1+1-0@ +...+0 a<),

afk) =0 a(l) +0 0@ +... +1-a,%).

Ko‘rinadiki, a(*' ning yoyilmasi koeffitsientlari (1,0,...,0), 0<2>niki

—(0,1,0,...,0) va h.k. a<>niki —(0, O, ..., 0, 1.
Endi jadvalning k+l,...,n - ustunlarini toMdirishni tushuntiramiz.

Har bir nobazis aik*l),a{k*2 ) ,a(n) vektoming bazis shart vektorlari
bo'yicha yoyilmasi koeffitsientlarini topib, mos ustunga joylashtiramiz.
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Agar xIk* , xrk*1 ,Xkk*1 lar bilan a'*+l) vektoming bazis shart vek-
torlari orgali yoyilmasi koeffitsientlarini belgilasak, ular ushbu

*ky! (6.11)
formula yordamida hisoblanadi, unda

(x"k+']

kka
\ X/

Qolgan nobazis shart vektorlarining bazis shart vektorlari orgali
yoyilmasi koeflltsientlari ham (6.11) ga o ‘xshash formula bilan topiladi.

Shunday qilib, jadvalning birinchi kta satri ganday toMdirilishi bilan
tanishdik. Endi navbatdagi (jt+I)-satrini tushuntiramiz.

Jadvalda /16 joylashgan ustundan boshga yana (w+2)ta ustun bor.
(k+1) - satr elementlari cb turgan ustun elementlarini golgan (w+1)ta

ustun elementlariga ko‘paytirib chigishdan (ya’ni cbustun vektor bilan
golgan ustun vektorlar skalyar ko’paytmasidan) iborat. Unda

a(), a{2,..., a,k vektorlar tagida (*+1) satrda c,, c2,...,ck turgan

boMadi. Qolgan aik*2), aik*u, ... ,0'") vektorlar tagida, o‘sha (k+1)-
satrda mos ravishda

b,**bl . ic ix"
Il /-1 M
sonlar turgan boMadi.
Endi oxirgi (*+2)— satrni tushuntiramiz. Unda

c¢B Ai'AH-c'H=1z-c satr vektor joylashgan boMadi. Unda bazis shart

vektorlari a0l, a<), ..., d K tagida albatta nollar turgan boMadi. Qolgan
o> <\ ..., ctn) nobazis shart vektorlari tagida turli sonlar turishi
mumkin. Agar ular nomanfiy boMsa, (6.2) tengsizlik tekshirilayotgan
bazis reja uchun bajariladi va u optimal boMadi. Agar ular ichida bir
necha manfiylari boMsa, bundan tekshirilayotgan bazis reja optimal
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emasligi kelib chigadi. Mulohazalarni davom ettirish uchun manfiylari
ichida moduli bo'yicha eng Kichigini olib, shu son turgan ustunni
o'rganamiz. Agartegishli ustun elemenlari fagat manfiy sonlardan tashkil
topgan boMsa, kanonik masala umuman yechimga ega emasligi kelib
chigadi. Buning isbotini talabaga qoldiramiz. Agar o‘sha ustun
elementlari ichida musbatlari ham bo‘lsa, unda Dj.Dansig yangi
simpleks-jadvalga o'tishni tavsiya giladi. U yangi simpleks-jadvalga
o ‘tishning o'ziga xos ajoyib qoidasini beradi.

Endi simpleks-jadvalni toMdirishga oid misol ko‘ramiz. 6.3-8 da
ko‘rilgan misollardan birinchisini olamiz:

| = —3jf, + 2x2 + 5*3 -» Max r 1> '0>
ir, -x 2+3x, =7, = o XxX@= 2
»
+X2~xi=_,> 3,

1

Keltirilgan x"». .r(2> rejalar joiz va bazis reja ekani ko'rsatilgan
edi. Shu bilan birga

a(’):ll/l Z-M 1'?_)\ n=3, k=2

1 31
Awal r"> ni tekshiramiz. Shu bazis reja uchun - g o Ve

At c 4 | -1 Endi simpleks-jadvalni toMdiramiz:
-3 2 5

3

. 1) Ji 24 A<3)

fi> -3 1 1 1/2 0

A0 5 2 0 “11/2
-3 -4 5

Demak, *<s> bazis reja masalaning yechimi emas. O'rab go‘yilgan 7
son magqgsad funksiyasining giymatini anglatadi: 4 ,n>)=7.
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Endi *<2)bazis rejaga mos simpleks-jadvalni to'ldiramiz:

/24
ml» N 1<<m>, bunda 11, =
vb
-3 2 5
n CB *B G a )
2 2 1 0
A3) 5 3 1 0 1
9 2 5
© 12 0 0

Jadvalning oxirgi satrida nomanfiy sonlar turibdi. Demak, *<2»
bazis reja optimal bo'ladi. Maqgsad funksiyasining giymati o'rab
go'yilgan, [ n<2>)=19.

Endi 6.3-8dagi misollardan 2-ni olamiz (89-betga garang)

2jt, +5jt2+ jf3-> max,

2*| + 3m2+jt3=5, o' 4r3

: *<"= 1 _x@= 0
ar, + 2412 + 2jt, = 6, 9

o, £0, x2£0, xykK O, ' 2,

Bunda n-3, k=2, n~k=l. Awal *'> uchun jadvalni to'ldiramiz.

Shu *<’>- bazis reja, buni bevosita tekshiriladi. Unda

3

A= (1,2), xk={0}, ¢B=(5,1), AB=(2 .
f2 -1 137 f3a
-2 3j°H -4 m1i1a,

Simpleks-jadval quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
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2 5 1

At xt 0<> 3
0 5 1 3/4 1 0
& 1 2 -1/4 0 1
712 5 1
il) 3/2 0 0

Jadvalning oxiigi satrida fagat nomanfiy sonlar turibdi. Demak,
*<> bazis reja yechim boMadi [ .x")=7.

Shunga o‘xshash *<2>bazis rejani ham tekshirish mumkin. Shu

'2 0
rejauchun gb=(1/3,7/3), a*={0}, cb=(2,1), A= , 2

2 -0
ne 1= 3. 2"
-2
Endi jadvalni yozamiz:
2 5 1
n - Xb £ A<2) A<3)
&2 1 13 1 4/3 0
RO) 1 2/3 0 1/3 1
2 3 1
il) 0 -2 0]

Oxirgi satrda bitta manfiy son bor. Demak, v<2>bazis reja yechim
emas.

6.5-8. Bir simpleks-jadvaldan ikkinchisiga oMish

Biz simpleks-jadvalning tuzilishi va qanday toMdirilishi bilan ta-
nishdik. Muayyan misollarda jadvalni toMdirdik. Hisob-kitoblar sod-
daroq boMsin deb, n=3, k=2 boMgan hollami ko'rdik. Aslida mulo-
hazalar ixtiyoriy nva k, n> k lar uchun ham to'g'riligi maMum. Agar
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jadvalning oxirgi satrida bitta yoki bir necha manfiy sonlar bor boMsa,
unda tekshirilayotgan bazis reja optimal boMmaydi. Ammo bu masa-
laning optimal yechimi mavjud emasligini tasdiglamaydi. Bu holda
optimal yechim mavjud boMishi ham, mavjud boMmasligi ham mumkin.
Demak, mulohazalami davom ettirish lozim boMadi. Djon Dansig
bunday hollarda yangi simpleks-jadvalga o'tish, shu bilan birga yangi
bazis reja topish goidasini tavsiya etgan. Shu qoidani (uni to'g'ri
to'rtburchaklar qoidasi deb yuritiladi) qisqacha, ayrim tasdigqlami is-
botsiz bayon etamiz va gator misollar ko‘ramiz. Bunda hisob-kitoblar
fagat birinchi simpleks-jadvaldagi maMumotlardan foydalanib olib
boriladi. Bu ham simpleks-usulning afzalliklaridan hisoblanadi.
Birinchi simpleks-jadvalning oxiigi satrida bitta yoki bir nechta
manfiy sonlar bor boMsin. Manfiy sonlar fagat bitta boMsa, o ‘sha son
tuigan ustunni /, deb belgilaymiz va uni hal giluvchi ustun deb ataymiz.
Agar oxirgi satrda bir necha manfiy sonlar turgan boMsa, ularning
ichida moduli eng kichigini olamiz va shu son turgan ustunni yana /,
deb belgilaymiz, u ham hal giluvchi ustun boMadi. Agar /, ustun
elementlari manfiy boMsa, masala yechimga ega boMmaydi. Shu ustun
elementlari ichida kamida bittasi musbat boMsin, ba’zilari nolga teng
boMishi ham mumkin. Simpleks-jadvalga e deb belgilagan ustun

go‘shamiz. Shu ustun elementlari ushbu

0,=-", i=1,2,....it
X.jo

formula bilan topiladi, unda v,,x2,...,xklar bazis koordinatalar, xlJo,
/=1,2,...,K - j—ustun elementlari. Ravshanki, x >0, i=\,k- Agar
x1Jo =0 boMsa, 9,t —mavjud emas. Bu holda O ustunning ikelementi
o‘miga tire (5 qo‘yamiz. Faraz bo'yicha mr)olar ichida musbatlari

bor. Shuning uchun O( lar ichida musbatlarini olib, eng kichigini 00
deb belgilaymiz. Shu son /,-satrda turgan boMsa, /,,-satr va/,,-ustunlarning

kesishgan nugtasida son turgan boMadi. x,0Jo ni hal giluvchi ele-

ment, /,satmi hal giluvchi satr deyiladi. Uni <(*<o7/"kabi o‘rab qo‘yiladi.
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xijo 83 o0'/0), x,0] ga a{(® shart vektorlari to'g'ri keladi. a<'o>ning
tagiga ff, x,0Jga mos a<'o>ning yoniga => belgi qo‘yamiz. Demak,

bazis vektorlardan O<'0) o'miga keladi.
Yangi simpleks-jadval ustunlari quyidagicha topiladi:

@l pao="1 ° ~ 1 — _Mo
m,,
,V/0” >V U<,J>,n*=1>
Bunda (x,; quyidagi “to‘g‘ri to‘itburchaklar qoidasi” bo'yicha
hisoblanadi:

Yangi bazis reja koordinatalarini hisoblash uchun ham shu goidadan
foydalanish mumkin. Shu qoida yordamida bir bazis rejadan
ikkinchisiga, bir simpleks-jadvaldan ikkinchisiga o‘tish simpleks-
iteratsiya deyiladi. Bazis rejalar soni chekli bo'lgani uchun simpleks-
iteratsiyalar soni chegaralangan bo'ladi. Bazis rejalar soni quyidagi
tengsizlikni ganoatlantiradi:

e S\L< . bunda

Mazkur tengsizlik bazis rejaning musbat koordinatalari soni s<k ga

*/\...S

mos shart vektorlari a(>), a( 2 ) a(s) ning chizigli erkliligi va bu-

zilmagan joiz vektor aniq k ta mushat koordinatalarga ega ekanligidan
kelib chiqadi.
Endi misollar ko'ramiz. 6.3-8da ko'rilgan misollarda oxirgi satrda
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bittadan manfiy son bor boMgan hollarni ko'rib chigamiz va shu mi-
sollarda yangi jadvalga o'tish qoidalarini namoyish etamiz.

Awal 1-misoldagi *w bazis reja uchun tuzilgan simpleks-jadvalni
eslaylik.

-3 2 5
CB  XB fio) =9 i o
2 .3 1 <m > 0o 2
<) 5 2 0 -2 1 -4
-3 -4 5
0 -6 0

Jadvaldagi - 6 turgan ustun hal qiluvchi ustun boMadi, unga ft
belgini go‘yamiz. Shu ustun elementlari 1/2 va -1/2. Bittasi musbat.
Demak, mulohazalarni davom ettirish kerak. Ustunlar yoniga yana
bitta O bilan belgilangan ustunni go‘yamiz. Uning elementlari x*

turgan ustun elementlarini mos ravishda a<> ustun elementlariga

boMishdan hosil boMadi, ya’ni 1:~ =2, 2 :~j =-4. Demak, 0 ustunda

musbat son (ya’ni 2) bor. Shu son garshisiga => belgini qo'yamiz, u
birinchi satrda joylashgan. Shu satr hal giluvchi satr boMadi. Hal giluvchi
satr va ustunlar kesishgan nuqtasida <I'/2> son turibdi, uni 1/2 kabi
o‘rab go‘yamiz. Shu son hal giluvchi element boMadi. Ana endi yangi
simpleks-jadvalga o‘tish mumkin. Ushbu ft, => belgilar ko‘rsatadiki,

w(l> shart vektori jadvaldan chigib ketadi, uning o'miga a<2> shart

vektori kiradi. Eski Ab, c¢s, xb lar o‘rniga yangi As, ¢b, xb lar ke-

ladi: ¢cB=(2, 3), AB=(a{2), a.}).

-3 2 5

4 b o<d (.2 £0)
A<2) 2 2 2 1 0
<3 5 3 1 0 1
9 2 5
(19) 1 0 0
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Jadvalda yangi kirgan satr elementlari chigib ketgan satr element-
larini hal giluvchi elementga boMishdan hosil bo'ladi. Bizning holda

dastlabki jadvalning 0O(1 turgan satr elementlarini 1/2ga boMib chigamiz
va yangi jadvalga joylashtiramiz. Yangi jadvaldan qolgan satr element-
lari to'g'ri to'rtburchaklar usuli bilan topiladi. Jumladan JBning ik-

kinchi koordinatasi, ya’ni x3 eski jadvaldagi ushbu sonlardan hosil

boMadi: 2- 1-f-—: —=3 .

a<3> satr va ustunlar kesishgan nuqtasida joylashgan son

to‘rtburchakdan topiladi: = |- Shuni jadvalga yozamiz.

Natijada kerakli satrlar toMdiriladi. Endi c£ =(2, 5) ustunni golgan

ustunlarga skalyar ko'paytirib keyin satiga joylashtiramiz. Shu satr
elementlaridan mos ravishda -3, 2, 5 larni ayirsak, oxirgi satrda 12,0,0

sonlar hosil boMadi. Ular nomanfiy. Demak, yangi ¥b=(0,2,3) bazis

reja masalaning yechimi boMadi va / (c) = 19.
Endi 6.3-8dagi misollardan ikkinchisiga taallugli simpleks-jadvalni
eslaylik. Unda x(2)ga ko‘ra tuzilgan simpleks-jadval quyidagicha edi:

2 5 1
& X 0°) 3 0
R 2 13 1 <4/3> 0o 1/4
1 13 0 1/3 11
2 3 1
0 -2 0
fit
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Sodda hisoblar ko'rsatadiki, a':>—hal giluvchi ustun, 0(,)—hal
giluvchi satr, 4/3 — hal giluvchi element boMadi. Jadvaldan a("
turgan satrchiqib ketadi, o'rniga 0<-' kiradi. Demak, nb=(0,2), 0'3),

c6=(5, ), boMadi. .rb —yangi bazis rejaning koordinatalari awalgi
misoldagi kabi topiladi. Quyida toMdirilgan jadvalni keltiramiz:

2 5 1
s 5 a«> a<?) (3
A2 5 1 3/4 1 0
RO) 2 -11/4 0 1
712 5 1
CD 3/2 0 0
7 4 1

s 3 3:0 27 =ttt
Ko‘rinadiki, oxirgi satr elementlari nomanfiy: 3/2, 0, 0. Demalk,
x'=(0, 1 2) —bazis reja optimal va /(*) =7.

6.6-§. Dastlabki bazis rejani topishning ba’zi usullari

1. Normal masalani kanonik masalaga kcltirishdan fovdalanish usuli
Agar masala normal ko'rinishda berilgan boMsa, 6.3-8da uni yangi
o0 zgaruvchilar Kiritish yordamida kanonik ko‘rinishga keltirish va shu
bilan birga dastlabki bazis rejani topib olish mumkinligini gayd qilib
o0 tgan edik. Endi muayyan masalalar uchun dastlabki bazis rejani topib,
so’ngra simpleks-jadval yordamida yechimni topishni namoyish gilamiz.
1-misol. Jarayonning matematik modeli ushbu

[ =2r, + 02 —»max,
-or, +x2£l,

jfi +x2£ 2,

jG SO, x220.

munosabatlar bilan berilgan boMsin. Bu ikki o‘zgaruvchili normal
masala. Uni awal geometrik usul bilan yechamiz. Uning uchun teng-
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sizliklar bilan berilgan sohani chizib olamiz, so'ngra koordinata boshidan
o'tadigan sath to'g'ri chizigMni chizib, normalini aniglaymiz. Shu
normal bo'yicha sath to'g'ri chizigMni parallel siljitib, u bilan oxirgi
umumiy nugtani topamiz. Shu nuqta masalaning yechimi boMadi (6.11 -
chizma).

Sodda mulohaza-hisoblashlar ko‘rsatadiki, masalaning yechimi (2; 0).
Endi berilgan normal masaladan kanonik masalaga o‘tamiz:

/. (ar, or2,4r,,.r4) =@, - 202+ 0 g3+ 0-x4  max,

-Ar, +02+Xj +0-g44 = 1,

A +202+ 003+ 004 = 2, (6-13)
J £0, m "0, g3£0, g4£ 0.

(6.13) masala uchun

aozg-’ﬁ :gj’ 9 A

Ravshanki, x(0, =(0, 0, 1, 2) reja (6.13)dagi sistemani ganoatlan-

tiradi, w=4, k=2, n-k=2. *<°>ning2ta koordinatasi nolga teng, 0<3>

: : 1@ ™M 10
va a <>shart vektorlari esa bazis vektorlar, chunki |[a” ">a "I= 0 1 =*

Demak, *<°> bazis reja boMadi. Hisob-kitoblami shu reja uchun
bajaramiz. Simpleks-jadvall\ttuzamiz:
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CE B A«1) a<2) 43> [<d) 9
0(2) 0 1 1 1 1 0 1
AO) 0 2 < s 1 0 1 2
0 0 0 0
( -1 2 0 0
ft
o
ol ~ ns, A no-*( °
1 2 0 0
ok *G o<1> a<2) [<4)
aY) 0 3 0 2 1 1
A3 1 2 1 1 0 1
1 1 0 1
(3 0 3 0 1

Ko‘rinadiki, oxirgi satrda nomanfiy sonlar turibdi. Shuning uchun
(6.13) masalaning yechimi (2;0;3;0)' vektordan iborat bo‘ladi. Undan
dastlabki normal masalaning yechimi (2;0)' ekani kelib chigadi. Bu
natija geometrik usul bilan olingan natija bilan ustma-ust tushadi.

2-misol. Quyidagi normal masalani ko'raylik:

[(x, ,x2) =1, +2x2 -> max,
- 2Xt+2x2 14 3,
x{+x21 3,
;>0 g, ~O0.
Berilgan tengsizliklar bilan tavsiflanadigan sohani chizamiz (6.12-

chizma). Ravshanki, n-2.
Sodda mulohaza va hisob-kitoblar ko‘rsatadiki, magsad funksiyasi

/1(3/4,9/4) nuqtada maksimumga erishadi va [/ max=/(3/4,

9/4) =21/4 bo'ladi.
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Endi shu normal masalaga mos kanonik masalani yozamiz:

Y (jc,.jc2,q4, 04) = &, + 2jc2+ 0-ar3+ Oejf4 ->max,
- 2jc, +2jc2+ jc, + 0 ejo4= 3,
jc, + je2+0-jcj + jea= 3, (6.14)
jc, SO, je2S 0, jt4SO, j4S 0.
Shu (6.14) masala uchun n=4, k=2, n-k=2,

é] r-2> T
= . = s'=(1,2,0,0).
, 1> u, u,

Ushbu x<9¥»=(0,0,3,3) rejani ko'ramiz. U joiz reja, hatto bazis

reja_ ham, chunki 0% a4 shart vektorlari chizigli erkli va 2 ta
. . (10 .

koordinatasi nolga teng. Demak, AB= 01J Shuning uchun

fl0) -2 (2
01 AM™ = CN-a(2,= I. Simpleks-jadval tuzish

uchun kerakli ma’lumotlar tayyorlandi.

1 -2 0 0
<4>
. B - o<1> a<?) 80) I 0
A<3| 0 -2 2 1 0 -712
a4 0 3 < H> 1 0 1 3
0 0 0 0

G) -1 -2 0 0
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/

ﬂ6=\ o) AT oh, Al'a@ =0'2

1 -2 0 0
Ne Cb o) d2 o3 af) o
d 0 9 0 <3> 1 2 9/4
d 1 3 1 1 0 1 3

1 1 0 1

° o -1 o0 1
ft

1 -2 0 0
Av o5 gp ©°() < a0 af
al> 2 94 0 1 UA e
a> 1 34 1 0 -1/4 12

1 2 U4 302

0 0 14 302

Oxirgi jadvalning oxirgi satri nomanfiy sonlardan tashkil topgan.

Demak, *<°>'=(3/4,9/4,0,0) bazis reja (6.14) kanonik masalaning

yechimi. Unday boMsa, (ar,, g2)=(3/4, 9/4)

masalaning yechimi boMadi. Bu natija geometrik usul yordamida
topilgan natija bilan ustma-ust tushadi.

reja dastlabki normal

2. Sun’iy bazis usuli

Agar bizga berilgan masala kanonik ko‘rinishda boMsa, dastlabki
rejani topishning usullari mavjud. Ular ichida sun’iy bazis usuli muhim
ahamiyat kasb etadi. U tushunish uchun juda oson.

Asosiy g'oyasi dastlabki masalani yechish jarayonini 2 fazada amalga
oshirishdan iborat. Birinchi fazada yordamchi masala qo‘yiladi. Uni yechish
uchun simpleks-usul goMlanadi va dastlabki bazis reja topiladi. So‘ngra
ikkinchi fazada berilgan kanonik masalani yechish shu topilgan bazis
rejadan foydalanib amalga oshiriladi. Shu usulni gisgacha bayon etaylik.
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1-fazada ushbu

n+k
max, (6.15)

(«A+1

axg, +an x2+... +ainx, +xn | =bi,
«21*1 +a22x2+... +anx, + xlH2 = b2,

T+ K2 XT + - + %N * + %4 = bk, (616)

Xi >0, j-1,n +k

masalani ko'ramiz. Unda xnH,xn#2,...,xnk o‘zgaruvchilar yordamchi
(sun’iy) o'zgaruvchilardir. Quyidagi tasdiq o ‘rinli.
6.3-teorema. Dastlabki c'-gr-unax, Ax=b, x*O masala joiz re-

jalari to'plami Pk bo‘sh bo'Imasligi uchun (6.15), (6.16) masalaning
yechimida ushbu
n+k
—%m.— (6.17)
tenglik o‘rinli bo'lishi zarur va yetarli.
Zarurligi. Agar x° joiz reja (K) masalaning yechimi bo'lsa,

FEA(F2,F2 poe’* X M =0 |, =0...>*"¢ =0)r vektor (6.15),
(6.16) masalaning yechimi bo'ladi. Shu vektor (6.17) tenglikni ganoat-
n+k

lantiradi. (6.15), (6.16) ning ixtiyoriy yechimida - /%(1;/ bo'ladi.
Yetarliligi. Ravshanki, agar * vektor (6.15), (6.16) masalaning yechi-

mi, u holda (*°+2=o0...... ,*°+t=0) vektor ham o'z navbatida (K)

masalaning yechimi bo'ladi. Teorema ishot bo'ldi.

(6.15), (6.16) masalani simpleks-usul bilan yechish jarayoni bi-
rinchi faza deyiladi, masalaning o'zi esa birinchi faza masalasi deb
yuritiladi.

Birinchi faza masalasini yechishda 3 hoi yuz berishi mumkin:

1°. Yechimda sun’iy o'zgaruvchilar orasida noldan farglilari bor.
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2°. Barcha sun'iy o'zgaruvchilar nolga teng va mos bazis vektorlar
ichida sun’iy o'zgaruvchilarga mos shart vektorlari yo‘q.

3°. Barcha sun’iy o'zgaruvchilar nolga teng, ammo mos bazis vek-
torlar ichida sun’iy o'zgaruvchilarga mos shart vektorlari bor.

1 *“holda 6.2-teoremaga ko‘ra dastlabki masalaning yechimi mavjud
emas. 2°-holda dastlabki masalaning yechimi mavjud. 3°-holda esa
sun’iy bazis usuldan foydalanib bo'Imaydi, ammo bu dastlabki masala
yechimga ega emasligini anglatmaydi. Shu holda quyidagicha ish
ko‘ramiz. Bazis vektorlar ichida sun’iy o‘zgaruvchilarga mos keluvchi
vektorlar bor. Ulardan qutilish maqgsadida hal qiluvchi satr sifatida
xnk 0 °‘zgaruvchiga mos satmi, hal giluvchi ustun sifatida bazisga Kir-

magan xll+k, j *0 koordinataga mos keluvchi aU), j<n vektorni

olamiz. Simpleks-usul to‘lig qo'llanilgandan keyin jadvalning oxirgi
satri 0 ‘zgarmaydi, shuningdek b ustun ham o ‘zgarishsiz qoladi. Fagat

endi x4k o‘miga Xj =0, j sn o'zgaruvchi paydo bo'ladi. Bujarayon
bazis vektorlar orasidan barcha sun’iy o‘zgaruvchilarga mos vektor-
larni yo‘qotish bilan yoki qolgan barcha xntk,k =kl ,k2,...,k%

o'zgaruvchilar uchun xntkJ=0, j =\*n, k=kl,k2,...,kl natijani

olish bilan yakunlanadi. Birinchi holda masalani yechish uchun ik-
kinchi fazaga o‘tamiz. Ikkinchi holda esa masalaga mos chizigli teng-
lamalar sistemasining tenglamalari orasida bog'lanish borligi ma’lum
boMadi. Bunda s ta chizigli bogMiq satrlarni o‘chirib, ikkinchi fazani
golgan Ic—s ta bazis vektorlar uchun davom ettiramiz.

3. M-mctod haqgida

Sun’iy bazis usuli, ko'rdikki, 2 fazali usul. Nihoyasida dastlabki
kanonik masalani simpleks-usul bilan yechish uchun boshlangMch bazis
reja topiladi. Umuman, bu ikki fazani birlashtirish iloji yo'qmi? —
degan savolga AQSH ohmi Chames 1966-yilda javob beigan. U kashf
etgan usul M-usul deb ataladi. Mazkur usul g‘oyasi dastlabki kanonik
masala 0‘miga quyidagi masalani garashdan iborat:
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K
C'X+M I Xn+’ '>max
-l
a,x, +al ®+ .+ u\nx, + x,+ —s,,

a2x, +a2yp+...+axnx, +x,2 =b2,

ak\x\ + ak2 *2 + — + “kn Xn + *«e* = bk >

X, >0, /=1,n+ K.

Bunda M — yetarli darajada katta gilib olsa bo'ladigan musbat
son. Masalani simpleks-usul bilan yechganda M son parametr sifatida
gatnashadi, ammo masalaning yechimi bevosita M ga bog'liq bo‘Imaydi.
Biz mazkur usulni mustaqil o'rganish uchun talabaga goldiramiz.

Quyida 2 fazali usulga doir 2 ta masala ko'ramiz:

1. - 3x, +2xr +5x3-> max yoki - 31 +24c, + 5163 -» max

I -X2+3x3=7, - X2+33=17,
L +X2-x3= -1 -Oc, -Ac2 +ac3 =1,
L SO, i=1,3 X, SO /=13
Bu masalada n=3, k=2, n—k=1,
o f7'
> = la &= | ,b= 1
V' 1) 1 1] s *>

Keyingi mulohazalami nazarda tutib, doim b>0 tengsizlikka erishish
mumkin. Uning b<0 joylashgan satrini (tenglamani) -1 ga ko'paytirish
yetarli. Endi 1-faza masalasini tuzamiz va simpleks-usul bilan ye-
chamiz:

/. =-x4-x5->max,
X, - X2+ 3x3+ X4+ Qex5=7,
d)_- [ te1

- X, - X2+ X3+ 0ex4- x5=1 & L) =

X, >0, i=15
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c¢'=(0, O, O, —1, —1). Tekshirish giyinmaski, *1=(0, O, O, 7, 1)
reja joiz reja, hatto bazis reja ham. Shu reja yordamchi masala uchun
boshlang'ich reja bo'ladi. Simpleks-usulni go'llaymiz.

Ne CE
cd -1
-1

N6 26 | *B

a1

ne cB
a@ 0
a,d) 0

1

a(i)

2
1
0
0

0 0
d?2 «ctd
-1 3
-1 d >
2 -4
2 -4
0 0
all al3
> 0
- 1
-2 -
-2 0
0 0
a@ 3
1 0
0 1
0 0
0 0

a0 -1
a® a® o0
1 0 713
0 1 1
a0 A
0 0
1 1
ab> o5\ 9
1 -3 4
0 1
-1 3 .
0 4
-1 -1
a4 a@
12  -3/5
12 -12
0 0
1 1

Oxirgi jadvaldan yordamchi masala yechimi * «=(0,2,3,0) ga ko'ra

dastlabki masala uchun boshlang'ich ba’zis reja j*0»'=(0,2,3) ekani

kelib chigadi.



Endi 2-fazaga o‘tamiz.
Dastlabki masalani boshlang'ich x<0»'=(0,2,3) bazis vektor-reja

uchun yechamiz: ravshanki, ¢’=(—3,2,5), c¢b=(2,5), cH={-3},

-13 \(\ -r
Simpleks-jadvalni tuzamiz.
-3 2 5
A6 Cs *B d" d? d3
d2 2 2 2 | 0
d3 5 3 0 1
9 2 5
© 12 0 0

Bundan x<>>=(0,2,3) reja dastlabki masala yechimi ekani kelib
chiqadi.

2. | =2, +5%2 +xy—>max
2X, +3x2 + g3 =5,
X, +2*2 +2jJ =6, (0
i £0, Xx220,x3>0.

Bu masalada n=3, k-2, n—k=\,

3N = rs>
a"*=| , a<d = = =
U , 3 2 l 1 2 1 i 6 ’
1_faza_ / =-nr4 - ,q] -> max

2jr, +3X2+ jr3+ jt4 + 0 ex$ =5,
Xt+2x2+2x}+0 g4 +Xs=6.
xt£0, /=15
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Tekshirish giyinmaski ~=(0, 0,0, -1, -1) va .r'=(0,0,0, 5, 6) -

bazis rejadir. Endi 1-fazaga tegishli simpleks-jadvalni tuzamiz:

0 0 0 R

As Cb s s s §s' S

S' 5 2 3 2 1 0
S' 1 6 1 2 <3 O 1 3

-3 5 3 -1 4

© -3 -5 -3 0 0

ft

0 0 0 -1 1
csS st s s st S 0
S' -1 2 <y 2 0 i 72 43
S'" o 3 1/2 1 1 0 1/2 6

-3/2 -2 0 -1 -7/

(1> 32 -2 0 0 -3/2

0 0 0 N |

As st st st ST S

S' o0 43 i 4/3 0 213 713

S'" o w3 o 13 1 -1/3 -7/3

0 0 0 0

oV . o 1 1

Jadvalning oxiigi satrida nomanfiy sonlar turibdi. Demak, x.=(4/
3, 0, 7/3, 0, 0) reja 1-fazada ko‘rilayotgan yordamchi masalaning
yechimi boMadi. Unday boMsa, T<>=(4/3,0,7/3) bazis reja, dastlabki
masala uchun boshlangMch reja boMadi.



Endi asosiy masalani yechishga o'tamiz.

2-faza. f =2x, +5x, + “pmax
2X, +3X, +x3=5,
X, +2X2+2X3=6,
X, £0, /=1,23.

Bunda c'=(2, 5, 1), *w»e=(4/3,0,7/3), xI=(4/3, 7/3), xH={0},

2 f r2 -f

=3’ J1' = A-V’'4 H
=3 ﬂ,—l 2> b 41,

AB=(a"",0(:))=

Simpleks-jadvalni tuzamiz:

2 5 1
Ae CB  Xb 0>  ef" 0
<y 2 413 1 <4/3> O 1
9 1 73 0 113 1 7
© = i .
0 -2 -3
ft
2 5 1
Cb o() o2
5 1 34 1 0
2 -1/4 0 1
; 72 5 1
32 0 0

Ko'rinib turibdiki, jadvalning oxirgi satrida fagat nomanfiy sonlar
hosil bo‘ldi. Demak, yetarlilik sharti bajarildi. Shuning uchun

v<°>'=(0,1,2) bazis reja dastlabki masalaning yechimi bo'ladi.
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6.7-8. Chiligli dasturlashning qovushma masalalari 1
Biz chizigli dasturlashning kanonik (K) va normal (/\V) masalalarini
o‘rgandik. (N) masala uchun govushma masala tushunchasini Kiritamiz.
Agar (N) masala an’anaviy
C O -» max,
AX <,b,
xZ0O

ko'rinishda yozilgan bo‘lsa, unga mos ushbu

b'-y-> min,
A'yZc,

yE£O (Q)

masala (A) masalaga qovushma masala (Q) deyiladi.

Agar masala kanonik (K) ko‘rinishda bo'lsa, uni awal normal (N)
ko‘rinishga keltirib olish kerak, so‘ngra unga mos govushma masala
yoziladi. Faraz etaylik, kanonik masala berilgan bo'lsin:

c-X max,
AX=Dh,
xZ0.

(K)

Shu masalaga mos normal masala quyidagi ko‘rinishga ega:

C W ->max,
AxAb C *X-> max,
- Axi-b, yoki AX<b,
aro, x"0
AT TM
bunda A= , b=
-A, -b,

Endi shu (N) masalaga mos govushma masalani yozish mumkin:

lgovushma masalalar —ABOCTBEHHbIE 3aga4u.
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/>'-_y->min,
A'yZc,

<Q >
yZ 0. Q

Bunda y' =(yi,y2) “2 * oMchovli vektor, har bir yv y2lar K
oMchovli. (Q ) masalani yoyib yozsak,

b'-yx-b'-y2->min,
A'?i ~A'y2Sc, -
y,S50, y2S0.
Agar Yy —y2y deb belgilasak, oxiigi masalani ushbu

ko‘rinishda yozish mumkin. Unda y>0 deb yozilmagan, chunki y=y —
y2 ifoda musbat ham, manfiy ham bo‘lishi mumkin.

Yugorida bayon etilgan (J10 va (Q) masalalar shartli ravishda teng
kuchli deyish mumkin.

Chizigli dasturlashning govushma masalalari hagida quyidagi
tasdiglami keltiramiz:

6.1-lemma. Agar x va y vektorlar mos ravishda asosiy (W) va

govushma (Q) masalalarning joiz rejalari bo‘lsa, ular uchun c'xiib'y
tengsizlik o‘rinli boMadi.

Isbot. Asosiy x>0, Ax<b munosabat ikki tomonini y>0 ustun
vektorga skalyar ko‘paytiramiz: Ax va b lar ustun boMgani uchun
ulami transponirlab, quyidagi

(AX)' y<.b'y yoki b'ytx' A"y yoki b'eyZx' c=c' x
munosabatlami hosil gilamiz. Bu esa lemmani isbot etadi.

6.2-lemma. Agar x° va y° vektorlar mos ravishda asosiy (jV) va
govushma (Q) masalalarning joiz rejalari boMib, ¢'-x° =b"-y° tenglik

o‘rinli boMsa, xOva /lar mos ravishda (J10 va (Q) masalalarning yechimi
boMadi.
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Ishot. 1-lemmaga ko‘ra ixtiyoriy x va y rejalar uchun c'-x<b'-y
tengsizlik o'rinli. Jumladan, y =y° da ham bu tengsizlik o'rinli, ya’ni

c'-x"b'-y0=c’ x°, ya’ni c'-x#ic'x0-Bundan X reja (N) masalaning
optimal yechimi ekani kelib chigadi. Shunga o‘xshash c¢' x0<b'-y,

ya’'ni b' y° <b'y.

Bundan y° reja (Q) masalaning yechimi ekani ma’lum bo'ladi.

6.4-teorema. Chizigli dasturlash masalasining yechimi mavjud
bo'lishi uchun asosiy va govushma masalalar rejalari to'plamlari bo'sh
bo'lmasligi zarur va yetarli.

Ishot. Zarurliei. Faraz etaylik (N) masala x° yechimga ega bo'lsin.

Demak, PN* 0. Endi govushma masala (@)ning ham hech bo'lIma-
ganda bitta rejasi borligini isbot etamiz, ya’ni Pl>* 0 ni ko'rsatamiz.
(N) masala optimal rejasiga mos bazis matritsani Ag deb belgilaymiz

va y=c§-ABl vektomi topib olamiz. Bundan AB -y =cb kelib chigadi.

Bu y vektor govushma masala (Q) uchun reja ekanini bildiradi.
Zaruriylik isbot etildi.

Yetarliliei. Faraz etaylik, PN*0, Pg*0 bo'lsin. U holda,

ixtiyoriy xePs , y~PQ rejalar uchun 6.1-lemmaga ko'ra ¢' x~b" y

tengsizlik o'rinli. Bundan asosiy masalaning maqgsad funksiyasi c¢' X

yuqoridan chegaralanganligi kelib chigadi. Demak, optimal reja mavjud.
Teorema isbot bo ‘Idi.
Yana bitta muhim teorema keltiramiz.

6.5-teorema. Qovushma masala (Q) da y' =(yx, y2,..., yk) joiz

reja optimal bo'lishi uchun b vektorning o(l), a{2),..., a{k) shart

bazis vektorlari bo'yicha yoyilmasi koordinatalari nomanfiy bo'lishi
zarur va yetarli.
(Isboti mustaqil ishlash uchun talabaga topshiriladi.)
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6.8-8. Chizigli dasturlashning tatbiqiy masalalari

Amaliy faoliyatda, aynigsa, iqtisodiy jarayonlami o'rganishda,
ko'plab masalalar modellari chizigli dasturlash masalalari ko‘rinishida
tavsiflnadi. Biz ular ichidan bir nechtasini tanlab, ularning bayonini
keltiramiz.

1. Diyeta masalasi. Masalaning qoyilishi: Shunday ozuga (ovgat)
tayyorlash lozimki, unda n ta to'yimli moddalar (ogsil, vitaminlar,
mineral tuzlar va boshgalar) bor bo‘lishi kerak. Ular k ta turli mah-
sulotlar tarkibida har xil proporsiyada mavjud. Ularni xarid qgilish re-
jalashtirilgan. Har bir mahsulotdan ganchadan olinsa, ozuga narxi
eng arzon (kam) boMadi?

Masalaning matematik modelini quramiz. Sotib olish moMjallangan

[ - mahsulot hajmini yj y£0, j =\,k deb, tayyorlanadigan ozuqa

albatta boMishi kerak boMgan / —ozuga moddasi hajmini c, deb, [/ —
mahsulotning bir birligida boMishi kerak boMgan i —ozuga moddasi
hajmini aHdeb belgilaymiz. / —mahsulot bir birligi narxi bt boMsin.
Xarid gilingan /' —mahsulotning y; birligidagi i —ozuga moddasi
miqdori ypfiga teng boMadi. Hamma xarid gilingan mahsulotlarda /
K

- 0zuga moddasi miqdori Y ,yianga teng boMadi. Shart bo‘yicha bu
j-i

migdor ozugadagi / —ozuga moddasining quyi chegarasi c¢(dan kam
boMmasligi kerak:

*

uy.,a,.~c™ /I=|>n, (6.18)
bunda
yt>0, y210, yk”"O0. (6.19)
Albatta, yt, y2,-.., yk lami shunday topish kerakki, ushbu
K

Z ™ [->min (6.20)

munosabat bajarilsin.

Yugorida keltirilgan (6.18)—6.20) munosabatlar diyeta masala-
sining matematik modelini tavsiflaydi. Quyilma, gorishmalar hagidagi
va boshgqa masalalar ana shunday masalalaiga keltiriladi.
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2. Ishlab chigarish masalasi

Korxonada turli nomli buyumlar ishlab chigariladi. Bunda har bir
buyum turli texnologiyalar bo'yicha tayyorlanishi mumkin. Har bir
buyumni tayyorlash turli resurslar (mehnatga xarajat, turli xomashyolar
va b.) xarajatlari bilan bogMangan. Resurslar esa ma’lumki,
chegaralangan. Ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming nomlariga va
ulaming usuliga bogMangan narxga ega boMadi.

Zavod ishlab chigargan umumiy mahsulotlari hajmi (narxi)
maksimal boMishi uchun ishlab chigarishni ganday tashkil gilish kerak?

Masalaning matematik modelini qurish uchun ba’zi belgilashlar
kiritamiz.

x;j—] —texnologiya bilan ishlab chiqarish rejalashtirilgan / —bu-

yum miqdori; »=1,n, j =\,k mShu xt{f migdorda ishlab chigarilgan

hajmini aljs deymiz (s=\,l). Kk — tur resurslar bk son bilan

chegaralangan. /' — texnologiya bilan tayyorlangan / - buyum bir-
birligining bahosi cfj boMsin. Fizik ma’nosi bo‘yicha

X,j7i0, i=\,n, j =\,k. (6.21)
Resurslaming chegaralanganligi ushbu

n K
Z, padiwm iib" s=/ (6.22)

tengsizlikka olib keladi. Ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmi bahosi
uchun ushbu
noK
Z Z c<T *» /[ ->max (6.23)
Pl yd
munosabat bajarilishi talab gilinadi.
Yugorida chiqgarilgan (6.21)—6.23) munosabatlar ishlab chigarish
masalasining matematik modelini tavsiflaydi.

3. Transport masalasi. Bittagina nomli mahsulot kta Al,A2,...,Ak

korxonalarda ishlab chiqariladi va s ta B,, korxonalarda

iste’mol gilinadi. Ai korxonada al birlik mahsulot ishlab chigariladi. B
korxonada b. birlik mahsulot iste’mol gilinadi. Bunda balans sharti
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deb ataladigan

K n
%()i "» =j|~|> . (6.24)

tenglik bajariladi, deb faraz etiladi. Ma’nosi shuki mahsulotlami tashish
jarayonida yo‘qotishlar ro'y bermaydi. Y dan Bfga bir birlik mahsulot-
ni tashish bahosi cf deylik. /4, dan #,ga tashiladigan yuk miqdori
bo‘lib, barcha yuklar Atlardan tashib ketilgan boMsa,

A

X Xu =a>, i=\Tn. (6.25)
71

Barcha Btkorxonalarga kerakli hajmda mahsulotlar keltirilgan boMsa,

£x.i=bj, j=U- (6.26)
tenglik o‘rinli boMadi.
Agar ushbu
K n
X X.e. “*IJ - >min (6.27)
»l M

munosabat bajarilsa, transport xarajatlari minimal boMadi.
Yuqoridagi (6.25)—6.27) munosabatlar transport masalasining
matematik modelidan iborat.
Agar balans sharti (6.24) bajarilsa model yopiq deyiladi Agar (6.24)
bajarilmasa, ya’ni

ﬁab% yoki é% <7)9(1b>

tengsizliklar o’rinli boMsa, model ochiq deyiladi.

6.6-teorema. Yopiq turdagi transport masalasi yechimga ega boMishi
uchun balans shartining bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. { Xj }, i=Ljt, j =lk - optimal tashish rejasi
boMsin. (6.25) va (6.26) munosabatlarda /—bo’yicha (yoki /—bo’yicha)
yigMndi olamiz:

XR=X X*, =X X :i>.

i*1 w/-1 -\ Vil H
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Demak, (6.24) bajarildi.
Yetarliligi. Endi (6.24) bajarilsin deylik. Unda ushbu

P

belgi kiritamiz. Endi joiz rejalar to‘plami bo'sh emasligini ko‘rsatamiz.

0,b
Yuk tashish rejasini, masalan, x, :—a— kabi tanlaylik. Ravshanki,

I+

A v'a-bhd i N, b,z
- =L— = ~L b =«,, - =z— =—1Zal=*
Bundan joiz rejalar to‘plami bo‘sh emasligi kelib chigadi. Undan
xt>0 va (6.24), (6.25)larga ko‘rajoiz rejalar to'plami yopiq ekani ham
kelib chigadi. 0 ‘sha to'plam chegaralangan. Hagiqatan,

n A
Xu * | x,j =bj <ILb) =a>0
1«1 y«l

Chegaralangan yopiq to‘plamda aniglangan va uzluksiz
K n

I£_| )\/(_*l_cij "xij funksiya o‘zining eng kichik giymatiga erishadi. Bundan

(6.25)-(6.27) masala yechimga ega ekani kelib chigadi. Teorema isbhot
bo'ldi.

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi natija kelib chigadi:

Har ganday yopiq turdagi transport masalasi yechimga ega.

6-bobga oid masalalar

1 Quyidagi kanonik usulda berilgan masalalar elementar usul bilan

yechilsin (unda N=1,2,3,...):

L {UO-H) (90-10  2- (HO) (95+710
S J— [I— 13 10 -2 3



3. (1104W) SN (105) . (81+#)

10 11 v >0 13
-0.8
NeQ «
Ho ' . P Ho 13
(90) (105+110 (96-N) (120-110
5. (220440 (150) 6. (180) (215+)V)
10 2 13 10 3 h
s Co9 T y
Ho 13 Mo 13
(Mo) (240+/7) (200) (165D

. Quyidagi ikki o'zgaruvchili normal masalalar geometrik usul
bilan yechilsin (W=1,2,3,...):

L (y+5] J+nadnin),

~ N +2 . X . N 3N
2. or——--y -+ max(m.n), — +-y£],-|7|y17|—,x>0-

X+.y->Tax(T71), 20+yENr, NAy~AN, *>0.

N +\ < SN
4. 3pr--—-— >->max(min),X3"+2(A),,+1)311- yrrr =

>»£0 .

5- [y +3j-,cr+.y—>max(min)>x+|*y, "UXEN, yPO.

6.x- —"-.y ->max (min), + Ny NM»*nQ-
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I11. Quyidagi normal masalalarni yordamchi o'zgaruvchilar Kiritib
kanonik masalaga keltiring:

1Xx, +2X, ->max, @,- X, Wl g, +a43<2, 4, £0, o, >0,x3>0.

2.3, + 5, +4x3—max, 3. +4x, +2x3<9, 2o, +5x, +x3<8,
O, +2x2+4x3£7, x, >0, x, >0, x3>0.

3.2, + 5%, ->max, 2x, +3x, 6, @, +4x, <4, @, "0, m, >0.

4.m - 10x, ->min, 2m,-x2>0, @4,-5x, -5, @, £0, x2>0.

5.3, +842 +5x3->max, X, +3x, 4, X, +2x31H 7,
X,+3x,+2x3<12, x, £0, x, >0, x3>0.

6.3X, +X, ->max, - X, +X, 2, X, +x2S4, x, £0, x, >0.

IV. Quyidagi normal masalalarga olib keladigan igtisodiy masala-
larning matematik modeli qurilsin va geometrik usul bilan yechilsin.

1 A va B zavodlardan I, Il va Il omborlarga un tashish lozim. ,
zavodida barcha yukni 80 ta, B zavodida esa 120 ta mashinaga ortish
mumkin. | ombor 55 ta, Il ombor 75 ta, Il ombor 70 ta mashinani

gabul gila oladi. Bitta mashina zavoddan omborgacha masofani bosib
o'tishi uchun sarfetadigan benzin miqdori (litrlarda ) quyidagi jadvalda
berilgan.

Zavodlar Omborlar
| I 1l
A 3 2 4
B 4 2 3

Yuk tashishni ganday tashkil etilganda umumiy sarf etiladigan benzin
miqdori minimal bo‘ladi?

2. A va V zavodlardan I, Il va Il omborlarga un tashish lozim. A
zavodida barcha yukni 80 ta, V zavodida esa 120 ta mashinaga ortish
mumkin. | ombor 55 ta, Il ombor 75 ta, 11l ombor 70 ta mashinani
gabul gila oladi. Bitta mashina unni zavoddan omborgacha tashishdan
keladigan foyda (so‘mlarda) jadvalda berilgan:
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Omborlar

Zavod lar | I "
A 3 2 4
B 4 3 5

Yuk tashishni ganday tashkil etilganda umumiy sarfetiladigan ben-
zin migdori minimal bo'ladi?
3. 1-masalani ushbu jadval uchun yeching:

Zavod lar Omborlar
' I I
A 3 5 4
H 4 3 6

4. 2-masalani ushbu jadval uchun yeching.

Zavod lar Omborlar
I I "
A 3 2 4
B 4 3 6
5. Non mahsulotlari firmasi zaxirasida 250 kg 1-nav, 210 kg 2-na

un bor. Firma 2 turli non mahsuloti ishlab chigaradi. Har bir mahsulot
turi uchun har ikki nav undan foydalaniladi. Bir birlik mahsulot uchun
sarfgilinadigan 1—va 2-nav un miqdori va olinadigan daromad miqdori
jadvalda berilgan:

| nav 11 nav Daromad rr?a?nsfﬂgt
1 2 2 5s0‘m X
2 3 2 10 s0‘m \Vj
Zaxira 250 210 max

Har bir mahsulotdan ganchadan ishlab chiqgarilsa daromad
maksimum boMadi?

6. 5-masalada non mahsulotlari totli boMishi uchun xamirga
go'shiladigan 70 so'mlik maxsus zaxira borki, undan bir birlik | tur
mahsulotdan 7 so‘m, Il tur mahsulotdan 17 so‘m daromad olinadi.
Eng ko‘p (maksimal) daromad olish uchun 1 va Il tur mahsulotlardan
ganchadan ishlab chigarish lozim?

122



Ma'lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Mahsulot I nav 1l nav Maxsus Daromad Qancha ifch
mahsulot kerak
1 2 3 0 7 i
] 3 2 1 14 y
Zaxira 250 210 70 max
IV bo‘lim masalalarining javoblari.
1/.= 725litr 2./ *=715s0'm
3.4r+y=10, /.= 715litr 4.jc+y =80, / *=785s0'm

5.5.=0,y =283 / *=833,3)so'm 6.5c=20,y =0, / ’=1120s0'm
Eslatma: Javoblarda/-minimumni, /'-maksimumni anglatadi.

V. Chizigli dasturlashning kanonik masalasida bazis reja optimal
bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart quyidagi vektor-matritsali
ko'rinishga ega edi:

c6 - 'AH—C'h"O.

Quyida gator kanonik masala va har biri uchun 1lyoki 2 tadan reja
berilgan. Ulaming joiz rejami yoki yo'qligi, bazis rejami yoki yo'qgligi
tekshirilsin. So'ngra, (6.2)-shart vektor-matritsali ko'rinishda (ularda
o‘Ichovlar katta emas!) tekshirilsin:

1 iCtssico ~

(GVv+hjct +sjc2 ~(N+ I).r, —max, . f |\\|A£r\ 1

N x{+4.t, -jic, =N,

{ ! <= N »)I;(Z)— 0

jc, -jc2 +nar, =2 N, ﬂ(zn—l)

@, SO. x2>0. jez >0, I *+1 J
2. (N +0D.r, -ar, +N g, -> max, ( N 1 I 0

n
'Njc,—3jc2+2jc3=N, 4+N
jo'r = 0 , JI2»=
2jc, - jc2 + je, = N, N(N +2)
jc, SO, je2 S 0, je3 S 0, { 4+N \]
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3. 4r, -5x, +3x, -> max,

"0 ‘nur'
-.r, +NX, +2x, =5N,
Xll>: = O
-X, _p||—7+p1r’:2N_ ll KB*-U
I, >0, x250, [, S O, '
( \

4. -3x, +2x2 +5x3 max. 0 /0N
JT(-x, +3x3=7N, X(,.= N+9 (2=
-X, -X, +X3=2N-\, a 2

5V+I 2N
X, >0, x2S0, X3S0, 12J

\V bo‘limdagi 1-4-masalalarda N=1,2,3,.... vazifani umumiy hol-
da ham, har bir N, N= 1, 2, 3,... uchun ham bajarish mumkin.

[ =-gr, +2X, -X 3->max,

ri
O, -X2+2x3=0,
x(,,= 1
A, +X2+513=2, 0
g, £0, x2>0, g3£0,
6. / =-[m, +2x, +4x3->mmax,
3= (27
HI%E'-Z_X _]1 X<tk = 1
I, + o, +X3=3, 0
o, SO, m@, S0, x3SQ
*7. | =T, +2X2-5 x3-»max,
(3N
-X, +3x, +11x3=9,
x(,,= 1
3, - o, +9.r3=5, 0
m, SO, &, >0, B3SQ Y
8- [/ =m, +4x2-7Xx3-> max, -
O, -X2+7ar3 =1, T
X, - 2X2+10x3=0, o

o, SO, x2S0, x3>Q
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VI. V bo'limdagi masalalar uchun berilgan bazis rejalar bo'yicha
simpleks-jadval tuzilsin. Agar masala bitta jadvalda yechilmasa, yangi
simpleks-jadvalga o ‘tib, simpleks-iteratsiya bajarilsin. Masalani yechish
jarayoni oxiriga yetkazilsin.

VII. Quyidagi ikki o'zgaruvchili normal masalalar awal geometrik
usul bilan yechilsin. So'ngra yordamchi o'zgaruvchilar Kiritilib, kanonik
masalaga Kkeltirilsin. Shunda aniglab olingan boshlang'ich bazis reja
bo'yicha simpleks-usul go'llanib, masala yechilsin:

1L/ =g, +x2->max, 2£.r, <5 1£x2" 3.
2./ =jc,+x2-mmax, O,- X, £1 g, +x2£2, @ £0, x2£0.
3./ =3, +x2->max, - g, - o, £2, - @, +2or, £2, &, £0, o, £0.

4./ =md,+xx2 max, \<,xt+x, <3, @ £0, Xx2£0,

5./ =, +7ar2 -» max.jt, +2ar2 4. -ar, + 2x2 <2, xx£0, g, £0.

6./ =g, +3ar, ->max, - X, +x2ul @ +x, 2, X, £0, g,10.

VIl V bo'limdagi 1—l4-masalalar (1—4 lar uchun jV-ixtiyoriy
natural son bo'lganda) sun’iy bazis usul bilan yechilsin.

IX. Quyidagi normal masalalarga mos govushma masalalar tuzilsin
va simpleks-usul bilan yechilsin.

6-bobga oid nazorat savollari

1. Chizigli dasturlash masalalarini bayon eting.

2. PK PNto plamlaming gavariq to plant ekanini ishot giling.

3. Sodda hollarda (K) masala ganday yechiladi?

4. Bazis rejaning optimallik shartini yozing.

5. Berilgan reja uchun optimallik shartini vektor-matritsali Ko rinishda
ganday tekshiriladi?

6. Simpleks-jadval ganday tuziladi?

7. Simpleks-iteratsiya nima?

8. Keyingi simpleks-jadvalga o'tish qoidalarini ayting.

9. Dastlabki bazis rejani topishning ganday usullari bor?

10. Sun iy bazis usulining maz/nuni nimadan iborat?

11. Chizigli dasturlashning govushma masalalari ta 'rifini yozib bering.

12. Qovushma va (N) masalalar orasidagi bog'lanishlami ayting.

13. Chizigli dasturlashning ganday tatbigiy masalalarini bilasiz?
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7-BOB.CHIZ1QSIZ DASTURLASH - CHIZIQSIZ
MODELLARNI 0 ‘RGANISHDA MUHIM MATEMATIK
UusSuL

Igtisodiy jarayonlaming modellari chizigli yoki chizigsiz bo'lishi
mumkin. Talab va taklifning chizigli hamda chizigsiz modellarini
ko'rdik. Chizigli modellarga chizigli dasturlash masalalari misol bo‘la
oladi. Ammo chizigsiz dasturlash masalalari ham mavjud. Sodda holda
talab va taklifning chizigsiz modellarini eslatib o‘tish mumkin. Shu
munosabat bilan chizigsiz dasturlash masalalarining qo'yilishiga
to‘xtalamiz.

7.1-8. Chizigsiz dasturlash masalalarining go‘yilishi

Chizigsiz dasturlash matematikaning muhim boMimlaridan biri
bo‘lib, unda chekli o'lchovli fazo to‘plamlarida aniglangan
funksiyalarning ekstremumlari va ekstremal giymatlarini topish
nazariyasi va usullari o‘rganiladi. Aslida chizigsiz dasturlash
masalalarining qo‘yilishi g'oyatda sodda, ammo ulami yechishning
umumiy usullari hozirgacha ishlab chigilgan emas. Ulami ba’zi
shartlarning bajarilishini talab etgan holda yechish usullari mavjud.
Biz masalalarni n-oMchovli Yevklid fazosi va uning hagigiy to'plamlarida
0 ‘rganamiz.

TN-tarif. Agar nta haqgigiy xl,x2,...,.xn koordinatali

Y=(*,r2,nuqtalar (vektorlar) majmuasi Enquyidagi shartlarni
ganoatlantirsa, E''ni n-ofichovli Yevklid fazosi deyiladi:

) xe£\ yeE"™, \ - haqgigiy son bo'lsin,
X+y = (xx+y{,x2+ +yn) (qo'shish);
tar = ( for, ,kx2......Xxn) (songa ko'paytirish);

(ocy) =x'y=x%,,.r; v2, . . f,.yn (skalyar ko paytma).
2) Yevklidfazosida Yevklid normasi tushunchasi kiritilgan:
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Endi chizigsiz dasturlash masalalarining qo'yilishiga to'xtalamiz.
Asosan masalalar ikki turli qo'yiladi:

1) shartsiz minimum (ekstremum) masalasi;

2) shartli minimum (ekstremum) masalasi.

Shartli minimum masalasi o‘z navbatida 2 turli boMadi:

1) shartlari tengliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi;

2) shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi.

Chizigsiz dasturlash masalalari va ulami yechish usullari shajarasi
7.1-chizmada berilgan.

7.1-chizjna

Awal shartsiz minimum (ekstremum) masalasining qo'yilishiga
to‘xtalamiz. Masala quyidagicha tavsiflanadi:



1(*) =/(.r,,A2......X,,) -* min (extr), XeE"- (7.1)
7.2-taif. Agar biror x° e £" nugta uchun f (x°) - J(m*Y, ya hi

f(x°)<, /(ar), VxeE"™ munosabatlar bajarilsa, x° nugta (7.1) masa-
laning yechimi deyiladi.

(7.1) masala doim yechimga ega bo‘lavermaydi. Quyida bir argu-
mentli funksiyalar uchun (7.1) masala yechimga ega boMmaydigan va
yechimga ega boMadigan hollar chizmalar orgali berilgan (7.2-chizma).

7.2-chizma
Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli ekstremum masalasi
quyidagicha qo'yiladi (igtisodiy masalalarda x>0 boMadi):
[(*)-> min, g,(x)=0, g2(*)=0,...,g*(x) =0. (7.2)
Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli ekstremum masalasi (7.2)
sodda hollarda chigarish usuli bilan, umumiy holda esa, Lagranj

ko'paytuvchilari usuli bilan, turli sonli (tagribiy) usullar bilan ham
yechiladi.

Ushbu PK={x: ¢,(*) =0, g2(x)=0,...,g*(x) =0 } to‘plam joiz

rejalar to‘plami deyiladi. Shuning uchun (7.2)ni /(*)-> min deb yozish
K
mumkin. Iqgtisodiy masalalar uchun *£0 boMadi.
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Shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum (ekstremum)
masalasi quyidagicha qo'yiladi:

/(.r) -=>min. ¢g,(.r)£0, g¢,(.r)<£0.....gk(x) " 0 (7.3)
yoki

mm» ?s ={x: Zi(*)*° 8200 * *—»St(x) * 0}
T.b-ta'rif. Agar biror x°ePKc:En nuqgta uchun

[(x0)™/(ar), ¥Yxe PK munosabat bajarilsa, x° nugta (7.2) masala-
ning yechimi bo'ladi.

7.4-ta’rif.  Agar biror x°ePs <zEn nuqta uchun

f(x°)£ f(x), V.re PN munosabat bajarilsa, .r° nuqgta (7.3) masala-

ning yechimi bo 1adi.
1. Bir argumentli funksiyalarning ekstremal giymatlari.

Agar y =f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo'lsa, u shu kesmada o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga
erishadi (K.Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra). Shu giymat-
lami topish uchun quyidagi usul qo‘llaniladi:

1°. f{a), f(b) lar hisoblanadi.

2°. y =f(x) funksiyaning [a, 6] kesmadagi kritik nuqtalari topiladi,
ulami gr,.ar, deb belgilaymiz.

3. /(x,),/ (x2 /(.r*) lar hisoblanadi.
4°. Nihoyat javob yoziladi:

glfj}’)}“/(ﬂf) =max {/(a), f(b), /(ar.), / (A2),..., I(ar*)}

i, £(x)= min [f(a), {b), /(r.)./ ( 52)..... f(xK)}

Misol ko‘raylik. y =~ x 2-| x|, xe[-2; 4].
1°. >(-2) =0, y(4)=4.

2°. ol =0, x2=-1, g3=1.
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3e A0) =0, A-1) =M1)=-1/2.
40 max (1/2-g2-| x|)=max jO,4,-1/2 }=4="(4)

min® (1/2-r2- x )=min {0, 4, —/2}=-1/2 = v(I) =>(-1)

Endi y =/(gr) funksiya (a; b) intervalda (bu interval chekli yoki
cheksiz bo'lishi mumkin), aniglangan va uzluksiz bo'lsin. Bu holda
funksiya (a; b) intervalda eng kichik, eng katta qiymatlarga erishishi
ham, erishmasligi ham mumkin. Shu munosabat bilan funksiya
intervalda ekstremal giymatlarga erishishi uchun yetarli shartlarni
(mavjudlik teoremalarini) keltiramiz.

7.1-teorema. Agar y =/(x), xe(a;b) funksiya uchun
i, 0= lim, /x) =0 4
tengliklar o'rinli bo'lib, biror x° e(a;b) nugta uchun f(x° )>0

(f (x°) <0) tengsizlik 0 Tinli bo ‘Isa, unda y =/ ( x) funksiya (a; b) inter-
valda 0 1ining eng katta (eng kichik) giymatiga erishadi.
7.2-teorema, Agar y =/(gr), xe(a;b) funksiya uchun

i /W =illo/W =W>  (yoki “*) (7.5)

tengliklar o'rinli bo'lsa, unda y =/(gr) funksiya (a;b) intervalda o'zining
eng kichik (eng katta) giymatiga erishadi.
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Mazkur teoremalarning isboti geometrik nuqgtayi nazardan ravshan.
Bu quyidagi chizmalardan kelib chigadi (7.4-chizma):

Har ikki teoremaga bittadan misol ko'raylik.
1-misol. wv=y.r2(3-nr), 0<x<3 funksiyaning ekstremal
giymatlarini tekshiramiz. Ravshanki,

is./(jr)=JKc/W m0vam >0. Vxe(0,3).

7.1-teoremaning shartlari bajarildi. Demak, berilgan funksiya
0°‘zining eng katta giymatiga erishadi. Uni topish uchun funksiyaning
kritik nuqgtalarini topamiz. Qo'‘yilayotgan holda kritik nuqtalar fagat
statsionar nuqtalardan iborat. Ularni funksiya hosilasini nolga
tenglashtirib topamiz:

A*)==[2%(3-x) +*2(-)] =i[6x-2x2-x 2] =1X.(2-*).

jx (2-.t)=0. Bundan x,=0, x=2 ammo 0g(0;3); Demak, (0;3)da

statsionar nuqta bitta x=2 ekan. 7.1-teoremaga ko‘ra shu nuqtada
funksiya o‘zining eng katta giymatiga erishadi, ya’ni

&0 =F(D)=2.

Qayd qilib o'tamizki, agar qaralayotgan intervalda bir necha
statsionar nuqtalar mavjud bo'lsa, shu nuqtalardagi funksiya giymatlari
ichida eng kattasi (yoki eng Kkichigi) olinadi.

2-misol. y=/(.t)=2x+]j, 0<x<+o00 funksiyani olaylik.
Ravshanki, Ii%/(*): tIirr+bs/(,c|,r):+oo ya’ni 7.2-teoremaning sharti

bajarilayapti. Demak, funksiyaning eng kichik giymati mavjud. Uni
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topish uchun hosilani nolga tenglashtiramiz: 2— - = 0. Bundan
r

jc2=+ , ,ammo x>0 bo'lgani uchun g, = | yagona statsionar

nuqta bo'ladi. Shuning uchun berilgan funksiya shu x2=>/3/2
nuqtada o'zining eng Kkichik qiymatiga erishadi, ya’ni

eI =2, 5 +ohy =2

2. Ko‘p argumentli funksiyalaming ekstremum va ekstremal
giymatlari
Albatta, funksiya ko‘p argumentli bo'lsa, uning ekstremal

giymatlarini topish murakkablashadi. Agar y=/ (. r,funksiya
biror yopig sohada aniglangan va barcha aigumentlari bo'yicha uzluksiz
bo'lsa, unda awalo funksiya giymatini soha chegarasida hisoblab olinadi.
Keyin sohada yotgan statsionar nugtalami topib, shu nuqtalarda funksiya
giymatlari hisoblanadi. Hosil bo'lgan sonlar ichida eng kattasi va eng
kichigi funksiyaning ekstremal giymatlari bo'ladi. Soha ochiqg bo'lsa,
bu usulni ishlatib bo'Imaydi. Jumladan, chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum (maksimum) masalasida funksiya Yevklid fazosi E" da
aniglangan bo'ladi, bu fazo ochiq sohadan iborat. Shu munosabat
bilan ko'p argumentli funksiyaning ekstremal giymatlarini emas,
ulaming ekstremumlarini topish masalasini qo'yish magsadga muvofiq.
Ba’zi hollarda ekstremal giymatlarni ham topish mumkin bo'ladi.

7.2-8§. Kvadratik formalar hagida

Faraz etaylik y=/(m)=/(.r,ar,,...ara) funksiya E”- w-o'lchovli
Yevklid fazosida aniglangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi,

ya’ni / eC2(£n). Shu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalaridan
quyidagi Gesse matritsasini tuzamiz:

132



d2f(x)  d2f(x) d2f(x)

dx2 dxldx2 dxtdx,,
d2f(x) d2f(x) d2f(x) Fa\/(x)"
NCN=" dxadxt  dx: dx2dx,, 2
. A (7.6)
d2f\x) d2f(x) N d2'f(;()
dx,,dx{ dx,dx2 dx?2

Gesse matritsasi * =(*,,*,.....xn) ga bog'lig. Agar x°eE"™ nuqta

berilgan bo‘lsa, A(x°) ni hisoblab olish mumkin. Bunda

néu;" =d—2f—()r(£) 0 zgarmas matntsa.
ax
nn
7.5—taTif Q(xi*x2 = ady =al> (7.7) ifoda

/-1 JIml

n argumentli kvadratik forma deyiladi. Unda atJ sonlardan tuzilgan

a\\ a\2 An
A = a2l a2
(7.8)
Vo« are

matritsa kvadratik forma matritsasi deyiladi. (7.7)ga kofa bu matritsa
simmetrik, chunki bosh diagonaldan teng uzoglashgan elementlar o zaro
teng.

(7.7) ko'rinishda yozilgan kvadratik formani (7.8) matritsa
yordamida kelajakda foydalanish uchun qulay bo'lgan vektor-matritsali
ko'rinishda yozib olamiz:

Q(x) =x"-A-x. (7.9)

Ravshanki, (?(0)=0.

7.6-tarif. Agar Q(x)>0, q*xe Enb°‘lsa, Q(x)~musbat aniglangan,
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£>(n)>0, 0* xe Enbo'lsa, Q(x)~nomanfiy aniglangan deyiladi; ak-
sincha, agar Q(x)<0, 0*xeE" bo'lsa, Q(x)~ manfiy aniglangan,

0(x) 20, 0*xeEn bo‘lsa, Q(x)-nomusbat aniglangan deyiladi.
Masalan, O0(gr,.ar2) =12+ a2 -musbat aniglangan, Q(yr,,jr2) =
=(x-x22=xx-2xIx2+xl nomanfiy aniglangan. Shuningdek,

Q(x{) =3x2 ham musbat aniglangan, ammo Q(xl,x2)=-2g2- 3xj ~
manfiy aniglangan.

Kvadratik forma tuzishga oid 2 ta misol ko'ramiz.

1-misol. Ushbu f(xxx2)=x}-.t,x2+ar2+2gr, +ar2 funksiya
berilgan bo'lsin.

Chizigsiz dasturlash masalalarini yechishda kvadratik formaning
ixtiyoriy X° nugtadagi ko'rinishi emas, uning berilgan funksiya statsionar
nuqtalaridagi ko'rinishi kerak bo'ladi. Demak, funksiyaning har bir

statsionar nuqgtasiga (agar u mavjud bo'lsa) bitta kvadratik forma tuziladi.
Shu munosabat bilan ko'rilayotgan misoldagi funksiyaning statsionar

lozim bo'ladi. Sodda hisob-kitoblar olib boramiz:

statsionar nugtaga egamiz. Endi

shu nugtada ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab, Gesse matritsasini
tuzamiz:
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Hosilalar bevosita xp x2larga bog'lig bo'Imay chiqdi. Agar bog'lig
bo'lsa, hosilalarni x° nuqtada hisoblab olish kerak bo'ladi. Gesse
matritsasi ushbu

2 -1
-1 2
ko'rinishga ega. Endi kvadratik formani tuzish mumkin:
2 - 2Y Y,
O\{Y\*Y1)-AY\*YTY =(2Y\- ¥2, -y t+2y2)-
2) <»; Y7

=2 (Y?-Y V2 +Yr1)-

Ravshanki, £?|0',>4)>0, 0*(y,,.y2)e £ 2. Demak, mos kvadratik
forma musbat aniglangan.

2-misol. Ushbu /(ar,nr2) =x3+3.r2-3x,x2 funksiya berilgan
bo'lsin. Uning statsionar nugtalarini topamiz:

JL 3 -3x
X\ 3(x2-x2)=0 1
Iéx- =9x2-3xq ° 3(Bx2-x.)=0J"

x(n=(0.0), x =

Awal ~*(0; 0) nugta uchun kvadratik formani tuzamiz. Uning
uchun ikkinchi tartibli hosilalarni (0;0) nuqtada hisoblaymiz.

-/(0. 7(0,
0-/(0.0) _on o @ (0.0 _on, - a2(0.0) _ ,
dX{ (0.0) ’ - 0.0) , dm dx2
Gesse matritsasini yozamiz:
N(x,,,) =
1-3 0y

Endi mos kvadratik formani tuzsak bo'ladi:

=

caava=crva) F° "3 Y Savzas) Y L vy
¥ ° r2 4n2]
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Demak, kvadratik forma QI(yl.y2) =-6yly2 ko‘rinishga ega. Uning
ishorasi o'zgarib turadi. Agar yt va yr lar bir xil ishorali giymatlar
bo'lsa, Q(yxy2<0; turli ishorali bo'lsa, Q(yx 2>0. Bu kvadratik forma
aniqg ishorali emasligini anglatadi.

1 1
Endi ikkinchi x \/9 statsionar nuqta uchun mos

kvadratik formani chigaramiz. Shu nuqgtada ikkinchi tartibli hosilalami
hisoblaymiz:

chr2 dxxdx2

)K*(O))-(Z_Ag -3
1, -3 6-V3J
Endi kvadratik formani tuzamiz:
| (yry 2-\f9 -3 Qin2
A-YD g g\ 2=

=(2V9 yx-3y2t-3yt+6\/3y2 j=2Voyt-6y,y2+6 y\.

Topilgan kvadratik forma musbat aniglangan. Hagiqgatan,
@2(0;y2)=673 y\ >0, Q2(y,;0)=279 yx>0 . Shu bilan uning
diskriminanti Z)=9-36=-27<0.

Eslatib o‘tamizki, kvadratik forma a y2+2b-y¥, +c-xl
ko‘rinishda boMsa, uning diskriminanti deb D=b2- a ¢ ni tushuni-
ladi. Bu kvadrat uchhadning diskriminantidan iborat. Agar y, *0

e+2* . * +c. *

bo‘lsa, 6 (¥YX¥Y2)=VY1
b YN)

yoki y2*0 bo'lsa,

f ;2>
N\
oY, ¥2)=y2 @+ 2bs— + C'].ﬂ\] bo'ladi. Q(yx yr) ning ishorasi
vr d
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gavslar ichidagi birinchi holda u=y2ylga nisbatan, ikkinchi holda
v=y l/y 2ga nisbatan kvadrat uchhadning ishorasi bilan bir xil boMadi.

Demak, umumiy holda kvadratik forma ayf +2by» 2 +cx2 uchun

D =b~- a c¢ diskriminant deb hisoblanadi. Yuqorida ko'rilgan misol

uchun D=—27<0. Demak, topilgan kvadratik forma musbat aniqlan-
gan.

7.3-8. Chizigsiz dasturlashning shartsiz va shartli minimum

masalalari
1 Awal chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasini
ko‘ramiz ((7.1)ga garang):
f(x) =f(x1,x2,...,*,,)-> min , nre £". (7.10)

Bunda E”- n oMchovli Yevklid fazosi.
Endi shartsiz minimum masalasida birinchi, ikkinchi tartibli zaru-
riy shartlar hamda yetarli shartlarga taallugli teoremalami keltiramiz.
7.3-teorema. Agar (7.10) masalada f(x)eCI(E") boMib, x°gE"
nuqta y=f(x) funksiyaning mahalliy minimum nuqtasi boMsa, quyi-
dagi vektor tenglama
df(x°) _
dx

0

yoki koordinatalarda

*°) f(x° r
O e T
tenglamalar sistemasi o'rinli boMadi.

Isbot. f{x) funksiyaning (n-1)ta koordinatasini tayinlab go‘yib,
o*=r®, i*k, x,ni o‘zgaruvchi deb garaymiz. Unda bir argumentli
ushbu

B(A<) - /(m*] *X2f. o »If,_|, If, >} +iveee xn)
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya x° nuqtada mahalliy minimum-
ga erishadi va bir argumentli funksiyalar uchun birinchi tartibli zaruriy
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dtp(.re
shartga ko‘ra _p( —) =0 boMadi. Agar iga 1dan ngacha giymatlar

bersak, d—/é’-‘)-('---): 0 Kelib chigadi.

Teorema isbot bo ‘Idi.

0
Ravshanki, =grad /(x°). Bu vektor y=f[x) sirtning g°

nugtasiga o'tkazilgan urinmaning normalidan iborat.

gradf(x®)
Y-flx)
7.5-chizma
. : o df(x°)
Shunday qilib, (7.10) masalaning yechimini ——— = 0 vektor-

tenglama yechimlari ichidan, ya’ni statsionar nuqtalar ichidan izlash
kerak ekan.

7.4-teorema. Agar (7.10) masalada f(x)eC2(En) bo'lib, x°nug-

ta y=f{x) funksiyaning mahalliy minimum nugqtasi bo’lsa, quyidagi
munosabatlar o’rinli bo’ladi (ikkinchi tartibli zaruriy shart):

, d2f{x°)
SO, Vyet"
dx dx2
n/l 0\
Isbot. 7.3-teoremaga ko‘ra ' — =0 tenglik bajariladi. Endi

y=f(x) funksiya uchun x = x0 nugtada Teylor formulasini yozamiz:
[(x)-1(x°) = N-AN (X=X 0)+0N x-xT) .
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AN Zykl\'q-iol\

Agar Iy I=1sferada Veyershtrass teoremasiga ko‘ra ¥ —;(;— Yy

kvadratik forma minimumga erishishini hisobga olsak, birory, |y | =1
da

munosabatlar o r|nI|.
Faraz etaylik 7.4-teorema noto‘g‘ri. Unda a<0 bo‘ladi. Ushbu

rP)=/+p (x-r°) =1 |pl*1

nuqtani gquramiz, unda x =x° +y. Yetarli kichik p lar uchun x(P)

nuqta x0nugtaning yetarli kichik atrofiga tushadi. Ikkinchi tomondan,
yetarli kichik p lar uchun

4 (*(P)-*0)'a7.(*0
Jwpr~r (9= CPITORE0 py ) wopxe 9=
=Apa ~ A 9 4o(P2)=fp 2a+oP2)=p2 ° °C ) <o.
2 P2

Bu esa, x0 nugtaning mahalliy minimum nuqtasi ekaniga zid. Te-
orema ishot boldi.

7.5-teorema. Agar(7.10) masalada f(x)e C 2(En) bo‘lsa,statsionar
nugta x mahalliy minimum nuqtasi boMishi uchun shu nuqtada

y da2f (x
~d (~Zl Y kvadratik forma musbat aniglangan boMishi yetarli.

Isbot. Faraz etaylik,
a=m,r 709yt |y|_|.

Shartga ko‘ra a>0. Ushbu
X(r)=x+y(x-x\ y'z0, x=x+y, ye{y:\y |=1

139



nugtalarni ko'raylik. Ular uchun
I (Y)-1(?)= (r(T)~x)" ox (t(y)- *) +<[vly)—x f) =

—i a o(r)
=11 7>>+0(y2)EN-a +o(y2)=y2
5 5jc2 (y2) (y2)=y 2 y2

Shunday e>0 son topiladiki, ly|<e bo'lganda ushbu

o(Y2
(Y2) 4, a0 (7.11)
tengsizlik o'rinli boMadi. Bunda ,r(y) nuqtalar O”y”e tengsizlik

bajarilganda x nuqtaning z atrofini toMdiradi. Ular uchun (7.11)ga
ko‘ra

f(x(y))-f(x)Zo

tengsizlik o‘rinli boMadi. Bu x nugta mahalliy minimum nuqgtasi ekanini
anglatadi.

Misollar sifatida 7.2-§ da ko‘rilgan masalalarni olamiz.

1-misolda /(gr,,*2)=842-xtx2+m2+ 2w, +x2 funksiya uchun

yagona statsionar nuqta x° =(-5/3, -4/3 ) topilgan va unga mos

kvadratik forma Qi(yl,y2)=2 (yi ~Y\¥Yr +¥r) ko‘rinishda ekani kel-
tirib chigarilgan edi. Ravshanki (?i(>'].>'2)>0, 0*(y,,y2)e E2. Bun-
dan ko‘rinadiki, .r° =(-5/3, -4/3) nugtada berilgan funksiya mahal-
liy minimumga ega.

2-misolda /(*,,*,)=xf +3.r; - 31,%, funksiya ikkita x“>«(0; 0) va
(@ = (I/v3, 1V 9)statsionar nugtaga ega edi. Birinchisiga mos kelgan

kvadratik forma Qx(y, ,>4) = ~>M\¥2 boMib, u 0z ishorasini saqlamaydi.

Demak ¥ nugtada ekstremum yo‘qg. Ammo ikkinchi nc® nuqtada
mos kvadratik forma
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Qi(Y1>Y2)=2V9y- - 6y,y2+6V3
ko‘rinishga ega bo'lib, g» (" >2) >0, ya’ni o‘zining musbat ishora-

sini saqglaydi. Bundan berilgan funksiya 0* (j|,.y2)e £ 2 nugtada ma-
halliy minimumga ega ekani kelib chigadi.

2. Endi chizigsiz dasturlashning shartli minimum masalalariga
to‘xtalamiz. Awal chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasini ko‘ramiz.

Bunday holda masalaning qo‘yilishi quyidagicha edi ((7.2)ga
garang):

/(ar) -> min,  g,(*) =0, g,(x) =0....g*(*) =0. (7.12)

Pk (*)=0,92(ar)=0,... gk(a)=0} - joiz rejalar to‘plami.
Eslatib o‘tamizki, PK to‘plamning gavarigligi yoki gavariq emasligi
haqgida hech nima deyish mumkin emas. Har bir g((*) = () tenglama

£" fazoda sirtni anglatadi. Shuning uchun g(x) =0 vektor tenglama

Ata sirtlaming kesishmasidan iborat. Kesishma bo'sh to'plam bo'lishi
mumkin. Masalan,

g((x)=jc2+gr2+... +g2+0 =0, 0>0 bo'lganda, PKe 0 bo'ladi.

Agar g(x)eC[(PK) bo'lsa PK to'plam n-r o'lchovli silliq qurama

(rnagkoe mHoroo6pasue) deyiladi.

(7.12) masala uchun yechim mavjud bo'lishining zaruriy, yetarli
shartlari mavjud. Ammo sodda hollarda (7.12) masalani yechishning
sodda usullari mavjud. O'lchov n=2, n=3 bo'lganda chigarish usuli,
burchak koeffitsientlami tenglashtirish usullari shular jumlasidandir.

Quyida misollar ko'ramiz. Dastlab chigarish usulini go'llanishiga
oid ikkita masala ko'riladi.

1-misol (1-uchastka masalasi). Yuzasi S ga teng bo'lgan to'g'ri
to'rtburchak shaklida yer uchastkasi ajratilgan. Uning eni bilan bo'yi
ganday bo'lganda perimetri minimum bo'ladi?

Yechish. Masalaning matematik modelini quramiz. Agar x, va x7
deb to'g'ri to'rtburchakning mos ravishda eni va bo'yini belgilasak,
uning perimetri 2(x,+x2ga teng bo'ladi. Masalaning modeli:
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ko‘rinishida yoziladi. Bunda /(.X,,Ar2) = ar,+.x2,
g(*,,.x2) =.r,.r2-S =0. lkkinchi munosabatdan Xj=5A,ni topib
f (ar,,jr2) ga go‘yamiz. Natijada ushbu

[.(.r,) =jr,+—- >min, 0<X, <+00

masalani hosil gilamiz. Bu masalaning yechimi mavjud, chunki
7.2-teoremaning shartlari bajarilayapti, ya’ni

lim /.(*,)= lim /.(*,) =+

xr,->+C jo(->+«0
Demak, masala yechimga, anigrogM /(.x,,nr2)= x +ar2 funksiya
g(x,,.-x2) =x,Xx2-S=0 boMganda minimumga erishadi. Uni topish

uchun /.(*,) dan hosila olib, 0 ga tenglashtiramiz va yechamiz:

[(jt)=1+—, x®=VS; xX2=Js, x°=(y[s,js).
X 2
Shu yagona statsionar nugtada berilgan funksiya o‘zining minimu-
miga erishadi. min/(*,,.x2) = f(x°) =2js mKo‘rinadiki, masalaning
yechimini beradigan to‘g‘ri to‘rtburchak kvadrat boMar ekan.
2-misol (2-uchastka masalasi). Yarim perimetri p = X +.x, boMgan
to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer maydoni yuzi maksimum boMishi
uchun uning eni va bo‘yi ganday boMishi kerak?
Yechish. Masalaning modeli quyidagicha yoziladi:
5(X, ,X2) = XX —max, x\+x2=p-e
Yana chigarish usulini goMlaymiz: x=p-xr 0<xt<p boMsa, ushbu
S.(.x,)=xt(p- x{) -> max, 0< x <p masalani yechish lozim boMadi.
Bu masala uchun (7.1) teoremaning shartlari bajariladi. Hagigatan,

lim 5.(x,)= lim 5.(x,) =0, S.(*i)>0, V.x,e(0./>)

Yechimni topish uchun S'(x,)=0 tenglamani yechsak, yagona
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statsionar nuqta g°=4 topiladi. S.(.v,) funksiya shu nuqtada,

5(gr,,.r2) funksiya esa, x°=(p/2,p/2) nuqtada maksimumga

erishadi: =S(x°) =" = * Ravshanki, bu holda ham

to‘rtburchak kvadratdan iborat boMib chiqgdi.

Eslatma. Juda ko‘p masalalarning yechimi kvadrat boMgani sababli
uni sehrli figura deb atashgan.

Chizigsiz dasturlashning (7.2) masalasini yechishning Lagranj
ko'paytuvchilari usuliga to'xtalamiz. Mazkur usul hagida 4-bobning
4.2-8da gisqacha ma’lumot bergan edik. Endi shu usul hagida toMaroq
ma’lumot beramiz. Iqtisodiyotda uchraydigan chizigsiz dasturlashning

PK masalasi uchun mos Lagranj funksiyasi aksariyat holda normal,
ya’ni X0 * 0 boMadi. Shuning uchun umumiyatlikka zid kelmagan holda
doim X0=1 deb olsa boMadi. Bunda Lagranj funksiyasi

F(xA) =f(x) + X9, (x) + k2g2(ar) + Xkgt (ar) =/ (x) +b'g(x). (7.13)
ko‘rinishda yoziladi. Lagranjning normal funksiyasiga mos shartli mi-
nimum masalasi normal masala deyiladi.

7.6-teorema. Agar x° ePN nuqta (7.12) masala uchun shartli

mahalliy minimum nuqtasi boMsa, shunday X?A4°,...42 Lagranj

ko’paytuvchilari topiladiki, (gr°f°) Lagranjning normal funksiyasi
uchun shartli-statsionar nugta boMadi, unda
1°)' = (X®40®,...4®).
Ishoti. Agar (ar°, X°) shartli statsionar nuqta boMsa,

<r(°A0)
dx
vektor tenglik bajariladi.  va X ni topish uchun (w+J)fc)ta tenglama
mavjud:
al(” A0)="°,  g(x)=0. (7.14)
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Demak, shartli statsionar nuqtalarni (7.14) tenglamalar sistemasi
ichidan izlash kerak.

7.6-teoremadan normal masala uchun Lagranj ko'paytuvchilari
mavjudligi va yagonaligi kelib chigadi.

7.7-teorema. (7.11) masala uchun x°eP,, nugta normal nugta

bo'lishi uchun shu nuqtada
39i(*°) | 3g2(*°)

Ox & ax
vektorlar chizigli erkli bo'lishi zarur va yetarli (isboti talabaga top-
shiriladi).

Yugqorida ko'rilgan 2ta uchastka masalasining normalligini
tekshiraylik.
1-masalada /(ar,,ar2) = ma, +x2, ,.r2) =jc,.r, —

0.

* 0, munosabatdan kelib
\ x\;

chigadi.
2-masalada f(x1,x2)=xix2, g(x,,Xx2) =X, +x2-p. Masalaning
normalligi ushbu
dg(.T,,.r2)
dx

munosabatdan kelib chigadi. Bu hollar Lagranj funksiyasining nor-
malligini anglatadi.

7.8-teorema. Agar (7.12) masala normal bo'lib, f(x)eC2(Pk),

*0

g(x)eC2(Pk) va x0-shu masalaning mahalliy minimum nugqtasi va
X vektor x° ga mos Lagranj ko'paytuvchisi bo'lsa, ushbu

dg(x°)

Yyel =< dx

0X

tengsizlikning bajarilishi zarur.
7.9-teorema. Agar x° nuqgta (7.2) masalaning shartli-statsionar
nugtasi bo'lsa, shu nugta (7.2) masalaning mos Lagranj ko'paytuvchisi
x° bo'lgan shartli minimum masalasining yechimi bo'lishi uchun ushbu
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Q(y

v 4 ,d2FCx°X°) _, dg(*°
)=y —ax.>—)>>6, o*wgt=vy- gd(x ) y=0  (7.17)

tengsizlikning bajarilishi yetarli.
Yuqgorida yechilgan 2 ta uchastka masalasini endi Lagranj
ko'paytuvchilari usuli bilan yechamiz.

1-misolda J /(*,,x,) =T +X2-> min,
[g(.t,,er):*,*, -S

masala uchun uning normal masala ekanini bilganimiz holda
Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:

F(x,X) =%, +x2+ X-(x,x2-S).

Ravshanki, dF : P/+}'I a2, 9rF7~ T|- Endi tenglamalar siste-

masini tuzamiz:
1+ Xmx2 =0, 1+ Xet, =0, Xt-x2=S5.

Bundan x,=x2=-—/X va X=z%Il/Vs- Ma’nosi bo'yicha x,>0,
x2>0 boMgani uchun x =- Vs boMadi. Demak, v°=xj =Vs ¢Shart-
li-statsionar nuqta x° =(>/s, Vs), unga mos Lagranj ko'paytuvchisi
x° =-1/Vs-

Endi ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab, A matritsani va mos
kvadratik formani yozamiz:

d2F doF 1
:O’ 1 0
v
(o g oy V)
(*NIY\, Y1) = ~4\>Y2) Vs o
j= 0 [yls'yfS ~2 .. Vs

2y y
Shunday qilib, ONIYX"Yr)-  -j=r~. )ni Tda tekshiramiz:



ya'ni y,+y2=0 yoki y2=—y,*0. Ravshanki,
Q\r:_j:-yr(-yi):-j:y2>0, Vy,*O.

Bundan [x, 82=x,+x2 funksiya x,x2=S boMganda mabhalliy mini-
mumga erishishi kelib chigadi va frm=f(y[s,js) =2>/s . Bu awal

chigarish usuli bilan topilgan yechim bilan ustma-ust tushadi.
2-misol uchun ham Lagranj ko'paytuvchilari usulini qoMlaymiz.
Mulohazalarni gisqacha olib boramiz.

F(xA) =jrjc2+ X(x, +x2-p),
dF . dF :
A”“X2+*l ctr, ”XI+ » X, +X=0, g2+ X=0, X|+x2_p =0.
Bu munosabatlardan *° =x2=p/2, X =-p/2 kelib chigadi.

O 0 |
an2 | dx2 *  dxxdx2 m 0

b/
“(N.1) = 2Y\Yr,
<)

e A=l T=bi11) D =0 .
fix; B Lo PEbsll) o . Y, +1,=0, Yr~Yu

CIr=2v, *(~yx)=-2yx<0, Vy,*0.
Yugoridagi munosabatlardan J1x,x2=x,x2 funksiya x,+x2p=0

boMganda ,r° = (p/2. p/2) nuqtada mahalliy maksimumga erishadi va
2

f(*\,x2)=y -7=-7 - boMadi.
Ko‘rinib turibdiki, n=2 boMganda Lagranj ko'paytuvchilari usuli



bo'yicha hisob-kitoblar anchagina. Agar n=3,4,... bo'lsa, hisoblash-
laming hajmi yanada ko'payadi.
Ushbu /(x)-+ min (max), g(x) =0 masalada ishtirok etayotgan

Ox) va g(x) funksiyalar ba’zi xossalarga ega bo'lsa, masalani yechishning
ratsional usuli G'.Nasritdinov tomonidan tavsiya etilgan va burchak
koefTitsientlarni tenglashtirish usuli deyiladi. Bu usulning mohiyati 3-
bobda bayon etilgan (n=2, n=3 uchun). Biz mulohazalarto'liq bo'lishi
uchun shu bobda ham 2 ta misol ko'ramiz.

1-misol. /(gc|,*2)=2ar, | +xj')_| ->max, g(x|x9=3jc,+x2—15=0.

Bunda [Ox,x2 funksiya naflik funksiyasining barcha xossalariga ega.
Hagigatan (x,>0,x2>0)

Endi masalani yechishga burchak koefTitsientlarni tenglashtirish
usuli go'llansa bo'ladi.

Masalaning yechimi quyidagi sistemadan topiladi:
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Bundan 3.f =5ar|, x2~"~~x1 va 37(+5-"" x 15,

15 o_ 3155
e
,_ 3N 7 ~3+VTI'

Demak, / =20t | +.rj1)"" funksiya 3x, +5.r2- 15=0 berilganda

o 15 3yfl5

nuqtada maksimal giymatga erishadi. Sodda
k3+'J17° 3+VI5

hisoblar yordamida /w ni topamiz:

l,w =/(*°) = 23+VI5) »

Taqgoslash uchun shu masalani Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan
ham yechib ko'raylik. Masala normalligi ravshan. Endi Lagranjning
normal funksiyasini yozamiz:

£(ara) =2 (.r,' +jcJ1) I + Xe(3.r, +5x2-15).
Bundan

8= M (X +x?2r 243\, TH =% (x'1+x>ly 2+5X.

hosilalarni nolga tenglashtirib, quyidagi sistemani hosil gilamiz:

-£..(X}, +ar2,)-2+3X =0, N=-T AL W +*21)"2<
xf 3+
— (*T*+x32)"2+5X =0. X=--Narr1+*7,12,
*2 5*2

3r, +5.r; -15 =0. 3r, +5.X, -15 =0.

Dastlabki tengliklaming chap va o‘ng tomonlarini mos ravishda
boMsak, soddagina 5.r;=3.rf tenglik chigadi. Bu holda hisob-kitoblar

15 3-YN

. . ekani ma’lum.
i+yfil' 3+V15,

bajarilgan va shartli statsionar nuqta
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Endi shu nuqtada ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab, A matritsa-

dF SF
ni tuzamiz: hisoblash anigroq bo'lishi uchun larni quyida-
gicha yozib olamiz
Ne =2(1 + g x21)-2 + 3X, =2 m(xf'jfj + D~2 + 5X..

Bundan
ix} =-4 o1+ /_quﬂl)~3xéll /[;X; =-4.(xI132 +1)-3471.

Statsionar nuqtada shu hosilalami hisoblaymiz:

dIF 2°VTJ] d'F 2 -yfis
dx2 5¢(4 +-J\5) dx\ 3(4 +-3\5)
_N
dxtdx2 o ~ 4+ p/l3 »
k 5 %
f. 15 2, 15 2)
Q= i MW+2ydY2—yYr L T 3yl+5y2=0.

4+ 15

Agar y2=-j>"’i ekanini hisobga olsak,

2 30-8 15 2 30-30.984
W = [o* — 0
Qs TTE TR T s s
- - 15 .I
Demak, shartli-statsionar xO:\ 34715 34 0/, nugtada berilgan

funksiya maksimal giymatga erishadi.
Yuqoridagi hisoblashlar ko'rsatadiki, /'(x|,a2) funksiya naflik
funksiyasining xossalarini anglatuvchi shartlami ganoatlantirsa, burchak
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koeffitsientlarni tenglashtirish usuli masalani yechishning ratsional
usuli bo‘lib xizmat giladi.

7.4-8. Chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasi

Awalgi boMimda chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasiga va uni yechishning turli usullariga,
birinchi galda, Lagranj ko'paytuvchilari usuliga to'xtaldik. Ammo turli
igtisodiy jarayonlarning matematik modellarida tegishli shartlar
tengliklar va tengsizliklar sistemasi ko'rinishida boMishi mumkin.

Faraz etaylik, /(gr), g,(.r), g,(x), ... ,gk(x) funksiyalar n
oMchovli Yevklid fazosida berilgan boMsin. Shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasi quyidagicha qo‘yiladi:

/(.r)->min, g,(x)<0, g2(x)"0, ... ,g*(.t)£O0. (7.18)

7.7-ta’rif Ushbu PN={x:gl(x)<Z0. g2(x)£0, ... ,gk(x)Z0}

toplam ioiz reialar toplami deyiladi.
Bunda k<n tengsizlik bajarilishi shart emas. Iqtisodiy masalalar

uchun gr>0. Agar g'(x) =(g, (x), 92(x), ... ,gt(x)) belgilash kirit-
sak, ps ={x:g(x) ~0} deb yozish qulay.

7.8-re Yif Agar biror x° € Pw nuqgta uchun f(x°)<. f(x) tengsizlik
o'rinli bo1sa, x° nugta (7.18) masalaning yechimi deyiladi.

Agar masala ixtiyoriy joiz rejalar uchun yechilsa, yechim absolut
minimum masalasiga oid boMadi, aksincha, agar masala x° nuqtaning

yetarli kichik atrofida, ya’ni || ar-gr° ||<e, e>o sharda qaralsa, biz

mahalliy minimum masalasini yechgan boMamiz. Absolut minimum
masalasini yechishning umumiy usullari ishlab chigilmagan. Ayrim
soddarog hollarda absolut minimum masalalari yechilishi mumkin.
Biz mahalliy minimum masalalarini o'rganamiz.

Shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi (7.18)
yordamchi o ‘zgaruvchilar kiritish orgali shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasiga keltirilishi mumkin. Shuni asoslash uchun
quyidagi masalani ko‘ramiz:
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[(jr)->min. g,(.r) + x;+ =0, [/=1,*, (7.19)

bunda yy+, X,,+2, xnk lar yordamchi o'zgaruvchilar.

7.1-lemma. Har bir (7.18) masala (7.19) masalaga ekvivalent.
Isbot. Biror x° nuqta (7.17) masalaning yechimi bo'lishi uchun

(7.20)
nuqta (7.18) masalaning yechimi bo'lishi zarur va yetarli ekanini
ko‘rsatish kifoya.

Faraz etaylik, x°—(7.18) masalaning yechimi, ammo (7.19) nugta
(7.18) masalaning yechimi bo‘lmasin, ya'ni {?, 3, x,+2,
..., Xk} nugta uchun /(*) =f(x°), g,(?)+x* =0 munosabat-
lari bajariladi. Shunday qilib, /(*)< f(x°), £,(*)=-*,+, £0. Bu
esa x° nugta (7.18) masalaning yechimi ekanligiga zid.
Endi, teskarisi, {x°,x°+|,... , nugta (7.19) masalaning yechi-
mi, ammo x° nuqta (7.18) masalaning yechimi emas deylik. Bu holda
shunday x* nuqta mavjud bo'ladiki, shu nugta uchun

(7.21)

koordinatalar bilan to'ldiramiz. Unda (n~k)~ vektor {jr*jc*+l,

. X*4.} uchun ushbu

I )<I(2™),  g((x*)+(.C,)2=0. i=\k

munosabatlar o'rinli. Buesa, {x*,ar*+|, ..., .r*+i} nuqta (7.19) masala-
ning yechimi deyilgan farazga zid.
(7.18) masalani yechish uchun olib boriladigan mulohazalar

quyidagicha. Awal shartlari tengliklar bilan berilgan (7.19) masalani
yechishga zaruriy, yetarli shartlami qo'llaymiz. So'ngra natijani (7.18)
masala uchun yozib olamiz.

7.9-ta'rif. Agar birorjoiz nugta x°ePs da g;(jr°)=0 bo'lsa,

£,(.r)£0, \7i<>k, tengsizlik shu x° nuqgtada faol deyiladi, agar,

151



g, (.t°)<0 boisa, gl(x)<0, |<,ifk tengsizlik x° nugtada sust deyila
di.

7.2-lemma. Agar x° joiz nugtada faol bo'lgan /, i2 < S*k
indekslarga ega bo'lgan tengsizliklar uchun ushbu

A dah (x° A< (%o
(d))(( O)' g d)((X )1 eee Q <d(X ) (7.22)

vektorlar chizigli erkli bo'lsa, (7.18) masala uchun

{Nn [-*,<)]m™*,... |, [-s*(*°)]./2}
nugta normal nuqgta bo'ladi.
Shu lemmaga ko'ra (7.22) vektorlar chizigli erkli deb faraz qilib,
Lagranj normal funksiyasini yozish mumkin:

K
M (x,x1bl....xmk :f(x)+\g(x)+\/(I<xL\. (7.23)

Agar nugta (bunda v°H =[-g,(x°)]1/2, »=U
(7.19) masalaning mahalliy minimum nuqtasi boMsa, quyidagi teng-

lamalar sistemasini yozish mumkin (bunda 3= {ac°x°+,...,4r°+4}):

dx dx dx dx
Xy
(7.24)
APV _ ootk
dx

n+k

(7.24)dagi tengliklarning o'rinli bo'lishi zaruriy shartdir. Agar (7.18)
masala uchun ham Lagranj funksiyasini kiritsak
F(x, X)=/(x) + X'g(ar),
mahalliy minimumning zaruriy sharti, ya’ni (7.23) munosabatlar
dF(x\\) _ o

o (7.25)
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KA=° yoki AgGro=0, i=\k (7.26)
ko‘rinishni oladi. Bunda (7.25) —sustlikni to ‘1diruvchi shart deyiladi.
Buning ma'nosi shuki, x° nugtada sust bo'lgan tengsizlikka mos Lag-
ranj ko'paytuvchisi 0 ga teng, va, aksincha. Lagranjning biror
ko‘paytuvchisi noldan fargli bo'lsa, unga mos tengsizlik x° nugtada

faol bo'ladi.
(7.18) masala normal bo'lgani uchun x° nugtada ikkinchi tartibli

shartli minimumning zaruriy sharti bajariladi.
F(x,xnH,...,xrek 1) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalaridan
tuzilgan matritsa quyidagi ko'rinishga ega:

d-F(x\X)
d2x
2X, 0 0
0 25, 0
9 0 2XK

Shuning uchun mos kvadratik forma quyidagicha yoziladi:
, d2F(x°,X)
d2x
Endi y vektor yotadigan gipertekslik va yml,>, +2,...,> .+ sonlar
quyidagi tenglamalar sistemasidan aniglanadi:

Y+ bl\Y,H +- +2Xky,,.k. (7.27)

N ,(* O)V
d Y+ 2X HYHA =°-
X
d Y+ 2xPHryn+2 = 0. (7.28)
X
dgk(x°)V
g d(x ) Y+ 2Xn*kKYn*k = 0 -
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N -
dx Y + AXM+KYHK = 0.

7.10-FaYif Agar (7.18) masala uchun x° - joiz nugta bo {ib, shunday
A'=(X,,X2,...,.Xt)>0 - Lagranj ko'paytuvchisi topilsaki,
F(x, X)=/(ar) + Xg(x) Lagranjfunksiyasi uchun ushbu

dF(x°,X)
dx
tengliklar bajarilsa, x°—7.18) masala uchun shartli-statsionar nugta
deyiladi.
7.10-teorema. (7.18) masalada shartli-statsionar x° nugta mahalliy
minimum nugqgtasi bo'lishi uchun x° nuqtada faol bo‘lgan

/,,12,...,is, s <k indeksli tenglamalarga nisbatan tuzilgan
(n vCro)V
r= y- y=0
dx

yoki to'laroq yozuvda

i i
(dg,, (V0)] o (9gh U °)I . \dg.kuo! o
\ O y_’\ dx - \ O /y_'

gipertekislikda

d'x Y, yani (?(y)|r kvadratik forma musbat
aniglangan bo'lishi yetarli.
Misollar ko'ramiz.

I(g.m)=-a + F+at -181 +5
1-misol.
g(jf,,jf2) = jC|+jf,-170.
Lagranj funksiyasini tuzamiz:
F(xt,x2,X)=-jjc2+ ~V* + 4, -18.r2+ 5+ X (jr, +.r2-1).
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Zaruriy shartlarni yozamiz. .r,, ,r2 va x uchun sistemani yozamiz:

dl;l(_x)l—jq +4+X, I +4+A=0,

’ 3.r, -18 + A=0
dF(x) _ ’ ’
o, ox2- 1BrA, AOc,+ar2-1) =0.

Awalo A=0ni tekshiraylik. Agar >.=0 bo'lsa, x=-4, x2=6 bo'ladi.
Ammo (X, +x2- 1) i0 =-4 +6-1 =1>0. Demak, (—4;6) nuqta joiz

emas. Bundan A.*0 ekani kelib chigadi, demak, m@, +4r, -1 = 0 bo'lishi
zarur. Endi ushbu

1 +4+ A=0,
3x, —18+ A=0,
A(UF +m, _l) =0

. . . . . ..o ( 1323 0 3
sistemani yechish kerak bo'ladi. Uning yechimi x =4"*

Ikkinchi tartibli hosilalardan tuzilgan matritsa va mos kvadratik formani
yozamiz:

101

= K =W +3y2 .
031’ 0 2.
o _dg  dg 'V i e
Endi fni topamiz: i T um va 192 -0 yoki y=

-y,. Q(y{,y2) ni I da hisoblaymiz:  £?|r =4y,* >0, Vv,*0.

13 23~
Bundan berilgan /(*,,*,) funksiya v 4 4y nugtada ma-

halliy minimumga erishishi kelib chigadi.

[(m.42)=m +ar, ->min, @ >0, g, >0.
g(x,,x,) =5-ar,ar, <0, s> 0.
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Lagranj funksiyasini tuzamiz. Bu mumkin, chunki masala normal.
F(r,. g2, X)=xIx2+ X(s- mra2),

dF

I-X x2, X-ir. =
dx 1-X-jr, =0,
1- KX=0,
Xu(s - jcje2) =0.
dF dF _
Agar n.=0 bo'lsa, » ar7“ boMadi, ya’ni statsionar nugta

mavjud emas. Demak, X*0. Unday boMsa .v-x,.t2=0 va ., =.R2=1VA
boMgani uchun \ =\/ s . Ikkinchi tartibli hosilalar osongina hisobla-

nadi. Mos kvadratik forma Q=-2yw 2 va V:yx+y->=0. Demak,

Q|r=2y\ >0, Wy, *0 va /(.r,,.r2) funksiya ( s, s) da minimum-
ga erishadi.

7.5-8. Sodda iqgtisodiy modcllami gcomctrik dasturlash usullari
yordamida o ‘rganish

XX asrning ikkinchi yarmida ekstremal masalalar yechishning yangi
yo‘nalishi paydo boMdi. Uni geometrik dasturlash deb ataladi. U ko‘p
hollarda chizigsiz dasturlash masalalarini ratsional usul bilan yechish
imkoniyatini beradi. Bunda ba’zi hollarda masalalami yechish uchun
hatto hosilalardan foydalanilmaydi. Sodda hollarda geometrik
dasturlashning tengsizliklar usuli, pazinomlar usuli muvaffagiyat bilan
goMlaniladi. Biz quyida shu usullar yordamida o'iganiladigan modellarga
to’xtalamiz.

1. Iqgtisodiy masalalami ycchishning tengsizliklar usuli

Ba’zi iqgtisodiy masalalami tengsizliklar usuli bilan yechish
maqgsadga muvofig. Unda ba’zi klassik tengsizliklardan foydalaniladi.
Aynigsa, o‘rta miqdorlar va ular orasidagi munosabatlar asgotadi.

Bizga n ta musbat .r, >0, .r, >0......... r, >0 miqgdorlar yoki biror

o'zgaruvchining musbat funksiyalari ar,(/),m2(/), le(a.b)
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berilgan bo'lsin. Ulardan tuzilgan o'rta miqdorlarni yozamiz:

!
H, =

" L+_ +..+_L — o'rta garmonik miqdor,
vi %5 J=J
n cjc2 ® * XN - 0'rta geometrik migdor,

+Y + +X
An= - o'rta arifmetik miqgdor,

b, +xB+... +

Pn=J) Lo —o rta kvadratik miqdor.

Mazkur migdorlar orasida quyidagi tengsizliklar o'rinli:
Hnzr,<AnZD,,.
Undatenglik ishorasi .r, =.r, =... =.r,, bo'lgandagina o'rinli bo'ladi.
Shu tengsizliklarning isboti murakkab emas. Ular turli usullar bilan

isbotlanadi.
Biz iqtisodiy masalalami yechishda

r HZA,, M

tengsizlikdan foydalanish usulidan foydalanamiz. Bunda ikki hoi bo'lishi
mumkin.

I°-hol. r, +x2+...+.r,=a, a=constmBunda I, <A, tengsizlik
ushbu ¢ r*-, jeH=aln ko'rinishga keladi. Undan x -v2 =
= (o In)" kelib chigadi. Ko'rinadiki, max{j, x2-...-.r,,}=(a/n)" va
r, =X2= ..=xn=aln .

Shunday qilib, biz quyidagi masalaga egamiz:

jo, M, *... *X,, ->max,
xl+x2+...+xn=a, a=consr, (7 29)
jr,>0,jt2>0, ... , m,>0.

Bu masala matematik dasturlash fanida shartlari tengliklar bilan
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berilgan shartli ekstremal masala deyiladi. Uni yechish anchagina
murakkab. Jumladan, u Lagranj ko'paytuvchilar usuli bilan yechiladi.
Ammo biz ko'rayotgan maxsus holda (7.29) masalaning yechimi
osongina yoziladi:

1-masala. Yarim perimetri jc, +jc, =p bo'lgan to'g'ri to'rtburchak
shaklidagi maydonning yuzi uning tomonlari ganday bo'lganda eng

katta bo'ladi?
Yechish. Ushbu masalaga egamiz:

J X +x2->tnax,
1 x,+x2=p.
(7.29) masalaga ko'ra n =2, a=p bo'lib, yechim Tax(.1,,4r,) =
={p/2f r,=x2=pH ko'rinishda yoziladi.
2-masala. Ushbu f(x) =ax(b-x) -> max, Q<x<b, a> 0 masala
yechilsin. Agar jo =X, X2=b-x desak m +x, =b=const bo'ladi.
Shuning uchun max{at(6-jc)} =a(b/2)2+ Endi m =x2 tenglikka
ko'ra x=b-x, 2x=b, x0=b/2. Shunday qilib javobni

max /(jc) =f(b/2)=ab2/4 ko'rinishda yozish mumkin.

3-masala. Tomoni p ga teng bo'lgan kvadrat shaklidagi materialdan
uning burchagidan ganday kvadratlar girgib usti ochiq yashik yasasak,
shu yashikning hajmi eng katta bo'ladi?

Yechish. Kvadratningtomoninix desak, 0<x<p/2 bo'ladi. Unda
yashik hajmi Y(xX)=(p-x)rx formula bilan aniqlanadi. Agar
V(@)= 1/44.r(/>- 2.t)- (p-2jc) deb yozib, x,=4.r, x2=x}=p-2X

desak, x, +ar, +.x3=2p bo'ladi. Shuning uchun (7.29)ga ko'ra

mal\/(x)=~ "~], 4r=p-2x dan X kelib chigadi.
2*-hol. jc -r2-...-xn=b, b=const. Bunda (*) tengsizlik

\b =T +*2 ko'rinishda yoziladi. Undan
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min(.r, +g2+... +x,,) =n-'ifb ~ kelib chigadi. x, =.r2=... =%,

bo'lganda x, =y[b, /=1 w bo'ladi.
Shunday qilib, biz quyidagi masala va uning yechimiga egamiz.
Masala:
o, +ar2 +... + xn-> min,
mx|l x2-...°Xn=b, b=const, (7 30)
F, >0,m, >0, ..., xn>0.

Yechish:  min (o, +g2+... +xn)=n b,

=pg2=..=%,=Va.

1-masala. Yuzasi S bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklidagi
maydonning tomonlari ganday bo'lganda uning perimetri eng kam
bo'ladi?

Yechish: Ushbu g, +ar2 -*min, g, -x2=S masalaga egamiz. Unda
yechimni darhol yozish mumkin:

min(x, +x2)=n->[b , &, =Jf2=-Jb~-
2-masala (eng yaxshi konserva idishi hagida). Hajmi V bo'lgan

silindr shaklidagi konserva idishining asos doirasi radiusi r va balandligi
h ganday bo'lganda uni yasash eng arzon tushadi?

Yechish. Idishning hajmi kK =3 r2/1- ~ en8 arzon tushishi uchun
to'liq sirti eng kam bo'lishi ravshan. Shu holdagina unga eng kam

material ketadi. Demak, S=2n r2+2n r h, V=n r2h. Agar

, V
» - -n-——r—r ni S ifodaga qo'ysak,

S(r) =2n r'7 + —2——;—\—{—— »mm, r>0
masala hosil bo'ladi. Agar bu funksiyani ushbu

vV VvV
S(r) =2k-r2+ - +-
rr
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ko‘rinishda yozilsa, .1, =2n-r2, x=x=V/r boMganda
VLT =5n—r’~--¥----¥-= I V(Sf‘r =pL

boMadi. Demak, yechimni yozish mumkin: m'mS(r)=3-\j2nV2,

X, =x2=*3gako‘ra 2n r2=V/rdan r° =\l V/(2n) , h=2-r0 kelib

chigadi. Demak, hajmi V boMgan silindr shaklidagi konserva idishi
eng arzon tushishi uchun uning o‘g kesimi kvadrat boMishi lozim.
2. Igtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli
Pozinomlar funksiyalaming maMum turidan iborat boMib, pozinom
so‘zi musbat aniglangan ma’noni anglatadi. Pozinomlar muhim
xossalarga ega, ular igtisodiy masalalarni yechishda asqotadi.

TAI-tarif Ushbu f(x)=c xa,c>0, a<=R, x>0 ko'rinishdagi

funksiya bir o'zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.
[.XI-taTif Ushbu

/(*) =C,jc" +C2xa- + ... +C,xa”,Cl>0, a,e R, /=In- (7.31)

Ko Tinishdagi funksiya bir o zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.
1.\3-tarif Agar (7.31) pozinom uchun ushbu

C,al+C,a2+ ... +C,a,=0
sonli tenglik o rinli bofsa, (7.31) pozinom regulvar deyiladi.
7.11-leorema. Agar (7.31) pozinom noregulyar boMib, biror a, va
ap /M juftlik uchun a,a. <0 tengsizlik o'rinli boMsa, (7.31) pozinomni
x=x{ almashtirish yoraamida yangi o‘zgaruvchi y bo‘yicha regulyar
pozinomga keltirish mumkin, unda x0 ushbu

+C2a2xa- + ... +C,,anxa" =0 (7.32)

tenglamaning musbat yechimidan iborat.

Ko'pgina iqtisodiy masalalarni yechish jarayonida pozinom
ko'rinishidagi funksiyalaming eng kichik giymatini topishga kelib
golinadi. Shunda quyidagi teoremalardan foydalanish tezgina natija
beradi.

7.12-teorema. Agar (7.31) pozinom regulyar boMsa, u o ‘zining
eng kichik giymatiga x=1 boMganda erishadi, ya'ni, agar *

* 1 - pozinomlaming eng kichik giymatini anglaluvchi maxsus belgi.
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n 1 111

lc,a,=0 bo'lsa, u /= min"é,*"— = 2/.?, =/(1)
M . 11
bo'ladi.
Misollar.

1./(-*) =*+—. Bu regulyar pozinom, demak, min/(.r)=u/ =
=1+ 1=2.

2. f(x) =x+x"iU2a+x~co$lamBu ham regulyar pozinom. Shuning
uchun u/=/(1)=3.

n (n+\) 1 1 )
3 /(*F) =Tt -+ — , x>0. Bu regulyar pozinom,
2 X X X

chunki

2 A+ H)+1( 2t +L(,,) =i (ILt)-(142+...+,) =0

Demak,

7.13-teorema. Agar (7.31) pozinom noregulyar bo'lib, x0son (7.32)
tenglamaning musbat yechimi bo'lsa, u 0'zining eng kichik giymatiga
x=x0bo'lganda erishadi, ya’ni,

f(xj)=m, ul(y)=1(1. =f(x0

Misollar.

l.jr-yaS, pc+.y-»TT.

[(jf) =.r+5/x->min ; bu pozinom, chunki biz bu masala bilan
tanishmiz. Agar 5=1 bo'lsa, 4/ =1+ 1=2 bo'ladi. Endi 5*1 bo'lsin.
Unda x0ni topamiz:

I-1-jr +5-(-1)----- >x0 =J~S~, yO=yfs m
X

Shuning uchun

U/=/(.5)=45 +-L =-Js + =2 is.

Shu pozinomni regulyar ko'rinishga keltiraylik:
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I(-V)=1I(-To-¥Y)=/(Jsy) =Jsy +s/(Jsy) =Jsy +y[s/y-
Shunday qilib, f(x) =x+S/x=f,(y) =Js (y+1/v).
Ko'rinadiki, u/=/( 5)=u/. =/.(1).

2. Eng yaxshi konserva idishi hagidagi masalani ko'raylik. Unda,
ma’lumki S(r)=2nr2+2V/r ->m\n, r>0 masalani yechish lozim
edi. Ko‘rinadiki, S(r) funksiya pozinom. Regulyarlikka tekshiramiz:

2n-2+2P-(-1)=2-(2n-F). Agar V=2n boMsa, pozinom regulyar
boMadi. Ammo iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha hech mahal hajmi (V)

irratsional gilib tanlanmaydi. Shuning uchun V * 2n deylik. Unda r0
ni topamiz:

2n-2r2+2V-(-1/r)->r0=yfv/yf2n , h0=2r0.
Demak, u5 =5(r0). Endi S(r) ni regulyar ko‘rinishga keltiray-

lik. Shunday qilib, /,(y) ={¥y2+2VI1y)Ir0 pozinomga egamiz, u
regulyar,

s{r)=s(roy)=2nrzy2+— = - 28,0 *2K=1"\2,2v"
oy ro Yy
- If.. 2 2w\
Shunday qilib, lvy +— J pozinomga egamiz, u

regulyar, chunki V-2+2 V (~\) =0. Demak,

U/=/(r0)=/.( = (M +2V) =3-\[2nV* .

7-bobga oid masalalar
. Quyidagi funksiyalaming kritik nuqtalari topilsin va ekstremumga
tekshirilsin (iv=1,2,3,...):

1. y=-jjX2-2N Xx, 2.y=N x }+3N-X
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3.y=\IN-x-N2 4y =N X (x-N)3

5.y =x2—N + )-|.v| + Af 6. v=r2+(N + 1)-|m + jVv

1

5

I. Quyidagi ekstremal masalalar yechilsin (iV=1,2,3,...):

v:-1 x'(4- N x)->max, 0<x< i.
3 N

y=5exeIN-x2—->max, 0<X<-Jn e

N =3-.X-(4-N-JIx) ->max, 0<ar<16/Nr2.
N 7 5 .

y=—X +—- »min, Ar>0, (0 <Ar<-100)
4 N x

y =N-X +—"7F->min, ar>0.
N -x~

y=Nmx +—f=—>max, x>0
V-r

1. Quyidagi funksiyalaming statsionar nuqtalari topilsin va har
bir statsionar nugta uchun mos kvadratik forma tuzilsin (AN 1,2,3,...)
va shartsiz ekstremum masalasi yechilsin:

1

2.

6.

/(ar,,ar2) = m2 -ar,ar2 —20] + N -x 2.

f(Xt,X2)= Nm X2+X2- 4r, + 2.2
f(xI,x2f= N xix2+10+ N

f(xt,x2)=xf -2xtx2-(N-1)x; +16.v, + 12.12.

I(jr,,x2)=uf -3T|AM2 +jc2 -2xt- N x2.

/(ar, ,x2) = N- xtx2- 1 gz2g2 + *x{x ;.

IV. Quyidagi shartli ekstremum masalalari Lagranj ko‘paytuvchilari
usuli bilan yechilsin (/V=1,2,3,...):
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1 f(xi,x2)=2xi-Nx2->extr, g(.t,,x2)=Nx; +4; +1=0.
2. 7 (e ,X2)=Af]" -2X,4T, + jvt2 -textr, g(.r, ,x2)=2xt+Nx2-1=0 .
3. f(x1,x2)=2x;-x% + Nxt-textr, g(xlI,x2)=xl+Nx2- N =0-

4- f(.xI,x2)=e4* Xl -textr, g(x,,x2)=Nx, +x2-4 =0-

V. IV bo'limdagi masalalar chigarish usuli bilan yechilsin.

V1. 3-bobga oid masalalar ichida 11, I1l, 1V boMimlardagi masala-
lar Lagranj ko'paytuvchilari usuli bilan yechilsin.
VII. 1l bo‘limdagi 1-6 masalalar tengsizliklar usuli bilan, 7-12

masalalar esa pozinomlar usuli bilan yechilsin.

7-bobga oid nazorat savollari

/. Birva ko p argumentlifunksiyalaming kritik nugtalari ta 'rifmi keltiring.

2. Bir va ko'p argumentli funksiyalaming ekstremumlari va ekstremal
giymatlari ta ‘rifini ayting.

3. Chizigsiz dasturlash masalalari goyilishini aytib bering.

4. Chizigsiz dasturlash masalalari uchun PK va Ps to plamlar nimani

anglatadi?

5. Chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasi yechimi mavjud
bo 1ishining zaruriy, yetarli sharti ganday ifodalanadi?

6. Shartsiz minimum masalasiga oid misollar keltiring.

7. Shartli minimum masalasi yechimi mavjud bo'lishi uchun zaruriy,
yetarli shartlar ganday ifodalanadi?

8. Shartli minimum masalasini chigarish usuli bilan yechish ganday
bajariladi?

9. Lagranj ko paytuvchilari usuli mohiyatini so'zlab bering.

10. Masaladagi funksiyalar ganday shartlami ganoatlantirganda uni
yechish uchun burchak koejfitsientlami tenglashtirish usulini go 1lash mumkin?

11. Geometrik dasturlashning mohiyati nima?

12. Tengsizliklar usuli ganday masalani yechib beradi?

13. Pozinomlar ta tifmi bering.

14. Pozinomlar usuli yordamida ganday masalalar yechiladi?

15. Tengsizliklar va pozinomlar usuli bilan yechiladigan iqtisodiy
masalalarga misol keltiring.
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8-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNING SILLIQMAS
MASALALAR KO‘RINISHIDA TAVSIFLANADIGAN
MATEMATIK MODELLARI

Silligmas masalalarga to‘xtalishdan awal sillig masalalar, sillig
funksiyalar tushunchasini eslatib o'tamiz.

SA-ta'rif Agar x), xePcE™ funksiya biror x°e P nuqgtada k-
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, uni k-tartibli sillig funksiya
deyiladi. Agar Ax) funksiya silliq deyilgan bo'lsa, unda uning 1-tartibli
silligligi nazarda tutiladi.

Masalaning qo'yilishida ishtirok etgan funksiyalar silliq bo'lsa,
o'sha masalalarni sillig masalalar deyiladi.

Awalgi bobda ko'rilgan chizigsiz dasturlash masalalari sillig edi.
Unda funksiyalarning 2 marta uzluksiz hosilalarga ega bo'lishi talab
etilgan. Ammo doim sillig masalalarga duch kelavermaymiz. Masalada
ishtirok etayotgan funksiyalar u yoki bu nuqtalarda hosilaga ega
bo'Imasligi mumkin. Agar funksiya uzluksiz bo'lib, chekli sondagi
nuqtalarda birinchi yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo'lsa, turli shartlar
bajarilganda funksiyaning ekstremumlarini yoki ekstremal giymatlarini
topish masalasi silligmas masala deyiladi. Bunday masalalar ham
o'rganilgan, ba’zi hollarda masala yechimga ega bo'lishi uchun zaruriy,
yetarli shartlar ishlab chigilgan.

8.1-8. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

Silligmas masalalarni yechishning turli usullari, shu jumladan,
tagribiy usullari ham mavjud. Yo'nalish bo'yicha hosila tushunchasidan
foydalanish usuli shular jumlasidandir. Yo'nalish bo'yicha hosila
tushunchasi oddiy hosila tushunchasining bevosita umumlashtirilishidan
iborat. Shu sababli awal funksiyaning nugtada va sohada hosilasi
tushunchasini eslatib o'tamiz.

8.1-taYif Biror Pc E" sohada aniglangan va uzluksiz funksiya
y~A X,,X2,...,X,,) berilgan bo'lsin. Agar Pning (n~\)ta koordinatasi

tayinlangan, vya'ni x°=(xX®,xj,....x,0l, X ,x°.... x°)  bo'lsa,

df
funksiyadan x( bo'yicha hosila gx quyidagi limitga teng bo'ladi:
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dji = [im /.(*, +Ax,)-/.(x,)

boyicha olingan hosila xususiv hosila deyiladi.
Bir argumentli funksiya uchun hosila

munosabat bilan aniglanadi. Albatta bu ta’riflarda tegishli limitlar
mavjud bo'lganda hosila nuqtada yoki sohada mavjud bo'ladi. Agar
biror nuqgtada hosila mavjud bo'Imasa, demak, biz silligmas masalaga
kelib golamiz. Misol sifatida y = |x | funksiya uzluksiz, ammo x0=0
nugtada hosilasi mavjud emasligini ko'rsataylik. Uning uchun x0=0
nugtada funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatining x>0
da limitini hisoblashga harakat gilaylik:

Yagona limit mavjud emas. Demak, x=0 da hosila mavjud emas.

Oddiy hosilada argument orttirmasi gorizontal o'g bo'yicha
berilayapti. Agar orttirmani biror 1| yo'nalish bo'yicha berilsa nima
bo'ladi? - degan savol gqo'yamiz. Bu hoi bizni yo'nalish bo'yicha hosila
tushunchasiga olib keladi.

1. Deylik, r=[x), x GE" funksiya berilgan va | berilgan n o'lchovli

vektor-yo'nalish. Ravshanki, * =jy |,ya’ni 7 = 1. Berilgan yo'nalish

I birlik vektor bo'lsin: |/ 1=1

8.3.-tat¥if Agar ushbu
I FOE KD T0) - (worxyee, jri=1, xes™  (8.)

limit mavjud bo‘lsa, shu limit r=4x) funksiyadan x°e E" nuqtada I
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. . . . o 5/(*o0> ) ) )
yo'nalish bo'yicha olingan hosila deyiladi va  * kabi belgilanadi.

Tushunarli bo'lishi uchun n=2 bo'lgan z=f(xrx2 holni ko'raylik.
Unda | yo'nalish bilan Ox, va 0x2 o'qlar orasidagi burchaklar mos
ravishda a va p (P=90°a) bo'lsin. Argument orttirmalari x,+A/cosa,
x2+Alcosp bo'ladi. Funksiya orttirmasi quyidagicha yoziladi:

Or=/(x, +4/ecosa, x2+ /ecosP)-/ (x,,x2), 1/ =1

Agar Jjm mavjud bo'lsa, u *=[x,,x2 funksiyadan x=(x,,x2

nugtada | yo'nalish bo'yicha olingan hosila bo'ladi. Ravshanki,

Al/cosa=£¢/,, Alcosp=A:/2 va cosa, cosp yo'naltiruvchi kosinuslar
deyiladi.

Misollar.
1. 2=/(x,,x2)=x2+2x2, | = x° =(0,0), |/ |=1
a0 _ i (0 + AT)2 + 2(0+£12)]-(02+2-0)}=2/, = .2
dl Olr
2. =/ (x,,x2)=x*+|x,-1], /=(1;2), x°=(0,1),
bunda | =yj5 * I =1
A= lim ¢ 0+*-U o+ I+Arf-i -(02+ 1-1)
dl 5
= lim —f-/r2+~=k 1= lim
*ow« K\ 5 -k J fsJ s’

3. /(*)=|4 x°-1, [-1, 1/|=1,

2£12>« iimlx '+ U d*i, iim—=1
3/, *»0 K K
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4. I(ar) =|x|, g°=1,/*-1, |/ 1=1, <7
y W .[J° +M -[)H 0l,lin~* |

0

5/, K K0k
1. Agar r=14ar,X,....xn)=f(x), xef£", funksiya berilgan
T°e £" nuqtada barcha argumentlari bo‘yicha difTerensiallanuvchi

bo'lsa, shu funksiyadan x0 nuqtada berilgan /, ||/ 1 yo'nalish bo‘yicha

hosila osongina hisoblanadi. Quyida shu hisoblash formulasini
keltiramiz:

df(x° ° ° °
_(X_).:d_f(x—)-cosa. +ﬁ(x—)-cosa, +...+d—f-(-2(---)--cosa =
dl dxx 1 dx2 2 dxn
m s+ ., 82
dx, Sxt dx, (8.2

Misollar ko'ramiz:

1 /(ar,nr2)=p2+3x2,/ =~ ;A j, Jf°=0.

df(x°) df(x°)
Awal — va — miqdorlami hisoblaymiz:
d/(*°) )
dx{ ’ dx2
df(x°)
Endi —” — ni hisoblaymiz:

al(*Vi if3 -ys 3-yr+l
dl 2 2 2

2 f(xt,x2)=jjr,3+j.r2-2.t,+3x2+5, / =(3; 4\ par°=(1,-2).

/(3 4]J df(x°)
Ravshanki, |/ 1=5~1, *~|/]|“[5°5V End* ~Qj— ni hisoblay-

miz:
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5/(x°) _(*2_2) ,=J-2=-15a17?°)aCr2+3>..=-2+3=1,
aX. 4x2

PEEESDRL 4

3 /(.r,,ar,)=2sinm, +5cosx,, /= 1
wWhT Vio/

al(**) = 2CO0S I, 0:90051:2- —1:1

5.X,
2/(x?) =-5sinje, =-5sin L -5 °£: =
Ax. ’
df(x°)

di 1/io 2 Tio 2lio

8.2-8. Yo'nalish bo'yicha hosila yordamida chizigsiz
dasturlashning shartsiz va shartli minimum masalalarini yechish

I.Shartsiz minimum masalasini yechish. Shartsiz minimum
masalasining qo‘yilishini eslatamiz ((7.1)ga garang):

[(*) = /(m*1>*2>ee0n* )-p min , xeE n-

Faraz etaylik, z = Ax) funksiya £" fazoda aniglangan va uning har
bir nuqtasida ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha hosila mavjud bo'lsin. Bu
funksiyaning differensiallanuvchi bo'lishi talab etilmaydi. Shuning uchun
berilgan funksiyaning kritik nuqtalarida mahalliy minimum (maksi-
mum) mavjudligi shartlari tekshiriladi.

8.1-teorema (zarurlik sharti). Agar x0e£" nuqta (7.1) masala
uchun kritik nuqta bo'lsa, z=/(x) funksiya x0 nuqtada o'zining
minimumiga (maksimumiga) erishishi uchun uning x0nuqtada ixtiyoriy
yo'nalish bo'yicha hosilasi ushbu

df(x°) df(x?)
dl ’ dl
tengsizlikni ganoatsizlantirishi zarur.

(8.3)
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Eslatma. Qavariq funksiyalar uchun (8.3) shart hatto yetarli shart
vazifasini bajaradi.

8.1 -teoremaning isboti. Faraz etaylik, shunday yo'nalish J, [|/1=1
topiladiki,

2((£> —a«>
dl

tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda ta’rif bo'yicha shunday g>0 son
topiladiki, 0<e<e bo'lganda
/(jre+£-/)-/(:x°) a
£
tengsizlik bajariladi. Unday bo'lsa, xX®nuqtaning ixtiyoriy kichik atrofida

shunday x +e- T nugtani topish mumkinki, shu J nugta uchun ushbu
f(x)<f(x°)+~r<f(x°)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu nuqtaning minimum nuqtasi ekaniga
zid.

8.2-teorema. Faraz etaylik, z=f[x) funksiyaning x* nuqtada barcha
yo'nalishlar bo'yicha hosilasi mavjud bo'lsin. Agar x* nuqtada barcha

{#fU=1 yo'nalishlar bo'yicha  qj > tengsizlik bajarilsa, u holda

x* nuqta r=/iac) funksiyaning minimum nugqtasi bo'ladi.

df(x)
Ishot. gj hosila |/1|=1 sferada ekstremal giymatlarga erishadi.

o df(x")
Eng kichik giymatni a deymiz: qi

d/(* 'K n

Shart bo'yicha bo'lgani uchun a>0 bo'ladi. Yo'nalish

bo'yicha hosila ta'rifiga ko'ra shunday e>0 son mavjudki, O<p<e dan
olingan ixtiyoriy p lar uchun va har bir /| /||=1 uchun ushbu
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[(x* +pl)-1(x*) a
— " P > j (8.4)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. y =x*+p/ nuqtalar ixtiyoriy p, /, 0<p<e,
II/lF1 uchun x* nuqtaning e —atrofni to'ldiradi va shu y lar uchun
(8.4) dan f[y)>/{x*) tengsizlik kelib chigadi. Bu x* - minimum nuqtasi
ekanini anglatadi.
Misollar ko'ramiz.
1 Awal ko'rilgan y=Rx)=\x\ funksiyani ekstremumga tekshiramiz.
Bu funksiya uchun yo'nalishlar fagat 2 ta: /,=1, | =—21. Shu yo'nalishlar
bo'yicha hosilalarni yagona kritik x=0 nuqtada hisoblaganmiz:

3/(0) 5/(0)
Q  ~ = 1>0. Bundan ,y=[x| funksiya x=0 nugtada minimumga

erishishi kelib chigadi.
2. [(x,,x2)=x2+x2-1 ->extr, (x,.x2)e E' masalani ko'ramiz.

Bu holda statsionar nuqta yagona: (0;0), chunki f:~ _~nzxi,

qd; 0 larga ko'ra x®=(0;0) bo'ladi. /=(/,,12 — ixtiyoriy biriik

yo'nalish bo'lsin. Endi hisoblaymiz:
a/(0,°)=0" o/ _0

dl
Zarurlik sharti bajarilayapti. Ammo berilgan funksiya qavarigligidan

bu yetarli shart ham bo'ladi. Shuning uchun /(*,, x2)=x2+.r2- 1
funksiya x=(0;0)da minimumga erishadi va /A"T¥/[40; 0)=—1. Bu hoi
geometrik nuqtayi nazardan ham ravshan. z=x2+x2-1 ning grafigi
vertikal o'qli paraboloiddan iborat. Uning uchi (0;0; —1) nuqtada.

3. /(x,,x2)=]x%, |+W-x2-textr, /=(/,,/,)- ixtiyoriy, ||/||=1,

*°=(0,x2).
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Hm L[] 0+ | |+ W-(.t2+k/2)]-[0+V jt&] }=

= Hmj{*-| /, \+ N-x°2+KkN12-N-x2 }=|/, |+ /14 2.

Oxirgi |/, \+ N 12 ifoda ixtiyoriy /, va 12 lar uchun o‘z ishorasini
saglamaydi, Demak, berilgan funksiya ekstremumga ega emas.

4. /1(.r,,.r2) =] x, + 1\+ N-\ x2-2 \->extr, 1=(/,,/,) x°=(-1,2),
1/11=1-

Berilgan funksiya yagona kritik nuqtaga ega: j¢=(—1,2).

AI(~1,2) = lim —{[| -1 +k L 1+V-I 2+k12-2 [I-0 }=
(@t = st 171 03

Demak, berilgan funksiya jc°=(—1,2) kritik nugtada minimumga
erishadi va f m=R—1,2)=0.

2. Shartli minimum masalasini yechish. Ma'lumki, shartli minimum
masalasi 2 turli: shartlari tengliklar bilan berilgan va shartlari tengsizliklar
bilan berilgan masalalar.

Yo'nalish bo'yicha hosila shartlari tengsizliklar bilan berilgan (7.3)
masalani yechishga tatbiq etilgan. (7.3) masalani eslatamiz:

fix)-* min, g,(jc)£0, g2(jf)"0,...,gt(jr)£0.

Bunda f(x), g\x) =(gl(x),92(x)....... gt (-T)) funksiyalamingdif-
ferensiallanuvchi bo'lishi talab etilmaydi.

8.3-ta rif Agar biror x g Pn nugtadafaol bo 1gan tengsizliklar uchun

dg,(x) n Mn .
aj <1 1", — S

tengsizliklar o rinli bo'lsa, 1 —joiz yo'nalish deyiladi.

8.3-teorema. Agar ,r° e Ps nuqta (7.3) masalaning yechimi bo'lsa,
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u holda barcha joiz yo'nalishlar / bo'yicha ushbu
*/<*') yo - o )
a’7 .| —joiz yo'nalishlar,
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot. Teoremani noto'g'ri deb faraz etaylik. Unda shunday joiz

yo'nalish 7 topiladiki, shu / uchun ushbu

M I X a<o0
dl dl

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Endi x(p)=jr°+p/\ P>0 vektorni

ko'raylik. Shunday e>0 son topiladiki, O<p<e tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha p lar uchun gr(P) nuqta joiz bo'ladi, ya’ni
g,(jf(P))<0, /=1 , 2 Hagigatdan, nuqtada faol bo'lgan tengsiz-
liklardagi gt(x), /=/|,/J,...,/t., funksiyalar uchun shunday 6, >0 topiladiki,
quyidagi munosabatlar o'rinli bo'ladi:

E,(*°+P O-£,(*°) , 1 dg,(x°)

p 2 a1 <0 O<p<e

Shuning uchun barcha p, O<p<mine( lar uchun
g'{x°+pT)<gl(x°)z0, /=
Zarurat tug'ilganda e,ni kamaytirsak, g((x)ning uzluksizligi va

gt(x°)<0, /,, dan sust gt(x) funksiyalar uchun
gj(x +Pe/)R0,  [*[1]] 0000,
tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, x(P) 0<p<e nuqtalar joiz.

df(x°)”™n
Endi 8.1-teoremaga asosan kelib chigadi. Teorema isbot

bo ‘Idi.
8.4-teorema. (7.3) masalaning kritik nuqtasi x° ePs. shu

masalaning yechimi bo'lishi uchun barchajoiz yo'nalishlar J bo'yicha
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tengsizlik o'rinli bo'lishi yetarli.
Misol. f(x\,x2)=xtx2+3->max, X,+5.t2=6.

Bu masalada g(.r,,.v2)=m(+5jt2-6 =0. Joiz yo nalishlarni

topamiz:
£* =, a*=5, T-M.H+s-Z-1*s-h«>,
dx, dx2 dl
b, W .
Endi ng m hisoblaymiz:

df(x°)_xo | 0>/
dl 2 112,

bu yerda (.r°,x2)=x°- shartli statsionar nuqta. Uni topamiz:
F(jt,,i”A) =mpa2+3+M *, +5.t2-6),

9l—-F--:x, + A Rl = + 5A.

5 jc, 5 .t2

Quyidagi sistemani yechamiz:
., +A=0, x, +5A =0, par,+5ar, =6.

Bundan x*=-tmX, p2=—X —5A-—-5'A=6 => A ——;

0O _ 0 3
X7 X5’
Shuning uchun
N4y N (™~ a ;)<0
df(x°) . . 0 3n
Demak, n <0 dan berilgan funksiya * 5J nuqtada

maksimumga erishishi kelib chigadi.
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8.3-8. Shartli minimum (maksimum) ga oid iqtisodiy masalalar

Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli minimum (maksimum)
masalasini yechishda joiz yo'nalish tushunchasi kiritilmagan. Bu holda
shu masala shartlari tengsizliklar bilan berilgan ganday shartli minimum
(maksimum) masalasiga teng kuchli ekani aniglab olinadi, so'ngra
tegishli joiz yo'nalishni topish mumkin bo'ladi. Mazkur paragrafda
xuddi shunday holga oid masalalar ko'riladi.

1-masala. Yuzi 5ga teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchakning tomonlari
ganday bo'lganda uning perimetri eng kichik bo'ladi?

Yechish. Masalaning modeli / (ar, ,x2) =g, + d42-> min, &€, *x2=S
kabi yoziladi. Ma’lumki, bu masala uchun shartli-statsionar nuqta bitta
Xg=(Vs,Vs).

Qo'yilgan masala ushbu

/(ar,,ar2) = o, + o, -> min ,  £(ar,,ar2) =5-ar,4r2 £0
masalaga ekvivalent, ya’ni yuzi x,x2berilgan S dan kichik bo'lImagan

to'g'ri to'rtburchaklar ichida perimetri eng kichigi topilishi kerak. Endi
joiz yo'nalishlami topamiz:

) — Vs-(?+/,)< 0
di

~ ~ =~ df(:t°)
Demak, /: [/,+/2>0. Shu yo'nalishlar bo'yicha ni

hisoblaymiz:

ol
Shunday qilib, /(gr, ,x2) =x, +.t2 funksiya x0 =(¢/?,Js) nuqta-

da minimumga erishadi.
2-masala. Perimetri 2p bo'lgan to'g'ri to'rtburchakning yuzi uning
tomonlari ganday bo'lganda eng katta bo'ladi?

Yechish: Bu masala quyidagicha yoziladi: / (x, ,x2) = gr,gr, -» max,

. . o fP pj . .
X, +X2 =p. Shartli-statsionar nuqta x -1 ~J. Masala quyidagi

masalaga ekvivalent:
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/(.T, ,X2) =, *x2  max, g(*,..r,)=m,+,12-pnno,

buni quyidagicha izohlash mumkin: yarim parametri berilgan p
sondan katta bo'Imagan to'g'ri to'rtburchaklar ichida yuzi eng kattasi

topilsin.
Joiz yo'nalishlami topamiz:

+1-1-7,4T2<0,

d/(x°)
Endi d{ ni hisoblaymiz:

Demak, f(xI,x2)=xl x2 funksiya

maksimumga erishadi.

3-masala (eng yaxshi konserva
idishi haqida). Hajmi V bo'lgan
silindr shaklidagi konserva idishining
balandligi va asos radiusi ganday
bo'lganda uni yasash uchun eng kam
material ketadi?

Yechish. Bu masala quyidagicha j

yoziladi:

S(r,h) =2n-r2+2nr-h~* min. V=n r'h

T-.

X

Ma’lumki, bu holda shartli-statsionar nuqta

2-iMn

3-masala ushbu

T,+T7<o.
nuqgtada
u'’'2
p B
8.1-chizma

[(*, ,x2)=2n-xf +2n-r-x2 -» min, g(jr, ,x2) = V- n-x2x2 n0.

masalaga ekvivalent. Joiz yo'nalishlarni topamiz:
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Bundan / : 4-/, +/2>0 ekani kelib chigadi.

ni hisoblaymiz:

Demak, Ax,, x2 funksiya x° nugtada minimumga erishadi.

4-masala. Asosi a ga, balandligi h ga teng bo'lgan uchburchak
shaklidagi (o'tkir burchakli uchburchak) materialdan maksimal yuzali
to'g'ri to'rtburchak kesib olinsin.

Yechish. Bunday to'rtburchakning asosi uchburchak asosida, ikkita
uchi uning yon tomonlarida yotishi lozimligi ravshan (8.1-chizmaga

garang).
Masalaning matematik modelini quramiz. Belgilashlar kiritamiz:

AiB=xl, BB=xv CD= h, AB = a.
h

Chizmaga ko'ra AABC ~ AA2CB2 bundan ~_x ~ ~ yoki
hx~ax=ah. Demak, biz quyidagi shartli maksimum masalasiga egamiz:
[(x,,Xx2)=X, X2->max, ANar,,ar2) =N-jr, +a x2-a h=0

Bu quyidagi masalaga ekvivalent:

! (e, ,X2) =X, *x2 -> ma\, g(x,,x2)=h-x, +a-x2- a-h <0.

Shartli-statsionar nuqtani topish uchun Lagranj funksiyasini
tuzamiz: F(xt,x20)=x,x2+\(hx{+ax2-ah). Bundan

X + 2.1, x2 +\h =0, x2=-kh,
X, +0A =0, X, =-a\.
Ax, +ax2-ah =0. - akh - akh - ah =0.

Oxirgi sistemadan 0=y, x,°=y, x2=y. Shunday qilib.



yagona shartli-statsionar nuqta x°=(y, 4) ga egamiz. Endi joiz

yo'nalishlami topamiz:

dgs*.K h-T.+a | <0- Demak, 7:h-7.+a-7,<0. Endi
dl '

df(x°)
ni hisoblaymiz:

ol

Bu /(x,,x2)=x, x, funksiya ( j ) da maksimumaga erishishini
anglatadi.

8-bobga oid masalalar

l. Quyidagi differensiallanuvchi funksiyalaming berilgan nuqtada
berilgan yo'nalish bo'yicha hosilasi hisoblansin (N=1,2,3,...):

L /(x,,x2)=x2+N-x$, x°=(1;2), /="--j=. =
2. f{LX\,x2) = N-x}+x\, .t°=(2;), /=~ j
3. /1(x,,x2)=tfx, +4x2, x°=(-1;3), /=(jy, -jy)-

4. /(*, ,-t2)=X,2- 2X, +j\/)(2, X° :(2, .:|_)7 | = - J .

5 /(x,,x2)=3x,x2- Nx\, x°=(2;3), /=(2;3), |/ 1* 1.

6./(x,,Xx2) =x,x2-Xfx2+AK, x° =(1;—),/ =(—21;2),| / ||*1.

7. 1(X,,X2)=X,<2 +y\xx2, x°=(4:9), /[=(7. )e

8./(*|»*2)=*| cosx2+x2sinxr x°=(". -J), /=(j-%x)-
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Il. Quyidagi difTerensiallanuvchi funksiyalaming statsionar nuqtalari
topilsin va yo‘nalish bo‘yicha hosila yordamida ekstremumga tekshirilsin
(Al=1,2,3,..)

1 /(ac, ,x,) = 3xf - x,x2- 2x, + Nx2.

2. #Ux1,x2) = xix2+ N + 20
| 2

3./ (*,,x2) =x2+ x2- 4%, + NX: .
4. /(ar,,nc2) = Nxf -2xtx2-16*, + 12.x,.
5. /(ar, ,X2) = Nox,X2 - X2.X, + XI2.

6. /(AC,,AFZ) = 3)(,2— 4 x,g2 +ar2 - I-D(, —12'U||-2

I11. Quyidagi shartli-ekstremum masalasi yo‘nalish bo‘yicha hosila
yordamida yechilsin:

L/(*,,*2)= +302-> extr, X2+ Nx; <1.

2. 1 (ac, m2) = 2+ Nx2 —extr, 3x +Nx2£ 2.

3. /(ac,,x2)=e*r* ->ex/r, m +Nec, £ 3.

4. [(x, ,x2) = N2 - 2X,.X2+ x -> ex/r, AX +p2£ 1.
5 /(ac,,m2) = X, - 2.X,02 + [, extr, X +Nec, £ 2.

6. /(.x,,X2)=m2+p2+ Nxt—en/r, N, +a, £3.
7. I(ac, ,a2) = o2 + Mk, —oc, —wextr, g, + X2 1.
8. I (o, ,"2) = 2rar,: +2acX, ->extr, V- 1ex2£ O,

&, >0,ac, >0.

Ao rsatma. 11! bo 1imdagi masalalarni yechish uchun avval shartli
statsionar nuqtalarni, joiz yo nalishlarni topish kerak.
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V. Quyidagi 2 ta masala shartlari tengliklar bilan berilgan shartli

ekstremum masalasiga keladi. Ulami shartlari tengsizliklar bilan berilgan
shartli ekstremum masalasiga keltirib, yo'nalish bo'yicha hosila
yordamida yechilsin.

1 -masala. Hajmi V bo'lgan to'g'ri parallelepipedning o'lchovlari

ganday bo'lganda uning to'lig sirti minimum bo'ladi?
2-masala. To'lig sirti S bo'lgan to'g'ri parallelepipedning o'lchov-
lari ganday bo'lganda uning hajmi maksimum bo'ladi?.

8-bobga oid nazorat savollari

/. Bir argumentli funksiya uchun nugtadagi hosila ta 'rifini bering.

2. Bir argumentli funksiya uchun mabhalliy maksimum, mahalliy mini-
mum ta Fifini bering.

3. Birva ko p argumentlifunksiyalaming ekstremumlari deganda nimani
tushunasiz?

4. Birargumentlifunksiyalaming ekstremal giymatlari mavjud bo lishining
yetarli shartlarini aytib bering.

5. Funksiyaning nuqtada berilgan yo'nalish bo'yicha hosilasi ta tifini
bering va uning Ta hosini tushuntiring.

6. Zaruriy, yetarli shartlaming yo'nalish bo'yicha hosila yordamida
ta 'rifianishini aytib bering.

7. Yohalish bo yicha hosilaning shartsiz minimum masalasini yechishga
tatbig'i qanday amalga oshiriladi?

8. Yo'nalish bo'yicha hosilaning shartlari tengsizliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasini yechishga tatbig'i ganday amalga oshiriladi?

9. Yo'nalish boyicha hosilaning igtisodiy masalalarni yechishga tatbig "ini
so'zlab, bir-ikkita masala keltiring.
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9-BOB.IQTISODIY JARAYONLARNING
EKONOMETRIK MODELLARI VA ULARNI
TEKSHIRISHNING MATEMATIK USULLARI

Ekonometrik modellarni o'rganishdan awal ekonometrika hagida
gisqacha ma'lumot beraylik.

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida
igtisodiyotda migdoriy gqonuniyatlar va o‘zaro bog'lanishlarni tadqiqot
giladigan fandir. U ko‘p yillar davomida kuzatuvlar natijasida olingan
statistik ma’lumotlarga asoslanib iqtisodiy ko‘rsatkichlarning o'zgarishini
tavsiflaydigan taqribiy (empirik) munosabatlar chigaradi va iqtisodiy
ko‘rsatkichlaming keyingi holatini bashorat giladi. Ekonometrikaning
asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-1973) ishlab chiggan.
Uning ta'biricha *“Ekonometrika - iqtisodiy nazariya, matematika va
statistikaning sintezidir*'.

1931-yilda Jahon ekonometrik jamiyati tuzildi. Shu yil ekonometrika
fanining tug‘ilgan yili hisoblanadi. Ekonometrika bilan shug‘ullanuvchi
mutaxassislar “ekonometrist” deb nomlanadi. Ular statistik ma’lumotlarga
asoslanib, igtisodiy-matematik modellar yaratadi, shu modellarda ishtirok
etgan parametrlaming giymatlarini tagriban topadi va baholaydi. Topilgan
empirik munosabatlarning ma’nodorligini mavjud iqtisodiy-matematik
usullar yordamida tekshiradi.

Statistik ma’lumotlarga asoslanib igtisodiy jarayonlaming birinchi
matematik modelini fransuz olimi, podshoh Lyudovik 1Vning leyb-
medigi, doktor Fransua Kene (1694-1774) yaratgan. XX asrning
birinchi yarmida AQSH olimlari K.Kobb (matematik) va P. Duglas
(igtisodchi) 1899—1922-yillarga oid makroiqtisodiy ko'rsatkichlami
o'rganib, AQSHda ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmining o'zgarishi
uchun empirik gonun topishgan. Bu gonun keyinchalik Kobb-Duglas
ishlab chigarish funksiyasi (1928) deb ataladigan bo’ldi. Bunga o'xshash
misollarni ko‘plab keltirish mumkin. Ammo yaratilgan munosabatlar
(qonunlar) ganchalik ishonchli ekanini tekshirish muhim ahamiyat
kasb etadi. Ba’zida bitta jarayon uchun turlicha yondashish yordamida
turli munosabatlami topish mumkin. Ular ichida eng ishonchlisini
tanlab olish magsadga muvofiqg bo'ladi. Yaratilgan modellarning
ishonchliligini tekshirishning turli belgilari (kriteriylari) mavjud.
Fisheming F-belgisi, Styudentning f-belgisi ular ichida keng tarqal-
ganlaridandir.
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9.1-8. Korrelyatsiya, regressiya va ularning modellari hagida
Erkli parametrlar (o'rganiluvchi faktorlar —omillar) jc,,x2,...,xn,

erksiz parametr (faktor) Y boMsin. Alohida hollarda Kni jc,, ar,,....irn
faktorlaming funksiyasi deb garash mumkin, ya’ni

Y =f(xi,X2,...,%,,) (9.1)

Shu (9.1) munosabat (n+1) oMchovli p«+1 fazoda biror sirtni,
RxI1tx2,...,xn) funksiya chiziqli, ya’ni

Y=alxi+a2x2+... +amnx,,+b (9.2)

boMganda (9.2) munosabat RnH fazoda tekislikni ifodalaydi.

Agar Khosil hajmi boMsa, u sug’orishlar soniga, ishlatilgan ozuga
hajmiga, havoning haroratiga va boshga faktorlarga bogMig boMadi.
Bundan ko'rinadiki, hosildorlik tasodifiy jarayondir.

Shuning uchun (9.1) munosabat umumiy holda tasodifiy
o0 ‘zgaruvchini o0‘z ichiga olishi kerak. Bunday o'zgaruvchini Y desak,
(9.1) o*miga ushbu

Y =f(XI,x2,...,xn,U) (9.3)
munosabatni yozish mumkin. (9.3) munosabat korrelyatsion deyiladi.
Uni korrelyatsiya tenglamasi ham deb yuritiladi. (9.1) yoki (9.2.)
munosabatlar regressiya tenglamasi deyiladi.

Umumiy holda (9.1) yoki (9.3) tenglamalar hagida tekshirishlar
olib borish g'oyatda murakkab. Odatda n=1 boMgan hoi ko'riladi va
bu hoi, ma’lum ma’noda, toMig o’rganilgan desa boMadi. Shunday
qilib, biz (9.1)da n=1deymiz. Bu determinatsiyalanganjarayon uchun.
Tasodifiy o'zgaruvchini o‘z ichiga olgan (9.3) munosabatni
o‘rganmaymiz.

Ushbu

Y=f(x) yoki yX=f(x) (9.4)
munosabat juftlik regressiya tenglamasi deyiladi, unda y — erksiz
o'zgaruvchi (natijaviy belgi), x - erkli (tushuntiruvchi) o'zgaruvchi
(belgi — faktor). (9.4) da yx deb belgi Kiritilishining sababi,
korrelyatsion munosabatni bu holda y =y x+ E (e—tasodifiy miqdor) kabi
yoziladi. Juftlik regressiyada y t = f(x) funksiyaning ko'rinishini tanlash
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kuzatuvlar natijasida olingan va koordinata tekisligining birinchi cho-
ragida joylashgan

(*|.Y X (*2»N)*—NX,,,Y,), XX<x2<...<xn, vy, >0 (9.5)

nuqtalarning joylashishiga bog'liq. Shunga qarab yt =/(.x) funksiya

ko'rinishi tanlanadi. Tanlash uch usul bilan amalga oshiriladi:
1) grafik usul;
2) analitik usul,
3) tajriba o'tkazish usuli.

Regressiya tenglamasining ko'rinishi, ya'ni y X=f(x) funksiya
ko'rinishini tanlashda grafik usul eng ko'rgazmali hisoblanadi. Quyida

y r =f(x) funksiyani tanlash natijalarini miqdoriy jihatdan baholash
uchun foydalaniladigan chiziglarning asosiy turlarini keltiramiz:

a) y T=a+bx (chizigli bog'lanish) —to'g'ri chiziq;

b) yX=axh, a> 0 (chizigsiz bog'lanish) - darajali funksiya.

A
v y,'< yx > a>0,
/ 6 =1
y—a>0 / a>0 y /7
f 0<6<1 I b>1 s
0 X oA Ay 0 >x

d) yx=abx, a>0, b>0 (chizigsiz bog'lanish) - eksponenta egri
chizig'i (ko'rsatkichli funksiya)
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e) 5/* —a+ X-* a>0, b>0 (chizigsizbog'lanish) —giperbolashox-

chasi.

Yuqoridagi b), d), e) hollarda bog‘lanishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o'zgaruvchilar kiritish orgali yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan

chiziqli bog'lanishga keltirilishi mumkin. Agar b) hoi uchun Yx=Iny ,

JT, = Injc desak, Inyy=1Ina +/>Inr ga ko‘ra Y{=1Ino +bXx - chizigli
bog‘lanishga ega boMamiz. Shunga o°‘xshash, d) holda
Iny = Ina+.rinAga ko‘ra K =1Inv, JT' =jc desak, Yx=Ino + (In")A,1

ko‘rinishdagi chizigli bogManish hosil bo'ladi. Nihoyat, e) holda Yx=y,
X x=x~" desak, Yl =a +bXI hosil bo'ladi.

Aytib o'tamizki, kuzatuvlarsoni yx =a + bx dagi x oldidagi bittagina
parametrni e’tiborga olsak, undan 7-8 marta ko'p bo'lishi kerak.

yx=a +blIxl +b:x2 uchun kuzatuvlar soni 14-15 tadan ko'p bo'lishi
mumkin.
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9.2-8. Juftlik regrcssiya va korrclyatsiyaning chizigli modeli

1. Juftlik rcgressiyaning eng sodda modeli

Eng sodda model —chizigli regressiya boMib, u iqtisodiyotda keng
goMlaniladi. Buning sababi chizigli regressiya parametrlarining aniq
igtisodiy izohlanishidir.

Chizigli regressiya va korrelyatsiya tenglamalari

yx=a+bx,y=a+bx+e (9.6)

ko'rinishga ega. Ushbu y X=a +bx ko'rinishdagi tenglama berilgan
nuqtalar abstsissalar bo‘yicha natijaviy belgining nazariy giymatlarini
topishga imkoniyat beradi. y x=a + bx tenglama tekislikda to‘g‘ri
chizigni tavsiflaydi (to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi).
Shuning uchun a +bxt =yt, r=1, 2 deb belgilaymiz. Agar koordinata
tekisligining birinchi choragida joylashgan n ta nuqta
Al(xl,yl),A2(x2,y2).....An(xn,yn), 0<xt<x2<...<xn, Vy,>0,

i =1 berilgan boMsa, shu nuqtalar yn=a +bx to‘g‘ri chiziqda yotishi

ham mumkin. Bu holda yt=y,, /=iia boMadi. Ammo iqtisodiyotda

bunday hoi yuz berishi fagat nazariy jihatdan mumkin. Ko‘rinadiki,
Ar Av ..., Annugqtalar bir to‘g‘ri chizigda yotmaydi, deb faraz etish
o'rinli (9.1-chizma)

9.3-chiz/na

Ammo n—2 boMganda A{va A2nuqtalar yn=a + bx to‘g‘ri chiziqgda

yotadi, chunki ikki nuqtadan fagat bitta to‘g‘ri chiziq o‘tadi (9.2-
chizma). Agar n=3 boMsa, A, A2 va A, nuqtalar bir to‘g‘ri chiziqda
yotmagan holda ulardan yagona parabola chizigM o ‘tadi. Buni misolda
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ko'rsataylik. Faraz etaylik, tekislikda /1,(1; 2), AZ2; 4) va /1,(3; 3)
nuqtalar berilgan boMsin. Shu nuqtalardan o'tadigan parabolani

yr=ax" +bx +c ko'rinishda izlaymiz:

2=a+b+c,
<4=4a+2b+c,
3=9a+3b+c.

Biz 3 ta nomaMumli chizigli tenglamalar sistemasiga egamiz. Agar
mos ravishda 2-tenglamadan ham, 3-tenglamadan ham 1-tenglamani
ayirsak,

j 2=3a+h,
\I =8a+2b

sistemani hosil gilamiz. Undan 3=—2a, ya’ni a=-3/2 ni topamiz.
Endi b=13/2; s=—3 ni topish giyin emas. Shunday qilib, izlangan

parabola ushbu Nex2+y ox-3 ko'rinishda yoziladi. Umuman,

nuqtalar soni ortgan sari mos ko'phadlarning koefTitsientlarini topish
uchun hisob-kitoblar soni ortib boraveradi. “Hisoblash usullari” fanida
N ta nugtadan o'tadigan egri chizigni interpolyatsion formula yordami-
da tavsiflanadi va y (n-1) —tartibli algebraik ko'phaddan iborat.
Undan foydalanish va x~xda ni hisoblash katta noqulayliklarga
olib keladi. Shuning uchun ham chizigli va chizigsiz regressiya
tushunchalari Kiritilgan.

2. Chiziqli regressiya koeffitsientlarini topishning eng kichik
kvadratlar usuli

Mazkur bandda juftlik chizigli regressiyay =a+bx koeffitsientlarini
baholash (topish) bilan shug'ullanamiz. Tekislikning birinchi choragida
bir to'g'ri chizigda yotmaydigan n ta

AGtLyD,  (fj»Y2)»ee» An - "¥n) » (0<m <Xj< < mr),
nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu nuqtalar u yoki bu jarayonni kuzatish
natijalarida topilgan. Ularning ordinatalari v,,y2,...,yn.Juftlik chizigli
regressiya to'g'ri chizig'idagi nuqtalar ordinatalari yt=a + bxt,
i=1.2,....n kabi yoziladi. Faraz bo'yicha, hech bo'lImasa bitta / uchun
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y, *y, bo'ladi (9.4-chizma). Shuning uchun £(.Y(~Y,Y yoki,
n /-
baribir, %I|.vi “¥Y,1*0 munosabat o'rinli.
Yy
A y =a+ bx
a<0, b=tga<0

9.5-chizma

Ularni ¢1(a,*):?(|(>'<-a-bX')2f <D2(o,6):rf5_| Y,-a-bx\
- i

ko'rinishda yozish mumkin. ®t(a,b) - og'ishishlar kvadratlari yig'indisi,
®2a,b) esa og'ishishlar modullari yig'indisi deyiladi. Ularda a va b
koefTitsientlar bir vaqtda manfiy bo'Imagan ixtiyoriy haqiqiy sonlar
(9.5-chizma). Ko‘pincha ®,(a,£) ning eng kichik giymatini topish
masalasi ko‘riladi:

®,(a,A)=1I(_y,-a-bx,)2->min, (a.b)eR2f (9.7)

i-i
bunda igtisodiy ma’nosi bo'yicha y x =a + bx juftlik chizigli regressiya
to'g'ri chizigi W, 1, 1Vv; 1, I, I; 111, IV, | choraklardan o'tishi
mumkin, ammo u I, IIl, IV choraklardan o'tishi mumkin emas.

Qurilgan joiz hollarda y X=a +bx to'g'ri chizigning | chorakda
joylashgan qgismi (kesmasi) bizni gizigtiradi: (9.6-chizma. a), b), d)).



(9.7) masalani yechish bilan juftlik chizigli regressiya koeftltsient-
larini baholash usuli keng targalgan eng kichik kvadratlar usuli deb
yuritiladi. Shu masalani toMiq yechamiz. Ravshanki, (9.7) masala chi-
zigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir. Awal ®{(a,b) funk-

4o, 30,
siyaning statsionar nugqtalarini topamiz. Uning va hosila-

larini hisoblaymiz:

aot(ab)
in _2%|(>/-a-fo,) (-0,
APTB) o (ik(-a-6.10(-Ar.).
db >

Endi ushbu

2X(>-y-a-A .v,)(-1) =0,

«l

2_z|(>\ - a-bxl) (-x1)=0,
I_

(9.8)

tenglamalar sistemasini yechamiz. (9.8) ni quyidagicha yozib olamiz:

na+\
v/ i-l

(no > (~ n (9.9)
VIR 3 e i
Bundan (9.9) ning birinchi tenglamasini nga, ikkinchi tenglamasini
X-Ti ga ko'paytirib, birinchidan ikkinchisini ayirsak, b uchun ushbu
b

formulani topamiz:

(100 .)

bo = " (9.10)
> y~(Zxy
Endi a0 ni topish qgiyin emas:
«0 =Y-boX, >'<:i|£x,, y=~Yy, (9.101)



Keyingi hisob-kitoblarda qulaylik tug'dirish uchun quyidagi belgi-
lashlami kiritamiz:

* = Y=h"y,” Yk = Ix,y,,
2 1v- 2 2 lrd %
y maxyl (9.11)
X
bunda
x - x{,x2,...,xn, jt0, i=1i,9 sonlarning o‘rta arifmetigi,

y ~ Y\*¥Yr*—*Y,> MWMp0, /=T sonlarning o‘rta arifmetigi,
y-X — xX\¥Y\*xr¥r>—"’"xaya sonlarning o‘rta arifmetigi,

- jr,.T2,...,.Tn, sonlarning o ‘rta kvadratik miqdori,

y2 ~ YI>Y2'">Yn sonlarning o‘rta kvadratik miqdori.
Yana quyidagi belgilami kiritamiz:

al =x2-x2="Z X2~"r(X ,xi)2~ ** (*i»*2 *eeen*» ) 0 ‘zgaruvchi-

ning dispersiyasi;

=Y2-Y2="Xy?~Jr(Zy,)2-y=(yt,y2,— ym) o‘zgaruv-

chining dispersiyasi

covigny)=~x -y =1 X XY, ~(iZ ~)(iZ *)*“ *vayY° Zga-
ruvchilaming koveriatsiyasi.
Kiritilgan belgilashlar yordamida, avvalo, (9.10) formulani ushbu

. YX-y-X
= - 2

bo (9.12)

X -X
ko'rinishda yozish mumkin.

Bu belgilar, qolaversa, juftlik regressiya tenglamasining
ma’nodorligini tekshirish uchun olib boriladigan hisob-kitoblarni
yengillashtiradi.

Shunday qilib, biz (9.7) masala uchun ®t(a,b) funksiyasining yagona



statsionar nugtasini topdik. Endi uni ekstremumga tekshiramiz. Uning
uchun ®t(a,b) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalarini (a0, b0) nuqtada
hisoblab, ulardan matritsa tuzamiz:

429 (a0,b0) y 2 p2®(a0,b0) 4 :®(a0,b0)
paz2 AT db2 ~ 7 dadb ’

r22>,2 21%*;

,Z’k, 2n i’

Shu A matritsaga mos kvadratik forma tuzamiz:

Hosil boMgan kvadratik forma boMgani uchun fagat

musbat qiymatlar gabul qilishini isbotlaymiz. Uning diskriminantini
topamiz:

d-(1*,?2-»m&;)m
Elementar o‘zgarishlar bajaramiz:

bunda A . =Ur(*?+4 + .
MaMumki xt * xj boMganda An < Dn. Shu sababli ZKO. Demalk,
0(Yp ¥ o‘z ishorasini saglaydi. Masalan y, =0, y2* 0 boMsa,
Q(0,y,) =2ny2>0; vy, *0, y2=0 boMsa, Q(yt,0)=2nfex2)y2>0.
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Demak, OCY,y,)>0, V(yt,y2)e R:, y;+yl*0. Bundan ®t(a,b)

funksiya (00, b0) nuqtada mahalliy minimumga erishishi kelib chigadi.
Ammo ®,(0,6) funksiya gavarig bo'lgani uchun shu nuqtada ®,(a,6)
funksiya o°‘zining eng kichik qiymatiga erishadi. Biz (9.7) masalani
to’lig yechdik.

9.3-8. Juftlik chizigli regressiya tenglamasining ma’nodorligini
tekshirish usullari

1. Korrelyatsiya va detcrminatsiya koefTitsientlari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng
kichik kvadratlar usuli (EKKU) bilan juftlik chizigli regressiya
tenglamasi y =a0+b0x topilgan deylik. Bunda, biz yuqorida aytib
o’tganimizdek, kuzatuvlar soni 7 tadan kam bo'Imasligi kerak. Ammo
kuzatuvlar soni ortib boraversa, regressiya tenglamasining sifati
(ma’nodorligi) yaxshilanib boraveradi. Regressiya tenglamasining

ma’nodorligini aniglash barcha Al,A2,...,An nuqtalardan o‘tadigan
egri chizigni juftlik chiziqgli regressiya to‘g‘ri chizig‘i ganchalik aniglikda
almashtirishini (approksimatsiya qilinishini) baholashni amalga oshirish-
dan iborat.
Bunda muhim ko’rsatkichlardan biri chizigli korrelyatsiya koeffit-
sientidir. U quyidagicha hisoblanadi:
a, _Q@O(x.y)_ y X-y X

nE noov - -x2 o g2 913)
Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti rX@ bogManish zichligi

ko‘rsatkichidir. Aniqrog'i, rX¥ miqdor berilgan nuqtalar EKKU
yordamida topilgan empirik to’g’ri chizigga ganchalik yaqin

joylashganligini anglatadi. rxy uchun —<rtl.<l tengsizlik o’rinli. Shu

rsx ning absolut giymati 1ga ganchalik yaginlashib borsa, A,,A2,...,An
nuqtalar empirik to’g’ri chizigga shuncha yaginlashib joylashgan bo’ladi.
Agar| |=1bo’lsa, barcha AV A2.....An nuqtalar empirik to’g’ri chi-
ziqda yotadi.
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Regressiya chizig'ining ma'nodorligini aniglash uchun chiziqli
korrelyatsiya koeflltsientining kvadratini hisoblashadi. Shu r/v miqdor

determinatsiya koeffitsienti deyiladi.
Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi
bilan aniglanadi:

(9.14)

Agaryt =a0+b0x bo'lsa, A bo'ladi, bunda

n .-l Y,
Approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi 8-10% dan oshmasligi kerak.

2. Chiziqgli regressiya tenglamasining ma'nodorligini aniqlash

Buning uchun Fisherning F— belgisi, chizigli regressiya
parametrlarining ma’nodorligini aniglash uchun Styudentning t —bel-
gisini bayon etamiz.

Regressiya chizig‘i tenglamasining ma’nodorligini baholash
Fisherning F~ belgisi, Styudentning t—belgisi yordamida amalga oshi-

riladi. Fisherning F— belgisi miqdori determinatsiya koeffitsienti r*y

bilan bog'langan. U quyidagi formula bilan hisoblanadi:

(9.15)

Aslida n>I bo'lishi lozim.

Agar a = 0,05 (besh foizlik ma’nodorlik darajasi) va erklilik dara-
jalari *,=1, k=n~2 bo'lsa, tasodifiy migdorlaming Fisher tagsimoti
keltirilgan jadvallardan Fisherning F—belgisi jadval giymatini topamiz.
Agar ushbu F ~F ™ tengsizlik o'rinli bo'lsa, regressiya tenglamasini
statistik ma’nodor deb hisoblanadi. (F”~ qiymatini Ya.R.Magnus,
P.K.Katishev, A.A. Peresetskiy “9koHomeTpuka. HauyanHblil Kypc"dagi
2- va 4-jadvaldan olinadi.)



Shunday qilib, Fisherning F—belgisi regressiya chizig‘i tenglama-
sining ma’nodorligini baholashga xizmat qiladi. Juftlik chizigli
regressiya tenglamasining koeffitsientlari ad va 60ning ma’nodorligini
baholashga ham xizmat qiladigan belgi bor, bu Styudentning t—
belgisidir. Unda har bir ko‘rsatkich uchun ishonchlilik intervali
hisoblanadi.

Tasodifiy xatolar Tv Tb mrtr quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi (a>3):

_ 1 11 vy ~ 3"
ft- Ad?—~ [~ ’
oTV/» o,VFfl V >4

a b rxv 0 i f. A
K ~ i Ib ~ *okr, — » kold —J ,-m> Yx, ) -
w,, wr v veosd
Agar ushbu No>radv - e, >W  tengsizliklar bajarilsa a0
va parametrlar statistik Ta hodor hisoblanadi.

Endi a0 va b0 parametrlar uchun ishonchlilik intervalini topish
mumkin:

W=°0+pgun Yb=bO+\, (9.17)
bunda
—Lagv "' Ub» — >
Y *=00-AlW YO->=ao +A*>
YN =A0“ Ou» YIN= + .
Chizigli regressiya tenglamasi va uning koeffitsientlari (parametr-

lari) uchun olingan baholar undan bashorat gilishda foydalanish im-
konini beradi.
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Agar o'zgaruvchi x ning bashorat giymati xp =x «1.07 bo'lsa, vy

o'zgaruvchining bashorat giymati yp bo'ladi. Bashorat xatoligi ushbu

> kdd®™ I X (*-*)2
formula yordamida hisoblanadi.
Limit xatolik ushbu >, =/iffc ~m\, formula bilan topiladi.
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi:
TOr wy ,znr,- ¢>>-=Y p*\' BP . =¥ p-\,
p=1-a =1-0,05=0,95.

9.4-8. Juftlik chiziqli regressiya tenglamasining va
parametrlarining ma’nodorligini tekshirishga oid masala
1. Zarur miqdorlar jadvali va masalaning go‘yilishi

9-bobning 9.3-8da kiritilgan migdorlami jadval shaklida yozib olish
hisob-kitoblarni yengillashtiradi.

9.1-jadval

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x oy oyl y2 ow y-ya A%

1 * YAX y\.> 0Q-boxl  yi-a<rboX\ A\

v
2w y» Yax2 xp Yy aoboxz Y2:a0boX2 A

n Xny*ynx, N a0-bbx,, Ym-ao-boX,,

Jamipx oy Yy<xi oz x? 1y} - - 14
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O'rtacha I*, JLy. Zy,x, X—V; ZV; i i 14
n n n

giymat n . N

a a, <y

cr Vv

Jadvaldan ko'rinib turibdiki, uning 2—6-ustunlarini statistik
ma'lumotlarga qarab to'ldirish mumkin. 7-ustunni to'ldirish uchun
awal eng kichik kvadratlar usuli bilan a0, b0 larni topib olamiz va
juftlik chiziqli regressiya tenglamasini (y=a0+brx) yozamiz. So'ngra
7-,8-ustunlarni to'ldiramiz. Keyin x va y o'zgaruvchilaming dispersi-

yalarini [(ax,av), (a2,a*)) hisoblab olamiz.

9.1-jadval to'ldirilgandan keyin quyidagi savollarga javob berish
lozim boMadi:

1. Juftlik chizigli regressiya tenglamasi qurilsin.

2. Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti va approksimatsiyaning

o'rtacha xatoligi A hisoblansin.

3. Fisherning F-belgisi, Styudentning /-belgisi yordamida regressiya
va korrelyatsiyaning statistik ma’nodorligi baholansin.

4. O'rtacha darajasiga nisbatan 107% ni tashkil etadigan x ning jon
boshiga zarur giymati bashoratiga qarab, maosh y ni bashorat gilinsin.

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab
chigib, bashorat anigligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma'lumotlami va chizigqli regressiya
to'g'ri chizig'ini quring.

Agar eng kichik kvadratlar usuli go'llanilgan bo'lsa, aava b0 lar
topilgan hamda chizigli regressiya tenglamasi y=aa+bX topilgan bo'ladi.
Demak, 1-savolga javob berilgan deyish mumkin.

Endi masalaning qo'yilishiga to'xtalamiz. Biror region hududi
bo'yicha muayyan yil uchun quyidagi ma’lumotlar berilgan bo'lsin
(9.2-jadval):
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9.2-jadval

G 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
X 78 82 87 79 89 106 67 88 73 87 76 115
y 133 148 134 154 162 195 139 158 152 162 159 173

Jadvalda G —regiondagi oila guruhlari nomeri (12 ta oila so'ralgan),
y - bir kunlik o'rtacha maosh, x - ish bilan band boMganlar uchun bir
kunlik minimum xarajat.

9.2-jadvalda berilgan ma’lumotlarga garab yuqorida keltirilgan 6
ta savolga javob beramiz.

2. Masalaning yechilishi

Juftlik chizigli regressiya koeflltsientlarini baholash uchun awal
1-jadvalning 2-6-ustunlarini hisoblab olamiz va chizigli regressiya
tenglamasini yozamiz, so‘ngra 7-,8-,9-ustunlami to‘ldiramiz (9.3-
jadval).

9.3-jadval

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X Yy YX r2 y ax Y -9, A%
1 78 133 10374 6084 17689 149 -1 12,0
2 82 148 12136 6724 21904 152 -4 2,7
3 87 134 11658 7569 17956 157  -23 17,2
4 79 154 12166 6241 23716 150 4 2,6
5 89 162 14418 7921 26244 159 3 1,9
6 67 139 9313 4489 19321 139 0 0.0
7 106 195 20670 11236 38025 174 21 108
8 88 158 139904 7744 24964 158 0 0.0
9 73 152 11096 5329 23104 144 8 53
10 87 162 14094 7569 26244 157 5 3,1
I 76 159 12084 5776 25281 147 12 7,5
12 115 173 19895 13225 29929 183  -10 5,8
Jami 1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 68.9
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O'rtacha
givmat

a 12.84  16.05 - - - _ — _
<« 1649 2578 - ; ] ] .

85.6 155,8 13484 7492.3 24531.4 - - 57

Regressiya koeffitsientlari a0 va bOlar quyidagicha hisoblangan:

y-X-y-X _ 13484- 1558 856 = 147.52
J2-* 2 7492.3- 8562 164,99

=0.89

a0=y-b0Ox =155.&-0.89+85,6 =79,62.
Shunday qilib, juftlik chiziqli regressiya tenglamasi ushbu
yx=79,62 + 0,89* (9.18)
ko'rinishga ega. Endi 7-, 8-, 9—ustunlami toMdirish qiyin emas. (9.18)
tenglamadan ko'rinadiki, jon boshiga zarur minimal xarajat 1so'm orsa,
o'rtacha kundalik maosh o'rta hisobda 0,89 so'mga ortar ekan. Shu
bilan biz 1-savolga toMiq javob berdik.
2-savolga oid hisob-kitoblarni bajaramiz.
Bog'lanish zichligini anglatuvchi korreliyatsiya koeffitsientini
hisoblaymiz:

<*

ncQ 12,84
=0.89 =0,712, r2 =0,57

= O 16,05 Xy .
Bu migdor maoshning (y ning) variatsiyasi jon boshiga zarur mini-
mal xarajat faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi. Approk-
simatsiyaning o‘rtacha xatoligi model sifatini aniglaydi:

- I f %
A=— VY 7,A‘7 = .6..8.19.-9.: 5%5'26}0/
12 fj 12

Ushbu 5,74%<8% tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun ko'rilgan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

Navbat 3-savolga javob berishga keldi. Fisheming F — belgisini
go'llaymiz:

Fm V r"v <12-2)= 0*' -10=1041
l-r... 1-0.51
F —belgining ma'nodorlik darajasi 5% va erklilik darajasi Ar=1 va
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*,=12-2=10 bolgandagi jadval giymati F dv = 4,96. Shunday qilib,
Ffiki=10,41 >/43d=4,96 tengsizlik bajariladi. Shu sababli regressiya teng-
lamasini statistik Ta hodor deb hisobga olinadi.

Nihoyat, regressiya parametrlarining statistik ma'nodorligini Styu-
dentning t —belgisi yordamida tekshiramiz.

Styudentning t - belgisi uchun ma’nodorlik darajasi 5% ((=0,05)
va erklilik darajasi /i—2=12—2=10 bo’lgandagi giymati t~ = 2,23 bo'ladi.

Endi md mh mmxt ~ tasodifiy xatoliklarni topamiz:

)K =126. B =245,

no, 1212,84

ma = \old

_ 126 r=0 281>
a \fn 12,95-VI2

2

qlEaId 1T, .

Mp " Vvi7-2 v 12-2
Styudentning t —belgisi giymatini hisoblaymiz:

rry it
Ko'rinadiki, t- belgining giymatlari bilan uning jadval giymatlari
orasida quyidagi tengsizliklar o'rinli:

t.“3,2 > 2,23; t=32>~=2,23; ~ =33 >tN = 2,23.

Bundan a, b va rxy parametrlar statistik ma’nodor ekani kelib

chiqadi.

Regressiya parametrlari aOva b0 uchun ishonchlilik intervallarini
topamiz. Uning uchun har bir ko'rsatkichga tegishli limit xatolikni
hisoblaymiz:

A.=/ladv mu=2,23-24,5=54.64; Ah=/jldv mh=223-0,281=0,62
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Ishonchlilik intervallarini yozamiz:
y,=a+/l =79.62+54,64; yu  =24.98, vy, = =134.26.

y. =6 £ A. =0.89+0.62; v, =0.27, vy, =1,51.
h h mm max

Bu hisoblardan ko‘rinadiki, a va b parametrlar p—1—a = 0,95 ga
teng ehtimollik bilan ko‘rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlarni
gabul gilmaydi, ya’ni statistik ma'nodor va noldan anchagina farq
giladi.

Nihoyat, 5-savolga javob beramiz.

Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat
gilishda foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum
xarajatning bashorat gqiymati

X =x-107=85,6-1,07=91,6 ming so‘m boMsa, maoshning
bashorat giymati

yp\ 79,62 +0,89-91.6 = 161,4 ming so‘m bo’ladi.

Bashorat xatoligini ham hisoblash mumkin:

miu. . - M6-»w2., 322

mvp - \oW .. (X -%x)2 v 12 12.12.84

Bashoratning limit xatoligi
art =/ Ty =2,23-13,22 =29.48
p p
Bashoratning ishonchlilik intervali:

hr =¥r+b r= 161,14 + 29,48;

1lv,, = 161,14-29,48 =131,66 ming so‘m;

Yyp = 161,14+29,48 = 190,62 ming so‘m.

max
Bashoratning limit xatoligi 95% holatlarda 29,48dan ortmaydi.
O'rtacha oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblana-
di (p=1-a=1-0,05=0,95) va 131,66 ming so‘m bilan 190,62 ming
so'm orasida boMadi.
Oxirgi 6-savolga javob berish uchun berilgan (kuzatuvlar natija-



sida topilgan) I2ta At, Ar Ar ..., Au nuqtani va juftlik chiziqli regres-
siya tenglamasi bilan tavsiflanadigan to'g'ri chizigni koordinata tekis-
ligida quramiz. Qulaylik uchun masshtabni Kkichiklashtirib olamiz va
koordinata boshini (6; 13) nuqtaga qo'yamiz. O'rab go'yilgan A0 (6,7;
13,9) va A9 (8,8; 15,8) nuqtalar empirik to'g'ri chizigda yotadi (9.7-
chizma).
vy
19 A
18

17

16

15 "o
14

(6:13) 9 10 n 12 13 14

9.7 -chizma

9.5-8. Juftlik chizigli regressiya empirik va asl to‘g‘ri chiziglari
9.1-tarif. Chizigli regressiyaning (9.7) belgi (kriteriy) bo'yicha
koeffitsientlari a0 va bQhisoblangan bo ‘sa,
y =a0+b0x (9.19)
tenglama juftlik chizigli regressiyaning empirik tenglamasi deyiladi.
Endi belgi o'mida
n
I><-y,)=0 (9.20)

«l
tenglikni olaylik. Bu holda mos chizigli regressiya chizig'ini asl
chizig, tenglamasini esa, asl tenglama deb ataylik. Asl tenglamani

y =a+bx (9.21)

ko'rinishda yozamiz. Ta’kidlab aytamizki, a va a0, b va bOlar o'zaro
teng bo'lishi ham, teng bo'Imasligi ham mumkin.
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9.1-teorema. Chizigli regressiyaning empirik to'g'ri chizig'i (9.19)
(x,J) nugtadan o'tadi, bunda x =" (ar, + 4, +... +xn) (o'rta arifme-
tik migdor).

Isbot. (9.19) ga ko'ra aOva bOlar ®,(a,6) funksiyaning minimumga
erishishi zaruriy sharti bo'yicha

it n

> -0 A f«o2>< =°
|2-| ¢ ;-I

tenglamani qanoatlantiradi. Shu tenglamaning ikkala tomonini n ga

bo'lib yuborsak, y =a0+b0m kelib chigadi.

Teorema isbot bo'ldi.
Misol. 3ta (n=3) /1,(2; 6) 424;9) NX7;4) nuqtalar berilgan bo'lsin.

Sodda hisoblash yordamida topamiz: a0=LU-, /D=-". Demak,

17 1
Y=T~2X-

9.2-tcorema. Chiziqgli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i (x,y)
nuqtadan o'tadi.

Isbot. (9.21) tenglama uchun (9.20) tenglik bajariladi. (9.21) ga

n n

kora y=a+ b -x Bundan X i =a+b -Y,xi kelib chigadi. Agar

-1 -1
shu tenglikning ikkala tomonini nga bo'lsak, y = a +b- x hosil bo'ladi.
Teorema isbot bo 4di.
Natijalar.
1. Chiziqli regressiyaning empirik va asl to'g'ri chiziglari (.r,y)
nuqtadan o'tadi.
2. Agar empirik va asl to'g'ri chiziglaming burchak koeflltsientlari

bOva b o'zaro teng bo'lsa, ular ustma-ust tushadi.

Chiziqgli regressiyaning empirik to'g'ri chizig'i parametrlarini
ixtiyoriy n uchun topish mumkin, ammo uning asl to'g'ri chizig'ini
umumiy holda yasay olmaymiz.

Agar n =3 bo'lsa, ya’ni koordinata tekisligining birinchi choragi-
da 3 tagina 4 , ( x , NA3p), /"(x,"), 0<x<ar2<g3 >->0, /=1, 2,3,
nuqta berilgan bo'lsa, asl to'g'ri chizigni geometrik usul bilan yasash
mumkin. Shu geometrik usulning mohiyatiga to'xtalamiz.
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Ravshanki, A2 nuqgta /4,dan o‘ngroqda, A3esa A, dan o'ngroqda
joylashgan. Shu bilan birga A, nuqgta A, /I, to‘g‘ri chizigdan yuqorida
yoki pastda joylashgan boMishi mumkin. Geometrik usulni A2nuqta A{
Ay dan yuqorida joylashgan holda bayon etamiz (A, nuqta /1, Ay dan
pastda joylashgan holda mulohazalar o'xshash). A2nuqtadan Ox o'giga

pedpendikular tushiramiz. U JI, A3 chizigni C(x2y2) nuqtada kesib
oMadi. SA2 kesmani teng uchga boMamiz. B2 nuqta CA2 kesmani
CB2B,A=1:2 nisbatda boMadigan qilib tanlanadi, unda B2Ax2 y?2).
Demak, CB2=CAZ23. Endi shu B2 nuqtadan A,A} ga parallel chiziq

oMkazamiz. U x=x, vertikal chizigni #,(*,, y,)) nuqgtada, x=x, ver-

tikal chizigni esa B3x3 y3) nuqgtada kelib oMadi.

Tasdiglaymizki, BtB} chiziq chizigli regressiyaning asl chizigMdan
iborat. Shu chizig uchun (9.20) tenglik n=3 boMganda bajariladi.
Haqigatan 9.8-chizmaga ko‘ra,

N -Y\ =Yr~¥Yr =P<0> ¥Y2-¥Y2=-2P >0-
Demalk,

Y| -Y1)+(Y2-Y2)+(Y3-Y)) =P~2P+P="°-

Yugoridagi mulohazalarda A,/M 3uchburchak uchun asos deb A A}
olinadi. Agar asos sifatida A,A2 yoki A2A3 olinsa, (9.20) tenglik
bajarilmaydi. Bunga bevosita chizmalar yordamida ishonch hosil gilish
mumkin. Demak, BIBXi chizishda AtA2A} uchburchakning asosi sifa-
tida doim AtA3olinishi kerak. Geometrik usulning mohiyati shu
chizigni chizib, uning chizigli regressiyaning aniq chizigi ekanini
ko‘rsatish edi. Endi B{B3chizigning tenglamasini chiqgarish giyin emas.
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Buning uchun £, va By nuqgtalarning koordinatalarini topish kerak.
Ularning absissalari ma’luin, fagat ordinatalarini topish lozim. Awal
B, nugta BtB} ni ganday nisbatda bo'lishini topamiz:

Endi y2 ni topish qgoldi:
v, - Ay3 (x3-m,)> +(r, - ,,)Vv3

Endi va yy lami topish uchun yt ga CB2ni, v,ga ham CB2ni
go'shamiz (A2 nuqta A,A} dan pastda joylashganda CB2 ni ayiramiz).
So'ngra BtBy ning tenglamasini yozish mumkin.

Misol. 1bandda ishlangan misolni ko‘raylik. Unda /1,(2; 6), AZ4;
9), /137; 4) edi. Ravshanki, (A2 nugta /1,/13dan yuqorida joylashgan)
(9.10-chizma).

YA

(i;21 2 4 7 X

9.10-chizrna

Sodda hisoblashlar bajaramiz:

N_2-ar, _4-2

x3- jf, 7-4 3

Nihoyat, A, va B} laming ordinatalarini topamiz:
19 109 19 79



Demak, B,(2,~), 4 (7, jf).

Endi BiBy chizigning tenglamasini yozamiz:

14
X-2 Y- 15 2 121
7-2 2729 _ 10 yoki Y=--* +— |
15" 15 3 °

Aytib o‘taylikki, CB, topilgandan keyin J1,43 tenglamasini yozib,
o'ng tomonga CB2 ni gqo'shib qo‘yilsa ham B, tenglamasi chigadi.
Ko'rilayotgan holda A /A3tenglamasini yozamiz:

X2 _yh yok, Y— -2X +?’4.
Endi tenglamaning o'ng tomoniga &%ni go'shsak, ya’ni o‘sha

1+ 2B W

Tagqoslash uchun eng kichik kvadratlar usuli bilan topilgan tenglama

y =-j°x +-jj 'téfflama chigadi. "Ravshdnki' -

y =-j .r+ — vageometrik usul bilan topilgan tenglama y =-jx +vy

bir xil emasligini ta’kidlab o'taylik. Ammo har ikki to'g'ri chizig ham

(*,y)=(y. y ) nugtadan o'tadi. Ba’zi hollarda, yuqorida aytib

o'tganimizdek, empirik va aniq to'g'ri chiziglar ustma-ust tushishi
mumkin. Quyidagi teorema bu chiziglar ustma-ust tushishi uchun n=3
bo'lganda yetarli shartni ifodalaydi.

9.3-teorema. Tekislikning birinchi choragida bir to'g'ri chizigda
yotmaydigan uchta 42Ax2y2, 43x3y3, 0<x,< < X2<x3
nuqta berilgan bo'lsin. (1) va (3) tenglamalar ustma-ust tushishi uchun
X,, X2, x3sonlar arifmetik progressiya tashkil etishi yetarli.

Isbot. Teoremani ikki usul bilan isbotlash mumkin. Ulardan
birinchisini geometrik, ikkinchisini algebraik usul deb atadik.

Geometrik usul. 0 < x,, x2= x,+ d, Xx3= X,+ 2d, d >0 bo'lsin. A,AZ43
nuqtalar shunday joylashganki, A2 nuqta 4, dan o'ngroqda, 43esa A2
dan o'ngrogda bo'ladi. A2 nugta AA, to'gri chizigdan yo yuqorida,
yoki pastda joylashgan bo'ladi. Biz A2 nugta A /A} nuqtadan yuqorida
joylashgan holni ko'ramiz (4,43 dan pastda bo'lganda mulohazalar
o'xshash) (9.11-chizma).
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9.11-chima

Chizigli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig'i grafigini n=3 bo'lganda
G “.Nasritdinov tavsiya etgan geometrik usul bilan chizib olamizl. Bu-
ning uchun At, A2 A3 nuqtalami tutashtirib A, A2 A} burchakni hosil
gilamiz va A2 nuqtadan perpendikular tushiramiz.

U A/Aj ni C nuqgtada kesib o‘tadi. Endi AZ ni uchta teng bo'laklaiga
boMamiz. C nuqgtaga yagin uchdan bir bo'lakni BK deb belgilaymiz.
Endi B2nuqtadan J1, A} ga parallel o'tkazamiz va uni BtB} deb belgi-
laymiz. BtB} chizig chizigli regressiyaning asl grafigi bo'ladi (9.11-
chizmaga qarang). Hagiqgatan, 9.11-chizmadan yasashga ko‘ra
AlBIsaA3B3  AiB1=2AIBr Ordinatalar bo‘yicha  yozsak,

(Y\~Y\)+(Yr + ~Y¥3)*“0 tenglik o‘rinli. Chizmaga qarab
quyidagilarni yozish mumkin:
CA2 —y2—2(Xi "mX A =jCA2— (2yz—\—Y3).

Endi Btva Bynuqtalaming ordinatlari topish uchun A, va J1, nug-
talarning ordinatlariga CB2ni qo'shish kerak (A2nuqta AtA} dan past-
da joylashganda CB2ni ayirish kerak). Shunday qilib, va B3 nuqta-

lar uchun 4 . N ) . S, (x1+2 rf,« M 1) vashu ikki
nugtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozish mumkin:
5y,+2y2-vj
K y - ~6—
X. +2d-x. 3Y3+3yr-y, _ Sy,+2y2-y,
6 - 6

1 G*. Nasriddinov. Chizigli regressiya chizig‘ini qurishning geometrik usuli.
FMI, Ilmiy-uslubiy jumal, Toshkent, 2005. Ne 6(7-13).
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Tenglamani soddalashtirib yozamiz:
Y=Y,~¥x+-"-(5d myx+2d-y2-d-yi- 3x,y, +3x,y,).
2u ba
Bundan asl to'g'ri chizigning burchak koefTitsienti a = -~ (¥, ~¥\)

ekani kelib chigadi.
Endi eng kichik kvadratlar usuli yordamida empirik tenglamani
topish va burchak koefTitsientini anigqlash mumkin.

_ 3+ (X +d)y2+(Y + 2d)yi\- (XX+XX+d +XX+2d\yX+y2+y4) =
3-[x +(x, +d)2+(x, +2d)2] - (XX+x, +</+x, +2d)2

Be (#-1)

Ko'rinadiki, a=a tenglik kelib chigadi. 1-teoremaga ko'ra aniq
va empirik tenglamalar ustma-ust tushadi, ularga mos to'g'ri chiziglar
ham ustma-ust tushadi. Teorema isbot bo'ldi.

Aleebraik usul." Endi 9.3-teoremani ikkinchi usul bilan isbotlaymiz.

9.12-chizma
Awalo, ravshanki.

X = (X, +X2+x3)=j (X, +x, +d +x, +2d)=x,+d , ya’ni

19.3- teorema isbotining algebraik usulini O'zMU iqtisodiyot fakultetining so-
big talabasi A. Murtazayev taklif etgan.
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r=nr+</, y =3} (y, +y2+y3), vy =y(y, +y3) (9.12-chizmaga

garang). B2 nuqtaning absissasi .r =g, +<J. Endi shu nuqtaning ordi-
natasini topamiz.

f+ C B ,-1-O,+,,)+'.7.-n-n hUlIL .-y,

Demak, B2 nuqtaning ordinatasi y. Shunday qgilib, BAx,y).
Mulohazalami davom ettirish uchun quyidagi belgilarni kiritamiz:
A{Dt=4a/,, A2B2=m2=2/, A}D3=/H3, AB, =C5, =N323=t.
Belgilardan ko‘rinadiki, BiB3—chiziqgli dasturlashning aniq chizig‘i,
2),2)3 esa, uning empirik chizig'i. Bu chiziglar 1-teoremaga asosan
(x,y) nuqtada kesishadi. Chizmada bu nuqtalar B2 dan iborat. Biz

B{By va Z>Z3 chiziglar ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Uning yana
ushbu

/o = A B; + A2B] +A}B;, Ls =AID,2+A2D\ + AyD;
belgilarini kiritamiz. Ular

U=£(y,-y<2" iIA="L(yi-y,)2
i-1 i-1
miqgdorlarni anglatadi. Chizmaga ko'ra ln=6r, Ls=m; +4r +iw3
tengliklar o'rinli. Endi —/f ayirmani baholaymiz. Awalo AIDIDJAJ
to'rtburchak trapetsiya va CB2 ning o'rta chizig'idan iborat. Shunga

ko'ra CB2=4(»/, +m}) =t bo'ladi. Shunday qilib,

L\ ~Is =mi +»3-2-|.(ga, +/h3)2=4 (wi-«'3)2"0

Eng kichik kvadratlar usuliga ko'ra [2] T!nlpga mavjud, chunki
yoki 14*/0.

Demak, minl4 =/a. Bundan ///, = /», ekani kelib chikadi. Bu esa

B, va D{ nuqtalar, B} va D} nuktalar ustma-ust tushishini ko'rsatadi.
Shunday qilib, BtB} va 223 chiziglar ustma-ust tushadi.
Teorema isbot bo 1di.
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9-bobga oid masalalar

.Quyida n=3 bo'lganda narx va talab hamda takliflaming statistik
giymatlari jadval ko Tinishida berilgan. Shu Ta lumotlar boyicha quyidagi
savollarga javob berilsin (9.4-jadval).

1 EKKU yordamida juftlik chizigli regressiya koeffitsientlari a0 va b0
topilsin, juftlik chizigli regressiyaning empirik tenglamasi yozilsin.

2. Geometrik usul bilan juftlik chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i
yasalsin va tenglamasi chigarilsin.

9.4-jadval
1 X 3 5 8 y== Ro=ip s &5
y 4 2 9 a= 6=1 y=4 +x
2 X 1 3 6 «0=6 fip=2 y=6+]x
y 8 5 10 AZT 4+ 5%
3 X 5 7 a0 =8 M =~2 y =8-14r
y 8 3 5 y=121-11
4 X 3 6 8 <*0=7 =2 >'=2 + 2.
y 5 3 8 Y=g %X
5 X 3 5 7 b0 =} w=
y 8 6 1 3=a0 b=b0 vy D 4
6 X 3 5 8 274 =3 Y=%" B
Y 8 7 * =1 Y =N *
7 X 2 4 6 a0 =°f y=*+\x
y 4 7 5 a=a0 b=b0 y=$+\x
g8 X 1 3 5 *0=" K = -| y=*-£x
y 6 2 4 a=a0 b=b0 y w A x

Il. Faraz etaylik, biror region hududi bo'yicha bir kunda mehnat-
ga layoqatli kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xara-
jat (x so'm) va kunlik o'rtacha maoshga (y so'm) oid bir yillik shartli
ma’lumotlar berilgan (9.5-jadval). 9.4-8ning 1-bandida keltirilgan 6 ta
savolga javob berilsin.
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Bitta mehnatgs layodatli kishi
uchun bir kun ikjon boshiga

1
81
77
85
79
93
100
72
89
71
89
82
111

=
PBEoO©®~NwourwN

[ERN
N

xarajat i so'm)

2
74
81
90
79
89
87
77
93
60
93
87
121

3
77
85
79
93
89
81
79
97
73
95
84
108

4 1
83 124
88 131
75 146
89 139
85 143
79 159
81 135
81 152
79 157
90 154
84 127
112 118

9.5-jadval

Bir kunlik o'rtacha maosh

(y. so’m)

2 3
122 123
134 152
136 140
125 142
120 157
127 181
125 133
148 163
122 134
158 155
144 132
165 165

4
137
142
128
140
133
153
142
154
132
150
132
166

9.5-jadval yordamida 16 ta variant tuziladi. Agar variant (3; 4) deb
belgilanadigan bo‘lsa, I dan 3-ustunni va Il dan 4-ustun olinadi.

9-bobga oid nazorat savollari

1 Ushbu x, y, y X, X2, x2, y2, y2 belgilar rtimani anglatadi?

2.x vay o zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x,y) uchun formulani yozing.
4. Chiziqgli regressiya koeffitsientlarini hisoblash formulasini yozing.
5. Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti rty uchun formulani yozing.

6. Determinatsiya koeffitsienti nima?
7. Approksimatsiyaning o rtacha xatoligi ganday hisoblanadi?

8. Fisheming F-belgisi giymati ganday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik Ta 'nodor deyiladi?

10. Chiziqgli regressiya tenglamasi koeffitsientlarining Ta 'nodorligi Styu-
dentning t —belgisi yordamida ganday aniglanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar m,,- nih, mx*nj hisoblash formulalarini kelti-

ring.

12. Qanday hollarda a, b va rn parametrlar statistik Ta 'no anglatadi?
13. a va b parametrlaming ishonchlilik intervallari ganday topiladi?

209



10-BOB.MAKROIQTISODIY JARAYONLARNING
NEOKLASSIK ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI
(ICHF)

Har bir mamlakatda, har bir yiriklashtirilgan korxonalarda iqti-
sodiy o'sish ro‘y berishi uchun ishlab chigarishni tashkil gilish muhim
ahamiyatga ega. Makroiqtisodiy jarayonlarda awalo ishlab chigarish
omili (faktori) sifatida asosiy fondlar (A) va mehnat resurslari (L)
ishtirok etadi. Ishlab chigarilgan mahsulot sifatida milliy daromad Y
olinadi. Shu K, Zva Y miqgdorlar orasidagi bog'lanish ishlab chiqgarish
funksiyasi deb ataladi va Y=F(L,K) kabi yoziladi. Bunday ko'rinishda
yozilgan ishlab chiqgarish funksiyasi (IChF) ikki faktorli (ikki o'zgaruv-
chili) deb yuritiladi. Umuman, IChF lar bir va ko‘p o‘zgaruvchili
bo'lishi mumkin.

XX asming birinchi yarmida AQSH olimlari igtisodchi P.Duglas
va matematik K.Kobb tomonidan birinchi IChF kashf etildi. Ular
AQSH iqtisodiyotini 1899-1922-yillardagi statistik ma’lumotlar
bo'yicha ekonometrik analiz qilishdi. llmiy taraggiyotlar natijasini 1928-
yilda “Ishlab chiqarish nazariyasi” nomli jurnalda chop etishdi. Shun-
dan keyin ishlab chigarishni IChF lar yordamida o'rganish keng tar-
galdi. Awallari iqgtisodiy o'sishni turli usullar bilan tadgigot gilingan
bo'lsa, endi IChF lar yordamida chuqurroq natijalar olish imkoniyati
tug'ildi

10.1-8. Neoklassik IChF lar
Awal biz n o'zgaruvchili IChF lar ta’rifini keltiramiz. Ma’lumki,
matematikada n o'zgaruvchili funksiyalar
y =f(XXX....... xn) (10.1)
ko'rinishda yoziladi.
10.1-/0°rif Agar (10.1) munosabatda xt,x2,...,x,,— erkli

o0 zgaruvchilar sarfgilinayotgan (yokifoydalanilayotgan) resurs (xomashyo)
hajmlarini, y —erksiz o'zgaruvchi ishlab chigarilgan mahsulot hajmini
anglatsa, (10.1) funksiya n o zearuvchili IChF deyiladi.

(10.1) funksiyani yana n-omilli (n-faktorli) deb ham atashadi.
Igtisodiy ma’nosi bo'yicha x,, xr ...ga0'zgaruvchilar nomanfiy. Shuning

uchun (10.1) funksiyaning aniglanish sohasi /?" dan iborat:
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K ={(*i»*2.-.xn): I, £0, x2£0...... X,20 }.
Agar koordinatalari x,, x2...,xuboMgan vektorni

x desak,
R" ={x: x20 }.

10.2-ta rif. Agar (10.1) funksiya ushbu:
1°. Funksiya (10.1) /?" da uzluksiz va birinchi hamda ikkinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilalari mavjud;
2°./(C.r,,x,x,_,,0,x,+ 1 xn)=0, i=12,.,n; /(0,0
3°-/(ta,,Ait2,....,Ajr,,) sA ¢/ (jr,,x2

xn) VxeR™; X>0;
44U M >0;U4 bl >0. (o >(N
3X, 4x2 axn v dx J

0X, dx2

dx,, dx,dxj
shartlarni ganoatlantirsa, (10.1) funksiyani n o'zgaruvchili neoklassik
IChF deyiladi.

Ta’rifdagi 1°—5° shartlar neoklassik shartlar deyiladi.

Ular ichida 3° 4° va 5° shartlar alohida ajralib turadi. Awal 3°
shartga to‘xtalamiz. Shu 3°shartni ganoatlantiradigan funksiyalar chi-
zigli birjinsli deb ataladi.

Ularga misollar keltiramiz:

1e/(.r) = mXx, + mX2 + ... + mnx,,,

m, o,
Ravshanki, X >0 boMganda

i-12,..,n.

[(XX) = mIXxl + m2Xx, +... + mnkxH=A.(T,X, + m,X, +... + mmxn) = X W (Xx)
2-/ (gr) = ; a0>0; 0<a <1
f(Xx1,Xx2) = a0(tel)a m(ta,)l_a = a0OXax“X_ax2 a = Xf(x,,Xx2).

3 /(x)="T +

' a-y >0|
b,x| +b2x2

a, >0; b, >0, b, >0
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AM(XT,) +6,(br2) X(ar, +11,n0,)
4. f(xl,x2)=Jalx2+a2;, a, >0. a, >0 .

f(XxI,kec2) =Jal(Xxi)2+02(Xx2)2 =~X2(a,x2+a2x;) = X-f(xr x2).

Chizigli-bir jinsli funksiyalarda chiziglik ma’nosi shuki, agar
resurslami X marta ko'paytirilsa, ishlab chigarilgan mahsulot migdori
ham X marta ortadi. Chizigli-birjinsli funksiyalar uchun quyidagi Ey-
ler teoremasi o‘rinli.

10.1-(eorema. Agar (10.1) funksiya chiziqgli - bir jinsli funksiya
bo'lib, birinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lsa, ushbu

df(x) df(x) r/i(n) _f(v
ax, x-'m (H0.2)

ayniyat o‘rinli.

L.Eyler yanada umumiyroq, 8>0 tartibli bir jinsli funksiya tushun-
chasini Kkiritgan.

10.3-tarif Agar (10.1) funksiya uchun ushbu

/(to,,At2,...,An,) sX*/(jc,,x2,....xa), X>0\ 8>0 V*eR” (10.3)

ayniyat o'rinli bo'lsa, (10.1) funksiya 8-tartibli bir iinsli funksiva
deyiladi.

10.2-teorema. Agar (10.1) funksiya (10.3) shartni ganoatlantirsa,
quyidagi

df(x) df(x) df(x) _ ot

Y*64A: (WU >
ayniyat o'rinli.

Agar 5>1 bo‘lib, ishlab chigarish masshtabi X>1 marta ko'paytirilsa,
ishlab chigarilgan mahsulot migdori Xb marta ko'payadi. Bunda ishlab
chigarish masshtabining orttirilishi samaradorlikka olib keladi. Agar
5<1 bo'lsa, samaradorlik kamayadi.

Endi 4° va 5°-shartlarga to'xtalaylik.

df(x) n
4°-shartdagi har bir gx >u, /=1,2,...,n tengsizlik Rxxx2,...,X,,)

212



funksiyaning x, aiigumenti bo'yicha o'suvchi ekanini anglatadi, 5°-shart
esa, funksiyaning o'sishi sekinlashib borishini bildiradi (10.1-chizma).

d!f(x)
Shu bilan birga [Ix) funksiya x, bo'yicha botiq ekani ~2 =~ <O

i =1,n tengsizliklardan kelib chigadi.

Endi ikki faktorli (ikki o'zgaruvchili) neoklassik IChF larga alohida
to'xtalamiz.
Yuqorida ikki faktorli IChF ni

Y = F(L,K) (10.5)
ko'rinishda yozilishini gayd qilib o'tdik.
Shu (10.5) IChF uchun 1° —5° shartlar quyidagicha yoziladi:
1°. F(L, K) funksiya Rl sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi
hamda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.
2°. F(0,K)=F(L,0)=0; F(0,0)=0;
3. F(U,kK) =kF(L,K) V(L,K)eR;;

4*, T >0; dK A>0 > x
W £ <0;*r<M)m,, f
dLr SK* dLdK *

10.2-8. Kobb-Duglas va Solou IChFlari
Asosiy ikki faktorli neoklassik IChF larga misol sifatida Kobb-
Duglas va Solou funksiyalarini keltirish mumkin. Ulami alohida-alohida
o'rganamiz.
1. Kobb-Duglas funksiyasi. Bu funksiya quyidagi ko'rinishga ega:
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Y =F{L,K) =aOKalLl'a, a0>0, O<a<l1- (K0.6)

Bu funksiyaning kashf etilishi tarixi yuqorida aytib o‘tildi. Endi
(10.6) funksiya uchun 1°—5°-shartlari bajarilishini tekshiramiz. 1° va
2°-shartlaming bajarilishi ravshan. 3°-shartni tekshiramiz:

Y = F(XL,XK) =a0(XKf ¢(XL)I'a =XaOKaml'a =XF (LK) m
4°-shart xususiy hosilalami bevosita hisoblash yordamida tekshiri-
ladi:
-F)F:aO(\-a)KaF >0, d—F:analf( L'-a >0
d. O aK 0
Endi 5° ni tekshirish goldi. Uning uchun ikkinchi tartibli xususiy

hosilalami hisoblaymiz:

d2F =a0(1-aX -a)r¥%™l - jnma(l-a)KaL-a’1<0,
dL2
42F i (a-1)Ka<2l}-a=-a0ea (1-a) Ka2b-a <0,
oK

d2F =00(1- a) a *Ka-L~a >0, d2F d2F
dLdK ~ dldKk dKdl
Keyingi mulohazalarda gisgalik uchun Kobb-Duglas funksiyasi
hagida gap ketsa, (K-D) deb yozamiz.
2. Solou funksiyasi. Bu funksiya quyidagi ko'rinishga ega:

Y =F(LK)=a0[aK-p+(\-a)L-f]-p a0>0, O<a<l, p>-1-<10-7)
Mazkur funksiya 1961-yilda 4 ta olim: K.Errou, X. Cheneri, B.

Minal va R.Solou tomonidan kashfetilgan. Uni gisgalik uchun odatda
Solou funksiyasi —SES funksiyasi (Constant Elasticity of Substitution
— o‘zgarmas elastiklik koeffitsienti) deb yuritiladi. Solou funksiyasi
uchun 1°- 5°-shartlami tekshirishga kirishamiz. [°-shartning bajarili-
shi ravshan. 2°-shartni tekshirish uchun (10.7) funksiyani ushbu

i an KL

F(L,K) =i
[a>

ko'rinishda yozib olamiz. Bundan ko'rinadiki, p>0 bo'lganda
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F(0.K) = F(L.0) =0 tenglik o'rinli boMadi. Ammo —Kp<0 bo'lganda

F(O.K) =a0aK ®0, F(L,0)=a0(\- a)L ®0. Bundan ko'rinadiki, —
Kp<0 tengsizlik o'rinli bo'lganda Solou funksiyasi neoklassik bo'la
olmaydi. Bu Solou funksiyasi IChF emas ma’nosini anglatmaydi, fagat

u neoklassik bo'Imaydi xolos.
Endi 3° shartni tekshiraylik >0):

F(U,XA:)=ao["(M")"P-(l-a)(~)P]"p =a0]”*aK ~p+T p(l-a)lfplp =

=a0(Fp) p]ulr+(l-a)fpl'p=UW 14)"

Demak, Solou funksiyasi uchun 3°-shart bajariladi.
Endi 4° va 5°-shartlami tekshirishga o'tamiz. Buni bevosita hosila-

lami hisoblash yordamida amalga oshiramiz:

&= k K)=a® (-1/p) [* *"p ( 1 -fl) (-p)r pl=

= aO '(1 '0)'Z"'p~‘ [((/rp + (1 _a)_r p]llur >O*

Aon = floo(-ifp).Jo/i-p+(i-fl).z-p]iT, .a.(-p)/:-p, =
oK

r i
=a0 a-K-p-l [aK-p+(1-a) T p\p >0-
Ikkinchi tartibli hosilalar ancha “qo'pol” bo'lgani uchun
[..]=\iiK~p -+(1 -a)'L~p] belgilashdan foydalanish qulay bo'ladi.

Endi hisoblashga o'tamiz:

d2F [ 1i
«(1-a)- (-p- Drp:[...fp + p-D-[..]* “(T-ap IT* =

_i_| -1-2
-a00-0X-p-I>rp2.]p +(1l/p-1).(-pX1l-a)F2p-2[..] p

=<v(l-a)(-p-De[...] p2{lp2(@K~p+ (1L- a)L-p) - (I- a)ZT2p"2}=
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=4 (1-fIX-P-U)m[..] p'{aL " 2K-p+ (1- o) 2p-2-(1 - a)Zr2p_2}=

-2
= -q, +(I- a)- (p +1) +0 «L~P<IK~P+[..] p <O:

\f l-. -
0 [.] p a(-p)KPil_
eK

=alaN~2p 2[..] p*{(~p- LXKP(~(1+p)/'p)*[J+a(p+1) }=
—i

=alamK~2p2[...] p’ {(-p-1) Ap(a /:-p+(l-0) Ip)+a (p+}=
_I+P_j

=alamK-20%.] p’ {-(p+Na-(p+IXL-a)*pl p+ae(p+1))=

=-alam(l-a\(p+1)-/Tpl pIl p2¢[..] p’ =

=-a0ma-(p+\)-(l-a)K~&-L~ve.] p <O

d2F
Nihoyat, ni hisoblash goldi:

{'F =20-(L-0) I pl-(-(1 +p)/p)-[.]-P ', -a-(-p) K-> =

=a0 (1-a) o 1+p) ' PL K-*- p >0
Shunday qilib, Solou funksiyasi uchun 1° 3°-5°-shartlar va p>0
boMganda, 2° shart ham bajariladi.
Yugorida p=0 bo'lgan hoi ko‘rilmadi. Umuman, Solou funksiya-
sining turli ko'rinishlari bor, u g‘oyatda “boy” funksiyadir. Jumladan,
p->0, p->-1 va p-—»too hollami alohida-alohida ko‘rish lozim

boMadi.
Awal p > 0 holni ko'raylik. Buning uchun Solou funksiyasini
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logarifmlaymiz:

InY =Inan- p InfcA"p+(1- a)Upl

Endi Iing InYni hisoblaymiz va Lopital goidasidan foydalanamiz:
p-))

limlnK = 1nsa0 —Ii’r%—lrfqarATJ) +(I-o)-ZTp5:

p-»0 p‘ p 1
= moft-1 im i”]_a__L_P_i :([__I_:_?.)__K__P_ =
p-op KP LP

Ina0- lim1/pe[In(cZp + (L- 0)*AIP) - pIn(AT *Z)] =
p-»0

Ina0-In(A'=R)=1{in .tak * < |- )-jCP) .
p-*o p

incrt + in(AZ,)-lim alp\nL +(\-a) Kp\nK _
p-o aLp+ (\-a)Kp

\n(a0KL)-\aLnL +(\-a)\n K] =

\n(aOKL)-\n K I'aLa = In(a0K “
Shunday qilib,

limiInT =\n(aaK al}~a)

p-»0 v 0 e

Bundan
\imY=a0K 4I- tao>0t O0O<o<1

tenglik kelib chigadi. Demak, p-»0da Solou funksiyasi (K-D)ga
aylanadi. Bu funksiya uchun esa 1°—5°-shartlar bajariladi.

Endi p->+¢& bo‘lsin. PEm@Y ni hisoblaymiz:
lim Y:aOpl@[oApﬂl-a)rp]'lp:
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alL, agar L<Kbo'lsa,

=an lim - -

px+calf +(1- a)K > a0AT agar £<L bo'lsa,
Shunday qilib, biz quyidagi IChF ni hosil gildik:
Y =a0min {L: /I}.

Mazkur funksiya ham Solou funksiyasining xususiy holi bo'lib, u
layinlangan proporsiyali IChF yoki Leontevfunksiyasi deb yuritiladi.

Nihoyat, p>-1+0 holni ko‘raylik. Bu hoi osongina hal gilinadi:

limY=a0\aK+(\-a) L\=a0aK +a0(\-a)L =aK +bL
p»l

bunda a=a0a, b=a0(\-a). Ko'rinib turibdiki, bu holda chizigli

IChF hosil bo'ldi.

Oxirgi ikki holda hosil gilingan IChF lar neoklassik shartlami
ganoatlantirmaydi. Ammo ular o‘ziga xos IChF lardan iborat.

Shuni eslatib o'tamizki, 1960—1990-yillar uchun 0 ‘zbekistonga
taallugli makroiqtisodiy IChF hisoblangan. U quyidagi ko‘rinishga ega:

Y = F(L, K) =e00" *K0i616 «LO6m,

bunda a = 0,3616; |I-a « 0,6386; a0= e00". Ko'rinadiki, bu funksiya
(K-D) funksiyasidan iborat.

10.3-8. Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalar
Iqtisodiy jarayonlarni o'rganishda quyidagi asosiy iqtisodiy-
matematik tushunchalar muhim ahamiyat kasb etadi:

K L 1
1°. — =k —qurollanganlik, — =— —ishlab-chigarish quwati.
L A A
Y F( K) i* m
2°. Y=~r= Jomiemm o rtacha mehnat unumdorI|g|
Y F(KL -
3. -=—=— ——-——-o0'rtacha fond unumdorligi.
N N
44 v_dF\"K) _ te”naf bo‘yicha marjinal (limit) unumdorlik.
cL
L K) ) L .
5°. r:—o}r<r; -------- fondlar bo'yicha maijinal (limit) unumdorlik.
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dF(L.K) K

6°a~ N ~F(L~K) ~ “on<™ar bo'yicha elastiklik koeffitsien-

ti.
, dF(L,K) L

7°.P- A ~F\L~K) ~ mebnat bo'yicha elastiklik koefTitsi-

enti.
dK dF(LK) dF(L,K) nir . ,
8°. S = = — = F(L,KY - ozgarmas bo'lganda
dL oL oK
L resursni K resurs bilan almashtirishning maijinal (limit) normasi.
(dS k1 -
9° =1~k 'IsJ ~ ~ °‘zgarmas bo'lganda L resursni K

resurs bilan almashtirish elastikligi (aslida o'sha elastiklikka teskari
miqgdor).

F
10°. h’-g—K —kapitaldan olingan daromad.
dF
11°. IEFL_ mehnatdan olingan daromad.
12° I[dF n AP ig'indi d d (milliy d d)
. —vyig'indi daromad (milliy daromad).
cL oK yi9 y

Endi IChFning chizigli-bir jinsliligidan foydalanib, quyidagilami
yozish mumkin:

F(LLK)=FfL-1,Lm j=1fA1,j j=LeF(U) =Lwu(k),

bunda f(k) = F(\,k) —o'rtacha mehnat unumdorligi.
Keyingi mulohazalarda ushbu
F(L,K)=Lf(k) (10.8)
formuladan keng foydalanamiz.

Awal 1°—5°-shartlami shu k va /M lar nuqtayi nazaridan qarab
chigaylik:
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Bundan f\k) >0 ekani kelib chigadi.

= f(K)~Lf'(k)\ =f(k)-k f'(k)

o */ig*) :
Demak, f(k)-k-f\k)>0 yoki <~/(jt)’ <*

Shunday qilib, muhim formulaga egamiz:

0.9
%) (t0.9)
d2F d2F
Endi —— va hosilalami o'rganamiz:
dL on‘*
0o>"=A T "r=A 7~ ))=/l«(*).]
a2 ag/lan ag
Bundan /'(*) <0 tengsizlik kelib chiqadi.
eSS -a s» - ™ b-
=IT(K) - f\K) - Ke/o(*)]. £ =-%o/'(*) o(- =-[k2f (k).

Bundan yana f(k)< 0 Kkelib chigadi.

Shunday qilib, o'rtacha mehnat unumdorligi y=f[k) funksiya
quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

/(0) =0, /(*)>0, /I'(*)> 0, f\k)< 0, V*>0. (10.10)

Shu bilan birga o‘rtacha mehnat unumdorligi uchun quyidagi
munosabatlar ham o'rinli:



Endi (10.10) va (10.11) larga ko‘ra y=f[k) funksiya grafigini chi-
zish mumkin (10.2-chizma). Grafik koordinata boshidan ordinata o'giga
urinib chigadi va | chorakda joylashgan boMadi.

Misol uchun (K-D) funksiyani olaylik: F(L,K) =aOKaLla-

Bu holda o'rtacha mehnat unumdorligi f(k)=j =aOKalL~a =
=al[j)a =a0lka bo'ladi.

Endi y=alka, a0>0, O<a<l funksiya uchun [40)=0,

f[k) =aOka >0, ekani ravshan. f'(k) =alaka- ekanidan foydalanib

topamiz:

i (0= imgy =ve g fi)7 im 22 <0

f(k) =ala(a - 1)+ka~2<0.
Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalarning k, f{k), f\k) va

f(k) lar orqali ifodalanishiga to'xtalamiz:

2 y=j =f(k).
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K K

4o y = AF(L.K)
dL

e L OF(LK)
dK

goa =g gl kj'ikgale'(U f(k) o

14 pk F J CLf(k) f(k) =

0 S-dF dF _m -kf\k)_m

dL'dK fAk) W
odS [f'(k)]2-f(k)f" (k) 1(*)1'(*)
"dk [Y'(An)]2 [/'(*)12 -
_ f(k)f\k) Kik) fAK)[KF\K)-F(k)\
1f\k)]2 m -k f\k) Kf(Kk)f(k)
10°. K~ =K f\k).
n°. L-~ =L [/{k)-k f\Kk)].
1. L ~ + K ~ =L (f(k)-kf\k))+K f'(k)=

=L/(k)-Lj-f'(k)+Kf'(k)=Lf(k) =F(L,K).

ds
(10.10) munosabatlarga ko'ra K >0 va 0>0, 8°ga ko‘ra S >0.
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10.4-§. Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalarni hisoblash
1. Endi (K-D) funksiyasi uchun asosiy iqtisodiy-matematik tushun

chalami hisoblaymiz: F(L,K) =a0OKulLl~a,a0>0, O<a<l-

= = =ja OKalL~* =aOKal-a=«o(f) =«0**

10 -_/(*) _so*" _ tgl.
Z~ K ~ K ~a°* ’

4°,v=— =alA" - kalka~ =alOka -a0aka=a0(\-a)ka;

5°. r=" =alaka;1;

dF L , far0a*®"
6" =1-a
f aor

dF K kanak®
7°- K F alka

8° c’/),’;l_ IIOO"a I._ k *L._ k
- ") oakc Ta T Tar
dS(k) 1-a alOka(kalaka~ -aOka)
o a=
Tk a fa/0*“ala (a-1)£ **"

ala(aka-ka)ka' (g-\)kaka-
afa(a-\)k2a" " (a-1)*2al ~ 1,

Demak, o=I1. Bu natijani ushbu ° - formula yorda

dk" S
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mida olish mumkin: CI~ =1

2. Navbatda Solou funksiyasi uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalami hisoblab chigamiz. Solou funksiyasi quyidagi ko‘rinishga
ega edi:

|
F=a\aK-p+(\-a)L-p]p> °0>0> O<ac<l, p>-I.

Endi hisob-kitobga o'tamiz:

22 y=1(*) = =a0j[aK-p+(1-a)lp]p=

=al0[Le(aK-p+ (l-a)l _p]"p=a0[azpA"p + (I-a)]~p =

= aO[ak~p + (1-a)] p-

Shunday qilib, A*)=aofa/r p+ (|_a)]‘p.

3°. z=J"p-aOk-[ak~-p+ (1-a)]-& =a0[*p(<rpr p+(l-0))]"p =

= al[a+(1-a)Ap] p-

. v=[(F)-*1(*) =

= al[ak~p+(1-0)]"p [oA"p+(1-fIf)A"p]"p 'a(-p)E p_| =
= aO[af~p+(1 -a)fp ' <[af~p+(l -a)£~p]=

=00 (1-a)-["p+(l-0)l'p '*

5. r=/\k) =a™-"unk~p (@A—)]“p "ca(-p)*"pl=
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ala(-p)k plak'p+(1l—<3)p '=ala/:p[a/l:'p+ (1- a)]"p

~ alak~p~"'WKk~p + (1-a)~p 1=ala \a+(\- a)kp\c

dF L (\-a)kp
6°. -5[ T: :a+(\-a)|<p '

dF K a
. oK F a+(\-a)kp

dF L dF K _ (@1-a)kp a ,

Ravshanki, >X w *LI y - g_n +a+t =,

nr o Aar o,(l-a)[a*c+(l-0)]T"
g, "7 jz7=
62> a0(l-a)Ar"p” [a€p+ (1-0)J p a

4= <& 1-a. .
. %7 gk s) a (P*D

K 1
1MEMp+l pt+1l

Shunday qilib, a ="y, p>-1

Neoklassik (1°- 5°) shartlardan y=f(k) uchun chigadigan xulosa-
lar va (K-D) hamda Solou IChF lari uchun asosiy iqtisodiy-matema-
tik tushunchalarning ifodalari 10.1—va 10.2-jadvallarda keltirilgan.

10.1-jadval
Kobb-Duglas 1ChF uchun turli munosabatlar
dF dF n kf(k)
-=>0, -./m -t-n*) °e<n r <1
f >0' XK =» [e< * yne
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d2F d2F

= ~~k2f (k) = ['(*

d2 < d2 A > ()< 0

EZFKO, d2F - 1f(k) = f'(k)<0, dF - k'f (*>>0
dK2 dKl L dLdK L

10.2-jadval
Solou IChF ning turli ko'rinishlari

r 3
F(LK)=a0laK'p+{\-a)Ip\ p> °0>0> O<a<l, P>-1
limF(L, K)=a0K 4'-*“ (Kobb-Duglas)
1™ K)y=com*nh{”.(tayinlangan koeffitsientli IChF)

lim F(L,K) =a0aK +a0(\-a)L (chizigli IChF)

10.5-8. Neoklassik IChF larning izokvantalari, izoklinallari va

izokostalari
Aytaylik, Y=P(L,K) - ikki faktorli neoklassik IChF bo'lsin. Ushbu
F(L,K)=C, C=const> 0 (10.12)

tenglama bilan berilgan bir parametrli chiziglar oilasini ko'raylik. FL,/C)
funksiya diflerensiallanuvchi bo'lgani uchun (10.12) chiziglar sillig.
Shu (10.12) chiziglar oilasining har bir chizig'i izokvanta deyiladi.
Ko'rinadiki, har bir IChF uchun izokvantalar cheksiz ko'p bo'ladi.
Ravshanki, izokvantalar grafigi tekislikdagi koordinatalar sistemasining
I choragida joylashgan bo'ladi. Ular qator xossalarga ega. Bu xossalarga
alohida to'xtalamiz.

10.4-ta’rif. Grafigi koordinata boshidan chiqadigan va barcha
izokvantalarni o zgarmas burchak ostida kesib o tadigan, shu bilan birga,
kesishish nugtasida izokvantalarga o tkazilgan urinmalar o zaro parallel
bo 1gan har bir chiziq izoklinal deyiladi. Tegishli urinmalar izokostalar
deyiladi (10.3-, 10.4-chizmalar).
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Ta’rifga ko'ra izoklinallar ham, izokostalar ham cheksiz ko‘p;
izokvantalar (10.12) oilasining sath chiziglaridan iborat.

Endi izokvantalaming diflerensial tenglamasini chigaramiz. Uning
uchun (10.12) ning ikki tomonini difTerensiallaymiz:

dF(L.K) = d1 +BF gk =0,
a dK

bunda
dK dF(L,K) j dF(L,K
(L,K) j dF(L,K) (10.13)
dl~ ./ dK
(10.13) - birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy difle-

rensial tenglama.
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou IChF laming diflerensial

tenglamasini chiqaraylik.

1 F(L,K)=a0OKal'~a, a0>0, O<a<b Bundan

A =o0(l-a)KaL-°, — =ofa/:a-1z|-a

oL ( ) eK 31 |

Enki izokvantalaming diflerensial tenglamasini yozamiz:
dk1-a K (10.14)
dL a L

2. F(LK)=a0[aK-(,+(\-a)L"'p]~t, ao>0, O<a<l, p>-I.
Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

N-=al0(\-a)L-p-1 [aK'f ,
oL (\-a)L-p-1[

dF

dK

Soddalashtirilgandan keyin diflerensial tenglama quyidagi ko'rinishni
oladi:

m=a0a K -p-' [aK p+(1-a)L ]"p”.

dk_ 1-a Kpt

dL a Lp~

Har ikki (10.14) va (10.15) tenglamalar birinchi tartibli bir jinsli
diflerensial tenglamadir. Ular osongina integrallanadi.

(10.15)
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10.3-chizma 10.4-chi:Ta

Ma’lumki, izokvantalaming diflerensial tenglamasi osongina topiladi
(10.13 ga garang). Endi iqgtisodiyot uchun muhim bo'lgan izoklinal
diflerensial tenglamasi, shu bilan birga izoklinal tenglamasini topish
masalasi bilan shug'ullanaylik. Ta’rifbo'yicha izoklinal grafigi koordinata
boshidan chigadi va | chorakda joylashgan. lzoklinal chizig'idagi
o'zgaruvchilami Lxva Kxdeylik. (LxKx nugtadagi burchak koefTitsienti
dKxdLx bo'ladi. lzokvantalar diflerensial tenglamasiga ko'ra kesishish

nuqgtasida ularning burchak koefTitsienti quyidagicha aniglanadi:
dF(Lx K,)_dF{L,,K,)

Izoklinalga (1, Kx) da o'tkazilgan urinma L o'qi bilan y burchakni,
izokvantaga shu nuqtada o'tkazilgan urinma L o'gi bilan ¢ burchak
tashkil qilsin deylik (10.4-chizma). Unda a=180°- <p+y va tga=tg(\\i
- <) bo'ladi. /ga =p deb belgilaymiz, bu holda, a*90° bo'lganda

p _ -tgg> + tg))
| +/gq>/gy (10.16)

(10.16) ni yana ushbu
BF(LXKX dF(LxKx) dKx

dLx ~" dK, "dLx
dF{Lx,Kx) dK, dF(Lx Kx) (10.17)
dLx , dKx
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ko'rinishda yozish mumkin. Ma’lumki, (LIKI) nugta F(L,K)=C
izokvantada yotadi. tga=p ekanini e’tiborga olsak, (10.17)
soddalashtirilgandan keyin quyidagi ko'rinishni oladi:

dF(Lx,Kx) dF(Lx KXx)

dK\ _ P dK dL
dL.—dF(L.K) dF(LLKD . (10.18)
U dK

Topilgan tenglama izoklinallarning difTerensial tenglamasi. U
birinchi tartibli bo'lgani bilan osongina integrallanmaydi. Masalan,

IChF Y= F(L, K)=jK L bo'lsin, hosilalami (Lx K{) dahisoblab,
(10.18) ga go'yamiz:

dF _ 1 dF_]1_ N~ dK, pL,-K,
dL~2V L’ dk 2U * dL, pKx+Ll, yokl
Kx->K, LX*L da dK=PL~K
1 1 dL  PK+L

Oxirgi tenglama birinchi tartibli bir jinsli. Uni integrallash uchun

ft
-j- =y almashtirish bajarish kerak. Hisob-kitoblami talabaga qoldiramiz.

Agar a=90° bo'lsa, "L-f— j =-1 bo'ladi. Shuning uchun
dL\ \d L)(L K)
bu holda izoklinal tenglamasi
dK. dF(Lx,Kx) / dF(Lx KXx)
dLx dK / dL
ko'rinishda bo'ladi. Yugorida ko'rilgan misolda difTerensial tenglama
dKx _ Lx
quyidagi ko'rinishda bo'ladi: .
Bundan Kx dKx=Lx dLx, bu o'zgaruvchilari ajraladigan

difTerensial tenglama. Uni integrallaymiz:



Ammo izoklinal (0; 0) dan o‘tadigani uchun C=0 bo'ladi. Shunday

qilib, ko'rilayotgan holda izoklinal tenglamasi K2-L]=0 bo'ladi.
Izoklinal ta’rifiga ko'ra K=Lt (bissektrisa) to'g'ri keladi (10.5-chizma).

Oxirida K, > K, Lt> L desak, K=L - bissektrisa bo'ladi.
Izoklinal tenglamasi IChF chizigli bo'lganda osongina topiladi.
Hagigatan, Y=F(L,K)= aK +bL, a >0, b>0 bo'lsin.

Unda w A , b IF(K) 0 agee
oL ' an-
Izoklinal tenglamasini yozamiz:
dKx p-a-b
pa +b*0.

Undan (AT, > K, Lx L)

K )K N\ _L _ * - - -
D a+h p-a+b*0. kelib chigadi.

Agar a=90° bo'lsa,

dKt _ (dKY1

dL  1dL)uiky eoladi

Demak, izoklinal tenglamasi bu holda ushbu K =b— L ko'rinishda

bo'ladi (10.6-chizma).

Chizigsiz IChF uchun izoklinal tenglamasini topishning ratsional
usuli mavjud. Buni chiziglilashtirish usuli deyiladi. Uning g'oyasi
quyidagicha: awalo bu g'oya chiziglilashtirish mumkin bo'lgan IChF
uchun aytiladi.
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Chizigsiz IChF awalo chiziglilashtiriladi. Yangi K, L larga nis-

batan chizigli IChF uchun izoklinal topiladi, so'ngra K va Z o'miga
ulaming Kva L orqali ifodasi gqo‘yiladi. Misol sifatida yugorida ko‘rilgan

Y=F(L,K)=VK L IChF ni olaylik. Uning izokvantalari tenglamasi

mJK L =S. Uning ikki tomonini logarifmlaymiz:
yIntf +{InZ. =1InC

Endi InK=K, InL=Z deb, yangi K, Z lami Kiritamiz. Unda
*K+~"Z =InC ga ega boMamiz. Bu F(L.K)=\fC +jL — chiziqli

IChFning izokvantalari tenglamasi. Endi izoklinal tenglamasini
yozamiz:

i
T P~

T ) — \ -
ip+i yoki K~EIZ L.

So‘ngra Kva L ga o‘tamiz.

'nK=JT\ 'nL yoki K =1L%

Shu usul Kobb-Duglas hamda Solou IChF ga goMlanishi mumkin.

Izoklinallar ishlab chigarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish
yo‘lini ko'rsatadi. Agar (LiK) nuqta izokvantada yotsa, unga o'tkazilgan
urinma (izokosta) tenglamasi

K-K,=—
fodL

ko'rinishda boMadi. lzokostalar parallel boMgani uchun ixtiyoriy

izokvanta uchun — =y, Y=const boMadi. Shu sababli izokosta
dL a, Mmi)

tenglamasi K-y L=K,-yL, ko‘rinishni oladi. Uni umumiyroq,

0),/r +0),Z,=(03 ko‘rinishda yozsak, o)A +{0,1 miqdor ishlab chiga-
rish resurslari sarfini anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chigarish
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xarajatlari o'zgarmas bo'lgan nuqtalar geometrik o'mi ekanini angla-
tadi.

10.6-8. IChFning magistrallari. Chiziglilashtirish usuli

Faraz etaylik, Y=F(L,K) chiziqli va neoklassik statik IChF bo'lsin.
Eslatib o'tamizki, IChFning izokvantalari F(L,K)=C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziglardan iborat. 1zoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barcha izokvantalarni o'zgarmas burchak ostida kesib
o'tadigan chiziqdir. Izoklinallar soni cheksiz ko'p. Ular ichida magistral
deb ataladigan va igtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig'i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko'p izoklinallar orasidan
uzoq davrga iqtisodiy o'sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim
(10.7-chizma). Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi
bayon etiladi. Chizigsiz IChF uchun esa chiziglilashtirish usuli
keltiriladi.

1 Chizigli 1IChF uchun magistrallarni qurish usulini bayon etamiz.
Faraz etaylik, ushbu F(L,K)=aK+bL, a>0, b>0 chizigli IChF berilgan
bo'lsin. Unda mos izokvantalar aK+bL=c tenglama bilan beriladi.
Tenglamada c—ixtiyoriy musbat o'zgarmas son. Shuning uchun
aK+bL=c tenglama bilan parallel to'g'ri chiziqglar oilasi berilgan,
aniqrog‘i, shu to'g'ri chiziglaming | chorakda joylashgan kesmalari
ifodalangan. Masalan, c=c0da aK+bL =c0to'g'ri chiziq absissa o'qidan
cjb, ordinata o'gidan cja kesmani kesadigan, (cjb\ 0) va (cja\ 0)
nuqgtalami tutashtiradigan kesmani tasviflaydi (10.8-chizma). Shu kesma
izokvanta ekani ravshan.

10.7-chizma 10.8-chizma 10.9-chizma
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Koordinata boshidan chiqgib, I chorakda joylashgan nurlar cheksiz
ko‘p. Ular to‘g‘ri chizig kesmalaridan iborat boMgan izokvantalarni
albatta kesib o'tadi. (10.9-chizma).

Ushbu K =pL, O<p<+oo ko’rinishda berilgan ixtiyoriy nur

koordinata boshidan chiqadi, | chorakda joylashgan hamda barcha
kesma-izokvantalarni o'zgarmas burchak ostida kesib o ‘tadi:

ap+b n
rga~ bp_u mRavshanki, Q«*< —. Masala K=pL ko‘rinishdagi chek-

siz ko‘p izoklinallar (nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat.
Quyida optimallik belgisi keltiriladi va masala yechiladi.
Quyidagi sistemani ko‘ramiz;:

aK +bL=cO,
K=pL.

Bu ikki nomaMumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz:

Ushbu
Q=UL,K): 0<,L<-~r—, O0<
[ apt+b ap+b\

to‘g‘ri to‘rtburchakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan
hisoblanadi (10.16-chizma):

A 0<p<+00.

SP)= (ap+b)1

Shu S(p) funksiya uchun ushbu

S(p)>0, O<p<+Q@, AT15(p)=Wn5(p)="°>
munosabatlar o'rinli. Bu 5(p) funksiya (0;+a>) intervalda biror
c0€(0;+00) nugtada o'zining eng katta qiymatiga erishishini anglatadi.
Shunday qilib, izoklinalning optimallik belgisi sifatida Q to‘g‘ri
to'rtburchak yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, ya’ni
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2
S(P)="P t~T~>max 0<p<+«.
(op+A
Shu masalaning yechimi pOoptimal izoklinalni, ya’ni K=cOL numi
aniqlaydi. Yugoridagi mulohazalarga ko'ra bu masala yechimi mavjud.
Endi shu yechimni (ya'ni pO ni) topishga kirishamiz.
S(p) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

2 \ (ap+b)2-p-2 (ap+b) a __2 b-ap
b D ;-co , co A}
(ap+b) {op+)
S'(p)=0; b-ap-0; pO=b/a.

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va 5(p) funksiya yagona
statsionar nuqtaga ega. Demak, shu pO=b/a nuqtada 5(p) funksiya
0'zining eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, K-(b/a) « L
magistral tenglamasidir (10.10-chizma).

Chiziqli IChF izokvantalarining magistrali gizig xossaga ega. OAB
uchburchak tengyonli, ya’ni OD =AD (BDIOA). Hagigatan, B nuqta
koordinatalarini topamiz. Uning uchun aK+bL=c0, K=(b/a) L
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, L=cJ(2b), K=cJ(2a).
A nuqtaning absissasi esa cjb edi. Bundan OD=0A va, demak, JOAB
tengyonli ekani kelib chigadi. Shuning uchun ZBOD=ZBAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo'ladi. Uning uchun
PPA burchakni o'lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng
burchak yasaymiz. Shu burchakning og'ma tomonini davom ettiramiz,
u AE izokvantani B nuqgtada kesib o'tadi. OB chizig magistral bo'ladi
(10.11-chizma).

Biz chiziqli IChF uchun uning izokvantalariga mos magistralni
qurish usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chizigsiz IChFlar uchun
bevosita qo'llanib bo'lImaydi. Ba’zi hollarda chiziglilashtirish usuli
yordamida masalani yechish mumkin.

2. Endi Y=a0OKalL~a Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni

topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chizigsiz, uni
chiziglilashtirish mumkin. Chiziglilashtirish usulining mohiyati

quyidagidan iborat: Kobb-Duglas funksiyasi izokvantasi aOK aL]-a =c0
tenglamasining ikki tomonini logarifmlaymiz:
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cO
IncO=Ino0+aln A+ (l-a)InZ yoki a InA+(l-a)lnL=In— .
°0

Ushbu K=\nK, L=\nL belgilashlarni kiritamiz. Natijada
a +(l-a)Z., =In(c0/a0) munosabat hosil bo'ladi. U a K{+(l-a)Z,,

ko‘rinishdagi chizigli IChFning izokvantalari tenglamasi. Shu 1, Kx
o'zgaruvchilar bo'yicha magistral tenglamasini yozish mumkin:

- |
A, =— <Z,. Eski o'zgaruvchilarga qaytamiz: InK =— eInL . Bundan

magistral tenglamasi kelib chigadi. Bunda a —parametr.

Shu parametming O<a<ldagi turli giymatlariga garab magistral turli
chiziglardan iborat boMadi:

1) O<a<l/2; 2)a=1l/2; 3) l/2<a<l.

Agar a= 1/2 boMsa, K=L. Magistral | chorak bissektrisasidan iborat
(10.12-chizma). Agar, masalan, a=1/3 boMsa, K=L2boMadi. Bu holda
magistral K=L2parabolaning L>0 boMgandagi yarim shohchasi (10.13-

chizma). Nihoyat, a=2/3 boMganda magistral tenglamasi k =

boMadi. Bu K-L2ga teskari boMgan k =3>[1 chizigning | chorakdagi
gismi (10.14-chizma).

Misollardan chigadigan natija shuki, ko'rilayotgan holda magis-
trallar grafiklari asosan wuch turli boMadi (10.12-, 10.13-,

10.14-chizmalar).
3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou IChF uchun magistralni topish

mumkin. MaMumki,
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F(L,K)=a0[aK "p+(l-a)l~p]~p » a0 >0, O<a<l, P>-1
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

00[0A™+(1-0)1 w]'p=c0*co>0-
Bu tenglikning ikki tomonini (-c¢ )—darajaga ko‘taramiz:
“en)P

aKp+(l-a)fp=
\ u0

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
=Kt, 'p=£,.
Natijada yangi L{Kxo'zgaruvchilarga nisbatan chizigli ifodaga
kelamiz:

foo\~
£o_ P

\aolJ

Bu tenglama aKl+(\-a)LI chizigli IChF izokvantalari tenglama-
sidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

aKt+(1- a)Lt=

a
Eski o'zgaruvchilarga gqaytamiz: K~p=(\-a)/a L yoki
K =[o/(l-a)] llp Z mOxirgi munosabat koordinata boshidan chiqadi-

gan, burchak koeffitsienti [a/(l-0)] I/p>0 ga teng boMgan nurni
anglatadi. Agar a= 1/2 bo‘lsa, K=L —1I chorak bissektrisasi, p=1 bo'lsa,
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K =[al(\-a)\L —burchak koeffitsienti <//(I-</)ga teng bo'lgan nur
bo'ladi. Ixtiyoriy a, 0<a<l uchun p=>+oo0 da magistral K-L holatga
intiladi, c=>—lda magistral K =[(\-a)/a\L holatga intiladi.

Yugorida Kobb-Duglas va Solou IChFga chiziglilashtirish usulini
go'llab, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziglilashtirish mumkin bo'lgan IChFga go'llash mumkin.

4. Ma’lumki, izoklinal diflerensial tenglamasi bor. Shu bilan birga
ko'rdikki, magistral chizig'i - izoklinal. (10.18) differensial
tenglamaning integral egri chiziglari ichida magistral bo'lishi kerak.
Ammo magistralni topishning maxsus usuli bilan tanishdik. Endi
quyidagi muhim teoremani keltiramiz.

10.3-teorema. (10.18) differensial tenglama integral egri chiziglari
(izoklinailari) ichida izlangan magistral mavjud.

Isbotni (10.18) ni bevosita integrallash va integral egri chiziglar
ichida magistralni izlash usuli bilan olib bormaymiz. Awal IChFni
chiziglilashtiramiz, keyin yangi o'zgaruvchilarga nisbatan qurilgan
chizigli IChF uchun izoklinallaming differensial tenglamasini yozamiz
va integrallaymiz. Nihoyasida parametrlarning ganday giymatlarda
awaldan topilgan magistral topilgan integral egri chiziglardan bin bilan
ustma-ust tushishini aniqlaymiz. Shu bilan teorema isbot bo'ladi.

Misollar ko'ramiz.

1) IChF chizigli bo'lsin. F(L,K)=aK+bL a>0, b>0, izokvantalar
tenglamasi aK+bL=C. Magistral tenglamasini oldindan bilamiz:

K =n~-L. Agar a=b bo'lsa, izokvantlar tenglamasi soddalashadi:

r
K + L =— va magistral K=L (bissiktrisa) bo'ladi (10.15-chizma).
Bu bir tomondan. Ikkinchi tomondan, izoklinallaming differensial

dK{
tenglamasi dLt P’ 0<p <+00 .

Izokvantalarga (Lr K{) nuqtada o'tkazilgan

urinmaning burchak koeffitsienti
dK_s

j; =—1. Shuning uchun p(—)=—1
AL nA,A)) g P(=D)

yoki p=I.
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Demak, Klz=LI=>K=:L — bu | chorak bissiktrisi.

Endi a* b, —* 1 bo'lsin. Bu holda
a
'dK b dK
). .L=p, tga=q
,dL}éi,_*,) a H-||

Izoklinallarning diflerensial tenglamasi quyidagi ko'rinishga ega:

b dK,
—+
a dLx . b+a-p a-q-b
1_b dK, yoki 4 - a-b-p Bundan P~ a+b-q
a dbLx

Endi izoklinallar tenglamasini yozamiz:

a+b-q
Shu izoklinallar ichida K =~ L magistral mavjud, buning uchun

2ab 2ab
J=- bo'lishi kerak. Demak, a-arctg- m Misol uchun
al-bl ... ~a2-b2

b=yfb-a bo'lsa, g=-Jb bo'ladi. Bundan a =120° kelib chigadi.
2) Endi Kobb-Duglas IChF ni ko'ramiz: Y =a0Kal}~a (bunda a
o'miga a deb olish sababi, fga=gdagi a bilan chalkashtirmaslik uchun).

Izokvantalar tenglamasi aOKalLl-a=C . Biror C=CO0 uchun ikki to-
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monini logarifmlash natijasida yangi K, L larga nisbatan (K =InK
L=1InL) izokvantalar tenglamasini yozamiz:

a-A +(l-a) zZz=C, C=1In(C0/a). Magistral tenglamasi:

K= Z . Eski o‘zgaruvchilar bo'yicha K=L=L 4. Agar 5=1/2
a a
bo'lsa, a= 90° va p=I bo'ladi.

Endi a *1/2 bo'lsin. Unda izoklinallar difTerensial tenglamasini

(2 va K o'zgaruvchilar bo'yicha) yozish mumkin:

1-a dKx
______ + —=+-
a dL ~
g = -m-mmmmmmmeee-d = (l-a) +ap
t 1-5 dK, yoki a-(L-a)-p* Bundan
a dLt
2g9-(l-a)
a+(1-a)q’

Endi izoklinallar tenglamasini yozamiz:

a +(l-a)<7
Eski o'zgaruvchilarga gaytsak, izoklinallar tenglamasi ushbu

- 29-(\-a) r
K s-ni-s» = <1019)
ko'rinishga ega bo'ladi. Shu izoklinallar ichida K=" L yoki
o nA
K =La magistral bor. Agar g = bo'lsa, (10.19) izoklinal
i-a

K =L “ magistral bilan ustma-ust tushadi. Misol uchun a =-*=r<I

bo'lsa, g=1yoki tg a=1 bo'ladi. Bundan (= 45° Kkelib chigadi.
3) Shunga o'xshash mulohazalami Solou IChF uchun ham olib
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borish mumkin:
F(Z,AT)=o00[a/:"p+(l-a)Z:-p]'p. «0>0> O<a<l, p>-I.
Bu holda magistral tenglamasi ushbu
K=— L yoki K=f— 1P-Z (10.20)

ko‘rinishda boMadi. Agar a=1/2 boMsa, a=90° va K=L boMadi. Endi

a*1/2 boMsin. Unda K, L o'zgaruvchilar bo'yicha (K = K~p, L=L~P)
izoklinallar tenglamasini yozaylik:

l-a dk.
______ + —
qg=— ——_(l-a) +a-p
yoki *~«-<1-<0-P Bundan
a dLt
aq-(l-a)
a+(\-a)g "’
Izoklinallar tenglamasi:
i
-aqg-(l-a) 7 (aq_(\_a)"'-
(10.21)
a+(l-a)q)

2a(o-1) . . . .
Agar LJ~—1—5; bo'lsa, (10.20) magistral (10.21) izoklinal bilan
ustma-ust tushadi. Misol uchun a =~j” bo'lsa, g=1 bo'ladi. Bundan
a= 45° kelib chigadi.

10.7-§. Statistik ma’lumotlar bo'yicha 1ChF ning ko'rinishini
aniglash

Agar biror mamlakat iqgtisodiyoti uchun maMum davrda yig'ilgan
makroiqtisodiy ko'rsatkichlaming giymatlari bo'yicha IChF qurilgan
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bo'lsa, iqtisodiy o'sishga oid juda ko'p savollarga javob berish mumkin.
Jumladan, kelasi yil uchun iqtisodiy ko'rsatkichlar darajasini bashorat
gilish mumkin.
Ko'pincha IChF ni u yoki bu ko'rinishda izlashgan. Masalan,
K.Kobb va P. Duglaslar IChF ni (1928 y.)
=00Aa/--a, a0>0, O<acx<l1
ko'rinishda, R.Solou va boshqgalar IChF ni (1961)

/r(1,/O =a0[aN1:-p+(1-a)/;-p]"p> a0>0> O<a<l P>-1
ko'rinishda izlashgan. Bu funksiyalar neoklassik shartlami ganoat-
lantiradi.

Agar statistik ma'lumotlardan foydalanib, awaldan shu ma’lumotlaiga
mos IChF ko'rinishini aniglash mumkin bo'lganda, shu IChF yordamida
olib boriladigan mulohazalar gat’iyligi ortgan bo'lar edi.

Ba’zi hollarda asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalar IChF
ko'rinishini aniglash imkoniyatini beradi. Biz quyida shunday hollarga
to'xtalamiz.

I. Iqgtisodiy ko'rsatkichlar o'zgarmas bo'lgan hollar
1-hol. Fondlar bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lsin, ya’ni

—Oéoér—’\:f'(k):a, a=const>0. Bundan S(k):ak+c kelib

chigadi. Ikki  tomonini Lga ko'paytiramiz: Lf(k) =

=L d E+C L=aK +cL, ya'ni F{L, K) =aK +cL —chizigli IChF.

2-hol. Endi mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lsin,

ya'’ni dF™'K~”=f(k)-k f(k) =a, a=const>0. Bu holda /(Ar) ni
oL

topish uchun f(k)-k f\k)=a birinchi tartibli chiziqli difTerensial

tenglamani yechishga to'g'ri keladi. Uni ushbu /W =~/(*)"“
standart ko'rinishda yozamiz va integrallaymiz:
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[<*)»]c+ (-~ .e~dk J** =(c-lje-htM j-ebk=

Demak, f(k)=ck+a. Ilkki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
F(L,K)=cK+aL . Yana chizigli IChF hosil bo'ldi.
3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit normasi S o'zgarmas

bo'lsin, ya’ni ; (k/)\ N =S, S=const>0. Bu holda ham [OA) ni

topish uchun birinchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim
bo'ladi. Uni

1'(*) 1

I(*) S+k
o'zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli diflerensial tenglama
ko'rinishida yozish mumKkin. Integrallash natijasida

In/(*) =In(S+/t)+Inc yoki f(k) =c (S+k) funksiya hosil bo'ladi.
Uning ikki tomonini L ga ko'paytirish natijasida yana
F(L,K)=cSL+cK chizigli IChF ga kelamiz.

4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi a
o'zgarmas bo'lgan holni ko'raylik, ya’ni
dS k'~lI
, bunda a =const >0

o'zgaruvchilari ajraladigan (5 ga nisba-

Bund hb A
undan ushbu ~  ~
dk S

1 dk
tan) diflerensial tenglama hosil bo'ladi. Uni —J =-O----K— ko'rimshda

yozib integrallaymiz: S(k)=ctk 1/0, ¢,>0. S(k) o'miga o'z ifodasini
go'yamiz:
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f(k)-kf (k) , lo

1
—CIK

f\k) 1
Bundan ushbu
f\k) 1
f(k) Kk +ctk 10 (10.22)

ko‘rinishdagi o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil boMadi. Uni
integrallash uchun awal

dk
K+cx 10

01
noaniq integralni hisoblab olaylik. Quyidagi ~ T _ T almashtirish
bajaramiz. Unda, ravshanki, "—-k~l,adk=dx.

_f dk _f k"adk _ o T
C o IAIOOL0-],a+c D) " Skeo-a+c, ~ A f T+,

f ol ' ~
(
------ -(Int+Inc2)=—ii- In ka +c, +Inc2 = O In » ka +c,
a-1 a-1 n } a-1
< J
f 04 >
: K
Shunday qilib, L Inc. kKa +c,
a- v y

Endi (10.22) tenglamani integrallasa boMadi:

Ccr

:Llnczko +c,

ct- -
< j

£ 2ii V-i
Bundan f(k)=cfl k ° +Ci

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz. Sodda almash-
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tirish natijasida F(L,K) uchun quyidagi

F(L,K)=a\aK-p+(1-8B)I p]“
ko'rinishdagi funksiya hosil boMadi, unda

"o = U.i+£',)\c*25<_»i, a=-—L  fa=_Ci ,  -p = al
1+c,

Demak, a~O, a*| boMganda biz Solou IChFga ega boMdik.

ds k . . ds dk , ...
Agar cr=1 boMsa, tenglama — —=1 yoki — = — Ko rimshga
aK j o K

keladi. Undan |[nS=Ink+Inc yoki S=ck kelib chigadi. Endi OA) ga
nisbatan diflerensial tenglama

1
/(Ar)  (1+c)-Ar

ko'rinishda bo'ladi. Uni integrallaymiz: In/(A):T!—InA+Inc-, yoki
+C

f(k) =czlfil*c,), ¢,>0, ¢2>0. Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:

1 C|
f(L,K)=c2K W*-bbh
. i c\

Bunda c,>0, cr>0 bo'lgani uchun a -|+c » a_i+c °

1 c, )
L;a +'Ezrq 1. Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas IChF hosil
bo'ladi.

Agar a->+0 bo'lsa, p-»+«>. Hagigatan, -°)c =

= lim(l/CT-l) = +00. Ma’lumki, p->+«> da biz tayinlangan proporsi-

yali IChF ga egamiz.
5-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik koefTitsienti o'zgarmas bo'lsin,
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dF K _ _*./-(*)
ya’ni a= a =const>Q. Bu holda ham a~

ko'rinishdagi o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga

fik)_a
kelamiz. Uni ~T y°zam'z va integrallaymiz:

In/(*) =alnA: +Inc yoki f(k) =c ka. Ikki tomonini L ga ko‘pay-

tiramiz: F(L,K)=c L (K/L)a=c Kal}~a. Biz yana Kobb-Duglas
IChFga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik koeffitsienti o'zgarmas deylik,

ya’ni — =p=cowb5/>0. Bu holda =~ ko'rinishdagi
dL F f(k)

differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni

N*)_ 1-P
m K

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz:
In/(Ar) = (I-P)InAr + Inc , ¢>0 yoki f(k) =c klp.

Ikki tomonini L ga ko'paytirish natijasida yana F(L,K) =¢ kx*1? ,

c>0, 0<P<1ko'rinishdagi Kobb-Duglas IChFni hosil gilamiz.

Ko'rilgan hollardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. Fondlar va mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas
bo'lganda mos IChF chizigli bo'ladi.

2. L resursni K resursga almashtirishning limit normasi o'zgarmas
bo'lganda mos IChF chizigli bo'ladi.

3. L resursni K resursga almashtirishning elastikligi o'zgarmas
bo'lganda mos IChF Solou funksiyasi ko'rinishida bo'ladi.

4. Fondlar va mehnat elastikligi o'zgarmas bo'lganda mos IChF
Kobb-Duglas funksiyasi bo'ladi.

2. Funksional iqgtisodiy ko‘rsatkichlar holi
1-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik ushbu

246



oK F f(k) ak+b* *
ko‘rinishdagi kasr-chizigli funksiya bo'lsin. Ravshanki,
0< f-71 <1, VA:>0-Agar u>(k)=- uk— belgilashni kiritsak, cp(*
A g (k)= - k- belg p(*)
funksiya quyidagi munosabatlami ganoatlantiradi:

ab n

Bundan &) funksiya monoton o‘suvchi va yuqoridan 1 bilan
chegaralangan botiq ekani kelib chigadi (10.17-chizma). Shu bilan
birga <p(*)s| gorizontal to‘g‘ri chiziq asimptota boMadi, chunki

li £)y=1" -1 - i =
M @E)= M akab  *rroartk |t Rak+b O

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan <p'(0Q)=a/b ga teng
boMgan burchak koeffitsienti bilan chigadi (10.17-chizma).

<P(*)

IChF ko‘rinishini aniglash uchun quyidagi
k f\k)_ ak ()
Nk)  ak+b YKl f(k)  ak+b
o'zgaruvchilari ajraladigan difTerensial tenglamani integrallaymiz:



In/'(A) =In(@A + /5 +Inc yoki f (k) =c(ak +b), s>0.
Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz, natijada F(L,K)=caK+cbL
ko‘rinishidagi chizigli IChF hosil bo‘ladi.

2-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo'lsin,
ya’ni

dF L , kf'(k) ak

dl F /(it) ak+b" fI>0" b>0°¢
Bundan

kf\k)_ b . f\k) b

f(k) ak+b /(Ar) k(ak +b)

ko‘rinishdagi yana o'zgaruvchilari ajraladigan diflerensial tenglama hosil

bo'ladi. y(A) = JTE deylik. Ravshanki, 0< alz\+b <1 va quyidagi

munosabatlar o'rinli:

Demak, \j/(A) funksiya monoton kamayuvchi va gavarig. Uning

grafigi vjf(0) =-a/b burchak koeffitsient bilan (1; 0) nuqtadan chigadi

(10.22-chizma). Abssissa o'qi shu funksiya uchun asimptota bo'ladi,
chunki

i, YA =0, i X = T

tengliklar o'rinli.
Endi yuqorida hosil bo'lgan diflerensial tenglamani integrallaymiz.
Uni ushbu

f(k) _ 1 0
f(k) Kk ak+b
ko'rinishda yozib olamiz. Undan

248



CK
Inf(k) = In(Ar)- In(a€ +b) + Inc, c>0 yoki f(k) =- —-
kelib chigadi. Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:
LcmK|L _ ceKL
a-K/L+b aK +blL"'

Topilgan funksiya Solou IChFdan iborat. Haqgiqatdan, sodda
0’zgartirishlar bajaramiz:

F(L,K) =

*] 1 1 H _t A .- .
FKL :c[f&r-lf'_'l_(ak#llar\)l\' = | b a J!
aK +bL a+b a+b a+b

bunda
an=-Snd P ooy oy APy
a+b a+b a+b a+b a+b

Ravshanki, p = 1. Shunday qilib, mehnat bo'yicha elastiklik kasr-
chizigli funksiya bo‘lsa, mos IChF Solou funksiyasidan iborat bo‘lar
ekan.

Demak, statistik ma’lumotlar jadvalida yuqorida ko‘rsatilgan
hollardan birortasi kuzatilsa, IChF ko‘rinishini awaldan aniqlab olish
mumKkin.

10-bobga oid masalalar

l. Quyidagi Kobb-Duglas IChF uchun 1°—5° neoklassik shartlaming
bajarilishi tekshirilsin:

I. RL,LK) = Jia 4. F(M0=VFZ 2-

5 3 . JUtf)=VFZ 6. F[L,K)=*{tf

Il. Quyidagi Solou IChF uchun le—5°neoklassik shartlar tekshirilsin:

2KL -JIKL
\.F{L,K)-k +I 4.RL,K) jK2+12



1/4KL 2\fIKL

1. I va Il bo'limlardagi IChF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalar hisoblansin.

IV. 1 va Il bo'limlardagi IChF ning magistrallari topilsin va grafigi
chizilsin.

V. I va Il bo'limlardagi IChF larni chiziglilashtirib, awal yangi
o'zgaruvchilarga nisbatan izoklinallar, so'ngra eski o'zgaruvchilarga
nisbatan ularning tenglamalari topilsin. Topilgan izoklinallar grafigi
chizilsin.

10-bobga oid nazorat savollari

1 Bir va kop o zgaruvchili IChF ta ‘riflarini bering.

2. Neoklassik shartlami keltiring.

3. Kobb-Duglas va Solou IChF ni yozib bering.

4. Kobb-Duglas va Solou IChF uchun 10-5° neoklassik shartlarni
tekshiring.

5. Solou IChF uchun ganday xususiy hollar mavjud?

6. Ikki faktorli neoklassik IChF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalami yozib bering.

7. Asosiy igtisodiy-matematik tushunchalaming k, f(k), f(k) va (k)
orqali i/odalarini keltiring.

8. Kobb-Duglas va Solou IChF uchun asosiy tushunchalami hisoblang.

9. Ba Zi asosiy tushunchalar o zgarmas yokifunksional ko rinishda bo 1sa,
IChF hagida nima deyish mumkin?

10. Izokvantalaming ganday xossalari bor?

11. Chizigli IChF magistralini topish usulini so’zlab bering.

12. Chiziglilashtirish usuli va Kobb-Duglas, Solou IChFning magistralini
topish ganday amalga oshiriladi?

13. Izoklinallar nima? Ularning differensial tenglamasini yozing.

14. Muayyan misollarda izoklinallar differensial tenglamasi integral egri
chiziglari orasida berilgan 1ChF magistrali borligi ko ¥satilsin.
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11-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

Awalgi boblarda ko‘rilgan modellarda iqgtisodiy ko‘rsatkichlar
vagt bo'yicha o'zgarmas edi. Ularni statik modellar deb yuritiladi.
Jumladan, L, K\a Y=F(L,K) kabi makroiqgtisodiy ko'rsatkichlar vaqt
o'tishi bilan o'zgarmaydi va biror [0,7] vaqt davrida o'zgarmas bo'lib
goladi. Aslida barcha makroiqgtisodiy ko'rsatkichlar vaqt /ga bog'liq
bo'ladi. Agar modellarda bunday ko'rsatkichlar vaqt tga bog'lig
deb qaralsa, igtisodiy jarayon haqida to'laroq tasawurga ega bo'linadi.

Igtisodiy ko'rsatkichlaming /vaqtdagi qiymati igtisodiy sistemaning
(igtisodiyotning) holatini aniqlaydi. Hozirgi vaqtda iqtisodiy
dinamikaning mavjud matematik modellari iqtisodiy sistema
rivojlanishining ba’zi talablarini gondiradigan variantlari majmuasini
tavsiflaydi. Keyingi mulohazalarda traektoriya deyilganda shunday
akslantirishni tushunamizki, unda o'zgaruvchi t ning har bir giymatiga
iqtisodiy sistemaning xuddi shu vaqt t dagi holatini mos go'yadi.
Agar o'zgaruvchi / biror intervaldan olingan ixtiyoriy giymatlar gabul
gilsa, unda mos model uzluksiz model deyiladi. Agar o'zgaruvchi t
fagat butun giymatlar gabul gilsa, model diskret model deyiladi. Odatda
iqtisodiy jarayonni o'rganishga boshlangan vaqt sifatida odatda 0 son
olinadi. Shu t=0 vaqtdagi iqtisodiy sistemaning holati boshlang'ich
holat deyiladi. Odatda boshlang'ich holat berilgan bo'ladi. Agarjarayon
[0,7] vaqt oralig'ida o'rganilayotgan bo'lsa, T-rejalashrirish ufgi deyiladi.
Ko'pincha jarayonning gqanday qonuniyat bilan kechishi o'rganiladi
va (7+1) vaqtda iqtisodiy sistemaning holati bashorat gilinadi. Bu
igtisodiyotni optimal boshqaruvda muhim ahamiyat kasb etadi.

11.1-8. Iqtisodiy jarayonning sodda dinamik modeli

Awal ba’zi zarur tushunchalami keltiraylik.
11.1-ta'rif Faraz etaylik, ishlab chiqarish faktorlari n ta bofib,

ular vaqt t ning funksiyalari: x,(/),jr2(/),...,jr. (1), Y esa ishlab
chigarilgan mahsulot migdori bo ‘1sin. Unda ushbu
y (f)-F (xx(t).x2(t),...,xn(t); t) (11.1)
munosabat dinamik ishlab chiqgarish.-funksiyasi (DIChF) deyiladi.
(11.1) dagi F funksiya m&,(/),x2(/),...,X,,(t) lar bo'yicha neoklassik
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shartlami ganoatlantiradi deb garaladi. Agar (11.1) ning t ga oshkor
bog'ligligi sodir bo'lsa, unda iqtisodiy jarayonning kechishini
o'rganilayotganda ilmiy-texnik progress (1TP) natijalari e’tiborga
olinadi. Turgan gap, ITP dan foydalanish o‘sishga olib kelishi kerak,
bu esa Y(t) funksiyaning monoton o'sishini anglatadi. Agar (11.1)

funksiya R X[0; 7] sohada uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, uning

o'suvchi bo'lishi uchun/bo'yicha to'lig hosilasi nomanfiy: ~jp-> 0

(igtisodiy jarayonlar uchun musbat: at >0 ), ya’ni

dy(t) dy{t) \-dY(t)
— +St7T -0 <y°ki >0>
bo'lishi zaruriy shartdir.

11.1-teorema. Iqtisodiy o‘sish bo'lishi uchun

~N>0, Y/e[o;n (11.2)

tengsizlikning bajarilishi zarur.
11.2-teorema. Iqtisodiy o‘sish bo'lishi uchun

dy(t) Y(t)  Y(t-1)
~dT>0" A0 >I1(/-1)"’ (11'3)
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Agar n=2 bo'lsa, x=L(t),x=K(t). Deylik, L(t) aholi soni bo'lsin,
unda Y(t)/L(t) - jon boshiga ishlab chigarilgan mahsulot miqdorini
anglatadi. Qayd qilib o'tamizki, (11.2) tengsizlik bajarilsa ham, aholi
soni shunday ko'payishi mumkinki, (11.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (11.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilsa ham, (11.2) bajarilmasligi mumkin. Bu iqtisodiy o'sish sodir
bo'Imaganda, ya’ni ishlab chigarilgan mahsulot migdori kamayganda
aholi soni yanada tezrog kamayganda sodir bo'ladi.

11.2-ta’rif. Agar Ffunksiya t ga oshkor bog'lig bo1masa, unda
ushbu

Y(t) = F(x, (0,%: (0....%,,(/)) (M.4)
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ko'rinishdagi DIChF avtonom DIChF deyiladi.

(11.4) da ITP natijalari e’tiborga olinmaydi, ammo har bir ishlab
chigarish faktorining t ga bog'ligda o'zgarishi hisobga olinadi. Barcha
masalalar x](t),x2(t).....*,,(/) lar orasidagi optimal munosabatlami
topish bilan bog'langan bo'ladi. IChF ikki faktorli bo'lganda IChF
ushbu

Y(t) = F(L(t),K(t)) (11.5)
ko'rinishda yoziladi.

Keyingi mulohazalarimizda soddalik uchun (11.5) ko'rinishdagi
avtonom DIChF lardan foydalanamiz. Quyida avtonom DIChF ga
misollar keltiramiz:

1. Y(t) =a0OKa(t) LI~°(/), a0>0, O<a<1, /e[0,[] - (K-D).

2-T(Hh=a0[aA:'p(/)+(1-a)p(/)]_P. ao>0> O<a<l, p>-I,
/e[0;7] —(Solou).

3. Y(t)=a K(t)+b L(t), a> 0, b>0.

Igtisodiy dinamika modellarida mablag'ni optimal sarflash
(optimal kapital qo'yish) masalalarini o'iganish muhim ahamiyatga
ega. Bunday ishlami R.Solou (1956) boshlab bergan*. Solou milliy
daromad Y ni (ishlab chigarilgan mahsulotni) kapital go'yishga
(investitsiyaga) va iste’molga optimal ajratish masalasi bilan
shug'ullangan. Aniqgrog'i,

y=/+C=5r +(I-3)-y (11.6)
tenglikda s ni topish masalasini go'ygan. Bunda /—kapital hajmi, C—
iste’mol hajmi. Optimallik jon boshiga iste’molni, ya’ni

c() =S s=const, 0<j<1, (LL.7)
Lyt)

funksiyani, yoki iste’molning integral fondini (s=s(/), i€ (0;71)

J[s] = dt= JO -5(0)em t))dt (ii.8)
o L{J> 0

*R. Solou 1987-yilda Nobel mukofotini olgan.
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maksimum qilish ma'nosida tushuniladi.
Endi

I=sY, C=(\-s)Y

i
ekanini e’tiborga olsak, SV)~ ! —jamag'arish normasi deyiladi va

0<j(HE 1.

Jag“‘arish normasi uchun ikki holni alohida-alohida o‘rganishgan.

1-hol. s(t)=s, s=const, 0<s<l —jamg'arish normasi o0'zgarmas.
Bu holni 1956-yilda R.Solou ko'rgan. Unga 1987-yilda Nobel
mukofoti berilgan.

2-hol. 0<s(f)<I - jamg'arish normasi o'zgaruvchi. Bunda $(/)e[0;1 ],
«»/6[0;71- Bu holni, ya’ni aniqrog'i, s(f)funksiya bo'lakli-uzluksiz
bo'lganda K. Shell o'rgangan (1967). U ma’lum ma’noda, 2-holni 1-
holga keltirgan.

Har ikki R.Solou va K. Shell olim ham dinamik IChF dan
foydalangan. Mehnat resurslari hajmi L(t) eksponensial funksiya

1(0=V "'»V°> T>®ko'rinishda deb faraz etishgan.
Igtisodiy dinamikaning sodda dinamik modeli ushbu

Y(t)=F(L(t),K{t)),
I(t) =sY(t), 0<s<1,
C()=(1-5)r (),

k(t)=i(t), (118)
L(t) =L0en\ LO>0, rj>0,
K(0) = K0 >0

munosabatlar bilan tavsiflanadi. Bunda rj>0 aholi sonining o'sish
sur’ati deyiladi va

L(t)

"YW or (119)

Agar aholi soni eksponensial gqonun bo'yicha ko'paysa, aholini

stabil (barqgaror), aholi o'sishi bo'Imasa, aholini statsionar aholi deb

yuritiladi. (11.8)da r|=0 bo'lsa, L(t)=LO, fe|0;7] bo'ladi. Keyingi
mulohazalar 4 ~0 uchun olib boriladi.
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Yuqorida keltirilgan (11.8) munosabatlar tavsiflanadigan iqtisodiy
sistemani ko'raylik. Mamlakat iqtisodiyoti [0,71 kesmada (davrda) 5
ta funksiya bilan aniglanadi:

w, m, Ao, (). (u.io)

Agar shu funksiyalar topilgan boMsa, iqtisodiy sistemaning
traektoriyasi aniglangan boMadi. Bundan keyin (11.10) ni traektoriya

K(t)
deb yuritamiz. Ravshanki, qurollanganlik k(t) ushbu *10- ~

formula yordamida aniqlanadi.
Endi jon boshiga iste’mol funksiyasi (11.7)ning ko'rinishini
o'zgartiramiz (qgisqalik uchun argument t ni yozmaymiz):

bunda /(Jt) = F(l,A).
Shunday qilib,
C=(1-j)-/(A). (11.11)
%
Bunda f[k)—e'rtacha mehnat unumdorligi, — qurollanganlik.
Li
Sodda dinamik modelda k(t) =/(/) bo'lib, unda asosiy fondlarning
yarogsizlanishi e’tiborga olinsa, K(t) =1(t)-\iK(t) deb yozish

mumkin, bunda p =const, (0,02 £0,04). Shu holda modelni

o'rganilsa, sodda modeldagi mulohazalardan katta farq gilmaydi.
Shuning uchun quyidagi modelni to'liq o'rganamiz:

Y(t) = F(L(t),K(1)),
I(t) =s(t)Y (1), 0<s<l,
m C(/)=(1-5)r (),
A()=7()-p"(/), K(0) =Ko, (1U2)
W) =xiw) (B0=V '). L0>0, n>0.

255



Mazkur modelni o‘rganish uchun kerakli munosabatlarda
k(t), k(i), f(k) belgilashlarga o'tamiz:
-KL  (I-\iK)L-KL
dt  dt\L ) L Is
AN[sFiLM-iiKIL-KL”~ sm-fa+rtk"

Lj

Shunday qilib, (11.12) o'miga ushbu

*0=a/(*)-(L+n)* (11.13)
differensial tenglamaga ega bo'ldik. Shu (11.10) tenglama uchun
*(0)=*0>0 (11.14)

boshlang'ich shart bajariladi.

(11.13) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli
chizigsiz tenglama, o'ng tomoni erkli o'zgaruvchi t ga oshkor
bog'lanmagan. Shu sababli (11.13) avtonom differensial tenglamadan
iborat, uning (11.14) boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan yagona
yechimi mavjud. (11.13) tenglamaning o'ng tomoni

<p(*)=j/(£)-(n +ti)* differensiallanuvchi (k bo'yicha). Koshi
teoremasining shartlari bajariladi: ®©'(*)=n/'(*)_(y + T .

(11.12) munosabatlar bilan tavsiflanadigan model o'zgaruv-
chilarining vaqgt bo'yicha o'zgarishini tekshirish uchun qurollanganlik
K ning vaqt bo'yicha o'zgarishini (11.13) munosabatlar bo'yicha
tekshirish yetarli.

(11.13) tenglama avtonom bo'lgani uchun uning statsionar
yechimlari (muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:

*[(*)-(u+n)*»0. (M.15)
Statsionar yechimlarning mavjudligi hagidagi teoremani bayon etish
uchun quyidagi
IimO/ *)=/'(+0)
miqdor haqida gapiraylik. /’4+0O) miqdor chekli bo'lishi ham (p>0da
Solou funksiyasi uchun), cheksiz bo'lishi ham mumkin (Kobb-Duglas
funksiyasi uchun).
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11.1-teorema. Agar (11.13) asosiy differensial tenglama uchun (11.14)
boshtang ich shart berilgan bo'lib, ushbu

L+T<*/'(+0) (11.16)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda (11.13) tenglama yagona (sodda yechim-
dan tashqari) musbat va asimptotik turg'un (Lyapunov bo'yicha) \0,T\vaqt
oralig'ida aniglangan statsionar yechim k(t) =k, >0ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar (11.15) tenglamadan topiladi. Bu
tenglama yagona musbat yechimga ega. Hagiqgatan, ikkita y=sj(k) va
y=(n+ri)£ funksiyani ko‘ramiz. Ulaming grafiklari kesishgan nuqta-
lar statsionar yechimni aniglaydi. MaMumki, [00)=0, shuning uchun
k(t)=0 sodda yechimga egamiz. Ammo bizni A:>0 boMgan hoi qiziqti-
radi. Musbat statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi
koordinata boshidan chigadi va | chorakda joylashgan. Ammo (11.13)ga
ko‘ra y=sj(k) funksiya grafigi urinmasining burchak koefTitsienti koor-
dinata boshida y=(n+Ti)it numing burchak koeffitsientidan katta. Undan
tashqari, f(k) funksiya neoklassik shartlarni ganoatlantiradi (ya’ni
f(k)>0, "'(k)<0, VJfc>0), shuning uchun y=s/(k) funksiya botig. Bu
y=s/(k) va y=(n+ii)A: funksiyalar grafiklari absissasi k.>0 boMgan nuqtada
kesishishini tasdiglaydi. Shu k. son izlangan statsionar yechim k(t)=k.
boMadi. Demak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning
asimptotik turg‘un ekanligini isbotlash qoldi (11.1-chizma).

Agar (11.13) tenglamaning o‘ng tomoni y=sj(k)— (u+n)* uchun
d'(k.)<0 tengsizlik o'rinli boMsa, bundan skalyar differensial tenglama
uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra (M.S.Salohitdinov,
G “.Nasritdinov. “Oddiy differensial tenglamalar”. Darslik. 0 ‘zbekiston
nashriyoti, Toshkent, 1994-y., 11-bob, U.3-8, 314-bet) k(t)sk*.
statsionar yechim asimptotik turg‘un boMadi. Haqigatan, a'(k.)=s/(k.)
— (n+ri)<0. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 1\.\-teorema to'liq
isbotlandi.

11.2-ta'rif. Iqgtisodiy o'sishning qurollanganlikning o'zgarmas k.
giymatiga mos rejimi balanslangan o 'sish deyiladi.

Makroiqtisodiy sistemaning parametrlari s, u, r) berilgan boMsa,
k*. migdor bir giymatli aniglanadi. Amalda mehnat resurslari hajmining
o‘sish sur’ati n (0,005<n<0,01) va yaroqgsizlanish koefTitsienti u
(0,02<u<0,04) awaldan maMum boMadi. Shuning uchun k. ni jamg“arish
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normasining funksiyasi deb garash mumkin: k. = k.(s).

i 1.1-lemma. Balanslangan o‘sish rejimi k.(s) funksiya (0;1)
intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va monoton o‘suvchi.

dk.(s)
Isbot. Ushbu — — >0, VJ€(0;1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning
as

uchun sf (k.(s))-(\i+r\)k.(s)=0 sonli tenglikni ko'ramiz. Ikki tomonini
s bo‘yicha diflerensiallaymiz:

as as
Bundan
dk.(s) f(k,(s))
ds  (u+n)-n/"(".(-*))
formula kelib chigadi, unda kasrning maxraji va surati musbat. Shuning

dk,(s)
uchun —d:s— >0,Vi€(0;l) tengsizlik o‘rinli.

Shunday qilib, balanslangan o'sish k.(s), 0<5<1 funksiya bilan
aniglanadi. Har bir s (0<K1) uchun balanslangan 0°‘sishning bitta
rejimini hosil gilamiz. Bunday rejimlar cheksiz ko‘p. Ularning ichidan
(11.11) funksiyaga eng katta giymat beradiganini topish lozim.
Boshgacha aytganda, jamg‘arish normasining ushbu

c(n)=@-s)-f(k,(s))-> ma"x, 0<5<«I (11.17)
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masalaning yechimi bo'ladigan giymatini topish kerak. c(s) funksiya
(0;1) intervalda aniglangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi
hamda c(s)>0, Vse(0;l).

Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

Mtc(5)= MFo® )=(> IimM5)=0f c(s)>0, Ase(0;1).
Bundan c(s)>0 funksiyaning eng katta giymati mavjud ekani kelib
chigadi. Endi shu funksiyaga eng katta qiymat beruvchi se(0,l) ni

topamiz. Buning uchun awal (11.17)dagi c(s) funksiyani o'zgartirib
yozamiz (sj{k.(s))-(\i+x])k.(s)=0 tenglikka ko'ra):

® ) =f(k.(s))- (g +n)ek, (s)=0. (11.18)
Endi d(s) ni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

/m(* M )~A-<u+n )" =o0
as ds

yoki [F(M=)-(U+m ] 2 0

dk,(s)
Bundan — ;— >0 ga ko‘ra
ds
I'(*.(*))-(U+n)=0 (n.19)
tenglama kelib chigadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo'lmaydi,

chunki unda s oshkormas gatnashgan. Aslida k ga nisbatan (11.19)
tenglamani

N+ =u+n d1 20)
ko‘rinishda yozamiz. (11.13) ga ko‘ra s=1 da u+T11</'(+0) tengsiz-
lik o'rinli. Ma’lumki, *>0 uchun y=Rk) botig. Shuning uchun biror
k da /(fc)=n+ti tenglik o'rinli. Shunday qilib, tenglama yagona
musbat k yechimga ega.

Endi (11.12) tenglamaga k=Kk ni qo'yamiz:
¢/(*)-(u +M)* =0-
Bundan yagona statsionar nuqta S ni topamiz:
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? = (u+MA
1(*)
Endi /'(A) =(u +T) tenglikdan foydalanib, J ni uzil-kesil anig-

laymiz:
~ kf\k)
s= - - (1121)
I(*) ( }
n k-f'(k)

Awaldan ma’lum ediki, neoklassik IChFlar uchun u< ,

V k>0 tengsizlik o'rinli. Bundan 0<s <1 ekani kelib chigadi. Statsionar
nuqta yagona va c(s) funksiyaning (0; I)da eng katta giymati mavjud
boMgani uchun shu s=s nuqgtada c(s) funksiya o‘zining eng Kkatta
giymatiga erishadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak bo'ladi.

11.2-teorema. Agar k chekli (11.20) tenglamaning yechimi bo'lsa,
optimal jamg'arish normasi J- (11.21) formula yordamida topiladi.

Shunday qilib, iqtisodiy sistema traektoriyasini j va £ lar orgali
hisoblash mumkin:

K{t)=L(t) k=LOe*k , L(0=V 4> Y(t)=L(t) f(k)=L0e""f(k),

1)=7Y({)=L07 f(k)en, c(t)=(1-?) Y(t)=(@-7)LOF(k)-e-
Oxirgi munosabatlar ko'rsatadiki, qurollanganlikning statsionar
traektoriyasi k(t) mk bo'ylab modelning barcha asosiy o'zgaruvchilari

vaqt bo'yicha o'zgarmas bo'lgan holda mehnat resurslarining o'sish
sur’atiga teng bo'lgan sur'at bilan o'sadi.

Endi statsionar yechimdan farq giladigan yechimlar ganday
bo'lishini tekshiramiz. 11.1-teoremaga ko'ra statsionar yechim asimp-
totik turg'un. Buning ma’nosi shuki, (11.13) differensial tenglamaning
ixtiyoriy boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan k(t) yechimi

(k(0)=ku, kO ®k.) I ning yetarli katta giymatlarida k(t) =k, - stat-
sionar yechimga intiladi.
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Awal kO>k. boMsin. Bu holda s/(*0)-(y +n)*0<° tengsizlik

o'rinli boMadi. Bundan k(t). i> 0 tengsizlik kelib chigadi. Endi L, ni
tekshiramiz:

E=xCH-(u+Mr=[*/"(*)-(4 +M)]" »
kO >k, ga ko‘ra s/'(A:)-(p +Ti)<O0 tengsizlik o‘rinli boMgani

uchun k >0- Demak, kO >k. boMganda k(t) traektoriya gavariq (11.3-
chizma).

Endi *0<k. holni ko‘ramiz. Uch hoi yuz berishi mumkin:
1) kO=k <k. ; 2) 0< <K ; 3) K<KO<K, °

1 KO =k<K. boMsin. Bunda k(t) =k chizig (nur) k(t) funksiya-
ning burilish nuqtalaridan tashkil topgan boMadi. 2) va 3) hollami

ko‘rgandabunga ishonchimizkomilboMadi. Agar2) 0<k0 <k boMsa,

unda, ravshanki, k=s f(k)-(\i +X])k >0, ic=[s /(£)-(y +n) ] *>0
boMadi. Bu 0<kO<k da k(t) funksiyaning gavarigligini anglatadi.
Agar 3) k <kO<k. boMsa, yana *>(). ammo *<0 boMadi. Bundan
k(t) funksiyaning botigligi kelib chigadi. Demak, k =k dan o‘tishda

gavariglik botiglikka oMadi, ya’ni kO=k da k(t) =k chiziq k(t) funk-
siyaning burilish nuqtalaridan tashkil topgan boMadi.
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L va A'o'zgaruvchilartekisligida K(r) =k, L(t) nur Solou-Neyman
magistrali deyiladi (11.4-chizma).

1966-yilda E.Felps “oltin qoida”ni taklif gildi (ba’zida “oltin qoida”
deganda optimal jamg‘arish normasi 7 ni topish usulini tushunishadi).
Ko'rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiy fondlarga qoyilgan
kapital-mablag' kapitaldan olingan daromadga teng.

Bu quyidagi munosabatlardan ko'rinadi:

sL/(*)=1! K/'(it), sF(L,K) =K dF{~ K),

bunda | =s F{L,K)-asosiy fondlarga qo‘yilgan mablag*, K WK

— kapitaldan olingan daromad.
Misollar.

1-misol. F(L,K)=aOKall'a, a0>0, O0<<x<lI.
Ravshanki, bu holda f(k)=a0ka, f'(k) =aa0k“~"; £ ni

% X 1/(1—ot)
. ~ ata |
aaOk =y +n tenglamadan topamiz: K J > s=a-

2-misol. F(LK) =a0[ak-p+(l-0)L p1"p.

a0>0, O<a<l p>-1.

Bunda f(k) =aO[ak~p+(\-a)L~p1 p

i+p

f\k) =aa0[a+(l-a)kp] »
Endi b ushbu
aa0[a +(l-a)k p] p =p + 0

tenglamadan topiladi:
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-a a° >ani'yp
VH+n; ’ W+m

Oxirida optimal jamg'arish normasi s' ni topamiz:

Ma’lumki, 0<s <1 tengsizlik o'rinli. Oxirgi formuladan iqgtisodiy

sistemaning parametrlari a,a0,u,r\,p orasidagi bog'lanish kelib chigadi:

u+r<aba “l/p.

11.2-8§. Mehnat resurslari (aholi soni) o‘sishining botiq gonuni
hagida
Igtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o'sishi hagida gap
boradi. Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog'lig. Ish bilan bandlar
sonining ko'payishi (o'sishi) esa fagat aholi soniga bog'lig emas.
Ko'pgina ilmiy risolalarda mehnat resurslari (aholi soni) eksponensial
gonun bo'yicha o'sadi deb qgaraladi. Bu L(t) funksiyaning hosilasi

L(t) shu L(t) ga chiziqli bog'liq deb qgaraladi degan so'z, ya’ni

L(f)=n L(t), bunda ri —o'sish sur’ati. Bundan L(t)= Ln e']l, Lt>0
kelib chigadi (11.5-chizma).
Shuning uchun L(t)=xy L(t)>0, ya’ni L=L(t) funksiya qavariq

Ao W) Ao

11.5-chizma 11.6-chiz/na 11.7-chizma
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(11.5-chizma). Demak, t ning biror giymatidan boshlab L(/)ning giymati
yetarli katta bo'lib ketishi mumkin. TugMlishlar soni haqida L.Eyler
quyidagi gipotezani aytgan: “tug‘ilishlar soni yildan yilga geometrik
progressiya bo'yicha ortib boradi”. Ingliz ruhoniysi Maltus iqgtisodiyot
bilan, aniqrog'i, demografiya bilan shug'ullangan. U Eyler gipotezasiga
go‘shimcha qilib, “ozig-ovgat mahsulotlari arifmetik progressiya
bo'yicha ortib boradi” degan. Eslatib o'tamizki, aholi sonining (umumiy
holda mehnat resurslari hajmining) eksponensial o‘sish qonuni vaqti-
vaqti bilan va gisga vaqt oralig'ida rivojlangan mamlakatlarda sodir
boMadi hamda o‘sish tezligi vaqgt o'tishi bilan bargarorlashadi. Bunda
maMum vaqt oralig'ida egri chizigning gavarig gismi botig, aksincha,
botiq gismi gavarig gismga o'tadi (11.6-chizma). Umuman, o ‘sish
biror botiq egri chiziqg yaqginida S-simon egri chiziqg bo‘ylab sodir
boMadi. Tegishli botig egri chizig o‘sish tezligining bargarorlashishini
anglatadi (garang: P.®ocTep. O6HOB/IEHME NPOU3BOACTBA: aTaKytoLime
BbiurpoiBatoT. M., Mporpecc, 1978, r 14, ¢.78—94) (11.5— 11.7-
chizmalar).

Mehnat resurslari hajmining (aholi sonining) o‘sish tezligiga ganday
parametrlar ta’sir giladi? — degan savol tug'iladi. Umuman, o ‘sish

tezligi ko'pgina parametrlarga bog'liq. Eyler gipotezasi bo'yicha L(t)
(o‘sish tezligi) shu I(/)ning hajmiga bog'liq: t =r\L- Ba’zi
mamlakatlarda aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi,
igtisodiy rivojlanish sodir boMayotganiga sabab ishlab chiqarishga

go‘yilayotgan mablagMaming (kapitalning) ortib borishidir, bunday
sharoitda ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmi ortib

boradi. Demak, Z(/) migdor fagat L(t)gagina bog'liq boMib golmasdan,
yana A'()ga - kapital sarfga ham bog'liq. Agar bu bog'lanish L(t) va
K(t)ga nisbatan chizigli bo'lsa, L(I) uchun quyidagi munosabatni yozish
mumkin:

Z(=HW)+v K(t), N1>0. v>0. (11.23)

Ravshanki, L(t)=x\L(t)+v K(t), t>0. Qanday shartlar bajarilganda
Z(/)<0, ya’ni L(t) funksiyaning grafigi botig boMadi?

Ushbu
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Z(NH<0 (1123)
tengsizlikni ganoatlantiradigan botig L(r)funksiyani chizigli-botiq deb
ataymiz. Chiziglilik L(t) ning L(t) va K(t) ga chizigli bogligligini,
botiglik esa L(t) funksiyaning botigligini anglatadi.

Izokvantalar F(L,K)=CS, C> 0 tenglama bilan beriladi. Undan,
ma’lumki,

dK_=_dF™ 15F_

dL du dK
tengsizlik kelib chigadi. Har bir izokvanta IChFning sath chiziglaridan
iborat bo'lib, gavariq egri chiziqdir (11.8-chizma).

<0

Endi (11.19) ning ikki tomonini diflerensiallaymiz:

L(t) =x\L(t)+v K(t) = L(t) (n+v3o _Lfn +V%’E;

11.3-teorema. L(t) funksiya botiq bo'lishi uchun har bir izokvanta
bo *ylab ushbu
dK__n_d (11.25)
dL \Y
tengsizlik bajarilishi yetarli.

Isboti />0 va (11.25) tengsizliklardan kelib chigadi. Hagiqgatan,
(11.21)ga ko‘ra

(11.24)
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| rl+v I/I))__

1-misol.  L(t)=In(/+e), t>0 (11.9-chizma) deylik. Unda
1
Z(/):t_+e >0 W)=—(t+e)2'<0 t>0. Quyidagi L=r\L+VvK

L=x)L+vK munosabatlarni ko'raylik. L(t) va L(t) laming
ifodalaridan foydalansak,
| - I A
T=r\ +v-K
(t+e)* t+e
kelib chigadi. Biz birinchi tartibli diflerensial tenglamaga keldik. Uni
integrallaymiz:

K = bt Adn +e)

Endi dK/dL ni hisoblaymiz:

dk_ K I
- - -In(/ +e) 1 !

dL L v(r+e) v t+e \(t+e)

Shunday qilib, IChF izokvantalarida (11.25) tengsizlik bajariladi.
Kobb-Duglas IChF uchun (11.25) tengsizlik ushbu

a

>n
v |-a

L

tengsizlik uchun bajariladi.
2-misol. Ikkinchi misol o‘rnida 1991 —2004-yillar davomida
0 ‘zbekiston Respublikasi aholisining o ‘sish dinamikasini ko‘raylik. Awal

shu vyillardagi aholi soni jadvalini keltiramiz:
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/ Yillar Aholi soni (min) jV, > >Ve —A
1 1991 20,862

2 1992 21,360 0.498
3 1993 21,852 0,498
4 1994 22.828 0,430
5 1995 23.002 0,720
6 19% 23,444 0,442
7 1997 23,867 0.423
8 1098 24231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 2000 24.908 0,325
1 2001 25211 0,303
12 2002 25,523 0,312
13 2003 25,803 0,280
14 2004 26,116 0,313

(Ma’lumotlar “0 ‘zbekiston Respublikasi Davlat statistika
go'mitasi, 2005”dan olingan).

Jadvaldan ko‘rinadiki, N(t) funksiya o‘suvchi, ammo o‘sish tezligi
(4, migdorlar) asosan kamayib borayapti. Fagat 1995 va 1996-yillarda
o'sish tezroq bo'lgan. N(t) funksiya 1991—1994-yillarda botiq, 1994—
1996-yillarda qavariq va 1996—2004-yillarda yana botig. Demak, N(t)
chizig 5-simon ko'rinishda (11.9 a-chizma).

11.9a-chizma
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11.3-8. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg'arish normali
modeli:
ishlab chiqarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan modeli

Awalgi 11.2-8da iqgtisodiy dinamikaning fagat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modellari ko‘rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehnat
resurslari ham yarogsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan,
stanoklar) eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band
bo'lganlar) ishga yarogsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha
kasal bo'lishi, vafot etishi) tabiiy. Bunday hollarda mehnat resurslari
va asosiy fondlarning majmuasi yarogsizlanishini e’tiborga olish zarur.
Ishlab chigarish resurslarining yarogsizlanishini hisobga olganda
igtisodiy sistemani va uning traektoriyasini chuqurroq o'rganish
imkoniyati tug'iladi. Mazkur bobda iqtisodiy dinamikaning ishlab
chiqarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan modellarini ko'ramiz.

Faraz etamiz, vaqgtning I momentida ishlab chigarish resurslarining
ushbu

M (/)XU(O)

formula bilan berilgan gismini almashtirish kerak bo'lsin, unda
xE—-—) -X (k) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
m

X(0)=o0, x(*)>0, x'(+0)70, x'(*)>0, x'(*)"0, VA>0. (11.360
Shu (11.36/)ga ko'ra x(k) funksiya monoton o'suvchi va gavariqdir.
X(k) =k bo'lgan hoi chigarib tashlanmaydi. Bunda x(0)=0>
X'(+0) =1, x"(k) =\, x’ (k) =0 bo'ladi. Shunda ham x(*) funksiyani,
odatda, gavariq deb hisoblashadi. (11.360ga ko'ra x (A)- k &' (A)<0,

A-x'(*h |
VA>0 tengsizlik o'rinli. Bundan ( >| tengsizlik kelib chigadi.

Igtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:
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T=/-H-Z-xI—Y o0”yu<1y,
L=L », T>o0,
Y=5Y +(1-5)-Y =/ +C, 0<5<1 s=const>0, (11.26)

C
c—lt:(l—s)f(k)—* max, 0<5 <1.

K]=K
Ravshanki, agar X LG] L_ bo'lsa, 11.1-8da ko‘rilgan iqtisodiy
dinamika modelini hosil gilamiz.
(11.26) modelni o'rganish uchun awalgi bobdagi kabi asosiy

diflerensial tenglamani chigaramiz:

= 1= [(SLA(K)-TTLX (K)) L-KL]=sf(K)-rk-"x ().

Shunday qilib, (11.26) model uchun asosiy diflerensial tenglama
*=j/(*)-n*~M X (*)* k(0)=k0>0 (11.27)
ko‘rinishga ega. Uning o‘ng tomoni ¢ (*)=5/(*)-r|*-ux(*)
diflerensiallanuvchi (k bo'yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko'ra,
(11.27) tenglama ixtiyoriy boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan
yagona yechimga ega.

Optimal jamg'arish normasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz,
bunda optimallik jon boshiga iste’molning maksimumi ma’nosida
tushuniladi. Bu masalani yechishda, awalgi bobdagiga o'xshash, (11.27)
avtonom differensial tenglamaning statsionar yechimi muhim
ahamiyatga ega.

11.4.-teorema. Agar (11.27) asosiy diflerensial tenglama uchun
ushbu

HX'(+0)+n<s/’(+0) (11.28)
tengsizlik bajarilsa, unda (11.27) tenglama yagona musbat (sodda
yechimdan tashqgari) va (Lyapunov bo'yicha) asimptotik turg'un
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statsionar yechimga ega, ya’ni k(t) =k. te [0;7],
Isbot.(11.37) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlari ushbu
s/(A)-tiAt-hx(*)=0 (11.29)
chekli tenglamadan topiladi. A(/)=0 —(11.37) tenglamaning sodda
yechimi. y=sf[k) va y=r\k+r\x(k) funksiyalaming grafiklari koordinata
boshidan mos ravishda sf(+0) va n+/1X'(+0) burchak koeffitsientlar
bilan chigadi. (11.28)ga ko‘ra ti+tix'(+0)<5'(+0). Demak, K ning
nolga yaqin giymatlarida yjfc)ning grafigi y,(Jfc)ning grafigidan pastroqda
bo'ladi. Shu grafiklar *>0da kesishishini ko'rsatish mumkin. Bu
y{Es/{k)ning botigligi va y2=T1A:+nx(*)n>n8 gavarigligidan kelib chigadi.
y2AKk) ning qavarigligi ushbu

W2(0)=0, y2(*)=n+ux'(*)>0, >34 =4X'(*)>0, V*>0
munosabatlardan ko'rinadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini (k., y.) deb belgilaymiz, bunda k. -
(11.29) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (11.37)
difTerensial tenglama yagona musbat statsionar yechim k(t) =k. ga
ega. Shu yechimning asimptotik turg'unligi ham osongina isbotlanadi.
(11.37)ning o'ng tomoni (") uchun $'(*.)<0 tengsizlik bajarilishini
ko'rsatish kerak. Ravshanki,

q9'(*-)=§]|'(FK/(*)-FI*-LLX(*)]I*-**=
=j/'(*.)-n-H X '(*.)<0.

(11.30)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra, (11.30) tengsizlik k(t) = k.
yechimning asimptotik turg'unligini anglatadi.

11 A-teorema ishot etildi.

(11.26) igtisodiy sistema uchun qurollanganlik k. qiymati
balanslangan o'sish deyiladi. Ravshanki, avvalgi bobdagi kabi
balanslangan o'sish rejimi k. jamg'arish normasi s ning funksiyasi bo'ladi:
k= k.(s), 0<5<1

11.3-lemma. (11.26) iqgtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
o'sish rejimi k.(s), (0; 1) intervalda aniglangan, differensiallanuvchi
va monoton o suvchifunksiyadir.

Isbot. A:(j)ning (0; 1) da aniglangan, difTerensiallanuvchi ekani
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dk. (s
ravshan. Monoton o ‘suvchiligini isbotlash uchun _Js(_) >0, Vse (0:1)

tengsizlikning o'rinli ekanini ko'rsatish kerak. Uning uchun ushbu
sf(k,(s))-r] k,(s)~nx(k.(s)) =0 sonli tenglikning ikki tomonini
difterensiallab topamiz ((11.6) ga garang):

dk.(s)_ f(k.(s)) Q
ds M\k.(s))

Bundan k.(s) ning monoton o'suvchiligi kelib chigadi.

Endi optimal jamg'arish normasi va balanslangan o'sish rejimini
topish bilan shug'ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksiyasini quyidagi
ko'rinishda yozib olamiz:

® )=(1-8)/(*.(s))=/(*.(s))- n*.(s)- ux(*.(+))>0<*<1. (11.31)

Shu funksiyaning eng katta giymati mavjud, chunki c(s) uchun

ushbu Jimc(g)= lim*c(f)=0f c(s)>0, Vse(0;l) munosabatlar o'rinli.

Demak, biror se (0;1) uchun = tenglik bajariladi. Shu

s ni topish uchun c¢'(s) ni topib, c'(s) =0 tenglamani yechish lozim.
Ravshanki
c'e)=[A W )=n-uxw jHr oo
11.3-lemmaga ko'ra c'(s) =0 tenglama /'(A.(5))-r|-Lx'(*.(-0)=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevosita s ni topib bo'Imaydi,
chunki 5tenglamada oshkormas gatnashayapti. Aslida biz k ga nisbatan

A*)-M-LX'(*) =0 (11.32)
tenglamaga egamiz. (11.32)ning chap tomoni hosilasi (Aga nisbatan)

noldan fargli, ya’ni f(k)-\i x'(*)=0<0 VA>0- Shu sababli
oshkormas tenglamaning bir giymatli yechilishi hagidagi teoremaga

ko'ra (U.32)ning yagona k yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu

tasdig y*"4A) va y2=T]A+T|X(A) funksiya grafiklari biror A>0 da
kesishishidan kelib chigadi. (11.28) tengsizlik s=1 da ham bajariladi:
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LX(+0)+11</ ,(+0). Ammo £ da unga teskari LLX(*)+MN>5/4U%*)
tengsizlik o'rinli. Shu sababli biror k , 0<k <k giymatda y[(k) =y2{k)

tenglik bajariladi. Topilgan Kk ni @Ar(n7) =0 ga qo'yamiz. Undan ? ni
topamiz:

.=H (EHN£>0
1(*)
Endi (11.8)ga ko'ra s uchun formulani uzil-kesil ushbu
7=i m (1133)
AK) nk)
- : .~ _kfik) :
ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, s < chunki

f(k)
K X(k)~X(k)>0 V*>0- Demak, 0<?<1 tengsizlik o'rinli.

Ko'rinib turibdiki, ishlab chiqgarish resurslarining chizigsiz
yarogsizlanishi hisobga olinsa, optimal jamg'arish normasi uchun

- X)) £ X(%)
— K — (LU4)
miqdorga teng “yutugga” egamiz.
Yuqoridagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa
bo'ladi:
11.5-tcorema. (11.26) munosabatlar bilan tavsiflanadigan iqtisodiy

sistema (igtisodiy jarayon) uchun optimal jamg'arish normasi S (11.34)
formulaga teng yutuq bilan (11.33) formula yordamida topiladi,

balanslangan o'sishning optimal rejimi k (11.32) chekli tenglamaning

yechimi sifatida aniglanadi.
Endi “oltin goida” ni chiqarish giyin emas. (11.33) formuladan

uning ikki tomonini L ga ko'paytirib, ushbu

TR(LK) =K dFY ) - *IZ(X (%)X (%)) (11.35)
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tenglikni hosil gilamiz. Bunda, bilamizki, sF(L.K) ~ asosiy fondlarga

ajratilgan kapital miqgdori, K mesa kapitaldan olingan daromad.

(11.35)dan quyidagi “oltin qoida” kelib chigadi:
asosiy fondlarga qoYyilgan kapital migdori kapitaldan olingan daromad

hajmidan (iZ (*x'(") +X(*)) migdorga kam.

Shu migdor ishlab chigarish resurslarining chizigsiz yarogsizla-
nishi hisobga olingan samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab
chigarilgan mahsulot miqgdorining (milliy daromadning) iste’molga
ajratilgan gismi Solouning sodda dinamik modelidagiga garaganda
(11.34) migdorga ko’p boMadi. Xulosa shuki, gqo'shimcha parametrlami
hisobga olish natijasida iste’molga ajratiladigan ulushni orttirish va
buning uchun ishlab chigarish hajmini gisgartirmaslik mumkin ekan.

11-bobga oid masalalar

1 Quyidagi berilgan IChFga mos iqtisodiy dinamika modellari
uchun optimal jamg‘arish normasi s va balanslangan o‘sishning

optimal rejimi * topilsin:

\.F(L,K) =Jk~L . 5. F(L.K) =i~

+L
2.F(LK)="~KL2. 6. F(L,K)="(yfK +yLL)“.
3.F(1,k)=3k 4 . 7. Fa'K)- .
4. F(L,K)=ijK L3. 8 FL'K)=A r " =

. Solou IChFning turli xususiy hollarida asosiy difTerensial

tenglama yozilsin va o'rganilsin.

L (K (K12 _
. (11.37) tenglamada L=i\'L, xly " =]y boMganda uning
ko'rinishini yozing.
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IV. Ushbu k=saOka~(y+x\)x, 0<n<l, a0>0, O<a<l
Bernulli differensial tenglamasi integrallansin.

V. (11.27) tenglama uchun k va Slarni topishga oid tenglama

yozilsin hamda K aniglansin; so'ngra S topilsin.

11-bobga oid nazorat savollari

1 Dinamik IChF ta tifini bering.

2. Avtonom dinamik IChF nima?

3. Igtisodiy dinamikaning modellari nima?

4. Solouning sodda dinamik modeli uchun asosiy differensial tenglamani
yozing.

5. Asosiy differensial tenglamaning statsionar yechimi hagidagi teoremani
ayting.

6. Statsionar yechim yaqinida integral egri chiziglar ganday joylashgan?

7. Mehnat resurslari hajmining chizigli-botig bo ishi shartini keltiring.

8. Shu holda asosiy differensial tenglama yozilsin.

9. Ishlab chigarish resurslari chizigsiz yarogsizlanishi ganday ifodalanadi?

10. Shu holda asosiy differensial tenglama yozilsin va Kk, s lar
hisoblansin.

11. HaTTa Ko Tilgan igtisodiy dinamika modellarini chizigli IChF uchun
to 1ig o rganib chiging.



12-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING
IKKI SEKTORLI MODELLARI

Awalgi ikki bobda ko‘rilgan igtisodiy sistema bitta sektordan ibo-
rat bo‘lib, unga mos IChF ham berilgan bo'lar va bittagina tur mah-
sulot (milliy daromad) ishlab chiqgarilar edi. Aslida makroigtisodiy sis-
temada ishlab chiqgarish ikki va undan ortig o‘zaro hamkorlik giladi-
gan sektorlarda amalga oshirilishi mumkin. Xususan, hatto K.Marks
ikki sektorli modellarni ko'igan. Unda | sektor ishlab chigarish qurol-
larini (asosiy fondlarni), Il sektor esa, iste’mol buyumlarini ishlab
chigargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror ishlab chigarish bilan
bog'langan edi. Quyida biz hoziigi zamonda keng qo'llaniladigan ikki
sektorli modellarni ko‘ramiz.

12.1-8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi o'zgarmas bo'lgan
ikki sektorli model

Makroiqtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo'lib, ular mos

ravishda ushbu
Y{="(Z,, AT,), Y2=F2(L2,K2).

neoklassik dinamik IChFlar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda Lv
L2—mehnat resurslari hajmi, Kr K2—asosiy fondlar hajmi, W Y2—
ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etaylik, birinchi sektor
ishlab chigarish vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini
ishlab chigarsin. | va Il sektordagi asosiy fondlarga mablag'lar birinchi
sektorda ishlab chiqgarilgan mahsulot miqdori Yx hisobiga amalga
oshiriladi, iste’mol C esa ikkinchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulot
miqdori K bilan ustma-ust tushadi. Undan tashgari, mehnat resurslari
yig'indisi L=L{(t)+ LAt) o'zgarmas deb faraz etiladi, ya’ni
Z=2Z,(N+Zo(/)=0 va L™M)=q(t)L, LAt)=(I~g(t))L, bunda L=const,
0<q(t)<\. Biz q(t)=const, /e [0; 71 holni ko'ramiz. Ravshanki, bu holda
0<<i< 1.

Yuqorida qilingan farazlar bajarilgan deb qarab, iqtisodiy
dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli
modelini ko'ramiz:

275



K=fFI(i1r1)-n.A1, 0<jn<1 O<s<1 (12.1)

k2=(\-s)FALxK,)-\x2K2, 0<y2<1 (12.2)
L{=qgL, L2=(\-g)L, 0<qg<\, qg=const, (12.3)
mC=F2(L2,K2), L{+L2=L. L=const. (12.4)

(12.1)—12.4) modelni o'rganish uchun belgilashlar kiritamiz:

K K
X="T> *=77° W ..*i)=1/,(*)), F2AL2K2) =LX2(k2).

Shu belgilashlar yordamida (12.1) va (12.2) tenglamalar ushbu

5 =5/i(*1)-M iri,

m g”~s) (12.5)
1-9
ko'rinishda yoziladi, (12.4) esa
C=L2A2(k2)=(\-q)Lf2(k2), 0<g<\ (12.6)

ko‘rinishga keladi.
12.1-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli (12.5) modeli
uchun ushbu

u,<5/,'(+0) (12.7)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda normal avtonom sistema (12.5) yagona
musbat (sodda yecliimdan tashgari) va asimptotik turg‘un

(0 =*f =*(*)» *2(0 =ki ~*2(S'H)
statsionar yechimga ega.

Isbot. (12.5) sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra ixtiyoriy kt(t)
yechim fagat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga
ko‘ra k,(t) yechim ikkita s va < parametrlarga bog'lig bo'ladi. (12.5)
sistemaning o'ng tomonidagi funksiyalar k{va k2 lar bo'yicha uzluksiz
differensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiradigan yagona yechimga ega.

(12.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu

276



*N*)-un -o,

i rl_zqﬁv,(*,)-lvl 2=0 (12.8)

chekli tenglamalar sistemasining yechimi boMadi. (12.8) sistemaning
birinchi tenglamasi fagat bitta kt nomaMumni o'z ichiga oladi. U

yagona musbat (sodda £,(/)=0 yechimdan tashqari) £,*(5) >0 yechimga

ega. Endi k=k"(s) boMganda (12.8)ning ikkinchi tenglamasi quyidagi
ko‘rinishni oladi:

I-q
Undan u2*0 da k'(s,q) ni topamiz:

k- (5*9>= A (**(9)>0 (12.9)

R0 -?)

Shunday qilib, (12.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi

(*,(D;*:(MN=(4"(s):*2(s,q)) mavjudligi isbotlandi.

Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik turg‘un eka-
nini isbotlaymiz. Buning uchun statsionar yechimning asimptotik
tuig‘unligi hagida Lyapunov-Puankare teoremasini goMlaymiz. Quyidagi

Wi)=il.(*1)-|».*1.  QkIL.k)=rj-~-A(kl)-[%2

belgilashlami kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami
hisoblaymiz:

BP 19 ] dP_n

dk, 1-g 1" dk2 2-
Endi ushbu
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matntsani tuzamiz.
Agar shu matritsaning A = A*(s), k, =k'(s,q) bo'lganda xos sonlari

manfiy hagigiy gismlarga ega bo'lsa, unda statsionar yechimning
asimptotik turg'un ekani isbot etilgan bo'ladi. Hagigatan, mos xarak-
teristik tenglamani tuzamiz:

1-q
Uning vyechimlari: X =n) - 4, <0, X ,=-12<0,

O<u2<1l
Shunday qilib, 14.1-teorema isbotlandi.

Topilgan (*’;k') statsionar yechim mos ravishda birinchi va

ikkinchi sektorlar balanslangan o'sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz
ko'p, chunki se (0; 1), 0&(0; 1). Har bir (s;q) juftlikka bitta balanslangan

o'sish rejimi (k";kl) mos keladi. Har bir sektor uchun optimal
balanslangan o'sish rejimini topish masalasini qo'yamiz. Optimallik
jon boshiga iste'molni maksimallashtirish ma'nosida tushuniladi.
Shunday qilib, quyidagi masalani ko'ramiz:

c(s,q):—c:{\—q)f2(kl(s,q))—+max, 0<6<1, 0<?<1. (12.10)

Awal (12.10) masala yechimininig mavjudligini ko'rsatamiz. P2

deb ochiqg kvadratni belgilaymiz, ya’ni
P={(s;<7): O<s<l, 0O<«7<1 }
P, kvadratning tomonlarini G,, G2 G, va G4deb belgilaymiz:
G={(s;<7): O<s<l, <7=0}, G2{(s<7): s=\, 0<g<\ }



G,={($</): 0<s<l, =1} G4&{(;<7): s=0, 0O<<y<1}
Kvadratning chegarasini dP2=G, +G, +G} + G, deb belgilasak,

p, = P,kj d P boMadi, bunda O —yopiq kvadrat. Ravshanki, (12.9)
ga ko’ra ushbu

lim k2(s,q)= lim k2(s,q) =0
tengliklar o'rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklarni yozamiz:

e (s.a) = lime(s.q) = Jipac(s,a) = Jipae(s.a) =0

0<n<l o<i<l 0<n<1 0«/d

ya'ni (, Undan tashgari c(s,q)>0, V (s,q). Demak,

(12.10) masalaning yechimi mavjud, ya’ni c(s,q) funksiya (s,q)eP2

nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi. Endi shu (s, gq) nugtani
topamiz.

. . . . dc
Awal statsionar nuqgtalarni aniqlaymiz. Uning uchun ushbu — ,

3c
o hosilalami *,=**($), k2=k2(s,q) da hisoblab, nolga

tenglashtiramiz:

dk-,/ds uchun ifoda topamiz:

0 ‘z navbatida dk-,/ds uchun ifoda chigaramiz:

r 1o ro
ds [/l,-sIM)

Endi dk2/ds uchun uzil-kesil formulani yozamiz:
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Bundan keyin 022:0 tenglamaga ko‘ra k. ga nisbatan tenglama

hosil bo'ladi (unga s oshkormas Kiradi):
/,U,)-h«=0. (12.11)
Bundan yagona musbat k, yechimni topamiz. Shu k giymatni
(12.8) sistemaning birinchi tenglamasiga qo'yib, optimal jamg'arish
normasi J ni topamiz:

- MUK Kfi )

/m(*) fM
F(Lr K{) IChFning neoklassikligidan ft(kXY uchun ushbu

(12.12)

0<-—- =—x<1
1.(*)
tengsizlikni yozish mumkin.
dc
Endi ni =k*(s). k2=k'2(s,q) nuqtada hisoblaymiz:
12.13
dq dq (12.13)

K:
Bundagi A ni hisoblash uchun (12.8) sistemaning ikkinchi

tenglamasini g bo'yicha diflerensiallaymiz:

dk; )
@~s) - No ) + -r - -In—~—0
) Ge<ry ) da 2 dq

Bundan dk, dg=0 bo'lgani uchun
dk: 1-s



formula kelib chiqgadi. Endi (12.14)ni (12.13)ga go'yamiz:

dq - (Fi>+ J~(1-9) fit*.),
(12.8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra
1-5 _/n A
1-9 ~ fM

tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda dc/dq ni uzil-kesil topish
mumkin:

SC e [2(*;w*,>  tix (x>
~ - - N(«:)+ 77r¢ _ [ 2v*?2/ .
Shunday qilib,
dc Mikl)
-n 1 . (12.15)
dq

dc
Bundan ”~ =0 tenglamani ¢ ga nisbatan yechib topamiz:

k"N [)
4= r—~ — , 0O<<7<l. (12.16)
nwo -’

(12.16) va (12.8)ning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra s=s, K{=KX

(bunda - (12.11) tenglamaning yechimi) boMganda fc@ja nisbatan
quyidagi tenglamaga ega boMamiz:

@-rw=)_ ,, Mbl

k2.fi(k2) (12.17)

Bu tenglamaning o‘ng tomoni ixtiyoriy k2>0 uchun musbat, chunki
neoklassik shartga asosan
f 2(k2)

k2f 2 (k2)
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Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (12.17) tenglama
yagona musbat yechimga ega ekanini isbotlash giyin emas. Awalo
(12.17)ni Jt2ga nisbatan bir giymatli yechish mumkin, chunki (12.17)
0°‘ng tomonining K, bo'yicha hosilasi noldan fargli, aniqrog’i

Ay s T2 L),
dk2 - f2(k2) [XK *2)]2
Shu bilan birga

Jim k-, 0  (/:(+0)=0, y,'(+0)>0).

Yuqoridagi munosabatlardan (12.17)ning o'ng tomoni monoton
o'suvchi va uning giymati Odan boshlab o'sib borib, biror k2 da chap
tomonga teng bo'ladi.

Endi topilgan Kk ni (12.16)ga qo'yamiz:

Shunday qilib, (12.10) masala uchun c(s,q) funksiyaning yagona

statsionar nugtasi (s,q)eP 2 topildi. Shu nuqtada (12.10) masalaning

yechimi mavjudligi sababli c(s,q) funksiya o'zining eng katta giymatiga
erishadi.
Topilgan natijalarni teorema shaklida bayon gilamiz:
12.2-teorema. Iqgtisodiy dinamikaning (12.1)—12.4), (12.10) modeli

uchun optimaljamg'arish normasi J va mehnat resurslari optimal tagsimoti
koeffitsienti g mos ravishda (12.12) va (12.18) formulalar yordamida

hisoblanadi, kx —(12.11) tenglamaning, k, esa (12.17) tenglamaning

musbat yechimlari.
Endi “oltin goida”ni chigaramiz, (12.11)ga ko'ra:

dF(Lx KX - 1219
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NZ.,,AT) IChFning chizigli—bir jinsligiga ko'ra

Bundan

dK. dL
Bu ifodani (12.19)ga qo‘yamiz:

i (12.20)

Endi (12.18)dan foydalanib, ushbu

(12.21)

tenglikni hosil gilamiz. Nihoyat, F2(L2,K2) IChFning neoklassikligidan
foydalanib, yana bir muhim

dF2(L2.K2) j
dL,

tenglikni chigaramiz.

Endi “oltin gqoida”ni bayon qilish mumkin:

a) (12.19)ga ko'ra birinchi sektorga ajratiladigan mablag' shu
sektorning kapitaldan oladigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga
ajratiladigan mablag' (12.20)ga ko‘ra birinchi sektorning mehnatdan
olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi
sektorning kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlariga
proporsional qilib tagsimlanadi. Bu tasdiq (12.21) va (12.22)
munosabatlardan kelib chigadi.

Misol. IChFlar o'rnida ushbu H=alKlaiL™', F2=a2K f2L$-,

%:(I—q) F2(L2,K2) (12.22)

a, +P,=1. a, >0, P, >0, /=12, a, >0. a2>0 Kobb-Duglas funksiya-
larini olaylik. Quyidagilarga egamiz:
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(12.11) tenglamani yozamiz: a,a, '=u,. Bundan A
topamiz:

(12.12) formula bo'yicha s=a,. (12.17) tenglamani yozamiz:

Bundan k2 ni topamiz:

Endi (12.18) formula bo'yicha g ni hisoblaymiz

Shunday qilib, s=a,, g=a2. Kobb-Duglas funksiyasi uchun
ko‘rilgan misol quyidagi ancha aniqlashtirilgan “oltin goida”ni
chigarishga imkon beradi:

a) birinchi sektoiga ajratilgan mablag‘lar birinchi sektorda ishlab

chigarilgan mahsulotning a, -qismini, ikkinchi sektorga ajratilgan

mablag‘lar birinchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulotning p, -gismini

tashkil etadi;
b) birinchi sektoming mehnat resurslari hamma mehnat resursla-

rining a 2-qismini, ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat

resurslarining p2-gismini tashkil etadi.
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12.2-§. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi cksponensial
funksiya boMgan ikki sektorli model

Igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modellarini mehnat resurslari
hajmlari yig'indisi o'zgarmas bo'lmagan holda o'rganish shu yig'indi
0'zgarmas bo'lgan holidagiga garaganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafda mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial,
ya’ni qavariq funksiya bo'lgan holni ko'ramiz. Faraz etaylik,

£,(N+Z2(/)=/.(/) va L(t)=r\L(t), n>° (Ya’n‘ L(f)=L0n)-
Bu mehnat resurslari hajmlari yig'indisining o'sish sur’ati o'zgarmas

ekanini anglatadi. Shunday qilib, igtisodiy dinamikaning quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz:

a, =s FI(1LA')-mK1 0<s<lI, 0<u, <I, (12.23)
a2=(i- s)Fl(ii,al)-"2a2, o<u,<1, (12.24)
L{=xL, Lx=qL, L2=(\-q)L, 0<qg<\, g- const, (12.25)
C=F2(L2,K2), (12.26)

(12.27)

Mehnat resurslarining sektorlarga tagsimot koefTitsienti g o'zgarmas

va O<0<1 bo'lgani uchun ushbu LI=qL, L2=(\-q) L tengliklar
o'rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chigaramiz.

Uning uchun kt va A lami hisoblaymiz:

d (KI) K\LX-ATZ (sL,fI(kl)-\iiK])Li-K ILI

=s/i(*,)-(H,+M)*u

. k212- k212 [(i-5)F,-p2a:2]/:2-a::z;
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(1—s)L| f\(k,)L2
K2

AA) - (u: +n)A2.

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

k2= qu—y UT,)—2 +T)*2 (12.28)

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini
hosil qildik. Bu sistema ixtiyoriy *,(0)=*°>0, J(0)=*2>0

boshlang'ich shartlami ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki
(12.28) sistemaning o'ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini
ganoatlantiradi. Anigroq aytganda, (12.28) sistemaning o'ng tomoni
kt va k2 lar bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi
teoremasining asosiy sharti edi.

12.3-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli (12.28)
uchun ushbu

L+ M<*Y T (+0) (12.29)

tengsizlik o rinli bo ‘Isa, (12.28) sistema yagona musbat (sodda yechimdan
boshga) va asimptotik turg'un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga

ega bo'ladi (\2.\-teoremaga taqqoslang), yahi k,(t)sk" =k,(s),
k2(t)=K2=k2(s,q), 0<g<\, 0<S<1.
Isbot. Mazkur teoremaning isboti 14.1-teoremaning isbotiga

o'xshash. Shuning uchun mulohazalami gisqacha olib boramiz. (12.28)
sistemaning statsionar yechimlari ushbu

es/i(*i)-(Hi+4)*i =o.

(12.30)
I-q
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chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi

£,()=*"($), k2(t) =k2(s,q) ko'rinishda yozamiz. Statsionar yechim

0<s<l, O<0<1 intervallarda har ikki sektorning balanslangan o'sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlar cheksiz ko‘p. Ularning ichidan
(12.27) belgi bo'yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshgacha
aytganda, quyidagi masalani yechish kerak:

c(s, q) = 0 =(1- q)f2k2(s, g)) -> max,

1 (12.31)
0<s<l, 0o<gr<l.

Avvalgi paragrafdan ma’lumki, c(s,q) funksiya Pr ={(i,<7):
0<s<1,0<g< 1} ochiqg kvadratda aniglangan, uzluksiz diflerensiallanuvchi

va (s,q)eP, nuqgtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
12.4-teorema. Iqgtisodiy dinamikaning ((12.23)— (12.27)) modeli
uchun optimal jamg ‘arish normasi J va mehnat resurslarining optima!

tagsimoti koeffitsienti g quyidagi formulalar yordamida topiladi:

~ X [2(*) “JiA
9 f2k2)

%

bunda kx ushbu
I (*,)-(u,+n)=o
tenglamaning, k: esa ushbu ((12.17) bilan taqgoslang)
(-2)/(*iy 3 ,, Mk2) '
[i2 2 k2f 2(k2)
tenglamaning yechimi.

“QOltin goida” awalgi paragrafdagi mazmunga ega.

12.3-8. Mehnat resurslari hajmlari yigdindisi chizigli-botiq
bo'lgan ikki scktorli model

Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi vaqt t e{0;7] ning chizigli-
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botiq funksiyasi bo'lsin. Chiziglilik L(t) ning L(t) va K(t) ga chizigli
bog'liglini, ya'ni Z(/)=r/L(t)+v A(/)>0, n>0- v>0 ni anglatadi.

Botiglik esa, Z(/) funksiyaning botigligini, ya’ni Z(f)<0, /e[0;T] ni
anglatadi. Ravshanki

L(t)=i\ L(t)+Vv ATO=/(/) [n +Vv~

12.1-lemma. Agar F\L., K.) va FALVKA IChFlar izokvantalarida

dK, I'|'<0
V| du v (12.32)

tengsizliklar bajarilsa, unda L(t) funksiya botiq bo'ladi.

Isbot. Ma’lumki, L(t)=£,()+L2(/), K(t)=Kt(t)+K2t) ,
Z(f)=zZ,()+Z2(/), K(t) =Ki(t)+ K2(t). Shuning uchun

. dK dK2
W) =LI(t) ri+v 7 +L2(t) N+v
) =L aL; M n iL

Bundan (12.32)ga ko'ra, L(t)<O0 tengsizlik kelib chigadi.

Agar (12.32) tengsizlik o'rinli bo'lsa, /,,(/) va L2(t) funksiyalar

ham botig bo'lishi ravshan.
Endi iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz:

Kx=sFxLv™*,)-//,KIt 0<s<1, 0<//, <1 (12.33)
K2=(1-5)epn,*,)-"2*2, 0<//,<1!, (1134)

LI=T]LI+vKr j =12, Z =9qL, L2=(\-q)L,
(12.35)

L,=gL. L2=(\-gq)L, 0<qg<1 q-=const,



Awalgi paragrafdagiga o'xshash va k: larni hisoblab, quyidagi

diflerensial tenglamalarning asosiy sistemasini hosil gilamiz:

n +n)*2_v*2. (12.37)
1-9
Bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shartlarni: Ar0)=>0>0,

*;(0) = kK0>0 ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (12.37)-
ning o'ng tomoni kv k2 larga nisbatan uzluksiz difTerensiallanuvchi
bo'lgani uchun yagonalik haqgidagi Koshi teoremasining shartlari

bajariladi.
Keyingi mulohazalarda qulaylik bo'lishi uchun ushbu
Xi(*i)=*i+——_ *2 X:i(N2>="2+  ~ *P (12.38)
L, +1 ’ Lr+ '
belgilashlarni kiritamiz. Natijada (12.37) quyidagi ko'rinishda yoziladi:

i =*/](%,)- (LT X (*])>
1-q ('2-39)
Har ikki Xi(*i)> Xr(kr) funksiya ham quyidagi shartlarni ganoat-

Vv y 1 v >O

Bundan ko'rinadiki, y=(u, +n)X|(*])» >'=(Ur+ 1)X2(*3)
funksiyalar monoton o'suvchi va qavarig. Grafiklari koordinata boshidan
u,+/1 va h2ti burchak koeffitsientlar bilan chigadi va | chorakda
joylashgan.

Endi (12.39) asosiy sistemaning statsionar yechimlarini o'rganamiz.

12.5-teorema. Agar (12.39) sistema uchun ushbu ((12.29)ga garang)

L[+ N1 <«/F(+0) (12.40)
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimp-
totik tuig'un statsionar yechimga ega bo'ladi, ya'ni

*(N=*,n), k2t)=k2(s,q), relo; 71 .
Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko'ramiz;
+n)Xi(*i) = °-
oA /I (M-(L2+M)X:(A2) =0. (12-41)
-9

Bu sistemaning birinchi tenglamasi (12.40)ga ko‘ra, s/,(*,) ning
neoklassikligi va (4, + n)Xi(*i) funksiyaning gavarigligi uchun yagona
musbat k=Kkt(s) yechimga ega. (12.41) ning ikkinchi tenglamasi
K, =kt(s) boMganda ushbu

",f[a'\/) A (*.(m) = (p2+ 1) X2(*2)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o‘zgarmas va musbat,
0‘ng tomoni esa monoton o‘suvchi va (42 +J1)X2(0) =0- Shu sababli

oxirgi tenglama k2ga nisbatan yagona musbat k2=Kk2(s,q) yechimga

ega. Shunday qilib, (12.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat
(sodda k2=0, k2=0 yechimdan boshga) yechimga ega. Bu esa, (12.39)

asosiy sistema yagona musbat kt(t) =kt(s), k2(t) =k2(s,q), re[0; 71

statsionar yechimga ega ekanini anglatadi.
Endi shu yechim asimptotik tuig'un ekanini isbotlaylik. Qulaylik
uchun ushbu

1%*.%2) =511 (*,)- (L] + H)X|(*[b
Qk, k2= HAL)-(-2 +MX2"2),
-q

belgilashlami kiritamiz. f\k{k2 va Q(ktk2 funksiyalaming birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

rELuE)-(UFn)xG (>, 3 =0,
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Endi Kk, =*,(*), k2=k:(s.q) bo'lganda birinchi tartibli hosilalar-
dan matritsa tuzamiz:

fEAY =)= (U [+ n)xK*]) 0
A=
-(42+m)X'2(*2>
» (Lh2+)X
A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu
=it (%, (s)) - (U, + ) Xi(*i(*))<0,

X, =- (u2+n) Xs(k2(*. ) <0

sonlaiga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra

it,(/)m*,(*), k2(t)=k2(s.q), /e[0;[] statsionar yechimning
asimptotik turg'unligini anglatadi. 14.5-teorema isbot bo'ldi.

Ta’kidlab o'tamizki, statsionar yechim P2={(s;0): 0<i<l, 0<"< 1}
ochiq kvadratda aniglangan. Har bir (s;q)e P2 juftlikka bitta balanslangan
o'sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksiz
ko'p. Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan
ushbu

c(s,q)=~=(l~q)/2(k2(s, q)) -» max, (s,q)eP1 (12.42)

masalani ko'ramiz. Bu masalaning yechimi mavjudligi awalgi parag-
rafdagi shunga o'xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi
olib boriladi. Biz P, ochig kvadratning c(s,q) funksiya o'zining eng
katta giymatiga erishadigan nugtasini topish bilan shug'ullanamiz. c(s,q)
funksiyaning statsionar nugtalarini topish uchun yana barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya’ni

dc/5s=0, dc/dg=0 sistemani yechamiz. dc/ds hosila osongina
topiladi:

0s 0s
Endi (12.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini
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S bo'yicha difTerensiallaymiz:

g dk
- AN =

I-q os (LU2+M)XH")A1=0.

Butenglamada dkjds va dk2/ds hosilalar ishtirok etgan. Ulaming

ifodasini topish kerak. Avvalo dkjds ni topish uchun (12.41)

sistemaning birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo'yicha
difTerensiallaymiz:

pjk dk
ds ds

Bundan dkjds uchun quyidagi ifodani chigaramiz:

dk\ _ [i(*i) rQ
ds  (U[+ri)Xi(r)-ili(ri)  * k2=k2(s,q).

Endi dk,/ds ni topsa bo'ladi:
AK2 _ 2(/[MA:D-(L]+n)x1 (M)A okL _dkL
ds (\-g)(\i2+X])x'2(k2) ds * ds ds '

dk2/ds uchun shu ifodani e'tiborga olgan holda dc/ds =0 tengla-
maga ko'ra ktga nisbatan (s ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

1> ,)-(* +M)X;(*.) =0. (12.43)
Bu tenglama ~(Jfc,) va X|(*,) funksiyalaming xossalariga ko'ra yagona

musbat A|>0 yechimga ega. Endi *,=£ ni (12.41) sistemaning

birinchi tenglamasiga go'yib, j ni topamiz:

g (L[+M)xA)
1.(?)
Endi (12.43) tenglikdan foydalanib, £,=£, bo'lganda f (jamg'a-

rish normasi) uchun chiroyli formula chigaramiz:
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S e Xi(*i)
/m(*) xI(*i)
Shu ¢+ migdorO<y<lI tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagigatan,
fi(xD)>*iJi'(*1),  Xi(*i)<*iXI(*i) tengsizliklarga ko‘ra
o<l fG)er B XD g
[i(*1) ’ *ixI(*i)
tengsizliklar o'rinli. Agar f ni
j-
Hi(*i)  *LXi(*i)
ko'rinishda yozsak, 0<y <1 tengsizlik kelib chigadi.

Mulohazalarni davom ettiramiz. dc/dq hosilani hisoblaymiz:

= /2022 ) e )

q 17
bunda
dk2 | X;(*2>
&1 q(l~q) X:(*r)
Shunday qilib,
dq q X;(*2)
Endi 5¢c =0 tenglama g ni aniglash uchun formulaga olib keladi:

t_ /N> Xi(*)
17(*2)  X2(*1)
Butbrmulada hozircha /t, noma’lum. (12.41) sistemaning ikkinchi

tenglamasiga 5=5,, £ =£j bo'lganda g ning ifodasini qo'yamiz. Natijada
k} ga nisbatan tenglama hosil bo'ladi:
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I-s . s
(M) =X () -1+ i) X

(12.45)
M+ 12(72) A2(2).

(12.45) tenglama yagona musbat k; yechimga ega. Hagigatan,

shu tenglama chap tomonida musbat son turibdi. 0 ‘ng tomoni esa,

k2->+0 da nolga intiladi va monoton o‘suvchi funksiya. Monoton
o‘suvchiligi quyidagi tengsizlikdan kelib chigadi:

00 20 =M bl XU(K)-W W b1/ (*)>o
m 2)x'2K2)j Ne>) 2 2 INe )]2
Shuning uchun (12.45)ning o‘ng tomoni 0 dan boshlab monoton
o‘sib borib, biror £, >0 da chap tomoniga tenglashadi. Endi f=£,
boMganda q uchun uzil-kesil formulaga ega bolamiz:

~ _[2("r) X272)
No2) x'272)
Ravshanki, 0<f <1. Bunga ishonch hosil gilish uchun (12.46)ni

(12.46)

k2/2("2)  X2(™2)
2 (*2)
ko‘rinishda yozish kerak. Shunday gilib, go‘yilgan masala uchun yagona

(s,q), O<y<1, 0<”"<1 statsionar nuqgta topildi. Shu sababli jon boshi-

ga iste'mol funksiyasi c(s,q) xuddi shu (f,q)eP 2 nuqtada o‘zining

eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, yugoridagi mulohazalar
quyidagi teoremani isbot etadi.
12.6-tcorema. Igtisodiy dinamikaning (12.33)—(12.36) ikki sektorli

modeli uchun optimaljamg'arish normasi J va mehnat resurslari optima!
tagsimot koeffitsienti q mos ravishda (12.44), (12.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda k{ son (12.43) tenglamaning, £, son esa

(12.45) tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko rilayotgan model uchun avvalgi paragraflardagi kabi “oltin
goida"ni chigarish mumkin edi. Bu ishni mustaqgil ish sifatida
goldiramiz.

12-bobga oid masalalar

I. 0 ‘rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko‘rinishlarda boMganda
(12.5), (12.28) modellar uchun mos ravishda s, q, kr k2 va J,q, k{,

k, parametrlar hisoblansin:
[Ji(*1) =V*T [ 2(N =27
2 1,(*))=" 1, (*,) =3-*[kf
3/ (*)=" n(2y=2~»
4 [ (*)=>*T" N (*2>=4 nAT7
5 /,(*,)=V?> f2{k2)=2-i[ki
6m =N + M k 2) =~ (fk~ +\f

1. (12.5) modelni Kobb-Duglas funksiyasi uchun yozilsin va  ni
topiladigan tenglama yechilsin. it, orgali J ni topilsin.

1. (12.28) modelni Solou funksiyasi uchun yozilsin va k{, Jlar
topilsin.
IV. (12.5) modelni Solou funksiyasi uchun yozilsin hamda k{,

Jlar topilsin.

12-bobga oid nazorat savollari

/. Igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida ganday
bog'lanish bor?

295



2. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi 0'zgarmas bo'lgan ikki sektorli
model tavsifmi bering.

3. Differensial tenglamalaming asosiy sistemasini yozib bering.

4. Statsionar yechimni topish uchun chekli tenglamalar sistemasini yozib
bering.

5. Jon boshiga iste ‘molni maksimallashtirish masalasi ganday go\iladi?

6. Optimaljamg'arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar orasida
optimal tagsimot koefTitsienti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o Sishning optimal rejimlarini topish uchun tenglamalami
yozib bering.

8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial funksiya bo'lgan
ikki sektorli model tavsifmi bering.

9. Shu model uchun 3—7 savollarga javob bering.
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13-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING 0 ‘ZGARUVCHI
JAMGWRISH NORMALI MODELLARI VA
MAGISTRAL TEOREMALAR

Awalgi 10-» 11—va 12-boblarda igtisodiy dinamikaning o'zgarmas
jamg'arish normali bir va ikki sektorli modellarini o'rgandik. Ma'lum
bo'ldiki, balanslangan o'sishning optimal rejimlari qurollanganlik k
ning [0; 71 vaqgt oralig'ida o'zgarmas bo'lgan holatini aks ettiradi. Shu
asosda iqtisodiyotning barcha o'zgaruvchilari (igtisodiyot traektoriyasi)
kechishini kuzatish imkoni yaratildi. Agarjamg'arish normasi o'zgarmas
emas, balki o'zgaruvchi bo'lsa, (0; 71 vaqt oralig'ining har bir
momentida o'z qiymatini o'zgartirib tursa, amalda bunday igtisodiyotni
(igtisodiy jarayonni) boshgarib bo'Imaydi. Shuning uchun o'zgaruvchi
jamg'arish normali modellarni o'zgarmas jamg'arish normali model-
larga “yaqinlashtiradigan™ yangi modellarni yaratish zaruriyati tug'iladi.
Bunday yangi modellar “magistral teoremalar” yordamida tavsiflanadi.

Igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi jamg'arish normali modellari
birinchi bo'lib 1967-yilda R.Shell tomonidan o'rganilgan. U akademik
L.S.Pontryagin va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan optimal
boshgaruv nazariyasidan keng foydalandi. Mazkur bobda biz igtisodiy
dinamikaning o'zgaruvchi jamg'arish normali bir sektorli modelini
o'rganish natijalarini bayon etamiz.

Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial
funksiya bo'lgan modelini ko'ramiz.

13.1-8. Masalalarning qo'yilishi

Igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi jamg'arish normali bir sektorli
modelini ko'raylik. Unda mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya
va asosiy fondlarning yarogsizlanishi chizigli bo'lsin. Bunday model
guyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

A:(0=7(/)-u~(/), 0fu<l, K(0)=K0>0.

L(t)=r]L(t), L(0)=Lo>0, rj>0,

YV) = F(L(f).K(t)) =/(t) +C(t)=s(t)nt) +(\-s(tmt), (13:1)
I(t)=s(t)Y(t), C(t)=(\-s(t))Y(t). 0Zs(t)z\, O~""T-.
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(13.1) modelga ko'ra ishlab chigarilgan mahsulot (milliy daro-
mad) miqgdori ikki gismdan iborat; /(/) —asosiy fondlarga qo'yilgan
(go'yiladigan) mablag' (kapital) va S(t) - iste’mol, jamg'arish normasi
s(t) funksiya bo'lakli-uzluksiz, |0;7] vaqt oralig'ida aniglangan va
O<s(n)<I tengsizlikni ganoatlantiradi. Masala bo'lakli-uzluksiz va 0<s(0"l
tengsizlikni ganoatlantiradigan s(t) funksiyalar ichidan ishlab chiqgarilgan
(chigariladigan) mahsulot (milliy daromad) miqgdorini Ta 'Inm Ta hoda
optimal ikki gismga (/va C ga) ajratadiganini topishdan iborat.

Qurollanganlik k(t)= K(t)/L(t) vajamg'arish normasi j(/),0<j(f)<I,

/€[0;7] bo'lsin. Asosiy difTerensial tenglama (13.1) model uchun
quyidagi ko'rinishga ega (12-bobga garang):

*(0=$(0/(*)-(4+M)* * k(0) =ko, (13.2)
bunda JA) —neoklassik shartlami ganoatlantiradigan o'rtacha mehnat
unumdorligi funksiyasi (40)=0, AA)>0, f'(k)>0, f'"(k)<0, VA>0). T
— rejalashtirish ufqi va kT>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan,
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu

* < kT (13.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
k(T)>kT (13.4)

tengsizlikni ganoatlantiradigan nugtalar to'plami A/ va ushbu
A*]=8yf[dt=\(\-s(jt))f(k[t))dt (13.5)
0AO 0

jamlama iste’mol funksionali berilgan bo'lsin.

(13.4) tengsizlik bilan aniglanadigan M to'plam (T,kT) nuqtadan
chigadigan va yuqoriga yo'nalgan (vertikal) nurdan iborat (13.1-
chizma). O'zgaruvchi jamg'arish normasi s(t), 0<i(0"1 boshqaruv
funksiyasi vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy giymatlar
gabul qgilsa, bitta boshlang'ich kO>0 nugtadan chigadigan barcha holatlar
traektoriyalari oxirlari JI/ to'plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar
to'plami deyiladi.

Masalaning go'yilishini bayon gilishdan awal optimal boshgarishga
oid ba’zi tushunchalami keltirib o'tamiz.

Awalo (13.2) da s(/) funksiyani boshqgaruv deb ataladi. Agar s(t)
bo'lakli-uzluksiz bo'lib, |0;71 da 0<s(/)*l tengsizlikni ganoatlantirsa,
uni joiz boshgaruv deyiladi. Agar s(t) joiz boshgaruv uchun (13.2)ning
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traektoriyasi k(0)=kOva k(t)eM shartni ganoatlantirsa, uni obyektni
(igtisodiy sistemani) kO boshlang’ich nuqtadan k(T)eM nuqtaga
o'tkazuvchi joiz boshgaruv deyiladi.

Endi masalaning go'yilishini bayon gilish mumkKin.

Masalaning qoiyilishi*. (13.2)—(13.5) obyektni (iqtisodiy sistemani)
qurollanganlikning boshlang‘ich holati k>0 dan JI/ to'plamning
(numing) biror k(T) nugqtasiga o'tkazuvchi bo'lakli-uzluksiz
boshqaruvlar s(t), 0<$(0<1 ichidan (13.5) jamlama iste’mol funksionaliga
maksimal giymat beradigani topilsin.

13.2-8. Masala yechimining mavjudligi

Qo'yilgan masala optimal boshqgaruvning o'ng uchi go'zg‘aluvchi
va tayin vaqgtli masalasidan iborat. Shu masala uchun optimallikning
zaruriy shartini ifodalaydigan Pontryaginning maksimum prinsipi
ifodasini keltiramiz (qarang: Pontryagin L.S. va boshqalar.
“MaTemaTnyeckas Teopua ontumanbHbIX npoueccos”, M.: Hayka,
1983, cTp.79).

13.1-teorema (zaruriy shart). Faraz etaylik, n o‘lchovli Yevklid
fazosi E' da harakat tenglamasi

k=A(k.t)+B(k,t)s(t) (=/), (13.6)
va optimallik belgisi

‘1= Bo(k,t)s(t)]dt = \fedt (13.7)

berilgan bo'lsin. Bunda A, B, Aw B0 matritsalar E™H dagi C 1sinfga
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tegishli va s (t)e U, U —qavariq kompakt.
Gamiltonianni

H(\i.kj,s) =\Wiof° (kj,s) +(\i,f(k,t,s)), W=(y0,iy) (13.8)
va aovushean sistemani
n dH df +df
Vo =0, Ly, Y Jp— v, n39)
dk, dk, tidk,
tuzamiz.

Agar holat nugtasini (qurollanganlik holatini) boshlang'ich £0>0
holatdan M={(t;k): t>T, k(T)>kT kT>0, k&XkT to'plamning biror
nugtasiga o'tkazuvchijoiz boshgaruv (13.7) funksionalning maksimumi
mahosida optimal bo'lsa, unda (13.9) govushma sistemaning shunday

nolmas yechimi V]7() mavjud bo iadiki, quyidagi shartlar bajariladi:

1°. H funksiya ixtiyoriy t>0 uchun s bo'yicha s=s(t)bU nugtada
maksimumga erishadi:

HO\i(t).k(t)j,s(t)) = maxH(y(t),k(t),t,s). (13.10)
2°. t=T da o'ng uchda transversallik sharti bajariladi, y a hi

4,(0 *0, (M(7), *(7)-*n=0. (13.11)
3°. \i0 = const >0 . (13.12)

Optimallikning yetarli sharti sifatida biz Li-Markus teoremasidan
foydalandik (garang: /ln E.B., Mapkyc Jl. OCHOBbl Teopuu
onTuUmManbHOro ynpaeneHusa. M.. Hayka, 1972, ctp. 288 - 4-teo-
remaning 2-natijasi). Ko'rilayotgan igtisodiy masalani e’tiborga olgan
holda bu teorema quyidagicha ifodalanishi mumkin.

13.2-teorema (Li-Markus tcorcmasi). Harakat tenglamasi (13.6)
va optimallik belgisi (13.7) berilgan bo'lsin. Yana ushbu

k(t) <b, »te[0;71
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun
V(k,t) = Uf\k,t,s),f(k,t,s)): seU}
to'plam s bo'yicha gavariq bo'lsin, bunda f°=A0+BG®, f=A+Bs.
Agar (13.6) obyektni berilgan boshlang'ich kOholatdan M to'plam-
ning biror nuqtasiga o'tkazuvchi hech bo'lmasa bitta joiz boshqgaruv

mavjud bo'lsa, unda (13.7) funksionalning maksimumi ma’nosida
optimal boshgaruv s(t) ham mavjud bo'ladi.
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(13.2)— (13.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari
bajariladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tekshirish bilan ishonch
hosil gilish mumkin. Shuning uchun go'yilgan masalaning yechimi
mavjud bo'ladi.

13.3-8. Masala yechimini qurish

Endi qo’yilgan masala yechimini qurishga kirishamiz. Buning uchun
boshlang’ich kO nuqtadan chigadigan va J1/ nurning biror nuqtasiga
olib keladigan shunday traektoriya qurish kerak bo'ladiki, shu traektoriya
bo’ylab jamlama iste’mol funksionali (13.5) 0°zining eng katta giymatiga
erishadi. Demak, bo’lakli-uzluksiz s(r), 0<s(r)<l boshgaruvlar ichidan
optimal boshgaruvni topish kerak boMadi. Masalani yechishga
quyidagicha yondashamiz: awal Pontryaginning maksimum prinsipini
ganoatlantiradigan boshgaruvni va unga mos traektoriyani topamiz.
So'ngra topilgan boshqgaruv va traektoriyalarning (13.5) funksional
maksimumi ma’nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan holatlar traektoriyasini
quramiz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

tf =w0(1-*)/(*) +»</o[*/(*)-(u+n)A]. (13.13)
Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagicha
yoziladi:

jl0=const >0,
W=- /(;k =-\|/0(1-s)/'(A)+»Hs/'(*)-(M +n)]- (13.14)

0 ‘ng uchdagi transversallik sharti y(T)(k(T)-kTj=0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (13.4)ga ko’ra
V(7)=0 (13.15)
tenglik kelib chigadi.
H funksiyaning s bo‘yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi
natija kelib chigadi:

0. agar 0,
s(t) =< 1, agar i//-t//0>0, (1316)
0~rn<1, agar t//-y/0=0.

Ta’kidlab o’tamizki, maksimum prinsipiga ko’ra y0O=const>0. 9
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=0 bo'lsin. Unda v|/-y®O bo'ladigan [x,; xc[0; T] kesma mavjud
emas. Agar V fe[x,; x,] bo'lsa, W3»|/0=0 bo'ladi. Ammo  va
y(f) lar maksimum prinsipiga ko'ra bir vaqtda nolga teng bo'la olmaydi.
Shuning uchun w0>0 ga asosan wOdeb y0=1 ni olish mumkin. Shunday
gilib, (13.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

agar y/ <1,

agar i//>\,

0<s<1, agar u/ =\.

Agar [x,; xc[0;7] kesmada iy(0=I ayniyat o'rinli bo'lsa, (13.14)
dan ushbu

(13.17)

A*) =L+ (13.18)
ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyat t ga oshkor bog'lig emas, shuning
uchun Kk ga nisbatan tenglama deb garash mumkin. Ravshanki,
/'(£) =p + 1 tenglama yagona musbat k=k yechimga ega. Shunday
gilib, (13.2) tenglama [x,, x2) kesmada yagona musbat statsionar yechim

k(n=k>0 ga ega. Unga mos jamg'arish normasining (boshgaruv-
ning) o'zgarmas s giymati ushbu

formula bilan topiladi. AA) funksiyaning neoklassikligidan (ya’ni OA)-
k/(k)>0, cA>0) 0<i <1 tengsizlik kelib chigadi.

Demak, y(OW bo'ladigan (X, X, kesmada jamg'arish normasi
giymati o ‘zgarmas va (13.19) formula yordamida bir gqiymatli topiladi.
Shunday qilib, s(r) uchun (13.17) munosabatlami uzil-kesil quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

-0, agar y/<lI,
S(t) e l, agar L||/> 1, (1320)
s=Xf"(k)/f(k), agar /=1

Endi y0=1 bo'lganda (13.14) quyidagi ko'rinishni oladi:
w=-(1-i)/"(A)-[s/'(A)-(n +Ti)] w- (13.21)
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Transversallik sharti (13.15)ga ko'ra y(7)=0<1 kelib chigadi. Shuning
uchun (13.20)dan s(7)=0 bo’ladi. funksiyaning uzluksizligi bo'yicha
shunday [t,; 7] kesma mavjudki, unda 7)< ltengsizlik o'rinli bo'ladi.
Ikki hoi yuz berishi mumkin;

A)v()<1l va [x171=10;7] ;

B) v(0<lI, te(T,;71=[0;71 ; wv(t)=1, [t,;71cl0;71.

A) holida (13.20)ga ko'ra s(0s0, Vfe[0;71, ya'ni barcha resurslar
iste’molga yo'llangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilmagan.
Resurslarni bunday tagsimlash fagat matematik ma’noga ega, ammo
igtisodiy ma'noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko'rmaymiz.

B) holida (13.20)ga asosan 5(0=0, \/>e[T,;M. Unda (13.21)
quyidagicha yoziladi:

y =-1"(*)+(u+n) V- (13.22)

Bundan (13.15) transversallik shartini e’tiborga olib, (13.21)
differensial tenglamani integrallaymiz:

4>= ]/ ,(*(0)<?<vY ' Ti<At, (13.23)

t

bunda k(t) ushbu
A=-(4 +r1))A (13.24)

differensial tenglamaning yechimi, k(T)=kr Bu yechim quyidagi
ko'rinishga ega:

k(t) =kT-e~""T,). (13.25)
Endi yy(x,)=I bo'lgani uchun s(t,)=J va k(t])=k * Shuning
uchun (13.25)dan <=, da
kj .eHH*T-")=k.
kelib chigadi. Bundan

T-T, 4= |
u+n KT

kelib chigadi. Shunday qilib, ga ko'ra

kT<k (13.26)
tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning reja-
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lashtirilayotgan potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi
(balanslangan o'sish rejimidagi) iqtisodiy potensialidan kam bo'lishi
kerakligini anglatadi. Bundan tashqgari ushbu

“—L—||_'i‘_f| |n?<_'|1 >0 (1327)

tengsizlik o'rinli bo'lishi uchun rejalashtirish ufgi 7>0 yetarli katta
bo'lishi kerak.

(13.22)ga ko'ra />x, miqdor Vj/(x) funksiyaning statsionar nuqtasi
bo'ladi. Hagigatan,

4>(h)=~fW h))+ U+ Y(*)=~F"(k)+ L+ /)¢
Shunday qilib, u/(r) funksiya f=x, nugtada ekstremumga ega bo'lishi
mumkin. Hagiqatda ham shu funksiya /=x, da o'zining mabhalliy

maksimumiga erishadi. Buni ko'rsatish uchun () ni hisoblaymiz:

H=-["(*)*+(n+n)v e
Bundan /'(A)<0, (Ji+i])jt<0, vi/(t,) =0 munosabatlar-

ga ko'ra (t,)< 0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab gilingan edi.
Yuqoridagi mulohazalar natijasida \j/(<1, V/e[x,;7'l tengsizlikka ega
bo'ldik.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslaming tagsimoti bilan
shug'ullanamiz. Boshlang'ich vaqt t = 0 da uch hoi yuz berishi mumkin:

a) y(0)=lI; b) v|/(0)<1; d) \[/(0)>1.

Ulami alohida-alohida o'rganamiz:

a) hoi. v|/(0)=1bo'lganda o'z navbatida uchta kichik hoi yuz berishi
mumKkin.

1 y(t)ml, re[0; x,J. Unda (13.18)ga ko'ra k(t)=k ayniyat o'rinli.
Bundan kO=k Kkelib chigadi. Ammo (13.3) va (13.26) shartlarga ko'ra

kO<k tengsizlik o'rinli. Bu kO=kga ziddiyat. Demak, bu hoi yuz
bermaydi.

2) H(0)=1, V(0<1 (v(0>1). V/e(0; x0. Bu hoi b) va d) hollarda
keltiriladi.

b) hoi. y(0)<I. Bunda yoki y(i)<I, V/e[0;7], yoki shunday son
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T0>0 mavjud bo'ladiki, v(x0 =1, 0<t0<x bo'ladi. Agar y(t)<O, V/e!0; 71
bo'lsa, (13.20)ga asosan s(t)=0 bo'ladi, ya'ni barcha resurslar iste’molga
ajratiladi. Yugorida aytganimizdek, bu holning igtisodiy ma'nosi yo'q.
Agar shunday t0>0 son mavjud bo'lsaki, u/(t0)=1 bo'lsa, [0; X0] kesmada
s(/)=0 ga ega bo'lamiz. Unda y(t) uchun mos tenglama (13.22) bilan,
qurollanganlik k(f) uchun esa — (13.24) tenglama bilan ustma-ust
tushadi. Endi (13.24) tenglamaning k(0)=kO0 boshlang'ich shartni
ganoatlantiradigan yechimini topish uchun uni integrallab topamiz:

/t(0 =*0 e HVin- <13-28)
Bundan r=x0 da y(10)=1, k(i0)=k tengliklar o'rinli bo'lgani

uchun k=*0-e'dMnt> tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini
logarifmlab, t0 uchun quyidagi formulani chigaramiz:

1 , "
O:_Lr'i_'_ﬂ_ |n-|'£\ (1329)

Bundan 10>0 bo'lgani uchun £(0)>/t tengsizlik chigadi. Ammo

bu kO<k tengsizlikka zid. Shunday qilib, b) hoi ham sodir bo'la
olmaydi.

d) hoi. »|/(0)>1. Bu holda yoki v(/)>I, V/e[0;71. yoki shunday
t0>0 son mavjud bo'ladiki, 4/(T0)=1 bo'ladi. Agar dh(")>1, fe[0;71 bo'lsa,
(13.20)ga ko'ra s(/)sl, fe [0; 71, ya’ni barcha resurslar butun rejalashtirish
davrida kapital xarajatga ajratiladi. Bu esa igtisodiy ma'noga ega emas.
Agar shunday t0>0 son mavjud bo'lsaki, j/(x))= 1 bo'lsa, s(/)=1, V /e [0;
x0] bo'ladi. Bu holda (13.2) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

k=f(k)-(\i+r\)k. (13.30)

Biz o'zgaruvchilari ajraladigan difTerensial tenglamaga egamiz. Uni

k(0)=k0 boshlang'ich shart uchun integrallaymiz:

, = 1 — S —
4/«)-0>+nK -

Ushbu w(=1, J¥(0)=/t tengliklarni e’tiborga olib, 0 uchun
formula chigaramiz:
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™ i/(S)-(n+nfc- (133,)

Ma’lumki, k<k da /(A)-(u +r))A:<0 tengsizlik o'rinli. Shuning
uchun (13.31)dan t0>0 kelib chigadi.

Endi k(t) funksiya x0 nuqtada mahalliy maksimumga erishishini
ko'rsatamiz. Hagigatan,

k(*o)=f(k)-(\i+r])k=f(k)-flk)-k >0
(bunda k (T0) —Kk(t) funksiyaning x0 nuqtadagi chap hosilasi). Agar
f>tt0 da k(t) =k =const ayniyatni e’tiborga olsak, A+(x0)=0 bo'ladi
(k.(x0) ~k(t) funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng hosilasi). Ushbu

munosabatlar *1x0) >0, *+x0)=0, k(t) =k =const, t>x0 k(t) funksiya

uchun mabhalliy maksimum nuqtasi ekanini ko'rsatadi.
4i(t) funksiya uchun j=1 bo'lganda (13.21) dan

V=[(U+M)-7'(*)]v(0
difTerensial tenglama hosil bo'ladi. Bundan f'(k(x0))=f"(k), v(t0=1
munosabatlami e’tiborga olib, ushbu

4T0)=[(L+1)-/'(*)] 1=0
tenglikka ega bo'lamiz. Bu esa, yi(t) funksiya t= x0 da ekstremumga
ega bo'lishi mumkinligini ko'rsatadi. y(t) funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasini hisoblaymiz:

O=7"(ku+[u+r)-/"(*)]m
Bundan f=x0 da quyidagiga ega bo'lamiz:

A0 =-/"(*)[/(*)- P+N)IM0)“ /' (*)V(10) =
=-/'(*) U()-(u+n)*)]-
Ushbu /(*)-(u+n)*=/(*)-/U*)*>0, /'(*)<0 munosabat-

larga ko'ra Vj)(x0)>0 tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun w(/)
funksiya t=x0nugtada mahalliy minimumga ega va /e(0; x0) da vj/(f)>l.
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Shunday qilib, biz t0((13.31)ga garang) va X, ((13.27)ga garang)
migdorlami hisoblash uchun formulalar chigardik. Agar rejalashtirish
ufgi 7>0 shunday tanlangan bo'lsaki, 0 <x0<x, < T tengsizliklar o'rinli
bo'lsa, unda (13.18) tenglama bilan topiladigan balanlangan o'sish
rejimi k(t) =k ko‘rilayotgan iqtisodiy dinamika modeli uchun magistral
deyiladi. U (I, k) tekislikda [w0; x,| vaqgt oralig'iga mos gorizontal
kesmadan iborat. Unda x0—magistralga qo'nish, x, esa magistraldan
tushish momentlari deyiladi.

Endi 7>0 ni ganday tanlanganda x,-x0musbat bo'lishi mumkinligini
tekshiramiz. Shu 1,—0ayirmani hisoblab, T~Ta tengsizlik bajarilishi
T,-T0>0 ni ta’minlashga amin bo'lamiz, bunda

SR | SOV, S —

U+ kT Km-(\x+vfc'

X-X=T~T0 70=t0+(7—,) = T —(x,—0). Boshgacha aytganda,
Ta[0; x0] va [x,T) kesmalar uzunliklari yig'indisidan iborat. Shunday
gilib, 7,-x0>0 tengsizlik T~T0>0 tengsizlikka ekvivalentdir.

Agar T=TQtenglik o‘rinli bo'lsa, To=x,va magistral mavjud emas,
kO nuqtadan J1/ to'plamga harakat bitta o'tish (boshgaruvni bir marta
o'zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar T>TOtengsizlik o'rinli bo'lsa,

unda k{t)=k magistral mavjud bo'ladi. Shu bilan birga x0 va X,

momentlar ham mavjud va (13.31), (13.27) formulalar bilan hisoblanishi
mumkin. Shu momentlar boshqarishni o'zgartirish (almashtirish)
momentlaridir. Agar Tyetarli katta gilib olingan bo'lsa, x,—>0- magistral
bo'yicha harakat davri 7>0 ga yetarli “yaqgin” bo'ladi.

13.4-8. Masala ycchimining optimalligi
Ta’kidlab o'tamizki, quyidagi

1, agar 0<t<r0,
s(ty = s, agar ro</<r,, (13.32)
0, agar r, <t<T

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(/) boshqaruv zaruriy shartni, ya'ni
maksimum prinsipini va o'ng uchda transversallik shartini
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ganoatlantiradi. Biz JI/ nurning shunday nugtasini topishimiz kerakki,
shu nuqtaga obyekt o'tkazilishi kerak va (13.5) jamlama iste'mol
funksionali eng katta giymatga erishsin.

Shu magsadda maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshqga
boshqarishlarni ko'ramiz. Aniqrog'i, quyidagicha aniglangan s(t)
boshgaruvni olamiz:

1, agar 0<I1<r0,
*()= s, agar ©<Ks, (J3 33)
0, agar B<1<T,

bunda 0 quyidagicha aniglangan: k(T)=ku4 kT<k6<k , deylik. Unda

k(t) uchun  *(/) =/t9ee(vu<m’,, /() funksiya uchun
V(0= i]./ (k) eqmrk formulaga egamiz.

Endi 0 ni k(Q)=k shartdan, ya’ni

ke-e(1""*r-4)=k
tenglamadan topamiz. Bundan O uchun ushbu

0=T ----— In-"- (13.34)

formula kelib chigadi.

Shunday qilib, biz (13.2) obyektni berilgan boshlang'ich k(0)=k0,
kO<kT<kqg4 holatdan JI/ nurning biror nuqtasiga o'tkazuvchi va
maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi ikkita (13.32) va (13.33)
boshqaruvlarga egamiz. Bunda (13.32) boshqaruv obyektni (T, kTeM
nugtaga, (13.33) boshqgaruv esa, (I', Agd)eA/, ke*>kmugtaga o'tkazadi.
Endi shu boshgaruvlar uchun (13.5) funksionalning giymatini (13.33)
boshgaruv uchun hisoblaymiz. Unda (13.5) funksional 0 ning funksiyasi
bo'lib qoladi. Uni ®(0), ya’ni y[5]=®(0) deb belgilaymiz. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz:

®(0)=/15] =](1-5(0)/(*(0)<*= jo dt+ J1-s)f(k)dt+
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3 (O rt-(i-«)/(*xe-io)+ 1[<* ("> (13.35)

d(1,)=(1- J)/(*Xt, - *I\fW ))dt

Endi ®(0), 0€[,;71- funksiyasni o‘rganamiz. ®(1,) funksionalning
(13.32) boshqaruvdagi qiymati. (13.35) funksiyaning hosilasini qq
bo'yicha hisoblaymiz:

®'(0)=(1-?)/(£)-f(k) =-s f(k) =const<0. (13.36)

Bu ®(0) funksiyaning chizigli ekanini anglatadi. Boshgacha ayt-
ganda, ®(0) funksiya [X,; 71 kesmada monoton kamayuvchi. Shuning
uchun ®(0 ning eng katta giymatiga kesmaning chap uchida erishi-
ladi, ya’ni ®(1,)>®(0), *0e(T,;71. Shunday qilib, (13.5) funksionalning
(13.32) boshgaruvga mos giymati eng katta bo'ladi, ya'ni (13.32)
boshgaruv (13.5) funksionalning maksimumi ma'nosida optimal bo'ladi.
Buning ma'nosi shuki, optimal holatlar traektoriyasi obyektni (7'; £r|
nugtaga o'tkazadi.

Optimal traektoriyani qurish uchun k(t) funksiyani gavariglikka

tekshiramiz. [0, t0] kesmada j=1 bo'lganda k=/(a)-(y+T!) K
difTerensial tenglamaga egamiz. k(i) ni hisoblaymiz:
k(D=1\k(t)) k(t)-(\i + r\)k(t)=[f*(k(t)) - (W+PFIWO>- U+ *()]*
Ammo [0; t#] kesmada f(k(t))>(ii +x])k(t), f(k(t)) >u +1r| teng-
sizliklar o'rinli (13.3-chizmaga garang), bunda *(x0)=*,
*(0=/(*(0)-(L +N)*(0>0. Shuning uchun *(/)>0, ya’ni k(t)
funksiya [0; t0) da gavariq (13.4-chizma).
Endi ma’lumki, [t,; 71 kesmada j=0 va ushbu k(t) =-(y + tj)k(t)
difTerensial tenglamaga egamiz. Bundan foydalanib k(t) ni hisoblaymiz:
k(t)=- (u+n)k(t) =- U+ D[~ L+M*>]=H+M K1) >0

Bundan Kk(t) funksiya [x,; 71 kesmada ham qavariq ekani kelib
chigadi (13.4-chizma). Nihoyat, (13.32) optimal boshgaruvga mos
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optimal traektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 13.4-chizmadan optimal

traektoriya quyidagicha qurilgani ko'rinadi: obyekt ka holatdan k
holatga (kTdan ham yuqoriroq holatga) tezkorlik bilan o'tkaziladi,

keyin shu k holatda iloji boricha uzogroq vaqgt ushlab turiladi. Nihoyat,

K holatdan ([T1,,£] nuqtadan) Arholatga (\TkT nuqgtaga) tezkorlik
bilan o'tkaziladi (tushiriladi). Yuqorida aytib o‘tilganidek, T-~+co da
T,—t0-> + 0o. Shuning uchun yetarli katta T lar uchun obyektni (igtisodiy
sistemani) boshqaruv usuli igtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish
normali modelini boshqaruvdagi usuli bilan “yaqin”. Shu yagqginlik
magistral teorema yordamida ifodalanadi.

16.3-teorcma (magistral teorema). Rejalashtirish davri T>0 yetarli
katta bo'lsin. Unda (13.1)—13.5) masala (13.5) jamlama iste’mol
funksionali maksimumi ma'nosida optimal boshqgaruv s(t) mavjud. U
quyidagicha qurilgan: rejalashtirish davrining boshida (ya’ni 0 <t<x0
da, bunda t0son (13.31) formula yordamida hisoblanadi) boshgaruv
(jamg'arish normasi) s(t)=I rejalashtirish davrining oxirida (ya’ni t,
<t<Tda, bunda t, son (13.27) formula yordamida hisoblanadi) boshqgaruv
s=0 bo'ladi. Qolgan vagt davomida (ya'ni t, <t<T vaqt oralig'ida)

harakat k(t) =k magistral bo'yicha s(t) =s boshgaruv yordamida amal-
ga oshiriladi, bunda k son —(13.18) tenglamaning yechimi, J son

esa (13.19) formula yordamida hisoblanadi (13.4-chizma).
Misol ko'ramiz. Hisob-kitoblarni Kobb-Duglas IChF uchun olib

boramiz: F(L.K) =a0K *alLa, fl,,>0,0<a<l. Ma’lumki, o'rtacha mehnat
unumdorligi f(k) =alka. Hisoblashlar jarayonida r) va n parametrlar
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kichik sonlar ekanini e’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu

N N Ea <1 tengsizlik o'rinli bo'ladi.
an

Hisoblashlar natijasini keltiramiz:

i
aao |i-a
k= A1, KO<KT<K:
b+l
/ o \ H-o)
k= a° + jga O MW , 1e[0;70), s(t)=1;
u+r o\ L+ /1,
1 ingo-(y+n)*o~° I I1M0-(~ N1 1C >0|
(1-a)(u+n) «0-(L+1)"wn  (1-aKy+/T) a0(I*a)
| 1
T, =I+- IAT - -1n”->0.
u+/1 (1-aKu +/1) WN+N
T | ,_a[a0-(y +11)"]

0 (l-aXy+J) (laXy+/)*r* ’ 5-a’0<a<b

13-bobga oid masalalar
1 Quyidagi IChFlar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari
hajmi eksponensial funksiya bo'ladigan modeli uchun «, J, tO, t,
miqgdorlar hisoblansin:

2KL
\.F(L,K) =y[KL. 5 F(L,K)=
(LK) =y (LK="
2. F(L,K)=JKI} . 6. £(1,k)="{Jk +J1Y.
. f(lk)~vk*1l . 7. F(L,K) =-ik¥ .
4ikl
4 FLKy= 8 F(LK)y= "
(Jk +3Z)2 Nilk2+<
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Il. I bo'limdagi IChFlar uchun iqgtisodiy dinamikaning mehnat

resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya bo'lgan modeli uchun «k, J,

x0, +, miqgdorlar hisoblansin.

13-bobga oid nazorat savollari

1 0 Zgaruvchijamg'arish normali model uchun masalaning go'yilishini
aytib bering.

2. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensialfunksiya
bo ‘lgan modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing.

3. Jamlama iste 'mol funksionalini yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.

5. 0 Zzgaruvchijamg'arish normali model uchun mos Gamiltonfunksiyasini
va yordamchi o zgaruvchilar uchun govushma sistemani yozing.

6. Balanslangan o'sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani
yozing.

7. Magistralga go nish va undan tushish momentlari uchunformulalami
yozing.

8. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshgaruvning optimalligini
isbotlang.

9. Optimal traektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq bo ‘1gan
modeli uchun 2~ 10 savollarga javob bering.
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