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Kirish

Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo'lib, hozirgi zamonda
igtisodiy jarayonlami o'rganishda va ulaming keyingi holatini bashorat
gilishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Ekonometrika - matematik statistika usullari yordamida igtisodiyotda
migdoriy gonuniyatlar va o'zaro bog‘lanishlami tadgigot giladigan fandir.
O'sha usullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotadi.

Ekonometrika bo'yicha birinchi ishlar XIX asr oxirlari - XX asr
boshlarida paydo bo'ldi. 1897-yilda V. Paretoning turli mamlakatlardagi aholi
daromadlarini statistik usul bilan o'rganishga bag'ishlangan ishi chop etildi.

Bu maqolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan y = a (x - a)"* egri chi-

ziq tavsiya gilingan. Unda x - daromad miqdori; y - daromadi bor
shaxslarsoni bo'lib. har bir shaxs daromadi migdori x dankattadebqaraladi;
a - minimal daromad; /1 va a - munosabatning (funksiyaning) statistik
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid
gator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshgalaming ishlari
shularjumlasidandir.

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-
1973) ishlab chiggan. Shu sababli u hagli ravishda ekonometrikaning otasi
hisoblanadi. 1931 -yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu vyil
ekonometrikaning tug‘ilgan vyili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba’zi
mamlakatlarda ekonometrika fani o'quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan,
ekonometrika nima? - degan tabiiy savol tug'iladi. R. Frishning o‘zi,
ekonometrika- igtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb
hisoblaydi.

Ekonometrika fan sifatida igtisodiyot, statistika va matematika orasida
joylashgan. U - igtisodiy gonunlami tagribiy chiqgarish bilan bogMangan fandir.
Ekonometrika bilan shug'ullanuvchi mutaxassis ekonometrist debataladi.

Ekonometrist igtisodiy nazariyagayoki empirik ma’lumotlargaasoslangan
holda iqtisodiy modellami tavsiflaydi, shu modellardagi parametrlami
(noma’lum migdorlami) baholaydi, iqtisodiy ko'rsatkichlaming keyingi
holatini bashorat giladi. Ekonometrist iqtisodiy ko'rsatkichlar giymatlari
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jadvalini o'rganib, ularorasidagi cmpirik munosabatlami keltirib chigaradi.
Ekonomctnstning jadvallami o ‘rganish bilan bog'langan ishi ekonometrik
analiz deyiladi

Ekonometrik analiz yordamida iqgtisodiy jarayonning birinchi modeli
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758-
vilda “Igtisodiyjadval”, 1766-yilda uning ikkinchi nananu bo'lgan “Arifmetik
formula” nomli asarlamiyozdi. F. Kcnejadvali XVII1 asro'rtalarida igtisodiy
nazarivaning rivojlanishida muhim o nnga cga bo Idi Bujadvalga K.Marks
ham yugori baho bcrgan

O'quv gollanma “Ekonometnka P’debnomlangan. Undao'rganiladigan
igtisodiy jarayonlar tasodifiy cmas, aniq deb garaladi. TasodiFiy jarayonlar
“Ekonomctrika. 2” dao'rganiladi

‘Ekonometnka 1" 13bobdan iborat bo‘lib, har bir bob misol va masalalar
bilan ta’minlangan hamda nazorat savollari ham keltirilgan.

0 ‘quv go llanma mavjud dasturga mos bo‘lib, “statistika”, “biznesni
boshgarish™ va “igtisodiyot” mutaxassisliklari bo vicha tahsil oluvchi
talabalarga mo'ljallangan O'quv go‘llanmaning ba’zi materiallaridan
“Iqtisodiy-matematik usullar va modellar”, “Iqtisodiyotda matematik
modcllar" kabi prcdmetlami bayon ctishda foydalanish mumkin.

Muallifo'quv go llanma qo‘lyozmasi mazmuni va sifatigaoid qimmatli
maslahatlari uchun fizika-matematika fanlari doktori, akademik
V.Q Qobulovga; igtisod fanlari doktori, professor TSh. Shodivevga; shu-
ningdek, o‘quv go llanmani ia>y orlashdagi yordami uchun fizika-matematika
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; iqtisod fanlari doktori,
professor F.Egamberdiyevgao‘z minnatdorchiligini bildiradi.



1-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL

1.1-8. Korrelatsiya va regressiya hagida
tushuncha

O'rganiluvchi erkli parametrlar(faktorlar) xxx2,...,xn, o'rganiluvchi

«rwsi. parametr (faktor) y boMsin. Alohida hollarda y ni xux2,...,xn
faktorlaming funksiyasi deb garash mumkin, ya’ni

Y=f(x1,x2,...,%,,). (1.2)

Agar y hosil hajmi bo'lsa, u sug'orishlar soniga, ishlatilgan mineral

ozuga hajmiga, havoning harorati va boshgalarga bog'liq. Bundan ko'rina-
diki, hosildorlik tasodifiy jarayondir. Shuning uchun (1.1) munosabat

tasodifiy o'zgaruvchini o0‘z ichiga olishi kerak. Bunday o'zgaruvchini U
desak, (1.1) o‘miga ushbu
Y =f(X\,x2,....,xn,U) (1.2)
munosabatni yozish mumkin. Bunday munosabat (bog'liglik) korrelatsion
deyiladi. y va xl,x2,...,x,, lar orasidagi analitik munosabat regressiya
tenglamasi deyiladi.
Agar (1.1) da n=1 bo'lsa,

Y =f(x) yoki y =f(x) (1.3)
munosabatjuftlikregressiya tenglamasi deyiladi, unda v - erksiz o‘zgaruvchi
(natijaviy belgi), x - erkli (tushuntiruvchi) o'zgaruvchi (belgi - faktor).
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki go’shiluvchidan tashkil topadi:

y=yx+e, (1.4)
bunday - natijaviy belgining asl giymati (berilgan (x,y) nugtaning
ordinatasi); yx - natijaviy belgining nazariy giymati boMib, u (x, y) nugta
absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; e - tasodifiy migdor
bo‘lib, natijaviy belgining real giymatidan uning regressiya tenglamasidan
topiladigan nazariy giymati ganchalik farg qgilishini tavsiflaydi.
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Juftlik regressiyada yx =f(x) matcmatik funksiyaning ko ‘rinishini
tanlash uch usul bilan amalgaoshiriladi:

1) grafik usul,

2) analitik usul, ya’ni o'rganilayotgan o zaro bog'liglik nazariyasidan
kelib chiggan holda;

3) tajnba o tkazish usuli.

Regressive tenglamasining ko rinishini tanlashda grafik usul eng
ko'rgazmali hisoblanadi. Quyida bog'lanishlami migdoriy baholash uchun
foydalaniladigan egri chiziglaming asosiy turlarini kcltiramiz:

=ax +ft,ft>0 (yoki b <0)(chiziglibog'lanish)-to‘g‘richiziq.

b) yx- axb, a >0 (chizigsiz bogManish) - darajali funksiya.

v) yx- abx, a>0, b >0 (chizigsiz bog'lanish) - eksponenta egri
chizig'i (ko‘rsatkichli funksiya).



g) Yx=a+~, a20, b> 0O (chizigsiz bog'lanish) - giperbola

shoxchasi.

Yuqoridagi b), v), g) hollarda bog'lanishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o'zgaruvchilar kiritish orgali chizigii bog'lanishga kcltirilishi

mumkin Jumladan, b) hoiuchun ¥, =InY, x, = Inx belgilashlar kiritamiz.
Unda InY =1Ino +61nx munosabatga ko'ra ¥ =Ino +6x, ko'rinishdagi
chizigii bog'lanishga (chiziqii funksiyaga) kclamiz. Shunga oxshash v)
holida Ini'= Ina +xInZ> ga ko‘ra ¥,=InY va Xx,=x desak, vana
Y, =Ino + (In6)x, ko'rinishdagi chiziqgii bog'lanish hosil bo'ladi. Nihoyat,
g) holda Y =Y{, x =x,~1 desak, Yt=a +bx{ hosil bo'ladi.

Agar tekislikning birinchi choragida n ta (x,,”,), (x2,y2), %,
(xn,yn), (x, <x2<...<X,,), nuqgta bcrilgan bo'lib, tanlangan yx =f(x)
funksiya grafigi shu nugtalardan otsa. unda natijaviv belgining asl giymatlari
(bcrilgan nugtalaming ordinatalari) ulaming nazariy giymatlari / (x;) bilan

ustma-ust tushadi, ya’ni yx(x,) =y, mBu holda qoldiqli dispersiya nolga

teng bo'ladi, ya’ni q2tf =0, bunda

aU =ify< - y*(xt»2= 4 - f(x<)2.

Ravshanki, goldigli dispersiya miqdori ganchalik kichkina bo'lsa,
regrcssiya tcnglamasida e’tiborga olinmagan faktorlar ta’siri shunchalik
kamligini va rcgressiya tcnglamasi berilgan ma'lumotlarga shunchalik to'g'ri
kclishini ko'rsatadi.



Kuzatuvlar natijasida olinadigan nugtalar soni o'zgaruvchi x oldidagi
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo'lishi kerak. Ushbu

yXx- a+bx sodda holda kuzatuvlar soni 7x1=7 dan kam bo'lmasligi
lozim.

1.2-8. Juftlik regressiya va korrelatsiyaning chizigli modeli

Juftlik regressiyaning eng sodda modeli chizigli regressiya bo'lib, u
igtisodiyotda keng qo'llaniladi. Buning sababi chizigli regressiya
parametrlarining aniq igtisodiy izohlanishidadir.

Chiziqgli regressiya tenglamasi quyidagi

yx=a+bx yokiy=a+bx+e (1.5)
ko‘rinishga ega. Ushbu yx=a +bx ko'rinishdagi tenglama berilgan
nugtalar absissalari bo'yicha natijaviy belgining nazariy giymatlarini topishga
imkoniyat beradi. Agar yx =f(x) deb belgilasak, unda f(x) =a +bx
tenglama tekislikda to'g'ri chizigni tavsiflaydi. Shuning uchun
f(x,) =a+bxi migdorlar x =x, bo'lgandato'g'ri chizigdagi nugtalaming
ordinatalarini anglatadi. Ularni y, =f(x,) deb belgilaymiz. Agar n ta

A2(x2>Y2) " < An(x*>Y*)> (0<JC, <x2 <...<X,,), hugta
berilgan boMsa, bu nugtalar, umuman aytganda, bir to‘g‘ri chizigda yotishi
ham mumkin. Bu holda chizigli regressiyato‘g‘ri chizig'i berilgan nugtalardan
o0‘tuvchi to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. Ammo bunday hoi igtisodiyotda
kuzatilmaydi, chunki igtisodiy o'sish vagtining [ O '] oralig'ida to‘g‘ri
chizig bo'ylab ro‘y berishi fagat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli,

nynz,....n,, nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi
choragida joylashgan va bir to*g ‘ri chizigda yotmaydi, deb faraz etamiz.
Chizigli regressiya to‘g ‘ri chizig‘ini qurish uning avab parametrlarini
((1.5) ga garang) baholash (topish) dan iborat.
Chizigli va chizigsiz regressiyani qurishga doir sodda misollar ko'ramiz.
1-misol. N,(2;25), /<(4;15); /(6)="7.

Bu misolda n =2. Chizigli regressiya tenglamasini yx=a +bx
ko‘rinishda izlaymiz. Ko'rilayotgan holda chizigli regressiyato'g'ri chizig'i



berilgan ikkita nugtadan o'tadigan to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushadi.
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: yx=35- 5x.Bundan /(6)= 5.
Endi berilgan nugtalar bo'yicha chizigli regressiya tenglamasini

a . . .
yx=—+b ko'rinishda izlaymiz. a va b parametrlar
X

25=-+b 15=—+6
2 * 4

sistemani ganoatlantiradi. Yechim a =40, b =5 va chizigli regressiya
. 40 . v 2
tenglamasi >J-~+ -5va /W -1I1-j.

2-misol. 11,(4:9), A2(9;24); /(16) =72

Awal chizigli regressiya tenglamasini topamiz: yx=a+ bx. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz:a =-3; b- 3,ya’ni yx =-3 + 3x.Bundan
/(16) = 45. Ravshanki, iqtisodiy ma’nosi bo'yicha ykO, ya’ni
- 3+ 3x ™ 0 yoki x £ 1<Endi chizigsiz regressiyatenglamasini y = a-Jx + b
ko'rinishda izlasak, a= 15, b =-21 ni topamiz. Demak, y=\5-Jx-2\ m

Bundan /(16) =39 (1.1-, 1.2-chizmalar).
E’tibor berib garalsa, 1-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari
garalgan. 2-misolda chizigli holda taklif jc~l bo'lganda, chizigsiz holda

taklif jc” 1,96 bo'lgandaamalgaoshiriladi.

1.3-8. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va chizigli
regressiyaning empirik tenglamasi

Chizigli regressiya parametrlarini baholashning turli usullari mavjud.
Chizigli regressiyaning yx = a+ bx tenglamasini olaylik.Tekislikningbirinchi
choragida bir to'g'ri chizigda yotmaydigan n ta Ax(jc,,yX), Ax2,y2),
V* An(x,,,yn), (0<xt<x2<..<x,,) nuqta berilgan bo'lsin. Chizigli
regressiya yx=a+bx to'g'ri chizig'idagi ordinatalarning kuzatish
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natijalaridan (bcrilgan nugtalar ordinatalaridan) farq gilishining o'lchovi
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin:
n -
1) ®d(a,b) :,I;{yl- a-bx,) - 0g-‘ishlarkvadratlariyig‘indisi;

2) ®(°>") = )1§1|’\1 -a~bx\ -og‘ishlarmodullariyig‘indisi;

3) @(,a,b):\qu(y,-a-bxl) ' bunda G(a,b) - a va b o‘zgaruv-

chilarning musbat (yoki manfiy) gqiymatlar gabul giladigan biror funksiyasi.
n

Jumladan. = 1:1 ~a ~bx,) ko‘rinishda bo'lishi mumkin.

Chizigii regressiyaning a va b kocftltsiyentlarini baholash uchun kriteriv
(bclgi) sifatida og‘ishlar kvadratlari yig'indisini olaylik. Unda tcgishli masala
quyidagichayoziladi:

d(a,&)=£ 0',-0-6xD1l-»InT, (a,b)eR2 (j 6)
H

Ravshanki, (1.6) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum
masalasidan iborat. Uni vechishga kirishamiz. Aw al F(a, b) funksivaning
statsionar nugtalarini topamiz. Buning uchun shu funksivaning a va b
bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz:

da E|

o =2F:| @(-a- bx,)(-x,)

2'Z(y,-a- bx,) (-xi)=0,
voki

(Zx.) °+(Zx:)6=Zjc>. »

1.7)
nB+6 (6>,)=2>, «

Bundan ava b lami topish giyin emas:
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(18)

a0=Y,-box, I_g/’)-B})C

(1.8)va(1.9) formulalar ko'rsatadiki, [ 0, A) funksiyayagona statsionar
nuqtaga ega. Shu (a,, *,) nuqtada F(a, b) funksiya o‘zining eng kichik
giymatiga crishadi. Buni isbotlash uchun ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab.
ulardan matritsa tuzamiz:

(1.9)

azh _.n a'p-2(yn AN A
fna2 db2 padb gbpa

2n 2 (Xx.Y
A=
201 ™)
Endi mos kvadratik formani yozamiz (Q =Z AZ).

2n 20 , )1
2-fcx@)d
=2 [fex])ez\ +2KE X,)er,z22+nm?2] .

Ravshanki, z?+z2*0 boMganda Q(0,z22)=2("x2)z2>0,

Q(zt,0)=2n z2>0 tengsizliklar o'rinli. Q(z,,z22>0, V(z,,z22)* 0 teng-

sizlik o'rinli ckanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi-
nanti manfiy ekanini ko'rsatish kifoya:
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bunda /1, = - X x/.At :Jm~ S jr2 . Birtomondan, 0 g <x2<...<jc,,, ikkin-

chi tomondan, < D,, boMgani uchun D< 0 bo'ladi. Shunday qilib.

kvadratik forma Q(zv z2) fagat musbat giymatlar gabul qgiladi (Q (z,,z2) * 0).
Demak, F(a, b) funksiya (a0 b” nuqgtada o‘zining mahalliy minimumiga
erishadi. Ammo F(a, b) funksiya gavariq funksiyadan iborat, chunki yugorida
topilgan/1 matritsa musbat anigtangan. Shunday qilib, ®(a,b) funksiya (a,,, b,,)
nuqtada 0‘zining eng kichik giymatiga erishadi. (1.6) masala toMiq yechildi.
Chizigli regressiyaning koeffitsiyentlari chizigsiz dasturlash usuli bilan
(EKKU bilan) topilgan tenglamasi empiriktenglama, unga mos to‘g ‘ri chiziq
empirik to g'ri chiziq deb ataladi.
Endi sodda misollarni ko'ramiz:
1-misol. Ar AJtAsnuqtalar quyidagijadval bilan berilgan:
X 1 4 7
Yy 3 1 4

(1.8) va (1.9) formulalar yore amida topamiz: ti0= 2, f0=-j,ya’ni chizigli

regressiya tenglamasi y =2h jg6 bo‘ladi.
2-misol. At,Av At nugtalar yanajadval bilan berilgan:

X 2 4 7
Y 3 1 4

Yana usha (1.8) va (1.9 iformuliliar yordamida e0= rf» bo=w lar

topiladi. Chizigli regressiya tenglamaj +-~x bo’ladi.

Endi ;(_n 2*X, va y-~%’\y> belgilashlarkiritamiz.

11 - teorema. Empirik to'g'ri chizig (x,y) nugtadan o'tadi.

Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a =a0, b = b0bo'lganda
yozamiz: £>», =na0+ (£ X, )fcOeShusonli tenglikningharikki tomonini n
gaboMamiz:

-Ly,=ao+" — b0.
n n
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Bundan y =a0+b0x kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Eslatib o‘tamizki, (1.8) va (1.9) kasrlaming maxrajlari bir xil vamusbat.
Hagigatan,

Yanashuni aytib o tamizki, at va bOsonlaming ishoralan mos kasrlaming
suratlari ishoralariga bog'liq Ammo at va bQlar bir vagtda manfiy bo'la

olmaydi, aks holda y = a0+hb0x to‘g‘ri chizig IV chorakdan o'tgan boYar
cdi. Bu x(>0, i=12,.,H ga zid.

1.4-8. Chiziqgii rcgrcssiyaning asl to‘g‘ri chizig'i va uni
qurishning geomctrik usuli

Chiziqii regressive tenglamasini chigarishda chiziqii regressiya to‘g ‘ri
chizig inmg bcrilgan "~ (x,,n), A2(x2,y2) V*, O1xa,",), nugtalarga
«yagqinligini» F(o, b) funksivaning minimumi ( (1.6) ga garang) ma’nosida
tushunilgan cdi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nuqtalar ordinatalari

bilan izlanayotgan to‘g ‘ri chizigdagi ordinatalar (yt) ayirmalan yig'indisi
nolga teng boigan holni ko ‘ramiz, ya’ni

XCH.-UM , (1.10)
E7}

bunday - bcrilgan nuqgtalar ordinatasi, yt - izlanayotgan to‘g ‘ri chizigdagi
nugtalar ordinatasi. (1.10) bclgi bo'yicha topilgan to‘g ‘ri chizig tenglamasini

y =a+bx (111)
ko‘rinishdayozamiz. Ravshanki, y*a+ bx”", i=12...n.(1.6) va(1.10)

belgilaryordamida topilgan y =a0+b0x va y=a+ bx to‘g‘ri chiziglar,

umuman aytganda. ustma-ust tushmaydi (1.10) belgi bilan topilgan (1.11)
tenglama chiziqgii regressiyaning asl tenglamasi, unga mos to‘g‘ri chiziq
esa - aslto'g'ri chizig'i deyiladi.



1.2 - teorema. Chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i (jc,y)
nugtadan o'ladi.
Isbot. (1.11) to'g'ri chizig uchun (1.10) sonli tenglik bajariladi. ya’ni

X Y =Xyt vay. =a+bx, mOxirgi tenglikning ikki tomonini / bo‘yicha

yoki y =a +bx mShuni ishot etish talab etilgan edi.

(1.1) va (1.2) teoremalar natijalari: Chizigli regressiyaning empirik va
asl to‘g‘ri chiziglari (x,y) nuqtada o‘zaro kesishadi.

Agar n = 2 bo'lsa, empirik va asl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushadi,
chunki ikki nugtadan yagona to'g'ri chiziq o ‘tadi.

Agar n = 3 bo'lsa, to'g'ri chiziglar ustma-ust tushishi ham, tushmasligi
ham mumkin, ammo ular (x,y) nugtadan albatta o'tadi. Bu holda chizigli
regressiya asl to'g'ri chizig'ini geometrik usul bilan qurish, so'ngra uning
tenglamasini topish mumkin.

Tavsiya etilayotgan geometrik usulning mohiyati quyidagidan iborat.
Tekislikning birinchi choragida bir to'g'ri chiziqgda yotmaydigan 3 ta
N (*,.y,), N2(x2,y2), /<3(x3y3), (0<x, <x2<x3), nuqta berilgan
bo'lsin. Ravshanki, A2 nugta A1A3 to'g'ri chiziqdan yugorida yoki pastda
joylashgan bo'lishi mumkin. Geometrik usulni A2 nugta A1A3 dan yuqorida
joylashgan hoi uchun bayon etamiz(mulohazalar/42 nugta A1A3 dan pastda
joylashganda ham o'xshash) (1.3-chizma).

Yy Yy

0 Xi X2 X3 *2 x3
1.3 - chizma 1.4 - chizma
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Ar A3A3nugtalami tutashtirib A/A J 3uchburchakni hosil gilamiz.
So'ngra A2 nugtadan abssissa o'qiga perpcndikular tushiramiz. U A /I3

tomonni C(x2,y2) nugtada kesib o‘tadi. A f. kesmani 3 ta teng boiakka
bo‘lamiz. A f ni 1:2 nisbatda bo'ladigan nuqtani B2(x2,y2) deb
bclgilaymiz. Shuning uchun CB2= j CA2.Endi B, nugtadan A A) ga parallel
chiziq o‘tkazamiz. U x =x, vertikal chizigni B”~x”y,) nuqtada, x = x}
chizigni B3(x3,y3) nuqtada kesib o‘tadi. Hosilbo'lgan-s[, chiziq chizigli

regressiyaning asl to”ri chizig*i boMadi, shu chiziq uchun (1.10) sonli
tenglik bajariladi. Hagigatan, 1.4-chizmadan ko'rinadiki,

Y\-Y\~¥Yb~Y¥Y1b = Y2~Y2=2P>°- Demak,

M" YO)+ (T ~Y2)+(* ~¥3)=P~2P+P=0-
AgaiB/B}to'g'ri chizigni AjA, gayoki A ji}ga parallel gilib o ‘tkazsak,
(1.10)bajarilmaydi.

Endi Bfi” tenglamasini topish giyin emas. Buning uchun y x,y 3 ni topish
kerak. Avval C(x2,y 2) nuqtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki,

X, + AX, 2 qak . X2- XX
——r— =x2gako'ra )
1+ A g =3 X
- NHXY*E (X3- 22Xt +(X? - xi)™3
1+ X x3-x1

va v, ni topish mumkin:

Keyin A; va A} nuqtalar ordinatalariga CB2=y (>2- y2) migdomi

go’shamiz (A, nugta A  dan pastda joylashgan bo'lsa. shu CB2 miqgdor
avriladi). Shunday qilib,

MWan+1(n-ny), Nen+|(N*“nN).

Nihoyat, Bj va B}nugtalardan o ‘tuvchi B/Bj to‘g ‘ri chiziq tenglamasini
yozish mumkin.

Misol. Ushbu /142; 6), N;(4;9), A fl;4) nuqgtalar berilgan bo'lsin.
Ularbirto‘g ‘ri chizigdavotmasligi ravshan. Shu uchta nuqta uchun chizigli
regressiyaning empirik va asl tcnglamalarini topamiz. Empirik tenglama
koeffitsiyentlari (1.8) va (1.9) formulalar yordamida hisoblanadi:



a0=J* b0=—~.Empirik tenglama y = * j-\x ko'rinishga ega bo'ladi.

(3¢,50=(""i nugtabutenglamaniganoatlantiradi.

Endi geometrik usul bilan BjBj to'g'ri chizigni quramiz va tenglamasini
topamiz. Ravshanki./i, nuqta/l,/~ dan yuqoridajoylashgan. Sodda hisoblar

Shunday qilib, B\ . Shu nugtalardan o'tadigan

to'g'ri chiziq tenglamasi Y — jx ko'rinishga ega. Bu to'g'ri chiziq

I-5-8- Chizigii regressiyaning empirik va asl tenglamalari
orasidagi bog‘lanish

Awalgi 1.4- § daempirik va asl to'g'ri chiziglar (3c,y) nugtadan o'tishi
hagida 1.1- va 1.2-teoremalar isbotlangan edi. Bu empirik va asl tenglamalar
orasidagi birinchi boglanish bo'ladi.

Aytib o'tilganidek, chizigii regressiyaning empirik vaasl to'g'ri chiziglari,
umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. Ammo ular ustma-ust tushadigan
hoi ham mavjud. Bunday hoi 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va
asl tenglamalar orasidagi ikkinchi bog'lanish bo'ladi.

Igtisodiyotda ko'pincha x,,x2,...,x,, (0 < X, < x2<...< xn) sonlar

arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam-
lakat uchun 1991,1992,..., 2000-yillar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM)
hajmi berilgan bo'lsa, x,= 1991, x2= 1992, ..., x,= 1999, x,0=2000
bo'ladi. Bu sonlar arifmetik progressiyani tashkil etadi, unda arifmetik
progressiya ayirmasi d= 1.

Faraz etaylik, 0<x, <Xj<..<x, va jc, +d, x,+2d, ...

..X,+(n-1)-d, d>0. Bu holda a0 va bOlami hisoblash formulalari
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soddalashadi MasaJan,(1.8) formuladagi kasrsuratmi A/,,,maxrajini NH

deb belgilaymiz Sodda hisoblashlaryordamidaquyidagi formulalanii kcltirib
chigansh mumkin:

Shunday qilib, bOuchun formula quyidagichayoziladi:

dn(n2- 1)
1.3-teorema. Tekislikning birinchi choragida uchta A”(xxyXx),
ANx3»Y3)> (0<x, <JCj <Xj), nugta berilgan bo'lsin.
Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalan ustma-ust tushishi uchun

X2, Xj sonlar arifmetik progressiyani tashkil etishi yelarli.

Isbot. Tcoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algcbraik va
geometrik usullar deb atadik.

Algebraik usul. x2=x, +d, x3=x, +2d, d >0 bo'lsin. A2nuqta

AtA}dan yuqoridajoylashgan holni ko'ramiz Avvalgi 1.4 8 da bayon etilgan
geometrik usul bilan chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i BIBi ni quramiz
(1 4-chizmaga qarang). Yasashga ko ra quyidagilarga ega bo'lamiz:

AB,= , AB2=2A,B,,
cai =y2-GA +/1), cBi = \cai A<Z2y\-y3),
+2y2-y3), B2+ U, I(5>3122

Sodda hisoblashlar yordamida BB Hcnglamasini topamiz:

Y= x+"  5dy\ +2dy2-dyz- 3x,>3+3x,_Y,).



, 1Ay* + 273-0', + 52+ J13)] ¥Y3-Y\
4y -" L M .

Shunday qilib, 60 = b0 tenglik o“rinli.

Geometrik usull Ma’lumki, x=—" —  y = A

Ko'rilayotgan holda * =*,+*/, >'="0'1+>2+>'3), ¥ r~"Y \+¥r)

(1.5-chizmaga garang). Demak, B, ning koordinatalari (jc,[) bo‘ladi.

Endiquyidagi belgilashlamikiritamiz: AIDl =m,, A2B2=m2 =21,
AiBl = CB2=A3B3=t, /g = 1,42+ N12B2 + 13d2, A3D3 = m3.
Kiritilgan belgilashlarga ko‘ra, /. = AtDf + A2B2+ A3B3=

= m2+ Atl+ m], (1.5-chizmaga garang).

1 Mazkur usul Mirzo Ulug bek nomidagi O'zMU iqtisodiyot fakulteti talabasi
A Murtazayev tomonidan ta}yiiya ctilgan
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Yuqorida fi,Z23 bilan geometrik usul bilan qurilgan asl to'g'ri chizig,
£),£>, bilan esa, B2(x,y) nugtadan o'tadigan va eng kichik kvadratlar usuli
bilan topilgan (topiladigan) empirik to'g'ri chiziq belgilangan. Bu holda
d(a,b)=/.=m2+4T +mim

Shunga o'xshash uchun ¢ (a,b) = /5= N,92+ A2B2 + A3B? m
1.5 chizmada AXX0"M3to'rtburchak trapetsiya va CB” esa uning o'rta
chizig'idir. Shuning uchun CB2=m&(», + m2)=t .

Endi /g va /. lami tagqoslaymiz:

[.~Igp=w2+4/2+ m2- 672=

TW*+" - 2<azx!ll£wlEn a 2U 0.
1 3 4 2

Ma’lumki, 1.=®d(a,b) funksiya a =a0, b = b0 bo'lganda o'zining

eng kichik giymatiga erishadi. Ushbu /. > /g tengsizlikdan min/, = /g

kelib chigadi. Bundan 5, nuqgta D, bilan, B3nugta esa D3bilan ustma-ust
tushishi, ya’ni 5,43va D £3to'g'ri chiziglar ustma-ust tushishi ham kelib
chigadi. 1.3-teorema isbotetildi.

Agar parametrlar soni 2 tadan ortiq bo'lsa, Y= mu n o s ab at
to 'plamli regressiya deyiladi. Agar f(x1,x2,....xn) = =alXl + a2x2+...

...+ anxn+b bo'lsa, bizto'plamli chizigii regressiyagaegabo'lamiz. Shu
holda parametrlami baholash ushbu

®(4,a2,...,an,b)=Yj(yi-(alxll+ax2l+...+ anxni+b))2->min (*)
bl

masala bilan bog'langan. Bunda *,,, x2/,..., xm sonlar,

mA, (X u>X2i>—>xm)>i = |,2,...,/i,nuqtalarkoordinatalari, y = a,x, +

+aXx2+ ..+amxn+ besa(n+1)o'lchovli Yevklid fazosida tekislik-
dan iborat.
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(*) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir.
Parametrlarni topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar

a°,a2,...,a° va b° giymatlar masalaning yechimi bo'lsa,

0 0 0 *0
Y =alX\+°2X2+ —+ anXn+b
munosabat empirik tekislik tenglamasini anglatadi.

Misollar
1-misol. /1,(2;6), >4,(49). N.,(7; 4),

Empirik to‘g‘ri chiziq koeffitsiyentlarini (1.8) va (1.9) formulalar

yordamida hisoblaymiz: a0= b 0=~ va y="—"x. Ravshanki,

X=Nh-,y—, = . Demak, empirik to‘g‘ri chizig

nugtadan o ‘tadi.

Endi chizigli regressiyaning asl to‘g ‘ri chizig* ini quramiz (1.6 chizma).

2+X-7
Q nugta T /1}ni ganday nisbatda bo'lishini topamiz: TA_z 4, bundan

2 ~ 6+f4 26
2' ®un(*an foydalanib, y2ni topish mumkin: ¥Yr~ j+i
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15 ~ 19
Shu sababli, CB2= - C B 2=AIBi =A}B3=— . Nihoyat. fi, va 5,

nugtalaming koordinatalarini yozish mumkin: 5,(2;-"), 4O3(7; jf).
Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki. asl to'g'ri chiziq tenglamasi

y - -1-1%1---—5x ko'rinishdaboMadi. Buto ‘g ri chiziq ham ()"t T13 19

. N . 17 1 121 2
nugtadan o'tadi. Shunday qilib, empirik ¥ ~~j vaasl "y

13 19
to‘g‘ri chiziglar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo f

nugtadan o ‘tadi.
2-misol. /4,(2; 4), AZ4; 8), AX®6;6),

X 2 4 6
y 4 8 6

Ma’lumotlardan berilgan nuqtalar abssissalari arifmetik progressiyani
tashkil etishi ko'rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko‘ra mos empirik va
asl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishi lozim. Sodda hisoblashlar yordamida

empirik tenglama ¥ =4+—x ko'rinishida ekaniigini chigarish mumkin.

Ravshanki, x- 4, y=6, 4+"x =4+~4 =6=y .
Endi chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig' ini quramiz. 1,7-chizmadan

ko'rinadiki. A=1, y2=S, A2 =3, BA=1. 4, va B, nugtalaming
koordinatalarini yozamiz: B,(2; 5), B36; 7). to'g'ri chiziq tenglamasi

Y'~A21+ %x ko'rinishda bo‘ladi. Ko'rinadiki, bu tenglama empirik tenglama

bilan ustma-ust tushadi.
1-bobga oid masalalar
Quyida n = 3 bo'lganda berilgan ma’lumotlar bo‘yicha chizigli

regressiyaning empirik va asl to‘g ‘ri chiziglari topilsin va ular (x,y) nugtadan
o ‘tishi tekshirilsin (javoblar berilgan):
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! y 4 2 9 b=\ >=-|+ A
x 1 3 6 «@ =5 *0= _K=6+jx
2
y 8 5 10 a:* *:1 y_ f+ i*
X 2 5 7 a0= 8 *O:_l A= 8 -1 x
3 Yy 6 8 3 a= *:4 V=i»l-2r
x 3 6 8 «0=1 Po=i =2+ =
4 Yy 5 3 8 *0:|
X 3 5 7 *0=1
> s s 1 a =ao b=b0 =N X
V=67, 10X
X 3 5 8 ao=% *0=£ y % 1|8
6 Yy 4 8 7 a:£ *— %
X 2 4 6 aO_A *0 = 4 y:$+iX
! Yy 4 7 5 a =ao b=b0 y:$+iX
x 1 3 5 *0=n *o=~+ y=$-+x
Py s 2 4 a=a0 b=b0 yw$-1,

1-bobga oid nazorat savollari

1. Korrelatsion munosabat nima?

2. Chiziqgli regressiya deb nimaga aytiladi?

3. Regressiya egri chiziglarining asosiy turlarini aytib bering.

4. Qoldiqli dispersiya formulasini yozing.

5. Juftlik regressiyaning chizigli modeli nima?

6. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyatini aytib bering.

7. Chizigli regressiyaning empirik va asl tenglamalari hamda ular orasidagi
bog'lanishlar hagida bayon giling.

8. n=3 boMganda asl to‘g‘ri chizigni qurishning geometrik usuli
nimadan iborat?

9. Empirik vaasl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishiningyetarli sharti
nimadan iborat?

10. To'plamli regressiya nima?
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI

2.1-8. Umumiy bclgilashlar

Juftlik chizigli regressiya tenglamasini
y =a +bx (2.2
ko‘rinishdavozamiz. Statistik kuzatishlar ko'rsatadiki, kuzatishlar natijasida
olinadigan nugtalar soni n o'zgaruvchi x oldidagi parametrlar sonidan 7-8
marta ko'p bolishi lozim. Juftlik chizigli regressiya uchun xoldidayagona b
kocffitsiycnli bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dan kam bolmasligi kerak
Ko'nlayotgan holda masala quyidagicha go'yiladi ((1.6) ga garang):

®(a,b) =£(yl-a-bx,Y ->min (ab)eRi. (2.2)

Masalaning yeehimi (1.8) va (1.9) formulalar bilan topiladi. Juftlik reg-
ressiyaning chizigli tenglamasi y x = a0 + bQ bo'ladi
Quyidagi bclgilashlami kiritamiz:

y x:hILx,y.’

(2.3)

x2=-1(Xx)2 [e-10n)1

bunda
X~ Xi,X2,...,x4, X, >0, ;=12,...«,sonlaming o'rta arifmetigi;
Y~Y\>Y2™" 'SV >=<> 0, i=1,2,...n,sonlarningo ‘rtaarifmetigi;

y-xX ~ xX\WW\>x2¥ ry" »xHYsa sonlaming o‘rta arifmetigi;
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A2 - e, , X2, ,JG, sonlaming o'rta kvadratik miqdori;

y i,y 2f-> yn sonlaming o‘rta kvadratik miqdori;

Yanaquyidagi belgilashlami kiritamiz:

a?:*2-*2:r-]2>,2--r}/(|>()2 - *=(*,,Xx2, 0 ‘zgaruv-

chining dispersiyasi;

ag=y2-y2 0 —ny d )2 - = e ) o'zgaruv-

chining dispersiyasi;

COVAN-J-NMiIAN-FiIlIN X 0I7M)-23y °zgauw
chilaming kovariatsiyasi.

Bu belgilashlar yordamida aOva bOkoeffitsiyentlar uchun formulalami
quyidagicha yozish mumkin:

LN - X - X R "
pz ¥ XXy , a0=y- B0-x.
X -y
Kiritilgan belgilashlar chizigii regressiya tenglamasining sifatini tekshirish
uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengillashtiradi, ba’zi formulalami
qulayrog yozishga imkon tug“iladi.

2.2-8. Chiziqgii regressiya tenglamasini tanlashning sifatini
baholash formulalari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng kichik
kvadratlar usuli bilan chizigii regressiya tenglamasi y =u +bx topilgan
deylik. Bu tenglamaganchalik sifatli tanlangan? - degan savol tug*iladi. Sifat
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko’paytirish kerak, - degan
flkrlami muhokama qilish lozim. Qisqacha avtganda, ekonometrik analiz
jarayoni savol largajavob beradi.

Bunda muhim ko’rsatkichlardan bin chizigii korrelatsiya koeffitsiyentidir.
U quyidagicha hisoblanadi:
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Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy bog'lanish zichligi ko'rsat-
kichidir. Anigrog'i, r miqdor berilgan nugtalar topilgan empirik chizigga
ganchalik yagin joylashganini anglatadi. r miqgdor uchun -\"rxy £ 1
tengsizlik o'rinli. Shu r ning absolut giymati 1ga yaqinlashgan sari,
ATAr ..yAsa nugtalar empirik chizigga shuncha yaqin joylashgan bo'ladi.
Agar |r, | = 1 bo‘lsa, barcha A TAr ...Msa nuqtalar empirik chiziqda yotadi.

Regressiyachizig'ini tanlashsifatini baholashuchun rxy -chizigli korre-
latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu rxy migdor determi-
natsiya koeffitsiyenti deyiladi. U regressiya yordamida aniglanadigan y
0'zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsiflaydi. rxy-100% -x o'zgaruvchi
variatsiyasi yordamida aniqlanadigan” o'zgaruvchi variatsiyasi protsentini
aniglaydi.

Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o rtacha xatoligi bilan
aniglanadi:

Y=¥» 100% (2.5)
Y,
Agar yx=a0+b0x bo‘lsa, A=— bo'ladi. Bunda
n.-1
A= Y3070 600
Y,

Approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi 8% - 10% dan oshmasligi kerak.

Regressiya chizig'i tenglamasi mahodorligini baholash, umuman
olganda, Fisheming F - belgisi yordamida olib boriladi. Fisheming F -
belgisi migdori determinatsiya koeffitsiyenti rxy bilan bog'langan, u quyidagi
formula bilan hisoblanadi:



Agar a = 0,05 (besh protsentlik ma'nodorlik darajasi) va erkinlik

darajalan kx=1va k2=n- 2 bo'lsa, tasodifiy miqdorlaming Fisher
tagsimoti keltihlgan jadvallardan Fisheming F - belgisi jadval giymatim

topamiz. Agar ushbu Ffakt > F ~ tengsizlik o rinli bo'lsa, regressiya

tenglamasi statistikma'nodor hisoblanadi.

Juftlik chiziqgli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining
Ta nodorligi ham baholanadi. Regressiya paramctrlarining statistik ma’no-
dorligi bahosini Styudentning 11 belgisi yordamida ham amalga oshirish
mumkin, unda har bir ko rsatkich uchun ishonchhhk mlervah hisoblanadi.

Erkinlik darajasi soni n- 2 hamda a = 0,05 bo'lganda | belgining

jadval giymatini Stvudcnt tagsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshg.
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998, 2 va 4-jadvallarga garang, 236-237,
240-241-betlar).

Tasodifiy xatolar ™, r quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi (n t 3):

- JEX I i ~ JT
m =gk AL EA Y ir"zZ(y-y.) y
T. __-.A_q(.).L_J_ n-2
O yfn

t -0 t - A ot r*y
.Il<(T* r)v_mr” (27)
Agar/ - belgining topilgan asl giymatlari uningjadval giymati dan
katta bo'lsa (yani >/" | th> , tTy > bo'lsa), a va b

parametrlar statistik Ta 'nodor hisoblanadi.
Endi a va b parametrlaming ishonchlilik intervalini topish mumkin:
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y0=a+/10, Yo =bztAh, (2.8)
bunda A, =tjadr' * A* = flav' *b >Yam, ~ O~ 1, ,

r«w,=«+A., ", =*-A* Y/w =*+*»m
Chiziqii regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat
gilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o'zgaruvchi x ning bashorat

giymati xp = x m1,07 bo'lsa, o'zgaruvchi y ning bashorat giymati yp
bo'ladi. Bashorat xatoligi ushbu

, 1 (x,-x)r
1+,+5 > -1
formula yordamida hisoblanadi.
Limit xatolik Aj ushbu
Ay, = {Juh ~ my,

formula yordamida topiladi.
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi:

b, =YPxA, , rfpem=yP+Ay,, YWpm=YP- A9p,
p=1-a=1- 0,05=0,95.

Chiziqgii regressiya tenglamasini tanlash sifatini to'liq ekonometrik analiz
gilib chiggandan so'ng bitta chizigda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan)
nuqtalami va regressiya to'g'ri chizig'ini qurish kerak (2.1- chizma).
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Chiziqii regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarining
go'llanishi “llova”da berilgan bo'lib, unda javobini berish lozim bo'lgan
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaga hududi bo*yicha
muayyan yil uchun quyidagi ma'lumotlar berilgan boMsin.

llova
Masalani yechishni yengillashtiradigan 2 tajadval keltiramiz.
1-jadval
Mchnatga layogatli kishilar uchunjon boshiga  Bir kunlik o'rtacha
Nt bir kunlik o'rtacha zarur xarajat. maosh.
so'm hisobida so'm hisobida
1 )
2 *2 Y2
n Xys Yn

> Juftlik chiziqii regressiya uchun n> 1 bo'ladi

Quyidagi savollarga javob berish talab gilinadi:

1 Juftlik regressiyaning chiziqii tenglamasi tuzilsin (y = a + bx).
2. Juftlik regressiyaning chizigii korrelatsiya koeflltsiyenti va

approksimatsiyaningo'rtachaxatoligi ~4 hisoblansin.

3. Fisheming F -belgisi va Styudentning I - belgisi yordamida regres-
siya va korrelatsiyaningstatistik ma'nodorligini baholang.

4. O'rtacha darajasiga nisbatan 107 %ni tashkil etadigan x ning jon
boshiga zarur giymati bashoratiga garab, maoshy ni bashorat giling.

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chigib,
bashorat anigligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlarni va chiziqgii regressiya to'g'ri
chizig'ini quring.
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%

Hisoblami olib borish uchun awal 2-jadvalni to'ldirish qulay bo'ladi:
2-jadval

X y yX X y2 ¥ Y-yX A%
y\-*\  ff  y1 ao+Vi YOo-boX
2 Y2 vt %2 g\ (btboxr y2aoboX2 a2

X

n * Yn Y."*» Xg M OCoHoXH  y,,-a0-boXa As

amio X/ zyx DyiXi 1x2

I y! i i 14
S Y EYx Sx2g g _ 1A
Ocg N y n n n n
o - i . . . _
02 - - - - i )

2.3-8. Chizigli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash
usullarini go'llanishga doir misollar

1-misol. Aytib o‘tildiki, juftlik chizigli regressiya uchun kuzatishlar
soni 7 dan kam bo'lmasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblami olib borish
texnikasini namoyish etish uchun n = 3 bo'lgan holni ko'ramiz.

Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ulaming

daromadi vaoziq-ovqatlar uchun xarajati orasidagi bog'lanish ma’lum bo'lsin,
deylik:

Ozig-ovgatlar uchun xarajatlar,

Y, ming so'm. 0.9 u i«
Oila daromadi,
X, ming so‘m. u 31 5,3

Shu ma’lumotlar bo‘yicha avvalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga

javob beramiz. Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun awal 2-jadvalni
to'ldiramiz.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

X y yX x> y2 yx  y-¥Yx A%
1 U 09 108 144 081 088 002 2.2
2 31 12 372 961 144 128 ~odB 67
3 53 18 954 2809 324 174 006 333
Jami 96 39 1434 39,14 549 390 0 12,23
oq:;?ng 32 13 475 1305 183 130 0 4,08
a 162 037 - - -

a2 281 014 - - - . . -

1 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to'ldirish giyin emas. Endi ba va aQ
lami topamiz.

)—(3 13,05-3,2-3,2 281
a0d=y-b0x=13- 0,21+3,2=0,63.
Juftlik chizigii regressiya tenglamasini yozamiz:
yx=0,63+ 0,21- x
Shu tenglamadan foydalanib, jadvalning 7-ustunini to’ldirish mumkin:
0,63 +0,21x 12=0,63 +0,25=0,88 ;
0,63 +0,21x 31 =0,63 +0,65 = 1,28 ;
0,63 +0,21 x 53 =0,63 + 1,11 = 1,74.
8-ustun y —yx ayirmadan tuzilgan:
0,98-0,88 =0,02; 1,2-128=-0,08; 1,8-1,74 =0,06.
Endi 9-ustunni to'ldirish goldi:

100% = 2% L1000 = 2,2%
" 0,90

1000 = "9:08 100% = 6,7%.

y2 12
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kam bo'lgani uchun qurilgan model sifati >>axsA<deb baholanadi.

Yuqoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval toMiq to*Idirildi. Endi
juftlik chizigli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o'tish mum-
kin. Regressiya tenglamasiga ko'ra jon boshiga minimal xarajat 1so'mga
ortsa, o'rtacha kundalik maosh o‘rtacha 0,21 so'mga ortadi.

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

Bu natijadan ko'rinadiki, maosh (>»)ning 85 % variatsiyasi jon boshiga
o'rtacha minimal xarajat (x ) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi.
Model sifati approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi bilan aniglanadi:

A=y(, +A2+A3)=4,08%.

Bu holda, yuqorida aytib o'tilganidck, 4,08 % < 8 % tengsizlikka ko'ra,
model sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya ma'nodorligini baholashni Fisherning F belgisi
yordamida olib boramiz. F belgining {Ffak ning) asl giymatini (n =3
bo'lganda) hisoblaymiz:



Endi a =0,05, k, =1; kj =3-2 =1 boMganda F "= 166.

Agar Ffttl > Fjalvtengsizlik o ‘rinli bo'lsa, regressiya tenglamasi statistik
ma’nodor deb garalaredi. Ammo bu holda 5,66 >161. Demak, regressiya
tenglamasi Fisheming F - belgisi bo'vicha statistik ma 'nodoremas. Bunga

asosiy sabab n =3 < 7 bo lganidadir

Regressiya tenglamasini tadgiqgot gilishni davom ettiramiz. Regressiya
parametrlanning statistik ma'nodorligini baholashni Styudentning t - belgisi
yordamida olib boramiz. Erkinlik darajasi A=/i—2=3—2=1 va

a =0,05 (0,15) boMganda t —statistikaning jadval giymati 3,182 gateng,
ya’ni /~ =3,182.
Endi tasodifiy xatoliklami aniglaymiz:
=0,102 ;

ma=0,102. A i =0,13; mb="kii. = =0,063;
31,62 * ct 1,62

rw=V *=V 0J5 =0,378

Shunday qilib, =0,102; ma=0,13; mb =0,063; "17=0,378
Tasodifiy xatoliklaming topilgan giymatlaridan foydalanib, t -belgi
giymatlarini topamiz:
0j63 . =A = _o”L=333-
3 ma 013 ° b mb 0,063
3

~ mrxy 0,39

Endi n- 3, n-2=1, a =0,05 uchun /*=12,706. Quyidagi
tengsizliklaro‘rinli:
/. =4,85<tjr =12,706; th =333 <t =12,706;

tr =2,33 < = 12,706
Natijalarko'rsatadiki,n = 3bo Iganda ta, tb va tr paramctrlar statistik
ma‘'nodor emas.
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a va b parametrlar uchun ishonchlilik intervallarini hisoblaymiz. Awal
har bir parametr uchun limit xatoliklami topamiz:

= "T»m12,7- 0,13 = 1,65;
A» = 12,7-0,063 = 0,80.
Ishonchlilik intervallari:
y0=0+Aa=0,63+1,65 yb=b+ Aa=0,21+%0,80;
yfiBh = 0,63-1,65=-1,02 ; yama = 0,63 + 1,65=2,28;

Y*w,, =0,21-0,80 =-0,59; =0,21 + 0,80 =1,01.

Xulosa. a va b parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59;
1,01) interval larda nolga teng bo‘lishi mumkin. Shuning uchun ular statistik
ma’nodor emas.

4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha
bashorat gilinadi:

- oiladaromadi: xp = x-1,07=3,2-1,07 = 3,424 mingso'm;

- maosh: ~=0,63 +0,21-3,42= 1,35 ming so'm.
5. Bashorat xatosi:

I (x-x)1

Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz:
Aj., —tjadr ‘my, = 12,7- 0,102 = 01,3 .
Bashoratning ishonchlilik intervali:
1->,=YpxtA~r=U5+U °;
W  =°,°5; YW =2,65.
Maoshning o'rtacha oylik migdori bashorati yp = 1,35 ming so'm

(p=1-a=1-0,05=0,95) (0,05;2,65) intervalga tegishli va shuning
uchun ishonchlidir.

6. Endi berilgan (1,2;0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nuqgtalami vajuftlik
regressiya to'g'ri chizig'ini, ya’ni yx=0,63+ 0,21 tenglama bilan
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tasvirlangan to'g'n chizigni bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2-

chiz

ma).

2 2-chizma

2-misol. Endi 1-misolga o'xshash holni n = 12 bo'lganda ko'ramiz

4 1
X 78

2

3 4

82 87 719
y 133 148 134 154 162 195 139 158 152 162 159 173

5 6

7

89 106 67

8 9
88 73

10
87

n 1w
76 115

Jadvalda q - oila guruhlari; y - bir kunlik o'rtacha maosh, x - ish

bilan band boMganlar uchun bir kunlik minimum xarajat.

Boo~v~ooabr,wmde e

Berilgan ma'lumotlarga garab 6 ta savolgajavob bcramiz.
1. 2-jadvalni to'ldiramiz:

78
82
87
79
89
67
106
88
73
87

Yy
3
133
148
134
154
162
139
195

152
162

¥x

4
10374
12136
11658
12166
14418
9313
20670
139904
11096
14094

X
5
6084
6724
7569
6241
7921
4459
11236
7744
5329
7569
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y2

6
17689
21904
17956
23716
26244
19321
38025
24964
23104
26244

YK
7
149
152
157
150
159
139
174
158
144
157

Y~YX O*.
8 9
-16 12,0
-4 2,7
-23 17,2
4 2,6
3 19
0 0,0
21 108
0 0,0
8 53
5 31



1 2 3 4 5 6 7 8 9

1" 76 159 12084 5776 25281 147 12 7,5
12 115 173 19895 13225 29929 183 -10 5.8
J 1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 68,9
0- 85,6 155,8 13484 7492,3 24531,4 - 57

o 1284 1605 - - ]
0o 16494 257,76 - - - ] ] ]

Jadvalda J-jami, 0 *- o'rta giymatni anglatadi.
Endi aOva i O lami hisoblaymiz:

. A~x-yx 13484-1558 856 14752 n
@_ T 7492.3-8562 16494
x2- 12
«=Y~box=1558- 0,89 856=79,62.

Chizigli regressiya tenglamasini yozamiz: yx=79,62 + 0.89jc .
Bundankelibchiqadiki.jonboshigazarur minimal xarajat 1so'mgaortsa,
o'rtacha kundalik maoshi o‘rta hisobda 0,89 so'mga ortar ekan.

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

rv=V — =0,89- "~ i =0,712. r2 _05,
y oy 16,05 *

Bumaoshning (>») 51 % variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat
faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi.
Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi model sifatini aniqlaydi:

128 12

Ushbu 5,74 % <8 % tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun qurilgan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya tenglamasining ma'nodorligini, ko'pincha, Fisheming
~N-belgisi yordamida baholanadi. /+'-belgining asl giymati (F ) ni
hisoblaymiz:
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F - belgining ma'nodorlik darajasi 5% va erkinlik darajalari kt- 1va
A= 12—2= 10 bolgandagi jadval giymati Fjalr = 4,96. Shunday qilib,
Ffakt = 10,41 >FjaJr=4,96 tcngsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya

tenglamasi statistik ma nodor deb hisobga olinadi.
Endi regressiya parametrlarining statistik ma'nodorligini Styudentning
t- belgisi yordamida baholaymiz.

|- belgining ma'nodorlik darajasi 5% (a =0,05) vaerkinlik darajasi

«-2 =12-2 =10 boMgandagi giymati Flair=2,23 boMadi.

ma’ T5>m ixt tasodifiy xatoliklami topamiz:

/ - belgining giymadarini topamiz:

a 79,616 d_b _089 , = pi =0,712
mg 24,6 >’ 4 mg 0281 My 0,219
Ko'rinadiki, t- belgining givmatlari uningjadval givmatidan katta:
ta=3,2 > =2,23; th=3,2 > =2,23;

=3,3 >/,* =2,23.

Shunday qilib, a, b va mxy paramctrlar statistik ma'nodor ekan.

Regressiyaning a va b paramctrlari uchun ishonchlilik intervallarini
topamiz. Buning uchun har bir ko'rsatkich uchun limit xatolikni hisoblaymiz:



A =0*"«.»223-245=54,64; Ab=" T b=2,23-0,281=0,62.
Ishonchlilik intervallari:
ye=az Jl,, = 79,62 + 54,64;

y0m, =79,62-54,64 = 24,98;
y0Tn = 79,62 + 54,64 = 134,26
yb=b+*Ab=0,89+0,62;
~,=0,89-0,62 =0,27;

ybtm =0,89+0.62 = 1,51
Ishonchlilik intervallarining yuqori va quyi chegaralarining analizi shunday
xulosaga olib keladiki, a va b parametrlar p =1-a =0,95ga teng

ehtimollik bilan ko'rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlami gabul
gilmaydi, ya’ni statistik Ta 'nodor va noldan anchagina farq giladi.

4. Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat gilish-
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum xarajatning
bashorat giymati

Xp =x-1,07=285,6-1,07=91.6 ming so'm bo'lsa,
maoshning bashorat giymati
yp=79,62+0,89-91,6= 161,14 mingso'm bo'ladi.

5. Bashorat xatoligi:

* Q T S H ~-126.1 X nNW =,322
V n vV 12 12-12,84

Bashoratning limit xatoligi A" = ~ -*" =2,23-13,22=29,48.
Bashoratning ishonchlilik intervali
=yp+xA9f =161,14 £29,48,;

Y* =161,14-29,48 = 131,66 mingso'm;

If =161,14+29,48=190,62 mingso'm.
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O'rtacha
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi

(p=1-a =1-0,05=0,95) va 131,66mingso'm bilan 190,62 mingso'm
orasida bo' ladi.

6. Masalalaryechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilga
12 ta nugta va chizigli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish giyin emas.

2-bobga oid masalalar
Faraz gilaylik. biror mintaga hududi bo'yicha bir kunda mehnatga layoqat-
li kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat (x so'm ) va
kunlik o'rtacha maosh(>,s0'm ) gaoid biryillik shartli ma'lumotlar berilgan
bo'lsin. Ma'lumotlar 3-jadvalda keltirilgan. 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta
savolgajavob berish lozim.
3-jadval

Bitta mehnatga layoqatli kishi

uchun bir kunlik jon boshiga zarur Bir kunlik g'rtacha maosh

xarajat (x .so'm) (y.so'm)
1 2 3 4 1 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
n 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar vatiant (3, 4) deb
belgilangan bo'lsa, 1 bo'limdan 3-ustunni, Il bo'limdan 4-ustunni olish kerak.
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo'ladi. Agar vanantlar sonini
ko'paytirmoqchi bo'lsak, I va Il bo'limlardagi 12tadan satrlar borligini
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yugoridagi (3, 4)-varianto‘miga(3, 4, 7), (3, 4, 12) uchliklar yordamida
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo'ladi. Har bir (i,j ),
/= 1,2,3,4; j =1,2,3,4 variant 0'miga 6 ta variant, hammasi bo'lib
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1.Ushbu x, y, y-x, x2, X2, y 2, y2belgilashlarnimanianglatadi?

2.x vay o'zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x,y) uchun formulani yozing.
4. Chizigli regressiya koefFitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.

5. Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy uchun formulani yozing.

6. BogManish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?

7. Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi ganday hisoblanadi?

8.FishemingF- belgisi giymati ganday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?

10. Juftlik chizigli regressiya ma’nodorligi gaysi hollarda Styudentning
t - belgisi yordamida baholanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar m,ty ni hisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, bva rxy parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. a va b parametrlaming ishonchlilik interval lari ganday topiladi?
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O'rtacha
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi

(p =1-a =1-0,05=0,95) va 131,66 ming so'm bilan 190,62 ming so'm
orasida bo'ladi.

6. Masalalaryechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan
12 ta nuqgta va chizigli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish giyin emas.

2-bobga oid masalalar
Faraz gilaylik, biror mintaga hududi bo'yicha bir kunda mehnatga layogat-
li kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat (x so'm ) va
kunlik o'rtacha maosh (y so'm ) ga oid biryillik shartli ma’lumotlar berilgan
bo'lsin. Ma'lumotlar 3-jadvalda keitirilgan. 2.2 - 8 da bayon etilgan 6 ta
savolgajavob berish lozim.
3-jadval

| n Il
Bitta mehnatga layogatli kishi

uchun bir kunlik jon boshiga zarur Bir kunlik o'nacha maosh

xarajat (x .so'm) (>> so'm)
1 2 3 4 1 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
n 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar variant (3, 4) deb
belgilangan bo'lsa, I bo'limdan 3-ustunni, Il bo'limdan 4-ustunni olish kerak.
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo'ladi. Agar vanantlar sonini
ko'paytirmoqchi bo'lsak, I va Il bo'limlardagi 12tadan satrlar borligini
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yugoridagi (3, 4)-varianto‘miga (3, 4, 7),(3 ,4, 12) uchliklar yordamida
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo'ladi. Har bir (i,j ),
i=12,3,4; j- 1,2,3,4 variant 0'miga 6 ta variant, hammasi bo'lib
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1.Ushbu X, Yy, Y-X, X2, X2, y2, y2belgilashlarnimani anglatadi?

2.x vay o‘zgaruvchilar dispcrsiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x,><) uchun formulani yozing.
4. Chizigli regressiya koeffitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.

5. Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy uchun formulani yozing.

6. Bog* lanish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?

7. Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi ganday hisoblanadi?

8.FishemingF- belgisi giymati ganday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?

10. Juftlik chiziqli regressiya ma’nodorligi qaysi hollarda Styudentning
/-belgisi yordamida baholanadi?

11 Tasodifiy xatoliklar mh< m,iy ni hisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, b va rxy parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. ova b parametrlarning ishonchlilik interval lari ganday topiladi?
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, 0 ‘RTA VA MARJINAL
MIQDORLAR

3.1-8. Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va marjinal
miqgdorlar ta’rifl

Jamlama miqgdorlar deyilganda erkli o'zgaruvchi x ning ixtiyoriy F(x)

funksiyasi tushuniladi. Igtisodiyotda turlijamlama miqgdorlar uchraydi. Daro-
mad R va xarajat C ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Q ning funksiyasi

( R(Q)> C (0 ), ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Q o'zgaruvchi resurs,
masalan, L ning funksiyasi Q (L), foydalilik iste’mol gilinadigan mahsulot haj-

mi x ning funksiyasi U(x) vaboshgalarshularjumlasidandir (3.1-chizma).

O 'rtamigdorjamlamamiqdor F(x) ningerkli o'zgaruvchi xga nisbati

F(x
bilan aniglanadi va AF(x) deb belgilanadi: AF(x) :---(---)-.Bundayi

harfi Average (o'rtacha) so'zining bosh harfidan iborat. Ba’zida o'rta migdor
m=_F(x)

g =" kabi belgilanadi. Iqtisodiyotda quyidagilar o'rta migdorlarga misol

bo'la oladi: jon boshiga iste’molning o'rtacha hajmi (jon boshiga iste’mol)

- - (C - iste’mol hajmi, L - mehnat resurslari hajmi), qurollanganlik
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LS ( K - asosiy fondlar hajmi ), o‘rtacha daromad AT Uy 7 o'rtacha

xarajat o'rtacha mehnatmahsuli AQt — vaboshqalar.

F(L,K
Bundan tashqari, o'rtacha mehnatunumdorligi———(— ————2 (F(L, K)- ishlab

chiqgarilgan mahsulot migdori yoki milliy daromad), fondlar bo'yicha o'rtacha

K
unumdorlik = ----------- kabi o'rta migdorlar ham mavjud.

Limit (marjinal) migdor MF(x) jamlama miqdor F(x) dan erkli
o0'zgaruvchi x bo'yicha olingan hosila kabi aniglanadi, ya’ni

MF(x)= F'(x)= ,Iainlo Ax

bu erkli o'zgaruvchi x uzluksizo'zgarganda. Agarjamlama migdor diskret
o'zgarsa. unda MF(x) migdor quyidagicha aniglanadi:

MF(x)=".
()AX

Masalan, quyidagi formulaga egamiz:

MR(Q)= K (Q) MC(Q)=C(Q) (n/C (0=~
\'

"MR(Q)=Jg ' AQ)
Igtisodiyotda jamlama, o'rta va limit (marjinal) migdorlar orasi-
dagi bog'lanishdan foydalanishga to'g'ri keladi, ulardan biri bo'yicha qol-
gan ikkitasini topish masalasini yechish kerak bo'ladi (masalan, jamla-
ma daromad bo'yicha o'rta va limit daromadni topish masalasi). Rav-
: . : : . Fx)
shanki, agarjamlama miqgdor F(x) berilgan bo'lsa, o'rta migdor ga, li-

mit migdoresa F'(x) gateng. Faraz gilaylik, F(x) =a”x*, a0>0, O<a <1
bo'lsin. Unda AF(x)=" - =aka'\ MFX)=F(x)=a@. xa-l.
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Ravshanki, F"(x) =ala (a -1) g 2<0 - Shu sababli, F(x) funksiya gra-
figi koordinata boshidan chigadi va botiqdir(3.1-chizina). 3.1 chizmadan

ko'rinadiki, AF(X)=—— =/&P.
X

Bumiqgdor P o'sishi bilan kamavadi (3.2-chizma). O'rta miqdorta’rifiga
ko'ra jamlama funksiya F(x) quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
/r(x) = x- AF(x). Shu funksiya o°‘zgarishi xarakterini o'rganish uchun
tomonlari x va AF(x) bo'igan to‘g‘ri to'rtburchakni ko‘rib chigamiz.

Uning yuzini S (x) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o'zgarishiga
garab jamlama migdoming grafigini chizish mumkin. Yugqorida ko'rilgan

misol uchun F(x) =x- AF(x)=x-a0xa~ =alxa (3.4, 3.5-chizmalar).

Marjinal migdor F'(x)= MF(x) bo‘yicha jamlama miqgdor F(x)
topilishi mumkin:

F(x)= jMF(x) dx.
Masalan, agar MF(x)=a( x "'l bo'lsa.

F(x)= xa~'dx =ox“ +const. Iqtisodiy masala shartlaridan

foydalanib, 0‘zgarmasni ( const ni) topish imkoni bo'ladi.

Endi limit, o'rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatlardan
foydalanishga oid misol ko'ramiz.

Har bir firtna quyidagi igtisodiy ko'rsatkichlar bilan tavsiflanadi:

Q - ishlab chigarilgan mahsulot hajmi, p - narh, R=p(Q) Q -
daromad, C- xarajat, P=R- C - sof foyda.
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Ma’lumki. bozorda ragobatlar 4 turli boMadi. Awal mukammal ragobatni
ko'raylik. Bunda firma mahsuloti narhi shu firma ishlab chigargan mahsulot
hajmiga bog'liq bo'Imaydi. Narx bozorda aniqlanadi va 0'zgarmas boMadi.

ya’ni p(Q)=p-const. Shuning uchun R=p(B)Q =p-Q, ya’niR =p Q,

ko‘rsatish giyin emas.

Agar monopolistik ragobat ko'rilsa, ravshanki, p ®const. Bu holda
firma o‘z mahsulotiga o‘zi narh qo‘yadi. Mahsulot gancha ko‘p ishlab
chigarilsa, uning narhi shuncha kamayadi, ya’ni p(Q) funksiya
kamayuvchidir. Demak, p\Q)< 0. AmmoQ= Qi boMgandanarh p =pt
dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma’nosi yo‘qg.

Ishlab chigarilgan mahsulotning minimal hajmi QOuchun narh p0danortib
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay qoladi (3.7-chizma).

p(Q)a

3.6-chizma 3.7-chizma

3.2-8. Statistik o'rta miqgdorlar va iqtisodiy masalalarni
yechishning tengsizliklar usuli

Ko'plab igtisodiy masalalar bir yoki ko‘p argumentli funksiyalaming
ekstremal qiymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni
yechishning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi.
Bu holat ko'plab noqulayliklarga ega. XX asming 60-yillarida ekstremal
masalalarni yechishda qulaylik tug’diradigan “geometrik dasturlash” nomli
yo nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan
foydalanmasdan, matematikada keng qoMlaniladigan ayrim tengsizliklar
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yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz
tengsizliklar hamdapozinomlar usulini bayon etamiz va igtisodiyotga oid
masalalarni yechib ko'rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to'xtalamiz.
Quyida ba'zi statistik o'rta migdorlar ta’rifini keltiramiz.

Faraz qgilaylik, xxx2,...,x,, - musbat sonlar yoki biror sohada

aniglangan va musbat giymatlar gabul giladigan funksiyalar bo‘Isin. Quyida
4 ta o‘rta migdomi yozamiz:

H,, = —----j-"--—--—--— - 0'rta garmonik miqgdor;
—t— .t —

£— £3——- o
I, =yx\- x2-... x,, - o‘rta geometrik miqdor;

X, +XT+..+X, . . A
A, - —=----—--1—--"2 - o'rta arifmetik migdor;

n

D,,=J-(x,2+X2 +...+ X2) - ° ‘rta kvadratik migdor.

Shu o‘rta migdorlar orasida ushbu

HAatlManAniin (3.1)
tengsizliklaro'rinli, undatenglik ishorasi fagatx, = jc, =...= x"bo'lgandagina
o‘rinli. Biz I',, S A,,,ya’ni

V*r*2'. ex, h-(x, +Jg+...+ X,,) 3.2)
n

tengsizlikni ko'ramiz. Ba’zi hollarda bu tengsizlikdan matematik
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish
mumkin. Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalarni yechish usuli
tengsizliklar usuli deb ataladi.

Ikki holni alohida-alohida ko'ramiz.

1°- hoi. Faraz qilaylik, x, = x, (t) >0, x2=x2(/) >0,... x,, =xn(/) >0,

V/e (a,b) va x, +x2+ ..+ X, =0, a=const> 0 bo'lsin. Bu holda (3.2)
tengsizlik "I*-x2- x ,,5 ?ko'rinishni oladi. Quyidagi masalani ko'raylik:
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»

X, +X2+..+X,, =a, a=const.
(3.3)

X, >0, x2>0, ....xH>0.

Bu (3.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tcngliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chigarish usuli bilan,
umumiy holda esa, Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar
diflerensial hisobdan foydalanadi va ko'plab hisob-kitoblami talab etadi.
Ko'rilayotgan holda, agar masala (3.3) ko'rinishga keltirilgan bo'lsa, uning
yechimini darhol yozish mumkin:

(34)

Masalalar ko'ramiz.
1-masala. To'g'ri to'rtburchakning yarim pcrimctri berilgan:

X, +x2=p .To'g'ri to'rtburchakning tomonlarix, va x2ganday bo'lganda

uning yuzi eng katta bo'ladi?
Yechish. Masala quyidagi

X,-X2—>max,

XX+x2=p, p>0,
ko'rinishda yoziladi. Undan = 2,a =p. Masaianing yechimi (3.4) bo'yicha
yoziladi: mox(x,-x2)=" j >x,=x2=-",

2-masala. Ushbu f(x)=ax(b-x)->max, 0 <x<b, a>0, masala
yechilsin.
Yechish. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: x, = x, x2=b - x. Unda

xi +xi =b =const.Yanax, = x2tenglamam x ga nisbatan yechamiz: x=b-

*m e Dcmak-
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3-masala. Tomoni p bo'lgan kvadrat shaklida buyum berilgan. Shu
buyumdan shunday usti ochiq to'rtburchakli parallelepiped yasash kerakki,
uning hajmi eng kana bo'lsin.

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo'lgan
(ravshanki, 0 <x <p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi
shtrixlangan gismini yugoriga ko'taramiz. Natijada parallelepiped hosil bo'ladi

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi K(x)=xe*(p-2x)2-

X X
3.8a-chizma 3.86-chizma 3.9-chizma

Biz ushbu V(x) =x-(p- 2x)2-> max, 0 <x <pl2 masalaga keldik.

Uni yechish uchun (3.3) ko'rinishga keltirish kerak. V(x) funksiyani
quyidagicha yozamiz:

V(x)=x (p - 2xXp- 2x)= -4Ux- (p - 2x)(p- 2x)

Endi x,=4x, x2=x3=p-2x desak, x,+x2+x3=2p bo'ladi.

Undan=3va 4x=p-2x dan x=p/6 kelib chigadi. Shunday qilib,
masalaningyechimini yozish mumkin:

max v(x)=v{" \="-
o< J u J 27
2

2-hol. Faraz etaylik, X,=X,(f)>0, x2=x2(/)>0,

X, =X, (/)>0, Vte (a,b) va x, +x2+...+x, =b, b =const>0
bo'lsin. Bunda (3.2) tengsizlik <*b EW(X,+X2+...+X,,) ko'rinishga

46



keladi. Shuning uchun min(xl+x1+...+x,)=nBbb bo'ladi, yana

X, =x2=...=x, bo'lganda x, =V* ,»= 12, ., nga egamiz.
Endi quyidagi masalani ko‘raylik;
X, -X2e...8X,, ->mm,
X, +X2+..+X, =b, b =const,
(3.5)
X, >0, x2>0, ..,xH>0.

Ravshanki, (3.5) masala ham chizigsiz dasturlashning shartlari tcngliklar
bilan berilgan shartli minimum masalasidir. Ma’lumki, bunday masalani
yechish turli giyinchiliklar bilan bog‘lig. Ammo ko'rilayotgan holda (3.5)
masalaning yechimini osonlik bilan yozamiz:

min (x, ®xX2-...-x9)=MN"Y b,
36
X,=X2=..=x,=V*, (36)

4-masala. Yuzasi S bo Igan to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan. Uning
tomonlari ganday bo'lganda perimetri eng kichik bo'ladi?
Yechish. Masala quyidagichayoziladi:

X, + x2 —>min ,

x2=S. J
Masala (3.5) ko'rinishda bo'lgani uchun yechimni darhol yozish mumkin:
min (x) +x2) = 2yfs, xl=x2=y/S .
5-masala. (Eng vaxshi konserva idishi hagidagi masala). Hajmi V

bo‘lgan silindr shaklidagi konscn a idishi berilgan Silindr asosining radiusi
r vabalandligi h ganday bo'lganda uning narxi eng arzon boMadi?

Yechish. Silindr hajmi V =n r2h formula bilan hisoblanadi. Agar silindr-

nmg toliq sirti eng kam bo‘lIsa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng
kam bo'ladi vaeng arzon bo'ladi. Shu sababli masala quyidagicha go'yiladi:

S=2n-r2+2n-r-h-*min, V ~nrah-

Masalaning qo'yilishini soddalashtinsh mumkin. Aniqrog'i, h = ——-

n* ~ ga qo'ysak, masala ushbu
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S(r)= 2;|-r2+-?-\-{--->min, 0<r<+o00
r
- . . . 2 V.V . .
ko'rinishga keladi. Endi £(r)ni S(r)=2nr +—+— ko'rinishdayozamiz.

\Y
Ushbu X,=2a-r , x2 ~Xx3=— belgilashlar kiritamiz. Unda

vV V 2
D, *2*3 =29 & 2oemv =2n-Y 2 bo'ladi. So'ngra 2ar =
r r

1|<

tenglamani yechamiz: r0=\JV/2n . Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini

yozamiz:
T/nN29-r2+ — ~=3722q-V2t (0=
, _V
Ravshanki, - - T_2ro.
ar

Xulosa. Berilgan F hajmli konserva idishi eng arzon bo'lishi uchun

nr
uning o'q kesimi kvadrat bo'lishi kerak, ya’'ni =2r0, ro=v~" e

3.3-8. Iqgtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo'lgan funksiyalaming muayyan
sinfidan iborat.
bN-tarif Ushbu
f(x)=cxa, ¢>0, aeR, x>0 3.7)

ko'rinishdagi har bir funksiya bir o'zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.
Ixtiyoriy musbat haqigiy son s bunga misol bo'la oladi, chunki s = s X°;
igtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chigarish funksiyasi uchun

o'rtacha mehnat unumdorligi f(k)=alka bir o'zgaruvchili bir hadli
pozinomdir. Unda a0>0, 0<a<|l, *> 0- qurollanganlik (3.10a, 3.10ft,

3.10c-chizmalar).
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y=c>0

01 X
3.10a-chizma 3.10c-chizma

3.1-ta’rif. Ushbu

/(x)=c,xa' +cX“2+...+cBa", ¢, >0, a,e R, i=\n x>0 (3.8)

Ko 'rinishdagi har birfunksiya bir o 'zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.

Masalan. i+ x*mP + XC' P - uch hadli. ax+—a>0,b>0 - ikki
X
hadli, n“w~"~x+—+— +..+— - (u + 1) hadli bir o'zgaruvchili
X x 2 "
pozinom lar

Pozinomlaming ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:

1°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlaryig‘indisi vana pozinom bo'ladi.

2°. Chekli sondagi ixtivoriy pozinomlar ko'pavtmasi yana pozinom
bo'ladi.

3°. Ixtiyoriy hadli pozinomning bir hadli pozinomga nisbati yana pozinom
bo'ladi.

Natijalar.

1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyoriy natural darajasi yana
pozinom bo'ladi.

2. Ixtiyoriy pozinomning musbat haqigiy songa ko'pavtmasi (bo'linmasi)
yana pozinom bo'ladi.

3.3-ta'rif. Agar (3.8) pozinom uchun ushbu

c,0,+c2+..+csm 9=0 (3.9)

sonli tenglik o 'rinli bo ‘Isa, (3.8) regular pozinom deyiladi.

Regular pozinomlar igtisodiv masalalami vechishda muhim ahamiyatga
ega. Regular pozinomlarga misollar keltiramiz:
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/@r)=c, c=const>0 ; /(*)=*+ —;
a 2x

58():X+ X-M.']2[3+ X.“*Ji:); 7{*54:9('-&'-_':_]2)(1__)?. _X})__‘__”+ 1 )

X

3.1-teorema. Agar (3.8) pozinom regular bo'lsa, unda shupozinom
0 'zining eng kichik giymatiga x = 1 bo 'lganda erishadi, ya ni

W/=s0)=c, +c2+...+c,, ,

bunda u / belgi pozinomlaming eng kichik giymatini anglatadi.

Masalan, n (*+"j=2, n(x+x'"nlp+ x_co™p)=3,

V t2 X X 2 x" 2

3.1-teoremaga ko‘ra regular pozinomning eng kichik giymatini topish
uchun uning giymatini x= 1 bo'lganda hisoblash kerak. Bundan x= 1
nugta regular pozinom uchun statsionar nugta ekani kelib chiqadi, ya’ni

/'(1)=0 tenglik bajariladi. Agar qo‘yilgan masalani hosila usuli bilan
yechmogqchi bo'lsak, statsionar nuqtalami topish uchun ushbu:
a,cxerl +azx“21+..+a,c,xa""*=0
yoki, baribir:
arx"l+azXx“l+..+a,c(x°" =0

tenglamani yechishga to‘g‘ri keladi. Ammo bu tenglamani yechish

Ww + 1) J
katta qiyinchiliklar bilan bog'langan. Masalan, 7/ (*)= ------ 2 ----- X+ —+
X
\% nn+1)
x2” yT Poznom regular v LL/=/0) =— -— +". Shu funk-
siyaning hosilasini topamiz:
AR A S S S



nin+l) 1 2
Endi /'(*) =0 tenglama 2 *92 4

ko rinishda bo'lib, u (n + 1) - darajali algebraik tcnglamadan iborat. Uni
yechish mushkul ish. Ammo r = 1 giymat shu tenglamani ganoatlantiradi.
Haqigatan ham,

(< 1)- _n(n+D) n(n+l) Q
' 2 2

Agar (3.8) pozinom noregular bo‘lsa, ya'ni (3.9) sonli tenglik baja-
rilmasa, unda ba’zi hollarda (3.8) pozinom o'zgaruvchini almashtirish
yordamida yangi o'zgaruvchi bo'yicha regular pozinomga kcltirilishi
mumkin.

3.2-teorema. Agar (3.8) pozinom noregular bo 1ib, a, va ct;
i ®j , sonlarning kamida biliajuflligi uchun a , a ; <0 tengsizlik o nnli

bo'lsa, unda x = xitly almashtirish yordamida (3.8) pozinom yangi y

0 'zgaruvchiga nisbatan regular pozinomga keltirilishi mumkin, bunda x0
ushbu

ajr*x®+axXxe°]+..+a,caxa =0 (310)

tenglamaning musbat yechimi.
Isbot Soddalik uchun teoremani n = 2 bo'lganda isbotlaymiz. (3.8)

pozinom n=2da /(x)=c™ A +cX“l, c,a, +cza 2P0 ko'rinishga ega

bo'ladi. (3.10) tenglama esa a”~ x #+aZX“J =0 ko'rinishda yoziladi.

Uning yechimi

(3.11)

Endi x = X0y almashtirish bajaramiz:



l‘2
. v
I N
Hosil bo‘lgan ifoda y ga nisbatan regular pozinom, hagigatan. avvalo

> 0 chunki a, a 2<0 , golaversa,
2

Cja, + (-c,al/a2)-a2=c,a, -c,a, =0.

Tcorema isbot bo'ldi.

3.1-teorcmaning natijasi. u/ =/ (x0), u/. =7/.() =7/ (x0).

Misollar ko'ramiz.

I-misol. f(x)=ax+—-> min

X

Yechish. Ravshanki. a \+be(-{)=a-b.Agar a-b =0 bo'lsa,

/ (x) regular bo'ladi va n/ =2a .Agar a-b® 0 bo'lsa, a, =1,

a2=-1 va o, a2=-1<0 bo'lgani uchun pozinomni regular ko'ri-

nishga keltirish mumkin. xgni topish uchun tcgishli tcnglamani yozamiz:

I b
a-Ix+6 (-1)-=0 vyoki a-x— =0.
X X
Bu tcnglamaning musbat vechimi =Jb/a . Ushbu x=Jb/ay

almashtirish bajaramiz.
My)=a J--y+ jf =-Jaby+ =-labmy,._
) Voy Jb/a-y y y y>
Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun L/.=7.(l) =

=2 «Jab . Ikkinchi tomondan,

u/=/(x0)=«.M+ * =2
Jbfa
2-misol. /(x)=x2+2x+—+-2£l- min, N>0.
X X
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Yechish. Ravshanki, 1- 2+ 2-1 + N- (-1)- - + > o(-2)- -Xr=0.
X X

Ko'rinadiki, berilgan pozinom W= 2 bo'lganda regular va 1 /= 6
bo'ladi. Endi N # 2 bo'lsin. Unda X0ni topish uchun tegishli tenglamani

yozamiz:

1-2-x2+ 2-1- X+ N1 (-1)-—+ -7 --(-2) -~y =0

yolzi. 2 x2+2—x+.'_\_|_____!§lyz -
X X

Bu tenglamani (x+1)-~2-x— ko'rinishda yozish mumkin.

Uning musbat yechimi Xx0=\jN/2 bo'ladi. Endi x=x0y almashtirish
bajaramiz:
m - m [ | +«*»—y+2— -

Hosil bo'lgan pozinomning regularligini tekshirish giyin emas. Demalk,

| \Y/ /"
L /=/(*0)=/'0)=3- (\gl\/r

Endi pozinomlar bilan bog'langan iqtisodiy masalalarni ko'ramiz.
1-misol. Xx-y =S, X+y —>min ,x>0,y>0 (shu bobning 3.2-§ ga
garang).

X S
Yechish. ¥ ~~ |, /7(*) =x + e Bu pozinom S = 1 bo'lganda regu-
(o]

larva min/(x)=/(1)= 2. Agar S ®1 bo'lsa, j;0=-Js va X=-Js-y
almashtirish /e (y)=-Js-(y+Il/y) Ea °*‘b keladi. Shu sababli
AN/ =/(VS)=/.(1)=2-V5.
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2-misol. S(r)=2nr2+2-K/r-»min, r>0. (3.2-§ ga garang).

Yechish. Agar V=2n bo'lsa, S(r) regular bo'ladi va
la5=5(1)=6a . Agar Y+2n bo'lsa, S(r) noregular va a, =2,
a2=-1, va a, =al2=-2< 0 . Demak, pozinomni regular ko'rinishga

keltirish mumkin. r = rOmy dargni 4ner ----2-:-Y= 0 tenglamadan topamiz:
r

r0=\jv/2n .Endi r =r0y almashtirish bajarsak, ushbu

S(r)=S(ro>>=S.(y)=v2nV2-y2+Vv\6nV2-i
Yy

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi
AN2aK2-2+V16nV2e(-\)=2-\j2nV2-2-\j2nV2=0

sonli tenglikdan kelib chigadi. Shunday qilib,
nS =S(r0)=S.\)=3*j2nV2, Ow\]y/2K
Bizyuqoridabir o'zgaruvchili pozinomlargato'xtaldik.
3.4 - la’rtf Ushbu
f(x,y) =cxayp, c¢>0, ae R, pe R, x>0, y>0

ko'rinishdagi funksiya bir hadli ikki o'zgaruvchili pozinom deyiladi.
Masalan, 2x>'2, x~'y, xayla lar ikki o'zgaruvchili pozinomdir.

Igtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo'ladigan Kobb-Duglas ishlab chigarish

funksiyasi F(L,K)=a0OKaLIl~*,a0>0, 0<a<1,K>0,1>0, ko'rinishda

yoziladi, unda K-asosiy fondlar hajmini, Z,-mehnat resurslari hajmini,
F(L, K) esa ishlab chigarilgan mahsulot migdorini anglatadi. Shu F(L, K)
bir hadli ikki L va K o'zgaruvchili pozinomdir.

3.5-ta'rif Ushbu

f(x],x2,..,xn) =cx*,x2*..jc°\ ¢>0, a,eii, xt>0, 1=1.n
ko'rinishdagi funksiya bir hadli n o'zgaruvchili pozinom deyiladi
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3-bobga oid masalalar
l. Quyidagi ekstremal masalalar tengsizliklar usuli bilan yechilsin

(n—1, 2, ..):

A 1 /(xX)=]x3(4-nx)-»max, 0<x<-.
3 n

3. /(X)=x-Vn-x -*max, 0<x<n-
4- /(x)=x2-(n-x3)->max, 0<x<\fn-
5. /(x)=x3-Vn-x3->max, 0<x<Ifn-

6- /(x)=x (n-Vx)->max, O<x<w3-

B. 1. /(x)=-+-~"y-*min, x>0.

n 2x

2. /(X)=NX2+ e >min, x>0
n x
2

3 /(xX)= n-x+-?=-> min, x>0
VX

4. f(x)=n"+ — -»min, x>0
n-vx

5. 7/(x)= Vx + —-»min, x>0.
X

6. /(X)=n-VT+— ->min, x>0
M bl X

1. Quyidagi pozinomlar regularlikka tekshirilsin va minimal giymati
topilsin (n=1,2,...):

1. /(e*)=ax+—, a>0, fe>0.
X
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2. f(x) =x+x-02i +xtialfi.

3. f(x)=2x2+-~—"

n-x
4. Mx)=\ix+~.
X
X, u 2 mn r
5. 7%= +Q,D,C;r(-+—_x—.

n

6. )-I(*L)lz *2+,£l,C)IJ/ZI-+-

- iNo

II. Muntazam uchburchak shaklidagi materiallardan maksimal hajmli
usti ochig uchburchakli prizma shaklidagi idish yasalsin.

3-bobga oid nazorat savollari

1. Igtisodiyotdajamlama, o‘rta va limit migdorlar ta’rifini keltiring.

2. Jamlama, o'rta va limit migdorlar orasidagi bog'lanishni gapirib bering.

3. Statik o'rta migdorlar ta’rifini keltiring.

4. Statik o'rta migdorlar orasida ganday bog'lanish bor?

5. O'rta arifmetik va o'rta geometrik migdorlar orasidagi bog'lanishdan
ganday masalalarni yechishda foydalanish mumkin.

6. Pozinom ta'rifini keltiring.

7. Birva n hadli bir o'’zgaruvchili pozinom ta’rifini bering.

8. Regular pozinom ta'rifini ayting.

9. Regular pozinomlaming eng kichik giymati haqidagi teoremani ayting.

10. Qanday shart bajarilganda noregular pozinom o'zgaruvchini
almashtirish yordamida regular ko'rinishga keltirilishi mumkin?
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4-bob. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING
MASALALARNI ANALIZ QILISHDA QO'LLANISHI

Elastiklik tushunchasi iqtisodiy ko'rsatkichlaming o'zgarishini analiz
gilishda muhim ahamiyatga ega. Bu tushuncha tatbiqiy masalalami yechishda
keng go'llaniladigan difTerensial hisobdan foydalanadi.

4.1-8. Funksiya elastikligi va uning geometrik ma’nosi

Deylik, x va y lar o'zgaruvchilar hamda Yy o'zgaruvchi X
o'zgaruvchiga bog'lig bo'lsin. Bu bog'liglik y =/(x) funksiya yorda-
mida tavsiflansin. Bunda, odatda, X - erkli o'zgaruvchi, y esa erksiz
o'zgaruvchi (ya'ni X ning funksiyasi) deb ataladi. Erksiz o'zgaruvchi ikki
yoki undan ko'p erkli o'zgaruvchiga bog'lig bo'lishi ham mumkin, ma-
salan. z=/(x, y), z=/7(X]tX, ... xa) . Iqgtisodiyotda erksiz
o'zgaruvchi erkli o'zgaruvchi (yoki o'zgaruvchilar) o'zgarishiga ganday
ta’sirlanishini aniglash (bilish) muhim ahamiyatga ega. Ko'pincha, erkli
o'zgaruvchilar 1 (bir) protsent (foiz) o'zgarganda erksiz o'zgaruvchining
o'zgarishini tekshirishga to'g'ri keladi. Ma’lumki, funksiyaning argu-
ment o'zgarishiga garab o'zgarishi uning hosilasi yordamida aniglana-
di. Igtisodiyotda bunday usul noqulaylikka olib keladi, chunki funksiyaning
son giymati o'lchov birligini tanlashga bog'lig. Bu holatni misolda
tushuntiramiz. Faraz etaylik, p - shakar narxi, Q{p) - shakarga bo'lgan
talab funksiyasi bo'lsin. Agar shakar narxi so'mlarda bo'lsa, ushbu

AQ
0 Ap
hosilaning o'lchov birligini aniglaylik. Agar Q (p) kilogrammlarda yoki

S
sentnerlarda o'lchansa, hosila -——- yoki —m— lar bilan aniglanadi. Bu
som som

t kg
sonlar turlicha, o'zaro teng emas. Masalan, agar Q(Po) = 00 om
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bo'lsa, Q(P0) ~ 5 —-— bo'ladi. Bu sonlar o'zaro teng emas. Shu
som

sababli argumentning bir protsent (foiz) o'zgarishiga qarab funksiyaning
o'zgarishini aniglaydigano'lchov birliklarigabog'lig bo'Imaydigan tushuncha
kiritish zaruriyati tug'iladi. Bunday tushunchani Kiritish uchun nisbiy
o'zgarishlami aniqglaydigan miqdorlami keltiramiz:

&
Y - erksiz o'zgaruvchining (funksiyaning) nisbiy o'zgarishi;

AX
— -erkli o‘zgaruvchining (argumentning) nisbiy O‘zgarishi;

4.1-ta'rif Bir o'zgaruvchilifunksiya elaslikligi deb erksiz va erkli
o0 'zgaruvchilar nisbiy o 'zgarishlari nisbatining Ax nolga inlilgandagi

limitiga aytiladi va Ex(y) kabi belgilanadi:

Et(y)= i
) )&l,’;b y X ) m»onNdae yJ y AX *

Ay
Agar ~im —  mavjud bo'lsa, unda Ex(y) uchun formula quyidagi
re _ d\ny
ko'rinishdayoziladi: ~Jj\nXx -

O'rta giymatlarta’rifidan foydalanib, elastiklik formulasini ushbu

E(y). xf(x)_Mf
x[Y f(x) Af
ko'rinishda yozish mumkin. Bunda M f-f funksiyaning X nuqtadagi
marjinal giymati, Af -/funksiyaningX nuqtadagi o'rta giymati.
Ikki va ko'p argumentli funksiyalarning muayyan argumenti bo'yicha
elastikligi ham yuqoridagi kabi kiritiladi.
4.2 -ta’rif. Ushbu z=f(x],x2,—Xx,,) funksiyaning x. argumenti
bo 'yicha elastikligi deb

"AT : AO
E, (2)= lim
» v Ax(—>0 Z ' X ]

limitga aytiladi.



Ta'rifga ko*ra: E/NIr) - — ~ —, 1=1.2,..n.
' AX Z

z=f(x,y) boMgan holda elastiklik uchun

** ENIX)Ww*2-Y
ax i Ay z
formulaga egamiz.
Ko‘p argumentli funksiyalar uchun ishlab chiqgarish elastikligi deb barcha
argumentlar bo'yicha elastikliklar yig'indisiga aytiladi va

r f dz xidz vy
-(2) bax/ z 1 dx z dy z-

Agar |E Ma(r)]>1, ( |EGAn (r)]>1 ) tengsizlik bajarilsa, ishlab

chigarish elastik deyiladi.

Endi bir argumentli funksiya elastikligining geometrik ma’nosiga
to'xtalamiz. Ravshanki,™ =/ (*) funksiya differensiallanuvchi deb qaraladi.
Ta’kidlab o'tamizki, igtisodiy ma’nosi bo'yicha”™ =/ ( X ) funksiya grafigi
birinchi chorakdajoylashgan va har bir nugtasida urinma mavjud. Bu urinma
koordinata o'glari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizmalarda
urinmalaming mumkin bo‘lgan holatlari keltirilgan.
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik formulasini keltiramiz, ular
elastiklikning geometrik ma’nosini anglatadi.

CB CB

L E*{y)=~ bl <0’ 2mEfly)=~ca<0;
CB CB

5. 6.

Elastiklik uchun keltirilgan formulalardan ko'rinadiki, elastiklik>= 7/ (x)
funksiya grafigiga C (x,y) ,x> 0,y > 0 nugtada o‘tkazilgan urinmaning
urinish nuqtasidan ordinata o‘qigacha bo'lgan masofaning shu nuqgtadan
abssissa 0'gi bilan kesishish nuqtasigacha bo'lgan masofaga nisbatiga teng
bo'lib. ishoraurinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniglanadi. Masa-

lan, | holda ishora /g(180° -a) =tga<0 ga ko‘ra manfiy bo'ladi. 2

holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini
paygash qiyin emas.

Agarl-2-hollardaC5 = C4 bo'lsa, EJ(y)= 1 bo'ladi. Qolgan hollarda
CB ®CA .Ammo CB = CA hoi urinma koordinata boshidan o'tgandagina

mumkin. Bunda E/y)= 1 bo'ladi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan
o'tadigan hoi ro'y bermaydi.

CB

Endi I-holda = LA formulaelastiklikni anglatishini isbot

gilamiz. ADC uchburchakdan vy,(x)=/g(180°-a)=-/ga, ya’'ni

Iga =-f'(x). Shu uchburchakdan =~ ~ - ~ 2. Shuning uchun

>/ (jn=~ ~ vyoki f(x) ~0~aBa egamiz. CBE va

ACD uchburchaklar o'xshashligidan

CA AD ¥y CA '{ f(x)j 7 -
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CB
Bundan EXx(y) = A formula kelib chigadi.

Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o ‘xshash isbotlanadi.
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot gilamiz. 4.3-chizmaga

CD f(x) CB OD X
ko'ra '*“=~=777 wva cl wnb5""75

w / (
chigadi. Avvalo ravshanki, tga = f\ x) . Shuning uchun nn f'(x) va

— X = ()N ()£ ()
CA f\x) f(x) tAy) kc, bchlqadl

4.3-ta’rif. Elastiklikning absolul miqgdori \Ex(y) | elastiklik
koeffitsiyenti deyiladi.

4.4-fa'rtf Agar biror igtisodiy ko'rsatkich uchun elastiklik
koeffitsiyenti birdan katta bo 'Isa, tegishli ko ‘rsatkichning o zganshi
elastik deyiladi.

4.2-§. Elastiklik xossalari va clcmentar funksiyalarning
clastikligi

Elastiklik quyidagi xossalarga ega:
1* Elastiklik o‘lchovsiz migdor, uning giymati x va y lar o‘lchov
birligiga bog‘liqg emas, ya’ni
E ax(by) = Ex(y)
Isbot.
Eax(by)=""nb~=— bdy:— adx =—— —Ex(y)
*° dinox by ax ydx

2* Ozaro teskari funksiyalarning elastikliklari ham o‘zaro teskari
boiadi, ya'ni

Ex(y)= £ Alx) .
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dy x 1 1
dxy dxy Ey®X)
dy x

Isbot. Ex(y) —

Masalan, narx bo'\ icha talab elastikligi talab bo'yicha narx elastikligi

bilan o‘zaro teskari migdorlar, ya’ni Ep(Q) = [£0(/?)] 1.
3*. Bir xil argument X ga bogMiq ikki funksiya ko‘paytmasining
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari vig indisiga teng, ya’'ni
Ex(uv)=Ex(u)+Ex(Vv).
Isbot.

£*(mv) :En \_/LX = ST_'_‘_’_f_T_‘_")_X = EX +V_'X = Ex(u)+Ex(\/) .
MV M \Y

Bu xossa ko paytma logarifmi xossasiga o'xshash
4'. Bir xil argument X ga bog‘lig ikki u(x) va v(x), v(x)~0,

funksiya nisbati elastikligi shu funksiyalar elastikliklari ayirmasiga teng,
ya'ni

Ishot.

(y) * Vx u'v-uv' ux Vx )
\w %/ . 2 " V Ex(u)-Ex(v)

5% Ikki funksiyayig‘indisi (ayirmasi) ning elastikligi quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:

i — +
E)( uE))(ég_);vE gv) nay.
utv
Endi elementar funksiyalarning elastikligi uchun formulalami
keltiramiz:

1. y=C, C=const®0; £>XC)=0.
2. y=X, Ex(x)=1.
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3. y=xa, Ex(Xa)=a.
4. y=ax, Ex(a*)=x1lna; Ex(ex)= x-
5. .y=sin.r, EX(sin g= Xctg X .

6. y=cosx, Ex(cosx)=-xlgx .

Ushbu tg jc, ctgjr, Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgjr funk-

siyalarning elastikligi formulalarini ham chigarish mumkin.
Endi I°-5° xossalar bo‘yicha elastiklikni hisoblashga doir misollar
ko‘ramiz:

L 7(*)=2x\\  £,CK)=2.(£,(x3)+ £,(~))=2.(3 + ag).

2. /100 =4 * ENY)=EXY)~ Ex(xr)=x\nb-2.
X

3. /(*)= Sn2x, Ex(y)=Ex(sin2x)~Ex(cosx)=2xctg2x-xtgx’
COSX

n rT **EJIx4)+e2EXx(e2r) 4xA+2xeX
4. J\x)~x +e » Nyov) 4 2x 4 2%
X+ e X+e

Chizigli funksiyaning elastikligiga alohida to'xtab o'tamiz. Ravshanki,

agar y=ax + b bo'lsa, uning elastikligi ushbu

Ex(ax+b)=-" —
ax+b

formulayordamida hisoblanadi.

a< 0 bo'lganda (narh bo'yicha talab funksiyasi uchun), uch hoi yuz
beradi:

1. b®0, x=0 bo'lganda Ex(y)= 0.

ax . b
2. r=_1,a r X=~_~ bo'lsa. Bu holda E, = 1.
ax+b ~ gg 2a )

b
3. x=— bo'lganda Ex(y)=-oo0 bo'ladi.
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Shunday qilib, a < 0 bo'lganda chiziqgli funksiyaning elastikligi uchun
quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin (4.7 chizma)

x=0:
-l<gxOr)<-1, O<x<_|—b; a<0;
a
£.00- Ex(y)=-\, ~— <
2 aa
i b

-1

4.7-chizma

Yuqondagi mulohazalardan a < 0 bo'lganda elastiklik chizigli funksiya
grafigining og'ishiga (burchak kocffitsiyentiga) bog'lig boiib golmasdan.
elastiklik ganday nuqtada hisoblanayotganiga ham bog'liq

4.3-8. Elastiklik interval! va uning bozor iqtisodiyotiga bog‘ligligi

Ta rifbo'yicha elastiklik koeffitsiyenti |EX(>»)) musbatvaxga bog'liq.

Agar |EX(y)j > 1 tengsizlik bajarilsa,jarayon elastik bolishini aytib o'tgan

edik. Shu tengsizlik vechimi biror intervaldan iborat bo‘lib, uni elastiklik
intervali deyiladi.

Elastiklik intervalini topishga doir misollar ko'ramiz.
1-misol. y=-2x + 4 (talab funksiyasi, x - narx, x > 0). Unda

0=-2<0, b=4. Endi -2x +4>0 dan x<2 kelib chigadi.
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Ex(y)= . 2XT ; Ushbu - & >1 tengsizlikni yechamiz. x <2
-2X+4 -2x+4

- 2x
bo'lgani uchun—? +4~ 4x >4, ya'ni x> 1Kkelib chigadi.

Shunday qilib, 1<x< 2 berilgan chiziqli talab funksiyasi uchun elastiklik
intervali bo'ladi (4.8-chizma).

O~ x£x0,

2 A _f’ o
-misol. y=I

Jx-x0, x£O

Bu taklif funksiyasi bo'lib, X® x0 da / = 5 ®, X > X . Shuning uchun
Jx—:
ENy)=; I'X
y) 2Jx-x0-,Jx-x0 2 (x-x0)

Endi elastiklik intervalini

->1

2 (x-x0)
tengsizlikdan topamiz. Undan x>2(x-x0 va X <2x0 kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan chizigsiz taklif funksiyasi uchun x0< x < 2x0
elastiklik intervali bo'ladi.

Eslatma. Elastiklik intervali hagidagi mulohazalardan kelib chigadiki,
mabhsulotlarni narxi elastiklik intervalini ganoatlantiradigan bozorlarga olib
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlar tagsimoti daromad
maksimal bo'ladigan qilib amalga oshiriladi.
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4-bobga oid masalalar
A. Quyidagi talab va taklif funksivalari uchun elastiklik va elastiklik
intervali topilsin (mahsulot narhi x-musbat):

l.y=2-/7n, x£3- 2.>':-‘)‘(+E1. 3. y=-x+ 12.
X -
4. ¥Y=-~+15 5.y=Jx-1, xil- 6. y=x2+l-
x3
7.y =-x2+1. 8 >=y+3 9. y=-3x + 15.
0.y ~ + L M. y=2-Yx+3- 12, y=-3%fx + 4
B. Quyidagi funksiyalaming elastikligi hisoblansin:
1. y=arctgx. 2. »=cos(Inx) 3. ><=arccosx
4. y =xeln. 5. y =Xx2e* 6. y =x2sinx -
al a* COSX
7. Y=— | 8 N= 9. ¥=
X X
10 In2x y ax+b oyt
L y= n. y= , 12. y=2x+3exX
y X cx +d y

V. 4.2; 4.4 -~.6 chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik
ma’nosi isbotlansin.

4-bobga oid nazorat savollari
. Bir argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.
. Ikki va ko‘p argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.
. Bir argumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima?
. Ikki argumentli funksiya uchun ishlab chigarish elastikligi nima?
5. Elastiklikning geometrik ma’nosini (6 ta holni) aytib bering.
6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering.
7. Elastiklik intervali nima?
Chiziqgli, chizigsiz talab va taklif funksiyalarining elastikligi ganday
hisoblanadi?

B W N
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5-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF) VA
ULARNING IQTISODIY JARAYONLARNI 0 ‘RGANISHDA
TUTGAN 0 ‘RNI

Igtisodiyjarayonlami ICHF yordamida tadgigot qilish XX asming birinchi
yarmida amerikalik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan.
Ulardan birinchisi matematik. ikkinchisi esa igtisodchi bo'lgan. Ular birgalikda
ilmiy-tadqiqot ishlari olib borishgan. Jumladan. AQSH uchun 1900-1922-
yillarga oid makroiqtisodiy statistik ma’lumotlarni sinchkovlik bilan
o‘rganishgan. Ma’lumki, ishlab chigarish faoliyatini makroiqtisodiy
ko‘rsatkichlaming o'zgarishi belgilaydi. Ishlab chigarilgan mahsulot haj-
mi (milliy daromad hajmi) V, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi K va
sarflangan mehnat (mehnat resurslari) hajmi asosiy makroiqtisodiy ko‘r-
satkichlardir. K.Kobb va P.Duglaslar shu ko'rsatkichlar orasidagi bog'lanishni
iloji boricha aniq ifodalab beradigan funksiyalarning parametrik sinfini topish
masalasini qo'yishgan. Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu

Y =a0Kal?
ko'rinishda izlashni tavsiya etgan va awaldan a0, a, P parametrlarga
quyidagi

a,>0, a£0, P"O, a+P=1 (5.1)

shartlami qo‘ygan. Ular parametrlaming statistik ma’lumotlarga mos giymat-
larini eng kichik kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko'rilayotgan holda ushbu

®d(al,a,P)= (tni1~-Ina0-aln~-pinz,,)"-> min (5.2)
/-1899

masala go‘yilgan. Bu (5.2) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum masalasidir. Aniqrog'i, (5.1) shartlarni ganoatlantiradigan

a0, a va p lar ichidan ®(a0,a,P) funksiyaga eng kichik giymat
beradigan (a0, a, P ) uchlikni topish lozim bo'ladi. Hisoblashlar natijasida

quyidagi a0,a, P lartopildi:



(5.3)

Keyinrogbu funksiyava Y =a0OK aL? ko'rinishdagi funksivalar Kobb-

Duglas funksiyasi nomini oldi.

Tadqigotnatijalari 1928-yilda "Ishlab chiqarish nazarivasi” nomli mago-
lada chop etildi (A theory ofproduction. - “American Economic Review”,
v.18 Nel, 1928), (5.3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan
bo'ldi Shundan kcyin ICHFnazariyasi keng ko'lamdarivojlanib ketdi. ICHF ning
CES (Solou va boshqalar), Lcontev, Sato kabi yangi turlari paydo bo'ldi

5.1-8. Bir va ko‘p o'zgaruvchili ICHF hagida. Eyler teoremalari

Matcmatikada

y=m (5.4)
ko rinishda yoziladigan bir argumentli (bir o'zgaruvchili) funksiya tushun-
chasi ma lum. Unda X - erkli o'zgaruvchi. y esa- erksiz o'zgaruvchi.

5.1 - ta'rif. Agar (5.4) da erkli o zgaruvchi x sarfgilinadigan yoki
foydalaniladigan resurs ( ishlab chigarishfaktori) hajmi giymatini, erksiz
0 zgaruvchiy esa, ishlab chiganladigan mahsulot hajmi giymatini anglatsa,
unda (5.4) bir o *zgaruvchih ishlab chigarish funksiyasi (IChF) deyiladi

Igtisodiv ma'nosi bo'yicha x~ 0, y £ 0 va (5.4) funksiyaning grafigi
birinchi chorakdajoylashgan bo'ladi./ belgi igtisodiv sistcmaning resursni
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat. Makroiqgtisodivotday
maksimal ishlab chigarilgan mahsulot hajmi deb gabul gilingan. Ammo
makroiqtisodivotda parametrlardan fovdalanish evaziga bu migdor yana

ko'prog bo'lishi mumkin. Bunday holda y =f(x,a) deb yoziladi. ICHF
parametrlari vektori a deb belgilangan. Masalan, y =axa funksiyani

olaylik, unda x - sarf gilinadigan resurs miqdori, y = f(x) - ishlab
chiqgariladigan mahsulot hajmi, a va a - ICHF parametrlari,
a >0, 0 <a < 1. Shufunksiyagrafigi botigva koordinata boshidan chigadi

hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton
o'suvchi va quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
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y0=0y=axa>0, Yy=a o g#“1>0 y'=a a(a-1)-ga2<0,
limY = lim-~r~-=+00. lim Y = lim =0
ouo 4 X * X-TO X-++ao N
Ikkinchi hosilaning manfiyligi X ning ortishi bilan y ning kamayishini
anglatadi. Bu holat igtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik gonuni
deyiladi.
Bir o'zgaruvchili ICHF ichida ushbu
/(0)=0; f(x)>0; f'(x)>0; f{*)<0; Vx>0 (5.5)
shartlarni ganoatlantiradiganlari ham uchraydi. (5.4) shartlami ganoat-
lantiradigan ICHF bir o'zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF

(5.5)dan tashqari /(Ajc) = \f(x), X >0 shartni ham bajara olsa, u neo-

klassikdeyiladi. Masalan, /(jc) = ax,a>0-neoklassikICHF.Agar f(x)

funksiya uchun 7/ (Xjc)s X8/ (jc) ayniyat bajarilsa, f(x) funksiya bir
o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deyiladi.

Makroiqtisodiy darajada sarfva ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming
baholari bilan o'lchanadi. Anigrog'i, sarf gilinadigan (yoki sarf gilingan)
resurslar va ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming hajmini mos narxlariga
ko'paytmasi orgali o'lchanadi. Bir o'zgaruvchili ICHF birfaktorli ICHF
deb ham yuritiladi.

Makroiqgtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko'p o'zgaruvchili

y =f(xxx2), y=Ff(x1,x2,...,X,,) funksiyalarga o'xshash, ikki va ko'p
faktorli IChF iardantez-tezfoydalaniladi.
S.2 - ta’rif. Agar ushbu
y =f(xi,x2,—Xx,,) (5.6)

formulada xlI,x2,...,x,, o0 ‘zgaruvchilar sarf gilinadigan (yoki

foydalanadigan) resurslar hajmi giymalini (o 'zgaruvchilar soni resurslar
soniga teng), erksiz o 'zgaruvchi y - ishlab chigarilgan mahsulot migdori
bo'lib, (5.6) funksiyaning giymati Tahosini anglatsa, shu (5.6) funksiya
ko 'p argumentli ( o zgaruvchili) ICHF deyiladi.

(5.6) funksiya yana n - resursli yoki n - faktorli (umuman, ko'p
faktorli) deb ham ataladi. Igtisodiy ma’nosi bo'yicha XX X2,...,Xn o'zga-

ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu

69



to'plam ko'p faktorii ICHF ning aniglanish sohasi bo'ladi. Agar x,,x2 X,

koordinatali vektomixdebbelgilasak, R " to‘plam n o'lchovli R " fazoning
barchanomanfiv vektorlari to'plamidan iborat.

5.3 -ta'rif. (5.6) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1°. (5.6) funksiya R " sohada aniglangan, uzluksiz va birmchi hamda

ikkinchi tartibh uzluksiz xususiy hosilalarga ega.

Shu shartlami ganoatlantiradigan (5.6) funksiya n o'zgaruvchili
neoklassik ICHF deyiladi.

3° shartning ma’nosiga alohida to‘xtalamiz. Shu 3° shartni gano-
atlantiradigan funksiyalar n o'zgaruvchili chizigli - birjinsli deb ataladi.
Quyida shunday funksiyalarga misollar keltiramiz:

n

,at>0; b,>0
ai dbt, a >0, 1=1,2,...,n (kamida bitta Zuchun).
4. /(*”*2._7*”)= 0,X,2, 4Q, >0, i=1,2,...n
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n Tp .nn
5. f(x1,x2,...,x,,)=a0" Z a,*f , a,>0, /=0,1,....7/0; Z a*=1I"P> _|I-
V| / r-l
Bu misollardan ko'rinadiki, turli “tabiatli” funksiyalar chizigli-bir jinsli
bo'lishi mumkin. Chizigli-birjinsli, umumiy holda, 5 -tartibli birjinsli funk-
siyata'rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan Kiritilgan.
5.1-teorema. Agar (5.6) funksiya chizigli-birjinsli bo 1ib, R" da
birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo ‘Isa, n holda quyidagi ayniyat
o rinli:
df(x) df(x) df(x)
dx, * dx2 2 * m " x=(XI,x2,...,xn). (5.7)
5.4-ta’rif. Agar (5.6) funksiya uchun ( Vxe R™+) ushbu

f(kxxkx2,...,kxn)=\6mf (XxXux2,...,.xn), X>0; 5>0 (5.8)

ayniyato'rinli bo'lsa, uni 5 -tartibli birjinsli funksiya deyiladi.

Misollar keltiramiz:

n
1. *]=Z M *, >0>5>0, 1=12..7/».
/e
2. 1(x,,jr2,...xn)=~zZ M, J » *[>0>S8>0,/=12,..../i.
n n
3. f{xxx2,...,x,,)=a0n : Zai=8>0; a0>0a, >0 /=12...n.
i-i
4, f(x,,x2,...,x,,)="~£a,x?, a, >0, /=1,2,..,n; 5>0
8
P - (o)
5. 40 , ZI <=1»a0>0,
I_

at>0, i=12...n; p>—1 8>0.

71



5.2-teorema. 8> 0 tartibli bir jinsli funksiyalar uchun ushbu
(Vxe RD

dfg—)-(-z*i + d'f-g-)-(-zx2+...+ Ef(-X-)x .-6 7(x) /594
ax, ax?2 dx,, K >
ayniyato'rinli.

Agar 5 > 1 bo'lsa, ishlab chigarish masshtabini (ko'lamini) X (X > 1)
marta orttirilsa, bundan ishlab chigarilgan mahsulot migdori XS marta ortadi,
ya’'ni ishlab chigarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo'ladi.
Agar 5< 1 bo’lsa, ishlab chigarish samaradorligi ishlab chigarish masshtabi
ortishidan kamayadi. Nihoyat, 5 = 1 bo'lganda masshtabning ortishidan
erishiladigan samaradorlik o'zgarmas bo'ladi.

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik ICHF ta’rifidagi 3° shart bilan
bog'langan edi. Endi 4°, 5° shartlar va ulaming iqtisodiy ma’nosiga
to'xtalamiz.

4° shartdan har bir ?YS X. >q tengsizlik / (x) funksiya x bo'yicha
dax,

o'suvchi ekanini, 5°shart esa o'sish tezligining kamayib borishini anglatadi
(5.1-chizma). Albatta, x( resursni qolgan resurslar o'zgarmas bo'lganda
xohlagancha orttirib borishning ma’nosi yo'q. Bu hoi 5°shart bilan ifodalanadi.
Bunday hoi kamayuvchi samaradorlik qonuni deb ataladi. ICHF grafigi

R |+ sohada sirtni anglatadi. Agar n = 2 bo'lsa, ICHF grafigi R+ sohada

joylashgan va qavariqligi yugoriga garagan sirtni bildiradi.



5.2-§. Ikki faktorli ICHF

Biz ikki faktorli ICHF ga alohida to'xtalamiz. Iqtisodiyotda gabul gilingan
belgilashlardan foydalanib, ICHF ni quyidagicha yozamiz:

Y =F(L,K). (5.10)

Ko‘plab kitoblar va ilmiy magolalarda F(K, L) deb yozishadi, unda
abssissa (gorizontal) o'qi deb K belgilanadi. Bu hoi grafiklami chizishda
ba’zi giyinchiliklarga (noqulay liklarga) olib keladi.

Ikki faktorli ICHF uchun neoklassik ICHF ning umumiy ta’rifidagi 1°-
5°shartlar quyidagichayoziladi:

1°. F(L, K) funksiya R1 sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi,
ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.

2. F(0,A-)=F(1,0)=0; F(0,0)=0.

3°. F(XL,XK)=KF(L,K); V(I,JQe 4*.

4, N i > 0; ~ ~ > 0; VUIO .*»,
oL oK
d'FAK) r-rato ,
dL! dK dLdK

Asosiy ikki faktorli ICHF sifatida Kobb-Duglas va CES sinfidagi
(Constant Elasticity o fSubtitutiori) ICHF lami ko'rsatish mumkin. Ularni
alohida-alohida o'rganamiz.

1. Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko‘rinishga ega:

Y=F(L,K)=a0KaLlka, a0>0, O<ac<l. (5.11)

Bu funksiyaning neoklassik 1°-5° shartlami ganoatlantirishini
tekshiramiz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko'rinib turibdi. Endi 3°-shartni
tekshiramiz:

Y = F(KL,XK) = aO(MCf «(u ), a = XaOKamLl = XF(L,K).

Nihoyat, 4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orqgali tekshiriladi:

™ a0 (l-a)*“Tl a>0, N-=za0aKa-'L'-a>0;
oL oK
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d2F

4L =-a0a0-a)Ar,r «<0, N =ala(l-a)Ka2Lul<0
L

2. CES sinfidagi ICHF quyidagi ko'rinishga ega:

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashfetilgan ( Capital-labor subtitation and economic efficienc, -
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisgalik uchun keyingi
mulohazalarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun
10- 5° shartlami tekshiramiz. Ravshanki, 1° shart bajariladi. 2°shartni

tekshirish uchun ikki holni ko'ramiz: i) p>0; 2) —l<p<0.
1-holda (5.12) ni o'zgartirib,

ko'rinishdayozamiz. Bundan F(0,K)= F(L,0) = 0 ekani kelib chigadi.
Ammo 2-holda F (0, K)=a0aK @®0, F(L,0)=a0(- a)L ®0. Bundan

ko'rinadiki, -I< p <0 boMganda Solou funksiyasi uchun 2° shart

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo'Imaydi.
Endi chiziqgii birjinslilik sharti, 3° ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi.
Hagigatan,

F(KL,XK) =a~KK)-* o(1- aikLf1-» =a0[x*aK” +X-p(1-a)lp]7 -

=aX pla/Tp+(1-a)U*Y? =kF(L,K)

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy X>0, p>-I lar uchun bajariladi.

Endi 4° va 5° shartlaming bajari lishini tekshirish goldi. Bu ishni bevosita
hosilalami hisoblash yordamida olib boramiz:

— LJ\ =a0(-Vp)asrp+(l-a)r > 1(1- O)(-p)r«m =
0
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=00e«(l-a)-zTpd [aK* +(1-a) L p\V >0>

N N

= a O\-1l/p)[aK~H1l-a)M]71la(-p)K~"' =

=a0a K~ J[asfp+(l-a)r pIt >0

Keyingi hisob-kitoblar murakkabroq bo'lgani uchun vozuvni kamaytirish
magsadida ushbu

belgilashdan foydalanamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami
hisoblashga kirishamiz:

—1 —2
#F It N\ (p-DEAZ..]p +Zr,(-Vp-1) [-]P O-0Y1lX

-L.
=<vO -«X-p-i)~2[-1p +(A/p-1)(-pX1l-0)r ™~ 2r.]p

12
= (I-a) (-p-1)-[..]1p {Zp2Aa/Tp+(l- AP - (1- alZT#2)=

=-~ (I-fl) (p+]) a zTr2A“p [...]p <O;

-i-. -bE-i

F
dK1 aP- (-p-1) IT~2...]p +A N (-(1+P)/P)[-]1 P

i+p
=40/T720'2[..] p '{(-p- DATP(-(1+p)/p)-[..]+ a(p+ D}=
_Hg_.
=ala-1CZEY...i p {(-P-1)mK((@ fTL+(I-a)l p+a(p+1))=

—2
=-00(l-0) (p+1) a Z-"2A-p=[.]1p =
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Endi aralash hosilaning musbatligini ko'rsatamiz:

dcli_ldFK =00«1- @  <- (I+p)/p}[..]*I T 1me-(-p>K ™ x=
Hrnb'/BLwBA tir/wo /twrtyj incgl'od pan

= Oo-(1-a)-aml+p)-L " e[..1*?2°*>0
Shunday qilib, Solou ICHF uchun p > 0 bo'lganda barcha I°-5°shartlar
bajariladi, ammo - 1<p < 0 bo'lganda 2°shartdan boshqalari bajariladi.
Biz ongli ravishda p = 0 bo'lgan holni tushirib goldirdik. Umuman, p -> 0,
p-»-1 va p->-ko hollar ham ko'rilishi lozim.

Awal p->0 holni gqgaraymiz. Buning uchun awal Ii%lny ni
p-
hisoblaymiz:

gr;]OlnY= Inao- Iimiln\aK~p+ (- a)- Up1=

p-»0p
= lnan- ||m1_ In _Q!TE_T_ _(__I_:__a__)__}_<__p_ =
p-op KpelLp

= Ina0-liml/p [In@Zp+ (1-a) ~p)-pIn(/T Z)] =

) § Ina0- | n«r.t)-]ii,In@@ag -fg~‘,)
p-»0
Bu limitni hisoblash uchun Lopital goidasidan foydalanamiz:

lim ink = fnao+ 1n (m -1iMm aLpInL +{\-a) KplnK_
p-° pro aLp+(l-a)Kp

=\n@KL)-[aLnL+ (1- a) In K] = \n@KL)-\n K lFaLa = In*AT"/.10)

Demak, lim InK=In(a0/f L ). Endi uzil-kesil ushbu



»

limInK = In(a0/,zl"e), a0>0, 0<n<1

p—0
formulaga ega bo‘lamiz.

Dcmak. p —0 daSolou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa
gilib avtganda, Kobb-Duglas funksiyasi Solou funksiyasining p —0 dagi
xususiy holidan iborat.

Endi p —+°0 holni ko'raylik:

lim In7 =aOlimlaA:p+ (l1-a)rp]‘ /=

p-re<r p-»0

[aOL, arap L<K 6ynca,
~a0 lim ----memmmmmmeee m—= <

p>#®of.p+(1-a)AT p [a0K, arap K<L 6ynca.
Dcmak, p->+ao da Solou funksiyasi X =a0Omin{z,; funksiyaga

aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev
ICHF deb yuritiladi. Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy
holidan iborat.

Nihovat, p ->-1 holni ko‘rish goldi. Ravshanki,
lim \nY =a0\aK + (\-a)L\

p-»-i
Demak, p->-1 da Solou funksiyasi ushbu Y =aO\a K +(\-a)L\
chiziqii ICHF ga aylanadi.
Oxirgi ikki xususiy holda olingan ICHF ncoklassik shartlarni

ganoatlantiradi. Ammo Leontev va chizigii ICHF lar ham iqgtisodiyotni
O‘rgamshda asqotadi.

5.4-teorema. Ushbu Y=F(L,K)=a0KalLla, 0«x<I, 00>0
Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi tartibli kvazichiziglt differen-
sial tenglamani ganoatlantiradi:

d2Fr K2 d2r
d L1 L2 dk2 ( )

Isboti bevosita hi;ob-kitoblaryordamida olib boriladi.
Ta’kidlab o'tamizki, Ozbekiston xalq xojaligi uchun 1961-1990-yillaiga
mos makroiqgtisodiy ICHF hisoblangan edi:
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Y=F(L,K)=eoon mK036'6 «L063*6,

bunda a =0,3616; P =0,6386; a0=eoou=Ravshanki, a + P =1,002.

5.3-§. lkki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiv-
matematik xarakteristikalar

Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalami (ko'rsatkichlami) keltiramiz.
Faraz gilaylik, Y - F (I, K)- ikki faktorli neoklassik ICHF bo'lsin.

I°. *Tn‘ = Kk —qurollanganlik, Z. ishlab chigarish quwati.

Y F(L,K)
2°. Y=—~ - '— o'rtacha mehnat unumdorligi.
x> L
y -
3°. z=— = -——-— - o'rtacha fond unumdorligi.
n n
dF(L,K) . . Lo .
4°, v*— ——" - mehnat bo'yicha marjinal (limit) unumdorligi.
5F(L,K)
5°. r~— K fondlar bo'yicha marjinal (limit) unumdorligi.
dF(L,K) K
6°. a_ F(L K) ~~°ndlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti.
. dF(L,K) L
7°. n- "F(L K) -mehnatbo'yicha elastiklik koeffitsiyenti.

dK dF{L,K) dF(L,K)
R ——— _ F(L,K) - o'zgarmas bo Iganda L
T dL cL oK

resursni K resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.

[dS R
\dk S
bilan almashtirish elastikligi (aslida o'sha elastiklikka teskari migdor).
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dF . .
10e. K_OT - kapitaldan olingan daromad.

o d
11 L —|1:' - mehnatdan olingan daromad.

oL
dF dF )

12°. + N — =~_jamlam a daromad.
oL oK

ICHF ning chiziqli birjinsliligidan foydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz:
F(L,K)=f[1-l,Lj Y ZF(ly)=1" = /(%)

bunda F(L,K)= Lf(k),f(K) - o'rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi
mulohazalarda tez-tez ushbu:

F(L,K)=L- f(k) (5.14)
formuladan foydalanamiz. Bu formula F(L, K) dan /7 ( K) ga o'tishga va
aksincha, 7/ ( K) dan F\L, K ga gaytishga yordam beradi.

Endi o'rtacha mehnat unumdorligi/ ( K) ning xossalarini ko'ramiz. Ikki
faktorli neoklassik funksiyalar uchun yozilgan 1° 5°shartlami garaymiz:

1 1 1
o<t r AN'MALf(ky ™M= -
Bundan f\k)>0, Vk> 0 ekanikelibchigadi.
0<TT=TAL" W ) Il =7 ()+ AT (F)E=/<*)" *en * x

Demak, f(k)-k «f\k) >0, ya'ni ushbu muhim:

tengsizlik o'rinli.
0>a% =j_(afv _9_( ) i
AK! TK\[AK) akK |
Bundan f*(k) <0, VIJt>0 kelib chigadi. Shu tengsizlik ;Ly <0 eka-
nidan ham kelib chigadi. Hagigatan ham:
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Shunday qilib, o'rtacha mehnat unumdorligi y =f (k) quyidagi
munosabatlami ganoatlantiradi:

/(0)=0, f(k)>0, f'(k)>0, f'(k)<0, VvV *>0. (5.15)
Bundan tashgari, y=f(k) funksiya uchun ushbu

munosabatlar o'rinli ekanini ko 'rsatish giyin emas. Shu (5.15) va (5.16) larga
ko‘ra>»=/( k) funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata o'giga
urinib chigadi va birinchi chorakda joylashgan bo'ladi (5.2-chizma). Shu
bilan birga,y =f (k) funksiya gavariqdir.

5.2-chizma

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F(L,K) = aO/faLla.

Bu funksiya uchun

f(k) =alka, f(k)=alak a@i>0, f(k)= a0-a- (a-1)-ka2<0,

Asosiy igtisodiy-matematik xarakteristikalar 1°—12° larda keltirilgan
ko'rinishda foydalanishga noqulay. Ulami Ar,/( k), f(k) va f(k) lar
orgali ifodalansa. ICHF bilan bog'langan turli masalalarni yechishda qulay-
liktug'iladi:
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£m*,
2. r.L .SbSI.m

, =N =N noy,x
K K

H
K

40 V= SA(EZ(*))=7(*) -
CL OL

5. r ()7 ().

_  5F(1,/) K ey e ey 1= A=
6 a =gk - U T O T T

70 p_dF(LLK) L _/>w K _kf\k)

dL  F(L,K) Lf(k) f(k) =
d F ~ me F (L > v - m ¥ L ko) N k . 0
dL ' dK f(k) f(k)
w ds [N )T -/ (*)/'(*) Ne f(k)
- dk n*)r L/ot)]2
-1
a= /(7™ *T (%) f\ k)W \k)-m \
L 1as) m-kf\k) k f{k)fnik)

102 K — (LK) =k (k).

Ue LA " K)=L[f(k)-k F(K)\.
OL

20 L'dFU,K) +K dF(L,K) =L 'No
dL dK B

-Ne 101 81

f(k) m



3-bobdabelgilashlarbo‘yicha F/L va F/K laro'rta migdorlar, ulami

dF dF
A, =F/L, AK=F K kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar ~rr va -rr
oL oK
............................ dF F
marjinal (limit) migdorlar, ulami ML= ol IVIK=—K deb belgilaymiz.
o] o]

Resurslar bo'yicha ishlab chigarilgan mahsulot (milliy daromad) elastikliklari
uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

E () dFL M- 1
i dLF Al f(k)

E (Y)-dFK-Mic * /(%)
* dKF AK  Ne

Ushbu E, +EK = E{LK) yig'indi ishlab chiqarish elastikligi deyiladi.

Neoklassik ICHF uchun K = 1.

Resurslar bo'yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy ICHF uchun ham
kiritiladi. Agar£” We1 tengsizlik o'rinli bo'lsa, ishlab chigarish elastikdeyiladi.

Masalan, F =a0Kal?, a>0, P>0, a0>0 ICHF wuchun

E(LK)=a +P.Agar a + P > 1 bo'lsa, ishlab chigarish elastik bo'ladi.

Jarayonlarni>o'rganishda Kobb-Duglas va Solou ICHF dan keng
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy igtisodiy-matematik

xarakteristikalami hisoblab chigamiz: F = aOKalL'~a, a0 >0, 0<a <1e



dk S)

Endi Solou ICHF uchun asosiy xarakteristikalarni hisoblaymiz:

F=a\aK~p+ (1-a)rpl]"p’ ao>0. O<a<l, p>-I.
2.y=/(*)=j=a0jlaKk-* +(l-a V =a”ak” + (- 0)]7
3. 2= = alk~' [ak~p+ (1- a)] " = a0[a + (I-a)*p] e
4°. v="F(k)-kf'(k) =
=at[a™pt(l-a)] p-m~2[af’p+(l-a)fcp) p a(-p)™p'l=
J,
=al[a)t'p+(\- aj] p <[o/t'p+1- a- afcp] =

=a0-(1- a)-[a*-B+(@1-a)jT"*



dE. K 8F L

Natija. 6°- va 7°-larga ko‘ra -[T/”_ + ~'T ;. =*
5K F dL F
8& Sky)=— — =—  kp+', S(k)=— Kk~-
t) dL dK a P () a
% a —(g_g___lfé _______ ]_' - d::___];_’ p>_|
Idk Sj p+1 p+1 K

Foydalanish qulay bo"lishi uchun neoklassik ICHF larbo'yicha olingan
natija va formulalami 1, 2, 3-jadvallargajoylashtiramiz:

I-jadval
Neoklassik shartlardan chigadigan natijalar
>0 EF:f(k)~ ket () = 0<<iUdoy
dL f(k)
<
c>° f -N*) == /'(*)>o0
w
-F n
—r<o0, K) => f\k)<0
dl? 017 L
er-F  _
— =r<0
dK-
3-jadval

Solou ICHF va uning xususiy hollari

F(L,K)=aO[aK p+(I-a)L p]p, a0>0,0<a<l,p>-I

lim F(L, K) =a0K “I}~a (Kobb-Duglas)

p-*0

lim F(L, K) =a0min{L, K} (tayinlangan koeffitsiyentli ICHF)
p—

lim F(L, K) =alaK +a0(1- d)L (chizigli ICHF)
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Biz yuqonda ikki faktorli neoklassik ICHF ning ba’zi xususiyatlari bilan
tanishdik. 5.2-8 da Kobb-Duglas ICHF (5.3) diffcrensial tenglamani
ganoatlantirishini isbodagan edik (5 3-teorcmaga qarang) Endi, aslida, bundan
ham umumivroq tasdiq o ‘rinli ekanini isbotlash mumkin.

5.4-teorema Agar Y =F\L, K) - ikJafaktorli neoklassik ICHF bo 'Isa,
n quyidagi

d2F K2 d2F

dL2 L2 dK2 (517)
ikkinchi tartibli kvazichiziqli diffcrensial tenglamaning yechimi bo'ladi.

Isbot Ma'lumki, = » AK2=T A'A

Bu munosabatlardan (5.17) kelib chigadi.
Mazkur teorcmadan (5.17) tenglamani Solou ICHF ham ganoaUantirishi
kelib chigadi.

5.4-8§. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o'rtacha mehnat
unumdorligi xossalari

1. Kobb-Duglas ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi, ma’lumki,

f(k) =alOka, a0>0, O<a <1, ko'rinishga ega va quyidagi munosabat-

lami ganoatlantiradi (5.3-8 ga qarang):

/(0) =0, f(k)>0, f'(k) =alaka+i>0; f'(k)=ala (a-1)ka 2>0,
,U_Rbf'(k) =’L_i)m)_|_0a9a fca_l =+00 lim f'(k) =a8a lim— =0

Ko'rinadiki, y =aOka funksiyaning grafigi koordinata boshidan

ordinata o'giga urinib chigadi va botiq egri chizigdan iborat. k -> +00 da
grafik gorizontal holatga intiladi, ammo u gorizontal asimptota cmas Sababi,

lim aOka = +00 (5.3-chizma).
t-f+o0

2. Solou neoklassik ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi
quvidagichaedi: f(k) =a0O[afp + (I-a)] p, 0~>0 O<a<l, p>-I.
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/(%)
r(n)=ab(l-s)*

tgP = a™a p,
P _P>0_ A
K O
5.3-chizma 5.4- chizma 5.5- chizma

Awal - 1<p < Obo'lgan holni ko'ramiz. Bu holda elementar hisoblashlar

yordamida quyidagilami hosil gilamiz:

l2;1r1*®f(k):aO(\—apr>0; ﬂggof(k) =+00 W

l-up
f(k)=a0c{a+(l-a)kp] p >0;

Hisob-kitoblar ko'rsatadiki. ko'rilayotgan -I<p <0 holday =/(£)
funksiya grafigi (o; a0(l - a)"Vp) nugtadan ordinata o'qiga urinib chigadi
(5.4-chizma) va botiq egri chizigdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o'tka-

zilgan urinma burchak koeffitsiyenti + “ dan a~'p songacha kamayadi.
Asimptotalar mavjud emas.

Endi p>0 bo'lsin. Elementar hisoblashlar yordamida quyidagi

formulalami topamiz:

lim f(k)= lim T 5 7. =0: lim 7 (*) =flo(1-a)-,/p.
*ﬂ‘«() k]*rpofa£_p+(J_a)]4) im 7 (*) (1-a)-./p

Jimof (k) =aoa ‘B> o, Jim f(k) =0 (5.5-chizma).
Bu holda funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega:
f (k) =a0(\- ay”™p va koordinata boshidan aQ~"p ga teng bo'lgan
burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi. Funksiya grafigi botiq egri chizigdan
iborat, chunki f(k)<0:
/*(*)=a0a-(-1/p-1) [a+(l-a)-ap] p ‘(l-a)p-kp~ <0 -
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5-bobga oid masalalar
1. Quyidagi Kobb-Duglas ICHF uchun 1°-5° neoklassik shartlaming
bajarilishi isbotlansin:

1. F(L,K)=jKL. 4. F(L,K)=Vf(4-
2. F(L,K)=\]k L2. 5. F(L,K)=Riri} .
3. F(L,K)=VFI. 6. F(L,K)=\[FF.

Il. Quyidagi Solou ICHF uchun I°-5° neoklassik shartlaming baja-
rilishi tekshirilsin:

L OF(LK)=2K_ A rLry=-v2/m
K+L K2+ o

2. F(LLA)=i(V"r+VL)2, 5. F(L,K)= , ~ KL
"

3. F(L,K)=*KL.. . 6. F(L,K)=- ~ KL
(™~ +VI)2r~ ! v’ \1(Ky*+1y*y

I1. Yugorida keltirilgan I va Il bo'limdagi ICHF uchun asosiy igtisodiy-
matematik xarakteristikalar hisoblansin (2°—9° lami hisoblash yetarli ).

5-bobga oid nazorat savollari

1. Biro'zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.

2. Bir o'zgaruvchili ICHF ganday shartlarni ganoatlantiradi?

3. Kamayuvchi samaradorlik nima?

4. Ko‘po'zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.

5. Ko'p o'zgaruvchili neoklassik ICHF ta’rifini bering.

6. Neoklassik shartlar nima?

7. Chizigli-birjinsli funksiya ta’rifini bering va misollar keltiring.

8. Chizigli-hir jinsli va 5 -tartibli bir jinsli funksiyalar hagida Eyler
teoremalarini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing.

10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlarni
tekshiring.
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11. Solou ICHF uchun p —»(), p ->+<» va p —>-1 bo'lgandagi xususiy

hollami yozib bering.
12. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik

xarakteristikalami yozib bering.

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming k, f{k), f(k)

va f{k) orqali ifodalarini keltiring.
14. Ishlab chigarish elastikligi ta’rifmi keltiring
15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalami

hisoblang.
16. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi

xossalarini keltiring.
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6-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI BILAN
BOG'LANGAN MASALALARNING EKONOMETRIK ANALIZI

Ekonometrika bo'yicha mutaxassis (ekonometrist) qo'lida asosiy
fondlar, mehnat resurslari va ishlab chigarilgan mahsulotlar bo'yicha statistik
ma’lumotlar bor bo'lsin, ya’ni quyidagi jadval berilgan deylik. Igtisodiyotda
bashorat gilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko'pincha, bu ish mos
ICHF orgali amalga oshiriladi. Agar berilgan (ma’lum bo'lgan) statistik
ma’lumotlargagarab ICHF ni topish mumkin bo'lsa, bashorat gilish masalasi
yechilgan bo'ladi. Amerika olimlari K.Kobb (matematik) va P.Duglas
(igtisodchi) (5-bobning kirish gismiga garang) boshgacha yo'l tutishgan.
Ular awaldan ICHF ko'rinishini berib, so'ngra statistik ma’lumotlardan
foydalangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshga
ko'rinishda izlasa ham gandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ulaming
yondashuvi empirik (taqribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar
topgan (tavsiya etgan) ICHF yordamida gator muhim savollargajavob berish
mumkin bo'lgan.

L u 12 L.,
K KX K, Kn
Y YX Yr Yn

Agar statistik ma'lumotlar bo'yicha ICHF ko'rinishini bilib olish (oldindan
ICHF ko'rinishini tanlamasdan) mumkin bo'lib, keyin ICHF parametrlarini
baholansa, bu yondashuv ma’lum ma’noda optimal bo'ladi. Ko'p hollarda
L, K va Flaming makroiqtisodiy qiymatlariga garab ICHF ko'rinishini
aniglash mumkin. Awal ba’zi xarakteristikalar o'zgarmasyoki birorgonuniyat
(funksiya) bo'yicha o'zgaradigan hollarni ko'ramiz.

6.1-8. Iqgtisodiy ko'rsatkichlar o'zgarmas bo'lgan hollar

1-hol. Fondlar bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lsin, ya’ni

dF(L,K) _ Q_ const > p. Bundan f(k) =a Kk +c kelib chigadi.
dK
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Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz: L-f(k) =L-a=— +c-L=aK +cL,
L

ya'ni F(L, K) =aK +cL - chizigli ICHF.

2-hol. Endi mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lsin, ya’ni

oL — =f(k)-k f'(k)=a, a=const>0.Bu holda f(k) ni topish

uchun f(k)-kf\ k) =a binnchi tartibli chizigli differcnsial tenglamani

yechishga to'g'ri keladi. Uni ushbu f(k )= —f(k)~—standart ko'rinishda
K K

yozamiz vaintegrallaymiz:

e Ndie Yy ** -

Demak, f(k) =ck +a. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
F\L, K) =c K +aL .Yana chizigli ICHF hosil bo'ldi.

3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit normasi S o'zgarmas
bo'lsin, ya'ni kN~ =S, S=const>0. Bu holda ham/ (K) ni
(k)

topish uchun binnchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim
bo'ladi. Uni

/vy 1

Ne S+k
o'zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli differensial tenglama
ko'rinishidayozish mumkin. Integrallash natijasida In/(£)=In(S+£)+Inc
yoki f(k)=c (S+k) funksiya hosil bo'ladi. Uning ikki tomonini L ga
ko'paytirish natijasidayana F(L,K)=cSL+cK chizigli ICHF ga kelamiz.
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4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi a
o'zgarmas bo'lgan holni ko'raylik, ya’ni

(dS k\'
0-1 =T, ol , bunda a =const>0-
dSk 1
Bundan ushbu dkb a o'zgaruvchilari ajraladigan (5 ga nisbatan)
. dS \dk C
differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni ~ = —E ko'rinishda yozib
" 0]

integrallaymiz: S(k)=c}k”™a,ct>0. S(/t)o‘migao‘zifodasini go'yamiz:

T -KNK)

f\ k) 1 -
Bundan ushbu
f\k) _ 1
f(k) k+dk]a (61)

ko'rinishdagi o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo'ladi. Uni
integrallash uchun awal

dk

K+CcxX',a

J=1

0-1
noanig integraini hisoblab olamiz Quyidagi K ° =x almashtirish bajaramiz

Unda, ravshanki, --a--K "Mdk =d x.

r dk _r k~dk a , dx
J*A(°-iV o +C|) +c, "o -lJx+c,
]
\rU-EKC’_ +C. +lInc: :--SD--IIn c,(KT+c,}
n J CFl™ p ]
Shunday qilib K a +C,
B ' - M i
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Endi (6.1) tcnglamani integral lasa bo'ladi:

In/(*)=-~-14 K a +c
o-lI

Bundan

01
f(k)=c; K° +c,

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko'paytiramiz. Sodda almashtirish
natijasida F (L, K) uchun quyidagi

F(L,K) =a0[,K-> +(I-a)Lp]~t

ko'rinishdagi funksiya hosil bo'ladi, unda

ao=[(I+ci)-c:]«~, a=— . l-a=-—1- -
l+cj 1+q a

Dcmak. a @0, a P1 bo'lganda biz Solou ICHF ga ega bo'ldik.
Agar a =1 bo'lsa, tcnglama — —=1 yoki ko'rinishga keladi.
kS S K

Undan InS =Infr+Inc yoki S=c-k kelib chigadi. Endi / (£)ga
nisbatan diffcrcnsial tenglama

f\k) = 1
f(k) (l1+c,)*

1
ko'rinishda bo'ladi. Uni integrallaymiz: In/(£)=-----£i-ln£+lnt\ yokKi
|+

f(k) =c2kn°*Q\ ¢,>0, Cj>0. Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:

_i_ 3.
f(L,K)=c2K hd LUci m

Bunda ¢,>0, ¢2°0 bo'lgani uchun a = - <l, l-a= C& ],
I+c. I+c,

1 c,

_I ------ +—I *— = 1. Shundav qilib, bu holda Kobb-Duglas ICHF hosil bo'ladi.
+c, +c,
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Agar o —+0 bo'lsa, P _>+0°. Hagqgiqatan, Iiihng_l(l-lo)/o:
CBHT G

= lim (I/o- 1)= -k».Ma’lumki, p —+® da biz tayinlangan proporsiyali

ICHF ga egamiz.
5-hoL. Fondlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'zgarmas bo'lsin, ya’'ni

debyozamizvaintegrallaymiz: Inf(k) =a Ink+ Inc yoki f(k) =c-ka.

Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz: F(L,K)=c- L-(K/L)a=c-KalLl4l Biz

yana Kobb-Duglas ICHF ga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'’zgarmas deylik,

ya'n i%—E----I:—Qt=COHSt>Q mBu holda F(k)-kf(k) =P ko'rinishdagi
LF m

differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni

f(k)_1-p
m K

kabi yozamiz. Uni integrallabtopamiz:
In/(*)=(1—P)In*+1Inc,c>0 vyoki f(k)=c k'-p.

Ikki tomonini L ga ko'paytirish natijasida yana F(L,K) =c mk'~"I?,

¢ >0, 0<p<1ko'rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil gilamiz.

Demak, quyidagi xulosalami bayon etamiz:

1. Fondlar va mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lganda
mos ICHF chiziqgli bo'ladi.

2. L resursni K resursga almashtirishning limit normasi o'zgarmas
bo'lganda mos ICHF chiziqgli bo'ladi.

3. L resursni Kresursga almashtirishning elastikligi o'zgarmas bo'lganda
mos ICHF Solou funksiyasi ko'rinishida bo'ladi.
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4. Fondlar va mehnat elastikligi o'zgarmas bo'lganda mos ICHF Kobb-
Duglas funksiyasi bo'ladi.

6.2-8. Funksional iqgtisodiv ko'rsatkichiar holi

1-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik ushbu

dF K kf(k) ak
dK F  f(k) ak+p' 220 b>0

ko'rinishdagi kasr-chiziqli funksiya bo'lsin. Ravshanki,

O<glz+—t-)<1, V*>0-Agar d)(*)=a;(—+b— belgilashni kiritsak, o (*)

funksiya quyidagi munosabatlami ganoatlantiradi:

ab b
- 150 ofAy=z —ee? —<(
*@=0. r- (afc +fg)3

Bundan funksiya monoton o'suvchi va yuqoridan 1 bilan chegaralangan
botiq ekani kelib chigadi (6.1-chizma). Shu bilan birga, gorizontal to'g'ri
chiziq asimptota bo'ladi, chunki

ak

lim <p(k) = lim °k -= lim =0
ak + b

— =1, lim
Fon« ak + b a+ b/k

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan <p'(0) = a/b gateng bo'lgan
burchak koeffitsiyenti bilan chigadi (6.1-chizma).

ICHF ko'rinishini aniglash uchun quyidagi

95



kf'(k) aK . f\ k) a
f(k) ak+b yokl f(k) ak+b
o'zgaruvchilan ajraladigan difTerensial tenglamani integral laymiz
Inf'(k) = In(ojfc + b) + Inc  yoki 7/ (k) =c(ak +b), s> 0.
Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz, natijada F(L, K )=caK+cbL
ko'rinishidagi chizigii ICHF hosil bo'ladi.
2-hol. Endi mehnat bo vicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo'lsin,
ya'ni
dF L , kf'(k) ak
dL F f(k) ak+be fI>0" A>0
Bundan
kf'(k) b f'(K) b
f(k) ak+b yokl f(k) «k(ak+b)

ko'rinishdagi yana o'zgaruvchilari ajraladigan difTerensial tenglama hosil

bo'ladi. \>()=—— — devlik. Ravshanki, 0<——-<1 Va qugidagi
ak+b ak+b M

munosabatlar o'rinli:

*ZyS>-ee vwW - ( S >0. v*>o0

Dcmak, \Ni(K) funksiya monoton kamayuvchi va gavariq. Uning grafigi

y'(0) = -a/b burchak koeffitsiycnt bilan (I; 0) nugtadan chigadi (6.2-

chizma). Abssissa o'qi shu funksiya uchun asimptota bo'ladi, chunki

lim y(k) =0, lim—— = lim —b——=0
-4+« x> K k(ak +b)
tengliklar o'rinli.
Endi yuqonda hosil bo'lgan diffcrcnsial tenglamani integrallaymiz. Uni
ushbu
f'(k) 1 __ a

f(k) k ak+b
ko'rinishdayozib olamiz. Undan
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CKr
In/(Ar) = In(fr)-In(af + A)+Inc, oOyoki /(*)= + N

kelib chigadi Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:
F(£,*)= Lc LU
a-K/L+b aK+bL'

Bu Solou ICHF funksiyasidir. Hagigatan, elementar o'zgartirishlar
ko‘rsatadiki,

CKL _Ck-17qaK +bL)J' = b K'+-2—L'
aK +bL L I o+b a+b a+b
bunda
L [ S ——— P | J——— = /1 >0, e :1-n,rf>o,p:‘1

fl+o a+o a+o

Shunday qilib, mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chizigli funksiyabo'lsa,
mos ICHF Solou funksiyasidan iborat bo'ladi.

6.3-8. ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari

Agar ishlab chigansh faktorlari (makroiqtisodiv erkli o'zgaruvchilar)
Kxa L o'zgarishi bilan ishlab chigarilgan (ishlab chigariladigan) mahsulot
miqgdori (yoki milliy daromad) o'zgarmay qolsa, ya’'ni F(L, K) =¢c,
c =const> 0, biz bir parametrli egri chiziglar oilasiga egamiz. Xususan. bu
chiziglar to'g'ri chiziglar oilasi bo'lishi mumkin. Umuman, F(L, K) = ¢
chiziglar oilasininghar bir chizig'i F\L,K) ICHF mng sath chiziglari bo'ladi

ICHF ning har bir sath chizig'i izokvanta deyiladi. lzokvantamng

nuqtalarida ICHF ning giymati o'’zgarmaydi va s =s0 bo'lganda V(L,K)
uchun F(L,K) =c0 bo'ladi. Har bir s =s0 uchun bitta izokvanta mos

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko'p. Har bir izokvanta grafigi birinchi
chorakdajoy lashgan.

Endi izokvantalaming differensial tenglamasini chigaramiz. Uning
uchun F(L, K)-c ning ikki tomonini differensiallaymiz:

dr(L, K)=3F gL+ gk =0
dl - dK
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bundan
dK_  BF(L,K) ZdF(L,K)

dL dL /7 dK
tenglik kelib chigadi. (6.2) tenglik izokvantalaming differensial tenglamasidir.

Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani
yozamiz.

Agar F(L,K)=a0OKal~a bo‘lsa, ushbu
— =aQ(\-a)KaL-a, — =a®Ka-'L'a
d 0 K 0
hosilaga ko'ra
dK l-a K

<6 -3 >

differensial tenglama kelib chigadi. (6.3) ning umumiy yechimi

aOKali~a =¢ izokvantalaming tenglamasidan iborat. Hagigatan, (6.3) ni

aK 1-q dL
K a L
ko'rinishdayozamiz va integrallaymiz: In/f=(- (1- a)/a)In L+Inc,c >0.
18 10

Bundan K =cL “ yoki K La =c kelib chigadi. Ikki tomonini a

darajagako'taramiz: Kald a =c“ «Buesa, izokvantalaming tenglamasidir.

Agar F(Z,AT)=o0[aK ™ +(1-0)/,"**] p bo'lsa, ushbu

dF(L,K) _ f 1
—n (-P)-(1-a)-mL-" -1,
dL
dF(L
dK
hosilalami topamiz. Shunga ko'ra
dF dF_\-a Kp"
dL dK a LpH '
Shuning uchun Solou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini
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dK _ 1-a KpX

dL a 1™ (64)
ko'rinishdayozish mumkin. Bu (6.4)o‘zgaruvchilari ajraladigan difTerensial
tenglamadir Uni intcgrallasak, yana izokvantalaming tcnglamasiga kclamiz.

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarini bayon etamiz;

1°. lzokvanlalar o 'zaro kesishmaydi.

Hagigatan. har bir izokvanta (6.2) difTerensial tenglamaning integral
to‘g‘ri chizig‘idan iborat. (6.2) tenglamaning o‘ng tomoni diffe-
rensiallanuvchi ( Lva K bo'yicha), chunki faraz bo‘vichaF(Z, K) funk-
siya L va K lar bo'yicha ikki marta uzluksiz difTerensiallanuvchi. Shu

sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra. /?; sohaning har bir nugtasidan vagona

egri chiziq (izokvanta) o‘tadi.

2°. Har bir izokvanta bo 'ylab K =K (L) funksiya kamayuvchi va
gavarig.

K =K(L) funksivaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o'zidan

ko'rinib turibdi. chunki (6.2) ga ko'ra —d—j <0. Endi shu funksivaning
L
gavarigligini isbot etamiz. Buning uchun

N> >0

dL2
tengsizlik o‘rinli ekanligini korsatamiz

*

' gAI<_ ucrun Kk, f(k) va f(k) orqali ifodani yozamiz:
dK_ dF JdF f(k)-kf\k)_ Ne h
dL 8L/ dK /'(*) f\k) m
b»di d 2K(L)/dL2 ni hisoblaymiz:

E/L-d ( 7<% /a0 177 (*)7(*). dax
A3-*1[/7(*) )T [/'(*)]3 \dL =
Pk { ML +k\L. K
-/ (*)/+(*) dL L) () 1 /(*) )
17'(*)]2 1? [7°()]2
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Ushbu

L =

ap+b ap + b}
to'g'ri to'rtburchakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi
(6.8-chizma):

S(p)= z/ap ﬁ;-)t >0, 0<p <+owo.

Shu S(p) funksiya uchun ushbu
S(p) >0, 0.<p <+o0, i S(P) = i S(p) =0

munosabatlar o‘rinli. Bu 5(/>) funksiya (0; +00) intcrvalda biror
/D€ (0; +o0) nugtada o'zining eng katta giymatiga crishishini anglatadi.
Shunday qilib, izoklinalning optimallik bclgisi sifatida ~ to g n to rtburchak
yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, ya’ni

->max, 0 <p <+oo.

Shu masalaning ycchimi pOoptimal izoklinalni. ya'ni K =p0L numi anig-
lavdi. Yuqoridagi mulohazalarga ko'ra bu masalaycchimi mavjud. Endi shu
ycchimni (ya'ni p0Oni) topishga kirishamiz.

S(p) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

S*'(p) =0; b-ap =o0; p0=b/a.

Shunday gilib, masalaning yechimi mavjud va S(p ) funksiya yagona
statsionar nugtagaega. Dcmak, shupO=bla nuqladaS(* ) funksiya 0'zining
eng katta giymatiga erishadi. Shunday gilib, K={b/a)x L magistral
tenglamasidir (6.8-chizma).

Chizigli ICHF izokvantalarining magistrali giziq hossaga ega. OAB
uchburchak teng yonli, ya’ni OD-AD (RDLOA). Hagigatan. B nugta
koordinatalarini topamiz. Buning uchun aK +bL =C0, K= (b/a)-L
tcnglamalarsistemasiniycchamiz Ravshanki,Z0=C0/(2b),KQ=C0/(2a).
A nugtaning abssissasi esa CJb edi. Bundan OD =0OA Dcmak, 1 OAB
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tengyonli ckani kelib chigadi. Shuning uchun Z BOD =Z BAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo'ladi. Buning uchun Z A
burchakni o'lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka tcng burchak
yasaymiz. Shu burchakning og'ma tomonini davom cttiramiz, u AE
izokvantani B nuqtada kesib o'tadi. OB chiziq magistral bo'ladi (6.9-
chizma).

Biz chizigli ICHF uchun uning izokvantalariga mos magistralni qurish
usulini bayon ctdik. Ammo bu usulni chizigsiz ICHF lar uchun bevosita
go llab bo'Imaydi. Ba’zi hollarda chiziglilashtirish usuli yordamida masalani
yechish mumkin.

2. Endi Y=a0OKall-a Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni
topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chizigsiz, uni chiziglilashtirish
mumkin. Chiziglilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb-
Duglas funksiyasi izokvantasi a0OK all~a =C# tenglamasining  ikki
tomonini loganfmlaymiz:

C
InCO=Ina0+alnK +(l-a)InL yoki alnK +(l-a)InL - In-S-.
@

Ushbu K,=InK, L,=Inl belgilashlami kiritamiz. Natijada
a Kt+(1- a)l4 =/n(C,/u,) munosabat hosil bo'ladi. UaA!, +(1-0)/,

ko'rinishdagi chizigli ICHF ning izokvantalari tenglamasi.
Shu LI,K 1 o'zgaruvchilar bo'yicha magistral tenglamasini yozish

roumkin: Kt=(l-a)/a-L,. Eski o'zgaruvchilarga gaytamiz:
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/(*)/*(*) / '(*) , L [n*)r/*(*) 1
[/'()] z [/'(fc)]3 L
Shunday qilib,
<al [/+<"]> Im

Oxirgi ifoda musbat. chunki f(k) >0, f(k) <0. Bu esa, izokvan-

talaming gavarigligini korsatadi
3R lzokvantalar gorizontal va vertikal asimptotalarga ega.
Ular abssissa (L) va ordinata (AT) o "glaridir.
Bum isbotlash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz;

lim K = lim =+00
1oL ’

Ulardan quyidagi munosabatlar kelib chigadi;

Oxirgi ikki tenglik mazkur hossani isbot etadi (6.3-chizma).

Kevingi mulohazalarda F(L, K) =¢ izokvantani ¥ deb belgilaymiz.
Ravshanki, ¢, <t2<..<c,, <.. bo'lsa, J*"<JCi<....... <JC<..
tengsizliklar o'nnli. Boshgacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharq
tomonga garab yuqoriga harakat gilinsa, birin-ketin - 3G

izokvantalami kesib o'tadi va ICHF qgiymati ortib boradi (6.3-chizma).
Endi izoklinal ta’rifmi keltiramiz.
Ta'rif. lzoklinal deb shunday chizigqga aytiladiki, uning grafigi
koordinata boshidan chigadi va izokvantalar bilan kesishgan nugtalarida
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jzokvantalarga o 'ikazilgan urinmalar parallel bo fadi. Shu parallel
urinmalar izokostalar deyiladi (6.4-chizma).

Ma’lumki, izokvantalarning differensial tenglamasi osongina topiladi
(6.2-ga garang). Endi igtisodiyot uchun muhim bo'lgan izoklinal differensial
tenglamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan
shug‘ullanaylik. Ta’'rifbo'yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chigadi
va | chorakdajoylashgan. 1zoklinal chizig'idagi o'zgaruvchilami 1, va Al
deylik. (Lr K{ nugtadagi burchak koeffitsiyenti dKjdL”~ boMadi.
Izokvantalar differensial tenglamasiga ko‘ra kesishish nuqgtasida ulaming
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniqlanadi:

=_% 4 .aw 4 )
dL dK
Izoklinalga (Lx £,) da o'tkazilgan urinma L o'gi bilan u/burchakni,
izokvantagashunuqtadao'tkazilganurinmaz, o'qi bilan d burchak tashkil
gilsin deylik (6.4-chizma). Unda tga = /#(d -d ) boMadi. t§ a =p deb
belgilaymiz, bu holda

(dK\ dK,
IN>- tgy _ \dL W) dh 65)
\+tgy tgy x jk\ A '
(6.5) ni yana ushbu N
dF(LxKX tdF(LxKX dK,
o= dLx 6KX 'dLx (6.6)

dF(LxKX dK, dF(L,tKX
dLt dLx dKx
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ko'rinishda yozish mumkin. Ma'lumki, (1,. A,)) nugta F(L, K) =C
izokvantada yotadi. Demak, F(Lr Kt) =C bo'ladi. Endi (6.6) va shu
tengliklardan ixtiyoriy o‘zgarmas C ni chigarib yuborsak, natijada izoklinal
difTerensial tenglama kelib chigadi. So‘ngra Lxni L ga, Kx ni K ga
almashtirib go'yish mumkin.

Izoklinallar ishlab chigarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish
yo'lini ko'rsatadi. Agar (1/K) nugta izokvantada yotsa, unga o'tkazilgan
urinma (izokosta) tenglamasi

K-K,= — (L-L.)
db (us)
ko'rinishda bo'ladi. 1zokostalar parallel bo'lgani uchun ixtiyoriy izokvanta
dK _ - - .
uchun --—- =Y,y =const bo'ladi. Shu sababli izokosta tenglamasi
L O**r)

K-y L=K,-yL, ko'rinishni oladi. Uni umumiyroqg, (0,/T+102Z=(0j

ko'rinishda yozsak, co, AT+c02Z miqdor ishlab chigarish resurslari sarfini

anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqgarish xarajatlar o'zgarmas bo'lgan
nuqtalar geometrik o'mini anglatadi.

6.4-8. ICHF ning magistrallari. Chiziglibshtirish usuli

Faraz etaylik, Y=F(L, K) chizigii va neoklassik statik ICHF bo'lsin.
Eslatib o'tamizki, ICHF ning izokvantalari F[L, K) =C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziglardan iborat. lzoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barcha izokvantalami 0'zgarmas burchak ostida kesib o'tadigan
chizigdir. 1zoklinallar soni cheksiz ko'p. Ular ichida magistral deb ataladigan
va igtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig'i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq
davrga igtisodiy o'sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma).
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chizigsiz
ICHF uchun esa chiziglilashtirish usuli keltiriladi.

1 Chizigii ICHF uchun magistrallami qurish usulini bayon etamiz. Faraz
etaylik, ushbu F(L, K) =aK+ bL, a>0. b>0 chizigii ICHF berilgan bo'lsin.
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Unda mos izokvantalar aK+ bL= C tenglama bilan beriladi. Tenglamada
C- ixtiyoriy musbat o'zgarmas son. Shuning uchun aK+ bL= C tenglama
bilan parallel to'g'ri chiziqlar oilasi berilgan, anigrog'i, shu to'g'ri chiziglar-
ning | chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, C =CO0 da
aK+ bL= CO to'g'ri chiziq abssissa o'gidan CO/b, ordinata o'gidan ClJa
kesmani kesadigan, (CO/b; 0) va(COla, 0) nugtalami tutashtiradigan kesmani
tasviflaydi (6.6-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan.

Koordinata boshidan chigib, I chorakdajoylashgan nurlar cheksiz ko‘p.
Ular to'g'ri chizig kesmalaridan iborat bo'lgan izokvantalami albatta kesib
o*tadi. (6.7-chizma).

Ushbu K =pL , 0<p <+ooko'rinishda berilgan ixtiyoriy nur koordinata
boshidan chigadi, | chorakda joylashgan hamda barcha kesma -

_ap+b
izokvantalami o'zgarmas burchak ostida kesib o'tadi: 1Sa - ~ _q.

Ravshanki, o<a<- Masala K=pL ko'rinishdagi cheksiz ko'p izoklinallar
2

(nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi
keltiriladi va masala yechiladi.
Quyidagi sistemani ko'ramiz:

| aK+bL=C0,
( K=pL.

Bu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz:

i _ Q vV _pQ
ap+b" 0 ap+b’
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In/f=(l-a)/a-InZ,. Bundan K =L({J-a)la magistral tenglamasi kelib

chigadi. Bunda a - parametr. Shu parametrning 0 <a <1 dagi turli
giymatlariga garab magistral turli chiziglardan iborat boMadi:

) 0<a </ 2) a =1/2 3)I/2<ax<l.

Agara = 1/2 bo'lsa, K =L . Magistral I chorak bissektrisasidan iborat
(6.10-chizma). Agar, masalan, a = 1/3 bo'lsa, K=12bo'ladi. Bu holda
magistral K =12 parabolaning L £ 0 bo'lgandagi yarim shoxchasi (6.11-

chizma). Nihoyat,a =2/3 bo'lganda magistral tenglamasi K =VZ bo'ladi.

Bu K-L 2ga teskari bo'lgan K =-JZ chizig'ining 1chorakdagi gismi
(6.12-chizma).

Misollardan chigadigan natija shuki, ko'rilayotgan holda magistrallar
graflklari asosan uch turli bo'ladi (6.10-, 6.11-, 6.12 chizmalar).

6.12- chizma

3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish
mumkin. Ma’lumki,

F(L,K)=a”aK~p p, a0>0, O<o<l, p>-I.
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

alfak~> =C,, C0>0.
Bu tenglikning ikki tomonini (- p)- darajaga ko'taramiz:

(c,r
K

alC* +(\-a)Lp=

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
K~p =KX L'p =Lxe
Natijadayangi LXK Xo'zgaruvchilarganisbatan chizigii ifodaga kelamiz:
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g r .

Bu tenglama aK,+ (1 - a) L, chizigli ICHF izokvantalari tengla-
masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

*=— A.

Eski o‘zgaruvchilargagaytamiz: K~p =(\-a)/a- Ly yoki K=[a/(1-
-a)\"p L- Oxirgi munosabat koordinata boshidan chigadigan, burchak
koefFitsiyenti [a/(1- a)\ “p>0 ga teng bo'lgan numi anglatadi. Agar <7=1/2
bo'lsa, K=L- Ichorak bissektrisasi, p =1 bo'lsa, AT=[o/(l-3)]-Z, -
burchak koeffitsiyenti a/ (I-a) ga teng bo'lgan nur bo'ladi. Ixtiyoriy a,
0 <a <1 uchun p -> -ko da magistral K =L holatga intiladi, p -1 da

magistral AT=[(l-a)/0]-Z holatga intiladi.

Yugorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziglilashtirish usulini
go'llanib, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziglilashtirish mumkin bo'lgan ICHFgaqo'llash mumkin.

6.5-8. ICHF ko'rinishini makroiqtisodiy L, K va Y
o'zgaruvchilarning statistik giymatlari bo'yicha aniglash

Agar ICHF ni biror ko'rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga garang)
izlamogchi bo'lsak, uning parametrlarini EKKU yordamida topish mumkin.
Ammo makroiqgtisodiy o'zgaruvchilarning statistik giymatlari bo'yicha ICHF
ko'rinishini aniglab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun
go'shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko'rsatamiz.

Faraz etaylik, makroigtisodiy L, K\aY o'zgaruvchilarning quyidagi
statistik giymatlari berilgan bo'lsin:

L u L L3 Ln
K Ky K2 K ..  Kn
Y Yu Y* Ym

Bujadvalda L<LHX K, <K ,, Wt<¥Y . /=1n51-1 Biz
neoklassik shartlami ganoatlantiradigan ICHF ko'rinishini aniglash masalasini
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go'yamiz. Yugqorida keltirilgan Yit, j=1I,n -1 , giymatlar masalani yechish

uchun yetarli emas. Agar yana ba’zi qo'shimcha kuzatuvlar olib borilsa,
masalani yechish mumkin bo'ladi. Buni ko'rsatish uchun Ytj= F\Lt, AT),i *j,
giymatlami ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik
shartlarga ko'ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

Y2=F(L, K2) =F(Lt,KI)+yl, Y, >0,
Yi=F(L2,Ki)=F(L2.K2)+y2, y2>0, K2<Klt

YA =F(L2,KI)=F(L],KI)+5, 5>0, L,<L2.
Yi2=F(Li,K2)=F(L2,K2)+82,  62>0, L, <L,

Ynl=F(L,Km)=F(L._I,K._,)+5,  85>0,

Kuzatuvlar natijasida y [f yr, 6,, 6,, 6", migdorlar topilgan
bo'ladi. Umuman, kuzatuvlar yordamida quyidagi matritsa elementlarini topib
olish mumkin:

r,2 oo -¥in}
[* N v Y*
= p=
n N

Shu ma’lumotlardan foydalanib, barcha asosiy igtisodiy-matematik
xarakteristikalami hisoblab chigish mumkin. Ular quyidagilardan iborat:

k=K_ v F{LK) F(L,K,) dF d M
1 v * A vt K .v=~do =
=3 N1 n) a _dR\LK) K _dR\LK) L
M dk ' * dk F\L,Ky P oL /7~[4)

0 dF(L,K))dF{L,tk,) n JdS, kX
dL " dK ;01 [dk, 3,0 m
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Bunda K yf ztlaruchun i=12 , w v( r(,a( P( va Stlaruchun
i=2,3... n—; o(lar uchun esa, /=3,4,..., n-2.

Yugoridagi formulalardan ko'nnadiki. hosilalar gatnashgan hollarda o'sha
hosilalarni bizga ma lum ma’lumotlar yordamida hisoblash lozim bo'ladi.

Jumladan, M va rt miqgdorlar ushbu

dL A-i
' :dF(L,,K,)~ F(L,,K™-F(L,,K,_,) (65)
cK " '

tagnbiy formulalar orgali hisoblanadi. Bu (6.5) formulalar xususiy hosilalarni
R2 sohaning ichki (ij) tugun nugtalanda tagnban almashtinsh uchun
ayirmali munosabatlar deyiladi (6.13- va 6.14-chizmalar).

ii.pl)
(M. (»./) (H1Y) )
| K
0.9)
(1-1.0) (10) (r+1.0) 0 > h <
6.13-chizma 6.14- chizma

Chizmalarda (ij ) tugun nugta (L. Kj)=(/h, j|)ni anglatadi.
unda h -L o‘gi bo'yicha, / esaK o‘qgi bo‘yicha gadamni anglatadi, (0; 0)
tugun nuqta koordinata boshini bildiradi.

Shundav qilib. osongina hisoblanadigan

Y, h, L/Y>K/Y>vi Ba r,
migdorlar yordamida qolgan at, ,S. vacj migdorlami ham hisoblash
mumkin. Ulami 12 ta ustunga joylashtiramiz (6.1 jadvalga garang). 7-
ustundan boshlab. har bir ustundajoylashgan sonlami sinchiklab kuzatamiz
Ba’zi ustundagi sonlar deyarli o‘zgarmasligi yoki biror gonun bo‘yicha
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0'zgarayotganligini paygab qolsok. unda 6.4-§ dagi mulohazalarga asoslanib,
ICHF ning ko'rinishini aniglab olish mumkin U funksiya neoklassik ICHF
bo'lishi kerakligi ravshan.

Yuqoridagi mulohazalami shartli statistik ma’lumotlar uchun misolda
amalga oshiramiz. Awalo, K \aLi larjadvaliniyozamiz:

K 1.0 11 1.2 13 14 15
L 2.0 21 2.2 2.3 2.4 2,5

Endi 1~iar uchun A matntsa clemcntlarini yozish kerak bo'ladi. Ammo
masalam ycchish uchun shu matntsaning bosh diagonal elcmcntlari Y

iwi1,6 , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal
elemcentlan Y., j =1,6-1 vaundan pastdajoylashgan diagonal elemcntlan

Y, 1 =2,6 giymatlariyctarli bo'ladi. Shu giymatlami keltiramiz:

Yu=1414; Yh =1,382; Y,,=1,352; Wu =1,330; Y, =1,309; Tu =1,290;
Yu =1483; Y, =1587; Yu=1691; Ws=1,794;, Yu =1, 897;

Y3 =1,999; ¥®=1556; Yn =1661; Yu=1766; Y, =1,871

Endi hosilalami hisoblaymiz ((6.5)-ga garang):

aFtf,.*,) x 1,336-1,483 03] cP(LLK,) x1,661-1587 _

dL 0,2 S dL 0,2 '
dF(Lt,KAK1,766-1,691 Q275 .1,871-1,794 g
dL 0,2 e " 02
dF(A».*i) x 1.587-1,449 Q7 dFjLAK,) ~ 1691-1,556
dK ~ 0,2 ’ ’ dK ~ 0,2

dF{Lt,Kt) ~1794-1,661 QGC5 ar(U,Kp 1,897-1,776
dK 0,2 ' aK 0,2
Topilgan giymatlardan foydalanib, a va (3 lami hisoblash mumkin:
a2=0,449; a, =0,449;, a4=0,500; a, =0,500;
P2=0,504; p,=0,501; p4=0,449; p, =0,504.
Bundan tashqari, St, i=2,3,4,5 va ot, i =3,4, giymatlami ham
hisoblaymiz:
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vA=01365= =1 1=MZO =0,549;

r, 0,690 3 0,675
s4= — =47 =0'563; 5, =- =}422 =0,588;
i
(dS3 k3)  (5<-S2 *3r | r0563-0,529 0,545j
a, = -
[dk | <KAK2 g5)  70,565-0,524 0549
-ut,034 0,545Y'J 18530 T* _
1 f
04l 0549  Vazs09 ) ,
fds* KAT' 'Ss-Sj kdY* (0,588-0,549 0565 Y
4 [dk' S4> ~*5-*3 sS4 0,583-0,545 0,563 )

039 0,565Y‘ T122035T 21194

={"1,038 0,563 ; V21394 ] 22035
Shunday qilib, barcha zarur migdorlar hisoblandi. Natijalami bitta

jadvalga joylashtiramiz (6.1-jadvalga garang).

6.1-jadvaldan ko'rinadiki. a, *0,5; P, «0,5; a, +P, *1. Bundan
makroigtisodiy L, K va Y ko'rsatkichlamingjadvalda berilgan giymatlariga
Kobb-Duglas ICHF mos kelishi kelib chigadi. Biz fondlar yoki mehnat
resurslari bo‘yicha elastiklik o'zgarmas bo'lgan holda mos ICHF Kobb-

Duglas funksiyasi ekaniga asoslandik. Demak, ICHF ni Y=a0OKal?,

ao>0,a>0,P>0,a +P=1 ko'rinishdaizlashkerak,deganxulosaga
kelamiz.

Agar 6.1-jadvalgasinchiklab garalsa, shartlima'lumotlar (1,2,3-ustunlar)

Y~JKL ko'rinishdagi Kobb-Duglas ICHF giymatlaridan iborat ekaniga
ishonch hosil gilamiz.. Eng kichik kvadratlar usulini go'llash natijasida

°0 * 1, a =P« 1/2 giymatlarga ega bo'lamiz. Hisob-kitoblami olib
borishni talabaning o'ziga topshiramiz.
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6-bobga oid masalalar

. Ba’zi igtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik giymatlari
bo'yicha ICHF ko'rinishi aniglansin:

1 * 1 2 3 4 5 6
f\Kk) 1,01 1,02 099 0,98 1,03 0,97
f'(k) =const
2. * 1 2 3 4 5 6

J<*)-**(*) 2 201 202 199 198 197
f(k)-k f'(k)=const

3 K i 2 3 1 5 6
f‘k),;ﬁ)(k) 2 201 202 199 198 197
f(kz ,(‘f):(k) —
4. K 1 ) 3 A ; ;
70 2 201 202 199 198 197

/(%)
*NE> L coms
/(%)
Il. Quyidagi ICHF uchun izokvantalaming va ulaming differensial
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqari, shu ICHF laming magistrallari topilsin
va grafigi chizilsin:

A. L F(LK)=jKL m 4. F(L,K)=a&4 .

2. F(L,K)=\Ttf. 5. F(L,K)=tfE?.

3. 6. F(L,LK)=!/kF m
2K f _ /2 Al

B. 1 F(L,k) K+’ 2. E(L,K—ijé._.'._.l



3. (LK) =-{yIK +yfiy m 5, (LK) =

6. F(LK)= 2V2KL
N(KAH AW
1. Quyidagi statistik ma’lumotlarga asoslanib, asosiy - igtisodiy-
raatcmatik xarakteristikalami hisoblang va ICHF ko‘rinishini aniglang:

K 2,0 21 2,2 23 24 2,5
L 1,0 11 12 13 14 15
Y 1414 1520 1625 1729 1853 1936

6-bobga oid nazorat savollari

1 Agar limit unumdorlik (fondlar, mehnat bo'yicha) o'zgarmas bo'lsa,
mos ICHF ganday ko'rinishda bo'ladi?

2. Almashishning limit normasi o'zgarmas bo'lsa, ICHF ganday
ko'rinishda bo'ladi?

3. Almashishning elastikligi o'zgarmas bo'lganda, ICHF ko'rinishini aytib
bering.

4. Fondlar va mehnat bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsa, ICHF ganday
ko'rinishda bo'ladi?

5. Fondlar va mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo'lganda
mos ICHF ganday ko'rinishda bo'ladi?

6. 1zokvanta, izoklinal va izokvetalar ta'rifini bering.

7. 1zokvantalar ganday xossalarga ega?

8. ICHF magistrali ta’rifini bering.

9. ICHF ning magistralini topish usullarini tushuntirib bering.

10. Chiziglilashtirish usuli nima?

11. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping.

12. 1kki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiv hosilalanni tagribiy
hisoblash formulalarini yozib bering.

13. Asosiy igtisodiy-matcmatik xaraktcristikalarning giymatiariga garab
ICHF ko'rinishini bilish mumkinligini tushuntirib bering.
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALALARI
7.1-8§. Asosiy tushunchalar va masalalarning go'yilishi

Mazkur bobda ishlab chigarishni optimallashlirish masalalarini ko'ramiz.

bunda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neoklassik ICHF
Y=F(L, K) bilan ifodalanadi. Ba’zi tushunchalar ta’rifini keltiramiz.

Firmaning daromadi R deb anig vaqt oralig‘ida (biror yil yoki bir
nechayillarda) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi F(L, A") ni uning birbirlik
narhi pt ga ko‘paytmasi pOF(L, K) ga avtiladi.

Firmaning umumiy harajati hajmi C deb aniq vaqt oralig ida gilingan
barcha xarajatlarga aytiladi, ya'ni C=pIK+p7, bunda K va L - firma
tomonidan xarajat gilinadigan (foydalanilgan) ishlab chigarish rcsurslari hajmi,
p Xvap }lar esa mos ravishda K va L resurslaming bozor narhi.

Firmaning aniq vaqt oralig'ida gilgan daromadi R bilan uning sarflari
(xarajatlari) C ayirmasi firma foydasi deyiladi xa PR =R- C yoki

o (L,K) =PoF(L,K) ~(PIK +p2L)
kabi yoziladi.

Agar firma mukammal (so/) ragobat sharoitida faoliyat ko"rsata>olgan
bo'lsa, unda shu firma bozor narxlaripQpr p }ga ta'sir eta olmaydi. Boshga
sharoitda narxiarm bozor aniglamaydi. Istalgan holda firmaning vazifasi
(asosiy magsadi) o‘z foydasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala

<D(Z.tf)->max, LZO, KZO, (7.1)
ko'rinishdayoziladi. (7.1) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz maksimum
masalasidir.

Resurslaming sarfetiladigan hajmi chcgaralangan bo‘lsa, u g(L, K)iib
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani maksimallashtinsh masalasi ushbu

®(1,A)->wax, ¢(L,K)<,b, L7>0, (7.2)
ko'rinishdayoziladi.

Bu (7.2) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli maksimum masalasidan iborat.

Ishlab chigarish xarajatlari funksiyasi pX +p f ning sath chiziglan
ptK +pj. =C kabi yoziladi va izokostalar deb ataladi. Agar masala
ptK +pj, -> min kabi qo'yilgan bo'lsa,p K +p” = C chiziglar bir vaqtda
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ham izokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. 1zokosta pAK+p*L =C
to'g'ri chizigning I chorakdajoylashgan kesmasidan iborat, uning uchlari

0 ‘zgarmas C ning CQ C,, C} ... giymatlariga mos ravishda ABO,
ABI,ABv ...izokostalar to'g‘ri keladi. Buning har bir ABt izokostaga
nisbatan«shimoli-sharqda» joylashgan nugtasiga AB gagaraganda
ortig xarajat mos keladi, ya’ni CO<C, <C2< ... (7.1a-chizma).

7.1-chizma 7.1a- chizma
Igtisodiyotda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy
xarajatlami minimallashtinsh masalasini yechishga to g'n keladi. Bu masala
quyidagichayoziladi:
G(L,K)=p\K+p2L min,

F(L,K) =Q. (7:3)

(7.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasidir. Uni umumiy holda Lagranjning ko'paytuvchilari
usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chiqgarish usuli bilan ham yechilishi
mumkin. Albatta, (7.3) masalani yechishning tagribiy usullari ham mavjud.
Ulardan masalaning o‘Ichovlari katta bo'lganda foydalaniladi. Biz ularga
to'xtalmaymiz.

7.2-8. Fovdani maksimallashtirish masalasi

Bu masalani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz.

1. (7.1) masalada ICHF sifatida Kobb-Duglas: Y =a0K al}~a funk-
siyasi olingan bo‘lsin. Unda masala ushbu
®(b,K) =pGaOKal}<~(P\K +p2L)->max, LTtO, KZO (7.4)
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ko'rinishdayoziladi. Masalani yechish uchun aw al birinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

p0(l-a)KaLa-p2=0, PoalaK a~L~a- px=0
yoki
pra0(1l-a) (K/bY =p2, pGO(K/Lf'1=Px.
Bu tcngliklardan KIL uchun ikki turli ifoda kelib chigadi;

1/:
K/Pi\a K/\

L-lpeo(l-a)y v T= 1 75
Ulami tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil bo'ladi:
P\ ®Pi* =Pomom"“+0 “a)"a- (7-6)

Awalo (7.6)tenglikp”™~narxlar orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. (7.5) ¢
munosabatlar esa, resurslarning optimal tagsimoti (7.5) tenglama bilan
tavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko'rinadiki, (7.4) masala uchun

cheksiz ko'p statsionar nuqtalar mavjud va ular o'sha nurda yotadi. Endi
ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblavmiz:

No=p@0O(l-a)(-a)KaL ~. N -=pOala(<*-1)Ka-2L "

pGO(\-a)aKa-IL™ .
oLeK 00

Kvadratik formatuzamiz:
\
f/W>0-a)(-a)A:a~AA pA(\-a)ak =L -\
O<YX Y )=1YX,Yr> N\ , .. _—
) P \-ayxJCIL™  plia-lyxK L,

Sodda hisoblashlar natijasida quyidagi kvadratik forma hosil bo'ladi:

£IM, Y1) =~Poao(l ~a)Ka-2~a (" -y 2-2K y ¥ 2+L-y\

Bu kvadratik formauchun Q (yvyr) it 0 tengsizlik bajariladi. Q(L, K)
funksiya botiq ekanini ko'rsatish giyin emas (bu Q(L, K) ning botigligidan
kelib chigadi). Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nugta uchun Q(L, K)
funksiya 0'zining eng katta qiymatiga erishadi.
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Agar firma K resursni (yoki L resursni) fagat K hajmda sarf gilishi
magsadga muvofig bo‘lsa, i ni ( ni) (7.5) dan topamiz. Agar a = 1/2

boisa, (7.6) munosabat p0a0=2+Jp ¥ 2 ko'rinishni oladi.
2. Endi (7.1) masalani Solou ICHF uchun yechamiz. Masala ushbu

<$(L,K)=p<p\aKp +(\-a)L}~v\p - (ftK+p2d)->max, L2.0, /I£0
ko'rinishdayoziladi. Masalani yechish uchun avvalgi holdagidek mulohaza.
hisob-kitoblami bajaramiz. Natijada K va L faktorlar orasida ushbu

K=———1L
P |-<*
munosabatni topamiz. Agar L=10 bo'lsa. F(L, K) funksiya

i - O

7.3-8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasi

1 Endi (7.3) masalani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda
masala quyidagi ko'rinishni oladi:
G(L,K)=piK+p2~min, aOKalL'-a =Q. (7.7)
Masala sodda bo'lgani uchun uni avval chigarish usuli bilan yechamiz.
Uning uchun Kni L orqali Ifodalaymiz:
/ \Nl/e 41
K= Q mLa
\aol
Bunda G{L, K) funksiya ushbu

G.(L) =P} mLa +p2
\a0J
ko'rinishga keladi. Shu fiinksiya 0 <L <+® intervalda 0'zining eng kichik
giy matiga erishadi Sababi, avvalo funksiyaning eng kichik giymati ma\jud
ekani quyidagi munosabatlardan kelib chigadi:



hm G, (L) =MNim"G. (1) =+00 va Cju >0 VZe (0; +00).

Endi G.(L) funksiya eng kichik giymatga erishadigan nugtani topamiz.
Buning uchun G, (L) =0 tenglamani yechamiz:
A\ nvVv/se -
VRN LB N R > T g e 7= 1)
U J « a
Bundan statsionar nugtani topamiz:

PR e an

Statsionar nugta yagona bo'lgam uchun G.(L) funksiyaning eng kichik
giymati mavjudligidan shu LO nugta izlangan nugtadir. Lt dan foydalanib,
KO ni ham topib qo‘yamiz:

V _a

= b_f( Pi « -
*0=- .
I Pi
Shunday qilib, aOKal}~a =Q boMganda xarajatlar funksiyasi
G(L, K) =pX +pf. topilgan (L0, KO nugtada o'zining eng kichik
giymatiga erishadi.
(7.3) masalani Lagranjning ko'paytuvchilar usuli bilan yechamiz. Lagranj
funksiyasini tuzamiz;
of{b,K) =P]JK +p2L+Xe(aOKalL- - Q).
Xususiy hosilalami hisoblaymiz:

® .
KG% N+ Xx.~*(1l-a).l; c5_K =pl+Xala K a+L'".
. oo . o 60 :
ﬁ'englamalar sistemasini tuzamiz: Orlr_-- 0. oK yoki

p2+Xal(l-a) KaL° =0,
Pi+\ala K a-'Ll-a =0,
a0mKal}-a -Q =0.



Sistemanmg birinchi ikki tenglamasidan
K p: a
L 1-a /),

tenglik kelib chigadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini
a0 (K/L)aL=Q

ko'rinishda yozsak. K/L uchun topilgan ifodadan foydalanib, LOni topish
mumkin:

Bu chiqgarish usuli bilan topilgan giymat bilan ustma-ust tushadi.
Shuningdek, K ni ham topsak, avvalgi givmatiga teng bo'ladi. Shunday
gilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj
funksiyasi qavarig bo'lgani uchun shu nugtada F(Z, K) funksiya eng kichik
giymatga erishadi.

7.4-§. Iqgtisodiyotda optimallashtirish masalalarini ycchishning
burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli

Mazkur bobning avvalgi paragraflarida optimallashtirish masalalarini
ycchishga klassik bo'lib golgan chigarish va Lagranj ko'paytuvchilari usuli
go'llandi Ammo bu usullar turli noqulayliklarga ega. Jumladan, masalani
Lagranj ko'paytuvchilari usuli bilan yechish uchun avval birinchi tartibli
xususiy hosilalar hisoblanadi va ulami nolga tcnglashtirib, hosil bo'lgan
tenglamalar sistcmasini yechiladi. Natijada statsionar nuqtalar (agar ular
mavjud bo'lsa) topiladi. So'ngra ikkinchi tartibli hosilalar hisoblanadi va
statsionar nuqtalarda giymatlari topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli
kvadratik forma tuziladi. Qo'yilgan masalaning yechimi kvadratik forma-
ning musbatyoki manfiy aniglanganligiga bog'liq bo'ladi.

Igtisodiyotda masalalaming go'yilishida ICHF ishtirok ctadi. Agar
ICHF ning xossalaridan foydalanilsa. optimallashtirish masalalarini yechish-
da qulay bo'lgan usulni tavsiva ctish mumkin. Uni burchak koeffitsiyentlarni
tenglashtirish usuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkinchi tartibli hosilalardan
foydalanmaydi, fagat funksiyalarning gavanqligi va botigligidan
foydalanadi.
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1. Chizigli budjet chegarasi berilganda ishlab chiqgarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini
ko‘ramiz.

Masala quyidagicha qo'yiladi:

F(L,K) -> max,
pXK +p2L =1, W

bunda F\L, K) - neoklassik IChF, p X- asosiy fondlar birligi narhi, pr -
mehnat resurslari birligi narhi, / - xarajatlaming berilgan hajmi. (7.8) ning
ikkinchi tenglamasini chizigli budjet chegarasi deymiz.

Dcmak, masala asosiy fondlar K va mehnat resurslari L orasida
shunday tagsimotni topishdan iboratki, ular/2AT+pL =1 ni ganoatlantirsin
va. F(L, K) IChF ga maksimal givmat bersin.

(7.8) masalani yechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz.
Ular, ma’lumki, gavariq egri chiziglardan iborat va gorizontal hamda vertikal
asimptotalarga ega (7.2-chizma). Ushbu pX+pJL =/ tenglama esa
burchak koeffitsiyenti =- Pr//> ga teng boMgan to‘g‘ri chizigni
tavsiflaydi. LEQ K >0ga ko‘ra biz shu to‘g‘ri chizigning I chorakda
joylashgan kesmasiga egamiz (7.3 chizma). it, deb izokvanta urinmasining
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz.

Izokvantalar ichida biror C =C0da AB kcsmaga urinadigani mavjud.
Urinish nugtasi (20, KO masalaning yechimi bo‘ladi (7.4-chizma). Urinish
nugtasida F(L, K) =C izokvanta urinmasining va p~+p/. =1 to‘g'ri
chizigning burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng, ya'ni k{=Kk2. Masalani
yechish uchun
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P\K+p 21 =i
sistcmani yechish yetarli.

Misol. Ushbu -JkL -"*max, 2K+3L =6 masala berilgan bo'lsin.

Bunda F(L,K) =y[KL (Kobb-Duglas ICHF). kxva Kr lami topamiz:

ﬁr)‘l’(r' JL_:K' t « 3
A=

Tenglamalar sistemasini yozamiz. - K /L - -3 /2, 2)IC+3L =6. Undan
LO- 1, KO=3 /2 yechimni topamiz.

2. Chizigsiz budjet chegarasi bcnlganda ishlab chigarilgan (chiqarila-
digan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasim ko'rib chigamiz.
Masala quyidagicha beriladi:

f F(L,K)->max,
| PMK) +p2y(L) =1, (710)

bunda ® (K )va g (L)- quyidagi shartlami ganoatlantiradigan chizigsiz
funksiyalar:

<p0)=0, d(a:))>o0, p'(1>0, p'(S1>0 v/:>0]

g(0) =0, g(1)>0, gu)>0, g(L)>0  vLso (D

Quyidagi ®(J1,K) =p~K) +p2(L)-1 = 0 belgilashnikiritamiz.Shu
@ (£, K) =0 chiziq botiqg, uning grafigi 1chorakdajoylashgan. ®(b,K)=0
chizigning botigligini isbotlavmiz. (7.10) ning ikkinchi tenglamasini
difTerensiallaymiz:

PMK)™M.tP2gV )=o.
Bundan

dk  Pig'iD :Q
dL  p(AD)



tengsizlik kelib chigadi, demak, K =K (L) funksiya kamavuvchi. Endi
ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:

adX_ p2
a1 A W(K)Y
0 ‘ng tomondagi kasr surati dK /dL<0 boMgani uchun musbat. Bundan

j2 £

!—-———< 0 ekani kelib chigadi. Bu esa, ®(1*,K)=0 chiziq botigligini anglatadi.
®(1,/0 =0 yoki, baribir, p~K) +p2g(L) =1 egri chizigning uchlari
koordinata o'glarida yotadi va (L 0), (0, K.) koordinatalarga ega. Bunda
L. va K. lar mos ravishda p2g(L) - 1 ,pXp (A) =7 tenglamalaming
yechimlari. Shu tenglamalar g’ (L)>0, q(K) >0 tengsizliklarga ko‘ra bir
gi=>inatli vechimlarga ega (7.5-chizma).

Endi @ (1, A) =0chizig botigva® (L, K) =Cizokvantalar gavang boi-
gani uchun @ (1, K) =0 chiziqga urinadigan yagona @ (L, K) =C0 izo-
kvanta mavjud. Urinish nugtasida bu chiziglar umumiy urinmaga ega. Urin-
malaming burchak koeflitsiyentlari o‘zaro teng boMadi, ya’'ni (7.6-chizma)

7.5-chizma 7.6-chizma

Ushbu

dF 1dF p2\L)
dL/ gK  pA'(K)’
P\4>(K)+P2y(L) =1 ,

(7.12)
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tenglamalar sistemasi yagona (L0 KQ ycchimga ega. Shu (LG KO nugta
masalasining yechimini beradi
Misol. Ushbu F(L,K) =-JkL ->max, 2K+5L2 =10 masalani vechay-
lik. BundaO (I, K) =2K+ 5L1-10 =0. Endi A \akllar osongina topiladi:
knS+ /£ + m 5L
1 1« 1 eLl 6K
(7.12) sistema bu holda

-£ --5L
L 5L’
2K+5L2=\0,
korinishga ega. Bundan, ravshanki, L0 =V2/3, =10/3.

3. Endi tavsiya ctilgan usul bilan ishlab chigarilgan (chigariladigan)
mahsulot migdori berilganda umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasmi
yechamiz. Bu holda masala ushbu

o(L,K)=pXK +p2L-» min,

F{L.K)=Q
ko‘rinishida yoziladi. ® (£, K) funksiya chizigli xarajat funksiyasi bo‘lib,
pX+pE£ - C, C=const >0 chiziglar o'zaro parallel to‘g ‘ri chiziglar, ular
L£0, Kt. 0 ga ko‘ra | chorakda joylashgan kesmalardan iborat (7.7-
chizma), uchlari (C/p2,0) va (0, C/p,) nugtalardan iborat. F\L,K) =Q

tengligi esa, A\L, K) ICHF izokvantalandan biridir. Shu izokv anta kesmalardan
biriga albatta urinadi (7.8-chizma). Urinish nuqtasida p~K+p”. =C va

(7.13)
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R\L K) =Q chiziglarga o'lkazilgan urinmalaming burchak kocffitsiycntlan

o'zaro teng, ya'ni =ky Bunda jfg = k2 = Shunin
o y B= 4L/ sa M ;
uchun (LQJCJy echim quyidagi tcnglamalar sistcmasidan topiladi (7.8-chizma):
dF /dF _ P2
SLI dK px’ F(L,K)mQ. (7.14)
Misol. Ushbu
2K +3L—min,
mlk-qg =o

masala berilgan bo'lsin. Bundan kK2=- 3/2, --KIL hosilbo'ladi. Yechim

-K =_1 2K =3L,
. L 2 .
yoki
41k=q KL =Q
sistemadan topiladi: =VITJ) Q, KO0=V3/2.-Qm

4. Nihoyat, ishlab chigarilgan (chigariladigan) mahsulot hajmi berilganda
xarajatlaming chizigsiz fimksiyasini minimallashtirish masalasini ko'raylik.
Masala quyidagichayoziladi:

¢(b,K) =pM K)+PzS(L)-* m,n»
F(L,K)=0Q.
Bunda g(L ) va dp(K) funksiyalar (7.11) shartlarni ganoatlantiradi.

(7.15)

d 2K
Shunga ko'ra p, p(K) +plg(L) =C chiziglar botig bo'ladi, - — <0.

Mt
Boshgacha aytganda, p xq(X) +p 25(L) = C izokvantalar grafigi | chorakda
joylashgan botiq egri chiziglardan iborat (7.8 chizma). f[L, K) = Q tenglama
bilan esa, F(L, K) =C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun
bu izokvantaga p, q(A~ +p (L) = C chiziglardan bittasi urinadi. Urinish
nuqtasi masalaning yechimini beradi I1zlangan urinish nugtasi koordinatalarini
topish uchun urinma burchak koeflitsiyentini topamiz:
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k= _8F/dF Pig'jL)
1 SLIck, 2 ptfXL).

Masalaning yechimi (L0, KQ quyidagi sistemadan topiladi:

8F j dF P*z'IL)

S1! dK PW*(K)’

F(L,K)=Q. (7.16)
Misol. Ushbu

<LK =/5K3+p2A2->min,

CF(Lk)=Tk 1:=Q
masalani vechish talab gilingan bo'lsin. Jtva k2lami topamiz:

KA 6L
1 3a* - L'

Quyidagi sistemani tuzamiz:

AT 2paL I PxK'=2PIL\
Z 3p,tf2’ .
yoki

Sistemani yechib, masalaning yechimini topamiz:

1 r.12p,Q4
v K e

7-bobga oid masalalar

I Quyidagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalasi
yechilsin:
L FLk=KL 2 F(LK)- JP2KL
K+L mk 2+12
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s FLK)= VAKL 6 F(LK)= 2"2KL

"NKW2+L3AD) 2 V(a:3/4+1,/4)4
. Ishlab chigarilgan mahsulot migdori Q berilganda umumiy
xarajatlarni minimallashtirish masalasi yechilsin FfL, K)=Q:

=-jKL . 4 F(LK)=——
1 F(L,K)=-jKL (LK) =t

4K,

1. Quyidagi masalalar burchak koefTitsiventlami tenglashtirish usuli
bilan yechilsin:

1Jk 2L —>max, 3K+2L-*min
1

3K+2L =12. VF7 =6

ik 12->max 2K2+3L* ->min
2. 5 —

2Kb+bl}=6 Mc 2=12

7-bobga oid nazorat savollari

1. Firma daromadi ta'rifini bering.

2. Firma xarajatlari (sarflari) ta'rifini bering.

3. Firmafoydasining ta’rifini bering.

4. Firma foydasini maksimallashtirish masalasini bayon eting.

5. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini bayon eting.

6. Foydani maksimallashtirish masalasini yechish usullarini aytib bering.



7. Umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasini yechishning chiga-
rish usuli nimadan iborat?

8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishda
Lagranjning ko'paytiruvchilari usulini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksimallash-
tirish va umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalalarini ekonometrik

analiz giling.
10. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuliningg'oyasini so'zlab
bering.

11. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan yechiladigan
masalalaming xususiyatlari nimadan iborat?



8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF
8.1-§. Umumlashgan slatik ICHF hagida

5-bobda chizigli-bir jinsli, so'ngra umumiyroq 6-tartibli bir jinsli
funksiyalar ta’rifi berilgan va ulaming xossalari bayon gilingan edi. Kevin
birva ko'p o'zgaruvchili ICHF tushunchasi ham kiritilgan. shu bilan birga,
ICHF bilan bog'langan turli masalalar bayon etilgan. 0 ‘sha bobda keltirilgan
ICHF tushunchasini oddiy ICHF deb aytish mumkin. Quyida bir va ko'p
o'zgaruvchili umumlashgan ICHF tushunchasini keltiramiz.

8.1-ta’rif. Biro'zgaruvchili umumlashgan ICHF deb quyidagi

/(0)=0, /(x)>0, f\x)>0, /'(x)<0,

8 I
/(Xx)eX8/(x), VX>0, x>0, 5>0 (

shartlarni ganoatlemtiradigem y =/(x) funksiyaga aytiladi.
Masalan, y =a0x6, a0>0, 0<6<1 funksiya uchun (8.1) shartlar
bajariladi:

aOxb>0, /7'(X) =005 +x81>0, /"(x)=a05¢(5-1) x*-2 <0,

/(Ax) =a0(Ax)" =A6/(x), x> 0.

Hatto bu funksiya umumlashgan neoklassik ICHF deb ataladi.

8.2-ta'rif Faraz elaylik, y =/(x,,x2,...,X,,) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

- f e C2(/?"), bunda C2(/?") - R" sohada ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchiligini anglatadi.

2° f( xt,x2, ,0,xi+L..,xn) =0; i=In; /(0,0,..0) =0.
3* /(AX,,AX2,...,AX,,) * A®/(X,,X2,....X,,); (X,,x2...XJeR".
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Shu 1°-5° shartlarni ganoatlantiradigan funksiya n o'zgaruvchili
umumlashgan neoklassik ICHF deyiladi.
Quyida n o'zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar

keitiramiz (x = (X,,X2,...,X,,), d>0):

Mazkur funksivalar uchun 1°-5° shartlaming bajarilishini bevosita
hisoblashlar yordamida tekshirish mumkin.

Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifining 3°-sharti chuqur igtisodiy
ma’'noga ega. Shu shart bo'yicha 5 >0 bo'iganda ishlab chiqgarish
masshtabi (ko'lami) X marta (X > 1) orttirilsa, ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmi X6 marta ortadi. Boshgacha aytganda. ishlab
chigarish masshtabi ortishidan ishlab chigarish samaradorligi ortadi. Ammo
0 <5 < 1bolganda ishlab chigarish masshtabi ortishidan ishlab chigarish
samaradorligi kamayadi; 6 = 1bo Iganda masshtab ortsa ham, ishlab chigarish
samaradorligi o'zgarmay goladi. Bu holda ICHF chizigli-birjinsli ICHF ga
aylanadi.

Albatta. X ham, 8 ham 1 dan ancha katta bo la olmaydi, ular 1dan
kattava ungayaqin giymatlar gabul gilishi mumkin. Bu igtisodiy sharoitlardan
kelib chigadi. Masalan. agar X=1+e,6 = 1+v bo'lib, e va v ixtiyoriy
kichik sonlar bo'lsa,

*=(l+e)itv>1+e=X, yani X >1
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Qanday hollarda ishlab chigarish masshtabini Xmarta orttirilsa, ishlab
chigarilgan (chigariladigan) mahsulot hajmi Xdan ortiq marta ortadi? -
dcgan savol tug'ilishi tabiiy. Bunga, awalo, yangi tcxnologiyalarni go'llash
va xodimlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin Iqtisodiy
o0'sish s - simon egri chiziglar bo'yicha sodir bolishini ta’minlash kerak
bo'ladi (garang: ®octep P. O6HOBNEHMe NPOM3BOACTBA: aTakytouiue
Boiurpeisato 1. MockBa. Iporpecc. 1987; rnasa 4).

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida o'rganamiz.
Faraz etaylik, F(L, K ) - umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF bo'lsin.
Bunday funksiya uchun quyidagi neoklassik shartlar bajariladi:

le F(L,K) funksiya RI sohada aniglangan, uzluksiz hamda birinchi,

ikkinchi tartibli xususiy hosilalargaega.
2. F(0,K)=F(L,0)=0; F(0,0)=0.

3 F(XL,XK) =X6F(L,K); 5>0; X=>0.
4 — >0; — >0; V(L,K)eR2.

dL 6K v
5 —t"<0; V(L,K)eR; .

dL2 dK dLdK

Misol sifatida umumlashgan Kobb-Duglas va Solou (CES sinfidagi -
Constant Elasticity of Substitution) ICHF ni keltirish mumkin. Ulami
o'rganamiz.

1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko'rinishgaega:

Y =F(L,K)=aKaLi#a, a0>0, 0<a<l, 0<5-a<lI-
Shu (8.2) funksiya uchun 1°-5° shartlar bajariladi. Hagigatan, (8.2)
funksiya differensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hosilalari mavjud va 0<a<I, 0<6-a</1 tengsizliklarga ko'ra
F(0, K) =HJL, 0) =0 tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi:

F(XL,XK) =a0(XKf{XL)s'a =X a0K aL6-a => F(L,K).

Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisoblashlar yordamida tekshirilishi
mumkin:

3p

~=a0(5-a)r~-'>0, -gr=ae ~ ~>0, L>0,K=>0,
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N-n-=00(6-a) (5-a-1)-ATazea2<0, L>0, K>0,

¢PF
G, "2 (a-]) A'2Z6\ <0j L>0, K>0.

8.2-tcorema Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi
dZ (S-a) (6-g-1) K2 d*F
dL?2 a(a-l) "2 'dK2 (8 3)
kvazichizigli differensial tenglamaning yechimi.
Isboti. Ikkinchi tartibli hosilalar uchun topilgan ifodalardan foydalansak.

(8.3) tenglama osongina kelib chigadi.
2. Umumlashgan Solou ICHF quyidagichayoziladi:

Y=F(L,K)=a0[aK~I>+(I-a)ZTpf 8 P,ob>0, 0<s<1, p>-I, 5>0. (8.4)
Bu funksiya uchun ham [°-5° shartlar bajariladi, fagat F(0,K) =
=F(L, 0) =0 shart p >0 bo Iganda o‘rinli. 3°-5° shartlarni tekshiramiz:
F(KL, 7X)=flo[< W P+(1" =

=flb[ +(1-0)z™M)frP=ta\aKVv +(1-a)C*\*Hp=\&(L K) m
1-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini ko'rsatarmz

No=a0™ jla/ -pH(l-a)rp]f'.(1-0).(-p)FH >0,

N= A -qja 00N +(l-a)d-*> ] f L fl(-p) ArH >0.

Ikkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo-
sita hisoblashlar yordamida isbotlash mumkin.
Umumlashgan Solou ICHF ning p —0, p—+00 va p —>-1 dagi
xususiy hollarini ko'ramiz.
Awal p -> 0 holniko'raylik. Biz lim Y o‘miga Iirrg InY ni hisoblaymiz:
pos

p—0

lim 1nY =Ino0-lim~InfaAr p+(l-a) Z'p]=
p-*0 1 1

p-»0 p
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Y M p KP LP

= InQg+5°In(A sL)- 6limIn@zZp+(1-0) «/Tp)-p =
p-»0

0 p-n alLp+(\-a)Kp
m =Ina0L6K 8- 5¢ainL+(1-a)InK J=InalK *L°-a»
Oxirgi natija ko'rsatadiki, p->0 da \nY =Ina0K oSL([~8)SmBundan

Y =00/1e8Z(I-e)8 - Kobb-Duglasning umumlashgan ICHF hosil bo'ladi.

Agar p-»-1 bo'lsa, ravshanki, jiinlr=fltfaA'+(l-0)Z,] fya’ni
F(L,K)=00[a.K4-(I-a)£]S ko'rinishdagi umumlashgan chizigli ICHF hosil
bo'ladi:

Agar p 400 bo'lsa, F{L, K) ni quyidagicha yozib olamiz:

r-i] K* L&
a°’[oXp+(l-o)Lp]6/p'

Ravshanki, bundan

\ k* k<I,
limF=
PO an <K
Shunday qilib, biz ushbu
ac" 6, K<L . 16
F(L,K)=- Ne[minjA:;'}]6, 5>0
ajf, L<K

ko'rinishdagi ICHF ni hosil gilamiz. Bu funksiya umumlashgan proporsiyali
ICHF deyiladi. U Leontev ICHF deb yuntiladi Bu funksiya tunumiy holda

F(A/0=min{o K6; N 8), a>0, *>0, 5>0
kabiyoziladi.



8.2-8. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy
igtisodiy-matematik xarakteristikalar

Avvalo, 3° shartga ko'ra F(L, K) ni quyidagichayozish mumkin:
F(L,K)=f\1\ L-j *=L6-F\\ j | =L6 F(l,k) =Lbf(k),

Shunday qilib, keyingi muloha/alarda tez-tez foydalaniladigan formulalarga
egamiz:

., 14 F(LK) , K
F(L,K)=Lf (k), /(*)=— k=j,

bunda: f(k) - umumlashgan ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi.
Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy igtisodiy -matematik
xarakteristikalami yozib chigamiz:

1°. y =="=f(Kk) - o'rtacha mehnat unumdorligi.

F_ Lsf(k) f(_lk) _ .
2°. Z:'EZT:—A 5=~ s~ -fondlar bo'yicha o'rtacha unumdorlik.

3°. vE— =Z*1[6+f(K) - K+f\K) ] - limit mehnat unumdorligi.

dF
4, r:'(')I'I'7:L f (k) -fondlar bo'yicha limit unumdorlik.

K
dF K kf(k)
50 a ~gk j?~ T(fc) *“ fondlar bo'yicha elastiklik.
D dF L ¢ kf\k)
6°. P- ‘P Y0 - mehnat bo'yicha elastiklik.

0 dK B8F(L,K) dF(L,K) 8 f(k)-k f(k)
T. dL dL dK f(k) ~1 rcsursni K
resurs bilan almashtirishning limit normasi.

_ fdS k\I f(k)[8 f(k)-k f(k)]
* [dk S) (5-1) [/'(*) Y-k f(k)f(k) - Lresursni K
resurs bilan almashtirish elastikligi.
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Endi 1°-5° shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibli xususiy
hosilalami hisoblaymiz.

7= =LA f(k)-=L % (k) m

A =A[ \5Ne -kM«k))]=(5-1)b"A[5.T-kI (k)]+

) L’Ib°‘l<)N<)kﬂ<)\[’y

=L52¢[(5-1)cn(k)- 2k w'<*)) +k2/'(k) ]
Shartga ko'ra —j_|j<0. Shu sababli, yugoridagi ifodadan f(k ) <0 teng-
el

QP F
sizlik kelib chigadi. Endi _§-|:>0 va —dL—<O tengsizliklar 1<5<2 va

f (k) <j ,jynQjabatiju- bajanlganda o'nnli bo'ladi
2 /()

Shunday qilib, agar 5> 1 bo'lsa, 5f(k)-k f'(k)>0 tengsizlik;

1<5<2, | <~ <* bo'lganda esa,

(5-1)¢5/(*)- 2kf\k))+kZ\ k) <0
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun [°-8° xarakteristikalami
hisoblaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida quyidagilami topamiz:
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dk S)
Endi umumlashgan Solou ICHF uchun 1°-8° xarakteristikalami kcltiramiz:

F(L,K)=a\atC9+{\-a)I7=]"*P,a0>0, O<o<l, p>-I-
1* y =f(k) =a0\ak'i, +(\-d)Y'(>
2°. 2=-"p=al\a+(\-a)k(, I~
. v= ] ="liHe0-a)-[<*~"+ (1-«)['H «

& r="=L" ao-a-5"[o"r+a-a).

dF K a-6
5-a a/:> a+(l-a)itp

60 B=dF_L_ _(l-a):8Arp

Tr. *(*)=— > -
o *(%) a p

0 C=-i.

* P+I-

8.3-teorcma. Umumlashgan neoklassik ICHF F(L, K) quyidagi



AT -ATAT + 2(8-1)—— —8£<8 l)- yF 1<5<? {(8.5)
d2 1} dL2 X LdK
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamanl ganoatlantiradi.

Isboti bevosita hisoblashlaryordamida olib boriladi.

Agar 8 = 1boisa, (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chigadi.

Quyidagi F(L,K)=ilK2, a =I/2, P=l-a =I/4, a0=I
umumlashgan Kobb-Ehiglas ICHF (8.5) difTerensial tenglamaning yechimi

ekaniry bevosita hisoblash yordamida ko'rsatamiz.
Unda 1/4=8-1/2 va 8 =3/4

CF_17-al1/2 d¥x 3 /e

6L 4 * 572 16
P_1ji/4M/2 SF 1, 3R
dtf 2 ' SK2 4

Topilgan ifodalami (8.5) ning chap tomoniga qo'yamiz:

I 1n 71 . 31 * 31

L*K’Z)\L44 é_44+L44 —L *K2

16 1716

Endi (8.5) ning 0‘ng tomonini hisoblaymiz:
o 3 -l
8(61—¥L4K2— ~—L*K2
Ko'rinadiki, (8.5) ning chap va o'ng tomonlari 0'zaro teng. Bu

F{L,K) =*k 2 funksiya (8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi.

8.3-8. Umumlashgan iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas
bo'lgan hollar

5-bobdaoddiy neoklassik ICHF uchun ba’zi igtisodiy ko'rsatkichlaming
o'zgarmas va funksiya ko'rinishda bo'lganda ICHF ko'rinishini aniglash
bilan shug'ullangan edik. Endi o'sha hollami umumlashgan ICHF uchun
ko'ramiz:
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1. Fondlar bo'yicha elastiklik a o'zgarmas bo'lsin,ya’nia =const >0.
Bu holda ushbu

Ne

o'zgaruvchilan ajraladigan diffcrensial tcnglamaga egamiz. Uni
f\k) a
Ne K

ko'nnishdayozib, intcgrallaymiz: In/(£)=aln£ +InC yoki f(k)=C-ka.
Bu tcnglikning ikki tomonini jr* ga ko'paytirib, F(L,K) =L6f(k) dan

foydalansak, F(L,K) =C K aL64a - umumlashgan Kobb-Duglas IChF

hosil bo'ladi.
2. Endi mehnat bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsin, ya’'ni P =const > 0.
Bu holda

s *A*>-p w /W -izP
Neo p Sok' f(k) K

o'zgaruvchilan ajraladigan differensial tcnglamaga kelamiz. Uni integrallab
topamiz:

Inf(k) =(5-P)In +InC yoki f(k)=C Kk bp.
Ikki tomonini Lp ga ko'paytirsak, ushbu F(L,K) =C e ko'ri-
nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chigadi.

3. Almashtirishning umumlashgan limit normasi S o'zgarmas bo'lsin,
ya'niS=const >0. Bunda 5 =5f(k)/f'(k)-k ko'rinishdagi differensial
tenglama hosil bo'ladi. Uni

f'ik) 6

f(k) S+k
kabi yozib, integrallavmiz: In/(/t) =51n(S’+fc)+51nC , C>0. Bundan
F\L,K)=(CS+CKk)s - umumlashgan chizigli ICHF kelib chigadi.
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4. Nihoyat, almashtirishning limit normasi elastikligi o o'zgarmas bo‘l-

gan holni ko'raylik. Bunda a - const >0. Dcmak. o =f -q-s---'-(-:const,

\dk SJ

bundan-C—I—S——-—K——const>O ekani ko nnadi.
dk S

Boshgacha avtganda,g-ls;--g- N ozgaruvchilan ajraladigan difleren-
a

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz:
Inf(k) =1/a<Inf£ +InC,, C, >0 yoki S(*)=CAlLD.

Endi S=8 —K f (k) formufnie’tiborgaolsak,

f\k)
bf(k)-kf\k) y.
f\ k)
differensial tenglamahosil bo'ladi. Uni
f\ k) 5
/(it) k+Clk'/a (86)

ko'rinishda yozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o'ng
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab
topamiz:

f 01 > fro f 01 >0-]
In/(fc) =-~yInC2 k° +C, yoki Ak)=Crl k=° +C,
k > \ /
Bu tenglikning ikki tomonini Z8ga ko'paytirib, ba’zi o'zgartirishlami
bajarsak,
63

Na,n=[c2l+c)INT -K °
[c2( )] H‘-l-—c 1+C.
yoki
F(L,K)=a0[o K p+(\-a)C
ko'rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil gilamiz, unda
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a0=[C2(l+ C,)]-1, a=11+C), p=-£~1=1I - 1.
0 a

Bundan 5—=+0 da p-» +00, 5—+aoda p—-1 Demak, p>-1.
Yuqoridako'nlgan 4 taholdan quyidagi xulosalami chigarish mumkin:
1. Agar fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsa, mos
ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo'ladi.
2. Agar almashishning umumlashgan limit normasi o'zgarmas bo'lsa,
mos ICHF umumlashgan chizigli bo'ladi.
3. Agar almashtirishning umumlashgan limit normasi elastikligi
0'zgarmas bo'lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyasi bo'ladi.

8.4-8. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalari

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalari ta’rifi 6-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun
kiritilgan ta’rifi kabi kiritiladi.

F(L, K) - umumlashgan neoklassik ICHF bo'lsin. Ushbu F(L, K) =C,
C > 0 tenglama bilan berilgan bir parametrli silliq chiziglar oilasini ko'ramiz.
Shu chiziglar oilasining har bir chizig'i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata
boshidan chigib, barcha izokvantalami bir xil burchak ostida kcsadigan,
shu kesishish nuqtasida izokvantalarga o'tkazilgan urinmalar parallel
bo'ladigan chiziq izoklinal deyiladi. Parallel urinmalar izokostalar deyiladi.

Izokvantalaming differensial tenglamasi

ko'rinishda bo'ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala-
rining differensial tenglamasi

dK 8-a K.

dL a L'
umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarining diffcrensial tengla-
masi esa,

dK 1—a
dL a 'L
ko'rinishga ega.
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Umumlashgan ICHFning xossalanga gisqacha to'xtalamiz.

1. Umumlashgan ICHFning izokvantalari o 'zaro kesishmaydi.

Eslatib o‘tamizki, har bir izokvanta (8.7) differensial tenglamaning
integral egri chizig‘idan iborat. Shu tenglamaning o'ng tomoni ATbo'yicha

diflercnsiallanuvchi Shuning uchun R] sohaning har bir nugtasidan yagona
izokvanta o'tadi. Bu hosilaga nisLatan ycchilgan birinchi tartibli differensial
tenglamalaming vechimi mavjudligi vayagonaligi hagidagi Koshi teorema-
sidan kelib chigadi.

2. Har bir izokvanta bo ylab K =K (L) funksiya kamayuvchi va

gavang.
K =K(L) funksiyaning kamavuvchiligi (8.7) tenglamaning o'ng tomoni
manfiy ekanidan kelib chigadi. Eslatib o'tamizki,

NSRS, £ - M[B/(%)-*/4%)1 8>1,

OK
L +K
dL f(k) .
d X o ; e ;
Bundan F ~—>0 tengsizlik kelib chigadi. Hagigatan,

- dk /() \odL

c\A\K)J2-f(K) f\k).,1 dKIdL L-K 1.
\\K)\2 R

(1-g)1r(k)]2+6 Ok) F'(k) [if . Ne A K1_
Im V g m )

S /(*)el(i-5)-N) T +6-/(*)-/*(*) 1
L /=) 1
Bu ifoda 5 > 1va f"(k) <0 tengsizliklarga ko'ra musbat. Shuni isbot
etish talab gilingan edi.
3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota-
larga ega.
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8.5-§. Umumlashgan ICHF ning magistrallari

Umumlashgan ICHF uchun (6.4-8) magistral tushunchasi oddiy ICHF
uchun kiritilgan tushunchadan farq gilmaydi. Eslatib o'tamizki, magistral
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kcngaytirish
sharoitida ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini mak-
simallashtirish masalasi vechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi M agis-
tral L va K resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo'lgan
chiziqdir. Shunday qilib. cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq davrga
igtisodiy o'sishni ta’minlaydiganini ajratib olish masalasini hal qilish kcrak

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch tun uchun magistrallami
quramiz

1 Faraz etaylik, F(L, K) =(aK +bLf- umumlashgan chizigii ICHF

bo'lsin. Bu holda izokvantalar (aK +bl)b=C0 yoki aK +bb=Cn
tenglama bilan beriladi, C#=const. Bu koordinata 0’qlandan mos ravishda
Lg=C'Onjb va KO=Cqgmja ga teng kesmalami ajratadigan to‘g‘ri
chizigni anglatadi. Koordinata boshidan chigadigan ixtiyoriy K =pL,
0 <p <oo nur parallel kesmalardan iborat barcha izokvantalami bir xil

burchak ostida kesib o'tadi: tj>= %B _+g t 0 <g<90°. Ushbu

\ a K +b L =COx/t,
\ K=PL ,

sistemani ko'ramiz. Uning yechimi:

b
L=-r— KO=—2—£-
ap +b’ ap +b ’
Quyidagi Q to'g'ri to'rtburchakni olaylik:
= (L,K): 0OEA>S-b
Q ap+b ap+b\

uning yuzi S(p) ni topamiz:

s(P) =(g Npfp T "<P<*"

Shu S (p) funksiya uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:
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Mw3A=KTt S(p)=0_ Slp)>0. VP6(0,«0).
Bu S(p) funksiyaning eng katta giymati mavjudligini ko'rsatadi
Boshgachaaytganda, lim S(L,K)= lim S(L,K) =0 tengliklardan ham

bu tasdiq kelib chigadi. Endi S(p) ga maksimal giymat beradigan nugtani.
ya’'ni mos numi (magistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz:

Shunday qilib, izlangan magistral K =b/a-L tenglama bilan ifodalanadi.
2. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan bo'lsin:
F(L,K)=a0Kaf <, a0>0, 0<5-a<l, O0O<a<l.

Ravshanki, a<6<I+a- Demak, 5>1 bo'lishi mumkin. Biz I<5<l+a
holni ko'ramiz. Magistralni 6-bobdagi kabi chiziglilashtirish usulidan
foydalanib topamiz. Bu holda magistral tenglamasi

K= L(6-8)/a
ko'rinishda bo'ladi.
3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olaylik:
F(L,K)=a0[o/Tp+(1-0)/Tp]*ABl)>0, O0<a<l, p>-I, 5>0
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziglilashtirish usulini
goilaymiz. Sodda hisoblashlar ko'rsatadiki. magistral tenglamasi quyidagi

tf =[a/ (1-a)]V8-L
ko'rinishda bo'ladi. Bu - to'g'ri chiziq nuridan iborat.
Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF lar hagidagi ma lumotlar
8.1- 8.3 - jadvallargajoylashtirilgan.

8.1-jadval
F(',£,)JC)»k6F(L,K); 1Ji>0, 5>0; F(L,K)=Lsf(lc)

aF >0, >B<2. 0<N 7 <!
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8-bobga oid masalalar

Quyidagi umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) differensial
tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin va ulaming magistrallari topilsin:

1 1 F(L,K)=y[KL. 3. F(L,K)='ViFFm
2. F(L,K)=6F I, 4. F(L,K) =\[KL.

5. F(L,K)=°Jk 4} « 6. F(L,K) =L\[K.

8-bobga oid nazorat savollari

1. Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifmi bering.

2. Umumlashgan neoklassik ICHF ganday differensial tenglamani
ganoatlantiradi?

3. Umumlashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun [°-5°
shartlaming bajanlishini tekshiring.

4. Umumlashgan Solou ICHF ning p -> 0 dagi xususiy holini tekshiring

5. Umumlashgan Solou ICHF ning p —+00 hamda p —- 1 dagi
xususiy hollari chigarilsin.

6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalami aytib bering.

7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy
xarakteristikalami hisoblang.

8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinal va izokosta
tushunchal arming ta’rifini keltiring.

9. Izokvantalar differensial tenglamasini yozib bering

10. I1zokvantalaming uchta xossasini aytib bering.

11. Magistral ta’rifmi va uning igtisodiyotdagi ma'nosini keltiring

12. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib
bering.
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

9.1-8. Iqtisodiy dinamikaning modcllari hagida

Avvalgi boblarda igtisodiy jarayonlaming statik modcllari ko‘rildi.
Ularda 7/, K\nY =F(L, K) kabi makroiqtisodiy ko'rsatkichlarvaqto'tishi
bilan o‘zgarmaydi va biror [O, T\ vaqt davrida o'zgarmas boiib goladi.
Statik modcllarga oid misollami yechish model o'zgaruvchilari orasidagi
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat.

Aslida barcha makroigtisodiy ko'rsatkichlar vaqt | ga bogiiq boiadi
Agar modellarda bunday ko'rsatkichlami vaqt t ga bog'liq deb garalsa,
igtisodiy jarayon hagida to‘laroq tasavvurga ega bo linadi Ba’zi igtisodiy
dinamika modcllarining mazmunini bayon etishdan awal “igtisodiyot”
tushunchasiga to'xtalamiz. Igtisodiyot tushunchasining gisga va ‘“aniq
ta’rifmi Rossiya FA ning akademigi V.L. Makarov quyidagicha bayon etgan:
“Iqtisodiyot kishilarning mahsulotlami ishlab chigarish, tagsimlash-
ayirboshlash va iste’mol qilish usullari bilan bog'langan faoliyati doirasidan
iborat”. Uning ta’biri bo'yicha igtisodiyotning 4 elementi bor:

1) kishilar (igtisodiyotning bosh elementi);

2) mahsulotlar (moddiy, nomoddiy - turli xizmatlar);

3) kishilarning turli faoliyatlari (bir xii mahsulotlami boshga turga
aylantirish. mahsulotlami iste’'mol gilish bo'yichafaoliyat);

4) tashkiliy struktura.

Igtisodiyot tushunchasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq
chegara gqo'‘yib bo Imaydi. Hamma narsa ganday aniq iqtisodiyot
ko'rilayotganiga bog iiq Bu esa igtisodiyotning holatini tavsiflaydigan
o‘zgaruvchilarga bog'liq. Bu o‘zgaruvchilaming ba’zilan o'zgarmas, ba'zilari
esa o'zgamvchi bo'lishi mumkin. Iqtisodiyot elementlarining t vaqtdagi
giymati igtisodiyotning shu t momentdagi holatini tavsiflaydi. Odatda,
boshlang'ich t0 momcntda o rganilavotgan igtisodiyot holati berilgan bo'ladi.

Igtisodiyot holatining o'zgarishini vaqt uzluksiz o*zgarib borganda ham,
vaqgtning butun giymatlanda ham o'rganish mumkin. Agar igtisodiyot 0 dan
T momentgacha bo'lgan vaqt davomida o’rganilsa. igtisodiyot holatlarining

7
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shu vaqt oralig'iga mos majmuasi igtisodiyot trayektonyasi deyiladi. Bunda
T> 0 rcjalashtirish ufgi deyiladi. Makroigtisodiyotda r “yetarli” katta qilib
tanlanadi.

Igtisodiyot holatining vaqt o‘tishi bilan o‘zgarishi uning holati
o'zgaruvchilan orasidagi ba’zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan qonunlar
bo'yicha kechadi. Albatta. bunda igtisodiyot holati fagat empirik (taxminan)
ta nflanadi Ammo ko'pincha shuning ozi ham igtisodiyotni bashorat gilish
uchun yetarli bo'ladi. Iqtisodiyot modeli, ya’ni igtisodiy jarayon modeli -
igtisodiy jarayon kechishini uning o'zgaruvchilan orasidagi munosabatlar
bilan tavsiflanishidir. Agar igtisodiy jaravonning matcmatik modelida vaqt
uzluksiz o’zgarsa - uzluksizmodel, agar u diskret (uzlukli) o'zgarsa - diskret
model deyiladi.

Biz iqtisodiy jarayonlaming uzluksiz modcllarini, aniqrogi, igtisodiy
dinamikaning matcmatik modcllarini o'rganamiz. Ular, birinchidan, biror
ma’lum me’yorda abstraktlashtirilgan igtisodiyot holatining kechishini
tavsiflaydi, ikkinchidan, bunday modellar matematik jiddiylik bilan
o'rganilgan va modcllami tavsiflash uchun dastlabki shart-sharoitlar tamomila
aniq iqtisodiy ma’noga ega.

Igtisodiyotning birinchi modellari yaratilishining gisgacha tarixiga
to’xtalamiz. Eslatib o'tamizki, iqtisodiyot modellarini qurish, o'rganish va
tatbiq etish igtisodivotni (igtisodiy jarayonlami) modellashtinsh deyiladi
Igtisodiy jaravonlami modcllashtirish o'zining azaliy tarixiga ega. Fransuz
olimi doktor Fransua Kcncni bu sohaning pioneri desa bo'ladi. Fransua
Kcene (1694-1774) o'zining “Iqtisodiy jadval” (1758), “Arifmetik formula”
(1766) nomli asarlan bilan nom qozondi Shu asarlarda u milliy igtisodivotni
miqdoriy jihatdan tavsiflab berishga harakat qildi. Iqtisodiy jarayonlami
modellashtinsh sohasida Adam Smitning katta hissasini aytib o'tish lozim.
U 1776-vilda Londonda "Xalglar boyligi. tabiati va sabablari hagida tadgigot”
nomli mashhur kitobni chop etdi. A.Kumo 1838-yilda Parijda “Boyliklar
nazariyasi matcmatik prinsiplarining tadgigoti” nomli nodir asarni nashr
gildi. Bu sohada yana V.Geyl, Jon Fon Neyman, L.Valraslarning qo'shgan
ulkan hissalarini ham eslatib o'tish lozim. L.Valras o'zining “Ele-
ments d Economic Politique Pure” (Lausanne, 1874) nomli asarida quyidagi
mashhur so'zlami yozgan: ‘ Sof iqtisodiyot nazariyasi butunlay fizika-
matcmatika fanlarini eslatuvchi fandir”.

Tabiiy ravishda mutaxassislami ko'proq iqtisodiyotning shunday
matematik modellari gizigtiradiki, bu modellar yordamida igtisodiyotning
o'sishini uning butun trayektorivasi yoki alohida o'zgaruvchilari bo'yicha
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kuzatib borish mumkin boMadi. Tegishli modcllar “lIgtisodiy o‘sishning
matematik modellari” degan nom bilan ataladi. Bunday modcllar dastlab XX
asming o'‘rtalarida paydo boMdi (Ramsey, Solou, Shell va boshqalar
modcllari). Birinchi bo lib Solouning igtisodiy o'sish modelida igtisodiy otning
kechishini tavsiflash uchun “ishlab chiqgarish funksiyasi” jalb etildi. Bu
funksiya oxirgi ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Y bilan mehnat L va
asosiy fondlar K hajmini bogMaydigan munosabatdir. MaMumki, ICHF
tushunchasi amerikalik olimlar K.Kobb (matematik) va P.Duglas (igtisodchi)
nomlari bilan bogMangan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar
tomonidan kashfctilgan. Igtisodiy dinamika modellarida mablag”ni optimal
sarflash (optimal kapital go'yish) masalalarini o'rganish R.Solou (1956)
ishlaridan boshlangan. Solou milliy daromad Yni (ishlab chigarilgan
mahsulotni) kapital qo‘yishga (investitsiya) va iste’molga optimal ajratish
masalasi bilan shug‘ullangan,ya’'ni Y=I1+C =sY +(1-j)7tenglikdas ni
topish masalasini qo'ygan, unda |- kapital hajmi, C- iste’'mol hajmi.
Optimallik jon boshiga iste’'molni (s =const) yoki iste’molning integral
fondini (s =s(t),t e [0; T\)maksimum gilish ma'nosidatushuniladi. Bunda

5(/)=T (o’

miqdorjamg'arish normasi (tejash normasi) dey iladi.
s(t) funksiya uchun ikki hoi ko'rilgan:
1) s(t) =s,s =const (0 <s< 1)- jamg‘arish normasi 0'zgarmas boMgan
holni R.Solou o'rgangan;
2) 07s(f)< 1-jamg'arish normasi o‘zgaruvchi, anigrog'i, boMakli-
uzluksiz boMgan holni K.Shell ko rgan
Har ikki holda ham ICHF lar dinamikfunksiya boMgan.

Endi dinamik ICHF lar ta’rifiga to'xtalamiz:

9.I-ta,rif. Faraz etaylik, ishlab chigarishfaktorlari x],x2,...,xa vaqt

t ning funksiyalari:  (t),x2(t),....xn(t) , Y esa ishlab chigarilgan
mahsulot migdori bo 'Isin. Unda

Y(t) =F(x, (0, X2(0,..., X,(0; O (9.1)

munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyiladi.
(9.1)danko‘rinadiki,irfunksiya fgaoshkorva x1rx2,...,xnlarorqali
oshkormas bog'lig. Vaqt t ga oshkor bog'liglikda igtisodiy jarayonni
° rganishda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalan hisobga olinadi. Turgan
8ap, I'TP dan foydalanish igtisodiy o'sishga olib kelishi kerak, buesa Y(t)
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funksiyaning monoton o'sishini anglatadi. Agar (9.1) funksiya
R* x/ 0 ; T] sohadauzluksizdifTcrensiallanuvchi bo'lsa, uning o'suvchi
bo'lishi uchun 1 bo'yicha to'lig hosilasi musbat bo'lishi kcrak, ya’ni
Y’(/)> 0O, V* € [0; T\ Butengsizlikning bajarilishi igtisodiy o'sish sodir
bo'lishining fagat zaruriv shartidir.

9.1-Icorema. Iqtisodiy o Sish bo lishi uchun

N> 0, V/g[0\r] (9.2)

tengsizlikning bajarilishi zarur.

Tcorcmaning ma’nosi shuki, haryili avvalgi yildagidan ko'proq ishlab
chigarish igtisodiy o'sish uchun yctarli short bo laolmaydi. Quyidagi teorema
zaruriy vayetarli shartlarni ifodalaydi.

9.2-teorema. Iqtisodiy o Sish bo 1ishi uchun ushbu

dy(t) n r(f).Y(t-2
~ir mm wT>- <)

tengsizliklaming bajarilishi zarur vayetarli.

Mazkur teorema =L (t), xr=K (t) bo'lgan hoi uchun yozilgan
Agar/. (f)~ aholi soni bo'lsa, Y (t)/L(t) -jon boshiga ishlab chigarilgan
mahsulot migdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) short bajarilsa ham, aholi
soni shunday ko'payishi mumkinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmashgi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsa ham,
(9.2) bajarilmashgi mumkin. Bu igtisodiy o'sish sodir bo'Imaganda, ya’ni
ishlab chigarilgan mahsulot migdori kamayganda. aholi soni yanada tczroq
kamayganda sodir bo'ladi.

Y (/) funksiyaning to'liq hosilasini yozamiz:

dy(t) dy(t) dy()... dy@) ..,v  8Y{t) ., 4

jm js s ti,i(,)
dt { dx )’

unda x(/\s ax(® , LaX®

N
, X(t)j _ skalar ko'paytma.
Agar F funksiya t ga oshkor bog'lig bo'Imasa, unda ushbu
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»

Y(t) = F(xI(t),x2(t),....X..(1)) (9.4)
ko'rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP
natijalari e’tiborga olinmaydi. Barcha masalalar x,(/),x2(/),~mex,,(t)
faktorlar orasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog'langan boMadi.
Makroiqgtisodiy jarayonlarda ko'proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi.
Ular quy idagi

Y(t) = F(L(t),K(1)) (9.5)
ko'rinishda yoziladi.
Agar (9.5) funksiya (1°-5°) neoklassik shartlarni ganoatlantirsa (5-bob,
2-8 ga garang), uni neoklassik ADICHF deyiladi.
ADICHF gamisollarkcltiramiz:
1 Y(t) =aOKa(t)l)~a(t), a0b>0, O0<a<l, te[0,T] - Kobb-Duglas
ADICHF.

2. Y(t) =a0[aK-(,(t)+ (\-a)L p(t)X~P, ao>0, O<o<l, p>-1 -
Solou ADICHF
3. Y(t)=aK(t)+bL(t),a> 0, b>0- chizigii ADICHF.

9.2-8. Iqgtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish normali
modcli: mehnat resurslari cksponcnsial funksiya

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko'ramiz. Bu model
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(t) = I(t)-yiK(t), O0£u<1, \i=const (0,02£14<0,04), (9.6)

L(t) =r\L(t), 1 =const (0,005 £r~0,00U, 9.7

Y(t)mF(1/t),K(t))=1(t)+qt)=sY+(I-s)Y, s—eonst, 0<j<1, (9.8)
bunda F(L(t), K(t)) neoklassik shartlarni ganoatlantiradi, I1(t) =sY(t) -
investitsiyalar (kapital go'yish),C(t) = (1-s) Y(t)~iste’mol, K(t)~mavjud
asosiy fondlar hajmi, L(t) - mavjud mehnat resurslari hajmi, s =/(/)/Y(t)
(=const)—amg'arish normasi, 1, - asosiy fondlaming chizigii varogsizlanishi
koeffitsiyenti. (9.7) munosabat ishchi kuchining o'sish sur’ati L(t)/L(t)

o'zgarmas va ™ ga tengligini anglatadi. Endi jon boshiga iste’mol
hishunchasini kiritamiz:
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CO)
Too <59

Keyingimulohazalardajamganshnormasis ning(0<s<1) optimalligi
jon boshiga iste’mol c(t) ning maksimumi ma’nosida tushuniladi. (9.9') ni
o'zgartiramiz (gisqalik uchun argument t ni yozib o'tirmaymiz):

L L L
Shunday qilib,
c=(1-*)I(*), (9.9)
bundaf(k) - o'rtacha mehnat unumdorligi, K - qurollanganlik
(9.6) - (9.9) munosabatlar Solouning sodda dinamik modclini to'lig
tavsiflaydi. Shu modclning traycktorivasi {¥(0, C(t), I(t), W), K(0)
funksiyalar majmuasi bilan aniglanadi.

Modelni oTganish uchun Kk(t), k{t), f(k) belgilashlargao'tamiz:
n dk d(K\ KL-KL (I-yJC)L-KL
dt dtVL) 1} 1}
=T{[* F(LK)-»K TL-Kt }=*/(*)-(y+n)*,
Shunday qilib, (9.6), (9.7) o'miga ushbu

k(t)=sf(ky-(n+4)k (9.10)
difTerensial tenglamaga ega bo'ldik. Shu (9.10) tenglama uchun
*(0)=*0>0 (9.11)

boshlang'ich shart bajariladi.

(9.10) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli chizigsiz
tenglama, o'ng tomoni erkli o ‘zgaruvchi t ga oshkor bog lanmagan. Shu
sababli (9.10) avtonom difTerensial tenglamadan iborat, uning (9.11)
boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. (9.10)

tenglamaning o°‘ng tomoni <{(£)=$%/(A:)-(Ji+ii)* difTercnsiallanuvchi
( Kk bo‘y*cha). Koshi teoremasiningshartlari bajariladi: 4>'(k)=sf’(k)-(\i+r\).

(9.6) ¢ (9.8) munosabatlar bilan tavsiflanadigan model
ozgaruvchilanmng vaqgtbo'yicha o'zgarishini tckshmsh uchun qurollanganlik
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K ning vaqt bo'yicha o'zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo'yicha
tekshirish yetarli.

(9.10) tenglama avtonom bo'lgani uchun uning statsionar yechimlari
(muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:
5/(*)-(u+M)* =0. (9.12)

Statsionar vechimlarning mavjudligi haqgidagi tcorcmani bayon etish
uchun quyidagi
I{-_Im)/'(*) =/'(+0)
miqdor hagida gapiraylik ./’ (+0) migdor chekli bo'lishi ham (p > 0 da Solou
funksiyasi uchun), cheksiz bo'lishi ham mumkin (Kobb-Duglas funksiyasi
uchun).

9.3-teorema. Agar (9.10) asosiy differensial tenglama uchun (9.11)
boshlang ‘ich shart benlgan bo ‘lib, ushbu

H+n<*/'(+0) (9.13)
tengsizlik o 'rinli bo 'Isa, unda (9.10) tenglama yagona (sodda yechimdan
tashgari) musbat va asimptotik turg 'un (Lyapunov bo 'yicha) [0; T] vaqt

oralig 'tda aniglangan statsionaryechim k(t)=Kk,>0 ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar (9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama
yagona musbat yechimga ega. Hagigatan. ikkita y = sf(k) vay = (u+7|) *
funksiyani ko'ramiz. Ulaming grafikiari kesishgan nuqtalar statsionar
yechimni aniglaydi. Ma’lumki, /(0) = 0, shuning uchun k(t)m 0 sodda
yechimga egamiz. Ammo bizni K> 0 bo'lgan hoi qgizigtiradi. Musbat
statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinata boshi-
dan chigadi va I chorakda joylashgan. Ammo (9.13) ga ko'ra y =sf(k)
funksiy a grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida
y = (4+q) K numing burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashqari, f (k)
funksiya neoklassik shartlarni ganoatlantiradi (ya'nif(k)>0,f" (Jt)<0,
V *>0), shuning uchuny =s/(k) funksiya botig. Bu y =sf(k) va
y = (u+ri) itfunksiyagrafikiari abssissasi k.> 0 bo'lgan nugtada kesishishini
tasdiglaydi. Shu it. son izlangan statsionar yechim k(1)BK. bo'ladi.
Dcmak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning asimptotik
turg'un ekaniigini isbotlash qoldi (9.1-chizma).

Agar (9.10) tcnglamaning o‘ng tomoni y =sf(k)~ (u+ti)* uchun
' (*.)<0 tengsizlik o'rinli bo'lsa, bundan skalar differensial teng-
lama uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra (M.Salohitdinov,
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G'.Nasritdinov. Oddiy differensial tenglamalar. Darslik. “O'zbekiston”
nashriyoti, Toshkent, 1994, 11-bob, 11.3-§, 314-bet) Ar(/) *£. statsionar
yechim asimptotik turg'un bo'ladi. Haqgiqatan, ¢ '(E.) =*/ ’(*.)-
(u+q) < 0. Shuni isbot etish talab ctilgan edi. 9.3-tcorcmato’'liq isbotlandi.

9.2-ta’rif. Iqgtisodiy o'sishning qurollanganlilcning o'zgarmas Kk,
giymatiga mos rejimi balanslangan o Sish deyiladi.

Makroiqgtisodiy sistcmaning parametrlari s, u, g berilgan bo'lsa, k.
miqdor bir giymatli aniglanadi. Amalda mehnat resurslari hajmining o'sish
sur’ati g (0,005 inq i 0,01) va yarogsizlanish koeffitsiyenti
(0,02 i u i1 0,04)awaldan ma lum bo'ladi. Shuning uchun k. nijamg'arish
normasining funksiyasi deb garash mumkin: k. = k.(s) .

9.1-lemma Balanslangan o'sish rejimi k,(s) funksiya (0;1)
intervalda aniglangan, dijferensiallanuvchi va monoton o suvchi.

dk (s)

Isbot. Ushbu —d ————— > 0, Vs € (0; 1) tengsizlikni isboUaymiz. Uning
S

uchun $/'( Ar.(s)) - (u+q) &.(s) = 0 sonli tenglikni ko'ramiz. Ikki
tomonini s bo'yicha difTerensiallavmiz:

f(knfs)bsf\k.(s))~"-(yi+ n)~"r=0.
ds ds
Bundan

dk.(s) _  f(k.(s))
ds  (*i+ti)-j/'(M]))
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formula kelib chigadi, unda kasming mahraji va surati musbat. Shuning

dk.(s) v o
uchun = 0, Vse (0;1) tengsizlik o'rinli.

Shunday qilib, balanslangan o'sish k,(s), 0 < s < 1 funksiya bilan
aniglanadi. Har birs ( 0<s <1) uchun balanslangan o'sishning bitta rejimini
hosil gilamiz. Bunday rcjimlar cheksiz ko'p. Ulaming ichidan (9.9) funksiyaga
eng katta giymat beradiganini topish lozim. Boshgacha aytganda, jamg'arish
normasining ushbu

c(=(1-i)/(t.(j))-»m a\, 0<$<1 (9.14)
masalaning yechimi bo'ladigan giymatini topish kerak. c(s) funksiya (0; 1)
intervalda aniglangan va ikki marta uzluksiz diflerensiallanuvchi hamda
c(j)>0, Vse(0;l).

Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

lwao)=unrt)h )=0> hmM*)=0f ¢)>0, Vse (0;\).

Bundan c(s)> 0 funksivaning eng katta giymati mavjud ekani kelib chigadi.
Endi shu funksiyaga eng katta qiymat beruvchi ?e(0,1) ni topamiz. Buning
uchun awal (9.14) dagi c(s) funksiyani o'zgartirib yozamiz (sf( k.(s)) -
(Ji + r|) Ar.(j) = 0 tenglikka ko'ra):

c(s) =f(k.(s))-(u +r])-k.(s) (9.15)
Endi tf(s) nihisoblab, nolga tenglashtiramiz:
XK m ) AMNE)-(u+n).M£> =0
as ds

yoki

dk.(s) n
Bundan 45 >0 gako'ra

(M =*))-(4+71)=0 (9.16)
tenglama kelib chigadi. Bundan statsionar nuqgtani topib bo'Imaydi, chunki
unda s oshkormas gatnashgan. Aslida k ga nisbatan (9.16) tenglamani

['(*) = U+ (9.17)
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ko'rinishda yozamiz. (9.13) ga ko'ra s=1 da u+r|</'(+0) tengsizlik
o‘rinli. Ma'lumki, k> 0 uchun y=f(k) botig. Shuning uchun biror K da
/(£) =U4+0N tenglik o'rinli. Shunday qilib, (9.16) tenglama yagona musbat
K ycchimga ega.
Endi (9.12) tenglamaga K - K ni qo‘yamiz:
sf(k)-(\i +i\)k =0.
Bundan yagona statsionar nuqta J ni topamiz:

~_(n+n)*
f(k) -

Endi f'(k) = (u +r|) tenglikdan foydalanib, s ni uzil-kesil aniglaymiz:

7 IF\K)

1w <9.,8)

Avvaldan ma'lum ediki, neoklassik ICHFIlar uchun Q<~* <1,
m

VA > 0 tengsizlik o'rinli. Bundan 0 <s <1 ekani kelib chigadi. Statsionar
nuqta yagona va c(j) funksiyaning (0; I)da eng katta giymati mavjud
boMgani uchun shu s =s nuqtada ¢ ) funksiyao'zimng eng katta gnmatiga
erishadi. Shu bilan quyidagi tcorema isbotlandi, desak bo'ladi.

9.4-teorema. Agar K chekli (9.17) tenglamaning yechimi bo'lsa,
optimaljamg arish normasi s (9.18)formulayordamida topiladi.

Shunday qilib, igtisodiy sistema trayektoriyasini s va K lar orqali
hisoblash mumkin:

K{t)=L(t) k =L0e" ,k , L(t)=L0e"™", ¥ (F)=[0/(*)=A>M/(*b

I()=7Y(t)=L07f{k)e'u, ct)=(I-s)Y(t) =(\-5)L0AK)me"""m
Oxirgi munosabatlar ko‘rsatadiki, qurollanganlikning statsionar

trayektoriyasi K(t) = k bo‘ylab modelning barcha asosiy ozgaruvchilan
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vagt bo'yicha o'zgarmas bo'lgan holda mehnat rcsurslarining o'sish sur’atiga
teng bo'lgan sur’at bilan o'sadi.

Endi statsionar yechimdan farq giladigan yechimlar ganday bo'lishini
tekshiramiz. 9.1-teoremaga ko'ra statsionar yechim asimptotik turg'un.
Buning ma'nosi shuki, (9.10) differensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan-

g'ich shartni ganoatlantiradigan k(1) yechimi (fc(0)=«., k0 ®«k.) |
ning yetarli katta givmatlarida k(t) = k. - statsionaryechimga intiladi.
Awval k0 > k. bo'lsin. Buholda s f(k0)~(yi+x\)k0 <0 tengsizlik o 'rinli
bo'ladi. Bundan ;t(/)<0,t>0 tengsizlik kelib chigadi. Endi K ni tekshiramiz:
K=sf\k) K-(u+n) k=[] /'(*)~(U+M) ]* »

kO=>k, gako'raj/*(it)-0i+iT)<0 tcngsizlik o'rinli bo'lgani uchun fr>o -
Demak, k0 > k. bo'lganda k{l) trayektoriya gavariq (9.3-chizma).

Endi kO <k. holni ko'ramiz. Uch hoi yuz berishi mumkin:
1) kO=kK <K. ; 2) 0<kO<Kk ; 3) kK <kO<k. .

1) KO =K <K, bo'lsin. Bunda k(t) = k chiziqg (nur) fc(/) funksiyaning
burilish nuqgtalandan tashkil topgan bo'ladi. 2)va3)hollami ko'rganda bunga

ishonchimiz komil bo'iadi. Agar 2) 0<Ar0<k bo'lsa, unda, ravshanki,
k=s f(k)-(}i+rj)k>0, Ar=[?/(/t)-(ji+ri)] A:>0 bo'ladi. Bu 0 <k0 <k da
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k(t) funksivaning qavarigligini anglatadi. Agar 3) Kk <k <k. bo'lsa, yana
k>0, ammo /t<0 bo'ladi. Bundan k(1) funksivaning botigligi kelib
chigadi. Dcmak, K = K dano'tishdagavariglikbotiglikkao‘tadi,ya'ni kO = k
da k(t) = k chizig k( I) funksivaning burilish nugtalaridan tashkil topgan
bo'ladi.

L va K o'zgaruvchilar tekisligida K(t) =k, L(t) nur Solou-Neyman

magistrali deyiladi (9.4-chizma).
1966-yilda E.Felps "oltin qoida'ni taklif gildi (ba’zida “optimal qoida

deganda optimal jamg'arish normasi s ni topish usuli tushuniladi).
Ko'rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiyfondlarga go "yilgan kapital-
mablag’ kapitaldan olmgan daromadga ieng.

Bu quyidagi munosabatlardako'rinadi:

sLf(k)=Lkf(k), SsF(L,K)=K? ~ K)>
dK

kapitaldan olmgan daromad
Misollar

1-misol. F(L,K)=a0Kazla a0>0, O<ac<l.
Ravshanki, bu holda f(k)=a0Oka, f\k) =aaOka'l ,k niaalOka~ =

=y +ritenglamadan topamiz:

2-misol. F(L,K)-a”aK~@e+(l-0)Z, p] p, *,>0, Ocacl, p>-I

Bunda f(k) =a,[ak-" + (\-a)\JT, f(k) =aa0[ a+fl-a)!? ]* *T.
Endi ushbu
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da0[a +O -a 4 p] p =U+n
tenglamadan topiladi:

_£o0_> aVO+p)
L+n

Oxirida optimal jamg'ansh normasi S ni topamiz:

Ma’lumki, 0<s <1 tengsizlik o‘rinli. Oxirgi formuladan iqtisodiy

sistcmaning paramctrlari a,a0,u,r|,p orasidagi bog'lanish kelib chigadi:

u+il<ala p-

9.3-8. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigli-botig funksiya

I. Mehnat resurslari (aholi soni) o 'sishining botig qonuni hagida

Igtisodiyotda. asosan, mehnat resurslarining osishi hagida gap boradi.
Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog'liq. Ish bilan bandlar sonining
ko'payishi (o sishi) esa fagat aholi soniga bog'liq emas. Ko'pgina ilmiy
risolalarda mehnat resurslari (aholi soni) eksponensial gonun bo'yicha o'sadi

debgaraladi Bu L(t) funksiyaning hosilasi /.(/) shu£(/)ga chiziglibog'lig
deb garaladi dcgan so'z, ya’ni L(t) =rj-L(t), bunda - o'sish sur’ati.
Bundan L(t) =L0-e"’, LB>0 kelib chigadi (9.5-chizma). Shuning uchun

Z,()=t]2L(t)>0, ya’ni L = L(t) funksiya gavariq (9.5-chizma). Dcmak,

I ning biror giymatidan boshlab L(t) ning giymati yetarli katta bo'lib ketishi
mumkin Tug'ilishlar joni hagida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan:
“tug'ilishlar soni yildan yilga geometrik progressiva bo'yicha ortib boradi”.
fngliz ruhoniysi Maltus iqtisodiyot bilan, aniqrog'i, demografiya bilan
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shug'ullangan U Eyler gipotezasiga go'shimcha qilib, “ozig-ovqgat
mahsulotlan arifmetik progressiva bo'yicha ortib boradi” degan Eslatib
o'tamizki, aholi sonining (umumiy holda mehnat resurslari hajmining)
eksponensial o'sish gonuni vaqti-vaqti bilan va gisqa vaqt oralig'ida
rivojlangan mamlakatlarda sodir bo'ladi hamda o'sish tezligi vaqt o'tishi
bilan bargarorlashadi Bunda ma’lum vaqtoralig'ida egri chizigning gavariq
gismi botiq, aksincha, botig gismi gavariq gismga o'tadi (9.6-chizma)
Umuman, o'sish biror botiq egri chiziq yaqginida S-simon egri chiziq bo'ylab
sodirbo'ladi. Tegishli botiq egri chiziq o'sish tezligining bargarorlashishini
anglatadi (garang: P.®ocTtcp. O6HOBMEHME NPOWM3BOACTBA: aTakylLime
BbiMrpbiBaloT. M., Mporpecc, 1978, rn.4, c¢.78-94) (9.5 - 9.7-chizmalar).

o o ilo)

Mehnat resurslari hajmining (aholi sonining) o'sish tezligiga ganday
parametrlar ta’sir giladi? - degan savol tug'iladi. Umuman, o'sish tezligi

ko'pgina parametrlarga bog'liq. Eyler gipotezasi bo'yicha L(t) (o'sish
tezligi) shu L(I) ning hajmiga bog'liq: L =r\L- Ba’zi mamlakatlarda
aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, igtisodiy rivojlanish sodir

bo'layotganiga sabab ishlab chigarishga go'yilayotgan mablag'laming
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitda ishlab chigariladigan mahsulot

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(t) miqgdor fagat L(t) ga

bog'lig bo'lib qolmasdan, yana K(t) ga - kapital sarfga ham bog'lig. Agar

bubog'lanish 4 /) \aK(t) ganisbatan chizigli bo'lsa, L(t) uchun quyidagi
munosabatni yozish mumkin:

L(t) = T\L(t)+vK(t), n>0, v>0. (9.19)

Ravshanki, L(t) =r| L(t)+v K(t) ,t> 0. Qanday shartlar bajarilganda

Z()<0,ya’niZ(/) funksiyaning grafigi botigq bo'ladi?
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Ushbu
L(t)<0 (9.20)
tengsizlikni ganoatlantiradigan botiq L(0 funksiyani chizigh-botiq deb
ataymiz. Chiziglilik L(t) ning L(t) vaK(t) gachizigli bog'ligligini.botiglik
esaf] O funksiyaningbotigligini anglatadi.

Izokvantalar F(L, K) =C, C > 0 tenglama bilan bcriladi. Undan,
ma’lumki,

N o= 0

dL dL/ dK
tengsizlik kelib chigadi. Har bir izokvanta ICHF ning sath chiziglaridan iborat
bo'lib, gavariq egri chiziqdir (9.8-chizma).

Endi (9.19) ning ikki tomonini difiercnsiallaymiz:

L(t)=4L(l) +vK(t) =L(t) n+v]) = i(4+v™ ]. (921

9.5-teorema. L(I)funksiya botiq bo'lishi uchun har bir izokvanta
bo ylab ushbu

dK n .
— <—1<0 (9.22)
dL v
tengsizlik bajarilishi yetarli.

Isboti L> 0 va (9.22) tengsizliklardan kelib chigadi. Hagiqgatan,
(9.21) ga ko‘ra
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If)=£.(,+v.f)< i{n+»{-i)).0.
Misollar.

1-misol. L(t) =In(/ +€), £0 (9.9-chizma) devlik. Unda L(t)~t—>0,
+e

(/+e)2<0, t>0. Quyidagi L =r\L+\K, L=i\t+\K muno-

sabatlami ko‘raylik. L(t) va L(t) laming ifodalaridan foydalansak,

------ L7=n-L+v-K
(t+e) t+e
kelib chiqadi. Biz birinchi tartibli diffcrensial tcnglamaga keldik. Uni
intcgrallaymiz:

K=—1—+1.11t
v(t+e) +v HLtre)

Endi dK/dL ni hisoblaymiz:

N
aK™K_ — In(/+e) 1 | n<_n

dL L \(t+e) v t+e v(/+e) v v
Shunday qilib, ICHF izokvantalarida(9.22) tengsizlik bajanladi. Kobb-Duglas
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu

K>MN q
Il >v 1-a
tengsizlik uchun bajariladi.

2-misol Ikkinchi misol o'mida 1991-2001-yillardavomidaO ‘zbekiston
Respublikasi ahohsining o'sish dinamikasini ko'raylik. Avval shu yillardagi
aholi soni jadvalmi keltiramiz:

Jadvaldan ko'nnadiki, N (t) funksiya o'suvchi, ammo o‘sish tezligi
(Aimigdorlar) asosan kamayib borayapti. Fagat 1995 va 1996-yillarda o'sish
tezrog bo'lgan. N (t) funksiya 1991-1994-yillarda botig, 1994-1996-yillarda
gavariq va 1996-2004-yillarda yana botiq. Demak, N (t) chiziq S-simon
ko'rinishda (9.9a chizma).
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i Yillar Aholi soni (min) N, n, %t
1 1991 20,862

2 1992 21,360 0,498
3 1993 21,852 0,498
4 1994 22,828 0,430
5 1995 23,002 0,720
6 1996 23,444 0,442
7 1997 23,867 0,423
8 1998 24,231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 2000 24,908 0,325
1 2001 25,211 0,303
12 2002 25,523 0,312
13 2003 25,803 0,280
14 2004 26,116 0,313

(Ma’lumotlar “O ‘zbckiston Respublikasi Davlat statistika go'mitasi,
2005” dan olingan).

9.9a-chizma

1. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq
bo'lgan modeli

Igtisodiy sistema (igtisodiy jarayon) quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin, deylik:

K=1l-yiK, 07[ind,
L=r\L+\ K, r|=consf>0, v=const>0,
Y=F(L,K)=1+C=sY +(I-s)Y, s=const>0, 0<$<1,

c(0 =

(9.23)

—— -tmax, O<s<l.
L(t)
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Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, asosiy fondlarning chiziqgli
yarogsizlanishi va mehnat resurslanning hajmi chizigli-bog‘liq bo'lgan hollarga
egamiz. Masalajon boshiga iste'molning eng katta giymatini ta’minlaydigan
(optimal) jamg-‘arish normasini topishdan iborat. Endi ko'rilayotgan
jarayonning asosiy diiTercnsial tenglamasini chigaramiz. (9.23) muno-
sabatlardan ikkinchisini

L-n+vk
L 1

j‘:‘%

ko'finishda yozib olamiz Endi ni hisoblaymiz:

s ATA™ KL-KL (sY-\iK)-K{y\L+vK)
"nawur L2 L2

=-A[(sLF(K)-\XK)L-K(T\L +vK)]=sf(k)-(N+rpk-vk?2"

Shunday qilib. asosiy difTerensial tenglama ushbu
H=*/(/t)-(n+Ti)*-v*2, k(0) =k0>0 (9.24)
ko‘rinishga ega. (9.24) ixtiyoriy k(0)=k, >0 boshlang'ich shart uchun
yagona yeehimga ega Bu tasdig Koshi teoremasidan kelib chigadi, chunki
(9.24) ning o‘ng tomoni <p(f=$/(fr)-(n +r|)/(:-vA:2 uzluksiz difTc-
rcnsiallanuvchi (K bo'yicha), ya’ni
cp'(*)=*I'(Ar)-(n+n)-2v/t.
9.6-teorema. Agar asosiy differensial tenglama uchun
LU+ <*/'(+<)) (9.25)

tengsizlik ((2.13) bilan tagqoslang) o'rinli bo'lsa, unda (9.24) tenglama
yagona (soddayechimdcm tashgan) musbat va asimptotik turg unstatsionar

yeehimga ega, ya 'ni k(t) =k ..
Isbot. Quyidagi cp(fc)=0, ya'ni
JHOE)-(M +»1)*-v*2=0 (9.26)

chekli tenglamani ko'ramiz. Bu tenglama kK= 0 sodda yeehimga egaligi
ravshan. U musbat yeehimga ham ega. Shuni isbot etish uchuny, =s/( £)
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va Vi =(n+n)/t+vit: funksiyalami o'rganamiz Har ikki funksiya grafigi
koordinata boshidan chigadi va | chorakda joylashgan. Shu bilan birga,
y (k) <0, y\(.k) —2v > 0 tengsizliklar o'rinli. Dcmak, yt(K) funksiya
botiq, funksiya esa gavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos
ravishda ((9.26) ga garang)

tl-l’@OS f'(k) =s/ (+0)>0, Ij%y'Z(K) =+

burchak kocfiltsiycntlar bilan chigadi. Shunday qilib,”,()t) v&y2( k) funk-
siya grafiklari 1 chorakda albatta kesishadi (9.10-chizma).

Ikkinchi funksiya y 2(k) = (y+rj)*+v k2 grafigi paraboladan iborat
bo'lib, u koordinata o'glarini (-(H +T)/v; 0) va(0;0) nugtalarda kesib

nuqtada joylashgan. Bizni shu

parabolaning k> 0 bo'lgandagi bo'lagi gizigtiradi, u 9.11-chizmada quyuq
chiziq bilan bclgilangan.

Yy

4y

9.10-chizma 9.11- chizma

Grafiklar kesishgan nuqtaning abssissasini K. > 0 devmiz. Bu bilan (9.24)
tenglama yagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi.
Endi shu k(l) = k. statsionar yechimning asimptotik turg'un ekanini

chunki y (/t.)=sf(k.) migdory,(Jt) funksiya grafigiga k. da o tkazilgan
urinma burchak koeffitsiyenti, _y£(jt.)=(n+r|)-2vA. esa yt(k) grafigiga
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o'tka/ilgan urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, j{(A»)</2(k.)

tengsizlik o ‘rinli (9.10-chizma). Teorema isbotlandi.

Ta’kidlab o‘tamizki, K. ning o‘mi (abssissa ogida) s ning giymatiga
bog lig, ya’'ni k.(s).

9.2-lemma. Statsionaryechim k.(s) monoton o Suvchifunksiya (9.10-
chizma).

Isbot. Awvvalo Kk.(s) funksiya (0; 1) intcrvalda aniglangan va diffe-
rensiallanuvchi, u (9.26) chekli tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni quyidagi
sonli tenglik o'rinli:

sf(k.(s))~ (u+n)k.(s)- vk](i)=0. (9.27)

Bu tenglikning ikki tomonini s bo'yicha difTercnsiallaymiz:

fIkUS))+sTAKAS)AN-(N+Ti)MNN-2VKAS)MN=0.
as as as

Cdk.(s) . )
Endi —-— ni topamiz:
as

dk.(s)™ f(k.(s))
ds n+n+2vAr.(j)-jl'(Ar.(s))
. ... dk (s) . .
(9.10) chizmadan ko‘rinadiki, —d-— >0 . Lemma isbotlandi.
S

k(t)sk.(s) funksiya balanslangan o ‘sish rejimi bo‘lgani uchun
(J€(0; 1)), bunday rejimlarcheksizko‘p. Harbirrejimjamg ansh normasi
s ning (0; 1) intervaldan olingan bitta giymatiga mos keladi. Agarjon boshiga
iste’molni maksimallashtirish masalasi ko‘rilsa, bu masalaning yechimi
balanslangan o ‘sishning optimal rejimini va optimal jamg arish normasini
aniqlab beradi. Masala quyidagicha qo viladi:

¢):S:(\—s)f(k.(s))—>max, 0<j<i.  (9.28)

Avval masalaning yechimi mavjudligini ko rsatamiz
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

Iimoc(s) = Iin|10 c(s)=0 va c(*)>0, Vs€(0:1),
bunda II_i)(gok.(s) =0 tenglik e’tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28)
masalaning yechimi mavjudligini isbodaydi. Endi c(r) funksiyaning statsionar
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nugtalarini topamiz. Uning ¢'(s) ni hisoblab, c'(i) = 0 tenglamani yechamiz.
Dastlab (9.27) ga ko'ra c($) funksiya ko‘rinishini o ‘zgartirib olamiz:

& )=f(k.(i))- (u+n) (i)-v (5. (9.29)
Endi ¢'CO ni hisoblaymiz:
NEO S (L (M) (U2 v (8)]—--
as

dk.(s) A )
9 2-lemmaga ko‘ra —i >0. Shuning uchun c'(s) = 0 tenglama

I'(£.($))-(H+ri)-2v/t.(,s) =0 ko'rinishni oladi. Bu tcnglamadan stat-

sionar nuqta - s ni topib bo'Imaydi, chunki s oshkormas shaklda
gatnashyapti. Aslida biz ushbu
['(*)=(>i+Ti)+2v* (9.30)

K ga nisbatan tcnglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning yagona musbat «

yechimi mavjud. Hagiqgatan, ravshanki, Y2=(n + f)Ar+v ** va yx-f(k)
funksiyalarning grafigi koordinata boshidan chigadi, f(k) - botiq va

(H+r])* +v*2 - gavariqg boMgani uchun ularga o‘tkazilgan unnmalar
yagona X nuqtada o'zaro parallel bo'ladi, ya'ni /'(F) =]i+rj+v* (9.12-
chizma). Shuning uchun k:Iﬂ< da

sf(jc)-(\i+4)k -\k 2=0
tenglik o'rinli boMadi. Bundan yagona statsionar nugta s ni topamiz:

- (u+n)xk +VvF
» —mmmmme >0 (MO

?7=— - — (9.32)
[<¥*) 1(*)
L V f'(k) -
formulanihosilgilamiz. ¥ >0 va 0<— "—= < 1tcngsizliklardan 0<? <1
1(*)

kelib chigadi.
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9 12-chizma 9 13- chizma

Ravshanki, ?>f ((9.18)ga garang). Dcmak, |—y> 1—y , ya’ni
iste'molga ajratiladigan bo lak kattalashadi Bunga sabab mehnat resurslari
hajmi chizigli-botig funksiya deb garalishidadir. Shunday qilib, (9.28)
masalaning yechimi mavjud va statsionar nugtayagona bo'lgani uchun s =T

nuqtada c(s) funksiya eng katta givmatga ega bo'ladi. Quyidagi teorema
isbot etildi.
9.7-teorema. (9.28) masalaningyechimi mavjud vayagona. Optimal

jamg'arish normasi s {9.32)formulayordamida, balanslangan o'sishnmg

optimal rejimi K (9.30) tenglamaning yagona musbat yechimi sifatida
aniglcmadi.

Shunday qilib, (9.23) iqtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

Endi quyidagicha xulosa chigarish mumkin: modelning barcha asosiy
0 'zgaruvchilari K(t),L(t),Y(t),I1(t) va C(t) - statsionaryechim k(t) =T

bo 'ylab M+vfc ga teng bo 'lgan bir xil sur "at bilan o Sadi.
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Mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya bo'lgan modelni

o'rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim Kk(t) =k >0 dan
fargqli k =k(l) traycktoriyalami sifat nuqtayi nazaridan tekshiramiz.

Ravshanki, k. >k (9.13-chizma).

Faraz etaylik, k =k{t) funksiya (9.24) tenglamaning ixtiyoriy
boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan yechimi bo‘lsin, kO = k(0) > 0. Ikki
hoi yuz bcradi: 1) kO>k, ;2) kO<k..A\val 1) kO> k. holni ko'ramiz.
s =f bo'lganda (9.24) tenglama ushbu

K =sf(k) - (y+r)fc- vk2
ko'rinishni oladi. Unda ixtiyoriy kO > k. uchun (9.13-chizma)
=?/(*0)-Ne +T)*0-v*0 <0»
shuning uchim k(t) <0 tengsizlik kelib chigadi. Endi K ni hisoblaymiz:
£E=[f/'(*)-(H +n)- 2vfc] *>0 ,yani £>0, VKO>k..

Bu k = k(I) egri chizigning ixtiyoriy kO > k. da gavariq ekanini angla-
tadi (9.14-chizma).

Endi 2) kO <Kk, holni ko'ramiz. Bunda yana uchta gismiy hollar yuz
benshi mumkin:

a) KO- K<K.; b) 0<kO<K; v) K<KO<K.;
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Ravshanki, a) holida k(t) =k nur bunlish nuqgtalandan tashkil topgan.
Bu b) va v) hollami ko'rganimizda kelib chigadi. b) holida (9.13-chizma)
quyidagi tengsizliklar o'rinli:
£ =2/(fr)-(H + Tj)fc-vfr2>0,
*=[2/(*)-(n+n)-2v*\k> 0.
Shu tengsizliklar it (I) funksiyaning monoton o ‘suvchi va gavarigligini
anglatadi. Nihoyat, v) holni ko ‘ramiz. Bu holda ushbu

K=1f(K)- (u+nAr- v/t2>0,
E=[?/(E)-(n+ri)-2vjt]*<0
tengsizliklarga cgamiz, ular k(t) funksiyaning monoton o ‘suvchiligini va
botigligini bildiradi. Yuqoridagi mulohazalar korsatadiki, k(t) =k nurda
k(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi o'z ishorasini (musbatdan manfiyga)
o0 ‘zgartiradi. Shunday qilib, k(t)ak , t> 0 nur k <kO<k. da k(I)

funksiyaning bunlish nuqgtalaridan tashkil ctganini isbotlaydi (9.14-chizma).
Igtisodiy dinamikaning ko ‘rilayotgan (9.23) modeli uchun Fclpsning
“oltin goida 'sini chigaramiz. (9.32) ga ko‘ra

?2/(f)y =1/"(f)-v-P.
Ikki tomonini £ ga ko‘paytiramiz:
= Jg-vglJT.

Otk
Endi “oltin qoida ni kcltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag4

f F(L,R) kapitaldan olingan daromad iLLLJtlji jan V/t£
6K

migdorgakam. vk R migdomi mehnat resurslari hajmi chizigli-botigligidan
olingan “yutuq” deb ataymiz Eslatib o ‘tamizki, (9.6)-(9.8), (9.9) modelda

optimal jamg arish normasi | y - ga, (9.23) modelda esa

. Ufr(k) v K1 . .= -

S= - S — ga teng edi. Ravshanki, s <I| . Bu holda ic> K
f(k)y (k)
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tengsizlik o'rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini
chizigli-botiq funksiya deb garash samarador ekan.

Shuni ta’kidlab o'tamizki. statsionar yechimni topish uchun ushbu

s/(fc)-(li+Ti)/fc-v/t2=0

tenglamani vcchishga to'g'ri keladi. Uni analitik usul bilan deyarli yechish
mumkin emas. Masaian, f(k) =ak bo'lsa, tenglama y*2+[(y+r])-
-a.y]* =0 sodda ko'rinishga keladi va kt= 0, v[a5-(u+r$]. Agar
f(k) =a-Jk bo'lsa, sajk =(iL+r$k+vk2 tenglamaga egamiz. Agar
mfx=k desak, yx4+ (4 +r|)x2-s x tenglama hosil bo'ladi. Undan x,=0,
ya'ni  k{=0 ni topamiz. Qolgan yechimlarni topish wuchun
vx3+(4+r|)x-50=0 kubik tenglamani yechishgato'g'ri keladi.

Neoklassik ICHF laruchun o'rtacha mehnat unumdorligi / ( it) ixtiyoriy
bo Iganda ham ~/(~-(ji+rjjAr-v*2=0 tenglamani yechishning gator
tagnbiv usullari mavjud.

9.4-8. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish normali
modcli: mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq funksiya

Awalgi 9.3-§ da igtisodiy dmamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-
botiq funksiya bo'lgan modeli ko'rildi. Umumiy holda mehnat resurslari
hajmi chizigsiz-botiq funksiya bo'lishi mumkin. Faraz etamiz,

X-ljn +vv(£)] (>, .. +v

Endi, iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan-
sm, devlik:

K=1-\iK, o0<uy<1,
L=L[r\+\ \{iiK/L)], r|>0, v>0,
Y=F(L,K)=1+C=sY+(l-s)Y,s=const>0, 0<j<1, (9.33)

c(0 =— >max, 0<j<l
W)

Bunda y(KIL) =y(£) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
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vj/(0)=0; \|/'(+0)"0; y(fc)>0; u>\k)>0; v|/'(*)>0; V*>0. (9.34)
Agar 4i(K/L) =K/L bo'lsa, Z[r)-*v-\[/(AT/Z-)]=Z.r|-*-vIC bo’ladi.
(9.33)gako'ra L>0 Endi f nihisoblaymiz:

L-Kt

Z=2Z,[rj+Vv\|/(/t) ]+Z,vvj/'(/fc)-K

L-Z
=i[n+v#)-vitV (*)+vV (*)"].

Faraz etaylik, ity '()t)-\"~ir)<ri/(i tcngsizlik o'nnli boism. Unda L< 0
va L(t) funksiya botiq bo'ladi. Bundan tashqgari, (9.34) ga ko'ra
yi(K) <k Mi*(k) tcngsizlik o'rinli. Bu ushbu sodda

UK*) =JV(*)<* < Jyi'ikyh = \\i'(k) &
0 0
mulohazadan kelib chigadi. Shunday qilib,

O< *#)-#)< ", * VW >t (9.35)
v v(*)
Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.
9.8-teorema. L (t) funksiya botiq bo'lishi uchun izokvanta bo'ylab
ushbu

fHL<k U
dL v # ) V(fc) (936)

tengsizlik bajanlishi yctarli
) dK. n ) o
Agar \i{k)**k bo'lsa, (9.36) dan L <—V <0 kelib chigadi ((9.22) ga
garang). Agar 0<k \\i\k)-\[i(k)<r\/v bo'lsa, (9.36) ning o'ng tomoni
manfiy. Bunga (9.36) ni ushbu

dK ; n+vM *)-*V (*)I
dL v \[/(r)
konnishda yozib, ishonch hosil gilish mumkin

Endi (9.36) igtisodiy dinamika modeli (9.33) uchun asosiy differensial
tenglamani chigaramiz. Uning uchun « ni hisoblaymiz:
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£ d(K\ k1-kL I[jz/(*)-ha:]-*Z
dt\L) L2 L2
=s/(*)-("+n)*-vATr\j/(A:).
Dcmak, asosiy difTerensial tcngbma quyidagi ko'rinishga ega:
k=sf(k)-(n+r\)k-vk\/AT). (9.37)
(9.37) tenglamaning o°‘ng tomoni K bo‘yicha differensiallanuvchi
bo'lgani uchun avval ko'rilgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtiyoriy
boshlang‘ich shartni (Jt(0) = k0> 0) ganoatlantiradigan yagona yechimi
mavjud. Qolaversa, (9.37) - skalar avtonom difTerensial tenglama. Bizni
uning statsionar vechimlari gizigtiradi Bundav yechim topilsa, igtisodiy

sistemaning (iqtisodiyjaravonning) trayektoriyasini topish mumkin boMadi.
9.9-teorema. Agar (9.37) tenglama uchun ushbu

H+ri<j/'(+0) (9.38)
tengsizlik ( (9.25) bilan taggoslang) o Tinli bo ‘Isa, shu tenglama yagona
musbat (sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg ‘un k(t) g K.,
te [0,77] statsionaryechimga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar ushbu
(#)=) *I(*)-0i+n)*-v*y(K)=0 (9.39)
chekli tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. Avval bu tenglama k(t) a 0 dan

tashgari yagona musbat yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. Awalgi
mavjudlik teoremalaridagi kabi (9.3-, 9.6-teoremalarga garang) ikkita

=s/( k) va yj=(u+rj)k+vk\/(fc) funksiya grafiklari koordinata
boshidan chiqgib, I chorakda albatta /t =/t.(j)>0 nuqtada kesishishini

ko ‘rsatish mumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chigadi:

1(0)=0, 7-10) = lipl(K), y2(0)=0; Y (40) =L+,

j4(*)=0i+n)+vNe *)+*V (*)],
Y2(K)=v\I\\f{k)+ky ’(*)]> 0, VE>O0.
Demak, >»,(£) botin, yAK) qavariq funksiya va grafiklari koordinata
boshidan chigadi. (9.38) ga ko'ra, ular yana bitta £.(*) umumiy nuqtaga

ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o'rinli:
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SI(*.(*))-(U+n)k.(s)- vk.(s)v(*. ))=0. (9.40)
Endi k(t)*k.(s) statsionarycchimning asimptotik turg'unligini ishot-
lash mumkin. Buning uchun (9.37) ning o ‘ng tomonidagi \\i(k) funksiya

y'(/t.(s))<0 tengsizlikning ganoatlantirishini ko ‘rsatish kifoya. Bu
Vi(*.(s))=s f (k. (s))- (u+n)- v \/(*.(s))+K.(s) \/'(*.(*))]< O
tengsizlikdan kelib chigadi 9.9-teorema isbot etildi.

9.3-lemma. Statsionar yechim k(t)=k.(s), 0<s< lintervaldas ning

monoton o Suvchi funksiyasi.
Isbot. (9.40) ning ikki tomonini s bo vicha differcnsiallaymiz:

I+ 125 (5))-(M+0)-vM M $)+*.()) V (U*)))}— 7 -"=0.

dk.(s
Bu tenglikda kvadrat gavs ichidagi ifoda manfiy. Ravshanki, —di—) >0

bo'ladi; lemma isbotlandi.

Topilgan statsionaryechim Kk.(s) balanslangan o'sish rcjimini anglatadi.

k.(s) funksiya (0; s) intervalda aniglangan. Dcmak. rejimlar cheksiz ko'p.
Ulaming ichidanjon boshiga iste’molga maksimum giymat beradiganini ajratib
olish lozim. Optimal jamg'arish normasini topish uchun quyidagi masalani
ko'ramiz:
c(s) = (I-*)/'(*.(m»))-* max, 0<s<1l (9.41)
Masalani yechish uchun (9.41) dagi c(j) funksiyani ushbu
c[s)=Ak.(s))-(\i+r])k.(s)-vk.(s)\"k.(s))

korinishda yozib olamiz. Endi c¢'(s) ni hisoblaymiz:

') =[/7(8.(7))- (urn) - » (VM =)+ M=) y'(*.(1))) 1—

)
9.3-lemmagako'ra >0 .Shuning uchun </(5)=0 tenglamak ga

nisbatan (chunki s oshkormas gatnashadi) ushbu
'(*)-(u+n)- vM *)+* v'(*)]=0 (9.42)
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tcnglamaga ekvivalent. Awalgi paragraflardagi mulohazalarga o'xshash,
(9.42) tenglama yagona musbat K yeehimga ega ekanini isbotlash mumkin.
Agar (9.39) da k =k dcsak, (k <k.(s) ekam ravshan) s ni topish mumkin:
AN (y.+r\)k-yk\\(k)
Ne

Endi (9.42) dan foydalanib, s uchun formulani quyidagi, uzil-kesil
ko'rinishdavozamiz:

- _ KR vP (9

(9 43)

No Ne *
(9.33) model uchun topilgan ma’lumotlarni teorema ko ‘rinishida

ifodalaymiz.

9.10-teorema. (9.41) masalaning yechimi mavjud va yagona. Opti-
maljamg ‘arish normasi J (9.43) formuladan, balanslangan o Sishning
optimalrejmi K esa (9.42) tenglamaning musbatyechimi sifatida topilach.

Topilgan K va s giymatlar yordamida igtisodiy sistema trayektoriya-
sining barcha o‘zgaruvchilarini topish mumkin. Albatta, avvalgi
paragraflardagi kabi (9.37) difTerensial tenglamaning k(t) =k yechimidan
fargli yechimlarini ham o'rganish mumkin. k(t) egri chiziglaming chiz-
malari 9.14 chizmadagidck bo'ladi. Nihoyat, “'oltin goida” ni ham chiqarib,

igtisodiy ma’nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlaming asoslanishini
o'quvchiga mustaqil ish sifatida topshiramiz.

9-bobga oid masalalar
1. Ushbu

k=saOka~(\i+r\)k, 0O<s<l, a0>0, O<acxl

Bemulli difTerensial tenglamasi integrallansin.

2. Quyidagi berilgan ICHF ga mos iqtisodiy dinamika modcllari uchun
optimal jamg'arish normasi s va balanslangan o'sishning optimal rejimi
K topilsin:

. ) 2KL

. F(L,K)=jK L. . F(L,K) =
( ) =] ( ) K o+ L
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3. F(L,K) =\jKL2. 6. F(L,K)=Uy[K+fi)2'

AK |
4. F(L,K)=\[FL. 7. F(L'K) =
— r,, " 4ik1
5 F(L,K) =t[KI>. 8- TFT7F
3. Ushbu

t =jfl0[at'p+(I-fl)] p-(u + A
difTerensial tenglamani s =0,5, a0=1 a=0,5 p=-0,5 bo‘lgandainteg-

rallang (ko rsatma Jk =x almashtirish bajaring).

4. Solou ICHF ning turli xususiy hollarida asosiy difTerensial tenglama-
sini yozing.

9-bobga oid nazorat savollari

1. Dinamik ICHF (DICHF) ta’rifini bering.

2. Ikki faktorli va ko‘p faktorli DICHF ga misollar keltiring.

3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima?

4. Igtisodiy dinamikaning modellari nima?

5. Igtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang.

6. Sodda model uchun asosiy difTerensial tenglamani chigaring.

7. Asosiy difTerensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik
turgun vechimning mavjudligi hagidagi teoremani avtib bering.

8. Statsionar yechim yaginida integral egri chiziglar gandayjoylashgan?

9. Mehnatresurslari hajmining chizigli-botigligi ta’rifini bering.

10. Chizigli-botiglik holida asosiy difTerensial tenglamani chigaring.

11. Mehnat resurslari hajmining chizigsiz-botigligi ta’rifmi bering va mos
asosiy difTerensial tenglamani yozing.

12. Kobb-Duglas va Solou DICHF gamos igtisodiy dmamika modellarini
yozib bering.

13. Ko'rilgan modellar uchun balanslangan o'sish optimal rejimini topish
tenglamasini va optimal jamg'arish normasi formulasini yozib bering.
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10-bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI

Awalgi bobda iqtisodiy dinamikaning fagat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modcllari ko'rildi Amalda asosiy fondlar ham. mehnat
resurslari ham yarogsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan, stanoklar)
eskirishi mumkin, mehnat resurslari csa (ish bilan band bo'lganlar) ishga
yarogsiz holga kelishi (pensiyaga chigishi, vagtincha kasal bo'lishi, vafot
etishi) tabiiy Bunday hollarda mehnat resurslari va asosiy fondlaming
majmuasi yaroqsizlanishini e’tiborga olish zarur. Ishlab chiqarish
resurslarining yarogsizlanishini hisobga olganda igtisodiy sistemani va uning
traycktoriyasini chuqurroq o'rganish imkoniyati tugiladi Mazkur bobda
igtisodiy dinamikaning ishlab chiqgarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan
modellarini ko'ramiz.

Faraz etamiz, vaqtning I momentida ishlab chiqgarish resurslarining ushbu

formula bilan berilgan qgismini almashtirish kerak bo'lsin, unda

X(0) =0, x(*)>0, x'(+0)~0, x’(k)>0, x"(k)Z 0, VAr>0. (10.1)

Shu (10.1) ga ko‘ra x(*) funksiya monoton o'suvchi va qavariqdir.
X(K) 3 K bo Igan hoi chigarib tashlanmaydi. Bunda X (0) = 0, x’(+0) =1,
X' (t) =1 X*(k) =0 bo'ladi. Shundaham x(£) funksiyani, odatda, gavariq
deb hisoblashadi. (10.1) ga ko ra x(")- ~'X’(")<0, VAr>0 tengsizlik

Y jt)

. fc
o(‘:rinli. Bundan ---------- >1 tengsizlik kelib chigadi.
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1) mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya;
2) mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya;
3) mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botig funksiya.

10.1-8. Mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya

Igtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:

L=1 N, N>0.
Y =sY+(l-s)Y =1+C, 0<s<1 s=const>0, (10.2)

c:%:(1-$)/(£)-> max, 0<$<1.

K\_K
Ravshanki, agar XI( ~~\~~f bo'lsa, 9-bobning 9.2-8 da ko'rilgan iqgtisodiy

dinamika modelini hosil gilamiz.
(10.2) modelni o'rganish uchun avv algi bobdagi kabi asosiy differensial
tenglamani chigaramiz:

i=d (K\KL-KL 1
iA 1) i} C

=\{sL/(k)-iiLx(k))L-KL]=sm-rxk-iix(k).
Shunday qilib, (10.2) model uchun asosiy differensial tenglama
k=sf(k)-4k-\iX(k), k(0)=k0>0 (10.3)

ko'rinishga ega. Uning o'ng tomoni (k) =sf(k)-r\k-Jix (k)
differensiallanuvchi (K bo'yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko'ra,
(10.3) tenglama ixtiyoriy boshlang'ich shartni ganoatlantiradigan yagona
yechimga ega.

Optimal jamg'arish normasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz, bunda
optimallik jon boshiga iste'molning maksimumi ma'nosida tushuniladi. Bu
masalani yechishda, avvalgi bobdagiga o'xshash, (10.3) avtonom diffcrensial
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamiyatga ega.
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10.1.-teorema. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu

uX(+0)+MN<*/'(+0) (10.4)
tengsizlik bajarilsa, unda (10.3)) tenglamayagona musbat (soddayechimdan
tashqari) va (Lyapunov bo {icha) asimptotik turg un statsionar yeehimga
ega, ya'ni k(t)=k. te [0;7].

Isbot. (10.3) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlari ushbu

(10.5)

ehekli tenglamadan topiladi. k(t) m 0 -(10.3) tenglamaning sodda yechimi
y{=sf(k) va yr=r]it+ u x(A") funksiyalarning grafiklan koordinata
boshidan mos ravishda sf'(+0) va tj+ u x' (+0) burchak koeffitsiyentiar
bilan chigadi. (10.4) ga ko‘ra ti+ 4 (+0)< sf'(+0). Dcmak. K ning
nolgayaqin givmatlarida,y2(k) ning grafigiyt (k) ning grafigidan pastroqda
boMadi Shu grafiklar Ar>0da kesishishini ko'rsatish mumkin. Bu
yt=sf(k) ning botigligi vay2=ri K + 1 x(A:)ning gavarigligidan kelib
chigadi. yr(A) ning qavarigligi ushbu

A(0)=0, kM*) =N+ UX'(*)>0, yl(k) =\ix"(k)>0, Vk>0
munosabatlardan ko'nnadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini (k,,y.) deb belgilaymiz, bunda k. -
(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (10.3) differensial

tenglama yagona musbat statsionar yechim k(t) * k. ga ega. Shu vechim-
ning asimptotik turg‘unligi ham osongina isbotlanadi. (10.3) ning 0 ‘ng tomoni
M(A) uchun &'(Ar.) < 0 tengsizlik bajarilishini ko'rsatish kerak. Ravshanki,

o (* )= f(K)- nA-ux(A ) ] =s F(k.)-N\-\3.x (k.)<b. (t0.6)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra, (10.6) tengsizlik k(t) = k.

yechimning asimptotik turg'unligini anglatadi. 10.1-teorema isbot etildi.
(10.2) iqtisodiy sistemauchun qurollanganlik k, giymati balanslangan
o sish deyiladi. Ravshanki, awalgi bobdagi kabi balanslangan o ‘sish rcjimi
k. jamg'arish normasi s ning funksiyasi boMadi: k,=k.(s), 0<s< L
10.1-lemma. (10.2) igtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
° sish rejimi K, (s) (0; 1) intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va
monoton o Suvchi funksiyadir.



Isbot. k.(s) ning (0; lI)da aniglangan, diffcrcnsiallanuvchi ekani

ravshan. Monoton o'suvchiligini isbotlash uchun d - >0, Vse (0;1)
S

tengsizlikning o'rinli ckanini korsatish kcrak. Uning uchun ushbu
sf(k,(s))-r\k,(s)-\iy(k.(s))=0 sonli tenglikning ikki tomonini s bo‘yicha
differensiallab topamiz ((10.6) ga garang):

dk.js)  /(*.(*)). Q
ds ®’(M*))
Bundan k. (s) ning monoton o'suvchiligi kelib chigadi.
Endi optimal jamg'arish normasi va balanslangan o'sish rejimini
topish bilan shug'ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksivasini quyidagi
ko'rinishdayozib olamiz:

® )=>-5/(*.(9)=Ff(k.(s))-na p - LUx(*.(*)), 0<s<1 (10.7)
Shu funktsiyanir.g eng katta giymati mavjud, chunki c(.s) uchun ushbu

)I)lVrE)c(S):j!%c(j):O, c(i)>0, Vs€(0;1) munosabatlar o'rinli. Dcmak.

biror s e (0; 1) uchun = ~tenglik bajariladi. Shu s ni topish

uchun c'(s) ni topib, c'(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki,

c\s)=[M W )-r\-ux"(W)] ds

(10.1) lemmaga ko'ra c'(s) =0 tenglama f'(k.(s))-r\-\ix"(k.(s))=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevositas ni topib bo'Imaydi, chunki
s tenglamada oshkormas gatnashayapti. Aslida biz k ga nisbatan
n*)-n-u4x'(*)=0 (10.8)
tenglamaga egamiz. (10.8) ning chap tomoni hosilasi ( K ga nisbatan) noldan
fargli, yani / ’(k)-~.y’(k)=0<0 Vk>0- Shu sababli oshkormas
tenglamaning bir giymatli ycchilishi hagidagi teoremaga ko'ra (10.8) ning
yagona K yechimi mavjud. lkkinchi tomondan, bu tasdiq yt=sf(k) va
>8= J1* + UX(£) funksiya grafiklari biror £>0 da kcsishishidan kelib

chigadi (10.4) tengsizlik 1=1 da ham bajariladi: yx’(+0) + 1</ X+0)-
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Ammo K da unga teskari yx(*) +1>5fiM) tcngsizlik o‘rinli. Shu
sababli biror Kk, 0<k <k giymatda y\(k)=y'r(k) tenglik bajariladi

Topilgan K ni ®(£(y)) =0 ga go yamiz. Undan s ni topamiz:

r.ux<y*ngf£ >0
m

Endi (10.8) ga ko‘ra J uchun formulani uzil-kesil ushbu

5= KB KR AGKYRG)
m m
- : . K f'(k) R
ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, s < --—--- =—, chunki k"/J(k)~x(k)>0
1(*)
V/t> 0 +Dcmak, 0<s <1tengsizlik o'rinli.
Ko‘rinib turibdiki. ishlab chigarish resurslarining chizigsizyarogsizlanishi
hisobga olinsa, optimal jamg'arish normasi uchun

(*)+1(*)

migdorga teng “'yutugga" cgamiz.
Yuqoridagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa bo'ladi
10.2-teorema. (10.2) munosabatlar bilan tavstjlanadigan iqtisodiy

sistema (igtisodiyjarayon) uchun optimaljamg'arish normasi J (10.10)
formulaga teng yutuq bilan (10.9) formula yordamida topiladi,
balanslangan o'sishnmg optimal rejimi (10.8) chekli tenglamaning

yechimi sifatida aniglanadi.
Endi "‘oltin goida” ni chigarish qgiyin emas. (10.9) formuladan uning ikKki

tomonini f ga ko‘paytirib, ushbu

SF(L.K)=KAFAL L) - UECX'(*)+x(¥) (o i)
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tenglikni hosil gilamiz. Bunda. bilamizki, sF(L,K) - asosiy fondlarga

ajratilgan kapital migdori, fAF(K,L) csa olingan daromad.
6K

(10.11) dan quyidagi “oltin goida” kelib chigadi:

asosiy fondlarga qo'yilgan kapital miqdori kapitaldan olingan daromad

hajmidan

HZ (Frx'(*)+x(*))
miqgdorga kam.

Shu miqgdor ishlab chigarish resurslarining chizigsiz yarogsizlanishi
hisobga olingandagi samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab chigarilgan
mahsulot migdorining (milliy daromadning) istc’molga ajratilgan gismi
Solouning sodda dinamik modelidagiga garaganda (10.10) migdorga ko‘p
bo'ladi Xulosa shuki, go'shimcha parametrlami hisobga olish natijasida
iste’molga ajratiladigan ulushni orttirish va buning uchun ishlab chigarish
hajmini gisqgartirmaslik mumkin ekan.

10.2-8. Mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya

Endi igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish resurslari yarogsizlanishi
chizigsiz boMishi bilan birga mehnat resurslari hajmi chizigli-botig bo'lgan
modelni ko'ramiz. Bunday iqgtisodiy sistema (igtisodiy jaravon) quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

**[-H-1-X7-j, 0£uy<1,

L=r\L+vK, n>0, v>0,

Y=sY+(1-s)Y =/ +C, 0<j<1 s=const, (10.12)
Cc

c:f:(l- s)f(k)->max, 0<s<1.

Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli trayektoriyasini o'rganish uchun

awalgi hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz:

*=5/(*)-H X (*)-n*-v*2, k(0)=kg>0.  (10.13)
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Bu (10.13) difTerensial tenglama ham avtonom va uning o'ng tomoni
K bo‘yicha difTerensiallanuvchi. Koshi teorcmasiga ko'ra (10.13) ning

ixtiyoriy boshlang‘ich *(0) = kO shartni ganoatlantiradigan yagona yechi-
mi mavjud.

10.3-teorema. Agar (10.13) tenglama uchun ushbu ((10.11) bilan
taqgoslang)

UX'(+0)+M<*A-10 ) (10.14)
tengsizliko finli bo ‘sa, (10.13) tenglamayagona musbat (soddayechimdan
tashqari) va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo 'yicha) statsionar yechim
k(t) =k. >0 gaega, unda te [0; T\

Isbot. (10.13) tenglamaning statsionar yechimlari

JI(*)-HX(*)-n*-v*J=0 (10.15)

chekli tenglamadan topiladi. Uning yagona musbat k=k, >0 yechimi

mavjudligi awalgi ko'rilgan modellardagi kabi isbotlanadi.
Shunday qilib,

J/(*)-H X (*.)-n*-v*.2=0 (10.16)

sonli tengsizlik o ‘rinli. Bu esa, (10.13) tenglamayagona musbat k(t) &k, >0

statsionaryechimga ega ekanini anglatadi. Endi shu yeehimning asimptotik
turg'unligini ko rsatish giyin emas. Uning uchun (10.13) ning o ‘ng tomoni

=sf(k)-*x(k)-r\k-v k2
hosilasini k =Kk. da hisoblaymiz:

p'(r)=sf(k.)~ @tI(k.)~r\-2vk..
Bu miqdor f(k) va x(*) Tunksiyalaming xossalariga ko ‘ra manfiy.
10.3-teorema isbot bo ‘Idi.

Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun k(t)&Kk. statsionar

yechim balanslangan o'sish deyiladi.

Ravshanki, balanslangan o'sish jamg'arish normasi s ga bog‘lig. Har
bir s ga (0<$<1) bitta balanslangan o‘sish rejimi mos keladi. Dcmak,
balanslangan o ‘sish rcjimlari cheksiz ko‘p. Optimal rejim esa, jon boshiga
iste'molni maksunallashtirish masalasini vechish natijasida topiladi. Shunday"
gilib, it.=k.(s), 0<$<1
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10.2-lemma. (0; 1) intervalda aniglangan va differensiallanuvchi
k,(s) funksiya shu intervalda monoton o'suvchi bo'ladi.

Isboti awalgi paragrafdagi kabi. (10.16) ning ikki tomonini s bo'yicha
diffcrensiallaymiz:

akns)+[s5n w )-m (W )-r\-2*1 ]Ads-:()'

Bundan
dk.(s) f(k.(s))
ds nz'{k.(s))+4 +2vk.(s)-s f(k.(s))
formula kelib chigadi. Endi f(k) va x (/t) funksiyalaming xossalariga ko'ra

dk.(s)
—is >0 tengsizlik bajariladi. Lemma isbotbo‘Idi.

Nihoyat, ushbu
C
c(s) =] =(\-s)f(k.(s)) maxt o<*<1

masalani yechish bilan shug'ullanamiz Bu masalaning yechimi mavjud,
chunki quyidagi munosabatlar o'rinli:

| Tdh )= urndp)=0> ) >0, Vse (0; 1).

Statsionar nuqtalami topish uchun c'(s) ni hisoblab, c'(j) =0
tenglamani yechamiz: dastawal c(j) ni

c(s)=Ff(Kk.(s))-nx(k.(s))-r\k.(s)-vk?(s)
ko'rinishda yozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko ‘rsatadiki,

A =0 vyoki If(k.(s))-nx"(k.(s))-r]-2vk.(s)]" =0.
ds ds

Bundan / fA:.(")-HX'(".(i))-T1- 2vit.(*)=0 tenglama kelib chigadi.
Undan j ni topib bo'Imaydi, chunki s oshkormas gatnashgan Shuning uchun
biz aslida K ga nisbatan

/"W -M X'(*)-n-2v™ =0
yoki
N*)=ux'(*)+N+2y* (10.17)
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tcnglamaga egamiz. Y ana/(it) va x(k) funksiyalarning xossalariga ko'ra

(10.17) tenglamayagona musbat K , 0<k <k. yechimgaega. Endi K ni

(10.16) ga qo'yib, ? ni topamiz:

a UX®)+MN*+Y*2.Q

10.18
No ( )
(10.17) dan 4 ni topib, (10.18) ga qo'yamiz:
~ *[(* ., KX'(K)~X(E) vP
(*) (k)~x () 1016)
m m No
Bundan s >0 va — <1 bo'lgani uchun 5<1,yani 0<?<1
Neo
tengsizlik kelib chigadi.
Jamg'arish normasi bo'yicha “vutuq”
LL*X'\)~X(£) VP (10 20)

1(*) f(k)
miqgdorga teng.
Ravshanki ( (10.19) ga garang).

D g X ()X () p v, KE()
1(*) [<*) 1(*)
tengsizliklaro'rinli.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
10.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal

jamg'arish normasi J (10.20) yordamida hisoblanadigan ‘yutuq bilan

aniglanadi, balanslangan o'sishning optimal rejimi k (10.17) chekli
tenglamaning yechimi sifatida topiladi.
“Oltin goida” esa, ushbu

PE(F,f)=AAAA-nf [kx'(?)+ X (AM)K vP (10.21)
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munosabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga qo'yiladigan mablag’
kapitaldan ohnadigan daromadga nisbatan

miqdorga kambo 'ladi Bu mehnat resurslanni chizigli-botiq, ishlab chigarish
resurslan varogsizlanishini chizigsiz qilib olingan samaradorltkni bildiradi.

Albatta igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chizigsiz-botiq bo'lgan
modelini ham ko'rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida
goldiramiz.

10-bobga oid masalalar

1 L=r\L, y(*)=("") bo'lganda asosiy differensial tenglama
yozilsin.

2. K ni topish uchun tegishli chekli tenglamayozilsin vayechilsin (hech
bo'Imaganda tagriban).

3. K bo‘yicha ? topilsin.
4. L=t\L + vK, = boiganda asosiy differensial teng-
lamayozilsin.

5. K ni topish uchun tegishli chekli tenglamayozilsin vayechilsin (hech
bo'lImaganda tagriban).

6. K bo‘yicha s topilsin.

~
1]

bo'lganda yuqoridagi 6 ta savolgajavob bering.

10-bobga oid nazorat savollari

1 Ishlab chiqgarish resurslan chizigsiz yarogsizlanishi ganday ifodalanadi?

2. Mehnat resurslari eksponensial funksiya bo'lganda ishlab chigarish
resurslari chizigsiz yarogsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini
tavsiflang.

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.
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5. Optimal jamg'arish normasi s ni topish uchun formulani yozib bering.

6. Optimal balanslangan rejim K ni aniglaydigan tenglamani keltiring.

7. Mehnat resurslari chizigsiz-botig bo'lganda ishlab chigarish resurslari
chizigsiz yarogsizlanishi uchun igtisodiy dinamika modelini tavsiflang

8. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

9. Shu model uchun statsionaryechimning mavjudligi hagidagi teorcmam
keltiring

10. Optimaljamg'arish normasi s ni topish uchun formulani va optimal

balanslangan rejim K ni aniglay digan tenglamani yozib bering.
11. Ko'rilgan modellar uchun sodda misollar keltiring.
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11- bob. 1QTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI
MODELLARI

Avvalgi ikki bobda ko'rilgan igtisodiy sistcma bitta sektordan iborat
bo‘lib, unga mos ICHF ham berilgan bo'lar va bittagina tur mahsulot (milliv
daromad) ishlab chiqarilar edi. Aslida makroiqgtisodiy sistemada ishlab
chiqgarish ikki va undan ortiq o ‘zaro hamkorlik giladigan sektorlarda amalga
oshirilishi mumkin. Xususan. hatto K.Marks ikki sektorli modcllami ko'rgan
Unda | sektor ishlab chigarish qurollarini (asosiy fondlami), Il sektor esa,
iste’mol buyumlanni ishlab chigargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror
ishlab chiqgarish bilan bog'langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng
go‘llaniladigan ikki sektorli modellami koramiz

I1.1-§. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi o'zgarmas bo'lgan
ikki sektorli model

Makroigtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo'lib. ular mos ravishda
ushbu

YAFEALAK,), Y2=F2(L2,K 2).

neoklassik dinamik ICHF lar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda Lx L2
- mehnat resurslari hajmi, AT, K7- asosiy fondlar hajmi, Y{, Yt - ishlab
chigarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etavlik, birinchi sektor ishlab chigarish
vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini ishlab chigarsin. I va
Il sektordagi asosiy fondlarga mablagiar birinchi sektorda ishlab chigarilgan
mahsulot migdori ¥, hisobiga amalga oshiriladi, iste’mol C esa ikkinchi
sektorda ishlab chigarilgan mahsulot migdori K2bilan ustma-ust tushadi
Bundan tashqari, mehnat resurslari yig‘indisi L =Z,(0 + L}(t) o'zgarmas

deb faraz etiladi, ya’ni L=Li(t)+L1(t)=0 va Lt(t) =q(t)L, L}t)=(I-
g(t)) L, bunda L=const, 01 q(t) 1. Biz q(t) * const, te [0; T] holni
ko'ramiz. Ravshanki, bu holda 0<qg< 1

Yugorida gilingan farazlar bajanlgan deb garab, igtisodiy dinamikaning
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko ramiz
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A Ocy, <1, 0<j<] OM)

o<u5<1] (11.2)
U -qL, Lj=(l-q)L, 0<qg<l, g=const, (11-3)
C =F1(Li,KJ), I,+Lj=Z,, L =const. (11.4)

(11.1)—<11.4) modelni o'iganish uchun belgilashlar kiritamiz:

*=7T" k=~ " F'iLLLK")=jL/i(A:)> pr(b,Kr)=b/2«r)
Shu belgilashlar yordamida (11.1) va (11.2) tenglamalar ushbu

(11.5)
1-q
ko'rinishda voziladi. (11.4) esa
CArL2A2(k2)=(\-q)Lf2(k2), 0<qg<lI (11.6)

ko'rinishga keladi.
11.1-teorcma Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli (11.5) modeli
uchun ushbu

H,<j //(+0) (11.7)
tengsizlik o rinlibo 1sa, undanormal avtonom sistema (11.5)yagona musbat
(sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg ‘un

*I(03K = (s), k2(t) =k2=k2(*,q)
statsionar yechimga ega.

Isbot. (11.5) sistcmaning birinchi tenglamasiga ko'ra ixtiyoriy kxt)
yechim fagat s parametrga, shu sistcmaning ikkinchi tenglamasiga ko'ra
*X0 yechim ikkita s va ? parametrlaigabog'lig bo'ladi. (11.5) sistcmaning
o'ng tomonidagi funksiyalar it, va kr lar bo'yicha uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shart-
larni ganoatlantiradigan yagonayechimga ega.

(11.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu

=0.

gﬁl's) A(K)-\ix2=0 (118)
-q
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chekli tenglamalar sistemasining yechimi boMadi. (11.8) sistcmaning binn-
chi tenglamasi faqgat bitta it, nomaMumni o'z ichiga oladi. U yagona mus-

bat (sodda i’ (O * 0 yechimdan tashqgari) K*(s) >0 yeehimga ega. Endi
it, =k'(s) boMganda (11.8) ning ikkinchi tenglamasi quyidagi ko ‘ri-

nishni oladi:

ELNE)N(*5())-u2"2,0
1-q

Undan Vi2 ®0 da Kk[(s,q) ni topamiz:

>m<ne>=7TI £1/(*."("))>0. (11.9)

Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi
(*,(N); k2(t))m (It*(j); *j(j)) mavjudligi isbotlandi.

Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik tuig‘un ekanini
isbotlaymiz Buning uchun statsionar yechimning asimptotik turg‘unligi
hagida Lyapunov-Puankare teoremasini go llaymiz Quyidagi

I5*,%2) = * [1(*1)-M 1, Mﬂ\ Lly(’\l) Ao A

belgilashlarni kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

dP_
dk. dk2
£9 - M2
CK, 1-q ok2
Endi ushbu
dP dP
dk, dk2
dQ_ dQ_
dk, dk2 )

matritsani tuzamiz.

190



Agar shu matntsaning it, =/t’(j), k2=Kk][(s,q) bo'lganda xossonlari

manfiv haqiqiy gismlarga egabo'lsa, unda statsionaryechimning asimptotik
turg'un ekani isbot etilgan bo'ladi. Hagigatan. mos xarakteristik tenglamani
tuzamiz:

1-q

Uning yechimlari: X, =s /,'(Ar,*)-u4, <0, HA2=-u42<0, 0<uy2<1.
Shunday qilib, 11.1-teorema isbotlandi
Topilgan (jt,";K) statsionar yechim mos ravishda birinchi va ikkinchi

scktorlar balanslangan o'sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko'p, chunki
se(0; 1), ge(0; 1). Har bir (j; g) juftlikka bitta balanslangan o'sish rejimi
mos keladi. Har bir sektor uchun optimal balanslangan o'sish rejimini topish
masalasini go'yamiz. Optimallikjon boshiga iste’molni maksimallashtirish
ma'nosida tushuniladi. Shunday qilib, quyidagi masalani ko'ramiz:

c(s,q)=j =(1-q)fAk;(s,q))->max,0<s<I, 0<qg<l. (11.10)

Awal (11.10) masala yechimining mavjudligini ko'rsatamiz. M, deb
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni
Mn,={(*;?);: 0<J<1 0<9<1 }
M 2kvadratning tomonlarini Gp G2 G, va G4deb belgilaymiz:
G, ={(s,9): 0<j<1, ?=03} G2={(s;0): s=1 0<?<1},
Gj= {(s5,9): 0<j<1, qg=\), G4={(s;9): s=0, 0<g<l }

Kvadratning chegarasini 5M2=T1+r2+r3+r4 deb belgilasak,

M2=MN2 5M2bo'ladi, bunda M2- yopiq kvadrat. Ravshanki, (11.9) ga
ko'ra ushbu

IIim kl(s,q)= lim J2($,) =0
-no

f-»+0
tengliklar o'rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklar o'rinli:
I - - — i . _
Jlim ¢ (s,q) Inﬂoc (s,q) lr}n_oc(s,q) /_|>|1n]0 c(j,<?n=0,
O<«<l i<k O<ixl
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. . _ . 5 .
ya’ni (»Ye!)l_rpanzc(s,g) 0. Bundan tashgari c(s,?)>0, V(i, ?)el 2.

Demak, (11.10) masalaning yechimi mavjud, ya’ni c(s,q) funksiya
(s, q) e M, nugtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. Endi shu (s, q)
nugtani topamiz.

8c 8¢
Awvval statsionar nuqtalami aniglaymiz. Buning uchun ushbu ~
hosilalami fc, = fc,*(s), k2 = K2(s,q) dahisoblab,nolgatenglashtiramiz:

8s 8s
8k2/8s uchun ifoda topamiz:

ds  (I1-q) y2 e
0 ‘z navbatida, dk2/ds uchun ifoda chigaramiz:
ne) . Q
ds b -s/XKkt)
Endi dk2/ds uchun uzil-kesil formulani yozamiz:
& U-9) Hi-*/i(*.)

Bundan kcvin zz ~  tenglamagako'ra Alga nisbatan tenglama hosil bo'ladi
(unga s oshkormas kiradi):

yju,)-h=0. (11.11)
Bundan yagona musbat fg yechimni topamiz. Shu kx giymatni (11.8)siste-

maning birinchi tenglamasiga qo'yib, optimaljamg'arish normasi s ni topamiz:

un  KF\(K)

KK T - (1U2)
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F(LXK,) IChF ning neoklassikligidan _/j(Ar) uchun ushbu
O<- <]

tengsizlikni yozish mumkin.

dc _n
Endi T ni i, =k’(s), k2=K2(s,q) nugtadahisoblaymiz:

%=- M k2)H
o ) g (1113)

CK,
Bundagi ni hisoblash uchun (11.8) sistcmaning ikkinchi tenglamasini q

bo'yicha diiTerensiallaymiz:
a-5) 1 o 6K2 i
LO-9) x.9 dq Xdy =0
Bundan dkjdq =0 bo Igani uchun
dk. 1-5
dg M 1-?)2
formula kelib chigadi. Endi (11.14) ni (11.13) ga qo'yamiz:

| ~UT Kk
dq L20™9 )

(11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra

(11.14)

1~s k2

I-q q fM
tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda dc/oq ni uzil-kesil topish
mumkin:

W .. N(y)+1 C W «M A~ .M N > .J(y.
dq u2 qfAk\) q
Shunday qilib,
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ac  Kkrlr{kr)

K2
dq q (K2 (11.15)

ac
Bundan ™ =0 tenglamani q ga nisbatan yechib topamiz:

kJi(k2)
4-' Q<qg<\. (11.16)

(11.16) va (11.8) ning ikkinchi tenglamasiga ko'ra s=s, kx=k{

(bunda kx- (11.11) tenglamaning yechimi) bo'lganda Krga nishatan quyi-
dagi tenglamaga ega bo'lamiz:

(I-21 *,) 14 T (M2

) K2/ (K2) (11.17)

Bu tenglamaning o'ng tomoni ixtiyoriy k2> 0 uchun musbat, chunki
neoklassik shartga asosan
Mk2) .1
kJi(k2) [
Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (11.17) tenglama yagona
musbat yechimga ega ckanini isbotlash giyin emas. Avvalo (11.17) ni K, ga

nisbatan bir giymatli yechish mumkin. chunki (11.17) o'ng tomonining Kr
bo'yicha hosilasi noldan fargli, aniqrog'i

d M k 2) fAk2)f2k?2)

- = *

- 0.
a oy Twl

Shu bilan birga,
lim =0 +0) = +0)>
RSN Fi(k2) L +0) =0, /2(+0)>0).
Yugoridagi munosabatlardan (11.17) ning o'ng tomoni monoton o'suvchi
va uning giymati 0 dan boshlab o'sib borib, biror k2 da chap tomonga tcng
bo'ladi.
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Endi topilgan k2 ni (11.16) ga qo‘yamiz:

,=7 5 " d1U)
Shunday qilib, (11.10) masala uchun c(s, q) funksiyaning yagona stat-
sionar nugtasi (j,”)en 2 topildi. Shunuqtada(l 1.10)masalaning yechimi

mavjudligi sababli c(s, q) funksiya o zining eng katta giymatiga erishadi.
Topilgan natijalami tcorcma shaklida bayon gilamiz:
11.2-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.1)—11.4), (11.10) modeli

uchun optimaljamg 'arish normasi J va mehnat resurslari optimal tagsimoti

koeffitsiyenti q (11.12) va (11,18)formulalaryordamida hisoblanadi, kx

—(11.11) tenglamaning, k2 esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari.
Endi “oltin goida” ni chigaramiz, (11.11) ga ko ra:

(ni»)
Fx(L, ,KX [ICHF ning chizigli—bkirjinsligiga ko‘ra
«5..
dLx 1 dKx ]
Bundan
dKx 5L,
Bu ifodani (11.19) ga go‘yamiz:
(1120)
Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu
dFZ(ZLZ,KZ) — — —
KI2 K2=9F 2(L2,K2) (11.21)
0

tenglikni hosil gilamiz. Nihoyat, F2(L2,K2) ICHF ning neoklassikligidan

foydalanib, yana bir muhim



(11.22)

tenglikni chigaramiz.

Endi “oltin qoida "ni bayon gilish mumkin:

a) (11.19) gako‘rabirinchi scktorga ajratiladigan mablag' shu scktoming
kapitaldan oladigan daromadiga teng: ikkinchi sektorga ajratiladigan mablag’
(11.20) ga ko’ra birinchi scktoming mchnatdan olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi scktorlar orasida ikkinchi
scktoming kapitaldan hamda mchnatdan olgan daromadlarigaproporsional
gilib tagsimlanadi. Bu tasdiq (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib
chigadi.

Misol. ICHF lar o‘mida ushbu =alAl0|zp,, F2=aX24 ,

a, +P, =1, a,>0, P, >0, /=12, ax>0, a2>0 Kobb-Duglas funksiya-

larini olav lik. Quyidagilarga egamiz:

(11.12) formula bo'yicha s =a,. (11.17) tenglamani yozamiz:

Bundan k2 ni topamiz:
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Endi (11.18) formula bo‘yicha q ni hisoblaymiz

— Kk2e¢/;(*r) _  a2-a2 *22 a
1 2(*2) a2 k? 2-

Shunday qilib, s =a,, g =a 2mKobb-Duglas funksiyasi uchun ko'ril-
gan misol quyidagi ancha aniglashtinlgan "oltin qoida" ni chigarishga imkon
beradi:

a) birinchi sektorga ajratilgan mablag'lar birinchi scktorda ishlab
chigarilgan mahsulotning a, -gismini, ikkinchi sektorga ajratilgan mablag'lar
birinchi scktorda ishlab chigarilgan mahsulotning p, -gismini tashkil ctadi:

b) birinchi sektoming mehnat resurslari hamma mehnat resurslarining
a 2-gismini, ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat
resurslarining P 2-gismini tashkil etadi.

11.2-§. Mehnat resurslari hajmlari yig'indi.si eksponensial
funksiya boMgan ikki scktorli model

Igtisodiy dinamikaning ikki scktorli modcllanni mehnat resurslan hajmlan
yig indisi o'zgarmas bo'lmagan holda o'rganish shu yig'indi
o'zgarmas bo'lgan holidagiga garaganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafda mehnat resurslari hajmlari yigMndisi eksponensial, ya’ni
gavarig funksiya boMgan holni ko'ramiz. Faraz etay lik,

LI(t) + L2(t) = L(t) va L(t)=r\L(t), n>0 (ya’ni L(t)=L0er>).
Bu mehnat resurslari hajmlari yig'indisining o'sish sur'ati o'zgarmas

ekanini anglatadi. Shunday qilib, igtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz:

A=s 0<j<l1, O0<p, <] (11.23)

=0-s)Fi(Li,K)-iiX2 0<p2<l, V124)
Z =r\, U=qL, Z,=(-9g)L, 0<g<l qg-=const, (11.25)
C =Pr(4,K?2), (11.26)
c=y-*max, 0<j<1l 0<g<\. (11.27)

Mehnat resurslarining sektorlarga tagsimot koeffitsiyenti g o'zgarmas

va 0<qg<lI bo'lgani uchun ushbu Lx=qL, Z~=(I-~) L tengliklar
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0‘rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chigaramiz.

Uning uchun fg, va k2 lami hisoblaymiz:

KXXKXX (SZIJH™*,)-~*))1,-* 1,

'k K,L,-K,U I(I-s)Fx-~"K~-K.L,

t>-+
2 dt %
JJ_jni MkxLL I"=(xs)gqLf k
I\ N2 2L2 (1<)t
~\h*2 ~k2 — [.(*)~ U2+ m*2.
(1-q)L 17 (*.)~ U2+

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi
ko'rinishda yoziladi:

*P=*/i(*i)-(m+n)*i,
(11.28)

2= E 5-/1 (- + )2

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil
gildik. Bu sistema ixtiyoriy £,(0) =kx >0, k2(0) =k°>0 boshlangich

shartlarni ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.28)
sistcmaning o'ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi.
Anigroqg avtganda. (11.28) sistemaning o°‘ng tomoni kt va it2lar bo'yicha
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi.

11.3-tcorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli
(11.28) uchun ushbu

h+n<2'(+0) (11.29)

tengsizlik o rinli bo ‘Isa, (11.28) sistemayagona musbat (soddayechimdan
boshqa) va asimptotik turg un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
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ega bo'ladi (11.1-teoremaga tagqgoslang), ya hi kxt) wk’ =k,(s),

k2(t)*k'2=k2(s,q), 0<q<l, 0<5<1
Isbot. Mazkur tcorcmaning isboti 11.1-teorcmaning isbotiga o'xshash
Shuning uchun mulohazalami gisqacha olib boramiz. (11.28) sistemaning
statsionar yechimlari ushbu
sli(*i)-(Hi+n)*i =0,
(1n.30)
1-q
chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi
k,(t)*k’(s), k2(t) =kl(s,q) ko'rinishda yozamiz. Statsionar yechim

0<5< 1, 0<9<1 intervallarda har ikki sektoming balanslangan o'sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlarcheksizko'p. Ularmng ichidan (11.27)
belgi bo'yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshqgacha aytganda.
quyidagi masalani yechish kerak:

c(s, q) =—= (- q)f2(k2(s, q)) -> mix,

L (11.31)
0<j<l 0<~r<l.

Awalgi paragrafdan malumki. c(s, q) funktsiya P2= { (s, q):
0<s <1, 0<”~<1 } ochiq kvadratda aniglangan. uzluksiz differen-

siallanuvchiva (?,7)el, nuqgtadao'zining eng katta qiymatiga erishadi.
11.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning ( (11.23) - (11.27) ) modeli
uchun optimal jamg ‘arish normasi J va mehnat resurslarining optimal

tagsimoti koeffitsiyenti q quyidagiformulalar yordamida topiladi:

~ ~ Kk2/{(k2)

1 D 4 M bl
bunda kx ushbu

yi'(Ar))-("+n) =0

tenglamaning, k2 esa ushbu ((11.17) bilan tagqoslang)

199



Endi (11.39) asosiy sistemaning statsionaryechimlarini o'rganamiz
11.5-teorema. Agar (11.39) sistema uchun ushbu ((11.29) gagarang)
Hi+n<*./i'(+0) (11.40)
tengsizlik o‘rinli bo'lsa. unda shu sistema yagona musbat va asimptotik
turg'un statsionar yechimga ega bo‘ladi, ya'ni
MOBMO. Kk2t)*k2(s,q), /1[0; 7*].
Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko'ramiz;

sli(*,)-(Hi+n)Xi(») =0,
g [T D-(H2ZerXe (") = 0. U 41>

Bu sistemaning birinchi tenglamasi (11.40) ga ko'ra, sf(kX ning
neoklassikligi va (u, + r|) X\(k\) funksivaning gavarigligi uchun yagona
musbat kI=kl(s) yechimga ega. (11.41) ning ikkinchi tenglamasi kx=*,(5)
bo'lganda ushbu

Ai-lq )i (*i (%)) = (Mz + M) X2(*2)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o'zgarmas va musbat.
o'ng tomoni esa monoton o'suvchi va (42+r|) Xr(*) = 0. Shu sababli
oxirgi tenglama f2ga nisbatan yagona musbat k2 =k ?2(s,q) yechimga ega.
Shunday qilib, (11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda
kr=0, A=0 echimdan boshqga) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy
sistema yagona musbat kx(t) = k}(j) , k2(t) a k2(s, q),t e [0; T] statsionar
yechimgaega ekanini anglatadi.

Endi shu yechim asimptotik turg'un ekanini isbotlaylik. Qulaylik uchun
ushbu

P(kxk2) =sf (*,)- (U, +n) Xi(*i).

1-q
belgilashlarm kiritamiz. P (it,, kr) va Q (it,, k1) funksiyalarning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
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Endi jfc,=jfc,(j), k2=k2{s,q) bo'lganda birinchi tartibli hosilalardan
matritsa tuzamiz:
M'(*i)- (Hi+ n)xi(*i) 0
A=

1r1 zg£*/r<*.) -(u2+n)x'2A*2

A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu
\=s *)- (h +Mxi*i(*))<0,

2 =- Oh+n) X:(*2(s>9)) <0

sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankarc teoremasigako'ra &,(/) =k,(5),

£,(N=£,(5(n, /€ [0;I] statsionar yechimning asimptotik turg'unligini
anglatadi. 11.5-teoremaisbot bo'ldi.

Ta kidlabo tamizki. statsionar ycchim Mr= {(s;q). 0<j <1,0<"< 1}
ochiq kvadratda aniglangan Har bir (s; g)e M2juftlikka bitta balanslangan
o'sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksiz ko'p.
Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu

c(q.9) =Y =(1-2)/j(* 2(j,?))->max, (4)en , (M 42)

masalani ko'ramiz. Bu masalaning ycchimi mavjudligi awalgi paragrafdagi
shunga o'xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi
Biz M2ochiq kvadratning c(s,q) funktsiva o'zining eng katta giymatiga
erishadigan nugqtasini topish bilan shug'ullanamiz. c(s,q) funksiyaning
statsionar nuqtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya’ni dc/ds=0, dc/dq=0

sistcmani yechamiz. dc/ds =0 hosila osongina topiladi:



Endi (11.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini s
bo‘yicha differensiallaymiz:

file file
RANCSUTER G CUHE + 0y xacra)n—

Bu tenglamada dkjds va dk2/ds hosilalar ishtirok etgan Ulaming

ifodasini topish kerak. Awalo, dkjds nitopish uchun (11.41) sistcmaning
birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:

dk dk
fi (*)+s//(*,)— - (ii,+n)x;(M — =0.
ds ds

Bundan dkjds uchun quyidagi ifodani chigaramiz:

~ ——->0 K =kxs), k2=k2(s,q).
& (U, +n)x;(*,)-*0r(*)

Endi dk2/ds ni topsabo'ladi:
dk2 = g (fi(kX - (u, + n) X[(*i)) 8kt  afq_
& (1-MNMKi2 )X a) & * ds~ds

dk2/ds uchun shu ifodani e’tiborga olgan holda dc/ds =0 tenglamaga
ko'ra A ga nisbatan (5ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

[i'(*,)-(h +n)xi(*i)=0. (U.43)
Bu tenglama ft( kf) va funksiyalarning xossalariga ko‘ra yagona

musbat kx>0 yechimgaega. Endi kx=kt ni (11.41) sistemaning hirinchi
tenglamasiga qo‘yib, s ni topamiz:
~ (Mi+M)xA4)
/n)

Endi (11-43) tenglikdan foydalanib, kx=kx bo'lganda f (jamg'arish

normasi) uchun chiroyli formula chigaramiz:
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XooAXK  y (114 4)
Shu f migdor 0 < f < 1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagigatan,
f (k\)>K\f\"(k\)> Xi(*i)<*iX!(*i> tengsizliklargako'ra
0<*LZU] <1 0< Xi(Mi)_ <i
/<*,) * *’X|<*,)

tengsizliklaro'rinli. Agar ? ni

f KJAKX) Xt(*i)
fib Bbx'n)
ko'rinishda yozsak, 0 < S' < 1 tengsizlik kelib chigadi.

Mulohazalami davom ettiramiz. dc/dq hosilani hisoblaymiz:

dc v v dic2

bunda
dk2 1 x2(™)

dg qg(\-q) X:(*)
Shunday qilib,

dg q X2( 2)

Endi dc/dg =0 tenglama g ni aniglash uchun formulaga olib keladi:
12 (k2) "XR7k2)

[2(*2>' X ~)!
Bu formulada hozircha k} noma’lum. (11.41) sistemaning ikkinchi

tenglamasiga s = 3j, K = /t, bo'lganda q ning ifodasini go'yamiz. Natijada
k2 ganisbatan tenglama hosil bo'ladi:
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1§ +Ne ) Xi(™)
Ti<*|) = X2(*2) -1 (11.45)
N+ [ 2(x2> X2~ 2)

(11.45) tenglamayagona musbat k2 echimgaega. Hagiqgatan, shu tenglama

chap tomonida musbat son turibdi. Ong tomoni esa, k2—+0 da nolga

intiladi va monoton o‘suvchi funksiya. Monoton o ‘suvchiligi quyidagi
tengsizlikdan kelib chigadi:

+/2(A2) X2A2) U k*\ " (k ) AN )Y X o2(nM2) Took Q
fz(kz) Xr~r), T nin ) [Ao,»” [ M [
Shuning uchun (11.45) ning o ng tomoni 0 dan boshlab monoton o ‘sib borib,

4~Xi(k2) -1
9%

biror k2 > 0 da chap tomoniga tenglashadi. Endi kr= k2 bo'lganda g uchun
uzil-kesil formulaga ega bo‘lamiz:

X;("r)

/4) xA)

Ravshanki, 0 < g <1. Bunga ishonch hosil gilish uchun (11.46) ni

(11.46)

12(*2)  Xr~r)

[2("2) "2X2("2)
ko'rinishda vozish kerak. Shunday qilib, qo‘yi'gan masala uchun yagona

(J,9),0<f<l, 0<”<1 statsionar nuqta topildi. Shu sabablijon boshiga

iste'mol funksiyasi c(s,q) xuddi shu (?, (j) 6 M2nugtada o'zining eng katta

giymatiga erishadi. Shunday qilib, yugoridagi mulohazalar quyidagi teore-
mani isbot etadi.
11.6-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.33) - (11.36) ikki sektorli

modeli uchun optimaljamg ‘arish normasi f va mehnat resurslari optimal
tagsimot koeffitsiyenti (j mos ravishda (11.44), (11.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda £, son (11.43) tenglamaning, £, sonesa (11.45)
tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘nlayotgan model uchim awalgi paragraflardagi kabi “oltin qoida ni
chigarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

11-bobga oid masalalar
0 ‘rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko‘rinishlarda bo'lganda (11.5),
(11.28) va (11.39) modellar uchun s, g, kv k2parametrlar hisoblansin:

lo f(kX)—VNi o
2-

3. kX =ljkx.
4. fM =i[kx.
5. fx(kX) =Ne

11-bobga oid nazorat savollari

1. Iqgtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida ganday
bog'lamsh bor?

2. Mehnatresurslari hajmlari yig ‘indisi o'zgarmas boigan ikki sektorli
model tasvifini bering.

3. Differensial tenglamalaming asosiy sistcmasini yozib bering.

4. Statsionar yechimni topish uchun chekli tcnglamalar sistcmasini yozib
bering.

5. Jon boshiga iste’molni maksimallashtirish masalasi ganday qo'yiladi.

6. Optimal jamg'arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar orasida
optimal tagsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o'sishning optimal rejimlarini topish uchun tenglamalami
yozib bering.

8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial funksiya bo'lgan
ikki sektorli model tavsifmi bering.

9. Shu model uchun 3-7 savollargajavob bering.

10. Mehnat resursl?ri hajmlari yig'indisi chizigli-botig funksiya bo'lgan
ikki sektorli model tavsifIni bering.

11. Shu model uchun 3-7 savollaigajavob bering.
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12- bob. IQTISODIY DINAMIKANING O'ZGARUVCHI
JAMG'ARISH NORMALI MODELLARI
VA MAGISTRAL TEOREMALAR

Avvalgi 9, 10 va 1l-boblarda igtisodiy dinamikaning o'zgarmas
jamg'arish normali bir va ikki sektorli modellarini o'rgandik. Ma lum bo'ldiki.
balanslangan o'sishning optimal rcjimlari qurollanganlik /. ning [0; T\ vaqt
oralig'ida o'zgarmas bo'lgan holatini aks ettiradi. Shu asosda igtisodiyotning
barchao'zgaruvchilan (igtisodiyot trayektonyasi) kechishini kuzatish imkoni
yaratildi Agarjamg'arish normasi 0'zgarmas cmas, balki o'zgaruvchi bo'lsa,
[0; T) vaqt oralig'ining har bir momentida o'z giymatini o'zgartinb tursa.
amalda bunday igtisodiy otni (igtisodiyjarayonni) boshgarib bo'Imaydi. Shuning
uchun o'zgaruvchi jamg'arish normali modcllami o'zgarmas jamg'arish
normali modcllarga 'Vaginlashtiradigan" yangi modellami varatish zaruriyati
tug'iladi. Bunday yangi modellar "magistral tcorcmalar" yordamida tavsillanadi

Igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchijamg'arish normali modcllan birinchi
bo'lib 1967-vilda R.Shell tomonidan o'rganilgan. U akadcmik L.S. Pontryagin
va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan optimal boshgarish na/ariy asidan
kcng foy dalandi Mazkur bobda biz igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi
jamg'arish normali bir sektorli modelini o'rganish natijalarini bayon etamiz.

12.1-8. Iqgtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial funksiya bo'lgan modeli

M asalalarning qo'yilishi. Iqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi
jamg'arish normali bir sektorli modelini ko'raylik. Unda mehnat resurslari

hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlaming yarogsizlanishi chizigli
bo'lsin. Bunday model quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

m=1(f)-vK (1)t 0£u<l, K(0)=KQ>0,
Z.(h=rvL(r), L(0)=L0>0, n>0,

Y (1)=F (W)M1))=W )+C (t)=s{t) Y (t)+ (I-s«m 1), (12.1)
I(H)=s(MY (), C)=0-i(N)y(), O0E*(HEI, 0ZtZT.
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»

(12.1) modelga ko'ra ishlab chigarilgan mahsulot (milliy daromad)
miqdori ikki gismdan iborat; 1(1) - asosiy fondlarga qo'yilgan (qo yiladigan)
mablag' (kapital) va S(t) - istc'mol, jamg'arish normasi s(l) funktsiva
bo'lakli-uzluksiz, [0; T\ vaqt oralig'ida aniglangan va O £s(/) £ 1
tengsizlikni ganoatlantiradi. Masala bo'lakli-uzluksiz va 0”*s(/)£ 1
tcngsizlikni ganoatlantiradigan s(i) funksiyalar ichidan ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot (milliy daromad) migdorini ma lum ma‘'noda
optimal ikki gismga (/ va C ga) ajratadigamni topishdan iborat.

Qurollanganlik k(t) = K(t)/L(t) va jamg'arish normasi s(l),
0£s(l) s 1, /e[0; '] bo'lsin. Asosiy diffcrcnsial tenglama (12.1) model
uchun quyidagi ko'rinishga ega (9-bobga garang):

*(N)=5(0/(*)-(u+T11)*, k(0)=ko, (12.2)
bundaf(k) - neoklassik shartlarni ganoatlantiradigan o'rtacha mehnat
unumdorligi funksiyasi (f(0)=0,f(k) >0,f'(k) >0,f ”(k) <0,
V/t>0). T- rcjalashtinsh ufgi va kT>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan,
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu

*0 < KT (12.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
k(T)Zkr (12.4)

tengsizlikni ganoatlantiradigan nuqtalar to'plami M va ushbu

= -s(t))Ne t))di (12.5)
0MO

jamlama iste’mol funksionali berilgan bo'lsin.
(12.4) tengsizlik bilan aniglanadigan M to'plam (T, kT) nuqtadan
chigadigan vayugorigayo'nalgan (vertikal) nurdan iborat (12.1-chizma).
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0 ‘zgaruvchi jamg'arish normasi s(t), 0 <s(t) < 1 boshgarish funksiyasi
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy giymatlar gabul gilsa. bitta
boshlang'ich ko>0 nugtadan chigadigan barcha holatlar trayektoriyalari
oxirlanM to'plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar to'plami deviladi.

Masalaning qo'yilishini bayon gilishdan awal optimal boshqarishga oid
ba’zi tushunchalami keltirib otamiz

Masalaning qo'vilishini bayon gilishdan awal optimal boshgarishga oid
ba’zi tushunchalami keltirib otamiz.

Awalo (12.2) das(/) funksiyani boshqarish deb ataladi Agar s(t) bolakli-
uzluksiz bo'lib, [0; T] da 0 Ii s(t) < 1 tengsizlikni ganoatlantirsa, u joiz
boshqgarish deyiladi Agars(t)joiz boshgarish uchun (12.2) ning traycktoriyasi
£(0)=kova£t(/)eA/shartni ganoatlantirsa, u obvektni (igtisodiy sistcmani)
ko boshlang'ich nugtadan k(T) e/l1/nuqtaga o'tkazuvchi joiz boshqarish
deyiladi.

Endi masalaning go'yilishini bayon gilish mumkin.

Masalaning qgo'yilishi. (12.2) « (12.5) obvektni (igtisodiy sistcmani)
qurollanganlikning boshlang'ich holati &>0danA/to'plamning (numing)
biror K(T) nugtasiga o'tkazuvchi bo'lakli-uzluksiz boshqarishlar 5(f),
0 <s(l) < lichidan (12.5)jamlama istc’mol funksionaligamaksimal givmat
bcradigani topilsin.

Masala yeehimining mavjudligi. Qo'yilgan masala optimal
boshgarishning o'nguchiqo’zg’aliivchi vatayinvaqtlimasalasidaniborat.
Shu masala uchun optimallikning zaruriv shartini ifodalaydigan
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini kcltiramiz (garang: Pontry agin
L.S. va boshqalar. MatemaTnyeckad Teopus ONTMMa/bHbIX NMPONECCOB,
M.: Hayka, 1983, c1p.79).

12.1-teorema (zaruriv shart). Faraz etaylik, n o'lchovli Yevklid
fazosi E™ da harakat tenglamasi

K=A(k,t) +B(k,t)-s(t) (=1). (12.6
va optimalhk belgisi

(12.7)

berilgan bo ‘Isin. BundaA, B, Aff Bomatntsalar E " *dagi C’sinfga tegishli
vas(t)eU, U - gavarig kompakt.
Gamiltonianni

H (\i,k,t,s) = \Wiof o(k,t,s) + (\v,f(k,t,s)), M= (NO\V)  (128)
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va qovushgan sistemani

8H 8f°
*"=0' 0191

tuzamiz.

Agar holal nugtasini (qurollanganlik holalmi) boshlangich k0> 0
hoiatdan M = {(!; K): 1> T k(T) £ KT,kT> 0, k0O<k T} to'plamnmgbiror
nugiasiga o tkazuvchi joiz boshqarish (12.7) funksionalnmg maksimumi
mahosida optimal bo'lsa, unda (12.9) govushgan sistemanmg shunday

nolmas yechimi \j#/) mavjud bo 'ladiki, quyidagi shartlar bajanladi:

le H funksiya ixtiyoriy t > 0 uchun s bo'yicha s =s(t)e U nugtada
maksimumga erishadi:

H(y{t) k(t),t,s(t)) = r&ilj(H(\y(t),k(t),t,s) (12.10)

2°. t = Tda o 'ng uchda transversallik sharti bajanladi, ya 'ni
W) *0, (w(T), Kk(T)-KT) =0 (12.11)
3. Wt =consti 0. (12.12)

Optimallikning yctarli sharti sifatida biz Li-Markus tcorcmasidan
foydalandik (garang: /in E.b., Mapkyc JI. OCHOBbI Teopun ONTUManb-
Horo ynpasneHua. M.: Hayka, 1972, cTp. 288-4-teoremaning2-natijasi).
Ko'rilayotgan iqtisodiy masalani e’tiborga olgan holda bu teorema
quyidagichaifodalanishi mumkin.

12.2-teorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tenglamasi (12.6)
va optimallik belgisi (12.7) belgisi berilgan bo ‘Isin. Yana ushbu

| *(N'<;&, Vv'<MO0;n
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun

= {(f o(k,t,s),f(k,t,s)): seU}

to'plam s bo'yicha gavariq bo'lsin, bunda f ‘=Al+Bas, f=A+Bs.

Agar (12.6) obyektni berilgan boshlang ‘ich koholatdanMto *plamning
biror nuqtasiga o ‘tkazuvchi hech bo "Imasa bittajoiz boshgarish mavjud
bo'lsa, unda (12.7) funksionalning maksimumi mahosida optimal
boshqgarish s (t) ham mavjud bo *ladi.

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari baja-
riladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tckshinsh bilan ishonch hosil gilish
mumkin. Shuning uchun go‘yilgan masalaning yechimi mavjud bo'ladi.
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Masala yechimini qurish. Endi go'vilgan masala yechimini qurishga
kinshamiz. Buning uchun boshlang‘ich konugtadan chigadigan vaA/numing
biror nugtasiga olib kcladigan shunday travektoriya qurish kerak bo'ladiki.
shu trayektoriya bo'ylab jamlama istc'mol funksionali (12.5) o'zining eng
katta givmatiga erishadi. Dcmak. bo'lakli-uzluksiz s(/), 0 <s(t) < 1
boshgarishlar ichidan optimal boshqgarishni topish kerak bo'ladi. Masalani
yechishga quyidagicha yondashamiz: avval Pontryaginning maksimum
prinsipini ganoatlantiradigan boshqarishni va unga mos trayektorivani
topamiz. So‘ngra topilgan boshgansh va trayektoriyalaming (12.5) funksio-
nal maksimumi ma'nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan holatlar trayektorivasini qura-
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagicha yoziladi:

\|/0=const20,
W=——=-yO(I-5)/W +4'["W-(H+n)] (1214)

0 ‘ng uchdagi transvcrsallik sharti \\i(T) (k(T)~ kT)~ 0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (12.4) ga ko'ra
y(r)=0 (12.15)
tenglik kelib chigadi.
H funksivaning s bo vicha maksimumga enshishi shartidan quyidagi
natijakelib chigadi:

0, agar /- \@W<O0,

1, agar y- 40>0, 12.16

Ons£E1l, agar W- J0s 0. (12.16)
Ta’kidlab o tamizki, maksimum prinsipiga ko'ra \/O=const£ 0. 0= 0
bo'lsin. Unda vj/- w0a 0 bo'ladigan [T,;73 ¢ [0; T] kesma mavjud emas.
Agar \y- w0s 0, v 1le [TiiT] bo'lsa, \y= ye= 0 bo'ladi. Ammo \y0 va
\|[/(t) lar maksimum prinsipiga ko'ra bir vagtda nolga teng bo'la olmaydi.
Shuning uchun \|/O £ 0 ga asosan /0 deb J/0=1 ni olish mumkin. Shunday
qgilib, (12.6) ni quyidagichayozish mumkin:

0, agar y <1,
1, agar y >1, 12.17
0s8SZ1, agar y sl (12.17)
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Adgar [x,; T9c[0; T]kcsmaday (/)e layniyato‘rinli bo‘lsa. (12.14) dan ushbu
f\k) =Ji+n (12.18)
ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyat lga oshkor bog'liq emas, shuning uchun

Kga nishatan tenglama deb garash mumkin. Ravshanki, f'(k) =y + r| teng-
lama yagona musbat £ = £ yeehimga ega. Shunday qilib, (12.2) tenglama

[tptjjkesmada yagona musbat statsionar yechim k(t) =k >0 gaega. Unga

mosjamg‘arishnormasining(boshqgarishning) o'zgarmas s giymati ushbu
T (u+Mk kf'(k)

(,219)
formula bilan topiladi. f(k) funksiyaning neoklassikligidan (ya’ni
f(k) - kf(k) >0, VE) 0<s <1 tengsizlik kelib chigadi.

Demak, \y(/) s 1boiadigan [Xx(,xZ kcsmadajamgansh normasi giymati
o'zgarmas va (12.19) formula yordamida bir giymatli topiladi. Shunday
gilib, s(t) uchun (12.17) munosabatlami uzil-kcsil quyidagi ko'rinishda
yozish mumkin:

0, agar y <1,
s(t)- 1» - -, - agar '*'>l» (12.20)

s =k f'(k)/f(k), agar y m1.

Endiy0O= 1lbo'lganda (12.14) quyidagi ko'rinishni oladi:
\j/=-(1-s)f"(k)- [5f\k) - (u+n)] V (12 21)

Transversallik sharti (12.15) ga ko'ra 4/(7") = 0 < 1kelib chigadi. Shuning
uchun (12.20) dan s(I') =0 bo'ladi. vy(/) funksiyaning uzluksizligi
bo'yicha shunday [x,; T] kcsma mavjudki. unda u/(I)< 1 tengsizlik
o'rinli bo'ladi. Ikki hoi yuz bcrishi mumkiin;

AN/(H)<I va [1,;T]—0; ] ;

B) V(0<1, xe(ti;r]c[0;71; wv(x,)=1, [x,;[']c[0;l].

A) holida (12.20) ga ko'ra s(t) 30, V /e [0; '], ya’ni barcha resurslar
iste’molga yoMlangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilmagan.
Resurslami bunday tagsimlash fagat matematik ma’noga ega, ammo iqgtisodiy
ma’noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko ‘rmaymiz.

B) holida (12.20) ga asosan s(l) =0, V  ii Unda (12.21)
quyidagichayoziladi:
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V=-/"(*)+(U+Mu'- (12.22)
Bundan (12.15) transversallik shartini c’liborgaolib, (12 21) differensial
tenglamani integrallaymiz:

*« 3710 )-*0OKXb*A > (12.23)
t
bunda K(l) ushbu

*=-(y +n)* (12.24)

differensial tenglamaning yechimi, k(T) = KT. Bu yechim quyidagi
ko'rinishga ega:

K(1) =KkT.e(rX,). (12.25)
Endi u/(1,)= 1 bo'lgani uchun s(x,)=J va K(TX) =K Shuning uchun
(12.25) dan t=t, da

KTmeN*'XT-X) = K .
kelib chigadi. Bundan

r-r, =-4-L-in-

n+n kT

kelib chigadi. Shunday qilib, t, < T gako'ra
KT <k (12.26)

tcngsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rcjalashtinlavotgan
potcnsiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o'sish
rejimidagi) igtisodiy potensialidan kam bo'lishi kerakligini anglatadi. Bundan
tashgari, ushbu

T,=T-——--Inj->0 (12.27)

tengsizlik o'rinli bo'lishi uchun rejalashtirish ufgi T > Oyctarli katta bo'lishi
kerak.

(12.22) ga ko'ra 1> x, miqdor \y(t) funksivaning statsionar nuqtasi
bo'ladi. Hagigatan,

)=+ Uy () =- /() (utn) .
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Shunday qilib, vy(/) funksiya/= x, nugtadaekstremumgaega bo'lishi
mumkin. Hagiqatda ham, shu funksiya / = x, da o'zining mahalliy
maksimumiga erishadi. Buni ko'rsatish uchun > ni hisoblaymiz:

v =-/[*(*)*+(n+n)v
Bundan f(jc)<0, £(71,)=-(4+M)*<0> \*/(x,)=0 munosabatlarga

ko'ra \j/(x,)<0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab gilingan edi. Yuqoridagi
mulohazalar natijasida 41 (t) 1, V f6 [x,; T] tengsizlikkaega bo Idik.
Endi rejalashtirish davrining boshga resurslaming tagsimoti bilan
shug'ullanamiz. Boshlang ich vaqt / = 0 da uch hoi yuz berishi mumkin:
a) 4/(0)=1, b) y(0)< 1 v) vj/(0)> 1.
Ulami alohida-alohida o'rganamiz:
a) hoi. ¢ (0)= 1bo'lganda,o‘znavbatida, uchta kichik hoi yuz berishi
mumkin.

INj/(/) =1,/€[0;t,]. Unda (12.18) ga ko'ra k(I) =k ayniyat o'rinli.
Bundan kO=k kelib chigadi. Ammo (12.3) va (12.26) shartlarga ko'ra

kO<k tcngsizliko'rinli. Bu kO=Kk ga ziddivat. Demak, bu hoi yuz bcrmaydi.

2)y(0) =1,v (/)< 1(vj/(/)> 1), V te(0;z0. Buhoi b) vav) hollarda
keltiriladi.

b) hoi. u/(0)< 1. Bunda yoki vj/(/)< 1, V/e[0; T\, yoki shunday
son i0> 0 mavjud bo'ladiki, \|/(x0) =1,0 < x0< rbo'ladi. Agar vj/(/) < 1,
V/e[0; '] bo'lsa, (12.20) ga asosan s(/)s O bo'ladi, ya'ni barcha
resurslar iste’molga ajratiladi. Yugorida aytgammizdck, bu holning igtisodiy
ma’nosi yo'q. Agar shunday x0> 0 son mavjud bo'lsaki, v (t0) = 1bo'lsa,
[0; xj kesmadai(/)e Ogaegabo'lamiz. Unda\|/(/) uchun mos tenglama
(12.22)bilan, qurollanganlik k(1) uchun esa- (12.24) tenglama bilan ustma-
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k(0) = k0 boshlang ich shartni
ganoatlantiradigan ycchimini topish uchun uni integrallab topamiz:

k(t) =koe - ~ . (12.28)
Bundan / ~ da H/(x0) = 1, k(x0) = Kk tengliklaro'rinli bo'lgani uchun

K =k0ee'(ut)To tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, x0
uchun quyidagi formulani chigaramz:
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(12.29)

Bundan t0>0 bo'lgani uchun Ic(0)>k tengsizlik chigadi. Ammo bu

<k tengsizlikka zid. Shunday* qilib, b) hoi ham sodir bo'la olmaydi.

v) hoi. i (0)> 1 Bu holda yoki »y(0> 1. V fe[0; T], yoki shunday
t0>0 son mavjud bo ladiki, vj/(t0)= 1 boMadi. Agar 4405, 1, /e[0; ']
bo'lsa, (12.20) ga ko‘ra s(t) a 1, /e(0; '], ya’'ni barcha resurslar butun
rcjalashtinsh davrida kapital harajatga ajratiladi Bu esa iqtisodiy ma’nogaega
emas. Agar shunday t0> 0 son mavjud bo‘lsaki, v|/(x0) = 1 boMsa, s(t) = 1,
V fe[0; tjbo'ladi Buholda (12.2) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

k=f(k)-(\i +r]Dk. (12.30)
Bizo'zgamvchilan ajraladigan differensial tcngiamagaegamiz. Uni &(0) = £0
boshlang'ich shart uchun integrallaymiz:

Ushbu y(10) = 1, k(x0) =k tengliklami e’tiborga olib, tOuchun formula
chigaramiz:

(12.31)

Ma’lumki, K <k da /(£)-(u+r|)£<0 tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun
(12.31) dan t0>0 kelib chigadi.

Endi K(l) funksiya x0nuqtada mahalliy maksimumga erishishini
ko rsatamiz Hagigatan,

=f(k)-(\x +i\)k =f(k)~ f"(k)-k >0
(bunda )t.(x0) - k(t) funksiyaning tOnuqtadagi chap hosilasi). Agart> t0

da k(t)sk =const ayniyatni e’tiborga olsak, J+(t0)=0 boMadi (fc,(t0) -
£(/) funksiyaning t0nuqgtadagi o°‘ng hosilasi). Ushbu munosabatlar

it (t0)> 0, AHt0)=0, k(t) ak= const,t>t0ok(t) funksiya uchun mahal-
liy maksimum nugqtasi ekanini korsatadi
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v|/(/) funksiya uchun s= 1bo'lganda (12.21) dan
y =[(u+n)-/"(*)1v (0
difTerensial tenglama hosil bo'ladi. Bundan /'(Ar(10)) =f'(k),y(T#) =1
munosabatlami e’tiborga olib, ushbu
V(TO)=[(M+n)-/'(*)]1 =0
tenglikka ega bolamiz. Bu esa, y (/) funksiya I=t0da ekstrcmumga ega
bo'lishi mumkinligini ko rsatadi. v/(/) funksivaning ikkinchi tartibli hosilasini
hisoblaymiz:
VW=t (K) Ky + [+ M- /(*)]y
Bundan /=10 daquyidagigacgabo'lamiz:

UMb) ="/ (* ) [/ (*) ~ (L+ )] ¥(0)“ T (k) ¥(x0) =
=-a=)[/(*)-(u+n)*)]
Ushbu f(jc)-(\i+r\)k=f(k)-f(k)k>0, f(k)<0 munosabatlarga

ko'ra vj/(t0)>0 tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun y(f) funksiya
I=x0nugtada mahalliy minimumga ega va /€[0; x0] da y(/) £ 1.
Shunday qilib, biz t0((12.31) ga garang) va X, ((12.27) ga garang)
miqgdorlami hisoblash uchun formulalar chigardik. Agar rejalashtirish ufqi
I'>0 shunday tanlangan bo'lsaki, 0 < x0< x, < Ttengsizliklaro'rinli bo'lsa,

unda (12.18) tenglama bilan topiladigan balanslangan o'sish rejimi k(t)=k
ko'rilayotgan igtisodiy dinamika modeli uchun magistral deyiladi. U (/; K)
tekislikda [x0;x,] vaqt oralig'iga mos gorizontal kesmadan iborat. Unda
t0- magistralga qo hish, x, esa magistraldan tushish momcntlari deyiladi.

Endi T> Oni ganday tanlanganda x, - xOmusbatbo'lishi mumkinligini
tekshiramiz. Shu x, - x0 ayirmani hisoblab, T> TO tengsizlik bajarilishi
T,-T0> 0 ni ta’minlashga amin bo'lamiz, bunda

In— +J--—-—-- N oo
U+n KT i/ft)-0i+nfc »

TO=

T,-x*=I-T#, 78B=x0+(I-x|) = T-(x1-x0. Boshgacha aytganda,
% miqdor [0; x#] va [x, 7] kcsmalar uzunliklari yig'indisidan iborat.
Shunday qilib, x, - x0£ 0tengsizlik T-T”t 0 tengsizlikka ekvivalentdir.
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Agar T=Tiitenglik o'rinli bo'lsa, t0= x, va magistral mavjud emas, k0
nugtadan M to'plamga harakat bitta o'tish (boshqgarishni bir marta
o'zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar 2. TO tengsizlik o'rinli bo'lsa,

unda K(1)BK magistral mavjud bo'ladi Shu bilan birga, xOva x, momentlar

ham mavjud va(12.31), (12.27)formulalar bilan hisoblanishi mumkin. Shu
momentlar boshganshni o'zgartirish (almashtirish) momcntlaridir. Agar T
yetarli katta qilib olingan bo'lsa, x, —X,—magistral bo'yicha harakat davri
T> 0gayetarli “yaqin” bo'ladi.

Masala yechimining optimalligi. Ta’kidlab o'tamizki, quyidagi

\, agar O£ 1<x0,
s(t) =« s, agar x0™N/<r, 12.32
0, agar \<t <T (12.32)

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(t) boshqarish zaruriy shartni, ya'ni
maksimum prinsipini va o'ng uchda transvcrsallik shartini ganoatlantiradi
Biz Jinuming shunday nuqtasini topishimiz kerakki, shu nugtaga obyekt
o'tkazilishi kerak va (12.5)jamlama iste’mol funksionali eng katta giymatga
erishsm.

Shu magsadda maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshga bosh-
garishlami ko'ramiz. Anigrog'i, quyidagicha aniglangan s(t) boshgarishni
olamiz.

1, agar 0£/<x0,
s(t)=. 5, agar xo"/< 0, (12.33)
0, agar Qzt <T , '

bunda 0 quyidagicha aniglangan: k(T) = ke, kT<ke <k , deylik. Unda
k{t) uchun

*() =V e (MHX-°
V(0 funksiya uchun

V(0 = 3/ (*(x)) e OHAX" B

tenglamadan topamiz. Bundan 6 uchun ushbu
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formulakelib chigadi.

Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang'ich )t(0) =)0,
k%< KT < keholatdan M numing biror nuqtasiga o'tkazuvchi va maksimum
prinsipini ganoatlantiruvchi ikkita (12.32) va (12.33) boshqarishlarga egamiz.
Bunda (12.32) boshqarish obyektni (77kT) e A/nuqtaga. (12.33) boshgarish
esa, (T, ka) e M, k9> kT nuqtaga otkazadi Endi shu boshgarishlar uchun
(12.5) funksionalning giymatini (12.33) boshqgarish uchun hisoblaymiz.
Unda (12.5) funksional 6 ning funksiyasi bo'lib qoladi. Uni @ (0), ya’ni
J[j 1= ®(0) deb bclgilaymiz. Sodda hisoblashlaryordamida topamiz:

®0)=J[s]=/(1-*())I(*(/))dt=fOun+J(1- J)f(k)dt+
0 0 To

Hnk(t))at=(\-DF(K)(Q-xOMnk(D)dl  (123)

®(x,) = (1-2)/(N3)(11- tQ)F(k(t))dt

Endi ®(0), 0 e [7,; T]. funksiyani o'rganamiz. ®(1,) funksionalning
(12.32) boshgarishdagi giymati. (12.35) funksiyaning hosilasini 0 bo‘yicha
hisoblaymiz:

®'(0)=(1-s)f(k)-f(k) =-sf(k) =const<0 (12.36)

Bu @ (0) funksiyaning chizigli ckanini anglatadi. Boshqacha aytganda,
®(0) funksiya [x,; T] kecsmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun
@ (0) ning eng katta gqiymatiga kcsmaning chap uchida erishiladi. ya’ni
d(x,)> d(0), VOG(T,i Shunday qilib, (12.5) funksionalning (12.32)
boshqgarishga mos giymati eng katta bo‘ladi, ya’ni (12.32) boshqarish (12.5)
funksionalning maksimumi ma nosida optimal boMadi. Buning ma’nosi
shuki,optimal holatlartrayektorivasi obyektni (T,kT] nugtagao ‘tkazadi.

Optimal trayektoriyani qurish uchun k(t) funksiyani gavariglikka

tekshiramiz. [0, xj kesmada $=1 boMganda k =f (k)-(\x +r\) K

differensial tenglamagaegamiz. k(t) ni hisoblaymiz:



=0y 0-(urp 0=V (0)-(n+m)] A 0)-(n+ 1))
Ammo [0; x0] kesmada f(k(t)) > (u+q) k(t), f'(k(t)) >u+y
tcngsizliklar o'rinli (12.3-chizmaga garang), bunda k(x0)=k ,

k(t) = f(k(t))-(\i+r\)k(t)>0 Shutting uchun £(0 > 0, ya’ni k(t)
funksiya [0; x0] da gavariq (12.4-chrama).

Endi ma'lumki, [x,; 7] kesmada s = 0 va ushbu k(t) =-(u. + r|) k(t)

diffcrensial tcnglamaga cgamiz. Bundan fovdalanib, k(t) ni hisoblaymiz:

*(0 =-(u+n)* (0 =-(A+ ) [-(u+n)* ()]= (U +n) 240 >0
Bundan k(t) funksiya [x,; T] kesmada ham gavariq ekani kelib chigadi

(12.4-chizma). Nihoyat, (12.32) optimal boshgarishga mos optimal
trayektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 12.4-chizmadan optimal trayektonya

quyidagichaqurilganiko'rinadi:obyekt/tOholatdan k holatga(k Tdan ham
yugoriroq holatga) tezkorlik bilan o ‘tkaziladi,keyin shu k holatda iloji boricha

uzogrog vaqt ushlab turiladi. Nihoyat, K holatdan ( [Tp K ] nuqgtadan)
kT holatga ( (T,kT) nuqgtaga ) tezkorlik bilan o'tkaziladi (tushiriladi).
Yuqorida aytib o'tilganidek, T—+o00 da 1, —# —+00. Shuning uchun
yetarli katta I" lar uchun obyektni (igtisodiy sistemani) boshgarish usuli iqgti-
sodiy dinamikaning o'zgarmasjamg'arish normali modelini boshgarishdagi
usuli bilan "yaqin”. Shuyaqinlik magistral teorema yordamida ifodalanadi
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12.3-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish davri T > Oyetarli
katta bo'lsin. Unda (12.1)- (12.5) masala (12.5) jamlama iste mol
funksionali maksimumi Ta 'nosida optimal boshgarish s(J) mavjud. U
quyidagicha qurilgan: rejalashtirish davrining boshida (ya'ni 0 £ t i x0
da, bunda i0son (12.31) formula yordamida hisoblanadi) boshgarish
(jamg ‘arish normasi) s(t)& 1 rejalashtirish davrining oxirida (ya 'ni
t, <,t<,Tda, bunda t, son (12.27) formula yordamida hisoblanadi)
boshgarish ssO bo ladi. Qolgan vaqt davomida (ya'ni T £ /£ T, vaqt
oralig 4da) harakat k(t) * k magistral bo yicha s(t) » s boshqgarish
yordamida amalga oshiriladi, bunda k son - (12.18) tenglamaning
yechimi, J son esa (12.19)formulayordamida hisoblanadi (12,4-chizma).

Misol ko'ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchun olib boramiz:
F(L,K) =a0K xaLa, a0>0, 0 <a < 1 Ma’lumki, o'rtacha mehnat

unumdorligi f (k) = aOka.Hisoblashlarjarayonida 1 van parametrlarkichik

sonlar ekanini e’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu , _a<l

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Hisoblashlar natijasini keltiramiz:

1/d-0)

0 £-(»»+nXl-a)l
2 (>+nxl-2) ‘e [0:10),

T 1 Ing=>-(P+n)#a 1 In°°~(y1T)» ;o
(-a)(u+TT) A-(u+TT)*N (l-a)(u+n) «00"0D) ’



12.2-8. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
chiziqgli-botiq modeli

Awalgi paragrafda igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial (gavariq) funktsiya bo'lgan modeli to'lig o'rganildi. Unda asosiy
fondlaming chizigli yarogsizlanishi hisobga olindi.Endi igtisodiy dinamikaning
mehnat resurslari hajmi chizigli-botiqg modelini o'rganamiz. Asosiy fondlaming
yarogsizlanishi yana chizigli deb garaladi. Anigrog'i, igtisodiy dinamikaning
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan berilgan bo'lsin:

T=Ko0o-uT, o<u<l, k(0)=Kq-=o,

Ut)=r\U0+vK{t), n>0, v>0, L(0)=10>0,

Y (1)=F(Ut)Mt))=W+C(t), (12.36)
I()=s(H)Y (1), CO)=(I-sit))Y(t), 0~ (r)<a O0<><T.

Shu model uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko'rinishga ega:

k(t) =s(t)f(k)-(\L+4)k-vk2, k(0)=ko>0. (12.37)
Rejalashtirish ufgi 7’>0, qurollanganlikning biror holati kKT> 0 berilgan
bo'lsin, k9 < KT.Yanak(I) £ £,.(12.4) tengsizlik bilan berilgan A/to'plam
va jamlama iste’mol funksionali (12.5) ham berilgan deylik. Keyingi
mulohazalarda qulavlik uchun ushbu

(12.38)

belgilashlami kiritamiz (11.3-8ga garang). Bu funksiya quyidagi xossa-
largaega:

Tv/- v
X0)=0, X(*)>0,X(0)=1, xW=I+— >0, x(k)=— >0,*£0.
H+n L+
Endi (12.37) tenglama ushbu
*=5(0/(*)-(4 +n)X(*b m =ko>0 (12.39)

ko'rinishdayoziladi.
Faraz etaylik.

(12.40)
tengsizlik o'rinli bo'lsin.
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Masalaning qo'yilishim bayon etamiz: ((12.39), (12.3)-(12.5))
obyektni (igtisodiy sistemani) qurollanganlikning boshlang'ich holati k0> 0
dan M to'plamning (numing) biror k(T) nugtasiga o'tkazuvchi bo'lakli-
uzluksiz boshgqarishlar s(t), 0 <s(t)< 1 ichidan (12.5) jamlama iste’mol
fimksionaliga maksimal giymat beradigani topilsin.

Masalayechimining mavjudligi Li-Markus teoremasidan (12.2-tcorcmaga
garang) kelib chigadi.

Masala ycchimini qurish Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan
trayektorivalami a\n algi paragrafda go'llanilgan usul bilan qurish mumkin.
Shuning uchun natijalarni gisqacha bayon etamiz.

Gamilton funksiyasi va yordamchi o‘zgaruvchilar uchun gqovushgan
(qovushma) sistema quyidagi ko'rinishga ega:

H =il/o@L- s)f(K) +\/[s f(K) - (U+n) X(0]»  (12.41)
W0~ 0, \yQ=const,
y = _E8I§ = -y O(1-*)/7(*)+y [*/U4*)-(m+n)x'(*)]. (1242>

O'ng uchida transversallik sharti y(T) (k(T) - kT) = 0 kabi yoziladi.
Bundan \|/(I") = 0(12.15) ga garang). A funksiyasining maksimumi shartiga
ko'ra (s bo‘yicha) s(l) boshqgarish (12.16) formula bilan topiladi. Awalgi
paragraflardagidek u4/0*0 ekani va \jQdeb 0= 1 ni olish mumkinligi
isbotlanadi. Shu sababli s(t) uchun formula (12.17) ko'rinishda bo'ladi.

Agary (0s 1, V/6[x0,t,]Je[0;7°] bo'lsa, (12.42) ga ko'ra ushbu
['(*) = (U + M)x'<*) (1243)

ayniyatga ega bo'lamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bog'ianmagan. Shuning
uchun uni K ga nisbatan tenglama deb garash mumkin. (12.43) tenglama

yagona mushat k=k yechimga ega. Qurollanganlikning K rejimiga
jamg'arish normasining ushbu

~ (wrmx () _ /(%) x'(*)
n h nh x(£)
formula bilan aniglanadigan giymati mos keladi. Ravshanki, 0<s <1 mShunday
qilib, \|/(/) B 1bo'ladigan vaqt oralig'i [t#t,] dajamg'arma normasining
giymati (12.44) formula yordamida bir giymatli aniglanadi va s(t),
V te [0; T] uchun quyidagiga egamiz:

223



0, agar y <1,

s<O0=\ | - W T , aTr vy i,
I(k) 1(k) T (1245)
1, agar \|[/>1.

Endi y 0= 1bo'lganda (12.42) ni quyidagichayoziladi:

y =- (1-s)f\k) - [*f\k)- (u+n)x'(¥)]-4 (12.46)
Transversal lik shartiga ko'ra \\i(T)=0< 1bo'lgani uchun (12.45) gaasosan
s(T) = 0 tenglik o'rinli. v}/(/) funksiyaning uzluksizligiga asosan \y(77) < 1
bo'ladigan [t17,]c[0;7°] kesma mavjud. Ikki hoi yuzberishi mumkin:

A)y(T)< lva ft;7>[0;7*];
B) m/(M)< 1, te(x;;7), v(t,)-1, [t,,F]c [0, T\.
A) holini ko'rmaymiz, chunki bu hoi iqtisodiy ma’noga ega emas.
B) holida s(/)=0, V/e[T,;7']. Bunda (12.46) tenglama quyidagicha
yoziladi:
I"=-/W -(H+n)X (*)4', V/e(T,;n (12.47)
Shu chizigli bir jinsli bo'Imagan tenglamaning y(I') = 0 shartni

ganoatlantiradigan vcchimini yozamiz:

|
r 0*+n)fI’(*(*)Mp

V=Ff/'(*(0)e * n, (12.48)
|
bunda AtO- (12 39) difTerensial tenglamaning s(f)s0 bo'lgandagi yechimi,
ya’ni
*=-(L+W)X(*b W )-kT (12.49)

tenglamaning yechimi. x(*) funksiya (12.38) formula bilan aniglanadi,
shuning uchun (12.49) o'miga ushbu

*=-(u+N)k-vk\ k(T)=kT (12.49%)
Bemulli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz:
1

1 ¢ -(L+nXr-<) \%
N+, u+T



»

M +1T)e0"+y
{u'+T|+y-’Lr) y A e(LHHﬁ(r/) (12.50)
Ushbu \|/(T,) = 1 tenglikdan s(T,) =s va £(1,) =K kelib chigadi. Shu sabali

/ =7, da (12.50) dan topamiz:

T-X i In_ Vi | 1 in*-fr-"1+v*r)
N+ i,j V N+Tl M H+n+v*) *
L+n

Rejalashtirish ufgi T> 0 yetarli katta bo'lgani uchun T - T,> 0 tengsizlik
o'rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan

k(H+r\+vkT)

T(f(\i+x\+vlzs yoki K >k:|:

tengsizlikka cgamiz Endi t, uchun formulani yozamiz:

~ A 1 "(u.+|‘|+qu)

=1 -4Th |n7,\(h--;-ﬁ--;-9- sy (12.51)

Endi (12.43), (12.47) largako'rat = x, nuqtay(0 funksiyaning statsio-
nar nuqgtasi bo'ladi. Hagigatan,

)= (E))+ (U n)x (< (i) (7i) =
=-/"(")+(H+n)xW i =o.
Shu nugtada \jj/(t,) ni hisoblaymiz:
VIit)y=~ £ (k )+ U+ [X(M)V ()*(?,)+X(") VCN) ]=
=-/'(*)ic(X)H\L+rdxnfk)M\) -
(12.39) ga ko'ra *=-(u+n) x(*) va *(")=-(4L+M)X(*)<0 -

Shuning uchun V (t,)<0. Demak, y(/) funksiya * nuqtada mahalliy
maksimumga erishadi. Shunday qilib, kcyingi mulohazalarda muhim bo'lgan
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VII(NEl, Yie(\,T), y(r,)=1 (12.52)
tcngsizlikka egami/.. Bu harakatning yakuniy bosqichis(/) =0, / e [T,, T]

boshqgarish bilan amalga oshirilishini anglatadi. Shu bilan birga, \j/(t,) = 1,
k(x]) = k mHarakat tenglamasi quyidagi ko'rinishgaega((12.41)ga garang):

K =-(y +ti) x(k) yoki £=-(n+r|)*-v*2
Bu tenglamaning yechimi k(T)>kT da (12.50) ko'rinishdayoziladi. Ammo
=* bo'lgam uchun *(")=-(]i+ri)x(*)<0 vaV/e(™;r] da
*(0 =-(]Ji+n)x(~(0)<0 tengsizlik o'rinli. Demak, k(t) funksiya ( T,;I]
da monoton kamayuvchi.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslami optimal boshgarish
masalasi bilan shug'ullanamiz. Ravshanki,/ = 0 bo'lganda uch hoi yuzberadi:
a) vj/(0) = 1; b) u/(0) < 1;v) y(0)> 1. Awalgi paragrafdagidek a) va b)
hollaryuz bera olmasligi ko'rsatiladi.

Biz v) holini ko'ramiz. v|/(0)> 1 bo'lsin. Unda yoki vj/(0> 1.
V te [0; T], yoki shunday x0> 0 son mavjud bo'ladiki, vj/(t0) = 1,0 < T0< T
tenglik o’rinli bo'ladi. Agar y(t)> 1, V ,e[0;7'] bo'lsa, s(/)*1,
V fe [0; I'], kelib chigadi. Buning iqtisodiy ma’nosiyo'q. Agar shunday t0
mavjud bo'lsaki, T0<7" va\}/(T0)=1 bo'lsa,unda [0; xjkesmada j(/)slI.
Endi (12.39) tenglama ushbu

*=1()- (4 +TxX(%) (12.53)
ko'rinishga keladi. Bundan k(0)-ko>0 da

kelib chigadi. W(t0)= 1, k(z0) =k bo'lgandatOuchun quyidagi formulaga
egabo'lamiz:

(12.54)

Endi ko <k <k da f(k) - (4 +n) %(k) > 0 tengsizlik o'rinli bo'lgam
uchun (12.54) integral mavjud.
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Awalgi mulohazalarga o'xshash k(l) funksiya / = t0 nuqtada mahalliy
minimumga erishishini isbotlaymiz. Hagigatan ham,

(M) =ENF)-(UAT)X(*) =1 (*F)-MAX (7)) =
X(*)

chunki f(k)>k f'(k), x(*)>*X'(*)> V*>0; M *,)=0, chunki

1> ), da k(t) - Kk = const. Dcmak, k(t) funksiya / = t0 nuqtada mahalliy

minimumga erishadi.
Shunga o'xshash tasdigni W (/) funksiya uchun ham isbotlaymiz.

Hagigatan ham, t> Ty da s(/) * 1va (12.46) ga ko'ra ushbu
v=-[/"(*)-(n+n)x'(*)]v
differensial tenglama hosil bo'ladi. /'(£(% )) =f'(k), \/(Xq) =1 bo'lgani
uchun t0 nuqtada ushbu
4KT0)=-[a*)-(4+n)x'(*)]4"0)=0
tenglik kelib chigadi. Bu esa, Tgnuqgta y(/) funksiyaning statsionar nuqtasi
ekanini isbotlaydi.
Endi t=\ da vj>(/) ni hisoblaymiz:
V=-17"() - (u+rto'(k)]ky - [m)-m+n) X v -
V(Xo)=-[/W -("+n)xW J*(To)N /(tO0)-
- [r 47) - (N+n) X47™)] H0)=

=-[7"(*) - (U+n)x'(*)] [/ (*) - (4+n) X(*)]=0
Shunday qilib, \j/(TO)= 0, \j>(T0) >0 va \y(0 funksiya t=% nugtada

mabhalliy minimumga erishadi. Shuning uchun vj/()* 1, Vv ~ [0,7].
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Demak. 10 moment aniglandi ((12.54) formulaga garang). Ravshanki,
yetarli katta T>0 uchun 0<T70<T, <T tengsizlik o ‘rinli.

Endi t, - t0 ayirma musbat bo'lishi uchun 'ni TATO deb tanlash
ctarli, bunda

fOhig+t-t,=-L tofEiLt2114)+} &
L+ Kj (u+rl+vA) 0/ (N)-(U +MX()

Qurollanganlik k nmg ( 10, t, ) inten alga mos ku k holati magistral

deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari (T0,£ )va (T,,E)
nuqtalardan iborat bo'lgan gonzontal kcsmalardan iborat. Agar T =T0 bo’lsa,

magistral mavjud emas, chunki unda t0=t, .Agar T >TO0 tengsizlik o'nnli

bo'lsa, magistral mavjud. Asosiy magsad qurollanganlik holatini iloji boricha
uzoqgroq shu magistral darajasida (holatida) ushlab turishdan iborat. Shunda
igtisodiy dinamikaning o’zgaruvchi jamg'arish normali modeli 0’zgarmas
jamg'arish normali modcliga "vaqin” bo'ladi.

Bizyuqgorida optimallik va transversallik shartlarini ganoatlantiradigan
ushbu

1, agar 0£/<to,
s(t) =\ §, agar t0s/kt~, (,255)
0, agar t, </<y,

boshgarish funksiyasini qurdik. Shu boshgarish funksiyasining optimalligi
avvalgi paragrafdagidck isbotlanadi

Optimal holatlar trayektonyasini qurish uchun uni [0; x0] va [ x,; T\
kcsmalarda o iganamiz Agar/e [0;\ ]bo’lsa, ic=f(k) - (4 +tj)x(k) >0,

k=f"{k)k-(n+rj)xW ~>0- Shunday qilib, [0; xX0] kesmada holatlar

trayektoriyasi kOnugtadan chigadi va k(t) funksiya monoton o’suvchi va
gavarig.

Endi /e[T,; T\ bo’lsin. Bunda s(/) * 0 va £=-(u.+r|)x(£)>0,
*=-(H+ri)x'(*)£>0 Bundan holatlar traycktoriyasi [% ;'] kesmada
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gavarigligi va monoton kamavuvchiligi kelib chigadi. K >£rbo‘lgani uchun

qurollanganlik holati kK <€an kTgacha pasayadi (12 4-chizmaga garang).

Endi magistral teoremani bayon etsa boMadi.

12.4-teorcma (magistral teorcma). Rejalashtirish ufgi T > 0 yetarli
katta bo'lsin. Unda ((12.39), (12.3)-(12.5)) masala uchun (12.5)
funksionalning maksimumi Ta 'nosida optimal boshqarish $(/) mavjud va

n quyidagicha qurilgan: rejalashtirishning boshi (0, x,,) davrida harakat
s(t) s 1boshgarish bilan, oxiri ( X,; '] das(t) = 0 boshgarish bilan amalga
oshiriladi. Qolgan vaqt ( TO;x ,) davomida harakat k(t) m k magistral
bo 'ylab s(t) mJ boshgarish, 0 < J < lyordamida amalga oshiriladi. Ushbu
x0f T,, s miqdorlar mos ravishda (12.54), (12.51) va (12.44)formulalar

yordamida hisoblanadi, balanslangan o'sish rejimi Kk esa (12.43)
tenglamaning yechimi.

Biz yuqorida iqtisodiy dinamikaning asosiy fondlaming chiziqii
yarogsizlanishi va mehnat resurslan hajmi eksponensial hamda chizigli-
botiq funksiyalar bo'lgan modellarini to'liq o'rgandik. Shunga o'xshash.
igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq bo'lgan
modelini ham o'rganish mumkin Bu mavzuni mustaqil ish sifatida goidiramiz.

12-bobga oid masalalar

I. Quyidagi ICHF lar uchun iqgtisodiy dinamikaning mehnat resurslari
hajmi eksponensial funksiya bo‘ladigan modeli uchun K, s, t0> =,
miqdorlar hisoblansin:

1. F(L,K) = JKL

2. F(L,K)=yflaJ. 6. F(L,K)=-(y[K+V2):.

4ik1
4. F(L,K)= 4KL .8 F(LLK)=

(VA+V )2
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I1. I boiimdagi ICHF laruchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurs-
lari hajmi chizigli-botiq funksiya boigan modeli uchun £, J, x0, t,
miqdorlar hisoblansin.

12-bobga oid nazorat savollari

1. O'zgaruvchi jamg'arish normall model uchun masalaning qo'yilishini
aytib bering.

2. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi cksponensial funksiya
boigan modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing.

3. Jamlama iste’mol funksionalini yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.

5. O'zgaruvchi jamg'arish normali model uchun mos Gamilton
funksiyasini va yordamchi o'zgamvchilar uchun govushma sistemani
yozing.

6. Balanslangan o sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani
yozing

7. Magistralga go'nish va undan tushish momecntlari uchun formulalarni
yozing.

8. Maksimum pnnsipini ganoatlantiradigan boshqarishning optimalligini
isbotlang.

9. Optimal trayektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq boigan
modeli uchun 2-10 savollargajavob bering.
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13- bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
QUWATIGA ASOSLANGAN MODELLARINI 0 ‘RGANISH

Awalgi boblarda iqtisodiy dinamika modcllan o'rgamldi va ishlab
chigarilgan mahsulotni (milliy daromadni) kapital xarajatga va iste’'molga
optimal tagsimlash masalasi yechildi. Unda ICHF dan foydalanildi, ularga
neoklassik shartlar (S-bobdagi 1°-5°-neoklassik shartlargagarang)qo ‘yildi.
Har bir ko‘rilgan holda mos asosiy difTerensial tenglama yoki difTerensial
tenglamalaming asosiy sistemasi chigarildi. Ularda qurollanganlik £(f)yoki
qurollanganliklar kf(l) va k}(t) (ikki sektorli igtisodiy jarayon uchun)
noma’lum funksiya sifatida ishtirok etdilar. Jon boshiga is’temolni
maksimallashtirish masalasini yechib, optimal jamg'arish normasini
(s;0<$<1) va balanslangan o'sishning optimal rejimini (it; k= consl)
topdik. Shundan keyin model trayektoriyasini, ya'ni L(t), K(t), Y(t), C(t)
funksiyalarni topish mumkin bo'ldi.

A.A. Petrov va uning shogirdlari igtisodiy dinamikaning modellarini
o'rganish uchun boshgacha yondashishni taklif etishdi (qarang: lMeTpos
A.A., MNMocnenos N.I"., LWaHaHWH A.A. ONbIT MaTeMaTMyecKoro Mogenm-
poBaHUA 3KOHOMUKU. —M.: “DHeproatomusgat”, 1996). Quyidabizshu
yondashishning mohiyatiga to'xtalamiz va ba’zi masalalarni hal gilamiz.

Ishlab chigarish imkoniyatlari ishlab chigarish quwati - bir birlik vaqgt
davomida maksimal ishlab chigarilgan mahsulot migdori bilan o'lchanadi.
Ishlab chigarish quwatmiA/bilan belgilaymiz. Ishlab chigarish imkoniyatlari
ICHF bilan tavsiflanadi. Bu funksiya bir birlik vagt davomida maksimal
ishlab chigarilgan mahsulot migdori Y bilan ishlab chigarish quwati M va
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog'lanishni
beradi. Mos ICHF ni Y= F(M, R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun
quyidagi xossalar gabul gilinadi:

a) agar M= 0 yoki R=0 bo'lsa, Y= 0 bo'ladi, agar hech bo'Imasa bitta
ishlab chigarish faktori bo'Imasa, ishlab chigarish mumkin emas;
b)R~AR’ bo'lsa, Y=M bo'ladi, bundaR’=R \M )-quwatni to'liq ishga
tushirish uchun zarur bo'lgan ishchi kuchi miqdori; agar 1/EM" bo'lsa,
Y =M bo'ladi, bundaM = M\R ) ~ ishchi kuchi migdori R quwatM '(R)
ni to'liq ishga tushirib yuboradi;
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dy dy
V) 'Ic')K/F>0,agarA/> 0; 3 > 0 ,agar./? <R*bo'lsa. Ma’nosi - ishlab chiga-

R
rish faktorlari noldan fargli limit unumdorlikka ega;

dny o

Y
g) oY < ®>agar A/> 0; -er{ér<0, agar R <R’- ishlab chigansh faktorla-

82y
rining kamavuvchi limitunumdorligi gonuni, MR N0
cMc

d) FQM, /9) = kF(M, R), X> 0- ishlab chigarish masshtabini oshirishdan
samaradorlik yo‘qg.
Yugondagi d) xossaga ko'ra quyidagi tcngliklami yozish mumkin:

Y=M fix), x=R/M, /(x) =F(L,x), /(0)=0, /(x*)=I, x=R’/M.
Quyidagi formulalaro'rinli:

4~=/ >0; N-=Mx)-xMN(x)>0; 0rx<x*;
4-=/ ()>0; " - =Mx)-xT(x) X<x

M ~THK <0; o0sx<S

Shunday qilib,/(x) funksiyauchun 0 < x < x’ yarim intervalda quyidagi
munosabatlaro'rinli;

/(0)=0, /(x*)= 1, f(x)> 0, /"(x)<0, 0< £ ~ < 1.
fix)

lim f(x) = % f . chekli son
1-»+0 +ac ¢

13.1-8. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quvvati chiziqii
yarogsizlangan modcli

Igtisodiy sistemaning (iqtisodiy dinamikaning) shunday modelini
ko'ramizki, unda ishlab chigaruvchilar majmuasi o'zaro mukammal
raqobatda bo'ladi, bir jinsli mahsulot ishlab chigaradi va ishlab chigarish
faktorlaridan biri sifatida birjinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda
ishchi kuchi eksponensial qonun bo'yicha berilgan va ishlab chigarish
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quwatining chizigli varogsizlanishi c'tiborga olingan. Shunday qilib. quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadigan igtisodiy dinamika modelini ko ramiz:

M=1-\iM, 0O<uy<l,

R'=\ pV = % /"), tZO, RAZO,
FMR)=J+C, . (13.1)
R<R",

bunda R* - taklif gilingan ishchi kuchi migdori, R - foydalanilgan ishchi
kuchi migdori, I - vaqtnmg bir birligida yaratiladigan quwat, J=bl - b
vaqtda Jbirlik pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalamsh zarur,
F(M,R) =J + C - ishlab chigarish va mahsulotni tagsimlash balansi
tenglamasi. Ushbu

M-1-\iM (13.2)
difTercnsial tenglama ishlab chigarish quwatining vaqt o ‘tishi bilan yangi
quwat Kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chigarish
quwati M(J) ning chizigli yarogsizlangani c'tiborga olingan. F(M,R) -
neoklassik ICHF, bu funksiya uchun quyidagi munosabatlar o nnli:

F(M,R)=M f(x), f(x)=F(\,x), x=R/x, [/(0)=0.
Ishlab chigariladigan mahsulot miqdori ishlab chigarish quwati bilan
chegaralangan, ya’ni F(M,R") =M, R R’. Shuning uchun M =Mf(x")
vaf(x)= 1, x"=R‘/M, bunda R’ - ishchi kuchining quvvatni to‘lig
ta’minlash uchun zarur miqgdori
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Ish bilan band bo'lganlar uchun jon boshiga iste’mol miqgdorini
o'rganamiz. Uni to- C/R deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan o'sish
trayektoriyasining mavjudligi masalasi quyidagi teorema bilan yechiladi.

13.1-teorema. Agar (13.1) ob ‘ekt uchun ushbu

6(X,+h)+x/ ’(x )<1 (13.3)

tengsizlik bajanlsa, undaeksponensial balanslangan o sish trayektoriyalari
majmuasida ©(x) ko ‘rsatkich ([0; x*]) maksimal giymatga enshadigan
trayektonya mavjud, undax miqdor (statsionar nuqta) quyidagi tenglama-
ning yechimi bo 'ladi:
f(x)=b(\p+\i)+xf(x). (13.4)

Agar xOnuqta (13.4) tenglamaning yechimi bo'lsa, unda x < x 0Ex*
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Yuqoridagi (13.3) tengsizlik ishlab chigarishning
samaradorligi sharti deyiladi.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini ko'ramiz:

F(M,R) =a0MaR'~a,a0>0, 0<a<1l Unda f(x)=alx, e, x=RIM.

/(x* ) = 1tenglikka ko'ra x* =a0"a~1). (13.4) tenglama ushbu

yeehimgaega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin

] a
K+ k j
ko'rinishga keladi. Ravshanki, x < x*tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham,

-vn-a>
b(~p +\b) _ bmb e

ata ala

*g = =am-a=Xx

13.2-8. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quwati va ishchi
kuchi chizigsiz-yarogsizlangan modeli

Igtisodiy dinamika modellanda asosan ishlab chigarish quwati chizigli
yarogsizlangan hollar ko'riladi. Aslida ishlab chigarish quwatigina emas,
balki ishchi kuchi ham “yarogsizlanadi” (stanoklar eskiradi, sinadi va h.,
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ishchilar kasal bo'ladi, nafagaga chigadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chigarish
guwati va ishchi kuchi majmuyining chizigsiz yarogsizlanishiga oid model
bilan shug'ullanamiz.

Igtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin,
deyiik:

ni=r-yuno~y| O£y£l,
R*=XpR* (R'=V V). ~0. ~>"0.

*_f (13.5)
R$R*.
J=bl,

bunda d(n)-d (1/x) funksiya (0; 1/x") intervalda aniglangan. ikki marta
uzluksiz differcnsiallanuvchi va quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

4(0)=0, ®)>0, p(n)>0, d »>0, nelo;N | NTp(n)=0. (13.6)

Shu (13.6) shartlarga ko'ra ¢(m) funksiya qavariq, grafigi koordinata
boshidan abssissa 0'qiga urinib chigadi va koordinata tekisligining | choragida
joylashgan. Bunda cp(0)=0 tenglikM = 0 bo'lganda ¢ (M/R) = 0 dan kelib
chigadi (13.3-chizma), ya’ni n= 0 bo'lganda M= 0 bo'ladi.

(13.5) obyekt uchun ham (13.1) obyektdagidek iqtisodiy o'sish trayck-

toriyasi boshlang'ich shartJ1/(0) =MQva/(/), /" 0 funksiya bilan anig-
lanadi. Demak, (13.5) model uchun ishchi kuchi /?*(/) dan ganchalik darajada
foydalanilganligiga va ishlab chigarilgan mahsulotni J(t) va C(t) ga ganday
tagsimlanganligigabog'lig boigan o'sish tray ektorivalarini o iganamiz Ular,
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odatda, quyidagi shartlar bilan ajralib turadi: toliq bandlik sharti R<R* va
x =const, Mf(x)=J+C. Ravshanki, RoO=xMt, M(t) =X/IM(t).
Shuning uchun (13.5) ning birinchi tenglamasi ushbu

X /1(0=/(0-un(0 d)l ]
m

ko'rinishda yoziladi (13.5) dabalans tenglamasi quyidagi

M(t) f(x) =b X //(0 +ubR(t) ® jHC
ko'rimshni oladi. Shu tenglikning ikki tomonini M(8) ga bo‘lamiz:

[(X)=4[x,+ux<p(1)]+£..

c CR S B . . Lo
Bundan -II\-/F“JI% I\'I/]Z-x-u.lx) ekaninihisobgaolib,quvidagi tcngliknihosil

gilamiz:

[(r) =fi* Xp+uxhr*—j+xo0)(x), x-parametr (13.7)

Bunda m(x) - ish bilan band boMganlar uchunjon boshiga is'temol miqgdori
(jon boshiga is’temol funksiyasi).

Masala parametrxning 0 < x< x* yarim intervaldagi giymatlari ichidan
jon boshigais'temol co(x) - C/R funksiyasiga maksimal giymat beradiganini
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini bcradi

13.2-teorcma. Agar (13.5) obyekt uchun ushbu

BX,+67 NV j+x*/(x)<I (13.8)

tengsizlik bajarilsa, unda balanslangan eksponensial o ‘sish trayekloriyalan
majmuasida (13A-teorema bilan taggoslang)jon boshiga isle ‘mol funk-
siyasi m(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.7) bo‘yicha <»(x)ni difTerensiallaymiz:

N x)=6Q[O[1]+xP(1){ -1 )]+aKx)+.~ p , (,39)

bunda shtrix' /'(x) da x bo'yicha, ¢'(U/x) da 9 («)dan mbo'yicha

di , du
hosilani, ya’ni af: (hm(m)g( ni anglatadi. co(x) funksiyaning statsionar



»

nugtasini topish uchun —gx—= 0 tenglamani vcchish lozim. dco(x)/d!x =0

ni ganoatlantiradigan x nuqtada/'(x) uchun formulaga cgamiz:
I'(x) =to(x) +* (13.10)

Endi (13.9) ning ikki tomonini yana difTerensiallaymiz:
frpg=da, da, d'a A fyOk) @70k ©'0MN L]
dx dx dx2
Bundan ckn(x)idx =0 ekanini hisobga olsak, ((13.6) ga garang) quyidagi

natijaga kelamiz:

< X< X.

Agar x0nugta da(x)jdx =0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, x=x0da to(x)

funksiya mahalliy maksimumga erishadi. (13.10) tenglamani w(x) ga nisbatan
yechamiz va to(x) uchun topilgan ifodani (13.7) ga qo‘yamiz:

[(x)=64da+6udp’ +x/'(x). (13.11)

Shu tenglama musbat x0, 0 <x0£x* yeehimga ega. Bu tasdiq quyidagi
mulohazalardan kelib chigadi. Birinchidan,/(x) funksiya 0 <x£x* da
botig va /(0) =0, /(x*) - 1. lkkinchidan, 0<x<x* intervalda
\[i)=b Xp+b Lp'(1/x) +x/'(x) funksiya musbat. (13.8) ga ko‘ra
d(x")</(x") = L Shuning uchun (13.11) tenglama musbat x# 0 < x 0<x*
yeehimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu xOson balanslangan eksponensial
0‘sishning YJangan trayektoriyasidan iboratboiib, undajon boshiga is’temol
funksiyasi co(x) maksimal giymatga erishadi. (13.8) tengsizlik ishlab
chigarishning samaradorlik sharti deyiladi.

Misol. Faraz etaylik, ¢p(m) = M2 va F(M,R) =aOM aR] a, a0> 0,

0<a<l| (Kobb-Duglas ICHF). ¢(m) funksiya uchun (13.6) shartlar
bajariladi. (13.ll)tenglamaquyidagi ko ‘rinishni oladi:

aox'~a=bX +" ~+00(l-a)x1la.
X

Bu holda /(x) =alOxla va /(x*) =1 dan x* =00 (a_l). Topilgan x* ni
e’tiborga olsak, ishlab chigarish samaradorligi sharti
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b\ p+2b <a'
ko'rinishga keladi.
Agar a0= 1 bo'lsa, X’=1 bo'ladi va samaradorlik sharti soddagina
ko'rinishga keladi, ya’ni

*pt2u<f-.

13.3-8. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq,
ishlab chigarish quwati chizigli yarogsizlangan modeli

Awalgi ikki paragrafda iqtisodiy dinamika modellanda ishchi kuchi

eksponensial gonun R*‘ =Roelpl bilan 0'zgargan hoi ko'rildi. Aslida ishchi
kuchi o'zgarishining tezligi fagat ishchi kuchigagina cmas, balki ishlab
chigarish quwatigaham bog'lig. Bu bog'lanish/? vaA/larganisbatan chizigli
yoki chizigsiz bo'lishi mumkin. Biz bog'lanish chizigli bo'lgan holni ko'ramiz.

Faraz etaylik. R=XpR+\M ,\> 0,v >0, R- foydalanilayotgan (yoki

fo>dalanilgan) ishchi kuchi. Ishchi kuchi o'sishining eksponensial gonuni model
o‘iganila\otgan butun vaqt oralig'ida o'rinli bo'lmaydi Odatda R=R(t) egri
chizig S-simon ko'rinishga ega bo'ladi va vaqt o'tishi bilan bargarorlashadi
(13 5-chizma) (garang: P.®ocTep. O6HOBMEHNE NPOTBOACTBA: aTakytLne
BbIMTpbIBalOT. MockBa. Mporpecc. 1987, rn.4). Shuning uchun R=R(l) funk-

siyabotigbo'lishini.ya'ni R(t)<0 tengsizlikni ta'minla\diganshartni topish kerak.

13.1-lemma Agar F\M, R’) ICHF ning nokvantalarida IR < ————V—< 0

tengsizlik o 'rinli bo 'ha, unda R(t) <0 tengsizlik ham o ‘rinli bo ‘ladi.
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Ishot Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R') = C, C = const
tenglama bilan tavsiflanadi. Bundan

dM _ cF cF ¢
dR~ 5R DM«

kelib chigadi. Endi R(t) ni hisoblay miz:

R:\pR+M:R(' +VM-):/‘.; ’XB+vdMII
{p RJ { " drJ

dM *oy . .
Shartga ko'ra R < - bo'lgani uchun R(t)< 0 bo'ladi.
v

AgarF\M,Re«)Kobb-Duglas ICHF,ya’ni F(M,R)=aQVl aR '~ ,a 0>0,
O<ax<l. bo'lsa,
dMm 1-a M
~dR~ a R
bo'ladi. Shu sababli R(t) ning botigligi ushbu

1-a M 4 . M - Xpa
— K yok} — L
a R Y n (l-a)v
tengsizlik bilan ta’minlanadi.

Endi igtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin:

M=1-\iM, O0O<u<1,
R=\pR+vM, X|(>0, v>0,

F(M,R)=J +C, *=-£-,
M (13.12)

J=b-1,

Agar ishchi kuchi N1(/) uchun 13.1-lemmaning sharti bajarilsa, unda
R(t) ni chizigli-botig ishchi kuchi deyiladi. Chiziglilik R ning R va M ga
chizigli bog'ligligini, botiglik R(t) ning botigligini anglatadi.

(13.12) obyekt uchun (13.5) obvektdagidek iqtisodiy o'sish trayekto-
riyasiboshlang‘ichshartA/(0) = A/Ova/(/)» funksiya bilan aniglanadi.
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Bu (13.12) obyekt uchun ishchi kuchi R‘(t) dan ganchalik darajada
foydalanilganiga va ishlab chigarilgan mahsulotni J{t) va C(t) ga ganday
tagsimlanganligiga bogiiq bo'lgan o'sish trayektoriyalari majmuasi mavjud
ekanini anglatadi.

Igtisodiy o'sish trayektoriyalari ichida balanslangan o'sish (nockspo-
ncnsial) traycktoriyalanni o'rganamiz. Ular. odatda. a\"valgi paragrafdagidek
shartlar bilan ajralib turadi: to'liq bandlik sharti R< R"' va x = const,

Mf{x)~J+C, R*=XR’+\M, x= RO Bundan
VD)
M(t) =-R(t)yM (0% -7 (/)= -[x /N (/)+VAI(])]=

=4M +1yA/(O=X//(O~NA JO=(x,+"A /().
Shunday qilib, ushbu
m ) = {\ p+v/x)-M(t)

tenglikkaegamiz. M(t) uchun topilgan ifodani (13.12) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo'yamiz:
{kp+v/x)-M(t) =1-\i-M

Bundan 7(0=(X,,+H+v/x) A/(r). Balans tcnglamasidan foydalansak,

m)f(x)=b[\, +u+"~A/(0+C (0

yoki
f(x) :bp. +1 +x5?\/|-(lt\) .

C(t
Ushbu o(x) = ®© belgilash kiritamiz, u, ma’lumki, ishlab chigarish bilan

band bo'lganlar uchunjon boshiga iste’mol migdorini anglatadi.

C R RN
= =2 =xto(x)
M M

ifodadan foydalanib quyidagi tenglamani hosil gilamiz:



»

Endi co(x) funksiyaning 0 1 x< x”yarim intervalda mahalliy maksimu*
mini izlaymiz. Tckshinshlar natijasmi keltiramiz.
13.3-teorema. Agar (13.12) ob'ekt uchun ushbu
(A, +u)+-Ur+x*/'(x")<1 (13.14)
X

tengsizlik o 'rinli bo 'Isa, unda balanslangan o 'sish trayektoriyalari
majmuasida (\3.2-teorema bilan taggoslang)jon boshiga iste mol funk-
siyasi co(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.13)tcnglikning ikki tomonini difTerensiallaymiz:

1j"(x):-ml+o('x)'+xd—a> (13.15)

statsionar nugtada da(x)/dx = 0 boMgani uchun shu nugtada

['"(*) =-pr+® (*) (13.16)
tenglamahosil bo'ladi. Endi (13.15) ni yana difTerensiallaymiz:
. 2bv da da d2a
f(X) ———+— +— +—7r
X dx dx dx

Bundan d(n{x)/dx = Q ni e’tiborga olib, statsionar nugtada

2bv  d 70 d2a . 2bv n
/W =— +-d|’T >okKi —T =/W - r
X X dx X

0
tengsizlikka kelamiz. Shundav qilib, ~d§(y < 0. Dcmak, statsionar nugtada

<o(X) - jon boshiga iste'mol mahalliy maksimumiga erishadi. Statsionar
nugtani topish uchun (13.16) tenglamani to(x) ga nisbatan yechamiz va
(13.13) ga go'yamiz

f(x)=b{kp+\i)+—'b+xf(x)t 1(0) =0, /(x*)=1. (13.17)

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiya
Y~J1Ix) botiq, grafigi koordinata boshidan /'(+ 0)>0 burchak koeffitsiyent
bilan chigadi va/(x*) = 1 (13.17) tenglamaning o ‘ng tomoni esa, x> 0 da
musbat, ammo gavariqgligi hagida hech nimani aytib boMmaydi. Shunga
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garamasdan (13.14) tengsizlik bajarilganda 0 <x£x* day=/(x) va
y=b(kp+\i)+2bv/x+xf(x) funksiyalar grafikiari o'zaroalbattakesishadi
(13 4a.b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat x0, 0 <x0£x’
yechimga ega. (13.14) shart igtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun
ishlab chigarish samaradorligi sharti deyiladi.

Misol ko'ramiz. F(M,R) =a0MaR'~a, 00>0, 0 <a < 1bo'lsin. Unda
/(x) =alxla. /(x’)= 1tenglikka ko'ra x*=001(a_1). Endi (13.14)
tengsizlik

6(X;,+n)+26vafll/i<a l)<a (13.18)

ko'rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17) ning 0‘ng tomonini
@ (x) deb belgilasak.

®() =6(X +u)+-—-+00(1-a)x I >0
X

ifodaga ega bo‘lamiz. Ravshanki, lim ¢(x) = lim ¢(x) = 00 . Bundan
®(x) funksiya (0;+00) da global minimTJ?ng&t ega ekani kelib chigadi, ammo
x € (0; x*]. Hisoblashlar ko'rsatadiki, d'(x) = 0 tenglamaning yechimi:

2-a
>0.

” T va0(l-2a)2,
¢" (x)=0 tenglamaning yechimi (13.6-chizma).

fapy "2a
X, = >0

ala(l-a)2J
vax, <x2bo'ladi. (13.18) shart bajarilganda 0 < x, < x}< x* va 0 < x0<x* teng-
sizlik o'rinli bo'ladi. Agar v=0bo'lsa, 13.1-§ dagi natijalar chigadi, samara-
b_(xu +U|) )

ct
dorlik sharti A +u<— ko'rinishda bo'ladi va Xx0= ------—--——- <X
b ara

tengsizlik bajariladi.

13-bobga oid masalalar

. Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga oid samaradorlik
sharti yozilsin va x* son/(x*) = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning
yechimi x0topilsin. xgvax* sonlar taggoslansin:
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1. F(M,R)=>[M. 2. F(M,R) =*xmR2.

3. F(M,R)=1ImTR = 4. F{M,R) =$jMR4 .
5. F(M,R)=~ ~ . 6. F(M,R) =-(yfM+>fR)\
(MR)=A (MR)=(y )

7. F(M,R)=*MR 2. 8 F(MR)=-""MR
(7n7+7n)2 ’ Jm 2+r2

Il. I boiimda berilgan neoklassik IChF uchun q(m) = n2 bo'lganda
(13.5) ga oid samaradorlik sharti yozilsin va x’ son/(x*) = 1 shartdan
topilsin. (13.11) tenglamaning ycchimi xOtopilsin. xOvax ‘ sonlar tagqgoslansin.

1. 1 bo'limda berilgan neoklassik IChF uchun (13.12) modelga oid
samaradorlik sharti yozilsin va x* son/(x*)= 1 shartdan topilsin. (13.17)
tenglamaning yechimi xOtopilsin. xOva x" sonlar tagqoslansin.

Eslatma. Agar (13.4), (13.11) va (13.17) tcnglamalami analitik usul
bilan yechishning iloji bo'Imasa, tenglamalami taqribiy yechish usullaridan
foydalanilsin.

13-bobga oid nazorat savollari

1L A.A. Petrovvashogirdlarining igtisodiy dinamika modellarini o'rganish
uchun o‘ziga xos yondashishi nimadan iborat?

2. A.A. Petrov bo'yicha ICHF xossalarini keltiring.

3. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial bo'l-
ganda ishlab chigarish quwati chizigli yaroqgsizlanadigan modeli tavsifini
keltiring.

4. Eksponensial balanslangan o'sish trayektorivasining mavjudligi
hagidagi tcorcmani aytib bering.

5. Ishlab chigarishning samaradorlik sharti nimadan iborat?

6. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari (ishchi kuchi) va ishlab
chigarish quwati chizigsiz-varogsizlangan modeli tavsifini keltiring.

7. 13.2-8 da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering.

8. Igtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq funksiya bo'lganda
ishlab chigarish quwati chizigli yarogsizlangan modeli tavsifini bering.

9. 13.2-§ da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering.

10. 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko'rilgan modcllarga misollar
keltiring.

243



ADABIYOTLAR

1 Kpuctothep OaytepTu. BBefeHue B 3KOHOMeTpUKy. M.: UHppn —
M, 1977.

2. MarHyc A.P., Katbliwes M.K., Mepecenknin A.A. JKOHOMeTpuMKa.
HauanbHbIl Kypc. AKafeMus HapogHOro xo3saiicTea npu MpaBuTensCTBE
Poccuiickoin ®epepauymn. - M.: “Oeno”, 1998.

3.1Mopgves T.LU. n gp. SKoHOMeTpmKa. [NaBHas pefakuma KOHUEepHa
“Wapk”, 1999.

4. Nasritdinov G. Ekonometnka (o'quv go'llanma). O'zMU, Iqtiso-
diyot fakulteti kichik bosmaxonasi. - T., 2005

5. Wana6aHoB A.K., PoraHos B.A. 9KOHOMeTpuKKa. Y4ebHO-MeTO4U-
yeckoe nocobue. KasaHb, 2004. Akagemusa ynpasneHms «TUCBN™*.

6. 3amkoB O.0., TonctonaTeHko A.B., UepemHbix FKO.H. Martema-
TUYECKMe MeTOAbl B 3KOHOMUKE. Y4ebHUK. - M.: «ANC*. 1998.

7. ®ocTep P. O6HOBMEHNE NPOU3BOACTBA: aTaKylol e BbIUIPbIBAIOT.
- M.: «Mpodecc*. 1987.

8. Metpos A.A., Mocnenos W.I'., WaHaHnH A.A. OnbIT MaTeMa-
TUYECKOro MOJeNupoBaHus 3KOHOMUKU. - M.: QHeoroaTtomuwat, 1996.

9. MetpoB A.A. MaTtemaTn4yeckoe MoaennpoBaHne 3KOHOMUYECKOTO
passutua. Cepusa mat., Knb6-ka. Hag. «3HaHune*. Mockea, 1984.

10. Cobb C.W., Douglas P.H. A Theory of Production. —American
Economic Review, v.18., N1, 1928.

11. Shell K. Optimal Programs of Capital Accumulation for an
Economy in Which There is Exglnous technical Change. —In: Essays
on the Theory of Optimal Economic Growth. New York - London,
1967, p.1-30

12. KaHTopoBMY JI.B. 3KOHOMMWYECKNA pacyeT Hanay4Lwero Ucnosb-
30BaHuA pecypkoB. - M.: U3-e0o AH CCCP, 1959.

13. HemuunHoB B.C. SKOHOMUKO-MaTeEMaTUYECKNE MeTOAbl U MOLENN.
- MockBa, «Mbicnb», 1965.

14. NeaHnnos KO.M., JlotoB A.B. MaTtemaTnyeckue Mojenu B
3KOHOMUKe. - M.: «Hayka*, 1979.

15. lotoB A.B. BBefeHne B 3KOHOMUKO-MaTeMaTu4yeckoe Mofenu-
poBaHune. — M.: «Hayka*, 1984,

16. AwumaHos C.A. BBegeHue B MaTeMaTUYECKYHO 3KOHOMUKY. —M..:
«Hayka*, 1984.

244



17. TabacoB P. Kupunnosa ®.M. MeTtoabl onTumunsaumm. N3g-so
Bry, 1981, MWHCK.

18. MoHTpsirmH N.C., bontaHckuii B.I., Mamkpenunasze P.B.,
MwuuweHko E.®. MaTemarnyeckasa Teopusa onTUManbHbIX NPOLECCOB. —
M.: «Hayka*. 1983.

19. bonTaHcknii B.I. MaTemaTuyeckume MeTOAbl ONTUMANbHOTO
ynpasneHna. — M.: «Hayka», 1969.

20. bapkanos H.b. Mpon3BOACTBEHHbIE (VYHKLUW B MOAENAX
3KOHOMMYeckoro pocta. — W3-80 MI'Y, MockBsa, 1981.

21. Tepexos JIJ1. Mpou3BOACTBEHHbIE PYHKUMU. - M.: «CTaTUCTUKA*,
1974.

22. Bbiclwas maTemaTuka Ans 3KOHOMKUCTOB. oA pegakuuein npod.
H.W .Kpemepa (Konn. asT. npog. H.LU.Kpemep, gou. 6.A.MyTKo, Aou.
H.M. TpuwwuH, goy. M.H.®dpugmaH). — Mocksa, “baHku 1 6Upxun”,
n3g-e obveguHeHne “HOHWUTW™, 1977.

23. HacputguHos . Micnonb3oBaHue Teopuu AuddepeHunanbHbiX
ypaBHeHU B MCCNef0BaHUU ABYXCEKTOPHbIX MoAeNneli 3KOHOMUYECKOWA
AVHaMUKKN”. [[MaTepuanbl Mexs. KOH®. «AudgepeHynanbHble ypaBHeHS
N NX MPUNOXKEHNA™* B «Tpyaax MHCTUTYTA MAaTEMATUKN U KOMMbIOTEPHbBIX
TexHonornii». - Awxabat, blnbim, 1995.

24. HacputgumHos I'. OgHoCeKTOpHas MOAenb 3KOHOMMNYECKOro pocta
C INHEHO-BOTHYTbIM 06bEMOM TPYAOBbIX pecypcoB. //Y36. XypHan
«[Mpobnembl MHPOPMATUKN U 3HEPreTUKU*, usg-so «®AH* AH PYs3,
Ne3, 1997.

25. HacputguHos I'. OgqHoceKTOpHaA MofeNlb 3KOHOMWYECKOTO pocTa
C HeNnWHehHoW ¢yHKUMER BbIOLITUA MPOU3BOACTBEHHbLIX PECYPCOB.
/1Y 36. xypHan «[lMpo6nembl MHGOOPMATUKU W 3HEPTreTUKU™, MU34-BO
«®AH* AH PY3, Ne6, 1997.

26. HacputauHos I'. OfgHOCeKTOpHasA MoAe/lb 3KOHOMWYECKOT 0 pocTa
C nepemMeHHOW HOpMOW HakonneHusa. //Y36. xypHan «[pobnembl
NHOPMATUKN N 3HEPreTUKn*, usg-so «®AH* AH PY3, Ned, 1998.

27. HacputguHoB I. TlocTpoeHMe maructpanein gns craTUYecKux
NPOW3BOACTBEHHbIX (PYHKUWMA. //Te3ncbl AOKN. Ha PecnybnnkaHcKoi
Hay4YHOW KOH{.. IKOHOMUYeCKN hakynbTeT HYY3, manas tunorpadums.
T., 2002.

28. HacputauHos ., Nwmyxamenos A. NpumeHeHne metoga fMHe-
apusauun fna NocTpoeHUs MmarucTtpaneid 0606 EeHHbIX MPOM3-
BOACTBEHHbIX (DYHKUMIA. /Y 36. xypHan «lMpobneMbl UHDOPMATUKN WU
3HepreTukun*, nsg-so0 «®AH* AH PY3, Ne6, 2002.

29. HacputguHoB I., Mwmyxamenos A. SKOHOMUYECKUIA aHanus
TabnuMubl 3KOHOMWYECKUX MoKasaTenei. //Y36. xypHan «[po6nembl
NHOPMATUKN W 3HEpreTUKn*, usg-so «®AH* AH PY3, Ne2, 2005.

245



30. HacputamHoB I. PelweHne 3agaynm noTpebuTenbcKOro Bbibopa
npu OTAAHHOM HeNWHEMHOM OHMKETHOM orpaHuyeHuu. //MaTepuansi
Hay4YHON KOH®. “CuUpaxAMHOBCKME UYTEHUN”, NOCBALWEHHON namaTu
akag. C.X.CupaxgauHoa (r.TannceHt, 8 maa 2006r.) T., 2006.

31. Arrow K.J., Chenery H.B., Minas B.C., Solow R. Capital-
Labor substition and Economic Efficiency. Review of Economics and
Statistics, v.45, N2, 1961.

32. Phelps E.S. Golden Rules of Economic Growth. New York, 1966,

p.24-30.

246



MUNDARUA

1-bob. Chizigii regression model

1.1-8. Korrelatsiya va regressiya hagida tushuncha..........ccccoveiiinnnnn 5
1.2-8. Juftlik regressiyava korrelatsiyaning chizigii modcli.......c.cccconvnene. 8
1.3-8. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va chizigii regressiyaning empirik
EENGIAMAST...cvivieicicecere e 9
1.4-8. Chiziqii regressiyaning asl to‘g ‘ri chizig'i va um qurishning gcometrik
USU Tttt ettt ettt 13
1.5-8. Chiziqii regressiyaning empirik va asl tenglamalari orasidagi
DOG TANTSN oo 16

2-bob. Chiziqii regressiya tenglamasini tanlashning sifatini baholash

usullari
2.1-8. Umurruy belgilashlar............ccocoorin e 23
2.2-8. Chiziqii regressiyatenglamasini tanlashning sifatini baholash
FOPMUIIATT ... e 24
2.3-8. Chiziqii regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarini
go'llamshgadoirmisollar........cccoeiieiicinciici e 29

3-bob. Igtisodiyotdajamlama, o‘rta va maijinal migdorlar

3.1-8. Iqgtisodiyotdajamlama, o‘itava maijinal migdorlarta’rifi............c...... 40

3.2-8. Statistik o'rta miqdorlar va igtisodiy masalalarni yechishning
teNGSIZIKIAr USUTT ... 43

3.3-8. Igtisodiy masalalarni yechishning pozinomlarusuli............ccccceovneeeen. 48

4-bob. Elastiklik tushunchasi va uning masalalarni analiz gilishda
go'ilanishi

4.1-8. Funksiya elastikligi va uning geometrik ma'nosi.......c.c.ccceevverevrirennnn. 57

247



4 2-8. Elastiklik xossalariva elementar funksiyalaming elastikligi................. 61
4.3-8. Elastiklik intervali va uning bozor igtisodiyotiga bog ligligi............... 64

5-bob. Ishlab chiqarish funksivalari (ICHF) va ularning igtisodiy
jarayonlarni o'rganishda tutgan o*mi

5.1-8. Birvako'po'zgaruvchili ICHF hagida. Eylerteoremalari.................... 68
5.2-8. 1kKi faktorli ICHF ... 73
5.3-8. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy igtisodiy-matematik
XArAKEENSEIKAIAT . .......oveeeiiecie e 78
5.4-§. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o' rtacha mehnat
UNUMAOTTIgi XOSSAIATT....cuivieiiiieiciieese e 86

6-bob. Ishlab chigarish funksivalari bilan bog'langan masalalarning
ekonomctrik analizi

6.1-8. Igtisodiy ko'rsatkichlar o'zgarmas bo Igan hollar...........c.ccccoerrnenee 90
6.2-8. Funksional igtisodiy ko'rsatkichlar holi........cccooovviiinii 9%
6.3-8. ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari..............ccccceeveu. 97
6.4-§. ICHF ning magistrallari. ChiziqUlashtirishusuli...........c.ccccooniiinnnnas 102
6.5-8. ICHF ko'rinishini makroigtisodiy L , K va'Y o'zgaruvchilaming statistik
giymatlari bo'yichaaniglash........ccccveiiiiiiciieicceeesens 107

7-bob. ICHF uchun optimallashtirish masalalari

7.1-8. Asosiy tushunclialarva masalalarning qo'yilishi......cc.cccconinennn. 115
7.2-8. Foydani maksimallashtirish masalasi.........c.ccccevreoriinncciinncccenn 116
7.3-8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasi.............cc.ccoevevrunnee. 118
7.4-8. Iqtisodiyotda optimallashtirish masalalarini yechishning burchak
koeffitsiyentlami tenglashtiriSh USuli.......ccccoooceoeviieiicci e 120

S-boh. Umumlashgan statik ICHF

8.1-8. Umumlashgan statik ICHF hagida........ccccooeeieinneiieeiencrceene 129
8.2-8. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-
matematik Xaraktenstikalar.............cccooieieieei e 134

8.3-8. Umumlashgan iqgtisodiy ko'rsatkichlar o'zgarmas bo‘lgan hollar.... 137
84-8. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari .. 140
8.5-8. Umumlashgan ICHF ning magistrallari.........c.cc.cocooeoinniiinnnciennnns 142

248



9-bob. Igtisodiy dinamikaning matematik modellari

9.1-8. Igtisodiy dinamikaning modellari haqida..........c.ccooooneeieinccicin, 147
9.2-8. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmasjamg'arish normali modeli: mehnat
resurslari eksponensial fFUNKSIYa.......cccoovviiiiiieniineisne e 151
9.3-8. Iqgtisodiy dinamikaning o'zgarmasjamg'arish normali modeli: mehnat
rcsurslan hajmi chizigli-botig funKsiya.........ccooeveconnccccniccee, 159
9.4-8. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmasjamg'arish normali modeli: mehnat
resurslari hajmi chizigsiz-botig funksiya..........ccccooveioiniiiincis 171

10-bob. Igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish resurslari chizigsiz
yarogsizlangan modellari

10.1-8. Mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya.........cccccooveeninne 178
10.2-8. Mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya..........c.c.coceeennienne. 182

11- bob. Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modellari

I1.1-8. Mehnat resurslari hajmlariyig'indisi o'zgarmas bo'lgan ikki

SEKEOMTT MOTEL. ..o 188
Il 2-8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial funksiya

bo'lgan ikki sektorli model........ccccooevieiiiicc e 197
11.3-8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi chizigli-botiq bo'lgan ikki

SEKEOMTT MO e 200

12-bob. Igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchijamg'arish normali modellari va
magistral teoremalar

12.1-8. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial

funksiyabo'lgan modeli........cooooiiiii 208
12.2-8. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
chizigli-botig MOdeli.....cccv e 222

13-bob. Igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quwatiga asoslangan
modcllarini o‘rganish

13.1-8. Iqgtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quw ati chizigli yarogsizlangan
MOUEIT...iii s 232



13.2-8. Igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quwati va ishchi kuchi

chizigsiz-yarogsizlangan Mmodeli.........cccoceviiiniineinensiesse e 234
13.3-8. Igtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq.
ishlab chigansh quwati chizigii yarogsizlangan modeli............cccceevnu. 238
AdaDIYOTIAT. ... e 244

250



GAPPAR NASRITDINOV

EKONOMETRIKA. 1

O'quv go'llanma

Muharrir H. Teshaboyev
Kompyuterda sahifalovchi A.Ro'ziyev

Bosishga ruxsat elildi 04.04.2008. Qog'oz bichimi 60x84"/,,.
Hisob-nashr tabog'i 15,75. Adadi 1000.
Buyurtma Ne 101.

«1QT1SOD-MOLIYA* nashriyolida tayyorlandi.
100084, Toshkent, Kichik halga yo‘li ko‘chasi, 7-uy.
Hisob-shartnoma 51-2008.

«Toshkent tezkor bosmaxonasi» MCLL da chop etildi
100200. Toshkent, Radial tor ko'chasi 10 uy



