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Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo'lib, hozirgi zamonda 
iqtisodiy jarayonlami o'rganishda va ulaming keyingi holatini bashorat 
qilishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Ekonometrika -  matematik statistika usullari yordamida iqtisodiyotda 
miqdoriy qonuniyatlar va o'zaro bog‘lanishlami tadqiqot qiladigan fandir. 
O'sha usullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotadi.

Ekonometrika bo'yicha birinchi ishlar XIX asr oxirlari -  XX asr 
boshlarida paydo bo'ldi. 1897-yilda V. Paretoning turli mamlakatlardagi aholi 
daromadlarini statistik usul bilan o'rganishga bag'ishlangan ishi chop etildi.

Bu maqolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan у  = a (x  -  a)"“ egri chi-
ziq tavsiya qilingan. Unda x  -  daromad miqdori; у  -  daromadi bor 
shaxslarsoni bo'lib. har bir shaxs daromadi miqdori x  dankattadebqaraladi; 
a  -  minimal daromad; Л va a -  munosabatning (funksiyaning) statistik 
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid 
qator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshqalaming ishlari 
shularjumlasidandir.

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895- 
1973) ishlab chiqqan. Shu sababli u haqli ravishda ekonometrikaning otasi 
hisoblanadi. 1931 -yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu yil 
ekonometrikaning tug‘ilgan yili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba’zi 
mamlakatlarda ekonometrika fani o'quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan, 
ekonometrika nima? -  degan tabiiy savol tug'iladi. R. Frishning o‘zi, 
ekonometrika -  iqtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb 
hisoblaydi.

Ekonometrika fan sifatida iqtisodiyot, statistika va matematika orasida 
joylashgan. U -  iqtisodiy qonunlami taqribiy chiqarish bilan bogMangan fandir. 
Ekonometrika bilan shug'ullanuvchi mutaxassis ekonometrist debataladi.

Ekonometrist iqtisodiy nazariyagayoki empirik ma’lumotlargaasoslangan 
holda iqtisodiy modellami tavsiflaydi, shu modellardagi parametrlami 
(noma’lum miqdorlami) baholaydi, iqtisodiy ko'rsatkichlaming keyingi 
holatini bashorat qiladi. Ekonometrist iqtisodiy ko'rsatkichlar qiymatlari
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jadvalini o'rganib, ularorasidagi cmpirik munosabatlami keltirib chiqaradi. 
Ekonomctnstning jadvallami o‘rganish bilan bog'langan ishi ekonometrik 
analiz deyiladi

Ekonometrik analiz yordamida iqtisodiy jarayonning birinchi modeli 
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758- 
vilda “Iqtisodiy jadval”, 1766-yilda uning ikkinchi лапали bo'lgan “Arifmetik 
formula” nomli asarlamiyozdi. F. Kcnejadvali XVIII asro'rtalarida iqtisodiy 
nazarivaning rivojlanishida muhim o nnga cga bo ldi Bujadvalga K.Marks 
ham yuqori baho bcrgan

O'quv qollanma “Ekonometnka P’debnomlangan. Undao'rganiladigan 
iqtisodiy jarayonlar tasodifiy cmas, aniq deb qaraladi. TasodiFiy jarayonlar 
“Ekonomctrika. 2” dao'rganiladi

‘ Ekonometnka 1” 13 bobdan iborat bo‘lib, har bir bob misol va masalalar 
bilan ta’minlangan hamda nazorat savollari ham keltirilgan.

0 ‘quv qo llanma mavjud dasturga mos bo‘lib, “statistika”, “biznesni 
boshqarish" va “iqtisodiyot” mutaxassisliklari bo vicha tahsil oluvchi 
talabalarga mo'ljallangan O'quv qo‘llanmaning ba’zi materiallaridan 
“Iqtisodiy-matematik usullar va modellar”, “Iqtisodiyotda matematik 
modcllar" kabi prcdmetlami bayon ctishda foydalanish mumkin.

Muallif o'quv qo llanma qo‘lyozmasi mazmuni va sifatigaoid qimmatli 
maslahatlari uchun fizika-m atem atika fanlari doktori, akademik 
V.Q Qobulovga; iqtisod fanlari doktori, professor TSh. Shodivevga; shu- 
ningdek, o‘quv qo llanmani ia>y orlashdagi yordami uchun fizika-matematika 
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; iqtisod fanlari doktori, 
professor F.Egamberdiyevgao‘z minnatdorchiligini bildiradi.
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»

1-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL

l.l-§ . Korrelatsiya va regressiya haqida 
tushuncha

O'rganiluvchi erkli parametrlar(faktorlar) xx,x 2,...,x n , o'rganiluvchi

e r k s i z  parametr (faktor) у  boMsin. Alohida hollarda у  ni xu x2,...,x n 
faktorlaming funksiyasi deb qarash mumkin, ya’ni

Y = f ( x l, x 2,...,x„ ). (1.1)
Agar у  hosil hajmi bo'lsa, u sug'orishlar soniga, ishlatilgan mineral

ozuqa hajmiga, havoning harorati va boshqalarga bog'liq. Bundan ko'rina- 
diki, hosildorlik tasodifiy jarayondir. Shuning uchun (1.1) munosabat 
tasodifiy o'zgaruvchini o‘z ichiga olishi kerak. Bunday o'zgaruvchini U 
desak, ( 1.1) o‘miga ushbu

Y = f ( X \ ,x 2,.. . ,x n,U )  (1.2) 
munosabatni yozish mumkin. Bunday munosabat (bog'liqlik) korrelatsion 
deyiladi. у  va x l,x 2,...,x„  lar orasidagi analitik munosabat regressiya 
tenglamasi deyiladi.

Agar (1.1) da n = 1 bo'lsa,
Y = f ( x )  yoki y  = f ( x )  (1.3)

munosabat juftlikregressiya tenglamasi deyiladi, unda v -  erksiz o‘zgaruvchi 
(natijaviy belgi), x -  erkli (tushuntiruvchi) o'zgaruvchi (belgi - faktor). 
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki qo’shiluvchidan tashkil topadi:

y = y x + e ,  (1.4)
bunday -  natijaviy belgining asl qiymati (berilgan (x ,y)  nuqtaning 
ordinatasi); y x -  natijaviy belgining nazariy qiymati boMib, u (x, y) nuqta 
absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; e -  tasodifiy miqdor 
bo‘lib, natijaviy belgining real qiymatidan uning regressiya tenglamasidan 
topiladigan nazariy qiymati qanchalik farq qilishini tavsiflaydi.
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Juftlik regressiyada y x = f ( x )  matcmatik funksiyaning ko‘rinishini 
tanlash uch usul bilan amalgaoshiriladi:

1) grafik usul;
2) analitik usul, ya’ni o'rganilayotgan o zaro bog'liqlik nazariyasidan 

kelib chiqqan holda;
3) tajnba o tkazish usuli.
Regressive tenglamasining ko rinishini tanlashda grafik usul eng 

ko'rgazmali hisoblanadi. Quyida bog'lanishlami miqdoriy baholash uchun 
foydalaniladigan egri chiziqlaming asosiy turlarini kcltiramiz:

= ax  + f t , f t> 0  (yoki b < 0 ) (chiziqlibog'lanish)- to‘g‘richiziq.

b) y x -  axb , a > 0 (chiziqsiz bogManish) -  darajali funksiya.

v) y x -  abx , a > 0 , b > 0 (chiziqsiz bog'lanish) -  eksponenta egri 
chizig'i (ko‘rsatkichli funksiya).
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g) Ух= а+ ~ ,  а~2.0 ,  Ь>  О (chiziqsiz bog 'lanish) -  giperbola 

shoxchasi.

Yuqoridagi b), v), g) hollarda bog'lanishlar chiziqsiz. Ular yangi 
yordamchi o'zgaruvchilar kiritish orqali chiziqii bog'lanishga kcltirilishi
mumkin Jumladan, b) hoi uchun У, = In Y , x, = In x belgilashlar kiritamiz.

Unda 1пУ = 1по  + 61пх munosabatga ko'ra У, = ln o  + 6x, ko'rinishdagi 
chiziqii bog'lanishga (chiziqii funksiyaga) kclamiz. Shunga oxshash v) 
holida In i '=  ln a  + xlnZ> ga ko‘ra У ,= 1пУ va x ,= x  desak, vana 

У, = In о + (ln6)x, ko'rinishdagi chiziqii bog'lanish hosil bo'ladi. Nihoyat, 

g) holda Y = Y{ , x = x,~1 desak, Yt = a + bx{ hosil bo'ladi.

Agar tekislikning birinchi choragida n ta (x ,,^ ,) , (x2,.y2) ,  % ,

(xn,y n) , (x, < x 2 < ...< x „), nuqta bcrilgan bo'lib, tanlangan y x = f ( x )  
funksiya grafigi shu nuqtalardan otsa. unda natijaviv belgining asl qiymatlari 
(bcrilgan nuqtalaming ordinatalari) ulaming nazariy qiymatlari / (x;) bilan

ustma-ust tushadi, ya’ni y x(x ,) = y, ■ Bu holda qoldiqli dispersiya nolga 

teng bo'ladi, ya’ni q 2 tf = 0 , bunda

a U  =  i ( y <  -  y * (  x t » 2 =  -  f (  x <))2 .n n  ,=1
Ravshanki, qoldiqli dispersiya miqdori qanchalik kichkina bo'lsa, 

regrcssiya tcnglamasida e ’tiborga olinmagan faktorlar ta’siri shunchalik 
kamligini va rcgressiya tcnglamasi bcrilgan ma'lumotlarga shunchalik to'g'ri 
kclishini ko'rsatadi.



Kuzatuvlar natijasida olinadigan nuqtalar soni o'zgaruvchi x  oldidagi 
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo'lishi kerak. Ushbu
y x -  a + bx sodda holda kuzatuvlar soni 7 x 1 = 7  dan kam bo'lmasligi
lozim.

1.2-§. Juftlik regressiya va korrelatsiyaning chiziqli modeli

Juftlik regressiyaning eng sodda modeli chiziqli regressiya bo'lib, u 
iqtisodiyotda keng qo'llaniladi. Buning sababi chiziqli regressiya 
parametrlarining aniq iqtisodiy izohlanishidadir.

Chiziqli regressiya tenglamasi quyidagi
y x = a + bx yoki y  = a + bx + e (1.5)

ko‘rinishga ega. Ushbu y x = a + bx ko'rinishdagi tenglama berilgan 
nuqtalar absissalari bo'yicha natijaviy belgining nazariy qiymatlarini topishga 
imkoniyat beradi. Agar y x = f ( x )  deb belgilasak, unda f ( x )  = a + bx 
tenglama tekislikda to 'g 'r i  chiziqni tavsiflaydi. Shuning uchun 
f ( x , )  = a + bxi miqdorlar x = x, bo'lganda to'g'ri chiziqdagi nuqtalaming 

ordinatalarini anglatadi. Ularni y, = f ( x , )  deb belgilaymiz. Agar n ta

А2(х 2 >У2 ) ’ 1/*< Ап(х *>У*)> (0<JC, < X 2 < ...< x„ ), nuqta 
berilgan boMsa, bu nuqtalar, umuman aytganda, bir to‘g‘ri chiziqda yotishi 
ham mumkin. Bu holda chiziqli regressiya to‘g‘ri chizig'i berilgan nuqtalardan 
o‘tuvchi to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. Ammo bunday hoi iqtisodiyotda 
kuzatilmaydi, chunki iqtisodiy o'sish vaqtining [ О, Г] oralig'ida to‘g‘ri 
chiziq bo'ylab ro‘y berishi faqat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli,
Л1,Л 2,...,Л„ nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi 
choragida joylashgan va bir to‘g‘ri chiziqda yotmaydi, deb faraz etamiz.

Chiziqli regressiya to‘g‘ri chizig‘ini qurish uning a va b  parametrlarini 
((1.5) ga qarang) baholash (topish) dan iborat.

Chiziqli va chiziqsiz regressiyani qurishga doir sodda misollar ko'ramiz.

1-misol. Л ,(2 ;25 ), /<2(4;15); / ( 6) = ? .

Bu misolda n = 2. Chiziqli regressiya tenglamasini y x = a + bx 
ko‘rinishda izlaymiz. Ko'rilayotgan holda chiziqli regressiya to'g'ri chizig'i



berilgan ikkita nuqtadan o'tadigan to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. 
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: y x = 35 -  5x . Bundan / ( 6)=  5. 

Endi berilgan nuqtalar bo'yicha chiziqli regressiya tenglamasini

a ,
y x =—+b ko'rinishda izlaymiz. a va b parametrlar 

x

25 = - + b  15 = —+6 
2 * 4

sistemani qanoatlantiradi. Yechim a = 40, b = 5 va chiziqli regressiya

40 .  , .  2
tenglamasi >’J - ~ + - 5 va / W - l l - j .

2-misol. Л ,(4 ;9 ), A 2(9; 24); /(1 6 )  = ?

Awal chiziqli regressiya tenglamasini topamiz: y x = a + b x . Sodda 

hisoblashlar yordamida topamiz: a = -3; b -  3, ya’ni y x = - 3  + 3 x . Bundan 

/(1 6 )  = 4 5 . Ravshanki, iqtisodiy m a’nosi bo 'y icha  y k O ,  y a ’ni

-  3 + 3x ^  0 yoki x  £  1 • Endi chiziqsiz regressiya tenglamasini у = a-Jx + b

ko'rinishda izlasak, a=  15, b = - 21 ni topamiz. Demak, y = \5 - J x - 2 \  ■

Bundan /(1 6 )  = 39 (1.1-, 1.2-chizmalar).
E’tibor berib qaralsa, 1-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari 

qaralgan. 2-misolda chiziqli holda taklif jc ^ l  bo'Iganda, chiziqsiz holda 
taklif jc ^  1,96 bo'lgandaamalgaoshiriladi.

1.3-§. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va chiziqli 
regressiyaning empirik tenglamasi

Chiziqli regressiya parametrlarini baholashning turli usullari mavjud. 
Chiziqli regressiyaning y x = a+ bx  tenglamasini olaylik.Tekislikningbirinchi

choragida bir to'g'ri chiziqda yotmaydigan n ta Ax ( jc , , y x) ,  A2{x 2 , y 2),

V*, An(x„ ,y n) ,  (0<xt <x2<...<x„) nuqta berilgan bo'lsin. Chiziqli

regressiya y x = a + bx to 'g 'ri chizig'idagi ordinatalarning kuzatish

I
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natijalaridan (bcrilgan nuqtalar ordinatalaridan) farq qilishining o'lchovi 
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin:

n -
1) Ф(а,Ь) = ^ ( у 1 - а -Ъ х ,)  - 0g ‘ishlarkvadratlariyig‘indisi;

Г=1

2) Ф(°>^) = Х |̂ 1 - a ~ b x \  - o g ‘ishlarmodullariyig‘indisi;
1=1

3) <&(,a ,b) = Y * G (y ,-a -b xl ) ' bunda G (a,b) -  a va b o ‘zgaruv-
1=1

chilarning musbat (yoki manfiy) qiymatlar qabul qiladigan biror funksiyasi.
П

Jumladan. = ~ a ~bx,) ko‘rinishda bo'lishi mumkin.
1=1

Chiziqii regressiyaning a va b kocftltsiyentlarini baholash uchun kriteriv 
(bclgi) sifatida og‘ishlar kvadratlari yig'indisini olaylik. Unda tcgishli masala 
quyidagicha yoziladi:

Ф(а,&) = £ 0 ' , - о - 6х1)1 - » 1п т ,  (a ,b )e R 2 (j 6)
1=1

Ravshanki, (1.6) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz minimum 
masalasidan iborat. Uni vechishga kirishamiz. Aw al F(a, b) funksivaning 
statsionar nuqtalarini topamiz. Buning uchun shu funksivaning a va b 
bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz:

da ,=i

= 2t  Су. - a -  bx,) ■ (-X ,)
CD ,=l

2 ' Z ( y , - a - bx,) ( - x i ) = 0,

( Z x.) ° + ( Z x.: )6 = Z jc.>'. •

л в + 6 (5 > , ) = 2 > ,  •
Bundan a va b lami topish qiyin emas:

10
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а0 = У ,-Ьох,
l-gy,)-E »,)-C

( 1 8 )

(1.9)

(1.8) va (1.9) formulalar ko'rsatadiki, Д о , A) funksiya yagona statsionar 
nuqtaga ega. Shu (a„, *„) nuqtada F(a, b) funksiya o‘zining eng kichik 
qiymatiga crishadi. Buni isbotlash uchun ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab. 
ulardan matritsa tuzamiz:

а 2ф _ , п д ‘ф - 2 ( у Л
да2 db2 да db дЬ да

д 2Ф д 2Ф

А =
2п 2 (Х х .У  

.2 (1 *,)

Endi mos kvadratik form an i yozamiz (Q = Z ’AZ).

2n 2 -0 , )1

2-fcx(2)J

= 2 [ fe  x] )• z \  + 2 ■ ( £  x ,)• г, z2 + n ■ z 2 ] .

Ravshanki, z? + z2 * 0 boMganda Q (0,z2) = 2 ( ^ x 2) z 2 > 0 ,

Q (zt ,0) = 2n z 2 >0 tengsizliklar o'rinli. Q(z,,z2)>0, V(z„z2) * 0 teng- 
sizlik o'rinli ckanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi- 
nanti manfiy ekanini ko'rsatish kifoya:

=  n 2
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bunda Л, = ~  X х/ .A t = J ~ S jri2 . Birtomondan, 0 <дс̂  <x2<...<jc„, ikkin- и i n

chi tomondan, < D„ boMgani uchun D <  0 bo'ladi. Shunday qilib.

kvadratik forma Q(zv z2) faqat musbat qiymatlar qabul qiladi ( Q (z,, z2) *  0 ). 
Demak, F(a, b) funksiya (a0, b ^  nuqtada o‘zining mahalliy minimumiga 
erishadi. Ammo F(a, b) funksiya qavariq funksiyadan iborat, chunki yuqorida
topilgan/1 matritsa musbat aniqtangan. Shunday qilib, Ф(a,b) funksiya (a,,, b„) 
nuqtada 0‘zining eng kichik qiymatiga erishadi. ( 1.6) masala toMiq yechildi.

Chiziqli regressiyaning koeffitsiyentlari chiziqsiz dasturlash usuli bilan 
(EKKU bilan) topilgan tenglamasi empiriktenglama, unga mos to‘g‘ri chiziq 
empirik to ‘g 'ri chiziq deb ataladi.

Endi sodda misollarni ko'ramiz:
1-misol. A r AJtAs nuqtalar quyidagi jadval bilan berilgan:

X 1 4 7
У

( 1.8) va (1.9) formulalar yore

regressiya tenglamasi y  = 2 h 
2-misol. A t, A v At nuq 

x

3

amida to

i- jc/6  bo 
talar yan 

2

1

pamiz: t

‘ladi. 
a jadval 

4

4

i0 =  2, fc0 = -j ,y a ’ni chiziqli

bilan berilgan:
7

У

Yana usha (1.8) va (1.9 

topiladi. Chiziqli regressiya t

3

i formuli 

englamaj

1

liar yord

4

amida e 0=  rf» bo = w  lar 

+  -^ x  bo’ladi.

-  1 ~
Endi x — 2*x, va y -~ 2 ^ y >  belgilashlarkiritamiz. n n

1.1 -  teorema. Empirik to'g'ri chiziq (x ,y )  nuqtadan o'tadi. 
Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a = a0, b = b0 bo'lganda 

yozamiz: £>», = n a 0 + ( £  x, )fc0 • Shusonli tenglikningharikki tomonini n 
gaboMamiz:

- L y , = ao + ̂ — b0 . 
n n

1 2



Bundan у  = a0 +b0x  kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
Eslatib o‘tamizki, (1.8) va (1.9) kasrlaming maxrajlari bir xil vamusbat. 

Haqiqatan,

0 .

Yana shuni aytib o tamizki, at va b0 sonlaming ishoralan mos kasrlaming 
suratlari ishoralariga bog'liq Ammo at va bQ lar bir vaqtda manfiy bo'la
olmaydi, aks holda у  = a0 + b0x  to‘g ‘ri chiziq IV chorakdan o'tgan ЬоЧаг 

cdi. Bu x( > 0, i = l,2,...,H ga zid.

1.4-§. Chiziqii rcgrcssiyaning asl to‘g‘ri chizig'i va uni 
qurishning geomctrik usuli

Chiziqii regressive tenglamasini chiqarishda chiziqii regressiya to‘g ‘ri 
chizig inmg bcrilgan ^ ( x , , ^ ) ,  A2(x2,y 2) ,V* , Д 1(хя,^„), nuqtalarga 
«yaqinligini» F(o, b) funksivaning minimumi ( (1.6) ga qarang) ma’nosida 
tushunilgan cdi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nuqtalar ordinatalari
bilan izlanayotgan to‘g ‘ri chiziqdagi ordinatalar ( y t ) ayirmalan yig'indisi 
nolga teng boigan holni ko‘ramiz, ya’ni

Х С н . - Й М ,  (1.10)
П=1

bunda y -  bcrilgan nuqtalar ordinatasi, y t -  izlanayotgan to‘g ‘ri chiziqdagi 
nuqtalar ordinatasi. (1.10) bclgi bo'yicha topilgan to‘g ‘ri chiziq tenglamasini

y  = a + b x  (111) 

ko‘rinishdayozamiz. Ravshanki, y ^ a + b x ^ ,  i = 1,2.....n . (1.6) va (1.10)

belgilaryordamida topilgan y  = a0 +b0x  va y = a + b x  to‘g ‘ri chiziqlar,
umuman aytganda. ustma-ust tushmaydi (1.10) belgi bilan topilgan (1.11) 
tenglama chiziqii regressiyaning asl tenglamasi, unga mos to‘g ‘ri chiziq 
esa -  asl to'g'ri chizig'i deyiladi.



1.2 -  teorema. Chiziqli regressiyaning asl to 'g 'ri chizig'i (jc,y )  
nuqtadan o'ladi.

Isbot. (1.11) to'g'ri chiziq uchun ( 1.10) sonli tenglik bajariladi. ya’ni 

X  .У, = X  у t va y. =a + bx, ■ Oxirgi tenglikning ikki tomonini /' bo‘yicha

yoki y  = a + bx ■ Shuni isbot etish talab etilgan edi.
(1.1) va (1.2) teoremalar natijalari: Chiziqli regressiyaning empirik va 

asl to‘g‘ri chiziqlari (x ,y )  nuqtada o‘zaro kesishadi.
Agar n = 2 bo'lsa, empirik va asl to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tushadi, 

chunki ikki nuqtadan yagona to'g'ri chiziq o‘tadi.
Agar n = 3 bo'lsa, to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushishi ham, tushmasligi

ham mumkin, ammo ular (x ,y )  nuqtadan albatta o'tadi. Bu holda chiziqli 
regressiya asl to'g'ri chizig'ini geometrik usul bilan qurish, so'ngra uning 
tenglamasini topish mumkin.

Tavsiya etilayotgan geometrik usulning mohiyati quyidagidan iborat. 
Tekislikning birinchi choragida bir to 'g 'ri chiziqda yotmaydigan 3 ta
/!,(*,.у ,) ,  Л2(х2,у 2) ,  /<з(х3,у 3) ,  (0 < x , < x2 < x 3) ,  nuqta berilgan 
bo'lsin. Ravshanki, A2 nuqta A1A3 to'g'ri chiziqdan yuqorida yoki pastda 
joylashgan bo'lishi mumkin. Geometrik usulni A2 nuqta AI A3 dan yuqorida 
joylashgan hoi uchun bayon etamiz(mulohazalar/42 nuqta A1A3 dan pastda 
joylashganda ham o'xshash) (1.3-chizma).

У У

0 xi х2 х3 *2 х3
1.4 - chizma1.3 - chizma
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A r A3,A 3 nuqtalami tutashtirib A /A J 3 uchburchakni hosil qilamiz. 
So'ngra A2 nuqtadan abssissa o'qiga perpcndikular tushiramiz. U A / l 3
tomonni C(x2,y2) nuqtada kesib o ‘tadi. A f .  kesmani 3 ta teng boiakka

bo‘lamiz. A f  ni 1:2 nisbatda bo'ladigan nuqtani B2(x2,y 2) deb

bclgilaymiz. Shuning uchun CB2 = j CA2 . Endi B, nuqtadan A 1A) ga parallel

chiziq o‘tkazamiz. U x = x, vertikal chiziqni B ^ x ^ y ,)  nuqtada, x = x}

chiziqni B3(x3,y3) nuqtada kesib o‘tadi. Hosilbo'lgan-вД, chiziq chiziqli 
regressiyaning asl t o ^ r i  chizig‘i boMadi, shu chiziq uchun (1.10) sonli 
tenglik bajariladi. H aqiqatan, 1.4-chizmadan ko 'rinad ik i,

У\~У\~Уъ~Уъ = У2 ~У2 = 2Р > °-  Demak,

CVi " У\)+ (Уг ~ У2 )+ ( *  ~ Уз)=  P ~ 2P + P = o •
AgaiB/B} to'g'ri chiziqni AjA, gayoki A j i } ga parallel qilib o‘tkazsak, 

(l.lO)bajarilmaydi.
Endi Bfi^  tenglamasini topish qiyin emas. Buning uchun y x,y 3 ni topish 

kerak. Avval C (x 2, y 2) nuqtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki, 

x, + Ax, , x2- xx
— —г— = x2 gako 'ra  „ va v , ni topish mumkin:

1 + A. *3 X2

- У\ +ХУ* (хз -  *2 Xtt + (X? -  xi )^3 
1 + Х хз - х 1

Keyin A ; va А} nuqtalar ordinatalariga СВ2 = у (>,2 - у 2) miqdomi
qo’shamiz (A, nuqta А dan pastda joylashgan bo'lsa. shu CB2 miqdor 
avriladi). Shunday qilib,

Й ЯЛ + ! ( Л - Л ) ,  Л в Л + | ( Л “ Л ) .

Nihoyat, Bj va B} nuqtalardan o ‘tuvchi B/Bj to‘g ‘ri chiziq tenglamasini 
yozish mumkin.

Misol. Ushbu ЛД2; 6), Л;(4; 9), A f l ; 4) nuqtalar berilgan bo'lsin. 
U larbirto‘g ‘ri chiziqdavotmasligi ravshan. Shu uchta nuqta uchun chiziqli 
regressiyaning empirik va asl tcnglamalarini topamiz. Empirik tenglama 
koeffitsiyentlari (1.8) va (1.9) formulalar yordamida hisoblanadi:



a 0 = Jf* b0 = —̂ .Em pirik tenglama y = * j - \ x  ko'rinishga ega bo'ladi.

Endi geometrik usul bilan BjBj to'g'ri chiziqni quramiz va tenglamasini 
topamiz. Ravshanki./i, nuqta/l,/^ dan yuqoridajoylashgan. Sodda hisoblar

Shunday qilib, B\ . Shu nuqtalardan o'tadigan

l-5-§- Chiziqii regressiyaning empirik va asl tenglamalari 
orasidagi bog‘lanish

Awalgi 1.4- § da empirik va asl to'g'ri chiziqlar (3c,y) nuqtadan o'tishi 
haqida 1.1- va 1.2-teoremalar isbotlangan edi. Bu empirik va asl tenglamalar 
orasidagi birinchi boglanish bo'ladi.

Aytib o'tilganidek, chiziqii regressiyaning empirik va asl to'g'ri chiziqlari, 
umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. Ammo ular ustma-ust tushadigan 
hoi ham mavjud. Bunday hoi 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va 
asl tenglamalar orasidagi ikkinchi bog'lanish bo'ladi.

Iqtisodiyotda ko'pincha x ,,x 2,...,x„ (0  < x, < x 2 < ...<  x n) sonlar
arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam- 
lakat uchun 1991,1992,..., 2000-yillar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM) 
hajmi berilgan bo'lsa, x ,=  1991, x2= 1992, ..., x ,=  1999, x,o=2000 
bo'ladi. Bu sonlar arifmetik progressiyani tashkil etadi, unda arifmetik 
progressiya ayirmasi d=  1.

Faraz etaylik, 0 < x , <Xj < ...< x„  va jc,, + d, x, + 2d, ... 

... x, + (n -1)- d, d  > 0. Bu holda a0 va b0 lami hisoblash formulalari

(3c,50=("^i nuqtabutenglamaniqanoatlantiradi.

to'g'ri chiziq tenglamasi У — j x  ko'rinishga ega. Bu to 'g 'ri chiziq
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soddalashadi MasaJan,(1.8) formuladagi kasrsuratmi A/„,maxrajini N H 
deb belgilaymiz Sodda hisoblashlaryordamidaquyidagi formulalanii kcltirib 
chiqansh mumkin:

1 .3 -teo rem a. Tekislikning birinchi choragida uchta A^(xx,y x) ,

АЛ хз»Уз)> (0 < x , <JCj < X j ) , nuqta berilgan bo 'lsin . 
Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalan ustma-ust tushishi uchun

x2, Xj sonlar arifmetik progressiyani tashkil etishi yelarli.
Isbot. Tcoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algcbraik va 

geometrik usullar deb atadik.

Algebraik usul. x 2 = x, +  d ,  x3 = x, +  2d , d  > 0 bo'lsin. A2 nuqta
A tA } dan yuqorida joylashgan holni ko'ramiz Avvalgi 1.4 § da bayon etilgan 
geometrik usul bilan chiziqli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i BlBi ni quramiz 
(1 4-chizmaga qarang). Yasashga ko ra quyidagilarga ega bo'lamiz:

A ,B , = , A2B 2 = 2 A ,B ,,

c a i = y2 -iCvi +л), CBi = \CAi =i<2>,2 -У \ ~Уъ), 

+2y2- y 3j), B ^ + U ,  i(5>3+2>2

Shunday qilib, b0 uchun formula quyidagichayoziladi:

dn(n2- 1)

Sodda hisoblashlar yordamida ВХВЪ tcnglamasini topamiz:

У = x + ^ 5dy\ + 2dy2- d y z -  3x,>3 + 3x,_y,) .



, 1 Ay* + 2^ 3-O ', + >'2 + Л'з)] Уз-У\
4» - "  Ш  м  •

Shunday qilib, 60 = b0 tenglik o‘rinli.

Geometrik usul1. Ma’lumki, x = ——^ —— , y =——^  ^  .

Ko'rilayotgan holda * = * ,+ * /, >'=^0 '1+>'2+>'з), У г ~ ^ У \ +Уг) 

(1.5-chizmaga qarang). Demak, B, ning koordinatalari ( j c ,Д') bo‘ladi.

Endiquyidagi belgilashlamikiritamiz: A lD l = m ,,  A2B2 = m 2 = 21, 

AiBl = CB2 = A3B3 = t , /д = Л,Я,2 + Л2В2: + Л3Я32 , A3D3 = m3.

K iritilgan belgilashlarga ko‘ra, /. = AtD f + A2B2 +  A 3B3 = 

= m 2 + A t1 + m ] , (1.5-chizmaga qarang).

1 M a zk u r usul M irzo  U lug bek nom idagi O 'z M U  iq tiso d iyo t faku lteti talabasi 
A M urtazayev tomonidan tavsiya ctilgan  

"1

*
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Yuqorida fi,Z?3 bilan geometrik usul bilan qurilgan asl to 'g 'ri chiziq, 

£),£>, bilan esa, B 2( x ,y )  nuqtadan o'tadigan va eng kichik kvadratlar usuli 
bilan topilgan (topiladigan) empirik to'g'ri chiziq belgilangan. Bu holda

Ф (a ,b )  = /. = m2 + 4Г  + m l ■

Shunga o'xshash uchun ф (a ,b )  =  /д = Л,Я,2 + A2B 2 + A3B? ■ 

1.5 chizmada A XD XD^\3 to'rtburchak trapetsiya va CB^ esa uning o'rta 

chizig'idir. Shuning uchun CB2 = ■£(»», + m2) = t .

Endi /д va /. lami taqqoslaymiz:

/. ~ /д = ш2 + 4 /2 + m2 -  6?2 =

тщ *+ ^ - 2 < а ± ! ! ! £ ш! Е n a 2U 0 .
1 3 4 2

Ma’lumki, 1. = Ф(а,Ь) funksiya a = a0, b = b0 bo'lganda o'zining

eng kichik qiymatiga erishadi. Ushbu /. > /д tengsizlikdan m in /, = /д
kelib chiqadi. Bundan 5, nuqta D, bilan, B3 nuqta esa D3 bilan ustma-ust 
tushishi, ya’ni 5,Д3 va D ,£>3 to 'g 'ri chiziqlar ustma-ust tushishi ham kelib 
chiqadi. 1.3-teorema isbotetildi.

Agar parametrlar soni 2 tadan ortiq bo'lsa, Y = m u n o s a b a t

to 'plamli regressiya deyiladi. Agar f ( x l,x 2,...,xn) = =alXl +  a2x 2 + ...

...+  anx n + b  bo'lsa, bizto'plamli chiziqii regressiyagaegabo'lamiz. Shu 
holda parametrlami baholash ushbu

® ( 4 ,a 2,...,an,b ) = Y j(y i - ( a lx ll+ a2x2l+...+ anxni+ b))2 -> m in  (*)
Ы

masala bilan bog'langan. Bunda * , , ,  x 2/,..., x m sonlar,

■A,(x u>x 2i>—> x m)>i = l,2 ,...,/i,nuqtalarkoordinatalari, у  = a,x, +

+ a2x 2 +  ... +  a nx n + b esa ( n + 1 ) o'lchovli Yevklid fazosida tekislik- 
dan iborat.
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(*) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir. 
Parametrlarni topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar

a ° ,a 2,...,a°  va b° qiymatlar masalaning yechimi bo'lsa,

0 0 0 * 0  
У = а1Х\ + °2X2 +  — + anXn + b

munosabat empirik tekislik tenglamasini anglatadi.
Misollar
1-misol. /1,(2; 6), >4,(4 9). Л ,(7; 4),

Empirik to‘g ‘ri chiziq koeffitsiyentlarini (1.8) va (1.9) formulalar 

yordamida hisoblaymiz: a0 = b 0 = ~ ^  va y = ^ — ^ x .  Ravshanki,

X -~ ^ - , y  — ̂ ,  = . Demak, empirik to‘g‘ri chiziq

nuqtadan o‘tadi.

Endi chiziqli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig* ini quramiz (1.6 chizma).

2+X-7
Q  nuqta Л'Л} ni qanday nisbatda bo'lishini topamiz: ——-— = 4 , bundan

1 ^ A.

2 ~ 6 + f 4  26
2 '  ®un(*an foydalanib, y 2 ni topish mumkin: У г~  j + i
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15 ~ 19
Shu sababli, CB2 = - C B 2 = AlBi = А}В3 = —  . Nihoyat. fi, va 5 ,

nuqtalaming koordinatalarini yozish mumkin: 5 ,( 2 ; - ^ ) ,  Д3(7; jf ) . 
Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki. asl to 'g 'ri chiziq tenglamasi

121 2 . , -----v_T13 19y - -------— x  ko'rinishdaboMadi. Buto‘g‘ri chiziq ham (*>.)'.)- I
15 5 V. j  j

17 1 _121 2
nuqtadan o'tadi. Shunday qilib, empirik У~~j vaasl "J*

(13  19
to ‘g ‘ri chiziqlar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo I

nuqtadan o‘tadi.
2-misol. /4,(2; 4), A2(4; 8), A }(6; 6),

. I

X 2 4 6
У 4 8 6

Ma’lumotlardan berilgan nuqtalar abssissalari arifmetik progressiyani 
tashkil etishi ko'rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko‘ra mos empirik va 
asl to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tushishi lozim. Sodda hisoblashlar yordamida

empirik tenglama У = 4 + — x  ko'rinishida ekaniigini chiqarish mumkin.

Ravshanki, x  -  4 ,  y  = 6 , 4 + ̂ x  = 4 + ~ 4  = 6 = у .

Endi chiziqli regressiyaning asl to'g'ri chizig' ini quramiz. 1,7-chizmadan

ko'rinadiki. A = l ,  y 2 =S,  A2C = 3, B2C= 1. Я, va B, nuqtalaming 
koordinatalarini yozamiz: B,(2; 5), B3(6; 7). to'g'ri chiziq tenglamasi

- A  1У ~ 4 + 2 x  ko'rinishda bo‘ ladi. Ko'rinadiki, bu tenglama empirik tenglama

bilan ustma-ust tushadi.
1-bobga oid masalalar
Quyida n = 3 bo'lganda berilgan ma’lumotlar bo‘yicha chiziqli 

regressiyaning empirik va asl to‘g‘ri chiziqlari topilsin va ular (x ,y ) nuqtadan 
o‘tishi tekshirilsin (javoblar berilgan):
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1
X 3 5 8 а  = - 4и 0 19

b = i i  
^ 0  19 у — — —f- -2-L.x^  19 ~ 19 л

У 4 2 9 Ь = \ >' =  - | + ^

2
X 1 3 6 «0 = 6 *0 = i _ К = 6  + j x

У 8 5 10 а  = * * = 1 У — f + i *

3
X 2 5 7 а 0 =  8 * о = - | ^ = 8 - 1 х

У 6 8 3 а = Ш15 * = 4 V =  i » l - 2 r  
15 5

4
X 3 6 8 « 0 = 1 Ао = i

К+*n|ri
II

У 5 3 8 *о = |

5
X 3 5 7 * 0 = 1

У 8 6 11 а  =  а 0 ь = ь 0 У =  ^ х

6
X 3 5 8 а о = % * о = £

V= 67 , 10 x 
У  19 | 9

У 4 8 7 а = £ *=*

7
X 2 4 6 ао = ^ * 0  = 4 У=$+±х
У 4 7 5 а  = а 0 ь = ь 0 y = $ + i x

8
X 1 3 5 *0=^ * о = ~ ± y = $ - ± x
У 6 2 4 а = а0 Ь=Ь0 у ш $ - 1 ,

1-bobga oid nazorat savollari
1. Korrelatsion munosabat nima?
2. Chiziqli regressiya deb nimaga aytiladi?
3. Regressiya egri chiziqlarining asosiy turlarini aytib bering.
4. Qoldiqli dispersiya formulasini yozing.
5. Juftlik regressiyaning chiziqli modeli nima?
6. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyatini aytib bering.
7. Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalari hamda ular orasidagi 

bog'lanishlar haqida bayon qiling.
8. n = 3 boMganda asl to‘g‘ri chiziqni qurishning geometrik usuli 

nimadan iborat?
9. Empirik vaasl to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tushishiningyetarli sharti 

nimadan iborat?
10. To'plamli regressiya nima?
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI 
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI

2.1-§. Umumiy bclgilashlar

Juftlik chiziqli regressiya tenglamasini
y  = a + bx (2.1)

ko‘rinishdavozamiz. Statistik kuzatishlar ko'rsatadiki, kuzatishlar natijasida 
olinadigan nuqtalar soni n o'zgaruvchi x  oldidagi parametrlar sonidan 7-8 
marta ko'p bolishi lozim. Juftlik chiziqli regressiya uchun xoldidayagona b 
kocffitsiycnli bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dan к am bolmasligi kerak 

Ko'nlayotgan holda masala quyidagicha qo'yiladi ((1.6) ga qarang):

Ф(а,Ь) = £ ( у 1- а - Ь х ,У  -> min (a  b ) e R i .  (2.2)

Masalaning yeehimi (1.8) va (1.9) formulalar bilan topiladi. Juftlik reg

ressiyaning chiziqli tenglamasi y x = a 0 + bQx  bo'ladi 
Quyidagi bclgilashlami kiritamiz:

y x = - l L x,y.’n n n

X2 = - т ( Х х.)2. / « - т С л ) 1. n n
bunda

x ~ x i , x 2 ,... , х я , x , > 0, ; = 1,2, . . .« , sonlaming o'rta arifmetigi; 

У~У\>У2 ’" ’ >Уп> >< > 0, i = l,2,...n ,son larn ingo‘rtaarifmetigi;

y - x  ~ х \У\>х 2У г у "  »х нУя sonlaming o‘rta arifmetigi;
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^2 -  jc, , JC2,_, JC„ sonlaming o'rta kvadratik miqdori;

y i , y 2f - > y n sonlaming o‘rta kvadratik miqdori;

Yana quyidagi belgilashlami kiritamiz:

a? = *2- * 2= - 2> ,2- - y ( I > ()2 -  *  =  (* , ,x 2, o ‘zgaruv-  n n
chining dispersiyasi;

а 2у = у 2- у 2 — y d )1/)2 -  =  .......Л )  o 'zgaruv-
n n

chining dispersiyasi;

c o v ^ ^ - J - ^ i l ^ - f i l ^ X i l ^ ) - ^ 3 y °‘zgaruv-
chilaming kovariatsiyasi.

Bu belgilashlar yordamida a0 va b0 koeffitsiyentlar uchun formulalami 
quyidagicha yozish mumkin:

. y x - x y  -  , -  
4> = - - - - -  , a0 = y -  b0 - x.  

X -  у
Kiritilgan belgilashlar chiziqii regressiya tenglamasining sifatini tekshirish 

uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengillashtiradi, ba’zi formulalami 
qulayroq yozishga imkon tug‘ iladi.

2.2-§. Chiziqii regressiya tenglamasini tanlashning sifatini 
baholash formulalari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng kichik 
kvadratlar usuli bilan chiziqii regressiya tenglamasi y  = u + bx topilgan 
deylik. Bu tenglamaqanchalik sifatli tanlangan? -  degan savol tug* iladi. Sifat 
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko’paytirish kerak, -  degan 
flkrlami muhokama qilish lozim. Qisqacha avtganda, ekonometrik analiz 
jarayoni savol larga javob beradi.

Bunda muhim ko’rsatkichlardan bin chiziqii korrelatsiya koeffitsiyentidir. 
U quyidagicha hisoblanadi:
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Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy bog'lanish zichligi ko'rsat-
kichidir. Aniqrog'i, r miqdor berilgan nuqtalar topilgan empirik chiziqqa 
qanchalik yaqin joylashganini anglatadi. r miqdor uchun - \ ^ r xy £ 1 
tengsizlik o'rinli. Shu r ning absolut qiymati 1 ga yaqinlashgan sari, 
А 1ГАг ...уАя nuqtalar empirik chiziqqa shuncha yaqin joylashgan bo'ladi. 
Agar |r, v| = 1 bo‘lsa, barcha А 1ГАг ...^4я nuqtalar empirik chiziqda yotadi.

Regressiyachizig'ini tanlashsifatini baholashuchun rxy -chiziqli korre
latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu rxy miqdor determi- 
natsiya koeffitsiyenti deyiladi. U regressiya yordamida aniqlanadigan у  
o'zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsiflaydi. rxy -100% - x  o'zgaruvchi 
variatsiyasi yordamida aniqlanadigan^ o'zgaruvchi variatsiyasi protsentini 
aniqlaydi.

Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning о ‘rtacha xatoligi bilan 
aniqlanadi:

‘ y - y „

У,
100% (2.5)

Agar y x = a0 + b0x  bo‘lsa, A = — bo' ladi. Bunda
И.-1

У ,~ ао~ b0x,A. =
У,

•100%

Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi 8% -  10% dan oshmasligi kerak. 
Regressiya chizig'i tenglamasi m a ’nodorligini baholash, umuman 

olganda, Fisheming F -  belgisi yordamida olib boriladi. Fisheming F -

belgisi miqdori determinatsiya koeffitsiyenti rxy bilan bog'langan, u quyidagi 
formula bilan hisoblanadi:



Agar a  = 0,05 (besh protsentlik ma'nodorlik darajasi) va erkinlik

darajalan kx = 1 va k 2 = n -  2 bo'lsa, tasodifiy miqdorlaming Fisher 
taqsimoti keltihlgan jadvallardan Fisheming F -  belgisi jadval qiymatim

topamiz. Agar ushbu Ffakt > F ^  tengsizlik o rinli bo'lsa, regressiya
tenglamasi statistikma'nodor hisoblanadi.

Juftlik chiziqli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining 
та nodorligi ham baholanadi. Regressiya paramctrlarining statistik ma’no- 
dorligi bahosini Styudentning 11 belgisi yordamida ham amalga oshirish 
mumkin, unda har bir ko rsatkich uchun ishonchhhk mlervah hisoblanadi.

Erkinlik darajasi soni n -  2 hamda a  = 0,05 bo'lganda I belgining 
jadval qiymatini Stvudcnt taqsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshq. 
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998, 2 va 4-jadvalIarga qarang, 236-237, 
240-241-betlar).

Tasodifiy xatolar ™r, r quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi ( n t  3):

m, = <■ 'Г Е * ' I i ~  • J T y  s* * ^ 4 i r ^ Z ( y - y . )

_ ^qoUт. ---------- n - 2
O yfn

t -  0  t -  ^  t Г*у 
■"«T* Гжу~ mr„

(27)

Agar / - belgining topilgan asl qiymatlari uning jadval qiymati dan 

katta bo'lsa (ya’ni > / ^ , tb > , tT y > bo'lsa), a va b

parametrlar statistik та 'nodor hisoblanadi.
Endi a va b parametrlaming ishonchlilik interval ini topish mumkin:
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у0 = а ± Л 0, Уь = b ± A h, (2 .8)

bunda A„ = tjadr ' * A* = t]adv ' ^b  > Y am„ ~ О ~ Д„ ,

r « w ,= «  + A .,  Г ^ „ = * - А *, Y/w = *  + *»■
Chiziqii regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat 

qilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o'zgaruvchi x  ning bashorat

qiymati x p = x ■ 1,07 bo'lsa, o'zgaruvchi у  ning bashorat qiymati y p

bo'ladi. Bashorat xatoligi ushbu

, 1 ( x , - x ) r
1 + „  + 5 > - д

formula yordamida hisoblanadi.

Limit xatolik A j ushbu

A y ,  =  { J<uh ~  m y ,

formula yordamida topiladi.
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida 

hisoblanadi:

Ъ, = УР±  A ,, , r fpem = y P + Ay, , Ууртм =УР -  A 9p, 

p  = 1 -  a  = 1 -  0,05 = 0,95 .

Chiziqii regressiya tenglamasini tanlash sifatini to'liq ekonometrik analiz 
qilib chiqqandan so'ng bitta chiziqda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan) 
nuqtalami va regressiya to 'g 'ri chizig'ini qurish kerak (2.1- chizma).
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Chiziqii regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarining 
qo'llanishi “llova”da berilgan bo'lib, unda javobini berish lozim bo'lgan 
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan 
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaqa hududi bo*yicha 
muayyan yil uchun quyidagi ma'lumotlar berilgan boMsin.

Ilova
Masalani yechishni yengillashtiradigan 2 ta jadval keltiramiz.

1-jadval

Nt
Mchnatga layoqatli kishilar uchun jon boshiga 

bir kunlik o'rtacha zarur xarajat. 
so'm hisobida

Bir kunlik o'rtacha 
maosh. 

so'm hisobida
1 У\
2 *2 У2
. . . . . . • ••

•
n x„ Уп

’ Juftlik chiziqii regressiya uchun n > l  bo'ladi 

Quyidagi savollarga javob berish talab qilinadi:

1. Juftlik regressiyaning chiziqii tenglamasi tuzilsin ( у  =  a  + b x ).

2. Juftlik regressiyaning chiziqii korrelatsiya koeflltsiyenti va

approksimatsiyaningo'rtachaxatoligi ~д hisoblansin.
3. Fisheming F -belgisi va Styudentning I -  belgisi yordamida regres

siya va korrelatsiyaningstatistik ma'nodorligini baholang.
4. O'rtacha darajasiga nisbatan 107 % ni tashkil etadigan x  ning jon 

boshiga zarur qiymati bashoratiga qarab, maosh у  ni bashorat qiling.
5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chiqib, 

bashorat aniqligini baholang.
6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlarni va chiziqii regressiya to'g'ri 

chizig'ini quring.
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Hisoblami olib borish uchun aw al 2-jadvalni to'ldirish qulay bo'ladi:
2-jadval

X У ух 2X у 2 Уж У~УХ А.,%

1 Ух У \-*\ г 2л| у ! ao+Vi УгОо-ЬоХ,

2 *2 У2 У г'* г х 2 х 2 у \ (Ъ+Ьохг у2-ао-ЬоХ2 л 2

... ... ... ... ... ... ... ...

n *„ Уп У .'* » х 2я Уш Оо+ЬоХн у„-ао-ЬоХя Ая

Jami IX/ Zy* I  yjXj 1 х2 I  у! - - 1 4

i l
Ix , I  У, I  У,х, S x 2 1 у1 __ _ 1 Д

О cr n п п п п п

О - - - - - -

о 2 - - - - - -

2.3-§. Chiziqli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash 
usullarini qo'llanishga doir misollar

1-misol. Aytib o‘tildiki, juftlik chiziqli regressiya uchun kuzatishlar 
soni 7 dan kam bo'lmasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblami olib borish 
texnikasini namoyish etish uchun n = 3 bo'lgan holni ko'ramiz.

Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ulaming 
daromadi vaoziq-ovqatlar uchun xarajati orasidagi bog'lanish ma’lum bo'lsin, 
deylik:

Oziq-ovqatlar uchun xarajatlar, 
У , ming so'm. 0,9 u i,«

Oila daromadi, 
x, ming so‘m. u 3,1 5,3

Shu ma’lumotlar bo‘yicha avvalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga 
javob beramiz. Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun aw al 2-jadvalni 
to'ldiramiz.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
X У y x 2

X
2

У Ух у - У х А„%

1 u 0,9 1,08 1,44 0,81 0,88 0,02 2,2
2 3,1 1,2 3,72 9,61 1,44 1,28 1 О О 00 6,7

3 5,3 1,8 9,54 28,09 3,24 1,74 0,06 3,33
Jami 9,6 3,9 14,34 39,14 5,49 3,90 0 12,23

O'rtacha
qiymat 3,2 1,3 4,75 13,05 1,83 1,30 0 4,08

CT 1,62 0,37 - - - - - -

a 2 2,81 0,14 - - - - - -

1. 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to'ldirish qiyin emas. Endi ba va aQ 
lami topamiz.

-3  13,05-3,2-3,2 2,81
x  -  x

a0 = y - b 0x  = 1,3 -  0,21 • 3,2 = 0,63.
Juftlik chiziqii regressiya tenglamasini yozamiz: 

y x = 0,63 + 0,21- x  
Shu tenglamadan foydalanib, jadvalning 7-ustunini to’ldirish mumkin: 

0,63 + 0,21 x 1,2 = 0,63 + 0,25 = 0,88 ;
0,63 + 0,21 x 3,1 = 0,63 + 0,65 = 1,28 ;
0,63 +0,21 x 5,3 = 0,63 + 1,11 = 1,74.

8-ustun y  — y x ayirmadan tuzilgan:
0 ,98 -0 ,88  = 0,02; 1 ,2 - 1,28 = -0,08; 1 ,8 -1 ,74  = 0,06.

Endi 9-ustunni to'ldirish qoldi:

У\

У2

100%  = 0,02

100%  =

0,90

-0 ,08
1,2

•100% = 2,2% . f

100% = 6,7% .
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kam bo'lgani uchun qurilgan model sifati >>axsA<deb baholanadi.

Yuqoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval toMiq to*Idirildi. Endi 
juftlik chiziqli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o'tish mum
kin. Regressiya tenglamasiga ko'ra jon boshiga minimal xarajat 1 so'mga 
ortsa, o'rtacha kundalik maosh o‘rtacha 0,21 so'mga ortadi.

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini 
hisoblaymiz:

Bu natijadan ko'rinadiki, maosh (>»)ning 85 % variatsiyasi jon boshiga 
o'rtacha minimal xarajat ( x ) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi.

Model sifati approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi bilan aniqlanadi:

Bu holda, yuqorida aytib o'tilganidck, 4,08 % < 8 % tengsizlikka ko'ra, 
model sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya m a'nodorligini baholashni Fisherning F  belgisi 
yordamida olib boramiz. F  belgining {Ffakl ning) asl qiymatini (n = 3 
bo'lganda) hisoblaymiz:

A = у(Л, + A2 + A3) = 4,08 % .



Endi a  = 0 ,05 , k, = 1 ; kj = 3 -2  = 1 boMganda F ^ =  166.
Agar Ffttl > FjaJv tcngsizlik o ‘rinli bo'lsa, regressiya tenglamasi statistik 

ma’nodor deb qaralaredi. Ammo bu holda 5,66 >161. Demak, regressiya 
tenglamasi Fisheming F  - belgisi bo'vicha statistik ma 'nodoremas. Bunga 
asosiy sabab n = 3 < 7 bo lganidadir

Regressiya tenglamasini tadqiqot qilishni davom ettiramiz. Regressiya 
parametrlanning statistik ma'nodorligini baholashni Styudentning t -  belgisi 
yordamida olib boramiz. Erkinlik darajasi A' = /i — 2 = 3 — 2 = 1 va 
a  =0,05 (0,15) boMganda t —statistikaning jadval qiymati 3,182 gateng,

ya’ni / ^  = 3,182.
Endi tasodifiy xatoliklami aniqlaymiz:

=0,102 ;

ma =0,102. ^ l i  = 0,13; mb = ^кй. = = 0,063;
31,62 * ct 1,62

rw= V ^ = V 0 J 5  =0,378

Shunday qilib, =0,102; ma =0,13; mb =0,063; "1^=0,378
Tasodifiy xatoliklaming topilgan qiymatlaridan foydalanib, t -belgi 

qiymatlarini topamiz:

0j63 . = A  = _ o ^L  = 3 33 -
3 ma 0,13 ’ ь mb 0,063 ’

3
~ m 0,39rxy

Endi n -  3, и - 2 = 1 ,  a  =0,05 uchun /^ = 1 2 ,7 0 6 .  Quyidagi 
tengsizliklar o‘rinli:

/. = 4,85 < t j ^  = 12,706; tb = 3,33 < t ^  = 12,706; 

tr = 2,33 < = 12,706

Natijalarko'rsatadiki, n = 3 bo lganda t a, tb va t r paramctrlar statistik 
ma'nodor emas.
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a va b parametrlar uchun ishonchlilik intervallarini hisoblaymiz. Awal 
har bir parametr uchun limit xatoliklami topamiz:

= ' т» m 12,7- 0,13 = 1,65;

A» =  12,7 -0 ,0 6 3  = 0 ,8 0 .

Ishonchlilik intervallari:
y 0 = о ± A a = 0,63 ± 1,65 ; y b = b ±  Aa = 0,21 ± 0,80 ; 

y flBin =  0,63 -1 ,6 5  = -1 ,0 2  ; y ama =  0,63 + 1,65 = 2 ,2 8 ; 

Y*w.„ = 0 ,2 1 - 0 ,8 0  = - 0 ,5 9 ;  = 0 ,2 1  + 0,80 = 1,01.

Xulosa. a va b  parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59; 
1,01) interval larda nolga teng bo‘ lishi mumkin. Shuning uchun ular statistik 
ma’nodor emas.

4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha 
bashorat qilinadi:

-  oila daromadi: x p =  x - 1,07 = 3,2-1,07 = 3,424 mingso'm;

-  maosh: ^ = 0 , 6 3  + 0 ,2 1 -3 ,4 2 =  1,35 ming so'm.
5. Bashorat xatosi:

I i ( x - x ) 1

Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz:

Aj., — tjadr ‘ m y, =  12 ,7 - 0 ,102  = 01 ,3  .

Bashoratning ishonchlilik intervali:

1 -> ,= У р ±  A ^ = U 5 ± U ° ;

7 W = ° , ° 5 ; YW = 2 ,6 5 .

Maoshning o'rtacha oylik miqdori bashorati y p = 1,35 ming so'm

( p  = l - a  = l-0 ,0 5  = 0,95) (0,05; 2,65) intervalga tegishli va shuning 
uchun ishonchlidir.

6. Endi berilgan ( 1,2; 0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nuqtalami va juftlik 
regressiya to 'g 'ri chizig'ini, ya’ni y x = 0,63 + 0,21дг tenglama bilan
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tasvirlangan to 'g 'n  chiziqni bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2- 
chizma).

2 2-chizma

2-misol. Endi 1-misolga o'xshash holni n = 12 bo'lganda ko'ramiz

4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X 78 82 87 79 89 106 67 88 73 87 76 115
У 133 148 134 154 162 195 139 158 152 162 159 173

Jadvalda q -  oila guruhlari; у  -  bir kunlik o'rtacha maosh, x  -  ish 
bilan band boMganlar uchun bir kunlik minimum xarajat.

Berilgan ma'lumotlarga qarab 6 ta savolga javob bcramiz.
1. 2-jadvalni to'ldiramiz:

X У Ух 2
X

2
У Уж У~УЖ Д,*/.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 78 133 10374 6084 17689 149 -16 12,0
2 82 148 12136 6724 21904 152 -4 2,7
3 87 134 11658 7569 17956 157 -23 17,2
4 79 154 12166 6241 23716 150 4 2 ,6
5 89 162 14418 7921 26244 159 3 1.9
6 67 139 9313 44S 9 19321 139 0 0,0
7 106 195 20670 11236 38025 174 21 10,8
8 88 158 139904 7744 24964 158 0 0,0
9 73 152 11096 5329 23104 144 8 5,3
10 87 162 14094 7569 26244 157 5 3,1
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

II 76 159 12084 5776 25281 147 12 7,5
12 115 173 19895 13225 29929 183 -10 5.8
J 1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 68,9

o- 85,6 155,8 13484 7492,3 24531,4 - 5,7
o 12.84 16,05 - - -

о 2 164,94 257,76 - - - - - -

Jadvalda J -ja m i, 0 ‘ -  o'rta qiymatni anglatadi.
Endi a0 va i 0 lami hisoblaymiz:

, ^ ~ x - y x  13484-155,8 85,6 147,52 л 
®0 _ ~ ,2 ’

x2- ! 2
7492,3-85,62 164,94

89.

«о = У ~ box  = 155,8 -  0,89 85,6 = 79,62.

Chiziqli regressiya tenglamasini yozamiz: y x = 79,62 + 0.89jc .
Bundankelibchiqadiki.jonboshigazarur minimal xarajat 1 so'mgaortsa, 

o'rtacha kundalik maoshi o‘rta hisobda 0,89 so'mga ortar ekan.
2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini 

hisoblaymiz:

r.v = V  — =0,89- ^ i  = 0,712. r 2 _ 0 5 , 
y o y 16,05 *

Bumaoshning (>») 51 % variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat 
faktori x  bilan tushuntirilishini anglatadi.

Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi model sifatini aniqlaydi:

1 2 S  12

Ushbu 5,74 % < 8 % tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun qurilgan model 
sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya tenglamasining ma'nodorligini, ko'pincha, Fisheming 
^ -b e lg is i  yordamida baholanadi. /•'-belgining asl qiymati (F  ) ni 
hisoblaymiz:
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F - belgining ma'nodorlik darajasi 5 % va erkinlik darajalari kt -  1 va 
ArJ = 12 — 2 =  10 bolgandagi jadval qiymati FjaJr = 4,96. Shunday qilib,

F/akt = 10,41 >FjaJr= 4,96 tcngsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya
tenglamasi statistik ma nodor deb hisobga olinadi.

Endi regressiya parametrlarining statistik ma'nodorligini Styudentning 
t -  belgisi yordamida baholaymiz.

I -  belgining ma'nodorlik darajasi 5 % ( a  = 0,05) va erkinlik darajasi 

« - 2  = 1 2 -2  = 10 boMgandagi qiymati F]air-= 2,23 boMadi.

ma’ ть> m rxt tasodifiy xatoliklami topamiz:

/ -  belgining qiymadarini topamiz:

a  79,616 d _ b  __ 0,89 , = гжу = 0,712 
ma 24,6 ’ ’ 4 mb 0,281 ’ ’ r"  m 0,219a b rty

Ko'rinadiki, t -  belgining qivmatlari uning jadval qivmatidan katta:

Shunday qilib, a, b va rxy paramctrlar statistik ma'nodor ekan.
Regressiyaning a va b paramctrlari uchun ishonchlilik intervallarini 

topamiz. Buning uchun har bir ko'rsatkich uchun limit xatolikni hisoblaymiz:

ta = 3,2 > = 2 ,23; tb = 3,2 > = 2,23; 

= 3 ,3  > /„ *  = 2,23.



»

А. = 0 * '  « .  » 2,23- 24,5 = 54,64; Дь = ^ т ь = 2,23- 0,281 = 0,62.
Ishonchlilik intervallari:

ye = а ±  Л„ = 79,62 ± 54,64;

y0mi„ = 7 9 ,6 2 -5 4 ,6 4  = 24,98;

у0 ти = 79,62 + 54,64 = 134,26

уь = Ь ± А ь = 0,89 ± 0,62;

^ „ = 0 , 8 9 - 0 , 6 2  = 0,27;

уЬтм =0,89+ 0.62  = 1,51.

Ishonchlilik intervallarining yuqori va quyi chegaralarining analizi shunday 
xulosaga olib keladiki, a  va b parametrlar p  = l - a  = 0,95ga teng 
ehtimollik bilan ko'rsatilgan chegaralarda nolga teng qiymatlami qabul 
qilmaydi, ya’ni statistik та 'nodor va noldan anchagina farq qiladi.

4. Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat qilish- 
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum xarajatning 
bashorat qiymati

x p = x - 1,07 = 85,6-1,07 = 91.6 ming so'm bo'lsa, 

maoshning bashorat qiymati
y p = 79,62 + 0,89-91,6= 161,14 mingso'm bo'ladi.

5. Bashorat xatoligi:

*  Q T S H ^ - 12,6 . I X ^ W  = , 3>22
V n V 12 12-12,84

Bashoratning limit xatoligi A^ = ^ -* ^  =2,23-13,22=29,48.
Bashoratning ishonchlilik intervali

= y p ± A 9f =161,14 ± 2 9 ,4 8 ;

Y* =161,14-29,48 = 131,66 mingso'm;

I f  =161,14 + 29,48=190,62 m ingso 'm .
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O'rtacha 
oylik m aoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi 
( p  = 1 - a  = 1-0 ,05  = 0,95) va 131,66mingso'm bilan 190,62 mingso'm 
orasida bo' ladi.

6. Masalalaryechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan 
12 ta nuqta va chiziqli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish qiyin emas.

2-bobga oid masalalar
Faraz qilay lik. biror mintaqa hududi bo'yicha bir kunda mehnatga layoqat-

li kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat ( x  so'm ) va 
kunlik o'rtacha maosh(>,so'm ) gaoid biryillik shartli ma'lumotlar berilgan 
bo'lsin. Ma'lumotlar 3-jadvalda keltirilgan. 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta 
savolga javob berish lozim.

3-jadval

I II
Bitta mehnatga layoqatli kishi 

uchun bir kunlik jon boshiga zarur 
xarajat ( x . so'm)

Bir kunlik o'rtacha maosh 
( y . so'm)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
11 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar vat iant (3, 4) deb 
belgilangan bo'lsa, I bo'limdan 3-ustunni, II bo'limdan 4-ustunni olish kerak. 
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo'ladi. Agar vanantlar sonini 
ko'paytirmoqchi bo'lsak, I va II bo'limlardagi 12tadan satrlar borligini 
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yuqoridagi (3, 4)-variant o‘miga(3, 4, 7 ) , ( 3 ,  4, 12) uchliklar yordamida 
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo'ladi. Har bir ( i , j  ), 
/=  1,2, 3 ,4 ; j  = 1, 2, 3, 4 variant o'miga 6 ta variant, hammasi bo'lib 
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1.Ushbu x , y , y - x ,  x 2, x 2, y 2, y 2 belgilashlarnimanianglatadi?
2 .x  va у  o'zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x, y) uchun formulani yozing.
4. Chiziqli regressiya koefFitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.

5. Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy uchun formulani yozing.
6. BogManish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?
7. Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi qanday hisoblanadi?
8. F ishem ingF- belgisi qiymati qanday hisoblanadi?
9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?
10. Juftlik chiziqli regressiya ma’nodorligi qaysi hollarda Styudentning 

t -  belgisi yordamida baholanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar m,ty ni hisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, b va rxy parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. a  va b parametrlaming ishonchlilik interval lari qanday topiladi?
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O'rtacha 
oylik m aoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi
( p  = 1 - a  = 1-0 ,05  = 0,95) va 131,66 ming so'm bilan 190,62 ming so'm
orasida bo'ladi.

6. Masalalaryechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan
12 ta nuqta va chiziqli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish qiyin emas.

2-bobga oid masalalar
Faraz qilaylik, biror mintaqa hududi bo'yicha bir kunda mehnatga layoqat- 

li kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat ( x  so'm ) va 
kunlik o'rtacha maosh (у so'm ) ga oid biryillik shartli ma’lumotlar berilgan 
bo'lsin. Ma'lumotlar 3-jadvalda keitirilgan. 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta 
savolga javob berish lozim.

3-jadval

I 11 II
Bitta mehnatga layoqatli kishi 

uchun bir kunlik jon boshiga zarur 
xarajat ( x . so'm)

Bir kunlik o'nacha maosh 
(>>. so'm)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
11 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar var iant (3, 4) deb 
belgilangan bo'lsa, I bo'limdan 3-ustunni, II bo'limdan 4-ustunni olish kerak. 
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo 'ladi. Agar vanantlar sonini 
ko'paytirmoqchi bo'lsak, I va II bo'limlardagi 12tadan satrlar borligini 
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, II, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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. 1

yuqoridagi (3, 4)-variant o‘miga (3, 4, 7 ) , ( 3 , 4 ,  12) uchliklar yordamida 
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo'ladi. Har bir ( i , j  ),
i = 1,2 , 3,4; j  -  1 ,2 ,3 ,4  variant o'miga 6 ta variant, hammasi bo'lib 
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1 . U s h b u  x, y , y - x ,  x 2, x 2, y 2, y 2 b e lg i l a s h l a r n im an i  ang l a t ad i ?

2. x  va у  o‘zgaruvchilar dispcrsiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x,><) uchun formulani yozing.
4. Chiziqli regressiya koeffitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.

5. Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy uchun formulani yozing.
6. Bog* lanish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?
7. Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi qanday hisoblanadi?
8. F ishem ingF- belgisi qiymati qanday hisoblanadi?
9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?
10. Juftlik chiziqli regressiya ma’nodorligi qaysi hollarda Styudentning 

/-belgisi yordamida baholanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar mh< m,iy ni hisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, b va rxy parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. ova b parametrlarning ishonchlilik interval lari qanday topiladi?
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, 0 ‘RTA VA MARJINAL
MIQDORLAR

3.1-§. Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va marjinal 
miqdorlar ta’rifl

Jamlama miqdorlar deyilganda erkli o'zgaruvchi x  ning ixtiyoriy F(x)  
funksiyasi tushuniladi. Iqtisodiyotda turli jamlama miqdorlar uchraydi. Daro
mad R va xarajat С ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Q ning funksiyasi
( R(Q)> C ( 0  ), ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Q o'zgaruvchi resurs, 

masalan, L ning funksiyasi Q(L) , foydalilik iste’mol qilinadigan mahsulot haj

mi x  ning funksiyasi U(x)  vaboshqalarshularjumlasidandir (3.1 -chizma).

О 'rta miqdor jamlama miqdor F(x)  ning erkli o'zgaruvchi xga nisbati

F(x)
bilan aniqlanadi va AF(x) deb belgilanadi: AF(x)  = -------.Bundayi

harfi Average (o'rtacha) so'zining bosh harfidan iborat. Ba’zida o'rta miqdor

■=_F(x) . . . .
^ ------ kabi belgilanadi. Iqtisodiyotda quyidagilar o'rta miqdorlarga misol

bo'la oladi: jon boshiga iste’molning o'rtacha hajmi (jon boshiga iste’mol)

С
-  -  ( С  -  iste’mol hajmi, L -  mehnat resurslari hajmi), qurollanganlik
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К  А П - Ш -—  ( К -  asosiy fondlar hajmi ), o‘rtacha daromad q  , o'rtacha

xarajat o'rtacha mehnatmahsuli AQt — vaboshqalar.

F (L ,K )
Bundan tashqari, o'rtacha mehnat unumdorligi---- -----  (F(L,  K ) -  ishlab

chiqarilgan mahsulot miqdori yoki milliy daromad), fondlar bo'yicha o'rtacha 

F( L , K)
unumdorlik ----------- kabi o'rta miqdorlar ham mavjud.

Limit (marjinal) miqdor MF(x)  jamlama miqdor F(x)  dan erkli 
o'zgaruvchi x  bo'yicha olingan hosila kabi aniqlanadi, ya’ni

M F(x)=  F '(x)=  lim
Ai-*0 Ax

bu erkli o'zgaruvchi x  uzluksizo'zgarganda. Agar jamlama miqdor diskret 
o'zgarsa. unda MF(x) miqdor quyidagicha aniqlanadi:

M F ( x ) = ^ .
Ax

Masalan, quyidagi formulaga egamiz:

MR(Q)= К  (Q)
' M R(Q )= J 5  в  j

, M C (Q )= C (Q ) ( л / С ( 0 = ~
v AQ )

Iqtisodiyotda jamlama, o 'rta  va limit (marjinal) miqdorlar orasi- 
dagi bog'lanishdan foydalanishga to 'g 'ri keladi, ulardan biri bo'yicha qol- 
gan ikkitasini topish masalasini yechish kerak bo'ladi (masalan, jamla
ma daromad bo'yicha o 'rta va limit daromadni topish masalasi). Rav-

F(x)
shanki, agar jamlama miqdor F(x)  berilgan bo'lsa, o'rta miqdor ga, li

mit miqdor esa F' (x)  ga teng. Faraz qilaylik, F(x)  = a^x*, a0 > 0, 0 < a  < 1

bo 'lsin . Unda AF(x)  = ̂ -  = a0xa' \  M F(x)=  F (x )= a (p. xa~l .
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Ravshanki, F"(x) = a0a  (a  -1 ) дг“ 2 < 0 - Shu sababli, F(x)  funksiya gra- 
figi koordinata boshidan chiqadi va botiqdir(3.1-chizina). 3.1 chizmadan

ko ' r i nad ik i ,  A F (x )= — —  = / & P .
x

Bumiqdor P o'sishi bilan kamavadi (3.2-chizma). O'rta miqdorta’rifiga 

ko'ra jamlama funksiya F(x)  quyidagi formula bo‘yicha topiladi: 

/ г(х) = x- AF(x) .  Shu funksiya o‘zgarishi xarakterini o'rganish uchun 

tomonlari x  va AF(x)  bo'igan to‘g‘ri to'rtburchakni ko‘rib chiqamiz. 
Uning yuzini S  (x) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o'zgarishiga 
qarab jamlama miqdoming grafigini chizish mumkin. Yuqorida ko'rilgan

misol uchun F ( x )  = x- A F (x )= x-a 0xa~' = a0x a (3.4, 3 .5 -chizmalar).

Marjinal miqdor F '(x)=  M F(x) bo‘yicha jamlama miqdor F(x)  
topilishi mumkin:

F(x)= j MF(x)  d x .

Masalan, agar M F (x)= a0a x " '1 bo'lsa.

F(x)= xa~'dx = o0x“ + c o n s t . Iqtisodiy masala shartlaridan
foydalanib, 0‘zgarmasni ( const ni) topish imkoni bo'ladi.

Endi limit, o'rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatlardan 
foydalanishga oid misol ko'ramiz.

Har bir firtna quyidagi iqtisodiy ko'rsatkichlar bilan tavsiflanadi:
Q -  ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi, p -  narh, R = p (Q ) Q  -  

daromad, С -  xarajat, P = R -  С -  sof foyda.
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Ma’lumki. bozorda raqobatlar 4 turli boMadi. Awal mukammal raqobatni 
ko'raylik. Bunda firma mahsuloti narhi shu firma ishlab chiqargan mahsulot 
hajmiga bog'liq bo'lmaydi. Narx bozorda aniqlanadi va o'zgarmas boMadi.
ya’ni p(Q )= p-const. Shuning uchun R = p(B)Q  = p - Q ,  ya’ni R =p  Q,

ko‘rsatish qiyin emas.
Agar monopolistik raqobat ko'rilsa, ravshanki, p  Ф const. Bu holda 

firma o‘z mahsulotiga o‘zi narh qo‘yadi. Mahsulot qancha ko‘p ishlab 
chiqarilsa, uning narhi shuncha kam ayadi, y a ’ni p(Q)  funksiya
kamayuvchidir. Demak, p \Q )<  0. Am m oQ =  Q i boMgandanarh p  = p t 
dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma’nosi yo‘q. 
Ishlab chiqarilgan mahsulotning minimal hajmi Q0 uchun narh p 0 danortib 
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay qoladi (3.7-chizma).

3.2-§. Statistik o 'rta  m iqdorlar va iqtisodiy masalalarni 
yechishning tengsizliklar usuli

Ko'plab iqtisodiy masalalar bir yoki ko‘p argumentli funksiyalaming 
ekstremal qiymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni 
yechishning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi. 
Bu holat ko'plab noqulayliklarga ega. XX asming 60-yillarida ekstremal 
masalalarni yechishda qulaylik tug’diradigan “geometrik dasturlash” nomli 
yo nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan 
foydalanmasdan, matematikada keng qoMlaniladigan ayrim tengsizliklar

p (Q)a

3.6-chizma 3.7-chizma
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yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz 
tengsizliklar hamdapozinomlar usulini bayon etamiz va iqtisodiyotga oid 
masalalarni yechib ko'rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to'xtalamiz. 
Quyida ba'zi statistik o'rta miqdorlar ta’rifini keltiramiz.

Faraz qilaylik, x x, x 2,...,x„ -  musbat sonlar yoki biror sohada 
aniqlangan va musbat qiymatlar qabul qiladigan funksiyalar bo‘ lsin. Quyida
4 ta o‘rta miqdomi yozamiz:

H„ = —----- j-^------- — -  o'rta garmonik miqdor;
— + — +...+  —
£ — £3------

Г„ = ух\- x2-... x„ -  o‘rta geometrik miqdor;

x ,+ x 7 + ...+ x„ . ... . .A„ -  —---------------- — -  о rta arifmetik miqdor;
n

D„ = J - ( x ,2 + X2 +...+ X2) -  ° ‘rta kvadratik miqdor.

Shu o‘rta miqdorlar orasida ushbu

Н я ± Г я й А п й й п (3.1)
tengsizliklaro'rinli, undatenglik ishorasi faqatx, = jc, =...= x^bo'lgandagina 
o‘rinli. Biz Г„ <, A„, ya’ni

V *r*2 ' ...• x„ й - ( x ,  + JCj+ ...+  x„) (3.2)
n

tengsizlikni ko'ram iz. Ba’zi hollarda bu tengsizlikdan matematik 
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish 
mumkin. Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalarni yechish usuli 
tengsizliklar usuli deb ataladi.

Ikki holni alohida-alohida ko'ramiz.
1° - hoi. Faraz qilaylik, x, = x, (t ) >0, x 2 = x2 (/) > 0,... x„ = x n (/) > 0, 

V /e  (a ,b ) va x, + x2 + ... + x„ = 0 , a = const> 0 bo'lsin. Bu holda (3.2)

tengsizlik Ĵx̂  -x2- x „ 5  — ko'rinishni oladi. Quyidagi masalani ko'raylik:
n
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x, + x2 + ...+x„ = a, a = const.
(3.3)

x, > 0, x2 > 0, ... ,x H > 0 .
Bu (3.3) masala chiziqsiz dasturlashning shartlari tcngliklar bilan berilgan 

shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chiqarish usuli bilan, 
umumiy holda esa, Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar 
diflerensial hisobdan foydalanadi va ko'plab hisob-kitoblami talab etadi. 
Ko'rilayotgan holda, agar masala (3.3) ko'rinishga keltirilgan bo'Isa, uning 
yechimini darhol yozish mumkin:

max

x, = x , = ...= x  = -  .
(34 )

Masalalar ko'ramiz.
1-m asala. T o 'g 'r i to 'rtburchakning yarim  pcrimctri berilgan: 

x, + x 2 = p  . To'g'ri to'rtburchakning tomonlarix, va x2 qanday bo'lganda 
uning yuzi eng katta bo'ladi?

Yechish. Masala quyidagi

x ,-x2 —>max,

xx+x2 =p ,  p > 0 , 

ko'rinishda yoziladi. Unda n = 2 ,a  = p. Masaianing yechimi (3.4) bo'yicha

yoziladi: mox(x,-x2) = ̂ j  >x ,= x 2 = -^ .

2-masala. Ushbu f(x )= a x (b -x )-> m a x , 0 < x < b, a > 0, masala 
yechilsin.

Yechish. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: x, = x, x2 = b -  x. Unda
xi + x i = b = const. Yanax, = x2 tenglamam x  ga nisbatan yechamiz: x = b -  

*■ • Dcmak-
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3-masala. Tomoni p  bo'lgan kvadrat shaklida buyum berilgan. Shu 
buyumdan shunday usti ochiq to'rtburchakli parallelepiped yasash kerakki, 
uning hajmi eng kana bo'lsin.

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo'lgan 
(ravshanki, 0 < x < p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi 
shtrixlangan qismini yuqoriga ko'taramiz. Natijada parallelepiped hosil bo'ladi

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi K(x) = x • ( p - 2 x ) 2-

3.86-chizma 3.9-chizma
x x

3.8a-chizma

Biz ushbu V(x) = x - ( p -  2x) 2 -> m ax , 0 < x < p!2 masalaga keldik.
Uni yechish uchun (3.3) ko'rinishga keltirish kerak. V(x) funksiyani 
quyidagicha yozamiz:

V(x) = x ( p - 2 xXp -  2x)= -U x- (p  -  2 x)(p -  2x)
4

Endi x ,= 4 x , x2 = x 3 = p - 2 x  desak, х ,+ х 2 + х 3 = 2р  bo'ladi.

Unda n = 3 va 4x = p - 2 x  dan x = p /6  kelib chiqadi. Shunday qilib, 
masalaningyechimini yozish mumkin:

max v ( x ) = v { ^ \ = ^ -
o< J  U  J  27

2

2-hol. Faraz etaylik, x ,= x ,( f ) > 0 ,  x2 = x2( / ) >0,

x„ = x „ ( / )> 0 ,  V te  (a,b) va x, + x 2 + ... + x„ = b , b = const > 0

bo'lsin. Bunda (3.2) tengsizlik <J~b £ —(x, + x2+ ...+x„) ko'rinishga
Yl
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k elad i. Shu ning  uchun min(xl+x1+ ...+ x„)= n !>lb b o 'la d i, y an a

x, = x 2 = . . .  =  x„ bo'lganda x, =  V *  , » = 1,2, ., и ga egamiz.

Endi quyidagi masalani ko‘raylik;

(3 .5 )

x, -x2 •...•x„ -> mm , 

x, + x2 + ... + x„ = b, b = const,

_x, > 0, x2 > 0, ..., xH > 0.
Ravshanki, (3.5) masala ham chiziqsiz dasturlashning shartlari tcngliklar 

bilan berilgan shartli minimum masalasidir. M a’lumki, bunday masalani 
yechish turli qiyinchiliklar bilan bog‘liq. Ammo ko'rilayotgan holda (3 .5) 
masalaning yechimini osonlik bilan yozamiz:

min (x, •х2 -...-хя)=П 'У Ь , 

x ,= x 2 = . . . = x „ = V * .
( 3 6 )

4-m asaIa. Yuzasi S  bo lgan to ‘g ‘ri to ‘rtburchak berilgan. Uning 
tomonlari qanday bo'lganda perimetri eng kichik bo'ladi?

Yechish. Masala quyidagichayoziladi:

x , +  x 2 —> min ,

x2 = S .  J
Masala (3.5) ko'rinishda bo'lgani uchun yechimni darhol yozish mumkin:

min (x ) + x2)  = 2yfs, xl = x2 =y/S .
5-m asala. (Eng vaxshi konserva idishi haqidagi masala). Hajmi V 

bo‘lgan silindr shaklidagi konscn a idishi berilgan Silindr asosining radiusi 
r  vabalandligi h qanday bo'lganda uning narxi eng arzon boMadi?

Yechish. Silindr hajmi V = n r 2h formula bilan hisoblanadi. Agar silindr- 

nmg to liq  sirti eng kam bo‘Isa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng 
kam bo'ladi va eng arzon bo'ladi. Shu sababli masala quyidagicha qo'yiladi:

S  = 2n -r2 + 2 n -r-h -*m in , V ~ n r 2h-

Masalaning qo'yilishini soddalashtinsh mumkin. Aniqrog'i, h = —— -  

n* ^ ga qo'ysak, masala ushbu
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2 2  VS (r)=  2я- г + -------->min, 0 < r< + o o
г

2 V V
ko'rinishga keladi. Endi £ (r)n i S (r )= 2 n r  + — + — ko'rinishdayozamiz.

V
U shbu x , = 2 я - г  , x 2 ~ х з = —  b e lg ila sh la r  k irita m iz . Unda

V V  2 V
ДГ, • *2 • *3 =  2 я  • r 2 ---------= 2 л - У 2 b o 'la d i. S o 'n g ra  2 я г  = —

r r r

tenglamani yechamiz: r0 = \JV/2л  . Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini 

yozamiz:

т / и ^ 2 я -г2 +  —  ̂ = 3 ^ 2 я - V2 t r0 =

, _  V
Ravshanki, - -----T _ 2 ro.

я  г
Xulosa. Berilgan F  hajmli konserva idishi eng arzon bo'lishi uchun

n r
uning o 'q  kesimi kvadrat bo'lishi kerak, ya’ni = 2 r0 , ro = v ~ ^  •

3.3-§ . Iqtisodiy m asalalarni yechishning pozinom lar usuli

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo'lgan funksiyalaming muayyan 
sinfidan iborat.

ЪЛ-ta’rif Ushbu

f ( x ) = c x a, c > 0 ,  a e R ,  x > 0  (3 .7 )

ko'rinishdagi har bir funksiya bir o'zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.
Ixtiyoriy musbat haqiqiy son s bunga misol bo'la oladi, chunki s = s x° ; 

iqtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chiqarish funksiyasi uchun

o'rtacha mehnat unumdorligi f ( k )  = a0ka bir o'zgaruvchili bir hadli 

pozinomdir. Unda a0 > 0 , 0 < a < l ,  * >  0  -  qurollanganlik (3 .10a , 3.10ft, 
3.10c-chizm alar).
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3.10a-chizma

3 .1 - t a ’rif. Ushbu

у = c >  0

01 X

3.10c-chizma

/ ( x ) = c ,x a‘ + c 2x“2 + . . .+ c Bx a" ,  c, > 0 , a ,  e R, i = \,n, x > 0  (3 .8 ) 

ко 'rinishdagi har bir funksiya bir о 'zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.

Masalan. i + x *mP +  XC“ P -  uch hadli. ax + —, a > 0 , b > 0  -  ikki
x

hadli, n ŵ~ ^ x + — + — + ... + —  -  ( и  + 1 ) hadli bir o 'zgaru vchili
2 x x 2 x "

pozinom lar
Pozinomlaming ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:
1°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlaryig‘indisi vana pozinom bo'ladi. 
2°. Chekli sondagi ixtivoriy pozinomlar ko'pavtmasi yana pozinom 

bo'ladi.
3°. Ixtiyoriy hadli pozinomning bir hadli pozinomga nisbati yana pozinom 

bo'ladi.
Natijalar.
1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyoriy natural darajasi yana 

pozinom bo'ladi.
2. Ixtiyoriy pozinomning musbat haqiqiy songa ko'pavtmasi (bo'linmasi) 

yana pozinom bo'ladi.
3 .3-ta'rif. Agar (3.8) pozinom uchun ushbu

с ,о ,+ с 2а 2+ ...+ с яа я=0 

sonli tenglik о 'rinli bo ‘Isa, (3.8) regular pozinom deyiladi.

(3 .9 )

Regular pozinomlar iqtisodiv masalalami vechishda muhim ahamiyatga 
ega. Regular pozinomlarga misollar keltiramiz:
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/(дг) =  с , с  =  const > 0 ; / ( * )  = *  + — ;
дг 2x

■ 2„ J .  у/ ч П(п+1) 1 1 1
/ ( x )  = X + х - мп p + x - “ * P ; / ( * )  = — I ----- X + - + - 5- + .. .+ — .J v '  2 x x x

3.1-teorem a. Agar (3 .8 ) pozinom regular bo'Isa, unda shupozinom
о 'zining eng kichik qiymatiga x  = 1 bo 'Iganda erishadi, ya ’ni

Ц /  = / 0 )  =  с, + c 2 + ... + c„ ,

bunda ц /  belgi pozinomlaming eng kichik qiymatini anglatadi.

Masalan, n ( * + ^ j = 2 ,  n ( x + x '" nJp+  x _co^ p) = 3 ,

V t 2 x x 2 x") 2
3.1-teoremaga ko‘ra regular pozinomning eng kichik qiymatini topish 

uchun uning qiymatini x =  1 bo'lganda hisoblash kerak. Bundan x =  1 
nuqta regular pozinom uchun statsionar nuqta ekani kelib chiqadi, ya’ni

/ '( 1 ) = 0  tenglik bajariladi. Agar qo‘yilgan masalani hosila usuli bilan 

yechmoqchi bo'lsak, statsionar nuqtalami topish uchun ushbu:

a ,c ,x e r l  + a 2c 2x “2' 1+ ...+ a „ c„ x a" ' ‘ = 0
yoki, baribir:

a ^ x "1 + a 2c2x“J + ...+ a „ c (,x°" =0 
tenglam ani yech ishga to ‘g ‘ ri keladi. Ammo bu tenglam ani yechish

W (w + 1)  J
katta qiyinchiliklar bilan bog'langan. Masalan, / ( * ) = ------------ x + —+

2 x

у и(л+1)
x 2” yT Poz,nom regular v* Ц / = / 0 )  =— -— + " .  Shu funk-

siyaning hosilasini topamiz:

^ * > - • ^ 4 - 4 - - - — 4 r .2 x  x  x  x
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Endi / '( * )  =  0  tenglam a
n (n  + 1) 1 2

2 *2 x J

ko rinishda bo'lib , u ( n + 1 )  -  darajali algebraik tcnglamadan iborat. Uni 
yechish mushkul ish. Ammo r  = 1 qiymat shu tenglamani qanoatlantiradi. 
Haqiqatan ham,

Agar (3 .8 ) pozinom noregular b o ‘lsa, y a ’ni (3 .9 ) sonli tenglik baja- 
rilmasa, unda ba’zi hollarda (3 .8) pozinom o'zgaruvchini almashtirish 
yordamida yangi o'zgaruvchi b o 'y ich a  regular pozinomga kcltirilishi 
mumkin.

3 .2 -te o re m a . Agar (3 .8 )  pozinom noregular bo ‘lib, a , va c t ;

i Ф j , sonlarning kamida bilia juflligi uchun a , a  ; < 0 tengsizlik о ‘nnli

bo'lsa, unda x  = хйу almashtirish yordamida (3 .8 )  pozinom yangi у
о 'zgaruvchiga nisbatan regular pozinomga keltirilishi mumkin, bunda x0 
ushbu

tenglamaning musbat yechimi.
Isbot Soddalik uchun teoremani n = 2 bo'lganda isbotlaymiz. (3 .8)

pozinom n = 2 da / (x )  = c ^ 04 + c 2x “l , c ,a ,  + c 2a 2 Ф 0 ko'rinishga ega

bo'ladi. (3 .10) tenglama esa а ^ х *4 + a 2c2x “J = 0  ko'rinishda yoziladi. 

Uning yechimi

( « - ! ) - «  =
n (n  + 1) n ( n + l )  Q

2 2

a j^ x ®1 + a 2c 2x ° J + ...+ а „ с ях а" =0 ( 3 1 0 )

(3 .11)

Endi x  =  x0y  almashtirish bajaramiz:



I  “ j j
■y“2

Hosil bo‘lgan ifoda у  ga nisbatan regular pozinom, haqiqatan. avvalo 

> 0, chunki a ,  a 2 <0  , qolaversa,
2

C ja, + ( - c , a l / a 2) - a 2 = c ,a ,  - c , a ,  = 0 .

Tcorema isbot bo'ldi.

3.1 -teorcmaning natijasi. ц /  = / ( x 0 ) ,  ц / . = / . (1) = / ( x 0). 
Misollar ko'ramiz.

1-m iso l. f ( x )  = a x+ — ->  min 
x

Yechish. Ravshanki. a \ + b •(-{) = a - b . Agar a - b  = 0 bo 'lsa,

/ ( x )  regular bo'ladi va n /  = 2a  .A g a r  а - Ь Ф  0 bo 'lsa , a ,  = 1 ,

a 2 = - 1  va o ,  a 2 = - l <0  bo'lgani uchun pozinomni regular ko 'ri

nishga keltirish mumkin. xg ni topish uchun tcgishli tcnglamani yozamiz:

I b
a - l x + 6 ( - l ) -  = 0 yoki a - x  —  = 0 .

x  x
Bu tcnglam aning m usbat vechim i =Jb/a  . Ushbu x = J b / a y  

almashtirish bajaramiz.

/»(y) = a J--y+ i f  = -Jaby +
Vo Jb/a-y у

= -Jab ■ У + -
y>

Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun Ц/ . = / .( l )  = 

= 2 •Jab . Ikkinchi tomondan,

ц / = / ( х 0) = « . ^ + ‘  =2

2-m isol. / (x )  = x 2+ 2x + — + - Д -
x  2x

Jb fa

min, N>0.

52



Yechish. Ravshanki, 1- 2 +  2 -1  + N- ( - I ) -  - + —  • ( - 2 ) -  -Xr=0 .
x 2 x

Ko'rinadiki, berilgan pozinom W = 2 bo'lganda regular va ц / =  6 
bo'ladi. Endi N  # 2 bo'lsin. Unda x0 ni topish uchun tegishli tenglamani 

yozamiz:

1- 2 -.х2 + 2- 1- .х + Л Л (- 1) - — + - ^ - - ( - 2) - - y =0

■ • 2 N  N n 
yoki 2 x + 2 - x  + ----------7 = 0 •

x x

Bu tenglamani ( x + l ) - ^ 2 - x — ko'rinishda yozish mumkin.

Uning musbat yechimi x0 = \jN/2 bo'ladi. Endi x = x 0y  almashtirish 

bajaramiz:

m - m  ■ + « * » - y + 2 -  •

Hosil bo'lgan pozinomning regularligini tekshirish qiyin emas. Demak,

I \l AT V  / A /  ''
Ц /  = / ( * о ) = / ‘ 0 )= 3 - (6 M

Endi pozinomlar bilan bog'langan iqtisodiy masalalarni ko'ramiz.

1-misol. x- y = S , x  + у —> min , x > 0 , у > 0  (shu bobning 3.2-§ ga 

qarang).

x S
Yechish. У ~ ~  , / ( * )  = x  + — . Bu pozinom S = 1 bo'lganda regu-

о  X

larv a  min / ( x )  =  / (1 ) = 2 .  Agar S  Ф1 bo'Isa, j :0 = -Js  va x = -Js-y  

alm ash tir ish  /• (y )= -Js -(y + l/y )  Ea ° * ‘ b k e la d i. Shu  sab ab li 

^ /  = / ( V S ) = / . ( l )  = 2 - V 5 .

53



2-misol. S ( r ) = 2 n r 2 + 2 -K / r-»m in , r > 0 .  (3.2-§ ga qarang). 

Yechish. A gar V = 2n b o 'ls a ,  S ( r ) regu lar b o 'lad i va 

|д5 = 5 (1 ) = 6я . Agar У ± 2 п  bo 'lsa, S ( r )  noregular va a , = 2 ,  

a 2 =  - 1 ,  va a ,  • a 2 = - 2 <  0 . Demak, pozinomni regular ko'rinishga

2- Vkeltirish mumkin. r  =  r0 ■ у  da rg ni 4л • r --------- = 0 tenglamadan topamiz:
r

r0 =\jv/2n . Endi r = r0y  almashtirish bajarsak, ushbu

S (r ) = S (r0>>) = S. (y) = V 2 n V 2 - у 2 +  V  \6nV2 - i  
У

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi

^ 2 я К 2 - 2 + V l6 n V 2 •(-\) = 2-\j2nV2 -2-\j2nV2 = 0

sonli tenglikdan kelib chiqadi. Shunday qilib,

n S  = S(r0) = S.(\) = 3 * j 2 n V 2, г0 ш \]у/2к

Bizyuqoridabir o'zgaruvchili pozinomlargato'xtaldik.
3 .4  -  la ’rtf Ushbu

f ( x , y )  = cxay p, c > 0 ,  a e  R, p e  R, x > 0 ,  y > 0

ko'rinishdagi funksiya bir hadli ikki o'zgaruvchili pozinom deyiladi.

Masalan, 2x>’2, x~'y, x ay l~a lar ikki o'zgaruvchili pozinomdir. 

Iqtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo'ladigan Kobb-Duglas ishlab chiqarish 

funksiyasi F (L ,K )= a 0KaLl~* ,a 0> 0, 0 < a < l , K > 0 , I > 0 ,  ko'rinishda

yoziladi, unda K -a s o s iy  fondlar hajmini, Z ,-m ehnat resurslari hajmini, 
F(L, K) esa ishlab chiqarilgan mahsulot miqdorini anglatadi. Shu F(L, K) 

bir hadli ikki L va К  o'zgaruvchili pozinomdir.
3 . 5 - t a 'r if  Ushbu

f ( x ] , x 2,.. ,xn) = cx*, x2 *..jc°\  c >  0, а ,  е й ,  xt > 0, 1 = 1, ..л  

ko'rinishdagi funksiya bir hadli n o'zgaruvchili pozinom deyiladi

54



ft

3-bobga oid m asalalar
I. Quyidagi ekstremal masalalar tengsizliklar usuli bilan yechilsin 

(n — 1 , 2, . . . ) :

A. 1. / ( x ) = | x 3( 4 - n x ) - » m a x ,  0 < x < - .
3 n

3. / ( x )  = x - V n - x  - * m a x ,  0 < x < n -

4 - / ( x )  = x 2 - ( n - x 3) - > m a x ,  0 < x < \ f n -  

5. / ( x )  = x 3- V n - x 3 - > m a x , 0 < x < l f n -

6 - / ( x )  = x  ( n - V x ) - > m a x , 0 < x < w 3 -

В. 1. / ( x ) = - + - ^ y - * m i n ,  x > 0 .  
n 2 x

2 . / ( x ) = n x 2 + --------- >m in, x > 0 .
n x

2
3 / ( x ) =  л -x + - ? = - >  min, x >0  

V x

4. f ( x )  = n ^ +  — -►min, x >0
n -v x

5. / ( x ) =  V x  + — - » min, x > 0 .
x

6 . / ( x )  = n - V T + — ->m in, x >0
п ы х

II. Quyidagi pozinomlar regularlikka tekshirilsin va minimal qiymati 
topilsin ( л = 1 , 2, . . . ) :

1 . / (• *)= a x+ —, a > 0, fe > 0 . 
x
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2 . f ( x )  = x + x -co,2fi + x tialfi.

3. f ( x )  = 2x2+-^—'
n-x

4. /(x) = \fx + ~ .
X

x, ч 2 л П П
5. / ( * )  = *  + 2Д С + -+ — — .x 2-x

п  4 2 И n26. / ( * ) = *  + Д С + - + - Г .
X ДГ

III. Muntazam uchburchak shaklidagi materiallardan maksimal hajmli 
usti ochiq uchburchakli prizma shaklidagi idish yasalsin.

3-bobga oid nazorat savollari
1. Iqtisodiyotda jamlama, o ‘rta va limit miqdorlar ta’rifini keltiring.
2. Jamlama, o'rta va limit miqdorlar orasidagi bog'lanishni gapirib bering.
3. Statik o'rta miqdorlar ta’rifini keltiring.
4. Statik o'rta miqdorlar orasida qanday bog'lanish bor?
5. O'rta arifmetik va o'rta geometrik miqdorlar orasidagi bog'lanishdan 

qanday masalalarni yechishda foydalanish mumkin.
6. Pozinom ta'rifini keltiring.
7. B irv a  n hadli bir o'zgaruvchili pozinom ta’rifini bering.
8. Regular pozinom ta'rifini ayting.
9. Regular pozinomlaming eng kichik qiymati haqidagi teoremani ayting.
10. Qanday shart bajarilganda noregular pozinom o'zgaruvchini 

almashtirish yordamida regular ko'rinishga keltirilishi mumkin?
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4-bob. E L A S T IK L IK  TU SH U N C H A SI VA UNING 
M A SA LA LA R N I A N A LIZ  Q IL ISH D A  Q O 'L L A N IS H I

Elastiklik tushunchasi iqtisodiy ko'rsatkichlam ing o'zgarishini analiz 
qilishda muhim ahamiyatga ega. Bu tushuncha tatbiqiy masalalami yechishda 
keng qo'llaniladigan difTerensial hisobdan foydalanadi.

4.1 -§. Funksiya elastiklig i va uning geom etrik  m a’nosi

D ey lik , x  va у  lar o 'z g a ru v ch ila r  hamda у  o 'zg aru v ch i x 
o'zgaruvchiga bog'liq bo 'lsin . Bu bog'liq lik  у  = / (x )  funksiya yorda
mida tavsiflansin. Bunda, odatda, x  -  erkli o'zgaruvchi, у  esa erksiz 
o'zgaruvchi (ya’ni x ning funksiyasi) deb ataladi. Erksiz o'zgaruvchi ikki 
yoki undan ko'p erkli o'zgaruvchiga bog'liq bo'lishi ham mumkin, ma
salan. z = / ( x ,  y ) ,  z = / ( x | tx , ........ хя )  . Iqtisodiyotda erksiz
o'zgaruvchi erkli o'zgaruvchi (yoki o'zgaruvchilar) o'zgarishiga qanday 
ta’sirlanishini aniqlash (bilish) muhim ahamiyatga ega. Ko'pincha, erkli 
o'zgaruvchilar 1 (bir) protsent (foiz) o'zgarganda erksiz o'zgaruvchining 
o 'zgarishini tekshirishga to 'g 'r i keladi. M a’ lumki, funksiyaning argu
ment o'zgarishiga qarab o 'zgarish i uning hosilasi yordamida aniqlana
di. Iqtisodiyotda bunday usul noqulaylikka olib keladi, chunki funksiyaning 
son qiym ati o 'lch o v  birligini tanlashga b o g 'liq . Bu holatni m isolda 
tushuntiramiz. Faraz etaylik, p -  shakar narxi, Q{p) -  shakarga bo'lgan 
talab funksiyasi bo'lsin. Agar shakar narxi so'mlarda bo'lsa, ushbu

AQ
Лр-*0 Ap

hosilaning o'lchov birligini aniqlaylik. Agar Q ( p )  kilogrammlarda yoki

kg s
sentnerlarda o'lchansa, hosila -------  yoki — ■—  lar bilan aniqlanadi. Bu

so‘m so m

t kg 
sonlar turlicha, o'zaro teng emas. Masalan, agar Q (P o) =  ^00 — -—

so m
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bo'lsa, Q (P o ) ~ 5 — -—  bo'ladi. Bu sonlar o 'zaro teng emas. Shu 
som

sababli argumentning bir protsent (foiz) o'zgarishiga qarab funksiyaning 
o'zgarishini aniqlaydigano'lchov birliklarigabog'liq bo'lmaydigan tushuncha 
kiritish zaruriyati tug'iladi. Bunday tushunchani kiritish uchun nisbiy 
o'zgarishlami aniqlaydigan miqdorlami keltiramiz:

&У
У -  erksiz o'zgaruvchining (funksiyaning) nisbiy o'zgarishi;

Ax
—  -e r k li  o ‘zgaruvchining (argumentning) nisbiy 0‘zgarishi;

4 .1 -ta 'r if  Bir o'zgaruvchili funksiya elaslikligi deb erksiz va erkli 
о 'zgaruvchilar nisbiy о 'zgarishlari nisbatining Ax nolga inlilgandagi

limitiga aytiladi va Ex (y )  kabi belgilanadi:

у  x )  л*-»о^Ддс у J  у Ах *

Ау
Agar ^im —  mavjud bo'lsa, unda E x(y) uchun formula quyidagi

r e  _  d\ny
ko'rinishdayoziladi: ~ j\ nx  •

O 'rta qiym atlarta’rifidan foydalanib, elastiklik formulasini ushbu

E ( y ) .  x f ( x ) _  M  f  
х[У f ( x )  A f  

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda M f - f  funksiyaning x nuqtadagi 
marjinal qiymati, A f  -/ fu n k siy an in g x nuqtadagi o 'rta qiymati.

Ikki va ko'p argumentli funksiyalarning muayyan argumenti bo'yicha 
elastikligi ham yuqoridagi kabi kiritiladi.

4 .2  - t a ’rif. Ushbu z = f ( x ] , x 2,—,x„) funksiyaning x. argumenti 
bo 'yicha elastikligi deb

Et (y )=  Jim
Ai-»0

E , (z)=  lim
J » V ’  Д х ( —> o

limitga aytiladi.
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Ta’rifga ко*га: Е Л г ) - — ~ — , 1 =  1 ,2 ,...,п . 
' д х, z

z = f ( x , у) boMgan holda elastiklik uchun

** Е Л х ) ш * 2- У  
д х  7. д у  z

formulaga egamiz.
К о ‘р argumentli funksiyalar uchun ishlab chiqarish elastikligi deb barcha 

argumentlar bo'yicha elastikliklar yig'indisiga aytiladi va

r  f  dz  x i dz у
- (Z) Ъ д х / z 1 d x  z d y  z-

Agar |£Д|̂  ^я (г )| > 1 , ( |£(, л (г)| > 1  ) tengsizlik bajarilsa, ishlab

chiqarish elastik deyiladi.
Endi bir argumentli funksiya elastikligining geom etrik m a’nosiga 

to'xtalamiz. Ravshanki,^ = / (* )  funksiya differensiallanuvchi deb qaraladi. 
Ta’kidlab o'tam izki, iqtisodiy ma’nosi bo 'y ich a^  = / (  x ) funksiya grafigi 
birinchi chorakda joylashgan va har bir nuqtasida urinma mavjud. Bu urinma 
koordinata o'qlari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizm alarda 
urinmalaming mumkin bo‘ lgan holatlari keltirilgan.
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik formulasini keltiramiz, ular 
elastiklikning geometrik ma’nosini anglatadi.

CB CB
1. Е *{ у ) = ~ ы < 0 '’ 2■ Е Л у ) = ~ с а < 0 ;

СВ СВ

5. 6.

Elastiklik uchun keltirilgan formulalardan ko'rinadiki, elastiklik>> = / (x) 
funksiya grafigiga С ( x , у )  , x >  0 , y >  0 nuqtada o‘tkazilgan urinmaning 
urinish nuqtasidan ordinata o ‘qigacha bo'lgan masofaning shu nuqtadan 
abssissa o 'qi bilan kesishish nuqtasigacha bo'lgan masofaga nisbatiga teng 
bo'lib. ishoraurinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniqlanadi. M asa

lan, I holda ishora /g(180° - a )  = t g a < 0  ga ko‘ra manfiy bo'ladi. 2 
holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini 
payqash qiyin emas.

A garl-2-hollardaC 5 = C 4 bo'lsa, E J (y )=  1 bo'ladi. Qolgan hollarda 

CB Ф CA . Ammo CB = CA hoi urinma koordinata boshidan o'tgandagina 

mumkin. Bunda E/y)=  1 bo'ladi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan 
o'tadigan hoi ro'y bermaydi.

CB
Endi l-holda = formulaelastiklikni anglatishini isbot

LA

q ila m iz . ADC  u ch bu rch ak dan  y , ( x ) = / g ( 1 8 0 ° - a )  = - / g a , y a ’ ni 

lg a  = - f ' ( x ) .  Shu uchburchakdan =  ~ ~ -  ^   ̂ . Shuning uchun

” / , ( jr) = ~ ~  y ok i f ( x )  ^ 0^а8а eg am iz. CBE  va

ACD uchburchaklar o'xshashligidan

CA AD У CA ' {  f ( x )  j  / ( x )  '
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СВ
Bundan Е х(у) = ——  formula kelib chiqadi.

LA
Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o ‘xshash isbotlanadi.
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot qilam iz. 4.3-chizm aga

CD f ( x )  CB OD x 
ko'ra ' * “ = ^ = 7 7 7  va с Г шл5"‘ 7 5

ш  / ( * )
chiqadi. Avvalo ravshanki, tg a  = f \ x )  . Shuning uchun л и  f ' ( x) va 

— - X  • / ( * ) ^  *  / ’( * ) - £  ( y )  . . . .  . . . .
CA f \ x )  f ( x )  t A y )  k c ,.b  chiqadi.

4 .3 -ta’rif. Elastiklikning absolul miqdori \ E x(_y) | elastiklik 
koeffitsiyenti deyiladi.

4 .4 - f a 'r t f  Agar biror iqtisodiy ko'rsatkich uchun elastiklik 
koeffitsiyenti birdan katta bo 'Isa, tegishli ко ‘rsatkichning о ‘zganshi 
elastik deyiladi.

4 .2 -§ . E lastik lik  xossalari va c lcm en tar fu n k siy alarn in g  
c lastik lig i

Elastiklik quyidagi xossalarga ega:
1*. Elastiklik o ‘lchovsiz miqdor, uning qiymati x  va у  lar o ‘lchov 

birligiga bog‘liq emas, y a ’ni

E ax(by) = E x(y)
Isbot.

Eax (b y )= ^^nb~ = — b d y : — a d x  = ——  = E x(y)
“ *  din ox by ax y d x  *  .

2*. O zaro  teskari funksiyalarning elastikliklari ham o ‘zaro teskari 
b o ia d i, y a ’ni

Ex(y)= 1
E A x )  •
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Isbot. E x(y) _d y  x _ __ 1_ 1
dx у dx у Ey(x) 

dy x

Masalan, narx bo'\ icha talab elastikligi talab bo'yicha narx elastikligi 

bilan o ‘zaro teskari miqdorlar, y a ’ni E p(Q) = [£ 0 (/?)] 1.

3*. B ir xil argument x  ga bogMiq ikki funksiya k o ‘paytmasining 
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari vig indisiga teng, ya’ni

Ex(u v ) = E x( u ) + E x( v ) .

Isbot.

„  (m v ) 'x  (m 'v+m v')x u'x v'x  r .
£ * ( m v )  = — -—  = -i------------ —  = — + —  = E x(u )+ E x(v) .

MV MV M V

Bu xossa ко paytma logarifmi xossasiga o'xshash

4 '.  B ir xil argument x ga bog ‘liq ikki u( x ) va v ( x ) ,  v ( x ) ^ 0 ,  

funksiya nisbati elastikligi shu funksiyalar elastikliklari ayirmasiga teng, 
ya’ni

Isbot.

(у) '* V x u'v-uv' u'x Vx 
\V/ u и v2 и V Ex( u ) - E x(v)

V
5*. Ikki funksiya yig‘indisi (ayirmasi) ning elastikligi quyidagi formula 

yordamida hisoblanadi:

г  / j .  ч uEx(u )±v E  (v)£x(m±v) = — x-----—£— ифу.
u ± v

Endi elem entar funksiyalarning e lastik lig i uchun form ulalam i 
keltiramiz:

1. y = C, С  = const Ф 0 ; £ Ж(С ) = 0 .

2 . y  = x, E x (x )  =  1.
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3. у  = х а , Е х(Ха ) = а .

4 .  у  =  а х, Е х( а * ) =  х 1па; Е х(е х) =  х-

5. .y =  sin .r, Е х (sin  дс) =  х  ctg  х .

6. у  = cosx, E x(cosx) = - x l g x  .

Ushbu tg jc, c tg jr , In x , a rc s in x , a rc c o s x , a rc tg x , arcctg jr  funk- 

siyalarning elastikligi formulalarini ham chiqarish mumkin.
Endi l°-5° xossalar bo‘yicha elastiklikni hisoblashga doir m isollar 

ko‘ramiz:

1 . / ( * )  = 2 x \ \  £ , С к ) = 2 . ( £ , ( х э) + £ , ( ^ ) ) = 2 . ( 3  +  дс).

2. / 0 0  = 4 ’ ЕЛУ)= ЕХ( У ) ~  Ех(хг) = х\пЪ -2.
х

3. / ( * ) =  S*n 2 х , Ех(у) = E x(s in 2x)~ Ex(cosx) = 2xctg2x -xt gx'
cosx

л г т  **Е Л х4)+ е 2'Е х(е2г) 4xA + 2xe2x
4 .  J \ x ) ~ x  + e  » ^ » v )  4 2 x  4 2 * "x + e  x + e
Chiziqli funksiyaning elastikligiga alohida to'xtab o'tam iz. Ravshanki, 

agar y = a x  + b bo 'lsa, uning elastikligi ushbu

Ex(a x+ b ) = - ^ —  
ax + b

formula yordamida hisoblanadi.
a <  0 bo'lganda (narh bo'yicha talab funksiyasi uchun), uch hoi yuz 

beradi:

1. ЪФ 0 , x  = 0 bo'lganda E x( y ) =  0 .

ax . b
2.  r  = _ l , a g a r  x = ~ ~  bo'lsa. Bu holda E , ( y ) =  1.

ax + b 6 2 а

b
3. x = —  bo'lganda E x(y)  = -oo bo'ladi.
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Shunday qilib, a <  0 bo'lganda chiziqli funksiyaning elastikligi uchun 
quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin (4 .7  chizma)

£ , 0 0 = '

x = 0 :

- b
- 1 < £ ж0 г ) < - 1 ,  0 < x < — ; a < 0 ;

la

Ex(y)=-\, ~— < x<~—;
2 a a

i b 
- 1’

4.7-chizma

Yuqondagi mulohazalardan a < 0  bo'lganda elastiklik chiziqli funksiya 
grafigining og'ishiga (burchak kocffitsiyentiga) bog'liq b o iib  qolmasdan. 
elastiklik qanday nuqtada hisoblanayotganiga ham bog'liq

4.3-§ . E lastiklik  interval! va uning bozor iqtisodiyotiga bog‘ liqligi

Ta rifbo 'yicha elastiklik koeffitsiyenti |EX (>»)) m u sbatvaxga bog'liq.

Agar |EX (_y)j > 1 tengsizlik bajarilsa,jarayon elastik bolish in i aytib o'tgan

edik. Shu tengsizlik vechimi biror intervaldan iborat bo‘lib, uni elastiklik 
intervali deyiladi.

Elastiklik intervalini topishga doir misollar ko'ramiz.

1-m isol. ,y = - 2 x  +  4 (talab funksiyasi, x  -  n a rx , x  > 0). Unda 

o = - 2 < 0 ,  b = 4 .  Endi - 2 x  +  4 > 0  dan x < 2  k e lib  ch iq ad i.
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Е х(у )=  . 2Х т ; Ushbu
- 2 x + 4

- 2x

- 2 x + 4
>1  tengsizlikni yechamiz. x < 2

- 2x
bo'Igani u ch u n —? + 4 ^  4 x > 4 ,  ya’ni x  > 1 kelib chiqadi.

Shunday qilib, 1 < x <  2 berilgan chiziqli talab funksiyasi uchun elastiklik 
intervali bo'ladi (4.8-chizm a).

2-m isol. y = if, ° ’
0^ x £ x 0,

\[ J x - x 0 , x £0  

Bu taklif funksiyasi bo'lib, хФ x0 da /  =

ЕЛу)=; l'X

Endi elastiklik intervalini

2 j x ~ :
■, x > x . Shuning uchun

2 J x - x 0 - , J x - x 0 2 ( x - x 0)

->1
2 ( x - x 0)

tengsizlikdan topamiz. Undan x > 2 ( x - x 0) va x < 2x0 kelib chiqadi. 
Shunday qilib, berilgan chiziqsiz tak lif funksiyasi uchun x0< x < 2x0 
elastiklik intervali bo'ladi.

Eslatma. Elastiklik intervali haqidagi mulohazalardan kelib chiqadiki, 
mahsulotlarni narxi elastiklik intervalini qanoatlantiradigan bozorlarga olib 
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlar taqsimot i daromad 
maksimal bo'ladigan qilib amalga oshiriladi.
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4-bobga oid m asalalar
A. Quyidagi talab va taklif funksivalari uchun elastiklik va elastiklik 

intervali topilsin (mahsulot narhi x -m u sb a t):

1 . y = 2- / П ,  x £ 3 -
x  t .2. > '= - “ + 1 1 . 3. y = - x +  1 2 .

X , -  
4. У= - ~ + 15 5. y = J x - 1, x i l - 6. y = x 2 + 1  •

7. y = - x 2 + 1 .
x 3

8. >- = y + 3 9. у  =  - 3 x  + 1 5 .

10. y ~ + 1. П . y = 2-Ух+З- 12. y = -3%fx + 4

B. Quyidagi funksiyalaming elastikligi hisoblansin:

1. _y =  a r c tg x . 2. >> = co s(ln x ) 3. >< = a rcco sx

4. y = хе1л. 5. y = x 2e* 6. y = x 2 s in x  -

a1
7. У= — .

X

a*
8. ^ =  —  

X

co sx
9. У=

X

ln 2x
10. y=

X

ax + b 
И . У= , 

cx + d
12. y = 2 x + 3 e x

V. 4 .2 ; 4.4 -^ .б  chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik 
ma’nosi isbotlansin.

4-bobga oid nazorat savollari
1. B ir argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.
2. Ikki va ko‘p argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.
3. B ir argumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima?
4. Ikki argumentli funksiya uchun ishlab chiqarish elastikligi nima?
5. Elastiklikning geometrik ma’nosini (6 ta holni) aytib bering.
6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering.
7. Elastiklik intervali nima?
Chiziqli, chiziqsiz talab va taklif funksiyalarining elastikligi qanday 

hisoblanadi?
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5-bob. IS H L A B  C H IQ A R ISH  F U N K S IY A L A R I (IC H F ) VA 
U LA R N IN G  IQ T IS O D IY  JA R A Y O N L A R N I 0 ‘R G A N ISH D A  

TU TGA N  0 ‘RN I

Iqtisodiy jarayonlami ICHF yordamida tadqiqot qilish X X  asming birinchi 
yarmida amerikalik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan. 
Ulardan birinchisi matematik. ikkinchisi esa iqtisodchi bo'lgan. Ular birgalikda 
ilmiy-tadqiqot ishlari olib borishgan. Jumladan. AQSH uchun 1900-1922- 
yillarga oid m akroiqtisodiy statistik m a’ lumotlarni sinchkovlik  bilan 
o ‘ rganishgan. M a’ lum ki, ishlab chiqarish faoliyatini m akroiqtisodiy 
ko‘rsatkichlam ing o'zgarishi belgilaydi. Ishlab chiqarilgan mahsulot haj- 
mi (milliy daromad hajmi) V, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi К  va 
sarflangan mehnat (mehnat resurslari) hajmi asosiy makroiqtisodiy ko‘r- 
satkichlardir. K.Kobb va P.Duglaslar shu ko'rsatkichlar orasidagi bog'lanishni 
iloji boricha aniq ifodalab beradigan funksiyalarning parametrik sinfini topish 
masalasini qo'yishgan. Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu

Y = a0K al?

ko'rinishda izlashni tavsiya etgan va aw aldan a0, a ,  P parametrlarga 

quyidagi

a „ > 0 ,  a £ 0 ,  P ^ O , a  + P =  l (5 .1 )

shartlami qo‘ygan. Ular parametrlaming statistik ma’lumotlarga mos qiymat- 
larini eng kichik kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko'rilayotgan holda ushbu

Ф(а0,а ,Р )=  ( I n l ^ - l n a 0- a l n ^ - p i n Z , , ) " - >  m in  (5 .2 )
/-1899

masala q o ‘yilgan. Bu (5 .2 )  masala ch iziq siz  dasturlashning shartsiz 
minimum m asalasidir. A n iqrog 'i, (5 .1 )  shartlarni qanoatlantiradigan

a0, a  va p lar ichidan Ф (а 0, а , Р )  funksiyaga eng kichik  qiym at 

beradigan ( a0, a ,  P ) uchlikni topish lozim bo'ladi. Hisoblashlar natijasida 

quyidagi а 0, а ,  P lartopildi:



(5 .3 )

Keyinroqbu funksiya va Y = a0K aL? ko'rinishdagi funksivalar Kobb-

Duglas funksiyasi nomini oldi.
Tadqiqotnatijalari 1928-yilda "Ishlab chiqarish nazarivasi” nomli maqo- 

lada chop etildi (A theory o f production. -  “American Economic Review”, 
v.18 № 1, 1928), (5 .3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan 
bo'ldi Shundan kcyin ICHFnazariyasi kcng ko'lamdarivojlanib ketdi. ICHF ning 
C ES (Solou va boshqalar), Lcontev, Sato kabi yangi turlari paydo bo'ldi

5.1-§ . B ir  va k o ‘p o'zgaruvchili IC H F  haqida. E y ler teorem alari

Matcmatikada

ko rinishda yoziladigan bir argumentli (bir o'zgaruvchili) funksiya tushun
chasi ma lum. Unda x  -  erkli o'zgaruvchi. у  esa -  erksiz o'zgaruvchi.

5.1 -  ta'rif. Agar (5 .4) da erkli о ‘zgaruvchi x sarf qilinadigan yoki 
foydalaniladigan resurs ( ishlab chiqarish faktori) hajmi qiymatini, erksiz
о ‘zgaruvchi у esa, ishlab chiqanladigan mahsulot hajmi qiymatini anglatsa, 
unda (5 .4) bir о *zgaruvchih ishlab chiqarish funksiyasi (IChF) deyiladi

Iqtisodiv ma'nosi bo'yicha x  ^ 0, у  £  0 va (5 .4) funksiyaning grafigi 

birinchi chorakdajoylashgan bo'ladi./  belgi iqtisodiv sistcmaning resursni 
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat. Makroiqtisodivotday 
maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi deb qabul qilingan. Ammo 
makroiqtisodivotda parametrlardan fovdalanish evaziga bu miqdor yana 

ko'proq bo'lishi mumkin. Bunday holda у  = f ( x , a )  deb yoziladi. ICHF

parametrlari vektori a deb belgilangan. Masalan, y  = axa funksiyani

o laylik , unda x -  sarf qilinadigan resurs miqdori, у  =  f ( x )  -  ishlab 

ch iq arilad ig an  m ahsu lot h a jm i, a  va a  -  IC H F  p aram etrlari, 

a >0,  0  < a  < 1. Shu funksiya grafigi botiqva koordinata boshidan chiqadi 
hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton 
o'suvchi va quyidagi shartlami qanoatlantiradi:

y = m (5 .4 )
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_у(0)  = 0, у = аха > 0, У  =  а  о  дг“-1 > 0, у" = а  а ( а  - 1) - дга_2 < 0 , 

lim У  =  lim -^ r^ -= + o o . lim У  =  lim = О
дг-иЮ д—►И) _х * х-то х-++ао ^

Ikkinchi hosilaning manfiyligi х ning ortishi bilan у ning kamayishini 
anglatadi. Bu holat iqtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik qonuni 
deyiladi.

B ir o'zgaruvchili ICHF ichida ushbu

/ ( 0 )  = 0 ;  f ( x ) > 0 ;  f ' ( x ) > 0 ;  f { * ) < 0 ;  V x > 0  (5 .5 ) 

shartlarni qanoatlantiradiganlari ham uchraydi. (5 .4 ) shartlami qanoat- 
lantiradigan ICHF bir o'zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF

( 5 .5 ) dan tashqari /(Ajc) = \ f(x ), X > 0 shartni ham bajara olsa, u neo- 

klassikdeyiladi. Masalan, / (jc )  = a x ,a > 0 -n e o k la s s ik IC H F .A g a r  f ( x )

funksiya uchun / (X jc )s  X8/ (jc ) ayniyat bajarilsa, f ( x )  funksiya bir 

o'zgaruvchili umumlashgan ICHF  deyiladi.
Makroiqtisodiy darajada sarf va ishlab chiqarilgan mahsulotlar ulaming 

baholari bilan o'lchanadi. A niqrog'i, sarf qilinadigan (yoki sarf qilingan) 
resurslar va ishlab chiqarilgan mahsulotlar ulaming hajmini mos narxlariga 
ko'paytmasi orqali o'lchanadi. B ir o'zgaruvchili ICHF bir faktorli ICHF 
deb ham yuritiladi.

Makroiqtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko'p o'zgaruvchili

y = f ( x x, x 2),  y  = f ( x l , x 2,.. .,x„)  funksiyalarga o'xshash, ikki va ko'p 

faktorli IChF iardantez-tezfoydalaniladi.
S.2 -  ta ’rif. Agar ushbu

y  = f ( x i , x 2,—,x „ )  (5 .6 )

formulada x l, x 2,...,x„ о ‘zgaruvchilar sa rf qilinadigan (yoki 
foydalanadigan) resurslar hajmi qiymalini (o  'zgaruvchilar soni resurslar 
soniga teng) ,  erksiz о 'zgaruvchi у -  ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori 
bo'lib, (5 .6 ) funksiyaning qiymati та’nosini anglatsa, shu (5 .6 ) funksiya 
ко 'p argumentli ( о ‘zgaruvchili)  ICHF deyiladi.

(5 .6 ) funksiya yana n -  resursli yoki n -  faktorli (umuman, ko 'p

faktorli) deb ham ataladi. Iqtisodiy ma’nosi bo'yicha хх, х 2,.. .,хп o 'zga- 

ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu

69



to'plam ko'p faktorii ICHF ning aniqlanish sohasi bo'ladi. Agar x , , x 2 x„

koordinatali vektomixdebbelgilasak, R " to‘plam n o'lchovli R " fazoning

barchanomanfiv vektorlari to'plamidan iborat.
5 .3  -ta'rif. (5 .6) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

1°. (5 .6) funksiya R " sohada aniqlangan, uzluksiz va birmchi ham da 

ikkinchi tartibh uzluksiz xususiy hosilalarga ega.

Shu shartlami qanoatlantiradigan (5 .6 )  funksiya n o'zgaruvchili 
neoklassik ICHF deyiladi.

3° shartning m a’nosiga alohida to ‘xtalam iz. Shu 3° shartni qano
atlantiradigan funksiyalar n o'zgaruvchili chiziqli -  bir jinsli deb ataladi.
Quyida shunday funksiyalarga misollar keltiramiz:

n

И я

, a t> 0; b ,> 0

ai Ф bt,, a  > 0, I =  1,2,...,n (kamida bitta / uchun).

4. / ( * , , * 2. - , * . . ) = o, x,2 , a, > 0, i =  l ,2,...,n
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( n T  p n
5. f ( x l,x2,...,x„)=a0 Z a ,* f  , a, > 0 , /=0,l,...,/ i; Z a* = l’ P > _ l-

V*-l / r-l
Bu misollardan ko'rinadiki, turli “tabiatli” funksiyalar chiziqli-bir jinsli 

bo'Iishi mumkin. Chiziqli-bir jinsli, umumiy holda, 5 -tartibli birjinsli funk
siya ta’rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan kiritilgan.

5 .1-teorem a. Agar (5 .6 ) funksiya chiziqli-bir jinsli bo ‘lib, R" da

birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo ‘Isa, и holda quyidagi ayniyat
о ‘rinli:

d f ( x )  d f (  x) d f ( x )  _
dx , *  dx2 2 *  m '' x = (Xl, x 2,.. .,xn) .  (5 .7 )

5 .4-ta’rif. Agar (5 .6 ) funksiya uchun ( V x e  R"+ ) ushbu

f ( k x x,kx2,...,kxn) = \6 ■ f ( x u x 2,.. .,xn),  X > 0 ;  5  > 0 (5 .8 )  

ayniyat o'rinli bo'lsa, uni 5 -tartibli birjinsli funksiya deyiladi.

Misollar keltiramiz:
П

1.  * J  =  Z M ‘ , > 0 > 5 > 0, 1 =  1,2,...,/».
/•i

2. / ( x , , j r 2,...,xn) =  ̂ Z M ,  j » * / > 0 > S > 0, / = l,2,... ,/i.

n n
3. f { x x, x2,...,x„) = a0 П  ; Z a i = 8 > 0 ;  a0 > 0; a ,  > 0; / = 1,2, . . . ,n .

i-i

4. f ( x , , x 2, . . . ,x„)= ^ £ а , х ? , a , >  0, / = 1 ,2 ,..., n;  5 > 0

5. 0̂

at > 0, i = 1,2, . . . ,л ; p > —1;  8 > 0 .

8
P "
, Z °< = 1» a0 > 0 , 

i-l
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5 .2 -te o re m a . 8 > 0  tartibli bir jinsli funksiyalar uchun ushbu 

( V x e  R D

d f ( x )  d f ( x ) d f ( x )
----- *i + _ ; ------ JC2 + ...+  — ------ x „ - 6 / (x )  /594

a x , a x 2 dx„ K >

ayniyato'rinli.

Agar 5  > 1 bo'lsa, ishlab chiqarish masshtabini (ko'lam ini) X (X > 1) 

marta orttirilsa, bundan ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Xs marta ortadi, 
ya’ni ishlab chiqarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo'ladi. 
Agar 5 < 1 bo’lsa, ishlab chiqarish samaradorligi ishlab chiqarish masshtabi 
ortishidan kamayadi. Nihoyat, 5 =  1 bo'lganda masshtabning ortishidan 
erishiladigan samaradorlik o'zgarmas bo'ladi.

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik ICHF ta’rifidagi 3° shart bilan 
bog'langan edi. Endi 4°, 5° shartlar va ulam ing iqtisodiy m a’nosiga 
to'xtalamiz.

4° shartdan har bir /̂ S x). > q  tengsizlik / ( x )  funksiya x bo'yicha 
dx,

o'suvchi ekanini, 5° shart esa o'sish  tezligining kamayib borishini anglatadi 
(5.1-chizm a). Albatta, x( resursni qolgan resurslar o'zgarmas bo'lganda 
xohlagancha orttirib borishning ma’nosi yo'q. Bu hoi 5°shart bilan ifodalanadi. 
Bunday hoi kamayuvchi samaradorlik qonuni deb ataladi. ICHF grafigi

R l +> sohada sirtni anglatadi. Agar n = 2 bo'lsa, ICHF grafigi R + sohada 

joylashgan va qavariqligi yuqoriga qaragan sirtni bildiradi.



»

5 .2 -§ . Ik k i fak to rli IC H F

Biz ikki faktorli ICHF ga alohida to'xtalamiz. Iqtisodiyotda qabul qilingan 
belgilashlardan foydalanib, ICHF ni quyidagicha yozamiz:

Y = F ( L , K ) .  (5 .1 0 )

K o‘plab kitoblar va ilmiy maqolalarda F(K,  L)  deb yozishadi, unda 
abssissa (gorizontal) o 'q i deb К  belgilanadi. Bu hoi grafiklam i chizishda 
ba’zi qiyinchiliklarga (noqulay liklarga) olib keladi.

Ikki faktorli ICHF uchun neoklassik ICHF ning umumiy ta’rifidagi 1 ° -  
5°shartlar quyidagicha yoziladi:

1°. F(L ,  K)  funksiya R I sohada aniqlangan, uzluksiz va birinchi, 

ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.

2°. F (0,A -)= F(I,0) = 0; F(0,0) = 0.

3°. F(XL,XK) = k F ( L , K ) ;  V ( I , J Q e  4 * .

4 ,  ^ i > 0 ; ^ ^ > 0 ; V U J O . * » .
O L O K

d ' F ^ K )  г ' - г а ю  ,

dL! dK dLdK
Asosiy ikki faktorli ICH F sifatida Kobb-D uglas va C E S  sinfidagi 

(Constant Elasticity o f Subtitutiori) ICHF lami ko'rsatish mumkin. Ularni 
alohida-alohida o'rganamiz.

1. Kobb-Duglas ICH F quyidagi ko‘rinishga ega:

Y =  F ( L , K )  = a0K aLl~a , a0 > 0 , 0 < a < l .  (5 .11)

Bu fu nksiyan ing  neok lassik  l ° - 5 °  sh artlam i qan oatlan tirish in i 
tekshiramiz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko'rinib turibdi. Endi 3°-shartni 
tekshiramiz:

Y = F(kL,XK)  = a0(M C f • ( u ) ,_a = Xa0K a ■ Ll = X F ( L , K ) .
Nihoyat, 4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orqali tekshiriladi:

™ а 0 ( 1 - а ) * “ Г а > 0 , ^ -  = a0 a K a-'L'-a > 0 ;
OL OK
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d 2F
dL2 = - а 0 а О - а ) А Г , Г “"|< 0, ^ = a 0 a ( l - a ) K a' 2LUl <0

2. CES sinfidagi ICHF quyidagi ko'rinishga ega:

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou 
tomonidan kashf etilgan ( Capital-labor subtitation and economic efficienc, -  
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisqalik uchun keyingi 
mulohazalarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun 
I 0- 5° shartlami tekshiramiz. Ravshanki, 1° shart bajariladi. 2°shartni

tekshirish uchun ikki holni ko'ramiz: i )  p > 0 ; 2) — 1 < p < 0 .

1-holda (5 .12) ni o'zgartirib,

ko'rinishda yozamiz. Bundan F ( 0 , K ) =  F(L ,0 ) = 0 ekani kelib chiqadi.

Ammo 2-holda F ( 0, К )  =  a0aK Ф 0 ,  F(L,0)  =  a0 (1 -  a)L Ф 0 .  Bundan

k o 'rin ad ik i, - l < p < 0  boMganda Solou  funksiyasi uchun 2° shart 

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo'lmaydi.
Endi chiziqii bir jinslilik  sharti, 3° ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi. 

Haqiqatan,

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy X > 0, p > - l  lar uchun bajariladi.

Endi 4° va 5° shartlaming bajari lishini tekshirish qoldi. Bu ishni bevosita 
hosilalami hisoblash yordamida olib boramiz:

F(kL,XK) = а^кК)-* • (1 - aikLf ]~p  =а0[х*аК^ +Х-р(1-а)Гр]7 =  

=  а 0Х_р[а/Гр +(1 -а )Ц *У ? = k F(L ,K )

— (.--,-̂ = а 0 ( - 1/ р )[а / Г р + (1- а ) Г >̂ 1. ( 1- 0) ( - р ) Г « и  = 
oL
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= o0 • (l-a )-Z T p~1 [аК*  +(1 - a ) L p\ V  >0> 

^ ^ = а 0 \ - 1 / р ) [ а К ^ Н 1 - а ) ^ ] 7 1. а ( - р ) К ^ '  =

= а0 а К ^  [а/Гр + ( 1- а ) Г р]‘Т  >0  
Keyingi hisob-kitoblar murakkabroq bo'Igani uchun vozuvni kamaytirish 

maqsadida ushbu

belgilashdan foydalanam iz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalam i 
hisoblashga kirishamiz:

# F  It \
— 1 — 2 

(-p -l)£ ^ 2[...]p + Z r ,(-Vp-1) [ - ] P О-оУ1Гх

- L .
= < v O - « X - p - i ) ^ 2[ - ] p + (1 /р - 1 ) ( - р Х 1 - о ) г ^ 2г . . ]  p

1 2
= ab (l-a) (-p-l)-[...] p {ZTp-2(a/Tp + (1 - a)£~p) - (1 - aJZT2**-2}=

& F
dK1

-a<p-

= - ^  ( l - f l )  (p + l)  a  ZT^2A“ p [ . . . ] p < 0 ;

- i - .  -b£-i 
( - p - l )  J T ^ 2[ . . . ] p + A ^ ,(-(1+P)/P) [ - ]  P °

i+p

= 40a/T2p"2[...] p ' { ( - p -  1)ATP( - (1 + p)/p)-[...]+  a(p+ 1) } =

_Hg_.

=a0a-IC2(f-1[...i p {(-P -1 )■K(,(a fTl, + ( l - a ) Г р)+а(р+1))=

— 2
= - o 0 ( l - o )  (p + l)  a  Z:-^2A -p •[...] p =
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Endi aralash hosilaning musbatligini ko'rsatamiz:

d' F  = o0 • (1 -  a)- • ( -  (l+p)/p}[...] ‘ I T 1 ■ a- (-p> K ^ x =
dLdK

НгпЬ'/вшвЯ tir/шо / twrtyj incgl'od pan

=  Oo- ( 1 -  a)- a ■ (1+p)- L ^  • [ . . . ] ' * ? ’ * >  0

Shunday qilib, Solou ICHF uchun p > 0 bo'lganda barcha l°-5°shartlar 

bajariladi, ammo -  1 < p  < 0 bo'lganda 2°shartdan boshqalari bajariladi. 

B iz  ongli ravishda p = 0  bo'lgan holni tushirib qoldirdik. Umuman, p ->  0 ,  

p - » - l  va р - > - к о  hollar ham ko'rilishi lozim.

A w a l p - > 0  holn i qaraym iz. B uning  uchun a w a l lim In У ni
p-»0

hisoblaymiz:

1 I 1lim In Y= ln a 0 -  lim —In\aK~p + (1 -  a)- Up = 
p->0 p-»0p

. . . 1 .  aLp + ( l - a ) K p = ln a n -  lim —In--------- ---------------- =
р- o p  K p • Lp

= ln a 0 -lim l/ p  [ln(aZ,p + ( I - a )  ^ p)-p ln (/ T  Z,)] =

) SJ Ina0-|n«r.t)-|ii„!n(a g -f (l~‘,)
p-»0 P

Bu limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz:

it i v  i ,• aLp lnL + {\ -a) K p lnK lim In К = Ina0 + l n ( m - l i m --------------- -----------------------=
p -°  p-*o aLp + ( l - a ) K p

= \n(a0KL)-[aLnL+  (1 -  a) In K] = \n(a0KL)-\n K l~aLa = In^A T"/.1- 0 ) 

Demak, lim In К = ln(a0/f L ) . Endi uzil-kesil ushbu



»

Iim ln K  = ln (a0/ f‘,Z,I"e ) ,  a0 > 0 ,  0 < л < 1  
p —* 0

formulaga ega bo‘lamiz.

Dcmak. p —> 0 da Solou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa 

qilib avtganda, Kobb-Duglas funksiyasi Solou funksiyasining p —> 0  dagi 

xususiy holidan iborat.
Endi p —>+°o holni ko'raylik:

lim ln 7  = a 0limlaA:p + ( l - a ) r p] ‘ ,/p =
p - * + < r  p - » 0

[a0L , агар L < K  булса,
~ a 0 l i m ----------------------гг— = <

p-»+®o£.p + ( l-a )A T  p [a0K , агар K < L  булса.

Dcmak, p -> + a o  da Solou funksiyasi X = a 0min{Z,; funksiyaga 

aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev 
ICHF deb yuritiladi. Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy 
holidan iborat.

Nihovat, p - > - 1  holni ko ‘rish qoldi. Ravshanki,

lim \nY = a0\aК  + (\-a)L\
p - » - i

Demak, p - > - 1  da Solou funksiyasi ushbu Y =a0\a К +(\-a)L\ 
chiziqii ICHF ga aylanadi.

O xirgi ik k i xususiy holda olingan IC H F  n co k lassik  shartlarni 
qanoatlantiradi. Ammo Leontev va chiziqii ICH F lar ham iqtisodiyotni 
0‘rgamshda asqotadi.

5 .4 -te o re m a . Ushbu Y = F ( L , K )  = a0K aLl a , 0 « x < l ,  o0 >0  
Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi tartibli kvazichiziqlt differen- 
sial tenglamani qanoatlantiradi:

d2F  K 2 d2F
d L 1 L 2  d K 2  ‘  (  )

Isboti bevosita hi;ob-kitoblaryordamida olib boriladi.
Ta’kidlab o'tamizki, Ozbekiston xalq xo ‘jaligi uchun 1961-1990-yillaiga 

mos makroiqtisodiy ICHF hisoblangan edi:
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Y = F ( L , K )  = e oon ■ К 0 36'6 • L0 63*6 , 

bunda a  = 0,3616; P = 0 ,6386; a 0 = e oou • Ravshanki, a  + P = l ,0 0 2 .

5 .3-§ . Ik k i faktorli neoklassik IC H F  uchun asosiy iqtisodiv- 
m atem atik  x a ra k te r is tik a la r

Ikki faktorli neoklassik ICH F uchun asosiy iqtisodiy-m atem atik 
xarakteristikalami (ko'rsatkichlami) keltiramiz.

Faraz qilaylik, Y -  F ( I ,  K ) -  ikki faktorli neoklassik ICHF bo'lsin.

*  i *1°. —  =  к — qurollanganlik, — -  ishlab chiqarish quw ati.
JLrf »v

Y F ( L , K )
2°. У = — ~ ------------ ---  o'rtacha mehnat unumdorligi.

x> L

у
3°. z = —  = ----- ——  -  o'rtacha fond unumdorligi.

л  л

dF(L,K)
4°. v * — — —  -  mehnat bo'yicha marjinal (lim it) unumdorligi.

5F(L,K)
5°. r ~ — — —  -  fondlar bo'yicha marjinal (lim it) unumdorligi.

oK

dF(L,K) К
6°. a _  F(L K)  ~ ^°ndlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti.

„ dF(L,K) L 
7°. и -  ' F(L K)  - m e hnat bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti.

dK dF{L,K) dF(L,K)
8°. Ь— —-------—— .— — —  _  F(L,K) - o'zgarm as bo Iganda L

dL cL oK
resursni К  resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.

[ dS R
\dk S

bilan almashtirish elastikligi (aslida o'sha elastiklikka teskari miqdor).
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dF10°. К- —— -  kapitaldan olingan daromad. 
oK

,  dF11°. L —T  -  mehnatdan olingan daromad. oL

dF dF 
12°. + ^ — = ^ - ja m la m a  daromad.

oL  oK
ICHF ning chiziqli birjinsliligidan foydalansak, quyidagiga ega bo'lamiz:

F ( L , K ) = f [ l -l ,L j Y  Z'F ( 1’y ) =  l ' =  / ( * ) ,

bunda F ( L , K ) =  L f ( k ) , f(k) -  o 'rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi 

mulohazalarda tez-tez ushbu:

F ( L , K ) = L -  f ( k )  (5 .1 4 )

formuladan foydalanamiz. Bu formula F(L, K) dan / (  к ) ga o'tishga va 
aksincha, / (  к ) dan F\ L, К ) ga qaytishga yordam beradi.

Endi o'rtacha mehnat unumdorligi/ (  к ) ning xossalarini ko'ramiz. Ikki 
faktorli neoklassik funksiyalar uchun yozilgan 1° 5° shartlami qaraymiz:

0< f r  d̂ 1'm]=L' f(kŷ t=L' •
Bundan f \ k ) > 0 , V k >  0  ekani kelibchiqadi.

0 < T T = т А1 ' W ) | 7 = / ( * ) + A T ( * ) - £ = / < * )“ *• я * хOL oL  OL L

Demak, f ( k ) - k  • f \ k )  > 0 ,  ya’ni ushbu muhim: 

tengsizlik o'rinli.

>20 > a V = j _ ( ' a f V _ 9 _ (  )  i  

дк! гк \ д к ) ак l

Bundan f * ( k )  < 0, VJt > 0  kelib chiqadi. Shu tengsizlik — у  < 0  eka-
oL

nidan ham kelib chiqadi. Haqiqatan ham:
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Shunday q ilib , o 'rtach a mehnat unumdorligi y = f ( k )  quyidagi 
munosabatlami qanoatlantiradi:

/ (0 )  =  0, f ( k ) > 0 ,  f ' ( k ) > 0 ,  f ' ( k ) < 0 ,  V * > 0 .  (5 .15)

Bundan tashqari, y = f ( k )  funksiya uchun ushbu

munosabatlar o'rinli ekanini к о 'rsatish qiyin emas. Shu (5.15) va (5.16) larga 
ko‘ra>»=/( k)  funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata o'qiga 
urinib chiqadi va birinchi chorakda joylashgan bo'ladi (5.2-chizm a). Shu 
bilan birga,y = f ( k )  funksiya qavariqdir.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F ( L , K )  = a 0/fa L1_a . 

Bu funksiya uchun

f(k) = a0ka, f ( k )= a 0a k a' i >0, f ( k ) =  a0- a- (a -1 )-ka~2 < 0,

Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalar 1°— 12° larda keltirilgan

ko'rinishda foydalanishga noqulay. Ulami Дг,/( к),  f ( k )  va f ( k )  lar

orqali ifodalansa. ICHF bilan bog'langan turli masalalarni yechishda qulay- 
liktug'iladi:

0 к
5.2-chizma
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t

,  £ ■ * .

2*. r . L . S b S l . m .

, = Л = ^ Н Л ) , ж
К  К  к '

40 V =  =  А ( £ / ( * ) ) = / ( * )  -
CL OL

5°. г ( * ) ) - /' ( * ) .

_  5 F ( I ,/ : )  к  
6°. а = ----------------------- = l/ ( * )  -  * л * ) 1= —^—= 1  -ек F(L,K) U J 1 Lf(k) f(k) ■

7о р _  dF(L,K)  L _ / > w  К  _ k f \ k )
dL F ( L ,K ) Lf (k )  f ( k )  •

х  d F ^  ■ e F ( L > v  -  m - ¥ \ k )  _  №  k .  0

dL ' dK f ( k )  f ( k )  

w ds [ Л * ) Г - / ( * ) / ' ( * )  , № f ( k )
• dk Iл * ) Г  L / o t)]2

CT =

10°.

/ ( * ) / ' ( * )  * T ( * )

L 1 я * )Г  m - k f \ k )

K — {L'K ) = k f ( k ) .  
dK

-l
f \ k ) W \ k ) - m \

k f { k ) f m(k)

U«. L ^ ' K )  = L [ f ( k ) - k  f (k )\ .
OL

1 2 0 _ L ' d F U , K )  + K dF(L,K)  = L '
dL dK

№ .
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3-bobdabelgilashlarbo‘yicha F / L  va F / K  lar o'rta miqdorlar, ulami

d F  dF
A, = F / L  , AK = F  К  kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar ~rr  va - r r

oL oK
............................  d F  , ,  dF

marjinal (limit) miqdorlar, ulami M L = —— M K = —— deb belgilaymiz.
oL oK

Resurslar bo'yicha ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad) elastikliklari 
uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

E  (У) d F L  M '- 1
i  d L F  Al f ( k )

E  ( Y ) - d F K - M ic *  / ( * )
*  d K F  AK №

Ushbu E, + E K = E{LK) yig'indi ishlab chiqarish elastikligi deyiladi.

Neoklassik ICHF uchun K) = 1.

Resurslar bo'yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy ICHF uchun ham 
kiritiladi. Agar£^ W>1 tengsizlik o'rinli bo'lsa, ishlab chiqarish elastikdeyiladi.

M asalan , F  = a0K al? ,  a > 0 ,  P > 0 ,  a0 > 0  IC H F uchun

E(L,K) = a  + P . Agar a  +  P > 1 bo'lsa, ishlab chiqarish elastik bo'ladi.

Jarayonlarni>o'rganishda K obb-D uglas va Solou ICH F dan keng 
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik

xarakteristikalami hisoblab chiqamiz: F  = a0K aL'~a , a0 > 0 ,  0 < a  < 1 •



dk S  )
Endi So lou  IC H F uchun asosiy  xarakteristikalarni h isoblaym iz: 

F  = a\aK~p + ( 1 - а ) Г р ]"р ’ ao > 0 .  0 < a < l ,  p > - l .

2o. у  = / ( * )  = j = a 0 j [a K - *  + (1 -  a V = a ^ ak ^  + (1 -  0 ) ] 7

3°. 2  =  =  a0k~' [ak~p +  (1 -  a ) ]  " =  a 0 [ a  +  ( l - a ) * p ]  e 

4°. v = f ( k ) - k f ' ( k )  =

= a^[a^*p + ( l - a ) ]  p -■^2-[a£'p + (l-a)fcpJ p a(-p)^‘p‘ l =

J ,

= a0[a)t'p + (\ -  aj] p • [o/t'p + 1 -  a -  aJfc"p]  =

= a0 • (1 -  a)- [a*-*5 + (1 -  a ) jT ‘



dF К  8 F  L , 
Natija. 6° -  va 7 °-la rg a  ко ‘га -ГГ7 ” + ~ ' Т :  = * 

5K F  dL F

8° S{k) = — -.— = — kp+', S(k) = — k ^ -  
dL dK a  ’ a

(d S  k \ '  1 19» a = ------- =--------- , ct =----- , p>-l
I dk S j  p + 1 p + 1 K

Foydalanish qulay bo"lishi uchun neoklassik ICHF lar bo'yicha olingan 
natija va formulalami 1, 2, 3-jadvallargajoylashtiramiz:

l-jadval
Neoklassik shartlardan chiqadigan n atija lar

V о

dF  4 n k - f ( k )  , 
—  =  f ( k ) ~  к ■ f  (к) => 0 < — * - * -^ < 1  
dL J  f ( k )

sc
l^ V о f - Л * )  => / ’( * ) > o

d-F  n
— r < 0 ,  
dl?

к )  => f \ k ) < 0
017 L

er-F _ 
— =r<0, 
dK-

3-jadval
Solou IC H F  va uning xususiy hollari

F(L,K)=a 0[aК  p+ ( l - a ) L  p] p ,  a 0> 0 , 0 < a < l , p > - l

lim F(L, K) = a0K “l}~a (Kobb-Duglas)
p - * 0

lim F(L, K) = a0 m in{L, К } (tayinlangan koeffitsiyentli ICHF) 
p —

lim F(L, K)  = a0aK + a0 (1 -  d)L (chiziqli ICHF)
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Biz yuqonda ikki faktorli neoklassik ICHF ning ba’zi xususiyatlari bilan 
tanishdik. 5 .2 -§  da Kobb-D uglas IC H F (5 .3 )  diffcrensial tenglamani 
qanoatlantirishini isbodagan edik (5 3-teorcmaga qarang) Endi, aslida, bundan 
ham umumivroq tasdiq o ‘rinli ekanini isbotlash mumkin.

5 .4-teorem a Agar Y =F\L, K) -  ikJa faktorli neoklassik ICHF bo 'Isa, 
и quyidagi

d2F  K 2 d 2F
dL2 L2 dK 2 ( 5 1 7 )

ikkinchi tartibli kvazichiziqli diffcrensial tenglamaning yechimi bo'ladi.

Isbot Ma'lumki, = » ^ K 2 = T ^ ' ^ '

Bu munosabatlardan (5 .17) kelib chiqadi.
Mazkur teorcmadan (5.17) tenglamani Solou ICHF ham qanoaUantirishi 

kelib chiqadi.

5.4-§ . K obb-D uglas va Solou IC H F  uchun o 'rta ch a  m ehnat
unumdorligi xossalari

1. Kobb-Duglas ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi, m a’lumki, 

f ( k )  = a0k a , a0 > 0, 0 < a  < 1 , ko'rinishga ega va quyidagi munosabat- 

lami qanoatlantiradi (5.3-§ ga qarang):

/(0 ) = 0, f(k)>0, f'(k) = a0a k a~i >0; f'(k)  = a0a (a -1) ka' 2 > 0,

lim f ' ( k )  = lim a0a  fca_I = +oo lim f ' ( k )  = a0a  lim — = 0
*-^0 *-»+0 ° ’  0

K o'rinadiki, y = a0ka funksiyaning grafigi koordinata boshidan 

ordinata o 'qiga urinib chiqadi va botiq egri chiziqdan iborat. k ->  +oo da 
grafik gorizontal holatga intiladi, ammo u gorizontal asimptota cm as Sababi,

lim a0k a = +oo (5.3-chizma).
t-f+oo

2. Solou  neoklassik  IC H F uchun o 'rtach a  mehnat unum dorligi 

quvidagichaedi: f ( k )  = a0[a£ ~p + ( l - a ) ]  p , o^ >0, 0< a < l ,  p > - l .
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5.3-chizma 5.4- chizma

/ ( * )
Г (Л )= аЬ(1- в ) ‘ ‘*

к О

tgP = а^а р,

1Р _ Р > 0 _   ̂

5 .5- chizma

Aw al - 1 < р < О bo' Igan holni ko'ramiz. Bu holda elementar hisoblashlar 

yordamida quyidagilami hosil qilamiz:

lim f ( k )  = a0(\-ayVp > 0; lim f ( k )  = +oo ■L l  i  A  1_lx iv ik->+0 *->«o

1-UP
f ( k )  = a0 c { a  + ( l - a ) k p ] p > 0 ;

Hisob-kitoblar ko'rsatadiki. ko'rilayotgan - l < p < 0  holda у  = / (  £ )

funksiya grafigi (o; a 0(l -  a ) " Vp) nuqtadan ordinata o 'qiga urinib chiqadi 

(5.4-chizm a) va botiq egri chiziqdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o'tka-

zilgan urinma burchak koeffitsiyenti + “ dan a~' p songacha kamayadi. 
Asimptotalar mavjud emas.

Endi p > 0  b o 'ls in . Elem entar hisoblashlar yordam ida quyidagi 

formulalami topamiz:

=  0 ; l i m / ( * )  =  fl0 ( l - a ) - ,/p.lim f ( k ) =  lim т------------ 5------ ,77-
*—« k-**0 [a£-p + (J _  a) ] /p

- i/plim f ( k )  = a 0a ' vp > 0; lim f ( k )  = 0 (5.5-chizm a).
*-»+0 k-++*>

Bu h old a fu n k siy a  g ra fig i g o riz o n ta l asim p to tag a  eg a : 

f  (к) = a 0(\ -  ау^р va koordinata boshidan a Qa~^p ga teng bo'Igan 

burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi. Funksiya grafigi botiq egri chiziqdan 

iborat, chunki f ( k ) < 0 :

/ * ( * )  =  a 0a - ( - l / p - l )  [ a  +  ( l - а)- Дгр ] p ‘ ( l - a ) p - k p~' <  0  •
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5-bobga oid m asalalar
I. Quyidagi Kobb-Duglas ICHF uchun 1° -5° neoklassik shartlaming 

bajarilishi isbotlansin:

1. F ( L , K ) = j K L .  4. F ( L , K ) = V f ( 4 -

2. F ( L ,K )  = \]k L2 . 5. F (L ,K )  = Af i r i }  .

3. F ( L , K ) = V F I .  6. F ( L , K )  = \ [ F F .

II. Quyidagi Solou ICHF uchun l° -5 °  neoklassik shartlaming baja
rilishi tekshirilsin:

2К  A _  V 2 /TL

I 2
1. F ( L ,K )  = — —. 4. F ( L ,K )  = ~—

K + L J K 2 +

2 . F ( L ,A )  = i ( V ^ + V L ) 2 , 5. F ( L ,K )=  , ^ K L
4 '

3. F ( L , K ) = * K L . .  . 6. F ( L ,K ) = -  ^ K L
( ^ + V I ) 2 * ' v ’ \1(к у* + 1у*У

III. Yuqorida keltirilgan I va II bo'limdagi ICHF uchun asosiy iqtisodiy- 
matematik xarakteristikalar hisoblansin (2°— 9° lami hisoblash yetarli ).

5-bobga oid nazorat savollari
1. B ir o'zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.
2. Bir o'zgaruvchili ICHF qanday shartlarni qanoatlantiradi?
3. Kamayuvchi samaradorlik nima?
4. K o‘p o'zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.
5. K o'p o'zgaruvchili neoklassik ICHF ta’rifini bering.
6. Neoklassik shartlar nima?
7. Chiziqli-bir jinsli funksiya ta’rifini bering va misollar keltiring.
8. Chiziqli-bir jinsli va 5 -tartibli bir jinsli funksiyalar haqida Eyler 

teoremalarini aytib bering.
9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing.
10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlarni 

tekshiring.
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11. Solou ICHF uchun p —►(), p ->+<» va p —> -1  bo'lgandagi xususiy 

hollami yozib bering.
12. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami yozib bering.

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming k, f { k ) ,  f ( k )

va f { k )  orqali ifodalarini keltiring.

14. Ishlab chiqarish elastikligi ta’rifmi keltiring
15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalami 

hisoblang.
16. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi 

xossalarini keltiring.
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6-bob . IS H L A B  C H IQ A R ISH  FU N K SIY A L A R I B IL A N  
BO G 'LA N G A N  M ASALA LA RN IN G E K O N O M E T R IK  AN ALIZI

Ekonom etrika bo 'y icha m utaxassis (ekonom etrist) q o 'lid a  asosiy 
fondlar, mehnat resurslari va ishlab chiqarilgan mahsulotlar bo'yicha statistik 
ma’lumotlar bor bo'lsin, ya’ni quyidagi jadval berilgan deylik. Iqtisodiyotda 
bashorat qilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko'pincha, bu ish mos 
ICHF orqali amalga oshiriladi. Agar berilgan (m a’lum bo'lgan) statistik 
ma’lumotlargaqarab ICHF ni topish mumkin bo'lsa, bashorat qilish masalasi 
yechilgan bo'ladi. Amerika olimlari K .K obb (matematik) va P.Duglas 
(iqtisodchi) (5-bobning kirish qismiga qarang) boshqacha yo'l tutishgan. 
Ular aw aldan ICHF ko'rinishini berib, so'ngra statistik ma’ lumotlardan 
foydalangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshqa 
ko'rinishda izlasa ham qandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ulaming 
yondashuvi empirik (taqribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar 
topgan (tavsiya etgan) ICHF yordamida qator muhim savollarga javob berish 
mumkin bo'lgan.

L U l 2 • •• L„
К Kx K, • • • Kn
Y Yx Уг • • • Yn

Agar statistik ma'lumotlar bo'yicha ICHF ko'rinishini bilib olish (oldindan 
ICHF ko'rinishini tanlamasdan) mumkin bo'lib , keyin ICHF parametrlarini 
baholansa, bu yondashuv ma’ lum ma’noda optimal bo'ladi. K o 'p  hollarda 
L, К  va F lam ing  makroiqtisodiy qiymatlariga qarab ICHF ko'rinishini 
aniqlash mumkin. Awal ba’zi xarakteristikalar o'zgarmasyoki birorqonuniyat 
(funksiya) bo'yicha o'zgaradigan hollarni ko'ramiz.

6.1-§ . Iqtisodiy k o 'rsa tk ich lar o 'zgarm as bo 'lgan  hollar

1-hol. Fondlar bo'yicha limit unumdorlik o'zgarm as bo 'lsin , ya’ni

dF( L ,_K) _ Q _  const > p. Bundan f ( k )  = а к + с kelib chiqadi.
dK
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] (
Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz: L - f ( k )  = L - a •— + c - L = a K  + cL,

L
y a’ni F(L ,  K )  = aK + cL -  chiziqli ICHF.

2-hol. Endi mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarm as bo'lsin , y a ’ni

—  = f ( k ) - k  f ' ( k ) = a ,  a = const > 0 . Bu holda f ( k )  ni topish
8L

uchun f ( k ) - k f \ k )  = a  binnchi tartibli chiziqli differcnsial tenglamani

yechishga to 'g 'ri keladi. Uni ushbu f ( k ) = —f( k )~ — standart ko'rinishda
к к

yozamiz va integrallaymiz:

e  ^ d i e  У * *  -

D em ak , f ( k )  = c k  + a .  Ik k i tom on in i L g a  k o ‘ p ay tiram iz : 
F\L, K) = с  K  + a L . Yana chiziqli ICHF hosil bo'ldi.

3-hol. L resursni К  resursga almashtirish limit normasi S  o'zgarmas

bo'lsin, y a’ni k ^  ^  = S , S  = const > 0 .  Bu holda ham / ( к )  ni
f '(k )

topish uchun binnchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim 
bo'ladi. Uni

/ ’( * ) _  1 
№  S + k

o'zg aru vch ilari alm ashadigan birinchi tartib li d ifferensia l tenglam a 

ko'rinishidayozish mumkin. Integrallash natijasida ln / (£ )= ln (S + £ )+ ln c  

yoki f(k )= c  (S+k) funksiya hosil bo'ladi. Uning ikki tomonini L ga 

ko'paytirish natijasida yana F (L ,K )= cS L + cK  chiziqli ICHF ga kelamiz.
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4-hol. Endi L resursni К  resurs bilan almashtirish elastikligi a  
o'zgarmas bo'lgan holni ko'raylik, y a ’ni

(d S  k \ '
0 -| ~T, о I , bunda a = const > 0 -

dS к 1
Bundan ushbu o 'zgaruvchilari ajraladigan (5  ga nisbatan)

dk b a

. dS \ dk . . . .  
differensial tenglama hosil bo 'ladi. Uni ~ = — ~  ko'rinishda yozib

и  О  /С

integrallaymiz: S(k)=c}k^a , c t>0. S (/ t)o ‘m ig a o ‘zifodasini qo'yamiz:

т - к п к )  
f\ k )  1 •

Bundan ushbu

f\ k )  _  1 
f ( k )  k + Cik ],a ( 6 1 )

ko'rinishdagi o 'zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo 'ladi. Uni 
integrallash uchun aw al

dk
J = i к + с хк' ,а

0-1

noaniq integraini hisoblab olamiz Quyidagi к ° = x  almashtirish bajaramiz

Unda, ravshanki, -------к ^ndk = d x .
CJ

dxr dk _ r  k ^ d k  a  ,  от 

J * ^ ( ° - i V o +C|)  + c , " o - l J x + c ,

Г (  —
■

(  —  }\ Щк °  +c. + lnc: Ф l
= ------ In

CT- 1
с , к ° + c ,

П  J . Л  J

Shunday qilib
■ ' - M i

к a +c,  
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Endi (6.1) tcnglamani integral I asa bo'ladi:

1п / (* )  = - ^ - Ц  
o - l

Bundan

к a +с^

f ( k ) = c ; к ° +c,
0-1

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko'paytiram iz. Sodda almashtirish 
natijasida F  (L, K)  uchun quyidagi

F(L,K) = a0[,K-> + (l-a )L p]~t 
ko'rinishdagi funksiya hosil bo'ladi, unda

ao = [ ( l+ c i) -c:]« ^ ,  a  = — . 1 - a  = - —1— ,  =
1+cj 1+ q  a

Dcmak. а Ф 0 , а Ф 1 bo'lganda biz Solou ICH F ga ega bo'ldik.

Agar a  = 1 bo'lsa, tcnglama —  —=1 yoki ko'rinishga keladi.
dk S  S  к

Undan ln S  = lnfr +  ln c  yoki S = c - k  kelib  chiqadi. Endi / ( £ ) g a  
nisbatan diffcrcnsial tenglama

f\ k )  = 1 
f ( k ) ( l + c , ) *

1
k o'rin ish d a b o 'la d i. U ni in tegrallaym iz: ln / (£ )= -------ln£+lnt\ yoki

l +4

f ( k )  = c2k^°*Ci\  c ,> 0 , Cj>0. Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:

_ i_  _3_ 
f ( L , K )  = c2K l+Ci LUci ■

Bunda с ,> 0, c 2>0 b o 'lg a n i uchun a  = --------< 1 , l - a =  С-  ■ < 1 ,
l+ c . l+ c ,

1 c.
------- + — *— =  1. Shundav qilib, bu holda Kobb-Duglas ICH F hosil bo'ladi.
l+ c ,  l+ c ,

93



I

A g ar о —> + 0 b o 'ls a , P _>+0° .  H aq iqatan , l i m ( l - o ) / o  =ft Ы-П '

ICHF ga egamiz.
5-hoL. Fondlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'zgarmas bo'lsin, ya’ni

debyozam izvaintegrallaym iz: In f ( k )  =  a  In к +  In c  yoki f ( k )  = c -k a .

Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz: F (L ,K )= c -  L-(K/L)a = c- K aL141 Biz
yana Kobb-Duglas ICHF ga keldik.

6-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'zgarmas deylik,

kabi yozamiz. Uni integrallabtopamiz:

l n / ( * )  = ( l —P ) ln *  + l n c , c > 0  yoki f ( k )  = c k '~p .

Ikki tomonini L ga ko'paytirish natijasida yana F ( L , K )  = c ■ k'~^I?,

с  > 0 ,  0  < p < 1 ko'rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil qilamiz. 

Demak, quyidagi xulosalami bayon etamiz:
1. Fondlar va mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lganda 

mos ICHF chiziqli bo'ladi.
2. L resursni К  resursga almashtirishning limit normasi o'zgarm as 

bo'lganda mos ICHF chiziqli bo'ladi.
3. L resursni К resursga almashtirishning elastikligi o'zgarmas bo'lganda 

mos ICHF Solou funksiyasi ko'rinishida bo'ladi.

O - H f l  *

= lim (l/o - 1) = - к » . M a’lumki, p —► +®  da biz tayinlangan proporsiyali

dF L
ya’n i --------- -Qt=const>Q ■ Bu holda

d L F

differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni

f ( k ) - k f ( k ) 

m
=P ko'rinishdagi

f(k)_  1-P
m  к
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4. Fondlar va mehnat elastikligi o'zgarm as bo'lganda mos ICHF Kobb- 
Duglas funksiyasi bo'ladi.

6 .2-§ . Funksional iqtisodiv k o 'rsa tk ic h ia r  holi

1-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik ushbu

d F  К к- f ( k )  ak 
dK F  f ( k )  ak + b ’ a > 0, b > 0

ko'rinishdagi kasr-chiziqli funksiya bo'lsin. Ravshanki,

0 < —7 —- < 1 ,  V * > 0 - A g a r  ф (*) =  —;— — belgilashni kiritsak, ф (*) 
ak + b ak + b

funksiya quyidagi munosabatlami qanoatlantiradi:

ab .  vt b л 
т > 0  Ф (At) = — ----------- —<0
Г > Iф(0) = 0 . (afc + fe) 3

Bundan funksiya monoton o'suvchi va yuqoridan 1 bilan chegaralangan 
botiq ekani kelib chiqadi (6.1-chizm a). Shu bilan birga, gorizontal to 'g 'ri 
chiziq asimptota bo'ladi, chunki

aklim <p(k) = lim ° k - = lim —
*-»«  ak + b a  + b/k

= 1 ; lim = 0.
ak + b

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan <p'(0) = a/b  gateng bo'lgan 

burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi (6. 1-chizm a).

ICHF ko'rinishini aniqlash uchun quyidagi
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k f ' ( k )  ак . f\ k )  а
f ( k )  ak+b  yokl f ( k )  ak + b 

o'zgaruvchilan ajraladigan difTerensial tenglamani integral I aymiz

In f ' ( k )  = ln(ojfc + b) + In с yoki / (к) = c(ak + b ) , s>  0.

Ikki tomonini L ga ko'paytiram iz, natijada F(L, К )=caK+cbL 
ko'rinishidagi chiziqii ICHF hosil bo'ladi.

2-hol. Endi mehnat bo vicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya bo'lsin, 
ya’ni

dF L , k f ' ( k )  ak
dL F  f ( k )  a k + b • f l > 0 ’ A>0

Bundan

k f ' ( k )  b f ' ( k )  b 
f ( k )  ak + b yokl f ( k )  к (ak+b)  

ko'rinishdagi yana o'zgaruvchilari ajraladigan difTerensial tenglama hosil

bo 'lad i. \>(k) = —-— — devlik. R avshanki, 0 < —— -< 1  Va quyidagi 
ak+b ak+b M 3 b

munosabatlar o'rinli:

* » > = • •  v W - ( S > 0 . v * > o

Dcmak, \\i(k) funksiya monoton kamayuvchi va qavariq. Uning grafigi

y'(0) = - a / b  burchak koeffitsiycnt bilan ( I ;  0) nuqtadan chiqadi (6.2- 

chizma). Abssissa o 'qi shu funksiya uchun asimptota bo'ladi, chunki

b
lim y(k)  = 0 , l im — — = lim —— — — = 0

*-♦+« *-***> к k(ak + b)

tcngliklar o'rinli.
Endi yuqonda hosil bo'lgan diffcrcnsial tenglamani integrallaymiz. Uni 

ushbu
f ' (k )  1 ____ a__

f ( k )  к ak+b

ko'rinishdayozib olamiz. Undan
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скг
ln/(Ar) = ln ( f r ) - ln ( a £  + A) + l n c ,  o O y o k i  / ( * )  = + ̂  

kelib chiqadi Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz:

F ( £ , * )  = Lc Ш
a-K/L + b aK + b L '

Bu Solou ICH F funksiyasidir. Haqiqatan, elementar o'zgartirishlar 
ko‘rsatadiki,

CKL = C[K-'I7'{aK + bL) J' =■ b K '+ - ? — L'
a + b a + baK  + bL  L J  о  + b

bunda

С  b . i  j  л ,
fl0 = ---------- >  0 , ---------- =  /1 >  0 , ---------- =  1 -  Л ,  Л  >  0 ,  p  =  1.

f l + o  a + o  a  + о
Shunday qilib, mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya bo'lsa, 

mos ICHF Solou funksiyasidan iborat bo'ladi.

6 .3-§ . IC H F  ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari

Agar ishlab chiqansh faktorlari (makroiqtisodiv erkli o'zgaruvchilar) 
Kxa L o'zgarishi bilan ishlab chiqarilgan (ishlab chiqariladigan) mahsulot 
miqdori (yoki m illiy  daromad) o 'zgarm ay qolsa, y a ’ni F(L , K) = c, 
с = const >  0, biz bir parametrli egri chiziqlar oilasiga egamiz. Xususan. bu 
chiziqlar to 'g 'ri chiziqlar oilasi bo'lishi mumkin. Umuman, F(L, К) = с 
chiziqlar oilasininghar bir chizig'i F\L,K) ICHF mng sath chiziqlari bo'ladi 

IC H F ning har bir sath ch iz ig 'i izokvanta deyiladi. Izokvantamng

nuqtalarida ICHF ning qiymati o'zgarmaydi va s = s0 bo'lganda V(L,K )

uchun F ( L , K ) = c 0 bo'ladi. Har bir s = s0 uchun bitta izokvanta mos

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko'p. Har bir izokvanta grafigi birinchi 
chorakd a jo y  lashgan.

Endi izokvantalaming differensial tenglamasini chiqaram iz. Uning 
uchun F(L, K ) - c  ning ikki tomonini differensiallaymiz:

6 F  oF  dF(L , K ) = — d L + — dK = 0 
dL dK
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bundan

d K _  BF(L,K) /dF(L,K)
dL dL /  dK  (

tenglik kelib chiqadi. (6.2) tenglik izokvantalaming differensial tenglamasidir. 
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani 
yozamiz.

Agar F(L,K) = a 0K a L'~a bo‘ Isa, ushbu

—  = a0( \ - a ) K aL-a , —  = a0a K a-'L'-a 
dL 0 ’ dK  0

hosilaga ko'ra

dK  1 -a  К
<6 -3 >

d ifferen sia l tenglam a ke lib  ch iqad i. (6 .3 ) ning um um iy yech im i

a0K a L'~a = c  izokvantalaming tenglamasidan iborat. Haqiqatan, (6.3) ni

dK  1 - q  dL 
К a  L

ko'rinishda yozamiz va integrallaymiz: ln/f = ( -  (1 -  a )/ a)ln  L + Inc, с > 0.

1—Cl 1-0
Bundan K  = cL  “ yoki K L a = c  kelib chiqadi. Ikki tomonini a 

darajagako'taramiz: K a Ll a = c “ • Buesa, izokvantalaming tenglamasidir.

Agar F(Z,,AT) = o0[ aK  ^  +(1-0)/,"**] p bo'lsa, ushbu

(-P )-(1 -a)-■ L -’ -1,
dF(L,K)  _ f  1

’ —On
dL 

dF(L
dK

hosilalami topamiz. Shunga ko'ra

dF d F _ \ - a  K p"  
dL dK  a  Lp+I '

Shuning uchun Solou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini
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dK  _ 1 - a  K ptX
dL a  I?*' (6 4 )

ko'rinishdayozish mumkin. Bu (6 .4)o ‘zgaruvchilari ajraladigan difTerensial 
tenglamadir Uni intcgrallasak, yana izokvantalaming tcnglamasiga kclamiz. 

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarini bayon etamiz:
1°. Izokvanlalar о  'zaro kesishmaydi.
Haqiqatan. har bir izokvanta (6.2) difTerensial tenglamaning integral 

to ‘g ‘ ri c h iz ig ‘ idan iborat. (6 .2 ) tenglam aning o ‘ng tomoni d iffe- 
rensiallanuvchi ( L va К  bo'yicha), chunki faraz bo‘v ich aF (Z , K)  funk
siya  L va К  lar bo'yicha ikki marta uzluksiz difTerensiallanuvchi. Shu

sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra. /?; sohaning har bir nuqtasidan vagona
egri chiziq (izokvanta) o‘tadi.

2°. Har bi r izokvanta bo  'ylab К = К  (L) funksiya kamayuvchi va 
qavariq.

K  = K(L)  funksivaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o'zidan

ko'rinib turibdi. chunki (6.2) ga ko'ra —  — j  < 0 . Endi shu funksivaning
dL

qavariqligini isbot etamiz. Buning uchun

^ > > 0  
dL2

tengsizlik o‘rinli ekanligini korsatamiz 

* . d K~dL uc^un k , f ( k )  va f ( k )  orqali ifodani yozamiz:

d K _  dF J d F  f ( k ) - k f \ k ) _ №  h 
dL 8L/ dK  / '( * )  f \ k ) ■

b»di d 2K(L)/dL2 ni hisoblaymiz:

£/L-d ( /<*) . ,/1_Г l / ' ( * ) ] J - / ( * ) / ' ( * ) . . l a *
A 3 - * [ / ’(* ) ) T  [/ '( * ) ] J \dL =

г к
- / (* )/ • ( * )  dL / (* )/ • (* )

l/ '(* )]2 I? [/ '(*)]2

{ . M L +k\ L. K  
I / ' ( * )  J
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Ushbu

<2 = ap + b ap + b}
to 'g'ri to'rtburchakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi 
(6.8-chizma):

S(p)= у  C*-t >0, 0 < p < +oo . (ap + b)
Shu S(p)  funksiya uchun ushbu

S(p)  > 0 , 0 < p < +oo, l im S(p)  = l im S(p) = 0 .P—►+() />-»+«
m unosabatlar o ‘rin li. Bu 5(/>) funksiya (0 ; +oo) in tcrvalda biror 
/>0 € (0; +oo) nuqtada o'zining eng katta qiymatiga crishishini anglatadi. 
Shunday qilib, izoklinalning optimallik bclgisi sifatida ^ t o g n  to rtburchak 
yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, y a ’ni

Shu masalaning ycchimi p 0 optimal izoklinalni. y a ’ni К  = p0 L numi aniq- 
lavdi. Yuqoridagi mulohazalarga ko'ra bu masala ycchimi mavjud. Endi shu 
ycchimni (ya ’ni p0 ni) topishga kirishamiz.

S ( p )  funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va S ( p  ) funksiya yagona 
statsionar nuqtagaega. Dcmak, shup0 = b l a  nuqladaS(^ ) funksiya o'zining 
eng katta qiymatiga erishadi. Shunday qilib , K={b/a )x L magistral 
tenglamasidir (6.8-chizma).

Chiziqli ICHF izokvantalarining magistrali qiziq hossaga ega. OAB 
uchburchak teng yonli, y a ’ni OD-AD  ( RDLOA). Haqiqatan. В nuqta 
koordinatalarini topamiz. Buning uchun aK  + bL = C0 , K= (b/a)-L 
tcnglamalarsistemasiniycchamiz Ravshanki,Z0= C0/(2b ) ,K Q= C0/(2a). 
A nuqtaning abssissasi esa CJb  edi. Bundan OD = OA. Dcmak, Д OAB

-> m a x , 0  < p  < + o o .

S'(p) = 0; b -ap  = 0 ;  p0 =b/a.
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tengyonli ckani kelib chiqadi. Shuning uchun Z BOD = Z BAD. Endi 
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo'ladi. Buning uchun Z A 
burchakni o'lchaym iz va koordinata boshida shu burchakka tcng burchak 
yasaym iz. Shu burchakning og'm a tomonini davom cttiram iz, u AE 
izokvantani В nuqtada kesib o'tadi. OB chiziq magistral bo'ladi (6.9- 
chizma).

Biz chiziqli ICHF uchun uning izokvantalariga mos magistralni qurish 
usulini bayon ctdik. Ammo bu usulni chiziqsiz ICHF lar uchun bevosita 
qo llab bo'lmaydi. Ba’zi hollarda chiziqlilashtirish usuli yordamida masalani 
yechish mumkin.

2. Endi Y =a0K a Ll~a Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni 
topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chiziqsiz, uni chiziqlilashtirish 
mumkin. Chiziqlilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb-

Duglas funksiyasi izokvantasi a 0K aL'~a =C# tenglamasining ikki 
tomonini loganfmlaymiz:

С
lnC0 = lna0 + a l n K  + ( l  - a ) l n L  yoki a  InK  + ( l - a ) l n L  -  In-S-.

Oo
Ushbu К , = In К , L , = In I. belg ilash lam i kiritam iz. N atijada 

a  K t + ("1 -  а )Ц  = /л(С,/ц,) munosabat hosil bo'ladi. U a A !, + (1-0)/ ,
ko'rinishdagi chiziqli ICHF ning izokvantalari tenglamasi.

Shu L l , K l o'zgaruvchilar bo'yicha magistral tenglamasini yozish
roumkin: K t = ( l - a ) / a - L , . Eski o 'z g a ru v ch ila rg a  q ay tam iz :
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л * L + — L - K  
L/ (* )/ * (* ) / ’ (* )

[/ '(* ) ] Z.2
[Л*)Г/*(*) 1 

[/ '(fc)]3 L
Shunday qilib,

<a!  [/•<*)]> l ■

Oxirgi ifoda musbat. chunki f ( k )  > 0 ,  f ( k )  < 0 . Bu esa, izokvan- 
talaming qavariqligini korsatadi

3®. Izokvantalar gorizontal va vertikal asimptotalarga ega.
Ular abssissa  (L) va ordinata (AT) о  'qlaridir.
Bum isbotlash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz:

Oxirgi ikki tenglik mazkur hossani isbot etadi (6.3-chizma).

Kevingi mulohazalarda F(L, K) = c  izokvantani У deb belgilaymiz.

tengsizliklar o'nnli. Boshqacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharq 

tomonga qarab yuqoriga harakat q ilinsa, birin-ketin - , J C„
izokvantalami kesib o'tadi va ICHF qiymati ortib boradi (6.3-chizma). 

Endi izoklinal ta’rifmi keltiramiz.
Ta ’rif. Izoklinal deb shunday chiziqqa aytiladiki, uning  g r a f i g i  

koordinata boshidan chiqadi va izokvantalar bilan kesishgan nuqtalarida

lim к  = lim =+oo
l-**o L ’

Ulardan quyidagi munosabatlar kelib chiqadi:

R avshank i, c, < c2 < ...< c„ <... b o 'ls a , J ^ < J Ci<.............< J Ĉ <...
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jzokvantalarga о  'ikazilgan ur inmalar p a r a l l e l  b o  ‘ladi. Shu pa ra l l e l  
urinmalar izokostalar deyi ladi  (6.4-chizma).

M a’ lumki, izokvantalarning differensial tenglamasi osongina topiladi 
(6.2-ga qarang). Endi iqtisodiyot uchun muhim bo'Igan izoklinal differensial 
tenglamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan 
shug‘ullanaylik. Ta’rif bo'yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chiqadi 
va I chorakda joylashgan. Izoklinal chizig'idagi o'zgaruvchilami I ,  va AT, 
deylik . (Lr  K {) nuqtadagi burchak koeffitsiyenti dKjdL^  boMadi. 
Izokvantalar differensial tenglamasiga ko‘ra kesishish nuqtasida ulaming 
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniqlanadi:

= _ 5 а д . а щ д )
dL dK

Izoklinalga (Lx, £ ,) da o'tkazilgan urinma L o'qi bilan ц/burchakni, 
izokvantagashunuqtadao'tkazilganurinmaZ, o'qi bilan ф burchak tashkiI 
qilsin deylik (6.4-chizma). Unda t g a  = /#(ф - ф )  boMadi. t g a  = p  deb 
belgilaymiz, bu holda

( d K \  dK ,
tg\\> -  t g y  _ \ dL У(/,.дг,) dL,

\+tgy  t g y  xJ j k \ A

(6.5) ni yana ushbu ^

(6.5)

p= .

dF(Lx, K x) t dF(Lx,K x) d K , 
dLx________ 6KX ' dLx

dF(Lx, K x) d K , dF(L,tK x) 
dLt dLx d K x

(6 .6)

101



ko 'rin ishda yozish mumkin. M a’ lumki, ( I , .  A ,) nuqta F(L, K) = С 
izokvantada yotadi. Demak, F(Lr  K t) = C bo 'ladi. Endi (6 .6) va shu 
tengliklardan ixtiyoriy o‘zgarmas С ni chiqarib yuborsak, natijada izoklinal 
difTerensial tenglama kelib chiqadi. So‘ngra Lx ni L ga, Kx ni К  ga 
almashtirib qo'yish mumkin.

Izoklinallar ishlab chiqarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish 
yo 'lin i ko'rsatadi. Agar ( I /f K )  nuqta izokvantada yotsa, unga o'tkazilgan 
urinma (izokosta) tenglamasi

K - K , =  —  
‘ dL

(L -L . )
(ЦЯ)

ko'rinishda bo'ladi. Izokostalar parallel bo'lgani uchun ixtiyoriy izokvanta

dK
uchun ----

dL
= Y, y  = cons t  bo'ladi. Shu sababli izokosta tenglamasi

О**,)
K - y  L = K , - y  L, ko'rinishni oladi. Uni umumiyroq, (o,/T + t02Z, = (0 j

ko'rinishda yozsak, со, AT + co2Z, miqdor ishlab chiqarish resurslari sarfini 
anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqarish xarajatlar o'zgarmas bo'lgan 
nuqtalar geometrik o'mini anglatadi.

6.4-§. ICHF ning m ag istra llari. C hiziq libshtirish  usuli

Faraz etaylik, Y=F(L, K) chiziqii va neoklassik statik ICHF bo'lsin. 
Eslatib o'tamizki, ICHF ning izokvantalari F[L, K) = C tenglama bilan 
tavsiflanadigan chiziqlardan iborat. Izoklinal esa koordinata boshidan 
chiqadigan va barcha izokvantalami o'zgarmas burchak ostida kesib o'tadigan 
chiziqdir. Izoklinallar soni cheksiz ko'p. Ular ichida magistral deb ataladigan 
va iqtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish 
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (m illiy  daromad) hajmini 
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal ch iz ig 'i 
magistral  deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq 
davrga iqtisodiy o'sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma). 
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chiziqsiz 
ICHF uchun esa chiziqlilashtirish usuli keltiriladi.

1. Chiziqii ICHF uchun magistrallami qurish usulini bayon etamiz. Faraz 
etaylik, ushbu F(L, K) = aK+ bL, a>0. b>0 chiziqii ICHF berilgan bo'lsin.
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Unda mos izokvantalar aK+ bL= С tenglama bilan beriladi. Tenglamada 
С -  ixtiyoriy musbat o'zgarmas son. Shuning uchun aK+ bL= С tenglama 
bilan parallel to 'g'ri chiziqlar oilasi berilgan, aniqrog'i, shu to 'g'ri chiziqlar- 
ning I chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, С = C0 da 
aK+ bL= C0 to 'g'ri chiziq abssissa o'qidan C0/b, ordinata o'qidan CJa  
kesmani kesadigan, (C0 / b; 0) va (C0 la ,  0) nuqtalami tutashtiradigan kesmani 
tasviflaydi (6.6-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan.

Koordinata boshidan chiqib, I chorakda joylashgan nurlar cheksiz ko‘p. 
Ular to 'g 'ri chiziq kesmalaridan iborat bo'lgan izokvantalami albatta kesib 
o*tadi. (6.7-chizma).

Ushbu К  = pL , 0<p < +oo ko'rinishda berilgan ixtiyoriy nur koordinata 
boshidan ch iqad i, I chorakda jo y lash gan  hamda barcha kesm a -

_ ap + b
izokvantalami o'zgarm as burchak ostida kesib o 'tadi: rSa  -  ^ _ q .

Ravshanki, o<a<- Masa!a K=pL ko'rinishdagi cheksiz ko'p izoklinallar
2

(nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi 
keltiriladi va masala yechiladi.

Quyidagi sistemani ko'ramiz:

| aK + bL = C0 ,
( К  = pL .

Bu ikki noma’ lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz:

i  _  Q  v  _ p  Q  
ap+ b '  0 ap  + b ’
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In/f = ( l - a )/ a - I n Z , . Bundan К = L(]~a)la magistral tenglamasi kelib 
chiqadi. Bunda а  -  parametr. Shu parametrning 0 < a  <1 dagi turli 
qiymatlariga qarab magistral turli chiziqlardan iborat boMadi:

1) 0 < a  < 1/2; 2) a  = 1/2; 3 ) l / 2 < a < l .
Agar а  = 1/2 bo'lsa, K = L . Magistral I chorak bissektrisasidan iborat 

(6.10-chizma). Agar, masalan, а  = 1/3 bo'lsa, К  = L2 bo'ladi. Bu holda 
magistral К  = L2 parabolaning L £ 0 bo'lgandagi yarim shoxchasi (6.11-

chizma). Nihoyat, а  = 2/3 bo'lganda magistral tenglamasi К  = VZ bo'ladi.
Bu K - L 2 ga teskari bo'lgan K = -JZ chizig'ining 1 chorakdagi qismi 
(6.12-chizma).

Misollardan chiqadigan natija shuki, ko'rilayotgan holda magistrallar 
graflklari asosan uch turli bo'ladi (6.10-, 6 .11-, 6.12 chizmalar).

6.12- chizma

3. Chiziqlilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish 
mumkin. M a’ lumki,

F (L ,K )=a^aK~p p , a 0 >0,  0 < o < l ,  p > - l .
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

ай[аК~> =C„ C0 > 0.
Bu tenglikning ikki tomonini ( -  p ) -  darajaga ko'taramiz:

( c „ r

К
alC* + ( \ - a ) L p =

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

K~p = K x, L'p = Lx •
Natijada yangi LX, K X o'zgaruvchilarganisbatan chiziqii ifodaga kelamiz:
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Bu tenglama a K ,+ (1 -  a) L , chiziqli ICHF izokvantalari tengla
masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

* , = — A .a
Eski o‘zgaruvchilargaqaytamiz: K~p = (\-a)/a-  L~p yoki K=[a/(  1 -  

- a )\ ^ p L- Oxirgi munosabat koordinata boshidan chiqadigan, burchak 

koefFitsiyenti [a/( 1 -  a)\ p̂> 0 ga teng bo'lgan numi anglatadi. Agar <7=1/2 

bo'lsa, K = L -  I chorak bissektrisasi, p = I bo'lsa, AT=[o/(l-a)]-Z, -  

burchak koeffitsiyenti a / ( l - a )  ga teng bo'lgan nur bo'ladi. Ixtiyoriy a ,

0 < a  < 1 uchun p -> -ко da magistral K  = L holatga intiladi, p -1 da

magistral A T= [(l-a)/o]-Z  holatga intiladi.
Yuqorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziqlilashtirish usulini 

qo 'llan ib , mos m agistral tenglam alarin i topdik. Bu usulni ix tiyo riy  
chiziqlilashtirish mumkin bo'lgan ICHFgaqo'llash mumkin.

6.5-§. ICHF ko 'rin ish in i m akroiqtisodiy L , К  va Y 
o 'zgaruvch ilarn ing sta tistik  q iym atlar i bo 'yicha aniqlash

Agar ICHF ni biror ko'rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga qarang) 
izlamoqchi bo'lsak, uning parametrlarini EKKU yordamida topish mumkin. 
Ammo makroiqtisodiy o'zgaruvchilarning statistik qiymatlari bo'yicha ICHF 
ko'rinishini aniqlab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun 
qo'shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko'rsatamiz.

Faraz etaylik, makroiqtisodiy L, K \ a Y  o'zgaruvchilarning quyidagi 
statistik qiymatlari berilgan bo'lsin:

. I

L u L: L3 • •  • Ln
К Ky K2 K: •  • • Kn
Y Yu Y* •  • • Ym,

Bu jadvalda L < L HX, K,  < K „ ,  Y)t < YHt . / = 1 ,л -1  Biz 
neoklassik shartlami qanoatlantiradigan ICHF ko'rinishini aniqlash masalasini
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qo'yamiz. Yuqorida keltirilgan Yit, j  = l , n - l  , qiymatlar masalani yechish
uchun yetarli emas. Agar yana ba’zi qo'shimcha kuzatuvlar olib borilsa, 
masalani yechish mumkin bo'ladi. Buni ko'rsatish uchun Ytj= F\Lt, AT),i * j , 
qiymatlami ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik 
shartlarga ko'ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

Yt2 = F(L,,K2) = F(Lt,K l ) + yl , Y, >0,
Yli = F(L2,K i )= F (L 2.K 2) + y2, y2 > 0, K2 < KJt

Y2l = F(L2,K l)= F(L ],K l) + 5„  5 ,> 0 , L,<L2. 
Yi2 = F(Li ,K 2)= F (L 2,K 2) + 8 2, 6 2 >0, L, < L,,

Ym,_l = F (L „K m_l) = F(L._l,K._,) + 5„, 8 ,> 0 ,

Kuzatuvlar natijasida y|f y^,, 6 ,, 6 ,, 6 .̂, miqdorlar topilgan
bo'ladi. Umuman, kuzatuvlar yordamida quyidagi matritsa elementlarini topib 
olish mumkin:

r ,2 • Y }•• -* in

II■-Ч

II r * ^  ••• У*

Л .. r . ,
Shu ma’ lumotlardan foydalanib, barcha asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami hisoblab chiqish mumkin. Ular quyidagi lardan iborat:

k = K_ v F{L„K,) F(L„K,) d F d M
1 v  *  A ’ ' K, • v' =~ dL *

= Э Л ^ Л )  a  _ dF\L„K,) K, _ dF\L„K,) L,
П dK ' ‘ dK F\L„K,y Pl c>L / ^ Д ) ’

0  _ dF(L„K,)dF{L,tK,) n J d S ,  к, X  
dL ' dK ; 1 [dk, J ,  J ■
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Bunda kf y f  zt lar uchun i = 1, 2 , и; v(, r(, a ( P( va St lar uchun
i = 2 , 3 .......n—\; o ( lar uchun esa, / = 3 , 4 , . . . ,  л-2 .
Yuqoridagi formulalardan ko'nnadiki. hosilalar qatnashgan hollarda o'sha 
hosilalarni bizga ma lum ma’lumotlar yordamida hisoblash lozim bo'ladi.

Jumladan, V( va rt miqdorlar ushbu

dL A-i
dF(L„K,) F(L„K^)-F(L„K,_,) r  = ~ . 

c K  "
(6 5 )

taqnbiy formulalar orqali hisoblanadi. Bu (6.5) formulalar xususiy hosilalarni 

R2 sohaning ichki ( i j )  tugun nuqtalanda taqnban almashtinsh uchun 
ayirmali munosabatlar  deyiladi (6.13- va 6 .14-chizmalar).

ii.p l)

( М. Л (»./) (Н-1.У)

О .Я )

------
(1-1.0) (1,0) (r+1.0) 

6.13-chizma

I
-

К

0 > h <

6.14- chizma

Chizmalarda ( i j  ) tugun nuqta ( L ., Kj  ) = (/ h, j l ) ni anglatadi. 
unda h - L  o ‘qi bo‘yicha, / esa К  o ‘qi bo‘yicha qadamni anglatadi, (0; 0) 
tugun nuqta koordinata boshini bildiradi.

Shundav qilib. osongina hisoblanadigan

У„ h ,  L,/Y,> K / Yt> vi Ba r,

miqdorlar yordamida qolgan a t, , S. va cj miqdorlami ham hisoblash 
mumkin. Ulami 12 ta ustunga joylashtiramiz (6.1 jadvalga qarang). 7- 
ustundan boshlab. har bir ustundajoylashgan sonlami sinchiklab kuzatamiz 
Ba’zi ustundagi sonlar deyarl i  o ‘zgarmasligi yoki biror qonun bo‘yicha

109



o'zgarayotganligini payqab qolsok. unda 6.4-§ dagi mulohazalarga asoslanib, 
ICHF ning ko'rinishini aniqlab olish mumkin U funksiya neoklassik ICHF 
bo'lishi kerakligi ravshan.

Yuqoridagi mulohazalami shartli statistik ma’ lumotlar uchun misolda 
amalga oshiramiz. Awalo, К \aLi larjadvalini yozamiz:

К 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
L 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2,5

Endi l^ ia r  uchun A matntsa clemcntlarini yozish kerak bo'ladi. Ammo 
masalam ycchish uchun shu matntsaning bosh diagonal elcmcntlari Y
i ш 1,6 , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal 

elemcntlan Y.^,  j = 1 ,6-1 va undan pastda joylashgan diagonal elemcntlan 

У((-1, i = 2 ,6 qiymatlari yctarli bo'ladi. Shu qiymatlami keltiramiz:

Yu = 1,414; Yn  = 1,382; Y„ = 1,352; Yu  = 1,330; Y„ = 1,309; Tu  = 1,290; 
Yu  = 1,483; Y„ = 1,587; Yu  = 1,691; Yts = 1,794; Yu  = 1, 897;
У31 = 1,999; У32 = 1,556; Yn  = 1,661; Yu  = 1,766; Y„ = 1,871.

Endi hosilalami hisoblaymiz ((6.5)-ga qarang):

a F t f , .* , )  x 1,336-1,483 C5 сР(Ц,К,) x 1,661-1587 _
dL 0,2 ’ ’ dL 0,2 ’ ;

dF(Lt ,KA) K 1,766-1,691 Q275 . 1,871-1,794 g
dL 0,2 dL " 0,2

dF(A».*i) x 1.587-1,449 Q ^  dFjL^K,)  ̂1691-1,556
d K  ~ 0 ,2  ’ ’ d K  ~ 0 ,2

dF{Lt ,Kt )  ̂ 1794-1,661 QGC5 дГ(Ц,К}) 1,897-1,776 
dK 0,2 ’ дК 0,2

Topilgan qiymatlardan foydalanib, a  va (3 lami hisoblash mumkin: 
a 2 = 0,449; a ,  = 0,449; a 4 = 0,500; a ,  = 0,500;
P2 = 0,504; p, = 0,501; p4 = 0,449; p, = 0,504.
Bundan tashqari, St, i = 2,3,4,5 va o t , i = 3 ,4, qiym atlam i ham 

hisoblaymiz:
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v ^ = 013 6 5 = = I l = MZO = o,549;
r , 0,690 r3 0,675

s 4= — = ^ 7 7  = 0’563; 5 ,  = -  = ? 4 ? ?  = 0,588;0,665 0,655

a ,  =
(  dS3 k3 )

-i
( s < - S 2 * з Г _ | r 0 ,5 6 3 -0 ,5 2 9 0,545 Y

[d k j <kA- k 2 S>)  ̂0 ,5 6 5 -0 ,5 2 4 0,549 J
(  0,034 0,545 Y ' J 18530 T* _10,04 Г  0,549 J v 22509 J ’ ;

_  f  dS* kA 
4 [ d k '  S4>

= f “  U

r ‘ ' S s - S j  k4 Y* (0 ,5 8 8 - 0 ,5 4 9  0,565 Y ‘
 ̂*5 -  *3 S 4

039 0,565 Y ‘

0 ,5 8 3 -0 ,5 4 5  0,563 )

Г 22035 Г  2 П 9 4
1,038 0,563 ;  V21394 J  22035

Shunday qilib, barcha zarur miqdorlar hisoblandi. N atijalam i bitta 
jadvalga joylashtiramiz (6.1 -jadvalga qarang).

6.1-jadvaldan ko'rinadiki. a ,  *0 ,5 ; P, « 0 ,5 ; a ,  + P, * 1 .  Bundan 
makroiqtisodiy L , К  va Y ko'rsatkichlaming jadvalda berilgan qiymatlariga 
Kobb-Duglas ICHF mos kelishi kelib chiqadi. B iz fondlar yoki mehnat 
resurslari bo‘yicha elastiklik o'zgarmas bo'lgan holda mos ICHF Kobb-
Duglas funksiyasi ekaniga asoslandik. Demak, ICHF ni Y = a 0K a I ? ,
a o > 0 , a > 0 , P > 0 , a  + P= l ko 'rin ishdaizlashkerak ,deganxulosaga 
kelamiz.

Agar 6.1 -jadvalga sinchiklab qaralsa, shartl i ma' lumotlar (1 ,2,3-ustunlar) 

Y~ JK L  ko'rinishdagi Kobb-Duglas ICHF qiymatlaridan iborat ekaniga 
ishonch hosil qilamiz.. Eng kichik kvadratlar usulini qo 'llash natijasida

°o *  1, a  = P «  1/2 qiymatlarga ega bo'lam iz. H isob-kitoblam i olib 
borishni talabaning o 'ziga topshiramiz.
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6-bobga oid m asala lar

I. Ba’zi iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik qiymatlari 
bo'yicha ICHF ko'rinishi aniqlansin:

1. * 1 2 3 4 5 6
f \ k ) 1,01 1,02 0,99 0,98 1,03 0,97

f ' ( k )  = cons t

2. * 1 2 3 4 5 6
/ < * )-* * (* ) 2 2,01 2,02 1,99 1,98 1,97

f ( k ) - k  f ' ( k ) =cons t

3. к 1 2 3 4 5 6
f(k) -kf(k)

/*<*) 2 2,01 2,02 1,99 1,98 1,97

f(k)-kf(k)
/ ’(*)

■const

4. к 1 2 3 4 5 6
*/'(*)
/ (* )

2 2,01 2,02 1,99 1,98 1,97

* л * > .
/ (* )

: CO/»/

II. Quyidagi ICHF uchun izokvantalaming va ulaming differensial 
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqari, shu ICHF laming magistrallari topilsin 
va grafigi chizilsin:

A. 1. F(L,K) = j K L  ■ 4. F(L ,K )= aSk 4 .

2. F ( L , K ) = \ [ t f .

3.

2 КВ. 1. F ( L , K ) -
K + L ’

« - №  101

5. F(L,K)  = tfE?.
6. F(L,K)=!/k F  ■

,  P/f л/2 ATI2. F(L,K)= j —......-
J k 2 + l:
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3. F(L,K) = - ( y fK  + y f i y  ■ 
4

5. F(L,K) = AKL

6. F(L,K) =
\l(Ki,A +Li/4)4

2V2 KL

III. Quyidagi statistik ma’lumotlarga asoslanib, asosiy -  iqtisodiy- 
raatcmatik xarakteristikalami hisoblang va ICHF ko‘rinishini aniqlang:

К 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5
L 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
Y 1,414 1,520 1,625 1,729 1,853 1,936

6-bobga oid nazorat savollari

1. Agar limit unumdorlik (fondlar, mehnat bo'yicha) o'zgarmas bo'lsa, 
mos ICHF qanday ko'rinishda bo'ladi?

2. Almashishning lim it normasi o'zgarm as bo 'lsa, ICHF qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

3. Almashishning elastikligi o'zgarmas bo'lganda, ICHF ko'rinishini aytib 
bering.

4. Fondlar va mehnat bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsa, ICHF qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

5. Fondlar va mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya bo'lganda 
mos ICHF qanday ko'rinishda bo'ladi?

6. Izokvanta, izoklinal va izokvetalar ta'rifini bering.
7. Izokvantalar qanday xossalarga ega?
8. ICHF magistrali ta’rifini bering.
9. ICHF ning magistralini topish usullarini tushuntirib bering.
10. Chiziqlilashtirish usuli nima?
11. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping.
12. Ikki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiv hosilalanni taqribiy 

hisoblash formulalarini yozib bering.
13. Asosiy iqtisodiy-matcmatik xaraktcristikalarning qiymati ariga qarab 

ICHF ko'rinishini bilish mumkinligini tushuntirib bering.
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALA LARI

7.1-§. Asosiy tushunchalar va masalalarning qo'yilishi

Mazkur bobda ishlab chiqarishni optimallashlirish masalalarini ko'ramiz. 
bunda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neoklassik ICHF
Y = F(L, K )  bilan ifodalanadi. Ba’zi tushunchalar ta ’rifini keltiramiz.

Firmaning daromadi R deb aniq vaqt oralig‘ida (biror y il yoki bir 
nechayillarda) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi F(L, A") ni uning birbirlik 
narhi p t ga ko‘paytmasi p 0 F(L, K )  ga avtiladi.

Firmaning umumiy harajati hajmi С deb aniq vaqt oralig ida qilingan 
barcha xarajatlarga aytiladi, y a ’ni C=plK+p7L, bunda К  va L -  firma 
tomonidan xarajat qilinadigan (foydalanilgan) ishlab chiqarish rcsurslari hajmi, 
p x va p } lar esa mos ravishda К  va L resurslaming bozor narhi.

Firmaning aniq vaqt oralig 'ida qilgan daromadi R bilan uning sarflari 
(xarajatlari) С ayirmasi firma foydasi deyiladi ха PR = R -  С yoki 

Ф (L,K)  = PoF(L ,K )  ~(PlK  + p 2L)
kabi yoziladi.

Agar firma mukammal (so/) raqobat sharoitida faoliyat ko"rsata> olgan 
bo'lsa, unda shu firma bozor narxlari p 0, p r p } ga ta’sir eta olmaydi. Boshqa 
sharoitda narxi arm bozor aniqlamaydi. Istalgan holda firmaning vazifasi 
(asosiy maqsadi) o ‘z foydasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala

<D(Z.,tf)->max, LZO, K Z O ,  (7 .1)
ko'rinishda yoziladi. (7.1) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz maksimum 
masalasidir.

Resurslaming sarf etiladigan hajmi chcgaralangan bo‘ lsa, u g(L, К ) й Ь  
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani maksimallashtinsh masalasi ushbu 

Ф (1 ,А :)-> ш ах , g(L,K)<,b, L7> 0, (7 .2)
ko'rinishdayoziladi.

Bu (7.2) masala chiziqsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan 
berilgan shartli maksimum masalasidan iborat.

Ishlab chiqarish xarajatlari funksiyasi p xK +p f  ning sath chiziqlan 
p tK  + p j .  = С kabi yozilad i va izokostalar deb ataladi. Agar m asala 
p tK +p j ,  -> min kabi qo'yilgan bo'lsa, p {K +p ^  = С chiziqlar bir vaqtda
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ham izokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. Izokosta p^K+p^L = С 
to 'g'ri chiziqning I chorakda joylashgan kesmasidan iborat, uning uchlari

0 ‘zgarmas С ning C0, C ,, C}, ... qiym atlariga mos ravishda A0B0, 
A{Bl,A2Bv  . . . izokostalar to 'g ‘ri keladi. Buning har bir ABt izokostaga 
nisbatan«shimoli-sharqda» joylashgan nuqtasiga AB gaqaraganda
ortiq xarajat mos keladi, y a ’ni C0 < C, < C2< ... (7.1a-chizma).

Iqtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy 
xarajatlami minimallashtinsh masalasini yechishga to g 'n  keladi. Bu masala 
quyidagicha yoziladi:

(7.3) masala chiziqsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan 
shartli minimum masalasidir. Uni umumiy holda Lagranjning ko'paytuvchilari 
usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chiqarish usuli bilan ham yechilishi 
mumkin. Albatta, (7.3) masalani yechishning taqribiy usullari ham mavjud. 
Ulardan masalaning o‘lchovlari katta bo'lganda foydalaniladi. Biz ularga 
to'xtalmaymiz.

7.2-§. Fovdani m aksim allashtirish  m asalasi

Bu masalani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz.

1. (7.1) masalada ICHF sifatida Kobb-Duglas: Y =a0K al}~a funk
siyasi olingan bo‘lsin. Unda masala ushbu

Ф(Ь,К) = p 0a 0K al}~<l ~(P\K + p 2L)->max, LTtO, KZO  (7.4)

7.1-chizma 7.1 a- chizma

G(L,K) = p\K + p 2L m in , 

F(L,K) = Q . (7 .3)
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ko'rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun aw a l birinchi tartibli xususiy 
hosilalarni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

p 0a0( l - a ) K aL a - p 2 = 0 , Poa0a K  a~'L'~a -  p x = 0
yoki

р^а0( 1 - а )  (К/ЬУ = p 2, p 0a0a (K / L f '1 = Px.
Bu tcngliklardan KIL uchun ikki turli ifoda kelib chiqadi;

(7 .5)

Ulami tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil bo'ladi:

P\ ■ P i *  = Po ■ a o ■ a “ • 0  “  a ) '" a • (7-6)
A w alo (7.6) t e n g l ik p ^ ^ n a r x la r  orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. (7.5) • 
munosabatlar esa, resurslarning optimal taqsimoti (7.5) tenglama bilan 
tavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko'rinadiki, (7.4) masala uchun 
cheksiz ko'p statsionar nuqtalar mavjud va ular o 'sha nurda yotadi. Endi 
ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblavmiz:

K__ / \ 
Pi

1/a
К / \ 

1L ~ [/>0a0(l-a)y va T =

^ . = p 0a0( l - a ) ( - a ) K aL ^ .  ^ - = p 0a0a(<*- l )Ka-2L ^ :

p 0a0( \ - a ) a K a- lL^ .
oLcK 0 0

Kvadratik forma tuzamiz:

f  /W>0 -a )(-a )A : aL^A р ^ (\ -a)aK **L' 
0<Ух,Уг )=1Ух,Уг> , ,  _ ̂ p̂ (\-ayxJC lL  ̂ p^ia-iyxK L
Sodda hisoblashlar natijasida quyidagi kvadratik forma hosil bo'ladi: 

£1(У\ ,Уг) = ~Poa o( l  ~ a  ) K a~2L~a

\ V
/

( ^ - y 2 - 2  K y xy 2+L-y\

Bu kvadratik forma uchun Q ( y v  у г ) й  0 tengsizlik bajariladi. Q(L, K) 
funksiya botiq ekanini ko'rsatish qiyin emas (bu Q(L, К ) ning botiqligidan 
kelib chiqadi). Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nuqta uchun Q(L, K) 
funksiya o'zining eng katta qiymatiga erishadi.
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Agar firma К  resursni (yoki L resursni) faqat к  hajmda sarf qilishi 

maqsadga muvofiq bo‘lsa, i  ni ( ni ) (7.5) dan topamiz. Agar a  = 1/2

bo isa , (7.6) munosabat p 0a 0 = 2 • J p xp 2 ko'rinishni oladi.
2. Endi (7.1) masalani Solou ICHF uchun yechamiz. Masala ushbu

<$(L,K)=p<p\aKp + (\-a)L}~v\ p -  ( f t K +p 2L)->max, L2.0, / l£ 0
ko'rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun avvalgi holdagidek mulohaza. 
hisob-kitoblami bajaramiz. Natijada К va L faktorlar orasida ushbu

К  = —— — L 
Pi l-<*

m unosabatni topam iz. A gar L = I 0 b o 'ls a . F(L, K)  fun ksiya

i  f t  e  ,  )  . ................................
~p~'T- а  j nu4tada o'zining eng katta qiymatiga erishadi.

7.3-§. Umumiy x ara ja tla rn i m inim allashtirish m asalasi

1. Endi (7.3) masalani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda 
masala quyidagi ko'rinishni oladi:

G(L,K) = p iK + p 2L ^ m i n ,  a0K aL'-a =Q.  (7.7)
Masala sodda bo'lgani uchun uni avval chiqarish usuli bilan yechamiz. 

Uning uchun К  ni L orqali lfodalaymiz:

К  =

Bunda G{L, K) funksiya ushbu

G.(L) = P}

/ \l/e
Q

\ a o J

a-1
■La

\ a 0 J
■La + p2L

ko'rinishga keladi. Shu fiinksiya 0 < L < +® intervalda o'zining eng kichik 
qiy matiga erishadi Sababi, avvalo funksiyaning eng kichik qiymati ma\ jud 
ekani quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi:



hm G, (L) = ̂ lim^ G.  ( I )  = +00 va Сфщ >0  VZ, e  (0 ; + oo).

Endi G.(L)  funksiya eng kichik qiymatga erishadigan nuqtani topamiz. 

Buning uchun G', (L) = 0 tenglamani yechamiz:

\i/“ - l  _L
. ¥.\ . S L J . i - + a  л
U J  «

( n  V/e 1 •
[ C ]  .azi.r*+p2=0 

a
Bundan statsionar nuqtani topamiz:

4 =  A  —\ P i  “ a n

* o = -

Statsionar nuqta yagona bo'lgam uchun G.(L)  funksiyaning eng kichik 
qiymati mavjudligidan shu L0 nuqta izlangan nuqtadir. Lt dan foydalanib, 
K0 ni ham topib qo‘yamiz:

л  f  V _ a= Q_( Pi «

I  Pi
Shunday q ilib , a 0K a l}~a =Q boMganda x a ra ja tla r  funksiyasi

G(L, K)  = p xK  + p f .  topilgan (L0, K0) nuqtada o 'z in ing  eng k ichik 
qiymatiga erishadi.

(7.3) masalani Lagranjning ko'paytuvchilar usuli bilan yechamiz. Lagranj 
funksiyasini tuzamiz:

Ф{Ь, K )  = P]K  + p 2L + X • ( a0K aL'-  -  Q ).
Xususiy hosilalami hisoblaymiz:

сФ 5Ф
^ = Л + Х . ^ “ ( 1 - а ) . Г ;  — =pl +Xa0a K a~iL'^.
6L c K

т  • • • ЙФ „ бФ „
Tenglamalar sistemasini tuzamiz: "rr- - 0. yokioL oK

p 2 +X a0( l - a )  K aL ° = 0 , 

P i + \ a 0a K a-'Ll- a = 0 , 

a 0 ■Ka l}~a - Q  = 0.



Sistemanmg birinchi ikki tenglamasidan

K p : a
L 1 - a  /),

tenglik kelib chiqadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini

a0 (K/L)a L = Q

ko'rinishda yozsak. K/L uchun topilgan ifodadan foydalanib, L0 ni topish 
mumkin:

Bu chiqarish usuli bilan topilgan qiymat bilan ustma-ust tushadi. 
Shuningdek, К  ni ham topsak, avvalgi qivmatiga teng bo'ladi. Shunday 
qilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj 
funksiyasi qavariq bo'lgani uchun shu nuqtada F(Z, K)  funksiya eng kichik 
qiymatga erishadi.

7.4-§. Iqtisodiyotda optim allashtirish m asa la larin i ycchishning 
burchak koeffitsiyentlarn i tenglashtirish  usuli

Mazkur bobning avvalgi paragraflarida optimallashtirish masalalarini 
ycchishga klassik bo'lib qolgan chiqarish va Lagranj ko'paytuvchilari usuli 
qo'llandi Ammo bu usullar turli noqulayliklarga ega. Jumladan, masalani 
Lagranj ko'paytuvchilari usuli bilan yechish uchun avval birinchi tartibli 
xususiy hosilalar hisoblanadi va ulami nolga tcnglashtirib, hosil bo'lgan 
tenglamalar sistcmasini yechiladi. Natijada statsionar nuqtalar (agar ular 
mavjud bo'lsa) topiladi. So'ngra ikkinchi tartibli hosilalar hisoblanadi va 
statsionar nuqtalarda qiymatlari topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli 
kvadratik forma tuziladi. Qo'yilgan masalaning yechimi kvadratik forma- 
ning musbat yoki manfiy aniqlanganligiga bog'liq bo'ladi.

Iqtisodiyotda masalalaming qo'yilishida ICHF ishtirok ctadi. Agar 
ICHF ning xossalaridan foydalanilsa. optimallashtirish masalalarini yechish- 
da qulay bo'lgan usulni tavsiva ctish mumkin. Uni burchak koeffitsiyentlarni 
tenglashtirish usuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkinchi tartibli hosilalardan 
foydalanm ayd i, faqat funksiya larn ing qa v a n q l i g i  va bo t iq l i g i dan  
foydalanadi.
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1. C h iziq li b u d je t chegarasi b erilg an d a ish lab  ch iq arilgan  
(chiqariladigan) mahsulot hajm ini m aksim allashtirish m asalasini 
ko‘ ram iz.

Masala quyidagicha qo'yiladi:

F(L, K )  -> m a x , 

p xK  + p 2L = I ,  W

bunda F\L, K) -  neoklassik IChF, p x -  asosiy fondlar birligi narhi, р г -  
mehnat resurslari birligi narhi, / -  xarajatlaming berilgan hajmi. (7.8) ning 
ikkinchi tenglamasini chiziqli budjet chegaras i  deymiz.

Dcmak, m asala asosiy fondlar К  va mehnat resurslari L orasida 
shunday taqsimotni topishdan iboratki, ular/^AT+p^L = I  ni qanoatlantirsin 
va. F(L, K)  IChF ga maksimal qivmat bersin.

(7.8) masalani yechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz. 
Ular, ma’lumki, qavariq egri chiziqlardan iborat va gorizontal hamda vertikal 
asimptotalarga ega (7.2-chizm a). Ushbu p xK+pJL  =/ tenglam a esa 
burchak koeffitsiyenti = -  Рг //>, ga teng boMgan to‘g ‘ri chiziqni 
tavsiflaydi. L £ О, К > 0 ga ko‘ra biz shu to‘g ‘ri chiziqning I chorakda 
joylashgan kesmasiga egamiz (7.3 chizma). it, deb izokvanta urinmasining 
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz.

Izokvantalar ichida biror С = C0 da AB kcsmaga urinadigani mavjud. 
Urinish nuqtasi (Z.0, K0) masalaning yechimi bo‘ladi (7.4-chizma). Urinish 
nuqtasida F(L, К) = С izokvanta urinmasining va p ^ + p / .  = 1 to‘g ‘ri 
chiziqning burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng, y a ’ni k{ = k2. Masalani 
yechish uchun
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P\K+p 2l = i
sistcmani yechish yetarli.

Misol. Ushbu -Jk L - ^ max, 2K+3L = 6 masala berilgan bo‘ lsin. 

Bunda F(L,K)  = y[KL (Kobb-Duglas ICHF). kx va кг lami topamiz:

* — Ж / J L — К  t  -  3*1 ~ r— j  __ /--- — _ I “  -  .
2 - J l  1 2  - Ik  l '  2 2

Tenglamalar sistemasini yozamiz. -  К  / L -  -3  / 2, 2JC + 3L = 6. Undan 
L0 -  1, K0 = 3 /2 yechimni topamiz.

2. Chiziqsiz budjet chegarasi bcnlganda ishlab chiqarilgan (chiqarila- 
digan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasim ko'rib chiqamiz. 
Masala quyidagicha beriladi:

f F(L,K)  -> m ax ,

| p M K )  + p 2g (L) = I ,  (7 1 0 )

bunda Ф ( К ) va g ( L ) -  quyidagi shartlami qanoatlantiradigan chiziqsiz 
funksiyalar:

<p(0) = 0, ф (а:)> о , ф '(Л > о , ф '(Л > о  v / :> o ]  

g(0) = 0, g(I)>0, gU )> 0, g(L)>0 VL>0 (711)

Quyidagi Ф(Л,К)  = p ^ K )  + p 2g (L ) - 1 = 0 belgilashnikiritamiz.Shu 
Ф (£, К) = 0 chiziq botiq, uning grafigi I chorakda joylashgan. Ф(Ь,К) = 0 
chiziqning botiqligini isbotlavmiz. (7 .10) ning ikkinchi tenglam asini 
difTerensiallaymiz:

PM K ) ^ . t P 2 g V ) = o .

Bundan

dK Pig'iD  :Q 
dL р,ф'(АГ)
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tengsizlik kelib chiqadi, demak, K = К  (L) funksiya kamavuvchi. Endi 
ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:

0 ‘ng tomondagi kasr surati dK  / dL<0  boMgani uchun musbat. Bundan 

j 2  £
-----— < 0 ekani kelib chiqadi. Bu esa, Ф(1*,К)=0 chiziq botiqligini anglatadi.

Ф (1 ,/ 0  = 0 yoki, baribir, р ^ К )  + p2g(L) = I  egri chiziqning uchlari 
koordinata o'qlarida yotadi va (L 0), (0, K.)  koordinatalarga ega. Bunda 
L. va K .  lar mos ravishda p2g(L) - I  ,p x ф (A) = 7 tenglamalaming 
yechimlari. Shu tenglamalar g’(L)>0, cp (К) > 0 tengsizliklarga ko‘ra bir 
qi>inatli vechimlarga ega (7.5-chizma).

Endi Ф (1 , A) = 0 chiziq botiq va Ф  (L, К) = С izokvantalar qavanq bo i- 
gani uchun Ф (1 , К) = 0 chiziqqa urinadigan yagona Ф  (L, K)  = C0 izo
kvanta mavjud. Urinish nuqtasida bu chiziqlar umumiy urinmaga ega. Urin- 
malaming burchak koeflitsiyentlari o‘zaro teng boMadi, y a ’ni (7.6-chizma)

d 2K _  p 2
dL1 A W(K)Y

7.5-chizma 7.6-chizma

Ushbu

dF I dF  p 2g\ L ) 
dL/ дК  р ^ ' ( К ) ’ 

. P\4>(K)+P2g (L )  = I ,
(7.12)
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tenglamalar sistemasi yagona (L0, K0) ycchimga ega. Shu (L0, K0) nuqta 
masalasining yechimini beradi

Misol. Ushbu F(L,K)  = -Jk L -> m ax, 2K+5L2 = 10 masalani vechay- 
lik. BundaO (I, K) = 2K+ 5L1 - 1 0  = 0. Endi A', \ak1 lar osongina topiladi:

k^ S ± / £ ± m. 5L
1 l • 1 eL I  6K

(7.12) sistema bu holda

- £ - - 5  L 
L 5L’

2K+5L2=\0,

korinishga ega. Bundan, ravshanki, L0 = V 2/3, = 10/3.
3. Endi tavsiya ctilgan usul bilan ishlab chiqarilgan (chiqariladigan) 

mahsulot miqdori berilganda umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasmi 
yechamiz. Bu holda masala ushbu

(7.13)
Ф (L,K)  = p xK  + p 2L - »  m in ,

F{L,K) = Q

ko‘rinishida yoziladi. Ф (£, К) funksiya chiziqli xarajat funksiyasi bo‘lib, 
p xK + p £  -  С , C=const > 0 chiziqlar o'zaro parallel to‘g ‘ri chiziqlar, ular 
L £ 0, K t .  0 ga ko‘ra I chorakda joylashgan kesmalardan iborat (7.7-

chizma), uchlari (C/p2,0 ) va (0, С/ p ,)  nuqtalardan iborat. F\L,K) = Q 
tengligi esa, F\L, К) ICHF izokvantalandan biridir. Shu izokv anta kesmalardan 
biriga albatta urinadi (7.8-chizma). Urinish nuqtasida p^K+p^.  = С va
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F\L, K) = Q chiziqlarga o'lkazilgan urinmalaming burchak kocffitsiycntlan

o'zaro teng, y a ’ni = ky  Bunda jfc, = k2 = Shuning
dL / 5 a  P\

uchun (L0JCJ у  echim quyidagi tcnglamalar sistcmasidan topiladi (7.8-chizma): 

d F  / d F  _ P 2
SLI d K  p x ’ F (L ,K )m Q .  (7.14)

Misol. Ushbu

2 К +3L—>m in,
<

■Jl k - q =o

masala berilgan bo'lsin. Bundan k2 = -  3/2, - - K I L  hosil bo'ladi. Yechim

- K  = _ l
. L 2

4 l k =q
yoki

2K = 3L,

K L  = Q

sistemadan topiladi: = V IT J Q, K 0 = V3/2 • Q ■
4. Nihoyat, ishlab chiqarilgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi berilganda 

xarajatlaming chiziqsiz fimksiyasini minimallashtirish masalasini ko'raylik. 
Masala quy idagichayoziladi:

(7 .15)
ф(Ь ,К )  = p M K ) + PzS(L) - *  m ,n »

F (L ,K )  = Q .

Bunda g ( L  ) va ф( К )  funksiyalar (7.11) shartlarni qanoatlantiradi.

d 2K
Shunga ko'ra p , ф(К) + p 1g(L) = С  chiziqlar botiq bo'ladi, -  — < 0 .

M l  t

Boshqacha aytganda, p x ф(X) + p 2 g(L) = С izokvantalar grafigi I chorakda 
joylashgan botiq egri chiziqlardan iborat (7.8 chizma). f[L, К) = Q tenglama 
bilan esa, F(L, K) = C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun 
bu izokvantaga p, ф(А~, + p 2g(L) = С chiziqlardan bittasi urinadi. Urinish 
nuqtasi masalaning yechimini bcradi Izlangan urinish nuqtasi koordinatalarini 
topish uchun urinma burchak koeflitsiyentini topamiz:
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k = _ 8 F / d F  P i g ' jL )
1 S L I c K ,  2 pt fXL) .

Masalaning yechimi (L0, KQ) quyidagi sistemadan topiladi:

’ 8F j dF  P*z ’lL)
. Sl !  dK  PW'(K) ’

F (L ,K )= Q .

Misol. Ushbu

<t>(L,K) = />,K 3 + p 2L2 -> m in ,

. f (l ,k )=>Tk 1 := Q

masalani vechish talab qilingan bo'lsin. Лг, va k2 lami topamiz:

_ K
1 ~ L '  

Quyidagi sistemani tuzamiz:

^ . _ 2 6 L

AT 2 p 2L 
Z. 3 p ,tf2 ’ 

4 k l =q
yoki

З а *  •

l PxK ' = 2 P lL\  

KL = Q2.

Sistemani yechib, masalaning yechimini topamiz:

7-bobga oid m asa la lar

.1 r  . l 2 p ,Q 4
" V Ж ’ * й  •

(7.16)

I. Quy idagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalasi 
yechilsin:

1. F(L,K) = 2 К  L 
K  + L

2. F(L,K)- y f 2 KL
■Jk 2 +l2

126



4. F(L,K) = V4 K  L 6. F(L,K)  = 2 ^ 2  K  L

'^ (къ/2 +L3/2) 2 V(a: 3/4+ l ,/4) 4

II. Ishlab ch iqarilgan  mahsulot miqdori Q berilganda umumiy 
xarajatlarni minimallashtirish masalasi yechilsin FfL, K)=Q:

III. Quyidagi masalalar burchak koefTitsivcntlami tenglashtirish usuli 
bilan yechilsin:

7-bobga oid nazorat savollari

1. Firma daromadi ta'rifini bering.
2. Firma xarajatlari (sarflari) ta’rifini bering.
3. Firma foydasining ta’rifini bering.
4. Firma foydasini maksimallashtirish masalasini bayon eting.
5. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini bayon eting.
6. Foydani maksimallashtirish masalasini yechish usullarini aytib bering.

1. F(L,K)  = -jKL . 4 F(L,K) = — —  
K+L

4KI,

1Jk 2L —>max, 3K + 2L -*m in
1. '

V F 7  = 63K+2L = 12.

iJ k  l2 ->—>max 2 K 2 +3L* ->min

2 .  ' 5 r—
Mk l 2 = 122 К ъ +Ъ1}=6



7. Umumiy xarajat lami minimal lashtirish masalasini yechishning chiqa
rish usuli nimadan iborat?

8. Umumiy xarajatlarn i m inim allashtirish m asalasin i yechishda 
Lagranjning ko'paytiruvchilari usulini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksim allash
tirish va umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalalarini ekonometrik 
analiz qiling.

10. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuliningg'oyasini so'zlab 
bering.

11. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan yechiladigan 
masalalaming xususiyatlari nimadan iborat?
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8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF

8.1-§. Umumlashgan s la tik  ICHF haqida

5-bobda chiziqli-b ir jin s li, so 'ngra umumiyroq 6-tartibli bir jin s li 
funksiyalar ta’rifi berilgan va ulaming xossalari bayon qilingan edi. Kevin 
bir va ko'p o'zgaruvchili ICHF tushunchasi ham kiritilgan. shu bilan birga, 
ICHF bilan bog'langan turli masalalar bayon etilgan. 0 ‘sha bobda keltirilgan 
ICHF tushunchasini oddiy  ICHF deb aytish mumkin. Quyida bir va ko'p 
o'zgaruvchili umumlashgan ICHF tushunchasini keltiramiz.

8 .1-ta’ rif. Bir o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deb quyidagi

/  (0) = 0, /(x)> 0, f \ x ) >  0, /'(x)<  0,
(8 П

/ (X x )eX 8/ (x ) , VX >0, x > 0 , 5 > 0  

shartlarni qanoatlcmtiradigcm у  = /(x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, y  = a 0x6 , a 0 > 0 ,  0 < 6 < 1  funksiya uchun (8.1) shartlar 
bajariladi:

a 0xb > 0 ,  /'(x) = o05 • x8*1 > 0 , /"(x) = a 05 • (5 - 1 )  • x*-2 < 0 ,

/(Ax) = a 0(Ax)‘ =A6/(x), x> 0.
Hatto bu funksiya umumlashgan neoklassik ICHF deb ataladi.

8.2- ta ' r i f  Faraz elaylik, у  = / (x ,,x 2,...,x„) funks iya quy idag i  
shartlarni qanoatlantirsin:

1°- f  e  C 2 (/?"), bunda  С 2 (/?" ) -  R" s oh ada  ikki marta uzluksiz 
differensiallanuvchiligini anglatadi.

2° f ( xt ,x2, ,0,xi+1..., х и) = 0 ;  i = l n ;  /(0,0,...,0) = 0 .

3*. /(Ax,, Ax2,...,Ax„) * A,®/(x,, x2,...,x„) ; (x ,,x2.... x J e R " .
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Shu l°-5° shart larni qanoat lanti rad igan funksiya n o 'zgaruvch i l i  
umumlashgan neoklassik ICHF deyiladi.

Quyida n o 'zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar 
keitiramiz ( x  = (x , ,x 2, . . . ,x „ ) , d > 0):

Mazkur funksivalar uchun l°-5° shartlaming bajarilishini bevosita 
hisoblashlar yordamida tekshirish mumkin.

Umumlashgan neoklassik ICHF ta ’rifining 3°-sharti chuqur iqtisodiy

masshtabi (k o 'lam i) X marta (X > 1) orttirilsa , ishlab ch iqarilgan  
(chiqariladigan) mahsulot hajmi X6 marta ortadi. Boshqacha aytganda. ishlab 
chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish samaradorligi  ortadi. Ammo 
0 < 5 < 1 bolganda ishlab chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish 
samaradorligi kamayadi; 6 = 1 bo lganda masshtab ortsa ham, ishlab chiqarish 
samaradorligi o'zgarmay qoladi. Bu holda ICHF chiziqli-bir jin sli ICHF ga 
aylanadi.

Albatta. X ham, 8 ham 1 dan ancha katta bo la olmaydi, ular 1 dan 
katta va ungayaqin qiymatlar qabul qilishi mumkin. Bu iqtisodiy sharoitlardan 
kelib chiqadi. Masalan. agar X = 1 + e, 6 = 1 + v bo'lib, e va v ixtiyoriy 
kichik sonlar bo'lsa,

m a’noga ega. Shu shart bo 'yicha 5 > 0 bo 'iganda ishlab chiqarish

X*=(1+e) i+v >1+e = X, y a ’ni Xs >1
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Qanday hollarda ishlab chiqarish masshtabini X marta orttirilsa, ishlab 
chiqarilgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi X dan ortiq marta ortadi? -  
dcgan savol tug'ilishi tabiiy. Bunga, aw alo , yangi tcxnologiyalarni qo'llash 
va xodimlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin Iqtisodiy 
o'sish s  - simon egri chiziqlar bo'yicha sodir bo lish in i ta’minlash kerak 
bo'ladi (qarang: Фостер P. Обновление производства: атакующие 
вы и гр ы ваю т . Москва. Прогресс. 1987; глава 4).

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida o'rganamiz. 
Faraz etaylik, F(L, K ) -  umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF bo'lsin. 
Bunday funksiya uchun quyidagi neoklassik shartlar bajariladi:

Iе. F (L ,K ) funksiya R l  sohada aniqlangan, uzluksiz hamda birinchi, 

ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga ega.
2°. F (0 ,K )  = F(L,0) = 0; F (0 ,0 ) = 0 .

3*. F(XL,XK) = X6F (L ,K ) ;  5 > 0 ; X>0.

4*. — > 0 ; — > 0 ; V (L ,K ) eR 2. 
dL 6K v

5». — t" < 0 ; V(L,K ) eR ; .
dL2 dK  dLdK

Misol sifatida umumlashgan Kobb-Duglas va Solou (CES sinfidagi -  
Constant Elasticity o f  Substitution)  ICHF ni keltirish mumkin. U lam i 
o'rganamiz.

1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko'rinishgaega:

Y = F(L ,K)=a0K aLi~a , a0 >0, 0 < a < l ,  0 < 5 - a < l -  (8.2) 
Shu (8.2) funksiya uchun l°-5° shartlar bajariladi. Haqiqatan, (8.2) 

funksiya differensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalari mavjud va 0 < a < l ,  0 < 6 - a < l  tengsiz lik larga ko 'ra  
F(0, K )  = F(JL, 0 )  = 0 tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi:

F(XL,XK) = a0(XKf{XL)s' a = X6 a 0K aL 6~a = X6 F ( L , K ) .
Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisoblashlar yordamida tekshirilishi 

mumkin:
Э р

~ = a 0( 5 - a ) r ^ - ' > 0 ,  - g r= a0a  ^  ' ^ > 0 ,  L > 0 ,K > 0 ,
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^-^- = o0( 6 - a )  ( 5 - a - l ) - A T aZ,e_a' 2 < 0 , L > 0 , K > 0, 

cPF
— =a0a  ( a - l )  A:a‘ 2Z.6̂ , < 0 j L > 0 , K > 0.
CJ\.

8.2-tcorema Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi 
d2F  ( S - a )  ( 6 - g - l )  K 2 d*F 
dL2 a ( a - l )  ' L2 ' dK2 (8 3)

kvazichiziqli di f ferensial tenglamaning yechimi.
Isboti. Ikkinchi tartibli hosilalar uchun topilgan ifodalardan foydalansak.

(8.3) tenglama osongina kelib chiqadi.
2. Umumlashgan Solou ICHF quyidagicha yoziladi:

Y=F(L,K)=a0[aK~l>+(l-a)ZTpf 8 Р,оь>0, 0<я<1, p > - l, 5> 0. (8.4) 
Bu funksiya uchun ham l°-5° shartlar bajariladi, faqat F ( 0 , K )  = 

= F(L, 0 )  = 0 shart p > 0 bo lganda o‘rinli. 3°-5° shartlarni tekshiramiz:

F(kL, 7X) = flo [ < W P + (1" =

=flb[ +(1 -o)Z^)f^P = t a \ a K v  +(1 -а )С *\ */р = \&F(L,K) ■
1-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini ko'rsatarmz

^  = a0^ j [ a / : - p + ( l - a ) r p ] f ' . ( 1 - 0) . ( - р ) Г н  > 0 , 

^ = ^ - i j . [ 0 . ^ +(l-a).I-*>  ] f , . fl.(-p ) ^ r H > 0 .

Ikkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo- 
sita hisoblashlar yordamida isbotlash mumkin.

Umumlashgan Solou ICHF ning p —>0, p —>+oo va p —> -1  dagi 
xususiy hollarini ko'ramiz.

A w al p -> 0 holni ko'raylik. Biz lim Y o‘miga lim In Y ni hisoblaymiz:
p —» о  p - * 0

lim 1пУ = lno0 - lim ^ ln fa A r  p + ( l - a )  Z,"p]=
p - * 0  p - » 0  p  1  1
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v M p  K P LP

= In Qq + 5 • ln (A  • L) -  6 lim ln(aZ,p + (1 - o )  •/Гр) - 1/p =
p - » 0

0 p-л  aLp + ( \ - a ) K p

■ = In a0L6K  8 -  5 • [ a  in L + (1 -  a)  In К  ] = In a0K  ‘*L°-a»

Oxirgi natija  ko 'rsa tad ik i, p -> 0  da \nY = ln a0K oSL([~a)S ■ Bundan

Y = o0/l e8Z,(l-e)8 -  Kobb-Duglasning umumlashgan ICHF hosil bo'ladi.

A gar p - » - l  b o 'lsa , ravshanki, j i in l r= flt[aA ’+ (l-o )Z ,] f y a ’ni

F(L,K)=o0[a.K 4-(l-a)£]S ko'rinishdagi umumlashgan chiziqli ICHF hosil 
bo'ladi:

Agar p +oo bo'lsa, F{L, K )  ni quyidagicha yozib olamiz:

r-i j  K*L&
a°[oX p + (l-o )L p]6/p'

Ravshanki, bundan

\ k *, k <l,
lim F =

р-и̂ о a ^ ,  L<K

Shunday qilib, biz ushbu

ao^ 6, K<L . 16
F(L,K)=- ^ • [ m i n j A : ; ! } ] 6, 5> 0

a j f ,  L<K

ko'rinishdagi ICHF ni hosil qilamiz. Bu funksiya umumlashgan proporsiyali 
ICHF deyiladi. U Leontev  ICHF deb yuntiladi Bu funksiya tunumiy holda

F (A / 0  = min{o К6; И 8 ), a > 0, *> 0, 5> 0  
kabi yoziladi.



8.2-§. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy 
iqtisodiy-matematik xarakteristikalar

Avvalo, 3° shartga ko'ra F(L, K )  ni quyidagichayozish mumkin: 

F(L,K) = f \ l \  L-j  ̂= L6-f \\, j j  = L6 F( l ,k)  = Lbf ( k ) ,

Shunday qilib, keyingi muloha/alarda tez-tez foydalaniladigan formulalarga
egamiz:

„ I4 F(L,K) , К  
F(L ,K )  = L f ( к ) ,  /( * ) =— k = j ,

bunda: f ( k ) -  umumlashgan ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi.
Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy iqtisodiy -matematik 

xarakteristikalami yozib chiqamiz:
F

1°. y  = ~^ = f ( k )  -  o'rtacha mehnat unumdorligi.

F  Lsf ( k )  f ( k )
2°. z = ~ZT=—77s— ~~Ts~ -fo n d lar bo'yicha o'rtacha unumdorlik.

Л  A  К

3°. v = —  = Z,*"1 [ 6 • f (k )  -  к  • f\k )  ] -  limit mehnat unumdorligi.
oL

dF
4°. r  = "ГГ7 = L f  (k) -fond lar bo'yicha limit unumdorlik.oK

dF К  k f ( k )
5®. a ~ qk j ?~  T(fc) “  fondlar bo'yicha elastiklik.

D dF L e k f\ k )
6°. P -  ' p  “  0 j -  mehnat bo'yicha elastiklik.

0 dK 8F(L,K) dF(L,K) 8 f ( k ) - k  f ( k )
T .  dL dL dK f ( k )  ~ 1  rcsu rsn i K
resurs bilan almashtirishning limit normasi.

_ f d S  k \ l f ( k ) [ 8  f ( k ) - k  f ( k ) ]
* [ dk  S )  (5 -1 ) [ / ’(* ) Y - k  f ( k ) f ( k )  -  L resursni К

resurs bilan almashtirish elastikligi.
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Endi l°-5° shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalami hisoblaymiz.

'7 = = L ^ ' f ( k ) - =L^2f ' ( k )  ■

^  = - ^ [ ^ \ 5 № - к П к ) ) ] = ( 5 - 1 ) Ь ^ [ 5 . т - к Г ( к ) ] + 
dL oL

+ L̂[bf\k)-f\k)-k-nk)\[̂ y
= L 5' 2 • [ (5 - 1 )  • (5 ■ f ( k )  -  2k ■ /'<*)) + k 2/ ' (k )  ]

Shartga ko 'ra — j< 0 . Shu sababli, yuqoridagi ifodadan f ( k )  < 0 teng
e'Л

Q P  F
sizlik kelib chiqadi. Endi ---- > 0 va — — < 0 tengsizliklar 1 < 5 < 2 va

5L dL2

f  (k) < j „jynQjabatiju- bajanlganda o'nnli bo'ladi
2 / (* )

Shunday qilib, agar 5>  1 bo'lsa, 5 f ( k ) - k  f ' ( k ) > 0  tengsizlik;

1 < 5 < 2 , |  < ^ < * bo'lganda esa,

(5 - 1 )  • (5 / (* )  -  2k f\ k ) )+ k 2f \ k )  < 0 
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun l° -8 °  xarakteristikalam i 
hisoblaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida quyidagilami topamiz:

F



dk S )
Endi umumlashgan Solou ICHF uchun l°-8° xarakteristikalami kcltiramiz:

F(L,K)=a\atC9 +{\-a)I7<> ]"*'P,a0 >0, 0< o< l, p > - l -  

1* y  = f ( k )  = a0\ak'i, + ( \ - d ) Y ' (>-

2°. 2 = -^ ь=а0\а+(\-а )к ( , ]~*1(>,

3». v = | = ^ . i H •о-а)-[<*~’ + ( 1 - « ) Г н  •

4®. r = ^ = L ^  a o - a - 5 ^  [ o ^ + a - a ) .

dF К  a -6 
5'- a a/:>  a + (l-a)Jtp

a dF L ( l - a ) -8 A r p6o 0 =----------- ------- ----------
• dL F  a  + ( l - a ) * p -

7». *(*)=—  p > - l .  a
1oo C =------

* '  P + l-
8.3-teorcma. Umumlashgan neoklassik ICHF F(L, K )  quyidagi



ft

^ T - ^ T ^ T + 2 (8 -1 )— — = 8 (8 - I ) - y F ,  1< 5< 2 (8.5) 
dL2 1} dL2 X , L d K K J L2 K ’

ikkinchi tartibli xususiy hosilali di f ferensial tenglamani qanoatlantiradi. 
Isboti bevosita hisoblashlar yordamida olib boriladi.

Agar 8  = 1 b o isa , (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chiqadi.

Q uyidag i F(L ,K )  = i l K 2L , a  = l/ 2 , P = l - a  = l/ 4 , a 0 = l -
umumlashgan Kobb-Ehiglas ICHF (8.5) difTerensial tenglamaning yechimi 
ekaniry bevosita hisoblash yordamida ko'rsatamiz.

Unda 1/4=8-1/2 va 8  = 3/4;

cF _ 1 ^ -3/4 1 / 2  d2F  ___ 3_._ 7/4 ,̂ 1/2

6L 4 * 5Z.2 16

ЙР _ 1 jrl/4j^-l/2 5 2F  1 , 1/4 3/2
dtf 2 ’ SK2 4

Topilgan ifodalami (8.5) ning chap tomoniga qo'yamiz:

I I Л 7 1 . 31 * 3 1 '
= - — L*K^L *K 2\ L 4 4 - - L  4 4 + - L  4 4 = - — L * K 2

16  ̂ 3 3 J 16
Endi (8.5) ning o ‘ng tomonini hisoblaymiz:

1 i  I з -I I 
8 ( 6 - 1 ) —V L4 K 2 =~— L * K 2 1} 16 

K o'rinad ik i, (8 .5 ) ning chap va o 'ng  tomonlari o 'zaro teng. Bu

F{L,K) = *4k 2L funksiya (8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi.

8.3-§. Umumlashgan iqtisodiy ko‘rsatkichlar o'zgarmas 
bo'lgan hollar

5-bobdaoddiy neoklassik ICHF uchun ba’zi iqtisodiy ko'rsatkichlaming 
o'zgarmas va funksiya ko'rinishda bo'lganda ICHF ko'rinishini aniqlash 
bilan shug'ullangan edik. Endi o 'sha hollami umumlashgan ICHF uchun 
ko'ramiz:
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1. Fondlar bo'yicha elastiklik a  o'zgarmas bo'lsin, y a ’ni a  = cons t  > 0. 
Bu holda ushbu

№
o'zgaruvchilan ajraladigan diffcrensial tcnglamaga egamiz. Uni

f \ k )  a  

№  к

ko'nnishda yozib, intcgrallaymiz: In / (£ )= a ln £  + lnC  yoki f ( k )= C -k a .

Bu tcnglikning ikki tomonini jr* ga ko'paytirib, F(L ,K )  = L6f ( k )  dan

foydalansak, F(L,K)  = C ■ K aL6~a -  umumlashgan Kobb-Duglas IChF 
hosil bo'ladi.

2. Endi mehnat bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsin, y a ’ni P = cons t  > 0. 
Bu holda

s  * Я * > - p  w  / W - i z P  
№  p >'ok‘ f ( k ) к

o'zgaruvchilan ajraladigan differensial tcnglamaga kelamiz. Uni integrallab 
topamiz:

In f ( k )  = (5 -  P) In + In С yoki f ( k )  = C k b~p .

Ikki tomonini L p ga ko'paytirsak, ushbu F(L,K)  = C • ko 'ri
nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chiqadi.

3. Almashtirishning umumlashgan limit norm as i S o'zgarmas bo'lsin, 

y a ’ni S = cons t  > 0. Bunda 5  = 5 f ( k ) / f ' ( k ) - k  ko'rinishdagi differensial 
tenglama hosil bo'ladi. Uni

f ' i k )  6 
f ( k )  S+k

kabi yozib, integrallavmiz: In/(/t) = 51n(S’ + fc) + 51nC , C> 0. Bundan 

F\L,K)=(C S+Ck)s -  umumlashgan chiziqli ICHF kelib chiqadi.
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4. Nihoyat, almashtirishning limit normasi elastikligi o o'zgarmas bo‘l-

f  dS кgan holni ko 'raylik . Bunda a -  const > 0. Dcmak. o = --------= cons t ,
\dk S J

ciS кb u n d an ---------- c o n s t>0 ekani ko nnadi.
dk S

dS  к  1Boshqacha avtganda,------- ------- ozgaruvchilan ajraladigan difleren-
dk S a

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz:

In f ( k )  = 1/a • ln£  + In C ,, C, > 0 yoki S (* )  = C,A:1/o.

Endi S  = в —к f  (k) f ormu|ani e ’tiborgaolsak, 
f \ k )

b f ( k ) - k f \ k )  у .  
f \ k )

differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni

f \ k )  5
/ ( it )  k+Clk'/a (8 6 )

ko'rinishda yozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o 'ng 
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab 
topamiz:

ln/(fc) = - ^ y ln C 2
f 0-1 > fro f 0-1 >
k ° +C, yoki Я к )  = С Г k ° +C,

k. > \ /

o-l

Bu tenglikning ikki tomonini Z 8ga ko'paytirib, ba’zi o'zgartirishlam i 
bajarsak,

&o
^ а , л = [ с 2(1 + с ,) ]^ т ■{—( i + c ,

0-1
-K  °

1+C,

6<3
V i

yoki

F(L,K) = a0 [o К р + ( \ - а ) С
ko'rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil qilamiz, unda
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а0 =[С2( l + C , ) ] - 1 , а  = 1/(1 + С ,) ,  p = - £ ^ l  = I - 1 .
о  а

Bundan 5 —>+0 da р - » +оо, 5 —> +ао da р —>-1 Demak, р > -1 .
Yuqorida ko'nlgan 4 taholdan quyidagi xulosalami chiqarish mumkin:
1. Agar fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsa, mos 

ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo'ladi.
2. Agar almashishning umumlashgan limit normasi o'zgarmas bo'lsa, 

mos ICHF umumlashgan chiziqli bo'ladi.
3. Agar almashtirishning umumlashgan lim it normasi e lastik lig i 

o'zgarmas bo'lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyasi bo'ladi.

8.4-§. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalari

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallari va 
izokostalari ta’rifi 6-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun 
kiritilgan ta’rifi kabi kiritiladi.

F(L, K )  -  umumlashgan neoklassik ICHF bo'lsin. Ushbu F(L, K )  = C , 
С > 0 tenglama bilan berilgan bir parametrli silliq chiziqlar oilasini ko'ramiz. 
Shu chiziqlar oilasining har bir chizig'i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata 
boshidan chiqib, barcha izokvantalami bir x il burchak ostida kcsadigan, 
shu kesishish nuqtasida izokvantalarga o 'tkazilgan urinmalar parallel 
bo'ladigan chiziq izoklinal deyiladi. Parallel urinmalar izokostalar deyiladi.

Izokvantalaming differensial tenglamasi

umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarin ing diffcrensial tengla- 
masi esa,

ko'rinishda bo'ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala
rining differensial tenglamasi

dK 8 -  a  K_ 
dL a  L '

dK 1 —a
dL a ’ L^'

ko'rinishga ega.
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Umumlashgan ICHFning xossalanga qisqacha to'xtalamiz.
1. Umumlashgan ICHFning izokvantalari о  'zaro kesishmaydi. 
Eslatib o ‘tamizki, har bir izokvanta (8.7) differensial tenglamaning

integral egri chizig‘idan iborat. Shu tenglamaning o'ng tomoni AT bo'yicha

diflercnsiallanuvchi Shuning uchun R] sohaning har bir nuqtasidan yagona
izokvanta o'tadi. Bu hosilaga nisLatan ycchilgan birinchi tartibli differensial 
tenglamalaming vechimi mavjudligi vayagonaligi haqidagi Koshi teorema- 
sidan kelib chiqadi.

2. Har b ir izokvanta b o  y l ab  К  = К  (L) funksiya kamayuvch i va  
qavanq.

K  = K(L)  funksiyaning kamavuvchiligi (8.7) tenglamaning o'ng tomoni 
manfiy ekanidan kelib chiqadi. Eslatib o'tamizki,

^  = 1*-'/ '(Л ), f - I M [ 5 / ( * ) - * / 4 * ) l  8> 1,
O K CL

Ш +к
dL f ( k )  •

d 2KBundan — — > 0 tengsizlik kelib chiqadi. Haqiqatan,
dL~

d-K  d
dL- dk / '(* ) \ dL

с \f\k)]2- f ( k )  f \ k ) . ,1 dKldL L - K  1 ..
\f\k)\2 J ‘ L2

(1-д )1Г(к ) ]2+6 Д к )  Г ( к )  [ i f  .  №  A К  1_

Im V  1 д  m  )

s  / (* )• !( i - s ) - ^ )  Г +6-/(*)-/*(*) 1 
' L [/*(*) ] J

Bu ifoda 5 > 1 va f" (k )  < 0 tengsizliklarga ko'ra musbat. Shuni isbot 
etish talab qilingan edi.

3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota-  
larga ega.
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Umumlashgan ICHF uchun (6.4-§) magistral tushunchasi oddiy ICHF 
uchun kiritilgan tushunchadan farq qilmaydi. Eslatib o'tamizki, magistral  
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kcngaytirish 
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (m illiy daromad) hajmini mak- 
simallashtirish masalasi vechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi Magis
tral L va К  resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo'lgan 
chiziqdir. Shunday qilib. cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq davrga 
iqtisodiy o'sishni ta’minlaydiganini ajratib olish masalasini hal qilish kcrak 

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch tun uchun magistrallami 
quramiz

1. Faraz etaylik, F(L, K) = ( a K  + bL f  -  umumlashgan chiziqii ICHF 

bo'lsin. Bu holda izokvantalar ( aK  + b l ) b = C0 yoki а К  + ЬЬ = С'0л 
tenglama bilan bcriladi, C# = const.  Bu koordinata o ’qlandan mos ravishda 

Lq =С'0л j b  va K 0 =Cq/8 j a  ga teng kesm alam i ajratadigan to‘g ‘ri
chiziqni anglatadi. Koordinata boshidan chiqadigan ixtiyoriy К  = pL, 
0 <p < oo nur parallel kesmalardan iborat barcha izokvantalami bir xil

burchak ostida kesib o'tadi: tgq> = ap + b t 0 < ф < 90°. Ushbubp -  a

\ a  К  + b L = C0x/t, 
\ К  = P L ,

sistemani ko'ramiz. Uning yechimi:
r-*\/Ь

L0 = - ^ —  K0 =—-2—£- 
ap +b  ’ ap +b ’

Quyidagi Q to'g'ri to'rtburchakni olaylik:

8.5-§. Umumlashgan ICHF ning m ag istrallari

Q=

uning yuzi S (p ) ni topamiz:

(.L,K ) :  0 £ A > S - b _
ap+b ap+b\

s ( p )  = t * \ P» ’ ° < P < * °  ( a  + bp )'
Shu S  (p ) funksiya uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:
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И ш З Д = К т  S (p )  = 0_ S l p ) > 0 .  VP 6 ( 0 , « o ) .

Bu S ( p )  funksiyaning eng katta qiymati m avjudligini ko'rsatadi 

Boshqacha aytganda, lim  S ( L , K ) =  lim  S ( L , K )  = 0  tengliklardan ham

bu tasdiq kelib chiqadi. Endi S (p )  ga maksimal qiymat beradigan nuqtani. 
y a ’ni mos numi (magistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz:

Shunday qilib, izlangan magistral К  =b/a-L tenglama bilan ifodalanadi.
2. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan bo'lsin:

F(L,K) = a0K af <l, a0 > 0, 0 < 5 - a < l ,  0 < a < l .

Ravshanki, a< 6 < l+ a -  Demak, 5 > l bo'lishi mumkin. Biz l< 5< l+ a 
holni ko'ram iz. M agistralni 6-bobdagi kabi chiziqlilashtirish usulidan 
foydalanib topamiz. Bu holda magistral tenglamasi

K= L(6~a)/a
ko'rinishda bo'ladi.

3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olaylik:

F(L,K)=a0 [о /Г р+(1-о)/Гр]^ /р,в1) >0, 0< a< l, p > - l, 5>0 
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziqlilashtirish usulini 
qoilaym iz. Sodda hisoblashlar ko'rsatadiki. magistral tenglamasi quyidagi

t f  = [ a / ( l - a ) ] V8-L 
ko'rinishda bo'ladi. Bu -  to 'g 'r i chiziq nuridan iborat.

Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF lar haqidagi ma lumotlar 
8 .1 -  8.3 - jadvallargajoylashtirilgan.

8.1- jadval

F( ' ,£, )JC)»k6F (L ,K ) ;  J i> 0 , 5 > 0 ; F(L,K)  = Lsf ( l c )

a F >0, ><8 <2. 0<^ 7 <!
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Asosiy iqtisodiy- 
matemahk 

Xaraktenstikalar

Asosiy xaraktenshkalaming 
k , f ( k ) , f ' ( k ) , f ' ( k )  

lar orqali ifodasi

Umumlashgan 
Kobb-Duglas ICHF 

uchun asosiy 
xaraktenstikalar

Umumlashgan Solou ICHF 
uchun asosiy xaraktenstikalar

1
!■ *
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2 и № Oo*‘ a 0[ a ^ - p + ( l - a ) I - p] ' 8/p
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m
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8-bobga oid m asala lar
Quyidagi umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) differensial 

tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin va ulaming m agistrallari topilsin:

8-bobga oid nazorat savollari
1. Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifmi bering.
2. Umumlashgan neoklassik ICHF qanday differensial tenglamani 

qanoatlantiradi?
3. Umumlashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun l°-5° 

shartlaming bajanlishini tekshiring.
4. Umumlashgan Solou ICHF ning p -> 0 dagi xususiy holini tekshiring
5. Umumlashgan Solou ICHF ning p —> +oo hamda p —> -  1 dagi 

xususiy hollari chiqarilsin.
6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy  iq tisod iy-m atem atik  

xarakteristikalami aytib bering.
7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy 

xarakteristikalami hisoblang.
8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinal va izokosta 

tushunchal arming ta’rifini keltiring.
9. Izokvantalar differensial tenglamasini yozib bering
10. Izokvantalaming uchta xossasini aytib bering.
11. Magistral ta’rifmi va uning iqtisodiyotdagi ma'nosini keltiring
12. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib

1. 1. F(L,K) = y [K L .  3. F(L,K) = ' V f F F ■

2. F(L,K) = 6J F I ,  4. F(L,K) = \[KL.

5. F (L ,K )= ° J k 4}  • 6. F(L,K) = L\[K.

bering.
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK 
MODELLARI

9.1-§. Iqtisodiy d inam ikaning modcllari haqida

Avvalgi boblarda iqtisodiy jarayonlam ing statik modcllari ko ‘rild i. 
Ularda /., К\лУ = F(L, K )  kabi makroiqtisodiy ko'rsatkichlarvaqto'tishi 
bilan o‘zgarmaydi va biror [О, T\ vaqt davrida o'zgarmas bo iib  qoladi. 
Statik modcllarga oid misollami yechish model o'zgaruvchilari orasidagi 
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat.

Aslida barcha makroiqtisodiy ko'rsatkichlar vaqt I ga bog iiq  bo iad i 
Agar modellarda bunday ko'rsatkichlami vaqt t ga bog'liq deb qaralsa, 
iqtisodiy jarayon haqida to‘laroq tasavvurga ega bo linadi Ba’zi iqtisodiy 
dinamika modcllarining mazmunini bayon etishdan aw a l “iqtisodiyot” 
tushunchasiga to'xtalamiz. Iqtisodiyot tushunchasining qisqa va ‘'aniq” 
ta’rifmi Rossiya FA ning akademigi V.L. Makarov quyidagicha bayon etgan: 
“Iqtisodiyot kishilarning mahsulotlam i ishlab chiqarish, taqsim lash- 
ayirboshlash va iste’mol qilish usullari bilan bog'Iangan faoliyati doirasidan 
iborat”. Uning ta’biri bo‘yicha iqtisodiyotning 4 elementi bor:

1) kishilar (iqtisodiyotning bosh elementi);
2) mahsulotlar (moddiy, nomoddiy -  turli xizmatlar);
3 ) kishilarning turli faoliyatlari (bir x ii mahsulotlami boshqa turga 

aylantirish. mahsulotlami iste’mol qilish bo‘yichafaoliyat);
4) tashkiliy struktura.
Iqtisodiyot tushunchasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq 

chegara qo ‘y ib  bo lm ayd i. Hamma narsa qanday aniq iq tisod iyo t 
ko‘rilayotganiga bog iiq Bu esa iqtisodiyotning holatini tavsiflaydigan 
o‘zgaruvchilarga bog'liq. Bu o‘zgaruvchilaming ba’zilan o'zgarmas, ba'zilari 
esa o'zgamvchi bo'lishi mumkin. Iqtisodiyot elementlarining t vaqtdagi 
qiymati iqtisodiyotning shu t momentdagi holatini tavsiflaydi. Odatda, 
boshlang'ich t0 momcntda o rganilavotgan iqtisodiyot holati bcrilgan bo'ladi.

Iqtisodiyot holatining o'zgarishini vaqt uzluksiz o*zgarib borganda ham, 
vaqtning butun qiymatlanda ham o'rganish mumkin. Agar iqtisodiyot 0 dan 
T momentgacha bo'lgan vaqt davomida o’rganilsa. iqtisodiyot holatlarining
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shu vaqt oralig'iga mos majmuasi iqtisodiyot trayektonyasi dey iladi. Bunda 
T> 0 rcjalashtirish ufqi dey iladi. Makroiqtisodiyotda r “yetarli” katta qilib 
tanlanadi.

Iqtisodiyot holatining vaqt o ‘ tishi bilan o ‘zgarishi uning holati 
o'zgaruvchilan orasidagi ba’zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan qonunlar 
bo'yicha kechadi. Albatta. bunda iqtisodiyot holati faqat empirik (taxminan) 
ta nflanadi Ammo ko'pincha shuning o z i ham iqtisodiyotni bashorat qilish 
uchun yetarli bo'ladi. Iqtisodiyot modeli, y a ’ni iqtisodiy jarayon modeli -  
iqtisodiy jarayon kechishini uning o'zgaruvchilan orasidagi munosabatlar 
bilan tavsiflanishidir. Agar iqtisodiy jaravonning matcmatik modelida vaqt 
uzluksiz o’zgarsa -  uzluksiz model, agar u diskret (uzlukli) o'zgarsa -  diskret 
mode l  dey iladi.

Biz iqtisodiy jarayonlaming uzluksiz modcllarini, aniqrogi, iqtisodiy 
dinamikaning matcmatik modcllarini o'rganamiz. Ular, birinchidan, biror 
ma’lum me’yorda abstraktlashtirilgan iqtisodiyot holatining kechishini 
tavsiflaydi, ikkinchidan, bunday m odellar matematik jid d iy lik  bilan 
o'rganilgan va modcllami tavsiflash uchun dastlabki shart-sharoitlar tamomila 
aniq iqtisodiy ma’noga ega.

Iqtisodiyotning birinchi modellari yaratilishining qisqacha tarixiga 
to’xtalamiz. Eslatib o'tamizki, iqtisodiyot modellarini qurish, o'rganish va 
tatbiq etish iqtisodivotni (iqtisodiy jarayonlam i) modellashtinsh  deyiladi 
Iqtisodiy jaravonlami modcllashtirish o'zining azaliy tarixiga ega. Fransuz 
olimi doktor Fransua Kcncni bu sohaning pioneri  desa bo'ladi. Fransua 
Kcnc (1694-1774) o'zining “Iqtisodiy jadval” (1758), “Arifmetik formula” 
(1766) nomli asarlan bilan nom qozondi Shu asarlarda u milliy iqtisodivotni 
miqdoriy jihatdan tavsiflab berishga harakat qildi. Iqtisodiy jarayonlami 
modellashtinsh sohasida Adam Smitning katta hissasini aytib o'tish lozim. 
U 1776-vilda Londonda "Xalqlar boyligi. tabiati va sabablari haqida tadqiqot” 
nomli mashhur kitobni chop etdi. A.Kumo 1838-yilda Parijda “Boyliklar 
nazariyasi matcmatik prinsiplarining tadqiqoti” nomli nodir asarni nashr 
qildi. Bu sohada yana V.Geyl, Jon Fon Neyman, L.Valraslarning qo'shgan 
ulkan h issalarin i ham eslatib  o 'tish  lozim. L.Valras o 'z in ing “Ele
ments d ’Economic Politique Pure” (Lausanne, 1874) nomli asarida quyidagi 
mashhur so'zlam i yozgan: ‘ Sof iqtisodiyot nazariyasi butunlay fizika- 
matcmatika fanlarini eslatuvchi fandir”.

Tabiiy ravishda m utaxassislam i ko'proq iqtisodiyotning shunday 
matematik modellari qiziqtiradiki, bu modellar yordamida iqtisodiyotning 
o'sishini uning butun trayektorivasi yoki alohida o'zgaruvchilari bo'yicha
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kuzatib borish mumkin boMadi. Tegishli modcllar “Iqtisodiy o‘sishning 
matematik modellari” degan nom bilan ataladi. Bunday modcllar dastlab XX 
asm ing o ‘rtalarida paydo boMdi (Ramsey, Solou, Shell va boshqalar 
modcllari). Birinchi bo lib Solouning iqtisodiy o'sish modelida iqtisodiy otning 
kechishini tavsiflash uchun “ishlab chiqarish funksiyasi” ja lb  etildi. Bu 
funksiya oxirgi ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Y bilan mehnat L va 
asosiy fondlar К  hajmini bog Maydigan munosabatdir. MaMumki, ICHF 
tushunchasi amerikalik olimlar K.Kobb (matematik) va P.Duglas (iqtisodchi) 
nomlari bilan bogMangan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar 
tomonidan kashf ctilgan. Iqtisodiy dinamika modellarida mablag"ni optimal 
sarflash (optimal kapital qo'yish) masalalarini o'rganish R.Solou (1956) 
ishlaridan boshlangan. Solou m illiy  daromad Y ni (ishlab chiqarilgan 
mahsulotni) kapital qo‘yishga (investitsiya) va iste’molga optimal ajratish 
masalasi bilan shug‘u llangan ,ya ’ni Y = I + C  = sY + (1 - j)7 ten g lik d a s  ni 
topish masalasini qo'ygan, unda I -  kapital hajmi, С -  iste’mol hajmi. 
Optimallik jon boshiga iste’molni ( s  = c o n s t ) yoki iste’molning integral 
fondini (s  = s(t),t e  [0; T\ )maksimum qilish ma'nosidatushuniladi. Bunda

5(/)=T ( o ’
miqdor jam g'arish normasi (tejash normasi) dey iladi. 
s(t) funksiya uchun ikki hoi ko'rilgan:
1) s ( t )  = s , s  = cons t  (0 <s<  1) -  jam g‘arish normasi o'zgarmas boMgan 
holni R.Solou o'rgangan;
2) 0 ^ s ( f )<  1 - ja m g 'a r ish  normasi o ‘zgaruvchi, aniqrog'i, boMakli- 
uzluksiz boMgan holni K.Shell ko rgan
Har ikki holda ham ICHF lar dinamik funksiya boMgan.

Endi dinamik ICHF lar ta’rifiga to'xtalamiz:
9.l- ta, rif. Faraz etaylik, ishlab chiqarish faktorlari х],х2,...,хя vaqt 

t n in g  funksiyalari :  ( t ) ,x 2(t ) , .. . ,x n(t) , Y e s a  ishlab ch iqar i l gan  
mahsulot miqdori bo  'Isin. Unda

Y(t )  = F (x , (0 , X2 (0 , . . . ,  X„ (0 ;  0  (9 .1)
munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyiladi.

(9 .1 )danko ‘rinad ik i,ir funksiya fgaoshkorva х1гх2,...,хп larorqali 
oshkormas bog'liq . Vaqt t ga oshkor bog 'liq likda iqtisodiy jarayonni 
°  rganishda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalan hisobga olinadi. Turgan 
8ap, ГГР dan foydalanish iqtisodiy o'sishga olib kelishi kerak, bu esa Y ( t )
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funksiyan ing  m onoton o 's ish in i anglatad i. A gar (9 .1) funksiya  
R* x /  0 ;  T ]  sohada uzluksizdifTcrensiallanuvchi bo'lsa, uning o'suvchi 
bo'lishi uchun I bo'yicha to 'liq hosilasi musbat bo'Iishi kcrak, y a ’ni 
Y’ ( / ) > О, V* € [0; T\ Bu tengsizlikning bajarilishi iqtisodiy o'sish sodir 
bo'lishining faqat zaruriv shartidir.

9.1-lcorema. Iqtisodiy о ‘sish bo ‘lishi uchun

^ > 0 ,  V / g [0 ,\Г ] (9.2)

tengsizlikning bajarilishi zarur.
Tcorcmaning ma’nosi shuki, haryili avvalgi yildagidan ko'proq ishlab 

chiqarish iqtisodiy o'sish uchun yctarli short bo la olmaydi. Quyidagi teorema 
zaruriy vayetarli shartlarni ifodalaydi.

9.2-teorema. Iqtisodiy о ‘sish bo ‘lishi uchun ushbu

dY(t) n r ( f ) . Y ( t - 1)
~ i r  ■ m  w T > -  <” )

tengsizliklaming bajarilishi zarur vayetarli.

Mazkur teorema = L ( t ) , хг = К (t)  bo'lgan hoi uchun yozilgan 
Agar/. ( f )~  aholi soni bo'lsa, Y ( t ) / L ( t )  - jo n  boshiga ishlab chiqarilgan 
mahsulot miqdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) short bajarilsa ham, aholi 
soni shunday ko 'payish i mum kinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi 
bajarilmashgi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsa ham,
(9.2) bajarilmashgi mumkin. Bu iqtisodiy o'sish sodir bo'lmaganda, ya’ni 
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori kamayganda. aholi soni yanada tczroq 
kamayganda sodir bo'ladi.

Y ( /  ) funksiyaning to 'liq hosilasini yozamiz:

dY(t) dY(t) dY(t) . . .  dY(t) . ,  v 8Y{t) . , 4

j m j s s t i ,  i ( „ )
d t  {  dx ) ’

, , v dx(t) f  dY(t) Л  
unda x ( / ) -  -  ,  ̂ ^  , x(t) j  _ skalar ko'paytma.

Agar F  funksiya t ga oshkor bog'liq bo'lmasa, unda ushbu

150



»

Y(t) = F(xl (t) ,x2(t),...,x„(t)) (9.4)
ko'rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP 

natijalari e ’tiborga olinmaydi. Barcha m asalalar x ,( / ) ,x 2(/),•■•,x„(t) 
faktorlar orasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog'langan boMadi. 
Makroiqtisodiy jarayonlarda ko'proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi. 
Ular quy idagi

Y(t) = F(L(t) ,K( t )) (9.5)
ko'rinishda yoziladi.

Agar (9.5) funksiya (l°-5°) neoklassik shartlarni qanoatlantirsa (5-bob,
2-§ ga qarang), uni neoklassik ADICHF deyiladi.

ADICHF gamisollarkcltiramiz:

1. Y(t) = a0K a(t)l)~a (t), a0 > 0 , 0 < a < l ,  t e [0 ,T] -  Kobb-Duglas 
ADICHF.

2. Y(t) = a0[ a K - (,(t) + ( \ - a ) L p(t)X~P, ao >0,  0 < o < l ,  p > - l  -  

Solou ADICHF
3. Y(t) = a K ( t ) + b L ( t ) , a >  0, b > 0 -  chiziqii ADICHF.

9.2-§. Iqtisodiy d inam ikaning o 'zgarm as jam g 'arish  norm ali 
modcli: m ehnat resu rslari cksponcnsial funksiya

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko'ramiz. Bu model 
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(t)  = I ( t ) -y iK( t) ,  0 £ ц < 1 ,  \i = const ( 0 ,0 2 £ ц < 0 ,04 ), (9.6)

L(t) = r\L(t), ц = const (0 ,0 0 5  :£ r ^ O ,  00 U ,  (9 .7)

Y ( t ) m F ( I / t ) ,K ( t ) ) = I ( t )+ q t ) = s Y + ( l - s ) Y ,  s —const, 0 < j< 1 , (9.8) 
bunda F(L(t), K(t)) neoklassik shartlarni qanoatlantiradi, I(t) = sY(t) -  
investitsiyalar (kapital qo'yish),C(t) = (1 - s )  Y(t)~iste’mol, K(t )~ mavjud 
asosiy fondlar hajmi, L(t) -  mavjud mehnat resurslari hajmi, s = / ( / ) / Y(t) 
(=const) —jamg'arish normasi, ц  -  asosiy fondlaming chiziqii varoqsizlanishi

koeffitsiyenti. (9.7) munosabat ishchi kuchining o'sish sur’ati L(t)/L(t)
o'zgarm as va ^ ga tengligini anglatadi. Endi jon  boshiga is te ’mol 
hishunchasini kiritamiz:
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T o o  < 5 9 ' )

Keyingimulohazalardajamganshnormasis ning( 0 < s < l )  optimalligi 
jon boshiga iste’mol c(t) ning maksimumi m a’nosida tushuniladi. (9.9') ni 
o'zgartiramiz (qisqalik uchun argument t ni yozib o'tirmaymiz):

i -

L L L
Shunday qilib,

с = ( 1 - * ) / ( * )  , (9.9)
bunda f (k)  -  o'rtacha mehnat unumdorligi, к -  qurollanganlik

(9.6) - (9.9) munosabatlar Solouning sodda dinamik modclini to'liq 
tavsiflaydi. Shu modclning traycktorivasi {У(0, C(t), I(t), W ) ,  K(0)  
funksiyalar majmuasi bilan aniqlanadi.

Modelni oTganish uchun k(t), k{t), f ( k )  belgilashlargao'tamiz:

 ̂ dk d ( K \  K L -K L  (I -yJC)L-KL  
dt d t V L )  1} 1}

= -}т{[* F ( L , K ) - » K  ] L - K t  } = * /(* ) - (ц + п )* .

Shunday qilib, (9.6), (9.7) o 'm iga ushbu

k(t) = s f ( k y - ( n + 4 )k  (9.10)
difTerensial tenglamaga ega bo'ldik. Shu (9.10) tenglama uchun

*(0) = *0> 0  (9.11)
boshlang'ich shart bajariladi.

(9.10) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial 
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli chiziqsiz 
tenglama, o 'ng tomoni erkli o ‘zgaruvchi t ga oshkor bog lanmagan. Shu 
sababli (9.10) avtonom difTerensial tenglamadan iborat, uning (9.11) 
boshlang'ich shartni qanoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. (9.10)
tenglam aning o ‘ng tomoni <{(£)=$/(A :)-(|i+ ii)^ difTercnsiallanuvchi

( к bo‘y*cha). Koshi teoremasiningshartlari bajariladi: 4>'(k)=sf’(k)-(\i+r\).
(9 .6 ) • (9 .8 ) m unosabatlar b ilan  tav siflan ad ig an  m odel 

ozgaruvchilanmng vaqt bo'yicha o'zgarishini tckshmsh uchun qurollanganlik
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к ning vaqt bo'yicha o'zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo 'yicha 
tekshirish yetarli.

(9.10) tenglama avtonom bo'lgani uchun uning statsionar yechimlari 
(muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:

5 / ( * ) - ( ц + П ) *  = 0 .  (9.12)
Statsionar vechimlarning mavjudligi haqidagi tcorcmani bayon etish 

uchun quyidagi

Hm / ' ( * )  = / ' ( + 0 )к-иЧ»
miqdor haqida gapiray l ik ./ ’ (+0) miqdor chekli bo'lishi ham (p > 0 da Solou 
funksiyasi uchun), cheksiz bo'lishi ham mumkin (Kobb-Duglas funksiyasi 
uchun).

9.3-teorema. Agar (9.10) asosiy differensial tenglama uchun (9.11) 
boshlang 'ich shart benlgan bo 'lib, ushbu

H + n < * / '( + 0 )  (9.13)
tengsizlik о 'rinli bo 'Isa, unda (9.10) tenglama yagona (sodda yechimdan 
tashqari) musbat va asimptotik turg 'un (.Lyapunov bo 'yicha) [0; T] vaqt
oralig 'tda aniqlangan statsionaryechim k(t)=k,>0 ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar (9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama 
yagona musbat yechimga ega. Haqiqatan. ikkita y  = s f (k )  va у  = (ц+т|) * 
funksiyani ko'ramiz. Ulaming grafikiari kesishgan nuqtalar statsionar 
yechimni aniqlaydi. M a’lumki, / ( 0 )  = 0, shuning uchun k(t)m  0 sodda 
yechimga egamiz. Ammo bizni к > 0 bo'lgan hoi qiziqtiradi. M usbat 
statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinata boshi
dan chiqadi va I chorakda joylashgan. Ammo (9.13) ga ko 'ra y  = s f(k )  
funksiy a grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida 
у  = (ц+q) к numing burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashqari, f ( k )  
funksiya neoklassik shartlarni qanoatlantiradi (ya’ni f ( k ) > 0 , f "  ( Jt)< 0 ,
V  * > 0), shuning uchun y  = s / ( k )  funksiya botiq. Bu y  = s f ( k )  va 
y =  (ц+ri) it funksiya grafikiari abssissasi k .>  0 bo'lgan nuqtada kesishishini 
tasdiqlaydi. Shu it. son izlangan statsionar yechim к ( 1 ) в к . bo 'ladi. 
Dcmak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning asimptotik 
turg'un ekaniigini isbotlash qoldi (9 .1-chizma).

Agar (9.10) tcnglamaning o ‘ng tomoni y  = s f ( k ) ~  (ц+ ti)*  uchun 
ф' ( * . ) < 0  tengsizlik o 'rin li bo 'lsa , bundan skalar differensial teng
lama uchun Lyapunov-Puankare teorem asiga k o 'ra  (M .Salohitdinov,
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G'.Nasritdinov. Oddiy differensial tenglamalar. Darslik. “O 'zbekiston” 
nashriyoti, Toshkent, 1994, 11-bob, 11.3-§, 314-bet) Ar(/) * £ .  statsionar 
yechim asimptotik turg 'un bo'ladi. Haqiqatan, ф '( £ . )  = * / ’( * . ) -  
(ц+q) < 0. Shuni isbot etish talab ctilgan edi. 9.3-tcorcma to'liq isbotlandi.

9.2-ta’rif. Iqtisodiy o'sishning qurollanganlilcning o'zgarmas k, 
qiymatiga mos rejimi balanslangan о ‘sish deyiladi.

Makroiqtisodiy sistcmaning parametrlari s , ц, q berilgan bo'lsa, k. 
miqdor bir qiymatli aniqlanadi. Amalda mehnat resurslari hajmining o'sish 
s u r ’ati q (0 ,005  й q й 0 ,01 ) va y aro q siz lan ish  k o effits iy en ti ц 
(0,02 й ц й 0,04) aw aldan ma lum bo'ladi. Shuning uchun k. ni jamg'arish 
normasining funksiyasi deb qarash mumkin: k. = k . ( s )  .

9.1-lem m a Balanslangan o'sish rejimi к , ( s )  funksiya (0;1) 
intervalda aniqlangan, dijferensiallanuvchi va monoton о suvchi.

dk ( s )
Isbot. Ushbu — ------ > 0, Vs € (0 ; I)  tengsizlikni isboUaymiz. Uning

ds
uchun $ • / ' (  Ar.(s)) -  (ц+ q ) & .(s) = 0 sonli tenglikni ko 'ram iz. Ikki 
tomonini s bo'yicha difTerensiallavmiz:

f ( k m( s ) b s f \ k . ( s ) ) ~ ^ - ( y i + n ) ~ ^ = 0 .
ds ds

Bundan

dk.(s)  _ f (k . ( s ) )  
ds ( * i + t i ) - j / ' ( M j ) )
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formula kelib chiqadi, unda kasming mahraji va surati musbat. Shuning

dk.(s) n _  ,  v 
uchun — ~—  > 0 , Vs e  (0 ;  I)  tengsizlik o'rinli. 

as
Shunday qilib, balanslangan o 'sish  k,(s) , 0 < s < 1 funksiya bilan 

aniqlanadi. Har bir s ( 0 <s <1) uchun balanslangan o'sishning bitta rejimini 
hosil qilamiz. Bunday rcjimlar cheksiz ko'p. Ulaming ichidan (9.9) funksiyaga 
eng katta qiymat beradiganini topish lozim. Boshqacha aytganda, jamg'arish 
normasining ushbu

c ( j)  = ( l - i ) / ( t . ( j ) ) - » m a \ ,  0 < $ < 1  (9.14)
masalaning yechimi bo'ladigan qiymatini topish kerak. c(s) funksiya (0; 1) 
intervalda aniqlangan va ikki marta uzluksiz diflerensiallanuvchi hamda

c ( j ) > 0 , V s e ( 0 ; l ) .
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

1 ш ф ) = и т )ф ) =  ()> h m M * )  = 0 f ф )  > 0 , Vs e  ( 0 ; \ ) .

Bundan c(s)> 0 funksivaning eng katta qiymati mavjud ekani kelib chiqadi. 
Endi shu funksiyaga eng katta qiymat beruvchi ? e (0 ,1) ni topamiz. Buning 
uchun aw al (9.14) dagi c(s)  funksiyani o'zgartirib yozamiz ( s f (  k.(s)) -  
(|i + r|) Ar.(j) = 0 tenglikka ko'ra):

c (s) = f ( k .  (s)) - ( ц  + г])-к . (s) (9.15)
Endi t f(s  ) ni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

Ж м ) . ^ ! £ ) - ( ц + п ) . ^ £ > = 0  
as ds

yoki

dk .(s)  n 
Bundan — - —  > 0 ga ko 'rads

/ '( М * ) ) - ( Ц + Л )  = 0 (9.16)
tenglama kelib chiqadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo'lmaydi, chunki 
unda s oshkormas qatnashgan. Aslida к ga nisbatan (9.16) tenglamani

/ ' ( * )  = Ц+П (9.17)
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ko'rinishda yozamiz. (9.13) ga ko'ra s = 1 da ц + г |< / '( + 0 )  tengsizlik 

o‘rinli. Ma'lumki, к > 0 uchun y = f ( k )  botiq. Shuning uchun biror к da 

/ ( £ )  = Ц+П tenglik o'rinli. Shunday qilib, (9.16) tenglama yagona musbat 

к ycchimga ega.

Endi (9.12) tenglamaga к - к  ni qo‘yamiz:

s f ( k ) - ( \ i  + i\) k  = 0.
Bundan yagona statsionar nuqta J  ni topamiz:

~ _ (и + п )*
f ( k )  •

Endi f ' (k  ) = (ц  + r|) tenglikdan foydalanib, s ni uzil-kesil aniqlaymiz:

7 Jf\k)
1 W '  < 9 , 8 )

Avvaldan ma'lum ediki, neoklassik ICH Flar uchun Q <^ < 1,
m

VA: > 0 tengsizlik o'rinli. Bundan 0 < s < 1 ekani kelib chiqadi. Statsionar 
nuqta yagona va c (j ) funksiyaning (0; l ) d a  eng katta qiymati mavjud 
boMgani uchun shu s = s nuqtada ф )  funksiya o'zimng eng katta qnmatiga 
erishadi. Shu bilan quyidagi tcorema isbotlandi, desak bo'ladi.

9.4-teorem a. Agar к chekli (9.17) tenglamaning yechimi bo'lsa, 
optimal jamg arish normasi s (9.18) formula yordamida topiladi.

Shunday qilib, iqtisodiy sistema trayektoriyasini s va к lar orqali 
hisoblash mumkin:

K{t) = L(t) k =L0e ' ,k , L(t) = L0e"',  У ( Г ) = Д 0 / ( * )  = А>«Ч' / ( * Ь  

I(t) = 7Y(t) = L0 7 f { k ) e ' u , c(t) = ( l- s )Y( t)  = ( \ - s ) L 0Aк)■e''^■
Oxirgi m unosabatlar ko ‘rsatadiki, qurollanganlikning statsionar 

trayektoriyasi k(t) = к bo‘ylab modelning barcha asosiy ozgaruvchilan

156



»

vaqt bo'yicha o'zgarmas bo'lgan holda mehnat rcsurslarining o'sish sur’atiga 
teng bo'lgan sur’at bilan o'sadi.

Endi statsionar yechimdan farq qiladigan yechimlar qanday bo'lishini 
tekshiramiz. 9.1-teoremaga ko 'ra  statsionar yechim asimptotik turg'un. 
Buning ma'nosi shuki, (9.10) differensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan-

g'ich shartni qanoatlantiradigan k ( l )  yechimi (fc(0) =  к . ,  к 0 Ф к . )  I 

ning yetarli katta qivmatlarida k ( t )  =  k .  -  statsionar yechimga intiladi.

Avv al k 0 > k .  bo'lsin. Bu holda s f ( k 0 ) ~ ( y i + x \ ) k 0 < 0  tengsizlik о 'rinli 

bo'ladi. Bundan ;t( /)< 0 ,t> 0  tengsizlik kelib chiqadi. Endi к ni tekshiramiz:

к = s f \ k )  к - ( ц + л )  к = [ j  / '( * )  ~(Ц+П) ]*  •

k0 > k ,  ga ko'ra j / * ( i t ) - O i + i T ) < 0  tcngsizlik o'rinli bo'lgani uchun f r > 0 -  

Demak, k 0 > k .  bo'lganda k{ l )  trayektoriya qavariq (9.3-chizma).

Endi k0 < k. holni ko'ramiz. Uch hoi yuz berishi mumkin:

1) k0 = к < к. ; 2) 0 < k0 < к ; 3) к < k 0 < к. .

1) к0 = к <к,  bo'lsin. Bunda k(t) = к chiziq (nur) fc(/) funksiyaning 
burilish nuqtalandan tashkil topgan bo'ladi. 2)va3)hollam i ko'rganda bunga

ishonchimiz komil bo'iadi. Agar 2) 0 <Ar0 <k  bo'lsa, unda, ravshanki, 

k=s f(k)-(}i+rj)k>0, A r= [?/(/t)-(ji+ ri)] A:>0 bo'ladi. Bu 0 <k0 <k  da
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k(t) funksivaning qavariqligini anglatadi. Agar 3) к <k^ <k. bo'lsa, yana

k > 0 ,  ammo /t< 0  bo'ladi. Bundan к (I)  funksivaning botiqligi kelib 

chiqadi. Dcmak, к = к dano'tishdaqavariqlikbotiqlikkao‘tadi,ya'ni k0 = к 

da k(t) = к chiziq k( I ) funksivaning burilish nuqtalaridan tashkil topgan

L va К  o'zgaruvchilar tekisligida K(t) = k, L(t) nur Solou-Neyman 
magistrali deyiladi (9.4-chizma).

1966-yilda E.Felps "oltin qoida'ni taklif qildi (ba’zida “optimal qoida

deganda optimal jam g 'arish  normasi s ni topish usuli tushuniladi). 
Ko'rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiy fondlarga go 'yilgan kapital- 
mablag' kapitaldan olmgan daromadga ieng.

Bu quyidagi munosabatlardako'rinadi:

1-misol. F(L,K) = a0 K a Z,1_a, a 0 > 0, 0 < a < l .

Ravshanki, bu holda f ( k ) = a 0 k a , f \ k )  = a a 0k a' l , k  ni a a 0k a~' =

bo'ladi.

s L f ( k )  = L k f ( k ) ,  sF (L ,K )  = K ? ^ K ) >
dK

kapitaldan olmgan daromad 
Misollar

= ц +ritenglamadan topamiz:

2-misol. F ( L , K ) - a ^ a K ~ (> + ( l -o )Z ,_p ] p , ^ ,> 0, O cacl, p > - l  

Bunda f ( k )  = a ,[ak -'  + ( \ - а ) \ Л' ,  f ( k )  = aa0[  a + f l - a ) ! ?  ]*  *T.
Endi ushbu
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я а 0 [ а  + О - я Д р ]  р = Ц + л
tenglamadan topiladi:

_ £ o _ > a VO+p)

Ц+П

Oxirida optimal jam g'ansh normasi s ni topamiz:

M a’lumki, 0 < s < 1 tengsizlik o ‘rinli. Oxirgi formuladan iqtisodiy 

sistcmaning paramctrlari а , а 0,ц ,г |,р  orasidagi bog'lanish kelib chiqadi:

ц+11<а0а  p-

9.3-§. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmas jam g‘arish normali 
modeli: mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya

I. Mehnat resurslari (aholi soni) о 'sishining botiq qonuni haqida

Iqtisodiyotda. asosan, mehnat resurslarining osish i haqida gap boradi. 
Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog'liq. Ish bilan bandlar sonining 
ko'payishi (o sishi) esa faqat aholi soniga bog'liq emas. Ko'pgina ilmiy 
risolalarda mehnat resurslari (aholi soni) eksponensial qonun bo'yicha o'sadi

debqaraladi Bu L(t) funksiyaning hosilasi /.( /) shu £ ( / )g a  chiziqli bog'liq 

deb qaraladi dcgan so 'z, y a ’ni L(t) = rj-L ( t ) , bunda -  o'sish sur’ati. 

Bundan L(t) = L0 -e''’ , LB> 0  kelib chiqadi (9.5-chizma). Shuning uchun

Z,(/) = t]2 L( t )> 0 , y a ’ni L = L(t) funksiya qavariq (9.5-chizma). Dcmak,
I ning biror qiymatidan boshlab L(t) ning qiymati yetarli katta bo'lib ketishi 
mumkin Tug'ilishlar joni haqida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan: 
“tug'ilishlar soni yildan yilga geometrik progressiva bo'yicha ortib boradi”.
fngliz ruhoniysi Maltus iqtisodiyot bilan, aniqrog'i, demografiya bilan
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shug 'u llangan U Eyler gipotezasiga qo 'shim cha qilib, “oziq-ovqat 
mahsulotlan arifmetik progressiva bo'yicha ortib boradi” degan Eslatib 
o'tamizki, aholi sonining (umumiy holda mehnat resurslari hajmining) 
eksponensial o 'sish  qonuni vaqti-vaqti bilan va qisqa vaqt oralig 'ida 
rivojlangan mamlakatlarda sodir bo'ladi hamda o'sish tezligi vaqt o'tishi 
bilan barqarorlashadi Bunda m a’lum vaqt oralig'ida egri chiziqning qavariq 
qismi botiq, aksincha, botiq qismi qavariq qismga o'tadi (9.6-chizma) 
Umuman, o'sish biror botiq egri chiziq yaqinida S-simon egri chiziq bo'ylab 
sodir bo'ladi. Tegishli botiq egri chiziq o'sish tezligining barqarorlashishini 
anglatadi (qarang: Р.Фостср. Обновление производства: атакующие 
выигрывают. М., Прогресс, 1978, гл.4, с.78-94) (9.5 - 9.7-chizmalar).

до до до

Mehnat resurslari hajmining (aholi sonining) o'sish tezligiga qanday 
parametrlar ta’sir qiladi? -  degan savol tug'iladi. Umuman, o'sish tezligi

ko'pgina parametrlarga bog'liq. Eyler gipotezasi bo'yicha L(t) (o'sish

tezligi) shu L ( l ) ning hajmiga bog'liq: L = r\L-  Ba’zi mamlakatlarda 
aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, iqtisodiy rivojlanish sodir 
bo'layotganiga sabab ishlab chiqarishga qo'yilayotgan m ablag'laming 
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitda ishlab chiqariladigan mahsulot

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(t) miqdor faqat L(t) ga 
bog'liq bo'lib qolmasdan, yana K(t) ga -  kapital sarfga ham bog'liq. Agar 

bubog'lanish Д / )  \aK(t)  ganisbatan chiziqli bo'lsa, L(t) uchun quyidagi 
munosabatni yozish mumkin:

L(t) = T\L( t)+vK(t ) ,  n > 0 ,  v > 0 .  (9.19)

Ravshanki, L(t) = r| L(t) + v  K(t) , t >  0. Qanday shartlar bajarilganda 

Z ( / )< 0 , ya’ni Z (/)  funksiyaning grafigi botiq bo'ladi?
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L(t)<  0 (9.20)
tengsizlikni qanoatlantiradigan botiq L( 0  funksiyani chiziqh-botiq deb

a ta y m iz . Chiziqlilik L(t) ning L(t) va K(t) ga chiziqli bog'liqligini.botiqlik
esaД О  funksiyaningbotiqligini anglatadi.

Izokvantalar F(L, K )  = C , С > 0 tenglama bilan bcriladi. Undan, 
ma’lumki,

Ushbu

^  = о
dL dL /  dK

tengsizlik kelib chiqadi. Har bir izokvanta ICHF ning sath chiziqlaridan iborat 
bo'lib, qavariq egri chiziqdir (9.8-chizma).

Endi (9.19) ning ikki tomonini difiercnsiallaymiz: 

L(t) = 4L( l)  + v K ( t )  = L(t) n + v | ) = i ( 4 + v ^ ] .  (9 21)

9.5-teorem a. L(I) funksiya botiq bo'lishi uchun har bir izokvanta 
bo ‘ylab ushbu

dK  n .
—  < — 1<0 (9 .22) 
dL v

tengsizlik bajarilishi yetarli.
Isboti L >  0 va (9.22) tengsizliklardan kelib chiqadi. Haqiqatan, 

(9.21) ga ko‘ra

101 161



If, ) = £ . ( , + v . f ) < i { n + » { - i ) ) . 0 .

Misollar.

1-misol. L(t) = ln(/ + e), £ 0  (9.9-chizma) devlik. Unda L(t) ~ —— >0,
t + e

(/+e)2 < 0 , t> 0 .  Quyidagi L = r \L + \K , L = i \ t  + \ K  muno- 

sabatlami ko‘raylik. L(t) va L(t) laming ifodalaridan foydalansak,

1 1 к--------- 7 =Л ------ + v -К
(t+e) t+e

kelib chiqadi. Biz birinchi tartibli diffcrensial tcnglamaga keldik. Uni 
intcgrallaymiz:

К  = — 1 — +Л.Ц1 (t+e) 
v( t+e)  v

Endi dK/dL  ni hisoblaymiz:

dK^K_ 
dL L

----- --------— ln(/+e)
\ ( t+ e )  v

1 ____ I____ л < _ Л
t+e  v (/+ e ) v v '

Shunday qilib, ICHF izokvantalarida(9.22) tengsizlik bajanladi. Kobb-Duglas 
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu

K_ > П q  
I > v 1 - a

tengsizlik uchun bajariladi.
2-misol Ikkinchi misol o'm ida 1991-2001-yillardavomidaO‘zbekiston 

Respublikasi ahohsining o'sish dinamikasini ko'raylik. Avval shu yillardagi 
aholi soni jadvalmi keltiramiz:

Jadvaldan ko'nnadiki, N ( t )  funksiya o'suvchi, ammo o ‘sish tezligi 
(Ai miqdorlar) asosan kamayib borayapti. Faqat 1995 va 1996-yillarda o'sish 
tezroq bo'lgan. N (t) funksiya 1991-1994-yillarda botiq, 1994-1996-yillarda 
qavariq va 1996-2004-yillarda yana botiq. Demak, N (t) chiziq S-simon 
ko'rinishda (9.9a chizma).
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i Yillar Aholi soni (min) N, Л, - * t

1 1991 20,862
2 1992 21,360 0 ,498

3 1993 21,852 0 ,498

4 1994 22,828 0 ,430

5 1995 23,002 0 ,720

6 1996 23,444 0 ,442

7 1997 23,867 0 ,423

8 1998 24,231 0 ,364

9 1999 24,583 0 ,352

10 2000 24,908 0 ,325

11 2001 25,211 0,303

12 2002 25,523 0 ,312

13 2003 25,803 0 ,280

14 2004 26,116 0,313

(M a’lumotlar “O ‘zbckiston Respublikasi Davlat statistika qo'mitasi, 
2005” dan olingan).

9.9a-chizma

II. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq 
bo'lgan modeli

Iqtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi m unosabatlar bilan 
tavsiflansin, deylik:

К  = I - y i  K,  0 ^ | i ^ l ,

L = r\L + \ К,  r | = consf> 0 , v = const>0,

У = F(L,K)=I + C  = sY  + ( l - s ) Y ,  s = const> 0, 0 < $ < 1 ,

c(0  = —— -+ m ax, 0 < s < l .  
L(t) ’

(9.23)
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Bu m unosabatlardan  k o ‘rinad ik i, asosiy  fondlarn ing  ch iziq li 
yaroqsizlanishi va mehnat resurslanning hajmi chiziqli-bog‘liq bo'lgan hollarga 
egamiz. Masala jon boshiga iste'molning eng katta qiymatini ta’minlaydigan 
(optimal) jam g‘arish normasini topishdan iborat. Endi ko'rilayotgan 
jarayonning asosiy diiTercnsial tenglamasini chiqaramiz. (9.23) muno
sabatlardan ikkinchisini

L—= n + v k  
L 1

. . . . .  i  dk
ko'rinishda yozib olamiz Endi * = “— ni hisoblaymiz:

»: ^  г AT ̂  K L - K L  ( s Y - \ i K ) - K { y \ L + v K )  
" л и г  L2 L2

= - ^ [ ( s L f ( k ) - \ x K ) L - K ( T \ L  + v K ) ] = s f ( k ) - ( Vi+ r [) k - v k 2 '

Shunday qilib. asosiy difTerensial tenglama ushbu

*t = * / ( / t ) - ( n + T i ) * - v * 2, k ( 0 )  = k0 > 0  (9.24)

ko‘rinishga ega. (9.24) ixtiyoriy k(0)=k,  > 0  boshlang'ich shart uchun 
yagona yeehimga ega Bu tasdiq Koshi teoremasidan kelib chiqadi, chunki

(9.24) ning o ‘ng tomoni <p(fr) = $ / ( f r ) - ( n  + r|)/(:-vA :2 uzluksiz difTc- 
rcnsiallanuvchi ( к bo'yicha), y a ’ni

cp'(*) = * / '(A r ) - (n  + n ) - 2 v / t .
9.6-teorema. Agar asosiy differensial tenglama uchun

Ц+П < * /'(+ < )) (9.25)
tengsizlik ((2.13) bilan taqqoslang) o'rinli bo'lsa, unda (9.24) tenglama 
yagona (sodda yechimdcm tashqan) musbat va asimptotik turg un statsionar
yeehimga ega, ya 'ni k(t) = k . .

Isbot. Quyidagi cp(fc) = 0 ,  y a ’ni

j / ( * ) - ( M + » l ) * - v * 2 = 0  (9.26)
chekli tenglamani ko'ramiz. Bu tenglama к = 0 sodda yeehimga egaligi 
ravshan. U musbat yeehimga ham ega. Shuni isbot etish uchun y, = s / (  £)
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va Vi = ( n + n ) / t+ v i t : funksiyalami o'rganamiz Har ikki funksiya grafigi 
koordinata boshidan chiqadi va I chorakda joylashgan. Shu bilan birga, 
y ’(k ) < 0 ,  y\(.k) — 2v > 0 tengsizliklar o'rinli. Dcmak, y t ( к) funksiya 
botiq, funksiya esa qavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos
ravishda ((9.26) ga qarang)

burchak kocfiltsiycntlar bilan chiqadi. Shunday qilib,^,()t) v&y2( k) funk
siya grafiklari I chorakda albatta kesishadi (9.10-chizma).

Ikkinchi funksiya y 2(k) = ( ц + r j )* + v k 2 grafigi paraboladan iborat

bo'lib, u koordinata o'qlarini ( - (H  + Tl ) /v ; 0) v a (0 ; 0) nuqtalarda kesib

parabolaning k>  0 bo'lgandagi bo'lagi qiziqtiradi, u 9.11-chizmada quyuq 
chiziq bilan bclgilangan.

Grafiklar kesishgan nuqtaning abssissasini к. > 0 devmiz. Bu bilan (9.24) 
tenglama yagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi.

Endi shu k(l) = k.  statsionar yechimning asimptotik turg'un ekanini

chunki у  (/t.) = s f ( k . )  m iqdor y,(Jt) funksiya grafigiga k. da o tkazilgan 

urinma burchak koeffitsiyenti, _y£(jt.)=(n+r|)-2 vA. esa y t(k) grafigiga

lim s f ' ( k )  = s / ’(+0) > 0 lim y'2(к) = ц  + rjt-*+0 ’ k-*+0

nuq tada  jo y lash g an . B izni shu

У

0 4v

к
>

9 .10-chizma 9.11 - chizma
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o 'tka/ilgan  urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, j{(A») < / 2(k.) 
tengsizlik o ‘rinli (9.10-chizma). Teorema isbotlandi.

Ta’kidlab o ‘tamizki, k. ning o ‘mi (abssissa oq ida) s ning qiymatiga 
bog liq, ya’ni k.(s).

9.2-lemma. Statsionar yechim k.(s) monoton о ‘suvchi funksiya (9.10- 
chizma).

Isbot. Avval о k.(s) funksiya (0; 1) intcrvalda aniqlangan va diffe- 
rensiallanuvchi, u (9.26) chekli tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni quyidagi 
sonli tenglik o'rinli:

s f (k . ( s ))~  (ц  + n) k.(s)  -  v k ] ( i )  = 0 . (9.27)
Bu tenglikning ikki tomonini s bo'yicha difTercnsiallaymiz:

f [ k U s ) ) + s f \ k ^ s ) ^ ^ - ( ^ + r i ) ^ ^ - 2 Vk A s ) ^ ^ = 0 .
as as as

dk.(s)
Endi — - —  ni topamiz:

as
dk .(s)^ f (k .(s ) )

ds n + n + 2 vA r.(j)-j/'(A r.(s)) 

dk (s)
(9.10) chizmadan ko‘rinadiki, — -— > 0  . Lemma isbotlandi.

ds
k ( t ) s k . ( s )  funksiya balanslangan o ‘sish rejimi bo ‘lgani uchun 

( j€ (0 ; 1)), bunday rejim larcheksizko‘p. H arbirrejim jam g ansh normasi 
s ning (0; 1) intervaldan olingan bitta qiymatiga mos keladi. Agar jon boshiga 
iste’molni maksimallashtirish masalasi ko‘rilsa, bu masalaning yechimi 
balanslangan o ‘sishning optimal rejimini va optimal jamg arish normasini 
aniqlab beradi. Masala quyidagicha qo viladi:

С
Ф )= —=(\-s)f(k.(s))->max,  0 < j < 1 .  (9.28)

Avval masalaning yechimi mavjudligini ko rsatamiz 
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

lim c(s) = lim c(s) = 0 va c ( * ) > 0 , Vs € (0 :1 ) ,
• - * * О i - » + l - 0

bunda lim k.(s) = 0 tenglik e ’tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28)l -*»0
masalaning yechimi mavjudligini isbodaydi. Endi c(r) funksiyaning statsionar

166



ft

nuqtalarini topamiz. Uning c'(s) ni hisoblab, c '(i) = 0 tenglamani yechamiz. 
Dastlab (9.27) ga ko 'ra c($) funksiya ko‘rinishini o ‘zgartirib olamiz:

Ф ) = f (k .  (i)) -  (ц + n) ( i)  -  v (5) . (9.29)
Endi c'CO ni hisoblaymiz:

^'(•0 = [ / ' ( * . (^) ) - (Ц+ П) - 2  v (s) ]—j - -  .
as

dk.(s)  A
9 2-lem m aga k o ‘ra — -— > 0 .  Shuning uchun c'(s) = 0 tenglam a

as
/ '(£ .($ )) -(H + ri)-2 v /t.( ,s )  = 0 ko'rinishni oladi. Bu tcnglamadan stat
sionar nuqta -  s ni topib bo 'lm aydi, chunki s oshkorm as shaklda 
qatnashyapti. Aslida biz ushbu

/'(* )= (> i+ T i)+ 2v*  (9.30)

к ga nisbatan tcnglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning yagona musbat к

yechimi mavjud. Haqiqatan, ravshanki, y2 = ( n  + rj)Ar + v * ‘ va yx - f ( k ) 
funksiyalarning grafigi koordinata boshidan chiqadi, f (k )  -  botiq va

(H + r |)*  + v * 2 -  qavariq boMgani uchun ularga o ‘tkazilgan unnmalar 

yagona Jc nuqtada o'zaro parallel bo'ladi, ya'n i / '( F )  = |i+ r j+ v *  (9.12-
Я

chizma). Shuning uchun k=k  da

s f ( j c ) - ( \ i + 4 ) k - \ k 2 = 0 

tenglik o'rinli boMadi. Bundan yagona statsionar nuqta s ni topamiz:

~  (ц + n) к  + v F
» ----------> 0  ( M O

Endi (9.30) ga ko 'ra Ц+П= f 0 c ) + 2 v k  ni e ’tiborga olsak, ushbu

*  к  f \ k )  v F
?  = — ------------ —  (9.32)

/< * )  / ( * )

V  f' (k )
formulanihosilqilamiz. У > 0  va 0 < — —  < 1 tcngsizliklardan 0 < ?  <1

/ ( * )
kelib chiqadi.
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9 12-chizma 9 13- chizma

Ravshanki, ? > f  ((9.18) ga qarang). Dcmak, l —y >  1 —y  , y a ’ni 
iste'molga ajratiladigan bo lak kattalashadi Bunga sabab mehnat resurslari 
hajmi chiziqli-botiq funksiya deb qaralishidadir. Shunday qilib, (9.28) 
masalaning yechimi mavjud va statsionar nuqta yagona bo'lgani uchun s = T 
nuqtada c(s) funksiya eng katta qivmatga ega bo'ladi. Quyidagi teorema 
isbot etildi.

9.7-teorema. (9.28) masalaning yechimi mavjud va yagona. Optimal 

jamg'arish normasi s  {9.32) formula yordamida, balanslangan o'sishnmg

optimal rejimi к  (9.30) tenglamaning yagona musbat yechimi sifatida 
aniqlcmadi.

Shunday qilib, (9.23) iqtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

Endi quyidagicha xulosa chiqarish mumkin: modelning barcha asosiy 

o 'zgaruvchilari K(t),L(t),Y(t),I(t)  va C(t) -  statsionaryechim k(t) = Г

bo 'ylab П+vfc ga teng bo 'Igan bir xil sur 'at bilan о ‘sadi.
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M ehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya bo 'lgan  modelni

o'rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim k(t) = к > 0 dan 
farqli k = k(l)  traycktoriyalam i sifat nuqtayi nazaridan tekshiramiz.

Ravshanki, k. > k  (9.13-chizma).

Faraz etay lik , k = k{t) funksiya (9 .24) tenglam aning  ixtiyoriy 

boshlang'ich shartni qanoatlantiradigan yechimi bo‘lsin, k0 = k(0) > 0 . Ikki 

hoi yuz bcradi: 1) k0 >k ,  ; 2) k0 < k . . A\-val 1) k0 > k. holni ko'ramiz. 

s = f  bo'lganda (9.24) tenglama ushbu

к = s f (k )  -  (ц  + r|)fc -  v k 2 

ko'rinishni oladi. Unda ixtiyoriy k0 > k. uchun (9.13-chizma)

= ? / ( * o ) - №  + Tl ) * o - v*o < 0 » 

shuning uchim k(t) < 0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi к  ni hisoblaymiz:

£  = [ f / ' ( * ) - ( H  + n ) - 2vfc ] * > 0  , y a ’ni £ > 0 , Vk0 > k . .

Bu к  = k(l) egri chiziqning ixtiyoriy k0 > k. da qavariq ekanini angla
tadi (9.14-chizma).

Endi 2) k0 < k, holni ko'ramiz. Bunda yana uchta qismiy hollar yuz 
benshi mumkin:

а) к0 -  к < к. ; b) 0 < к0 < к ; v) к < к0 < к . ;
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Ravshanki, a) holida k(t) = к nur bunlish nuqtalandan tashkil topgan. 
Bu b) va v) hollami ko'rganimizda kelib chiqadi. b) holida (9.13-chizma) 
quyidagi tengsizliklar o'rinli:

£  =  ? / ( f r ) - ( H  +  T j ) f c - v f r 2 > 0 ,

* '= [ ? / ' ( * ) - ( n + n ) - 2v * \ k >  0 .
Shu tengsizliklar it (I) funksiyaning monoton o ‘suvchi va qavariqligini 

anglatadi. Nihoyat, v) holni ko‘ramiz. Bu holda ushbu

к = I f  (к) -  (ц  + п)Аг -  v /t2 > 0 ,

£  = [ ? / ' ( £ ) - (n  + r i ) - 2vjt ] * < 0  
tengsizliklarga cgamiz, ular k(t) funksiyaning monoton o ‘suvchiligini va

botiqligini bildiradi. Yuqoridagi mulohazalar korsatadiki, k(t) = k nurda

k(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi o 'z  ishorasini (musbatdan manfiyga)

o ‘zgartiradi. Shunday qilib, k ( t ) a k  , t >  0 nur к <k0 <k.  da к (I)
funksiyaning bunlish nuqtalaridan tashkil ctganini isbotlaydi (9.14-chizma).

Iqtisodiy dinamikaning ko‘rilayotgan (9.23) modeli uchun Fclpsning 
“oltin qoida 'sini chiqaramiz. (9.32) ga ko‘ra

? / ( f )  = l / ' ( f ) - v - P .

Ikki tomonini £  ga ko‘paytiramiz:

= J g - v g J T .
Otk

Endi “oltin qoida ni kcltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag4

f  F(L,R)  kap italdan  olingan  darom ad iL L L J t l j i  j an V/ t £
6K

miqdorgakam. v k R  miqdomi mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiqligidan 
olingan “yutuq” deb ataymiz Eslatib o ‘tamizki, (9.6)-(9.8), (9.91) modelda

optim al jam g arish norm asi I y -  ga, (9 .23) m odelda esa

.  Ц f ' ( k )  v к 1 ~ -
S = -------=-------------—  ga teng edi. Ravshanki, s < I . Bu holda ic > к

f ( k )  f ( k )
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tengsizlik o'rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini 
chiziqli-botiq funksiya deb qarash samarador ekan.

Shuni ta ’kidlab o'tamizki. statsionar yechimni topish uchun ushbu

s / ( f c ) - ( |i+ T i) /f c -v / t2 = 0  
tenglamani vcchishga to 'g 'ri keladi. Uni analitik usul bilan deyarli yechish 
mumkin emas. Masai an, f ( k )  = a k  bo'lsa, tenglama у * 2+ [ ( ц + г |) -  
- a .y ]*  = 0 sodda ko'rinishga keladi va kt = 0, v[a 5-(ц+г$]. Agar 
f ( k )  = a-Jk bo 'lsa , s a j k  =(iL+r$k+vk2 tenglam aga egamiz. Agar 
■fx=k  desak, у х 4 +  (ц  + г |)х 2 - s  x  tenglama hosil bo'ladi. Undan x,=0, 
y a ’ni k{ = 0 ni topam iz. Q olgan y ech im larn i to p ish  uchun 
v x 3 + (ц + г |)х -5о =0  kubik tenglamani yechishga to 'g 'ri keladi.

Neoklassik ICHF laruchun o'rtacha mehnat unumdorligi / ( it) ixtiyoriy 
bo lganda ham ^ /(^ - ( j i+ r j jA r-v *2 =0  tenglam ani yechishning qator 
taqnbiv usullari mavjud.

9.4-§. Iqtisodiy dinam ikaning o 'zgarm as jam g 'a rish  norm ali 
modcli: m ehnat resurslari hajm i chiziqsiz-botiq funksiya

Awalgi 9.3-§ da iqtisodiy dmamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqli- 
botiq funksiya bo'lgan modeli ko'rildi. Umumiy holda mehnat resurslari 
hajmi chiziqsiz-botiq funksiya bo'lishi mumkin. Faraz etamiz,

X - l j n  + v v ( £ ) ]  ( * * ,  | . „  + v  .

Endi, iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan- 
sm, devlik:

K = I - \ i K ,  0 < ц < 1 ,  

L=L[r \+ \  \{iiK/L)], r |> 0, v > 0 ,

Y=F(L ,K )=I+C=sY+( l - s )Y ,s =cons t>0 ,  0 < j< 1 , 

c(0 = — >max, 0 < j < 1.
W )

(9.33)

Bunda y (KIL)  = y (£ )  funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:
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vj/(0)=0; \ |/ '(+ 0 )^ 0 ; y(fc)>0; ц>\к)> 0 ;  v |/'(*)> 0 ;  V*>0. (9.34) 

Agar 4i (K/L) = K /L  bo'lsa, Z.[r)-*-v-\|/(AT/Z-)]=Z.r|-*-v/C bo’ladi.

(9.33) ga ko'ra L > 0  Endi f  ni hisoblaymiz:

K L - K t
Z. = Z ,[rj + v \|/(/t) ]+Z,vvj/'(/fc)-

L2

= i [  n + v  # ) - v i t V ( * ) + v V ( * ) ^ ] .

Faraz etaylik, i ty '( ) t ) - \^ i r ) < ri/(i tcngsizlik o'nnli bo ism. Unda L <  0 

va L(t) funksiya botiq b o 'lad i. Bundan tashqari, (9.34) ga k o 'ra  
yi(k) < к v|i'(k) tcngsizlik o'rinli. Bu ushbu sodda

ЧК*) = J V(*)<* < J y i 'i k y h  =  \\i'(k) ■ к
о о

mulohazadan kelib chiqadi. Shunday qilib,

0 < * # ) - # ) < ^ ,  * V W > t  (9 .35)
v v(*)

Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.
9.8-teorema. L ( t )  funksiya botiq bo'lishi uchun izokvanta bo'ylab 

ushbu

fHL<k ц
dL v # )  V(ifc) (936)

tcngsizlik bajanlishi yctarli

dK. n
Agar \\i{k)**k bo'lsa, (9.36) dan —  < — <0 kelib chiqadi ((9.22) ga

aL v

qarang). Agar 0 < k  \\ i \k)-\ [ i(k)<r\ /v  bo'lsa, (9.36) ning o 'ng tomoni 
manfiy. Bunga (9.36) ni ushbu

dK  ; n + v M * ) - * V ( * ) l  
dL v \|/(Дг)

konnishda yozib, ishonch hosil qilish mumkin
Endi (9.36) iqtisodiy dinamika modeli (9.33) uchun asosiy differensial 

tenglamani chiqaramiz. Uning uchun к  ni hisoblaymiz:
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£ d ( K \  k l - k L l [ j z / ( * ) - h a : ] - * Z
d t \ L )  L2 L2

= s / ( * ) - ( ^ + n ) * - v A r \ j / ( A : ) .
Dcmak, asosiy difTerensial tcngbm a quyidagi ko'rinishga ega:

k = s f ( k ) - ( n + r \ ) k - v к \|/(AT) . (9.37)
(9.37) tenglamaning o ‘ng tomoni к b o ‘y icha differensiallanuvchi 

bo'lgani uchun avval ko'rilgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtiyoriy 
boshlang‘ich shartni ( Jt(0) = k0 > 0 ) qanoatlantiradigan yagona yechimi 
mavjud. Qolaversa, (9.37) -  skalar avtonom difTerensial tenglama. Bizni 
uning statsionar vechimlari qiziqtiradi Bundav yechim topilsa, iqtisodiy 
sistemaning (iqtisodiy jaravonning) trayektoriyasini topish mumkin boMadi.

9.9-teorem a. Agar (9.37) tenglama uchun ushbu

H + r i< j / '( + 0 )  (9.38)
tengsizlik ( (9.25) bilan taqqoslang) о ‘rinli bo 'Isa, shu tenglama yagona 
musbat (sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg 'un k(t) я  к . ,

t e  [0,7’] statsionar yechimga ega.
Isbot. Statsionar yechimlar ushbu

( # ) = )  * / ( * ) - 0 i  + n ) * - v * y ( K )  = 0 (9.39)
chekli tenglamaning yechimi kabi aniqlanadi. Avval bu tenglama k(t) a  0 dan 
tashqari yagona musbat yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. A w algi 
mavjudlik teoremalaridagi kabi (9.3-, 9.6-teorem alarga qarang) ikkita

= s / (  k) va у  j = (ц  + rj) к  + v к \|/(/fc) funksiya grafiklari koordinata 

boshidan chiqib, I chorakda albatta /t = / t . ( j ) > 0  nuqtada kesishishini 
ko‘rsatish mumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi:

/ ( 0) = 0 , Я -Ю ) = lim Г (к) ,  y 2(0) =  0 ; У (40) = Ц+Л ,к-**О

j4 (* )= 0 i+ n ) + v № * )+ * V (* ) ] ,

У2 (к) = v \l\\f'{k)+k у ’(*)]> 0 ,  V£> 0.
Demak, >»,(£) botin, у 2(к) qavariq funksiya va grafiklari koordinata 

boshidan chiqadi. (9.38) ga ko'ra, ular yana bitta £ .(*) umumiy nuqtaga 
ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o'rinli:
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S / ( * .  (* ) ) -  (Ц + n) k. (s ) -  v k. (s) v (* . ) ) = 0 .  (9.40)

Endi k( t)*k .( s )  statsionarycchimning asimptotik turg'unligini isbot-

lash mumkin. Buning uchun (9.37) ning o ‘ng tomonidagi \\i(k) funksiya

y '( /t .( s ) )< 0  tengsizlikning qanoatlantirishini ko‘rsatish kifoya. Bu

V '(* .(s))=s f ' (k .  (s) ) -  (ц  + n) -  v [\|/(* .(s ) )+ k .(s) \|/'(* .(*))]< 0 
tcngsizlikdan kelib chiqadi 9.9-teorema isbot etildi.

9.3-Iemma. Statsionar yechim k(t)=k.(s), 0 < s <  1 intervalda s ning 
monoton о ‘suvchi funksiyasi.

Isbot. (9.40) ning ikki tomonini s bo vicha differcnsiallaymiz:

/(M *))+ [*  / ’(* .(* ))-(M + n )-v M M s))+ * .(j)  V (U * )))}— 7 - ^ = 0 .
ds

dk.(s)
Bu tenglikda kvadrat qavs ichidagi ifoda manfiy. Ravshanki, — - —  > 0

ds
bo'ladi; lemma isbotlandi.

Topilgan statsionar yechim k .(s ) balanslangan o'sish rcjimini anglatadi.

k .(s ) funksiya (0; s) intervalda aniqlangan. Dcmak. rejimlar cheksiz ko'p. 
Ulaming ichidanjon boshiga iste’molga maksimum qiymat beradiganini ajratib 
olish lozim. Optimal jamg'arish normasini topish uchun quyidagi masalani 
ko'ramiz:

c(s) = ( l -* ) / '(* .(■ » ) ) -*  m ax , 0 < s  < 1. (9.41) 
Masalani yechish uchun (9.41) dagi c(j) funksiyani ushbu 

c[s)=A k.(s))-(\i+ r])k .(s)-vk .(s)\^k .(sj)  

korinishda yozib olamiz. Endi c '(s) ni hisoblaymiz:

c '( j)  = [ / ’(£ .(* )) -  (ц + n) - » (v (M * ) )+ M * )  y '(* .( j) ) )  ]— .
ds

dk.(s)
9.3-lemmaga ko'ra ——— > 0  . Shuning uchun </(5)=0 tenglama к ga 

nisbatan (chunki s oshkormas qatnashadi) ushbu

/ ' ( * ) - ( ц + n) -  v M * ) + *  v '(* )]= 0  (9.42)
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tcnglamaga ekvivalent. Awalgi paragraflardagi mulohazalarga o'xshash, 

(9.42) tenglama yagona musbat к yeehimga ega ekanini isbotlash mumkin. 

Agar (9.39) da k = k dcsak, (k <k.(s)  ekam ravshan) s ni topish mumkin:

^ (y .+ r \)k -yk \\(k )
№

Endi (9.42) dan foydalanib, s uchun formulani quyidagi, uzil-kesil 
ko'rinishda vozamiz:

-  k f ( k )  v P  ц/(к)
s = — ------------ 1 (9 43)

№  №  *

(9.33) model uchun topilgan m a’lum otlarni teorem a k o ‘rinishida 
ifodalaymiz.

9.10-teorem a. (9.41) masalaning yechimi mavjud va yagona. Opti
mal jamg 'arish normasi J  (9.43) formuladan, balanslangan о ‘sishning 
optimal rejmi к esa (9.42) tenglamaning musbat yechimi sifatida topilach.

Topilgan к va s qiymatlar yordamida iqtisodiy sistema trayektoriya- 
sining barcha o ‘zgaruvchilarin i topish  m um kin. A lbatta , avvalgi 
paragraflardagi kabi (9.37) difTerensial tenglamaning k(t) = k yechimidan 

farqli yechimlarini ham o'rganish mumkin. k(t)  egri chiziqlaming chiz- 
malari 9.14 chizmadagidck bo'ladi. Nihoyat, ‘"oltin qoida” ni ham chiqarib, 
iqtisodiy m a’nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlam ing asoslanishini 
o'quvchiga mustaqil ish sifatida topshiramiz.

9-bobga oid m asalalar
1. Ushbu

k = s a 0 ka ~(\i + r\)k, 0 < s < l ,  a0 > 0, 0 < a < l
Bemulli difTerensial tenglamasi integrallansin.

2. Quyidagi berilgan ICHF ga mos iqtisodiy dinamika modcllari uchun 
optimal jam g'arish normasi s va balanslangan o'sishning optimal rejimi 

к topilsin:

2 K L
1. F ( L , K )  = j K L .  2. F ( L , K )  =

K  + L
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3. F(L,K) = \ jKL2 . 6. F(L,K) = U y [ K + f i ) 2'

AK I
4. F(L,K)  = \ [ F L .  7. F(L'K )  = 

,—  r , ,  ^  4 i k l  
5. F(L,K) = t [ K l > .  8- 7 F 7 F

3. Ushbu

t  = j f l 0[ a t ' p + ( l - f l ) ]  р - ( ц  + 1т)Аг 

difTerensial tenglamani s = 0,5, a0 = 1, a  = 0,5, p = -0 ,5  bo‘lganda integ- 

rallang (ko rsatma J k = x  almashtirish bajaring).

4. Solou ICHF ning turli xususiy hollarida asosiy difTerensial tenglama- 
sini yozing.

9-bobga oid nazorat savollari
1. Dinamik ICHF (DICHF) ta’rifini bering.
2. Ikki faktorli va ko‘p faktorli DICHF ga misollar keltiring.
3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima?
4. Iqtisodiy dinamikaning modellari nima?
5. Iqtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang.
6. Sodda model uchun asosiy difTerensial tenglamani chiqaring.
7. Asosiy difTerensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik 

turgun vechimning mavjudligi haqidagi teoremani avtib bering.
8. Statsionar yechim yaqinida integral egri chiziqlar qanday joylashgan?
9. Mehnat resurslari hajmining chiziqli-botiqligi ta’rifini bering.
10. Chiziqli-botiqlik holida asosiy difTerensial tenglamani chiqaring.
11. Mehnat resurslari hajmining chiziqsiz-botiqligi ta’rifmi bering va mos 

asosiy difTerensial tenglamani yozing.
12. Kobb-Duglas va Solou DICHF gamos iqtisodiy dmamika modellarini 

yozib bering.
13. Ko'rilgan modellar uchun balanslangan o'sish optimal rejimini topish 

tenglamasini va optimal jam g'arish normasi formulasini yozib bering.
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10-bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH 
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI

yaroqsizlangan modcllari ko'rildi Amalda asosiy fondlar ham. mehnat 
resurslari ham yaroqsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan, stanoklar)

yaroqsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha kasal bo'lishi, vafot 
etishi) tabiiy Bunday hollarda mehnat resurslari va asosiy fondlaming 
m ajm uasi yaroqsiz lan ish in i e ’tiborga olish zarur. Ishlab chiqarish 
resurslarining yaroqsizlanishini hisobga olganda iqtisodiy sistemani va uning 
traycktoriyasini chuqurroq o'rganish imkoniyati tugiladi Mazkur bobda 
iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslari chiziqsiz yaroqsizlangan 
modellarini ko'ramiz.

Faraz etamiz, vaqtning I momentida ishlab chiqarish resurslarining ushbu

fo rm ula  b ilan  berilgan  q ism ini alm ash tirish  kerak b o 'ls in , unda

Shu (10.1) ga ko‘ra x (^ ) funksiya monoton o'suvchi va qavariqdir. 

X(k) з  к bo lgan hoi chiqarib tashlanmaydi. Bunda X (0) = 0 , x ’ (+0) = 1, 

X’ ( t )  = 1, X* (k) = 0 bo'ladi. Shunda ham x(£) funksiyani, odatda, qavariq 

deb hisoblashadi. (10.1) ga ko ra x (^ )- ^ 'X ’(^)<0 , VAr>0 tengsizlik

A w algi bobda iqtisodiy dinamikaning faqat asosiy fondlar chiziqli

eskirishi mumkin, mehnat resurslari csa (ish bilan band bo'lganlar) ishga

X(0) = 0, x ( * ) > 0 ,  x '( + 0 ) ^ 0 ,  x ’ (k )>0 ,  x ' ( k ) Z  0, VAr>0. (10.1)

с • fc * vYjt) 
o ‘rinli. Bundan ---------- >1 tengsizlik kelib chiqadi.
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1) mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya;
2) mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya;
3) mehnat resurslari hajmi chiziqsiz-botiq funksiya.

10.1-§. M ehnat resurslari hajm i eksponensial funksiya

Iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:

L=l n, n>o.
Y = sY + (1 - s)Y = 1 + C,  0 < s < 1, s = const > 0 ,

r
c = — = (1- $ ) / ( £ ) - >  max, 0 < $ < 1 .

L

(10.2)

( K \ _ K
Ravshanki, agar XI ~j~ \~~f  bo'lsa, 9-bobning 9.2-§ da ko'rilgan iqtisodiy

dinamika modelini hosil qilamiz.
( 10.2) modelni o'rganish uchun avv algi bobdagi kabi asosiy differensial 

tenglamani chiqaramiz:

i = d ( K \ K L - K L  I
j A l ) i}  С

=-i-\ { sL / ( k ) - i i L x ( k ) ) L - K L ] = s m - r x k - i i x ( k ).
Shunday qilib, (10.2) model uchun asosiy differensial tenglama

k = s f ( k ) - 4 k - \ i X (k) ,  k(0) = k0 > 0  (10.3)

k o 'r in ish g a  ega. U ning o 'n g  tom oni ф(k) = s f ( k ) - r \ k - [ i x ( k )  
differensiallanuvchi (к bo'yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko'ra, 
(10.3) tenglama ixtiyoriy boshlang'ich shartni qanoatlantiradigan yagona 
yechimga ega.

Optimal jamg'arish normasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz, bunda 
optimallik jon boshiga iste'molning maksimumi ma'nosida tushuniladi. Bu 
masalani yechishda, avvalgi bobdagiga o'xshash, (10.3) avtonom diffcrensial 
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamiyatga ega.
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lO .l.-teorem a. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu

ц Х'(+ 0 ) + П < * / '( + 0 )  (10.4)

tengsizlik bajarilsa, unda (10 .3,) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan 
tashqari) va (Lyapunov bo ‘yicha) asimptotik turg ‘un statsionar yeehimga
ega, ya 'ni k(t) = k. t e  [0; 7] .

Isbot. (10.3) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlari ushbu

(10.5)

ehekli tenglamadan topiladi. k(t) ■ 0 -(10 .3 ) tenglamaning sodda yechimi 
y { = s f ( k )  va у г= г| it + ц x(A ') funksiyalarning grafiklan koordinata 
boshidan mos ravishda s f ' ( + 0 )  va tj+  ц x ' (+0 ) burchak koeffitsiyentiar 
bilan chiqadi. (10.4) ga ko‘ra ti + ц (+0 ) < s f ' ( +  0 ) .  Dcmak. к ning 
nolgayaqin qivmatlarida ,y2 (k)  ning grafigiy t (k)  ning grafigidan pastroqda 
boMadi Shu grafik lar A r> 0 d a  kesishishini ko 'rsa tish  mumkin. Bu 
y t = s f ( k )  ning botiqligi v a y 2=ri  к + ц x(A:)ning qavariqligidan kelib 
chiqadi. уг ( Ar) ning qavariqligi ushbu

^ ( 0) = 0, .кИ *) =  П +  И Х '(* )> 0 , y l ( k )  = \ i x ' ( k ) > 0 ,  V k > 0  
munosabatlardan ko'nnadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini ( k , , y.  ) deb belgilaymiz, bunda k. -
(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (10.3) differensial

tenglama yagona musbat statsionar yechim k(t) *  k.  ga ega. Shu vechim-
ning asimptotik turg‘unligi ham osongina isbotlanadi. (10.3) ning o‘ng tomoni

ф(А:) uchun ф'(Аг.) < 0 tengsizlik bajarilishini ko'rsatish kerak. Ravshanki,

♦ ' ( * . ) = f ( k ) - nA:- ц x(A: ) ] = s  f'(k .)-r\-\3 .x  (к.)<Ъ. (Ю.6)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko ‘ra, ( 10.6) tengsizlik k(t) = k. 
yechimning asimptotik turg'unligini anglatadi. 10.1-teorema isbot etildi.

(10.2) iqtisodiy sistema uchun qurollanganlik k, qiymati balanslangan
о sish deyiladi. Ravshanki, aw algi bobdagi kabi balanslangan o ‘sish rcjimi 
k. jamg'arish normasi s ning funksiyasi boMadi: k, = k .(s ), 0 < s < I.

10.1-lemma. ( 10.2) iqtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan 
°  sish rejimi к, (s ) (0; 1) intervalda aniqlangan, differensiallanuvchi va 
monoton о ‘suvchi funksiyadir.



Isbot. k.(s)  ning (0; l ) d a  aniqlangan, diffcrcnsiallanuvchi ekani

ravshan. Monoton o'suvchiligini isbotlash uchun -  > 0 ,  Vs e  (0; 1)
ds

tengsizlikning o 'rin li ckanini k o rsa tish  kcrak. Uning uchun ushbu 

s f(k,(s))-r\k,(s)-\iy(k.(s))=0 sonli tenglikning ikki tomonini s bo‘yicha 
differensiallab topamiz ((10.6) ga qarang):

dk. js)  / ( * . ( * ) ) . Q
ds ф’(М * ))

Bundan k. ( s ) ning monoton o'suvchiligi kelib chiqadi.
Endi optimal jam g'arish normasi va balanslangan o 'sish  rejimini 

topish bilan shug'ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksivasini quyidagi 
ko'rinishda yozib olamiz:

ф ) = (I - 5) / ( * .  (5) )= f (k .  (s)) -  n  а д  -  Ц x  (*.(*)), 0 < s  < 1. (10.7)

Shu funktsiyanir.g eng katta qiymati mavjud, chunki c(.s) uchun ushbu

limc(5)=  lim c (j)= 0 , c ( i)> 0 , Vs € (0; 1) munosabatlar o'rinli. Dcmak.
»-иО j-rf-0

biror s e  (0; 1) uchun =  ̂ tenglik bajariladi. Shu s ni topish

uchun c '(s )  ni topib, c '(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki,

c \s )  = [ П Ш ) - г \ - ч х ' ( Ш ) ]
ds

( 10. 1) lemmaga ko 'ra c '(s )  = 0 tenglama f'(k .(s))-r \-\ix '(k .(s))= 0  
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevositas ni topib bo'lmaydi, chunki 
s tenglamada oshkormas qatnashayapti. Aslida biz к ga nisbatan

Л * ) - П - Ц Х '( * )  = 0 ( 10.8)
tenglamaga egamiz. (10.8) ning chap tomoni hosilasi ( к ga nisbatan) noldan 
farqli, y a ’ni / ’(к) -^.у’(к) = 0 < 0  V k > 0 -  Shu sababli oshkorm as 
tenglamaning bir qiymatli ycchilishi haqidagi teoremaga ko'ra (10.8) ning 
yagona к yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu tasdiq y t = s f ( k )  va 

>»з = Л *  + ИХ(£)  funksiya grafiklari biror £ > 0  da kcsishishidan kelib 

chiqadi (10.4) tengsizlik .1=1 da ham bajariladi: ц х ’(+0) + 11 < / >(+0)-
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Ammo к da unga tcskari ц х ( * )  + т1> '5 f i M )  tcngsizlik o ‘rinli. Shu 

sababli biror к , 0 < k  < k  qiymatda у\(к)=у'г(к) tenglik bajariladi 

Topilgan к ni ф(£(у)) = 0 ga qo yamiz. Undan s ni topamiz:

г . ц х < у * п £ >0
m

Endi (10.8) ga ko‘ra J  uchun formulani uzil-kesil ushbu

-  k f ( k )  ky>'(k)+x(k)s =  J ~  ’ - Ц --- A_V_J_AV__/
m  m  

к f'(k)
ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, s < ----- =— , chunki k"/J(k)~x(k)>0

/ ( * )

V/t > 0 • Dcmak, 0 < s < 1 tengsizlik o'rinli.
Ko‘rinib turibdiki. ishlab chiqarish resurslarining chiziqsizyaroqsizlanishi 

hisobga olinsa, optimal jam g'arish normasi uchun

(* )  + / ( * ) f ------ --(10.10)

miqdorga teng ‘"yutuqqa" cgamiz.
Yuqoridagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa bo'ladi
10.2-teorem a. ( 10.2) munosabatlar bilan tavstjlanadigan iqtisodiy 

sistema (iqtisodiy jarayon) uchun optimal jamg'arish normasi J  (10.10) 
form ulaga teng yutuq bilan  (10 .9 ) form ula yordam ida topiladi,

balanslangan o'sishnmg optimal rejimi ( 10.8) chekli tenglamaning
yechimi sifatida aniqlanadi.

Endi '‘oltin qoida” ni chiqarish qiyin emas. (10.9) formuladan uning ikki 
tomonini f  ga ko‘paytirib, ushbu

s F ( L , k ) = K dF^i; L)  -  ц £ (* х '(* )+ х (* )) (io ii)
oK
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tenglikni hosil qilamiz. Bunda. bilamizki, sF (L ,K )  -  asosiy fondlarga

ajratilgan kapital miqdori, f^^F(K,L)  csa olingan daromad.
6K

( 10.11) dan quyidagi “oltin qoida” kelib chiqadi:
asosiy fondlarga qo'yilgan kapital miqdori kapitaldan olingan daromad 
hajmidan

iiZ(frx'(*)+x(*))
miqdorga kam.

Shu miqdor ishlab chiqarish resurslarining chiziqsiz yaroqsizlanishi 
hisobga olingandagi samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab chiqarilgan 
mahsulot miqdorining (milliy daromadning) istc’molga ajratilgan qismi 
Solouning sodda dinamik modelidagiga qaraganda (10.10) miqdorga ko‘p 
bo'ladi Xulosa shuki, qo'shimcha parametrlami hisobga olish natijasida 
iste’molga ajratiladigan ulushni orttirish va buning uchun ishlab chiqarish 
hajmini qisqartirmaslik mumkin ekan.

10.2-§. M ehnat resurslari hajm i chiziqli-botiq funksiya

Endi iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslari yaroqsizlanishi 
chiziqsiz boMishi bilan birga mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq bo'lgan 
modelni ko'ramiz. Bunday iqtisodiy sistema (iqtisodiy jaravon) quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

* * / - H - I - X ^ - j ,  0 £ ц < 1,

L = r\L + v K , л > 0 ,  v > 0 ,

Y = sY + (1 -s)Y = /  + C, 0 < j  < 1, s = const,
С

с = — = (1 -  s) f ( k ) -> max, 0 < s < 1.
L

(10.12)

Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli trayektoriyasini o'rganish uchun 
aw alg i hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda 
hisoblashlar yordamida topamiz:

*  = 5 / ( * ) - H X ( * ) - n * - v * 2, k(0) = k g > 0 .  (10.13) 
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Bu (10.13) difTerensial tenglama ham avtonom va uning o 'ng  tomoni 
к bo ‘yicha difTerensiallanuvchi. Koshi teorcmasiga ko 'ra (10.13) ning

ixtiyoriy boshlang‘ich * (0) = k0 shartni qanoatlantiradigan yagona yechi
mi mavjud.

10.3-teorem a. Agar (10.13) tenglama uchun ushbu ((10.11) bilan 
taqqoslang)

Ц Х '(+0) + П < * Я -Ю ) (Ю .14)
tengsizlik о ‘rinli bo ‘Isa, (10.13) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan 
tashqari) va asimptotik turg 'un (Lyapunov bo 'yicha) statsionar yechim

k(t) = k.  > 0 ga ega, unda t e  [0; T\.
Isbot. (10.13) tenglamaning statsionar yechimlari

j / ( * ) - H X ( * ) - n * - v * J = 0  (10.15)

chekli tenglamadan topiladi. Uning yagona musbat k=k, > 0  yechimi 
mavjudligi aw algi ko'rilgan modellardagi kabi isbotlanadi.

Shunday qilib,

j / ( * . ) - H X ( * . ) - n * - v * . 2 = 0  (10.16)

sonli tengsizlik o ‘rinli. Bu esa, (10.13) tenglama yagona musbat k( t)&k,  > 0  
statsionar yechimga ega ekanini anglatadi. Endi shu yeehimning asimptotik 
turg'unligini ko rsatish qiyin emas. Uning uchun (10.13) ning o ‘ng tomoni

= s f ( k ) - ^ x ( k) - r \ k - v  k 2

hosilasini k = k. da hisoblaymiz:

ф'(/г.) = s f ( k . ) ~  (J. t!(k .)~  r \ - 2 v k . .
Bu miqdor f ( k )  va x (* )  Tunksiyalaming xossalariga ko‘ra manfiy.

10.3-teorema isbot bo‘ldi.

Iqtisodiy dinamikaning ( 10.12) modeli uchun k(t)&k.  statsionar
yechim balanslangan o'sish deyiladi.

Ravshanki, balanslangan o'sish jamg'arish normasi s ga bog‘liq. Har 
bir s ga (0 < $ < 1 ) bitta balanslangan o ‘sish rejimi mos keladi. Dcmak, 
balanslangan o ‘sish rcjimlari cheksiz ko‘p. Optimal rejim esa, jon boshiga 
iste'molni maksunallashtirish masalasini vechish natijasida topiladi. Shunday' 
qilib, it. = k . ( s ) ,  0 < $ < 1.
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10.2-lem m a. (0 ; 1) intervalda aniqlangan va differensiallanuvchi 
k, (s)  funksiya shu intervalda monoton o'suvchi bo'ladi.

Isboti awalgi paragrafdagi kabi. (10.16) ning ikki tomonini s bo'yicha 
diffcrensiallaymiz:

д к Л 5))+ [ 5 П Ш ) - м ' ( Ш ) - г \ - 2 * Ш ] ^ - = о .
ds

Bundan

dk.(s) ____________ f(k.(s))____________

ds и z ' {k.(s))+4 +2v k.( s) - s  f (k . (s))  
formula kelib chiqadi. Endi f (k)  va x (/t) funksiyalaming xossalariga ko'ra 

dk.(s)
—- — >0 tengsizlik bajariladi. Lemma isbot bo‘ldi.

ds
Nihoyat, ushbu

С
c(s) = j  = ( \ - s ) f ( k . ( s ) ) ^ m a x t 0 < * < 1

masalani yechish bilan shug'ullanamiz Bu masalaning yechimi mavjud, 
chunki quyidagi munosabatlar o'rinli:

| т ф ) =  игпф ) = 0 > ф) > о, V s e (0; 1).

Statsionar nuqtalam i topish uchun c'(s) ni hisoblab, c '( j)  = 0 
tenglamani yechamiz: dastawal c ( j )  ni

c(s)=f(k.(s))-nx(k.(s))-r \k . (s)-vk?(s)  
ko'rinishda yozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,

^  = 0 yoki l f ( k . ( s ) ) - n x ' ( k . ( s ) ) - r ] - 2 v k . ( s ) ] ^  = 0.  
ds ds

Bundan / r(A:.(^))-HX'(^.(i ))-T1- 2vit.(^ )=0  tenglama kelib chiqadi. 
Undan j  ni topib bo'lmaydi, chunki s oshkormas qatnashgan Shuning uchun 
biz aslida к ga nisbatan

/ ’W - M X '( * ) - n - 2v ^  = 0
yoki

Л * )  = Ц Х '(* )  + П + 2 у*  (10.17)
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tcnglamaga egamiz. Y an a /(it)  va x(k )  funksiyalarning xossalariga ko 'ra

(10.17) tenglama yagona musbat к , 0 < k  < k .  yechimga ega. Endi к ni

(10.16) ga qo'yib, ?  ni topamiz:

а  ЦХ(*) + П* + У* 2 . Q 

№
(10.17) dan ti ni topib, (10.18) ga qo'yamiz:

~ * / ( * )  „ к x'(k)~x(£) v P
m  m  №

(10.18)

(10.19)

Bundan s > 0  va — <1 bo 'lgani uchun 5 < 1 , y a ’ni 0 < ? < 1  
№

tengsizlik kelib chiqadi.
Jamg'arish normasi bo'yicha “vutuq”

* X ' ( * ) ~ X ( £ )  v P  Ц. A  \ (10 20) 
/ ( * )  f ( k )

miqdorga teng.
Ravshanki ( (10.19) ga qarang).

n . H * Х ' ( * ) - Х ( * ) .  v *  k f ' ( i )U < U------------—--------- h----=r-<-----——
/ ( * )  /< * )  / ( * )

tengsizliklar o'rinli.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
10.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal 

jamg'arish normasi J  ( 10.20) yordamida hisoblanadigan “yutuq" bilan

aniqlanadi, balanslangan o'sishning optimal rejimi к (10.17) chekli 
tenglamaning yechimi sifatida topiladi.

“Oltin qoida” esa, ushbu

? F ( f , f )  = ^ ^ ^ ^ - n f . [ k x ' ( ? ) + X ( ^ ) K v P  ( 10.21)
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munosabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga qo'yiladigan mablag' 
kapitaldan ohnadigan daromadga nisbatan

miqdorga kam bo 'ladi Bu mehnat resurslanni chiziqli-botiq, ishlab chiqarish 
resurslan varoqsizlanishini chiziqsiz qilib olingan samaradorltkni bildiradi.

Albatta iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chiziqsiz-botiq bo'lgan 
modelini ham ko 'rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida 
qoldiramiz.

10-bobga oid m asalalar

1. L=r\L,  y- ( ^ )  = (^") bo'lganda asosiy differensial tenglama 

yozilsin.

2. к ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin vayechilsin (hech 
bo'lmaganda taqriban).

3. к bo‘yicha ?  topilsin.

4. L =  t \ L  +  v К , = bo iganda asosiy differensial teng

lama yozilsin.

5. к ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin vayechilsin (hech 
bo'lmaganda taqriban).

6 . к bo‘yicha s topilsin.

7. = bo'lganda yuqoridagi 6 ta savolgajavob bering.

10-bobga oid nazorat savollari
1. Ishlab chiqarish resurslan chiziqsiz yaroqsizlanishi qanday ifodalanadi?
2. Mehnat resurslari eksponensial funksiya bo'lganda ishlab chiqarish 

resurslari chiziqsiz yaroqsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini 
tavsiflang.

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.
4. Statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering.
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5. Optimal jamg'arish normasi s ni topish uchun formulani yozib bering.

6. Optimal balanslangan rejim к ni aniqlaydigan tenglamani keltiring.
7. Mehnat resurslari chiziqsiz-botiq bo'lganda ishlab chiqarish resurslari 

chiziqsiz yaroqsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini tavsiflang
8. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.
9. Shu model uchun statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teorcmam 

keltiring

10. Optimal jamg'arish normasi s ni topish uchun formulani va optimal

balanslangan rejim к ni aniqlay digan tenglamani yozib bering.
11. Ko'rilgan modellar uchun sodda misollar keltiring.
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11- bob. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI 
MODELLARI

Avvalgi ikki bobda ko'rilgan iqtisodiy sistcma bitta sektordan iborat 
bo‘lib, unga mos ICHF ham berilgan bo'Iar va bittagina tur mahsulot (milliv 
daromad) ishlab chiqarilar edi. Aslida makroiqtisodiy sistemada ishlab 
chiqarish ikki va undan ortiq o ‘zaro hamkorlik qiladigan sektorlarda am alga 
oshirilishi mumkin. Xususan. hatto K.Marks ikki sektorli modcllami ko'rgan 
Unda I sektor ishlab chiqarish qurollarini (asosiy fondlami), II sektor esa, 
iste’mol buyumlanni ishlab chiqargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror 
ishlab chiqarish bilan bog'langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng 
qo‘llaniladigan ikki sektorli modellami koramiz

l l .l -§ .  M ehnat resurslari hajm lari yig‘indisi o 'zgarm as bo'lgan 
ikki sektorli model

Makroiqtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo'lib. ular mos ravishda 
ushbu

Y ^ F ^ L ^ K , ) ,  Y2 = F 2(L2, K 2).

neoklassik dinamik ICHF lar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda Lx, L2
-  mehnat resurslari hajmi, AT,, K7 -  asosiy fondlar hajmi, Y{, Yt -  ishlab 
chiqarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etavlik, birinchi sektor ishlab chiqarish 
vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini ishlab chiqarsin. I va
II sektordagi asosiy fondlarga mablagiar birinchi sektorda ishlab chiqarilgan 
mahsulot miqdori У, hisobiga amalga oshiriladi, iste’mol С  esa ikkinchi 
sektorda ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori K2 bilan ustma-ust tushadi 
Bundan tashqari, mehnat resurslari yig‘indisi L = Z ,(0 + L}(t) o'zgarmas

deb faraz etiladi, ya’ni L=Li(t)+L1(t)=0 va Lt(t) = q(t)L, L}( t ) = ( l -
q(t)) L, bunda L = const, 0 й q(t) й 1. Biz q(t) * const, te  [0; T] holni 

ko'ramiz. Ravshanki, bu holda 0 < q < 1.
Yuqorida qilingan farazlar bajanlgan deb qarab, iqtisodiy dinamikaning 

quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko ramiz

188



»

AT, Осц, <1, 0< j < 1, ОМ)
о < ц 5 < 1, (11.2)

Ц -qL,  L j = ( l - q ) L ,  0 < q < l ,  q = const, (11-3)
C = F1(Li ,KJ), I , + L j = Z , ,  L = const. (11.4)

(11.1)—<11.4) modelni o'iganish uchun belgilashlar kiritamiz:

*, = 7 T ’ k l = ^ '  F' i L l ,K ' ) = jL,/i(A:,)> р г ( Ъ ,К г )  = Ъ / 2 « г )
Shu belgilashlar yordamida (11.1) va (11.2) tenglamalar ushbu

1 - q
(11.5)

ko'rinishda voziladi. (11.4) esa

C ^ L 2f 2(k2) = ( \ - q ) L f 2(k2) ,  0 < q < l  (11.6) 
ko'rinishga keladi.

11.1-teorcma Agar iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli (11.5) modeli 
uchun ushbu

H ,< j / /(+ 0 )  (11.7)
tengsizlik о ‘rinli bo ‘Isa, unda normal avtonom sistema (11.5)yagona musbat 
(sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg ‘un

*i (0  3 К  = (s ) , k2 (t) = k2 = k2 (*, q) 
statsionar yechimga ega.

Isbot. (11.5) sistcmaning birinchi tenglamasiga ko 'ra ixtiyoriy kx(t) 
yechim faqat s parametrga, shu sistcmaning ikkinchi tenglamasiga ko 'ra 
*2(0 yechim ikkita s va ?  parametrlaiga bog'liq bo'ladi. (11.5) sistcmaning 
o 'n g  tom onidagi funksiyalar it, va кг lar b o 'y ich a  uzluksiz  diffe- 
rensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shart
larni qanoatlantiradigan yagona yechimga ega.

(11.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu

= o .
g ( l-s )

A ( K ) - \ i 2k2 = 0
1 - q
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chekli ten glam alar sistemasining yechimi boMadi. (11.8) sistcmaning binn
chi tenglamasi faqat bitta it, nomaMumni o 'z  ichiga oladi. U yagona mus

bat (sodda i’ ( O * 0  yechimdan tashqari) к ,* (s) > 0 yeehimga ega. Endi

it, =k ' ( s )  boMganda (11.8) ning ikkinchi tenglamasi quyidagi ko ‘ri- 
nishni oladi:

£ 1! ^ £ ) ^ ( * ; (, ) ) - ц 2*2 , о  
1 - q

Undan \л2 Ф 0 da k[(s ,q)  ni topamiz:

*>■<»•«>=-7 Г £т /(* .'('))> 0 . (11.9)

Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi 

(*,(/); k2(t))m (lt*(j); * j ( j ) )  mavjudligi isbotlandi.
Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik tuig‘un ekanini 

isbotlaymiz Buning uchun statsionar yechimning asimptotik turg‘unligi 
haqida Lyapunov-Puankare teoremasini qo llaymiz Quyidagi

/ >( * |,* 2) =  * / l ( * l ) - M l ,  Q(kl>k2)=9̂_ч У/ l ( ^ l ) - ^ 2 ^

belgilashlarni kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

dP_
dk.

ск, 1 - q

dk2 

dQ
T T  =  -M 2. 
ok2

Endi ushbu

dP dP
dk, dk2
dQ_ dQ_
dk, dk2 )

matritsani tuzamiz.
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Agar shu matntsaning it, = / t ’ ( j ) ,  k2 = k[(s ,q)  bo'lganda xossonlari 
manfiv haqiqiy qismlarga ega bo'lsa, unda statsionar yechimning asimptotik 
turg'un ekani isbot etilgan bo'ladi. Haqiqatan. mos xarakteristik tenglamani 
tuzamiz:

- M . - X1 - q

=  0

Uning yechimlari: X, = s  /,'(Аг,*)-ц, < 0 ,  Я.2 = - ц 2 < 0 ,  0 < ц 2 < 1 .
Shunday qilib, 11.1 -teorema isbotlandi

Topilgan ( j t , ' ;K )  statsionar yechim mos ravishda birinchi va ikkinchi

scktorlar balanslangan o'sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko'p, chunki 
se (0 ; 1), qe(0; 1). Har bir (j; q) juftlikka bitta balanslangan o 'sish rejimi 
mos keladi. Har bir sektor uchun optimal balanslangan o'sish rejimini topish 
masalasini qo'yamiz. Optimallik jon boshiga iste’molni maksimallashtirish 
ma'nosida tushuniladi. Shunday qilib, quyidagi masalani ko'ramiz:

c(s,q) = j  = ( l - q ) f 2(k ; (s ,q ) ) ->m ax ,0<s<l ,  0 < q < l .  (11.10)

A w al (11.10) masala yechimining mavjudligini ko'rsatam iz. П , deb 
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni

П ,=  {(* ;?): 0 < J < 1, 0 < 9 <1  }.
П 2 kvadratning tomonlarini Gp G2, G, va G4 deb belgilaymiz:

G, = { (s,q): 0 < j < 1 ,  ?  = 0 }, G2= { (s; q): s = 1, 0 < ? < 1 } ,  
Gj =  { (s,q): 0 < j < 1 ,  q = \ ) ,  G4= { (s;q): s = 0, 0 < q < l  }.

K vadratning  chegarasin i 5 П 2 = Г1+Г2+Г3+Г4 deb b e lg ila sak ,

П 2 = П 2 5П 2 bo'ladi, bunda П 2 -  yopiq kvadrat. Ravshanki, ( 11.9) ga 
ko 'ra ushbu

lim kl( s ,q)=  lim Jt2($ ,^ ) = 0
l - и О  f - » + 0

tengliklar o'rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

lim с (s ,q)=  lim с (s,q)=  lim c (s ,q )=  lim c(j ,<7) = 0 ,
*“♦+0 ►■♦•О —>1-0 /-> 1 -0
0<«<1 0<j<1 0<i<l 0<*<1
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y a ’ni lim c ( s ,g )  = 0 . Bundan tashqari c ( s ,? ) > 0, V (i, ? ) е П 2.
(»,в)-»ап2

Demak, (11.10) masalaning yechim i mavjud, y a ’ni c(s,q) funksiya 

(s, q) e  П , nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. Endi shu (s, q) 
nuqtani topamiz.

8c 8c
Avval statsionar nuqtalami aniqlaymiz. Buning uchun ushbu ~  

hosilalami fc, = fc,*(s), k2 = k*2(s,q)  dahisoblab,nolgatenglashtiramiz:

8s 8s

8k2/8s  uchun ifoda topamiz:

i  f .ds ( l - q )  ц 2 &

0 ‘z navbatida, dk2/ds  uchun ifoda chiqaramiz:

/! (* .)  . Q 
ds Ъ - s / X k t )

Endi dk2/ds  uchun uzil-kesil formulani yozamiz:

&  U - 9 )  H i-* / i (* .)

. 8c _
Bundan kcvin tcnglamaga ko'ra A , ga nisbatan tenglama hosil bo'ladi

os 1
(unga s oshkormas kiradi):

y j u , ) - h = 0 . (11.11)

Bundan yagona musbat /fc, yechimni topamiz. Shu kx qiymatni (11.8)siste- 

maning birinchi tenglamasiga qo'yib, optimal jamg'arish normasi s ni topamiz:

y  ц Л  K f \ ( K )
'-жг^жт- (IU2)
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F(LX, К ,) IChF ning neoklassikligidan _/j(Ar,) uchun ushbu

0 < - ■ ^ < 1

tcngsizlikni yozish mumkin.

dc _ n
Endi ni /t, = k’(s), k2 = k'2(s,q) nuqtadahisoblaymiz:

%L = - M k2) H
dq dq (1113)

ск,
Bundagi ni hisoblash uchun (11.8) sistcmaning ikkinchi tenglamasini q 

bo'yicha diiTerensiallaymiz:

1(1-5)
L O - 9 )  * - 9  dq

бк2
' ^ * Х Г  = 0 .dq

Bundan d k jd q  = 0 bo lgani uchun

dk. 1 -5
(11.14)

dq M l - ? ) 2
formula kelib chiqadi. Endi (11.14) ni (11.13) ga qo'yamiz:

!,~Чт •*<*«>. 
dq Ц20 - 9 )

( 11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra

1 ~s k 2 

1 - q  q f M
tenglik o‘rinli. Shuni e ’tiborga olgan holda dc/oq  ni uzil-kesil topish 
mumkin:

й . . Л ( ц ) + Л С Й « М ^ . М № > . Л ( у .
dq ц2 qfAk\) q

Shunday qilib,
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дс кгГг {кг) 
dq q

) 2  (к2)

дс
Bundan ^  = 0 tenglamani q ga nisbatan yechib topamiz:

4 - '
k J i ( k 2)

Q < q < \ .

(11.15)

(11.16)

(11.16) va ( 11.8) ning ikkinchi tenglamasiga ko 'ra s = s  , kx= k {

(bunda kx -  ( 11.11) tenglamaning yechimi) bo'lganda кг ga nisbatan quyi

dagi tenglamaga ega bo'lamiz:

(1- ? Щ * , )

^2
-1  + /г  (^2) 

к2Л ( к 2) (11.17)

Bu tenglamaning o 'ng tomoni ixtiyoriy k2 > 0 uchun musbat, chunki 
neoklassik shartga asosan

M k 2) . l 
k J i ( k 2) ■

Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (11.17) tenglama yagona 
musbat yechimga ega ckanini isbotlash qiyin emas. Avvalo (11.17) ni к, ga 
nisbatan bir qiymatli yechish mumkin. chunki (11.17) o'ng tomonining кг 
bo'yicha hosilasi noldan farqli, aniqrog'i

_d_
dk,

- * 2 +
M k 2)

Л ( к 2)

f A k 2) f 24 k 2)

Т ш Г > 0.

Shu bilan birga,

lim
*j-»+0 = 0 Ш + о) = о , / 2'(+о)>о).f i ( k 2)

Yuqoridagi munosabatlardan (11.17) ning o'ng tomoni monoton o'suvchi 

va uning qiy mati 0 dan boshlab o'sib borib, biror k2 da chap tomonga tcng 

bo'ladi.
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Endi topilgan k2 ni (11.16) ga qo‘yamiz:
*

-

, = 7 5 " '  <I 1 U )
Shunday qilib, (11.10) masala uchun c(s, q) funksiyaning yagona stat

sionar nuqtasi ( j , ^ ) e n 2 topildi. Shunuqtada(l 1.10)masalaning yechimi 
mavjudligi sababli c(s, q) funksiya o zining eng katta qiymatiga erishadi. 

Topilgan natijalami tcorcma shaklida bayon qilamiz:
11.2-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.1)—(11.4), (11.10) modeli 

uchun optimal jamg 'arish normasi J  va mehnat resurslari optimal taqsimoti

koeffitsiyenti q ( 11. 12) va (11,18) formulalar yordamida hisoblanadi, kx

— ( 11.11) tenglamaning, k2 esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari. 
Endi “oltin qoida” ni chiqaramiz, (11.11) ga ko ra:

( n i » )

Fx (L, ,K X) ICHF ning chiziqli—bir jinsligiga ko‘ra

« 5 . .Г
dLx 1 dKx ■

Bundan

dKx 5L,

Bu ifodani (11.19) ga qo‘yamiz:

(1120)

Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu

dF2(L2,K 2) — _  — —
Z l  K 2 = q F 2(L2,K 2) ( 11.21)
oK2

tenglikni hosil qilamiz. Nihoyat, F2(L2,K 2) ICHF ning neoklassikligidan 
foydalanib, yana bir muhim



(11.22)

tenglikni chiqaramiz.
Endi “oltin qoida "ni bayon qilish mumkin:
a) (11.19) ga ko‘ra birinchi scktorga ajratiladigan mablag' shu scktoming 

kapitaldan oladigan daromadiga teng: ikkinchi sektorga ajratiladigan mablag' 
( 11.20) ga ko’ra birinchi scktoming mchnatdan olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi scktorlar orasida ikkinchi 
scktoming kapitaldan hamda mchnatdan olgan daromadlarigaproporsional 
qilib taqsimlanadi. Bu tasdiq (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib 
chiqadi.

M isol. ICHF lar o ‘m ida ushbu = a 1A:l0| Z1p ,, F2=a2K2 4 ,

a , +P, =1, a ,> 0 ,  P, >0, / = 1,2, a x> 0, a2> 0 Kobb-Duglas funksiya- 

larini olav lik. Quyidagilarga egamiz:

(11.12) formula bo'yicha s = a , . (11.17) tenglamani yozamiz:

Bundan k2 ni topamiz:

k, =
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Endi (11.18) formula bo‘yicha q ni hisoblaymiz

— _ k2 • / ; (* г )  __ a2 - a 2 *22 a  
/ 2(*2) a2 k ?  2-

Shunday qilib, s = a , , q = a 2 ■ Kobb-Duglas funksiyasi uchun ko'ril- 
gan misol quyidagi ancha aniqlashtinlgan "oltin qoida" ni chiqarishga imkon 
beradi:

a) birinchi sektorga ajratilgan mablag'lar birinchi scktorda ishlab 
chiqarilgan mahsulotning a ,  -qismini, ikkinchi sektorga ajratilgan mablag'lar 
birinchi scktorda ishlab chiqarilgan mahsulotning p, -qismini tashkil ctadi:

b) birinchi sektoming mehnat resurslari hamma mehnat resurslarining 
a 2 -q ism in i, ikkinchi  sek to rla r mehnat resu rsla ri hamma mehnat  
resurslarining P 2 -qismini tashkil etadi.

11.2-§. M ehnat resurslari hajm lari yig'indi.si eksponensial 
funksiya boMgan ikki scktorli model

Iqtisodiy dinamikaning ikki scktorli modcllanni mehnat resurslan hajmlan 
yig indisi  o'zgarmas bo'Imagan holda  o ' r g an i s h  shu y ig ' i n d i  
o'zgarmas bo'lgan holidagiga qaraganda anchagina muhim hisoblanadi. 
Mazkur paragrafda mehnat resurslari hajmlari yigMndisi eksponensial, y a ’ni 
qavariq funksiya boMgan holni ko'ramiz. Faraz etay lik,

Ll(t) + L2(t) = L(t) va L(t) =  r\L(t) , n > 0  (y a ’ni L(t) = L0e n> ).
Bu mehnat resurslari hajmlari yig'indisining o'sish sur'ati o'zgarmas 

ekanini anglatadi. Shunday qilib, iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar 
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz:

A\ = s  0 < j  < 1 , 0 < p, < 1, (11.23)
= 0 - s ) F i(Li,K l) - i i JK 2l 0 < p 2 < l ,  V 124)

. Z, = r\L, Ц = qL, Z, = (I -  q)L,  0 < q < 1, q = const, (11.25) 
С = Рг( Ц , К 2), (11.26) 

c = y - * m a x ,  0 < j  < 1, 0 < q < \ .  (11.27)

Mehnat resurslarining sektorlarga taqsimot koeffitsiyenti q o'zgarmas 

va 0 < q < l  bo 'lgani uchun ushbu L x= q L ,  Z ^ = ( l - ^ ) L tengliklar
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0 ‘rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chiqaramiz. 

Uning uchun fc, va k2 lami hisoblaymiz:

i , . ±  
1 dt

KXLX- K XLX ( s Z J H * ,) -^ * ,) ! ,- * ,! ,

t > - ±  
2 dt

' к Л  k , L , - K , U  l( l-s)Fx- ^ K ^ - K . L ,
%

J J _ j n i M k x)LL I ^ = ( ± s ) q L f  k
I \  ^  2 2 L2 (1 -<?)£

~\h*2 ~k2 —  / .  (*. ) ~ (Ц2 + П)*2 . (1 -q )L  1 - q
Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi 

ko'rinishda yoziladi:

* i = * / i ( * i ) - ( m + n ) * i ,

k 2 = - !1- 5-/|(*|)-(Цг + П)*2 • 1- g

(11.28)

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil 

qildik. Bu sistema ixtiyoriy £,(0) = kx > 0 ,  k2(0) = k ° > 0  boshlangich
shartlarni qanoatlantiradigan yagona yechim ga ega, chunki (11.28) 
sistcmaning o 'ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantiradi. 
Aniqroq avtganda. (11.28) sistemaning o ‘ng tomoni kt va it2 lar bo'yicha 
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi.

11.3-tcorem a. A gar iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli 
(11.28) uchun ushbu

h + n < ^ ' ( + 0 )  (11.29)
tengsizlik о ‘rinli bo ‘Isa, (11.28) sistema yagona musbat (sodda yechimdan 
boshqa) va asimptotik turg un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
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ega bo'ladi ( 11.1 -teoremaga taqqoslang), y a ’ni kx(t) ш к’ = k,(s) ,

k2(t)*k'2 = k 2( s ,q ) ,  0 < q < l ,  0 < 5 < 1.

Isbot. Mazkur tcorcmaning isboti 11.1 -teorcmaning isbotiga o'xshash 
Shuning uchun mulohazalami qisqacha olib boramiz. (11.28) sistemaning 
statsionar yechimlari ushbu

s / i ( * i ) - ( H i+ n ) * i  = 0 ,

(И .30)
1 - q

chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi 

k , ( t ) * k ’(s) , k2(t) = k l(s ,q )  ko 'rinishda yozamiz. Statsionar yechim
0 < 5 < 1, 0 < 9<1  interval lard a har ikki sektoming balanslangan o'sish 
rejimlaridan iborat. Bunday rejim larcheksizko'p. Ularmng ichidan (11.27) 
belgi bo'yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshqacha aytganda. 
quyidagi masalani yechish kerak:

c(s, q) = — = (1 -  q ) f 2(k'2 (s , q))  ->  m ix,

L (11.31)
0 < j  < 1, 0 < ^  < 1.

A w a lg i paragrafdan m a l u m k i .  c(s, q) funktsiya P2.= { (s, q): 
0 < s  < 1, 0 < ^ < 1  } ochiq kvadratda aniqlangan. uzluksiz differen-

siallanuvchi va ( ? , ^ ) е П ,  nuqtadao'zining eng katta qiymatiga erishadi.
11.4-teorem a. Iqtisodiy dinamikaning ( (11.23) - (11.27) ) modeli

uchun optimal jamg 'arish normasi J  va mehnat resurslarining optimal

taqsimoti koeffitsiyenti q quyidagi formulalar yordamida topiladi:

~ ~ k2 / { ( k 2)

/ Д )  ’ 4 М Ы  ’

bunda kx ushbu

y i ' ( A r , ) - ( ^ + n )  = 0 

tenglamaning, k2 esa ushbu ((11.17) bilan taqqoslang)
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Endi (11.39) asosiy sistemaning statsionaryechimlarini o'rganamiz
11.5-teorema. Agar (11.39) sistema uchun ushbu ((11.29) gaqarang)

H i + n < * . / i ' ( + 0 )  (11.40)

tengsizlik o ‘rinli bo'lsa. unda shu sistema yagona musbat va asimptotik 
turg'un statsionar yechimga ega bo‘ladi, ya’ni

M O B M O .  k2( t)*k2(s,q),  / 1 [0; 7*].
Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko'ramiz;

s / i ( * , ) - ( H i + n ) X i ( ^ )  = 0 ,

'  •i T ^ / i ( * I) - ( H 2+ r1)X :(* :)  = 0 . <U  4 l>1 - q

Bu sistem aning birinchi tenglam asi (11.40) ga ko 'ra , s f ( k x) ning 

neoklassikligi va (ц, + r|) X\(k\ ) funksivaning qavariqligi uchun y agona 
musbat kl =kl(s) yechimga ega. (11.41) ning ikkinchi tenglamasi kx = * ,(5) 
bo'lganda ushbu

^.(1- ) / i  (*i (*)) = (Mz + П) X2 (*2)1 - q
ko'rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o'zgarmas va musbat. 
o 'ng tomoni esa monoton o'suvchi va (ц 2 -t- r|) Хг(^) = 0 .  Shu sababli 
oxirgi tenglama fc2ga nisbatan yagona musbat k2 = k 2(s,q)  yechimga ega. 
Shunday qilib, (11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda 
кг=0 ,  А:2= 0  echimdan boshqa) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy 
sistema yagona musbat kx (t) = k} ( j)  , k2(t) я k2(s, q ) , t  e [0; T] statsionar 
yechimga ega ekanini anglatadi.

Endi shu yechim asimptotik turg'un ekanini isbotlaylik. Qulaylik uchun 
ushbu

P(kx ,k2) = s f  (*,) -  (Ц, + n ) Xi (* i) .

1 - q
belgilashlarm kiritamiz. P (it,, кг) va Q (it,, k1) funksiyalarning birinchi 
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
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А =

Endi jfc,=jfc,(j), k2 =k2{s,q) bo 'lganda birinchi tartibli hosilalardan 
matritsa tuzamiz:

M'(*i)-(Hi+n)xi(*i) 0

1 r z£*/r<*.) -(ц2+п)х'2(*2)
1 - 9

A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu

\ = s  (*)) -  ( h  + П) xi (*i (*)) < 0 ,

*■2 = -  Oh + n) X: (*2 (s> я)) < 0
sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankarc teorem asigako'ra &,(/) = k,(5) ,

£ ,(/)= £,(5,(7), /€  [0 ;Г] statsionar yechimning asimptotik turg 'unligini 
anglatadi. 11.5-teorema isbot bo'ldi.

Ta kidlabo tamizki. statsionar ycchim П г = { (s; q). 0 < j  < 1 ,0 < ^ <  1 } 
ochiq kvadratda aniqlangan Har bir (s; q )e  П 2 juftlikka bitta balanslangan 
o'sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksiz ko'p. 
Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu

c ( j,g )  = Y  = ( l - ? ) / j ( * 2( j ,? ) ) -> m a x , ( ч ) е П ,  (П  42)

masalani ko'ramiz. Bu masalaning ycchimi mavjudligi aw algi paragrafdagi 
shunga o'xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi 
Biz П 2 ochiq kvadratning c(s,q) funktsiva o'zining eng katta qiymatiga 
erishadigan nuqtasini topish bilan shug'ullanamiz. c(s,q) funksiyaning 
statsionar nuqtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibli xususiy 
hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, y a ’ni dc/ds=0 , d c /d q = 0 
sistcmani yechamiz. dc/ds = 0 hosila osongina topiladi:



Endi (11.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini s 
bo‘yicha differensiallaymiz:

4
l - q

file "1 file
(1 -5 ) / ' ( * , ) (*i)J-(i4 + tl)Xa(*a)-^— 0.

Bu tenglamada d k jd s  va dk2/ds  hosilalar ishtirok etgan Ulaming

ifodasini topish kerak. Awalo, d k jd s  ni topish uchun (11.41) sistcmaning 
birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:

dk dk  
f i  ( * , ) + s  / / ( * , ) — -  ( i i ,+ n) x; ( M — = 0 .

ds ds
Bundan d k jd s  uchun quyidagi ifodani chiqaramiz:

~ ------------ -------------- ------ > 0  к, = kx (s ) , k2 =k2(s,q).
&  (ц ,+ п ) х ;( * ,) - * . /г (* .)

Endi dk2/ds  ni topsa bo'ladi:

dk2 = q (  fi(kx) - (ц, +  n) X[(* i ))  8kt afcj_

&  (1 - ^)(Ki2 r|) X a ) &  ’ d s ~ d s

dk2/ds  uchun shu ifodani e ’tiborga olgan holda dc/ds = 0 tenglamaga 
ko'ra A', ga nisbatan (5 ga nisbatan emas) tenglama hosil qilamiz:

/ i ' ( * , ) - ( h  + n )x i(* i)  =  0 . (U .43)
Bu tenglama f t( kf) va funksiyalarning xossalariga ko‘ra yagona

musbat kx > 0  yechimga ega. Endi kx = k t ni (11.41) sistemaning birinchi 

tenglamasiga qo‘yib, s ni topamiz:

~  (Mi+ П ) х Д )

/ Л )  •

Endi (11-43) tenglikdan foydalanib, kx= k x bo 'lganda f  (jam g'arish 

normasi) uchun chiroyli formula chiqaramiz:
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Ж ^ 'Ж у  ( l l 4 4 )

Shu f  m iqdor 0 < f  < 1 tengsizlikn i qanoatlantiradi. H aqiqatan, 

f ( k\ ) > k\f\'(k\)> Xi(*i)<*iX!(*i> tengsizliklargako'ra

0 < *LZ U 1) <1 0 <  Xi(^i)_ < i 
/< * ,)  * *,Xl<*,)

tengsizliklaro'rinli. Agar ?  ni

f  kJ A kx) Xt(*i)
f i b  Ъ х ' Л )

ko'rinishda yozsak, 0 < S' < 1 tengsizlik kelib chiqadi.

Mulohazalami davom ettiramiz. dc/dq  hosilani hisoblaymiz:

dc _v v dlc2

bunda

Shunday qilib,

dk2 1 x 2( ^ )  

dq q ( \ - q )  X : ( ^ )

dq q X2( 2)
Endi dc/dq =0 tenglama q ni aniqlash uchun formulaga olib keladi:

/2  (k2) "X.2^k 2 )

/ 2(*2> ' X ^ ) '
Bu form ulada hozircha k} nom a’lum. (11.41) sistem aning ikkinchi

tenglamasiga s = 3j, к = /t, bo'lganda q ning ifodasini qo'yamiz. Natijada 
k2 ganisbatan tenglama hosil bo'ladi:
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И :+ П '
Ti<*|) = X2(*2) - 1  + № г )  X :(^ :) 

/ 2(*2> X'2^ 2)
(11.45)

(11.45) tenglama yagona musbat k2 echimgaega. Haqiqatan, shu tenglama

chap tomonida musbat son turibdi. O n g  tomoni esa, k2 —> +0 da nolga 
intiladi va monoton o ‘suvchi funksiya. Monoton o ‘suvchiligi quyidagi 
tengsizlikdan kelib chiqadi:

4 ~ X i(k 2)
d/%

- 1+
/ 2(^2) X'2^ 2) U k ' \ ’ ( k  )  ^ ( ^ ) X 2 ( ^ 2 )  Г . . к  V Q

т г) 1Л  ,)  [ д о , » ’ / M  ■fz(kz) Х г^г).
Shuning uchun (11.45) ning o ng tomoni 0 dan boshlab monoton o ‘sib borib,

biror k2 > 0 da chap tomoniga tenglashadi. Endi кг = k2 bo'lganda q uchun 
uzil-kesil formulaga ega bo‘lamiz:

Х ;(^г)

/Д )  хД) (11.46)

Ravshanki, 0 < q < 1 . Bunga ishonch hosil qilish uchun (11.46) ni

/ 2(^2) Х г^ г )

/ 2(^2) ^2 X2 (^2) 
ko'rinishda vozish kerak. Shunday qilib, qo‘yi!gan masala uchun yagona

( J , q ) , 0 < f < l ,  0 < ^ < 1  statsionar nuqta topildi. Shu sababli jon boshiga

iste'mol funksiyasi c(s,q) xuddi shu (? , (j) 6 П 2 nuqtada o'zining eng katta

qiymatiga erishadi. Shunday qilib, yuqoridagi mulohazalar quyidagi teore- 
mani isbot etadi.

11.6-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.33) - (11.36) ikki sektorli 
modeli uchun optimaljamg ‘arish normasi f  va mehnat resurslari optimal

taqsimot koeffitsiyenti (j mos ravishda (11.44), (11.46) formulalar

yordamida topiladi, bunda £, son (11.43) tenglamaning, £, son esa (11.45) 

tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘nlayotgan model uchim aw algi paragraflardagi kabi “oltin qoida ni 
chiqarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

11-bobga oid m asalalar
0 ‘rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko‘rinishlarda bo'lganda (11.5), 

(11.28) va (11.39) modellar uchun s, q, kv k2 parametrlar hisoblansin:

!• f ( k x) — л/^i •

2-

3. f x(kx) = ljkx .

4. f M = i [ k x .

5. f x(kx) = № .

11-bobga oid nazorat savollari
1. Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida qanday 

bog'lamsh bor?
2. Mehnat resurslari hajmlari y ig ‘indisi o'zgarmas b o igan  ikki sektorli 

model tasvifini bering.
3. Differensial tenglamalaming asosiy sistcmasini yozib bering.
4. Statsionar yechimni topish uchun chekli tcnglamalar sistcmasini yozib 

bering.
5. Jon boshiga iste’molni maksimallashtirish masalasi qanday qo'yiladi.
6. Optimal jamg'arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar orasida 

optimal taqsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering.
7. Balanslangan o'sishning optimal rejimlarini topish uchun tenglamalami 

yozib bering.
8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial funksiya bo'lgan 

ikki sektorli model tavsifmi bering.
9. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering.
10. Mehnat resursl?ri hajmlari yig'indisi chiziqli-botiq funksiya bo'lgan 

ikki sektorli model tavsiflni bering.
11. Shu model uchun 3-7 savollaiga javob bering.
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12- bob. IQTISODIY DINAMIKANING O'ZGARUVCHI 
JA M G 'A RISH  NORMALI M ODELLARI 

VA MAGISTRAL TEOREM A LAR

Avvalgi 9, 10 va 11-boblarda iqtisodiy dinamikaning o'zgarm as 
jamg'arish normali bir va ikki sektorli modellarini o'rgandik. Ma lum bo'ldiki. 
balanslangan o'sishning optimal rcjimlari qurollanganlik /. ning [0; T \ vaqt 
oralig'ida o'zgarmas bo'lgan holatini aks ettiradi. Shu asosda iqtisodiyotning 
barcha o'zgaruvchilan (iqtisodiyot trayektonyasi) kechishini kuzatish imkoni 
yaratildi Agarjamg'arish normasi o'zgarmas cmas, balki o'zgaruvchi bo'lsa, 
[0; T ) vaqt oralig'ining har bir momentida o 'z  qiymatini o'zgartinb tursa. 
amalda bunday iqtisodiy otni (iqtisodiy jarayonni) boshqarib bo'lmaydi. Shuning 
uchun o'zgaruvchi jamg'arish normali modcllami o'zgarmas jamg'arish 
normali modcllarga 'Vaqinlashtiradigan" yangi modellami varatish zaruriyati 
tug'iladi. Bunday yangi modellar "magistral tcorcmalar" y ordamida tavsillanadi 

Iqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi jamg'arish normali modcllan birinchi 
bo'lib 1967-vilda R.Shell tomonidan o'rganilgan. U akadcmik L.S. Pontryagin 
va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan optimal boshqarish na/ariy asidan 
kcng foy dalandi Mazkur bobda biz iqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi 
jamg'arish normali bir sektorli modelini o'rganish natijalarini bayon etamiz.

12.1-§. Iqtisodiy dinam ikaning m ehnat resurslari hajm i 
eksponensial funksiya bo 'lgan modeli

M asa la la rn in g  q o 'y ilish i. Iqtisodiy dinam ikaning o 'zgaruvchi 
jamg'arish normali bir sektorli modelini ko'raylik. Unda mehnat resurslari 
hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlaming yaroqsizlanishi chiziqli 
bo'lsin. Bunday model quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

m = I ( f ) - v K ( t ) t 0 £ ц < 1 , K (0)= K Q> 0 , 

Z.(/)=rvL(r), L(0)=L0> 0, n > 0 ,

Y (t)= F (W )M t))= W )+ C (t)= s { t)Y ( t)+ ( l- s « m t) ,  ( 12. 1)

I(t)=s(t)Y(t), C ( /)= (l- j( /) )y ( /) ,  0 £ * (/)£ l, 0 ZtZT.
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( 12.1) modelga ko 'ra  ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad) 
miqdori ikki qismdan iborat; 1(1) -  asosiy fondlarga qo'yilgan (qo yiladigan) 
mablag' (kapital) va S(t) -  istc'mol, jam g'arish normasi s(l) funktsiva 
bo 'lak li-uzluksiz , [0; T\ vaqt o ra lig 'id a  aniqlangan va 0 £ s (/) £  1 
tengsizlikni qanoatlantiradi. M asala bo'lakli-uzluksiz va 0 ^ s ( / ) £  1 
tcngsizlikni qanoatlantiradigan s(i) funksiyalar ichidan ishlab chiqarilgan 
(chiqariladigan) mahsulot (milliy daromad) miqdorini ma lum ma'noda 
optimal ikki qismga ( /  va С ga) ajratadigamni topishdan iborat.

Q u ro llan g an lik  k(t) = K (t)/L (t)  va ja m g 'a r ish  norm asi s(l),
0 £ s(l) <, 1, /е [0 ; Г] bo'lsin. Asosiy diffcrcnsial tenglama (12.1) model 
uchun quyidagi ko'rinishga ega (9-bobga qarang):

* (/) = 5 ( 0 / ( * ) - ( ц + т 1 ) * ,  k(0 ) = k0, ( 12.2)
bunda f ( k )  -  neoklassik shartlarni qanoatlantiradigan o 'rtacha mehnat 
unum dorligi funksiyasi ( f ( 0 ) = 0 , f ( k )  > 0 , f ' ( k )  > 0 , f ”( k )  < 0 , 
V/t>0). T -  rcjalashtinsh ufqi va kT> 0 tengsizlikni qanoatlantiradigan, 
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu

*0 < kT (12.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana

k ( T ) Z k r (12.4)
tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar to'plami M  va ushbu

= - s ( t ) ) № t ) ) d i  ( 12.5)
0 M O 0

jamlama iste’mol funksionali berilgan bo'lsin.
(12.4) tengsizlik bilan aniqlanadigan M  to 'plam  (T, kT) nuqtadan 

chiqadigan va yuqoriga yo'nalgan (vertikal) nurdan iborat ( 12.1-chizma).
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0 ‘zgaruvchi jamg'arish normasi s(t), 0 < s(t) < 1 boshqarish funksiyasi 
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy qiymatlar qabul qilsa. bitta 
boshlang'ich k0>0  nuqtadan chiqadigan barcha holatlar trayektoriyalari 
oxirlanM to'plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar to'plami deviladi.

Masalaning qo'yilishini bayon qilishdan aw al optimal boshqarishga oid 
ba’zi tushunchalami keltirib o tam iz

Masalaning qo'vilishini bayon qilishdan aw al optimal boshqarishga oid 
ba’zi tushunchalami keltirib otam iz.

Awalo (12.2) das(/) funksiyani boshqarish deb ataladi Agar s(t) bolakli- 
uzluksiz bo'lib, [0; T] da 0 й s(t) < 1 tengsizlikni qanoatlantirsa, u joiz 
boshqarish deyiladi Agar s(t) joiz boshqarish uchun (12.2) ning traycktoriyasi 
£(0) = k0 va£(/)eA /shartn i qanoatlantirsa, u obvektni (iqtisodiy sistcmani) 
k0 boshlang'ich nuqtadan k(T) еЛ /nuq taga o'tkazuvchi joiz boshqarish 
deyiladi.

Endi masalaning qo'yilishini bayon qilish mumkin.
Masalaning qo'yilishi. (12.2) • (12.5) obvektni (iqtisodiy sistcmani) 

qurollanganlikning boshlang'ich holati &0>OdanA/to'plam ning (numing) 
biror k(T) nuqtasiga o'tkazuvchi bo'lakli-uzluksiz boshqarishlar 5(f),
0 < s(l) < 1 ichidan (12.5) jamlama istc’mol funksionaligamaksimal qivmat 
bcradigani topilsin.

M asa la  y eeh im in in g  m a v ju d lig i. Q o 'y ilg an  m asala optim al 
boshqarishning o'nguchiqo'zg'aliivchi vatayinvaqtlimasalasidaniborat. 
Shu m asala uchun optim allikn ing  zaruriv  shartin i ifodalaydigan 
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini kcltiramiz (qarang: Pontry agin 
L.S. va boshqalar. Математическая теория оптимальных пропессов, 
М.: Наука, 1983, стр.79).

12.1-teorem a (zaru riv  sh art) . Faraz etaylik, n o'lchovli Yevklid 
fazosi E" da harakat tenglamasi

berilgan bo ‘Isin. BundaA, B, Aff B0 matntsalar E " ‘ dagi C’sinfga tegishli 
va s(t)eU , U -  qavariq kompakt.

Gamiltonianni

к = A(k,t) + B(k,t)-s(t) ( = / ) . (12.6)
va optimalhk belgisi

(12.7)

H (\\i,k ,t,s) = \\i0f 0(k ,t,s) + ( \v ,f (k ,t ,s )) ,  M/ = (N/0,V ) (I28)
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tuzamiz.
Agar holal nuqtasini (qurollanganlik holalmi) boshlang‘ich k0 > 0 

hoi at dan M = {(!; к): I > T, k(T)  £  kT, kT> 0, k0 < k T} to'plamnmgbiror 
nuqiasiga о ‘tkazuvchi jo iz boshqarish (12.7) funksionalnmg maksimumi 
m a’nosida optimal bo'lsa, unda (12.9) qovushgan sistemanmg shunday
nolmas yechimi vj7(/) mavjud bo 'ladiki, quyidagi shartlar bajanladi:

Iе. H funksiya ixtiyoriy t > 0 uchun s bo'yicha s = s(t)e  U nuqtada 
maksimumga erishadi:

H(y{t) ,k( t) , t , s (t ))  = maxH(\y( t) ,k(t ), t , s) (12.10)
sbU

2°. t = T da о 'ng uchda transversallik sharti bajanladi, ya 'ni
W(t) * 0, (w(T), k(T)  -  kT)  = 0. (12.11)

3°. \yt  = const i  0 . (12.12)
Optimallikning yctarli sharti sifatida biz Li-Markus tcorcmasidan 

foydalandik (qarang: Л и  Е .Б ., М аркус JI. Основы теории оптим аль
ного управления. М.: Наука, 1972, стр. 288-4-teoremaning2-natijasi). 
K o'rilayotgan iqtisodiy m asalani e ’tiborga olgan holda bu teorem a 
quyidagicha ifodalanishi mumkin.

12.2-teorem a (L i-M arkus teorem asi). Harakat tenglamasi (12.6) 
va optimallik belgisi (12.7) belgisi berilgan bo 'Isin. Yana ushbu

| * (/)!< ;& , v '< M 0; n
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun

= { (f 0(k , t , s ) , f (k , t , s )): s e  U }

to'plam s bo'yicha qavariq bo'lsin, bunda f ‘=A l+Bas, f = A + B s .
Agar (12.6) obyektni berilgan boshlang 'ich k0 holatdanMto 'plamning 

biror nuqtasiga о 'tkazuvchi hech bo 'Imasa bitta jo iz boshqarish mavjud 
bo'lsa, unda (12.7) funksionalning maksimumi m a’nosida optimal 
boshqarish s (t) ham mavjud bo 'ladi.

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari baja- 
riladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tckshinsh bilan ishonch hosil qilish 
mumkin. Shuning uchun qo‘yilgan masalaning yechimi mavjud bo'ladi.

va qovushgan sistemani

8H 8f°

* " = 0 ' 0 1 9 1
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M asala yechimini qurish. Endi qo'vilgan masala yechimini qurishga 
kinshamiz. Buning uchun boshlang‘ich k0 nuqtadan chiqadigan vaA/numing 
biror nuqtasiga olib kcladigan shunday travektoriya qurish kerak bo'ladiki. 
shu trayektoriya bo'ylab jamlama istc'mol funksionali (12.5) o'zining eng 
katta qivmatiga erishadi. Dcmak. bo 'lak li-uzluksiz s(/), 0 < s(t) < 1 
boshqarishlar ichidan optimal boshqarishni topish kerak bo'ladi. Masalani 
yechishga quyidagicha yondashamiz: avval Pontryaginning maksimum 
prinsipini qanoatlantiradigan boshqarishni va unga mos trayektorivani 
topamiz. So‘ngra topilgan boshqansh va trayektoriyalaming (12.5) funksio- 
nal maksimumi ma'nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan holatlar trayektorivasini qura- 
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

Yordamchi funksiyalar uchun qovushma sistema quyidagicha yoziladi: 

\|/0 = const 2 0 ,

vj/ = ——  = - y 0( l - 5 ) / W  + 4 ' [ ^ / W - ( H + n ) ]  (1214)

0 ‘ng uchdagi transvcrsallik sharti \\i(T) (k(T)~ kT) ~  0 tenglik bilan 
ifodalanadi. Undan (12.4) ga ko'ra

tenglik kelib chiqadi.
H  funksivaning s bo vicha maksimumga enshishi shartidan quyidagi 

natijakelib chiqadi:

Ta’kidlab o tamizki, maksimum prinsipiga ko 'ra \|/0 = const £  0. vj/0 = 0 
bo'lsin. Unda vj/- vy0 a  0 bo'ladigan [т,;т3] с  [0; T ] kesma mavjud emas. 
Agar \y -  vy0 s  0, v 1 e  [тй т2] bo'lsa, \y= y e = 0 bo'ladi. Ammo \y0 va 
\|/(t) lar maksimum prinsipiga ko'ra bir vaqtda nolga teng bo'la olmaydi. 
Shuning uchun \|/0 £  0 ga asosan ц/0 deb v|/0 =1 ni olish mumkin. Shunday 
qilib, (12.6) ni quyidagichayozish mumkin:

у (Г )  = 0 (12.15)

0 , agar V|/ -  V|Z0 < 0 ,
1 , agar у  -  ц/0 > 0 ,
0 й s  £  1 , agar v|/ -  v|/0 s  0 .

(12.16)

0 ,
1 ,
0 <S S Z l  ,

agar у  < 1 , 
agar у  > 1 , 
agar у  s  1 .

(12.17)
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Agar [x,; т5]с[0; T] kcsmada y ( / )e  1 ayniyat o‘rinli bo‘Isa. (12.14) dan ushbu

f \ k )  = [i+ n  (12.18)
ayniyat kelib chiqadi. Bu ayniyat I ga oshkor bog'liq emas, shuning uchun 

к ga nisbatan tenglama deb qarash mumkin. Ravshanki, f ' (k)  = ц  +  r| teng

lama yagona musbat £  = £ yeehimga ega. Shunday qilib, (12.2) tenglama

[tptjjkesm ada yagona musbat statsionar yechim k(t) = k  > 0  gaega. Unga 

m osjam g‘arishnormasining(boshqarishning) o'zgarmas s qiymati ushbu

т  (ц  + П ) k  k f ' ( k )

( ,2 1 9 )
form ula bilan topiladi. f ( k )  funksiyaning neoklassik lig idan  (y a ’ni 
f(k)  -  kf(k) > 0, V£) 0 < s  < 1 tengsizlik kelib chiqadi.

Demak, \y(/) s  1 boiadigan [x(, x2] kcsmada jam gansh  normasi qiymati 
o'zgarmas va (12.19) formula yordamida bir qiymatli topiladi. Shunday 
qilib, s( t )  uchun (12.17) munosabatlami uzil-kcsil quyidagi ko'rinishda 
yozish mumkin:

0 , agar у  < 1 ,
1 » -  -  , -  a8ar  '* '> !»  ( 12.20) 
s = k  f ' ( k ) / f ( k ) ,  agar у  ■ 1 .

s ( t ) -

E n d iy 0= 1 bo'lganda (12.14) quyidagi ko'rinishni oladi:

\j/ = -(1 -  s)f ' (k)  -  [ 5 f \ k )  -  (ц  + n)] V (12 21)
Transversallik sharti (12.15) ga ko 'ra 4/(7") = 0 < 1 kelib chiqadi. Shuning 
uchun ( 12.20) dan s (Г ) = 0 bo 'ladi. vy(/) funksiyaning uzluksizligi 
bo'yicha shunday [x,; T] kcsma mavjudki. unda ч /(Г )<  1 tengsizlik 
o'rinli bo'ladi. Ikki hoi yuz bcrishi mumkiin;

A ) \ | / ( / ) < l  va [т ,;T] — [0 ; Г] ;
B) V ( 0 < 1 ,  x e ( t i ;r ] c [ 0 ; 7 1 ;  v ( x , ) = l ,  [ х , ;Г ] с [ 0 ;Г ] .
A) holida (12.20) ga ko 'ra s(t) з0 , V /е  [0; Г], y a ’ni barcha resurslar 

iste’molga yoMlangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilm agan. 
Resurslami bunday taqsimlash faqat matematik m a’noga ega, ammo iqtisodiy 
m a’noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko‘rmaymiz.

B) holida (12.20) ga asosan s(l) =0 , V Cxii U nda (12.21) 
quyidagicha yoziladi:
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V = - / ' ( * ) + (Ц+П)Ч'- ( 12.22)
Bundan (12.15) transversallik shartini c ’liborgaolib, (12 21) differensial 

tenglamani integrallaymiz:

* « } т О ) - * 0ж,Хь* А > (12.23)
t

bunda к (I) ushbu

* = - ( ц  + п )*  (12.24)

differensial tenglamaning yechimi, к( Т)  = кт. Bu yechim quyidagi 
ko'rinishga ega:

к(1) = кт .е (ц+чХГ' , ) . (12.25)

Endi ч /(т,)=  1 bo'lgani uchun s(x,) = J  va к(тх) = к Shuning uchun 
(12.25) dan t = t ,  da

кт ■е^*'хт-х') = k .
kelib chiqadi. Bundan

J L , „ I
И + П kT

kelib chiqadi. Shunday qilib, t, < T ga ko'ra

kT <k  (12.26) 
tcngsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rcjalashtinlavotgan 
potcnsiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o'sish 
rejimidagi) iqtisodiy potensialidan к am bo'lishi kerakligini anglatadi. Bundan 
tashqari, ushbu

т , = Г -----l n j - > 0  (12.27)
Ц+Л *r '

tengsizlik o'rinli bo'lishi uchun rejalashtirish ufqi T > 0 yctarli katta bo'lishi 
kerak.

( 12.22) ga ko'ra I > x, miqdor \y(t) funksivaning statsionar nuqtasi 
bo'ladi. Haqiqatan,

) = - / ' ( * ( * , )) + (Ц + n) y ( t , ) = - / ’(* ) + (ц + л) •
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Shunday qilib, vy(/) fu n k siy a /=  x, nuqtadaekstremumgaega bo'lishi 
mumkin. H aqiqatda ham , shu funksiya / = x, da o 'z in in g  m ahalliy 
maksimumiga erishadi. Buni ko'rsatish uchun \j> ni hisoblaymiz:

v = - / * ( * )  * + ( n + n ) v

Bundan f ( jc )< 0 ,  £ (т ,)= -(Ц + П )* < 0 >  \*/(x,) = 0 m unosabatlarga

ko 'ra \j/(x,)<0 kelib chiqadi. Shuni isbot etish talab qilingan edi. Yuqoridagi 
mulohazalar natijasida 41 ( t)  й 1, V f 6 [x,; T] tengsizlikkaega bo ldik.

Endi rejalashtirish davrining boshqa resurslaming taqsimoti bilan 
shug'ullanamiz. Boshlang ich vaqt / = 0 da uch hoi yuz berishi mumkin: 

a) 4/(0 ) = 1; b) y ( 0 ) < 1; v) vj/(0 ) > 1.
Ulami alohida-alohida o'rganamiz:
a) hoi. ф (0 )=  1 bo' lganda,o‘znavbatida, uchta kichik hoi yuz berishi 

mumkin.

1)\j/(/) = 1 , /€ [0 ;t , ] .  Unda (12.18) ga ko 'ra k(l) = k ayniyat o'rinli. 

Bundan k0 = k  kelib chiqadi. Ammo (12.3) va (12.26) shartlarga ko'ra

k0 <k  tcngsizlik o'rinli. Bu k0 = k  ga ziddivat. Demak, bu hoi yuz bcrmaydi.

2 ) y ( 0 )  = l , v ( / ) <  1 (vj/(/)>  1), V  te(0;z0). Bu hoi b) va v) hollarda 
keltiriladi.

b) hoi. ц /(0)<  1. Bunda yoki vj/(/)<  1, V /e [0 ;  T\,  yoki shunday 
son i 0> 0 mavjud bo'Iadiki, \|/(x0) = 1 ,0  < x0 < rb o 'la d i. Agar vj/(/) < 1, 
V /e [ 0 ;  Г ]  bo 'lsa , (12.20) ga asosan s ( / ) s 0 bo 'lad i, y a 'n i barcha 
resurslar iste’molga ajratiladi. Yuqorida aytgammizdck, bu holning iqtisodiy 
m a’nosi yo'q. Agar shunday x0> 0 son mavjud bo'lsaki, v ( t 0) = 1 bo'lsa, 
[0; x j  k e sm a d a i( /)e  Oga ega bo'lamiz. Unda \|/(/) uchun mos tenglama
(12.22) bilan, qurollanganlik к (I) uchun esa -  (12.24) tenglama bilan ustma- 
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k(0)  = k0 boshlang ich shartni 
qanoatlantiradigan ycchimini topish uchun uni integrallab topamiz:

k(t) = k0 e - ^ .  (12.28)

Bundan / ^  da H/(x0) = 1, k(x0) = к tengliklar o'rinli bo'lgani uchun

к =k 0 • е '(ц+,’)То tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, x0 
uchun quyidagi formulani chiqaramz:

4. -------- »
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(12.29)

Bundan t0> 0  bo'lgani uchun lc(0)>k tengsizlik chiqadi. Ammo bu

<k tengsizlikka zid. Shunday* qilib, b) hoi ham sodir bo'la olmaydi.

v) hoi. v|i (0 )>  1. Bu holda yoki »y(0> 1. V  fe [0; T], yoki shunday 
t 0> 0  son mavjud bo ladiki, vj/(t0)=  1 boMadi. Agar чЧ О 5, 1, / е [0; Г ] 
bo'lsa, (12.20) ga ko‘ra s(t )  я 1, /е (0 ; Г ], y a ’ni barcha resurslar butun 
rcjalashtinsh davrida kapital harajatga ajratiladi Bu esa iqtisodiy ma’noga ega 
emas. Agar shunday t 0> 0 son mavjud bo‘lsaki, v|/(x0) = 1 boMsa, s(t )  = 1,
V fe[0; t jb o 'la d i  Bu holda (12.2) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

Bizo'zgamvchilan ajraladigan differensial tcngiamagaegamiz. Uni &(0) = £0 
boshlang'ich shart uchun integrallaymiz:

Ushbu у (т 0) = 1, k(x0) = к tengliklami e ’tiborga olib, t 0 uchun formula 
chiqaramiz:

Ma’lumki, к < к da / ( £ ) - ( ц + г | ) £ < 0  tengsizlik o ‘rinli. Shuning uchun
(12.31) dan t0> 0  kelib chiqadi.

Endi к (I) funksiya x0 nuqtada mahalliy maksimumga erishishini 
ko rsatamiz Haqiqatan,

(bunda )t.(x0) -  k(t)  funksiyaning t 0 nuqtadagi chap hosilasi). Agar t > t 0

da k( t ) sk =const ayniyatni e ’tiborga olsak, Jt+( t0) = 0 boMadi (fc,(t0) -  
£ ( / )  funksiyaning t 0 nuqtadagi o ‘ng hosilasi). Ushbu m unosabatlar

it_(t0) > 0, A:+(t0) = 0, k(t) я к =  const , t > t 0 k(t)  funksiy a uchun mahal
liy maksimum nuqtasi ekanini korsatadi

k = f ( k ) - ( \ i  + r])k. (12.30)

(12.31)

= f ( k ) - ( \ x  + i \)k  = f ( k ) ~  f ' ( k ) - к  > 0
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v|/(/) funksiya uchun s =  1 bo'lganda ( 12.21) dan

у = [  ( ц + n ) - / ' ( * ) ]  v (0

difTerensial tenglama hosil bo'ladi. Bundan /'(Аг(т0)) = f ' ( k ) , у (т #) = 1 
munosabatlami e ’tiborga olib, ushbu

V(T0) = [(M + n ) - / ' ( * ) ] l  = 0 
tenglikka ega bolam iz. Bu esa, у  (/)  funksiya I = t 0 da ekstrcmumga ega 
bo'lishi mumkinligini ko rsatadi. v|/( / ) funksivaning ikkinchi tartibli hosilasini 
hisoblaymiz:

\jУ = f ' (к) к у  + [(ц + П) -  / ' ( * ) ] у  
Bundan / = т0 daquyidagigacgabo'lam iz:

чИь ) = “/ ' ( *  ) [ / ( * )  ~ (Ц+ П *)] У(*о ) “ Г  (к ) У(хо ) = 

= - Я * ) [ / ( * ) - ( ц + п ) * ) ]

Ushbu f ( j c ) - ( \ i + r \ ) k = f ( k ) - f ( k ) k > 0 ,  f ( k ) < 0 m unosabatlarga

ko'ra vj/(t0) > 0  tengsizlik kelib chiqadi. Shuning uchun y ( f )  funksiya 
I =x0 nuqtada mahalliy minimumga ega va /€ [0 ; x0] da y ( / )  £  1.

Shunday qilib, biz t 0 ((12.31) ga qarang) va x, ((12.27) ga qarang) 
miqdorlami hisoblash uchun formulalar chiqardik. Agar rejalashtirish ufqi 
Г > 0  shunday tanlangan bo'lsaki, 0 < x0< x, < T tengsizliklar o 'rinli bo'lsa,

unda (12.18) tenglama bilan topiladigan balanslangan o'sish rejimi k(t)=k
ko'rilayotgan iqtisodiy dinamika modeli uchun magistral deyiladi. U ( / ; к ) 
tekislikda [x0;t ,]  vaqt oralig'iga mos gorizontal kesmadan iborat. Unda 
t 0 -  magistralga qo ‘nish, x, esa magistraldan tushish momcntlari deyiladi.

Endi T>  Oni qanday tanlanganda x, -  x0 musbat bo'lishi mumkinligini 
tekshiramiz. Shu x, -  x0 ayirmani hisoblab, T> T0 tengsizlik bajarilishi 
т, - т 0 > 0 ni ta’minlashga amin bo'lamiz, bunda

T0 = —-—In— + J -------^ -------
Ц + П kT i / f t ) - 0 i+ n f c  •

т , - х * = Г - Г #, 7’в =х0+ ( Г - х |) = Т - ( х 1-х 0). Boshqacha aytganda, 
% miqdor [0 ; x#] va [x, 7"] kcsmalar uzunliklari yig'indisidan iborat. 
Shunday qilib, x, -  x0 £  0 tengsizlik T -T ^ t  0 tengsizlikka ekvivalentdir.

w »
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Agar T= Тй tenglik o'rinli bo'lsa, t 0= x, va magistral mavjud emas, k0 
nuqtadan M  to 'plam ga harakat b itta o 'tish  (boshqarishni bir marta 
o'zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar Г2. T0 tengsizlik o'rinli bo'lsa,

unda к(1) в к  magistral mavjud bo'ladi Shu bilan birga, x0 va x, momentlar
ham mavjud va(12.31), (12.27)formulalar bilan hisoblanishi mumkin. Shu 
momentlar boshqanshni o'zgartirish (almashtirish) momcntlaridir. Agar T 
yetarli katta qilib olingan bo'lsa, x, — X, — magistral bo'yicha harakat davri 
T> 0 ga yetarli “yaqin” bo'ladi.

M asala yechimining optimalligi. Ta’kidlab o'tamizki, quyidagi

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s( t )  boshqarish zaruriy shartni, ya'ni 
maksimum prinsipini va o'ng uchda transvcrsallik shartini qanoatlantiradi 
Biz Л/num ing  shunday nuqtasini topishimiz kerakki, shu nuqtaga obyekt 
o'tkazilishi kerak va ( 12.5) jamlama iste’mol funksionali eng katta qiymatga 
erishsm.

Shu maqsadda maksimum prinsipini qanoatlantiradigan boshqa bosh- 
qarishlami ko'ramiz. Aniqrog'i, quyidagicha aniqlangan s ( t ) boshqarishni 
olamiz.

bunda 0 quyidagicha aniqlangan: k(T) = ke, kT <ke <k  , deylik. Unda 
к {t) uchun

\_, agar 0 £  I < x0 , 
s ( t )  = • s ,  agar x0 ^ / < r ,  

0, agar \ < t  < T
(12.32)

1_, agar 0 £  /  < x0 , 
s ( t )  = . 5 , agar xo ^ / < 0 ,

0 , agar Q z t  < T  ,
(12.33)

*(/) = V e (M+4Xr-°
V (0  funksiya uchun

т
V(0 = J/'(*(x))e0l+4X'"t)rfr

tenglamadan topamiz. Bundan 6 uchun ushbu
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formula kelib chiqadi.
Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang'ich )t(0) = )t0 , 

k% < kT < ke holatdan M numing biror nuqtasiga o'tkazuvchi va maksimum 
prinsipini qanoatlantiruvchi ikkita (12.32) va (12.33) boshqarishlarga eg am iz. 
Bunda (12.32) boshqarish obyektni (7”, kT) e  A/nuqtaga. (12.33) boshqarish 
esa, (T, ka) e  M, k9> kT nuqtaga o tkazadi Endi shu boshqarishlar uchun
(12.5) funksionalning qiymatini (12.33) boshqarish uchun hisoblaymiz. 
Unda (12.5) funksional 6 ning funksiyasi bo'lib qoladi. Uni Ф (0), y a ’ni 
J [ j  ] = Ф (0) deb bclgilaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

Ф (0) = J[ s] = /(1 -  * ( /) ) /(* ( /) )  dt = f  ОчЛ +  J(1 -  J ) f ( k )  dt  +
0 0 To

+]nk(t))dt = (\-l)f(k)(Q-x0W\nk(t))dl (1235)
о 0

Ф (х,) = (1 - ? ) / (Л :)(т1 -  t  Q) ) f (k ( t ) ) d t

Endi Ф (0), 0 e  [т,; Т]. funksiyani o'rganamiz. Ф (т,) funksionalning
(12.32) boshqarishdagi qiymati. (12.35) funksiyaning hosilasini 0 bo‘yicha 
hisoblaymiz:

Ф '(0) = (1 - s ) f ( k ) - f ( k )  = - s f ( k )  = const < 0  (12.36)

Bu Ф (0) funksiyaning chiziqli ckanini anglatadi. Boshqacha aytganda, 
Ф (0) funksiya [x,; T] kcsmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun 
Ф (0) ning eng katta qiymatiga kcsmaning chap uchida erishiladi. y a ’ni 
Ф(х,) > Ф (0), V 0 G ( T,i Shunday qilib, (12.5) funksionalning (12.32) 
boshqarishga mos qiymati eng katta bo‘ladi, y a ’ni (12.32) boshqarish (12.5) 
funksionalning maksimumi ma nosida optimal boMadi. Buning m a’nosi 
shuki,optimal holatlartrayektorivasi obyektni (T,kT] nuqtagao‘tkazadi.

Optimal trayektoriyani qurish uchun k(t) funksiyani qavariqlikka

tekshiramiz. [ 0 , x j  kesm ada $ = 1  boMganda к  = f  ( k ) - ( \ x  + r\) к 

differensial tenglamagaegamiz. k(t)  ni hisoblaymiz:



*(/)=Л^0)̂ 0-(ц+тд^0=И*(0)-(и+п)] (̂0)-(и+т1)̂ )]
Ammo [ 0; х0 ] kesm ada f (k( t ) )  > (ц + q) k( t ) , f ' (k(t ) )  > ц + ц

tcn g siz lik la r o 'r in l i  ( 12 .3 -ch izm aga qarang), bunda k(x0) = k ,

k(t) = f (k( t ) ) - ( \ i +r \ )k( t ) > 0  Shutting uchun £ (0 > 0, y a ’ni k ( t )  
funksiya [0; x0 ] da qavariq (12.4-chrama).

Endi ma'lumki, [x,; 7”] kesmada s = 0 va ushbu k(t) = -(ц. + r|) k(t) 

diffcrensial tcnglamaga cgamiz. Bundan fovdalanib, k(t) ni hisoblaymiz:

*(0 = -(ц + п )* (0 = - ( ^ + п ) [ - (ц + п )* ( ') ]= (ц + п )2*(0 >о 
Bundan k(t)  funksiya [x,; T] kesmada ham qavariq ekani kelib chiqadi 

(12.4-chizma). N ihoyat, (12.32) optimal boshqarishga mos optimal 
trayektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 12.4-chizmadan optimal trayektonya

quyidagichaqurilganiko'rinadi:obyekt/t0holatdan к holatga( к Tdan ham

yuqoriroq holatga) tezkorlik bilan o ‘tkaziladi,keyin shu к holatda iloji boricha

uzoqroq vaqt ushlab turiladi. Nihoyat, к holatdan ( [тр к ] nuqtadan) 
k T holatga ( (T , k T ) nuqtaga ) tezkorlik bilan o'tkaziladi (tushiriladi). 
Yuqorida aytib o'tilganidek, T —> +oo da т, —1# —> +oo. Shuning uchun 
yetarli katta Г lar uchun obyektni (iqtisodiy sistemani) boshqarish usuli iqti
sodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish normali modelini boshqarishdagi 
usuli bilan "yaqin”. Shuyaqinlik magistral teorema yordamida ifodalanadi
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12.3-teorema (m agistral teorem a). Rejalashtirish davri T > Oyetarli 
katta bo'lsin. Unda ( 1 2 .1 ) -  (12.5) masala (12.5) jamlama is te ’mol 
funksionali maksimumi та 'nosida optimal boshqarish s(J) mavjud. U 
quyidagicha qurilgan: rejalashtirish davrining boshida (ya 'ni 0 £ t й x0 
da, bunda i 0 son (12.31) formula yordamida hisoblanadi) boshqarish 
(jamg ’arish normasi) s ( t ) &  1 rejalashtirish davrining oxirida (ya 'ni 
t ,  <,t<,Tda,  bunda t ,  son (12.27) formula yordamida hisoblanadi) 
boshqarish s sO  bo ladi. Qolgan vaqt davomida (ya 'ni т £  / £  т, vaqt 
oralig 4da) harakat k(t) * к magistral bo ‘yicha s(t) »  s boshqarish 
yordamida amalga oshiriladi, bunda к son -  (12.18) tenglamaning 
yechimi, J  son esa (12.19) formula yordamida hisoblanadi (12,4-chizma).

Misol ko'ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchun olib boramiz: 
F(L,K)  = a0K x~aL a , a0 > 0, 0 < a  < 1. M a’lumki, o 'rtacha mehnat 

unumdorligi f  (k) = a0k a . Hisoblashlar jarayonida ц va n parametrlar kichik

sonlar ekanini e ’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu _  a  < 1
°o

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Hisoblashlar natijasini keltiramiz:

l/d-o)
a 0 £-(»»+nXl-a)l

' e [ 0; t 0) ,

T 1 |nq>-(P+n)#a 1 1п ° ° ~ (ц '1' Т1)̂ ;  о
(1-а)(ц+ тт) ^ - ( ц + т т ) * ^  (1-а ) (ц + п )  «оО "01) ’



12.2-§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi 
chiziqli-botiq modeli

Awalgi paragrafda iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi 
eksponensial (qavariq) funktsiya bo'lgan modeli to'liq o'rganildi. Unda asosiy 
fondlaming chiziqli yaroqsizlanishi hisobga olindi.Endi iqtisodiy dinamikaning 
mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq modelini o'rganamiz. Asosiy fondlaming 
yaroqsizlanishi yana chiziqli deb qaraladi. Aniqrog'i, iqtisodiy dinamikaning 
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan berilgan bo'lsin:

Shu model uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko'rinishga ega:

Rejalashtirish ufqi 7’> 0 , qurollanganlikning biror holati kT > 0 berilgan 
bo'lsin, k9 < kT. Yana к (Г) £ £,.(12.4) tengsizlik bilan berilgan A/to'plam 
va jamlama iste’mol funksionali (12.5) ham berilgan deylik. Keyingi 
mulohazalarda qulavlik uchun ushbu

belgilashlami kiritamiz (11.3-§ga qarang). Bu funksiya quyidagi xossa- 
largaega:

т = к о - и т ,  о<ц<1, k(0)=Kq >o,

Ut ) =r \ U0+v K{ t ) ,  n > 0 , v >0, L (0)= Io > 0 , 

Y( t ) =F( Ut ) Mt ) ) =W+C( t ) ,

I(t)=s(t)Y(t), C (t)= (l-sit))Y (t), 0 ^ ( r ) < a  0 <>t<T.

(12.36)

k(t) = s ( t ) f ( k ) - ( \ L+ 4 ) k - v k 2, k(0) = k0 > 0 .  (12.37)

(12.38)

Tv/-
X(0) = 0, X(*)>0 ,X ( 0) = 1, x W = l + — >0, X'(k)=

2v
— > 0 , * £ 0 . 
Ц+ЛH+n

Endi (12.37) tenglama ushbu

* = 5 ( 0 / ( * ) - ( Ц  + п )Х (* Ь  m  = ko >0  (12.39)
ko'rinishdayoziladi. 

Faraz etaylik.

(12.40)
tengsizlik o'rinli bo'lsin.
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M asalan ing  qo 'y ilish im  bayon etam iz: ((12.39), (12 .3 )-(12 .5 )) 
obyektni (iqtisodiy sistemani) qurollanganlikning boshlang'ich holati k0 > 0 
dan M  to'plamning (numing) biror k(T)  nuqtasiga o'tkazuvchi bo'lakli- 
uzluksiz boshqarishlar s(t), 0 <s(t )<  1 ichidan (12.5) jamlama iste’mol 
fimksionaliga maksimal qiymat beradigani topilsin.

Masalayechimining mavjudligi Li-Markus teoremasidan (12.2-tcorcmaga 
qarang) kelib chiqadi.

M asala ycchimini qurish Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan 
trayektorivalami а\л algi paragrafda qo'llanilgan usul bilan qurish mumkin. 
Shuning uchun natijalarni qisqacha bayon etamiz.

Gamilton funksiyasi va yordamchi o ‘zgaruvchilar uchun qovushgan 
(qovushma) sistema quyidagi ko'rinishga ega:

H  = i|/0 (1 -  s ) f ( k )  + \|/ [ s f ( k )  -  (Ц + n) X(*0 ] » (12.41) 

v|/0^ 0 , \yQ= const,

у = - Ё £ = - у 0(1- * ) / ’( * ) + у  [* /Ч * ) - (и + п )х '( * ) ] .  (12 42>
8k

O 'ng uchida transversallik sharti y ( T )  (k(T)  -  kT) = 0 kabi yoziladi. 
Bundan \|/(Г) = 0 (12.15) ga qarang). Я  funksiyasining maksimumi shartiga 
ko 'ra (s bo‘yicha) s(l) boshqarish (12.16) formula bilan topiladi. Awalgi 
paragraflardagidek ч/0* 0  ekani va vj/Q deb >4/0 = 1 ni olish mumkinligi 
isbotlanadi. Shu sababli s(t) uchun formula (12.17) ko'rinishda bo'ladi.

Agar y ( 0 s  1, V /6 [x 0, t , ] e [ 0 ;7 ’] bo'lsa, (12.42) ga ko 'ra ushbu

/ ' ( * )  =  (Ц +  П)х'<*) (1 2 4 3 )
ayniyatga ega bo'lamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bog'ianmagan. Shuning 
uchun uni к ga nisbatan tenglama deb qarash mumkin. (12.43) tenglama

yagona musbat k = k yechimga ega. Qurollanganlikning к rejimiga 
jam g'arish normasining ushbu

~ (ц+п)х(* ) _ / '(* )  x'(*) 
n h  n h  x (£ )

formula bilan aniqlanadigan qiymati mos keladi. Ravshanki, 0<s <1 ■ Shunday 
qilib, \|/(/) в  1 bo'ladigan vaqt oralig 'i [ t#; t,]  da jam g'arm a normasining 
qiymati (12.44) formula yordam ida b ir qiymatli aniqlanadi va s(t),
V t e  [0 ; T] uchun quyidagiga egamiz:
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о , agar у  < 1 ,

s< 0 = \ l - Ш т ,  атг  y „ i ,
/ ( к )  l ( k )  т  ’ (1245)

1 , agar \|/ > 1 .

Endi у 0 = 1 bo'lganda (12.42) ni quyidagicha yoziladi:

у  = -  (1 -  s ) f \ k )  -  [ ^ f \ k ) -  (ц  + n) x'(*)]- 4> (12.46) 
Transversal lik shartiga ko'ra \\i(T)=0<  1 bo'lgani uchun (12.45) gaasosan 
s(T)  = 0 tcnglik o'rinli. v|/(/) funksiyaning uzluksizligiga asosan \y(7’) < 1

bo'ladigan [ t 1;7 ,] c [ 0 ;7 ’] kesma mavjud. Ikki hoi yuzberishi mumkin:

A) y ( T ) <  1 va f t ; 7 > [ 0 ; 7 * ] ;

B) м /(Г )<  1, t e ( x ; ; 7 ) ,  v ( t , ) - 1 ,  [ t, , Г] с  [0, T \ .
A) holini ko 'rm aym iz, chunki bu hoi iqtisodiy m a’noga ega emas.

B) holida s(/)=0, V /e [T ,;7 '] .  Bunda (12.46) tenglama quyidagicha 
yoziladi:

'i' = - / W - ( H + n ) X ,( * ) 4 ' ,  V / e ( T , ; n  (12.47)
Shu chiziqli bir jinsli bo'lm agan tenglamaning у ( Г )  = 0 shartni 

qanoatlantiradigan vcchimini yozamiz:
I

r  0*+n)fl’(*(*)Mp

V = f / ' ( * ( 0 ) e  * Л ,  (12.48)
I

bunda AtO- (12 39) difTerensial tenglamaning s(f)s0 bo'lgandagi yechimi, 
ya’ni

* = - (Ц + Ч )Х (* Ь  W ) - k T (12.49)
tenglamaning yechimi. x(*) funksiya (12.38) formula bilan aniqlanadi, 
shuning uchun (12.49) o 'm iga ushbu

* = - ( ц + П ) k - v k \  к ( Т)  = кт (12.49’)
Bemulli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz:

1
* ( 0  =

f 1 * v  1 с -(Ц+пХГ-<) V

U r  И+П, Ц +  Т1
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М ц  + П ) е 0‘+чХГ' °
/ | \ ; -(Ц+пХГ-/) • (12.50)(ц  + т| + у -^ г ) - у  Агг -е пл ’

Ushbu \|/(т,) = 1 tenglikdan s ( т,) = s va £ (т ,) = к kelib chiqadi. Shu sabali 

/ = ?, da (12.50) dan topamiz:

v
+-

1 I____V^r IT - X  1 In 1 i n * - f r - " l + v * r )
’ И+П i , j  V ^ +T1 M H + n + v * )  *

Ц+П

Rejalashtirish ufqi T> 0 yetarli katta bo'lgani uchun T  -  T, > 0 tengsizlik 
o'rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan

k(H + r \ + v k T) ,
T~. 7\  yoki к > k TkT(\i + x \ +v k )  T

tengsizlikka cgamiz Endi t, uchun formulani yozamiz:

~ ^  1 , ^ ( ц + П +vfcj.)
Т1= Г -----T " ln 7 ^ ------------ ~ 7 . (12.51)Ц+П / ^ ( ц + п + у * )

Endi (12.43), (12.47) larga ko 'ra t = x, nuqta y (0  funksiyaning statsio
nar nuqtasi bo'ladi. Haqiqatan,

) = - / ' ( * (  t , ) ) + (Ц + n )x '(* (* i)) ■ ̂ (  тi) = 

= - / ' ( ^ ) + ( H + n ) x W i  =  o .

Shu nuqtada \jj/( t, ) ni hisoblaymiz:

V f t  ) = ~ f ' ( k ) + (Ц+ П)• [ X '(^ ) V ( ) * ( ? , ) + X '(^) VC^i) ]= 

= - / ' ( * ) i c ( X) H\ L+r dxm( k ) M \ ) -  

(1 2 .3 9 ) ga k o 'r a  *  =  - (ц + п )  х(*) va * (^ )  = -(Ц + П )Х (* )< 0 -

Shuning uchun V ( t , ) < 0 . Demak, y(/) funksiya ^  nuqtada mahalliy 
maksimumga erishadi. Shunday qilib, kcyingi mulohazalarda muhim bo'lgan

15 - №  101 225



V |/(r)£ l, Ч 1е ( \ , Т ) ,  у (т ,)  = 1 (12.52)

tcngsizlikka eg ami/.. Bu harakatning yakuniy bosqichi s (/)  = 0, / e  [т ,, T] 

boshqarish bilan amalga oshirilishini anglatadi. Shu bilan birga, \j/(t, ) = 1,

k(x]) = k ■ Harakat tenglamasi quyidagi ko'rinishga ega((12.41)ga qarang):

Bu tenglamaning yechimi k ( T ) > k T da (12.50) ko'rinishda yoziladi. Ammo 
= * b o 'lg am  uchun * ( ^ ) = - ( | i + r i ) x (* )< 0  v a V /e ( ^ ; r ]  da 

* (0  = - ( | i + n ) x ( ^ ( 0 ) < 0 tengsizlik o'rinli. Demak, k(t) funksiy a ( т ,; Г] 
da monoton kamayuvchi.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslami optimal boshqarish 
masalasi bilan shug'ullanamiz. Ravshanki,/ = 0 bo'lganda uch hoi yuzberadi: 
a) vj/(0) = 1; b) ц/(0) < 1; v) y ( 0 ) > 1. Awalgi paragrafdagidek a) va b) 
hollar yuz bera olmasligi ko'rsatiladi.

Biz v) holini ko'ram iz. v |/(0 )>  1 bo 'lsin . Unda yoki v j/(0 >  1.
V te  [0; T], yoki shunday x0 > 0 son mavjud bo'ladiki, vj/(t0) = 1,0 < т0 < T 
tenglik o ’rinli bo 'ladi. Agar y ( t ) >  1, V , e [ 0 ;7 ']  bo 'lsa , s ( / ) * l ,
V fe [0; Г], kelib chiqadi. Buning iqtisodiy m a’nosi yo'q. Agar shunday t 0 
mavjud bo'lsaki, т0 <7" va\}/(T0) = l  bo 'lsa,unda [0; x jk esm ad a  j ( / ) s l .  
Endi (12.39) tenglama ushbu

kelib chiqadi. Ч/(т0)=  1, k(z0) = k bo'lganda t 0 uchun quyidagi formulaga 
egabo'lamiz:

Endi k0 < k  < k  da f ( k )  -  (ц + п) %(k) > 0 tengsizlik o'rinli bo'lgam 
uchun (12.54) integral mavjud.

к =  - ( ц  +  t i )  x ( k )  yoki £ = - ( n + r | ) * - v * 2.

* = / ( * ) - ( ц  + П )х(*)
ko'rinishga keladi. Bundan k ( 0 ) - k o> 0  da

(12.53)

(12.54)
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A w algi mulohazalarga o'xshash k(l) funksiya / = t 0 nuqtada mahalliy 
minimumga erishishini isbotlaymiz. Haqiqatan ham,

* - ( ^ )  =  Л * ) - ( Ц + П ) х ( * )  =  / ( * ) - ^ ^ Х ( * )  =
X (* )

chunki f ( k ) > k  f ' ( k ) , x (* )> * X '(* )>  V * > 0 ; M ^ , )  =  0 , chunki

I > tJ, da k(t) -  к = con st. Dcmak, k(t) funksiya / = t 0 nuqtada mahalliy

minimumga erishadi.
Shunga o 'xshash tasdiqni vj/ ( / )  funksiya uchun ham isbotlaymiz.

Haqiqatan ham, t > Тц da s(/) * 1 va (12.46) ga ko 'ra  ushbu

v = - [ / ' ( * ) - ( n + n ) x '( * ) ] v

differensial tenglama hosil bo'ladi. / '( £ ( % ) )  = f ' ( k ) ,  \|/(Xq) =1 bo'lgani 

uchun t 0 nuqtada ushbu

ч К т о ) = - [ я * ) - ( ц + п ) х ' ( * ) ] ч ^ о) = 0

tenglik kelib chiqadi. Bu esa, Tq nuqta y(/) funksiyaning statsionar nuqtasi 
ekanini isbotlaydi.

Endi t = \  da vj>(/) ni hisoblaymiz:

V  = - [/ " (* )  - (ц +rto'(k)]k y  - [П * )- (И + П ) X'(^)] V  -

V(Xo) = - [ / W - ( ^ + n ) x W ] ^ ( T o ) N / ( t 0) -

- [ r  4^) - (И+n) X 4^)] >K( x0)= 

=- [/ '( * )  - (Ц + n)x '(* )] [ / ( * ) - (ц+n) X(* )]> 0
Shunday qilib, \j/(T0) = 0, \j>(т0) > 0  va \y(0 funksiya t =%  nuqtada 

mahalliy minimumga erishadi. Shuning uchun vj/(f) ^  1, V  ^  [0,^,].
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Demak. т0 moment aniqlandi ((12.54) formulaga qarang). Ravshanki, 

yetarli katta T>0 uchun 0<т0 <T, <T tengsizlik o ‘rinli.

Endi t, - t 0 ayirma musbat bo'lishi uchun Г ni T ^ T 0 deb tanlash 
ctarli, bunda

f0 h Iq + t - t ,  =- L to£ i L t 2 1 l 4 ) + }---------& ---------
Ц + П kj (ц + r|+v Аг) *0/(^)-(И + П)Х(^)

Qurollanganlik к nmg ( т0 , t, ) inten alga mos k u  k holati magistral 

deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari ( T0 , £  ) va ( T ,,£ ) 

nuqtalardan iborat bo'lgan gonzontal kcsmalardan iborat. Agar T = T0 bo’lsa,

magistral mavjud emas, chunki unda t 0 = t, . Agar T >T0 tengsizlik o 'nn li

bo'lsa, magistral mavjud. Asosiy maqsad qurollanganlik holatini iloji boricha 
uzoqroq shu magistral darajasida (holatida) ushlab turishdan iborat. Shunda 
iqtisodiy dinamikaning o ’zgaruvchi jamg'arish normali modeli o ’zgarmas 
jamg'arish normali modcliga "vaqin” bo'ladi.

Bizyuqorida optimallik va transversallik shartlarini qanoatlantiradigan 
ushbu

j ,  agar t 0 s k t  (, 255)
0,  agar t ,  <  /  <  у ,

1 ,  agar 0  £  /  <  t 0 , 
s(t)  = \ s ,  agar т0 £ / < т ^ ,

r.
boshqarish funksiyasini qurdik. Shu boshqarish funksiyasining optimalligi 
avvalgi paragrafdagidck isbotlanadi

Optimal holatlar trayektonyasini qurish uchun uni [0; x0 ] va [ x ,; T\ 

kcsmalarda o iganamiz Agar /e [0; \  ] bo’lsa, ic = f ( k )  -  (ц + tj) x(k)  > 0 ,

k = f ' { k ) k - ( n + r j ) x W ^ > 0 -  Shunday qilib, [0; x0 ] kesmada holatlar
trayektoriyasi k0 nuqtadan chiqadi va k(t) funksiya monoton o ’suvchi va 
qavariq.

Endi / е [ т , ;  T\  b o ’lsin . B unda s (/)  * 0 va £=-(ц .+г|)х (£)>0 , 

* = -(H + r i)x '(* )£ > 0  Bundan holatlar traycktoriyasi [% ;Г ]  kesmada

228



qurollanganlik holati к <̂an kT gacha pasayadi (12 4-chizmaga qarang). 
Endi magistral teoremani bayon etsa boMadi.
12.4-teorcm a (m agistral teorcm a). Rejalashtirish ufqi T > 0 yetarli 

katta bo'lsin. Unda ((12.39), (1 2 .3 )-(1 2 .5 ))  masala uchun (12.5) 
funksionalning maksimumi та 'nosida optimal boshqarish $(/) mavjud va
и quyidagicha qurilgan: rejalashtirishning boshi (0 , x,,) davrida harakat 

s(t) s  1 boshqarish bilan, oxiri ( X,; Г] da s(t) = 0 boshqarish bilan amalga 

oshiriladi. Qolgan vaqt ( T0 ; x , ) davomida harakat k(t) ■ к magistral 

bo 'ylab s(t) ■ J  boshqarish, 0 < J  < 1 yordamida amalga oshiriladi. Ushbu 

x0f T,, s miqdorlar mos ravishda (12.54), (12.51) va (12.44) formulalar

yordamida hisoblanadi, balanslangan o'sish rejimi к esa (12.43)
tenglamaning yechimi.

Biz yuqorida iqtisodiy dinam ikaning asosiy fondlam ing chiziqii 
yaroqsizlanishi va mehnat resurslan hajmi eksponensial hamda chiziqli- 
botiq funksiyalar bo'lgan modellarini to'liq o'rgandik. Shunga o'xshash. 
iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqsiz-botiq bo'lgan 
modelini ham o'rganish mumkin Bu mavzuni mustaqil ish sifatida qoidiramiz.

12-bobga oid m asalalar
I. Quyidagi ICHF lar uchun iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari

hajmi eksponensial funksiya bo‘ladigan modeli uchun к , s ,  t 0> t , 

miqdorlar hisoblansin:

qavariqligi va monoton kamavuvchiligi kelib chiqadi. к > £rbo'lgani uchun

1. F(L,K)  = J~KL

2. F(L,K)  = y f la J . 6. F ( L , K ) = - ( y [ K  + V Z ) : .
4

4. F(L,K)  = 4 KL . 8 F(L,K)  =
4 i k l

( V ^ + V I ) 2
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II. I boiim dagi ICHF lar uchun iqtisodiy dinamikaning mehnat resurs

lari hajmi chiziqli-botiq funksiya bo ig an  modeli uchun £  , J , x0 , t, 
miqdorlar hisoblansin.

12-bobga oid nazorat savollari
1. O'zgaruvchi jamg'arish norm all model uchun masalaning qo'yilishini 

aytib bering.
2. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi cksponensial funksiya 

bo ig an  modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing.
3. Jamlama iste’mol funksionalini yozing.
4. Statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering.
5. O 'zgaruvchi jam g 'arish  normali model uchun mos Gamilton 

funksiyasini va yordamchi o 'zgam vchilar uchun qovushma sistemani 
yozing.

6 . Balanslangan o sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani 
yozing

7. Magistralga qo'nish va undan tushish momcntlari uchun formulalarni
yozing.

8. Maksimum pnnsipini qanoatlantiradigan boshqarishning optimalligini 
isbotlang.

9. Optimal trayektoriyalar tasvirini chizing.
10. Magistral teoremasini aytib bering.
11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq bo igan  

modeli uchun 2-10 savollargajavob bering.
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13- bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH 
QUW ATIGA ASOSLANGAN M ODELLARINI 0 ‘RGANISH

Aw algi boblarda iqtisodiy dinamika modcllan o'rgamldi va ishlab 
chiqarilgan mahsulotni (milliy daromadni) kapital xarajatga va iste’molga 
optimal taqsimlash masalasi yechildi. Unda ICHF dan foydalanildi, ularga 
neoklassik shartlar (S-bobdagi 1°-5°-neoklassik shartlargaqarang)qo‘yildi. 
Har bir ko‘rilgan holda mos asosiy difTerensial tenglama yoki difTerensial 
tenglamalaming asosiy sistemasi chiqarildi. Ularda qurollanganlik £(f)yoki 
qurollanganliklar kf(I) va k}(t) (ikki sektorli iqtisodiy jarayon uchun) 
nom a’lum funksiya sifatida ishtirok etdilar. Jon boshiga is ’tem olni 
m aksim allashtirish m asalasini yechib, optimal jam g 'arish  normasini 
( s ; 0 < $ < 1) va balanslangan o'sishning optimal rejimini ( i t ;  k = consl) 
topdik. Shundan keyin model trayektoriyasini, ya’ni L(t), K(t), Y(t), C(t) 
funksiyalarni topish mumkin bo'ldi.

A.A. Petrov va uning shogirdlari iqtisodiy dinamikaning modellarini 
o'rganish uchun boshqacha yondashishni taklif etishdi (qarang: Петров 
A.A., Поспелов И.Г., Ш ананин A.A. Опыт математического модели
рования экономики. —М.: “Энергоатомиздат” , 1996). Q uyidabizshu 
yondashishning mohiyatiga to'xtalamiz va ba’zi masalalarni hal qilamiz.

Ishlab chiqarish imkoniyatlari ishlab chiqarish quwati -  bir birlik vaqt 
davomida maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori bilan o'lchanadi. 
Ishlab chiqarish quwatmiA/bilan belgilaymiz. Ishlab chiqarish imkoniyatlari 
ICHF bilan tavsiflanadi. Bu funksiya bir birlik vaqt davomida maksimal 
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Y bilan ishlab chiqarish quw ati M  va 
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog'lanishni 
beradi. Mos ICHF ni Y = F(M, R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun 
quyidagi xossalar qabul qilinadi:
a) agar M =  0 yoki R = 0 bo'lsa, Y = 0 bo'ladi, agar hech bo'lm asa bitta 
ishlab chiqarish faktori bo'lmasa, ishlab chiqarish mumkin emas;
b) R ^ R ’ bo'lsa, Y = M bo'ladi, bundaR’= R \ M ) - quw atni to 'liq  ishga 
tushirish uchun zarur bo'lgan ishchi kuchi miqdori; agar Л /£ M ' bo'lsa,
Y = M bo'ladi, bundaM '= M \ R ) ~  ishchi kuchi miqdori R q u w a tM '(R ) 
ni to 'liq ishga tushirib yuboradi;
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dY dY
v) T77> 0 , agarA /> 0; ~ > 0 , agar./? < R* bo'lsa. M a’nosi -  ishlab chiqa-oM oR
rish faktorlari noldan farqli limit unumdorlikka ega;

d^Y d*Y
g) “ у  < ® > agar A />  0; -rrjr <0, agar R < R’-  ishlab chiqansh faktorla-CM etc

8 2Y .
rining kamavuvchi limit unumdorligi qonuni, ———  ̂  0 ;

cMcR
d) FQM, /Я) = kF(M, R), X > 0 -  ishlab chiqarish masshtabini oshirishdan 
samaradorlik yo‘q.
Yuqondagi d) xossaga ko'ra quyidagi tcngliklami yozish mumkin:

Y = M  f ix) ,  x = R/M,  / ( x )  = F(L,x), / ( 0)=0, /(x * )= l, x = R ’/M.  
Quyidagi formulalar o'rinli:

4 ~  = /  (x)> 0 ; ^ -  = П х ) - х Г ( х ) >  0 ; 0 ^ x < x * ;
OK o M

М ~ Г Ю < 0 ;  o s x < S

Shunday qilib,/(x) funksiya uchun 0 < x < x ’ yarim intervalda quyidagi 
munosabatlar o'rinli;

/ ( 0 ) = 0, / ( x * )=  1, f ( x ) >  0, / " ( x )  < 0, 0 < £ ^ < 1.
f i x )

lim  f(x)  =  ( f  .  chekli son 
i-»+o ( +ac •

13.1-§. Iqtisodiy dinam ikaning ishlab chiqarish quvvati chiziqii 
yaroqsizlangan modcli

Iqtisodiy sistemaning (iqtisodiy dinamikaning) shunday modelini 
ko'ram izki, unda ishlab chiqaruvchilar majmuasi o 'zaro  mukammal 
raqobatda bo'ladi, bir jinsli mahsulot ishlab chiqaradi va ishlab chiqarish 
faktorlaridan biri sifatida bir jinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda 
ishchi kuchi eksponensial qonun bo'yicha berilgan va ishlab chiqarish
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quwatining chiziqli varoqsizlanishi c'tiborga olingan. Shunday qilib. quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadigan iqtisodiy dinamika modelini ko ramiz:

M  = 1 - \ i M , 0 < ц < 1,

R ' = \ pV  = * / ' ' ) ,  tZO,  R^ZO,  

F(M,R) = J +C , ,  *
M

R < R ‘ ,

(13.1)

bunda R‘ -  taklif qilingan ishchi kuchi miqdori, R -  foydalanilgan ishchi 
kuchi miqdori, I -  vaqtnmg bir birligida yaratiladigan quw at, J  = Ы  -  b 
vaqtda Jb irlik  pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalamsh zarur, 
F(M,R) = J  + C -  ishlab chiqarish va mahsulotni taqsimlash balansi 
tenglamasi. Ushbu

M - I - \ i M  (13.2)
difTercnsial tenglama ishlab chiqarish quw atining vaqt o ‘tishi bilan yangi 
quw at kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chiqarish 
quw ati M(J) ning chiziqli yaroqsizlangani c'tiborga olingan. F(M,R) -  
neoklassik ICHF, bu funksiya uchun quyidagi munosabatlar o nnli:

F (M  ,R) = M  f ( x ) ,  f ( x )  = F( \ , x ) ,  x = R/x,  / ( 0 )  = 0 .  
Ishlab chiqariladigan mahsulot miqdori ishlab chiqarish quw ati bilan 
chegaralangan, ya’ni F(M, R ') = M, R ^  R’. Shuning uchun M  = Mf(x")  
va f ( x ) =  1, x ' = R ‘/M, bunda R’ -  ishchi kuchining quvvatni to ‘liq 
ta’minlash uchun zarur miqdori
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Ish bilan band bo 'lganlar uchun jon  boshiga iste’mol m iqdorini 
o'rganamiz. Uni to- C / R  deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan o'sish 
trayektoriyasining mavjudligi masalasi quyidagi teorema bilan yechiladi.

13.1-teorema. Agar (13.1) ob 'ekt uchun ushbu

6 ( X ,+ h) + x / ’(x )< 1  (13.3)

tengsizlik bajanlsa, unda eksponensial balanslangan о sish trayektoriyalari 
majmuasida ©(x) ko 'rsatkich ([0; x*]) maksimal qiymatga enshadigan 
trayektonya mavjud, unda x miqdor (statsionar nuqta) quyidagi tenglama
ning yechimi bo 'ladi:

f ( x )  = b ( \ p + \i) + x f ( x ) .  (13.4)

Agar x0 nuqta (13.4) tenglamaning yechimi bo'lsa, unda x < x 0£x* 
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Yuqoridagi (13.3) tengsizlik ishlab chiqarishning 
samaradorligi sharti deyiladi.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini ko'ramiz:

F(M,R)  = a0M aR'~a , a 0> 0, 0 < a < 1. Unda f ( x) = a 0x , e , x = RJM. 

/ (x *  ) = 1 tenglikka ko'ra x* = a 0’̂ (a~1). (13.4) tenglama ushbu

yeehimga ega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin

■v a
K + k j

ko'rinishga keladi. Ravshanki, x < x* tengsizlik o'rinli. Haqiqatan ham,

*o =
b(^ p +\b)

<
b ■ a /b

-vn-a>

a0a a0a
=  a m -a> = v= x

13.2-§. Iqtisodiy dinam ikaning ishlab chiqarish q u w a ti va ishchi 
kuchi chiziqsiz-yaroqsizlangan modeli

Iqtisodiy dinamika modellanda asosan ishlab chiqarish quwati chiziqli 
yaroqsizlangan hollar ko'riladi. Aslida ishlab chiqarish quwatigina emas, 
balki ishchi kuchi ham “yaroqsizlanadi” (stanoklar eskiradi, sinadi va h.,
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ishchilar kasal bo'ladi, nafaqaga chiqadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chiqarish 
quw ati va ishchi kuchi majmuyining chiziqsiz yaroqsizlanishiga oid model 
bilan shug'ullanamiz.

Iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, 
deyiik:

Л / = / - ц Л ф ^ у |  0 £ ц £ 1,

R ‘ = X pR ‘ ( R ' = V V ). ^ 0 .  ^ > ^ 0 .

* - £ •  (13.5)
R $ R ‘ ,

J  = b l ,
bunda ф (и )-ф (1 /х )  funksiya (0; 1/x") intervalda aniqlangan. ikki marta 
uzluksiz differcnsiallanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

4 (0 )= 0 , ф ) > 0 ,  ф (и )> 0 , Ф » > 0 ,  и е | о ; Л |  П т ф ( и ) = 0 .  (13 .6 )

Shu (13.6) shartlarga ko 'ra  ф(м) funksiya qavariq, grafigi koordinata 
boshidan abssissa o'qiga urinib chiqadi va koordinata tekisligining I choragida 
joylashgan. Bunda cp(0)= 0  tenglikM  = 0 bo'lganda ф (M/R ) = 0 dan kelib 
chiqadi (13.3-chizma), y a ’ni и = 0 bo'lganda M =  0 bo'ladi.

(13.5) obyekt uchun ham (13.1) obyektdagidek iqtisodiy o 'sish trayck- 
toriyasi boshlang'ich shart Л /(0) = MQ va / ( / ) ,  / ^  0 funksiya bilan aniq
lanadi. Demak, (13.5) model uchun ishchi kuchi /?*(/) dan qanchalik darajada 
foydalanilganligiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J ( t ) va C( t ) ga qanday 
taqsimlanganligiga bog'liq boigan o'sish tray ektorivalarini o iganamiz Ular,
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odatda, quyidagi shartlar bilan ajralib turadi: to liq  bandlik sharti R < R ‘ va 

x = const, Mf(x)=J+C.  Ravshanki, R0 = x Mt, M( t )  = X/lM ( t ) . 
Shuning uchun (13.5) ning birinchi tenglamasi ushbu

I m  J
Х / / ( 0 = / ( 0 - ц Л ( 0 ф

ko'rinishda yoziladi (13.5) dabalans tenglamasi quyidagi

i+c
ko'rimshni oladi. Shu tenglikning ikki tomonini M(J) ga bo‘lamiz:

M(t )  f ( x )  = b X / / ( 0  + ц b R(t) Ф j  - 

iu tenglikning ikki tomonini M(t)  ga 

/(х )= 4 [ х , + цх<р(1)]+£ . .

с С R . ч
Bundan TZ~~jZ"TZ - х - щ х )  ekaninihisobgaolib,quvidagi tcngliknihosil 

M  K M
qilamiz:

/ ( r )  = ftj  ̂ Xp + ц х ф ^ —jj+ x o ) ( x ) , x -p a ram etr (13.7)

Bunda m(x) -  ish bilan band boMganlar uchun jon boshiga is'temol miqdori 
(jon boshiga is’temol funksiyasi).

Masala parametrxning 0 < x< x‘ yarim intervaldagi qiymatlari ichidan 
jon boshiga is'temol co(x) -  C/R funksiyasiga maksimal qiymat beradiganini 
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini bcradi

13.2-teorcma. Agar (13.5) obyekt uchun ushbu

6 X ,+ 6 ^ ' ^ - V j  + x * / (x ‘ ) < l  (13.8)

tengsizlik bajarilsa, unda balanslangan eksponensial о 'sish trayekloriyalan 
majmuasida (13 A-teorema bilan taqqoslang) jon boshiga isle 'mol funk
siyasi m(x) ga maksimal qiymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.7) bo‘yicha <»(x)ni difTerensiallaymiz:

Л х ) = 6 (1. [ ф [ 1 ] + х ф’( 1 ) { - 1 . ) ] + аК х)+ . ^ р ,  ( , 3 .9) 

bunda sh trix ' / '( x )  da x bo'yicha, ф '(1/х) da 9 («)dan м bo'yicha 

dip , du
hosilani, ya’ni —  = фм(и) —  ni anglatadi. co(x) funksiyaning statsionar 

du ax
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nuqtasini topish uchun —7  — = 0 tenglamani vcchish lozim. dco(x)/d!x = 0 
ax

ni qanoatlantiradigan x  nuq tada/'(x ) uchun formulaga cgamiz:

/ ' ( x )  = to(x) + * (13.10)

Endi (13.9) ning ikki tomonini yana difTerensiallaymiz:
j.., . da da d 'a  ./  (x) = ---- + -----+ x — -  + b

dx dx dx2
^ j'y'O/x) ф'О/х) ф'О /*)  ̂ 1 jj

Bundan ckn(x)idx = 0 ekanini hisobga olsak, ((13.6) ga qarang) quyidagi 
natijaga kelamiz:

<  X <  X .

Agar x0 nuqta da(x)jdx = 0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, x = x0 da to(x) 
funksiya mahalliy maksimumga erishadi. (13.10) tenglamani w(x) ga nisbatan 
yechamiz va ю(х) uchun topilgan ifodani (13.7) ga qo‘yamiz:

/ ( х )  = 6 Я.я + 6 ц ф ’^  + х / ' ( х ) .  (13.11)

Shu tenglama musbat x0 , 0 < x 0£x* yeehimga ega. Bu tasdiq quyidagi 
mulohazalardan kelib chiqadi. B irinchidan ,/(x) funksiya 0 < x £ x *  da 
b o tiq  va  / ( 0 )  = 0, /(x * )  -  1. Ik k in ch id an , 0 < x < x *  in te rv a ld a  
\[i(x) = b Xp +b  Цф'(1/х) + х / ' ( х )  funksiya m usbat. (13.8) ga k o ‘ra 

Ф (x’) < / ( x ')  = 1. Shuning uchun (13.11) tenglama musbat x#, 0 < x 0<x* 
yeehimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu x0 son balanslangan eksponensial 
0 ‘sishning 1/Jang an trayektoriyasidan iborat bo iib , unda jon boshiga is’temol 
funksiyasi co(x) maksimal qiymatga erishadi. (13.8) tengsizlik ishlab 
chiqarishning samaradorlik sharti deyiladi.

M isol. Faraz etaylik , ф(м) = м2 va F(M,R) = a0M aR] a , a0> 0,
0 < a < l  (Kobb-Duglas ICHF). ф(м) funksiya uchun (13.6) shartlar 
bajariladi. (13.ll)tenglam aquyidagi ko‘rinishni oladi:

a0x'~a = b X  + ^  ^ + o 0( l - a ) x 1_a .
X

Bu holda / ( x )  = a 0x 1_a va / ( x * )  = l dan x* = o 0' (a_I). Topilgan x* ni 
e ’tiborga olsak, ishlab chiqarish samaradorligi sharti
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b \ p + 2 b < a  '
ko'rinishga keladi.

Agar a0 = 1 bo'lsa, x’= 1 bo'ladi va samaradorlik sharti soddagina 
ko'rinishga keladi, ya’ni

*-р+2 ц < — .,  b

13.3-§. Iqtisodiy dinam ikaning ishchi kuchi chiziqli-botiq, 
ishlab chiqarish q u w a ti chiziqli yaroqsizlangan modeli

Awalgi ikki paragrafda iqtisodiy dinamika modellanda ishchi kuchi 
eksponensial qonun R‘ = R0elpl bilan o'zgargan hoi ko'rildi. Aslida ishchi 
kuchi o'zgarishining tezligi faqat ishchi kuchigagina cmas, balki ishlab 
chiqarish quwatigaham bog'liq. Bu bog'lanish/? vaA/larganisbatan chiziqli 
yoki chiziqsiz bo'lishi mumkin. Biz bog'lanish chiziqli bo'lgan holni ko'ramiz.

Faraz etaylik. R = XpR + \M  , \ >  0, v > 0, R -  foydalanilayotgan (yoki

fo> dalanilgan) ishchi kuchi. Ishchi kuchi o'sishining eksponensial qonuni model 
o‘iganila\otgan butun vaqt oralig'ida o'rinli bo'lmaydi Odatda R=R(t) egri 
chiziq S- simon ko'rinishga ega bo'ladi va vaqt o'tishi bilan barqarorlashadi 
(13 5-chizma) (qarang: Р.Фостер. Обновление протводства: атакующие 
выигрывают. Москва. Прогресс. 1987, гл.4). Shuning uchun R=R(l) funk
siya botiq bo'lishini.ya'ni R(t)< 0 tengsizlikni ta'minla\diganshartni topish kerak.

13.1 -lemma Agar F\M, R’) ICHF ning nokvantalarida —— < ---- — < 0
dR v

tengsizlik о 'rinli bo 'ha, unda R(t) < 0 tengsizlik ham о 'rinli bo 'ladi.
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Isbot Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R')  = С, С = const 
tenglama bilan tavsiflanadi. Bundan

dM  _ cF  cF  q 
d R ~  5R DM < 

kelib chiqadi. Endi R(t)  ni hisoblay miz:

R = \ pR + M  = R
( .  M )  J ,  d M 'I + v —r- = /?  XB + v   
{  p R J {  '  dR J '

dM  *•»
Shartga ko 'ra  ——  < ------ bo'lgani uchun R(t )<  0 bo'ladi.

dR v

A garF \M ,R • ) Kobb-Duglas ICHF,ya’ni F(M,R) =aQM aR ' ^ , a 0> 0, 

0 < a < l .  bo'lsa,

dM  1 - a  M  
~dR~ a  R 

bo'ladi. Shu sababli R(t) ning botiqligi ushbu

1- a M  4  . .  M  - Xpa
-----------— ■<------ yoki — —
a  R v  7 Л ( 1 - a )  v

tengsizlik bilan ta’minlanadi.
Endi iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan 

tavsiflansin:

M  = 1 - \ i M ,  0 < ц < 1 ,  

R = \ pR + v M , X| ( > 0 , v > 0 ,

F(M,R) = J +C, * = -£ - ,  
M (13.12)

J = b - I ,
Agar ishchi kuchi Л(/) uchun 13.1-lemmaning sharti bajarilsa, unda 

R(t) ni chiziqli-botiq ishchi kuchi deyiladi. Chiziqlilik R ning R va M  ga 
chiziqli bog'liqligini, botiqlik R(t) ning botiqligini anglatadi.

(13.12) obyekt uchun (13.5) obvektdagidek iqtisodiy o'sish trayekto- 
riyasiboshlang‘ichshartA /(0) = A/ 0 va/(/)» funksiya bilan aniqlanadi.
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Bu (13.12) obyekt uchun ishchi kuchi R‘(t)  dan qanchalik darajada 
foydalanilganiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J{t)  va C(t)  ga qanday 
taqsimlanganligiga bogiiq  bo'lgan o'sish trayektoriyalari majmuasi mavjud 
ekanini anglatadi.

Iqtisodiy o'sish trayektoriyalari ichida balanslangan o'sish (nockspo- 
ncnsial) traycktoriyalanni o'rganamiz. Ular. odatda. a\"valgi paragrafdagidek 
shartlar bilan ajralib turadi: to 'liq  bandlik sharti R <  R '  va x = const,

R(t)
MO)

M(t )  = - R ( t ) y M ( 0 » - Л ( / ) = - [ х / Л (/)+ vA /(/)]=

Mf{x)~J+C,  R‘ = X R ’ + \ M ,  x = Bundan
M(t)

= Ч М + 1 уА/ (0  = Х / / ( 0 ^ А / (0 = ( х , + ^ А / (/ ) .

Shunday qilib, ushbu

m ) = { \ p +v/x)-M(t )

tenglikkaegamiz. M(t )  uchun topilgan ifodani (13.12) sistemaning birinchi 
tenglamasiga qo'yamiz:

{kp + v/x)-M(t) = I - \ i - M  

Bundan 7(0=(X,,+H+v/x) A/(r). Balans tcnglamasidan foydalansak,

m ) f ( x ) = b [ \ ,  + и + ^А /(0+ С (0

yoki

f ( x )  = b [ \  + ц + - ) - ^
l  '  x )  M( t )  '

C(t)
Ushbu o (x ) = belgilash kiritamiz, u, m a’Iumki, ishlab chiqarish bilan

band bo'lganlar uchun jon boshiga iste’mol miqdorini anglatadi.
С С R . ,
—  = -------- = x t o (x)
M  R M

ifodadan foydalanib quyidagi tenglamani hosil qilamiz:



»

Endi co(x) funksiyaning 0 й x< x’ yarim intervalda mahalliy maksimu* 
mini izlaymiz. Tckshinshlar natijasmi keltiramiz.

13.3-teorema. Agar (13.12) ob'ekt uchun ushbu

i(A. + ц ) + - Ц ^ + х * / '( х ’)<1  (13.14)
x

tengsizlik о 'rinli bo 'Isa, unda balanslangan о 'sish trayektoriyalari 
majmuasida ( \3.2-teorema bilan taqqoslang) jon boshiga iste’mol funk
siyasi co(x) ga maksimal qiymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.13)tcnglikning ikki tomonini difTerensiallaymiz:

j.,, . b v  . . da>
f  (x) = - — + o (x )  + x —  (13.15)

statsionar nuqtada da(x)/dx = 0 boMgani uchun shu nuqtada

/ ' ( * )  =  - p r + ® ( * )  (13.16)

tenglamahosil bo'ladi. Endi (13.15) ni yana difTerensiallaymiz:

. 2b v  da  da  d 2af ( x )  —-----—+ — + — + — r
x dx dx dx

Bundan d(n{x)/dx = Q ni e ’tiborga olib, statsionar nuqtada

. 2b v  d 7(o d 2a  . 2b v  n
/ W  = — + - T T  >oki — T  = / W ----- Гx dx dx x

d '  to
tengsizlikka kelamiz. Shundav qilib, ~ т у  < 0. Dcmak, statsionar nuqtada

dx
<o(x) -  jon boshiga iste'mol mahalliy maksimumiga erishadi. Statsionar 
nuqtani topish uchun (13.16) tenglamani to(x) ga nisbatan yechamiz va
(13.13) ga qo'yamiz

"2.b
f ( x )  = b { k p +\ i )+— + x f ( x ) t / ( 0 )  = 0, / ( x * )= l .  (13.17)

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiya 
У~Лх)  botiq, grafigi koordinata boshidan / '( + 0 )> 0  burchak koeffitsiyent 
bilan chiqadi va/(x*) = 1. (13.17) tenglamaning o ‘ng tomoni esa, x>  0 da 
musbat, ammo qavariqligi haqida hech nimani aytib boMmaydi. Shunga
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qaramasdan (13.14) tengsizlik bajarilganda 0 < x £ x *  da y = / ( x )  va 
y= b (k p+\i)+2 bv / x + x f ( x )  funksiyalar grafikiari o'zaroalbattakesishadi 
(13 4a.b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat x0 , 0 < x 0£ x ’ 
yechimga ega. (13.14) shart iqtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun 
ishlab chiqarish samaradorligi sharti deyiladi.

Misol ko'ramiz. F(M,R)  = a0M aR'~a , o0 >0, 0 < a < 1 bo'lsin. Unda 
/ ( x )  = a 0xl a . / ( x ’) =  1 tenglikka ko 'ra  x * = o 01(a_1). Endi (13.14) 
tengsizlik

6(X;,+ n )+ 2 6 v a f0l/<a' 1)< a  (13.18)

ko'rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17) ning o‘ng tomonini 
Ф (x) deb belgilasak.

О I*
Ф(х) = б(х + ц )+ ------ + o 0( l - a ) x I"a > 0

x

ifodaga ega bo‘lamiz. Ravshanki, lim ф(х) = lim ф(х) = +oo . Bundan
.  . * —и О  X —И-О0

Ф (x) funksiya (0 ;+oo) da global minimumga ega ekani kelib chiqadi, ammo 
x € (0; x*]. Hisoblashlar ko'rsatadiki, ф'(х) = 0 tenglamaning yechimi:

*» =
2-a

> 0 .
va 0( l - a ) 2 , 

ф" (x)=0 tenglamaning yechimi (13.6-chizma).
i

x , =
f  л и  ^4 b v 

a 0a ( l - a )2 J

2-a
> o

va x, < x2 bo'ladi. (13.18) shart bajarilganda 0 < x, < x}< x* va 0 < x0<x* teng
sizlik o'rinli bo'ladi. Agar v = 0 bo'lsa, 13.l-§ dagi natijalar chiqadi, samara-

ct b-(X„ + ц ) ,
dorlik sharti А. + ц < — ko'rinishda bo 'ladi va x0 = -------------- < x

b an a
tengsizlik bajariladi.

13-bobga oid m asalalar
I. Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga oid samaradorlik 

sharti yozilsin va x* son /(x*) = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning 
yechimi x0 topilsin. xg vax* sonlar taqqoslansin:
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1. F(M,R) = > [ M .  2. F(M,R) = *Jm R2 . 

3. F(M,R) = 1ImTR ■ 4. F{M,R) = $jMR4 . 

5. F(M,R) = ̂ ~ .  6 . F(M,R) = - ( y f M+>f R) \  
M  + R 4

7. F ( M , R ) = *MR 42 • 8. F(M,R) = - '^ MR
(7л7+7л)2 ’ Jm 2+ r 2

II. I boiim da berilgan neoklassik IChF uchun cp (м) = и2 bo'lganda
(13.5) ga oid samaradorlik sharti yozilsin va x’ son /(x*) = 1 shartdan 
topilsin. (13.11) tenglamaning ycchimi x0 topilsin. x0 vax‘ sonlar taqqoslansin.

III. I bo'limda berilgan neoklassik IChF uchun (13.12) modelga oid 
samaradorlik sharti yozilsin va x* son /(x * )=  1 shartdan topilsin. (13.17) 
tenglamaning yechimi x0 topilsin. x0 va x" sonlar taqqoslansin.

Eslatma. Agar (13.4), (13.11) va (13.17) tcnglamalami analitik usul 
bilan yechishning iloji bo'lmasa, tenglamalami taqribiy yechish usullaridan 
foydalanilsin.

13-bobga oid nazorat savollari
1. A. A. Petrov va shogirdlarining iqtisodiy dinamika modellarini o'rganish 

uchun o ‘ziga xos yondashishi nimadan iborat?
2. A. A. Petrov bo'yicha ICHF xossalarini keltiring.
3. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial b o 'l

ganda ishlab chiqarish quw ati chiziqli yaroqsizlanadigan modeli tavsifini 
keltiring.

4. Eksponensial balanslangan o 'sish  trayektorivasining mavjudligi 
haqidagi tcorcmani aytib bering.

5. Ishlab chiqarishning samaradorlik sharti nimadan iborat?
6. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari (ishchi kuchi) va ishlab 

chiqarish quw ati chiziqsiz-varoqsizlangan modeli tavsifini keltiring.
7. 13.2-§ da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob bering.
8. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chiziqli-botiq funksiya bo'lganda 

ishlab chiqarish quwati chiziqli yaroqsizlangan modeli tavsifini bering.
9. 13.2-§ da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob bering.
10. 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko'rilgan modcllarga misollar 

keltiring.
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