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Бу китоб Т ош кент Д авлат педагогика институтида ф и 
зика ихтисоси буйича та \си л  олувчи талабалар  учун укдл- 
ган статистик ф изика ва термодинамика курси хамда сем и
нар материаллари асосида ёзилди. М азкур китобда статис
тик ф изика ва терм одинам ика асосларини етарли даражада 
содда баён этиш га х,аракат кдиинди ва бу ф анларни м уста\- 
кам  эгаллаш га кум ак бер м о ц у чу н  м исоллар  ва м асалалар 
(ечимлари билан) келтирилди.

Ушбу кулланм анинг асосий мацсади ш у ф ан н и н г  асос- 
ларининг, к,онун-кридаларининг талабалар том онидан  му- 
каммал эгалланиш ига кдратилган.

Ф и зика асосий ф анлар ичида етакчи урин ни  эгаллайди. 
С татистик ф изи ка эса  ф и зи кан и н г асосий  булим ларидан 
биридир. Аммо уни асослаш да бир кднча ц и й и н чи ли к  ва 
н оан икдиклар  мавжуд. Ш у сабабли, таби и й к и , статистик 
ф и зи ка курсини баён этиш  илм ий ва услубий ж и^атдан 
мураккабдир.

Биз статистик ф и зи к а  асоси н и  класси к  ва кван т ф и зи 
канинг асосий гояларига таяниб хдмда математик статисти- 
кадан бевосита ф ойдалани б, узига хос янги  усулда баён 
этиш га хдракат к,илдик.

М азкур китоб "К лассик статистик ф изика" ва "Квант ста
тистик физика" деб номланган икки к,исмдан иборат. Бирин
чи к;исмда (I, III—VIII боблар) мувозанатли статистик ф и 
зика асослари, мувозанатли термодинамиканинг асосий му- 
носабатлари баён этилган. И ккинчи кием  "К вант статистик 
физика" квант тизим (система)ларининг мувозанатли ^олат- 
лари, уларнинг Бозе-Э йнш тейн ва Ф ерм и -Д ирак та^си мот- 
лари асосида тавсифланиш и мувозанатли хщ атн и  урганиш - 
дан номувозанатли хрлатни урганишга утишда му\им  боск^ич 
х,исобланадиган флуктуация назарияси баён этилган.

Китобнинг II боби э\гим оллар  назариясининг баъзи асо
сий тушунчаларига багиш ланган.



М азкур китобни нг цулёзмасини укиб, уз м уло\азалари- 
ни билдирган ва к,имматли м асла\атлар  берган проф ессор- 
лар: А. А бдумаликов, М. Ж ураевга, доцентлар: Р. М амат- 
кулов, И. И смоилов, Ж . М у\идциновларга муаллиф уз мин- 
натдорчилигини и з \о р  этади.



С Т А Т И С Т И К  Ф И З И К А Н И Н Г  
А С О С И Й  Т У Ш У Н Ч А Л А Р И  

В А  Т А М О Й И Л Л А Р И

Узон; вацт  муст а^кам %исоблапгап асосга  
X X  аср фани хуж ум килишдан цур^мади.

Г.ДАРБУ

К И Р И Ш

Жуда куп зарралардан (молекулалар, атомлар, электрон
лар  ва шу кабилардан таш кил топган тизим  (система) м ак-  
роскопик (термодинамик) тизим дейилади). Ф изиканинг клас
си к  м еханика ва квант м еханикаси булим лари  бундай т и 
зим н инг хдпатини ва унинг хоссаларини зарралар ди н ам и к 
\аракатлари  ва уларнинг узаро таъсири асосида урганади-.

Тизимнинг бундай динам ик м икрохщ атининг вак,т буйи
ча узгариш и зарралар куплиги ва уларнин г ^аракати ту
ф айли, foht мураккаб характерга эга. У нинг д и н ам и к \a p a -  
катларини амалда таджик, кдлиш  м ум кин эм ас. А ммо куп 
заррали тизим да мураккаб узгариш ни ани кдай ди ган  д и н а
м ик конуният билан биргаликда ш ундай статистик ко н у 
н и ят  \а м  борки, уни урганиш  статистик ф и зи к ан и н г вази- 
фаси \исобланади.

С татистик конуниятларни урганиш  учун д и н ам и к  м ик- 
ро \олатларн и н г кийм атлари  туплам ига каралаётган тизим  
нусхалари (копиялари) туплами мослаш тирилади. Д инам и к 
м икрохолатлар билан ф аркланадиган  ти зи м н и н г бу нусха
лари туплами статистик ансамбл дейилади. С татистик ан- 
самбл унсур (элемент)ларининг \олатлари тасодиф ий ф унк- 
ц и ян и н г кийм атлари оркали  аникданади . Ш ундай килиб, 
статистик физикада статистик ансамбл унсурларининг мик- 
р о \о л атл ар и н и  ёки унга м ос параметр ки йм атлари  эх,ти- 
моллари таксимотини аникдаш  масаласи куйилади.

С татистик ф и зи к ан и н г асосий вазиф аси  ан а шу э \т и -  
моллар таксимоти ф ункциясига асосланиб м акроскопик ти 
зи м н и н г фундаментал конунларини каш ф  этиш , туш унти- 
риш , уни характерлайдиган катталиклар (параметрлар) ора
с и д а г и  а с о с и й  м у н о с а б а т л а р н и  т о п и ш д а н  и б о р а т . 
М акроскопик ти зи м н и н г хоссаларини тавси ф лаш , уни нг



микдорий м уносабатлариии аникдаш  (топиш ) учун микро- 
ф и зи кан и н г фундаментал цонунларидан фойдаланиш  зарур 
булади. М акроскопик тизим нинг статистик крнуниятлари- 
ни урганиш да микроф изиканинг классик м еханика крнун- 
ларидан  ёки квант м еханика конунларидан ф ойдаланили- 
ш ига кдраб, статистик ф и зи ка классик ст ат ист ик физика  
ёки  квант  ст ат ист ик физика  дейилади.

Агар м акроскопик тизим  термодинамик мувозанат хдла- 
тида булса, бундай ти зи м н и н г статистик крнунларини ва 
ундаги м икдорий м уносабатларни м увозанатли статистик 
ф и зи ка урганади. Бунда, купинча, "мувозанатли" деган суз 
туш ириб колдирилади. Агар тизим  ном увозанат холатда 
булса, бундай ти зи м н и н г статистик хоссаларини номуво- 
занатли  статистик ф и зи к а  урганади.

С тати стик ф и зи ка асосида олинган уртача катталик- 
лар  (м ом ентлар), уларнин г узгариш лари, конунлари м ак
р о ско п и к  ф изикадаги  (терм одинам ика, гидродинам ика, 
газоди н ам и ка ва шу кабиллардаги) парам етрлар, улар
н и н г узгариш лари, крнунларига мос келади. Ш у маънода 
статистик ф и зи кан и н г вазиф аси м акроскоп и к  ф изика ва 
уни нг крн унларини  молекуляр атом и сти к тасаввурлардан 
келиб чики б асослаш дан х,ам иборат.

С тати стик ф и зи ка бир том ондан классик м еханика ва 
квант м еханиканин г услубларига таян са-да , и кки н чи  то 
м ондан , унинг м атем атик услубларининг асосида эхти
м олликлар  назари яси  ётади.

Ш ундай килиб, статистик ф изика назарий ф изиканин г 
бир булими булиб, у м одданинг хоссаларини х,ар том он- 
лам а ва чукур урганиш да, ундаги ф и зи к  хрдисаларни тад
жик этиш да жуда зарурдир.

1.1-§. ТИ ЗИ М  ВА УНИНГ ХОЛАТИ

М акроскопик тизим лар ташк,и тизим лар билан муноса- 
батига караб уч турга булинади. Агар каралаётган тизим  та
ш ки тизим лар (м у \и т) билан \еч  кдндай алокдда булмаса, 
яъни улар билан исси кди к (энергия) хам, зарралар (масса) 
\а м  алм аш м аса, уни яккаланган т изим  дейилади. Д ем ак, 
яккалан ган  ти зи м н и н г эн ерги яси  ва зарралар сони узгар- 
м айди, улар доим ий  булади. Агар тизим  ташк,и тизим лар 
билан исси кди к контактида булиб, уни нг эн ерги яси  узга- 
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риш и мумкин булса-ю , аммо зарралари сони  (м ассаси) д о 
им ий булса, уни берк т изим  деб атайм из. Н ихоят, агар 
тизим  ташк,и тизим лар билан энергия ва м асса алм аш и н и - 
ш и туфайли унинг эн ерги яси  ва массаси (зарралар сони) 
узгарса, бундай тизим  очиц т изим  дейилади. М акроскоп и к  
тизимнинг макроскопик (термодинамик) холати шу тизимни 
аникдовчи (тавсифловчи) терм одинам ик парам етрларнинг 
Кийматлари билан аникданади . Агар тизим  терм оди н ам и к 
мувозанатда булса, таъриф га кура унинг терм один ам и к па- 
раметрларининг, масалан, температура, босим, зичлик, кон- 
цен траци яларн инг ки йм атлари  узгармайди. Бу м увозанат 
Холатда макроскопик тизимни аникдовчи параметрлар сони, 
яъни тизим нинг терм одинам ик эрки н ли к  дараж алари сони 
ф а з а л а р  к о  и д  а с и  г а  биноан аникданади: Эркинлик да
ражалари сони N  тизимни ташкил этган компонентлар сони 
п га 2 ни к;ушиб, тизимнинг фазалар сони г ни айириб таш-  
ланганига тенг:

N =  п + 2 -  г.

1. Тизимнинг макроскопик (термодинамик) параметрлари.
Т изи м нин г мувозанатли м акроскопик хдлатини аникдовчи 
параметрлар икки  турли: аддитив ва и н тен си в  характерли 
булади. М асалан , ти зи м н и н г зарралари сон и  N, хажми V  
(тизимнинг кисмлари орасидаги узаро таъсир эътиборга олин- 
м аганда) энергияси Е, эн троп ияси  ^ а д д и ти в  катталиклар- 
дир, яъни  тизи м н и н г катталиги (м асалан , N  ва V) тизим  
кисмларининг ушандай катгаликларининг йигиндисига тенг. 
М асалан , N =  N^ + N 2, V =  И, +  V2\ N 2 ва Vv V2 тизим  
кисм ларининг зарралари сонлари ва хажмларидир.

Т изим нинг параметрлари интенсив характерга эга були
ши мумкин. М асалан , ти зи м н и н г температураси Т, боси- 
ми Р, зичлиги р  интенсив парам етрлардир, яъни  ти зи м 
нинг кисм ларига тегиш ли параметрлар уни нг уш андай па
раметрлари га тенг.

М асалан, Г, =  Тг -  T ;p i = р г = р.

2. Релаксация. Тизим бирор таъсир ёки таъсирлар сабабли 
номувозанатли холатга келган булса, бу таъсирлар тухтаган- 
дан кейин тизим маълум г вакт утиши билан узининг термо
д и н ам и к мувозанат холатига келади. Бу ж араён релаксация  
х;одисасиДейилади ва г вакт релаксация вацти  дейилади.



1.2-§ . КАЙТАР ВА КАЙТМАС ЖАРАЁНЛАР

Т и зи м нин г параметри (ёки параметрлари) ш унчалик се- 
кин узгарсаки , у н и н г узгириш и учун кетган вакт dt  шу 
ти зи м н и н г релаксаци я вакти г дан ки чи к булмаса, яъни

dt > х (1)
шарт бажарилса, бундай жараён (узгариш)да тизим \а р  доим 
термодинамик мувозанатли холатга келиб улгуради. Бу холда, 
яъни (1) ш арт баж арилганда мувозанатли холат учун кири- 
тилган параметрларни киритиш  мумкин булади. Бундай ж а
раёнлар мувозанатли  ва цайтувчан жараёнлар де й илади.

М асалан, цилиндр порш ени остида газ мувозанат холат- 
да булсин (1.1-раем). П орш ен жуда секин ю кррига кутарил- 
си н ки , унга таъсир килаётган таш ки  босим рт билан газ
нинг порш енга боси м и , яъни ички босим р к доим о тенг 
булиш и, б и н обари н , газ м увозанат холатда булиш и таъ- 
м и н лан син . Бу холда тизим  (газ) 1 холатдан 2 холатга кан- 
дай м увозанатли кетм а-кет холатлардан утиб борган булса, 
тизим уша кетма-кет мувозанатли холатлар оркали 2 холатдан 
1 холат га кайтади, бундай ж араён цайтувчан  (квазист а- 
тик)  ж араён  дейилади . Ж араён кдйтувчан булиш и учун у 
секин содир булиш и ва dt > г  ш арт баж арилиш и зарур.

Т и зи м н и н г ^олати ш ундай тез узгартирилсаки , бундаги 
узгариш  учун кетган dt вакт релаксация вакти г дан ки чи к 
булса, яъни

dt < г  (2)

ш арт баж арилса, бундай ж араёнлар 
(ном увозанатли) к,айтмас жараёнлар 
дейилади.

Ю кори даги  м исолда (1 .1-расм га 
ц ар ан г)газн и  1 холатдан 2 холат га тез 
узгартирилганда dt < г  ш арт баж арил
са, порш ень кутарилиш и чогида ци- 
линдрдаги  газ кенгая боради ва унда 
хар хил газ оким лари , яъни  уюрмалар 
ва бош кд м ураккаб ж араёнлар содир 
булиши мумкин. Табиийки, газ 1 холат
дан 2 холатга утиш идаги кагор кетма- 
кет холатлардан 2 холатдан 1 холатга



уш а кетм а-кет \о л атл ар  оркали  утиш и асло м ум кин эм ас. 
Ш у сабабли, бундай жараёнлар кайтмас ж араёнлар дейила
ди. Бу х,олда мисолдан равш ан куриниб турибдики, газ м о- 
лекулалари том онидан  порш енга курсатилаётган ички б о 
сим Р„ порш енга курсатилаётган таш ки босим  Рт дан кичик 
булади, яъни Р„ < Рт Б ош кача айтганда, ном увозанатли  
(кайтмас) ж араёндаги газ босим и Ри м увозанатли (кайтув- 
чан) жараёнлардаги газ босим и Ры дан кичик, яъни  Рн < Рм 
булади. Демак, муайян та ищи шароитда цайтар ва кайтмас  
жараёнлар билан газ %ажмининг d V  га кенгайшии газнинг но
мувозанатли ^айтмас жараёндаги бажарган иши д А И — Ptld V  
унинг мувозанатли к;айтувчан жараёндаги бажарган иши 
6AU -  PMd V  дан кат т а була олмайди (К ар н о  теорем аси), 
яъни:

6Ан < д А м . (3)

Л окал  мувозанатли хдлатлар . Т и зи м  ном увозан атли  
Холатда булиб, унда ж араёнлар  етарли  дараж ада секи н  
кечаётган булса, ти зи м н и н г  х,ар бир нуктасида ва вакт 
м ом ентида мувозанатли м акроск оп и к  \о л а т  туш унчасини 
киритиш  мумкин булса, бундай лолларда локал  м акр о с
коп и к  параметрлар киритилади  ва уларни фазо ва вацт  
функциялари  деб каралади, масалан Т  Б ун 
дай масалаларни умумий \о л д а  н о м у в о з а н а т л и  т е р 
м о д и н а м и к а  (хусусий хрлларда гидродинам ика, газоди
нам ика ва бош калар) услублари билан тадки к  этилади. Н о 
м увозанатли терм один ам и ка тадкик, ки ладиган  тезли кли  
ж араёнлар боскичи гидродинамика босщчи  дейилади.

М акроскоп и к  ти зим да ж араёнлар  етарли дараж ада тез 
кечаётган булса, у \о л д а  м акр о ско п и к  \о л а т  туш унчасини 
киртиш  жуда ки йин  ёки умуман бундай туш унчани к и р и 
тиш  имкони йук булади. Бундай х,олларни молекуляр-кине- 
ти к  назария (ки н ети к  боскичда), умумий х,олда (ди н ам и к 
боскич) м и кроскоп и к  назария (класси к  м еханика, кван т 
механика) тадкик килади. Ш ундай килиб, д и н ам и к , ки н е
тик, гидродинам ик, м увозанатли ж араёнлар  ва тула м уво
занатли х,олат боскичларида тизим ни тавсифлаш  дараж ала
ри кискариб боради, корреляциялар сусайиб боради.

Ж араёнларнинг секин  ва тезлиги туш унчаларини ан и к- 
лаш  масаласи, яъни кайси \олларда ди н ам и к  услубни, кай-



си х д л л а р д а  м олекуляр-кин ети к услубни ёки номувозанат- 
ли терм одинам ик услубни куллаш мумкинлиги масаласини 
\ал  к,илишга маш хур олим лар Н .Н . Боголю бов, И. П риго
жим катта \и с с а  куш дилар [1 ,2 ]. Н омувозанатли терм оди
намика ва молекуляр-кинетикага тегиш ли \оллар  билан ке- 
йинрок, таниш амиз.

1.3-§. ТИ ЗИ М Н И Н Г ДИНАМ ИК М ИКРОСКОПИК  
ХОЛАТЛАРИ

Т и зи м н и н г \а р  бир зарраси  классик м еханикада умум
л аш ган  координаталар  ва умумлаш ган им пульслар билан 
ани кдан ади , кван т м еханикасида эса (координаталар ёки 
и м п ульслар  ёки  бош кд д и н ам и к  каттали кларга б о т и к , 
булган) тулк,ин ф ун кц и я  билан аникданади .

Т изим ни таш кил этган зарраларнинг умумлашган коор- 
динаталари  ва импульслари ёки тулк,ин ф ункциялари  маъ
лум булса, ти зи м н и н г холати аникдан ган  булади. Бундай 
усул билан  ани кдан ган  тизим  холатини динамик микрос-  
копик >;олат деб атаймиз.

Тизим зарраларининг \аракатлари, тук^аш иш лари туфай- 
ли уларнинг координаталари ва импульслари узгаради. Д е
мак, бундай д и н ам и к микрохолат вак,т утиш и билан хатто 
тизим термодинамик мувозанатда булганда хам узгаради.

Умумлаш ган координаталар ва умумлаш ган импульслар 
куп улчовли фазонинг координата укдари деб кдралса, бундай 
куп улчовли фазода хар бир нукта тизим нинг динам ик мик- 
рохолатини иф одалайди. Бундай ф азо ти зи м н и н г фазавий  
фазоси, д и н ам и к  м икрохолатни иф одалайдиган нук,та эса 
фазавий нуцта  дейилади . М аълумки, ф азавий  нук,та вак,т 
утиш и билан узгаради, ф азавий  ф азода у ф азавий траекто
рия чизади.

Кдралаётган терм одинам ик мувозанатли тизим нинг хар 
бир заррасининг динам ик холатларини тавсифлайдиган хара
кат тенглам аси, м еханика к,онунларига асосан, вак,тга н и с
батан инвариантдир. Д ем ак, мувозанатли тизим н инг ди н а
м ик микрохолатлари ва буларни геометрик тавсифлайдиган 
фазавий нук,талар тенг кучли булиб, улар бир-бирларига 
нисбатан афзалликларга хамда устунликларга эга эмас.

Ш ундай к,илиб, д и н ам и к  микрохолат ва унга мос д и н а
м ик парам етрлар (катталиклар) вак,т утиш и билан узгара-



ди, мувозанатдаги макрохолат ва уни аникдайдиган  макро- 
параметрлар эса узгармайди. Узгарувчи микрохолатлар асо
сида узгармас макрохолат, узгарувчи д и н ам и к  катталиклар 
асосида эса м акроскопик парам етрлар кдндай келиб ч и к а 
ди , деган савол тугилади.

Энди биз м икрохолатлар билан м акрохолат орасидаги 
муносабатга, м и к ро \олатлардан  кандай ки либ  макрохолат 
келиб чикади, деган м асалаларга т^хталамиз.

1.4-§. ТИ ЗИ М Н И Н Г ДИНАМ ИК ПАРАМЕТРИ  
ВА УНИНГ КИЙМАТЛАРИ

М увозанатдаги ти зи м н и н г вакт утиш и туф айли хосил 
булган барча д и н ам и к  м икрохолатлари б и р-би ри га  эк в и 
валент (тенг кучли) булиш ига кдрам асдан ички  ва таш ки 
таъсирлар туфайли ти зи м н и н г ихтиёрий ф и зи к  каттали к 
(парам етр) Д ? )н и н г  ки й м атлари дан  б аъ зи лари  к у п р о к  
вакт, баъзилари эса к а м р о к в а к т  кузатилади. Ф араз килай- 
л ик , L  ф и зи к  катталик

^ р  ^ '2 '" '’ А ’” '
дискрет кийм атларни кабул ки лси н , бунда N  -» оо куза- 
тиш лар утказилганда L. кийм ат п. марта кузатилган булсин, 
яъни L. киймат я. та ди н ам и к  м икрохолатларда кайд этил
ган булсин. Бош кача айтганда, д и н ам и к  каттали к L  ни нг 
бирор кийматига мос келган микрохолатлар канча куп булса, 
шу кийматга мос микрохолатлар туплам ида тизим  ш унча 
узок  (куп) вакт булади ва, дем ак , L  ни нг кийм ати  куп 
марта кузатилади. Бу эса тизим  баъзи холатларда купрок, 
баъзи холатларда кам рок  вакт булади, дем акдир.

Кузатишлар сони jVra, д и н ам и к м икрохолатлар сони NA 
га тенг булганда L. кийматга мос келган д и н ам и к  м икрохо
латлар сони (туплам элем ентлари  сони ) п. ни L. ки йм ати- 
нинг айниш карраси хам дейилади . Я ккаланган  тизим да та- 
биийки,

L ] =  L 2 = ... =  L  =  const

булади. Д ем ак, бу холда ай н и ш  карраси NA га тенг булади. 
Умуман мувозанатли ти зим н инг бу L  параметри кийм атла
ри узгармайди ва дем ак, барча д и н ам и к  холатларда пара- 
м етрнинг кийматлари узаро тенг булгани учун N  марта ку- 
затилганда барчасида битга бир хил киймат олинади. L — бу



сакданувчи параметр (м асалан , эгнергия Е). Умумий холда 
динам ик микрохолатлар тенг кучли (бир-бирига эквивалент) 
булса-да, аммо ф и зи к  каггаликн инг кийматларига мос д и 
нам ик холатлар тупламлари бир-биридан ф аркки лади .

1.5-§ . ДИ Н АМ И К КАТТАЛИКЛАРНИ ВАК? БУЙИЧА
Ур т а ч а л а ш

Агар тизим  терм одинам ик мувозанатда булса, уни аник- 
л ай ди ган  м акр о ск о п и к  парам етрлар , таъриф га биноан , 
узгармайди. Л еки н  шу ти зи м н и н г д и н ам и к  микрохолати 
узгаради. Д инам и к микрохолат вакт буйича узгариши хамда 
ташк,и таъсир туф айли ти зи м н и н г ихтиёрий д и н ам и к  кат- 
талиги L (м асалан , эн ерги я, импульс, импульс моменти 
ёки  бош кд катталиклар) узгаради ва умумий холда у \а р  
хил к,ийматлар кабул килади.

Т изи м н и  t -* а> вакт давом ида кузатилса, у барча д и н а
м ик микрохолатларда булади. (Бундай тизимни эргодик т и 
зим  дейилади).

Ф араз ки лай лик, L  катталик

L |, L 2,..., (4)

Кийматларни кабул килсин. L(t) катталикни N ( N  -* оо) м ар
та кузатайлик. Бу холда д и н ам и к  катталик Д /)н и н г  уртача 
киймати куйидагича аникданади:

Li = -jf'Z  А , N  -* оо. (5)

Агар N  та таж риба утказилганда (4) кийм атлар  мос 
равиш да

п г  п 2 ,  . . . ,  n i . . .  

марта келиб чи ккан  булса, уртача L,

—  , / .н и н г  к и й м а т л а р и  со н и

4 =^г 2  n,,L,, К - > ° °  (6)
йигинди билан аникданади . Хар бир тажриба утказиш  вак- 
тини  A t  га тенг деб ф араз килсак, у холда умумий кузатиш  
вакти t = N A t  га, л. та кузатиш  вактини At. га тен гдей и лса, 
ди н ам и к катталикнинг вакт буйича уртачаси (6)ни куйида
гича ёзиш  мумкин: _

L, = } Z 4 A '„  (7)



Т и зи м нин г д и н ам и к м и кро \олати  вак,т буйича узлуксиз 
узгарса, унга мос булган L  каттали кн и н г ки йм ати  хам уз
луксиз узгаради. L, L + d L  ораликдаги L(t) н и н г  кийм атла- 
рига мос келган вак,тни dtL =  Д tdnL билан белгиласак, д и н а 
м ик каттали кни нг вакт буйича уртачаси (6) ва (7)ни

_  N
L' = j f ! Lndni ’ (8)

о
  /
L , = \ \ L ( t ) d t  (9)

о
куриниш ларда ёзиш  мумкин.

Бу ерда шуни таъкидлаш  л о зи м ки , t -* <*> да  уртача кат
талик L, тажриба (кузатиш ) бош ланган вактга боглик эм ас, 
яъни тизим  терм одинам ик мувозанатда булганда L, вактга 
боглик, эмас. Бу эса макрохдпат ва тизим даги  ф луктуация- 
ларнин г вактга боглик, эм аслигини курсатади.

М аълумки, мувозанат \олатда тизи м н и н г таж рибада ку- 
затиладиган м акроскопик катталиклари (масалан, тем пера
тура, босим , зичлик ва бош кдлар) узгармайди. Таж рибадан 
олинган бу катталикларни Ц га тенг деб кабул ки линади , 
бош кача айтганда, L, м акроскоп и к  ф изикадаги  каттали к
нинг узидир.

Амалда д и н ам и к катталикларни вакт буйича уртачалаш  
м ум кин эмас. Х ,акикатан \а м , д и н ам и к  м икро^олатни  ва, 
дем ак, д и н ам и к катталик L(t) ни Смоментда ани кдаш  учун 
тизим н и  таш кил этган х,амма зарраларн и н г \о л ати н и  би - 
лиш  зарур. Х ‘Ф бир зарра s эрки н ли к  дараж асига эга булса, 
N  та заррадан иборат ти зи м н и н г д и н ам и к  м и к р о х щ ати н и  
аникдаш  учун квант механикасида Ns та и кки нчи  дараж али 
диф ф еренциал тенгламалар тизим ини, классик механикада 
2N sra  биринчи тартибли кан оник диф ф еренциал  тенглама
лар тизимини ечиш  зарур. Т абиийки, д и н ам и к микрох,олат- 
ни а н и к  билиш  (интеграл д ои м и й лари н и  ан и кдаш ) учун 
яна 2№ та  куш имча (чегаравий, бош лангич) ш артлар бери- 
лиш и керак. М асалан, бирлик \аж м даги  газда 1020 дон а бир 
атомли зарра булсин. К ласси к  м еханикада х,ар бир зар р а
нинг щ л ати н и  аннкдаш  учун учта и кки н чи  тартибли д и ф 
ф еренциал тенглам а (Н ью тонн инг и кки нчи  конунига асо-
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сан харакат тенглам алари) ёки олтита биринчи тартибли 
диф ф ерен ц и ал  тенглам а (Гамильтон кан он и к  тенглам ала
ри) ечи лиш и зарур. Д ем ак , бирлик хажмдаги газнинг д и 
нам ик м икрохрлатин и аникдаш  учун 6 • 102() та биринчи 
тартибли диф ф еренциал тенгламалар тизими

^  = _ЭЯ ^ ь = а я  / = , 0 )

dt dq, dt Э/;,• ’ ’

ни ечиш  зарур; бунда Н  — тизим  гам ильтониани ; p., q . — 
умумлашган импульслар ва умумлашган координаталар. 'Бун
дан таш к ари , тизим  зарралари н и н г холатини ани к.билиш  
учун 6 • 102()та интеграл доим ийларн и  аникдаш  зарур. Бу- 
нинг учун 6 • 102" та куш имча (бош лангич, чегаравий) шарт- 
лар берилиш и керак. Бундай катта сондаги тенгламалар ти- 
зим и ни  секундига 10 млрд, хатто 100 млрд. операция бажа- 
радиган Э Х М  хам уддалай олмайди.

Агар тизим  ном увозанат холатда булса, унга тегиш ли 
динам ик катталикни уртачалаш масаласи мураккаблашади.

Ш ундай к,илиб, м акроскопик параметрларни м икроф и
зика (класси к  м еханика ёки квант м еханикаси) асосида 
аникдаш да боши берк кучага кириб кдлингандай. Аммо ста
ти стик ф и зи када бу м асалани  хал этиш  йули топилди.

1.6-§. СТАТИСТИК МИКРОХОЛАТ.
СТАТИСТИК АНСАМБЛЬ

С татистик ф изикада статистик ансамбль тушунчаси ки- 
ритилади (уни бири н чи  марта ам ерикалик олим В. Гиббс 
киритган). Бу туш унчага биноан , тизим  билан терм одина
мик ж ихатдан айнан бир хил булган, аммо дин ам и к жихат- 
дан (тизим  зарралари н и н г холатлари ж ихатдан) фаркди 
булган жуда куп тизим лар  туплами (ансам бли) тасаввур 
этилади. Бу тизим лар биз кдраётган реал тизим нинг копия- 
лари (нусхалари) деб кдралади.

Г иббснинг бу ф ундам ентал туш унчаси — статистик ан 
сам бль ва уни нг элем ентлари ни  якколрок, туш униш  учун 
куйидаги оддий м исолларни кдрайлик.

М аълум идиш  ичида битта зарра харакатда булсин. Узи
нинг харакати ва идиш  девори  билан тук,наш иш лари ту
ф айли зарран и н г д и н ам и к  холати вацт буйича узгаради.

а) Ф араз ки лай ли к , зарра идиш  девори билан кдйиш - 
крк, (эласти к) тук,наш син, яън и  энергия алм аш ин иш и со- 
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дир булмасин. Бу *олда зарранинг импульси р  ва координа
та  <7 узгариши туфайли динам ик микрохдлат узгаради, аммо 
заррани нг эн ерги яси  узгармайди. Бундай д и н ам и к  м и кро
холатлар тупламига энергияси  бир хил булган, вакт буйича 
узгарм айдиган, аммо \а р  хил к^ийматли тасоди ф и й  катта- 
ликлар р, q билан аникданадиган статистик м икрохолатлар 
постулат сифатида мослаштирилади. Кдралаётган зарранинг 
копиялари (нусхалари) ана шу статистик м икрохдлатларда 
турибди деб каралади ва бу коп иялар  (нусхалар)ни  зарра
нинг статистик ансамбли  деб аталади.

Ш ундай килиб, битта реал зарра урнида чексиз куп зар 
ралар тасаввур этилиб, улар вакт буйича дои м и й  деб кара- 
лади; статистик ансам бль элем ентлари  — бу \а р  хил д и н а 
м ик микрохщ атлардаги зарранинг нусхалари. Э нди бундай 
микрохдлатларни ва, демак, ансамбль элем ентларини тасо
диф и й  деб каралиб, уни нг содир булиш  э\ти м о л л и к лар и  
хдкидаги масалани ечиш  лозим  булади. Д и н ам и к  м икрохо
латлар тенг кучли (эквивалент) булгани ва уларнин г \а р  
бирига постулат сифатида статистик микрохдлат мослаш ти- 
рилгани туфайли бу статистик микрохдлат тенг кучли, яъни 
тенг э,\тимоллидир. Бу статистик м икрохдтатларнинг эн ер 
гияси кийм атлари бир хил. Бир хил эн ер ги ял и  х щ атларга  
бир хил эхтим оллик м ос келади.

Э ркин зарра энергияси  Е  =  j^ /2 m  доим ий  (узгармайди). 
Статистик физикада яккаланган (яъни энергияси  узгармай
диган) тизим н инг м и кро\олатлари  тенг (текис) э \ти м о л л и  
деб, постулат сиф атида кабул ки л и н ад и 1.

б) Зарра идиш  девори  билан  тукнаш ганда эн ерги я ал- 
м аш и ниш и содир булиш и мумкин булсин. Бу хдлда зарра 
идиш  девори билан  контактда булгани, идиш  эса  таш ки 
тизим лар билан контактда булгани сабабли, унинг эн ерги 
яси (0, оо) ораликда узгаради. Д ем ак, м и кр о \о л атл ар  зарра 
эн ерги яси  Е  нинг (0, оо) ораликдаги ки йм атлари га мос 
ёки р 1 нинг (0, оо)даги кийм атларига мос равиш да узгаради. 
Э нергия Е  (ёки р  ва <7)ни тасодиф ий каттали к деб караб, 
хдр бир динам ик м икро\олатга статистик ансам бль элем ен
та  мослаштирилади.

1 Динамик (механик) нуктаи назардан тенг кучли (эквивалент) 
^олатларга эга булган зарра)<и статистик ансамбль билан алмашти- 
ришда статистик физикадаги микро^олатларнинг текис, тенг э \т и -  
моллиги \ам  уз аксини топали.



Ш ундай кдли б , битта заррани нг вакт буйича узгариш и 
туфайли \осил  булган динам ик микрохолатлар туплами урни- 
га ш ундай зарраларнинг вакт буйича узгармайдиган статис
ти к  м икрохолатлар и туплам и — статистик ансам бль мос- 
лаш тири лади  ва бундай хар бир заррани  ва унга мос м ик- 
рохолатни тасодифий катталик деб каралади. Куйидаги асосий 
постулатни кабул киламиз: статистик микрохолатлар тенг 
э х т и м о л л и Демак, статистик ансамбль элементлари хам тенг 
эхтимолли. Бу постулат асосида статистик ф изиканин г асо- 
си н и  баён  эти ш н и н г, таксим от ф ун кц ияларини  исбот ки- 
ли ш н и н г янги им конияти  тугилади.

Ф араз ки лай ли к , идиш даги N  та заррадан иборат газ 
идиш девори билан энергия алмаш тириш и мумкин булсин. 
Газ зарралари н и н г харакатлари туф айли газнинг д и н ам и к  
м икрохолатлари вакт буйича узгаради. Т изим нинг энергия
си Е  умумий холда ( 0 ,  о о )  ораликда узгаради.

У мумий холда хар хил эн ергияли  д и н ам и к  микрохолат
л арн и н г хар бирига, Гиббс гоясига биноан, статистик м и к
рохолат м ослаш тирилади. Т изи м нин г умумлашган коорди- 
наталари qt, qv  ..., q., ... ва умумлаш ган импульслари р ^ р 2, 
..., р., ... ни вакт буйича узгарм айдиган тасодиф ий катта- 
ликлар билан алмаш тирилади. Хар бир статистик микрохо
лат шу тасодифий катталикларнинг кийматлари оркали аник
ланади.

Ш ундай килиб, ти зи м н и н г вакт узгариш и туф айли со 
дир буладиган дин ам и к м икрохолатларининг тупламига шу 
ти зи м н и н г  вакт буйича узгарм айдиган микрохолатлари 
туплами — статистик микрохолатлар туплами, (таъриф буйи
ча) мослаш тирилади. С татистик микрохолатлардаги тизим  
нусхаларининг туплам ини тизимнинг статистик ансамбли 
дейилади.

Д ем ак, мувозанатли статистик ф изикада (статистик а н 
самбль туш унчасига асосан) тизим н инг д и н ам и к микрохо
латлари туплам ига вакт буйича узгарм айдган каралаётган 
динам ик тизим нусхалари туплами мослаштирилади. Бу мос- 
л аш ти ри ш н и н г ф ундам ентал ахамияти ш ундаки, д и н ам и к 
катталик кийм атлари  туплам и статистик ансам бль туш ун
часи асосида тасодиф ий катталик кийматлари туплами б и 

1 \ о з и р г а ч а  статистик физикада бундай постулат фак;ат яккаланган 
тизим учун уринли деб к,абул килинган эди.



лан  алм аш тирилади. С тати стик ф изи када хар иккала ки й - 
матлар тупламлари, бир-бирига айнан тенг деб кабул к,или- 
нади. Бу тенглик эса эргодик теорем анинг м аъносини таш 
кил этади.

1.7-§. МИКРОХОЛАТЛАР БУЙИЧА УРТАЧАЛАШ

Ф араз килайлик, L  тасодиф ий катталик

L v L v  ... L., ... (11)

кийматлар ни кабул килиш и м ум кин булсин. Агар N  марта 
тажриба утказилганда L  тасодиф ий каттали кни нг (11) ки й 
матлари мос равиш да

n v nv  ... ...

марта келиб чиккан  булса, уртача кийм ат

L "  = j f i niLi + th Li + - " /А  + ■■■) = Zn; = N  (12)

тенглик асосида топилади; бунда л. катталик L нинг L. кий- 
мати келиб чикиш и сони.

Ж, = $ , /  = 1 ,2 ,3 ,... (13)

белгилаш ни киритиб (12)ни

(14)

куриниш да ёзиш  м ум кин. Х,ар бир улчаш  A t  вакт давом  
этган булса, я. =  A t , /A t  каби ёзиш  м ум кин. Бу \о л д а  (13) 
нисбатни

Щ = ^ L ,  t = N A t - > ° °  (15)

куриниш да ёзиш  мумкин. W. = n / N нисбат ноль билан бир 
орасида узгаради. N  -> °° булганда, агар IV. = r t / N  нисбат 
а н и к  бир кийм атга (лим итга) интилса, уни L  тасодиф ий 
катталикнинг Lj кийм ат кабул килиш и э^тим оли деб кабул 
килинади1.

Бу ^олда, (13) ёки (15) га асосан, агар тасодиф ий  кат
тали к L  н и н г кабул ки лиш и м умкин булган кийм атлари

1 Э\тимоллик ва унга тегишли баъзи тушунча \амда теоремалар II 
бобда келтирилади.
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L , L 2 ..., L., ... н и н г эхтим олликлари  Wv W2 ..., Щ, ... 
берилган булса, уларни мос равиш да купайтириб, сунг йи- 
f h 6  уртача кийм атни  (м ом ентни) (14) тенглик асосида то- 
пилади. Ш ундай к^илиб, статистик ф изикадаги  асосий ма- 
салан и н г ечилиш и э\ти м о л л ар  таксим оти Wv W2 ..., WP ... 
н и н г берилиш ига б о т и к  булиб колди.

А гар тасодиф ий  каттали к L  узлуксиз узгарса, у холда L 
каттали кн и н г L, L + dL  ораликда булиш  эхтим оллигини 
d\V(L)  билан  белгиласак, (14) иф ода урнига куйидагини 
ёзилади:

U  = j  L d W (L )  (16)
U)

ёки
d W ( L )  = ™ ^ ± d L  = f ( L ) d L ,

тенгликдан фойдалансак:

Ln = J L f(L )d L ,  (17)

бунда
/ ш  = ш ±  (18)

эхтим олликлар  зичлиги. Ф и зикада (18)ни эхтим олликлар 
та кс и мот функцияси дейилади. Демак, бу холда уртача ариф 
м етик кийм ат L n  н и  топиш  учун эхтимоллар зи ч л и ги Д /.)  
ни билиш  зарур.

Эхтимолликлар учун куйидаги нормалаш  шарти уринли: 
узлукли (дискрет) хол учун:

1 Щ  = и  (19)
/'

узлуксиз \о л  учун:

L n  = f d W { L )  = \ f ( L ) d L = \ .  (20)
(A ) ( L )

Эргодик теорема: вацт буйича олинган уртача L, билан 
тасодифий цийматлар туплами буйича олинган уртача узаро 
тенг, яъни

L , = L n . (21)
Демак, макроскопик параметрни аникдаш  учун эхтимол

ли клар  таксим оти W r W2 ..., IV., ... ёки эхтим олликлар 
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зичлиги Л 1 )н и  аникдаш  — статистик ф изиканин г марказий 
масаласи эканлиги аён булади. Эргодиктеоремага асосан вак,т 
буйича уртачалаш микрохолатлар буйича уртачалаш  билан 
алмаш тирилади. Н омувозанат холатни бу теорем а асосида 
караш да жиддий к,ийинчиликка дуч келиш ади, чунки м ак
роскопик параметрлар (бундай тушунчаларни киритиш  мум
кин булган \олларда) вактга боглик,. Ш у сабабли вак,тга бог
лик, микрохолатлар ва, демак, вак,тга боглик, тасодиф ий кат- 
таликлар киритилади; сунгра уларнинг к,ийматларининг 
эхтимоллари асосида аникданган уртача к,ийматни тажриба- 
дан олинган ф изик катталикка айнан тенглаш тирилади.

1.8-§. МИКРОХ.ОЛАТЛАР ВА УЛАРНИНГ  
ЭХ.ТИМОЛЛИКЛАРИ

С татистик ансамбль назарияси ва так,симот ф ункц ияла- 
рини кдтъий асослаш  хозиргача ечилм аган м уам м одир (к,, 
м асалан , [ 5 ] 27-бет). Бунинг асосий  сабабларидан  бири, 
бизни нгча, д и н ам и к  ва статистик м икрохолатлар , статис
тик ансамбл ва унинг элементлари ва микрохолатлар бора- 
сидаги туш унчаларни талк,ин этиш да ноан икдиклар  борли- 
ги туфайлидир. Биз куйида шу туш унчаларга тухталамиз.

Мувозанатдаги тизимнинг динамик микрохолатлари шарт- 
ш ароит узгармаганда тенг кучли холатларнинг бири икки н- 
чисидан афзаллиги ёки камчилиги йук,деб айтган эдик. Д и 
нам ик холатлар д и н ам и к тенгламалар асосида аникданади , 
бу тенгламалар эса вак,т алмаш иниш ига нисбатан инвариант- 
дир, ш унинг учун хатто улар кдйтувчан экан ли ги н и  хам 
айтган эдик. Ана шу динам ик микрохолатларга таъриф  асо
сида мослаш тирилган статистик м икрохолатлар тенг эхти
молли ёки узлуксиз холда текис так,симотга эга. Х,озирда 
фак,ат яккаланган тизим нинг микрохолатларини тенг эхти
молли ёки текис так,симотга эга деб, асосий постулат си ф а
тида кдбул к,илинади. Биз эса постулат сиф атида мувозанат
даги тизимларнинг статистик микрохолатлари тенг эхтимол
ли ёки текис таксим ланган деб к,абул к,иламиз. Бу асосий 
постулатга асосан, статистик ансамбль элементларининг эхти
моллари хам тенг эхтимолли ёки текис так,симланган. Бошк,- 
ача айтганда, уз маъноларига кура, дин ам и к микрохолатлар 
туплами статистик микрохолатар туплами ва статистик ан 
самбль элементлари туплами эквивалент тупламлардир.



Биз ю корида L  ф и зи к  катталикнинг кабул килиш и мум
кин булган £. ки йм атлари  ва уларнинг JV. э \ти м оллари  
(/ =  1, 2,...) ум ум ий холда хар хил дедик. N  марта таж ри- 
балар утказилганда L. кийм ат «. марта келиб чикади , деб 
ф араз этилди.

Ана шу L. кийм атга мос тизим н инг /-микрохолати мав
жуд дейилса, бундай микрохолатлар эхтимолликлари, таби- 
ийки умумий холда хар хил булиш и лозим . А сосий посту- 
латга асосан, статистик микрохолатнинг эхтимоллиги I / N  
билан ани кдан ади . А ммо N  марта улчанганда л. марта ста
тистик м икрохолатнинг келиб чикиш и L. кийм атнинг э \г и -  
м оллигини ани кдай ди , яън и  L. ни нг келиб чикиш  эхтим о
ли W. = л./УУнисбатни аникдайди. Биз тизим нинг £. га мос 
Wj эхтимолли м икрохолати туш унчасини киритамиз. Уму
мий холда Wv W2, ... Wf ... лар хар хил булгани учун м икро
холатлар хам хар хил булади. /-микрохолатнинг эхтимолли
ги Wf -  n .(]/N) — бу эхтим олликларни куш иш  теоремасига 
асосан, п .та статистик микрохолатдан ихтиёрий бирортаси- 
нинг келиб чикиш  эхтимоллигидир. Асосий постулатга асо
сан статистик м икрохолатни нг эхтимоллиги (1/А0га тенг. 
Ш ундан кури надики , м икрохолатлардаги статистик м и к
рохолатлар сон и  л. м икроходатни  аникдаш да жуда мухим 
ахам иятга эгадир. Бу п. ни  /-м икрохолатни нг термодина
м и к  эхтимоллиги  дейилади . Бу ерда шуни таъкидлаймизки, 
тажрибалар сони ёки кузатишлар сони N, дискрет хол булган
да, статистик холатлар сони яъни ансамбль элементлари сони 
Na га каррали булиш и талаб этилади. Акс холда каралаётган 
тизим нинг микрохолатлари туплами каралаётган тизимнинг 
макрохолатини тавсифлаб беролмай колади. Д емак,

N = k N .А
шарт баж арилиш и талаб этилади. Бунда k — 1, 2, 3 ...; NA — 
статистик микрохолатлар (ансамбль элементлари) сони.

Энди шу L v L2,... Lr ... кийматлар эхтимолларига мослаш- 
тирилган м икрохолатлар эхтим олликлари Wv Wv  ... W.... 
таксимотини аникдайлик.

1.9-§.М ИКРОХОЛАТЛАР ЭХТИМОЛЛИКЛАРИ  
ТАКСИМОТИ

Х озирги зам он статистик ф изикасида таш ки тизим лар 
билан исси кди к (эн ерги я) контактида булган тизи м н и н г 
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микрохрлатларидаги энергия кийматлари Г иббснинг кан о
ник таксимоти билан тавсифланади. Аммо буни асослаш учун 
мавжуд усулларда яккалган тизим нинг м и крохдл атлар и нинг 
тенг таксим ланиш и ёки текис таксим ланиш и \аки даги  асо
сий постулатдан таш кари бир канча шартлар хам баж арили- 
ш и талаб этилади. Ш у сабабли , м аш \ур  олим  Р. Кубо ста
тисти к  ф и зи кан и н г асослан иш ида купгина н оан и кд и к лар  
мавжуд деганда, Д .Н . Зубарев эса ансамбль назариясини яра- 
тиш  \ам д а  эхтим олликлар таксим оти  ф у н кц и яси н и  асо с
лаш  мураккаб муаммо булиб, хатто бу м уам м они кандай 
дараж ада хал килиш  м ум ки нлиги  хам н о а н и к  экан ли ги н и  
айтганда тула хакдидирлар. Ч унки бугунда ансам бллар  на- 
зари яси н и н г хамда таксим от ф ун кц и ялари н и н г асослан и- 
ш ини назарий-мантикий жихатдан мукаммал деб булмайди. 
Ш у сабабли хам статистик ф и зи к ан и н г асослари н и  баён 
этиш да бир катор муаммолар мавжуддир.

Э нди ю корида келтирилган  асосий  туш унчаларга тая- 
ниб, шу муаммолар устида тухталамиз.

Т аш ки мухит билан эн ергетик контактда булган ти зи м 
н и н г статистик м икрохолатлари ва уларга м ос эн ерги яси  
(бу тасодиф ий катталик)нинг кийматлари эхтим олликлари 
асосий постулатга асосан узлуксиз холда теки с таксим лан- 
ган ёки дискрет холда тенг эхтимолли булади. Э нергияни нг 
кийматларини

Е < Е <  ... < Е. < Ei < ...I 2 i-l
тартибда белгилайлик; бунда эн ер ги ян и н г кийм ати  Е. га 
тенг булиш лиги, шу вактни нг узида уни нг Е х, Е2 та, ... Et ... 
кийм атларга тенг эм аслигин и  такозо этади . Э н ер ги ян и н г 
бундай кийм атлари эхтим олликлари  теки с таксим ланган  
(тенг эхтим олли) булмай, улар (О, Е) эн ер ги я  оралиги 
узунлигининг кийм атлари эхтим олликлари  билан  ани кда- 
нади. Ю коридаги L  ни нг кийм атлари (11) ни ор ал и к  узун
лигининг кийматлари деб туш униш  керак. С татистик ф и зи 
ка асосини баён этиш га ани кдик киритиладиган бундай му- 
\и м  ф и крн и  хар доим  назарда тутм ок лозим .

Энергиянинг кийматлари узлуксиз булсин. Бу холда энер
гия кийм ати {О, Е) ораликда булмасин; Е, Е  +  dEjia  були
ши эхтим оли, яъни "вектор" Е  ни нг ки йм ати  Е, Е  + d E  да 
булиш эхтимоли d\V{E) ни аникдайлик. Бу d\V(E) мураккаб 
вокеа эхтимолидир: £"В ектор"н и н г учи Е, Е  + d E  да булиш



эхтимоли текис таксим - 
ланиш и хак,идаги посту- 
латга асосан Е, E  + d E  
ораликдаги статистик ми
крохолатлар сони  dn(E) 

*■ га мутаносиб. Э нергия
Е  к;ийматининг {О, Е) ора-

1.2-расм. ликда булм аслик эхти-
м олини Р(Е) билан бел- 

гиласак, изланаётган э \ти м олли кн и

d W ( E )  = ± P ( E ) d n ( E )  (22)

куриниш да ёзиш  м ум кин. Бунда Z — нормалаш  ш артидан 
топилади.

Р(Е) ни ани кдай лик. Б ун ингучун  (О, Е) ни й^оралик,- 
лар йигиндисидан иборат деб кдрайлик (1.2-расм).

Асосий постулатга биноан, (О, Е) ораликда энергия к,ий- 
м ати н и н г булиш  эхтим оли Е  га мутаносиб ёки /ЗЕ га тенг. 
dE  ораликдаги статистик микрохолатда булиш эхтимоллиги 
эса d E  га мутаносиб ёки /3dE га тенг ("масштаб" параметри /? 
аникданиш и лозим). d E n a m  шу статистик микрохолатларда 
Е  нинг к,иймати булмаслиги эхтимоли эса

(1 ~P dE )  (23)

билан аникданади . Агар (О, Е) оралик,ни п та тенг dE  ларга 
булсак, бу ораликдардан барчасида £ н и н г  к,иймати булмас
лиги (яъни улардаги статистик микрохолатларда булмаслиги 
бир-бирига боглик; булмаган п та вок,еанинг бир вакдда со 
дир булиш и) шу (23) эхтимоллар купайтмасига тенг, яъни:

Р(Е) = (1 - p d E f

Е -  n d E да п ни  чекси зли кка интилтириб, энергия к,ийма- 
тининг ( О, Е) ораликдаги статистик микрохолатларда булмас
л и к  эхтим оли Р(Е) ни  топамиз:

Р (Е )  = \ im (\  -  P f J  = е-рЕ. (25)

Бу ерда шуни яна таъкидлайм изки, статистик м икрохо
латлар ва статистик ансам бль элементлари (тизим нусхала- 
ри) бир-би рига б о т и к ; эмас.
т>

■Е



Д ем ак, изланаётган эн ерги я кийматлари эхтим олликла
ри таксимоти

d W ( E )  = ^  e~0Edn{E ) (26)

ифода билан аникданади. Бунда

/ ( Е )  = ± е ^ Е (27)

бир м икрохолатгатуф и келган эхтимолликлар зичлиги. Ш у- 
ни нг учун дискрет кийм атлар  булган холда

Wi = f { E i) = ± e - t ,E> (28)

ифода ёзилади. Буларда номаълум параметр Z hh нормалаш  
шарти

= ± j e - fi£dn(E) = 1
О

ифодалардан

Z  = j e - pEdn(E)  (29)
О

ёки

Z  = S ^ £' (30)
/

экан ли ги н и  ани кдай м из. Бу ерда йигинди (ёки  интеграл) 
микрохолатлар сони билан аникданади. Z — статистик и н 
теграл (й и ги н д и )д ей и лади .

Текис таксимотга м исол келтирайлик.
М и с о л .  Ядро емирилиши. Хдр бир ради оактив  ядро 

вакт буйича ем ирилиш и эхтим оллиги apriori теки с (тенг) 
таксим от деб кабул килинади. Бу холда ядр о н и н г (0, t) 
вактда емирилмасдан dt  вактда ем ирилиш и м ураккаб воке- 
адир: бу вокеанинг эхтим оллиги dW(t)  вакт dtjia  ядрон и н г 
ем ирилиш  эхтим оли, текис таксим отга асосан , dt  ёки  Adt 
билан хамда (0, t) вакт оралигида ем ирилм аслик эхтим оли 
P(t) билан аникданади , яъни

dW{t) = P ( t)M . (1)
23



P(t) ни топиш  учун (0, /) ни п та dt ораликчаларга 
булам из. Бу оралик,чаларнинг хар бирида ем ирилиш  эхти
м оллиги Adt га тен г ва дем ак , ем ирилм аслик эхтимоллиги 
(1 — Adt) га тенг. (О, t) ораликда ем ирилм аслик эхтим олли
ги Р(Г) ш уоралик,чаларнингхам м асида емирилмаслик эхти- 
м олликларин инг купайтмасидан иборат, яъни

P(t) =  (I -  Adt)" = (I -  At/п )"  -* е~л' (п -> оо). (2)

Д ем ак , изланаётган  эхтим оллик

dW{t) =  Ae-*dt (3)

t = 0 да N 0 та ядро  булса, t вактгача ем ирилм ай долган N(t) 
та ядро (P(t) = N (t) /N {) = е_/'дан )

N(t) =  N 0 (Г* (4)

ифода билан аникданади.

1 .10-§ . ЭНТРО ПИ Я

Т изи м нин г
1, 2, 3, ..., /, ... (31)

дискрет микрохолатлари

Wr  W2, . . .  Щ ...  (32)

эхтим олликларн и  кабул кдлсин. Таъриф га кура, д и н ам и к 
микрохолатлар туплами, статистик микрохолатлар туплами 
ва стати сти к  ансам бль элем ентлари туплам и тенг кучли, 
яъни уларнинг элементлари сонлари бир-бирига тенг.

N  марта статистик м икрохолатлар билан таж риба утка- 
зилганда (31) м икрохолатлар (ёки N  марта статистик а н 
сам бль кузатилганда унинг элем ентлари) мос равиш да

п2, ... « ... .  (33)

марта келиб чиккан булсин. Бошкдча айтганда, тизим усти- 
да N  марта таж риба утказилганда у (31) микрохолатларда 
мос равиш да (32) эхтимолликлар билан кузатилган булсин. 
Бунда л./УУнисбатнинг лим ита, яъни

l i m  я,- / N  =  Щ  ( 3 4 )



/ микрох,олатининг келиб чикиш  э\тим оллигин и  курсатади. 
А сосий постулатга асосан статистик микрохдпатнинг келиб 
чициш  эхтимоллиги 1/jV га тенг. « .тад ан  ихтиёрий б и р и 
н и н г келиб чики ш и — бу м икрохдп атни нг келиб чи ки ш и  
эхтимоли n J N  га тенг, яъни  W ] = n . / N булади. (31) м и кр о 
холатларнинг N  марта таж риба утказилганда мос равиш да 
я , я 2, ... я . ... марта келиб чики ш  (яъни статистик ансам бль 
элем ентларининг маълум (м асалан , I) таксим оти  (ЗЗ)нинг) 
эхтим оллиги W{[) (32) асосида

W ( D  = ИГ' « Ж 2 ( i w r  (/) = п  w "' w  (35)
/

ифода билан аникданади. Ансамбль элементларининг тизим  
микрохолатлари буйича таксим отини нг эхтим оллиги W(l) 
факат шу кэралаётган тизимнинг статистик катгалигидир. W(t) 
эхтимоллик узининг маъносига кура, умумий холда агар ти 
зим  номувозанат холатда булса, унинг м акроскоп и к  холати 
узгариши сабабли (релаксация туфайли) микрохолатлар сони 
(31) хам, микрохолатлар эхтим олликлари (32) хам узгаради 
ва, дем ак, Щ1) эхтим оллик хам узгаради. А ммо тизим  му
возанат холатда булса, W(l) эхтим оллик доим ий  булади.

Х амма микрохолатларда була олиш и м ум кин булган ти 
зим эргодик тизим  дейилади. Куй и да мувозанатдаги эргодик 
тизимни караймиз. Ф араз килайлик, тизим н инг хамма м и к
рохолатлари бир-бирига тенг, яъни Wx =  W2 = ...=  Wf = ... 
булсин. Бу холда

W  = w"l+"2+- +"'+" = WN

ёки  бундан: = In w — статистик ан сам бл н и н г хар бир
элементига гуфи келган статистик катталик. Умумий холда 
статистик ансам блнинг N  та элем ентларининг микрохолат

лар  буйича такси м лан и ш лари н и н г эхтим олликлари  учун
м

нормалаш  ш арти ^ ^ ( 0  = 1, бунда М — таксим лани ш лар
I

сони. М увозанатдаги тизим  учун И\Г) д ои м и й  булгани ту
файли нормалаш ш артини МЩГ)  =  1 куриниш да ёзиш  мум
кин; бундан эса куйидагиларни оламиз:

-1 п Л / = ^ л ( 1 п ^ . < 0
I



ёки

]i r  = - E l l n ^  = - S ^ l n ^ ^ 0- (36>
i i

(36) иф ода хар бир статистик элем ентга тугри келган урта
ча статистик катталикдир. М  ~  г 4  белгилаш ни киритайлик 
( J  >  0). Бу холда

J  = \ п М  = я,. In Wt (37)
i

J  >  0 — инф орм ация м икдори дейилади. Хар бир элементга 
гугри келган уртача инф орм ациями аникдаш  учун Уни N  га 
булиб, Гиббснинг эн троп и я ифодаси — Ш еннон формула
сини оламиз:

S  = J  /  N  = = ~ Y dWl \ n Wl (38)
i i

ёки

5  = - X  Щ  In Щ. = £ V  In (1 /  Щ)  = £ 5iW, , (39)
/ /  /

бунда

Sj = ln(l /  Wj) (40)

иф ода микро^олат нинг энтропияси  деб аталади. Умумий 
кридага кура:

S = < s >  (41)

т изимнинг энтропияси  (ин ф орм аци я назариясида инфор- 

формацион энтропия)  дейилади . (39) ифодада ^  И7 1 п И7

даги хар бир хад — И7 In W. > 0 булгани учун энтропия 5  > 0 
булади ( 1,3-расм). М икрохолат энтропияси s. =  ln( 1/1-К) м ик
рохолат эхтим оллиги Щ  ортиш и билан м онотон камайиб 
борувчи катталикдир (1.3-расм).

5. нинг холатлар буйича уртачаси термодинамикадаги 5  > 0 
энтропиядан иборат. Я ккаланган тизим учун энергия узгар
майди ва м икрохолатлар эхтим олликлари хам узаро тенг 
булади. Бу холда 5  = 5 тенглик уринли булади.

Ф араз к,илайлик, микрохолат эхтимоллиги W  = 1, яъни 
микрохолат битта булсин. Бу холда 51 = s =  0 тенглик урин
ли булади, яъни тизи м н и н г энтропияси нолга тенг булади. 
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М икрохдлат битта булганда, ‘ 
юк,орида айтилганларга кура, 
динам ик микрохдлат \ам  бит
та булади; у тизим даги зарра
лар \аракати  бир-бирига нис- 
батан содир булмайди (тизим  г.

maxту л ал и ги ч а  \а р а к а т л а н и ш и  
мумкин, лекин  бу \ар ак ат  м е
хан и к  \ар ак ат  булиб, статис
ти к  ф изика бундай хдракат- ________
ларни тадкик, кдлм айди). Акс О Wm=0,37 щ  1 
х,олда зарралар х,аракати ту- , ,1. j~puCM.
ф айли д и н ам и к м икрохолат
лар ва, дем ак, статистик ансам бль элем ентлари  ва бундан 
эса микрохдлат таш кил топган булур эди. Зарраларни \a p a -  
катда булмаган ти зи м н и н г \о л ати  (асосий хдлатдаги х,ара- 
кати бундан мустасно) бу тула тарти блилик хдлатидир. Д е 
мак, т ула тартиблилик х;олатида т изим  энтропияси S  
нолга тенг. Бу иф ода Нернст теоремаси дейилади. Б ир- 
бирига нисбатан зарралар х,аракати юзага келса, ти зим н инг 
температураси Т  нолдан ф аркди  булади ва тула тарти бли
л и к  бузилади, тартибсизлик (хаотизация) ю зага келади. Бу 
хдлда W  < 1 булади ва, дем ак, S  =  ln l/Ж о р т а д и  (Ж к а м а й - 
иш и билан), умуман тизим  эн троп и яси  5х,ам ортади (1.3- 
расм). Бошкдча айтганда, тизим н инг энтропияси ^ (ш у н и н - 
гдек микрохдлат эн троп и яси  s. х,ам) тарти бси зли к  дараж а- 
сини тавсифлайдиган катталикдир.

Агар яккаланган тизимда тартиблиликлар (масалан, ок,им- 
лар ва бош калар) булса, маълум вакт утиш и билан  тартиб- 
сизликларга утадилар ва тизим да терм один ам и к мувозанат 
Хосил булади; бош кача айтганда, эн г  ю кори дараж адаги 
тарти бсизли к \о л ати  юзага келади; бу хдлда ун и н г эн тр о 
пияси  эн г катга (максимал) кийм ат ни кабул килади.

Э нтропия S  иф одаси (39) дан  кури надики , уни нг \а р  
бир хдди W \ n \ / W  максимум кийм атдан утади. W  \ n \ / W  
хдднинг максимум ки йм атини  топиш  учун ундан хдсила 
олиб, нолга тенглаш тирилади, яъни  д ( W \ n l / f V ) / d  W =  О 
дан ^  = е~[ ~  0,37 ни топамиз. Д ем ак, ( M n l / W ) nm = 0,37 
(1.3-расм).



1 .1 1-§. ЭН ТРО П И ЯН И Н Г ХОССАЛАРИ

Э н троп и я  S учун Ш ен нон  (Гиббс) форм уласи

5  = - Х ^ 1 п Н ' = Х <̂ />

бунда м и кроскоп и к холат энтропияси

s, = In 1 /  W .

Т и зи м н и н г эн троп ияси  S  куйидаги хоссаларга эга:
1. Э нтропия S м анф ий булмаган хакикий катталик. Э нт

ропи я иф одаси  (39) да Wj > 0 ва Sj > 0 булгани учун 
эн тр о п и я  S  нинг м анф ий эм аслиги, яъни S >  0 эканлиги 
келиб чикади.

2. А гар ти зи м н и н г м икрохолатлари тенг эхтимолли (те
кис такрим ланган) булса, яъни

wv = w2 =... = w, = ...=w
булса, ун и н г эн троп и яси  S{W)  максимум кийм ат кабул 
килади.

М икрохолат эхтимоллиги W. =  n . / N ни эътиборга олиб, 
информ ация ифодасини

J  -  и, In : = N  In N  -  ^  п, In л, (42)
/  / 

куриниш да ёзайлик; бунда = N  = k N А; NA — статистик

м икрохолатлар (статистик ансам бль элем ентлари) сони; 
к  =  1, 2, 3, ...

а) М икрохолатлар тенг эхтим олли холда п. =  1 булади 
(статистик микрохолатлар тенг эхтим олли). Бу холда и н 
ф орм ац и я  J{W),  я =  1 эканлигидан  1пя. =  0 булгани учун,

J(W) = N/a?N (43)

иф ода билан ани кланади , эн троп ия S(W )  эса

S(W0 =  lnW (44)
булади.

б) Т ен г эхтим олли булмаган барча ихтиёрий холларда 
я. > 1 булгани учун In я. > 0 булади ва, дем ак, (42) да йи- 
ги ндин инг хар бир хади п.\пп. > 0  булгани учун бу холдаги 
информация

J ( W V Wv  ..., W., ...) = J { W ) < J { W )  (45)



булади. (43) ва (44) иф одалардан , S  =  J / N  ни назарда ту- 
тилса, тенг эхтимолли м икрохолатлар эн тр о п и яси  S(W ),  
ихтиёрий так,симотга эга булган N  та м и к рохщ атларли  т и 
зим  эн троп ияси  ^P F .) дан  катта булади, яъни:

S(W) > 8 (Щ )  (46)

3. Тизимнинг к,исмлари бир-бирига бостик, булмаса, улар
ни нг эн троп иялари  йигиндиси  тизим  эн тр о п и яси га  тенг, 
яъни энтропия адцитив катталик. Тизим икки к,исмдан иборат 
булсин. Б и ри н и н г м икрохолатлари W v W2, ... W....  билан, 
иккинчисининг микрохолатлари Pv Р2, ... Р.... билан аник,- 
ланган булсин. Умумий холда бу икки микрохолатлар туплам- 
лари бир-би рига боглик, булиш и м ум кин, яъни  / м икрохо- 
латн инг келиб чик,иши эхтим оллиги W. ва W r  W 2, ... W.... 
м икрохолатлар берилганда j  м и крохолатн и н г келиб  чик,и- 
ши эхтим оллиги Pj^W) биргаликда

W P jW )

эхтим олликлар купайтм аси билан ани кдан ади : P {W )  ни 
шартли эхт им оллик  деб аталади (к,. II боб). Бундай ти зи м 
ни нг эн троп и яси  S{ W, Р) ни

S ( i v ,  = w >pj  №  i w ‘pj  W )  =
‘ j

=  - S E iw >p j  ( ^ M l n  ^ + l n  P j ( w ) i  =

i j

= - S  v  in и ®  Pj ( Ю  -  I  w i b pj  №  pj w =
i J  '  J’

= - £  Щ In w, -  X  Pj {IV) In Pj (И /) = s m  + S w (P )
i j

куриниш да ёзиш  мумкин. Демак,

S (W ,P )  = S ^ ? )  + S(W)  (47)

5(Ж ) — Wv Wv  ... Wr .. эхтимолликлар микрохолатларга 
эга булган тизим  кисм ин инг эн троп ияси ; S ^ iP )  — б и р и н 
чи к,исм микрохолатлари берилганда Рг  Р2, ... Р . ... эхтим ол

ликлари микрохолатларга эга цисм нинг эн троп и яси , SJ^P) 
ни ш артли эн троп и я дейилади: (47) ни олиш да норм алаш  
шартлари

Х ^  = 1 . 1 р* ( Ю  = [
/  /



назарда тутилди. Агар тизим нинг к,исмлари бир-бирига бог- 
лик, булмаса, уларнинг микрохолатлари хам бир-бирига бог- 
лик, булмайди ва, дем ак,

P ( W = P  (48)

булади. (48) ни эътиборга олсак,

SJ .P )  =  S(P) (49)

тен гли к  уринли булади. Бу холда (47) ифода

S(W , Р) = S{W) + S{P) (50)

аддитив куриниш ни олади.
Тизим бирор таъсир ёки таъсирлар сабабли номувозанат 

холатга келган булса, бу таъсирлар тухтаганда (олинганда) 
тизим  м увозанат холатга келади, бунда ти зи м н и н г эн тро- 
пияси S  ортиб  боради , яън и  d S > 0  булади. Бу м асалани 
адабиётда хар хил усуллар билан ечиш га интилинган.

Бир-бирига нисбатан зарралар харакати булмаганда янги 
ди н ам и к  м икрохолат содир булмайди ва, дем ак, битта ста
тисти к  м икрохолат булганлиги учун микрохолат мук,аррар 
вок,еа булади; ун и н г эхтим оли W =  1 булиб, эн троп ияси  
эса 5 = 0  булиш ини биз юк,орида айтдик.

Энди ж араёнлар  туф айли эн троп и ян и н г ортиш ига ба- 
тафсилрок,тухтаймиз. Энтропия ифодаси:

s  = X s , f v i = Y ^ (51)

дан кури надики , эн тр о п и ян и н г хар бир хади Ж 5. (бу кат-
таликларни расмда курса- 
тиш  мак,садида узлуксиз 
узгаради , деб  к,араймиз) 
нинг ортиши билан чизик
ли монотон ортадиган W. 
ва логарифмик монотон ка- 
м аяди ган  S ^ l n l / W  ку- 
п а й ту в ч и л а р д а н  и б о р ат  
(1.4-расм). Бошкдча айтган- 
да, энтропия S  нинг хар бир 
хади IVs. = W X/W ,  макси- 
мумдан утади. М аксимум га 
^ { W \ n W )  = \nW m + \ = 0



ш артдан Ж н и н г Wm= 1/е «
~  0,37 к,ийматида эриш ила- 
ди (1.5-расм).

Та\лил кдлиш осон були
ши учун микрохолатлар сони 
2 та, уларнинг эхтим оллик
лари мос равиш да Wv Ж2 га 
тенг булсин. Нормалаш шар
ти Ж, +  Ж2 = 1 да W t = W ,
W2 -  1 — Ж  белгилаш ни 
киритиб, бундай тизим нинг 
энтропиясини

S  = - W \ n W - { \ - W ) \ n { \ - W )  = s, + s 2 (52)

куриниш да ёзам из. 1.6-расмда кури надики , 2 та м икрохо- 
латли тизим нинг энтропияси ^м акси м ум  кийматдан утади. 
Бош кдча айтганда, Ж  н и нг маълум оралигида Ж  ортиш и 
билан S ортиб боради. Ш унингдек, Ж  н и нг бошк^а муайян 
ораликда кам айиш и билан хам £  ортиб боради (1.6-расм га 
царанг). Хар икки холни тушунтирайлик. Умумий холда Ж,, 
W2, ... Ж ... микрохолатлар мавжуд. Ф араз кдпай ли к Ж, = 1 
яъни тизим  битта микрохолатда мукдррар булсин. Бу холда 
£  =  0 булади. Бу холни биз ю кррида тахлил килган эди к  ва 
унинг Н ернст теоремасидан иборат эканлигини айтган эдик. 
Ф араз ки лай лик, Ж, =  0 булсин (аникроги  Ж, -* 0, яъни 
эхтимоллиги жуда кичик булган м икрохолат булсин). Бу 
Холда ти зи м н и н г эн троп ияси  S -» 0 булади. Д ем ак , тизим  
микрохолати эхтим олликларининг узгариш и (яъни м икро- 
холатларнинг сони ва эр к и н л и к  дараж алари сонлари  узга
риш и) сабабли унинг эн троп ияси  S  м аксим ум  кийм атдан 
утади (1 .6-расм ). Ж, -> 0 булганда, S-> О .булиш ини тахлил 
этайлик.

Д искрет хол. К вазистатик (м увозанатдаги) ж араённ и 
курайлик:

бунда Щ = , дем ак j. =  In 1 /Ж  = +  /3£. +  InZ, Ж  —
ортувчи ф ун кц и я , s . — камаю вчи ф ункц ия. М икрохолат



о 0,37

1.6-расм.

0,63 W

эхтимоллиги И ^н и н горти 
ш и билан унинг эн троп и я- 
си камаяди ва, дем ак, шу 
м и крохолат  эн ер ги яси  Ej 
\а м  камаяди. Бош кача айт- 
ганда тизим юкрри эн ерги 
яли, лекин  кичик эхтим ол
ли микрохолатда булса, у 
к и ч и к  э н ер ги я л и , л е к и н  
катта эхтимолли м икрохо- 
латга утади. Бунда т и зи м 
нинг энтропияси  5 уз иф о- 
дасидаги W. нинг ортиш и

хисобига ортади. Т изим нинг бу микрохолатларида ажралган 
энергия эхтимоллиги катта булган микрохолатларнинг энер- 
гияси н и  ош ириш га ва хаотизация дараж асини нг кучайи- 
ш ига сарф  булади. Ш ундай килиб, микрохолатлар эхти
м олликлари  ортиш и ва кам айи ш и билан б о т и к , и кки  хил 
ракрбатлаш ади ган  ж араёнлар содир булиш и мумкин. Хар 
иккала ж араёнда хам тизим нинг энтропияси ортади ва м ак
симум кийм ат кабул килиш га интилади. Эхтимоли ки чи к  
микрохолатлардан эхтим оли катта микрохолатларга утиш , 
механикадаги ти зим н инг катта энергияли бекарор холатдан 
ки чи к  эн ерги яли  баркарор  (тургун) холатга утиш ига мос 
келади. (1 .7-расм да эн троп и я  S  нинг чап кисм ида унинг 
ортиб бориш и). Т изим да катта эхтимолли м икрохолатлар
дан ки чи к эхтимолли микрохолатларга утишлар эса статис
ти к  ф изикадаги  тартиб дараж аси ю кори холатдан тартиб 
дараж аси паст булган холатга утиш лар, яъни тартибсизлик 
дараж аси катта булган холга утиш лар (тартиблиликдан тар
тибси зли кка утиш  хаотиклани ш ) мос келади (1.7-расм да 
эн троп ия S  н и н г унг кисм идаги ортиб бориш и). Т изим да 
бундай ракобатлаш адиган утиш ларнингтенглаш уви м икро
холатларнинг Wm кийм атида содир булади (1.7-расмда эн т 
ропия S максимумга эриш ади ва битта киймат Smax ни кабул 
килади), бу эса терм один ам и к мувозанат холатдир.

М исол учун яккаланган  тизим  узининг мувозанат хола- 
тидан бирор сабабга кура (м асалан , ф луктация туфайли) 
ном увозанат холатига утган булсин. Бу холда эхтим оллик
лари кичик, эн ерги ялари  катта булган микрохолатларга



0 Wj W2 1

1.7-расм.

утиш ни \а м д а  э^тим оллиги катта, леки н  хаотиклани ш  д а 
ражаси ки чи к  (тартиблилик дараж аси ю крри) ва эн ер ги я 
си кичик х,олатларга утиш ларни тушунмок, лозим . Бу икки  
хил утиш ларга 1.7-расм да э \ти м о л л и к  Р К н и н ги к ки  W ] ва 
W2 кийматлари ту ф и  келади; уларга эса энтропиянинг битта 
^к и й м а т и  мос келади (1 .7-расм ).

Умуман ти зи м н и н г икки  \о л ати га  эн тр о п и я н и н г  бир 
кийм ати мос келиш и, яъни  эн троп и я холат э \ти м о л л и ги - 
нинг бир кийм атли ф ун кц и яси  булмай, и кки  кийм атли  
ф ункцияси  эканлигини курсатади. Бу эса  статистик ф и зи - 
кадаги кабул килинган  эн троп ия хдгсатнинг бир кийм атли 
ф ункц ияси  дейилган тезисга ан и кл и к  ки ри ти ли ш и н и  та- 
козо этади.

М и с о л. Хонага киздирилган жисм киритилди. Уй х,аво- 
си ва ж исм ни яккалан ган  тизим  деб х,исоблаб, ундаги ж а- 
раёнларни та \л и л  этайлик . И сси кди к  ю тилиш и \и со б и га  
х,авода хаотиклаш иш  кучаяди, бунда м и к р о \о л атл ар  сони 
ортиш и мумкин; уларнинг э \ти м олли клари  кам аяди, аммо 
м и кро \олат  эн троп ияси  St ортади ва умуман тизим  ^авоси 
К исмининг эн троп и яси  S ортади (1 ,7-расм , унг канот).

Т и зи м н и н г бир кисм и буйича жисм ю крри эн ергети к  
сатздан куйи эн ергети к  сатхдарга утади, м и к р о \о л атл ар - 
нинг э\тим олликлари  ортади; S. кам айса-да W. ни нг орти 
ши \и со б и га , умумий эн троп и я  S  ортади (1 .7 -расм , чап 
Канот). Умуман айтганда, ти зим н инг (уй хдвоси ва кизиган 
жисм) энтропияси S  = ^ W , S ,  ортади [1 .7-расм да\ар  иккала
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(чап ва унг) к,анот], яъ н и  dSXIKU +  d S  =  d S  > 0 . Бу ми- 
солни терм один ам и када куйидагичатуш унтириш  мумкин. 
М увозанатда булган классик тизимлар исси к^и к контактга 
келтирилганда, уларнин г эн троп и ялари н и н г узгариш лари 
Карно-Клаузиус теоремасига асосан (термодинамиканинг 2- 
крнуни):

d S (^ аво) = ^ ,  сЩ ж исм ) =
* х  ‘  Ж

ифодалар билан аниьутанади, буларда

d Q x >  0 , d QM <  0, dQx = \ d Q j .

М асаланингшартига асосан Тж> Тх. Буларга асосан d S ( \аво) > 
> |сЩ ж и см )|. Д ем ак, тизим  (жисм + \аво )д а  кайтмас ж ара
ёнлар туф айли уни нг эн троп ияси  ортиш и, яъни

d S ( \ аво) -  |</£(жисм)| = d S  > 0

муносабат, содир булади.
Ш ундай цилиб, куйидаги хулосага келамиз: адабиёт- 

лардаги Больцм ан ф орм уласи S  =  In Wixa W ни тизим  \о л а - 
тини нг э \ти м о л и  деб к,араб, тизим кичик эх^тимолли \о л ат- 
лардан катта э \ти м о л л и  холатлар га утади, деб туш унтири- 
лиш и бир ёкдам а, умуман айтганда ноаникдир.

Ю к,орида таниш илган  умумий туш унчаларни мисоллар 
ва масалалар воситасида кдрайлик.

М И СОЛЛАР ВА МАСАЛАЛАР

1. М а к р о с к о п и к  ^ о л а т . М а к р о с к о п и к  т и з и м н и н г  
м акроскопик \ол ати  уни аникдайдиган м акроскопик пара
метрлар, м асалан , температура, зи чли к  ва бош цалар к,ий- 
м атлари н и н гбери ли ш и  билан аник^анади. Тизим ни аник,- 
лайдиган макроскопик параметрлар сони шу тизимнинг тер
м о д и н ам и к  эр к и н л и к  дараж алари  сони дир . Г иббсн инг 
фазалар кридасига асосан, тизим нинг термодинамик эрки н 
ли к  дараж алари сони N T шу тизим нинг компонентлари п ва 
ф азалар  сони  г  га б о ти к ,.

Агар тизим  термодинамик мувозанатда булса, унинг тер
м одинам ик эркинлик даражалари сони Л^куйидагича аник,- 
ланади:

N T= 2 + п — г.



Т и зи м н и н г м ак р о ск о п и к  \о л ати  
шу N T парам етрнин г кийм атлари 
билан аникданади.

2. Термодинамик м увозанатда
ги холат. Агар тизим  ном увозанат 
термодинамик холатда булса, яъни 
температура, зарралар сони зичли
ги ва шу кабилар тизи м н и н г турли 
кисмларида турли кийм атлар кабул к,илса (таш каридан т и 
зим га таъсир булм аса), у релаксаци я ж араёнлари  туф айли 
маълум вактдан кейин уз-узидан терм оди н ам и к мувозанат 
Холатга келади. Т ерм оди нам ик мувозанат холатда тизим н и  
аникдайдиган м акроскопик параметрлар кийматлари узгар
майди.

3. Т изи м н и н г уз-узидан терм один ам и к м увозанатга ке- 
л и ш и г а р е л а к с а ц и я  ж а р а ё н и д е й и л а д и ,  мувозанатга 
келиш  вакти г эса  релаксация вацти  дейилади.

4. М асалан, идиш да (1.8-расм) N  та заррадан иборат газ 
булсин. И диш  хаж ми ф икран  тенг и кки  ки см дан  иборат 
булиб, унинг бирида п { та, иккинчисида «2 та зарра булсин. 
Аёнки,

N  = п х + п2 .

Т изим  (газ) терм оди н ам и к мувозанат холатда булса, таж - 
риба курсатадики, зарралар зи ч л и ги р  =  jV/К б и р  хил була
ди. Бу эса термодинамик мувозанат холатдир. Бунда, одатда 
идиш нинг хар и кки  кисм ида зарралар сони  тахм инан  тенг 
булади, яъни /7| =  п2. Аммо муайян холда зарраларнинг, м а
салан, бир кисмидаги сони N/2  дан яъни зарраларнинг тенг 
таксимланиш идан четланиш и (ф аркданиш и) мумкин; яъни 
тизим  терм одинам ик мувозанат холатдан четлаш иш и мум
кин. Зарралар сон и н и н г бундай тенг таксим лани ш дан  чет- 
лаш и ш и га зарралар сопипинг (зичликпипг) флукт уацияси  
дейилади.

Оддий мулохаза ш унга олиб келадики , хатто зарралар 
нинг хаммаси хам идиш нинг I кисмида булиб крлиш и учун 
бирор бир принципиал  тускинлик йук. Д ем ак, яккаланган  
тизим, хсч кандай ташки таъсирсиз, узининг мувозанат хола- 
тидан четлашиши мумкин. Бундан хулоса ш уки, яккаланган 
тизим терм одинам ик мувозанатда булса ва унга хеч к,андай 
таш ^и таъсир булмаса, у хар канча узок вакт утса-да уша
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1,9-расм.

мувозанат \олатда к,олаверади, деган терм одинам иканинг 
кдтъий хулосаси бажарилмайди. И ккинчи томондан, термо
ди н ам и кан и н г хулосалари таж рибанинг натижаларига асос- 
ланган.

Х уш , бу статистик ф изи када ва терм один ам и када ай- 
ти лган ларн и н г м аъносидаги ф аркни  кандай туш униш  ке
рак? М исоллар орк,али буни туш унтирамиз.

1. И диш да икки та а ва b зарра булсин. Бунда идиш нинг 
1 ва 2 кисм ларида зарраларнин г ж ойлаш иш  усуллари сони 
туртта булади (кдранг 1.9-расм).

И д и ш н и н г 1 ва 2 к,исмларида зарраларнин г тенг так,- 
сим ланиш и к,олган х ,олларнинг\ар бирига нисбатан 2 марта 
ортик,. Бошк,ача айтганда, зарраларнин г хажм буйича тенг 
та^си м лан и ш и  (яъни "мувозаиати") катта э^тим олга эга.

Х олатлар (ячейкалар , катаклар) сонини Z, зарралар со- 
н и ни  УУ билан  белгилаб Z чoлaтлapдa /Ута зарран и н г ж о й 
лаш и ш  усуллари сони  — кон ф и гурац ияларнин г сонини 
аник,лайлик.

Т изим  (зарралар) иккита \олатда (катакда) булиш и мум
кин, дейлик. Агар тизим битта заррадан иборат булса, \олат- 
лар буйича 2' =  2 усул билан жойлашади. Зарралар сони N = 2  
та булса, юкррида курганимиздек, 22 =  4 та усул билан. /V =  3 
булса, 23 =  8 та усул билан, N  — 4 булса, 24 =  16 та усул 
билан ж ойлаш ади (1.1-ж адвалга каранг, зарралар а, Ь, с, d  
билан белгиланган). Умумий х,олда /Ута зарранинг ZTa ячей- 
када (катакларда) ж ойлаш иш  усуллари сони Z^ га тенг. Т и 

зим нинг макрохдлатини \оси л  кдлиш и мумкин булган усул- 

лар сон и н и  (м исолда „^„1 = *>4,6,4,1 н и ) термодинамик  

э^т им оллик  дейилади .
/У =  4, Z  = 2 булган х,олни тах^лил этайлик. Агар идиш  

тенг икки  кисм дан  иборат булса, идеал зарран и н г иди ш 
нинг бир кисм ида булиш и (ёки булмаслиги) эх,тимол (1/2) 
га тенг булади. 4 та зарран и н г бир "статистик микро^олат" 
да булиш  э \ти м о л и  зарралар э\ги м олли клари н и н г купайт- 
м асигатенг, яъни ( 1/2)4 =  1/16. М асалан, 12-статистик мик-



№ 1 х,олат 2 х;олат C(n) w . IV x 100% Микро
х о л а т  ap

I abed - 1 1/b 6,25 I

2
3
4
5

abc
abd
acd
bed

d
с
b
a

4 1/4 25 II

6
7
8
9
10 
11

ab
ас
ad
cd
bd
be

cd
bd
be
ab
ac
ad

6 3 /8 37,5 III

12
13
14
15

a
b
с
d

bed
acd
abd
abc

4 1/4 25 IV

16 - abed 1 1/16 6,25 V

рохрлатнинг эхтимоли (1/2) • ( 1/2)3 =  1/16. К э\гим оллик хам 
асосий постулатга асосан 1/16 га тенг. Бундай "статистик 
микрохолатлар" каралаётган м исоли м и зда 16 та (1 .1-ж ад
вал).

Ф и зик катталикнинг хар хил к,ийматларига мос келади- 
ган "микрох1олатлар" сони 5 та. Хар бир "микрохолат" нечта 
"статистик микрохолат" дан таш кил топгани  хам 1.1-ж ад- 
валда курсатилган. М асалан, III "микрохолат" 6 та "статис
ти к  микрохолат" дан таш кил топган. Бу хар бир м икрохо- 
латга тугри келган усуллар сон и  — "статистик холатлар" 
сонини С(п) билан белгилайлик. У холда хар бир микрохо- 
латнинг эхтимоли, яъни п зарраларнинг идиш нинг бир к,ис- 
мида булиш  эхтимоли Ж  катаклар сон и  Z =  2 булганда 
куйидагича аникданади:

w n = c (n )p N = c ( , m N. (о
PN — статистик м икрохолатнинг эхтим оллиги; PN = \ / 2 N. 
С(п) ни микрох;олатпинг термодинамик эхтимоллиги  д ей и 
лади.

Курилаётган мисолда Z  =  2, N  = 4 булганлиги учун м ик
рохолатларнинг эхтимолликлари ва термодинамик эхтимол- 
ликлари к^йидагича:



С  (4) =  С(0) =  1, W4 = W n= 1/16,

С  (3) =  С(1) =  4, W3 = W{ = 1/4, (2)

С (2) = 6, W2 = 3/8.

тУта м икрозарранин г микрохолатига турри келган усул
лар сони статистик микрохдлатлар сони (термодинамик э \ти - 
м оллик) куйидагича аникданади :

с ( " ) ' с ( л г - " ) - ^ п -  и

Бунда Z =  2 к,абул цилинган ва и диш нин г бир к,исмида 
п та, и кки н чи  к,исмида N — п та зарра ж ойлаш ган деб 
хисобланган. /'-микрохолатдаги статистик микро,\олатлар сони 
С(п) ни

С.(л) = N \ -  Gt(nv п2) 

кури ниш да ёзайлик, бунда

G, (и „ « 2) = G, («, N  -  п) = = G, («,)G , (л2)

ёки холатлар (катакчалар) сони куп, масалан, ZTa булганда

G, (л,, л2,.. ./I*, . . .) = G, (л,) G, {п2) . . .G, (л,) = П  ( "к )
* = 1

иф одани ёзиш  мумкин. Бу ^олда микрохолат э\гим оллиги

ифода билан аникданади. G. шу /'-микрохолатнинг стшпис- 
т ик вазнипи аник/тйди . Ю крридагилардан куринадики, мик- 
рохолат эхтимоллиги fV. статистик микрохолатлар сони M G  
ёки  статистик вазнни характерловчи катталик G. билан ти 
зи м н и н г  микрохолати аникутаниши мумкин; берилган т и 
зим  учун зарралар сони N e a  катаклар сони ZflOHMHftflHp.

К,аралган мисолдан куринадики, энг катта эхтимоллик- 
ка эга булган м икрохолат — зарраларнинг тенг такримлан- 
ган холидир (1.1-ж адвалда III холат).

Зарралар сони жуда катта булганда, масалан, N  = 1019 та 
булганда, эн г катта эхтимолли тенг такримланган холатда- 
ги тизим ни характерловчи м акроскопик параметрлар деяр- 
ли  узгармайди. Бу эн г катта эхтимолли м икрохолат — му-



возанатдаги терм один ам и к холатдир. Булардан кури н ади 
ки, статистик ф изикада ти зи м н и н г м икрохолати туш унча- 
си термодинамик \о л ат  туш унчасига нисбатан кенгрок маъ- 
нода ишлатилади. Ж умладан, термодинамикадаги мувозанат 
Холат, катъиян узгармас деб каралгани холда, статистик 
ф изикада бу холат катта эхтимолли холат деб каралиб , к и 
чи к  эхтимолли микрохолатлар (1.1 ж адвалда I, И, IV, V 
Холлар) \а м  содир булиш и мумкин деб каралади. М асалан, 
юкрридаги мисолда \ам м а (4 та) зарраларнинг биринчи к,исм- 
да тупланиб колиш и 16 тадан 1 тасида, тен г такси м лан и ш  
эса 6 тасида руй беради. Зарралар сони 10 та булганда, улар- 
ни нг идиш нинг ярм ида тупланиб колиш и 2 |Н =  1024 тадан 
битта холда содир булади; тенг таксим ланиш и эса  252 таси 
да учрайди. Зарралар сони 100 та булганда уларнинг иди ш 
н и нг ярм ида тупланиб колиш и 2 100 тадан биттасида учрай
ди. Демак, /Vетарли даражада катта булганда, уларнинг идиш 
нинг ярмида тупланиб колиш  эхтимоллиги 1/2^ га тенгдир, 
бу эса  нолга якиндир.

Ш ундай кдпиб, статистик ф изи ка нуктаи назаридан т и 
зи м н и н г энг катта эхтим олли тенг такси м лан и ш и  холати- 
дан (терм одинам ик м увозанат холатидан) катта огиш  ни - 
Хоятда ки чи к  эхтим олликка эга, аммо к и ч и к  огиш  амалда 
сезиларли эхтимолли холдир. С тати стик ф и зи к ада  т и зи м 
н и нг терм один ам и к м увозанат холатидан (катьи й  айтил- 
ганда, ти зи м н и н г м акроскоп и к  парам етрлари  уртача к и й 
мат кабул килган холдан) четланиш и ф луктуация ходиса- 
сидир. М исолдаги Wr W u, Wlv, Wv эхтим олли  холатлар 
флуктуациялар туфайли содир булиши мумкин булган холат- 
лардир. Булардан равш ан ки , катта ф луктуациялар ки чи к  
эхтимолли, кичик флуктуациялар катта эхтим олли булади- 
лар.

М увозанатдаги хол учун айтилганидек, терм одинам ика- 
да тизим нинг номувозанат холати, таш ки таъсир булмаган- 
да, мувозанат томонга узгаради, деб катьий айтилса, статис
тик физикада мувозанатга келиш  ж араёни (яъни релаксация 
жараёни) катта эхтимолли ж араёндир деб каралади.

М исоллар караш дадавом этай лик. М и с о л :  Z  = 3, N  =  2 
булсин. Статистик холатлар сони Z "  = З2 = 9 та (каранг: 1.2- 
жадвал). Тизим зарраларини квант механика асосида карал- 
са, ай н ан ли к  там ой илин и  хисобга олиш  керак. Бу холда



1.2-жадвал

№ I холат 2 ха/шт 3 холат

1 ab — —

2 - ab —

3 - — ab
4 а b —

5 а — Ь
6 . — а ь
7 b а —

8 Ь — а
9 - b а

статистик м икро\олатлар  сони ю крридаги классик холдаги 
статистик микрохолатлар сонидан фар к, к,илади. Х,ак;ик;атан 
хам, ай н ан л и к  там ой или  хисобга олинса, 4 ва 7, 5 ва 8, 6 
ва 9 холатлар бир-биридан фарк^анмайди. Бу холда "статис
ти к  микрохолатлар" сони  J[Nr Z) куйидагича аникданади:

<4)
1.3-жадвал

№ 1 холат 2 халат 3 холат 4 халат
1 ab - — —
2 - ab — —
3 - - ab —
4 — — — ab
5 а b - —
6 а - b —
7 а - — Ь
8 — а ь —
9 — а - ь
10 — — а ь
11 b • а — —
12 Ь — а —
13 ь — — а
14 — Ь а —
15 - Ь — а
16 - - Ь а



Агар (П аули там ойилига биноан) бир катакда (холатда) 
биттадан ортик, зарра була олмаслиги талаб этилса, "статис
ти к  микрохолатлар" сони  3 га тенг булади, яъни:

^ ’ z > = z k I W = 3- ®

K yfiH flaZ =  4 , N  = 2 (а, b) мисолни карай ли к  (1.3-ж адвал). 
Бу мисолда классик статистик микрохолатлар сони (2 та а, b 
зарранинг 4 та катакда жойлашиш усуллари сони) Z* =  42 =  16 
та. Квант механикасида айнанлик тамойилига асосан 5 ва 11; 
6 ва 12; 7 ва 13; 8 ва 14; 9 ва 15; 10 ва 16 \ол атл ар н и  бир хил 
деб хисобламок, керак. Бу холда "статистик микрохолатлар" 
сони

f ( N  Z )  = (N+ z~1)' = ю  
N K Z - 1)!

Агар зарраларнинг Паули тамойилига буйсиниш и талаб этил
са, у холда 1, 2, 3, 4 холлар мавжуд эм ас. Бу холда икки та 
зарранинг 4 та катакда ж ойлаш иш  усуллари сон и  ("статис
тик микрохолатлар" сони)

Н И Л - й & щ Т = 6

ифода билан аникпанади.
И диш нинг бир кисм ида п та зарра, и кки н чи  кисм ида 

N - n  та зарра ж ойлаш иш  эхтимоли, яъни  бундай м икрохо- 
латнинг эхтимоли Wn( \ )  ва (3) га асосан куйидагича ани к- 
ланади:

W  = 1 {(л
" 2 N n \ ( N - n ) \  W

1.1-ж адвалдан кури надики , эн г катта эхтим олли м ик- 
рохолат — бу зарраларнинг текис таксим ланиш и, идиш  хаж- 
м ининг кисмлари буйича тен гтакси м лан и ш и д и р  (мисолда 
2 та зарра бир кисм ида, 2 та зарра и к ки н чи  кисм ида). 
\а к и к а т а н  хам, зарраларнинг текис таксим ланиш ида, яъни 
п =  N /2  булганда, микрохолатлар эхтим оллигининг иф ода
си \¥п максимум кийм атга эриш ади. Б ош ка колган м и кро
холатлар (конф игурациялар) булиш и м ум кин, лекин  улар
нинг эхтимолликлари нисбатан кичик. Ш ундай килиб, кара- 
лаётган мисолдан куринибтурибдики, тизим нинг мувозанат



холатдан (тенг та^сим отдан ) катта четланиш и ки чи к эхти
м олли, яъни

W x «  tv2

булади. Юк,оридаги м исолдан куринадики, иккита холнинг 
бирида тизим  зарралари  идиш нин г ярм ида йигилиб к,оли- 
ши мумкин. Агар /Vкатта булса, бундай холнинг содир були
ши нихоятда кичик эхтимолли вок,еадир. М асалан, агар зар
ралар сони N  =  80 булса, конф игурациялар сони 280 = 1024 
булади. Бу эса, агар ти зи м н и  1024 сек кузатилса, 1 секунд 
вак,т давом и да 80 та зар р ан и н г хаммаси и диш нин г ярм ида 
йигилиб колиш ини куриш мумкин. О лам нингёш и тахминан 
I0 18 сек га тенг. Д ем ак, Олам (К оинот) ёш идан миллион 
марта орт и к, вакд кузатилса, 80 та заррадан иборат тизим  
(газ) идиш нинг ярм ида 1 сек  тупланиб крлиш и мумкин. 
Агар А^етарли дараж ада катта булса, тизим  зарраларининг 
хаммаси идиш нинг ярм ида булиб кдлиш и ф антастик дара
жада кичик эхтимолли вок,еадир. Ш ундай к,илиб, катта флук- 
туациялар яъни п »  N/1  ёки п «  N/2  холлар амалда куза- 
тилмайди. А ммо, м увозанат холатидан ки чи к четланиш лар 
етарли даражада тез-тез учраб тури ш и мумкин.

Ю крридаги м исолни нгтахлили дан  куйидаги хулосалар- 
га келамиз:

1. Зарраларн и н г текис так,симланиш и, терм один ам и ка 
нук,таи назаридан мувозанат холагдир. Демак, мувозанат холат 
тизи м н и н г булиш и мумкин булган микрохолатларидан энг 
катта эхтимоллигидир.

2. Т изим да ки чи к эхтимолли холатларнинг реализация- 
си, яъни  ти зи м н и н г м увозанат холатдан четланиш и — бу 
флуктуация ходисасидир.

Бу ерда ш уни таъкидлаш  лозим ки , ти зи м н и н г мувоза- 
натдан кичик четланиш и катта эхтим олликка, катта четла
ниш и эса  нисбатан ки чи к  эхтим олликка эга.

3. (3) иф одадан кури надики , N  та заррадан иборат т и 
зим микрохолатининг эхтимоллиги конфигурациялар сони-

га б о ти к ,. Бу ерда ш уни таъкидлайм изки , берилган зарра- 
лардан иборат тизим  м икрохолатининг эхтим оллиги узга- 
рувчан



G ^  n \ ( N - n ) \  ( 7 )

катгаликка Gofjiuk,. Бош кдча айтганда, м и к р о хол атл а р и и н г 
фарки статистик вазнини характерловчи катталик G(n) нинг 
Хар хил цийм атларига б о ти к ,.

4. Агар тизим  бирор сабабга кура (таш ци таъсир, ф лук- 
туациялар туф айли) ном увозанат холатда булса, у катта 
эхтим оллик билан узин инг мувозанат \о л ати га  як,инлаш а- 
ди. Бу ходисани релаксаци я (ф луктуация сабабли булган 
булса, унинг "суниш и") дейилади .

5. Ю крридаги мисоллардан курдикки, микрохолат э \т и -  
моллиги куйидагича аникданади:

IV = —— С 
' Z N •

1.1-мисол. М икрокод атл ар тенг эхтимолли булсин, яъни 

щ  = w 2 = ...=  w, =■•• = - ,  (8)

бунда N  = kN A, к  = 1, 2, 3 ,..., п\ NA — стати сти к  м икрохо- 
латлар (ансам бль элем ентлари ) сони ; N  — кузатиш лар 
(таж ри балар) со н и . Бу холда т и зи м н и н г  эх ти м о л л и ги  
W  = П Щ"' ни ани кдан г, тахлил этинг.

' " (
Е ч и ш : W  =1J W  ' = — , N  = . N  = k N .  ни назар-

i i J j '
да тутиб, W  эхтим оллик учун

W  =
n a  )

( 9)

иф одани оламиз; бунда ~гг- = тгг- бир стати сти к  м икрохо-
п А  2 , 1/

латнинг эхтимоллиги, О /У У ^ э с а  N  та элем ен тн и н гби рдан  
келиб чик,иш эхтим оллиги; агар к  =  1 булса, статистик ан- 
самбл нинг эхтимоллиги ^ б и л а н  аник/танади; эса 
та элем ентларнинг NA холатларда (микрохолатларда) ж ой- 
лаш иш  усуллари сони.

1.2-мисол. N зарран и н г т  та катакда я ,, «2, ..., пт тадан 
жойлаш тириш  усуллари сони:

Г '  —  N  •

~  я , ! и 2 и ! ( 9 )

эканлигини курсатинг.



Е ч и ш: К лассик статистикада микрсцолат ф акат зарра
лар  сони билан  аникпан ади . N  та заррадан N1 та урин ал- 
м аш тири ш лар \о с и л  к,илиш мумкин. Бунда микрохолат 
узгармайди. Аммо биринчи катакда (ячейкада) л,, иккинчи 
катакда я 2та в .\. зарра ж ойлаш ган булса, биринчи катакда- 
ги л, та зарралар алм аш ин иш ида, 2-катакдаги  л2та зарра
нинг узаро урин алм аш иниш идан микрохолатлар узгармай
ди; катакдаги зарраларн и н г урин алм аш ин иш идан  м икро
холатлар узгармайди. Демак, микрохолатлар узгармас сонлар 
купайтмаси

п  f п  * п  *
' V '  п 2"> ***’ и т '

дан иборат. Катаклардаги зарраларнинг катаклар орасидаги 
урин алм аш иниш лари сонини С билан белгиласак, бу сон С 
ни н,!, п2\, ..., пт\ га купайтириш дан умумий урин алмаш - 
тириш лар сони № келиб чикдди, яъни ,

N \  = C/i,!, п21, ..., n j
ёки бундан

Q  _  N \
п,!, п 2!, .... п П1!

изланаётган статистик микрохолатлар сони С топилади.
1.3-м асала. Б и р-би ридан  фарк,ланмайдиган (айнан  бир 

хил булган) N  та зарран и н г Z  катаклар буйича так,симла- 
ниш  (ж ойлаш иш ) усуллари сонини аник^анг.

Е ч и ш: Ф араз ки лай ли к , 1-катакда я, та, 2 -катакда п2 
та, в. х-к. Z -катакда пг та зарра ж ойлаш ган булсин. И ндук- 
ти в  усул билан ан и кдай ли к . Z  = 1 да 1 хил усул билан 
С  =  1 ж ойлаш ади; Z =  2 холда зарраларнинг узаро урин ал- 
маш тириш лари янги микрохолатга олиб келмайди, яъни N1 
алм аш тириш лар янги м икрохолат хосил кдпм айди; Энди 
умумий урин алм аш тириш лар сони ни  топайлик: катаклар 
сони  Z =  2 булганда урин алмаш инувчи элем ентлар сони 
биттага ортади; 0, 1 , 2 ,  3, ..., N  та булади; дем ак , урин 
алм аш иниш лар сони [N  + { Z ~  1)] ! та булади.

Д ем ак , бу холда микрохолатлар сони

r _ [ N H Z - 1)]!
N !

иф ода билан аникданади ; Z =  3 да булган холда урин алма- 
ш иш лар АП янги микрохолатлар га олиб бормайди (аввалги



Х о л д а г и д а й ) ;  Z =  3 булганда умумий элем ентлар сони 2 тага 
ортади, яъни

О, 0, 1,2

булади, ёки ( Z -  1 = 2 )  булганда N  + ( Z ~  1) та элем ент 
булади. Демак, умумий урин алм аш иниш лар сони {N  + Z -  
1)! дан иборат булади; ам м о Z =  3 да 2 та ячейкадаги  0,0 

элементларнинг урин алмаш иш лари, равш анки, янги нати- 
жа бермайди. Д ем ак , олинган  натиж а ( N  +  Z — 1)!/УУ! ни, 
ян а  2! =  ( Z — 1)! га, яъни 0 (ноль) элем ентлар  урин алм а- 
ш иниш и сонига булиш зарур. Нихоят изланаётган натижани 
оламиз:

r  _  (/V+Z--1)!
N \ ( Z - \ ) \  ( 1 | )

Z =  4, Z =  5 в.х- холларда хам (11) микрохолатлар сони оли- 
ниш ига осонгина иш онч хосил к,илиш мумкин. Z  = 2, N  -  4 
Холда ва Z =  4, N  = 2  холда асосий м атнда 5 та ва 10 та 
микрохолатлар олинган эди. \ак ,и кдтан  хам.

_  (4+ 2-1 )!  _  5! _  с 
4 !(2—1)! 4! 1!

Г  _  (2 + 4 -1 )!  _  5! _ , п  
2 !{4—1)! 2! 3!

1.4-масала. Z >  п  шарт бажарилганда, бир-биридан фарк,- 
ланм айдиган (айнан  бир хил) /Ута м и крозарран и н г ячей - 
калар (катаклар, холатлар) буйича такс и мл ап и ш сони С 
аникушнсин; бунда хар бир ячейкада биттадан ортик, м ик- 
розарра була олм асин деб хисоблансин, яъни  м икрозарра- 
лар Паули тамойилига буйсунсин.

Е ч и ш :  Ф араз ки лай ли к , Z T a катакда мос равиш да n v 
пг ...,пг зарралар ж ойлаш ган булсин, яъни

ш ш  ш
/ ) ,  п г  . . .  п г  ■

л,, п2,...,пг ..,пг; Z >  N  булганда ва п . -  0,1 ш арт баж арил
ганда умумий урин алм аш тириш лар сони Z ! га тенг, бунда 
зарралар ай н ан ли к  (бир хиллик) там ой илига буйсунгани 
учун /V! урин алм аш тириш лар янги натиж а, янги м икрохо
латлар бермайди; Демак,

Z \ /N \ .



A m m o  Z >  0 булганда Z — N  та ячейкадаги  "О" элем ентлар 
урин алм аш тириш лари \а м  янги натиж а, янги микрохрлат- 
ларга олиб келм айди; дем ак Z! ни ян а  (Z  -  /V)! га \а м  
булиш  зарур. Бу \о л д а  изланаётган усуллар сони

г  _  Z!
N ' . ( Z - N ) ' .  ( | 2 >

иф ода билан  ан и клан ади . Z -  4, N  = 2 х щ  учун 6 та м ик- 
р о \о л ат  олинган  эди. Хдкикдтан \а м  (12) дан

аввалги натиж а 6 келиб чикади.

I I  Б О Б
Э Х Т И М О Л Л И К Л А Р Н А ЗА РИ Я С И Д А Н  М А Ъ ЛУ М О Т

2 .1 -§ . К И РИ Ш . АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР

Г иббснинг статистик ансам бль усулида микрохолатлар 
э^ти м олли клари  такси м оти н и  ан и к^аш  статистик ф изика 
усулининг асосидир. Ш у сабабли бу бобда эх,тимоллар наза- 
ри яси н и н г бизга зарур булган асосий туш унчалари, теоре- 
малари, таксимотлари ва э^тимоллар зичликлари устида к,ис- 
кдча тухталамиз.

Эх,тимоллар назариясининг мух;им тушунчаси — тасоди- 
ф ий катталикдир. Бу (катталик) микдор берилган шартда 
узининг им конияти  булган кийматларидан бирини маълум 
э\тим ол билан кабул килади. М асалан, агар тасодифий мик,- 
дор чекли ёки чекси з кетм а-кет \а р  хил х ,, х 2, ... х п ..., 
дискрет кийм атлар  кабул килса, уни нг учун э^тим оллар 
таксим оти конуни шу кийматларга мос

Р Р Р
1 Р  ‘  V  • ’ л ’

э\ти м о л л и к лар н и  курсатиш  билан берилади. Агар тасоди
ф ий микдор узлуксиз кийм атларни кабул килса, бу \олда  
э^тимоллар таксимоти конуни \а р  бир х , х  + Л о р а л и к у ч у н  
э х д т ю л л и к

с!Щ х) х  < $ < х  + с/х

курсатилиш и билан берилади. Агар бу \о л д а  ор ал и к  чекли 
(а, Ь) булса, Wf(a, b) э \ги м о л л и к  куйидаги тенглик билан 
аникланади:



Wt (a ,b )=  |  d W ,{ x ) (1)

еки
a < l< b

b

wi (a, b) = J f ( x ) d x ,

бунда:
a

d W { x )  = ^ - d x  = f ( x ) d x ,

(2)

J[x) — эхтим олликлар зичлиги  (бир улчам ли \о л  учун); 
ф изик адабиётда бу ф ункция такримот ф ункцияси  деб юри- 
тилади. Математикада таксимот ф ункцияси атамаси lV£{a, b) 
эхтим оллик учун иш латилади. Ф и зи ка ва м атем атика ада- 
биётларидаги бу туш унчалар хар хиллиги англаш и лм овчи- 
ли кка олиб бормаслиги керак.

1 -м и с о л. Чизикл и гармоник осцилляторнинг энергияси

К и й м а т л а р н и  кабул к е л а д и .

С татистик ф изикада бундай осцилляторлар ансам блида 
осци лляторнин г п =  О, 1 ,2 , ... ларга мос эн ерги я  кийм ат- 
ларини  кабул килиш и эхтим оллар таксим оти  ф ункц ияси  
билан берилади.

2-м и с о л .  М акротизим ни курайлик. К лассик механика 
Конунларига асосан вакт утиш и билан м акротизи м  кетм а- 
кет микрохолатлар да булади. Бу м икрохолатлар туплами 
динам ик характерга эга. Гиббс ансамбли (туплам и)ни таш 
кил этган тизим нинг м икро\олатлари статистик характерга 
эга. Гиббс ансамблига мос келган катталик (м икдор), м аса
лан , L, тасодиф ий (микдор) катталикдир. Ми крохол атл ар - 
га L  нинг кабул килиш и мумкин булган кийм атлари

мос келади (дискрет \о л  учун). Э хтим олликлар таксим оти  
Конунига асосан бу кийм атларга мос эхтим олликлар

е„ = ^ w {n + W 2), « = 0 ,1 , 2,...

п

P(L{), P (L2), ... , P ( L )

хам берилиш и лозим.



Бу ерда шуни таъкидлаймизки, микрохолатларнинг вакт 
буйича туплами билан  м икрохолатларнинг Гиббс буйича 
туплам и априори б и р -би р и га  тенг деб кабул килинади. Бу 
эса  эргоди к  теорем ан и н г м аъносини таш кил этади. Бунда 
Гиббсн инг д а \о с и  — тизим  гамильтони Е  ни тасодиф ий 
катталикка келтириш идадир.

Тасодифий во^еа. Берилган ш ароитда тасодиф ий мик- 
д о р н и н г кабул кил и ш и мумкин булган кийматлардан би- 
ри н и н г содир булиш и (ёки  булмаслиги) тасодифий воцеа 
деб  аталади. Д ем ак , \а р  бир элем ентар вокеага узига мос 
э \т и м о л л и к  тугри келади. Т асодиф ий вокеалар элементар 
ёки бир неча элементар вокеалардан иборат мураккаб були
ши мумкин. Эхтимоллик тушунчасидан фойдаланишда аник- 
л и к  учун м атем атикадаги унинг таъри ф и н и  Колмагоров 
буйича келтирам из. Б ун ингучун  тасодиф ий катталикнинг 
кетм а-кет кийм атларини ёзайлик:

X , ,  Х 2 , . . . .  X  ,  . . .

Бу кийм атларнинг содир булиши элементар вокеалар

А г  А 2, ..., Ап,...
булсин.

1. Х ар бир элем ентар  вокеа Ап га, уни нг эхтимоллиги 
деб аталувчи м анф ий  булмаган хдкикий Р(Ап) сон мос ке
лади (аксиома).

2. Агар вокеа албатта содир булса, у иш ончли (мукар- 
рар) вокеа булади. М асалан, им конияти булган кийматлар-

х , ,  х 2, . . . ,  х  , . . .  

дан ихтиёрий б и ри н и н г (содир булиш и), яъни

А \’ ^2> •••’ ■■■
вокеалардан бирининг содир булиши — бу мукаррар (иш он
чли) вокеадир. М укаррар (иш ончли) вокеан инг эхтим ол
лиги бирга тенг, яъни:

Р (  ихтиёрий Ап) = 1.

3. Агар А ва В бирга мавжуд була олм айдиган вокеалар 
булса (А ва 5туп лам лар  кесиш маса) унда А ёки В вокеалар
дан б и ри н и н г содир булиш и эхтим оллиги Р{А +  В) ёки 
P(AUB) куриниш да ёзилади ва куйидагича аникутанади:

Р ( А Ц В )  = Р(А)+ Р (В ) .



4. М умкин булмаган вок^еанинг эх,ти- 
моллиги нолга тенг, яъни:

Р(А) = 0.

5. А, ёки  В, ёхуд бир вак^тда А ва В  
во^еан и н г содир булиш и э\ти м о л л и ги  
Р(А U В) куйидагича ани кдан ади  (2.1- 
расмга к,аранг):

Р{А U В) -  Р(А) +  Р(В) -  Р(А П В)

6. Бир вак^тда булмайдиган А  ва В  вокеалардан бирин инг 
содир булиш э\тим оллиги Р(А +  В) куйидагича аникданади:

Р{А + В) -  Р{А) + Р(В) -  2Р(А П В)

Бирга мавжуд була олмайдиган, А ва В  во^еаларнинг бир 
вак,тда содир булиш эх,тимоллиги Р{А П В) =  0 (яъни А  ва В  
тупламлар кесиш м айди) (2.2-расмга каранг)

Бу \о л да
Р(А + В) = Р(А) + Р(В)

ёки умумий вок;еалардан A t нинг, ёки Л2н и н г ,  ..., А п н и нг 
(бош ^ача айтганда, шу во^еалардан ихтиёрий б и ри н и н г) 
содир булиш эх,тимоллиги Р куй и даги  э \ти м о л л и к л ар н и н г  
йигиндиси билан аникланади (э\тимолликларни кушиш тео
ремаси):

P (/i,lM U ...A -iU A ) =

= Р(А,) + Р(А2) + ...+ Р(Ап) = \ Р ( А к) (3)

И м конияти булган во^еалардан ихтиёрий би ри н и н г с о 
дир булиш и — бу м у^аррар (иш ончли) вок,еа. Бундай му- 
к,аррар во^еан инг э^тим оллиги таъриф га кура бирга тенг. 
Бу холда э \ти м олли кларн и  куш иш  теорем аси (3)

Р  = ^ Р ( Л к) = (4)
к  = \

куриниш ни олади.
7. А  во^еа содир булганда В 

во^еан инг ш артли э^тим оллиги 
РА(В), таърифга кура, куйидаги- 
ча аникланади:

р  ^ = Р(МУВ)_
А Р(А)
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ёки бундан

Р {А П В ) = Ра (В) Р(А)
ёки

Р{АП В) = Рв (А) Р(В).

Агар А ва В  бир-бирига б о т и к  булмаган вокеалар булса, 
гокрридагилардан:

Р{А П В) = Р(А) Р{В)

экан и  келиб ч и кади ёки , умумий холда, вокеалар А г  А 2, 
..., А , ... дан Л, н и н г хам, А г н и нг \а м , ..., А п нинг хам 
биргали кда содир булиш  эхтим оллиги куйидаги эхтимол- 
ликларнинг купайтмаси билан аникланади (эхтимолликларни 
купайтириш  теоремаси):

Р[А{П А2П ... A n_t П А п) = Л Ц ) Р[А2)...Р(Ап) (5)

Ш артли эхтим олликлар таърифидан

РА (В) PiA) = PiB) РК(А) (6)

тен гли к  келиб чикади.
Ф араз ки лай ли к , А г  А 2, Ар ... биргаликда булиши 

м ум кин булмаган вокеалар булсин. У холда (6) дан

Р ,< Л )  =  П 4 ) ^  (!)

тенгликни ёзамиз. В вокеанинг тула эхтимоли шартли эхти
молликлар оркали куйидагича аникданади:

Р(В) = Р (А ) Р а (В) + Р(А2)РА2(В) + ... + P(A,)PAi(B) + ... (8)

(8) ни эътиборга олиб, (7) ни куйидагича ёзамиз:

р  t  Л \  _  D (  л \

Л  ~ п л ") Р(Л1)РА1(В)+Р(А2)РА2(В)+...+Р(,Л„)ГАп(В) (9)

Бу Бейес формуласииир.
Умуман тасодиф ий ходисалар ф азо нукталарига ва вакт- 

га богли к  булган тасодиф ий  ф ункц иялар  билан тавсиф ла- 
нади. Бу тасодифий ф ункцияларнинг (ёки катталикларнинг) 
кийм атлари кетм а-кет дискрет кийматлардан ёки узлуксиз 
Кийматлардан иборат булиш и мумкин. Биз ана шу икки 
турга тегиш ли тасодиф ий  катталикларни (ф ункц ияларни) 
алохида-алохида караш га кириш амиз.



2 .2 -§ . ДИСКРЕТ ТАКСИМОТЛАР

Т асодиф ий £ катталик дискрет (узлукли) 
х,, х 2, ... х п ...

цийматларни кдбул кдлсин. Бу холда э \ти м олли клар  так,си- 
моти конунига асосан бу цийматларга мос эхтим олликлар 
хам берилади. Хусусий холи и кдрайлик. Тасодифий катталик 
ф ацат иккита к,ийматни к,абул к;илсин, яъни  фак,ат 2 хил 
вок,еа содир булсин. Бу холда эхтимолликлар такримоти крну- 
ни га асосан Pi ва Р2 берилади ва эхтимолликлар таърифидан:

Р{ + Рг = 1. (10)

2.2.1. БЕРНУЛЛИ ТАЖРИБАЛАРИ

Ф араз кдлайлик , таж риба ф ацат икки и м кон и ятли  на- 
тижага эга булсин ва буларнинг эхтим олликлари  б и р -би - 
рига боглик, булмаган кбайта таж рибалар утказилганда узгар- 
май к,олсин. Бундай таж рибаларни илк бор Я ков Бернулли 
(1654— 1705) утказган.

Одатда бу икки  н ати ж а-воц еан и н г эхтим олларини  р  ва 
q билан белгиланади; р  га мос вокеани м уваф ф ацият (омад) 
ва q га м осини эса мувафф ак,иятсизлик деб атайдилар. Бу 
воцеаларни кулайли кучун  М  ва N  билан белгилайлик.

А ёнки, бу холда
p  + q =  1.

Бернулли тажрибаси « марта утказилсин. У холда им ко- 
нияти булган вокеалар сони 2" га тенг булади.

Бунда
М Н М Н Н ...М М Н

кетм а-кет  вокеалар эхтим оллиги Р (М Н М Н Н ...М М Н )  таж 
рибалар бир-би рига боглик, булмагани учун бу кетм а-кет 
вокеалар эхтим олликларининг купайтмасига тенг, яъни

Р(М НМ НН...М М Н)  =  pqpqq...ppq

2.2.2. БИ110МИАЛ ТАКСИМОТ

Бернулли тажрибаларида М  вок,еанинг к  марта кетма-кет 
содир булиш  эхтимоллиги /* га , ш унда УУвокранинг п — к  
марта содир булиш  эхтим оллиги <J'~kга; хар иккала воцеа- 
ни нг содир булиш эхтимоллиги эса  юк,оридаги эхтим ол- 
ли кларн и н г купайтмаси p kq"~k га тенг.



К упинча бизни  п марта утказилган Бернулли таж риба- 
сида к  марта м уваф ф акият ва, демак, п — к  марта муваффа- 
ки ятси зли к  ки зи кти ри б , вокраларнинг маълум кетм а-кет- 
лиги к,изик,тирмайди. Бу холда п та элементдан Стадам неч- 

та усулда \а р  хил танлаб  олиш ни билиш  лозим . Бу эса

к га тенг. Д ем ак, бизни кизиктираётган вокеа-

н инг эхтимоллиги Щ к; п ,р )  эхтимолликлар ни кушиш тео- 
ремасига асосан аникданади:

р  эхтим олликни д о и м и й  деб кабул килайлик; п марта утка
зилган таж рибадаги мувафф акиятлар сонини Sn билан бел- 
гилайлик. У холда Щ к; п, р) = P(Sn -  к) яъни бунда Sn — 
дискрет кийматлар кабул килувчи тасодифий катталик, Щ к;  
п, р) эса шу кийм атлар  эхтим оллари таксим отини курса- 
тувчи ф ункц ияди р. Ш у W (k ;n ,p )  ф ункция биномиаль так,- 
симот  дей илади , чунки (р + q)" н и нг бином  ёйилм асидаги 
Л - Х а д и н и  Щ(к; п, р) ф ун кц и я  аникпайди, яъни:

ЩО; п, р) + Щ \ ; п ,р )  + . . .+  Щ п; п ,р )  = (р +  q)" =  1.

Охирги тенглик эхтимолликлар таърифи (р + q = 1) асо
сида ёзилди. Биномиал таксимот ифодаси Щк; п ,р)дан кури
надики,

Бундан, агар к  <{п + 1 )р булса, (12) нисбат 1 дан кат
та, дем ак , W(k; п, р)  эхтим оллик аввалгисидан катта„ агар 
к > ( п  +  1 )р булса, у эхтимоллик аввалгисидан кичик булади •  

Ш ундай килиб, к  нолдан п гача узгарганда W(k; п, р) эхти
м оллик олдин монотон ортиб бориб, сунгра монотон кама- 
яди. Агар (п + \)р = т  бутун сон булса, к  =  т булганда W(k; 
п, р) эхтим оллик м аксим ум га эриш ади. Бу W(m; п, р)  ни 
максимал эхтимоллик дей илади , т  ни эса муваффакиятлар- 
н и нг энг кат т а эх;тимолли  сони дейилади . Агар пр >> 1 
булса, т = пр булиш ини курсатиш  мумкин.

Бизни одатда купинча м уваф ф акиятлар сони камида г 
булиш и эхтим оли, яъни

W { k \ n ,p ) =  Y ,  Pkq"~k = { к \ р к4
I 1 и  Iп-к _  п ’.р д 

4  к' .(п-к)' . ' (И)

W ( k - \ \ n , p )  kq kq
W ( k \ n , p )  __ ( n - k  + i ) p  _  j (n + \ ) p - k



p (S„ > r )  = Y J W {r + v \n ,p ) ,
V = 0

булиш  кизикти ради , бунда v >  n — г \о л д а  бу каторн и н г 
\ам м а  х,адлари нолга тенг\_

Уртача кийм атлар it, А:2,А:' ва дисперсия (ф луктуац ия) 
ст2 = к 2 _ /с2 ни аникутймиз. /тартибли момент ^7 ни аник- 
лаймиз. Таърифга асосан:

к 1 = £  /:'И/(А; п ,р )  = ^  к' Ск р к^ к =
к  к

- P T P P Y P - % c ' ' p k q "~k = {p i ] ^ p + q ) n  (13)
Хусусан, бундан куйидагини топамиз:

к = р ^ ( р  + д)" = n p {p  + q ) " '  = пр ,  (14)

k2 = p i p l ( p +^)" = p l np ( p +^ T '  =

= п р (р  + q f l + пр1 (п - \ ) { р  + q)"~2 = пр[\  + р ( п -  1)]. (15)

(14) ва (15) га биноан дисперсия (ф луктуация) ни аник,- 
лаймиз:

о \  = к 2 - к 2 ^ п р [ \  + р ( п - \ ) ] ~ п 2р г = n p ( l -  р )  = npq-

a \ = n p q .  (16)

Ю коридагилардан куринадики , пр »  1 булганда, 

к ~ т
булади. (7) дан кури надики , п ортиш и билан ф луктуация 
a l  ортади; а м мо п орти ш и  билан  н и сбий  ф луктуац ия 
а к /  к = ^fq /  пр камаяди.

Биномиал таксимотнинг кулланиш ига иккита оддий ми- 
сол келтирамиз.

1. Кутидаги шарлар масаласи.
Кутида ок, ва кора ш арлар бор. Кутидан ок, ш ар олиниш и 

(м уваф ф акият, омад) эхтим оли р, кора ш арн и н г оли н и ш и  
(м уваф ф акиятсизлик) э \ти м о л и  q =  1 -  р  булсин. Кутидан 
*ар гал олинган ш арни кутига кайтариб солиб, ш арларни



аралаш тирилади  (Ш у усул билан \а р  галдаги кугидан шар 
олиш нп бир-бирига безлик,булмаган тажрибалар деб кара ш га 
келтирилади). Бу Бернулли тажрибасидир.

Бернулли таж рибаси  п марта утказилганда к  м артаси- 
да оц  ш ар чи ^и ш и  (омад) э \ти м о л и  бином иал  так,симот 
W(k\ п ,р )  билан  аникданади .

2. V ^аж м ли идиш да бир-би рига боглик, булмаган п та 
м олекула (идеал газ) бор. К \аж м н и н г v кисм ида молекула
н и н г булиш  э\ти м о л л и ги  р  булсин. V хджмда к т а { к  < п) 
молекуланинг булиб крлиш эхтимоллиги биномиал такримот 
W {k;n ,p )  билан  аникланади .

2.2.3. ПУАССОН ТАКСИМОТИ

Амалий масалаларни Караганда Бернулли тажрибасидаги 
11 нисбатан  катта, р  эса нисбатан ки чи к  булади; уларнинг 
купайтм аси  X = пр, к = О учун

W(0; п ,р )  = ( 1 -  р)" =  (1 -  А/я)".

Бундан п -» оо булганда

W {0; п, р) => е~А (17)
иф одани оламиз.

Ш унин гдек, п -* оо, р  -» 0, ам м о А = пр чекли булганда 
нисбат

W(k\n,p) _ пр-(к-\)р  Я
W(k-\,n,p) kq к

булади. Бу нисбатдан (индукция асосида):

W( 1; п, р) =  А Ж(0; п, р) -* Ае л 

W ( 2 \n ,p )  = ~ X W ( \ \ n ,p )  ->

W ( k - n , p ) - * ^ e - x

ёки к
Щ к - А ) ^ ^ е - Л . ( 1 8 )

Бу (18) П у а с с о н  т а к с и м о т и д и р .  К уринибтуриб- 
дики , к = 0, 1 , 2 ,  ..., ларда (18) ни куш иш  е учун Тейлор 
кдторининг е~х га купайтмасига тенг. Д емак, берилган А учун 
Щ к,  А) эх,тимолликларнинг йигиндиси бирга тенг, яъни:



| > ( * ; A )  = i. 0 9 )
i= D

Вакт буйича кетм а-кет содир буладиган тасодиф ий  во- 
кеаларни , м асалан , ради оактив  ем и ри ли ш , телеф он стан - 
циясида "чакириш " ("вы зов")ларни курайлик. Б ун ингучун  
я ораликчаларга булинган бирлик вакт оралигини олайлик. 
Бунда \а р  бир ораликчада содир булиш и м ум кин булган 
бир ёки бир неча вокеа э \ти м о л и  Рп ни узгармас деб карай- 
лик. Бу масалада \а р  бир вакт ораликчаси  вокеа билан  ё 
банд, ё буш булади. О раликчалар бир-би рига б о гл и к эм а с - 
лигидан бу Бернулли таж рибасига келади: £ о р ал и к ч ан и н г  
бандлиги э\тим оллиги

Щ к ; п, р)
билан аниьутанади. Бунда ораликда бирорта \а м  тасодиф ий 
вокеа (бирорта \а м  ядро ем ирили ш и ) булм аслиги, \а р  бир 
ораликчада \а м  бу вокеа содир булм аслигидан иборат. Бу 
вокеа эса q" =  (1 -  р)" э \ги м о л л и к ка  эга ва бундан /з -* »  ва 
пр = X чекли булганда лим итга утиб,

lim (l - р „ )" = е ~ *  (20)

ифодани оламиз. & ораликчаларнинг бандлиги эхтимоллиги 
эса W(k, X), яъни П уассон таксим оти  билан  берилади.

А малий м асалаларда б и р л и к  вакт орали ги н и  ихтиёрий 
вакт оралиги t билан алм аш тирилса, таби и й к и , X ни Xt б и 
лан алмаш тириш  лозим. У ^олда Пуассон таксимоти

W ( k ; X t )  = ^ e - A' (21)

к ур и н и ш д а булади.
Биз ю корида тасодиф ий вокеаларни нг в ак ту к и  t буйи

ча таксим отини  курдик. Л еки н  шу вокеалар такси м оти н и  
юза ^ажм (ёки ф азовий \аж м ) буйича куриш  \а м  м ум кин. 
Бунда вакт оралиги урнига ю за ёки *ажм оралиги  булади.

2.2.4. ПОЛИНОМИАЛ ТАКСИМОТ

Биномиал таксимотни куйидагича умумлаш тириш  мум
кин. Хар бир тажрибада тасодифий катгаликнинг Ev Ev  ... Е  
Кийматлари содир булиши мумкин булсин ва Е. га P ji  = 1 , 2 ,  
... г) э \ти м о л л и к  мос келсин . Умумий \о л д а

Pt + Р2 + ... + Р = 1.



п марта таж риба утказилганда, к , марта Е х, к г марта Е2 ва 
X- к л ар н и н г  келиб чик,иши (вок,еаларнинг содир булиш и) 
эхтимоллиги

J ^ b ; P " l P22---PrT (22)

б у л а д и , б у н д а
к.  4* +  . . . +  к  — п.

1 2 г

( 2 2 ) н и  п о л и п о м и а л  т а ц с и м о т  д е й и л а д и ,  ч у н к и  у 
(Р  + Р2 + ■■■+Р)" полином нинг ёйилмасидаги умумий хади 
билан бир хилдир.

2 .3 -§ . УЗЛУКСИЗ ТАКСИМОТ ФУНКЦИЯЛАРИ

2.3.1. э х  ТИМОЛЛ ИКЛАР ЗИЧЛИГИ

Укдаги (бир улчовли ф азодаги) эхтим олликлар зичли- 
ги Д х) деб

/ ( х )  > 0, J / ( x ) r f x  = l .  (23)

ф ункц ияни  айтилади:
Х ар бир эхтим оллик зичлигига Г такси м о т  ф ункцияси  

мослаштирилади:

E ( x ) = j f ( y ) c l y .  (24)

Бу F(x) ф ункция 0 ва 1 орасида узгарадиган монотон ф унк- 
циядир. А гарДх) ф ункция а < х < Ь ораликда мавжуд булиб, 
бу ораликдан таш кдрида нолга тенг булса, Д х) шу а < х  < b 
ораликда мавжуд булади, ундан ташк,арида нолга тенг булади. 
(я, Ь) ораликда h

F(b) -  F(a) = J  f ( x ) d x  (25)
a

эхтим оллик мос келади.
Куп улчовли \о л  учун хам эхтимолликлар зичлиги юк,ори- 

дагига ухшаш киритилади ва куйидагича аникланади:

/ ( x , , x 2, . . . ,x „ ) > 0 ,  j  f  ( x l , x 2, —,x „ )d x ldx2, . . . ,d xn = 1. (26)

И кки улчовли ф азода эхтим олликлар зичлиги J[x)g(y) 
н и н гбери ли ш и  куйидаги интеграл билан аникданади:

Р(А)  = |  J f ( x )g (y )d x d y .  (27)
( А)



М у\и м  хусусий хдлни курайлик:

S  = Х +  Y

Ф араз к,илайлик, х  + у  < s, g(y) =  G '(y ) экан ли ги н и  н а 
зарда тутиб, (27)ни бундай ёзамиз:

Р (х  + у  < s) = J  (7(5 -  х )  f ( x ) d x  (28)

ё к и ,о с о н ги н а  куринадики,

P (x  + y < s ) = j g ( y ) F ( s - y ) d y .  (29)

(28) ва (29) иф одалардан X  +  Y  н и нг зичлиги куйидагича 
аникданади:

J G(s -  x ) f ( x ) d x  = j  g( y ) F( s  -  y)dy  (30)

(30) тенгликни умумий \о л д а  куйидагича белгиланади: 

y )g (y )d y  = j  f ( x ) g ( s  -  x)dx.  (31)
о

2.3.2. УРТАЧА К.ИЙМАТ. МОМЕ11ТЛАР

Тасодифий катгалик э\тим олликлари так,симотининг му- 
\и м  хусусиятларидан бири — бу уртача ки йм ат (м атем атик 
кутилма)дир. Ф араз ки лай лик, х  тасодиф ий  каттали кн и н г 
кийм атлари х р х2,...,х ... ва уни нг э^ти м олли клари  Рг  Рг, 
...Pj булсин. Бу >;олда х  н и нг уртача киймати

< х > = | ]х,Р, (32)
/= |

якинлаш увчи катор билан аникланади. Агар х  нинг кийм ат
лари узлуксиз булса, у \о л д а  уртача кий мат

+09

< х > =  j  x f ( x ) d x  (3 3 )

якинлаш увчи интеграл билан аникданади.
F(x) тасодиф ий каттали к х  нинг  таксим от ф ункц ияси  

булсин. У хдпда х  нинг к  тартибли моменти



интеграл ифода билан аникданади . Бунда, агар х  нинг д и с
крет ки йм атлари  х,, х 2, ... х. ,... мос равиш да Рг  Р2, ... Р. 
э \ти м олли кларга  эга булса, к  тартибли момент

< x * > = j T x * / >  (35)
/= [

к,атор билан  ани кдан ади ; агар х  тасодиф ий катталик Дх) 
так,симот зичлигига эга булса, к  тартибли момент

+о»

< х к > =  |  x kf ( x ) d x  (36)

интеграл билан аникланади (бунда к  >  0). Тартибда марказий 
м ом ент < х  — < х  » *  каби аникланади; бунда к  =  2 булса,
< х  -  < х  > > 2 ни х  нинг ф луктуацияси (дисперсияси) дей и 
лади.

К етм а-кет  тартибли м ом ентларнинг берилиш и асосида 
эх,тимолликларни аниклаш  масаласи моментлар муаммоси 
деб аталади.

2.3.3. ЭКСПОНЕНЦИАЛ ЗИЧЛИК

И хтиёрий , м уайян а > 0  учун

Д х) =  е~а\  F(x) =  1 -  е~“х; х  > О (37)

ва х  < 0 булганда Д х )  = Д х ) = 0 булса, Д х )  ф ункция экс
поненциал функция  дейилади.

2.3.4. НОРМАЛ ТАК.СИМОТ

Агар эхтим олликлар зичлиги

Р{х)  = Т г Ь  ехр["  (х “  < А' > )2 1 2(j2] ^
куриниш га эга булса, тасодиф ий катталик х  нинг э\ти м о л - 
ликлар  так;симоти н о р м а л так,симот дейилади. Бунда а2 — 
тасодиф ий каттали кх  нинг флуктуацияси (дисперсияси).

Бу ерда шуни айтиш  лози м ки , маълум ш артлар баж а
рилганда, бином иал таксим от нормал так,симотга утади.

2.3.5. ТЕКИС ТАКСИМОТ

А гар зи чли к  (а, Ь) ораликда доим ий  ва 1 / { Ь - а )  га 
тенг булса, тасодиф ий катталик (а, Ь) ораликда текис тац- 
сим ланган дейилади. Бу холда эхтимолликлар та^симоти



а д  =  f 5 (39)

(О, 1) да ани кланган  булади; бунда а < х  < Ь.

2.3.6. ТАСОДИФИЙ ВЕКТОР

Ф азодаги тасодиф ий вектор деб, тасодиф ий йуналиш да 
утказилган, узунлиги тасодиф ий катталик (м икдор) булиб, 
йуналиш га б о т и к  булмаган векторни туш унилади.

Тасодифий векторнинг э\ти м оли й  хоссасини текш ириш  
учун уни бирор у к м ,  м асалан , Ох  укка п р о ек ц и яси н и н г 
э\тим олий хоссаларини текш ириш  етарли. Бунинг учун век
торнин г узунлиги кийм атлари таксим оти  V  билан уни нг 
проекцияси кийматлари таксим оти орасидаги б о т а н и ш н и  
билиш керак. Берилган йуналишдаги бирлик векторнинг Ох  
укка проекцияси х б у лси н . У хдлда L x =  xL\  (0, 1) ораликда 
текис таксим ланган  ва L  га б о т и к  эм ас. X  = х  булганда 
Lx  < t вокеа ф акат L  <  t / х  булгандагина содир булиш и 
мумкин. Ш унингучун

F(t)  = \ v { £ p x , t >  0. (40)

Бундан тегиш ли зичликларни диф ф еренциаллаб  куйидаги- 
ни оламиз:

0 /

Бундан х,осила олсак:
- t f ' ( t )  =  т .  (42)

Ш ундай килиб, тасодиф ий векторларнин г тасодиф ий  
узунлиги билан унинг тасодиф ий проекцияси  орасида 6 o f -  

ланиш  аникданди . (41) муносабатдан К маълум  б у л с а ,/н и  
топиш  учун, (42) м уносабатдан эса /  маълум булса V  ни 
топиш  учун ф ойдаланиш  мумкин.

Ф араз ки лай лик, тасодиф ий проекция катталик (м и к 
дор) кийматлари нормал таксим от билан ани клансин :

Д 0  =  2 ) ? ( / )  =  ^ " 2 / 2 .

У ^олда тасодиф ий вектор узунлиги кийм атлари  э \т и м о л - 
лари зичлиги К(42) асосида куйидагича аникланади:



V(t) = ^ - t 2e~,2/2, t >  0. (43)

Бу М аксвелл тезликлар таксим оти конунидир.

2.3.7. ГАММА-ЗИЧЛИК

Гамма-функция

Г (v)  = J x ' - [e ' xdx  (44)
о

интеграл ифода билан аникланади, бунда v = 0, 1, 2 ... бу- 
тун сонлар учун Г(у +  1) =v\  Умумий \олда  эса, v микдор 
(0, оо) ораликда узгарганда, (44)ни булаклаб интеф аллаш  
оркали аникланади: Г(г +  1) =  v  T(v) fAl(x)  гамма-зичлик

f P.v (x) = f ^ l 3 vx ' - le-l,xdx  (45)

ф орм ула билан  аникланади .
Г ам м а-зичли клар  йи ги ш тирм а оп ераци яси га нисбатан 

ёпик, яъни:

fA/r% = f A/, +^ ^ >  0, v > 0 ; (46)

2.3.8. ХАРАКТЕРИСТИК ФУНКЦИЯЛАР

Т а ъ р и ф .  Т асоди ф и й  катталик (м икдор) э \ти м о л л и к - 
лари зичлиги  f i x )  га эга булсин. Бу \о л д а  х,акикий катта
ли к  (м икдор) у ч у н Д х ) зи чли кн и н г характеристик ф у н к
цияси </>(£) куйидагича аникланади:

+<»

<?(£)=  j e lixf ( x ) d x  (47)

ёки
р(£) =  < е«*>. (48)

Равш ан ки , умумий \о л д а

<р(%) =  м(£) + $ (£ ) (49)

М а с а л а. Гамма-таксимотнинг характеристик ф ункция
си <р(^) ни аникланг.

Е чиш .



2.3.9. КУП АРГУМЕНТЛИ ТАЦСИМОТ ФУПКЦИЯЛАР

Бир нечта тасодиф ий катталиклар jc,, x v  x v  ... га боглиц 
вок,еанинг эхтим олликлари d W ( x r  х 2,...) куйидагича ёзи - 
лиш и мумкин:

d l V ( x t, x 2) = / ( х , , х 2 )dxt dx2;

< /Ж (х,,х2,х 3) = / ( х , , х 2, х3 )dxidx2dx i ;

< /Ж (х,,* 2,•••*„) = f ( x l , x 2, . . . x j d x idx2...dx„.

х,, х2,...хи тасодиф ий катталикларга б о т и к , м ураккаб 
тасодиф ий катталик L  (хр х2,...хп) ни нг уртача кийм ати 
(м о м ен ти )

< L > =  J I ( x l ,x 2. . . ,x „ ) / ( x l ,x 2...,x„)rfx1f/x2...fl'x„ (5 i)

иф ода билан аникданади .
Ф араз к,илайлик, тасодифий катталик уч улчовли (яъни 

учтах, у, z  тасодифий катталикларга б о ти к }  булсин. У холда:

Ф азон инг маълум кисм ида ани^утанган так,симот ф у н к
ци яси  W(x, у , z) ни топиш  учун (52) ни dxdydz  ”куб"лар 
буйича интеграллаш  зарур, яъни:

(У)
(52) иф одада Д екарт координаталар  тизи м и дан  сф ери к  
координаталар тизим ига утайлик. У холда:

d W ( x , y , z )  = dW{r,0,q>)  = f ( x , y , z ) d x d y d z  =

=  f { r ,0,<p) \J \d0d(pdr = f ( r , 0 ,< p )s i n0 d0 d(p r2dr.

dW(x,  y, z) — A x , У, z)dxdydz. (52)

(53)



Бу иф одани бурчаклар буйича интеграллаб, чиккан иф ода
ни dW(r)  билан белгилайлик:

J j d f V ( r , e , ( p )  = d W ( r )  -  r 2d r j  j  f  ( г , в , cp) sin 6 dddcp =
(0.<p) (0.(o)

= (p(r )Anrdr  = <p(r)dV = y / ( r )dr .

Бунда d V  = 4 n f i d r  радиуслари г  ва r + dr  булган икки 
сф ери к  сирт орасидаги элементар \аж м .

У мумий холда куп аргументли таксим от ф ун кц и яси н и  
ёки  тасодиф ий  катталик м ом ентини  топиш да ф азони d x v 
dxv .. . ,dxn "гиперкуб" ларга булиб, ш улар буйича интеграл
лаб ани кдан ади  (бундай усул кан о н и к  таксим от ф ункц ия- 
дан ф ойдаланганда учрайди, кейинги  бобда буни курамиз) 
ёки ф азони гиперсф ералар ёрдамида d W n =  cnr”~'dr элем ен
тар х,ажмларга булиб, шу \аж м л ар  (ёки радиус ки йм атла
ри) буйича интеграллаб ани клан ади  (бу хол м икрохолат
ларн и н г эн ерги ян и н г кийм атлари буйича аникланиш и б и 
лан богли к масалалар каралганда учрайди).

I I I  Б О Б  
М У ВОЗАНАТДАГИ Т И З И М  

М И К РО Х О Л А ТЛ А РИ  ТАК.СИМ ОТИ

3 .1 -§ . КИРИШ

М аълумки, таксим от ф ункц ияси  ёки зичлик оператори 
учун Л иувилль ва Н ейм ан тенглам алари мавжуд. Агар ти 
зим термодинамик мувозанатда ёки стационар хдлатда булса, 
бу тенгламаларни гамильтониан Н(р, q) нинг ихтиёрий функ
цияси Д Я ) каноатлантиради. Д емак, стационар ёки мувоза
нат холатни тавсифлайдиган таксимот ф ункциясини ихтиё- 
рий J[H) ф ункц иялардан  танлаб олиш  учун албатта ти зи м 
ни нг х щ ати га  тегиш ли, куш им ча маълумот зарур.

М увозанатдаги холатнинг таксим от ф ункциясини ани к- 
лаш  учун аввал Гиббс (1901), кейин Толмен (1938) терм о
дин ам и к мувозанатдаги яккаланган  тизим  микрохолатлари 
тенг эхтимолликларга эга, дейилган фаразни айтадилар.

Т аби ийки , ти зим н инг таш ки мухит билан богланиш  ха- 
рактерига караб, ани кланиш и лозим  булган таксим от фун- 
кциялари  хам хар хил булади. М асалан, яккалан ган  тизим , 
яъни таш ки мухит билан узаро таъсирда булмаган ва, де- 
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мак, энергияси ва зарралар сони доимий булган тизим \олати 
учун микроканопик тацсимот  деб аталувчи такси мот функ 
цияси  киритилади.

Реал хдлларда тизим  таш ки му^ит билан узаро таъсирда 
булади, яъни уни мутлако яккалаш  мумкин эмас. Агар кара- 
лаётган тизим  таш ки м у \и т  билан ф акат эн ергия алм аш ина 
олса, яъни у ёпикбулса (бундай тизимни адабиётда купинча 
таш ки м у\ит (термостат) билан иссиклик контактидаги т и 
зим  деб аталади), бундай ти зи м н и н г м и кр о \о л атл ар и  к а 
н о н и к  т а к с и  м о т  ф ункцияси  оркали аникланади.

Агар тизим  таш ки м у \и т  билан \а м  эн ерги я, х,ам модда 
(зарралар) алм аш ин а олса, уни о ч и к  ти зи м  деб аталади, 
бундай тизим нинг микрохдлати катта к а н  о н  и к  т а  к с и  - 
м о т  ф ункцияси билан тавсифланади.

Биринчи марта В. Гиббс статистик ансамбль асосида так- 
сим от ф ункц иясини  аниклади . Бунда м увозанатдаги х,олат 
таксимот ф ункцияси ф акат тизим  \аракати  интеграллари — 
гамильтаниан, импульс ва импульс м ом ентларигагина бог
л и к  булиш и мумкин.

Б и р о к  таксим от ф у н кц и яси , ж ум ладан, Г иббснинг ка 
нон и к  таксим оти , м атем атик нуктаи назардан катьи й  ис- 
бот килинм аган . (М асалан , А йзен ш и ц [7], Зубарев [5] ва 
бош каларга каранг). М аш ^ур яп он  ф изиги  Р. Кубо стати с
тик ф и зи ка асосидаги ки йин чи ли клар  ^акида:

"А ник ф анлар орасида ф и зи ка етакчи урин ни  эгаллай- 
ди, статистик механика эса унинг асосий булимларидан бири. 
Энди биз, статистик м еханика асосларида бир канча ноа- 
никдиклар бор, деб айтсак, бу укувчини х,айрон килади ва 
тааж ж ублантиради. Л еки н , а \в о л  \а к и к а та н  \а м  ш ундай" 
деган ф и крн и  айтган эди [4].

М аълумки, статистик ф изи ка усули билан  х1исобланган 
Кийматлар тажрибада кузатиладиган реал катталиклар кий- 
матларига мос келади. Ш у сабабли, статистик ф изикага ба- 
гиш ланган адабиётда Гиббс таксим от ф у н кц и яси н и н гтад - 
бикига эътибор берилади. Биз эса куйида (ш у бобда) стати
с т и к  ф и з и к а  у су л и н и  ва у б и л а н  б о г л и к  т а к с и м о т  
функциясининг куриниш ларини асослашга асосий эътибор- 
ни каратамиз. Бизнингча, бу масалани му^окама килиш  ус- 
лубий нуктаи назардан х,ам кизикарлидир.

М аълумки, N  та заррадан иборат ти зи м н и н г д и н ам и к  
м икроскопи к хрлати зарралар х^аракати тенглам алари (м а-



салан , классик м еханикада Гамильтон тенглам алари ёки 
квант механикасида Ш редингер тенгламаси) асосида ан и к 
ланади . С тати стик ф изи када тизи м н и н г статистик м икро- 
холати Л иувилль тенгламаси билан тавсифланади.

М увозанатдаги статистик ф изикада Лиувилль тенглама- 
син и  кан оатлантирувчи  ихтиёрий ф ун кц и я  J{H)  н и н г о ш - 
кор куриниш ини аникдаш  бош масаладир.

В. Гиббс статистик ансамбль тушунчасини киритиб, унинг 
а со си д а / ( # )  ни нг ош кор  куриниш и учун

f ( H)  = ±e-*E ( 1)

иф одан и ёзди. Бунда Н =  £ ти зи м н и н г тули к эн ерги яси , /J 
ва Z б ep и л гaн  тизим  учун доим ий параметрлар булиб, тер 
м одинам ика муносабатлари билан таккослаш  ва нормалаш  
шарти асосида

/? = 1/кТ; Z -  ехр( - / ? / )  (2)

экан ли ги  ан и кланади ; F — ти зи м н и н г эрки н  эн ерги яси , Т  
унинг температураси.

С татистик ф и зи ка  ф ани яратилиш ида ансам бль туш ун- 
часи киритилиш и ва шу асосда (1) иф оданинг аникланиш и 
ф ундам ентал ахамиятга эга булсада, (бунда Р. Винер квант 
м еханика ва нисбий лик назариялари каш ф килиниш идан 
устун куяди [8]) (1) иф одани асослаш да, масалан, термоди- 
нам икага мурожаат ки лини ш и назари ян инг м антикий жи- 
.\атдан мукаммал эмаслигидан далолат беради.

Х акикатан *ам, статистик ф изикани  асослаш да купгина 
ноаникликлар мавжуд. Зубарев Д. Н. айтганидай "Ансамбль 
н азари яси н и  яратиш  ва олинган  таксим от ф ункц ияларни 
асослаш  мураккаб ва \ози ргача тула ечилмаган муаммодир. 
Хатто, бу ан и к  ечим кандай даражада мумкинлиги ноаник- 
дир". [5, 27-бет].

Б и з шу ерда таъкидлайм изки , гарчи Гиббс таксим оти 
ф у н кц и яси , н азар и й -м ан ти ки й  ж и \атд ан  катъий исбот 
килинм аган булса-да, бунинг уринли эканлигигаундан  ке
либ чикадиган натиж алар термодинамика муносабатларига 
м увоф ик келиш и ва, дем ак, таж риба натиж аларига мос ке- 
лиш и билан каноат хосил килинар эди.

Ш ундай килиб, Гиббс ансам бли ва унинг асосида т а к 
си м от ф ун кц и ялари н и  асослаш  катъий айтилганда, узил- 
кесил, тула хал килинм аган м асаладир. (к. [4, 5, 9, 10] ва 
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бочщ алар). Ю кррида айтилган сабаблар туфайли, ин ф орм а
ция назарияси туш унчаларига таяниб, Ш ен нон ф ормуласи 
асосида статистик физиканинг асосини куриш, таксимот фун- 
кцияларини асослаш мумкин эди. Аммо бу йулни руёбга чи- 
Каришда услубий ж и \атдан  кийинчиликлар бор эди.

Биз статистик физикани асослашдаги бу кийинчиликлар, 
ноаникликлар ва услубий к,и й и н ч и л и кл ар н и бартараф этиш - 
га харакат к,илдик. Бош кача айтганда, статистик ф изика ва 
статистик термодинамика асосларини хам назарий, хам услу
бий жихатдан мукаммаллаштиришга уриндик.

3 .2 -§ . ЯККАЛАНГАН ТИ ЗИ М . 
М ИКРОКАНОНИК ТАК.СИМОТ

Т аъриф га асосан , яккалан ган  ти зи м н и н г эн ерги яси  Е  
ва зарралар сони N  дои м и й ди р , яъни:

Е  — Ец =  const, N  =  const  (1)

Бу холда микрохолатлар эхтим олликлари тенг эхтим ол
ли статистик м икрохолатлар каби ани кланади : W x =  \¥г =  
=  ...=  W. Нормалаш  шарти:

S ^  = ^ S 1' = ^ = 1 - (2)/ i

Бу иф одадан

(3)W  = 1чГ

Барча микрохолатлар учун бир хил булган (3) такси м от- 
ни микроканоник таксимот  дейилади . Э н троп и я  эса я к к а 
ланган  тизим  учун

Na i \

<4>/ / ' А

иф ода билан  аникланади .
Т и зи м н и н г м икрохолатини эн ерги я  кийм ати оркали  

ан и клан ган и  ва эн ерги я ф акат  битта кийм ат Е  — Ей ни 
Кабул килгани  туфайли ти зи м н и н г бундай м икрохолати
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битта булади ва уни нг эхтим оллиги dW{E)  узлуксиз хол 
учун

dW{E) -  д ( Е  -  Ea)dE  (5)

иф ода билан  ан и кланади ; бунда эхтим олликлар зичлиги 
д ( Е  — Е0) Д и р а к н и н г  д ел ьта -ф у н кц и яси д и р . Н орм алаш  
ш арти

+оо
J  d W { E ) =  I  8 ( Е  -  E0)dE = I (6)

(£)

кури ниш га эга.

3 . 1 - м а с а л а .  Я ккаланган  тизим  учун норм алаш  ш арти 
= 1 ва эн троп и я  иф одаси 5  Щ Дан ф о й 

далан иб  м и к р о кан о н и к  такси м от ф ун кц и си н и  аникланг.
Э с л а т  м а: М увозанат холатида S  м аксим ум  кийматга 

эга ва у узгарм айди. Е ч и ш :
Н орм алаш  ш арти ва эн троп и я  иф одалари вариация- 

л ари н и  оламиз:

< 5 ] Г ^ = 0 ,  (1)
/

S S ^ - S ^ W i X n W i  = 0 - £ l n ^ . < 5 / i ^  = 0 .  (2)
i /

(1) ни Л агран ж н и н г номаълум  ко эф ф и ц и ен та  а  га купай- 
тириб , сунг уни (2)га куш иб, куйидагини олам из

-  In  W ^ S W j  =  0 .  ( 3 )
/

Ж  ихтиёрий узгарганда (3) даги тенглик баж арилиш и учун 
д Щ  олдидаги коэф ф и ц и ен тлар  нолга тенг булиш и ш арт, 
яъни

а -  1пЖ. =  0. (4)

булиши керак. Бундан барча холатлар учун

Ж  =(Г  (5)

таксим от ф ункц иясини  оламиз. Щ ни нормалаш  шартига 
Куямиз:
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I i  i

(6)
Бу \о л д а  ти зи м н и н г \a p  бир м икрохолатда булиш  эхти 

моллиги W. , микрохолатлар эхтим олликлари  узаро тенг 
булганлиги учун, м икрохолатлар сон и н и н г тескари  к,ий- 
мати 1 / N a га тенг. Бош кдча айтганда, 1 ни м икрохолатлар  
сони  N a га булиб, м икрохолатлар эхтим оллиги Wi то п и - 
лади. Д ем ак , м и кр о кан о н и к  так,симот учун асоси й  м атн- 
даги иф одани олам из. (6) ни  эн троп ия и ф одаси га куйиб 
маълум иф одани оламиз:

3 .3 -§ . БЕРК ТИ ЗИ М . КАНОНИК ТАК.СИМОТ

Т аъриф  буйича, берк  тизим да зарралар сон и  узгарм ай 
ди, яъни N  = const. Таищ и тизим  билан кдралаётган тизим  
контактда булгани туф айли уни нг Е  эн ерги яси  (0, °°) о р а 
ликда узгариш и м ум кин. Т изи м  терм оди н ам и к м увозанат 
холатда булганда унинг уртача энергияси , яъни  ички эн ер 
гияси

доим ий булади.
Бундай ти зи м н и н г м икрохолатлари эхти м олли клари  

таксим оти ф ун кц и яси

S  = \nN/l.

и  = ^ Е М (7)

(8)

узлуксиз хол булганда эса такрим от ф ун кц и яси

f ( E )  = ^ e - ^ E (9)



экан л и ги н и  бирин чи  бобда ани кдаган  эдик. (8) ёки (9) 
каноник таксимот  дейилади. Бундаги номаълум Z w w m  ифо- 
дасини нормалаш  шарти

£ ^ ,  = i (Ю)
i

дан а н и м а н а д и :

z  = X ^ £ i .
/

Z — статистик йигинди (м икрохолатлар узлуксиз узгарган 
х;олда стати сти к  интеграл) дейилади . И кки н чи  номаълум 
ко эф ф и ц и ен т /?  ни (7) дан аникланади.

3.2-м а с а л а. Б ерк тизим  учун кан он и к  таксим от ф ун к
ц и яси ни  Гиббс формуласи

S  = - £ ^ l n ^ - ’ (1)
/

ички эн ерги я  иф одаси (7) ва норм алаш  ш арти (10) иф о- 
далардан  ф ой далан и б  аникланг.

Е ч и ш .  1 . А н ъ а н а в и й  у с у л .  Мувозанатдагихолатучун
(7), (10) ва эн троп и я  S  ни нг вариаци ялари ни олиб,

8 U = 8 ' 2 i W ' =  0; (2)
/

<5 ^  = 0 ; (3)
i

8 S  = - 8  £  Щ  In W, = In W fi W ,  = 0 (4)
i i

тенглам аларга эга  буламиз. (2) ва (3) ни номаълум  коэф - 
ф и ц и ен тлар  /? ва а  га купайтириб, сунг (2), (3) ва (4) ни 
кушиб,

£ ( а - 1 п ^ - / ? £ , ) < 5 ^  = 0 (5)
i

ифодани оламиз.
W, ихтиёрий узгарганда (5) тенглик баж арилиш и учун 

коэф ф и ц и ен тлар  нолга тенг булиши ш арт, яъни
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а  - 1 п Ж - / 3 £ .  =  0 (6)

булиш и керак. Бундан изланаётган  кан о н и к  так,симотни 
топам из

бунда

(7)

(8)

белгилаш киритилди. К аноник так,симотдаги иккита номаъ- 
лум ко эф ф и ц и ен т Z  (ёки сс ва /? ни норм алаш  ш арти ва 
и чки  эн ер ги я  и ф од алари д ан  ф о й д ал ан и б  аниьутанади; 
хакик^атан, (7) ни норм алаш  ш артига куйиб,

-/3 £ ; (9)

иф одани оламиз. /? ни ан и кд аш н и  кейинрок, курам из. (7) 
ни ички энергия иф одасига куямиз.

г PEi Э In Z 
др '

Д ем ак,

U Э1п Z
эр С|£2,.

(10)

(7) ни эн троп ия иф одаси (1) га куямиз:

5 =  -  < 1пИ О  =  р  <Е> + InZ .

Демак,
S = p U + \ n Z .  (11)

2. Я н г и  у с у л .  К вазистати к (м увозанатдаги) ж араён - 

лар учун нормалаш  ш арти = 1, эн троп и я  иф одаси

^  = ^  *п ^  ва ички энергия U = ^  E,W,  нингузгариш -
< .. I

ларини езаилик:



0 = £< /W '„  (12)
i

d S  = - ^ l n  WjdWi,  (13)
i

d U  = J j ]VldEi + J j Eid W i. (14)
1 i

Э нергия узгариш лари нин г (кам айи ш ларин инг) урта
часи - ^ W j d E j  = ~ < d E >  тизим  том онидан  баж арилган 
dA MLuraf тенг, яън и  -  <d E>  = dA. Ш унга биноан  (14) ни 
кайта ёзамиз:

^ E . - d W ^ d U  + dA (15)
/

Т ер м о ди н ам и кан и н г бирин чи  к,онунини ёзамиз:

d Q = dU  + d A .  (16)

(15) билан (16) ни такдослаб , и сси кди к  иф одасини ола
миз:

dQ  = ^ E td W t. (17)
i

(12) ни а  га купайтириб, сунгра уни (13) га куш иб, 
м увозанатдаги ж араён  учун

d S  = ^ ( a - \ n W l. ) d W i, (18)
/

тенгликни оламиз.
М увозанатдаги ж араёндаги иссик,лик м икдори d Q  ни 

d S  га тенглаш тириш  учун, уни /J га купайтирамиз*, яъни

d S  = /3dQi) = 2 J p E idlVi. (19)
i

(18) билан (19)ни так,к,ослаб, куйидагини оламиз: 

а — inWi = PEj

* Берилган тизим учун шундай р  купайтувчи (математик нук,таи 
назардан шундай интегралловчи купайтувчи) мавжуд деб царалди.



ёки  бундан  к а н о н и к  та ^ с и м о т н и  
аникдаймиз

Щ = еае 'т  = j e - pEi.

3.3-м а с а л  а. Микрохолатлар тизим 
энергияси кийматлари £ билан аник,- 
ланади. Тизим энергиясининг кийма- 
ти (О, Е) ораликда булм асдан, бал- 3.1-раем,
ки уни нг радиуслари Е  ва Е  + dE  
булган икки гиперсф ера билан  чекланган элем ентар \а ж м - 
даги холатлардан бирида булиши э\тим оли  аникдансин (3.1- 
расм).

Е ч и ш .  И кки  гиперсф ера орасидаги элем ентар  хаж мда 
статистик м икрохолатлар сони  dn га тенг булсин. Бу \о л д а  
тизим  эн ерги яси  Е  н и н г ки йм ати  радиуслари Е  ва Е  +  d E  
булган гиперсф ералар билан  чекланган элем ентар  хаж м - 
даги dn холатлардан ихтиёрий бирида булиш  эхтим оли 
dW(E)  асосий постулатга асосан dn га пропорционал, яъни:

dW(E) ~ dn(E)  (1)

Т и зи м  э н ер ги яси н и н г  ки й м атлар и  (О, Е) о р ал и кд а  
булмаслик эхтимоллиги Р(Е)  ни ани клайлик . Т изим  э н е р 
гиясини нг (О, Е  + d E )  ораликда булм аслик эхтим оллиги  
Р{Е  +  d E )  га тенг. Бу Р(Е  +  d E )  ф у н кц и ян и  d E  н и н г д а 
раж алари буйича каторга ёяйлик:

P ( E  + dE)  = P ( E )  + ^ d E  + ... (2)

И ккин чи  том ондан , эн ерги я ки й м атлари н и н г (О, Е  +  d E )  
ораликда булмаслик эхтим оллиги эн ер ги ян и н г (О, Е) о р а
ликда булм аслик эхтим оллиги Р(Е) н и н г  шу эн ерги я ки й - 
м ати нин г (Е , Е  +  d E )  ораликда хам булм аслик эхти м ол
лиги Р  га купайтм асидан иборат, яъни:

P(E + d E )  = Р{Е)Р. (3)

Э хтим олликларнинг тенг такси м лан и ш и  хакидаги асосий  
постулатга биноан  эн ерги я ки й м ати н и н г Е, Е  + d E  о р а 
ликда булиш  эхтимоллиги d E  га мутаносиб. Ш унин г учун

P + p d E  = l (4)
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Бунда ji аникданиш и лозим  булган "масштаб" параметр. (3) 
ва (4) дан:

Р(Е + d E )  = Р(Е) — P{E)PdE. (5)

(2) к,аторда биринчи и кки та хад билан чегараланиб, сунг 
уни (5) билан тенглаш тирсак, куйидаги тенглам ани ола
миз:

тен гл и кн и  олам из. У зунлиги нолга тенг булган (О, Е) ора- 
лик, тизим нинг булмаслиги мукдррар вок,еа хисобланади. Му- 
к,аррар вок,еанинг эхтимоллиги, маълумки, биргатен г, яъни 
ДО) =  А =  1. Демак,

Ш ундай кдлиб, изланаётган эхтимоллик dW(E)  эхтимол- 
ли кларн и  купайтириш  теоремасига асосан, dfV(E) ~ e ^ Edn 
ёки

иф ода билан а н и ^ а н а д и ; Z — параметрни нормалаш  ш ар- 
тидан топилади. (7) дан  эхтим оллик зичлиги — кан он и к 
так,симот ф ун кц и яси  J{E)  учун

иф одага эга  буламиз.
1 -и з о х- Эхтимолликлар зичлиги ифодасидаги тизимнинг 

тулик, эн ерги яси  (гам илтониан) Е  умумлаш ган коорди н а
талар qv qv ... ва умумлаш ган импульслар p v p v ... га б о ти к ,, 
яъни Е  =  Е(р, q). С татистик ф изикада умумлашган коорди
наталар ва ум умлаш ган импульслар (к,иск,ача уларни q, р  
билан белгилайм из) ва, дем ак, Е(р, q) гам ильтониан тасо 
ди ф и й  катталиклардир. Ш унингдек, dn энергия Е  га ва, 
дем ак , {р, q) га б о т и к ,, яъни  dn(E)  ёки dn(p, q).

Бундан

Р(Е) =  А е-?Е

Р(Е) = е~^. (6)

d W ( E )  = ^ e ' ^ d n (7)

Д Е )  = ± е - рЕ (8)



2-и  з о Т акси м от ф ункц иясидаги  Z  ва м асш таб пара
метр р  ти зи м н и н г терм оди н ам и к холатига богли к, ти зи м 
ни нг  м икрохолатларига, яъни ум ум лаш ган координ ата- 
лар ва умум лаш ган им пульсларга б о гл и к  булм аган катта- 
ликлар.

3-и з о С татистик ф и зи када (i ни 1 / к Т га тенг деб кабул 
Килинган; бунда к  — Больцм ан дои м и й си , Т  эса  т и зи м 
н и нг К ельвин ш каласида олинган температураси. Бу холда 
эхтим олликлар таксим оти  ф ун кц и яси  (8)

f ( E )  = ~ е х р ( - Е  /  к Т )  (9)

куриниш га келади. (9) капопик та кс им от  дейилади .

3 .4 -§ . ОЧИК ТИ ЗИ М . КАТТА КАНОНИК ТАКСИМОТ

О ч и к  ти зи м н и н г таъриф га кура, ун и н г эн ерги яси  Е  ва 
зарралари  сони N  узгариш и м ум кин. яъни  улар доим ий  
булмайдилар. А ммо о ч и к  тизим  терм од и н ам и к  мувозанат 
холатида булса, унинг уртача энергияси  (ички энергияси)

U ^ E , W t (10)
/

ва зарраларнин г уртача сони

< Л Г > = £ В Д .  (11)

узгармайди.
О ч и к  тизим  учун хам аввалги усул билан  Е1. ва N i ларга 

богли к таксим от ф ун кц и яси н и н г

W- = ____!____е- № - т )  П2
' Z( U,<N>)  ( 12)

и ф одаси ни  олиш  мумкин. Бунда ц,  ян а  битта номаълум 
ко эф ф и ц и ен т  булиб, у (11) иф ода асосида топилади; Z  ва 
Р ни норм алаш  шарти

2 ^ ,  = i (13)
/



ва ички эн ерги я  иф одаси  (10) дан  ф ойдаланиб топилади. 
М асалан , (12) ни (13) га куйиб куйидагини топам из:

(14)

(12) ни к а т т а  каноник  тацсимот функцияси  дейилади , 
Z(U, < N > )  ни  эса  ст ат ис т ик йигинди  дейилади.

Биз тизим  зарралари  сони  (ёки эр к и н л и к  дараж алари 
сони ) доим ий  булганда уни нг эн ерги яси  кийм атлари так,- 
сим отини  тавси ф лайдиган  кан о н и к  таксим отни курдик. 
А ммо ам алда ф акатги н а эн ерги яси  эм ас зарралар сони  ва, 
д ем ак , эр к и н л и к  дараж алари  сони  хам узгарадиган ти- 
зим лар  хам учрайди. М асалан , сую кликдан 6yFra ва 6yF- 
дан  сую кликка м олекулалар утиб туриш и м ум кинки , су- 
ю кдикн и  \а м , бугни хам зарралари сони узгарувчи ти - 
зим лар деб кдралиш и м ум кин. / тизим  таш ки тизим  билан 
зарралар  алм аш иб турсин. Т аш ки тизим  билан бирликда 
берк тизим  (хусусий холда, яккалан ган  тизим ) хосил ки л- 
син . Бундай берк  ти зи м н и н г м увозанат холати учун кан о 
н и к  таксим от уринли:

Бунда Z  — умумий берк тизим  учун хам, биз караётган 
/' тизим  учун хам умумий параметр. Ёзамиз:

Бунда Р  = Ф  -  P V аддитив ф ункц ия F  = ^  Ft , бундан:

Fr  Ф. ва V — каралаётган  i о ч и к  ти зи м н и н г мос равиш да 
эр к и н  эн ерги яси , терм оди н ам и к потенциали ва хажмидан 
иборат экан и н и  кей и н р о к  курамиз.

У мумий берк тизим  эн ерги яси  Е, зарралар сони N  ва 
уни нг хажми К куй и даги ча аникланади:

(15)

F = 0 t — PV.. (17)

E  = Y E» N = l N i’ V = l Vr
I i I

(18)



Бу ерда тизи м чаларн и н г ^заро таъсир эн ер ги яси  хисобга 
олинмади. М увозанат холатда хим ик потенциаллар

^ , = / 4 2 =  „ . +/«,....=/< (19)

экан ли ги н и  эътиборга олиб ва Ф. =  N./u. = N./i ни  хисобга 
олиб, умумий тацсим от ф у н кц и яси  Д £ )  учун ушбу и ф о 
дани  ёзамиз:

f ( E )  = c x p [ ^ ( n N l - E i - P V l )] =
i

= г-*™ ехр[£(дЛГ, -  Ej)] = . (20)
i

Бунда:
-L = exp{-pPV)- ,  P V  = d l n Z .  (21)

Агар (20) да уУузгарувчи деб каралса, нормалаш тириш  ш ар- 
тидан катта кан он и к так,симотдаги статистик интеграл (ёки 
йигинди) Z  учун ушбу иф одани оламиз:

Z = j r j  e ^ ' ^ d n  (р, q) = X  J е ^ ЕЧ п { р ,  ц) =
0  N = О

= £ e * " Z w. (22)

Бунда узлуксиз хрл  учун:

Z N = j e - ^ d n ,  (23)

дискрет хол учун:

Z N = 2 У Й"£'"  , (24)
/

£ м.— N  та заррадан иборат ти зим н инг /-холатдаги энергия^ 
си. (20) иф одани ка т т а  каноник тацсимот  дейилади; (22) 
иф одани эса  очик, тизим  учун ст атис тик интеграл  ёки 
йигинди дейилади.

3 . 4 - м а с а л а .  О чик,тизим учун асосий матндаги (10), (11), 
(13) ва эн троп и я  иф одаси

5  = - ^ ^  InlV,  (1)
i



дан ф ойдаланиб катта кан он и к  тацсим отни аник^анг. 
Е ч и ш. М увозанатдаги \о л  учун

тенглам аларни  олам из. Бу (2), (3), (4) тенглам аларни но- 
маълум коэф ф и ц и ен тлар /? , — Дм, а  га мос равиш да купай- 
ти риб , (5) ни \а м  эътиборга олиб, куйидаги умумий и ф о 
дани олам из

А ввалги 1, 2 масалалардаги каби, бундан W. ни ан и к- 
лайм из:

(7) ни к а т т а  каноник  тацсимот  дейилади , бунда

белгилаш  киритилди; номаълум коэф ф и ц и ен тлар  /? ва ц
(10) ва (11) ш артлар асосида топилади . (7) ни (13) га 
куйиб статистик йигинди иф одаси Z  ни оламиз. (7) ни 
эн троп ия S  иф одасига куйиб, мувозанат холат энтропияси  
учун куйидаги иф одани оламиз:

■S = - ] £ И', ( - ! n Z  -  РЕ, + P u N , )  = l n Z  + / 3 U - P n < N > . ( 9 )

дан ф ой далан и б , P V  = 6 ln Z  тенгликни исбот к,илинг.

8U = 8 %  Е М  = 0 ,
/

5 < N > = 5 ^  N,W, = 0.

(2)

(3)

< 5 X ^ = 0 ,
/

(4)

8 S  = Wi In W, = In Wi8 W i = 0 (5)

X  (« “ In w i ~ P Ei + P ^ N , )8Щ = 0. (6)

(V)

3 . 5 - м а с а л а .  Терм одинам ик потенциал Ф учун

0  = Vv < v > = U - e S + P V  (10)



S  = Y W i {nW i = - < 1 п И ^  > = -  < -  In Z  -  /3 ( -  /л„ v,) > =
i

= In Z  + Р < £,• > ~ р  juv < v ,: > = In Z  + PU  -  РФ =

= ln Z  + P U - P ( U - 9 S  + PV) ;

S  = \ n Z  + p 9 S - p P V .

Бунда 0 /3 = 1 . Д ем ак,

P V = 9 l n Z .

3.6-м асала. Я ккаланган тизим да ички ж араёнлар (м аса
лан , ф луктуациялар), "реакциялар” туф айли "тузилиш лар" 
(тартиблиликлар), "бузилишлар" булиб туриш и мумкин. Бу 
\олда  тизимни характерловчи "кисмлар" ("молекулалар" ёки 
улардан тузилган "комплекс" молекулалар) сон и  узгариб 
туради. Ш у туфайли тизим ни характерловчи "эрки нлик д а 
ражалари сони" v хам узгариб туради. А ммо тизим  термоди
нам ик мувозанат холатида булганда бу v со н н и н г уртачаси, 
яъни

< * , > = & №  (11)
/

узгармайди. Т изим  м и кро \олатлари  эхти м олли клари н и н г 
"эрки нлик дараж алари"

буйича таксим отини  анинутанг.
Е ч и ш .  Я ккаланган  тизим  учун умумий иф одалар м аъ

лум:

= 1 (12)
i

“ X  WjXnWj = S  (13)
/

М увозанатдаги холат учун:

8 % Щ =  0, (14)
/



<5 < v  >=  S ^ v , l V i  = 0,
i

S ' Z W . l n W ,  = 5 5  = 0 (16)
i

тен гли кларга  эгам из. (14) ни номаълум к о э ф ф и ц и е н т а  га 
купайтирамиз.

(11) ни ёки (15) ни номаълум коэф ф ициентга купайти- 
риб, сунг <v> ва v билан белгилаш мумкин. Бунда v учун 
маъно Узгармайди. У нинг кийм атини эса кейин ани к^ай - 
миз. (14), (15) ва (16) тенгликларни кушиб,

^ ( а - 1 п И / . - у , ) 5 И ^ .  = 0  (17)
/

и ф одан и  олам из. Wt ихтиёрий узгарганда (17) тен гли к  ба- 
ж ари ли ш и  учун

а  — In W — v(. =  0 (18)

тенглам а баж арилиш и ш арт. Бу тенглам адан

Wf = eae~v‘ = i  e~v‘ ( i 9 )

таксим от ф у н кц и яси н и  оламиз. Буни норм алаш  ш артига 
куйиб,

Z = ^ e - Vl (20)
i

иф одани оламиз.
1 -и з о х,. Юк,ори температурадаги сийрак газ деярли иде

ал газ деб каралиш и мумкин. Аммо температура кам айиш и 
ва зичликнинг ортиб бориш и билан газда икки молекула, уч 
молекула ва к. лардан иборат гурухдар хрсил булиши мум
кин ва них,оят суюкдик фазасида \ам м а молекулалар маълум 
даражада бир-бири билан богланган булади.

Зич газлар ва суюк^ш клардаги хрсил булиш и мумкин 
булган бундай гурухларни псевдомолекулалар деб к,арали- 
ши м ум кин. Бу холда гурухлар ичидаги, яъни  псевдом оле- 
куладардаги богланиш лар туфайли тизим ни характерловчи 
эрки н ли к  дараж алари умуман Узгарувчан булади.
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М увозанатдаги тизим даги  берилган тем пература ва бо- 
симда (зичликда) бундай псевдом олекулалар маълум ста
ти стик так,симотга эга булади. А лбатта, бу псевдом олекула 
орасидаги узаро таъсир хак,ик,ий м олекуладагидай кучли 
булмайди.

2-и з о Биз кан о н и к  таксим от учун

W, = j e ' pEi (21)

и ф о д ан и  ол ган  эд и к . А гар т и з и м  я к к а л а н г а н  б ^л са , 
E t = Е2 = ... =  U булади. Д ем ак , (21) ни

Wt = ± e - * u (22)

куриниш да ёзиш  мумкин. Я ккалан ган , ички  "реакциялар" 
бул маган хол учун

v, = v2 = ... =< v >= v 

экан ли ги н и  назарда тутиб, (19) иф одани

^ = \ e - v (23)

куриниш да ёзиш  м ум кин. (22) ва (23) такси м отларн и н г
тенг эканлиги  ва улардаги Z  бир хил экан ли ги дан  мухим 
натижа оламиз:

p U = v  (24)

Хусусий холларда v ни нг ки йм атлари ни  билган им из
холда, /3 ни нг хам м аъносин и  ан и клаш га муваффак, була- 
миз. К ей и н р о к  (24) ни бошк,а умумий усул билан келти
риб чикдрамиз.

3 .5 -§ . БЕРК ТИ ЗИ М  ЭНЕРГИЯСИ  
КИЙМ АТЛАРИНИНГ ТАКСИМ ОТИ

Биз микрохолатлар буйича таксим отни  — кан он и к  так- 
симотни курдик. Энди тизим  энергияси кийматлари буйича 
эхтим олликлар таксим отини  курайлик.

Бунинг учун аввалги параграфдаги (7) га асосан d\V{Li) 
эхтимолликни



d W ( E )  = e-pEf  (25)

кури ниш да ёзайлик. Бунда d n / Z  — тизим  энергияси  к,ий- 
м ати н и н г радиуслари £  ва E + d E  булган гиперсф ералар 
билан  чегараланган \а ж м  элем енти г/Р£ даги холатлардан 
ихтиёрий бирида булиш  э \ти м о л л и ги н и  курсатади. Бунда 
м икрохолатлар сони  drt(E) хажм элем енти d f E га м утано- 
сиб , яъни:

dn(E) = dT£

Куп улчовли ф азо учун маълум м утаносиблик ГЕ~ Е  
ёки

d r E~ Е'-'  d E  

були ш и н и  назарга олсак, d\V(E)  куйидаги

d W ( E )  = ^ e PEE '" ' d E  (26)

кури ниш га келади: бунда С — нормалаш  ш артидан топи- 
лади ган  м утаносиблик коэф ф и ц и ен ти , яъни:

С 7 e- ^ E - \ d E  = _ £ _ [  e-xx r- 'dx  = 1.
Z. J  / о  JО О

Бундан C /Z hh топам из:

С _ F  
Z  Г( у )  ’ (27)

бу ерда T(v) — гам м а-ф ункция куйидаги

r ( v )  = je ~ xx v' ,dx (28)
о

интеграл ифода билан берилади.
(27) ни (26) га к^йиб,

dW(E)  = f  (E)dE. (29)

ифодани топамиз. 
so



Энергия кийм атлари эхтим олликлари та^сим оти  (эхти 
м олликлар зичлиги)

(30)

ифода билан ани кдан ади . Бу f pi,(E) — ф у н кц и ян и  га м м а -  
тацсимот  дейилади.

(29) ва (30) иф одалар асосида уртача эн ерги я  <£> ни , 
яъни ички эн ерги ян и  аникдайлик:

Бунда Г(у +  1) =  гГ(у)  эканлигин и  назарда тутсак, ички 
энергия учун

эканлиги  (терм один ам и к м уносабатларга мурож аат к,ил- 
масдан) бевосита келиб чикдци.

Ш ундай к,илиб, номаълум п ар ам етр /^н и н г ти зи м н и н г 
катталиклари оркали иф одаси ни  топдик. v — квант холда 
тизим гамильтонианини аникдовчи узгарувчилар сони, 2v — 
классик холда тизим  гам ильтониани ни  ани кдовчи  ум ум 
лаш ган координаталар ва умумлашган импульслар сони.

1 - из ох-  Т изим нинг ф азавий хажми Г н и  гиперсфералар 
орасидаги элем ентар хажм йГЕ ларга булиш  м ум кин; шу 
ф азавий  хажм Г  ни гиперкуб d T  =  dqxdqr . . d q d p v ..dpy ларга 
хам булиш  мумкин; гииеркубларга булингандаги м икрохо
латлар эхтимолликлари такримоти

иф ода билан ани кдан ади ; dn(p, q) — гиперкубдаги стати с
тик микрохолатлар сони.

2-изох. Агар фазавий фазонинг энг кичик элемента /?' бул
са (// — П ланк дои м и й си , s — ф азавий ф азо  улчам и), Г/ h  
н и сб ат  холатлар  со н и га  тен г  булади; агар  х о л атн и н г
6— А. Бойдедаев 8 I

(31)

U =< Е  >=v /  р  =v9 (32)

тенгликни оламиз. Бундан

/ ? = v / U (33)

d W  ( Е  (р , q))  = ±  e m p  q)drt(p, q) (34)



айниш  даражаси g  бул
са, элементар \аж м  dT  
учун куйидаги тенглик 
уринли булади:

d r =  h'gdn. (35)
О *Е 3 . 7 - м а с а л а .  Э\тимол-

3.2-расм. ликлар  зичлиги такси 
мот ф ункцияси

/ » . ( £ )  = - ^ - у (1)

эн ерги я  Е  ни н г маълум ки йм атида м аксим ум га эга булади 
(3 .2-расм ). Ш у ки йм ат Ет ни топинг.

Е ч и ш. (1) иф одадан Е  буйича ^осила олиб, сунг н ол
га тенглаш тириб , куйидаги  тенглам ани оламиз:

3 .6 -§ . ГАММА-ТАКСИМОТГА ОИД МИСОЛЛАР

Биз ю корида энергия кийм атлари э^тимолликлари гам- 
м а-такси м от билан ан и клан и ш и н и  курдик. Э нди шу так- 
си м отн и н г бош кача исботини келтирайлик.

1. Ф араз килайлик, тизим  г та эрки н  узгарувчиларга эга 
булсин ва уни нг \а р  бирига тегиш ли эн ерги я е, принцип 
ж и^атдан , (0, оо) ораликда узгариш и мумкин булсин.

Гиббс ансам бли туш унчасига асосан, эрки н  узгарув- 
чилар (парам етрлар) чекси з куп булсин. Ш у ерда д и н а 
м ик эр к и н  узгарувчи тасодиф ий катталик билан, унга те- 
82
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гиш ли энергия хам тасодиф ий катталик билан алм аш тири- 
лади. Х осил булган эрки н  узгарувчилар туплам и ва унга 
тегиш ли эн ерги ялар  туплами эхтим олликлар  н азари яси - 
даги бош  туплам ни иф одалайди. Ш у бош  туплам дан ихти
ёрий v i a  узгарувчи биз караётган тизи м га теги ш ли  Гиббс 
ансам бли нин г элем ен ти н и  иф одалайди (тавсиф лайди).

Э нди статистик ф изикадаги  асосий м асалан и  куямиз:
у т а  эр к и н л и к  дараж аларига эга тизим  эн ерги яси  "век

тор" Е  нинг учи (Е, Е  + dE) ораликда булиш  эхтим оллиги 
аникпансин.

Е  катталик учун бош лангич ки йм ат Ей =  0 ёки Е0 > О 
булиши мумкин. Ю крридаги айтилганларга асосан:

Е  =  £ : +  £2 +  ...+  £v. (5)

А сосий постулатга биноан  бош  туплам даги хар бир э р 
ки н ли к  дараж аси (элем ент) тенг эхтим олли. Д ем ак , унга 
тегиш ли эн ерги я кийм атлари хам тенг эхтим олли  (узлук- 
сиз холда текис таксим ланган).

Бу постулат асосида ю коридаги асосий  м асалани  куйи- 
дагича хал килам из. 1) Бош  туплам элем ен тлари  билан, 
м асалан , п > v марта син ов  утказилганда бу си н овларн и н г 
1 мартасида е,, е2, ..., £„ лардан ихтиёрий б и р и н и н г чикиш и 
эхтим оллиги £,, £2, ..., £, вокеалар содир булиш и эхтим ол- 
ли клари н и н г йи ги ндисига тенг. А ммо бу эхтим олликлар , 
энергиянинг текис таксим ланиш и хакидаги постулатга (фа- 
разга) кура, £, + £ 2 +  ...+  £гэн ергия ки й м атлари га  м утано- 
сиб. Бош кача айтганда, е р е2, ..., Е^лардан б и ри н и н г чикиш  
эхтимоллиги (5) иф одага мутаносиб.

2) Бош  туплам билан п > v марта син ов  (таж риба) утка- 
зилганда бу си н овларн и н г v мартасида £,, е2, ..., у л а р н и н г  
чикиш  эхтим оллиги, яъни  Е  эн ерги яли  Гиббс ансам бли 
элементларидан бири хосил булиш и эхтимоллиги (бизнинг 
содда баёним изда ти зи м н и н г Е  эн ерги яли  м икрохолатда 
булиш  эхтим оли) £р £2, ..., £„вокеалар содир булиш  эхти- 
м олликлари купайтм асидан иборат, яъни  Е  га мутаносиб, 
бу эхтим оллик W{E) ~ Е ‘ "вектор" учини нг (О, Е) ораликда 
булиш лигини аникдайди . Бизни  эса "вектор" Е  ни нг (Е,  
Е  + dE)  ораликда булиш  эхтимоллиги dW (E)  кизиктиради. 
Бу эса £, +  £2 + ...+  £ лардан би ри н и н г учи (Е , Е  + dE)  ора-



ликда булиши зарурлигини курсатади. Бу эхтимоллик dW(E),  
куриниб турибдики,

dW (E)  ~  E'- 'dE  (6)
билан  ани кланади .

3) п син овнин г п — v мартасида Е  нинг киймати (Е, Е )  
ораликда булиш  э\ти м о л л и ги , аёнки ,

( £  -  £)<"-> (7)
га тенг.

Ш ундай кдлиб, биз излаётган асосий эхтимоллик dW{E)\  
г  та £( +  е 2 + ...+  £ лар н и н г (О, Е) ораликда ва улардан б и 
р и н и н г (Е, Е  + dE)  ораликда булиш э\ти м олли ги  (6) ва
(n -  v  ) та е. ларн и н г (Е, Е )  ораликда булиш эх,тимоллиги
(7) ларнин г узаро купайтм асидан иборат, яъни:

d W ~  E ~'dE(En -  Е ) " - \  (8)

Бунда, ^ э н е р г и я  п та е .  лар энергиялари  йигиндиси.
Д ем ак , бош туплам да r -сайланм ага тугри келган тасо- 

ди ф и й  катталик — эн ерги я  кийм атлари э\ти м олли клари
(8) иф ода билан ани кдан ади .

Ушбу

И

ш арт баж арилганда (8 )иф одани курайлик:

Бунда v < оо ва п -* оо булганлиги учун

( ' - s T О-ж)'-1- <"»
Д ем ак ,

d\V {E )=  C E - W 4 E ,  (11)

б у н д а /3 =  1/0; С эса

J d W ( E )  = C~jEv- 'e-pEdE  = I ( 1 2 )
(£) О



нормалаш тириш  шартидан топилади:

Г(у)  • (13)

(13) ни \и со б га  олиб, (11) ни кдйта ёзамиз:

d\V(E)  =  f ^ E ) d E ,

(14) бизга маълум гамма-так,симот.
Ш уни яна таъкидлайм изки:
к в а н т  х ; о л д а  тизим  гам ильтониани v — эрки н  узгарувчи- 

лар сонига тенг;
к л а с с и к  х о л д а  тизим  гам ильтониани 2vt&  эр к и н  узга- 

рувчи — умумлаш ган координаталар  ва ум ум лаш ган им 
пульслар сонига тенг.

3 . 8 - м а с а л а .  Бош тупламда п марта сайланм а утказилган- 
да энергия бу си н овларн и н г v м артасида (О, Е) ораликда, 
n—v м артасида (Еп — Е) ораликда булиш лиги бином иал 
тацсимотга буйсуниш ини курсатинг. Ш унин гдек, маълум 
ш арт баж арилганда, бу бином иал  такрим отдан гамма-так,- 
симот келиб чи^и ш и ни  курсатинг.

Е ч и ш .  Асосий постулатга кура, энергия кийматлари

текис такрим ланган. Ш унин г учун эхтим олликлар  зи ч 
лиги доимий; эхтимолликлар такримот ф ункцияси ( О, Е) 
ораликда энергия к,ийматининг булиш эхтимоллиги эса, аёнки,

ифода билан аникданади; бунда Е0 эн ерги ян инг бош лангич 
киймати. Бу холда изланаётган эхтимоллик

биномиал такримот билан аникданади. Бунда (1 — F) энергия 
к,ийматларининг (О, Е) ораликда булмаслик эхтимоллиги, 
яъни (Е , Еп) ораликда булиш  эхтимоллигини курсатади.

F { E ) =  Г С (15)

W(F )~  Р (  1 -  F)"-"



Бош  тупламда п м арта таж риба утказилганда, масалан v 
тасида биринчи £,, е2, ..., еу та келиб чик,иши, шу е,, е2, ..., ег 
лардан  ихтиёрий е. н и н г келиб чик,иш эхтим олликлари  Е  
л арн и н г купайтм асига тенг; яъни у та  £,, е2, ..., £, дан ихтиё
рий  б и р и н и н г келиб чи ^и ш и  шу кийм атлар  йигиндиси  Е  
(ёки  Е  — Еа)га м утаносиб. п марта син ов  утказилганда, бу 
синовларининг х,ар бирида статистик ансамбль элементи

Е  =  £ . + £ , +  ...+  £I 2 v

н и н г  v тасида бири н чи  е,, е2, ..., у л а р н и н г  келиб чик,иши 
£ v га (ёки Е *  0 булганда {{Е -  Е0У га) м утаносибдир. Бу 
холда п —у тасида ev+|, £v+2, ..., гп лардан бирин инг чик,иши 
£v+i +  £v+2 + ...+  £ = Еп — Е  га, бунда « — v марта келиб чи- 
ки ш и  эса  (Еп — E J  н и н г п —v дараж асига, яъни (Ея — Е ) " ^  
га мутаносиб. п марта синовдан v таси дае ,, е2, ..., £v; ..., п —v 
таси да £v+1, £v+2, ..., еяларн  инг келиб чициш и эхтимоллиги 
Е  (Еп — Е)"~-' ёки (Е  — ЕаУ (Еп -  Е)п~* га мутаносибдир. Бу холда 
п —V тасида £, +  е2 +  ...+  £, ларн и н г келиб чициш и эхти
моллиги Е" (Еп — Е)"^'  ёки (Еп — Е) п̂ ‘га мутаносиб. Ансамбль 
элементи булиши учун биринчи £,, е2, ..., ev булиш шарт эмас, 
уни нг учун п тадан v таси булиши етарли. Бу холда п тадан v 
та хосил килган гурухларнинг эхтим олликларини к$ш иш  
лозим . Бундай гурухлар сони n\/v\ [п — v)!. Демак, изланаёт
ган эхтим оллик

( р  -  F  \”~v
v \ { n - v ) \  " v >

га м утаносиб (15) ни эътиборга олиб, изланаётган эхти
м олли к  W{F) бином иал  эхтим оллик экан ли ги н и  к^рамиз:

(16)

F эхтим оллик A F ra  узгарса, W(F) хам узгаради:

Д W(F) =  W(F+  AF) -  W{F), (17)

бунда

W(F+ A F ) ~ ( F  + A F ) \ \ - F ~ A F ) " ^  (18)



AF  -*■ 0 булганда ( F +  А /) 1' ни каторга ёйиб, бирин чи  
и кки та ^ад билан чегараланам из, яъни:

(F+ AF)v = F"+vFv~l AF+ ... (19)

И кки н чи  купайтмада AF  -* 0 булганда 1 га нисбатан  
уни х,исобга олм айм из, яъни

( 1 - F -  A f ) '" ’« ( l - / ’) " - .  (20)

Э нди (19) ва (20) иф одаларни  назарга олиб, (17) ни 
Куйидагича ёзамиз:

dW(F)~ F ' - \ \ - F ) ^ ’dF, (21)

бундан, (15) ни назарда тутиб, ян а  гамма т а к с и м о т ^ ( £ )  
ни оламиз.

1 -и з о \ .  Одатдаги усул билан статистик ф и зи кан и  асос- 
ланганда тенг эхтим олликлар  хдкидаги постулат я к к а л а н 
ган тизим  м икро\олатларига нисбатан уринли деб х,исобла- 
нади. Биз эса постулатнинг кулланиш  чегарасини бирмунча 
кенгайтирдик.

2 - изох , .  М атем атика адабиётида f (E )  ёки  f pv(E) э х т и 
молликлар зичлиги , ф и зи ка  адабиётида эса  эхтимолликлар  
тацсимот функцияси  дейилади . Э хтим олликлар так,симот 
ф ункцияси деб, м атематика адабиётида

W(E) = ]dW(E) = ] f pv(E)dE
о о

ф ун кц и ян и  айтилади. А там аш уносликда бу икки  хиллик 
гализликка, англаш илм овчиликка олиб бормаслиги лозим .

3 .7 -§ . СТАТИСТИК ЭНТРОПИЯ  
ВА КАНОНИК ТАКСИМОТ

Гиббс энтропияси  S  ни таъриф  буйича эн ергия ки й м ат
лари  узлуксиз узгарган хрл учун куйидагича аникданади :

S  = -J /  In fdn. (36)



5  = - Х ^ , 1 п ^  (37)
i

куриниш да аникданади. Умуман статистик физикада энтро
пия S  ни улчамли катталик деб кабул килинган . Ш у сабаб
ли (36) ва (37) иф одаларда ун гтом он ларн и  Больцман дои- 
мийси к  га купайтирилади. Аммо биз энтропия S  ни улчам- 
сиз каттали к  си ф ати да  кабул ки лди к; хам м аъно, хам 
услубий жихатдан бундай кабул килиш  кулайдир (Бу маса- 
лаларга IV бобдатулароктухталам из).

К ан о н и к  та к с и м о т / [Е)  ва статистик интеграл (й и ги н 
ди) Z  узлуксиз узгарувчи (классик) тизим  учун

f ( E )  = ± e - pE, (38)

Z  = |  e-fi'dn,  (39)

иф одалар воситасида, эн ерги яси  дискрет (квант) кийм ат- 
лар кабул килувчи тизим лар  учун эса

(40)

Z  = ^ e ~ pEi (41)
i

иф одалар билан ани кдан и ш и  бизга маълум. Ш унингдек 
берк тизим  учун эн троп и я

S =  <s> =  <ln 1 / />  = j i U +  InZ  (42)

иф ода билан  ан и кд ан и ш и н и  курган эдик. /3 U = v  экан ли - 
гидан, эн троп и я  S учун (42) дан

. 5  =  v +  InZ  (43)

иф одани оламиз.
Тартиблиликдан тартибсизликка (хаотизацияга) утишда 

ти зи м н и н г эр к и н л и к  дараж алари сони  ортиб боради (де
мак, v  ортиб боради), ю кори эн ергияли  холатлардан паст 
эн ерги яли  холатларга утиш да Z  ортиб боради, яъни  бу 
икки  холда хам эн троп и я  S ортади. (43) асосида тизим  эн - 
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тропияси 5аддитив  катталик эканлигини осонликча курса- 
тиш  мумкин. Ф араз кдпайлик, тизим  икки  цисмдан иборат 
булсин. Унинг энергияси £к ,и см ларн инг энергиялари £  ва 
Ег ларнин г йигиндисига тенг булсин. Бу холда

г  = (44)
I к  I

формуладан:

S  = v, + v2 + In Z, +  lnZ2 =  v, +  InZ, + v2 + In Z2 =

=  S, +  S2 (45)

Бундан энтропия S ни нг  аддитив экан ли ги  куринади.
3 . 9 - м а с а л а .  К аноник таксимот асосида

6' = - ^ , И / . 1 п ^

статистик энтропия олини ш и ни курсатинг.

Е ч и ш .  Берк тизим  учун таксим от ф ун кц и яси

k ( о

бунда статистик йигинди

Z  = Y e' PEl- (2)
/

И чки энергия U таъриф  буйича аникданади :

= (3)
/

(3) ни диф ф еренциаллаб: куйидагини олам из:

dU = Y  fVidE i + ^  E ,dWi = - dA + £  E,d Wt (4)
i i i

бунда dA тизим  баж арган иш:

Y £ idW, = d U  + dA. (5)
l



Д емак,

£  = - в  In Z £  - 0 £  In W,dW,
/ / /'

= - e £  in и ^ и ^ .. (7)

Бунда = 0  эканлиги  назарда тутилди. Буни н а
зарда т у т и б ,'(7) ни узгартириб ёзамиз:

Y l E id W t = - e ' 2 J \ n W td W l - e d ' 2 dWl = - e d Y dWl \ n W l. (8)

(10) муносабат термодинамиканинг биринчи ва иккинчи 
конунларининг умумий ифодасидир. S  нинг (9) ифодаси 
(Гиббс таъриф и буйича) энтропия формуласидир.

И з о х,. М увозанатли таксим от ф ункц ияси  асосида ква- 
зистати к ж араёнлар учун (9) иф ода билан аникданган S  
ф ун кц и я  мавжудпиги ва унинг узгариш и (10) муносабат 
билан ан и кдан и ш и н и  умумий холда курсатдик.

Я ккалан ган  ти зи м н и н г холати м и крокан он и к  такси 
мот билан  тавси ф ланади . Таъриф га кура, яккалан ган  ти 
зим  таш ки  мухит билан  эн ерги я хамда модда (зарралар) 
алм аш м айди, яъни унинг энергияси Е, зарралар сони (ёки 
узгарувчилар сони  v узгармайди:

S  = - ' £ W i 1пЩ (9)

деб белгилаш  ки ри тсак , (5) ва (9) дан: 

e d S = d U + d A . ( 10)

3 .8 -§ . СТАТИСТИК ЭНТРОПИЯ. 
М ИКРОКАНОНИК ТАКСИМОТ

E(p,q) =  Е(]= U = const, v =  v0 =  const. (а)

Я ккалан ган  тизим да м икрохолатлар дискрет булганда



Z  =  J e  РEd n  =  е  v J d n  ( d)

иф одалар уринли. (b) ва (d)  ни эн троп и я иф одаси  (42) га 
куйиб, яккаланган  тизим  эн троп иясини  топам из:

s  = lnE // , (46)
i

S  =  In  £ 2 .  ( 4 7 )

Бундан ^ l j  — м икрохолатлар (статистик м икрохолат-
i

лар ёки Гиббс ансам бли элем ентлари) сони ;

£ 2 = J  dn(p q) . (48)
(/>|»)

Бундай м икрохолат учун тацсим от ф ун кц и яси  куйида- 
ги куриниш да ёзилиш и мумкин:

f v  ( E )  = S ( E ( p ,  q )  -  Е 0) 8 (v  -  v0) ,  (49)

бунда 8 ( Е  — Е0) ва 8( v — vo). Д и р акн и н г д ел ьта-ф у н кц и я-
лари Е  =  Е0, v =  vo булгандагина нолдан ф аркдидирлар! 
Одатда 8 ( Е ~ Е 0) ни микроканоник  тацс имот  дейилади . 
Бу тацсим от ф ункция яккалан ган  ти зи м н и н г барча хосса- 
ларини , жумладан, м икроканон ик параметр к,ийматларини 
хисоблашга им кон беради.

А ён к и , берк  т и зи м н и н г  эн ер ги яс и  у згар м ас , яън и  
Е  =  const дейилса, у яккаланган тизимга айланади. Табиий- 
ки, унинг холатини характерловчи тацсим от ф ункцияси

f pv(E) = ^ - E " - le-p,i 
г(ю

эса уз навбатида Д иракнинг дельта-ф ункцияси 8 ( Е  — Е0) га 
утиш и зарур. Х дкикдтан хам ш ундай.

Э нергия кийм атлари учун санок, ти зи м и н и н г бош лани - 
ш и деб Е0 ни  к,абул кдлайлик. У  холда гамма-так,симотдаги 
(0,°° ) ораликда узгарадиган Е урнига Е — Еа ни ёзиш  лозим
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булади. Бу холда так,симот ф ункц ияси  f Pv( E ~  Ед) куйидаги 
куриниш га келади:

Т аъриф га кура U = < Е >  ва яккалан ган  тизим  учун эса 
U = Е0 га эгам из. Ш унин г учун Р -»  ш арт келиб ч и т а 
ли. Бу ш арт баж ари лган да , f pv( E — Е0) ф ункц ияни  текш и- 
райлик. Е ф Е0 булсин. Бунда Е >  Е0 хол булиш и мумкин. 
Бу \о л д а  аён буладики,

Бу холда Е  < Е0 булгани учун U  катталик Е{) га чап то- 
мондан интилади, яъни U — £0-> —0, дем ак /3 -»  . Ш ун-
дай цилиб, ян а  куйидагини оламиз:

Ш у маънода кан о н и к  такримотдан хусусий холда м и к
рокан оник так,симотни келтириб чицариш  мантицан ту ф и - 
рокдир. Н орм алаш тириш  ш артига асосан:

f p v( E - E 0) = r(v)
О

ЕпУ~1 ехр \ - р ( Е  -  £„)], Е -  Еа > О 
г (v) (50)

Е  -  Еп < 0.

Бунда:
оо

Р = — — , ( U - E q) = | ( Е -  Eo ) f fiv( E -  En)dE.  (51)
(и -  Еа) „

lim f p v (E)  = lim
н r(v)

pye-№-Eo) = o. (52)

(53)

lim f p v ( E  -  Eq) = 0, E  < £ 0

j  f p v (E  -  E tt)dE  = j f Pv( E - E 0)dE = L  (54)



Бундан, (52) ва (53) иф одаларни назарга олганда,

f p v ( E - E Q) - » ° ° ,  Е  = Е а (55)

булиш и келиб чикади.
Ш ундай килиб, Р —> «j ш арт баж арилганда, яъни  я к к а 

ланган  тизим  учун такси м от ф ункц ияси  (эхтим оллар зи ч 
лиги) куйидаги куриниш га келади:

эканлиги  келиб чикади.
Ш ундай килиб, биз м и к р о кан о н и к  такси м от кан о н и к  

такси м отн и н г эн ерги я доим ий  булганда келиб чикадиган  
хусусий холи экан ли ги н и  курсатдик. Бу ерда ш уни таъ- 
кидлаш  лозим ки , статистик ф и зи кан и  анъан ави й  усул б и 
лан баён этиш да м икроканон ик таксимогдан маълум ш арт- 
лар баж арилганда кан он и к  таксим отни келтириб чикариш - 
га уринилади. А ммо бу ерда келтирилган  б и зн и н г усул 
м антикан  равш анрокдир.

Ч е т л а н и ш .  Д инам икузгарувчининг,ж ум ладан гамиль- 
то н и ан н и н г \а р  бир ки йм атини  иш ончли вокеа деб тасав- 
вур килсак, бу иш ончли вокеан ингэхтим олликлари  зичли- 
гини дельта-ф ункция оркали тавсиф лаш  м ум кин. Ш у маъ- 
нода д и н ам и к  кон уният стати сти к ко н у н и ятн и н г хусусий 
холи куриниш ига келади; бунда статистик физикадаги одат- 
даги эхтим олликлар зичлигидан  Д и р акн и н г д ельта-ф ун к- 
цияси билан аникданадиган эхтимолликлар зичлигига утиш 
лозим  булади.

М асалан, бирор д и н ам и к узгарувчи д и н ам и к  кон уният- 
га кура Х0 кийматни кабул килса, буни эхтим олликлар зи ч 
лиги 8 ( Х — Х0) булган тасодиф ий  каттали к деб тасаввур 
Килиш мумкин: бунда Х тасодиф ий  катталик ф икран кабул 
Килиши м умкин булган кийм атлар. Ш у м аънода д и н ам и к  
конуният статистик кон ун и ятн и н г хусусий холидир.

(56)

Д ем ак , (54) ва (56) лардан

f p v( E  -  Е0) = 8 ( E ( p , q ) -  Е 0) (57)



О хирида шуни таъкидлайм изки, гарчи Е =  U — Еп булса- 
да, умумлаш ган координаталар q ва умумлаш ган им пульс
лар  р  узгариш и туф айли яккалан ган  ти зи м н и н г статистик 
м икрохдлатлари сони жуда купдир.

3 .9 -§ . СТАТИСТИК ИНТЕГРАЛ.
ХОЛАТЛАР ЗИЧЛИГИ

Ф араз ки лай ли к , б ер к  тизи м н и н г эн ерги яси  узлуксиз 
к и й м атл ар  кабул к и л си н . У \о л д а  к а н о н и к  такси м о т  
f ( E )  = — ехр(-/3£ ’) ва норм алаш тириш  шарти

j f ( p , q ) d n  = 1 (58)

дан статистик интеграл Z  учун

Z  = J e - m M ) dn(p ,q)  (59)

иф одани олам из; ди скрет  холдаги статистик йигинди Z  
учун

Z  = V , - ^  (60)
/

иф одан и оламиз.
Z ни нг  ян ги  и ф одаси ни  олайлик. Б ун ингучун

d W  = f p v( E ) d E  = f ( p , q ) d n ( p , q )

дан:

бундан:

± e-‘)Edn(p ,q)  = ^ - E v- te-l}Ed E  (61)
Z  f ( v )

Z  = - ^ j  Q, Q = — . (62)

Бунда Q — \о л атл ар  зичлиги.
dn(E) = d T / h s; бунда d f E радиуслари E m  E +  dE  булган 

гиперсф ералар орасидаги ф азавий ф азон и н г хджмий эле-
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менти. Ф азавий фазо \аж м и ГЕ =  А Е  дан с1ГЕ -  v A E ' d E экан 
лигини назарда тутиб,

иф одани оламиз.

К ласси к статистикада статистик интеграл Z  ни х;исоб- 
лаш  учун dn(p,q)  ни dT/hs билан  алм аш тириш  л о зи м , бун 
да d r  = dpdq ф азавий  ф азо н и н г элем енти (элем ентар  ги- 
пиркуб хджми). Бундан таш цари , Z  ни хисоблаш да бир 
хил эн ергия ки йм атини х,осил килувчи усуллар сони  g  га 
(58) интегрални булиш  л ози м  (буни Больцман факторы 
дейилади; gc o H зарраларн и н г урин алм аш тириш лари  с о 
нини \а м  назарда тутади), яъни:

иф одаларни оламиз.

С татистик интеграл Z н и  ихчам ш аклда ёзиш  м ум кин:

Д ем ак, классик ф и зи к ада  Q ва Z  учун

_  dn(p,  д) _  vAEv 1 
dE h*e

2  _  АГ(у  + 1) 

/3vhsg
(63)

2 _  Г(у) dn _  Г(у  + 1) dn

(64)

бунда "зичлик"



М и с о л .  /Ута заррадан  иборат классик ти зи м н и н г ста
т и с т и к  и н теграли  Z  ни ан и кд ай л и к . У н и н г эн ерги яси
Е =  Ер + Eq булсин. Бунда кинетик энергия

3 N 2

^  =  ,Ы\ 2т

узаро таъсир потенц иал  энергияси

иф одалар билан аникданган  булсин. Бу классик \о л  учун 
статистик интеграл Z  ни куйидаги куриниш да ёзамиз:

Z  = —  fe  pEpd p\ e  pEqdq 
hbe J J

(65)

Бунда

e ' dpxdp2...dpw  =

= (2 n m /  /3)

(?)

'2 /П ? e ' x2dx
J /У

J

3 jV / 2
> (66)

Eqdq  . (67)

(66) ва (67) ларни назарда тутиб статистик интеграл Z h h  

ёзамиз:

Z  =
2 пт 

ри2

3 J V / 2

Qn ~
—  , s = 3 N . (68)

Бунда Qn ни конфигурациои интеграл  дейилади.
3 . 1 0 - м а с а л а .  Идеал газ учун усуллар сони g  ни аникданг.
Е ч и ш . Бу холда Е  = 0 булгани учун QN = V  булади; 

эн ерги я  эса Е  =  Е { + Е2 +  ... +  Е ы йигинди билан ани кда- 
нади. Е ни хосил кдлувчи элем ентлар сони  х,ам /Ута. Бу 
\о л д а  усуллар сони N N га тенг булади. Д ем ак, N  та заррадан 
иборат идеал ти зим н инг статистик И нтеграли 
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z = V 2 nm
3 / 2 " N

1 ( 2nmO '|3/2
N h2p\ " I h2 J

, n = N / V

иф ода билан аникданади .
3 . 1 1 - м а с а л а .  V  \аж м л и  идиш да \ар акатл ан у вчи  зарра 

(идеал газ) учун статистик интеграл Z x ни аникданг.
Е ч и ш . И деал газ учун так^симот ф ун кц и яси

f ( p , q ) d n  = —  е~рЕЧ п  ,
Z, (1)

бунда:

e ^ - U p I  + p I + p ] ) ,
2т

А ёнки,

dn = dpx dpy dpzdxdydz ,

1
2  АГ(» + 1) к Т  ’

Г = А Е .

v =  3 /2 , h5 = h \  g  = 1

(2 )

(3)

(4)

Г  = |  dxdydz  J  dpxdpydp. = 

v е^ ( рЬ р}+рЬ

= V ~ ( 2  m E ) y 2  = y V ( 2  m)3/2E 3/2 = A E 3/2.

Бунда:
4лA = ^ V ( 2 m ) 3 / 2

- - Г  
2 2

f  \
1
2 '

v /

(5)

(6 ) 

(7)

/ ’[ I )  = J x U2~'e Xdx  = J x  i/2e~xdx  = •Jn.
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К у р с а т м а .  х  = у 2, dx  = 2ydy  алм аш тириш  килинса,

r i
П уассон интегралига утади:

г [ ^ \ = Ч е~у1 d y =

Демак,

( ъ  л Д ем ак, /3, Л ва Г  -  + 1
1 2 /  куиидагини топамиз:

нинг ифодаларини (3) га куйиб,

1 _ 1
3 / 2

2 пт кГ (8)
у

3 . 1 2 - м а с а л а .  /Vra заррадан таш кил топган идеал газ ста
тистик ингегралини аник^анг.

Е ч и ш . Бу \о л д а

Е  = £ , + Е 2 + ... + E n = -i-0 ? ,2 + р\  +. . .  + p \N) . (1)
2m

Д ем ак , 2v =  3jV; s  =  3 jV. Биз Z ^ hh аниьуташ учун куйи- 
даги усулни куллайм из. Кдралаётган ^ол учун та^сим от 
ф ункцияси

f N(E)dn = ~ e ^ Edn, р  = ± ,
к Т

(2)

бунда Е эн ерги я (1) ифодадан аниьутанади. Курилаётган 
х;олда N tsl идеал зарра булгани учун унинг так,симот ф ун к
цияси N r a  бир заррали такрим от ф ункц иялари  купайтма- 
сига мутаносиб булади (э\тим олликларн и купайтириш  тео- 
ремасига асосан), яъни

—  е рЕ ~ f { E {) f { E 2) . . . f {E N) = _ L e- № * Ê W (3)



Э нди E v Ev  ..., En элем ен тларн и н г N  та катакда N  та 
заррадан ж ойлаш иш  усуллари сони N N га унг то м о н и н и  
купайтириб, сунгтенглаш тириб

-РЕ -РЕ
(4)

иф одани оламиз. Бундан изланаётган стати сти к  интеграл
Z nwa топамиз:

'  N
(5)

бунда

1 _  1
~Z~N ~  V

ч З / 2

V
2пт кТ (6)

(5) ифода Z учун аввал олинган  иф одага мос келади.

3 .10-§ . МАКСВЕЛЛНИНГ ТА КС И МОТ К.ОНУНИ

С татистик крнуният нам оён буладиган му^им м исол — 
идеал газ м олекулаларининг эн ерги я (тезлик ёки импульс) 
Кийматлари буйича такр ш лан и ш и  крнуни — М аксвеллнинг 
тезликлар таксим оти крнунидир.

Аввало шуни таъкидлаш  лози м ки , идеал газ — бу битта 
зарра учун тузилган Гиббс ансамблидир. Ш у сабабли идеал 
газ учун

Е(дх, § у, д )  = т&  2/ 2 , 2 у  =  3. (69)

Бизга энергия к,ийматлари учун келтирилган гамма-так,- 
симот маълум

dW(E)  = f p/ E ) d E , (70)



(70) в а (7 1 )лардан фойдаланиб, 
тезлик кийматлари э\гим олликла- 
ри так,симотини куйидаги тенгла- 
мадан топамиз:

♦у

y E ) d E  = f(d)d{}.  (72)
3.3-расм.

(69) дан:

d E  = mQdb,  Г (3 /2 )  = | x i/2e~xdx  = yfn /  2 (73)
О

иф одаларни назарда тутсак, (72) дан э^тимолликлар такси
моти учун

^  = 4 л ( ̂ ё ) У2&2е~Р""'2/2 <74>

иф одани оламиз.

dW(E)  =  dW{$) = f(d)dd  ;

бу ерда dW(d)  — молекуланинг тезлиги (д, # +  dd) ораликда 
булиш  эх^тимоллигидир (3.3-расм).

И з о Кдралаётган \олдаги  битта зарра учун Гиббс ан 
сам бли — бу идеал газдир. Идеал газ ёки си й рак  газ моле- 
кулаларин инг сони  N  етарли дараж ада катта булганда, бу 
(74) иф одадан  ф ойдалани лади . У чолда (74) иф одадан 
(#, д + d&) ораликдаги тезликли молекулалар улушини аник,- 
лаш  учун ф ойдалани лади  (И деал газ учун таксим от ф унк- 
цияларини, жумладан, Максвелл таксимотини VI бобда кура- 
миз).

И деал газ учун /3 = 1 / к Т экан ли ги н и  курсатайлик.
И диш  девори н и н г бирлик юзасига бирлик вак,тда м оле

кулалар (идеал газ зарралари) урилиш идан берилаётган им- 
пульслар — бу газнинг деворга босимидир. Хисоблаш курса- 
тадики , (к- 13-масала) бу босим

Р = ~  = пв  (75)
Р



иф ода билан ани кланади ; бунда п =  N / V — б и р л и к  \а ж м - 
даги зарралар сони.

Таж рибадан маълумки, идеал газ учун \о л а т  тенглам аси 
куйидагича:

Р = п к Т ,  (76)

бунда к  — Больцм ан доим ийси . (75) ва (76) дан  идеал газ 
учун

(  1 "1
-  з в  = к Т  (77)

W

эканлиги  келиб чикдци.
М аксвеллнин г тезликлар  так^симоти крн уни  (74) дан 

куринадики (3 .3-расм ),/($) функция д  =  0 ва § «> булган
да нолга тенг, яъни  бу ф ун кц и я  Д д )  > 0 ва д  н и н г  маълум 
к,иймати #эда м аксимумдан утади.

\2 к Т
Т езли кн и н г бу д э = -----  к^иймати эн г  катта э \т и м о л -

V /я
ли тезли к дейилади (2.14-м асала). Э нг катта э \ти м о л л и

тезликли зарраларнинг (кинетик) энергиялари mb\  /  2 тем 
пературага мутаносибдир, яъни:

ч ^  = к Т . (78)
2

(74) ва (78) дан куринадики , тем пература ортиш и билан 
Дд)  ф ункц ияни нг м аксим ал к,иймати

4 (  ч' /2
Ж )  —е

m
7In k T

(79)

камаяди ва 3.3-расмда унгга силжийди, температура кам айи
ши билан эса у ортади (чапга силж ийди) (3 .3-расм ). Ш у
нингдек,

/ ( # , ) - >  О,

/ ( # , ) - »  «о, Г - > 0 .  (80)
101



Н ормалаш тириш  шарти

(8 1)

ва (80) дан  куринадики, Т  -» 0 булгандаД Ь )  та^сим от ф унк
ция дельта-ф ункц ияга интилади, яъни

lim f ( 9 )  = 8 ( d ) . 
о

(82)

3 та эрки н ли к  дараж асига эга булган битта заррага тугри 
келган ички эн ерги я  U учун /3 = v /f /д а н

U = 3
к Т

(83)

келиб ч и кади, яъни ,\ар бир эркинлик даражасига кТ/2  энер
гия тугри келади.

Д м м о, умумий ^олда, U ва дем ак, /? ф а^атгина темпера- 
турагагина б о т и к ; эмас.

Т езли к  ки й м ати н и н г (d, d  +  dd) ораликда булиш э^ти- 
м о л л и г и  J[d)dd ни радиуслари ■& ва d  +  dd булган сф ералар 
орасидаги \аж м  dV(d)  да  булиш и орк,али ёзайлик. Бунда, 
аён ки , э \ти м о л л и к л ар  бир хил, аммо э^тим оллик зичлиги 
узгаради. Хак,ик,атан \а м ,

т -
2 п к Т

3 / 2  lnlj2

e 2kTd V ( d ) , (84)

бунда

d V ( d )  = d 4n d 2d d . (85)

Бу эхдимолликни импульсларга нисбатан ёзайлик:

d W ( p )  = f ( p ) d p  = f ( d ) d d  = 

102

— 1 2 jtm kT  J
2 m k T d V ( p ), (86)



бунда dV(p)  =  m}dV(§) — импульслар ф азосида радиуслари р  
ва р + dp булган сфералар орасидаги хажм. (86) дан курина
дики , импульс проекциялари

р х , p x +dp x , 

Ру, Py + dpy, 

Рг> P z + dPz

(87)

ораликдарда булиш  эхтим оллиги  dW(px, р , р )  ни топ и ш  
учун э\ти м олли клар  зичлигини

элем ентар хажм dpx dpy dp. га купайтириш  керак , яъни:

И деал газ учун умумлаш ган импульс к,ийматлари (87) 
ораликда ва умумлашган координата к,ийматлари

4x + dqx ,

ораликда булиш  эхтим оллиги dW(px, р  , p., qx, q , q )  ни  
аникугаймиз.

Идеал газ зарралари (Гиббс ансамбли элементлари) идиш 
хажми К ни нг ихтиёрий нуктасида булиш  эхтим оллиги бир 
хил булганлиги учун умумлаш ган координата к,ийматлари- 
ни нг (90) ораликда булиш  эхтимоллиги

ифода билан аникданади.
Умумлаш ган им пульс ки й м атлари н и н г (87) ораликда 

булиши хамда умумлашган координата к,ийматларининг (90) 
ораликда булиши бир-бирига б о т и к , вок,еалар булмаганли- 
ги учун изланаётган эхтим оллик dW{p, q) уларнин г эхти- 
молликларининг купайтмасига тенг, яъни:

(88)

qy, qy + dqy ,

qt > Qz + dqz

(90)

dW{qx, qy , q )  = dqx, dqy, d q J V  (91)



d W { p , q )  =
3/2 tp- 2 7 0

V 1 2n m kT
d p d q . (92)

Бу иф одада элем ентар  "\аж м " dpdq = dp dp dp d q d q  dq 
н и н гулчам ли ги  (энергия x  ва^т)3, эхтим олликлар зичлиги 
улчам лиги эса (энергия х  вак,т)_3дан иборат. Э ^тим оллик- 
лар зичлиги улчамсиз булиш и учун уни улчами (энергия х 
х  вак>т)3 булган /г3 га купайтирам из (h — П ланк доим ийси). 
Бу холда (92) ифода

d W ( p , q )  = - r j L ^
In m k T

3 / 2

e 2mkTdn (93)

куриниш да ёзилади. Бунда

P2 = Pi + P 2y + p \ \  dn = dpdq I  h3 .

(93) даги эхтим олликлар зичлиги учун куйидагини оламиз:

р2
(94)

1
f ( P , ^  = 2ткТ

1 1 ( ,2 \ 3/ 2

In m k T
(95)

/

Бунда Z, — каралаётган идеал газ учун статистик интег
рал. (93) такрим от ф ун кц и яси н и  импульс, тезли к ва ко о р 
динаталар к,ийматлари такримотлари буйича ёзайлик:

d W ( p , q )  = d W ( p ) d W ( q )  = 

Бунда

2 пт
\  J

dpxdpydp, dqxdqydqz 

?  V

d W ( p )  =
3 / 2  fl )  2 2 \i - iPx+Py+Pz)

V2nm ,
dpxdpydpt , (96)

d W ( q )  = dq^ q>dqL , p  = \ / k T (97)



(96) ни тезликларга нисбатан ёзайлик:

dW{p)  = d И^(#л. ,д ) =
3/2 - f

2 пО
d d xd d yd d r  (98)

Буларда такси м о т  ф ун кц и ялари  (э \т и м о л л и к л а р  зи ч - 
лиги)

qy,gz) у

f ( P x > P r > P z ) 1 2 пт
3/2 Л У +1>у+̂

3/2
2  п в

20

(99)

(100)

( 101)

(100) ва (101) лардан кури надики , им пульс ва тезли к  ком - 
понентлари кийм атларининг эх,тимолликлари так;симотини 
алохида-алсдида ёзиш  х,ам мумкин. М асалан,

f ( P x Py Pz) = f ( P x) f ( P y) f ( P z),

Д # Д А )

ифодаларда
3 / 2  ( $ r f

2 т

т ) = Ш

. 3 / 2  /
20

I 2*0 J

Э с л а т м а :

, i = x , y , z -

1 _ 0v/!3gv

( 102) 

(102, а)

f { E ) d n  = ~ е ' РЕ,
Z  Z  A f ( v  + I)

ифодада битта зарра учун



эканлигидан  (93) иф одани бевосита олиш  \а м  мумкин эди.
3 .1 3 -м асала . И деал газ зарраларини нг идиш  деворига 

босим и ан и кд ан си н  ва бу \о л д а  р  = 1 Д Г э к а н л и г и  курса- 
тилсин.

Е ч и ш. Х ар бир зарра О Х ук^а ти к  юзага 2mftx импульс 
беради (3 .4-расм ). Б и рлик вак,тда бирлик юзага тезликлари 
(ftx, ft. + dft)  ораликда булган м олекулаларнингурилиш лари 
сони

Г азни нг идиш  девори га боси м ини  топиш  учун ftxn f  
(ft x)dftx ни 2mftx га купайтириб, (0; °о) ораликда ftx буйича 
интеграллаш лозим (цилиндр ичидаги молекулалар сони п&х, 
цилиндр асо си н и н г юзи 1 см 2):

nftxf ( f t . )d f tx; (1)
п — бирлик хажмдаги молекулалар сони. Бунда

(2)

(3)

Интегрални хисоблаб,

С
х  эканлигини аникдаш  мум

кин. Тажрибадан идеал газ 
тенгламаси маълум:

3.4-расм.
Р = п к Т .  (5)



(4) ва (5) лардан идеал газ учун \ /Р  = 0 =  к Т  тенгликни 
топамиз.

И з о х -

р  = } # ’ / № < » , = - з ,
О

ифодада

¥  = $ 2х +д2у +$1 = 3 ^

тенгликни эътиборга олсак, $ 2Х = \ /  тР  келиб чикдди. Бун
дан ф ойдаланиб, яна Р =  п / р  иф ода олиниш и мумкин.

3.14 -масала. М аксвеллнин гтезликлар  так,симоти

/ чЗ/2 - _aj>L 

S e “ T

максимумга эриш адиган к^ийматга туф и  келадиган эн г катта 
эхтимолли тезлик дэ ни аникданг.

Е ч и ш .  Ф ункция / ( $ )  нинг  м аксим ум га эри ш и ш  ш ар- 
ти 9/(t>)/dt> = 0 булганлиги учун /($ )  дан  хосила олиб, уни 
нолга тенглаш тириб, куйидаги тенглам ани оламиз:

1 - д 20 т / 2 к Т  =  0 .

Бундан:

3.15-м асала. Т езли к  д  ни нг  уртача ари ф м ети к  к,иймати 
& ни аникданг.

Е ч и ш .



Бундан:

0 = ./8*Г
пт

3 . 1 6 - м а с а л а .  Уртача квадратик тезли к $2 ни аник,ланг. 

Е ч и ш .

о о

Бундан

Ж ,  #  = ж*2 = -
т

3 . 1 7 - м а с а л а .  Х,ар бир заррага тугри келувчи уртача эн ер
гия U  ни топинг.

Е ч и ш .

U  =<  Е  >=  | ^ | _ /(# )< /# =
о о

1J 2 = Ъ к Т  !  т эканлигидан фойдалансак:

гг с  3/сГи  =< Е  > = -----

3 . 1 8 - м а с а л а .  И деал газ и кки та молекуласи квадратик 
ни сбий  тезлиги g 2 ни нг уртача к;иймати аникугансин \ам д а

(1)
бир хил зарралар учун эса

g 1 = 2# 2 (2)

эканлиги курсатилсин.
Е ч и ш .  1) Ечимни бевосита хисоблаб курсатиш  мумкин 

(К- [Ю ]) i ва к  зарраларн и н г нисбий тезлиги

gik = + дк



ифодадан

s i  =д*+й2к+2й,йксо5в1к

иф одани олам из (3.5-расм). Бун
да Qik тезликлар ва $ к ораси- 
даги бурчак. Маълум йуналиш га, 
масалан, йуналиш га нисбатан

ларнинг йуналишлари (мувозанат \олати да) сим м етрик- 
дир (тенг э \ти м олли д и р). А кс \о л д а  газда ички ок,имлар 
\о си л  булган булади. Ш унинг учун в1к = 0 ,

S i  = ^ + г > 1 +  2d, в* cos 0Л = г) ■+ 

натиж ани оламиз. Бир хил молекулалар учун: g 2 = 2$ 2 .

3 .1 1-§. ЧИ ЗИ К^И  ГАРМ ОНИК ОСЦИЛЛЯТОР  
КООРДИНАТАСИ ВА ИМПУЛЬСИ К.ИЙМАТЛАРИ 

ЭХТИМОЛЛИКЛАРИ ТАКСИМОТИ

О сцилляторни к,араш билан боглик, масалалар ф изикада 
жуда куп учрайди. М асалан , каттик; ж исм  атом лари узи- 
ни нг мувозанат ^олати атроф ида ки чи к  тебрани б  туриш и 
масаласини к,арайлик. Бундай тизим  эн ерги яси ни (гамиль- 
тонианини) куйидагича ёзиш  мумкин:

Е  = E f ^ « 2 + ^ ]  = 7 X (^ + ^ 2) = X £“ ; (ЮЗ)
V

бунда Ра = Ра /  4 т  — умумлашган импульслар, qa = ха \[т — 
нормал координаталар; а>1 = ка /  т . Д ем ак , бу \о л д а  т и 
зи м н и н г энергияси  Е бир-би рига боглик, булмаган нормал 
тебраниш лар энергиялари йигиндисига, яъни  чизикди гар
м оник осцилляторлар энергиялари йигиндиси куриниш ига 
келади. Ч изикди гарм оник осцилляторнинг энергияси

= \ ( р1 +а>1я1У, ( 104)

куйида индекс а  ни ёзм айм из.



А сосий м асала, осци ллятор  нормал координ ата q нинг 
к,ийматлари q , q  + dq ораликда булиш  эхтимоллиги

dW(q)  =  f (q )dq  (105)

\ам д а  умумлаш ган импульслар р нинг к,ийматлари р , р  + dp 
ораликда булиш  эхтимоллиги

dW(p)  =  f(p)dp  (106)

ифодаларини аникдаш дан иборат.
К лассик статистикада кинетик ва потенциал энергиялар 

Е  -  р 1/ 2, Eq =  w 2q2/ 2 куриниш да булгани учун одатда бу 
масала осонгина ечилади:

d W kn(q) = aexp[-a>2q2/ 2 k T } ,  (107)

d W kn(p) = b ехр[-/>2/2 к Т ] ,  (108)

бунда о ва b нормалаш  ш артларидан топилади. Х,акикатан,

о j  ехр[-й)2#2 / 2 k T ] d q  = 1  ̂

b |  ехр[-/г2 / 2 k T ] d p  = I

т е н г л и к л а р д а н  а ва  b н и  т о п а м и з :  a = a / 4 2 n k T ; 
b = l />/ 2n k T . Бу ерда интеграллар тез як,инлашгани сабаб
ли q ва р  лар (—°°, °°+) ораликда узгаради деб кабул килинди.

К ван т статистикасида (105) ва (106) даги эхтим оллик 
лар  зичликлари  f { q ) , f ( p )  ни куйидаги иф одалардан то п и 
лади:

/ ( ? )  = £  A - M r f *  (109)
п

f(p) = 'Zp„kAp)\2’ (по)
п

бунда р п — Гиббс таксимоти:

P n = ± e- ' " / t T ( П 1 )



е„ = ho)(n + - ) ( 112)

ijf (q) ва ijfn{p) — осц и лляторн и н г эн ерги яси га  мос келган 
тулк,ин ф ункциялар . О сцилляторга теги ш ли  э^ти м олли к- 
лар зичликлари f {q)  ваД р) ни биринчи м арта Блох аник,ла- 
ган. У нинг (109) ва (110) асосида аниьухаган йули етарли 
дараж ада мураккаб (кЛ 11]).

Биз бу ерда Блох том онидан  олинган  натиж ани уз усу- 
лим из билан осонгина оламиз.

Ч изи кли  осциллятор учун v =  1. Ш ун и н г учун

Р = v /U = \/< е >, (113)

<е> — чизикли осц и лляторн и н г уртача эн ерги яси . К вант 
хдгсатларда энергия к,ийматлари (112) иф ода билан , так,си- 
мот ф ункц ияси  Гиббс такримоти (111) буйича ани к^ан ади  
деб, <е> нинг умумий иф одасини оламиз:

E hw . hit)
епРп = - Z - Cth 2 к Т (114)

q ва р  к^ийматлари эх,тимолликлари такрим отин и  узим и з- 

нинг усулимиз билан ан и к^ай м и з. А ммо бунда такрим от 

ф ункц ияси  / ( £ )  = — ё~РВ иф одасида е ни н г  класси к  иф о- 

даси (104) дан ф ойдаланамиз:

/ < 0  =  Л е х р < - * )  =  , 4 с х р < - { ( , ‘ + Ш У > )  =

Н ормалаштириш  шартларидан

+оо +оо

I  f (p)dp  = 1, J  f(q)dq

• Л2 ехр
1 ( * \  

t h ^ \ Р2
_ Сoft { 2 k T j

(115)

A t ва Л2 ларни  топиб ва урнига куйиб, эх.тимолликлар 
зичликлари f ( q )  хам да f ( p )  учун уш буларни оламиз:



(116) ва (117) и ф одаларни нг хусусий холларини курайлик:

1. К лассик хол, яън и  Тт «  к Т  булсин. Бунда х  -
h(o
к Т

th Тт _  ех/ 2- е  __ х  _  tm
W T  ~  е* / 2 + е - * / 2  ~ 2 ~  2 к Т '

Д ем ак , (116) ва ) 117) дан  классик статистика натиж ала- 
рини оламиз:

Ы я )  =

f M

! 2 V /20)
2 пкТ\  J

ехр-

,  , V/a
ехр-

2 пк Т

2 2 со q

2 кТ

2 к Т

(118)

(119)

Бу ерда и кки нчи  и ф ода — М аксвелл таксим оти ф унк- 
циясидир.

2. К вант хол, яъни  Ьсо »  к Т . Бунда t h ^ — - = 1 .
2 к Т

Демак, бунда (116) ва )1 17) ифодалар куйидагича булади:

№ -

Я р ) -

/  л ' / 2ш
nh

V  У

ехр

1/2

v lontl J
exp

- Ш  2

T q

- I  2

~ f P0)11

= v2o(q), (120)

Vo (/>), (121)

буларда



Iji{)(q) ва ii/0(p) осци ллятор  асосий  холати нин г q — тасаввур 
в а р — тасаввурдаги тулк,ин ф ункцияларидир.

3 . 1 9 - м а с а л а .  Н ормал координата q ва_нормал импульс р  
ларнин г уртача квадрати к к,ийматлари q 2 ва р 2 ан и кд ан - 
син.

Е ч и ш .  Бизга маълумки,

2 2  2 

2 2

Бундан, умумий усул билан уртачалаб куйидагини оламиз:

2 2 2 р  +а> q = 2е ■

Ч изи кди гарм оник осциллятор уртача эн ерги яси  е к и 
нетик ва потенциал энергияларга тен гта^си м л ан ган и  учун

■> -

Р  £ . 1 2 1 £
- 2 - = 2 ’ 2 ® ^  = 2

ёки

<р2> = < £ > ,  <q2> = < £> Д о2.

Умумий усул билан уртача олинганда у таж рибадан ёки 
бош кд усул билан аник,ланган деб каралади. Б из <£ > учун 
(114) иф одани к,абул к,илайлик. У холда

2 (йЬ , tiw  2 Й Ъш
< р  > = — cth  , < о >—— c t h   (1)

2 2 к Т  2ш 2 к Т  4 ’

Табиий импульс ва табиий координаталарга утиш  учун 
p  = px4 m ,  q = х  /  yfm ларни  эътиборга олиш  керак:

2 COtl . I ti(i) 2 л -  t ltO
< P x > ~ ^ ~ cth  >< x  > = T ~ cfh ^ T ^ -  (2)

2m I k T  2(0 2 k T  K '

8— А. Бойдедаев



3 .20-м асала. Ч изи кли  гар
м оник осциллятор учун ф аза
вий ф азон и н г эн г ки чи к  эле- 
ментар х,ажми АрхАх  ва гд £ л а р  
h га тенг экан ли ги н и  исбот 
Килинг (т  — тебраниш  даври). 

Е ч и ш .

3.6-расм. A p A x = T A E = h  (1)

эканлигин и  исбот к,иламиз. О сциллятор энергияси

2т 2

иф одасини узгартириб ёзамиз:

= 1 . (2)
2т Е 2 Е / к

Бундан куринадики, осциллятор ф азавий ф азода эллипс 
чизади (3.6-расм ). Ш у эллипс билан чегараланган фазавий 
ф азо "хажмини" топайлик:

<3)

Бундан, тебраниш  даври т  =  const булганда

АГе = тА Е  (4)

Э нергиянинг дискретлик хоссаси 

еп = Псо(п + 1 / 2 )

га асосан, (3) дан  икки эллипс орасидаги ф азавий фазо эле
м ента учун

АГ е = Гп+] -  Г„ = —  ha) = h (5)
10

ифодани оламиз.
114
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Э нергиянинг дискретликхоссасига асосан, (5) дан кури
надики, элем ентар хджм АГЕ П л ан к  доим ийси  И дан  ки чи к 
була олмайди. Д емак, ф азавий ф азонин г Д екарт координа- 
талар тизим и да ёзилган элем ентар  чажми АрхАх  \а м  h дан  
ки чи к була олм айди. Булардан исбот кд л и н и ш и  лозим  
булган (1) иф ода келиб чикдди, яъни:

ДГЕ= Ар Ах  =  ТАЕ =  /;. (6)

Умумий \олда:

Ар Ах  =  тАЕ =  nh (7)

ёки

А р А х = т А Е > к .  (8)

И зох,. (7) иф ода, яъни  ф азавий  ф азон и н г дискретлиги  
эн ерги ян инг дискретлигидан келиб чикди.

Д ем ак, эн ергия ди скрет  кийм атлар  к;абул ки лган да бу 
энергияли  ти зи м н и н г ф азавий ф азоси х,ам д и скрет  булади 
ва акси н ча ф азавий  ф азо н и н г д и скретли ги дан  эн ерги я  
к;ийматларининг дискретлиги келиб чикади.

3 .1 2 -§ . УМУМЛАШГАН КООРДИНАТА  
ВА УМУМЛАШГАН ИМПУЛЬС КВАДРАТИК 

ФЛУКТУАЦИЯЛАРИ ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТ

Н ормал координата ва норм ал и м п ульсн инг квадрати к 
флуктуациялари бизга аввалги параграфдан маълум:

(Ар)1 =< е >, (Ад)2 = < е >  /  со2 , (122)

бунда

п Тио ,/ ha)< £ > = 0  = — с(Ьш . (123)

Умумлашган координата ва умумлашган импульсга нис- 
батан (122) ифода

(Арх )2 = m < е >, (Д х)2 = <  е > / т а з 2-, (124)



кури ниш да булади. (122) ёки (124) дан , (123) ни назарда 
тутиб,

[(Др)2(Д(7)2]^ =[(Дрх)2(Дх)2]2-|К - c t h —  (125) 
2 2 к Т  ’

в + е
муносабатни олам из. Бунда c thx  = —— — гиперболик ко-

е -  е
тангенс (1,°°) орал и кда узгаради (3.7-расм), х  = /г<у/2АТбелги- 
лаш  киритайлик.

1. Г — ( ёки си —>0) булганда х - > 0  булади. Бу \о л д а  
c th x —> оо эканлиги  узин инг иф одасидан маълум.

2. 0 булганда х —> оо булади. Бухдгсда c th x —> 1 була
ди. Д ем ак , бу х,олда (125) муносабат

[(Дх)2 (ДрУ (126)

тенгликдан иборат. Квант механикасидан маълумки, бу тенг- 
л и к  вакуум \о л ат  учун (энергиянинг минимал к,иймати учун) 
уринли. Б ош кдча айтганда, квант механикасидаги вакуум 
хдпат статистик физикадаги температура ноль (7’= 0) булган
даги х,олатнинг узидир. Ш ундай кдпиб, юк;оридаги айтил- 
ганлардан

c t h ^ >  1 
2к Т

(127)

3. 7-расм.

муносабат уринли. Бу му
носабат туфайли (125) ни

[(Дх)2 (Дрх) > 1 (128)

куринишда езиш мумкин; 
бу эса квант механикаси
даги Гейзенберг муноса- 
батидир. (128) ифода (125) 

х=Ю/2кт м уносаб атн и н г хусусий 
хрли экан л и ги  таби и й .



(125) иф одани к,иск,ача иккинчи флуктуацией муносабат 
(Гейзенбергнинг умумий муносабати) деб атала бош ланди. 
К^шалок, куч ва координата (терм один ам и к куч ва тер м о 
динам ик ок,им) флуктуациялари ф луктуацион-диссиптаци- 
он теоремаси ва бош кд бир к,анча муносабатлар билан (125) 
муносабат орасида умумий бокланиш борлигини кейин кура- 
миз.

Термодинамик муносабатлар, жумладан термодинамика 
крнунлари тажрибалар асосида аникданган.

Статистик физикада терм одинам ик параметрлар ва улар 
орасидаги муносабатларни молекуляр-кинетиктасаввур асо
сида келтириб чикдрилади, сунг уларни таж рибанинг нати
жалари билан солиш тирилади. С татистик ф и зи кан и н г асо
сий таж рибавий таянчи х,ам ш унда. Б и з бу бобда терм оди 
н ам ик параметрлар (м ом ентлар) ва улар орасидаги м уно
сабатларни статистик ф изи ка асосида келтириб чик,арамиз.

4 .1 -§ . СТАТИСТИК ТЕРМ ОДИНАМ ИКАНИНГ  
АСОСИЙ МУНОСАБАТИ

Мувозанатдаги тизим учун такримот ф ункцияси маълум:

Z  нинг мувозанатдаги ж араёнда узгариш ини ан и к^аш  
учун уни диф ф еренциаллайм из:

I V  Б О  Б

Т Е Р М О Д И Н А М И К  М УН О С А БА ТЛА Р

/ ( £ )  = i e x p ( - - ) , 0  = t / / v ,  U = < E > ,  (1)
Z  9

бунда статистик ин теф ал

(2)

—  = — f e e d ( - —)dn = f f ( E ) d ( - ~ ) d n .  
z  г ,  j ,  о J о

Ы р , Ч ) )  (n[p,q)



Бундан:

(3)

(3) ни нг  унг том он и н и  (1) ни назарга олган холда бундай 
ёзамиз:

Бу тен гли к  статистик терм один ам и ка учун асос булади. 
А сосий терм одинам ик муносабат (4) дан мувозанатдаги 

ж араёнлар учун тулик, диф ф еренциал

ва д ем ак , холат ф у н кц и яси  S  мавжуд деган мухим хулоса 
келиб читали.

Б и зн и н г бу янги услубимиз асосида олинган S ф ункция 
ти зи м н и н г эн троп ияси  экан ли ги н и  кейинрок, курамиз.

4 . 1 - м а с а л а .  Узаро м увозанатда булган икки  А  ва 5 б е р к  
тизим  учун

кан о н и к  такримотлар уринли. Буларда ВА =  Вв эканлигини 
курсатинг.

Е ч и ш .  Х,ар икки (А +  В) тизим  учун кан оник так,симот

< с / ( - - ) > = - ( <  Е  > -  < d E  >) -  dv .
о в

Э нди (3) ни кдйта ёзамиз:

6d(v + InZ)  =  d < E  > +  < —d E  >. (4)

d S =  d(v + \ n Z ) ,v  = PU

(2)

куриниш да булади. IV — умумий тизимнинг А  к,исми /холат- 
да булганда, 5к,и см и j  холатда булиш  э\ти м оли ди р ; бунда



И кки А т  В  тизим  бир-би рига б о т и к , эм ас деб царал- 
ганда

W,=W*W? (4)

тен гли к  уринли. Д ем ак , (1) ва (2) иф одалардан

1 - P A B ( E f  + E f )  1 - P A E f - P B E Lj  Р 1 J — - л-е (5)

тенгликни оламиз. Буларда:

7  _ -PAB<.E* + Ej)
АВ  ~~ 2 ^

ij

z Az B = ^ PAEf+PBEf-
ij

(5) ни куйидагича ёзамиз:

In = ~ Р Ж  + E f )  + PAE f  + p BE f  =

=  { Р А - Р А В ) Е ? + { р в - р л в ) Е В .  (6)

Бунда £ ., E. мусбат к,ийматлар. ( i j )  ихтиёрий булганда

(6) нинг унгтом они доимий булиши учун РА = Рв = РАВбули

ши шарт. Булардан ZAZ B = ZAB тенглик келиб чикдци./^ = ре 

тенгликни термодинамиканинг полипчи цонуни деб \а м  юри- 

тилади. Анъанавий к,арашда Р = —  булганлиги учун рА =  Рв 
тенглик ТА =  Т ^тенгликка эквивалентдир.

4 .2 -§ . ТЕРМ О ДИ Н АМ И КАН И НГ БИ РИ Н Ч И  К.ОНУНИ

Т и зи м н и н г эн ерги яси  (гам ильтониани) £ ун и н г \аж м и  
V, эр к и н л и к  дараж алари  сон и  v (одатдаги баён да зарралар 
сони N) ва умумлаш ган параметрлар хк ларга боглик,, яъни

Е = е (р , q\ К  v, хк)



булсин. Бу \о л д а  

d E  = %
ЬЕ , д Е  , 

dqt + —  dp,
<4 Зр,

ЭЕ  , , ,  ос, , а с  ,Э Е Э Е

Э К 3v * дхк

Гамильтон тенгламалари

ЭЕ • ЭЕ
Я, =  — , Р,  =  -  —  

Эр,- Эд,

асосида

£  —  dq, + —  dp, = Y ,  ( -  А- «fa/ + dPi) = 0 (?)

булади. Т изим  том онидан  ташк,и тизим га курсатилаётган 
боси м ни  Р, таш ки  тизим га таъсир килаётган ум умлаш ган 
кучларни эса /^ д е б  белгиласак, эр к и н л и к  дараж асига мос 
келган ким ёвий  п отенц иал  m v ни , таъриф га кура, куйида- 
гича аникутнади:

Р = - <
Э Е \  г  —  >,Fk = - <
эк  I

Г дЕ Л
дхt 

V *  J v ,  V
>, Hv= + <

Э£

VaV/v..v*
>•  (8 )

(6), (7) ва (8) иф одаларни назарда тутиб, асосий муносабат
(4) ни куйидаги куриниш да ёзамиз:

6d(v  + In Z )  = d U  + p d V  + Y  Fkdxk ~ Mvdv . (9)
к

Агар таш ки босим  ва таш ки кучларга карш и бажарилган 
иш ни dA билан белгиласак, яъни

dA = p d V  + ]Г Fkdxk (10)

деб олсак, (9) м уносабатни куйидагича ёзиш  мумкин:

6 d ( v  + In Z )  = d U  + dA -  n vdv . (11)

М аълум ки , тер м оди н ам и кан и н г биринчи конуни учун 
Куйидаги умумий муносабат уринли

dQ = d U +  dA —f-i^dN, (12)



бунда (/£)тизим га берилаётган (ёки ундан олинаётган , агар 
d Q <  О булса) иссикдик микдори.

Биздаги n vdv  урнига одатда /л/ i N ёзилади ; d N  зарралар 
сони узгариш и, /xN— битта заррага тугри келган ким ёвий 
потенциал; аёнки,

Hfdv  =  n sdN.

К арно теоремасига асосан, умумий \о л д а , яъни кайтмас 
(хусусий хщ да кдйтувчан) жараёнларда бажарилган (12) даги 
dA иш кдйтувчан ж араёнларда баж арилган (11) даги) dA 
иш дан  катта  була о лм ай ди . М азкур  тео р ем ан и  \а м д а  
IXfjdN =  IX dv  ни эътиборга олсак , (11) ва (12) тенгликлар- 
дан куйидаги мучим м уносабатни олам из

dQ> 6 d ( v  + InZ). (13)

Бунда тенглик иш ораси кдйтувчан (мувозанатдаги жара- 
ёнлар учун), тенгсизлик иш ораси  эса кайтм ас ж араёнлар 
учун уринли.

Асосий муносабат (4) ни эътиборга олиб ушбуни ёзиш и- 
миз мумкин:

dQ< d  < Е  > — < dE>.  (14)

Бу муносабатдан dQ  ни нг статистик м аъноси келиб чи- 
кдди: мувозанатдаги (кдйтувчан) ж араёнларда тизим  том о- 
нидан олинган иссикдик микдори dQ  ички энергия Узгари
ш и (уртача гам ильтониан узгариш и) билан гам ильтониан- 
лар узгариш и уртачаси орасидаги  фарк,к,а тенг. К олган 
\олларда, яъни кайтмас жараёнларда тизим томонидан олин
ган исси кди к  м икдори dQ  бу ф аркдан  кам  булади. (12) ва 
(13) дан

Od(v +  InZ)  >  d U  + dA —f.ivdv  (15)

муносабат уринли эканлигин и  курамиз. Ш ундай килиб,

d Q = e d { v  + \nZ) (16)

ни назарга олсак, (11) м уносабатнинг м увозанатдаги (кдй- 
тувчан) жараёнлар учун статистик ф изи ка асосида олинган 
термодинамиканинг биринчи крнуни эканлигин и  курамиз.
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Бу ерда шуни таъки длай м и зки , класси к  терм один ам и - 
када бирламчи тушунчалар "иссинутик" ва "иш” асосида янги 
туш унча булган \о л а т  ф ун кц и яси  — "ички энергия" ки ри- 
тилади. С татистик термодинамикада курдикки, "ички эн ер
гия" ва "иш" туш унчалари асосида янги  туш унча "иссик,- 
лик", киритилди.

Биз статистик интеграл (йигинди) иф одасини биламиз:

бунда Z  ни узгарувчилар в,  v, V  ва х ,, х2, ... х к л арн и н г 
ф ун кц и яси  деб кдрайлик, яъни:

Z н и н гд и ф ф ep eн ц и aл и н и  (17) асосида анинутайлик:

Z =  Z ( 0 ,  v, V; х,, ...хк, ...). (18)

Бунда, (17) га асосан,

d Z  _  v 

Э0 в '
= - Z , dO = - { d U  -  6dv) . (20)

V

(20) ни эътиборга олиб, (19) ни кдйта ёзамиз:

9d(v  + \ n Z )  = d U  + в ( ^ -Д1/ d V  +

dv  . (21)
)еу ,ч

(21) ни умумий муносабат (9) билан солиш тириб уш булар- 
ни оламиз:



Тарихий маълумот. Т ерм оди н ам и кан и н г 1 кр н у н и н и н г 
каш ф  этилиш и учта бую к олим номи билан  богланади: 

Немис олимлари Юлиус Роберт Майер (1814—1878), Гер
манн Людвиг Фердинанд Гельмгольц (1821 — 1894), инглиз 
олими Жеймс Прескотт Жоуль (1818—1889). М айер терм о
динам иканинг 1-крнунини каш ф  кдпган булса, Гельмгольц 
ривож лантириб, эн ерги ян и н г сакданиш  крнуни деб атади; 
инглиз олими иш билан и ссси к^и к  экви вален тли ги н и  и с
бот кдгсиш учун цирк, йилдан орти ц таж ри бави й  тад^ицот- 
лар устида ишлади.

4 .3 -§ . ИССИКЛИК CMFMMM

Таъриф га кура, ти зи м н и н г и сси к^и к  сигим и  куйидаги- 
ча аник^анади:

^  dQ
С —  . (25)

Бунда и сси кди к  м икдори d Q  ни олиш и (еки бериш и) 
туфайли унинг температураси Т н и нг узгариш и d T га тенг. 

Берк тизим  учун терм один ам и кани нг биринчи конуни

dQ = d U + d A .  (26)

К улайлик учун ти зи м н и н г холати и кки та парам етр б и 
лан аникдансин дей лик, яъни  U(T, V)

d U  = — d T  + —  d V  (27)э т a v  к ’

ва шу билан бирга иш  dA фак,ат босим Р туф ай ли гина бажа- 
рилсин дейлик. У холда (26) ни



еки

d Q =

С =

s u

дТ
d T  + + P d V

г д и л

V a r y

АЭ(/Л
ч э к , + p

d V

d T

(28)

(29)

куриниш да езиш  мумкин.
1. Ф араз кд лай ли к , d V  = 0, яъни К д о и м и й  булсин. У 

\о л д а  (29) дан

C s C „
/ 3 ( / л

ч э г у

Демак,

С = СК + /К^ ,  /К = Р  +
^Э (/л

v a r y

(30)

(31)

2. Ф араз кдлайлик, босим узгармас булсин. У холда (29)
дан

бунда

C ^ C „ = C y  + lvVa , lv
c p - c v

Va
(32)

а  = — к
э к

v ^ y

Хажмий кенгайиш  коэф ф ициенти .
3. Бир моль идеал газ учун (32) иф одан и курайлик. 

И деал газ учун,

' д и л
э к

0, 1у = Р (33)
)т

Бир моль идеал газнинг холат тенгламаси

P V=  R T  (34)

д ан  а =  1/Т. (33) ва (34) лардан ф ойдалани б, (32) ни ёза
миз:



бунда R — универсал газ доим ийси . Буни Майер те нглама
си дейилади.

4 .4 -§ . ХОЛАТ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Термодинамиканинг биринчи крнунини берк тизим учун

dQ = dU  + P d V  (36)

куриниш да ёзамиз. Х олат тенглам аларин и  V, Т в а Р ,  Т п а- 
раметрларга нисбатан ёзайлик 

И ссик^ик сигими

С =  d Q / d T  (37)

ифода билан аникданади . Узгарувчилар V, Г булганда

d U  =
э и

d T  + f —  
( э к

d V  = C y d T  +
)т

dU 

( d V j r

(37) ва (38) ни назарда тутиб, (36) дан 

( C - C v) d T = l / i V  

тенгламани оламиз, бунда:

d V .  (38)

(39)

1У = Р  +
г д и Л

(40)

Фараз кдпайлик, жараён вак,тида Р  = const булсин. У \олда 
(3 9 )дан

lv ={CP - C v )
д Т _ Ср — Су

Va

еки

Р  +
э и
д У

С р — Су

)Т У а

бундан Рп ' д и '

К*У)Т
деб белгилаш  киритиб, 

(.P+ P„) V  =
_ С р ~  Су

(41)

(42)



холат тенглам асини олам из. (41) ни (39) га к$йиб, Г  ва Кга 
нисбатан куйидагича

(С - C v ) d T  - Ср ~ c v dV 
Va

еки
cl V

= a n vd T (43)

диф ф еренциал  холат тенглам асини оламиз, бунда

nv =
С - С у

Ср — Су
(44)

Э нди (Р, Т) га ни сбатан  холат тенглам асини курайлик. 
Бунинг учун (36) н и н г унг том онин и  узгартириб ёзайлик:

dQ  = d H  -  VdP  = 

бунда Я  =  U + PV,

d T  + L d P .

Р I П Dу  О ,  J T

(45)

(46)

(45) да

W  ]р >

чунки dH p =  d(U + PV) = d U +  PdV  =  dQ. Ш унинг учун (45) 

( C - C p) d T = l pdP  (47)

куриниш га келади.
Ф араз кдлайлик , V  =  const булсин. У холда (47) дан

Р 1 , Р = С у - С р

еки

I -  С' - Сг
р РР



иф одани оламиз. (46) ва (48) дан

ёки Vn = деб белгилаш  киритиб, 
. т

P ( V - V n) = ± ( C p - C , ) (49)

х,олат тенгламасини оламиз. (47) ва (48) лардан Р в а  Г п ара- 
метрларга нисбатан

эканлигини назарга олсак (к,. 4. 2-м асала), (42) ва (49) тенг- 
ламаларни

куриниш да ёзиш  м ум кин. Идеал газ учун V =  О, Р =  0; 
(53) ва (54) дан идеал газнинг терм и к коэф ф и ц и ен тлари  
а„ = Р0 = 1 / Т  кийм ат кабул кдлади. Бу (53) ва (54) ни бир- 
бирига купайтириб, (52) ни назарда тутиб, к^йидаги холат 
тенгламаси

( C - C P) d T  = - ^ Ср dP
еки

dP
= f iripdT

Р
(50)

х,олат тенгламасини оламиз; бунда

(51)

Б из
Cp - C v = PVTap (52)

( Р + Р п) = РТ/З, Рп =  Р( Тр -  1), (53)

( V — V )  = УТа, К = У ( \ ~  Та) (54)



олинади . (53) ва (54) \о л а т  тенглам аларидан терм и к коэф - 
ф и ц и ен тл ар  а  ва р  учун

1 }jL 
VP

р

Vn

V

(56)

(57)

v  р
иф одаларни оламиз; бунда ~  ва молекулаларнинг уза

ро таъсири  туфайли а  ва /3 н и нг а 0 ва /?0 лардан ф аркин и

курсатувчи параметрлар. (49) ва (50) \о л а т  тенгламаларини 
бир-би рига кушамиз:

dV dP  , „ \ j r r—  + —  = (an v + f inP) d T  . (58)

Бу \о л ат  тенглам асини идеал газ учун ёзайлик. Бу холда, 
а  =  /3 =  1/Т эканлигидан, (58) тенглама

d V  dP  

v  р
d T

т
(59)

кури ниш га келади; бунда n v + пр = 1 эканлиги  назарда ту- 
тилди. (59) тенглам ани интеграллаб уш буни оламиз:

P V  =  const Т,

бундан , 1 моль учун const =  /?белгилаш ни  киритиб,

P V =  R T  (60)

К лапейрон тенгламасини келтириб чицарамиз.
(58) умумий тенглам ан инг унг том онин и  (56) ва (57) 

ларни назарда тутиб, узгартириб ёзайлик:

d v  . d P d T  
v  р  т

Еп_
Р

V A I L  
V т

Бу тенгламани интеграллаб,

P V =  RTef

(61)



хдлаттенглам асини оламиз; бунда

( I T  

Т  '

const = R белгилаш ларни киритдик. 
И деал газ учун /  =  О, чунки

Рп =
г д и л О, v„ =

V дР  )т
=  0 .

Бу \о л да  (62) тенгламадан

P V =  R T

К лапейрон тенгламаси (1834 й.) келиб чикдци.
/ нинг хусусий хрллардаги иф одасини курайлик:

(64)

(65)

- с Р„ А Т  (• К„ d T  
f  = П р \ —  « Н  — —

J р т j V т

1. И зо х о р и к ж ар аён д а« [/= 0, пр = 1,

у J Р т '

2. И зобарик жараёнда пр =  0, nv =  1,

Ван-дер-Ваальс тенгламасидаги

■V^cIT 
V  т '

Р = —  V  = bп у2 ’ Г п (66)

тузатмалардан ф ойдаланиб, куйидагиларни ёзамиз:

С d T  . r d T
<б7)

Я К =  /?Гтенгламадан ф о й д ал ан и б ,^  нинг такрибий иф о
дасини аникдаймиз:



f p  = - b - [ ^ -  = -  + v { P )RJ т2 v

В ан -дер-В аальс тенглам аси  PV2 = 
ф ой д алан и б f vни аникдайм из:

R T V "

v - ь
R T V i  

V - b

f v  = a ~ ~ r  I ~t  -  - ———(l -  % )  + <p(V)- 
RV J T 2 RTV / y

дан

(69)

(68) ва (69) иф одалардаги (p ( V )  ва у/ (^ и н т е гр а л  дои- 
м ийлари. Бу такрибий ли кларда/ нинг \аж м  буйича узгари
ш и, (68) дан  кури надики , (р ( V )  = b / V  иф ода билан а н и к 
ланади . Ш унин г у ч у н /н и н г  иф одасини

/ 1 - -
V R T  I V

b _  1 

V  ~  V
Ъ -  —

R T
1 - (70)

куриниш ида олайлик. Бундай такрибийликдаги янги \олат  
тенгламаси

P V  = R T e x Ь - -
RT

1- -

V (71)

куриниш га эга булади. Б и зн и н г бу холат тенглам ам изнинг 
хусусий хдлларини курайлик:

1) И деал газ учун а -  0, b = 0. Бу \о л д а  (71) К лапейрон 
тенгламасига утади.

2) М олекуляр ф и зи к а  нуктаи назардан а — тортиш иш  
кучлари ва b — итариш  кучлари билан б о т и к , тузатмалар. 
М аълум температурада (ин верси я температурасида Бойль 
нук,тасида) уларнинг \и ссалари  тенглаш ади ва бу тем п ера
турада реал газ идеал газ каби булади. Б и знин г тенглам а- 
миз (71) дан куринадики , b - ( a / R T ) (  1 — b/ V )  = Ода, яъни 
Г. =  (a /R b ) (1 -  b/V)  булганда (71) тенглама идеал газ тенг
ламасига утади:

P V =  RT. .

3) (71) тенглам ада Ь / У у м ч ш  булгани учун уни

1 v1 + А
V 1 - b / v  V - b



куриниш да ёзиш  м ум кин. (72) ни (71) га куйиб

О-рО а
Р ( у  - Ь ) ~  RTexp  — —  * R Те RVT

RTV
= R T e RVT (72а)

а

Д итеречининг тенгламасини оламиз.
4) Д итеречи тенглам асидан { b / V ) «  1 булганда В ан-дер- 

Ваальс тенгламаси келиб чикдци. Хак,ик,атан \ам

тенгламасини оламиз.
Амалда ф ойдалани ш  учун (71) ни нг урнида ихчамрок, 

куйидаги

Ж араён вацтида ти зи м н и н г иссикугик си ги м и  узгармай 
крлсин. Бундай ж араёнларни политропик жараёнлар дейи
лади.

Берк тизим учун термодинамиканинг биринчи крнунини 
ёзайлик:

бунда босимдан бошк^а кучлар й у к д еб  кабул килинди.
1. Тизимнинг ^ажми ва температураси орасидаги богла-

ниш (Гей-Л ю ссак конуни). Бу \о л д а  ички эн ерги я  U(T, V) 
ни назарда тутиб, (39) ни к,айта ёзамиз:

—— 1е кгг = 1 _
RVT

ни (72а) га куйиб, В ан-дер-В аальснинг ушбу 
„ RT a R T  а

V - b  V ( V - b )  V - b  V 2

(73)

\олат  тенгламасини тавсия этамиз.

4 .5 -§ . ПОЛИ ТРО П ИК ЖАРАЁНЛАР 
ВА УЛАРНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

d Q = d U  + pdV,



/к нинг (32) даги ки йм атини (74) га куйиб тизим нинг х,ажми 
V ва температураси Т орасидаги б о и а н и ш н и  топамиз:

d V  с - c v с - С у

: a d T - " ' ' a d T - m

ёки буни интеграллаб,

V  = Vn exp J  nva d T  (7 7 )

кури ниш да ёзиш  м ум кин; V0 — иссиьуш к сигим и С =  Су 
булган хрлдаги ти зи м н и н г \аж м и . (76) ёки (77) тизим н инг 
\аж м и  ва температураси орасидаги б о т а н и ш и и  курсатувчи 
тенгламадир.

Ф араз кддайлик, \аж м  ва температура узгаришлари узгар- 
мас босим да содир булсин. Бундай ж араёнларни  изобарик 
жараёнлар  дейилади . Бу х,олда С  =  Ср булгани учун (76)

d V =  VadT  (78)
ёки

VT = V (\ + а  АТ)  (79)

кури ниш га келади; бунда VT — ти зи м н и н г температураси 
узгариб Г  булгандаги хджм, V — бош лангич чажм. (79) ни 
Гей-Люссак цопупи  дейилади.

2. Тизимнинг босими Р ва температураси Т орасидаги 6o f -  

ланиш (Ш арль к,онуни). Т ерм оди н ам и кан и н г 1 конунини 
узгартириб ёзайлик:

dQ = d (U  + PV) -  VdP= d H -  VdP, (80)

бунда H  = U +  P V  энтальпия  ёки иссицлик функцияси  дей и
лади. (80) да босим доим ий  булса, dQ p = d H  булади.

Агар ти зи м н и н г \о л а ти  Р ва Т  га нисбатан аник^анган  
булса,



(81) ва dQ  =  C d T  ни назарда тутиб, (80) ни

C d T =  C ^ t T +  l ^ P  (82)

куриниш да ёзамиз; бунда

1р =
\ а г

-  V  . (83)
т

Ф араз цилайлик, ж араён вацтида \а ж м  доим ий  крлсин. 
Бундай ж араёнларни изохорик жараён  дейилади . Бу хрлда 
С =  Су э канлигини назарда тутиб, (82) ни

Cv = Ср + 1рРР (84)

куриниш да ёзамиз, бундан:

, c v -  с „

г - ' д а

1 дР
бунда ft = — —  — боси м н и н г терм и к коэф ф и ц и ен ти ,

(85) ни (82) га куйиб, ти зим н инг босим и Р в а  тем пература
си Т орасидаги б о м а н и ш н и  тавсиф ловчи тенглам ани ола
миз:

dP С ~ С Р „ . г р  „ ,т С - С р
—  = № Т  = nPf3dT, пР = — j -  (86)

г  \*у ~~ С р L-y ~  С р

Ф араз килайлик, изохорик ж араёнлар  содир булаётган 
булсин. Бу х,олда С =  С ^эканлигидан  (86) тенглам а

dP  =  ppdT,  Рт= Р(1 + РАТ) (87)

куриниш га келади. Бунда Рт ва Ртем пература Гбулгандаги 
ва бошлангич ,\олатдаги босимлар. (87) муносабатни Шарль  
цопупи дейилади.

3. Т и зи м нин г босим и ва \аж м и  орасидаги муносабатни 
аникдайлик. (76) ва (86) дан  изланаётган тенглам ан и  о л а
миз:

п ^  + Т  = 0 ' (88)
133



п — политропа курсаткичи  дейилади; /л ни изотерма  
курсаткичи  (ёки корреляция параметри)  деб атаймиз.

а) Ф араз кдлайлик, Р  ва Кузгарганда температура узгар- 
м асин; бундай ж араёнларни изотермик жараёилар цешла, -  
ди. Бу \о л д а  d Q / d T  =  С д ан  С -» °° эканлиги  маълум була
ди. Д ем ак, политропа курсаткичи п изотерм икж араёнларда 
1 га тен г (п =  1) булади. Умумий тенглам а (88)

d V  d P
+ = 0 (90)

V P

куриниш ни олади.
Идеал газ учун (88) ва (90) мос равиш да

d V  dP „ ......
п —  + —  = 0 ,  (91)

V P

—  + —  = 0 (92)
V P

куриниш ларга утади; чунки бу холда /л =  1 (идеал газ учун 
а  =  1/Т, /3 =  1/Т ), (88) билан (91) ни хамда (90) билан (92) 

холат тенглам аларини такдослаб, куйидаги жуда мухим ху- 
лосани чикдрамиз: реал тизимнинг узаро таъсир потенциали 
ёки унинг корреляция функцияси фацат /л параметрга 6oFjiut$- 
дир. Шу сабабдан ц  ни корреляция параметри деб атадик.

б) Ф араз ки лай лик, ти зи м н и н г босими ва хажми узгар- 
ганда тизим таш ^и мухит билан иссикдик алмашмасин, яъни 
d Q -  0 булсин. Бундай холдаги ж араёнларни адиабатик

жараёилар дейилади. Адиабатик жараёнда (dQ/dT)  =  С ифо-
с

дадаги С = 0 эканлиги  маълум булади. Бу холда п = у = —
Су

булади. У мумии тенглама (88) адиабатик ж араёилар учун 

у д . ^ + ^  = 0 (93)

куриниш га келади.
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Идеал газ учун эса (93) дан

у Ц -  + = 0 (94)

тенгламани оламиз.
П олитропик ж араёнларда и, у доим ий булгани учун (91), 

(94) х,амда (92) тенгламаларни интеграллаб, мос равиш да

PV" = const, (95)

P V y =  const, (96)

P V  = const (97)

тенглам аларни олам из. (96) ва (97) тенглам аларни  мос р а 
виш да Пуассон  ва Бо йл -М ари отт  цопунлари  дейилади.

Агар /.I ни деярли (Р, V) га боглик, эм ас ёки жуда заи ф  
боглик, дейилса, (88), (93) ва (90) тенглам аларни ин теграл
лаб, мос равиш да

PV'*  =  const, (98)

P V W = const, (99)

P V fl =  const, (100)

тенгламаларни оламиз. Булар (95), (96) ва (97) тенгламалар- 
ни нг реал газлар учун умумлаш ганларидир.

4 .  Т изим нинг босими, х,ажми ва температураси орасида
ги богпаниш ни ани к^ай лик. (76) ва (86) ни куш иб, Р, V, Т  
параметрлар орасидаги богланиш ни тавсифловчи

dV dP Jrr  /ш - 1
V  + —  = e a d T , £  = -------- (101)

v  P n - I

тенгламани оламиз. Идеал газ учун ц  = 1, а  =  1 /Г э к а н л и - 
гидан (101) тенглама

<«“ >
куриниш га келади. (102) ни интеграллаб, идеал газ учун 
умумий \о л да

P V =  const Т  (103)
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\о л а т  тенглам асини 
о л а м и з . (1 0 3 ) дан  
1 моль идеал газ учун, 
const =  R белгилаш  
киритиб, Клапейрон 
тен гл ам аси н и  о л а 
миз:

P V =  RT.  (104)

1-и зо х -  ц  = Р/а  
п ар ам етр н и н г к о р 

реляц и я  ф ун кц и яси  интеграли билан б о т и к , эканлигини 
кейинрок, курсатамиз.

2-и  з о \ .  У мумий холда ц = P/ а  босим  ва хажмга бог- 
лик,. Ш у сабабли реал газлар учун олинган политропа тенг
ламаси (98), адиабата тенгламаси (99), изотерма тенгламаси 
(100) такрибий тенгламалардир. Босимнинг (ёки хажмнинг) 
катта ораликда узгаришларида (98), (99) ва (100) тенгламалар 
тажриба натижаларидан фаркди натижаларга олиб келса, аник, 
д и ф ф ерен ц и ал  тенглам алар (88), (90) ва (93) га мурожаат 
кдлиш  мумкин.

И зобара Р =  const, изохора У=  const, изотерма Т  =  const 
ва dQ  =  0 адиабаталар 4.1-расмда келтирилди. Бу жараёилар 
тенгламаларидан иссикдик маш иналари назариясида, порт- 
лаш  (ёниш ), товуш ж араёнларини тахлил этиш да фойдала- 
надилар.

4.2-масала.

{ Р + Р ) { У - У ) = Ц С - С , )  (1)

тенглама

( P  + - p ) ( V - b )  = R T  (2)

В андер-В аальс тенглам аси билан солиш тирилсин ва изох- 
лансин.

Е ч и ш .  М аълумки, идеал газ учун С  — Cv = R. Бу холда 
(1) ва (2) тен глам аларн и н гун гтом он и  ^ир-бирига тенг. (1) 
ва (2) тенглам аларнинг чап томонлари тенг булиши учун 
136



тенгликлар баж арилиш и шарт.
Ф араз килайлик, молекулалар орасидаги узаро таъсир 

тортиш иш  кучидан иборат булиб,

U ( V , T ) = f ( T ) +  U(V) (4)

куриниш да булсин. Рп = булиш и учун, торти ш и ш  ку- 

чига б о ти к , потенциал

U(V)  = - ~ (5)

куриниш да булиш и талаб этилади. Х ацикдтан \а м  

Р _ ( Э £ Л  _  W ( V )  _  а
э7 Jr ~  Э V -  V 2 ■ (6 )

Энди V  = f — 1 ни тахлил этайлик. Идеал газ учун
" I w  к

а р (U + PV)
ар

ОU + R T ) о .  (7)
Т = const

Реал тизим  учун: 

'  а
К. = а р сU ( T , V )  + P V ) = [ - )  f - 1 +т y a v ) T { a p ) T

+ V + P ' ™ + рa v
+ v.

ар (8)

Бизга маълумки,
р  ( аи_"| _ Ср-Су 

\ a v ) T Н а  ’ (9)

( 10)

(9) ва (10) ни (8) га куямиз:



Cp-  Cv = PVTa/З дан  фойдалансак,

Демак:

(И)

Мж Т — Ж оуль-Т ом сон эф ф екти коэф ф и ц и ен та. Ш у са-

1-и  з о ч .  Агар У = У( 1 ~  Та) ни (1) тенгламага куйилса,

=  РУТаР  иф одани оламиз.
4 . 3 - м а с а л а .  ц  корреляци он  парам етрнин г Уп чамда Р  

тузатмалар оркали иф одаланиш ини аникданг ва унинг Ван- 
дер-В аальс газ и учун иф одасини топинг. О линган натижа- 
ни и зо \лан г.

Е ч и ш. Бизга маълумки,

бабли V;, f  0  булиш и мумкин.

(Р  + Ря)У = ( С р - С у ) 1

тенглама олинади.

2-и з о ч -  TdS = Cvd T  +  lvdVa,&H

Бу иф одани 1У = -  Рр у  билан солиш тириб, Ср -  Ск =

(1)

(2)

Аник,лайлик:



(5) ни (4) га цуйсак:

V  = - — Р  + V - V -" р р п р

еки
_ i i + l = £ ( l  + A V  

v  р \  р )

Бундан изланган иф одани оламиз:

и Е р

V

Ван-дер-Ваальс тенгламасида

V „ = b >  О, Р „ = ^ >  0 .  (7)

(7) ни назарда тутиб, В ан-дер-В аальстенгламасигабуйсу- 
надиган газ учун корреляцион параметрни аник^айм из:

а1 + - 
_  PV

V

1-и з о х -  Т ер м о д и н ам и к ан и н г  б и р и н чи  ва и к к и н ч и  
крнунларидан ф ойдаланиб олинган

К  = V ( l  - а Т ) ,

Р„ = Р ( Р Т -  1)

муносабатлардан Т  ни топиб , сунг уларни тенглаш тириб, 
ян а  (6) иф одани олиш  мумкин. Х аки ^атан  хам



ва буларни тенглаш тириб,

-  = Г
а (9)

натиж ани оламиз; бундан (6) ифода келиб чик,ади.
2-и  з о ч- (9) даги биринчи тенгликдан куринадики, б о 

симга ва \аж м га  тузатмалар Рп чамда Vn бир-бирига боглик,. 
Терм одинам икада агар а , Р лар берилган булиб, бир тузатма 
маълум булса, икки н чи си н и  аникутш  мумкин.

3 -и з о ч -  Берилган температурада чар хил босимларда 

Р = аникданганда (масалан, тажрибадан)

тузатм анинг к,ийматларини ан и к /т ш  мумкин. Бу эса реал 
ти зи м н и н г ички эн ерги яси  U чажм К га к,андай богланиш - 
да эканлигин и топиш га им кон беради.

4-и  зол,- 3-изоч  натиж аларига асосланиб тизим  молеку-

чак,ида хулоса чик,ариш им кони  булади; булардан эса кор- 
реляцион  ф ункциялар чак,ида хулосалар чик,ариш мумкин.

5 -и з о ч -  (9) м уносабат муайян температурада доим ий- 
дир, яъни бирин чи  ва и кки н чи  к,онунларга кура абсолю т 
характерга эга. Бошк,ача айтганда, чар хил модел ва як,ин- 
лаш увларга бу доим ий боглик, эмас. Берилган температура
да (бирор м одель учун) чар хил босим ва чажмларда дои- 
м ийликдан четланиш  содир булса, у чолда бунинг изочини 
терм один ам и кани нг и кки нчи  к,онуни иф одаси TdS  даги Т  
дан излаш  зарур булади.

6-и з о ч -  В ан-дер-В аальс газида а > 0 ва b > 0 булгани 
учун (8) дан куринадики, корреляцион параметр бундай газ 
учун чар доим

(10)

лалари орасидаги узаро таъсир чак,ида, микдорий муносабат

(И)
булади ва демак,

Р > а . ( 12)



4.4-масала. Газнинг кенгайиш ида унинг энтальпиясини 
узгармас деб \и со б л аб , температураси узгариш и иф одаси  
топилсин. Бу температуранинг узгариши ички эн ерги ян инг 
потенциал цисм ининг узгариш ига б о т и к , эканлиги  курса- 
тилсин. Олинган натиж ани м олекуляр-кин ети к нук,таи на- 
зардан изохдансин.

Е ч и ш . Э нтальпия Н(Р, Т) = U + PV, м асалан и н г ш ар- 
тига кура узгармас:

Бундан температуранинг босим узгаргандаги (кам айган- 
даги, яъни хджм ортгандаги) узгариш ини тавсифловчи иф о
дани оламиз:

Бизга маълумки,

(2) ёки (4) дан куринадики , агар Vn < 0, яъни а Т > 1 булса, 
d T  < 0 булади, яъни бу \о л да  газ совийди; агар F  > 0, яъни 
а Т < 1 булса, d T >  0 булади, яъни  бу холда газ исийди. 
Инверсия температураси Г. да реал газ идеал газ каби булгани 
сабабли V = 0, Рп = 0 булади; (2) ва (3) дан

]т
dP  = CPd T  + VndP

V = V(l — aT),

Pn = P ( p T -  1).

(1) ни (2) дан ф ойдалани б, цайта ёзамиз:

(2)

(3)

(4)

Газ кенгайганда, босим кам аяди, яъни

d P <  0. (5)

Щ Т , )  = 1,

т т , )  = 1

тенгламаларни оламиз.



Газ температураси Т  и н 
версия температураси 7)дан 
катта ё ки чи к  булганда кор- 
реляцион  параметр бир хил 
характерга эга булиш и учун 
(1-м асалага н;.) К < 0 булса, 
Рп >  0 булиш и, К > 0 булса, 
Рп <  0 булиш и лозим.

Д ем ак , К < 0 булганда,

булади; К > 0 булганда, яъни газ исиган чолда:

И з о ч -  (6) ва (7) дан куринадики, газнин г Н  =  const 
булгандаги кенгайиш ида совиш и тортиш иш  ( ( / <  0) кучла
ри билан, исиш и эса итариш иш  { U > 0) кучлари билан ха- 
рактерланади.

4 .б -§ . ТОВУШ НИНГ ТАРКАЛИШ ТЕЗЛИГИ

Берк тизим  учун босим ва чажм орасидаги умумий 6 o f -  

ланиш  диф ференциал тенглама (88) билан аникданиш и маъ
лум. Ш у тенглам ани куйидагича ёзамиз:

- V ld̂  = m P V .  (105)

Т аъриф га к^ра, товуш  тарк,алиш тезлиги Ь г > 0 ни ку- 
йидагича аниклайм из:

fl2= - K 2 - ^  (106)

ёки (105) ни чисобга олиб, товуш таркалиш  тезли гини нг 
КУйидагича терм одинам ик ифодасини оламиз:

Ъ2 = п ц Р У .  (107)

яъни газ совиган  чолда



п нинг ИССИК/ШК CHFHMH С 
га богликуш ги 4 .2 -р асм д а  
курсатилган. 4.2- ва 4.3-расм- 
лардан кури надики , товуш 
и зо х о р и к  ж ар аён га  кан ча  
як,ин булса, яъни сикдлув- 
чан ли к канча ки чи к  булса, 
товуш  тезлиги ш унча катта 
булади.

Ш у с а б а б д а н , к а т т и к  
жисмда товушнинг таркдлиш 

• тезлиги нисбатан катта, чунки С ~  Су.
Хусусий \о л л ар н и  курайлик.
1. Товуш  таркалиш  ж араёни ни  изотерм ик ж араён  деб 

карайлик. Бу \о л д а  С ->  <=° ва п = 1 булади. Д ем ак , товуш  
тезлиги учун

Ц  = jxPV (108)

иф одани оламиз. Идеал газ учун ц  =  1 ва, дем ак, (108) дан:

$ \ = P V  (109)

Н ью тон формуласини оламиз.
2 . Товуш таркалиш  жараён и адиабатик ж араён булсин, 

дейлик. Амалда, \ак,икатан *ам ш ундай деб каралади. Бу
\о л д а  С = 0, демак, п = у. Товуш тезлиги учун эса (107) дан

V ^ Y H P V  (110)
формулани оламиз.

Идеал газда товуш тарцалиш  тезлиги учун (110) дан Л ап- 
ласнин г куйидаги формуласини оламиз:

Ъ \ = у Р У . (111)

Умуман тажрибадан д(со) оркали п(со), сунг С(со) ни аник,- 
лаб, товуш тарк,алиши ж араёни кайси политропик жараёнга 
я кин  эканлиги \а к д ц а  маълумот олиш  мумкин.

4.5-масала. Газлар ва газларга Ухшаш тизимлар учун тер
м оди н ам и кан и н г биринчи конуни учун эрки н  узгарувчи- 
лар иккита булганда

dQ  = d U +  P d V =  C , d T +  lydV, (1)



C v = ( d U / d T ) v J v = P  + ( d U / d V ) T , ( 2 )

dQ  =  C ^ T + l pdP, 

dQ = med V  + m ^ P

(3)

(4)

муносабатлар уринли.
1) С , lp, we, /и, н и нг иф одаларини топинг.

2) К уйидагиларни исбот кдлинг:

т,

И зотерм а курсаткичи М = —Ё ^ ^ -YhL
а р  Р1р

3) А диабата курсаткичи у = С /С ^ к у й и д а ги  муносабат- 
ларни каноатлантириш ини курсатинг:

_  ( d P / d V ) s  
г (Э Р /Э ^г •

■ ' -  (ЭН/ЭГ)^
1-г ( d V / d T ) p  .

J у (Э Р / д Т ) о  I у
Г - 1  (Э /> /3 7 >  ’ Ц РХт PXs  ’

4) И зотерм ик ва адиабатик сикдлувчанликлар нисбати

учун куйидагилар уринли эканлигин и исбот кдлинг:

Хт/ X s  = Y ,  Хт = - I f i H l
Ф И *

эканлигин и курсатинг.
5) Грю найзен коэф ф ициенти

Г  =  U p V  /  Х т с у

г  __ У ( д Р / д Т ) у _  р у § ^ _  у  _ у  
Су Су ( д и / д Р ) у  flip



6) Грю найзен ко эф ф и ц и ен та  босим га б о т и к , булмаган 
\о л  учун газнинг умумий х,олат тенглам асини топинг.

Е ч  и ш:

1) dQ  = c lU(T,P)  + P dV (T ,  Р)

Ш ) ш d T  + [(- )  + *[ эк  у
\а т ) р чэ т)_ э р )_

d P -

Бундан

Щ  + /> (*£
д Т  L  [ д T j p

[ u + p v \ P = ( m  = % = с
д Т ) 1 [ д Т  ) р d T  р’

dQ

Бундан эса:

аи
Э К

+ Р
‘l r + [ w ) / p

mu = Р + [ —  1 ; / и , = В Д  ( э к ] /  '  U p j v

2) (1) ва (3) дан куйидагини оламиз:

(С,, ~  Cv) d T =  l / i V ~  lpdP.

Буни (4) билан солиш тириб, уш буларни топамиз:

mv =_ lyCp m P = - - /pCV
C p - C y  ’ C p - C v ’

(5) тенгламадан куйидаги иф одаларни аниьутаймиз:

(5)

(6)

£ Г
э Т , р

С р — Су ая
or )у

__ С р — Су
1р

ёки булардан:

1Р -
С у —Ср I   ~Су +Ср

~ р р  v  V a  ’  V pU p  <  0 )

(7) дан ly нинг lp га нисбатини олиб,

10— А. Бойдсдаев

(7)



jU = - W ,/ /Y , (8)

иф одан и  олам из. И деал газ учун /л — 1.
3) (4) ва (6) дан, жараён адиабатик, яъни dQ = 0 булганда,

д Р ]  _  _ m v _  Ср!у 
Э V ) s  тР Cylp (9)

Ж араён  изотерм ик, яъни d T =  0 булганда, (1) ва (3) дан

Е Л  =bL
0 V  ) у  ! р

(10)

иф одан и олам из. (9) ва (10) дан:

дР_
э v  is

(1) муносабатдан:

- у  -  Хт 
Xs

ЭК') _  _Су_
дт )s  ly

(11)

(3) ва (4) дан
Э К 'I _  Ср
ЭТ )р ffty

Бу ва m v =  Cpl J ( C p — Су) муносабатлардан

(3) дан:

Э К '
дт Ij. _

аРЭК
ЭГ

2L"
3 T ls

C y t t l y    1

CPly Y- 1 •

,£р
1р

(1) ва (4) дан ж араён изохорик булганда:

Э Р'j _  Су_ 
д Т  ) у  n ip

К ейинги муносабатлардан

ш = - Л ёСу
Cp—Cv



ифодани назарда тутиб, куйидагини оламиз:

V  ) s  ^ V  С р / у

(1) ва (3) дан:

Кейинги икки муносабатдан:

5) Г -  а , у  - _________= 1 (эя .)
ХтСу ( Э _ П  C v  С у { д Т ) р { д у ) т '

Бундан фойдаланиб, Грюнайзен коэфф ициенти Г ни ёза-

- 1

эр ) Ри
э Т у

(8) ва (10) дан

ёки бундан:
W x T = ИР ■ ( 12)

(11) ва (12) дан

А* = W P X t = V r P X s -

4) (4) дан:

д У  )  _  _  ni p  _  Су 1р

Маълумки



6) Г  = —  = т ^ т -  тенгликдан:
тр [ (1~L I

ЭЯ J,'к

еки

Бундан:

Ш.) = L
ЪР)у г

d U  = j d P .

и  = ^ ( P V  + Л Ю ) ;

бу ерда Д У ) / Г  — интеграл доимийси.

4 .6 -м а с а л а . 4 .5 -м а с а л а н и н г  ш арти д ан  ф о й д ал ан и б  
= yjx терм одинам ик муносабатни исботланг. Бунда

Us = P s / V ,  Ps  =  7 j ( f f ) 5 > a S  =  •

Е ч и ш . Товуш  тезлиги

: - l / 2
dV

ни узгартириб ёзайлик:

2 =  _ y l  d P / d T  ф
d v / d T  v '

Товуш  таркдлиш ини адиабатик жараён десак, 

v l  = - V 2 {d P / / J ^ -  = 7 ( d P / d T ) s  p v  = P s _ p y  =  ц 5 р у ,  (3)
(,d V / d T ) s _ \ _UIVi dT)s  as



Бун и

билан  со л и ш ти р и б , и сбот  к и л и н м о ^ ч и  булган  и ф ода 
jus = yh ни оламиз.

И з о Бу тенгликни эътиборга олсак, адиабата тенгла
маси (90) куйидаги куриниш ни олади:

PV>'s _  const, (5)

бу ерда n s — реал адиабата курсаткичи, идеал газ учун адиа
бата курсаткичи у га тенг.

4.7-масала. 4. 5-масаланинг шартидан фойдаланиб ва ин
версия температурасида идеал газ холат тенглам аси уринли 
деб \исоблаб, корреляция параметри /.(билан Р  тузатма ора
сидаги муносабатни аник^анг. Олинган натиж ани изочланг. 

Е ч и ш. Умумий \о л ат  тенгламаси

P V =  RTef  (1)

идеал газ \о л ат  тенглам аси P V  =  R T га

/  = = 0 (2)

ш арт баж арилганда утади. (2) ш арт баж арилиш и учун и н 
теграл иш ораси остидаги ифода нолга тенг булиш и зарур:

0

ёки бундан
Ур Р., С - С о  

ц  учун умумий иф ода маълум:

Л = (4)м 1- V J V  к ’

(3) ни (4) га куйиб, корреляция параметри jii билан тузатма 
Р„ = {д U / д  V )T орасидаги изланаётган муносабатни оламиз:



4.8-м асала. Х олат тенгламасини

V у

куриниш да ёзадилар, бунда В, С  ва \о к а зо  температурага 
б о т и к , вириал коэф ф иц иентлар  4.5-масала ш артидан ф о й 
даланиб, В ан-дер-В аальс гази учун вириал коэф ф иц иент В  
ни аникданг.

Е ч и ш . Ван-дер-Ваальс тенгламаси

ab «  V 2R T булганда, (2) ни такрибан куйидагича ёзамиз:

(3) н и н гун гтом он и д аги  P V ни R T билан алмаштирамиз:

(1) ва (4) ни солиш тириб, изланаётган вириал ко эф ф и 
циент В  ни топам из:

куриниш ни олади. (6) ни (4) билан солиш тириб В ан-дер- 
Ваальс як ,и н лаш уви да/н и  топамиз:

(P  + j r ) ( V - b )  = R T ,

бу тенгламани узгартириб ёзайлик:

(2)

(3)

(4)

(5)
И з о умумий \о л а т  тенглам аси 

P V =  R T e f .

/ < <  1 булганда, expf  ~ 1 + /  эканлигидан 

P V =  RT(  1 + / ) (6)



Бу якинлаш увда умумий тенглама асосий матнда келти
рилган куриниш ни олади, яъни

P V  = RTe v<h~l f )  ■ ®

4.9-масала. Х олат тенгламасини

P V =  £■, +  Е2Р +  Е,/>2 + ... (9)

куриниш да ёзиш  м ум кин; Е :Е2 ва \о к а зо  вириал к о эф ф и - 
циентлар 4.5-масала ш артидан фойдаланиб, Ван-дер-Ваальс 
гази учун

E t = R T ,  E i - b - j L  (10)

эканлигини курсатинг.
Е ч и ш : аввалги масалада Ван-дер-Ваалсь тенгламасининг 

такрибий иф одаси (3)

P V . R T  + Ц Ь - Л - )  ( | | )

куриниш да эди, (11) да ( RT/ V)  ~ Р  деб кабул ки ли н са, (9) 
билан (11) ни солиштириб изланаётган (10) ифодаларни топа
миз.

4.10-масала. в  ва К парам етрларни эр к и н  узгарувчилар 
деб хисоблаб, Р в а  U орасидаги богланиш ни — \о л а т т е н г 
ламасини аникданг.

Е ч и ш . Т аъриф  буйича ички энергия

U = 0 2(д In Z  /  Э0)к v YJt (1)

ифодадан ва босим

P = 0 ( d l n Z / d n ^  (2)

ифодадан аникданади. Булардан аёнки,

± < r / e ) - ( J L J ( v / e ‘ ) (3)

ёки бундан умумий хрлат тенгламаси

p + (du/dv)e=e(dp/de)„ (4)
ни оламиз.



И з о \ .  (1) ва (2) дан  ф ойдаланиб уш буни ёзиш им из 
мумкин:

rfin  z  = ^ c , e  + ^ d v  = £ d e  + ^ i v ,  (5)

бунда

d e =  —  - ^ d v
V v -

эканлигидан  ф ойдаланиб, (5) ни ёзамиз:

Od(v + \ n Z )  = d U  + P d V  . (6)

Бунда мувозанатдаги ж араёнлар учун тулик, д и ф ф ер ен 
циал

d S =  d(v + In Z),

яъни  холат ф ун кц и яси  S  мавжуд эканлиги  ян а боищ а усул 
билан курсатилди.1

4.11-масала.

1 _ hSSv
Z  A r ( v + \ ) e v

ифодадаги А ф ун кц и ян и

А  =  (7)

куриниш да деб,

р  _  0 (  3 In z '
Э V )ву ,хк

дан \о л ат  тенгламасини аникданг; бунда N  — зарралар сони. 
(И деал классик тизим да А{) хажм Кга б о т и к ,э м а с ) .

Е ч и ш. Ф араз к,илайлик, хажм узгарганда А  н и нг узга- 
риш ига асосий хиссани  биринчи купайтувчи Vs  к^ш син, 
яъни  асосий таъсирни Vм курсатсин. У холда:

1 Классик термодинамикада аввал \олат функцияси S  мавжудли- 
гини курсатиб, сунг (4) муносабатни ва, демак, )^олат тенгламасини 
курсатилади (0) нинг урнида к Т  олинади. Статистик термодинамикада 
биз аввал (3) муносабатни, сунг эса S  \олат функцияси мавжуд экан- 
лигнни курсатдик.



(8) уринли булган хрлда (2) хрлат тенглам аси  ни^оятда 
содда куриниш га келади:

Р = в (9)

еки

P V  = NQ = — U . (10)
V

И 3 0 4 : 1) N та заррадан иборат классик идеал газ учун 
v =  ЗЛ72 в д = кТ.  Д ем ак, х щ а т  тенгламаси

P V =  N k T

ёки бундан Авогадро сони N булганда К лапейрон тенгла- 
масини оламиз:

2) К вант идеал газ. Бу хрлда v =  3N  чолат тенглам аси
(10), демак,

3) К вант идеал зарралар маълум йуналиш дагина хдра- 
катлансалар (бу статистик ф изи ка масаласи эм ас, албатта), 
учта ком панентадан  фак,ат шу йун али ш н игина эътиборга 
(\и собга) олиш  лозим , яъни  v = N. (9) чолат тенглам аси 
Р = и куриниш га келади.

4.12-масала. Аввалги масала ш артидан фойдаланиб,

P V =  RT.

P V =  U/ 3
еки

Р = ф ,  U =  иУ.

P V  = U(n i  - 1)

\о л ат  тенгламасини олинг. 
Е ч и ш :

ру = —и
V

тенгламадаги N / v  нинг урнига, аввалги масаладаги

N



тенгликнинг к,ийматини цуйиб, масала шартидаги х,олат тенг- 
лам асини оламиз.

И з о * .  Идеал газ учун = 1 экан ли ги н и  назарда тутиб, 
газодинамикада фойдаланиб келинадиган

р у =  U ( y -  1)

тенгламани оламиз.
4.13-масала. А диабатик ж араён учун

P V rl' = c o n s t  (1)

тенглам адаги доим ий  сон const н и н г А  =  ш арт баж а- 
рилгандаги иф одасини топинг.

Е ч  и ш .

Z  = es~v — = l,Sg
’ z  AnVNf(v+\)ev

тенгликлардан
5-v _ AnVNr(v+\)ee

h

Бу тенгликн и, P V  =  N 0  ни назарда тутиб, кдйта ёзамиз:

e S-v =  W l V + l )  y N ^ p y  j  N y

h S

Бундан:

e s / v -1 _  1 f АпГ ( у + 1)
1 / v

h s g

ёки

P V N/v+1

PVNA+ 1 =  Bes/\

Бу тенгламани адиабата тенгламаси (99) билан солиш тириб, 
аввалги масаладаги тенгламани оламиз:

Yfi = 1 + N  /  v .

Бу тенгликни эътиборга олсак, изланаётган

P V № = Bes/V 
тенгламани оламиз; бунда

( ,С л '/'’



И з о Агар адиабатик жараёнда энтропия доим ий эк ан 
лигини эсласак, охирги (2) тенглам а яна (1) тенглам ага ке 
лади.

4.14-масала. Маълум йуналиш да кдтъий \аракатлан аёт- 
ган идеал газда товуш тезлиги v \  Ньютон формуласи буйича 
\исобланган  товуш  тезлиги ь), дан  икки марта катта э к а н 
лигини курсатинг, яъни

ь 2б = 2 v 2ff

эканлигини исбот кдлинг.
Е ч и ш . М аълум йуналиш да х,аракатланаётган газ учун 

N  =  V. Демак,

yn = \ + N / v  = 2,  

v l  = P V yh = 2 PV] v 2„ = P V

ифодалардан изланаётган тенгликни аникданади.

4.15-масала. P V  = N 6  тенгламадан ф ойдаланиб,

Р  = U (уц -  1)

холат тенгламасини келтириб чик,аринг.
Е ч и ш . Оддийгина курсатиш мумкин (P V  = N0  булганда)

Су = (Ш, СР = a (U  + P V )  = а Н .

Булардан изланаётган тенглама олинади.
4.16-масала. С татистик интеграл (йигинди)

Z  = j e - pEdn, Z  = Y e~PE' W
/

асосида
а) v нинг аник, к,ийматида

Z =  Ct(V, v, Xk) G v; (2)

б) U нинг аник, к,ийматида

Z = C 2( U , V , X k)e->- (3)

эканлигини курсатинг. С, ва С2 ош кор булмаган ф ун кц и я-
лар.



Е ч и ш. а) Таъриф га кура, ички энергия иф одасини ёза
миз:

U  = J E f (E )d n  = ±  J E e ' ^ d n  = -  ^ ; (4)

v — берилган (ф иксацияланган) десак, 0 = I /  /3 эканлиги-
дан ф ойдалани б, (4) ни куйидагича ёзамиз:

do dZ
v е z  •

Бундан
Z  = C,(v, V, Хк) в у (5)

ёки
Z =  C,(v, V , X k) ( U / v ) ' .  (6)

И з о X. С татистик интеграл (йигинди) ифодаси

1 _ = (1 //3 )  = в = 1 7 /V
Z  Л Д у + 1 )’ w  '

дан (6) иф ода олини ш и мумкин, яъни:

Z =  C,(v, V ) ( U / v ) \  (7)
бунда

б) t /ф иксац иялан ган да

d p  = jf dv .

Буни эътиборга олиб, куйидагини ёзамиз:
=  _U_dZ_

Z  dv

ёки
Z =  C2(v, V ,X k) e \  (8)

Z hhht ифодасида ш ундай e_v купайтувчи бор эканлиги
ни бош кдча усул билан х,ам курсатиш  мумкин. Х а^икатан 
Хам

S  = v +  InZ

ифодадан
156



Z  - e'e~v

эканлиги  келиб чикдци.

4.17-масала. С татистик интеграл ZynyH олинган

1 . hs Bve,
Z  AF(v + 1) , (1 / 1 3 ) ш в  = и / у  (1)

ифода асосида 4 .16-масалада олинган (2) ва (3) ифодаларни 
аник,ланг.

Е ч и ш. а) (1) ифодада

C ( v , V ) = ^ ± »  (2)
Irg

белгилаш  киритиб, (1) иф оданинг изланаётган

Z = C ( v , V ) 6 v (3)

иф ода билан бир хил экан ли ги н и  курамиз.
б) Ф араз кдлайлик , v — бутун ва етарли дараж ада катта 

сон булсин. Бу холда Стирлинг формуласидан фойдаланамиз:

f ( v  + 1) =  v! == Ye~r. (4)

Буни эътиборга олиб, (2) ни

C(v, V) = Avre~'/h'g (5)

куриниш да ёзам из. Энди в  =  U/v  экан ли ги н и  назарда ту
тиб, (3) ни ёзамиз:

Z  = ^ g V  = C ( v , V ) U ve-v (6)

бунда
C( v ,V )  = A / h ' g . (7)

4.18-масала. О сциллятор учун статистик интеграл Z ни 
анъанавий ва янги усул билан ани к^ан г. О линган натиж а- 
ларни солиштиринг.

Е ч  и ш.
г  = 5 У й" \

П

E „ = tm (n  + 1 /2 ) ,  « = 0 ,1 , . . . ,  (2)

e  = l / P  = U / v  = < e > / v ,  v = 1. (3)
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Идеал газ учун

0П = 1 /Д ,= А :7 \  (4)

(1) асосида  Z hh топайлик:

z  = = е- п ^ е-„= (5)
н п е е

х  = p nhw = f i w / k T  

<£ > ни аник^лайлик:

<я >=1У е =_ li!L  =< £ >  z ^ n z  dp{)
1 dZ дх _  fitv ex/2 + e~x / 2  _  tiw , hw ....

"  ~ T ’ е ^ ^ - 7 х^  ~ ~ i c m T k f -  W

Э нди Z hh

1 A**
/ ( / ’( v + I ) 0 v

асосида аникдайлик.

j  = Iv = 1,0 = C / / v  =< e >,g = 1, 
f ( v  + l) = f ( 2 )  = l,

Г Е = A E  = Aen = v4/iw(« + 1 /  2) = (/z + 1 /  2)/i.

Бундан:
A = h /  hw = 2л  /  w .

(7) дан  Z  ни ани ьутй м из:

Демак,

(7)

/?w /iw 2 2kT

7  I ех / 2 + е " л / 2  _  < f >  /оч
Z “  2 ел/2_е-Т 7Т - -j^T- W

(5) ва (8) иф одаларни солиш тирайлик.
Ф араз кдлайлик, х = Д)йм> «  1 булсин, яъни температу

ра етарли дараж ада катта булсин. У холда



ex/1 +  е~хП ~ 2.

Д емак, бу холда анъанавий усул билан олинган (5) ифода 
ва янги усул билан олинган (8) ифода бир-бирига мос келади.

1 -и з о х . (8) дан куринадики , Z 6epm iraH  терм один ам и к 
холатдаги уртача квант хрлатлар сони:

<£> 1z  = —  =< П > + -.
tiw 2

2-и з о х- Асосий холат эътиборга олинм аса, Z  = <п>.
3-и з о X- тсатхдаги "зарралар" сони уртача < п >  эса квант 

статистикаси так,симоти эканлигини кейинрок, курамиз.

4 .7 -§ . Э Н Т РО П И Я . ТЕРМ О ДИ Н АМ И КАН И НГ  
ИККИ Н ЧИ  КОНУНИ

Биз мувозанатли ж араёилар учун

9d(v  +  InZ; =  d Q , (112)

номувозанат холатлар учун, К арно теоремаси асосида

dd(v + \nZ) > d Q  (113)

иф одаларни ёзган эдик. (112) ва (113) даги

5 = v  +  lnZ  (114)

ф ун кц и ян и  ти зи м н и н г эн тр о п и яси , (114) тенгликн и  эса 
энтропия тенгламаси деб ю ритам из1. (112) ва (113) бирликда 
ёзилган умумий муносабат

9 d S > d Q  (115)

ни термодинамиканинг иккинчи цопупи  дейилади.
Б и знин г усулимиздан фарьуш равиш да одатда эн троп и- 

яни  Гиббс таъриф ига кура,

S = - < \ n f ( E ) >  (116)

куриниш да ёки Больцман формуласи (кейинрок, бу формула 
билан таниш амиз) асосида киритилади.

Гиббс таъриф и (116) дан  ва

' Энтропия S  нинг бундай усул билан киритилиши ва унинг тен- 
гламасн (114) биринчи марта сзиляпти.



f ( E )  = ^ e - fiE, P = v / U  (117)

ифодаларни назарда тутиб, яна биз киритган энтропия иф о
даси (114) ни олам из. Д ем ак , эн троп ия тенглам аси (114) 
Гиббс таъриф ига мос келади1.

Т ерм одинам иканинг иккинчи крнунига мувофик,тизим
н и н г холат ф ун кц и яси  S  куйидаги хоссаларга эга:

1) Э нтропия узгариш и dS  икки к,исмдан иборат:

d S = d S q + dSg, (118)

бунда d S  — ташк;и мухитдан тизим га келувчи (ёки кетув- 
чи) эн троп и я ; d S  — ти зи м н и н г узида кайтм ас (диссипа- 
тив) ж араёилар туфайли хосил булувчи энтропия.

2) d S  тизим даги  кдйтувчан (м увозанатдаги) ж араёилар 
учун нолга тенг ва кдйтмас жараёилар учун мусбатдир, яъни:

dSg> 0. (119)

3) Т изим га келувчи эн троп и я тизим  билан ташк,и мухит 
узаро таъсирининг кон крет характерига караб мусбат, ноль 
ёки м анф ий  булиш и м ум кин, яъни:

^ , | 0 .  (120)

Хусусан, адиабатик яккаланган  тизим  учун, яъни ташк,и 
мухит билан исси кди к хам, модда хам алм аш м айдиган т и 
зим  учун

dSf = 0. (121)

тен гли к  уринли. Бу холда (118) куйидагича ёзилади:

dS>  0. (122)

(122) иф ода — адиабатик яккаланган  тизим  учун терм о
динам иканинг иккинчи крнунининг ёзилишидир. (118) тенг- 
ликда, К арно-К лаузиус теоремасига асосан,

dS4 = dQ /B  (123)

1 Одатда, энтропиями улчамли параметр Sr =  ~ к <  1п/> куринишда 
цабул циладилар; к — Больцман доимийси.



ва дем ак , ян а  терм оди н ам и кан и н г и кки н чи  крн ун и н и н г 
умумий иф одасига келамиз:

d S > d Q / 6 .  (124)

Т ерм одинам иканинг биринчи крнуни (12) ни эътиборга 
олиб, биринчи ва иккинчи крнунларни биргаликда

О d S > d U +  dA -  j-idN (125)

куриниш да ёзамиз. Буни Гиббс-Дюгем мупосабати  дейила- 
ди; К лассик холда в  = кТ.

Статистик физикада энтропияни холат эхтимоллигининг 
улчови сиф атида кдралади. Э н тр о п и ян и н г стати сти к  маъ- 
носи билан таниш иш  учун куйидаги м исолни к,араймиз.

Аввал бир-биридан  аж ралган 5" ва S 2 эн троп и яли  ти- 
зим лар мувозанатда булсин. С унг улар уртасида контакт 
хосил кдлингандан  кейин 5, ва S2 эн тр о п и ял и  янги  муво- 
занат холатига келинади.

Агар бу тизим ларни яна кдйтадан аж ратилса, уларнинг 
мувозанат холатлари бузилмайди; кдтьийрок, маънода айта- 
диган булсак, мувозанат холатларнинг бузилм аслиги деяр- 
ли иш ончли вок,еадир; бунда 5 = 5 ,  +  S2. Бош кдча айтганда, 
охирги холат — мувозанат холат энг катта эхтимолли холат- 
дир (Z  = 4, N  = 2 булгандаги м исолни эсланг!). Бу эса 1 ва 
2 тизимлардан иборат тизим эхтимоли ки чи к S ” + 5" холат- 
дан эхтимоли катта 5, +  S2 холатга утганлигини курсатади, 
бунда тизим нинг энтропияси 5 д еяр л и  иш ончли вок;еа каби 
ортади, яъни AS > 0.

Ш уни айтиш  лози м ки , тизим  терм од и н ам и к эхтим ол
лиги кичик холатдан термодинамик эхтимоллиги катта холат
га уз-узидан, узининг хоссасига кура, табии й  равиш да ута- 
ди; яккаланган тизимда энтропия ортади, яъни d S  > 0 булади; 
умумий холда эса dS>  dQ/ в булади.

Ф араз к,илайлик, м увозанатдаги яккалан ган  тизи м н и н г 
м икрохолатлари сони N  булсин. У холда теки с так^симла- 
ниш га асосан /-холат эхтимоллиги

W =  \ / N

ифода билан аникданади. Гиббс таъриф ига асосан:

I I— А. Бойдедаев



S  = - Y dW , \ n W , = \ n N .
i

Бу — мувозанат \о л а т  учун Больцман формуласи булиб, 
бундан /Учекли экан ли ги  х;ам келиб чикдди.

Ю крридагилардан, агар м икро\олатларнинг э\тим оллик- 
лари текис такримланмаган булса, энтропия максимум к,ий- 
матга нисбатан ки чи к  к,ийматга эга булади, яъни \о л ат  но- 
мувозанатда булади, деган хулосани чикдриш  мумкин.

Бунда тизим  релаксац и я  там ой илига асосан мувозанат 
\о л атга  як,инлаш аверади ва, ни ^оят мувозанат х,олатга ке- 
лади , эн троп ия м аксим ум  булади, эх,тимолликлар зичлиги 
текис та^сим ланган булади, яъни бу ерда юкрридагилардан 
эн троп иянин г ортиш  тамойили келиб чикдди.

1 -и зо х ,. Ф луктуация ж араёнларида мувозанатдаги т и 
зим катта э \ти м о л л и  х,олатлардан ки чи к  э \ти м олли  х,олат- 
ларга утади, бунда тизи м н и н г эн троп ияси  камаяди.

2 - и з о х .  Э н тр о п и ян и н г улчам сиз катталик сиф атида 
ан и кдан и ш и , би зн и н гча, м етодик ну^таи назардан кулай- 
л и к  ^осил кдлади . Ундан ташк,ари эн троп и ян и н г бундай 
аникданиш и, биринчидан, унинг тартибсизлик даражасини 
курсатиш га, и кки н чи дан , ин ф орм аци я назариясидаги э н 
тропиянинг Ш еннон томонидан таърифланиш ига ва, н и \о - 
ят, учинчидан, катъий айтганда, ихтиёрий туплам элемент- 
лари ихтиёрий объектлар булиш и м ум кинлигига жуда мос 
тушади, яъни унинг улчамли булмай, улчамсиз булиши мак,- 
садга мувофик, булади. Ф и зика адабиётида энтропия (энер
гия/градус) улчамга эга.

Тарихий маълумот.  Э нтропия туш унчаси 1865 йилда 
немис олими Клаузиус том онидан киритилган.

М олекуляр-кинетик тасаввурларга асосланиб энтропия
нинг ортиши хакдца биринчи бобда айтганларимизга кушим- 
ча ф икрлар юритамиз.

Б из ички эн ерги я  U учун умумий х,олда

U = Y , W i  ( 12?)
/

иф одага эгам из. К вазистати к (мувозанатдаги) ж араён со 
дир булганда 
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IV i = ± e - pE (128)

дан фойдаланиб,

d U  = ^  + £  EjdWj =< dE  > + £  Е ^ Щ  (129)
/ / i

иф одани оламиз. d W i ни узгартириб ёзайлик:

dW. = —Wid( lnZ+ pE)  = - Щ е /S., (130)

бунда 5. =  In Z  + ft £  — микрохрлатнинг энтропияси; равш ан- 
ки , S  =  <S>  =  In 1 / W . .  (130) дан ф ойдаланиб (129) ни

d U  + dA = ~ Y J WiEjdSj = - <  E,dSt > (131)
i

куриниш да ёзамиз. Т ерм одинам иканинг биринчи к,онуни

d U +  dA = dQ  (132)

ва икки нчи  крнуни

d Q < 9 d S  (133)

ифодаларига асосан (131) дан мувозанатдаги хдп учун

- < E . d S i > = 9 d S  (134)

тенгликни оламиз ёки умумий \о л да

— < EidSi > = в  d S > d Q  (135)

муносабатга эга буламиз. Я ккаланган тизимдаги ж араёнлар 
учун

- < E d S . > = 0 d S >  0, (136)

бунда тенглик к^йтувчан, тенгсизлик кдйтмас ж араёнлар 
учун уринли.

а) Кдйтувчан ж араёнларни курайлик. Бунда

- < E . d S . > = e d S =  0. (137)

Табиийки, (137) муносабат баж арилиш и учун



-  < EjdS; >= - ^ W j E j d S j  ( 138)
i

йигиндида N { та микрохолатлар эн троп иялари нин гузгари - 
ш и dS j м ан ф и й , N 2 та м и кр о \о л атл ар н и н г эн троп иялари - 
н и н г  узгариш и dSk эса  мусбат иш орали булиш и ш арт; 
N  = jV, +  N 2 — микрохолатларнинг умумий сони.

/' = 1, /V,; к = \ , N 2 белгилаш лар киритиб, (138) ифодани

- ^ W j E j d S j  = - ^ W i E i d S ,  - % W k E k dS k = О 
j  i к

кури ниш да ёзиш  м ум кин; бунда dSj < 0 булгани учун

-E jd Sj  > 0 (139)

булади; бунда dSj < 0 хол м и кро \олат  эхтимоллиги W. нинг 
ортиш ига мос келади, яъни  ки чи к эхтимолли микрохолат- 
лардан катта эхтимолли м и крохол атл ар га утиш лар содир 
булади. dSk > 0 булган холларда м икрохолатларнинг катта 
эхтим олликларидан  ки чи к эхтим олликларига утиш лар со 
дир булади. М увозанатда бу икки  конкурент утиш ларнинг 
уртачаси тенг ва d S  =  0 булади. Умумий холда dS  > 0 ва, 
демак,

> ~ ^ W k Ek d S k . (140)
/ к

Д ем ак, ки чи к  эхтимолли микрохолатлардаи катта эх,ти- 
молли м икро\олатларга утишлар аксинча утишларга нисба
тан  устунлик билан боради. "Н омувозанатдаги ж араёилар 
чогида тизим  ки чи к эхтимолли холатлардан катта эхтимол- 
ли ^олатларга утади", дейилган  иборани шу маънода ту- 
шунмок, лозим.

Агар тизим бошлангич пайтда мукдррар (динамик) холатда 
(ёки унга як,ин холатда) булса, ташк,и таъсир булмаганда
вак,т утиш и билан у м увозанат холатга катта эхтим оллик
билан келади, яъни эн троп иянин г узгариш и d S >  0 булади. 
Бу холда эхтим оллик РКнинг кам айиш ига эн троп иянин г

- 4 d S  = ^ W j E j d s j  = ^ IVjEjdSj ^ W k Ek dSk
j  i к



ифодаси мос келади. Бунда d S >  О булиш и учун

. X Wk Ek d S k > J^W iEi dS ;
к i

ш арт баж арилиш и зарур (к,. 1.4-расмда унг капот); бунда W  
нинг кам айиш ига тугри келган dSK>0\  ун и н г ортиш ига 
тугри келган dSi < 0. Бош кдча айтганда тизим  дельта-ф унк- 
цияли хдлатдан кан оник та^сим отли хрлатга келади.

4.19-масала. 1) Э нтропиянинг Гиббс ифодаси

5  = - Х ^ 1 п ^ . ,  (1)
/

ички энергия ифодаси

и  = Ъ ЕМ  (2)
i

ва каноник такримот

И / = 1 е х р ( - / Щ )  (3)

асосида терм одинам иканинг иккинчи конунини келтириб 
чик,аринг.

2) Т ерм одинам иканинг биринчи ва и кки нчи  крнунлари 

6 d S  = d U  + PdV, 0  =  U/v  (4)

асосида хщ ат тенгламасини

Р = п в  (5)

келтириб чикдринг.
Е ч и ш .  1) (1) дан уш буни оламиз:

= X  In WjdWj  , (6)
/

бунда dW-, = 0  эътиборга олинди. (3) ни (6) га куйиб 
/

куйидагини оламиз:

d S  = p Y J E id W i • (7)
/



£  EjdWi = d U  + d A , (8)

бунда dA =  -  < dE>.  Т ерм одинам иканинг биринчи крнуни

dQ = d U + d A  (9)

(8) ва (9) дан и сси кди к  м и кдори нин г умумий иф одасини 
аникдаймиз:

d Q  = ^  EjdWj  . (10)

М увозанатли ва кдйтар жараёнлар учун (7) ва (10) дан

PdQ0 =  dS.  (11)

Карно теорем асига асосан, умумий х,олда

d S  > f i dQ . (12)

А диабатик ж араён учун

d S >  0 , (13)

кдйтмас ж араёнлар учун

d S >  0 .  (14)

(12), (13) ва (14) термодинамика иккинчи крнунининг ифо- 
далари.

2) Х олат (Т, V) параметрларга нисбатан аникдансин; (11) 
тенглам а v =  const х,ол учун (зарралар сони доим ий булган 
\о л  учун) ёзилган . (13) ни

d S  = + - ~ d T  + )- 
0 д Т  о

эи
Э У

+ р d V (15)

куриниш да ёзайлик. су т у л а  диф ференциаллигидан

_ а _

эк
'1 Э£Г =  J _ f i \ dJ L  +  P ]

0  д Т _ д Т [ 0 . З У

тенгликн и  ёзиш  м ум кин. (16) ни куйидагича ёзайлик: 
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1 d2U _  I двди _  1 d2U  1 дР  1 Э( ЯU Р ™
О д У д Т  в 1 д У д Т  в д Т д У  в д Т  в1  д Т д У  в 1 '

в  = U/v ва v = const ни эътиборга олсак,

до BU _  до д и  
ЭУ ЭТ д Т  ЭУ

тенглик уринли. Буни назарда тутиб, (17) дан

тенгликни оламиз; С — интеграл доимийси Т  га боглик, эмас. 
И деал газ учун

Бундан С = п — зарралар зичлиги. Д ем ак, умумий хрлда

д In Р _  д In в р  _ QQ
д Т  д N

Р.. = пв.  =  пкТ.

р =  п в  , 6 = U / v (18)

хдлат тенгламасини оламиз.

4.20-масала.

Ср - С у  = T V  — (1)

тенгликни исбот дилинг.

Е ч и ш. Бизга маълумки,

Cp ~ C v = Valv, 

TdS = Cyd T  +  I / I V  

ва М ассвелл муносабати булган

тенгликдан

СР- С у = РУТ(ф ; (2)



(3) дан ф ойдаланиб, /3 нинг иф одасини ёзамиз:

Л и -' (4)

Д ем ак , (4) ни назарда тутиб, (2) дан (1) иф одани ола
миз.

4.21-масала.

Xt ~ X s = V t £ -L р

тенгликни исбот к,илинг.

Е ч и ш. Бизга маълумки,

=  у  =  £г.
Xs г Ск  •

Аввалги масалада

СР - С у = V T a 2 (1)

экан и  курсатилган эди. Буни узгартириб ёзайлик:

Ks\  _ с

(1) ва (2) дан:

C p ( \ - - )  = C p ( \ - j ± )  = ^ - ( x T - X s ) .  (2)

Хт ~  Xs  = V T a 2 J -  .

4.22-масала. Гиббс-Дю гем муносабати асосида Стефан- 
Больцман крнунини исботланг.

К у р с а т м а .  Ф отон газ ички эн ерги яси

U = V £ ( 1 )  (1)

ифода билан аникданади деб х,исоблансин.
Е ч и ш. Гиббс-Дю гем муносабати

d S r = ± ( d U  + PdV)  = ± ЭU  I d U  п \ ,

> T d T * ( > y * p r (2)



dS r нинг тула диф ф еренциаллигидан

_ Э _

дУ \ Т  д Т )
д

дт
' д а + р
т{ дУ

тенгликни оламиз, бундан Р  =  е /3  ни назарда тутиб,

Т —  -4е  
у э г _4е

тенгликни оламиз ёки бундан

е = сгГ4

С теф ан-Б ольцм ан крнуни келиб чикдди. а  — интеграл до- 
имийси. У нинг к,иймати П ланк назариясидан аник,ланади.

4 .8 -§ . САКУР-ТЕТРОД ТЕНГЛАМАСИ.,
ГИББС ПАРАДОКСИ

Энтропия формуласи

S = v + \ n Z  (141)

ни N  та заррадан иборат булган идеал классик газ учун 
татбик; этайлик. Бундай идеал  газ учун v = 3/V/2; 6U = к Т  
ва статистик интеграл Zy4yH

ифодага эгамиз; бунда

И1
3 / 2

2птва

(142)

(143)

формула билан аникданади : (142) ва (143) ни назарда ту 
тиб, (141) ни к,айта ёзамиз:

S  = N 3 ' 2 \п(?~лт0п
2 + 2 ‘"1  Л2

In п



S_ =  3 
N  2

Битта заррага тугри келган S / N  эн троп и я (144) ни Са-  
кур-Тетрод тенгламаси  дейилади. (144) дан  куринадики, 
тем п ература Т  ва зи чли к  п =  /V/У у зга р м а с а , (S /N )  эн тр о 
пия \а м  узгармайди.

N  та заррадан  иборат классик идеал газнин г эн троп и я- 
сини Гиббс-Дю гем термодинамик муносабатидан аникдай- 
лик:

(146) ва (147) ни \и со б га  олиб, (145) тенгламани ёзамиз:

бунда 50 — интеграл доим ийси . У умуман, эрки н ли к  д ар а
ж алари сони  ёки зарралар сонига боглик,:

Биз м асалани  к,араётганимизда УУни ихтиёрий доим ий 
деб кабул к,илган эдик.

У ш бу м исолни  курайлик: К \аж м л и  идиш  тусик, билан 
икки  а ва b кисм га аж ратилган булсин. F  х,ажмда N , Vh 
\аж м д а  N h идеал газлар бир хил температурада булсин. Бу 
газларнинг (149) га асосан энтропиялари

Х ар икки  газдан иборат умумий ти зим н инг энтропияси 
эн тр о п и ян и н г аддитивлик хоссасига асосан, (151) ва (152) 
ларнин г йигиндиси, яъни 
170

(145)

(146)

(147)

k d S  = Cy ~  + ^ d V . (148)

Бундан
k S =  CJn Т  + M in  V + Sn, (149)

S{) -  S0v ёки Sn =  Sa(N) (150)

kSa = CvJn  T  + N k l n  Va +  k S J N J  , (151)

kSh = Cn l n T +  Nhk\nVh + kS0(Nh) . (152)



5° = S°a + S°h (153)

билан аникданади.
Агар идиш  к^см лари  орасидаги тусик^ни олинса, газлар 

аралаш ади, диффузия хддисаси юз беради. Маълум вацтдан 
(релаксация ва^тидан) кейин тизим узининг мувозанат хдпа- 
тига келади; а ва b газнинг \а р  бири идиш нинг бутун \аж м и  
К н и  эгаллайди. Д иф ф узи ядан  кей и н , тизим  мувозанатда 
булганда а ва b газларнинг эн троп и ялари н и  (149) формула 
асосида аникдаймиз, яъни:

kSa = CValn Т  + N k \ n (  V + V b) + kS0(Na), (154)

kSb =  C J n  T  + N hk\n( V + V b) + k S n(Nh). (155)

Газлар аралаш гандан кейин аралаш м а ти зи м н и н г уму
мий энтропияси

s = s a + sb (156)

йигиндидан иборат булади.
Э нди а ва b газларнинг аралаш иш и (диф ф узи яси ) ту- 

ф айли тизим нинг умумий эн троп иясини нг узгариш ини то- 
пайлик. Бунинг учун (151), (152), (154) ва (155) иф одалар- 
ни назарда тутиб, (156) иф одадан (153) ни айирам из, яъни:

k A S  = k S - k S n = N ak \ n ^ ^  + N hk \ n ^ f i -  (157)
* а *b

ёки бундан

AS  = N J n ^ ^  + N h \ n ^ ^ -  (158)
1Уа b

ифода олинади.
Бу формула (158) газлар учун, м асалан , аргон, неон ва 

бош ^а газлар учун тасдикданади (к. (12)). Ф араз кдлайлик 
и кки та бир хил газ N a = N b = N  идиш да аралаш син . (157) 
ёки (158) формулага асосан, аралашиш (уздиффузия туфайли) 
энтропиянинг ортиш и

A S  =  2М п2 (159)

ифода билан аникданади. Умуман, бир хил газ учун эн тр о 
п и ян и н г ортиш и эн тр о п и ян и н г мавжуд эм аслигига олиб 
келади; чунки газнинг х,ар кдндай холатини, биз газ кисм -
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ларини нг орасидаги тусикдарнинг олиниш и туфайли юзага 
келган, деб  тасаввур этиш им из м ум кин. Бу эса унинг энт- 
ропияси, (159) га асосан, аввалдан берилган хар кдндай сондан 
катта була олиш ини курсатади.

А ммо бир хил газ булганда тусик, булиш и ёки унинг 
олиниш и м акроскопик ж араёни нин г (диффузия ходисаси- 
нинг) булишига олиб бормайди. Мувозанатдаги тизимда мак
р о ско п и к  ж араён булмаслиги учун (бир хил газда уздиф - 
ф узия хд аи саси  — тер м о д и н ам и к  ж араён  эм ас!) уни нг 
эн троп ияси  узгармаслиги лозим . Ш ундай кдлиб, термоди- 
нам икадан  келиб чикдан  (159) иф ода амалдаги натижага 
зиддир. Бу зиддиятни Гиббс парадокси  дейилади.

Гиббс бу зиддиятни эм пи рик усул билан хал килди. Ста
тистик ф изикадаги  (144) ф орм ула асосида бу зиддият уз- 
узидан бартараф  этилади; хд^икдтан хам, \а р  хил газлар 
аралаш ганда (144) формуладаги зи ч ли к  п =  А уК узгаради 
ва, демак, энтропия узгаради; бир хил газлар "аралашганда" 
эса  тусик, булиш и ёки олини ш и билан зичлик узгармайди 
ва, дем ак, эн троп и ян и н г к^иймати узгармайди (Гиббс пара
докси булмайди).

1 -изо\. С татистик ф изиканин г одатдаги баёнида бу зид
диятни  квант м еханикасидаги (хозирги замон микрозарра- 
лар физикасидаги) айнанлик тамойилини хисобга олиб, сунг 
С тирлинг формуласидан фойдаланиш  оркдли хал килинади 
(Сакур-Тетрод формуласини олиш да хам, анъанавий усулда 
шундай килинади).

Бизнингусулим изда эса, Гиббс парадоксини хал этишда 
С тирлин г ф орм уласидан ф ойдалани ш га эхтиёж булмайди 
( К .  [12] 241-бет).

2-и з о X- С акур-Тетрод тенгламасида Г —> 0 булганда э н 
тропия 5 нолга интилмагани учун, С акур-Тетрод тенглама
си термодинамиканинг учинчи крнунини кдноатлантирмай- 
ди , дейилади (м асалан , к,. [12] 219-бет). Аммо температура 
Т нолга интилиш и хар бир эркинли к даражасига тугри кел
ган эн ер ги ян и н г нолга интилиш и дем акдир. Э нергия уз- 
луксиз узгарган холда ф азо  хам узлуксиз узгариш и талаб 
этилади, яъни /i —> 0 булиш и кузда тутилади. Ш у сабабли, 
С акур-Т етрод  тенглам асида Иг/ 0 £ ки h2/ k T  нисбат ноаник, 
булиб к,олади ва, дем ак , Т О булганда тенглама терм оди
нам иканинг учинчи крнунини кдноатлантирмаганлиги (ёки 
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каноатлантириш и) номаълум булиб крлади. А гар к,аноат- 
лантиради , яъни 71-*  0 да 5 —>0 булади дей илса, (h2/ T )  
учун маълум чегаравий кийм атни олиш  мумкин.

4 .9 -§ . БОЛЬЦМАН ФОРМУЛАСИ

Я ккаланган тизим ни карайлик. Т аъриф га кура бу \о л д а  

Е = < Е > =  U -  const. (160)

К в а н т  \  о л. С татистик йигинди

Z  = ^ e ~ pEi , (161)
/

бунда Е. — /'-микрохдгсатнинг энергияси , аммо, (160) га асо 
сан, бу \олатлардаги энергия узаро тенг. Ш унин гучун  (161) 
ни куйидагича ёзиш  мумкин:

z  = 2 y #  =
i /

ёки
Z  = e~vN x, (162)

бунда
N x = ^ l , ,  (163)

/

Холатлар сони ZHHHr (162) ифодасини энтропия тенгламаси

J = v  +  lnZ  (164)

га куйиб яккаланган  тизим  эн троп ияси  учун ушбу иф ода- 
ни оламиз:

S =  ln/V . (165)

Бу ифода Больцм аннинг маш^ур формуласидир. 
К л а с с и к  х,ол. Бу хрлда статистик интеграл ’

Z  = J  e~pEdn (166)

куриниш да аникданади. (160) га асосан Е  = const булганли- 
ги учун

Z  = e~pEj  dn = e~vN x (167)
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тенгликни оламиз; бунда:

N* = ! d n = w l d r  ■ (168)

(167) ни энтропия тенгламаси (164) га куйиб, яна Больц
ман ф орм уласини олам из1. Бу ерда 7V тизим  ф азавий фазо- 
даги "ячейкалар" катаклар сони билан аникданади.

Э н тр о п и ян и н г бош кдча куриниш ини курайлик. Я к ка
ланган  тизим  учун

<|69)

экан и  маълум. Бундаги с1ГЕ ф азавий Е в а  Е  + d E радиусли 
гиперсф ералар орасидаги хажм. dTE етарли дараж ада кичик 
булиш и м ум кин. (Я ккаланган  тизим  учун сиртлар ораси 
жуда юпкд деб ю ритилади ва d E  -»  0 дейилади .) У холда

Г Е = J  d r E ёки  ДГЕ = |  d r E
(£) (д£)

Ф и зи к а д а  ку п и н ч а  э н тр о п и я н и н г  узгари ш и  мухим 
булганлиги учун, (165) н и н гу р н и га

Д 5 = 1 п/ £. ёки  Д 5 = 1 п Д /’£ (170)

ёзилиш и мумкин. Э н троп и ян и н г одатдаги иф одаларида 
Больцм ан доим ийси  к  иш тирок этади:

S E = k\nNx. (171)

Гиббс таъриф и буйича энтропия S r киритилганда

S r = - k < l n f r >, (172)

1 Статистик физикада Больцман формуласи постулат сифатида кабул 
цилипади. Бизнинг баёнимизда эса у энтропия теигламасидан келти- 
риб чицарилди.



Аммо энтропия 5тарти бси зли кд араж аси н и  ани к^ай ди - 
ган катталик булгани учун у улчамли булиш и ш арт эм ас ва 
хатто улчамсиз булиши тартибсизлик даражасини курсатувчи 
(ёки ин ф орм ац и ян и  аникуювчи) сиф атида \а м  м антикдн, 
х,ам услубий ж и^атдан би зн и н гча тугрирок, экан л и ги н и  
юк,орида айтган эдик.

Тарихий маыумот.  Э нтропия форм улаларининг, жумла- 
дан , Больцм ан ф орм уласин инг ф и зи ка учун жуда мух,им- 
лигин и  К убонинг "С татистик механика" китобида келти
рилган куйидаги маълумотдан х,ам билиб олиш  мумкин. 
"Гузал Венанинг марказий к,абристонида Л ю двиг Больцман 
(1844—1906 йиллар) хотирасига куйилган ёдгорликка, унинг 
инсониятга беба^оту^фаси, яъни S  =  Л/л^Кформуласи аба- 
дий му^рлаб куйилганлигини йуловчилар куриш лари мум
кин.

Маълум булишича, S  =  Л /яЖ ф ормулани айнан шу кури
ниш да Больцм ан узи х,еч кдчон ёзм аган. П л ан к  узин инг 
и сси к^и к  нурланиш и назари яси  буйича калган  л екц и яла- 
рида шу ф ормулани беради..." [4].

М аш^ур япон физиги Кубо терм один ам и кани нг б и ри н 
чи ва иккинчи крнунлари \ак,ида ёзиб, у куйидаги чиройли 
ухш атиш ни келтиради: Т абиий ж араён ларн и н г бую к ф аб- 
рикасида эн троп ия там ойили д и ректорли к  к,илиб, х,амма 
битимлар (келиш увлар) турларини тузиш га ва уларнинг ба- 
ж арилиш ига буйрук, беради; ЭДДДИ ШУ пайтда эн ер ги ян и н г 
сак^аниш  к,онуни фак,атгина бухгалтер ролини уйнаб, дебет 
ва кредит (кирим  ва чик,им)ни м увоф ик^аш тири ш  (тенг- 
лаш тириш ) билан шугулланади.

1-и зо х ,. Я ккаланган  тизим  учун

Z  =  e r Nх

ифода олинди. (1 )дан .

v = \n ( N / Z ) .

N  та заррадан иборат идеал газ учун (2) ни

О)

(2)

(3)



куриниш да ёзиш мумкин. Узлуксиз \о л  учун "холатлар сони" 
/V. ни

еки
(4)

куриниш да ёздик. (4) фазавий фазо "катак 'лар сонини аник,- 
лайди. И деал классик газ учун (зарралар сони N  та булган
да) g = N s'. Д ем ак,

(5) да N N— усуллар сони. Д ем ак, хар бир микро^олатда 
одатдаги адабиётда кабул килинганидек М  та усул булмас- 
дан , балки N N та усул бордир, яъни \а р  бир м икро^олатни 
Л ^хил  усул билан олиш  мумкин. Ш у сабабли микро^олат- 
лар сон и н и  N*  га ( М  — бу усуллар сон и н и н г бир кисм ини 
таш кил этади) купайтириш  зарур.

2-и з о Идеал классик газ зарралари

хдиатларда булсин. М икрохдпатлар сони N x га тенг булсин. 
А ммо бундаги N y i a  м и к р о \о л атн и н г \а р  бири ю крридаги 
к,авсларнинг (зарраларнин г) уринларини алм аш тириш  ту- 
ф айли \о с и л  ки ли н и ш и  мумкин. Бундай "янги холатлар" 
сони М ^ т а д а н  иборат булади. Аммо бу янги хдпатлар маъ
лум £ э н е р ги я л и  м икрохрлатни \о си л  ки ли н и ш и н и н г бир 
кисми холос. £ э н е р г и я л и  микро^олатни ю коридаги кавс- 
лардан N N та усул билан \о с и л  килиш  мумкин, ш унинг 
учун Nx ни N N га купайтириш  керак:

С татистик ф и зи када битта усулга тугри келган м икро- 
хрлатларнинг сон и н и  топиш  учун катаклар сонини N N га 
булиш  лозим.

4.23-масала.

(5)

v = \ n ( N J Z ) (1)



формула асосида N  та заррадан иборат идеал газ "хдпатлар 
сони" jV ни аникданг.

Е ч и ш. Бу \о л д а  v =  37V/2,

1 - ( n ] N ( 1,1 
Z N [ V J ( I n m k T J

Булардан ф ойдаланиб, (1) ни кайта ёзамиз:

_ nx
zN

еки

N  = 7  е N/2 -х   Wп
2 n e m k T ^ N / 2 ( 2 я е т к Т ^ П  

h2 ) ■ л2' 3/,2

Бундан, м икро^олатлар сони  /V температура Т  ва зи ч 
л и к  п га б о т и к , эканлиги  келиб чикдди.

4 .1 0 -§ . ТЕРМ О ДИ Н АМ И К ФУНКЦИЯЛАР

Т ацсимот ф ункцияси  ва эн троп ия учун

f ( E )  = ^ e - p E , (173)

S  = v + InZ  = P U +  InZ  (174)

ифодага эгамиз.
Статистик интеграл Z h u  куйидагича алмаш тирамиз:

Z =  + e~eF. (175)

Бундан:
1 n Z =  - P F

ёки
F = - e i n Z  (176)

тенгликни топам из. (176) ни (174) га куйсак:

S  =  (3U — p F
ёки

F =  U — 6 S .  (177)
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Агар ви =  к Т булса,

F =  U -  TkS
ёки

F =  U -  TSr, (178)

бунда Sr =  kS. (178) даги Тюнинг иф одаси ни  — терм одина- 
м икадаги эркин энергия (Гельмгольц потенциали) дейилади. 

в  =  U / v j \ m  ф ойдаланиб, (177) ни

F = U ( \ - S / v )  (179)

ёки

F  + H  <|8 0 >

куриниш да ёзиш  мумкин.
Я ккаланган тизимда кдйтмас жараёнлар содир булаётган 

булса, термодинамиканинг иккинчи конунига асосан, унинг 
эн троп и яси  S  мувозанат хрлатига келгунга кддар ортиб бо
ради , яъни  м аксим ум  кийм атига эри ш гунга к,адар ортиб 
боради. Бу хрлда эн ерги я Е  ва, дем ак , ички энергия U 
узгарм аганлиги ( сак^анганлиги) сабабли, (179) дан кури
н адики , эрки н  эн ергия /-"камайнб боради ва S  максимум 
Кий мат кабул килганда у минимум кийм ат кабул килади.

С татистик термодинамика нуктаи назаридан тартибсиз
лик дараж асининг ортиш и (тизим нинг мувозанатга якинла- 
ш уви) тартибли \ар акатн и н г кам айиш ига мос келади. Тар- 
тибли харакатнин г кам айиш и ти зи м н и н г иш  баж ара олиш 
ко б и л и яти н и н г кам айи ш и дем акдир. Ш ундай килиб, э р 
кин эн ерги я ти зи м н и н г иш  баж ара олиш  кобилиятини ха- 
рактерлайди. Тизим мувозанатга якинлаш иш и билан эркин 
эн ерги я кам аяди ва, дем ак , ти зи м н и н г иш  баж ара олиш  
кобили яти  кам аяди ва, них;оят, F  миним ум  кийм ат кабул 
килганда тизим н инг иш бажара олиш  кобилияти йуколади.

Термодинамикада

Ф =  F +  P V  (181)

иф одани термодинамик потенциал  (ёки Гиббспит т ермо-  
динамик потенциали) дейилади;

Н  = U+ P V  (182)

иф одани энтальпия  (ёки иссицлик функцияси)  дейилади.



(181) дан куринадики , яккалан ган  ти зим да ж араёнлар  
содир булаётган булса, унинг терм оди н ам и к потенц иали  
камайиб боради.

Э нди терм один ам и к ф ункц иялар: ички  эн ерги я U, эр - 
кин энергия F, терм одинам ик потенциал Ф ва энтальпия Н  
нинг узгариш ларини курайлик.

Термодинамиканинг I ва 11 крнунларининг умумий иф о- 
даси Гиббс-Дюгем муносабати

BdS = dU  + d A -  n vdv (183)

бизга маълум. Бунда f ivdv = /л^Л У тенгликдан ф ойдалани б, 
(183) ни к,айта ёзамиз:

9 d S  = d U  + dA -  /u d N , (184)

бунда /и. — кимёвий потенциал, N — тизим  зарралари сони.
Т изим га Р босим ва ундан т а ш к а р и ^ ,  x v  ... х  ... кучлар 

таъсир к;илаётган булса, булар таъсирида унинг \а ж м и  ва 
боищ а x v х 2, ... х  ... парам етрлари узгариш и м ум кин. Бу 
\олда  тизим  томонидан бажарилаётган иш

dA = P d V  + (185)
/

ифода билан аникданади.
Ф араз килайлик, берк тизим га (яъни d N  = 0 булганда) 

ф а^ат босим таъсир к,илаётган булсин. У холда (183) муно- 
сабат

9 d S =  d U +  P d V  (186)
ёки

d U = 6 d S - P d V  (187)

куриниш ни олади. Бундан ички эн ерги я U — терм од и н а
мик ф ункциянинг аргументлари энтропия S ва хажм К экан- 
лиги куринади. (187) дан босим  Р  ва 0  учун

<188>

ифодаларни оламиз.



Идеал газ учун в 0=  кТ. Бу хрлда (189) дан , хусусий 
\о лд а  абсолю т температура Т нинг термодинамик таърифи

(190)

ни оламиз.
(187) тенгликни

d(U  -  6S) = -  Sd9 - p d V  (191)

ёки
d F =  - S d d - p d V  (192)

кури ниш да ёки умумий \о л д а

dF  = - S d e  - P d V  + f i d N - ^ X j d x j  (193)
i

кури ниш да ёзиш  м ум кин. (192) дан куринадики , эркин  
эн ерги я  /^ а ж м  V  ва в  га нисбатан терм один ам и к потен- 
циалдир (ф ункциядир). Ундан

иф одаларни оламиз. Агар в  =  const булса, яъни жараён изо- 
терм и к булса, (192) иф ода

— d F =  PdV  (195)и

куриниш га келади. Бундан изотермик жараёнда эркин энер- 
гиянинг камайиши тизимнинг босими томонидан таш^и куч- 
ларга кдрш и бажарилган иш га тенг, деган хулоса чикдци. 

(1 9 3 )муносабатни

d (F  + P V )  = VdP -  Sde  + judN  -  £  X/dx,

ёки
d<P = VdP -  Sde  + i i d N - ' %  Xjdxj  ( i %)

i

куриниш га осонлик билан келтириш  мумкин, бунда

ф =  F +  P V =  U - Q S +  PV  (197)

(196) муносабатдан

' 0Ф\ с (дФ



(196) дан Р, в, N доим ий  булганда 

-с/Ф = d A '

иф одани оламиз. Д ем ак , боси м , тем пература ва N  доим ий 
булганда тизим  томонидан босимдан бош кд ташк,и кучларга 
к,арши баж арилган иш  терм од и н ам и к п отен ц и алн и н г ка- 
майиш ига тенгдир.

Я ккаланган тизимда кдйтмас ж араён бораётганда энтро- 
п и ян инг усиш и туфайли унинг терм оди н ам и к потенциали 
Ф камаяди. (187) муносабатни куйидагича куриниш да ёзай- 
лик:

Я  — энтальпия ёки иссик^ик ф ункцияси. Умумий \олда

Ш унингдек (201) дан кури надики , Р, N  ва х  доим ий 
булганда

тенгликни оламиз.
Ш ундай к,илиб, берк тизим да ташкой ш ароит узгарма- 

ганда изобарик жараёнда ти зи м га берилаётган и сси к^и к  
микдори тизим  эн тальпи яси нин г узгариш ига тенгдир.

Э нди бир нечта терм один ам и к м уносабатларни келти- 
райлик: (188) ва (189) дан:

d H =  в  d S +  VdP, (199)

бунда
Н =  U +  PV. (200)

d H  = OdS + Vdp + /.idN -  ^  X / lx ,  (201)

Бундан куйидагини оламиз:

(202)

(203)



( d V / d e ) s  = - ( d S / d P ) 0 . (206)

(2 0 2 ) дан

( d V / d S ) P = ( d e / d P ) s . (207)

оли н ган  (204)—(207) тенгликларни  М аксвелл муносабат-  
лари  дейилади.

Берк тизим  учун v =  const булгани туфайли (180) да S  
ни н г урнига (194) дан  уни нг цийм атини келтириб куйиб,

тенгликн и  оламиз. (184), (193), (196) ва (201) ифодалардан, 
яъни

тенгликлардан, тегиш ли параметрлар узгармай кол ганда,

тенгликларни оламиз.

4.24-масала. dU, dF, d<P, d H  ларн и  вириал коэф ф и ц и - 
ентлар оркали ифодаланг.

К у р с а т м а :  тизимнинг идеалликдан четланишлари учун 
\а м  (208) тенгламалар уринли булсин, деб хисобланг.

Е ч и ш . Х олат тенглам асин и  вириал коэф ф иц иентлар  
В (Т ) ,  С (Т ) ,  ..., орк,али ёзайлик:

d U  = BdS -  P d V  + j id N  -  У  Х ф ,
I

dF  = -S d 0  -  P d V  + /.idN -  У X,dx;
I

d 0  = -S d d  + VdP + /udN -  У  X tdxj
I

d H  = 6 d S  + VdP + t td N  -  £  XjdXj

(dU)syN =  (dF)eVN =  ( d 0 ) KN = (dH)SPN (208)

еки
P V = N k T \ \  + nB {T ) + пгС (Т) + ...) (1)

P V - N k T = n N k T [ B ( T )  + nC(T) + ...] (2)



бунда (PV)4  =  N k T — К лапейрон хщ ат тенгламаси. Курсат- 
мага асосан, (208) даги ^згариш

U -  Uug = N n k T ( B ( T )  + п С (Т )  + ...) (3)

(208) ифодага асосан:

F ~  Fm = N n/c7l B ( Т) + пС(Т) + ...). (4)

Ф ва Я ларга нисбатан х,ам шу каби тенгликларни ёзилади.
2.25-масала. Умумий \о л д а  босим учун

ифода маълум. Аввалги масаладаги (4) иф одадан ф ойдала- 
ниб, (5) дан вириал коэф ф и ц и ен тлар  оркали  холат тенг- 
ламасини келтириб чикдринг.

Е ч и ш. (5) даги ^ н и н г  урнига унинг иф одаси

F - F ug= NnkT\B(T)  +  и 0(7) + ...]
ни куямиз:

р = -[IfI  - -(̂ )г - U N"kT̂ 1">* "с<г>+ =
= Pug + £  кТВ(Т)  +... = рч  + п2кТВ(Т)  + ... = Рщ( 1 + пВ(Т)  + ...)

бунда Р = п к Т эканлигин и  эътиборга олинса, уни вириал 
коэфф ициентлар оркдли ёзилган х,олат тенгламаси эканлиги 
маълум булади.

4.26-масала. Берк тизим  учун статистик интеграл

Z =  C(v, К Х .)и >  (6)

куриниш га эга эканлигин и  курсатинг.
Е ч и ш. Берк тизим  учун зарралар сони N  ва, дем ак , v 

узгармайди. Ш у сабабли

d S  = d l n Z  = ~ d Z  (7)

Бизга (189) дан маълумки,



(7) ни эътиборга олиб, (8 ) ни ёзайлик:

ёки бундан

Ч = z ( ~ )  
v U  z L

dZ-VNXj _ ‘IVvNXj
z  “  ~ u

тенгликн и  ёзам из. Б утен гли кн и  интеграллаб, изланаётган
(6) иф одани топамиз. Бунда C(v, V, Х() — интеграллаш  дои- 
м ийси  V, V ва х. ларга богаик, булиб, в  га бокиин, эмас.

4.27-масала. Умумий холат тенгламаси

a f iP V (P  + P„)(V -V „)  = (Ср - C v )2 (1)

исбот кдли н си н , бунда

Е ч и ш. Бизга маълумки,

f f l

(4)/ - ( 2а . ') -  к  = ^
р I ЭК jr р р

(2) белгилаш ларга асосан (3) ва (4) ни ёзамиз:

(Р  + P„)V = ^ ( С Р -  С у ) , (5)

( V - K ) P  = ~ j ( C P - C y ) .  (6)

К < К эканлиги  Ср > C vдан келиб чикдди. (5) ва (6) ни 
бир-бирига купайтириб, изланаётган ^олат тенгламаси ( 1)ни 
оламиз:

(Р  + Р Ж - К ) Р У  = Щ ( С р - С у ) \  (!)

Тарихий м аълум от .  Т ерм оди н ам и к ф у н кц и ял ар н и н г 
ном лари ^акида (к.. [4]). "Энергия" атамаси "эн" (Inhalt 
=  capacity) c h f m m , м икдорни билдиради; эрг (e'pyov — иш) 
иш сузидан келиб чик,кдн. Тизим энергияси атамаси А рис- 
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тотель асарларида учрайди; "ички энергия" атамасини Т ом 
сон (1852 й.), Клаузиус (1876 й.) киритган , "энтропия" ата
м асини Клаузиус (1865 й.) киритган ; ю н онча узгариш , 
узгарувчан катталик сузидан олинган. "Энтальпия" (К ам ер- 
л и н г-О н н ес, 1909 й.) ю нонча и сси к^и к  м икдори суздан 
олинган (Гиббс шу ф ункцияни босим доим ий  булганда ис- 
сикдик функцияси деган). "Эркин энергия" атамасини Гельм
гольц (1882 й.) киритган . Т ерм оди н ам и к потенциал Ф ни 
(Гиббснинг эркин энергияси) Гиббс киритган.

4.11 -§ . КИМ ЁВИЙ ПОТЕНЦИАЛ

И чки энергия U, эн троп и я S, эрки н  эн ерги я  F, тер м о 
ди н ам и к  потенциал Ф ва эн тальп и я  Н  уш бу Р ва Т  пара-
м етрлар доим ий булганда аддитив катталикдирлар . Бу эса 
тизим нинг модда микдори, шу билан бирга эрки н ли к  дара- 
ж алари сони ва, дем ак , зарралар сони неча марта ош са, бу 
ф ункциялар х,ам ш унча марта ортади дем акдир.

А ддитивликхоссасига асосан цуйидагиларни ёзиш  мум
кин:

< 2 д а >

F = Nf { i - T ) ,  (2 1 0 )

и  = (2 1 1 )

Ф = N f  (Р ,Т) , (212)

б у н д а /б и т т а  заррага тугри келган ф ункц ияди р .
Куйидаги диф ф еренциалларни ёзайлик:

с!U = e d S  -  P d V  -  Y j X kdxk + n Nd N , (213)

dF = -S d d  -  P dV - Y j X kdxk + j.iNd N , (214)

d<p = - S d e  + V d P ~ Y ,  x kdxk + n „ d N  , (215)

dH  = e d S  + V d P ~ Y  X kdxk + n Nd N  . (216)
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(213) — (2 16) дифференциаллардан

- Г Э / Г 1
v-"' ,svxk [ d N  j eVXk

эканлиги  келиб чик,ади, яъни  ким ёвий потенциал ни i/, 
/% Ф, Н терм одинам ик ф ункциялардан зарралар сони буйи
ча ^осила олиб ани кдаш  мумкин. А ммо буларнинг>(ар би- 
ридан /.( ани кдан ган и да унинг узгарувчи параметрлари \а р  
хил булиш и (217) дан куринади. (212) ва (217) дан аёнки,

Д ем ак, бир хил зарралардан иборат тизим нинг кимёвий 
потенциали бир заррага тугри келган термодинамик потен- 
циалдан иборат.

х к параметрлар булмаганда с/Ф учуй

с1Ф = - S d d  + VdP + /udN =

бунда s ва v  битта заррага тугри келган эн троп и я ва \аж м . 
Д иф ф еренц иал  d F ни ёзамиз:

d F  = - S d d  -  P d V  + jddN  = -S d d  -  P dV  + d(f.iN ) -  N d /л

Ф = Njj(0, P). (218)

= - S d e  + VdP  + d ( n N )  -  N d n  .

Бундан, (218) ни назарга олиб, ёзамиз: 

d^i = - s d d  + v d P ,

(219)

(220)

еки
d (F  -  цЫ ) = - S d e  -  P d V  -  Nd^i . (221)

Бунда
F - f i N -  У7 — Ф =  —PV (222)

(2 2 1 ) ва (2 2 2) дан:

- d ( P V )  = - S d d  -  P d V  -  Ndfi

еки



4.28-масала. Термодинамик функция Ф ифодасидан ф ой- 
даланиб,

М й - М Щ ,
тенгликларни исбот дилинг.

Е ч и ш. Гиббс-Дюгем муносабатини ёзамиз:

TdS  = d U  + P dV  -  n d N , ч (1)

jxN  = Ф = U + P V  -  s T . (2)

( 1) ва (2 ) лардан:

TdS = dU  + P dV  + N d n  -  d ( N ц )  =

= dU  + P dV  + Ndf.i -  d U  -  P d V  -  VdP + TdS + S d T

ёки

S d T  + Ndy. -  VdP  = 0 . (3)

(3) дан изланаётган иф одаларни оламиз.

4 .1 2 -§ . ПАСТ ТЕМ ПЕРАТУРЛАРНИ  
ОЛИШ  УСУЛЛАРИ

1. Ж оул-Томсон эф ф екта.
Я ккаланган тизим н и  курайлик. Бундай тизим да ички 

энергия узгармайди. Газ м олекулалари орасида узаро таъ 
сир кучлари ва, дем ак , потенциал  эн ергия мавжуд булса, 
газ кенгайиш ида молекулалар орасидаги м асоф а узгариш и 
туфайли потенциал эн ерги яси  узгариш и керак. Газ таш ка- 
ридан адиабатик аж ратилгани учун бу эн ерги я узгариш и 
м олекулаларнинг ки н ети к  эн ерги ялари  хисобига булади. 
Бош кдча айтганда, агар м олекулаларнинг узаро таъсир п о 
тенциали мавжуд булса, газ кенгайганда унинг температу- 
раси узгариш и зарур. А на шу м асалани хдл кдлиш  учун 
1852— 1862 йилларда Ж оул ва Том сон таж рибалар утказди- 
лар. Бу таж рибаларда газнин г температураси ортиш и, к а 
майиши ва хатто маълум температурада газ кенгайганда унинг 
температураси узгармай кдпиш и х;ам мумкинлиги ан и ^тан -



ли. Бу \о д и сан и  Ж оул-Томсон эффекти  деб аталади. Бунда 
тем пература пасайиш и (газ совуш и) мусбат эффект,  тем 
пература кутарилиш и (газ к,изиши) м анф ий эффект  деб 
атала бошланди.

Ф араз кдпайлик, 4.4-расмда цилиндрдаги порш енлар ос- 
тидаги газларнинг босимлари Рх > Р2 булсин. Бу \олда, агар 
ж ум рак о ч и к  булса, пахта куйилгани сабабли газ секи нлик 
билан кенгаяди. Таш кдридан адиабатик ажратилган бундай 
ж араён учун терм одинам иканинг биринчи крнуни

1 моль газ чап том ондан  унг том онга утганда унинг ба- 
ж арган иш и куйидагига тенг:

Унг том ондаги газнин г баж арган иш и ДЛ2 = P2V2 — 0 = 
= P2V2. Умумий баж арилган иш:

Бу ^олда тизим нинг энтальпияси Я дои м и й  крлади, яъни 
d H  =  0. Т и зи м нин г хщ ати н и  (Р, 7) га нисбатан аникданган 
деб,

нисбатни оламиз; dP <  0, Ся > 0 эканлигидан d T нинг иш о- 

раси f | y j  га боглик, булади, яъни Ж оул-Т ом сон эф ф ек-

Д U + АА = 0. (224)

булади бунда:
A U =  и г -  и х, (225)

АА =  / Ц  +  АА2 =  P2V2 - P xVy  (226)

(225) ва (226) ни (224) га куямиз:

U2 - U \  + P2V2 - W  =

= U2 + P2V2 - ( U l +PlVl) = H 2 - H t = 0 . (227)

(228)

тенгламадан

(229)



тини иф одаловчи к о э ф 

ф иц и ен т у  ни нг иш ора-
( д Н )

си \ Ч р \т н и н ги ш о р аси - 
га боглик,. Гиббс-Д ю гем 

муносабати

TdS = d U +  PdV

Ш Ш7/ Ь ь Г
}  1 ?  р  1'
V,*

Ж

\У \4\ww

EL
4.4-расм.

ни куиидагича езиш  мумкин: 

TdS э я
от ip d T  + i[\ j ) T d P ~ VdP ■ (230)

Бунда d S тулик, диф ф еренц иал  булгани учун

_э_ 
эр

1 ( д Н
д э г

_ э _

э г Т \ д Р  I

тенглик бажарилади. Бундан

Щ г - у - т ( Щ г П 1 - Т а )
(231)

тенгликни топамиз. Д ем ак, Ж оул-Т ом сон эф ф екти  учун

V ( T a - 1) _  7 У (а -а „ )
С Р (232)

нисбатни оламиз, бунда аи =  1/Т.
(232) иф одани тахушл этайлик. 1. а  = а п =  l / Т  булса, 

яъни газ идеал булса, унинг \аж м и  кенгайганда температу
раси, кутилгандек, узгармайди, яъни эф ф ект X  =  0 булади.

2 . а  > а 0 шарт бажарилса, d P <  0 булганлиги учун d T <  0 
булади, яъни бундай ш арт баж арилгандаги кенгайиш да газ 
совийди (d T < 0).

3. а  < а 0 ш арт баж арилганда газ кенгайганда у К.ИЗИЙДИ 
[ d T >  0).

4. Ю коридагилардан куринадики, берилган босим P m

а(Р , Т ) = \ / Т (233)

тенглик каноатлантириладиган  температура Т. да газ к ен 
гайганда £ = 0  булади ва, дем ак , газнинг температураси
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узгармайди. Бу Г. тем перату
ра инверсия т емперат ураси
дейилади.

5. (233) тенгламада босим Р 
н и нг узгариш и билан инвер- 
сия температураси узгаради, 

Timin Ъ т ах Tj (к;. 4.5-расм ) инверсия чизиги
п а й д о  б у л и ш и н и  т а ж р и б а

4.5-расм. курсатади. Бу инверсия чизи-
гидан боси м н и н г бир к,ийма- 

тига инверсия тем пературасининг икки  киймати тугри ке- 
лиш и ва минимал х,амда максимал инверсия температурала- 
ри  м а в ж у д л и ги  к у р и н а д и . И н в е р с и я  ч и зи ги  м усбат  
Ж оул-Томсон эф ф екти со*асини (яъни газ кенгайганда со- 
вийдиган со^ан и), м ан ф и й  эф ф ект  со^асидан (газ кен гай 
ганда кдзий ди ган  со^адан) ажратиб туради.

Куйидаги ж адвалда бунга мисоллар келтирилган:

га з г ,  атм T imax,K Т  , к1П11П

С 0 2 1 8 - 1 0 0 2 0 5 0 2 49

А г 50 723 125

,\аво 150 553 140

Ш ундай к,илиб, Ж оул-Т ом сон  эф ф екти  ёрдамида паст 
температура олиш  учун газнинг температураси Т инверсия 
температураси Г гах дан ки чи к, яъни Т  < Tjmax булиши шарт.

Идеал газ ва Ван-дер-В аальс гази учун инверсия темпе- 
ратурасини аник^лайлик. Ж оул-Т ом сон эф ф екти  к о эф ф и 
ци ента ифодаси бизга маълум:

Р 34)

1) Идеал газ учун холат тенгламаси P V  = У?Гдан а  =  1/Т 
келиб чикдци. Д ем ак, ( д Т / д Р ) н = 0 . Идеал газ кен гай 
ганда унинг энергияси ва дем ак температураси узгармайди.

2) Умумий хрлда V( Т .а(  Т.) -  1 = 0  дан Т  ни топиш  ло- 
зим . Бу тенгликн и
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эканлигини назарда тутиб, (235) ни

( дТ )у 1 d v  )т

куриниш га келтирамиз.
Ван-дер-Ваальс тенгламаси

р -  RT -  а
v - ь  V 7  •

Демак, бундан:

= J L  f d P )  R T  2 а
\дТ  )y V - b ’ { dV \T (V-b)1 V s ' (238)

(238) ни (237) га куйсак:

_  RT RTV _  2a _  2a RTb _  n
v - b  (V-b)2 V2 V2 V2( [ - b / V ) 2

ёки
RbT: ~ Jn f, .

Зичлик катта булмаганда b / V  «  1 булади. Б ухдлда

= (239)

Т < Г. да газ совийди, Т >  Г. да  газ кизийди.
И зох;. (239) дан кури надики , инверсия температураси 

Г и тар и ш  кучларини (молекула "хаж м 'ини) характерловчи 
b га тескари пропорционал ва тортиш иш  кучларини харак
терловчи тузатма а га тугри пропорционал.



2. Газни адиабатик кенгайтириб паст температураларни 
олиш усули.

П.Л. К апи ца газни к,айтувчан ади абатик ж араён билан 
кен гай ти риб  паст температураларни олиш  усулини иш лаб 
чикди ва амалда уни курсатди.

Гиббс-Дю гем муносабатини кдйтувчан адиабатик ж ара
ён учун куйидагича ёзайлик:

(241) дан ф ойдаланиб, (240) тенгликни куйидагича ёза
миз:

Бундан, dP <  0 булгани учун, газ кдйтувчан адиабатик 
ж араён билан кенгайганда х,ар доим  совийди, яъни d T <  0 
булади.

3. Парамагнитларни адиабатик магнитсизлантириш йули 
билан паст температураларни олиш усули.

С ую к водороднинг температураси 14°К  -н 2 0 °£ н и , суюк, 
гелий температура со^аси ГА" + 4,2°К  ни таш кил этади. 
Х озирги зам онда мазкур гелий тем пературасини, одатда, 
паст температуралар со$аси дейилади ; ГА"дан паст тем- 
пературани эса ут а  паст т емпература со.уаси дейилади.

Ута паст температура к,ийматларини олиш учун 1926 йилда 
Д ебай мутлак, янги услубни яратди, у м агнито-калорик эф - 
ф ектдан ф ойдаланиб парам агнитларни адиабатик м агнит
сизлантири ш  орк,али ута паст температура олиш  усулини 
такли ф  этди.

М агнито-калорик эф ф ектни — ж исмнинг температураси 
билан ундаги магнит майдони орасида б о и а н и ш н и  тушун- 
тирайлик. Бунинг учун ж и см н и н г эн троп ияси  5  ни тем п е
ратураси Т  ва м агнит майдони Я  га боглик, деб к,арайлик, 
яъни  S (T ,  Я) булсин. М агнит м айдони Я ж и см даги  (пара- 
192
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Бизга маълумки,

TdS -  d H  -  VdP  = CPd T  + f i "  ) -  V dP = 0 .  (240)

(241)

(242)



магнитдаги) тарти бсизли кка таъсир этиб, унда тарти бли- 
ли кн и  х,осил килм окчи булгани учун Н  кднча катта булса 
тарти бсизли к дараж асини курсатувчи эн троп и я  S  ш унча 
ки чи к  булади (к,. 4 .6-расм ).

Температура кам айиш и билан, таби и й к и , S(T , Н) \а м  
кам аяди. П арамагнит, аввал Тх температурада ва Я, (ёки 
Я, = 0) магнит майдонда S t(T, Н) холатда булсин. П арамаг- 
нитдаги магнит майдонни изотермик кайтувчан ж араён б и 
лан Я 2 кийматгача ош ирамиз (4.6-расм, А В  чизик). Бу \олда  
ташк^и кучлар парамагнитда тартиблилик \о си л  к,илиш учун 
dF  га (эркин энергия ортишига) тенг иш бажаради. Бу ,\олатда 
энтропия S2(T V Н2)  кий мат ни кдбул кдлади. Бу холда жисм 
(парам агнит) том онидан термостатга берилган  исси кди к 
микдори

Д Q =  T A S . - S J (243)

ифода билан аникданади. Энди кдйтувчан адиабатик ж ара
ён билан магнит майдонни камайтириб (парамагнитни маг- 
нитсизлантириб) аввалги Я, кийм атга туш ирам из. Бунда 
парам агнит \ол ати  энтропияси  S2(T 2, Я ,) дан  иборат була
ди. Бу жараён 4 .6-расм да ВС  чизик, билан берилган. Бу 
адиабатик ж араёнда температура Тх дан Тг гача пасаяди. 
А диабатик ж араёнда dQ = 0 булгани учун биринчи крнун

AU  + АА =  0 (244)

куриниш да булади. П арамагнитда магнит майдон олинган- 
да тартибли магнетиклар (ионлар) тартибсизликка келиш и 
учун уларнинг узаро таъсирларини енгиш  учун иш баж ара- 
дилар. (244) дан  куринадики бу иш ички эн ерги я ^исобига, 
яъни тем пературанинг па- 
сайиш и \и со б и га  булади.
Д ем ак, температура пасая
ди. Я на шу температурада 
п арам агн и тн и  и зо тер м и к  
магнитлаб, сунг уни ади а
батик м агнитсизлантириб, 
температурани пасайтириш  
м умкин. Бу усулни кдйта- 
кдйта куллаб, маълум чега- 
равий ута паст температу-

13— А. Бойдедаев



рани олиш  мумкин. (4.6-расмда пунктир чизик, билан курса- 
тилган). Бу чегара парам агнитни таш кил килган м агнетик- 
ларнин г узаро таъсир энергияси билан аникданади. Бундай 
узаро таъсир энергияси жуда кичик булган тизимларда, ма- 
салан, электронлар спинлари ёки ядро спинлари узаро таъ- 
сири билан бок/тик,тизимларда температуранинг чегаравий 
^ийм атлари  ута паст булади. Д емак, бу усул билан ана шу 
чегарадан пастга (уни хусусий абсолют температура деб ата- 
дик) туш иб булмайди.

4 .6-расм дан куринадики , температура камайиш и билан 
S(T,  Я) \а м  камайиб боради ва Я н и н г б а р ч а  кийматларида 
у маълум лим итга (уни нолга тенглаш тирилади) интилади. 
Аввал Г/Гдаги парамагнитни изотермик жараён билан маг- 
нитлаб, сунг ади абатик жараён билан м агнитсизлантириб 
ва бу усулни бир неча марта такрорлаб, ута паст температу- 
рани олиш  мумкин. М асалан, 0 ,00Г А '\атто  ундан хдм паст 
температура к,ийматини олиш  м ум кин (к;. [13, 14]).

Ута паст температурани олиш даги чегаравий к,иймат па
рам агнитнинг магнитчалари орасидаги узаро таъсир потен- 
циалига богликдигини ва бу узаро таъсир потенциали к,ан- 
ча ки чи к  булса, температура к,ийматининг чегараси ш унча 
паст булиш лигини шу уринда ян а бир бор такрорлайм из. 
П аст температурани олиш нин г бу усули кдйтувчан адиаба
ти к  ж араёнга асосланади . Бу холда S  = S (T ,  Я) ни ёзиш и- 
м из мумкин:

М агнито-калорик \одисаларн и  кдраш учун (Р , V) жуфт- 
дан (Я , М) жуфтга утиш  керак. Бунда ( V, Р) лардан бири- 
н и н г ортиш ига и к ки н ч и си н и н г кам айиш и мос келади. 
( М , Я) да эса б и ри н и н г ортиш ига икки н чи си н и н г ортиш и 
мос келади. Ш унинг учун М аксвелл муносабати

(245)

Бунда

(246)

Бизга маълумки М аксвелл муносабати



куриниш да ёзилади. (246), (247) ни эътиборга олиб, (245) 
ни кбайта ёзамиз:

T dTi w l dH =°'  (248)
бунда Я  — магнит м айдон кучланганлиги, М  — м агнитла
ниш  вектори. Бундан

/ • [ M l
dT \ I дТ )н (249)
c lH ) s  С „

М агнито-калорик эф ф ек т  (ЭМ / д Т ) „  ^осилага боглик,. 

П арамагнит учун

М = Х Н .  (250)

Кю ри к,онуни

X = j ,  (251)

бунда С — доимийдир. (250) ва (251) ифодалар асосида уш- 
буни оламиз:

$ ) „ - - £ •  д а »

Паст температураларда кдтгик,жисмлар иссикдик сигими 
учун Дебай к,онуни

Сн -  А Т Ъ (253)

ифода билан аиик/мнади. А  — доимий микдор. (252) ва (253)
ни (249) га куйиб, м агн и то-калори к  эф ф ек т  учун ушбу
тенгликни топамиз:

а П  = £ ^  = 4 я >  0 ,  (254)
Э/ /  )s  A T  Г

бунда В -  С/А. А диабатик м агнитсизлантири лган да, яъни 
dH  < 0 булганда, (254) дан куринадики , тем п ературани нг
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кам айиш и d T < 0, яъни температуранинг \ / Т  крнун буйи
ча пасайиш и содир булади.

1 -и  з о "М агнетиклар" нинг узаро таъсир потенциали 
(энергияси) билан аникданадиган температуранинг энг паст 
чегаравий к,иймати Т{) ни таж рибада олиш  мумкин. Аммо 
Т =  0 к,ийматни олиш  мумкин эм аслиги мантикдн келиб 
чикдди. (Бу хулоса Т  =  0 температурани олиб булмаслик 
хдкдцаги терм одинам иканинг III крнунидир).

2 -и зо х ,. Б иринчи и з о \  хулосасидан аёнки , 4.6 расмда 
Я, ва Н2 булгандаги эгри чизикдар, адабиётда айтилгандай 
Т  = 0 да эм ас, Т =  Т{]* 0 д а  узаро кесиш ади.

1. Ле-Шателье тамойили. М увозанатдаги тизи.чга Л 'таъ
сир курсатилаётган булса, тизим нинг тугри реакцияси (жа- 
воби) шу таъсирни камайтириш га кдратилган булади (Анри 
Луи Л е-Ш ателье (1850— 1936 й.) ф ранцуз олими).

М и с о л. Т температурали 1 - ва 2-тизим лар мувозанатда 
булсин (к;. 4.7-расм). Ф араз кдпайлик, 1-тизимга иссикдик 
бериш  { X таъсир) билан 1- ва 2 -тизимлар орасида мувозанат 
бузилади. Бу \олда иссикдик 1-тизимдан 2-тизимга ута бош- 
лайди (тизим  р еакц и яси  х). Т и зи м н и н г бу реакцияси  тем - 
пературалар ф ар^и н и  кам айтириш га олиб келади. Л е-Ш а
телье тамойили ти зим н инг уз температурасининг ортиш ига 
кдрш и реакциясига асосланган. Бунда и ссикди к ок,ими са
бабли 1-тизим н инг энтропияси  камаяди:

4 .13-§ . ЛЕ ШАТЕЛЬЕ-БРАУН ТАМОЙИЛИ

бундан

Си

Т +й Т

иссн а и к >

4.7-расм.

Т

2. Ле Шателье-Брауи та
мойили. Агар м увозанатда
ги тизим га X  таъсир була- 
ётган  булса, бу таъ си рга  
тизим н инг билвосита реак
цияси у  шу таъсир X ни ка- 
м а й т и р и ш г а  к д р а т и л ган  
булади.



т н у ш ш ш т н ш ш ш т т .

,/ л Т -*Т+ьТ  . . .
n u / i i in n i i i / i r /m i i im m n n im

С Ш Ш 'И Ш

4.8-расм.

М и  с о л .  М одда и с с и к д и к  
утказадиган цилиндр ичига ж ой- 
лаштирилган булиб, (к,. 4.8-расм), 
у м увозанатда булсин. М увоза- 
нат ^олатда ички ва таш ^и бо- 
симлар би р-би ри га  м икдор ж и- 
\ати дан  тенг булади; порш ень 
\ар акатси з булади. М оддага ДQ 
исси кди к  бери лсин  (X  таъсир
курсатилсин). У \о л д а  мувозанат бузилади; модданинг тем 
ператураси Гортади . Бу м одданинг тугри реакц ияси . Бун
дан таш ^ари порш ень остидаги м одданинг боси м и, \аж м и  
ортиши мумкин. Бу — тизим нинг билвосита реакцияси (жа- 
воби). Бунда порш ень силж иш и мумкин. Бу *олда, аёнки ,

(АТ>у > (А Т )р.

Ш ундай к,илиб, \аж м  узгармас булгандаги температура 
узгариш и (АТ)У босим узгармас булгандаги (Д7)я дан (яъни 
порш ень узгарадиган хрлдагидан) катта. Бу икки нчи  хрлда 
п орш енни нг ^аракати ти зи м н и н г билвосита реакц и яси  X  
таъсирни камайтириш га кдратилган.

4 .1 4 -§ . НЕРНСТ ТЕОРЕМ АСИ. 
ТЕРМ О ДИ Н АМ И КАН И НГ УЧИ Н ЧИ  К.ОНУНИ

Бизга маълумки иссикдик сигим и

С ,,нинг х,ар доим мусбатлигидан температуранинг узга
риш и билан ички эн ер ги ян и н г м онотон  узгариш и келиб 
чикдди.

Агар ти зи м н и н г температураси нолга ин ти лса, у и м ко- 
нияти булган эн г ки чи к  энергия Е0 га эга хдлатда булади.

И ккин чи  том ондан , мувозанат хдлатда м икрохдпатлар 
эх,тимолликлари та^симоти ф ункцияси

М Е )  = т & ( Е - Е о Г ' е - 1,1Е- * '



билан ани кдан ади . в  = (1 / / ? ) - >  О булганда бу ф ункц ия 
f pv(E) Д и ракн и н г дельта-ф ункциясига утиш и бизга маълум, 
яъни

/ РА Ю  = 8 { Е - Е 0) .  (256)

Бундан эн г кичик энергияли м икроскопик \о л ат  ягона- 
дир деган маъно чикдди. Гайзенберг ноаникдик доирасида- 
ги энергия «.ийматларига мос келадиган динам ик хщ атлар- 
ни квант м еханикаси нук,таи назаридан хдм кузатиш  мум
кин эмас. Шу сабабли кузатиш мумкин булмаган у  хрлатлар, 
амалда статистик ф изикада ягона холат деб кдралиши мум
кин.

Я ккалан ган  тизим да эн ерги я Е  таъриф га кура, ягона 
кийм ат Е0 ни кабул килади; унинг таксим от ф ункц ияси  — 
м икроканоник такримот, яъни Диракнинг дельта-функцияси 
S ( E — Еп) дан  иборатдир. Аммо Е0 эн ерги яли  яккалан ган  
тизим даги зарраларнин г харакати туфайли микрох^олатлар 
сони N y, чегараланган булса-да, жуда куп булади.

Ш у сабабли эн г  ки чи к  эн ергияли  ти зи м н и н г м и к р о \о - 
латлари яккаланган  тизи м н и н г м и кро,\ол атл ар ида н тубдан 
фаркди.

Х акикдтан , бу кдралаётган \о л д а  энергия температура
нинг кам айиш и билан квант флуктуацион фонгача кам ай
иб боради. М асалан, кдтти кж исм нин г осциллятор модели- 
да хар бир осци лляторнин г энергияси Pico /  2 гача камайиб 
боради. И ккинчи томондан, энергиянинг кийматини аник,- 
лаш даги н о ан и кд и к  Гейзенберг н оан и кд и к  муносабатига 
кура Ь ш / 2  тартибида.

Демак, энергия кийматинингузи ноаникдик сохаси t m  /  2 
да ётади. Хозирги замон ф изикаси тасаввурига асосан битта 
макрохолатга амалда битта м икро\олат мос келади.

Бундай холда статистик йигинди

Z  = = < Г \ (257)
i

Бу ^олда энтропия тенгламасидан



эканлиги келиб чикдди. Д ем ак , куйидаги теорем а уринли: 

в  -»  0 да S  -»  0 булади. (259)

Бу теорем ани Нернстнинг кенгайтирилган  (ёки у м у м 
лашган) теоремаси  деб атаймиз.

Таж риба натиж алари ш уни курсатдики (W. N ernst — 
В. Нерист, 1906 й.) бир ж инсли тизим нинг температураси Т  
нолга интилганда унинг энтропияси  босимга, зичликка ёки 
фазага боглик, булмаган лим ит (доимий к,иймат)га интила- 
ди. М. П ланк (1911 й.) бу доим ий  Sn к,ийматни нолга тенг, 
яъни

lim S  = 5 0 = 0 (260)
Т - , 0

деб к,абул к,илишни таклиф  этди.
(260) ифодани Нерпстп (ёки H epncm -П ланк) теоремаси  

дейилади. Тажрибалар натиж аси булган бу (260) ифода тер
м оди нам иканин г биринчи ва и кки н чи  к,онунлари билан 
биргаликда терм оди н ам и кан и н г асосини  таш кил этади ва 
уни термодинамиканингучинчи цонуни  деб аталади.

Статистик физика нук,таи назаридан термодинамиканинг 
учинчи к,онуни тизим н и  таш ки л  этган  зарраларн и н г бир- 
бирига нисбатан (кузатиладиган) х,аракатларинингтухтага- 
нини ифодалайди (асосий ,\олатдаги зарра \аракати  статис
тик ф изикада к,аралмайди!), яъни  бу холда ягона д и н ам и к  
м и кро \олат  ва, дем ак , ягона статистик микрох,олатга эга 
булинади. Бундай вок,еа мук,аррар вок,еа булиб, унинг эх,ти- 
моллиги бирга тенгдир (термодинамик э\тим оллик ,\ам бирга 
тенг). Бундай х,олдаги ти зи м н и н г эн троп и яси  нолга тенг 
булади (яъни бунда W .=  1, Si =  0, 5 =  0). Н ернстнин г уму- 
мий теоремаси (259) дан 0(| =  ^Г булганда, Н ернсттеорем а- 
сининг ифодаси келиб чик,ади.

Э нергия в  = U/v  идеал 9а (ки н ети к  эн ерги яга  боглик,) 
ва потенциал 0П (потенциал энергияга боглик,) к,исмлардан 
иборат, яъни

в  =  в п  +  в п  .

Ф араз кдлайлик , 0П < 0 булсин. Бу х,олда 0 = дп -  \дп \ 
Н ернстнин г умумий теорем асига асосан , о = 0П -  \вп \ -> 0 
булганда, S ->  0 булиш и учун



булиш и зарур. Агар \вп \ = кТа деб  олсак, (261) ни

куриниш да ёзам из. Д ем ак, ^ар бир модда узин инг хусусий 
потенциалга эга эканлигига эътиборни кдратсак, х,ар бир 
модда учун узининг хусусий абсолю т температураси Г0 мав- 
жуд эканлиги  келиб чикади.

Бу тасаввурга кура, х,ар бир модда узи н и н г эн г паст 
(чегаравий) тем пературасига эга. У нинг температурасини 
амалда шу 7^температурагачатуш ириш  мумкин. (261) иф о
дадан кури надики , идеал тизим  учун |0 /71 = 0 булганлиги- 
дан унинг абсолю т паст температураси Т{) = 0 булади.

Т ерм одинам иканинг учинчи конунидан, хусусан иссик,- 
л и к  сигим и , терм и к коэф ф и ц и ен тлар  (иссикдикдан  кен- 
гайиш  а ,  б оси м н и н г терм и к ко эф ф и ц и ен та  /3) ва боищ а 
шу каби катталиклар температура 71-»  Т{) булганда (хусусан, 
Т{) -  0 да) нолга интилади.

4 .29-м асала. Температура Т нолга интилганда иссикдик 
сигим и С  нолга интилиш и, яъниX ’

эканлигин и  курсатинг.

Е ч и ш . Таъриф га асосан, иссиклик c u f h m h  С. учун

ифода уринли. Термодинамиканинг учинчи крнунига асосан:

(2)

= lim [Сх + S] = lim S  + lim  Cv = 0.

(3) дан , учинчи конунга кура 

lim С =  0х

эканлиги курсатилади.
200
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4.30-м асала. Терм ик коэфф ициентлар:

а  ■

терм одинам иканинг учинчи крнунига асосан Г -»  0 да нол
га интилиш ини курсатинг.

Е ч  и ш .

Е ~ ( а д т  «
М аксвелл муносабатлари бизга маълум. Учинчи конунга асо
сан Г -»  0 булганда ти зи м н и н г эн троп и яси  S  босим  Р  га, 
зичлик р  ~ 1 / К  га боглик, булмаган ^олда д ои м и й ли кк а  
(доимий катгаликка) интилади, дем ак A S —> 0 булади. Буни 
эътиборга олинса, (2 ) да

limffl =0, limM =0 (3)
7*-»0 ( д Р  уг  Т —>01 0 j-f

(2 ) ва (3) га асосан,

l i m a  =  0, l i n i 6  = 0 .  (Л)
Т -> 0  V V

И зо х ,. И ссиьуш к сигим и С учун 

6 d S =  c/Q =  Cd T  

муносабатдан Н ернстнинг умумий теоремасига асосан

J о
Го

иф одани оламиз. Бунда Т0 булганда S ->  0 булганлиги 
учун, албатта, Т-> Ти булганда С->  О булиш и ш арт, акс 
*олда интеграл остидаги ифода (С /в )  чексиз катта буларди.

Кдгтик, ж и см н и н г иссиьуш к c h f h m h  С ни н г тем п ерату
рага б о м а н и ш и  характери 4 .9-расм да схем ати к курсатил- 
ган, бу ерда С(Т) чизик,нинг Д ю лонг-П ти к,онунидан огиш



Л-п
характери ва унинг чегара- 
си Тп м одданинг "кдттик,- 
лик", "муртлик” каби хосса- 
ларини характерлайди. Агар

X ри эътиборга олинса, уму- 
ман, Дебай конуни

С = А ( Т - Т {)>

ф ононларнинг узаро таъси-

4.9-расм.

куриниш да булиши лозим. Бу ерда келтирилган асосга кура, 
электронлар  ти зи м и  учун потенциал энергия (спин узаро 
таъсир бундан мустасно) итариш иш  характерига эга булга
ни сабабли Un > 0. Бу ^олда

иф одадан б - » 0  булганда 0(| < 0 эканлиги келиб чикдци. 
Д емак, Т =  0 да электронлар тизим ининг иссикдик c h f h m h  

С, нолга тенг эм ас (4.9-расм ).
Т  = 0 даги С, =  а электронлар узаро итариш иш  кучи б и 

лан боЕлик,. Н азарияни нг бу хулосасини таж рибада текш и- 
риш  мумкин.

Бизнингча, кдттик,жисм иссикдик сигим ининг Дюлонг- 
Пти крнунидан четланиш игахдм да эгри чизик, характерига 
кдраб, унинг кдттикдик кдйнш кокдик ва бош кд хоссалари 
хд^ида маълумот олиш  мумкин. У нинг хусусий абсолю т 
температураси Та ни аникдаш  потенциал эн ерги я \ак,ида 
маълумот беради.

4.31-масала. Х арактеристик ф ункц иядан  ф ойдаланиб, 
гамма-так,симот f Pv(E) нинг 0 - »  0 булганда дельта-ф ункци- 
яга утиш ини исботланг.

Е ч и ш . Х арактеристик ф ункция (р ( ф  таъриф га кура 
куйидагича аникданади:

0 = 0О + Эп

бунда



Демак,

Ь Л ) ^ ] е^ Е -'с1Е .
О

Узгарувчини куйидагича алмаш тирайлик:

Е { р - % )  = у .

Бунда интеграл куйидаги куриниш га келади:

*>Л )  = у ^ т 1 е~’ у '~'‘1у

ёки бундан:
pv 1 I

VpviO -  {р_^у -  J p f  -  (1 _j£0y  • (2)

Бунда эса:

lim <?„,,(£) = 1, /3 = 1 / 0 .  (3)

Д емак, характеристик ф ункц ия таъриф и (1) га асосан

/  = ] > % ( £ ) < / £ ,
о

тизим хщ ати  ягона Е  =  0 к,ийматли (ёки асосий Е =  Еп к,ий- 
матли) \олатда булади. Д ем ак, так,си мот ф ункцияси

F( E)  = |  f py(£ ) d E
0

битта ну^тага тупланган. Ш ундай к,илиб, гам м а-зичликдель- 
та-ф ункци яга утади(к- Ф еллер [15] 573-бет), бош цача айт- 
ганда, ( 1) даги гам м а-та^сим от дельта-ф ункц иядан  иборат 
булади:

l im / „ , ( £ )  = S ( E ) .

1 -и з о Р -> °° (ёки 0 —> 0 )  булганда статистик интег
рал (йигинди) Z h h h t

Z = ] > > - «  (4)
1



иф одаси , х,олат битта булганлиги учун

Z  =  e~v

куриниш га келади. Э нтропия тенгламаси

5 =  v + InZ

асосида
5 = 0

келиб чикади. Бу натиж ани, яъни Н ернстнинг умумий тео- 
рем асини юк,орида курдик.

2 -и з о И деал газ учун Р -> °° булганда

I _ h'Pvg
Z  АГ(м+\)

ифодадан

(5)

Z ^ O

эканлиги ва, дем ак, 5  =  v + In Z асосида

5  —> —те (V < оо) (6)

келиб чикдци. Худди ш унингдек, идеал газ энтропияси

Sr = k S =  Cvln Т + IMn V  +  kS0 (7)

и ф одасидан  \а м  Т  -»  0 булганда (6) иф ода келиб чикдди.
Б и ринчидан , тартибсизлик дараж асини аниьуювчи ста

тистик катталик 5  м анф ий булиши, бизнингча, маънога эга 
эмас. Чунки тартибсизлик дараж аси нолга тенг булиши, бу 
тула тартиблилик демакдир.

И кки н чи дан , умумий иф одалар (4) ва (5) бу /3 -> °° 
чегаравий \о л д а  бир-би ри дан  ф ар к  киладилар. Чегаравий 
\о л д а  бундай бир-би рига мос келм аслик тааж жубланарли- 
дир.

(7) иф одадан Т  -> 0 да S  эканлиги  келиб чик,-
кднлиги сабабли адабиётда энтропия ифодаси (7) учун Нернст 
теорем аси  уринсиз дейилади . Идеал газ учун бу чегаравий 
щгсда олинган зиддиятни куйидагича тушунтирилади: паст 
температурада газларда айниш , жумладан сую кдик ва кат- 
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тик, агрегат ^олатларга утиш  юз беради. Бундай \о л атл ар  
учун идеал газ энтропияси ифодасининг (7) куриниш и урин- 
сиз булади. (М асалан , к,. 114] 194-бет).

Аслида масалани чукуррок, каралса, терм один ам и к усул 
билан Нернст теоремаси орасида тафовут булмаслилига ишонч 
^осил кдпиш  мумкин ва, дем ак , адабиётдаги куш им ча ту- 
ш унтириш ларга \а м  э \ти ёж  булмаслиги мумкин.

Х акикатан \а м , Р - » ёки 9 -> 0 ёхуд (J -> 0 (идеал 
газ учун Г —>0 ) булиш и, эн ерги я ки й м ати н и н г узлуксиз 
узгаради дейилиш ига олиб келади. Бу эса ф изикадаги  уму- 
мий тамойил /г —> 0 булгандаги лим итин и  аникдаш  лозим  
булади:

lim  у  = f  f  g . (8)
Й » , / н О  Z  / l f ( v + l )  '  >

Бу ноан и ^ли кн и  топиш  учун (4) ва (5) ларни эк в и в а 
лент деб к,араб, (4) ни /3 - » °° булгандаги лим итига  тенг- 
лаш тириш  мак,садга мувоф икдир. Бу \олда:

lim у  = АтЦ т = ■ (9)>() Z  Л Д у + 1 )  '  >

Бундай чегаравий х,олда

lim h'l3vg  = A r ( v + \ ) e v (Ю)
/3—>*»,Л—>0 v 7

N  та заррадан иборат идеал  газ учун 

s = 3 N , v = 3 N / 2 , g =  N ‘\

Буларни эътиборга олсак, (10) дан:

lim h2fi = ( 11)
/ З - ^ о П

ёки Р ~  1/ k T Q эканлигидан , бу чегаравий \олда:

lim (Тп /  h2) = — ( 12)
0 о 2;ге& /я

Бу (12) ш арт баж арилганда, С акур-Т етрод  тенглам аси  
(144) дан  \а м  Н ернст теорем аси келиб чикдди. О датдаги



умумий ф икр: идеал газ учун Н ернсттеорем аси  ёки термо- 
динам иканинг учинчи к,онуни бажарилмайди, дейишга урин 
крлм айди. А ксинча, б и зн и н г кдраш им изда, идеал тизим  
учун, яъни  0() =  0 учун Н ернст теорем асин инг \о зи р ги  за 
мов таъриф и тула бажарилади. Термодинамика усули билан 
олинган (7) ни идеал газ учун С акур-Т етрод тенгламаси 
(144) билан солиш тириб,

эканлигини курамиз; бунда е — натурал логариф асоси. Буни 
хисобга олсак, (7) да Гиббс парадокси \а м  пайдо булмайди. 
Умумий *олда эса, бизнингча, Н ернст умумий теоремаси 
уринли булади.

4.32-масала. Термодинамик усул билан олинган энтропия

ни солиш тириб, 50 иф одасини топинг.

Е ч и ш. Sr = k S эканлигини эътиборга оламиз. Идеал газ 
учун C v = ЗМ с/2, R =  Nk, kS 0 эканлигидан:

5 =  С In 7 4  R \n V +  S0 

ифодаси билан С акур-Тетрод тенгламаси

(1)

(2)

5  = ~  In Г  + УУ In К + 5о . (3)

(2 ) ни ёзамиз:

Бу иф одани (3) га тенглаш тирсак:

2 Т  h1 J /г' )



И зох,. Битта заррага тугри келган =  S J N  ни топ ай - 
лик:

Ш ундай кдлиб, интеграл доим ийси  5(| зарралар сони N  
нинг ^амда зарра массаси т  н и н г ф ун кц и яси  экан .

V БО Б
ФАЗАЛАР М У В О ЗА Н А ТИ  ВА Ф А ЗА В И Й  У Т И Ш Л А Р

5 .1 -§ . ТЕРМ ОДИПАМ ИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

Т ерм одинам иканинг иккинчи конунига асосан х,ар кан- 
дай тизим  мувозанат \о л атга  келади. Бу м увозанат хрлатда 
уни характерлайдиган термодинамик потенциал (функция), 
масалан J(x) экстремумга эриш ади, яъни м увозанат \о л ат- 
да J{x) нинг биринчи тартибли \оси ласи  нолга тенг булади:

П араметр х  н и н г м увозанатдаги ки йм атида (м асалан , 
х  = х(|да) J(x) ф ункц ия максимум булиш и учун J(x) нинг 
иккинчи тартибли ^осиласи м анф ий  иш орали, яъни

булиши зарур, минимумга эга булиши учуй эса мусбат иш о
рали булиш и керак:

(5)

( 1)



Т ерм оди н ам и к тасаввурга кура, тизим га таш ки таъсир 
булм аса, у узок вакт шу м увозанат холатда булади, яъни 
терм одинам ик м увозанат холат баркарордир. Х олатнинг бу 
баркарорлик мезони (критерияси) термодинамик потенци
ал нинг экстремумга эриш ганлигидир. Тизим нинг термоди
н ам и к  потенциали  J, босим  Р, хажм V, температура Т  ва 
зарралар  сони N  га нисбатан ани клан ган , яъни J(P, V, Т, 
N) булсин. К уйидаги бир неча холни курайлик.

1. Т изим  яккаланган булсин; таърифга кура

d E  = 0, d N  = 0, (4)

бу холда, таъриф  буйича, ички энергия узгармайди, яъни  
d U =  0 .

Бизга

dU  = TdS ~  P dV  + //d N  (5)

экани маълум. Тизим нинг хажми уз-узидан кенгайиши мум
кин. Бу холда d S  > 0 булади ва, дем ак, 5  максимумга ин- 
тилади. Агар х,ажм К доим ий булса, бундай тизим  баркарор 
мувозанатда булиш и учун

</5 = 0, (6)

булиш и талаб этилади.
2. Т изим  учун доим ий температура Т, доимий хажм Ква 

доим ий  зарралар сони N  булсин. Бу холда бизга маълумки,

dF  =  - S d T  ~  P d V  + /(dN  (8)

Бу берк тизим да эн ерги я узгариш и мумкин, зарралар 
сони N  узгармайди, хажм Кхам узгармайди. Тизимда жара- 
ёнлар уз-узидан бораётган булса, бу холда температура (ёки 
\аж м ) ортиш и м ум кин, бу холда dF<  0 эканлиги  талаб 
этилади. М увозанат холатда бундай берк тизим да d T  = 0, 
d V  =  0, d N =  0 булгани учун ^м и н и м ум  киймат кабул кила- 
ди , яъни  d F =  0,



3. Тизим  Р, Т, УУларга нисбатан анинутнган булса, бизга 
маълумки,

Тизим да жараён уз-узидан кечаётган булса, Ф  =  F  + P V  
дан /•’минимумга интилиш идан Ф ^ам  минимумга интили- 
ши келиб чикади, яъни

М увозанат \о л атд а  d T  = 0, dP = 0, d N =  0 булганидан

булади, яъни терм один ам и к потенциал м иним ум  кийм ат 
кабул кдлади. Т и зи м н и н г терм оди н ам и к ф ун кц и яси н и н г, 
масалан, эн троп и яси н и н г бир неча м аксим ум лари мавжуд 
булиш и мумкин. Т и зи м н и н г эн г  катта м аксим ум га тугри 
келган холати стабиль (абсолю т тургун), мувозанатли хрлат 
нисбатан кичик кийматли м аксимумларгатуф и келган холат
лар и и эса  метастабиль холатлар дейилади . Т изим  метаста- 
биль \ол атд а  булса, ф луктуациялар туф айли метастабиль 
хдлатлардан чикиб абсолю т стабиль хрлатга — терм оди н а
м ик м увозанат \о л атга  келиш и мумкин. А ммо баъзан т и 
зимнинг метастабиль холати дан узининг асосий термодина
м ик м увозанат холатига келиш и учун ш унчалик катта вак,т 
кетадики (яъни флуктуация туфайли утиши э \ти м оли  ш ун
чалик ки чи к буладики) бу метастабиль \о л атн и  стабиль 
(термодинамик мувозанатдаги холат) деб \исобланиш и ама- 
лий ж и\атдан мумкин булади. М асалан, одатдаги ш иш а м е
тастабиль (аморф) холатда булади, у асосий терм одинам ик 
мувозанат хдлатига утиб кри сталланиш и учун жуда куп 
йиллар керак булади. Ф араз кдпай ли к, тизим  Т, Р, U, S, V  
параметрли (кийматли) мувозанат холатдан унга жуда якин 
\олатга Р, Г доим ий  булганда кайтмас жараён билан утсин. 
Бу м увозанат \о латга  келганда Uv 5,, Vt кийм атлар  кабул 
Килган булсин. Бу \о л д а , терм оди н ам и кан и н г II конунига 
мувоф ик, тизи м н и н г терм один ам и к потенциали Ф к ам ая - 
ди, яъни:

с!Ф =  —S d T — VdP + m!N. ( 10)

d 0 <  0 . ( 1 1 )

( 1 2 )

А Ф  = и - и г  7 1 S - S J  + P ( V -  V J < 0 .  (13)



Ф араз кд л ай л и к , тизим  Pr  Гр Ur  5 ,, Vl м увозанат 
хрлатдан Pv  Г, доим ий  булганда кдйтмас ж араён билан Рг  
Г,, U, S,  К мувозанат \о л атга  утсин. Бу \о л д а  \а м  терм оди
н ам ик потенциал Ф кам аяди, яъни:

ДФ = 1/1- £ / - 7 ’1(51- 5 )  + />|(^ -1 0 < 0 . (14)

(13) ва (14) ларни  куш иб, (5, -  S) ( Г -  Г,) +  (/>, -  Р) ( V f -
— V) < 0 ёки

( S , - S ) ( T ^ - T ) - ( P ^ - P ) ( V ] - V ) >  0 (15)

тенгсизликни оламиз. Икки мувозанат хдлатнинг параметрла- 
ри к,ийматларининг фарк,ини ифодаловчи тенгсизлик (15) ни

A S A T - A P A V > 0  (16)

кури ниш да ёзайлик. (15) ёки (16) муносабат тизим  муво- 
занати барк,арорлигинингетарли шартидир.

Б ир мувозанат хрлатдан иккинчи мувозанат \олатга  \а р  
хил утишларда тургунликнинг муайян критерийларини (шарт- 
ларини ) аниьушш мумкин. М асалан, тизим  изохорик ж ара
ён билан утса, (16) дан

Д5,,Д Г  > 0 (17)

ш арт келиб чик,ади. Бунда A S V > 0 эканлигидан А Т  > О 
эканлиги  келиб читали.

A S V = j C v А Т  > О

ифодадан

С , = ( § ) и > °  (18)

ш арт баж арилиш и келиб чик,ади, яъни бундай \о л да  тизим 
хрлатининг барк,арорлик ш арти (18) дан иборатдир.

Агар тизим  бир м увозанат \олатдан  иккинчи мувозанат 
\о л атга  изотерм ик ж араён билан утган булса (яъни А Г =  О 
булса) (16) дан м увозанатнинг барк,арорлиги учун

- Д / }7Д К > 0  (19)

шарт келиб чикдди. Холатлар бир-бирига жуда як,ин булганда 
л о -  ( э р \ л I/



ифодадан ф ойдаланиб, (16) ни ёзамиз:

Бунда (Д К )2> 0 булганлиги учун м увозанатнинг баркд- 
рор булиши

шарт баж арилиш ини талаб этади.

5 .2 -§ . ГОМОГЕН ТИ ЗИ М Н И Н Г МУВОЗАНАТ ШАРТИ

Аввал ф аза ва ком понент туш унчалари билан  таниш ай- 
лик.

1. Компонент тушунчаси. Т изим  п хил молекуладан таш - 
кил топтан булсин. Агар молекулалар орасида кимёвий ре- 
акциялар булмаса, бундай тизим ни п компонентли дей ила
ди , яъни хиллар сонига ком понентлар сони  тенг булади. 
Агар тизим н и  таш кил этган  \а р  хил молекулалар орасида 
кимёвий реакциялар, масалан, т  та реакция мавжуд булса, 
компонентлар сони хиллар сонидан т  тача кам булади. М а
салан,

Бунда сув Я2 ва О лардан таш кил топганига кдрамай 
битта ком понент. Агар тизим  Нг, 0 2 ва НгО аралаш м адан 
иборат деб кдралса, хиллар сони  3 та, реакц ия битта деб 
кдралса (масалан, 2 Н2 +  0 2 -> 2 Н20),  унда 2 та компонентли 
тизим (И20  ва 0 2 ёки Н2) хосил булади. Бош кд реакциялар- 
га нисбатан хам шундай ф икр айтилади. К ом понент ти зи м 
нинг ш ундай к;исмики, унинг м икдори бош кд ко м п о н ен т
лар м икдори нин г узгариш ига богл и к, булмайди. М асалан , 
1 кг сув ва 1 кг спиртдан таш кил топган ти зи м н и н г сув 
ком п онентин инг микдори \а р  кднча узгартирилм асин, шу 
тизим да 1 кг спирт м икдори узгармайди (реакция мавжуд 
эмас деб кдралади).

(20)

J2 + Н2 =  2 /Я ,

2 Я2 +  Ог =  2 Н20, 

2 S 0 2 + 0 2 =  2SOy



Т изим  п та ком понентдан таш кил топган булиб, к  ком - 
понентнинг массаси тк га тенг булсин. Бу х,олда

О к) =  т(к)/ М  (21)

к  ком понентнинг концентрацияси булади; М  — тизим нинг 
м ассаси; к =  1, 2 , ..., п эркин  кон центраци ялар  сони ко м 
пон ентлар  сонидан битта кам булади, яъни п — 1 га тенг 
булади.

2. Ф аза  тушунчаси. Ф и зик хоссалари х;амма нук,таларда 
бир хил булган тизим  гомоген т изим  дейилади; бир нечта 
гомоген тизим дан таш кил топган тизим  гетероген т изим  
дейилади. Ф изик бир ж инсли жисмни ф щ а  дейилади. Гете
роген тизим  икки  ва ундан куп ф азадан таш кил топган 
булиш и мумкин.

М и с о л .  Сув ва спирт тула аралаш иб бир жинсли мух;ит 
х,осил к,илган булса, уни бир фазали т изим  дейилади , бир 
нечта ком п онентдан  иборат газ аралаш м а х,ам бир ф азали  
булиш и мумкин; тизим  сув ва муздан иборат булса, бундай 
тизим ни икки фазали гетероген тизим  дейилади. Ф азанинг 
характерли том они (белгиси) ш ундан иборатки, у бошк,а 
ф азалардан аник, чегара билан ажралиб туради: Бир компо- 
нентанинг, масалан, сувнинг агрегат хдаатлари каттик, сую к 
ва 6yF ф азаларни таш кил этади. Аммо агрегат хрлатлари 3 та 
(плазм а холатни ал о \и д а  деб к,аралмаса), ф азалар со н и  эса 
куп булиШи м ум кин; масалан, м узнинг 6 хил м одиф ика- 
циялари — фазалари мавжуд; магнит кристалл кдттик.жисм- 
нинг ф ерромагнит, парамагнит фазалари мавжуд; металл — 
к,аттик, ж и см н и н г норм ал ва ута утказувчанлик х,олатлари 
(ф азалари ) мавжуд.

Гомоген ти зи м н и н г мувозанат ш артини курайлик. Т и 
зим ф и зи к  бир ж инсли  п та ком п онентдан  иборат булсин. 
Бу гомоген тизим н инг термодинамик потенциали

Ф =  Ф(Р, Т- N r  Nv ..., N )

ком понентлар  зарралари  сонлари jV,, N2,..., Nm га боглик, 
булади. Температура ва босим доимий булганда термодина- 
мик потенциалнинг узгариши мувозанат \олатда нолга тенг, 
яъни:

^ Ф  = I f  (1Т + ^ d P  + dN\ + ~ ~  dN2 + ... + dNi + ... = О



еки

бунда
(23)

/ ком п онентни нг ким ёвий потенциали. Т изим да ким ёвий 
реакциялар, шу жумладан диссоциац иялар  ва полим ериза- 
циялар булса, зарралар сони N. узгаради ва dN.t ф 0 булади. 
Кимёвий реакцияларда зарралар сонининг узгариши dN. (ёки 
ком понента м ассасининг узгариш и dm )  стехиом етрик ко 
эф ф ициент у. га мутаносиб булади. М асалан,

реакцияда /  ва Я  молекулалар сони  (ёки унинг узгариш и) 
vJH =  2 га, / 2 ва Я 2 молекулалар сонлари эса  vn  =  1 ва 
vm = 1 га мутаносибдир. Ш ундай кдгсиб,

ни назарда тутиб, гом оген ти зи м н и н г мувозанати ш арти 
(22) ни

куриниш да ёзамиз.
Идеал газлар учун (24) иф одани курайлик. И чки  эн ер 

гия ва энтропия аддитивлигидан эрки н  эн ерги ян и

куриниш да ёзиш  м ум кин; бунда Ul ва 5, -  /' ком п онентли  
газнинг бир молининг ички энергияси ва энтропияси  (ара- 
лаш иб К \аж м н и  эгаллагандан сунг):

-  TSn, = R T  In п, -  R T \ n  Vj + U, + R T  -  TCv. In T  -  TSoi = 

= R T \ n C i + f ( T ) ,

J2 +  Я 2 =  2 /Я

dN. ~v .

2 > , = 0 (24)

F  = U -  TS  = -  T ^ n , S ,  = £ « ,  {U, ~ TS.)  =

U, =  CKT, S. = C y \ n T +  R\nV/n. + Soi

Маълум ки,



бунда п. — С./V эканлиги  назарда тутилди. (24) мувозанат 
ш артини ёзамиз:

Е  W ,  = R T ^ v ,  In с,. + /  ( Т )  £  V,. = О
i / /

Бундан

X v ,I n C ,  = - ^ T ) ^ v , .  = 1п /Г ( Г ,Р )

ёки

Y [ C Vi = К { Т , Р ) .  (25)
i

(25) ифодани массаларпинг таъсир цопупи дейилади; К{Р, 7) 
ни ким ёвий  реакциянипг копстаптаси  дейилади. Умумий 
х,олда К босим га \ам  боглик,.

5 .3 -§ . ГЕТЕРОГЕН Т И ЗИ М Н И Н Г МУВОЗАНАТ  
ШАРТИ. ФАЗАЛАР К.ОИДАСИ

п та ком п онента ва г та ф азали  яккаланган  гетероген 
тизим  берилган булсин, шу тизим н инг мувозанат ш артини 
аник,лайлик. К улайлик учун тизим  икки  кисмдан (ф аза- 
дан) иборат булсин. Уларнинг \а р  бири мувозанатда булиб, 
умумий тизим  эса мувозанатда булмасин. Бу к,исмлар (ф а
залар) мувозанатга келиш и учун улар иш баж ариш и, ис- 
сиьуш к алм аш иниш и руй бериш и ва зарралар бир фазадан 
икки нчи  ф азага утиш лари мумкин.

Бу фазалардаги мувозанатдаги жараёнлар учун термоди
нам иканинг асосий муносабатини ёзамиз:

TldS l = dU] + P ^ - ^ d ^ ,

T2dS2 =  dU2 + P2 d V2 -  fi2dNr  (26)

Умумий тизим  яккаланган  булгани учун

- d U x = dU2, d V i = - d V 2, d N  = - d N 2, (27)

чунки

U = t/, +  U2 -  const, V -  Vt + V2 = const, yv, +  jV2 =  const. 

2 1 4



Ф азалар мувозанати (яккалан ган  тула ти зи м н и н г муво- 
занати) унинг энтропияси  максимум к,ийматга эриш ганда, 
яъни

d S = d S t + dS2 = 0 (28)

булганда содир булади. (27) ва (28) ни назарда тутиб, (26) 
дан

<29)

тенгликни оламиз. Бунда dU{, dV v d h \  ихтиёрий узгариш и 
мумкин булганлиги сабабли (29) тенгликдан  ф азалар му- 
возанатда булиш и учун уларнинг температуралари, босим - 
лари \ам да  кимёвий потенциаллари бир-би рига тенг були
ши келиб читали:

Т  = Т1 1 l i ’
Р{ = Рг , (30)

= 0 2  •

Ф азалар температуралари тенглиги Г, =  Т2 да иссикди к 
алм аш иниш и булмайди, терм и к м увозанат ю зага келади; 
босимлар тенглиги Pt = Р2 да м еханик м увозанат юзага ке 
лади, механик иш баж арилм айди; ким ёвий  потенциаллар  
тенглиги /t, =  f i2 да диф ф узия ж араёни тухтайди, зарралар- 
нинг бир ф азадан и кки нчи  ф азага устун равиш да утиш и 
тухтайди.

Агар фазалар температуралари ва босимлари тенг (Т х — Тг 
ва Р{ =  Р2) булсаю , ам м о ки м ёвий  п отенц иаллари  тенг 
булмаса, я ъ н и /t, ^  /.i2 булса, ти зи м н и н г ф азалари орасида 
биридан икки нчи сига устун равиш да зарралар утиш и юз 
беради. Бу х,олда м увозанат карор топгунга к^адар ти зи м 
нинг эн троп ияси  ортиб боради, яъни  (28) ва (29) дан:

d s  = B z i l d N , >  0. (31)
м

А гар / ( 2 >  /г, булса, биринчи ф аза зарралари сони ортиб 
боради: d N ] > 0. Д емак, зарралар ким ёвий потенциали  ки 
чик булган ф аза том он утадилар.

Агар икки фазали тизим факдт битга компонентдан иборат 
булса, ким ёвий потенциал (терм одинам ик потенциал) ф а-
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к,ат босим  Р  ва температура Т  ни нг ф ункцияси  булади ва 
фазалар мувозанати

/к ,(Л  7) =  ц г(Р, Т)

тенгликдаги (Р, 7) лардан бирининг узгариши ф ункция си- 
фатида и кки нчи сини нг узгариш ига мослаш тирилади, яъни 
ф азалар  м увозанатида Т, Р  л ар н и  ихтиёрий узгартириб 
булмайди.

Гетероген тизим  учун умумий хрлда фазалар орасида ме
ханик ва терм и к м увозанат булганда

тенгликлар  баж арилади. Ф азалар  орасида зарралар утиш и 
тухтаб, мувозанатга келган булса, уларнинг ким ёвий по- 
тенциаллари бир-бирига тенг булади:

t f = j u *  = ~. = М?, к = 1,..,п  (33)

Бунда ким ёвий потенциал температура Т, босим Р  ва 
кон ц ен трац и ялар  Cf  н и н г  ф ункц иясидир; пастки индекс 
/ = 1^7 ф азан и курсатади.

п та ком п онента ва г та ф азадан иборат гетерогеи ти- 
зимни тавсифлайдиган терм одинам ик параметрлар сонини 
ани к^ай ли к . Т и зи м н и н г х,ар бир ф азасини характерлайди- 
ган парам етрлар — бу п — 1 та кон центраци я ва Р, Т пара- 
метрлардан иборат. Р в а  Т параметрлар \ам м а  фазалар учун 
умумийдир. Д ем ак, г т а  фазалардаги узгарувчилар сони

2 +  (п -  1)г (34)

иф ода билан аникушнади. г  та ф аза мувозанатда булиш и 
учун уларнинг \а р  бир ком п онентасини нг кимёвий потен- 
ц и а л л а р и ,(33) га асосан , бир-би рига тенг, яъни

ц[ = ц'2 = -  = К
/ /  / /  / /

Hi = Ц 2 = ... = цг



булиш и керак. Бундаги тенглам алар сони  n { r -  1) та. Д е 
мак, кдралаётган гетероген тизим н инг мувозанатдаги \о л а -  
тини  аниьутовчи эркин параметрлар сони

2 4- (п - \ ) г -  ( г - \ ) п  =  п +  2 -  г  (36)

булади. А^тизимнинг термодипамик эркинлик даражалари
сони дейилади. У зининг м аъносига кура N  > 0, демак,

г <  п +  2. (37)

Демак, п та компонентдан иборат тизим н инг п + 2 тадан 
ортик,булмаган фазалари мувозанатда булиш и мумкин. Бу 
(37) иф одани Гиббспипг фазалар цоидаси  дейилади .

5 .4 -§ . ИККИ ФАЗАНИНГ МУВОЗАИАТИ.
УЧЛАНМА НУК.ТА

Бир компонентли тизим ни курайлик. Агар бу тизим  бир 
фазада булса, унинг мувозанатдаги \о л ати н и  тавсиф лайди- 
ган параметрлар сони N =  п +  2 -  /-дан п =  1, r =  1 булга
ни учун N  = 2  булади. Бу хрлда ти зи м н и н г терм один ам и к 
эрки н ли к  дараж алари 2 та, яъни босим ва температурадир. 
Буларни маълум ораликда ихтиёрий узгартирилса \ам  ф аза 
узгармайди. Тизим  икки ф азада м увозанат \о л атд а  булсин 
(м асалан , сув ва муз). Бу \о л д а  ти зи м н и н г терм один ам и к 
эрки н ли к  дараж алари сони N  =  1 булади. Т аби ийки , ф аза- 
ларн и н г температуралари 7j, Т2, ва босим лари Pv Р2узаро 
тенг, яъни

Г, =  Т2, Р, =  Р2 (38)

булиши шарт. Булардан ташкдри бундай гетероген тизим 
мувозанатда булиш и учун бу икки  ф азан и н г ким ёвий по- 
тенциаллари тенг, яъни

/<,(Л  Т) = [t2(P,  7) (39)

булиши керак. Бу тенгламадан икки фаза мувозанатда булган
да температура Т ва босим  Р о р аси д аги  богланиш  ан и к^а- 
ниш и мумкин. Бошк,ача айтганда, икки ф аза температура 
ва босим нинг ихтиёрий кийматларида мувозанатда була ол- 
майди, балки (39) тенглам ани цаноатлантирадиган тем п е
ратура ва босим ки й м атл ар и даги н а мувозанатда була олади,
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,к
яъни Т ва Р лардан биттаси 
эр к и н  узгарувчи, и к ки н - 
чиси унинг ф ункцияси си- 
ф атида узгаради.

Худди икки ф аза муво- 
занатидаги каби, уч ф аза- 
нинг мувозанати учун

N  = 2 + п -  /• =  0 ва

5.1-раем.

Hf(P, Т) = Р г(Р ' Т)’ 
f i2(P,  7) = ц 3(Р, 7)

(40)

(41)

ш артлар баж арилиш и зарур. Д ем ак, учта ф аза мувозанатда 
булганда ти зи м н и н г терм оди н ам и к эр ки н л и к  дараж алари 
сони /V нолга тенг, яъни эркин узгарувчилар булмайди. Учта 
ф азан и н г мувозанати (40) ва (41) алгебраик тенглам алар- 
ни кдноатлантирадиган Я ва Т нинг к,ийматлари билан аник,- 
ланадиган битта холатда содир булади. Бу нук,тани учлапма  
пуцта  дейилади. И кки ф аза ва учта ф азанинг мувозанатла- 
рин и  (39), (40), (41) тенглам алар асосида графикда тав- 
си ф лай ли к  (к,. 5.1-раем ). Бу мувозанат чизига (39) асосида 
(агар уни нг ош кор куриниш и маълум булса) олинади, 3 та 
ф азан и н г мувозанати 5 .1-расм да координаталари (40) ва 
(41) асосида аниьутнадиган  учланма С нук,та билан курса- 
тилган. Нук,танинг координаталари Ту ва Ру ни (40) ва (41) 
тенгламешарни ечиб (унинг ош кор куриниш и маълум булса) 
ани к/тнади .

Куп фазали (гетероген) тизим номувозанат холатда булса, 
моддалар бир ф азадан и кки н чи  ф азага утиш лари мумкин. 
М асалан, модда суюк, холатдан газ ёки каттикдолатга ути
ш и, м одданинг ф ерром агнит ф азадан парам агнит ф азага 
утиши, металлнинг нормал холатдан ута утказувчанлик хола- 
тига утиш и, гелий I н и н г гелий II га айланиш и ф азавий 
утиш ларга мисол булади.

5 .5 -§ . ФАЗАВИИ УТИШЛАР



Ф азавий утиш лар икки турли булади: бирин чи  тур ф а 
завий утиш да яш и ри н  иссикдик аж ралади (ёки ю тилади) 
\ам д а  солиш тирм а \аж м  (зичлик) узгаради; м асалан , 6 yF- 
нинг суюк,пикка ай лани ш и , сую к^и кн и н г кдттик, хдлатга 
утиш и биринчи тур ф азавий утиш лардир.

И ккинчи тур ф азавий утишда яш ирин иссикди к аж рал- 
майди ёки ютилмайди ,\амда солиш тирма \аж м  узгармайди. 
Аммо бошкд х,оссалар, масалан, иссиьушк си гам и  узгаради 
(масалан, кдттикж исм  ф ерром агнетикнинг Кю ри темпера- 
турасидан юкррида парамагнетикка айланиш и, гелий 1 нинг 
2,2°К т  гелий II га айланиш и ва бош кдлар).

И кки фазали гетероген тизим мувозанат холатда булсин. 
Бу \о л д а  ф азаларнинг кимёвий потенциаллари ёки соли ш 
тирм а терм один ам и к потенциаллари <pt(P, Т) ва ip2(P, 7) 
бир-бирига тенг булади (ф азаларнинг мувозанат шарти):

<Р\(Л  Т) =  <р2(Р, Т). (42)

Ф азалар мувозанатини бузмасдан терм одинам ик потен- 
циалларни узгартирайлик:

<р{Р, 7) +  d <р{(Р, 7) =  <р2(Р, 7) +  d <р2(Р, 7)

ёки бунда тем пературанинг узгариш ига мос равиш да бо- 
сим ни (42) асосида узгартирилса, ф азалар  мувозанати бу- 
зи л м ай д и ,яъ н и :

М { Р ' Т )  M { P J )  dP _ д(р2{р ,т) д<р2(р,т) dp
э т др d r  ат ар ё т '  у ’

Буларда

эканлигин и  назарда тутиб, (43) ни

—  = '?2^'У| (44)

куриниш га келтирам из; бунда 5,, S2 ва д2 мос равиш да 
фазаларнинг солиштирма энтропиялари ва солиштирма хджм- 
ларидир.



М и с о л .  И диш да сув ва сув устидаги идиш  к р и к н и  
остида (порш ень тагида) 6 yF мувозанат хрлатда булсин. Агар 
босим ни ош ирсак, бугнинг бир к,исми сувга айланиш и, шу 
билан босим  ош и ш и гатескари  ж араён — босим камайиш и 
содир булади. Боищ ача айтганда, Л е-Ш ателье там ойилига 
м увоф ик босим  ош и ш и гатескари  йуналиш даж араён кеча- 
ди. Ф азалар мувозаиати бузилмаслиги учун температурани 
босимга мос равиш да ош ириш  зарур.

5 .6 -§ . БИ РИ Н Ч И  ТУР ФАЗАВИЙ УТИШ .
КЛАПЕЙРОН -  КЛАУЗИУС ТЕНГЛАМАСИ

Биринчи тур ф азавий  утиш да энтропия S, солиш тирм а 
х,ажм Кузгаради. Улар ф азалар чегарасида сакраб узгаради, 
яъни:

5 2 -  *  О, К2 -  V] *  0. (45)

Ш у тур ф азавий  утиш да яш и рин иссикушк q ажралиб 
чик,ади ёки  ю тилади, яъни :

Т ( Б г - S {) = T A S  = AQ = q. (46)

(46) ни  назарда тутиб, (44) ни

куриниш да ёзам из. Б и ри н чи  тур ф азавий утиш  учун ёзил- 
ган (47) ни Клапейрон-Клаузиус тенгламаси  дейилади . Бу 
тенгламада солиш тирм а хажм V ва фазавий утишдаги яш и 
рин и сси кди к  q тем пература ва босимга боглик,. Ш ундай 
к,илиб, бирин чи  тур ф азавий  утиш ларда ф азалар терм оди
н ам ик потенциаллари  узлуксиз ((42) тенглик), аммо улар- 
нинг температура ва босим буйича биринчи тартибли \о с и - 
лалари узилиш га эга ((45) иф одага к,аранг). Ж уда куп кат- 
тик, жисмлар эриганда q > 0 булади ва уларнинг солиш тирма 
х,ажмлари ортади, яъни К, > К, булади.

Шу сабабли (dP/dT) >  0, яъни босим ортиш и билан эриш  
температураси ортади. Бундай молекулалар икки фазасининг 
мувозанатида температура ортиш и билан босим хам ортади, 
яъни А Т >  0 да А Р  >  0 булади. Аммо сув ва муз бу к,оидадан 
истисно, яъни q > 0 , аммо музнинг солиш тирма \аж м и  сув- 
никидан кичик: V2 <  Vt. Ш унинг учун температура ортиш и



билан босим кам аяди (к,.
5 .2-расм ), яъни босим  о р 
тиш и билан м узни нгэриш  
температураси пасаяди 5.2- 
расмда (47) тенглам а б и 
лан тавсиф ланувчи муз ва 
сув ф азалари мувозанати 
чизиги , сув ва 6yF ф азала
ри мувозанати чизиги, муз 
ва 6yF фазалари м увозана
ти чизиги х,амда учта ф а-

s. 2-расм.

зан и н г м увозанатини тавсиф ловчи учланма нукта тар \и й  
(схематик) равиш да келтирилган. Сув ва 6 y F  м увозанати 
чизиги А  нуктадан критик нукта 5 г а ч а  давом этади. У члан
ма А нуктадан пастда сув ф азаси мавжуд эм ас. Сув учун 
учланма нук,та координаталари:

1у = 0,0078°С, Ру = 0,006 атм.

М одда паст температурали фазадан юк,ори температура- 
ли ф азага утганда яш и рин  иссикуш к q ни ютади. Т изим  
(муз) Е ну^тада бар^арор (тургун) (5.2 раем). Агар шу нук- 
тада муз-сув тизим  булса, у нотуррун булади ва сув музга 
айланади. Агар боси м ни узгартирм ай иссик^лик берилса, 
унинг (музнинг) температураси орта бориб, м увозанат чи- 
зигига борганда (0  нук,тада) тем пература ортиш и тухтай- 
ди, сув ф азаси пайдо булади. И сси к ^и к  м и кдори н и н г бу 0 
нук,тада берилиш и сув м ассаси нин г (м и кдори н и н г) орти- 
ш ига олиб боради. Агар бу ну^тада босим  ортса, унга мос 
равиш да температура узгарса (муз учун температура пасая
ди), и кки  ф аза мувозанати саьушнади. Боси м н и узгартир- 
масдан бу нук,тада температура ош еа, модда бир ф азага — 
сувга айланади ва унинг температураси £7г ч и з и р и  буйича 
ортиб боради.

5 .7 -§ . КРИТИК ХОЛЛТ

Учланма нук,тадан бош ланган каттик.ж исм  — суюк^пик 
ф азалар мувозанати чизиги, каттик, ж исм  — газ ф азалар 
мувозанати чизиги юк^ори босим , температура ва паст бо 
сим, температура томонларидан чегараланмаган. Бу чизик,-
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р

ларни давом эттириш  мум
кин. Аммо суюьушк — газ 
ф азалари  мувозаиати чи
зиги К  нуктада тухтайди (к,.
5 .1-раем ). Бу нуктани { \о -  
л а т н и )  к р и т и к  н у ц т а
Ц олат )  дейилади.

5.3-расм.

Сую кдик — газ тизими- 
нинг фазалар мувозаиати ва 
фазавий утишларини тахдил

к,илиш учун Р, Кдиаграммада тажриба натижасида олинган 
изотермалар (5.3-расм) ва Ван-дер-Ваальс изотермаларини 
келтирамиз (5.4-расм).

5.3-расмдаги А К В с о ^ ш  модда гетероген ,\олатда булган
да сую к/1и к ва буг ф азалар биргаликда мавжуд. А К  чизик,- 
н и нг чап том онида ф ацат с у ю ^ и к  ф азаси , В К чизикнин г 
унг том онида фак,ат 6 yF ф азаси мавжуддир. Ю крри тем п е
ратурали изотермаларда икки ф азан и н г мавжудлик со \аси  
Кискдриб боради ва Тк изотермада (критик температурадаги 
изотермада) хдр икки ф аза бир фазали холатга — критик 
хдлатга айланади. Бу \о л атд а  модда суюнушк \а м , 6yF хам 
эмас. Бу \о л ат  параметрларининг махсус кийматлари Тк, Рк, 
Vk да содир булади. Р, Кдиаграммадаги изотермаларда со 
л иш ти рм а \аж м л ар  V, > V  ф арки  температура ортиш и б и 
лан  кам айиб бориб, кри ти к  нуктада бу фарк, нолга тенг, 
яъни V — Vs — Vk булади.

К ритик нукта А 'даги утиш да солиш тирм а хажм узгар
майди, иссикдик ютилмайди (чикдрилмайди), аммо иссик,- 
л и к  сигим и , ^аж мий кенгайиш  коэф ф и ц и ен ти , сикилув- 
чанлик сакраб узгаради (узилишга эга). 5.4-расмда Ван-дер- 
Ваальс тенгламаси

асосида олинган изотерм алар келтирилган. Бунда Т < Тк 
булганда Р  ни нг х,ар бир кийм атига V нинг учта киймат и 
тугри келади. P{V)  чизик, — изотерма максимум ва м ин и- 
мумдан утади. Температура орта бориш и билан Р нинг м ак
симум ва минимум к,ийматлари бир-бирига як,инлашиб бо
ради ва, ничоят, Т  = Тк да максимум ва минимумлар бирла- 
шиб бурилиш нуктасига айланади. Бу нук,та К  критик пуцта  
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дейилади. Реал изотермалар В  ‘
билан Ван-дер-Ваальс изо- 
термаларини солиштирилса, 
Хажмнинг кам айиш ига бо- 
сим ни нг кам айиш и тугри 
келадиган В ан-дер-В аальс 
изотерм асининг D C кисми

тига турри келади. У таж - 
рибада кузатилмайди, яъни

м одданинг нотуррун \о л а -  Q
V

5.4-расм.
у реал эмас. У нинг урнига
таж рибада горизонтал (изобара) ч и зи к  А В  кузатилади. Бу 
ерда шуни айтиш  керакки , реал изотермада \а м  К  нуктага 
бурилиш пуцтаси  деб каралади.

Таж риба курсатадики, сую клик — газ тизим и да газ ф а 
заси BD  метастабил холатда — ута туйинган 6 y F  \о л ати да , 
сую клик ф азаси А С  метастабил хрлатда — ута кизиган су- 
ю кдикхдлатидабулиш лари мумкин. 5.4-расмдан куринади
ки, критик изотерм а Тк дан  юк,оридаги изотерм алар, яъни 
Т  > Тк даги изотермаларда P{V) м онотон узгарувчи ва бир 
фазали тизим (газсимон \олат)н и  тавсифлайди; Тк дан паст- 
даги изотермаларда P(V) минимум ва максимум кийм атлар 
кабул килади. Бу максимум ва миним ум  орасида В ан-дер- 
Ваальс изотермасида ( д Р / d V ) T > 0 кийм атли со^а реал 
тизим ларда мавжуд булмайди. Реал тизим ларда бу сохдяа 
( d P / 3 V ) T = 0 , яъни горизонтал кисм дан иборат булади. 
Умуман, Тк изотермадаги К нуктада бурилиш  нуктаси м ав
жуд.

С татистик ф изика нуктаи назаридан кристалл катти к 
жисмларда уларни таш кил кдлган зарралар орасида маълум 
тартиблилик (узок тартиб) мавжуд. Тем пература ортиш и 
билан кристалл панжара тугунларидаги зарраларнинг (атом
ларнинг, ионларнинг) тебраниш и кучая бориш и ва окибат 
натиж ада тартиблиликнинг бузилиш и юз бериш и туфайли 
каттик жисм эрийди ва сую к агрегат \о л а т  пайдо булади. 
С ую кф азада тартибсизлик даражаси устун булади. М оддада 
кескин сифат узгариш и содир булади; каттикж исм да деяр- 
ли булмаган илгариланм а ^аракат роль уйнай бош лайди. 
Ш ундай килиб, каттик ф аза сую кдик ф азаси дан  кескин 
фаркланади.



Сую к/ш к ф азасида тартиблилик "к о л д и т"  кол га н булса- 
да (унда яки н  тарти блилик мавжуд), окувчанлик, шакл 
узгарувчанлик каби мухим хоссалари уни характерлайди.

С ую к ф азан и н г температураси ортиш и билан молекула- 
лар н и н г, атом ларн инг, уларнинг ком плексларининг илга- 
риланм а \аракатлари  устун равиш да ортиб боради; "колдик 
тартиблилик" дараж аси  кам айиб боради ва нихоят б у т а -  
ниш  температурасида катти кж и см дан  колган "колди ктар 
тиблилик" (якин тартиблилик) йуколади, илгариланма хара
кат билан б о т и к  тартибсизлик устунликка эриш ади. Т ем 
пературанинг яна ортгирилиш и принципиал янгиликка олиб 
борм айди , тарти бсизли к дараж асининг ортиш ига олиб бо
ради (газсимон фазада). Тартибсизлик даражасида энтропия 
асосида газсимон ф азадан суюк,лик ф азасига утиш и та\ли л  
этилса, илгариланм а харакат билан б о т и к  эн троп ия 5 илг 
температура пасайиши билан камайиб боради. Фазавий утиш
да унинг тартибсизликдаги устунлик даражаси фазавий утиш
да йуколади, бу утиш да маълум дараж ада "тартиблилик" 
пайдо булади. Ш у сабабли энтропия бу утишда сакраб узга
ради. Температуранинг камайиши билан газ фазасининг "кол- 
д й к  тартибсизлик" дараж аси кам айиб боради ва у "суюк- 
ли к -катти кж и см " ф азавий утишда, яъни абсолю т тартибли 
кристалл катти к  ж исм  ф азасига утганда, газнинг "колдик 
тартибсизлик" даражаси нолга тушади, яъни йуколади. Узига 
хос "Н ернст теорем аси" юз беради, яъни котиш  (эриш ) 
температураси — бу илгариланма харакат билан б о т и к  эн 
тропия учун "абсолют" ноль температурадир. Ш ундай килиб, 
"сую клик" к атти к ж и см н и н г  "тартиблилиги" колдиги, газ
сим он ф азан и н г "тартибсизлиги" колдиги билан характер- 
ланадиган "оралик" фазадир.

С ую клик — газ гетероген тизим  температура ортиш и 
билан сую клик ф азаси н и н г тарти бсизли к дараж аси ортиб 
боради (энтропия ортади), суюклик фазасидаги "колдиктар
тиблилик" кам айиб боради ва нихоят критик нуктада бу 
"колдик тар ти б л и л и к " йуколади, икки фазада бир хил тар
ти бси зли к  дараж аси \о си л  булади, яъни  бу нуктада эн тро
п и ян и н г сакраб  узгариш и булмайди. Бу кри ти к холатдир. 
К ри ти к  холатга яки нлаш и ш да солиш тирм а хажмлар бир- 
бирига яки нлаш ади: яш ирин иссик/ш к камайиб боради ва 
кри ти к холатда q =  0 ва V{ =  V2 булади.



Я ш ирин иссикдик q ни- 
мага сарф булади? Бизнинг- 
ча, суюьушкдан газга айла- 
ниш да суюкушкдаги "кдл- 
дикдартиблилик" ни бузиш, 
йукртиш учун сарф  булади.
Температура Т критик тем 
п е р а т у р а г а  к,анча як,ин 
булса, ш унча "к д п д и ктар - 
тиблилик" кам булгани учун q (яш и ри н  исси к^и к) кам 
булади. К ритик ну^тада эса  q =  0 булади.

Газ фазасида температура ва босим ортиш и, солиш тирма 
\аж м н и н г камайиш и билан суюк/тикка айланиш  учун зарур 
булган q кам айиб боради. Бу эса  "тартибси злик” дараж аси 
камайиб бориш ини , яъни  эн троп и я  S(T , Р) кам айи ш и ни  
курсатади. Босим ортиши билан узгармас температурада S(P) 
камаяди. М аълум тарти бсизли кни  йук,отиб (кам айтири б), 
"кдпди ктарти блили к" ни тиклаш  учун (6yF суюьуш кка ай- 
ланганда) кам q зарур булади! К ритик хдлатда эса q = О 
ва, дем ак, 5, =  S2 булади.

МАСАЛАЛЛР

5.1-м асала. В ан-дер-В аальс газини нг кри ти к нук,тадаги 
Рк, Vk, Тк ни ани к^ан г; кри ти к  к о эф ф и ц и ен т  R T k/ P kVk ни 
^исобланг ва уни таж риба натиж алари билан такдосланг.

Е ч  и ш. Бизга Ван-дер-Ваал ьс тенгламаси
R T
V - b

а
(О

маълум. Ван-дер-Ваальс гази изотермалари 5.5-расмда курса- 
тилган. Ван-дер-Ваальс изотермаси максимум ва минимум- 
дан утади. Бу экстремал кийматларда

Щ =0
ЗУ )т (2)

ш арт баж арилади. К ритик нуцтада м аксим ум  ва м иним ум  
бирлаш иб, бурилиш  нук,тасини \о с и л  к,илади. Бу бурилиш  
нук,тасида

й24] =о / 2  ]т
шарт бажарилади.

(3)



Бу ерда щ уни таъкидлайм изки , реал тизи м н и н г критик 
хдпати баркарор  булиш и учун х,ам (2 ) ва (3) ш артлар ба- 
ж арилиш и талаб этилади. Энди (1), (2), (3) тенгламалардан 
учта номаълум  Рк, Vk, Тк ани к^ан ади: яъни

Р = RTk -  0 №
п  Vk - b  у *  > W

(дР)  -  _  RTk , 2а _  Q /гч
U  у )т к V ?  ’

д2р) = + 7̂ - -  = °- (6)
тк { ук - ь )

Булардан:

Ук = ЗЬ’ Рк = Ш ' Тк = Шь (7)

|  = а = \  RTkVk , b = (8)

(7) ва (8 ) дан кри ти к коэф ф и ц и ен тн и  аник^лаймиз:

= |  = 2,667. (9)P>Vt 3

К р и ти к  ко эф ф и ц и ен т  учун таж риба натиж алари куйи- 
даги жадвалда келтирилган:

Модда RV PiVi

Гелий 3,13
Водород 3,03
Азот 3,42
Кислород 3,42
Сув 4,46
Бензин 3,75
Сирка кислота 4,99
Мстил спирт 4,56

1 - и з о И деал газ учун R T J P k Vk = \ .
2 -и зо х ,. (7) дан ф ойдаланиб, В ан-дер-Ваальс тенглама- 

син и  келтирилган ш аклда ёзамиз:

Ъ  = * > т Г ' ' Т Г х - (10)



(10) ни (1) га куямиз; бунда (7) ни \и с о б га  оламиз: 

а _  RTSa q
Я  ■

21 b 21 Rb {bv-\)  9v2b7JJ ’

бундан

(7r + - 7 ) ( 3 v - 1) = '8r

келтирилган Ван-дер-Ваальс тенгламасини оламиз.

5.2-масала. Дитеричи х,олат тенгламасидан критик нук^та- 
даги Рк, Vk, Тк ни аник^анг. К ритик коэф ф и ц и ен т R T J P k Vk 
ни \исобланг; келтирилган \о л а т  тенглам асини аник^анг.

Е ч и ш. Дитеричи тенгламаси

Р  = ^ е х р ( R T v ) '

К ритик \олатда

( w ) r °

(1)

(2)

(3)

шартлар к,а н оатл а нти р ил ад и .
( 1) дан  топамиз:

\дУ)Т

m  = р
дУ2)т RTV V-b

0 -  1 
RTV2 V-b

+Р 2 а
(У- b y  RTV

(2) ва (3) ш артларга асосан (4) ва (5) ни ёзамиз: 

V2 =
V - b  RT ’

ва

( V - b )
_  2а 

J  R T '

У,.-Ь4  = 2 ; К  = 2 Ь.

(4)

(5)

(6)

(7)

(8) 
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К ритик коэф ф и ц и ен т

Д итеричи тенгламаси келтирйлган шаклда

( 12)

куриниш да ёзилади.
И з о х,. Д итеричи \о л а т  тенгламасидан келиб чик^адиган

критик коэф ф иц иент Ван-дер-Ваальс тенгламасидан олин
ган натиж а

га нисбатан  таж риба натиж аларига якинрок, (жадвалга к,.).

5 .3-масала. Виз

\о л а т  тенглам асин и  олган эдик. Ш у тенглам ан инг чаи то- 
м онига b тузатм ани киритиб, унг том онига тенглаш тирай- 
лик:

Ш у \о л а т  тен глам аси н и н г кри ти к парам етрлари Рк, Vk, 
Тк ан и к^ан си н  ва RTk/ P kVk ^исобланиб, В ан-дер-В аальс 
\а м д а , Д итеричи  тенглам алари натиж алари билан так^ос- 
лансин.

P V  = R T e x p \ ± ( b - f r )

(О



(— ) ’= -  \ дУ)т
RT

R T

+ ( F ^ ) exp

{ V - b f  е х р  [ f  (^ ~  ) ]  +

у { Ь ~Тт)_

=  RT  
(V -b )

= р

ехр а
RT

1 | 1
v - ь  W

Н “ -

[Ь ~ д т ) .

V - b  V 

= 0 .

(2 ) дан
Ук =

Vk- b  RTk
- Ь .

(2 ) ни назарда тутиб куйидагича олам из:

дУ2 1Т

+ Р
(V ^ b f

R T  ) 

=  0 .

(4) дан:
vl

(3) ва (5) дан:

{Ук-Ь)г  = 2 [ т й г Н

Vk - b
: 2; Vk = 2b.

(6) ни (3) га куйиб, Тк ни топам из:

Тк =
а

5 Rb

(6) ва (7) ни (1) га куйиб, Рк ни олам из 

Р а
1XJ-

(2)

(3)

Б и зн и н г \о л а т  

куриниш да булади

* 5 Ь2е

тенглам ам изнинг келтирилган ш акли

Г1 ( 1  - 2 ) 1 
V \2 т /

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

7Г = # Т ) ехР



К ритик коэф ф иц иентни  \исоблайм из:

К уйидаги ж адвалда В ан-дер-В аальс, Д итеричи ва ( 1) 
тенглама натижалари так,к,осланган.

VJb PkV / a Tt Rb/a RTk/Pkv

Ван-дер-Ваальс
т-си 3 1/27 8/27 8/3 =  2,7

Дитеричи
тенгламаси 2 1/4^ 1/4 er/2 =  3,65

(I) тенглама 2 1/5е2 1/5 ё / 2  =  3,65

5 .8 -§ . ЯНГИ ФАЗАНИНГ ПАЙДО БУЛИШ И

Я нги ф аза маълум ш ароитда эски  фазадаги модданинг 
флуктуацияси туфайли содир булади. Бунда, масалан, суюк,- 
ликда к,айнаш чогида 6yF ф азаси нин г куртаклари — пуфак- 
лар, туйинган бурда суюк/ш к фазасининг "вакиллари" — том- 
чилар пайдо буладилар. Буларнинг пайдо булиш ига модда 
зичлигининг флуктуацияси сабабчи булади. Аммо янги фа- 
зага утиш  руёбга чик,иши учун янги ф азан и н г куртаклари 
берилган маълум ш ароитда усиш , ривож ланиш  им конияти- 
га эга булиш и зарур. Киск,аси, янги  ф аза куртагининг уси- 
ш и, ривож ланиш и бир к,анча омилларга боглик,, жумладан, 
х,осил булган янги ф аза куртагининг улчамига боглик,. Агар 
куртак ки чи к  булса, ян ги  ф аза зарралар (молекулалари) 
ининг анчагина к,исми янги ва эски фазалар орасидаги сирт- 
да булади. Ш у сабабли янги  ф аза куртагини таэушл этил- 
ганда сирт билан боглик, хддисаларни х,ам назарда тутмок, 
лозим.

М аълумки, сирт ю зи н и н г узгариш и d Z  туфайли бажа- 
рилган иш dA = - a d Z {бунда а  — сирт таранглик ко эф ф и 
циента). Д оимий температурада бажарилган иш эркин энер
гиянинг камайиш ига тенг, яъни dF  =  adZ.  Шу сабабли, янги 
ва эски  ф азаларн и н г тургунлик ш артини аниьутш  учун, 
сирт хоссаларини назарда тутган х,олда, эркин энергия узга- 
риш идан фойдаланмоь; лозим.
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Т и зи м н и н г температураси Т, \аж м и  К ва зарралар сони  
УУдоимий булсин. Бу холда эрки н  эн ер ги ян и н г узгариш и: 
куйидагидек булади:

dF = ~ P ldVx ~  P2dV2 + n ld N ] +  ^ d N 2 +  o d l .  (49)

Ш артимизга асосан:

V = V] + V2 = const, N  =  TV, +  N 2 = const.

Бундан:
- d V x =  dVv  d N , =  - d N r  (50)

(50) ни назарда тутиб, (49) ни

dF  = ^P2 - P i + c r l ^ y V ] + (i.il - L i 2) d N l (51)

куриниш да ёзам из, бунда

d  У = d V  a L  dvt а

И кки  ф аза м увозанатда булганда d F  =  0 ва /<, =ju2. Бу 
хдлда (51) дан

Р2 = Р1 ~ ° Щ  (52)

иф одани оламиз. ЭХ/ЭР', \о с и л а  сирт эгрили ги га ва, д е 
мак, эгрили к радиуси R  га боглик,. С ф ера учун:

ЭЕ = d{4nR2) = 1

Бундай сф ера куриниш ида х,оснл булган янги ф аза бар- 
к,арор булиш и учун

pi = pi ~ l t  (54)

э х
тенгликни оламиз. (52) даги а  с и р т  б о с и м и  д ей и 
лади. Бу босим сиртнинг кабари^том онидан  ботик, том они- 
га йуналган. Бу босим фазалар чегараси текис булганда нолга 
тенг булади. Ш унингдек, катта сиртли ж и см лар  (ф азалар) 
учун \а м  у х,исобга олм аслик дараж асида кичик. К ичик 
куртакка эга булган янги фазалар (масалан, томчилар) учун
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бу босим  сезиларли ва ун и н г радиуси к,анча ки чи к  булса, 
ш унча катта булади.

М асалан, сувда 6yF ф азаси (пуф аклар)нинг пайдо були- 
ш и н и  курайлик. Агар ташк,и босим  ва сирт босим и \о си л  
булган пуф акн и н г ичидаги туйинган 6 y F  босим идан катта, 
яъни

булса, у \о л д а  пуф ак сикдлади  ва янги ф аза сув к,изиган 
пайтда хосил булмай, йукдлади. Тем пература ортиш и ёки 
босим  кам айи ш и билан янги ф аза (буг)нинг бундай кур
таклари  (пуф аклари) купаяди, барь^арор булади, сув к;ай- 
найди , яъни  бунда

Т уйинган  бугда конденсация хрдисаси (томчилар) п ай 
до булади ва барк,арорли булиш и учун

булиш и лозим . Акс ^олда бугланиб, том чи йукрлади (б о 
сим катталаш ади, температура ортади ва бут тапади).

5 .9 -§ . ИККИНЧИ ТУР ФАЗАВИЙ УТИШЛАР

Тажрибадан маълумки, айрим фазавий утишларда иссик,- 
лик аж ралиш и ёки ю тилиш и содир булмайди, солиш тирма 
х,ажм узгармайди. М асалан, Кюри ну^тасида ф ерромагнит- 
нинг парамагнитга айланиш и, сую к,гелийнинг 2,18°А'да ге
лий II суюкушкка айланиш и иккинчи тур ф азавий утишга 
мисолдир.

Бу ф азавий  утиш да (44) ифодадаги сурат х,ам, махраж 
х,ам (яъни  S2 -  ва V2 -  нолга тенгдир. Ш у сабабли бу 
касрн инг лим итини олиш  учун Л опиталь кридасига асосан 
сурат ва махраж нинг \о си л ал ар и н и  олиб, уларнинг нисба- 
тини  аник^амок, керак:

(55)

(56)

булади.



Д ем ак, икки нчи  тур ф азавий  утиш ларда (р{ = <р2, булар- 
н и нг биринчи тартибли хосилалари S2 — S t, V2 — Vt узаро

тенг булиб, термодинамик потенциалнинг иккинчи тартибли
35, 05, э к  зк2 ,— 1 *  — L — 1 ф , ва к.лар узилиш га (сак-Хосилалари
я т а т ’  дт дт

рашга) эгадир. 5.6-расм - 
да Н е!  нинг H e l l  га ай- 
ланиш ида исси кди к  си- 
ги м и н и н г  тем п ер ату р а  
буйича узгариш и келти- 
рилган.

Унда Ср ни нг 2 ,1 8 °^  
да сакраш га эга экан ли - 
ги курсатилган.

(59) ва (60) ни назар- 
да тутиб, (58) ни кдйта 
ёзамиз:

Я

2.18

5.6-расм.

Т, К

iIP _ А СР 
d T  TV&a  ' (61)

(58) и ф од ад а  A S / Д К = 0 / 0  н о а н и к л и к н и  Л о п и та л ь  
кридаси буйича лим итин и  аникдаш да босим  буйича узга- 
риш ини олайлик (лимит иш оралари ёзилмади)



Демак,

—  = —cIT AXj. (o5)

(61) ва (65) лар Эрнфест тепгламалари  дейилади. Уларни 
бир-бирига купайтириб,

&ср . ь х т ^ Т У  (66)
тенгликни оламиз.

VI Б О Б

КЛАССИК СТАТИСТИКА. ИДЕАЛ ГАЗ

6 .1 -§ . КИРИ Ш

Статистик усулнинг асослари ва унинг статистик термо- 
динам икадаги  м уносабатлари билан умумий холда таниш - 
дик. Бу бобда статистик усулнинг идеал газга татбик,и б и 
лан таниш ам из. Идеал газ учун статистик ф и зи ка усули 
буйича хисоблаш ни охирига етказиш  мумкин. Бундан таш - 
цари эм п и ри к усул ёки элементар кинетик назария асосида 
олинган м уносабатларни , парадоксларни статистик ф изи- 
кан инг ф ундам ентал усул асосида олиш  бу усулнинг сама- 
радорлигини курсатади, шу билан бирга уни узлаш тириш га 
ёрдам беради. Статистик ф изика усулини фацат ф изик \оди - 
саларгагина эм ас, балки табиий ф анлар урганадиган соха- 
ларнинг куп ходисаларига куллаш мумкинлигига хам ишонч 
хосил кдлинади.

Газ хоссаларини урганиш да статистик ф и зи ка усулини 
яккол  тасаввур этиш  ва уни узлаш тириш  кулайдир.

Зарралар орасидаги узаро таъсир нисбатан заиф  (кучсиз) 
булганда газ хоссаларини куп холларда алохида зарра ёки 
жуфт зарралар хоссалари асосида урганилади. Газ хоссалари
ни урганилаётганда унинг зарралари орасида узаро таъсир 
й укдеб  каралса, бундай газларни и д е а л  г а зд е й и л а д и .

Тугри, газ ном увозанат холатда булса, мувозанат холат- 
га келиш и учун зарралар (молекулалар, атомлар) орасида 
узаро таъсир, албатта, булиши шарт. Аммо мувозанат холат- 
даги газнин г хоссаларини баъзан унинг зарралари орасида 
узаро таъсир й у к д еб  ф ар аз килиб урганиш  мумкин.
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Умуман, тизим  зарраси н и н г \о л ати  уни нг атроф идаги 
зарралар билан булган узаро таъсирга боглик. Бу узаро таъ
сир при нци пиал  жи^атдан икки турга: зарядлар  (м асалан , 
электр, ранг, х дд1) билан боглик, узаро таъсир ва зарядлар 
билан боглик булмаган (спин билан боглик, булган) узаро 
таъсирларга булинади. С пин *ам заряд каби заррани нг и н 
дивидуал хоссасидир ва у бош ^а зарралар билан муносабат- 
да таъсир курсатади.

Зарралар каракатиц и корреляция цилувчи бундай квант 
хосса газ зарралари бир-би рлари га де Бройль тул^ин узун- 
лиги Я = h /~Р м асоф асида ёки бундан я^инрок, м асоф ада 
булганларида намоён булади; бунда ~р — заррани нг уртача 
импульси: Р авш ан ки , тем пература пасайиш и б и 
лан де Бройль тулкин узунлиги. ортиб боради ва, дем ак , 
квант корреляция нам оён буладиган м асоф а х,ам ортиб б о 
ради!

Ш ундай кдлиб, квант корреляци я н аф а^ат  заррани нг 
^аракат крн унин инг к,айта каралиш ига сабаб булмай, бал
ки статистик ф и зи кан и н г ^ам м у \и м  узгариш ига — квант 
статистик ф и зи кан и н г яратилиш ига олиб келди. Уз навба- 
тида эса квант статистикасининг бозонлар статистикаси ва 
фермионлар статистикасига булиниш ига олиб келди.

Д ем ак , квант статистикаси  паст Т  < Тъ ( Ти ~ п2/г№/т  
айниш  температураси) тем ператураларда квант газларга 
кулланилади. Фотонлар, фононлар, окм итти  юлдузлар, нейт
рон юлдузлар ва бош ^алар квант газларга мисоллардир.

Бу ерда шуни ало \ида таъкидлаш  лозим ки, аксарият газ- 
ларнин г айниш  температураси ш унчалик пастки , унинг 
квант хоссалари нам оён булиш га улгурмай, улар сую к/ш к, 
хатто каттик,ж исм  х,олатига утади.

Таъриф  буйича, молекулалари орасида Узаро таъсир йук, 
булган газни идеал газ дейилади . Д ем ак, газ м олекулалари 
орасида узаро таъсир ш унчалик заиф  булсаки, уларни х,исоб- 
га олинм аса, бундай газларни идеал газ дейиш  м ум кин. 
Амалда реал газ етарли дараж ада сийраклаш ган булса, бун
дай \олларда молекулаларнинг узаро таъсирини \и собга  ол- 
маслик мумкин.

1 Бу ерда ранг ва \и д  кучли па заиф (кучспз) узаро таъсирларнинг 
маибаи булган зарядларнниг помлари.



6 .1-раем.

Зарралар орасида узаро таъсир йукди- 
ги ёки уни \и со б га  олм аслик дараж аси- 
да заиф  (ки чи к)ли ги , куп зарралар ф и- 
зи каси  м асалаларини бир заррали усул 
м асаласига келтириш га им кон беради. 
Я ъни куп зарралардан  иборат булган 
тизим  м асаласини битта зарра учун ма- 
салани назарий жихатдан ечиб, олинган

н ати ж ан и  зарралар ти зим и га к у д л а т  и м кон и н и  беради 
(кван т  статистикага кдранг). Бу ерда ш уни таъкидлайм из- 
ки , норм ал ш ароитдаги температура хамда босимдаги реал 
газни деярли идеал газ деб караш  мумкин. А ммо жуда паст 
температура ва юкрри босимдаги газларни квант механика- 
си асосида к,араш лозим  булади.

С и й рак  газни такрибан  идеал газ деб караш  мумкин. 
Ш у муносабат билан "сийрак газ" туш унчасини ойдинлаш - 
тирайлик.

Н ейтрал атом ва м олекулаларнинг таъсир радиуси тах- 
минан 10'7 — 10 s см тартибда булади. Газ сийрак булган холда 
зарраларнин г умумий хажми шу N  та зарра харакат килаёт- 
ган идиш  хажми К дан жуда ки чи к , яъни

деб хисобланади. Бошк,ача айтганда, идиш да зарралар деяр
ли эрки н  харакатланади. Бу ерда b радиуси 2 га тенг булган 
ш арн и н г хажми (6 . 1-раем ), яъни:

Газнинг сийраклик ш арти (мезони) (1) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

бунда п =  {N/V)  зарралар зичлиги; (2) дан куринадики, 
газ си й р ак  деб хисобланиш и учун унинг зичлиги

Nb << V (О

b =  (4я/3)(2г0)3.

10 r^n «  1, (2)

п <<  1020 '  1021 см -3 (3)
ш артни к,аноатлантириши керак.

(2) ш артни куйидагича ёзиш  мумкин:



бунда V / N  =  Д \  бу ерда Д — м олекулаларнинг уртача эр - 
кин югуриш йули. Д ем ак , си й рак  газда уртача эрки н  югу- 
риш  йули Д узаро таъсир радиусидан жуда катта булади; 
бошк,ача айтганда, зарралар куп ван;т эркин \аракатда була- 
дилар. М асалан, зарран и н г эрки н  югуриш ва^ти тэ га ни с- 
батан икки  заррани нг тук,нашиш хрлатида булиш  вак,ти тт 
жуда ки чи к  булади, яъни  си й р ак  газ учун ёзилган  (4) 
шартга

г , »  тт (5)

ш арт тенг кучлидир. Бош кдча айтганда, икки  заррани нг 
тук,нашиш ва^ти жуда ки чи к  булиб, бу вакт гт давом ида 
учта заррани нг биргаликда ту^наш иш и амалда (деярли) 
булмайди. Зич газлар ва суюкдиклар учун 10r03 > 1 ёки г0 »  Д 
ш арт баж арилади. Бу х;олда туцнаш иш лар туш унчаси уз 
кучини йукртиш и м ум кин, чунки молекула хдр доим  узи- 
нинг атрофидаги куш ни м олекулаларнинг таъсири д ои ра- 
сида булади.

6.2 -§ . КЛАССИК СТАТИСТИКА

Берк тизим  м и кро \олатлари  эх,тимолликлари такримоти:

dW{E) =J[E)dn.  (6)

Бу ифодада так,симот ф ункц ияси

А Е )  =  (1 /2 ))  ехр { - Р Е )  (7)

куриниш га эга. К лассик ^олда эн ерги я Е  =  Е(р, q) ни ки-
нетик энергия Е{р) ва потенциал эн ерги я E(q) лар йи-
гиндиси куриниш ида цуйидагича ёзилади:

Е(р, q) = Е(р) +  E(q).  (8)

Бу хдпда классик статистикадаги таксим от ф у н кц и яси Д £ ) 
ни

f e ( p , q )  = j r e~H(P) ' -£ -е -тч)  (9 )

куриниш да ёзиш  мумкин. Бундаги Zp  ва Zq  ни норм алаш  
шартларидан топилади:

Z r = J e-0Ewdnp, (10)
h



zq = Q = |  e-m 4 ) dq, (H )
£q

бунда
dn = dn.dn -  Щ-  = c]p̂ L'

p q w  w

Идеал газ учун E{q) =  0. Бу холда классик статистиканинг 
таксим от ф ункцияси  (9)

к^ри н и ш га эга булади. (11) дан куринадики,

Q= Vs,
бунда К — ти зи м н и н г хаж ми; N — зарралар сони . Ш ундай 
кдлиб , идеал класси к  газ учун эхтим оллик

d W { E p) = ± - e - ^ d n tl$ r  (12)

кури ниш га, эхтим олликлар  зичлиги так,симот ф ункцияси  

ЛЕ(р))  = ( \ / г /Г п  ехр [ - № ) ]  (13)

куриниш га эга. Биз 2Г н и н г иф одасини аввал аник^аган  
эдик:

I  , 7 \ З Л 7 2

1 7 - " " Ш  ’ <14)

6 .3 -§ . КЛАССИК ТИЗИМ ДА ЭНЕРГИЯНИНГ ЭРКИНЛИК  
ДАРАЖАЛАРИ БУЙИЧА ТЕНГ ТАК,СИМЛА11ИШИ

К лассик тизим  учун эн ерги я

Е{р, q) ~  Е{р) +  E(q) (15)
бунда

Е(р)  = ^ Р - / 2 т  (16)
/

тизим  зарраларнин г ки н ети к  энергияси ;



ти зим н инг потенциал эн ерги яси , 2v — ум умлаш ган им - 
пульслар ва умумлашган координаталар сони. Энергия ций- 
матлари £ у ч у н  юк,орида гамма-так,симот урин ли экан л и - 
гини курдик.

Э нди Е  ва £  тасодиф ий м икдорлар  кдйм атлари  учун 
так,симот ф ун кц и ялари н и  олам из.

Э нергетик тасаввур узгарувчилар сон и  координата ва 
импульслар сонига нисбатан 2 марта кам  булади. Э н ерге
ти к  тасаввурда узгарувчилар сони

v =  v , + v  (18)

бунда ва v? — ки н ети к ва потенциал  эн ерги яларн и  эн ер 
гетик тасаввурда ан и к^ай ди ган  узгарувчилар сони .

Таъриф га кура бета-ф ункц ия

% л И ( 1 - г Г ’ = (19)

Ец ва Е£ ки йм атлари нин г э^ти м олли клари  так,симотини 
ани кдаи лик. (19) га асосан  цуйидаги тен гли к  уринли:

т /  Г (v ,) f (v ,)  •} (1 -  Л - ' dt = 1. (20)
о

К уйидаги айн иятн и  ёзайлик:

/ , . ( £ )  = [ F /  Г М ]  -  ' ) ’н  ' v ' *■

Б ун и н гун гтом он и н и  Ец = £Уор^али узгартириб ёзайлик. У 
х,олда

' - “ f a -

‘ l ^ E - E* ) ' e < C ~, ' ] 7 W ) E:‘' ' ' e' ,C' dE’ =

_ f Pr* ( E  E  \ ~X
■ | % )  '  ' M 1 r )  d  ’



ft

= \ f h ^ { E p)f p M E - E» ) dE P- (21)
0

Бундан йирма \ак,идаги теорем ага асосан:

f i » ( E ) = f PpVp{El, ) * f p ' l, A E«) (22)
бунда

/* =/*, = /*,. (23)
(22) тенгликдан  берк ти зи м н и н г ки н ети к  ва потенциал 
энергиялари  к,ийматлари э \ти м олли клари  гамма-тацсимот 
билан  берилиш и (ан и к^ан и ш и ) келиб чи^ади. (23) ифо- 
дан и  ёзайлик:

< Е >  < Е р > <Eq>

ёки
< Е >  _  < Е п> _  < Е д >

V
(24)

Бундан классик тизим  учун ички  эн ер ги ян и н г эрки н ли к  
дараж алари буйича тенг такрим ланиш  крнуни келиб чи 
тали (к,. 4 .1-м асала). К ласси к идеал тизим  учун

Е ' =  О, Е  = Е ,  (25)

Бу * о л д а =  vJ < E >  дан  < Е >  -* 0 булгани учун Рд -* <». Бу 
ш арт баж арилганда

$ v q(Eq) = b(Eq) = b { E - E p) (26)

тенглик уринли булиш ини курсатиш  м умкин (IV бобга 
к,аранг).
Буни назарда тутиб, дельта-ф ун кц и я  хоссасига асосан (21) 
дан:

# v ( £ )  = f i v p(E) =jf ivp{ £ ) .  (27)

Ш ундай к,илиб, классик тизим  учун эн ерги ян и н г э р 
ки нлик дараж алари буйича тенг такрим ланиш ини умумий 
хрлда исбот килдик.
240



6.1-масала. Гамма-так,симот учун йигма х,ак,идаги теоре
ма уринли экан ли ги н и  исбот дилинг.

Е ч и ш. Г ам м а-тацсим от учун куйидаги иф одалар м аъ
лум:

U ( E ) = [ P ' ’/ r { v ) ] E v~'e-pE, 

Г (у )  = j Y V V / x ,
О

p  = v / < E > ,  E ( x f , x 2, . . . , x 2v} 

К лассик холда

Е =  Е ( Р р Р )  +  E(qr  q2,..., q ) .

Й игма теорем асига асосан:

Ь Л Е )  = и , . , ( Е ' ) - Ь А Е<)>
У= v + v q, p = p p = p ti.

( 1)

(2)

(3)

(3) иф одани исбот кдлиш  учун унинг унг том он и н и  кура- 
миз:

О V f)
V>-! пЛ Е-Еч)

XЖ и Е ^ - ' е ~ рЕчd E  = ff” , ' 
ГЫ  q q ' ’К К М

e ^ K E - E j 1’-' E vq«-'dEr

Еч~  £Уалмаш тириш  утказиб, охирги иф одани ёзамиз:

"<Н d t  =

= /fl.

бу  е р д а г и  и н т е г р а л  б е т а - ф у н к ц и я  д е й и л а д и  ва у

* ( w f) / » куриниш га эга. Буни эътиборга ол-

сак  гам м а-тацсим от учун (йигм а) теорем аси исбот ди ли н 
га н булади.



6 .4 -§ . МАКСВЕЛЛ ТАКСИМОТИ КОНУНИ  
ВА УНИНГ ТАТБИКИ

Берк тизим  учун та^сим от ф ункциялари маълум:

f ( E ) d n  = ~  e~PEdn, 

f Pv( E ) d n  = ^ F ] E - ' e ^ d E . (29)

Буларда Z  — статистик интеграл (йигинди), /? =  v/U,  f(v ) — 
гам м а-ф ункция: идеал газ учун /3 =  1 /кТ .  Умумий ифодалар
(28) ва (29) ни N  та ички  структурага эга булмаган, яъни 
бир атомли молекулалар (зарралар)дан иборат классик иде
ал газ учун ёзил ганда

ифодалар назарда тутилади.

Т а р и х и й  м а ъ л у  м о т . С т о к с  с а в о л и .  И нглизоли- 
ми С токс имтихон вакд-ида талабаларга битта куш им ча са- 
вол берар, саволнин г ж авобини узи >̂ ам билм аслиги ва бу 
савол талабанинг имтихрндаги бах,осига таъсир этм аслиги- 
ни айтар  экан.

Бир куни (1859) талабалардан биттаси С токсн и н г бу 
саволига жавоб топибди. Бу М аксвелл эди.

Куйида шу саволни ва унга ж авобнинг асосий мазмуни- 
ни келтирам из. Т артибси з (хаотик) х,аракатдаги газ м оле
кулалари бир-би ри  билан  узлуксиз тукдаш иб туради. Ш у 
туф айли уларнинг тезли клари  \а р  хил булади. Т аби и й ки , 
тер м о д и н ам и к  м увозанат хрлатидаги газда жуда ки чи к 
(ноль) ва жуда катта (чексиз катта) тезликли молекула- 
лар н и н г сони  ни сбатан  кам (нолга як,ин) булади. Д ем ак , 
газ молекулалари тезлик кдйматлари буйича так,симланади.

(30)

I s  1 _ 
z  Z N

(31)

(32)



С а в о л : М олекулаларнинг д£? у ' / , а

di>x

- и г

(нисбий сонининг) тезликлар 
буйича шу так,симоти к,андай 
конунга буйсинади?

Ж  а в о б. Идиш  ичида му- 
возанатдаги идеал газ м оле- /  rv x
кулалари учун барча йун а- 
лиш лар баб-баравар (тенг куч
л и ), яън и  тен г э \т и м о л л и .
Агар Д екарт координаталари ' 6.2-расм.
ти зи м и  ку л л ан и лса  х, у,  z
йуналишлар буйича молекулаларнинг ^аракати баравар (6.2- 
расм). М асалан, ОХуу^л буйича \а р  икки  том онга \а р а к а т - 
ланаётган молекулалар тенг кучли (акс хдлда зарралар бир 
том онда купрокдупланиб кдлар эди). А йтилганларга кура, 
масалан, &х, Ьх +  ddx ораликда ОХ  у к; буича хдракатланаётган 
молекулалар сони (1п(дх) ва О Х ук,к,а тескари йуналишда ^ара- 
катланаётган молекулалар сони d n ( - d x)  узаро тенг, яъни:

dn( d)  =  d n ( - d x)  > 0. (1)

Боищ ача айтганда, dn(pK) каттали к тезли кн и н г (яъни  & 
нинг) жуфт ф ункциясидир:

dn(dx ) = f ( d 2x )d&x. (2)

Албатта d n ( d j  оралик,#л., д х +  ddx оралик; (каттали к)ка  му- 
таносиб эканлиги равш андир. Худди ш унингдек,

dn(dy) = f ( d ) ) d b y , (3)

dn{$, ) = f ( d \ ) d f t ,  (4)

ифодалар уринли. (2), (3) ва (4) иф одаларда

dn(9x) _  f ( * 2 \  dn(dy ) _  / cln(dz ) _  , /  2 Ч
d b x * \  x ) '  d d ,  J y ' y J B a  d d r  / ( У г )

тезликнинг бирлик оралик^аридаги молекулалар сони зич- 
ликларидир. Тезликлар ф азосида том онлари  ddx, d d ,, d9. 
булган параллелопипеднинг ddy ddy хджмдаги (6.2-расм- 
га каранг) молекулалар сони  dn(&x, ду,д.) ни, яъни

дх +  d d d y, &у + d i)dz, +  ddz (5)



оралиьутардаги зарралар сонини топиш  учун (2), (3), (4) 
ни узаро купайтириш  лозим  (к,. 6.3-расм):

d n ( d x $ y$ l ) = dn(f t  x ) d n ( b  y )dn( f ) . )  =

= / ( ^ ) / ( ^ ) / ( S ^ M W  (6)

еки

бунда

dn{dx, 9y, f l j  =  F[9x, *y> $ ) d d d d d d z, (7)

F ( $ x ,Vy A )  = f ( V l ) f { K ) f ( V l ) -  ©

(8) да унг том он ж уфт ф ун кц и я  булгани учун чап том он- 
даги F[&x, д , д )  *ам ж уф т ф ункциядир:

F(&x,&y,&t )=  F(&2X,&2,&2).

Бу тезликлар фазосидаги "бирлик \аж м " га тугри келган 
молекулалар сони  барча йуналиш лар тенг кучли булганли- 
ги учун дх, &, д.  л арн и н г ал о \и д а  кийм атларига боглик, 
булм ай , "бирлик \аж м " н и нг кандай  "масофада" (яъни 
д 2 д а) о л и н г а н л и г и г а  боглик, (6 .2 -р а с м га
каран г), яъни вектор д  га эм ас, балки 8 2 =д1+д2у+&] га 
бостик,. Демак,

F ( d 2x ,V2y ,$ l )  = F ( & l + d 2y + d 2z ). (9)

Ш ундай к,илиб,

F(&2x^ y+9 \ )  = f ( 9 2x ) f ( 9 2y ) f ( i > \ )  (10)

экан ли ги  ани к^ан ди .
(Ю )нинг > а̂р икки  том онидан  &2 буйича \о си л а  олай- 

лик:
дF дЯ2 = dF = 9F

(12)

□ И  буларни тенглаш тириб, сунгра \а р  
икки том онини (10) ифодага булиб, 

6.3-расм. ушбуни топамиз:



df{&2) _  э /(^ .)

/ ( d l ) d o l '

Худди ш унингдек, бош ка # ,  п роекциялар  учун \а м  
(13) каби иф одаларни ёзиш  мумкин. С унгра уларнин г \а р  
доим  бир-би рлари га тенглигидан  улар бирор доим ий  сон 
Р > 0 га тенг эканлиги келиб чик,ади, яъни:

так,симот цонунини топам из. /3 ни нг мусбат кдлиб  олинга- 
ни терм одинам икадаги м уносабатларга м ос келади. (8) ва
(15) муносабатлардан А = Въ эканлиги  келиб чи^ади.

А  (ёки В) ни норм алаш  ш арти

(17) ва (18) иф одаларни Максвелл  тацсимот цопуни  дей и - 
лади. Бу крнунни , юк,орида айтганим издек , 1859 йилда 
М аксвелл каш ф  этган.

М аксвелл такс и мот крнуни — би рли к  "\аж м га" тугри 
келган э \ги м о л л и к

д н и н г кам айиш и билан ортиб боради ва # ни нг эн г ки чи к  
кийм ати 9  =  0 да эн г катта кийматга эриш ади. Бу эса М ак
свелл (ёки М аксвелл-Б ольц м ан ) такримот ф ункц иясини нг 
одатдаги туш унтирилиш ига зиддир. Бу зиддият айникра бир

, ^ К ) _  | | » ( » ; ) _  | » ( » ; ) _
F д д 2 f [ s 2x ) d&l /(з2) d d 2y /(02) d S\

Бундан

F ( d )  = Ae-pi'2, f ( 0 , ) =  Be 'p^  (15)(15)

(16)

дан аникланади: В =  ф / л У /2. Д ем ак,

(17)

(18)

dn ($  х ,д y$ z ) / d $  Х,(1Ъ у ,<1Ъ ,= F ( d )  (19)



улчовли холни каралаётганда як^ол намоён булади. Хакикдт- 
дан  хам, узгармас узунликка эга булган оралик, дх, дх + ddx 
га тугри келган м олекулалар (нисбий) сони

dn(bx) =f (d)d iJx . (20)

(17) га асосан  кам айиш и б и л а н /(5 .)  ва, дем ак, d n( $)  
ортиб  боради ва =  0 да (аниги дх =  0 ни уз ичига олган 
ораликда) / ( # t) ва, дем ак , dn(dx) эн г  катта кийматга эга 
булади. Худди ш унингдек, dn(dt) ,  dn(§_) га нисбатан \а м  
ю крридагиларни айтиш  мумкин. Д ем ак, яна 5 нинг кам ай
иш и билан  F(§) ни нг ортиш ини туш униш га келамиз. (Э с- 
латам из: ddK, ddy, й^глар  узгармас катталиклар деб хисобла- 
нади). Х осил булган бу зиддиятни (парадоксни) бартараф  
этиш  учун эхтим оллик d W ни одатдаги_туш унтиришга ту- 
затиш  киритиш  лозим: Хак,ик,атда d fV ^ f t j  мураккаб во^еа- 
н и н г эхтим оллиги: у д  векторни нг учи дх, дх + ddx, &у, 
д  +  d&, д_, +  (Шг ораликдарда булиш эхтимоллиги (одатда
шу иборани айтиш  билан чекланилади). Бу эхтим оллик — 
ансам бль элем ентлари  эхтим олликлари нин г текис (тенг) 
так,сим ланиш и ха^идаги  б и зн и н г постулатим изга асосан 

d§ dd,dd.  хажмга пропорционал  ва V  векторни нг к,иймат-
Л' )  z

лари (0 .5 )  ораликда булм аслик эхтимоллиги (бу эхтим ол

л и к  ехр ( - f i d 1) га тенг) купайтм асидан иборат. Бунда (0,5) 

ораликда д  ки й м ати н и н г булм аслик эхтимоллиги ехр ( -  

fid2) оралик, узунлиги & кам айгани сари ортиб боради ва у 
нол узунли кка эга ораликда (0, 0) мук,аррар вокеан инг 
эхтим оллигига тенглаш ади, яъни ехр (-/?г>2) = 1 булади.

6 . 1 - м и с о л .  М олекуляр-кинетика асосида идиш деворига 
босимни аникдаш .

М олекуляр-ки н ети к  тасаввурга асосан , идиш  деворига 
идеал газ м олекулаларининг босими: бу бирлик юзага бир
л и к  ва^тда (м асалан , A S  =  1 см 2, At  = 1 с) молекулалар то- 
монидан берилаётган импульсларгатенг. ОХ  ук,к,а тик булган 
идиш деворига факдт тезлик проекцияларидан дх > 0 булган- 
лари ги н а импульс беради (к,. 6 .4-расм ), молекула деворга



урилиб к,айтганда унинг тезли- 
ги — дх га тенг булади. Д ем ак, 
з а р р а н и н г  (м о л е к у л а н и н г )  
идиш  деворига бераётган им- 
пульси

т9х -  ( - т д )  = 2тдх (1)

булади. 9х, дх + б ^ о р а л и к д а ги  
бундай тезликли молекулалар 
сони

с/п(&х ) = п ^ У  e ' pt* d b x .

6.4-расм.

(2)
Д ем ак, бу м олекулаларнинг идиш  девори га бераётган  им - 
пульслари

2m b x-dn(px ) = 2 m n [£ ^  ftxe~p°lxdi>x (3)

дан иборат. Б ирлик ва^тда (м асалан , 1 секундда) идиш  д е 
ворига етиб бориб уриладиган дх тезликли молекулалар со- 
нини топиш  учун (3) иф одани цилиндр \а ж м и  ^  га купай- 
тириш  зарур (6.5-расм), яъни

2 m f t \ - d n { d x ) = 2mnl^~-)j у2хе~р1>:Ч№х. (4)

Ю к,оридаги босим  таъриф ига асосан , босим  Р  ни топиш  
учун (4) ни (0, оо) ораликда интеграллаш  керак  (м анф ий  
йуналишдаги молекулалар деворга урилмайди!)

Р  = 2 тп ( !  Г  J
2 g-РЧ d d x , (5)

/  = j Vx e pb*di)x= -L) j x 2e'*1 dx  = i 4n 
PV 2 4

Q V /  0

/ н и н г  бу к^ийматини (5) га куйиб, Р  ни топам из:

\ 1 / 2
Р  = 2 m n ^ j 1 л / я  тп_

f t 1/ 1 4 2 р  ’ (6)



6.5-расмдан куринадики, бирлик 
^  юзага эга булган, ясовчиси К га

тенг цилиндр ичидаги К тезлик- 
ли \ам м а молекулалар 1 секундда 

—► идиш деворига бориб урилади. 
х  И з о М аксвелл так,симоти-

даги ном аълум  ни аник,лаш  
учун К лапейрон тенгламаси:

Р = п к Т  (7)
6 .5 -расм .

дан ф ойдаланам и з. (7) ни (£>-§илан солиш тириб, идеал 
газ учун му^им иф одан и аяи к^ай м и з:

Р - ш -  (8)
6 .2-м исол. М олекулаларн и н гтезли кн и н г абсолю т к,ий- 

м атлари буйича та^си м лан и ш и н и  аниьуташ.
Бунда биз # +  dd ораликдаги м олекулаларнинг нис- 

бий сони dn(d) ни (d Щ д ) э\тимолл икни) аникдайлик. (Битта 
зарра учун Гиббс ансам бли  — бу идеал газдир!) Умумий 
\олда:

dW(E)  -  f ^ ( E ) d E = fip)d(d).  (1)

Идеал газ учун

E  = £  = * f ,  (2)
2 m 2

d E  = mddd,  v =  3/2.

(2) ни назарда тутиб (1) дан куйидагини оламиз:
«3/2 / \ 3/2

^ ) ^ )  = Д Щ £'/2е̂ £ = 4я(^Ы  & elkTdf*> (3)
бунда Г  ( 3 / 2 )  = / 2 ,  /3 = 1 /  к Т  эканлиги эътиборга олин-
ди. Д ем ак , д, д + dd ораликдаги м олекулаларнинг нисбий 
сони dn{V) /n  ёки  dW(d)  э \ги м о л л и к  куйидаги такси мот 
крнуни билан аникутнади :

dn(d) =  nf(d)d&, (4)

U T  (5)

(5) иф ода лам Максвелл  тацсимоти  деб аталади. 
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(5) муносабатнинг гео- dn 
метрик ифодасини курай- п(®  
лик (к;. 6.6-расм). 6.6-расм- 
дан куринадики, эгри чи- 
зик, (буни М аксвелл эгри 
чизиги дейилади) тезли к- 
нинг маълум дэ кийм ати- 
да м акси м у м д ан  утади , 
яъни 5э тезликли м олеку
лалар сони эн г куп була
ди ва дз дан ки чи к ва ундан катта тезликли  м олекулалар- 
нинг нисбий сони ки чи к  булади. (5) дан кури надики , бу

6.6-расм.

ф ункц ия Д д )  н и н г м аксим ум  кийм ати  f>.
=  ( 2

к Т (3.14-

масалага кдранг) булганлигидан температура ортиш и билан 

унг томонга силжиб боради. М асалан, Т{ < Т2 < 7 ^ a p fla 6 .7 -  
расмда М аксвелл эгри чизикдари келтирилган1.

М олекулаларнингтезликлар буйича тацсимоти к,онуни — 
М аксвелл тезликлар такримоти тажрибаларда бир неча мар
та синаб курилган ва уз тасдигани  топган. Ш ундай таж ри- 
балардан бири — Ш терн таж рибаси. Бу таж рибанинг тарх,и 
куйида келтирилган (6.9-расм). Бу таж рибада металл букла- 
ри булган печь атроф ида 
икки коаксиал цилиндр ай- f ( t f )A 
ланади. П ечь ичидаги м е
талл буги молекулалари му- 
возанат хрлатда. М олекула
лар печнинг Л'тирк.иши ва 
5, ва S2 тиркиш ларидан чи- 
к,иб, бу ти р^и ш лар билан 
ички цилиндр ти р^и ш и  D 
бир тугри чизикда ётганда 6.7-расм.

' (3) ифодада 4;rd2dd =  dV(d) бор. Зарранинг (ски зарраларшшг &, 
d + d d  ораликда булиш эхтимоллиги, албатта радиуслари г ва r  +  dr  
булган сферик сиртлар орасидаги ^ажм dV(d) =  4л:92dd га мутаносиб. 
Иккинчи томондан, О ва §  те!пиклар орасидаги зарранинг (зарралар- 

нинг) тезлиги булмаслик эхтимоллиги мутаносибдир. Демак,
мураккаб вок,еанинг, яъни (О ,  $ )  да булмаслик ва д, г) +  dd да булиш- 
лик э.\тимоллиги улар э\тимолликлари (3) дай иборатдир (к- 6.8 раем).
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6.8-расм.

м олекулалар D тиркиш дан 
утиб таш ки цилиндр сиртга 
бориб утирадилар (ёпиш а- 
дилар). Агар м олекулалар
нинг тезлиги жуда катта ва 
бир хил булса, улар ти рк- 
иш  D  н и н г рупарасига та 
ш ки цилиндр ички сирти- 
нинг бир жойига бориб ути- 
рар (ёпиш ар) эдилар. Аммо 
м олекулан и н г тезли клари  
М аксвелл тезликлар такси- 
м отига буйсунса, улар т а 

ш ки цилиндр сиртига маълум х,ар хил калинликда утиради. 
дэ тезли кка  мос келган таш ки цилиндр ж ойига эн г куп 
молекулалар бориб утирганлиги учун у жойда нисбатан калин 
катлам  \о с и л  булади. Х осил булган катлам ни текш ириш  
м олекулаларнинг тезликлар буйича таксим оти — М аксвелл 
таксим оти кон унин инг уринли эканлигини курсатди.

М аксвелл таксимоти татбикига оид масалалар курайлик.

6 . 3 - м а с а л а .  Идеал зарраларнинг таксим от ф ункцияси ва 
статистик интеграл и Z { аниклансин.

Е ч и ш. Умумий хщ да:

/ ( £ ) =  ' (1)

1 _ PShsq 
Z  АГ(у + 1)'

Ш ун и н гучун  куйидагини ёзиш им из мумкин:

(2)

Е  = тд2 _ р2 _ 1 
2 2т 2т {р1 + р 2у+ р 1У (3)

Ъ  — эн ергия Е  ни (гам ильтонианни) 
ани клайдиган  узгарувчилар сони. Бу 
каралаётган \олда S  =  3, 2v =  3 булади. 
У \о л д а



Г = |  dxdydz j  dPxdPydPz = V  • ^  (2m £)'V2 = Л • £ 3/2,

г  + + ;■•), 

r ( l + 1 ) ' l r <3 / 2 ) 4 i / ' ( i )  = J# ^  =  'A 7-.

Д ем ак , идеал газ статистик интеграли Z, учун ушбу и ф о- 
дани  оламиз:

х = 1 Ш 3/2 . (5)
Z, У\2яткт]  ^

Идеал газнинг таксим оти ф ункц ияси

т  = % е - " ,  (6)

куриниш да аникланди.

6.4-масала. Идеал газ молекулаларининг тезликнинг аб 
солют кийматлари буйича таксимоти аниклансин.

Е ч и ш .  Идеал газ — битта зарра учун статистик ан - 
самбл экан ли ги н и  назарда тутиб,

E  = m f , 9 2=&2x +d2y+fi\ (1)

иф одани ёзамиз. Бу \о л д а  2v =  3. Д ем ак , такси м от ф у н к
цияси

d W ( E )  = dW( f t )  = E ' /2e-?EdE,  (2)

d E  = m&dd, Г(3 /2 )  = л /я /2 . (3)

Д ем ак , изланаётган такрим от ф ун кц и яси  иф одаси ни  то- 
памиз: 2

d\V{d)  = f(d)d{>= 4п{  -2L -1  (4)
\ 2лкТ )

бунда э^тим олликлар зичлиги
, >3/2 mb1

/ т  = А л [ ъ ю )  20 ’ в = к Т - (5)

Бу М аксвелл так,симот ф ункциясидир.



1 -и з о \ .  Идеал газ учун таж риба курсатадики, в = кТ.  
2-и з о \ .  Идеал газ — Гиббс ансамбли. Ансамбл элементи 

— бу битта зарра.
6 .5 -м асала. Т изим  /Ута классик идеал заррадан иборат 

булсин. К уйидаги э \ти м олли к лар  аникуишсин:
а) р  импульс к,ийматининг р, p  + dp ораликда були- 

ш и; бунда

Е  = р 1 / 2 т ,  р г = pi  + р] + ...+  / 4 ;  (1)

б) р х, р2,..., £ jn импульслар кдйм атларини нг

P V P\ +  Ф , -

р 2, р 2 + dp ,
(2)

PjN> Рзн + dPlN

орали ьутрда булиш и;
в) Pv Р2, ... PiN импульслар к,ийматларининг (2) ора- 

л и к /т р д а  булиш и, умум лаш ган qv qv  ... qw  координата- 
лар ц и йм атларин инг

<7, +  dqv

................  (3)
4w + d q w

оралик^ларда булиш и.
Е ч и ш .  (1) дан  курам изки , гамильтониан (энергия Е) 

ни ан и к^ай д и ган  узгарувчилар сони  3N  га тенг, яъни  
2 у = 3  N.

a) 2 v =  3N  ва (1) ни назарда тутиб, энергия ва, дем ак, 
импульс кдйм атлари  учун изланаётган эх;тимоллик dW{p) 
ни ёзамиз:

n l N / 2  М - - |

d W ( E )  = d W { p )  = - ^ W ] T ) E 2 е»Ы Е  =

Ш_1
= (/33̂ / 2 / Г (зд Г/ 2))1 (_1_) 2 P iN- 'e-pEdP.  (4)

Агар N  — ж уфт булса, r { 3 N  / 2 )  = l)l Агар N  ток, 
булса,
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Р 2 =  Р 2 +  Р 2 +  ••■ +  р ! н

3N  улчамли импульслар ф азосидаги  ш ар тенглам асидир. 
Бу ш арн инг хажми:

W  =  V * .

Радиуслари р  ва. р  + dp булган гиперсф ералар  орасидаги 
\аж м

dV}, ( p )  = 3 N C ^ - ' d p  (5)

булади. А ёнки, N  = \ да  С3 = 4 я /3 .  (5) иф одани назарда 
тутиб, (4) эхтим олликни к,айта ёзамиз:

3/V

d W W  -  w c f j r l w  (6)

бунда Р  ва, дем ак, V2N(p) хажм (0, оо) ораликда узгаради.
Гиперсфералар орасидаги элементар хажм dVlN(p) буйи

ча интеграллаш  урнига, таби и й к и , гиперкуб  элем ентар 
\аж м и  dpidpr ..dp3N буйича интеграллаш  м ум кин, яъни:

ео +оо +оо

J dV3N(p)  = J  .. .J  dptdp2...dp3N. (7)
о

к и ы о  f 3N(p)dVw {p) ва f lN(pv р г,..., р гы) dpxdpr ..dpw  лардаги 
эхтим олликлар зичликлари  f w Q)) ва f ( p l, p 2,..., p3N) ларни  
тенглаш тириш  учун р  ни нг хар бир ьу-шматини p r p 2,- . . ,p3N 
лардан неча хил усуллар билан олиниш  сонини хисобга олиш 
зарур.

Хар бир зар р ан и н гр х, р у, р .  лари н и н г алм аш тириш  зар 
ранинг янги энергиясига олиб келмайди. Ш у сабабли усул
лар сонини хисоблаганда бундай алм аш тириш ларни эъти- 
борга олмаймиз. Бу холда

£  =  £, +  Е2 + ■■■+En

булган ли ги данр  (ёки Е) кийм атни  ("сузни") хосил к,илув- 
чи элементлар ("харфлар") сони А^га тенг булади. Бу элемент-
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лар N  та хоналарда (зарраларда) ж ойлаш ади. М аълумки, N  
элементларни Z =  УУ(ячейкаларда) хоналарда жойлаштириш 
усуллари сони Z N = N N га тенг.

dW(p)  =f{p)dp  даги э \ти м о л л и к лар  з и ч л и г и Л /’) ни ку- 
йидагича ёзиш им из мумкин:

А Р )dp ,Ф 2■ ■ • dp,N = Л Е , ) dpx, dpdp, . . . f (Ey)dpx^ p yNdpzN (8)

У н гтом ондаги  ку п ай тм ал ар н и н г\ар  бири J[E)dpxidpvdp,j 
бир заррага тегиш ли эх,тимоллик. Зарралар классик идеал 
зарралар  экан ли ги н и  эътиборда тутамиз. Э нергияси  ёки 
им пульси Е, Е  + d E  ёки р, р + dp да булган ва \ам д а  ги- 
перкублардан бирида (яъни (2) ораликда) булиш  э \т и -  
моллиги d W p(pt, р г,..„ p 3N) = f /l{pl, p v ..., p 3N)dpxdpr ..dpiN ни 
топиш  учун (8) ни усуллар сони N N га купайтириш  ло- 
зим , яъни:

d W p = f p (p], . . . ,p3N)dpldp1...dpiN = N N f ( p ) d p ldp2...dpiN =

И зланаётган  (2) ораликдаги  d l V ( p ,  ..., p w ) эхд-имоллик
(9) иф ода орк,али ани к^ан ади . Ю к,оридагиларни солиш - 
тириш дан

экан и  келиб чикдди.
Бу ерда ш уни таъкидлаш  лози м ки , (9) ни p r  р 2, ...plN 

лар  буйича (—» ,  +оо) ораликда ин теграллан ганда, f lp )  
н и н г d V  буйича (0, °°) ораликдаги интеграли билан бир 
хил булиш и учун уни N N га булиш  кер ак 1.

' Бу масаланинг статистик физикадаги баёнида (9) интсгрални Ег
£ ,........ En ларнинг урин алмаштиришлари сони М га буладилар. Бу
эса, NN усуллар сонининг бир кисмидир.

slN/2
xe~pEdpldp2...dp3N = N N ) e~pEdp.

(9)

dVw {p) =  N Ndptdp2...dp3N ( 10)



Э нди (9) ифодадаги Сш  ни а н и к /т й л и к . Б ун инг учун 
куйидаги интегрални икки  хил усул билан  х,исоблаймиз:

V  =  Сл". dV„ = пСзС'Чх

экан ли ги н и  кузда тутиб, ёзамиз:
2 +°° +**

|  dxte Л| . . . |  dx„e~x2 = J  е~х2dx — п/ 2 = 7Г , (И)

I  . . .J  e-(x2+x2 "x")dxl ,d x2...dx„ = J  е~'2 dV„(x) =

= п с ]  е-х2х"-Ых  = С„ f  J  - e > y t ' d y  = C j { ±  + l). (12)
О О

(11) ва (12) дан:

(13)

(13) ни назарда тутиб, (9) ни бундай ёзамиз:

/  , ч3 j V / 2  3 N / 2

d W p ( p , p 2...pw ) = N Np N/2[ ± ^  п  e ^ d p {dp2...dp,N =

IN
= Н " { ъ ^ У  e' PEdPidp2...dpw . (14)

в) Таищ и майдон булмаганда идеал классик зарралар идиш 
\аж м и  Кда текис так^симланади. Ш у сабабли умумлаш ган 
к о о р д и н атал ар н и н г  (3) о р ал и кд а  булиш  э \т и м о л л и г и  
dW{qv q2, ...q1N) куйидагича ани к^ан ади:

d W ( q l,q2,...q3fl): (15)V V

У мумлаш ган им пульслар ва умумлаш ган координ аталар
ни нг бир вак,тда (2) ва (3) оралику1арда булиш  эх,тимол- 
лиги (14) ва (15) э^ти м олли кларн и н г купайтм асига тенг,

яъни: „  м
d G ( p u p2...p,N-qu q2...qiN) = [ ^  ( J L )  2 х

у . е рЕ dpxdp2...dpw dqx ,. . . ,dqiN. (16)
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dr = dpv ..dpw ...dqv ..dqw ,

[энергия вак,т]злг улчам ликка эга ва, дем ак, эхтим оллик- 
лар зичлиги \а м  [энергия BaK,T]3/v улчамликка эгадир. Аммо 
математик нук,таи назардан э\тим олликлар  зичлиги улчам- 
сиз м икдор булгани маъкул.

Ш у сабабли, (16) ни улчамлиги [эр г -сек ] булган /;зл'га 
булиб, h1N га куп айтирам из, яъни:

Z N бу ерда N  та идеал заррадан таш кил топган газнинг 
статистик интеграли.

6.6-масала. Идеал газ зарраларининг бир-бирига бокпик, 
эмаслигидан фойдаланиб, аввалги масаладаги dW(p, q) э \т и - 
м олликни аникданг.

Е ч и ш. Умумлашган импульсларнинг (2) ораликда, умум
лаш ган координ аталарни нг эса (3) ораликда булиш  эхти 
моллиги dW(p,  q) куйидаги э \ти м олли кларн и н г купайтма- 
сидан иборат:

Зарралар б и р-би ри га  б о т и к , булмагани учун изланаёт- 
ган d\V{p, q) эхтим оллик d\Vj эхтим олликларн инг узаро 
купайтм асига м утаносиб, яъни:

Бу ерда Е  ни нг к,ийматини Е {, Ег  .. .EN лардан та усут 
билан хосил к,илиш мумкинлигини (холатнинг айниш  кар 
ралигини) хисобга олсак, изланаётган иф одаларни оламиз»

3 N / 2

е &Е р ж  = f ( E ) d ndG = (17)

Бунда:

dn =  d r / h 3N, f ( E )  = ± e ~ pE (18)

(19)

(20)

d W  ( p u p2, . . .pw \qx,...qiN) ~ Y { d W i . (21)



= ( у ) "  Ш " 1! - Y - ‘ ^ dn' С2)

Z N  I k /  2 n m  Iz N \ v )  [:

1 - и з о \ .  (9) ва (22) ларни  солиш ти риб ,

(23)

rlN/2
3W ( Т.М

a f * 1
эканлигини курамиз.

2-и з о Аввалги масалани бошк,а усул билан ечиш  мум
кин. Бизга статистик интеграл иф одаси маълум:

(24)Z N A T ( v + 1)

Бунда:

(25)
i

Бу \о л да  2 v =  ЗУУёки
v = М .., л = ЗУУ. (26)

Е  ни \оси л  кдлувчи усуллар сони g  =  Л^. Э нди Г(у +  1) ва Л
ни ^исоблаш  лозим.

Агар N  ж уфт булса, Г  + 1J = Щ - !.

Агар N  ток, булса, г { ^  + l)  = -  l ) - f  ^ ( | ) -
Ф азавий ф азо  \аж м и

r = A E "  = AE?N/2. (27)

И ккинчи томондан,

Г = j d q d p  = V N ■ J  dp = V N -Сш (2 т Е )™ /2 =

= V NC3M{ 2 m f /2 E ™ ' 2. (28)
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Бунда:

(29) ва (30) ни назарда тутиб, (24) дан яна аввалги нати- 
жа (23) ни оламиз.

6.7-масала. т  массали зарра бир улчовли ф азода (кути- 
да) ( 0 , 1) ораликда х,аракатланаётир (6.10 раем). Ш у зарра
нинг квант холатлари соннни аникданг ва уни фазавий фазо 
билан солиш тиринг.

Е ч и ш. Бу \о л  учун Ш редингер тенгламаси куйидаги- 
д ек  булади:

куриниш да ёзиш  мумкин. Идиш деворида х  = 0 , х  = /д а

(1)

Бу тенглам анинг ечими
jJHnE_x ,л/2ш£ х

цг (х )  = Ае h + Be ь 

Э йлер формуласидан ф ойдаланиб, буни

у/ (х )  = a sin JlinJL х  + b cos x4 '  ft ft (2)

цг (0) = у  (/)  = 0 

булсин. Бу \о л д а  умумий ечим (2)

(3)

щ (х )  = a sin х  (4)

куриниш га келади, чунки бу 
чегаравий >(олда %р(1) =  0 
булиши талаб этилади.

0 х



1 Щ - 1  = п л , п = 1,2,... (5)и

экани келиб чикдди. Бундан:

р  _  n h 2 2 _  t,2 2
К ~ 2ш1т П ~ Ы ^ П ' (6)

Бундан \о л атл ар  сони  п ни топам из:

Т Ё  _  х/8тГ-Е _  Г
= ^  = (7)£„<£ *

Бунда ф азавий ф азо  х,ажми

Г = 4%mFE = 2 l 4 b n E  = A E U1 (8)

ифода билан ан и к^ан ади . Бир улчовли ф азо  учун

Г ~  £ '/2
ва

/4 =  21(2тУ/2.

6.8-масала. Бир улчовли \о л  учун стати сти к интеграл 
Z, кан он и к  такрим от ва М аксвелл тезликлар  такрим оти- 
ни хрлатлар зичлиги иф одасидан ф ойдалани б  аник,ланг.

Е ч  и ш. Бир улчовли х,ол учун E(V)  = т д \  /  2 ,  дем ак,

0 =  1/2, 5 = 1 ,  g = l .

Бир улчовли х,ол учун зарран и н г эн ерги яси  (6 .7-м асала- 
га к,.).

<»>
бунда L  — "кути" н и н г кенглиги . Бундан:

dE = E l / 2 (h2 / 2 т [ } ) ' / 2 . (2)
Z нинг  ифодаси dn

(3)Z  r ( v )  dn 

дан , (2) ни эътиборга олиб, уш буни топам из:

±  = ± (  У'2 1 '7'
Z  L I 2пт I



Д ем ак , кан он и к  та^сим от ф ункцияси:
0/2

Бир улчовли х,олда:

dn = = ^ - d f t d q  .
h И •'

dqx буйича интегралласак,

dn = ^ ~ d d x и х
булади. Энди

№ ) d b x = А р ,  q ) d n

тенгликдан  куйидагини топамиз:
/ „  \ 1 / 2

f ( Q x ) d b x = [ f ni) (6)

БундаД гГ) бир улчамли хрл учун М аксвелл тезликлар так,- 
с и м о т и д и р .

6 .9 -м асала. т  м ассали зарра L  ёнли куб ичида \ар акат - 
ланаёти р. Х олатлар сон и  ва ф азавий ф азони аникданг.

Е ч и ш. Бу хол учун Ш редингер тенгламаси:

л2 л иг _  F ., ,.  л _  э 2 +  Э2
дх2 д у 2 b z L

Е чим ни
г р { х ,  у ,  z )  =  Д х) Y { y ) Z { z ) (2)

- ~ А у / = Ещ', A = - ^ r + - ^ T + - -̂r . ( п
2т г ’ дх1  Э И

кури ниш да излайм из. (2) ни (1) га куйиб, ёзамиз:

2т х  2т у  2т z ’ '  '

у » _  д2Х  у "  =  д2У 2 , ’  =  ^ 2
Эх2 ’ ду1 ’ dzl

(3)да \а р  бир хдд х  ёки у  ка, ёки z  га боглик, булиб, улар
н и н г йигиндиси доим ий Е  га тенг. Д ем ак, \а р  бир хдд дои- 
мий сонга тенгдир, яъни:



Аввалги масаланинг ечимидан фойдаланиб, куйидагича ёзи- 
ш им из мумкин:

\ l / ( x , y , z )  = S s i n ^ x s m ^ y s m ^ z ,  '  (5)

Е„ = Е 0) + Е т  + Е (3> = J t r  Ц  + п\  + п\ ). (6)
Q H 1 L  '  '

Д ем ак, хрлатлар сон и н и  белгилаймиз:

S ' =  Z  ' m
b,SE

It1

E  етарли дараж ада катта булганда:

л2 + /?2 + я2 = Е . (8)

(8) ни ш ар тенглам аси деб к,араб, бу ш арн и н г хдж мини 
аникдайм из:

^ , = х ( ¥ ^ Г -  ^
я,, я2, я3 координаталарнинг бутун ва мусбат кийм атларига 
тугри келган пан ж аранин г \а р  бир нук,таси кван т -х;олатга 
мос келади. Бундай пг  п} ни нг мусбат цийм атларига 
мос келган \аж м  Vn нинг к,исми (9) ни нг 8 га булинганига 
тенг, яъни:

’ (Ю)

^ 1 ^ и 2 т Е Г - г

8 8 3 \
Д ем ак, ^олатлар сони:

= F ’ (IDtnst

Г  = А Е }/2, l }  = v ,  А  = V ~ - ( 2 т ) ъп . (12)

И з о л .  К лассик лолда ф азавий  ф азо  Г н и  бевосита ку- 
йидагича аникланади:

\ 3 / 2
Г =  j  d q d p  = V ^ - ( 2 m E f

J~ ^ Е  
2 т

Бу ифода (12)га мос келади.

6.10-масала. N  =  1 булганда статистик интеграции х;исоб- 
ланг.



Е ч  и ш . Б и р и  н ч  и у с у л .  Бу м асалада#= 1, s =  3 ,2v =  3; 
Z h h  ^исоблайм из:

Z  = dpxdpyd p j q xdqydq. = 

dpxd p d p z =

YA In i 
л3 1 P

3 / 2 J e~x2dx = F 2л m 
h 2P

3 / 2

(13)

И к к и н ч и  у с у л .  Бу х,олда ш ар тенглам аси 

2т Е  = р \  + р;  + р:

ни назарда тутиб,

Vp = f ( 2  т)у 1 Е г/2

экан л и ги н и  оламиз; Г  = (3 / 2  + 1) =

Д ем ак , \ / Z N = /Г/г3 / А Г { у  + 1) ифодадан куйидагини
олам из:

/  1 \ 3 / 2
1 -  1 (  h2P )

Z , V  I 2 п т  I (14)

6 .1 1 -м асала . N  та идеал газ учун статистик интегрални 
х,исобланг.

Е ч и ш .  Б и р и н ч и  у с у л . Бухрлдаs = 3 N ,  2v = 3N,g = Ny 
ни х;исоблаймиз.

■N h-}NNN■ J  e tE'd p d q  = J  c-1" '  i p  =

• Г Ы
3 7 V / 2 +оо 3 N

- f
/  \

f e~x2d x
=  {-

2nm
J \JV / h2PV W

З У У / 2

/>3*yv" ( p J

И к к и н ч и  у с у л

/ ’£ = / ф ^  = ^ | ф ,

2 / и £  =  /?2 =  /7,2 +  р \  + . . .  +  p } N

дан ш ар хажми

j d p  = C3N (2m E f / 2 .

(15)

(16)

(17)



Бунда

Демак,

С3 N
= я 1 « / 2 / Г ( М  + ,) ( | 8)

А - ^ т > 1 Щ -  (19)

Буни назарда тутиб, Z N иф одани ёзамиз:
/  к N  /  •? / 2

И £ )  ( £ )  • <20)

(15) ва (20) иф одалар бир хил.

6 .12-м асала. Ч изикди гарм он и к осц и лляторн и н г ста
тистик интегралини \и со б л ан г .

Е ч и ш. Ч изикди гарм оник осци ллятор  учун

j  =  l, 2 v = 2 , g  =  l,

статистик интеграл Z  ни х1исоблайм из:

Z  = ); \ e ^ Edpdq. (1)

Бунда:

Д емак,

Е  = £ -  + ^ .  (2)2т 2

Z  = -  —  ( - ) '/2 = —— (3)
l i p \ k )  р ш ’ к >

бунда ( k / m ) i/2 = o) эканлиги  назарда тутилди. Э нди Z  ни 
иккинчи усул буйича \и соб лай ли к:

1  = М ; Д 2 )  = 1. (4)

(2) ифода ярим укдари

а = • J l m E , b = -J2E /  к

булган элли п сн и н г тенглам аси. Э ллипс билан чегаралан- 
ган ф азо ("\аж м " ГЕ = АЕ)  куйидагича аникданади:

ГЕ = nab  =  2лЕ/ы.

Демак,
А  =  2 л /« .



Ш ундай к,илиб, Z  учун

j  = 0Лю (5)

ни топам из. (3) ва (5) ифодалар бир хил. Э нди чизикли 
осц и лляторн и н г эн ерги яси  дискрет

Е„ = Гко (/? + 1 ) (6)

кийматлар кабул килиш ини \исобга олиб, статистик йигинди 

Z  = 2 y ft>£" (7)
п

ни хисоблайлик. (6) ни назарда тутиб (7) ни куйидагича 
ёзиш  мумкин:

Z  = e~*'2 | У " \  (8)

бунда *  = j5atm  (8) да йигинди камаю вчи геом етрик про
грессия. Ш унинг учун

П=0
(8) ва (9) лардан

^  в*/2_е-х/2 • (Ю)

Бизнинг усулимизда/i =  v/U. Бу каралаётган хрл учун /? =  \/U\  
бунда U — чизикли  осци лляторнин г уртача энергияси . Бу 
уртача эн ерги я умумий \о л д а

U = х  = Ь с о / к Т  (П )

экан л и ги н и  хисобга олсак, х  н и н г ки чи к  кийм атларида, 
яъни  хусусий холда (3) ёки (5) дан (10) иф ода Z  келиб 
чи кади.

И зо х ,. Бу масалада (3) ва (10) иф одаларнинг бир-бири- 
га а н и к  мос келм аслигини нг сабаби: (3) интеграл, (10) 
йигинди (дискрет кийм атлар учун) усуллар билан  ан и к- 
ланган . х  н и н г ки чи к  кийм атларида дискрет хоссалар к и 
чик булган лолларда уларнинг бир-би рига мос келиш и та- 
биийдир.

6 .13-м асала. Ч изикли  гарм оник осци лляторнин г ф аза 
вий ф азо хджми ва хдлатлар сони аникдансин.



Е ч и ш. Осциллятор тенгламаси 

Буни

Р2х , кх2

- А - +  -*2 .. = 1 (2)
2тЕ 2Е/к К }

куриниш да ёзиб, у эллип с тенглам аси экан ли ги н и  кура- 
миз. £ э н е р г и я л и  осци лляторнин г ф азави й  ф азоси  \аж м и  
(у сиртдан иборат булади)

бу ерда со = ~\к /  т  даврий частота.
S E ни И га булиб, холатлар сони ни  топам из:

s e _ 2лЕ _ Е_ 
h hw Ьш '

К вант м еханикасида эн ерги ян и н г кийм атлари

Е „ = Ш ( п  + \ / 2 )  (5)

иф ода билан аникланади . Д ем ак, \о л атл ар  сони

= («>/
И кки эллипс орасидаги сиртни  (”хаж м"ни) ани кдай лик. 
(3) дан

S „ - S „ ^ = ^ h c o  = h. (7)

Э нг ки чи к  "^ажм" элем енти /; га тенг.
Бу ерда

S  = AE, А = ~  = г ~  давр. (8)

6.14 -масала. N  та осциллятордан иборат тизи м н и н г ф а 
завий ф азо \аж м и , \ол атл ар  сони , стати сти к  йигиндиси 
аникдан син .

Е ч и ш. Бундай ти зи м н и н г гам ильтониани

1
2

Я  = £  р ‘ / 2 т  + ^ - (I)

(1) да узгарувчиларни алмаш тирайлик:

Et- = х 2 = х 2 (2)2т Х* ’ 2 Х‘ ' { )



(2) ни эътиборга олиб, (1) ни ёзамиз:
2 N

е = £ х ? .  (3)
/=|

(3) иф ода 2 N  улчовли ш ар (Е  узгармас) тенгламаси.

r { p , q )  = j d p d q  = { 2 m E ) N / 2 - ( 2 E / k ) N / i f Y l i dxl =

_ ( 2 E \ N Г Г Т ^ г /г  - f  2E)N nN - ( 2nE/ (0f  
\  co I  J 1 1/ “ л ‘  {  (O J Г( N + l )  r(/V+l) '

Д ем ак ,

ГО?, q) =  AEN, (4)

A =  (2n/a>)N/ r ( N  + 1).

\о л а т л а р  сони

V /  = Г ~ ( 2яЕ)"  1 ~ ( E \N 1 / г \
Y '  W  \ w h )  r ( N + \ )  [ m o l  r ( N + \ ) -  О )

О сциллятор учун уртача эн ерги я <е> ва унинг эн ерги яси  
еы маълум:

< е > = —  cth —  
ь *  2 2к Т  ’

£„ = tiw (« + 1 /  2) .

С тати стик йигинди

Z  = ^ e - ^ ,

Е„ =  Е \ +  Е2 + ...+  Е. +  ... +  En .

Д ем ак , Z  = Y J Z , .  \ а р  бир  о сц и лл ято р н и н г стати сти к
П

й и р и н д и с и  м аъ л ум :

7  = V  = 1
Z f  2sh(hto/2kT) '

N  та осциллятордан иборат тизимнинг статистик йигиндиси

Z  = Z /V = [ \ / 2 s h t m / 2 k T ] N . (6)

6 .15-м асала. К утида идеал газ бор. Ш у идеал газ учун 
х,олат зичлиги d n / d E ва Z h h  аник,ланг.
266



Е ч и ш. Идеал газ — бу битта зарра учун тузилган Гиббс 
ансамбли. Зарранинг энергияси

о
Бу холда 2 v =  3.

(1) иф ода — радиуси у]2тЕ булган ш арн и н г тенгла- 
масидир. И м пульслар ф азасидаги  шу ш ар хажми

Vp = % { 2  m E f ' 2 (2)

булади. Идеал газли и диш нин г хажми К булси н . Умумий
там о й и л га  асо сан , ку р и л аётган  хол учун "яч ей калар"
(холатлар) сони

( VVJhy) =  п ёки  ( V d V / V )  =  dn  (3)

булади; бунда Л3 — W  "хажм"нинг энг ки чи к кисми ("ячей
ка") хажми (h — П ланк доим ийси ). (2)дан

d V =  2n(2m)}/2E l/2dE. (4)

v =  3/2  булганда гам м а-ф ункция

Y = (Ъ / 2 )  = 4 п  / 2  (5)

булади. (3) ва (4) лардан холатлар зи члигин и  топам из:

j f e  = V 2 n ( 2  m / h 2f 2 E i /2. (6)

Умумий холда холатлар зичлиги

dn -  7  P v r v - 1 / 7 ч
dE r ( v ) ь

ифода билан аникутнади .
(6) ва (7) иф одалардан ф ойдалани б, Z  учун

(8)
ларни оламиз.

6.16-м асала. Том онлари Lv, Ly, L. булган кутида м икро- 
зарралар булсин. Ш у хол учун холатлар зичлиги (dn/dE)  ни 
аникланг.

Е ч и ш. Кутида де Бройль тургун тулк,инлари хосил були
ши учун ярим  тул^ин узунлиги (Я/2) том онлар буйича кар- 
рали ж ойлаш иш и зарур, яъни



п х, пу, nz бутун сон ларн и  кабул килади, (1) ни де Бройл 
ф орм уласидан  ф ойдалани б  куйидагича ёзамиз:

Lx = Ly = Lz = L  булганда энергия

иф одан и оламиз. (3) радиуси [8mL2/ h 2]E?/2 булган ш ар- 
ни нг тенглам аси . Бу ш ар н и н г \а ж м и

п х, п , п . л арн и н г мусбат кийм атларига тугри келган бу 
ш ар ^аж м лари нин г ки см и хдлатлар сонига тенг, яъни:

U  — V  деб кабул ки лсак , бу ифода \олат  зичлиги (6.13- 
масала) билан бир хил булади.

И з о \ .  Том онлари Lx, Ly, I ,  булган кутида битта микро- 
зарра булсин. У нинг \о л атл ар и  ва кдбул килиш и мумкин 
булган эн ерги я кийм атлари ^ Ш р е д и н ге р  тенглам аси асо 
сида топилади, бу холда Ш редингер тенгламасидан микро- 
зарра эн ерги яси  учун куйидаги тенглик олинади:

Бу (3) иф ода билан бир хил. Ш ундай килиб, зарралар та- 
биати классик ёки кван т булиш идан катъи назар, статис-

учун (2) дан  ф ойдалани б,

(3)

Бундан \ол атл ар  зичлигин и  оламиз:

тик ин теф ал  (йигинди) ни ~  ~  ифода асосида аник-
лаш  мумкин.
268

Z  Г »  с!Е



И з о х,. К е й и н г и  и к к и  
хдпда, асн ки , эн ерги я д и с к 
рет кийматлар к,абул к,илади.
Аммо £ у ч у н  классик ф орм у
ла Е  =  т&2/ 2 дан фойдаланиб,

/  (д)с!д= Y e~pEdn

дан яна М аксвелл тезликлар 
та^симотини оламиз:

/  „ \  3 / 2  - т й 2

/ ( # )  = 4 я ( ^ )  д 2е 2кТ.

6.17-м асала. К уйидаги иф одадан М аксвелл так,симот 
КонуниДА) ни келтириб чик^аринг:

( 1) 

(2)

d\V(Vx, V ,  V ) = f ( d x, ду, d} d d xddy ddt ,

-Pvi В = -!И- 
’ Р 2 к Т '

Е ч и ш. Д екарт координаталар тизим идан сф ери к  коор- 
динаталар тизимига утайлик (6.11 -раем). Бунда:

д х = д sin в  cos <р,ду = & sin в  cos <р , д г = д cos в

Якобиан

Демак,

J  =
_ s(ox,oy ,ot ) _

=д sin 0a (d,e,ip) 

ddxddydd = д2 sin 6ddddd<p.

\ 3 / 2

Бу \о л д а  (1)

dW(p,9 ,q>)  = е~р°2 &2d& sin QdQdcp (3)

куриниш ни олади. Бурчакларни \ам м а  кийм атлари буйича 
интеграллаймиз.

\ \ d W { $ , e , < p )  = dW (? t )  = f { b ) d d =
в ф

= е~0д2 д 2 j s i n e d / }  j  dtp = 4 п ^ У  e~pi>2ft2d d ,  (4)



/ o /2 -mli

f ^  = A n \ b k f ]  Я26 2" ' -

(5) изланаётган так,симот ф ункциясидир.

6.18-масала. Э нг катта э^тим олий тезли к, # 3= Л 2  —  
экан ли ги н и  курсатинг. т

Е ч и ш .  Бунингучун М аксвеллтакси м оти Д #)дан д буйи
ча косила олиб, уни # =  да нолга тенглаш тириш  зарур, 
яъни [ д / ( # ) /Э # ] ,_ в = 0 . Бундан:

иф одани ани клай м и з.

6.19-масала. Уртача ариф м ети к тезлик 8  ни аникданг. 
Е ч и ш .  Т аъриф  буйича

6.20-масала. Уртача квадратик тезлик г)2 ни аникланг.

Бу тенгликдан  изланаётган

( 1)

3 / 2

/  = J  х ъе ^  dx  = 1 / 2 ,
о

(2)

Бунда J х 2п+'е *2dx  = п \ / 2 дан ф ойдаландик.



бунда jV " e  *2dx  = дан ф ойдаландик.
О

Демак,

(1), (2) ва (3) дан 5 < 7 ^ "  эканлиги  куринади. (6.5- 
расмга к.)

6.21-масала. М олекуланинг уртача энергияси £  н и ан и к - 
ланг. О линган натижани изох,ланг.

Е ч и ш. Бизга д 2 = 3 —  экани  маълум. Бундан

£ < = ^ L  = i . 3 A I  = 3 - i f .  (1)' 2 2  т 2

Д ем ак, \а р  бир заррага тугри келган эн ерги я 3 -^ -  га тенг. 
Бундай эркин ^аракат килаётган идеал газ м олекуласи- 
нинг эрки н ли к  дараж алари сони  3 та. Д ем ак , х,ар бир э р 
ки н ли к  дараж асига тугри келган уртача эн ергия к Т/2  га 
тенг дейилган конунга мувофик, келади.

6.22-масала. Н исбий т е з л и к ^  нинг ариф м етик уртачаси 
~g~k ни ва квадратик нисбий тезликнинг уртачаси gj  ни аник,- 
ланг.

Е ч и ш .  1) Аввал уртача квадратик нисбий тезли к gfk 
ни аник,лайлик.

И ккита ихтиёрий / ва к  молекула мос равиш да ва &к 
тезликлар билан харакатланаётган булсин. Уларнинг нисбий 
тезлиги gik = -  д к ва унинг модули

( 1)

булади. Идеал газ молекулалари бир-бирига боглик, эмас ва 
улар М аксвелл тацсим от крнунига б р с у н а д и л а р . Ш унинг 
учун нисбий тезлик g ” М аксвелл таксим от ф ункц иялари  
( / ($),  f ( d k) нинг купайтмаси орк,али аник,ланади:



£ « = 0 / - 0 * Д а н :
gfk = &i + Жt - 2 & ^ кС05в-

(3) ни (2) га куям из (п =  2):

F  = J * ? / (*/ /  («* И *  + J  ̂  /  (** (*, ^  -
- 2 j j ^ & * c o s 0 / ( d , ) / ( d * ) r f ^  =

= -  2 j  j f l  A  c o s 0 /  ( 0 , ) /  (0* )dWid ¥ k .

О хирги \адд а  интегрални \и со б л аш  учун йуналиш - 
га нисбатан  &, ни караб, Д екарт координаталар тизим и - 
дан сф ери к  координаталар тизим ига утамиз, бунда /-м о
лекула харакатини нг изотропликлигига асосланиб, охир
ги хадни куйидагича ёзиш  мумкин:

 2) Н исбий т е з л и к ^  ни нг уртача ари ф м ети к  киймати
S/k ни аникдайлик:

(1) ни хисоблаш  учун м олекулаларнинг ва д к тезлик- 
ларидан  у л ар н и н г  н и сбий  тезлиги ftik ва масса м аркази 
тезлиги G га утайлик:

П
V f { V , ) d & r 2 n j  s \ n 6 c o s d e  d d k~ 0.

о

n it 0
Ч унки бунда J  sin 0 cosOde  = J  sin 0c/sin 0 = j  xdx = 0. Де

0  0  0 

м ак, зарралар бир хил булса,

g l = & J + & l =  2 - 3 * L  = 2 d 2 (4)

( 1)

Бунда:

С (/и, + тк ) = от.д/ + ткдк. (3)



Бир хил м олекулаларни карайлик. У щ в д а  т. =  тк ва, д е 
мак, (3) дан

2 G = Hi + Ък (4)

тенгликни оламиз. Н исбий тезли к, таъриф  буйича

g,k=#<-dt (5)
(4) ва (5) лардан (gjk да ин дексларн и  туш ириб ёзам из) 

f r = G  + g /  2; (6)

д к = G - g / 2

Тезликлар фазоси элементлари куйидагича алмаштирилади: 

dbid bk  = JclgdG.  (7)

А лмаш тириш  якобиани

/

d Hi d&k 1 1
3 g  dg _ 2 ~  2

d&i  d&k 1 1
d G d G

= !  + !  = 1. 
2 2 (8)

(1) иф одани (2), (6), (7) ва (8) ни назарда тутиб, к,айта 
ёзамиз:

J '_  - -^-2C 2+-S-|
g = A 2j j g e  2кГ{ 2 >dGdg. (9)

Бунда интеграл чегаралари узгарм айди [ ( —<», + о о )  да 
булади]. (9) да сферик координаталар тизимига утамиз; бунда 
бурчаклар буйича интеграллангандан кейин dgdG  н и н г 
урнига Ang1dg- AnG1dG  ни ёзиш  лозим  булади, яъни:

— / \3 “ _msL °°. тС2
Я = 16п 2 j g 3e * T d g . J  G2e kT dG  =

= 16тг2 ( - Щ -  
\2nkT

о о
,3  / _____ \ 2  /  . „ 4 3 / 2

бунда:

j  x 3e x2dx  = 1 / 2 ,  j  y 2e y2dy = 4 n  /  4.



6.23-масала. Водород ва азот м олекулаларининг 21У  К  
даги уртачатезли гини  аникданг!

Ж а в о б :  д Нг -  1698м /с, = 454 м /с .

6.24-масала. Н орм ал ш ароитда 1 секундда 1 см 2 юзага 
урилаётган азот молекулалари сони ни  аникданг.

Е ч и ш. 1 секундда 1 см 2 га келиб урилаётган &х, г)х +  ddx 
ораликдаги  м олекулалар сони

дан иборат. Буни (0, °о) ораликда интеграллаб, топамиз:

п0 =  2,69 • 1019/с м 3, &N = 454 м /с  эканлигидан  азот моле- 
кулаларининг девор билан  тукнаш иш лари сони

экан ли ги н и  ани кдай м из.
6.25-масала. # дан ки чи к  тезликли молекулалар к,исми- 

ни аникданг.
Е ч и ш. д +  dd ораликдаги молекулалар сони:

Бундан д < д  тезликли  молекулалар сон и н и  топиш  учун 
уни (0, 5) ораликда интеграллайм из:

( 1)

п { ~ )  p9*d&x= (/?) ' ~jxe *2dx  =

^  = 3 ,4 -1 0 23 / с е к с м 2

(О



(2) да Ф(х)  = J e  x*dx — хатолар интеграли, Ф (1,13) =  0,8900. 
Б и н об ари н , 0

п(&< = N  (-0 ,3 5  + 0,89) = • 0,54. (3)

_ глп/  —
Демак, Л -----L = 0 ,5 4 , яъни 54% ни таш кил этади. # >  д

N
молекулалар сони эса  46% ни  таш кил этади.

6.26-масала. Э нг катта эхдимолли тезли кдан  катта тез- 
ли кли  молекулалар нисбий сон и н и  аникланг.

Ж а в  о б: (п(д > #э)/Л0 =  0,57, яъни 57%.

6.27-масала. Тезлиги -у- билан 2^э оралигида булган м о
лекулаларнинг нисбий сон и н и  аникданг.

Ж а в о б :  ^  = 0,87, яъни 87%.
л

6.28-масала. - ^ к Т  уртача ки н ети к эн ерги ядан  катта 
энергияли  м олекулаларнинг ни сбий  сон и н и  ани*ушнг.

Ж а в о б :  = 0 ,3 9 , яъни  39%.
6.29-масала. М оддий нукта х  =  acoswt конун билан гар

м оник тебранма х,аракатланаётир. У нинг х, х  + dx  ораликда 
булиш э\тим оллигин и  аникушнг.

Е ч и ш. х, х  + dx  орал и кд а зарранинг булиш эх,тимоллиги 
d f V (х), шу ораликда булиш  вак,ти dt  н и н г ярим  даври 7/2  
га нисбати билан ани к^ан ади , яъни

d W { x )  =  d t / ( T / 2 )  =  S ^ - \  d t  =  f x  =  - ^
асо sweat (i)

Демак
d W  (х )  = р  ( x ) d x  = wdx _  dx (2)л aw sin wt n a s i n w t ’

(3)



Д ем ак , х  -» а  булганда, яъни бурилиш  ну^тасида (тез- 
л и к  нолга тенг булганда) зарранинг эхтимоллиги эн г катта 
булади.

6.30-масала. N  заррадан иборат идеал газнинг холат тенг- 
л ам аси н и  аникданг.

Е ч и ш. И деал газнин г статистик интеграли

- Ь . Г а Г .
ZN [Zt  ) ’

\ 3 / 2

(1)

= — (—^ — V  • (2)
У \ 2 л т к Т )  ' У ’

ZN

\о л а т  тенглам аси

-  е дан  F =  -01 n Z ;  (3)

p ^ - ( w ) r e( ^ ) r ey - " e ’ "kT-
Д ем ак,

Р  =  пкТ.

6 .5 -§ . МАКСВЕЛЛ-БОЛЬЦМАН ТАКСИ МОТ ЦОНУНИ

Ф араз килайлик, идеал газ (ёки сийрак газ) ташк,и м ай
дон таъсирида булсин. У холда хар бир зарра шу майдон 
таъсирида маълум потенциал энергияга эга булади. Бун
дай газ холати м асаласини к^араш учун бир заррали усулни 
куллаш  мумкин.

Ю кррида айтилганларга асосан, ихтиёрий бир зарранинг 
тулик, энергияси

Е, = | l~ + V ( x„ y l,zi ), р] = pI + pI + pI (33)
ифода билан аникданади; U( х ,, y t , г , ) — /' зарранинг (х, У, Z) 
нук,тадаги потенциал энергияси.
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К лассик статистикага асосан, зарранинг

Рх>Рх + {1Рх> Py’Py + dPy , PvPz + dpz (34)

x, x  +  dx, у,  у  +  dy, z, z +  dz  

оралик,ларда булиш  э^ти м олли ги  d W

d W ( j ~ r l ) = ± e - llEdn, /3 = 1 / к Т  (35)

билан аниьушнади; бунда dn = d p d z  /  h3 ; стати сти к  интег-

- уP \ f - + U ( x , y , z )

Z  = J e~fiEdn = -  r  j<? L dpxdpydp,dxdydz  (36)

иф ода билан аник^ланади. (35) даги

f ( E<) = i e~PEi (37)
ф ункцияни М аксвелл-Больцм ан таксим оти ф ункцияси  де- 
йилади. Бу ерда интеграл

\ е  Ргт^ Х Р>' P̂ d p xdpydp. = (2 л т к Т ) 3/2. (38)

Д емак,
< >3 / 2  _ и (х.У,?) , , 3 / 2

Z  = ( “ ) J е кт dxdydz = \ ^ W  Qr, (39)

0, = j e ~ u/kTdxdydz.  (40)

М аксвелл-Больцман такримот ф ункцияси  (35)ни

^ ( А ’^ * ^ )  = ( ^ Г - е ж ( ^ +^ + + А2) Ф > А » ( 4 1 )

^ ( х , ^ )  = krU(x'y'z)dxdydz  (42)

куриниш ларда ёзиш мумкин.
М аълумки, (41)ни М аксвелл так,симот ф ун кц и яси  де- 

йилади; (42) ни эса Б ольцм ан так,симот ф ун кц и яси  дей и- 
лади. Э \гим оллик d W  ни

d W ^ p , q )  = d W f y d W ( c i }  (43)

277



куриниш да ёзи ш и м и з мумкин экан л и ги н и н г сабаби, зар 
ран и н г фазодаги харакати унинг ф азодаги урнига боглик, 
эмаслигидандир.

Ю к,оридагилардан, жумладан (43) дан куринадики, зар- 
раларга куч таъсир эти ш и га к,арамай (хатто реал газларда 
хам), м олекулаларнинг тезликлар буйича такримотн М акс
велл тезликлар та^сим отидан иборат.

6 .6-§ . ГАЗ ЗАРРАЛАРИНИНГ КУЧ МАЙДОНИДАГИ ТАКСИМОТИ. 
БАРОМЕТРИК ФОРМУЛА

Б и з бир заррали усулда заррани нг потенциал майдон 
U(x, у, z) да так,симот ф ун кц и яси  (Б ольц м ан  таксим оти)- 
ни аввалги § да курдик:

U( x , y , z )

d W  (х, у ,  z )  = е kr dxdydz ■ (44)

Агар м айдон булмаса, яъни  U(x, у, z) = 0 булса, Q = V в а 

d \ V ( x , y , z )  = ^ f ^  (45)

так,симот уринли булади, яъни заррани нг К \аж м н и н г бар- 
ча нукталарида булиш лиги тенг э\ти м олли .

Ф араз кдгсайлик, заррага таъсир этаётган майдон — бу 
Е рнинг тортиш  майдони U =  mgz булсин. У холда Больцман 
та^сим оти (44)

d W ( z )  = Ae kTdz  (46)

кури ниш ни олади. Бунда dW(z)  = dn{z)/n  эканлигини на- 
зарда тутиб, (46) ни к,айта ёзамиз:

_ mgz

d n ( z )  = nAe кТ dz = n ( z ) d z

ёки чекли z  баландликдаги зарралар зичлиги бу ердан

n(z) =  ce~“,gz/kT (47)

ёки z =  0 да /7(0) =  я0 булса, зарралар зичлигин инг баланд- 
л и к  z  буйича так,симоти

_  mgz



билан аникланади. Идеал газ учун Р  = п к Т эканлигин и  н а
зарда тутиб, (47) асосида босим нинг баландлик буйича узга- 
риш ини курсатувчи ушбу барометрик ф ормулани оламиз:

бунда z = 0 даги босим ни Р0 га тенг деб олинди.
И з о х. Реал ш ароитда z  ортиш и билан температура дои- 

мий б^лм ай, у пасаяди. Ш у сабабли, z  балан дли к  ортиш и 
билан босим  P(z) янада кучлирок камаяди! Бундан таш - 
Кари, реал ш ароитда газ ном увозанат холатда булганлиги 
учун, боси м н и н г балан дликка караб узгариш и м ураккаб 
булиб, баром етрик ф орм уладан фарк, килади.

6 .7 -§ . ИДЕАЛ ГАЗ СТАТИСТИК ИНТЕГРАЛИ

С татистик интеграл ва статистик йигинди ифодалари

куриниш га эга; бунда р  = v / U  ва Е  (ёки  Е )  ти зи м н и н г 
гам ильтониани (тула эн ерги яси ).

1. Бир атомли молекулалар.
Бу х;олда зарралар илгариланм а харакатдагина булади- 

лар. У ларнинг ки н ети к  эн ерги ялари  Ек = Рк / 2 т  й и ги н - 
диси  тизи м н и н г эн ерги яси  Е  га тенг, яъни

Бу холда А^та заррадан таш кил топган ти зи м н и н г  статис
тик интеграли

Бунда Е  + E t + Е2 + ... + EN нинг хар бир кийм атига мос 
келувчи усуллар сони  g = N N экан ли ги н и  назарда тутиб, 
аввал олинган

P ( z ) = P 0e кГ • (49)

(49)

(50)z  = £ e-№

3 N  I N

Е  = ^ Ек = Y j P 2k / 2,,h (51)



ёки
Z n = ( Z J N ) n (53)

Z, =  V(2nmkT/h2)3/2 (54)

натиж аларни аникдаймиз.
2. Икки атомли молекулалар.
Б и з юк,оридаги статистик интеграл иф одаларини ёзга- 

ним изда фак,ат заррани нг илгариланма харакатини хисобга 
олдик. Агар молекуланинг ички тузилиш ини эътиборга оли- 
надиган булса, ички эр к и н л и к  дараж аларига тугри келган 
(зарранин г) м олекуланин г эн ерги яларин и  хисобга олиш  
керак.

М олекулани нг / кван т холатидаги эн ерги яси ни  е. ва бу 
холатнинг айниш  каррасини g. билан белгиласак, битта м о
лекулан и н г статистик йигиндиси , умумий таъриф га асо 
сан, куйидагича аникданади:

z ( 1) = E ^ ‘ f,7‘7'- <55)/
Я ккаланган  м олекуланинг квант'холати ундаги 1) элек- 

трон ларн и н г квант холатларига, 2) ядрон инг квант холат- 
ларига, 3) ички тебранм а харакатларига мос холларга хамда 
4) м олекуланинг ай лан м а харакатларига мос холатларига 
б о т и к д и р . Бу харакатлар, умумий холда, бир-бирига бог- 
лик, булгани учун м олекуланинг квант холати бу харакат- 
ларнин г узаро таъсирига хам б о т и к , булади. Аммо бу узаро 
таъсирни (корреляц и ян и ) хисобга олиш  к,ийин булганли- 
гидан, энг мухими бу узаро таъсир энергияси юк,орида кел
тирилган туртта харакатнинг энергияларига нисбатан жуда 
ки чи к булгани учун куп холларда, жумладан статистик йи- 
гинди ифодаси (55)ни хисоблашда эътиборга олинмай таш - 
лаб ю борилади. Ш у сабабли, молекула квант холатининг 
эн ерги яси  с. юк,оридаги туртта харакатлар эн ерги ялари- 
н и нг йигиндисидан иборат булади, яъни

£,. =  £ ;.(ЭЛ) +  £(я) +  £.(#) +  £.(/•), (56)

бунда икки  атомли молекула учун тебранм а харакат эн ер 
гияси £. (v) ва айланм а харакат эн ерги яси  £,(/•) куйидагича 
аникданади:



£ ,(# )  = Лю, ( л + 1 / 2 ) ,  л = О, 1, 2,... (57)

е , ( /')  = | т - / (/ + 1) ’ / = 0’ 2> -  (58)

Куп лолларда асосий электрон  холати уйгонган холатдан 
етарли дараж ада катта фарк, кил ад и. Ш у сабабли одатдаги 
температураларда уйгонган холатларни эътиборга олм ас- 
л и к  мумкин. Бу холда электрон  холатларга тааллукди а й 
ниш  карраси (статистик йигинди Z(3))g3 =  1 булади. А ммо 
ядро холатлари (хатто бир атомли Не, Ne, Аг  булган хол- 
ларда хам) ядро сп и н и н и н г ориентациялари  туфайли ga — 
каррали айниш га эга буладилар (м асалан , битта ядро  учун 
g = 2s + 1 ) .
* я  Я '

Умумий холда, молекуланинг тебранма харакатига унинг 
айланма харакати таъсир этади. Аммо юкррида айтганимизга 
асосан одатдаги температураларда уларнинг узаро таъсирини 
эътиборга олмай, алохида-алохида к,араш мумкин.

Ю кррида айтганимизга кура, электроннинг асосий холати 
уйгонган холатдан одатдаги температурада жуда катта ф арк  
к;илгани учун

g (3 )  =  1, 2 ;.(э)=  1. (59)

(56) ифодадаги тебранм а харакат эн ерги яси

£,■ (# ) -  Лео,- (л + 1 / 2 )

эканлигидан  унга тегиш ли статистик йигинди

Z i (8)  = \ / ( e x/2 -  e - x /1) = [2shha /  k T j '  ■, х  = Г ш / к Т  (60)

билан анинутниш и маълум (6.12-масалага к.)
Я дронинг айниш  карраси ^(я) уни таш ки л  этган атом 

лар  бир хил булса, яъни гомоядро молекула АА  учун

g  (я) =  (2sa "Ь 1),

агар хар хил булса, яъни гетеядро молекула А В  учун

g  (я) =  (2sa + 1)(2sb+ 1)

ифодалардан иборат булади; s ядро спини.
И нерц ия м оменти /  га тенг булган чизикли  айлангич 

(ротатор)нинг энергияси

£/ ( ' - ) = 8 Р 7 / ( '  + 1) . / = 0 , 1 , 2 , . . . ,  (61)



бунга мос статистик йигинди эса (g(r) =  21 + 1)
И2

Z ( r )  = £ ( 2 /  + \ ) е ^ т 1[М) = ^ ( 2 1  + \ )е - ' {ш)0т/т, 
/=о /

/г2
8 n 2Jk

К вази к л асси к  як,инлаш иш да, 
яъни  в т «  Т  булганда

7 ( r ) s  2ЛГ (63)

салага к,.)

6 .31-м асала. И кки  атомли 
молекуланинг айланма холати в, 
<р узгарувчи, бурчакдар билан 
тавсиф ланади  (6.12-расм). Бу 
харакатларга мос келувчи им- 

пул ьслар р в, р  . Бу холда айланм а харакат энергияси

/ ч р }  р }  р 2  P i
Ч г )I - 3 l . + 3 l  = 3 l + ‘v л \

2 J  2 J  2 J  2 / sin2 в ' (  '

(1) асосида айланм а харакатнинг статистик интеграли 
Z(r) ни хисобланг.

Е ч  и ш.
Л 2 л  -Н»

Z (r ) =1j ? \ d e \  d(p\  dPe Q*V
о о

1 ( p° T
k T 2 J_ \  J

J dPp ехр - - ^ ( / ^ / 2 / s i n 20 ) =

| de ( к Т  ■ / ) ' /2 J  dxe~*2 ( l J  sin2 в ■ k T ^ /2 J  dxe'*1
o L —

1 / 2

j d e ( 2 J k T )  ( 2 J k T  s in 2 б ) '/2 n  =
0

I n 2-2JkT  | s j n  QrfQ =

=
I f

_  I n

и2
8n l J k T  _  2J k T

h2 I T '



3. Куп атомли м олекулалар (идеал газ).
Куп \олларда молекулаларнинг инерция моментлари жуда 

катта булгани учун, яни  (h2 /  J k T ^  «  1 булгани сабабли 
молекуланинг айланм а х;аракатини классик м еханика асо 
сида кдраш мумкин. Бу \о л д а  молекуланинг айланм а \a p a -  
кати учун статистик интеграл иф одаси Z r(T)  класси к  ста- 
тистикадагидан иборат булади.

М олекуланинг ички х,аракати билан боглик, статистик 
йигиндини куйидаги куриниш да ёзиш  мумкин:

Бунда §(эл) асосий электрон  хдлатининг ай н и ш  карраси; 
g(H) я д р о н и н г  с п и н  \ о л а т и н и н г  а й н и ш  к а р р а с и  

+ 1); у  сим м етрия сони (у бир хил атом лар-

дан иборат м олекула айлани ш и да х,осил буладиган сим - 
метриялар сони).

Юк,ори тем пературада Z(r)  ай ланм а \а р а к а т  учун ста 
ти сти к  йиги нди  иф одаси

Ya = й2 /  J Ак Т , YB = Ь2 /  J Bk T ,  Yc = ft2 /  J ck T .

Бу ерда JA, JB, J c — м олекуланин г бош  и н ер ц и я  м о 
ментлари.

Z(v) — тебранм а \а р а к а т  учун статистик йигинди

бунда <и,(1, 2, ..Зп —6) норм ал тебраниш лар частотаси; 
п — молекуладаги атомлар сони.

6 .8 -§ . МОЛЕКУЛАЛАРНИНГ ТУК.НАШИШЛАРИ СОНИ

1. Биз ю кррида бирлик вак,тда идиш деворининг бирлик 
юзига келиб урилаётган молекулалар сони (6.5-расм га к.)

(64)

(65)

z (v) = П  (2shx' ) ’ = r,0}i ! 1 к Т  (66)
/=1

ифода билан аник^ланишини курдик.



2. Э нди биз битта заррага кдлган зарраларн и н г бирлик 
вак,тда келиб урилиш лар сонини ани кдай лик. Бирор зарра 
икки н чи  бир зарра билан Л в а к т д а  тукнаш иш и учун улар
6 .13-расмдаги цилиндр ичида булиш лари зарур. Бир зарра
ни сочувчи, и кки н чи  заррани сочилувчи деб кабул ^илай- 
лик. Сочувчи заррани радиуси зарра диаметрига тенг булган 
шар билан, сочилувчи заррани нук,та билан алмаш тирайлик 
(6 .13-расм ). Ш арн и н г кесими о  =  л(2г0)2 дан  иборат; g  — 
икки  зарран и н г нисбий тезлиги, яъни  сочилувчи зарра
ни нг сочувчи заррага нисбатан тезлиги. Бу \о л д а  dt  вакдда 
ясовчи си  gdt  булган цилиндр ичидаги хамма зарралар со 
чувчи зарра (марказ) билан тук,нашади. Ц илиндрнинг\аж м и 
о gdt  га тен г . Б и р л и к  лаж м даги  т е зл и ги  (и м п у л ьси ) 

+ даги зарралар сони f [ p j d P  га тенг.
Сочувчи заррага Л вактд а  келиб урилувчи зарралар сони

a g d t d P f  { p j .  (67)

С очувчи зарралар  (м арказлар) сони  \а м  ю крридагидай 
ан и кдан ади , яъни P i,'P' + d'P' ораликдаги бирлик лажмда- 
ги ту^наш иш лар  сони  /  [ P ' j d P '  га тенг.

Д ем ак , dt  вакдда тезликлари (импульслари)

P , P  + d P  ва J \ J '  + d J '  

ораликдарда булган зарраларнинг узаро тук,нашишлари сони

f { P ) f ( P ' ) a g d t d P d P '

ифода билан аникданади; Бирлик вак^тда барча тукнаш иш - 
лар сони эса

|  d~P\ d P ' f  (Р)  /  (F ')  g a d P d P ’ (68)

интеграл ифода билан аник;- 
ланади. Бунда а  кесим, уни 
урилиш  (тук,наш иш )нин г 
эф ф екти в  кесими дей ила
ди , умуман у нисбий тез
л и к  g  га бом и к,, яъни o{g).



М увозанатдаги холат учун М аксвелл таксим оти уринли. 
Бу \о л д а  (68) ни куйидагича узгартириш  м ум кин:

Д емак, бирлик вак^тдаги ту^наш иш лар сони куйида- 
ги ифода билан аникутнади:

И з о х. 1. Агар идеал к д т т и к ,  шарлар учун а  = лс!2 = 4пг£ 
(бунда г0 — заррани нг радиуси) к,абул к,илинса, (70)ни 
куйидаги куриниш га келтириш  мумкин:

т) 2 ^  'lS <y { g ) d :ddd ' '=

О о

/ \3/2°: тх~
= 4nN2 ( ъ Ь г )  S dse 4kTs ^ { s ) =

(69)



2. Агар P V  = N k T эканлигидан фойдалансак (Клапейрон 
тенглам аси), у холда бирлик \аж м даги  тукнаш нш лар сони

куриниш га келади.

6 .9 -§ . КВАНТ ОСЦИЛЛЯТОР

О

6 .14-расм.

-► .V
Ч изикди гарм оник осцилля- 

торни батафсил карайлик. К лас
си к  ф изикага кура О нукта атро- 
фида ОХ ук,и буйича кичик ам п
литуда билан  тебранаётган теб- 
рангич — чизинуш осциллятор- 
н и н гтула энергияси (6 .14-расм)

Е  = £ 1  +
2т 2

(73)

иф ода билан аникданади ; бунда Р — импульс, х  эса т мас- 
сали тебрангичнинг ОХ ук,и буйича силж иш и; к  — бикрлик 
коэф ф ициента. (73)ни

2 Ет ' 2 Е / к
П А \

кури ниш да ёзиб, уни нг эллипс тенглам аси эканлигини 
курган эди к  (6 .15-расм ). Д ем ак , осци лляторнин г фазавий 
ф азосидаги троекторияси эллипсдан иборат.

£эн срги яли  осциллятор эллипсининг юзи (фазавий фазо
\аж м и ) S{E)  ни аникдайлик:

S ( E )  = 4 ^ -  
V '  J k / m (75)

► л-

w2 =  к / т  белгилаш  кири- 
тиб, (75)ни к,айта ёзамиз:

S{E) = 1жЕ/а>. (76)

К вант м еханикасида о с 
ци лляторнин г энергияси  ка 
бул килиш и мумкин булган 
кийматлар (6.16-расм)



E „ = t m ( n  + \ / 2 ) .  (77)

(77)ни (76) га куйиб

S  (Е„ ) = S n = 2nTm("J W2K h ( n  + l / 2 )  (78)

ифодани оламиз. Д ем ак, квант м еханикасида осциллятор- 
нинг фазавий фазоси квантланган булади. И кки эллипс ора- 
сидаги фазавий фазо элем ен- 
тини топамиз (6 .15-расмга к,.):

(79)

U(x).

S  -  S  . =  ДS = h .п /I— I

6.32-масала ш даврий час- 
тотали гармоник осциллятор- 
нинг энергияси

e„=h<a{n + 1 / 2 )  (1)

ифода билан аник/тнади . Ш у 6.16-расм.
осцилляторнинг уртача энергияси  <£>ни аник^ланг.

Е ч и ш .  Битта осци ллятор  учун Гиббс ансам бли — бу 
осцилляторлардан иборат идеал газдир. Бу ансамбл учун так
си мот функцияси

бунда
/ Ы  =

z0 = x ^  = ^ /2E ( •ех / 2- е  х ! г 2 s h x / 2 ’

(2)

(3 )

бунда х  = Д,Лы. Гиббс ансам бли буйича осциллятор энер- 
гиясининг уртачаси

I dZn
< e > = S e« / ( e») = -  

И
(3) ифодадан косила олиб, топам из:

ZndfS

Тт
2

< е > = cthx /  2

И з о \ л  а р 1. Осциллятор гамильтониани

кх2Е  = р -  + Ц 1 . 
2 т 2

(4)

(5)

Д ем ак, 2v -  2 дан у — 1 , 0 — U/v — <е>. Бизга маълумки,



f Pv ( E ) d E  = E v-'e~pEd E  = i3 e ^ f  ^ d n  = ^  e * Edn. (6)

Бунда

±  = p %  = pna>, Z = < E > / h o i  (7)

Бу усул билан олинган  статистик йигинди

7 _  I с ,и *  _  1 ex n - e ' x/1  /пч
2 2 "  2 ev/2_e-.v/2 (8)

2. Агар х  <<1 ш арт баж арилса,

et/2 + е~*/2 ~  2

эканлигидан  Z ~  2J, келиб  чикади.
3. (6) даги  так,симот ф ункцияси

/ ( Е )  = \ е ~ РЕ (9)

ифодасида ^ э н е р ги я  (5) билан аникданади;/? =  1 /<£>. Бун
дай  так,симот ф ун кц и яси  биринчи марта Блох томонидан 
бош кдча усул билан олинган (к,. [11]).

4. И ссикуш к сигим и С = dU /  д Т  асосида (4) дан ф ой- 
далан иб  топилади:

г  _ д и  _  д<Е> дх др _  , /  7 \2
эр о т ~ к  ■ ( 10)

6.33-м асала. N i a  бир-бирига боклик, булмаган осцилля- 
торлар тизим и нин г уртача энергияси <Е>  ва статистик йи- 
гиндиси 7д,аникданг.

Е ч и ш .  Идеал осцилляторлар учун тизимнинг уртача энер
гияси *ар бир осци лляторнин г уртача энергиялари  йигин- 
дисига тенг, яъни

< Е  >= N  < е >= N х  = (!)L L К1

Б и р-би рига боклик, булмаган ф аркданувчи осциллятор
лар учун э\ги м олли кларн и  купайтириш  теоремасидан ф ой- 
даланиб

Z„ = Z,'v (2)

эканлигин и  аникутш  мумкин. О сцилляторлар тизим ининг 
энергияси



j  = 0, 1, 2,...

Хар бир энергия сатх.и j

_ (у' + УУ-1)! 
у !(/V— 1)!

каррали айниш га эга. Д ем ак, тизи м н и н г статистик h u f h h -  

диси

Z N = ( f  + j )  = e ' W ' Z g j e - * .
j = о  j = 0

Бином инал так,симотдан куйидаги м уносабат маълум:

у  ( у + Л М ) !  , , J _  ч-АГ

“  у!(УУ-1)! ^  а > ■

Бунда а = е~х деб х,исоблаб, уш буни оламиз:

7  _ p-Nx/l
^ N ~ е

(5)

(6)

6.10-§ . КВАНТ РОТАТОР

Бир атом атрофида и кки н чи си н и н г айлани ш и туфайли 
хосил буладиган айланм а х^ракатланувчи (и кки  атом ора- 
сидаги м асофа узгармайдиган) айлангични р о т а т о р  дей - 
илади (6.17-расм). К лассик механикада бундай ротаторнинг 
ки нетик энергияси

г  _  тд
t k ~ ^ r

2 2 п т  г Jo )
2

(илгариланма хдракатдаги м ас
са т, импульс р  айланм а х,ара- 
катда инерция моменти J  ва 
х,аракат м икдори мом енти М  
билан алмашинади).

Квант механикасида М 2 дис
крет к;ийматлар кабул к,илади:

М±  
2 J

(80)

M f  = / i2/(/ + 1) (81)

А йланма харакатдаги ротатор
ни н г энергияси (81) га асосан



______________ . ? j .  61r и ф о д а  б и л ан  а н и к л а н а д и ,
~ 'r 3~ J  яън и  у д и ск р ет  к,ийматлар

______________^ = 2 £ ,= M l  кабул к,илади. Аммо осцилля-
J  ̂ тордан фарнуш уларок,, рота-

______________тор эн ерги яси н и н г *ар бир
______________ , кийматига магнит квант сон-

’ °~  л а р и  б и л а н  ф ар к ,л ан у вч и
6.18-расм. ( 2 / +  1)та \а р  хил \о л атл ар

тугри келади, яъни  ротаторн инг полати 21 + 1 каррали ай- 
н и ш га эга.

(82) дан куринадики, / ортиш и билан икки энергия сатх,- 
лари орасидаги ф аркдам  ортиб боради (6.18-расм):

(83)

6 .1 1 -§ . ИДЕАЛ ГАЗЛАРНИНГ ИССИКЛИК CUFMMM

К лассик статистикада исботланган эн ергиянинг эрки н - 
ликдараж алари буйича теш таксимланиш теоремасини идеал 
газнинг иссик/ш к си гим и ни  аник,лашга куллайлик.

N  та куп атомли молекуладан иборат идеал газни курай- 
лик. д а р  бир молекула 3 та илгариланма, 3 та айланма ва s та 
тебранма эркинли кдараж алари га эга булсин. Э ркинлик да- 
ражалари орасидаги узаро таъсир эътиборга олинмасин. Бун- 
дай газнинг ички энергияси U \ ар бир эркинлик даражасига 
к Т/2  энергия ту ф и  келиш и \акдцаги  теоремага асосан,

U = N u = N ^ ! 2 -  + l ! £ -  + s k T } = m T $  + s) (84)

ифода билан аниьушнади. Бундай газнинг иссикдик сигими

Cv = d U / d T =  N k (3  + s)  (85)

иф ода билан аникутанади. (85) иф одадан куринадики, куп 
атомли молекулалардан иборат иссик^дик сигими С д ем п е- 
ратурага б о т и к , эм ас. А ммо таж риба натиж алари х,ар доим 
\а м  (85) иф одага мос келаверм айди. А йн и^са, п асттем п е- 
ратураларда (85) иф ода билан тажриба натижалари орасида 
кескин  фарк, мавжуд.
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М асалан, икки атомли газ учун назария буйича 3 та илга- 
риланма, 2 та айланма ва 1 та тебранма эрки н ли к  дараж ала- 

ри булганлиги туфайли U = N ( З к Т / 2  + к Т  + к Т )  = ~ к Т ;
1 моль учун эса Cv -  7R/2  ~  29,3 Ж /м о л ь  • К иссик, c h f h m  

булиш и лозим . Х она температурасидаги икки  атомли газ 
бундай катта и с с и к д и к  сигим и га эга эм асли ги н и  таж риба 
курсатади. Бундан ташкдри и сси к д и к c h f h m h  температурага 
боглик; эканлиги -\ам кузатилади.

1 моль к^ттик, ж и см н и н г и сси кди к  c h f h m h , эн ер ги я- 
н и н г  тен г  так си м л ан и ш и  хак,идаги тео р ем ага  асо сан , 
Cv = 2R  =  25 Ж /м оль  ■ К тенг (Д ю лонг-П ти к,онуни). Аммо 
паст температураларда катти^ ж и см н и н г исси кди к c h f h m h  

температурага б о т и к , ва температура нолга интилганда ис- 
c h k / i h k  сигами jyiM нолга интилади. К лассик статистика на- 
тиж аси билан таж риба орасидаги бундай тафовут сабаби — 
м олеку л ал ар н и н г кван т табиати эътиборга о л и н м аган - 
лигидадир ва, дем акки , эн ерги ян и н г эр ки н л и к  дараж алари 
буйича тенг так,симланиш и крн унин и  паст температурали 
тизим лар учун \а м  куллаш  ок,ибатидир.

И кки атомли молекулалардан таш кил топган газни (м а
салан, Н2, 0 2, Nv  С О  ва баш к,аларни) к,арайлик. Бундай 
х щ д а  \а р  бир м олекуланинг илгариланм а, айланм а, теб 
ранма х^аракати мавжуд; булардан ташкдри электрон ва ядро 
энергиялари \ам  мавжуд. Ш у сабабли бундай газнинг ички 
энергияси умумий хдлда юкрридаги \ар ак ат  энергияларига 
боглик,, яъни

О датда, амалда кузатиладиган  тем п ер ату р ал ар н и н г узга- 
риш и атом ва м олекулаларнинг электрон  ва ядро \о л атл а- 
рига, яъни  унинг узгариш ига деярли таъсир этм айди. Ш у- 
нингучун  газларнинг иссикдик сигим ини к,аралганда эл ек 
трон ва ядро \олатл ар и га  тегиш ли ички эн ер ги ян и  одатда 
\и со б га  олинм айди . Д ем ак , и кки  атомли газн и н г иссик,- 
л и к  сигим и

(86)

(87)

ифода билан аниьутнади.



1 моль газни карай ли к. К лассик статистика к,онунига 
асосан, \а р  бир илгариланма эркинлик даражасига кТ/2  энер
гия тугри келиш ини эътиборга олсак,

и  = * L .  3 N
и л  г  2  А

булади ва бундан

С,,„. = = Ц-  (88)

келиб чикдди.
А йланм а харакатга тегиш ли иссиьутик chfhmh Са|Ини 

карай ли к. / холатдаги ротаторн инг эн ерги яси

= + (89)

Р отаторн и н г холати (21 + 1) каррали айниш  сонига тенг 
булгани учун унга тегиш ли статистик йигинди Z - Z r

z r = Ё ( 2/ + 1)^№ = S ( 2/ + 1)^ " i ^ J1 (9°)
/=0  I

иф ода билан  ани к^ан ади . Бу Z. иф одан инг и кки  чегара- 
вий холларини к,арайлик.

а) Температура жуда паст булсин, яъни Т  -» 0. Бу \олда 
(90) ифодада 2 та >̂ ад ( 1 = 0 , 1 =  i) билан чегараланамиз, яъни

_jL
lim  Z  = 1 + Зе JkT. (91)г-> о v '

б) Ю крри температурали ^ол

Т. - ш « т w

булсин. Бу >^олда ротатор эн ерги яси  сат\лари  бир-бирига 
нисбатан як,ин булгани учун, I ни узлуксиз узгаряпти деб 
Караб, (90) даги йиги ндини  интеграл иф ода билан алмаш - 
тирамиз:

Z r = j  (21 + 1 )e~Pv l{M]dl = j ( 2 1 + 1 ) e ~ ^ ‘{M)dl  (93)
о о

ёки х  = ( T J  1)1(1 +  1) узгарувчи киритиб, (93) ни куйида- 
гича ёзиш им из мумкин:

А О А



И чки  эн ер ги я  U ни Cv-b,, 
с т ат и с т и к  ф и з и к а н и н г
умумий усулига асосан

ифода билан аникданади. 
Бу иф одадан Т  -* 0 да 
Ur температурага б о т и к , 
эм аслиги  ва дем ак Т -* О

и  = И к Т г Щ £ -  (95)

*■
Т

6.19-расм.

да Сг нолга тенг экан ли ги  келиб чиь;ади, яъни
/>

U' = constв JkT.

Г -*  0 да Ur -» 0 ва дем ак С =  0, яъни тем пература Г  -* О 
булганда иссицлик c hf hmh нолга интилади Сг -* О (6.19- 
расм).

Юк,ори температурада, яъни  Т  »  Тх да

иф одани олам из (6 .19-расм га к,.). Расм да айланм а \a p a -  
катга тегиш ли иссикуш к сигим и С н и н г тем пературага 
боглиьуш к характери (схем атик равиш да) берилган . С им - 
метрик икки  атомли м олекуланинг 2 та айланм а эр к и н л и к  
даражалари мавжуд (2 та бурчак). К лассик статистикага асо
сан хдр бир эркинли к дараж асига уртача кТ/ 2  энергия тугри 
келганлиги учун 1 моль икки атомли газнинг ички эн ер ги 
яси Ur = NAk T дан  иборат, яъни юкрри температура ( Т »  Т )  
да квант стати сти каси н и н г натиж аси (96) классик стати с
тикага мос келади.

Бу ерда шуни таъкидлайм изки , айланм а характери с
тик температура Г  м олекуланин г ин ерция м ом енти  J  га 
тескари мутаносиб булгани учун ((92) ф орм улага к,.) эн г 
енгил м олекула Нг да Тх =  95°К. Бош кд м олекулаларда эса 
бундан ки чи к тем ператураларда кван т эф ф ектлар  нам оён  
була бошлайди.

Т ебран м а х,аракатга тегиш ли иссиьуш к c h f h m h  Cv ни 
карайлик. Х ар бир икки  атомли м олекулани кван т осц и л-

Ur = N Ak T 2 = N Ak T (96)

Бундан 1 моль учун

С = Rг (97)



ля гор деб караб, унга тугри келган уртача эн ергия <е> ни 
аникдаймиз:

< f  > =  j d i  . (98)

Д ем ак , 1 м оль икки  атомли газнинг тебранм а \аракати га  
тугри келган ички эн ерги я

и у '= N А < е >= cth . (99)

Бу тебранм а хдракатга тегиш ли иссик/ш к си гам и
Сыь _  д<е> _  д<е> дх 
Na д Т  дх~ df} д Т ’

х  =  p t i c o ,  f t  =  \ /  к Т ;

д х _ г  д р  к д<€> _  *■ у !  7 _  I
ар -  ш > Э7- -  W * ’ " а Г  “  coZ ’ z  ~  >

Cm = NAk(xZ)> = R (x Z )\

Д ем ак , 1 м оль учун
С„|Ь=  R (x Z ) \  (100)

Бу C,ih иссик^лнк си ги м и н и н г чегаравий ^олларини курай- 
лик.

а) х  = 4^- = ^  «  1 булсин; Тх = ~  характеристик тем-
К  i  j  К

пература; Т  »  Т_ ю крри температурали \о л . Бу ^олда

ех П ~ е  i / 2 . [ + | - i +JC/ 2  х '

Демак,

Cm ~  R. (101)

б) х  »  1 ( Т  « Т х) паст температурали хдп:

Z  = -ei - n - e-*TT a e ~x/2- (Ю2)

(102)ни назарда тутиб, (100) ни куйидагича ёзамиз:

Cm =:Rx2e - ! , x  = M .  (103)

Д ем ак , паст температураларда исси кди к  сигам и  (ЮЗ) 
экспонента туфайли температура камайиш и билан камайиб 
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боради (6.20-расм), яъни бу со \ад а  квант эф ф ектлар  нам о- 
ён булади.

К ^йидаги жадвалда айрим  икки  атомли газларнин г ха
рактеристик температуралари берилган.

Молекула газ
Л й лап м а  .\аракат учун 

характеристик 
температура,  "К

Т ебранм а царакат учун 
характеристик 

температура, "К

Н2 95 6000
2,85 3340

0 2 2,07 2280
п а 15,1 4140
HF 9,0 3300

Ж адвалдан куринадики, тебранма характеристик тем п е
ратура бир неча м инг градусга тенг булиб, одатда хона тем- 
ператураларида бу эркинли к дараж алари нам оён булмайди; 
улар "музлаган" хрлатда булиб, энергия алм аш иниш ларида 
иш тирок этмайди (ёки деярли иш тирок этмайди). Э лектрон 
\олатларига тегиш ли характеристик температура бу тем пе- 
ратуралардан \а м  ю крри булгани учун улар хам хона темпе- 
ратураси узгариш ларида иш тирок этм айди, уларнинг эн ер 
гия алмаш иниш ида иш тироки булмайди ва демак, иссик/ш к 
сигимида иш тирок этмайди.

Умуман Т >  Г  да классик статистикадан, Т  < Г  д а э с а  
квант статистикасидан фойдаланиш  зарур. Температура паст 
Т  < Тх булганда зарраларнин г уртача эн ерги яси  к Т кван т 
хдлатларини уйготиш  учун етарли булмайди; температура 
ю кори Т >  Тх булганда эса зарранинг уртача энергияси к Т  
уларнинг квант щ патлари ни  уйготиш  учун етарли булади.

Э нг юкрри температура- 
ларда \ам м а  эр ки н л и к  да- 
ражалари энергия алм аш и
н и ш и да  и ш ти рок  эти ш и  
м умкин ва дем ак улар ис- 
сик /1ик c h f h m h  иф одасида 
иштирок этишлари мумкин.
Аммо температура камайи- 
ши билан эр ки н л и к  дара- 
ж аларидан аввал тебранм а 6.20-расм.



с.

R

э р к и н л и к  д а р а ж а л а р и ,
2i i . сун гай лан м аэрки н ли кда-
д ; __________________ Силе=' р ражалари энергия алмаши-

н и ш и д а  и ш ти р о к  этм ай  
— куядилар, яъни  иссш уш к 

c h f h m h  ифодаларида улар- 
н и н г \и ссал ар и  булмайди. 
И ссикдиксипш ининг тем
пература камайиш и билан

A  J c y j l

6.21-раем.

узгариб, камайиб бориш и шу билан изох^анади (6.21-раем- 
га к.)

Куп атомли молекулалардан иборат газ иссик/ш к си га- 
м ин инг температурага богликдиги худди ю крридагидай ту- 
ш унтирилади.

VII Б О Б  

РЕА Л  ГАЗЛАР

7 .1 -§ . КИРИШ

Реал газларнинг молекулалари узаро таъсирда булиб, улар 
тез-тез тукнаш иб турганликлари учун уларнинг хоссалари 
идеал газ хоссаларидан фарьушнади. М олекулаларнинг уза
ро таъсири уларнинг уйгонган \олатларига \ам  боглик,. Аммо 
осонлик учун бу эф ф ектни  ^исобга олмаймиз. Бу хдлда м о
лекулани нг ички ^аракати билан боглик, статистик йигин- 
ди доим ий  ь;олади. Ш у сабабли у катталикни карамаймиз. 
Бош ^ача айтганда, класси к  реал газнинг тула энергияси £  
ни зарраларнинг кинетик энергиялари йигиндиси £  ва улар
н и н г узаро  п о тен ц и ал  эн ер ги яси  U дан  иборат, яъни  
£  =  Ек + £/деб карай м из:

_  _  _  3 /V  2

E[py,~p2,-,PN, n,?2,...,rN ) = ^ 1 ^  + и(п,Г2,...,г»у (1)

К лассик ф изикада ти зи м н и н г энергиясини кинетик ва по
тенциал  эн ер ги ял ар н и н г йигиндисидан  иборат деб к,араш 
мумкин булгани сабабли, статистик ф изикадаги такримот 
ф ун кц и яси  f {E)  ва статистик интеграл Z  ни икки купай- 
тирувчидан иборат деб караш  мумкин:
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3/V 2
I  p f f l m  _  _  _

f ( E ) d n  = ± e- pEdn = - J - rN-e~p ' d Pi , d p 2, . . . , d p N x

x e - m h h  ' » \ r Pl,d~Pl>...,d~pN (2)

ёки

/  ( E ) d n  = f ( E k ) d P i , d p 2, . , . , d p N ■ f  ( U ) d h , d r 2,..., d r N 

Буларда нормалаш  ш артлари к,уйидагилар:

j f ( E k ) d p ], d p 2, . . . , d p N = 1, (3)

l f ( U ) d ~ r t , d } 2 , . . . , d r N  = 1 .  (4)

Бу х,олда статистик интеграл нормалаш  ш артидан  топ и - 
лади:

Z  = J e~pEdn, (5)

I r -02>?/2,я _  _  _

z  = ^ r  ' d p i ’ d p *' d p * x

x j e ' ^ ' " ' 2' " " ' ^ d r l , d r 2, . . . ,drN , (6)

dn = тш~— = Р 7У—  = IW—  d~P\ • d p 2 ■ .. .dpN ■ d h  ■ d r 2 ■ ...drN(7)
hsngN h3lygN h gN

Булардан

Z  = TW—  { 2 n m e f / 2 QN, e  = \ /  P  (8)
" Sn

Q n  = j e ~ p v ( ‘r " r i ’~ " r ^ d r l , d r 1 , . . . , d r f / -, (9)

Qn — конф игурацион интеграл умумий х;олда к$>п заррали 
таксим от ф ункцияси f  ( г 1, п , . . . , г н  ) орк,али, хусусий холда 
— тизим  мувозанатда булганда

(10)

ф ункция орк,али аникдонади.



Реал ти зи м н и н г потенциал энергияси U ни жуфт як,ин- 
лашувда кдрайлик. Бу якинлашувда ихтиёрий /'-молекула дол
ган \а м м а  молекулалар билан ( N — 1 та молекула билан) 
ж уф т узаро таъсирда турибди деб каралади (7.1 -раем), /-м о

лекуланинг потенциал энергияси

4  = 1 % )  (И )

куриниш да кабул килинади . Т изим нинг 
потенциал энергияси (узаро таъсир эн ер
гияси) U  шу и. л арн и н г йигиндисидан 
иборат булади:

U = l l “ {nj) (12)
7 . 1 -раем.

эн ерги я г  масофадаги икки  / ва j  зарраларнинг
узаро таъсир энергияси.

П ринцип жи^атидан жуфт узаро таъсир энергиясини на- 
зарий  \и со б л аш  (аниклаш ) мумкин булса-да, аммо кон- 
крет х1исоблаш ларнин г куп х;олларида унинг куйидаги по- 
луэм пирик ифодаларидан фойдаланилади:

а) эк сп о н ен ц и ал  потенциал

U j  =  а е (13)

бу ерда о ва а  доимийлар;

б) М орзе потенциали

и (г)  = D (14)

бу ерда D — урта чукурлиги, гп — и{г) н и нг минимум кий- 
м атига мос келувчи г  н и нг кийм ати, а  — узгармас сон.

в) Л ен н ар д-Ж о н с потенциали

и (г ) = -р*~-рг’ т = \2, и = 6 (15)

бу ерда а, b доим ийлар.

Д оим ийлар тажрибадан аникланади.

\



Т изим да (сую к^ик ёки газда) зарралар б и р-би ри  билан  
узаро таъсирда булгани сабабли бир зарран и н г ж ой лаш и - 
ш ига бошк,а зарраларнинг ж ойлаш иш и таъсир этади , яъни 
улар орасида корреляция (узаро б о м а н и т )  мавжуд булади.

Биз куйида ти зи м н и н г ихтиёрий бир зарраси н и н г dr\  
х,ажм элем ентида булиш и эх,тимоллигига и кки н чи  зар р а
ни нг d r i  да б у ли ш и н и н гтаъ си р и н и , яън и  жуфтли ко р р е
ляциям и курайлик.

Т изи м н и н г VA \аж м ли  м акроскоп и к  кием ида NA та м о
лекула булсин. Ш у VA хажмдаги уртача N A ва квадратик 
уртача N ]  нинг ифодаларини аникдайлик. Бунингучун ёр- 
дамчи т [г ) ф ункция киритайлик:

/-■, f 1,а га р /■ х;ажм V, ичида булса, 
т [ г  =

[0, агар г \аж м  Ул таш карисида б у л с а .

Агар тизимдаги зарралар сони N  га тенг булса, зарралар 
сони  N.  ни

N
w A = ' Z ' ” (''i)

ЫI

куриниш да ёзиш мумкин.
УУзаррали так,симот ф ункцияси

f ( U )  = f [ r , , r  2 , - . г „ )

ёрдам ида уртача к,иймат N A ни ан и к^ай м из:
  N _ _  _  __
N * = dr2 -. . . ,drN =

i

, r 2, . . . , rn ' jdr l dr2.. .drN = j m ( r j d r ,  (16)

Бунда бир заррали так,симот ф ункц ияси  к^йидагича аник,- 
ланади:

= )d72...dl-N . (17)

N  -*-оо булганда, / ( / ' )  = « деб анш уш нади ; п — зарралар
зичлиги. У \о л д а  (16) дан к^йидагини оламиз:



К вадрати куртача N A нинг иф одасини аник^айлик:

n 2a = < Y 2 lm {'>)m { ' j ) >=<' L m ( r j ) +l ( 19)
i j  j  i*j

Бунда m ( r ) m{r^  = m[r^  экани  хисобга олинди. (16) ва (18) 
га асосан

< Y j m { r i ) >  = N A = n V A. (20)
/

(19) даги уртачани куйидагича ёзайлик:

) « ( ? , ) >  =
i*j

= d r 2.. .dr„ =
i*j

= N  (T V - l jJ .- .J /w p , jm p j j r f r ,  d r 2f f f l , r 1,...jrN ' )dri d r A. . .drH =

= j j m ( r l ) m ( r i y ( r l , r 2 )j d r l d r 2 =

= n2j j m ( r t ) m ( r I ' j g ( r t , r i ) d r l d r 2, (21)

бунда икки  заррали такримот ф ункцияси куйидагича аник,- 
ланади:

f ( n , r 2 )  = N ( N - \ ) j . . . j f { r ^ r 1, . . . r , y ? i , d r , , . . . , d r ,  =

= f ( f ‘i ) f ( r i ) g i r l , r1) = n2g(r  , , r j ) .  (22)

Бунда ж уфт корреляция ф ункц ияси  & ( л ,п ]  биринчи зар- 
ра dr\  элементда булганда, иккинчи зарранинг d n  элемент- 
да булиш и э \ти м о л и н и  курсатади ёки акси нча, иккинчи 
зарра d n  да булганда, биринчи заррани нг dr\  да булиши 
э^тим олини аник,лайди.

И кки зарра бир-биридан  етарли дараж ада узокда булса, 
уларнинг орасидаги узаро таъсир ва, дем ак, корреляция 
\и с о б г а  о л и н м а с л и г и  м у м к и н , я ъ н и  |гг -  л  | = |/*| —» °° 
булганда,
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/  (r I, h ) = /  ( n ) /  ( r 2) g  ( n , Г2) /  ( n ) /  (7-2 )

булади ва, дем ак, # ( п ,Г 2) - >  1 булади.
(20) ва (21) ни назарда тутиб, (19) ни к^йидагича ёза- 

миз:

N \  = N a + n2j g ( i \ , r 2) l r idr1. (23)

Санок, ти зи м и н и н г бош и учун зарралардан  бири , маса- 
л а н , б и р и н ч и  за р р а  ту р га н  ж о й н и  т а н л а б  о л и н с а , 
g  ( r i , г г ) -> g  (г) булади; г — икки зарра орасидаги масофа. 
Бу \о л да

J g  ( г | , п  jd r i , dr i  = J d r , 1 g (r jdr  = VAJ g (rjdr.

Буни эътиборга олиб, (23) ни ёзамиз:

'Щ  = ЖА + п1УА\ Е (г)Гг. (24)

(18) ва (24) дан куйидаги нисбатни  ёзамиз:

= l + n j g ( r j d r - n V A = 1 + / : J ( g ( r ) - l ) < / r .  (25)

(25) да TV,2 -  N? = (A N a f  — зарралар сони  ф луктуац ияси- 
дир. Флуктуация назариясига асосан

(AN А)2 = N  Апвхт (26)

тенглик уринли, Х т = ~ у [ f ^ j  • Бизга маълумки (4.17- 
масалага к,.)

Р = пв  (27)

ва

f y T = v r x (28)

(26), (27) ва (28)лар дан ф ойдалани б, (25) ни к,айта ёза
миз:

ju '1 = l + n^d~r(g  p ) - l )  (29)

И зотроп тизим  учун g  (/*) = g  (/•) булганлигидан



/Г 1 = I + n j d r ( g  ( /■ )- !)  (30)

тенглам а уринли. (29) ва (30) тенглам алар ж уфт корреля
ция ф ун кц и яларц  ва g ( r )  н и н г /i корреляцион пара
метр билан богланиш ини аниклайди.

К орреляция ф ункциясини , таъриф буйича, баъзан куйи- 
дагича аникдайдилар:

c{r )  = g ( ? ) - l

§ 7 .4 -§ . КОНФИГУРАЦИОН ИНТЕГРАЛ

К онф игураци он  интеграл

Qn = ^ e ~ pud r \ , d n . . . , d r N  (31)

иф одасидаги узаро таъсир потенциали U ни жуфт як,инла- 
ш иш га биноан

U { r u r 2 , . . . , r N )  = ^ u ( r v ) (32)
!>}

куриниш да ёзам из. Б у^олда

е~ри = П  e~pu(nJ) (33)
'•У

Бу жуфтлар купайтмаси е-Р"о ни

е ' * " ' =1 + /„ (34)

каби узгартириб ёзайлик. Бу \о л д а  (33) куйидаги кури- 
ниш ни олади:

= + + /» )■ • (! + /» - !» )  =

=  1 +  f \2  +  / ! з  +  ••• +  / i n  +  /23  +

+--- +  / / V -1N +  f n f i  +  N-IN  • ( 3^ )

«(/-) ни нг м асоф ага к,араб узгариш и тархий равиш да 7.2- 
расмда курсатилган. Бунда с/такрибан зарра диаметрига (икки 
радиусга) тенг. Агар атомлар (ёки молекулалар) орасидаги 
масоф а г < d  булса, улар электронлар k ,o6hfhhh деф орм а- 
циялаб  б и р 'б и р и  билан ту^наш иш  ж араёнида буладилар; 
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натижадаулар бир-бирини итаришади; 
г  > d  булганда эса зарраларда бир-би - 
рини тортиш иш  кучи намоён булади.

Одатда нейтрал зарралар (атомлар, 
молекулалар) орасидаги узаро таъсир 
г > р  булганда (р эса d паи  3—4 марта 
катта) амалда нолга як,ин булади.

Ш у сабабли агар г  <  р  булса, f  
нолдан фарк«ли булади, агар г  > р  
булса, унинг ифодасидан куринадики, 
у амалда нолга тенг булади. купайт-
ма нолдан сезиларли ф арцли булиш и учун г|2 <  р  ва г,3 < р  
булиш и л о зи м , f nf J H да эса  гп < р ,  гп < р ,  г14 < р  
булиш и зарур ва к. Д ем ак , бу \ад л ар  нолдан сезиларли 
фарьуш булиш и учун р  радиусли сф ера ичида бир вак,тда 
иккита, учта, туртта ва к. зарралар булиш и талаб этилади.

Ф араз к,илайлик, p ea i газ етарли дараж ада сийрак булиб, 
бир ва^тда р  радиусли сфера ичида учта ва ундан ортиц 
зарралар булиши э\тимоли амалда нолга тенг булсин. У \олда

^  = 1 + <36>
V

такрибий тенглик уринли булади. (36) иф одан и QN ни нг 
иф одаси (31) га к^ямиз:

d r \ , d n , . . . , d r N = J^ l + Х Л

= J  d r \ , d n . . . , d r N  +  'S J f j d n , d r i . . . , d r N =

d n , d r z . . . , d r N  =

V N + f adr i, dr j~ ^dn ,. . .dr j -1 clr^ i  d r j ~i  d r j +\...drN =

(37)

Интегрални \исоблаш  учун сф ери к координаталар тизим и- 
га утайлик. К оордината бош и учун /-зарра турган ж ойни 
кабул к.илайлик. У \олда

j f y d n d r j  = |  ( I n j ^ e ' pu^  -  l j r  sin Bdedcpdr =

= V- 4л J ^e-Pu(r) _ [J r *dr



Qn = V N + V n - x2 n N ( N  -  1 ) J (e~pu{r) -  l)  r 2dr. (38;
0

Куйидаги белгилаш  киритайлик:

b = 4я  j  -  1) r 2r/r = J  - 1 J dr. (39;

(39) иф одани эътиборга олиб (38) ни кбайта ёзамиз:

— V N -L I )  I / . V - IQN = V N + (40;

Реал си й р ак  газ статистик интеграл и Z N идеал газ статис 
ти к  интеграли ( Z J N ) N аан

1 + N ( N - 1)

2V

(4Г

г 2d r .  (42)

билан  фарк^ланади, яъни

Z N = ( Z J N f [ \ + ^ L ± l b

(39) интегрални куйидагича ёзамиз:

b = 4n j j e ~ pu^  - 1  г 2dr  + 4 я - - 1

Бу интеграл иф одаларни ало\ида-ало.\ида та \ли л  этайлик
1) г < d  соадда U(r) > 0 етарли дараж ада катта (7.2- 

расмга к-) яъни U(r) »  1. Ш у сабабли, берилган /? к;ий- 
матда

e-mr) < <  1.
(43)

Бу холда биринчи интеграл

6, = 4 л  j  е -  1 ~̂ r2dr ~ - 4 я | г 2dr  =

• ( 2 r 0 ) 3 = - 8 ^ r 03 = - 8 d 0 ;

бу ерда д0 — битта зарран и н г .\ажми. 
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2) И ккинчи интеграл ни карайлик. Бунда г > d  булган- 
лиги сабабли U{r) жуда ки чи к  ва м анф ий ки йм атли , яъни  
U(r) < 0. Бу \о л д а  р  |U (r) | «  1 булса,

e~pu{r) = \ ~ p U ( r )  = \ + p \U ( r ) \ .  • (45)

(45) ни (42) даги и кки н чи  интегралга куйиб, уш буни 
оламиз:

4n'j^e~pu('r'1 -  = 47Г/3J | t / ( r ) | r 2dr. (46)
d <1

Д емак,

b = - 8 # 0 + 4npj \ U(r) \  r 2dr. (47)
СI

(46) ни куйидагича туш униш  мумкин:

4 я 
V

- \ \ U { r )\r2d r = ± \ \ U ( r ) \ d V = U T, v , (48)
<1 d

бунда U t — идиш  \аж м и  буйича уртачаланган тортиш  ку- 
чига турри келган жуфт узаро таъсир потенциалининг урта
ча к,ий мат и (мусбат к,иймати (модули) олинган). Буни эъти- 
борга олсак,

b =  —8v0 + Рйт  ■ (49)

7.1-масала. 1) Реал газнинг статистик интеграли ифода- 
си асосида \олат тенгламаси — босимнинг ифодасини аник,- 
ланг.

2) олинган \о л а т  тенглам асини В ан-дер-В аальс тенгла
маси билан такхосланг.

3) В ан-дер-В аальс тенглам асидаги а ва b тузатм алар- 
нинг ф изик м аъноларини а н и к /тн г .

Е ч и ш. Юк;орида каралган сийрак реал газ учун статис
ти к  интеграл

Z /V= ( Z 1/ ^ ) ^ l  + ^ M i j  (1)

куриниш да эди; бунда

zx = ,е = и / V .  (2)

Э ркин эн ерги я .Г нинг иф одаси  ва босим Р  н и н г иф одаси
термодинамикадан маълум:



W’

M .)  =( (д_гл  
\ dV Je\ дУ! в  Z N 

(1) дан  куйидагини оламиз:

ln Z „  = \ n ( Z J N ) N + \n ^ \ + N̂ l b

N ( N - l ) b
2V

«  l ш арт Оажарилсин. У \о л д а

In 1 +
N ( N -  1)A V  N ( N - l ) h

2V 2V

■.N N ( N - \ ) b

У х щ д а

l i iZ iV= l n ( Z , / i V ) 'v + - 2K . 

Бундан ф ойдалани б  босим  учун уш буни оламиз:

(3)

(4) 

(4, а)

Р**6
ain (z ,//v ) 

эк
^  д ( N ( N - l ) b )  _  N  а  N ( N - \ ) b  

э И  2V L ~  V 2V1 ■
+  0 -

Бу холат тенглам аси п = /V/ V эканлиги.лан,

2) В ан-дер-В аальс тенглам аси

Р + y i ) { V  М ~ N k T  .

(5)

(6)

(7)

Буни куйидагича ёзамиз:

NkTр  _  NkT а
в V - b B V? v { \ - b g / V )  V2"

«  1 ш арт баж арилсин. Бу \о л да

NkT , NkTbB а
VГ • (8)



(5) ва (8) л ар н и  такдослаб  ва в  = к Т  деб  кабул к,илиб, 
ушбуни топамиз:

0{N-\)Nb = а _ МкПв

ёки бундан

b = i h ( - m - b*Y  (9)

Д ем ак, (9) тенглик баж арилганда ж уф т таъсир \и со б га  
олингандаги \о л а т  тенглам аси  (5) билан В ан-дер-В аальс 
\о л а т  тенглам аси (7) би р-би ри га  мос келади.

3) b учун ((49) га к,.)

b = - M n + U T -P  (10)

иф ода олинган эди; бунда =  \ / к Т .  (9) ва (10) ларни со- 
лиш тирсак,

b e =  4ao( W - l ) ,  (11)

„  = (12)

(11) иф одадан кури надики , В ан-дер-В аальс тузатмаси 
Ьнзарраларн инг хусусий х,ажми д(1 билан боглик,, TV га куиайт- 
маси эса х,амма зарраларнинг хусусий х,ажмлари йигиндиси 
билан боглик,. Д ем ак, зарра эрки н  х,аракат килаётган \аж м  
идиш х,ажми К дан уларнинг \аж м и  айирм аси билан аник,- 
ланади, яъни

V — Ьв (идеал газ учун Ь.в =  0).

Ван-дер-Ваальс тенгламасидаги босимга тузатма а эса, (12) 
дан куринадики, тортиш иш  кучлари билан боглик,. Бунда

( / ,реал + - ^ ) = ^ ,  (13)

десак,

(14)

Бунда a /V 1 тортиш иш  кучлари туфайли \о с и л  буладнган 
ички босим. Ана шу ички босим туфайли реал газнинг идиш 
деворига босим и идеал газнинг идиш деворига босим идан
шу ички босим a / V 1 га кам булади 1(13) иф одадан бу
равш ан куриниб турибди].



В ан-дер-В аальс тенглам аси (7) дан  куринадики , агар 
газ \а ж м и н и  кам айтири б  (яъни газни си^иб) V  ни Ьв га 
як,инлаш тирсак, газ босим и чексиз катталаш иб боради.

Б из а ва Ьв л ар н и н г иф одалари маълум ш артлар баж а- 
рилганда (газ сий рак ва унингтемператураси юкрри булган
да) олди к ва ф и зи к  м аъносин и  талк,ин этдик. Ю к,оридаги 
ш артлар баж арилмаганда, унинг ифодаси, умуман бош кача 
булиш и мумкин.

7.2-масала. И зотроп тизимда узаро потенциал жуфт по
тенци ал  булсин, яън и  у фак,ат икки  зарра орасидаги масо- 
фага боглик, булсин:

и ( |о - г / | )  = и(г„).

1) Бундай \о л д а  узаро таъсир кучи вириалга

- I V  r.f .2 L j  J j ‘J 
ij

х,исса куш иш ини курсатинг.
2) К \аж м л и  идиш  девори том онидан  Р боси м даги  газга 

таъсир этаётган куч вириалга (3 /2)/5К \исса кушишини курса
тинг.

3) Г тем п ературали  А^та заррадан иборат классик реал 
газ v4vh

ij

тенглам а уринли экан ли ги н и  исбот к,илинг.
Э  с л  а т  м а. Э ргодик теоремага асосан ва^т буйича урта- 

чалаш  билан статистик ансам бль буйича уртачалаш  узаро 
тенглиги уринли деб карал ад и.

Е ч и ш. I) N  та заррадан  иборат ти зи м н и н г вириали С, 
таъриф  буйича,

/
иф одадан ани кланади . Бунда 7, да турган заррага F, = 
куч таъсир этаётир. 7,- ва 7, даги зарраларнинг узаро таъсир 
кучини ёзайлик (7.3-расм):

F , = - F j = l .
Бу холда, таъриф  буйича,



Куч р  ни цуйидагича ёзайлик

Ж  = r' rj f  -  r'' f  
9 nj J« гц Jr

(1) ва (2) дан

C4 = - W ‘ - } j \ rjf - f 4 = - l r4 U (3)

Буни йигиш тириб (/' ва j  буйича), сунг ан сам бль буйича 
уртачалаб, изланаётган иф одани топамиз:

' L Cv = - { ' L ru f r  (4)
и О

2) И диш  девори том онидан  газнинг do сирти элем енти- 
га курсатилаётган куч — P n d a  га тенг ( п — ташк,и норм ал- 
н и н гби рли к  вектори). Ш унга асосан вириалга куш илаётган 
хисса:

|  nrda  = у  J  divrdv = у  • 3 |  d V  = 3 P V  /  2 (5)

ифодадан иборат.
Бунда Гаусс теоремасидан ва divr = 3 эканлигидан ф ой- 

даландик. Тизим учун куйидаги нормалаш  шарти

|  f d n  -  A j  е pEdpdq = 1 (6)

маълум. Бу интегралда Е{р, q) ти зи м н и н г тула эн ерги яси . 
Бу интегрални булаклаб интеграллайлик;

A^dpe~^E d q {,..XjN = A j d p ^ e - pEq ^ d q 2, ..MqN +

+ P f qi ^ e^ E(l<l ^ cl 2- d q N \ = A p j d p j q t ^M-e~pEd q l . . .dqN =
3<7j

= P < j M > = l
3<7i

бундан умумий натижа

G = < Q k W k >
ни оламиз.

Худди ш унингдек,

(7)

rj



(cjk = a , q k = b ва p k = с/, p k = b да улар нолга тенг деб кабул 
кдлинди).
Д ем ак , ки н ети к  эн ерги ян и н г уртачаси учун:

Ек = y < l t > =  30 N  = ^- -3N .  (11)
^  2т  2 2i

Бинобарин, вириал С  га кушилган \иссалар  (1) ва (2) пункт- 
лардаги ифодалар \и соб га  олиниб, вариал теоремани куйи- 
даги куриниш да ёзиш  мумкин:

E ip) = C = 3N<L = • (12)
У

Бундан

^  =  « 0  +  3y Z l j f i i -
ij

_ Т а р и х и й  м а ъ л у м о т .  В нриал \а к и д а ги  теорем а 
Е  (р ) = С Клаузиус том онидан  1870 йилда таъриф ланган . 
Бу теорем а эн ерги ян и н г эрки н ли к  дараж алари буйича тенг 
таксим ланиш и х,ак,идаги теоремадан келтириб чик,арилиши 
\а м  м ум кин (Л отинча: vires — кучлар, vis — куч).

i

вириал дейилади. Агар куч потенциал характерли булса, 

Е ( р )  = (/•) булади.

7 . 3 - м а с а л а .  Реал газнинг хрлат тенгламаси

P V  = R T ( ! + * + £  + ...), (!)

бу ерда В , С — вириал коэф ф иц иентлар . В ан-дер-В аальс 
гази учу,н В, С л ар н и  аникданг.

Е ч и ш . Ван-дер-Ваальс тенгламаси

( p  + ^ ( V - b )  = R T .  (2)

(2) ни куйидаги куриниш да ёзамиз:

p v ‘ ^ h v ‘ R T ( ^ - T w ) ‘ R T ( r i j y - T § y }  №
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■J— ~ 1 + х  + х 2 +...1-.V

дан ф ойдаланиб (3) ни ёзамиз:

(1) ва (4) ни солиш тириб, изланаётган ко эф ф и ц и ен тларн и  
топам из:

холат тенгламаси мавжуд. В ан-дер-В аальс гази учун / ни 
аникланг.

Е ч и ш. (1) тенгламани

куриниш да ёзиш  мумкин. Бу (2) тенглам ани вириал коэф - 
ф ициентлар В, С оркдли ёзилган тенглама (к,. 7.3 масала) 
билан солиш гирсак,

И з о  х . /н и н г  иф одаси (4) хрлат тенгламаси (4.68)га мос 
келиш ини таъкидлаймиз.

7.5-§. КУП ЗАРРАЛИ ТАК.СИМОТ ФУНКЦИЯСИ

Умумий \о л д а  бир атомли N  та заррадан иборат ти зи м 
нинг

В  = Ь - - £ = , С  = Ьг.

7.4-м асала. Реал газ учун

P V  = RTef (1)

(2)

1 =  f  с  = 1 1
V J ’ v?  2 ' (3)

Демак,

(4)

tfi.tfi + d q it p u pi + d p {, 

q2, q 2 + d q 2, p 2,~p2 + d p 2.
(50)

q n n  ~^dqN, P{4,Px + d p N



оралиьушрда уларнин г умумлаш ган координаталари q ва 
умумлаш ган им пульсларир  булишлари э,\тимолини

d \ V ( p t , p 2. . . ,pN -,~c]l ,q2. . . ,q„)  =

= / ( ' ~P„P2- , P n l ! i , < h - ’4K/)dPdQ (5 | )

билан белгилайлик. Умумий (тула) энергия Е(р, q) ни клас
си к  ф изи када

Е(р, q) =  Е(р) +  Е (q) (52)

куриниш да ёзиш  м ум кин булгани туфайли (51) тенгликни

dW(p)dW(q) —fip)dpj(q)dq (53)

куриниш да ёзиш  мумкин. Бу ифода каноник та^симот ифо- 
даси

f ( p , q )  = Y  е~РЕ = А е * Е(р)Ве~т9)  (54)

дан келиб чикдди. И деал газ учун Eq = 0 . Бу холда (51) ва 
(54) иф одалардан

d W ( p , q )  = A e l>E(r)^ -  (55)

келиб ч и к а л и .'  ̂ / , \ЗЛ'/2
■ <5б>

3 N

e ( p ) = ' Z p ? / 2т . (57)
/

Нормалаш шарти

\ f ( p , q ) d p d q  = I f  e ' fl£(M)dpdq =

= ' \ f m p ) d p ± \ e - pE(4)d q = \  (58)
Zp J Zq j

ифодасида

‘ f e- ^  = l; 1 f , - ^  = l (59)
Zp J Zq J

нормалаш  ш артлари бажарилади.
(58) ва (59) дан  куринадики, классик статистикада

z = z -z .  (60)
Р ч



Бунда зарранинг ички структураси эътиборга олинмади. (59) 
дан  конф игурацион интеграл Z  учун куйидаги

Z q = Q  = \ e ™ d q  (61)

иф одани оламиз. Т аксим от ф ун кц и ялари /(/;, q) ва

/  {q) = /  р.,я2> Qn ) = ^  ̂ £(?) (6 2)
ларни куп заррали таксим от ф ункциялари  дейилади.

Агар зарралар орасидаги потенциал ж уф т узаро п о тен 
циал деб к,аралса, яъни

£ 0) = 1>*> (63)
i < j

куп заррали таксим от ф ун кц и яси  f{q)  ни к^йидагича 

/  (q )d q  = Z~le pE{q)dq  = Z~q' d q  = Z ^ j Q  (64)
ij

куриниш да ёзиш  мумкин. Бунда

z, ■ 1 П е'1'" '<1‘1- (65)
ii

7 .6 -§ . КОНФИГУРАЦИОН ИНТЕГРАЛНИ ГУРУХЛАРГА 
АЖ РАТИШ

Б и з 7.3-§ д а / .  ф ункц ия киритиб

Л- = ^  - 1
конф игурацион иф ода (65) даги  куп айтм ан и ёзган эдик:

П е" ' " ' = П ( 1 + / « ) = ( | + л ) ( 1 + л ) + - =
У У

=  1 +  (У 12 + У | 3  +  ■■■)+ ( f n f l i  +  f n f l 4  + - • • )  +

+ ( / 12/ 3/14 + -)■  *66)

Э нди бу (66) ни кара йлик.
(66) ифодадаги \а р  бир хддни диаграм м а (граф) ку

рин иш да тасаввур этиш  мумкин. М а с а л а н ,/2/ 3 ни © - © ,

© - ©  ё к и / 2/ ; з ни © С ф  куриниш да. Ш у н и н г д е к ,/2/ 4х

х / 23/45 4 ни куриниш да ва \ .  к-



Гур у\ интегралларни, таъриф буйича, куйидагича аник,- 
ланади (М асалан, / гуру\ли интеграл b ):

b, = j j y  ( I гурухди \ам м а хддлар йигиндиси). 

Масалан:

h2 = 2V  L O G )]  = ~ y \ d n c b 2 f n  = i j  d?2f ( r l2);

b} = зТйС + г Р г ь  + гт2гг> ] ;
=  X  

w

3 \ v i  q )  © - ©  (2 H 3 )

f  d r id ? 2 ( l r 3  [ / 1 2 / 2 3  +  / 1 3 /1 2  +  / 1 2 / 2 3  +  / 12/ 13/ 2 3 ]»

J
(6 7 )

Юк,оридаги ифода йигандисидаги интеграллар куйидаги 
куриниш га эга:

А  = у  J  Гdr, d r  2 / 1 2 (г !2) = f /  ( г ) d r ,

& = Ш dridhdhfnAJn, 
P3=-&jfjSdhdhdhdhx

х (3/12/I4/23/34 + 6/2/13/14/23/34 + /12/13/14/23/24/34) •

/5,, /Зг ва \ .  к ни к е л т и р и л м а й д и г а н и н т е г р а л 
л а р  дейилади. Умумий хрлда гуру\ интеграллар b билан 
келтирилмайдиган интеграллар орасида

0 > .  = ' - 0  <«)
п  к  к  '

б о ш а н и т  борлигини курсатиш мумкин (к,. [16]).

6, =  1,

*2 = { А ,



К елтирилм айдиган интеграллар /3 орк,али ^олат тенгла
маси (босим иф одаси) куйидагича ёзилади:

Р = пО
s=l

= пв 1 - U n - i  p s (69)

И ккинчи томондан босим иф одасини зичлик п буйича так- 
рор ёйи б, куйидагини ёзиш  мумкин:

Р =  пв[ I +  пВ(Т)  +  n2C(T) + n2D(T) + 

(69) ва (70) ларни солиш тирсак:

в(т) = -±р{,
С ( Т )  = 

D ( T ) .

P i ,

P i 

r n

(71)

(72)

(73)

Буларда В( Т), С (7), D(T) 
ва х- к. ни иккинчи , учинчи, 
туртинчи ва х,. к. вириал ко- 
эф ф ициентлар дейилади.

Т а р и х и й  м а ъ л у м о т .
1927 йилда Урселл узи н и н г 
диссертациясида ноидеал газ 
статистик и н теф али н и  гурух,- 
ларга ажратиб, Ван-дер-Ваальс 
тенгламасини келтириб чи^а- 
риш ни курсатди. Кейинрок,,
1937 йилда Майер, Кан, Улен- 
бек ва бошкдлар Урселл наза- 
риясини умумлаштирдилар ва 
ривож лантирдилар. Х озирги
пайтда с>тюк,лик ва критик, ж исм лар н азари яси н и  та \л и л  
этиш да бу гуру\парга аж ратиш дан кен гф ой далан и лади .

7.5-масала. М олекулалар орасида ж уф тли узаро таъсир 
булганда реал газ босим и />учун

7.5-расм.

Р = Пв , - U ( r ) / k T d r

ифода уринли эканлигини курсатинг.

(1)



Е ч и ш. Масала шартмга кура 

Вириал теоремага асосан
><j

P V  = N k T  -  i  < У  7, Ш- >
3 ^  д п (3)

ёки (2) га асосан 

P V  =

Бунда

P V  = N k T
Э(/,
дщ Ъг

< /'r d U { r ) / b r > = -
\ - \ гп ^ г ~ е ^ d n , d n  drN■dr,

1
\ . . . \ e - pvd h ,d h , . . . .d ' rN  

f  . . . f  г12^ ё ~ ри d n , d r 2 , . . . , d r N (5)

(М ахраж да U ~  О деб кабул кдлин ди). Бу \о л да  (5) 
ифода

1
Эг

^  = L f d i e - ^ г Щ р -  (6)

/■ = р  - п | .  С ф ер и к  координаталар тизим и га утилса, (6) 
иф одан и куйидагича ёзиш  мумкин:

< r ^ . > = ^ J r V /,(,(r)^ / r  =

4 я
К

4 я 0
V

-
1о I-6

л-

• 3г 2dr

r V H  + 3 j r 2e~l,udr

- 3 |г 2 (l -  е puy i r

(7) дан  ф ойдалани б, Р учун  охирги иф одан и оламиз:

Р  = п к Т

N ~  N — 1 деб \и соблан ди . 
3 1 6

l + f f (  l - e ~ l,u) d r

(7)

(8)



7.6-масала. Газ молекулалари

a) U(r) =  аг~" а  > 0, п > 3,

> г  < а ,

—Un = cons t < 0  а  < г  < b ,
О г > Ь

б) U ( r )  =

крнунлар буйича узаро таъсирда булсинлар. И ккинчи вири
ал коэф ф и ц и ен т 5 (7 ) ни ва Ж оуль-Т ом сон к о э ф ф и ц и ен - 
тини  топинг.

Е ч и ш. И ккинчи вириал коэф ф и ц и ен т учун

с )
ифода маълум. Бунда

А = { dr f n  {г\ 2) = /  ̂  (е~ДС/ -  1) ' (2)

(1) ва (2) дан

(3)

5 (7 )  ни булаклаб интеграллайлик:

= 2 я  i  г 3 (1 -  е~ри )|“ -  Ц-  J г ър  e~w dr  =
о

= - M - l r l d U e-Wdr.
3 J dr о

n \ d U  __ a n  D / T \ — I npan  f  -Я+2 n -a$ J rn j  ^
a ) ~ d F  - ~ ^ X '  B v  ) ----------- 3~ J  у зг а р у в ч и н и

алмаштираилик:

У \о л д а

Д (Г ) = -2f  И ) 3/п J  xV 'W a- = f  ( a p f /n Г .

Гамма ф ункция

' ( ^ )  = j x  3 ~'e~xdx.
о



б) М асала ш артидан ф ойдаланиб, уш буни ёзамиз

S ( 7 > i
а  и  «*>

J 4n r 2dr + j ( l  -  е~ри<1 )4 n r 2dr  + J
_  J_ 4 7t_ i  . 1 4я  

2 3 2 3
(1 -  e ' M  )(b> -  J ) = Ц - (б3 -  e ™  -  a 3)).

Ж оул-Томсон эф ф ектини  курсатайлик:
Х олат тенгламаси иккинчи вириал коэф ф ициент оркэли

P V ~  NkT{  1 + пВ(Т))  

куриниш да ёзилади. Бундан V ни куйидагича ёзамиз:

V  = Nk T  . NkTN В ( Т ) .
Р УР

Бунда и кки н чи  вддда N k T  = Р К деб  к,абул кдлайлик.
NkT + N B ( T ) .

Бундан

= Ж  + /V 1а т)Р р  а г  •

Ж оул-Томсон эф ф екти

( э г \  = ± _ ~ т ( д Л  _ у  
\ д Р ) „  С > [  \ э  T i p

(3) ва (4) дан  ф ойдалани б, (5) ни ёзамиз:

(О

(2)

(3)

(4)

(5)

(— ) = U p ) н
NkT aj ' r  дВ _  Nk T

Тт ~ р ~ - N B ( T )

N
(6)

В( Т) нинг урнига унинг иф одаларини куйиб. Ж оул-Томсон 
эф ф екти а н и м а н а д и .

7.7-масала. Гуру\ли интеграл Ь} нинг келтирилмайдиган 
ин теграллар/?( ва/?2 оркали  иф одасини аниьутанг, бунда

A = y j dr fn('-),

Pi = ^ y \ ^ d r 2f n f u f ly

(!)

Е ч и ш. Умумий ифода 
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*  = т И - / £  П л
l r \dr i . . .dr i ,

d r \ d r u l r i  =

~ + f u f x  + f n f u  + f n f n f n  + ~\lr\dridri\

1 = Зд а (2) (3)
Л

С у — (3 j
я

И нтеграллар остидаги Л диаграм м ага мое 3 та (граф а- 
лар) \адл ар  бир хил кийм атни  беради, яъни

A = y \ f n d r i d h

эканлигидан  \а р  бир \а д  бунда d n  ва d r з ,буйича интег- 
ралланганда Д2 ва улар 3 та булгани учун 3 /J2 иф одага 
тенг.

Демак,

Йз 4 ( З А 2 + 2Д2) = 1 д 2 + 1 ^ 2,

&  = f f W  X
t  +  l > / > J > l  ij

b ва /? орасидаги боглани ш н и аввал (исботсиз) келти- 
рилган.

7 .8-м асала. Ж уф т узаро таъсир булганда и кки нчи  вири
ал коэф ф и ц и ен т 5 (7 )  ни нг иф одасини аникданг.

Е ч и ш. Вириал теорема асосида босимнинг ифодаси

Р  = п к Т 1 + 2n j n r 2 1̂ -  е fiÛ d r  
о

(О

эканлиги ан ш у тн ган  (7.5-масалага к,.). И кки н чи  том ондан 
босим нинг вириал коэф ф ициентлар  орк,али иф одаси

Р = пкТ( \  + п В ( Т )  + п2С(Т) + ...) (2)

куриниш га эга. (1) ва (2) ни солиш тириб, 5 (7 ) ни топам из:
319



B ( T )  = 2 n \ r
О

= j / V

7.9-масала. Ван-дер-Ваал ьс тенгламаси учун иккинчи ви- 
риал к о эф ф и ц и ен т  В( Т) ни аник^анг. Тенгламадаги тузат- 
м алар а  ва b ни тах^ил к,илинг.

Е ч и ш. Ван-дер-Ваальс тенгламаси

NkT
V - b

а
V7 (О

b < <  V ш арт баж арилсин. У \о л д а

NkT NkT
VV ( \ - b / V )  У- 

И кки н чи  томондан

P V ~  NkT(  1 + / 7 5 ( 7 ) ) .

(2) ва (3) ни солиш тирсак:

п В {т ) = y ~ J t t T V ’ 

N B ( T )  = b -  а

( ^ 7 j - ^  = ^ f  + M N k T b - a]- {2)

NkT  ’

В ( Т )  =  2 п  j  г 2 1̂ -  e ~ p u ^ j c l r .

(3)

(4)

(5)

М олекулалар орасидаги потенциал характери 7.6-расмда 
курсатилган. Бунда — зарра радиуси. Un — потенциалнинг 

минимум к,иймати.
7.6 расмдан кури надики , кичик ма- 

соф аларда /• кам айи ш и билан U(r) кес- 
кин ортиб боради, яъни итариш  кучи бу 
сох,ада (0,2гп) да устунлик к,илади; (0,2г0) 
ораликда эгри чизик, деярли вертикал 
куриниш га эга булади. Ш у сабабли бу г{) 
ни атом ларн инг "радиуси" дейиш  мум
кин.

Катта м асоф аларда орал и к, (атомлар 
орасидаги м асоф а) /-ортиш и билан U(r) 
нисбатан секии ортиб боради; бу сохд тор-



тиш иш  кучларининг устунлиги со,\асидир ва г  -*оо булган
да U(r) 0 булади.

U{) — минимал кийм ат атом ларнинг "баркдрор" хрлатига 
мое келади. Одатда, U0~  к Т кр\ бунда Г^кдралаётган модда- 
нинг кри ти к температураси. Ю кррида айтилганларга цараб 
(5) интегрални икки  с о \а д а  каралгани маъцул, яъни

В ( Т )  = 2п |  г  1 -  e ' pu^ d r  + j  г2 1̂ -  е ch
in)

. (6)

г н и н г (0 ,2г0) ораликдаги кнйм атида U(r) > 0 жуда кат- 
та булгани туфайли

1 _  е~№г)

иф одада е~ЬЩг) бирга нисбатан  жуда ки чи к  булгани учун, 
уни \и со б га  олм аслик мумкин:

2щ 2г+о
2я  J  г  fl -  e~pu^ \ d r  ~ 2тг J  г2dr  = 4 ■ ~ r 03 = 4 •#„= a  _

о о
о  =  45ц, &0 — зарранинг \аж м и , о  — туртланган \аж м га  тенг 
микдор.

(2г0, °°) со,чада потенциал  ни сбатан  ки чи к  (одатда бу 
сохдда к Т  > р  (/•)! ва у м анф ий  иш оралидир. Бу (2 гд, “ ) 
со\ада  fiU(r) булгани учун е“,Шг) ни каторга ёйиб, икки та 
Хад билан чегараланамиз (чекланам из), яъни

e- ^ (r) = l + p \U (r ) \ .  (8)

Бу хрлда

2л  |  г 2 1̂ -  ~ - 2 л  j  г 2 \U\f idr  = -/tor, (9)

a  -  2 л ]  r 2 \u tr ) \ dr .

(8), (9) ва (10) иф одаларни назарда тутиб, (5) ни

<“ >
куриниш да ёзамиз.

(4) ва (11) иф одаларни солиш ти риб , уш буни топам из:



b = Ncr = 4 N d o ; а = N 2a  = 2 n N 2 f  r-\U(r)\clr.  (13)
2*1)

(13) ни В ан-дер-В аал ьс тенглам аларига куямиз:

(Р  +  п2а ) ( V -  No) =  RT, п = N/V.  (14)

о  — итариш  кучи, а  — тортиш  кучи билан  б о т и к , мус- 
бат тузатмалар.

Р  +  п2а  = Р  ,реал  и д ’

V -  No = V
и д и ш  э р к .  х а ж м .

(11) дан  кури надики , Т  =  7. булганда, 5 (7 ) =  0 булади, 
яъни шу температурада В( 7) уз иш орасини узгартади, бунда

^  <15>
(11) ифодадан куринадики, Т >  Г. булганда В( Т) ифодаси- 
да итариш иш  кучлари устунлик кдлади; Т  < Т. булганда, 
тортиш иш  кучлари устунлик кдлади. Г. температурани — 
и н в е р с и я  т е м п е р а т у р а с и д е й и л а д и .

7.10 -м асала. Аввалги масаладаги инверсия температура
си Ж оуль-Т ом сон эф ф ектидаги инверсия температурасига 
тенг экан ли ги  исбот к,илинсин.

Е ч и ш. Ж оул-Томсон эф ф екти учун

эканлиги  аницланган эди.
Ж оуль-Томсон эф ф екти нолга тенг булган температура Г.

у  дВ(Т)
эт

- 5 ( 7 ; )  = О (2)
Г=7).

тенгламани к,аноатлантиради. Аввалги масалада

В  = °  ~ I f  ®
экан ли ги н и  назарда тутиб, (2) тенглам ани к,айта ёзамиз:



VIII  Б О Б
К У ЧЛ И  УЗА РО  Т А Ъ С И РЛ И  Т И ЗИ М Л А Р

8 .1 -§ . КИРИШ

Биз ю корида си й р ак  газлар хдпатини бир заррали  усул 
(бир заррали такримот ф ункц ияси) билан тавсиф лаш  етар- 
ли  эканлигини курдик. К дттикж ием даги кристалл панж ара 
тугунлари \аракатини нормал координаталар билан тавсиф - 
лаш да, умуман квазизарраларни деярли эр к и н  деб караш  
мумкин булган лолларда уларнин г \о л ати н и  бир заррали  
усул асосида каралади. Ш у билан бирга кучсиз (заиф ) уз- 
аро таъсир мавжуд булган хрлларда (жуфт узаро таъсир асо
сида) тизим хрлатини вириал коэф ф иц иентлар  о р кал и тав 
сиф лаш  хдпини курдик.

Реал тизим зарралари орасида узаро таъсир кучли булганда 
юкрридагидай соддалаштиришлар яро ценз булади. Кучли уза
ро таъсир мавжуд булган хрлларни таджик, килиш  учун ма- 
салан, ферромагнетизм \одисасинн, фазавий утишларни тав
сифлаш  учун бир кднча такрибий усуллар иш лаб чикилган. 
Биз куйида ш улардан айрим ларига тухталамиз. Аввал таш - 
Ки магнит майдондаги парамагнит кристалларнинг м агнит- 
ланиш ини курайлик.

8 .2 -§ . ПАРАМ АГНЕТИЗМ НИНГ ЛАНЖ ЕВЕН НАЗАРИЯСИ

Ташк^и м агнит м айдон Н  таъсирида парам агнит кр и с- 
таллнинг магнитланиш  вектори

м  = х н

иф ода билан аникданади , бун дах  > 0 м агнит кабул килув- 
чанлик.

Парамагнит моддаларпинг атомлари, молекулалари таш - 
Ки магнит майдон булмаганда \а м  хусусий м агнит м ом ент- 
ларга эга буладилар. Ш ундай атомлар жумласига то к со н д а - 
ги электронларга эга булган ва дем ак тула сп и н лари  нолга 
тенг булмаган атомлар, \ам д а  3d, Ad, 5d  ва 4/, 5 / электрон  
хрлатлари тулмаган атомлар, ж умладан иш кори й  металлар 
атомлари киради. К упгина магнитларнинг кабул килувчан- 
лиги температурага боглик булади. 1895 йилда П. Кюри ш ун
дай парамагнитларнинг кабул килувчанлиги



конунга буйсуниш ин и каш ф  этди , бунда С — Кю ри дои- 
мийси (кон стантаси), 1905 йилда Л анж евен  статистик ф и 
зи к а  усули асосида парам агнитни нг классик назариясини 
яратди.

Т ерм оди нам икадан  маълумки магнит модданинг эркин 
эн ерги яси  /•'билан ун и н г м агнитланиш и М  орасидаги 6 o f -  

ланиш  куйидагича:

К уйидаги богланиш  \а м  мавжуд:

F = ~ N k T \ n Z ,  (3)

бунда статистик йигинди

Z ^ e - n  (4)
/

булиб, Et — / нчи сатх,нинг эн ерги яси . Т аш ки майдон Я  
даги ц  м агнит моментли зарранинг потенциал энергияси

U  = = - / л Н  co s0 , (5)

бу ерда в  — м агнит м айдон Н  билан м агнит момент ]1 
орасидаги  бурчак. Ei нинг урнига потенциал энергия U 
Куямиз ва бурчаклар узлуксиз узгаради деб ^исоблаб, (4) 
даги йигинди урнига бурчаклар буйича интегралларни ёза
миз:

ж ц Н  co s  в

Z  = J  dcpj dBe кТ sin BdQ. (6)
о о

Белгилаш лар киритайлик:

= х  = cos б, dx  -  dcosO,  (7)

- J  - i

Z  = - 2 л  J  e ^ d  cos в = - 2 л  j  eaxdx  = (ea s^ a- (8)
i i

(8) ни (3) га куямиз:

F  = - N k T  In h s h a  (9)
a '

Э нди (2) га асосан  м агнитланиш  М н и  топам из:
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бунда L(a) — Л анж евен ф ун кц и яси

L ( a )  = c t h a - 1 .  (11)

Ш ундай к,илиб, м агнитланиш  вектори учун

М -  NfiL(a) (12)

натиж ани оламиз. Хусусий хдпларни кдрайлик.

а) а = Щг  -> яъни Я н и \о я т д а  катта булсин. Бу \о л д а

Д о °)  

Д ем ак , бу \о л да

I, (ctha •* 1, 1/а -» 0) 

М„ = NM. (13)

Х ам м а атом ларнинг м агнит 
моментлари магнит майдонга 
параллел йуналиб, туйиниш  
к,ийматини к,абул к,илади; бу 
щ циса осон тушунилади (8.1- 
расм).

б) а = ц Н / к Т  «  1 булсин — 
майдон унча катта эм ас (куч- 
сиз магнит майдон) ва етарли 
даражада катта температурали 
парамагнит.

Бу холда ctha ни каторга ёйиб, Я н и н г  биринчи дараж а- 
си к,атнашган \а д  билан чекланамиз:



L ( fl) = I + “ _ i  = £  = ^ _ / /  
w  a 3 a 3 Ш  '

M  = (15)

Бунда м агнит кабул килувчанлик

с  = ^ г -  (17)
(16) ифодани Кюри крнуни дейилади, ундаги С — К ю р и  
д о и м и й с и д  и р.

П аст температураларда парам агнитнинг магнитланиш и
(12) ифода билан тавсифланади. Бир моль парамагнитнинг 
м агнит кабул ки лувчанлиги ни ба^олайлик. N  ~ 1023 моль; 
jj ~ 10_2Н эргэ-1; Т  ~ 300 К, х ~  Ю~4 см 3/м оль.

8 .3 -§ . П АРАМ АГНЕТИЗМ НИНГ БРИЛЛЮ Э11 НАЗАРИЯСИ

Зарра (атом, молекуланинг тула магнит моменти (орбитал 
м агнит ва спин (хусусий) магнит моментлари йигиндиси) 
ф азода магнит квант сонлар m = - j  -  (j — 1),...0, 1 ,2 ,...j — 1, 
улар  билан аник/щ нувчи 2j  + ( квантланган ориентациялар- 
ни (вазиятларн и) кабул кил ад и (j — тула квант сон). М аг
нит м о м ен т/( н и нг таш ки магнит майдон Я йун али ш и даги  
O Z укига проекцияси

/ ' r W i  ( 18)
ифода билан аникланади; б у н д а — Ланде фактори (купайт- 
м аси), ц в = eh /  2mec — Бор магнетони. Ланж евен назария- 
сида м агнит м ом енти  йун али ш ларин инг бу квантлангани 
назарга олинмаган эди. __

П отенциал энергия V  = УЧУН ёзамиз:

Umj = - ц Н  co sдj  = -j-LjH = -g jmjHBH  . (19)

Бу \о л д а  статистик й и ш н ди

Z =  р  = \ / к Т  (20)
mj = - i

ифода билан аникланади.
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Белгилаш  киритайлик:

а  = g j № BH-  (21)

Бу хдлда геом етрик п р о ф е с с и я  йигиндиси  Z  куйидагича 
аник,ланади:

Z  = £  ет'а =
Д2У+1 Г_!

(22)

(22) да бирин чи  \а д  е~*‘ ва \ад л ар  сони  (2\ j+ 1) эканлиги  
назардатутилди. (22) ни узгартириб ёзайлик:

-a/2-ja ĵ e(2y'+l)a _lj 

еа11-е~а1г

1 „ Н “) - н >

-2ya+a-|-ya _e-^'+Ija

2sha /  2

2sha /  2

^ y ’+ i ja

5/Д
(23)

(23) ни назарда тутиб, эрки н  эн ерги я и ф одаси н и  ёза- 
миз:

F  = - N k T  In
Щ J+\  1“

sh—
2

(24)

(24) асосида м агнитланиш  вектори М  ни  ан и к /тй м и з:

М  = - ^  = N k T -
дп

sh  i

*Л| y'+i |a

у Д ) л [ у Д ) « - ^ |- ^ / , | . , л ( у ч 1 ] а  э а _

s/,2“  ЭЯ*
2

да_ = gj/'g 
Э Я  А Т  '

Д ем ак, Л /учун ушбу иф ода келиб чикдди:

М  = NgjHB (у + { ) ct/i (у + | ) a  - 1  cth |

ёки  ихчам ш аклда

М  = Ngji-igjBj (а) ,  а = j a  = ^ 0 ^ ;

(25)

(26) 
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бунда

Бриллю эн ф ункциясиднр.
Т уйи ниш дан  узок, лолларда х  << 1 деб к,араб,

cthx = 1  + £
X 3

такрибий к,ийматдан ф ойдаланиб,

(28)

ифодани оламиз (8 -1-масалага к,.). Буни эътиборга олиб маг- 
нитланиш  учун

иф одани оламиз. Бундан куйидаги ифода келиб чикдди:

(16) ва (30) ларни солиш тириб курам и зки , а «  1 булган
да (туйиниш дан узокда булган х,олда) Л анж евен  ва Б ри л
лю эн назариялари бир хил к,онунга — Кюри к,онунига олиб 
келадилар. Бунда магнит момент Л/ тула квант сон ва Ланде 
ф актори билан куйидагича богланиш да булади:

Агар а <<1 ш арт баж арилм аса, яън и  а катта булса (кучли 
м агнит м айдон Я  ва температура Т  паст булганда), квант 
назарияси  форм уласи (26) Л анж евен назарияси натиж аси- 
дан мух,им фарк, к,илади. Квант назарияси туйиниш  сох,аси- 
га як,ин со \аларда таж рибадан олинган натиж аларни яхши 
тавсиф лайди. М асалан , Н  -  5000 Э ва Т =  1,3 А-булганда, 
99,5% га к,адар туйиниш  кузатилган (Л анж евен назарияси- 
даги Мтах ни нг Н  — 22000 Э да ва Т =  1,3 АГда К ам ерлинг- 
О ннес том онидан  1923 йилда 84% гача к,иймати олинган. 
Д ем ак, Л анж евен назариясидаги Л/(Ш1х,ак,ик,ий (реал) туйи
нишдан анча фаркути. Тажриба сульфат гадолинит учун утка- 
зилган. К ейинги  параграф да бир нечта моделларни кура- 
миз.

(29)

v )  = g 2j V 2Bj { j  + 0 - (31)



Тизим даги бирор заррани  карайлик. Бу заррага уи и н г 
атрофидаги бошк,а зарралар таъсир курсатади. К,аралаётган 
заррага таъсир кдлаётган зарраларнинг \а р  хил \олатларига 
б о т и к , булган м ураккаб  кучни маълум уртача м айдон — 
молекуляр майдон билан аппроксим ациялайм из1, яъни сод- 
дарок, м айдон билан- алм аш тирам из. Бу \о л д а  каралаётган 
(танланган) заррани  статистик ф и ш к а  усули билан  тав- 
сиф лаш  мумкин. Уз навбатида, атроф ндаги куш ни зарра- 
ларга таъсир этувчи заррани нг уртача м айдонини аниклаш  
мумкин булади. Т изим нинг зарралари бир хил булганда зар
р ан и н г бу ^исобланган уртача м айдони аввал киритилган  
молекуляр майдон билан бир хил булади. Бу уртача майдон 
(молекуляр майдон) тизим н инг статистик хоссаларини тав- 
сифлайди ва демак, унинг ёрдамида тизи м н и н г терм одина
м ик параметрларини аник^аш  мумкин булади.

Кучли узаро таъсирли зарралар тизимини тавсифлаш  учун 
яратилган  бу умумий усулни квант м еханикасида Х артри- 
Ф о к  усули (яки нлаш уви) деб аталади.

8 .5 -§ . И ЗИ НГ М ОДЕЛИ

Бу моделга асосан ф ерром агни т кри сталлн и н г \а р  бир 
атоми /и0 м агнит м ом ентига эга ва у маълум йуналиш га 
нисбатан  параллел ёки антипараллел йуналган  деб кабул 
килинади (8.2-расм). А том ларн ингбу 
м а г н и т  м о м е н т л а р и н и  И з и н г  -© *  -© *  - © * * 0 -  
с п и н л а р и д е й и л а д и . И зи н гсп и н ла- , q  Q .  Q ,  
ри а. узгарувчан (j ~  1, 2 ,..., N; N  —  ^
атомлар сони) ва +1 ёки - 1  кийм ат- ^
ни кабул килади. 8.2-расм.

П анж арадаги куш ни спи нларнин г 
узаро таъсири J, агар спинлар  параллел булса, "м анф ий" 
иш орали, антипараллел булса "мусбат" иш орали  булсин, 
яъни

/ ++ =  / _  =  - А  Л -  =  J-

1 Аппроксимация — лотинча суз — катталнкни маълум ски соддарок, 
бошка катталик билан ифодалаш.



Бу \о л д а  сп и н л ар н и н г узаро таъсир эн ерги яси  куйидагн 
ифода билан аникланади;

= ' L J c , o ] -, (32)
ij

бунда бир-бири билан узаро таъсирлашувчи жуфтли куш ни- 
лар буйича йигиш тирилади.

А гар /  > О булса, (32) дан Unm миним ум  булиш и учун 
a p j параллель, яъни  куш ни спинлар параллел ж ойлаш иш га 
интиладилар. Бу \о л д а  ф ерромагнетизм  \оди саси  руй бера- 
ди. Агар / <  О булса, у \о л д а  куш ни спинлар антипараллел 
ж ойлаш иш га интиладилар ва натижада антиферромагнетизм 
ходисаси содир булади. Бошкача айтганда, агар алмаш иниш - 
нинг узаро таъсир энергияси J  манф ий булса, спинларнинг 
антип араллелик \о л ати  баркароррок  булади. Д ем ак , агар 
етарли даражадаги паст температурада спинларнинг навбат- 
м а-навбат \а р  хил йуналиш лари содир булса, бундай ж ой- 
лаш и ш лар  натиж асида кристаллнинг тула м агнитланиш и 
нолга тенг булади. Бундай кристаллар парам агнитлардир. 
Албатта бундай парамагнетиклар одатдаги парамагнетиклар- 
дан узларини нг махсус хоссалари билан ф аркланадилар. 
Маълум критик температура — Неёл температурасида спи н
ларнин г бундай тартиблилиги йукдлади ва бундай парамаг
нетиклар одатдаги парамагнетикларга айланадилар.

Агар кристалл га таш ки магнит майдон киритилса, унинг 
\а р  бир атомига шу таш ки майдон Я \а м д а  куш ни атомлар- 
нинг магнит майдони (алмаш инув узаро таъсир) таъсир эта- 
дилар. А лм аш инув (атом лар спинлари  алм аш инуви) узаро 
таъсир майдони флуктацияланувчи майдондир. Лекин бу май- 
дон н и  узаро м увоф иклаш ган  яки нлаш и ш га (моделга) асо- 
сан маълум уртача м олекуляр майдон (уни Вейсс майдони 
дейилади) Я 'б и л а н  алм аш тириш  мумкин. Бу х,олда спинга 
таъсир этувчи эф ф екти в  майдони и

Н  . . =  Н +  Н'
э<М>

куриниш да ёзиш  мумкин.
Агар кристаллдаги сп и н лар  тизим и м агнитланиш га эга 

булмаса ( М  =  0), уртача молекуляр майдон Н 'н и  нолга тенг 
деб кабул кдлин ади , яън и  Н ' =  0. Ш унга асосан , умумий 
хдпда молекуляр м айдон Я ’ни магнитланиш  М га пропор- 
ционал деб кабул килиб,



куриниш да ёзиш  м ум кин, бунда Параллсл
q — м олекуляр м айдон д о и м и й - *
сидир. Лнтипараллсл

С татистик ф и зи ка  усул и асо- 
сида кристаллнинг м агнитлани- 8.3-расм.
ши М  ни аницлайлик.

Ф араз кдлайлик , 1/2 спи нга эга булган зарра /< м агнит 
моментга эга булсин. Бундай зарра м агнит майдонга ки ри- 
тилса, унинг энергия сат \и  зарра магнит м ом ентининг м ай
донга параллел (/<) ёки антипараллел (—и)  ж ой лан и ш лари - 
га кдраб икки

—ц Н ,  +/(Н

энергетик сат,\га булинадилар (8.3-расм).
Тизим  N тл заррадан иборат булсин. #таш к ,и  майдонда- 

ги бути зим ни нгм агн итлан иш и М ни аник^пайлик. С пинлар 
узаро таъсирда булмаса, \а р  бир спинни ало\ида к,араш мум
кин (идеал \о л ). Бу \о л д а  битта спи н учун статистик йи - 
гинди.

= Y j e ~ * H = еР>1" + е' р" " = 2с/г( ^ Я ) (34)
/

ифода билан аншутанади. С пинлар узаро таъсирда булмаган 
хрлда N  та спинлар тизим и нин г статистик йигиндиси, маъ- 
лумки,

Z N = Z ?  =[2chPfiH]N . (35)

Бундан эркин эн ерги я учун куйидагини топам из:

F„ = - N l c T \ n [ 2 c h p v H ] .  (36)

М  = -  (dF / ЭН )  ифодадан ф ойдаланиб магнитланиш  учун 
куйидагини оламиз:

М  = ^ [ * 7 - | п ( 2 Са д ,Я ) ]  = - * - * « )  =

= ,Vu ' -  -  = N i u h f a i H ,  Р = \ /  к Т .  (37)
g-frH + e~fyH

(37) да ферромагнитнинг магнитланиш и учун Н  нинг урнига 
Яэфф ни куйиб, куйидагини ёзамиз:

М  = N/.ithP/.tH.m  = N  n th ft и ( / /  + q M )  (38)
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(38) ёки (39) иф одалар узаро м увоф иклаш ган майдон Н'  
ёки  м агнитлаш иш  вектори М  ни аниьуювчи ифодалардир..
(38) ёки (39) иф одалардаги м олекуляр м айдон доим ийси  q 
ни аникдайлик.

^аралаетган  спин атрофидаги куш ни спинларнинг уму- 
мий сони z  га тенг булсин, бунда ю кррига ва пастга йунал- 
ган сп и н ларн и н г уртача сонлари мос равиш да Z + ва Z .

т  тбулсин. Бу \о л да  ва ~  лар ю кори га ва пастга йуналган 

спинлар  со н и н и н г к,исми. Буларнинг ф арки  кристаллнинг 
м агнитланиш  дараж асини  аникдайди. Тула м агнитланиш , 
албатта, М„ =  AJu га тенг эканлиги равш ан. Ш у сабабли

<4»)
ёки

Z + -Z .  = Z j L  (41)

деб ёзи ш и м и з м ум кин. ц  м агнит м ом ентли *ар бир спин 
Кушни спинлар майдони / / ’да узаро таъсир туфайли уртача 
^ Я ’ эн ерги яга  эга. И кк и н чи  том ондан  бу уртача энергия 
J  (z+  - Z - )  га тенглигидан

(42)

ифодани ёзиш  мумкин. Бундан Н '=  дЛ /эканлигини назар- 
да тутиб,

иф одани олам из. (43) ни (38) га куямиз:

,44)

Ш ундай килиб, узаро м у во ф и к /тш ган  яки нлаш ув усули 
асосида кристаллнинг магнитланиш и М ни (М/М^  ни) аник- 
ладик. А гар таш ки м айдон Н  = О булса, (44) ифодадан

М _ .LR7T м  /лг^



тенгликни оламиз. (45) асосида берилган температурада крис- 
таллн инг уз-узидан (спонтан) м агнитланиш и М  ни аник,- 
лаш  мумкин.

8.6-§. ГЕЙЗЕНБЕРГ МОДЕЛИ

Гейзенберг модели асосида ф ерром агн и т кри сталлни 
караймиз. Ф ерром агнит кристаллнинг х,ар бир атоми g/.iBs 
м агнит моментига эга булсин, бунда ц в = eh / 2 т сс — Бор 
м агнетони, s — атом  сп и н и , g — Л анде ф актори . Х ар бир 
атом узининг як,ин куш ни атомлари билан -2Js,Sj  алм аш и
нув узаро таъсирда булсин, бунда J  мусбат иш орали  ал м а
ш инув интеграл. Етарлича паст температурада бу узаро таъ
сир спинларнинг параллел йуналиш ларини (ориентацияла- 
рини) юзага келтиради деб каралади. К ристаллнинг бундай 
каралиш и — Гейзенберг моделидир,

?0 спинли ато м н и н гяк и н  куш ни атом лари н и н гсп и н ла- 
ри s ,, s2,. . . ,sc булсин. sn спинга боглик,энергия кисми

U = ~ 2 Л () ■ j  sm -  gn„Hsa (46)
m=l

иф ода билан аникланади; бунда Н  — ташк,и м айдон. М о
лекуляр майдон як,инлаш увида (моделида) s{) н и н г атро- 
фидаги спинлар ^ s m ни уларнинг уртачаси < j  > билан ал-

т
маш тириш  мумкин;

U = -2  J zs0- < s >  -g/.iBHs0 = -gj.iB [ н + q M ) .  sn, (47)

бунда магнитланиш

М  = ngnB < s > ;  (48)

п — кри сталлни нг би рли к  хаж мидаги сп и н лар  сони , q 
катталик

Я = - ¥ г  (49)

молекуляр майдон доимийси.
М агнит м айдон Н  ни нг йуналиш и С ^ й у н а л и ш д а  деб 

олсак, унинг ф а^ат 02Гкомпонентаси нолдан фаркуш була
ди. Бу х щ д а  м агнитланиш  вектори М  ни нг уртача киймати 
учун куйидагини ёзиш им из мумкин:



X  ",exp{to<B(tf+<yAO"'}
M  = "ЯП в ^ ------------------------------ • (50)

X *хр{№в&{и +чМ)т}
m = - s

М  = n g n Hs даги s уртача статистик йигинди ифодаси ор- 
кдли ёзилди. Бу ифодада, температура етарли даражада говори 
булиб,

Р е и вн ' «  1

шарт бажарилганда экспоненциал ф ункцияни каторга ёйиб, 
Я 'и ш т и р о к  этган бири н чи  \а д  билан чегараланилса, (50) 
ни куйидагича ёзиш  мумкин:

■> 2 2  ̂/ гт , п гм  = n { g n B) Р ( Н  + q M )  Y j
^  (2.5+1)
=  - , Y  '  '

(2.v+ I)s(.v + I) _

еки

Бундан

= n (gf lBy p ( H  + q M ) V ^

= nP.ilp ) '  s ( s  + 1 )(Я  + q M )  + ... 

м { \  -  П  = - ^ 4 r y ^ s (s + О я .  (51)
^  J  К 1 J  ж !

М = . Л ^ и р н - х Н ;  <52,

=  я ( у л д )2 ф  + !)
Л Щ Т - Т С) ’ ^

Тс = ^ Щ р 1 .  (54)

(52) ифода парам агнит учун уринли; бундаги % катталик 
Т >  Г. булганда уринли (Тс — Кю ри температураси). (52) 
иф одани К ю ри -В ей сс конуни дейилади. (53) дан  курина
дики , l / х  билан Т орасида чизикди богланиш  мавжуд. Таж- 
рибада купгина реал кристалларда Тс атрофидаги кдйм ат- 
ларда бу чизикди конундан четланиш кузатилади. (8.4-расмда 
/V/никель учун тажрибадан олинган натижалар пунктир чн- 
зик,билан келтирилган: бунда Г ,н и  парам агнитнинг Кюри 
температураси, Т. ни  ф ерром агни тн инг К ю ри температу
раси дейилади (к- [4J.)
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Агар

Зк
деб белгиласак, % нинг иф одаси

с
X = Т-Т.. (56)

куриниш ни олади; С — Кю ри доим ийси  дейилади.

8.1-масала. /г та магнит моментга эга булган бирлик \аж м - 
даги ф ерром агнит век- 
тори  М  н и н г ум ум ий 3 
и ф о д а с и н и  аник,ланг 
(Бриллю эн назарияси). . 2 
У ни каторга  ёй и б  М  '> 
нинг ифодаси (29) ни  ^  
келтириб чи^ари нг ва 
изо\ланг.

Ечиш . Атом м агнит 300 400 500 600 3̂ 1 700 Т , К  
м о м е н ти н и н г  м агн и т
майдон Я  йуналишида- 8.4-расм.

ги проекцмяси дискрет кийматлардан ихтиёрий бирмни 
Кабул килиш и мумкин; бунда m  магнит квант сон j ,  j  -  1, 

-  1), — j  кийматлар кабул килади.
Бирлик \аж мдаги ф ерромагнитнинг Я м айдондаги  эн ер 

гияси „
U = - М Н  = - g / i BH ' £ m l ( 1)

/=|
куриниш да аникланади , бунда /п .— /-зар р ан и н г м агнит 
квант сони , М  эса п та зарран и н г тула м агнит м ом енти. 
Бундай тизим нинг статистик йигиндиси

Z =  X  -  Ё  ехр(/ЗЛ/М) = Ц  £  exp {PnBgHm} ) =
'"1 = - ]  m „ = - j  М  m j = - j

г 2У+1 ,
/3 = 1/кт. (2)

J* PgUgH1

sy tpg t tnH

Бу ерда куйидаги муносабатдан фойдаланилди:
к=п 2 л
V  Г *  -  v - " V  J  -  Х Ъ " ' - \  . . .  х " Т 2 - 1 ^
L x  ~ х L x  - 7 ^ 1 ) - - ~ I IГ

Х 2  - X  2



Терм одинам ик муносабат

М  = в  ai-n-z
дН ” z  дН 

асосида уртача магнитланиш  М  ни топамиз:

М .  = J L f shxH) • x  = B s u  2J+l v = i/3eu 
дН  d H \ s h y H ) '  p g f i e  2 , y  2 P g ^ B-

M .  =  7
dH  shxH

■yshxH chyH xchxH  
shyHs i? y H

= n Z \ - y c t h y H  + x c t h x H ] = n Z  ■ Pg/uBj  

- c thxH -  cthyH. 2  j  2j (4)

(4) ни (3) га цуйсак,

м  = n g / u j  \ ~ j f c thxH ~ j ]  cthy H };

куйидагича белгилаш  кмритайлик:

M  = ngnBSz = ngixBjB j  (о) ,  (5)

бунда

=  (6)

a = P g U p j H

Бриллю эн ф ункциясидир.
a <<  1 булганда, температура ю крри ва Я  майдон куч- 

сиз булганда Бриллю эн ф ункц ияси  В  ни каторга ёйиб, Я  
н и нг биринчи дараж аси билан чекланиш  мумкин.

c th yда а г а р у  ки чи к булса, каторга ёйиб куйидаги иф о- 
дани  оламиз:

c t h y *  i  + f  (7 )

Бу такрибий ифодадан ф ойдаланиб Бриллю эн ф ункцияси- 
ни ёзамиз:

_ 2;Ч1 
2 J

V

1 1 1 1 „ 1  И  2 j  J_ а | _— ^ + I___!_| ±L +
° (2 у  + 1 )  3-2 j  j 2 j \  а 3 - 2 j



1 , (2 ./+ 0 а 
+  Ж

\
а 1 
3 ^ 7 7

3(2У)
_L _ а =
а 3(2 j f

(2 JY !y + I ), ' T # 4y(;'+l)ai г *  (8)
Бу \о л да  магнитланиш  М  учун асосий матндаги (29) и ф о- 
дани оламиз:

М  = n g u J  ■ Bj (о) = ngnBj  ■ P g n J H  = п Щ ^ 1  H. (  9)

Бундан

ЗкТ

Х = п
ЗкТ 7”

С = п
Зк

(10)

( 1 1 )

( 12)

И з о \ л а р .  1. Агару =  1/2 булса,

+ ех +е~х _  2е2х + 2е~2х- е 2х- е ' 2х -  2

_  е2х+е~2х- 2  _  ех + е~х 
е2х-е~2х ех -е~ х ’

е2х- е - 2х

B U1 (а) = tha.

Бу \о л да

-  „ ( iM )Х = п 4 к Т

(13)

(14)

2. Агар j  -* оо булса, git „у = ц й деб кабул кдлсак,

~ Щ с(к Ц ! ± „
2 J 2 j  2 j  2 j

д .  (а ) = iZ±i cth fl -  4 т  cth

a  a i+— +1-—
c lha -  ±  =  « / , „ -  X

2 j  2 je 2j - e  2j

= c t h a -  —  —  = c t h a - -  = L (a ) .
2 j  a a v >

(15)



Бу \о л д а  магнитланиш

3. Э ркин электрон учун g  = 2 J  = 1/2. Умумий \олда фер- 
р ом агнитлар  учун Н  ни Я  фф =  Н  + q M  билан алмаш тириб
(5) ни кайта ёзамиз:

М  = n g n BS,  = n g n BSBs [ P g n BS ( / /  + q M ) ] .  (17)

Э с л а т м a. /.iB = — Бор магнетони, g  — Ланде ф ак-

тори. Э р ки н  электрон  учун s =  1/2, g = 2; L(x)  — Л анж е
вен ф ункц ияси .

8 .7 -§ . АН ТИ Ф ЕРРО М АГН ЕТИЗМ

А нтиф ерромагнит кристаллнинг \а р  бир атоми S спинга 
эга булсин. Ф ерромагнетикнинг Гейзенберг моделидан анти- 
ферромагнетикнингфарк,и шундаки, б у \олда 2|y|S'/J / га тенг 
булган алм аш инув узаро таъсир куш ни спи нларнин г анти
параллел йуналиш ларидаж ойлаш иш ини осонлаштиради.

Ф араз кдпайлик, кристаллнинг панжарасини бир-бирига 
узаро кириш ган 2 та а ва b панжарачаларга ажратиш мумкин 
булсин. Бир панжарачанингспинлари параллел йуналиш тен- 
денциясига, иккинчи панжарача спинлари эса антипараллел 
йуналиш га интилсинлар. К ристаллнинг бу моделини Ван 
Ф л е к н и н г а н т и ф е р р о м а г н и т  м о д е л и  дейилади. опан- 
ж арачанин г м олекуляр майдони - q 2Ma - q , M h, b панж ара- 
чан и н г м олекуляр м айдони - q 2Mh - q lM a га тенг булсин; 
бунда М а ва Мьлар а ва b панж арачаларнинг м агнитланиш - 
лари, qt ва q2 уларнинг магнитланиш  доим ийлари . Б у \о л д а  
магнитланиш лар учун

^  = M h = ^ n g i i BS h (57)

иф одаларни ёзиш  мумкин.
Бунда п — бирлик \ажмдаги атомлар сони. Кристалл пан- 

жарачаларидаги молекуляр майдонни куйидагича ёзамиз:

Н'а = Н  -  q2M a -  q{M h, H'h = Н  -  q2M h -  q ,Ma . (58)



П анж арачалар м агнитланиш лари учун куйидагича иф ода- 
ларни ёзиш  мумкин

2

м а = \ n g H BSa = J ^ - S ( S  + 1 )Й'а =

= - T f [ H ~ q^ a  (59)

M b = \ n g » BS b = ± ^ $ - S { S  + \ )H'h =

= - ^ ( Н - Я1М ь - ЧхМ а\,  (60)

C = (61)

(59) ва (60) асосида кри сталлни нг тула м агнитланиш  век-
тори

М  = М а + М ь 

иф одасини ан и к /ш ш и з, яъни

М  = % H - § ( q i + q2) ( M a + M t ) = £ H - £ { q l + q2) M .

Бундан

м -  (С/ П й  = , п л
1 + { С / 2 Т ) ( д 1 + ъ )  Т +0  ’ (6 2 )

бунда куйидаги белгилаш лар киритилган:

9  =  § (<7i + д 2У, <7, = 7 Т Ж ^ г т ’ Ь  = 7 Т 7 § ^ '  (6 3 )2 (1 /2) '^ / 'д  0 / 2Н '7 'д

Z p Z2 биринчи ва иккинчи панжарачалардаги я кип куш ни- 
лар  сони ; ^  ва /2 лар а ваb п ан ж арачаларнин г алм аш инув 
энергиялари. Олинган натижа С/( Т  + в) ни Кюри-Вейсс цонуни 
дейилади . Уни С /Т б и л а н  солиш ти риш  курсатдики , анти- 
ф ерром агнитнинг кабул ки лувчанлиги я Кю ри конуни С / Т  
га нисбатан кичик; бунда спинлар антипараллел йуналишга 
интиладилар.

Тарихий маълумот; А нтиф ерром агнитлар панж арачала- 
ридаги атом ларнинг спинлари ш ундай тартибда йуналган- 
ки , унинг м агнитланиш  вектори булмайди (у нолга тенг). 
К ристаллн инг ш ундай тартибли \о л а т  булиш и м ум ки нли- 
гини, яъни антиферромагнетизм мавжудлигини назарий ж и-
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хдтдан бирин чи  булиб Нёел (1932 йил) ва Л андау (1933 
йил) айтган эдилар.

8.2-масала. А нтиферромагнитнинг Ван Ф лек модели асо- 
сида Нёел температурасини аникланг.

Е ч и ш. Бизга маълумки, критик температура TNдан ки- 
чик температурада антиф ерром агнит кристалл икки панжа- 
рачага эга булиб, улар уз-узидан (спонтан) м агнитланиш - 
лар  М а ва M h га эга буладилар. Бу м агнитланиш лар мос 
равиш да молекуляр майдон Я '  ва Н'ь га параллел йуналган-

дирлар М а\\Й'а , М Ь\\Й'Ь :

HI  = Я  -  q2M a -  q^Mh, H ’h = Н  -  q2M„ -  q ,Ma. (1) 

М агнитланиш лар учун

М а = у  ngixBSBs (PgiABSH'ay, (2)

M h = - ngn BSBs ( p g n BSH'b\,

м уносабатлар уринли. Агар таш ки  майдон булмаса (яъни 
Я  =  0), м агнитланиш лар М а ъа.Мь антипараллел булади ва 
куйидаги к,ийматларни кабул кдлади:

М а = -  I n g n BSBs [ P g v BS (q2M„ + q{M„)],

M h = ~ \  ng nBSBs [ /3g/.iBS  (qt M a + q2 M e)] . (3)

(3) иф одада м агнитланиш  M ни етарлича к и ч и кд еб  (яъни 
л: ни ки чи к  деб кабул к,илиб) В(х)  ф ункц ияларни  каторга 
ёямиз;

М а ~ - j ^ { q 2M a +q lM„) + Y{q2M a +q lM Hf , 

м ь = + q2M„) + у (qtM a + q2M , f  , (4)

б у н д а С в а у  м усбатдоим ийлар  (к. [4] V б о б , 2-масала).
Т аш ки магнит м айдон булмаганда антиферромагнитлар 

учун

М а = - М ъ = М '  (5)



(Агар М а *  —М ь булса, бундай кристалларни ф е р р и т л а р  
дейилади). (5) ни (4) га куйсак,

М ' (6)
Агар

<7, -  <72 > 0 (7)

ш арт баж арилса, (6) тенглам адан уни нг \а р  икки  то м о н и - 
даги М  н и нг олдидаги коэф ф и ц и ен тлар  м анф ий  иш орали 
булсалар, М  хакикий ечим га эга булади, яън и

1 < 0

ш арт баж арилганда М  хаки ки й  ки йм атлар  кабул килиш и 
м ум кин. Бу эса Т  < TN ш арт баж арилганда содир булади; 
бунда

Tn ~ у  (?i ~ Чг) (8)
Нёел температурасидир.

И з о q] < q2 булса, Т  < TN да тартибли сп и н лар  хдпа- 
ти, яъни антиф ерром агнетизм  булмайди.

8.8-§ . БРЭГГ — ВИЛЬЯМ С УСУЛИ

Статистик физика усули асосида молекуляр майдон моде- 
лини к;ара йл и к. Ф араз кдлайлик, тизим нинг зарралари сони 
N, спи нлари  юк,орига ва пастга караган атомлар сони  N + 
\а м д а  N_ булсин ( N  = N+ + N_). А гар бу мусбат ва м ан ф и й  
спинлар аралаш масини идеал аралаш ма деб царалса, у хдпда 
тизим н и  хосил килувчи кон ф и гурац иялар  (усуллар) сони

ж  = ж т Ь .  ( « )
иф ода билан аникланади. С тирлин г форм уласи № ~  N Ne~N 
дан  ф ойдаланиб, (64) ни

N n
(65)N.

куриниш да ёзиш  мумкин. Бундай тизим н инг эн троп ияси  5  
ни (65) асосида

5  = + 1 п Г  = ■

= - N  [I (1 + х )  In I (1 + х )  + i  (1 -  х )  In i  (1 -  * ) ]  (66)
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куриниш да ёзамиз. Бунда

Hi  
N

К ристаллда - Z N  ж уф тли куш ни спи нлар  мавжуд. Булар
ичида N++ жуфт N__  жуфт "----- " ва N+_ жуфт "+ —"
типдаги жуфтлар мавжуд. Бу х щ д а  узаро таъсир энергияси 
(к.. И зин г модели, (32) ифода)

E = +J j J a icjJ = - J ( N ++ + N _ _ - N +_). (68)

Умуман N++ , N _ _ ,  N +_ берилган N+ ва N_ ларда \а р  хил 
Кийматлар кабул килиш и мумкин. Уларнинг уртача кийма- 
тини  куйидагича аниклайлик:

N ++= ^ Z N +P+ = l Z N ^ = {- Z N { \  + x ) 2 -

N , . = Z N +P = Z N ^ f  = i Z N ( l - x 2)- 

J T ^ Z N P ^ Z N  ( f ) 2 = I Z N  (1 -  x f  . (69)

N. P = N_
дг , ■. -  д, ифодалар кристалл тугунларининг мус- 

бат ёки м анф ий спин билан банд булиш э\тим олин и  курса-
тади; 1/2 ко эф ф и ц и ен т  эса  "+ + " ва "----- " Z N +P+ ни хисоб-
лаганда \а р  бир сп и н  2 мартадан х,исоблангани учун 2 га 
булинади. (69) ни (68) га куйиб (хдкикий кийм атлар N ++ , 
N + _ , N_ _ н и н г  урнига уларнинг уртача кийм атларини 
куйиб), тула эн ерги я учун

E  = - J (l + 2х  + х 2 +1 -  2х  + х 2 -  2 + 2 х 2 j - ZJNx1 (70)

иф одани оламиз.
(66) ва (70) ни эътиборга олиб эрк и н  энергия F  ни 

аникутймиз:

F -  Е  ~ T S  = -  j  Z J N x 2 + М Г { 1 (1  + х )1ц 1(1  + х )  +

+ ± ( 1 - * )  In 1 ( 1 - * ) } . (71)

М увозанат хрлаг (эн г катта э \ти м о л л и  \о л ат) даги х  ни 
( B F / д Х )  = 0 ш артдан топилади:



= ‘ N k T
2 \ - x

Бун и

[5ZJx = -  l n i i i
^  2  l  -  jc

(73)

куриниш да ёзамиз. Буни яна

2 0 Z J x  _  Ь к г  .

* “  1 - х ’

куриниш да ёзиш мумкин. Бундан

х  = th (PzJx) . (74)

Ш ундай к,илиб, Б рэгг-В и льям с усули билан  олинган  бу 
ифода молекуляр м айдон учун олинган (45) иф ода билан 
бир хил.

Хулосалар. Ф ерромагнетизм, тизимдаги узаро таъсир мав- 
жудлиги туф айли , унда маълум тарти блилик булиш ини 
курсатувчи ти п и к м исоллардандир. Бунда температура па- 
сая боргани сари тартиблилик дараж аси кучая боради. Т ем 
пература нолга тенг булганда тартиблилик максимумга эри - 
шади. Температура ортиши билан тартиблилик даражаси ис- 
си к ^и к  х,аракати (тартибсизлик) туфайли кам айиб боради 
ва Кюри температурасидан юк,ори температурада тартибли
ли к  дараж аси нолга тенглаш иб тула тартибсизликка (пара
м агнит хрлатга) утади (8.5-расм ). К ритик тем пература Г  
дан ю кор и температурада иссик/ш к ,\аракатининг кучлили- 
ги (интенсивлиги) туф айли ти- 
зим нинг уз-узини тартибга солиб м / М н  
туриш кобилияти йук,олади. Тер- 
модинамика нук,таи назаридан бу [
тартиблилик (сак^аниш ) к,обнли- 
яти н и н г йу^отилиш и сабабини 0,э
эрки н  эн ерги я иф одасидаги э н 
тропия билан боглик, \а д  — TS  
нинг эн ерги я  билан боглик, х,ад

0 0,5 1 7УТС



f/д а н  устунлиги билан туш унтирилади. П аст температура- 
лар Т < Г д а  эн ергия U устунлик к,илгани туфайли тартиб- 
л и л и к  крбилияти  таъм инланади. Бу ф азавий утиш тартиб- 
лилик-тартибсизлик утиш дан иборат.

П аст температураларда кристалл тартибли булади. И кки  
хил атом ларнинг тартибли холатида атомлар тартибли ж ой- 
лашадилар (идеал кристалл панжарачаларидагидай). Бу холла 
тартиблилик параметри х  куйидагича аникданади (Умумий 
холда тарти бли ли к  парам етрини танлаш , аникдаш  мухим 
масала!).

А бсолю т нол температурадаги тартибли икки  панж ара- 
чалар а ва b ларни  карайлик. Тем пература нолдан ф аркди 
булганда а панжарачадаги атомлар b га ва аксинча b панжа- 
рачадаги атомлар а га утиш и мумкин ва абсолю т тартибли
лик бузилади. Бу холда А ва В атомларнинг панжарачаларда- 
ги так;симотини куйидагича тавсифлаш  мумкин:

= т ( 1 + х) ;

= т ( 1~ х ) ; f  = т ( 1 + * ) ’ (75)

~  — А атомларнинг а  панжарачадаги сони; N — панжара-

даги тугунлар сони; N /2  — панж арачадаги тугунлар сони. 
х =  1 ёки х =  - 1  булганда идеал тарти блилик юз беради; 
х =  0 эса  тула тарти бсизли кка мос келади.

Умуман айтганда, куп холларда ф азавий утишларни к,ан- 
дайдир тартибли-тартибсиз утишлар деб караш мумкин. Аммо 
ти зи м н и н г тартибли холатини тавсиф лаш  учун кандай па- 
раметрни олиш  ёки танлаш  осон ечиладиган масалалардан 
эмас.

8 .9 -§ . ДЕБАЙ -  ХЮККЕЛЬ НАЗАРИЯСИ

Кулон ^заро таъсирли зарралардан иборат тизим нинг ха- 
рактерли том они , уни нг узаро таъсир радиуси катталиги, 
майдоннинг (кучнинг) узокда таъсир этувчанлигидир. Бунда 
м айдон потенциали  м асофа буйича \ / г  к;онун асосида се- 
кин узгариб боради. Аммо бундай масалаларни к,арашла хам 
уртача м олекуляр м айдон туш унчасини киритиш  мумкин 
булади.
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К лассик тизим  учун ф азон и н г г  нуктасидаги заряд зи ч- 
лиги р  (Я) ни

Р ( r ) = X  e‘s  ( '  ~ П) = X  еЛ . ^ еМг)/кТ (76)
/ Л

куриниш да ёзиш  м ум кин; бунда s — зарран и н г сортини  
курсатади; n0v — майдон </> =  О булгандаги s сортли зарралар 
сони

я* ( '')  = «о, ехР \_~e.i<P (г) /  Л Г ] (77)

— Больцман таксимоти; лДг) сон Гтем пературадаги, гн у к - 
тадаги s сортли зарралар сони. <р(г) потенциал П уассон тен 
гламаси асосида аникданади:

Дф ( г )  = -4 я р  ( г ) .  (78)

(76) ва (78) асосида зарралар сон и , <р(г) п отенц иал  аник,- 
ланиб, сунг термодинамик параметрлар аникданилади.

Бу назарияни Д ебай ва Х ю ккель ионли эритм ага татбик; 
этдилар.

Эритмадаги маълум а  сортли ион атрофидаги уртача п о 
тенциал ни (76) ва (78) асосида ани к^ан ади :

A T ( r > - f £ w -->'4'-|'*r. m
i

Ф араз кдлайлик, тизим  электрнейтрал булсин:

Х й/е/ = 0  (SO)
/

ва eif’(r) << к Т  ш арт баж арилсин. Бу \о л д а  exp(—е ^ г )  ни 
каторга ёйпб ва (еф/кТ) нинг биринчи дараж аси билан чек- 
ланиб  \ам да  (80) ни назарда тутиб, (79) ни куйидаги кури- 
ниш га келтирамиз

А ̂ { г )  = Х2хУ {г ) - ,Х 2 (81)
/

г -* со да гр(оо) =  0 ш артни каноатлантирувчи  (81) тенг- 
ламанинг ечими

xp(r) = А е-'г/ г  (82)

ифодадан иборат.
X =  0 булганда, (82) иф одадан нукдавий электр  заряд- 

нинг Кулон майдонини оламиз. Эритмада маълум ион атро-
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ф ида бошк,а ионларнинг булиши (одатда м анф ий ион атро- 
ф ида мусбат ионлар ва мусбат ион атроф ида м анф ий ион- 
л а р  тупланиш и) шу и он н и н г м айдонини "экранлайди". Бу 
ом и лн и  гр(г) н и н г иф одасида е“*г н и н г мавжудлиги курса- 
тади. П отенциал (82) ни

Кулон м айдон и н и н г экран лан и ш и н и  характерловчи бу 
радиус г0 ни Д ебай-Х ю ккель радиуси дейилади (У 1923 
йилда электролитлар назарияси иш ланганда киритилган).

8 .3 -м асала . Т изим да мусбат зарядлар ва м анф ий заряд- 
лар (электронлар) п(] текис так,симланган булсин. Т изим - 
ни нг  маълум нуктасига Ze  заряд киритилса, зарядларнинг 
ф азо  буйича такси м лан и ш и  узгаради. (Буни биз плазмада 
ф луктуация туф айли заряд  тупланиш и деб талк,ин этиш и- 
миз мумкин). Электронлар такримотини куйидаги икки х1олда 
ани кланг: 1) Т ем пература жуда ю кори ва электронлар  ай- 
ним аган , 2) Тем пература О К  га тенг, электронлар  тула 
айниган.

И з о М асалани чизик^и якинлаш увда \а л  этилсин.
Е ч и ш. Н уктавий Ze  заряд киритилган нуктани коорди

ната бош и деб кабул килайлик. Бу заряд ки ритилиш и ту
ф айли хрсил булган электростатик майдон ва зарраларнинг 
такримоти, м асаланинг шартига асосан, сф ери к симметрик 
характерга эга булади.

М усбат зарядлар еп{) билан ва м анф ий  зарядлар (элек
тронлар) - \ е \п  билан ани клан си н . Э лектростатик майдон 
<р(г) П уассон тенгламасидан аникланади:

V  ( г)  = А ^ (83)

куриниш да ёзам из, бунда

(84)

ва майдон <р(г)

<P(r)~ f ,  Г -¥ О,
(р ( г)  ~ О, Г -¥  оо.

чегаравий ш артларни каноатлантиради. 
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1. М асаланинг шартига асосан
&-<р(г)

+ С Ф ( г ) / к Т  ь тп_ = п„е [ 1 , я+ = п0е кТ .

Бунда <р =  0 да мусбат ва манф ий зарралар сони пп. Бу \олда 
(1) тенглам а

е<р Zey ^
А(р(г) 4 пе

е
е к т  _  е  к Т (2)

куриниш га келади. Бу ночизи к/ш  тенглам ан и , Ze<p «  кТ 
ш арт баж арилади деб, чизик^ли \о л га  келтирамиз:

b<P{r) = * y - \ l  + Z ] j Y  "о (3)

ёки

А(р(г)  = %2(р(г) ,  (4)

(5)

(4) н и нг ечим и
<p(r) = A L ^ L  (6)

г» = Ух (7)
эканлигини биламиз. Масала шартидан <р(0) ~ —  ва де
мак

I _  2е_ о-г/го  
Г4>{г) = ^ _ е г1г° ... (8)

иф одани оламиз. (1) ва (4) тенгликлардан

~ п + ) =  Х 2<Р

ифодани оламиз. Бундан эса электронлар та^сим отини  то- 
памиз

"е{г)  = п++ ^ - е - г/Г1>. (9)

2. Э лектронлар тула айниган , яъни \а р  бир \олатда бит- 
тадан ( 7 = 0  К да) ж ойлаш гани учун электрон  \ол атл ар и  
сони электронлар сонига тенг булади.

Бу \о л атл ар  сони ф азавий  ф азон и  /?3 га булиш  оркали 
топнлади. Бунда бирлик \аж м даги  ^олатлар сони

«(О  = 2 - ^ рЧг)- (Ю)
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Бунда 2 сони сп и н ларн и н г икки  йун али ш и нин г эъти- 
борга олинганлиги туфайли киритилди.

Э н ер ги ян и н г м аксим ал кийм ати ( Т - 0  /Гдаги Ф ерм и 
эн ерги яси ) дои м и й ди р , яъни ,

^ Р г (г ) - « Р  = Ш Р 2 Н -  (11)

п(оо) даги кийм атни  п0 деб кабул килам из. У \о л д а  (10)
дан

8 я
Pl, p . - 1 ( f )  ■

(11) дан

р  (г) = [ p i  + 2тв(р~̂

(13) ни (10) га куйсак,

-li/2

n{r) = ^ s [ p i  + 2m e(p (r ) f2 = pi 

Ф араз килайлик.

1 +
2 metp(r)

3 / 2

2me<p(r
« 1 .

( 12)

(13)

(14)

(15)

(15) ш арт баж арилганда (14) да унг том он н и  каторга ёй- 
сак,

< r ) = w pi

(17) ни (1) га куйсак ва п_ -  п+ = п(г) -  л0 эканлигин и  
эътиборга олсак,

Д (р _  (4тге)2т / З я 0 \ 1/3( М )  ?(/■) = * > ( /• )  (18)

4 - ( т ) г( т Г т ; г* = | /^- <19)
(18) тенглам адаги (р (/*) = ~  е’г 1 г нинг к,ийматини (17)V • \  /  /*

га куйиб, электронлар  таксим оти п(г) ни  топамиз:

п(г) = п0^ ^ ~ (20)



И з о \ .  х  ни экранлаш конс- 
тантаси дейилади. Уни Д ебай  
томонидан 1923 йили киритил- 
ган. \ / х  ни эса Д ебай парда- 
лаш  радиуси дейилади; 1 /^ ф —
Ф ерм ы -Т ом ас пардалаш  д ои - 
м ийси; 1 / ^ф  =  /‘ф — Ф ерм и - 
Томас пардалаш радиуси.

8.4-масала. Е  кучланиш ли 
т а ш ^ и  э л е к т р  м а й д о н д а г и  
электр дипол р ни нг уртача эн ерги яси  0  ни аникланг.

Ечиш . Таш ки электрм ай дон даги  ди п олн и н г потенциал 
эн ерги яси  U  =  -PEcos(P, Ё) = -PEcosO  (8 .6-расм га к-)-

И сси к л и к \ар акати  туф айли р  векторнинг йуналиш ла- 
ри узгариб туради. Бу узгариш  туфайли фазодаги р вектор
нинг йуналиш лари таксим оти Больцман ф ункцияси  асоси
да аникланади. Больцм ан таксим отига асосан dQ. ф азовий 
бурчак остидаги р векторни нг булиш  э\ти м о л и

и

8.6-расм.

d W  = conste kr d Q  = conste ’dQ. (1)
билан аникданади; бунда dQ  =  sinddddtp, a  = —  белгилаш  
киритилди.

(1) асосида эн ерги я U -  - Р Е cos в н и н г  уртача ки й м а- 
тини  топайлик:

2 л  л

U  =  - а к т  Л ^

cosOtf0̂ 0*40 sin OdO Гcos0i,aci,s6 smOdO

= - акТ  ̂ --------------------- .
orcos0 . _ Jrt

С  sin OdO « C O S 0 si nOdO

0  0  0 

узгарувчини алм аш тирайлик, a cos в  =  x , у хдлда
-и

I " 1dx

и  = -k T  —

J  e'Vv

■ = -k T - a e ~ “ - a e n - a ( e ' " - a “ )

= -k T e“ +  e - 1 = kT\l -  actha] = -akT c t h a - -a

- a k T L ( a )  = - P E L ( a ) \  L ( a )  = c t h a - ^ .
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