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I  BOB. XATOLiK NAZAR1YASI

l.l-§ . Xatoliklar manbayi va klassifikatsiyasi

Ixtiyoriy matematik masalani sonli yechishda biz aniq yechimga
A  •

ega bo'lmasdan, balki yechimni u yoki bu darajadagi aniqlikda topa- 
miz. Demak, natijadagi xatolik qanday hosil boMganligini aniqlash 
lozimdir.

Har qanday matematik masalaning qo'yilishida turli miqdorlar 
(parametrlar) qatnashadi. Bizni qiziqtirgan yechimni topishimiz uchun
masalada qatnashuvchi parametrlaming qiymati berilgan bo'lishi

■ 1* * ■ ^

kerak. '
Misol uchun,

y '= f(x ,y )

differensial tenglamaning konkret xususiy yechimini topish uchun 
v(x0)= j ;0 -  boshlang‘ich shart berilgan boMishi kerak. Bundan tash-

qari, differensial tenglamaning o‘ng tomoni f ( x ,y )  ba’zi para-

metrlarga bog‘liq bo'lsa, ulaming qiymatlari ham berilgan boMishi 
shart. Berilgan masalaning bizni qiziqtirgan yechimini topish uchun, 
masalada qatnashuvchi barcha parametrlarni dastlabki ma'lumotlar 
deb ataymiz. Tabiiyki, topilishi kerak bo‘lgan (bizni qiziqtirgan) 
yechim dastlabki ma’lumotlaming funksiyasi boiadi. Ko‘pincha 
dastlabki ma’lumotlar yoki tajribadan, yoki biron-bir boshqa masalani

- %

yechishdan hosil bo‘ladi. Har ikki holda ham dastlabki ma’lumot- 
laming aniq qiymatiga emas, balki uning taqribiy qiymatiga ega 
bo4lamiz. Shuning uchun dastlabki ma'lumotlaming berilgan har bir 
qiymati uchun masalani aniq yechganimizda ham, baribir taqribiy
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natijaga ega bo‘lamiz va natijaning aniqligi dastlabki ma’lumot- 
laming aniqligiga bog‘liq bo‘ladi.

Aniq yechim bilan taqribiy yechim orasidagi farq xato deyiladi. 
Dastlabki ma’lumotlaming noaniqligi natijasida hosil bo‘lgan xato 
yo ‘qotilmas xato deyiladi. Tabiiyki, bu xatolik berilgan masalani 
yechuvchiga bog‘liq bo'lmay, to‘la-to‘kis berilgan ma’lumotlaming 
aniqligiga bog‘liqdir. Agar boshlang‘ich ma’lumotlaming aniqligi 
ma’lum bo‘lsa, matematik masala yechimining xatoligini baholay 
bilish kerak.

Ma’lumki, ba’zi matematik ifodalar tabiat hodisalarining ozmi- 
ko‘pmi ideallashtirilgan modelini tasvirlaydi. Shuning uchun tabiat 
hodisalarining aniq matematik ifodasini (tenglamalarini, formulasini) 
berib bo‘lmashk bois, natijada xato kelib chiqadi. Bundan tashqari, 
biron masala aniq matematik formada yozilgan bo‘Isa va uni bu 
ko‘rinishda yechish mumkin bo‘lmasa, u holda bu masala unga 
yaqinroq va yechish mumkin bo‘lgan masalaga almashtiriladi. Buning 
natijasida hosil bo‘ladigan xato metod xato Iigi deyiladi.

Boshlang‘ich berilgan masala sonli yechilishi mumkin boigan 
masalaga almashtirilgan bo‘lsa va, hatto, boshlang‘ich qiymatlar aniq 
bo‘lsa ham aniq yechimga ega bo‘la olmaymiz. Bu holat quyidagicha 
izohlanadi: birinchidan, masalada turli irratsional sonlar qatnashishi 
mumkin, tabiiyki, ulami taqribiy qiymatlariga almashtiramiz; 
ikkinchidan, hisoblash jarayonida oraliq natijalar yaxlitlanadi. 
Hisoblashlar jarayonida hosil bo‘ladigan xatolik hisoblash xatoligi 
deyiladi. .

Shunday qilib, yechimning to'liq xatoligi, ya’ni berilgan masa
laning aniq yechimi bilan amalda topilgan taqribiy yechim orasidagi 
farq yo'qotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligidan iborat 
bo‘lar ekan.
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1.2-§. Absolut va nisbiy xatolar

Agar A -  biror miqdoming aniq qiymati bo‘lib, a uning ma’lum 
taqribiy qiymati bo4 Isa, u vaqtda a sonning absolut xatoligi deb 
A a -  A - a  | ga aytiladi. Absolut xatolik faqat nazariy ahamiyatga

egadir, chunki ko‘pincha biz A ning qiymatini bilmaymiz, shuning
X .  I .  t  •  -

uchun A a ni ham bilmaymiz. Lekin Д a ning o‘zgarish chegaralarini 
ko‘rsatishimiz mumkin. Bu chegaralar taqribiy a sonni topish usuli 
bilan aniqlanadi. Masalan, biz oichashni oddiy chizg‘ich bilan 
bajarsak, absolut xatolik, odatda, 0,5 mm dan oshmaydi, agarda shu

ishni shtangensirkulda bajarsak, absolut xatolik 0,1 mm dan

oshmaydi.
Absolut xatodan kichik bo‘lmagan har qanday songa taqribiy a 

sonning absolut limit xatosi A {a) deb aytiladi. Bu ta'rifdan

A - a |<A(tf), bundan esa а -  А(я)< A< a + A(a) kelib chiqadi.

Absolut xato va limit absolut xato hisoblash xatoligini baholash 
uchun yetarli emas. Misol uchun, ikkita og‘irlik o‘lchanganda 
mx = 100,2 g ± 0,2 g va m2=12,6± 0,2 g natijalar hosil boisin, buyerda

har ikkalasida limit absolut xatolik bir xil bo‘iishidan qat’i nazar 
birinchi o‘lchash ikkinchi oichashdan ancha aniqdir. Aniqlikni 
yaxshiroq baholaydigan tushuncha kiritamiz.

Absolut xatoning taqribiy sonning absolut qiymatiga nisbati 
taqribiy sonning nisbiy xatosi 5a deb aytiladi:

A aЪа-
a

Xuddi yuqoridagidek limit nisbiy xato 5(a) tushunchasi kiritiladi:

5(a)= ^-a)
\a
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Limit nisbiy xatolik yordamida A son quyidagicha yoziladi:
A = a ( l± 6(a)).

Bundan keyin biz limit absolut xato va limit nisbiy xatoni qisqacha 
absolut va nisbiy xato deymiz. Absolut xato ismli, nisbiy xato ismsiz 
miqdordir. Odatda, nisbiy xato protsentlarda yoziladi.

Sonning ifodasidagi (yozilishidagi) chap tomondan birinchi noldan 
farqli raqamidan boshlab barcha raqamlar va saqlanilgan razryadlami 
bildiruvchi oxirgi nollar taqribiy sonning та 'noli raqamlari deyiladi.

Agar A a < J_iom~',+ l tengsizlik bajarilsa, u holda taqribiy

«=<*„• 10" + a m+1 • lO ^ 1 + -  + a m+n_l • 1 O'”- '*1 + • • •,

sonning birinchi n ta ma’noli raqami ishonchli raqamlar deyiladi.
Taqribiy son a ning ishonchli raqamlari soni bilan uning nisbiy 

xatoligi orasida quyidagi

1 I 1 4"~’5 a< 1 1

bog‘lanish mavjud.
Isboti. Taqribiy a son n ta ishonchli raqamga ega bo‘lganligi uchun 

uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

a - a m- 10m + a _ . , •10'” 1 + + •10“ 0+1 + •••,

bu yerda a ,„> l.

L*“ A a = - 10m-"+1
2

bo‘lib, bundan

A>a— 10
2

bo‘ladi.

a ni undan katta boMmagan a m \Qm songa almashtirsak, bu 

tengsizlik yanada kuchayadi:
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A>a  ■10m- - 1 0 m-n+,=-10'"т 2 2
Г
2г а ---- гАГ, „ л п-110 (1)

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni n = 1 da eng kichik qiymatga ega
bo‘ladi, shuning uchun

A > U o m( 2 am- l ) , (2)

bo'ladi. 2am - l=a,„ +- (a m - l)> a OT ligidan
1A> — a m 10
2 m

m

bo4 lib

Дд< 1 I 1 Л-1

m a m \ 10

ta’kid o‘rinliligi kelib chiqadi.
Natija 1. Taqribiy a sonining limit nisbiy xatoligi deb

n-1  4™ ' -

5(*)=
a m\10

(3)

ni olish mumkin, bu yerda a m Ф 0 bo‘lib, a taqribiy sonning birinchi 

ma’noli raqami.
Natija 2. Agar taqribiy a sonning ishonchli raqamlar soni ikkidan

katta bo‘Isa, amaliyotda

5(*)=
m

n- 1

(4)

deb olish o‘rinli.

Haqiqatan, (1) da ishtirok etuvchi ~ z f  sonni e’tiborga olmasak

ham bo‘ladi. U holda
1A > - - ] 0  • 2 -a m = a m* 10m

bo‘lib, bundan



^ O ” - " 1  J  /  ,  r

5(a) < -2------- = —  —
« . 10" 2a l l 0 ,

bo‘ladi.

1.3-§. Funksiya xatoligi

Faraz qilaylik, uzluksiz differensiallanuvchi

funksiya argumentlarining taqribiy qiymatlari xt va ulaming absolut 

xatoliklari Дх,, / = 1,2,...,я ma’lum bo'lsin. Berilgan funksiyaning

limit absolut Au va limit nisbiy SU xatoligini topishni ko‘raylik.
Bu masalani hal etish uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lishligini

- * ■  —С -  —  4

talab etamiz:
1. Qaralayotgan sohada /  uzluksiz differensiallanuvchi boiib, 

xususiy hosilalari sekin o‘zgaruvchi boisin.
2. Argumentlaming absolut xatoliklari aytarli katta emas, nisbiy 

xatoliklari yetarlicha kichik bo‘lsin.
U holda Lagranj formulasiga ko‘ra

u - U  = /(x , ,x2,...,x„) -  f ( x u x2,...,x„)= £  (*, -  Щ),
/=1 Sxi

bu yerda ^ esa (xj, X2  , * • xn ) va (x^, x2, xn )

nuqtalami birlashtiruvchi kesmaga tegishli qandaydir nuqta.

Funksiyaga qo‘yilgan birinchi shartlarga asosan, ni — i i  ga
dxj 3x,

almashtirish mumkin:

i=1 dxi
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Bundan
п

Д (« )= Е
i=i

8f(x)
dxi

Д(х,).

Endi nisbiy xatoligini chiqaramiz:

5(г7)= 1̂ 1 = Х
|/(*)| м

9/(x)

/(^ )
Bu formulaning quyidagicha ko‘rinishi ham ishlatishadi:

5(«) - 1
i=l

Sf{x)

/(* )
A(*,) = I

j= i

x.
3/(50

/(* )
5(x,).

* 1

Bobga tegishli tayanch iboralar: yo‘qotilmas xato, metod xatoligi, 
hisoblash xatoligi, to‘liq xatolik. Taqribiy son, absolut xatolik, nisbiy 
xatolik, limit absolut xatolik, limit nisbiy xatolik, ma’noli raqamlar, 
ishonchli raqamlar, funksiya xatoligi.

Savoliar
1. Yo'qotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligi tushun- 

chalarini izohlang.
2. Hisoblash jarayonida hosil bo‘ladigan to‘liq xatolik nimalardan 

iborat bo‘ladi?
3. Taqribiy sonning absolut, nisbiy xatoliklarini ta’rifini ayting.
4. Limit absolut xatolik va limit nisbiy xatolik ta’rifini ayting.
5. Taqribiy sonning ma’noli va ishonchli raqamlari ta’rifini ayting.
6. Taqribiy sonning ishonchli raqamlari soni bilan uning nisbiy 

xatoligi orasidagi bog‘lanishni isbotlang.
7. Funk si у an mg limit absolut va limit nisbiy xatoliklari formulasini 

chiqaring.
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Misol 1. у  = sin x funksiyaning x  ning aniq qiymatidagi limit 
absolut xatoligini aniqlang.

Yechish. Ma’lumki, berilgan funksiyani x  ning darajalari bo'yicha 
Teylor qatoriga yoyilmasi quyidagicha:

v  <  1 4 *  * 2 * + 1  х 3  X 5  <  i \ *  x U + 1y  = smx=  £  ( - 1) — - — = x ~  —  + — + ...+ (-!)*
k—o (2*4-1)! 3! 5! ' ' (2A:+1)!

у  = sin x ning taqribiy qiymatini hisoblash uchun bu qatorda chekli 
miqdorda hadlarini olish kifoyadir, ya’ni

* * "  t  r 2t+1у  -  (sinjr) = £  ( - 1)
*=o (2*4-1)! 

Bu yaqinlashuvchi qatoming absolut xatoligi
|2л+3♦

y - y < x
(2w+3)!

ekanligi bizga ma’lumdir. Demak, limit nisbiy xatolik
I |2«+3I Y\

A(y) =
(2n+3Y.

ga tengbo‘ladi.

Misol 2. Quyida berilgan
[ 2x + у  = 0, 

10~5x+ v = l

tenglamalar sistemasini o‘nlik sanoq sistemasida to‘rtta raqam aniq- 
ligida amallami bajaruvchi kompyuterda yeching.

Yechish. Qo‘l ostimizdagi kompyuterda sonlar 0, xlx2x3x4 • 10p 

ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda: 0< jc, <9, z = l,2,3,4. Berilgan 

sistemaning aniq yechimi:
100000 л „ПППП-7С 200000 л ппПППСx = —гттт— » -0,4999975, у  = -------- « 0,999995.
20001 *  200001
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x = i o V - i o 5

ga ega bo'lamiz. Birinchi tenglamadan (2-105 + l ) j  = 2 -105 ekanligi 

kehb chiqadi yoki 0,200001-106 у  = 0.2-106 bo'ladi. Noma’lum у
S’

oldidagi koeffitsiyent bizning kompyuterda 0,2000- 10 ko4rinishda 

ifodalanadi. Hisoblaslilardagi yaxlitlash evaziga shu ko4rinishga ega

bo‘lamiz, natijada у  -  0Д-101 = 1 bo‘lib, x = 0 ga ega bo‘lamiz.
Ishlatilgan algoritm aqlbovar qilmaydigan xatoliklarga olib kelsa, 

bunday algoritmlar sonli noturgun deb ataladi.

Ikkinchi tenglamadan

Misol 3. Agar n soni o‘miga 3,14 aesak, limit nisbiy xatolik
qanday bo‘ladi?

Yechish. a m = 3 va п - Ъ  boiganligi uchun (4) formulaga ko‘ra,

8(я) = 1 l П 3"1 1
2-3 \ 10 / 600

bo‘ladi.

Misol 4. а = л/22 da nechta raqam olsak, nisbiy xatolik Sa = 0,001
bo ‘ ladi ?

Yechish. 8a < — j — j formuladan foydalanamiz. a = \[22 ning

birinchi raqami a m = 4 va 8a = 0,001 bo‘lganligi uchunm

1
4*10

и-i

^ < 0,001Л-1

bo‘lib, bundan 10" > 250, n > 4 bo‘ladi.

Agar V22 da 4 ta raqam olsak, uning nisbiy xatoligi 0,001 bo‘ladi
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Misol 5. a = 24253 taqribiy sonning nisbiy xatoligi 0,1% bo‘lsa, 
uning nechta raqami ishonchli bo‘ladi?

Yeehish. 5 o = - ^  = 0,001, Да= a-8a=24253-0,001 = 24,3 = 2,43-10,
100%

Aa<l- 10W_W+1 bolsa, a sonining birinchi n ta ma’noli raqami 

ishonchli bo‘lar edi. Bu yerda m - 4 bo‘lganligi uchun 

2,43* 10<^104-'1+1 dan п-Ъ  desak bo‘ladi. Berilgan sonni 

a = 243-10 deb yozish maqsadga muvofiqdir.

Misol 6. Agar x,=12,2 va x2 = 73,56 boiib, ulardagi barcha

raqamlar ishonchli bo‘lsa, C/ = x,-x2 ko‘paytmada nechta ishonchli

raqam bo‘ladi?
Yeehish.

A(x1) = IlO ,“3+1 =0,05, Д(х2) = -1 0 1_4+1 = 0,005.
• 2 2

Bundan, 8(и) = - ^ ^  + ̂ ^  = — + =0,0042, u = 897,432
x, x2 12,2 73,56

bo‘lib, Д(и) = и-8(и) = 897,432 0,0042 = 3,6 bo‘ladi. Д и < -10т~',+1

tengsizlikda w = 2 bo‘lib, я = 2 ekanligi kelib chiqadi. Demak и
kamida 2 ta ishonchli raqamga ega va uni и = 874 ± 4 deb yozish 
maqsadga muvofiqdir.

Misol 7. Agar shar diametri d  = 3,7 sm + 0,5 sm bo‘lsa, shar hajmi
1 з •V = - n d  ning limit absolut va limit nisbiy xatoligi qanday bo‘ladi?
6

v  !• i_ dV 1 _ . . 8V 1 -2Yeehish. —  = -d~ = 8 ,4 4 ,—  = - л  d  = 21,5.
6 dd 2

12



Д(К) = dV
dn

|Дл + 8V
3d

|Ас/| = 8,44- 0,0016 + 21,5- 0,05 =

= 0,013 + 1,075 = 1,088, Д(К) = 1,1 sm3.

Demak, V = \  п d '  = 27,4 sm3 ± 1,1 sm3,
6 *

5(Г) = Ь ^ -  = 0,0397 = 0,04, 8(F) = 4% 

Javob: Д(К)= 1,1 sm3, 5(F) = 4% .

Misol 8. To‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlari a = 5m , 6 » 200 m

bo‘lsin. A(S) = 1 m2 dan oshmasligi uchun A(a) = A(b) qanday 

bo‘lishi kerak?
Yechish.

S = a- b , A { S ) - b • Д(а) + a- A(b) = Д(я)(а + b)

Д(а) = 1Д(5)
a+b 205

< 0,005, Д(а) = 5 mm.

Javob: A(a) = A(b) = 5 mm.

Misollar.
U = f ( x i ,x 2,x3) funksiyada x ,=5,48; x2 = 2,45; x3 = 0,863 

bo‘lib, Д*, =0,02; Дх2 = 0,01; Дх3 = 0,004 bo‘lsa, U funksiyaning

absolut, nisbiy xatoliklarini va uning limit absolut, limit nisbiy xato- 
liklarini hamda ishonchli raqamlarini toping.

_  „3
1.17 =

3.1/ =

XyX2
• 4. U = хухг-х3

48x3 4

fxy x2
5. u = *Г*2

О *
V хз *3

2 2xv x2
'1 * 6. и = *1'*2

•
48*3 *3

13



w
l . u  = 14 U=  *i+*2

(х2-хъ)хх

8 и  = & Ъ .  IS T T -yfX1+X2

9. f/  = ш К .  f A T j _ xi(x2-x2)
~ г * . г

10. U = 17. t f  =
“*3 \lx2+x3

11. c/ = l 5 3 ) f l .  18 u  = xi\lxi-x2
X2~X2 л3 X2+JCa

1 2 .  Ц  = х^ х1+хъ) _ | q  ^ _ U i + x 2 ) :

*|--*2 ' 2*3

13 .1 , - S  20 £/ = i l± f i
хз 4x3 ‘



I I  BOB. FUISKSIYALARNIYAQINLASHTIRISH

Fimksiyalarni yaqinlashtirish masalasining qo‘yilishi

Funksiyalami yaqinlashtirish masalasi qo4yilgan talabga (shartga) 
qarab turlicha bo‘ladi. Hisoblash matematikasida keng qo‘llaniladigan 
usullardan ba’zilarini eslatib o4tamiz. Xususan, interpolyatsiyalash, 
o‘rtacha kvadratik ma’noda yaqinlashtirish, tekis yaqinlashish va 
splayn yaqinlashish. Inteфolyatsiyalash funksiyalami yaqinlashtirish 
nazariyasida olingan natijalami funksiya jadvalini zichlashtirish, sonli 
differensiallash va integrallash, matematik fizika masalalarining

#4 «4̂4
to‘rdagi analogini qurishda keng qo‘llaniiadi.

2.1-§. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi

[a,6] oraliqda turli и + l ta xk, к = nuqtalarda f(x )

funksiyaning qiymatlari / ( x . ), k = 0,1,..., и beriigan bo‘lsin. Darajasi 

n ga teng shunday

L„(x)=a0 + alx+--- + anxn (1)

algebraik ko‘phad qurilsinki, u

a0 + alxk +--- + a„xkn = f ( x k), k = 0,l,...,n (2)

shartlami qanoatlantirsin.
( 1) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining determinant 

Vandermond detemiinantidir, u noldan farqli, ehunki xk,

к = 0,1, ...,n lar turli. Demak, (1) ko‘phadning koeffitsiyentlari (2) dan 
bir qiymatli ko‘rinishda topiladi.
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4.(*.) = / ( * Л  i = 0,l,...,n (3)

shartni qanoatlantiradigan L Jx)  ko‘phad f ( x )  funksiyaning {*,}”=0

tugun nuqtalar yordamida qurilgan interpolyatsion ко ‘phaddeyiladi.
Bu interpolyatsion ko‘phadning ko‘proq ishlatiladigan ko'rinishi -  

Lagranj formulasini keltiramiz. Uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
n

Ln (*) = U K  (x)f{xk) (4)
(t=0

(3) ga asosan

Z  Ьк(х .) /(хк) = /(x ,) ,  i = 0,1,...,и
*=0

bo‘ladi.
Bu munosabatlar o‘rinli bo‘lishi uchun bk(x) funksiyalar quyidagi 

shartlami bajarishi kerak:

1, i = k, / = 0,1,...,и.

Bulardan ko‘rinib turibdiki, har bir bk(x) [a,b\ da n tadan каш 

emas nolga ega bo‘ladi. Biroq Ln(x) darajasi n ga teng bo'lgan 

algebraik ko‘phad bo‘lganligi uchun bk(x) ning darajasini n ga teng

ко‘phad ko‘rinishida izlash maqsadga muvofiqdir. Uni quyidagicha 
yozamiz:

bk (x) = Ak (x -  x0 )(x - x,) •■■ (x -  xk_x )(* -  xk+i)■ ■ ■ (x -  xn). 

b. (xk) = 1 shartdan

A  ' = (* * -X0)(Xk ~ Xi) •(**-xk-i )(хк - хш)--<хк ~ хп)
П

kelib chiqadi. Agar con+l(X) = f]  (* -* ,)  deb olsak, co,i+l (xk) = Ak
j j i  i  С  ■

bo‘ladi va (4) ко‘phad
(=0
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к  (х) = z  — — ж ) (5)*=о (x -xk )-co^ (xk )
* Ш  • # '  ~  ш  •

ko‘rinishga ega bo'ladi va uni Lagranj interpolyatsion ko‘phadi 

deyiladi. (5) dagi -----  ko‘phad т1ефо1уа151уа1азЬпи^
(дг-х*>шя+,'(х*)

fundamental ko'phadlari deyiladi, ba’zan uni xk nuqtaning ta’sir 

etuvchi ko‘phadi deb ham aytiladi.

2.2-§. Interpolyatsiyalash xatoligi

Biz f ( x )  fiinksiyani т1ефо1уа1зюп Ln(x) ko‘phadga almash-

tirganimizda

*,W  = / W - 4 W .
xatolikka yo‘l qo‘yamiz. Bu interpolyatsiyalash xatoligi deyiladi. 
Tugun nuqtalarda xatolik nolga teng. [a,b] ga tegishli ixtiyoriy x

nuqtadagi ifodasini topamiz va baholaymiz. Buning uchun quyidagi
fiinksiyani qaraymiz:

<?(z) = f ( z ) - L n( z ) - K o n, l(z) (1)

bu yerda ze [ a,b\, К  -  o'zgarmas va

^n+i(z ) = (z ~ xo ) ( z -x ]) - i z - x n). (2)

(l)dagi o‘zgarmas К  ni ф(х) = 0 shartdan topamiz:
K = f(x)-Ln(x)

®n+\(x)

f ( z )  funksiya [a,b\ da n + 1 marta uzluksiz differensiallanuvchi

boMsin deymiz. ф(г) funksiya [a,b\ da n+2  ta n
....... 1 J ' BU X ORO

ular x,x0,x],...,xn. Roll teoremasiga asosah‘,*<5)'i(£)3[^Ai}vgai t

я + l ta, cp”(z) n ta nolga ega bo'ladi vp h o k a z f f T 1 ̂ z) f a,b] da
REESTR №
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kamida bitta nolga ega boiadi, ya’ni (p("+l)(i;) = 0, i;e [ a,b\. (1) dan 

n +1 marta hosila olib, z = Ь, desak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

/ (и+1)£ )  = К > + 1 ) !  (4)
(3) va (4) dan

f{ x )  -  Ln(x) = • ton+1 (x) (5)

kelib chiqadi. Bundan

M

bahoga ega bo'lamiz, bu yerda M n., = sup / (л41)(х) .
M  '

2.3-§. Nyuton interpolyatsion ko'phadi

Bizga \a,b\ da aniqlangan /(x )  funksiyaning \a,b\ ga tegishli 

turli {xk}" nuqtalarda qiymatlari ma’lum bo‘lsin.

Quyidagicha aniqlangan

X M  ~ X i

miqdorlar birinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi, ular yordamida 
aniqlangan

/(X ,., xi+1, xj+2) = f i = 0Л, 2
i + 2 ~  i

miqdorlar ikkinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi.
Yuqori tartibli ayirmalar nisbati ham shunday aniqlanadi, masalan, 

к -tartibli / ( x (,x /+15..,x /+a) va f ( x i+],xM ,...,xiJhk̂ )  ayirmalar nisbati

ma’lum bo4sa, (£ + 1) -tartibli ayirmalar nisbati
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/V v v \ _ У (-*;+) “•i+2’"'’JCi+ifc+0 f  ̂ < ’ i+1 '■ ‘ к ^
Xi+A+I i

aniqlanadi, i = 0,l,...,n — k - \ .

Ayirmalar nisbati quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. Algebraik yig‘indidan olingan ayirmalar nisbati 

qo'shiluvchilardan olingan ayirmalar nisbatlarining yig‘indisiga teng.
2-xossa. 0 ‘zgarmasni ayirmalar nisbati belgisidan tashqariga 

chiqarish mumkin.
3-xossa. Ayirmalar nisbati o‘z argumentlariga nisbatan simmetrik 

funksiyadir.
4-xossa. /w-darajali algebraik ko‘phaddan olingan k-tartibli ayir

malar nisbati, agar к > m bo‘lsa nolga, k - m  da o‘zgarmasga va 
k< m  bo‘lsa argumentlariga nisbatan (ra-£)-darajali simmetrik

birjinsli ko‘phadga teng.
Interpolyatsion ko‘phad Ln(x) ning boshqa formasini chiqaramiz.

Buning uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi Ln(x) dan x() nuqtani

ishtirok ettirib, birinchi tartibli ayirmalar nisbatini olamiz:
r /„ „  ̂_  Ln(x)~Ln(.xo)

^ П \ Л ’ Л 0 / “  9x-x0

bundan
L„(x) = L„(x0) + Ln(x,x0) ( x - x 0) (1)

hosil bo‘ladi.
Endi x, nuqtani qo'llab,

r  , v  v

x-xJ
ni hosil qilamiz. Bundan

L„ (x, x0) = Ln (x0 ,x1) + Z,n(x,x0,xi) (x -x l) (2)

bo‘ladi. (2) va (1) dan esa
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Ln (jc) = Ln (x0) + Ln (x0, x, )(x - x 0) + Ln (x, x0, xl )(x -  x0 )(x -  x,) (3) 

hosil boiadi.
Mana shu yo‘l bilan ketma-ket hamma nuqtalami qo‘llab, 

Lr{x) dan ayirmalar nisbatini topamiz va natijada quyidagiga ega

bo‘lamiz:

Ln(x) = 4  (x0) + Z„(x0,x ,)(x -x 0) +
+ Z,„(x0,x1,x2) (x -x 0) (x -x 1) + ...+

+  ■К (*0>*1 V • ,x „ ) ( x  -  x 0 ) ( x -  X,)• • • ( x  -  X„_1)  +

+ A .  (x, Xq , Xj , . . . , Х Л) ( Х  x0)(x X j ) -  (x x j

LAx) ko‘phadning darajasi n ga teng bo‘lganligi uchun 4-xossaga

asosan
Ln(x,x0,x,,...,xn) -  0

bo‘ladi va Ln(xk) = f { x k), к = 0,1,...,» ekanligini e’tiborga olsak

(4) ifoda quyidagi ko‘rinishga keladi:
A, (*) = Л * 0) + / ( * 0  ,X i)(x -x0) + /( x 0, x,, x2 )(x -  x0)(x -  X,)+...

+/(xi),X ! X „ )(x -  x0)(x-  X,) • •-(x -  X„_1).

Agar x0 < Xj < ...< xn bo‘lsa, (5) ifodani Nyutonning oldga

interpolyatsiyalash formulasi deyiladi.
Agar interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami xn > xn_x >... > x{ > xQ

tartibda jalb qilsak, Nyutonning ortga interpolyatsiyalash deb 
ataluvchi
L„ (x) = /(x„) + f ( x n ,x„_, )(x -  x„)+ f(x„ , xn_!, X„_2 )(x -  X„ )(x -  X„_,) + ... 

(6)+/(xn,xn_,,...,x0)(x-x l)---(x-x„). 

formulasiga ega bo‘lamiz.
Interpolyatsiyalash xatoligi

* n (x) = / ( * ) - A, (x),

ekanligini nazarga olsak, u holda (4) dan
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Ь „{*) = f  (х,х0,...,хп) ( х - х й) (х -  х^)---{х-хп) 

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Bundan, o‘z navbatida,

s ,  ч / ("+!)(*)/  (x,xn,.x,x„) = —---------’ (и+1)!

hosil boiadi.
Interpolyatsion ko‘phadning Lagranj hamda Nyuton formasi bilan 

tanishdik, ular yagona ko‘phadning yozilishi jihatdan ilcki xil 
ko'rinishidir.

Nyutonning (5) interpolyatsion ko‘phadi f ( x )  funksiya uchun

f ( x ) = f ( x 0 ) + ( x - x 0) f ( x 0)+ (x- ^ )-  f ( x 0) + ...+

I (■x~JCo) f in)(x ) + —__)- ^ - ( x - x  )"+1
n\ J  W  (и+ l)!  (X  Xo)

Teylor formulasining ayirmali analogidir.
Agar tugun nuqtalar berilgan bo‘lib, bir nechta funksiyani 

interpolyatsiyalash lozim bo4 Isa, interpolyatsion ko‘phadni Lagranj 
formasini ishlatish, bordi-yu bitta funksiyani interpolyatsiyalashga 
tugun nuqtalami ketma-ket jalb qilish talab etilsa, Nyuton 
interpolyatsion formulasini ishlatish maqsadga muvofiqdir, chunki 
hisoblash jarayoni ancha kamayadi.

Agar {xkY  -  interpolyatsiyalash tugun nuqtalari
^  Л  V  X

(funksiya

zishda ishlatiladi) va ulami interpolyatsiyalashga jalb etish tartibi be- 
rilishiga qarab inteфolyatsion ko'pliadning turli formalari kelib chi- 
qadi. Bu holda interpolyatsion ko'phad ifodasida boshqa miqdorlar -  
funksiyaning chekli ayirmalari ishtirok etadi.

Faraz qilaylik, y = f(x) fimksiyaning h qadam bilan xk =x0 + kh, 

nuqtalarda f ( x k) qiymatlari berilgan bo'lsin, k -  0,1,...,/7.
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Quyidagicha aniqlangan

f k + \ ~ f k = ^ f k ’ & = 0 , 1 , 1  

miqdorlar birinchi tartibli chekli ayirmalar deyiladi. Xuddi 
shuningdek, yuqori tartibli chekli ayirmalar aniqlanadi:

Л"1/* = д (д т~1/*) = Дт”1/*+1-Д '”"1Л , k = 0 X  - ,n ~ m  + l.
Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasida quyidagi 

bog'lanish mavjuddir:

f ( Xlc’ X k+\9*a-*X k + m )  ”  . j m  > ( 7 )m \ h

bu yerda h = xk+l -  хк, A = 0Д , 1.

Nyutonning oldga (5) va ortga (6) interpolyatsion formulasida 
qatnashuvchi ayirmalar nisbatini (7) ga asosan chekli ayirmalarga 
almashtirsak, mos ravishda teng oraliqlar uchun Nyutonning birinchi 
(oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko‘phadlari hosil bo‘ladi. 
Ulami keltiramiz:

(*) = /о + ̂  “  *o)+ (* -  *0 ) 0  -  *1)+

3 ( 8 )

I 'Ai v J'. ■ Oil ЩШЩ*' 11 tl* ' * I 90S ; Ш

42) (*)=f n ( * - * ) + ^ ( * ч ,х * - ^ )+
3 ■- (9)

•Э!Л . «!//
Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami quyidagicha

x—n ? ” •? -̂ -2 ? x~ 1 ? *0 * X\> X2 > •“ >
2л?ч-1 — 5 3 1 2 4 ... 2я

(Ю)

yoki ■ • V.

« t X—ri * * * * * *̂—2 * 1 » *0 * ^15 ^2 9 ’ * ’5 Xtt
2w ... 4 2 1 3 5 ...2 « + l ( i i )
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tartibda jalb etilsa, mos ravishda teng oraliqlar uchun Gaussning 
birinchi (oldga) va ikkinchi (ortga) ш1ефо1уа18Юп ko^hadlarini hosil 
qilamiz. Bu ko‘phadlarni chiqarishni o‘quvchiga havola etamiz.

1п1ефо1уа181уа1а5Ь т  amalda qo41aganda uning qoldiq hadini 
baholashning har doim ham uddasidan chiqmaslik mumkin, chunki 
qoldiq had ifodasida т!ефо1уа184уа1апотсЫ funksiyaning yuqori 
tartibli hosilasi qatnashishi masalani ancha murakkablashtiradi. 
Shuning uchun ham yetarlicha ko‘p tugunlar olinganda ииефо1уа1зюп 
ko‘phadning inteфolyatsiyalanuvchi funksiyaga yetarlicha yaxshi 
yaqinlashishiga ishonch hosil qilish amaliy inteфolyatsiyalashda katta 
ahamiyatga ega. Shu bois ham, Ы ефо1уа151уа1а811 jarayonining 
yaqinlashishi masalasi tug‘iladi. Bu yo‘nalishda ko‘p tadqiqotlar 
qilingan, ularni maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

2.4-§. Teskari interpolyatsiyalash

Amaliyotda ko‘pincha funksiyaning berilgan у qiymatiga mos x

argument qiymatini topish masalasi tez-tez uchrab turadi. Bu masala 
teskari interpolyatsiyalash metodi bilan hal qilinadi. Agar funksiya 
jadvalining qaralayotgan oralig‘ida у  -  f ( x )  monoton bo4sa, и holda

bir qiymatli x = cp(j/) (/(<p(y))=у )  teskari funksiya mavjud bo‘ladi.

Bu holda teskari interpolyatsiya 9 (3/) funksiya uchun odatdagi

inteфolyatsiyalashga keltiriladi. x=q>(y) ni topish uchun Lagranj

inteфolyatsion formulasidan foydalaniladi:

x = LH(y) = i x r  _ -■
'=0 (y-yi>ton+\ O '.)

Buning qoldiq hadi quyidaga teng bo‘ladi:

фОО -  К  (у ) = ф((и^ У  <p^i (у )
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Agar f ( x ) monoton boimasa, u yoki bu interpolyatsion formulani

yozib, argumentning ma’lum qiymatlaridan foydalanib va funksiyani 
ma’lum deb hisoblab, hosil boigan tenglamani biron-bir metod bilan 
argumentga nisbatan yechiladi.

L„(*) -  У
tenglamani yechib x  topiladi.

2.5-§. Interpolyatsion ko‘phadlarning qoldiq hadi bahosini 
minimallashtirish masalasi. Cbebishev ko‘phadlari

Faraz qilaylik, / ( x)e Cn+{\a,b\ boisin. [a .6] da 

interpolyatsiyalash tugun nuqtalari х0,х ,,...,хи lar qanday tanlansa,

f ( x )  funksiyani inteфolyatsiyalashdagi maksimal xatolik eng kichik 
qiymatga ega bo‘ladi, degan savol chiqishi tabiiydir. Bu masala ancha 
murakkabdir va uni faqat xususiy holdagi / (x) lar uchungina yechish

\ "Щ л Й * * P к V a
mumkin. Biz ancha sodda masalani yechishni ko‘ramiz, ya’ni 
jc(, i = 0,1,...,w tugun nuqtalar \a,b\ da qanday joylashganda

(0„+i(x)| miqdor eng kichik bo‘ladi, degan savolga javob bera-max
["•*]

miz. Agar max jco ĵ (jc)j eng kichik qiymatga erishsa, interpolyatsiya
[a ,b ]

• * 4 » <|

xatoligi (6) (2 .2-§) ham minimal qiymatga ega bo‘ladi.
»  * Л  %  л a

Soddalik uchun oraliq [-1,1] bo‘lsin. Bizga Chebishev

ko‘phadlari kerak bo‘ladi. Bu ko‘phadlar [-1,1] oraliqda

r„(x) = cos(/j arccos x), л = 0,1,... (1)
formula bilan aniqlanadi. Xususan, n = 0, 1 da

Г0(х) = cos(0 arccos x) = 1, (2)

7] (x) = cos(l arccos x) = x (3)
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ца ega bo'lamiz. Chebishev ko‘phadlari uchun
Tn+, (x) = 2x T„ (x) -  Гя_, (x) (4)

rekurrent munosabat o‘rinli, bu quyidagi
cos (w + 1)ф = 2 совф cos гщ> -  cos(« -  1)ф

*

• • . *>«* * * ' с “ 9 * . J
* *5JN

»

ayniyatdan ф = arccosx desak kelib chiqadi.
Chebishev ko‘phadining xossalari.
1-xossa. Juft (toq) n uchun Tn{x) da x ning faqat juft (toq)

darajalari qatnashadi. Bu (2)—(4) formulalardan osongina chiqariladi.
2-xossa. Tn (x) ning bosh koeffitsiyenti n > 1 da 2"4 ga teng.

Bu ham (2)-(4) formulalardan chiqariladi.
3-xossa. Tn{x) (-1,1) intervalda turli n ta haqiqiy ildizlarga ega, 

ular quyidagilar:
(2i+\)n л -i лX- = cos-------- , / — 0 , 1 , — 1.

2 n

Haqiqatdan, 7^(ху)=со8(яагссо8х,) = со5^ — ^ = 0 , / = 0,1,...,и-1.
2

4-xossa. max T(x„)  = 1 bo‘lib,[-U] "v m’

' T„(xm)= (~ ir ,  (5)

bu yerda x„ = cos— , m = ОД,...,и.m 2n' ’

Haqiqatdan, (l)ga ko‘ra Tn(xm) = cosmn = (-1)” , |7],(x)j<l, x e[-l, 1].
• #

Demak 4-xossa оьппН.
5-xossa.

Tn(x) = 2]~n Tn(x), «>1 (6)

k o‘phad, bosh koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan я-darajali ko‘phadlar 
ichida [ - 1,1] da modulining maksimumi eng kicliik bo‘lgan yagona

kocphaddir.
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Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni Pn(x) = x" + a,x" 1 +—+an 
ko‘phad mavjud bo‘lib, u

\P„0 ) | < max |Tn (x)| -  2'~n (7)

tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda (6) ga asosan, f n(x) ning bosh 

koeffitsiyenti birga teng bo‘lib, Tn(x) -  P„(x) darajasi n - 1 ga teng 

ko‘phaddir. (7) ga asosan, Tn{x)- Рг( х ) / о .  Bundan tashqari, (5)—(7)

formulalarga asosan, Tn(x)~ P„(x) n + 1 ta x = cos— , m = 0,1,...,w.
2/7

nuqtalarda noldan farqli va almashuvchi ishorali qiymatlar qabul 
qiladi. Bu esa, o‘z navbatida, darajasi n dan kichik Tn(x ) -P n(x)

ко‘phad kami deganda n ta nuqtada nolga teng bo'lishligini anglatadi. 
Bu ziddiyat 5-xossani isbot etadi.

5-xossaga asosan Chebishevning ko‘phadlari Tn(x) noldan eng kam 

og 'uvchi ко 'phad deyiladi.
[ - 1,1] oraliqda interpolyatsiyalashning tugun nuqtalar sifatida

Tn+j(jc) ko‘phadning ildizlari

Xj — cos— , / = 0,1,...,n (8)
zn+z

larni olaylik. Unda 1п1ефо!уа151уа1азЬ qoldiq hadida ishtirok etuvchi 
bosh koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan « + 1-darajali ко‘phad 
quyidagicha bo‘ladi:

®я+1 W  = 2"" Tn+] (x ) .
U holda 4-xossaga asosan inteфolyatsiyalashning qoldiq had

bahosi

: *

max IУ(jc) — L (x) I < — —  (9)
[-1.1] 1 " 1 (n+1)!2"

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda Mn+l -  max / ГпИ|(л:)|.
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5-xossaga asosan, (9) bahoni bundan yaxshilab bo‘lmaydi. 
Inteipolyatsiyalashning tugun nuqtalari (8) ko‘rinishda bo‘lganda 
(9)ni o‘ng tomonini kichraytirish mumkin bo‘lmagani uchun (8) nuq- 
talar [—1,1] oraliq uchun optimal tugun nuqtalar bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy [a,b] oraliq uchun interpolyatsiyalash ko‘rilganda
•c

x = — [ (b-  a)t + b + a\ , t = ---- ( 2 x - b -  a)
b—a

J ‘ ̂  1 и
almashtirish yordamida [a,ft] oraliq [ - 1, 1] ga o‘tadi, bu holda

SA'

Т., (0 ning ildizlari

I , ,  ч (2i+l> , \ . Л1
1 = - \ ( Ь - а )  cos - - ——+b+a\, / = 0,1,...,n

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak

I ( & - a ) ”+1 — I ( £ - я ) ”+1
max соим(х) = - -----л— max Гя. . ( / ) = - —H r—
[a,A] ' ”+I 2 [-1,1] ”+I 1 2

rtm* г t
ga teng, inteipolyatsiyalashning xatoligi bahosi esa quyidagicha
bolladi:

n+1
max / ( x ) - b i j c i i s ----—---- '■ ,, ■
[<.,»] ”W | (и+1)! 2

.ЙВИ

ii

2.6-§. Oraliqda algebraik ko‘phadlar orqali o‘rta kvadratik
yaqinlashish

Faraz qilaylik, f ( x )  funksiya p(x)>  0 vazn bilan [a,b\ oraliqda 

kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni

\ p ( x ) f 2(x)dx
a

mavjud bo‘lsin. Bunday funksiyalami L2p[a,b\ fazoga tegishli 

deyiladi. Bu funksiyani
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р„ О) = «оФо (■*) + а\Ъ (х) + • • • + <VP„ (х) О)
umumlashgan ko‘phad bilan o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtirish 
masalasini qaraylik, ya'ni a0,au ...,an koeffitsiyentlami shunday

topaylikki,

8« = JP(x)[ f(x)~  Pn(x ) \  dx (2)
a

ifoda eng kichik qiymat qabul qilsin.

Bu yerda {ф*.(х)}"=0 [ a,b\ da yetarlicha silliq va hisoblash uchun

qulay boigan chiziqli bog‘liqsiz funksiyalar sistemasidir. {ф*(*)}"_ц

fiinksiyalar sistemasi \a,b\ da Chebishev sistemasini tashkil etadi, deb

hisoblaymiz. 8n funksiya a0,a],...,an larga nisbatan kvadratik 

ko'phad va 5n >0 bo‘lgani uchun uning minimumi mavjud, bu 

minimumni topish uchun
55
da

-  = 0, k = 0,1,...,/?

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yeehish kerak bo'ladi. Bu 
tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishga egadir:

b
ip(x)
a

n

I  a№k о )  -*=0
.1/ ( % cp0 (x) dx = 0,

\p(x)
n

£  a№k (*) -*=0
.1/ ( % Ф, (x) dx -  0,

(3)

U
jpO )

n

£  a№k (*) -£=0
.1 (x) dx = 0

Agar L2p[a,b] fazodan olingan ixtiyoriy ikki cp(x) va vj/(x) 

funksiya skalyar kc/paytmasini (cp,vj/) orqali belgilasak:
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(ф,чО = Ы *)ф(*М *)<& >
а к . 1 ; Ц' '  ■-

(4)
u holda (3)ni quyidqgi ko4rinishda yozish mumkin:

а о(фо> Фо)+  а >(ф1 » Фо) " 1 •" °гДфи ’Фо) =  (/>Фо)>

а0(ф0>ф1)+ 0|(Ф1»Ф1) + —+ а„(ф„,ф1) = ( / ,ф 1),

ао(фо,Фл) + а1(ф1»Ф„) + -"+ « п(ф^Ф п) = (/,Ф п)-
Bu sistema yagona yechimga egadir, chunki uning determinanti 

Gram determinantidir. Chiziqli bog‘liqsiz funksiyalar sistemasidan 
tuzilgan

(Фо»Фо) ( ф | . ф 0) "• (Ф„»Фо)

r „  =
(Фо> Ф1) (Ф 1.Ф 1) (ф„>ф|)

(Фо > Ф») (ф |,ф „ )  ••• (ф „,ф „)

determinant Gram determinanti deyiladi va uni noldan farqliligini 
ko^rsatamiz. Faraz qilaylik, aksincha, ya’ni Ги = 0 bo‘lsin. U holda

(5) sistemaga mos keladigan bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar
sistemasi

а о(Фо> Ф,) + а](ф( > ф,) + — +• ал(ф„ > ф,) = / = 0,1,...,п (6)
kamida bitta trivial bo‘lmagan yechimga ega boiishi kerak, ya’ni 
shunday a0,au ...,an sonlar topilishi kerakki, ulaming kamida bittasi

noldan farqli bo‘lib, (5) sistemani qanoatlantirsin. (6) sistemaning 
tenglamalarim mos ravishda a0,al,...,an larga ko‘paytirib yig'amiz va

(4) ni e’tiborga olsak, quyidagi hosil boiadi:
ь
1/>(*)[ а0Фо (*) + a\% (*) + ■ • • + я„Ф„ (* )f dx = 0 .
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Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki {cpt (x)}”_0 chiziqli 

bog'liqsiz funksiyalar sistemasi bo‘lib, a0,au ...,an laming kamida

bittasi noldan farqliligi sababli [<я0ф0(х) + н-----ь an<$n (*)]
if

ko‘phad aynan nolga teng emas. Demak, Gram determinanti noldan 
farqli va (5) sistema yagona yechimga ega.

»•*

Agar \a,b\ oraliqda p(x) > 0 vazn funksiya bilan {ф* (•*)}"

funksiyalar sistemasi ortogonal ko‘phadlar sistemasini, ya’ni

(ф*(х),фДх)) = 0, к *  I

tashkil etsa, u holda (5) tenglamalar sistemasining har bir tenglamasi 
bitta noma’lumga bog‘liq bo‘lib, ak koeffitsiyentlar quyidagicha

aniqlanadi:

ak = - - -  k )■, к = 0,1,...,и.

Agar (ф*(-зс)}^_0 da p(x) > 0 vazn funksiya bilan ortonormal

ko‘phadlar sistemasini tashkil etsa, u holda ak koeffitsiyentlar 

quyidagicha aniqlanadi:
, 4 >. \ Ь 1

ak = ( /> * )  = \p (x) / ( * ) Ф*(*) dx, к = 0,1,
a

Bu holda eng kichik og‘ish

S„2= \p(x) 2 > ;Ф ,М -/М | dx=

* b  n b n n b

\p{x)f (x)dx-2'Zal \p{x)f(xYvldx+ E  Z  аЛ  |р(х)ф,(х)фДх)<* =
-a ■ 1=0 a i=0*=0 a

* w

\p {x) f{x )dx-  2£  a,2 + t a , 2,
a  i=0 i= 0

ya’ni
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5«2 = \ p ( x ) f 2(x)dx-  £  ак2
а к=0

bilaa xarakterlanadi.
Quyida hisoblash matematikasida ko‘p qo‘llaniladigan ortogonal 

ko‘phadlar sistemalarini keltiramiz [11].
Yakobi ko‘phadlari. Quyidagi

p <«#) (x) = (_!£(! _ (1+ xy* i l r a _ *)«■• ( i+ x)p+n
2 V  dx“ Lv

ko‘phadlar Yakobi ко \phadlari deyiladi. Ular [-1,1] oraliqda

p(x) = (1 -  x f  (1 + x f

vazn funksiya bilan ortogonal ko‘phadlar sistemasini tashkil etadi 
Ulaming normalari:

P"n = J 1 (1 -  x f  (1 + х /  [Р<“’р) (x)]2 dx =

2а+р+1Г(а+п+1)Г(р+я+1) lK
и!(а+р+2ич4)Г(а+р+ж-1)

Ular uchun quyidagi rekurrent formula o‘rinli:

(a + p + 2ri){a + P + 2 n + l)(a + P + 2 n+ 2) xP|;a,p) (x) = 

= 2{n+ l)(a + p + n + l)(a + P + 2w)P^f} (jc) +

+(P2 -  a 2 )(a + p + In  + l)P(“f }0t) +

+ 2(a + и)(Р + w)(a + p + In  + 2 )P £ f  (x).

Lejandr ko‘phadlari. Yakobi ko^phadlarining a = P  = 0 va
p(x) = 1 bo4gandagi xususiy holi Lejandr ко'phadlari deb yuritiladi 
va ular Rodriga formulasi

2 я! dx
b i l a n  aniqlanadi. Ulaming normalari
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К  = J jL „ 2(x)dx =
-1 2/i+l

bo‘lib, rekurrent munosabat esa
• t (n + !)£„+! (■*)=(2« +1)- ДС- Ln (x) -  rt Z,„_, (x)

dan iborat.
Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari. Ular quyidagicha

Tn(x)= cos(warccosx), \x < 1,

aniqlanib [ - u ]  oraliqda p(x) — ( l —x2) 2 vazn bilan ortogonal 
ko'phadlar sistemasini tashkil etadi. Bu ko‘phadning normasi

С И
л/я, agar n = 0 bo‘lsa,

-1 \  1—X
dx ={ гi* 71

I
agar n > 0 bo‘lsa,

2

ga teng. Rekurrent munosabat esa
Tn+1 (x) = 2- x- Tn(x)-  rn_,(x) 

formula bilan aniqlanadi.
i

[ - 1,1] da p(x) = { \ -  x1) 2 vaznda kvadrati bilan integrallanuvchi

f ( x )  funksiya uchun Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari 
yordamida topilishi lozim bo‘lgan eng yaxshi yaqinlashuvchi
n
Y, aJ^kix) ko‘phadning koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan

* = o  '  1

aniqlanadi:

a0 = — j/(c o s0)c/0 , ak = — J/(cos0) cos £0^/0 ( £ > 1).
о к о

Eng kichik og‘ish esa

S„2 = f
-1

т - ъ ъ щ 2 ag+ < + • • •+ <

formula bilan ifodalanadi.

32



Chebishevning ikldnchi tur ko'phadlari. Bu ko‘phad [-1,1]

oraliqda p(x) = \ l l - x 2
masini tashkil etadi va u

phadlar

sin(w-bl)arccosjt _  Tn+1 (*)
u n ( x )  = ------------- ............—  =  — —  n  — 0 , 1 , 2 , . .w+1

formula bilan aniqlanadi. Uning normasi

Un = J  } y/l -  X2 u\ (x) dx = ̂
ga teng bo‘lib, rekurrent munosabat 4 I *

w„+i (* )= 2*M„ (*) -  M«-i (*)
dan iboratdir. tetpirr

[ - 1,1] oraliqda p(x) = yjl—x2 vaznda kvadrati bilan integral-

lanuvchi f ( x )  funksiya uchun Chebishevning ikkinchi tur ko‘phadlari

yordamida tuzilgan eng yaxshi yaqinlashuvchi ko‘phadning koef- 
fitsiyentlari

ak = — f /(cos0)sin9sin(& + 1)0 d0 , k -  0,1,..., я 

formula bilan hisoblanib, eng kichik og‘ish miqdori esa

8*2 = J / (x) -  X akuk(*)|"J V l-x 2dbc= J y j l - x 2 f 2(x)dx
-1L  A:=0 U - I  ^  Ar=0

formula bilan aniqlanadi.

Lagerr ko‘phadlari. Bu ko‘phad [09°°) oraliqda,

pO)=<r*jta , a  > -1  vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phad

Ln{a)(x) = {-\)nx-aex - ^ ( x a+ne~x)
dx

formula bilan aniqlanadi. Buning normasi
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4
(а) = J j x ue *^Z^a)(*)J dx  = y jn \Y (a  + я + 1)

ga teng bo‘lib, ular uchun

4+i (* ) - (* “  а  -  2n - 1 )Z(„a 1 (x) + n(a + «)4_i (*) = 0
rekurrent munosabat o‘rinlidir.

Agar / ( x ) g [ 0 , oo)  bo‘lib, p(x)=e x x° vaznda kvadrati bilan

integrallanuvchi bo‘lsa, u funksiyaga obrta kvadratik ma’noda eng 
yaxshi yaqinlashuvchi ko'phadning koeffitsiyentlari

1
k ~ к\Г(а+к+\)

00

at ---------------- f xae xf(x )L (*\x)dx, к = 0,1
о

formula bilan aniqlanadi.

/ ч _ 2Ermit ko'phadlari. Bu ko‘phadlar (-oo,+oo) oraliqda p(x) = e 1 

vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phadlar sistemasini tashkil etib

Hn(x) = ( - l ) nex2 - - e ' * 2
n dxn

formula bilan aniqlanadi. Uning normasi

H  II = ,  ] e~*2H](x)dx= JF n U jn
—CO

ga teng bo‘lib, uning uchun
Hn+i (*) = 2 xHn (x) -  2 nH„_x (x) 

rekurrent munosabat o‘rinli.

Agar f ( x )  funksiya ( - 00,+00) oraliqda p { x ) - e ' x~ vaznda kvad-
it

rati bilan integrallanuvchi bo‘lsa, unga o‘rta kvadratik ma’noda eng 
yaxshi yaqinlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari

( -1)* +7 -x2

formula bilan aniqlanadi.
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Ortogonal ko‘phadlar haqida to‘liqroq ma’lumotlarni [20], [21] dan

topish mumkin.

2.7-§. Jadval bilan berOgan funksiyalarni o‘rta kvadratik
*

ma’noda yaqinlashtirish

Bizga у  = /(x )  funksiyaning \a,b\ ga tegishli turli х0,х ,,...,хя

nuqtalarda qiymatlari berilgan boMsin. Bu funksiyani u yoki bu maq- 
sad uchun interpolyatsiyalashdan boshqa qulay va qandaydir ma’noda 
aniq analitik ko‘rinishini [a,6] oraliqda topish kerak bo‘lsin. Inter-

polyatsiyalash apparatidan foydalanish quyidagi ikki sababga ko‘ra 
maqsadga muvofiq emas. Birinchidan, agar tugun nuqtalar soni katta 
bo'lsa, u holda interpolyatsion ko‘phadning ifodasi qo‘pollashadi 
(juda ko‘p hisoblashlar o‘tkaziladi). Ikkinchidan, jadvaldagi qiymat- 
larda tasodifiy xatoliklar mavjud bo‘lsa, bu xatoliklar interpolyatsion

ko‘phadda to‘g‘ridan-to‘g‘ri ishtirok etib, funksiyaning haqiqiy 
o'zgarish holatini akslantirmaydi.

Bizga [a, b\ da aniqlangan va chiziqli bogMiqsiz
m <n  funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

Ular orqali
m

(!)/=0
umumlashgan ko‘phadni quraylikki,

A2 = Z [ / ( x , ) - P m(x*)]2 (2)
/t=0

iloda eng kichik qiymat qabul qilsin. Agar f { x k) laming aniqligi bir 

xil emasligi ma'Ium bo‘lsa, vazn deb ataluvchi pk > 0 , Y. Pk~^ larnl
*=o

kiritib
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= £  Л [ / ( * * ) - Рт(**)] О)*=0
ning minimumini topish kerak bo‘ladi.

(3) a0.a,,...,am larga nisbatan kvadratik ко‘phad, undan

ak> к = 0,1,...,/и larga nisbatan xususiy hosilalar olib nolga 

tenglaymiz.
< ЯЛ n

j ~ =  2Z л [ /( ^ ) -Р » ( * /) ] '  Ф*(*/) = * = 0,1,...,m
i=0 flViT

л n
va Sjk = H PiV,(х№ k(x, ) '> Pa = YJP ,f(xi)(?k(xi) belgilashlami kiri-

>=0 /=0
tib, ak larga nisbatan

ao^oo + a \S iо + )■ amS m0 -  p„ 

а о^о\ + a \ I + • • • + a mS m, = P]
(4)

m

chiziqli algebraik tenglamalar sisteraasini hosil qilaraiz. Bu tengla- 
malar sistemasining determinanti Gram determinantidir. U noldan

farqli, chunki {q>*0 t)}7 0 funksiyalar sistemasi chiziqli bogliqsiz va 

xt, i = 0,1,...,w tugun nuqtalar turli. Demak, (4) yagona yechimga ega.

2.8-§. Kubik splayn bilan yaqinlashish

Quyidagi to‘rt shartni qanoatlantiruvchi ushbu S3(x) funksiya

interpolyatsion kubik splayn deyiladi:
1.Har bir [x,,.v^:] (; = 0,n—l) oraliqda S,(x)e Нг(Р) -  darajasi 

uchdan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami.
2. 5,(.v)e C\a,b\.
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3. 53(х ,)= /(х ,)  (/ = 0,w-l)

4. S’}(x) uchun

( 1)
chegaraviy shartlar o‘rinli.

£'(*) [ ^ i^ J  kesmada uzluksiz bo‘lganligidan xw < x<  x( daushbu

x — X _ _ x - x5T(x)= A/,.., ZL—Z. + м i~l

h. * h (2)

tengiikni yozish mumkin. Bu yerda /i, = x, - xM, M, = £[(x,).

(2) tengiikni ikki marta integrallaymiz:

<■“' : * ? + m , ♦ д + 8, .  (3)
6 h 6h. ‘ h

burida Ai va integrallash doimiylari bo‘lib, ular ta’rifning uchinchi 

shartidan topiladi, ya’ni (3) da x = xw , x = x, deb, mos ravishda

h 2  h 2

~jr + A, = / „ , Mi~T+ B, = /«о о

lami hosil qilamiz. Bundan Л, va B, ni topib (3)ga qo‘yib, quyidagiga 
ega bo‘lish mumkin:

S3(x)=M., (x, -  x f
6 h + M, (x -  x,.,)

6 h
+ Л/,._Д

/i-1
V

к  -  x) +

+
\ 6

(•* -  x i - i ) (4)
/ i

(4) dan hosila olamiz:

ss’(X) = - м . + м  + k J t ± - “ A i, (5)
‘_1 2k ‘ 2h h: 6 ‘ 4
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(5) ni [xf,jcw] kesma uchun yozamiz:

s; (x) =  -  M,
2 h + M /4-1

i+1
(X~ X.)2 ,

hu  I
J+l (6)

Ta’rifning ikkinchi shartiga ko‘ra S3 (x) va (x) funksiyalar

\a,b\ da uzluksiz. S3 (x) ning xl,x2,...,xn_l nuqtalarda uzluk-

sizligidan foydalanib, (5) va (6) tengliklardan quyidagi n - 1 ta 
tenglamaga ega bo‘lamiz:

—M- + fh±LM ,, = Sl - I l A i
6 w  3 ' 6  ,+1 /l+1 A (7)

Bu tenglamalami (1) bilan to‘ldirib hamda

a = hi b = с =!h±L d  =
' 6 ’ ' 3 ’ 6 ’ '

У/+1 .// fi  f i-  
K \  hi

(8)
belgilashlami kiritsak, u holda M x, M2, . . . ,M n_x noma’lumlami topish 
uchun

b}M { + c xM 2 =

a2M\ + + c2M ̂ — d' 
ci3M 2 +  ЬЪМ Ъ + c3M 4 =  d~
• • Ф 9 m 9 9 9 9

(*п-2Мп-Ъ + Ьп-2Мп-2 + Cr,-2Mn-\ = dn-2
n̂-1 ̂ n-2 -1 ̂ n—\ ~ ^п_i

(9)

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu tenglamalar sistemasining 
matritsasi (8) ga ko‘ra salmoqii bosh diagonalga ega boiganligidan

ixtiyoriy f j ( i  = 0,n) uchun yagona yechimga ega [1].

(9) tenglamalar sistemasi haydash usuli bilan yechiladi. Uni quyida 
keltiramiz:

Як

Рк = акЯк-\+Ьк (90 = °)»
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yordamchi miqdorlami hosil qilamiz. So‘ng

M k = qkM M +uk (k = n - 2,l),

dan lami aniqlaymiz.

Bobga tegishli tayanch so'zlar: interpolyatsion ko‘phad, inter- 
polyatsiya xatoligi, ayirmalar nisbati, chekli ayirmalar, interpolyatsiya 
xatoligi, teskari inteфolyatsiya, o‘rta kvadratik yaqinlashish, splayn, 
haydash usuli.

Savollar va topshiriqlar
1. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi va yechim- 

ning yagonaligini tushuntiring.
2. Inteфolyatsion ko'phadning Lagranj formasini yozing.
3. М ефо1уа181уа1а8Ь п ^  fundamental ko‘phadlarini yozing.
4 .1п1ефо1уа181уа1а81т^ qoldiq hadini yozing.
5. Ayirmalar nisbati va ulaming xossalari.
6. Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami jalb etish tartibiga ko‘ra 

qanday т1ефо1уа15Юп ko‘phadlar hosil bo‘ladi?
7. Chekli ayirmalar va ularning xossalari.
8. Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasidagi bog‘lanish.
9. Teng oraliqlar uchun Nyutonning birinchi (oldga) va ikkinchi 

(ortga) Ы ефо1уа1зюп ko‘phadlarini tuzing.
10. Ayirmalar nisbati bilan hosila orasidagi bogianish qanday?
11. Gaussning birinchi va ikkinchi т 1ефо1уа1зюп ko‘phadlarini

yozing.

12. Teskari interpolyatsion masalani hal etishni tushuntiring.
13. Г (x) = cos(i? arccosjc),/* = 0,1,.... Chebishev ko‘phadlari uchun

rekurrent formula chiqaring.



14. Chebishev ko‘phadlarining xossalari.
15. Oraliqda algebraik ko‘phad orqali o'rta kvadratik yaqinlashish 

masalasining qo‘yilishi.
16. Gram determinantining nolga tengmasligini tushuntiring.

V  ,m

17. Chebishevning birinchi va ikkinchi tur ko‘phadlarining nor- 
masini hisoblang.

18. Lejandr ko^hadlarining normasini hisoblang.
•  M

19. Agar {<p*(x funksiya

normal ko'phadlar sistemasini tashkil etsa, o‘rtacha kvadratik ma’no
da yaqinlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari

ь
ak = ( /> * )  = \p(x)f{x)a?k(x)dx, к = 0,1,...,и

a

formula bilan eng kichik og‘ish miqdori esa

= \ p ( x ) f 2{x )dx -Y Ja2
n 1И1

formula bilan aniqlanishini ko‘rsating
20. Kubik splayn ta’rifini ayting.

Misol 1. / ( jc) = Vx funksiyani x0 = 100, xi =121, x2 = 144
’ «

nuqtalami ishlatib, ikkinchi tartibli Lagranj interpolyatsion ko‘phad 
bilan approksimatsiya eting va xatolikni x = 116 bo‘lganda baholang.

Yechish.
co,( jc) = (x -100)(x-121)(jc-144),

ю'з (x) = (x -12  l)(x -144) + (x - 1 00)(x -144) + ( x - 100)(.x -121), 

co'3 (100) = 11- 44, ю'з (121) = -21- 23, co'3 (144)-44*23.

_  (jc-121)(jc- 144) (jc-lOOXx-144) (*-100)(*-121)
2 1144 -21-23 4423
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!> Г М  = - V ! , 2.

Ж ^ И ’100 2 ^ ' 10
-5

8

/1 1 6 - i 2 (116) < - 1 0-5 • i  |(116 - 1 00X116 - 1 2 1)(116 - 144)| =
8 3!

= — 10“5- 16- 5- 28 = 1 ,4-10_3. 
16

Bu

topildi.

! / ( * ) - l2(*)|<
max

[100,144]
|гм|

3!
|co3(jc)| bahodan foydalanib

Agar [100,144] oraliqda xatolikning eng katta qiymatini kofcrsatisb

lozim boclsa

max \f(x)
[100,144] 3!

max |соя(х)|
[100,144]' - '

formula bilan baholanadi yani

max ! / ( * ) - L2(* ) |< ! 10 5^ max |co3(x)|« 2,5* 10 1
[100,144] 8 3 [100,144]

Misol 2. у  = cos x funksiyaning jadvali h -  5 qadam bilan

10 ,35 ! oraliqdaberilgan: J .

X \0 15e
— i

20" 25" 30' 35'

cosx 0,9848 0,9659 0,9397 0,9063 0,8660 0,8192

c°sl 1 va cos36 ni taqriban toping
•  » t

.  I •
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14. Chebishev ko‘phadlarining xossalari.
15. Oraliqda algebraik ko‘phad orqali o‘rta kvadratik yaqinlashish 

masalasining qo‘yilishi.
16. Gram determinantining nolga tengmasligini tushuntiring.
17. Chebishevning birinchi va ikkinchi tur ko‘phadlarining nor- 

masini hisoblang.
18. Lejandr ko‘phadlarining normasini hisoblang.

19. Agar {cp*(*)}A_0 \a,b] da p(x)>0  vazn funksiya bilan orto-

normal ko'phadlar sistemasini tashkil etsa, o‘rtacha kvadratik ma’no-
da yaqinlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari

b

«i = ( /> * )  = \p{x)f(xysfk{x)dx, к = 0,1,...,и
a

formula bilan eng kichik og‘ish miqdori esa

52 = Ы * ) / 2 (*)<&-2> ,2

formula bilan aniqlanishini ko‘rsating
20. Kubik splayn ta’rifini ayting.

Misol 1. / (x )  = 4~x funksiyani x0 =100, Xj=121, x2 = 144

nuqtalami ishlatib, ikkinchi tartibli Lagranj interpolyatsion ko‘phad 
bilan approksimatsiya eting va xatolikni x = 116 bo‘lganda baholang.

Yechish.
(0,(x) = (x-100)(x-121)(x-144),

co3(x) = (x —12 l)(x -144) + (x - 1 00)(x -144) + (x - 1 00)(x -121), 

<o'3(100) = 11-44, со з (121) = —21 - 23, co'3 (144) = 44*23.

. . _  (jc-121)(jc- 144) (jc-lOOXx-144) (x-100)(x-121)
2 11-44 -21-23 4423
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j — 1 - 1  3 - 1
f { x ) = ± x  2, Л * )  = ~ х  2. Г ( х )  = - х  2,

max | / " 0c)| = - - 100 2 = -•  10 3
[100,144]' ' 8  8

3* s 1VTl6 - I 2(l 16) < -10"5*-1(116-100X116-121)(116-144)| =
8 31 

= —10“5-16- 5-28 = 1,4-10‘3. 
16

шах [Г(х)\ * .
Bu !/ (x ) - L2(x)|< {m- ^ ------- |o33(jc)| bahodan foydalanib

topildi.

Agar [100,144] oraliqda xatolikning eng katta qiymatini ko‘rsatisb
~r f  I  * I  <r( Г  ; • • J  » N .

lozim bo‘Isa

max \f* (x)|
max i f ( x )  -  L2(x )\ < ]-------  max |co^(x)|

[100,144] 7 2V 3! [100,144]' -

formula bilan baholanadi yani

max ! / ( x ) - L , ( x ) | < - 1 0  5-  max |co,(x)|« 2,5-1 0  3
[100,144] w  2 W |  8 3 [100,144]' 3V 71

Misol 2. y — cos x  funksiyaning jadvali h -  5 qadam bilan

10,35 I oraliqda berilgan:

X 10 15' 20" 25" 30“ 35’

cosx 0,9848 0,9659 0,9397 0,9063 0,8660 0,8192

c°sl 1 va cos36 ni taqriban toping. I •
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Yeehish.
Quyidagi chekli ayirmalar jadvalini tuzamiz:

X cosx Ay A2y A > A 4y А5 У

10° 0,9848
-0,0189

15° 0,9659 -0,0073
0,0001-0,0262

20 0,9397 -0,0072 0,0002
-0,0334 0,0003 -0,0001

25° 0,9063 -0,0069 0,0001
-0,0403 0,0004

30c 0,8660 -0,0064
-0,0468

35° 0,8192

cosl 1 ni hisoblash uchun jc0 = 10 va x = \ 1 deb olamiz. 

Yuqoridagi jadvalda A4 у  lami taxminan o‘zgarmas deb olamiz.

x—x 1Г—10q = ---- -  = ---- ;— =0,2. Nyutonning birinchi т1ефо1уа18ЮП formu-

lasiga ko'ra jadvaldagi tagiga chiziqcha tortilgan chekli ayirmalami 
ishlatib quyidagiga ega bo'lamiz.

cos 11° = 0,9848 + 0,2 • (-0,0189) + M iM l . (_o, 0073) +
!

+ 0,2-(-0,8>(—1,8) 001 _
3!

Eslatib o‘tamiz, to‘rt xonali matematik jadvaldagi qiymat ham 
shunday. i

cos36 ni hisoblash uchun xn = 35 va x = 36 deb olamiz.

Unda = 0,2 bo‘ladi. Nyutonning ikkinchi

н и еф о ^вю п  formulasida jadvalning quyi og‘masida joylashgan 
(tagiga ikki chiziq tortilgan) chekli ayirmalar ishtirok etadi.
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cos 36 = 0,8192 -f 0,2- (—0,0468) 4- 0,2-1,2 

2!
(-0,0064) + л

+ 0,2-1,2 ’,8.0,0004 = 0,8091
3!

T o‘rt xonali matematik jadvalda esa cos36 = 0,8090.

Misol 3. Jadval bilan berilgan funksiyaning Lagranj ko‘phadi bilan
yaqinlashtiring:

X 0 1 2 5

/(*) 2 3 12 147

Yechish.

Л W = j  ■ v ;  - ■/(*.) -  ■ Q+i=o (x-Xi)(0'4(Xj) (—1)(—2)(—5)
x(x-2)(x-5) | x (x-l)(x -5) | x (x -l)(x -2 ) _  3 [ T | ^

K-lX-4) 2-Ц-3) 5-43

Misol 4. sinx ning ^agi qiymatlari berilgan

ТГbo lsa, sin — ni hisoblashdagi xatolikni baholang.
I »

Yechish. n = 4 bo‘lib, xatolik bahosi

5! max 7t \/ я
Л| Л _ 6 г ~  4

bo'ladi, bu yerda

M . = max
оЛ1 2j

(sinx) (v) max
711

°*j

-cosx <1

ft <  J ___ 71 71 5 л  _  1 7t5 10103 _  300
5‘ 12 12 4 6 12 ~  4 125 ~~ 4125

75 25
412 12 412

_  6,25 _  6,25 
~ 124 ~  20736

= 0,0003 = 0,3-10"3.



Yechish.
Quyidagi chekli ayirmalar jadvalini tuzamiz:

X cosx Ay A 2y A > AAy A5̂

\0 0,9848
-0,0189

15° 0,9659 -0,0073
0,0001-0,0262

20 0,9397 -0,0072 0,0002
-0,0334 0,0003 -0,0001

25° 0,9063 -0,0069 0,0001
-0,0403 0,0004

30c 0,8660 -0,0064
-0,0468

35° 0,8192

cos 11 ni hisoblash uchun jc0 = 10 va x - \ \  deb olamiz. 

Yuqoridagi jadvalda A4y  lami taxminan o‘zgarmas deb olamiz. 

x—x IIе—10°
q -  -— -  = ---- ;— =0,2. Nyutonning birinchi interpolyatsion formu-

n 5'
lasiga ko'ra jadvaldagi tagiga chiziqcha tortilgan chekli ayirmalarni 
ishlatib quyidagiga ega bo‘lamiz.

cos 11° = 0,9848 + 0,2 • (-0,0189) + . (_o, 0073) +
2!

+ 0,2 (-0,8)(-l,8) _
3!

Eslatib o‘tamiz, to‘rt xonali matematik jadvaldagi qiymat ham 
shun day.

cos36 ni hisoblash uchun xn = 35 va x -  36 deb olamiz.

Unda ^ ... 36 35 =0,2 bo'ladi. Nyutonning ikkinchi

interpolyatsion formulasida jadvalning quyi og‘masida joylashgan 
(tagiga ikki chiziq tortilgan) chekli ayirmalar ishtirok etadi.
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cos 36 = 0,8192 + 0,2- (—0,0468) + • ( -  0,0064) +
Jbmt •

+ 0,2-1,2 1»8. o,0004 = 0,8091
3!

To'rt xonali matematik jadvalda esa cos 36 = 0,8090.

Misol 3. Jadval bilan berilgan funksiyaning Lagranj ko‘phadi bilan
yaqinlashtiring:

X 0 1 2 5

/М 2 3 12 147

Yeehish.

p3(x) = i  -3 -Ф _  f i x ,) = (х~1)(л:- 2)(х- 5) • 0 +
,=0(jc-x,)co'4te ) (—1)(—2)(—5)

x(x-2)(x-5)  _ 3 + x(.x-l)(x-5)  ̂1 2 + .v(x-l)(x- 2 ) - = x  ̂+  x 2 _ x + 2 .
K-1X-4) 2* 1- (—3) 5*43

Misol 4. sin* ning x = 0 , d a g i  qiymatlari berilgan
6 4 3 2

7Tboklsa, sin— ni hisoblashdagi xatolikni baholang.
- t  Х м а

Yeehish. n = 4 boiib, xatolik bahosi

5! max 71 \ /  Я \ /  Я \ /  71

X] X~ 6 /Г  4 T ilJC_ 2
bo‘ladi, bu yerda

max
n

2*J

(sinx) (v) max

»!]

-COSJC <1

*4*
1 Л я  71 я  571 1 Я 10103 300 75 25
5! 12 12 4 6 12 4 125 4125

_ 6,25 _ 6,25 
~ 124 ~ 20736

4125 125 412

= 0,0003 = 0,3-10_3.
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Misol 5. S(n) = + 2~ +...+ n~ ni hisoblash uchun formula 
chiqaring. ]

Yechish. Agar S(n) n ga nisbatan k-tartibli algebraik ko‘phad

bo‘lsa, (k + 1)-tartibli chekli ayirmalar nolga teng bo‘ladi. Chekli 
ayirmalar j advalini tuzamiz.

n S(n) AS A2S A35 Д 4S
1 1

4
2 5 5

9 2
3 14 7 0

16 2
4 30 9

25
5 55

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, S(n) = Ръ{п) ekan, ya’ni

а д  = рг(п) = 1 + 4 ^ 4 -  -5(w~1)(w~2) + 2( r j )(^-2)(«-3) =
3 1! 2! 3!
6+24и-24+1 5и2-4 5 и+30+2и3-1 2n2+22n-\ 2

_ 2rr +Ъп2+п _ n{n+\){2n+\)
6 6

Misol 6. h = 0,001 qadam bilan [ 1; 10] oraliqdagi sonlarning

natural logarifmlari berilgan. Chiziqli interpolyatsiyalashning xato- 
ligini baholang.

Yechish. Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasining
xatoligidan foydalanamiz:

0

^1 ( x )  =  ^ r -  ( X - X f  ) ( x  -  x i+,) ,

R, (jc)| = 0,125 ■ 10-6.

44



Misol 7. / (x) = \hc funksiyani /?(*) = 1-* vazn funksiya bilan [0;l] 

oraliqda birinchi tartibli algebraik ko'phad bilan o‘rta kvadratik
m a ’noda yaqinlashtiring.

Yechish. P,(x) = a0 + a{x -  qandaydir ko‘phad.
* , 'I • /

Bu yerda <p„(x) = 1, <p,(x) = x . Noma’ium a0,a, -koeffitsiyentlar

Г, (Фо’Ф оН  + (Фр ФоМ  =  ( / ’Фо) 

(Фо>Ф1К + (Ф:>Ф1М=(/>Ф1) ’

tenglamalar sistemasidan aniqlanadi:

1 JC2
(Фо-Фо)= l ( l -x )d x  = ( x -

0 ^
)

1

0

(ф0,ф,) = (ф1,ф0) =  J(l-x)jcrfr =
0

I
2 ’

{  2 3 X X
M1

V Ao

I
6 ’

(ф,,ф,)= j( l-x )x 2dx =
0

X4
\i

I3 4
Л

1
125

(/>Фо)= j(l-x)Vx<ic = ( / ,ф |)=  |(1 -x)yjxxdx =
0 ^  0

Demak, yuqoridagi tenglamalar sistemasi

35

1 1 4
—an + - a ,  =  —
2 0 6 1 15
1 1 4
- a n + — a , =

[ б “° ' 12“ ' 35

ко rinishga ega bo‘lib, uning yechimlari

ao =
8

boMadi.
35

,a ,  =
32
35

D /  4 8  3 2P, (x) = — + — X.
1 35 35
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Misol 8. y  = x fiinksiyani [—l;l] oraliqda Chebishev birinchi tur

ko‘phadlari orqali o‘rtacha kvadratik ma’noda yaqinlashtiring.
Yeehish. Berilgan oraliqda у = x funksiya juft boMganligi uchun

quyidagicha
CO GO

x| = £  = Z  a2 n cos(2«arccosx)
n—0 n=0

ko‘rinish o‘rinlidir. Noma’lum koeffitsiyentlar quyidagicha 
aniqlanadi:

{T2n(x),T2n(x))

( ^ o ( 4 ^ W ) = H  т  = агс81пх1'1 = \ +\ = 7 r ’

( /T o W ) - dx -  2 J dx = x 2
о v \ - x

= 2 ,
о

ao ~ >я

(T2n(x),T2n{xj) =

arccos jc = t )

cos2 (2 n arccos x)dx =
-1 л/1-х

dx = -  sin tdt 
x = 1, t -  0 H

( / ,Г 2я(х))= J -J j= c o s (2« arccos x)dx= 2 J
-i Vl-x2

x = cos/ ]
о Vl-x2

cos(2/? arccos jc)<& =

cbc = -sintdt
4

n n

x = 0. t = я

[x = 1. / = 0

2 j-cosf cos2«< gin tdt =2 fcosf • coslntdt 
о s,n 1 о
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j[ cos(2« + \)t + cos <2n-\)t]dt=\Ti Tsm(2n+ l)/+ -i_ sm (2 « -1)/2/7+10 2/7-1 0

_ n  _•—i—sin(2« +1) ■• ~ + т-L-sin (2н -1)- -  = —  +
2/7+1 2 2n-l  2 2n+l 2n-\

_ ( - l)”+l (~2/г+1+2и+1) _ (-])n+1-2/7+1

4«2- l 4 /7 -1
Demak,

л _ Н Г ‘-2 . я _ 4 (-1 )л+1
,i 2 * *  ̂ 9 j  ̂— 1)2... 4« -1 2 л(4/7 -1)In

bo‘!adi. Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:

Bu tenglikda x = ±l desak va 72w(±l) = l ekanligini e’tiborga
olsak,

oc
V (- 1)

w+l

n=l 4/Г-1
71 1
4 2

hosil bo‘ladi.

Misol 9. Oldingi misolda eng kam og‘ish miqdorini aniqlang
Yechish. Eng kam ogfcish

_ lr f 2Ms ; = l - 7-l V \-x
formula bilan aniqlanadi.

.*]

ж *
-I Vl-Jt

g2 _ Л Л 
" ~ 2 ~ 2

4 ( - l ) n+1 V.l

 ̂ Л 
2 ~ 2

8
+ 16 .1 71

7T 7r(4/7z- l)2|J 2 71 1 +
(4/7-1)

47
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Misol 10. Funksiya jadval bilan berilgan:

X -2 -1 1 2
f ix ) 4 2 2 4

Uni ikkinchi tartibli algebraik ko‘phad bilan yaqinlashtiring 
Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

x° X x2 X3 x4 / / * A 7
1 -2 4 -8 16 4 -8 16
1 -1 1 -1 1 2 -2 2

1 1 1 1 1 2 2 2

1 2 4 8 16 4 8 16
5*0

.

*2 S4 *0 h t2

4 0 10 0 34 12 0 36

Bundan quyidagi

^ 0̂ 0 1̂ a\ $2a2 ~ 0̂ 
i Sia0 + ^ 2̂ 1 + ^3a2 = h
[*̂ 2̂ 0 V l  *̂ 4̂ 2 ~ 2̂ 

tenglamalar sistemasini tuzamiz va jadvaldagi qiymatlarini qo‘yamiz,
4a0 + 0 * + 10#-, = 12 1 И
0 * a0 + 10a} + 0* a2 -  0 [>=>£, = 0 ,
1 Oa0 + 0- a{ + 34a2 = 36^

2a0 + 5a2 = 6
5я0 + 17^2 = 18

,  c 2 18-10 8 4^  = 6 - 5 - 5 = —  = a ,= v

P2M  = f + f
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Misol 11. Quyida J{x) funksiya jadval ko‘rinishida berilgan. 
Ыефо1уа15Юп kubik splayn quring va funksiyaning *=0,22; 0,25;
0.28; 0,31; 0,35 dagi qiymatlarini hisoblang.

r
•I 0 > 1 2 3 4 5

0,2 0,24 0,27 0,30 0,32 0,38

fix,) 1,2214 1,2710 1,3100 1,3499 1,3771 1,4623

2M0 — 0,1 Л/j = 2,5699, 0,3M4 + 2M5 = 3,3378. Buyerda M, = S ”( jc ; )

Yechish. /г, =0,04; /г, = 0.03; h, -0 .02; й4 =0,02; As =0,06 ekanligi

jadvaldan ko‘rinib turibdi. Мг(/ = 0,5) lami qiymatlarini haydash 
usuli bilan topamiz: M 0 = 1,387; Л/, = 2,032; Л/ 2 = 0,670; 
M3 = 1,289; M4 = 1,550; M5 = 1,436. (4), (2.8-§) bo‘yicha
т1ефо1уа15юп kubik splaynlar qurish uchun barcha ma’lumotlarga 
ega boMdik. Endi har bir oraliq uchun kubik splaynlami quramiz.

1. i =!, ya’ni [0,2;0,24] oraliq uchun:

S, (x) = M.оix\~x)
6Aj

+ M, (*~*o)
6A,

+ f  ] xi~x |
\ k \

f l -
2 Лx-x0

4 J h \

1,387
0,24 (0 ,2 4 -x )J + ^ - ( x - 0,2)J + 1,2214-

0,24
1,387-0,04 \ 0,2 4-x

V J 0,04
+

/
+ 1,2712- 2,032*0,04 x - 0 , 2

J 0,04
S3 (x)« 2,688x -  0,919xz +1,257x + 0,985.

S3(0,22)* 2,688- 0,223 -  0,919- 0,222 +1,257- 0,22 + 0,985.
S3 (0,22) * 0,029-0,044 + 0,277 + 0,985 * 1,24654.

2. г = 2 , ya’ni [0,24;0,27] oraliq uchun:

S2 (x) = M.
6k + M. {x~x\)

6h,
+ f x -

MM x2-x

J
+ f l -

x-x1
V J h>
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W11,289- (0 ,2 7 - x)3 + 3,722- ( x -  0,24)3 +

+42,363 • ( 0,27 -  x) + 43,663 • ( x -  0,24),
S3 (x) * -7 ,567x3 + 6,464x2 -  0,526x +1,13.

S3(0,25) * -7,567- 0,253 + 6,464- 0,252 -  0,526- 0,25 +1,13. 

S3 (0,25) * -0,118 + 0,404 -  0,132 +1,13 *1,284.

3. i = 3, ya’ni [0,27;0,30] oraliq uchun:

Sn (x) = M
6h3

+ M-. (x-xz) 
6h3 + л -

М2щ
V

x^-x
/

+
/
Л -

V

x-x

/

„ - M L ( 0 , 3 - x ) 3 + ^ ^ - ( x - 0 , 2 7 ) 3 +  | 1 , 3 1 -  ° ’67'0 ’03
60,03v 1 60 ,03V V 6

2 >0,3-x
0,03

+ 1 , 3 4 9 9 -
1,28^0,03

V

x-0,27

У 0,03 ’

S3 (x) « 3,439x3 -  2,45x2 +1,888jc + 0,911. 

£3(0,28) * 3,439- 0,283 -  2,45- 0,282 +1,888- 0,28 + 0,911. 

S3 (0,28) * 0,075 -  0,192 + 0,529 + 0,911 * 1,3226.

4. i - 4 ,  ya’ni [0,3;0,32] oraliq uchun:

а д = м , ( * с £ + м . < ^ - /
6k 6 h / 3-

m x
n

V

X a - X +
V
/ 4-

мАщ2 \ x-x3
---------

J

1,289
60,02

(0,32- x ) 3 + 1,55
60,02

(x -0 ,3 )  + 1,3499-
V

1,289-0,022 10,32-x
0,02

+

1,55 0,022+  f  1,3771 —
Г  6

x-0,3

J 0,02 ’

S3(x) * 2,175- x3 -1,313- x2 +1,547- x+ 0,945,

(0,31) * 2,175- 0,313 -1,313- 0,312 +1,547- 0,31 + 0.945, 

S3 (0,31) * 0,065 -  0,126 + 0,48 + 0,945 * 1,3636.
• • k\,

Wm
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5 / = 5. ya’ni [0,32;0,38] oraliq uchun:

5 ,  ( a ) =
(X5~X)

6h,
+ M.

%~A

{ )
6hc

+ Л -
M4hi2 \

4. J

Xc-JC

hs
+

r
f s -

M5hj \x-x4
hs

3 8 - j c ) 3 + ' ^ ^ ( x - 0 , 3 2 ) 3 + 
г И 0 6 1 ’  }  ^  }

1,3771- 1,550,062 Л0,3 8-x

у 0,06
+

f
+ 1,4623- 1,4360,062 N

V

x-0,32

/ 0,06 ’

1S3(x) ~ —0,317* x3 -+■ 1,08* x2 + 0,781* x + 1,027,

5,(0,35) * -0,317- 0,353 +1,08- 0,352 + 0,781- 0,35 +1,027, 

S’, (0,35)» -0,014 + 0,132 + 0,273 +1,027 * 1,4184.

Misollar.
1. Funksiya jadval bilan berilgan:

1) jadval qadami teng emas;
2) jadval qadami teng.

Lagranj interpolyatsion ko‘phadini ishlatib argumentning berilgan 
qiymatida funksiya qiymatini taqriban toping.

1-vazifaga doir jadvallar

1-jadval

0,43 1,63597 1 0,702
0,48 1,73234 6 0,512
0,55 1,87686 11 0,645
0,62 2,03345 16 0,736
0,70 2,22846 21 0,608
0,75 2,35973



X У
0,02 1,02316
0,08 1,09590
0,12 1,14725
0,17 1,21483
0,23 1,30120
0,30 1,40976

X У
0,35 2,73951
0,41 2,30080
0,47 1,96864
0,51 1,78776
0,56 1,59502
0,64 1,34310

X У

Variant № л;
2 0,102
7 ОД 14
12 0,125
17 0,203
22 ОД 54

3-jadval

Variant № X
3 0,526
8 0,453
13 0,482
18 0,552
23 0,436

4-jadval

Variant № X
0,41 2,57418 4 0,616
0,46 2,32513 9 0,478
0,52 2,09336 14 0,665
0,60 1,86203 19 0,537
0,65 1,74926 24 0,673
0,72 1,62098
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5-jadval

X У Variant № X

0,68 0,80866 5 0,896
0,73 0,89492 10 0,812
0,80 1,02964 15 0,774

0,88 1,20966 20 0,955
0,93 1,34087 25 0,715
0,99 1,52368

2-vazifaga doir jadvallar
'

.

—  — 1-jadval
X У Variant № X

1,375 5,04192 1 1,3832
1,380 5,17744 6 1,3926
1,385 5,32016 11 1,3862
1,390 5,47069 16 1,3934
1,395 5,62968 21 1,3866
1,400 5,79788

2-jadval

X У Variant № X

О/Л! 8,65729 2 0,1264
0,120 8,29329 7 0,1315
0,125 7,95829 12 0,1232
0,130 7,64893

v  1 7

0,1334
0,135
0,140

7,36235
7,09613

22 0,1285
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3-jadvaI
U - * '»  " *

X У
0,150 6,61659
0,155 6,39989
0,160 6,19658
0,165 6,00551
0,170 5,82558
0,175 5,65583

X У
0,180 5,61543
0,185 5,46693
0,190 5,32634
0,195 5,19304
0,200 5,06649
0,205

*

4,94619

X У
0,210 4,83170
0,215 4,72261
0,220 4,61855
0,225 4,51919 •
0,230 4,42422
0,235 4,33337

Variant №
'  1

3 0,1521
8 0,1611
13 0,1662
18 0,1542
23 0,1625

4-jadval

Variant № X

4 0,1838
9 0,1875
14 0,1944
19 0,1976
24 0,2038

5-jadval

5 0,2121
10 0,2165
15 0,2232
20 0,2263
25 0,2244
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2 1-vazifa. Chiziqli цПефо1уа1з1уат qo‘Uab, funksiyaning 
b e r i l ° a n  nuqtadagi qiymatini toping. Buning uchun Bradis jadvalidan 

oltita qiymat oling, chekli ayirmalar jadvalini tuzing va chiziqli 
interpolyatsiyalashni qoilash mumkinligiga ishonch hosil qiling.

№>1. a) sin 0,1436; b
№2. a) sin 0,2453; b
№3. a) sin0,4456; b

№4. a) sin0,6235; b

№5. a) sin 0,7243; b

№6. a) sin0,8453; b

№7. a) sin 0,9675: b
№8. a) tg 0,4052; b

№9. a) tg 0,4527; b

№ 11. a) tg0,3083; b

№ 12. a) tg0,3864; b

№13. a) tg0,3224; b 

№14. a) sin 1,0236; b

cos 1,1754. 

cos 1,093 8 . 

cos 1,0045. 

cos 0,9464. 

cos0,8675. 

cos0,4324. 

cos 0,3436. 

cos 0,7645. 
cos 0,7466. 

cos 0,823 5. 

cos 0,9222. 

cos 0,8465. 
cos0,2267.

№15. a) sin0,9057; b) cos0,2632

2-vazifa. Funksiya jadval bilan berilgan. Kvadratik interpolyatsiya-
• ____ ^  . _ ..... _ j. , , _ . . _ я* -

ni qo‘llab, funksiyaning berilgan nuqtadagi qiymatini aniqlang. 
Kvadratik mterpolyatsiyalashni qoMlash mumkinligini aniqlang.

J t .v - ■ Variant № X

1,675 9,5618 1 1,6763
1,676 9,4703 2 1,6778
1,677 9,3804 3 1,6785
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1,678 9,2923 4 1,6794
1,679 9,2057 5 1,6801
1,680 9,1208 6 1,6816
1,681 9,0373 7 1,6822
1,682 8,9554 8 1,6837
1,683 8,8749 9 1,6849
1,684 8,7959 10 1,6853
1,685 8,7182 11 1,6868
1,686 8,6418 12 1,6773
1,687 8,5668 13 1,6788
1,688 8,4931 14 1,6813

15 1,6845

3. J'(x) funksiyaning qiymatlari quyidagi jadvallarda berilgan. 

Kubik interpoly at si on splayn quring va ko'rsatilgan nuqtalarda funk-

siyaning qiymatini hisoblang. Hisoblashlarda M, = S} {x; ) deb 

hisoblang.
1.

•

I 0 1 2 3 4 5
Xi 0,1 0,15 0,19 0,25 0,28 0,30

f(x,) 1,1052 1,1618 1,2092 1,2840 1,3231 0,3499

2M0

4
•

+ M, = 3,,3722, 0,5M4 +

V
-

Л

II ,3614, ;t = 0 ,2 0 .

•

I 0 1 2 3 4 5
0,2 0,24 0,26 029 0,32 0,38

/(*,) 1,2214 1,2712 1,2969 1,3364 1,3771 1,4623

2M0 + 0,IM{ -  2,5699, 0,ЗЛ/4 + 2MS = 3,3378, л: = 0,31.
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3.
фг 0 1 2 3 4 5

0,1 0,13 0,17 0,20 0,25 0,28

/<*,) 0,0998 0,1296 0,1692 0,1987 0,2474 0,2764

2А/0 + 0,5А/, = -0,2644, 0,4A/4 + 2jW5 =-0,6580, х= 0,15.

4.
•г

— х~ 1
0 1 2 3 4 5

0,1 0,15 0,18 0,22 0,28 0,30

/(*;) 1,1052
- - - - - - - - - - - - - - -

1,1618
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

1,1972 1,2461 1,3231 0,3499

2М0 + Л/, = 3,3722, 0,5М4 + 2Л/5 = 3,3614, х = 0,16.

•г 0 1 2 3 4 \ 5
л. 0,2 0,24 0,27 0,30 0,32 0,38

/(*,) 1,2214 1,2710 1,3100 1,3499 1,3771 1,4623

2М0 + 0,Ш, = 2,5699, 0,ЗМ4 + 2М 5 = 3,3378. х = 0,26.
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I l l  BOB. IN T E G R A L L A R N I T A Q R IB IY  H IS O B L A S H

Aniq integralni hisoblashda qoilaniladigan
n

\p(x)f{x)dx = £  Akf(x k)
7 0 0 )

taqribiy tenglik kvadratur formula deb ataladi. Bu yerda p(x) > 0

bo'lib, uni odatda vazn funksiya, xk va Ak (k -  0,1,...,/г) lar mos

ravishda kvadratur formulaning tugun rmqtalari hamda 
koeffitsiyentlari deyiladi.

К  (/ ) = jp (x)f(x)dx-  X A f ( xk)
Jt=0

(2)

kvadratur formulaning qoldiq hadi deyiladi.
Ta’ rif. Agar (1) kvadratur formula w-darajali ixtiyoriy algebraik

'  .  1

ko‘phadlar uchun aniq bo‘lib, f(x )  = xm uchun aniq boMmasa, u
^_  _ ___ ___ ■ v *  •  . . . . .  i

holda uning algebraik aniqlikdarajasi in ga teng deyiladi.
Biz quyida algebraik aniqlik darajasiga ega bo‘ lgan kvadratur 

formulalar bilangina tanishamiz.

3.1-§. Interpolyatsion kvadratur formulalar

Faraz qilaylik, \a,b\ oraliqda o‘zi va n +1 tartibgacha hosilalari 

uzluksiz bo‘lgan f(x)  funksiyadan p(x) > 0 vazn funksiya bilan
4

olingan integralni taqribiy hisoblash lozim boisin. Buning uchun 

[a,b] ga tegishli va turli bo‘ lgan xk, k = 0, 1,...,n tugun nuqtalar olib

f(x)  funksiyaning «-tartibli Lagranj interpolyatsion ko4phadini 

tuzamiz, ya’ni
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/ ( * ) = 4  (* )+ *»(/ »* ) (3)
Ии+1)/е\

bu yerda *„(/ , *) = ' (п+̂  ’ (х-  х0)(х -  х,)- • (х -  х„) -  Lagranj inter-

polyatsion ko‘phadining qoldiq hadi. (3) tenglikning ikki tomonini 
p(x) vazn funksiyaga ko'paytirib, [a,ft] oraliqbo‘yicha integrallasak,

]p(x)f(x)dx = J/>(x)£-----' -~7--------- f (x k )dx+ \p{x)*.ntf,x)dx
Г  u k=o(x-xk)m„+l (xk)

ni hosil qilamiz. Agar т 1 е ф о 1 у а 1 8 1 у а 1 а 5 Ь  yetarlicha yaxshi o‘tkazilgan 

bo‘lsa, * .,(/ ,x) xe\a,b\ uchun kichik miqdordir, undan olingan

integralning qiymatini ham kichkina deb, tashlab yuborsak

j  P(x)f(x) d x = f t Ak f (x k) (4)
a k~Q

kvadratur formulaga ega boMamiz. Bunda

\  ~ \p (x)---- 0 3 ^ -----dx, k~ 0,1
(x-xk)to n+{ (xk)

Yuqorida ko‘rsatilgan tartibda hosil qilingan (4) formula, odatda, 
interpolyatsion kvadratur formula deyiladi va uning algebraik aniqlik 
darajasi n ga teng. Uning qoldiq hadi

К  (/ ) = ТПТ7 W k +1 (*> f (n+r> ft) dx(и+l)! a • j

ко rinishga ega. Bunda con+1(x) = ( x - x 0) (x -x ,) - - - (x -x n).

Eng sodda kvadratur formulalar bilan tanishamiz. Bu yerda
P (x)=1.

1 .  Я  =  0 .  X = ~
’  ̂ o 2  5

b - -  ̂ Lî  
A0= jdx = b - a ,
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]f(x)dx = ( b - a ) f a+b o ‘rta to (g ‘ri to ‘rtburchaklar formulasi.

Uning qoldiq hadi

Hz' (/) = Jf(x)dx -  (b -a ) f i
a '

an-/?

ni topish uchun /(x) ni [я,£] da ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga 

ega deb faraz qilamiz. U holda Teylor formulasiga ko‘ra:

V- f ix )  - / (

a+bbu yerda x < £,(*) < ---- . Bu tenglikning har ikkala tomonini a dan

b gacha integrallasak,

Ro if)  = \ i f * - (5)

kelib chiqadi, chunki x - a+b Ы ^ и = о .
2 } \ 2 )

•  л .  i
»  *

Integral ostidagi I x - a+b funksiya o‘z ishorasini saqlaydi,

shuning uchun (5) integralga umumlashgan o‘rta qiymat haqidagi 
teoremani qo‘ llash mumkin:

a+b dx-L-
24 (6)

* ШШ
bunda m< L< M, m = min f(x ), M = max f i x ) , f(x )  uzluksiz

M  [«,*] J

bo‘ lganligi uchun Koshi teoremasiga ko‘ra shunday \a,b\

mavjudki,
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Endi(6)
/ 7 Ni

W ) =  2 4  Г ( 1 )  (7)

ko‘rinishga ega bo'ladi.

Qoldiq had bahosi: |^,(/)| ̂  ^ ~ m a x | / '(x )| .Z4 \a>b\

2 . n = l, x0 = a, xx=b, ca2(x) = (x -a ) (x -& ) ,

A - \ — dx = —  A ~ dx~ —a-6  2 a-6Л a

j/ (x)dx = ^  a (̂ / (a )  + / (6)) -  trapetsiyaformulasi,
i r1

Ri i f )  = j  J(* “  a )(JC -  b)f{^)dx. <4

[a,ft] oraliqda (x -  a)(x- b)< 0 bo‘lganligi uchun o‘rta qiyraat 
haqidagi umuralashgan teoremani qo‘ llasak,

W )  = \ r & )  ){x-a){x-b)dx = - {̂ - f ( l )  (8) 

bo'ladi, bunda \ a,b\.

Qoldiq had bahosi: |«, (/)| < ^ L max|/,(x)|.
12 [°ĵ ]

з. n = 2,x0 = a, Xl = ^ - ,  x2 = b, <o3(x) = (x -a )| x -^ ^ j(x - i> ) ,

/ a+b

Л  = ( С -| t t ^ A = b £ ; 4  = *  = i ( i  _ a )
а а~ь V , ч 6 J Ь- a  a-* 3 v 7a -6) a

b X a+b \
\x~a)У —A,= ( V t - V ------ A  = —

' " - V . )  6

L
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\f(x)dx = ^ ^ -
a

V ( « )  + 4 / ( ^ )  + /(fc) -  Simpson kvadratur
\

formulasi. Uning qoldiq hadini keltiramiz:

U f )  = -
(b-ay
2880

Qoldiq had bahosi:

W ) |  *
(.b-a ) max
2880 [a.b]

4. Umumlashgan kvadratur formulalar. Taqribiy integrallash for- 
mulasining xatoligini kamaytirish maqsadida amaliyotda umum
lashgan kvadratur formulalardan foydalaniladi. Buning uchun [a,b\

oraliqni h = b-a
~N~

uzunlikda teng N bo‘lakka bo'lamiz. Har bir

[*£,**+]] qismiy oraliq uchun o‘rta to‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasini

qo‘llab, ulami к -  0 ,1 ,.. . ,# -1  lar bo'yicha y ig ‘ib chiqsak, umum

lashgan o‘rta to‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi kelib chiqadi: Я
b N- 1 xk +1
jf(x)dx='Z  } f(x)dx  =
a k =0 xk

b—a
~лГ / L +!)+ /(< .+ 3/z + •  • + / («+

(2 .V-1)A
( 9 )

Buning qoldiq hadi R0un, ( f ) n> esa har bir qismiy oraliq uchun

o‘rta to‘g‘ri to‘rtburchak formulasining qoldiq hadlari y ig ‘ indisiga 
teng bo‘ladi:

(b-a)3 N~l

24 *=o
( 10)

bu yerda xk<$k< xM.
Ikkinchi tartibli hosilaning uzluksizligidan, Koshi teoremasiga 

binoan shunday \ a,b] mavjudki,
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Я  A=О
f. .

bo'ladi. Demak, (10) quyidagicha bo‘ladi

К , Л Л - (±4 - Г ^ ) = ^ ( Л w

24 N TV'

Qoldiq hadi bahosi:

Agar har bir [* t ,x*+l] qismiy oraliq uchun trapetsiya formulasini 

qoMlasak, umumlashgan trapetsiyalar formulasiga ega bo‘lamiz:
- j

/(*о)+/(*лг) + 2 Ё /(*j)|.-N

Lining qoldiq hadi

UN
■  T  I *

qoldiq hadning bahosi esa
1

jV
ko‘rinishga ega.

Endi [ a , i ]  oraliqni teng 27Vbo‘lakka bo4amiz va har bir [ ^ _ 2,x2A:]
• .  *

к = 1,2,,.., N qismiy oraliqqa Simpson formulasini qo‘llasak,
Ь N x2k
lf(x)dx=  X J f(x)dx =
a *=1 x2k_2

*  *  *

, ч N N~[ 1
5  -J~ -  / (* )+ / (» )  + 4 2  /(*„_,) + 2 1

hQ5;il bo ladi. Bu formulaning qoldiq hadi

*2.иЛЛ = -

_  (*-«)' / <4)£ ), a<^<Z>,
» • ? .  .  •  - *  ^  €  . . •  :  r v  .  v ' f  * '  • * *2880JV"

» У

\rb >-r*
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uning bahosi
1

NT
ko‘rinishga ega

3.2-§. Gauss tipidagi kvadratur formula

Quyidagi kvadratur formulani qaraymiz:

\p(x)f(x)dx=fJAkf(x k),
k=1 ( 1)

bu verda p(x) > 0 vazn funksiya, Ak,x k, k = 0,1,...,и noma’lumdir.

Bu noma’lumlami shunday aniqlash lozimki, (1) ning algebraik 
aniqlik darajasi In - 1  ga teng bo‘lsin. Quyidagi teorema o‘rinlidir. 1 

Teorema. (1) kvadratur formulaning algebraik aniqlik darajasi 

2и - 1  ga teng bo‘lishligi uchun uning tugun nuqtalari [a,A] da

p(x) > 0 vazn funksiya bilan и-darajali ortogonal ko‘phadning

ildizlari bo‘lishligi zarur va yetarlidir.
Isboti. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, (1) ning algebraik aniqlik dara

jasi 2 « - l  bo‘lsin. Tugun nuqtalami turli deb hisoblasak, (1) ning 
interpolyatsiyaligi ta’minlanadi. Teoremadagi ortogonal ko‘phadni 

P„(x) deb belgilaylik. Darajasi n dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad

Q(x) ni olib, f(x)  = Yn(x)Q(x) deylik. Bu ko‘phadning darajasi

2n -1  dan ortmaydi. Shuning uchun ham uni (1) formula aniq 
integrallaydi:

n
\p(x)Vn(x)Q(x)dx= Y. Ak? n(xk)Q{xk) . j
a *=1 J

Bu yerda, shartga ko‘ra, integral nolga teng, o‘ng tomon ham nolga 
teng bo‘lishligi uchun P/ (xA)=0, к = 1,2,...,л shartlar bajarilishi
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kerak Q(x,k) k nmS barcha qiymatlari uchun nolga aylanmaydi,
h un k i u darajasi n dan kichik ixtiyoriy ko‘phad. Demak, 

p (X/t)= 0 , к = 1, 2 ,...,и bo‘lsa, yuqoridagi tenglik bajariladi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, (1) interpolyatsion va P „0 ) p(x) > 0
vazn bilan ortogonal ko‘phad boisin.

Endi (1) ning algebraik aniqlik darajasi 2 « - l  ligini ko‘rsatamiz.
Agar f ( x ) darajasi 2n -1  dan katta bo‘lmagan ko‘phad bo‘Isa, uni

f(x) = J>n(x)Q(x) + R(x) (2)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda O(.x) va R(x) laming darajasi 
и dan kichik. Bu tenglikning ikkala tomonini p(x) ga ko‘paytirib, 
a dan b gacha integrallaymiz:

f p(x)f (x)dx = \p(x)V n(x)Q(x)dx+ \p(x)R{x)dx.
a a f 11 f (x л

Shartga ko‘ra, o‘ng tomondagi birinchi integral nolga teng, ikkin- 
chi integraldagi R(x) darajasi n dan kichik ko‘phad bo‘lganligi,
(l)n ing interpolyatsionligi va (2) dan f (x k)=R(xk) ekanligini

j ,

e’tiborga olsak,

\P(x)f(x)dx= X Л  / (xk )
a k=\

kelib chiqadi. Shu bilan yetarlilik sharti ham isbotlandi.
Endi ortogonal ko‘phadning nollari haqidagi teoremani ko‘ramiz.

Teorema. [a,b] oraliqda p(x)> 0 vazn funksiya bilan ortogonal

bo lgan Р„(л;) ko^phadning barcha ildizlari haqiqiy, turli va (a,b)
intervalga tegishli.

Isboti. Pw(x) ning (a,b) ga tegishli toq karrali ildizlarini
% t

deb belgilaylik. Teorema isbotlanishi uchun m = n

^^anliginj ko'rsatish kifoyadir, chunki bundan P„(x) ko‘phadning

^oshqa ildizlari yo‘qligi va ulaming turliligi kelib chiqadi. Teskarisini 
аГа? qilaylik, ya'ni m < n bo‘lsin. Ushbu



uning bahosi

R2.um

ko‘rinishga ega

3.2-§. Gauss tipidagi kvadratur formula

Quyidagi kvadratur formulani qaraymiz:

fp(x)/(x)dx = f JAk f(xk),
n  k = 1

(i)

bu verda />(*)> 0 vazn funksiya, Ak,x k, к = 0,1,...,и noma’lumdir.

Bu noma’lumlami shunday aniqlash lozimki, ( 1) ning algebraik 
aniqlik darajasi 2n - 1  ga teng bo‘lsin. Quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema. (1) kvadratur formulaning algebraik aniqlik darajasi 

2w - l ga teng bo‘lishligi uchun uning tugun nuqtalari [ a ,6 ] da

p{x) > 0 vazn funksiya bilan «-darajali ortogonal ko'phadning

ildizlari boiishligi zarur va yetarlidir. 1

Isboti. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, (1) ning algebraik aniqhk dara
jasi 2/1 -1  bo‘lsin. Tugun nuqtalami turli deb hisoblasak, (1) ning 
interpolyatsiyaligi ta’minlanadi. Teoremadagi ortogonal ko‘phadni 
P„ (л) deb belgilaylik. Darajasi n dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad

Q(x) ni olib, f(x)  = Vn(x)Q(x) deylik. Bu ko‘phadning darajasi

2 w - l dan ortmaydi. Shuning uchun ham uni (1) formula aniq 
integral laydi: ]

n

\ P(x)V„ (*) Q(x) dx= X A kPn (xk) Q(xk). I
a *=i 1

Bu yerda, shartga ko‘ra, integral nolga teng, o‘ng tomon ham nolga 
teng bo‘lishligi uchun Р,г(л^)=0, к = 1, 2,...,n shartlar bajarilishi
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‘'егак (Л Л;) к ning barcha qiymatlari uchun nolga aylanmaydi,

hunki u darajasi n dan kichik ixtiyoriy ko‘phad. Demak, 
p (* .)= 0 , к — 1,2,...,n bo‘ lsa, yuqoridagi tenglik bajariladi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, (1) inteфolyatsion va P„(jc) p(x) > 0
vazn bilan ortogonal ko‘phad bo‘lsin.

Endi (1) ning algebraik aniqlik darajasi 2 « - l  ligini ko‘rsatamiz.
Agar f(x)  darajasi 2 n -  \ dan katta bo‘lmagan ko‘phad bo‘lsa, uni

/  W  = P„ (x) Q(x)+R (x) (2)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Q(x) va R(x) laming darajasi
и dan kichik. Bu tenglikning ikkala tomonini p(x) ga ko‘paytirib,
a dan b gacha integrallaymiz:

b  b  b -  

(p(x)f(x)dx= \ p(x)P n{x)Q(x)dx + \p{x)R{x)dx.
a a 1 J J  ’ ■ (x

Shartga ko‘ra, o‘ng tomondagi birinchi integral nolga teng, ikkin
chi integraldagi 7?(jc) darajasi n dan kichik ko‘phad bo‘lganligi,
(l)n ing inteфolyatsionligi va (2) dan f (x k)= R(xk) ekanligini 
e’tiborga olsak,

J p(x)f(x)dx = X A t f{x k)
a

kelib chiqadi. Shu bilan yetarlilik sharti ham isbotlandi.
Endi ortogonal ko‘phadning nollari haqidagi teoremani ko‘ramiz.

Teorema. [a,b] oraliqda />(*)>0 vazn funksiya bilan ortogonal 

bo Igan P/J(x) ko‘phadning barcha ildizlari haqiqiy, turli va (a,b)
intervalga tegishli.

Jsboti. Рл(х) ning (a,b) ga tegishli toq karrali ildizlarini

^1 ’s 2?• • • ?̂ m deb belgilaylik. Teorema isbotlanishi uchun m -n

^anligini ko'rsatish kifoyadir, chunki bundan P„(x) ko‘phadning

b°shqa iidizlari yo^qligi va ularning turliligi kelib chiqadi. Teskarisini 
araz ^Uaylik, ya'ni m<n boisin. Ushbu
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т
£?„(*) = I ( * - U1=1

ko‘phadni tuzamiz. m<n bo‘lganligi uchun

\p(x)Yn(x\Qm(x)dx = 0
a

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak, ammo Pn(x)- Qm(x) ko‘phad [ a ,b\ da

ishora saqlagani va [ a ,b\ da chekli nuqtalarda nolga tengligi sababli
yuqoridagi integral noldan farqli. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.

Shunday qilib, (1) ko‘rinishga ega bo'lgan kvadratur formula 
mavjudligini ko‘rdik. Ba’zan (1) Gauss tipidagi kvadratur formula deb

.  -  r W  •

ham ataladi, chunki Gauss ( 1) formulani xususiy holda, ya ’ni oraliq 
[ - 1,1] , vazn funksiya p(x) = 1 bo‘lganda keltirib chiqargan.

Gauss tipidagi kvadratur formula quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. (1) kvadratur formulaning tugun nuqtalari va koef- 

fitsiyentlari har qanday tanlanganda ham ( 1) nmg algebraik aniqlik 
darajasi ortmaydi. Щ

2-xossa. (1) kvadratur formulaning barcha koeffitsiyentlari 
musbatdir. 1

3~xossa. Agar [a,b] chekli va f(x)  bu oraliqda uzluksiz bofclsa, u
holda Gauss tipidagi kvadratur formula yaqinlashadi:

b(n)\ —кlim 1 4 (Л)/ ( ^ (Л)) = \p(x)f(x)dx
n->® *=1 a

3.3-§. Chebishev tipidagi kvadratur formula

Kvadratur formula

\p(x)f(x)dx = A£ f (x k)
k=1

(l)

ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bu yerda /?(*)> 0 vazn funksiya. (1) for

mulaning noma’lum parametrlari A va xk,(k = l,2,...,w) lar boiib.
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larni shunday topaylikki, (1) ning algebraik aniqlik darajasi n ga teng
bo‘lsin. Quyidagicha belgilash kiritamiz:
b

ця = |р(х)х” Л , m = 0 , 1, 2 ,... (2)

A oar f(x)  = 1 desak, ( 1) dan (2) ga asosan

A =_
n

tnbo‘ladi. Endi f(x) = x , m = \,2,...,n deb, quyidagi nochiziqli 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

" n
2>Г=Н-И' — , m-\,2,...,n . (3)
*=l Цо

( 1) kvadratur formulaning tugunlari (3) tenglamalar sistemasining 
yechimlari bo‘lar ekan. (3) tenglamalar sistemasini yechish o‘rniga 
quyidagicha ish tutamiz.

Faraz qilaylik, (1) ning tugun nuqtalari n tartibli

(д:) = ГЗ (jc — ) = x" + a2xn H----- V an (4)
k=\

ko‘phadning nollari bo‘lsin. (4) dan hosila olamiz:

(5)
/=1 X-Xi

(■*) ~ MX + (/? — 1) Q̂X*2 + (ft — 2) О-̂ Х*1 +в*' + Ля_] . (6)

(5) va (6) ning chap tomonlari bir xil, demak o‘ng tomonlari ham 
teng> ya’ni x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro 
ttng bo lishi kerak. Buning uchun (5) ning o‘ng tomonidagi bo‘lish va

У1? ish amalini bajaramiz va Sm = Y,x™, m = \,2,...,n belgilashni
i *=1 
kiritib
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52 4* + 2^2 — 0*
53 + alS2 + a2S] + Зя3 = 0,
•  t •  * ■ •  • • •  t  •  •

Sn + aiSn-i + a 2 Sn- 2  + ---+ nan = 0  

Nyuton munosabatlari deb nomlanadigan formulalami hosil qilamiz. 
Bulardan ketma-ket ax,a2,...,an larni aniqlaymiz, so‘ng

x + q̂ x + u2x 2 + ***+йи = 0

tenglamani yechib, xl,x2,...,xn larni topamiz. Agar xk,(lc=l,2,...,n) lar 

haqiqiy va turli bo‘lsa,

jp(x)f(x)dx = — Ц Д хк) (7)
a n  k=1

ko'rinishga ega kvadratur formula berilgan n uchun qurilgan bo‘ladi
7 J-

va uni Chebishev tipidagi kvadratur formula deyiladi. (7) kvadratur 
formula vazn funksiya p(x) = 1, oraUq [-1,1] bo‘ lganda n = 1,2 ,...,7

Hlj!
uchun Chebishev parametrlari qiymatini ko‘rsatgan. .1

Eslatib o‘tamiz, keyinchalik n = 8 va n> 10 bo‘lganda odm(jc) = 0

tenglama ildizlarining orasida haqiqiy bo‘lmaganlarining ham mav-
judligi isbotlandi [11].

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: kvadratur formula, tugun nuqtalar,
koeffitsiyentlar, qoldiq had, algebraik aniqlik darajasi, interpolyatsion

.

kvadratur formula, umumlashgan kvadratur formula, Gauss tipidagi
kvadratur formula, Chebishev tipidagi kvadratur formula.

. *

Savollar va topshiriqlar
1. Kvadratur formula ta’rifmi keltiring.
2. Kvadratur formulaning algebraik aniqlik darajasi.
3. Interpolyatsion kvadratur formula ta’rifi.
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4 O'rta to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi va uning qoldiq hadi.
5 Trapetsiya kvadratur formulasi va uning qoldiq hadi.
6 Simpson kvadratur formulasi va uning qoldiq hadi.
7 Umumlashgan trapetsiya va Simpson kvadratur formulalari va

ularning qoldiq had bahosi.
8 . Gauss tipidagi kvadratur formula.
9. Ortogonal ko‘phadlaming ildizlari haqidagi teorema.
10. Gauss tipidagi kvadratur formula xossalari.
11. Chebishev tipidagi kvadratur formula.
12. Nyuton munosabatlari.
13. Lejandr ortogonal ko‘phadlarini aniqlaydigan formulani 

yozing. r,'v* '*
14. Chebishevning birinchi tur va ikkinchi tur ko‘phadlarini aniq

laydigan formulani va rekurrent munosabatlami yozing.

X 1 0 0 0 . .  0 0 0
4

1 2x 1 0 0 . .  0 0 0

TM -
0 1 2x 1 0 . .  0 0 0

0 •  •  • •  m • •  •  • 0 . .  1 2x 1
0 •  •  • m m m 9 9 9. •  •  • . .  0 1 2x

2x 1 0 0 0 . . 0 0 0
1 2x 1 0 0 . . 0 0 0

Щ * )=
0 1 2x 1 0 . . 0 0 0

0 •  •  • 9  •  • •  •  • 0 . . 1 2x 1
0 •  *  « •  •  « •  •  • 0 . . 0 1 2x

lglni k° Wrsating. Determinant tartibi n ga teng.
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16. I fix )
-i Vi-

n
-dx = Y.c, f ( x) kvadratur fomiulaning algebraik aniqlik

/=i

darajasi eng yuqori bo'lganda

ko'rsating.
17. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:

cx -  c2 boiishini

2 T n W  ■ Tm ( * )  =  T^ m  ( x )  -  Tn -m  (* )>  n  > I

2{Tn(x))2 =\ + Tln{x)- 1

2 ( l - x 2)(Un_l(x))2 = l-2T 2n(x); I

2Tn {x)Un_x (x) = f/2n_, (x); 1

2 (x2 - =  Tn+m{x )-T n_m(x), n>m.

Bu yerda Tk(x) va Uk(x) lar mos ravishda Chebishevning birinchi

va ikkinchi tur ko‘phadlari.

18.
-i

h i
1+X

4 кf  (x)dx = v--- ; £  sin2
2/7+1 2/7+1 \

f  [ cos — — I kvadratur for
2/7+1

mulaning algebraik aniqlik darajasi 2 n -  \ ekanligini ko‘rsating.

dxMisol 1. J—  integralni umumlashgan trapetsiya formulasi bilan
о1+Л*

10 aniqlikda hisoblang, qadam h ni qoldiq had bahosidan toping 
Yechish. Umumlashgan trapetsiya formulasini yozamiz:

Д| .»m(/) = - ^ 77r /*(£)> a<^<bUN

Berilgan misolda a -  0, b -  1, f(x)  = 1
1+x

f  (x) = - 7 ^ 2  ’ f  (x) = 2(l+x) (l+x)3 •
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R\.um
max

\2 N  [0 ,1] 
1

r(x)\=— max
\2 N  [0 ,1] (l+x)

1 - 2 = 1
12 N 6N

6 N
<10-2 N >5, /7 = 0,2.

Demak, j — Г/(0) + /(1) + 2(Д 0,2)+ /(0,4 )+ /(0,6) + ДО, 8))] =
1+JC ш-o

I
10

1 + -  + 2 
2

/

\
1 1+---+----+i i Yl i '., = —• 6,9562=0,69.

1,2 1,4 1,6 1,8 jy 10

Misol 2. Yuqoridagi integralni «  = 4 da Chebishev tipidagi kvad
ratur formula bilan hisoblang.

Yeehish. x = 0,5- (1 +1) almashtirish bajarsak,

dt
-1 3 +t

boiadi. Bu integralni Chebishev kvadratur formulasi bilan n -  4 da 
hisoblaymiz:

[=  J dt -  V _L
-i 3+; 4 “ I 3+/,-

Bn yerda t i  —1,4, со — t4 + â  t* + a 2t + a-̂ t a ko‘p-

hadning nollari boMishi kerak. Uning koeffitsiyentlari Nyuton
munosabatlaridan topiladi:

iSj + — 0 ,
52 + axSx + 2a2 = 0,
53 + a }S2

Bu
№ * 5 .  = 1 (Г = Ц „ - - .  »  = й

Аг=1 Цо
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Xм(I/ = J* t ldt =
-i /+1 -l

H - l)
/+1

/+1

Цо 2» О, Р-2 2 5 М-4

5, = О, S2 = l  S 3= О, S4 = j

2
5 ’

ч ЯШ Ш I • L jMBulardan foydalanib, yuqoridagi sistemadan a, = 0, a2= - - ;
3

1 * 4 A * - М Ъ  ̂ If ^a3 = 0 , a4 = — va co4(/) = f4 — t2 + — ekanligini aniqlaymiz. Uning
' «. "% * 3 45

ildizlari: I

'i = 15
= -0,79465, t2 = 5 2 - = -0,18759,

15

h ~

5-2У5
15

5+2V5
15

= 0,79465.

Berilgan integralni hisoblaymiz:
1 4 1 l l + l + l + l \
2 н  3+Г, 2^2,20535 2,81241 3,18759 3,79465)

= 0,69.

Misol 3. Y=\ dx
о1+x

integralni Gauss kvadratur formulasi bilan

n = 5 da hisoblang.
Yechish.

x= 0,5-(l+ O
almashtirish qilsak, quyidagi ga ega bo‘lamiz:

3 = 2 - J dt
- 14+(l+/)L

[ - 1, l] oraliqda p(t) = 1 vazn funksiya bilan ortogonal bo‘ lgafl 

ko‘phad Lejandr ko‘phadi deyilishi va u fl

12



2"и! <*л
formula bilan aniqlanib, ular uchun

* 4

(я +1 )/» , (t)-(2n + \)t-P„(t) + n- Pn ,(1) = 0

r e k u r r e n t  formula mavjudligini bilamiz. Bundan foydalanib, quyida-
gjjami hosil qilamiz. „п ><!

P0(t) = l , m  = t, P2(0  = {  (3/2 - l ) ,  P 3(t) = ~  ( 5 ^ - 3 0 ,

p4(/) = i .  (35?4 -  30?2 + 3), = -  • (6315 -  70f3 + 15r).
8 8

P (t) = 0 ni yechib, kvadratur formula tugunlarini aniqlaymiz:

*i = ~

70ь/П"20 ^  - 0  9061798, ? = _Г 70—71120 ĵ= _o 5384693,
2  ̂ 126 У

•  •

г3 = 0 , tA = = 0,5384693, t5 = - t 2 = 0,9061798.
*

Gauss kvadratur formulasining n = 5 dagi koeffitsiyentlarining qiy-
matlari quyidagicha:

Л2 = Ал = 0,4786286, ^  = 0,568889.

Integral ostidagi funksiyaning tugun nuqtalardagi qiyma
quyidagicha:

Л О  = 0,2494511, f ( t 2) = 0,2373599, /(/3) = 0,2, 
f{ t4) = 0,1570626, f ( t 5) = 0,1310011.

Endi berilgan integrating taqribiy qiymatini hisoblaymiz:

3  = 2£  4 / (f ,)  = 0,7853982.
X=1

Berilgan ingrain ing aniq qi)/mati esa

teng.
3  = -  = 0,785398163...

4
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Misollar. |
1) Aniq integrallarni umumlashgan o‘rta to‘g ‘ri to‘rtburchaklar for- 

mulasi va umumlashgan trapetsiya formulasi bilan и = 10 da 
hisoblang. Я

2) Aniq integrallarni Simpson kvadratur formulasi bilan n = 10 da 
hisoblang. f l

1. 1

2 . 1

3. 1

4. 1

5. 1

6 . 1

7. 1

8 . 1

9. 1

10. 1

i , 6  

I
dx

0,8 yflx^+l
2,7

I
dx

1,2 yjx2+3,2

J dx
l л/2х̂ +1,3
1,6 

I dx
0,8 Vzx^+l
1,4

1
,8 yflx0,8

1,2

\

+3

dx
o,4 -\j 2+0,5 x

2,1

I
dx

,4%/Зх2-1 ’1.4

2.4 

1
dx

1,2 \fo,5+x

1,2

J
A

,4 л/з+Х2'0,4

1,5

J
0,6 V 2x2+l

2

2

1,2 *

2,4
J (x+l)sinxdfr

i,6

1
0,2

1,4

J
0,6

x2+l
dx.

cosx
x+1

.

1,2

J Jxcos(x2)dx
0,6

1,6l g ( f 2 
XI

0,8

lg(x ' 1)dx.

co sx

x+2

],r s in (2 x )  ,J ---- -— dx.
0,8 x
1,2f л .J ------ dx.
0,4 

1,2
| (2x+ 0 ,5 )s in  xdx

0,4

0,4 2x +1
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dx3,5

I

4  dx .

0,5

dx

1,2 <Jx2+0,6

4  dx
J - r — •

1,4 yJ3x +1

J “7
0,8 V X2 +4

2J2 Л
1,6 y]x2+2,5

1
<ix

1,2 yfx*+l,2 

4 afr
f-7—  ,2^0,5x3,2

1,7

I

+1

/r 2̂0,8 V2 jcz+0,3

1.2 л/о,5x2+1,5 
2,1 
II ' 1 »-*

2

2

2

2

2

0,98 sinx
JC+l

<ir.f
0,18

1,8
J л/x+l ccs(jc2)<& 

0,2
3
J x2 lg xdx.

1,4

2,2
J

1,4

lg(* +2) 
x+1

1,4 * + !

1,6
J (x 2+l)sm(x-0,5)£&:

0,8

]
1,2
1,2

1
0,5

l g ( * 2+3)

2x
dx.

tg (x 2)
x+1

2,1 ■
J

1,3

sin(x - 1 )  

l4x
dx.

J (x+l)cos(x2)^
0,2

0,72
J Vx+1 tg(2x)dx

0,6

cosx1,2

ols^+l
dx.

2 ,8/  N
-+ 1

1,2 v 2 /
, . XIsm—dx. 

2
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IV BOB. ALGEBRAIK VA TRANSSENDENT 
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

4.1 -§. Ildizlarni ajratish -jg

Agar algebraik yoki transsendent tenglamaning ko‘rinishi yetar- 
licha murakkab bo‘lsa, uning ildizlarini aniq topishning har doim ham 
iloji bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, uning ba’zi koeffitsiyentlarining 
taqribiyligi ma’ lum bo‘lsa, ildizlarini aniq topish masalasi o‘z 
ma’nosini yo‘qotadi. Shuning uchun ildizlarni taqribiy topish metod- 
lari va ularning aniqlik darajasini baholash muhim ahamiyatga ega.

Tenglamalaming ildizlarini taqribiy topish uchun qoMlaniladigan 
usullarda uning ildizlari ajratilgan, ya’ni shunday yetarli kichik 
oraliq lar topilganki, bu oraliqda tenglamaning bittagina ildizi 
joylashgan, deb faraz qilinaai. Bu oraliqning biror nuqtasini bosh- 
lang‘ich yaqinlashish deb, tanlangan metod bilan berilgan aniqlikda 
topish mumkin. Demak, tenglama ildizlarini taqribiy topish masalasi 
ikki qismdan iborat: , iH

1) ildizlarni ajratish, ya ’ni shunday oraliqchalarni ko'rsatish 

kerakki, unda tenglamaning bitta va faqat bitta ildizi boisin; 1
2) ildizning taqribiy qiymati -  boshlang‘ ich yaqinlashishni

berilgan aniqlikda hisoblash. Я
Matematik analizdan ma’lum bo'lgan quyidagi teoremalardan 

ildizlarni ajratishda foydalaniladi. ^
Teorema. Agar f{x)  funksiya [a ,6 ] da uzluksiz bo'lib, oraliqning

oxirlarida turli ishorali qiymatlami qabul qilsa, u holda /(■*) 
tenglamaning bu oraliqda hech boMmaganda bitta ildizi bor. Agaf 
f'(x) mavjud bo'lib, u \a,b\ da ishorasini saqlasa, u holda \a,b\ ®

/ (jc) = 0 ning ildizi yagonadir. щ



Teorema. /О ) funksiya [a.b] da analitik boiib, f(a)- f(b )< 0

hart o'rinli bo‘ lsa, f(x )  = 0 tenglamaning [a,b\ da yotadigan ildiz

lari soni toqdir.

4
4.2-§ Algebraik tenglamalarning haqiqiy ildizlarini ajratish

Algebraik
f(x) = a0xn + alxnl + --- + an- 0  (a0 * 0) ' ( i )

ten ц lam a ildizlarining soni va ulami ajratish masalasini ko'raylik.
Dekart teoremasi. Karraliklarining karrasi bilan hisoblaganda (1) 

tenglamaning musbat ildizlari soni

koeffitsiyentlar sistemasida (nolga teng koeffitsiyentlar e’tiborga 
olinmaydi) ishora ahnashtirish soniga teng yoki undan juft songa 
kamdir.

f M j j j L ,  . . . . .  *  r f !  f  ■*

Gjwar teoremasi. ( 1) tenglamaning koeffitsiyentlari haqiqiy boblib, 
uning barcha ildizlari haqiqiy bo4 sa, koeffitsiyentlar uchun

ак > а к - ak+\> i = 1, 2, — l
tengsizliklar o‘rinli.

(1) tenglamada a0 Ф 0 , ^ 0 deb hisoblaymiz. 
Teorema 1. Agar

A = max
1<*<W

a A, = max
0<k<n—1

Я
I<k<n a0 0<k<n-\

k° Isa, u holda (1) tenglamaning barcha ildizlari
aП >

r = 1

haiqa ichida yotadi.

< be <1 + A = R (2)

b°ti. Faiaz qilaylik \x > 1 bo‘lsin. Modulning xossasiga ko'ra
\

a0xП an
a0xn >

77



/
> а0хП 1 -Л 1 + 1 +

V

1 \1

J
I п >

> а0хп 1 - А 1 1

H J
а0хп н  - А  1  

1 - 1  lj

Agar >1+ А deb olsak, u holda f(x)\ > 0 tengsizlik kelib

chiqadi, ya ’ni x ning shunday qiymatlarida f(x)  ko‘phad nolga 
aylanmaydi, demak ( 1) tenglamaning ildizi yo‘q. (2) tengsizlikning

chap tomonini ko‘rsatish uchun x = — deb, f(x) = — g(y) ga ega
У Уп

bo‘lamiz, bu yerda g(y) = an Уп + an-\У" * + ‘ ‘ ‘ + ao ■ Yuqorida isbot 

qilinganiga ko‘ra, g(_y) ko'phadning yk - — ildizlari .
Xk ЛИ

|У.
1

4
<1 + Ai

tengsizlikni qanoatlantiradi, bundan esa

> 1
1+A

kelib chiqadi. 4
Bu teoremadagi r va R -  (1) tenglama musbat ildizlarining mos 

ravishda quyi va yuqori chegaralaridir. Xuddi shuningdek, -R va - r  -  
manfiy ildizlarning mos ravishda quyi va yuqori chegarasi bo‘ ladi. 

Teorema 2. (Lagranj teoremasi.) Agar (1) tenglamaning manfiy
koeffitsiyentlaridan eng birinchisi (chapdan hisoblaganda) ak bo'liD,
В manfiy koeffitsiyentlaming absolut qiymatlari bo‘yicha eng kattasi 
bo‘lsa, u holda musbat ildizlarning yuqori chegarasi Я

R = \ + k
В

aо

son bilan ifodalanadi.
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Isboti. Bu yerda ham x > l deb olamiz. Manfiy bo'lmagan
а, , larni nol bilan almashtiramiz, ah9ak̂ 9...9a„ larni esa

gga aimashtirsak f ix )  ko‘phadning qiymati kamayishi mumkin.

Shuning uchun
f ix )  > a0xn -  В(х”-к + x"-k-1 + - + l )  =

= anx"-B■o ,JC—I
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan esa x>l bo4lganda

r«-*+l i /?ги-*+|
f{x)  > До*” -  В -------- -> a0xn -

x
JC —1

kelib chiqadi. Demak,

x -l  u X—1
n~k*] *- ~l rn~k+l Г t

a0x (x— 1 ) - 5 J > ——— a0(x-\) - B
X- 1 — —

x > l+ k l— = R

+bo'lganda / (a ) > 0 ga ega bo‘lamiz, ya'ni ( 1) tenglamaning barcha x
rausbat ildizlari x+ < R tengsizlikni qanoatlantiradi.

Teorema 3. (Nyuton teoremasi.) Agar x = c> 0 uchun
Уа)(с)>0, к = 0,1,...,и shart o‘rinli boisa, R - c  ni (l)ning musbat 
ildizlari uchun yuqori chegara deb olish mumkin.

Isboti. Teylor formulasiga ko‘ra

f(x )  = i  ^ - i x - c f .  
i=0 * *

Shartga ko‘ra, x> с boMganda summaning har bir hadi musbatdir. 
ernak, (l)ning barcha x musbat ildizlari x +<c tengsizlikni

9anoatlantiradi.
^ ar 4uyidagi ko^phadlarga

f\(x) = ( - 1)” f ( - x) = a0xn -  a{xn~] + а2хл’ 2 + •■• + ( -  1)л ,

fi(x) — xn J  (—] -  anx” + an_\Xn 1 + • • • + a0,
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yuqoridagi teoremalami qo‘llab, f(x), /, (x), f 2(x), /3(x) laming 

musbat ildizlarining, mos ravishda, R,R{,R2,R3 yuqori chegaralari 
topilgan bo‘Isa, u holda ( 1) tenglamaning hamma musbat ildizlari

1 1 hH— < x < R  va barcha manfiy ildizlari -R : <x <----- tengsizliklamiRn R-i2
qanoatlantiradi.

з

43-§. Tenglamalar ni yechishda iteratsiya metodi

Berilgan / (x) = 0 tenglamaning ildizlari ajratilgan bo‘lsin. 
Iteratsiya metodini qo‘ llash uchun f (x) = 0 tenglamani

х = ф(х) (1)
kanonik ko‘rinishga keltiramiz. Ildiz yotgan oraliqdan ixtiyoriy nuqta 
olib, izlanayotgan ildizning dastlabki yaqinlashishi deb, quyidagi 
ketma-ketlikni (iteratsion jarayonni) hosil qilamiz: Ш

Хл =ф(хя_1), n = 1,2,... (2)
Agar I

lim xn (3)
л—

mavjud va cp(jt) funksiya uzluksiz bo‘Isa, (2) tenglikning har ikkala 
tomonida limitga o‘tsak, I

4 = lim x„ = lim ф(х„_, )=ф( Um xn ) = ф(£), J
И->ос « —yoc \n—>co /

ya ’ni

s=<pe) H
hosil bo‘ladi. Demak, £, berilgan tenglamaning ildizi ekan va uni (2)
yordamida talab qilingan aniqlikda topish mumkin. (3) limit mavjud 

bo‘lgan holda, iteratsiya jarayoni yaqinlashuvchi deyiladi. Quyi dag1 
teorema iteratsion jarayonning yaqinlashishini ko‘rsatadi. J



Teorema. Faraz qilaylik, ф(х) funksiya va boshlang'ich yaqin- 
. • h xc, quyidagi shartlami qanoatlantirsin:
1) cp(jc) funksiya

x  — X0 <5 (4)
oraliqda aniqlangan bo‘lib, bu oraliqdan olingan ixtiyoriy ikkita x  v a  у  

nuqtalar uchun ф (х) Lipshits shartini qanoatlantirsin:

(5)
2) quyidagi tengsizliklar bajarilsin:

1—а (6)

U holda (1) tenglama (4) oraliqda yagona £, ildizga ega bo‘lib,
| xn j ketma-ketlik bu yechimga intiladi va intilish tezligi

y -q "\-q (7)

tengsizlik bilan aniqlanadi.
Isboti. Ixtiyoriy n uchun x n ni qurish mumkinligini va x n (4) 

oraliqda yotishligi hamda
<л qn

(8)
tengsizlik bajarilishini induksiya metodi bilan ko‘rsatamiz.

Agar /7 = 0 boisa, x, =ф(х0) bo'lgani uchun (8)dan (6) hosil 
boMadi, ya’ni

b°‘ladi, bundan
x , - x 0 <ri

esa

x , - x 0 <r|< — <8
1 -q

0sil bo lib, x, (4) oraliqda yotishligini ko‘rsatadi. Faraz qilaylik,
| 1 ;* I b , -  ̂ J raj i.’ ‘ ' i <

h 2»--.,хя lar qurilgan bo‘ lib, ular (4) oraliqda yotsin va

Xk+ 1 ~ x. <t) qk (k = 0 , 1 , — 1)



tengsizliklar bajarilsin. Induksiya shartiga ko‘ra, x„ (4) da yotadi, ф(г\ 
(4) da aniqlangan, shuning uchun ham xn+1 = ф(л„) ni qurish mumkin 
Teoremaning birinchi shartidan j '

*„+i -^ |  = |<P(*„+i) “  Ф(*„)| *  0 \xn ~ x„-i 
kelib chiqadi. xn_x va xn uchun induksiya shartiga ko‘ra

<r\q\ Bu x„,xw+1 lar uchunx„ -  xn ,n n—i <r|q” 1 o‘rinli, demak 

(8) ifoda o‘rinliligini ko‘rsatadi.
X,H 1 -

X„+1~X0^ Xn+1 - + H—  • 4-

s *   ̂ n n- 1<r| q +r\q 1 -q+ — hr| = T|-
я+1 1

<

1 -q
<r( —  <8

1 -q

tengsizhk xn+1 (4) oraliqda yotishini ko‘rsatadi.

Endi |xnj ketma-ketlik fundamentalligini ko‘rsatamiz. (8) tengsiz-
likka ko‘ra, ixtiyoriy p natural son uchun

X ^n-x „n+p n < Xn+p Xn+ p—1 + Xn+p-1 Xn+ p—2 +--- f a* + 1 <

Я-t- 1 n + p —2<r\q^y~x+1\q'"l'~‘- + ---+r\qn =j\qn(l + q + --- + qp~') =
# 1

_ n 1 ~qp . Л n= r\q ----- <-— q
YV -ЪгЩ l-q

yoki U ffu .

x„+ — x_n-t- p  n \-q
(9 )

tengsizlikning
ketlikning fundamentalligi

limiti £ = Um xn mavjudligi kelib chiqadi. {xn} ketma-ketlik (4) ora

liqda yotganligi uchun £, ham shu oraliqda yotadi. (5) shartdafl 
cp(x) ning uzluksizligi kelib chiqadi, shuning uchun ham xn+{ = q>CO 
tenglikda limitga o4ib, (1) tenglamaning ildizi ekanligini koramiz-



Topilgan ildiz yagonadir. Faraz qilaylik, £ (1) tenglamaning (4) 
rajiqc]agi boshqa ildizi bo‘lsin. (5) gako ‘ra,

0 < q < 1 bo‘ lganligi uchun bu munosabat \ = t, bo‘ lsagina bajariladi. 
(9) tengsizlikda p — limitga o'tsak, (7) tengsizlik kelib chiqadi.

Teorema isbot bo ldi.
Eslatma. Faraz qilaylik, х = ф(х) tenglamaning ildizi £, yotgan 

qandaydir (a,b) oraliqda cp'C*) ishora saqlasa va |cp'(x)| <q< 1 shart 

o'rinli bo‘lsa, u holda agar cp'(x) musbat bo‘lsa
х„=ф(хи_1), (и = 1,2 ,...), x0e(a,b)  ( 10)

ketma-ketlik £, ga monoton yaqinlashadi, bordi-yu tp'(jc) manfiy 
bolsa, (10) ketma-ketlik § ildiz atrofida tebranib unga yaqinlashadi. 

Haqiqatan ham, 0<g>'(x)<q<l bo‘ lib, x0<£ bo‘lsin. Uholda

= ф(*о) “ Ф<£) = (xo ~^)ф'(с) < 0,
bu yerda ce [ jc0 ,£,], bundan

*i -  S| = |(*o -  ь)ф'(с)| £ q !*0 -  41 < |*o -  § I.

Demak,

matematik induksiyaga asosan

&a ega bolamiz.
Shunga cTxshash natija x0 >£ boMganda ham kelib chiqadi. 
Endi - 1 < < ф'(х) < 0 holni ko‘rib chiqamiz.

Faraz qilaylik, *0 <£ bo‘ lib, x, = cp(x0)e  ( a ,6 ) boisin, u holda

ь  = ф ( ^ о ) - ф ( 0  =  O o  - £ ) ф ' ( с )  >  0 ,

^Ur,dan jc, va .t, — < |jc0 — ligi kelib chiqadi.
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Shu mulohazalami xl,x2,..., yaqinlashishlar uchun qaytarsak,
x0 < x2 < x4 < •  x a <  £, <  • ■ • <  X , <  X

hosil bo'ladi, ya ’ni ketma-ket yaqinlashishlar с atrofida tebranib 
unga yaqinlashadi. ■

Bu ikkala holning geometrik talqinini quyidagi rasmda izohlayruj2

4.4-§. Nyuton metodi

Faraz qilaylik,
fix) = 0

tenglamaning \a.b\ oraliqdagi yagona ildizi t  bo'lsin. f'(x) va

f i x )  lar noldan farqh bo‘Ub, [ a,b] da ishora saqlasin. xn e [a,b] 
bo‘lib, ning taqribiy qiymati boisin, ya’ni Щ

(2)

£n xatolik va uni kichik miqdor bo‘lsin deb hisoblaymiz. Teylot
i-! i

formulasiga asosan Л
0 = /(*„ + sn) = f ( x n) + s„ • f'(xn) 1

taqribiy tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan en = bo‘ Igafll1?
J (*n) Ш

uchun (2) dan ildizning navbatdagi taqribiy qiymatiga ega bo‘lamiz-



*й+1= х» - - т г \  («  = 0 ,1, 2 ,...). (3)J (-О
3̂) ketrna-ketlikni qurishda boshlang‘ ich yaqinlashish х0е [а ,б ]  

‘lib f(x0) - f ( xo)>0 s^artni qanoatlantirishi maqsadga muvo-

fiqdir.
(3) ketma-ketlikning geometrik talqini quyidagidan iborat: 
x , ning qiymati y = f ( x ) funksiya grafigining ( xn,f (x n))

bo

nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning OXo‘qi bilan kesishgan nuqtasining 
abssissasitra tengdir. Shuning uchun ham Nyuton metodi urinmalar
metodi deb ham ataladi.

(3) formula bilan topilgan ketma-ketlik ( 1) tenglamaning ildizi
с ga boslilang'ich yaqinlashish x0 o‘ng tomondan monoton yaqin- 
lashishini quyidagi rasmdan ko‘rish mumkin.

J •

Nyuton metodining yaqinlashish tezligini quyidagicha baholash
mumkin. Teylor formulasidan

bu
0 = /(£,) = f(xn) + f ( x n№ -x„)+ \f  Oi Ж-x„)\

У Гс̂а Л, с va xn oralig‘ida joylashgan.

Bundan, 1 Ы .  = „ _ .  _ 1 /(Л) л: _
Л *„) n 2 f(x„)
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Shu mulohazalami xl,x2,..., yaqinlashishlar uchun qaytarsak,
x0 < x2 < x4 < •••<£ < •••< jc3 < x, Л  I

hosil bo‘ ladi, ya ’ni ketma-ket yaqinlashishlar £, atrofida tebranjH I 
unga yaqinlashadi. J  |

Bu ikkala holning geometrik talqinini quyidagi rasmda izohla

П

4  x

4.4-§. Nyuton metodi

Faraz qilaylik,

/  (*) = 0 (1)
tenglamaning [ а, Л] oraliqdagi yagona ildizi с bo'Ism. f'(x) va

f ( x )  lar noldan farqh bo‘lib, \a,b\ da ishora saqlasin. e \aM 

bo‘lib, ning taqribiy qiymati bo‘ lsin, ya’ni ■

Ь = Хп+*п> (2)

еи xatolik va uni kichik miqdor bo‘lsin deb hisoblaymiz. Teylof
i  I  -

formulasiga asosan ‘f l

0 = /(*« + ) = /(*„ ) + /  (xn ) I

taqribiy tenglikka ega bo4amiz. Bundan en = bo‘lgaflfcSl
f  (Xn ) Я

0 Д Д

uchun (2) dan ildizning navbatdagi taqribiy qiymatiga ega bo‘laituZ- J
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t3 ) ketma-ketlikni qurishda boshlang‘ich yaqinlashish x0e [<з,/>] 

bo‘lib, /(Xq)- f ’ (xo) >0 shartni qanoatlantirishi maqsadga muvo

fiqdir.
(3) ketma-ketlikning geometrik talqini quyidagidan iborat:
*я+| ning qiymati y = f(x )  funksiya grafigining (x „ ,/ (x j)

nuqtasiga o'tkazilgan armmaning OXo‘qi bilan kesishgan nuqtasining 
abssissasiga tengdir. Shuning uchun ham Nyuton metodi urinmalar
metodi deb ham ataladi.

(3) formula bilan topilgan ketma-ketlik ( 1) tenglamaning ildizi
4 ga boshlang‘ ich yaqinlashish x0 o‘ng tomondan monoton yaqin- 
lashishini quyidagi rasmdan ko‘rish mumkin.

-V i = * « “ 7 ^ 7 ]  (я  = 0 ,1,2 ,...). (3)

Nyuton metodining yaqinlashish tezligini quyidagicha baholash
mumkin. Teylor formulasidan

0 -/(£ ,) = f (x n) + f  (x, )(£,-x„) + -̂  f  Ol Щ ~ XJ 2’ 

Tl> c, va xn oralig‘ida joylashgan.yerda
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topiladiki, u yerda <q< 1 bo‘ladi. Bundan x0 S, ga yetarlicha

yaqin bo‘lsa, [ xn j- iteratsion ketma-ketlikning yaqinlashishi kelib 
chiqadi. - f l

Endi x -  g (/ (x ))  dan ketma-ket hosila olamiz: 1

/ (/ (* ) ) •  / '2(* )+ £ '(/ (*))• / '( * )= °> j  
«" (/ (* ))•  f \ x )  + 3g"{f(x))- f ix ) -  f"(x) + g '(f(x))-Г (х )  = 0,

«  •  * • •  a

Bundan ketma-ket g '( / ( * ) ) ,g " (/ (x ) ) , . . . ,g (p 1} (/ (* ))  larni va 
shu bilan birga (p (x) ni aniqiaymiz. (4) iteratsion jarayonni p ning bir

nechta konkret qiymatlarida ko‘rinishini keltiramiz: 1
p = 2 1

/(*.) . 1
= X„ ~

*„+. = X « ~

p = 3

/ 0 0  / 0Q -/20Q
/ 0 0  2 [ / ( x „ ) ] 3

p = 4

/ К ) _ Г(х„У/2(х„) _ /3(Х„) 3[Г(х„)]: -/ (х „ )-Г Ю
/ Ю  2 [ / ( х „ ) ] 3 12  [ / ( х „ ) Г

Bular mos ravishda 2-, 3- va 4-tartibli iteratsion jarayonlardir. 
Bobga tegishli tayanch so'zlar. ildizlarni ajratish, ildizlar 

chegarasi, iteratsion jarayon, yaqinlashish tezligi, iteratsion jarayon 

tartibi, yuqori tartibli iteratsion metod. i f l

Savollar va topshiriqlar ,j
1. Algebraik yoki transsendent tenglama ildizlarini taqribiy topish 

masalasi necha qismdan iborat? ч
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2 \ а,Ъ\ / (* )= 0 tenglamaning ildizi yagona bo‘lishligi uchun

qanday shart bajarilishi kerak?
1 A lg eb ra ik  tenglamaning musbat ildizlari soni haqidagi Dekart

teoremasmi ayting.
4 . Gyua teoremasini ayting.
5. Algebraik tenglamaning barcha ildizlari yotadigan sohani ayting.
6 . Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi

haqidagi Lagranj teoremasi.
7. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi

haqidagi Nyuton teoremasi.
8. Algebraik tenglama manfiy ildizlarining quyi va yuqori 

chegaralari qanday aniqlanadi?
9. Iteratsiya metodining mohiyatini ayting.
10. Qanday shartlar o‘rinli bo‘ lsa, {xt;} ketma-ketlik aniq ildiz 

£, ga monoton yaqinlashadi (geometrik talqinini ko‘rsating)?

11. Qanday shartlar o'rinli boisa, j л. j ketma-ketlik aniq £ ildiz

atrofida tebranib yaqinlashadi (geometrik talqinini ko‘rsating)?
12. Iteratsiya metodining yaqinlashish tezligi.
13. Nyuton metodi.
14. Nyuton metodida boshlang‘ich yaqinlashish xo qanday aniq

lanadi?
15. Nyuton metodining yaqinlashish tezligi.
16. Qanday shart o‘rinli bo4 Isa Nyuton metodining modifl-

katsiyasini ishlatgan ma’qul?
17. Chebishev metodi.
18. Uchinchi tartibli iteratsion iaravonni hosil ailing.
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Л
Misol 1. f ( x ) = х -5 х  + 8jc — 8 = 0 tenglamaning haqiqiy ildizlari 

ehegarasini toping. Haqiqiy va kompleks ildizlar sonini aniqlang. 
Yeehish. Teorema 1 ga asosan, a0 = 1, A - 8 .  Demak, R = 1 + 8 = 9

ya ’ni tenglamaning haqiqiy ildizlari (-9 .9 ) oraliqda joylashgan. i

Lagranj teoremasini qo‘ llasak, aa = 1, к = 2, В -  8 . Musbat ildizlar 
uchun yuqori chegara

Д = 1 + /| = 1 + 2л/2<4

bo‘ladi. Berilgan tenglamada x - - x  almashtirish qilsak,
Л о

/j (jc) = f ( -x )  = x -5 jc -  8x -  8 = 0 tenglama hosil bo‘ladi. Lagranj
teoremasiga ko‘ra bu tenglamaning musbat ildizlarining yuqori 
ehegarasini aniqlaymiz: a0 = 1, к = 2, В -  8 bo‘lib, Rt <4 ligi kelib

chiqadi, ya’ni ildizlar (-4 ,4 ) oraliqda yotadi.

Endi Nyuton teoremasini qoilab ko‘ramiz:
f(x )  = x4 -  5x2 + 8x -  8 , ■

/'(-*) = 4x ’ -  10x + 8 , J

f ( x )  =  1 2 x 2 - 1 0 ,  1

f (x) = 24x, I ■

f lV (x) = 24. Щ
Bundan ko'rinib turibdiki, x > 2  uchun f {k\2) >0, к = 0,1,2,3,4, 

demak, c = 2 musbat ildizlarning yuqori chegarasi ekan. EndiJ
f](x) = 0 tenglama uchun ildizlarning yuqori ehegarasini topamiz: ^

fi(x ) = x4 - 5 x 2 - 8 x  — 8, V 1
' ' * Щ

/|'(х) = 4х3 - 1 0 x - 8 ,  " Ч в

f i(x )  = 12x2 - 10 , ■
JT(x)= 24x,

f \ V (x) = 24. 1
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/-(*){ y ) > 0. к = 0,4 shartlar x> 3 uchun bajarilishini anglash
• • emas. Demak, berilgan tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari

/ у j) oraliqda yotar ekan .
Yuqorida berilgan tenglamaning kompleks ildizlari bor-yo‘qligini

Gyua teoremasidan aniqlash mumkin.
f(x) ning koeffitsiyentlari

1, 0, 5 , - 8, 8
♦  *  *  #

sonlardan tuzilgan sistemada

°k > ak-1 ' ak+1»  ̂= 1)2,3 
shartlar o‘rin bo‘lsa, barcha ildizlar haqiqiy, aks holda kompleks 
ildizlar mavjud bo‘ladi. Berilgan misolda к = 1 uchun ko‘rsatilgan 
shart bajarilmaydi. Demak, tenglama 2 ta haqiqiy, 2 ta kompleks 
ildizga ega.

Misol 2. f(x)  = x3 -  20л: + 12 = 0 tenglama ildizlarini ajrating va
I» II* I" J £1 il * Clajratilgan ildizlami iteratsiya, Nyuton metodlari bilan aniqlaydigan 
jarayonni ko'rsating.

Yechish. Ildizlar chegarasini Lagranj teoremasiga ko‘ra aniqlaymiz:

я0 - 1, k = 2 , a2 = - 2 0 , 7Г  < 1 + 20
1

<5,5, tenglamada x = -jc

almashtirish o4kazib, hosil bo‘lgan tenglamaga Lagranj teoremasini 

Я0 Hasak, a0 = l ,  k -  2 , 5  = 20, /?+< l + J ^ < 5 ,5  bo‘ladi. Demak,

Igan tenglamaning haqiqiy ildizlari ( - 5,5 ; 5, 5) oraliqda yotadi.
Quyidagini aniqlaymiz:

’ni

-5 -A 0 1 4 5 5,5
- + [ — - + +

- ■, —
 ̂  ̂ ktmlgan tenglama 3 ta haqiqiy ildizga ega bo'lib, ular 

4), (o ,l) va ( 4 ,5) oraliqlarda joylashgan.



Iteratsiya metodi. A) ( - 5 ; - 4 )  oraliqdagi ildiz uchun beril 

tenglamani x = л/20 .x - 1 2  = cp(jc) ko‘rinishga keltiramiz, chunki
gan

max 1ф'(х)| = max
[—5- 4] ;| [-5,-4]

20

3^(20x-12)

20 20 80 1 
< 3^/9? < 34,52 _  243 V 3

bo‘ladi. Hisoblash jarayoni ■

= /̂20 jc„ —12, и = 0 ,1,.... 

formula bilan tashkil etiladi, bu yerda x0 ixtiyoriy bo‘lib, [ - 5, - 4] 

oraliqqa tegishli.
B) (0 ;l) oraliqdagi ildiz uchun J

jc3+12 , ч мX = -------= ф(х) J
20 Л

deb olamiz, chunki
3x2max ф'(х) =max
20

< A < !
20

bo‘ladi. Hisoblash jarayoni
x3+12 «  = 0,1,2 ,..

formula bilan tashkil etiladi va x0 sifatida [ 0 ; l] ga tegishli ixtiyoriy

qiymatni olish mumkin. 1

D) (4,5) oraliqdagi ildiz uchun ham hisoblash jarayoni ii

x„+i =л/20хп- 12, я = 0 ,1,.... Щ

formula bilan amalga oshiriladi, Jto ixtiyoriy bo‘lib, [4, 5] oraliqQ3

tegishli. Я
Nyuton metodi: f ( x )  = 3* x2 - 2 0 , f n(x) - 6 x  J
A) ( - 5 ,- 4 )  oraliqdagi ildiz uchun f  (x0)- f"(x0)>0 shartm teb

shiramiz:
/ ( - 5) < 0, / (-4 ) > 0, Г ( - 5 )  < 0, / 4 -4 )  < 0.

/ (-5)-/"(-5)> 0 bo‘lganligi uchun jc0= -5  boMadi.
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Xuddi shuningdek, В) (0; 1) oraliq uchun x0=0, D) (4;5) oraliq 

ch u n  xfl=5  bo‘lishligini aniqlaymiz va uch holda ham

x — x — /7 — 0 1 
"+l • /(*„) ’

iteratsion jarayon bilan ildizning taqribiy qiymati berilgan aniqlikda
hisoblanadi.

Ш V

Misollar.
Tenglamalar ildizlarini ajrating va ajratilgan ildizlami iteratsiya, 

Nyuton va vatarlar metodlari bilan aniqlang (с = 10-3 aniqlikda).

1. x2 -  5 sin x = 0.

2. sin x -  l/x = 0.

3. lg x - c o s x = 0 .

4. 4 x - 5 1 n x  = 5.

5. e -  10 x=  0.

6. 0,25x3 + x - 2  = 0 , x e  [0 , 2].

7. 3 x -4 1 n x -5  = 0 , x e [2 ,4 ] ,

8. c o s (^ )-2 s in ( i)  + i  = 0 , x e  [1, 2] .

9- XG [0, 11.3+sin(3,6jc) L J

10. e " ' - x’ - x = 0, xe [0 , 1].

И. arccos x -  у  1 -  о,Зх3 = 0, х е [ 0, 1] .

• VI -  0,4хг -  arcsin х = 0 , х е [ 0 , 1]

13‘ 3jc~14 + ег — е~х = 0, xe [1, 3]

U ' ^ ^ U ^ c o s I  - 1 =: 0, X G  [0,1].



15. 0 ,Ijc2 — х\пх = 0, х е  [1, 2].

16. ех -е~х - 2  = 0, х е  [0,1].

17. л/l — х — tg х = 0, яге [0,1].

18. l - x  + s in x - ln ( l  + x) = 0, х е  [0,2].

19. х3 -  2 х2 + х -  3 = 0.

20. х3 -  2 х2 + 3 х -  5 = 0.

21. х 4 - 5 х 3 + 2 х 2 -  10 х+  1 = 0 .

22. х3 + х = 1000.

23. х4- 2 х  + х 2- 1 2 х  + 20 = 0.
24. х4 + 6х3 + х2-  4х -  60 = 0.
25. х4-  14х2- 4 0 х -  75 = 0.
26. х4 - х 3 + х2-  1 1х + 10 = 0.
27. х4- х 3 - 2 9 х 2- 7 1 х - 1 4 0  = 0.
28. х4 + 7х3 + 9х2 + 1 Зх — 30 = 0.
29. х4+ 3х3- 2 3 х 2- 5 5 х -  150 = 0.
30. х4— 6х3 + 4х2+ 10х + 75 = 0.
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у BOB. CHIZIQLI ALG EBRAIK TENGLAM ALAR  
SISTEMASINI YECHISH

a  i

5.1 -§. Metodlar klassifikatsiyasi

Ma’lumki, ham tatbiqiy, ham nazariy matematikaning ko‘pgina 
masalarini hal qilishda chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini 
y e c h is h g a  to‘g ‘ri keladi. Masalan, funksiyani interpolyatsiyalash yoki 
o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtirish masalalari chiziqli algebraik

•  ^  i  _  Ш

tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.
Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilishning asosiy 

manbalaridan biri uzluksiz fiinksional tenglamalami chekli-ayirmali
Ш *

tenglamalar sistemasi bilan yaqinlashtirishdir.
Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda foyda- 

laniladigan metodlami ikki guruhga ajratish mumkin: aniq va ite
ratsion metodlar.

Aniq metod deganda shunday metod tushuniladiki, uning yor- 
damida chekli miqdordagi arifmetik amallami aniq bajarish natijasida 
masalaning yechimi topiladi. Ko‘pincha, bu ikki bosqichdan iborat 
bo ladi. Birinchi bosqichda berilgan tenglamalar sistemasi u yoki bu 
ma noda soddaroq tenglamalar sistemasiga almashtiriladi. Ikkinchi 
bosqichda almashtirilgan soddaroq tenglamalar sistemasi yechilib, 
u°nia lumlaming qiymati aniqlanadi.

heratsion metodlar chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining 
yechimi ketma-ket yaqinlashishlaming limiti ko‘rinishida izohlanishi
bilan xarakterlanadi.

Iteratsiya metodlarini qo‘llaganda faqat ulaming yaqinlashish- 
£Ша emas, ballci yaqinlashishlaming tezligi ham katta ahamiyatga



15. О,lx 2 -  x ln x = 0, x e [ l ,  2].

16. ex -e~x -  2 - 0 , xe [О,1].

17. -s/l-x — tg x = 0, xe  [О,1].

18. l - x  + s in x - ln ( l + x) = 0 , x e [ 032 ].

19. x3 -  2 x + x -  3 = 0.

20. x3 -  2 x2 + 3 x -  5 = 0.

21. x4 — 5x3 + 2 x2 — 10 x + 1 = 0.

22. x3 + x= 1000.

23. x4-  2x' +x2-  I2x + 20 = 0.
24. x4 + 6x3 + x2 -  4x -  60 = 0.
25. x4-  14x2—4 0 x - 75 = 0.
26. x4 - x 3 +x2-  l l x +  10 = 0 .
27. x4- x 3 -2 9 x 2- 7 1 x -140 = 0.
28. x4 + lx  + 9x2 + 13x — 30 = 0.
29. x4+3x3-2 3 x 2- 5 5 x -  150 = 0.
30. x4-  6x3 + 4x2+ IOx + 75 = 0.

*
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у BOB. CHIZIQLI ALG EBRAIK TENGLAM ALAR  
SISTEMASINI YECHISH

■» I r | , f t *
5.1-§. Metodlar klassifikatsiyasi

Ma’lumki, ham tatbiqiy, ham nazariy matematikaning ko‘pgina 
m a s a la r in i hai qilishda chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini 
y e c h is h g a  to‘g ‘ri keladi. Masalan, funksiyani interpolyatsiyalash yoki 
o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtirish masalalari chiziqli algebraik

•  , 4 * * 1

tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.
Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilishning asosiy 

manbalaridan biri uzluksiz funksional tenglamalami chekli-ayirmali 
tenglamalar sistemasi bilan yaqinlashtirishdir.

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda foyda- 
laniladigan metodlami ikki guruhga ajratish mumkin: aniq va ite
ratsion metodlar.

• J

Aniq metod deganda shunday metod tushuniladiki, uning yor- 
damida chekli miqdordagi arifmetik amallarni aniq bajarish natijasida 
masalaning yechimi topiladi. Ko‘pincha, bu ikki bosqichdan iborat 
bo ladi. Birinchi bosqichda berilgan tenglamalar sistemasi u yoki bu 
ma n°da soddaroq tenglamalar sistemasiga almashtiriladi. Ikkinchi 
bosqichda almashtirilgan soddaroq tenglamalar sistemasi yechilib, 
a°ma Itimlarning qiymati aniqlanadi.

heratsion metodlar chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining 
yechimi ketma-ket yaqinlashishlaming limiti ko‘rinishida izohlanishi
bllan xarakterlanadi.
j^ ^ a ts iy a  metodlarini qo‘llaganda faqat ulaming yaqinlashish- 
e ernas> balki yaqinlashishlaming tezligi ham katta ahamiyatga
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5.2-§. Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemalariga ega. Biz Gaus 
kompakt sxemasigina bilan tanishamiz.

Quyidagi sistema berilgan bo‘lsin: 1

snin»

a\lX\ + a\2X2 + •••■+ a\nXn ~ °\,n+\ 
d 2lx \ + a 22X2 +  • • " +  a 2nXn — a 2,n+\

0 )

{anVXl + an2X2 + -■  + a»nXn = an,n+1

Faraz qilaylik, au Ф 0 (yetakchi element) bo‘ lsin deb, sistemaning
birinchi tenglamasidan

X1 + ̂ 12’X2 + ЦъХ2, + —+ l̂nXn -  Kn+1 (2)
ni hosil qilamiz, bu yerda

№ = %  ,(/ > 2).V

(2) dan foydalanib, (1) sistemaning qolgan tenglamalaridan X\ 
noma’lumni yo‘qotish mumkin, ya ’ni (2)ni ketma-ket 
a2l,any...,anl larga ko‘paytirib, mos ravishda, ikkinchi, uchinchi va

h.k. tenglamalaridan ayirsak, natijada quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

a22X2 + а23ХЪ + — + a2n Xn ~ ^2,1+1 9 
 ̂ •** ••• «• •  • • • (3)

I
bu yerda

an2X2 + °n3X3 + - +amXn ~

af  =a,j~anb\j <A 7 ^ 2 ) .
*

(3) tenglamalar sistemasida ф 0 deb, yuqoridagidek jarayonni

bajarsak,

4 1 \ + - + ‘4 l)xn 
 ̂■»« ••• •#• ••• * *

_ „(2)= a

I
_ „(2)= an,n+\



sistemaga kelamiz, bu yerda

4 2) = 4 I)- 4 )^ ) ( U *  3).
Shu jarayonni n marta bajarish mumkin bo‘lgan bo‘lsa, (1)

tenglamalar sistemasi

x, + b\\\x2 + + ••• + Ъ^хп - by ]n+x,

(4)

I X, = bn% 1

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasidan ketma-ket 
j  ги .....lar aniqlanadi. (1) dan qadamma-qadam (4) ko‘rinishga
kelish Gauss metodining to‘g ‘ri yo‘li, (4) dan ketma-ket 

"'■>xv 'arn' an'4lash Gauss metodining teskari yo‘li deyiladi.
Faraz qilaylik, Gauss metodida to‘g ‘ri yo‘ lning m(m<n) ta

qadarni bajarilishi mumkin bo‘lgan bo‘lsin, u holda quyidagiga ega 
boiamiz:

+ > )  r =a(m)
и т+\,пл'п m+\,n+ ) 5 (5)

bu verda
I c t n  ̂ X  +U n,m +lA m+l

•  • •  • • •  •  «  •  u  •  ♦

• + д(т)* = a(m)^ Un,n лп “п,п+1

hlVmj

(w)
— mJ

a(m)
mm

a(m)
V

*̂auss metodida bajarilishi mumkin bo'lgan qadamlaming soni 
ьа teng bo'lgan boMsa, bu shuni anglatadiki, (5) sistemaning

1 cni tenglamasidan boshlab yetakchi elementni ajratish mumkin
njas> chunki barcha a\"'){i,j = m + !,•••,n) lar nolga teng.
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5.2-§. Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemalariga ega. Biz Gaussni^g 
kompakt sxemasigina bilan tanishamiz. 1

Quyidagi sistema berilgan bo‘lsin: I

a \\X\ +  a \2X2 +  a \nXn — a \,n+l

a2\X\ + a22X2 + •••«+ a2nXn * a2,n+\
0 )

•  •  •  m и m

l a n lX\ + a n2x 2 + ••••+ a m Xn — a n,n+\

Faraz qilaylik, an * 0 (yetakchi element) bo‘lsin deb, sistemaning
birinchi tenglamasidan

X\ + b\2x2 + Ь{3}х3 +... + b]n}xn — bfj (2)
ni hosil qilamiz, bu yerda

(2) dan foydalanib, ( 1) sistemaning qolgan tenglamalaridan x\ 
noma’lumni yo‘qotish mumkin, ya ’ni (2)ni ketma-ket 
a2l,a3l,...,an] larga ko‘paytirib, mos ravishda, ikkinchi, uchinchi va

h.k. tenglamalaridan ayirsak, natijada quyidagi sistema hosil bo‘ ladi:

° 2 2 X 2 +  a 2 3 X 3 + •+<41,4 _  л »= a

•  •  •  •  • (3)

I
bu yerda

a n 2 X 2 +  ° n 3 X 3 +  • " +  a n n X n =

af  ~ an -  anb\j 0‘J ^ 2 ) .

(3) tenglamalar sistemasida a[  ̂Ф 0 deb, yuqoridagidek jarayonm

bajarsak,
_  „(2)

IJ 2K -4- -4- n(2)Y rib X3 ••• a nn Xn
-  ^(2)= an,n+1
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sjStem aga
keiamiz, bu yerda

=  (^ 2 = 3 ).

Shu jarayonni « marta bajarish mumkin bolgan bo‘lsa, (1) 
tenglamalar sistemasi

л *

г  +/>(l)x  + Л (|)л: + --- + 6 (,).x = 6 (l)X\ +  0 ]2 x 2 - r  ^13 X 3 -Г T U]n Л п UljW+i ,

x + + • • • + b^x  =a 2 ^  23 л 3 ^  ^  2/? Лл ^2,w+l > (4)
•  •  •

I x„ =K l  i

ko ‘ r in ish ga  keladi. Bu tenglamalar sistemasidan ketma-ket 
v ............. lar aniqlanadi. (1) dan qadamma-qadam (4) ko'rinishga
kelish Gauss metodining to‘g ‘ri yo‘li, (4) dan ketma-ket 
W ,,- - - ,-* ! 'arm aniqlash Gauss metodining teskari yo‘li deyiladi.

Faraz qilaylik, Gauss metodida to‘g ‘ri yo‘ lning m(m<n) ta
qadami bajarilishi mumkin bo'lgan bo‘lsin, u holda quyidagiga ega 
boiamiz:

Xm + b)nl+\Xm+\ +
a (m) X + m+\,m+\ m+1

•  «

+O .  -  ■
+ д(т) г = д(т)w+1,/7 /? m+1,rt+l ’ (5)

•  • v  •  •

bu verda
I a{m) x +ип,т+\лт+\ + a{m)x =a(m)^ Un,n Лп Un,n+1

bim)mj
(«)

a(m)
mm

a{m)V Г - W  ( w a » .+ i ) .

Gau' s metodida bajarilishi mumkin bo‘lgan qadamlaming soni 
a teng bo4gan bo‘lsa, bu shuni anglatadiki, (5) sistemaning

MuiiiAU *
c ii tenglamasidan boshlab yetakchi elementni ajratish mumkin 
> chunki barcha â m)(i,j = m + l,--,n) lar nolga teng.
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(4) dan ketma-ket,

У\ =_  *1

[
У, =

hi
1 - 1

b-1. thyk 
k=\
t ■*и

(6)
(i > 1)

lami topamiz. Topilganlardan foydalanib (5) dan ketma-ket

_  Уп
tnn

n

I*'

У г  I  *****
*-,+1-----  (i < я)

//I

lami aniqlaymiz.

Shuni eslatib o4ish lozimki, agar qandaydir s-satr uchun t\ < 0 

bo4lsa, mos ravishda tsj elementlar mavhum boiadi. Щ

Metodni bu holda ham qoilash mumkin.

5.4-§. Haydasb usuli

t-
Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining matritsasi uch o>a 

gonalli bo‘lgan holni qaraymiz: ■

blxl 4- cxx2 - d x
a2xx + b2x2 + c2x2 = d: 
a3x2 4- b3x3 + c3x4 = d2

a n-\x n~2 +  b n-\Xn-\ + Cn-\Xn ~ d„-{9

K *„  + KXn = dn

(1)
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gu tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini yozaylik.
/

b \ c2 0 0  . . 0 0 0
d ' ]

b 2 c 2 0  . . 0 0 0 d 2

0 a3 h • C3 •
! fi ПСП

. 0 0 0 d 3

• 
О

• •  9 9  

0 -

9 9 9 

0

9  9 9 9 

0  .

•  •  •  •

•  a n- 1

•  •  •

k 4

9 9 9

Cn- 1
•

9 9 9

n - \

0 0 0 0  . . 0 a n К dJ

- (2 )

(l ) tenglamalar sistemasini quyidagicha kompakt shaklda yozamiz:

акхк_| *~kxk+i i 0 (Jc 1,2 ,...,/?). (3)

(1) ni Gauss metodi bilan yechamiz va metod to‘g ‘ri yo‘ lining
• j

barcha qadami bajarilgan bo‘lsin, u holda (2) quyidagi ko‘rinishga 
kelganboladi: : ^

f l Pi 0 0 . . .  0 0 0
\

41
0 11 Рг 0 . . .  0 0 0 ?2

0 0 1 Pi . . .  0 0 0

A A A

Чз 
• •  •

0 0 0 0 . . .  0 1

WWW

Pn- 1 Чп- 1

, 0 0 0 0 . . .  0 0 1 4„ j

Bu yerdagi pk va qk lar haydash koeffitsiyentlari deyiladi va ulami
an’4bydigan formulani chiqaramiz.

Gauss usulining teskari yo‘li yordamida noma’ lumlaming qiymat-
Iflri *

topish mumkin. Ular quyidagi rekurrent formula bilan aniq
lanadi:

*» = <?»> хк = Ч к ~ Р Л +1, к = п-\,п-2,...,1. 
(I) va (4) (jan foydalanib, jĉ  ni x*+1 orqali ifodalaymiz:

(4)

bu4dan
ak ( Як-\ ~  Рк-\хк ) + Ькхк + скхм  = d k>

1 0 1



 ̂ ~акЯк- 1 _____ ск х  I
bk~akPk-1 ьк~акРк-\ А+1’ (5)

(1) ning birinchi tenglamasidan Р\,Ц\ laming qiyrnatini
aniqlaymiz. Qolgan haydash koeffitsiyentlari (4) va (5) ni taqqoslash 
nalijasida hosil bo‘ladigan rekurrent formula yordamida aniqlanadi:

c? ck dk ci1 h _i ,  ̂ _ II
P ' = h ’ gl = l T ’ p * = h n~~> qk = h Л  » b 2 ’3’ - - ” (6)h ~ akPk-l °k- a kpk_, .V|

Demak, (1) ko‘rinishga ega tenglamalar sistemasini yechishda (6)
formulalar yordamida haydash koeffitsiyentlari hisoblanadi, so'ng (4) 
formulalar orqali ketma-ket xn,x„_l,...,x2,x1 lar aniqlanadi. Bu me

tod ikki qismdan iborat: (6) formula yordamida tashkil etiladigan 
hisoblash jarayoni haydash usulining to'g'ri yo'li, (4) bilan bajari- 
ladigan hisoblash jarayoni esa haydash usulining teskari yo ‘li deyiladi.

(1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘- 
lishi uchun yetarli shart a, ^ 0 , скФ 0 , к = 2,Ъ,...,п-\ bo‘lib,

diagonal elementlar salmoqli bo'lishidan iborat, ya’ni \bk

к = 1, 2 ,...,n tengsizliklaming kamida bittasida qa’tiy tengsizlik o‘riali 
boiishi kerak. 1

ak 1 +

5.5-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda
iteratsion metodlar

Iteratsion metodlarni qurishda vektor va matritsalaming norr.ia- 

lari va limitlari tushunchalari qataashadi. Shu sababli ular h a q id a g i  

ma’lumotlami keltiramiz. J
x vektoming normasi deb, quyidagi uch shartni qanoatlantiruvc»1

haqiqiy ||x|| songa aytiladi. Щ
1) ||jc|| > 0  va л- = 0 bo‘ lgandagina ||x| = 0 ; I

2) har qanday a  son uchun ||ax!| = |a|



3) х + У < + у uchburchak tengsizligi.

_ ( v,,х \ х „У vektoming yuqoridagi shartlami qanoat 

j ntiruvchi va ko‘proq ishlatiladigan normalardan uchtasini keltiramiz
1 Kubik norma: ] = шах X:

2. Oktaedrik norma:
i=i

3. Sferik norma: J|x||3 = j£|x,

Bu normalar uchun birinchi va ikkinchi shartlaming bajarilishi 
bevosita ko‘rinib turibdi. Uchinchi shartni tekshiramiz:

Birinchi norma uchun:
x + max

1 < 1 < Л
< max

\<i<,n +” “ W =1 + У Г
Ikkinchi norma uchun:

n n n
+ 2 " ̂+ y \\2  = I  \x, + у,I £ I  \x,I■+ z  \y, I = |x|

1=1 1=1 I
Uchinchi norma uchun Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

x+y\l = Л ! к + я  + Jib'll = + У
i = 1 /=] /=1

ga ega bok lamiz.
A kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi shartlami

4arjoatlantiruvchi haqiqiy songa aytiladi:
1) \A > 0 vaA = 0 bo'lganida Л| = 0;

2) ixtiyoriy a  soni uchun |аЛ||- |a jv4
3) \a  + b

4 ) |\A-B

< A + В

< A В , xususan Ap < A p, p -  natural son,
Н ш м  ж 1  , l4 t j  li iS " .

ar qanday kvadrat matritsa Л uchun va o‘lchami matritsa 
*ga teng bo4gan ixtiyoriy x vektor uchun
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dk~ak4k-1 ____ ck Y I
h~akPk-\ bk- akPk-\ к*1 Щ

( 1) ning birinchi tenglamasidan Р\,Я\ laming qiyrnatuii
aniqlaymiz. Qolgan haydash koeffitsiyentlari (4) va (5) ni taqqosla$h 
natijasida hosil bo‘ladigan rekurrent formula yordamida aniqlanadi:

n -̂ 2 n -  n -  °k n -  к̂~акЯк-1 ь -1  ̂ AP1 L ’ 1 ’ Pk 1 9 Як 7 9 к ((j\b\ 4 h~akPk- 1 "k akPk-\ ; I
Demak, (1) ko‘rinishga ega tenglamalar sistemasini yechisbda (6) 

formulalar yordamida haydash koeffitsiyentlari hisoblanadi, so‘ng (4) 
formulalar orqali ketma-ket xn9xn_l,...,x29xl lar aniqlanadi. Bu me
tod ikki qismdan iborat: (6) formula yordamida tashkil etiladigan 
hisoblash jarayoni haydash usulining to'g'ri yo'li, (4) bilan bajari- 
ladigan hisoblash jarayoni esa haydash usulining teskariyo 4i deyiladi.

(1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘- 
lishi uchun yetarli shart ak & 0 , ck Ф 0, к = 2,3,...9n - 1 bo‘lib,

diagonal elementlar salmoqli bo‘lishidan iborat, ya ’ni jbk
к = 1,2 ,...,n tengsizliklaming kamida bittasida qa’tiy tengsizlik o;rinli

ak ck

bo‘lishi kerak.

5.5-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechisbda
iteratsion metodlar

Iteratsion metodlami qurishda vektor va matritsalaming norrna~ 

lari va limitlari tushunchalari qatnashadi. Shu sababli ular haqidag1
I

ma’lumotlami keltiramiz. 1
jc vektoming normasi deb, quyidagi uch shartni qanoatlantiruvcb1

haqiqiy |UI| songa aytiladi. J

1) j|*|| > 0 va д: = 0 bo'lgandagina ||x||=0 ; 1

2) har qanday a  son uchun ||ajc![ = la

Ы 1=

|oc|x\



3) х +Л * + У uchburchak tengsizligi.

_ ( Vl,Хо,х3<“ ‘хпУ vektoming yuqoridagi shartlami qanoat- 
j 1tiruvchi va ko‘proq ishlatiladigan normalardan uchtasini keltiramiz.

1 Kubik norma:

2. Oktaedrik norma:

l = max
1 <,i<n X:

=th1=1

3. Sferik norma: H 3 = J i j K I  :i

Bu normalar uchun birinchi va ikkinchi shartlaming bajarilishi 
bevosita ko‘rinib turibdi. Uchinchi shartni tekshiramiz:

Birinchi norma uchun:
x + y l  = max|x( +y. < max

1<|<я X: + пах|л| = || + У г

п п

1 1<1<Л

Ikkinchi norma uchun:

*+ у\\г = I  К- + У, | ̂  Ё  К  |+Ё Ы  = И<=1 /= 1 /
,

Uchinchi norma uchun Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

+И 2 *

x +4 .  = л/ I k  + л| - j f x + , i w  = + Уi=1

£a ega bo ‘ lamiz.
A kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi shartlami 

qanoatlantiruvchi haqiqiy songa aytiladi:
')  IЛ > 0 va A = 0 bo‘lganida /l|| = 0;

2) ixtiyoriycx soni uchun ||a/i|| = |a j A
3) |\A + В

4) |U • В

+ В

A В , xususan Ap < natural
11ш я  ̂ | i (1 i p«

. ar qanday kvadrat matritsa A uchun va o'lchami matritsa 
8a teng bo‘ lgan ixtiyoriy x vektor uchun

* ; •
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Xuddi shuningdek, matritsalar uchun ham lim A[k) = A bo‘lishi
k—t со

uchun lim |/4(*’ -  A -  0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.
k-+°0 

Endi quyidagi

matritsali geometrik progressiyaning yaqinlashuvchi bo‘lishligi 
shartlarini keltiramiz. I

1-lemma. Ushbu
\imA = 0
к -*  oo

o‘rinli bo‘ lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlarining modullari
•' * ilЯ

birdan kichik bo'lishi zarur va yetarli. 1
Bu yaqinlashish belgisi amaliy masalalarda ancha noqulaylikka 

ega, chunki A matritsaning barcha xos sonlari haqida ma’lumot talab 
qilinadi. Shuning uchun amaliyotda qulayroq bo'lgan quyidagi yetarli 
shartni keltiramiz. {

2-lemma.
lim A - 0
k-*ao

o‘rinli bo‘ lishi uchun A matritsaning kamida biror normasi birdan 
kichik bo‘lishi yetarlidir. j

- Isboti. Yuqorida ta’kidlangandek, lim A" — 0 o‘rinh bo‘lishi uchun
к -►ос

biror normada lim|U* — o|| = 0 bajarilishi yetarlidir.
k-+zo

Ammo

|л* -  oil=M k  IUII*.
Demak, biror normada Ml< 1 bo‘lsa, u holda lim Ak = 0 boMadi.>°o n
3-lemma. Matritsaning barcha xos sonlarining moduli uning

normasidan ortmaydi. J
Isboti. Xos son tarifiga kocra shunday х ф О vektor m a v ju d k i .

Ax = Xx boiadi. I
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Bundan ||Лх|| = W|H|. Lekin ||̂4x||< lUIMUH bo‘lganligi uchun

| k l < M I -
Yuqorida berilgan (6) matritsali geometrik progressiyaning yaqin- 

lashishiga doir teoremalami keltiramiz.
T e o re m a  2. (6) qatoming yaqinlashishi uchun

lim Ak = 0

ning bajarilishi zarur va yetarh. Bu holda E -  A matritsaning teskarisi
mavjud bo1 lib

-l

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. lim Ak -  0 shartning zaruriyligi ayon, chunki sonli qatorlarA—► 00

uchun shunga o'xshash shart zarur boiib, «-tartibli matritsaning
yaqinlashishi matritsa elementlaridan mos ravishda tuzilgan n2 ta 
sonli qatorlaming yaqinlashishiga teng kuchlidir. Yetarliligini
ko‘rsatamiz va (6) ning yig ‘indisi (E -  ^)~‘ga tengligini topamiz. 

Agar НтЛА =0 bo‘lsa, u holda 1-lemma ga asosan A matritsaningk~* oo
barcha xos sonlari Xi lar modullari bo‘yicha birdan kichik. Demak, 

E-A  matritsaning xos sonlari 1-А,; (i = 1,2,•••ri) bo‘lib, ular noldan 
farqli. Shuning uchun ham det(Z? -  A)* 0. Bundan esa E -A

matritsaning maxsusmasligi va (E - A )~1 ning mavjudhgi kelib 
chiqadi.

Endi
k+1(E + A + A2 + ---+ Ak)(E-A)= E -A  

ayniyatni o'ng tomondan (£ -  A)”' ga ko‘paytirsak,

^̂ 4 + Л2 + ...+ j k =(E-A)~l - A k+l(E-A)~l bo‘ladi. Bu tenglikda 

ni cheksizga intiltirib, limitga o4amiz va lim A(k) = 0 ni e ’tiborga
. . .  k~>CO * ■ • 5шь
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Е + А + А ч-----ь А ч— = (Е — А)-1

ga ega boiamiz. Shu bilan isbot tugadi.
(6) qator yaqinlashishini yetarli sharti 2-lemmaga asosan

quyidagicha izohlanadi. Bu shart amaiiyotda ancha qulaydir.
Teorema 3. (6) qator yaqinlashishi uchun A matritsaning biror 

normasi birdan kichik bo‘lishi yetarlidir. 4
Quyidagi teorema (6 ) qatorning yaqinlashishi tezligini aniqlaydi.
Teorema 4. Agar A < 1 bo‘lsa, u holda

(£ -  A)"' -  (E + A + A2 + • • • + Ak )|| <
k+\

НИИ'
Isboti. Agar A <1 bo‘lsa, (6 ) qator (E -A )  1 ga yaqinlashadi,

shuning uchun ham
(£ -  A)'1 - (E + A + A2 + • • • + Ak) = Ak+i + Ak+2 + •  «  «

va it:

(Е -А У '-(Е + А + А А + — +AK)j2

k+\ A k+2 + < A k +1 + A £+2 +1

1-

Teorema isbot bo‘ldi.

5.6-§. Oddiy iteratsiya metodi

Faraz qilaylik,

Ax — b
V

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi biror usul bilan

x = Bx + с

( 1)

(2)

ko‘rinishiga keltirilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x(()) vektor olib 
boshlang‘ich yaqinlashish deylik. Agar keyingi yaqinlashishlar

x(k) = Bx(k)+c , *  = 0 ,1 , - (3)
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Current formulalar yordamida aniqlansa, bunday metod oddiy
ralsiya metodi deyiladi. Agar (3) ketma-ketlikning limiti x* mavjud 

. ,|sa ьи limit (2 ) sistemaning (shu bilan ( 1) sistemaning ham)
vechimi bo ladi. -ir  j  : 1 ’

Haqiqatan ham (3) da hmitga o‘tsak, x -  Bx +.c kelib chiqadi. 
Oddiy iteratsiya metodining yaqinlashishini quyidagi teorema

ko‘rsatadi.
T e o rem a  5. (3) oddiy iteratsion jarayon ixtiyoriy boshlang‘ich

x(0) da yaqinlashuvchi boiishi uchun В matritsaning barcha xos 
sonlarining modullari birdan kichik bo‘lishi zarur va yetarh.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik, lim xtk) = x* mavjud bo'lsin. UA—>oo
holda x* = Bx* + с . Bundan (3)ni ayirsak, quyidagilarga ega bo'lamiz:

x* -  x(t)> = B(x -  x(k-l) ) = B \ x -  x(*-2)) = • • • = Bk (x* -  x(0))

Endi x -  x(<’’ vektor к ga bog‘liq bo‘lmaganligi uchun
x * - / k) = Bk(x*-x i0)) 

tenghkda к —> oo limitga o‘tsak,

lim Bk — 0
k—>°о

kelib chiqadi, bundan 1-lemmaga asosan В matritsaning barcha xos 
sonlarining modullari birdan kichikligi kelib chiqadi.

Yetarliligi, (3) orqali aniqlangan barcha yaqinlashishlami boshlan-
g ich yaqinlashish xl (J) va с vektorlar orqali ifodalaymiz:

x(k) = Bx(k~l} + c= B(Bx(k~2) + c) + c =
= B:x,k~2) + (E+ B)c = ■•■- Bkxm + (£ + В + В2 + • • -Bk~x)c 

Endi, taraz qilaylik В ning xos sonlarining moduli birdan kichik
i I *

s,n U holda 1-lemmaga ko‘ra, lim BK = 0 , 2-teoremaga asosan

+ ^ + B2 + ••.+ Bk~') = (E — B)~l tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

l  x qanday bo‘lishidan qat’iy nazar xik) yaqinlashuvchi
ket^a-ketlik ekan.
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Bu teorema nazariy jihatdan foydali, lekin amaliyot uchun 
yaramaydi. Quyidagi teorema В matritsaning elementlari orqalj 
iteratsion jarayon yaqinlashishining yetarli shartini ko'rsatadi. ^ 

Teorema 6. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligi uchun 
В matritsaning biron normasi birdan kichik bo'lishi yetarli. 1

Isboti. Agar |5||<1 bo‘lsa, 3-lemmaga asosan В matritsaning

barcha xos sonlarining moduli birdan oshmaydi. Bundan 1-teoremaga 
ko‘ra oddiy iteratsion jarayor.ning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

Natija. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo'lishi uchun В 
matritsa elementlari quyidagi J

n
max V  \b„ < 1lSiSn "  I 11 7=1

(4)

n

max V  \b;i < 1 
‘■'I

1=1
(5)

<1 (6)

tengsizliklaming birortasini qanoatlantirishi yetarlidir. Щ
( 1) tenglamalar sistemasini (2) ko‘rinishga keltirish masalasiga 

to‘xtalib o‘tamiz. A
Agar au Ф 0 bo‘lib, quyidagi

n

max X

j* i
rt

max £
J  i= l

' * j

£l{i < a-и и

a;; < a ;
V 11

(!)

(8)

tengsizliklaming birortasi bajarilsa, u holda (2 ) quyidagi k o 'r in ish d a

boiadi:
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bo'lib, ixtiyoriy x,l),da (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bolladi.
Agar (7), (8) tengsizliklaming hech qaysisi bajarilmasa, ( 1) teng- 

lamalar sistemasi ustida sbunday chiziqli almashtirishlar qilish kerak- 
ki, yuqoridagi tengsizliklaming birortasi bajarilsin. Xususan, berilgan 
tengiamalardan shundaylari ajratib olinadiki, bu tenglamalarda biror 
noma lum oldidagi koeffitsiyent moduli bo‘yicha shu tenglamaning 
4°lgan barcha koeffitsiyentlari modullarining yig ‘indisidan katta 
0 Isin. Ajratilgan tenglamalar shunday joylashtiriladiki, ulaming 

m°duli bo^yicha eng kattasi diagonal koeffitsiyentlari bo‘ladi. Qolgan 
englamalardan va ajratilganlardan yuqoridagi prinsipni saqlagan 
ĵ o da о zaro chiziqli erkli bo‘lgan chiziqli kombinatsiyalar tuziladi va 
k® sh satrlar toMdiriladi. Shu bilan birga boshlang‘ich sistemaning har 
.. eri2 lamasi yangi sistema tenglamalarini tuzayotganda ishtirok

eushi shart.



5.7-§. Zeydel usuli

Faraz qilaylik. bizga
x = Bx + c

ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi berilgan bo‘ lsin, bu yerda ||fi <1

Zeydel metodini oddiy iteratsiya metodining qandaydir modi- 
fikatsiyasi deb qarash mumkin. Uning asosiy g ‘oyasi quydagidan
iborat: x\k' ‘’ noma’lumni topishda x\k ‘V ) ,■ ■ ■ x^Yv> larni ishlatish.
Uni quyidagicha yozish mumkin:

j c r = i v ? )+ ci- M
я

7=2 ' V

x<A+,) = У b-x(M) + У  b- x {k) +  C.i  L u  i j  j  ij j  ij=i j=i

4 “ ’ = 1  v ? * 1’ + « s  (* = 0,1,...)
7=1 Л

Oddiy iteratsiya metodining yaqinlashuvchi boiishiga doir teorema 

Zeydel metodida ham o'rinliligini ta'kidlab o‘tamiz. . Я
Iteratsion jarayon xatoligini baholash masalasini ko‘raylik. 
x = Bx +с chiziqli sistema uchun t,

x(M) = Bx(k)+c (A: = 0,1,--) 1
0

iteratsion jarayon bo‘lsin. Ikkita ketma-ket yaqinlashishlar orasidag1 

farqni ko‘raylik: в

x (m* 1) _ x (m) =  B x <” ) + c _  ( B x >m- ' ) +  C )  =  B ( x {m) -  X(m_I))  =  ■ • •= Д " ( х (1’

Buning normasi

IU(m+l) -  x(m) (9)
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bo
ladi- Hndi ixtiyoriy natural p>\ uchun farqning

(t+2) _ <*+>) (*+p) _  д.(*+р+1)

normasini hisoblaylik.

< is f  ь<'> -  *,o,i ( i +ш +a e +:• •+w r )= i f .  i s f  |xt» _  ,<„

Bu tengsizlikda p -> oo da limitga o‘tsak

x-JC(A)
< --------------------

Н И x(I|) -  x(0)

ga ega bo‘lamiz. Bu iteratsion jarayonning yaqinlashish tezligini
ifodalaydi.

Chiziqli algebraik tenglamalami yechishda boshqa usullar haqidagi 
ma’lumotlami [2], [5], [7], [13] lardan topish mumkin.

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: aniq metodlar, iteratsion metodlar, 
haydash usuli, vektor va matritsalar ketma-ketligi, oddiy iteratsiya, 
iteratsion jarayon tezligi.

Savollar va topshiriqlar o- . masini yechishda aniq
1. Chiziqli algebraik tenglamalar srstemasmr

metodlami izohlang. . • • vech ish d a iteratsion2. Chiziqli algebraik tenglamalar s.stemasrm V
metodlami izohlang.

i S S E  r o y r i  yo'lnrng barcha qadamlan bajarilmasa b„
nimani anglatadi?

5. Kvadrat ildizlar usuli. al(reb ra ik  ten g lam alar siste-
6 . M atritsasi uch diagonalli chm qli algebraik g.

masini yechishda haydash usuli. „т \ш qoilash
7. Qanday shar,lar oTinli bo'lganda haydash nsulm,

mumkin'*
Vektoi norrnasining ta’rifi.



9. Vektoming kubik, oktaedrik va sferik nonnalari.
10. Matritsa normasining ta’rifi. S
11. Matritsaning kubik oktaedrik va sferik nomialari.
12. Matritsani vektoming berilgan normasi bilan moslashgan nor 

masi. ,-|j
13. Matritsani vektoming berilgan normasiga bo‘ysungan normasi
14. Oddiy iteratsiya.
15. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligining zaruriy 

va yetarli shartlari nimalardan iborat? .Ш
16. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishining yetarli 

sharti nimadan iborat?
17. Zeydel usuli. Я

Misol 1. Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli 
bilan yeching.

2x\- x2 + 4x3 + 3^4= 10 ,
4xh-X2 + Зхз- 6 x4=0 , -Щ
6 xi~ 2x2 + 2x3-  4x4=6,

[10x1+x2-5x34-x4=5

Yeehish. Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan mat- 
ritsasini yozamiz va 2-4-tenglamalardan 1-tenglama (yetakchi) yor
damida xi ni yo‘qotish natijasida hosil bo‘ladigan kengaytirilgan 

matritsani aniqlaymiz. Yangi sistemada 2-tenglama (yetakchi) yor
damida 3-4-tenglamalardan x2 yo4qotish natijasida chiqadigan k̂ D' 
gaytirilgan matritsani aniqlaymiz va nihoyat hosil bo‘lgan s i s t e m a n i n g

uchinchi (yetakchi) tenglamasi yordamida to‘rtinchidan x3 ni yo °P' 
tamiz, natijada berilgan sistemaning matritsasi yuqori o‘ng uchbur 
chak matritsaga keladi. Undan ketma-ket x4, x3, x2, *\ larnl1̂  
qiymatini aniqlaymiz. Buni quydagi sxemadagi algori® 
ko‘rsatamiz: fl
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(2 4 3 1 0 ^ / (yetakchi) f2 - 1 4 3 10 N

4 1 3 - 6 0 II +/x(-2)=>// 0 3 -5 - 12 -20

6 -2 2 -4 6 III +1 (-3) => Ш 0 1 - 1 0 -13 -24

10 i
V

-5 1 5 , IV+1 {-5)=> IV ,0 6 -25 -14

'2 - 1 4 3 10 \

///+//(-1 / 3) =>/// 0 3 -5 - 1 2 -2 0

]V+ri(-2)^>IV 0 0 25
3 - 9 52

3
0 -15 10 -5 у

r 2 - 1 4 3 10 )
0 3 -5 - 1 2 20

IV+III(-9/5)=>IV=> 0 0 - 25 - 9 52
3 3

0
к

0 0 131
5

131
5 J

' 1 1
2

2 1,5 10 N

0 1 5
3

-4 20
3

0 0 1 27 52
25 25

4 0 0 0 1 1 J

Xj = 1,
x2 = - l ,
x3 = l,
X4 -  1.

Misol 2 .
4x, + 4 x 2 -  2x3 = 7, 

'■ 4X| + x2 + 6x3 = 8,

[-2jc, + 6 x̂  + 2x3 = 5

glamalar sistemasini kvadrat ildizlar metodi bilan yeching. 
Yechish. Tenglamalar sistemasining matritsasini

ко
A — T'T

'shda yozib olamiz, bu yerda T yuqori o‘ng uchburchak
atntsa t1 •. ’ 1 esa uning transponirlangani bo‘lib, T ning elementlari
^^gicha aniqlangan:
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/2 ( 1) 2 I 8 i V 67

Endi

T\ym 8 =>

, 5 ,

2 0

*л/3

0

0

-1  -
8/ 167

7 з

г
' 1 Л

У 2 — 8

v 5 ,
у

tenglamalar sistemasini yechamiz:
2У\=7

lyx + i f i У2=%

>’i= 3 ,5 ,
>>2 = 7 з ’

8/ 167
— тгУ2+<НгУз=5V3

67 . . .  8/ [ i
—  V , = 5 + 3 j 5 h- - ?= -  — f=
3 ' 3 ’ J 3  I f t

У з =
67
12

Bulardan foydalanib

Г x= y

- 1

о / Л  - Si

0 0 67
v

Y  > *i ' 3,5 "
x 2

U s J [6 7
У l v  12 J

9

tenglamalar sistemasidan
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1
2

•iy/з -

8/ i х, =— 1 8  1 ,
Х 1 —-------1— • — — 1,

2 3 3 2

2x,+ 2x2 -  * 3=3,5 =>*, = -М з,5 - 2  + ̂ j= l

ekanligi kelib chiqadi. x = ( 1 , 1,0 ,5 )' berilgan sistemaning aniq yechimi.
Shuni ta'kidlash lozimki, A matritsa simmetrik va musbat 

aniqiangan boMsagina T matritsa diagonal elementlari haqiqiy va
musbat bo‘ladi.

Misol 3. Quyidagi tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan
yeching:

5x1- 3 x2=8, 
Зх]+5х2 + х3=0,
x 2 + 4 x3-  2 x4=3,

[x3- 3 x4=-2.

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz
r5 3 0 0 8 "
3 6 1 0 10
0 1 4 -2 3

0 1 -3 - 2,
Diagonal elementlar salmoqliligi ko4rinib turibdi. (6) formula 

yordamida aniqlanadigan hisoblash jarayoni (to‘g‘ri yo ‘l) natijasi 
quyidagidan iborat:

_  ci 1
-= T »P 2= и n"- /?i 5 ih~aiP\ 6 -

3-3 21 ’

P3 = -2
bs —г~агРг

42
79 ’ P 4 = b4- a 4Pi

= 0,

21

4i =
8

5 ’

1 17



10- 3-8

4i =
j  LKJ------^2~a i4\ _  5 _  26 

b2~a lP\ 6- —  21 '

3 -

Яъ =
d3—03(72 _ 
Ьъ- а гр2

26
21 _  37 
5 ~ 7 9 ’
21

<74 =
^4- 04^3
b4- a 4 p 3

- 2-

- 3 -
\

37_
79
42
79

= 1 .

/
(4) yordamida aniqlanadigan hisoblash jarayoni (teskari 

natijalari esa quydagicha:
yoi)

37x4=q4= l ,x 3 =q3-  p y x4 = — -
r

V

42
79

\
1- 1 ,

у
26 5 1 i 8 3 1 1 

*2 = Ч 2 -Р 2 ХЪ = -^-^\ > * X 5~5*1 = 1
Berilgan sistemaning aniq yechimi x = ( 1,1,1,1 У

Misol 4. A x-b  tenglamalar sistemasini iteratsiya metodioi 
qoilash uchun kanonik ko4rinishga keltiring: U B

10 1 -3 - 2 1 1 6 1
- 1 25 1 -5 - 2 11

A= 2 1 -2 0 2 -3 b= -19
0 1 - 1 10 -5 10
1 2 1 2

ОCN1

J , - 3 2 ,
Yechish. Bu tenglamalar sistemasi matritsasining diagonal ele

mentlari salmoqli bo‘lgani uchun uning tenglamalarini mos r a v i s h d a

10, 25, -  20,10, -  20 son]ar]lga bo‘lib? uni quyidagi

x-B x+ c,  3
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ко
‘rioisbga keltiramiz, bu yerda

0 - 0,2 0,3 0,2 - 0,1 1 ' 0,6 ^
0,04 0 -0 ,04 0,2 0,08 0,44

0,1 0,05 0 0,1 -0,15 , c= 0,95
0 - 0,1 0,1 0 0,5 1

0,05 0,1 0,05 0,1 0 J , 1.6 ,

Bu misol uchun 5.6-§ dagi (4) formula bilan aniqlangan yig ‘ indilar 
m o s  ravishda 0,8; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 boclib, |B|=0,8<1 ekanligi

kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy dastlabki yaqinlashish x̂ 0) olib

x(k*l) = B x^ +  с , A: = 0 ,1,...
jarayonni tuzib, sistemaning taqribiy yechimini berilgan aniqlikda 
topish mumkin.

Misol 5. Quyidagi sistemani oddiy iteratsiya metodini qo‘llash 
uchun kanonik ko^rinishga keltiring:

2xj - 3 x 2 + 6 x3 + 20x4=10, / 
xj + 2x2-15x3+3x4=17, II 
- 8 x  -  x9 + 10xo+19x4=10, III
1 lx, - 9 x ? -2 x o -  xd - 6 , TV

yeehish. Bu sistemada quyidagi almashtirishni bajaramiz:
I -I I I 10xi - 2 x9—4x, + x4=0 ,
I V  - 1  + I I I  => X j — 7 x 2 +  2 x 3 - 2 x 4 = 6 ,  

I I  Xj + 2 x 2 - 1 5 x 3 + 3 x 4 = 7 ,

/ 2x, -3 x , + 6x,+20x„ = 17.
os^ bo‘ lgan sistema matritsasi salmoqli diagonal elementlarga

• shuning uchun bu sistema tenglamalarini mos ravishda 
’ 20 sonlariga boiib, bu sistemani x=Bx+c ko‘rinish-

^tiramiz, bu yerda 1B\ =0,7<1 bo'ladi.

1 1 9



Misollar.
Tenglamalar sistemasini oddiy iteratsiya usuli bilan 0,001 aniqlil^  

yeching.

№1.

x, = 0,23xj - 0 ,0 4 x 2 + 0,21x3 -  0,18x4 +1,24; 
x2 = 0,45x, -0 ,2 3 x 2 + 0,06x3 -0 ,8 8 ;  
x3 = 0,26xj + 0,34x2 -  0,1 lx3 4- 0,62;

[x4 = 0,05x, - 0 , 2 6 x2 + 0,34x3 -  0,12x4 —1,17.

№?

Xj = 0,21^ +0,12x2 -0 ,3 4 x 3 -0 ,16x4 -0 ,6 4  
x2 = 0,34xj -0 ,08 x2 + 0,17x3 -0 ,18x4 +1,42 
x3 = 0,16xj + 0,34x2 + 0,15x3 -0 ,31x4 -0 ,4 2  

[x4 = 0,12x, -0 ,2 6 x 2 -0 ,08 x3 + 0,25x4 + 0,83

№3

x, = 0,32x, -0 ,18x2 +0,02.Xj + 0,21x4 + 1,83; 
x2 = 0,16x, + 0,1 2x2 -  0,14x3 + 0, 27x4 -0 ,65 ; 
x3 = 0,37x, + 0,27x2 -0 ,0 2 x 3 -0 ,2 4 x 4 + 2,23; 

[x4 = 0,12Xj +0,21x2 -0 ,18x3 + 0,25x4-1,13.

№4. <{

x, =0,42xt -0 ,3 2 x 2 +0,03x3 +0,44; 
x2 =0,1 lx, -0 ,2 6 x 2 -0 ,36x3 + 1,42; 
x3 = 0,12x, + 0 ,08x2 -  0,14x3 -  0 ,24x4 -0 ,83 ; 

[x4 = 0,15x, -0 ,35x2 -0 ,18x3 -1,42.

№5.

x, = 0,18x, - 0,34x2 -0 ,12x3 + 0,15x4 -1,33; 
x2 =0,1 lx, + 0,23x2 -0 ,15x3 + 0,32x4 + 0,84;

1 x3 = 0,05x, -0 ,12x2 + 0,14x3 -0 ,18x4 -1,16; 
[x4 = 0,12xj + 0,08x2 + 0,06x3 + 0,57.

J

№6.

X! = 0,13x, + 0,23x2 -  0,44x3 -  0,05x4 + 2,13; 
x2 = 0,24xj - 0 ,3 1X3 + 0,1 5x4 -0 ,18 ; 
x3 = 0,06x, + 0,1 5x2 -  0,23x4 +1,44;

[x4 = 0,72x, -0 ,0 8 x 2 -0 ,05x3 +2,42.
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х, =0,1 7jcx ч- 0,3 — 0,1 8 jc3 h- 0,22jc4 —1,71;
xn = -0 ,2 1x  + 0,33x3 4  0,22x4 4 0,62;

№8. <!

д\ = 0,32x, -0 ,18 x 240,05x3-0 ,19 x 4 -0 ,89 ;  
| jr4 = 0,12x, + 0,28x2 -0 ,14 x 3 4 0,94.

Xj = 0,13x1 4  0,27x2 -  0,22x3 -  0,18x4 + 1,21; 
x 2 = -0,21x, -0 ,4 5 x 3 + 0,1 8 x 4 -  0,33; 
x3 = 0,12xj + 0,13x2 -0 ,33x 3 4- 0,1 8 x 4 -0 ,48 ;

ĵ x4 = 0,33x, - 0 ,0 5 x2 +0,06x3- 0 ,2 8 x4-0 ,17 .

x, = 0,19xj -  0 ,07x2 4- 0,38x3 -  0,21x4 -  0,81; 

x2 = - 0 , 22xl 4 0, 08x2 4- 0,1 lx3 4- 0 ,33x4 -  0,64; 
x3 = 0,51xj -  0 ,07x2 4- 0,09x3 -  0,1 lx4 41,71; 

[x4 = 0,33x1 - 0 , 4 1 x2 - 1 ,2 1 .

№10. <j

Xj = 0,22x2 -  0,1 lx3 4 0,31x4 + 2,7; 
x2 = 0,3 8xt -  0,12x3 4- 0, 22x4 -1 ,5 ;

№11.

x3 = 0,1 lxt 4 0,23x2 -0 ,5 1x 4 41,2;
[x4 = 0,17xj -0 ,2 1 x 2 4 0,31x3 -0 ,17 .

x] = 0,07x, -  0,08x2 4 0,1 lx3 -  0,1 8x4 -  0,51;
— 0,18X| 4 0,52x2 4 0,21x4 4 1,17; 

x3 = 0,13x, + 0 ,3 lx2 -  0 ,21x4 -  1,02 ;
[x4 -  0,08JCj -  0,33x3 4 0,28x4 -  0,28.

Xj = 0,05x, -  0,06x2 -  0,12x3 4 0,1 4x4 -  2,17; 
Aop j x 2 ~ 0,04x! -  0,12x2 4 0,08x3 4 0,1 lx4 4 1,4; 

*3 = 0,34xj 4 0,08x2 -  0,06x3 4 0,1 4x4 -  2,1; 
*4 = 0,1 lx, 4 0,12x? -  0,03x4 -  0,8.

-N«13.

*i = 0,08x, -  0 ,03x2 -  0, 04x4 -1 ,2 ;  
*2 = 0,3 lx. 4 0,27x3 -  0,08x4 4  0,81;2 , v , ^ / ^ 3 v ,v/w ^4

*3 = 0,33xj -  0,07x3 4 0,21x4 -  0,92; 
! x4 = 0,1 lx, 4 0,03x. 4 0,58x4 4 0,17.
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№14.

№15.

№16.

№17.

х, = 0,1 2jc, -  0 ,23x2 + О,25x, -  0 ,1 6jc4 + 1,24; 
x2 = 0,14x, + О, 34x2 -  0 ,1 8х3 + 0,24х4 -  0,89; 
х3 = О,ЗЗлг, + 0,03х2 + 0,16х3 - 0 ,3 2 jc4 + 1,15; 

[х4 = 0,12л:, -  0, 05jc2 + 0,1 5jc4 -  0,57.

х, = 0,23х, -  0,14;с2 +0,06jCj - 0 ,1 2 х 4 + 1,21; 
х2 =  0 ,1 2jc, + 0,З2х3 -  0 ,1 8 jc4 -  0,72; 
х3 = 0,08х, -0 ,1 2 х 2 + 0,23х3 + 0,32х4 -0 ,5 8 ;  

[х4 = 0 ,25х, + 0, 22х2 + 0 ,14х3 + 1,56.

х, = 0,14х, + 0,23х2 +0,18х3 + 0,17х4 -1 ,42 ;  
х2 = 0,12х, - 0 , 1 4 х2 + 0,08х3 + 0,09х4 -0 ,8 3 ;  

х3 = 0,16х, + 0,24х2 -  0,35х4 + 1,21;

(х4 = 0,23х, - 0 ,0 8 х 2 + 0,05х3 + 0,25х4 + 0,65.

х, = 0,24х, + 0 ,2 1х2 + 0,06х3 -0 ,34 х 4 +1,42; 
х2 = 0,05х, +0,32х3 + 0,12х4 -0 ,57 ;
х3 = 0,35х, - 0 , 2 7 х2 - 0 ,0 5 х4 + 0,68;

[х4 = 0Д2х, - 0 ,4 3 х2 + 0,04х3 -0 ,2 1 х 4 -2 ,1 4 .

х, = 0,17х, + 0,27х2 -0 ,1 3 х 3 - 0 , 1 1х4 -1 ,4 2 ;
х2 = 0,1 Зх, -  0,1 2х2 + 0,09х3 -  0 ,06х4 + 0,48;
х3 = 0 ,1 1х, + 0,05х2 -  0,02х3 + 0,12х4 -  2,34; 

[х4 = 0,13х, +0,18х2 + 0,24х, + 0,43х4 + 0,72.

№19.

дг, = 0 ,15х, + 0 ,05х2 -  0,08jc3 + 0 ,14х4 -  0,48;  
х2 = 0,32х, -  0 ,13jc2 -  0 ,12 jc3 + 0 , 1 1х4 + 1,24; 
Jt3 = 0,17Х| + 0,06jc2 -  0,08х, + 0 ,12 jc4 + 1,15; 

[х4 = 0, 2 1 л:, -  0 ,16 х 2 + 0,36х, — 0,88.

№20.

jc} = 0,28jc2 -  0,1 7jc3 + 0 ,06х4 + 0, 2 1 ; 

х2 = 0,52х, + 0, 1 2 х3 + 0 ,17х4 - 1 , 1 7 ;  

х3 = 0,17л;, -  0,1 8х2 + 0,2 1х3 -  0,81;
[х4 = 0,1 lx, + 0 ,22х2 + 0,03х3 + 0 ,05х4 + 0,72,
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' Х{ = 0, 52х2 + 0,08х, + 0 ,1 Зх4 -  0,22; 
х2 = 0,07х, -  0,38х2 -  0,05*3 + 0,41х4 +1,8; 

Ss2L  ̂xj = 0,04х, + 0 ,42х2 + 0 ,11х3 - 0,07х4 -1 ,3 ;  
\х4 =09Пхх + 0Д8х2-0 ,13х3 + 0,19х4 + 0,33

хх = 0,01xj + 0,02х2-0 ,6 2 х 3 + 0,08х4-1,3; 
х2 = 0,03xt + 0,28х2 + 0,ЗЗх3 -0 ,0 7 х 4 4-1,1; 

= 0,09^ + 0,13х2 + 0,42х3 + 0,28х4-1 ,7 ;№ 22. <)

№23. <1

II jc4 = 0,1 9jCj - 0 , 2 3 х2 + 0,08х3 + 0,37х4 +1,5.

х, = 0,17х2 -0,33хз + 0,18х4 -1 ,2 ;  
х2 = 0,18х2 + 0,43х3 -  0,08х4 + 0,33;
х3 = 0,22xj + 0,1 8х2 + 0,21х3 + 0,07х4 + 0,48;

[х4 = 0,08^ + 0,07 х2 + 0,21 х3 + 0 ,04х4 -1 ,2 .

Xj = 0,03xj -  0,05х2 + 0,22х3 -  0,33х4 -I- 0,43;

№24.

№25.

х2 = 0,22xl + 0,55х2 -  0,08х3 + 0,07х4 -1,8; 
х3 = 0,33х1 +0,13х2 -  0,08х3 - 0 ,0 5 х4 -0 ,8 ; 

[х4 = 0,08xj + 0,17х2 + 0,29х3 + 0,ЗЗх4 + 1,7.

х, = 0.1 Зх, + 0 ,2 2 х2 -  0,ЗЗх3 + 0 ,07х4 + 0,11; 
х2 = 0 ,45 х2 -  0 ,23х3 + 0 ,0 7 х4 -  0,33; 
х3 = 0,1 lxj -  0 ,08х3 + 0 ,18х4 + 0,85;

[х4 = 0,08х, + 0 ,09х2 + 0,ЗЗх3 + 0 ,21х4 -  1,7.

Xj = 0,32xj -  0,16х2 -  0,08х3 + 0,1 5х4 + 2,42; 
х2 = OjeXj -  0,23х2 + 0,11х3 -  0,21х4 + 1,43;
х3 = 0 ,05xj -  0, 08х2 + 0, 34х4 -  0 , 16;

I х4 = 0,12^ + 0 ,14 х2 -  0,18х3 + 0,06х4 + 1,62.

№27.
1

х { = 0 ,08х2 -  0 ,23х3 + 0 ,32х4 + 1,34; 
х2 = 0 ,16х, -  0 ,23х2 + 0 ,1 8х3 + 0 ,16х4 -  2,33; 
х3 = 0 ,15х, + 0 ,12х2 + 0,32х3 -  0 ,18х4 + 0,34; 

I *4 = 0,25х, + 0 ,21х2 -  0 ,16х3 + 0,03х4 + 0,63
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*, = 0,06 jc, + 0,18jc2 + 0,33*, + 0,16*4 + 2,43; 
№28 *2 = 0,32*, + 0,23*3 -  0,05*4 -1,12;

*3 = 0,16*, -  0,08*2 -  0,12*4 + 0,43;
I *4 = 0,09*, + 0,22*2 -  0 ,13*, + 0,83. 

' *, -  0,34*2 + 0,23*з -  0,06*4 +1,42;
* 2  = 0,11*, -  0 ,2 3 * 2  -  0 ,18 * 3  +  0,3 6 * 4  -  0,6 6 ;

* 3  =  0,23*, -  0,12*2 +  0 ,16 * 3  -  0,3 5 * 4  + 1,08;
(*4 = 0 , 12*, + 0,12*2 -  0 , 47*з + 0 , 18*4 + 1,72.



VI BOB. MATRITSANING XOS SON VA XOS 
VEKTORLARINI HISOBLASH

6.1-§. Umumiy mulohazalar

Nazariy va amaliy masaialami yechishda ko‘pincha matritsaning 
xos sonlarini topish talab qilinadi. Masalan, chiziqli algebraik teng
lamalar sitemasini iteratsion metod bilan yechishda va bu metodning 
yaqinlashishi va yaqinlashish tezligi matritsaning moduli bo‘yicha eng 
katta xos sonining miqdoriga bog‘liq edi.

Agar biror x vektor uchun ft
Ax = Xx

tenglik bajarilsa u holda X son A kvadrat matritsaning xos soni 
deyiladi. Bu tenglikni qanoatlantiradigan noldan farqli x vektor 

A matritsaning X soniga mos keladigan xos vektori deyiladi.
axx — X a \2 a \n-\ °\n

£W .)= det(y4-A £)=
2̂1 

• • •

a 22 ~~ ^

• • • •  •  •

a 2n-\ 

• •  •

2̂ n 
• •  •

= 0 (1)

Qn\ ^n2 amt- 1 anr, — Xfin

tenglama A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

det(A -  XE) = (-1 )" (Г  -  Pir - '  -  А Г 2 -  - - p „ )  (2)

Л Matritsaning xos yoki xarakteristik ко 'phadi deyiladi.
Matritsaning barcha xos sonlari va ularga mos xos vektorlami 

toPish masalasi xos qiymatlarni to'liq muammosi deyiladi. Xos son- 
laming bittasi yoki ulaming bir qismini va mos ravishda xos vektorini 
toPish xos qiymatlaming qismiy muammosi deyiladi.

Agar a matritsaning barcha xos sonlarini topish masalasi qo‘yilgan 
j  |

Sa3 u holda uning xarakteristik tenglamasi D(X) = 0 ni tuzish 

^erak boiadi. Buning uchun (l)dagi determinantni hisoblash lozim.
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Algebradan ma’lumki, (2) xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari 
pi lar A matritsaning (-1 ); 1 ishora bilan olingan /-tartibli bosh
minorlarining yig ‘ indisiga teng:

n
ft = £ « * .  ft>=-Z

y=1 j<k

a ■ aJJ Д  

a kj a kk
Pl = • z

j<k<l

a Ji a jk a n

% a kk a u

a 4 °lk a n

(3)

va hokazo. Demak
ft, = ( - l ) d e t/ 4 .  J

к» м < <* I J 4  —I t  w j

(4)
Bundan ko'rinadiki, /1 matritsaning i-tartibli bosh minorlarining 

soni C‘n ga teng. Matritsaning tartibi n bo‘lganligi uchun (2) ko‘p- 
hadning koeffitsiyentlarini topishda tartiblari har xil boigan

ni c ;  = r - i  ■
i=l 1Щ

ta determenantlami hisoblash kerak. Yetarli katta n uchun bu masala 
katta hisoblashlami talab etadi.

Viet teoremasidan foydalanib, quyidagi
A,. +A ,, + - - -  +  A, - p .

•  •  •  • •  •

n- 1
(5)

Pn
tengliklami hosil qilamiz. Buni (3)ning birinchisi va (4) bilan 
taqqoslasak,

A,, + \ 2 +  • • • + Xn =  au + a 22 H------ hann= S p A ,
_ ■  M

V V - A b - id e t ^  -i
l / .  r ,

kelib chiqadi. ^
Bundan, xususan, quyidagi kelib chiqadi: matritsaning birorta x°s 

soni nolga teng bo‘lishi uchun uning determinanti nolga teng bo4̂ 1 
zarur va yetarlidir. Щл
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6.2-§. Krilov metodi

4 matritsaning xarakteristik tenglamasini quyidagicha yozaylik:
V  -  px\nX -  p2x n 2 -  ръХпЪ-------- p n = 0. ( 1)

Ma’lumki (Gamilton-Keli teoremasi), har qanday matritsa o'zining
xarakteristik tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni

A" -  p A ”-' -  p2A"-2 -  p3An~3-------p E  = 0 . (2)

Fndi ixtiyoriy noldan farqli y 0) vektor olamiz va

yW = Aky [l>), k = 0 ,1 ,...,л vektorlami hosil qilamiz. (2) ni o‘ngdan 

y(0) ga ko‘paytirsak, quyidagi vektor tenglama hosil boiadi:

Ply (a- l) + P2y (n- 2) + - + P n/ 0)= y (n)
Bu ifodani ochib yozaylik:

р ,у\п-1)+ р 2у\п-2)+ - + р пу? ) = у\я),

Р\У2~[) + Р2>’г~2) + "• + РпУ2] = У2 \ (3)
•  •  •  • • •  • •

I м <г" + р У г п + ~ + р у : ' = у,;>-
(3) tenglamalar sistemasining determinanti faqat 

у  * о  ̂ (̂0) chiziqli erkli bolgandagina noldan
farqli boiadi, chunki uning ustunlari shu vektor kordinatalaridan
tuzilgan.

'^8ar (3)ni yechishda Gauss metodining to‘g ‘ri yurishidagi barcha 
n ta qadam bajarilgan bo‘lsa, (3) sistema quyidagi

Pi+ b\2P2 + bnPi "* *" r.Pn = d\,
 ̂ P 2 +  b 23p 3 +  -  +  h2np n = d 2 , ^

I Pn=d«
chourchak shaklga kelgan boiadi va (3) ning determinanti noldan 
Ч-1 bo ladi. Demak, (4 ) dan ketma-ket ptl,pn_x,...,p\ lar aniqlanadi,
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ya'ni (1) tenglamaning koeffitsiyentlari topilgan boiadi. Bu teng 
lamani yechib, А.1Д 2,...,А.Л lar, ya ’ni A matritsaning xos sonlari 

topiladi.
Endi xos vektorlar xi (i = \,2,...,ri) lami topish masalasini

ko‘ramiz. Buning uchun y lk' (k = 0 ,1 ,...,и -1 ) lami x (,) vektorlar 
orqali yoyib olamiz:

У(к) = ’£,ciAkxi0 = 2 СЛ.*Х<,)> ^ = 0 ,1 ,...,и -1 . (5)
i=l i=l I ■■

Quyidagi ko‘phadni tuzamiz:
ф,(Х) = A." 1 + quX" 2 + q2lX" 3 + ••• + q„_u, i = \,2,...,n (6)

y(k>, (k = 0,1,2,_,t? — 1) vektorlami mos ravishda q„_u, qn_2j,
...,qu, 1 larga ko‘paytirib chiziqli kombinatsiyasini yozamiz va (5)- 
(6)lami e’tiborga olsak quyidagiga

У "-0 + %/-*> + + -  + Яп-»У(Щ = <VP, )xm + (?)
+С2фДА,2)х(2) h-----hCn(pi(Xn)x("> 9

ega bo‘lamiz.

Agar cp;(I) = i = 1,2,3, . . ,,n desak, ф((kj ) = 0, i * j  bo‘l-

ganligi uchun (7) ifoda '

+ %У(п~2) + с1г,У{л~У) + • --+ Яп-иУт  = c№,(\)xU\ i = 1Д.-<>Й

ko‘rinishga keladi. Demak, A matritsaning x(1> xos vektori noldan
farqh ko‘paytuvchi miqdorida aniqlangan bo‘ldi. qjt k o e f f i t s i y e n t l a r

esa xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari orqali

?o * = h Я
q j l  — j - l i  ^ P j  ‘  j  =  1 > 2 , . . . ,  f l  — 1 .  j j

rekurrent formula yordamida topiladi. . JM
Agar (3) tenglamalar sistemasini yechishda Gauss metodin1*1

holda
to‘g ‘ri yo4ini faqat m ta (m <n ) qadami bajarilsa, u D
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У
(0),У0) у(т ’ vektorlar chiziqli erklidir. Shuning uchun (3) teng-

j'amalar o‘miga quyidagi

Р У Г "  + РгУ(Г 2) + -  + РтУ\Щ =

p A m-l)+ p A n-2)+ - + P my ? ) = yim)
л • •

1р А
tenglamalar sistemasiaan т  ta chiziqli erkli tenglamalami ajratib olib, 
p ,ртА,..чР\ koeffitsiyentlami topamiz. So‘ng Xm + pxXm~] + p2Xm~2 +

+nXm ’ н-----<- Pm = 0 tenglamadan larni topamiz.
r i t i  f m r

Xm + plhm~] + P ^ m l + Ръ т̂ Ъ 4-----ь pm ko‘phad A matritsaning
I f ]

*

minimal ко ‘phadi deyiladi.
Xos vektor esa quyidagicha topiladi:

*(') =ря/ )+ ...+э*У"Л
bu yerda

Р». =1

P/«-i =Xi - p ]
P/m-2 = K ~  M i  ~ Pi

•  •  ••  •  •  *  •  *

P _  1 w-1 „  л m-2 „

/1 “  *4 Pv^ i  **• P Ш—1

6.3-§. Danilevskiy metodi

metodning asosiy g ‘oyasi berilgan A matritsani o‘xshash 
almashtirish lar yordamida Frobenius

P =

P\ Pi Pi • • • Pn- 1 Pn

1 0 0 . . .  0 0

0 1 0 . . .  0 0

• « • 

0 0

• • • 

0

•  • • • • • 

1

• m m  

0
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normal formasiga keltirishdan iboratdir. A va R o‘xshash bo‘lgan|; .
uchun, ya’ni P = S AS ular bir xil xarakteristik ko‘phadga ega, ya’ni

det(/4 -  XE) = det(P -  XE).
R matritsaning xarakteristik ko‘phadini osongina yozish mumkin 

Haqiqatan ham

Pi-A. Pi Pi Pn—l Pn
1 -X 0 0 0

det(P -  XE) = 0 1 -X 0 0
• a a 

0

« • • 

0

• • • 

0

» » • • • •

1

• • • 

-X

ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chiqsak: 

det(.P -  XE) = (Ri -  X)(-X)"-1 -  R2{-X)*~2 + R3(-X)n̂  +... + (-1 f lR „=

= ( - 1)" (Г - RiXn~l - R2X ^ - , . . - R „ )

boMadi. Demak, R matritsaning birinchi satr elementlari R\ R2_ Rs....
Rn lar mos ravishda uning xos ko‘phadining koeffitsiyentlaridan iborat 
ekan.

A matritsani R matritsa ko‘rinishiga keltirish uchun ketma-ket n- 1 
marta o‘xshash almashtirish yordamida A matritsaning satrlarini oxirgi 
satridan boshlab mos ravishda R matritsa satrlariga o‘tkaziladi.

Faraz qilaylik, A matritsaning an elementi noldan farqli boisin

va uni ajratilgan element deymiz. A matritsani o‘ng tomondan

n~2

1
0

0
1

0
0

0
0

0 1
0

*  •

an, 1 an, 2 aл,л- 2 1 an,n

a n,n- 1 

0
a n ,n -l

0 0 0 0

a n ,n -1 
1 J

matritsaga ko'paytiramiz, natijada
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AM „а — В —

bu 1̂2 ^ln-1
b2l ^22 ^2 л-1 b2n

•  •  • •  •  •  •  

Ьп-1,2

•  m m m

bn- 1.И-1

»  •  «  

bn-l,fl

0 0 1 0

hosil bo'ladi. Matritsalami ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, В matritsa
ning elementlari

a
bij = aij -  ai,n- 1 • —— > у = 1, 2 , . . . , и - 1;

a n,n-\

_  ai,n-\ • _

formulalar yordamida aniqlanadi.
Hosil bo‘ lgan 5  matritsa A matritsaga o'xshash bo‘lishi uchun

chapdan M~\ matritsani В martitsaga ko‘paytirish kerak:

M t.AM n_, = .

Bevosita tekshirib ko‘rish bilan M~n\ quyidagi ko‘rinishda 
bo'lishligiga ishonch hosil qilinadi:

-i

M~\ = /1-1

1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

• • • 

°nl

• • a

«„2

ft • • • » % 

••• «„,„-1

% • •

0 0 ... 0 1

^„-]B deb belgilaylik. Mn'_} В matritsaning oxirgi yo‘ lini o‘z- 
Sartirmasligi yaqqol ko‘rinib turibdi. Demak, С matritsa

C =

C11 C12 Cl«-1 С1л

C21 6*22 С2л-1 С2»

■ «  •

6rt-ltl

•  •  •  •

Сл-1,2

•  •  •  •  •

*  •  — 1,я— 1

•  л  •

Cn-ltn

0 0 1 0
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ko‘rinishida bo‘ladi. Ko‘paytirish amali В matritsaning faqat 
satrini o4zgartirishini anglash ham qiyin emas. Bu yerda

Cy b y  5 i  1 ,  2 , . . . ,  yi  2 ,  j  —1 1 , 2 , . . . ,  yi  *■*

n
Cn -\ J  X  a nkPkj> J 1 , 2 , . . . , /7 -

1
hosil bo'lgan С matritsa A matritsaga 0 ‘xshash va uning oxirgi satri 
kerakli ko‘rinishga keltirilgan. Shu bilan metodning bitta qadami
bajarildi. Endi ajratilgan element С„ЛуП.гФ 0 bo'lsin deb, С mat
ritsaning (w — 1) satrini Frobenius formasiga keltirish uchun birinchi 
qadamdagi amallami С martitsaning (и - 1) satri uchun bajarish kerak, 
ya ’ni J

d  = m ;' c m ,n-2

amallami bajarish kerak. Bu yerda

1
0

cn-l,l

cn-\,n-i

0

0

•  л •

m •

1

0
•  •

'я—1,1

0
0

•  •  •

0
0

1
0
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0 0 0
0 0 0

• • •

^71-1,Л—3

•  • • 

1
• • •

c n - 1.Л-1

c n-\,n-2 c n -l,n -2 cn-1,n -2

0 0 1
0 0 0

0 0 0

0 0 0

^ n -U n -2  ^n—\,n—1 ^ n -l,n

0
1 J

0 

0
•  •  •

cn-\,n-2

0

1



Shunday qilib, D matritsaning oxirgi ikkita satri Frobenius 
formasiua keltirilgan bo'ladi. Shu jarayon n - 1 marta bajarilishi 
mufflkin bo‘ Isa, A matritsa Frobenius normal formasiga keltirilgan

bo'ladi: ya’ni
m ; 1m 2_1 • • • AT\ AMn_{ —M2M ,= P

n—3
Bundan foydalanib,

ДХ) = det (A -  XE) = det (P-XE) = Xn-  д Г 1 -  р2Х^2 -  p 'k ^ ------ pn
ni hosil qilamiz. D(k)=0 tenglamani yechib, A.jД 2, . . .Д Я lar aniq

lanadi.
Danilevskiy metodida ajratilgan element nolga teng boisa, bu hoi 

noregulyar hoi deyiladi. Bu holda Danilevskiy metodi bilan almash- 
tirish jarayonini davom ettirib bo‘lmaydi.

— 1 s . . « It
Faraz qilaylik, A matritsani Frobenius ko‘rinishiga keltirishda 

(n -k ) qadam bajarilgan bo‘ lib, quyidagi

Mumkin:

dn dl2 ■■ d]k . . . d\,n-1 du • ■ T Btr V
d2] d22 .. 0 ... 0 0 ' ■ '

D =

•  • •

dk\dk2

•  • ••• 
.. du . . .

« • •

dk,n

•  • •

-1 dk,n
0 0 .. 1 . . . 0 0
0 0 .. 0 . . . 0 0

• 0 0 .. 0 . . . 1 0

0 0 .. 0 . . . 0 0

boMgan va dk.k-1 0 boisin. Bu yerda ikki hoi boiishi

й
°1; dk.k-i dan ehapdagi biror element dke*  0 , 1 < l< k  — 1 bo‘lsa, 

matritsaning (&-1) ustunini /-ustun bilan, shuningdek, (£-1) yo ‘hni
-УоЧ кмwin almashtiramiz. Hosil bo‘lgan martitsa D matritsaga 
^ a s h  bo'ladi va Danilevskiv metodini davom ettirish mumkin.



2-hol. dice=0 , 1=1 bo ‘lsin. U h o ld aD

D  =

d „ ^12 d u  ■ <

^21 ^22 ^2A-1 d lk ^2n-\ rf2„
■ ■ ■

d t - i,i

•  •  •

1,2

•  •  •  •  «  

d k -i,k - i

m л  •  • * 4

djc-\,k- 1

• m  •  »

dk-Ln-\

•  • • 

d k .

0 0 0 • ^ k .n -1 dk,n

0 0 0 1 0 0

•  •  • • .  л • •  •  •  •  • •  •  •  • •  •  •  • • • •

0 0 0 0 l 0

ko‘rinishga ega bo'ladi Demak, det(,4-,i£)=det( Dt -2.E)det(D2-)J:).
D-i matritsa Frobenius normal formasiga ega. Danilevskiy metodini Д  
matritsaga qo‘ llab6 uni Frobenius normal formasiga keltiriladi.• У. jii* r 4

Endi xos vektorni topish masalasini ko‘raylik. Faraz qilaylik, 
A matritsaning, ya’ni R matritsaning ham barcha xos sonlari topilgan
boisin. R matritsaning berilgan X xos soniga mos у=(у\,уг,-■■,}>„) xos 
vektorini topamiz. Py = Xy bo‘lganligi uchun (P -  XE)y = 0 yoki

P \ - 'X />2 P i P n -1 P n 1
/ \ 

У  1

1 -A 0 0 0 У 2

0 1 - X 0 0 •

Уз
9

0
•  •  •  

0

•  •  •  

0

9 9 9 0 

0

•  •  ■ •  •  

1

•  •  •

- X J

9

Л /

= 0

Buni ochib yozaylik:

( P i  -  Ь )Л  + Р 2У 2 + • • • + РпУп = o. 

У  i ~  'ХУг =

У 2 ~  = °> (1)

I JV i -  = 0 .
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Уп~\ = h>n , ■

У  n-2 =

У\ =

ni topamiz. Xos vektor xossasiga ko‘ra y„= 1 deb olish mumkin, u 
holda

У i = ^  •
У2 = ^

g u sistemadan

4

У » -  i =  К  (2 )

Уп =  1
' * *'  / ‘  I j t  1 t  «

ga ega bo‘ lamiz. (2) ni (l)ning birinchisiga qo‘ysak, u

D(k) = Г  -  pxXn~l -  p2Xn~2 -  p3X”~3 ------- pn = 0

ko‘rinis'nga ega bo‘ladi, bu esa hisoblash jarayonini nazorat qilishga 
xizmat qiladi.

P = • • • M~[xAMn_{ ■ • • M ,M ,,

M ;lM2l - M ; x_]AM„_l - M 2M]y = xy

tenglikni chapdan M\ ga, so‘ng M2 ga va h.k, oxirida Mn.\ ga
ko‘paytirsak,
x = Mn.\Mr 2̂-■-M\y
ekanligi hosil bo‘ ladi. Ma’lumki, M\ matritsa у  vektoming birinchi 
^°ordinatasini o‘zgartiradi, M2 esa M|v vektoming ikkinchi koor- 
^■natasmi o‘zgartiradi. Shu jarayonni n- 1 marta takrorlasak, x vek- 

ming hamma koordinatalari hisoblangan bo‘ladi. Bu yo‘l bilan nore-i г . I * . ‘ f i * ' t ' • **
' Уаг holning ikkinchi variantida xos vektomi topib boimaydi. 
^Unday holatda xos vektomi, misol uchun, Krilov metodi bilan topish
ma’quidir.
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6.4-§. Matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos son va unga
mos xos vektorini topish

Faraz qilaylik, A matritsaning barcha xos vektorlari chiziqli erkli 
boMsin. Bu holda A matritsa oddiy strukturaga ega deyiladi.

-hoi. A matritsaning xos qiymatlari quyidagi tengsizlikni
t « ^ ^ , 1  V  J • i ■' ... I

qanoatlantirsin
|X,|>|X2|>...>|Xn| (1)

Biz X\ ning taqribiy qiymatini topish usulini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy 
noldan farqh У0) vektor olib, uni A matritsaning xos vektorlari lar 
 ̂ / • « •bo‘yicha yoyamiz:

bu yerda bj lar o‘zgarmas sonlar. У°; vektor ustida Ak matritsa 
yordamida almashtirish bajaramiz:

y W = Aty (О = £ bjAkxU) = t  bX)xU). J
7=1 y-l .Щ

Bundan Ax'11 -  X lx(j> ligini e’tiborga olsak,

У(к) = I  b.Xk,xU) (2)

boiadi.
Endi n oMchovli vektorlar fazosida /;,/2, b a z i s  olamiz. Bu 

bazisda xlj) vektomi yoyib yozamiz:

x0) -  ]Г x  /.. - 
i=l

Endi (2) dan (3) ga asosan

y*> -

j=i мI
ni hosil qilamiz. Bunda yig ‘ish tartibini o‘zgartirib,

y ^ - b . i b ^ x ,  (4)



aa ega bo‘lamiz. Ichki surnma /, ning koeffitsiyenti, demak u у(*)

vektoming /-koordinatasidir. Bundan quyidagini yoza olamiz:

y (k) = Y b l Kx..
+ - < Ш

n
rtftvt (5)

Xuddi shuningdek,
(*+D

n

y>....=E  ЬЛ*%J=t
(6)

(6) ni (5) ga nisbatini olib,
y!A+1) _ b\xi{k\ A+b1xi2X!£ x+...+bnxî kk„+l .
У(*) +b2xi2̂ 2+--+f)nxin̂ n

(7)

ga ega bo‘lamiz.
Endi biXa^O deylik, bunga erishish uchun y m vektomi va 

l,,l2,...,ln bazisnikerakli ravishda tanlash kerak.
(7) ni quyidagicha

У(*+l)
П Ь ;Х :/  

1+1  7 J

У1
<*)

_ ^ _J=2 b\*i\ J w 1

л i.x.YA..-
y=2 V n  V у

yozamiz. Bu yerdan к —> oo da (1) ga ko‘ra
v'*+1>lim- ■.■■■■■ -  A.j, i = 1,2,...,/7>°0 '

kelib chiqadi. Demak, yetarhcha katta к lar uchun
a+i)

deb olishimiz mumkin.
У1

(k) z = l ,2 ,...,w (8)

Aniqlangan A., ga mos xos vektor sifatida uik) ni olish mumkin
Haqiqatan, (2 ) ga ко ra

у (*>= i
со ” b 

+ Z a7=2 О,

\*
.0 )

v^-i J J
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boiadi. Yetarlicha katta к lar uchun
= b X  xm

taqribiy tenglikka ega bo‘lamiz. y {k) xos vektor x"] dan sonli 
ko‘paytuvchiga farq qilyapti, demak, у  A., xos songa mos keladigan 
xos vektordir. U A matritsaning A, xos soniga mos keluvchi
vektorining yo‘nalishiga yaqin bo‘ladi. (8) ning o‘ng tomoni 
i= l,2 lar uchun berilgan aniqlikda bir xil bo‘lishligi X; va jc(1) ga
yaqinlashganlik darajasini anglatadi.

2-hoi. A matritsa xos sonining moduli bo‘yicha eng kattasi karrali 
bo‘lsin, ya ’ni X} = X2 = X3 = ... = Xs . Quyidagi

(9)
tengsizlik bajarilsin. Bu holda (7) tenglik

У\М) _ +'~+bnXink*k+\ k + ] k+\

y\(*)
(10)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda Ьххп + b2xi2 +... + Ф 0 deb faraz 
qilamiz va ( 10) ni quyidagi ko‘rinishda yozamiz: '

# +1) _ 
- k '

1+ 1 n
b,xiX+b2xi2+ -+ b .x is j=s+\

I  b -xyfh
)

\k+1

1 1 n Г
-------------- Z bjXy

b1xn+b2xi2+- ■ ‘+Ь8хь y=5+i
X: \*

/
Bundan к -> <x> da (9)ga ko‘ra

limу Г  _

к—►oo
— A,, i —1,2,..., vi

У1
kelib chiqadi. Demak, yetarlicha katta к lar uchun

, v!*+I)*i ~  (it) 9   ̂ 1, 2 , . . . ,  w
y;

deb olishimiz mumkin. Bu esa (8) taqribiy tenglikning o‘zginasi, A, ga 
mos vektor deb, 1 -holdagidek v>! ni olishimiz mumkin. Boshlang ■c‘1 

y ([>) vektomi boshqacha olsak, boshqa xos vektomi topish mumkin.
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3-hol. A matritsaning xos sonlari quyidagi shartlami qanoatlan-
tirsin:

= X2 = A.3 = ... = Xr = — A.r+1 = — Xr+2 = ... = —Xr+ (11)

va

4+p|> K+p+i ( 12)
Bu holda yuqoridagi jarayondan foydalanilmaydi, chunki (5) quyi

dagi ko‘rinishga ega bo‘hb,

yjk) = i b jX^ + rf  ±  bjXijX),
7=1 j=r+1 j=r+p+1

birinchi va ikkinchi summada A, ning tartibi bir xil, lekin к ning o‘z- 
garishi bilan ikkinchi summa o‘z ishorasini o‘zgartiradi. Shuning uchun

У Г
y«>

nisbat k —> oo da limitga ega bolmaydi. Bu holda yj2k) va >>,(2*+2) 

yoki у\л ~и va y\2k+̂  dan foydalanib, X2 ni topish mumkin:
С2Л+2)

(2Л) ~ 5 z —1,2,
• •

i • v<2*+1)У°Ь / = 1,2,...,л.
Уг

Л matritsaning X, va -A., xos sonlariga mos keladigan vektorlari 

esa mos ravishda У*+1* + А^У** va У*+1)-Я ,1У*) boiadi. Haqiqatan 

barn, misol uchun y'k"l) + А.,У*' vektomi (11) ni e ’tiborga olgan holda 
(2) ga ko‘ra quyidagicha yozamiz:

у{Ы- 1+x,y*>= +l £ b / j)+(-1)*+1 >.f+1 X Ь/л + t  b,\k/'xU)+
7=1 y=r+l j=r+p+\

+A,*+' £  bjX(J) + ( -  l)k+X  rf  bjXU) + X, t  bjXkjX(J) =
7=1 7=r+l 7=r+/?+l

« H I  ( f

= 2Xk+l± b / J)+ ± bJ (\  + 'XJ)XkxU).
7=1 j=r+p+\
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Bundan esa, (12)ni nazarga olib

У*+1) + X y k) = Xk+l [ 1 2Ь / Л + ±  ( ^ 2 + V -y )
Jm 1 у=Г+р-Ы

ga ega bo^amiz. Demak, yetarlicha katta A: uchun

y(M> + Xx/ k) = Xk+l1 2bjX(j)
j=i

bo‘ladi. Xuddi shuningdek,
r+p

y fc+1) - ^ iy * ) s ( - X 1)i+1 £  26yjc0)
j=r+l " ■

ekanligi ko‘rsatiladi. tj<;
Agar r  va p yoki ulaming birortasi birdan katta boisa, dastlabki 

vektorУ * ni o'zgartirib boshqa xos vektorlarni topish mumkin.
4-hol. A matritsaning moduh bo‘yicha eng katta sonlari kompleks 

yoki modullari bilan o‘zaro yaqin bo‘lgan holni ko‘ramiz. Faraz
qilaylik, X t va Х г  xos sonlar qo‘shma kompleks sonlar bo‘Ub, quyidagi 
shartlar o‘rinli bo‘ lsin:

|A,| — X i  >  X n

Quyidagi taqribiy tengliklar

/ k) = b X x a) + b2Xk2 * (2\

i / M) = b X ^ n + b2X *+V 2\

i У*+2) = b.X^x^ + b2Xk2+2x™
(13)

mavjudligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bular orasida
У*+2) —(Л-, + X2)y (W) + XlX2y (k) = 0 ( ,4)

chiziqli • bog‘lanish o‘rinlidir. Agar hisoblash jarayonida
y(k)̂  у *+1>5 у vejftoj-iaj-orasida

. (15)

chiziqli bog‘lanish borligini ko‘rsak, u holda X, va X2 lar

u + pu + q -  0 (16)
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kvadrat tenglamani qanoatlantiradi. (16) kvadrat tenglamaning 
koeffitsiyentlafi quyidagi determinantlardan aniqlanadi:

1 уГ уТ
«Mlл

и У Г )
уГ = 0, i * j ,  i , j  = 1 ,2 ,...,77

и 2 уГ 2) уТ 2)

(17)

Demak, (17) dan p  v a q  topiladi, (16)dan esa A., va X2 aniqlanadi, 
so‘ngra (13) dan foydalanib xos vektorlar quyidagicha topiladi:

У*+1) -  X2y (k̂  = bjX^ (A,, -  X2 )x (2). -

Eslatma. Birinchi va ikkinchi hollarda У0) vektoming ite- 
ratsiyalarini topish lozim edi. Shu jarayonni tezlashtirish uchun quyi
dagicha yo i tutiladi:

A, A2, A4, A8... A2** У i * . •
matritsalar ketma-ketligini hosil qilamiz.

Ma’lumki,
n

Y.X i=SpA,  
1=1

" „ 7k 
S A ,.2 =SpA2
/=1

Bundan foydalanib, misol uchun 1-holda
П

lardan

Y,^i = SpA,
i=1

JLn lk Л
I  A,2 =SpA2
1=1

'ff -

^ ig i  kelib chiqadi.

SpA2*+l
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Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: xos son, xos vektor, Xo 
qiymatlaming to‘ 1 iq muammosi, xarakteristik ko‘phad, minima] 
ко‘phad, Frobenius normal matritsasi. ■]

Savollar va topshiriqlar
1. Matritsaning xos soni va xos vektori tushunchasi. ; J
2. Matritsaning xarakteristik ko‘phadi.
3. Xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentlari bilan matritsa bosh 

minorlari orasidagi bog‘lanish.
4. Xos sonlaming barchasining y ig ‘ indisi hamda ko‘paytmasi 

nimaga teng? Щ
5. Xos qiymatlarning to‘liq va qismiy muammolari.
6 . Krilov usuli bilan xarakteristik ko‘phad koefGtsiyentlarini 

topish.
7. Krilov usuli bilan xos vektorlami topish.
8 . Matritsaning minimal ko‘phadining koeffitsiyentlarini topish 

qanday bajariladi? “1
9. Danilevskiy metodining asosiy g ‘oyasi. "1
10. Danilevskiy metodida xos vektomi topish.
11 . Noregulyar hollar.
12. Noregulyar holning qaysi variantida xos vektorlami Dani

levskiy metodi bilan aniqlab bo‘lmaydi? :Д |
13. Moduli bo‘yicha eng katta xos son yagona boiganda uni va

unga mos xos vektomi topish.
14. Moduli bo'yicha eng katta xos son karrali boiganda

( X j  —Я-2 — ...—A.s , | A.

vektomi topish.

> XS+l X hoi) uni va unga mos xos

15. Xos sonlar uchun X]=X2=- "—̂ z~ ^V+l— V̂+2 —  .  .  —  %r+P

va X X r+ p > X T +  p + \ Xn
shartlar o'rinli boiganda x°s

son va xos vektomi topish.



16.
лА 1 va X qo‘shma kompleks sonlar bo‘lib

|̂ i
xos

^2 |H^3 |~
v e k t o r n i  topish.

X4
> . . . > Xn shart o‘rinii bo‘lganda xos son va

Misol 1.

A =

1 2 4 Л

2 1 2
4 2 1/

matritsaning xos qiymatlari va xos vektorlarini Krilov usuli bilan 
toping.

Yechish. Noldan farqli y (0> =( у,<и) , j l 0) vektor ohb uning

iteratsiyaiari y ^ = A y ^ k~̂  , (A: = 1 ,2 ,3 )  ni aniqlaymiz. v (°'=( 1 ,0 ,0 )  

bo'lsin, u holda y^]  ̂= Ay',u =̂( 1 ,2 ,4 ) ' ,  2^=Ay^  ' = (2 1 ,12 ,1 2 ) ' ,

y{3>- A y l '^= (93,78,120)' bo'ladi. Endi pxy '1 + p7y"'11 + ръу -= У  1 

vektor tenglamani tuzamiz:
f 21 > ( l ) f  0 '  93 N

12 2 p  2 + 0 P 3 = 78

J 2 , J 2 0 .
yoki

21> ,+ р 2+/»з=93,

'■{ 1 2 p) + 2 p 2= 78,

112 P i  + 4 p 2 = 120.

bundan p ] =3 , p 2 =21, p 3 =9 ekanligini topamiz
matrits

Berilgan

ко

an>ng xarakteristik ko‘phadi
D(X)=X3-3 X 2-2 ] X -9  

r,r|ishda boiar ekan. D(X)=0 tenglamani yechamiz:
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А 3- З А 2- 2 1 А - 9 = 0 .
А. = —3 tenglamaning bitta ildizi ekanligini ko‘rish qiyin

etnas.
Qolgan ikkitasi A -6 A -3 = 0  ning ildizlari. Shunday qilib, berilgjj. 

matritsaning xos sonlari A ,= -3 , А2 = 3 - л/12, A3=3 + y[\2 ekan

Endi xos vektorlami topishga o‘tamiz.
A, uchun:

i p , ( X ) =
_  £ > ( ! ) _  » . ’ - 3 J . 2 - 2 I X - 9 _ x 2 _ 6 ^ _ 3

i X+3

demak, qn= - 6 ,q 2l= -3  ko‘rinishda q>{(X)= X2+qnX+qn ekan

Xos vektor
c19 ,1(A i)x (I) = y {2) + qn y {,) + g2iy (0)

ko‘rinishda topilgan edi.
r 21 ' r 1 > r n

y t2) + ЯпУ0) + 02 i / ° '  = 12 - 6- 2 -3 - 0

, 1 2 , И  У 1 ° ,
' 2 1 - 6 - 3 N f  n  N

1 2 - 1 2  + 0 — 0
v 12 -  24 + 0 y , - 1 2 ,

A 2 uchun:

^ 2!  ^ )=~Г^~= A2-^/l2 A -3( 3 + y[\2 ) ,Л — Л о

012 = -y f\ 2 , q22 = - 3 ( 3  + J\ 2 ) .

У{2) + 012 >'<n + Я2 2 У

2 П

12

v 1 2 y

1 л
-  J l 2 - -  3( 3 + yfl2 )

f

\

(0) -

1 'j \ 1 2 - aJ u '
0 - 1 2 - 2 ^ 1 2

v 1 2 - 4 ^ 1 2  /
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i uchun:

Ф ( л ) = ^ ^ =  A2 + / Ш . - 3 ( 3 -  л/12- ),л—А о

Я13 = / ц ,  ? a 3 = - 3 (3 -л / 1 2 ).

/ 2, + < ь / ,) + ‘72з / 0)

f 21 N r n r n
f 1---- N12 + 4^12

12 + yj 12 * 2 -  з( 3 -  J n  )• 0 — 12 + 2 ^ 1 2

1 2 ; v4 V * 1 : 12 + 4/12”

Misol 2. Л=
f 5 30 -48  ̂

3 14 -24
3 15 -25V

matritsaning xos son va xos vektorlarini Krilov usuli bilan topilsin. 
Yechish. / 0) = (1,0,0)' boMsin, u holda y a) = ( ;. ;3 ;3 ) ',

У2) = ( - 2 9 ;- 1 5 ;- 1 5 ) ' , / 3)= (125; 63; 63)' bo‘ladi. Endi quyidagi

- 2 9  p }+ 5 p 2 + р ъ -  125, 

<{ - 1 5 P t + 3 p 2- 63, 

 ̂—15 /?j + 3 p 2 =63.
«

sistemani tuzamiz. Tkkinchi va uchinchi tenglamalar bir xil, demak
У"'\ у (1) , y (2}, y ° } vektorlar chiziqli bog‘liq. Shuning uchun

y ]’ У{]), y a> largabog‘liq
[ 5p, + p 2 = -2 9 ,

3/?, = - 1 5

Slŝ emani tuzamiz. Bundan /?, = —5, p 2 = ~4 bo‘ladi. A2+5A,+4

k° Phad a matritsaning minimal ko‘phadidir. Undan 
i^ - 4 ,  A. ? - 1  ni topamiz. X 3 ni topish uchun, bizga ma’lum
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munosabatdan foydalanib
5 + 14 -  25 = — 4 -  1 + A. j , A.3= - l

ekanligini aniqlaymiz. 
Xos vektorlar

x (i)

ko‘rinishda izlanadi, bu yerda РП=А.,—p x, p /2 =1 , /=1,2

(1)

+ $22 У(1)

1 " "5"
0 + 3 —3

<0, ■,3 , ,3 ,

r n Г Я
0 + 3 = 3

U j к

x ('] ni topish uchun v1' : vektomi boshqacha tanlash kerak. 

Xususan, j <0)=( 0 ; 1; о/ desak y m = (30,14,15)' bo‘ladi. ’

x(3)=^ 3 ' P 0 ’
fo> "30 > r°> "30" "30 N

1 +1- 14 = (-1+ 5) 1 + 14 - 18

, 0 . , 1 5 , s о 4 . , 1 5 , l l 5  J

x (l)=(30; 18; 15) bo‘larekan.

Misol 3

A=

V

1 2 4
2 1 2 
4 2 1

N

J
matritsaning barcha xos sonlari va xos vektorlarini, ya’ni xos 
qiymatlaming to‘liq muammosini Danilevskiy metodi bilan aniql311?'
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Yeehish. M 2 =

' 1 0 о л ' 1 0 0 "
аъ\ l 1 1
аЪ2 аЪ2 а з\ 2 2

< 0 ‘ 0 1 j 0 1 J
Endi A matritsa ustida M2 almashtirish bajarsak, matritsaning 

oxirgi yo‘ li normal Frobenius ko‘rinishiga keladi:

A- M j =
4 2 1V

/ 1 0

-2  -  - -

v 0

1
2
0

2
1

\ Г-Ъ 1 3^
= 0 1 3

2 2
, 0 1•

Г 1 0 0 N Г1 0 0 ^
м ; 1 = аз\ а 32 а зз = 4 2 1

1 о 0 о > 0

Endi AM2 matritsani chapdan M ~1 ga ko‘paytirsak, hosil boigan

matritsa Л ga o‘xshash bo'ladi:

'1 0 (0 г-3 1 3^ 1' - 3 1 3 "
4 2 1 • 0 1 3

— - 1 2 6 15
2 2А*

0 К 0 1 0 j
\ 1

ч 0

1 о ,

= C.

Hosil bo‘ lgan С matritsa A ga o‘xshash boMdi, uning ikkinchi 
У° lini normal Frobenius ko‘rinishiga keltiramiz:

C-M. =

1 с 22 с 23
с 2\ С21 С21

М 0 1 0

ч 0 0 1

(  1г  _ 3 1 3 " 12
~ -1 2  6 15 • 0

, 0 1 v 0

(  l_ 
12 

0

J

1
2 4 
1 0

0 0 1 J

1 I 4
2 4 
1 0
0 1 У

(\_ 1 3 ^
4 2 4
1 0 0

1
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C 21 C22 C23 ^-12 6 15"
m ; 1 = 0 1 0 — 0 11 0

0 0 1 .V О 0 1 /

м ; 1-с -м ,=
( - 1 2  6 15'\

О 1 о
О О 1

4
1

2
о

VО 1

3^
4 f 3 12 9 n

0 — 1 0 0 = P
0 , ,0 1 o,

Hosil bo4gan matritsa normal Frobenius ko4rinishida, uning 

xarakteristik tenglamasi D(A)=A3-3 A 2-2 1 X -9  ko‘rinishda 

bo‘ladi. Krilov metodida ham u shu ko'rinishda edi, ya ’ni uning 

nollari X, =— 3, X2= 3-y[l2  j А. з—3 + д/12 bo lishi ravshan. /* mat-

ritsaning xos vektorlari [ ' != (л (2,л ( , 1)', /=1,2,3 edi. A ning xos 

vektorlari esa x'',) = M 2 M, y u), /=1,2,3 ко‘rinishda bo‘ ladi:

x (l)=M 2M l y (l) = M 2-

( _  JL J_ 5 
12 2 4
0 1 0

\

v 0 0 1 J

9 "l 
- 3

1
M 2

f 1 0 0

- 2  -  - -

0

1
2 
0

1
7

1 J

- 1
- 3

1

\
( -1

\
V

- 1
- 3

1

л

/ V

0
1 J

1 ̂  =( — 1; 0; l )  vektor Krilov usulida topilgan xos vektordan
-j и \ Jk Y !  ̂  ̂2) «yft-

o'zgarmas ko4paytuvchi songa farq qilyapti. Xuddi shunday x 

x *3 - larni aniqlashimiz mumkin.
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( Ъ 1 1 Л
А= 1 2  0

.1  0 2 j

]Vlis°l 4.

m a tr it s a n in g  moduli bo'yicha eng katta xos sonini va unga mos xos 
v e k to r in i verguldan keyin to'rt xona aniqlikda toping.

Yechish. Noldan farqli ixtiyoriy у <n’ =( у 1,01, у  J,01 ,У30) j vektor olib

uning iteratsiyalari y (k+,) = A y(k\ k= 1,2,.... lami hosil qilamiz. 

/ 0,=(1; 0;0)' boisin. U holda misol uchun y'i)=( 683;341;341)’

v|S:=( 2731; 1365; 1365 ) boiadi va jarayonni shu yerda to‘xtatamiz. 

y f  , 2731 „ У26> 1365„ «А, edi. — ------ «3,9985, —<тг=------ «4,0029,y f  1 yf5) 683 ’ y (25) 341 ’

if= i3 6 5 „  4 0029
y f  341 ~4’UUZy‘

Ko‘rinib turibdiki, bu nisbatlar to‘rt soni atrofida tebranyapti, 
demak natijalami o‘rta arifmetigini X , deb olish mumkin.

X ,= -( 3,9985+8,0058)=4,0014. 

i 8a mos keluvchi xos vektor

Г̂ 'У tenglikdan topilar edi, ya’ni у 15; vektor xos vektor x ' 1 * dan 

ко paytuvchiga farq qilyapti, demak y 1'  ̂ Xt ga mos keladigan
Xos Vektordir.

(683; 341; 341 ) _ \ ga mos keluvchi xos vektor.
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№14. А =

V
/

№15. А =

к

1,8 1,6 1,7 1,8 "
1,6 2,8 1,5 1,3
1,7 1,5 3,8 1,4 '
1,8 1,3 1,4 4>8 J

1 1,5 1,2 0,5"
1,5 2 0.4 2

1,2 0,4 1,5 1,4
0,5 2 1,4 U ,

Vazifa 2. Danilevskiy metodi bilan matritsaning xos sonlari va xos 
vektorlari topilsin. Xos sonlar to‘rtta, xos vektorlar esa uchta ishonchli 
raqamlar bilan topilsin.

'1,7 2,8 0,3"
A = 2,8 1,2 0,6 .

,0,3 0,6 1,5,

'2,3 1,4 0,6"
A = 1,4 1,7 0,5 .

,0,6 0,5 1,3,

Чб 1,3 1,7 "
A = 1,3 2,5 0,8 .

ll.7 0,8 1,4 J
Î 3,2 0,5 1,2"

A = 0,5 1,4 2,3 .

Л2 2,3 0 ,6 ,

'2,3 0,7 0,6^
A = 0,7 3,4 1,2 .

,0,6 1,2 1-7 J

№2. A =
1,7 0,4 2,8 
0,4 3,2 1,2

V

№4. A =

№6 . A =

V

№8 . A =

V

2,8 1,2 0,5 j

(2,3 3,5 1,4 
3,5 0,4 0,6
1,4 0,6 1,3

3,7 0,3 1,2  ̂
0,3 2,4 0,8
1,2 0,8 1,5 J

4,1 0,4 1,3
0,4 2,2 1,7
1,3 1,7 0,5 J

№10. A =
1,5 0,8 2,9 
0,8 3,4 2,2
2,9 2,2 0,4 J
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4 8 2,4 0,5" ^0,7 1,5 3,2"

•

II 2,4 1,3 0,7 №12. A = 0,7 2,3 1.3
*

^0,5 0,7 1,6 J ,3 ,2 1,3 0 ,4 ,

* f 2,4 3,5 0,7" ^2,3 1,7 0 ,8 "

№13. A ~ 3,5 1,2 0,4 №14. A = 1,7 0,5 1,2
,0 ,7 0,4 1.3 J , 0,8 1 4 1>9 J
"2,4 1,3 0,5"

№15. A = 1,3 0,8 2,4 •

,0,5 2,4 3 ,3 ,

Vazifa 3. Moduli bo‘yicha eng katta xos sonni to4rtta ishonchli 
raqam bilan toping. Unga mos xos vektomi esa uchta ishonchli raqam 
bilan aniqlang.

' 2,1 1 1,1 \ '2 ,4 1 1,4"
№1. A = 1 2,6 1,1 ■ №2. A = 1 2,9 1,4 .

l u 1,1 3,1, 4 * 1,4 3,4 J
'1,3 0,4 0 ,5N1 4 6 0,7 0 ,8 ^

№3. A = 0,4 1,3 0,3 №4. A = 0,7 1,6 0,3 .
,0,5 0,3 1.3, , 0,8 0,3 1, 6 ,

'2,2 1 1,2 ] '2 ,5 1 1,5"
№5. A = 1 2,7 1,2 • №6 . A = 1 3 1,5 .

кЛ 2 1,2 3,2, ,1,5 1,5 3 ,5 ,

JVs7.
'1 ,4 0,5 0,6 '1,7 0,8 0,9"

A = 0,5 1,4 0,3 №8 . A = 0,8 0,7 0,3 .
, 0.6 0,3 1-4 / 1,0,9 0,3 1.7,
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№9. А = 

№11. А 

№13. А

№15. А

/2,3 1 1,3 ̂
1 2,8 1,3

■> -Г.

V1,3 1,3 3,3 У

3,5 1 2,5"| 
1 4 2,5 

[2,5 2,5 4,5 J

№10. А =

2,6 1 1,6 ̂
1 3,1 1,6

U 6 ] >6 3,6

Г 1,8 0,9 1
0,9 1,8 0,3

v 1 0,3 1,8

\

4 5 0,6 0,7" • . 1 *- 1 "2,7 1 1,7"
0,6 1,5 0,3 ■ №14. А =л‘ «• 1 3,2 1,7

,0,7 0,3 1,5 , 1,1,7 1,7 3,7 у

{ 1,4 1,2 -1,3^

1,2 0,9 0,А [ • * - ш '  "*
«  \ Ч |‘ S  • о • N - ; г  J  I

, - 1 ,3 0,4 0,8 v ] 51 ГН % 1 1



VII BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR  
UCHUN KO SH IM ASALASIN I TAQRIBIY YECHISH

. - j r  ■■ -  } g  T P  д  '... m  :~Д 'Г щ .  m  -Ш

llmiy va tadbiqiy masalalarda ko‘pincha shunday oddiy differensial 
t e n g la m a la r  uchraydiki, ulaming umumiy yechimini oshkor 
ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Yechimi oshkor ko‘rinishda 
topiladigan differensial tenglamalar sinfi ancha tor. Masalan, 
ko‘rinishi soddagina boigan

у  = x + x2 + у 2
| e tui v  l 4 ^  ^  ̂ • a A 1  # 4  ki 7  I j  \ ' >  A  V

differensial tenglamaning umumiy yechimini elementar funksiyalar 
orqali ifodalab boMmaydi. Bu yechim ancha murakkab tarzda kasr 
tartibli Bessel fimksiyalari orqali ifodalanadi. Ko‘p hollarda yechim- 
ning hatto shunaqa ifodasini ham bilmaymiz. Shuning uchun ham 
bunday tenglamalami u yoki bu taqribiy metod bilan yechishga to‘g ‘ri 
keladi.

Taqribiy yechim analitik ko‘rinishda yoki jadval shaklida
. M

izlanishiga qarab taqribiy metodlar analitik va sonli metodlarga
bo‘linadi.

Oddiy differensial tenglama uchun Koshi masalasi va chegaraviy 
roasala qc^yiladi. Koshi masalasini yeehish chegaraviy masalani 
yechishga nisbatan ancha yengildir. Shuning uchun ham ayrim 
hollarda chegaraviy masala Koshi masalasiga keltirib yechiladi. 
Analitik metodlarga ketma-ket yaqinlashish (Pikar metodi), darajali 
qatorga yoyish, Chapligin, Nyuton-Kantorovich, kichik parametrlar 
metodlari kiradi. Ayniqsa, keyingi paytlarda EHMlaming rivojlanishi 
^ an ^ iq lik  tartibi yuqori boigan sonli metodlarga e ’tibor kuchaydi. 

bilan bir qatorda analitik metodlar hozir ham o‘z tatbiqini
Уо* n"0,gani yo‘q. Masalan, Koshi masalasini ko‘p qadamli ayirmali 

0('l;:lr bilan yechishda jadvalning boshidagi qiymatlami, odatda,
a^tik metodlar bilan topiladi. -r
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7.1-§. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Faraz qilaylik, [x0, X] oraliqda

y’ = f(x,y), (j)
y(xQ) = Уо (2)

Koshi masalasi berilgan bo‘lsin. Bu masala yechimini quyidagicha
■V»
J *

Уп(х ) = Уо+ \f[t,y(t)]dt 1
i  (3)

Уо(1)  = Уо> И = 1,2,... 

aniqlangan ketma-ketlik ko‘rinishda izlaymiz. ( 1) ning o‘ng tomoni 
ma’ lum shartlami qanoatlantirganda, (3) ketma-ketlikning limiti (1) 
(2) masalani qanoatlantirishi differensial tenglamalar kursida ko‘r- 
satilgan. Bu metodning amaliy qiymati yuqori emas. Uning kam- 
chiligi, har bir keyingi yaqinlashishni topishda integrallash amalini 
bajarish kerak bo‘ladi. Bundan tashqari, integrallashni aniq baja- 
rilmaydigan hollar uchraganda uni taqribiy ravishda hisoblash kerak 

bo‘ladi, bu esa, o‘z navbatida, ko‘p hisoblashlami talab etadi. Shuning 

uchun ham ketma-ket yaqinlashish metodi boshqa metodlami qo l- 
layotganda yordamchi metod sifatida qoilaniladi. Ketma-ket yaqin
lashish metodini hech qanday qiyinchiliksiz differensial tenglamalar 
sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasiga qo‘llash mumkin. ,

7.2-§. Darajali qator metodi

Bizga
y = f ( x ,y ) ,  (1)

У(хо) = V'o Я
Koshi masalasi berilgan bo‘lsin.

‘  Л  * - 1 1  !

Faraz qilaylik, f(x ,y )  funksiya (*0,>>0) nuqtada analitik bo 

ya ’ni u shu nuqtaning biror atrofida Teylor qatoriga yoyilsin: 4
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00 «Wfr 'I - »
y ( x ) = f l - — - ^ ( x - x 0)p , .. (3)

p=0 P- < ' • .......  ' •

1jU yerda y ' 7: (x0) lami murakkab funksiyani differensiallash qoi- 
dasiga ko‘ra ketma-ket hisoblab topiladi va ( 1), (2 ) ning yechimini 
taqriban quyidagi

y(x) = yn( x ) = ± ^ M ( x - x 0)p (4)
p=0 P'-

ko‘rinishda olinadi. Agar x -  x0 kichik bo'lmasa, umuman n —> oo da 

yn(x) ning limiti y{x) ga yaqinlashmasligi ham mumkin yoki
yaqinlashish juda sust bo‘Iadi. Bunday holda quyidagicha ish qilinadi. 

Faraz qilaylik, taqribiy yechimning x0 + / nuqtadagi qiymatini

topish lozim bo‘lsin, bu yerda / > 0 va ancha katta [x0, x0 + /] oraliqni

x(, i = 1,2,..., N -1  nuqtalar yordamida N ta bo'lakka bo'lamiz, ya ’ni

x0 < x, < x2 < ... < xn -  x0 + /.
(4) formuladan foydalanib, taqribiy yechimning X] nuqtadagi 

qiymati у (x;) ni hisoblaymiz. Endi (4) ni X! nuqta uchun yozib,

}’(x2) ni hisoblaymiz. x2 nuqtani boshlang‘ich nuqta deb, y (x ,) ni 

hissoblaymiz, bu jarayonni x v = x0 + / nuqtaga yetguncha bajaramiz. 

Agar max xt -  xM yetarbcha kichik bo‘lsa, (4) formulani yuqorida

ko‘rsatilgan algoritm bo‘yicha qo‘llash maqsadga muvofiqdir. Bunday 
aIgoritm juda ko‘p hisoblashni taqozo etadi. Shuning uchun darajali 
4ator metodini, odatda, Xo ga yaqin nuqtalarda taqribiy yechimni 
topish uchun qoMlaniladi.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (4) ni shundayligicha qo‘llasak, 
darajali qator metodi analitik taqribiy metoddir, (4) ni qadamma- 
4adam x., ; = 1, 2,..., /V- 1 nuqtalardagi yechimi qiymatini yuqorida

' satilgan algoritm asosida qo‘llasak, unda u sonli metodlar qatoriga
°‘tadi.
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Bu metodni yuqori tartibli differensial tenglamaga hamda diffe
rensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga 
qo‘ Hash mumkin.

i  w  -  «  1 4  .  ^  <  i . l  '  r  J  •  . . *4

7.3-§. Ayirmali metodlar

Faraz qilaylik, bizga quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘lsin
y' = f(x ,y ) ,  (1)

У(*о) = Уо • (2)
Bu masalani [ x0, X] oraliqda yeehish talab etilgan bo‘lsin. 

Berilgan kesmani N ta teng bo‘lakka bo‘lamiz:
It

x, = x0 + ih, i = 1,2,...,/V, N = h> 0. J M
.  h

(1), (2) Koshi masalasini yeehish

y(x) = Уо+) (3)
.  A | | H

integral tenglamani yeehish bilan teng kuchlidir. Biroq (3)da integral 
ostida noma’lum funksiya qatnashishi masalani murakkablashtiradi. 
Ketma-ket ikkita nuqtadagi yeehimning orasida quyidagi munosabat 
o‘rinlidir:

*n+]
Ж ,+1) = Ж ,)+  J y'(x)dx. i-Ш

y(xn+]) ni topish uchun y{xn)\a у (x) = f  (x, y(x)) ni [хя,хя+]\ 

oraliqda bilish kerak. y'{x) ning taqribiy qiymatlari faqat x0,xv ---,x*
nuqtalardagina bizga ma’lum. Shuning uchun (4)dagi integralni taq- 
ribiy hisoblashga to‘g ‘ri keladi. Bu integrating qanday h is o b la n is h ig 3 

qarab berilgan Koshi masalasini yechadigan taqribiy u yoki bu metod 

hosil bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, (1), (2) Koshi masalasining yechimi & + 1 ta 
[x„,xn+l] oraliqdan chapda yotgan xn_k,xn_k+u...,x„ nuqtalarda

ma’lum bo‘ lsin. U holda y’{x) ning ham bu nuqtalardagi qiymatlari
ma’lum bo‘ladi.

(4) da x = xn + uh almashtirish bajarsak, u

7.3.1. Adams ekstrapolyatsion metodi

i
yixn+l) = yn + h\y\xn + uh)du (5)

о
ko'rinishda bo‘ladi. y'(xn + uh) funksiyani uning к + \ ta qiy-
matlaridan foydalanib, Nyutonning ikkinchi interpolyatsion ko‘phadi 
bilan ekstrapolyatsiya o‘tkazamiz, ya’ni

y'(xn + uh) = y'(xn)+yAy' ) + ^ r ~ A 2y'(xn_2)+ ■■■ +
1!

м(м+1У**(н+А>-1) Ak t/ ч / ч+ ------- J i------- -b y '(x n_k ) + ftk{u),
(6)

bu yerda

(m) = hk+’ y(M+l>-•<“+*) 
n ’ (k+iy. vs;
xn-k <^ = Ф ) < х п+1; 0 <м < 1 .

(6) ni (5) ga qo‘yib integrallash amallarini bajarsak,

Л +i = >'(*„) + A У('с« )+^ аУ(^п- , ) + ~ а 2У (^ -2)+
(7 )

£a ega bo‘lamiz. Bunda

( 8 )

Л* = A = A*+2 1 - - ~ (̂ v (*+2)(£ )^
о о 1л+и*

*. ’ 
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Rk ning ifodasidagi integralda w(« + 1)---(m + £) [ 0,1] da ishora
saqlaydi, demak, o‘rta qiymat haqidagi teoremaga asosan Va 
yik*2\x) ni uzluksiz deb, qoldiq hadni

я ,  = * ‘ *гС ,„У М|(1), V »  s  I  s  (9)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Uni baholasak

\Rk\^hk+2 c *+i \ylk+2)'(*)| (10)

ga ega boiamiz. Agar h > 0 yetarlicha kichik bo‘lib, Koshi masa- 
lasining yechimi esa (k + 2 ) -tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,

Rk =o(hk+1) kattalikni e ’tiborga olmasak ham boiadi. (7) da Rk ni 
tashlab yuborsak, Adams ekstrapolyatsion metodi deb nomlanuvchi

>’n+1 =Уп + И
9 1 a f 5 A2  ̂ 3 a3 , 251 a 4 9

У " + 2 Уп- , + Т2 Уп~2 + 8 Уп~3 + 720 Уп~л +  ^
95 A5 , 19087 A6 , 5275 A7 , /-> \k t 1

H------Д s --------- A V„ л ---------A v 7 + ---+С.Д v l7ЯЯ ■Л я _ 5  6П4ЯП •/ ' 7 _ 6  17780 •/ л “ 7  *288 60480 17280
formulaga ega bo‘lamiz.

( 11) formulada yuqori tartibli chekli
1  1 * *  1  4  •  4  4  ' 4  •  f  •

ayirma xn_k nuqtada hisob-
langanligi uchun hisoblash jarayonini n = k dan boshlash mumkin, 
ya ’ni x0,xl,...,xk nuqtalardagi yechimning qiymatlari (jadvalning
boshlang‘ich qismi) topilgan bo‘lishini taqozo etadi.

(II)  da k -  0 desak, hisoblashning eng sodda, ya’ni jadvalning 

boshlang‘ich qismini qurish talab etilmaydigan

Уп+1 = Уп + иА хп>Уп) <!2)
qoida hosil boiadi. Buni Eyler metodi deyiladi. Uning oddiy
geometrik ma’nosidan uni siniq chiziqlar metodi deb ham ataladi. (12)

l

qoidaning xatoligi h1 tartibga egaligi (10) dan ko‘rinib turibdi va 

uning aniqligi ancha past.
Eyler metodidan aniqligi yuqori bo!lgan va (11) ko‘rinishga ega 

bo‘lgan boshqa formulalar jadvalning boshlang‘ich qismi y0,y
e  9

lami qurishni talab etadi. Adams ekstrapolyatsion metodining xatoUg1
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b a h o s id a  noma’lum yechimning yuqori tartibli hosilasi modulining 
i r ia k s im u m i qatnashishi uni amaliyotda qo‘Uash imkonini kamaytiradi. 
/\maliyotda к va h lami tanlashda quyidagiga amal qilinadi.

Hisoblashlarda qatnashuvchi eng so‘nggi chekli ayirma tanlangan 
a n iq l ik  chegarasida o‘zgarmas bo‘lishiga erishish kerak. Buni quyi
dagicha izohlash mumkin: ( 11 ) formulada birinchi tashlab yubori- 
ladigan had berilgan aniqlikdagi hisoblash natijasiga ta’sir qilmasligi
kerak. • ' ’

к ning o‘sishi bilan ( 11) formula hadlarining moduli bo‘yicha 
kamayishi h< 1 boiganda, asosan chekli ayirmalar modulining 
kamayuvchanligi evaziga bo‘ ladi, ya ’ni

A ky'n. k = o(hk).
Adams ekstrapolyatsion metodini birinchi tartibli oddiy differensial 

tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga 
qiyinchiliksiz qoilash mumkin. Buni quyidagi masalada ko‘rsatamiz:

\,/ = f(x,y,z), У(х0) = У0,
z' = g(x,y,z), z(jr0) =z0.

Bitta tenglama holidagiga o‘xshash ko‘rinishda y(x) va z(x) 
funksiyalar uchun (7) formula tipidagi tengiikni yozish mumkin:

y(x„+i) = y(x„) + h У'(х п) + \ АУ (xn-i) + ••• + CkAky'(xn_k)|j + Rk

z(xn+l) = z(xn) + h z (X J  + j  Az'(xn_,) + • -  + CkAkz'(xn_k )| + Rl
1

Rk lami e’tiborga olmasak, bulardan ( 11 ) ga o‘xshash

Уп+1 =Уп + к y'n + \ 4y'n-\ +—+ck Ak y'„_k jj,

i = + h П -r  1 PI

1 , .1n
his°blash formulasiga ega bo‘lamiz.
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7.3.2. Adams interpolyatsion metodi

Bu metodda ham yechimning taqribiy qiymatini yn gac^ 
aniqlangan deb, yechimning taqribiy qiymati y^ x = >-(xn+1) ni topish 

masalasi qaraladi. Yechimning jtn+1 nuqtadagi qiymatini aniqla$h 
uchun 7.3-§ dagi (4) formuladan foydalanimiz. lekin / (*) n: 

[jcn,xn+i] oraliqda interpolyatsiyalash uchun jadvalning boshlang'ich

qismidagi uning qiymatlari va xn+1 nuqtadagi qiymatini ham ishtirok
ettiramiz, ya’ni interpolyatsiyalash amali o‘z ma’nosini saqlashini 
ta’minlaymiz. Shu bilan Adams metodlarining farqi izohlanadi.

Faraz qilayhk, (1), (2) Koshi masalasining yechimlari 
х„-Ш’хп-к+2>"->хп+1 da aniqlangan bo4sin. (4) formuladaI *
x = jc„+1 + uh almashtirish o‘tkazsak, u quyidagi

;  '  I Ц

j ( ^ i )  = yn+h\ y’(xn + uh)du
-1

ko‘rinishga keladi va /(*„ + uh) ni Nyutonning ikkinchi inter
polyatsion ko‘phadiga almashtiramiz:

y'(xn + uh) = /(*„+,) + ~А.У(хп)+ ̂ ^ A 2/ (*„_,)+ -+ ,

+ ц(и+1)~ -(u+k-t) д  t y  t (»),
( 1 3 )

bu yerda

U holda

y(x„+i) = y(xJ + h yXxn + i)-^ y ’(xn ) - ^ 2y'(xn-i)~ /j4)

- ^ т д У  (*„-2) + - + c tA V (V *+ i)] + Rk-
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C, = J »(“+1>-"(“+*-1> A, ,

Bu yerda

-1

0
Rk = Ai+2 |̂ -(ц+1)" '(ц+А:) y (k+2\^)du.

f —1. ■ * £ J r

(14) da qoldiq hadni tashlab yuborsak,

i =: V . +  h
1 л ,  1 . 2 r 1 a 3 f 19 A 4 r

у '  , - - A y '  -  — Д  V  1 A-y n 2 A V  3 -
- ”+1 2 M 12 ”_1 24 " ”"2 720 л_3

3 a5 r 863 A6 f 275 A 7 , кк i Л
~!б0" V"'4 _  60480 Уп~5 ~ 24195 ^"“6 + + * "̂“*+l J

ko‘rinishga ega va Adams interpolyatsion metodi deb nomlanuvchi 
algoritmga ega bo‘lamiz. (15) formula bo‘yicha hisoblash jarayoni 
to^ridan-to^ri o‘tkazilmaydi, chunki u

У mi = <P(JWi) (16)
ko‘rinishdagi tenglamadir, bu yerda

9 (^+1) = h{ i+ S Q  ]/(^n+i . ^ +i)+
V <=) J

F(Xn ’ Xn-l ’• • 'Xn-k+1 > Уп’У«-\>~ ■ ’ Уп-k+l)

ko‘rinishga ega bo‘lib, F{xn,xn_i,...xn_k̂ ,yn,yn_l,...,yn_M ) funksiya
argumentlariga nisbatan ma’lum funksiyadir. (16) tenglama iteratsiya 
metodi bilan yechiladi, chunki u iteratsiya metodini qo‘llashdagi

ânonik ko‘rinishga ega. Agar —1 r- ' - yechimning ma’lum bir atro-
8y

a uzluksiz bo‘ lsa, u holda boshlang‘ich yaqinlashish yaxshi tan- 
' ёап bo Isa yetarlicha kichik h uchun iteratsion jarayonning

j^Rinlashishini ta’minlash mumkin. Odatda, h shunday tanlanadiki,
l t . n aniqlikka erishish uchun bitta yoki ikkita iteratsiya yetarli 

shi kerak. Shuni alohida ta’kidlaymizki, boshlang‘ich yaqin-
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lashish deb, (7) formula bilan topilgan qiymat maqsadga muvofiqcjjr 
Amaliyotda Adamsning (7) va (15) formulalari hisoblash jarayoni^ 
ketma-ket navbati bilan ishlatiladi. Shuning uchun (7), (15) formulalar 
prediktor-korrektor deb ham ataladi. i|

Adams interpolyatsion metodini ham birinchi tartibli oddiy diffe. 
rensial tenglamalar sistemasiga qo4yilgan Koshi masalasini yechishda 
hech qanday qiyinchiliksiz qollash mumkin. Щ

Ko'pincha hisoblash jarayonini osonlashtirish uchun (7) va (15) 
formulalarda ishtirok etuvchi chekli ayirmalar funksiyaning qiymatlari 
orqali ifodasiga almashtiriladi va к ning berilgan qiymatlarida Adams 
ekstrapolyatsion hamda interpolyatsion formulalari mos ravishda 
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

*  = °> Уп+\ = У п + к 1 ( х п ’ У пЪ

У*+\=У« + Ь /(ХЯ+1>УЯЛ  r; I

k = l> Угм=У» + Ь

Уп+i = y n + h

\fn~ fn-x Ij .

1  f  I  f  1 ̂J n+1 2 Ij5

k = 2, Vn+1 = yn + A[23/„ -1 6  + 5 f„_2 ],

y^\=yn + ^ f n ^ +^fn- f n-y\ Д

* = 3, УиЛ = У„ + ^ [ 55/„ -  5 9 +  37 f„_2 -  9/„_3], |

y„ +1 = Уп + 9 /n +i + 19 f „ -  5./„_, + f n_2 ] , J

Yechimning xn+] nuqtadagi qiymatini topishda undan farqh va
bittadan ko‘p bo‘lgan nuqtadagi yechimning qiymatlari i s h t i r o k i d a  

topiladigan metodlar ко ‘p qadamli metodlar deyiladi. X u s u s a n , 

Adams metodlari ko‘p qadamli metodlardir.
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Yuqoridagi (7) formulada k = 0 bo‘lgan holda hisoblash jarayoni

yn+i=y» + hfn (16)
formula bilan tashkil etiladi. Buni Eyler taklif qilgan, shuning uchun 
bunday hisoblash jarayoni Eyler metodi deb yuritiladi.

Eyler usulining quyidagicha modifikatsiyasi mavjud.
Avval quyidagi yaqinlashish

7.3.3. Eyler va Eyler-Koshi usullari

У~у = Уп + *fn = Уn + i  f  ( x У„)

hisoblanadi, so'ng

Уп+х = Уn + h / „  i/ (17)n+ ,

formula yordamida xn+] nuqtadagi yechimning taqribiy qiymati topil
adi. Bu yerda

у„ У ‘ у{х- + f ) '  / „ ^ = / ( * .+| л 4
(17) ifoda Eyler usulining rnodifikatsiyasidir.
Eyler-Koshining modifikatsiyalangan metodi quyidagicha aniq

lanadi.

Avval JWi = Уп + h f„
bisoblanadi, so‘ng jc„+i nuqtadagi yechimning taqribiy qiymati

Уп+l ~ Уn+ + /я+i) (18)

formula bilan aniqlanadi. Bu yerda

fn+1 / ( J W .W -  
Agar ( 1), (2 ) masalaning taqribiy yechimini = yn + h f(x„,yn)

uni quyidagi

У *!0 = Ук + \ { / ( хп ’ Уп) + К хп+\’ Уп+\)\ k = ° ’1>- (I9)

lteratsion jarayon bilan berilgan aniqlik miqdorida topilsa, (19) ifoda
r'Koshining iteratsion metodi deyiladi.
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7.3.4. Runge-Kutta metodi

(1), (2) masalani yechish uchun (5) ni qulaylik uchun indekssiz 
quyidagicha

Яy(x + h) = y(x)+h I f  (x+uh,y(x + uh))du (20)
о

ko'rinishda yozib olamiz.
Bu yerdagi integralni kvadratur formulalar yordamida taqribiy 

hisoblash mumkin emas, chunki integral ostida noma’lum funksiya 
qatnashyapti. Uni quyidagicha hisoblaymiz. Buning uchun uch 
guruhdan iborat

(ct )

P2I’
Рз1> Р з 2 ’ 

P r t> P r2 ’ ’ " ’ ’ P f r -

(P)

PV Pi’ —* Pr (P)
hozircha noma’lum parametrlami kiritamiz va bular yordamida
(20 ) dagi integralni kvadratur sumniaga ocxshash chekli summaga 

almashtiramiz: jH

y{x + h)-y{x)  = i PiKt (21)
1=1

bu yerda

K\ = h f ( x ,y ) ,

K2 = h f ( x + a 2h,y+P2]Kl),

= h f{x  + a l h,y + p31 AT| + P32 K-2 ),

Kr -  h J  (* + a r h,у  + Pr! + Pr2 K2 + ■ •• + P„._, Kr_j) •
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деar (а ) va (Р) parametrlar tanlangan bo‘lsa, K],K2,...,Kr
iqdorlar ketma-ket hisoblanadi.
(21) taqribiy tenglikning xatoligi

фг {h) = A y~ 'Z p iKi 
* i=l

bo‘lsin- (1) ning o‘ng tomoni yetarlicha silhq bo‘lsa, u holda фг(й)
funksiya ham yetarlicha tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega bo‘ladi. 
Demak, quyidagi Makloren formulasini yoza olamiz:

x faj hs^
фДЛ)=1 ^ 7<р'л (0) + 7л—  Ф ^ О А ), 0 < е < 1 . (22)

j—о J • U ' U*
Agar (а), (P), (p) guruh parametrlarini tanlash evaziga 

ф*Я(о) = 0 , j  = 0 , 1,...,s va <p‘s+l,(0 ) ^ 0  bo‘hshini ta’minlasak, (2 1 ) 
formulaning xatoligi

I . S +1

m(h) = - ----Ф(; +!)(6 А)
YrV (5+1)! r

ko‘rinishda bo‘lib, uning qadami h ga nisbatan tartibi s + l ga teng. 
Odatda, s ni Runge-Kutta metodining aniqlik darajasi deyiladi.
^oma'lum (a), (p), (p) guruh elementlarini quyidagi talablardan 
topamiz. (2 1 ) ning chap va o‘ng tomonini h ning darajalari bo‘yicha 
yoyilraasida ixtiyoriy f  (jc, у ) va h uchun imkoni boricha h ning
>uqori darajasigacha hadlar bir xil bo‘lishini talab etamiz.

Boshqacha aytganda,

Ф, (h)=y(x + h) ~y(x) -  Z PiKi(h)
i=l

fanksiiya

^ sa l^ g8 ega (a )5 (p); (p) guruh elementlari shunday
an>shi kerakki, ixtiyoriy h va f{x,y) uchun s mumkin qadar katta

00 Isin.
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Umumiy holda (a), (P), (p) guruh parametrlami aniqlayjjg 
tenglamalar sistemasini yozish ancha murakkab bo‘lganligi uch 
Runge-Kutta metodi bilan bir qadamli qoidalaming r ning to‘rtta 
qiymatidagisini topish masalasini ko‘ramiz. 

r = 1 bo'lsin, unda (2 1 )
y(x + h)-y{x)= pxh f(x ,y )

ko‘rinishda boMadi. Bundan

(p, (A) = y(x + h) -  y{x) - p xh f(x , y) L-.

ekanligini ko‘ramiz. Bundan hosilalar olamiz

Ф \(h) = y'(x + h )-p l f(x ,y ) .  I

<?'(h) = y'(x + h) . Ш

ф,(0) = у"(jc) miqdor pl parametrga bog'liq emas va p} ni tanlash

hisobiga nolga aylanmaydi. cp/ (0) = У'(х)-р | /  (x,y ) = (1 -  Pi)f(x,y) 

miqdor ixtiyoriy f ( x ,y ) uchun p} - 1 bo'lganda nolga teng bo‘ladi.

Demak, (21) r = 1 da px -1  bo‘lsa

y(x+h)-y(x)= P]h f(x ,y)  . ]

ko'rinishda bo‘lib, uning xatoligi esa (22) ga asosan

Ф,(Л )=-уФК0А) = у / ( ^  + вЛ), 0 < 0 < 1

bo‘ladi. Birinchi tartibli Runge-Kutta metodi Eyler metodi bilan 
ustma-ust tushar ekan.

Endi r = 2 bo‘lsin. (21) formula

y(x+h)-y(x)=pl +p2K2 = hP]f(x,y) + hp2f(x + a 2h,y+^2J(x,y))

ko4rinishda bo‘ ladi.

Pp Pi> a 2> P21 parametrlami aniqlash uchun y(x + h)- y(xf 
P\ K\ + Pi K2 lami h ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini topamiz.

va
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2 3
у(х + h) -  y(x)=jiy {x )+ h-  /  (x) + —У (х ) + о(А4) =

(23)

,/ г/ +| [ (Л  + / - Л )+ | (/ »  + 2/ .Л у + /Д/х + / -/ у) )+0 (А4)

Р]К { + Р г К 2 = hP i f ( x > y ) ± hP 2f { x  + a -2h , y  + p n h f ( x , y ) )  =

-  HP\ + Рг)+ h~Pi{v-iix +p2i/ ' Л ) + (24)

A3+ Pi (« !/ »  + 2 a 2P21/- f v  + p 2, / 2 - 4 )  + о(Л4).

(23) va (24) yoyilmalarda ixtiyoriy f(x ,y )  uchun hadlar /г ning

iloji boricha yuqori darajalarigacha ustma-ust tushsin, deb talab 
qilamiz. Bu ikki yoyilmani taqqoslasak, px, p2, ct2, p21 lami topish

uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

¥  ■ />, + />2= l,
,2 /■ 1 
h f x * 2 — "2 >

h2f - f y : P2P21 = |  •

Yuqoridagi (23), (24) yoyilmalaming ko‘rinishidan ma’lumki, 
r = 2 da kiritilgan /?,, p2, a 2, P21 parametrlami tanlash evaziga

ixtiyoriy f (x ,y ) uchun /?' li hadlaming bir xil bo‘lmasligini ko‘rish 

mumkin. Demak, yuqoridagi pu p2, a 2,P 2i larga bog‘liq uchta

,englamadan р2 Ф 0 deb

p, = 1— a ,  = P91 =
2/>2

larn‘ aniqlaymiz. Odatda, p2 ni shunday tanlanadiki, hosil bo‘ ladigan 
u!a hisoblashlarda qulaylikka ega bo‘lishi kerak.

Misol uchun p2 = — bo‘lsin, unda P] = —, a 2 = P2, = 1 bo‘ ladi va
Ly '«2*, _ ̂  j, r ;r j

4uyidagi ikkinchi tartibli
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y(x+h) = y(x) + ̂ {f(x,y) + f(x+h, у + КА)) 

formula hosil bo‘ladi.

Agar p2 =1 desak, unda /», =0, a 2 =(32l =— bo‘ladi va

y(x+h) = y(x) + h f [ x  + ^ ,y  + ^f(x,y)^ у

ikkinchi tartibli hisoblash formulasiga ega bo‘ lamiz. 4
r  = 3 bo‘lganda kiritilgan a 2,a г,ри p2,p3, P21.P31.P32 parametrlar

uchun bajarilishi kerak bo'lgan shartlami keltirish bilan chega- 
ralanamiz, chunki (23) va (24) tipidagi yoyilmalar r  = 3 da bundan 
ham katta ko‘rinishda bo‘ladi. Ular quyidagicha

р̂  + р2 + ръ = \,
1

P2a 2 + P i a ) = 2 ’ -Щ

P2^2 Л а 3 =

. , ,^ № Р з 2  = ̂  j
Р31 +Р32 =®t3’ “чИ

Р21 ~ a
•  •

ko‘rinishga ega. Bu tenglamalar sistemasini yechimlaridan bin 
quyidagi lar:

ot2 — <̂ з — U P 21 = P 3i = - ! .  P 32 = 2.

1 2 1
p ' = 6 ’ p^ r  p>= 6- m

Bu parametrlar bilan aniqlangan uchinchi tartibli Runge-Kim3 
metodi

y(x + h) = y(x) + U K l + 4K2 + K3)

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda
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Ky = hf(x,y), K2 = h f [ x + t y  + ±K^,

KJ ^ h f ( x + h ,y - K ] + 2K2).

Bundan boshqa yana bir formulani keltiramiz:
*

y(x+ h) = y(x) + - ( К, + ЪКг)

Кi = hf{x,y), K2 = h f [ x + ^ ,y + l- K \ ,

K3 = hf^x + -h ,y  + - K 2 j.

Endi r = 4 bo‘lganda eng ko‘p ishlatiladigan to‘rtinchi tartibli 
metodni keltiramiz:

y(x+ h) = y(x)+ - (a :, + 2 K2 + 2 K ,+ K 4),

bu yerda

K{ = ty(x,y), K2 = h f\x+ ^,y+ ^K ^,

K3 = hf\x+^,y + )^K2J, K4 = hf(x + h,y + K.).

Yuqorida chiqarilgan birinchi, ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi 
tartibli metodlami birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi 
uchun Koshi masalasini taqribiy yechishda qo‘llash mumkin. 
Masalan, quyidagi Koshi masalasi berilgan boisin:

У] = f i{x , y v y 2, . . . , y „ ) ,
}’i(x0) = y i0, / = 1,2,...,n

r -1 da hisoblash jarayoni quyidagicha amalga oshiriladi:
yt(x+ h) = yt(x) + hfi(x,yv y2,...,yn)> i = l,2,...,n.

r = 2 da esa formulalar

У, (x+ hi) = y, (x) + Kn + Ki2 ) ,

Kn =hf(x,yl,y2,. . . ,y J ,
Ka = ¥ (x+ h,y1 + Ku,y2 + K21,...,y„ + Knl), i = 1,2,...,я 

nnishga ega bo‘ladi.
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Runge-Rutta metodi bilan qurilgan metodlarda yechimning bitta 
nuqtadagi qiymati ishtirok etishi bois ular bir qadamli metodi 
deyiladi.

7.3.5. Runge-Kutta metodi xatoligining bosh hadi va uni
baholashda Runge qoidasi

Tartibi S ga teng Runge-Kutta metodi bilan Koshi masalasini 
yechishda har bir qadamdagi xatolik miqdori

h •ф(/ +1)(0//), О<0<1
(5+1)1

ga teng bo‘lib, tartibi h s ' 1 edi. Agar differensial tenglamaning o‘ng
tomoni ancha murakkab boisa, bu xatolikni baholash amaliyotda 
ancha qiyinchiliklami tug‘diradi. Metodning jami xatoligi tartibi esa

П  -

h ‘ ga teng bo‘ladi [8], ya’ni
y(xn)= y n+p(x„)hs +o(h-^). (1)

П

Agar p (^ )^ 0  bo‘lsa, yetarhcha kichik h uchun p (xr )h miqdor
metod xatoligiga ancha yaxshi yaqinlashgan bo‘ladi. Bu miqdor, 
odatda, xatolikning bosh hadi deb ataladi. Xatolikning bosh hadi 
xatolikni to‘liq xarakterlamaydi, lekin uning miqdori metod xatoligi 
miqdorini yaxshi tasavvur etishga imkon beradi.

(1) formula yordamida xatolikning bosh hadini aposterior baholash 
qoidasi mavjud, uni Runge qoidasi deb ataladi.

Faraz qilaylik, [ x 0,Z]  oraliqning £, nuqtasida tartibi S ga teng
metod bilan h=h] va h=h2 qadamlarda yechimning д  va v/>2

taqribiy qiymatlari topilgan boblsin.
Agar h j  va h 2 yetarlicha kichik bo Isa, unda (1) ga asosan

y{Z>)-yh\ =p(z>)h*’

y{$)-yh 2 =pfc) h 2  Я
taqribiy tengliklarning xatoliklari ancha kichik bolishligini ku 
mumkin. Bundan
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р ОО= h%-h (2)
1

jjgini aniqiaymiz. Demak, bisoblashlami h - h x, h=h 2 qadam bilan ^
nuqtagacha bajarsak, xatolikning bosh hadining taqribiy qiymatlarini 
Mala holda ham aniqlagan bo‘lamiz:

к s y*i - y *2
h f -h f  ’ ‘  A5-A,

Agar bu miqdorlar berilgan aniqlik 8 dan katta boisa, quyidagi
taqribiy tenghk

'Уь-Уь

h s У\ -Уь
2 , S . S ’

к  - к
к

dan tegishli shartlami bajaradigan qadamni ko‘rsatish mumkin:

У*, -Ун 2

Agar h.=h, h 2 = lh  bo‘lsa, (2) formula 

ko'rinishda bo‘lib, metod xatoligi uchun

- V .  W l i C M .У-Ун 2л-1
(3)

taqribiy ifodaga ega boiamiz. Bu formula asimptotik xarakterga ega 
b° lib, kafolatlangan bahoni bermaydi. Shunga qaramasdan, u amaliy 
nuqtayi nazardan ko‘pincha yaxshi natijalami beradi.

Shu narsani ta’kidlash lozimki, (3) formulada yaxhtlash xatoligi 
lnfbatga olinmagan. Shuning uchun, hisoblash jarayonida yaxlitlash
^oligi salmoqii bo'Isa, xatolikning bosh hadini baholashda (3) ni
4° Hab bo'lmaydi.

Agar (3) nj quyidagicha

Уя Уи + Уи-Угн
2S-1 (4)

Zsâ , (4) ning o‘ng tomoni yechimning aniq qiymati у  ga, у h va 
2h ^an kolra ancha yaqinroq bo'lishligiga umid qilish mumkin.
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I

metod, Runge qoidasi. ^

Savollar va topshiriqlar
1. Koshi masalasini taqribiy yechishning usullari.
2. Ketma-ket yaqinlashish usuli.
3. Darajali qator metodi.
4. Ayirmali usullardan Adams ekstrapolyatsion metodi. -,r.
5. Adams interpolyatsion metodi.
6. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar sistemasi uchun 

Adams metodlari.
7. Eyler va Eyler-Koshi usullari. ,
8. Eyler-Koshining metodi.
9. Runge-Kutta metodi.
10. r= 1, r= 2 bo‘lgandagi hisoblash formulalarini chiqaring.
11. /•=3, r - 4 bo‘lgandagi hisoblash formulalarini yozing.
12. Xatolikni baholashda Runge qoidasi. I S

Misol 1.
y'=x+y  ,

y( 0)=1
(1)

(2)

Koshi masalasining [ 0;0,4] oraliqda /г=0,1 qadam bilan Eyler usu- 
lida yechimini toping. Taqribiy yechim va aniq yechim orasidagi 

farqni hisoblang. Analitik yechim y(x)=2ex- x - 1 .
Yechish. Differensial tenglamaning o‘ng tomoni / ( x,y)= x+ yl

boshlang‘ich ma’lumotlar: jro=0, y 0=l;
yechim izlanyotgan [ a ,/>] oraliq: a=0, b=0,4;
oraliqning boMinish soni: n -4 ,  h - 0,1. j
Quyidagi

rekurrent formulalardan foydalanib ketma-ket q u y i d a g i l a r n i  , 0 РаП11й
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J

j ,q a d a m d a (/ = 0):  X|=0,1 ;  _у, = 1+ 0 ,1 (0 + 1 )= 1 ,1 »

2 - qadamda 0 = 1) :  x 2=0,2; у 2= l,l+ 0 ,l(0 ,l+ l,l)= l,22 ,
3- qadamda (i = 2): x 3=0,3; y 3= l,22+0,l( 0,2+1,22 )=1,362,

4 - qadamda (/ = 3): х л=0,4; у  4=1,362+0,1(0,3+1,362)=1,5282. 

j  = y{Xi)~yi deb belgilaymiz va hisoblashlarimiz natijalarini
adval ko'rinishida keltiramiz:

•I X i yt У(х.) di
1 0,1 1,1 1,110342 0,010342
2 0,2 1,22 1,242806 0,022806
3 0,3 1,362 1,399718 0,037718
4 0,4 1,5282 1,583649 0,055449

Misol 2.
y' = x+y 

>’(0)=1
(1)
(2)

Koshi masalasini [0;0,4]  oraliqda /?=0,1 qadam bilan Eyler-Koshi
usuli bilan yeching.

Yechish. x ()=0, y 0=l deb, Eyler-Koshi metodini indeks i uchun
quyidagicha yozamiz:

x M=x}+h, y M=yt+Ay, (/=0,1,2,3),

*У,=^К?>+К?>), K y= k -f{x t,y,), К (?=Ь/(х>+КУ1+К™). 

Yechilyotgan masala uchun
'=0; х , = х 0 + Л=0+0,1; АГ<|)=А(х0+.Уо)=0,1-(0+1)=0,1;
A' o2'=/)(x0 + /!+j; 0+A:‘',)=0,1-(0+0,1+1+0,1)=0,12;

A > o = ^ (^ ( ,) + i : f ) = i ( 0 , l + 0 )1 2 ) = 0 , l l ; 

У)=Ув+Д^в=1+0,11=1,11.
Xuddi shunday hisoblashlarni qolgan qadamlar uchun bajaramiz, 

Xat°lik of.=|^(jf.)_y.| va hisoblashlar natijasini quyidagi jadvalda
^ltiramiz:
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*/
"

x i Yt Я * , )
1 0,1 0,1 0,12 0,11 m 1,110342 (
2 02 0,121 0,1431 0,13205 1,24205 1242805 (
3 0,3 0,144205 0,168626 0,156415 1,398466 1,399718 "jj
4 0,4 0,169847 0,196831 0,183339 1,581804 1,583649 10,001845

Topilgan taqribiy yechim xatoligi j y4 -_y(x4)|~ 0,002 dan ortmaydi.

Misol 3. Yuqoridagi misolni to‘rtinchi tartibli Runge-Kutta usuli 
bilan yeching. ,

Yechish. - f l

x M= x t + h, K (il)^ h f ( x i , y X  K]2'= h f h KP
\
JC , H— , V , н—  

'  2 2 J

K (3)= h f  X.-+—,У{+—' J у 1 2 ' 2 J

A y ^ K ^  + l K ^ + l K f ^ K ^ ) ,  ум =у, + Ау, (/=0,1,2,3).
f

x 0 = 0, у  0=1 deb у , ni topamiz: :3 |

(=0; х,=хо+й=0+0,1; К J,'’=/z(x0 + y 0)=0,l(0+l)=0,l;

K <2) = h^x0 + ̂ h+^K(0l) j= 0 ,1(0+0,05+1+0,05)=0,11; 

*<3)=л|х0+^А+у0 + ! < 2)|=0,1(0 + 0,05 + 1 + 0,055) = 0,1105;

£<4)-/?(x0 + A, y0 + £<3)) = 0,1(0+0,1 + 1 +0,1105) = 0,12105;

Ay0 =-( К ®+ 2K™ + 2Â 3) + < 4)) = ■-(0,1+2- 0,11+ 2- 0,1105+ 0,12105)

= 0,110342; 

у {= у 0+ A у Q~ 1+ 0,110342 = 1,110342.
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Shunday hisoblashlami keyingi qadamlar uchun ham bajarib 
• blash natijalarini esa quyidagi jadvalda keltiramiz:

I
1
2

3
4

Г ИГ О) Л i-1 А ̂  ,-1

0,1 0,100000 0,110000 0,110500 0,121050 0,110342 1,110342
0,2 0,121034 0,132086 0,132638 0,144298 0,132468 1,242805

- o j 0,144281 0,156495 0,157105 0,169991 0,156912 1,399717
0,4 0,169972 0,183470 0,184145 0,198386 0,183931 1,583648

Topilgan taqribiy yechim xatoligi 0,000001 dan ortmaydi. 
Taqqoslash uchun uchta metod bilan yechilgan bitta masalani 

tugun nuqtalardagi yechimning taqribiy qiymatlarini va aniq 
yechimning qiymatlarini quyidagi jadvalda keltiramiz.

1

x

0,1
0,2
0.3
0,4

Usullar bo‘yicha topilgan yt qiymati
Eyler

1,1
1,22

1,362
1,5282

Eyler-
Koshi
1,11

1,24205
1,398466
1,581804

Runge-
Kutta

1,110342
1,242805
1,399717
1,583648

Aniq yechimi 
>>(*,)=2ex-x -\

1,110342
1,242805
1,399718
1,583649

Misollar. Koshi masalasini [0 ;i]  oraliqda h=0,1 qadam bilan 
yechimini Eyler, Eyler-Koshi va Runge-Kutta usullarida toping.

№2. У = 2jc+ O.ljy2, ^(0) = 0,2.

№ 4. У = x1 + xy, j (0 )  = 0,2.

№ 1. y? = x + y 2,y(0) = 0,5.

№3. y' = 2x+y2, y(0) = 0,3.
№5- У = 0,2x + y 2, j(0) = 0,1.

^ 7 .  )/= x2 + 2y,y(0) = 0,1.

>6 9. y' = x2 +y 2,y(0) = 0 J .

^ 1 1 .  У = 0,3л + у 2, у (0) = 0,4.

И. у =х + 0,3v2, v(0) = 0,3. № 14. У = 2х2 + ху,у(0) = 0,5.

№ 6. у  = х2 + у, j>(0) = 0,4.

№ 8. у  = ху+ у2, Я0) = 0,6.

№ 10. У = х2 + 0,2у2, у(0)=0,2.

№ 12. У  =  0,Ьс+0,2/,у(0)=0,3.
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№ 15. У = 0,Ьс2 + 2^,><0)=0,8.

№ 17. у  = Здг2 + 0,Ley, X 0) = 0,2.

№  19. у'= х2 + 0,1у2,у(0) = 0,7. 

№ 2 1 . У = 0,2.х2 + >-2,у (0) = 0,8 . 

№ 23. У = ху + ОДУ, _у(0) = 0,5. 

№ 25. У = 0,1ду + 0,ЗУ,Я0)=0,2. 

№ 27. У = ху + 0 ,2 / ,Я 0 )  = 0,7. 

№ 29. У = Зх + 0,1_у2, j>(0) = 0,4

№ 16. у  = х2 + 0,2ху, у(0) = о, 6.

№ 18. У = х2 + Зху, у(0) = 0,3. '■* 

№ 20. У = 2хг + 3у 2, у(0) = о,2

№ 22. У=О,Зх24-О,1У,ХО)=0)3. 

№24. У = 0,2ху+У,Х0) = 0,4. 

№ 26. у=0,3ху + у2,у(0) = 0,б. 
№28. У = 0,1х: + 2У,Я0) = 0,2.
№ 30. У = 0,2х+Зу2, >(0) = 0,2.



Y J J J  BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR  
liCHUN CHEGARAVIY M ASAI.ALAR M  TAQRIBIY  

YECHISH

8.1 -§. Masalaning qo‘yilishii ■ i " ** * ,-■ 4

Faraz qilaylik, quyidagi /7-tartibli oddiy differensial tenglama
y {n)=f(x,y,y',...,y(n~l)) (1)

berilgan bo‘lsin. Uning у = y{x) yechimini [a,fc] oraliqda topish talab 
qilinsin. Bu oraliqda Ata xt (i = 1,2,...,£) nuqtalar olamiz:

a< xx < x2 < хъ <■■■ < xk <b.

Yechim y(x) va uning ( я — l)-tartibgacha hosilalarini 
x, (/ = 1,2,...,A') nuqtalardagi qiymatlaridan qandaydir qoidaga binoan 
tuzilgan quyidagicha tenglamalar berilgan bo‘lsin:

j  l?2,...,w,

va quyidagicha masalani qo‘yamiz:
[ a 9b ]  oraliqda (1) tenglamaning (2) shartlami qanoatlantiradigan

yechimi topilsin.
Bu к nuqtali masala deyiladi. Agar к - 1, x] -  a bo Uganda, Koshi

masalasi kelib chiqadi. Agar k -  2, x\ = a 9 x2 =b boMsa, bunday
masala chegaraviy masala deyiladi. Va nihoyat qaralvatgan к ta 
nuqtalardan m tasi ( 2 <m<k) turli bo‘lsa, u holda (1), (2) m nuqtali 
*>oki ко ‘p nuqtali) masala deyiladi.

Chegaraviy yoki ko‘p nuqtali (1), (2) masalaning yechimi 
rnavjudligi hamda yechimning yagonaligi isbotlangan, deb faraz
Vlamiz.

Agar differensial tenglama va chegaraviy shartlar chiziqli bo‘lsa,
- ’ (2) masala chiziqli chegaraviy (k = 2) yoki ko‘p nuqtali chiziqli 

:̂ > 2) masala deyiladi.
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Differensial tenglama hamda chegaraviy shartlaming karnid 
bittasi nochiziqli bo‘lsa, (1), (2) masala nochiziqli chegaraviy (k=zO\ 
yoki ko‘p nuqtali nochiziqli (к >2) masala deyiladi.

Chiziqli chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masalada differensial teng 
lama va chegaraviy shartlar birjinsli bo‘lsa, u holda (1), (2) bujinsh 
chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masala deyiladi. (1) yoki (2) ning 
birontasi birjinsli bo‘lmasa, (I), (2) masala biijinsli bo‘lmagan masala 
deyiladi.

Bir jinsli masala trivial ( j (x )  = 0) yechimga ega. Lekin uning
trivial boimagan yechimlarini topish ham ko‘p hollarda katta aha- 
miyatga ega. Buning uchun (l)ga yoki (2)ga biron parametr kiritib. 
shu parametrga bog‘liq bo‘lgan notrivial yechim topiladi.

Parametming bu qiymatlari masalaning xos sonlaridir. Ularga mos 
keladigan yechimlar masalaning xos funksiyalari deyiladi.

»  * 4 - . 4  »•*

8.2-§. Ikkinchi tartibli chiziqli chegaraviy masalani Koshi
masalasiga keltirish

Faraz qilaylik, [ a, b\ oraliqda

/ (* )+ ;* (* )/ (* )+  Ф )у(х)=  / (* ) (0
differensial tenglama berilgan boiib, uning

a 0y(a)+aly’(a)=A, \a 0 1̂ 1
|

|*  0,
(2)

Po У(Ь)+Р\У(Ь)=В, Po + |Pi Ф 0 .

chegaraviy shartlami qanoatlantiradigan yechimini topish masalasini 

ko‘ramiz.
Yechimni

y(x) = cu(x)+z(x)
t ‘

ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda с -  konstanta, u(x) esa (1) ga moS
keluvchi :n

и {x)+ p(x)u(x)+ q(x)u(x) = 0 ^
birjinsli tenglamaning noldan farqli yechimi, z(x)

z”(x)+ p(x)z'(x)+q(x)z(x)= f(x)-
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tenelanianing qandaydir yechimi. (3) bilan aniqlangan1 
v( x) = cu(x)+z(x) yechim ixtiyoriy с da (1) ni qanoatlantirishiga
ishonch hosil qilish qiyin emas. Ixtiyoriy с uchun (2) ning birinchisi 
0‘rinli bo'lishini talab etamiz, u holda

c a 0u(a) +а$г(а)+ c a , и (a) + a , z'(a)=A
bo‘lib, undan

e [a 0w(a) +a, м '(а)]+а0 z(a) + a , z'(a)=A (6)
hosil boiadi. Bu tenglik ixtiyoriy с larda o‘rinli bo‘lishi uchun 
quyidagi tengliklar bajarilishi kerak:

а 0 u(a) +a, и (a) = 0,
a 0 z(a) + a , z'(a)=A

Agar ixtiyoriy с ^ 0 uchun
u(a) = а , с, a'{a) = - a 0 с (8)

deb olsak, unda (7) ning birinchisi o‘rinli bo‘ladi, uning ikkinchisining 
o‘rinli bo'lishligini ta’minlash uchun a () Ф 0 bo‘lganda

z(a) = — , z'(a) = 0 (9)
a 0

va а, Ф 0 bo‘lganda

z(a)-  0, z {a) - — (10)a.
deb olish mumkin.

Shunday qilib, u(x) (4) birjinsli tenglamaning (8) shartlami 
qanoatlantiradigan Koshi masalasinmg yechimi bo‘lib, z(x) esa (9)
y°ki (10) shartlami qanoatlantiradigan (5) tenglama uchun Koshi 
masalasining yechimidir. Shu bilan birga y(x) = cu(x)+z(x) funksiya
(2) chegaraviy shartni ixtiyoriy с uchun x -  a nuqtada qanoatlantiradi. 
^kinchi chegaraviy shartni y(x) = cu{x)+z(x) funksiya qanoat-
'antirsin desak, undan с ning qiymati kelib chiqadi, ya’ni

[p0u(b) +Pi»Щ с+  Po Ф ) *  Pi W )  =B
kundan

B- Po z(Jb)-$x 4 (b)
С/

Ром(й) + Pi«'(6)
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hosil bo‘ladi. Bu yerda P0w(&) + pхи'{Ь)ф 0 shart bajariladi, deb fara2
qilinadi. и

Shunday qilib (1), (2) chegaraviy masala (4), (8) va (5), (9) (y0j. 
(10)) Koshi masalasini yechishga keltirildi.

Shuni ta’kidlash lozimki, agar рци^+р, и'(Ь)ф 0 bo‘lsa, (1), (2)
chegaraviy masala yagona yechimga ega bo‘ladi, aks holda bu masala 
yo umuman yechimga ega emas, yoki cheksiz ko‘p yechimga eea 
bo‘ladi. Ш

8.3-§. Chekli-ayirmaii metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy
masalaui yechish

Faraz qilaylik, [a,b] da quyidagi
Цу) = /(x)+p(x)y\x)+ q(x)y(x)= f(x )  (1)

a 0y(a)+a]y'(a)=A,= A, «0 + a , Ф 0, (2)
i= B, |Po| -t- P. * 0 (3)P 0 Я 6 ) + Р ,  У  ( f e )=  5 ,  

chegaraviy masala berilgan bo‘lib, u yagona yechimga ega bo‘lsin.
[a,ft] oraliqni h -{b -a)/ N  qadam bilan teng N boiakka bolib,

{ x< }"-0 t°‘r hosil qilamiz:
a = x0 < x, < x2 < < xN = b. (чИ

Endi (1) ni xl,x2,...,xN_l nuqtalarda, ya ’ni to‘ming ichki
9

nuqtalarida, (2) va (3) ni mos ravishda x0, xN nuqtalarda qaraynuz 
( l ) d a x = x ; i = l ,2 ,. . . ,N - l desak,

/ ( * , ) + ) / ( * ; ) + 9 (* ,)Ж )= /(*;)> (5)
hosil bo‘ladi. Bu yerda / (х Д  У*(х,) lami y(x) funksiya qiyrnatlari 
orqali approksimatsiya qilamiz. Buning uchun x, nuqta atrofida v(*)
to'rtinchi tartibli hosilaga ega, deb hisoblaymiz va quyidaS 
yoyilmalami hosil qilamiz: '

У(хм )=><x, + h)=y(xj)+j^(xi)+^}l'(x ,)+ | / (xi) + f̂ y (ir)(xi +9Й). jj|

1
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у{xiA)=y(x, - /з)=Xjc,) - ^У(^,)+^ / (л) - f  / (̂ ,')+^7У'П( ,̂ ~Щ> (?)

о<е<1, о < е, < 1.
Шаш*~

gulardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:
У М -У Ы  =y W + „W , (8)

h

y ( * h / M =AXl)+o(h). (9)n
у(хм Уу(х,_х)_=у, o{h2) ( 1 Q )

2h
Bulaming chap tomoni mos ravishda о ‘rig hosila, chap hosila va 

markaziy hosila deb ataladi. Shunga owxshash yn(xi) uchun

( i i )

formulani hosil qilish mumkin.
Endi (5)dan (10), (11) larga asosan

,12)
h 2n

ni hosil qilamiz, bundan esa

1 ~ \ P(xi )|j y (^ -i) -  [2  ■- h2q(xj)] y{xt)  + 1+ |  />(*,-)|j jK*i+1) = 

= h2f { Xi)+o(hA),

ko‘rinishga ega bo‘lgan (5) ning to‘ming ichki nuqtalaridagi 
approksimatsiyasi hosil bo‘ladi.

Shuningdek, (2), (3) chegaraviy shartlaming (8), (9) formulalarni 
lshlatib approksimatsiyasini topamiz:

(a 0h - a ])y(x0) + a ]y(x]) = hA + o(h2), (14)

- P i^ » - i ) - ( P i  + APo)>’W  = A5+0(A2)- O5)
bndi (13)5 ( 14 )̂  ( 15) lardagi o(hA ) va o(h2) lami tashlab yuborib 

^anida ouvidapi helpilashlami kiritib
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4=1 ~^p(Xi), С, = 2 — h2q(Xj), B ^ l  + ̂ pixJ, y(Xi) = y.y

_ a l _ ///I _ Pi _ hB 
* 1 a ,-Aa0 ’ A a o - a / ^ 2 P,+AP0 ’ ^ 2 Р,+ЛР0

quyidagi tenglamalar sistemasini
Уо =Xi>*i +P-i> 1 Я
4  Ум -  С,У, + SiyM =h2f i, i = l,2,...,N -l,}  (16)

yN “  X2 Уы-\ +M'2 J
hosil qilamiz,

Bu tenglamalar sistemasining matritsasi uch diagonalli. Bunday 
sistemalami yechish uchun odatda haydash usuli qo‘llanadi. (16) ning 
yechimini quyidagi

Ум = амУ 1 + K \. i = 0 ,l,. . . , iV -l (17)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda a(+1, bM lar noma’lumlar. (17) dan 
quyidagilarga ega bo‘lamiz: : j e

У1 = а< Ум + b, > ; t rH
7/+i = амУ, +ьм =  ai ам  Ум + a,+i + 6,>i •

Bu ifodalarni (16) ga qo‘ysak,

[ 4  “ ai{Ci ~BtaM)]^_j + [б,(Я,я,+1 -C ,)+  5Д.+1 -/ ry : j  = 0
hosil bo‘ladi. Agar

bo‘Isa, yuqoridagi tenglik o‘rinli bo‘ladi. aN va bN lami esa (16) ning 
oxirgi tenglamasidan va (17) da i = N -1 bo‘lganda topamiz:

a\~X 2> % =1*2-
(16) ning birinchisi va (17) da / = 0 desak

_  XA+Vi
Уо ~ 1-Xi Я]

hosil bo ‘ ladi. 1
Shunday qilib, (16) tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan 

yechish algoritmini hosil qildik:
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а,— li
Cj BjQj+i

и _ BtbM-h2f
Ui ~  ^  о ’Cj Bjal+l

aN+ = X 2> bN=\l 2?■* • • 
,̂4.1 = ai+i^  + 6,>i, i= 0 , U , ^ - l  

v _  (H-i+Xiai ) /
0 Л Н с л )

(18)
V i L  1 1

Bu algoritm bo'yicha y. lar chegaraning chap nuqtasidan boshlab
ketma-ket topiladi, shuning uchun (18) formulalar chapdan haydash 
formulalari deyiladi. Xuddi shuningdek, o‘ngdan haydash formu- 
lalarini chiqarish mumkin:

B. _  rliAj-h2^  j

A (+1 Q-ч Л
4i=Xp Л1=Цр

У{=£>мУм + Чм> i=0A,...,N-\
У (19)

Agar a, koeffitsiyentlar moduli bo‘yicha birdan kichik bo‘lsa, u
i

holda (18) haydovchi formulalar turg ‘un deyiladi.
Quyidagi teorema o‘rinlidir.
Teorema. Agar

Aj > 0, Bj > 0, C, > Ai, + Bt, i = 1 ;

0  ^  Xi> 1 2 < 1
shartlar bajarilsa, u holda haydashni bajarish mumkin va u turg‘un boiadi. 

Isboti. Haqiqatan ham, 0< aN = x2 < 1 ekanhgi teorema shartidan
kelib chiqadi. Faraz qilaylik, 0 < ai+ < 1 bo'lsin, u holda

0 < a, =

bo‘ladi 
0

BjOM (С;-5,-Л,)+4+( l-ai+| )Bt
m

<1

, chunki maxraj suratdan katta. Demak, i = l,29...,N-\ uchun
K ai< 1. Endi 0 < x, < 1 shart 0 < at < 1 bilan birgalikda y0 ni 

^ itaydigan formulada maxraj noldan farqligini ta’minlaydi.
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8.4-§. Taqribiy analitik metodlar

Ba’zi bir tatbiqiy masalalami yechishda to‘r usulini emas, balk 
yechimni, taqribiy bo‘ lsada, analitik ko'rinisnda topish talab etiladi 
Bunday hollarda yechimning aniqligi darajasi yuqori bo‘lishligi talab 
qilinmaydi, ammo aniq yechim o'miga shunday funksiyani qurish 
talab etiladiki, u chegaraviy shartlami qanoatlantirishi kerak hamda
differensial tenglamaga bogMiq boMgan qandaydir munosabatlaminu 
bajarilishini talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob bemvchi funksiya 
taqribiy ravishda differensial tenglamani ham qanoatlantiradi. Bu 
munosabatlami hosil qilishda qo‘yiladigan talablarga qarab turli 
metodlar hosil bo‘ladi. j l

8.4.1. Kollokatsiya metodi

Faraz qilaylik, quyidagi
L(y) = y”(x) +p(x)y'(x)+q{x)y{x)= f(x)  (1)

4 0 ' ) г « о Х а ) + а ! У ( а ) = Д  |а0| + |а,|*0, (2)

Ih(y) =Po y(b)+p, y'(b)= B, |p0|+|p,I*  0. (3)
chegaraviy masala berilgan bo‘ lsin. Bu masalaning taqribiy yechimini

У „ ( х )  -  Фо W  +  I  < V ? A )  I  Шk=i
ko6rinishda izlaymiz, bu yerda ср*(л) ( к  = 0,1,...,/7) -  ma’ lum
funksiyalar bo‘ lib, ular hozircha

Ц Ф о ) = 4  4(<Po) = 5 i /«(Фл) = 4Сф*) = 0, Л: = 
shartlami qanoatlantirishi talab qilinadi. U holda ixtiyony 
ck (k = 1,2,...,и) lar uchun y n(jc) (2), (3) chegaraviy shartlam i

qanoatlantiradi, ammo u differensial tenglamani q a n o a t l a n t i r m a s l i g 1

mumkin, ya’ni

L(y„) * f  (x). -1
‘ * * 0 f  Щ& ( j  ® ^ ' ** I  Щ  . 't . j L S

Уп(х) ( l)n in g  an4  yechimi y(x) bilan aynan bir xil bo'lgan 

bundan istisno. L(yn) = f ( x ) tenglikni \a,b\ ga tegishli №
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Xx nuqtalarda bajarilishini talab qilsak, noma’lum
1 , 2 parametrlami topish uchun

ck
E ckL(a?k(xf)) = / (xt)-L(<p0(xi)), г = 1,2,...,n (5)
k=1

ko'rinishga ega chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil 
qilamiz. Bu tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘lishi 
uchun 9* (x) ( k - 1,2,...,и) lar quyidagi shartlarni qanoatlantirishi
kerak:

1) bu funksiyalar chiziqli bog‘liqsiz bo‘lishi kerak;
2) p{x), q(x), f(x )  funksiyalar [a,ft] da uzluksiz bo‘lsa,

фД.т)б C2[a,ft] bo'lishi kerak;
3) фА(jc) [k = 1 , 2 , funksiyalar yordamida hosil qilingan 

sistema £(ф*(х)) (к = 1,2,...,a?) ixtiyoriy va turli xt (/ = 1,2,...,и)
nuqtalar uchun Chebishev sistemasini tashkil qilishi kerak.

Ta’rif. Agar [a,ft] ga tegishli va turli x, (/ = 1,2,...,«) nuqtalar 
uchun

Ф1О1) Ф2(^ ) Ф„(*1)
Ф,(х2) ф2(х2) Ф„ (х2)

• •

Ф.СО Ф2СО •  • Ф„СО
bo‘lsa, фА(.т) (к - 1,2,...,и) funksiyalar sistemasi [a,ft] da Chebishev 
sistemasini tashkil etadi deyiladi.

F-ndi (5) ni yechib, noma’lum parametr ck ( k  =  1,2,...,n )  lami 
toPaniiz va (l)-(3 ) chegaraviy masala yechimini

n

ко
*=1

nnishda topgan boclamiz.
^huni eslatib o4amizki, bu metoddagi

= ^ (фоМ ) ! ,  _ + 2>*^(ф*(*))л 1 'X-Xj  v  I
z = 1,2v..,/j

x=x,
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shartlaming bajarilishi L(^„(jc)) ning L(q>k(x)) fimksiyalar sistemasi 
bo‘yicha xt (/ = 1 , 2 , nuqtalarda interpolyatsiyalanishini angfo
tadi. Bunday interpolyatsiyalash mumkin va yagona boMishligi исЬц 
\a,b\ da (x)) funksiyalar sistemasi Chebishev sistemasidan 
iborat bo'lishligi kerak.

8.4.2. Kichik kvadratlar metodi

Faraz qilaylik, H -  haqiqiy Gilbert fazosi bo‘lsin. H da zich D(A)
to‘plamda aniqlangan, qiymatlari H ga tegishli chiziqli operatomi A 

deb belgilaylik va , ,
Ay = f  t ( 1)

tenglamani ko‘raylik. Bu yerda f  e H va yechim ye D(A). (1) teng-I 4
lama yechimga ega bo‘lsin deylik. j

•• V

(1) tenglamaga quyidagi

АУ) = 1 Ay -  /|f (2)
funksionalni mos qo‘yamiz va (1) ni yeehish masalasini shu funk- 
sionalni D(A) da minimumga erishtiruvchi elementni aniqlash 
masalasiga almashtiramiz, ya ’ni

J { y )  = J ( y )  = o.
Ш

Bu tenglamadan ayonki, y* A y -  f  tenglamaning yechimi bo'ladi-
Ay -  f  tenglamani yeehish o ‘miga (2) funksionalning minimuniini
topishga asoslanib, A y- f  tenglamani yeehish metodi kichik
kvadratlar metodi deyiladi. . j l

J(y) funksionalni quyidagicha minimumga erishtiramiz. D(A) ga
tegishli chiziqli erkli { cp*(jt)} funksiyalar sistemasini tanlaymiz va (D 

tenglamaning yechimiga w-yaqinlashishni

n (3)
л ( * )  = Фо(*)+ Х с*Ф*(*)k=\ •

ko^rinishda izlaymiz. Noma’lum ck (k = \,2,...,n) koeffitsiyentlar
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Jb ,)= [A y ,- j f
cjjjksional minimumga erishsin deb topiladi.

Biz quyidagi

Uy)  = / (* )+  v(x)y' (* )+  Ф )у(х)=  f(x)
L ( y )  = a o Я «)+ а , ,v'(a)= A,

400 s  Po y(*)+Pi у'Ф)= B,

p о + a,

о
ca + P,

(4)

(5)

chiziqli chegaraviy masalani kichik kvadratlar metodi bilan yeehish 
sxemasini keltiramiz.

Quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi ц>к (x) (k = \,2,...,n) funk
siyalar sistemasini qaraymiz:

1. (pt (x)e C2[a,b].

2- А, 4(фо) — В’ 4 (Фа ) — 4>(Фа: ) ^ 2 ,...,Я.

3. Ixtiyoriy chekli n uchun { funksiyalar sistemasi chiziqli 
erkli.

4. <р*(х) (k = 1,2,...,и) С2[я , £>] da to4iqbo4sin.

(4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy yechimini (3) ko‘rinishda 
izlaymiz. (3) funksiya (5) chegaraviy shartlami ixtiyoriy n va 
ci’c2>*--,cw lar uchun qanoatlantiradi. c},c2,...,cn lami shunday
tanlaylikki,

A y„)= \ A y„-f(
Animal qiymatga ega bo‘Ism.

Ma’lumki,

= 1
a

И  y . h / f = ( L ( y . ) - f A y . ) - f ) =
n I2

Ч Ф о )+ Е ^ (Ф *  (•*))-/(*)], <& = J{c x,c2,...,cn).

I ^undan с, (г = 1,2,...,я) lar bo‘yicha birinchi tartibli xususiy hosi-
I 3r nolga tenglaymiz va hosil bo‘lgan chiziqli algebraik teng-
atnalami hosil qilamiz:
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а/ b
= 2}

8 c i
^ (9 o W )+ S c*i ( 9 iW ) - / W | } i ( (P ,W )^  = 0,У

/ = 1,2,..., л.
Buni quyidagicha yozamiz:

Я
I  4*c* = ~B, > * = (6)*=i .

bu yerda

4 t = A , = jL((?k(x))L(^:(x))dx, Bt = |[(1(ф0(х))-/(х))- 1(ф,(х))1с&,
a a

(6) tenglamalar sistemasining matritsasi { | funksiyalar

sistemasi uchun tuzilgan Gram matritsasidir.
(6) tenglamalar sistemasining yechimga ega boMishi faqat j ф (x)}

funksiyalar sistemasining xususiyatlariga bog‘liq bo‘ lmay, qarala- 
yotgan chegaraviy masalaga ham bog‘liq bo‘ ladi, xususan,

L{y) = 0, y(a) = 0, y(b) = 0 (7)
bir jinsli chegaraviy masala faqat trivial yechimga ega bo‘lishi kerak. 

Quyidagi teorema o ‘rinli.
Teorema. Agar (7) chegaraviy masala faqat nol yechimga ega

Ф #

bo‘lsa, u holda (6) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining 
matritsasi maxsusmas bo‘lib, (6) yagona yechimga ega.

8.43. Galerkin metodi

Bu metodda ham kichik kvadratlar metodidagi (4), (5) chegaraviy 

masalani yechishdagi { ф* (jc)} funksiyalar sistemasiga bog‘liq sbartlar

o ‘rinli deb hisoblanadi. (3) ko‘rinishdagi taqribiy yechimning 
cv c2,...,cn parametrlari bu metodda quyidagi shartlardan topiladi:

(^ (y ,W )-/ W  > = / = 1,2,..., я. ■
Buni quyidagicha yozamiz:

f . ck{L{Vk(x)) ’ фД*)) = (/ (* )“  МФоООЬф.Ч*))» i = l’2’ ~ , nk=1
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gu chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechib noma’lum 
parametrlami aniqlaymiz va (4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy
y e c h im in i  * -

n

*=i
Л •  ♦

ko‘rinishda aniqlagan bo‘lamiz.

Bobga tegishli tayanch so zlar: к nuqtali masala, chegaraviy ma
sala, ayirmali metod, haydash usuli, turg‘unlik, taqribiy analitik
metodlar.

Savollar va topshiriqlar
1. Chegaraviy masala tushunchasi va ulaming turlari.
2. Ikkinchi tartibli chiziqli chegaraviy masalani Koshi masalasiga

keltirish.
3. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami to‘r sohadagi approk- 

simatsiyalari. Approksimatsiya tartibi.
4. Chekli -  ayirmali metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy masa

lani vechish.
5. Haydash usuli algoritmini hosil qiling.
6. 0 ‘ng va chap haydash usullarini tushuntiring.
7. Haydash usulining turg'unlik tushunchasi.
8. Kollokatsiya metodi.
9. Kichik kvadratlar metodi.
10. Galerkin metodi.

Misol 1.
y" -  2xy - 2 у = -Ax ; 
> '(0)-/(0) = 0;

У
1  4

= 1,7840.

yechim: y{x) = x + ex .
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Yechish. h = 0,1 bo‘lsin. Bu yerda p(x) = -2x , q(x)=: 2

/(x) = -4 x , a 0 = 1, a , =—1, Л = 0 , р , = 0 ,  5  = 1,7840.
Tenglamani x, i = 1,2,3,4 nuqtalarda, ya’ni to‘ming ichjy

nuqtalarida, chegaraviy shartlaming esa chegaraviy nuqtalarda 
approksimatsiyasini yozamiz va quyidagi

Уо=х\Уi+H„ ^
-  C j,  + ВyM = h2 f t, i = 1,2,3,4, (j)

‘ Л

' ■ У5= Х2У4 + ̂ 2 Щ
sistemani hosil qilamiz, bu yerda

A,. = 1 -  ±р(х,) = 1 -  y(-2*,) = 1 + 0.Ц, j

B, = 1 + \ p {Xi) = 1 + M(_2x,.) = 1 -  0,lx; , (2)

C; = 2 -  A2<7(x ,) = 2 - 0 ,01 - ( - 2 ) = 2 ,02, Я
a i “ 1 _ 1 0 __ q "

a^/wtQ -1-0,1-1 1,1 ’ ^  t a 0-a j  1+1 ’ \
Pi 0 л hB 0,1-1,7840 t noAn

—  = --------— 0, lu = --------- = —— -------=1,7840, IЛ2 (3̂ /гРо 0+6-1 0+0,1-1 11
h2f ( = 0,0l (-4x () = -0,04x/, г = 1,2,3,4. ’ J

(l)n i (2)ni e ’tiborga olib, haydash usulini qo‘llab yechamiz. Uning 
yechimini y;+1 = ai+lyt + bj+] , i  = 0,1,2,3,4 ko‘rinishda izlaymiz.
Haydash koeffitsiyentlari esa

a, =

vaformulalar bilan aniqlanadi. a5 va i 5 lar esa y5 = Х2У4 +
5̂ “ а5̂ 4 + 5̂ lardan topiladi. Ular a5=x2 = 0, b5 - ц2 = 1,7840.

«

Endi (3) formula yordamida ketma-ket a4, b4, c ^ ^ ^ b 2,^ Л  I31111
hisoblaymiz:

A, 1+0,1- 0,4 1,04a4 = — ^ -----= -^ -= 0,51485 ,
4 C4-B 4a5 2 ,02-(l-0,04) • 0 2,02 

_  A3 1+0,1 0,3 _  1,03
Ch ~ Съ-В ъа4 "  2 ,02-(l-0 ,l- 0,3)- 0,51485 " 1,52070

= 0,67732,
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2 _ 1+0,1 0,2 _ 1,02 = 0,75147,
С2-В 2а3 2 ,02-0-0 ,1-0 ,2)-0 ,67732  1,357223 

С1 = — — ----------- 1+0,1-ОД--------- = 1,01 = 0,78964,
Сх-В ха2 2,02—(1—ОД• 0,1)- 0,75147 1,27904

, Д ^ - А 2/4 _  (1-ОД-4 0,4)-1,7840+0,01- 4- 0,4 _  g55:76
4 С4-Й4я5 2,02

, B3h4-h2f 3 _ (1-0,1- 0,3)- 0,85576+0,01- 4- 0,2 _ 5536<?
' ~ С3-В3а4 1,52070

В тЬ у^ Ъ  = (1-0,1-0,2)-0,55369+0,01-4-0,2 = Q 4()422
2 С2-В 2а3 1,35723

йЛ-/г2/, _ (1-ОД- ОД)- 0,40422+0,01' 4 ‘ О»1 _ Q 3 ] 600 
1 С,-Я,а2 1,27904

* «•. 1

(l)ning birinchi ifodasidan va у, = a,y0 + 6, dan y0 =1,10199 
ekanligi kelib chiqadi. Endi yx,y2, y3, j 4lami va (1) ning oxirgisi 
ifodasidan y5 ni aniqiaymiz. Ulami keltiramiz:
yx =1,18617; >-2 =l,27548; y3 =1,33283; y4 = 1,54196; y5 =1,7840.

Misol 2. j r
y”(x) + 2xy'(x) -  2y(x) = 2,

У(0) = -2 ,
70 ) + y ( l )  = °

chegaraviy masalani n -  2 da kollokatsiya metodi bilan yeching. 
Yechish. cp0(;c) ni ф0(дг) = b + cx ko‘rinishda izlaymiz:

Фо (*) = с, Фо (0) = -2  => с = -2 . 

ф'0 (1) + ф'0 (1) = 0 => b + с + с = 0 => Ъ = 4.

Demak, ф0(л;) = 4 - 2 х  фА(х) (к = 1,2,...,) funksiyalar

Ф'*(0) = 0

ф* 0 )+ ф'<- (1) = 0.

ar4arni qanoatlantirishi kerak.
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Ф* (x) = bk + x ' ' desak, bk koeffitsiyentni ikkinchi tenglamad an
topamiz:

1 + bk 4- (k + 1) — 0=> bk — —(к + 2), (x) — x*1 — [к + 2). 

Yechimni у2(х) = 4-2х+с,(х2-3)+б'2(х3-4 )  ko‘rinishda izlaym^ 
Z,(cp0(x)), L(cp,(x)X L((p2(x)) larni hisoblab, R(x,cx,c2) ni topamiz:

Ф0(*) = 4 -2 x , ф'0(х) = -2 , Фо(х) -  0, Я
Цф0(х)) = фд(х) + 2хф'0(х) -  2ф0(х) = - 4 х -  8 + 4х = -8 , ■'‘Ч

Л

Ф, (х) = х - 3 ,  ф'(х) = 2х, ф"(х) = 2, " ■

Цф( (х)) = ф" (х) | +2хф', (х) -  2ф, (х) = 2 + 2х- 2х -  2(х2 -  3) = 2х2 + 8. 

ф2(х) = х3- 4 ,  ф'2(х) = 3х2, ф2(х) = 6х,

Дф2 (х))=ф2 (х)+2жр’2 (х) -  2ф2 (х) = 6х+ 2х* Зх2 -  2х3 + 8=4х3 + 6х+ 8,

R(x, q , с2 ) = Цф0 (х)) -  /  (х) + с11(ф1 (х)) + с21(ф2 (х)).
. . 1 3  Kollokatsiya nuqtalarini xl = --,x 2 = -  deb olaylik, u holda

quyidagilar hosil bo4adi:
M<Po(xi)) = - 8> Дфо(*2 »  = - 8> f(x\) = f(x2) = 2, ‘ Я

Цф, (*,)) = 2 - ^  + 8 = s i  J
L(9 l(x2)) = 2 -^ + 8  = 9 i  Л

1(ф? (x,)) = 4 • — + 6- — + 8 = 14—. L JV42V 64 4 16 ■
Natijada

65 153 ]—c, +— c7 -1 0  1 
8 1 16 2
73 227 , J— c, + ---- c , = lOli
8 1 16 2 J

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz, bundan c,= 1,6510, c2 =-0,3570 
ekanligini aniqlaymiz va taqribiy analitik yechim

- y2(x) = 4 -  2x + 1,6510(x2 -  3 )-  0,3570(x3 - 4 )  
ko'rinishda topilgan boiadi.
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Цу) = / ( * )  + 2xy'(x) -  2y{x) = 2,
/oOO = / (0 )  = -2 ,

A(>')s > '(i)+ y(i)=o
chegaraviy masalani n = 2 da kichik kvadratlar usuli bilan yeching.

Yechish. Kollokatsiya metodi bilan bu masalani yechganimizda 
Фп(х),Ф,(*)>Ф2(*) ,ar aniqlangan edi, shuningdek, L(%(xj), £(ф,(x)).
Дф,(х)) lar ham hisoblangandi.

Ulardan foydalanib, (6) sistemaning koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:
l i l 

Au = jZr (ф| (x))dx = }(2x2 +S)2dx-  }(4x4 + 32x2 + 64)dx =
0 0 0

4 32 1132= -  +— + 64=----- ,
5 3 15

1
A,2 -  ^2 i = J(2x2 + 8)(4x3 + 6x + 8)<att =

0

Misol 3.

= J(8x5 + 16x3 + 16x2 + 32x3 + 48x + 64)dx =
о
8 48 16 48 ... 320-  + — + — + •— +64 = ---- :
6 4 3 2 3

i l
A22 = }(4x3 + 6x+8 )dx=|(16x6 + 36x2 + 64 + 48x4 + 64x3 + 96x)dx =

о 0

16 36 48 64 96 5316= —+ — + 64 + — + — + — =----- ;
7 3 5 4 2 35

fek

Bt = j  Щ Фо(х))~ 2)Дф,(х))Л = j( -8  -  2)(2x2 + 8)rfx =

S2 = \ (1(ф0(х)) -  2)L(q>2(x))dx = j ( -1 0)(4x3 + 6x + 8 )dx =
0 0

= - l o ( l  + !  + 8 W - 1 2 0 .
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Endi (6) tenglamalar sistemasini yozamiz:

1132 320 _  260 ]с, H----- c, =
15 1 3 2 3

— c, + =  120 l.
3 1 35 2 J

[>=>c, = 0,7556, c2 = 0,2779

Berilgan chegaraviy masalaning taqribiy analitik echimi

y2 (x) = 4 -  2x + 0,7556(x2 -  3) + 0,2779(x3 -  4) 

ko‘rinishda bo‘ladi.

Misol 4.
_/ + у  + x = 0
y(0) = y(l) = 0

chegaraviy masalani n -  3 da Galerkin metodi bilan yeching.
Yechish. ф*(х) funksiyalar sifatida quyidagilami olamiz:

ФоСх) = 0, ф,(х) = х (1 -х ) ,  ф2(х) = х2(1 -х ) ,  ф„(х) = х”(1-х).  
Taqribiy yechimni n = 3 da

Я
У з ( * )  =  Z  СЛ  ( * )  =  I  c kx  ( 1 -  x)

ko‘rinishda izlaymiz. Nomalum (A = 1,2,3) lami quyidagi

X  (Дф* (*)).Ф, (*)) = (А * ) ,  Ф, (•*)), i = 1,2,3 
*=1

tenglamalar sistemasidan aniqlaymiz. Buning uchun avval 
Цф*(х)), (к = 1,2,3) lami hisoblaymiz, so‘ng yuqoridagi tenglamalar

sistemasidagi skalyar ko‘paytmalami hisoblaymiz: ;3
л' P' ' fk* 19 £ *! ■Ф,(х) = х - х  , ф ,(х)= 1-2х , ф, (x) = -2 , Цф, (x)) = - 2  + x - x  , 

Ф2(х)=х2- х 3, ф2 (x)=2x- 3 x2, ф2''(х)=2-6х, Дф2(х))=2- 6х+х2-  ̂ >

ф3(х) = х3- х 4, ф/(х) = Зх2 - 4 х 3, ф3’ (х) = 6х -12х2,

Цф3 (х)) = 6х - 1 2х2 + х3 -  х4,

(1(ф|(х)),ф!(х))= |(-2 + х - х 2) ( х - х 2 )<* = - - J
о
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1 3
(L(cp 2 (*))><?i ( * ) )  = К2 -  6x + X 2 -  x3 )(x -  X 2 )dx = -  — ,

0 • 20 
1 19 

(L(<P3(*)).<Pi (*)) = j(6x -12x2 + x3 -  x4) (x -  x2 )dx = ,
<*

1 о
(1(Ф,0)),Ф2О)) = j(-2  + x -  x2)(x2 -  x3 )<& = - —,

0 / zu
1 ' / 13(Дф2(х)),ф2(х)) = J(2 -  6x + x2 -  xf)(x2 -  x3)dx = ,

(Цф3(х)),ф2(х)) = |(6x-  12x2 + xj' - x4)(x2 - x i )dx = - ^ - ,
0 J

(^(Ф](х)),Фз(х)) = J(—2 + x -  x2/(x3 -  x4)c(x =
0

( Ц ф , (х)),ф3(x)) = J(2 -  6x + xz -  x3)(x3 - x 4)dx = - ~ ,
0
1

( Ц ф з ( х ) ) ,ф з ( х ) )  = |(6x-12x2 J- x3 -  x4)(x3 -  x4)dx = -
0

vt \ 1 
(f(x), Ф, (x)) = (—x, x -  X 2) = ЛХ3 -  x )dx = - — ,

(Лх),ф 2(х))= Jx(x2 - x 3)db
0

(/(х),ф3(х)) = |x(x3 - x A)dx =
30

Nomalumlami aniqlaydigan tenglamalar sistemasini yozamiz:

13 3 19 1C\ 4“ * 10 1 — Cn + 
20 2 210 63" 12*

3 13 79 1
20C| +

— с, +— с, 
105 2 840 3 20 ’

19 79 103 1
210 1 840 2 1260 3 30’
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Taqribiy analitik yechim
v3 (x) = 0,197 lx(l -  x)+ 0,1473x2 (1 -  x) + 0,0234л:3 (x - 1) = !,

= x(x -  1X0,1971 + 0,1473x + 0,0234x2) 
ko‘rinishga ega boiamiz.

Eslatma. Differensial taiglamadagi p{x), q(x), f(x )  funksiyalar
j  Щ  f " i  r ^  j j -лж '' ■% ^ ^  Imurakkab bo‘lganda Galyorrin yoki kichik kvadratlar usulidan ko‘ra 

kollokatsiya yoki haydash metodini qo‘llab, chegaraviy masalani 
yechish maqsadga muvofiqroq boiadi. Agar p(x), q(x), f  (x) lar 
jadval ko‘rinishida berilsa, haydash usulini qoilagan ma’qul boiadi.

Misollar.
•V

Vazifa 1. Chekli ayirmalar usuli bilan chegaraviy masala 
h = 0,1 da yecbilsin. Hisoblash 10" aniqlikda olib borilsin. I

y" +■—+ 2y = x.

№ 1 ' Ы  0,7) = 0,5,

2>(1) + 3/(1) = 1,2.

( / -x)/+ 2y = x+\.
№ 2. Ы 0 ,9)-0 ,5 / (0,9)=2,

>(1,2)= 1 . ■ Я
yn + xy + у -  Jt+1.

№ 3.(;K 0,5) + 2/(0,5) = l, 
/ ( 0,8) = 1,2 .

№4.
У + 2 / -  —= 3.

X

Ы  0,2) = 2 ,
0, 5y(0,5) -  7 (0,5) = 1 ■

y" + 2y '-xy  = x1.
№5. [/ (0 ,6 )  = 0,7, |

U (0 ,9 )-0 ,5/ (0 ,9 ) = l.

f < 2y у - у  + — = x + 0,4.

№ 6 . Ы 1,1)-0 ,5/(1,1) = 2, 
/ 0 ,4 )  = 4.

/ _ 3 /  + £ = 1.

Xs7-f,y(0,4) = 2,
[^(0,7) + 2/(0,7) = 0,7.

/  + 3 у '-  —= х+1.
№ 8. f, у  а, 2) -  и 1

2 v ( l,5 ) -/ ( l,5 )  = 0,5-j
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S - 1  + Зу = 2х2. 

№9-(,у(1)+2/(1) = 0,6,
,3) = 1. . I

у” + 2ху/-у = 0,4.
№ 1 1 . (j 2у(0,3) + у '(0,3) = 1, j  

' / ( 0 ,6) = 2 .

у" + 1,5/-;иу = 0,5.

№10.  [2 X 1 ,3 ) - / ( 1 ,3 )  = 1,1
,6) = 3.

у"-0 ,5л/ + у  = 2 .
№12. [у(0 ,4) = 1,2,

1y(0,7)+2/(0,7) = l,4.J

f  + ̂ L -Зу=2.

№13- Г / ( 0,8) = 1,5, 1
12у(1,1)+ /  (1,1) = 3.J

у -Ъху +2у = 1,5.

№15. { / (0 ,7 ) = 1,3,
0,5у(1) + у'(1) = 2.

№17.

2 гу +2х у  + у  = х.
№14. [2 у (0 ,5 )-/ (0 ,5 )  = Ц  

Ь (0 ,8 )  = 3.

/  + 2ху' -  2у = 0,6.

№16. (| /(2) = 1, 1
0 ,4Я 2 ,3 )-/ (2 ,3 )= 1.

*

т т f  • ^  » г  •

v* +——0,4 у =2х.
х
[ у  (О,6) - 0,3/(0,6) = 0,6, 
[/(0,9) = 1,7.

г

У

№18.
у', - ^ -  + 0 ,8у  = х

2х
[ >'(1,7) +1,2/(1,7) = 2, 

/ ( 2) = 1-

№ 19.
/ - j  + *y = 2.
f,y(0 ,8) = l ,6,

Зу(1 ,1) -  0 ,5/ (1 ,1 ) = 1.

/  + 0 ,8 / -л у  = 1,4.

№20. Г у (1,8) = 0,5,
,1) + / ( 2,1) = 1,7.J

№21.
/  + 2/ -  — = —.JC X
(0,5у(0,9) + /(0 ,9) = 1,|

у(1,2) = 0,8.

№22.

ш У 2у х у -  — + — = - .
4 x 2

fl,5y (l,3 )-y '(l,3 )
|2у(1,6) = 0,3.

= 0,6,
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у” -  0 ,5У  + 0,5ху = 2 jc .

№23. Г У (1) = 0,5, №24.
2Я1,3)-у'(1,3) = 2.

у’ + 2у'-1,5ху = ±
X

Г, У  (0,8) = 1,

Я1,1) + 2У(1,1) = 1.|

у* + 2ху'— 1,5 = х. У  ~^-+0,5у=2х.
№ 25. \ 1,4>;(1,1) + 0.5>- (1,1) 2,1 № 26. г 0,4X0,2) ~У (0,2)=

[У(1,4) = 2,5.
ц

У  + 0 ,6хУ -  2у - 1 .
№27.|>(1,5) = 0 ,6,

2^(1,8) - 0,8У (1,8) = 3.
№28.

У  — 0,5jt2y  + 2 у = х*.

У (0,5)=0,4.

У +4 ; - у =--2х х

[ у(0,6) = 1,3,
0,5 КО, 9) - 1 ,  2У (0,9)=1.

.1

У -х у  + 2ху = 0,8.

№29. Г_у(1,6) + 0,7У(1,6) = 2,1 №30. U (l,2 )-0 ,5v '(l,2 ) = C
>’(1,9) = 0,8. У(1,5) = 2 .

Vazifa 2. 1-vazifadagi chegaraviy masalani h = 0,05 da haydash 
usuli bilan yeching.

Vazifa 3. 1-vazifadagi chegaraviy masalani n = 2 da kollokatsiya, 
Galerkin va kichik kvadratlar usullarining birortasi bilan yeching.
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IX BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

9.1-§. Umumjy tushunchalar

Xususiy hosilali differensial tenglamalar matematik fizika, gidro- 
dinamika, akustika, texnikaning turli sohalarida keng tatbiqqa ega.

Tabiaida sodir boladigan turli hodisalar, odatda, xususiy hosilali 
differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Xususiy hosilali 
differensial tenglamalami integrallash masalasi oddiy differensial 
tenglamalami integrallashga qaraganda ancha murakkabdir. Bunga 
sabab, birinchidan, xususiy hosilali differensial tenglamalar oddiy 
differensial tenglamalarga nisbatan har xil va murakkabroq jara- 
yonlaming ifodalanishi bo‘lsa, ikkinchidan, boshlang‘ich va chega
raviy shartlaming turlicha qo‘yilishi hamda masalaning o‘lchovidir. 
Xususiy hosilali differensial tenglamalaming yechimini kamdan-kam 
hollarda oshkor koTinishda chekli formula shaklida topish mumkin 
boiadi. Shuning uchun ham xususiy hosilali differensial 
tenglamalami taqribiy yechish metodlari muhim ahamiyatga egadir.

Bayon tushunarli, hisoblash sxemasi va algoritmi soddaroq boiishi 
uchun biz ikki o^zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalarga e ’tiborimizni qaratamiz. Tenglamaning tipi 
va chegaraviy shartlaming xarakteriga qarab har xil masalalar 
qo yiladi. Shu munosabat bilan ikkinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglamalar klassifikatsiyasiga to‘xtalamiz.

\ 1 1 ■. 'fit ' | j ■ _ s  i , 0̂ .' 

L(u) = a(x, + 2b(x> y ) ^ r  + c(x,y)^r- + 2d(x,y)^- +d x охду д у ox

+ 2e(x,y)^- + g(x,y)u ■■= f(x ,y)
%

(1)

203



tenglama D sohada berilgan bo‘lsin. Bu yerda a(x, y ) , Ь(х,у)г 
g(x,y) -  koeffitsiyentlar va / (x,y) -  ozod had. Bu funksiyalar yopiq 
D - D u T  sohada aniqlangan. G -  D sohaning chegarasi. Agar/)

, ,  “  “  н  Л  ^  L YJJ*.

sohada o(.x,y) = o (,x,y) —a(x,j>)c(*,>0<0 bo‘Isa, L(u) = f ( x,y)
tenglama elliptik tipga, 5 (x ,y )> 0  boisa giperbolik tipga, <5(x,^) = g
bo‘lsa parabolik tipga ega deyiladi. Tenglamaning tipiga qarab har xil 
chegaraviy masala qo‘yiladi. Masalan, tenglama elliptik tipga oid 
boisa, chegaraviy shartlar quyidagi ko‘rinishda bo‘ ladi.

Birinchi tur chegaraviy shart: : V

u(x,y)\r =q>(M). (2 )

(1) ning (2 ) shartni qanoatlantiradigan yechimini topish Dirixle 
masalasi deyiladi. Bu yerda M— G dagi nuqta.

Ikkinchi tur chegaraviy shart quyidagicha
du
d n

= c?(M) (3)
r

bo‘lib, ------normal bo‘yicha hosila. (1) ning (3) shartni qanoatlan
dn dl

tiradigan yechimini topish Neyman masalasi deyiladi. [j 
Uchinchi tur chegaraviy shart esa

Г

ko‘rinishida bo‘lib, (x(x,y), P(x, v) -  ma'lum funksiyalar, ular 

a 2( .t^ ) + p2(x,_v)] >0 shartni bajaradi. L(u) = f  tenglamaning (4)
• J

ni qanoatlantiradigan yechimini topish masalasi uchinchi c h e g a ra v iy  

masala deyiladi.
Biz quyida xususiy hosilali defferensial tenglamalami taqribiy 

yeehish usullaridan biri -  tobr metodi bayonida asosiy boshlang ^  

ma’lumotlami keltirish bilan chegaralanamiz.
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Bizga (1) ko^rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamani*
yuqorida ko‘rsatilgan uch turdagi chegaraviy shartlaming birini 
qo‘shib qaraymiz. Chegaraviy masalaning D sohadagi yechimini 
topish ko'pincha juda murakkab bo‘ladi yoki yechimni chekli formula 
ko'rmishida ifodalab bo'lmaydi. Shuning uchun ham hisoblash 
amaliyotida yechimni D sohaning barcha nuqtalarida emas, balki D 
sohaga tegishli ma’lum nuqtalar to‘plamida yechimning taqribiy 
qiymatini topish masalasiga almashtiriladi. Shunday nuqtalar to‘plami 
to V deb nomlanadi. Bunday nuqtalar chekli bo‘lib, D sohani taqriban 
almashtirishi kerak. Dh deb to‘r nuqtalarining to‘plamini belgilaymiz.

(.v,,>>,•) Dh ga tegishli nuqta bo‘lsin, и(х,,у\) esa u(x,y) funk

siyaning shu nuqtadagi qiymati. Bunday qiymatlar soni chekli. Ulami 
topish umuman mumkin va ular differensial tenglama, chegaraviy 
shart, D soha va uning chegarasi G orqali ifodalanadi. Shu ma’lu- 
motlar asosida differensial tenglamaning chegaraviy shartning xossa- 
larini akslantiradigan va u(xj)yi) qiymatni taqriban hisoblash

imkonini beradigan munosabatlarini qurish to‘r metodining g‘oyasidir. 
Chegarasi G bo‘lgan D soha berilgan bo‘lsin. Oxy tekisligida

x, = x0 + ih, yj = y0 + jh, (i, j  = 0,±1,±2 ,...)

Parallel to‘g ‘ri chiziqlar oilasini o‘tkazamiz. Bunda h, 1 mos ravishda 
abssissa va ordinata yo ‘nalishlaridagi qadamlar deyiladi. Bu to‘g ‘ri 
chiziqlarning kesishgan nuqtalari tugunlar deyiladi. Tugunlar to‘plami 
Csa to‘rni tashkil etadi.

Agar ikkita tugun Ox o‘qi yoki Oy o‘qi bo‘ylab, shu yo‘nalishda 
“'r-biridan bir qadam uzoqiikda joylashgan bo‘lsa, ular qo'shni 
tugunlar deyiladi.

9.2-§. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
rnasalalarni to6r metodi bilan yechish
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Faqat D sohada yotgan tugunlar to‘plamini qaraymiz. Agar biror 
tugunning to'rttala qo‘shni tugunlari to‘plamda yotsa, u holda bu 
tugun ichki tugun nuqta deb ataladi. Ichki tugunlar to‘plami to V soha 
deyiladi va Dh orqali belgilanadi. Agar tugunning hech boimaganda

bitta qo‘shnisi D, da yotmasa, u holda bu tugun chegaraviy tugun,

ulaming to‘plami esa to r sohaning chegarasi deyiladi va r h orqali

belgilanadi. Agar Dh va Fh to‘plamlar birgalikda qaralsa, u holda u

yopiq to V soha deyiladi va Dh = Dh u f (l orqali belgilanadi.

Dh to‘r ustida aniqlangan u(x,y) funksiya uchun ui} = w (x .y. j

belgilash kiritamiz va har bir ( i,j)  = (xi,yj ) tugun uchun (1) da

qatnashadigan hosilalami bo‘lingan ayirmalar orqali ifodalaymiz. Ular 
quyidagi lar:

Su) __ + m  (5)
dx U ,yj)

a ,  \  =  » ( w , ) - » ( v i ^ ) + 0 { h )  ( 6 )

(x<Jj) 2Л I , . j 1ox

\
ди\ _ и(х(,Уj+iY-uiWj) [ ^

+ 0(1) ,

З и \  _  » ( W y ) - » ( W / - i )  | ( 9 )

8 x ' ( * i . y j )  I

ди } _ Ф ьУ ]+ ]> -и(Ъ ,У ]-\) { 0 ( [ 2s (10)

xi>yj) .. ■Эу /

f*2 \ О U
2 h2
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д и  ̂
д ? \ xi-yj)

_ “ ( W ; H n ) - 2 » ( W ; )  +  » ( W y - i )  | 2

/2

чсЬф
_ » (^ 1̂ у>1ЬЧ-У1,У7+1М -У 1,^ч>г<(^|.Л-1) ! | ^  ^

М » '  ’  Ш

Endi (1) tenglamani (хр v ) nuqtada to‘r tenglamaga o‘tkazamiz.

Quyidagi
♦

fl( W i )  = ay> b(xi > Ух) = b~j > -> 1 ( хг>Уг) = fij

belgilashlarni kiritamiz, (7), (10)—(13) formulalarni qo‘llab, quyi-
dagiga

■ M “< W ,) ) +  0(A ! + (2) = / ,  (14)

ega bo4amiz, bu yerda
л  h(u(x i , y J))  =  AiJu(x i , y j )  +  ByU(xi , y J) + DyU(xi , y j ) +  Eyu(x i , y j ) +

+Fiju(xj,yj ) + Gy (u(xi,yJ) -  «(*._, , y /+]) -  m(x,+1 , у ) + и(хы , у м )) 

bo'lib,

A -  a*j  4Av h2 +
^ ij .  

h ’ B» =
°ij

h2

d ;‘J . 
h ’ D .J

_  CV ,  e!/ .

I2 I ’

Eж J  • • ■“ —* — 

/
eij .  

1 ’
Fv =

la y

h2
i j

I2
+ G  ■V’ G>J

_  % 
2hl

u(x,,y,) va hokazolar u(x,y) funksiyaning ( xt,y,) nuqtadagi

ar*iq qiymati. Agar (1) ning yechimi D sohada uzluksiz to'rtinchi 
tartibgacha hosilaga ega bo‘lsa, u holda yetarlicha kichik h va / da
(14) dagi 0(h2 + I2) ni e’tiborga olmasak ham bo‘ladi. Unda to‘r

tenglaniani quyidagicha yozish mumkin:

Л А(«*) = /, (15)

11 yerda u, deb, w (x ,j)  funksiyaning ( .v,, y t) nuqtadagi taqribiy

4iymati belgilangan.
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Tashlab yuborilgan 0(h2+ l2) had xatolikni bildiradi, ya’ni to‘r 
sohaning ichki nuqtasida L(u) differensial operatomi to‘rda aniq-

^  i' I . *%, . « J  . .

langan A(m„) operator 0(h +1 ) aniqlikda approksimatsiya etadi 
Approksimatsiya etishga jalb etilgan nuqtalar sxemasi quyidagicha:

/-1 ,j+1

i-1J
\J

U + 1

i j - 1

i+ 1 ,j+1
►--------------------- 1

• »

I J

k — — — <

------------------ « -------------------------  <

i+ 1J

i+ 1 J - 1

Agar (I) da b(x,y) = 0 boisa, unda to‘r tenglama

i '  P* ^Mij) =  f i j (1 6)
ko‘rinishida boiadi, bu yerda

L.(u ) = Ли-., • + В u- , • + D u- ., + E и • , + F-uh \ l j  /  у  i , J + \  ij t , J - \  У  У

va differensial operatomi to‘rda aniqlangan operatorga almashtirishda 

jalb qilinadigan nuqtalar sxemasi esa quyidagi ko‘rinishda boiadi:

i j+1

w m

ij >+1J

-

i j - 1
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9.3-§. Chegaraviy shartlami approksimatsiya qilish

Faraz qilaylik, Dirixle masalasini yechayotgan bo‘laylik va
. = ф(М) bo‘lsin. Qulaylik uchun tomonlari h dan

iborat bo‘ lgan kvadrat to‘mi qaraylik:

У

Bu chizmada M e Г, Be l-n, Ae Dh bo‘lib, M(x,y), B(x + b,y), 
A(x + y ,y), MB = 8 < h, у = 6 + h.

Agar 5 « h  bo‘lsa, ф(5) = ф(А/) deb olinadi va bu usul chega- 
raviy shartni to'ming eng yaqin tuguniga ko‘chirish deyiladi. Bunda 
qo‘yiladigan xatolikni ko‘raylik. Buning uchun u(B) ni Teylor 
qatoriga yoyamiz:

u(B) = u(M) + ju'x£,y) = ф (M) + \ux(^,y), 

bu yerda x <£, < x + 8 . Endi 8 < /? ni e’tiborga olsak, oddiy
f i  д  I t i i i  |#| £  i 1

ko'chirishdagi xatolik o(h) bo‘ladi, ya ’ni ф(5) = ф(М) dega- 
nimizdagi xatolik o(h) ЬоЧаг екал.

Agar approksimatsiyaga Ae Dh ni ham qatnashtirsak, tabiiyki,

U(B) ni hisoblashdagi xatolik kamayadi. Buning uchun quyida- 

gilardan foydalanamiz:
^  L ^  *  * A

u(B) = Ф (A/) + ̂ u'x(M) +1 -u ^ M ) +...
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и(А) = ф(М) + 1 к ’х(М) + + ..л/" Щ

Bulardan и’х{М) ni yo‘qotsak, quyidagiga

Ь Ц М ^ Л )  +  г

/г+8

ega bo‘lamiz. Agar h yetarlicha kichik bo‘lsa, о(/г2) hadni e’tiborga 
olmasa ham bo‘ladi. Unda

= /?ср(М)+8 г/(Л)
1 /i+5

deyish mumkin. Bu formula ko'pmcha Kolias formulasi deyiladi.

9.4-§. To‘r tenglamalar sistemasi yechimining mavjudligi

Faraz qilayhk, bizga chegarasi Г bo‘lgan Q sohadagi Dirixle 
masalasini

L(u) = a(x,y)~  + b{x,y)~+c(x,y)^+d(x,y)~+g(x,y)u=/ (x,y) ( 1)
SXT . dy OX dy ;

ko‘rinishga ega tenglama va

и|Г=ф(М) (2)

chegaraviy shart uchun yechish kerak bo‘lsin. Q = QUT da 
a(x,y)> 0 , h(x,y) > 0 shart bajarilsin, demak, ( 1) elliptik tipga ega,

shuningdek, da ^(л:,_и)<0 bo‘lsin deymiz. To‘g ‘ri b u rc h a k li  

to‘rtburchak to'r olamiz. h va /, mos ravishda, to‘ming q a d a m la r i .  

Tenglamani to‘r sohaning ichki (xi,у l ) tugunidagi approksimatsiyasi

uchun besh nuqtali sxemani (9.2-§ ga qarang) ishlatamiz. C h e g a r a v iy
• 8

shartning approksimatsiyasi uchun to‘rning eng yaqin tuguniga 
ko‘chirish (9.3-§ ga qarang) usulini qo‘llaymiz:

L (u ••) = Д м , , . + В и , • + С , + D u , — E и ■ = fa ^n j ” i + \ j  ij  f —\ j  1 ij i j - \  Jj i j  J V
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I vrrda A -  a‘J l °'J В -  a‘j C‘j С — — + -i- D —bu yerda 4  -  2 + 2h, В v-  ^  2h, Cg -  + 2/, D4 /2 2/,

2a- 2b-
r  _ _ a  + — H- + - J L  Ey -  *ij h2 + ;2

‘  Uy |Г я  =  c p ( M * )  ( 4 )

I *

bu yerda M g Г bo‘lib, M chegaraviy nuqtaga eng yaqin nuqtani 
bildiradi. (3) tenglama Q/? to‘plamning har bir nuqtasi uchun o‘rinli
boiganligi uchun bunday tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng
boiadi.

(3), (4) formulalar bilan aniqlanadigan chiziqli algebraik teng
lamalar sistemasini yeehish mumkinligini ko'rsatamiz. Shu bois unga 
mos quyidagi

4 f

L»(Py) = °- Vtj lr= 0  (5)
bir jinsli tenglamalar sistemasi faqat trivial yechimga egaligini 
ko'rsatamiz. Buning uchun h va / yetarilicha kichik boiganda Aij, Bi;,

C,t j , D ., E -  lami musbat deb hisoblaymiz.
4

Teorema 1 (maksimum prinsipi). Faraz qilaylik, co.; lar da 

berilgan qandaydir miqdorlar (&>г>. Ф const) va Lh{to-) > 0 shart o‘rinli 

boisin. U holda ©.. lar Q/7 da musbat maksimumga ega bo‘laJ

olmaydi. Agar Z.̂ (coy ) < 0 shart Qh da o‘rinli boisa, unda coiy lar 

da manfiy minimumga ega boia olmaydi.

Isbot. Teoremaning birinchi ta’kidining isbotini keltiramiz. 
£/,(c»(;/) > 0  shart Qh da o‘rinli boisin, ya ’ni coy lar Qh to‘plamda

musbat maksimumga erishmasligini ko‘rsatish kerak. Teskarisini faraz 
4'lamiz, ya ’ni (xk, yk)e Q„ uchun (oki- M >  0 boisin. Bu nuqta

shundayki, to‘rtta qo‘shni nuqtalarining kamida birortasida оэ(х,у) 
^nksiyaning qiymati Mdan qat’iyan kichik. Unda
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^ h i ^ k l ) -  A kl0 ) k+ 1,1 +  + Q/®W+1 + D kl& k l-1 F kl(Okl <
< (Л/ + Вk! + Ck, + DU-  Ekl)M = g k!M <  О |

boiadi, chunki Akl, Вы, Ckl, DkI, Eu musbat va g u <0 edi. Bu zidlik
teoremani isbotlaydi. Teoremaning ikkinchi ta’kidi shu kabi isbot- 
lanadi.

Isbotlangan teoremaga ko‘ra, to'rda aniqlangan o, funksiya o‘zi-

ning musbat maksimumiga va manfiy minimumiga faqatgina Г, da 
erishishi mumkin.

Teorema 2. Agar g(x,y) Q da musbat boimasa, Akl, Bkl, C„,
f *4

Dkl, Eu lar musbat boTsa, u holda (3), (4) tenglamalar sistemasi

yechimga ega va yechim yagonadir.
Isbot. (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga egaligini 

ko‘rsatish kifoyadir, ya’ni barcha vi} = 0. Ln(viJ) = 0 bo‘lganligi

uchun 1-teoremaning ikkala sharti Lh((o:!) > 0 yoki Lh(to; ) < 0

bajarilgan deyishimiz mumkin. Birinchi ta’kidga ko‘ra, uj( lar o'zining

musbat maksimumiga Г„ da erishadi, lekin vtj |r = 0 bo‘lganligi

uchun Vy lar ichida musbati yo‘q. Ikkinchi ta’kidga ko‘ra, lar 
ichida manfiy yo‘q, degan xulosaga kelamiz. Shuning uchun v,, = 0

ayniyatga kelamiz. Demak (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga
-  .  •  

ega. Bundan (3), (4) tenglamalar sistemasi yechimga ega va uning
yagonaligi kelib chiqadi. (3), (4) tenglamalar sistemasini oddiy
iteratsiya yoki Zeydel usuli bilan yechish mumkin [7]. Masalan, oddiy
iteratsiya usulida (3) ni

Л/ B g  C y  &ij f i j  ( 6 )
U .. = - ^ - U  , • 4— - u  , ■ H— - U .. , H— - u . — — W* E l+Xj E '~Xj E lJ+x E lJ EУ 9 У У У

ko'rinishda yozib olish kerak. To‘rning qadamlarini shunday olish 
lozimki, Akl, Bkl, Ckl, Dkl, Ekl lar musbat bo‘lsin. (6) ning har bir
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tengiamasining o‘ng tomonidagi koeffitsiyentlaming barchasi musbat 
bo‘lib, ulaming yigindisi birdan qat’iy kichik, chunki

A j  + Bjj + c ,  + Dy ~~ gy — Ey ?

va’ni
Ay + By + C, + D у < Eу .

4

Bu esa, oddiy iteratsiya usulining yaqinlashuvchi boMishligining 
yetarli shartidir [7].

Shuni ta’kidlash lozimki, murakkabroq to‘r tenglamalar sistema
sining yechimga egaligini ko‘rsatish ancha qiyin va uni hal qilish 
uchun ancha nozik matematik bilimlami jalb etish kerak boiadi.

9.5-§. Xatolikni baholashda Runge qoidasi

u(x,y) deb 9.4-§dagi (1)—(2) chegaraviy masalaning aniq yechi
mini, uh(x,y) deb esa shu masalaning qadamlari h va / boMgan to‘r

♦ •

metodi bilan taqribiy yechimini belgilaymiz. To‘r metodida ko‘pincha
eh(x,y) = u(x,y)-uh(x,y)

J

xatolikning h ga nisbatan tartibi ma’ lum boiadi. ya ’ni
eh(x,y) = K(x,y)hp ( 1)

ko'rinishda bo‘ lib, bu yerda K(x,y) -  Q da musbat chegaralangan 
qandavdir funksiya, p esa musbat son. Qadam 2h boiganda

s 2h(x,y) = K(x,y){2h)p = 2P K(x,y)hp = 2 peh(x,y) (2)
' I f

ga ega bo‘lamiz. Aniq yechim uchun

u(x,y) = uh(x,y) + £h(x,y),

u(x,y) = u2h(x,y) + 2ph(x,y)

•ormulalarga ega bo‘lami/. Bundan
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ko4rinishida bo4gan xatolikni ifodalaydigan formulaga ega bo4amiz 
(1) va (2 ) nmuman olganda taqribiy xarakterga ega, shuning uchun (3) 
ham taqribiydir. (3) ning qulayligi shundaki, uni har doim hisoblash 
mumkin va

й ^ .у )= щ (* .у )+ и>Ах̂ ^

qiymat uh{x,y) dan aniqroq bo‘lishini kutish mumkin. Amaliyotda 
quyidagicha ish tutiladi: taqribiy yechimni berilgan tugunlarda h va 2h
qadamlar bilan hisoblab, uh{x,y) va u2h(x,y) qiymatlar taqqoslanadi.

Agar ular berilgan aniqlikda ustma-ust tushsa, u holda taqribiy yechim 

uh(x>y) deb olinadi. Aks holda h qadamni ikkiga bo‘lib,
uh(x,y) qiymat hisoblanadi, so‘ngra aniqlikning yetarhligini bilish

2

uchun yuqoridagidek ish tutiladi.
Agar chegaraviy shart Kolias formulasi bo‘yicha approksimatsiya 

qilingan bo‘lsa, 9.4-§dagi (1)—(2) chegaraviy masalani yechishdagi 
xatolikning tartibi h ga nisbatan p = 2 bocladi. Bu holda

bo‘ladi. в

9.6-§. Parabolik tipdagi differensial tenglamalarni to‘r usuli
bilan yeehish

Farazqilaylik, r  = {0<j t < l , 0<?<7}  sohadaushbu
#

=  Л  ( 1 )

dt dx2

parabolik tenglamaning (issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasining)
м(дс,0) = ср(х)

boshlang‘ich shart va
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и(0,0 = V|/O(0  m(I,0 = ^ i(0 (3)
chegaraviy shartlami qanoatlantiradigan yechimini topish talab 
qilinsin. Bu yerda cp(x), v|/0(/), v)/1 (/) -  berilgan funksiyalar. (l)-(3 )

masalaning yechimi mavjud, yagona yechim u{x,t) esa kerakli
tartibgacha hosilalarga ega deb hisoblaymiz.

Ayirmali sxema qurish uchun Г sohani x va t koordinatalar
I Tbokyicha mos ravishda h = — y x = — qadamli to‘g‘ri to‘rtburchak to4r

bilan almashtiramiz. (xi9t j)9 i = 0,1,...,TV, j  = nuqtalar to‘p-

lamijii to V sohaning tugunlari deymiz.
Quyidagi

(xl9t0)9 i 0, 1, . . . , (xq,/\) va (xyy 9t j)9 j  0 ,1,...,К

tugunlari to‘r sohaning chegaraviy tugunlari, qolganlari esa to‘r 
sohaning ichki tugunlari deyiladi.

Endi (1) ni (xi9tj) nuqtada approksimatsiya qilish uchun cu
dt

va

c~u
dx2

hosilalami

\du
5t

Uij+\ Uij (4)
rtj )

dzu
л  2
OX h

(5)

taqribiy formulalar bilan almashtiramiz. (4) va (5) ni (1) ga qo‘yamiz, 
hamda (2) va (3) ning approksimatsiyasini yozamiz, natijada quyidagi 
ayirmali masalani hosil qilamiz:

2^ - , >  7= 0 ,1 .... J f - 1  (6)
T 1 I  J

ui0 ф4, i 0,1,...,N

« 0j  ~  V 07 ’ UNj =XV\j9 J  ~~ 0 »1? • • • 9 К  ~~ 1 •

(7)

(8)
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(6), (7), (8) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi boiib, teng
lamalar soni noma’lumlar soniga tengdir. Agary-qatlamdagi yechirn- 
ning qiymatlari ma’lum bo‘Isa, (j +1) -qatlamdagi yechimning qiymati

My+i = uy + p - (M,4ij ~ 2иц + « Ы + i = 1.2 ,• • •, N - 1 (9)

formula bilan aniqlanadi. ы0;+1 va uNj+1 lar mos ravishda vj/0 va

y ,,+1 ga teng. Shuning uchun (6), (7), (8) sxema oshkor deyiladi.

Quyida ayirmali sxemaning turg‘unligi va yaqinlashishi uchun 
zaruruiy shartni chiqaramiz. Xususan, (6), (7), (8) sxemani r< 0,5h2
shart o‘rinli boisagina qo‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun (6) ga mos

4 1 ^ k j ___^k ' r\  J  j  (10)
x h

p '  '  y L  I '  J

birjinsli tenglamani ko‘ramiz. (10) ning xususiy yechimini

v$* = qJeF" (11)

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda i -  mavhum bir, ф -  ixtiyoriy haqiqiy 
son va q -  aniqlanishi lozim bo‘lgan noma’lum son. ( 11) ni (10) ga 
qo‘yib va e,kkp ga qisqartirib

q-1 _ eihf-2+e~ihv

ni hosil qilamiz, bundan

q -  l - 4 a s i n 2— , a  = - y  (12)* 2 h

ekanligini topamiz. ( 11) ko‘rinishdagi yechim uchun m°s 

uko((? ) - e'kh<' boshlang‘ich shartlar chegaralangan. Agar (f> ninS
qandaydir qiymatida (11) dagi q moduli bo‘yicha birdan katta boisa, 
u holda j  -»co da (11) cheksiz o‘suvchi boiadi. Bunday holda (Ю) 
ayirmali tenglama noturg‘un deyiladi, chunki yechimning 

boshlangich shartlarga uzluksiz bogiiqligi buziladi. Agar \q\ - 1



bo‘lsa, ( 11 ) ko‘rinishdagi yechimlar j  ning ixtiyoriy qiymatida 
chegaralangan bo‘lganligi uchun ( 10) ayirmali tenglama turg‘un 
deyiladi. ( 10) tenglama uchun |?j^l shart ixtiyoriy ф uchun faqat

a  <0,5 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, (6), (7), (8) ayirmali
' ,  ..-j 

sxemani x<0,5/i shart bajarilgandagina qoMlash mumkin. Bunday
ayirmali sxema shartli turg‘un deyiladi.

♦ * T. 1

Endi oshkormas sxemani ko‘ramiz. Buning uchun (xjftj),

(х,-,?;>1), (хы ,/у+1) nuqtlami ( 1) ni approksimatsiya qilish

uchun jalb etamiz va natijada '

U j ^ = uMj+l-2u^+u,_lj+] i = \,2,...,N-l, j  = 0,1,—,К - I
x n

ui0 = (Pi> i = 0,l,...,N, (13)
M0/+l = 4 ,0y+l> UNj+\ =  Vly+l* j  = 0,1,...,AT—1.

ko‘rinishidagi oshkormas sxemaga ega boMamiz. Bu sxema t bo‘yicha 
birinchi, h bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. (13) ni

у uC ib » ' ■ J м ..
quyidagicha yozamiz:

a « Wj+i -  (1 + 2a)uij+] + сiuMJ_x + ui} = if ij4 ,

i = l,2,...,N -l, j  = 0,1,..., К -1  (14)

M0y+1 — Voy+l’ — Vl/+1» У - 0,1, . . . , ^ - 1.
^  . •

(14) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi, uning matritsasi uch 
diagonalli, uni haydash usuli bilan yechish mumkin, chunki diagonal 
elementlari salmoqii.

(14) ayirmali sxema turg‘unligining zaruriy shartini chiqaramiz. 
Buning uchun

Uij+\~Ulj _ “,41 >+|~2цу+1+И|-1j+l 
i h2

bir jinsli tenglamaning xususiy yechimini ( 11 ) ko‘rinishda izlaymiz va
natijada
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 ̂=|l + 4oc- sin
h1

ga ega bo‘lamiz. Demak, ixtiyoriy cp, т, h larda |̂| < 1, ya’ni ( 13)

ayirmali sxema absolut turg‘un. Absolut turg‘un sxemaning afzalligi 
shimdaki, to‘r qadamlariga hech qanaqa shartning yo‘qligidir. Bu, okz 
navbatida, hisoblashdagi talab qilingan aniqlikni ta'min qilish uchun h 

va t larni tanlash imkonini beradi.

9.7-§. Giperbolik tipdagi tenglamalarni to‘r metodi
bilan yeehish

Bizga

L(u) = a{x ,y)--b (x ,y)—j+c(x,y)— + d(x,y)—+g(x,y)u = f(x,y) (1)
dx dry ox 8y

ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin, bu yerda a, b, c, d, g, f  -  
ma’lum biror G sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi
funksiyalar, u(x,y) esa topilishi lozim funksiya. G sohada 

a(x,_y) b(x,y) > 0 shart o‘rinli deymiz, ya’ni ( 1) giperbolik tipga ega. 

Bundan tashqari, aniqlik uchun a(x,j>), b[x,y) G da musbat bo'lsin 

deb hisoblaymiz.
Quyidagi masalalami ko'ramiz. ' "5
Koshi masalasi: G = {y>0,-<x>< x<coj sohada ikki marta uzluk

siz differensiallanuvchi shunday u(x,y\ funksiya topilsinki, G sohada
I

( 1) tenglamani qanoatlantirib, у = 0 to4g ‘ri chiziqda

и
у dy

= \|/(x) (2)
v=0

boshlang‘ich shartlami qanoatlantirsin, bu yerda ф(х\  'УС*)
berilgan ma’lum funksiyalar.
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' ’ i  ^  f   ̂̂  _ * . i  1  _| « * i Ц ,  t  , 1 I ,  ' f"4

Aralash chegaraviy masala: G = j 0 < у < Y,a < x < P} sohada ikki

marta uzluksiz differensiallanuvchi shunday u(x,y) funksiyani topil-

sinki, u G da (1) tenglamani qanoatlantirib, y=  0 to‘g‘ri chiziqda (2)
boshlang‘ich shartni va x = a ,  x = (3 to‘g ‘ri chiziqda quyidagi uch
turdagi chegaraviy shartlarni birortasini qanoatlantirsin:

A) birinchi tur chegaraviy shartlar:
и :=а ^ Фа O'). ML  = %  (У) J (3)

В) ikkinchi tur chegaraviy shartlar:
du
dx = ^ a  (>’),

du
x=a dx *=P

= ^ Л уУ, (4)

D) uchinchi tur chegaraviy shartlar:
, .du

a ft(v)— + .1 _
dx a .O * , , = r„< rt

= r , w ,
*=P

}> (5)

bu yerda Ф , Т , Г  berilgan funksiyalar va a 0, a , ,  x0, t, lar

|SoO)HSiOO|>° va 

shartlarni qanoatlantiradi.
1. Koshi masalasini yechish.
(1), (2) Koshi masalasini to‘r metodi bilan yechish masalasini

i  + 1

ko‘ramiz. Qadamlari h va / bo‘lgan to‘g ‘ri to‘rtburchak to‘r olamiz:

Ghl ={Xj = ih, / = 0,±1,±2,..., h >0 , y>j = jl, j  = 0,1,2,..., / >0|

va (1) tenglamani to‘r sohaning ichki ( x,, y ,) tugunida approksimatsiya 

etish uchun (*,,>>,), ( * , - , ^ )  nuqtalami jalb qilamiz.

Natijada quyidagi

L n ( Ui j )  — A jUij+\ + B ijUij-\ +  Cjjuf+\j + F>ijui-\j ‘ E yU y ~  fij> ^

j = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ;  / = 1 ,2 , . . . ,
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»

a  = - ^ i L  +  i L  r  = - h L - i i  r  = ̂ U-0 $ - 1Ъ  /2 + 2/> ^  /2 2 l . S '  A2 + 2/г >

£> E . = - ^ f  + ̂ -  + g... Jl|? h ih ,J h i2 y ; .jS

Agar (l)ning yechimi qaralayotgan sohada x va у  o‘zgaruvchilar 
bo‘yicha to‘rtinchi tartibgacha hosilalari uzluksiz va chegaralangan

bo‘lsa, u holda (l)ni (6)ga o‘tkazishdagi xatolik RtJ{u) = o{h2 +l2)

ko‘rinishida bo'ladi.
I 4

• t

... ( 1) boshlang'ich shartlami

ию = Ф/> «л = lVi +ui0, i = 0,±\,±2,... (7)

ko'rinishidagi to‘r funksiyalar bilan approksimatsiya qilamiz. Ikkinchi 
boshlang'ich shart approksimatsiyasining xatoligi ri(u) = o{l) bo‘-

lishligi ayondir. Shiinday qilib, ( 1), (2) differensial masala (6), (7) to‘r 
masalaga o'tkazildi.

(7) formula щ to‘r funksiyaning j  = 0 (nolinchi qatlam)da va j - 1
J § S J|j||

(birinchi qatlam)da qiymatlarini topish imkonini beradi. j  > 1 
bo'lgandagi м.. ning qiymatlarini esa (6) formula bilan aniqlanadi.

Bunda / shunday bo‘lishi kerakki A. < 0 ligiga erishish zarur.
I  . . . .  t

Endi - = a  qanday bo‘ lishligini aniqlaymiz. Bu savolga to‘liq 
h

javob olish maqsadida quyidagi Koshi masalasini ko‘ramiz:

d 2 u  d 2 “  = 0  (8)

ko‘rinishidagi to‘r tenglamalar sistemasiga ega bolam iz, bu yerda

dx dy

и on
dy y=Q

= *¥(x). (9)

Bu yerda G ={ у  > 0, -qo < x  < oo }.
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Bu holda (6) to‘r tenglama

Tf ч 1 1 1 1
- j u<h + + тг«му +

\
I

и  = 0
V

(10)
у

ko‘rinishida bo'ladi, (7) esa o‘zgarishsiz qoladi. Koordinatalari
boigan 5 nuqtada (8), (9) masala yechimining qiymatini

hisoblash talab qilingan bo‘lsin.

Ma’lumki, (8) tenglamaning 5 nuqtadagi yechimining qiymati 
(xj , v .) nuqtadan о ‘ tuvchi

y - y j = x - x i, y - y j = -x+ xi

xarakteristikalar y  = о to‘g ‘ri chiziqda ajratadigan kesmadagi shartlar 
bilan, ya’ni AB kesmadagi boshlang'ich shartlar bilan bir qiymatli

*

aniqlanadi. (8) tenglamaning xarakteristikalari o'zaro perpendikular 
bo‘lib, Ox o‘qi bilan 45° va 135° burchaklami tashkil etadi. ASB 
uchburchak (8) differensial tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi 
deyiladi. Agar to‘r funksiyaning S nuqtadagi yechimi uif ni (10)

formula yordamida hisoblasak, u boshlang‘ich shartni CD kesmadagi 
qiymatlari orqali ifodalanadi. Bu kesma S nuqtadan o‘tuvchi va Ox 
° ‘qi bilan ZSCD- arctga va ZSDB = arctg(-a) tashkil etuvchi

V
to'g‘ri chiziqlar hosil qilgan uchburchak CSD ning asosidir. Bu



uchburchak ( 10) ayirmali tenglamaning aniqlanganlik uchburchagj

deyiladi. Yuqoridagi chizmada ZSAD < ZSCD, tgZSCD = a  = — > ]
~ h

bo‘lgan hoi keltirilgan. Bunday hoi, ya ’ni a  =-£ > 1 quyidagi sababga

ko‘ra yaroqsizdir. Agar boshlang‘ich shartlarni AC va DB kesmalarda 
o‘zgartirsak, (8), (9) differensial masalaning yechimi G sohada, 
jumladan, S nuqtada o‘zgarishi kerak. Ammo (10), (7) ayirmali 
masalaning yechimi esa o‘zgarmay qoladi. Demak, a  > 1 bo‘lganida 
( 10), (7) ayirmali masalaning yechimi h - »  0, x - »  Oda (8), (9) Koshi
masalasi yechimiga yaqiniashmaydi. Shuning uchun to‘r sohaning 
qadamlari nisbati shunday bo‘lishi kerakki, a  < 1 bo‘lsin, ya’ni AASB 
ACSD ning ichida bolishi kerak. Shuni eslatamizki, umumiy holda 
differensial tenglamaning aniqlangan uchburchagi egri chiziqli

0  *.. m. • .  »  * -. - - - % u; ::

uchburchakdan iborat boMadi, ammo bu uchburchak ayirmali 
tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi ichida yotishi lozim.

Endi chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish masalasini 
qaraymiz. Faraz qilaylik, (1) tenglamaning (2) boshlang‘ich shartlarni 
va (5) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish

masalasi berilgan bo‘lsin. Berilgan G ={°< у  < Y,a < x < p } sohani

qadamlari h va / bo‘lgan to‘r bilan qoplaymiz. To‘ming ichki tugun- 
larida tenglamaning approksimatsiyasini, chegaraviy tugunlarida esa
(2) va (5) shartlaming approksimatsiyasini qilamiz. Tenglama

o(h2+l2 ) xatolik bilan (2) boshlang‘ich shart n(h) chegaraviy shart

lar o(l) xatolik bilan approksimatsiya qilingan boiadi. ( 1) ning 

approksimatsiyasi uchun (x ,,^ ,), (x(±1, j , ) ,  tugunlar jalb etil-

gan. Natijada quyidagi ayirmali tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

t'n (Uij ) -  A jUi j+1 + Д jUi j-1 + Q j Ui+1 I j  + A  j Ui-1 I j  + jUj J —  f i j , .  j

1 = 0,1,2,...,AT, / = 0,1,...,M (M  = Y)
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t0y  ̂ ,~~r L1 juNj — 1 (3J9 J —

Bu (11), (12), (13) to‘r masala (1), (2), (5) chegaraviy masalani 
tenglama bo‘yicha я(/2 + /г2) boshlang‘ich shartlami o(h), chegaraviy

shartlami esa o(l) xatolik bilan approksimatsiya qiladi. To‘r masalani 
qatlamlar bo'yicha yeehish mumkin. Haqiqatan ham, j=  0 va j  = 1 
bo‘lganda (12) bilan ui0,un / = 0,1,...,7V lar topiladi. Sofcng, / ni

tanlash hisobiga A ,= —f-+ — <0  bo‘lishligini ta’minlab, ( 11) for-
7 / 21

muladan foydalanib w12, u22, wjV_12 larning qiymatini aniqlaymiz, 

(13) dan esa aniqlanadi. Shunday qilib, j  = 2 da, ya ’ni ikkin

chi qatlamda uu laming qiymatlari barcha tugunlarda aniqlanadi. 

Keyingi qatlamlardagi tugunlarda ham utj ning qiymatlari shu kabi 

aniqlanadi.

Bobga tegishli tayanch so'zlar: to‘r soha, ichki nuqta, chegaraviy  

nuqta, to‘r funksiya, approksimatsiya xatoligi, oshkor sxema, 
oshkormas sxema, turg‘unlik, ayirmali tenglamaning aniqlanganlik 
uchburchagi.

Savollar va topshiriqlar

1. Ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar klassifikatsiyasi.

2. Elliptik tipdagi tenglamaga qo‘yiladigan chegaraviy shartlar turlari.
3. To‘r sohani qurish.



4. Qo‘shni tugunlar tushunchasi.
5. To‘r sohaning ichki tugunlari.
6 . To‘r sohaning chegaraviy tugunlari.
| tg

7. Yopiq to‘r soha.
8 . Birinchi tartibli hosilalami bo'lingan ayirmalar orqali ifoda- 

laydigan formulalami chiqaring va qadamga nisbatan xatolik tartibini 
ko‘rsating. 3

9. Ikkinchi tartibli hosilalarni bo‘lingan ayirmalar orqali ifoda- 
laydigan formulalami chiqaring va qadamga nisbatan xatolik tar- 
tiblarini ko‘rsating.

10. Ah(ui/) = fy to‘r tenglamani hosil qilishda qatnashadigan tu

gunlar sxemasini ko‘rsating.
11 . 1 ь{ и Л - fy to‘r tenglamani hosil qilishda ishtirok etuvchi

tugunlar sxemasini ko‘rsating.
12. Chegaraviy shartlami approksimatsiya etish usullarini chi-

J> -  n  m  1 . - j i ’

qaring, qadamga nisbatan xatolik tartibini ko‘rsating. -
13. Maksimumprinsipi. *1
14. To‘r tenglamalar sistemasining yechimi mavjudligi.
15. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.
16. Parabolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan chegaraviy masa

lani yozing. J  ,1 Я
17. Ayirmali masalani chiqaring.
18. Qanday sxema oshkor deyiladi?
19. Oshkormas sxemani chiqaring.
20. Oshkor sxemaning turg‘unligining zaruriy shartini chiqaring.

•  *

21. Oshkormas sxemada hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasini 

yechish qanday bajariladi?
22. Qanday sxemalar shartli turg‘un, absolut turg'un deb 

nomlanadi?

« • 41
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23. Oshkormas sxema turg'unligining zaruriy shartini chiqaring.
24. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi masalasi.
25. Chegaraviy masala lar turlari.
26. Koshi masalasini to‘r usuli bilan yechish.

27. Qadamlar nisbati — = a  qanday bo‘lishining tahlili.h
28. Chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish.

Misol 1. G = {0 < x < 1, 0 < t < 0,025} sohada

du _ d2u 
dt dx2 ’ ( 1)

w(jc,0) = sinTijc, 2)

u(0,t) = u(l,t) = 0 (3)
differensial masalani to‘r metodi bilan A = 0,1, a  =0,5 bo‘lganda 
oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Yechish. a  = 0,5 bo‘lganligi uchun x = 0,005 bo‘ladi. Berilgan 
masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz, u quyidagicha:

1 J .  *  .  • 1

Uitj+i = i = 1,2 ,...,9, j  = 0,1,2,3,4, (I1)

u(0 = sin юс- =sin7T- 0,1 i, i = 1,2,...,10 , (2 ’)

j û j 0, j  0,1, ...,5. (3 )
r

Jadvalga boshlang'ich va chegaraviy qiymatlami yozamiz. 
Ulaming simmetriyasidan foydalanib jadvalni faqat x -  0 ; 0, 1; 0.2 ;
0,3; 0,4; 0,5 lar uchun to‘ldiramiz. Yechimni birinchi qatlamdagi
qiymatlarini ( 1') da j  = 0 desak,

. .  _  мы,о+и/+1,о
<>i ~ 2

formula bilan hisoblaymiz. Bu qiymatlami jadvalning ikkinchi yo‘ liga
! *

J°ylashtiramiz.
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Endi (1') da j  = 2 deb,

formula bilan yechimning ikkinchi qatlamdagi qiymatlarini topamiz 
va jadvalning uchinchi yo‘liga yozib qo‘yamiz. Shu tariqa t ning
0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025 qiymatlari uchun yechimning qiy
matlarini aniqlaymiz.

•

J
X

f \
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0 0,3090 0,5878 0,8090 0,9511 1,0000

1 0,005 0 0,2939 0,5590 0,7699 0,9045 0,9511

2 0,010 0 0,2795 0,5316 0,7318 0,8602 0,9045

3 0,015 0 0,2658 0,5056 0,6959 0,8182 0,8602

4 0,020 0 0,2528 0,4808 0,6619 0,7780 0,8182

5 0,025 0 0,2404 0,4574 0,6294 0,7400 0,7780

Misol 2. Quyidagi
du d2u

~dt~dxT У
u(x,0) = 4x(l- x) 

u(0,t) = u(lj) = 0

(i)

(2)
(3)

chegaraviy masalani haydash usuli bilan A = 0,1 , / = 0,01 deb
»

yeching. я  3
IYeehish. h = 0,1, I = 0,01 bo‘lganligi uchun a  = —=- = 1 bo‘ladi.

hA
Berilgan chegaraviy masalani ayirmali masalaga o'tkazamiz:

и/+i#y+j 3ŵ +i + ] "Ь14jj 0 , / 1, 2,..., 10, j  0 ,1,2,...) )
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н/0 =4х,.(1- * ,),  ̂ (?)
Uq j — WjQ j — 0. (3 )

Haydash usuliga ko‘ra (Г) ni

*  u tj+i ~ a ij+\ (  b y + j +  W i+ 1 j + i )  ( 4 )  

ko‘rinishiga keltiriladi, bu yerda aiJ+l9 biJ+l miqdorlar quyidagicha 

ketma-ket aniqlanadi:

0 , > > + I  =  2 + ^  =  I  ’  K j M  =  U i J  ’  ( 5 )

1 1
,,У+1 3- a i - l J + l  }• ( 6 )

i/+l i—1,7+1 i-l3y+l " y  J

Keyin (3') dan ы,0 +1 =0 ligi ma’lum bo‘lganligi uchun (4) dan

м... larni / = 9, 8, . . . ,  1 deb topiladi.jr+i
Shunday qilib, u(x,t) ni t, dagi qiymatlari ma’lum bo‘lsa,

/ = /.+1 dagi qiymatlarini haydash usuli bilan topish mumkin. Hisob-

iash natijalarini jadvalda akslantiramiz. Jadvalning birinchi yo‘lida 
Mi0(/ = 0,lr ..,10) lami yozamiz, (5) formula bo‘yicha

on=0,3333, bn = w)0= 4 x ,( l-x 1) = 0,36.

Endi (6) da j  = 0 deb

a-,, =—!— = -  = 0,3750 ; bv = aubn + w20 = 0,12 + 0,64 = 0,760
3 —щ  j 8

a31 = —L_ = o,3810; 6,, = a^b2X + m30 =0,3810- 0,7600+0,84 = 1,1250
3—«21

va hokazo.
a va bn lami jadvalga yozamiz. Bu hisoblashlar haydash usu-

lining to‘g‘ri yo‘li deyiladi. Haydash usulining teskari usuli quyi
dagicha:
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chegaraviy shartdan

wio,i 0 •
un(i = 9 ,8 ,...,l) lami (4) formula yordamida hisoblaymiz: 

и9, = «9] (*9i + Ml0,,) = 0,3818-0,8120 = 0,3100,

"si = ai\{bs\ + M9,i) = °,̂ 3818-(1,1860 + 0,3100) = 0,5712, 

“n =an(Ai +«2i)= 0,3333 (0,36+ 0,5712) = 0,3100.

•

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ui0 0 0,3600 0,6400 0,8400 0,9600 1,0000 0,9600 0,8400 0,6400 0,3600 0

a i\
0 0,3333 03750 03810 03818 0,3818 0,3818 0,3818 0,3818 03812 0

h 0 03600 0,7600 1,1250 1,3890 1,5300 1,5440 1,5440 1,1860 0,8120 0

Ui\ 0 0 3 1 0 0 0,5715 0,7640 0,8820 0,9210 0,8820 0,8820 0,5715 0,3100 0

Shunday qilib, birinchi qatlamda joylashgan tugunlarda yechim
ning taqribiy qiymatlari topildi. Keyingi qatiamlardagi tugunlarda 
yechimni aynan shu amallami bajarib topiladi.

Misol 3. Quyidagi
*•>2 2̂ о и о и
дх ду2 = о (1)

w(x,0) = 0,2- х- (1 -х )- sin(7ur), ^ | v=0 = 0, (2)
су

14(0, у) = 0, и(1,у) = 0. (3)

Chegaraviy masalani to‘r metodi bilan h = / = 0,1 deb yeching. 
Yeehish. Differensial masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz.

u t j +1 =  u M . j  +  Ui - \ J  ~  u u - \ , ( Г )
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21UjQ = 0,2- xt ■ (1 -  *,.)• sin(rac,),

Uoj =  0 ,  wi o> =  0  •

Ayirmali tenglama (1') ni j  = 0 da yozamiz:

Ui\ =  M;+ i,o  +  Ui-1,0 — Ui,~ i>

Bundan va (2') ning ikkinchisidan г/, ni yo‘qotsak,

(2')

(3')

hosil bo‘ladi. Natijada quyidagi
ы ■ *.1 — U -, i • Ы- i ■ — и ■ • i . / —1,2....*4Z J + 1  l + U j  1 - 1  — 1 5 ^

M/0 =0 ,2 -x ,.- ( l-x i)-sin(7tJcI ), цл =^ °  “l 'i° ; / = 1,2,...,9) (4)

Mo; =0> Mio./=0> У = 0,1,...5

ayirmali tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Hisoblash natijalarini

jadvalga joylashtiramiz. Jadvalning birinchi yo‘liga u«> larning 
qiymatlarini yozamiz, ikkinchi yo‘liga esa birinchi yo‘ldagi qiymat-

lardan foydalanib, u» laming qiymatlarini joylashtiramiz. Keyingi 
qatlamdagilami (T) dan foydalanib aniqlaymiz. Masalaning simmet-
riyasini e ’tiborga olib, natijani faqat 0<x<0,5 ora]jq uchun 
keltiramiz.

yj \x. 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0,0056 0,0188 0,0340 0,0457 0,0500

7 0 0,0094 0,0198 0,0323 0,0420 0,0457
21 0 0,0142 0,0229 0,0278 0,0323 0,0340

3/ 0 0,0135 0,0222 0,0229 0,0198 0,0189
4/ 0 0,0080 0,0135 0,0142 0,0095 0,0056

51 0 0 0 0,0001 0 0,0001
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Misol 4. Quyidagi
52u d2u 
^  = ̂ +Х + У’ 0 )

u(x,0) -  (1,5- x2 + l ,2)sin(7ix),

u(0,y) = u(l,y) = 0

du
dy \y=0 =  0,1 jc, (2)

(3)
differensial masalani to6r usuli bilan h = I = 0,1 bo‘lganda yeching. 

Yechish. Bu masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz:

UiJ+\ =  Ui+ l,j +  Ui-\ J  ~ 0 1(-*,- +  У е)>

7=1 ,2 ,  . . . , 9 , 7=1 ,  2, 3,4;
d ’)

Ui0 = (1,5* xf + l ,2)sin(7i- хг), ua = uiQ + 0,1- 0,1* xi9
I = 1, 2 , 1 0 ;  

woj  = Mioj = °> j~  0,1,2,3,4,5.

(2')

(3’)

Natijalami jadval ko‘rinishida keltiramiz. Jadvalning l-ustunida 
chegaraviy shartlami yozamiz, birinchi yo‘lda (2 ') ning birinchisidan 
ui0 lami aniqlab yozamiz, ikkinchi yo‘lga esa (2 ') ning lkkinchisidan

topilgan un ning qiymatlarini yozamiz. So'ng (Г) day = 1 deb uchin

chi yo‘lni to‘ ldiramiz. j  = 2, 3, 4 dagi qiymatlar (Г) dan shunday 
aniqlanadi. : Я ;-’Д

У]! xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0,3754 0,7406 1,0800 1,3696 1,5750
I 0 0,3764 0,7426 1,0830 1,3736 1,5800

21 0 0,3702 0,7228 1,0412 1,2994 1,1792
3/ 0 0,3514 0,6738 0,9452 0,8538 1,0268
4/ 0 0,3086 0,5798 0,4934 0,6816 0,5374
51 0 0,2344 0,1352 0,3242 0,1860 0,3464
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Misollar.
Vazifa 1. G = {0<.x<0,6, 0 < / < 0,01} sohada

du _  3 2u 

dt dx2 ’
и(*,0) =/(*), м(0 , /) =ф(/), м(0,6 ,/)=ф(/). 

differensial masalani to‘r metodi bilan A = 0 ,1 , a  = 1/6 bo‘lganda 
oshkor sxemadan foydalanib yeching.

№ 1. m(x,0 )= cos2x , ы(0, /) =1-6/, «(0,6, /)=0,3624.

№ 2. m(x,0) = .x:(x + 1), m(0, /) =0, u(0,6, /) =2/+ 0,96.

№ 3. m(jc,0) = 1,2 + lg(x + 0,4), m(0, /) =0,8 + /, u(0,6, /) =1,2. 

№4. m(jc,0) =sin2x, w(0,/)=2/, u(0 ,6 ,/) =0,932.

№ 5. m(x,0) = 3x( 2 - x), m(0, /) =0, u(0,6, /) =/ + 2,52.

№ 6. u(x,0) = 1 -  lg(x + 0,4), m(0, /) =1,4, w(0,6, /) =/ + 1.

№7. M(x,0)=sin(0,55x + 0,03), m(0,/) =/ + 0,03, м(0,6,/)=0,354. 

№ 8. u(x,Qi) = 2x(\-x)+  0,2, u(0, /) =0,2, m(0,6, /) =/ + 0,68.

№ 9. м(x,0) = sinx+ 0,08, w(0, /) =0,08 + 2/, w(0,6, /)=0,6446. 

№ 10. м(х,0) = cos(2дс + 0,19), u{0, /) =0,932, m(0,6, /) =0,1798. 

№ 11. м(х,0)=2х(х + 0,2) + 0,4, m(0,/) =2/ + 0,4, w(0,6,/)=1,36. 

№ 12. H(jc,0) = lg(A' + 0,26) + l, ы(0,/) =0,415+/, u(0,6 , /) =0,9345. 

№ 13. w(jc,0) = sin(x+ 0,45), w(0,/) =0,435-2/, w(0,6, /) =0,8674. 

№ 14. m(x,0)=0,3 + x(x + 0,4), m(0, /) =0,3, zi(0,6, /)=6/ + 0,9. 

№ 15. m(x,0)=(x-0,2)(x + 1) + 0,2, и(0, /) = 6/, м(0,6, /) =0,84. 

№ 16. w(jc,0) = jc(0,3 4- 2x), «(0, /) =0, w(0,6, t)=6t + 0,9.
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№ 18. и(х,О

№ 19. м(х,0

№ 20 . и(х,0 

№ 2 1 . и(х,0 

№ 22 . м(х,0 

№ 23. м(х,0 

№ 24. и{х, 0 

№ 25. и(х,0

№ 26. ы(х,0

№ 27. и(х,0

№ 28. и(х,0

№ 29. и(х,0 

№ 30. и(дг,0

№ 17. u ( x ,0 =sin(х + 0,48), м(0,0  = 0,4618, м(0,6,/)=3/+0,882. 

= sin(х + 0,02), и{0, /) =3/ + 0,02, и(0,6, /) =0,581. 

=cos(x + 0,48), и(0, /) =6/ + 0,887, w(0,6,/)=0,4713. 

= lg (2 ,63 -x ), м(0, 0  =3(0,14-0, м(0,6, 0  = 0,3075. 

= 1 ,5 -х (1 -х ), и(0, 0  = 3(0 ,5 -0 , м(0,6 , 0=1,26.

=cos (х +0,845), м(0,/)=6(/+0,11), «(0,6,0=0,1205. 

= lg(2,42+ х), м(0,0  =0,3838, и(0,6 ,/) =6(0,08-/).

=0,6 + х(0,8 - х ) ,  и(0,0 =0,6 , м(0, 6 , 0=3(0,24 + 0 - 

=cos(x + 0,66), м(0, 0  = 3/+0,79, г/(0,6 , 0=0,3058. 

= lg (1,43 + 2х), ы(0, 0  =0,1553, ы(0,6, 0  =3(/ + 0,14).

=0,9 + 2х(1-х ), ы(0,0  = 3(0 ,3-20 , «(0,6,0=1,38. 

= lg(l,95 + x), и(0, 0  =0,29-6/, и(0,6, 0  = 0,4065. 

= 2cos(x + 0,55), м(0,0  =1,705, и(0,6,0=0,817+3/. 

=х(1- х )  + 0, 2 , и(0 , /)=0,2 , и(0,6 , /)=2(/ + 0, 22).

Vazifa 2. G = {0<x<l ,  0 < / < 0,5} sohada

д2и д2и
d t 1

м(х,0) = /(х),

<■> 2 > 
ОХ

ди 
ЭН/=0= ф « ,

и(0,/) = ф(/), и(1,/) = ф(/).
§’

differensial masalani to‘r usuli bilan h = I = 0,1 boiganda yeching

№ 1. /(x) = x(x + 1), Ф(х) = cos x, ф(/) = 0, \\i(/) = 2{t +1).
№ 2. /(x) = xcosях, Ф(х) = x(2 -  x), ф(/) = 2/, vj/(/) = -1 .

KX№ 3. /(x) = cos^-, Ф(х) = xz, ф(/) = 1 + 2/, v|/(/) = 0.
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№ 4. / (jc) = (x + 0,5)(x -1), Ф(х) = sin (x+0,2), ф(/) = t -  0,5, Vj/(0 = 3/. 

№ 5. /(x) = 2x(x + l) + 0,3, Ф(х) = 2sinx, ф(/) = 0,3, \|/(0 = 4,3 +1.

№ 6 . f{x) = (x+0,2)sin™, Ф(х) = 1 + x2, ф(/) = 0, y(/) = 1,2(/ +1).
« 2

№ 7. f ix )  = xsinnx, Ф(х) = (x +1)2, ф(/) = 2/, y(/) = 0.

№ 8. f ix )  = 3x(l -  x), Ф(х)= cos (x +0,5), ф(/) = 2/, \j/(/) = 0.

№ 9. /(x) = x (2x -0 ,5 ), Ф(х) = cos2x, ф(/) = t2, ф(/) = 1,5.

№ 10. /(x)= (x + l)sinnx, Ф(х) = x2 + x, ф(/) = 0, vj/(/) = 0,5/.

№11. /(x) = ( l - x ) cos™,  Ф(х) = 2x +1, ф(/) = 2г + 1, i|/(/) = 0.
jL*

№ 12. / (x) = 0,5x(x+1), Ф(х) = xcosx, ф(/) = 2/2, y(/) = 1.

№ 13. f ix )  = 0,5(x2 +1), Ф(х) = xsin 2x, ф(/) = 0,5 + 3/, \\/{t) = 1.

№ 14. / (х )= (х  + 1 )з т ^ ,Ф (х )  = 1 - х 2,ф(/) = 0,5/,у(/) = 2.
Лв0

№ 15. f i x ) -  x2 cosrcx, Ф(х) = x2(x+ 1), ф(/) = 0,5/, ф(/) = / - 1 .

№ 16. / ( х )  = ( 1 - х 2)со 5 Л х ,Ф (х )  = 2 х  + 0 ,6 ,ф (/ )  = 1 + 0,4/, ф (/) = 0 .

№ 17. fix) = (х+0,5)2, Ф(х) = (х+l)sinx, ф(/) = 0,5(0,5+/), ц/(/) = 2,25.

№ 18. /(х) = 1,2х - х2, Ф(х) = (х+ 0,6)sinх, ф(/) = 0, ф(/) = 0,2+0,5/.

№ 19. /(х) = (х+0,5)(х+1), Ф(х) = cos(х+0,3), ф(/)=0,5, ц/(/)=3-2/. 

№ 20. /(х) = 0,5(х+1)2, Ф(х) = (х+0,5) cos тис, ф(/) = 0,5, у  (/) = 2 -  3/. 

№ 21. f ix )  = (х+ 0,4)sinnx, Ф(х) = (х+1)2, ф(/) = 0,5/, у(/) = 0. 

№ 22. /(х) = (2 - х )  sin юг, Ф(х) = (х + 0.6)2, ф(/)= 0,5/, у(/) = 0.

№ 23. f i x ) -  xcos— , Ф(х) = 2х2, ф(/) = 0, у(/) = /2.
JL*
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№ 24. f(x) = (x+0,4) cos у , Ф(х)=0,3(x2 +1), Ф(7) = 0,4, y(/) - 1,21

№ 25. /(x) -  (1-  x2) + x, Ф(х) = 2sin(x+0,4), ф(/) = 1, v|/(0 = (t +1)2 

№ 26. f(x)=0,4(x+0,5)2, Ф(х)=xsin(x+0,6), ф(/)=0,1+0,5/, ф(/)=0,9 

№ 27. /(x) = (x+0,5)2 cos тог, Ф(х) = (x+0,7)2, q>(t) = 0,5, ц/(/)=2/ - 1,5

№ 28. Д х )  = (x + 2)(0,5x+1), Ф(х) = 2cos|x + ^ j,

ф(0 -  2, v|/(/) = 4,5-3/.
*

№ 29. /(x) = (x2 +1)(1 -  x), Ф(х) = 1 -  sinx, <p(/) = 1, v|/(/) = 0,5/.

№ 30. f(x ) = (x + 0,2) sin у , Ф(х) = 1 + x2, ф(/) = 0,6/, ф(/) = 1,2
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