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So‘z boshi

Matematik modellar va muxandislik masaialarini sonli yechish
usullari, oliy matematikaning muhim boMimidan iborat bo‘lib, o‘quv fani
sifatida texnika, iqtisodiy va boshga oliy o‘quv vyurtlarining o‘quv
dasturlarida salmogqli o ‘rin egallaydi.

Mazkur ma’ruzalar matnining asosiy magsadi, texnika oliy o‘quv
yurtlarining talabalarini  matematik modellashtirish  usullari  bilan
tanishtirish harnda ulami har xil muxandislik qurilmalarini hisoblashda
go‘llaniladigan masalalami yechishga o ‘rgatishdan iboratdir.

“EHMda matematik modellashtirish” fanidan ma’ruzalar matni shu
fan uchun tuzilgan dastur asosida yozilgan boMib, unda fan bo‘yicha
tuzilgan ma’ruzalar matni asos qilib oiindi.

Ushbu ma’ruzalar matnini yozish jarayonida mualliflar, bir gancha
yillar mobaynida Toshkent Davlat Texnika universiteti hamda Toshkent
Davlat Aviatsiya instituti talabalariga o‘tkazilgan nazariy va amaliy
mashg‘ulotlar asosida to“plagan tajribalaridan foydalandilar.



1-ma’ruza

M atematik modellashtirish va muhandislik masalalarini
dasturlashning umumiy yo‘l-yo‘riglari. Muxandislik masalalarini
yechishda chiziqli algebraik tenglamalar tiziminig goMlanilishi va uni
yechish usullari

Reja

1. Aviatsiya konstruksiyalari elementlarining masalalarini EHM da
yechish usullari va matematik modellashtirish fanining magsadi va
vazifalari.

2. Aviatsiya konstruksiyalari elementlarining masalalarini EHM da
yechishning asosiy bosqgichlari.

3. Algebraik tenglamalar, oddiy differensial tenglamalar va xususiy
hosilali differensial tenglamalar orqali aviatsiya konstruksiyalari
elementlarining masalalarini matematik modellashtirish.

Kalit so‘zlari: diskret model, matematik dasturlash, matematik
model, samolyot ganoti.

1. Davrimizning eng dolzarb muammoli masalalaridan biri, inson
faoliyatining turli sohalarida matematik modellashtirish va EHMning keng
goMlanilishidir,  hususan, uchish  apparatlari  konstruksiyalarining
dinamikasi, turg‘unligi va chidamliligi kabi masalalar, shuiar jumlasiga
kiradi.

Zamonaviy elektron hisoblash mashinalaridan oqilona foydalanishni
bilmay turib, biror go'yilgan masalaning matematik modelini qurish va uni
yechish katta giyinchiliklar tug‘diradi. Shuning uchun ham bu fan texnika
oliy ofquv yurtlarining dasturiga Kkiritilgan. Shu sabali, mazkur fanning
asosiy maqgsadi, bo'lajak muhandislar va konstruktorlarga aviatsiya
konstruksiyasi ayrim elementlarining matematik jihatidan
modellashtirilishi hamda ulami EHM da yechishning zamonaviy usullarini
o ‘rgatishdan iboratdir.

2. Biror berilgan masalani EHM da yechishdan avval, berilgan
masalaning matematik modelini qurish, ya’ni berilgan jarayonni
matematik ifodalash zarar.
liar ganday masalani F.HM da yechish jarayoni 3 bosgichda olib boriladi:
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a) matematik model qurish;

b) diskret model qurish;

d) masalalami yechishning hisoblash algoritmlariui ishlab chigish va
uni EHM da tatbiq qilish.

Matematik modeliar, odatda algebraik tenglamalardan hamda
boshlang'ich va chegaraviy shartlari bilan berilgan oddiy differensial
tenglamalardan iborat bo‘lishi mumkin. Quyida bu tenglamalarga olib
keladigan ayrim masalalami batafsil ko‘rib chigamiz.

Algebraik tenglamalar yordamida matematik modellashtiriladigan
aviatsiya konstruksiyalari masalalari.

Aviatsiya konstruksiyalarining barcha optimizatsiya masalalari
o”zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan ba’zi funksiyalaming maksimum yoki
minimumini topish masalasiga keltiriladi, ya’ni:

Z=F{x}x2..x,,); X=(",X2,..X] (1.1
xN=¢)<b (12)

kabi cheklanish shartlarini ganoatlantiruvehi ekstremumini topish
masalasiga keltiriladi.

Bir necha o”zgaruvchili (1.1) lunksiyaning, (1.2) cheklanish
shartlarini ganoatlantiruvehi, maksimum yoki minimumini topish masalasi
optimizatsiya masalasi  deyiladi. Yuqoridagi Z funksiyaga maqsadli
funksiya, (1.2)- qo"shimcha shartlarga masalaning cheklanish shartlari
deyiladi.

Agar F(x) va <p,(jr) lar chizigli funksiyalar bo‘lsa ya’ni,

F(AX) - AF(x), tp™Ax)- A(p\x)

kabi ko'rinishda  bo"lsa, (1.1), (1.2) tenglamalar matematik
programmalashning chiziqli masalalari deyiladi. Aks xolda, F(X) funksiya
(1.2) cheklanish shartlari bilan birgalikda nochiziqli program malashtirish
masalasining matematik modelini taslikil giladi va liar bir go'yilgan
masala uchun alohida ko‘rinishga ega bo'ladi.

Misol tarigasida aviatsiya ishlab chiqgarishini rejalashtirish masalasini
ko‘rib chigamiz.

Korxona n - turdagi Af,A2,...An mahsulot chigaradi deylik. Buning
uchun m- turdagi hom ashyo kerak bo‘ladi. br hom ashyolar



zahirasi, arj- mahsulotni ishlab chigarishida sarf bo‘ladigan /-horn
ashyo birligi soni, C - j-chi tartibli mahsulot harid qilinganda

olinadigan daromad kattaligi bo‘Isin.
Quyidagi jadvalni tuzamiz.

A],A2...An Horn

ashyo
zahirasi
A
Br 21>a 2> 2, b2
am,ant-a,,
K b
Daromad ¢\ C2mOm
reja I x2...X,,

Agar x orqgali j- maxsulot birligi sonini belgilasak, u holda,
masalaning matematik modelini quyidagichayozish mumkin.

Z=£¢C,X, (13)
J*
chizigli funksiyaning
IAtOZ*/ <b, 4>
kabi cheklanish shartlarini ganoatlantiruvchi maksimum givmati topilsin
yoki
z=cx (1.5)
bu yerda

C= " X =(xIrx2..xn)

AX <b (1.6)



Qo‘shimcha o‘zgaruvchi Kkiritish yordamida (1.6) tengsiziikning
cheklanish shartini  quyidagi tenglamaga keltirish mumkin.

AX+Y=b (1.7

bu yerda:

(1.5) tenglamalar tizimida noma’lumlar soni, tenglamalar sonide
ko‘pdir. Chizigli algebra kursidan ma’himki bunday tenglamalar sistemasi
cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Bu yechimlar ichidan (1.5) magsad
funksiyaga maksimal qiymat beruvchi va optimal yechirn deb ataluvchi,
yechimni topishimiz lozim bo‘ladi.

Matematik modcHari oddiy differensial tenglamalarning yechiiishiga
kcltiriladigan aviatsiya konstruksiyalari masalalari

A)Samolvot fyuzelyaji yoki ganotining egilishi hagidagi masala

0 ‘zgaruvchan kesimga ega bo‘lgan konsolli sterjenning egilishi
hagidagi masalaning matematik modelini qurishni ko‘rib chigamiz.
Ma’lumki, samolyot qanoti ixtiyoriy yopma kuch qg(x) ta'siridagi
o‘zgaruvchan kesimli konsolli sterjen kabi modellashtiriladi.

Guk gonuniga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz.

(1.8)

bn yerda <x- kuchlanish, e-deformatsiya, E-qovushgoqlik moduli.

Agar tekis kesimlar gipotezasini to‘g‘ri deb hisoblasak. n holda, e
deformatsiya bilan sterjenning ko‘ehishi W(x) lar orasidagi niunosabat
orqgali quyidagicha ifodalanadi.



(1.8) va (1.9) dan foydalanib, slerjcnning egilish momentini quyidagi
formula orqgali hisobiaymiz.

M=jX ,b(x)*zdz=- £ ~ (X)W, 0-1Q

ma’lumki muvozanat tenglamasi
M.+g(x)=0 an)
kabi edi, (1.10) ni (1.11) ga go‘yib, quyidagini hosil gilamiz.

dl sd 2w n
A ~db?=4
Bu yerda uy x\ _ b(x)h3(x) _kesimning inersiya momenti, b(x)
12

sterjenning o ‘zgarish qonuni (1.12) tenglama

W=wx=0: x=Q M=Mx=0:x=C (1.13)

chegaraviy shartlar bilan birgalikda samolyot ganotining egilishi
hagidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi.

Fyuzelyajning egilishi hagidagi masalaning matematik modelini
qurish uchun, (1.12) tenglamaga tayanch reaksiyasini qo‘shish
yeturlidir, ya’ni

Plpea”K (XW

U holda (1.12) tenglama quyidagi ko‘rinishgaega boiadi.
d~[EY ~]+k W -- 1.14
de[ (X)dxl+ (x) ®) (1.14)

bu yerda K(x) - fyuzelyajning grunt bilan o'zaro ta'sirini ifodalaydi.
(1.14) tenglama



M=Ms =0, JC-Q, x=i 0-13

kabi chegaraviy shartlar bilan birgalikda samolyot fyuzelyajining egilishi
hagidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi.

B)Hususiy  hosilali  differensial  tenglamalarni  ycchishga
keltiriladigan aviatsiya konstruksiyalari masalalarining matematik

modellari
Samolyot ganotining majburiy tebranishi hagidagi masalaning
matematik modelini qurish uchun, (1.12) tenglamaga. Dalamber prinsipiga

ko‘ra, inersiya kuchi bo‘lgan m{x)%wrv ni go‘shish kifoya bo‘ladi.
t
U holda:
~(E/(x)M)+ = alxb) (116)
ax ot ot

bu yerda m (x) - ganotning o'zgaruvchan massasi, (1.16)- hususiy
hosilali differensial tenglama (1.13) chegaraviy shartlar va quyidagi
boshlang‘ich shartlar

7>

Kabi boshlang‘ich shartlar bilan birgalikda, samolyot ganotining
majburiy tebranishi haqidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi.
Fyuzelyajning majburiy tebranishi hagidagi masalaning matematik modcli
ham xuddi shunday quriladi.

Na/.orat savollari

1. Fanning maqsadi va vazifalari.

2. Aviatsiya konstruksiyalari elementlarining masalalarini yechishning
asosiy bosgichlarini keltiring.
3. Masalaning matematik modeli nima?
4 .Qanday aviatsiya konstruksiyalarining (AK) masalalari algebraik
tenglamalarni yechishga keltiriladi?
5. Qanday AK masalasi optimizatsiya masalasi deyiladi?
6 .Qanday ecliirn optimal eehim deyiladi?



7.Qanday AK masalalari oddiy differensial tenglamalarni yechishga
keltiriladi va matematik modeli ganday quriladi?

8. Qanday AK masalalari xususiy hosilali differensial tenglamalarni
yechishga keltiriladi va matematik modeli ganday quriladi?

Kalit so‘zlar

Diskret model. Masalan, y =x2 funksiyaning giymatini hisoblash
uchun, berilgan x bo‘yicha uni ustun ko‘rinishida hisoblaymiz. Agar x
sondan kvadrat ildiz. chigarish talab etilsa, u holda diskret model algoritmi
yordamida ifodalanishi mumkin bo‘lgan jarayonning matematik ifodasi va
yechimning aniqligi masalasi hagidagi savol yuzaga keladi.

Matematik model. Matematik model tuzamiz, ya’ni masalaning
matematik ifodasini yozamiz.

y= -Jx
Diskret model algoritmini tuzamiz.

= ('o!(()
%nA=C.éKM WX = ¢

Diskret model algoritmini (1.18) ga tadbiq gilish uchun EHM da
dastur ishlab chigiladi. Misol uchun, y=S ni ¢=|r,,-y.]=0,000i aniqlik
bilan W =2 boshlang‘ich yaginlashish bilan hisoblang. (1.18) formula
orqgali bisoblab, berilgan aniglikda hammasi bo'lib 3 ta yaqinlashish kerak
ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin, ya’ni n=3 ekanligini topamiz.

Matematik  dasturlash. So'nggi  villarda  matematikaning
daslurlashtirishga oid bir necha boMimlari vujudga keldi. Bularga chizigli
dasturlashtirish, qgavarig dasturlashtirish, dasturlashtirish, butun sonli
dasturlashtirish, dinamik dasturlashtirish va boshgalar kiradi. Hozirgi
paylda bu bo'limlar umumiy tarzda matematik dasturlashtirish yoki
optimallash nomi bilan yuritiladigan bo'ldi.

Samolyot ganoti. Samolyot ganoti odatda eni o°‘zgaruvchi b(x) va
galinligi h(x) konsolli sterjenday modellashtiriladi. To'g ‘riburchakli kesim
uchun inersiya momenti 1(x) quyidagi formula bilan hisoblanadi:
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y(«)=2"1>
12

Elliptik kesim uchun quyidagi formula bilan hisoblaymiz.

2-ma’ruza

Koshi masalasi va chcgaraviy masalalar hagida tusliuncha.Koshi
masalasini sonli yechish usullari

Rcja

1.Chegaraviy masala hamda Koshi masalasi tushunchalari.
2. Koshi masalasini sonli yechishning Runge-Kutta usuli
3. Koshi masalasini yechishning chekli ayirmalar usuli.

Kalit so‘zlari: Koshi masalasi, chegaraviy masala, standart yozuv,
Teylor gatoriga yoyish.
Quyidagi ikkinchi tartibli differensial tenglamani garaylik.
MU+BU+ AU =/(/) (2.1

bu yerda M,V,A-(mb),(b,J),(a,) elcmentlar bilan berilgan kvadrat
matritsalar. (i=TiTy=V") bo‘lib (7(/)-«-o‘lchovli izlanayotgan vektor, f(t)
esa. 1ga bog‘lig bo'lgan berilgan vektor funksiya.
Quyidagi
U(t0)=g>, (2.2)

ko‘rinishdagi shartlami ganoatlantiruvehi (bu yerda, a<),ai - berilgan sonli
vektorlar) (2.1) tenglamaning yechimini topish talab etilsa, u holda (2.1)
tenglama bilan (2.2) shartlami birgalikda boshlang'ich shartlar bilan
berilgan masalasi yoki Koshi masalasi deyiladi.

Agar quyidagi

(2.3)



shartlarni ganoatlantiruvchi, (bu yerda yi, 72 - berilgan o‘zgarmaslar, p, [}2
- berilgan sonli vektorlar) (2.1) tenglamaning yechimini topish talab etilsa,
Il holda (2.1) tenglama bilan (2.3) shartlar birgalikda chegaraviy masala
deb yuritiladi.

Shunday qilib, Koshi masalasi bitla nuqtada berilgan qgo'shimcha
shartli differensial tenglama bilan aniglanib, chegaraviy masala esa,
kamida ikki nuqtada berilgan shartli differensial tenglama bilan aniglanar
ekan.

Avvalo Koshi masalasining sonli yechish usullarini ko‘rib chigamiz,
ya’ni aviatsiya konstruksiyalari elementlarining dinamik masalalarini
ifodalaydigan (2.2) boshlangich shart bilan berilgan (2.1) tenglamaning
yechimini  aniglashning usullaridan biri Runge- Kutta usulini bayon
etamiz.

Runge-Kutta usuli
Koshi masalasini yechishning eng ko‘p targalgan usullaridan biri
Runge-Kutta usuli hisoblanadi.

Bu wusulni qo‘llash uchun berilgan (2.1) differensial tenglamani
quyidagicha standart ko‘rinishda yozib olamiz.

n=y, Mmy-y. yoki My Br (2.4)
EYr =/(/) ~BM 'y2- Ay

bu yerda E- birlik matritsa, yoki

m 0 0o 1 N 1
0E g -a -BM 1y[ij(Em) (2.5)
K>ij
yoki
(
S _fén 0;/'1(_ E IIU\]W w .OY<) (26)
o> [0 E A -BM 0 -nno
voki
y= Dy+q= F(t,y) (2.7)
MOVO0 E m olYo
OE A BM' 0 EJ [/()
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(2.7) tenglama uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha yoziladi:

(2.8)

(2.8) boshlang‘ich shart bilan berilgan (2.7) tenglama, berilgan (2..
tenglamaga Runge-Kutta usulini goMlash uchun standart yozuv
hisoblanadi.

Vaqtning biron bir momentida tj=i . At, tj#l t=At, y(t) ning
giymatini y* deb belgilaymiz. yj+H=y(tj+At) funksiyani At ning darajalari
bo‘yicha Teylor gatoriga yoyilmasini quyidagicha yozish mumkin.

* AR N3
V,, =Y, 1Y, Sct— J* - (2.9)
(2.9) da At li had bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy ifodaga eg
bo'lamiz.
Ym =y, +&y< (2.10)

t=t, bo‘lganda (2.7) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:

v, #,,.]{ (2.11)

(2.11) ni (2.10) ga qo'yib, quyidagim hosil gilamiz.
(2.12)

(2.11) formula (2.7) tenglamaning oddiv sonli integrallash usuli
ifodalaydi va uni 1- tartibli Runge-Kutta usuli deb ataladi. 1- tartibli
deyilishiga sabab. At ning darajalari bo‘yicha Teylor gatoriga yoyishda
(2.9) gatorning fagat birinchi, chizigli hadining olib qolinishidir.

Qo‘shiluvchilaming At va undan yuqori tartibdagilari tashlab
yuboriladi, bundan kelib chigadiki, (2.12) formuladagi hatolik 0(4r)
tartibli aniqlikka ega, ekan.



Ko‘pincha, amaliyotda, to'rtinchi tartibli Runge-Kutta formulasidan
foydalaniladi. Unga asosan t, dan tj+, ga o°‘tish quyidagi formulalar
yordamida amalga oshiriladi.

Y., = Y+&1P, b:é['q +2p, +2p, + 1] (2.13)

bu yerda, pt=F(t,y,), p2=F(t, +05At ft), p, =F(l, +0,5&l,y, +05Atp.),

p, =F(t, +Aty, +&ipi). (13) formulaning hatoligi 0(AtY, bu esa (2.12)
formula hatoligidan sezilarli darajada kamdir. Runge-Kutta usuli
algoritmining tadbigi har ganday zamonaviy shaxsiy kompyuterlar
matematik ta’minotida mavjuddir.

Koshi masalasini yechishning chekli ayirmalar usuli

Quyidagi 2- tartibli differensial tenglama

y(©)+b(@)y(i) =f(t) (2.14)
#0)=a,.y(a) - a, (2.15)

kabi boshlang‘ich shartlar bilan berilgan bo'lsin.

Bu yerda b(t) va f(t) -berilgan funksiyalar, a( va a\ lar berilgan
o ‘zgarmaslardir.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz.

[=1,=1Al i-12,.
Yl,)= . b0)=b, /(0=1,

W/, + Af) funksiyani At ning darajalari bo‘yicha Teylor gatoriga yoyamiz.
At -ga ega bo‘lgan hadlar bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy ifodaga
ega bo'lamiz.

bl7
X -bl)=Y, ,=V,-bly,+~-Yy,

AR?
X +M)=>, =>" +Ay,+—y (2.16)

Bu munosabatlarni go'shib, v, uchun quyidagi ayirmalami hosil
(jilamil..



vio=-y (y ., t<-2y/+y,-<) (2.17)
(2.14) tenglamani t=t, uchun yozamiz

Y +b,Y,=/ (2. 1X)

(2.17) ni (2.18) ga go‘yib, quyidagiga ega bo'lamiz.

-fittfm-iyi+y, ,)+hy,=f

yM=if, -bY.YX2+2V-YH (2.19)

(2.19) ifoda (2.14) va (2.15) masalalarni yechish uchun chckli ayimialar
usulining algoritmi bo'lib hisoblanadi. (2.15) va (2.16) boshlang'ich
shartlardan quyidagini hosil gilamiz.

SH=A> = ibtn?n (2.20

y0 Y laming aniq giymatlari uchun (2.19) formula kelma-ket barcha yr ys,
... lami topishga imkon bcradi.

Nazorat savollari

1. Koshi masalasining chegaraviy masaladan fargi nimada.

2. Runge-Kutta usulidan foydalanish uchun differensial tenglamaning
standart yozuvi ganday ko'rinishga ega?

3. 2- va 4- tartibli Runge-Kutta usulining algoritmi ganday
ko'rinishda bo'ladi?

4. Runge-Kutta usuli uchun chckli ayirmalar munosabati ganday
ko‘rinishga ega?

5. Koshi masalasini yechish uchun chekli ayirmalar algoritmi ganday
ko'rinishga ega?



Kalit so'/lari

Koshi masalasi. Boshlang'ich shart bilan berilgan masala Koshi
masalasi deyiladi. Aviatsiya konstruksiyasi elementlarining barcha
dinamik masalalarining diskret modellari Koshi masalasini yechishga
keltiriladi.

1- tartibli differensial tenglama uchun ular,

BU + AU = / (/)

U(0)=aa

2- tartibli differensial tenglama uchun quyidagicha bo‘ladi.

3- tartibli differetsial tenglama uchun esa, quyidagicha bo*‘ladi.

Chegaraviy masala. Koshi masalasi bitta nuqtada berilgan
go‘shimcha shartli differensial tenglama bilan aniglanib, chegaraviy
masala esa, kamida ikki nuqtada berilgan shartli differensial tenglama
bilan aniglanadi.

Aviatsiya konstruksiyasi elementlarining barcha statik masalalari
chegaraviy masalalami yechishga keltiriladi.

Masalan, 2-chi tartibli differensial tenglama uchun

MU +BU + AU =/(/),
u(tQ+rve&)=fr>
C'(,) +r,11(/,)=p.
kabi bo'lib,
4-chi tartibli differensial tenglama uchun
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=0,x=0m

17=— =0, x=0ga
d’x!

{it{a"x);s\)"ar(x)m =/(x)

(=—=0*=08&
<X

kabi yoziladi.

Standart yozuv. Quyidagicha ko'rinishdagi boshlang‘ich shart bilan
berilgan ixtiyoriy tartibli differensial tenglamalar tizimi

Xt) =fV,y)}
MO =a, ]

Runge-Kutta usulidan foydalanish uchun standart yozuv deb
yuritiladi.

Teylor qatoriga yoyish. Chekli ayirmalar yordamida v,eo v,
hosilalami approksimatsiyalash uchun har ganday
>(/,-At) = y(i, + M) =y,,, funksiyalarni JI/ ning darajalari bo‘yicha Teylor
gatoriga quyidagicha yoyiladi:

AT At
Y- =y,~AV,+— O, ,-— +
. At7 At'
Y.izy,+tA‘yl+— y, +— yi+..
Masalan
_Vi'V

v=-"1Y . v - W+ (HAY).
At At

i O(A12)
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3-Ma’ruza

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi
masalasining aniq yechimini qurish usuli. M atritsaning simmetriklik
sharti. Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Reja

1. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi
masalasining aniq yechimini qurish usuli.

2. Matritsaning simmetriklik sharti.

3. Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Kalit so‘/.lari: Erkinlik darajasi soni, ixtiyoriy o‘zgarmasni
variatsiyalash.

Chekli erkinlik darajasiga ega bo‘lgan aviatsiya konstruksiyalari
elementlarining barcha dinamik masalalarining diskret modeli quyidagi
Koshi masalasini yechishga keltiriladi.

MU(D)+ AU(I) = f(t) (3.1)
U(0) =ao, U(0) =a, (3.2)
bu yerda
fit)
- Tb an U= uv) _
. wio 177 acs

a,a,-berilgan vektoming koordinatalari.

(3.2) boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi (3.1) tenglamaning
yechimini topish talab etiladi.



Qaralayotgan tizim matritsasini simmetrik deb hisoblaymiz, ya’ni:

Eslatib o‘tamizki, n oMchovli siimmetrik A matritsa n la o‘zaro
bog‘lig bo‘lmagan xos vektorlarga ega edi. Faraz qilaylik, dastlabki
hisoblashlar natijasida tebranishlarning xos chastotalari bilan xos
tebranishlarining ifodalar topilgan bo‘lsin. Xos chastotalami

w, <w?2<u, <...<wn

kabi joylashtirib, ularga mos keluvchi tebranishlarning ko'rinishlarini
WHAZ,.Wh orgali belgilaylik.

Faraz qilaylik ular uchun quyidagi munosabat bajariladigan bo‘lsin
ya’ni:

n; 33

va mos ravishda quyidagi munosabat ham o‘rinli bo‘lsin
zZ* (3-4)
(3.1) tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishda izlaymiz.
U@ =zl(/lw, +z,(tw2+... +zn)MWh=W7\i) (3.5)
agar bu yerda,

N =V, fV2,...,.FV

ekanliklarini inobatga olsak, (3.5) ni (3.1) ga qo‘yib, quyidagini hosil
gilamiz.

MWZ (i) + AW Z(I) = f(t)

Buni chap tomondan W'ga ko‘paytirib, quyidagiga ega boMamiz.
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W MW 7.(1) +WrAW7.(1) - W' /») (3.6)
(3.3) va (3.4) ortogonal almashtirishlami e’tiborga olsak.
£Z(/) +01Z()) =1-(0 (3.7)
tenglamaga ega bo‘lamiz bu yerda

F(t) -W rf (t)= (Ft(/), F2(/),..., F,(0)"

10. 0 w;o 0"
01 .0 “2=0 0
00.) 00.V
(3.7) tenglama quyidagi n - la ajraluvchi differensial tenglamalarga
ekvivalentdir.
Z,(0+w’ 7.0 - /,(/), #=12,..n (3.8)

Vaqtning boshlang‘ich holati t=0 da /7(0)=«,, (/(0)=a lar
ina’lum boMganliklari uchun (3.8) tenglamani integrallash uchun,
alOsa a, nm Z,(0) «<a Z/(0)orqali ifodalash zarur bo‘ladiki, Buni (3.5)

tenglikdan kelib chiggan holda amalga oshirish mumkin. Uni chapdan
wim ga ko‘paytirib va wtmw birlik matritsa ekanligini e’tiborga olib,
quyidagini hosil gilamiz.

Z(0)= W1A1(/(0)
Bundan esa.
Z(0)=-WTMU(0), 7{Q) =W'MU(0)

kelib chigadi. Bu yerdan talab gilingan ifodalami hosil gilamiz.
Z,0)=w'Man=anl 7,00)=wW/to, a,j (3.9)
Ushbu usul, p- ta erkinlik darajasiga ega bo'lgan tebranishlar hagidagi

masalani erkinlik darajasi bitta bo‘lgan tebranishlar hagidagi masalaga olib
kelish usuliaridan biridir. (3.9) boshlang‘ieh shartlami ganoatlantiruvehi.
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(3.8) tenglamaning aniq yechimi ixtiyoriy o°‘zgarmasni variatsiyalash
usuliga asosan va quyidagicha yoziladi

(3.10)

(3.10) ni (3.5) ga qo‘yib, (3.1) tenglamaning (3.2) boshlang
shartlami ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz.

Agar n- erkinlik darajasiga ega boMgan mexanik tizimlar
tebranishlari erkinlik darajasi bitta bo'lgan tebranishlar hagidagi masalaga
keltirilsa, ya’ni:

Z,()+e>?Z,(i) = =)() |, (=14 (3.11)
Z,0) =aq, 2,(0)=au (3.12)
yoki
(3.13)
Z(0)~-ao. Z(0) =a, 3.14)

bunday tenglamalarni yechish uchun ixtiyoriy o‘zgarmasni
variatsiyalash usulidan foydalanish mumkin. Avval, tenglamasi

z(0+0),z(i) =0 (3.15)

kabi ko‘rinishda bo‘ladigan tizimning erkin tebranishlar sonini ko‘rib
chigamiz. Bu bir jinsli tenglamaning yechimini,2 =Cel ko‘rinishida
izlaymiz. Uni (3.15) ga qo‘yib, k ga nisbatan quyidagi xarakteristik
tenglamaga ega boMamiz.
k2+w2=0
Bu tenglamaning k{=-ico Bo k2=im kabi ildizlari orgali (3.15)
tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz.

Z=C cosa/ +Q sin<t (3.16)
r,=C,(0,c,=r2J/)

deb faraz qilib, (3.16) nit bo‘yicha differensiallaymiz.



Z - Cicoscd +Casirvj - cXC,sin«J -C, cosor) (3.17)

Gcosa/+Cjsin<irf=0 (3.18)

deb faraz qilib, (3.18) ni differensiallaymiz va quyidagini hosil gilamiz.

Z=-iw(CisinrJ-C2Cosc2/)-ft>2C|c09s/+Csin&r) (3-19)
(3.16) va (3.19) ni (3.13) tenglamaga qo‘yib, quyidagini hos
gilamiz.
-Cisiruuf +CrCoawl=\la)F(t) (3.20)
(3.18) va (3.20) tenglamalar tizimini CieaCi ga nisbatan yechil
quyidagiga ega boMamiz.
Ci =-1/0jh\t)s\rvii,C. =\/af\t)coxrlt (3.21)
yoki
C - ZO)y~1/  f\T)s\ncodT
C2=1/a)(Z(0)-t-j\V(r)cosft>i/r]
C,eaCrni (3.17) ga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz.
1.(1) =[Z(0)-1/7jV * (r)sin<wHiJcosa< + 1/<y(Z(0) + £/-'(r)cos<WK/r|sin<ar
o Z(0)cos6™ + Z(0)/ansin<uf + I/<«f Hr)(coswrsintt* -sin<urco*uf](/r
yoki
Z(*)=2(0)cosa* -(Z(0)/jusin<i*+l/<yf F(T)smoj(l-r)dT (3.22)
(3.22) da z=2,, w-0),, I-=1] deb faraz qilib, (3.11) tenglamaning

yechimini topamiz.
|
Z((/) = Z,cosft»7+Z1{0)/<y| sirs/ + 1/tuLfA(r)sirwi;, (/  i)di

22



Nazorat savollari

I.Simmetrik matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

2. Simmetrik matritsa qanday xossalarga ega?

3.0rtogonal almashtirish deganda ganday almashtirishni tushunasiz?

4.p-la erkinlik darajasiga ega bo‘lgan tebranishlar hagidagi mgqsalani
erkinlik darajasi  bir bo‘lgan tebranishlar hagidagi masalaga olib
kelishdagi magsad nimadan iborat?

Kalit so‘zlar

Erkinlik darajasi soni. Mexanik tizimlar tebranishida erkinlik
darajasi deb, tizimning barcha nuqtalarining vaziyatini bir qiymatli
aniglovchi o‘zaro bog'liq boMmagan koordinatalar soniga aytiladi. (1)
tizimda oVaro bog‘lig boMmagan koordinatalar soni p ga teng,
ya’ni,

u,(h),u2

Ma’lumki, ixti)'oriy deformatsiyalanuvchi jism cheksiz ko‘p erkinlik
darajasiga ega. (Ammo darajalari chegaralangan bo‘ladi).

Odatda, mavjud adabiyotlarda ixtiyoriy vaqtda tizimning holatini
to‘lig xarakterlaydigan bitta erkinlik darajasiga ega boMgan tizimlar
garaladiki, bunday masalalami yechish erkinlik darajasi ko‘p bo'lgan
tizimlarga nisbatan ancha oson bo4adi.

Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash. Agar n- erkinlik darajasiga
ega bo‘lgan mexanik tizimlar tebranishlari erkinlik darajasi bitta bo‘lgan
tebranishlar haqidagi masalaga keltirilsa, ya’ni:

Z,(0+nK7-M) = Fj(t) , i=ln
Z,(0)~ Z,0)=a,
yoki
1U) +to2Z(t) = F(I),
z{0)--=a): Z(0)=at

Bu holdagi bunday tenglamalami yechish uchun ixtiyoriy o°‘zgarmasni
variatsiyalash usulidan foydalanish mumkin.
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4- ma’ruza

2-chi tartibli integralli -differensialli tenglamalarni darajali gatorlar
usuli bilan yechish. Erkin va majburiy tebranishlar hagidagi
masalalarni kvadratura formulalariga asoslangan usullardan
foydalanib ycchish

Reja

1. Elastik va toMiq elastik bo‘lmagan materialdan iborat bo‘lgan
aviatsiya konstruksiyalari elementlarning erkin va majburiy tebranishlari
hagidagi masala.

2. Darajali gatorlar usuli.

3. Erkin va majburiy tebranishlar hagidagi masalalarni kvadratura
formulalariga asoslangan usullardan foydalanib yechish.

Kalit so‘zlar: Bitta erkinlik darajasiga ega bo‘lgan konstruksiya
elemcntlari. Integralli- differensialli tenglamalar.

Tashqgi kuch ta’siri natijasida hosil boMadigan konstruksiya
elementlarining tebranishlarini majburiy tebranishlar deb yuritiladi.

Uchish apparatlari dvigateli qurilmalarining ishlashi, gaz. bosimi va
shamol bunday kuchlar manbai hisoblanadi.

Konstruksiya elementlarining fagat boshlang‘ich qo'zg'atovchi kuch
ta’sirida boMadigan tebranishlari xususiy tebranishlar deb ataladi.

Agar tashgi kuch ta'sirida hosil bo‘lgan deformatsiya, kuch
olingandan keyin o‘zining dastlabki holatiga to'liqg gaytsa bunday uchish
apparatlari konstruksiyasi clementlari materiali ideal elastik deyiladi.
Aslida esa tashqgi kuch ta'sirida deformatsiya vaqt davomida o ‘sadi.
Konstruksiyaning bunday materiali to'liq bo'Imagan elastik material
deyiladi. Barcha kompo/itsion materiallar bunday hususiyatga egadir.
Shuning uchun materialning bunday xususiyatini hisobga olmaslik
noaniq natijalarga olib keladi.

Ideal elastik materialdan tayyorlangan konstruksiya elementlarining
majburiy tebranishlari haqidagi bitta erkinlik darajasiga ega bo’lgan
masalaning matematik modeli quyidagi differensial tenglamani

U(t) +b(b)4 (1) = Ne (4.1)
130)=0,. (/(0) a, (4.2)
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kabi boshlang‘ich shartlarga nisbatan yechishga keltiriladi.
Majburiy tebranish bo‘lgan holatda

1(1)* 0, ao=a,=0
erkin tebranish bo‘lgan holatda

/(1) =0, a0 @0, *0
bo'ladi.

Agar konstruksiya elementlari to‘liq boMmagan elastik materialdan
ishlangan bo‘lsa, u holda uchish apparatlari elementlarining majburiy
tebranishlari haqgidagi masala quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan
berilgan integral- diffierensial tenglamani yechishga keltiriladi.

U(l) +bty(t) - J, Rt - T)U(T)dj\= f{t) (4.3)
boshlang‘ich shartlari

1/(0)=£0,  t/(0)=e, (4.4)

bu yerda b - ma’lum o‘zgarmas, R (t-r)- relaksatsiya yadrosi
eksperiment yordamida aniqglanadi.

R (t-r)= Ae-fl(t-r) (4.5)
funksiyaning grafigi quyidagi ko‘rinishiga ega.
Uchish apparatlari konstruksiyalari elementlarining erkin va
majburiy tebranishlari hagidagi masalani yechish wusullarini ko‘rib
chigamiz.

Darajali gatorlar usuli
4.2) boshlang‘ich shart bilan berilgan (4.1) tenglamani garaymi:

Faraz qilaylik, b(t) va f(t) funksiyalar biror u [or] oraligda
yaginlashuvchi darajali qalor ko'rinishida ifodalangan bo'lsin, ya’ni

no=p>1.  1()-£ " (4.6)

bu yerda b m /;- ma’lum o'zgarmaslar.
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U holda (4.1) tenglamaning yechimini darajali qatorlar usuliga
asosan quyidagi ko'rinishda izlaymiz.

u(t) =;_;)a / (4.7)

bu yerda a.aniglanishi lozim bo‘lgan noma’lum o‘zgarmaslar.
Birinchi 2 la o‘zgarmasni a, m a, lami (4.2) shartdan topamiz, ya’ni
a,=a0, a, =a, .(4.7) ni differensiallab, quyidagini hosil gilamiz.

O(l):/iélKa/~' (4.8)

0(0 =X K(K-1)o/-r

-2 =i deb belgilash kiritib, quyidagini hosil gilamiz.

U(O:|;0+2Xi-n)<w' (4.9)

(4.6), (4.7) va (4.9) ni (4.1) ga qo‘yib, darajali gatorlarni ko‘paytirish
formulasidan foydalanib, quyidagini hosil gilamiz.
KOY(O:j’g0> % /BEOC/ (41°)
Topilgan (4.9), (4.10) munosabatlarni (4.1) tenglamaga qo‘yib va
ulami gruppalab, quyidagini hosil gilamiz.
£ [ (, 4 2 X M ~ + ¢ , (411
it if)
(4.11)da /’ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni
tenglashtirib, quyidagini hosil gilamiz.

(I+2)(i+1)e,,, +c, =/
| -Xv*

0 +JX/+2)

f(i),b,,a0at laming aniq gqiymatlarida (4.2) rekkurent formulalar
o, < 23 koefTitsentlarning hammasini kctma-ket aniglaydi.

7'opilgan a ning giymatlarini (4.7) ga qo‘yib, (4.2) boshlang‘ich
shartni ganoatlantimvchi (4.1) tenglamaning yechimini topamiz.
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2. Elastik va to‘liqg elastik boMmagan materiallardan yasalgan
elemcntlarning tebranishlari hagidagi masalani kvadratura
formulalariga asoslangan usulda yechishni ko‘rib chigamiz

a) Avval elastik materialdafl yasalgan konstruksiya elementlarinir
tebranishi hagidagi masalani ko‘rib chigamiz. Uning uchun quyidagi
Koshi masalasini garayniiz.

V (t)+b{t)u(t)=F(t) (4.12)

u(0)=av, 1/(0)=a, (4.13)
(4.12) tenglamani 0 dan t gacha integrallab, quyidagini hosil gilamiz.

0(1) - (7(0)+ %b(I)U(t)aI :%f(t)al
yoki (4.13) ga asosan

t |
o(l)~\ E)b(t)U(I)at Z%f(l)at +ff, (4.14)

(4.14) ni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz.
i I
U(t) - (7(0) + Jj 6(0 U(t) did! = jjf(t)dtdt +a,t
oq 00

yoki . .
U@ +j j b(HU(Hdtdt = JIF(t)dtd] +a,t +a,, (4.15)
00 00

Matematik analiz kursidan ma’lumki
il -
JJ A(t)dt di - (t-ty 't(T)di  (n marta)
a
bu formuladan foydalanib, (4.15) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish

mumkin.
i |
13(i) +j(t-T)b(T)dr =\(t- r)f(r)dr vatl+ao0
0 0

yoki
/

u(l) - F(l) - \{t - T)b(T)U(r)dT (4.16)
0

bu yerda

i
F(t) - j(I _T)f(r)-dr +a>«-k§,
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Kvadratura formulasini (4.16) integral tenglamani yechishga
goilash uchun (ning t=t,~-nAt (n -l2,...) kabi belgilangan giymatiarida.

berilgan (4.16) tenglamadan hosil gilingan quyidagi ifodadan foydalanish
zarur.

Vifn) = j -r)b(j)u{T)dz (4.17)
0

belgilashlar kiritamiz. U holda (4.17) dan quyidagini hosil gilamiz.
Un=Fn-£)(t,-T)b(T)U(T)dT (4.18)
(4.18) ga kiruvchi integralni trapetsiya formulasi bilan hisoblaymiz, ya'ni
j(t, - Tb(M)U(t)dT =~-]1{t,,-t,)b,U, 1/,.,]

va quyidagini hosil gilamiz.

(4.19)

A--n, A=h i=2 /7-1
2

(4.19) rekkurent formula wu, =£/(/)Mr=u(t2),..u,=uuj larning sonli
giymatlarini ketma-ket topish imkonini beradi.

b)Yugorida bayon qilingan usulni ikkinchi tartibli integral -
defferensial tenglamalarni yechish uchun ham osonlik bilan
umumlashtirish mumkin:

c(t) +b U(l) - 1a(t nu(r)di |=f(1) (4.20)
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va boshlang'ich shartlari

uU(0)=a,, U(0)=a, (4.21)
(4.21) boshlang'ich shartlami e’tiborga olgan holda (4.20) tenglamani ikKi
marta integrallab, quyidagini hosil gilamiz.

U(I)+bbr(/— T)U(r)dr = F(t) (4.22)
bu yerda
r(/ rn=(<-1)- -T-s)R(s)ds
0
i
F(N=J3(/-r)/(r)rfr +a,i+a0 (4.23)
0

(a) bandda bayon gilingan usulga asosan quyidagiga ega boMamiz.

Un--Fn~£ N1,1'(/,-i,)VU, [=12,.... (4.24)
bu yerda B
O.-ti)- jU. ~r,-s)R(s)dr
A‘-_z A=At i=1s-1
(4.25) rekurrent formula (4.21) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvehi
(4.20) integral - differensial tenglamani sonli yechishni ketma - ket

topishga imkon beradi.
U,=U(t,), U7=U(it)....,U'=U(t,)

Nazorat savollari

1 Integral -differensial tenglamalarni yeehish uchun darajali gator
usulining algoritmi ganday ko‘rinishga ega?

2. Ideal elastik materialdan yasalgan konstruksiya elementlarining
majburiy tebranishi hagidagi masalani yeehish uchun kvadratura
formulasiga asoslangan usul algoritmi ganday ko‘rinishiga ega?

3.To‘lig elastik bo‘lmagan materialdan yasalgan konstruksiya
elementlarining majburiy tebranishi hagidagi masalani yeehish uchun
kvadratura  formulasiga asoslangan usul algoritmi  ganday
ko‘rinishiga ega?
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4. Uchish apparatlari elementlarining materiallaridan qaysilari ideal
elastik. qaysilari to‘liq bo‘Imagan elastik deyiladi.

5.Qanday hollarda konstruksiya elementlarining tebranishi majburiy,
ganday hollarda esa hususiy bo‘ladi.

6. Ideal elastik materialli konstruksiya elementlari tebranishi haqidagi
masalani yechish uchun darajali gatorlar usulining algoritmi ganday
ko‘rinishda bo‘ladi.

Kalit so‘zlar

Bitta erkinlik darajasiga ega bo‘lgan konstruksiya elementlari.
Bu yerda vaqtning har ganday momentida bitta erkinlik darajasiga ega
bo‘lgan konstruksiya elementlari holatini to‘liq harakterlaydigan
tebranishlar garaladi.

p-ta erkinlik darajasiga ega boMgan tebranishlar garalayotgan
holatda 3-chi ma’ruzada ko‘rsatilgan usul yordamida har doim bitta
erkinlik darajasiga ega bo‘lgan tenglamalar tizimi masalasiga keltiriladi.

Integralli-differensialli tenglamalar.Agar tenglamada noma’lum
differensial belgisi yoki integral belgisi ostida joylashgan bo'lsa, u holda
bunday tenglamalar integral differensial tenglamalar deb ataladi.

5-Ma’ruza

2-chi tartibli integral-differensial tenglamalarni darajali qatorlar
usuli bilan ycchisli. Erkin va majburiy tebranishlar hagidagi
masalalarni kvadratura formulalariga asoslangan usullardan
foydalanib yechish

Reja

1. 2- chi tartibli integral-differensial tenglamalarni yechish uchun
darajali qatorlar usulini qo‘llash.

2. Elastik va to‘lig elastik bo‘lmagan uchish apparatlari
konstruksiyasi elementlarning erkin va majburiy tebranishlari haqidagi
masalalarini kvadratura formulalariga asoslangan usullardan foydalanib
yechish .

Kalit so‘zlar: Rekurrenl formulalar. Integral tenglama.
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1. To‘liq elastik bo'Imagan matcriallardan yasalgan barc

konstruksiya elementlarining dinamik masalalari boshlang'ich shartlari

bilan berilgan quyidagi integral - differensial tenglamalarni yechishga
keltiriladi.

U(i) +b\ =/(/) (5.1)

U(0)=a0, (7(0)=a, (5.2)

Agar fl(/-r)va f(t) funksiyalarni quyidagi yaqinlashuvchi darajali
gatorlar ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa ya’ni:

R(t-T)=+R,(I-ry, /(/)=£ /] (5.3)

o'tgan ma'ruzada bayon qilingan, darajali gatorlar usulini (5.1) integral -
differensial tenglamani yechishga qo‘llash mumkin bo*ladi.
Quyidagi ayniyat o ‘rinli ekanligini inobatga olsak.

fXA (r- T)'£a0OTdT =X |£(a,.q U)V =E£<m'/ (5-4)
0 (3] J K

bu yerda
H(i-s+1f)=—HISf— ¢, = R tB(i-s +1,3)

(2) boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi (5.1) integral
differensial tenglamaning yechimini go'yidagi ko‘rinishda yozib olamiz

(7(0=£a,t*, a,-a, 0 =4, (5.5)
Kx
undan:
flO=£0+2)0 +Da(2' 5.6
( /:o+ )0 +1)a( (5.6)

(5.3), (5.5) va (5.6) larni (5.1) ga qo‘yib, (5.4) ayniyatidan foydalanib,
quyidagini hosil gilamiz.

X{( +2X'+  : +biai =z /1 (5-7)
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Bu vyerdan, t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini
tenglashtirib, noma’lum a, koeffitsientlami aniglash uchun rekurrent
formulani hosil gilamiz.

(5.8)

a,=«,, a -a, 1=123

Mazkur formula bo'yicha a, lami hisoblab, ulami (5.5) ga qo‘yib,
(5.2) boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvehi (5.1) integral - differensial
tenglamaning aniq yechimini topamiz.

2. Endi ideal elastik va toMik elastik boMmagan materiallarde
yasalgan eieinentlarning tebranishlari hagidagi masalani kvadratura
formulalariga asoslangan usulda yechishni ko‘rib chigamiz.

0)Avval ideal elastik  materialdan  yasalgan  konstruksiya
elementlarining tebranishi haqgidagi masalani ko'rib chigamiz. Uning
uchun quyidagi Koshi masalasini garaymiz.

U4 b@ljt)=f() (5.9)
U(0)=a,, wn(0)=a, (5.10)
(5.9) tenglamani 0 dan t gacha integrallab, quyidagini hosil gilamiz.
/() - Y0)+j h{t)u(Dat =Jf(t)at

yoki (5.10) ga asosan

(5.11)
(5.1 1) ni integrallab, quyidagiga ega bo4amiz.
U(t)-U(0) +jsb(HU(hdldt =j \f(t)dIdt +a
no 00
yoki Hhme>fjb(t)U(i)did{ - fff(/)didtda,n a, (5.12)
00

Matematik analiz kursidan ma’lumki



1 i
JJ . Vo<l =0 <- )™ I(ndi (n marta)
0 O(n~0

bu formuladan foydalanib, (5.12) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin.

U{t)+JI(/ rb(r)dr —J(f z)lf (z)dz +or/ +a,,
yoki ’
u(t) = F(i) -} (/- r)6(r)iy(r)rfr (5.13)
bu yerda °

F(f) =ju-r)/(T)dT +atl+ao0
0

Kvadratura formulasini (5.13) integral tenglamani yechishga go‘llash
uchun Ining t=t.-nM {n=12...) kabi belgilangan giymatlarida, berilgan
(5.13) tenglamadan hosil gilingan quyidagi ifodadan foydalanish zarur.

Uc.) =T 10 -)é',, - )b(.r)U{r)dr (5.14)

u(tn)=13,, /m'(/,)-/,, b(t,)=b, belgilashlar kiritamiz. U holda (5.14) dan
quyidagini hosil gilamiz.

N=MM-2Z Yra-r)6(r)(Y (r)*r (5.15)
(5.15) ga kiruvchi integraini trapetsiya formulasi bilan hisoblaymiz, ya’ni

}(/n' T)b{T)u(t)dT = ~ [(J-Itfou, +(t,-t,_,)h, 1, ,]
f N

va quyidagini hosil gilamiz.

G,=;m v /) (/,,-,)6a,, n=12,..... (5.16)

/4,:—2,11,:/’?,/-2. n-1

(5.16) rekurrent fonnula 6, =uul),ul =U{i,)....u. laming sonli
giymatlarini ketma-ket topish imkonini beradi.

b)Yuqorida bayon gilingan usulni ikkinchi tartibli integral -
differensial tenglamalarni yeehish uchun ham osonlik bilan
umumlashtirish mumkin:
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I'd) thU(1)-T)U(T)dr =m (5.17)
va boshlang‘ich shartlari
uU(0)-«,, U0 =a (5.18)
(5.18) boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olgan holda (5.17) tenglamani ikki
marta integrallab, quyidagini hosil gilamiz.
U(/)+b(j)r<(- T)U(T)dT = F(l) (5.19)
bu yerda

i-f
f(<-r)=(/-r)- |(§/ - T- s)R(s)ds

|
F(/):g)(i-r)/(r)rfr fa,/+a, (5.20)

(a) bandda bayon gilingan usulga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz.

Un=hn-Y N 1(, - 1)U, (5.21)
bu yerda

HI, [)="*

Al

(5.21) rekurrent formula (5.18) boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
(5.17) integral - differensial tenglamani sonli yechishni ketma - ket
topishga imkon beradi.

<l -=20«,)y U T o= U (02) e, = * (1))
Nazorat savollari

].Integral -differensial tenglamalarni yechish uchun darajali qator
usulining algoritmi ganday ko'rinishga ega?

2.ldeal elastik materialdan yasalgan konstruksiya elementlarining
majburiy tebranishi hagidagi masalani yechish uchun kvadratura
formulasiga asoslangan usul algoritmi ganday ko‘rinishiga ega?
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3.To‘lig elastik bo'lmagan materialdan yasalgan konstruksiya
elementlarining majburiy tebranishi hagidagi masalani yechish
uchun kvadratura formulasiga asoslangan usul algoritmi ganday
ko'rinishiga ega?

Kalit so‘zlar

Rckurrent formulalar. a,a_, laming aniq giymatlarida «,, ning
giymatini ham hisoblash mumkin boMadigan formula rekurrcnt formula
deyiladi.

Integral tenglama. Tarkibida integral ostida noma’lum funksiya
gatnashgan tenglamani integral tenglama deyiladi.

6-ma’ruza
Chegaraviy masalalarni Koshi masalalariga keltirisb usullari

Reja
1. Uchish apparatlari konstruksiyalari elementlarining chegaraviy
masalalarini yechish usullari.
2. Superpozitsiya usuli
3. Boshlang'ich parametrlar usuli.

Kalitso‘zlari: Turg‘un bo‘lmagan hisoblash algoritmi.Koshi
masalasi.

Ma’lumki, chegaraviy masalalarni yechish jarayoni Koshi masalasini
yechishga nisbatan murakkabdir. Shuning uchun ham ko‘p hollarda
chegaraviy masalani yechish u yoki bu usul bilan Koshi masalasini
yechishga keltiriladi.

Chegaraviy masalalarni Koshi masalalariga kcltirishning ba zi bir

usullarini ko'rib o'tamiz.
Superpozitsiya usuli

Oddiy chi/igli differensial tenglamalar uchun chegaraviy masala
superpozitsiya usulida ikki yoki wundan ortig Koshi masalalariga

keltiriladiki, ularni esa, yuqoridagi ko'rib o'tilgan wusullardan biri
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yordamida yechiladi. So‘ngra berilgan masalaning yechimi Koshi
masalasining lopiigan yechimlari kombinatsiyasi kabi aniglanadi.

Aytaylik, ikkinchi tartibli differensial tenglama o°‘zining chegaraviy
shartlari bilan berilgan boMsin, ya’ni

1/(v) i) LL x) +Hx)I -fix) (6.1)
/ U{0)-UB  LWO=n, (6.2)

(6.1), (6.2) chegaraviy masalani Koshi masalasiga kcltirish uchun
U(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz.

U(x)--Y,(x) +fjY,(x) (6.3)

bu yerda //- hozircha noma’lum o'zgarmas. (6.3) ni (6.1) ga qo‘yib,
quyidagini hosil gilamiz.

M(EN+HIA(X) L (LX) jO<)3+ A Y2x) + 4 x)Y2x) +b(x) Y2(x)\-0 (6.4)
(6.4) da bar ikkala go‘shiluvchini 0 ga lenglab, ikkita tenglamani hosil
gilamiz

Lix) + @ L )" bixLLx) =/(x) (6.5)
YAx) +d(X)Y2(X) +b(x)Y2(x)-0 (6.6)

(6.1) chegaraviy shart quyidagi ko‘rinishga ega boMadi.
Yo**1y,(0) =f,0 (6.7)
agar

y,(0>=t/, Y (0)=0 (6.8)

deb faraz gilsak, u holda (6.7) bajariladi. x-0 deb gabul qilib (6.3) ni
differensiallab, quyidagini hosil gilamiz.

(6.9)
Agar noma’lum chegaraviy givmatlarni

L =0 Ke) =1 (6.10)
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deb olsak, u holda (6.8) dan /i ni topamiz.

m =y (6.11)
shunday qilib. noma’lum o'z.garmas // yetishmayotgan boshlang'ich

giymat bilan ustma-ust lushadi. (6.8) va (6.10) ga asoslanib, quyidagiga
ega bo'lamiz.

>i(0)=t/o y,(0)-0 (6.12)
Yrd)=0>  yt{<0=1 (6.13)

(6.5), (6 12) va (6.6),(6.13) Koshi masalalarini ycchib yt(£) Ha y2(<) lami
lopamiz. (6.3) ni (6.2) ga qo'yib, quyidagini hosil gilamiz.

YI(0 +tJy2(0 =VI
Bu yerdan noma’lum p ni topamiz.

14
Y2() {&-14)

Boshlang‘ich parametrlar usuli

Usulning mobhiyalini (6.2) chegaraviy shartlami ganoallantiruvchi
(6.1) differensial tenglamaga nisbatan bayon etamiz.
Ushbu usulga asosan, avval quyidagi masalalarning yechimini
ko‘rib chigamiz.
1(x)+a{x)yl +h(x)yl(x)r-f(x
yl(x)+a{x)y ()'Y() (x)) (6.15)
y,(0)=I, i (=0 J
i a(x)y {x)+b(x)yr(x) =f(x)
y.(0) - 0, ym -1 (6.16)
(6.1) lenglamaning yechimini (6.15) va (6.16) Koshi masalalarining
chizigli kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalaymiz, ya ni

UX) =C*,(x)+('ry,(r) (6.17)
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bu yerda r, Ba r,- noma’lum o‘zgarmaslar, y,(1c)say7(x) mos ravishda
(6.15) va (6.16) Koshi masalalarining yechimlaridir, (6.16) ni (6.2) ga
qo'yib, quyidagini hosil gilamiz.

rN (0)+Cn (0)={o1

(‘MO+Cy~u,] (6J3}5)

(6.18) algebraik tenglamalar tizimini yechib, noma’lum C,vaC2 lami
topamiz, ya'ni ¢\ —-A (\ =B.Topilgan CtvaC2 ni (6.17) ga qo‘yib,
ehegaraviy shartni ganoatlantiruvehi (6.1) differensial tenglamaning
yechimini topamiz.

Superpozitsiya va  boshlang‘ich  parametrlar  usuli  jiddiy
kamchiliklarga ega. Masalan, superpozitsiya usulida, agar y2(*)=:0 bo‘lsa,
u holda noma’lum oV.garmas // ni aniglab bo'Imaydi, boshlang‘ich
parametrlar usulida csa, agar

Y|(0)¥Y2(0) _o

y,(l'l Y2 (o ”

bo‘lsa, algebraik tenglamalar tizimida noma’lum c,Bac, larni aniglab
bo'Imaydi, ya’ni algebraik tenglamalar tizimi yechimga ega emas.
Shunday qilib, bu usullar algoritmi y7(() va D laming Kichik
giymatlarida turg'un boimagan hisoblash algoritminini beradi.
Bunday hollarda chegaraviy masalalami yeehish uchun yuqoridagi
karnchiliklardan lioli bo'lgan boshqga usullardan foydalanish lozim.

Nazorat savollari

1. Qaysi  hollarda chegaraviy = masalalami  yeehish uchun
superpozitsiya usulidan foydalanish mumkin emas?

2. Qaysi hollarda chegaraviy masalalami yeehish uchun boshlang'ich
parametrlar usulidan foydalanish mumkin emas?

3. Superpozitsiya usuli boshlang‘ich parametrlar usulidan niinasi
bilan farg giladi

Kalitso‘zlar

Turg‘un bo‘Iniagan hisoblash algoritmi. Agar masalada mavjud
parametriaruing etarlicha kichik o°‘zgarishi, yuqoridagi holday2(t)\a bu
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masala yechimini tubdan o'zgarishga olib kelsa, » holda masala
yechimining hisoblash algoritmini turg‘un emas deyiladi.

Koshi masalasi. Boshlang‘ich shart bilan berilgan masala Koshi
masalasi deyiladi  Aviatsiya konstruksiyasi elementlarining barcha
dinamik masalalarining diskret modellari Koshi masalasini yechishga
keltiriladi.

7-ma’ru7jj

2-chi tartibli differensial tenglamaning chegaraviy masalalarini
yechishning chckli ayirmalar va differensial progonka usullari

Reja

1. 2-chi tartibli differensial tenglamaning chegaraviy masalalarni
yechishning chekli ayirmalar usuli.

2. 2-chi tartibli differensial tenglamaning chegaraviy masalalarni

yechishning differensial progonka usuli.

Kalit so‘zlari: Yechimning to‘g‘ri yo‘li. Chekli ayirmalarntng ifodasi.
Chekli o‘zaro teng kuchli ifodalaming anigligi.

Differensial progonka usuli

Berilgan chegaraviy shartiami ganoatlantiruvchi chizikli differensial

teglamani yechishrii  ifodalaydigan quyidagi chegaraviy masalani
garaymiz:
U (xh 4x)U(x)+b(,x)U(x) =f(x) (7.1)
lamIM) +aJJ(Vv)=U,, A A

\allU(C)+a0u(t) = 1l

bn yerda: a(x),b(x),f(x)- berilgan funksiyalar, a,,um,a,,.an.Uv.U,-
berilgan o‘zgarmaslardir. (7.2) chegaraviy shartiami ganoatlantiruvchi
(7.1) tenglamaning yechimini differensial progonka tisulida topish talab
etilsin. Dastlab, quyidagi birinchi tartibli chiziqgli differensial tenglamani
ko‘rib chigamiz.
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a(x) LLx)=(X-x)U{x)+y(x) (7.3)
bu yerda a(x),p(x),y(x)- no’malum funksiyalar.
(7.3) ni x bo'yicha differensialab, quyidagini hosil gilamiz.

AYU(X)+CAX)U(X) -1 I{X) U (x) +/I(x)U(x)+}iX) (7.4)
(7.4) tenglamani yuqori tartibli hosilalarga nisbatan yechamiz.
0(x) (a \x)\0ix)-P(x))j{x)-a \x)FXx)U{x)=a "(x)jix) (7.5)
Ushbu hamda (1) tenglamalarni tagqoslab,

a(x) =a(x)a(x)n p(x)
p(x) =a{x)b{x) (7.6)
f(x) =a(x)f(x)

kabi 1 tartibli oddiy chiziqli differensial teglamalar sistemasini
hosil gilamiz: (3) tenglama x-0 da quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

«(0)u(0) - AO)UQ - ¥(0) (7.7)

(7.7) tenglamani (7.2) chegaraviy shartning (7.1) tenglamasi bilan
solishtirib, quyidagini hosil gilamiz.

blo)=  J10) --£ % XO)=U0 (7.8)

Shunday qilib, a(x).p(x),r(x)larni topish uchun (7.6), (7.8) kabi Koshi
masalasini yechamiz. a(x),P(x\y(x) funksiyalarni differensial proganka
usulining “progonkalovchi” koeffitsientlari deyiladi. 0 dan f gacha
bo'lgan (7 6), (7.8) Koshi masalasining yechimi differensial progonka
usulining to‘g'ri yo'lliy yechimi deb ataladi (7.6), (7.8) masalaning
yechimi yordamidaa(<')-/ft<’).r(")ni topamiz. (7.3) tenglikda x--f deb olib,
(7.2) shartdan foydalansak, quyidagi tizimni hosil gilamiz.

a,U(()ianu()=L\ (7.9)
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(7.9) algebraik tenglamalar tizimini yechib
(7.10)

(7.10) larni topamiz endi t dan 0 gacha (7.1), (7.10) Koshi
masalasini yechib, differensial tenglamaning izlanayotgan yechimini
topamiz (differensial proganka usulining teskari yo‘li).

Xulosa qilib, shuni aytish mumkinki, bu usul uchish apparatlari va
qurilish mexanikasiga doir chegaraviy masalalarini yechishning eng
samarali usulidir. Bu usul algoritmi har doim turg'un bo‘lgan hisoblash
jarayonini beradi, ya’ni bu wusul boshlang‘ich parametrlar usuli va
superpozitsiya usullarida mavjud boMgan kamchiliklardan holidir

Chckli ayirmalar usuli
Chegaraviy masalami taqribiy yechish usullaridan biri chekli
ayirmalar usulidir. Usulning mazmunini berilgan chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi quyidagi 2-chi tartibli differensial tenglamaga qo‘llash

jarayonida bayon gilamiz.

M+ a{xfi{x)+ b()1j(x) = f(x) (7.11)
u)=uo 1 (7.12)

Bu usulga asosan hosilalar chekli ayirmalar bilan almashtiriladi.

(7.13)
bu yerda h- W+1’jt =ih U{x,)=U,, a(xt) a h(x,) b, /(*,)=J,
t- x da (7.11) tenglamani quyidagicha yozib olamiz, ya’ni
U, +a U, +bu,=f (7.14)
Uu@©)=uwc, UXN4)=1tn., -b, (7.15)

(7.13) ga asosan (7.14) dan quyidagini hosil gilamiz.
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yoki
AU, ,nB,U, *+ =r,, =iy (7.16)
bu yerda
A=1 Ba,, ?,= 2+/idft, C, - 1+Ea . r~h’-h
u0,1J lar (7.15) chegaraviy shartdan aniqlangandir.

Shunday qilib, biz {/,,(/= 1,/1/) noma’lumlarini topish uchun (7.16)
algebraik tenglamalar tizimini hosil gildik.

Demak, chekli ayirmalar usulining mohiyati, differensial tenglamani
biror bir aniglikdagi algebraik tenglamalarga almashtirishdan iboratdir.
Yuqgoridagi holatida (7.13) chekli ayirmalaming aniqligi o(*2) ga teng
bo'lgani uchun, (7 16) algebraik tenglamalar tizimining anigligi ham 0(h2)
boMadi.

(7.16) algebraik  tenglamalar tizimini  matritsa ko‘rinishic
quyidagicha yozib olamiz.

MP - F (7.17)
bu yerda:

£\ (\

. n, F

JPB;C2 A . s

1,000....0/(v p*J n

m=r-au0, f=rfl, /s;=r.-c.uQ (- rrnaM)
(7.17) tenglamalar tizimini tcskari matritsalar usulida yechil

quyidagiga ega boMamiz.

U

P=M M. n2

Jk ,
M
I’ = - D2 .ee =D >
AN
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Na/orat savollari

1. Differensial progonka usulining mohiyati nimadan iborat?

2. Differensial progonka usulining chegaraviy masalalami Koshi
masalasiga keltiruvchi boshga usullardan afzalligi nimadan
iborat?

3. Chegaraviy inasalalarini yechishda chekli ayirmalar usulining
mohiyati nimadan iborat?

Chekli o‘zaro teng kuchli ifodalaming aniqgligi.

Kalit so‘/.lar

Ycchimning to‘g‘ri yo‘li.a(.x),/?(;t),/I(;t) progonka koeffitsientlarini
topish uchun (7.6), (7 8). Koshi masalasini odan e gacha yeehish,
differensial progonka wusulining to‘g‘ri yo‘li deyiladi va aksincha
izlanayotgan yechimlami topish uchun (7.1), (7.10) Koshi masalasining c
dan 0 gacha yechimi differensial progonka usulining teskari yo'li deyiladi.

Chekli ayirmalarning ifodasi. v, va u, hosilalarni quyidagi taqribiy
ifodalar bilan almashtirish:

0 -n g =UJW'+U..,

2h h 1

chekli ayirmali ifodalaming anigligi Teylor gatoriga bo'lgan yoyilmaning
nechta hadlarining olinishiga bog*‘lik bo*ladi.
Chekli o'/.aro tcng kuchli ifodalaming aniqgligi.

h = h7 heo
Gus TuLF 014 — UL+ — UL E (7.18)
" 21 3l
M os A2, h
U =, U, i7.,4... 7.19
u Y ot T VTR ( )

(7.18) dan (7.19) yoyilmani ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz

U, =20t Ui (7.2.0)

(7.18) va (7.19) ni qo'shib. quyidagini hosil gilamiz
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=20, Thau, +~pU  + (7.21)

(7.20) va (7.21) dan mos ravishda quyidagilami topamiz

(7.22)

(7.22) dan chekli ayirmalar ifodalarning aniqligi da2) ga tengligi kelib
chigadi.

8-ma’ruza

IJchish apparatlari qurilish mexanikasining chegaraviy masalalarini
yechishda variatsion usular tushunchasi. Rits va Galerkin usullari

Reja

1.Uchish apparatlari qurilish mexanikasining chegaraviy masalalarini
yechishda variatsion usullar tushunchasi.

2. I unksional tushunchasi.

3. {Coordinate funksiyalarining tizimi tushunchasi.

4. Rits va Galerkin usullari tushunchasi.

Kalit so‘/lari: Variatsion usullar, birtomoni gattiq mahkamlangan
to‘sin.

Variatsion usullar deb ataluvchi usullar uchish apparatlari qurilish
mexanikasining chegaraviy masalalarini yechishdagi eng keng targalgan

usullardandir.
Chegaraviy masalalarni yechishda qo'llaniladigan barcha variatsion

usullar funksionalni minimallashtirish bilan bog'ligdir.
Ru usiilni t‘rganishdan avval funksional va koordinata funksiyalari

tizimi kabi tushunchalarni bayon etamiz.
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Funksional tushunchasi

I-ta’rif. Agar biror M = {il(x)} kabi, funksiyalar to plamidan olingan
liar bir U(x) funksiyaga, biror [*,*,] oraligda

KU} = jF(bUIr (.. )A (8.1)
%

bilan aniglanadigan /{£7(x)}son mos qo‘yilsa, u holda 1{U(x)} son U(x)
funksiyaning  funksionali  deyiladi. Uchish  apparatlari ~ qurilish
mexanikasida quyidagi funksionallar ko‘p uchraydi.

i\u(x)}=\i<ai,ux)dx (8.2)
x9
yoki
h(n c)}:%r‘XU,U,,U,,)dx (8.3)

Funksional minimumga erishishining zaruriy sharti bo‘lib (8.2) va
(8.3) tenglamalarga mos ravishda quyidagi ko‘rinishga ega bo'lgan Eyler
tenglamalari hisoblanadi.

N = =0 8.4
du dx dU, 8.4
a0 P _*'» B9 (8.5)
dx duU. dx1 dll v
Aytaylik
F =-[ES(x)UR\+f(x)U (8.6)

bo‘lsin, bu yerda E- elastiklik moduli, S(x)- ko‘ndalang kesim yuzasi. U
holda

ii 1 R 3/’
A ji2izans,*1+fW fb= jFIUUyYyb— =/ {x )~ - 7/m\)I', (8.7)

(8.7) ni (8.4) ga qo'yib, quyidagini hosil gilamiz.

SRS AT () (8.8)
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Agar
B M -U oA4-o (8.9)

bo'lsa, u holda (8.9) chegaraviy shartlarda (8.8) tenglama o°‘zgaruvchan
kcsimli sterjenning bo'ylama egilishining tcnglamasini ifodalaydi.

(8.9) chegaraviy shartda (8.2) funksionalning minimumini topis
sterjenning bo‘ylama egilish masalasining variatsion qo‘yilishini
ilodalaydi.(8.9) chegaraviy shartda (8.8) tenglamani yechish sterjenning
bo‘ylama egilishi masalasining to‘g‘ridan-to‘g‘ri qo‘yilishini beradi. Bu
ikki agar masalaning qo‘yilishi o‘zaro ekvivalentdir, ya’ni agar (8.9)
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi (8 2) funksionalning minimumini
topsak, u holda bu minimum (8.8) tenglamani ham ganoatlantiradi va
aksincha faraz gilaylik,

FA[EI(X)UT+k(x)U2)-f(x)U

bo‘lsin , u holda

1= JJ-1w x)me +kxu2l- fou U - Jru,ug,)dx
0l 10

(8.3) ga qaralsin. Berilgan masala uchun (8.5) Eyler tenglamasiga mos
keluvchi tenglama quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi.

~\EI Ak =t 8.10
SO E TN K OOU =10 ( )
chunki,

f - TrTWYMqy t 9% sy, dx

Quyidagi chcgaraviy shartiami (K(x)-O)ganoatlantiruvchi (8.10) tenglama

U=---=0 X- X,
* , (8.11)
« =£/(,U):\ =0, W 0, *=*
o’zgnruvchan kesimli samolyot ganotining yoki bir uchi qattiq
mahkamlangan to‘sinning egilishi hagidagi masalaning matematik
modelini ifodalaydi. Bu yerda I(x)- kesimning inersiya momenti, E-
elastiklik moduli.
Agar chegaraviy shartlar quyidagi ko‘rinishida berilsa,
46



K(x)-0 M - O,Ad— =), x=xa, XxmTja (8 12)
X

U holda (8.12) chegaraviy shartlarda (8.10) tenglama samolyot
fyuzelyajining egilishi hagidagi masalaning to‘g‘ridan-to‘g‘ri qo‘yilishini
ifodaydi.

(8.2) chegaraviy shartlarda (8.3) funksionalning minimumini topis
samolyot fyuzelyajining egilishi haqidagi masalaning variatsion quyilishini
ifodalaydi.

Koordinata funksiyalari tizimi tushunchasi
Aytaylik, quyidagi funksiyalar tizimi berilgan boMsin.
L2W (8.13)

2-/aV/l Agar (8.13) funksiyalar tizimi, quyidagi 4 ta shartni
ganoatlantirsa, u holda uni koordinata funksiyalari tizimi deb ataladi:
1. (8.13) funksiyalar tizimi uzluksiz va istalgan tartibdagi uzluksiz
hosilaga ega boMsin.
2. (8.13) funksiyalar tizimi chiziqli bog‘lig boMmagan boMsin, ya’ni

ixtiyoriy a o,(/ =) uchun £a,<p,(x) =0 boMsin.

3. (8.1) funksiyalar tizimi toMa boMsin, ya’ni istalgan etarlicha katta N lar
uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli boMsin.

10 v 5"

4. (8.13) funksiyalar tizimi berilgan chegaraviy shartiami ganoalantirishi
kerak.

Rits usuli

Aviatsiya konstruksiyalari masalalarini yechishda eng keng targalgan
variatsion usullaridan biri Kits usulidir. Usulning mohiyatini ganot yoki
fyuzelyaj masalalariga qoMlash bilan bayon gilamiz.

Bu usul variatsion usul boMganligi uchun garalayotgan masalaning
go'yilishi variatsion boMishi zarurdir, ya'ni quyidagi funksionalning
berilgan chegaraviy shartlardagi minimumini topish lozimdir.
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/= I\WML(xy 1+ K (xyj}-f(x)U jdx (8.14)

ganot garalayotgan holalda chegaraviy shartlar

(7=0.Ux =0 X=x,0a | (8 15)
x=xMda j

fyuzelyaj garalayotgan holatdagi chegaraviy shartlar esa,
M-0 W,=0 = = (8.16)

Rits usuliga asosan qo‘yilgan masalaning yechimi quyidagi
ko‘rinishda gidiriladi.
u =X3aC*) (8-17)

bu yerda: <p,(x)-ma’lum koordinata funksiyalari tizimi, a,-

aniglanishi lozim boMgan noma’lum o‘zgarmaslar (8.17) ni (8.14)
funksionalga qo‘llash.

/@a,,...,K)= +i(j: X S /M"a, 8.18
@ea®= . G: X o (8.18)

Ma’lumki, a,...,ajaming ba’zi giymatlarida 1(ar.pn)
differensial lanuvchi funksiya ekstrimumiga ega bo'lishi uchun bu
giymatlar uchun quyidagi shartlar bajarilishi zarur.

o6 — -0..— O (8.19)

PL.
da, da2 <3,

Bu yerdan quyidagi algebraik tenglamalar tizimini hosil gilamiz.
N Aa - Tk k=\n (8.20)
bu yerda

A, ~ + *()d> Ne
(8.21)
[, =1/(x)9>tdx
A
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(8.20) algebraik tenglamalar tizimini biror usul bilan yechi

noma’lum at,i=\,n o‘zgarmaslami topamiz va topilgan a, -larni (8.17) ga
go‘yib, Rits usulida qo‘yilgan masalaning laqribiy yechimini olamiz.

Galerkin usuli

Usulning inohiyatini (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda
quyidagi tenglamaga qo‘llashda bayon gilamiz.

1o = = [E/(x)=]+k(x) =f(x) (8.22)

Bu usulga asosan (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda (8.22)
tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda izlaymiz.

U(x) =Y la,i(x) (8.23)

(8.23) ni (8.22) ga qo'yamiz.

"Za, > - A%) (8.24)
bu yerda
nd :a)f,[E/(*)d’)‘(q +*(*)q
a.i A noma’lum koefntsientlarni topish uchun, (8.24) tenglamani

QGn,(A=1,/V)ga ko‘paytirib, hosil bo'lgan ifodani Xu dan A gacha
integrallab, quyidagi algebraik tenglamalar tizimini hosil gilamiz.

?\/IB ua”p, *=1IN) (8.25)
bu yerda
Bh-j( Bd N\ | /(X lx (8.26)

Algebraik tenglamalar tizimini biror usul bilan yechib, a,./=!* larni
topamiz. Topilgan a - larni (8.23) ga qo‘yib, (8.15) yoki (8.16) shartlarda
(8.22) tenglamaning Galerkin usulidagi tagribiy yechimini topamiz.

Shuni aytish mumkinki, quyidagi ayniyat o‘rganishdir
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% =, (8.27)

ya’ni (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda (8.21) va (8.26) formulalar
lengdir.
Shuning uchun ham Galerkin usuli hech gqanday funksionalni
minimallashga bogiig boMmasa ham, variatsion usul tarkibiga kiritilgan.
Shtmday qilib, Galerkin usuli Rits wusuliga nisbatan umumiy
hisoblanadi.

Nazorat savollari

1.(Chegaraviy masalalami yechishning ganday usullari variatsion
usullar deyiladi?

2. funksional deb nimaga ayliladi?

3. Qanday funksiya tizimlari koordinata funksiyalari tizimlari
deyiladi?

4 .Galerkin usulining Rits usulidan fargi nimadan iborat?

5.Nima uchun Galerkin usuli variatsion usullar kKiradi?

Kalit so‘/.lar

Variatsion usullar. Funksionalni minimallash bilan bog‘liq boMgan
barcha qurilish mexanikasining chcgarviy masalalarini yeehish usullari
variatsion usullar deyiladi. Ular tarkibiga Rits usuli, Galerkin usuli va
chekli elementlar usuli kiradi.

Bir tomoni gattig mahkamlangan to‘sin. Samolyot ganotining
galinligi va u/unligi o'zgaruvchan, bir uchi gattig mahkamlangan to‘sin
kabi modellashtirilganidan o‘zgaruvchan mastahkamlikka ega bo'lgan bir
uchi mahkamlangan to‘sinlar uchish appartlari konstruksiyalarining asosiy
eleinentlaridan biri bo‘lib hisoblanadi.

(13) ifodalardagi BK ni ifodani ikki marta bo'laklab integrallaymiz.

14 = J(1.R)YRAdx = (tpkMK)| I -(ftM,)|I" + JIU <pxgka + kip,ipk }Jx  (A)

bu yerda

M, - M,=EJ~"Tr
dx dx2 dx
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(2) yoki (3) chegaraviy shartlami hisobga oisak, (/1) dan quyidagiga ega
bo*‘lamiz.

K =1(LP)<Pr&= +®)<P<Pb]= A,

Shunday qilib,
ayniyatni hosil gilamiz.
9-ma’ruza

Xususiy hosilali tenglamalar yordamida matematik
modcllashtiriluvchi aviatsiya konstruksiyalari masalalari

Reja

1. Matematik fizika tenglamalari va xususiy hosilali differensial
tenglamalar tushunchalari.

2. Matematik fizika tenglamalarining asosiy turlari.

3. Matematik  fizika tenglamalari orgali ifodalanuvchi aviatsiya
konstruksiyalari masalalari.

4. Matematik fizika tenglamalarini to‘g ‘ri va variatsiyali shakllari.

Kalitli so‘/Jar: Qanot qoplamasi, bigarmonik tenglama, majburiy
tebranish, erkin tebranish.
Ta’rif. U(xi,x2,...xn) noma’lum funksiyani, noma’lum
0 ‘zgaruvchiiarini va noma’lum bog'lovchi tenglama, xususiy hosilali
differensial tenglama deyiladi.
U quyidagi ko'rinishga ega.

bu yerda at+a2+..+a, - K.

Noma’lum funksiyaning yuqori tarlibli hosilalariga nisbatan chiziqgli
bo Igan hususiy hosilali tenglama kvazichizigli deyiladi.

Misol uchun quyidagi tenglama kvazi chiziglidir.



Noma’lum funksiyaga va uning hususiy hosilalariga nisbatan chizigli
bo'lgan hususiy hosilali tenglamaga hususiy hosilali chizigli tenglama
deyiladi. Masalan.

A(x,yg(~+ B(x,y(?y’\ +C(x,y)U =f(x,y) (9.3)

2-chi tartibli hususiy hosilali chizigli tenglama deyiladi.
(9 1), (9.2) va (9.3) tenglamalarga kiruvchi hususiy hosilalaming yugori
tartibi hususiy hosilali tenglamalar tartibi deyiladi.

(9. D-(9.3) turdagi tenglamalar matematik fizika tenglamalari
deyiladi.

Matematik li/.ika tenglamalari 3 turga bo‘linadi. Hlliptitk, giperbolik
va parabolik turlar. Aviatsiya konstruksiyalarining barcha masalalari shu
turlardan biriga keltiriladi.

Elliptik turdagi tenglama

Aviatsiya konstruksiyalarining barcha statik masalalari elliptik

turdagi masalani  yechishga keltiriladi (sterjenning buralishi,
membrananing egilishi, samolyot qanoti goplamasi, plastinka va
gobiglar).

Hlliptik turdagi tenglama to‘g ‘ri va variatsiyasi shakllarga ega.
1. Elliptik turdagi tenglamaning to‘g‘ri sliakli.
A)
- [ (9.4)
Bu yerda A-l,aplas operatori.

N 0 x-0,x-a<x4a
U=0 y=0, y=hdaj ©9)
m-0 nO0 x a v 96
(/, -0 v 0,y -bta j (©6)
(9.5) chegaraviy shartini ganoatlantiruvchi (9.4) tenglamaning yechimini
topish masalasi Dirixle masalasi deyiladi.



(9.6) chcgaraviy shartni ganoatlantimvchi (9.4) tenglamaning
yechimini lopish masalasi Neyman masalasi deyiladi.
(9.4) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.

B) Jim =nax+2 n " +uny 17/(x,y) (9.7

Bu yerda n'-bigarmonik operator.

U-Ux-0 x=0,x- a rfol
. (9.8)
U=Uy=0 y=0, y=b(qg
1J-11,, =0 x=0,x=a<a
)a_ (99)
U-U,=0y-0y brnaj
Samolyot ganoti gqoplamasi yoki to‘g‘ri burchakli plastinka egilishi
hagidagi masala (9.5) va (9.6) chegaraviy shartlarda (9.7) bigarmonik
tenglamani yechishga keltiriladi. (9.8) chegaraviy shart bir tomoni gattiqg
mahkamlangan to‘g‘ri burchakli plastinkaga mos keladi, (9.9)chegaraviy
shart erkin tayanchli to‘g‘ri burchakli plastinka holatiga mos keladi.

2. Elliptik turdagi tenglamaning variatsiyali shakli.

(9.4) tenglama quyidagi  funksionalning  minimumini  Copishga
ekvivalentdir.

ab ah
K=ff {u*+ul +2fU)(bcdy =~b\1J,U JJV)ilx(fy (9.10)
00 00

Ishot.
(9.10) funksional minimumining zaruriy shartlari quyidagi Hyier
tenglam&sini beradi.

01- df’ a Of

. O n
OC ih I/, dyUv

Bundan.
-11 - 20 Q1)
du du. du,.
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(9 12) ni (9.11) ga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz.

U,+UNe- f(x,y) 9 11)
(9.5) wva (9.6) chegaraviy shartlarda (9.10) funksionalning
minimumini topish masalasi Dirixle masalaning variatsivali quyilishi

deyiladi
(9.6) chegaraviy shartda esa (9.4) tenglamaning mos chegaraviy
shartlardagi yechimiga ekvivalent boMgan Neyman masalasining

variatsiyali  qo‘yilishini  hosil qgilamiz. (9.7) tenglama quyidagi

funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.
ah ah

Y i sUI +2Ul1-2fU"tIxdy =\\F (U,UJJ,, n,)dxdy (9 14)
00

Isbot.
(9.14)  funksional ~ minimumini  zaruriy sharti  quyidagi Eylcr
tenglamasining yechimiga ekvivalentdir.

2L+£_JL n kK. o0 (9.15)
dUu dx28U, dy7dU dxdy dU,,
Bundan
-NE-=W =2Un - nn (9.16)
du dUv <HV

(9.16) ni (9.15) ga qo‘yib, quyidagini olamiz.

=UXid+ 2Usqy-\Uyny=F(x,y) (9.17)

Bundan kclib chiqadiki, (9.8) yoki (9.9) chegaraviy shartlarda (9.14)
funksionalning minimumini  topish  masalasi samolyot ganoti
goplamasining egilishi hagidagi masalaning variatsiyali quyilishi deyiladi.

Giperbolik turdagi tenglama

Aviatsiya konstruksiyalari elementlarining barcha dinamik masalalari
giperbolik turdagi tenglamalar ham to'g'ri va variatsiyali shakllarga ega:



A) U, =CUra+f(x,t) (9.18)

U=0 x=0, x=a da (919
Alio -8| (920)
(9.20) boshlang‘ich shartlarda va (9.19) chegaraviy shartlarda (9.

tenglama sterjenning bo‘ylama tebranishi haqidagi masalaning to‘g‘ri
go'yilishini ifodalaydi.

B) U, +CUlsa=f(x,y) (9.21)
U-Ux=0x~0,x=ar)a (9.22)
U=UU-0 m=0,x-ada (9.23)
Uti-o Uii-0~°\ (924
(9.24) boshlang‘ich shartlarda va (9.24) yoki (9.23) chegarav

shartlarda (4) tenglama sterjanning ko‘ndalang tebranishi haqidagi
masalaning to‘g‘ri qo‘yilishi deyiladi. (9.22) chcgraviy shait bir uchi
gattig mahkamlangan sterjenga, (9.23) shart esa erkin-tayanchli sterjenga
mos keladi.

D) U, +CAAJ-f(x,y,t) (9.25)
(9.26)

927)
(9.28)

mos ravishda (9.28) boshlang‘ich va (9.26) yoki (9.27) chegaraviy
shartlarda (9.25) tenglama samolyot qganoti qoplamasi yoki to‘g‘ri
burchakli plastinkaning majburiy tebranishi masalaning to‘g‘ri quyilishini
ifodalaydi.

Erkin tebranish bo‘lgan holda (9.18), (9.21) va (9.25) larni
f(x,t) -0 ua(f(x,y,t)-0 deb garash kcrak.

2. Giperbolik turdagi tenglamaning variatsiyali shakli.
A) sterjenning bo‘ylama tenglamasi, ya’ni (9.1) tenglama quyidagi
funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.

/a
Y=1] jrr; -\3] 233jldxdy=UI:(U Ilyl,)ihch (9.29)



Ishot. (9.29) funksional minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler
tenglainasiga ekvivalentdir.

w_a_aF__aaFis0 (930)
au dxdu, dldU,

bu yerdan quyidagiga ega boMamiz.

H = 2/, —=2CUx —- - -Till (9.31)
du dUx dvt

(9.31) ni (9.30) ga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz.
U.=CUu +f{x,t) (9.31)

Shunday qilib, (9.20) boshlang‘ich va (9.19) chegaraviy shartlarda
(9.30) funksionalning minimumini topish sterjenning bo'ylama tebranishi
haqgidagi masalaning variatsiyali qo‘yilishini ifodalaydi.

B) sterjenning ko‘ndalang tebranishi tenglamasi, ya’ni (9.21) tenglama,
quyidagi funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.

To To
Y~jj k'UIl -u; - 2JUjdxdl = JJ F(U,U,Ua )dxdxi (9.32)
00 00

Ishot. (9.32) funksionalning minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler
tenglamasini beradi.

JL-.0 (9.33)
dU dtau, pax7au, \
aF-=-2/. =24/, — =2U, (9.34)
an au, au,,

(9.34) ni (9 33) ga qo‘yib. quyidagini hosil gilamiz.
U, iCUm =f(x,t)

Bundan kclib chigadiki, boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga mos
keluvehi (9.32) funksionalning minimumini topish (9.21) tenglamaning
yechimiga ekvivalentdir va aksincha. (9.21) tenglamaning mos
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boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi echimi (9.32) furiksionaining
minimumini beradi.

D) Samalyot ganoti qopiamasining ko‘ndalang tebranish tenglamasi (9.25)
quyidagi funksionaining minimumini topishga ekvivalentdir

"A [}/\O/O\c[u" +u~+2ui]~u‘ - 2/?/}dxdydi-

=jjj F{u,u,um,U,,.Uv )dHfya (935)

Isbot. (9.35) funksional minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler
tenglamasini beradi.

*JIL +JL .JIL s o (9.36)
du dtdll, dyldu, dxdy dU,

(9.35) dan quyidagi kelib chigadi.

-dF =2CU, d= =4CU (9.37)

(9.37) ni (9.36) qo‘yib, isbotlash kerak bo4gan ifodani hosil gilamiz.
Parabolik tipdagi tenglama

Aviatsiya konstruksiyasining issiglik ta'siriga bog‘liq bo'lgan
barcha masalalari parabolik turdagi tenglamalarni yechishga Kkeltiriladi.
Masalan, quvurlarda issiqlik largalishi, gaz va suyuqlikning targalishi, gaz
va suyuqlikning filtrlanish masalalari. Parabolik turdagi tenglamalar
masalaning fagat to‘g‘ridan-to‘g‘ri qo‘yilishiga ega. Biz juda oddiy
parabolik turdagi tenglamalarni o'rganamiz.

Issiglik targalishning bir o‘lchovli va ikki o'lchovli masalalarim
ko‘rib chigamiz, ya'ni

A) Bir o‘Ichovli masalaning qo‘yilishi.

u,=cu,, +/(x,0 (9.38)
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bu yerda S berilgan o'z.garmas, f(x,t) -berilgan funksiya.
U-0 x-0,x-ada (9.39)
m-0 1=0 da (9.40)

0) Ikki oMchovli masalaning qo ‘yilishi

U= N[U,+UJ+f(x.y.1) (9.41)
U~0 n=0x-a da (9.42)
1J-0 y=0,y—bpa '

(/ 0 / 0pa (9.43)

(9.38), (9.39) va (9.40) lar bir oMchovli masalaning to‘gwi qo‘yilishi
deyiladi, (9.41) ,(9.42) va (9.43) lar esa issiglik targalishining ikki
o ‘Ichovli masalasi deyiladi.

Nazorat savollari

1. Qanday tenglamalar matematik fizika tenglamalari deyiladi.

2. Aviatsiya konstruksiyalarining qanday masalalari elliptik turdagi
tenglamalarni yechishga keltiriladi.

3. Aviatsiya konstruksiyalarining qanday masalalari giperbolik turdagi
tenglamalarni yechishga keltiriladi.

4.Aviatsiya konstruksiyalarining ganday masalalari parabolik turdagi
tenglamalarni yechishga keltiriladi.

5. Elliptik turdagi tenglamaning to‘g‘ridan-to‘g‘ri va variatsiyali
shaklga keltiring.

6. Giperbolik turdagi tenglamaning to‘g‘ridan-to‘g‘ri va variatsiyali
shaklga keltiring.

Kalitli so'zlar: Qanot goplamasi, bigarmonik tenglama, majburiy
tebranish, erkin tebranish.
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Qanot qoplainasi. Qanotdan olingan to‘g‘ri burcltakli girqim. ganot
goplamasi deb ataladi va to‘g‘riburchakli yupga plastinka yoki tarh
ko'rinishda to‘g ‘riburchakli panel kabi tushiniladi.

Bigarmonik tenglama. Quyidagi to‘rtinchi tartibli tenglama.

Va. + 2UW +Ulim=fix,y)

yoki  [RU =J~(x,y) bigarmonik tenglama deyiladi. [O2- bigarmonik
operatorlar deyiladi. Samolyot qanoti qoplamasining egilishi haqgidagi
masala bigarmonik tenglamalarni yechishga keltiriladi.

Majburiy tebranish, erkin tebranish.
Konstruksiya elementlarining tashqi kuch ta’siri natijasida tebranish
majburiy tebranish deyiladi.
Erkin tebranish. Konstruksiya elementlarining fagat boshlang‘ich
kuch ta’sir natijasida tebranishi erkin tebranish deyiladi.

Test savoilari

1. Quyidagi ifodalardan gaysi biri magsad funksiyani ifodalaydi

1.Z- YjCjx,> 3. AX < b,
j--\
2-t.a x <b, 4, AX +Y - b.
»fi

2. Qaysi ifoda cheklanish shartlarini tenglama ko'rinishida ifodalaydi.

1AX+Y =b 3. Ax <b
2.Z=£CjX/ 4. Za, Xj<b
j-J nvl

3. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyasining algebraik tenglamalar
ko'rinishida ifodalanadi.
1 Optimizatsiya masalalari.
2. Qanotning egilishi hagidagi masala.
3. Fyuzelyajning egilishi hagidagi masala.
4. Qanotning majburiy tebranishi hagidagi masala.
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4. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyalari elementlari chegaraviy
shartlar bilan berilgan differensial tenglama ko‘rinishida ifodalanadi.

1. Optimizatsiya masalalari.

2. Qanotning egilishi hagidagi masala.

3. Fyuzelyajning egilishi hagidagi masala.

4. Qanotning majburiy tebranishi hagidagi masala.

5. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyalarining qaysi elementlari hususiy
hosilali differensial tenglamalar ko‘rinishida ifodalanadi.

1 Optimizatsiya masalalari.

2. Qanotning egilishi hagidagi masala.

3. Fyuzelyajning egilishi hagidagi masala.

4. Qanotning majburiy tebranishi haqgidagi masala.

6. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun qaysi shartlar
boshlang'ich shartlar bo“lib hisoblanadi?

LE/(/0) =e e {/(fe) a,, 4.UVHt) + r>Uc0) = &

2. U (t0) —ccfl,

3. /(1)

7. Ikkinehi tartibli differensial tenglama uchun gaysi shart chegaraviy shart
hisoblanadi.

2. F(,) a, 5 ((,)+y3di(,)=4
3. {/(/,)=«,.

8. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi biri Runge-Kutta usulidan
foydalanish uchun standart yozuv hisoblanadi?

Lv o 3) y- FlLyy) , S)Vw-ﬂw
4) vt-hy [( v),

9. Quyidagi algoritmdan qaysi biri 'y »A()j/(/) =/(/)ko ‘rinishidagi
tenglamani yeehish uchun chekli ayirmalar usulining algoritmi bo*‘ladi?
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1y, =Tp“(V-i -2y, +IV,).
2y, +by, =J,,

nir
X5 =V+AV,*-2 Y,

M
4y, =y | /W, + —y,-,

5 Yu=(/,- by,)bl2+2y, -y, |

10. Qaysi tebranishlar majburiy tebranishlar deyiladi.
1 /+o0

2./7=0

3.4a,=0

4. a =0

5 a,*0,a *0/ =0

11. Qaysi tebranishlar erkin tebranishlar deyiladi?
l an*0,a/0,/ =0

2. /1o

3./ =0

4, a,-0

5 4-0

12. Superpozitsiya usuli boshlang‘ich parametrlar usulidan nima bilan farg
giladi?

A) )Zva larni topish uchun boshlang‘ich shartlar vazifasi usuli bilan.

V) llech ganday farg gilmaydi.

S) // o‘zgarmasni aniglash bilan.

D) C,vaCjlami aniglash bilan.

13. Nima uchun ko‘p hollarda chegaraviy masalani yechish u yoki bu usul
bilan Koshi masalasini yechishga keltiriladi.

A) Chegaraviy masalalarni yechish jarayoni Koshi masalasini yeehishga
nisbatan murakkabdir.

14. Superpozitsiya usuli boshlang'ich parametrlar usulidan nima bilan farq
giladi?
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A) ¥Ysva Klarm topish uchun boshlang‘ich shartlar vazifasi usuli bilan.
V) llech ganday farq gilinaydi.

V) jti o'zgarmasni aniglash bilan.

1)) C, «aC.lami ani(jlash bilan.

15. Nima uchun ko'p hollarda chegaraviy masalani yeehish u yoki bu
usul bilan
Koshi masalasini yechishga keltiriladi.
A) Chegaraviy masalalami yeehish jarayoni Koshi masalasini yechishga
nisbatan murakkabdir.
V) Chegaraviy masalalami yeehish usullari turg‘un bo‘lmagan yechimlami
beradi
S) Koshi masalasida chegaraviy sharllarni tekshirish oson.

16../ - (F(U,UJdx funksional uchun quyidagi tenglamalarning qaysi biri

minimumning zamriy sharti hisoblanadi?

4 oH =0, 2.A=0, 301 -~ — 0
dU dxdU, du dx dUx

,dF d DF d1 dF nr dF d7 dF n
4 + 0.

dU  dxdUK dx dU

— ot —;
dUu dx' dva

1

17. ./ =\¥(UJJ, U,)dx funksional uchun tenglamalarning qaysi biri
ro

funksionalning minimum sharti hisoblanadi?

fdF d dh +d- dF. 02dF + d? dF =Q
‘dU  dxdU, dxT 3Ux ' dU dx7dUlt

3.8 =0, 4— --

-0 5.--- =0.
du dU dxdU, dx dU,

2

2 "
18.d—, () o 1+k(Vi; J(x) tenglama qaysi hollarda bir uchi
X

X
mahkamlangan to'sinning egilishi hagidagi masalani ifodalaydi9
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k{x)~ O K(x)=0
1U mUx—0 x—x(aa 2.U=(/r=0, x=x0 pas
M-M.=0x-x. ga JI/=M, -0, x=jf ga

k{:nN=0 k(x) =0
3.U=ux=0 n=n0g« ¥ =n>x=0 x~xupa
c=m pa X - X, Aa
K(x) =0
5.U-UX=0 m=p10a8
M =7/ =0X=g. 1
19. + =/(*) tenglama  qaysi hollarda

n dr
fyuzelyajning egilishi hagidagi masalani ifodalaydi?

A(.r)=0 A(N=0
LN/ =Mt-0 g=x¢/13 22.M =Mx-0 x=xu
jr- X jr=x, A?
kyx) ~ 0

4, U=U =0 jr=x,<%
M- Ms 0 x -x, da

k(x) =0
5 (/=£Ir-0 x- X,0a
A=A/ =0 x=jr. da

20. Qaysi hollarda Rits usuli bilan Galerkin usulining yechimlari bir xii
boiadi?

Po=ft 1.,01 =4,1 [*=/»*
Bb=Ab) Bk =Atj Btl- Ah

21. Qaysi funksional elliptik turdagi tenglamaga mos keladi.
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1Y=jj\[31 1 U) +2fu]dxdy.

2Y )VALEY{X)Ul +d(x)U2]- fu\dx.
3.Y - ]*-EY(x)UI - fl3]dx

02
* YM)N\EY{x)UI-JI1I\dx

0%

To
5Y - 1|(Cf/; - /72~ fU)dxdt.

22. Qaysi funksional gipcrbolik turdagi tenglamaga keladi.
To

\Y~\\(CU\U\fU)dxdt.
00
Th

2.Y- \\[U] +U"’ +2fU]dxdt.
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