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So‘z boshi

M atematik m odellar va muxandislik masaialarini sonli yechish 
usullari, oliy matem atikaning muhim boMimidan iborat bo‘lib, o ‘quv fani 
sifatida texnika, iqtisodiy va boshqa oliy o ‘quv yurtlarining o ‘quv 
dasturlarida salmoqli o ‘rin egallaydi.

Mazkur m a’ruzalar m atnining asosiy maqsadi, texnika oliy o ‘quv 
yurtlarining talabalarini matematik model lashtirish usullari bilan 
tanishtirish harnda ulam i har xil muxandislik qurilmalarini hisoblashda 
qo‘IIaniladigan m asalalami yechishga o ‘rgatishdan iboratdir.

“EHM da m atematik model lashtirish” fanidan m a’ruzalar matni shu 
fan uchun tuzilgan dastur asosida yozilgan boMib, unda fan bo‘yicha 
tuzilgan m a’ruzalar matni asos qilib oiindi.

Ushbu m a’ruzalar matnini yozish jarayonida mualliflar, bir qancha 
yillar mobaynida Toshkent Davlat Texnika universiteti hamda Toshkent 
Davlat Aviatsiya instituti talabalariga o ‘tkazilgan nazariy va amaliy 
m ashg‘ulotlar asosida to ‘plagan tajribalaridan foydalandilar.
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1-m a’ruza

M atem atik  m odellash tirish  va m uhandislik  m asa la la rin i
d as tu rlash n in g  um um iy yo ‘l-yo‘riq lari. M uxandislik  m asala la rin i 

yechishda chiziqli a lg eb ra ik  ten g lam a la r tizim inig  qoM lanilishi va uni
yechish usu llari

R eja

1. Aviatsiya konstruksiyalari elem entlarining masalalarini EHM da 
yechish usullari va matematik modellashtirish fanining maqsadi va 
vazifalari.

2. Aviatsiya konstruksiyalari elem entlarining masalalarini EHM da 
yechishning asosiy bosqichlari.

3. Algebraik tenglamalar, oddiy differensial tenglam alar va xususiy 
hosilali differensial tenglam alar orqali aviatsiya konstruksiyalari 
elementlarining masalalarini matematik modellashtirish.

K alit so‘z lari: diskret model, matematik dasturlash, matematik 
model, samolyot qanoti.

1. Davrimizning eng dolzarb muammoli masalalaridan biri, inson 
faoliyatining turli sohalarida matematik modellashtirish va EHM ning keng 
qoMlanilishidir, hususan, uchish apparatlari konstruksiyalarining 
dinamikasi, turg‘unligi va chidamliligi kabi masalalar, shuiar jum lasiga 
kiradi.

Zamonaviy elektron hisoblash mashinalaridan oqilona foydalanishni 
bilmay turib, biror qo 'yilgan m asalaning matematik modelini qurish va uni 
yechish katta qiyinchiliklar tug ‘diradi. Shuning uchun ham bu fan texnika 
oliy o £quv yurtlarining dasturiga kiritilgan. Shu sabali, mazkur fanning 
asosiy maqsadi, bo 'lajak muhandislar va konstruktorlarga aviatsiya 
konstruksiyasi ayrim elementlarining matematik jihatidan 
modellashtirilishi hamda ulam i EHM da yechishning zamonaviy usullarini 
o ‘rgatishdan iboratdir.

2. Biror berilgan masalani EHM da yechishdan avval, berilgan 
masalaning matematik modelini qurish, y a ’ni berilgan jarayonni 
matematik ifodalash zarar.
lia r qanday masalani F.HM da yechish jarayoni 3 bosqichda olib boriladi:
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a) matematik model qurish;
b) diskret model qurish;
d) masalalami yechishning hisoblash algoritmlariui ishlab chiqish va 

uni EHM da tatbiq qilish.
Matematik modeliar, odatda algebraik tenglamalardan hamda 

boshlang'ich va chegaraviy shartlari bilan berilgan oddiy differensial 
tenglamalardan iborat bo‘lishi mumkin. Quyida bu tenglam alarga olib 
keladigan ayrim m asalalami batafsil ko‘rib chiqamiz.

Algebraik tenglam alar yordamida matematik modellashtiriladigan 
aviatsiya konstruksiyalari masalalari.

Aviatsiya konstruksiyalarining barcha optimizatsiya masalalari 
o^zgaruvchiga bog‘liq bo‘Igan ba’zi funksiyalam ing maksimum yoki 
minimumini topish masalasiga keltiriladi, y a ’ni:

kabi cheklanish shartlarini qanoatlantiruvehi ekstremumini topish 
masalasiga keltiriladi.

Bir necha o^zgaruvchili (1.1) lunksiyaning, (1.2) cheklanish 
shartlarini qanoatlantiruvehi, maksimum yoki minimumini topish masalasi 
optimizatsiya masalasi deyiladi. Yuqoridagi Z funksiyaga maqsadli 
funksiya, (1.2)- qo"shimcha shartlarga masalaning cheklanish shartlari 
deyiladi.

Agar F(x) va <p,(jr) Iar chiziqli funksiyalar bo‘lsa ya’ni,

kabi ko 'rinishda bo" Isa, (1.1), (1.2) tenglam alar matematik 
programmalashning chiziqli masalalari deyiladi. Aks xolda, F(X) funksiya
(1.2) cheklanish shartlari bilan birgalikda nochiziqli program malashtirish 
m asalasining matematik modelini taslikil qiladi va liar bir qo'yilgan 
masala uchun alohida ko‘rinishga ega bo'ladi.

Misol tariqasida aviatsiya ishlab chiqarishini rejalashtirish masalasini 
ko‘rib chiqamiz.

Korxona n -  turdagi Af,A2,...An mahsulot chiqaradi deylik. Buning 
uchun m- turdagi hom ashyo kerak bo‘ladi. br  hom ashyolar

Z = F { x},x2,..x„); x= (^ ,x2,..x j 
хп) = ф ) < Ь

( 1 . 1 )

( 1.2)

F(Ax) -  AF(x), tp^A x)- A(p\x)



zahirasi, a,r j -  mahsulotni ishlab chiqarishida sarf bo‘ladigan / -h o rn
ashyo birligi soni, С  - j - c h i  tartibli mahsulot harid qilinganda

olinadigan daromad kattaligi bo‘lsin.
Quyidagi jadvalni tuzamiz.

A],A2...An Horn
ashyo
zahirasi

A

Вг °2l>a22> «2., b2

am,,am2-a „

К bmm
Daromad C\ C2 ■ ■ -Cm
reja JC, x2...x„

Agar x orqali j-  m axsulot birligi sonini belgilasak, u holda, 
masalaning matematik modelini quyidagichayozish mumkin.

Z = £ c , x ,  (1.3)
J*

chiziqli funksiyaning

I t 0’,*/ < b, <i4 >
, A

kabi cheklanish shartlarini qanoatlantiruvchi maksimum qivmati topilsin 
yoki

z = c x  (1.5)
bu yerda

V
c,

С = ,X = (х1гх2,..хл)

AX <b (1.6)
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Q o‘shimcha o ‘zgaruvchi kiritish yordamida (1.6) tengsiziikning 
cheklanish shartini quyidagi tenglam aga keltirish mumkin.

AX+Y=b (1.7

bu yerda:

(1.5) tenglam alar tizim ida nom a’lumlar soni, tenglam alar sonidan 
ko‘pdir. Chiziqli algebra kursidan m a’himki bunday tenglam alar sistemasi 
cheksiz ko‘p yechim ga ega bo ‘ladi. Bu yechim lar ichidan (1.5) maqsad 
funksiyaga maksimal qiym at beruvchi va optimal yechirn deb ataluvchi, 
yechimni topishimiz lozim bo‘ladi.

M atem atik  m odcHari oddiy  d ifferensial ten g lam alarn in g  yechiiishiga 
k c ltirilad igan  av iatsiya k o n stru k siy a la ri m asala la ri

A )Sam olvot fyuzelyaji yoki q an o tin in g  egilishi haq idag i m asala

0 ‘zgaruvchan kesim ga ega bo‘lgan konsolli sterjenning egilishi 
haqidagi masalaning matematik modelini qurishni ko‘rib chiqamiz. 
M a’lumki, samolyot qanoti ixtiyoriy yopma kuch q(x) ta'siridagi 
o ‘zgaruvchan kesimli konsolli sterjen kabi modellashtiriladi.

Guk qonuniga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz.

bn yerda <x- kuchlanish, e-deformatsiya, E-qovushqoqlik moduli. 
Agar tekis kesim lar gipotezasini to ‘g ‘ri deb hisoblasak. и holda, e 

deformatsiya bilan sterjenning ko‘ehishi W(x) Iar orasidagi niunosabat 
orqali quyidagicha ifodalanadi.

( 1.8)



(1.8) va (1.9) dan foydalanib, slerjcnning egilish momentini quyidagi 
formula orqali hisobiaymiz.

M = j X ,  b(x)*zdz = - £ ^ (X) W„ 0-1Q

m a’lumki muvozanat tenglamasi

M „ + g (x )= 0  (] n )

kabi edi, (1.10) ni (1.11) ga qo ‘yib, quyidagini hosil qilamiz.

d1 sd 2W ^
^  ~db?=4

Bu yerda ц х \ _ b (x)h3(x) _ kesim ning inersiya momenti, b(x) 
12

sterjenning o ‘zgarish qonuni (1.12) tenglam a

W=wx= 0: x = Q  M = M x= 0 :x = C  (1.13)

chegaraviy shartlar bilan birgalikda samolyot qanotining egilishi 
haqidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi.

Fyuzelyajning egilishi haqidagi masalaning matematik modelini 
qurish uchun, (1.12) tenglamaga tayanch reaksiyasini qo‘shish 
yeturlidir, ya’ni

P lp e a ^ K  (XW 

U holda (1.12) tenglama quyidagi ko‘rin ishgaega b o iad i.

d- ~ [ E Y ( x ) ~ ] + k ( x ) W  - - ф )  (1.14)
dxT dx2

bu yerda K(x) - fyuzelyajning grunt bilan o 'zaro  ta 'sirini ifodalaydi.
(1.14) tenglam a
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kabi chegaraviy shartlar bilan birgalikda samolyot fyuzelyajining egilishi 
haqidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi.

B )H ususiy hosilali d ifferensial ten g lam ala rn i ycchishga 
k eltirilad igan  av iatsiya k o n stru k siy a la ri m asa la la rin in g  m atem atik  
m odellari

Samolyot qanotining majburiy tebranishi haqidagi masalaning 
matematik modelini qurish uchun, (1.12) tenglamaga. Dalamber prinsipiga

d2Wko‘ra, inersiya kuchi bo‘lgan m{x)— r  ni qo‘shish kifoya bo‘ladi.
d t

U holda:

~ ( E / ( x ) ^ ) + =  q(x,t) (1.16)
ax ot ot

bu yerda m (x) -  qanotning o 'zgaruvchan massasi, (1.16)- hususiy 
hosilali differensial tenglam a (1.13) chegaraviy shartlar va quyidagi 
boshlang‘ich shartlar

(U 7>

Kabi boshlang‘ich shartlar bilan birgalikda, samolyot qanotining 
majburiy tebranishi haqidagi masalaning matematik modelini ifodalaydi. 
Fyuzelyajning majburiy tebranishi haqidagi masalaning matematik modcli 
ham xuddi shunday quriladi.

N a/.orat savollari

1. Fanning maqsadi va vazifalari.

2. Aviatsiya konstruksiyalari elem entlarining masalalarini yechishning 
asosiy bosqichlarini keltiring.

3. M asalaning m atematik modeli nima?
4 .Qanday aviatsiya konstruksiyalarining (AK) masalalari algebraik 

tenglamalarni yechishga keltiriladi?
5. Qanday AK masalasi optimizatsiya masalasi deyiladi?
6 .Qanday ecliirn optimal eehim deyiladi?

M =M s =0, JC-Q, x = i  0 - 1 3

9



7 .Qanday AK masalalari oddiy differensial tenglamalarni yechishga 
keltiriladi va m atematik modeli qanday quriladi?

8. Qanday AK masalalari xususiy hosilali differensial tenglamalarni 
yechishga keltiriladi va matematik modeli qanday quriladi?

K a lit so‘z la r

D iskret m odel. Masalan, y  = x 2 funksiyaning qiymatini hisoblash 
uchun, berilgan x bo ‘yicha uni ustun ko‘rinishida hisoblaymiz. Agar x 
sondan kvadrat ildiz. chiqarish talab etilsa, u holda diskret model algoritmi 
yordamida ifodalanishi mumkin bo‘lgan jarayonning matematik ifodasi va 
yechim ning aniqligi masalasi haqidagi savol yuzaga keladi.

M atem atik  model. Matematik model tuzamiz, ya’ni masalaning 
matematik ifodasini yozamiz.

y =  -Jx

Diskret model algoritmini tuzamiz.

= ('•!«)

LimYnA = С . ё к и  -Jx = cЛ-К©

Diskret model algoritmini (1.18) ga tadbiq qilish uchun EHM da 
dastur ishlab chiqiladi. Misol uchun, y = S  ni c = |r„,-y.|=0,000i aniqlik 
bilan Уи =_ 2  boshlang‘ich yaqinlashish bilan hisoblang. (1.18) formula 
orqali bisoblab, berilgan aniqlikda hammasi bo 'lib  3 ta yaqinlashish kerak 
ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin, y a ’ni n=3 ekanligini topamiz.

M atem atik  d a s tu rla sh . So'nggi villarda matematikaning 
daslurlashtirishga oid bir necha boMimlari vujudga keldi. Bularga chiziqli 
dasturlashtirish, qavariq dasturlashtirish, dasturlashtirish, butun sonli 
dasturlashtirish, dinamik dasturlashtirish va boshqalar kiradi. Hozirgi 
paylda bu bo 'lim lar umumiy tarzda matematik dasturlashtirish yoki 
optimallash nomi bilan yuritiladigan bo'ldi.

Sam olyot qano ti. Samolyot qanoti odatda eni o ‘zgaruvchi b(x) va 
qalinligi h(x) konsolli sterjenday modellashtiriladi. T o 'g ‘riburchakli kesim 
uchun inersiya momenti 1 (x) quyidagi formula bilan hisoblanadi:

10



у(«)= 2 ^ 1 >
12

Elliptik kesim uchun quyidagi formula bilan hisoblaymiz.

_

4

2 -m a’ru za

K oshi m asalasi va chcgarav iy  m asa la la r h aq id a  tusliuncha.K osh i 
m asalasin i sonli yechish usu llari

1.Chegaraviy m asala hamda Koshi masalasi tushunchalari.
2. Koshi masalasini sonli yechishning Runge-Kutta usuli
3. Koshi masalasini yechishning chekli ayirm alar usuli.

K alit so‘z la ri: Koshi masalasi, chegaraviy masala, standart yozuv, 
Teylor qatoriga yoyish.

Quyidagi ikkinchi tartibli differensial tenglamani qaraylik.

bu yerda M ,V ,A-(m IJ),(b,J),(a,l) elcm entlar bilan berilgan kvadrat 
matritsalar. (i = ТТлГу = V") bo ‘lib (7(/)-«-o‘lchovli izlanayotgan vektor, f(t) 
esa. 1 ga bog‘liq bo'lgan berilgan vektor funksiya.

ko‘rinishdagi shartlam i qanoatlantiruvehi (bu yerda, a<),ai -  berilgan sonli 
vektorlar) (2.1) tenglam aning yechimini topish talab etilsa, u holda (2.1) 
tenglama bilan (2.2) shartlam i birgalikda boshlang'ich shartlar bilan 
berilgan masalasi yoki Koshi masalasi deyiladi.

Agar quyidagi

R cja

M U + B U +  AU =  / ( / ) (2 .1)

Quyidagi
U(t0)=q>, (2 .2 )

(2.3)
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shartlarni qanoatlantiruvchi, (bu yerda yi, 7 2  -  berilgan o ‘zgarmaslar, p, |}2 
-  berilgan sonli vektorlar) (2.1) tenglam aning yechim ini topish talab etilsa, 
11 holda (2.1) tenglam a bilan (2.3) shartlar birgalikda chegaraviy masala 
deb yuritiladi.

Shunday qilib, Koshi masalasi bitla nuqtada berilgan qo 'shim cha 
shartli differensial tenglam a bilan aniqlanib, chegaraviy masala esa, 
kamida ikki nuqtada berilgan shartli differensial tenglama bilan aniqlanar 
ekan.

Avvalo Koshi m asalasining sonli yechish usullarini ko‘rib chiqamiz, 
y a’ni aviatsiya konstruksiyalari elementlarining dinamik masalalarini 
ifodalaydigan (2.2) boshlangich shart bilan berilgan (2.1) tenglamaning 
yechimini aniqlashning usullaridan biri Runge- Kutta usulini bayon 
etamiz.

R u n g e-K u tta  usuli

Koshi masalasini yechishning eng ko‘p tarqalgan usullaridan biri 
Runge-Kutta usuli hisoblanadi.

Bu usulni qo‘llash uchun berilgan (2.1) differensial tenglamani 
quyidagicha standart ko ‘rinishda yozib olamiz.

и = у,, м у - у2 yoki Му' Еуг
Е У г  =  / ( / )  ~ ВМ  ' у 2 -  А у

(2.4)

bu yerda Е- birlik matritsa, yoki

yoki

voki

м 0
0 E

y,

K>ij

о я  у , л  j o  1
- a -BM 1 [ y j  [ m )

(
У> _ f u  oY'l

<Уг >
[0 E )  !
f м  oY'Yo E  Y v , W w  0Y<)

[0 EJ I-A -BM ' J U J  ' l 0 '-Л Л О

y =  Dy + q =  F(t,y) 

M OV0 E 
OE A B M '

м  o |Y o
0 EJ [ / ( / )

(2.5)

(2.6) 

(2.7)
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(2.7) tenglam a uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha yoziladi:

(2.8) boshlang‘ich shart bilan berilgan (2.7) tenglam a, berilgan (2.1) 
tenglam aga Runge-Kutta usulini qoMIash uchun standart yozuv 
hisoblanadi.

Vaqtning biron bir mom entida tj=i . At, tj+1 t,=At, y(t) ning 
qiymatini y* deb belgilaymiz. y j+|=y(tj+At) funksiyani At ning darajalari 
bo‘yicha Teylor qatoriga yoyilmasini quyidagicha yozish mumkin.

(2.9) da At li had bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy ifodaga ega 
bo'lam iz.

(2.11) formula (2.7) tenglam aning oddiv sonli integrallash usulini 
ifodalaydi va uni 1- tartibli Runge-Kutta usuli deb ataladi. 1- tartibli 
deyilishiga sabab. At ning darajalari bo‘yicha Teylor qatoriga yoyishda
(2.9) qatorning faqat birinchi, chiziqli hadining olib qolinishidir.

yuboriladi, bundan kelib chiqadiki, (2.12) formuladagi hatolik 0(ДГ) 
tartibli aniqlikka ega, ekan.

(2 .8)

* AT2 Л/3
V,„ =y, +y, >«+— J * - (2.9)

Ум =y. +&y< (2 .10)

t=t, bo‘lganda (2.7) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:

У, =/■'(',, JK) (2 . 11)

(2.11) ni (2.10) ga qo 'y ib , quyidagim hosil qilamiz.

(2.12)

2Q o‘shiluvchiIam ing At va undan yuqori tartibdagilari tashlab
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Ko‘pincha, amaliyotda, to 'rtinchi tartibli Runge-Kutta formulasidan 
foydalaniladi. Unga asosan t, dan tj+, ga o ‘tish quyidagi formulalar 
yordamida am alga oshiriladi.

У,„ = У,+&1Р, /> = - [д  + 2р, + 2р, + Л ] (2.13)
6

bu yerda, pt = F(t„y,), p2 = F(t, + 0,5 At ft), p, = F(l, + 0,5&l,y, + 0,5 At p.), 
p, = F(t, + At,y, + &ipi). (13) formulaning hatoligi 0(At5), bu esa (2.12) 
formula hatoligidan sezilarli darajada kamdir. Runge-Kutta usuli 
algoritmining tadbiqi har qanday zamonaviy shaxsiy kom pyuterlar 
matematik ta ’m inotida mavjuddir.

K oshi m asalasin i yechishning  chekli a y irm a la r  usuli

Quyidagi 2- tartibli differensial tenglama

y(t)+b(t)y(i) = f(t) (2.14)

>4 0 )= a„,y(a) - a, (2.15)

kabi boshlang‘ich shartlar bilan berilgan bo'lsin.
Bu yerda b(t) va f(t) -berilgan funksiyalar, a () va a  \ Iar berilgan 

o ‘zgarmaslardir.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz.

/ = / , = / Al i -  1,2,...

У (I,) = . b0,) = b„ / ( 0 = / ,

И/, + A/) funksiyani At ning darajalari bo‘yicha Teylor qatoriga yoyamiz.
At -g a  ega bo‘lgan hadlar bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy ifodaga 
ega bo'lam iz.

Ы7
Ж  -Ы )= У ,  , = v, - Ы у , + ~ -  y,

A/?
Ж  + ЛГ) = >„, =>' + А/ у, + —  у  (2 .16)

Bu munosabatlarni qo 'sh ib , v, uchun quyidagi ayirm alam i hosil 
(jilami/..

и



У, = - U ( y , t< - 2 y / + y,-<)
л/

(2.14) tenglamani t=t, uchun yozamiz

(2.17)

У,+Ь,У,=/ (2. IX)

(2.17) ni (2.18) ga qo‘yib, quyidagiga ega bo'lam iz.

- f i t t f m - i y i + y ,  , ) + h, y , = f

y,M =if, -Ь'У.УХ2 +2 v, -Ун (2.19)

(2.19) ifoda (2.14) va (2.15) masalalarni yechish uchun chckli ayim ialar 
usulining algoritmi bo 'lib  hisoblanadi. (2.15) va (2.16) boshlang'ich 
shartlardan quyidagini hosil qilamiz.

>’о = ^ > ’|= йЬ+л?^ (2.20

y0 У! lam ing aniq qiymatlari uchun (2.19) formula kelm a-ket barcha уг уз, 
... lami topishga imkon bcradi.

N azora t savollari

1. Koshi masalasining chegaraviy masaladan farqi nimada.
2. Runge-Kutta usulidan foydalanish uchun differensial tenglamaning 

standart yozuvi qanday ko 'rinishga ega?
3. 2- va 4- tartibli Runge-Kutta usulining algoritmi qanday 

ko 'rin ishda bo 'ladi?
4. Runge-Kutta usuli uchun chckli ayirm alar munosabati qanday 

ko‘rinishga ega?
5. Koshi masalasini yechish uchun chekli ayirmalar algoritmi qanday

ko 'rin ishga ega?
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K alit  so ' / la r i

K oshi m asalasi. B oshlang'ich shart bilan berilgan masala Koshi 
masalasi deyiladi. Aviatsiya konstruksiyasi elem entlarining barcha 
dinamik m asalalarining diskret modellari Koshi masalasini yechishga 
keltiriladi.

1- tartibli differensial tenglama uchun ular,

C hegaraviy  m asala . Koshi masalasi bitta nuqtada berilgan 
qo‘shimcha shartli differensial tenglama bilan aniqlanib, chegaraviy 
masala esa, kam ida ikki nuqtada berilgan shartli differensial tenglama 
bilan aniqlanadi.

Aviatsiya konstruksiyasi elem entlarining barcha statik masalalari 
chegaraviy masalalami yechishga keltiriladi.

Masalan, 2-chi tartibli differensial tenglama uchun

BU + AU = /  (/) 
U ( 0 )  =  a a

2- tartibli differensial tenglama uchun quyidagicha bo ‘ladi.

3- tartibli differetsial tenglama uchun esa, quyidagicha bo‘ladi.

MU + BU + A U = / ( / ) ,

u ( tQ) + rV & )= fr>  
C'(/,) + r ,//( /,)=  p.

kabi bo'lib,
4-chi tartibli differensial tenglam a uchun

)6



= 0, х = Ода
du

и ~  —

dx
ёки

1 7 = —  = 0, х  = 0да
,/v!

~ { а ^ х ) ~ \ ) ^ а г(х)и = /(х) 
tit <яЬс

(/ = — = 0, * = 0&>
<*х

kabi yoziladi.
S ta n d a r t  yozuv. Quyidagicha ko'rinishdagi boshlang‘ich shart bilan 

berilgan ixtiyoriy tartibli differensial tenglam alar tizimi

X t) = fV ,y )}
,v(0) = a„ j

Runge-Kutta usulidan foydalanish uchun standart yozuv deb 
yuritiladi.

T ey lo r q a to rig a  yoyish. Chekli ayirm alar yordamida v,eo v, 
hosilalami approksim atsiyalash uchun har qanday 
>(/,-At) = y(i, + M) = y„, funksiyalarni Л/ ning darajalari bo‘yicha Teylor 
qatoriga quyidagicha yoyiladi:

AT At
У,-, = y , ~  A'.V, + — Д' , - — +

At7 At'
У,. i = y , + A ‘y l + — y, + — y i + ...

Masalan
V i' V V = ---—— ^0̂ Al). v 

At
- •V' + (HAt).

At

i ()(AI2)
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3- M a’ru za

Ikk inch i ta r tib li  d iffe rensia l ten g lam a la r sistem asi uchun  K oshi 
m asalasin ing  an iq  yechim ini q u rish  usuli. M a tritsan in g  s im m etrik lik  

sh arti. Ix tiyoriy  o ‘zg arm asn i v aria tsiy a lash  usuli

R eja

1. Ikkinchi tartibli differensial tenglam alar sistemasi uchun Koshi 
m asalasining aniq yechimini qurish usuli.

2. M atritsaning simmetriklik sharti.
3. Ixtiyoriy o ‘zgarmasni variatsiyalash usuli

K alit so‘/.lari: Erkinlik darajasi soni, ixtiyoriy o ‘zgarmasni 
variatsiyalash.

Chekli erkinlik darajasiga ega bo ‘lgan aviatsiya konstruksiyalari 
elem entlarining barcha dinamik m asalalarining diskret modeli quyidagi 
Koshi masalasini yechishga keltiriladi.

bu yerda

MU(I)+ AU(I) = f( t )  

U(0) = a o, U(0) = a,

(3.1)
(3.2)

м = mu т ь a n , U = U,V)
u .io

./(/>=
f i t)
fA‘~>

a„a ,-berilgan vektom ing koordinatalari.
(3.2) bosh!ang‘ich shartlam i qanoatlantiruvchi (3.1) tenglam aning 
yechimini topish talab etiladi.



Qaralayotgan tizim matritsasini simmetrik deb hisoblaymiz, y a ’ni:

Eslatib o ‘tamizki, n oMchovli siimmetrik A matritsa n la o ‘zaro 
bog‘liq bo‘lmagan xos vektorlarga ega edi. Faraz qilaylik, dastlabki 
hisoblashlar natijasida tebranishlarning xos chastotalari bilan xos 
tebranishlarining ifodalar topilgan bo‘lsin. Xos chastotalami

w, <w2 <ш, <...<wn

kabi joylashtirib, ularga mos keluvchi tebranishlarning ko'rinishlarini 
W{W2,..Wn orqali belgilaylik.

Faraz qilaylik ular uchun quyidagi munosabat bajariladigan bo‘lsin
y a’ni:

n; (3.3)

va mos ravishda quyidagi munosabat ham o ‘rinli bo‘lsin

Z* (3-4 )

(3.1) tenglam aning yechim ini quyidagi ko 'rinishda izlaymiz.

U(0 = z l(/w, + z ,(tw 2 +... + z n(t)Wn = W7\i) (3.5)

agar bu yerda,

fV =(fV„fV2,...,fVJ

ekanliklarini inobatga olsak, (3.5) ni (3.1) ga qo‘yib, quyidagini hosil 
qilamiz.

M W Z ( i )  + AW Z(l)  = f ( t )

Buni chap tomondan W' ga ko‘paytirib, quyidagiga ega boMamiz.
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W  MW 7.(1) + Wr A W 7.(1) -  W' / » )

(3.3) va (3.4) ortogonal almashtirishlam i e ’tiborga olsak.

(3.6)

£Z (/) + 0 !Z(/) = /-(0  (3.7)

tenglamaga ega b o ‘lamiz bu yerda

F ( t )  - W r f  ( t ) =  (Ft (/), F2 (/),..., F„ (0)'

1 0. .0 w;o 0 "
01 .0 “2 = 0 .0
0 0. ) 0 0. V

(3.7) tenglam a quyidagi n -  la ajraluvchi differensial tenglam alarga 
ekvivalentdir.

Z,(0+w’ 7.(0 - /,(/), # = l,2,...n (3.8)

Vaqtning boshlang‘ich holati t=0 da /7(0) = «„, (/(0) = a  Iar 
ina’lum boMganliklari uchun (3.8) tenglamani integrallash uchun, 
a 0 ва а,  ни Z,(0) «a Z/(0)orqali ifodalash zarur bo‘ladiki, Buni (3.5) 
tenglikdan kelib chiqqan holda am alga oshirish mumkin. Uni chapdan 
W 1 M  ga ko ‘paytirib va W TM W  birlik matritsa ekanligini e ’tiborga olib, 
quyidagini hosil qilamiz.

Z(0)= W 1 A1(/(0)

Bun dan esa.

Z(0)=-WTMU(0), 7{Q) = W ' MU(0) 

kelib chiqadi. Bu yerdan talab qilingan ifodalami hosil qilamiz.

Z,(0) = W' M an = a nil 7,(0) = W/ to ,  a , j  (3.9)

Ushbu usul, p- ta erkinlik darajasiga ega bo'lgan tebranishlar haqidagi 
masalani erkinlik darajasi bitta bo‘lgan tebranishlar haqidagi masalaga olib 
kelish usuliaridan biridir. (3.9) boshlang‘ieh shartlami qanoatlantiruvehi.
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(3.8) tenglam aning aniq yechimi ixtiyoriy o ‘zgarmasni variatsiyalash 
usuliga asosan va quyidagicha yoziladi

(3.10) ni (3.5) ga qo‘yib, (3.1) tenglam aning (3.2) boshlang'ich 
shartlam i qanoatlantiruvchi yechimini hosil qilamiz.

Agar n- erkinlik darajasiga ega boMgan mexanik tizimlar 
tebranishlari erkinlik darajasi bitta bo 'lgan tebranishlar haqidagi masalaga 
keltirilsa, y a ’ni:

bunday tenglamalarni yechish uchun ixtiyoriy o ‘zgarmasni 
variatsiyalash usulidan foydalanish mumkin. Avval, tenglamasi

kabi ko‘rinishda bo‘ladigan tizimning erkin tebranishlar sonini ko‘rib 
chiqamiz. Bu bir jinsli tenglam aning yechim ini,2  = Ce1' ko‘rinishida 
izlaymiz. Uni (3.15) ga qo‘yib, к ga nisbatan quyidagi xarakteristik 
tenglam aga ega boMamiz.

k2 + w2 =0
Bu tenglam aning k{ = -ico во k2=im kabi ildizlari orqali (3.15) 

tenglam aning umumiy yechimini aniqlaymiz.

(3.10)

Z,(t)+ e>?Z,(i) =: *•)(!) , ( =1,я

Z,(0) = ao„ 2,(0) = au
(3.11)
(3.12)

yoki
(3.13)

Z(0)~-ao. Z(0) = a, 3.14)

z (0 + o), z(i) = о (3.15)

Z = C  cosa/ +Q  si n <ct (3.16)

r ,= C ,(  0 , c , = r 2(/)

deb faraz qilib, (3.16) ni t bo‘yicha differensiallaymiz.



Z -  Ci coscd +C2 si rv j -  cXC, s i n«J -C , cosor) (3 .17)

Gcosa/+Cjsin<irf=0 (3 .18)

deb faraz qilib, (3.18) ni differensiallaym iz va quyidagini hosil qilamiz.

Z=-iw(CisinrJ-C2Cosc2/)-ft>2(C|co9s/+Csin&r) (3-19)

(3.16) va (3.19) ni (3.13) tenglamaga qo ‘yib, quyidagini hosil 
qilamiz.

-Cisiruuf +СгСоэш1=\la)F(t) (3 .20)

(3.18) va (3.20) tenglam alar tizimini CieaCi ga nisbatan yechib, 
quyidagiga ega boMamiz.

Ci = -1 /ojh\t)s\rvii,C'2  = \ /a f \ t  )coxrJt (3.21)
yoki

C, -  Z(0) ̂  I / f'\T)s\ncodT 

C2 = l/aJ(Z(0)-t-jV(r)cosft>i/r]

С ,еаСг ni (3.17) ga qo ‘yib, quyidagini hosil qilamiz.

/.(I) = [Z (0)-l/^ jV ’(r)sin<wHiJcosa< + l/<y(Z(0) + £/-'(r)cos<WK/r|sin<ar 

•- Z(0)cos6* + Z(0)/a»sin<uf + l/<«f Hr)(coswrsintt* -sin<urco*uf](/r 

yoki

Z(*)=Z(0)cosa* -(Z(0)/jusin<i*+l/<yf F(T)smoj(l-r)dT (3 .22)

(3 .22) da Z = Z,, w-o) , ,  I- = I] deb faraz q ilib , (3 .11) tenglam aning  
yechim ini topam iz.

I
Z((/) = Z,cosft»7+Zl{0)/<y| sirvw(/ + l/tu1 f^(r)sirwi;,(/ i)d i
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N azora t savollari

l.S im m etrik  matritsa deb qanday matritsaga aytiladi?
2. Simmetrik matritsa qanday xossalarga ega?
3 .0 rtogonal almashtirish deganda qanday almashtirishni tushunasiz?
4.p-la erkinlik darajasiga ega bo‘lgan tebranishlar haqidagi mqsalani 

erkinlik darajasi bir bo‘lgan tebranishlar haqidagi masalaga olib 
kelishdagi maqsad nimadan iborat?

K alit so ‘z la r

E rk in lik  d a ra ja s i soni. Mexanik tizimlar tebranishida erkinlik 
darajasi deb, tizimning barcha nuqtalarining vaziyatini bir qiymatli 
aniqlovchi o ‘zaro bog'Iiq boMmagan koordinatalar soniga aytiladi. (1) 
tizimda oV aro bog‘liq boMmagan koordinatalar soni p ga teng, 
y a ’ni,

U, (l),U2
M a’lumki, ixti)'oriy deformatsiyalanuvchi jism  cheksiz ko‘p erkinlik 

darajasiga ega. (Ammo darajalari chegaralangan bo‘ladi).
Odatda, mavjud adabiyotlarda ixtiyoriy vaqtda tizimning holatini 

to‘liq xarakterlaydigan bitta erkinlik darajasiga ega boMgan tizimlar 
qaraladiki, bunday masalalami yechish erkinlik darajasi ko‘p bo'lgan 
tizimlarga nisbatan ancha oson bo4adi.

Ixtiyoriy o ‘zgarm asn i v aria tsiya lash . Agar n- erkinlik darajasiga 
ega bo‘lgan mexanik tizimlar tebranishlari erkinlik darajasi bitta bo‘lgan 
tebranishlar haqidagi masalaga keltirilsa, y a ’ni:

Z,(()+ nK 7-M) = Fj(t) , i = l,я 
Z,(0) ^ Z,(0) = a„

yoki
/U ) + to2Z(t) = F(l),

Z{0)--=a,): Z(0) = a t

Bu holdagi bunday tenglamalami yechish uchun ixtiyoriy o ‘zgarmasni 
variatsiyalash usulidan foydalanish mumkin.
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4- m a’ruza

2-chi ta rtib li in tegralli -d ifferensia lli ten g lam ala rn i d a ra ja li  q a to r la r  
usuli bilan yechish. E rk in  va m ajb u riy  teb ra n ish la r  haqidagi 
m asala la rn i k v a d ra tu ra  fo rm u la la rig a  asoslangan  u su llardan  

foydalan ib  ycchish

1. Elastik va toMiq elastik bo‘lmagan materialdan iborat bo‘lgan 
aviatsiya konstruksiyalari elem entlarning erkin va majburiy tebranishlari 
haqidagi masala.

2. Darajali qatorlar usuli.
3. Erkin va majburiy tebranishlar haqidagi masalalarni kvadratura 

formulalariga asoslangan usullardan foydalanib yechish.

K alit so‘z lar: Bitta erkinlik darajasiga ega bo ‘lgan konstruksiya 
elemcntlari. Integralli- differensialli tenglamalar.

Tashqi kuch ta ’siri natijasida hosil boMadigan konstruksiya 
elementlarining tebranishlarini majburiy tebranishlar deb yuritiladi.

Uchish apparatlari dvigateli qurilm alarining ishlashi, gaz. bosimi va 
shamol bunday kuchlar manbai hisoblanadi.
Konstruksiya elementlarining faqat boshlang‘ich qo 'zg 'atovchi kuch 
ta ’sirida boMadigan tebranishlari xususiy tebranishlar deb ataladi.

Agar tashqi kuch ta 'sirida hosil bo‘lgan deformatsiya, kuch 
olingandan keyin o ‘zining dastlabki holatiga to 'liq  q ay tsa  bunday uchish 
apparatlari konstruksiyasi clementlari materiali ideal elastik deyiladi. 
Aslida esa tashqi kuch ta 'sirida deformatsiya vaqt davomida o ‘sadi. 
Konstruksiyaning bunday materiali to 'liq  bo'lm agan elastik material 
deyiladi. Barcha kom po/itsion materiallar bunday hususiyatga egadir. 
Shuning uchun m aterialning bunday xususiyatini hisobga olmaslik 
noaniq natijalarga olib keladi.

Ideal elastik materialdan tayyorlangan konstruksiya elem entlarining 
majburiy tebranishlari haqidagi bitta erkinlik darajasiga ega bo’lgan 
masalaning matematik modeli quyidagi differensial tenglamani

R eja

U(t) + b(b)4 (!) = №  
IJ(0) = o„. (/(0) a,

(4.1)
(4.2)
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kabi boshlang‘ich shartlarga nisbatan yechishga keltiriladi.
M ajburiy tebranish bo‘lgan holatda

/ ( / ) *  0, ao = a ,= 0  

erkin tebranish bo‘lgan holatda

/ ( / )  = 0, a0 Ф 0, * 0
bo'ladi.

Agar konstruksiya elementlari to ‘liq boMmagan elastik materialdan 
ishlangan bo‘lsa, u holda uchish apparatlari elem entlarining majburiy 
tebranishlari haqidagi masala quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan 
berilgan integral- diffierensial tenglamani yechishga keltiriladi.

U(l) + bty(t) -  Jl, R(t -  T)U(T)dj\= f{t) (4.3)
boshlang‘ich shartlari

l/(0) = A0, t/(0) = e, (4.4)

bu yerda b -  m a’lum o ‘zgarmas, R ( t - r ) -  relaksatsiya yadrosi 
eksperiment yordam ida aniqlanadi.

R ( t - r ) =  A e- fl(t - r )  (4.5)
funksiyaning grafigi quyidagi ko‘rinishiga ega.

Uchish apparatlari konstruksiyalari elem entlarining erkin va 
majburiy tebranishlari haqidagi masalani yechish usullarini ko‘rib 
chiqamiz.

D a ra ja li q a to r la r  usuli

(4.2) boshlang‘ich shart bilan berilgan (4.1) tenglamani qaraymiz. 
Faraz qilaylik, b(t) va f(t) funksiyalar biror u  [o.r] oraliqda 
yaqinlashuvchi darajali qalor ko'rinishida ifodalangan bo'lsin, y a ’ni

Л(0 = 2 > / .  / ( ' ) - £ / ' '  (4.6)
/•О »=0

bu yerda b, m /;- m a’lum o'zgarm aslar.
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U holda (4.1) tenglam aning yechimini darajali qatorlar usuliga 
asosan quyidagi ko 'rinishda izlaymiz.

U(t) = ± a /  (4.7)
*=<)

bu yerda a.aniqlanishi lozim bo‘lgan nom a’lum o ‘zgarmaslar.
Birinchi 2 la o ‘zgarmasni a„ m a, lami (4.2) shartdan topam iz, y a ’ni 

a„ = a0, a, = a, .(4.7) ni differensiallab, quyidagini hosil qilamiz.

0(1) = ± К а /~ ' (4.8)
/<"1

0 (0  = X  К (К -1)о/-г 

- 2  = i deb belgilash kiritib, quyidagini hosil qilamiz.

U(0 = |> + 2X i-n )< w ' (4.9)
»*=0

(4.6), (4.7) va (4.9) ni (4.1) ga qo ‘yib, darajali qatorlarni ko ‘paytirish 
formulasidan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz.

КОУ(0 = 2 > ' 5 > / в Ё с/  (4 1 °)j-0 /-0 г-0
Topilgan (4.9), (4.10) munosabatlarni (4.1) tenglam aga qo‘yib va 

ulami gruppalab, quyidagini hosil qilamiz.

£ [ ( , 4 2 X M ^ + c , (4. 11)
i-ti if)

(4.11 )da /’ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni 
tenglashtirib, quyidagini hosil qilamiz.

( /+ 2 ) ( i+ l ) e „ ,  + c, = /

/  -Xv*0 + JX/+2)

f(i),b„a0,at lam ing aniq qiymatlarida (4.2) rekkurent formulalar
о, < 2,3 koefTitsentlarning hammasini kctma-ket aniqlaydi.

7'opilgan a, ning qiymatlarini (4.7) ga qo‘yib, (4.2) boshlang‘ich 
shartni qanoatlantimvchi (4.1) tenglam aning yechimini topamiz.
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2. E lastik  va to ‘liq elastik  boM magan m ate ria lla rd an  yasalgan  
e lem cn tlarn in g  teb ra n ish la ri haq idag i m asalan i k v a d ra tu ra  
fo rm u la la rig a  asoslangan usulda yechishni k o ‘rib  ch iqam iz

a) Avval elastik materialdafl yasalgan konstruksiya elementlarining 
tebranishi haqidagi masalani ko‘rib chiqamiz. Uning uchun quyidagi 
Koshi masalasini qarayniiz.

V ( t ) + b { t ) u ( t ) = f ( t )  (4.12)

U ( 0 ) = a v, 1/(0) = a ,  (4.13)
(4.12) tenglamani 0 dan t gacha integrallab, quyidagini hosil qilamiz.

0(1) -  (7(0)+ J b(l)U(t)al = J f ( t)a l
0 0

yoki (4.13) ga asosan

t l
0(l)~\ \b(t)U(l)at  = J f ( l ) a t  + ff, (4.14)

0 0
(4.14) ni integrallab, quyidagiga ega bo ‘lamiz.

i i  II
U(t) - (7(0) + J j  6(0 U(t) did! = j j f ( t ) d td t  + a ,t

0 (I 0 0
yoki

i i  i i
U(t) + j  j  b(l)U(t)dtdt = J J f(t)dtdl + a,t + a„ (4.15)

0 0 0 0
Matematik analiz kursidan m a’lumki

i l l  I .
JJ ^ ( t ) d t  .di J ------ ( t - t y  't(T)di (n marta)
Oil (I

bu formuladan foydalanib, (4.15) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish 
mumkin.

i I
l J ( i )  + j ( t - T ) b ( T ) d r  = \ ( t -  г )  f ( r ) d r  v a tl  + a 0

0 0
yoki

/
U (l)  -  F ( l )  - \{t -  T )b(T )U (r)d T  (4.16)

0
bu yerda

i
F ( t )  -  j ( l - T ) f (r) d r  +  a xt + «„
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Kvadratura formulasini (4.16) integral tenglam ani yechishga
q o ilash  uchun (n ing  t = t„^-nAt (n --1 ,2 ,.... ) kabi belgilangan qiymatiarida.
berilgan (4.16) tenglamadan hosil qilingan quyidagi ifodadan foydalanish 
zarur.

belgilashlar kiritamiz. U holda (4.17) dan quyidagini hosil qilamiz.

(4.18) ga kiruvchi integralni trapetsiya formulasi bilan hisoblaymiz, ya'n i

(4.19) rekkurent formula u, = £/(/,),и г = U ( t 2) , ... u „ = u u j  larning sonli
qiymatlarini ketma-ket topish imkonini beradi.

b )Y uqorida bayon qilingan  usulni ikk inchi ta rtib li in tegra l -  
defferensial ten g lam ala rn i yechish uchun ham  osonlik  bilan 
um um lash tirish  m um kin:

Vifn)  = j -  r ) b ( j ) U { T ) d z (4.17)
0

Un = F n - £ ) ( t „ - T ) b ( T ) U ( T ) d T (4.18)

j(t„ -  T)b(T)U(t)dT = ~ -]{ t„ -t,)b ,U , I/,.,]

va quyidagini hosil qilamiz.

(4.19)

A. -  -  - ,  A = h, i = 2, /7-1 2

,
C(t) + b U(l) - 1R(t r ) U( r )d i  |= f( l ) (4.20)
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va boshlang'ich shartlari

U(0 ) = a„, U (0) = a, (4.21)
(4.21) boshlang'ich shartlami e ’tiborga olgan holda (4.20) tenglamani ikki 
marta integrallab, quyidagini hosil qilamiz.

U (I) + b\  Г(/ -  T)U(r)dr  = F(t) (4 .2 2 )
О

bu yerda

Г(/ г) = (< -т ) -  -T  -  s)R(s)ds 
о

i
F(/)= J ( / - r ) / ( r ) r f r  + a , i + a 0 (4 .2 3 )

0
(a) bandda bayon qilingan usulga asosan quyidagiga ega boMamiz.

Un-- Fn~ £  Л, !'(/„- i,)U, / = 1,2,..... (4 .2 4 )
1=1

bu yerda

O . - t i ) -  jU.  ~ r, -s)R(s)dr

A. -  —  A , = A t  i = 1, я -1
' 2

(4.25) rekurrent formula (4.21) bosh!ang‘ich shartni qanoatlantiruvehi
(4.20) integral -  differensial tenglamani sonli yechishni ketma -  ket 
topishga imkon beradi.

U ,=U (t,), U7 =U(tt )...... ,U '= U ( t , )

N azora t savollari

1. Integral -differensial tenglamalarni yeehish uchun darajali qator 
usulining algoritmi qanday ko‘rinishga ega?

2. Ideal elastik materialdan yasalgan konstruksiya elementlarining 
majburiy tebranishi haqidagi masalani yeehish uchun kvadratura 
formulasiga asoslangan usul algoritmi qanday ko‘rinishiga ega?

3 .T o ‘liq elastik bo‘lmagan materialdan yasalgan konstruksiya 
elementlarining majburiy tebranishi haqidagi masalani yeehish uchun 
kvadratura formulasiga asoslangan usul algoritmi qanday 
ko‘rinishiga ega?
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4. Uchish apparatlari elem entlarining materiallaridan qaysilari ideal 
elastik. qaysilari to ‘liq bo‘lmagan elastik deyiladi.

5. Qanday hollarda konstruksiya elem entlarining tebranishi majburiy, 
qanday hollarda esa hususiy bo‘ladi.

6. Ideal elastik materialli konstruksiya elementlari tebranishi haqidagi 
masalani yechish uchun darajali qatorlar usulining algoritmi qanday 
ko‘rinishda bo‘ladi.

K a lit so‘z la r

B itta e rk in lik  d a ra ja s ig a  ega b o ‘lgan ko n stru k siy a  elem entlari.
Bu yerda vaqtning har qanday momentida bitta erkinlik darajasiga ega 
bo‘lgan konstruksiya elem entlari holatini to ‘liq harakterlaydigan 
tebranishlar qaraladi.

p-ta erkinlik darajasiga ega boMgan tebranishlar qaralayotgan 
holatda 3-chi m a’ruzada ko‘rsatilgan usul yordam ida har doim bitta 
erkinlik darajasiga ega bo‘lgan tenglam alar tizimi masalasiga keltiriladi.

In tegralli-d ifferensialli teng lam alar.A gar tenglamada nom a’lum 
differensial belgisi yoki integral belgisi ostida joylashgan bo 'lsa, u holda 
bunday tenglamalar integral differensial tenglam alar deb ataladi.

5 - M a ’ruza

2-chi ta rtib li in teg ra l-d ifferensia l ten g lam ala rn i d a ra ja li  q a to r la r  
usuli b ilan  ycchisli. E rk in  va m ajb u riy  teb ra n ish la r  haqidagi 
m asala la rn i k v a d ra tu ra  fo rm u la la rig a  asoslangan u su lla rd an  

foydalan ib  yechish

R eja

1. 2- chi tartibli integral-differensial tenglamalarni yechish uchun 
darajali qatorlar usulini qo ‘llash.

2. Elastik va to‘liq elastik bo‘lmagan uchish apparatlari 
konstruksiyasi elementlarning erkin va majburiy tebranishlari haqidagi 
masalalarini kvadratura formulalariga asoslangan usullardan foydalanib 
yechish .

K alit so‘z lar: Rekurrenl formulalar. Integral tenglama.
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1. T o‘liq elastik bo'lm agan matcriallardan yasalgan barcha 
konstruksiya elem entlarining dinamik masalalari boshlang'ich shartlari 
bilan berilgan quyidagi integral -  differensial tenglamalarni yechishga 
keltiriladi.

U(i) + b \ = / ( / )  ( 5 . 1)

U(0) = a0, (7(0) = a, (5.2)

Agar f l ( / - r )v a  f ( t)  funksiyalarni quyidagi yaqinlashuvchi darajali 
qatorlar ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa y a’ni:

R ( t - T ) = ± R ,( l - r y ,  / ( / )  = £ / /  (5.3)

o 'tgan  m a'ruzada bayon qilingan, darajali qatorlar usulini (5.1) integral -  
differensial tenglamani yechishga qo‘llash mumkin bo‘ladi.

Quyidagi ayniyat o ‘rinli ekanligini inobatga olsak.

bu yerda

f X ^ , ( r -  T ) ' £ a 0lT‘dT  =  Х | £ ( а , . Д  U ) V  =  £ < ■ ' /  ( 5 -4 )
0 *=l i*=0 J »-«

H(i- s + l,f) = ——f lS f— c, = ,R, tB ( i - s  + l,s)

(2) boshlang‘ich shartlam i qanoatlantiruvchi (5.1) integral 
differensial tenglam aning yechimini qo 'yidagi ko‘rinishda yozib olamiz

(7(() = £ a , t ‘, a„ -  a„, o, =a, (5.5)
к =«

undan:

f7(O = £ 0 + 2 ) 0  + l)a(t2/' (5.6)
/=0

(5.3), (5.5) va (5.6) larni (5.1) ga qo‘yib, (5.4) ayniyatidan foydalanib, 
quyidagini hosil qilamiz.

X{(' + 2X '+ : +biai = Z / /  (5-7)
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Bu yerdan, t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini 
tenglashtirib, nom a’lum a, koeffitsientlami aniqlash uchun rekurrent 
formulani hosil qilamiz.

Mazkur formula bo 'y icha a, lami hisoblab, ulami (5.5) ga qo ‘yib,
(5.2) boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvehi (5.1) integral -  differensial 
tenglamaning aniq yechimini topamiz.

2. E ndi ideal e lastik  va toMik e lastik  boMmagan m ate ria lla rd an  
yasalgan e ie inen tla rn ing  teb ra n ish la ri haq idag i m asalan i k v a d ra tu ra  
fo rm u la la rig a  asoslangan usu lda yechishni ko ‘rib  chiqam iz.

o)Avval ideal elastik materialdan yasalgan konstruksiya 
elem entlarining tebranishi haqidagi masalani ko 'rib  chiqamiz. Uning 
uchun quyidagi Koshi masalasini qaraymiz.

(5.9) tenglamani 0 dan t gacha integrallab, quyidagini hosil qilamiz.

(5.8)

a„ = «„, a, -  a,, i = 1,2,3,

U(l) 4 b(t)lj(t)= f ( l)  
U(0)= a„, и(0) = а,

(5.9)
(5.10)

(/(/) -  U{ 0)+ j  h{t)U(l)at = J f(t)at

yoki (5.10) ga asosan

(5.11)

(5.1 I) ni integrallab, quyidagiga ega bo4amiz.

U(t)-U(0) + j$b(l)U(l)dldt = j  \f(t)dldt + a j
n 0 о 0

yoki //{/)■> f  jb(t)U(i)did{ - f f  f ( / ) d i d t4 a ,n  a, (5.12)
0 0

Matematik analiz kursidan m a’lumki



I l l  I j

J J ...... jVu)</;. <// = J ------- </ -  г)”'1 <t>(r)di (n m arta)
0 0 0 0 (n ~ 0

bu formuladan foydalanib, (5.12) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozish 
mumkin.

i i 
U{t) + J(/ -  r ) b ( r ) d r  = J(f -  z ) f ( z ) d z  + or,/ +a„

t) 0
yoki

U(t)  = F(i)  - } ( / -  r)6(r)iy(r)rfr (5.13)
о

bu yerda

F(f) = j u - r ) / ( T ) d T  + a tl + a 0 
0

Kvadratura formulasini (5.13) integral tenglamani yechishga qo‘llash
uchun I ning t = t . - n M  {n = 1,2,.... ) kabi belgilangan qiymatlarida, berilgan
(5.13) tenglamadan hosil qilingan quyidagi ifodadan foydalanish zarur.

U « . )  = Г Ю  - ) ( '„  -  r )b ( . r )U{r )dr  (5.14)
0

U(tn) = lJ„, /■'(/„)-/•„, b(t„)=b„ belgilashlar kiritamiz. U holda (5.14) dan 
quyidagini hosil qilamiz.

<Л, = /ГЛ - Z  )(гя -г)6 (г)(У (г)^г  (5.15)

(5.15) ga kiruvchi integraini trapetsiya formulasi bilan hisoblaymiz, y a’ni

}(/„- T ) b { T ) U ( t ) d T  =  ~ [(,л- t f o U ,  + ( t „ - t , _ , ) h ,  , I J , ,] 
f, , ^

va quyidagini hosil qilamiz.

(;,= ;,■  v  /),(/„-/,) 6, a ,,  n = 1,2,.....  (5.16)
i-t

/4, = — , Л, = /?, / -  2. n -  1 
2

(5.16) rekurrent fonnula 6', = u u l) ,u l =U{i , ) .... u.  laming sonli
qiymatlarini ketma-ket topish imkonini beradi.

b)Yuqorida bayon qilingan usulni ikkinchi tartibli integral -  
differensial tenglam alarni yeehish uchun ham osonlik bilan 
um um lashtirish mumkin:
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U ( l ) - T ) U ( T ) d r

va boshlang‘ich shartlari

U( 0)-«,„ U (0) = a

I 'd )  t /> = m (5.17)

(5.18)

(5.18) boshlang‘ich shartlarni e ’tiborga olgan holda (5.17) tenglamani ikki 
marta integrallab, quyidagini hosil qilamiz.

U (/) + b j r<( -  T)U(T)dT = F (l)  (5 .19)
0

bu yerda
i-f

f'(<-r) = ( / - r ) -  |( /  -  т- s)R(s)ds 
0

I
F(/) = J ( i-r ) /(r)r fr  f a,/ + a„ (5.20)

0
(a) bandda bayon qilingan usulga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz.

Un = h~n -  У  Л, Г(/„ - 1, )U, (5.21)

bu yerda

H / „  / , )  =  *

AI

(5.21) rekurrent formula (5.18) boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi
(5.17) integral - differensial tenglamani sonli yechishni ketma - ket 
topishga imkon beradi.

< / ,  - - ? / « , ) ,  u 7 = u ( i 2 ) , ............и „  = * / ( / . )

Nazorat savollari

] . Integral -differensial tenglamalarni yechish uchun darajali qator 
usulining algoritmi qanday ko 'rinishga ega?

2 .Ideal elastik materialdan yasalgan konstruksiya elementlarining 
majburiy tebranishi haqidagi masalani yechish uchun kvadratura 
formulasiga asoslangan usul algoritmi qanday ko‘rinishiga ega?
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3.T o‘liq elastik bo'lm agan materialdan yasalgan konstruksiya 
elem entlarining majburiy tebranishi haqidagi masalani yechish 
uchun kvadratura formulasiga asoslangan usul algoritmi qanday 
ko'rinishiga ega?

Kalit so‘zlar

R ckurren t form ulalar. a,,a,_, laming aniq qiymatlarida « ,, ning 
qiymatini ham hisoblash mumkin boMadigan formula rekurrcnt formula 
deyiladi.

Integral tenglam a. Tarkibida integral ostida nom a’lum funksiya 
qatnashgan tenglamani integral tenglam a deyiladi.

6-m a’ruza

Chegaraviy m asalalarni Koshi m asalalariga keltirisb usullari

Reja
1. Uchish apparatlari konstruksiyalari elementlarining chegaraviy 

masalalarini yechish usullari.
2. Superpozitsiya usuli
3. Boshlang'ich param etrlar usuli.

K alitso‘zlari: T urg‘un bo‘lmagan hisoblash algoritmi.Koshi 
masalasi.

M a’lumki, chegaraviy masalalarni yechish jarayoni Koshi masalasini 
yechishga nisbatan murakkabdir. Shuning uchun ham ko‘p hollarda 
chegaraviy masalani yechish u yoki bu usul bilan Koshi masalasini 
yechishga keltiriladi.

Chegaraviy masalalarni Koshi masalalariga kcltirishning ba zi bir 
usullarini ko 'rib  o 'tam iz.

Superpozitsiya usuli

Oddiy chi/iq li differensial tenglamalar uchun chegaraviy masala 
superpozitsiya usul ida ikki yoki undan ortiq Koshi masalalariga 
keltiriladiki, ularni esa, yuqoridagi ko 'rib  o 'tilgan usullardan biri
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yordamida yechiladi. So‘ngra berilgan masalaning yechimi Koshi 
m asalasining lopiigan yechimlari kombinatsiyasi kabi aniqlanadi.

Aytaylik, ikkinchi tartibli differensial tenglama o ‘zining chegaraviy 
shartlari bilan berilgan boMsin, y a ’ni

I/(v) i ф ) Ц х ) +Hx)I - f i x )  (6.1)
/ U{0) -- UB, ЩО = и,  (6.2)

(6.1), (6.2) chegaraviy masalani Koshi masalasiga kcltirish uchun 
U(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz.

U(x)--Y,(x) + fjY,(x) (6.3)

bu yerda //- hozircha nom a’lum o'zgarm as. (6.3) ni (6.1) ga qo‘yib, 
quyidagini hosil qilamiz.

М(дг)+фЭД(х) Щ(Щ х)  j (x)}+  Д Y2(x) + 4 x)Y2(x)+ b(x)Y2(x ) \ -0  (6.4)
(6.4) da bar ikkala qo‘shiluvchini 0 ga lenglab, ikkita tenglamani hosil 
qilamiz

Цх)  + ф Щ л ) ' ЫхЩх) = /(x) (6.5)
Y7{x) + d(x)Y2(x) +b(x)Y2( x ) - 0  (6.6)

(6.1) chegaraviy shart quyidagi ko‘rinishga ega boMadi.

УД0)*-*/ y,(0) = f;o (6 .7)

agar
y,(0> = t/„ Yt ( 0) = 0 (6.8)

deb faraz qilsak, u holda (6.7) bajariladi. x -0  deb qabul qilib (6.3) ni 
differensiallab, quyidagini hosil qilamiz.

(6.9)

Agar nom a’lum chegaraviy qivmatlarni

Щ = 0  K«J) = I (6.10)
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deb olsak, u holda (6.8) dan /li ni topamiz.

m = v  (6 . 1 1 )
shunday qilib. nom a’lum o'z.garmas // yetishmayotgan boshlang'ich 
qiymat bilan ustma-ust lushadi. (6.8) va (6.10) ga asoslanib, quyidagiga 
ega bo'lam iz.

>'i(0)=t/o y,(0)-0  (6.12)

УгФ) =0> yt{<0=1 (6 .13)

(6.5), (6 12) va (6.6),(6.13) Koshi masalalarini ycchib y t(£) на y2(<?) lami 
lopamiz. (6.3) ni (6.2) ga qo 'y ib , quyidagini hosil qilamiz.

Yl( 0  + tJy2( 0  = V l 
Bu yerdan nom a’lum p  ni topamiz.

(6.14)
Y2(() v ’

Boshlang‘ich param etrla r usuli

Usulning mohiyalini (6.2) chegaraviy shartlami qanoallantiruvchi
(6.1) differensial tenglam aga nisbatan bayon etamiz.

Ushbu usulga asosan, avval quyidagi masalalarning yechimini 
ko‘rib chiqamiz.

yl(x)+a{x)yl +h(x)yl(x)r-f(x))

y,(0)=l, j/,(0)=0 J
(6.15)

i а(х)у7{х)+Ь(х)уг(х) = f(x) 
y.,(0) -  0, y , m  - 1 (6.16)

(6.1) lenglam aning yechimini (6.15) va (6.16) Koshi masalalarining 
chiziqli kombinatsiyasi ko 'rinishida ifodalaymiz, ya ni

U(x) =С|^,(х)+('гу,( r) (6 .1 7 )

37



bu yerda г, ва г , - nom a’lum o ‘zgarmaslar, у,(лс) ва у 7(х) mos ravishda
(6.15) va (6.16) Koshi m asalalarining yechim laridir, (6.16) ni (6.2) ga 
qo'yib, quyidagini hosil qilamiz.

Г Л (0)+ СЛ (0) = {У01

( 'M O + C y ^ u , ]  (6J}5)

(6.18) algebraik tenglam alar tizimini yechib, nom a’lum C, va C2 lami 
topamiz, ya 'n i c \  --- A, ( \  = B.Topilgan Ct v a C 2 ni (6.17) ga qo‘yib, 
ehegaraviy shartni qanoatlantiruvehi (6.1) differensial tenglamaning 
yechimini topamiz.

Superpozitsiya va boshlang‘ich parametrlar usuli j iddiy 
kamchiliklarga ega. Masalan, superpozitsiya usulida, agar у2(^)=:0 bo‘lsa, 
u holda nom a’lum oV.garmas // ni aniqlab bo'lm aydi, boshlang‘ich 
parametrlar usulida csa, agar

У|(0)У2(0) _ o

у , (П  У2 ( 0  ”
D-

bo‘lsa, algebraik tenglam alar tizimida nom a’lum с,вас, larni aniqlab 
bo'lm aydi, y a ’ni algebraik tenglam alar tizimi yechim ga ega emas.

Shunday qilib, bu usullar algoritmi y 7(() va D laming kichik 
qiymatlarida turg 'un  boim agan hisoblash algoritminini beradi.

Bunday hollarda chegaraviy masalalami yeehish uchun yuqoridagi 
karnchiliklardan lioli bo'lgan boshqa usullardan foydalanish lozim.

N azorat savollari

1. Qaysi hollarda chegaraviy m asalalami yeehish uchun 
superpozitsiya usulidan foydalanish mumkin em as?

2. Qaysi hollarda chegaraviy masalalami yeehish uchun boshlang'ich 
parametrlar usulidan foydalanish mumkin emas?

3. Superpozitsiya usuli boshlang‘ich parametrlar usulidan niinasi 
bilan farq qiladi

Kalitso‘zlar

T u rg ‘un bo‘lniagan hisoblash algoritm i. Agar masalada mavjud 
parametria ruing etarlicha kichik o ‘zgarishi, yuqoridagi holda y 2( t ) \ a  bu
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masala yechim ini tubdan o 'zgarishga olib kelsa, » holda masala 
yechim ining hisoblash algoritmini tu rg‘un emas deyiladi.

Koshi masalasi. Boshlang‘ich shart bilan berilgan m asala Koshi 
masalasi deyiladi Aviatsiya konstruksiyasi elem entlarining barcha 
dinamik m asalalarining diskret modellari Koshi masalasini yechishga 
keltiriladi.

7-m a’ru7jj 

2-chi tartib li differensial tenglam aning chegaraviy m asalalarini 
yechishning chckli ay irm alar va differensial progonka usullari 

Reja

1. 2-chi tartibli differensial tenglam aning chegaraviy masalalarni 
yechishning chekli ayirm alar usuli.

2. 2-chi tartibli differensial tenglamaning chegaraviy masalalarni 
yechishning differensial progonka usuli.

Kalit so‘zlari: Yechimning to‘g ‘ri y o ‘li. Chekli ayirm alarntng ifodasi. 
Chekli o ‘zaro teng kuchli ifodalaming aniqligi.

Differensial progonka usuli

Berilgan chegaraviy shartiam i qanoatlantiruvchi chizikli differensial 
teglamani yechishrii ifodalaydigan quyidagi chegaraviy masalani 
qaraymiz:

U ( x h  4x)U(x)+b(,x)U(x) = f ( x )  (7.1)

lamlM )  + aJJ(V)=U„ ^  ^

\a llU(C)+a0U(t) = lJl

bn yerda: a ( x ) , b ( x ) , f ( x ) -  berilgan funksiyalar, a„,um,a„ .an .Uv.U,- 
berilgan o ‘zgarmaslardir. (7.2) chegaraviy shartiami qanoatlantiruvchi
(7.1) tenglam aning yechim ini differensial progonka tisulida topish talab 
etilsin. Dastlab, quyidagi birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani 
ko‘rib chiqamiz.
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а(х)Щх)=(X.x)U{x)+y(x) 
bu yerda a(x),p(x),y(x)- no’malum funksiyalar.
(7.3) ni x  bo'yicha differensialab, quyidagini hosil qilamiz.

(7.3)

^)U(x)+c^x)U(x)-/J{x)U(x)+/J(x)U(x)+}ix) (7.4)

(7.4) tenglamani yuqori tartibli hosilalarga nisbatan yechamiz.

0(x)  ( a  \ x ) \ o ix ) - P ( x ) ) j { x ) - a  \x) fXx)U{x)=a  '(x)jix) (7.5)

Ushbu hamda (1) tenglamalarni taqqoslab,

а(х) = а(х)а(х)л p(x) 
p(x) = a{x)b{x) 
f(x) = a(x )f(x)

(7.6)

kabi 1 tartibli oddiy chiziqli differensial teglam alar sistemasini 
hosil qilamiz: (3) tenglama x - 0  da quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

(7.7) tenglamani (7.2) chegaraviy shartning (7.1) tenglamasi bilan 
solishtirib, quyidagini hosil qilamiz.

Shunday qilib, a(x).p(x),r(x)larni topish uchun (7.6), (7.8) kabi Koshi 
masalasini yechamiz. a(x),P(x\y(x) funksiyalarni differensial proganka 
usulining “progonkalovchi” koeffitsientlari deyiladi. 0 dan f  gacha 
bo'lgan (7 6), (7.8) Koshi m asalasining yechimi differensial progonka 
usulining to‘g 'ri yo 'lliy  yechimi deb ataladi (7.6), (7.8) masalaning 
yechimi yordamidaa(<')-/ft<’).r(')ni topamiz. (7.3) tenglikda x - - f  deb olib,
(7.2) shartdan foydalansak, quyidagi tizimni hosil qilamiz.

«(()) U(0) -  ДО) U(Q) -  y(0) (7.7)

Ы0)= ДО) - -£ % XO)= U0 (7.8)

(7.9)
a „ U ( ( )  i a n U (() =  L \
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(7.9) algebraik tenglam alar tizimini yechib

(7.10)

(7.10) larni topamiz endi t. dan 0 gacha (7.1), (7.10) Koshi 
masalasini yechib, differensial tenglam aning izlanayotgan yechimini 
topam iz (differensial proganka usulining teskari y o ‘li).

Xulosa qilib, shuni aytish mumkinki, bu usul uchish apparatlari va 
qurilish mexanikasiga doir chegaraviy masalalarini yechishning eng 
samarali usulidir. Bu usul algoritmi har doim turg 'un bo‘lgan hisoblash 
jarayonini beradi, y a ’ni bu usul boshlang‘ich parametrlar usuli va 
superpozitsiya usullarida mavjud boMgan kamchiliklardan holidir

Chegaraviy masalami taqribiy yechish usullaridan biri chekli 
ayirm alar usulidir. Usulning mazmunini berilgan chegaraviy shartni 
qanoatlantiruvchi quyidagi 2-chi tartibli differensial tenglamaga qo‘llash 
jarayonida bayon qilamiz.

Chckli ay irm alar usuli

(У(дг)+ a{xfj{x)+  b(x)lj(x) = f(x )

U(0)=U0 I
(7.11)
(7.12)

Bu usulga asosan hosilalar chekli ayirm alar bilan almashtiriladi.

(7.13)

bu yerda h -  — , jt = ih, U{x,)=U,, a(xt) a, h(x, ) b,, /(*,) = J,
N +1

,t - x, da (7.11) tenglamani quyidagicha yozib olamiz, y a ’ni

U , + a , U , + b u  , = f  

U (О ) = LJ c, U (x N 41 )  = It л . ,  - b ,

(7.14)
(7.15)

(7.13) ga asosan (7.14) dan quyidagini hosil qilamiz.
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yoki
h2 2h ' ' J‘

A ,U , , л B , U ,  + = r , , ; = i,'yv (7.16)

bu yerda
A = I h a , ,  /?,= 2 + /iJft , C, -  1 + —a  . r ^ h ’ -h

2 2

u 0,lJ lar (7.15) chegaraviy shartdan aniqlangandir.

Shunday qilib, biz { /,,( /= 1,Л/) nom a’lumlarini topish uchun (7.16) 
algebraik tenglam alar tizimini hosil qildik.

Demak, chekli ayirm alar usulining mohiyati, differensial tenglamani 
biror bir aniqlikdagi algebraik tenglam alarga almashtirishdan iboratdir. 
Yuqoridagi holatida (7.13) chekli ayirm alaming aniqligi o(*2) ga teng 
bo'lgani uchun, (7 16) algebraik tenglam alar tizimining aniqligi ham 0(h2) 
boMadi.

(7.16) algebraik tenglam alar tizimini matritsa ko‘rinishida 
quyidagicha yozib olamiz.

bu yerda:
MP  -  F

Л2 B; C2 ООО
f \ 
n,

( \ 
F,

p = /•- =

p  * J Лl,000....0/(v

/■; =• r -  a u 0, /•; = r,fl, /•; = r . - c .u 0, (/ -  гГлП )

(7.17)

(7.17) tenglamalar tizimini tcskari matritsalar usulida yechib, 
quyidagiga ega boMamiz.

Г". ' M
l ’ = - D2

V J

M
P  = M /■ - n 2

J k ,

.её = D > 1̂ 2
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1. Differensial progonka usulining mohiyati nimadan iborat?
2. Differensial progonka usulining chegaraviy masalalami Koshi 

masalasiga keltiruvchi boshqa usullardan afzalligi nimadan 
iborat?

3. Chegaraviy inasalalarini yechishda chekli ayirm alar usulining 
mohiyati nimadan iborat?

Chekli o ‘zaro teng kuchli ifodalam ing aniqligi.

Kalit so‘/.lar

Y cchim ning to ‘g ‘r i  yo ‘li.a(.x),/?(;t),/l(;t) progonka koeffitsientlarini 
topish uchun (7.6), (7 8). Koshi masalasini odan e gacha yeehish, 
differensial progonka usulining to ‘g ‘ri yo ‘li deyiladi va aksincha 
izlanayotgan yechim lam i topish uchun (7.1), (7.10) Koshi masalasining с 
dan 0 gacha yechimi differensial progonka usulining teskari yo 'li deyiladi.

Chekli ay irm alarning ifodasi. v,  va u, hosilalarni quyidagi taqribiy 
ifodalar bilan almashtirish:

0  - ^ q  = UJW'+U. . ,
2 h  h 1

chekli ayirmali ifodalam ing aniqligi Teylor qatoriga bo 'lgan yoyilmaning 
nechta hadlarining olinishiga bog‘Iik bo‘ladi.

Chekli o '/.aro tcng kuchli ifodalam ing aniqligi.

N a/o ra t savollari

U „ > =  u ,
h  ■ h 7 h '  ,

+  - 0 1 4  — U ,  +  —  U ,  + . . .  
I !  2 !  3 !

( 7 . 1 8 )

U , , -  u ,
И  ■ A 2 , - ,  h '

-  - U .  + — U , --------- i 7 , 4 . . .
11 ’ T l  1 71 1

( 7 . 1 9 )

(7 .18) dan (7.19) yoyilmani ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz

- U , , = 2U, t 2h U i ... (7.2.0)
3!

(7.18) va (7.19) ni qo'shib. quyidagini hosil qilamiz
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, = 2 U ,  I h 2U, + ~ - U ,  + ... ' ' 4! ' (7.21)

(7.20) va (7.21) dan mos ravishda quyidagilam i topam iz

(7.22)

(7.22) dan chekli ayirm alar ifodalarning aniqligi o(a2) ga tengligi kelib 
chiqadi.

IJchish appara tla ri qurilish m exanikasining chegaraviy m asalalarini 
yechishda variatsion usu lar tushunchasi. Rits va G alerkin usullari

1.Uchish apparatlari qurilish mexanikasining chegaraviy masalalarini 
yechishda variatsion usullar tushunchasi.

2. I unksional tushunchasi.
3. {Coordinate funksiyalarining tizimi tushunchasi.
4. Rits va Galerkin usullari tushunchasi.

Kalit so‘/ la r i :  Variatsion usullar, b irtom oni qattiq mahkamlangan
to‘sin.

Variatsion usullar deb ataluvchi usullar uchish apparatlari qurilish 
mexanikasining chegaraviy masalalarini yechishdagi eng keng tarqalgan 
usullardandir.

Chegaraviy masalalarni yechishda qo'llaniladigan barcha variatsion 
usullar funksionalni minimallashtirish bilan bog'liqdir.

Ru usiiIni t>‘rganishdan avval funksional va koordinata funksiyalari 
tizimi kabi tushunchalarni bayon etamiz.

8-m a’ruza

R eja
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l - t a ’rif. Agar biror M = {il(x)} kabi, funksiyalar to plamidan olingan 
liar bir U(x)  funksiyaga, biror [*„*,] oraliqda

/{t/(x)} = jF(bU /r,(/_,...)A (8.1)
*6

bilan aniqlanadigan /{£7(x)}son mos qo ‘yi!sa, u holda l {U(x)}  son U(x) 
funksiyaning funksionali deyiladi. Uchish apparatlari qurilish 
mexanikasida quyidagi funksionallar ko‘p uchraydi.

i\u (x )}= \i< a i,ux)dx (8.2)
x9

yoki

ф (л c)}= } r‘XU,U„U„)dx (8.3)
3f0

Funksional m inim um ga erishishining zaruriy sharti bo‘lib (8.2) va
(8.3) tenglam alarga mos ravishda quyidagi ko‘rinishga ega bo'lgan Eyler 
tenglamalari hisoblanadi.

^  = =o (8.4)
dU dx dU ,

_ ± д Р _ * ' » _ в 9  ( 8.5)
dx d U . dx1 d l l  v

Funksional tushunchasi

Aytaylik

F  =  - [E S (x )U 2r \ + f ( x ) U  (8 .6)

bo‘lsin, bu yerda E- elastiklik moduli, S(x)- ko‘ndalang kesim yuzasi. U 
holda

i i 1 *1 ^ 3/ ’
^  j j 2 l/ а д / ,* ]+ f W f b =  j FlU.U,yb—  = / { x ) ~ -  /-М \ ) l ',  (8.7)

(8.7) ni (8.4) ga qo 'yib, quyidagini hosil qilamiz.

d \ R S ( x ) ^ ] - f ( x )  (8 .8 )
dx av
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Agar

bo'lsa, 11 holda (8.9) chegaraviy shartlarda (8.8) tenglama o ‘zgaruvchan 
kcsimli sterjenning bo'ylam a egilishining tcnglamasini ifodalaydi.

(8.9) chegaraviy shartda (8.2) funksionalning minimumini topish, 
sterjenning bo‘ylam a egilish m asalasining variatsion qo‘yilishini 
iloda!aydi.(8.9) chegaraviy shartda (8.8) tenglamani yechish sterjenning 
bo‘ylam a egilishi m asalasining to ‘g ‘ridan-to‘g ‘ri qo‘yilishini beradi. Bu 
ikki agar masalaning qo‘yilishi o ‘zaro ekvivalentdir, y a ’ni agar (8.9) 
chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi (8 2) funksionalning minimumini 
topsak, u holda bu minimum (8.8) tenglamani ham qanoatlantiradi va 
aksincha faraz qilaylik,

В Д -U О Д - 0  (8.9)

F ^ t [ E I ( x ) U l + k ( x ) U 2) - f ( x ) U

bo‘lsin , u holda

/{ /}=  j'j~ [Щ х )и 2и + k(x)U2] -  f(x )U  U  - j F (U ,U JJ„ )d x
*0 I J r0

(8.3) ga qaralsin. Berilgan masala uchun (8.5) Eyler tenglamasiga mos 
keluvchi tenglama quyidagi ko ‘rinishga ega bo'ladi.

~ \ E l ( x ) ^ k ( x ) U  =  f ( x )  (8 .1 0 )
dx dx

chunki,

« .  т + ц , у и , — - о.M  dU. SU„ dx
Quyidagi chcgaraviy shartiami (K(x)-O)qanoatlantiruvchi (8.10) tenglama

U = - - -  = 0  x -  x„
*  , ( 8 . 11)

«  = £ / ( „ ^  = 0, dM 0, * = *, 
dx dx

o ’zgnruvchan kesimli samolyot qanotining yoki bir uchi qattiq 
mahkamlangan to ‘sinning egilishi haqidagi masalaning matematik 
modelini ifodalaydi. Bu yerda l(x)- kesimning inersiya momenti, E- 
elastiklik moduli.

Agar chegaraviy shartlar quyidagi ko‘rinishida berilsa,
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к (х )-0  М -  0,^— =(), х = ха, х ■■ дг, да (8 12)
dx

U holda (8.12) chegaraviy shartlarda (8.10) tenglam a samolyot 
fyuzelyajining egilishi haqidagi masalaning to ‘g ‘ridan-to‘g ‘ri qo‘yilishini 
ifodaydi.

(8.2) chegaraviy shartlarda (8.3) funksionalning minimumini topish, 
samolyot fyuzelyajining egilishi haqidagi masalaning variatsion quyilishini 
ifodalaydi.

K oordinata  funksiyalari tizimi tushunchasi

Aytaylik, quyidagi funksiyalar tizimi berilgan boMsin.

....?,W  (8.13)

2 -/a V // Agar (8.13) funksiyalar tizimi, quyidagi 4 ta shartni 
qanoatlantirsa, u holda uni koordinata funksiyalari tizimi deb ataladi:
1. (8.13) funksiyalar tizimi uzluksiz va istalgan tartibdagi uzluksiz 
hosilaga ega boMsin.
2. (8.13) funksiyalar tizimi chiziqli bog‘liq boMmagan boMsin, y a ’ni 

ixtiyoriy а, о,(/ =Гй) uchun £a,<p,(x) = o boMsin.
/ - I

3. (8.1) funksiyalar tizimi toMa boMsin, y a ’ni istalgan etarlicha katta N lar 
uchun quyidagi tengsizlik o ‘rinli boMsin.

< s  ■/-0 1*6
4. (8.13) funksiyalar tizimi berilgan chegaraviy shartiam i qanoalantirishi 
kerak.

Rits usuli

Aviatsiya konstruksiyalari masalalarini yechishda eng keng tarqalgan 
variatsion usullaridan biri Kits usulidir. Usulning mohiyatini qanot yoki 
fyuzelyaj masalalariga qoMlash bilan bayon qilamiz.

Bu usul variatsion usul boMganligi uchun qaralayotgan masalaning 
qo'yilishi variatsion boMishi zarurdir, ya 'n i quyidagi funksionalning 
berilgan chegaraviy shartlardagi minimumini topish lozimdir.
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/ = ] \^ \ l i l ( x y .l l  + K (x y j1} -f(x )U  j  dx (8.14)

qanot qaralayotgan holalda chegaraviy shartlar

(7 = 0. Ux =0 х = х„да I (8 15)
x = x^da j

fyuzelyaj qaralayotgan holatdagi chegaraviy shartlar esa,

M - 0, W,=0 = = (8.16)

Rits usuliga asosan qo‘yilgan masalaning yechimi quyidagi 
ko‘rinishda qidiriladi.

u  = ХздС*) (8-17)

bu yerda: <p,(x)-ma’lum koordinata funksiyalari tizimi, a , -  
aniqlanishi lozim boMgan nom a’lum o ‘zgarm aslar (8.17) ni (8.14) 
f’unksionalga qo‘llash.

/(а,,...,аж)= + i (j: X S / М ^ я ,<»,}<* ( 8.18)
Л, I "I *-i J

M a’Iumki, a , . . . , a j  am ing ba’zi qiymatlarida 1(аг . д п) 

differensial lanuvchi funksiya ekstrimumiga ega bo'lishi uchun bu 
qiymatlar uchun quyidagi shartlar bajarilishi zarur.

PL . о, — -о ....—  о (8.19)
da, da2 <3o,

Bu yerdan quyidagi algebraik tenglam alar tizimini hosil qilamiz.

^  A,,a, -  /к. k = \.n (8.20)
/ • I

bu yerda

At, ~ + *'(*)«>,</>, №

/ , = ]/(x)9>tdx
A'.,

(8 .2 1 )
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(8.20) algebraik tenglam alar tizimini biror usul bilan yechib, 
nom a’lum at ,i = \ ,n o ‘zgarmaslami topam iz va topilgan a, - la rn i (8.17) ga 
qo ‘yib, Rits usulida qo ‘yilgan m asalaning laqribiy yechimini olamiz.

G alerkin usuli

Usulning inohiyatini (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda 
quyidagi tenglamaga qo ‘llashda bayon qilamiz.

lu  = ~  [E / (x ) ~ ]+ k ( x )  = f(x) (8.22)
dx dx'

Bu usulga asosan (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda (8.22) 
tenglam aning yechim ini quyidagi ko‘rinishda izlaymiz.

U(x) = Y la,9>i(x) (8.23)

(8.23) ni (8.22) ga qo'yam iz.

"Za, >-</>, - A*) (8.24)

bu yerda

й Я = - £ [ £ / ( * ) ^ Ч  + *(*)яdx dx

a .i I A nom a’lum koefntsientlarni topish uchun, (8.24) tenglamani 
<Dt (jr),(A = l,/V)ga ko‘paytirib, hosil bo'lgan ifodani X u dan A", gacha 
integrallab, quyidagi algebraik tenglam alar tizimini hosil qilamiz.

± B ua ^ p ,  (* = IN)  (8.25)
M

bu yerda
r ,  I,

Bh, - j (/ '/>, )tptdx, l\ j\ |  / ( x)0 j lx  (8.26)

Algebraik tenglam alar tizimini biror usul bilan yechib, a , ./ = !,* larni 
topamiz. Topilgan a, -  larni (8.23) ga qo‘yib, (8.15) yoki (8.16) shartlarda 
(8.22) tenglam aning Galerkin usulidagi taqribiy yechim ini topamiz.
Shuni aytish mumkinki, quyidagi ayniyat o ‘rganishdir
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% = л, (8.27)

y a’ni (8.15) yoki (8.16) chegaraviy shartlarda (8.21) va (8.26) formulalar 
lengdir.

Shuning uchun ham Galerkin usuli hech qanday funksionalni 
minimallashga b o g iiq  boMmasa ham , variatsion usul tarkibiga kiritilgan.

Shtmday qilib, Galerkin usuli Rits usuliga nisbatan umumiy 
hisoblanadi.

N azorat savollari

1.(Chegaraviy m asalalami yechishning qanday usullari variatsion 
usullar deyiladi?

2. f unksional deb nimaga ayliladi?
3. Qanday funksiya tizimlari koordinata funksiyalari tizimlari 

deyiladi?
4 .Galerkin usulining Rits usulidan farqi nimadan iborat?
5.N im a uchun Galerkin usuli variatsion usullar kiradi?

Kalit so‘/.lar

Variatsion usullar. Funksionalni minimallash bilan bog‘liq boMgan 
barcha qurilish m exanikasining chcgarviy masalalarini yeehish usullari 
variatsion usullar deyiladi. Ular tarkibiga Rits usuli, Galerkin usuli va 
chekli elementlar usuli kiradi.

Bir tomoni qattiq  m ahkam langan to ‘sin. Samolyot qanotining 
qalinligi va u/unligi o 'zgaruvchan, bir uchi qattiq mahkamlangan to ‘sin 
kabi modellashtirilganidan o ‘zgaruvchan mastahkamlikka ega bo'lgan bir 
uchi mahkamlangan to ‘sinlar uchish appartlari konstruksiyalarining asosiy 
eleinentlaridan biri bo‘lib hisoblanadi.
(13) ifodalardagi Bkl ni ifodani ikki marta bo'laklab integrallaymiz.

/4  =  J( /. <P, )<Pi dx =  (tpk M lk )| I  - ( <ptt M, )| I' + J l U  <p„x <pka + ktp, ipk }Jx (A) 

bu yerda

M -  M = E J ^ r“ dx dx 2 ' dx

50



(2) yoki (3) chegaraviy shartlam i hisobga oisak, (Л ) dan quyidagiga ega 
bo‘lamiz.

К  = 1 ( L<P, )<Pb<& = + Ф)<Р,<Рь ] = A,
*0 *0

Shunday qilib,
К  = Л.

ayniyatni hosil qilamiz.

9-m a’ruza 

Xususiy hosilali tenglam alar yordam ida m atem atik 
m odcllashtiriluvchi aviatsiya konstruksiyalari m asalalari 

Reja

1. M atem atik fizika tenglamalari va xususiy hosilali differensial 
tenglam alar tushunchalari.

2. Matematik fizika tenglam alarining asosiy turlari.
3. M atematik fizika tenglamalari orqali ifodalanuvchi aviatsiya 

konstruksiyalari masalalari.
4. Matematik fizika tenglamalarini to ‘g ‘ri va variatsiyali shakllari.

Kalitli so‘/Jar: Qanot qoplamasi, bigarmonik tenglama, majburiy 
tebranish, erkin tebranish.

T a ’rif. U(x i,x2,...,xn) nom a’lum funksiyani, nom a’lum
o ‘zgaruvchiiarini va nom a’lum bog'lovchi tenglama, xususiy hosilali 
differensial tenglama deyiladi.

U quyidagi ko 'rin ishga ega.

bu yerda a t + a2 + ... + a„ -  к .
Nom a’lum funksiyaning yuqori tarlibli hosilalariga nisbatan chiziqli 

bo lgan hususiy hosilali tenglama kvazichiziqli deyiladi.
Misol uchun quyidagi tenglama kvazi chiziqlidir.
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N om a’lum funksiyaga va uning hususiy hosilalariga nisbatan chiziqli 
bo'lgan hususiy hosilali tenglamaga hususiy hosilali chiziqli tenglama 
deyiladi. Masalan.

A( x , y ) -~ +  B ( x , y ) ^  + C(x,y)U = f (x, y)  (9.3)
ax dy

2-chi tartibli hususiy hosilali chiziqli tenglam a deyiladi.
(9 1), (9.2) va (9.3) tenglam alarga kiruvchi hususiy hosilalam ing yuqori 
tartibi hususiy hosilali tenglam alar tartibi deyiladi.

(9. l)-(9.3) turdagi tenglam alar matematik fizika tenglamalari 
deyiladi.

Matematik li/.ika tenglamalari 3 turga bo‘linadi. Hlliptitk, giperbolik 
va parabolik turlar. Aviatsiya konstruksiyalarining barcha masalalari shu 
turlardan biriga keltiriladi.

Elliptik tu rdag i tenglam a

Aviatsiya konstruksiyalarining barcha statik masalalari elliptik 
turdagi masalani yechishga keltiriladi (sterjenning buralishi, 
membrananing egilishi, samolyot qanoti qoplamasi, plastinka va 
qobiqlar).

Hlliptik turdagi tenglam a to ‘g ‘ri va variatsiyasi shakllarga ega.
1. Elliptik turdagi tenglam aning to‘g‘ri sliakli.

A)
- /'(>•>') (9.4)

Bu yerda A-I ,aplas operatori.

11 0 x -  0, x -  a  <)a]
\ (9 5)

U = 0 y = 0, y = bda j

I! - 0 л 0. x a
V (9.6)

(/, - 0 v 0, у - b t)a j

(9.5) chegaraviy shartini qanoatlantiruvchi (9.4) tenglamaning yechimini 
topish masalasi Dirixle masalasi deyiladi.



(9.6) chcgaraviy shartni qanoatlantim vchi (9.4) tenglamaning 
yechimini lopish masalasi Neyman masalasi deyiladi.

(9.4) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.

В ) Лги  = и ах+2 и ^ + и у т ^ /(х ,у )

Bu yerda л '-bigarmonik operator.

U -  Ux -  0 x = 0, x -  a  rfol 

U = Uy =0 y = 0, y = b (>aj

I J - I I „ = 0  x = 0, x = a <)a\

U -U „  = 0  y -  0, y b r)aj

Samolyot qanoti qoplamasi yoki to‘g ‘ri burchakli plastinka egilishi 
haqidagi masala (9.5) va (9.6) chegaraviy shartlarda (9.7) bigarmonik 
tenglamani yechishga keltiriladi. (9.8) chegaraviy shart bir tomoni qattiq 
mahkamlangan to ‘g ‘ri burchakli plastinkaga mos keladi, (9.9)chegaraviy 
shart erkin tayanchli to ‘g ‘ri burchakli plastinka holatiga mos keladi.

2. Elliptik turdagi tenglam aning variatsiyali shakli.

(9.4) tenglam a quyidagi funksionalning minimumini Copishga 
ekvivalentdir.

a b ah
K = f f  { u * + u l +2fU)(bcdy = ̂ b \ l J ,U J J v)ilx(fy (9.10)

0 0 0 0

Ishot.
(9.10) funksional m inim um ining zaruriy shartlari quyidagi Hyier 
tenglam&sini beradi.

(9 11)

<9 12)

5.1

01- d f ’ a  O f  „
ОС ih I/ ,  dy U v

Bundan.
- 1 1  - 2i; 

dU dU. dU,.

(9.7)

(9.8)

(99)



(9 12) ni (9.11) ga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz.

(9.5) va (9.6) chegaraviy shartlarda (9.10) funksionalning 
minimumini topish masalasi Dirixle masalaning variatsivali quyilishi 
deyiladi

(9.6) chegaraviy shartda esa (9.4) tenglam aning mos chegaraviy 
shartlardagi yechim iga ekvivalent boMgan Neyman masalasining 
variatsiyali qo‘yilishini hosil qilamiz. (9.7) tenglama quyidagi 
funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.

ah ah
Y j j  ♦ U l  + 2 U l-2 fU ' t lx d y  = \ \ F ( U , U J J „ и „)dxdy (9 14)

1) I) 0 0
Isb o t .
(9.14) funksional minimumini zaruriy sharti quyidagi Eylcr 
tenglamasining yechim iga ekvivalentdir.

U , + U № -  f ( x , y )  (9 11)

2 L + £ _  J”L  Л . K . 0 (9.15)
dU dx2 8U „ dy7 dU dxdy dU„

Bundan

-^£- = W  = 2Un -  ли (9.16)
dU dUv  <HJV

(9 .16) ni (9.15) ga qo‘yib, quyidagini olamiz.

=UXIiJt+'2Uxxyy-\Uyny=f (x ,y )  (9.17)

Bundan kclib chiqadiki, (9.8) yoki (9.9) chegaraviy shartlarda (9.14) 
funksionalning minimumini topish masalasi samolyot qanoti 
qoplamasining egilishi haqidagi masalaning variatsiyali quyilishi deyiladi.

G iperbolik turdagi tenglama

Aviatsiya konstruksiyalari elem entlarining barcha dinamik masalalari 
giperbolik turdagi tenglam alar ham to 'g 'r i va variatsiyali shakllarga ega:



A) U„ =CUra +f(x,t) 
U=0 x=0, x=a da

^t/io -8 |

(9.18)
(9.19) 
(920)

(9.20) boshlang‘ich shartlarda va (9.19) chegaraviy shartlarda (9.18) 
tenglam a sterjenning bo‘ylam a tebranishi haqidagi m asalaning to ‘g ‘ri 
qo 'yilishini ifodalaydi.

(9.24) boshlang‘ich shartlarda va (9.24) yoki (9.23) chegaraviy 
shartlarda (4) tenglam a sterjanning ko‘ndalang tebranishi haqidagi 
m asalaning to ‘g ‘ri qo ‘yilishi deyiladi. (9.22) chcgraviy shait bir uchi 
qattiq mahkamlangan sterjenga, (9.23) shart esa erkin-tayanchli sterjenga 
mos keladi.

mos ravishda (9.28) boshlang‘ich va (9.26) yoki (9.27) chegaraviy 
shartlarda (9.25) tenglama samolyot qanoti qoplamasi yoki to ‘g‘ri 
burchakli plastinkaning majburiy tebranishi masalaning to‘g ‘ri quyilishini 
ifodalaydi.

Erkin tebranish bo‘lgan holda (9.18), (9.21) va (9.25) larni 
f(x,t) -0  ua (f(x,y,t)-0 deb qarash kcrak.

2. G iperbolik tu rdag i tenglamaning variatsiyali shakli.
A) sterjenning bo‘ylam a tenglamasi, y a ’ni (9.1) tenglama quyidagi 
funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.

B) U„ + CUlsa = f ( x , y )  

U - U x = 0  x ~ 0 , x = a r ) a  

U  = UU -0  лг = 0, x - a d a  

U!i-о U'ii-о ~°\

(9.21)

(9.22)
(9.23) 

(9.24

D) U„ +CA2U-f(x,y,t) (9.25)
(9.26)

(9.27)
(9.28)

/ a
У = f] jr r ;  -\J] 2JJj]dxdy=U l:( U l l yll,)ihch (9.29)



Ishot.  (9.29) funksional minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler 
tenglainasiga ekvivalentdir.

. w _ a _ a F _ _ a a F i s 0  (9 3 0 )
a u  dxdU , dldU ,

bu yerdan quyidagiga ega boMamiz.

dhl = 2/ ,  —— = 2CUx, —- -  -Till (9.31)
dU dUx dVt

(9.31) ni (9.30) ga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz.

U .= C U u + f{ x , t )  (9.31)

Shunday qilib, (9.20) boshlang‘ich va (9.19) chegaraviy shartlarda 
(9.30) funksionalning minimumini topish sterjenning bo'ylam a tebranishi 
haqidagi masalaning variatsiyali qo ‘yilishini ifodalaydi.
B) sterjenning ko‘ndalang tebranishi tenglamasi, y a ’ni (9.21) tenglama, 
quyidagi funksionalning minimumini topishga ekvivalentdir.

To To
Y ~ j j  k 'U l -  u ;  - 2JUjdxdl = JJ F(U,U,Ua )dxdxi (9.32)

0 0 0 0

Ishot.  (9.32) funksionalning minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler 
tenglamasini beradi.

J L - . O  (9.33)
dU dt au , дх7 a u „  v '

-aF- = -2/ .  = -24/,. — = 2U„ (9.34)
a n  au , a u „

(9.34) ni (9 33) ga qo‘yib. quyidagini hosil qilamiz.

U„ i C U m = f ( x , t )

Bundan kclib chiqadiki, boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga mos 
keluvehi (9.32) funksionalning minimumini topish (9.21) tenglamaning 
yechimiga ekvivalentdir va aksincha. (9.21) tenglamaning mos
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boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi echimi (9.32) furiksionaining 
minimumini beradi.
D) Samalyot qanoti qopiam asining ko‘ndalang tebranish tenglamasi (9.25) 
quyidagi funksionaining minimumini topishga ekvivalentdir

' A W \ c [ u " + u ~ + 2u i ] ~ u ‘ - 2 /? /}dxdydi - 
0 0 0

= j j j  F{U,U,Um,U„.Uv )dHfya (9 3 5 )

l sbot .  (9.35) funksional minimumining zaruriy sharti quyidagi Eyler 
tenglamasini beradi.

* J ! L + J L . J ! L s o (9 .36)
dU dt d ll, dy1 dU „  dxdy dU „

(9.35) dan quyidagi kelib chiqadi.

d F  d F  , , ,  d F.....= - 2 / ,  ------- - 2 (7 , ,------ --  2C
0(/ dU, dU„

-dF = 2 C U ,  dF~ = 4CU (9.37)

(9.37) ni (9.36) qo‘yib, isbotlash kerak bo4gan ifodani hosil qilamiz.

Parabolik  tipdagi tenglama

Aviatsiya konstruksiyasining issiqlik ta 'siriga bog‘liq bo'Igan 
barcha masalalari parabolik turdagi tenglamalarni yechishga keltiriladi. 
Masalan, quvurlarda issiqlik larqalishi, gaz va suyuqlikning tarqalishi, gaz 
va suyuqlikning filtrlanish masalalari. Parabolik turdagi tenglamalar 
masalaning faqat to ‘g‘ridan-to‘g ‘ri qo ‘yilishiga ega. Biz juda oddiy 
parabolik turdagi tenglamalarni o 'rganam iz.

Issiqlik tarqalishning bir o ‘lchovli va ikki o 'lchovli masalalarim 
ko‘rib chiqamiz, ya 'n i

A) Bir o ‘lchovli masalaning qo‘yilishi.

u , = c u „  + / (x ,o  (9.38)
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bu yerda S berilgan o'z.garmas, f ( x , t )  -berilgan funksiya.

U - 0 x - 0, x - a  da (9.39)

и  -  0 l = 0 da (9.40)

0 ) Ikki oMchovli masalaning qo ‘yilishi

U,= N[U„+UJ+f(.x,y,t) (9.41)

U ~0 л = 0, x - a  da
IJ -  0 у  = 0, у  — b да

(9.42)

(/ 0 / 0 да (9.43)

(9.38), (9.39) va (9.40) lar bir oMchovli masalaning to ‘g vri qo‘yilishi 
deyiladi, (9.41) ,(9.42) va (9.43) lar esa issiqlik tarqalishining ikki 
o ‘lchovli masalasi deyiladi.

1. Qanday tenglam alar matematik fizika tenglamalari deyiladi.
2. Aviatsiya konstruksiyalarining qanday masalalari elliptik turdagi 

tenglamalarni yechishga keltiriladi.
3. Aviatsiya konstruksiyalarining qanday masalalari giperbolik turdagi 

tenglamalarni yechishga keltiriladi.
4.Aviatsiya konstruksiyalarining qanday masalalari parabolik turdagi 
tenglamalarni yechishga keltiriladi.

5. Elliptik turdagi tenglam aning to ‘g ‘ridan-to‘g ‘ri va variatsiyali 
shaklga keltiring.

6. Giperbolik turdagi tenglamaning to‘g ‘ridan-to‘g ‘ri va variatsiyali 
shaklga keltiring.

K alitli so 'z lar: Qanot qoplamasi, bigarmonik tenglama, majburiy 
tebranish, erkin tebranish.

N azorat savollari
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Q an o t qop lainasi. Qanotdan olingan to‘g‘ri burcltakli qirqim. qanot 
qoplamasi deb ataladi va to ‘g ‘riburchakli yupqa plastinka yoki tarh 
ko'rinishda to ‘g ‘riburchakli panel kabi tushiniladi.

Bigarm onik tenglam a. Quyidagi to ‘rtinchi tartibli tenglama.

V a. + 2U,W + U lim= f i x , y )

yoki Д2U = J~(x,y) bigarmonik tenglama deyiladi. Д2- bigarmonik 
operatorlar deyiladi. Samolyot qanoti qoplamasining egilishi haqidagi 
masala bigarmonik tenglamalarni yechishga keltiriladi.

M ajburiy tebranish , erkin tebranish.
Konstruksiya elem entlarining tashqi kuch ta ’siri natijasida tebranish 

majburiy tebranish deyiladi.
Erkin tebranish . Konstruksiya elem entlarining faqat boshlang‘ich 

kuch ta ’sir natijasida tebranishi erkin tebranish deyiladi.

T est savoilari

1. Quyidagi ifodalardan qaysi biri maqsad funksiyani ifodalaydi

1. Z -  YjC j x , > 3. Ax < b,
j--\

2 - t . a  x  < b ,  4. A X  + Y -  b .
»f i

2. Qaysi ifoda cheklanish shartlarini tenglama ko 'rinishida ifodalaydi.

1 A X + Y  =  b  3. Ax < b

2 . Z = £ C j X/  4. Z a , .X j < b
j -J n v I

3. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyasining algebraik tenglamalar 
ko'rinishida ifodalanadi.
1. Optimizatsiya masalalari.
2. Qanotning egilishi haqidagi masala.
3. Fyuzelyajning egilishi haqidagi masala.
4. Qanotning majburiy tebranishi haqidagi masala.
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4. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyalari elementlari chegaraviy 
shartlar bilan berilgan differensial tenglama ko‘rinishida ifodalanadi.
1. Optimizatsiya masalalari.
2. Qanotning egilishi haqidagi masala.
3. Fyuzelyajning egilishi haqidagi masala.
4. Qanotning majburiy tebranishi haqidagi masala.

5. Qaysi masalada aviatsiya konstruksiyalarining qaysi elementlari hususiy 
hosilali differensial tenglam alar ko‘rinishida ifodalanadi.
1. Optimizatsiya masalalari.
2. Qanotning egilishi haqidagi masala.
3. Fyuzelyajning egilishi haqidagi masala.
4. Qanotning majburiy tebranishi haqidagi masala.
6. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun qaysi shartlar 
boshlang'ich shartlar bo‘Iib hisoblanadi?

3. //(/„)

7. Ikkinehi tartibli differensial tenglama uchun qaysi shart chegaraviy shart 
hisoblanadi.

8. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi biri Runge-Kutta usulidan 
foydalanish uchun standart yozuv hisoblanadi?

9. Quyidagi algoritmdan qaysi biri у  » A(/)j/(/) = / ( / ) k o ‘rinishidagi 
tenglamani yeehish uchun chekli ayirm alar usulining algoritmi bo‘ladi?

1 .f./(/0) = e e,{/(fe) a,,

2. U ( t 0 )  — ccfl,

4 .UVtt) + r>U«o) = &

2. /-'(/„) a„. 5. (/(/„) + yJJ(/„) = Д
3. {/(/„)=«,.

1)  V  / < / ,  v ) , 3) у  - F{l,y,y) ,
4) v-t-hy /•'(/ v),

5 ) v - b y  -  F ( t ) .
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1 У, = Tp“(V-i - 2 у ,  + JV,).

2- У, + Ь,у, = J , ,

Л/г
X*. = .V, + A(V, -* - 2 У,,

М'
4. у, | = .у, I Д/ ■ у, + — у,-,

5- У,ц =(/, -  Ь,у,)Ы2 + 2у, - у, |

10. Qaysi tebranishlar majburiy tebranishlar deyiladi.
1. /+ о
2 . /  = 0

3 . a„ = 0
4. a, =0
5. a„ * 0, a, * 0, /  = 0

11. Qaysi tebranishlar erkin tebranishlar deyiladi?
1. an * 0, a, /  0 , /  = 0

2. /  i  о
3 . /  = o
4. a„ - 0

5. Я, -  0

12. Superpozitsiya usuli boshlang‘ich parametrlar usulidan nima bilan farq 
qiladi?
A) )\ va larni topish uchun boshlang‘ich shartlar vazifasi usuli bilan.
V) 1 lech qanday farq qilmaydi.
S) // o ‘zgarmasni aniqlash bilan.
D) C, vaCjlam i aniqlash bilan.

13. Nima uchun ko‘p hollarda chegaraviy masalani yechish u yoki bu usul 
bilan Koshi masalasini yechishga keltiriladi.
A) Chegaraviy masalalarni yechish jarayoni Koshi masalasini yeehishga 
nisbatan murakkabdir.

14. Superpozitsiya usuli boshlang'ich parametrlar usulidan nima bilan farq 
qiladi?
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A) Ys va К, I arm topish uchun boshlang‘ich shartlar vazifasi usuli bilan.
V) I lech qanday farq qilinaydi.
V) jti o 'zgarm asni aniqlash bilan.
I)) С, «aC.lam i ani(jlash bilan.

15. Nima uchun k o 'p  hollarda chegaraviy masalani yeehish u yoki bu 
usul bilan
Koshi masalasini yechishga keltiriladi.
A) Chegaraviy m asalalami yeehish jarayoni Koshi masalasini yechishga 
nisbatan murakkabdir.
V) Chegaraviy m asalalami yeehish usullari turg‘un bo‘lmagan yechim lam i 
beradi
S) Koshi masalasida chegaraviy sharllarni tekshirish oson.

16../ - (F(U, UJ dx  funksional uchun quyidagi tenglam alarning qaysi biri 

minimumning zamriy sharti hisoblanadi?

-д  д н  = 0 , 2 . ^ = 0 ,  3Л - ^ — 0.
dU d x d U , dU dx d U x

. dF d  DF d 1 dF n r dF d 7 dF л
4.—   + — ,--------- - 0 , 5 . —  + — ;---------- 0 .

dU d x d U K dx d U tx dU dx '  dV a

17. ./ = \ f (UJJ , ,U„) dx funksional uchun tenglamalarning qaysi biri
ro

funksionalning minimum sharti hisoblanadi?

f dF d  dh + d- _dF_ 0 2 dF  + d ? dF = Q 
'dU dx dU,  dxT 3 U xt ’ dU dx7 d U lt

3 . ^  = 0, 4.-—  -  -  -  0 5 . - - -  =■ 0. 
dU dU  dxdU ,  dx d U ,

.2 .2,,
18.—, (/•./ -  , ] + k(\)i; J(x) tenglama qaysi hollarda bir uchi

dx dx
mahkamlangan to 'sinning egilishi haqidagi masalani ifodalaydi9
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к{х)~  О
1 .U -■ Uх — 0 х — х(| да 

М -  М . = 0 х - х .  да

к(х) = 0
2.U = ( /г =0, х = х0 дя 

Л/ = М ,  — 0, х = jf, да

к{:г) = 0
3.U = и х = 0 л = л0д« 

jc = дс, да

к ( х )  = О

, и  =  и ж=  0 х ^ х и д а  

х  -  х,  д а

к(х) = О
5 . U - U X= 0  дс = д:0дд 

М = Л/ = О X = д:. <)я

19. + = /(* )  tenglam a qaysi hollarda
Л  dr

fyuzelyajning egilishi haqidagi masalani ifodalaydi?

A(.r)=0
I . Л/ = M t -  0 дг = x(J Лз

jr -  X,

A(.r) = 0
2 . M = M x -  0 x = xu 

jr = x, A?

kyx) ^ 0
4. U = U  = 0 jr = x„<)«

M -  M s 0 x -x , da

k(x) = 0 
5. (/ = £/r --- 0 x -  Jf„ c)a 

А/ = А/. =0 x = jr. da

20. Qaysi hollarda Rits usuli bilan Galerkin usulining yechimlari bir xii 
b o iad i?

Pt = f t 1 . , Л  = 4 , 1  /*=/»*
Bb = A b ) Bk, =At,j  Btl -  Ah

21. Qaysi funksional elliptik turdagi tenglamaga mos keladi.

6.4



1 У = j  j\[Jl  -t U) + 2fu]dxdy.

2 Y )V^ [EY{x)Ul  + d ( x ) U 2] -  f u \ d x .

3.Y -  ]^ -EY(x)Ul  -  f lJ]dx
o 2

*.Y^)[\EY{x)Ul-JlJ\dx  
0 *•
To

5.У - 1|(Cf/; -  /7,2 -  fU)dxdt.

22. Qaysi funksional gipcrbolik turdagi tenglamaga keladi.
To

\.Y ~\\(CU\U\fU)dxdt.
0 0 
Л и

2.Y -  \ \ [ U ]  + U ’ + 2 fU]dxdt.
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