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КИРИ HI

Укувчининг эт>тиборига ха иола кнлнипётган мя.чкур кУ-манма, универ­
с и т е т а  рнинг, педагогика ннститугларннинг "М атематика", "Амалий мате 
матнка" ва "Физика", шушшгдск, нцтиеод ва техника уннвертитетларинннг 
талабалари учун хам м$'лжалл((нган бу.шб, унда хозиргн зямон фан ва тех 
шшясишшг acocnii булимляридян бири - хисоблаш усуллари назариисн асос- 
ларн баён цилнпадн. Шу иарснни тяч.кндлаш лознмкн, |>сснуб.шквмн;1да 
днвлат тнлндаги да|>сликлар етншмаслнш ту<|>яГ|лн талабяларшшг муста кил 
бил им олишнда, олий у’цув юртларшшш дастур лари асоснда кснг|ю1; м а к 1\ 
мот олшпларида маьлум киГпшчиликлар сезнлмокда. Бундан танщарн, хп- 
собляш методларн буйнча чон этплгам деярли барча дарслнклар купроц 
"М атематика", "Амалий математика", "Механика" мугахассислнкларшя 
мулжаллаиган булиб, ицтисодчн па .чухаидиеларга маълум маьнода огирлнк 
кнляди. Вуларпн хпгоГма олган холда ушбу ц^лламма иктнсодчн ва мухан- 
днслпк мутахасснеликларн буйнча т а ы н м  оластган талябялар учун х ам  
мулжялланган булнб, со.чда ва равон тнлда ёзнлган.

Х,озирги замон шахснн комш.ютсрларида халц хужалигииинг турли 
маснлаларннинг математик моделларннн ечишда кулланилядиган хисоблаш 
математикасншшг aeoeiiii усу.тляршш баён килувчн да рели к зярур.

Дярелнкни тяйёрлашда машхур олимлар томонидан яратилгян 
ядабнёт.тардан, жумладаи: Л.А.Сача|>скнй, И.П.Прилов, В .В .Б обков, 
П.И.Моиастирннй, Г .IIМ арчук, Н.П.Иненко, Л.И .Тихонов, И.С.Березин, 
II.II.Ж и дков, Б.Н.Демндовнч, М.И.Исроилов ва бошкалярнинг дарслнк- 
лярн па рисолаларидан <|к>йдаланн.шдн.

Уцув кУллямма хаголяр назярилсидан бошланнб, кор|к*лация назария- 
сигача булган бобларнн уз ичига ца.мраб олган.

Масялян, 3-бобда алгебраик ва транецендент теш лачаларни такрибий 
ечишшшг ватар ва урннмаляр уеулн тугрисида rj'a юрнтнлса, 4 ва 5- 
бобларда матрицалар алгебрасн ва тенгламалар енстемаеинн ечишнннг яинк 
ва такрибий ечшн уеулляри баёни бернлгян.

Шушшгдск, укув цулляпмяда тяцрнбий дш|>ферснцнялля1П ва 
такрибий иитегрялляишннг ку-iaii усуллари тугрнсндя Xя P томонляма 
маълумоглар бериб утнлгян.

Оддий дифференциал тенгламаларни такрибий ечишшшг кетмя-кет 
якинлашиш усули, Эйлер усули, Эйлер-Коши ва P jin e-h 'y rre  усуллари 
тугриснда суз тритнляди.

Чегаравий магяляларни ечишшшг тур вя Гялеркин усулларшшнг ту- 
лик изохини берншга харакат килнндн.

Уцунчи баён отнлган усулларни ннада яхшнрок, ямялий жихатдан 
мукамМял Ургяишпи учун хар бир усул мисоллар ёрдамида батафеил ёригиб 
берилган.

"^исобляш мятематикасн асоелари" китоби шу сохода тажриба 
сифатида чицарнлаётгани учун, зхтнмол кямчиликлардан холи ямяс. 
Шунинг учун хам, дарсликнннг баёии, мязмуни хакидяги барча фнкр па 
мулохязпларнн муаллифлар мнннатдорчилик билан кабул киладилар.



I l io i i .  х л т о л л р  i i a :$a i‘ i i j i ( i i i  ^ а ц и д а  АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР

I . I . Такрибий сон 

Пншниат уиининг амалий фаолнятн даио.мида сонлар билан б е в о с т а  
муиосабатда булади. (лшлар - табнатнннг у ёки бу хрдисаларини Улчаш 

иатнжаларидир. 
ivyiiiiii'ia турмушда учраидигаи катталикларни аннк Улчаш мумкин :шае. 

Демак, бн:« бу катгалнкларни маълум аннцликкана улчаб, шу билан 
кнфон.таншшй мажбурмиа. Шундай \оллар буладнки, бирор кнттнликни 
Улчагандаги аниклнк, бошца катгалнкнй улчагандаги вшщликка мутлако 

булпши мумкин. Масалан, уй курнлишида н|к>клн деб тогшлган улчов 
аннклшн, станокда ишлаб чицарнлаётган дсталнинг улчов аницлигига м угла ко 

нроцош булнши тдбиий. 
Масалани ечишда ншлатнладигаи дастлаб.гн маълумотлар асосан 

тажрнбадпн олннганлши сабабли, аник кийматга зга булмасдан, такрибий 
цнйматга пгадир. Illy  сабаблн ixj/iiiuiniH масалани кандай аникликда счмайлик, 
дастлабки маьлумотлнршшг такрибннлнгн туфайли олингаи ечим х,ам 
такрибий характерен ага булади. 

1 .2 . Абсолют и а  л и м и т  абсолют хато 

Х,нсоблашлар охирнда аниц А сондан сезиларсиз с|>арк киладшаи а  сои 
т а к р и б и й  с о н  деб аталади. 

Агар а  < А булса, а  такрибий сон А аннк сондан камн билан .олишан, 
а > А булса, купи билан олингаи дейнлнди. 

1-мисол. А = >/з аннк сон учун 1 ,7 3 2  такрибий сон камн билан олингаи 
булса, 1 ,733  купи билан олниган дейилади, яъни 1,732 < -/3 <1,733.

2-мисол. А - 13,265 кг аник сон учун 13кг*кам и билан олишан булса, 
13,5 кг купи билан олингаи, яъни 13кг< 13,265кг< 13,5кг.

Аннк А сон билан а  такрибий сон орасидаги фарк, тадрибий соннинг 

хатоси Да деб аталади:
Да = А - а .

Агар А>  0 булса, хато мусбат, яъни Д а> 0, агар А с а  булса, хато. Дл < О 

манфий булади. 
Аник А ' сонни х,<>сил к»лиш учун такрибий а  сонга унинг хатосини 

кУшиш керак:
A = a -f Да

Купинча хато ишораси номаълум булади, шунннг учун амалий



м я с я л я л я р д я  п б г о л ю т  ХЯТО т у ш у н ч а с н  НШЛаТНЛИДН.

1-таъриф. Аник А гои билли такрнбнй а  гои яйнрмасинннг абсолют 
Кнйматн Д, такрибий соннннг ябсолют хятосн деб ятялади:

& = \А-а,. (|.|)

Агар А сони бизга мяьлум fiV.ini, абсолют хато (1 .1 )  <|юрмуля орцмли 
осон хисобланяди. А.ммо ямялнй мяглллллрнннг кугпилтндн аник соннннг 
^зинн пимц.ттм мумкин ямас. Масалан, бн|юр мясофнпн О, I см пшп;лнккача 
хисоблаш cj'-ралган булги и. Лекип, уии бундай ми him т.-да хисоблаб булмайди, 
чункн $'лчяннстглп мясофянинг J':ih iim hi; нпмагя тсШ лшп бизга маьлум эмяс.

Шунннг учун kViimii. ihk лмллин масмлялардя номяълум ябсолют хнто Д 
у'рннга, упдпи кам булмаиит лнмптнк абсолют хато гушунчаендан ((ми'Цпднииш 
мацеадга муиофицдпр.

2-таъриф. Абсолют хятосидлн кнчнк брлмягнн хяР Клндян такрнбнй сои 
л и м и т  а б с о л ю т  х а т о  деб ятлади.

Агар аннц А сонии такрибий а  сон билян алманггиргяндягн лимит 
абсолют хятони Да  бплни болгнлаеак, у пацтда:

Д = |Л-о!<;Дя, (1 .2 )

Д<:Дя (1 .3 )
ёки ябсолют киймят тяърнфнгя асосан

-  Ля S А - а <  Да , (1 .4 )
бундан

а - А а ^ А й а  + Аа. (1 -5 )
Агар я, такрнбнй сон А аник гонга яцнн 6 J'.tii6 , ундан ошмяса па а г 

тацрнбнй сон А дан кам б^лмаса, у .\<>лдя куйидаги теигсизлик y|>iiii.iii: 
а ^ А < а , ,  (1 .« )

бу ерда я, = а - д а  (нами билан олиш ян такрибий сон ), я, = я * Дл (к^ин билан 
олннган такрибий сон).

Лимит абсолют хатони yjrra арифметик киймаг коидяси оркали 
хисоблаймиз. 1 акрибий я сонпннг у’ртп арифметик циймяти:

a - ( al t a i)
2

Энди а г = я + Дя дан я, = я -Д я  ни айирнб нуГшдягннн хосил киламиз:

Д я = П1~а± .
2

>шбу Дя нннг киймнтшш (1 .5 )  га куйсяк,

a - ^ Z 3 - S A s a + бм|дян - Z l Z f l s A - a
2 2 2 2

ва ннтижада

А -а\ £ — — !•.
2



Шундан цилиб, такрибий con учун лимнтнк абсолют хаго

куиидагндан иборат булади:

Ал = а’ - а'
2

М исол. Агар /5 сони учун 2,236 на 2,237 сонлар нами ва купи билан
2,236 + 2,237 _

олишан такрибий сонлардан иочрат булса, у внктда а  -  - - i , z s оз

гони 7з нинг такрибий цнйматндан нборат булиб, лимнтик пбс«)лют х а ю  

КуМидампи тенг булади:
ь , = 223 7 : 2'23̂  = ° М '  = 0,0005.

2 2

1.3. Нмсбий на лимит нисбий хато

Ьиа шкормда к$'рнб yu an  абсолют на лимит абсолют хатолар улчаш 
аниклнпши м ар.щ  даражада тулнц ш|»одалаб б«*ра олмайди. Масалан, 
цурилншда кулланнлган на етарлн даражада аниц Д<‘б тоннлган 5 см 
нницлнккача яроцлн деб олишан лнмнтик абсолют хагонн 1таиокда 
ясаладиган детал учуй кУллаб булмайдн ёки омборда I кг гача т$Чри деб 
тоннлган лнмнтик абсолюг хато грамм ёки миллнграммларни хпсобга 
олнднган лабораторнялар учун муглацо Я|юкснаднр- Шунииг учун биУ 
тацрнбий сонларнннг абсолют хатосндан ташцарн, уннн' пнсбин ва инсбнй 
лимит хатосини \ам билшинмна зарур.

З'Таъриф. Абсолют хатонинг А аниц А сон модулнга нисбати такрибий 
соннннг н и с б и й  х а т о с и  S деб аталади:

<У = Д .  Л * 0 ,  ( 1 .7 )
И!

бундан
Д = |/41<У.

Агар 20м мнсо(|>аш1 улчаганда, абсолют хаго 0,5.« булиб, ЮООкм 

масо<|)аин улчашдаги абсолют хаго 1к.н булса, уларнинг нисбий хатолари мос 
ранишда:

= 0,025 ва — -=0,001 булади.
20  1000

Амалда к^пинча нисбий хатолар (|юп.)да олинади (1%, 1% = 0,01$л) ёки 

жуда аниц ■ х1исоблашлар талаб цнлшмаи масалаларда промиллнндн 
(°/ю, 1 °/оо = 0,001<з) олннадн. Ьнр н|>омнл.шм нронентшшг Ундан бир цш-мига 

теиг.
Олдин айтнб утганими.чдек, абсолюч хатонп аницлаш кнпнн бу.пани



у ч у н , у н и н г  5'|>"НГЯ ЛИМИТ ябсоЛЮ Т ХНТО ОЛНППЖ Г1ДИ. ХуДДИ ш у м н и г д с к , 

н и г б и й  х я т о н н  а и и ц л н ш  цнН ин б у л га н н  у ч у н  .'IIIM lrr IIIK '6 lfii х п т о  л н и к л л н я д н .

4 -т п ъ р и ф : Гак р н бш ! сон нн н г ннсбнП хато сн д л н  кичнк 6 V ;iM n ra ii х я Р 
кан дай  сон  л и м и т нпсбнй хя то  - 8 „  деб  ятял я д н :

8<.8а , ( 1 . 8 )

ГА^
Г|

( 1 0 )

As|/<?0 . ( 1 . 1 0 )

тяцрнбнП ccfiiifiviir .

бундяи

куйидяпгчя ёлшн мумкин

(1 .1 1 )

Амллдя кутипгчн «ниц А соннннг ,f;uiim иннкляш цнПнн б¥л1лни учун 
А * а  деб олиияди. Вунн хнсобгя о.тсяк, ( I I I )  формула цуйндагнчя ёзилядн:

= ;я<5„-
Линц А сон в(|-£в) ПЯ n (l+ < jj оря.шкдя оттяни учун, уни шнрт.ти 

рпвншдя куПидягнча ёзиб оллмнз:

Л = 0 (| ± О -
Л ницлик учун А > 0 ,  а > 0  на Д„ < о  д е с я к , у  вяц тда

( , | 2 >

Ву И(|юДЯ1Я лимит нисбнй хятонн хисоблан! формуласи деб птяляди. 
Вунднн лимит ябсолют хятонн хисоблаш (|х>рмулясини хам келтнриб чиклршп 
мумкни:

A s/ W sfa + A,,)^,.
A .= ( o  + A „ K  т е т л н к д я н  цуиидаги л и м и тн к  я б со л ю т  хп тон и  хи со б л аш  

(|юрмулясини тон ям и я:

А. =
1 - 8 .

нгяр А „ « о  па 8 а « I б$’л ся , у  плцтдя

8 . *  -•
U

деб олиш мумкин. Бундан А

1 мисол. f оометрш; фшуранннг юзн ул чан га идя 2,42 м г нятижя олиш ян 
булнб, унинг ЛИМИТ НК ябсолю г хятоси 5 г. , 3 6 5 !ЛСЯ, шу соннннг лимитик 
ннсбнн ХЯТОСИ тонилсин.

Ь ср н л га н : а  = 2 ,4 2 м !  = 2.42 ! 0 J c u J , Ао = 5 с м 1 .



I niiiir 6 = ^  = — — -- = 2,066 10 4 ёки (|м>пздаги киймати
- а  2,42-10 c.w

S,  = 2,066 10 4 • 100% = 2,066 -10 !%.
2 - мисол. Пики хил ошрлнкдагн дон тщюзида улчаганда 125,46кг ва 

4,33 кг :«к<1 II. in in аннклаидн, у'лчашда лнмнгш; абсо.нот хато Юг чегарагача 
кабул цилнпдн. Мккала чол учун хам лимит ннсбий хато хигобланснн.

Берилган: а, = 125,46 кг *  125,4о- Ю’ г , а, = 4,15кг = 4,15-10* г , Да,=Да, = 10г .

К ,„ш :

1 .4 . Хатош ш г асосий мапбалари

Математика масала-шрнда учрайднган хаголар асосан бешта гуру.\га 

б^липадн.
1. Математика мисиласннниг бери.шшпда iiy-i 1\уинладн1ан хаю . Одагда, 

гулил гаи математик моделларниш деярлн хаммасп ндеаллаштнрил ганднр. 
Демак, математик моделда <|и>рмулнлар реал зуыютн.и нйрим холлардагииа

аник н<|тдалншн мумкин.
Одатда, математик модел.1арпи тулии жараёиида айрим чекланншлар ва 

шартларга :»ьтнбор ш \пап холда содда|юц модел тузншга т$три келади. Бундай 
цнцгди пул куймлган хато математик моделнн тузгандагн масалаиинг хатоси 

деб аталади.
Шундай доллар хам буладикн, масалаии аниц куйилган мнгемагпк 

модел бнлан ечиш кипим, цатто мумкин амас. У нацтдп бу. масалаии унга якии 
билган тацрибий масала билан алмаштнрнб ечиш мумкин. Демак, биз бу ерда 
кисман хагога iiy.i цуямнз. Бундай хато усулинмнг хатоси деб нiллнди.

2 . Математика 1|к>рмула.!арндан (|юйдаланнш жараёиида, купинча 
чексиз кетма-кстлик ва каторларидан фнЦапиииш а гугрн келади. Бу чексиз 
кстма кетлнкларнннг лимити масаланинг ечими булади. Лекин, никои тезкор 
Э^М лар ёрдамида хам чексиз кетма-кетлнкнннг хаммасиии хнеобга олшига 
цодир эмас. Шунинг учун чексиз кетма-кетликларнннг чекли сондагн 
х,адлйринп олиш билан чекланамнз. Бунпиг ннтпжиенда йул HjiiiLiiaii хаго 

колдик хато деб аталадн.
3 . Математика ва физика масалаларини ечншда куллаинладшап анрпм 

сонли параметрларнинг такрибий олннишидир. Айтайлнк, хнччн физик 
капаликлар, жиемларнннг аркнц тушнш тезланнши # = 9,81м, с , i b j

босимининг термик ко:м|>ф|1Цненти v = <'/тд ' ва бошцалар.

Бундай хатоларнн, биз шаргли равншда бошлангич хато деб атаимиз.
4 .  Х,исоблаш жараёиида килннган хато. Рацнонал сонлар билаи



арифметик амаллар бажарнш жараёнида сонлари» вергулдан кеЙцн чекгнч 
рацамлар кетма-кет.чиш хосил булади. Бундам вацтда вергулдан кен.ш маълум 
цонда асоснда чекли сондагн раца.мларни олцб хисоблашни давом этчирамиз.

Масалан: -  = 0,333 ., л- = 3,14159....

Бнз бу ерда 0 ,3 3 3  на 2,1-12 еонларнн олншнмнз мумкин. Бунда йул 
кУйилган хато яхлнтлаш хатоси деб агалнди.

5 . Кунннча математик амалларин бажариш жараённ тацрнбнй сонлар 
билан богланган булиб, бу амаллар хатоси деб агаладн. Маълумкн, хисоблаш 
охирида кулланнлган тацрнбнй сонлар иа бошлангнч хатоларни цандайдир

б" Ла"  * ,,гоб,а ° - " ,1Ша Чирякат цилинади. Бундай холларда амаллар 
хагосн гузатиб булмайдиган хато деб аталади.

1 .5 . Такрибий сонларнинг цийматли на ишончли рацамлари

Бизга маълуки, хар Цандай такрибий а  сони чекли ёки чекеиз «или каср 
шаклида ш|юдалаш мумкин.

Агар Ju an  каср шаклида ёзнлган такрибий еоннииг чан томонидан 
бошлаб рацамларни кузагнб бортик, нолдан фарцлн бу-лгаи биринчн кийматли 
ракамга дуч келамнз.

Масалан: 5 ,2 1 3 8 .. .  сондагн бнрннчи кийматли рацам 5 булса, 0 ,0 0 0 2 8  
да эса бнрннчи кпйматлн рацам 2 дан нборат булади.

Умуман, \ар Кандай тацрибнй сон унли каср шаклида куйидагича 
ифодвланади: •

а = а т 10” + а_ ,10” ' а„_пЛ Ю""1”1 + .... (1 -1 3 )

Ьундягн а, лар такрибий а  соннииг рацамларидан иборат булиб,
а, = 10,1.2, ,9J киймачларни цабул цнлади. Бунда,, та,„цари т буг>н сон булиб, 
а  сонда цатнашунчн 10 нннг :шг юцорн да|тжасиднр.

I гаъриф. i'n.iii каср шаклнда н<)и)днлннган нолдан фарцли ва ноль, 
нгар у иккнта цийматлн рацам орасида жойлашган булса ёки унли хонани 
саклоочн номзоддан „борат булган V,p цандай рацам,ч, маъноли рацам деб 
аталади. Масалан: 0 ,0 0 0 4 0 7 0  сондагн чандан бнрннчи ,’Ургга ноллар маъноли 
рацам Х1<собланмаидп, кейннгп иккнга „оллар маъноли рацамлврднр, чунки 
улардан бирн нккита мач.нол,, рацамлар 4 ва 7 Ьрасидд жойлашган булса, 
охирндаги ноль оса унли хонани еяц.чашга хизмат цнлади

Агар сонлар одатдагидай ёзнлган булса, у.шиг маъноли ракамлариш, 
аннцлаш иоцулай. Масалан: 7 0 4 0 0 0  с о т ,д а  нечта маъноли рацам бошшпши 
айгиб булмаидн, лекнн бу сонда камида учта маъноли рацам бор. Бундай

к е Т т ЛГКИИ Щ Щ т т  УЧУН* У" ,6У СОН» И * НЛ"  ка‘ Р •"'•клича ёзншга -ф ри 
Д Ь е 1,нл,’«» сон учта маъноли ракамга зга булса 7,64 105, агар турчтн

!)



маъноли рянамга эта б$лся 7,640-10? ва хо ти о . Сонлярнн бундай унли каср 
ШМ1МП1И гаиш янча цулпП пи нхчамднр. Масалан, 0,0000000750 -  7,50 10 =

2 тпъриф. Такрнбнй соннннг бириичи » та маыюли ряцамляри чапдап 
«игл. *необл«гя„да ,,-мяънолн рякям буш.чя шу со ,......., абсолют хятоси
лрнмдян ошмася, т у  п та маъноли ряцямлнр ншончлн ряцяМляр деб атяляди. 

Агар а  тпкрибнЙ соннннг нниц А ннймати маълум б^лса,
Д = |Л -а| S ю ”1'" '1 -0,5,

у вяктдя 2-тяърнфгя псосян такрнбнй а тонн...,г « гя рпкамй 
а  а  а  ншончлн буЛядн.

*1  М и со ! А, = 43,87 ЯН..К СОИ учун а, =43,91 сони учтя „шоичли ракам

буш.чя такрибий сон буляди, ягин тяърифгя псогпн (

| А, -  а, | = |43,87 -  43,90| = 0,03 < 1  ■ 10 ~  10 ',  бундяи: |43,87 -  43,90| = 0,03 < —  .

2-м исол. НуЛидпП, А, =107,13 янпк сон учун унииг такрибий киймяти 

а г ±=107,12 туртта ншончлн ракам га яга. Чункн

| ^ -я ,|  = |107,13-107,12| = 0 ,0 1 < у -1 0 - '.

1 .6 . Сонларни яхлитлаш

Кунинча, ямалиётдя уилп кяср шяклида берилган сонларни яхлиглаб 
олншга ту,рИ келадн. Аммо сонларни яхлитлаш учун хнеобловчи м яълр!

цоидаларга «мал ншмпм макеадга мупофнцднр.
Унли кяср шяклида берилган бирор а  аник ёки тякрнбий сон ишопчлн 

рвцамляр сони кям булган в, такрибий сон билан алмянпиргпнда фярц

энг кям булиши талаб килннядн.
Оммапнй х,исобля„1лярда куйидаги яхлитлаш коидвларига эътнбор

бериш тявенй килннади.
1. Лгяр ташданядиган рацямлнрдян бнринчнен 5 дан к а п а  булса,

коляд,„ян ряцамляриннг энг охнргнеи кучаЛтириляди, ям ,и  унга I ,ф ш .б 

ёзилади.
Мисол. Верил,ян л = 2,35671 сонин вергулдии кейин учта раком,а ,я 

МХЛ1Т,лнш тялаб килннгян б^лса, пхлитлннгян сон о, =2,357 булади.
2. Агар тяшлпндип.н рякямлярдаи бнринчнен 5 дан кнчнк булга,

Коладигян рякймлпрнинг энг охнргнен кучайтнрилмяйди, яъни унга 1

Кутн.чмасдап V"ir;lpi,ii,c„:i ёзилади.
Мисол. Берилган а = 4,8144 с о т ,, ,  вер.улдпн кейин учтя ва иккита

ракямгяч.ч яхлитлаш таляб килннея. цуйидагича булади:
6, =4,814 па Ьг =4,81.

3 . Агар тйшланаднган ракамлардап бнрннчигн •) булиб, ундян кейи.ни



цннматлн ра,;амлар б^лмася, энг яцш . ж уф т с о ...... ,ф д „  ту ш б  <1Х. , а

яъни агар цоладнгаи охирги р«,<ам ж у ф г булса кучаИтирилмайди. a im , ток 
б ^ с а  кучаигирно, I купи,б ж уф т цилипадн. Бу Жуф т ранам  цоидаси деб
а I пЛ«)ДМ,

1-м исол. Бернлгац а = 2,835 соннн иергулдан „к к н га  ра.;амгач« 
яхлнглаш  >илаб килш наи б$'лгм, бу сои « ,= 2 ,8 4  булади.

2 -м ц со л . а  = 3,0685 со.шда «ергулдан кспин у ч ,„ ,  рацамгача яхлн .даш  
гално цилннса, я, =3,068 булади.

3-ц«|,Да „ „  «Прим сонларга тидбнц цил.шш миэ бнлни биз я х л н т л а ш т ц .г  
ниш ,лш ; дараж аслн н  ошнра олмаслигимна \ам мумкин.

0 У7 г  й »< ШШ" ’г .0 ’2 7 0 5  С0" "  " , '|МУ-‘Д“ "  Ю!ЙШ' У ™  1»"«ш гн ча яхлитлрнса,
П Й ' Г Г  ° ХИ,,,И |Ж,;аМ "У ч ш 'т .р н л м .н д н , лекин 0 ,2 7 7

’ билан 0 ,2 7 6 о  га бЛр хилдн Jii;im соплардан нборат.

Лммо бил куц сонлар билан хпсоблиш ларш , б аж а р тн и м н а д а , копнима
ьям .. билан яхлиглаб алш т т  сонлар, ,ф ,и  билан яхлиглаб ол и н .ш . сонларга

" ‘Ш б^ " 6 ’ ^ш'обл(1Ш натижясн хнтош ш г кам б^лиш ш а олиб ке.,ади.

1 .7 . Хатони хш облан ш и н г умумий ф о р м у л а м

Б н зы  ,, Та XuXjt ^  орклц уагарувчиларга боглид бФлган 
Д||(|к|м‘|н:ицналлануичи

U = / ( * , . * 2 ..... О  ( I N )
функции берилган булсин.

Ьуидагн лг,, дг,....... л-, арнли унаруичиларпниг абсолю т хаголари мос

рашипда Д г , , ^ ....... д * , ф п и .  У „ацгда ф ункцнянинг абсолю т хатоси
Куйнда.ича бу’ладн:

Д(/ =_/(*■, +Д г,,.....+ Ь х . ) - / ( х „ х 3............
Бундай

и  *■ = /(*, + Дг,,.... хп + Ахп) (1 .1 5 )

н счтн ЭГ г "  Ш  , 'ФТ ,И т " ‘КЛаШ УЧУ"  (1 , 3 )  т с ' " У » г  ТОМОИИНИ бир
Т ей лор  „атори га ёйиб

/(*,+Лд-„ .*,+ < 4, )=/(.«■,.*,..... х . ) + Л г ®- + йХ13 [ . + +Дг м  л
fix, •" "дх.

\+
2

Одатда Дг„Д*„ абсолют хатолар *„лг2,..,*„ Jla(lla III1(,f)!|.ra!l ж  

К..ЧИК булган,, учун x y c y u i i  хосила ларпин. иккинчи „а у н д .щ  юцори таргибли
Хадларпни х и с о б г а  о . ,м а г а  х а м  булади. ‘ 1 п .р и н ы н



Д смак, айтнлгаиларга асосян (1.15)нипг Тейлор кяторига ёйилмаси 

цуйидагича ёзилади:
(1 .1 6 )

Энди, (1 .1 5 )  дяи (1 .1 4 )  ни айнриб ( 1 1 6 )  ни эътнборгя олсяк, 

КУЙидагигя ага булямиз:

с*,
dU . SU . Д (7= ^ -Д х, + ... + — -Ах„
а», йг.

с*.

(1 .1 7 )

Бу и тя эрклп ^згярувчига бомиц булгви U функция у ч и  абсолют хато 
хисоблаш формуласи деб аталяди. Ш ушш.дек V  функциянинг нисбий 
хатосини хисоблаш учун умумий формула куйидагича булади:

( 1 1 8 ). Ш  dU&x. SU Ах„

а Т " -
Амалий масялаларнн ечишда, купннчя, функциянинг $-ягирувчилар 

б^йнчя олнКган хусусий х,оснлвларинннг абсолют кнймагпни олиш анча 

кулайдир:

АС/ =
е и
Лг,

Аг. +...+ Дх„ па нисбий хато S =
й/|лх,+ , т '  
аг.Гс/ |йг. и

Олдинги нараграфларда айтнб J-гганчмиздек, амалий масалалариинг 
к^нчилигида ябсолют па нисбий хятолар Jpnnra лимит ябсо.Иот па лимит 
нисбий хятолар кабул цилНшиии эсга олсак, лимит ябсолют хаго:

Дх, +...+
\ги
№.

Дх„ (1 .1 9 )

йг,
-Inf./Дх, +...+!~1пС/'|Дх„. ( 1.20 )

«а лимит нисбий хато

Мисол. Берилган V  = г, + х] + х] функциянинг х,.хг ва х, циймятларнда

лимит абсолют хато во лимит нисбий хатолари тонилсни.
х, =2,24(±0,01> х2 =4,15(± 0,01) х3 = 8,18(± 0,01).

Ечиш: х, = 2,24; xl = 17,2225; х35 = 547,3434; I/= 566,8059; = 1; ^  = 2хг> | ^  = 3дс>' 

Лимит абсолют хатони х,исобляПмиз:

Дх, + Дх, + At, = 1-0,01 + 2-4,15-0,01 + 3 (8.18)! ■ 0,01 = 2,1004.

Энди лимит нисбий хатони хисоблясик,

8„ = = 0.0037 ёки буии фоизда ёэсак, 6и =0,37% булади.
566,8059



2-ИОН. ФУНКЦИИ ЦИЙМЛТИПИ X ,l1< ;oii.l U II

2 .1 . У мумий муло\азалар

Хисоблаш машиналари ёрдамнда <|к>рмула кУ'рннншда берилган 
(||}1п;цим .ш рн||||г цпйм м пш и ^игобллт мнмум маънода ушбу <|м>рмулалар1шиг 
Кандай ьуринншдя ёзнлншнга богликдпр. Математик liyin'aii назцрда бир- 
бнрша эквивалент булган н<|к|далар такрнбнй хнеоблашда бир-бирига 
эквивалент булаол.часлпги \а м  мумкнндир. Illy  сябабли амалнй жих;атдан 
м у\иМ  бу.шш масала, ньнн элементар функцняларшшг энг кулай аналитик 
курим ш идш и нфодаларнни гоннш масаласи вужудга кс.тадн.

Bnuia M<iiu>MKii, х,ар кандай i)\M r()irii \исоблаш онерацияляринннг 
куичилиги арифметик амаллар (кушиш, айриш, кунантнриш ва булшп) ва 
мантнкнй амаллар ёрдамйда бажари.шди.

Д емак, биз ечиляётган математик масалани кетма-кет бажнриластган 
элементар операциялар деб тасаввур кнлншнмиз зарур экан.

Агар хисоблаш матемнтнкасида функция цнйматини хисоблаш 
жараёшши такрорланувчи цнклдарга ке.ггнрнб олншга эришнлса, хисоблаш 
яхши натнжа берадн.

Цуйида биз уцун'ш.ифми функция кнймагнни хисоблащниш айрим 
усуллари билан таннштнриб чнкамнз.

2 .2 .  Кун^ид кийматини хисоблаш. Горнер .схемаси

Империй п даражалн куп.\,ад берилган булеин:
+... + в„.1дг + в„. (2 .1 )

Ьу ерда hi а„,а,,£12,.... а п ко;х|>фицт‘1|глнр хпкнкнн сонлардаи иборат.

бирор х=-{ кийлштда хисоблаш таляб килинган булеин: 
р,и } = а „ 4 " + а ^ - ' + ..л а й. ,4 + а ,.  ( 2 .2 )

1'Л4) кунхадпиш кийматини хисоблаш учун ( 2 .2 ) ни куйидаги 
курннншда ёзиб оламнз:

P .  ( 4 )  = ( ( ( (< » ,,4  + " , ) ?  + ^  ) 4  + ■ • • + а„_, )£ + « „ ) .

By ерда цут'шдагн сонлар кетма кетлнги га pi иб билан хнеобланадн:

*, = я ,  +А0*. 

Аз = а 2 +bt4.

бу ерда Ь„ = Р „ { 4 ) -

( 2 .3 )



Виз бу е.рдяги *„=«*, * , ......V ,  сонлар Р »  >ф>\ядт. *  = *  «• булганда
м)ГИл булган бУлинма - /’„ ,( * )  кун^аднннг козффпниентдари акянлипш и 
куртагами:,. У муман олганда, P „ Jx )  к?.щ аднниг кУрнш.шн цуйидагича булсин: 

рм ( * ) = А » * - , + /> .* " ,  + - - + ^ м  <2 -4 )  

демяк, ч /,» сгч
Р ,(*) = 'С | М (* -£ ) + Д ,- ( ^ - 5 ) '

Велу теорем аснга агосан колднц чад /?„ цуйидягидян нборат:

Р ^ Ш -

Энди ( 2 . 4 )  ва ( 2 .5 )  <)юрмулалардап куйидягнга эта булам из:
Pr (x)  = f a x ' + Р, х "-1 +  • ■ ■ ■ + Д* - 1 )+  А . •

К авсларнн очиб, Vxmmii хадларини нхчамлаймиз:

n  (х) = А *"  + о», -  А>$У ‘ + /».->$)*■+ ( л  -  Л  ■• ( 2 -0 *
Энди ( 2 .1 )  ва ( 2 .6 )  д а т  к?нх,ядлариннг бир хил даражнлари буйича 

коаф ф ициентларинн тснглаш тириб олам из:

A = < v  А = я -
А ~ А 5 = ° A = ° i + A £ .

Р, -/?,£= я ,. й P j ~ a i + Pi?>/ г / |S - , бундан

= я „ , А -i = a~ i + Р .-Л > 
А = Ч .+ А -.£ -

Х,оснл булган нфоданн ( 2 .3 )  билан тяццослягак, /?0 = 6„  А - А - п.

эканлиги келиб чицадн. . ,
В и з ю корндагн иатнжаин исбот цнлшпнп олднмнзга мацсяд килно

КУЙГЯИ ЭДИК. ^

Шундай нилнб (2 .3 )  формула ёрдамвда булии. амялнин 
Г (*) к<нх,аднннг козффнниентларнин ва />„(г) колднц чадни топиш мумкин. 
By ердагн 60,6 ,.*2,.... А ., сонлар Г орнер схемасн деб атяладнгаи усул билан

топнладн. „V
Амалий хисоблашларда кулланиладшан бу схемага асосан (<2.J>

генглнклар куйидагича ёзнб олппади:
а„ а , а 2 ■■■ а ,

*0 6, А, Ь, = ЯД*)
By ерда ftd = n0 булиб, охиргн цатордаш цолган *аммн сонлар уларнинг

«■гида тургян нккита соннинг йннп.диспдян пборатдир.
Горнер схемасн буйича /'„(*) куш,аднинг бирор х = <? д а т  цнймятнн

чисоблаи, учуй п та купа()тнриш на „ к  та .фиши ам ^ и ар и  бажарнла^М!. By 
ерда к сони а г ко^рфиниентларнниг нол.шрн сонн. Оддий V



х.нсоблаганда фанат кунайтиришнннг у.шги 2м -I та ама.) бажаришга туцн: 
келядн.

Хо.шрги найтгача хисоблаш математнкаснда функции цинматинн Горнер 
схемаендек содда на тен хисобландиган би|мрта усул топилган эмне. 1’орнср 
схемасш ш нг устунлнги, у машина иацтннн rtxmii тежайдм.

1-мисол. 1\уйидагн бершиан /’„(г)= 2.г3 - 3 j t  + 5х + 4 1;укх»Д х = 2 цийматдя 
Хисоблансин. ,

Ечиш. Горнер схемясинн туаямиз:
2 -3  5 4

2-2 1-2 7 2
2 I ~ 7 18 = /’(2)

Х,ацицятан х,ям />(2) = 2 23 - 3 - 2 3 + 5-2 +4  = 18.

2-миеол. Р(х) = х3 - 2 х 7 + 8*+  5 ку'пхяД х = 3 киймагдя Горнер схемяеи 
б$Мичя хнсобляш'ИН.

Ечиш:
1 - 2  8 5

3 3 33
I 1 II 38 ■= /J(3)

Текшириш: />(з) = 3’ -  2 -З1 + 8 3 + 5 = 38 .

Ушбу мисолдн арифметик амаллар сомики хигоблаймиз. Горнер 
схемяснла кунайтириш 13 . 13 ; 113  амалн 3 марта бажярилди, kJtuh.u амялн 
*ям - 2  + 3;8 + 3;5+ 33 3 марга бажярилди. Жамн 6 та амал бажарилди.

Текшнришда к^рнниб гурнбдикн, оддц-'i усулда м а  «фжйгНриш 3 3 3 ;
2 -3 -3 ; 8-3 амялн 5 марта, душ ит амали 3 марта бяжарнлдн. Ж ами 8 тм амал 
бажа|шлади.



3 -Б О Б . А ЛГЕБРА  И К ВА ТРЛН СЦ Е11ДЕНТ ТЕНГЛАМ ЛЛАРП И  
ТАЦРИ БИ Й  ЕЧИШ

3 .1 .  А лгебраик вп тран ецендент тенглам аларнн ечиш нинг 
тацрибий усуллари

Алгебрами на трапецоиде,гг тенгламалар мураккаб булса, уларнинг аник 
ечимини мирим холлирдапит топши мумкин. Умумаи олганда, уларнннг а,ш><

ечимлярнни тоииш  мумкин эмас.
Б у  биринчи навбатда тран сцен дсгг теигламаларга, яъни номаълум

транецендент ф уикнняиинг аргумент» булган теигламаларга таплуклидир. 
Ш уинигдск, беш .ш чн вя ундяи юцори даражалн W  кандай алгебраик 
тенглам аларнннг радикяллярнда ечилмаелиги амалнй ж нхатдан игботлаигаи.

Т енглам аларннн г аник ечимини т о п и т  купгипн холларда зар)-р 
булмайди. Тенглам аларннн г нлднзларинн керякли аннкликда гоня олсак ва 
бунда йул купплпш » мумкин булган хатоликнннг чегара,-нни K jp caxa олсак, 
тенглам аларнннг илднзлярннн топш и масаласн амалда хал нтилгян булади. 
I l l  унинг учун тенглам аларнннг илдизларини маълум аник.тнккача хисоблаш

мухим ахам н ятга  эгадир.
Бия бу бобда юцорн таргибли алгебраик ва транецендент

генгламалярнинг хак"К »П  илдизларини ' такрибий ечиш усуллари билан 

таниш иб чикям из.
Б у  ерда таклиф  цнлннаднган усуллар алгебраик ва транецендент 

тенглам аларнн Э \ М лар да хисоблаш га кенг нмконнят ярагадн хям да хисоблаш  
жараёнида мум кин «адар хн еоб ло и и н и н г мехнатнни еш нлляш тнриш гя ердам

беряди. г
Б у  усуллардан цаПси бирнии танлаш  хисобловчииинг хохиш нга Оомиц.

Мясалан, цуйнднгн тенглама берилган булеин:
/ (* )= 0 .

Бу ерда f { x )  функция а < х < Ь  чекли ёки чекенз оралнкда аш щ лангян ва 

узлукеиз. Бундан тяш цярн, / (г ) фу.шцнянннг / '( * )  биринчи в« анрнм

Холларда иккинчи таргибли хоенлаларн м авж уд булеин.
Агар f ( x )  ф ункция каидайдир *  КиПмптдя нолга анланеа, яъни

/ (* )= о .
У  вацтдя £ ( 3 .1 )  тенгламанннг апнц нлдизи ёки / (* )  функциянинг ноли 

деб аталади .
Агар (3  1) тен м ам ан и н г нлднзлари маълум бир атроф ли сохалар п, эта 

булиб, ш у атроф ли соха.н,рда тенглам анннг бнгга нлди.нман бош ца нлдиз.щрн 

бу.тмаеа, бундай яккалаигаи илдизлар деб аталадн.



Тенгламанинг яккаланган хяцицнй илднзнни топиш икки бооцичда олиб 
борилади.

1. Илдизларнн ажратиш, яъни иложи борича шундай кичик оралиц 
олиш керакки, натижада, шу оралицда (3 .1 )  тенгламалярнинг битта ва фа кат 
битта илдизи мавжуд булсин.

2. Тацрибий илдизларнн аникляштириш, яъни уни етярли аниклик 
даражасида даном этгнриш.

Алгебраик ва трансцендент тенглямяллрнинг нлдизларини ажратиш учун 
математик анализ курсидаги куйндагн теоремялярдян фойдаланамиз:

Теорема 1. Агар узлуксиз /(х) (функция £зининг х,яр хил ишоралн 
Киймагларини [a,ft] кесмянинг четлярндя кябул килиб, / (я )/ (б )< 0  шарт 
бажарилса, у вяктда / (* )= О тенгламанинг [n,ft] кесмада х,еч булмагандя биття 
х.ацнкий илдизи мавжуд булади, яъии шундай | е(о ,й ) сон топиладнки, 
/(<£)= О булади.

Агар /(*) функцнянинг биринчи таргибли х,оснласи мавжуд булиб, у 
(а,Ь ) оралинда узгармас ишорани сацласа, яъни / '(*)>  0 ,/ '(*)<  0 , у вяктда 
(3 .1 )  тенглама л гона £ илдизга эга булади (1-чизм а).

Илдизларнн ажратиш жараёни f ( x )  функцнянинг ораликни четки 
нуцтяларндпш ишораларини аниклаш билан бошляняди. [о,й] кесмянинг ички 
нуктяларида f(x )  функцнянинг ишоралари текшириб борилади. Агар 
орплицда 0 шарт бажарилса, юкоридаги теоремага асосан (3 .1 )

тенгламанинг мавжуд илдизи булади.
Ш у оралицдаги илдиз тенглама учун ягона илдиз б^ла оладими ёки 

йукмн, бунга ншонч ^осил килнш учун амялиётда тенг иккнга (яримга) б^лиш 
yeyjiifc ишлатилади. Яримга булиш усулининг маьноси шундан иборятки, 
ораликни иккига, туртга, саккизга ва хоказо тенг оралицларга булиб, >;ар бир 
оралицнинг четки нукталарида f ( x )  функцнлиннг ишоралари аницлаб 
борилади.

Тенгламанинг нлдизларини такрибан график усулда х,ам аниклаш 
мумкин, чунки f (x )  функция эгри чндиптинг ОХ Ук билан кесишган нуктаси 

тенгламанинг хакиций илдизидан нборатдир.
Биз бу усул билан кейинш булнмда батж}к-ил ганишиб утадшз.



Мисол 1. Цуйидаги / (х)= 1,2х! - 8,2х + 3 = 0  тенгламанннг илдизлари 

ажратилснн.
Ечиш: Берилган тенглама х = -3  да манфий ншорани кабул кил ад и,

яъни:
/ (-3 )  = -1,2 - 2 7 -8 ,2 - ( -  3)+ 3 = -4,8 < 0 .

х = -2 да мусбат ишорага эга
/ (-2 )  = -1 ,2 -8 -8 ,2  ( -2 )+ 3  = 9 ,8 > 0 .

Демак, берилган тенгламанннг битта илдизи (— 3;—2) ораливда жойлашган. 
Шунигдек, тенгламанннг яна нккита илдизлари (0;l) ва (1,3) ораликдарда

мавжуд эканлигини аииклаш мумкни.
Демак, тенглама учта ^акнкщк илднзга эга б$либ, булар (- 3,-2), (о,Г) ва 

(|,з) ораликшрда жойлашган экан.

Мисол 2 . Цуйидаги /(х)= ? х  * е2х+4 траш-цендент тенгламанннг х,акикий

илдизлари аникланеин.
Ечиш: /(х) функциянинг биринчи таргибли х,осиласи

/'(x) = | + 2e 2'= 2 ^ i  + ^ j > 0 ,

ва /(— оо) — —сс( /(+оо)=-ню кийматларга эга булиб, берилган тенглама факат

бнтга хацикий илдизга эгаднр.
Алгебраик ва трансцендент тенгламаларнн такрибий ечишда йул 

куГшладнган хатони умумий \олда бахрлаш учун куйидшм теоремани к$рнб 

чицамиз
Теорема 2 . Агар [а,й] кесмада 4 сони /(х)=0 тенгламанннг аник, *  эса 

такрибий ечимидан иборат булиб, бундай ташкари иккаласи \ам а а х < Ь  
кесмада жойлашган б^либ, |/’(х]| 2 /л, > О б^лса, у х,олда куйидаги ба*о

5'рнилидир:

\ x - t \ s №  ' (3 .2 )

Исбот. /(х)= 0 тенгламанннг х = 4 аннк ечими ( / ( f ) - о) эканлигини 

хнсобга олиб Лагранж теоремасини ку.ьчасак, куйндагига эга буламиз:
/ (* ) -/ (£ )  = ( * - £ ) / ’(£)- 

бу ерда С  х на 4 'лар орасидаги сон, яъни С е(а,й ).
Энди /(•*)-0 ва |/ (С) > т эканлигини эъгиборга оламиз 

№ ) -  f(4\  = |/(*Ц 2 /Я||г -  4\. натижада,

| x -| | < № i (3 .3 ) .
/и,

Хусусий \олдн т ,  урнига а<,х<,Ь  кесмада / '(*)  нинг энг кичик 

циГтммгими ОЛИШ мамкин.



Эслетма. Баъзи бир холларда (3 .2 )  формула капрон натижа бериши 
мумкин. Бундай холларда [п,4] <)|«иш;мм маълум бир усуллар билан 
торайтириб, хатони нуйидагима хам бахолаш мумкин: )х-^|<,(Ь-о).

3 .2 .  Алгебраик ва транецендент тенгламаларнн 
график усулда ечиш

Тенгламаларнннг илдизларини график усул бнлан ечншни караймиз. 
Маълумки, у  = /(х) функциянинг ОХ Ук билаи кссишган нукгаси 
тенгламанннг хацикнй плднзндан иборат булар эди. Тенгламанннг илдизини , 
график усулда аниклаш учун, купинча, (3 .1 )  тенгламани ju ra  тенг кучли 
булган тенглама билан алмаштнриб олинади, яъни <p(jt)-y/(r), бу ерда ф(х) ва 
V'W функциялар /(*) функцняга нигбптан хнеобляшга кулай булган содяа 
функциялардаи нборат. у  -  ф(д-) ва у  = у{х) функциялар графикларини чизиб. 

изланаётган нлдизларни шу эгри чизнцларнинг абцисса Укида кееншпш 
нукталарида ахтарамиз. Тенгламаии бундай ечиш график усул деб аталади.

Мисол. Берилган у  = 2х - 2 х  = О тенгламани график усулда ечннг.

Ечиш. Берилган тенгламани 2" = 2х куринишда ёзиб оламиз, кейин 
у  = 2 ' ва у  = 2х функцияларнинг графикларини чизиб олампз (2  чизма ).

Берилган 2 * - 2 *  = О тенглама 2та: лс,=1 ва г2 = 2  илдизга эга.

3 .3 .  Тенг иккига булиш усули

Цуйидши тенглама берилган булеин:
/ М = 0  (3 .4 )

Бу ерда j { x )  функция [<?;*] кесмада аникланган ва уллукеиз, бундан
тяшкари уннмг четки нуцталарида хар хил ишорали кийматларни кабул ' 
килиб, j { a )  f ( b )  < 0 шарт бажарнлеин.



к + ^
( 3 .4 )  тенгламанинг [а,6] кесмада ётган илднзнни топиш 

л,акикнй сон ( 3 .4 )  тенгламанинг илднзидан нборат булади (лекин бундай х,ол 

амалий масалаларда деярли учрамайдн). Агар б$лса, у вацтда

кесмаларнинг чегараларида функцнянинг ишораси -VIра  + Ь а  + 6 ,------ ,0а , .... - ёки
2 2

хил билган кесма танлаб олннадн.
Виз шартли равишда танлаб олинган кесмаии ]а,. j деб белгилао

оламнз. Янги, торайган [а,,6,] кесманн яна тенг иккига булиб, хар бир кесма 
чегараларида функция ишораларнни текшириб борамиз. Иатижада, маълум 
бир босцичда берилган (3 .4 )  тенгламанинг аниц ечимини ёки бир-бирииинг 
ичида жойлашган чексиз [о,; 4,1 кесмалар кетма-кетлигинИ х,оеил

кнламнзки,
/(«„)/(*„)<0, (« = 1,2,3 . ) (3 .5 )

шарт бажариладн ва иатижада охирги, тораиган кесма куйпдагидан нборат 

булади:

Ь - а  = —  ( Ь - а ) .  (3 .6 )л п 2п
By ерда кесмаларнинг чан тарафннинг охирги нукталари а^а^а,,.. ,а„

камаймайдиган монотон кетма-кетликдан нборат б^лса, унг тарафиниш 
oxnpi и нукталари h„b},. А,. аса усмайднгаи монотон к етм а кетлнкдан ибораг

булади. Иатижада, ( 3 .6 )  тенгликнинг лимнтм
£ = lim а = lim (3 .7 )

берилган (3 .4 )  тенгламанинг илднзидан йборат булади.

Бунда йул куйилгаи хато Дг„ = —̂ —, талаб килинган е  (бу масала

шаргида берилган булади) аниклик билан солиштнриб чицнлади. Агар tsxn < e  
шарт бажарилса, масала ечилган б$!лади ва унинг ечими £ = х„±Ах„ булади.

Мисол. Ченг икки!а булиш усули* ёрдамида [o,l] кесмада 
f (x )=  х3 + 2 х -1  = 0 тенгламанинг битта илдизи £ = 0,01 аиикликкача тонилсии.

Кчиш. Теш  иккига булиш жараёнинн куйидагн куринишда ёзиб 

чикями.г.
/ (0 )= 0 3 +2 0 -1  = -1 <0; / 0 )= Г  + 2 -1 -1  = 2 >0;

/(0,5) -  0.51 t 2 - 0,5 - 1 = 0,125 > 0; /(0,25) = 0,25! + 2 0,25 -1  = -1,484375 <- 0,
/(0.375) = 0.3751 + 2 - 0,375 -1  = -0,198265625 < 0; 

ф ,4 3  7 5)= 0,4 3 7 53 + 2 - 0,43 7 5 -  1 = -0,0413 <0,
/(0,46875) =■ 0,46875’ + 2 0,46875 — 1 = 0,0404 > 0.

Бу ерда горайган [0,4375; 0,46875] кесмада тенгламанинг битга такрибий 

илдизи спфатина куйпдагнни олиш мумкин:

W



£, = —(0,4375 + 0,46875)= 0,453125

Тенг иккига булиш усули »лект|м>н хисоблаш мапшналари учун пнча 
кулай усул булиб х,исобланадн, лммо бу усул берилган тспгламанпш |фтл|юц 
ечимларини топишга мослашгандир. Тенгламанннг аинщюц ечимини тоинш 
учун жуда kJ'ii хисоблаш ишларнни бажарншга тугри келадикн, бу ЭХ,Млар 
'■пн анча пакт еарфлашни талиб ;ггадн.

Биз кейинги ГК'лммлардн бошца усуллар ёрдамита генгллмаларпннг 
анищюц ечимларини тоинш билли танишиб чицамиз.

3 .4 .  Пропорционал булиш усули (пятлр усули)

Энди (3 .4 )  тенгламанннг илднзннн берилган [</;Л] к<чмада тез па 
яницроц топиш усули билан танишиб чицамиз. Бернлпш /(х )  функция [o;ft]

кесмада узлуксиз на ушшг чеглрллирмда хяр хил шноралм кнОматларга эга 
булиб, f { a )  f ( b ) <  0 шарт бажяриленн.

Биз бу ерда лцннлашпш жараёнинн кУ|>слтнш учун функциянинг илдизи 
ажралган ва иккиичи таргибли / '(* )  *огнля [я;Л] кесмада’ £нармлг шпорами 
сацлайди, деб фараз циламиз. Диицлик учун / (я )< 0 , /(*)>  0 ва / "(*)>  0 
(3-чизм а).

В\ ерда кесманп тенг иккига булиш урннга унда:1 гябиий|>оц булиш 
б\’лшн удлини, шиш / ( c i ) . f ( b )  шнба тппи каранмиз. Демак, берилган [<?:Л] 
кесма [«. х,] на [г.; л] кесмалйрга булпнади (3-чнзм а).

11ропорцнонал булиш усулпипкг геометрпк маьноси у  f {x )  эгри 
чп-tHKiiii /)[о;/(я)] на /ф,/(/>)] нуцталардан утупчн аатар  билан алмаш тирнш лан 

иборатдир. Л В  нагар тенгламасн ц ун и датдан  иборат:

= •>'-/(»)
Ь - а  / (* ) -/ (« ) ' (3 .8 )



Бу ерда х = х, ва >> = 0 деб олсак, (3 .8 )  формула куйидаги к^ринишга 

эга булади:

4 Д) -- (Ь -а ) .  ( 3 .9 )  )
' / W - / W '

Агар И, = -  ' ЛЬ - а )  деб белгиласак, (3 .9 )  дан х, = a f  А,
/ (6)-/ (а )

кУрииишдаги (3 .4 )  тенгламанннг такрнбнй илдизини топган буламиз.
f ix  )

а  = х 0 ни эьтиборга олсак, х, = х0 -  . { ■ Ч  \(Ь - а ) ,
f y p h f v J

Шунингдек, 4[х,;/(х,)] ва В[*,/(*)] нукталар оркали ОХ Укни х2 нукгада 
кесиб утувчи АВ ватарни утказиб хг такрибий илдизни топамиз:

х' = х , ~ м - / t / " 0 ' Л 3 ' 10)
Чизмадан курнниб ту!>ибдики х2 нииг кнймати £ илдизга х, га ннсбатан 

анча икиндир.
Бу жяраённи кетма-кет давом зттнриб, (м+1)-якинлашиш х„, ни 

\исоблайдиган кчйидаги формулага эга б^ламиз: ' ‘

’ — 7 5 Г Ж ) (‘  '■>' ( 3 " ’
(З .П )-ф орм улага 4 илдизга кетма-кег нцинлашувчн такрибий илдизни тониш 
формуласи дейилади. х нинг топилган кийматлари xtl<xl <x7<. <х„<хы <...<£..<Ъ

монотон Усувчи кегма-кетликнн ташкил цнлади. ,
Агар f ( a ) > 0 ,  / (*)< 0  ва / '( * ) > 0 булса, кетма-кет якинлашувчи х„„

такрибий илдизни хисоблаш учун куйидаги формула кУ’лланади (3-чизм а):

^ ) - Л х „ - а ) .  (3 .1 2 )
■ А*.У~ Л “ У

Умумаи, /'(х) ва / '(х) хосилаларнинг ишораларига комбинация асосан 
у  = / (г) эгри чизнк координата текнслигида турт хил 1»Уринишда жойлашади.

1. / ( а ) < 0 ,  / (* )> 0 , / '(х )> 0 ва / ”(л )> 0 б^лганда, эгри чизик ватардан

пастда жойлашган булади (3-чизм а).
2. / ( а ) > 0 , / (*)<  0 , /'(х) < 0 ва / '(*)>  0 булса хам, эгри чизик ватардан

пастда жойлашган булади (3-чизм а).
3. / (а)> 0 , /(б)< 0 , / '(х) < 0 в»» / '( * ) < 0 -
4 . /(«)< 0 , f ( b )>  0 , / '(*)>  О ва /*(х) < 0.
3 ва 4 холларда /(х) функция канарш; функция булганлигидан, эгри 

чизик ватардан юкорида жойлашган булади.
Шупдай килиб, куйидаги хулогагя келамиз: ватар усули ёрдамида 

илдизларни аниклаганда, унинг битта нуктаеи харакаглниунчи булга, 
йккинчши харакатланмайдшап булади. Демак, f(a )  / '(х )< 0  шарг бнжарилга, 

( 3 .1 1 )  <|и>рму.ча KV.i.iiiiiii.ia in



Иккяля х,олда х,ям х,ар бир кейинги jr.., якинлашиш х„ га нисбятан £, гя 

якинрок булади.
Энди ватар усулининг хатосини ба^олаймиз. / ’(х) косила [а,й] кесмада 

узлуксиз ва уяининг ишорасинн саклайди, деб фяряз киламиз. (  ва t ,  (3  1) 

тенгляманннг аник ва такрибий ечимляридан нборат булсин, у вактда:

(3 .1 3 )т|
тенгсизлик Уринли булиб, бу ерда ш, ва М} ларни [а;*] кесмада / '(г) ниш 

модули буйнча энг катта ва энг кичик кнйматларни олиш мумкин. Хусусий 
х,олдя, агар [п;Л] Кесма жуда киска булса, М, <2т , деб олнш мумкин. У вактда
(3 .1 3 )  тенгсизлик куиндагича булади:

\$-x„\z\xn-x ^ \ .  (3 .1 4 )

Купинча амалиётдя, пгар талаб килинган аниклик е > 0  сонм дан нборат 
булса, хатони аниклаш учун охирги х„ якинлашиш г , , якинлашишдян е  га 

нисбатаи камрок фарк килса, яъни |х„ — j <: булса, у вактда лимит абсолют 

хато сифатида цуйидаги олиняди:

\£~х'\<е-
Мисол. Цуйидаги /(х)=2х2-0 ,3  тенгламанинг бнтта илдизи £ = 0,005 

аниклик билан топилсин.
Ечиш: /(о)= -0,5 <0  ; /(0,5) = 2 0 , 52 -0 ,3  = 0,2 > 0 .

Демак, изланяётган £ илдиз (0;0,5) ораливдя жойлашган 0 < ^ < 0 ,5 , 
У(а) = /(0)<0> / (*)=  /(0,5)>0 булгани учун (3 .1 1 )  форму.тадан фойдяланямиз.

/ (х ,)= 2  (0,17857)2 -0 ,3  = -0,23623; хг = 0,17857 + - . ° ’23623 (0,5-0,17857) - 0,35264 ;
0,2+0,23623 ’

/(х2)= 2  (0,35264)2 -0 ,3  = -0,05129; х, =0,35264------°-’05129 — (0,5-0,35264) = 0.38272;
0,2 + 0,05129 ’



./ ( .0 -  2 (0,-18272)’ - 0,3 -  0,00705 ; х, = 0 38272 + - y ^ - ^ - f O , 5-0,38272)= 0,38671.

Талиб цилнш ан аннцлнкса зрншнлдн чункн, |x4 -X j|<£ шартга асосан

(0,38671 - 0.38272) < 0,005.

3 .5 .  Н м отон усули (уринмалар усули )

Уринмалар усу. i it ал< ебранк тенгламаларнинг илдизини такрибий 

хисоблаш  учун энг кулай усуллардан бири хисобланадн.
Ф ар аз кмлайлик, / (х ) = 0 тенгламанннг [а,й] оралицда илдизи м авж уд 

булсин, бундан гашкари функинннинг /'(**) ва / '(х )  х,осилалари узлуксиз

булиб, шу кесмада узгар.мас ишораларннн сакласнн.
Ahiik-iiik  учун / '(х )> 0  м  / *(х )> 0  деб олам и з. Ньютон усулининг 

геомегрик м аьноси у  = / (х ) эгри чпзнкнн, шу эгри чизикнииг бирор

нукгасндан утгаи уриима билан ал.чаштириб олншдан нборатднр.
у = / ( х )  ;ирн чизнкнинг «[л„ ;/ (0 1  нуцтисндан уриима уЧказамиз, бу ерда 

; ( а ) < 0 ва / ( * ) -  0 булиб, х „ = 6  да / ( х иУ /' (х а) > 0  (5 -ч н зм о ).

в.1*и/(х.Я илдизга блринчн нцинлашиш сифатнда г,, ни оламиз. Энди
В, [х, ;/(*,)] нуцтадан ОХ уцини х2 нукгадан кёсиб угувчи урннчани утказамнз. 
Бу жараённи давом эттириб, х , , х , , н у ц т а л а р  кетма-кетлшини \ocn.i

киламнз.
Равшанкн, В„[х„,/(х„)] нуцтадан утунчн урннма тенгламасн цуйидагича 

(н = 0,1,2, ) нфодаланпди:
у - А х*) = Г { хЛ х ~ х*)- (3 .1 5 )

Агар (3 .1 5 )  формулада у = 0 ва х = х,1(| деб олсак, цуйидаги фцрмулага

эга б$‘ламнз:

у = х - Ф 4 -  ( З . Ш)
-  * /'(О

Агар биз х„= и  ва /(х„) / '(х0)< 0  деб олсак, /ф0,/(*„)] иукТ»Д»Н $гукчн 
урннма ОХ уцннинг [а,/>] кссмадан ташцнрпда ётувчн г, нуцтасидпн кесио



угоди. Демак, бошлангич нуцта сифатида олишан a  нукча учун Ili.ioroii y j . i n  
ярокеиа булиб ноладн. Шунинг учун координата снстемаснда агрн чи.шкпшп 
Кандай жойлашишига цараб, кесмадагн нуцталариинг цайси бнрн

харакнтлаиунчи эканлигшш бнлнб, Ныотон усулннн куллаш мумкин булади.
Агар (3 .1 6 )  формулада Л » *  да лимптга у  ген к. бу кетма-кетлнк £, анш;

илдп.па монотон нцннлашупчн ьстма-кегликдан иборат'булади:
liin * „ = £ .  (3 .1 7 )

Энди п -нцинлашшнда хп такрнбнй илдиз учун Ньютон усулиниш

хатосинн куйндагнча бахолаймнз:

бу ерда т сони [u;ft] кесмадагн \/'(х\ нннг энг кичнк киймагн.

М исол. Цуйндагн /(лг)зЗх3- х - 1  = 0 тен глам а [о.5, l] кссм ада Ньютон 
усули ёрдамида f  = 0,005 аницликкача хнсоблансин.

Кчнш: f' (x)  = 9х2 - 1 ;  /(0,5) = -1,125 < 0 ; /(1) = 1 > 0 ; /'(*„)! = 8 .• *о-1
Энди (3 .1 6 )  н<|юда ёрдамида берилган теш  ламаш нн такрибш ) илдш ини 

хисоблаш га кириш амиз:

х, = ** ~ - -  - - -  = I -  -  = 1 0,125  ̂ 0,875, /(х,) -- 3 (0,875)3 - 0,875 -1-0,1347,
/Ч*о) 8

/ ’(*,) = 9 (0,875)3 -1  = -5,8906; х, =0,8481, f ( x 2) = -0,0 180, f ( x t ) = 5.4735,
x, =0,85139, / (X j) = 0,00004; / \ х , )  = 5,5238, x4 =0,851385

Итерация ж араённ керакли аницлнккача даном эгш р и лди , чу пки
|b-Jf4|s /(x4)/w, =0,0000028, бу ерда /л, -- 5,4735, £ = 0,851385± 0,0000028.

3 .6 .  Аралаш усулн (комбнни|м)цанний усул)

Амалда кунинча нагарлар ва уринмалар усулнни бир найглн кстм а кет 
куллаш дан ибо par булган аралаш (ком бнинронааний) усулдан ф ойдаланила- 
ди.

Агар биз нагарлар усулн билан Ныотон усулнга эътибор бе|«-ак, катар- 
лар усулида олинган г„ такрибий илдиз хнмма пакт аник илдн.ч £  *а нисба-

тан камн билан олинса, Ныотон усули буйича олинган такрибий нлднз х» ку­
пи билан олина.in.

Д ем ак, тенгламанннг аник £ нлдизн г„ на г„ лар орасида ж ойлапн ам  

булади. Олдииги темаларда курнб утганнмиздек ( 3 .4 ) ,  / '(*) ва  f"(x) х.осила 
ларнинг ншора.чарнга цараб у -  f ( x )  эгри чи.чикнинг координа та систем агнда 

жойлаш ш ин гурт хилда булар эди.
Низ бу ерда f'(x)>0, f ' ( x ) > 0  булган х,ол учун а|>алаш усул билан тони- 

шнб чикамнз (0 -ч н зм а ). а < х < Ь  кссм ада хи - а .  х , ) -Ь  деб олам из.



Ватярлар па Ньютон усуллари буйнча якинлашувчи такрибий илдиз- 

ляр учун цуиидпги формулаларнн сзиб оламиз:

Ж )
Л * Л

, [п = 0,1,2,..)

(3 .1 8 )

(3 .1 )

Демак, тенгламанинг аник илдизи х„ < | < х„ орасида ётган булади.
Агар х„ такрибий илдизнинг пул кунн.шшн мумкин билган абсолют ха- 

тосн £ берилган булса, якинлашиш жараёни х, -х„  <£ ' Шарт бажярилиши би­
лан г^хтагиладп. Иатижада, такрибий илдиз сифатида х„ вп х„ ларнинг Урта- 

ча арифметик киймати олинади:

Мисол. Цуйидяги /(х) з  х3 -0 ,2  = 0 тенгламанинг битга илдизи [o,l] кесмада

0 ,0 0 5  аникликкача х,исоблансин.
Ечиш: /(0) = -0 ,2  < 0, /(1) = 0,8 > 0
Демак, тенгламанинг битта илдизи [o,l] оралицда жойлашган булиб, бу 

орачикдп / ’(х )> 0 , / "(х) > 0 х,осиляляр ншораларини саклнйди.
/•(х) = 3х: , /"(х) = 6х.

Энди х0 = 0 ва х0 = 1 деб аралаш усулии куллаймиз.
/(х„) = /(0) = -0,2; f ( О; = -0,2; /(х0) =/(1) = 0,8; / ’(х0) = / '( 1) = 3.

Cj?iirpa ( 3 . 1Т ) ва (З Л Я ) формулялар оркалн такрибий илдизларнн топишга 
киришамиз:

х, = 0 - — (0,8 -  0) = 0,266, х, = х„ -  I ^ bL  = 1 -  М  = 0,734 
0 ,8 -0 ,2  / '(*„ ) 3

/ (х,) = (0,266)’ -  0,2 = 0,0188 -  0,2 = -0,1812; / (х,) = (0,734)3 -  0,2 = 0,3954 -  0,2 = 0,1954,
/ '(х ,) = 3 (0,734)2 =1,6163,

/ (*.) ,= 0,0848 _(х, - х , )  = 0,266+

= 0,734 -  
/ '(х ,) 1,16163

0,1954+0,1812 
0,1954

(0,734-0,266) = 0,266-
0,3766

= 0,6131, /(х,) = (0.4912)3 -0 ,2  = -0,0815,

0,4912,



/ (* ,)  = (0,613 J)1 -0 ,2  = 0,0304, f ( x 2) = 3 (0,6131)2 = 1,1277;

x> = x 2 “ ~ * ;)  = °-4912 + -------------------- (0,6131-0,4912) = 0,5811;y(jr2)-y { jc ,)  0,0304 + 0,0815
X3 = 0,5849

By еРДв x3- x 3 =0,5849-0,5811 = 0,0038, ксракли аницликка ;>ришилду Такрибий
1 * 

илдиз сифатида £  = -(0,5849 + 0,5811) = 0.5830 цнйматни олцш мумкин.

Мисол. Цуйидаги /(дг) = х5- * -0 ,2  = 0 тенгламанннг я т н а  илдизини
0 ,0 0 0 5  аникликда *исобланг.

Ечиш: Функциянинг илдизи ётган оралицни гоиамиз:
/(1) = -0,2 < 0, /(1,1) = 0,31051 > 0.

Функциянинг х,осилалари >7'(r) = 5 I4 -1 , / ”(х) = х3 карали ётган оралицда 
/.'(*)>  о, /•(*)> о ’ 4 v

Демак, аралаш усулни кУЛлаш мумкин, яъни х0 = 1 ва х0 =1,1 деб ола­
миз. У х,олда /(х0) = -0,2, /(to) = 0,3105, / '(*„) = 6,3205.

Юцорцдаги ( 3 .1 8  ) вм ( 3 .1 9  ) ((юрмулаларндан
х, =1 + 0,1 0,2/0,51051 = 1,04469; х, =1,1-0,31051/6,3205 = 1,051 

By ерда Xi -  х, = 0,012 булиб, аниклик етарлн амаслигидаи кейиигн 
якинлашишларни х,исоблаймиз

хг = 1,039 + 0,012 0,0282/0,0595 «  1,04469, 

х2 = 1,051 -0,0313/5,1005 ж 1,04487, 
x2 -X j =1,04487-1,04469 = 0.00018 

Етарли аницликка эришилди. Демак, £  = i (1,04469 +1,04487) = 1,04478

Абсолют ха голик 0,00018/2 + 0,00022 = 0 00031 < — 10 3
2

3 .7 . Итерация усули

Алгебранк ва трансцендент тенгламаларни ечишнинг анг мух,им усулла- 
ридлн бири итерация усули хисобланадн. Бу усул кетма-кег якинлашиш усули 
деб х,нм аталади.

Цуйидаги алгебраик ёки транс цендент тенглама берилган булсин:
/ (х)- 0 (3 .2 0 )

Бу ерда )(х)  узлуксиз функция булиб, унинг хш;н|;ин илдизини тоииш 
талаб цилинган булсин. (3 ,2 0 )  тенгламани узш а тенг к учли булган на хисоб 
лаш учун цулай булган

х = р(х) ( 3 . 2 1 )
тенгляма билан алмаштириб оламиз. 1>у ерда <р(х) узлуксиз функция.

ч



Энди ( 3 .2 ) )  тенгламанинг хакикий и.ми чпш итерация усули оркали то- 
пиния киршиампл.

Итерация жараённ куйпдагидан нборат: биринчи навбатда берилган 
u ’lii ьаманинг бщюрта танрибий илдилн график ёки бошка бирор усул оркалн 
гониб олинади, кейнн уни (3 .2 1 )  тенгламанинг унг томонига цуниб, х„ га 
нисбатан анпк[н>к fiy.ii пн г, такрибий сон топилади:

*1=«ФО-
by жараённи кетма-кет давом эттириб, куйндаги сонлар кетма- 

кетлигнни ,\осил кнламнз:
х * = < р ( х « = 1,2... (3 .2 2 )

Лгар бу кетма-кетлик якинлашупчн булса, яъни куйидаги лимит мавжуд
булси

£  = lim ,

у х,олда ( 3 .2 2 )  тенгликнннг пккала томонида лимитга утнб
lim х = lim (<р(х_. ,)) = ©( lim *Ч- М? п •*«' Л +»

льни £ = «?(£) ни хосил дпламил.
Шундай кнлиб, £ илдия (3 .2 1 )  тенгламанинг, шу билан бнрга (3 .2 1 ) 

тенглама ( 3 .2 2 )  тенглама билан тенг кучли булгани учун, (3 .2 0 )  тенглама- 
иинг хам ечими эканлнгн келнб чицади.

Итерация усулининг геометрии маъноси куиндагича булади (7-чизм а).

XOI коо])Д11ната текислигида у - х  ва у = <р(х) функциялариинг график - 
ларннп ясаб оламнл. (3 .2 1 )  тенгламанинг хакнцнй 4  илдизи иккала гра- 
фикнинг кесишган нуктасинннг абсцисса нуцгаендир. Сунгра А„[х0 ,а>(х0)] 
нукгадан зинаиол шаклидаги синиц чизик буйнча х,ара1:атлаиамнл.
Ь У (>РДаin зинаноя покопалари 0А" ва ОУ укларига па]»аллел булиб, А„,А,,А2,... 
учлари у--<р(х) эгри чилнкда жойлашган. В ,,» ,,... нунталар эса у  = х тутрн чи­
ли к да жой лаш i а ид и р.

Ь у ерд.аги А ,.В ,:А ,,Ь ,,. . .  нукталар абсцисса уцидагн £  анид илдилга ин- 
тилувчи .г,,.г,, нукталар кстм а-кстли гн  билан мос туш адп. Fiyii.ia шу нарсанм



куриш мумкинки, агар <р'{х) > 0 булса, тенгламанннг такрибий ечими зишпшн 

шаклидаги йуиалиш буйича топилади (8-чи зм а).

Аммо |(о'(дг)| > 1 булган х,олни карасак, нцшишшиш жараёни узоцлашувчи 

булади (9-чи зм а).

Ьунинг геомегрик маьноси шуидан иборатни, зинаноннинг ногоналари 
(опирялнинг бугинлари) борган сари каттолашади, шу еабабли Л0,Л,: 
нукталар М (•) га якинлашмайди, балки узоклашади.

(Кунинг учун амалий масалаларни ечишда итерация жараённни куллаш 
учун унинг икинлашишидаги етарлилик шартини аницлашимиз зарур. Ьунинг 
учун куйидаги теорема билан танишиб чикамиз |9.12|.

Теорема. Агар <р(х) функция [о;ft] кесмада аникланган на ди(|к|>е|»енци 
алланувчи булиб, унинг барча киАммтлари р(х)б[«;Л] ва а  < х  <Ь да 
!<р'(х)| й д  < 1 шарт Гжжлрилса.

1. хп = <р(х„ ,) итерация жараёни *„ бошлангич киймктниш цяндай бери- 
лишидан кап.кй ннзнр, яцинлатувчи булади гс е[а;б].

2. £ = lim лимит х = <р(х) нннг [«,ft] даш  ягона илдизи булади

Итерация усулиниш хятоеини бн^олнш учун куйидаш (|юрмуллдаи (|юй 
далаиамиз.



j£ —* „ ! < - £ - ( * , -x „ ) .  ( 3 .2 3 )
\ -q

Агар бу ерда q  канчалик кичик б^лса, итерация жараёни шунчалик тез 
яцинлашади.

Бир нсча шакл алмаштиришдян кейин ( 3 . 2 3 )  формулаии цуйидаги kJ -  
ринишда ёзиб оламиз

Агар q  < 1 булса, хато ба^оси соддалашади.

Итерация усулншшг бошца усулларга нисбатан устунлиги шундаки, опе- 
рацияларнинг бажари ч и п  хар бир цадамда бир хил булиб, ЭХ,М да програм­
ма тузиш ишларини сезиларли дл|мжада енгиллаштиради.

М исол. Цуйидаги /(х) s  0,2х’ -  0,5х - 190 = 0 тенгламанннг энг катга мус­
бат нлдизи 10 3 аннклнккача топилсин:

Ечиш. Биринчи такрибий якинлашиш сифатида х0 = 10 деб оламиз, 
равшанки £, < х п. Берилган тенгламани цуйидаги куринишда ёзиб оламиз:

0,23 -0 ,5 х -1 9 0  = 0, х = ^2,5х + 950'

Охирги тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

р(х) -  ^/2,5х + 950, (р(х)нинг х,осиласи |р’(х)| < — 2,5
з у (2 ,5  10 + 950)2

Демак, итерация жараёни якинлашувчидир.
Сунгра якпнлашувчн кетма-кетликни цуйидаги формула орцали топамиз 

=¥>(*„), яъни х, = <р(х0) = ^ 2,5-х0 + 950=^975 *9,916; 

хг = <р(Х]) = \j2,5-x, +950 = V974.79 *  9,915; х, = р(х2) = у2,5-х, +950 = ^974,7875 «  9,9145
М аьлумки, берилган тенгламанннг ечими 9 < £ < 10 оралнада ёгибди, шу 

саба б л и такрибий х3 ни хам маълум хатолик билан ечим деб кабул килиш 
мумкин. Агар биз берилган тенгламани х = 0,4х3 -380  куринишда ёзиб олсак, 
<р(х) = 0,4дг3 -  380 ни ^осиласи <р'(х) = 1,2х2' булиб, х нинг 9 < х £ 10 цийматларида 
р'(х) х,осила гэ’(х) 2 97 булиб, итерация жараёнининг яцинлашиш шарти бажа 
ридмайди.

Д ем ак, бундан к^ринадики, ( 3 .2 0 )  тенгламани (3 .2 1 )  куринишда их­
тиёрий усулда ёзиб олиш мацсадга етишга ёрдам бермаслиги эцам мумкин экаи. 
Нъни, итерация усулини якинлашиши <р(х) функцияни танлаб олншга боглиц 
экян. И терац ия усулинииг якинлашиши ёки узоклашиши (3 .2 0 )  тенг- 
тямининг илдизини кичик атрофида <р\х) х,осиланинг цийматига боглик ж ан- 

'иги итерация усулини кенг к?ллаиншиги т^тцинлик цилувчи омиллардан би- 
ридир.



1958 йи л да Ж .X.Вегстейн итерация усулнга баьзн блр узгаргишлар кн- 
ритиб, итерация усулини якинлашишн <р'(х) нннг кнймагигн боглш; булмае.ш 

ги хам мумкинлигини исботладн. Бу усул адабиёгда Вегстейн усули деб ном 
олди. Вегстейн усулнга асосан г0 ни ядинлашиш танлаб олинганда zu = ха деб 
олинади. Су игра оддий итерация усулнга асосан х, =ip(xa) х,амда г, =<p(z0) лар 
\1и'(>блаб олинади. Шундай кейин х2 топнлнб j 2 ва хпказо кнйматлар

, - v  -Z .)/̂1*1 *■ хп> I

формуладан топнлидн. Тонилгаи z,4l ни цийматига асосан x„f2=^U„+i) (3 .2 5 )  

^исобланади. Кейингн .\иеоб.шшлар ( 3 .2 4 )  ва (3 .2 5 )  формулаларни кетма-кет 
ишлатиш орцали бажариладн.’ Вегстейн усулини пул л am учун п > 2  булиши 
керак. Бу усулнинг якишшинш тезлигини асослаб j/тирмасдан, уни миеолда 
курамиз.

Мисол. Юцорида келтирилган mi кол ни х -  0,4х3 -38 0  куринишда 
цараймиз.

Маълумки, бу х,олда оддий итерация усулннн яцинлашиш шарги бажа- 
рилмасди. Нолинчи яцинлашшини х0 = 10 деб оламиз.

Тенгламанипг ечимига Вегстейн усулн билии тонилгаи кетма кет 
якннлашшнлар куйидаги жадвалда келтирилган.______

п *14-1 = *Ф П) za jc.,+1=«!>(*„)
0 10 10 10
1 20 20 20
2 2820 10 2820
3 20 9,965 8970306820,0
4 15,8147 9,9157
5 9,969 9,9152
6 9,9120 9,9152
7 9,9122 9,9152 .........

Жадвалда учиичи упун п = 2 дан бошлаб ( 3 .2 4 )  (|юрмула ёрдамида тонилгаи 
ТУртинчи уступ оддий итерация усулида \исобланган булиб, итерация усулини 
узоцлаипшнши к$!рсатиб турнбди.

Шундай килиб, Вегстейн усулини куллаш учун п> 2 булиши керак якай.

3 .8 .  И м :н  номаьлумли икки тенгламалар системаси учун 
Н ы оп ж  усули

Алгебраик на транецендент .тенгламалар систечнопни х,ам Пмогон ёки 
итерация усули ёрдамида ечиш мумкин. Пия энди икки номв'ьлумли икки 
тенгламалар системасини Пгкггон усули ёрдамида ечншни ?рганаммз.



(3 .2 7 )

iкуйидаги тенгламалар системаси берилган булсин:

= (3 26)
G(x,.y) = O.J

Бу тенгламалар системасининг тацрибий илдизлари х„ ва у п булсин. У

холда системанинг аниц илдизлари
х = х „+А„, У = У„+к„.

By кийматларни (3 .2 6 )  га цуйсак,
F ( x„ + *„ ) = 0>1
G(xn+h„,yn+ k')  = 0.]

Сунгра (3 .2 7 )  тенгламалар системасига F(x„ + hr,y n + k j  ва 

G (x„ +К>Уп + ** )  Функцияларни Тейлор цатори буйича ёйиб чицамиз ва А„ х,ам- 
да к„ нинг х„,у„ га нисбатан К1ГЧИК сонлар эканлигини хисобга олиб, Тейлор 

формуласидаги чизицли цисмидан кейинги юцори таргибли ^осилили хддляри 
ни ташлаб юборамиз ва куйидагига эга буламиз:

F (г„. У. ) + h»K  С* . .  У, ) + *» ■F ’t (х„, у„) = 0 ]

G(x„ , у „ )  + hnG'„ ( х , , у „ ) + *  Д ,  (х„ , у „ )  = О J

( 3 .2 8 )  тенгламалар системасининг Якобиан детерминанта нолдан 
фарцли булса, унинг ечимлари й„ ва кп ларни тоиамиз

Р(*п.Уп) Р у(**.У *)

(3 .2 8 )

А. =

k k ■

~G (x„,y,) Gr (x„y„)

D

F . l * . .y .)
G 'A *» ,y J

-F (x „ y „ )
-G {x„y„)

D

F (x„,y„) f ; (*„,>■„) 

G(x,„yn) G\Xxn,y„)

К ( Х„ У ,)  F (x„ ,yn)
G 'A *.-yJ G (x „ ,y J

формуладан хисобланади.
Бу ерда Якобиан детерминанта

Fy(x„,y„) 
GA*„,>'„) G'y(x„,yn) 

Иатижада ( 3 .2 6 )  системанинг ечими

D-- * 0 , (3 .2 9 )

•У,». = У .~

\_F{x„,yn) Fy(x„,y„) 
D G (x „ ,y J  G„(x„yn)

* Л Х„'У„) F(x„,yn) 
0'Лх„,Уп) G(xn, y J

( 3 .3 0 )

и = 0,1,2.. (3 .3 1 ]

Ботланрич r0 ва y0 яцинлашишлар сифатида hJhd.i нцинлашишнн х,ам 

олиш мумкин.
М исол. Цуйидаги берилган тенгламалар системасининг хацмкин илднз 

лари тоиилсин.



F(x,y) г  x3 + у'  -  9 = 0,
G(x,y) з  xy -  2 = 0.

Ечиш. By системанинг купол ечими график усулда топилганда 
х0 = 1,2; у 0 =1,8 булсин. Бу кииматларни берилган тенгламалар системасйгя

кУйиб, куйидагиларни хоснл циллмнз:
F(l,2;l,8) = 1,23 + i,85 -  9 = -1,44, 0(1,2,1,8) = 1,2 • 1,8 -  2 = 0,16.

F  ва С  функцияларнинг хосилаларини тониб,
F, =3х\ F l= 3 y \  Gx = у, G; = x.

Якобиан детерминанатани хнсоблаимиз.

£» =
З.г2 3 у г 3-(1,2)г 3 (1,8)!

У * 1,8 1,2
= -12,312 *  0

Сунгра (3 .3 0 )  ва (3 .3 1 )  формулалардан с|юГ1Даланиб, г, ва у, ни топамиз.

х, = 1,2 + 

у , =1,8 +

1
12,312

1
12,312

-0,971 9,72 
0,16 1,2 

4,32 -1,44 
1,8 0,16

= .,2 + - ' ’1652- ^  = 1,2
12,312

2,7204
12,312

= 1,2-0,221 =0,979;

= 2,066.

Х,исоблпш »;я|шённни давом этгириб, етарли даражада аникликдаги .» 
ва у  такрибий илдизлари» топиш мумкин.

3 .9 .  Икки .юмаълумли икки тенгламалар снстем аси 
учун И1ггсрация усули

(3 .3 2 )

(3 .3 3 )

Цуйидаги икки ночаълумли иккита тенгламалар снстемаси берилган 
булсин:

ф , у )  = 0,
у (х ,у )~  0.

Бу тенгламалар системасини куйидаги куринишда ёзиб оламиз:
x = F ,(x ,y l
y  = F2(x,y)

Amp х0 ва y„ кийматлар ( 3 .3 2 )  тенгламалар системасинииг к^пол 
такрибий илдизларндан иборат булса, одатда, ха,у0 лар ( 3 .3 2 )  тенгламалар 

снстемаси учун нолннчи якинлашиш хам деб аталади. У вактда биринчи, ик- 
киичи-ва кейингн якинлашншлар аннкланяди:

1 - якинлашиш х, =/г,(дг„>0); у, = F 2(x„,y0);
2  - якинлашиш х2 = Ft(xt,y t), y 1 = F1(x^,yl )\
3 - якинлашиш х, = F](x2,y,y, у , = F2(x2,y 2);

п - якинлашиш х„ = F ,(x^ „y^ )-, = F 2( i„ _ ,,^ ,)



Агар итерация жараёни якинлашувчи булса, яъни £ = 1ипхп, т) = iirn ли

митлар мавжуд булса, у хрлда
£ = lim = I™ l '\(*„, У„); i} = \m = lim F2 (x„, y , ).e-+« ж—»go n—»<e>

iiHMUi'UK кийматлар (3 .3 3 )  системанииг, яъни (3 .3 2 )  системанииг илдизи Щ  
лади,

Учгга номаълумли учта теш ламалар ва ундан юкори тенгламалар систе­
маси учун х;ам шу й$л билан такрибий илдизни х,исоблаш мумкин.

Умуман, тенгламалар сиегсмасиии итерация усули билан ечганда, но- 
линчи якинлашиш сифатида исталгаи сонни олиш х,ам мумкин, аммо айрим 
■Холларда шуидай масалалар учрайдики, уларда нкинлашиш жараёни жуда се- 
кии булади. Д емак, х;исобловчи полннчн якинлашувчи циймат учун иложи бо- 
рича тенгламалар системасннинг аник ечимига якинрок кийматларни олиш 
тавсия цилннади. Одатда, бу нолинчи якинлашувчи кийматларни график 
усулда ёки соддароц усул оркали осон топиш мумкин.

Мисол. Берилган тенгламалар сисгемасининг такрибий илдизи топилсин: 
<р(х,у) = х + г л ^ х - у г 

У ^ У )  = 2хг - х у - 5 х  + \.

Ечиш. Тенгламалар сисгемасининг купол такрибий счимлари, яъни но- 
линчл якинлашиши х0 = 3,4 ва .у0 = 2,2 булеин.

Бернлган тенгламалар системасини куйидаги куринишда ёзиб оламиз:
1х(у + 5) -1  j—

х - у  — y - - J x  + 3 Igl

С^нгра нолинчи якинлашишдагй к»йматлардан <{*ойдаланиб, биринчи, 
иккинчи ва кейинги итерацияларни топамиз:

*i = ^ ’-4--- ’--+ 5)~ 1 = 3,426, у , = V^426 + 31g 3,426 = 2,243;

/3,426(2,243 + 5 )- Т  ,  А--------- ---------
*2 = у -------— £------ -—  =3,451; .У, = Д 451 + 31g3,45 = 2,2535.

х3 = 3,466, у,  =2,255; х4 = 3,475, у ( = 2,258, 
х5 = 3,480, y s = 2,259, х6 = 3,483; у6 = 2,260 

Шундай килнб, ечим сифатида £ = 3,487, // - 2,262 кийматларни олиши 
мумкин.

Бу ерда итерация жараёни жуда секин якинлашаётганини курамцз. Aii 
рим х,олларда бошлангич ноль ечимни кур ку|иша олиш, кейинги кядамларда 
ечимнинг ёмонлашиб кетишига сабаб булиши мумкин.

Биз итерация усулпдан кайси ил Гида уиумлн ({мшда.шшнн ва ннмаларга 
;гьтибор б('1|нц| кераклиги билан кейинги нарагрнфдя т^лик танишиб чпцамнз.



3 .1 0 . Икки номаълумли икки тенгламалар снстем аси 
учун итерация жараёнининг якинлашиши

Икки номаълумли икки тенгламалар системаси учун якинлашиш шяртм- 
ни текширамиз. (3 .3 2 )  тенгламалар системасини куйидяги к^ринишдя сэиб 
оламиз:

«г, чг ( 3 .3 4 )y  = f-2(x ,y).} ’

( 3 .3 4 )  тенгламалар системаси учун бнрннчи якинлашиш:

'■ ( з . з 5 )
У, = РЛ*,,уУо)1

(Д'шра (3 .3 4 )  тенгламалардян (3 .3 5 )  тенгламаларни мос равишда айн- 
риб куйидагига эга б^ламиз:

x - x ,= F ,  (х,у ) -  F, (х„,у0) 1 
У - У ^ Г г ^ У ) - ^ ^ , ) » ) }  ( )

(3 .3 6 )  тенгламалар системасидаги биринчи тенгламанннг ^нг тарафиш 
икки ^згарувчили функция учун 5lyra4a киймат теоремасини кУ'1ляб, 
куйидагига эга б^лямиз:

F',(x,y)~Fl(x0,y!>) = ( x - x tl) ^  + ( y - y !>) ^ - .  ( 3 .3 7 )
__ чУ су

Бу ерда ~ О 0 + © (г- х„),у„ + 0 ( j - у 0), O S 0 S 1 ,

ВВ = £  F' (Х° + 0(Г ~ Г°1 >’° + 0(>’ “ у° >
Ш у йул билан (3 .3 0 )  тенгламалар системасидаги иккинчи тенглама 

нинг унг гомони учун цуйидаги ни топамиз:

1-2(х,У)-!'Лх0,у 0) = ( х - х 0) ^  + ( у - у 0) ‘Ё2. . ( 3 .3 8 )
а* ду

Бу ерда Ё ±  = ± г Лх0 + е { х - х 0),у , + Q (y -y 0)), ^ -  = ^ F 2(xo + 0 ( x - x Q),yo + в ( у - у 01

(3 .3 7 )  ва (3 .3 8 )  ифодаларни (3 .3 6 )  тенгламалар системясииинг рнг томоннт ■< 
КУ’ниб. к.\йидашга яга б$'ламиз:

, дГ\ 8F.
r -х , =(дг-х0)—I  + Cу - у 0) -1 -  

дх ду

у - у ,  + ( у - у „ ) ^сх ду

( 3 .3 9 )

Системянинг iHir ва чяп томонларнни мос равишда kJ hih6 абсолют 
кийматларини оламиз.



Ф а (ми килайлик,

№ д1\
!+!>■ л||

SF, d F
дх

4-
дх ду

+
ду

(3 .4 0 )

5F, * 1 sf2
дх

+
дх ду ду

хусусий *ооилаларнинг энг катга цийматлари тукрн каср булиб, т га тенг 
булсин, у \олда ( 3 .4 0 )  тенгсизлик куйидаги кУршшшга эга булади:

|г -  дг, | + \у -  >>,] < т{х -  хи| + \у -  ̂ 1}.

by reuicicuiiiK биринчи якинлашиш учун урнн.шдир. Цолгян яцинлашишлар 
учун хам шунш ухшаш тенгсизликларни ёанш мумкин:

I* - хг\ + Ь - У*\ s mi x ~ x,l + !>' "^l)1 
|* -  * з| + \У -  У,\ S » '{*  -  *2| + \у ~ л|1

I* -  *„!+1у  -  y .\s  пАх - х- ‘I+ \у  ~ у - 11)
Бу тенгсизликларнинг чан ва унг томонларннк мос равишда х,адма х,ад 

ьупайтириб, кейин натижанн {х -  х, j + !>■ -  >>, -  х2| ч-|>» -  ^ l). +|>’->'.|}

умумий кунайгувчига булиб, куйидагига эга буламиз:

|* -  *„|+ |>' - л 1  ^ i*  -  х*\+ к  -  л|) , ( 3 -4 *)
М аьлумки, бу ерда т  ф р и  касрдан иборат, демак, итерация жараёни- 

ни иегагаича давом эгпфнб, (3 .4 1 )  1 <;11гсизликнннг jhir томонини истаганча 
кичик килиб олиш мумкин. Ьошцача айпанда, аннк ва тацрибий сонлар ай 
ирмагининг абсолют кийматлариии |х-жя|у->„) иетшанчч кичик килиб олн-

шимиз мумкин. Шундай цилиб, икки узгарувчилн икки тенглама учун интера 

ция Жараёни

\дЛ
дх дх

< I ва
I dF,

<1

ншргларн бажарилса, (xu,>0J нуща атрофида яцинлашувчи булади.
Итерация жараёни тез яцинлашувчй булиши учун !• \x+J''2x ва f , y+ F ly 

кийматлар бирдан анча кичик бу.тишн зарур. bifii олдннги пнра1|>афдн кУриб 

уггнн мисолда
дгг л/.’

= 0,52 М 0,304 = 0,825,dF; 81±
дх дх

№  
| ду

cF j

У
= 0,162

биринчи йшинди I гп анча ядин булгани учун итерация жараёни жуда «екин 

fiyjnaii эди.
Ушбу хосса амалцй масалаларда мухим ахамиятга эга булиб, Э)уМларда 

те р а п и я  жараёнини сезиларли даражада камяйтириб, машина нацтини те- 

жаниа ордам беряди.



4 БО Б. М АТРИЦАЛАР АЛГЕБРАСИ

4 .1 . Асосий тушунчалар

Интеграл тенгламаларнн, хусуснй хосилали дифференциал тенгламалар- 
ни ва оддий дифференциал тенгламаларнннг ечимларини аниклаш учун улар- 
ни чизикли алгебраик тенгламалар системасига келтиришга тутри келали. 
Бундан ташкари, чизикли бу-лмаган масалаларни ечиш учун уларни Xям 

аниклик даражаси кетма-кет уснб борувчи чизикли алгебраик тенгламалар 
системаси билан алмаштириш керак.

Демак, бу ерда хам чизикли алгебраик тенгламалар системасини ечишгя 
тутри келар экан. Чизикли алгебраик тенгламалар системасини ечишдян аввал
матрицалар алгебраси билан танишиб чинит мухнмдир.

Ихтиёрий а и сонларни т та сатр ва я та устун буйича жойлаиггириш

дан х;осил булган, ушбу
о„ О., ... а,„

А = в-и &т> ••• **2i (4 .1 )

куринишдаги жадвал га матрица деб аталади. (4 .1 )  жадвалнинг сатрлари ва 
угтунлари унинг каторлари деб аталади.

Матрнцадаги сатрлар сони устунлар сонидан катта, кичик ва унга тенг 
булиши мумкин, яъни т > п ,т < п  ва т  = и. а , - сонлярга матрицанинг эле 

ментлари деб аталади, бу ерда / = 1,2,. ,т матрицанинг сатрлари номерн, 
7 = 1,2, ,п устунлар номери. А матрицани куйидаги Л = [о,] ёки Л = [л, L „ «УР”

нишда ёзиш мумкин.
А матрицага т хп  улчамли матрица дейилади. а „ ,о Е , а л е м е н т л а р

матрицанинг бош диагонали, о ,,,о2„.1,...,я-1 элементлар эса иккинчи диагонали

элементларини ифодалайди.
Агар матрицадаги сатрлар сони устунлар сонига тенг булса (т = п) у

п -таргибли квадрат матрица деб аталади.
Агер m *  и булса, матрица тутри тУрггёурчакли матрица деб чталади. 
Хусусий холда матрица 1хл улчамли булса, вектор - сатр, т х  1 улчамли 

булса вектор - устун деб аталади.
Скляр сонни 1x1 улчамли матрица деб караш мумкин.
Агар квадрат матрицанишп’ бош диагоналидан блинка хяммл элемеш ла 

ри ноллардан иборат булса, бундай матрица диагонал матрица деб аталади. 

Масалан:



Диагонал матрнцнни цисцача цуйидагича х,ам ёзиш мумкин:
л = [ « , .« , .....« Л

Агар днагоннл матрицанинг б о т  диагонялидаги алементлари бнр сонндаи 
иборат булга, яьнн а, =1 (/ = 1.2,..л), у  холдл матрица бирлик матрица деб ата­

лади ви у Е ха|к|>и билан белги.таиади:
о ... о !

Е  =
О I О

Кронекер символики киритсак, £  = О, агар i *  j

(1, агар i =  j

О О Г

бирлик матрицани кронекер символи орцали куйидагича ёзамиз: Е  -  [<5t ].

Матрнцаипиг х,нммп алементлари нолдан иборат бСлса, матрица ноль 
матрица деб аталадн на бу 0  ёки 0„„ орцали белгилаиади. Квадрат матрица­

нинг дегерминантн (аннклончисн) деб цуйидагича белгнланган сонга айтила-
Д и .

я„ а . .......... а,.

det А -

а„,

Матрица билан детерминант турли хил маънога эгадир. Матрица тугри 
т^ртбурчак куринишда, тартиб билан жойлашган сонлар системасидан иборат 
б^лса, матрицанинг дегерминантн маълум цонда билан аникланадиган сондан 
иборатднр. Юцори таргибли детерминант циПматнии хисоблаш анча мураккаб. 
Хусусий х<>лда иккннчи ва учинчи таргибли детерминантларни хисоблаш 
Коидасини келтнрами.т *

а.Я|. . 
a 2i a : 

я,| я32 о-

«и

3!
a H a 22a 33 + a i l a 23a 3l + a ! i a !3a j2  a 3\a u a i3 ~  ° 7 I  a i 2 ° 3 J  ~ a i l C,23a i2 '

4 .2 .  Матрица устида амаллар

Умуман, матрицалар устида ц$шиш, айириш, к^пайтириш, булиш амал- 
лорндан ташкарн логарифмлаш, илдиз чицарши, дифференциаллаш ва шгге



граллаш амалларини хам бнжариш мумкин. Виз куйнда бу амаллардан айрнм- 
лари билан тпиишнб утамиз.

Дястлаб икки матрицанинг тенглик шартини аннкляймил.
Агар иккита A = [alj] ва В = [/>|; ] (/ = \.m,j = !,и) матрицаларнинг сятрляри

ва устунларидагн х,ар бир элемент мос ринншда бир-биригя тенг булса, яъни 
“.)=*«> У *олдя А ва В матрицалар бпр-бприга тенг деб аталадн А - В .

.1, Матрпцалапнн кУшнщ на айриш. Иккита бир хил улчамли Л = [яу ] на 

^ ~ 1 матрицаляр йнгинднси деб шундай С = [с# ] матрицага яйгилпдпки. 
унинг с# элементлпри мос раиишдп А на В матрицаларнинг элементлари 
йигиндисидан иборат булади, яъпн cv -- я, + Л,; . Демак:

С = А + В =

а и + *  II 
+ ft,. а ,,  + ft,.

,+ Л .
Матрицаларни кУшнш:

1. А Ц В+0=(А +В)+С, 1А+В=В+А, 3. Л+0 = Д 
хоссаларга буйсинади.

Матрицани сонга кУпайтивиш. А = ] матрицани X гонга купайги

4. А-А=0> 5 А-В=ЛЦ~В).

~Х.ап Х.ап •• Х а „

А Л  =
1 .аг1 X а п Х.а„

/ о . , Х а,1 Х.ат

Матрицани сонга купаптнриш та-ърифидан куйидаги хоссаляр келиб 
чнкади:

1 .\ А  = А, 2. 0 /1 = 0; Ъ .а(Р  А) = (а Р)А, 4 (а  + Р)А = аА + /J4;
5. а(А + В) -  а  !+ аВ , 6. аА = Аа.

Бу ерда А ва В  матрицаляр, а  ва /} сопляр.

Агар матрица квадрат матрицадан иборат булса, det Л А = X" det А .
——Мафицаларнн—Kjfiiath’n piiiii. Икки матрицани бир*бирнгя кунайтир- 

гавда, биринчи матрпн.анинг устунлар сони иккинчи матрицанинг са-фляр со-

ч '«и а„ «|/ V
А = «!| а гг • В = ■■ ь»

а-г т̂п _ V

Бу ерда А ва В матрицаларнинг тартиблари мос рявишда т х „  n n p x q  
булиб п -  р  булеин.



А ва В  матрицаларнинг кунайтмаси деб шундай * * ?  улчамли С матри­

ц ам  айтиладики, у цуйидагича аницлападн:

С =

с_. с_, . с . 

ныш, С = Л-В .
Бунда А матрицанинг В матрица билан купайтмасидан иборат булган ( ■ 

матрицанинг с, элементи куйидагича тоиилади:

с, +aJ 2, + +аА г

Матрицаларни кунайтнриш:
I. Л(ВС) = (ЛВХ-, 2 . а(ЛЯ) = М ) #  3 . (Л + Й)С = ЛС + ВС; 4. С(А + В) = СА + СВ

цоидаларга буйсинади.

А =
cosa -  sin a

, B =
COS P -  sin p

sin a  cosa sin P cos/3

А В = 

демак,

cosa cos f> -  sin a  sin /8 -  cosa sin /? -  sin a  cos/? 
sin ar cosy? + cosa sin p  -  sin a  sin P + cosa cosy?

cos(a + /J) -  sin(a + fi)  
sin(a + P) cos(a + /f)

С = A В ■
cos(a + p )  -  sin(a + P) 
sin(a + P) cos(a + P) 

Мисол 2 . Ушбу матрицалар берилган:

/1 =
2 1 3  4 
2 - 3 1 0

I 2 
3 - 1 
1 0 
1 4

А, В  ва В , А кунайтмалар топилсин. 
Ечиш.

Г1 2

2 1 ' 3  4
2 3 1 0

С -  АВ -
3 -1
1 о
1 4

2 I f  1 3 + 3 Н 4 1  2 2 + 1 (-1) f 3 04 4 4 
2 1 + (-3) 3 + 1 П О  I 2 2 +(-3) ■(-!)+1 0 + 0 4

12 19
6 7

D = BA

1 2 ' 6 5 5 4

3 1 [ 2 1 3 4 4 6 8 12

1 0 2 3 1 0 2 1 3 4

1 4 6 11 7 4



Низ бундан цуйидаги нятижагя келамиз. Мятрицяларни купяйтиритда 
Урин ялманггириш доидаси уринлн эмас, яъни А - В *  В -А .

Хусусий ^олда А В=ВА  булса, у вацтда А ва В  ляр Урин ялмяигтирурчи 
мятрицалар деб аталади. Масалан, Е бнрлик матрица *яр кандяй А квадрат 
матрица билан Урин алмапггирувчидир.

Агар А ва В матрицяларнинг тяртибляри бир хил булся к^няйтманинт 
аницловчиси, яникловчилар купяйтмясига тенг булш(й, яъни 

det (АВ) = det(ft4) = det A det В.

4.3.Тря11споиирла11ган матрица

Берилган А мятрицанинг сатрлярини мос раяишда устунларигя ялмаигги 
риш натижасидя хосил цилипгян Аг матрица транспонирлангян матрица леб 
аталади.

Агар А матрица т хп  улчамли булса:

транспонирлангян А1 матрица пит  улчямдан иборат булади:

А' = аП а22

,°i. а г .

Хусусий х,олда вектор - сатр учун:
/1 = |а, a t e . J

транспонирланган матрица вектор устундан иборат буляди:
' V

АТ =
о.

^Транспонирланган матрица цуйидаги хосеаларга эга:
1-хосса. Икки марта транспонирлянган матрица дасглабки матрица би 

.тан мос келади:
Ап  ={АТ)Т = А.

2-хосса. Мятрицалар йишндисинннг трангпоннрлангаии трап 
спонирлаигяи матрицалар йипшдисига тенг:

(А + В)’ =А Т + В Т.



3 хосса. Матрицалар кунайтмасининг транспонирлангани транспонир-

шшин митрицрлар к^пайтмасит тенг:
(АВ)Т =АТВТ.

Агар А матрица узининг транспонирлангац матрицаси билан мос келса, 
6)ндай матрица симметрик матрица деб аталади, яъни

АТ =А.
Ьундан шу нарса маълумки, симметрик матрица квадрат матрицадан 

иборат булиб, злементлари бош диагонал элементларига нисбатан симметрик- 
дир, нъйи a a - a t .

Агар А квадрат матрицадан иборат булса,
det.4r =de\A

КУриниб турибдики, А Матрицани Ат га куцайтмаси симметрик матри 

цадир.
' 5 ;

4 .4 .  Тескари матрица

1-таьриф. А матрицани бирор А' матрицага Унгдан ва чацдан купайгир 
ганда бирлик матрицани берса, А' матрица А матрицага тескари матрица деб 

аталади:
А’ А = А А ' =Е , .

бу ерда Е - бирлик матрица.
Одатда, А матрицага тескари матрицани А ' Д - 'б  белгилаш кабул

цилингаи, льни
А А '= А 'А  = Е. (4 .2 )

2-таъриф . Агар квадрат матрицанинг детерминанта нолга тенг булса
махсус, аксинча махсус булмаган матрица, деб аталадя.

З таъ р и ф . л.-тартнбли детерминаитда а, элементнинг минори деб, т у

элемент турган < -сатр ва j  -уггунни учиришдан кейин х,осил булган п -  1-
тартиблн детерминантга айгилади ва MtJ деб белсиланадн.

Мисол.
1 2 3"

А -  А 5 6
7 8 9

матрицанинг а32(агк =8) элементининг минори
[1 3

М„ =
4 6

дан нборат,чир. ‘
4 таьр и ф . А матрицанинг а ч м ем епти н и н г алггбраик тулдирувчиси

Деб, цунидаги ифодш а айтилади.



4,=(-1)'* 'Л /г

Теорема: Х,ар цандай махсус булмяган матрица тескяри матрица™ яга. 
Исбот: п - таргибли махсус б^лмагян мятрица берилган булсин:

бу ерда det/4 = А *  О
Л матрица учун бириктирилган (тиркалгян) матрица деб а т я л у в т  м т  

рицаии тузамиз:

Бириктирилган Л матрицанинг Л, элементлари А матрицадпгн a t ало 

ментларнинг алгебраик тулдирувчиларининг сатрлариии устунляри билян ал 
маиггирилганидан нборат.

Бириктирилган Я матрицанинг ]<ар бир алементларини, А матрицятпн 
аникловчнси А га булиб ёзамиз:

А,./А A J A  A J A  

Бия А' матрица ияланаётган тескари матрица эканлипшн исбот 
цилямиз.

Мяълумки,

Ч,/А Аг,/А  ... A J A  
А,2/А A J Д ... АЛ 1А

( 4 . 4 )

И

~ 5Л (4  5 )

ва

( 4 . в )

бу ерда
' _  |1, агар ; ■= / булса,
* [0, агар i *  / булади 

Бу хоссага асосан А мптрицани А' та кУпяйтмаси



ЛА" =
а,. а, „ I  А„ /4 . 4., l b

1 0 ... 0 
0 1 ... 0

«.! ■• « Л 4 ./ Д  ■■ AJ b . 0 0 0 1

--Е . (4 .7 )

by ерда ( 4 .5 )  в а (4 .6 )  формулаларни x,nco6ia олсак:

= k  ]=■*-'•

А А -Ц : экаилигига хам ишонч х,осил цилиш мумкин. Натижада, А" = А ' ,  бу 
ерда: 1

- 4 W
1-эслатма. Берилган А матрица учун битта ва фацат битга тескари А 1 

матрица мавжуд.

2-эслатма. Maxcvc квадрат Матрица учун тескари матрица мавжуд эмае, 
чунки:

det ̂ 4 = 0
Мисол: Берилган А матрица учун тескари А~' матрица тоиилсин.

"1 - 2  -31 
/ 1= 4 0 -1 

3 2 1

Ечиш: Берилган А матрнцанинг аницловчнсини \исоблаЛмиз:
1 - 2 - 3  '

det 4̂ = 4 0 -1  = ;6 -2 4  + 2 + 8 = - 8 * 0 .
3 2 1

Д емак, А матрица махсус матрица эмас акан.
Су игра А матрицага тиркалган матрица тузамиз:

А =
2 - 4  2 

- 7  10 -11 
8 - 8  8

Л  i  • Л
8 8 8

7 10 11
8 _ 8 8 
8 8 8

I I J
4 2 4

7 _ 5 П
8 4 8 

-1  1 - I
8 8 8

А магрицага тескари булган А 1 матриман хосил килдик:
1 1

1 - 2  - 3 ' 4 2 4 1 0 0‘
. АА ' = 4 0 -1 7 S 11 _ 0 1 0

8 4 83 2 1 -1  1 -1 0 0 1
= Е



4 .5 .  Тескари матрицанинг хоссалари

1-хосса. Тескари матрицанинг аницлончнси дастлабки берилган матрица 
аницловчисининг тескари кнйматига тенг.

Исбот. Маълумки:. А"' -А = Е ,  бундан det А ' det А = det £  = 1. Натижада

det А'  = —- . 
det А

2-хосса. Иккита А ва В матрнцалар кунайтмасининг тескарисн, шу 
матрицалар тескарисининг Урин алмаштпргандаги кунайтмасига т е ш :

(А В ) =  В А  '
Исбот. ^ацицатдан хам АВ(В'А  ')  = А(ВВ ')А 1 = Л Е Г 1 =АЛ 1 = Е  на 

(В 'А 1)АВ = В-'(А-,А)В = В 'ЕВ = В ‘В = Е .
Демак, В 'А  ' матрица АВ учун тескари матрица.

Натижа. и та матрицалар кунайтмасининг тескариси шу матрицаларга 
тескари булган матрицаларнчиг Урин алманггиргандаги купайтмасига тенг:

(A^.AJ-'  = Л„ Ч-Г' Л
Магижнни математик индукция усули орцали исботлаш мумкин.
3-хосса. Тескари матрицанинг трансноннрлангани транспоннрланган 

ма трицанинг тескариснга генг:
(Л ’ )г = (Л Т) ' .

Исбот. Виз А~'А муносабатни транспоннрлаб, цуиндашга эга буламиз:
(А 'А)т =АТ(А ')Т = Е т - Е ,  бундан АГ(А л)т = £ .

By тенгликшшг и к кала томонини чандан (Аг )~' матрица ia купайти[м'нк,
3-хосса исботланади:

(АТ) ' А Т(А ‘f  =(Ar ) ’Е  ёки ( А ' ) Т=(АТ) \

4.G. Матрицанинг нормаси на абсолют циймати

Л = ] ва В = \b:j] бир хил улчамли матрицалар берилган булеин. By маг

рицаларни х,ар доим \ам Узаро тачкослаб булмайди, чунки А й В  тешеизлиги- 
дан а# <b:j келиб чицади.

Матрицанинг абсолют цнймити \А\ деб, цуйидаш \А\ = («„]] матрицага ай- 

тилади. By ерда бернлган А матрица -элемеКгларининг абсолют

ниймагидан нборат. Агар А ва П матрицалар учун куш ит А +В ва купайтириш 
А*В амаллари маънога эга булса, у х,олда цуйидаш тежсияликлар урннлидир:

I. i/4 + Я|S \А\ +1#|; 2. \А ■ /?| <,\А\ |В|, 3 . \а ■ А\ < |а| |.4|; ( а  - доимий с о н );

4. j/l‘ j sj/ti1 ( к - натурал сон ).



Матрица А = (а,,) нинг нормаси деб нуйидаги шартларни 

кпноатлянтирувчи ^акикий ЦлЦ сонга айтилади:

1. 11орма хар доим мусбат ёки нолга тенг, яъни:
1 -4 2 0 , бу ерда ||/(|| = 0 тенгсизлик фанат ва факат А=0 б^лгандагина 

уринли булади.
2 .  Доимий сонни норма ишорасидан абсолют мивдордан чицариш мум-

тенгсизлик келиб чищщи (К  натурал сон).
5 . Лгар А ва В  лар бир хил тартибда б^лса, |/4 -  В|| > |||В| - 1|̂ | тештизлик

уринлидир.
Шуни аслатиб $тиш керакки, норма куигина х,олларда улчамни, яъни 

масофа, узунлик ва х,оказоларни билдиради. Улчамни турли хил усулда кири- 
тшп мумкинлигидан норманн э̂ ам турли усулда киритиш мумкин, яъни маса- 

лан,
1. [Ц|т =ш ах^|а5|, бунга т - норма дейилади.

кин:
||а ■ А\\ = |а| ■ |И|| ( а  -доимий сон), хусусий х;олда ||- А\\ = Ц4

3 . Норма учбурчак тенгсизлигини наноатлантиради, яъни

1И +вИ И 1+1И-
4 . К^ттйтманинг нормаси нормалар купайтмагидан катга эмас, яъни

Агар А квадрат матрица б^либ, А=В булса, бу муносабатдан |/4 ||s|/l|

2 И 1 = ^ ,К Г ' . бунга *  - норма дейилади.

3 . |И,|| = т а х £ Ь / | ’ буига I - норма дейилади.

Мисол.
1 5"

С = 2 3 1 матрица берилган булсин. 
,4  1 3 ,

Бу матрица учун юцоридаги нормаларни цараб чицамиз.

||('|̂  = ш а х = m ax(l + 1+ 5, 2 + 3 + 1, 4 + 1 ! 3) = т а х (6 ,7,8 ) = 8,



Эслатма. Юцорида кир!ггилган т, к, 1 нормалар, норма таърифмшшг 

Хамма акгиомаларини цаноатлантиради. Норма таърифининг 1 ва 2 
шаргларинииг цаноатлантиришини текширганда Коши теш-сизлиги деб ата

лувчи ушбу [ Х аА

4 .7 . Матрицанинг ранги

Берилган булсин

матрица ва унга мос

а п !■■■ «1.
А =

а». « .J  •• °тп

“и а и .. а ы
Д =

а м1

(4 .8 )

(4 .9 )

аннцловчи. Агар А матрицада К та уступ ва К та сатр танлаб олинса, бу ерда 
к S min(m,/i), у х,олда бу сатрлар ва устунларни кесишиш нудгаларидаги аде- 

менглар К-тартибли квадрат матрица х°<:ил килади. Х,осил булган квадрат 
матрица нинг аницловчисига А матрицанинг К-тартибли минори дейилади.

Минорларнинг тартиби турли хил 1 ,2 ,3  ва хоказо п тартибли б^лиши 
мумкин. Масалян: [лхл] ^лчамли матрицада С*С* - та К тартибли минорлар 

тузиш мумкин.
Мисол:

А =
1 2 

-1  1

5 1

матрицада бнринчи тартибли минорлар C )4 j = 4 3 - 1 2  та,

2-таргибли минорлар
3 2 3 1 2 1

С.С, = 6 3  = 18; , , ва хокало.
4 3  2 0  2 - 1 0 - 1

3-таргибли минорлар ( ’4JC 3=4 Ta, л ьни
3 2 1 3 1 2 3 2 2 2 1 I
2 0 -1 , 2 -1  1, 2 0 1 0 - 1  1
0 4 5 0 5 1 0 4 1 4 5 1

Текшириб к^риш мумкинки, хамма 3-таргиблн минорлар ноЛга генг 
б ’̂либ, 2-таргибли минорлар орасида эса нолга тенг б^лмшлилари хнм мавжуд 
(масалан, бирннчиси). Н ум дай х<>лда биз А матрицанинг ранги 2 га т е т  ней



мил. Д емак, матрицанинг ранги деб, матрицанинг нолга тенг б^лмаган минор- 
ларининг энг юцори тартибига айтилади. Шундай нилиб, агар матрицанинг 
ранги К  га тенг булса, у х,олда бу матрицанинг минорлари орасида кямида 
бнтга нолга тенг бу.чмагян К  -тартнбли минори мавжудки, колган х;амма К +1 
на ундан к>цори гартибли минорлар нолга тенгдир. А матрицанинг ранги г (А)

деб бедгиланади.
Ихтиёрий матрицада элементар улгаргиришлар, яъни транспонирлаш, 

икки сатр ёки икки устунларнн алмаиггирши, сатр ёки усгунниг х,амма эле- 
ментларини бирор доимий сонга купш'пириш, бирор сатр ёки уступ элемент- 
ларнга, иккинчи бир сатр ёки уступ элементларини мос равншда кушиш на- 
тижасида матрицанинг ранги узгармайди. Шуни эътиборга олиш керакки, 
анидловчининг минори тушунчаси, ашщловчининг бирорта элементига нисба- 
тан хам  ишлатилади. Масалан, а л элементининг минори М л деб, Д-

ашпуювчида i ва к устунни ^чнриб ташлаш натижасида х,осил билган 
аникловчига айтилади. Худди шу' маънода ал элементининг алгебраик т$лди 
рувчиси Ал куйидши формула ёрдамида х,исобланади:

Ал = (-\у'*мл .

М исол:
"3 2 Г 3 2 1

Л - 2 0 - 1 матрица учун учинчи тартибли минор 2 0 - 1
0 4 5 0 4 5

2-тартиблнси = 0 - 4 * 0  булганлигидан г(Л) = 2 .

= 0 га тенг б^либ,

= 3Алгебраик тулдирувчилар, масалан, 1-сатр ва I -устун кесишгай а п
,0  1 v  „

га тенгдир. Худди шундай азг = 4 сониэлсментиики Ап = (-1) А/„ = (- ] )
4 5

учун ^ = ( - l ) w W ,2 = ( - l )5 ва х,оказо.

Бош ка элеменглар учун х;ам алгебраик т$лдирувчиларни юкоридагидек 
Гопнш мумкин.

4 .8 .  Матрицанииг даражаси

Ф араз нилайлик, (4 .1 )  матрица квадрат (т = п) матрица булсин. А мат­

рицами Уз-У'зига Р марта к^иайтирнш амалига А матрицанинг Р даражаси 
иейилади.



Хусусий холда Р=0 булса, А' = Е  бпр-миг матрица \ocii.i булади Агар \ 
матрица махсусмас матрица булса, у холда бу матрица учуй манфмй даража 
тушуичаси хам уришшдир, яъии:

Матрицаларнинг даражалари бугун сонлардан нборат булса, куйндаш 
Коидалар Уринлидир:

1. АРА" =А "^; 2 . (АрУ = Л п .
Мисол:

■ А А  =

А =

О
О
2

О

ва хоказо. Ар

О
о 
2 

О
2 0 0

0 2 0

0 0 2

0 0 0

0 0
0 О

2Р О
О 2"

матрицани Р-даражага K jh ipm ii.

22 0 0 0 23 0 0 Q
0 2г 0 0

, А' = ААА =
0 23 0 0

0 0 2г 0 0 0 2Э 0
0 0 0 23 0 0 0 23

Агар А ва В  матрицалар бир хил таргнбдаги квадрат матрицалар булнб, 
А В = В-А  муносабат $'ринли булса, у холда матрицалар ншиидиси учун Мы« 
тон биноми формуласи ^ринлидир.

(А + В )е = '£ С крА>В ,  > .

Мисол: Ьсрилган А ва И матрицалар учун 
Ньютон бииоми формуласидан <|шйдаланиб

А В -  В А шарт бажарилга.

1 2  1 2 1 1
А = 0 1 3 ва В = 0 3 1

2 1 1 4 1 2

матрицаларнинг 4 -даражалн йнгинднснпи тонинг.

(■4н В ) ' -

4
1 2 Г

* 2 1 Г

- 2 У < 0 1 3 0 3 1
к-0 2 1 1 0 1 2

1 2 Г 1 2 1 Г

< С. 0 1 3 0 3 1
2 1 1 4 1 2



Г1 2 1
2 ‘2 1 Г 3 Г1 2 Г 1 ["2 1 Г

1
1 2 Г '2 1 lT

0 1 3 0 3 1 +-С431о 1 3 •|0 3 1 + с : 0 1 3 0 3 1
2 1 1 4 1 2 [_2 1 1̂ [4 1 2j 2 1 1 4 1 2

I 2 1 Г 160 161 115] 172 134 112' 142 102 90' 1 2 Г

1° 3 1 + 4- 232 195 153 1 + 6- 160 130 104 + 4- 132 102 96 + 0 1 3

[4 1 2 168 153 115J 152 138 104 128 100 84 2 1 1.
2243 1859 1494 
2416 1969 1623 
2102 1842 1423

4 .9 . Кнтнкли мятрицалар

Кятякли мятрицалар - матрнцяляр алгсбрасининг асосий тушун- 
чаляридян бирн хиеобланади. Кятякли матрнцаларми цуиидагича тасаввур 
килнт мумкин. Ихтиёрий берилган т -еагрли ва и-устунли матрица, горизон­
т а ! ва варгикял туснцлар билан бир нечта кичик улчамлн матрицяларга ажра- 
тнляди. Масалан, цуйидаги матрица, х,ар хил улчямдаги тУртта кичик матри- 
цалпрга яжрятнлгяп:

« и « 1 2 « 1 3 « 1 4 « 1 5

« 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 4 « 2 5 « ч « 1 2 « . з "

= « 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 4 « 3 5

II

’«
Г

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« 4 1 « 4 2 « 4 3 « « « 4 ! « 3 1 « 3 2 « 3 3  _

_ « 5 1 « 5 2 « 5 3 « 5 4 « 5 5 .

А, = А ,= « 4 5  j 

« 5 4  « 5 5  J

Демяк, биз берилгян А матрицанн бир нечта матрицллардан тузнлган 
муряккаб матрица деб тасаввур килпитмнз мумкин экян. Ьундяii матрнцалар- 
ни кягакли ёки блок л и матицалар деб ятяймнз.

Кятякли мятрицяларнинг хусусий куринишляридан бири кваздиагоиал 
матрица х;исоблянади. Му матрицанинг куринпши цуйидягичя:

ы

и)
бу ердя, Ах,Аг,...,А, кятаклар, квадрат матрицялардян иборат. А матрицанинг 

цолган млемеитлари ноллардан иборат.



Квадрат матрицалар аницлавчнларнпнш (фшитмнеи А матрицанинг 
аницлопчисига тенг:

del А = deM, det/l; det А,.

Китакли матрицалариинг хусулни куринишларндан бири чопшн.ыш <ui 
матрицаднр. Бунииг маъноси шукп, берилган н-тартибли кнадрм матрица 
п-1-тартнбли квадрат матрицага ва шунингдск биттндан уступ ва сатр м;п 
рицаларга ва битта элементли матрицага ажрагнлади:

А. =

бу ерда

\и.

а <1 °12 
й 2\ й 22

а п~ 1.1 а п-1.2

н — 1 тартнбли матрица,

и .= уступ матрица,

a- , , J
К  - к .1 а,л  - сатр матрица ва а т - элемент матрица (сон ).

Ьагнклн матрицалар устида бажириладиган амаллар, одднй матрицалар 
устида бажариладиган амаллар каби булади.

4 .1 0 . Учбурчакли матрицалар

Квадрат матрицаларнинг хусусий куриишплнридаи бири, учбурчакли 
матрицалар цсобланяди.

Гаъриф. Агар квадрат матрицанинг бош диагоналидян юцоридаги ёки 
пастдагн барча элемантлар фацат лоллардам нборат б$лея, буидпй матрицалар 
учбурчакли матрицалар деб аталади.

Масалан,

/; =

юкори учбурчакли матрица (бу ерда i > j  да /„ = 0 ) ва наетки учбурчпкли м ат 
рицадир. (у > /) да (/„ = 0).

Дня гонял матрица хам наетки ва юцори учбурчакли мятрицалярнннг ху­
сусий х,оли х,исобллнади.

■».. ‘и 0 .. 0 '
0 /и . ■ ' 2„ 11ЕС ^21 ' 122 ■ 0 .

Г О О ■ V /<tl ^я2 . tm



Учбурчакли матрицанинг аницловчиси (детерминанти) диагонал эле- 
мснтларининг к^чайтмягига тенг.

Учбурчакли матрица махсус пулмаслиги учун, унинг диагонал элемзнт- 
ларининг чаммаси нолдан фарцли булиши шарт.

Учбурчакли матрицалар устида бажариладиган амаллар, квадрат матри­
цалар устида бажариладиган амаллар кабн булади. Шунингдек, махсус булма- 
ган учбурчакли А матрицанинг тескарисининг тузилиши А ' х,ам А матрица- 
нинг тузилиши каби булади.

Мисол. 1\уйидаги учбурчакли матрица топилсин:
[2  О О"

А - 1  3 О
2 -1  1

Ечиш: Д емак, изланаётган тескари матрицанинг тузилиши А матрица- 
ники каби булиши керак:

о . . 0

и ' а  •. 0

л . tп ■■

Энди А ва А

А А'1 =

матрицаларни купайтириб куйидагига эга буламиз
2 0  0 ' О О 

'

2 * „  0  0 '

1 3  0 *21 *22 0 = *11 ^  ^*21 ^*22 ^

2  - 1  1 .*31 *32 *3 3 . ,2*ц - *2) +  *SI ~ * 2 2 + *32 *33 .

Маълумки, тсскари матрицаларни бир-бирнга купяйтирсак, бирлик мат­
рица х,осил булади. Бирлик матрицанннг диагонал элсмснтлари бирга тенг бу­
либ. колган элементларнинг хяммасн нолга тенг булишини хцсобга олсак:

2/м = а  з/а =и
tu +3t2,= 0 ,
2t„ = 0.

->22 + ,г: 
Г„ =1 .

Энди булардан, тескари матрицанинг элемеитларини топамиз:
г,, =1/2; Г„ = -1 / 6 ; 1п  =1/3; = -7/6; /зг = 1/3; <33 = 1.

Демак

ЛА =

-  С1
2

3
1

6
7

~6 3
Теорем а. Ьош диагонал минорлари нолдан фарцли булган



А =

квадрат матрицани иккита \ар хил тузилишдаги ( куй и на юцори) матрицалпр 
к^цайтмасига ажратиш мумкин (3|.

Виз бу ерда теоремани исботламасдан учбурчакли мятрицалар!а цандай 
утиш усули билан тянишиб чицамиз. /i-таргибли А квадрат матрица 7| ва Т2 

учбурчакли мятрицалар купайтмасидан иборат булсин:
А = Тг Тг , (4 .1 0 )

бу ерда
т;=К 1 (/>' *»=0 ) (4 4 )

п - таргибли куйи учбурчакли матрица.
Шушшгдек,

?; =(‘Л >'ч>“  с»= 0 > <4 | 2 >
п - таргибли юцорн учбурчакли матрица.

By и к кала учбурчакли матрицаларнп куннйтириб, куйидаппш х,осил 

киламил:

= (4 .1Л )
* 1

(4 .1 3 )  система (4 .1 1 )  ва (4 .1 2 )  шаргларга асосаи цуйидаги к^рининши цабул 
/

килади: = а >; > а ,а 1' ‘ -  J  *Н!лса,
*=1

агаР булса, бу ерда (у = 1,2, л, ( = 1,2, л - l ) .

Мисол. Цуйидаги А квадрат матрица
2 - 1 3  

А=  1 2 - 2
3 - 1 1

UKi.ina 7j на Т2 учбурчакли матрица lap куиайтмаси к^римнида ihJk>,шли паси 
Ечиш. 1\ ва 7, учбурчяк.тн магрицаларпи цуйидаги курииишда ифодала-

сип:
0 0 1 ru ru

= hi hi 0 7, = 0 1 г,,

hi (!2 0 0 1



Вуларни хисобга олсак:
'2 -1 3 '*„ *>■ г„ 'и*-»

А = 1 2 - 2 II II >2, *21*12 + *22 *21*13 + *22*23
3 -1 1 .*31 'з.'Ъ+'зг *3i**i3 f 1 иг:\ +<зз.

Бундан,
= 2; 1ЧГ12 = -1; *п*ь = 3; гп = -1/2; r,3=J/2;

'г, = !; *21 + *22 = 2; ; :1 ЛМ + *22^23 = -2 ; *„ = 2; l„=U
'„ = 3 ; h)ri2 + *32 — ^ *3|**13 + *32**23 + *зз = i; *,: = 1/2; <з, =-14/

, =-7/5; 
= 3;

i 1 3
2 0 0 * 1

2 2
5 7

1 0 Тг = 0 1
2 ~ 5

3 1 14 0 0 1
2 5 .

Демак, изланган 7| ва Тг учбурчакли матрицаларни ёзиб оламиз:

Г ,=

By иккала 7] ва Тг матрицаларни кУпайтнрсак. А матрица x,whji булади.

Юцорида айтилганлардан шундай хулоса чикариш мумкинки, агар А 
квадрат матрицанинг детерминанта det А *  О булса, у аЛбатта иккита хаР хи.ч 
гузилишдаги учурчакли матрицаларга ажратилади ва уларнинг купайтмаеи А 
матрицага тенг булади:

Л = ТГ Т2.
Шунингдек, А матрицанинг тескари матрицаси А ' ни \ам, Т~' ва Тг ' 

тескари учбурчакли матрицаларнинг купайтмаеи шаклнда ифодалаш мумкин:
л '  =т~'-т:'.

4 .1 1 . Ал и цловчиларни (детерминантларии) хисоблаш

Матрицалар алгебрасида матрицаларнинг аникловчиларини хисоблаш 
мухим ахамиятга эга. Матрицанинг тартиби юдори булса, учш элементар ал 
маштиришлар ёрдамида аникловчиларининг тартиби кадамба цадам пасайти- 
рнлнб борилади.

Визга п  сатр ва п  устундан нборат булган А матрицанинг аницловчнси 
берилган булеин:

(4 .1 4 )

“ я м»|дщ*пшттшш лилдап и>Л1п!1 U III li( lafl-lrlU
оламиз ва у ни бош элемент деб хисоблаймиз. Цулайлик учун бу элемент яи * 0  
булеин. Эндн А„ ни К5̂ идащ ча ёзиб оламиз:

“и «12 “l.

A = «2, «22 °2*

°«2



1 “п. »ы

> н ja «и
«22 а 2п

а и
а ,а

Энди, Жордан-Гаусснинг элементларии кетма-кет й^оти ш  усулида 
фойдаланиб, А„ аницловчини цуйидагича ёзиб оламиз:

бу ерда

ва а .1'1 = а

А.-,

(/,7 = 2,3,..л ).

1 0 0

f a
«и

а  ("  “ 22 • « 2 J0

f-L
«и

Я , 01мя2 - в - #)

(022 а  (1)« 2 3 « J ”
О)

зг а  0)‘ *33 « ,.0)

(1)
Hi « , (|)м «3 « J 0

= аи А - , ,

(4 .1 5 )

Шунингдек, ДЛ_, ва боища аницловчилар учун хам $тказилган жараённи 
такрорлаб, куйидагини тоиамиз:

Д = а  a  l0a  (,) u (”“|)и II 22 ■ а пп
Умумий *олдя, танлаиган бош элемент а м булса (матрица 

ашщловчисидиги р  сатр ва ^-устунда жойлашган элемент ), у \олдн

А „ = (-1 Г Л „ -,
Мисол.

г  Г 1: 1 ; -I з 2 
2 1 1 - 2  
3 - 2  33 4 
- 1 2  3 1

Ечиш. Ьош и.шмент снфгида а.л = 1* 0  пи олишимиз^мумкин (/> = 1, у = 1.)

А. =

Н 2 1 6  2 -4 3 - 5  - 6
Аз = (-1 ) 'И-2 + 3  3 - 9  4 - 6 = 1 - 6  - 2

2 -1  3 + 3 1+2 1 6 3

д,=(-1 Г - 5 - 1 8  -6 -9 1  
- 6 - 6  - 2 - 3

23 15 
-12 - 5

= 115- 180= -65.



4 .1 2 . Матрицанинг хос циймати ва хос вектори

Амалий масалаларни ечишда матрицаларнинг хос сони ва хос векторла 
ринн аниклашга т^три келади. Бундай маеалаларга хос сонларнинг тулик му- 
аммоси дейилади. Ф араз цилайлик, Л = [л„ ] квадрат матрица берилган булсин.

Нолдан фаркли х  вектор А матрицанинг хос век то р -дейилади, агярда 

шундай Л сон топилиб,
Ах — Лх (4 .1 6 )

тонглик бажарилса. Л сонга А матрицанинг хос циймати дейилади.
Матрицанинг хос сони ва хос вектори хакидяги мяълумотляр математи- 

када ва бошца турли сохаларда кенг цулланилади. Кейинги булимларда урга- 
ниладиган х = В х + С  чизикли алгебраик тенгламалар системасини кетма-кет 
нкинлашиш усули билан ечишда яцинлашиш тезлиги В  матрицанинг модули 
буйича энг катга хос соннинг кийматига боглик булади. Тебраниш жараёнла 
рида, ядро масалаларида х,ам матрица хос сонларннинг энг катга ёки кичик- 
ларини топиш :шрур булади. Матрицаларнинг битта ёки бир нечта хос сон ва 
хос векторларнни топиш масаласига хос сонларинннг цисмий муаммосн дейи- 

ляди.
(4 .1 6 )  тенгламани куйидагича ёзиб оламиз:

(а'-Л Е )х = 0 .  (4 .1 7 )

Бу система нолдан фаркли ечимга эга булиши учун
<p(A)=det(A-AE)x = 0 ( 4 .1 8 )

тенглик бажарилиши керак.
( 4 .1 8 )  тенгламага А матрицанинг характеристик тенгламасн дейилади. 

Характеристик тенгламанннг ёйилган холдаги кУршшши
а , , - Л  а п ... а,„ |

я 2, а и -Л  ... а 2„ | = 0 ( 4 .1 9 )

ёки ^(А)= (-  О" Р(А) = 0 булиб, бу ерда
Р (Х )= Л " -Р 1Г ' ( 4 .2 0 )  

к.Упх.адга А матрицанинг хос к$’пх,ади ёки характеристик купх,а;[и дейилади. 
Х ос кущаднинг илдизлари матрицанинг хос сонлари булади. ( 4 .2 0 )  куп\адни 
ечнб хос кийматларни топнб, .\яр бир Я,(/ = 1,и) нинг кийматида (4 .1 7 )
системани, яъни {А -Х ,Е )х = 0 системани ечиб, Л, га мос хос ж(,) векторларни

гоиамиз.
Агар (4 .2 0 )  характеристик тенгламанннг илдизлари х,ар хил булса, х;ар 

бир хос сонга фаг.ат бнтга хос вектор мос келади. Демак, А матрицанинг хос 
сонлари ва хос вскгорларини топиш учта босцичдан иборат булар лкан.



1. Р(л) куихаднн тузнш.
2. Р{Л)= 0 тенгламани ечиб, Л,(/ = 1,н) хос сонларпн тоннш.
3. Х,ар бир Л, га мос хос векторларии, (4 .17 ) системани ечиб тонн,

Бу босцичларнинг хар бнри маълум бнр мураккаблнк даражасидаш ма- 
салалардир. Хос сонлар туплампга А матрицанинг спекторн дейилади. Р(Л) 
к^пхаднинг коэффициентларн А матрнцаннш (-тартиблн 6oui мннорларн, /' - 
ларни (-1)“' шпора билан олннган Йнгинднларидан нборагдир.

Жумладан:

. . л  =« п+“И = 2Х -.

“ jk
>\ = Z  к  а

“  РТР* ан
а а

рп = (_ l ) ' 1 det 4к/ Чс “ к1jskill I
j a ij  a ik a i l  j

Внет теоремасига асосан
Я] + +... + Лп — Р,

Л, ■ X j-.. ■ Лп -  dei/4.

Бундан иурипадш.'и, А матрицанинг бн|и>рта хос сопи нолга тенг булиши 
учун det^ = 0 булиши зарур на ки(|м)н :жаи.

Хос сои па хос вскторларнн тоииш усуллари икки гурухга, ны ш  аник на 
кетма-кет лцинлаш усулларша асосланганднр.

Линц усулларда юцормдагн Я та босцнч кетма-кет бажарнладм ва бу хос 
сонларнинг тулнц муаммосинн хал цнлиш учун ншлатн.шди. Итерации усулла­
ри хос сонларнн характеристик ку’пхадпнш ко:м]н]н1циснтларннн тонмасдан 
бевоснта хисоблайди 1,11 хос сонларнинг кисмии муаммосшш ечиш учун ишла- 
тнладн. Бу усулда хос сон на хос векторлар сонлн ва векторли кет via- 
кстлипш ннг л и м и т  сифатида тонилади.

Хос сон ва хос векторларни тонишнинг аннц усулларндан энг кун 
дулланадшапи A .II.Кр ило в усули, К.Ланцош усули, А.М.Данилепс.кий усулн, 
Леверьн усулн, Д .К.Фадеев усули, ноаниц ко:<ффициентлар усули, хоишялаш  
усулларидир.

Итерация усулларндан куп ншлатнладнгани даражалн усул, скала)) ку- 
нянтмалар усули, охнрнга еткнзиш усули, мусбат аникланган матрицаларни 
хос coii.iapuHu тонишнинг итерации усу.шднр. Бу  усуллар билан танишиб 
чпцшнни укунчиларншн узларша ха пола циламиз. Ушбу усуллар хацида гули к 
маълумотнн [2,3,9,12,14,15,28] адабиётлардан олиш мумкин.

Мисол.
1 2

А =
5 4

матрицанинг хос сонлнрн на хос вскторларнин тонинг.



Ьчиш: Л матрицами!» характеристик куих,ади

р ( Я ) = 1 _ Я  2 = Лг - 5 Л - 6 .  
r W  5 4 - Л

Генгламашшг илдизлари: Д, = 6Д г = -1
Демак, А матрицанинг хос сонлари иккита б^либ, Я, = 6, Л2 = — 1 га тенг

ЭКИН.
А матрицанинг хос кекторнни

(| -  X )х, + 2хг = О,
5х, + (4 -  Л,)х2 = О

сисгемадан тоиамиз.
-  5х, + 2 х 2 = О,

5х, -  2х2 = 0.

Тенгламалар бир хил булганлиги учун биттасини 5 х , - 2 х г = 0  цараш
x 2егарлидир. Ьундан 5 х ,= 2 х , ёки —  = яъни х , : х , = 2 : 5 .
xi ^

Хос вектор снфатида х " 1 = (2,5) ни олиш мумкин.

Я, = 6 б^лгапда,

■I, =~1 б ̂ л ганда,
2х. + 2х, = 0,

б^либ,
5х, + 5Х; = 0

бундан х, t хг = 0 ёких, :х 2 = -1  ни х,оснл циламия. Демак, иккинчи хос вектор 
х (2|= (1;~1) ни олиш мумкин. Шундай цилиб, А матрицанинг хос сонлари 
Я, = 6 Aj = — I, хос векшрлари х "1 = (2;5), х|г) = (!;-!) га тенг экан.



5 -БО Б. Ч И З И К Л И  ТЕН ГЛ А М А Л А Р  С ИС ТЕМ АС ИНИ Е Ч И Ш

5.1. Чизикли тенгламалар системасини ечиш нинг умумий 
харяктеристикаси

Х,исоблаш математикаеида чнзицли тенгламалар сигтемасини ечиш 
масаля лари куп учрайди. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг хил- 
ма хи т усуллари мавжуд булиб, биз бу ерда асосан ЭХД1 да фойдаланишгя 
цулай булган усуллар билан танишиб чикамиз.

Чизикли тенгламалар системасини ечиш усулларини икки синфга яж- 
ратиш мумкин. Аниц усуллар ва итерация усуллари.

а) Аниц усуллар. Бундай усулларга Крамер цоидаси, Гаусс усули, бош 
элементлар усули, квадрат илдиз усули ва бошцалар киради.

б) Итерация усуллари. Бундай усулларга оддий итерация, Зейдел 
усули, релаксация усули ва бошцалар киради.

Умуман олгпнда, тенгламалар системасини аниц усуллар билан ечган- 
да хам аниц ечимни топа олмаслишмия мумкин. Чунки берилган снстемада- 
ги айрим коэффицпеитлар тацрибан олинган булиши мумкин, бундан 
ташцари хнсоблаш жараёиида сонларни яхлитлашга т^три келади, демяк 
тенгламалар системасииинг аниц ечимини топа олмаймиз.

Лекин аниц усуллар билан итерация усуллари бир хил экан, деган ху 
лоса чицариш ярамайди. Итерация усулларида яхлитлаш хатоларидяп 
ташцари усулнинг хатоси хям мявжудднр.

Биз бу усулларнинг айримлари б н .тн  танишиб чицамиз.

5 .2 . Крамер коидаси

Тенгламалар системасини ечишнинг аиик усулларидан бири булган 
Крамер цоидасини баён цилямиз.

Бизга п иомаигумлн п та чизикли тенгламалар системасн берилган 
булсин:

о„х, +о,гх2+... + а,„х„ ' 
а2]х} +аих2+... + агпхп = Ь2, ^

Буни матрица курннишида ифодалясяк
А Х  = В,  (5 .2)

бу ерда, А - матрица, В - вектор уступ, X  - вектор устун (шланаётгин и'> 
чаълумлар).



Лгир А матрицанииг детерминанта (ашщлончиси) нолгян фарнли б$л- 
' !!. del А = Л *  0, у тегкярн А 'матрицага эга.

(5 .2 ) ниш нккала томонинн чапдан А ' га кунаитнрсяк,
А ' А Х = А '  В .

Бундам А '1 А =Е бнрлш: матрица уканлигини х,п(обга олнб, (1 .2 ) тенглама- 
ляр системпеннинг ечнмнни тоиамиз:

X  = А ' ■ В . (5 .3)
Аммо, А матрицанинг тяргнби юцори 6$\nca, унгя тескарн А ' магри- 

цани х;исоблаш жуда кишшлашнб кегади. Ш унинг учун ямалиётда (5.3) 
формулндян кам фоПдяланилади.

Мяьлумин, А'' = .?/Д, бу ерда, А тнркалгнн матрица: 
j 2̂1

~ А„ А„ ... А..
А =

Демак, 

бу ерда

А„ 4 .  К  

Х  = А В / Д ёки х( =Д,/Д, (5 .4 )

А ,= 1 4 А  =

|ЫП "  “ l-i-l и\ wl./+l I» 
la2 l-a2j-l Ь’ aW  а2„

0„„, ■ ■ 0 „ ,

Юкоридя келтирилгаи (5 .4 ) ([юрмулага Крамер формулаляри деб ята-
лади.

Мисол. Берилган тенгламалар системасн Крамер цондяси ёрдамида 
ечнлснн.

х, + х2 + 2х3 = 4]
2х, + х2 + х3 = 3 [.  
х, + 2хг + дг, = 1J

Ечиш : Су снстсманинг аницлопчисн
11 I 2|

А = 2 1 1| = 1 + 1 + 8 - 2 - 2 - 2  = 4 * 0 .

" 1 2 lj 

Цуши'ича апнкломчм.шрии тоиамиз:



А, =
4 1 2 1 4 2 1 1 4

3 I 1 = 4; Д2 = 2 3 1 = -4; д ,= 2 1 3
1 2 1 1 1 1 1 2 1

бу ерда
А= i iL  = 2  = i; г 2 = ^ -  = -1; х ,= ^ -  = 2 

Д 4 2 Д Д
Демак, (5 .1) тенгламалар системасиниг аникловчиси нолдан фаркли 

булса, тенгламалар системасннинг ечими (5 .4) формула оркали хисоблана- 
ди. Б у  формуладаги насрнинг махражи асосий А матрицанинг 
аницловмиспдян иборат булиб, касрнинг суратн эса, асосий А матрица 
аникллвчисидан i -устуини озод хдд устунига алмаиггириб тузилгандаги 
аннкловчидян иборатдир.

5 .3 . Гаусс усули

Олдинги мавзуда Урганилган Крамер коидасидан алгебраик тенглама­
лар системасида номаълумлар сони камрок булган х,олларда фойдяланиш 
цулай булиб, номаълумлар сони куп булса, бу усулдан фойдаланиб система- 
нинг ечимини тониш жуда кийнн.

Биз тенгламалар системасини ечишнннг кулай усулларндан бири бул- 
ган Гаусс усули билан танншиб чикамнз. Бу усул узгару^чнлпрни кетма-кет 
йунотиш усули деб хам аталади.

Бизга (5.1) тенгламалар системаси берилган булеин. Система детер- 
минанти (аникловчиси) det Л = Д *  О деб фараз киламиз. Демак (5.1) тенг­
ламалар системаси ягона ечимга эга.

Гаусс усулини соддарок нзохлаш учун турт номаълумли тенгламалар 
системасини текшириш билаи кифояланамиз.

а п *\  + a i ! X 2 +  <* 1 3 * 3  +  Я 1 4 * 4  = « 1 5 .

tjj,х,+а,2х2 + +амх4 = ^  ^

anx\ +a3jJr2 + °) ix3 +a» xt = an ,

" 4 1 * 1  + a . l X 2 + a n X ,  +  < * 4 4 * 4  - a 4!

(5 .5 ) тенгламалар системасндяи нолдан фаркли булган истал1вн 
коффицямггнн танлаб оламиз. Цулайлик учун о,, *0  ни танлаб оламиз ва

буни ббш элемент деб атаймнз.
Биз энди (5 .5) тенгламалар системасидаш биринчи тенглама но- 

мяълумларинипг коэффициентларинн ап га булиб цуйидагнни ёзиб оламиз:
*. +Ь12х ,+ Ь 1,х1+Ьыхл =Ьи, (5 .6) 

бу ерда Ьь -а и 1аи, ( / > 1)
Энди (5 .6) тенгламани кетма-кет а2,, а„ ва а41 га купайтириб, мос. 

рлпишда (5 .5) тенгламалар системаси иккинчи, учничи на туртинчп тенгла-



маларидан айириб, jr, ни йуцотамиз.
Х,осил булган янги тенгламалар системаси куйидаги кУринишда була-

ди:
in * ,  +а^х, + а£)х„ =а"\

< ’х, +а«>г, + < ’х4 = а$,

+а("х 3 + а « *4 = “«

(5 ,5 )’

Бу ерда aj1’ коэффициентлар куйидаги формула о риал и х,исобланади: 

в " ’ = в , ~ aA j-  ('.У 22). (5 .7)
Энди (5 .5 )  тенгламалар системасидаги а'  ̂ *  О ни бош элемент деб 

олиб, системанннг бириичи тенгламасидаги узгарунчиларнинг коэффициент - 
ларини коэффициентга булиб, цуйидагини хосил ниламиз: 

х2 + Ь%хг + Ь < '\ = Ь "\  (5 .6 )

ai/
бу ерда b2j — , 0  ^2). 

а2 2
Олдингидек (5.5)’ тенгламалар системасидан х2 ни й^отамиз: 

< х , + < х 4 = < , 1  у ,

+ в « * 4  = * «  J
бу ерда

а ? = а<;>-аУЬ<г'!, (/ ,,2  3). (5.7)'
Шунингдек (5 5)" тенгламалар системасидаги биринчи тенгламани

* 0 бош элементга булиб, куйидагига эга буламйз: 
х3 +Ь<;>х4 = 6 « ’ , (5.6)"

а( !)

бу ерда Ь\у = ~ у  , (у > 3). 
аээ

Яна х} ни илгаригидан (5 5)" дан йукотнб, цуйидагини хосил циламиз: 

а »  х а = а« ’ . (5 5)'"

бу ерда
аГ  =a‘j2) ~ ai i >b ( '.7^ 4). (5 7)"

а(,)
(5.5)"’ дан х„ = =

°\А
1\олган номаълум узгарувчнлар кетма-кет (5.6)", (5 6)' ва (5 6)

тенгламалардан топилади:
х4 =й4,), х3 = b™ -  b^xt , х2 = Ajj’ -  6 ’̂x4 -  бух,, x: = bts -b uxt -  bn x3 -  t l2x2.

ШундЛй цилиб, тенгламалар системасини ечиш икки босничда олиб 
борилади:

а) Тугр и юриш. Берилган тенгламалар системасини учбурчакли 
матрица куринишига келтириладп.

б) Тескари юриш. Кейии (5 6)", (5 6)' на (5 6) (|юрмулалар ердамида



(5 .8 )

х„,х3,х2 ва x, номаълумлар кетма-кет яник-панади.

Мисол: Берилган тенгламалар снстемасини Гаусс усули ёрдамида
ечинг:

х, + х2 + х3 + х4 = 2,
2х, -  Зх2 + 2х, -  4хч = 5,
Зх, + х2 -  2х3 -  2 х 4 = 4,
4х, + 2х2 -  Зх3 + х4 = 2.

Ечиш. Тугри юриш. Берилган тенгламалар системасининг бириичи 
тенгламасидаи коэффициент нолдан фарклн билган узгарувчи танланади. 
Масалан, х, нииг коэффициента ап = 1 * 0 .

Буни хал цилувчи коэффициент деб кабул килямил ва биринчи тенг 
ламанинг х,ар бир коэффициеитини а„ = 1 га булиб чицамиз:

X, + х2 + х3 + х4 = 2. (5 .9 )
бу ерда 6,2 =1; 613=1; 6,„=1; 6„ = 2. Энди (5 .7 ) формула оркали а '" 

коэффициентларни ^исоблаб куй и да ш системами х,осил киля мил: 
ап ~ ап ~ аз\Ьп — “ 3 2*1 = -5; — а216|3 =2 — 2-1 = 0; ,

«и = °А . = -4 -  2 ■ 1 = -6; <  = аа -  а2,*„ = 2 -  2 • 2 = -2;

«и ~ a3i ~ а}ф\з = 1 -3 1  = -2; а33' = л33 -а 3,6|3 = -5;

<  = -5; <  = -2; « г  = -2; «£» = -7; в*? = -3; в «  = -6.
Шундай килиб, у : номаълумли учтя тенгламалар системасини хосил 

циламиз:
-  5х2 -  бх4 = -2,
2 х 2 + 5х3 + 5х„ = 2,

А  2хг -  7х3 -  Зх4 = -6.

(5 .8 ) тенглашнар снстемасида биринчи тенглама узгарувчилариншп 
х,амма коэффицитгларини = 5 * 0  га булиб, куйидаги тенгламяни хосил 
киламнз:

х2 + 1,2хч = 0,4, бу ерда 6*}’ = 0; 62{’ = 1,2; 62, = 0,4.

Энди (5 7)' формула оркалн а'2) коэффициентларни аниклаймиз:

< = 5 ;  в«>=-1 ; 0, в«Г = 7; = 0,6, <  = 5,2.

11нтия;нда икки номаълумли иккита тенгламалар системней хосил булди:
5xj -  х4 = 0,

(5 .8)

7х3 + 0,6х4 = 5,2. J (5'8)"
Шунингдек, (5.8)" тенгламалар системасининг биринчи тенглимагидаш 

а» = 5 * 0  ни бош элемент деб кабул килиб, системанинг биринчи 

теигламасидаги узгарувчиларининг коэффициентларини буламиз:
Х3 -  0,2х4 = 0, бу ерда 6<4г> = -0,2, 6<32) = 0.

Энди (5 7)" формула оркалн aj3) козффициснтларни топамйз:



e">= 2, = 5,2 .

Шундай килиб, бир номаълумли битга тенгламани х,осил киламиз:
2х4 = 5,2.

Ьулардан фойдаланиб, учбурчакли матрица кУринишдаги тенгламалар 

системасини тузамиз:
л, + х2 ф Xj + х4 = 2; 
хг + 1,2х4 = 0,4, 
х} -  0,2х4 = 0;
2х4 = 5,2.

Тескари юриш оркали номаълумларци кетма-кет аницлаймиз: 
х4 = 2,6, х3 = 0,52; х} = -2,72; х, = -1,6.

Масалани ечиш жараёнида сонларни яхлитламай ечганимиз туфайли 

гонилган ечим аник ечимдир.

5 .4 . Гаусснинг ихчам схемаси

Тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечиш жараёнида 
номаълум узгарувчиларнинг бевосита иштирок этиши, хисоблаш ишларини 
мураккаблаштириб юборади. Бундан ташкари, хисоблаш жараёнида хатога 
й$л криш имиз мумкин. Шунииг учун, хисоблаш жараёнини назорат килиб 
боришга -фри келади. Назорат килншнинг энг кулаП усулларидаи бири 
"назорат йиганди" усулндир. Бу усулнинг мохияти шундан иборатки, 
тенгламалар системасидаги хар бир тенгламадаги узгарувчиларнинг 
коэффициентлари ва озод хадляр йигиндиси назорат килиб борИЯади:

Цуйидагн жавдал ёрдамида Гаусснинг1 ихчам схемасини ифодалаймиз. 
Бу жадвалда тенгламалар сисгемасининг коэффициентларн иштирок этади 

холос.
Тугри юриш. а) Жадвалнинг биринчи боскичида берилган 

тенгламалар системасинннг коэффициентлари ёзилиб, охирги устунга (бу 
назорат уступ деб аталади), тенгламалар системасидаги сатрлар буйича 
Узгарувчиларнинг коэффициентларини ва озод хадларни кУишшдан доил  
булган йигинди а1б ёзилади.

б) (5 .5 ) генгламалар сисгемасининг биринчи тенгламасидан 
ко:к|к})ициенги нолдан фаркли булган узгарувчи танланади (умуман, 
системанииг исгалган тешламасинн олиш мумкин), масалан, танлангаи 
ко:м|)фнциент а „ * 0 .  Бу К0;м|к})ициентни аникловчи коэффициент деб

m ini м ii.t ка у ни квадрат катакчага бслгилаб цупми:).



/ *1 *2 *> х, озод  х,ад 
лар

назо|>ат
йишшш

1 «м «1 3 « 1 4 «1 3 «,б
2 «2 1 ар « 2 3 « 2 4 « 2 5 « 2 6

1 3 «3 1 0,3 « 3 3 « 3 4 « 3 5 « 3 6

4 « 4 1 а42 Д43 « 4 4 « 4 5 « 4 6

т + 1 (1) К *,з 4 ,4 ' * , 5 *1 6

< «£’ « 2 «£’ «S'
II < а<»ап «£’ я0)35 «£’

л < ‘>
U 42 < < < « £

т +1 ( ! ) *S? б11’
ш <

««

ан>
U 34 ат35

«S ’
мзв
я(2)а46

т+1 © Ьм *S ’
й (2)W36

IV
ж+1

ат44

Ф
«5?

(3)
w46
* (3>46

1 х,

V
I

1
1

1 •«3
*2

.. * ! . . . . .

Тенгламадаги барча коэффициентлар, оэод х,ад ва назорат йигиндини
я,, га б^либ, т+ \  сатрга ёзиб кУйилади. т  + ’ сатрдаги коэффициеитлар

и. ”
bi = —  формула оркали хисобланади. Кейин йигиндини х,исоблаймиз

«н |»|
ва арифметик амалларнинг тугри ёки нотугри бажарилганлигини текшириб 
чицамиз.

в) жадвалнинг иккиичи босцичида а'1’ коэффициеитлар (5 .7)  

формула орцали хисобланиб, кейин назорат йиганди тузилади.
г) II босдичда системанинг биринчн тенгламасидаги узгарувчиларнинг 

коэффициентларини а[\] га булиб, т + 1 сатрга ёзиб чикамиз:

д) I I I  босцичда х,ам биринчн тенгламадаги уз|нрунчиларнинг \амма 
коск|)фициентларини *■О га булиб, т  + \ сатрга ёзиб оламиз. Ьу гатрцаги

в<2)
элементар ■ ни хисоблаймиз, кейин текшириш утказнмиз. !)нди

«зз
а\V = а™ - ни х,исоблаймиз ва натижани IV боскичгн ёзиб цунмиз.



Тескари юриш. Тескари юриш билан х4,хэ,х2 ва г, ларни 

х^исоблаймиз.
л(,)

*«=-3>-. * ,= *$ ?  ~Ь%'х,, Х2 =*И *1 =*,5 -*.4^4 -*.3^3 " M r
«44

Мисол. куйидаги тенгламалар системаси ечилсин:
2х, + х; + Зх3 = 13 

I,  + хг + *з = 6 
Зле, + хг + г , =8

Ечиш. Жадвалнинг 1 боедпчига берилган алгебраик генгдамалар 
системагининг коэффициентларнни, озод з^адларини па "назорат йиганди" 
сини ёзамиз. CJairpa биринчи теигламадан коэффициента нолдан фарцяи 
булган узгарувчи танланади. Масалан, х, нинг коэффициента (2 *  0) 
танланади ва квадрат катакчага олинади. Энди биринчи тенгламанннг х,ар 
бир х,адини ва назорат йпгиидиии 2 га булиб, т  + \ сатрга ёзиб п^ямиз.

Жадвалнинг иккинчи босдичи цуйидагича тУ'лдирилади: т  +1 сатрдаги 
тенгламани мос равишда - I  га ва -3 сонларга к^найтириб, системанииг 
иккинчи ва учинчи тенгламаларига ц^шиб, х, узгарувчиларни й^котамиэ.

i Х\ хг хг озод ^адлар назорат йигинди
I L i] 1 3 13 19

I 2 1 1 1 6 9
3 3 I 1 8 13

т + 1 Ф 1/2 3/2 13/2 19/2 Н Н - 3 )

0 l l/ ? l -1/2 -1/2 -1/2
I I 0 -1/2 -7 / 2 -2 3 /2 -31/2

Ф -1 -1 -1 1/2

0 а -12 -16
I I I 1 пО 4

1 3
IV 1 2

I 1

I I  босничда х,осил булган икки номаълумли иккита тенгламалар
системасндан коэффициента нолдан фарцли булган узгарувчи танланади, бу 
танланган х2 $згарувчинннг коэффициента 1/2 квадрат катакчага олинади, 
кейин шу тенгламанннг х,ар бир коэффициентини, озод х,адини ва назорат 
iiiiFHU/UicitHir 1/2 га булиб, т  + 1 сатрга ёзиб дунмиз.

Энди I I  босцичдаги т  +1 сатрни 1/2 га кунайтириб, шу бог кич да г и 
иккинчи тенглама га кушиб, I I I  босдични доенл диламиз. I I I  босцичда х, =3 

ни тоиачил ва тескари fiV-'i билан х2 ва х, лярин анидлай.миз:



х , - х ,= -1 ;  х2 = 3 -1  = 2; х3 = 2.
1 3 13 

* ' + 2*2 + 2*3 = 7  тенгламадан х ,= 1 .
Жавоб: х, =1; х2 =2; х3 = 3.

5 .5 . Оддий итерация ycyjm

Чизицли тенгламалар системасида номаълумлар сони к?пайиб кетга 
уни аник усуллар (Крамер ноидасн, Гаусс усули ва бонщалнр) билан ечиш 
жуда кийинлацшб кетади. Бундай \олларда чизинли тенгламалар 
системасини такр,,бий усуллар билан ечишга тукр„ келади. Танрибий 
усулларга оддий итерация усули, Зейдел усули ва бошналар киради. Бу ерда 
оддии итерация усули билан танишиб чинамиз.

Итерация усулининг мо*шпн куКидашча: Берилган „ номаълумли „ 
та тенгламалар сиегемаси учун ихтиёрий х>о) = (х,(0,,х2(‘”,...,х„(0)) векторни
тацрибий, яъни 1фюл ечим сш}*пидя кабул ниламиз, бунн биз нолинчи 
янинлашиш деб атаймиз.

Бу танрибий ечим дан анинрон билган шундай

дг

х‘" "  = (г < "'> х ,< "1).....

ечнмлар кетма-кетлигини *осил ннламизки, Оу гегма-кегликларнин, лимити 
6ерил1вн тенгламалар системанинг ечимидан иборат булади.

Аммо, ихтиёрий олннган бошлангич ечим итерация жараёнини кс ки н  
оширнб юбориши мумкин, шунинг учун иложи борича бошлангич ечимни 
нзланаетган ечнмга янинрон цилнб олиш керак.

Ьиз бу ерда х(0) янинлашишни нандай таилаш холлари билан ганишиб

эдементлапини ̂  А чатрицш.иш бон. днагонал 
элементларини аи,а„.... ат  нолдан фарчли деб, (5 .1 ) чизинли тенгламалар
системасини куйидагича ёзиб оламиз:

х, = Д  + а,,х, +а„х3 -t... + а,„х„, 
x3 :-/? ji Oj|X,+«2. r j +... + а, v
..........................................; ( зло )

= Р„ + ал|хг + а„,х, +... + а ,„ ..х,,^

буерда i * j  учун « * = - « , / „ ,  на / = ,  булганда « ,  =о, (, Д 7,).-

Бу ерда (5.10) тенгламалар сиггемасжш кетма пег нкмшшшиш \.ули 
билан куйидагича ечамиз.

Купиичя .г*0* — (°Аv а X ,Х2 ,...,Х„ ) нолинчи якинлашиш сифатнда (5 10)

Ш>



тенгламалар системаеида р,,рг,р„ ,Р„ ° 3°Д хадляр цвбул нилинади. 

Биринчи якинлашиш:
х,0) = Д +а1гх2(“1+а„х3(0| + . + а , яхя(0),

x ' ,, = />! + e!1xl(,1 + aB l jw + .. + V , W,

*„0) = Р .  +“ л,*,(0> +а„гхг,0) + .. + а„„_1х„_,|0).

Иккиичи яцинлашиш:
х , (2) =  Д  +  а , 2х 2(,)  +  а„х3(,) +  .+а,„х„(1),

х 2(2) = Д2 +а,,х|("+ а пх](1) + ... + а2„х„(,),

х„,г) = /?„ + « „ х ,"1 + а„2х2(1* +... + в..^, г ..,1” .

ва хоказо А + 1 якинлашиш:
х,^ ” = Д  +а12х2(‘) + а„х,,*) + ... + а,„х.(*).
х2(‘+1) =  Р 2 + в 21х,(‘, + аих з(‘ , + ... + в „ х . ,° ,

(I-*!) я (*)j. 4. я  у*„ ~ Р , + а мХ1 +а»2Х2 +' + “ ».»-! *«-1 
Бу ерда *->°с да (5 .1) тенгламалар системаси аник ечимга интилади. 
Агар (5 .10) тенгламалар системасини матрица к^ринишда ифо- 

даласак, куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
Х  = Р  + аХ . (5.11)

(5.11) тенгламалар системасида нолинчи якинлашиш сифатида, 
масалан озод хндлар устунини олишимиз мумкин:

ЛГ|0) = р  . (5 .12)
Сунгра биринчи якинлашиш X 1'1 = р  + аХ{0}, нккинчи якинлашиш 

X w = p + a X {'] ва хоказо *+1 якинлашиш
х(“ |) = Д + аДГ|‘), (* = 0,1,2,....) (5 .13)

<}и>рмуладан топилади. Агар х ,0* , х * 1* , . . якинлашишлар кетма-кетлиги 
чекли лимитга эга булса, x = Iimx(t) бу лимит к -><» да (5.11) системанинг

аниц ечимини беради.
(5 .13) формула кетма-кет якинлашиш усули ёки итерация усули деб 

аталади.
Мисол. Берилган чизикли тенгламалар системасини оддий итерация 

усули ёрдамида ечинг:
2 х ,  +  0 ,1  2 х 2 -  0 , 0 4 i j  =  4 ,

0 , 0 3 х ,  f  х 2 - 0 , 0 5 х 3 = 3 , •• (5 .14)
0 , 0 8 » ,  — 0 ,1 6 х 2 +  8 х 5 =  4 0 .

Ечиш : Б у  тенгламалар системасининг диагонал коэффициентляри 
бч'йичп х , , х . . . г ,  ларни топамиз:



x, = 2-0,06x, +0,02r„l 
x2=3-0,03x, + 0,05x„l (5 .15)
x3 =5-0,01*, + 0,02x2 j 

Молинчи якпнлашиш гнфптидп озод хадллрнн о.|ами:г 
х,|0> = 2; х,(о1 = 3; х'"> = 5.

Бу цнйматларнн (5.15) га цуниб, бириичи мкшшпппшнн топами:): 
х / "  = 2 -  0,06 • 3 + 0,02 • 5 = 1,92; х ,1"  = 3 -  0,03 • 2 + 0.05 5 = 3,19, 

х3("  = 5 -0 ,01 -2  i  0,02-3 = 5,04.

Бу жарпённн даиом эттирнб, иккинчи нкннлашшн: 
х,(2) = 1,9094, х2(г| = 3,1944, x,U) = 5,0446,

учинчи якпнлашиш:
х/5’ = 1,90923; х2(51 = 3,19995; х,1” = 5,04485 

натижаларнн хисоблаш мумкин.

Итерация жараённ якинлашншннннг егарлилик шпргипп исботснз 
теорема орцали келтнрамнз.

Теорема: Агар келтнри.пан (5.11) тенгламалар снстемяси учун 
Куйидаги шартлардан камнда бипасм бажарплеа,

'• Z k | <1* (' = 1,2,...,»») ёки 2. E k h 1' 0' = u , ..,/»)
j;l

у \олда итерация жараёнп бошлангич, иолимчн якиплашишпииг кандай 
танланншнга боглиц бу'лмпсдаи ягона счпмга лцинлашадн.

5.0 . Холецкий усули (схемаси)

Чизикли тенгламалар систсмаснпнпг ихчам к5’’рнн111нларидаи бирн, 
унинг матрица курппншдагн ш|юдаспдир.

Матрица к /ннпшдаги чн.чпц.ш тешламалар системаси берилган 
булеин:

АХ = Ь , (5 .10)
бу ерда А п - тартнбли квадрат матрица:

« 1 '

и

и .

~-------------1

<5*

Маълумки, хар кандай махсус булмагчн квадрат матрицами пккитп  
\чбурчнклн м.-и |и| цп и пн I купайтмаеи шаклнда ифодалаш мумкин:

А = « г  , (5 .17)
бу ерда

(>«



X 0 , . 0 ' 1 с12 ■• Си

в = ъ» 0
с =

0 1 . • с2„

X ьл • 0_ 0 1
Цуйи ва юцори учбурчакли матрицалардаги 6, ва с„ лар цуйидаги

(5 .18)

(}>ормулалар оркали аникланади

Ьь = аЧ - Ц Ъ* С* ’ ( '^ > 0

C\j ~ ~г~i (1 < i < j )  
*11

s = f a» - z * * ' K

(5 .19)

Излаиаёттан X  вектор цуйидаги тенгламалар системасидан топилади: 
Ву = Ь, С Х = у .  (5 .20)

В  ва С учбурчакли матрицалар булгани учун, бу системаларни осон- 

лик билан ечиш мумкин, яы ш :
l̂.n+l

>1 = ь» '
1 (

У, =

; > 1

- X (5 .21)

(5 .22 )

Чнзш^ли тенгламалар системасининг бундай ечилиши Халецкнй 
схемаси деб аталади. Хусусий х,олда А симметрии матрицадан иборат булса, 
яъни at] = af  б^лса, у пактда

с,-= V й* ('<•/)•
Мисол.

х, -  Зх2 -  6х4 = 9,
2х, + х, -  5Xj + х4 =8,
2хг -  х, + 2г 4 = -5, 
х, + 4хг -  7х3 + 6х4 = 0.

Ечиш Системами ечишда жадвалдан фойдалаиамиз. Жядвал уч 
oVvitlMUMI иоорнт. МгКИНЧИ булимнинг биринчи гятрини ХО СИЛ цилиш учун.



биринчи булимниш барча элементларили а„ =*„ га булиб оламиз: 
Миеолимизда

ал = А|= 1. ci2 = -3; Си =0; с14=-б; сп =9, с,4 = 1 

Жадвалдаги иккинчи булнмнинг и к к и н ч н  уступит. тулдирамиз.
(5 .18) формуладан <|юйдаланиб i j2 ларнн аницлаймиз:

Ь71=ап - ьг\сп = 8. = «32 - *3|С,2 = 2, Ь42 = а„ - Л.,с,2 = 7.
Шунингдек, (4 .19) формуладан фойдаланиб с! ; ,‘ = ни топамиз 

х,амда жадвалнн цолган цисми тулдирилади.

*1 V3 х 4 1 -V. А * * 3 V4 I
"и ап ап а» аи «ie 1 -3 0 6 0 1

I аг, °22 а23 ° 2 4 « 2 5 « 2 6 2 1 -5 I 8 7
«з, " 3 2 «33 « 3 4 «I! « 3 6 0 2 -1 2 5 2
°4, « 4 2 «43 « 4 4 «4 5 « 4 6 4 4 -7 6 0 4

С !2 >̂3 С ,4 С» 1 1 3 0 6 9 1
I I * 2 , С23 С1А С21 ^26 2 8 1 -0,625 1,625 1,25 0,625

3̂1 Ьг. Н, CJ4 С» 0 2 0,25 1 5 10 13
К ь . «4 J *4 6 1 7 2,025 10,5 1 2,52 3.38

У> X, Г  9 3
I I I Уг Хг 10

8
4

Хз 10 1
У* Xt 1 I

5.7. Зейдел усули

Виз оддий итерации усулидан мукаммалроц булган Зейдел усули 
билан танишиб чицамиз. (5 .1) тенгламалар системасининг матрицаси бош 
диатнал элемеитлари аи *  0, (/ = 1,2, ,») деб фараз циламиз ш. системанинг 
сагрларини мос а„ элемсшлари.а булиб, куй и да келтирилгап тенгламалар 
системасини хосил циламиз:

(/ U , y  = M ). (5 .23 )

1ешламалар систсмасинин. илдизлари..ннг ихтиёрий нолиичи 
якинлашиш.. сифатида W ° > ,  цииматларни г„ г„  номак.ук.лар.а 
маълум маънода моероц цилиб танлаб одам..:., илди:мпрниш

к якинлашишн маълум деб фараз цилиб, Зейдел усули буйича 
ш.'шзларнин. к < I >) к I н м;м п и mi и 1.11 куйида... форму.ча;тр ёрднмида топамиз:



* r ’ = A + lX * / ‘’

i *

x '

. . “ •, , = A + Z « , * r )+ e - * .“ '-
/•»

Зейдсл усулн билан оддий итерация усулининг фарцн шуидан 
ибораткн, оддий итсрицияда к -якиплашишни топиш учун к-\ -  
яцннлашишдаи фойдаланнладн. Зейдел усулида эса х, номаьлумларшшг

* + 1 ицишшшншшш х,исоблаганда, А-лцинлашиш билаи биргаликда 
•*.-! номаълумларнннг з̂ исоблаб тоннлган к + l яцнилашиишдпн \ам

фойдаланнладн.
Одатда Зейдел усулн оддий итерация усулнга ннсбатан ечимга тезрок 

якннлашадн. Бу in ;кала усулнниг якинлашншларн устма-уст гушмайдн, 
леки» кесишадн. Апрнм холларда оддий итерация усулн узоцлашуичи 
булгаида хам, Зейдел усулн ечимга яцннлашншн мумкин. Амалнетда 
шуидан доллар *ам учрайднкн, оддши итерация усулнга ннсбатан Зейдел 

усули секпн якнилашниш \ам мумкин.

Агар система матрпцасинииг диагонал элеме!шыри

тснгсизлнкнн цаноатлантнреа, ечнмга яцшишшиш жараёни тезрок булади.
Мисол. Берилган тенгламалар системаси Зейдел усулн ёрдамида 

ечнлсии:
2х,+х2 + х3=4 ,>  

х, + 3Xj + х, = 6, L  
х, +хг + 5х} = lO.j

ёки f
x, = 2 - i x J - i x )> х2 = 2 -| х ,-^ х з ,  xj = 2 - - x, - - x1.

■ (0) _  о v (°> -У} V (0) -  9Илднзиннг нолничи яцнилашнши сифатида х, - г ,  хг -4 . x ,

озод хадларни оламиз.
Зейдел усулинн кетма-кет куллаб, куйндагнларни х,оснл киламиз:

х,(,>=  2 Л , 2 « « ' - 1 , М  =  2 - 1 . 2 4 . 2  =  0 ; * 1 «, 1 =  2 Ц х 1« - 1 * з ‘ , , > = 2 - 1 - 0 - 1 - 2  =  1 . 3 3 3 ;

2 2 2 2  3 1 j o
- 0) -  2 - 1 х 0 ,- - х  (,) = 2 - -  0 -  —■ — = 1,75з 5 5 з



Иккинчи якинлашиш:

х,(2) = 2 -  - х 20) -  -  х,(|) = 2 - - - 1,333 -  -  ■ 1,75 = 0,459;
' 2 2 2 3 2 2

х2(2) = 2 -  -  ~х,{,) = 2 -  -  • 0 ,459 -- 1,75 = 1,277;
3 ' 3 ’ 3 3

х,т  = 2 -  - х , (2) -  J-x2,2) = 2 -  !  • 0,459- -■ 1,277 = 1,684 
5 5 ' 5 2 5 5

Учинчи якинлашиш:

х,(3) = 2 - ^ х 2,0,~ х 3,2) = 0,520; х2(3) = 2 -| х ,|3) - 1 х , (2) = 1,179,

х,*3) = 2 - х ,3) х (3) = 1,664.
5 ' 5 2

Туртинчн якинлашиш:
х,(4) = 0,576; х2,4) = 1,157; х,|4) = 1,426

Бешинчи якинлашиш:
х,(,) = 0,7085; х 2( !)  = 1,3327; х3(,) = 1,6534.

Олтинчи якинлашиш:
х,(6) =0,5169, х2<в) = 1,309; х3'61 = 1,604.

Бу топилган кийматларни берилган тенгламалар системасига куйсак,
улар системяни тахминан каноатлантиради.

5.8. Релаксация усули

Виз чизнкли тенгламалар систсмасини такрибий ечишнинг оддий 
итерация ва Зейдел усуллари билан танишиб $тган пдик. Б у  усулларнинг 
алтритмляри бир-бирига жуда у-хшаш эканлигнни бпламиз.

Чизикли тенгламалар системасини такрибий ечишдаги релаксация 
усули алгорнтмн оддий итерация ва Зейдел усулларидан анча фарк килади.

п номаълумли п та тенгламалар системаси берилган булсин: 
апх, + я,2х2 + .. + а,„х„=А„
в„х, +апхг + ..л а пх„= Ь г, (5 24)

Б у  генгламалар системасини элементар алмаштиришлардан кейин 
куйидйги кУрннишга келтирачиз:

- х ,  + 6,,х2 + .. + 6,„х„ +с, =0,

- х г +й2,х2+.. + 6,„х„+с2 = 0, (5 25)

,х„_,+с„ = 0
Бу ерда (5 .24) тенгламалар еистемнсидаги биринчи теныпманн -а,.



га, иккинчи тенгламани -а п га, шунингдек, и-тенгламани -а„„ га булиб 

чикдик ва Ь = - — , (i *  j) ,  с > -—  Двб белгилади.
аи ^

Нелтирилган (5 .25) тенгламалар системаси учун лар

ечимнинг нолинчи якинлашиши булсин. Бу кийматларни (5 .2 5 ) тенглама­
лар системасига куйиб, куйидаги фаркни (хатоликни) аницлаймиз:

f t r = c , - * r + £ v : 0).

D(«) _  „ _  v(°> 4- V  А Г<°>
«2 - С2 *2 j *  21 ‘ ’ I .  (5 .26)

« r ^ - * r + i v ; 4
j=> J

Агар, номаълумлардан -бнроргаснга, масалан х *  га 5-х®1 орттирма 
берсак, бу номаълумга мос келган Я™ фарк S ■ x f } мивдорга камаяди. 
Цолган Л<°> фарклар эса Ь„5 x f 1 мивдорга ошади. Шундай цилиб, навбатда- 
ги Я " ’ фаркни нолга айлантириш учун, 4°’ мивдорга 8  x j1’ = R f ]орттирма 
бериш етарли. Шундан кейин R f  га эга буламиз, шунингдек i * s  да 

R ^ ^ R ^ + b uS - x f ' .  (5 .27)

Релаксация сузи "кучсизланиш" маъносини бнлдиради. Релаксация 
усулининг алгоритми шундан ибораткн, х,ар бир цадамд." фпрцларнинг абсо­
лю т киймат буйича энг каттаси танланиб, нолга айлантирилади. Агар охир- 
ги алманггиришда системадаги х,амма R 1̂' фарклар талаб килинган

аннкликда нолга тенг булса, масалани ечиш жараёни гухтатилади.
Мисол. Цуйидаги чизикли тенгламалар системней релаксация усули 

ёрдамида ечилсиц.
10х, + X ;  + X j  =  12,
2х, + 10х2 + X j  = 13, ‘ 
2х, +2х, + 10х3 =14.

Ечиш . Тенгламалар системасини }>елаксацня учун кулай кУринишга 

Kejrrnpn6 ёзиб оламиз:
Г — х, — 0,1х2 -  0,1х3 +1,2 = О, 
-  х2 -  0,2х, -  0,1х3 +1,3 = О, 
- х 3 -0,2х, -0,2х2 +1,4 = 0.

Бошлангнч ечим учун куйндягнни кабул цилишимия мумкин:
х,'0| = х™=х<0)=0.

Энди (5 .26 ) фоомуладан .{юйдаланиб, Л,(0), « Г в я  Я ‘1,) хятоликларии

• аннкланмиз:
Л,10’ = 1,2; Я ‘0) =1,3; « Г 1 = 1,4.



Энг катта фарк Л,(0) бфлгани учун, оргтирма сифатида &с° = 1,4 
кийматни оламиз. Бундай фойдаланиб, навбатдаги фар^чярнн
аниклаймдо:

я,0> = я,т +б„&° = 1,06, «<” = я;0’ +ь2,&°, = 1,16, л,(|> = /?<"> - л'°> = о.
С^нгря <ScJ = 1,16 деб оламиз ва R j0) фаркларни х,исоблаймиз:

... Х х , Я| -Va *2 X*
0 1,2 0 1,3 0 1,4

-0,14
1,06

-0,14
1,06

1,4 -1,4 • 
0

-0,116
0,944

1,16 -0,116
0

-  0,232
-  0,232

0,944 -0,944
0

-0,1888
0,1888

-0,189 
. -0,421

0,0421
0,0421

0,0421
-0,1469

-0,421 0,421
0

0,0147
0,0568

-0,1469 0,147
0

0,0294
0,0294

0,0568 -0,0568
0

-0,0114
-0,0114

-0,0114
0,018

I 1,0008 1,0131 0,979

Л” ’ = /?<” + 6,j&S'> = I,06 -  1,16 = 0,944, = /?''>- Я { ,! =0;

й‘!) =Л 'П+*„<&■;" = 0 -  — -1,16 = -0,232. з з и . , 0

Кейинги оргтирма сифатида энг катта фарк &г[!| ни олиб яна 
Rj'\  (/ = 1,3) ларни тоиамиз. Шундай килиб, хисоблаш натижаларини жад- 

палга ёзамнз. ^исобиинг т^три бажарилишини такрибий кнйматини берув- 
чи йигиндидан фойдаланилади. Демак,

х, =0 + 0,944 + 0,0568 = 1,0008; хг = 1,16- 0,1469 = 1,0131; х, = 1,4-0,421 = 0,979.

Назорат учун топилган xlt (/ = 1,3) ечимларнн берилган тенгламалар 

riirr^ ia ta irn  к5’ямиз:
ч 10-1,0008 +1,041 + 0,979 = 12,072, 2 ■ 1,0008 +1,0131 + 0,979 = 13,126,

2 1,0008 + 2 -1,0131 + 10 0 979 = 13,832.
Натижани яхлитлаеак, гисте.манинг $нг ва чан томонларининг тенг 

эканлигига ншонч хосил килпмиз, яъни:
12,072 »  12; 13.126 «13, 13,832 «  14.



6 -БО Б. Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н ТЕ Р П О Л Я Ц И Я Л А Ш

6.1. Интерполяциялаш масаласининг дуйилиши

Олий математика курсида функциялар хар томонлама урганилган эди. 
Амалий масалаларда учрайдиган функцияларнннг куриннши кунинча мурак- 
каб булиб, уларнинг аналитик и(|юдасинн айрим холлардагина топиш мумкин, 
бошда \олларда у.тарнннг аналитик шфодасинн гопиш мумкин эмас. Бундай 
Холларда берилган мураккаб (функциями ургаинш дулайрод булган соддарод 
(функция билан алмаштириш мадсадга мувофиддир.

Интерполяция деганда, эркли узгарувчи миддор билан функциянинг 
дискрет нудталардаги мос дийматларн орасидаги муноеабати маълум булган 
холда функционал боглаиншнннг такрибий ёки аннд аналитик нфодасини ту- 
зиш тушунилади. Интсрнолнциянннг асосий масаласи [л,Ь] оралиднинг ихтиё- 
рий нудталарда / (х) функция дийматнни бу фуикциянинг уша оралидда 
дарашли булган чекли сондаги дг,,(/ = 1,н) нудталардаги у, = / ( * ,)  дийматлари 

ордали топишдан иборатдир. Бошдача аитганда, интерполяциялаш - бу функ­
циянинг дискрет днйматларндан фойдаланиб, унинг аналитик нфодасини ту ­
з и т  демакдир. Фараз дилайлик, [а,*] оралиднинг х,, (i = 0,n) нудталарнда 

у  = /(х )  (функциянинг у ,, (; = 0,н) дийматлари маълум буленн:
/ (*„ ) = уи, /(* ,) = .>■..... f ( x j  = y„

Шуидай tp(x) «функциянп тузнш керакки, бу функция маълум функция­
лар синфига гегишли булнб, х, нудталарда /(х )  (функциянинг /(*,) 
дийматларини дабул днлеин, яъии <р(х0) = у0> <р(х,) = у 1,.. , <р(х„) = у„.

Ф ункциянинг маълум днйматларига кура унинг аналитик нфодасини то- 
Ш1111 масаласн, геометрик нудгаи назардан, (л ,Л ) . (дг,,у,),.... (хп,у„) иудталар 

бернлганда, бу нудталар ордали Угувчи згри' чизидни тошшнш билдиради. 
Одатда берилган нуцталардан чексиз куп :>гри чизиц угказиш мумкин.

Агар / ( г )  функция ни интериоляцннловчи <р(х) (функция купх.ад кури- 

нишда булса, буцга кунхад кУринншдагн интерполяциялаш деб аталади. Агар 
ф ( х )  функция тригоиометрик кунхаддан ибо par булса, тригоиометрик 
куринишдаш интерполяциялаш деб аталади. Бундан ташдари <р(х) (функция 
курсаткичли функция шаклида, Лежандр куихади, Бессел функцняси 
кУринишнда хам тузилади. Амялиётда кунинча содда ,ш кулай булган кун.\ад 
кУринишидаги-интерполяцион с|юрмулаллр дулланилади. Баъзи \оллардн, агар 
берилган функция даврий фуикпиядан нборат булса, уни тригономегрик 
куринишдаги купхад билан алмаштириш мадсадга мунофнд.

Берилган функцияни кУ'ИХйД ёки тригоиометрик куриипшдаги купх,ад 
бнлан алмаштириш назариясй, 1885 йилда Всйерштрасг томонидан



исботланган иккита теоремага асослангандир. Теоремаларнинг мазмуниин 
исботсиз келтирамиз:

1-Теорема. Х,ар ' цандай [я;А] оралицда берилган узлуксиз /(х) 
функциями шундай Р(х) купх,ад билан алмаШгирнш мумкин, буларншн 
аницлик дяражалари бир-бирига истплганча яцин булади. Бошцача айтганда 
[а;*] оралицда шундай Р(х) купадд топиш мумкинки, х нинг х,яр цандай 
цийматида |/(х)- < е шарт бажарилади, бу ерда е>Ь етарлича кичик 

мусбат сон.
2-Теорема. Даври 2лг булган х;ар цандай узлуксиз f ( x )  функцияни 

цуйидаги тригонометрик куп\ад билан алмаштнриш мумкин:
g(x)=a0 +а, sinx + Oj sin 2х+ +аяsinmr +А, cosx + . ,+i.cosrar, 

бу алмаштиришда f(x )  ва g(x) функцнялар х нинг ихтиёрий цийматида 
|/(*)-£М |<* тенгсизликни цаноатлантиради, бу ерда S  ихтиёрий кичик 
мусбат сон.

Б у  теоремаларнинг геометрии маъносини цуйидагича и зо б а т мумкин 
(10-чизма).

Агар у = / {х ), > = /(*)+ « ва у = f(x )~  е  функцияларнинг графигини 
чизсак, у вацтда шундай алгебраик ёки тригонометрик кутщадни топиш 
мумкинки, бу кун\адга мос эгри чизиц х нинг [о;Л] оралицдага барча 
цийматлари учун у  = f(x )+ e  ва у  = / (х )-е  эгри чизицлар билан чегараланган 
сох,ада жойлашган булади.

Бу теоремаларнинг мохиятн шундан ибораткн, берилган функцияни ис- 
талган аницлнкдаги куихад билан алмаштириш мумкин.

6.2 . Чекли айирмалар

Агар у  = f { x )  узлуксиз функция у<,,уу,у~,...,ущ цийматларига эга булса, у 
вацтда y s - у а, уг ~у„..., y„-y„.t айирмалар биринчи таргибли чекли айирмалар 
деб аталади. Бу айирмаларни мос равишда Ду0,Ду,,Ди2, . куринишда белгилаб, 

цуйидаги 1-тартибли чекли айирмаларга эга буламиз:



Ау» = >, - л .  АУ| =>2-> 'i. АУг = У > -У х~ , Ау̂ -i = .у.-> V i, Ау. =>„, - j v
Биринчи тарггибли чекли айирмаларнинг фарки иккинчи тартнбли чек­

ли айирма деб аталади:
Л!>0 = Ау, -  АУо = У 2 -У\ -У , +Уо = У г -  2 У\ +Уо<
AVi = Ду2 -  AVi = Уъ -  У 2 -  У 2 + У, = >1 -  2Уг + .

«•' Л2У* = АУ<ы -  Ау. = >,.2 -  JV i  - +  У. = -У..2 - 2_У„, + .У.■
Учинчи тартнбли чекли айирмани \ам куйидагнча топиш мумкин:

= Ь2У, -  А\у„ = У, -  2у 2 + у, -  Су2 -  2у, + у0) = у, -  Зу2 + 3у, -  уа,

£  У. = AV..1 -  Д 'л  = >\.э - Ь „ 1  + 3у„,,
Ш у йул билан п -таргибли чекли айирмани хам топиш мумкин.

6.3 . Купхаднннг чекли айирмалари

Бизга ихтиёрий п -таргибли к^пхад берилган булсин:
У -  / ( * ) - « "  +Ьх"~' +сх”~3 +... + кх + 1 ( 6 .1 )

Бу к^пхад учун чекли айирмалар кетма-кетлигини тузамнз. Бунинг учун, 
агар аргументга х+Дх оргтирма берсак, функция хам у + Ау орттирмани кабул
килади:

_у + АУ = / ( х  + А)" = а(х + А)" +. л к ( х  + И) + Ь , ( 6 . 2 )

бу ерда А = Дх, агар ( 6 . 2 )  дан ( 6 . 1 )  ни айирсак куйидагига эга буламиз:
Ду = а[(х + А)" -x "]+ ... + A[(x + A)-xJ 

Ньютон биноми буйича (x + h)",(x + />)"~\ . купхадларни очиб чиксак, 

куйидагига эга буламиз:

Ду = й

+  Ь х "  + (« -  1)Ах +

2!

л - 2  . (п -  1)(/1- 2)
2!

+ . +*А,

Ду = anhx' 1 + X +

ha, п (п -Щ п -2) + + сА(и_ 2) х" 3 + ..л к к
3! 2

Агар Дх с А узгармас сондан ибортт булса, охнрги формуладаги квадрат 
кавслар ичидаги х" г, х " 3 ва хоказо узгарувчиларнинг коэффициеитлари хам 
Узгармас сондан нборат булади. Буларни мос равишда Ь\ с' ва х<>кн:ю доб бел- 

гнласак, у вактда цуйидпги кУрннишга эга буламиз:
hy = cmhxn~' + b'x"2 лс'х"л + ... + к'х + Г. (6 .3 )



Шундай килиб, п -таргибли купхдднинг биринчи чекли айирмаси п - 1 - 
таргибли купхдддан иборат экан.

Иккинчи таргибли чекли айирмани топиш учун х га Дг = А орггирма бе 
ремиз, у вацтда (6.3 ) формула куйидаги куринишга эга булади:

4у + А(Ду) = anh(x + Л)"-1 + b '(x  +  h ) " 2 + ... + Л  ( 6 .4 )

(6 .4 ) дан (6 .3 ) ни айириб отйидагига эга буламиз:
Д(Ду) = t f y  = anh[(x + h)"-' -Дг” '] + * '^  + А)" 3 ,. + *'А.

Ньютон биноми буйича (x + hy  ', ( r  + А Г 2 кугщадларни очиб чициб 
х’ \ х" узгарувчиларнинг коэффнциентларини олдингидек мос равишда 
Ь", с',..., е" харфлар билан белгилаб, куп^аднинг куйидаги иккинчи таргибли 
«йирмасини х,осил киламиз:

Дгу , =an(n-\)h2x"-2 + Ь"х"-1 +... + к"х + Г'.
Демак, (л- 2 ) -даражалн купхад иккинчи таргибли чекли айирмадаи ибо 

рат экан. Бу жараённн давом отгирнб, берилган кУщад учун п -таргибли чек­
ли айирмани ^осил киламиз:

А"Л  = 4 '(п -1 )(л -2 )...ф "х"-" =ап\ A V  = ah’ r i .

Натижада п -даражалн чекли айирмя узгармас сондан иборат экан.
Мисол. куйидаги у  = Зх, - х г + 4 х - 2  функция учун горизонтял жадвалдаи 

фойдаланиб чекли айирма тузилсин. х0 =0 бошлангич кийматдан кадамнн 
й = 1 деб кабул килинсин.

Ечиш, дг0 =0, х, = 1, хг = 2 кийматларда функция мос равишда 
Куйидагиларга эга булади:

Л = - 2 ;  *  =4; Л  = 18. .
Чекли айирмалар эса

А У о = Л -Л = 4 -( -2 )  = 6; Ду, -  Уг ~ У, = 1 8 -4  = 14; А2>-0 = Ду, -  ДГо = 14 -6  = 8

6.4. Умумла1иган ,таража

Биз кейинги мавзуларда айрнм мураккаб математик ифодаларнн cn i hj 
ва кулай усулда ёзиш учун умумлашган да[шжа тушунчасндан фойляланя-> iu

Таъриф. Агар п та кунайтувчннинг х;ар бирн олдингнсидан h узгпрм-j' 
срнга кичнк булса, бундай суп^ад х нинг п -дярая«яли умумлашган дяражпго 
деб аталйДи:

xW = х(х -  h)(x -  2А). [г -  (п - l) h j ,  (6 .5 )
бу ерда А - узгармас сон.

Одатда умумлашган даражанинг курсаткичи [г] курннишда ёзилади. X у 
сусий *олда, сгар г  = 0 булса, дгм = 1 булади. Агар г = п булса, умумлашган дя 
ража одатдаги даража билан мос келади: х ^  =х".

Умумлашган даражалар учун чекли айирмаларии ^игоблаймил Ьиршгш



чекли айирма учун, (6 .5 ) ифодани. хисобга олган \олда куйидши формулага

эга бФламиз: . t ,
Дх1"1 = (х + А)1"1 -  х1"1 = (* + h)x [х -  (и -  2)Л] - х (х -Н )\ х -(п -\ Щ =

= х (х - A) [х - (я - 2)/)Ц(х + А ) - [ х - (л -  1)ЛВ = Х (Х - h) [x -  (и - 2)h\>h = пАг'"

яънн,
Дх1”1=„Лх[” '1. (6 .6 )

Иккинчи-чскли айирма куйидагича булади:
Д1 хИ = Д(Дх1"1) = Д(мАх)1" '1 = пЫп -  1)Лг!" 21 = иА2 (л - 1)*1"

Шунингдек, к -чекли айирма куйидагича булади:
Агар к > п булса, Д**1’* = 0 булади.
(6 .6 ) формуладан оддий чекли йипшди формуласини келтириб чикариш

MVMKHH. ^  -
Агар x01x,',..jr,,..., тенг узоцликда ётган нукталар булиб, улар орасидаги 

масофалар узгармас А кадамдан иборат булса, х„, -  х, = А куйидаги йигиндини

караймиз:
и  ,,
/*о

Биз (6 .6 )  формула буйича куйидагига эга буламиз;
х1”1 = Дх1’*,|/А(п + 1).

Б у  формулага всосан чекли йипшди куйидаги кУринишга эга булади:

С ____ !___у  х М  а 1 _ U - 1  -  x j"* '1 + X,1”*'1 -  + *ИМ  -  xN_,H 1 }=
* A(n + 1)& 1 А(и + 1)Р '

h(n + 1) 
демак,

V-1 ~ |«0 V
у  у l-l _ * »  ~ ->—  (6-7)
^  ' А(и + 1)

Бу формула бутун мусбат даражалар учун одатдаги Ньютон Лейбниц 

формуласидаи иборат. =

6 .5 . Ныотоннинг биринчи интерполяция формуласи

Ньютоннинг биринчи интерполяциялаш масаласининг мохияти

куйидагича изошланади. ,, ,
Бирор ораликда у = / (* )  функция аникланган булсин. Бу функцияни

ечиш кулай булган шундай Я„(х) кУп*ад билан алмаштиришни мацсад килиб
кУямиз. Танланган Р„(х) кугщад и даражали кунхаддан иборат. Берилган
У ~ / (х )  функция х нинг тенг узокпикда жойлашгян х0,х,,х,,...,х„
кийматларида у„,у^уг>—>у. кийматларни кабул килсин. Куп\адни куйидаш



кУринишда излаймиз:
Рп(х) = аа + а , ( х - х 0) + а2( х - х 0) ( х - х , )  + ... + а „ ( х - х 0) ( х - х 1Х х - х 3) .( ( * -* „ _ ,)  ( 6 .8 )  

Биз Og,a,,а,,. ..,а„ коэффициента рни шундай анинлайликки, натижада

Л(*о)=,л Л ( * | ) = л ..Л ( * 1 ) = л ....Р .Ю = У .
булсин. Нунталар тенг узоцликда ётилганлигн учун x - x 0 =h, х 2 - х 0 = 2А,..., 
хп - х 0 =nh  булади.

Буларни х,ис(*бга олсак уа =а„ ёки а0 = у0 ёки
у, =а0+а1(х -х 0)= у 0+а1А, а, = (у ,- y 0) lh  = Ду„/А,

У ; = а 0 + о ,(х2 -x „ )  + a2(x2 - х 0Х х 2 - х , )  = у0 + ? l - * - -2h + a I d h 1.

Бундан а2 коэффициенгни х,исоблаймиз:
«а = ( Л  - 2 *  + >„)/(2!А2) = Д*Л  /(2!А2).

Уз = ° 0  + ai (*J -  * 0) + a: (*3 -  *о К х 3 -  х , ) + a, (х3 -  х0 )(x, -  X, )(x3 -  x 2) =

= y  + Ь л У ± ЗИ + У1 ^ Щ 1Уо 6f)2 +a 6h> ■
* 0 h 2h ’ 

бундан a2 коэффнциентни анинлаймиз:

Vt-У о  .  ДУо 
3!AS

. A>o

я  У з - Ь г  +3>, -y „  _ Aaj>, 
J 6A! 3!AS

Ущбу жараённи давом аттириб, а„ коэффицнентни анинлаймиз а„ = -
п\п

Б у коэффициентам (6 .8) формулага нУйиб, Ньютон нинг 1 интерполяция 
формуласини хосил циламиз:

/ ( х )  *  Р „  ( х )  =  j> 0 +  A v 0 ( *  -  * 0) /  А  +  Д \ У о  ( х  -  Х „  К х  -  х , ) / ( 2 ! А 2 )  +

M » * V ..... . S b S K S t f c b i l .  <М »
/1!Л

Амалиётда Ньютон ингерполяциялаш формуласишшг содда усули 
кУлланилади. Бунинг учун (в .9) формулани цуйидаги курннишда ёзиб ола­
миз:

= ( 6 -10)
A И A A ri h h h

Бу ерда ( x - x 0)/A = g белгилаш кирнтсак, x = x0+qh булади. Нунталар тенг 
узонликда ётганлиги учунх, = х0 + А, х2 =х„+2А,.... х„ = х0 + nh булиб, куйидагига 

эга буламиз:
х -  х, _ х -  (х„ + А) _ х -  х0 -  А _ х -  х„ "А _ * ‘

А А А ~А А - 9  ’
х -  х2 х -  (х0 + 2А) х -  х0 2А ,,

А ‘ А ~ A ~ ~ h ~ 4 ’ ~

х-х._| _  х - [х 0 +(и-1)А| х - х ,  (я-1)А  , п  
А А А А



Бу цийматларни (6.10) га цуиеак, цуйидаги формула хосил булади:

/ (* )  *  рг, 00 = >'о + ?АУо + 4(q~ - -  А2 Л  + Ь'Уо + -
2! 31 ( 6 . 11)

, <7(<?-1) .(? -»  + Од„ 
и!

бу ерда х0 нуцтадан х нуцтагача етиш керак буладиган цадамлар сонидан 

иборатдир. Бу ({юрмула Ныотоннинг 1-интерполяциялаш формуласинннг 
охирги куринишидир.

Ш уни эътиборга олиш керакки, (6.11) формула у - f(x )  функция \с̂ 
нинг кичик цийматида х0 нуцтанинг атрофида интерполяциялаш учун ишла- 
тиш цулайдир. (6.11) ф о р м у л а д а н  , .= i булса, Pt(x) = y0+qAy0 - чизицли интер­
поляция, п - 2  булса Р2(х) = yo + qAy0 + q(q-])A2ya/2 - параболик ёки-квадратик 

интерполяция формуласи хосил булади.
Мисол. Берилган у = е1х функция учун [l; 1,4] кесмада Л = 0,1 цадам буй­

ича интерполяция купхади Рг(х) тузилсин. Жадвалда х га мос у  нинг 

киймаглари берилган:______________  ___________________________ _____________
X 1 1,1 1,2 ьз 1,4

У 7,38906 9,02501 11,023 13,464 16,445

Ечи ш .
X У д2>' А'у

1,0 7,38906 1,63595 0,36204 0,08097

1,1 9,02501 1,99799 0,44301 0,09699

1,2 11,0230 2,44100 0,54000
1,3 13,4640 2,98100
1.4 16,4450

Энди п -  3 ва х0 -1 , _у0 = 7,38906 цийматларни хисобга олсак ва (6.11)

формуладан фойдалансак, куйидагилнрга эга буламиз:

/’,(г) .т 7,38906 +1,63595■ q + 0.36204■ + 0,081 ■ q q̂~ ^ ~ ^ , ёки
2 6

/ ’ (*) = 7,3 8906 +1,63 595q + 0,181 • + 0,013-q(q - 1)(? -  2), бу ерда <7 = ̂  = 10 (х - 1)

6 .6 . Ныотоннинг игскинчи интерполяция формуласи

Ныотоннинг биринчи интерполяция формуласида у  = / (х) функциянинг 
кийматини х„ бошлаигич циймати атрофида хисоблаш цулай булиб, функция­

ни жадвалнинг охиридаги" цийматлари учун хисоблаш ноцулай. Ш унинг учун 
>’ = / ( * )  функциянинг жадвалдаги ихтиёрий цийматларини хисоблаш учун



Ньютоннинг 1 -интерполяция формуласи х„ дал олдингн караб бажарилса, 
Ньютоннинг 2-интерполяция формуласи охиридан х„ дан оркага караб бажа- 
рилади.

Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласини келтнриб чикариш 
учун танланадиган кУвдадни куйидаги к^ринишда кабул киламиз:

/’.(*) = «о +ai(x -x „ ) + a2(x -x „ X x -x ^ )  + a i( x - x J ( x - x n_,)(х 
+ , ( 6 . 12)

Биз бу ерда а0,а,,а2,...,а„ коэффициентларни шундай аннклайликки, на- 
тижада (0 .12) купх,аддаги х Урнига, кетма-кет х„,х„.,,х„_г ,. ,х, кийматларни 
Кргандан P ^ x J , Рп(х„„,),..., />„(х,) булеин. Агар Р„(х„) = у„, Я„(х„ ,) = >„
K ( xi ) = У, деб олсак, пуйидагиларга эга буламиз:

У. = “о. Л-, = а0 + а, (хя_, -  х„) = уп + а, (-А) 
еки а„ = у „  а, = 0 „  -у,_,)/к  Агар у н - у ^  = д'Уп деб олсак,

A h

у - 2  = «О + Я, (V J -  ) + а2 (хя_2 -  х„ )(х„. ‘  -I) = > , + (~2А) + а2(-2А)(-А),

2А2 “  2! А1

Цолпш коэффкщиентларни \ам шу усулда аниклаймиз:
„  _  „ _ д > „  лпу

3 3IA1 ’ 4 4!А4 “  и!А"
Энди топилган а0,а„а2,...,а„ коэффицнентларнинг цийматларлни (6.12)

формулага к?йиб, Ньютоннинг 2 -интерполяция формуласини келтнриб 
чикарамиз:

рЛ х) = У „ + ~ ( х ~ х , )  + ̂ - f - ( x - x j( x - x „ _ , )  +

А’* . ,  А-v (В Л З >
3!А3 * " )(х JC- ' )( jr" Jr"->> + -  + ^ r ( * - Jf- X * - * , .| ) . . . ( * - x l ).

(6 .13) формула <? = (х-х„)/А эканлигини хисобга олсак, у вацгда
х ~ х*-> .  * - * » + *  . * - х „ 2

А -----^ -  + 1 = ^ + 1, ~~h~~ = <i  + 2, ■

кийма гларшш (6 .I.J ) формулаги куйиб, куйидагини хосил киламиз:Л̂/1-L 1\ _/ _ . I\ t  I  Л : •» •Ч(Ч + \) (у + А -1)
(6 .14)

Бу Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласи деб агалади.
Мисол. Цуйидаги жадвалда у = sin х функциянинг цийматларндан ф<>йraarinniiA riiitirix......__ i  и —

X 1,5 . . .  1,6 1,7 1,8
. ..У 0,99749 0,99957 0,99166 0,97385

1,9
0,94630

__2̂ 0__
0.90930



ларни х>
X

1Соолаимнз.

У Ду А V А V

1,5 0,99749 0.00208 -0.00989 -0,00001

1,6 0,99957 -0,00791 -0,00990 0,00016

1,7 0,99166 -0,01781 -0.00974 - 0.01919

1,8 0.97385 -0,02755 0.00945

1,9 0.94630 -0.03700

2,0 0.90930
Энди х„ -  2,0 эканлишни хисобга олсак, у вацтда 

х -х „  _  1,95 -2 ,0  0,05 
~  0,1 '

-0,5;
А 0,1

sin(l,95) = 0,90930 + (-0,5) • (-0,03 700) + (-0,5) • (-0,5 +1) • 0,00945 / 2 +
+ (_о,5). (-0,5 + Щ-0,5 + 2) ■ 0,01919/2 = 0,92373.

6.7. Лагранжнинг интерполяция формуласи
1

Олдинги мавзуларда танишиб чиццан Ныотоннинг биринчи ва иккинчи 
интерполяция формулалари х Узгарувчинннг тенг узоцликда ётган нуцталари 
учун яроцлн эди. Купинча амалиётда функциянинг нийматларини узгарувчи- 
нинг тенг оралицдаги цийматларн учун хисоблаш ноцулай, хатто мумкин бул- 
май цолади. Бундай \олларда х,ар хил узоцликда ётган нуцталар учун интер­
поляция формуласидан фойдаланнш цулай. Биз бу ерда х,ар хил узоцликда ёт­
ган нуцталар у'чун Лагранж интерполяция формуласи бнлан танишиб чицамиз.

[a;i] кесмада а = х0,х|,х2,...,х„ = Ь, (л + 1) та иуцг;1 берилган булсин, шу 
нуцталарда y  = f { x )  функция У0,У\,--,У* цийматларни кабул цилсин. Берилган 

функцияни цуйидаги п -даражали к^их,ад билан алмаштирамиз:
Z.„(x) = a0(x -x 1)(x -x2)...(x-x„) + « , ( * - 1о Х * - '2) - ( * - * . )  + - +  (6 15)
+ а„ (х -  х0)(х -  х,). (х -  х„.,).

Бу купх,аддапт хар бир х«Д (" + ') та купайтуичндан иборат.
(6 .15) формула даги а0,а„ ...,а„ узгармас цийматларни шундай 

аницлайликки, натижада Ц х„) = у0, Цх,) = Цх„) = .У„ булсин. Энди (6.15) 
формулага х = х0 ва /,(х0)=_у„ цийматларни цуйсак, цуйидаги хосил булади.

Л = в 0( * .- * 1Хх,-х1Хх0-* ,)..(хв-х.), бундай ...(х „ -х >

Шутшнгдек, (6.15) формулада х = х, ва Цх, ) = >’, цийматларни цуйнб, 

цуйидапп а эга буламнз:

Л  =а1(х1- *вХ * , б у и д а и



by жараённи давом эттириб, (6 .15) кущаднинг 
ентларини тоиамиз: 

а.

,,ап Koi>i|*|>mtn

Уг
( * 2 - * о Х * 2 - Х , ) . . . ( г 2 - Г , ) ” ' "  "

Энди аи,а,,..,а„ коэффициентларниш цийматларини (6 .15 ) га кУямиз: 

£ ,(* )= - < * - * .Х « - « , )■■■(«-*.) , ( х - х 0) ( х -х г) ( х -х , )
(Xq-x.X*,,-* ,)...(*„ -*„ ) 0 (X, - дг,)(х, - х2) (х ,^ х~ У ' 

t (* -* „ )  ..(х -* .,,) (6 .16)

(х „ -х 0) (х„-*„„,)'

Бу х,ар хил узоцликда ётган нукталар учун Лагранжнинг интерполяция 
формуласи деб аталади. Лагранж интериоляцня формуласн тенг узоцликда oi - 
ган нукталар учун хам цулланилади. Лагранжнинг интерполяция формуласи 
Узида иккита х ва у  Узгарувчинннг муносабатини акс этшради.

Ш унинг учун уларнинг хар бнрннн эркли j /згарувчи сифатида караш 
мумкин, у  ни эркли Узгарувш сифатида кабул килсак, яъни х билан у нинг 
жойинн алмаштнрсак, (6.16) формула цуйидагича булади:

(У ~У\ УУ -У1)(У-У „)L .{y ) _ . (у-у<,)(у-уг)-(у-у„)1 X, f  .

( « 1 7 )

(У .-У * ) - 0 ’. "

] -мисол. Жадяалда берилган кнйматлар буйича Лагранж интерполяции

У 1 3 4 . 6
X -7 5 8 14

Бу кийматларнн (6.17) формулага куйпб, Лагранж нктерполлция k J i i 
Хадини чикарамиз:

, . 0 ' ) - ° , ~3)° ,~ 4)(>'~ 5) ( 71|0 ' - 1Х У -^ )0 '-6 )  с . ( ^ - 1 )0 -3 )С »-6> 
(1-ЗХ1-4)(1-6) (3 -1 X 3 -4 K 3 -6) (4- 1)(1-4)(1-6)

Демак, L ,  О’) = | ■ (у1 -13у 1 \ 69у -  92)

2-мисол. ЦуГшдаги жадвалда 
митлари берилган:

х нннг ва i ’ = lgx функцияниш

X 321.0 328,8 324,2 325,0
у  = lg* 2,50651 2,50893 2,51081 2,51188

Логарифмнк функцияни х = 323,5 да \исобланг.
Ечиш. г  = 323,5; *„=321,0; .V, =322,8, х2 =324,2; л, .= 325,0



Б у  кийматларни (6 .16) формулага кУйиб хисоблаймиз.
(323,5 -  322,8)(323,5 -  324,2X323,5 -  325,°)  ̂ ^

8 ’ (321,0-322,8)(321,0-324,2)(321,0-325,0)
(323,5 -  321,0)(323,5 -  324,2)(323,5 -  325,0) % 50gg3 +

+ (322,8 -  321,0)(322,8 -  324,2)(322,8 -  325,0) 
(323,5-321,0)(323,5-322,8Х323,5-324,2) 2 ;1081 , .

+ (324,2 -  321,0)(324,2 -  322,8)(324,2 -  325,0)
(323,5-321,0X323,5- 322,8)(323,5-324,2) л С1100_ 0 <поа7 

+ (325,0-321,0X325,0-322,8X3250-324,^ ) '2-5П 88- 2-50987

6 .8 . Нью тоннинг биринчи, иккинчи ва Лагранжнинг
интерполяция формулаларининг хатосини бахолаш

Биз олдннги мавзуларда бирор ораликда берилган функциями х,исболаш- 
га кулай булган купхад билан алмаштириш устида нш к^рдии. Танлаб олинган 
к^пхаднинг киймаглари, берилган функциянинг кийматлари билан 
(хо',Уо)’ ( * , ,> > , ,  (х„,У„) нукталарда мос тушади. Бундан куйидаги хулосага

келнш мумкин.
Ораливдагн нукталар сонининг ошнши бнлап купхядниш диймати бе­

рилган функциянинг цнймати билан нсталганча якнн булиши мумкин. Бу ху- 
лоса оралик кичик булган лолларда яродли. Агар оралнк жуда катта б у'л га, 
вазият бошкача булади, яъни бу оралнкдаги нукталар сони х0,х,,...,хл чеклан-

маган даража ошиб боради. Демак, иптерполяцияланувчн купхад мураккаб- 
лашиб, чекснз каторга алмашиб кетадн. Бундпй хол.шрда интерполяция фор- 
мулаларнинг колдик ^адларини, яъни хатолнкларини бпхолит зарур булади.

Ньютоннинг биринчи ва Лагранжнннг интерполяция (формулаларининг 
хатолари Тейлор формуласининг колдиц хндларн билан мос тушади.

Биз бу колдик хатоларни хи°болаш учун z х,акикий 5”J r a рувчи буйича 
/• (г) функциями куйидагича танлаб оламиз:

'  <*•>»>

(6 .18) формуладаги /(х) берилган функция булиб, <р(х) эса интерполяция- 

ланган купхад.
Фараз килайлик, / (х ) узлуксиз фунцпя интерполяция тугунларининг 

хаммасида / '(*) , / " ( * ) , ,  / '" * ”(*) тартнблн хоснлаларга эга булеин.
F ( z )  функция z = x\ х0; х , ; . ;  х„ кийматларни кабул килганда, яы(И п + 2 

нуцтада нолга айланади. / (г )  ва F (z )  функциялар хам /(.т) функция каби ху- 
сусиятларга эга булиб, иугиёрий тартнбли хосилага эга. F (z )  функция Ролл 

теоремаенни каноатлантиради, шу сабабли унинг бириичи таргибли хор11-!'1011



нкки нуцта уртаснда камида бир марга нолга ашшнади. Демак, F { : )  функ­
циянинг бириичи таргибли F ‘(z) хоснласи дг0 нуцтадан хг нуцтшача л-Н 
марта нолга айланиши керак, F " ( z )  аса л марта, F " ’(z) эса л-1  марта,.. 
F ^ '\ z )  эса ха ва хп нуцталар орасида х,еч булма ганда 1 марта нолга айлана- 
ди.

<р(г) к^п.хад п -даражали к^пх,аддан иборат булиб, унипг л-И- тартибли 
Хос и лас и нолга тенг. *

(6.18) формулада (z -x 0) ( r - x l) , ( z - x j  к^лайтма (п л 1) та х,адлар 

цупайтмасидан иборат.
(6.18) формулани z буйича л + 1 марта ди(|>ференциаллаб цуйидагини 

х;осил циламиз:

F ^ ( z ) = / < " * " (2 ) - U W - ^ ) ] /----- +

бу хосила z = £ да F ("*0(£) = ) = 0 булсин,

у вацтда 0 = /«Г»  (f) -  \f(x) -  <р(х)\--------------------------------.
(х -х Д х -х ,) .. (х-х„)

Бундан f( x )  -  <р(х) = (* -  *о )(х - J r ,) ..( r- r„ ) .

Бу формуладаги f(x)-<p(x) айирма /(х) функцияни ip(x) к^пхад билан ал- 
манггиргандаги хатодан иборат. Ш унинг учун хатолик куйидагича аницланади: 

^ W  = ^ ^ (jC“ *o)(x" X |)(r' 'X”)- ( fU 9 )
Бу ерда £ сони х0 ва х„ нуцталар орасидаги х нинг циймати. Бу фор­

мула Ныотоннинг биринчи ва Лагранжнинг ингернолмция ([юрмулаларининг 
хатоси деб аталади. Агар q - ( x - x a) lh  эканлигини эътнборга олсак,

x - x a = qh, x —xt -  — x - x ,= h ( q - 2 ) ....  x -x „  =А(</~л).

Бу цийматларни (6.19) га цуйиб, цуйидагини хосил циламиз:

я Лх) = 4(4 .  lXg -  2). (? -  Л). (6 .20)

Агар f ( x )  функциянинг аналитик кфодаси номаълум б^лса, у вацтда 
/ <’” ', (£) нинг цийматини чекли айирмалар орцали и(]н>далаш яхшнроц. Одатда 
Хосила билан чекли айирма ^ртасидаги муносабат куйидагича аницланади: 

Л"/(х) = (Ах)"/(' ,(х + в /iAx), 0<©<1,

, » ’№  ( 6 2 | >
д,.л (Аг) ' '

Агар х = х0 ва Ах = h деб цабул цилсак, (6.21) (|м»рмула цуйидаги к^ри- 
нишга эга булади:

/ (”Чх + ©ЛЙ) = А .



Лмалиётда, кунинча куйидаги формула кУ-'1ланилади:
* / (”’(£)“ / ‘"Ч*О + <=>»*)“ А'Л*о)/*"-

ДЯ+1 f i~  Ч
Буларга асосан: / <"‘,Ч£) К — • топилган бу цийматни (6 .20) формулага

П
куйиб, колдик хаднинг такрибий нфодасини хрсил киламиз:

ДП+1 . .
R  (г) *  q(q -1 )(? - 2 )...(<? -  ») (6 .22)

(л + 1)!

Шунингдек, Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласи учун хатони 
куйидаги формула оркали ифода.тш мумкин:

К  + , ) ( ?  + ")■ (6 .23)
(и + 1)!

Агар нукталар орасидаги кадамлар канчалик кичнк булса, такрибий 
колдик х,адлар (6.22) ва (6 .23) лар колдик хадга шунчалик якии булади.

6.9 . Тригонометрии интерполяциялаш

Олдинги мавзуларда урганилган Ньютоннинг биринчи, иккинчи ва Ла- 
гранжнинг интерполяция формулалари купхад кУрннишдаги интерполяция 
формулаларидан иборат эди. Агар берилган функциянинг кУриниши даврий 
булса, тригоиометрик интерполяция формулаларидан фойдаланиш анча кулай. 

Амалиётда, купнича даврий функциялар учун Эрмитнинг интерполяция
(|юрмуласидан фойдаланнладн:

э м  sin(x -x,)sin(x -x,)...sin(x -х„) +
” sin(x0-x,)sin(x0 - х 2) sin(x0-x .) 0 

sin(x -xn)sin(x - x ,)sin(x -x3)...sin(x -x„) | sin(x -x,,)iin(x -x,). sin(x-x„.,) ^
sin(x, -x„)sin(x> -x2)...sm(x, -x„) sin(x„ -xf )sin(x„ -x,) sin(xn -xnl)
Бу ерда функция 2л даврга эгп, яъни бунга ишонч д оил килиш учун х 

ни х + 2л билан алмаштириш кифоя.
Эрмитнинг даврий функциялар учун келтирилган интерполяция форму­

ласи Лагранжнинг даврий булмаган интерполяция формуласи ва Ньютоннинг 
биринчи ва иккинчи формулаларидан анча афзалликка эга.

Мисол. куйидаги жадвалда х ва /(х) функциянинг кнйматлари радиан 
Г>уйича берилган; /(х) нинг х = 0,6 даги циймати \нсоблансин.

X 0,4 0,5 0,7 0,8

А х) 0,0977 0,0088 -0,1577 -0.2192

Ечиш : Бу ерда г, = 0,4; г, =0,5; х2 =0,7; х3=0,8; х -  0,6 

Г,у кийматларни формулага цуйнб хисоблаймиз:



j   ̂ sin( x-x,) si n( x-x2) si n( x-x3)  ̂ sin( x-x„ ) sin( x-x2 sin( x- x3) ^
3 sin( x0-x,) sin( x0-x2) sin( x0-x3) ° sin( x, -xn) sin( x, -x2) sin( x, -x,)

+ sin( x-x0) sin( x-x,) sin( x-x3) sin( x-x0 )sin( x-x, )sin( x-x2)
5и1(х2-х0)ап(х2-х,)8т(х2-х,) sin(x3-x0)sin(x3-x,)sin( x3-x,)

Я  »»n(0.1)sin(-0.1)5in(-0,2) , sin(0.2)sjp(-0,l)sin(-0,2) nnnao.
»in(-0,l)sin(-0,3)sin(-0,4) ’ sin(0,l)sin(-0,2)sin(-0,3) '

{ rin(0,2)sin(0,l)sin(-0.2) 0157?> , sin(0.2)sin(0.l)sin(-0.1) * 0 -,,?2X 
sin(0,3)sin(0,2)sin(-0.1) ’ sin(0,4)sin(0,3)sin(0.1)

ёки
у  = f( x )  = -0,01684 + 0,00592 + (-0,10601) + 0,03778 = -0,07915

i



7 БО Б. ТА Ц Р И Б И Й  Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л JIA I1I

7.1. Масаланинг кУйилиши

Функцияларни такрибий дифференциаллаш усули билан танишамиз. 
Амалий масалаларни ечишда, (фчшча такрибий дифференциаллаш усули куп 
ишлатилади. Одатда у  = /(х) функциянинг кийматлари жадвал куринишда бе­

рилган б^лса, уларнинг косилаларини топишга т^гри келади. Бундай лолларда 
функциями интерполяция формулалари ёрдамида тиклаб дифференциаллаш 
мумкин булади. Мяълумки, агар у  = f ( x )  функция мураккаб куринишда бул- 
са, уни хисоблашга кулайрок булган функция билан купинча купхдд билан 
алмаштирилади.

Агар \a,b\ оралиада берилган / (х ) функция интерполяция к$их,ади Р(х) 
билан етарлича аницликда устма-уст тушса ва /(х) функция [а;А) да силлик 
функция булиб текис узгарса, у *олда интерполяции кущаднинг ^оеиласи цам 
тялаб цилинаёттан косиладан кам фарк килади, яъни а < х й Ь  кесмада 
/ '(х ) « / " ( * ) .

Шунингдек, бу тасдик функциянинг юкори таргибли хосилалари учун 
*ам Уринлидир:

/ '( * )  •* Р ’(х),
/ ' ( х ) * Р ’ (х);

/ ‘"'(х) *
такрибий тенгламаларгн эга буламиз. Лекин шу нарсани зсдан чикармаолик 
керакки, интерполяция тугунлари орасида /(дг) функщм кун сондяги акстре- 
мумларга эга булмаслиги учун, бу тугунлар орасидаги масофа етарли даражада 
кичик деб олинади. Аке х,олда / ( х) функция билан интерполяцилланган Р(х) 

ку-нхад кииматлари орасидаги фарк кичик булсада, уларнинг ^осилалари орп- 
гида хоч бир умумийлик (Ухшашлик) булмаслиги мумкин.



Агар берилган у  -  /(дг) функция интерполяция тугунлари орасида силлик 
Узгарса, у холда жадвал к^ринишнда берилган фуикциянинг ^осилаларики го 
пиш учун уни бемалол интерполяция куихади билан алмаштириш мумкин.

Биз бу ерда Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласига асосан ва 
Стирлингнинг интерполяция формулаларига асосан такрибий дифференциал- 
лаш усуллари билан танишиб чнкамиз.

Бу формулалар ичида кайси биридан фойдаланиш масаласи хеи'илмни 
Кайси нукта атрофида излшига боглик. Агар хосилани жвдпал каторининг бо- 
шидаги нукталар атрофида изланса, Ньютоннинг биринчи, агар хосилани 
жадвал охиридаги каторнинг нукталари атрофида изласак, Ньютоннинг ик­
кинчи интерполяция формулясидан фойдаланамиз. Агар хосила жадвал Jjira 
сидаги нуцта киймятляри атрофида царалса, у х°лда Стирлинг ёки Бессел 
формулаларидан фойдаланнладн.

Агар интерполяцион Р(х) к^пхаднинг хатолиги Я(*) = / ( х ) - Г ( х )  маълум 
бУлса, Р(х) функция хосиласининг хатоси куйидагича аницланади:

r(*) = /\ x )-P \ x ) = R'(x).
Демак, интерполяцион купхад хосиласининг хатолиги шу купхад хато 

липщаи олинган хосилага тенг экан.
Ш уни таъкидлаб утиш керакки, умумий холда такрибий дифференциал 

лаш жараёни интерполяциялаш жараёнига ннсбатан камрон аникликка эга. 
.\акицатан хам у = f(x )  ,ta у  = Р(х) икки эгри чизик ордннатасининг [а;*] кет 
мада бир-бирига яцинлиги, уларнннг } '(х )  ва Р '(х) хосилалариниш 
якинлигини таъминлаб бера олмайди.

7 .2 . Ньютоннинг бириичи интерполяция формуласига асосан 
такрибий дифферепцияллат

Берилган у - / ( х )  функциянинг [a,b] кесмадаги тенг узокликда ётган х, 
нукталарида (тугунларида) у1 =/(дг,) циймлтлари аникланган булеин. Б у  ерда 

г< = xr, + '1', (i = l,2.л) булиб, А интерполяция ка да ми деб аталади.
Фарая килайлик, f( x )  функция караластган [я,Л) кесмада етарли тар- 

тибдаги хосилаларга эга булеин. Биз у ' = f '(x ) , /  = / ’(*),.., у '"  = f ("\x) на хо 

казо*?^оЙ>лнЛарни топишда тенг узокликда ётувчи нукталар учун Нмотоинигп 
бириичи интерполяцион формуласидан фойдаланамиз:

П  П
,Я ( Я - ^ Я - 2 ) ( я - 3 ) . , ,
4  А >•„+...

бу ерда q -  ( г - дг0)/A, А = х „ ,-х „  (/ = 0,1,2... )

( / .) )  <}ю|>чу')ндягн хндлнрнн нхчпмлаб ountH.i;



o! - a . ,  a* - За1+ 2а A, в4 -  6oJ + U^2 -  6q 4 
H * )  = Л  + ?Л>'о + - — A Л  + - ----- 1----- - Л -Vo + - ------------------------A y0 +.

(7.2)

Vuioy ((юрмушдан q аргумент буйича хосила оламиз:
dy(x) , 2q-\ .j 3q1-6q  + 2 э

= ДУо + ~ - A V o  + -3— T — A4  + •■•dq 2 о
Мураккаб ><[</(x)] функцияни дифференциаллаш цуйидагича эди:

— ^  Лекин —  = — эканлигини эътиборга олсак, = -J-^ra эга буламиз. 
dx dq dx dx h dx hdq

У Холда (7 .2) формуланинг курнниши нуйидагича булади:

ч \ Ф  1
dx h

. 2o -l Зв2-6а + 2 . 3 
АКо+ А2>0 + 4 р — д Уо+2 о

(7.3)

Шунингдек, v'(x) = — -  = ^   ̂ —  эканлигини эътиборга олиб, (7.3) дан 
dx dq dx

Хосила оламиз:

, V )  = - А>0 + (Ч ~ 1)АЧ + — — А4Л  + (7 .4)

Ш у усул билан Я * )  функцнянинг исталган тартибдаги хосиласини хи 

соблаш мумкин.
Баъзи холларда >(г) функцнянинг х, нукгалардаги хосиласинн хисоб 

лаш зарур булиб ко л ад и. х0 нуцтада ва q = 0 эканлишдан фойдалансак,

хусусий холда куй и да ги формулалар хосил булади:

+ + . ]• (7-5)

У\х0) = ^ Д 2>„ -  Д Ч  +у^А>0 - ...J . (7.6)

Агар ДУо.Д2̂ , . ,Д> 0  чекли айирмалардан ташкил топган Ньютон интер-
поляцион купх,ад Я,(х) нинг хатосини Я„(х) десак, яъни R^(x) = y ( x ) - P J x ) ,  у
вацтда бунинг биринчи таргибли хосиласи Я„(х) = /(х)-Р„(х) га тенг.

Энди нолдик Х*Д формуласидан фойдалансак:

R  (X) = / Г 1 2У.М т Л у ^ ( ^  (7.7)
(и + 1)!

бу ерда 4 Узгарувчи х нинг х0,х,,. ,х„ кийматлари орасидаги сон. Энди

(7.7) дан биринчи таргибли хосила олсак, куйидагига эга буламиз:

Л.я(х) = . < М  =
dq dx (п +1)! dq dq

dq

Агар -  L ‘"’n(^)] ифодани чегараланган деб фараз килсак хам да
dq

[ < j ( ^ - 1) . . . ( 9 - / i ) ]  =  ( - 1 ) " w !  эконлигини эътиборга олсак ва х = х0, q = 0 булса,



куйидагига эга буламиз:

К М = (- ') " (#)• (7 .8 )
( я  +  1)

Айрим доллар да у = /(х) функция учун А етарлича кичик булса,. У  ’(£) 

ни чекли айирмага алмаштириб олиш мумкин:

У

K W *

'’(#)« " л ва натижада

(7 .9 )

hn"
(-1)" Д<- |>л  

(я + 1)
Шундай йул билан / (х„ ) учун х,ам R J x 0) хатони топиш мумкин.

Мисол. Жадвалда берилган у ^ Ь х  ф утнцмнинг киймаглари оркяли

X V Ду ь гу AV

5 1.6094 0.6932 -0,2877 0.0598

10 2,3026 0,4055 -0,1279

15 2,7081 0.2776

20 2.9857

Ечиш. й = 5, х = х0 булгани учун (7 .3) формуладан фойдаланамиз:

у1 = -  [0,6932 -  0,1438 + 0,0199] = 0,1158 
li:| 5

7.3. Стирлинг иитерполяция формуласигя асосан 
такрибий дифференциаллат

Олдинги мавзуда Урганилган у(х) функцняиинг х = х0 иуктада сонли 
дифференциаллаш формуласи функциянинг фа«ат х > х 0 кийматляри учун 

<)юйдаланишга ярокли. Ныотоннинг биринчи И н т е р п о л яцион формуласини 
такрибий дифференциаллаш формуласидан умумийрок булган формула билан 

танишиб чикамиз.
Функциянинг х>х„ \амда х<х„ даги кийматларидан <}юйдяланиладиган 

дифферснциаллашнинг симмстрик формулаларн катга аникликка эгадир. 
Ib\iijiafi *урдаги формулаларга диффереициаллашнинг мпрказий формулаляри 
дейилади. Ушбу турдаги формулалардан бири Стирлинг «(юрмулагидир.

Фараз нилайлик, бир-биридан тенг h = x,4l -  х, узоцликда ётувчн 
,х_„ х_г, х.,, х„, х,, х„  х „ . . нукталарда y - f ( x )  функциянинг у, = /(* ,) 

кийматляри маълум булсин. Бу функция учун Стирлинг интсрноляцион фор 
муласи куйидягидан иборат:



° 2 2 3! 2 4!
,^ г-1гК -̂2;) ду,+ дУ, t д2(д'-12)(яг-2 2)А* +

' 5! 2 6!
1 .

(7 .10)

Агар g = (x - x 0)/h ва у ,=  y . q .  = —у , кийматларни ^исобга олсак, кейии
Л

(7.10) дан биринчи таргибли x,oi.i.ia олсак, куйидаги формулага эга б^ламиз: 
dy _ 1 
аЕг А

| 5д*-\5дг +4  А У ,+ А У ,  | 6g; -  20g3 + 8.? д< +
5! 2 61 '~ 3

Шуиингдек, иккита ва ундан юкори хрсилаларии х,исоблаймиз:

£  + У - i  д у ; t a>., У - 2 £ д4
2 4 3! 2 4!

d 'y  _1_ 
dx‘ ~ h1

30?‘ -6Й^г + 8
6!

Д У,+ ...

1
“ A*

аУ ,  + А У , 60,?* -  30 А У , + А У , I2 (V  -  120q «
2 4 2 5! 2 6! 3

«/‘у 1 Г ,  Д’у . + Д ^ ,  360,’ -120 4,

<*>_ I 
ok5 A5

Д У . + А У  г ,6.. £ . i  . . ^  +  9д«у i + ..

Хусусий з^олда, агар х = x0 б$лса, </ = 0 булиб, юкоридаги формулалар 

Куйидагича булади:

( *
.dx j

АУ-i + АУо _  J_ Д У 3 + А У , + 4_ А У з  + А +
2 3! 2 5! 2

д2̂ . - ^ д у г .+^д‘>’-)+-

£ у \  = ±
d x ')  AJ

'  ь .

Л У ; + д3̂ _, 30 Д У i  + ДУ :
5!

* 4  1 2 °  * «А > - 2 - -  Л >. ,  t = 1 Д У )+ Д У :

Эслатма. Такрибий дифференцияллашда нцинлашиш жяраёни анча 
|фк>л булади, шунинг учун такрибий ди(|м|№ренциаллашда аник якинлашши 
кам холла рдп- р^й беради.

Мисол. Цуйидаги жадвалда берилган цийматлардан ((юйдоланиб, х = 0,6
ци им лги да бириичи ва иккинчи таргибли хоснла.чар хисоблашии.



X У Ду Л ‘у А’у Д •у
0,4 1,5836494

0,2137932
0,5 1,7974426

0,2467950
0,0330018

0,0034710
0,6 2,0442376

0,2832678
0.0364728

0.0038358
0.003648

0,7 2,3275054
0,3235764

0,0403086

0,8 2,6510818

Ечиш. Бу ерда х„ = 0,6;  ̂= 0 киПматларни ва жадвалдаги чекли айирма-

ларии, кщоридаги формуланииг биринчи ва иккинчи таргибли ^ооснлаларигя 
кУйиб, х = х0 да ^исоблаймиз: Л = 0,1.

\ Щ  = 10 [0,2650314 -  0,0006081]= 2,644233,
Ч̂ Ух̂ О.б

=100 [0,0364728 -  0,0000296] = 3,64432.
dx

dy d* у
Берилган функция у  = 1ех -х-1 .Бунда й ~  = 2«* -1, -  2е*.

Энди х = 0,6 кийматни бу ^осилаларга к$ямиз:

—  = 2,644238; ^  = 3,644238. 
dx dx

Бу ерда сонли дифференциаллаш орцали топилган биринчи таргибли хо 
сила 4 та ишончли ракам билан т5три келади. Демак, дифференциаллат тар- 
тибини оширгян сари хато х,ам ортиб борар экйн.

7 .4 . График усулда дифференциаллаш

Бу усулиинг момигги асосида, агар >’ = /(х ) функцияни чизмаси берил 
гаи б^лса, шу чизмага асосан у  = / '(х ) \ооиланинг чизмасини чизиш ётади 
Фараз килайлик, у  = /(х)ф ункциянинг чизмаси (12-чизма) берилган булсин.



ОХ Уники x,,x2, ,x„ нукталар ёрдамида п та булакка буламиз. Бу 

нумаларни шундай зич цилнб иламизки, иложи борнча функция графигининг 
•in характерли нукталарни абсцисса Укидаги координаталари ушбу нукталарга 
мос тушсин. х,,х2,.. ,хп нукталарни функция чнзмасндаги мос Уринларини то-

ииб, уларни 1 ,2 ,3 ,4 .... ракамлар билан белгилаймиз.
Ушбу белгиланган нукталар'и ф икция графигига уриималар утказамиз. 

ОХ Укидаги А(-1,0) нуцтадан 1,2,3,.. нукталарга угказилган уринмаларга па 
раллел килиб A,', A,', As', тугри чизнцларни угказамиз.

Бу тугри чизикларнннг 0 Y  Укн билан кесишган нукталарни V, 2', 3',... деб 
белгилаймиз. У  холда координата бошидан 0 Y  Укида ётган Г, 2', 3',.. 
цукталаргача булган 0Г, 02', 03',... кесмалар нронорционал холда у  -  / (* ) 
функция гра(|>игида ёпан нуктадарнинг ординатасннн беради. Х,ацикатан хам 
1 рака мл и нукта учун

—  =iga  ёки 0B  = l  tga^=lf\x), (0А = 1).
0 А

1\олган х,амма нунталар учун ху;1ди шундай натижалар хосил циламиз. 
Шундан сунг 1', 2' 3',... нукталардан абсцисса Укнга параллел утказилган тугри 

чнзинларнинг 1 ,2 ,3 ,.... нунталар ординатаси билан кесишган нукталари
2", 3"..... Y -  lf'(x )  функцнянинг графигига тегншли нукталар булади. Ш у

нукгаларни бирланггириб, I  улчамдаги у функцнянинг хосиласи у' нинг чиз 
масини хоеил циламиз. Чизманинг аниклнгини ошириш учун урннманинг йу 
налишиии аник кУрсатиш ва сушра уриниш нуктадарн'ы белгилаш тавсия 
килинадн.



8-БО Б. ТА Ц Р И Б И Й  И Н ТЕ ГР А Л Л А Ш

8.1. Тацрибий интеграллаш масаласининг куй или ш и

Маълумки, [в;4] кесмада аницланган /(.г) узлуксиз функциянинг бош­
лангич функцияси F(x )  мавжуд булса, у холда бу функциядан олингаи аниц 
интеграл Ньютон-Лейбниц формуласи билан хисобланар'эди:

jf(x )d x  = F ( x t f ' = F ( b ) - F ( a ) ,  (8 .1)
а

бу ерда F' (x)  = Д х )

Аммо купинча, амалиётда бошлангич функция F (x )  ни алемеитар -усул­
лар ёрдамида топиб булмайди ёки топилса хам муряккаб кУринишда булпиш 
учун аниц интегрални хисоблаш цийин булади. Бундан гашцари /(х )  функция

жадвал куринишда берилган булса, бошлангич функция тушуичасининг учи 
\ам маънога эга булмай цолади. Бундай холларда аниц интегралларни 
тацрибий хисоблашга тугри келади. Масалан,

V 1
J ln(I +x2)dx; j"sin jr2tjCr
о о

интегралларнинг бошлангич функциялари маожуд булмаганлиги сабаблн, 
уларни элементар функциялар кУрннишдаш аналитик ечиминл топиб 
булмайди. Демак, бундай холларда инт«ч[»ални тацрибий хисоблашга мажбур- 
миз.

Аниц интегрални интеграл остидаги функцнянинг олдиндан бершпан 
бир цатор цийматларида хисоблаш тацрибий интеграллаш деб аталадн. Бир 
каррали интегрални сонли хисоблашга механик квадратура, икки кир|>али 
сонли хисоблашга механик кубатура дейилади Уларга мос формулаларнн 
квадратура ва кубатура формулалари дейнлади.

Биз бу ерда бир каррали интегралларни сонли хисоблаш масаласига 
тУхталамиз. Механик квадратуранннг оддий усули цуйидагидан иборат. 
Царалаетган [а;*] кесмада берилган f ( x )  фуикцияни хисоблаш цулай булган 
<р(х) билан алмаштирилади па цуйидаги

Ь ь
j f ( x ) J x  = j ,p(x)ilx 

муносабат бажарилишини талиб цилади.

8 .2 . Ньютон-Котес квадратура формулалари

1еш узоцликда ётган нуцталар у’чун Ньютон Когес формулами бн.шн 
танишиб чицамиз. [а;Л| кесмада y = f(x )  узлуксиз функция берилган булиб



У = £ / ( х ) * ,  ( 8 .2 )

интетрални х,исоблаш талаб килинган булсин. [а;б] кесмада /(х) функция учун 

тенг узоцликда ётган (и+1) та нукталар берилган булсин:
хп =а, х,, т2,...., х„.,, х ,= Ь .

Bv нукталарда у  = /(х) функциянинг кийматлари куйидигидан иборат.
y ,= f( xi\ О = 0,1,2,. п).

Берилган /(х) функцияни Лагранжнинг /,„(х) - интерполяция формуласи 

билан алмаштирамиз.

£/(x)rfr = j\ (x > ir  + K .  (8 .3)
By ерда, R„ -квадратура формуласининг хатоси, L.(x) Лагранж купх;ади, яъни

1=0

pt( * h ,  - f r - f r L .  (8.4)
(дг( — хДх, — X, ). ..(.X, *j-| h i  х»)

Цуйидаги белгилашларни киритамиз:
х-х„

?=- А
п „ , (х) = (х -  х0 Xх -  X,) ( х - х „ ) =  h”~'q(q- l ) ( ? - n ) =  А”*'?1” '1 

П '„ ,( х ) = ( х ,  - х Д х ,  -х ,) . . ( х ,  -х,_,Х*, - * w)..(x, - х й)= (-1 )" 'А”/!(п-/)!.

By белгилашларни х,исобга олсак, куйидаги формулага эга буламиз:

<8 -5 >

(8 .2) интегралдаги у  = /(х) функцияни (8 .5 ) формула, билан 

алмаштирамиз ва

I?-/ ы>
деб белгилаймиз Бу ифоданинг чаи томонидаги интеграл билан йигандининг 
VpHiiHit алмаштирамиз (чунки, йигиндининг х,адлари х аргументнинг узлуксиз 
функцияси булгани учун, йигинди х,адлаб интегралланади):

■ * ер”н * -CiS^A'
Агар dq = —  хамда х = х0, ? = 0, х = х„ булса, 4  куйидагича ёзилади:

q -t
Охнрги Te rn  лшадп h - ( b -  q )/h  эканлигини *исобга олсак, уни куйидагича ёзиш 

мл’мкин:
4 = ( 6 - в К - .



Ьу ерда
„  1 (-1)"' pal"*')

( 8 B >
ифода Котес коэффициент деб аталади.

Буларии хисобга олсак, Ньютон-Котес формуласи куй и да г и ча ёзилади:

/ = ] >  = ( М £ Я Л , (8.7)
i* 0  *

буерда А = *  =/(<» + ;*) (/ = o j,).

Котес коэффициентлари ± Н ,  = 1, Я, = Я „ , шартларни цаноатлантиради.

8.3. Трапеция формулаеи 

Агар (8 .7) формулада л=1 деб олсак,

Н ° = ~ 1 ~ ч dtl" \  Wl я . = 1 '^  = ̂

У холда (8.7) (формула хусусий холда куйидагича булади:

' / = [ ‘> ^ х ^(Уо+У,) (8 .8 )

Бу формула аниц интегрални тацрибий хисоблаш учун трапеция 
формуласи деб аталади.

Ушбу формуланинг геометрик маыкк-и 13-чн.шадаги эгри чизикли ёй 
билан чегаралашаи Пшпецияншп юаимн, Э1ри чшш« ейига jh-казилган ватяр 
билан чегараланган трапеция юзиии тош нит алмаширишдаи иборат.

J S & -

13-чизма.

(8.8) (}юрмулнДа катга оралнцлор учун <)юндаланиш мацеад.а ммюфмк 
эмас, буидаи хол.шрда каралаетгац fa;*] кесмани h та

булакка булиб, бу оралицлярда (8 .8) трапеция формуласи п марта
нУлланилади. Бунда .яри чи.шц синиц чизиц билан алмаштирилади (13- 
чизма).

\ \d x  = h > ^ yl,  =
Jxo 2 ’ о ‘



Бу формулаларнн мос равишда кушиб, нуйидага формулами хосил 

циламиз:

I* ydx -  h\ Уо+У» (8 .9)

Bv формула грапециялар формуласи деб аталади.
'  Энди (8 8) трапеция формуласининг хатосини хисоблашга киришамиз. 

курипиб -гурибдики, бу хатолик (8 .8 ) формуланинг чап кисмидан Jur 

цисмини пйириб ташлаш орцали топилади:

R  = [ y d x - - ( y 0 + y,)-

Агар R  хатоликни h надамнинг функцией деб царайдиган б^лсак, 

охирги тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

R{h)=  >'(*„ + '’)}
J*0 2

(tv ифодани h буйича дифференциаллаймиз: ^

R'(h) = y{x о + +*)]“ / (* .  + A M * . ) ] - 2  * ’(*•+ *>

Х,огил булган ифодадан яна бир марта хосила оламиз.

R ’(h)= \ у '(*о + h )-^ y '(x o + h) - j y ’ (x° +h) - ~ 2 y " ( X° + ̂
( 8 . 10)

Агир й = 0 деб олсак, /?(о)=0 ва Л '(0)-0 булади.
Юкоридаги (8 .8 ) формулани 0 дан h гача ингеграллаймиз.

J V ( 0 < * = £ f - iy ( * ,  + » я  ёки я '( л ) - я ’(о)= £ * ’('>* = +»)*•

Ургп киймат хпцидаги теоремаии цулласак,

Л'(Л)= Я '( о ) - ^ ^ '( * и + 0 Л = = 6  е (*»’*»

Охирги и'|юдани яна бир марта ингеграллаймиз:



Л(Л)-Л(о)= - i £  r y ’&yj, = - ] / й ( г й  = - I / ( f

бу ерда g e(x0,x0+h).

Шундай цилиб, хатони хисоблаш 1}х>рмуласи цуйидагмдан иборат:

л = — / ( ; )  (8. и )

Агар v '> 0  б^лса, (8.11) формулада интеграл циймати купи бши н, агар у" < О 
булса, ками билан олинган булади.

Трапециялар формуласи(8.9) нинг хатолнги цуйиднгига тенг:

 ̂1*1 Z I I

я = И  Г  ^ - ^ b . - i+ x ]  •i=i L 1 * *•
Агар тенгликнинг унг томонида пшиндн шгшдаги Урта цавс ичидаги 

ифода учун (8.11) формула! и цулласак, цуйидаги хатоликии х;осил циламиз:

R = ~ ' L . v ’( l\  ^ е(г. ,,дг,). (8.12)
(«I

Фараз цилайлик, /у сони у" нинг энг ничик ш, ва энг катта М, орасида 
жойлашган Урта Арифметик циймати булсин:

Л = т 1 > ’(£)- (8.13)
Я ,=|

у ’  косила [а,ь] кесмада узлуксиз булганп учун, бу о|шлицда J w i h h h i  э н г  

капа А/, ва энг кичик т . цийматларига эришади. Демак, бу оралицда ётган 
шундай [a,i] нуцта толиладики бу нуцта учун /л = / '( f )  тенглик бажарилади. 
У >;олда >’(<?)= / ’fe) булганлигидан (8 .13) формулами цуйидагича ёзамиз:

Z / f e ,  ) = /*»  = ">’*(£)•1=1
Бу тснгликии эътиборга олсак, (8.12) <{м>рмуланинг к^иииш и  

цуйидагича булади:
ц -  , ’1с\ (Ь-аУ>г ,/ ч .. (b-a)h2 ш( х

Бу формула орцали трапеции формуласинннг хагосини х,исоблаш мумкин.
Мисол. j e ' J x  аниц шпегрални п = 10 да такрибий щисоблаш на 

хатосиии аиицлаш.
Ечиш. [о, l] кегмпни // = 10 оулакка булса к, //-I ; 10 = 0,1 цачамга эга 

буламиз. У х,олда (8 .9) формуладан фойдаланпмиз:
>и+>’нJ е tix = 0,1 У) + у-i } ’■>2

Берилган функции у = е '' булганлиги учун > „ j’ , vK, лирпн хисоблаймиз:



у(о)=л  =е 10 =1; Ло,1)=>’, -е  [ni1 =0,9900, y(0,l) = уг = eM *f  =0,9608, Я ° 3 )  = 0,9139, 
у , (0,4) = 0,8521; >,(0,5) = 0,7788; >6(0,б) = 0,6977; .у, (0,7)= 0,6126; 

у, (0,8) = 0,5273; у , (0,9) = у, = 0,4486;
Л 0  = Л  =0,3679.

Демак,

£е“*’л  = 0Л 1 + 0,3679 + 0 g900 + 0 960g + 09)39 + 085'2 j +
2

+ 0,7798 + 0,6977 + 0,6126 + 0,5273 + 0,448б] = 0,746575.
Цолдиц \адни бах,олаймиз:

У  = -2хе -х’, у '  = -2е -  2х(-2х)г  ̂ = 2(2r2 -  l)t ^ .
Г>у ифодадан [0; l] кесмада иккинчи гартибли х«*ил* 1>"’(х)! Узининг энг 

катта цийматша х 0 нуцтада тенг пканлигини топамз.
та х^ ’Слг) = 1>"'(0)( = |- 2| = 2.

Демак, хатолик

= J^H*_|max _ i l 2 i L  2 = 0,0016 < 0,002.
12 1 А 12

8.4 Симпсон формуласи (параболалар формуласи)

Амалиёгда капрон фойдаланиладиган Симпсон формуласи билан 
ганишиб чицамиз. Биз (8 .6) формулада п = 2 деб оламиз. яъни иккинчидан 
юк<1|1и таргибли барча айирмаларнни ташлаб юборамнз:

- Ofa- 2̂ я = \ i  {я1 - Ч +*W-= ;■

Я , = - \ 1 4 я - г )d q A - я ,  = I J 2<к? - 1У<? =

Булпрни хисобга олсак:

£ Г *  * * = J > * = h2 y°+ 2Л>- + ( Н

2 У о + 2 у, ~2у„ 4 |(уг -2у, +>„)

Бундан Симпсон формуласини .\осил киламиз:

Д К * Г = 1 ^ 0 +  4 > | + Л ^  (8 -, 4 >

Симпсон формуласишшг геометрик маъносмни цуйидагича изохлаш 
мумкин. Берилган у  -  / (г) функция эгри чизикини ( графнгинн), берилган 
у,,*! вн х. нукталардан утупчи у ~ а х7 + bx + с парабола билли алмаштирилади 

(15-чиямЯ).
(8 .14) формуладан, трансциялар кпби, интегрални бутуи [а;*| кесмядя



тацрибий хисоблаш формуласини хосил цилиш мумкин. Бунинг учун [„ ft) 
кесмани 2п та тенг булакка буламиз ва бу оралнцнинг хар ж у ф т учун (8.14) 
формулани к^ллаймиз:

£ j « *  = £(>-. + 4 *

. = '2+4>з + л )1

Б у  формулаларнн мос равишда »фниб, куйидагинн хосил цилямиз:

J V r  + О *  + + £ / *  = у  (Уо + *У, + У , ) + 

<- у  O', + 4 л  + Л  )+ . + у  ( у , , , + 4JV, + у J

бундан

'  = f V *  = y[vn+>-2,, + 4(><,+><3+. ,. + у 1п .,)+2(у: + л  + _,)} (8 .1 5 )

Бунгэ Симпсоннинг умумий формула™ деб яталади. Энди Симпсон 

формуласннинг хятосини аниклайм из: R(h) = J '1 vdx -  -  (Vl) + 4yt +>,).

Ну цолдик хатони 15-чизма буйича куйидагича Рзиб оламиз:

m ^ f c ! rr/x--*b ir, - h) + 4><r,)+>:(r, +a)J«

Цолдиц хйтонп Л буйича >ч марта лифферснцнялляб цуйндпгилярни 
хогил циламиз:

т - ~  (v(x, + А) + ><г, - A ) ] - I [ „ ( r ,  - А Н Я * , ) * * » ,   ̂ А ) ]- - * [- » > ’(дг. А)-, / ( , ,  th )}^

-- уМ *, ~ Ф  Я » , +А)1 - у Я * , ) - y [ - / ( r ,  -Л )+ >■'(*, -1 А)1



Л'(А)=1[у*(х,- h ) + y ’{x i + h ) ] -^ [y ’( x , - h ) + y ’{x, + A)]-^ [ - y " ( x , - h ) + y " ( x t + A)]=

= - ^ [ y m(xl -t h ) - y m(xl - h } ] = - ^ h 1y ' ’'(4 1) h2, £3 e (r, - h ,  x, + A)

Агар биринчи во иккинчи таргибли х,осилаларда А = 0 деб олсак, 
Я(0)=0; Я ’(о) = 0; Д'(0)=0 булади. Энди R~(h) ни кетма-кет интегряллаб, Урта

киймат з^ацидаги тсоремадан фойдаланиб, куйидагиларни топамиз:

*■(*) = Я'(о)+£ R ~№  = -|jYy'fc >ft = -f/'feJjV * = - f  AV'te)

Я(А) = д(о)+ £ « ’(/>// = ~  = “ Ул'(* )£ ,4<й =

бу ерда & лар (x-A , x + A) ораливда ётади.
Демак, (x„,x2) оралин учун Симпсон формуласининг хятоси цуйидагига

тенг:

Л(А)=— / '( * )  (8 .16)

Энди Симисоннинг умумий формуласи (8 .15) учун колдин хатони 
\ш:обляймиз, бунинг учун х,ар бир иккиланган [хи_2, x:J  оралин учун 

трапециялар формуласининг колдик хадини топиш усули буйича куйидагини

топамиз:
Л = _ Ь £ ) Лу ' ( ^  Se[a,b] (8.17)

180
Агар М  = тах\у"'{х] деб олсак, (8 .16) ва (8 .17) формулалар куйидагича 

булади:

v ’ 90 180
Агар у  = /(х) функция жадвал куринишда булса ва унинг хосиласини

топиш цийинрок булса, хатоликни чекли айирмалар оркали х,ам хисоблаш

m v m k h h : ____

’______________ * - i r ^
( А2 у, А4у  чекли айнрманинг Уртача киймати).

Мисол. интегрални и = 10 учун хисобланг.
Jo 1 + 2х

Ечиш . п = 10 булгани учун, 2т  = 10 булади ва А = 0,1, у холда

f  _ * _ =  f>«fe=— к  +>'■<, +4(у. +>з +У>-+ У1 + л ) +20'з + у> + л  +■>'«)]•
*  1 / 2г *  3

v ._ L _  функцияни х нинг кийматлярида хисоблаймиз:
1 4 2х



у 0 = 1; y t = 0,83333, у, =0,714285; = 0,62500; х , = 0,55556, ys = 0,5, 
у6 =0,454545; у-, =0,416666, у, =0,38452; >, =0,35714, ую = 0,3333.

Демак,

Г —̂ — = 0,549305 
3о 1 + 2х

Энди цолдик хатони бах,олаймиз. Маълумки, у  = (1 + 2хУ‘ , бунда н

т^ртинчн тартибли х,осила оламиз: *
у У_ 384  ̂ бундам 0 < х s  1 ва maxly"! = 384 

(1 + 2х/ 1 1

Берилган масалада хатоликнн е = 10 ! деб олсак, х = 0 ва

R  -  _ ( L l° )  (оJ у . 3 84 = -0,0002133.
180 '

Квадратура (|х>рмулаларшшнг жуда «ф1 хиллари мавжуд булиб, 
(Чебишев, Гаусс, Мелляр, онтн.мал квадратура формулалари) улар билан 
таншшшши унувчининг jfaiira хаиола диламнз.

8 .5 . Функцилни цаторла р ёр да м и да тацрибий интеграллиш

Бнага дуйндаги интегрални гндрнбий х,исоблаш талаб дилинган булеин: 

F ( x ) = £ / ( x > & .  ( 8 . 1 8 )

Интеграл остидаги / (*) функция (а,Ь) оралиддаш бирор r u нуцта 
атрофида х,огилалари мавжуд булсин. У  вадтда /(х) (|]yiii;iuuiiin х0 нудта

атрофида Тейлор даторига ёзиш мумкин.
Демак, f {x )  функцишшнт анндланнш днйматинн бу соханинг исталган 

нудтаспда Тейлор даторн ёрднмида t o i i i i u i  мумкин. Лммо, амалиётда 
функцмяшшг анид диймптини айрнм х,оллардагина кмшш мумкин булиб, 
купинча фуикцншшнг тадрпбий дийматшш топшша млжбурмия.

Интеграл остидаги /(х) функция куй и да ти дарам;а.1и даторга ёйилган 

булсин:

/ М = 2 а *‘
*=(.

Бу датор [a,ft] кегмада ётувчи (- К 1<) оралндда ядинлашуви даражалн 

катор булсин.
Даражалн даторпи х,адма чад интеграллаш теоремаё.идан ^юйдалансак,

(8 .18) формула дуйидагича ёзнладн:

Г / №  = ± - М ^ - * ' ' ) ■  (8 .1 »)
J к 0 " + 1

Агар (8 .19) катор тез ндиилашса, бу даторни унннг диемий йикиндиси 
бил»н алмаштнриб олиш мумкин:



( 8 .20 )
a »=0 * + 1

Мисол. le^ 'dx  мнтепыгл 0,0001 амнкликкача ^исоблансик.
Jo

Ёчиш:

3 10 4? 216 1320 9360 75600
Топилган сон л ii цагор ншоралари алмашувчи цатордан иборит б^либ, у 

|ез ннинлашпди.
Лейбниц теоремасига ясосан, буидай наторнннг йигиндиеини унинг 

цисмий йишндиси билан алмаиггириш мумкин, алмаиггнришда х,осил 
б^ладиган хатонинг абсолют кийматн ташлаб юборилган биринчисининг 
абсолют нийматидан катта б^лмайдн. Ш у сабабли цаторнинг биринчи еттита 
*ади билан чекланиш мумкин, чуикн саккизинчи х^ди

График усулда иитеграллашшжг асосий масаласи узлуксиз у = /(х)

функцинсининг графигини ягашдаи иборатдир.
Яъни, шундай у  = /(х) функциннниг графигнии нсаш лозимки, унинг 

х,ар бир х нуцтадаги ордииатаси сон циймати жнхатидан у = /(*) билан 
чегараланган, асоси .[а, х] булган, эгри чизиклн траиецияиинг юз и га тенг. Шу

$тган ордината уцлари ёрдамида тор вертикал й^лг№ларга буламиз (1в-чизма).
I l l y  й^лакларнинг .\ар бирини 5т»та циймат х,адидаги теорема га асоган 

юзалари тенг, агослари бир хил / (£ )  булган т^гри туртбурчаклар билан 
алматтирамиз, бу ерда £ куйидаги [х.^.х,] (/ = 1,2, ) оралнкла ргуичи нуцтп. У 

холда

----- .-----<0,0001, 1ГЫ111, 0,0000132 <0,0001
75600

Бу еггита \аднинг йисиндисини х,И(<>блаб, | V “'<ix = 0,7468 нагижани 

х,осил ниламиз.

8.6. ['рафик усулда интеграллаш

функциянинг графиги берилган булса, унинг бошлангич

эгри чизицли трапециянинг юзини х0,х, ,хг, (а = х0 < лг, .) нукталар оркали

/ (*,) =  £ = £  ' / ( 4 / Г  -t £  f{x)dx = F(xt ,)+ /(£, Хх,



Фара.) нилайлик, W ,fe,/fe)), М 2(£г,/(& )) нукталар у = / (* )  эгри 

чизицнинг нуцталари б^лсин. Бу нуцталарниш О У уцидаги проекциялярнни 
М „М 'г ,... деб белгилаймиз. 0/4 = 1 масофада ётган ОХ Уцидага Л цутб 
нукгасини танлаб оламиз ва бу нуцтадан А М ,,А М г, т$три нурларнИ 
у-гказамнз. х„ нуцтадан бошлангич нурларга параллел цилиб гор й$лакларини

ординатялари билан кесишгунча кичик-кичик т$три чизицлар «тказамия. 
Х,осил булган N „,N „N 2,N y .. синиц чнзикларни туташтириб у = /•(*) эгри

чизнцни хосил циламиз. Шундай цилиб,
N ^ W A M ,. N ,N 2\\AM2....

Х,ацикатпн х,ам N^„N, кесманинг бурчак коэффициента 
К  = (F(x,) - р\х,А ))/(*, -  х,_,) = / (£ )

б^либ, ОМ, иурнинг бурчак коэффициент эса < = — р  = /(£,)•

Демак, N,_,N,\\0M'„ (/= 1,2,...). Шундай цилиб, У = F(x) функциянинг

графигинн чизиш куйидагича бажарилар экан.
N0(x0,y0) нуцтадан бошлаб AM, пурга параллел т$три чизицни х = х,

иуцтаниш ординатаси билан кесишгунча давом этгнрамиз, сунгра ушя 
кесишнш нуцтасинн N , деб, шу Л'( дан АМ2 нурга параллел чизицни то х ,= г2 
нуцтанинг ордииатаси билан кеешигунча давом ;птирамиз. Кесишиш 
liSKrth imn N, деб, сунгра яна шу нуцтадан АМ\ нурга параллел т$три чизиц 
то х = х, нуцта ордннатаси билан кесншгунча давом этти|>амнз ва хокязо >̂ осил

булган синиц чизиц тацрибнй иитеграллашни цийматини беради. Ш уи» 
ггътнборга олиш кераккн, бу срда х, нукталарии тенг узоцликда олиш унчалик 
ншрт эмасдир. Чнзманннг аницлигини ошириш учун у = /(х)  функциянинг 
харяктерли иуцталаринн албатта эътиборга олиш лозим. Бу усулиинг пиицлши 
VIIчя юкорн эмасдир, аммо зару]>ат учун ишлатса булади.



Икки каррали интегралларни ^исоблаш учун кубатура формулалари деб 
аталувчи <1юрм)’лалар ишлатилади.

Берилган б^лсин г = f ix ,  у) икки узгарувчили бирор G сох,ада аникланган 
узлуксиз функция. Б у  со^ада Sl (x„y,), (/ = 1,Л̂ ) нукталар (тугунлар) т^илами а 

ни танляб оламия. z = f{x ,y )  функцн тдан G сох,адяги а нуцталар т^плами 
буйича олинган jjf(x,y)±cdy  интегрални тацрибий х,исоблаш учун бу

ГРинтегрални Д f(x,y)dxcfy, - ^ A lf ( x l ,yl ) к '̂рннншда оламиз.

17-чизма.

Бу ердаги А, коэффициентларнни топнш учун кубатура формуласи 
ихгнёрий

P A x ,y )= Z G > .*k* ‘ (8 .21)
*+/<«

иолиномлар учун бажарилсин деймиз. Бунинг учун .гV .  (*,/ = 0,п) кунайтма 
учун (8 .21) аник булиши керак. (8 .21) да /(.г,>)= х1х: десак, у холда

/„ = j j t ty'dxcfy = 'T A lxky ! булади.

Ушбу системадан А, коги}к|)нциентлар аникланади. Б у  система 

аникланган б^лиши учун номаълум N  лар сони тенгламалар сонига тенг 
б^лиши лозим. Буидаи

Л' = (я + 1)+н + (л-1)+ . + 1 -------- ~-------

Бу ерда берилган со^адаги тугунларии рацнонал танлаб алнш магалпсн 
анча кийин маеаладир.

Агар интеграллаш сох,аси у = <р{х\ у  = i//(<p), (<р(х) < (</(*)) огрн чизикляр ва 
дг = 0, дс -Ь  т$гри чизиклар билан чегараланган булса, интегралниQ f(x,y\ Jxd y

W)
^f{x,y)dxdy = £ d x j^ f(x ,y ) lfy  = jV ( r ) &

деб ёзиб оламия.



кулласак , ^ f { x , y ) J x d y  = ]Г A j { x ,  \  (х: е [«,/>1), тенгликни  xiitli.i цнламн.) £’:« 
и  1=1

напбятида F{xl) - = ^ x' ^ f ( x , , y ) i f y - ' ^ B 9f ( x l , y l ) д<’б о ла м т. Ну ерда /<„,-4, лир 

доимий кинматга зга коэффищн'нтлярднр. Магижада

JT/ (* .у\Ы у  - Z Z АЛ ,/ (* ,■)',)
|о) ' ' Г '

кубатура (|>ормуласимн \ocii. i циламн:). lu fw rvp a  <|юрмула('инннг хнллпри 
жуда ]фт бу.шб, шулардан Симпсон туридап! кубатура <|н>рмулалариии 

келтирамня.
Фараз цилаилнк, интсграллаш «охаем (1 = j(v,у) а < х < h e < у <<i\ бу.ипи 

\ар бир [г\Л],[с;«/] оралицларни 2 та булакка буламнз:

х , = а, х, = a + h, х, =a + 2h = b, h -  - ——,О 1 2

(J - с
Л =С , .у,=с + *, y2 - c ^ l k  = d, * = - у -  

Натпжада (' = 0,9, 7 = 0,9) 9 та нукталардап тяш кил топтан тушим *оснл

б^лади. Энди

JJ /(*. > ) * 4  = [ dx\*/ (* . у )4у
I.G)

дееак, ички интеграл ни Симпсон «(юрчуласша агосан

J J / ( г ,  y\ixc!y  = L/(x, + 4 / ( л , >■, ) t- f ( x ,  у г )]t/v =
IO) “3

X,ap бир ннпчрялгя яна бир марга Симпсон формулаенпи цуллиеяк:

IJ /(*. y\b<iy = ̂  ( 1 Ж . У»)+ 4/(* 1. Л  ) + /(* :. Го)]+
(О) . У

+ 4 | / (w ,)+ 4/(х,,>',)+/(«■;,>,)] + [ Ж - Л Ь  4/(*,,>v)+ /(*2. Л  )В =

= ^  1/(^0.>’„)<■ / ( Г! .Л ) + Ж .УО) + /(*2 .>2 )] f  

+ 4 / ( W o  ) + Ж  •>.)+ Ж . >’l ) f  /(*1 • V2 )] + 1 б / (х ,, у, )}

1»у формулага Симпсон киадаратура <|м>рмулаеи денилади.
Д ем ак,

Я  /(*> y}Jxdy = ^  (сг0 + 4Э-, + 16сг2)
Ю)

булиб, бу орда <т0 - интеграл остндагн /(х\>) ф уипшмншп тургбурчак 

учларндагп цннматларн ншинднендан пборат, а,  - тургбурчак томонларннинг



у|пнсидаги киймаглари йигинднсини, аг - функциянинг т^ртбурчак 
марказидаги кийматларидан иборатдир. Агар G со\анинг $пчами катта б^лса, 
кубатура формуласининг анинлигини ошириш учун G со\ани кагга 
тУ}/гбурчакларга б^линади ва х,ар бирига Симпсон формуласи кулланилади.

Мисол: Кубатура формуласи ёрдамида интеграл тацрибий

^исобланснн.

Ечиш: h = = 0,5; * = ^ ^  = 0,5 деб оламиз. Н х + у )= (х + у )гг функция 
2 2

У *олда
С< н_ dxdy _ 05^05Г 0,08000 + 0,!6667 +
^ ( х  + .у)2 9
+ 0,19752 + 0,16752 + 0,13228 t 16 0,04] = 0,044688



9 Б О Б . ОДДИЙ Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  ТЕН ГЛ А М А Л А Р И И  
ТА Ц Р И Б И Й  Е Ч И Ш

9 . 1. Умумий муло\азаляр. Масвлянннг куйилиши

Мазкур дярсликнннг ушбу цисмида биринчн ва иккинчи тартибли оддий 
дифференциал тенгламалар учун бошлангич, чегаравий мясяляларнинг 
кУйилнши х,амда уларнн такрибий ечиш усулларини <?ргянамиз.

Дифференциал тенгламалар курсидан маьлумки, биринчн тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг баъзи турлари квадратура формулаляри 
орцали ^исобланар эди. Чунки оддий ди(|н|и;|м>нцнпл тенгламяларни ечиш 
масаласи бир карра;ш интегралларни ечишга нисбатан анча мураккаб ва шу 
сябябли аниц интеграллаш мумкин булган масалаляр мицдори анча камдир.

Биз аник интеграллаш дегандя, дифференциял генгляма ечимини чекли 
злементар амаллар ( к^шиш, айнриш, к<?пайтирнш, б^лиш, даражага кутнриш, 
логарифмлаш, потенцирлаш, синус ва косинуслар) ордам идя ^исоблашни 
к^здя тутамиз. Аниц интеграллаиувчи масаляларга ечими махсус функциялар 
(масалан, Бессел функцияси) орцали ифодяланадиган масалалар \ям киради.

Шунга кярямяедян ечиш мумкин булган турдаги масалаляр ечилиши 
керяк булгян масалаларга нисбатан оз циемни ташкил этадн.

Сонли усулларнинг яратилиши ва ЭХ,Млпрнинг кенг цулланнлиши 
дифференциал тенгламаларнинг шу пайтгачя ечилиши кийин б^лти 
турларини х,ам ечишга имконият тугдирди.

Оддий ди<|>фер*ч|циял тенгламяларни ечиш икки турга б^линадн:
а) А Н А Л И ТИ К  УСУЛ. Бу усулда дифференциал тенгляманинг такрибий 

ечими аналитик (формулалар) к^риншида ифодалянадн.
б) СОНЛИ УСУЛ. Бу ерда тацрибий ечим жядпал к^ринишдя 

и<(>одяла];чди.
Биз бу ердя оддий дифференциял тенглямаларнн сонли усуллар ёрдями- 

да ечишни урганамиз.
Оддий дифференциал тенгламаларни сонли усулда ечиш куйидши 

богничлардан иборат:
Нмринчи боскнч. Сонли усулларни танлаб олиш. Берилгян мясалянн 

ечиш учун бир неча усуллар мавжуд бСлиб, шу усуллярдан млеалянинг хяряк 
терига мог гушядиган усул танланяди.

Иккинчи (юс/рп. Масаланинг алгоцитмини тузит .  Мясалянн ечнш жп 
ряённнинг кетма-кетлик тартиби, яыш  масаланинг ялгоритми туяплади.

Учннчи боскич. Хисоблаш ишларига бевоагга тайёргпрлнк. Букин! учун 
цуйнднгиляргя ямал кнлиш лознм:



а) ечнмнн In.iito цн.жиган ашщ.пмпа \ocii; i цилнш учун хамма амаллар- 
i i i i  шундай аннклнкда бажаришни таъминлаш;

б) хиеоблаш учун .дарур булган ёрдамчн иоспталар - хиеоблаш машииа- 
ларп на кераклн жадналларни танлаб олнш;

и) хиеоблаш учун зарур булган бланкалар, цомзлар на дастурларнн тай- 

ёрлаш.
Тур пш чи  босцич. Хамма хнсоблашлаинн бажарши ва натпжани олиш. 

Агар х.необлаш 1)\Мда бажарилса, масаланниг дастурн 0\.М хотираеига кири- 
тнладн па машина хнсобншшг натнжасн олннадн.

9.2. Коши масалаеннинг куйилшни на уни ечиш усулляри

Х,оснлага ннебатан ечнлган кунндагн бирннчи таргибли днф(|х*ренциал 
тенглама берилган бу-ленн:

У' = /(*.>)• <9 -*)
(9 .1) тенгламанннг умумий ечнмн у  = <р{х,с) курнниишдаги функцнялар онла-
сндан нборат булиб, у С мараметрга бослш;. By ечимнн бнрор Л нуктага мое 
кинматннн х,ш'облаш учун >' = <•') ечнмлар оилисидан бирорта хусусий ечим- 
нп ажратнш яарур. Хусусий ечнмнн ажратнш ихтибрий х„ нуцгада

6(>ШЛ!Ч1П1Ч шартни 6 i‘pmn бнлан. амалга ошпрнладп. (9 .1 ), (9 .2 ) магалага 
бош чаншч i i i i i p i . i i !  масала ёки Кошн масаласн дейила.'и на у кунидашча 
галцнн цнлпнади: (9 .1 ) дифс|>еренн,1шл тенгламанннг умумнй ечимндан (9.2) 
бошлашнч шаргнн цаноатлантнрунчи шона ечимип топшн керак. Демак,
(9.1) дифференциал тенгламанннг (9 .2)  бошлангпч шартнн 
цнноатлннтнрадиган хусусий ечимини тоиишга Коши масаласн дсйнлади.

Агар п таргибли дифференциал тенглама берилган булса, яъни 
у {п) = f{x ,y ,y\  ....У”'1')- (Я -Д)

By . о̂лда Коши масаласн: (9.3) дш|н|>ерс1Ы[,ннл тенгляманинг берилган 
бошлаш нч шаргларнн v(*o) = >'o. .v'(vu) = >’o. . У " " ( л'о)= >’о"' ■ цпноатлаитирувчи 
ечимип тонншдан мборат буладн. Шунннгдек, бнриичн тартибли диффе^ичщн 
ал тенгламалар 1'нстемаси учун хам Коши мнсаласиин куннш мумкин. 
Цунндшн дифференциал тенгламалар енстемасп берилган булеин:

~ -  = /Ах<У,'Уг- УЛ  ах
dy

= - у  Лdx

dx



tiy си стем а учуй бошлангнч ечнм куйндагидан нборат:

>”, к )  = Л . Уг{*о) = Уго .- . у А *о)= У м - <!'-5 )
Ушбу дифференциал тенглам а учун Ноши масаласн цунндашча 

куйнлади.
Биринчн тартнбли ( 9 .4 )  дифф еренциал тенглам алар снстемасининг 

шундай ечимнни топнш  кераккн, у ( 0 .5 )  бошлангнч шартларни

л=л(4--. у,=у,(к) ■
.\ам каноатлантирсин.

Агар ( 9 .1 )  дифференциал тенглам анннг ёкн ( 9 .4 )  диф ф еренциал тен г­
ламалар снстемаеининг умумий счимн маичум булса, Коши м асаласннн ечиш, 
унинг умумий ечнмда цатнашаднган нхтиёрнй узгармас параметрларцнинг 
Кийматнни аницлаш дан нборат. У му мам Коши масалагннинг умумий ечими 
кам дай 'кам  ^оллардагнна тонилиб, унп кунннча такрибий ечиш га туф и  нела- 
Д й .

9 .3 .  К етм а-к ст  диф ф ерен циаллаш  усули

Биринчн таргнблн дш|к|>ерснцнал тенглам а берилган булсин:

У' = f  {*,>’) .
бу ерда х0 <, .v £  X .

Бу диф(|х‘ренциал тенгламанн дг = хл нуцтада бош лангнч j'(jc0) = >0 шартнн 
каноатлантируичи у  -  >-(х) ечнмнн тоннш  талаб килннган булеин.

К упп.пан Коши масаласи ечнминннг мппжудлнк на агона.ии; ш аргн би 
ж арилган х,амда f (x ,y )  функция зарур булган чартнбдагн ^осилаларга ига деб 
ф араз киламиз. Берилган _>■'=/(г ,>■) тенглам анннг >,,(*) такрибий ечнмини 

Куни д а т  курннишда кнднрамнз

уАх)= 'Е (х - хоУуИ(*<,)> (9 .0 )

бу ерда У ''(х0) берилган функциянинг г-тар гн бли  х,огилаги. Ну хоенлаларнн 

КУЙидагича топам из: г = 0 булган да У 0)(х0) = у0. булнб, бош лангнч ш артга аго- 

сан олдиндан берилган. г = 1 булса > '(*„) хогила y ’ - f { x ,y )  тен глам адан  .г уз- 

гарунчн урнига х„ кнймат куйнб топнладн, нънн у'(ха)= f ( r ,  ,y 0).
г нинг / > I кийматлари учун хоеиллляр у' - f ( x , у )  тоигламани

кетм а-кет дн(|>фе)хии,наллаш усул и билан топнладн:

У 2)(*о)= И О ]  =|/(х0О’„)] = / , (х0 j ' 0)+ f y (х0,>’„Ь ’0 = / , (х0>>-0) + /„ (-̂ 0 >>"<.>/(-«0 .>'«)

/ ,,(-’fo )= lv ,3,(*n)f = [ / ,  f c , r « ) + /,. Ь . л У к . л ) ]

=/= h . n k  +/>ч (w v ,)/ (*» ..‘' J +



+ / „ " ( w u k 7 ( * o . . > ' l> )+/, ( w o ) A  ( w o ) +

+ /, (W o )/ , ta.-O-Vo =/« (*o..Vo)+

+ 2 / ^ ( r 0, > J  + / 4 W o ) / / ( W o )  + / / ( W o ) { / .  ( W o )  + / (W o ) / ,  (*<■>*)]

y * ,k ) = /=•.(/.
4 y=>-0

Охирги тенгламада /•'„ функциянинг - к^щаднинг к^риниши мураккаб

булганлиги учун унинг ёйилмасини келтирмадик.
Бу усул п нинг етарлича кагта 65’л ганда х0 нинг х га яцин 

цийматларида у' -  f i x , у )  тенгламанинг у(х) аник ечнмига якинлашувчи 

ечимни беради.
Эслатма. Агар |х-х0| масофа катгалашиб борса, танрибий ечимнинг 

ябголют хатоси ошиб боради ва х нинг цийм ати(9.5) Тейлор наторининг 
якннлашиш доираеидан чикиб кетганда бу усулни к5тллаб булмайди.

М исол. Йуйидаги у' = х + 2у\  Я ° ) =1 Коши , масаласининг катор 
к$рниишдаги танрибий ечнмининг биринчи 5 та х,ади йигиндисини топинг.

Ечиш. Масалани ечиш учун (9 .0 )  формуладан фойдаланамиз. Бу ерда 
f {x ,y )= x  + 2_v', ,v0 = 0 бу.шб >>„ = 1

У А*) = 2 > > (''(0) = x{0}y io){0) + ху‘(о) + х1у'(о)\х,у т(о)+  х4/ к (о)+ х > г (0)
г=0

Йигиндида натнашган х,осилаларни берилган диф<|>еренциал тенгламадан 
||н!Йдаланиб топамиз, яъни,

у ' - х ^ 2 у г, _у" = 1 + 4уу', у " -  4{у')7 + 4 )у ’ , 

у"' -■ \2уу" + 4уу", у у = 12(у ')2 +16у'у" + 4уу"
Бу ифодаларнн х = 0 нунтадаги кийматларини *исоблаймиз. Масаланинг 

шартига ясогаи г = 0 б^лганда у<0>(0) = >{0) = 1 тенгдир.
г = 1 да, У  (о) = 2>>2 (о) = 2 • 1 = 2, г = 2 да, / (о )= 1  + 4 1 -2  = 9,

/• = ? да, > '(о)=  52, г = 4 да, >"'(0) = 424, г = 5 да, / ( 0 )  = 4332 
Демак, кидирилаётган ечим у,(х) = 1 + 2х + 9хг + 52х3 + 424х‘‘ + 4332х дан 

нборат,

9 .4 .  Аницмас коэффициентлар усули

Ушбу усул мох,иятини баён нилишда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламадан ((юйляланамиз. Дифференциал тенглама учун Ноши масялаеи 
куйи.тган б^лсин.

у' f  l ’(x)y’ + Q(x)y = г>(х), (9 .7 )



ва дуйидаги бошлангич шартлар берилган булеин:

Я * ) 1*-0 = Л .  / ( r )L o  = >'o • ( ! t .S )
Ф араз дилайлик, (9 .7 )  дифференциал тенгламанннг Р(х),()(х) ва <р(х) 

коэффициентларини х нинг даражаси буйича даторга ёйиш мумкин булеин, 
яъни

P (x )= ± P rx', Q fx )= ± Q rx'; р ( х ) = ± 9 ,х ' .  , ( 9 . 9 )
г*0 г»0 гг О

Берилган (9 .7 )  дифференциал тенгламанннг ечимини дуйидаги кагор 
куринишида излаймиз:

Я * )  = 1 Х х \  (9 .1 0 )
г»0

бу ерда С, анидланиши ло:шм булган коэффмциентлардир. Мзланаётган

(9 .1 0 )  ечимнинг иккала томонНни х буйичн икки марта дшрференцшы 
лаймиз:

/(х Ь Х гС 'Х '-' ; y"(x) = f^ r (r - l)x '  2Cr ,
r«i г*г

энди у(х\  у"(х\ Р(х\ Q(x) ва р(х)ларнинг дийматларини (9 .7 )  га цуямим: 

+ ± Р ,х '± г С ,х '- '  + 1  Q X ± C , x ' = ± < р ,х ’ .
г*2 г«0 г*| г=0 г*0 га О

Энди 9.11 тенгламадаги дагорларни узаро кунайтириб, унг ва чан 
томондаги х ларнинг бир хил даражалари олдидаги козффициентларни узаро 
тенглацггириб дуйидаги системани х,ооил дилнмиз:

2С1 +С А  +C0Q0 =р0,
3*2‘Cj + 2СгР0 +С,Р +CtQ0 ~CltQl ~(рхг
4 • з • с ,  + 3 с  А +2 су> + с,я, + c 2q„ + с , а  + а д ,  = ( 9 . 1 2 )

(г + 2%r +1 )Crt, +Ф(С„,,С,.....Г , . С0) = Q,

Бу ерда Ф (С„,,С„...... С,,С„) чизидли функция.

(9 .1 2 )  системани ечиб номаълум С,(/ = 2,и) коэффицпешмшрни тонами:<, 
улардаги С„ ва С, коэффициентлар (9 .8  ) бошлашнч шартндан анидланади.

Агар бошлаягач шнрт х = х0 нудтадн берилса, у \олда дараластгян 
масала x - x 0 = t алмаштириш ёрдамида юдорнда даралаётпш х;о.ма 
келтирнлади.

Агар (9 .9 )  даторнинг \ар бири |х!< R сохдца мдиилашуичи булеа, у 
*олда (9 .1 0 )  дагор хам ядинлашувчи булнб, у (9 .7 )  иккинчи гаргиб.ж 
дифференциал тенгламанннг ечимидан нборат булади 

Мнсол. Берилган
у ’ -х у ’ + у -  sin х , (Я. 13)



дифференциал теип.аманнш пуйидвш бошлангнч шартларини 

каноатлантируичи ечими тоиилгин
у(о )=0  па у ( 0) = 1 .

Ну ерда Р (х)= -х , 0 (*)= 1 , ?>(*)= sin х . Мяълумки, sinx нинг кагор 

ёинлмаен куиидагндан иборат:
х’ Xs 

sinx = x - - j -  + (9 .Г 4 )
(2г -1)! ‘

Ечимни цунндаги цатор курннншнда излаймиз:
v(x) = c0 +с,х + с ,х ’ +... + сгхг +... . ( 9 .1 5 )

Hy.ni.ir биринчн ва нккинчн тартнблн *>снлалари п р и д а й , к^ринишда 

булади:
у = с , + 2с 2х  + Зс3х - + . . .  + гсгх + ... ,

У '= 2сг + 6с, х +12с, х3 +... + г(г -  1)сг х " 2 +... (9 .1 6 )

Энди (9 .1 6 ) ,  (9 .1 5  ) ва (9 .1 4 )  цаторларнн ( 9 1 3 ;  га. к$ямиз:
2с, + 6с3х + 12с.,х’ + ... + г(г-\ )с ,х г~' + , . . - с ,х - 2 с 1х1 -3CjX3 - , . . - r c rx - ...+

+ с„ + с.х + с ,х ! + ... + сгхг +. (2г - 1)!6 120

Ну тенгламани цунндягнчя ёзнб оламиз: ^
! ■ 2 с2 + с„ + 2t'jX + (4 • Зс, -  с. )х2 + (4 - 5cs -  2с3 )х + (5 6св -  Зс4)х + (6 • 7с, 4с6 )х

+ (8-9(.-,~6с7)х7_ + ... + [(г + 1)(г + 2)сг,,-(/ --1 )с ,)]х  + - = Х~ £ Х + i2 0 X +

■ (2г-1)!
Т е н г л а м а н н н г  нккала томонидяш х лярнинг мос даражаси олдидаги 

коаффнциентларнн тенглаштнрамиз.
х« 2сг + с, = 0 

2-Зс, =1
3 • 4с. = с .

1

4 - 5с ; -  2Cj = - i

5 • 6cs -  Зс4 = 0

б • 7с, - 4с, =1/5!

(9 .1 7 )

Энни (9  15) да ва (9 .1 6 )  ниш биринчн тенгламасида х - 0  дееак,
W 0 , 4  »  ГЧО» U  ни v i m  кил..,ню. Булнрич .  f a — —  Ч Р ~ ..... .
м.еобга олгак, с0 =0 ва с,=1 экан.нгннн топамиз.

Э н ,и  (9  17) сисгемадан кетма-кет с, коэфф...и.<;итлярн.. тонами*.

1 *  . 1 + _ ? - Л - 1 -  С . = 0 :  с ,  = 4 + 4 ( 1 4 . ) ,



Д емак, излаиаётган ечнм цуйидягидан нборат экап:

у(х) = х + —х3 =[ —- J -  |г5 + 
3! 13! 5! 1

1 / 2  0 1  ,—+ 4 ------- ix +...+
7! 1,3! 5! JJ (2г + 1)! \ (2 г-1 )!

I \

( 2 r - 3 ) ! j

9 .5 . Котма кст яциплашиш усули

Бириичи тартнбли дп<|х}>с|)е|Щ1ШЛ тгнглама учун Коши масалаги 
K^liiuiraii б'С'лснн.

/= А * .У ) ,  (0 .1 8 )
А х п) = у , .  (Я .19)

Коши масаласининг ечимини топпш учун кстмя-кгт яцннлашиш уеулини 
К^ллаймиз. Бу усулга асосян (9 .1 8 )  дш|)фсренц||ял тенгламанинг ечими 
куйидаги реккурент формула орцали излшшди:

К
yr(x )^ y0 + j/(x ,y ^ (x )d x ,  (Г = 1.2....) ( 9 .2 0 )

*в
Агяр (9 .1 8 )  да f(x ,y )  бнрорта Л{х-х„|<а, \у-у0\< й} ёниц т^'ртбурчякда 

бу-йича Липщиц [мартини цаиоятлаптп^а,
!/(jr.>'i)-/U-.J',)lls N\y,- у г(, (N  = const) ( 9 .2 1 )

у \олдя у(, бошлянгнч (|)умкцнян11 тамлаб о.мшпа боглнк булмаган ^олда у г(х) 
рчимлар кстма кет.шги [x0,x0 +/i] оралицча (9 .1 8 )  аа (9 .1 9 )  маеаланинг 

ечимпгя якинляшадн на ечнмнипг хятосн цуйидагига тенг б^лпди:

е .  = V * ) - > 'r(x)! <MN' . ( 9 .2 2 )

бу ердя М -  шах|/(х, у)|, h = nm m (a,— ).

Б ош лян тч .v„(x) цнймяг учун аннц ечимга яцин булган ихгиёрий 
функция олннадн. v0(x) бошляншч ечимнинг танлпннши якннлашиш 

жарпРнинн секинлниггириш ва те.члаштнриш мумкин.
I\Jitcoji. 1\\индаг11 у'~х2~ у 2, у(Г)) = о  Коши масалясининг 5 та ечимлари 

кетми - кетл и ги то 1111 лги н.
Ечиш. Берилган дш{х]х-ренцпал тенглямани кунндаги интеграл тенглама 

билан ялмяштирамнз:

уЛ *) = ] ( * 2 - y l №



Бошлангич яцинлашиш сифатида >(0) = 0 ни оламиз. 

Бнринчи яцинлашиш цуйндагича топилади:

г = 1 да, >>,(x) = J (x 2 - У1)сЬ = \(хг -0)dx = J x 2< fe= y3

г = 2 да,
0 о
1 * д.3 х* j 3 х4 х 5

т = 3 да, = = =
О о

'  ,  х 3 х 4 х 5 ,  . х 3 х 4 X s х 6
, =<1 да, ^ (x )  = j ( x 2 -^)rf>c = J(x  - у - ^ - ^ 5 > Л - у " ^ Г 7  }  4 5 *  3-4-5-6

О f'
Демак, изланаётган счнмнинг г -яцинлашиши цуйнда! ича б^лади:

_х]___Г4 ___Х ? х6 г '*2 ______
У' ^ - У  3 4 3 4 5 3 -4 -5 -6  " 3 - 4 - 5 - . (Г + 1К/- + 2)

9 .6 .  Эйлер усули. Эйлер-Коши усули

Дифференциал тенгламаларни ечишнинг энг Нулан усулларндан бири 
Эйлер усули хисобланади. Эйлер усулининг моциягги куйидагидан нборат. Бу 
усулда изланаётган ечимнинг чнзицли экстраполяцияеи бнринчи даражали 
кунхад билаи алмаштиралади. Биринчи таргибли дифференциал тенглама 

у '= /(х ,у )  (9 .2 3 )

па унинг бошлангич шарти
>(*„) = *  ( 9 -2 4 >

берилган булеин.
Бу ерда х узгарувчи [а;б] ораликда $згарсии. [я;Ч ксоиш и х, нукталар 

ёрдамида тенг узунликдаги кесмаларга булнб чицамиз. Кеемалирнинг 

узуиликлари Дх булеин, яъни
ДХ =  Й =  Х , - Х „ = Х , - Х .  =./.  =  Х , - X , . , .

х„ - х„ _ Ь - а  
п п

Демак, h =
п п }

Агар ( 9 .2 Й )  дифференциал тенгламанннг ечимини у  = <р(х) к^финишга эга 
деб х,иеоблаеак, бу ечимнинг х0,х„...,х„ нукталарга мое кийматлари куйидагича

буладн:
у0 =<р<хо). У\ =<р(хХ  . у„ = <р( *Л

ЦуГшдаги белгилашлар киригамиз:
Д)’о -  Уо~ • АУ,=У2 -У 1 ’ ЬУ1 = У з-У г’- ’ ЬУ*-<=Уп-У*-1-

(9 .23) да у’ nil чекли айирмалар нисбати билаи алмаштирамнз:

A,: = ^ (i- j)  ёки А)'= /(х,у)Ах (П .2 5 )
Ах



Энди (9 .2 5 )  ни Ха,*,,- .,лг„ иуцталардати цийматларп буйича кетма кет 
ёзиб чицамиз:

х = хи булганда, Ду0 =/(ла,л )Дг ёки у , - у 0 = / ( x „ ,y jh  
Бу ердя у 0,х0 ва А лар маълум булган и учун y t ниш цийматинм 

цуйидаги (]юрмула орцали х,исоблаб гонит мумкин:
У\ = y o + f(x 0,y0)h.

х = х<Да Ду, = /(х,,_у,)Дг ёки у 2- у ,  = / ( x „ y l )h, бундан у,=у\ + /(*,,>,)/! булади. 
Шуиингдек,

х = х2 да у3 = у 2+ / ( х 2,у 2)/, 1

......................................................... [• (9 .2 6 )
x = x*-i л» У. = У„., + /(х._, ,у„ , )h\

Демак, х0,х ,, ... ,х„ нудталарда (9 .2 3 )  ди(|>ференциал тенгламаларнинг 
тацрибий ечими тонилади. Буни цуйидагича геометрик изох,лаш мумкин.

Декарт координаталар текиелигида ( * „ ,л )  нуцталарни

ф р и  чизиц кесмалари орцали гуташтирнб чицамиз. Иагижада тугри чизицли 
кесмалардан иборат булган синиц чизиц >;оснл булади. Бу синиц чизиц Эйлер 
синиц чизиги деб агалади.

18-чизма.

Бу синиц чизиц ( 9 .2 3 )  дифференциал тенглама интеграл эгри чи 
зигининг тацрибий курнниши хшоблаинди.

Агар / ( Х,У) цуйндати шартларнн цаноагла!пирса:
а) ихтиёрий [л, л] кесмада узлуксиз б^лса;

б) функцншшнг г бум н чи хосиласи юцоридай чета рала и га и

и) у  нинг функцияси буйича Липшиц ишргини цаноатлшпи|к'а,

\Лх> У г ) - / (х,У ^ $а\ уг - у ,  |,

у Холда тацрибий ечим билан яниц ечим ораеидаги х а г о л т ; цунидп.и формула 
оркялн ба^оланади:



(8 -2 7 )

Бу ерда, N ва L доимиЛ сонлар.
Мисол. /  = 2 х + у  ди(|м|>ерс11ЦШ1Л тсиглама Я 0) = 0 бошлангич шарти би­

ла» берилган б$лсан. Ушбу дифференциал тенгламани [0; l] кссмада танрибий

ечими Л = 0,1 цадам бнлаи тонилсин.
Ечиш. Шаргга асосан а = * 0 = 0 ва 6 = х„ = 1 f ( x ,y )  = 2x + y .  Нунталар со-

пи /I пн топнмиз:
Ь - а  1 - 0  1П 

" h  0,1
Энди ( 9 .2 0 )  формулага асосан х0,х ,,х ,........х10 нунталар учун

У »*У х>У и—<Уы НИЙматларшш ^исоблаймиз:
Ух = Уо + Л *о  ■ У  о )h = У о +  (2*о + Л  )Л = 0 + (2 - 0 + 0)0,1 = 0,
У г = У\ +  /{*\ > У \ )Ь  =  У\ + ( 2х ,  + ^ , ) Л  =  0  +  ( 2 ^ 0 ) 0 , 1  =  0 , 0 2 ,

Л  = У г + Л  *1 .Л  )А = у  г + (2 V  Л  = ° '02  + (2 - 0.2 + 0 ,02) = 0,062,
y t = 0,1282, у , =0,22102; у , =0,34312; > ,=0,4974; • 
у, = 0,68714; у , =0,91585; у 10 = 1,18744.

Берилган дифференциал тенгламанннг аник ечими у(х) = 2 ех -  2 х - 2  га 
тенг бУ’лнб vuiuir [0; П оралнинн х0,х „ х г, н у ц т а л а р д а г и  нниматларн

нуйидагилардан нборат:
х0 = 0; х, = 0,1; х2 = 0,2; х, = 0,3; х, = 0,4; х, = 0,5;
х6 = 0,6; х, = 0,7; х, = 0,8, х9 = 0,9, хю = 10.

Уо = о; у> = 0,01034; .у, = 0,0428; у 3 = 0,09972; у , = 0,18264; >, = 0,29744;
у„ =0,44424; =0,6275; у, = 0,85106; у ,  =1,1192; у,„= 1,43656.

Бундам курннадикн, танрибий счим аиш ; ечимдан фари ичладн.
Эйлер усулида ечнмнннг анннлнгинн оширншдагн энг яхши йул инте-

граллаш цадамнни Ч«уда кичрайтнриб олишдир.
Умуман (9 .2 7 )  (|юрмуладан курннадикн, х,ар бир надамда Эйлер усули- 

нинг хатоси анча катга. Бу хатонн камайтирнш учун такомиллаиггирнлган Эй­
лер усулп цуллшшлади. Такомиллаштирилган Эйлер усулида х,ш:облаш \ар

бир к надамда икки циемдан нборат х,олда олиб бориладм, яънн X  , = Хк + -

нунтага мос у  , нниг кнймати у  , = у к + ^  * —  формула билан х.исоблана- 
‘ *5 “ j

ди. CJnrpa J>t„  цуиидаги (формула билан тонилади:

Яна такомиллаштприлган Эйлер усулларндан бири Эйлер-Коши 
усулндир. Бу усулга асосан ( 9 .2 6 )  формула ёрдамида х,ар бир к + l надамда

- ниймат хнеобланади:



* Й = П + У < * ..л > -
CJiirpa бу кий мат куйидаги формула билян цайта аникланади:

Л .| =1,» + ^[/(х* .Л )  + / (** .| .^ ° '} (8 -2 9 )

Бу усулнинг хятолик тартиби И2 га тен г.. Юцоридяги миеолни Эйлер 
Коши усули билян ечамиз:

х„ = 0; у™ = y 0 +hf(x„,y0) = 0 + 0 ,1(20 + 0) = 0;

х, = 0,1; y t = у , + ̂ (2х„ + у0 + 2х, + У°>)= 0 + 0,05(2 0,1 + 0,01 + 0) = 0,01; 

хг = 0,2; /20) =>■, + А( 2*, +>-,) = 0,01 + + 0,01) = 0,031,

у 2 =у, + 0,05(2х, +у, + 2хг + у (20,) = 0,042; 
х, = 0,3; у\0) = 0,0862; у , = 0,0984; х4 = 0,4, .у'0’ = 0,1628; у ,  = 0,1817; 
х, = 0,5; у™ = 0,2798; y s = 0,2997; х6 = 0,6; >£” = 0,4242; у, = 0,4406,

= ° .7; У™ = 0,6046; у 1 = 0,62281 х, = 0,8; у ? ’ = 0,8250; у, = 0,8451; 
г , =0,9; = 1,0896, у, =1,1118; х|0 = 1; у}°’ = 1,4029, у ю = 1,4175.

Бу ечнмнн аник ечим билян солшитирсак, улар орасидагн «fwipK кям 
экянлигигя ишонч \осил циламиз.

9 .7 .  Рунге-Кутте усули

Ушбу
У = /( .* . у )  ( 9 .3 0 )

,чи<|м])ере||циа.'| тенглама куйiiлаги
у {х ,)= у в ( 9 .3 1 )

бошлангич ша[г билаи бсрнлгян булеин. Бу мясаляни Рунге-Кутте усули би 
лап ечямнз.

Рунге-Купч- усулида х,нсоблаш формулаларида у(х) функциянн Тейлор 

каторигя ёйиш ва бу катор кисминн косила катнашмайдигян цнлнб $згарти 
рнш ётадн. Агар хисоблаш формулалари Тейлор каторининг от таргибли \оси 
ласини узгаргириш йули билаи .цосил цнлннган б^лса, бу и»-таргибли усул 
дейилади. Рунге-Кутте усулида ихтиёрий < -кадамдаги такрибий хисоблаш 
КуйИДпгн.формула оркалн бяжарнлади:

У м = У 1+Л;-  (9 .3 2 )
Бу ерда -I, ни танланншига каряб Рунге-Кутте усулини ир ли таршбдагн

ми o fu a hi йулларини хогил кплпш мумкин.
М ясалан. учпнчи тартнбли ^исоблаш ф ормулалари учун a . itn

к\ Гшдягича танлаш  мумкин

Л , = + 4 * 2м + * , ‘п) ,  ( Я .З » )



*i“' = ¥ ( х„ у .)
U t  (‘>

* “ = * / ( * , + f .  я + Y >

• i 3w =Л/(х,+А,.у,+ */ '> -*,<0)

Т$>ртинчи тартибли хисоблап формулалари учун Л, цуйидаги к^ринишни

( 9 .3 4 )

олади:

^  = ^ 1,> + 2(* !<0+ * Л  + * .(‘>1 ( 9 -3 5 )  

бу ерда, лар цуйидагича хисобланади:

* ,т = ¥ (* . .? ,)
А к (0

h к 
* ,w = * / (* ,+ х , Х + - т )

( 9 .3 6 )

2 '  2 

* 4(0 =А/(х, + A,j/, + * ,“>

Руш'е Кутте усулинннг бундан юцори тартибдаги х,исоблаш формулала- 
рида Я, нинг к^риинши анча мураккаб б^лгаилиги учун, уларни бу ерда кел- 

тнрамиз. Рунге-Нугте усулидаги хисоблаш ишлари цуйидаги жадвал ёрдамида 
олиб борилади.

/ X У k = V (.x ,))
0 *0 Уо *,<0>

х0 + А/2 Уо +*|<0,/2 2к (°>
х0 +А/2 Л + * ,т /2 *<°> 2к<°)-

х0 + А Л + * .т * ‘0) к[0)

■ 1 Jt| У\ 4.

Ж адвал ни т$лдириш цуйидаги тартибда бажарилади:
. 1) Биринчн сатрга х„, у0 ларнинг цийматларини ёзамиз.

2 )  / ( Х0,У0) ни хисоблаб, А га к^пайтириб, к,т  сифатида жадвалга ёза­
миз.

3 )  Иккинчи цаторга г0 +А/2, у0 +к](0)/2  ларнинг цийматларини ёзамиз.

4 )  / (х 0 +А/2, у 0 + ktm /2) ни хисоблаб, А га к^пайтириб, жадвалга к гт 

сифатида ёзамиз.
а )  Учинчи цаторга х„ + А/2, у а t к,<") 12 ларнинг цийматларини ёзамиз.

б )  /(х0 +А/2, у0 + к1т /2) ифодани х,исоблаб, А га кунайтириб, жадвалга



сифптида ёзиб к^ямиз.

7) Т^ртинчи каторга x0 +h, y„+ ksm ларнинг кийматларини ёзамнз.

8 ) /(х0 + А, у 0 + к ,т ) функцияни ^исоблаб, А га к^пайтириб, * 4,0) сифа 
тида жадвалга ёзамнз.

9 ) Аутурган устунга *,,0\ 2к?\ 2к<°\ к?> кийматларни ёзиб к?ямиз.
10) 6.у устунда турган сонларнн к^ниб 6 га б^ламиз ва жадвалга Ау„ 

сифатида ёзамнз.
11) У, = У о + Av0 ни ^нсоблаймиз.
Кейинги надамда (^ .^ н у ц га н и  бошлангич нунта деб хамма х,иеоблаш 

ишлари цайта бажарилади ва ^оказо. Юнорида кслтирилган РунгеК утте усу- 
лининг тартнби А* га тенгдир. Х.иооблашни текшириб туриш учун

0 = к " - к " '

формуладан фойдаланилади.

Агар 0 < ю  шарт бажарилга, А нядам т^три танлаб олинган деб хисоб 
ланади, акс \олда А ни камайтнриб, с5?нгра яна 0  ни текшириб к$риш лозим.

S'мумий холда Рунге-Кутте усулининг хатосиии ба^олаш анча цийин, 
шунинг учу н купинча асосий *;ад хатолигинн бахолаш билан чегараланилади.

Рунга-Кутте усулида асосий х,ад хатолигинн нуйидаги формула оркалп 
топилади:

У ( * ) - У г ь * ~ ~ ,

бу ерда, у(х) функция х нуктадаги аник ечим; y ih х  нунтадаги А надам би 
лан топилган танрибий ечим; у л - х нунтадаги 2А надам билан хисоблашан 
танрибий ечим.

Мисол. Цуйндаги у ’=0,25у7 + х г дифференциал тенглама ва бошлангич 
шарт Я 0) = -1 берилган б^лсин. Тенгламани [о, l] оралиеда Л = 0,2 надам би­
лан ечимнни топинг.

Ечиш. Юкоридаги (9 .2 3 ) ,  (9 .3 3 )  ва (9 .3 6 )  формулалардан фойдаланиб 
танрибий ечнмларни топамиз.

/= 0 бЬган да, y t = Л  И  а , <01+ 2(А2'01+*/">) + */»>) б?лади. Энди к т (, = 1,4) 

ларнн Хиробллимнз:

*/(*„>Уо) = Л(0,25>-о'‘ + г02) = 0,2• (0,25■ (-1 )2 + 0г) = 0,050 .

0̂ 2
2

+ ] 0 + - ^  | = 0,2(0,25 (0,925)г +(0,1)2) = 0,04953

= 0,2 (0,25- (-1)„ ( « £ ] •



Худай шундай гарзда давом этгириб, натижаларни куйидаги жадвшиа 

ё.шб борамиз:

х у к т = h/(x ,y)

о 0,0 -1.0 0,050 0,050

0,1 -0,975 0,04953 0,09906

0.1 -0,9752 0.04955 0,09910

0 2 -0.95045 0.05317 0.05317
0.0S022

1 0,2 -0,94978 0,0531 0.0531

0,3 -0,92323 0,06062 0.121235

0 3 -0,89292 0.057865 0.115731

0,4 -0.835055 0.119865 0.114865
0.067489

2 0,4 -0,88229 0,0709 0.0709

0,5 -0,8468 0.0858 0.1716

0,5 -0,8398 0,0852 0.1704

0,6 -0,7970 0,1037 0,1031

з 0,6 -0,7961 0,1036 0,1036

0,7 -0,7443 0,1256 0,2512
-

0 7 -0,7333 0,1248 0,2496

0,8 -0,6713 0,1505 0.1505
0,1258

4 0,8 -0,6703 0,1504 0.1504

0,9 -0.5951 0,1797 0,3594

0,9 -0,5805 "0,1788 0,3576

0 -0,4915 0.2120 0,2120
0,1799

5 1,0 . -0.4904



10 Б О Б . ЧЕГАРАВИЙ МЛСЛЛАНИ ЕЧИШ  УСУЛЛАРИ

10.1. Масалапинг ц^йилиши

Биз бу бу!лимда, ясосян иккинчи таргибли узгарувчян колффпциентли 
оддий дт|)фере||циал тенгламалар учун чегара маеалагшшиг цфйилнинпш ва 
уни такрибий оч и in усуллари бмлан танишампз. Бу усуллар электрон хисоблаш 
мапшналари пайдо б$лмагдан илгари х,ам маълум эди, аммо кятта ва кичик 
электрон хисоблаш машиналарининг вужудга келиши ва такомиллашиши бу 
усуллардан купрон фойдаланшига, усулларнииг кулллниш доираси кенгяйишн- 
га олиб келди.

Бу усуллардан энг kJii тарцалгянляри прогонка усули, т£р усули ва 
бошналардир. Цуйида биз шу усуллар билан кенгроц холда танишиб чнцамиз. 
Иккинчи таргибли оддпй Д 1к | м | к '| н '| | ц н а л  тенгламалар учун чегара м я с а л а с и -  

нинг мохияти куйидагидан нборат. Бнзга иккинчи таргибли ошкормас холдагн 
оддий дифференциал тенглама берилган булеин:

F(x,y,y',y') = О- (Ю .1 )
Бу тенглама учун щундай у -  f ( x )  функцияни топиш керакки, бу функция х 
иинг улгариши оркя.ш [а\Ь] нннг нчки нуцталарнда (1 0 .1 )  тенгламани 

цаноатлантириб, кесманннг четки нуцталарида эся цуйидаги чегаравий шарт- 
ларни цаноатлангирсин:

^ [> 'И ,/ (а )] = 0, %[>■(&),/(/>)] = 0. (1 0 .2 )

Агар (1 0 .1 )  тенглама па (1 0 .2 )  чегаравий шарт чизицли 6}Vica, бундай 
чегаравий масала чизикли деб аталадн. У холда (1 0 .1 )  ва (1 0 .2 )  тенгламалар- 
иинг куриниши куйидагича ошкор куринишда булади:

y ’ + p(x)y' + q(x)y = / ( х), х е  (а,Ь) ( 1 0 .3 )
а„у(а) + а ,у \ а )= у и, Р„у(Ь) + /?,>'(*) = Г, ( 1 0 .4 )

бу ерда, р (х ), ч(х), f(x )  функциялар [а,Ь] оралиеда узлуксиз, олдиндан 
аникланган функциялардир.

"о .& .ар Д .Г о .Л  лар берилган доимий сонлар булнб, |в0| + |в,|^0. 

1А1 + !д ! * 0  шаргларни каноатлянтирадн. Агар / (х) = 0 ва r 0 =0, у ,= 0  булса. 

И<К*Ц ,,а (Ю -4) чегаравий мясалага, бир жинсли чегаравий масала дейилади, 
яке \олда бир жинссиз 4erapaBiiii масала деб аталадн. Чегаравий масалалярни 
такрибий ечиишинг икки гурухдан иборат усуллари мавжуддир.

1. Аналитик усуллар.
2. Айирмали усуллар.
Кейинги булимларда шу гурухлариинг вакили булган, лиг куи 

Ку.маниладиган яйрим усуллар билан танишиб чикамиз.



10 .2 . Дифференциал прогонка усул и

Иккинчи тнргибли оддий дифференциал тенглама берилган булсин: 
у '+  p(x)y' + q(x)y = f(.x), ( 1 0 .5 )
а 0у(а) + а ,у \ а )- у (,, р„у(/>) + РУу\Ь) = Г\- ( 1 0 .6 )

Берилган тенгламани ечишнинг дифференциал прогонка усулини баён 
килишдан олдин ( 1 0 .5 )  ва ( 1 0 .6 )  тенгламани ечиш м асаласи, 2  та  Ноши ма- 
саласини ечишгя келнш усулинн чикарамиз. Ф араз цилайлик, ( 1 0 .6 )  чегара- 
внй шартлари параметрлар а 02 + «,2 > 0 ва Pi + Pf > 0  шартларни 

цаноатлантирсин. У \одда ( 1 0 .5 )  тенгламанннг ечимини цуйидаги куринишда 

излаймиз:
у(х) = СЩ х) + У (х), (Ю .7 )

бу ерда, С - номаълум доимий коэффициент, U = U(x) функция ( 1 0 .5 )  тенг-

ламага мос булган
U' + p(x)U' + q(x)U = 0 ( 1 0 .8 )

бир жинсли тенгламани ечимидан иборат булиб, Г  = У(х) функция эса ( 1 0 .5 )

тенгламагп мос булган бир жинслимас
V " lp (x )V  + q(x)V = / ( г )  ( 1 0 .9 )

тенгламанннг ечимндир. Х,осил булган ( 1 0 .8 )  ва ( 1 0 .9 )  тенгламалар учун 
бошлангнч шяргляр ( 1 0 .7 )  ечимни х = а  нуцтада ( 1 0 .6 )  шартни 

цаноатлантиришдан келтириб чицарилади, яъни
U(a) = k a , ,  U'(a) = - * о 0, , < 1 0 .1 0 )

бу ерда, к *  0 ихтиёрий доимий сон.
Агяр ( 1 0 .6 )  шартда аг0 * 0  булса, у холдя

У(а) = ^ - ,  Г (о )  = 0 , ( 1 0 .1 1 )

деб олиш мумкин, рг, ■*- 0 булса,

V (я) = 0 ,  Г ( а )  = — . ( 1 0 .1 2 )
а \

Ш ундай цилиб, ( 1 0 .5 )  ва ( 1 0 .6 )  чегаравий масаля ( 1 0 .8 ) , ( 1 0 .1 0 )  вя ( 1 0 .9 ) ,
( 1 0 .1 1 )  ёки ( 1 0 .1 2 )  Коши масалалприни ечишга келтирнлади. К о т н  масаля 
лари эса нулланманниг олдинги булимларида баён цилингян усулляр билян 

ечилади.
Юцоридаги ( 1 0 .7 )  ечимда С сони ечимни ( 1 0 .6 )  шяртиинг х - Ь  

нуцтядяги кури ниши дан топилади, яъни

‘г -  r ' - W W - W W  ( ю  1 4
р 0\иь) + р у ( Ъ )

Вундан куринядики, С ттнрямстр мянжуд булити учун p„U(h) + р ,П '(Ь )*0  шарт 

бажярилиши япрур лкан. Rv холдя чегпряпий мясяля ягона ечимгя -'гя буляди.



Агарда 0 oU(b) + p,U'(b) = 0 булса, чегаравий масалл ёки ечимга эга эмаг ёки 

чексиз к.Уп ечнмларга эга бфлади. Бу усул назарий жи^агдан соддалиги учун 
жуда кулай булнб, купгнна лолларда аниклиги яхши булган натижаларга олиб 
келади, аммо айрим х,ол.трдя катта хатоликларга хам олиб келнши мумкин 
Чунки, (1 0 .8 )  тенгламанинг ечими U(x) , х цинг уеиши билан абеолки 
КИЙмати буйича уса бошлайди, айннкса бу угнш Р(х) функцняннш [а,Ь] о|и 

ликца киймати качта булган цолда, жуда х,ач тез булади. Шунинг учун сопли 
усудлар ёрдамида тез Усувчи ечимни цидиргяндя [а,Ь] кесманннг охирги х -  b 

нуктаеида катта хатолнк-ка олиб келади. Бу аса (1 0 .1 3 ) формуладан С у.нар 
мае сошш кУиоллнк билан топишгп олиб келади. Пъии, чегаравий масаланн 
ечншда катта хатоликка олиб келлдн. Бундан кийинчн.шкдан кутилиш йуллн 
рндан бири енфагида дифференциал прогонка усули та вш и кнлинган. Бу 
усулнинг гояси асоснда чегаравий иккинчи тартнблн дн(|к|м‘|кмщр|ал тенглама 
ни ечиш масаласи, учта биринчн тартибли оддий дн<|х|>сре1|циал тел гля мала pi а
- Коши мяеалялярнни ечшмга келтирнладн. Фараз кнлайлик, (1 0 .3 )  тенгла 
манинг у(х)  ечими па унинг биринчи ди(|м|>е|>ен11пали куйидагичя чнликли 
боглангян булсин:

у'{х) = А(х)у(х) + В(х), (1 0 .1 4 )
бу ерда, А(х) на Н(х) функцнялар кейинчалик аникланадигаи номя'ыум 

функциялярдир. (1 0 .1 4 )  тенгламани яня бир маргя д jx'uiitia.i.iлймил, 
яъни, у ’(х) = (А'(х) + Аг(х))у(х) + Л(х)В(х) + В'(х). jt’(v) ва у ’(х) ларни (1 0 .3 )  гн 

кУисяк, куйидаги дифференциал тенгламалнрни хосил киламил:
[л’(г) + /)г(г)^(х)4 А(х)В(х) + В'(х) + Р(х)[А(х)у(х) + В(х)] + q(x)y(x) = /(*) ёки 

\а '(х )  + А : ( х )  + р(х)А(х) + ?(x)}v(г) + В'(х) ■> (А(х)Щх) + р(х)В(х) = / ( г ) , 
бу ерда v(x) ечим нолдян фарклн булганлши учун куйндягнни ёзиш мумкин: 

A'(x) = -A ! (x )-p (x )A (x )-q (x ) ,  (1 0 .1 5 )
В'(х) = f (x )  -  А(х)В(х) -  р (х )В (х ). (1 0 .1 8 )

Бу тенглпмалар учун бошлангич шяртии х = а  нукгадя (1 0 .6 )  ифодаларниш 
биринчи тенгламаендан <1юйдаланпб тонамнз:

а 0у(а) + а, {А(а)у(а) + й(я)] = уп, ёки \а„ + а, А(а)\у{а) + а, 8 ( a )  = у„ .

Бу ердаи куйидагиларнн ёзиб оламнз:
а 0 + а 1А(а) = 0 , а 1В(а) = уа , (1 0 .1 7 )

демак,
А(а) = - а „ /а „  В(а) = у „ /а 1. (1 0 .1 8 )

Шундан килиб, (1 0 .5 ) ,  (1 0 .0 ) масала (1 0 .1 5 ) - (1 0 .1 6 )  биринчи тпртиблм 
дн(|х|)е|и‘нциал тенгламаларни ва (1 0 .1 7 ) - (1 0 .1 8 )  бошлангич ширт.шрпи 
каноатлантнрувчи А (х), В(х) функцннларни топннна келтирилди. Л (г ) . Н(\) 
функцпялярии [«:/>] ораливда тонгандан суш х - b  булганда (1 0 .1 4 )  дан 

y ’(b) = A(h)yih)^B(b) (1 0  19)



ифодани \ocn.i цилами.). Ш у билан (1 0 .В )  чегаравий шартдан фойдаланиб 
( 1 0 .1 7 )  бошлангнч шарг ордам и да ( 1 0 .1 5 )  Ва ( 1 0 .1 6 )  тенгламалрни ечиб, 
[а,й] кесманинг чаи кисмидай унг кнсмша хайдаб угиб т^гри х.айдашни 

(прогинкани) амалга ошнрдик. Энди ( 1 0 .1 9 )  ифода ва х = Ь нуцтада ( 1 0 .6 )  
чегаравий шартдан фойдаланиб, у(х) (функциянинг [а,Ь\ кесмани унг томони- 

даги, яъни х = Ь нуктндагн кнйматинн топамиз

иг,) = ^  - т л .. (Ю .2 0 )
Д ,+/М (*)

Д ем ак, ( 1 0 .1 4 )  дифференциал тенглама учун ( 1 0 .2 0 )  ифода ббшланкич шарт 
булади ва яна Коши масаласи \осил булади. (1 0 .1 4  ) тенгламани £нгдан чапга 

раб интеграллаб, ( 1 0 .5 - 1 0 .6 )  чегаравий масаланинг ечимини топамиз. Бу 
ж араёнга гескари \айдаш дейиладн.

( 1 0 .1 4 ) - ( 1 0 .2 0 ) ,  ( 1 0 .1 5 ) ,  ( 1 0 .1 7 ) ,  ( 1 0 .1 6 ) ,  ( 1 0 .1 8 )  Коши маеалаларига 
$хшаш м асалалар учун, ечиш жараёнида тез рсуичи ечим учрамаслиги ва бу 
масалаларнн ечишда сонли усулларнннг к$’лллнилиши катта хатолар  
йигнлишига олиб келмаелигн, яъни хайдаш (прогонка) усули туррун эканлиги 
назарий томондан исбот ци.пнкан.

1 0 .3 . Чекли айирмалар ( r j p )  усули

Биз бу кисмда ю кори да берилган ( 1 0 .3 ) ,  ( 1 0 .4 )  чегаравий масалани 

чекли айирмалар (тур) усули билан ечишни караймиз. Иккинчи тартибли 

ди({м)№ренциал тенглама
у" + р(х)у' + q(x)y = f ( x )  ( 1 0 .2 1 )

ва чегаравий шартлар берилган:
а 0у(а) + а 1у'(а) = Гъ , Р„уФ) + Р,у'(Ь) = г 1. ( 1 0 .2 2 )

Бу масалани такрибий усул - чекли айирмалар усули билан ечиш учун берил­
ган [а,Ь\ ораликни узуилиги бир хил h кад&м билан п та булакка булиб 

чицамиз:
jc, = х0 +ih  , (i = х0 = а , х, = h, хг = 2h, .... х, =rh,...,xrl = nh -  b), h = (b - a ) / n  

У холда xt нуцталнрга мос булган p(x,), </(*,), > (* ,). / ( x , )  функцияларни 

куйидагича белгилаймиз:

У, = /(* ,)>  Р, = />(*,). Ч, = Ф , ), /  = /(!• ,)■
Юцоридаги ( 1 0 .2 1 )  тенгламада цатнашадиган х,осила у’ ва у ’ ларни 

уларга мос келадиган чекли айирмалар билан алмаштирамиз:

2А ’ Иг
Оралиннинг четки х0 = а  ва хп =Ь нукталарнда у  \осила куйидагича

чекли айирмалар билан алманггирилиши мумкин:



Ьиринчи тартибдаги аницликда олинса,

Иккинчи таргибдаги ашщликда олинса,
_  -Уз+^У, ~ Зур , _ З у . - 4 у ^ + у . - г

° ~ 2 h ’ У"~  2 h 
У х,олда (1 0 .2 1 )  ва (1 0 .2 2 ) тенгламаларга мос булган черли айирмали теньш 
малар цуйидагича ёзилади:

Кки а 0у0 + а , (~у2 + 4у, -  3у„) Ц Щ  = у0 , /?„>>„ + Д (3>-„ -  4Г„ , + ) /(2/г) = у , . 

Бу ифодаларии куйидаги куринншда ёзамиз:
-с,У, + к,Ум = ~ d ,, ( Ю -23)

У, = *,У, + A .J ' .  = * 2>’,-| + ^ .  ( 1 0 .2 4 )
бу ерда,

Биз ( 1 0 .2 4 )  чегаравий шартларни со,|далик учун хосилаларни биринчи 
таргибли аницликда акслантирган \ол учун ёздик. Шуидай нилиб, биз 
(1 0 .2 1 ) ,  (1 0 .2 2 )  чегаравий масалани (1 0 .2 I j) ,  (1 0 .2 4 )’ чеклн айирмали чега 
равий магалага келгирдик. Бу чекли айирмали чегаравий масала, чизицли ал- 
1ебраик тенгламалар системасинн гашкил цилиб, унинг мат]>ицаси $лчами 
(n + IX/i + 1) булган, уч диагоналли матрицадан нборат. Нъии бу матрицами А 
десак,

' 1 -*| 0 0 0 0 о 0 0 ''

а > - с! .0 0 0.. 0 0 0

А  = 0 0 0 a i -с, Ь, . . . 0 0 0

0 0 0 0 0 А-1 с

>0 0 0 .0 0 о о - Х г 1 )

у холда (1 0 .2 3 )  системани цуйидагича ёзиш мумкин:
ЛГ = / ,  ' ( 1 0 .2 5 )

бу ерда, У = (У0,У1 , - ,У„), /  ~(м, .„Иг) векторлардир.
Агар (1 0 .2 2 )  чегаравий шартларда а, =0, /?, = 0 булга, у х,олда А матри 

цани улчами (п -  l)(/i 1) га тенг булади. Чекли айирмали чегаравий масала



( 1 0 .2 3 ) ,  ( 1 0 .2 4 )  ни, яъни ( 1 0 .2 5 )  алгебраик тенгламалар системасини ечиш 

учун узгарувчиларни й^нотиш усули, яъни прогонка (^айдаш ) усулидан фой- 
даланамиз. Ф ар аз килайлик, изланаётган yt ва уы ечимлар узаро G„,,

аиинмас ко;к|>фициентлар ёрдамида чизинли богланган булсии:
( 1 0 - 2 5 > _

Агар бу ифоданн / - 1  нунтада Урннли десак, яъни у ,., = G.yt +S, ва бу нийматни

( 1 0 .2 3 )  алгебраик тенгламалар системасига нуйеак ва хосил булган и<(юдани 
у, га нисбятан ечсак, цуйидагини х,осил ниламиз:

Ь d, + аДу = ------L y ^ +  -
с,-а ,О , с, - 0 ,0 ,

Бу генгликни ( 1 0 .2 5 )  тенглик билан танкослаб, G„, ва S„, номаълумларнинг

куринишини тоиамиз: _____
G„, = * , / ( с , - а Д ) ,  5,., = W  + о ,5 ,) / ( с ,- a ,G ,) ,  < = l .W - i .  ( 1 0 .2 6 )

Cvnrpa ( 1 0 .2 4 )  чегаравий шартлардан фойдалаииб, i = 0 6V .uaида
G, = Z,'. S,=P>  { 1 0 .2  / )

эканлшини тоиамиз. Демак, G, ва 5, лар кийматини ( 1 0 .2 7 )  <|юрмуладан 
билган \о.|да ( 1 0 .2 6 )  формулалардан г нинг 1 , 2 , 1  кий.матларига мос 
G,. S, лярнинг г нунталар т^пламидаги нийматларннн кетма-кет хиеоблаймиз.

! Пун дни цплиб, G,, 5, ларпииг \амма нунталардаги ниймаглари х,необлагандан 

г у н 1 . излнмаётган ечим }\  ( 1 0 .2 5 )  формула орнали / + 1 дан i га J ’t h u i  ( я ъ н и ,  

ии билган х,олда у , ни топиш ) нули билан хисоблапади- Бу х,необлашни 

амалга оширши учун аввало i = n нунтада у„ шшг цийматини хисоблаш лознм 

булади. Унинг учуй ( 1 0 .2 4 )  шартларнн нккннчисндин на ( 1 0 .2 5 )  ш|юданн 
i - n - i  нунтадаги цийматидан фойдаланилади, яъни / = « - 1  булсн,

1 = G„.v„ + ■'>„ бу.чганлигидан па демак, = Xz>’*-i+ >h ~ Хг(( ',Уп + -Я,) + тр,|г‘ 
ликдан у„ ни тоиамиз:

.. = t h ± * £ *  ( 1 0 .2 8 )
"  1 - Х & .  '

Юкоридя келтирилган хнспблаш кетма-кетлигида G,, S, цпиматл»рдаи <|юйда- 
ланнб 0\ ,$г>. ,G„,.V„ ларни топишга тукри юрпш, у ,  нийматдан <|юндаланиб 
vti l.....|и ларни топишга тескарн юрнш дейилади. Энди юкоридя келтирилган

прогонка формулаларини хнсоблаш  тартпби буйича кетма-кет ёзиб чицамиз:
X, £  ,=/*•. < ( 1 0 .2 8 )

‘g ' s .  = 4 Ш & - ,  > = v T -'T  ( 1 0 .2 9 )
с. -  а,О, с, -a ,G

у  = t l l£ 2 § j L t 'y’ = G .у  ,+ 5 ',.,, i = n - 1,0. ( 1 0 .3 0 )

Функниялар юкорисига купи.май нуналиш болгнси хисоблашнинг нуналишини 
кУрсатиб тур».h i, н-ыш (-->) бслги / дан м-1 га кариб, (♦-) белги эса, / М дан



/ га карнб шришни курсагади. Ьу урннда (1 0 .2 9 )  форму.шдан качон <|мждгь 
ланиш мумкин деган савол гутнлади.

Ллбатга, авваломбор бу формулаларнинг мах раж и cl - а ,  (7, ф 0 булиши 

зарурдир. Ьу шарт бажаралнш учу™ |с,|>|а,| + |А(|, / = Гл~Т; |*,|<1,

Ы  + Ы < 2  тенгсизликлар Гринли булиши етарлидир.

Бу усул билан хисоблаш, айницса электрон хисоблаш машиналарн 
кулланил ганда жуда яхши натижалар беради. ‘

Мисол. Прогонка усули билан /  + ( х - 1)/  + 3,125^ = 4*, у(0) = 1, _v(l) = 1,367 
чегаравий масаланинг танрибий ечимини А = 0,1 цадам билаи топинг.

Ечиш. Масала шарти буйича 
/>(*) = х -1 , q(x) = 3,125;ай = 1, а [ = 0, у0 =1, а  = 0, Д, = 1, Д =0, / ,  =1,367; *  = 1. 

Масаланинг шартига асосан А = 0,1 булганлиги учун [0;l] оралицнн 10 тя булак 
ка буламиз, яъни h = ( b - a ) /n  формуладан н = (1-0)/0,1 = 10 булади, демак 
х, = х0 + i • 0,1, (( = 0,10) ва х0 - 0  эканлигидан х, = 0 ,1 / . У холдя 
Pt =JC,-1 = 0 ,1 / -1 , qt =3,125, /( = 4х, = 0,4/.

Прогонка формуляларидаги коэффициентларипи куринишини тоиимиз

2
с, = г г  -  <?, = 196,875, d, = -0,4/.

П
Прогонка формулаларининг бошлангич шартлари эса чуйидагиларга теш 

булади: G, = дг, = 0, S, -  fjt, у к =1. Демак, хисоблаш жаряёнинииг тутри юриш

(1 0 .2 9 )  формулаларининг кУринишн ушбу холда куйидагича булади:

G, = 0 ; =1; Cw = -------------------------------; 5 W  , = f5j
196,875-(105-0,5/)G, "  196,875 -  (105 -  0,5/)С,

Тескари юриш (1 0 .3 0 ) формулаларининг кУриннши эса нуйидагича

У to ~ Ь X  “ î+i-Vi+i "*"*̂+1 • * = 9,0 ,
булади. Хисоблаш нлтижаларини жадвал куринишда ш(юдалаймиз.

/ G, S, У,
0 0 0 1,09356
1 0.4825396 0,531302 1,165210
2 0,6528014 0,3763824 1,209898
3 0,743862 0,297108* 1,22609
4 0,804936 0,246492 1,217613
5 0,851127 0,208734 1,185352
6 0,889319 0,149544 1,164720
7 0,923096 0,121072 1,130505
8 0,954635 0,091963 1,087989
9 0,985497 0,060665 1,042504
10 1,017044 0,025460 1,000000



Юкорица келтнрилган чекли айирмалар усули берилган чегаравий маеа 
ланинг жадвал кУрииишдаги тадрибий ечимни топишга имкон беради.

Биз дуйида чегаравий масаланинг тадрибий ечимини аналитик к^рнни- 
шида топишга олиб келядиган баъзи бир аналитик усулларни к^рамиз. Чунки 
айрим холларда физика ва механика масалаларининг ечимини аналитик кури- 
нишда ифодалаш дулайдир. Шундай хоссаларга эга булган усуллар: Галеркин 
усули, энг кичик квадрат усули, коллакация усули ва бошдалардир. Бу усул­
лар дулланиши ва ишлатилиши жнхатидан чекли айирмали ва шунга ^хшаш 
усулларга нисбатан камрод дулланиладн, аммо ечимни аналитик куринишдя 
топишга имкон берганлиги сабабли маълум угтунликларга ягадир. Ш у усул- 
лардан бири булган коллакация усулини дараймиз. (1 0 .2 1 ) , (1 0 .2 2 )  диффе- 
|н‘нциа.г тенгламалар берилган булеин. Уларни куринишпни куйидагича сзиб 
оламиз:

Z[v] = у"+P{x)y'+q(x)y = / (х ) , (1 0 .3 1 )

Г„[)’] = а 0Я « ) + а,У (о) = у0. Гк[у]=Д0Я 6) + /?,У(*)’=Г, (1 0 .3 2 )
Ф араз дилайлик, (1 0 .3 1 ) , (1 0 .3 2 )  чегаравий масала [a,b] оралидда яго- 

на ечимга эга ва бу ечим биринчн, иккинчи тартибли узлуксиз хосилаларга эга 
булеин. КуГшдаги <p0(x),ipl(x),^<pr(x) базис функцияларни танлаб оламиз. Бу

функциялар дуйидаги шартларни даноатлантирсин:
а ) <р0{х) функция (1 0 .3 2 )  бир жннсли мос чегаравий шартларни 

каноатлантирсин: Г<1[«50(х)] = /0 , Г6[«?„(*)] = г,.
РДх) функциялар эса бир жинсли чегаравий шартларни 

даноатлантирсин: Го[<?„(*)]- 0, Г6[р0(х)] = 0,/ = 1,и;
б) р0(х),^,(х),, .,р„(х) функциялар 'шзидлн богланмаган функциялардир;
в) ^р,(х)} функциялар туплами иккн марта узлуксиз днфференциалла- 

нувчи функциялар классида тулиддир.
У холда (1 0 .3 1 )  тенгламанннг ечими шу базис координата функциялар- 

нинг чизидли комбинациям куршшшда пзланади

>„W  = ^oW + Z c^ .W ' (1 0 .3 3 )
/=1

бу ерда, с, лар номаълум к о;к | ><|> п щ ie m л я рд и р. Изланаётган (1 0 .3 3 )  ечим

(1 0 .3 2 )  чегаравий шартларни даноатлантиради, яъни

Г. [>„ (х)] = Г„ [q>0 (х)] f ]Г с,Г , [<р1 ] = Го. Г„ Ь\ (*)] = Гь к ( х ) ]  + £  ■с,Г„ \р, ] = /,.
1—1

(1 0 .3 3 )  ечимни (1 0 .3 1 )  га дуямнз, у х,олда

А<рЛ 4 2^z[<P, ] = /(x) ёки z[«j0]+ y c,z [ip ,]-/ (x ) = 7?(x,c1,c2... ,с„).
»-! Ы



Бу гешлншш [и;б] ораликнинг нчкн нуцталари тунлами - х, да (бу нуцгаларга

коллакация нуцталари дейилади) нолга тенглаштнрамиз, яи ш
Л(х1,с,,с2,...,с„) = 0, i = l,n. (1 0 .3 4 )

Натижада биз с ,,с2,...,с„ ларга нисбатан алгебраик тенгламалар системасига aia 
булами.) ва бу снстемадан с( ларни топиб, (1 0 .3 3 )  га куйиб такрибий ечимни 
хисоблаш мумкнн. Масалан, [a, i]  оралиц учун р ,(х) функциялар системаеи

сифатида цуйидагиларни олиш мумкин. <Р„(Х) ~ У а + - 11 ̂

рД х) = ( х - а ) ( * - х ) х м , ёки оралик [0;^г] б^лса, у холда <р0(х) = уа + ^ - ™ ( x - a j ;

<р: (х) = sin
х - а

« 7 —Ь - а
, i = l, и, чунки бу функциялар юкоридаги хамма шартларни

цаноатла нтнрадн.
Мисол. Коллакация усули билан У  +~(1 + Г )у '  + у  = -1, >'(— 1) = 0, >(1) = 0 

чегаравий масаланинг такрибий ечимини тонинг.
Ечиш. Биз кя(тётган Хол учу11 Р(х) = 1 h <?(х) = *. / ( * ) - - > .  J  = ~ *. “ о = 1> 

Д, =1, Д  =1, у0 = 0, *  = 1, у, = 0  Базис функциялар сифатида куйидаги функция 
ларни оламиз: </>0(г) = 0, <р:(х) = 1 -  х2, р2(х) = (1 - х2)2 Куриииб туриодики, бу 

функциялар чегаравий шартларни цаноатлантиради ва чизикли узаро 
богланмаган \амда биринчи ва иккинчи таргибли диф<||еренциаллари манжуд

функциялардир. Демак, ечимни >’(х) = (х) = с,(1 ~ х2)+ с2(1 -х 2)2 куринитда
1=1

Кидириш мумкин. Биз бу ерда соддалнк учуч ф акаг ш и т а  базис функцияла- 
рини танлаб олдик. Бундай функцияларни ихтиёрий и та цилиб танлаб олиш 
мумкин. Ечимни дифференциаллаймнз ва берилган тенгламага кУямиз:

У (х) = с,(-2 х) - 2 с! ( 1 - х2)2х, / (х )  = 2с, -  4с2( 1 - х2) + 8с2х2 = - 2 с ,+ с2(12х2 -  4). 
- 2 с ,+ с 2(12х2- 4 )  + (1 + хг)(-2 с ,х -4 с 2(1 -х 2))-1 с ,(1 -х 2) ‘ С2(1 -х 2)2 = -1 

ёки Я(х,с,,с2) = 1 -с , -2 с ,х -с ,х ' -2 с ,х 3 - 7 с 2 + 10с,х2 + 5с2х4
Коллакация нукталар сифатида х0 =0, х2 = -0,5 нуцталарни танлаб ола 

. миз. Я(х) функцияни коллакация нукгаларида хисоблаб нолга тенглаштирсак.

fl -  с, - 7 с 2 = 0 f 1 _ с-, -  7с2 = 0 f l -с-, -  7с2 = 0 = _ 4 5 с = ]6

1 - 7 с , + - с ,  + — с, = 0  1 - 67с. +16 = 0 => |с2 =16/67 ~^С' 67 ’Сг 67
2 2 - 16 2 1 •

Демак, такрибий ечнм

>(х) = - - ( 1 - х 2)г - - - ( 1 - х 2).
’ 67 67

Юкорида келтнрилган (1 0 .3 1 ) ,  (1 0 .3 2 )  чегаравий масала ни Ннлеркнн 
усули билан ечиш учун <p,(x)(i --- 0 ,я) базис функциялар куйнляги шартларни

кпноятлянгнриши шарт:
а) Базис функциялар системаси ортогоналдир, h i . h u



Г [O' агар I * J ,
\<P,(x)<P,{x)dx = \ A . .{ \ *  0, arap i = j.

б) Базис функциялар системаси тулпедир, яънн <pt(x), (i = 0 ,п) функция- 

ларга ортогонал булган нолдан фард.ш бошка функциялар мавжуд эмас.
в ) Базис функциялпрнинг чекли кисми ■(/ = (), и)} шундай танлаб  

олинадики. <Рц(х) функция бир жинслимас чегаравий шартларни 

даноатлантирсин: Г„ (* )]= У о»Г6 [?»„ (х)] = у ,; <р, (/ = б,«) функциялар эса  бир 
жинсли чегаравий шартларни каноатлантирсин: Го [<р: (х)] = Г4 [р, (х )]= 0 ,(/ = 0,7i). У 

холла ечим цуйидаги куринишда изланади:

Я х )  = 9>„(х) + Хс,?>((х). _ ( 1 0 .3 5 )
: = 1

Бу ифодани ( 1 0 .3 1 )  га куйпб, натижани R билан белгилаймиз ва с ,,с г,..,с„ 

коэффнциентларни шундай танлаймизки, Д (х,с,,с2,...,сп) функция энг кичик 

цийматига эга б^лсин. Бунинг учун, R функциянинг <pt(x),<p2(x),..,<pjx) функ- 

цнялар билан ортогонал б^лиши етарлидир, яъни
Ь
j<p](x)R(x,ct,c 2,...,c„)dx = 0, '

ь
J  р, (х)Л(х, с ,, с , . ,,сл )сЬс = 0,

| (р„ (хЩ х, с ,, с2,..., с„ )dx = 0,
а

ёки бу тенгламаларни бошцача куринишда ёзадиган бфлсак,
ь

J [ z M ~ / k ( * > f r  = o. *  = 1,2,... (Ю .з в )
а

яъни, У с  JVt (x)Z fo(x)}&  = \<pk( x ) { f (x ) - z [ (p j l fb .
i -1 в  а

Демак, с, коэффнциентларни яницлаш учли чизицли алгебраик тенгла- 

малар системасига эга булдик. Охирги тенгламалар системасндан с, лар то- 

пилгандан сунг ( 1 0 .3 5 )  га с, ларни цийматларини цу’нсак, ( 1 0 .3 1 ) ,  ( 1 0 .3 2 )  

чегаравий масаланинг тацрибий ечимига эга буламиз Бу такрибий ечим аник 
ечимга, п нкиг етарли катта цийматларида нцннлашади.

М исол. Галеркин усули билан у ’ - _v’ cosх + _у sin х = cosх, v (-п) = у (л )  = 2 

чегаравий масаланинг такрибий ечимини топинг.
Ечиш. Б ази с функциялар снфатида цуйидаги тригонометрик функция 

лярнн оламиз: <ра = ?.; p,,;=sm x, <р2 = co sx  + l; <pi =sin2x, q>4 = c o s 2 x - l .  Бу функ- 

цпилар [- п,л\ кесмада чизицли богланмаган ва функция чегаравий шартни 

цаноаглантиради, <ри<р2,срг функциялар эса чегарада ноллик шартни



каноатлантиради. Демак, ечимни куй идиш куршшшда цидирамиз,

> '- ? ’o W  + Z c.<a. ( x ) = 2 + c iS in x  + c 2(cosjr + l) + c J sin 2x  + c „ (c o s 2 x - l)

Бизиинг мисолимизда Z\y] = у ’ - у  cosx + у т х . Базис функцияларнинг 
^осилаларини топамиз:

9> о - 0 , <р0"= 0, <p,'=coix, д>"= sin х, <р2'= - s in  х, ? > ," = -c o s x ,  <ps'= 2 co s2x , 

<р"= - 4 sin 2х, <pt '= -2 s in  2x, tpA"= -4 c o s 2 x  

С^нгра Z[pt)  фуикционалларини х.исоблнймиз:

] -  ° ~  Ocosx + <pb sin x = <pa sin x  = 2 sin r , Z[<pt ] = -  sin x  -  cosxco sx  + sin xsin x  = -  sin x -  cos2x, 
Z\<p2 ] = -  cosx + sin xcosx  + (cosx + l)sin x  = sin x -  cosx + sin 2r,

Ая>з ] = -4sin 2x -  2cos2xcosx + sin 2xsin x = - -c o s x  -  4sin 2v -  -  cos3x
2 2

Ф  J  = -  -  sin x -  4 cos2x + ̂  cos3r, / ( x )  = -Z[n  ] = cosx -  2 sin x.

Энди (1 0 .3 6 )  формуладаги интегралларни куйнднгича белгилаймнз:

ал = (x)Z[ip )Л, bt = j Vt (х){/(х) -  Z[<pQ ]>&.

Бу а л , Ь„ интегралларии *исоблаш учун 1, sinx, cosx, sin 2х, cos2x функциялар 

нинг ортогоналлигини \исобга оламиз ва к ниш к = 1,2,3,4 кийматлирида \н 
соблаймиз:

* К
ьх = JViM l/M -Z[po])c&  = Jsinx{cosx-2sin}t&  = -  Jsinxcosxcfr- J 2 sin2x<*: =

! . - < f - 5 T s I .  4 < " +0> 4 f  * f )  - 2' '  '

Sin X)
2

*t * *
b i = J P j(x)(cosx-  2sin x)dx = j (cosx + l)(cosx-  2 sin x)dx = jc o s 2 xdx -  2 jcosxsin xdx +

T -f

+ jc o s x ^ - 2 js in x ^  = ( j  + i s in 2x J  - 2sin2̂  + sin*|^ +2cosx|'t =тг;

f * ^
bj = J^ (W (^ )~ -? [?> o ]K  = /sin2x[cosJc-2sinjir]cAf== Jsin 2 x c o s x ^ - 2 fsin 2*sin x<Ar =

* -* * -*
* * f 

= Js in 2 x c o s x (* - 2 js i n 2 x s i n x < i c  = ^ - - S 2 | ? £ _ £ ^ J *  ^  sin 3x | sin x 'j * =Q

*4 -  }p<(-lr) [^ (x )-  = J(cos2x -  lXcosx-2sin x)tj!r = jco s  2xco sхг/x -  2 Jcos2x  sin х Л  -
K - *  - s

-}cosxA + 2fs,nx̂  = f - ^  + ̂ j^  + J  _slnC _2c[)sC =0.
Г f .

an -  J «’ i (x)Z\<P> ]<tx = j sin 2x (- sin x -  cos2x)cfr -  -  f sin2 xjx  -  fcos2xsin xdx = - n
- *  -IT 4  J  *



я *

f <Mx)Zfe>, ]Л  = j  (cosx + lX- sin x -  cos2x)& = {co s*  sin xdx -  Jcos2xcosxdx- 

-  Jsin xdx -  Jcos2xrfx = 0;

] p s(x)Z to¥ x  = js in  2 x (-s in  X - C O S 2  x>fe = -  js in  2xsin xdx- j s i n  2 x c o s 2 x A  = 0 - 0  = 0;
-Я ~*

)<рЛr ) Z [ *  ] Л  = j ( c o s 2 x -  IX - sin x -  co s2x V x  = - j c o s 2 x s in  xdx -  jc o s 2 x c o s 2 xdx +

* f
+ |sin xrfx + j cos 2ю4с = -я",

—Я **

jp ,  (x)Zfe>2 ]<& = j  sin x{- sin x  -  cosx + sin 2x]dx= js in 2 xdx - js in  x cosxcb  + js in  xsin 2 xdx = ж; 

« '* *
Я *  f

j p 2(x)Z[?>2] *  = j( c o s x  + lX- sin X -c o s x  + sin 2x>fr=  J cosx sin x<&- jcos! xdxv
-Я -*■

+ j  cos x sin 2xatr + J s in x A -  Jcosxcfr + js in  2xtfe = 0 - я  + 0 + 0 - 0  + 0 = -rr;
..я -я -я -*

Я Я *
■ j  <pt lx)Z[<p-, \Jx= j  sin 2x{sin x -  cos v + sin 2x)dx= jsin2rsinxcfe- Jsin2xcosxrfx+ Jsin2 2 xdx=n,
. ft -Я '*

j <p, (.y)Z[?>, ]rfr= j(co s 2 x  -  iXsin x -  cosx + sin 2x)rfx =

= J  (sin xcos2x -  cosxcos2x + sin 2xcos2x -  sin x + cosx -  sin 2x]dx-0,

j  p, (x)Z[p, ]< *= j  sin r j  -  ~  cosx -  4 sin 2x - 1  cos3x |i*r=

i * * 3 ’(•
= —  Jsin xcosxt/ x- J4 s in x sm 2 r(i)f-— Jsinxcosxi/r=0,

= j  p 2(.v)Z[<p, ]c& = j  (cos x + 1]^- i  cosx -  4 sin 2x - 1  cos3x j(/x = - 1 ;

* т Г 1 з >
: j p. (x)Z[f>3 }ffa j  sin 2x| — cos t  -  4 sin 2x -  - c o s 3 x  j i r  = -4 л ;

-  ]<p4 (хЩч>, y h  = j(c o s2 x  -  ~2 cosx -  4 sin 2x - 1  cos3x jd x  =

= jj^ .£ ° A ^ l? 2 ? ? -4 c o s 2 x s in 2 x -^ c o s 2 x c o s 3 x  + ~ c o s r  i-4 sin2 v + - cos3x кй =0.



а»  = }^ W Z [^ 4] *  = /(cosi + I ^ - ^ - 4 c o s 2 i+ | c o s 3 x jd r  = 0;

* * {  sin x з \
a„ -  |p3(x)Z[p4]dr=Jsin2x^— -— 4cos2x + -cos3xjrfr = 0;

* * 1 3 4
au -  = J(co s2 x -l)(— sin x -  4 cos 2x + -  cos Злг>аЬг = -4n ,

-K *
Бу циймятлнрни (1 0 .3 6 ) формуляга цриш дан олдин унинг ёйилмасини 

ёзамиз.
С , а „  + С 2 а 2] + C j a 3 l + С 4 а *\ = ^1 »

С 1 °1 2  +  C 2 f l ! J  +  С 3 ° Э 2  +  С 4 а п  =  А 3 >

с,<7,, + с:а„  + CjOjj + с4в„  = , 
с,о,4 + с,а24 +с,ои +с4о44 = *4 .

У *олда

с,(-.т) + с2я --с 4^  = -2л-, с1( - л ) - с 1 j  = ”  1 сгл - 4 с ,я  = 0 , сх( -л ) -Л с ,л  = 0 .

Демак, -2 с , + 2с, - с 4 = -4 , 2 с , - с ,  =2, сг - 4 с ,= 0 ,  с ,+ 4 с „ = 0  Бу система 
дан с,,сг,с3,с4 ларнинг цийматларини топамз:

176 8 2 44с, = — ; с , с, = с. = ----- .
1 49 2 7 ’ 7 4 49

Улярни яътиборга олгяндя, изланаётгян ечим
17ft Q о до

> = 2 + — sin( х) + -  (cos(r +1) + - sin(2х)----- (cos(2x)-l) куринишда булади.
49 7 7 49



I I  БОН. ХУСУСИЙ ^ОСИЛАЛИ ДИ Ф а>ЕРЕ1Щ И АЛ 
ТЕИГЛАМ АЛАРНИ ТАЦРИБИЙ ЕЧИШ

11.1. Умумий тушунчалар

Жуда куи физика, техник» на интисодиёт масалалари чизицли ёки чи- 
зиксиз хусусий \осилали диф<|>е|>енциал тенгламаларга ке.тгирилади. Бу тенг­
ламалар математик физиканинг тенгламалари хиеоб.тннб, параболик, гипер­
бол» к вн эллиптнк хнлларга булннадн.

Хусусий х,осплалн ди(|к|>ерснциал тенгламалар наяариясида масалалар 
нУйилишининг хплма-хнллигн бн.шн нуршяб гурган дунёнинг ( воцеликни) 
турли хм.миги билан боглнпднр- Хусусий .\осилали дифференциал тенглама- 
ларнинг жуда кун диемннинг анин ошкор курннншдаги ечимини тониб бул- 
майди Шунннг учун хусусий х,оси:ш.1н дифференциал тенгламаларни ечишда 
танрибий усуллар жуда кенг куламда нулланилмовда. Ушбу тенгламаларни 
танрибий ечиш усулларининг рнвожланишига асосий сабаблардан яна бири, 
электрон хисоблаш машнналаринннг я на да рииожланнши ва такомиллашидир. 
Хусусий ^осилали диф<|)еренциал тенгламаларнинг тури куп булганлигк учун, 
биз бу ерда Унувчини кенг тарналган хусусий х,осилали иккинчи таргнбли 
днф(]>еренцнал тенгламалар билан таништирамиз.

Биз бу Урннда унунчн кун узгарунчнли функция тушунчаси f(x ,y ,z ,...)  ва 

функцияиннг аргументлари буйнча олинадигнн хусусйй. х,осилалар тушунчасн- 
ни хам да уларнинг турли таргибдаги х,оснлалари

r  = r  = §L г  е  = °L L  г  -
J ‘ дх' Jy  ду' дх1 ' дхду' Jyy ду2 

хакида етарли маълумотларга ага деб фараз киламиз.
Иккинчи таргибли чизннлн хусусий ^осидали дифференциал тенгламани 

умумий куринишн нуйидагича булади:

/Кх , у ) ^  ь Щ х , у ) ^ +С( х ,у ) ^ - +Щ х ,у ) ^ +24 x ,y )~ + a .x ,y )  = F (x ,y l (*,>)€ £>. (1 1 .1 )

Бунда, А(х,у), В(х,у ), С(х,у), Е(х,у), Ф(х,у), G(x,y) лар тенгламанинг коэффици- 
ентлари, F(x ,y)  эса тенгламанинг озод хдци хнеобланади. Бу функциялар ол- 

диндан берилган маълум функциялар булнб, ёпин /)  = D + Г  со.\ада 
анинлангандир. D  соха иккита А' ва Y узгарувчнларнинг узгариш сох,вси бу- 
либ, Г контур билан чегарлангандир.

Юноридаги (1 1 .1 )  тенгламада цуйидагича операторли белгилашни кири- 
тамиз:

L(U) = Л(х,у) + 2 В ( х ,у ) ^ ~  + С ( х , у ) ~  + 2Ц х ,у ) - ~  + 2Ф(г, у) ^  4 G(x, y)U .
дх дхду ду дх ду



У х,олда (1 1 .1 ) нинг куриниши куйидагича булади:
HU) = F (x ,y ). (1 1 .2 )

Бу ерда, L  - дифференциал оперятордир. Агар (1 1 .1 ) тенгламада В 2-А С >  О 
булса, у х,олда бу тёнгламага D  со\ада гипо|>болик хилдаги тенглама; 
В 2 -А С <  0 булса, эллиптик хилдаги; В 7 -  ЛС = 0 булгп, параболик хилдаги 
тенглама дейнлади.

Дифференциал тенгламанннг хнлига караб унга \ар хил чегаравий ва 
бошлангнч шартлар цуйнлади. Хусуснй ^осилалн дифференциал тенгламалар 
хиллярининг вакилларига мисол сифагнда цуйидаги тенгламяларни келтириш 
мумкин:

1. Т^лцин тярцалиш тенгламасн:
д ги  д 2и  
аГ2 ~&,т = Я х ’у ) ’

бу тенгламада А = 1, В = £  = Ф = С = 0 , C = - l ,  F  = f  булиб, В  -Л С = 0-1(-1) = 1>0 
булганлиги учун у гиперболнк хнлга киради.

2. Иссинлик таркалнш тенгламасн:
еч/ sc/ ,,
- ^ = Ъ + Я х 'у ) '

бу ерда, А = 1, В = О, С = 0 , £  = 0 , 0  = 0 , Ф = - ^ ,  F  = f  ва В 2 -А С  = 0 -1  0 = 0 ,

демак, бу тенглама нар; болик хилдаги тенгламаднр (бу ерда / иккиичи \~па 
рувчидир).

2 . Пуассон тенгламасн:
а 2и  зч/
<3г2 ду2

бунда, А = -1 , В = 0, C = l, f  = /, £  = Ф = (7 = 0 ва В 2 -  АС = 0 -  1 • 1 = -1 < О 

Демак, Пуассон тенгламасн эллиптик хилдаги тенгламаднр.

11 .2 . Тур тушунчаси ва тур функцияси

Юцоридя эслатиб утгяннмиздек, хусусий хосилали дн()х|>еренциал тенг­
ламани ечиш асосан такрибий усуллар ёрдамида а мал га оширилади. Буига 
ac 'xu ii сябаблардан бирн, тенгламанннг ко:к|)фицие1ггляри чизиксиз, бяъзан 
зса изланаетган функцияга ва унннг х,осилаларига х,ам боглиц бу.чишидир. 
Бундай лолларда умуман аналитик ечнмлар куриб булмайди.

Хусусий ^осилали дифференциал тенгламяларни такрибий ечишдя энг 
куп кУлляниляднгян усуллардан бнри - тур усулидир. Бу усулни асосий мох,ия- 
ти D  сох,ада аникланган (1 1 .2 ) тенгламанннг узлуксиз U (x,y) ечимни топ и т 
масаласи, шу D  со ха да ётган дискрет нукталар туиламидан нборат булган со̂   ̂
сохада аникланган 1/^^ » U(ihu jh 2) *  (J(x ,y) такрибнй ечнмларни тоииш масяла

„ г + -^Т = Л х'У)>



сига келтиришдан иборатдир.
Берилган диф*|)еренциш1 тенгламани такрибий ифодаловчи айирмали 

тенгламани ёзиш учун иккита иш бажаралииш керак булади.
1. Аргументни узлукснз узгариш сох,аснни дискрет узгариш со\асига ал- 

маштирнш.
2 . Дифференциал онераторларли айирмали операторларга, чегаравий ва 

бошланшч шартларни айнрмали ухшашликларша утказиш.
Бу ишлар амалга оширилгандан c ju r  алгебранк тенгламалар системаеи- 

ни х,осил цнламиз. Шундай нилиб, берилган дифференциал тенгламани 
такрибий ечиш масаласн алгебраик тенгламалар сиетемасининг ечимини то- 
пиш масаласига келтириладн. Берилган дт}>ференциал тенгламани сонли 
ечишда айирмали ечимни аргуменгнинг узгариш сохасидаги х,амма кийматлари 
учун ^оси.1 килиб бу’лмайди. Табиийки, бунда it *олда шу сох,аниш цандайдир 
чекли нукталар тупламнни олиб, такрибий ечимни шу нукталарда нзлаш ло- 
зим. Бу нукталар тупламига тур деб нта.шди. Ал ох, н да олинган нукталарга эса 
т^рни T y i y H  нукталари дейилади. Турни тугун нукталарида аникланган функ 
цияга тур функцняси дейилади. Шундай килиб, ар|ументнинг узлукснз $зга- 
рувчи сох,аеи тур билан алмаштнрнлади, <гыш бошкача айгганда, дифферен­
циал тенглама ечимининг <)ш:кхи т^р функцняси фазосига акслантирилади. 
Айирмали ечимнинг аник ечимга якннлик масаласи турни танлашга боглик-

Мисол 1. Кеемадаги текис тур. Царалаётган [о, l] кесма N та текис 6 J-  
лакка б^линади. х, ва кУшпн нукталар орасидаги А =*( ~хм масо(|»ага т^р 
кадами, *, = ih булиниш нукталарига турни тугун нукталарн дейилади.

тк =\x, = ih, i = \,1,...,N-\ } нукталар т^нлами т^рни ташкил атади (19- 

чизма).
О X
4---------j--------(-------1------ 1-------1-------1------ |-------(----------------►
*0 XI X, Х„ i Х\

19-чизма.

Агар бу турга чегаравий х„ =0, xN = 1 нукталарни к^шсак, го* = (г, - ih ,  i = 0, ,V -  lj 
турни хоси.1 килпмиз. Бу х.олда [о, l] кесмада аникланган уллукгия 1/{х) функ 
ция Урнига дискрет нукталар т^илами ши да аникланган у, = y h(xt)x (J(ih )  дис­
крет аргументли (функция каралади. Бу функциянинг киймати ть ryjluii ту- 
гунлари х, да хисобланади ва h - тур кадамига боглик булади.

Умуман олгннда т$’р функцилеиии бутун аргумент i ни функцняси ей 
фаш дя хам кар ат  мумкин

y ( i)~ y ,,  i = 0,l,..N



Агар [о,l] ораликчи N та буляккн *, = £ А  иуцталар оркялн б^мГнгл. 

^огнл булган тур го, = (г / = 0 ,Л;} кесмядяги нотекис (текисмас) тур дейнлаии 

Ьу \олда т^р кадами А, = х , -х 1_, булиб, у £ А ( =1 - инцпни кяпоятлянтирядп
»• I

Мисол 2 . Пкки улчамли сохяднги тур.
Ф араз килайлик, D -  { . г , 0 < х < 1, 0 </ < Г} го.хада l ' ( x j)  функция 

аникланган булсин. х на I узгярувчнларни J-згаршн оряликлярл [о. |] па [о. 7] 
ларнн х, = ih ,( i  = 0 ,N,), lt =кт (к = 0 ,/V,) нуцталар ёрдамндя N, иа A', ih

"УКталаридаи Координата Укларигн мос равишда параллел т$три чн.шкляр 
казамиз. Бу т\три чизикларни кесишиш нутггялярп (x,,tt ) турни гяшкнл 
цилади (20-чн зм а).

-

I □
, -У щ -

-

гг

____ ____

х.

___ 20-чнзма.
b y  T jp  = {> ,,7 ,); х, = ih, / = 0 .jV,, l, = кг, к = 0 ,Л',} деб бслгилянядн на текпс 
тур (тснг улчамли т$р) деб аталадн.

Агар текнсликни координаталарн х = (х,,хг) булиб, т у  текисликнл Г че 
lapara Dia булгнн бнрор 6’ со\ясидя U(x,,x2) (функция аникланган булса, у хол 
да бу сох;ада координата уцларша параллел х'0 = /Л, ва х '” = /А 
(/ -  0 , ± 1 , ± 2 , ( )  = 0,±1,±2,..) тутри чизиклар утказиб, уллрнн кесишиш 
нукталарндан ташкнл топгян, (г ,,г ,)  текислнкдяги (ih^ jh,) тутунлардян ибо 
par ну кталар туплями - турни \оснл цпламиз. Тур хар бир Ох, ва Ох, йу’палнш 
оуннча бир хил улчамга зга булиб, у О -  С, + Г со\яда ётган шн = аrh +y  дискрет 
ну цталар Тунляминн т|юдялайди. Fiy ерда

mh = k 0 , х‘'> х,(,) = ih,, xS'> = jh 2, i = г 77, j  = l~w} 

турга ьирган тугун нукгалар G со\ага тегншли булиб, унга rVptni [iчкп тугун 
нукталари туплями деб аталадн. Г чегара билан x *  = ih, ва = уА, ф р и  чи

зикларнннг кесии1гян нукталар туплампни чегаравий тугун нуцтялари деб атя 
ллди ва хамма чегаравий нукталар тупламини y h деб белгилаймиз.



Юкоридаги 21-чизмадан куриниб турнбдикн, т$'-р каралаётган сох,ада х, 
ва х2 лар буйнча текис булса хам й» тур чмяра атрофида нотекисдир. Ш уй­

ца й нилиб, аргуменгларнннг узлу'кснз узгарувчи G со^аси шу 0  соха га тегиш- 
ли булган чекли х, нунталар тунлами еол тур билан алмаштирилади. Узлуксиз 

Узгарувчи 1/(х,,х2) функция урнига <u„ тур тугун нукталари (x f’ .x*0 ) да 

аницланган у,: =>(х|<,),х|л ) = >'(/Л,,7>/г) тур функцияси каралади.
Царалаётган функция у (х ,) ни вектор сш]штида караш мумкин. Агар

\амма тугун х, нукгаларни кандайдир тартиб билан х„хг,...,хы номерлаб

чикнлса, у холда тУр функциясининг тугун нукталаридаги цнйматларини
( УI '

-  У 2 
У =

yyj
вектор компонентлари (ташкил этувчилари) сифатида караш мумкин. Агар О 
сох« чекли булса, у  векторни улчамн N  чекли, G чексиз булса, G сохада ёт- 
ган турни тугун нукталари чексиз куп булганлиги учун у  векторни улчами 
хам чексиз булади. Узлуксиз t/(x) функция (xeG ) бнрор функционал Я 0 фа- 
зони элсменти булганлиги учун, тур функция у„(*) лари т^плами х,ам Н н фа- 
зони ташкнл кмлади, Шундай килиб, чекли айирмалар усули ёрдамида На фа- 
зпни тур функцияси у к(х) нинг H h фазосига алмаштирилар экан.

1 1 .3 . Дифференциал оиераторларни апнроксимациялаш 
(алмаштириш)

Виз юкорида 1 0 .3  булимда иккинчи таргибли оддий диф<|)еренциал 
генгламани прогонка усули билан ечишда чекли айирмали тенгламаларшпп 
кисцача бяёиини берган эдик. Цуйида биз хусусий х (м'илаларни чекли яйирмн- 
ляр билан алмаштиришни батас^м ил баён циламш.



Агар U(x) функцияга таьсир цилувчи оиераторни L десак , у х,олда W  
ифодага киргак х,осилаларни айирмалар билан алмаштнриш натижасидан хо  
сил булган LhVh га айирмали ёки тур опе|>атори деб атплади. Аргументлпри

узлукснз булган функциялар синфида берилган L  дш|х|>еренциал оператор тур  
функцияларнда аникланган Lk айирмали опср<1торга алмаштирилади

(аппроксимацияланади). Бупннг учун LU  операторли ифодага кирган х,ар бир 
х,осила айирмали нисбатларга алмаштирилади 

dU
1-мисол. LU -  —  дифференциал куйидагича айирмали нисбатларга ал- 

маиггирилари:

Х( ДГ/+1

dU UM -U , и ы - и ,
~ Г  х  —— —— = — 7—  = U, - унг айирмали ифода ёкиих Х<+1 xf п

U *L \ U .  ( 1 1 . 3 )
dU U ,-U ,_, U ,-U ,,
т г  *  ~~Z------ = — I—  = U;. * чя|1 «йирмали ифода ёкиGX Д|  ̂X|_j /I

LU  *  L„U, • ( 1 1 . 4 )

Баъяан — -  дифференциалнинг айирмали муиосабати сифатида ( 1 1 . 3 )  ва 

( 1 1 . 4 )  ифодаларнинг чизигн комбинацняси H fU  ш aU , + (1 -  a)U -  ни х;ам олиш 

мумкин. Бу ерда о -  ихтиёрий х,акик'<й сои. Хусусий х;олда а -  0 булса, чап 
айирмали ифода, а  = 1 булса, унг айирмали ифода, а  = 0,5 булса, марказий 
(икки томонлама) айирмали ифодалар х,осил булади:

. ( 1 1 - 5 )

By ерда, LU = U '  тенгламани LhU айирмали ифода ( 1 1 . 2 ) - ( 1 1 . 5 )  куринишда

алмаштиришда цандай хатоликка йул кУ'йнлдн дегаи савол тугилади. Бунинг 
учун ц/(х) = LhU - LU анирмани А - > 0  да х нут^гадаги \олати Урганилади. ц/{х)

функцияга LU  онератории х нукгадаги аппроксимация (алмаш тириш ) хато- 
лиги дейилади. Хатоликни И цадамга ннсбатан тартибини аницлаш учун 
I'ri + h) функцияниш г, нукга атрофидяги Тейлор формуласн буйичн 
ёйилмасй J

= (/(х, ± h ) = и, ± н и ;  = — и ’ + 0(А’ ) 

каралади. У холда ( 1 1 . 3 ) - ( 1 1 . 4 )  ва ( 1 1 . 5 ) д а н:

и , u l + h v ; + -~ ^ - + o(h, ) - u ,
= ---------- :------ \-------— —  = (/; + и ;н /2  + о(*>)



, ,  а , - и ,  t h u ; - -  (/;/2+о(а5)
и  IL z 1 L l = .1 — L — '— 2— '---------—  = i / ; - a ’ i/ ;+ o H

х h h

„  t/,+ ш ; - аЧ/;/2+о(а3) - ( / , + « / ; - - - ( / , '+о(А3)
</а = b i i- l i i '- i .  ------------------------------------------------------- 2 _ — —  = (/. + ф Л

; 2 h ih  ‘ \ >
Булардан алмашгирнш (аппроксимация) хатолпги у/ нинг тартибини топиш

мумкин.
¥ ■■Ux - U ’ = 0(h), y /= U L -U ' = 0(h\ у  = U. -U ' = о(а2).

Демак, биринчи тартнбли х,<и:нлани айирмали к^рннншга ajiMaumipnui 
(анироксимациялаш) хатолнги $!нг ва чаи айирмоларда О(А) га марказнй ай 
ирмада о(А! ) га тенг 6 j5.iap экан. Бундан ташкари, х,осилани айирма куриниш

га келтнрншда $>нг ва чаи айирмалари учун нккита, кетма-кет жойлашган ту 
iyn нунталар ишлатилса, марказнй айирма учун марказнй нуита х, га снимет- 
рнк жойлашган г, , ва х,л нунталар ншлатилади.

Таъриф . 4  айирмали оператор L дифференциал операторни х нуктада 
т(т > 0) -тартибда алмаштирадн дейнлади, агарда у4х) = LhU - L U  = о(А") б^лса.

2-мнсол. LU = - г г  дифференциал оператор ну'йидагича айирмали LhU 
их

онераторга алмаштирилади. Иккинчи тартнбли х,осиланинг айирмали курини 
шини ёаиш учун т^рнинг учта х,^,х,,х ,нун талари дан фойдаланилади, яъни

U‘ 1 [ / ‘ U^ ~ 2U^ U->
A А2

ti(x) функцияни Тейлор ёйилмасндан (|юйдаланиладнган булса,

Uix = U " i-^ -U l“') + 0{hi ),

у холда алмаиггириш хаго.шги ц/ = I!^ -  U' = о(л: ) иккинчи таргибга тенг булар 
экан. Агар тур ногекис б^лса, яъни А, = х, - х , ‘, *  й1(1 = г„, -  х, , у х,олда бу турга 

|>егулнрмас г^р дейнлади. Бу х,одда LU  оператор,
Ги  - и ,  1L U = = -

* А А
(А +А,.,)

сурпнишдаги aiinpMa.ni операторга алмаштирилади, бу ерда цада.м h = — 

булиб, хатолик аса

и ,  =г/' + о,5А,„(;’ + ^ -  + о(й3|)1 i r  =u'-o,ih,u"->  ^ -  + о(л ;)
* 6 6

L J J  = Q -iZ H A  = i r  + 1И*, - h - )—  + о(й2)  i// = L J J  -L U  = (A,., -  A, ) - - -  + o(/i2) - 0(/i)
A 6ft 3

la  тецгдир. H um , регулярмас гурда оператор алмаштиршп хатолнги бирнпчп 
Гаргибга ага акан.



Q W  d '"V .о-м и сол . LU  = ---- -  ~ zy  функции HKKiira x na / лргумеиг.кнла оог.лщ  
cl dx

булнб, l. оиераторни айирмали куринишннн ёзиш учун турни икки цатлами да 
жойлашган тур тугун нукгаларндан (|и>йдаланамиз. Бунинг уч>н турпа 
нуцтадан на 6 та нуцтадан фойдаланамиз. Цайси нукталарни ишлатиш 22 
чизмада кслтирилган.

(/, £ И ) 1
( / ,* + 1) •------- -—

(»-1,*) (I, к) (Ж , А) 

»)
(М .Ж )

о -l, А)

(/-1,*+1)

(;, Ж )

(i,k)

в)

(/+!, *+1)

б)

(1+1, *+1)

2 2  чизма.

Агар 22-чизмани а) шаклидагн тугун нукгаларндан фойдаланеак, айир­
мали оиераторни куринишн куйндагнча б^ла '.и:

£<«1/ = !Z 'L z¥l.. Ук - .
Содднлик учун (/ = (/,* , U = (/*'', V -  U‘ 

Узгарувчинииг айирмали хосиласи

1/‘"  -  (7‘
и,

деб белгнлайм нз, у х,олда t

U -U
т т

Буни эътиборга олганда L^jU = U, - Uir \(нил булади. Агар 22  чизмани б) шак

лндаги тугун иукталарн ншлатиладнган б^леа, L^jU = U, -  U „  айирмали теш

ламани тузамиз. Бу ерда, Uu ифода ис|юдани £•+ 1 -цагламда олинган 

киймагнднр. Юцорндаги 1^1! на /"’Г/ и<|>одаларии чизш^ш комбинациисндан

/.(.T)t/ = t/ ,- ( о - У й + О - с т ) ^

куришдаги 22-чизмашпн н) шаклндаги тугунларда аницланган бир нйраметр 
лик айи|>мали онераторлар онлаеини хоенл циламиз.

Aii нрма. ш алмаштирншларнинг хатолик тартибини аииклаш >ч\п 
куйидаги



и, = с/; + 1 / ; ^ + o(r2) = t / / + ° ( г 2), u; = {uk"u')l,

Vb. =f/ ' +ft2 ~ p  + o(A4) = t 7 ; - г ^ -  + о(а2 + i )  U b  = f7 ; + ̂ s _  + o(a2 + t 2) ёйилма- 

ларни L^U, аГшрмали онераторларга цуямиз:

ер и  = с/; -  w„ + о(л2 + г )=l u +о (а2 + г) (/0) = = °(А! +

L"]U = u ; - u i  + 0(h2 + r )= L U + o (h 2 +т)[ у/0) = L{'h]U  -  L U  = о(А2 + г);

4°,S)f/ = (7; -  £7; +'о(а2 + г2) = l и  + о(а2 + г 2) ^  = С » и  -  ш  = о(а2 + г 2),

Шундай цилиб, оператор L операторни а  нинг ихтиёрий цийматида А 

бунича нккннчн тартнб билан, а  = 0 , а  = 1 булганда т буннча бирннчи тартиб, 
а  -  0,5 булганда, г бунича нккнчн тартиб билан алманггпрар экан. Юцорида 
х,осилаларни анпрмаларга алмаштнрншда биз хусусий, яъни нуцтадаги алмаш- 
тиришларнн ку'зда тутган эднк. Жумладан, айирмалар хатолигн х,ам шу 
маънода галцин цнлинган эди. Умуман олганда аГшрмали алманггиришларни 
тартнбини бутун турда бах,олаш лазим булади.

Ф араз цилайлнк, coh, G Евклид фазосида )|ги тур булсин.

a h т^рда аницланган тур фуикцняларнинг чизицли фазоси Hh булсин. Узлук- 
снз U(x) функцияларнинг фазоси Я 0 ундаги норма |-!0 деб цабул циламиз. T Jp  
функцияларнинг фазоси Нь да нормани Н* деймиз. Царалаётган фазода их- 
тнёрий U е Н0 функция учун шундай Рь оператор мавжуд белейшей:

1.  р „ и  =  и к \

2. Нормалар орасида узаро мослик урнатилган булсин.

l i m M h=S(/lo,

бу ерда, |Al векторнннг нормаси. Киритилган тушунчялар ёрдамида дифферен­
циал операторни айирмалн операторга алмаштирпш хатолигн тушунчасинн 
цайтадан талцин цилиш мумкин. Яъни, у/ь = LhUh -(L U ),, Иф функциясига L 
операторни Lh айирмалн операторга алмаштнрнш хатолигн дениладн. Бу ерда 
Uh = PhU ва (LU)h =Ph{LU) б^либ, U е Я ,  га царашлн ихтиёрий функциядир. 

Агар !А| -у Ода У| -» 0  булса, L h айирмалн оператор L  днфференцнал опера­
торни а п п р о к с и м а ч д е я л а й д и  (алмаштиради) дейнлади. Lh айнрмали оператор 

/. дифференциал операторни m > 0 -тартибда алмаштиради деймиз, агар

W X  = М .  - ( ^ ц = ° ( л " )  ir.tu t -
Бу ерда, K i доимий мусбат сон б^либ, \h\ га боглиц эмас. Агар mh т^р 

текисмас тЧ’р булса, яъни А = (/ц,..,.,А„) ( А-т^р тугунлар сони), у х,олда \ti = шах А, 

ёки |А| сифатнда Урта квадратик циймати олинади.



11 .4 . Айирмали масала пин I цуйилиши

Lily лайтгача биз тУрншп курппишларн, тур функцинси хацида тушунча, 
дифференциал операторларни айирмали онераторларга алмаиггирит уеулла- 
риаи Урганнб чивдик. Математик физика масалалари дифференциал тенгла- 
малардан танщнри бошлангич, чегаравий ва бошца цушимча шартлар билан 
биргалнкда царалиб, бу шартлар мавжуд ечнмлар тунламидан лшна ечимни 
ажратиб олишга ёрдам берди.

Шунинг учун айирмали масалаларни куйишда ди<|м)*'|>е1щиал тенглама - 
ларнинг айирмали оператор куринишннн ёзншдан ташкари диф<|>ерснциал 
тенгламанннг унг цисмини ва кУ'шнмча шаргларин турда айирмали 
кУринишларга келтириш ва ундан кенин айнрмалн масалани цуипш мумкин.

Асоснй дифференциал тенгламани ва кушимча (бошлангич ва чегара­
вий) шартларни аппроксимнцннлаш (алмаштириш) натижасида хо<,ил булган 
айирмали тенгламаларга ай>|рмали масала дейилади. Берилган тенгламаларнн 
ва кушимча шартларни айирмали тенглама курининшда ёзиш цонуниягларига 
айирмали схемалар ( разн(ктная схема) денилпди.

Айн|>мали масаланинг куйнлишини цуйндагн мнеолларда цараймиз.
1-мисол. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама учун Ноши 

масаласн.

~  = / (*), г  > О, С/(0) = t>0. (1 1 .6 )

Оддий текис a h -  {х, = ih, / = 1, 2, } гурии танлаймиз ва (1 1 .0 )  Коши масала- 
сига мос куйидаги айирмали масалани куямиз. у х = <р,у0 = (/„ ёки бунинг ёйил-

маси цуйидагича —  = <pt , / = 0 , 1 . . ;  уа = и 1> куринишда булади. Бундан 
И

у„, s y t + h p „  / = 1,2.... ва ya =U lt ни, ньнн ечимни кетма-кет у л, у „ у г ..... х,иеоб-
лаб топиш мумкин булади. Бу ерда <р, ни турли хил хисоблаш мумкин, яъни 

<Р, = /(*,)> Ч>, = 0 ^ / (х ,) + / (*„ ,)) иа <р: -/ , = 0(h) шарт бажарилиншни таъмиилаш 
керак булади. Келгусида у, *  U(xt) деб кабул килам из.

2-мисол. Чегаравий масала.

~7~г~~ —/ ( * ) ’ о < х < 1, г / (о )= д ,  ( П . 7 )
ах

Яна текис тур a h ■- {г = ih, i=0, A', hK = |)ни танлаймиз, у холда (1 1 .7 )  га мос ait 

ирмялн масала куйндагича булади:
Уь =~<Р- .Vo=M. Ук = Дгёки y ,.t - 2 y ,+ y l_l =-//>,. М.ЛМ .

Натижада матрицаен уч днаюналли алгебра и к тенгламалар спггемисшТи \ос.ил 
Килам и.1. Бу системани прогонка усули билаи ечиш мумкин.



З-миспл. Псом клик yiKc.iHiii тенгламаси учун биринчи чегаравий масала: 

г + / (х.(). х е(о, l); t 6 (о, 7] бошлангич шарти(л иХ
1/{х,0) = 1Ц х), х е [0 ;1 ] ( 1 1 . 8 )

чегаравий шарг f/(0,/) = д (г )  E/(l./) = fj2(l), 1 6 [o,7j By чегаравий масалага
= >h, I, = H). i O.N. } текис турда куйидаги айирмали чегаравий

у**1 — у* vk -  2v* + V*
мягалянн мог к^ямиз —------—  = — — ^ + <р' 0 < i < N, к 2 0, ёки бундан

т h

>,‘ = .«I ('* )■ .у* = ,ц ( 0 .  >;° =£Л,(*,)]
Бу ерда р* ни турли усуллардя алманггириш мумкин <р! = /(* ,,<  Л

<р‘ - ,/ , j ва хоказо.

Шундяй цилнб, (1 1 .9 )  айирмали чегаравий масалага (1 1 .8 )  чегаравий 
масалани алмаштирувчи ошкор айирмали схема дейнлади. Бу схемани 
цхлайлши. ечимни вакг бу’йича юцори катламдагн у к‘" киймати функциями 

иакг буйича олдинги цагламдагн к кнймати оркалн ошкор формула билап хи 
гобланади. Лгар айирмали масала ошкормас схема оркалн куйилса, унинг 
ьЧ’риниши куиндагича булади: 

v * " - C ‘ v**1 -9V *’1 + 1.“ '
-----— -  + ¥>‘ . )'1=>‘А<Л > « = М 'Л  У?=и„(х.), ёки

у ,  =Уй+<р, у ( х ’° ) = ^ 0. Л ° . ' ) = м М  >’0 . ' ) = ^ ( 4  * * « > „ ■  ,

Хосил булган айирмали масаладя у  = у к*' ечимнн (А + 1) ца тлачдагн кпйматини 

аниклаш учун генгламани куиндагича ёзамнз:

г - Л ’ -О  + г г К "  +y->'*V = -F „  / = бу ерда, F, = rip* + у* ка у = -Д- .
П

Натижада уч диагоналли матрнцага эга булган алгебраик тенгламалар 
гисгемаенни хосил кнламиз. By система .цам прогонка (хайдаш) усули билан 
рчи.мдн. Ф араз киланлик, (1 1 .8 )  чегаравий масалада биринчи чегаравий шарт 
Jpm ira учпнчн чегаравий шарт цуни.нам буленн, яъни

сЮ_ 
дх ,

Лгар бу чегаравий масала учун ошкор схема ёзнлган булса, у, = y ix + <р,

| (у,0)~ U„(x), U(\,t)= ^ ( 1) бу схема с(нг + т) алмаштприш хатолнгнга эга. Энди 

х = 0 нуктл.шш чегаравий ш а р т и  хам ушбу хаголпкда алмаштиршшш 
караймиз. Ьупинг у чун
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h д -U
2 а'- °(« ')

эканлш нин зьтиборга олиб, х = 0 нуцтада, исснцлик yi киш и
е-_и_
8хг

ей 
: a -/1.0

тенгламасидан
■ h(dU\

• " ■ и - г Ы

h , еи
n / L  = -;дх

+ 0(А2), ,

Л )
зканлигинн, яъни и х\ж_0 ифода —- 

ЛУ

нфодапи о(/)2) ашщликда алмаштири

шипи топамиз. Агар,
UkrX ~ и к

ифюдани (/ ,„= — ------- — айирмалн х,оснла билан
г

алмаштирсак, х = 0 нуцтада
У,.и =0,5А^,о +суо-А > м ^ + ° ,5 / М А  (1 1 .1 0 )

аГшрмали чегаравий шартни хосил циламнз. 1>у шарт берилган масаланинг 

ечимида o(/i2 + r ! ) анндликка агаднр. Агар ошкормас схема царалса, у,

(1 1 .1 0 ) ужрт урнигя уха = 0,5/9/,0 4сту0 +ju,, =М +0,5>//((>,/) шартни олиш керак.

11.5 Айирмали схемами яцинлашиши, аниклиги ва тургунлиги

Ихтиёрий масалани тацрибнн ечишда чамма вацт тонилган ечимни 
^ацпцчй ечимга каидай анннликда яцинлашиши муаммосн гурадн. Айтайлик, 
чегараеи Г  бу.паи О сочада

LU = f { x \ x s G  ( П .П )
чизицлн дш|м|)с|>с||циал тенгламанннг ечимини шиши керак б$лсин. Бу тенг- 
ламани ечими к^шимча

I U = ^ x ) ,  х е Г  ( П 1 2 )
шартни кан0атланти|н‘ин. Бунда I - чнзицли дифференциал оператор. У(х) ва 
/Дх) лар олдиндан берилган функциялар. Ф араз цнламиз, ( 11 .1 1 )- (1 1 .1 2 )  м а­

саланинг ечим мавжуд ва ягонадир. Царалаётган ( 11.11) ( 1 1.1 2 ) масалага мос 
айирмали масалани цараимиз

Lk>\ = ^ ,  * его,,, x e y h, (1 1 .1 3 )
бу ерда, а>h - турнинг инки тугун нуцталари туплами, у,1'-чегаравий нукталар 
Килями, <ркМн - куриниши MHi-iVM булган тур функциялари Lh на 1Н 
айирмали онерато|»лар, Л-т^рцадами. функцияеи б^лнб, ( I I  13) м аса­
ланинг ечимидир. Тур кадями h ни уинртиршн йули билян турлн тур тн на 

шунга мос, h иараметрга боглиц {.V/,} ечимлар тупламини хосил циламиз.
Агар Uh деб, ( 1 1 .11 )-(1 1 .1 2 )  масаланинг ечими О нинг г<>,, прднги 

циймати десак (u h е Я , ) .  у х,олда аннц ечим IIh билан такрибий ечим >■,, оря



еидагн четлпнишни zlt= y h - U ll деб белгиляймиз. Бу ифоладан у к ни топиб

( 1 1 . 1 3 )  га кУйсак, четланишга (хатоликка) кисбатан

= lki h = v„, x e y v  ( 1 1 1 4 )
бу ерда, (у, = <ph -  LhUk, - / , ( / *  айирмали масалани хосил ниламиз. Бу ер-
даги ва vh лар ( 1 1 . 1 1) ( 1 1 . 1 2 )  масалани ( 1 1 . 1 3 )  айирмали масалага ал­
маштириш хаголигидир. Умумаи олганда га Lty h = ph айирмали схемани
( 1 1 . 1 1 )  тенгламанннг ечими U(x) даги хатолиги, vh га эса lhyh - Кь шарг учун

( 1 1 . 1 1 )  - ( 1 1 . 1 2 )  масаланинг ечимдаги аппроксимация хатолиги дейлиди. 
Айирмали схем ани хатолиги zh ва yjh, vh аппроксимация хатолнкларини

бахолаш учун тур функциялар тупламидн |Цп,.||т .Ц(3) нормаларни кпритамиз.

Агар |А| —> 0 да |z J (1) = J > ' „  -  - *  °  булса, ( 1 1 . 1 3 )  айирмали масалани

ечими ( 1 1 . 1 1 ) - ( 1 1 . 1 2 )  масаланинг ечимига ядинлашади дейияади ва бу холда
( 1 1 . 1 3 )  яцинлашувчи схемадир. Агар ихтиёрий кнчик W<A0 учун

IKiii) = 11>* ^  > 0 - донмий сон булиб, |Л| га боглид эм ас) Гринли

б^лса, ( 1 1 . 1 3 )  айирмали схем а ф гГ ) тезликда яцинлашувчи ёки л-тартибли  

анидликка эга дейилади. f i x )  ва LU (x) ифодаларни шк турдаги дийматларнни 

Д  ва (LU)„  десак ва ( /  -  L U )h -  0 экинлигини ггътиборга олсак,

П = (ft -  Ы'\) - (Л -  iL U )h) = (ft -  О + ((it/). -  L„Uh) = у,™ + г ? .

Д емак, yrk хатолик икки дисм: тенгламанннг унг томони =<рк ~ f h ва 

оиерагорларни алмаштириш хатолнклардан ^ 2) = (At/)» -  LhUh иборат экан. Бу  

ерда куйидаги савол тугнлнши мумкин. Схемани анидлик тартиби ечимни ап ­
проксимация дилиш тартибнга боглидми? Хатолик zh = y h - U h, Унг томони  
ва vh лар ( 1 1 . 1 3 )  масаланинг ечими булганлиги учли анидлик тартибини ап ­

проксимация таргибига богликлик масаласи, айирмали масаланинг ечими 
тенгламанннг унг томонига боглидлик дараж асига келтирилади. Агар zh уз- 
л}т?сиз (А буйича теки с) y/h ва vh ларга (схем а тургун) боглнк булса, у холда 

анидлик тартиби аппроксимация тартиби билан устм а-уст тушади.
К)цорнла эслатцб утганнмиздек, айирмали схемаларни ишлатиш иати- 

ж асида ди(|к|)еренциал тенгламаларни ечиш масаласн чизидли алгебраик тенг­
ламалар системаснни ечишга келтирилади. Бунда тенгламанннг унг томони, 
бошлангич ва чегсравий шартларда диймати олдиндан бериладиган функция- 
лар (бу дийь.атларни бошлангич кийматлнр деб аташ адн) дандайдир хатолик  
билан берилади. Системани х 1,с°блаш  жараёнида хам  яхлнтлаш хисобига 

мпълум хатоликларга йул дуйилади.
Б у ерда айирмали масалага дуииладнган асоснй талаб, бошлангич 

дмйматларда йул г.уйилгаи кичнк хатолик хисоблаш жараёнида ошмаслиги ва 
ечимип бузмаслиги керак, Я'ьип агар схем а туркун булса, бошлангич 
кийматларни жуда кичик уиарипш  ечимни жуда кичнк узгарш ш а олиб кела-



ди. Агар схема гуркунмае булса, бошлангич кийматларнинг жуда кичик 
Узгариши, етарли даражадагн майда гурда, ечимни жуда катга узгаришига 
олиб келиши мумкин. Ш у сабабли гургунмас схемани у'юцлашувчи дейнлади.

Айирмали масаланинг ечими бошлангич кнйматларга ва тУр кадами h 
параметрга богливдир. ТУр кадами И ни узгартириш оркали {>„} ечимлар 

тунламинн х,осил кнламиз. Маълумки, математик физика масалаларида маса­
ла коррект (ихчам, аниК) кУйилгин дейилади, агарда к/йидаги иккита шарт 
бажарилган булса:

1. Кандайдир синфга теги ш ш  булган ихтиёрий бошлангич кийм агларда, 
К^йилган масала бир кийматли ечилади.

2 . Масаланинг ечими бошлангич цийматларга уллуксиз боглицдир.
Худди шундай айирмали масалалар коррект кУйилган дейилади, агапда 

ихтиёрий \h\s,h0 учун: *

1. Цандайдир синфга тегишлн булган \амма бошлангич кийматдар учун 
айирмали масаланинг ечими у„ мяожуд ва ягонадир.
2. y k ечим <ph га узлуксиз богливдир ва бу богликлик Л га ниебаган текисдир.

Айирмали масала ечимининг бошлангич кнйматларга узлуксш  
богликлик хоссасига айирмали масиланиш (схемани) тургунлиги деб \ам ата- 
лади. Аникрок килиб айтганда, 2-шарт А га боглик булмаган шундай М > 0  

доимий сон мавжуд булиб, ихтиёрий кичик \h\ s  h„ да

1 ? * - л 1 0 , 5 А # Н * - л 1 ( 1> < П 1 5 >

тенгсизлик бажарилишини билднради. Бу ерда, ечим бошлангич киймати 
ph булган айирмали масаланинг ечимидир. Ai.ip z„ = y h y k< <jrh = $ h - p h десак,

« и  N N ^ K I U + b f J  (1 1 .1 6 )

куринишда ёзиш мумкин. Бундан к-уринадики, агар схема тургун булса ва бе 
рилган масалани аппроксимация килса, у якинлашувчидир (купгина холлардя 
аппроксимация ва туррунликдан якинлашиш келиб чикади дейилади), бундан 
ташкари схемани аниклик тартиби (якинлашиш тезлиги) унинг аппроксима­
ция тартиби билан аникланади. Демак, айирмали схемани якинлашиши ва 
аниклик тяргибинн урганиш, тургунлик ва аппроксимяция хатолигинн 
Урганиш мясаласига келар экан. Бахолашнинг (1 1 .1 5 )  куринишига олдиндан 
(априор) бнхолаш дейилади.

Умуман (1 1 .1 5 ) курлнишдагн олдиндан бахолашни бажариш учун 
кУ'Шимча математик <}юрмулалар: йшннди формулалари, Гриннинг айирмали 
формулалари, жойлаштириш теоремасининг (теорема вложения) тУрдаги 
Ухшатлиги керак булади. Шулар ёрдамидягниа оддий ди(|и|юронцннл генгЛа 
мялярниинг айирмали ухташликларини ба.\олаш мумкнн.



12 .1 . Функционал, статистик ва корреляцион богланишлар

Х,аёгда (турмушда) кузагилаётган хяр бир ходисаларнинг руй бериш 
холлари маълум бир цонуниятларга буйсинади. Бундай ходисаларнинг руй бе- 
риши аниц хисобга олинган факторлар билан бомиц булиб, уларнинг сонли 
муносабатлари, маълум бир аниц характерга эга булади.

Биз нккита X  ва Y узгарувчнлар орасидаги функционал, статистик ва 
корреляцион богланишларни цараб чицамиз. Агар X  нинг бирор цииматнга Y 
ниш битга ёки бир нечта аннцланган циймати мос келса, X  на Y узгарувчнлар 
орасидаги богланиш функционал богланнш деб аталади. Мисол, ха во харорати 
билан термомегрдаги симоб уступи орасидаги богланиш функционал 
боглаиишга мисол була олади. Умуман хациций функционал богланишлар ха- 
ёгда кам учрайди, чунки X  ва Г узгарувчнлар бошца тасоднфий факторлар- 
нинг таъсирига дучор булади. Бу факторлар ичида иккала X  ва К лар учун 
умумий булган факторлар учрапшшн мумкин. Бу холда статистик богланиш 
вужудга келади. Нккита мицдорлардан бнрннинг узгариши иккинчисининг 
тацсимоти узгаришига олиб келса, бундам богланиш статистик богланиш деб 
аталадн. Агар статистик богланган мивдорлардан бирннннг узгариши иккинчи- 
спнинг урта нийматининг узгаришига сабаб булса, бундаii статистик богланиш 
коррсляцнон богланнш деб аталади. Мисол, айтайлик, Y нахта хосили ва X  
угитлар мицдори булсин. Биз бу ерда тушуннш осон булиш учун пахта х-осил- 
цорлнгини фацат утитга богланган деб оламиз ва цолган бошца факторларни, 
масалан. сув, ишчи кучи, техника воситалари на бошцплярнл етарлича 
гаъминланади деб хисоблаймиз. Маълумкн, мойдонн бир хил булган пайкал- 
ларга бир хил угит солинганда хал . \ар хил хосил олинади. Демак, Y мицдор 
X  мнцдорларнинг функцияси эмас экан. Ллбагга хосилдорликка бошца фак­
торлар хам таъснр цилнши мумкии, масалан, ёгингарчилик, харорат ва 
бошца лар. Чунки бу факторларни инсон бошцара олмайди. Бунга царамасдан 
тажриба шуни курсатадики, уртача хосил, угитлар мнкдорининг фуикцияси- 
дир. Демак, У .Х м нцдор билан корреляцион боглангандир.

1 2 .2 . Корреляция назариясииинг икки асосий магаласи

Текширилаёгган Y ва X  тасоднфий мицдорлар корреляцион богланган 
булсин. Айтайлик, X  нинг бнрорга цийматига Y нинг бир нечта циймати мос 
келсин. Бу сонларшшг уртача цийматини у х деб белгиласак, унга шарт.ти

ургача цнймат деб аталади.



Агар у х шаргли Уртача циймаг х га (функционал богланса, у нацгдя У ва

X  уааро корреляцион богланган деб аталадн:
y x = f ( x ) .  ( 1 2  1)

(1 2 .1 ) тенглама Y ниш X  га регрессия теигламаси дейилади. / (*) функция, Y 
нннг X  га регрессняси, унннг rpa<|)imi Y нннг X  га агр есси я  чизиш дейилади. 

Аксинча, X  нинг У га корреляцион богланиши эса куйидагича булади: 
ху = <р{>). (1 2 .2 )

Корреляция назариясининг иккита мухим масаласи булиб, булар

куйидаги дан нборат:
1. Корреляцион богланиш фюрмасини аниклпш. Ьу ерда |<ег|>осеия • 

функциясннинг курнниши аннклаш керпк. Ьулар чнлнклн, квал|мтн;,

куроаткичли ва х,ока:ю булиши мумкин.
Агар f ( x )  ва р(>) регрессия фуикниялиринннг иккяласи х,ам чизикли

б^лса, корреляция чизикли богланншгп, акс холда ночтичли богланишга эга

дейилади.
2. Корреляция назариясининг иккинчи масаласи корреляцион 

богланиншинг зичлигини (кучини) аниклашдир- У ,,и,,г % гп корреляцион 
богликлигннннг зичлнгн, Y нннг кнймптлпри у х шарглн Уртачя кнймат атр<> 

фнда таркоклшига цараб бпхоланади. Куп таркоклнк Y ниш X  га кучеиз 
богликлигнни, кам тарце цлик пса анча кучли боглицлик борлигиии кУрсятадн.

Корреляция назариясининг мох,ннтн, угназилган бир катор тажрнбалар- 
дан фойдаланио тутри чизнцлн ёки э|ри чизикли тенгламалариинг параметр 
ларини тоншпдан нборнгдир. Ьу пирачетрларии гоиши учун кунинча энг ки 
чик квядратлар усули кулланиладн. Энг кичнк квадратлар усули билан тани 

шиб чикампз.

12.3 . Энг кичик квадратлар усули

Кундалик х,аётда тадбнк этилаётган хар кандай назарий моделларнинг 
барчасн физика цонунларнга асослнннб иратилгандир. Ьиз хар кандай модел- 
ни тажриба ёрдамида тскншриб, унинг тугрнлнпши исбот килишимнз мумкин, 
бушшг учун тажрибаларни шундай даврнй равишда у-гказиш керакки, натн 
жада модсл физик жараёнларини яхшилашга ва уншп коэффицнентларини 
апикла'шга ёрдам версии. Купнича, турмушда кузагишлар ва тажрибалар 
орнали, эмпирик (тажриба) формулаларини келгнрнб чикарнш мумкин.

Масалан, хароратнинг кугарилшпн ёки аксинча пасайшиини, симоб ус- 
тунннннг кутарилншига ёки пасанпшпга ка раб билиш мумкнн. Д емак, харораг 
билан симоб уступи ургаепда чизикли богланиш борлигиии -тажриба оркали 

1)11.1(1111 мумкин.



Физика K<>iiyii:iH|>ii)iHiir деярлн хачмясн гажрнбаляр Нули билан асос- 
ланганднр. .Масплан, Галилей томонидан кашф этилгап жисмл..рнинг буш- 
лнкда ( хяносиз ндшпдя) ;>ркнн тушгяндагн босиб утган йулининг вакт билан 
богламншдагн с|х>рму.шсида

g  - пронорционаллик ко:и|>фнцн. лги ^ = 9,81 м/с2 тажрибалар йули билан то-
П И .1 Г Я Н .

Регрессия анализ» - бу тажрнба мяълумотляридан энг куп мос келадиган 
тянлянмя буйнча модел тузиш усулигя «йтиладн. Ленин, бундай яратилтан мо- 
дел бернлгяи тяжрнба нятижяляри билан анин уетма-уст тушадн деган ran 
эмяс. Моделни шундай тузиш керякки, модел билан ’ исталган тажриба 
нукталари орясидаги фярк энг кнм цш'гматни набул нилсин. Яъни, модел би­
лян берилган маълумотлар орясидаги фнрк минимумга эришсин. Бундай маса- 
лаларии ечишда энг кичик квадратляр усули кулланилади.

Энг кичик квадратлар усули биринчи марта 1974 йнлда Гаусс томонидан 
ишлаб чмкмлгян булнб, айрнм адабнётларда бу усул Гаусс усули деб аталади.

Энди энг кичик квадратлар усулннинг мох,ияти билан танишиб чикямиз. 
ЛАтайлик, X  эркли узгярувчннннг п та киймати берилган булсин: х„х2,..,х, Бу
эркли у-лгарувчнларга мос булган функцилнинг кийматлари у „ у 2.....у п булсин.
Биз, энди шундай /я-тартиблн <р(х) купл;адни

<р(х) = а„х" * а 2хт'2 + + ат̂ х + а т
ониклайликки, бу купхад X  нинг г, кийматларида, У нинг у, кийматларига 
тенг булсин, ЯТ.ИН

а1,Х7 + а ,Х~' + ... + 0„_ ,Г, +0„ =>,,
агх" + а,хГ' +... + а^ ,х2 + а т= у 2.

а 0х* +о,дг^' +... + а„_|дг, +о„ - у

( 1 2 , 3 )

бу ерда, т + 1 номаълум коэффициентли п та тенгламалар гиетемяси *осил 
оулдн. Бу номяълум коэффнцнентлар куйидагнлар: ол,а,.....а„

J муман олганда, ( 1 2 . 3 )  тенгламалар системасини кУшимча шартларснз 
ечиш мумкин эмас. Бу ерда, <pt (x) функция куйидаги шартларга буйсинсин. 

Яъни, а„,а„...,ая. коэффициентларни шундай таплаб олайликки, <р(х,)-У1 ай- 

ирмаларнинг квадратлари йигиндиси минимум кийматии кабул нилсин.-*

F  г '5 > „ * Г  + Ч *Г' + a z* r 7 +••■+«„ ~>,У ■ (1 2 .4 )

^шбу шарт бяжарнлиши учун, номяълум К1):м(к|<ициентлардян олишаи 
хусусий хосилаляр нолгя тенг булиши:



i £  = 0; ^  = 0; ^  = 0 , . ,  * -  
да„ да, да , да.

зарур на етарлидир. Бу т + \ номаълумли т + 1 та тенгламалар гнсте.магнни бе- 
ряди. Бошкача айтганда, F (a0,a l,...,am) функция энг катти ёки у н г  к н ч и к  

кийматга эрншишн учун (бу математик анализ кургиднн ма|>лум) а,„а1,. .,ат 

номаълум к<)гк|и|1|1Ц1и'Нтлар буи мча олннган хусусий \осилалар нолга теш 61?- 
лиши знрур ка етирлн.

12.4 . Чизикли корреляция

Энди чизикли коррелнциянинг коэфм|>нцнснтларини энг кичик 
квадратлар усулпдан фойдаланиб топамиз. п та тажриба $тказилган булиб, 
уларнинг натижялари мос равншда ( * ,■у1), (хг (дг„, y j  булсин. Шуиин 
гдек, математик модел хам чизикли булсин:

У ,= а  о + а ,х (1 2 .5 )  
бу ерда, у х - регреогия модели тугрп чизикнн нфюдяляйди. Виз ( 1 2 .5 )  дан а 0 
ва а, коэффнциентларни аннклашни мацеад к х -т б  цуямиз. 23-чнзмади 
ясалган (1 2 .5 )  тугри чизиц билан хяр бир иуктя орасидаги мясофюлар 
айирмасининг квадратлар йигинднеининг хатоларн минимум булсин: 

у, = а  +а,х„ у 2 = а 0 +а,х2...... . у п =а„ +а,дг,.

fytp бир нукгадан тугри чизицгача булган хатони (масо<|мши) 
чуйидаппа нфодаляймнз:

Р\=У\-У 1 - а » + а & - У и  ••••> F „ = y . - y , = a 0 + a , x , - y , .
Умумий хато куйидагича топилади F = F ,J + F , 2+. .+F^ ёки

F = (a „  х, -  у ,)2 +(а„ + а ,х2 - у 2)г +...+(0, +а,*„ - у „ ) г , 
б ' пи цигцяча куринншдя ифодялясак

г ~ Ц ( а 0 * а ,х, -  У. ) !



Низ в 0 ва а, коэффнцшштларнннг шундай кийматлиринн тонайликки, 

наги жида F  миннмал кийматни кабул цилсин. Бунинг учун унинг хусусий 

хоснлалари нолга тенг булиши зарур ва етарли.

-jr-=о, f =о, |А 0 Л, А 0 <Ъа , л  ,-л а г„

бундан

&, ’ &„ (Ьа

= У  2(а„ + а, х, -  .у,) = 2 (щ , + <.; £  Г, -  X  х ) = °, 
„1 '=>

'“ о ■* = Z-*'1
( 12.6 )

шунингдек,

—  = Y — (о0 +в,х, ~У,У' = i t 2x,(a u + a<xi -  У ,) -20 о 2 х> + 2 a i S x|J ~ 2Z * /-Vi =0,
д ,  t ; A ,  ,=i fi

бунднн

( Z * , K  + (2 > , : )“, = i v ,  (12-7)
, = 1 I ■=!

Натижада икки а0 ва а, номаълу.ч ко:к|и|жциентли, иккита тенгламалар 

сигтемасинн хоснл киламиз.

"«o+^ S)f.]ai =

Й ' - ) *  * ( § ' ■ ■ } ' ‘ I " -
Бу тенгламалар систсмасидан и0 ва а, ко:м1>фициентларнн аницлаймиз.

± У ± х,г - ± х± х.у,
1 = 1 1 = 1_____ »*1

- ( £ х , ) 2 
1=1 1-1

» Т .х,у<ы__ <=| |Г»

» ± Х, ' ~ < ± Х,У-

( 12 .8 )

(12.9)

By ерда и - тажрибалар сони.
О датда, амалиёт масалаларнни ечшида, регрессия моделипиш 

хатосниинг улчони, стандарт (ургача квадрат) четланиш S  оркалм тонн,пади.

s ----
п - 2 п - 2

12 . 10 )



Агар текшириластган жараён нормал тацсимотга эга б$лса, тажриба 
нуцталарнинг такрибан 6 6  фонзи регрессия моделидан битта квад|>ат 
четланиш сох,асида жойлашади, нукгаларнинг 95  фоизи нккита квадратик 
четланиш еоцаеида жойлашади. Агар бу айтганларни геометрик нуктаи 
назардан тасаввур киладиган б^лсак, нукгаларнинг 6 6  фоизи А цувурда (битта 
квадрат четланиш), шуниягдек, нукгсларнинг 95  фоизи В  кувурдя (иккита 
квадрат четланиш) жойлашган булади ( 2 4 -чизма).

Стандарт четланиш - бу моделнинг ишочли эканлигини текширишда 
мух,им вдамиятга эга.

Катта хатолик, регрессия модели тажрибалар жараёнининг 
патижаларинн етарли даряжада 11(|юдаламаслпгидадир. Ленин моделнинг катта 
хатоси бошка сабабларга х,ам боглнц булиши мумкин. Масалан, тажрибалар 
сони кямроц булиши мумкин. Бундан х,олларда регрессия моделининг 
хатосини камайтириш учун тажрибалар сонини купайтнриш талаб цилинади.

Мисол. Лабораторияда ^гкаяилган тажрибяларнинг нятижаси цуйидяги 
жадвалда берилган. Чнзик-ш регрессия моделининг ко:к|>фн цис (ггла ри 
аницлянсин.

X Г х1 .................... ху
2,2 11,3 4,84 24,86
3,1 10,9 9,61 33.79
4,3 12,5 18,49 53.75
5,4 13,9 29,16 75,06

15,2 37,21 94,72
7.5 17,3 56,25 129,75
8,3 18,5 68,89 153,55
9,1 19,1 82,81 173.81

10,0 22,0 100,00 220,00
11,6 23,4 134,56 271.44

t  67.6
--I

164,1 541,82 1230,73



Энди, биз жадвнлдаги цийматлардан фойдаланиб ( 1 2 . 8 )  ва ( 1 2 . 9 )  
<|м>рмулалар ёрдамида а„ ва а , коэффнциентларни аницлаймиз:

И 10 Ю 10
Р'Р* рр-У' I6 4 .1 S 4 1 ,8 2 -6 7 ,6  1230,73 5715,31 0 

= ~  %~~2 10-541,8 2 - ( 6 7 ,6 ) J 848,44
102 > .  - ( ! > , )

a, =-

lu 10 I
1 0 -1 2 3 0 ,7 3 -6 7 ,6  164,1

= 2 ,7 1 ,

. 0 | х , * - ф , ) *  "  ' 0 5 4 1 8 2 - ( 67-6)1

шундай цилиб, ог0 = 6,9; a, = 2,71. Демак, регрессия тенгламасн куйидагича

б$пади: _
у х = 6,9+,271х

Моделнинг Уртача квад!>ат четланнши S -  ±25,2 га тенг. Бунинг маъноси 
шуки, тажриба натижаларининг 6 6  фонзи Ау чегарада ётади, яъни 5 = ±25,2 
ва 1)5 фоиз нукталар эса Ау = ±50,4 чегарада ётади.

1 2 .5  Мизицли регрессия моделиии уртача циймат 
орцали ифодалаш

Корреляция масаласини ечиш жараёнида *исоб ишларини 
енгиллаштирнш учун, к$пинча координаталарнинг V-ртача циймаглари 
ишлатилади. Яъни, янги бошлангнч координаталар сифатида уларнинг Уртача 
тажрибавнй цийматлари ишлатилади. Айтайлик, X, Y лар илгари берилган 
цийматларнинг координации!ри булсин ва х’, у' - координаталар эса яши

координаталар булсин. Органа цнйматлар куйиднгнчя аницланади.

Р '  -  . р '
Х П У п

Коордииаталнрни цуйидаги формулалар билан алмаштирамиа
х’ = х - х ,  у' = у ~ у -  ( 1 ^ - 4 )

Янги координаталар буйича регрессия модели цуиидагича аницланади.

У =

бу ерда,

А1 = & _____  (1 1 -1 2 )

1 > , ) 2
t-i

(1 2 .1 1 )  ни (1 2 .1 2 )  га цуйиб, рецессия тенгламасн моделями олдинги 

координаталар буйича аницлаймиз.



у - у  = А ,(х -х )  л ( 1 2 . 1 3 )

ёки у  = у + Л 1( х - х )  = А0 +А1х ,  бу ерда А0 -  у -  Л,х.

1 2 .6 . Регрессия моделининг ишончлилиги

Регрессия модели тузилгандан кейин унинг ишончлилигини аникляш муцнм 
ахамиятга эга. Ьошцячя айтганда, регрессии модели кандай аницликдя, 
етарлича тугри эканлигнни аннцлаш жуда мухимдир. Рецж ссия моделининг 
анинлигинн ва ишончлилигини та\лил ннлиш учун куйидаги чнзмялардяги 

характеристикаларга эътибор цилишга тугри келяди.

* (х,.у,)
( * ,Я

• (*з.Л)
• = Х ( г , - * ) г 

#■«1

2 5 -чизма.

• <*i. У;)
(3F.J)

* (*z ,Уг)

*
(х.. у.)

S S ,= Y .(y ,-y ) '
м

26-чизмя.

■у. .  (*•■>■>> • (*з, yi)

• (*з ,Уг)
•

• (х,.у.)

ss. = Ё ( Я - Я
м

-------- *



25 чизмада берилган нукталар 5’рта киймати атрофида таркалган

ss, =2 0 -,-у? •
1=1

26-чизмада берилган нунталар регрессия чизиш атрофида таркалган

SSr = ± ( y , - y y  .
ы

27-чизмада |<егресспя т^рри чизиш атрофида берилган кийматларшшг Уртача 
кийматининг таркалиши ифодаланган.

sst =ss,+ss,.
Моделнинг ишончлик методикаси Ф айер томонидан ишлаб чикилгаи.

М исол. 1\уйидаги у  = <р(х) бнрннчи даражали кущ ад эркли х нинг х, =1, 
Xj = 2, Xj =3; х4 = 4 кнйматларида, у  = <р(х) функция у, =0, у ,  =1; у г =3; у 4 =5 

кийматлнрни кабул килса, регрессия тенгламасини топинг.
Ечиш. Масала шарти буйича, берилган биринчи жадвал куп*ад 

у = о„х + а , кУринишда булади.

№ X У Xs ху
1 1 0 1 0
2 2 1 4 2
3 3 3 9 9
4 4 5 16 20

Е 10 9 30 31

Олдинги формулалардан фойдаланиб, коэффициентларни аницлаймиз: 

J - [ | (а„х, +а, - , , ) ’ )  = 0, | _ ( £ к х ,  +а, - , , ) ’ }  = 0. 

Диффе|>енциаллаш амалларини бажариб, куйидагига эга б^ламиз:

=°> au i > . +4ai - i > , = °
ы  <=t |=» <=1 •

Бу тенгламалар системасига жадвалдаги йнгиндиларнинг кийматини кУйиб, 
содда тенгламалар системасини х,осил кнламиз:

30а„ + 10а, -3 1  = 0,
1 0 а „ + 4 а ,- 9 = 0 .

Бу системами ечиб, а0 = 1,7 ва а, = -2  экашшгини аниклаймиз. Демак, 

|к‘грессин тенгламаси
у  = <р(х) = а„х + а, = 1,7х -  2. 

р(1) = -0,3 да хато -0 ,3 ;  р(2)=1,4 да хато 0,4; «»(3) = 3,1 да хато 0,1; «5(4)=4,8 да 
хато -0 ,2  булади.



Биз юцорида чизицли корреляция билан танишиб чиццан эдик. Экди 
у х = /  (х) корреляцион боглицлик учун эгри чизицларнинг содда кУринишдаги 

х,оллари билан танишамиз. Бу эгри чизицлар f ( x )  = a 0x 2 + а 1х + а 2 парабола ва 
/ ( х )  = а 0 + а, /  х гиперболалардан иборат булсин.

1. / ( х )  = ахг +Ьх + с  квадрат функциянинг коэффициентла^ини аницлаш  

талаб этилган булсин. Бу ерда п та  функцияни йигинди шаклда ифодалаймиз.

F  = Y J(a0x 2 + a lxi + a 2 - y , ) 2 ( 1 2 . 1 4 )

а 0 ва а , коэффнциентларни топиш учун ва ( 1 2 . 1 4 )  минимал цийматга эга 
булиш учун а0, а, ва а 3 лар буйича хусусий э^осилалар олиб, нолга 

тенглаиггириб ёзамиз:
3F  „ oF  „ S F .= 0; —  =0; —  = 0. 

ch, Л i2

Демак,

= 2 ^ ( о 0дг,2 +а,дс, + а 2 - у , ) х ,2 =21 а £ х /  + b £ x /  i с £ х,2 - ^ х ^ у ,

=  2 2 +°г - У .Ю а Х х ?  +  - а 2„ -
*2 М L М М /-1

Х,ар бир хусусий хосилаларни нолга тенглаиггириб, 
тенгламалар системасига эга бфламиз.

/ г
<3j,

цуйидаги

я о Х л 4 + « | Х х13 + о з 1 л 2 = Z jcl2>',.

= Е - * Л .  ( 1 2 . 1 5 )

Я о 1 л 2 + а . 1 л  + a 2, = Z x -
Бу ерда чизицли корреляциядагидек коэффициентларни топиш унчалик 
мацсадга мувофиц эмас. Чунки бу система дан а„, а, ва а г коэффициентлар

топилганда жуда цунол формулалар *осил булади. Ш у сабабли х,исоблшн 

енгил булиши учун йигиндиларни х,исоблаб, систем ага ц^йиб, кейии 
ко:м|м{>ициец|.|ар тоиилса, \исоблаш ншлари анча осон булади

М исол. Цуйидаги жадвалда берилган г  ва j  нииг цийматлари учун 

у  = а 0х 2 + а ,х  + а 2 квадрат учх,аднннг а0, а, ва а 2 коэффициеитларн тони.кин.

X 0,2 1,0 1,4 2,1 2,6

У 0,6 2,1 4,6 7,6 14,0



i X, У, x,2 x‘ *<У, x > ,

1 0,2 0,6 0,04 0,008 0,0016 0,12 0,024

2 1,0 2,1 1,00 1,000 1,0000 2,10 2,100

3 1,4 4,6 2,96 2,744 3,8416 6,44 13,616

4 2,1 7,6 4,41 9,261 19,4481 15,96 33,516

5 2,6 14,0 6,76 17,576 45,6976 J6 .4 0 94,640

5z
’-I

7,3 28,9 15,17 30,589 69,9889 61,02 143,896

Энди бу кийматларни (1 2 .1 5 )  системага к£йгак,
2а0 + 3,2а, + 24,5я, =14,2,1
За0 + 22а, + 6 ,4 1а2 =10,4, I .  (1 2 .1 6 )
2,2а 0 + 4,5а, + 5,2 а 2 = 7,2. j 

Ьу системадан а 2 ни йукотиб, икки номаълумли иккита тенгламалар

системасини цосил киламиз
5 а0 + 2а, = 4,
20ао +5а, =12.

Бундан, а„ = 2,42 ва а, = - 3  топнб, бу кийматларни олдинги системага куйиб,
а, =0,8 топамнз. Демак, изланаётган эгри чизикли функция такрибан

цунндагига тенг булади:
у  = 2,42х2 -  Зх + 0,8.

2. Энди берилган /(х) = а0 + а ,/ х  гиперболанинг кож И ’ИЦиентларини 

аниклашга кнришамнз. Бу ерда хам энг кичнк квядратлар усулини кУлласак,

/-' = Z K +  —  - .^ Ф у н к ц и я  иккита а„ ва а, параметр™ эга. F  функциядан а ,
f=i xt

ва а, буйича хусусий х,осилалар олсак,
О) 1 —__ —= 2 ] [ > n + - - . ) , )  - 2Z ( r  „2 •

|)нди —  = 0 ва -— = 0 шартни хисобга олсак,
<Ъ0 д а ,

дг.

у  (а + ~ ■ _  ) = 0; иа„ + a , Z “  = Z *  лаРим хос,1Л Н,,лам из-
/т! *=1 ,=l

а 0 ва а , коаффшцтентларни то п и т учун системани цуйиднгича сзамиз.

на0 + а , 2 “  = Е ^  - 
i*l */ i - 1

Z „ + a i Z „ 2  Z  v •a,
M X,
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