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Предисловие
Цель этой книги -  дать читателю-непрофессионалу в области математики инст
румент для решения задач вычислительной математики, возникающих в его 
практической деятельности. Наряду с изложением теоретического материала 
и блок-схем алгоритмов вычислительной математики приводится большое ко
личество примеров решения задач в популярных математических пакетах.

Все примеры проверены авторами в Mathcad 12, MATLAB 7, Maple 9. Если 
читатель обнаружит ошибки, просим сообщить по адресу teacher@teacher. 
an-ua.com.

*

Введение
Существует большое количество книг по вычислительной математике, ориен
тированных на математиков-профессионалов [5, 9, 10, 11, 16], и еще большее 
количество книг по математическим пакетам [1, 4, 8, 12-14], авторы которых 
считают, что читатель хотя бы в общих чертах знаком с курсом вычислитель
ной математики, и поэтому описывают только возможности пакетов. Данная 
книга отличается от остальных тем, что в ней доступным языком описаны очень 
сложные алгоритмы вычислительно!' математики. Ее авторы попытались со
единить учебник по численным методам с решением вычислительных задач в 
популярных пакетах.

Авторы надеются, что читатель обладает навыкамц пользователя персональ
ного компьютера под управлением Windows, знает высшую математику в объе
ме курса технического вуза. Основы работы в Mathcad, MATLAB и Maple крат
ко описаны в приложениях.

Особенностью этой книги является наличие блок-схем алгоритмов и про
грамм для каждого описанного в книге численного метода. Также книга содержит 
большое количество практических примеров решения практических задач с ис
пользованием математических пакетов.'л „ .

Книга состоит из девяти глав и трех приложений. Каждая глава содержит 
численные методы, блок-схемы алгоритмов и возможности пакетов для реше
ния вычислительных задач. Подпрограммы, реализующие методы решения за
дач, приведены на встроенных языках программирования одного из математи
ческих пакетов Mathcad, MATLAB или Maple. В конце каждой главы приведены 
советы авторов по применению того или иного пакета для решения рассматри
ваемых задач.

Первая глава посвящена численным методам решения задач линейной алгеб
ры. В частности, подробно рассмотрены способы решения систем линейных
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алгебраических уравнений, вычисления определителя и обратной ма ^вект0р0В 
бое внимание уделено алгоритмам нахождения собственных значении  ̂с nQ_ 

Во второй главе рассматривается обработка результатов экс р 
мощью полиномиальной и сплайн-интерполяции. ^  ^ его ПрИме-

Третья.глава содержит описание метода наименьших квадратов
нение для обработки экспериментальных данных. „ уравне-

В четвертой главе рассказывается о методах решения нели кОМПЛексНых 
ний. Особое внимание уделено нахождению д е й с т в и т е л ь н ы х  и оассматри- 
корней алгебраических уравнений итерационным методом, а также р 
вается случай комплексных корней в трансцендентных уравнениях. системы  

Численные методы, описанные в пятой главе, позволяют р 
нелинейных уравнений. _ и дифферен-

Шестая глава посвящена методам численного интегрирован
цирования. ^ткновенных диф-

В седьмой главе представлено много методов решения ооыл ^ числе и
ференциальных уравнений: одношаговые методы Р у н г е - К у т т а  к говые мето-
методы автоматического подбора шага интегрирования), мног
ды прогноза-коррекции Адамса и Милна. сеток ре-

В восьмой главе описаны метод разделения переменных и 0бн0 цзло-
шения дифференциальных уравнений в частных производных. °  Р' авнений 
жены возможности последних версий пакета Mathcad для решени ^ ическая 
математической физики. Кроме того, в этой главе рассмотрена р оиЗВОд. 
среда pdetool для решения дифференциальных уравнений в частных
ных методом конечных элементов в MATLAB. егоальных

Девятая глава описывает метод конечных сумм для решения 
уравнений. что пОЗВО,

Все главы снабжены заданиями для самостоятельного реше 
лит использовать книгу в учебном процессе.

Соглашения, принятые в книге
Функции и имена переменных выделены моноширинным шрифтом,

> определения, новые понятия -  курсивом, ммы -  полу-
V  названия пунктов меню, сочетания клавиш, элементы про р

жирным шрифтом; рЧается стрелоч-
^  последовательность команд, выполняемых из меню, отме

кой, например File V  Save (Файл >• Сохранить); ^ + п̂ЛЮС)
>* клавиши, нажимаемые одновременно, записываются со знаком

например Ctrl+S.
% д а н н о й  теме. Они

Здесь содержатся важ ны е советы и примечания, относящиеся 
позволят лучше понять информацию, изложенную в тексте.



Решение задач 
линейной алгебры

В этой главе речь идет об основных методах решения задач линейной ал 
гебры. Приведено подробное математическое описание и даны блок-схе- 
мы решения систем линейных алгебраических уравнений, вычисления 

определителей и обратных матриц, а также нахождения собственных значений
4

и собственных векторов.

1.1. Основные определения алгебры матриц
Напомним основные определения алгебры матриц. Если т • п выражений рас
ставлены в прямоугольной таблице из т строк и п столбцов, то говорят о матри
це размера т х п. Выражения а., называют элементами матрицы. Элементы а.. 
(г — 1,..., п), стоящие в таблице на линии, проходящей из левого верхнего угла в 
правый нижний угол квадрата пхп,  образуют главную диагональ матрицы. Мат
рица размером т х п( тФ п) называется прямоугольной. В случае если т = п, то 
матрицу называют квадратной матрицей порядка п. В частности, матрица типа
1 х п — это вектор-строка, а. матрица размером т х 1 является вектором-столбцом. 
Число (скаляр) можно рассматривать как матрицу типа 1x1 .

Квадратная матрица А = { а„} размером п х п называется:

>■ нулевой, если все ее элементы равны нулю: А = {а .= 0};
>  верхней треугольной, если все элементы, расположенные ниже главной диа

гонали, равны нулю: А = {«..= 0, для всех i > /};v • **
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>  нижней треугольной, если все элементы, расположенные выше главной ди
агонали, равны нулю: А — 0, для всех i < j) ,

>► д и а го н а л ьн о й , если все элементы, кроме элементов главной диагонали, рав- 
• НЫ нулю: А = {а/;= 0, для всех i* jY ,

>* ед и н и ч н о й , если элементы главной диагонали равны единице, а все осталь
ные -  нулю: А = {«. = О, для всех i * j и а. = 1, для всех t =7};

С квадратной матрицей связано понятие определителя, или детерминанта. Оп
ределителем матрицы Л является число detA, или Д, вычисляемое по правилу:

det -Л = ^  (~l) flli, » а2/2»•••» *
Oi'h'—’̂я)

где сумма распределена на всевозможные перестановки (г1? г2,..., г*п) элементов 
1 2  пи, следовательно, содержит п! слагаемых, причем X = О, если переста
новка четная, и А, = 1, если перестановка нечетная. Квадратная матрица называ
ется невырожденной, если ее определитель отличен от нуля. В противном случае 
матрица называется вырожденной, или сингулярной.

С матрицами можно проводить одерации сравнения, сложения и умножения. 
Две 'матрицы А = [а^] и В  = {£>„} считаются равными, если они одного типа, то 
есть имеют одинаковое число строк и столбцов, и соответствующие элементы 
их равны {а  } “ {£-,}• Суммой двух матриц А = {«„} и Б = {&.} одинакового типа 
называется матрица С -  { с ]  того же типа, элементы которой равны сумме соот
ветствующих элементов матриц Л = {«..} и Б = {6г>}, то есть Ц.} = {a.. + b.j). Раз
ность матриц определяется аналогично. Произведением чист а на матрицу А = { 
(или произведением матрицы на число) называется матрица, элементы которой 
получены умножением всех элементов матрицы А на число а , то есть А = аА = 
А{а • й ). Произведением матриц А = { а. } размерностью ш х п и Б = {^.} размерно
стью 5 является матрица С размерностью т х 5, каждый элемент которой мож
но представить формулой Ц } = (а Д .+  + -  + аЛ ] > * “ ••• = 1 .-»  *)• Та
ким образом, произведение матриц Л • Б имеет смысл тогда и только тогда, когда 
количество строк матрицы А совпадает с количеством столбцов матрицы В. Кро
ме того, произведение двух матриц не обладает переместительным законом, то 
есть А* В *  В * А. В тех случаях, когда А • В  = В • Л, матрицы Л и Б называются nqte- 
становочными.

Если в матрице Л = { а размерностью w xn  заменить строки соответствую
щими столбцами, то полученная транспонированная матрица Лг= {а  .}. В частно-* 
сти, для вектора-строки транспонированной матрицей является вектор-стол
бец.

Обратной матрицей по отношению к данной матрице Л = {а.} размерностью 
п х п называется матрица Л' 1 = {Л..} того же типа, которая, будучи умноженной
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как справа, так и слева на данную матрицу, в результате дает единичную матри
цу Е  = {8„}: А • Л-1 = А'1 • А = Е. Нахождение обратной матрицы для данной назы
вается обращением данной матрицы. Всякая неособенная матрица имеет обрат
ную матрицу.

Приведем определения некоторых специальных матриц. Квадратная матри
ца называется:

>• симметрической,, если АТ=А;
>• кососимметрической, если Аг= -А;
V  ортогональной, если |А| = detA *  0 и AT=s А-1;
► идемпотентной, если А2 = А;
>* инволютивной, если А2 =£, где JE- единичная матрица.

1.2. Решение систем линейных уравнений
Система т уравнений с п неизвестными вида

а,,*, + +... +«,.*„ “ *1» 
fl2ixi + V o + - +V , = V

а .х + а 0х0 +... + а х = bm l 1 т2  2  *»n n ш

называется системой линейных уравнений, причем д -  неизвестные, а. -  коэф
фициенты при неизвестных, Ь.- свободные коэффициенты (г = 1,..., m ,j = 1,..., п).

Кроме того, система из т линейных уравнений с п неизвестными может быть 
описана при помощи матриц: А • х = Ъ, где х= {я.} -  вектор неизвестных, А = {а„} -  
матрица коэффициентов при неизвестных или матрица системы, Ь= {^} -  век
тор свободных членов системы, или вектор правых частей (г = 1,..., т, / = 1,..., п).

Матрица (А\Ь), которая формируется путем приписывания к матрице коэф
фициентов А столбца свободных членов Ь, называется расширенной маттьщи си
стемы.

Если псе Ь = 0, то речь идет об однородной системе линейных уравнений, ина
че говорят о неоднородной системе.

Совокупность всех решений системы (л̂ , я2,..., x j  называется множеством ре- 
шений, или просто решением системы. Две системы уравнений называются жвива- 
'Мнтными, если они имеют одинаковое множество решений.

Однородные системы линейных уравнений А • х = О всегда разрешимы, так 
как последовательность (хх = 0, х2= 0,..., хп~ 0) удовлетворяет всем уравнениям 
системы. Решение (х1 -  0, х2~ 0,..., хп= 0) называют тривиальным. Вопрос о реше
нии однородных систем сводится к вопросу о том, существуют ли кроме три
виального другие, нетривиальные, реш ения.



Система линейных уравнений может не иметь ни одного решения, и тогда 
она называется несовместной. Например, в системе

хх + х2 = 1, 
л:, + ~ 3

левые части уравнений совпадают, а правые различны, поэтому никакие значе
ния я, и х2 не могут удовлетворить обоим уравнениям сразу.

Если же система линейных уравнений обладает решением, то она называет
ся совместной. Совместная система называется определенной, если она обладает 
одним-единственным решением, и неопределенной, если решений больше, чем 
одно. Так, система

х1 + 2 х2= 7 ,

Х \ + Х2 = ^
определена и имеет единственное решение: хг =5 и *2 = 1, а система уравнений 

6xj -  2*2 = 2

не определена, так как имеет бесконечное множество решений вида х = k и 
х __ 1 э Где число k произвольно. 1
4 . Совокупность всех решений неопределенной системы уравнений называет
ся ее общим решением, а какое-то одно конкретное решение -  частным. Частное 
решение, полученное из общего при нулевых значениях свободных перемен- 
ных, называется базисным.

При определении совместности систем уравнений важную роль играет по
нятие ранга матрицы. Пусть дана матрица А размером п х т. Вычеркиванием 
некоторых строк или столбцов из нее можно получить квадратные матрицы 
k-то порядка, определители которых называются минорами порядка k матрицы 
А. Наивысший порядок не равных нулю миноров матрицы А называют рангом 
матрицы и обозначают г (А). Из определения вытекает, что г (А) < min(n,m), 
г (А) =0, только если матрица нулевая и г (А) = п для невырожденной матрицы 
п-то порядка. При элементарных преобразованиях (перестановке строк матри
цы, умножении строк на число, отличное от нуля, и сложении строк) ранг матри
цы не изменяется. Итак, если речь идет об исследовании системы на совмест
ность, следует помнить, что система п линейных уравнений с ш неизвестными:

>  несовместна, если г(А \Ь) > г(А);
>  совместна, если г (А \Ь) = г (А), причем при г (А |Д) = Г{А) = тп имеет единствен

но® решение, а при г {А | b) -  г (А) < m имеет бесконечно много решений.

ГЛАВА 1 ▼ Решение задач линейной алгебры



Решение систем линейных уравнений

Существует немало методов для практического отыскания решений систем 
линейных уравнений. Эти методы разделяют на точные и приближенные. Ме
тод относится к классу точных, если с его помощью можно найти решение в 
результате конечного числа арифметических и логических операций. Итераци
онные методы позволяют найти корни системы с заданной точностью путем схо
дящихся бесконечных процессов. Эффективность применения итерационных 
методов зависит от удачного выбора начального приближения и быстроты схо
димости процесса. Перейдем к рассмотрению методов решения систем линей
ных алгебраических уравнений.

1.2.1 . Метод Гаусса
Наиболее распространенным точным способом решения систем линейных урав
нений является алгоритм последовательного исключения неизвестных. Этот 
метод носит название метода Гаусса.

Пусть дана система п линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с п неиз
вестными

аих{ +al2x2 +...+alrlxn= bn
a 2 l X\ + a 2 2 X2 + - + a 2 n Xn =  b 2 ,

4 ........... *........ (1.1)
4,1*1+Я*2*2+-+ annXn= K-

Обозначим через

матрицу коэффициентов системы (1.1), через

гм

ь„
\

столбец ее свободных членов и через
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столбец из неизвестных (искомый вектор). Тогда систему (1.1) можно записать 
в матричном виде: А • х = b и составить ее расширенную матрицу (А |Ь):

VА =

ап ап 
«21 « 2 2

«л! °п2

... аХп Ьх 

... а2п Ь2

9 • . пп п

(1.2)

Первый этап решения системы уравнений (1.1), называемый прямым ходом 
метода Ihycca, заключается в приведении расширенной матрицы (1.2) к треуголь
ному виду. Это означает, что все элементы матрицы (1.2) ниже главной диагона
ли должны быть равны нулю:

А =

ч «12 «13 . . .  а Хп ь г

0 « 2 2 « 2 3 . . .  о 2 „ Ь г

0 0 « 33 •** «Зл ь . ,

0 0 0 . . .  а Ап * 4

•• • • » • ШШЛ и • • • * • • • •

0
\

0 0 • • • м пп
V

(1.3)

Для формирования первого столбца матрицы (1.3) необходимо из каждой 
строки (начиная со второй) вычесть первую, умноженную на некоторое число М. 

В общем виде этот процесс можно записать так:
2-я строка = 2-я строка -  М х 1-я строка,
3-я строка = 3-я строка -  М х  1-я строка

£я строка = ья строка -  М х  1-я строка 

п-я строка = ?ья строка -  М х  1-я строка.
Понятно, что преобразование элементов второй строки будет происходить 

по формулам:

■ -  М • а,,, = в22 -  М • а12, ... а2. = а2.~ М - аи, .... %я = я2л -  М • «1п,
f  •

Ь2 = Ь2 -  М • bv

Так как целью данных преобразований является обнуление первого элемен
та строки, то М  выбирается из условия:

а21 -  М • ап = О,
Следовательно,
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Элементы третьей строки и коэффициент М можно рассчитать аналогично:

аъ\ ~ аъ\ ~  ^  * a \V а32 "" °32 “  ^  * а 12у •** aSi ~~ а3г "  ^  * °1Г *** В̂и “  Я3и “  ^  * l̂n*

h - h - м . ъ ,

и

a3iаЯ1 -  М • = 0 => М = — .31 11 а“и
Таким образом, преобразование элементов г-й строки будет происходить сле

дующим образом:

а л -  а. -  М • а,., а„ = а„ -  М • «10, ... д.. -  а.. -  М • ... а. = а. -  М • а. ,il il 11’ f i *2 12’ * и и I t ’ tn tn In ’

b. = bT -  M • bv
I  i

Коэффициент M  для г-й строки выбирается из условия
ап -  М • аи -  О

и равен

я лм  = — . 
«11

После проведения подобных преобразований для всех строк матрица (1.2) 
примет вид:

«и а \г ••• °1и

г-СГ

А =
0
• • •

° 2 2  ••• 
• • • . • • •

а 2п 

• • •
Ъг 
• • • •

• 0 а п2 а„„пп Л*

Очевидно, что если повторить описанный выше алгоритм для следующих 
столбцов матрицы (1.2), причем начинать преобразовывать второй столбец с 
третьего элемента, третий столбец -  с четвертого и т.д., то в результате будет 
получена матрица (1.3). Алгоритм этого процесса изображен на рис. 1.1.

Заметим, что если в матрице (1.2) на главной диагонали встретится эле
мент аккУ равный нулю, то расчет коэффициента

М = аik
ак к

для k-й строки будет невозможен. Избежать деления на ноль можно, избавив
шись от нулевых элементов на главной диагонали. Для этого перед обнулени
ем элементов в k-м столбце необходимо найти в нем максимальный по модулю
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Рис. 1.1 ▼ Блок-схема алгоритма 
преобразования расширенной матрицы 

к треугольному виду

Рис. 1.2 ▼ Блок-схема алг оритма 
перестановки строк расширенной 

матрицы

элемент, запомнить номер строки, в которой он находится, и поменять ее мес
тами с k-u. Алгоритм, отображающий эти преобразования, приведен на рис. 1.2.

В результате выполнения прямого хода метода Гаусса матрица (1.2) преобра
зуется в матрицу (1.3), а система уравнений (1.1) будет иметь следующий вид:

\ * * * ? с i i

я „ * 1  +  а 12х 2 + а ,  3 * 3 + ... + =  ь ,

а 2 2 Х 2 + а . з * з + ... + * 2 - * - =  V
а м х ъ + ... + II

к*

а п Л =  V

(1.4)

Решение системы (1.4) называют обратным, ходом метода Гаусса.
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Последнее rte уравнение системы (1.4) имеет вид:

а х = b .пп п п

Тогда если
а * 0.ЯП

то

Х ш Ь -лп
апп

В случае если

а «п  =  ° и  к  =  ° >

то система (1.4), а следовательно, и система (1.1) имеют бесконечное множество 
решений.

При
а = 0 и b *  0,пп п 1

система (1.4), а значит, и система (1.1) решения не имеет.
Предпоследнее (п -  1)-е уравнение системы (1.4) имеет вид:

а . . х . + а . х = ЪП - 1 И - 1  л - 1  и - 1  Л Л . Л - 1

Значит,
Ъ„-\ ~ ап-\пХп

Следующее ( п - 2)-е уравнение системы (1.4) будет выглядеть так: 

Отсюда имеем
а»-2„-2 *»-2 + ап-2„-1 *»-1 + *» = * .-Г

или
п

Ъ -  (а х + а х }  b”-* ~  S  a» - i j xj
_  п - 2  \ я - 2  и - 1 я - 1 ^  я — 2 п Лп )  _  j  = n -\

Хя - 2  ”  ~
Qn - 2  я - 2  а я - 2 я - 2

Таким образом, формула для вычисления г-го значения я будет иметь вид:
пЬ, - X аи Xj

х, = -

Алгоритм, реализующий обратный ход метода Гаусса, представлен в виде 
блок-схемы на рис. 1.3.

Объединив блок-схемы, изображенные на рис. 1.1,1.2 и 1.3, получим общую 
блок-схему метода Гаусса (рис. 1.4). Блоки 2-6 содержат последовательный ввод
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Рис. 1.3 ▼ Блок-схема алгоритма обратного хода метода Гаусса

данных, где и -  это размерность системы линейных алгебраических уравнений, 
а сама система задается в виде матрицы коэффициентов при неизвестных А и 
вектора свободных коэффициентов Ь. Блоки 7-19 предусматривают прямой ход 
метода Гаусса, а блоки 20-29 -  обратный. Для вывода результатов предусмотре
но несколько блоков вывода. Если результат проверки условий 20 и 21 положи
тельный, то выдается сообщение о том, что система имеет бесконечное множе
ство решений (блок 22). Если условие 20 выполняется, а 21 -  нет, то появляется 
сообщение о том, что система не имеет решений (блок 23). Сами же решения 
системы уравнений, представленные вектором я, вычисляются (блоки 24-28) и 
выводятся на печать (блок 29) только в случае невыполнения условия 20.

С программой, соответствующей этому алгоритму, можно ознакомится в за
даче 1.29.

1.2.2. Вычисление обратной матрицы методом Гаусса

Один из методов вычисления обратной матрицы основан на решении систем 
линейных алгебраических уравнений. Пусть задана некоторая матрица А:
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Необходимо найти матрицу Л"1, которая является обратной к матрице А:

>п У\ 2 •'•• У\п
У 21 У22- •- У 2п

А-' = Уъ\ У32 •» Узп

Уп 1\ У „г. : УппУ

Матрица (1.6) будет обратной к матрице (1.5), если выполняется соотношение

А • A~l = Е,

где Е -  это единичная матрица. Или более подробно:

Ч
аХ2 .

\
-  « .„ > 1 1 уУ* . '

' \ 0 .. 0)

«2» « 22 •-  «2я- *21 ^22 ^ -  * 2 „ 0 1 .... 0

«3. «32 *•• «3« X *31 *32. ;;Г- *3« — 0 0  .. 0

« „ .
\

««2 • «и и
У / " 1

* „ 2  '-  Упп 0
\

0  .... 1
/

Результат перемножения матриц из соотношения (1.7) можно представить 
поэлементно в виде п-то числа систем линейных уравнений. Умножение матри
цы (1.5) на первый столбец матрицы (1.6) даст первый столбец единичной мат
рицы:

« 1 1 \Уп  +  « 1 2  * >>21 +  -  +  « 1  п * * 1 .1 =  1 ,
« 2  1 • * 1 1  +  « 2 2 ’ * 2 1  +  -  +  « 2 „  '' * Ш =  о  ,

. Л - < • л .  +  « „ 2  * * 2 1  +  -  +  « и  и ‘ Уп\ =  0  .

Система, полученная в результате умножения матрицы (1.5) на г-й столбец мат
рицы (1.6), будет выглядеть следующим образом:

а п  " * | /  +  « 1 2  ‘ * 2 / +  *••• +  f l l «  * Ч
:

S 
■ II О

-

й 2 \ • У м  +  « 2 2  : * 2 / +  • « 2 /. * V

11 о

а п  * * 1/ +  Я /2 • У  21 +  ••• +  * =  к

а »  1 * * | ,  +  Я|г2 * * 2 / + —  +  а „ „

оIIS



Понятно, что п-я система будет иметь вид:

Решение систем линейных уравнений

ап • у и + ап * У2п + -  + а >" * У-п = °» 

а2\ • Уи + 022 • >>2я + ... + а2п ' >>„„ = О,

я«| * Д'ь + а„2 • >>2w + ... + а яи * = 1.

Решением каждой из приведенных выше систем будет г-й столбец обратной 
матрицы. Количество систем равно размерности обратной матрицы. Для отыс
кания решений систем линейных алгебраических уравнений можно воспользо
ваться методом Гаусса.

Описанный алгоритм представлен в виде блок-схемы на рис. 1.5. Блоки 2-5  
отражают формирование столбца единичной матрицы. Если условие 3 выпол
няется и элемент находится на главной диагонали, то он равен единице, все ос
тальные элементы нулевые. В блоке 6 происходит вызов подпрограммы для ре
шения системы уравнений методом Гаусса. В качестве параметров в эту 
подпрограмму передается исходная матрица А, сформированный в пунктах 2-5

и

/ GAUSS(A,B,n,X)

п

Рис. 1.5 ▼ Блок-схема алгоритма вычисления обратной матрицы
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свободных коэффициентов Ь, размерность системы п. Вектор х будет реше- 
вектор^ системы уравнений и, следовательно, г-ым столбцом искомой матрицы К

1 2  3. Вычисление определителя методом Гаусса
П ь задана матрица (1.2), необходимо вычислить ее определитель. Для этого 

цу следует привести к треугольному виду (1.3), а затем воспользоваться 
свойством, известным из курса линейной алгебры, которое гласит, что опреде
литель треугольной матрицы равен произведению ее диагональных элементов:

det̂ = Пв«-

13 I

M=aik/a kk

I4 \ .

15 1

а'Гач-Makj

bî bj-Mbb

Рис. 1.6 ▼ Блок-схема алгоритма вычисления определителя
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Приведение матрицы (1.2) к виду (1.3) можно осуществить с помощью прямого 
хода метода Гаусса. Алгоритм вычисления определителя матрицы, изображенный 
в виде блок-схемы на рис. 1.6, представляет собой алгоритм прямого хода метода 
Гаусса, в процессе выполнения которого проводится перестановка строк матрицы. 
Эта операция приводит к смене знака определителя. В блок-схеме момент смены 
знака отражен в блоках 8-9. В блоке 8 определяется, будут ли строки меняться 
местами, и если ответ утвердительный, то в блоке 9 происходит смена знака опре
делителя. В блоках 17-18 выполняется непосредственное вычисление определи
теля путем перемножения диагональных элементов преобразованной матрицы.

1.2 .4 . Метод квадратных корней
Опишем еще один точный способ решения линейных систем, который называ
ется методом квадратных корней. Пусть дана система линейных алгебраических 
уравнений (1.1). Запишем ее в матричной форме:

А • х = Ь, (1.8)
где А -  {а..} -  симметрическая матрица, то есть АТ= [a :J] =А. Тогда матрицу А 
можно представить в виде произведения двух транспонированных между собой 
треугольных матриц

А = Т Т*Т ,  (1.9)
где

Ч. '12 ... Ч, 0 ... 0 4

т =
0 *22 ... t2„

И  Т т = *12 *22 •.. 0

0
\

0 0 > *2 и *•• /
Перемножение матриц Т  и Т т дает следующие уравнения:

Ui hj + hi ' hj  *  — + hi hj ~ aij > (£ < J) »
. , + t2i + ... + tn -  au .

Отсюда последовательно находим:



т ГЛАВА 1 V Решение задач линейной алгебры

Система (1.8) имеет определенное единственное решение, если t.^ О (г= 1,
2, п), так как тогда detА = det 17 • det 7"= (det7)2= (*и£22 —О 2 *

В случае если соотношение (1.9) выполняется, уравнение (1.8) эквивалентно 
двум уравнениям:

Т7* • у = Ь и Т  • я = ;у,
или

*!> * Ух II J5
-

* .2 * Ух +  *22

•хТII£

Л 'У х +  *2 я ■ У .  +  -  +  К п  ' Уп ~  К

(1.11)

и

*11 ’ *1  *12 * * 2  •“  *1я ’ Хп ~~ » 

/2 2 ^ 2 + . . .  +  /2й-^=>;2,

*ия ' Хп ~ У п '

Из (1.11) и (1.12) последовательно находим:

*11

ь, - 5Х • л л-— -̂---. 0>0

(1.12)

(1.13)

и

у, -  £  '<* • ** (1.14)* ---- ^ ----. O' < «)■
*f/

На практике метод квадратных корней применяют так. Прямым ходом с по
мощью формул (1.10) и (1.13) последовательно вычисляются коэффициенты L u  
у. (г = 1, 2,..., п), а затем обратным ходом с помощью формулы (1.14) находятся 
неизвестные я (г = п, п -  1 ,..., 1).

В общем случае метод квадратных корней применим и для вычисления ком
плексных корней системы (1.1), так как если для некоторой ти-й строки выпол
няется условие (tmm)2< 0, то соответствующие элементы tm. -  мнимые. Блок-схе- 
ма метода квадратных корней приведена на рис. 1.7.
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Рис. 1.7 ▼ Блок-схема метода квадратных корней

1.2 .5 . Схема Халецкого
Метод, называемый схемой Халецкого, также относится к точным методам реше- 
ния систем линейных уравнений. Идея метода заключается в следующем [11]. 
Представим систему (1.1) в матричном виде

А • х = Ь, (1.15)
где А =  { a.j} -  квадратная матрица порядка п.
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решение задач линейной алгебры
ГЛАВА 1 ▼ Г

матрица,
(dn о ... 0 ' ' 1 C\2 . с•• с1я

D  =
d„ d2I ... 0 IIu 0 1 .-

d„,ч d„2 ••• d „ / 0 0 ... 1 /

 ̂ определяются по формулам: 
Тогда элементы dif ** ij

I ^ il ^  °i\  »

Ky = a/y - 0‘ - J > !)
и

с =CM d » wll

c" = *; 0,y - Srf.*c*y > (!<«'< У).

Следовательно, в(’

r?eпричем она легко г

т̂ор х можно вычислить из системы

D* у = Ь, С • х=у, 

шается, так как матрицы D u  С -  треугольные:

Л = |, («' > 1)

и
= У*»

П

X, = У, -  Е  С«*А> ( ' < ")• (1.20)

, Халецкого довольно прост и изображен на рис. 1.8.
Алгоритм cxerfb
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Рис. 1.8 т Алгоритм схемы Халецкого

1.2 .6 . Методы LU- и QR-разложения
Изложим еще два точных способа решения линейных систем. Решение системы 
линейных алгебраических уравнений с помощью LU-разложения заключается в 
следующем. Пусть дана система

А • х = Ь. (1.21)

Представим матрицу А = {а .}  в виде произведения треугольных матриц L  = {/..} 
и U= {м..}: * 91 Г



w  ГЛАВА 1 ? Решение задач линейной алгебры

/
*11 *12 *

\
-  *.„ ' 1 0  . .. (Г Ч их2 .

*21 *22 •■* *2и
=

/и 1 .

о 
•

X
0 W22 •” М2„

*„1Ч *«2 *-  *«„ J Ч Кг •. .  1
)

0
ч

0 .•• /

где элементы 1. и и., определяются по формулам:

и\j = a\j>U = ь 2» •••»w)»

и

/„ = (/ = 2, и), 
wn

1ч = т-|о,у - О >./)•

(1.22)

(1.23)

Формулы (1.22) и (1.23) дают нам LU-разложение матрицы А. Итак, если 
А = L  • 17, то можно записать уравнение, эквивалентное (1.21):

L - U - x  = b. (1.24)

Введем вектор вспомогательных переменных у -  {уv у2, >п)г и представим 
уравнение (1.24) в виде системы

L • у  = Ъ 9 

U ' х = у .

Таким образом, решение системы (1.1) с квадратной матрицей коэффициен
тов сводится к решению двух систем с треугольными матрицами коэффициен
тов:

'У\ = Ъх,

1г\ * У\ + Уг = *2 >
(1.25)

Ам * Л + Кг * Л  + -  + К,п-\ ‘ Л -i + Ув =

и

м.. '‘ *. + иХ2 • д:2 + ... + иХп - хп = у ХУ

W22 * *2 + -  + иг* ‘ хп ~ Уг> -

М„я ’ Хп II

(1.26)
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(1.27)

(1-28)

сле-

Из (1.25) и (1.26) понятно, что все у. могут быть вычислены по формуле:

У, = Ъ. -  («' = 1, 2......  „)А = 1 /*

а для всех дс. истинно равенство

■г' = £(* ~ 7 “'Л)’ = " ~ ’’ 2> ’)•
Итак, решить систему (1.1) методом Ш-разложения1 можно, выполнив 

дующие дей стви я:

‘ 1. Определить элементы матриц L n U по  формулам (1.22) и (1.23).
3. Получить решение заданной системы по формулам (1.27) и (1.28).

Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений с помо
Щ ь ю Ш -р а з л о ж е н и я  приведен на рис. 1.9. ™ ии с помо

Метод QR-разложения можно считать более сложной версией LU-разложения 
так как в нем главную матрицу А линейной системы (1.21) также представляют

С LU(A, b, п ) ^
Уг=ь,

±
s=o

I
о

S=S+L,K*Ukj

£
S=S+L,k*Ukj

4i Aj s £
Lr(SirS)/U„-I «//wj

РИС. 1.9 Т Алгоритм метода LU-разложения 

.меняют термин LU-факторизация или Ш-декомпозиция.
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в виде произведения двух матриц -  ортогональной матрицы Q и верхней треу
гольной матрицы R • Далее поступают так же, как и в случае LU-разложения, то 
есть вводят дополнительные переменные у и записывают систему уравнений:

Следовательно, решение системы уравнений (1.21) сводится к решению двух 
систем; матрица коэффициентов первой -  ортогональная, второй -  верхняя 
треугольная. А поскольку ортогональная матрица обладает свойством Qr= Q"1, 
то у можно вычислить по формуле у = QT* by что значительно проще, чем решать 
уравнение у = (£} • Ь. Вычислить х из второй системы также не составит труда, 
это можно сделать, например, по формулам (1.28), заменив элементы матрицы 
U hzR  (пример программирования см. в задаче 1.24).

Однако сложность этого метода заключается в вычислении ортогональной 
матрицы. В следующем параграфе подробно рассматривается эта проблема.

1.2.7. М етод ортогонализации
I

Рассмотрим еще один точный метод решения систем линейных алгебраических 
уравнений, который называют методом ортогонализации. Заключается он в том, 
что систему (1.1) ортонормируют, то есть приводят ее к виду:

где Q - ортогональная матрица. Для этого разделим первое уравнение системы 
(1.1) на выражение

Q • я = d, (1.29)

Получим

(1.30)

Тогда для второго уравнения системы (1.29) имеем:

Я и  =  а 2j  ~  Q\j • £ « 2 *  * d 2 =  А  “  d \ * 2к * 9 \к•
I



Следовательно, уравнение с номером i примет вид:

Чц =  ~ г = =  rf/ =  г . “  ( '  =  2, 3, я ;у  =  1, 2 , и ),

Jlrt JtrtV *-I V *■!
» П И

Яи = * £ jaik'9ik ~ Яи * * Ягк ~ — ” 0/-iy ‘ ‘

d2 -  b2 -  d̂  - ^ о 1к * qr,* -  с/2 • • 2̂Л. -  ... -  di_\*'£/oik • .

Решение систем линейных уравнений
Y

(1.31)

Рис. 1.10 ▼ Алгоритм метода ортогонализации
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Если система (1.1) совместна, то, воспользовавшись формулами (1.30) и (1.31), 
можно прийти к новой системе (1.29), где матрица Q будет ортогональной, а 
это значит, что она обладает свойством

QT• Q r b

где Е -  единичная матрица. Значит, решение системы (1.29) можно записать в 
виде

Q • дс= Q7* d,

или

х = Q7* d. (1-32)

Рис. 1.10 содержит алгоритм (пример программирования см. в задаче 1.23) 
решения линейной системы методом ортогонализации по формулам (1.30) ,(1.31) 
и (1.32). Заметим, что этим алгоритмом можно воспользоваться, если необходи
мо решить задачу вычисления ортогональной матрицы Qдля матрицы А. Понят
но, что в этом случае расчет вектора d теряет смысл.

1.2.8. М етод прогонки

На практике часто встречаются линейные системы вида

ч 0 0 ... 0 0 0 " f ]
ь2 Сг d2 0 ... 0 0 0 х2 г2
0 
• • •

Ъъ 
• • •

сз 
• • • • • •

... 0 0 0 X *3 — гъ

0 0 0 0 ••• bn_, с„-1 с , Гп-\
0V 0 0 0 ... к г*

которые называют системами с трехдиагональной матрицей коэффициентов. Каж
дое уравнение такой системы связывает три неизвестных, расположенных осо
бым образом, и может быть записано в общем виде так:

Ъ • х + с.* х.+ d * х... = г., (1.33)< * — 1 f < < »-*-i '
где i -  1, 2, ..., п, #j-0,  dn~ 0. Такие уравнения называют трехтстечными разно
стными уравнениями второго порядка. Для решения систем (1.33) существует спе
циальный метод, называемый методом прогонки. Заключается он в следующем 
[9]. Предположим, что существуют такие наборы чисел 8|. и X . (г = 1, 2 ,..., п) , для 
которых

х.~ 8. • х. +Х.. (1*34)
г I I + 1 г 4
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Уменьшим индекс в уравнении (1.34) и подставим его в (1.33), получим

Ь. • 8. . • х.+ Ъ. • X. . + с.• х.+ d * х. г.,
i  1 - 1  t t 1 - 1  i i г 1 + 1  < ’

откуда имеем

х  =  -
d: r - b  - Х;

с + Ъ. • 6 ,I I I - 1
/-1

Ci +  V  S | - l

Следовательно, уравнение (1.34) имеет место, если для всех г -  1, 2, ю выпол
няются рекуррентные соотношения:

.  /: -  Ь. • X,
с, + Ь, ■ 8,., , + Ь, ■ 8

(1.35)
I - 1

Нетрудно заметить что, так как Ьх = 0, то процесс вычисления 8. и X. по фор
мулам (1.35) можно начать со значений

8, = -4 ., > ;= ! .
с, с,

и продолжать для г = 1, 2, гг. В случае, когда г= гг и а = О, получим йи= 0, то 
есть для г = гг будем иметь

-  1

и X._j были вычислены на предыдущем шаге. Далее по формулам (1.35) 
эвательно находятся значения х v хп_2, ..., хх при г= w- 1, гг -  2, ..., 1.

где 8 . .  j

последовательно
Итак, алгоритм метода прогонки (рис. 1.11) сводится к вычислениям по трем 

формулам:
1. Находят прогоночные коэффициенты 8. и X. по формулам (1.35). Этот про

цесс называют прямой прогонкой.
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2 ОпреДеляют неизвестные по формуле (1.34), выполняя тем самым обрат
ную прогонку.

П р и м ер  программирования приведен в задаче 1.25.

1 .2.9. М етод итерации
♦

гг е йдеМ к рассмотрению приближенных методов решения систем линейных ал- 
боаических уравнений. Один из них -  это метод итерации. Изложим его суть.

П у с т ь  дана линейная система *

* ! . * !  +  * 1 2 * 2  +  -  +  * Ь * п  =  *>!>

*21*1 *22*2 *** *2я*я = 2̂»
..............................................  (1.36)
* „ . * .  + * « 2 * 2  +  ••• +  * « » * „  =  *>„.

разрешим первое уравнение системы (1.36) относительно xv второе -  отно
с и т е л ь н о  и  так далее. Получим систему, эквивалентную данной:

*1 - Р . + «12 Х *2 '+ « .3 X Ху
г ‘ 
+ ... + х X, ,

*2 =  Р2 + СХ2| *2 + «23 * *3 + ... + «2. • X. •

II Т» а + «,1 * *2 + « *2 * *3 + ... + «ж ж - 1
(1.37)

где
А.
* / !

/у, af. = — I *  j ;

аи = О, I = у;
I — 1, 2, ..., w, j  — 1, 2, ..., л.

ш

Запишем систему (1.37) в матричном виде

х = Р + a * х,

(1.38)

(1.39)

где
«и «12 ГУ ^. . . Г Р Л

a  =
«21 «22 « 2*»

, р  =
р2
• * •

^«,1 «»2 ct „ н 
тщ) А  у

д дЯ решения системы (1.39) методом итерации необходимо выбрать нуле
вое п р и бл и ж ен и е. Пусть это будет столбец свободных коэффициентов:

(1.40)
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тогда первое приближение будет иметь вид:

(3 + а  • Д

а второе будет таким:

л?= Р + а  • я1,

и так далее: (k+  1)-е приближение будем вычислять по формуле:

+  ( А =  1 ,  2 ,  . . . )

или в развернутом виде:

**=& + £«„■ • **. O' = 1. 2 , и; Л = 1, 2,...). (1-41)
1

Вообще говоря, если последовательность приближений Л  я1, х2, Д  ... 
имеет предел

-v = liir хк, 
»<»

тс этот предел и является решением системы (1.39).
При практическом применении метода итерации вычисления прекращают, 

когда выполняется условие
max( I х -  х*|) < 6, (1-42)

где 8 -  заданная точность вычислений.
Приведем без доказательства условие сходимости метода итерации [11]: для 

существования единственного решения системы (1.36) и сходимости метода 
простых итераций достаточно выполнения условия

(1.43)
j=  » 
j * i

то есть чтобы модули диагональных коэффициентов для каждого уравнения 
системы были больше суммы модулей всех остальных коэффициентов, не счи
тая свободных.

И гак, алгоритм метода простой итерации (рис. 1.12) заключается в следую
щем:

1. Проверка условий (1.43), если они не выполняются, то работа алгоритма 
завершена, иначе переходим к п.2.

2. Формирование матрицы а  и массива (J по формулам (1.38).
3. Формирование начального приближения лЯно (1,40).
4. Расчет нового приближения л? по (1.41).

.. 5. Если условие (1.42) выполняется и максимальная ошибка вычислений 
меньше заданного числа 8, то решение х] найдено, иначе переходим к п.4.
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1.2.10. Метод Зейделя

Метод Зейделя -  это приближенный метод решения систем уравнений, представ
ляющий собой модификацию метода простой итерации. Основная идея [11] 
этого метода заключается в том, что при вычислении (k+  1)-го приближения 
неизвестной л:, учитываются уже вычисленные к этому времени (k+  1)-е пред
шествующих неизвестных я , я2, ..., х. v
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Пусть дана приведенная линейная система

X, = ft + I  a tJ  • Xj ( /  = 1, 2, л).
im i (1.44)

Выберем в качестве начального приближения корней вектор
(1.45)

Тогда, согласно идее метода Зейделя, предполагая, что k-e приближения кор
ней известны, будем строить (k+  1)-е приближения по следующим формулам:

Возникает вопрос о сходимости метода. Заметим, что условия (1.43) приме
нимы и для метода Зейделя, кроме того, если линейная система (1.36) -  нор
мальная, то процесс Зейделя для эквивалентной ей приведенной системы схо
дится всегда. Напомним, что линейная система (1.36) называется нормальной, 
если матрица коэффициентов А = {«„} -  симметрическая, то есть а„= а., и соот
ветствующая квадратичная форма

положительно определена.
Возникает проблема, как от системы (1.36) перейти к системе (1.39) таким 

образом, чтобы выполнялись все условия сходимости. Выполним следующие 
преобразования:

(1.46)

91 П
и = X  X  a,j * • xJ

Ат• А • х -  Ат* Ь.

Пусть

F= Ат* А и Я =Л Г- Ь, (1.47)

тогда система

F • х= Н (1.48)
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эквивалентна системе А • х -  b и обладает следующими свойствами:

>  матрица F  симметрична, то ecrb f„ -f..;
>  все элементы главной диагонали матрицы F  положительны: /..> 0;
>  соответствующая квадратичная форма является положительно определен

ной.

Теперь, если систему (1.48) привести к специальному виду:

Jfis Z o ,J * Xj + Р/. (1.49)
.г ■ I
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где

«и = " ̂  (' * Л’
Jit

®"ij ~ ®»(* == j ) 9

(1.50)

то она будет сходиться к единственному решению при любом начальном при
ближении.

Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений по мето
ду Зейделя приведен на рис. 1.13 (пример программирования см. в задаче 1.26).

1.2.11. Метод релаксации
Метод релаксации, или, иначе, метод ослабления, -  это еще один итерационный 
способ решения линейных систем. Рассмотрим его подробнее.

Пусть дана линейная система (1.36). Подготовим ее к релаксации. Для этого 
перенесем свободные члены налево и разделим первое уравнение на ( -  ап), 
второе -  на ( -  а̂ 2) и т.д. Получим систему вида:

+ di2 • х2 + ... + du • хт + с, = 0, 
dlx • х, -  *2 + ... + dlH • + с2 = 0,

(1.51)
dni • *, + dn2 - х2 + ... -  дг„ + с2 *  0,

где

(1.52)

Пусть задан вектор начальных приближений а?. Подставим его в (1.51) и 
получим невязки:
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Если одной из неизвестных х® дать приращение Дх®, то соответствующая 
невязка / °̂ уменьшится на величину Ах®, а все остальные невязки /?? (г ^ k) уве
личатся на величину bifAxf. Таким образом, чтобы обратить очередную невязку 

в пуль, достаточно величине дать приращение

к= ̂ °.
и мы будем иметь:

R '-Oк
и

А1 = А°+ &йДх° (г* А). (1.54)

Вообще говоря [11], идея метода релаксации заключается в том, что на каж
дом шаге обращается в нуль максимальная по модулю невязка путем изменения 
значения соответствующей компоненты приближения. Процесс заканчивается, 
когда все невязки последней преобразованной системы будут равны нулю с за
данной точностью.

^Relax(A,b,n ■ер))

Х,==0

С;=Ь/А.

(  Конец )

Рис. 1.14 ▼ Алгоритм метода релаксации
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Запишем алгоритм решения линейной системы методом релаксации.

1. Подготовка системы к релаксации, то есть ее преобразование по форму
лам (1.52).

2. Формирование вектора начальных приближений = 0.
3. Расчет первых невязок R1 по (1.53).
4. Определения текущего вектора невязок /Р.
5. Вычисление максимальной невязки системы (или, иначе, приращения А) 

и ее номера.
6. Уточнение невязки R1 в соответствии с формулой (1.54).
7. Вычисление значения корня X с номером, соответствующим номеру мак

симальной невязки, как суммы приращения А.
8. Если хотя бы одна невязка системы не равна нулю с заданной точностью е, 

то перейти к п.4, иначе решение системы X найдено.

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 1.14.

1.2.12. Метод градиента
Довольно распространенным итерационным методом решения линейных сис
тем является метод градиента или, как его еще называют, метод скорейшего спус
ка. Опишем его.

Рассмотрим систему линейных уравнений

с действительной матрицей А = {а..} и столбцом свободных коэффициентов b = {& }.

А  = £ я „ -  • Xj -  b, = 0 ,j = I
fl ~ X a2j ' Xj ~ 2̂ ~j = I (1.55)

f ,  = % anj • Xj -  bn = 0

Тогда

f=A • x-b
и

a-
= A .

dx

a,
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Следовательно,

где

-  невязка вектора хр и

*/>+1= jx • А т* г ,
r p  Р

г  = А  • х р-  Ъ
р

(г , ААтг\
и = /• > .....V ; r v  0> ~ 0, 1, 2, ...)-гр,ЛЛ Г рJ

(1.56)

(1.57)

(1.58)

Запишем алгоритм градиентного метода для решения линейных систем.

1. Выбираем начальное приближение, например 
х= Ь.

2. Вычисляем невязку г по формуле (1.57).
3. Находим расчетный коэффициент (я1 по (1.58).
4. Определяем я по формуле (1.56).
5. Если максимальная невязка системы не превыша

ет точность вычислений е, то решение л: найдено, 
иначе переходим к п.2.

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 1.15.

Рис. 1.15 ▼ Алгоритм 
метода градиента

1 Здесь под выражениями в скобках понимаются скалярные произведения соответствую
щих векторов.



1.3. Собственные значения 
и собственные векторы
Одна из важных задач вычислительной линейной алгебры -  это нахождение 
собственных чисел и собственных векторов матрицы. Прежде чем перейти к 
изучению методов ее решения, сделаем некоторые вводные замечания.

Пусть А -  матрица размерностью п х п. Любой ненулевой вектор х, принад
лежащий некоторому векторному пространству, для которого А • х -  X • х, где X -  
некоторое число, называется собственным вектором матрицы Л, а X -  принадле
жащим ему или соответствующим ему собственным значением матрицы А.

Уравнение А • х = X • х эквивалентно уравнению (А -> .•£)•  х = 0. Это однород
ная система линейных уравнений, нетривиальные решения которой являются 
искомыми собственными векторами. Она имеет нетривиальные решения толь
ко тогда, когда г (А - X • Е) < п, то есть если det(A -  X • Е) = 0.

Многочлен det(A -X  • Е) называется характеристическим многочленом матрицы 
А, а уравнение det (А -  X • Е) = 0 -  характеристическим уравнением матрицы А  Если 
X. ~ собственные значения Л, то нетривиальные решения однородной системы 
линейных уравнений (Л -  X *Е) =0 есть собственные векторы А, принадлежа
щие собственному значению Хг Множество решений этой системы уравнений 
называют собственным подпространством матрицы А, принадлежащим собствен
ному значению X., каждый ненулевой вектор собственного подпространства 
является собственным вектором матрицы А.

Иногда требуется найти собственные векторы у и собственные значения ц. 
определяемые соотношением А • у = \х.Ву (у *  0), где В  -  невырожденная матри 
ца. Векторы у и числа ц обязательно являются собственными векторами и соб 
ственными значениями матрицы В '1 А. Пусть А= {«„} и £  = {£„}, причем матри 
ца Б является положительно определенной, тогда собственные значения 
совпадают с корнями уравнения w-й степени det(A-|iB) = d e t j u A . )  = 0. Этс 
уравнение называют характеристическим уравнением для обобщенной задачи о cot 
ственных значениях. Для каждого корня [I кратности т существует ровно т ли 
нейно независимых собственных векторов у.

Кроме того, большое значение при решении задач на собственные значение 
и собственные векторы имеет понятие нормы. Дадим несколько определений

Матричная норма -  это некоторая скалярная числовая характеристика, коте 
рую ставят в соответствие матрице. В задачах линейной алгебры используютс. 
различные матричные нормы:

>• первая норма ||Л|| 1 квадратной матрицы А = {а.^\

И, =

Собственные значения и собственные векторы



>  вторая норма ||А||2 квадратной матрицы А = {а„}:

|ИЦ2 =
где ^ J A A 1) -  максимальное собственное значение матрицы А;

>* евклидова норма || А||е квадратной матрицы А -  {«„}:

14-#2Ы‘;\/ = 1у = 1
>  бесконечная норма || А ||. квадратной матрицы А:

Ц4= шахХК|.
Введем также понятие числа обусловленности матрицы, так как оно напря

мую связано с нормой. Число обусловленности матрицы А используется для опре
деления меры чувствительности системы линейных уравнений А • х = b к по
грешностям задания вектора Ь. Чем больше число обусловленности, тем более 
неустойчив процесс нахождения решения системы. Существует несколько ва
риантов вычисления числа обусловленности, но все они связаны с нормой мат
рицы и равны произведению нормы исходной матрицы на норму обратной:

>* число обусловленности матрицы, вычисленное в норме \\А\\г:
N =  | |А| | j • \\а - % ;

>* число обусловленности матрицы, вычисленное в норме || А||2:
м =  |И||2 . ЦА-MU;

>* число обусловленности матрицы, вычисленное в норме || А||.:
Р=  IIА ||. • || А-11|,.;

V число обусловленности матрицы, вычисленное в норме || А||̂ :
|| А||е • \\А~'\\.

Теперь, когда нам известны все основные определения, перейдем к реше
нию проблем собственных значений и соответствующих им векторов.

1.3.1 . Метод скалярных произведений
Одним из распространенных методов решения проблемы собственных значений 
является метод скалярных произведений. Рассмотрим его применение на частич
ной проблеме собственных значений, которая заключается в нахождении наиболь
шего собственного значения матрицы.

Пусть дана квадрантная действительная матрица А размерности п и извест
но, что она имеет ровно гг линейно-независимых собственных векторов:

ГЛАВА 1 V Решение задач линейной алгебры
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f x  ') лп XЛ2\ f x  Ли!
*12

, *2 =
Х22 - К  = *„2

V у Х2п\ J
х ян\ /

|> \ \ : 1>



Необходимо для заданной матрицы А вычислить приближенное значение 
наибольшего по модулю собственного числа XY и соответствующего ему собственного 
вектора ху Решение этой задачи методом скалярных произведений основано на 
образовании скалярных произведений

( / ,  / )  и ( / ,  х*-1),

где У -  приближение начального вектора / ,  выбранного каким-либо образом. 
Приведем без доказательства алгоритм решения этой задачи [9].

1. Задать начальный вектор 0 и начальное значение Х°, например Х° = 0.
2. Вычислить скалярное произведение (у0, у0), норму lljy0И2  ̂(^°)1/2и на

чальное значение собственного вектора я°= f /  H/llg.
3. Уточнить начальное приближение f  по формуле / =  А • у*~1.
4. Найти скалярное произведение s*= ( / ,  / )  и **=(/,  я*-1), затем норму 

||)j*||2 = (5*)1/2 и приближение к собственному вектору х*“ //||/||2.
5. Уточнить собственное значение по формуле Xkss ^ /t .
6. Если | A,k-  Xk~l | меньше допустимой абсолютной погрешности е, то работа 

алгоритма завершена и Xt = Хк и я\ иначе вернуться к п.З.

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 1.16 (пример программирования см. 
в задаче 1.27).

1.3 .2 . Метод итерации
В разделе 1.2.9 был описан метод итерации для решения линейных систем. Рас
смотрим, как он применяется для одновременного вычисления собственных 
значений и собственных векторов

Пусть матрица А = { а.^ -  симметрическая и положительно определенная, 
тогда корни ее характеристического уравнения Xv Х2,... ^действительны и по
ложительны, а собственные векторы удовлетворяют условию ортогональности

Z * / -  х? = 0, j  *  к.

Значит, для определения собственного вектора я1 можно записать систему

(°и -*■■) • *1 + 0,2 ■ х\ + ... + а ,„ -x'n = 0 ,  

а2, ■ х! + (а21 -  X,) ■ х'2 + ... + аи  ■ = 0 ,

+ ат ' + - + ("»»- М ' = 0

ГЛАВА 1 ▼ Решение задач линейной алгебры
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. 1 /
*1 88 • *1 + а12 • хг + ... + аХп• лГд),

II ■\1
г

+ а22 ■ дг + -  + » и -  *i)>

-*i-i = j“ (e.-n  •*! + «.-■ ■ • *;)>

\  ~ '^r(a”i ' х>

1 ■ .-'4 «
+ ап2 ■ х + ... + а,„- х'„).

Эту систему можно решить методом итерации, положив хп1 = 1 и выбирая на̂  
чальные значения х.(1)(0), Я,.0 и полагая

* Р  + 1) = JT ■ • * Г  + '’ + «/-].('■ = Ь 2. и -  1),

Х<‘ + ,) = ‘±'а., • х',)(*+,) + а„,{к = 0,1,2, ...).
Для определения второго корня А, и второго собственного вектора л? опре 

делим хп _ j2 = 1 и решим методом итерации следующую систему:

Рис. 1.17 ▼ Алгоритм метода итерации
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х (2) =
1

x f/
= к [ Д  - J

)

к  =
1

2

и
1  а 1 - ч  • * (2)

Х „ - 1 i = 1

, (/ = I, 2 , ..., п -  2),

Аналогично можно вычислить остальные корни X. (У = 3 , п) характеристи
ческого уравнения и соответствующие им векторы х/.

Поскольку процесс решения СЛАУ уже был описан, приведем алгоритм 
(рис. 1.17) решения частичной проблемы собственных значений, то есть нахожде
ния наибольшего собственного значения матрицы и соответствующего ему век
тора, без дополнительных разъясненш . Заметим, что с таким же успехом мож
но было бы применить метод Зейделя.

1.4. Решение задач линейном алгебры 
в Mathcad

\ . г ■ i *•

Ознакомимся с возможностями, которые предоставляет Mathcad для непосред
ственного решения задач линейной алгебры.

Работать с матрицами и векторами в пакете можно с помощью панели инст
рументов, выбирая необходимые пункты основного меню (см. приложение 1) 
или обращаясь к соответствующим функциям, которые делятся нз группы: фун
кции определения матриц и операции с блоками матриц, функции вычисления 
различных числовых характеристик матриц и функции, реализующие числен
ные алгоритмы решения задач линейной алгебры. Рассмотрим наиболее часто 
используемые функции.

*
Функции определения матриц и операции с блоками матриц:

>* m atrix (m, n, f ) -  создает и заполняет матрицу А = [а.^  размерности шна п, каж
дый элемент которой а., равен значению (г. j) ,  пример приведен на рис. 1.18;

ORIGIN := 1

f(x,y) := У2~х2 

Av:= matrix(4 ,3 ,f)

Рис. 1.18 ▼ Создание матрицы, каждый 
элемент которой формируется 

по заданной функции

ORIGIN := 1yWWAWAVMVA

f 0 1 4^ » r2 0 0 o'1

1 0 3 0 4 0 0
А = i := 1.. 4 dj := 2-i D := diag(d) D =

4 3 0 0 0 6 0

^9 8 5 ; ^0 0 0 s j

Рис. 1.19 т Формирование диагональной
матрицы
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v

>- diag (v) -  создает диагональную матрицу (рис. 1.19), элементы главной ди
агонали которой хранятся в векторе гг,
id en tity  (п) — создает единичную матрицу (рис. 1.20) порядка п\ 
augment (А , В) -  из матриц А и В формируется третья матрица (рис. 1.21), 
первые столбцы которой содержат матрицу А, а последние -  матрицу В 
(матрицы А и Б должны иметь одинаковое число строк);

ORIGIN := 1AWWWWWWW

Е := identity (3) Е =

Рис. 1.20 ▼ Создание 
единичной матрицы

'0 1 4 2 0 0 0>

fl 0 о"1 1 0 3 0 4 0 0
В := augment(A ,D) В =

0 1 0 4 3 0 0 0 6 0

^0 0 .9 8 5 0 0 0 8 ;

Рис. 1.21 ▼ Формирование матрицы при 
помощи функции augment (А,В)

>  stack (А, В) -  из матриц Л и  В формируется третья матрица (рис. 1.22), 
первые строки которой содержат матрицу А, а последние -  матрицу В 
(матрицы А и Б должны иметь одинаковое число столбцов);

>  submatrix (А, 1 , к ,р , г ) -  формирует матрицу (рис. 1.23), которая является 
блоком матрицы А, расположенным в строках с I по k и в столбцах с р  по г 
( l < k , p <  г);

stack(A,E)

С =

( о 
1 
4 

9 

1 
0

1 4^
0 3 
3 0 
8 5 

0 0
1 0
0 1)

Рис. 1.22 ▼ Формирование матрицы 
при помощи функции s ta c k  (А, в)

submatrix(B ,3 ,4,1,2) F =
4 3  ̂

9 8 ;

Рис. 1 .23 ▼ Формирование матрицы при 
помощи функции subm atr ix (А, 1 , к , р , г )

^  Re (А) -  возвращает матрицу (вектор) действительных частей матриць 
(вектора) А с комплексными элементами (рис. 1.23);

^  1ш(А) -  возвращает матрицу (вектор) мнимых частей матрицы (вектора 
А с комплексными элементами (рис. 1.24).

V :=yw>v

f 1 + 20 Г11 f  2 \
2 + i Re(V) = 2 Im(V) = 1

< 3 -5 i ; <3;
Рис. 1.24 ▼ Применение функций Re (А) и 1пцА)
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Функции вычисления различных числовых характеристик матриц:

>■ la s t  (v ) -  вычисление номера последней компоненты вектора v;
>* length (v) -  вычисление количества компонент вектора v;
>■ rows (А) -  вычисление числа строк в матрице А;
>■ co ls  (А) -  вычисление числа столбцов в матрице А;
>■ шах (А) -  вычисление наибольшего элемента в матрице (векторе) А;
>■ min (А) -  вычисление наименьшего элемента в матрице (векторе) А;
>■ mean (А) -  вычисление среднего значения матрицы (вектора) А;
>■ median (А) -  вычисление медианы матрицы (вектора) А;

t r  (А) -  вычисление следа (суммы диагональных элементов) квадратной 
матрицы А;
rank (А) -  вычисление ранга матрицы А;
norml (А) -  вычисление первой нормы || А|| г квадратной матрицы А = { а ..}; 
norm2 (А) -  вычисление второй нормы || А|| 2 квадратной матрицы А = {<я„}; 
norme(A) -  вычисление евклидовой нормы ||А||е квадратной матрицы 
А = {а..};V  i j J  7

normi (А) -  вычисление бесконечной кормы ||А||. квадратной матрицы А; 
condl (А) -  определяет число обусловленности матрицы, вычисленное в 
первой норме || А|| ;

>■ cond2 (А) -  определяет число обусловленности матрицы, вычисленное во 
второй норме || А || 2;

>■ condi (А) -  определяет число обусловленности матрицы, вычисленное в 
бесконечной норме ||А||.;

А :=AVW

(1  2 0 4^

5 1 7  3

0 6 2 3

И  5 б 0J 
last(V) = 4

rows (А) -  4 
max (А) = 7 
mean (А) = 3.063 
tr(A) = 4 
norml (А) = 15 
normi(A) = 16 
condl (А) = 15.652 
condl (A) = 23.884

ORIGIN := 1WMVvWMWM

V -  A<2> V =

f  2\
1 
6

length С V) = 4

cols(A) = 4 
min (A) = 0 
median(A) = 3 
rank(A) = 4 
norm2(A) = 13.221 
norme(A) = 15.199 
cond2(A) = 13.004 
conde(A) = 15.625

Рис. 1.25 ▼ Применение функций вычисления числовых характеристик матриц



>• conde (А) -  определяет число обусловленности матрицы, вычисленное в 
евклидовой норме || А\\е. /

Примеры применения этих функций приведены на рис. 1.25.

Функции, реализующие численные алгоритмы решения задач линейной 
алгебры:

>  г r e f  (А) -  приведение матрицы к ступенчатому виду путем элементарных 
операций со строками матрицы А;

>  eigenvals (А) -  вычисление собственных значений квадратной матрицы А;
>  eigenvecs (А) -  вычисление собственных векторов квадратной матрицы А;
>* eigenvec (А,р) -  вычисление собственного вектора матрицы А, отвечаю

щего собственному значению р ;
>* genvals (А, В) -  вычисляет вектор v обобщенных собственных значений, 

соответствующий решению уравнения А • х = v • В • х;
>• genvecs (А,В) -  вычисляет матрицу, содержащую собственные векторы, 

соответствующие обобщенным собственным значениям;
> ls o lv e ( A ,b )  -  решение системы линейных алгебраических уравнений 

А *х  = Ь;
1ц (А) -  выполняет треугольное разложение матрицы А: А = С • L  • U, где L  
и U -  соответственно нижняя и верхняя треугольные матрицы, все четы
ре матрицы квадратные и одного порядка;

>  qr (А) -  выполняет разложение матрицы А: А = Q • R, где Q -  ортогональ
ная матрица, a R -  верхняя треугольная матрицы;
cholesky  (А) -  выполняет разложение матрицы А по схеме Халецкого: 
А = L  • L T, где А -  квадратная, симметричная, положительно определенная 
матрица, L  -  треугольная матрица;

^  s o r t  (v) -  сортировка элементов вектора г; в порядке возрастания их зна
чений;

^  rev erse  (v) -  перестановка элементов вектора г/в обратном порядке;
^  c s o r t  (A/П.) -  перестановка строк матрицы А таким образом, чтобы отсор

тированным оказался п-й столбец;
^  г so r t  (А, п) -  перестановка столбцов матрицы А таким образом, чтобы от

сортированной оказалась тг-я строка.

Перейдем к решению конкретных задач линейной алгебры в Mathcad.

1-4.1. Задачи алгебры матриц

Примеры, приведенные в этом разделе, дают представление о возможностях 
Пакета при выполнении действий над матрицами, вычислении определителей
11 Решении матричных уравнений.

Решение задач линейно» алге*»)ры в пш1пс<ш
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ЗАДАЧА 1.1. Для матриц А, В и С проверить выполнение следуюи 
деств: (А • В) • С = А • (В • С) и (Ат+ В) С = Ат • С + В • С.

Решение приведено на рис. 1.26.

А =AvVv

-2>
^2 - П

г3 -2  1
Г 2

3
В = 3 1 С =

U 2 5 ,
0 ;

AMW ^1 4 j

1. Проверка выполнения тождества (АВ)С=А(БС)

f 2 - l \
'г  з - 2^
а  2 5 J

2̂ 3 -2 41 

а  2 5 ;

3 1
u  o ; j  
Г2 -1>
3 1

3 -г\ 34 -18

1

r3 -2^
а

4̂0 -22 J

3̂4 -IS '1 
4̂0 -22,

Вычисление 
правой части

Вычисление 
левой части

LU о ;
(АВ)С=А(ВС), следовательно, тождество выполнено 

2. Проверка выполнения тождества (Р +В)С=Р С + ВС

(2 3 -г'?
1 2  5

Г2 - О
3 1

U  о JJ

(3 -2n 
V1 4 ;

f 12 -84! 
21 0 

2 2 2)

г2 3 -2^ Т f 3 —2^
f 2 - П

( з -2^
£ 12 -8>

■ + 3 1 • — 21 0
2 5 > 4>

0 ;
U 4 >

27 j^2

Вычисление 
правой части

Вычисление 
левой части

(АТ+В)С=АТС+ВС, следовательно, тождество выполнено
Рис. 1 .2 6  т Решение задачи 1.1

ЗАДАЧА 1.2. Упростить выражение А, -  3 • Дв+ 2 • х -  10, где ЛА и А 
делители матриц А и В соответственно.

А =
\4 5 )

г*  х''

В =

И  5 )
-3

Г1 -1 x'l 
2 0 1 

КЗ 4 i ;

Г1 -1 х>
2 0 1 

^3 4 1 /

Рис. 1.27 т Решение задачи 1.2

+ 2-х -  10 —> -21 -х + 5
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Ца рис. 1.27 показано, как можно решить эту задачу, воспользовавшись chn 
зольными операциями Mathcad.

ЗА Д А ЧА  1.3. Проверить, является ли матрица симметрической, 
решение приведено на рис. 1.28.

А :=AWv

в =

(  2  - 1  3  ч' 

- 1 0  5 

к 3 5 - 4 j
тВ := А

^  2  - 1  3  xi 

- 1 0  5 

 ̂ 3 5 - 4 ;

Исходная матрица

Транспонированная матрица

Матрица А симметрическая, так как А=Ат
Рис. 1.28 ▼ Решение задачи 1.3

ЗАДАЧА 1.4. Проверить, является ли матрица кососимметрической. 
На рис. 1.29 показано, как можно решить эту задачу.

А :=AVW

АТ =

( о -1 3  ̂
1 0 - 5  

\ -̂3 5 0 )
( о 1 - 3 ^  

- 1 0  5 

 ̂ 3 - 5 0 )
( о  1 -зЛ

Исходная матрица

Транспонированная матрица

- 1 А  = - 1  0  

 ̂ 3 -5
Матрица -  А

Матрица А кососимметрическая, так как Ат = -А  
Рис. 1.29 т Решение задачи 1.4

ЗАДАЧА 1.5. Проверить, является ли матрица ортогональной.
Для решения этой задачи необходимо вычислить определитель заданно 

Матрицы и убедиться в том, что он не равен нулю. Затем транспонировать и 
*°Дную матрицу и найти обратную к ней. Если визуально сложно убедиться 
Т°м, что транспонированная матрица равна обратной, можно вычислить и 
Разность. В результате должка получиться нулевая матрица (рис. 1.30).
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( 1

А :=

л 2 2̂ _ о —  —
3 3 30 10

- -  О 1 3 3
2 2 1

— о —  -
V 3 3 3

Транспонирование матрицы А

Исходная матрица

|а1 = -1 Определитель 
1 ' не равен нулю

Обращение матрицы А
f 0.333 0 -0.667 -0.667^ г 0.333 0 -0.667 -0.667^

II
н< 0 1 

-0.667 0

0

0.333

0

-0.667
a" 1 -

0 1 0  

-0.667 0 0.333

0

-0.667

 ̂-0.667 0 -0.667 0.333 ,  ̂-0.667 0 -0.667 0.333 j

fo  0 0 o']

АТ - А“ 1 -
0
0

О О О

О О О

Транспонированная матрица 
равна обратной

<0 О О О ;
Матрица А является ортогональной, 
так как Ат = А-1 и определитель А не равен нулю 

Рис. 1.30 ▼ Решение задачи 1.5

ЗАДАЧА 1.6. Проверить, является ли матрица А идемпотентной. Показать, 
что матрица В  = 2А -  Е, где Е -единичная матрица, инволютивна.

Исходная матрица{' б -15Л
А :=/MV 1а  - 5 )

2 ( 6 ~15>1А =
U -sj

Возведение матрицы во вторую степень

Матрица А идемпотентна, *гак как А = А2

Формирование единичной матрицы

(1 ОЛ
Е := identity(2) Е = I I 

Формирование матрицы В

- ( “ Z)В := 2 А - Е

! ^  Матрица В инволютивна, так как Е = В2 

Рис. 1.31 ▼ Решение задачи 1.6
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Для того чтобы выяснить, является ли матрица А идемпотентной, ее необ

ходимо возвести в квадрат и сравнить с исходной. В формировании матрицы В 
участвует единичная матрица, которую можно получить при помощи описанной 
выше функции id en tity  (п). Определить, является ли матрица В инволютив- 
ной, можно, сравнив ее с единичной матрицей. Подробно решение задачи при
ведено на рис. 1.31.

Я Д  Операция возведения в целую неотрицательную степень определена только для квад- 
ратных матриц, так как при выполнении этой операции матрица умножается 
сама на себя заданное количество раз: А0 = Е, А1 = А, А2 = А • А, А3 = А • А •А,....

* * . . . .  - * 4 /  ~

ЗАДАЧА 1.7. Решить матричные уравнения А • X = В и X • А = В и выполнить 
проверку.

Матричное уравнение- это уравнение вида А • X =В или X • А = Д где X -  это неиз
вестная матрица. Ести умножить матричное уравнение на матрицу, обратную к А, 
то оно примет вид: А- *А * Х=Аг1 • B ium X  • А • А-1 • А-1. Так как А 1 *А = А •А"1 = £, 
а £  • X =X • Е -  X, то неизвестную матрицу X  можно вычислить так: X =А 1 • В или 
Х -В  • А"1. Понятно, что матричное уравнение имеет единственное решение, 
если А и В -  квадратные матрицы тг-го порядка и определитель матрицы А не 
равен нушо. Как решить матричное уравнение в Mathcad, показано на рис. 1.32.

Вычислить неизвестную матрицу X:

г3 2']-х=
Г-1 7]

3, .3 s j
Решение

г3 г 4-1 г-1 |_ г-9
U 1

<4 3 ; ^3 5у ,13 -13 J
Проверка:

г3 24 
И  3 ;

-9  11 > 
13 -1 3 ;

-1  7 
3 5

Вычислить неизвестную матрицу X:

г3 2^ /<_1 7>
Х А  = В А := В :*AV/IC 4̂ з> !, 3  5;

X := ВА - 1 Х =
-31 23 >

”11 9 J
г-1  7^

^3 5>

Рис. 1.32 т Решение матричного уравнения

Проверка: х-А =
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1.4.2. Решение систем линейных уравнений

Задачи, рассматриваемые в этом разделе, посвящены различным приемам ре
шения систем линейных алгебраических уравнений в Mathcad.

ЗАДАЧА 1.8. Решить систему линейных уравнений при помощи правила 
Крамера:

2tfj+ х2 -  5я3+ я4= 8, 
х1-  Зх2 -  6х4= 9,
2 х2-  х3+ 2я4= -5, 
х\+ 4я2” 7хъ + 6х4 = 0.

Правило Крамера заключается в следующем. Если определитель А = detA мат
рицы системы из п уравнений с п неизвестными А • х = Ь отличен от нуля, то 
система имеет единственное решение xv х2, ..., хп, определяемое по формулам 
Крамера х. = Д./ А, где А. -  определитель матрицы, полученной из матрицы

А :=,ww

f 2 1 -5  П

1 -3 0 -6
В :=

9
t

0 2 -1  2 -5

а 4 - 7  б> < 0 ;

Д :-|А| Д = 21

А1 :=

АЗ :=

( 8 
9

-5

(2 
1 
0

1
-3
2
4

1
-3
2
4

-5  П

0 -6
-1  2 

- 1 6 )
8 1 ^
9 -6

-5  2

о б ;

А2:=

А4 :=

Запись системы 
в матричном виде

Главный определитель 
системы отличен от нуля

( 2  8 -5  1 ^
1 9  0 - 6
0 -5 -1 2

0 -1 6 )
( 2  1 -5 8 ^

1 - 3 0 9
0 2 - 1 - 5

U  4 - 7  о ;

Формирование 
вспомогатель
ных матриц

Вычисление определителей вспомогательных матриц
Д1 := |А1| Д2 := |А2| ДЗ := |АЗ | Д4 := |А4|

Д1 = 81 Д2 = -108 ДЗ = -2 7  Д4 = 27 

Решение системы по формулам Крамера

* 1 := д̂
Д2

х2:= —  
Д

ДЗ
хЗ := —  

Д
Д4

х4 := —  
Д

х1 = 3 х2 = -4  хЗ = -1  х4 = 1 

Рис. 1.33 ▼ Решение системы линейных уравнений по формулам Крамера
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системы А заменой ?‘-го столбца столбцом свободных членов Ь. Итак, для реше
ния поставленной задачи необходимо выполнить следующие действия:

1. Представить систему в матричном виде, то есть сформировать матрицу 
системы А и вектор правых частей Ь.

2. Вычислить главный определитель А.
3. Сформировать вспомогательные матрицы (удобно скопировать матрицу А 

несколько раз и последовательно заменять в ней столбцы на вектор Ь) для 
вычисления определителей Д..

4. Вычислить определители Д..
5. Найти решение системы по формуле х. = Д / Д.

На рис. 1.33 приведен фрагмент рабочего документа, содержащий решение 
поставленной задачи.

ЗАДАЧА 1.9. Решить систему линейных уравнений из задачи 1.8 методом 
обратном матрицы.

Метод обратной матрицы: для системы из п линейных уравнений с п неизве
стными А • х = Ь, при условии что определитель матрицы А не равен нулю, един
ственное решение можно представить в виде х = А~1 *Ь (вывод формулы см. в 
задаче 3.7). Итак, для того, чтобы решить систему линейных уравнений мето
дом обратной матрицы, необходимо выполнить следующие действия:

1. Сформировать матрицу коэффициентов и вектор свободных членов задан
ной системы.

2. Решить систему, представив вектор неизвестных как произведение матри
цы, обратной к матрице системы, и вектора свободных членов (рис. 1.34).

А :=М'Л

 ̂2 1 -5 1  ̂
1  - 3  0  - б  

0  2 - 1 2  

{ 1 4 - 7  6  )

Проверка

Ь  : =

х  =

9
-5 

КО )  
( 3 > 

- 4  

- 1  

^  1 ;

Запись системы 
в матричном виде

Решение системы

А-х -  Ь =

Го4) 
о 
о

Рис. 1.34 ▼ Решение системы линейных уравнений методом обратной матрицы
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ЗАДАЧА 1.10. Решить систему линейных уравнений из задачи 1.8 методом 
Гаусса.

Решение системы линейных уравнений при помощи метода Гаусса подроб
но описано в разделе 1.2.1. Напомним, что оно основывается на том, что от 
заданной системы переходят к эквивалентной системе, которая решается про
ще, чем исходная система. В связи с этим порядок решения задачи в Mathcad 
(рис. 1.35) следующий:

1. Сформировать матрицу коэффициентов и вектор свободных членов задан
ной системы. 1 i - 4

2. Сформировать расширенную матрицу системы при помощи функции 
augment (А,Ь).

3. Используя функцию r r e f  (А), привести расширенную матрицу к ступенча
тому виду.

4. Получить решение системы, выделив последний столбец матрицы, полу
ченной в предыдущем пункте.

5. Выполнить вычисление А • х -  В. Если в результате получился нулевой век
тор, задача решена верно.

ORIGIN := 1awwavvawva*

Р := augment(A ,b) р _

l v = =  « • * « * »

n := eols(R)

x - R

Проверка

A-x-  b =

'O ' 
0 
0 

W

R =

f  2 1 -5 1 8  ̂
1 - 3 0 - 6 9  

0 2 - 1 2 - 5  
1̂ 4 -7 6 0 J  

(1 0 0 0 3 ^
0 1 0  0 - 4  
0  0  1 0 - 1  

‘ 0 0 0 1 1 )

x =
-4 
- 1  

i )

Расширенная
матрица

Ступенчатая
матрица

Решение системы

Рис. 1.35 ▼ Решение системь^линейных уравнений методом Гаусса



Решение г̂ адач линейном алгебры в ташсаи Y
З^УЗДЧА 1.11. Решить систему линейных уравнений с помощью LU-разл оже

ния:
2х. -  х2 + х$ = О,
3^+ 2х2-  5^=* 1, 
х j+ 3х2 -  2х3 = 4.

Идея метода LU-paсложения сформулирована в разделе 1.2.6 этой главы. 
В соответствии со средствами, которыми располагает Mathcad, решение постав
ленной задачи будет выглядеть так:

1. Сформируем матрицу коэффициентов А и вектор свободных членов В за
данной системы.

2. Воспользовавшись функцией 1и(А), создадим матрицу LU -  треугольное 
разложение матрицы А, состоящую из трех подматриц размерностью п х п 
(рис. 1.36).

ORIGIN := 1

г2 -1 1 > ' (Р
А :=/VWV 3 2 -5 В 1

3 - 2 ;

Разложении матрицы А на множители L и U

f  1 О О 1 0 0 2  -1 1  ̂
0 0 1 0.5 1 G 0 3.5 -2.5  

10 1 0 1.5 1 1 0 0 -4  )  

Рис. 1.36 ▼ Треугольное разложение матрицы А

LU := lu(A) LU

3. Выделим из матрицы Lt/первую подматрицу С= [скр~ /м, k = 1,..., п , р - 1,..., 
п, i = 1,..., п, 7 = 1, п}, содержащую информацию о перестановке строк в 
матрице Л при формировании ее множителей, иначе это единичная матри
ца, в которой строки переставлены соответствующим образом, в нашем 
случае (рис. 1.37) вторая и третья строки поменялись местами, а посколку в 
задаче речь идет о решении системы, то таким же образом необходимо 
поменять элементы вектора В, то есть вычислить выражение Ь = С • В.

4. Ьыделим из матрицы LU вторую и третью подматрицы: L  = {1кр~ k = 1, 
..., п,р=* 1,..., п, i -  1,..., ntj  = (n + 1),..., 2 п] -  нижнюю треугольную матри
цу, U - { Ukp -  lu.j, k - \ y ..., n, /7 = 1, n, 1 = 1, ..., n, j  = (2n + 1), ..., 3n} -  верх
нюю тре)тольную матрицу, перемножим матрицы L  и Ц чтобы убедиться, 
хп’о и ттопл/чмтгя матпипа А (пи с. 3.33).
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Выделение подматриц из матрицы LU 

£ ,:=  submahix(LU ,1,3 Д ;3) Матрица перестановок 

|^:= submatrix(LU Д ,3 ,4 ,6) Нижняя треугольная матрица

Г ЛАЕ A 1 ▼ Решение задач линейной алгебры

U := submatrix(LU,l ,3 ,7 ,9 ) Верхняя треугольная матрица

С =

f l  0 0̂ 1 
0 0 1 

1 0 1  о
Ь := С-В b =

<0̂
4

и ;
(  1 0 0^ г2 -1 1 > f 2 -1 1 >

L = 0.5 1 0 и = 0 3.5 -2.5 L-U = 1 3 -2

 ̂1.5 1 1 ; 0 -4  у 2 - 5 ,

Рис . 1 .37 ▼ Выделение подматриц из разложения матрицы А
\

5. Перейдем к решению системы уравнений L *у = Ь, для чего сформируем 
расширенную матрицу Lb системы при помощи функции augment (L, b ).

6. Используя функцию rre f  (Lb), приведем расширенную матрицу к ступен
чатому виду.

7. Получим решение системы L • у = Ь, выделив последний столбец матрицы 
У (рис. 1.38).

Решение системы Ly=b

Lb := augment(L,b) Lb =

Y  := rrcf

((  i о o oYi
0.5 1 0 4

V\1.5 1 1 I J J

( 1 0 0 0}
0.5 1 0 4

U-5 1 1 l j  
<1 0 0 0 >

Y  = 0 1 0  4
1,0 0 1 -3J

у := Y<4>

Рис. 1.38 ▼ Решение системы уравнений L • y = b

8. Зная 11 и у, можно решить систему U • я= у аналогично системе L • у ~Ь 
(рис. 1.39).

ЗАДАЧА 1.12 . Решить систему линейных уравнений из задачи 1.11 с помо
щью QR-разложения.

Метод решения линейных систем с помощью QR-разложения описан в раз
деле 1.2.6. Как решить эту задачу средствами Mathcad, показано на рис. 1.40. Об
ратите внимание на то, что для представления матрицы в виде произведения 
ортогональной матрицы и верхней треугольной используется функция qr (А)-
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Решение системы Ux=y

Uy := augmcnt(U,y) Uy =

X := rref
2̂-1 1 0 ̂  
0 3.5 -2.5 4 

WO 0 -4 -3[J

'2 -1 1 0 
0 3.5 -2.5 4

о - 4 - з ;

r l 0 0 0.464 ̂  
X =  0 1 0 1.679 

k0 0 1 0.75 ,

c:=̂> 0.464
1.679 Решение системы Ax = b

. 0.75 ;

Рис. 1.39 ▼ Решение системы уравнений U • х = у

Разложение матрицы А на множители Q и R
( 0.535 -0.617 0.577 3.742 1.871 -4.009

QR := qr(A) QR = 0.802 0.154 -0.577 3.24 -2.932 
О 2.309

О
ч 0.267 0.772 0.577 О 

Выделение ортогональной подматрицы Q
^0.535 -0.617 0.577  ̂

Q := submatrix(QR,l ,3,1,3) Q= 0.802 0.154 -0.577
^0.267 0.772 0.577 )  

Выделение треугольной подматрицы R
( 3.742 1.871 -4.009^

R:= submatrix(QR, 1,3,4,6) R _/2-1 П
QR = 3 2 - 5  

U  3 -2J

3.24 -2.932 
0 2.309 J

Решение системы Qy=b

Qb := augment(Q ,b)

Y := iT e f  (Qb)
Qb =

<0.535 -0.617 0.577 0 
0.802 0.154 -0.577 1 
0.267 0.772 0.577 A)

Г1 0 0 1.871' г 1.871 >
Y = 0 1 0 3.24 у:=У<4>' У = 3.24

оо 1 1.732 > ^1.732у

Решение системы Rx=y 

Ry := augment(R,y) Ry =

X := rref (Ry) x :=X<4>

f  3.742 1.871 -4.009 1.870
0 3.24 -2.932 3.24
0 0 2.309 1.732, 

0.464 ̂
Вектор-решение 
системы Ax = b

1.679 
 ̂0.75 ,

Рис. 1.40 ▼ Решение системы уравнений А • x - b  методом QR-разложения
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ЗАДАЧА 1.13. Исследовать систему на совместность и, если возможно, ре- 
шить се:

х} + 2 х2 + Ъхъ-  -9 ,
Х\~ Х2+ З.*з'- 2,
3tfj- 6я2-  х3= 25.

Поясним ход решения этой задачи, приведенный на рис. 1.41. После ввода 
исходных данных, то есть матрицы коэффициентов системы и вектора пра
вых частей, формируется расширенная матрица системы. Затем выполняется 
вычисление рангов матрицы коэффициентов и расширенной матрицы систе
мы. В нашем случае ранги матриц равны и совпадают с количеством неизвес
тных: г (А |£) = г (А) =3, значит, система совместна и имеет единственное реше
ние. Отыскание решения системы линейных уравнений выполняется при 
помощи функции lsc lv e  (A,b), аргументами которой являются матрица коэф
фициентов и вектор правых частей, а результатом, соответственно, вектор- 
решение.

<1 2 5>
Г_9>

А :=ЛЛ'Л' 1 -1 3 b := 2

3̂ -6 -1> ,25 ;

Матрица системы и 
вектор свободных 
коэффициентов

< 1 2  5 --9^
АЬ :*= auginent(A>b)

Расширенная
матрица
системы

1 - 1 3  2 
уз  -6  -1  25)

rank(A) = 3 Ранг матрицы системы

rank(Ab) = 3 Ранг расширенной матрицы системы

( г Л  
-з

K-1J
Рис. 1.41 т Решение задачи 1.13

IsolvcfA ,b) = Единственное решение системы

ЗАДАЧА 1.14. Исследовать систему на совместность и, если возможно, р^ 
шить ее:

Х1 ~ ^Х3 + Х4 = 3,
3Xj + х2- Зг„-  5х4 = 1, 
х1- 7х^ + 2х4~ -5,
11 х2+ 20х3-  9х4= 2.
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Ход решения задачи приведен на рис. 1.42. Вычисление рангов матрицы 

системы и расширенной матрицы показывает, что ранг расширенной матрицы 
больше ранга матрицы системы г(А |6) > г(А), что означает несовместность сис
темы. Следовательно, попытка решить эту систему при помощи функции 
lsolve(A,b) завершится неудачей.

А :=Mw

-5 -8 1> ^ 3>
3 1 -3 -5

b :=
1

1 0 -7 2 -5

^0 11 20 '9 ; < 2 ,

Исследование системы на совместность

< 1 - 5 - 8 1  3 >
Ab := augm<jrc(A ,b) 
rank (А) = 3 Ab =
rank(Ab) = 4

3 1 - 3 - 5 1  
1 0 - 7 2  -5 

КО 11 20 -9  2 )

|а | = о

Рис. 1.42 ▼ Решение задачи 1.14

ls«lvc(A?b) = ■] 
I singular matrix

ЗАДАЧч\ 1.15/Исследовать систем)’ на совместность и, если возможно, ре
шить ее:

4^ + х2-  З*3-  х4 = 0,
2х, + Зх2 + х3-  §х4 = О, 
х} -  2 х 2 -  2 х 3 + Зх4 = 0.

^4 1 -3 -1> •
"°1

A :=AWvr 2 3 1 -5 b := 0

-2 - 2 4 ;

Ab := augment(A b) Ab 
-ank(A) = 3 
rank(Ab) = 3

f 4 1 -3  -1  0Л 
2 3 1 - 5  0 

УД -2  -2  4 0)

lsolve(A ,b) = j
This matrix must be square. |

Рис. 1.43 т Решение задачи 1.15



В процессе вычислений (рис. 1.43) выясняется, что ранг расширенной мат
рицы равен рангу матрицы системы г (А |£) = г (А) -  3, но меньше, чем количество 
неизвестных системы г (А |&) = г(А) < 4. Значит, система совместна, но имеет бес
конечное множество решений и использование функции lsolve(A ,b) для ре
шения заданной системы не обосновано.

Итак, проанализировав все изложенные выше методы решения систем ли
нейных уравнений при помощи Mathcad, можно заключить, что одним из самых 
простых способов является использование функции lsolve (А.b). Если же при 
обращении к этой функции возникает сообщение об ошибке, как было показано 
в задачах 1.14 и 1.15, то следует выяснить, имеет ли система решение вообще и 
является ли оно единственным.

ЗАДАЧА 1.16. Найти общее и частное решение системы:
х 1 -  2 х2 + 4 х 3 + Ъх4 = О,
Зя, -  х2-  З*3+ 5я4= О, 
х . + Зя0 -  11 х„ -  5 х = 0.1 2  3 4

■• •

Приведем пояснения к рис. 1.44, на котором отображено решение данной 
задачи.

Исследование системы показывает, что она совместна и неопределенна, так 
как ранг расширенной матрицы равен рангу матрицы системы и меньше числа. 
ее неизвестных. А это значит, что система имеет бесконечное множество реше
ний.

Приведем расширенную матрицу исходной системы к ступенчатому виду. 
Матрица, полученная в результате, содержит нулевую строчку, которую можно 
отбросить и составить систему, эквивалентную данной. В нашем случае получи
лась система из двух уравнений с четырьмя неизвестными. Найдем общее ре
шение этой системы, разрешил ее относительно базисных переменных х х и хг  
а переменные х3 и х4 будем считать свободными.

Для отыскания общего решения системы воспользуемся решающим блоком. 
Начинается этот блок с ключевого слова Given, которое необходимо ввести с 
клавиатуры. Затем правее и ниже ключевого слова записываются уравнения 
системы. Обратите внимание на то, что знак равенства в уравнениях вводится 
при помощи клавиш Ctrl+= или выбирается на панели инструментов Boolean 
(Логические операторы). Правее и ниже последнего уравнения системы вво
дится функция F ind {x l , х2, ..., хп), в скобках перечисляются имена перемен
ных, значения которых нужно найти. После ввода функции с именами и ск ом ы х  
переменных необходимо выбрать знак стрелки на панели инструментов Sim- 
bolic (Символьные операторы) или нажать комбинацию клавиш Ctrl*.. Вычис
ленное решение системы будет отображено после щелчка мышью по с в о б о д н о й

ГЛАВА 1 V Решение задач линейной алгебр
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области документа. В нашем случае вектор, появившийся справа от стрелки 
соде эжит общее решение системы, в нем базисные переменные хх и х2 выраже 
ны через свободные переменные х$ и я4.

Частное решение системы найдем так. Составим функцию, определяющук 
общее решение, в которой в качестве аргументов будут выступать свободньи 
переменные х$ и х4. Подставляя в эту функцию любые значения, будем получат: 
частные решения неоднородной системы линейных уравнений.

' l  - 2  4 5 ^ ( (Л

>L := 3 - 1 - 3  5 b := 0
1,1 3 -И  -5  j

rank(A) = 2 Ранг матрицы системы
rank(rref(augment(A,b))) = 2 Ранг расширенной матрицы

rref(augment(A,b)) =
<1 0 - 2  1 0^

0 1 - 3 - 2 0
1,0 о о о о;

Решение системы, эквивалентой данной 
Given
xl -  2x3 + х4 = 0

Переход к 
эквивалентной 
системе 
уравнений

х2 -  3x3 -  2-х4 = 0
(  2-хЗ -  х4 ^

Findfxl ,х2) -> V3-X3 + 2-X4; 
Общее решение

Х(хЗ ,х4) :=

Свободные переменные хЗ,х4 

Базисные переменные х1,х2 

Частное решение
f 2 x3-х 4  ^ Х3==0, х4=1 Х3=:1,х4

З-хЗ + 2-х4 f_1l f 2 л

хЗ Х(0,1) =
2
Л

Х (1 ,0) =
3
1

х4 ) 0

 ̂ 1 J
Рис. 1.44 т Решение задачи 1.16

1*5.3. Собственные значения, собственные векторы, 
Нормы, числа обусловленности матриц
°  3 ом разделе приведены примеры решения в Mathcad задач на собственны
значения и собственные векторы. Кроме того, продемонстрированы возмоя
н°сти пакета при вычислении норм и чисел обусловленности матриц.

ЗАДАЧА 1.17. Найти собственные значения и собственные векторы матр] 
чы д.
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Решим задачу, не пользуясь встроенными функциями Mathcad (рис. 1.45). Для 
этого выполним следующие операции:

1. Введем заданную матрицу А .
2. Сформируем единичную матрицу £  того же порядка.
3. Вычислим собственные значения матрицы, решив характеристическое

уравнение det(A -  X • Е) = 0.
4. Составим собственные подпространства матрицы А для соответствующих 

собственных значений.
5. Найдем базисные решения систем (А -  X • Е) • х -  0 (см. задачу 1.16).
6. Определим собственные векторы у матрицы А, отыскав частные решения 

систем (А- X •£)•#= 0.
7. Выполним проверку, убедившись, что (А -  X • Е) • у = 0.

А :=ЛУ*
з

-4
Е := identity(2) Е =

Г
А -  Я-Е

\

Г1 (Л 
l j

я
2

3-Я -2 
V -4  1

| А -  Я-е | -5 -  4-Я + Я* Характеристическое уравнение

(я + 1)-(я -  б) Я1 := -1 Я2 := 5 Собственные значения 
(  4 -2^

Собственное подпространство А для XIА - Я 1 Е  =

А -  Я2-Е -

V.-4 2 )  
( -2  -2) Собственное подпространство А для Х2

4 —4
Общее решение системы (А - Х1 Е)х=0

f l  -0.5
rref^augmcnt Т 4 -2Т 

\1-4 2 JJj
Общее решение системы (А - Х2 Е)х=0

( { -2  -2\

1 -0.5  ̂ 1
е1 -  -х2 = 0 0 0 )  2

xl = —х2 2

гг* augment ' l  1Л
0̂ 0> xl + х2 = 0VV“4 -4 /

Частные решения систем

11 у2 := 1 ^ Собственные векторы

 ̂ f  о
Проверка (а  -  Я1Е)-у1 =

xl = -х2

yi -

(а -Л 2-е)-У2 = [ ° )

Рис. 1.45 т Решение задачи 1.17

На рис. 1.46 приведен фрагмент рабочего документа, из которого понятно, 
что решение будет менее громоздким, если применить встроенные функции 
Mathcade ig e n v a ls  (А) и eigenvec ( А , р ) .
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Е := identity(2)
r 3 -2  4 

."4 ly
Собственные значения матрицы А

eigenvals(A) =
(  5  ̂ Я1 := 5 

U  := -1K-1J
Собственный Betcrop дг.я Х1

у1 eigenvec(A,Al) yl =

Собственный вектор для Х2

у2 := eigcnvcc(A,i\2) у2 =

'-0.707^ 
 ̂ 0,707 j

г 0,447  ̂
i, 0.894 j

Проверка (а - fclf t lyl  = Г °1  (а - Л2-Е)-у2 = f ° ]
\0J {о )

Рис. 1.46 ▼ Вычисление собственных значений и собственных векторов

Полученные с помощью встроенных функций собственные векторы отличны от те> 
которые были рассчитаны вручную. Происходит это потому, что решается одш 
родная система линейных уравнений, которая имеет бесконечное множество часп 
ныхрешений1. Заметим, что даже одна и та же функция вычисления собственны 
векторов может давать разл ичные результаты,

ЗАДАЧА 1.18. Привести заданную матрицу А к диагональному виду.
Задача состоит в том, чгобы для квадратной матрицы А подобрать такун 

матрицу С, чтобы матрица В = С '1 АС имела диагональный вид. Эта зад ача связа 
на с теорией собственных значений, так как разрешима только в том случае 
если матрица С состоит из собственных векторов матрицы А .

Собственные 
значения 
матрицы А

г2 1 3^ г 5.4 N

II3

1 -2 1 b := cigcnvals(A) b = -1
,3 2 2 j ,-2 .4 ; mМатрица собственных векторов матрицы А

,  9.5797649 0.7071068 0.1326*43 >
У * '  f

С_~ eigenvecs(A) С =  0.187J472 0 0.8653849
10.",0904J7 -0.7071068 -0.4832333/' 

Формирование диагональной матрицы

С" ‘ -АС =

Рис. 1.47 т Формирование диагональной матрицы

г 5.4 0 0 N Г5А 0 0 >
0 -1 -0 В := diag(b) В = 0 -1 0

к о 0 -2.4 , . о 0 -2.4;
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На рис. 1.47 показано, как можно решить поставленную задачу двумя спосо 
бами. Первый способ сводится к вычислению значения выражения С  'АС, для 
чего предварительно, при помощи функции eigenvecs (А) формируется матри
ца С, каждый столбец которой соответствует собственному вектору матрицы А. 
Результаты вычислений, полученные подобным образом, показывают, что глав
ная диагональ диагонально i матрицы совпадает с собственными значениями 
матрицы А. Поэтому второй способ решения этой задачи сводится к формиро
ванию диагонально-i матрицы при помощи функции diag (b), где Ь -вектор, эле* 
менты которого соответствуют собственным значениям матрицы А.

ЗАДАЧА 1.19. Преобразовать квадратичную форму 6^ +  Ъх2 + 7л̂ 2+ 4х}х2+ 4х2х̂  
к каноническому виду.

Под квадратичной формой относительно переменных xv х , ..., хп понимают 
выражение вида хТАх, где х -  (хг  х9, ..., хп)г и А = { а„} -  симметрическая матрица, 
а.. -  действительные числа. Матрица А называется матрицей квадратичной формы.

Постановка задачи такова: найти такую ортогональную матрицу С, чтобы 
после введения новых переменных yv у2, ..., уп при помощи уравнения х -  С *у 
данная квадратичная форма содержала только слагаемые с квадратами текущих 
координат: хТ• А • х —> X j*  + Х2у2 + ... + X j \  Такой вид квадратичной формы на
зывают каноническим.

Замена переменных х= С • у приведет к тому, что ферма хт» Ах перейдет в 
форму ут • (С т • А • Q  • у, которая должна содержать только слагаемые с квадрата
ми переменных. Таким образом, задача равнозначна следующей: найти такую 
ортогональную матрицу С, чтобы матрица Ст • А • С имела диагональный вид. 
Это всегда возможно для симметрической матрицы А , если в качестве столбцов 
искомой матрицы С выбрать систему собственных векторов матрицы А. Соб
ственные векторы матрицы А, стоящие в столбцах С, называют главными осями 
квадратичной формы, а процесс преобразования квадратичной формы к кано
ническому виду называют приведением к главным осям.

А :=/MV

6 -2 г4!
-2  5 0 

^2 0 1)
С := eigenvecs (А) -»

( 1 -2 -2 ̂
з Т  Т

-2  -2  1
3 У  3

-2  1 -2
3 У )

■

г
с- У2 АС У2 -> б у 1 2 + 3у22 + 9у32

Рис. 1.48 ▼ Преобразование квадратичной формы к главным осям
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решение задачи, выполненное при помощи встроенной функции и символi
ных возможностей пакета, приведено на рис. 1.48.

ЗАДАЧА 1.20- Найти решение обобщенной задачи о собственных значения
для матриц Ли В.

Для решения обобщенной задачи о собственных значениях в Mathcad спред* 
лены две функции. Функция genvals (А, В) вычисляет собственные значения 
определяемые соотношением А *̂ =|Х * В •у{уф 0), а функция genvec s (А, В) -  cof 
ственные векторы3?, соответствующие* этим собственным значениям. На рис. 1.4 
показано, как решается поставленная задача при помощи этих функций L

А :=AWV

(  1 -3^ . В := Iг 1 2^
1-3 4 , 1<-з lj

Вектор обобщенных собственных значений

( 1 "1v := genvals А ,В v =
,-0.714 j

Матрица обобщенных собственных векторов

(\  -0.676 "'I
X := genvecs(A,B) Х =

Проверка

(a -  v0-B)-X^ = f 0 (А -  vrB)-X^ = ( °
\0J v0j

Рис. 1.49 т Решение обобщенной задачи о собственных значениях

Фрагмент рабочего документа, изображенный на рис. 1.50, демонстрируе 
как можно решить эту же задачу, учитывая, что векторы у и числа |1 обязательн 
являются собственными векторами и собственными значениями матрицы В-1

/£»•“ в- 1 ’А с =
{О -0.714)

Вектор обобщенных 
собственных значений

\± := eigenvals(C)

Матрица обобщенных 
собственных векторов

Y := eigenvecs (С)

'  1 1 '\ 0.676 ̂
^-0.714 j Y =

^0 0.737j
Провекрка

(а - м в)-^0> =
к " ;

(а - щ -в ) - * ^ -
'o']
<0;

Рис. 1.50 v Другое решение обобщенной задачи о собственных значениях
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Напомним, что матрицы обобщенных собственных векторов у на рис. 1.45 и 
1.46 различны, потому что даже одна и та же функция вычисления собственных 
векторов может давать различные результаты.

ЗАДАЧА 1.21. Вычислить нормы и числа обусловленности матрицы А.
На рис. 1.51 приведен фрагмент документа, в котором происходит вычисле

ние норм матрицы А с помощью встроенных функций norml (А), погш2 (Д)} 
norme (А), normi (А) и по соответствующим формулам.

Значения чисел обусловленности отображены на рис. 1.52. Их вычисление 
было проведено при помощи функций Mathcad (condl (А), cond2 (А), conde (А), 
condi (А)) и по формулам, отражающим зависимость числа обусловленности от 
соответствующей нормы матрицы.

(5  7 6 ' 5 }

7 10 8 7
б 8 10 9
5̂ 7 9 ю ;

А-:=

Первая норма
norml (А) = 33 
j := 0.. 3

3
& ;= X  K j

i= о
шах ( В) = 33

Вторая норма

norm2(A) =• 30.289

ylта^( (cigcnvals (А-А II] = 30.239

Бесконечная норма
попп’дА) = 33
i := 0.. 3

3
Bi==Z  K il 

j = 0 
max (В) = 33

Евклидова норма

norme (А) = 30.545

'£ Е (М>!
i= 0  j = О

-  30.545

Рис. 1.51 т Вычисление норм матрицы

(5  7 6 5 ^
7 10 8 7
б 8 10 9

\5 7 9 10J 
Чило обусловленности для НА^

conil(A) = -3488
norml (A)-norml (а  0  = 4488

Чило обусловленности для |ЗА||2
condZ(A) = 2984.093
norm2(А) погп  ̂ \ *) = 29x4.093

Чило обусловленности ДЛЯ ||А|1е 
conde (А) = 3009.579
norrrw(A)-norm*-(А *) -  3009.579

Чило обусловленности для ||А||] 
condi(A) = 4488
normi(A)-поггт( А 0  = 4488

Рис. 1.52 т Вычисление чисел 
обусловленности матрицы

ЗАДАЧА 1.22. Определить обусловленность матриц А и В.
Вычисления, приведенные на рис. 1.53, показывают, что матрица А обуслоВ' 

лена хуже, чем матрица В, так как числа обусловленности матрицы А больШе 
чисел обусловленности матрицы В.
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f 20 0 0 ^ ^20 0 0 ^

0 1 0 В := 0 0.2 0
^0 0 0.05 J 0 0.25 j

Чила обусловленности А 

condl (А) = 400 
cond2(A) = 400 
condc(A) -  401.002 
condi(A) = 400

Чила обусловленности В
condl (В) = 100
cond2(B) = 100 
cond:(B) = 128.083 
condi(B) -  100

Рис. 1.53 т Определение обусловленности матриц

1.4.3. Реализация численных методов решения 
систем линейных уравнений
Воспользуемся средствами программирования Mathcad для реализации некото
рых численных алгоритмов, описанных в этой главе

ЗАДАЧа  1.23. Составить программ)’ решения системы линейных уравнений 
методом ортогонализации. Найти решения системы

2хх -  х2 + х3 = 0,
Зя, + 2х2 -  5*3 = 1, 
xi+ Зх2 ~ 2я3 = 4.

Алгоритм (рис. 1.10) решения линейной системы методом ортогонализации 
подробно описан в разделе 1.2.7. На рис. 1.54 приведена Mathcad-nporpaMMa, со- 
ответствующая этому алгоритму. Результатом работы программы является ор- 
тонормированная система Q* х= d, получаемая из исходной системы А* х = Ь. 
Результат выводится в виде расширенной матрицы (Q| d).

Рис 1.55 содержит пример применения Mathcad-программы для решения 
3аДанной системы. Полученную в результате работы программы матрицу Сраз
бивают на матрицу Qu вектор у, а затем получают решение системы как вектор 
** Qr - ‘



ГЛАВА 1 ▼ Решение задач линейной алгебры

Рис.

ORT(A,b,n) := for j е 1.. n

s « -  I v  (A1>k)2
к = 1 Au

, bl
qii.j*-0 

for ie2.. n 
for j e 1.. u

i-1
Aij-* V

m= 1
(А.к-Чмпл)

к = 1
i-1

dli Ц -  V dj-m* (-Ai.k'̂ i-m.k) 
к = 1

S I (flli.k) 
<Jk = 1

for j € 1.. 11

41i,j *.i«—Гdli

1.54 ▼ Mathcad-программа решения СЛАУ методом ортогонализации

РШШ:= 1

( 0.816 -0.408 0.408 0 'N

( 2 -1 П f ° l
А := 3 2 -5 &:= 1

<1 3 -2 j

С̂ := ORT(A,b,3) 0.542 0.298 -0.786 0.163 
0.199 0.863 0.465 1.889)

Q := siibmatrix(C Д ,3 ,1,3) у := submatrix(C ,1,3,4,4) х := Q -у

г 0.816 -0.408 0.408 л Г 0 1 ' 0.464 л

Q = 0.542 0.298 -0.786 У = 0.163 х = 1.679
0̂.199 0.863 0.465 у ,1.889, ,  0.75 ,

Рис. 1.55 ▼ Решение задачи 1.23
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ЗАДАЧА 1.24. Составить программу решения системы линейных уравнение 

методом QR-разложения . Найти решения системы из задачи 1.23.
Идея метода решения системы с помощью QR-разложения описана в разде 

ле 1.2.6. Реализация этой идеи в Mathcad-nporpaMMe продемонстрирована на рис. 1.56

QR(A,b,n) := (аТ ,Ь ,п)
I тq <— submatrixlc ,1,3 ,1 ,3)

Т  Аq А

Tiу <— q -b

’П

ORIGIN := 1

1п,п 

for i Е 11 -  1.. 1
j

n

( ул* -1 1 "] ГоЛ

А :=AVhV 3 2 _5 b :=.WV 1

ч1 3 -2 ;

f

Yi~ У  lri,k’xk)
QR(A,b,3) =

3q<r-
к = 1

0.464
1.679 

 ̂ 0.75 ;

ri,i

Рис. 1.56 ▼ Mathcad-программа решения СЛАУ методом QR-разложения 

ЗАДАЧА 1.25. Найти решения системы методом прогонки

2 - jc, + х2 -  -10,
2 • + 9 • х2 + 2 • д:3 = -  26,
4 • лг2 + 17 • лс3 -  4 • лс4 = -16,
4 • ху + 15 • дг4 -  8 • х5 = - 2 ,
2 • х4 + 3 • х5 =16.

Решение задачи представлено на рис. 1.57. Mathcad-nporpaMMa соответству 
ет алгоритму, описанному в разделе 1.2.8.

ЗАДАЧА 1.26. Решить систему методом Зейделя
V  4x^0.24^2+0.08x3=8,

0.9xj + Зх2+ 0.15х3= 9,
0.4xj+ 0.8х2+ 4х3= 20.

Численное решение линейной системы методом Зейделя описано в разде 
1.2.10. Программа в Mathcad представлена на рис. 1.58, а ее применение -  hi 

Рис. 1.59.



ГЛАВА 1 ▼ Решение задач линейной алгебры

Zeydel(A,b,e) :=

С)ЩОШ := 1 

PROG(bvc vdvr,n) := б1ч ci
Г1Я.] <— —■
С1

for ie 2.. 11

n-WK-i
<4+

*n<- К
for i e n -  1.. 1

X

b :=

' 0>
(

" 1 1 r-l<P
2 9 2 -26 -2
4 17 d := —4 г := -16 PROG(b,c,d,r,5) = 0

4 15 -8 -2 2

,2 , < 3 j , 0 , , 1 6 , ^ 4 ,

Рис. 1.57 ▼ Mathcad-nporpaMMa решения СЛАУ 
методом прогонки

n<- cols(A)

F « -A T-A

H «-A T-b 
for i€ 0 ..n - 1 

for j e  0.. n -  1 
A jj< — 0 if i = j

Fi.i
otherwise

Hi 
м.*

k<- 0 
xl < -b  
while 1 

x < -x l
for ie  0..n -  1 

S < -0

for j e 0 . .n -  1 
S <— S + Aij-xj 

jq<— S + bj 

у <- |x-xl| 
xl 4r~ X 
m <— max(y) 
k < -k  + 1

break if (m < e) v  (k > 200) 
(x k m)

Рис. 1.58 ▼ Mathcad- 
nporpaMMa решения СЛАУ 

методом Зейделя

Обращение к подпрограмме решения системы методом Зейделя 

(х  к $) := Zeydel(A,b,.000001)

'  1.778 >

х =  2 248 к я 9  е я  5.08 х 10“  8! КА.т)
Решение этой же системы с помощью встроенной функции MathCAD

f 1.778^

2.248l$olve(A,b) =

4.373

Рис. 1.59 ▼ Решение задачи 1.26



Решение задач линейной алгебры с использование»! Maple w
ЗАДАЧА 1.27. Вычислить значение наибольшего по модулю собственно] 

цясла и соответствующего ему собственного вектора для матрицы А. Решит 
задачу методом скалярных произведений.

Описание метода скалярных произведений для вычисления наибольшего п 
модулю собственного числа и соответствующего ему собственного вектора мой 
но найти в разделе 1.3.1. Решение задачи этим методом приведено на рис. 1.6

ORIGIN := 1AVWAWAV4\\W

cg(A,n el := for i € 1.. n 
Y,<— 1

Я<-0
s f - Y - Y

yL<r‘ ‘TVs
A :=

while 1
Я0 <r-X 
Y  <r- A X 
s <- Y  Y 
t <- Y X 

Y

г 3 -2>
'  0.707 л

cg(A,2,0.01) = -0.707

v 5 j

eigein “als(A)

eigeiivec(A,5) =

-0

X < -

t
break if |я -  Л0| < 6 

Xn+i <- X
X

Рио. 1.60 ▼ Решение задачи 1.27

1*5. Решение задач линейном алгебры 
с использованием Maple

исленные методы для решения задач линейной алгебры в Maple реализован! 
ьИде пакета linalg, который является достаточно мощным инструментом 
°и области и содержит более ста функций. Вызов этого пакета осуществляе* 

^  Командой with (linalg) (см. Приложение 3).
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Опишем наиболее распространенные функции линейной алгебры, разделив 
их, так же как это было в Mathcad, на три категории.

Функции определения матриц и операции с блоками матриц:

>  matrix(n, т , [<список элементов>] -  создает матрицу размером пхщ  
элементы которой указаны в списке (рис. 1.61);

> A : « m a t r i x ( 2 , 2 , [ 1 , 2 , 3 , 4 ] ) ;

« А —
1

. 3

2

4.
> В : « m a t r i x ( 3 , 2 , [ 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 ] ) ;

‘ 5 6

t В:= 7 8

■ .
. 9 10.

Рис. 1.61 ▼ Пример создания матриц

>* augment (А, В) или concat (А, В) -  объединяет две или более матриц го
ризонтально (рис. 1.62);

>  delcols  (A, i ..  j ) — удаляет столбцы с i по j  в матрице А;

> А :«matrix(2,2,[1,2,3,4]);

> В:«matrix (?.,2 , [5,6,7,81);
А:=

В:=

1 2
3 А.

5 б

7 8.

> A B: «aug ment (А,В) ;

АВ:=
1 2  5 6 

L 3 4 7 8.

> d e l c o l s ( А В , 1 . . 2 ) ; #удаление первого столбца из А
5 б'

7 8.
> d e l r o w s ( А В , 2 . . 2 ) ; #  удаление второй строки ил В

[1 2 5 6]
> s u b m a t r i x ( А В , 1 . . 2 , 2 . . 3 ) ;

" 2 5'

4 7.

Рис. 1.62 ▼ Пример работы с блоками матрицы
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del rows (A, i . .  j ) -  удаляет строки с i по j  в матрице А; 
submatrix (A, i l . .  j 1 , i 2 . .  j 2 ) -  из матрицы А выделить подматрицу с г‘1 
по j l  строку и с г 2 по j2  столбец;

>* entermatrix (А) -  интерактивный ввод матрицы А (рис. 1.63);

> C - a r r a y  (1 . . 2 Д . . 2 ) :
>
Uarning, premature end o f  input

e n t e r  • lam en t  1 , 1  > 1 / 2  
e n t e r  e le m e n t  1 , 2  > 2 / 3  
a n t a r  a la m a n t  2 , 1  > 3 / 4  
e n t e r  e le m e n t  2 , 2  > 4 / 5 1 t

2 3

3 A
4 5 J

> С ( 1 ,  2 ] + A [ 2 , 1 ] ; #  обр.ащекиа к элам «нта м  матрицы
> 1J1

3
> e v a l m ( (A+B )& *C -3*B A2 ) ; Цэлемантарныа матричные опарации

-192

-259

-1118

5

-4526

15

Рис. 1.63 т Ввод матрицы и элементарные операции над матрицами

> m u l c o l ( С , 1 , 4 ) ; #  умножить парный с т о л б е ц  С на 42
2 5

43 7 j
> m u lr o w (С , 2 , 5 ) , #умножить в тор у ю  с т р о к у  С на 5

1 2

> t r a n s p o s e ( С ) ; #  т р а н с п о н и р о в а т ь  с|

2
15
4

1_2 * 
2 3

3
4

3
4

4

5 J

Рис. 1.64 ▼ Пример операций над матрицами
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>• mulcol (A, j , к) -  умножение в матрице А столбца с номером j  на k;
>* mulrow (А, i , к) -  умножение в матрице А строки с номером г на к;
>* transpose (А) -  транспонирование А (рис. 1.64);
>  vector (п, [<список элементов>] -  создает вектор размерностью тг, эле

менты которого указаны в списке (рис. 1.65);
>* scalarmul (V, к) -  поэлементное умножение вектора Уна к;
>* crossprod (X, Z) -  вычисляет векторное произведение векторов X, 2;

> V:«vector(3,[a,b,c]);#соэдание вектора
V ~ [ a , b , c )

> W:«scalarmul(V,3);^поэлементное умножение вектора на 3
W ~ [ 3 a , 3 b , 3 c ]

> Q :«vector(3,[2,1,-1]):crossprod(V,Q);
[—b - с ,  2 с + я, ат-2&]

Рис. 1.65 ▼ Создание вектора и пример работы с ним

>* diag(n) -  создание диагональной матрицы (рис. 1.66).

> diag(a,b,c);#диагональная матрица

> diag(1,1);#*диничная матрица

л О О
О Ъ О

L 0 0 с J

1 О
о и

> diag(0 ,0) ; #нулевал ма*хрица|
"  О О 

L О 0J

Рис. 1.66 ▼ Создание некоторых специальных матриц

Функции вычисления различных числовых характеристик матриц:

>* coldim (А) -  определяет число столбцов матрицы А;
>* rowdim (А) -  определяет число строк матрицы А;
>  row (А, к) -  выделяет k-ю строку матрицы А:
>* co l (А, к) -  выделяет hik столбец матрицы А;
>  vectdim (X) -  определяет д л и н у  вектора X;
>■ dotprod (X, Z) -  вычисляет скалярное произведение векторов X, Z (рис. 1.67)»
V  det (А) -  вычисляет определитель матрицы А (рис. 1.68);

minor (A, i , j ) -  возвращает минор матриць¥ А для элемента с индексами i f
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rank (А) -  определяет ранг матрицы А ;
trace (А) -  вычисляет след матрицы А ;
norm (А) -  норма матрицы или вектора А\
cond (А) -  вычисляет число обусловленности матрицы А .

> A:«matrix<2,3,[1,2,3,4,5,6]);

> coldim(А);#мисло столбцов матрицы А

> rowdim(A);#число сорок матрицы А

> Х:«со1<А,3);#третий столбец матрицы А

> Y:«row(A,l);#первая строка матрицы А

> vactdim(У);#длина вектора Y

1 2 3| 

4 5 6J

3
2

* > [ 3 , 6 ]  

У:=[1.2, 3]

> Z :«row(А,2):dotprod(Y,Z);#скалярное произведение Y и 2
32

Рис. 1.67 ▼ Вычисление скалярного произведения векторов X, Z

> М:-matrix (3,3, [1,2,-1,1,-1,3,-2,1,-1]) ;

М :=

> det(М);#определитель

1 2 - 1

1 -1 3
L-2 1 -1J

-11
> minor(М,2,3); #мииор для элемента с номером 2,3

[ 1 21 . -2 lj
> rank(М);#ранг матрицы

> trace(М);#след матрицы

> norm(М);fнорма матрицы

> cond (М); #чнсло обусловленности ма*хрицы|

3
-1

5

6011
Рис. 1.68 ▼ Вычисление определителя матрицы А
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Функции, реализующие численные алгоритмы решения задач линейной 
алгебры:

'>• inverse (А) -  формирует матрицу, обратную к А;
>  linsolve (A,b) или linsolve (А, В) -  находит решение линейной системы 

уравнений А • х= Ъ или решает матричное уравнение А • X -  В;
>• rref (А) -  приведение матрицы А к ступенчатому виду путем элементар

ных операций со строками;
>• cholesky (А) -  выполняет разложение по Халецкому для квадратной поло

жительно определенной матрицы А;
>  LUdecomp (А) -  выполняет LU-разложение матрицы А;
>• QRdecomp (А) -  выполняет OR-разложение матрицы А ;
>* eigenvals (А) -  находит собственные значения квадратной матрицы А;
>  eigenvects (А) -  находит собственные векторы квадратной матрицы А;

Г * { ! - * ' ' » I

Приведем несколько конкретных задач линейной алгебры.
ЗАДАЧА 1.28. Решить матричное уравнение А • Х =  В.
Методика решения матричных уравнений и ее реализация в Mathcad описа

на в задаче 1.7. На рис. 1.69 показано, как Maple справляется с этой задачей.

> A:«matrix(2,2,[3,2,4,3]) ;
А :=

> В:«matrix(2,2,[-1,7,3,5]);

3 2
4 3J

-1 7
3 5J

> evalm(inverse(А)&*ВУ;#первый способ

> linsolve (А,В) ; #рторой| способ

-9 11 

ИЗ -13.

■9 11'

ИЗ -13J

Рис. 1.69 ▼ Решение матричных уравнений

ЗАДАЧА 1.29. Решить систему линейных уравнений различными методами:

2хх -  х2+ х3 = О,
3^ + 2х2-  5я3 = 1, 
xi+ Зх2-  2х3 = 4.

На рис. 1.70 показано, как решить линейную систему при помощи специаль
но для этого предназначенной функции linsolve, а также методом обратной 
матрицы и Гаусса (описание см. в разделе 1.2.1 и задачах 1.9, 1.10).



> A: «m atr ix  (3 ,3 ,  [2, - 1 , 1 , 3 , 2 ,  -5 ,1 ,3  , -2 ] )  :b :«vector (3 J [ОД , 4 ] )  ;
*:= [0 .1 ,4 ]

> linsolve(А ,Ь ); #решение линейкой системы Ах*Ь

Решение задач линейной алгебры с использованием Maple ¥

13
28

47 3]
' 28’ 4 J

> evalm(inverse(А)&*Ь);#решение Ах*Ь методом обратной матрицы

> col(( r re f(aug m en t(A ,b )) , 4 ) );#решение Ax*b методом Гаусса
13

L28
47 З] 

’ 28'4j
Рис. 1.70 ▼ Решение СЛАУ

Методы решения заданной системы с помощью LU- и QR-разложений (опи 
сание см. в разделе 1.2.6 и задачах 1.11,1.12) показаны на рис. 1.71.

> #Решекие Ах«Ь с использованием LU разложения
> U :m jj}decomp (А, Р«' р ’ :L:«evalm(l) :C:«evalm(p) :
> у : « c o l ( (rre f(augm ent(L,b)) ) , 4 ) : x :« c o l ( (rref(augment (U ,y ) ) ) , 4 ) ;

x :=
13
28

47 3] 
’ 28' 4 j

> #Решеиие Ax«b с использованием QR разложения
> R:«QRdecomp(A,Q**q?) :Q:«evalm (q):
> у :«eva lm (transpose(Q )& *b)rx :»co l( (r re f(augm ent(R ,y )) ) , 4 )  ;
Warning, unable to fin d  a pcovably non-zero p ivot

Г13 47 3]
* '  128' 28'4 J

Рис. 1.71 ▼ Решение СЛАУ с помощью методов разложения

Листинг ниже содержит текст Мар1е-процедуры, реализующей ал горим ме 
тода Гаусса. На рис. 1.72 показаны результаты работы программы.

Листинг 1.1
> GAUSS:=proc(A,b,n)
j> local k,i,j,max,c,M,S,r;global х;
> #ПряМОЙ ход
> for к from 1 to n do
> max:=abs(A[k,k]) ;
> Г:=к;
> for i from k+1 to n do
> if abs(A[i,k])>max then
> max:=abs(A[i,k]) ;
> r:=i;
* fi; •
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> od;
> for j from 1 to n do
> c:=A[k,j];
> A[k, j] :=A[r,j ];
> A[r, j]:=c;
> od;
> c:=b[k]; ‘
> b[k] :-b[r];
> b[r]:=c;
> for i from k+1 to n do
> M:=A[i ,k] /A[k,k];
> for j from к to n do
> A[i,j] :=A[i,j]-M*A[k,-j];
> od;
> b|i] :=b[i]-M*b[k];
> od;
> od;
> #Обратный ход
> if a[n,n]=0 then
> if b[n]=0 then
> ERROR("Бесконечное множество");
> else ERROR("Нет решений");
> fi;
> else
> for i from n by -1 to 1 do
> S:=0;
> for j from i+1 to n do
> S:=S+A[i,j]*x[j];
> od;
> x[i] : = (b[i]-S)/A[i,i];
> od;
> fi;
> evalm (x) ;
> end;

> A:«array<1..3,1..3, [[1,2,51, [1,-1 3], [3,-6,-l]]>;
1 2 5

u A := 1 -1 3
3 -6 -1J

> b:«array(1..3,[-9,2,251);

> X:«GAUSS(A,b,3);

> •valm(A&*X-b) ,* #Про»«рка Ax-b»0

b r t - 9 , 2 ,25] 

■AT:=[2,-3, -1]

[0,0,0]
> avalm(1/A*b) ; |Р«омни« Ах*Ь м«*годом обратной матрицы

(2. -3,-1]
Рис. 1.72 ▼ Решение СЛАУ с помощью Мар!е-процедуры, реализующей мете



Возможности CVIATLAB для решения задач лннеинои алге&ры
г

ЗАДАЧА1.30. Найти собственные значения и собственные векторы матри
цы -А*

Проблема собственных значений была рассмотрена в разделе 1.3 и в задачах 
\ 17 и 1.27. Рис. 1.73 представляет решение этой задачи в Maple.

’ > А :«matrix (2,2, [3 , -2, -4,1 ]) :
> eigenvals(А);#собствекные числа

5,-1
> #собстаенные числа и собственные векторы
> v:«eigenvectors (А) :
> Ll:«v[1][1];L2:«v[2][1];#собственные числа

LI := -1
U r-  5

> vl:*v[1][31;v2:*v[2][3];#собственные векторы
vi* ([1.2]) 
v2 :== {[-1.13)

> #проверка
> evalm((A-L2*diag(l,1)>&*v2[1]);

[0.0]
> evalm((A-Ll*diag(l,1))&*vl [1]) ;

[0,0]
Рис. 1.73 v Решение задачи 1.30

1.6. Возможности MATLAB для решения 
задач линейной алгебры
MATLAB обладает достаточно мощными возможностями в области решения за
дач линейной алгебры. В этом разделе мы опишем простейшие инструменты, 
которые предоставляет пакет.

Краткая информация об элементарных операциях над массивами имеется в 
Приложении 2. Несколько примеров, содержащихся в листинге ниже, демонст
рируют ввод векторов и матриц и способ обращения к их элементам.

Листинг 1.2
^  %Ввод вектора-строки 
^=41,2,3,4,5]

1 2 3 4 5
^  %Ввод вектора-столбца
»  W=[6;7;8;9;10]W = .
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7
8
9

10
»  %Обращение к элементу массива по номеру 
»  W(3) 
ans =

8
»  %Ввод матрицы по строкам 
»  М=[1 2 3;4 5 6]
М =

1 2  3
4 5 6

»  %Ввод матрицы по столбцам 
»  А=[[1;2] [3;4] [5;б]] ~
А =

1 3  5
2 4 6 * J 

»  %Обращение к элементу матрицы
»  А(1,3)+М(2,2)*А(1,2)-М(1Д)Л2
ans = •

19
Следующий листинг содержит примеры элементарных оп

ми.
« I

Листинг 1.3
»  vl=[2 5 -1];
»  v2=[1 -1 3};
»  vl+v2 %Поэлементное сложение векторов 
ans =

3 4 * 2
»%------------ ----------------
»  vl+2 %Сложение элементов вектора с числом 
ans =

4 7 1
»%-
»  2*v2-vl/4 %Поэлементные арифметические операции 
ans =

1.5000 -3.2500 6.2500
»%-
»  vl.*v2 %Поэлементное умножение 
ans =

2 -5 -3
»%-
»  vl.^2 %Поэлементное возведение в степень 
ans =
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»%-----------------------------
»  vl.̂ v2 ^Поэлементное возведение в степень 
ans =

2 .0000 0 .2000  - 1 .0000
»%
»  vl./З %Поэлементное деление на число 
ans =

0.6657 1.6667 -0.3333 »  v2./vl
»%
»  v2./vl %Поэлементкое деление вектора на вектор , 
ans =

0.5000 -0.2000 -3.0000
Элементарные действия над матрицами продемонстрированы в листинге 

ниже.

р Знак обратного деления в MATLAB предназначен для решения линейных систем 
А •х = Ъ.

Листинг 1.4
»  А=[1 -1 3;-1 2 0;3 -2 1];
»  В=2*А %Поэлементное умножение матрицы на число 
В =

2 - 2  6 
- 2 4 , 0  
6 - 4  2 

»% ---------------------------------
»  А/3+2*(В-А) %Поэлементные действия над матрицами 
ans =

2.3333 -2.3333 7.0000 
-2.3333 4.6667 0
7.0000 -4.6667 2.3333

»%---------------------------------
»  А 1 %Транспонирование матрицы 
ans =

»%-

1 -1 3
-1 2 -2
3 0 1

i
%Матричное умножение

22 -18 12
-6 10 -6
16 -18 20

»%- ----------------------------
Вл2 %Возведение в степень, то же что В*В
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ans =
44 -36 24
-12 20 -12
32 -36 40*

»  А.*В %Поэлементное умножение 
ans =

2 2 18
2 8 0 
18 8 2

»%--------- -----------------------
»  В.л3 %Поэлементное возведение в степень 
ans =

8 -8 216 
-8 64 0 
216 -64 8

»%----------------------- ----------
»  А=[1 2 5; 1 -1 3; 3 -6 -1];
»  Ъ=[-9;2;25];
»  х=А\Ь %Решение линейной системы Ах=Ь

VX =
2.0000
-3.0000
- 1.0000

»  А*х %Проверка, действительно Ах=Ь 
ans =

-9.0000
2.0000
25.0000

Приведем перечень наиболее распространенных функций
>  length (V) -  определяет дину вектора V\

Листинг 1.5
»  V=[-l 0 3 -2 1 -1 1];%Вектор-строка 
»  length(\/)%Длина вектора' 
ans =

7
»  W= [0 , 3,1,1,2]; ];%Вектор-столбец 
»  length(W) )%Длина вектора 
ans =

5
>prod(V) илиргос!(А,к) -  вычисляет произведение элем 

или произведения столбцов или строк матрицы в завис! 
ния
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Листинг 1.6
»  V= [1,2,3];
»  prod(V)%Произведение элементов вектора 
ans =б
»  А=[1 2;3 4];
»  prod(А) %Произведения столбцов матрицы 
ans =

3 8
»  prod (АД) %Произведения столбцов матрицы 
ans =

3 8
»  prod(А,2) %Произведения строк матрицы 
ans =212

>  sum(V) или sum (А, к) -  вычисляет сумму элементов массива V  или сумму 
столбцов или строк матрицы в зависимости от значения к;

Листинг 1.7
»  V=[-l 0 3 - 2 1 - 1  1];
»  sum(V) %Сумма элементов вектора 
ans =

1
»  С=[1 2 3;1 2 3]
С =

1 2  3 
1 2  3 

»  sum(C,l) %Сумма элементов матрицы по столбцам 
ans =

2 4 6 
»  sum(С,2) %Сумма элементов матрицы по строкам 
ans =66

>  dot (v l , v2 ) -  вычисляет скалярное произведение векторов vl и то же 
значение выдаст функция sum (v l . * v2 );

Листинг 1.8
»  vl=[1.2; 0.3 ;-1.1];
»  v2=[-0.9 ;2 .1; 0.5]; ’
»  dot(v l,v2)%Скалярное произведение 
ans =

-1
»  sum(vl.*v2) %Скалярное произведение 
ans =

-1
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>  cross (v l , v2 ) -  определяет векторное произведение векторов vl и г£;
Листинг 1.9
»  vl=[1.2;0.3;-1.1 ];
»  v2=[-0.9;2.1;0.5];
»  cross(vl,v2) %Векторное произведение 
'ans =

2.4600
0.3900
2.7900

>  min (V) -  находит минимальный элемент массива V, вызов в формате [к, 
n] =min(V) дает возможность определить минимальны элемент k и его 
номер в массиве гг;

>max(V) -  находит максимальный элемент массива Vvum при [k, n]= max (V) 
определяет максимум и его номер;

Листинг 1.10
»  V=[-l 0 3 - 2 1 - 1 1 ] ;
»  min(V)_%МЙяима пьный элемент 
ans =

-2
>> max(V) %Максимальный элемент' 
ans =

3
»  [k,n]=min(V) %Микимальный элемент и его номер 
к =

-2
п =

4
»  [k#n]=max(V) % Максимальный элемент и его номер, 
к =

, 3
П = г

3
>  sort (V) -  выполняет упорядочивание массива V;

Листинг 1.11
»  V=[-1 0 3 - 2 1  -1 1];
»  sort(V)%Сортировка по возрастанию 
ans -

- 2 - 1 - 1  0 1 1 3 
»  -sort(-V) %Сортрфовка по убыванию 
ans =

3 1 1 0 - 1 - 1  -2
>  det (М) -  вычисляет определитель квадратной матрицы М;
>* rank (М) -  определяет ранг матрицы М,
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листинг 1.12
М=[3 2 ;4  3 ] ;
d e t  (М) %Определитель матрицы

ans = '
1

^  М=[1 " 2 4 5 '*3 - 1 ~3 ^  3 “ п  
М = 1 - 2 4 5  

3 - 1 - 3  5
1 3 -11 -5 

»  rank (М) %Ранг- матрицы
ЩЫ\ *

ans =
2

>  norm (М, р) -  возвращает различные виды норм матрицы М в зависимос
ти о т р(р=1, 2, inf, fro);

>  cond (М, р) -  возвращает число обусловленности матрицы М, основанное 
на норме р,

Листинг 1.13
»М=[5 7 б 5; 7 10 8 7;б 8 10 9;5 7 9 10]; х
»  попп(М) %Норма матрицы 
ans =

30.2887
»  cond(M)%Число обусловленности матрицы 
ans =
2.9841е+003

>> norm (М, 2) % Вторая норма матрицы, то же что и попп(М) 
ans =

30.2887
>:> cond(М,2) %Число обусловленности для второй нормы, аналогично cond(M) 
ans =

2 -9841е+003

^  eye (n,m) или eye (n) -  возвращает прямоугольную матрицу с единицами 
по главной диагонали или квадратную единичную матрицу;

Листинг 1.14
еУе(3,3)%единичная матрица n̂s = ^

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1

^  °nes (п ,ш) или ones (п) — формирует прямоугольную или квадратную мат- 
рицу, состоящую из единиц;
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Листинг 1.15
»  ones(2,1)%Единичная матрица-столбец 
ans =

1
1

>  zeros (n,m) или zeros (n) -  возвращает прямоугольную или квадратную 
левую матрицу;

Листинг 1.16
»  zeros(1,3)%Нулевая матрица-строка 
ans =

О О О
>diag(V,n) miHdiag(V) -  возвращает квадратную матрицу с элементам 

на k-й  диагонали или элементами Уна главной диагонали;
Листинг 1.17
»  V=[1,2,3]
V =

1 2  3
»  diag (V) % Диагональная матрица, V на главной диагонали 
ans =

1 0  0 
0 2 0 
0 0 3

»  diag(V,l) %Диагональная матрица, V на первой диагонали 
ans =

0 1 0  0
0 0 2 0 -
0 .0 0 3
0 0 0 0

> c a t (n ,  А, В) илисаМп, А, В, С, ...) -  объединяет матрицы А  и В  или 
входящие матрицы;

Листинг 1.18
»  А=[1 2;3 4];
»  В=[5 6 ;7 8];
»  cat (2,А,В)%Объединение матриц 
ans =

1 2  5 6
3 4 7 8 

»  [А,В] %Объединение матриц, аналоги^шо cat(2,А,В) 
ans =

1 2  5 6
3 4 7 8 

»  cat (1,А,В) %Объединение матриц
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ans =
1 2
3 4
5 6

■ 7 8
>> [А;В] %Объединение матриц, анапогично cat(1,А,В) 
ans =

1 2
3 4
5 6
7 8

>  inv (М) -  возвращает матрицу, обратную к М\

Листал I 1.19
»  М=[2 ; -5 1;1 -3 0 -б;0 2 -1 2;1 4 -1 6]
М =

2 1 - 5 - 1
1 -3 0 -б 
0 2 - 1 2  
1 4 - 7 6  

»  P=inv (№) %Матрица обратная к М 
Р =

1.3333 -0.6667 0.3333 -1.0000 
-0.0741 0.2593 1.1481 -0.1111 
0.3704 -0.2963 0.2593 -0.4444 
0.2593 -0.4074 -0.5185 -0.1111 

»  М*Р %Проверка М*Р=Е 
ans =

1.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
0 1.0000 0.0000 0.0000 

.0.0000 -0.0000 1.0000 -0.0000 
0.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000

^eig(M ) -  возвращает вектор собственных значений матрицы М, вызов 
функции в формате [V, D] = eig (М) даст матрицу V, столбцы которой -  соб
ственные векторы матрицы М, и диагональную матрицу Д содержащую 
собственные значения матрицы М.

Листинг 1.20
>> м=[3 -2;-4 1]
>> eig(h)%Собственные значения матрицы М
ans =

5
-1
[V,D]=eig(M)

^ = %Первый столбеп - собственный вектор для 5, второй для -1 
0.7071 0.4472 
0.7071 0.8944
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D = %Собственные значения матрицы М
5 О 
О -1 

»  %Проверка M*V=V*D 
»  V*D 
ans =

3.5355 -0.4472 
-3.5355 -0.8944

. »  M*V 
ans =

3.5355 -0.4472 
-3.5355 -0.8944

>  linsolve(A, b) -возвращает решение системы линейных уравнений А* х = Ь, 
вызов в формате linsolve (A, b, options) позволяет задать метод решения 
уравнения1. Если задать функцию в виде [х# г] = linsolve (А, Ь), то она 
вернет х -  решение системы и г -  ранг матрицы А;

*
Листинг 1.21
»  А=[1 2 3;—2 -4 -6]
А =

1 2  3 
-2 -4 -6 

»  Ь=[5;6]
Ь =

5
6

»  х=linsolve (A,b) % Решение системы Ах=Ь 
>>%Предупреждекие: ранг меньше размерности!
Warning: Rank deficient, rank = 1, tol = 4.4686e-015. 
x =

0
0

-0.4667
»  A*x %Найденное решение не верно, т.к. Ах не равно b 
ans =

-1.4000 
2.8000 

»  [x,r]=linsolve(A,b) 
х = %Решение системы

0
0

-0.4667

1 В случае когда для решения линейной системы используется знак обратного слэша х 
выбор метода остается за MATLAB.
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„ -  %Ранг матрицы Аг " 1

д=[2 -1  1 ;3  2 - 5 ; 1  3 - 2 ] ;
>? Ъ= 10; 1; 4 ];

x=linsolve(A,b)%Решение линейной системы

Х 0.4643
1.6786 
0.7500

»  А*х %Решение верно
ans ■ =

0.0000
1.0000
4.0000

> rref (М) -  осуществляет приведение матрицы Мк треугольной форме, ис
пользуя метод исключения Гаусса;

Листинг 1.22
»%Решоние системы методом Гаусса 
»  А=[2 -1  1 ;3  2 - 5 ; 1  3 - 2 ] ;
»  Ь= [ 0; 1; 4 ] ;
»  C=rref([А Ь])%Приведение расширенной матрицы к треугольному виду 
С =

1.0000 ' 0 0 0.4643 
0 1.0000 ‘0 1.6786 
0 0 1 .0000 0.7500

»  х=С( 1 : 3 ,4 : 4 )%Выделение последнего столбца из матрицы 
х = -Решение системы 

0.4643
1.6786
0.7500
А*х %Проверка 

ans =
0
1
4

^  chol (М) -  возвращает разложение по Халецкому для положительно опре
деленной симметрической матрицы М;

Листинг 1.23
^  А=[10 1 1;2 10 1;2 2 10];

chol(А)|Разложение по Халецкомуans =
3-1623 0.3162 0.3162

0 3 .1464 0 .2860
0 0 3.1334
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»  А=[1 2;1 1];%Матрица не симметрическая 
»  chol (А)
??? Error using ==> chol 
Matrix must be posit: ve definite.
»%Матрица содержит отрицательные элементы 
»  Z=[3 Д ,-1,2;-5 Д ,3,-4;2,0 Д ,-1;1,-5,3,-3];
»  chol(Z)
??? Error using ==> chol 
Matrix must be positive definite.

>  lu(M) -  выполняет LU-разложение, возвращает две матр 
треугольную L и верхнюю треугольную U;

Листинг 1.24
»%Решение линейной системы с помощью LU-разложения 
»  А=[3 Д ,-1,2;-5 Д ,3,-4;2,0 Д,-1;1,-5,3,-3];
»  Ь=[6;—12;1;3];
»  [ L, U, Р ] = 1и (А) %Ш-разложение 
L = %Нижняя треугольная матрица

1.0000 0 0 0
-0.2000 1.0000 0 0
-0.4000 -0.0833 1.0000 0
-0.6000 -0.3333 0.8000 .. 1.0000

U = %Верхняя треугольная матрица
-5.0000 1.0000 3.0000 -4.0000

0 -4.8000 3.6000 -3.8000
0 0 2.5000 -2.9167
0 0 0 0.6667

Р = %Матрица перестановок 
0 1 0  0 
0 0 0 1 
0 0 1 0
1 0  0 0 

»  Ь=Р*Ь %Модификация вектора Ъ 
b =

-12
3
1
6

»  Y=rref([L b])%Рушение уравнения Ly=b
Y =

1.0000 0 0 0 - 12.0000  
0 1.0000  0 0 0.6000  
0 0 1.0000 0 -3.7500
0 0 0 1.0000  2.0000  

»  y=Y(l:4,5:5)
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У =
- 12.0000

0.6000
“3.7500
2..С000

»  X=rref([U у])%Решение уравнения Ux=y 
X -

. 1.0000 О О О  1.0000
0 1.0000 0 0 - 1.0000 
0 0 1.0000 0 2.0000 
0 0 0 1.0000 3.0000

»  х=Х(1:4/5:5)%Решение заданной системы Ах=Ь 
х -

1.0000
- 1.0000

2.0000
3.0000

»  А*х %Проверка 
ans =
. 6.0000  

- 12.0000
1.0000
3.0000

>  qr (М) -  выполняет QR-разложение, возвращает ортогональную 
и верхнюю треугольную В;

Листинг 1.25
»%Решение линейной системы с помощью QR-разложения 
»  А= [3 Д ,-1,2;-5 Д ,3,-4;2,0 Д ,-1;1,-5,3,-3];
»  Ь=[6;-12;1;3 3;
>:> [Q/R]=qr(A)% QR-разложение 
Q = %Ортогональная ма1рица

-0.4804 -0.3032 -0.3585 0.7408
0.8006 -0.0202 -0.5455 0.2469
-0.3203 -0.0708 -0.7357 -0.5926
-0.1601 0.9501 -0.1808 0.1975
%Верхняя треугольная
-6.2450 1.1209 2.0817 -3.3627

0 -5.0738 3.0221 -3.3051
0 0 -2.5561 2.7432
0 0 0 0.4939

»  y=Q**b
У * %Результат умножения транспонированной матрицы Q на b 
-13.2906 
1.2028 
3.1172 
1.4816
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»  X=rref([R у])
X = %Решение уравнения Rx=y

1.0000
0
0
0

О
1.0000

О
О

О 1 . 0 0 0 0  
О -1.0000 
О 2 . 0 0 0 0О

О
1.0000

О 1.0000 3.0000
»  х = Х ( 1 : 4 #5 :5)
х = % Решение заданной системы Ах=Ь

1.0000  
- 1.0000

2.0000
3.0000

Далее приведем тексты программ, составленных с помощью встроенного 
языка программирования пакета MATLAB и реализующих численные методы 
решения задач линейной алгебры.

Листинг ниже содержит М-функцию, которая позволяет решить систему 
линейных уравнений методом квадратных корней (см. раздел 1.2.4).
Листинг 1.26
%Решение СЛАУ методом квадратных корней 
fu n c t i o n  [x ]= k v a d ra t fA ,b ,n )

: t ( l , l ) = A ( l , l ) A( 1 / 2 ) ;  
f o r  j = 2 : n

t ( l / j ) = A ( l , j ) / t ( l , l ) ;
end;
f o r  i = 2 :n  

S=0;
f o r  k = l : i - l

S = S + t ( k , i ) * t ( k , i )  ;
end;
t  ( i , i )  = ( A ( i , i ) - S ) A ( 1 / 2 ) ;  
f o r  j = i + l : n  

S=0;
f o r  k = l : i - 1

end;
end;
y(l)=b(l)/t(l,l); 
for i=2:n 

S=0;
for k=l:i-l 
. S=S+t(k/i)*y(k); 

end;

S=S+t(k,i)+t(k,j);
end;
t(i/j)=(A(i/j)-S)/t(i/i);
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y(i) = (b(i)-S)/t(i,i);
end;
x(n)=y(n)/t(n,n); 
i=n-l; 
while i>=l 

S=0;
for k=i+l:n

S=S+t(i,k)*x(k);
end;
x(i) = (y(i)-S)/t (i Д ) ; i=i -1 ;

end;
end
» % Результат работы функции 
»  Z=[3 Д ,-1,2;-5,1,3,-4;2,0 Д ,-1;1,-5,3,-3];
»  q=[0.5,5.4,5,7.5,3.3];
»  [y]=kvadrat(Z,q,5) 
у = %Корни в комплексном виде

-6.1000 - O.OOOOi -2.2000 - O.OOOOi -6.8000 - 0.0000i -0.9000 + 0.0000i 
0.2000 - O.OOOOi 
»  real(y)'
ans = % Решение заданной системы 

' - 6 .10 00  
- 2 . 2000  
-6.8000 
-0.9000 

0.2000  
»  Z*real (у) ' 
ans = %Проверка 

0.5000 
5.4000 
5.0000 
7.5000 
3.3000

М-функция, представленная в следующем листинге, решает СЛАУ по схеме 
Халецкого (см. раздел 1.2.5).
Листинг 1.27
%Решение СЛАУ по схеме Халецкого 
function [x]=holecki(A,b,n) 
for i=l:n

D (i Д ) =A (i Д );
C(l,i)=A(l,i)/D(l,l);
C(i,i)=l;

end;
for i=2:n
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for j=2:n 
:f i>=j 

S=0;
for k=l:j-l

S=S+D(i,k)*C(k, j ) ;
end;
D(i,j)=A(i,j) -S; 

end; 
if i<j 

S=0;
for k=l:i-l

S=S+D(i,k)*C(k#j);
end;
C(i,j)=(A(i,j)-S)/D(i,i); 

end;
end;

*end;
у (1) =b(l) /D(l,1); 
for i=2:n 

S=0;
for.k=l:i-l

S=S+D(i,k)*y (k);
end;
y(i)=(b(i)-S)/D(i,i) ;

end;
x(n)=y(n); 
i=n-l; 
while i>=l 

S=0;
for k=i+l:n

S=S+C(i,k)*x(k);
end;
x(i)=y(i)-S; 
i=i-l;Ш

end;
end
%Результат работы функции 
»  Z=[3,1,-1,2;-5,1,3,т4;2,0,1,-1;1,-5,3,-3]; 
»  q=[6,-12,l,3];
»  [y]=holecki(Z,q,4) 
у = % Решение 01АУ

1.0000 -1.0000 . 2.0000 3.0000 
»  Z*y'
ans = %Проверка

6 
-12 

1
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Листинг ниже представляет М-функцию для решения СЛАУ методом LU- 
разложения , подробно описанном в разделе 1.2.6 .
Листинг 1.28
%Решение СЛАУ с помощью LU-разложения 
function [L,U,x]=LU(A,b,n) 
for i=l:n

for j=l:n 
if i<=j 

S=0;
for k=l:i-l

S=S+L(i,k)*U(k,j);
end;
UCi# j)=A(i# j) -S; 

end; 
if i>j 

S=0;
for k=l:j-1

S=S+L(i,k)*U(k,j);
end;
L(i, j) = (A(i, j)-S)/U(j, j) ; 

end; 
end; #

end;
у (1) =b (1); 
for i=2:n 

S=0;
for k=l:i-l

S=S+L(i,k)*y(k);
end;
у (i) = (b(i) —S) ;

end;
x(n)=y(n)/U(n,n); 
i=n-l; 
while i>=l 

S=0;
for k=i+l:n

S=S+U(i,k)*x(k);
end;
x(i) = (y(i)-S)/U(i#i); 
i=i-l;

end;
end
%Результат работы функции 
»  Z=[3 Д , - 1 ,2 ; - 5  Д ,3 , -4 ;2  # О Д , - 1 ;1 , - 5  f 3 , - 3 ] ;
»  q=[6,-12,1,3];
> [l»u(X]=LU(Z,q#4)
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1 = .
О О О

-1 .66 6 7  О О
0.6667 - 0 . 2 5 0 0 '  0
0.3333 -2 .0 0 0 0  3.0000

и =
3.0000 1.0000 -1 .00 0 0  2.0000

0 2 .6667 1.3333 -0 .66 6 7
0 0 2.0000 -2 .50 0 0
О 0 0 - 2 .5000

X =
-1

Программа для решения линейных систем мето; 
1.2.9) представлена в листинге ниже.
Листинг 1.29
%Решение СЛАУ методом итерации 
funct: on [xl]=iter(A/b/n/ep)
Pr=0
for i=l:n 

S=0;
for j=l:n 

if i~=j
S=S+abs(A(i,j));

end;
end;
if abs(A(i;i))<=S 

Pr=l; 
break;

end;
end;
if Pr==0 
for i=l:n 
betta(i)=b(i)/А(i,i); 
xl(i)-betta(i); 
for j=l:n 

if i==j
alfa(i#j)=0;

else
alfa(i# j)=-A(i/-j)/A(i/i);

end;
end; 

end; 
while 1

for i=l:n
x0(i)=xl(i);

end;

11
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for i=l:n 
S=0;
for j=l:n

S=S+alfa(i, j)*x0(j);
end;
xl(i)=betta(i)+S;

end;
max=abs(xl(1)-xO(1)); 
for i=2:n

if abs(xl(i)-xO(i))>max 
max=abs(xl(i)-xO(i));

end;
end;
if max<ep 

break; 
end;

end;
else

warning("ERROR");
end
%Результат работы функции
»  Z = [4,0.24,-0.08;0.09,3,-0.15;0.04,-0.08,4];
»  q= [8,9,20];
»  [X]=iter(Z,q,3,0.0001) I 
X' =

1.9092 3.1950 5.0448 
»  г*Х'%Проверка 
ans =

8 . 0 0 0 0  *

9.0000
20.0000

Реализация метода релаксации (см. раздел 1.2.11) для решения систем ли
нейных уравнений изложена в листинге ниже.
Листинг 1.30
%Решение СЛАУ методом релаксации 
function [X]=relax(A,b,n,ep) 
for i=l:n

for j=l:n
D(i,j)=-A(i,j)/A(i,i);

end;
C(i)=b(i)/A(i,i);X(i)=0;

end;
for i=l:n 

S=0;
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for j=l:n 
if i~=j

S=S+D(i,j)*X(j);
end;

end;
R1(i ) =C(i ) -X (i ) +S;

end; 
while 1

. for i=l:n
R0(i)=Rl(i);

end;
max=R0(l); 
nom=l; 
for i=l:n

if R0(i)>max 
max=R0(i); 
nom=i;

end;
end; 
dx=max; 
for i=l:n

if i~=nom
Rl(i)=RO(i)+D(i#nom)*dx;

else
R1 (i)=0;

end;
end;
X (nom) =X (ncm) +dx;
Pr=0; 
for i=l:n

if Rl(i)>ep 
Pr=l; 
break;

.end;
end;
if Pr==0 

break;
end;

end;
end
%Результат работы функции 
»  A= [ 10, -2, -2; -1,10, -2; -1, -1 Д О ] ;
»  b=[6,7#8];» [Xĵ elaxtÂb̂,0.0001)
X =

1.0000 0.9999 1.0000
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А*Х' %Проверка
ans =5.9997

6.9992
8 .0 0 0 0

Метод градиента (см. раздел 1.2.12), который также позволяет находить 
решения линейных систем, представляет М-функцию в листинге ниже.

Листинг 1.31
^решение СЛАУ методом градиента 
function [X] =grad(А ,b,n, ер) 
for i=l:n

Y(i)=b(i)/A(i,i);
end;
k=0;
X=Y' ; 
while 1

R=A*X-b';
M=dot (R,A*A‘ *R) /dot (A*A' *R,A*A' *R) ;
X=X-M*A' *R; 
k=k+l;
if max(abs(R) )<ep 

break;
end;

end;
end
^Результат работы функции 
»  A=[8,-1,-2,0;0,10,1,2;-1,0,6,2;3,-1,2,12];
»  Ь= [2.3,-0.5,-1.2,3.7];
»  [Q]=grad(A,b,4,0.01)
Q *

0.2125 
-0.0822 
-0.2607 
0.2919 

>> A*Q %Проверка 
fins =

2.3038
-0.4991
-1.1929
3.7010

Наконец, следующий листинг представляет М-функцию для нахождения наи
большего собственного значения и соответствующего ему вектора. Здесь реали- 
3°ван метод скалярных произведений.
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Листинг 1.32
%Метод скалярных произведений 
%Для определения наибольшего собственного 
%значения и соответствующего ему собственного вектора 
function [Ll,xl]=iter_eg(A,n,ep) 
for i=l:n 

xl (i)=1;
end;
L0=1; 
while 1

for i=l:n*
xO(i)=xl(i);

end;
for i=l:n 

S=0;
' for j=l:n-l

S=S+A(i,j)*x0 (j);
end;
xl(i)=(S+A(i,n))/L0; 

end;
S=0;
for j=l:n-l

S=S+A(n/j)*xl(j);
end;

Ll=S+A(n/n); 
if abs(L0-Ll)<ep 

break;
end;
L0=L1;

end;
end
%Результат работы программы 
»  А=[4#2,2;2#5Д;2Д,б];
»  [L#X] =iter_eg(A,3,0.001)
L = %Наибольшее собственное значение 

8.3884
X = %Собственный вектор, соответствующий L

0.8080 0.7725 1.0000 
»  (A-L*eye(3))*Х' 
ans = %Проверка 

-0.0008 
-0.0015 

п
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<1,7. Советы по применению математических 
пакетов при решении задач линейной алгебры
В заключение можно сказать, что и Mathcad, и Maple, и MATLAB обладают дос
таточно широкими возможностями для решения задач линейной алгебры. Все 
рассматриваемые математические пакеты работают с векторамй и матрицами 
и содержат команды их создания и обработки. Кроме того, каждый из пакетов 
предлагает набор функций для выполнения основных векторных и матричных 
операций и для решения основных задач линейной алгебры: решение систем 
линейных уравнений, нахождение собственных векторов и собственных значе
ний матрицы, приведение матриц к специальным формам и так далее.
• Хотелось бы отметить особенность MATLAB при решении системы линейных 
уравнений. Здесь уравнение вида А • х = Ъ можно решить при помощи обратного 
знака деления х=А/Ь, а можно воспользоваться функцией x=linsolve (А, Ь, 
options) или [х, г] = linsolve (А, Ь), которая, в свою очередь, позволяет за
дать метод решения ситемы или одновременно получить и решение, и ранг мат
рицы ситемы.

По поводу применения Maple для решения задач линейной алгебры, конеч
но, надо сказать о его возможности выполнять всевозможные операции над 
векторами и матрицами, элементами которых являются алгебраические выра
жения, и выдавать результат также в виде общих алгебраических выражений.

1.8. Задания для самостоятельного решения
Выполнить решение приведенных далее задач в Mathcad, Maple и MATLAB.

1. Для матриц А, В и Спроверить выполнение следующих тождеств: (Л • В) • С = 
= Л- (Б-  С )и (А т+В) • С=ЛТ- С + В - С,если:

' 1 3"
( 2 4 П Г 2 31

1 в  = -2 0 , С = .1 -2 3 -3 1\ ) 5 1 \ У

2. Решить матричные уравнения А - Х = Б и Х « А = Б и  выполнить проверку, если:

f 2 13" ' 2 1 4"
А = 0 1 2 • В = 3 0 1

-1 2 1\ > - 1 2  3\ /
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Решить систему линейных уравнений:
а) при помощи правила Крамера:

4*, + *2 -  *3 = 6,*i“ *2 + *з = 4’
2* ,- 3*2-  З*3 = 4.

б) методом обратной матрицы:

6* ,-  *2-  *3 = О,
* ,-  2х2 + Зл̂  = 1,
3*,+ 4*2 + 4*3 = - 1.

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса:

2* ,- *2-  3*4= -9, 
х\~ х$ + 2*4= 8,
3* ,- 2*2 + *3-  *4= -5,
-* ,+  3*2- * 3+*4=9.

Решить систему линейных уравнений:
а) с помощью LU-разложения:

2,34*,- 1,42*2-  0,54*3 + 0,21*4 = 0 ,66, 
1,44*,-0 ,53*2+ 1,43*3-  1,27*4= -1,44, 
0,63*,- 1,32*2-0 ,65*3 + 1,43*4= 0,94, 
0,56*, + 0,88*2-  0,67*3-  2,38*4 = 0,73;

б) с помощью QR-разложения:

0,18*, + 2,11*2+0,13*3-  0,22*4= 0,22, 
0,33*,- 0,22*2 -  1,00*+ 0,17*4 = 0,11, 
-1,00*, + 0,11*2+ 2,00*3-  0,44*4= 1,00, 
7,00*,- 0,17;^- 0,22*3+ 0,33*4 = 0,21;

в) методом ортогонализации:

0,63*,+ 1,00*2+ 0»71*3+ 0,34*4 = 2,08, 
1,17*, + 0,18*2-  0,65*3+ 0,71*4 = 0,17, 
2,71*,- 0,75*2+ 0,17*3-  2,35*4= 1,28, 
3,58*, + 0,21*2- З,45*3-  1,18*4= 0,05.

Решить линейную систему методом квадратных корней

3,14*,-2,12*2+ 1,17*3=1,27,
-2,12*,+ 1,32*2-2 ,45*3=2,13,
1,17*,- 2,45*2+ 1,18*з= 3»14*



Задания для самостоятельного решения лЕ

7. Выполнить решение системы линейных уравнений по схеме Халецкого:

9,1*,+ 5,6*2+ 7,8*3= 9,8,
3,8*,+ 5,1*^+ 2,8*з= 6,7,
4,1 *j + 5,7*2+ 1>2*з=5,8.

8. Решить линейную систему:
а) методом итерации:

-0 ,76*,- 0,04*2+ 0,21*з -  0,18*4= -1,24,
0,45*,- 1,23*2+ 0 ,66*3= 0,88,
0,26*, + 0,34*2- 1,11*з= -0,63,
0,05*,- 0,26*2+ 0,34*з- 1,12*4= 1,17;

б) методом Зейделя:

-0 ,76*,- 0,04*2+ 0,21*3-  0,18*4= -1,24,
0,45*,- 1,23*2+ 0,66*з= 0>88,
0,26*, + 0,34*2 -  1,11*з=-0,63,
0,05*,- 0,26*2+ 0,34*з- 1,12*4= 1,17.

9. Решить линейную систему:
а) методом релаксации:

2,7*,+ 3,3*2+ 1»3*3 = 2,1,
3 ,5*,- 1,7*2+ 2,8*3= 1,7,
4,1*,+ 5,8*2“ 1»^*з= 0,8;

б) градиентным методом:

1,00* ,-  2,01*2+ 2,04*3+ 0,17*4= 0,18,
0,33*,- 0,77*2“ 0,44*з“ 0,51*4= 0,19,
0,31*,+ 0,17*2“ 0,21*з+ 0,54*4-  0,21,
0,17*, + 1,00*2“ 0,13*з+ 0,21*4= 0,31.

10. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы А:

( 2  1 4 П 
3 0 1 1  

- 1 2  3 4 3 111



Интерполяция 
функций

З та глава посвящена решению часто встречающихся на практике задач по 
обработке реальных количественных экспериментальных данных, полу
ченных в результате всевозможных научных опытов, технических испы

таний методом интерполяции. В первом разделе описаны численные методы 
интерполирования. В последующих рассмотрено решение задач интерполиро
вания в пакетах Mathcad, MATLAB и Maple.

2.1. Интерполирование функций
Простейшая задача интерполирования заключается в следующем. На отрезке [я; Й 
заданы п+  1 точки xQ, xv х2, х п, которые называют узлами интерполяции, и значе
ния некоторой функции^*) в этих точках

Л хо) = Уо< Л * 1> = У\< М ) = Уг> •••> Л хп) = Уп- (2Л)
Требуется построить интерполирующую функцию F(x), принадлежащую извес* 

тному классу и принимающую в узлах интерполяции те же значения, что и/(*)'

F(Xo) = Уо’ F(Xl) = Ух. = У*......F(XJ = Уп (2'2)
Геометрически (рис. 2.1) это означает, что нужно найти кривую 3; = F(x) otl 

ределенного типа, проходящую через заданную систему точек М.{х{,у)^ г^е 
(г = 0 , 1, 2 , п).

I



В такой общей постановке задача может иметь бесчисленное множество ре
шений или не иметь их совсем. Однако эта задача становится однозначной, если 
вместо произвольной функции F(x) искать полином Рп(х) степени п, удовлетво
ряющий условиям (2.2), то есть такой, что

РМ )  = Уо> pS xi) = У\' р„(*2) = Уг - -  pS xn) = Уп
Полученную интерполяционную формулу у = F(x) обычно используют для 

приближенного вычисления значений данной функции f(x) в точках х, отлич
ных от узлов интерполирования. Такая операция называется интерполированием 
функции J(x). При этом различают интерполирование в узком смысле, когда х е  [я0; хп] , 
и экстраполирование, когда х& [xQ; *J.

Рассмотрим некоторые наиболее часто используемые интерполяционные 
полиномы.

2.1.1. Канонический полином
%Дем искать интерполирующую функцию F(x) в виде канонического полинома 
степени п:

F(x) = Рп(х) = а0 + ахх + + ... + ап Х х”" 1.+ ап х”. (2.3)
Выбор многочлена степени п основан на том факте, что через п + 1 точку 

проходит единственная кривая степени п. Подставив (2.1) в (2.3), получим сис
тему линейных алгебраических уравнений:

а о + <*1*0 + а2хо +-+ ап-\х"0~' + “пхо = >Ч>.
а0 + “1*1 + а2х0 + -  + ап-\х\~Х + апх\ = У\, 
................................................................................  (2.4)
а о + а,х„ + o 2 Xq +...+ a „ _ i x n ~’ 1 + а „ я = у„_

п



Решая эту систему относительно переменных aQi av ..., ап, найдем коэффцци 
енты интерполяционного полинома (2.3).

Блок-схема нахождения значения функции в точке t е [*0. хп] с помощью щ. 
терполяционного канонического полинома приведена на рис. 2.2. Решение сис
темы (2.4) (блок 7 на рис. 2.2) может осуществляться одним из рассмотренных в 
первой главе методов решения систем линейных алгебраических уравнений 
(например, методом Гаусса).

На рис. 2.8 приведена реализация канонического полинома в Mathcad, в ли
стинге 2.1 (раздел 2.3) -  в MATLAB.

ГЛАВА 2 V Интерполяция функций

Рис. 2.2 ▼ Блок-схема интерполирования с помощью канонического полинома
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2 1.2- Полином Ньютона
Цсаак Ньютон предложил записать интерполирующую функцию в виде следую 
даго полинома п-и степени:

F(t) = Д, + А, (t - x 0) +А, (<-x0)(«-jc,) +... + Л„(*-*„)(<-*,) ... (t - x „_,).- (2.5;

Подставим F(xfl) =у0в (2.5), вычислив тем самым значение коэффициента А0

\ =Уо.
Подставим Р^х,) = у  в (2.5), для вычисления Ах воспользуемся следующим со

отношением:

~А) + A (xi ” хс) ~У\‘
Отсюда коэффициент Аг рассчитывается по формуле:

УО -  У\А\ = -------— = Уоь
х 0  -  х {

где у01 -  разделенная разность первого порядка, которая стремится к первой произ 
водной функции при хх —» х0. Аналогичным образом вводятся остальные разде 
ленные разности первого порядка:

УО -  У2 УО -  Уз УО -  Уп
У 02 = ---------- >>’03 = -----------> •••» У On = -----------•*0 “ *2 *0 -  *3 *0 “ хп

Подставим F(x2) = у2 в (2.5):

A) + A l ( X2~  Х0) + А> (*2“*o)(*2'*l) “ У*
Уо +  У о г (Х2 -  Х0) + А>(*2 ~  *оК*> "  *1) = У2*
\{Х 2 -  х0)(х2 -  Хх) = у 2- у 0-  у01(х2 -  Х0);

А = У2 -  УО___________Ур\ ( х2 -  х0 )
2 (х2~ х0 )(*2 - х\ ) (*2 - *1 )’
. У02 У0\ У01 “ У02

а2 ~ -------------------------= --------------  = .У012’х2 ~ х\ х2 ~ *1 х\ ~ х2
^  Л)12 -  разделенная разность второго порядка, эта величина стремится к< 
Вт°рой производной. Аналогично вводятся з>013, у ,..., ;у01п:

У0\ -  Д>03 0̂1 ~ У04 0̂1 ~ У On.У013 = ------------- » >’014 = -----------— » •••» У0\п = ------------- •Х\ -  *3 *i -  *4 ЛГ| -  х п

^°Дставив F(xs) =у3 в (2.5), получим:
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Аналогично можно ввести коэффициенты:
У0\2 ~ У014 

>’0124 ----------------------- •
х 2 ~ * 4

Этот процесс будем продолжать до тех пор, пока не е ы ч и с л и м :

У012...п -  1 -  У012...П - 2 п
А п = У0\2...п =

х  п — 1 х п
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Полученные результаты запишем в табл. 2 .1.

Таблица 2.1 ▼ Таблица разделенных разностей полинома Ньютона

X Цх) 1 2 3 4 ■ ■ •

Хо
Xi

Уо

У I t
У2 У02 У012

* Уз Уоз У013 У0123
У4 У04 У(>14 Уо124 У01234

• • • • • • • • • • • в . . . . . . • • а • • •

X* Уп Уоп Уо1л Уо12л У0123л Уо12..л

В вычислении по формуле (2.5) будут участвовать только диагональные эле
менты таблицы (то есть коэффициенты А.), а все остальные элементы таблицы 
являются промежуточными и нужны для вычисления диагональных элементов. 
Исходя из вышеизложенного, составим блок-схему алгоритма (рис. 2.3) решения 
следующей задачи: вычислить значение функции, заданной в виде таблицы, в 
некоторой точке te  [*0; x j, используя интерполяционный полином Ньютона.

На рис. 2.10 приведена реализация полинома Ньютона в Mathcad, в листин
ге 2.2 (раздел 2.3) -  в MATLAB.

2.1.3. Полином Лагранжа
Полином Лагранжа будем искать в виде:

ПО = X М  О, 
/ = 1

где /  .(/) -  функция, удовлетворяющая в узлах х следующему свойству:k

п t -x

о’,\ * к  11111 1 , ( 0  = Д )  * i~ * j

Таким образом, полином Лагранжа выражается следующей формулой:
)

п п t -  х;
Ш  F ( 0 =  2  ух П ------- -•  (2-6)

/ = 0 j  = 0xi -  xj
В  ф

Алгоритм вычисления значения функции в заданной точке (рис. 2.4) доста
точно прост и не нуждается в пояснении.
9 На рис. 2.9 приведена реализация полинома Лагранжа в Mathcad, в листинге 
•̂3 (раздел 2.3) -  в MATLAB.
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Все три рассмотренных полинома -  это три различных способа построения 
одной и той же кривой F(x) = Рп(х) = aQ + а{х + а2£  + ... + ап jX”~1 + ах”

Рис. 2-4 ▼ Алгоритм интерполирования с помощью полинома Лагранжа



Полипом Лагранжа лучше использовать, ест необходимо вычислить значение в не
большом количестве точек. Для расчета во многих точках рационально использо
вать полином Ньютона, в котором, вычислив значения коэффициентов А., можно 
затем рассчитать ожидаемое значение в точках по формуле (2.5). При использова
нии канонического полинома приходится решать cut тему линейных алгебраических 
уравнений (2.4), поэтому он используется значительно реже.

#

2.1.4. Интерполяция сплайнами
Полиномиальная интерполяция не всегда дает удовлетворительные результаты 
при аппроксимации зависимостей. Так, например, при представлении полино
мами резонансных кривых колебательных систем большая погрешность возника
ет на концах этих кривых. Несмотря на выполнение условий в узлах, интерполя
ционная функция может иметь значительное отклонение от аппроксимируемой 
кривой между узлами. При этом повышение степени интерполяционного поли
нома приводит не к уменьшению, а к увеличению погрешности. Решение этой 
проблемы предложено теорией сплагн-интерполяции (от английского слова 
spline -  рейка, линейка).

Рассмотрим один из наиболее распространенных вариантов интерполяции 
кубическими сплайнами [9]. Используя законы упругости, можно установить, 
что недеформируемая линейка между соседними углами проходит по линии, 
удовлетворяющей уравнению
К  Фл/( )̂ = 0. (2.7)

Функцию ф(х) будем использовать для интерполяции зависимости у(х), задан
ной на интерваче (а; Ь) в узлах xQ, xv ..., b -  хп значениями ) , yv ..., уп.

Кубическим сплайном, интерполирующим на отрезке [ а\ Ь] данную функцию 
М*), называется функция [9]

»
&W = ak+ bSs ~ **) + Ф  ~ х) 2 + dSs -  **)3’ s 6 К - 1» k=zl > •••» (2*8)

Удовлетворяющая следующим условиям:
^  8k(xf) = У к* £k(xk- j) = Ук- 1 (условие интерполяции в узлах сплайна);
^  функция g(x) дважды непрерывно дифференцируема на интервале [а; Ь]; 
^  на концах интервала функция g должна удовлетворять следующим соот

ношениям g"(a) = gk(b) = 0.
•Для построения интерполяционного сплайна необходимо найти 4п коэффи

циентов ак, Ьк, ск, dk(k= 1, 2 , ..., п).

Интерполирование фучадий
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Из определения сплайна получаем п + 1 соотношение (2.9) [9]:

gl(*o) = У O’ 8 к ( х к) = Ук к = 1, 2, •••, »• (2.9)

Из услови ' гладкой стыковки звеньев сплайна (во внутренних узловых точ
ках совпадают значения двух соседних звеньев сплайна1, их первые и втог 
производные) получаем еще ряд соотношений (2.10-2.11) ' 9]:

■ S f t - l ( * f t - l )  = £ * ( * * - г)

£ * - 1  ( * * - £ )  = Sf t ( * f t - l )

• Я ft -1 ( лг* -1 ) = £ft(*ft-1)

 ̂ *** 2a 3a ••• • W •
(2.10)

g'i ( x 0) = o, g'„  ( x „ ) = o. (2.11)

Соотношения (2.9)-(2.11) образуют 4n соотношений для нахождения коэффи
циентов сплайна. Подставляя выражения функций (2.8) и их производных (2.12)

(2.12)
О

= Ьк + 2 c k ( s  -  х к ) + 3 d k ( s - x k ) ,
g k ( 5) = 2 с к + 6 d k { s  - х к )

в соотношения (2-9)—(2.11) и принимая во внимание соотношение
hk = хк -  к = 1, 2, /7, (2.13) 

получим следующую систему уравнений (2.14)-(2.20) [9]:

а \ ~ ъ \ h\ +. с \ h\ ~ d \ h\ = Уо* (2.14)

ак = Ук> к =  ̂ 2> •••> (2.15)
2 2 \

= «А: ~ bk hk + c k hk ~ d khk’ к = 2’ 3’ -» и’ (2.16)

fyfc -1 = ^к ~ 2 c k hk + 3 d k h%; к = 2, 3, ..., n, (2Л7)

c*-l = ск ~ ld khk\ к = 2, 3, и, (2.1$
c ] - 3 d [ h[ = 0, (2.19)

cw = 0. (2.20)
Задача интерполяции свелась к решению системы (2.14-2.20). Из соотношения 

(2.15) следует, что все коэффициенты а = у К k -  1, 2,..., гг. Подставив соотношения

1 Звеном сплайна называется функция g.(x) на инт ервале [х. _  ̂ дс].
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(2 14), (2.15) в (2.16) и используя фиктивный коэффициент С0 = 0, полечим соот- 
ношение между Ьк, ск и dk [9]:

*;• . ' bk hk ~ c khl + d k hl  = Ук ~ Ук-\-

Отсюда коэффициенты Ьк вычисляются при k = 1, 2,..., п по формуле [9]:

, Ук ~ У к - 1 , , , ,2
ъ к = ----- -Г------ ' ° к к “ * *• (2.21)

Из (2.18) и (2.19) выразим dk через ск (с учетом коэффициента с0= 0) [9]:
С к С к -  1

d k = — — -----; к = 1 ,2 , . . . ,  п. (2 22)
V

Подставим (2.22) в (2.21):
Ук -  У к - 1 2 1

Ьк = -----+ з ° к Нк + з НкСк~1' к = 1 2' *я . * (2.23)

Введем обозначение
. Ук -  У к - 1 . . Л /* = ------------ ; к = 1,2, (2.24)

после чего соотношение (2.23) примет вид:
2 1

Ьк = 1к + ^ ckhk + 2 Нкск-Ь  ̂ = 1, 2, л. (2.25)

Подставим (2.25) и (2.22) в соотношение (2.17), получим систему относитель- 
но с*:

hk-\ ck-2 + 2(А*-1+ л* )cfc-1 + hk ck = i lk ~ i l k - l! k = 2, 3, ..., n, (2.26)
c 0 =  0, с „ = 0. (2.27)

Систему (2.26) можно решить, используя метод прогонки [9]. Этот метод 
сводится к нахождению прогоночных коэффициентов по формулам прямой 
Прогонки [9]:

я - *2 3(/2 .
1 2(Ах + А2) ’ 1 2(Л] + ) ’ (2.28)

‘ Ot_1 = ---------------------------- ------ , *■
2 h k ~ 1 + 2hk  + h k —\ ^ k —2 * * * , ; &= 3,4, ..., n, (2.29)

3 / fc -  3lk -  \ ~  " k  -  l к -  2
K k - 1 =

2 h k -\ + 2 hk + hk - \ & k - 2



а затем к нахождению искомых коэффициентов ск по формулам обратной прогонки-

с к - \  = &k-\ с к + ^ к - 1; к = п, п 1, 2. (2.30)

После нахождения коэффициентов с по формуле (2.30) находим b и duo фор. 
мулам (2.22), (2.25).

Таким образом, алгоритм расчета коэффициентов интерполяционного 
сплайна состоит из следующих этапов:

Этап 1. Ввод значений табличной зависимости у(х), массивов хи у;
Этап 2. Расчет элементов массивов Ни 1по формулам (2.13) и (2.24);
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Рис. 2.5  ▼ Блок-схема алгоритма сплайн-интерполяции



Интерполирование функций V
Этап 3. Расчет массивов прогоночных коэффициентов 5 и X по формулам 

(2.28), (2.29);
Этаг. 4. Расчет массивов коэффициентов с по формуле (2.30);
Этап 5. Расчет массивов коэффициентов b по формуле (2.25);
Этап 6 . Расчет массивов коэффициентов duo формуле (2.22).
После этого в формулу (2.8) можно подставлять любую точку s и вычислять 

ожидаемое значение.
На рис. 2.5 представлена блок-схема решения следующей задачи интерполя 

ции. Задана табличная зависимость у(х) в узлах х0, xv ..., хп значениями у0, у , ..., уп.

koef_spline(x,y,N, b.c.d)

Г

1к=(Ук-Ук-1)А>к

51=-h2/(2(h1+h2)) 
A1=1.5(12-11)/(h1+h2)

5k_i=-hk/(2hK_1+2hk+hk_l5k_2)
\ - i =(3lk“3lk.1-hk_1Ak_2)/

(2hk_1+2hk+hk_15k_2)

k̂“ (ck~ck-1 )/(3hk) 
bk=!k+(2ckhk+hkck_1 )/3

c i
Конец )

Рмп. 2.6 ▼ Блок-схема Функции koef s c lin e  расчета коэффициентов сплайна
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Построить кубический сплайн и вычислить значения функции в точках U 
(г = 0, 1, k).

Блок 10 блок-схемы реализует обращение к функции koef_spline расчета ко
эффициентов сплайна Ь, си d (формулы 2.22, 2.25, 2.26-2.29), блок-схема кото
рой представлена на рис. 2.6.

В листингах 2.5 и 2.6 приведена реализация интерполяции сплайнами в MATLAB.

2 .1 .5 . Линейная интерполяция
Расчет коэффициентов кубического сплайна очень громоздкий и зачастую на 
практике вместо кубического сплайна используется линейная интерполяция 
(линейный сплайн)1.

В случае линейной интерполяции в качестве сплайна выступает линейная 
функция

fk ( 5) = ak + bk s , s  eOfc.i,** ], k = l, w, (2.32)

удовлетворяющая условию интерполяции в узлах сплайна gk (xk) = yk;gk(xk_ j ) = 
= ук- 1. Коэффициенты аи b в этом случае рассчитываются по формулам (2.33), 
которые получаются из уравнения прямой, проходящей через две точки:

У к -  У к -  1 
а к = У к -  1 ----------------------- х к -  1 >♦ X \г X 1г _ 1

(2.33)
У к - У к - 1

О к — ------------------- .
х к ~ х к -  1

%

Найдя коэффициенты линейного сплайна, можно рассчитать значения в 
любой точке интервала [я0; я ]. Блок-схема подбора зависимости с п о м о щ ь ю  ли
нейного сплайна (рис. 2.7) будет отличаться от программы подбора зави си м ос

ти кубической интерполяции более простой подпрограммой расчета коэффи* 
циентов линейного сплайна ак и bk (см. формулу (2.33)).

Линейная интерполяция дает достаточно хорошие результаты при практи
ческом счете внутри интервала [я0; хп], когда от получаемой функции не требу- 
ют дополнительных свойств (дифференцируемости и т.д.).

Далее мы рассмотрим реализацию интерполяции в математических пакетах- 
Обратите внимание, что в Mathcad, MATLAB и Maple отсутствуют в с т р о е н н Ы е

1 Использование линейного сплайна оправдано в случае, если необходимо просто вычмс
лить значение в определенных точках и нет требования непрерывности производиь
интерполяционной функции.
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Рис. 2.7 ▼ Блок-схема алгоритма линейного сплайна

функции, реализующие интерполяционный полином п-й. степени. Однако эти 
функции без проблем реализуются с помощью других функций. Для построения 
сплайнов во всех пакетах есть встроенные функции.
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2.2. Решение задач интерполяции в Mathcad
Реализацию интерполяции в Mathcad рассмотрим на примере следующей за- 
дачи.

ЗАДАЧА 2.1. В результате опыта холостого хода определена зависимость 
потребляемой из сети мощности (Р0, Вт) от входного напряжения (Uv В) для 
асинхронного двигателя МТН111-6 (табл. 2.2).

Таблица 2.2 ▼ Зависимость P^U^)

Напряжение (10* В 132 140 150 162 170 180 190 200 211 220 232 240 251
Мощность (Р), Вт 330 350 385 425 450 485 540 600 660 730 920 1020 1350

Построить график интерполяционной зависимости Р0(Ц). На рис. 2.8 при
ведено решение задачи 2.1 с помощью канонического полинома.

Экспериментальные точки

U1 := (132 140 150 162 170 180 190 200 211 220 232 240 251 )Т 
Р0 := (330 350 385 425 450 485 540 600 660 730 920 1020 1350)Т 
Формирование матрицы коэффициентов А системы (2.4)

i := 0.. 12 j := 0.. 12

A,r=(uii)j
Решение системы (2.4) а := lsolve(A,P0)Решение системы (2.4) а := lsolve(A,P0)

1500

РОоо
P(t)

1000

500

О
120 140 160 180 200 220 240 260

U l,t

Рис. 2.8 ▼ Реализация канонического полинома в Mathcad
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На рис. 2.9 приведено решение задачи 2.1 с помощью полинома Лагранжа. 

п:= 12

л
Lagrang(t) :=

i=0

n (  t -  U1; ^

'̂П T-W-гаГ̂Ы
. i-»

Ul,t

Рис. 2.9 ▼ Реализация полинома Лагранжа в Mathcad

На рис. 2.10 приведено решение задачи 2.1 с помощью полинома Ньютона. 
Как видно из рис. 2.8-2.10, интерполяционные полиномы Ньютона, Лагран

жа и канонический полином -  это разные способы построений одной и той же 
Функции.

В Mathcad реализованы функции построения кубического, квадратичного и 
линейного сплайна:

^  с spline (х ,у ) -  возвращает массив коэффициентов кубического сплайна; 
^  pspline (х,у) -  возвращает массив коэффициентов квадратичного сплайна; 
^  1 spline (х , у ) -  возвращает массив коэффициентов линейного сплайна.

Ьо всех этих функциях х -  массив абсцисс экспериментальных точек, у -  
^ассив ординат экспериментальных точек. После вычисления коэффициентов 
Сплайна можно, обратившись к функции int егр (к, х , у , t ), вычислить значение 
^Терполяционного полинома в конкретной точке. Для этого в функцию int егр
*еРвьщ ]*тОг [ параметром (И) необходимо передать массив коэффициентов сплайна;

*04,
Рой (х) и третий (}?) параметры -  абсциссы и ординаты экспериментальных 
еК; t -  точка, в которой необходимо рассчитать значение.
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Экспериментальные точки

U1 :=.(132 140 150 162 170 180 190 200 211 220 232 240 251 )Т

Р0 := (330 350 385 425 450 485 540 600 660 730 920 1020 1350)Т 

Формирование матрицы С i := о.. п о := Щ  п :=

j := 1.. n i : = l . .n  t:= 131,132.. 251
( .  . Q ,j-i ~ Cj-i j - i  ^

Формирование полинома Ньютона '
n f n ^

Ж‘)==2 Q.i-n
i= 0 \ j = 0 J

TTl.t

Рис. 2.10 т Реализация полинома Ньютона в Mathcad

На рис. 2.11 представлено решение задачи 2.1 с помощью сплайн-интерполя
ции.

В Mathcad реализован еще один вид интерполяции -  линейная интерпо
ляция; в этом случае все экспериментальные точки просто соединяются пря
мыми линиями. Для построения линейной интерполяции в Mathcad предус* 
мотрено использование функции linerp  (х ,у  , t) К Функция linerp  (х ,у , t) 
возвращает значение в точке U вычисленное с помощью линейной интерполя
ции. На рис. 2.12 представлено решение задачи 2.1 методом линейной интер' 
поляции.

1 Здесь, как и ранее, х -  массив абсцисс экспериментальных точек, у -  массив ординат эК' 
спериментальных точек.
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Вычисление коэффициентов кубического сплайна cv:= cspline(Ul ,Р0) 

Вычисление коэффициентов квадратичного сплайна р := pspline(Ul ,Р0) 

Вычисление коэффициентов линейного сплайна 1 := lspline(Ul ,Р0)

Функция, вычисляющая значение в точке с помощью кубического сплайна

fc(t) := interp(c ,U1 ,P0,t)

Функция, вычисляющая значение в точке с помощью квадратичного сплайна 
fp(t) int егр (р ,U1 ,Р0 ,t)

Функция, вычисляющая значение в точке с помощью линейного сплайна

fl(t) := inteip(l,Ul ,Р0 ,t)

Ul,t

ис. 2.11 т  Решение задачи 2.1 с помощью сплайн-интерполяции 

U1 := (132 140 150 162 170 180 190 200 211 220 232 240 251 )Т

РО := (330 350 385 425 450 485 540 600 660 730 920 1020 1350)Т
I

U1.U1
0,00 experiment 

..linterp

Рис. 2.12 ▼ Решение задачи 2.1 с помощью функции linterp



2.3. Реализация интерполяции в MATLAB
Рассмотрим построение полинома rtй степени в MATLAB на примере следую, 
щей задачи.

ЗАДАЧА 2.2. Найти приближенное значение функции при заданном значе
нии аргумента с помощью интерполяционных полиномов Ягй степени в точках 
хх = 0,702, х2 = 0,512, хъ = 0,608. Функция задана таблично (табл. 2.3).

ГЛАВА 2 ▼ Интерполяция функций

Таблица 2.3 ▼ Исходные данные к задаче 2.2

X 0.43 0.48 0.55 0.62 0.7 0.75

У 1.63597 1.73234' 1.87686 2.03345 2.22846 2.35973

В MATLAB отсутствуют встроенные функции для построения интерполя
ционного полинома п-й степени, однако средств пакета достаточно для на
писания функций, реализующих полином. В листингах 2.1-2.3 представлена 
функция на М-языке для вычисления значения канонического полинома, по
линомов Ньютона и Лагранжа в точке' t по экспериментальным значениям 
( x . , y . i  =  \,  2 ,  п ) \

Листинг 2 Л 2
function s=kanon(x/y/t)
% Вычисление количества точек в массивах х и у 
n=length(x);
% Формирование коэффициентов системы уравнений (2.4) 
for i= l:n ' 

for j =1:n
A (i/j )= x (i )./4(j - l ) ;

end
end
% Решение системы уравнений (2.4) 
а=Ал (-1) *у1;

4 % Вычисление значения полинома по формуле (2.5)
4 s=0; 

for i=l:n
s=s+a(i)*tA( i - l ) ;

end
end

1 В функциях учтено, что элементы массивов и матриц нумеруются с нуля.

2 Функция kanon предназначена для вычисления значения канонического полинома в т° ч
ке t по экспериментальным значениям x(i), у(г).
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Листинг 2.21
function s=newton(x,y,t)
% Вычисление количества точек в массивах х и у 
n=length(x);
% Запись в первый столбец матрицы разделенных разностей вектора у 
for i=l:n

C(i,l)=y(i);
end
% Формирование матрицы разделенных разностей 
for i=2:n

for j=2:n
if (i<j)С(i,j)=0; 

else
C(i/j)=(C(i,j—1)—С (j—l,j—1))/(x(i)-x(j-l)

end
end

end
% Формирование массива коэффициентов полинома Ньютона 
for i=l:nА(i)=С(i,i);
end
% Расчет значения полинома в точке t по формуле (2.5) 
s=0;
for i=l:n 

P=l;
for j=l:i-l

p=p*(t—x (j));
end
s=s+A(i) *p;

end
end
Листинг 2.32
function s=lagrang(x/y /t)
% Вычисление количества точек в массивах х и у 
n=length(x) ;
s=0;
* Расчет суммы произведений по формуле (2.6)
* Для вычисления значения полинома Лагранжа в точке t 
f°r i=l:n

Функция newton предназначена для вычисления значения полинома 
по экспериментальным значениям х(г), y(i ).

Функция lagrang предназначена для вычисления значения полинома 
По экспериментальным значениям х(г), y(i).
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р=1;
for j=l:n

if (j~=i)
p=p*(t-x(j) )/(x(i)-x(j));

end
end
s=s+y(i)*p;

end
end

Для вычисления значения функции в точках хх = 0,702, х2 = 0,512, *3 = 0,608 
необходимо сформировать массив г= (0,702 • 0,512 • 0,608) и в цикле обратить
ся к одной из приведенных в листингах 2.1-2.3 функций. В листинге 2.4 показа
но обращение к функции lagrang1 для вычисления значения полинома в точках 
Xj = 0,702, х2 = 0,512, х$ = 0,608.

Листинг 2.4
г= [0.702 0.512 0.608] 
г =
0.7020 0.5120 0.6080 
for i=l:3
rs(i)=lagrang(x,y,r(i));
end
rs
rs =
2.2336 1.7970 2.0057

На рис. 2.13 приведен график подобранного полинома.
Задачу 2.2 можно решить и с помощью сплайн-интерполяции. В листинге 2.5 

приведена функция koef_spline (х ,у ), предназначенная для расчетов кубичес
кого сплайна, в листинге 2.6 представлена функция, my_spline (х ,у ,t ) , кото
рая, используя koef_spline, вычисляет значение кубического сплайна в задан
ной точке t

Листинг 2.5
function [b, с, d]=koef_spline(x#y)
% Функция предназначена для вычисления коэффициентов сплайна,
% здесь х, у - массивы абсцисс и ординат экспериментальных точек 
% Ь, с, d - коэффициенты сплайна, рассчитываемые по формулам (2.21),
% (2.23), (2.27), (2.30)

n=length(х); 
for k=2:n

h(k)=x(k)-x(k-l);

1 Так же как к функции lagrang, можно обратиться к функциям kanon и newton.



Рис. 2.13 ▼ График решения задачи 2.2
end
for k=2:n

1 (k) = (у (k) -у (k-1)) /h(k);
end
delt(2)=-h(3) / (2* (h(3)+h(2))) ; lyain(2) =1.5* (1(3) -1(2)) / (h(3) +h(2)) ; 
for k=4:n

delt(k-l)=-h(k)/(2*(h(k-l)+h(k))+h(k-1)‘delt(k-2)); 
lyam(k-l) = (3* (1 (k)-l (k-1)) -h(k-l) Melt (k-2)) /
(2*(h(k-1)+h(k))+h(k-l)*delt(k-2));

endC(n)=0; 
f°r k=n:-l:3

с (k-1)=delt(k-1)*c(k)+delt(k-1);евд
f°r k=2:n

d(k)= (с(k)—с (k-1))/3/h(k); 
b(k)=l(k)+(2*c(k)*h(k)+h(k)*c(k-l))/3;end

end
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Листинг 2.6
function z=iny_spline(x,y,t)
% Вычисление .значение кубического сплайна в точке t,
% здесь х #у - массивы абсцисс и ординат экспериментальных точек
[b,c,d] =koef_spline(х’,у);
n=length(x);
а=у;
if t>x(n-l) 

j=n;
else

for i=2:n-l 
if t<=x(i) 

j=i; 
break

end
end

end
z=a(j)+b(j)*(t-x(j) )+c(j)*(t-x(j) P2+d(j)*(t-x(j) )л3; 
end

Предлагаем читателю самостоятельно написать функцию на М-языке, реали
зующую линейную интерполяцию.

Для реализации сплайнов в MATLAB есть встроенная функция interp l сле
дующего вида:

yi = interpl (x,y,ximethod) ,
где x -  массив абсцисс экспериментальных точек, у -  массив ординат экспери
ментальных точек, x i -  точки, в которых необходимо вычислить значение с 
помощью сплайна, method -  определяет метод построения сплайна. Параметр 
method может принимать одно из следующих значений:

>  ' l in e a r ' -  линейная интерполяция;
>* ' sp lin e ' -  кубический сплайн;
>* 'nearest' -  интерполяция по соседним точкам -  это метод построения 

кусочной функции, при котором значение в любой точке равно значению 
в ближайшей узловой точке.

Функция interpl (х ,у ,x i ,method) возвращает значения интерполирующей 
функции в точках xi.

В листинге 2.7 представлено решение задачи 2.2 с помощью функции 
interpl.

Листинг 2.7
% Определяем экспериментальные значения 
х=[0.43 0.48 0.55 0.62 0.7 0.75];
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У=[1.63597 1.73234 1.87686 2.03345 2.22846 2.35973];
% Вычисляем количество экспериментальных точек 
n=length(x);
% Определяем точки, в которых необходимо вычислить значения 
t=[0.702 0.512 0.608];
% Уплотняем массив х для построения графика 
xi=[x(l):0.02:х(length(х))];
% Вычисляем ожидаемые значения функции тремя способами в точках xi 
yin-interpl(х,у,xi,'nearest'); 
yil=interpl(x,y,xi,'linear'); 
yis=interpl(x,y,xi,'spline');
% Вычисляем ожидаемые значения функции тремя способами в точках,
% заданных в условии
% точках xl = 0,702, х2 = 0,512, хЗ = 0,608 
ytn=interpl(x,y,t,'nearest'); 
ytl=interpl(x,y,t,'linear'); 
yts=interpl(x,y,t,'spline');
% Построение графика
plot(x,у,'bo', xi,yin,'-r',xi,yil,':r',xi,yis,'-r',

О экспериментальные значения

---------nearest

.........linear
--------- spline

* расчет с помощью nearest 

+  расчет с помощью сплайна

_

<■
I. . . .  j

;I

Рис. 2.14 т График решения задачи 2.2 с помощью функции interpl
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t,ytn,'х', t , y t s , ;
grid on
legend("экспериментальные значения",'nearest','linear','spline',
"расчет с помощью nearest", "расчет с помощью сплайна" );

На рис. 2.14 представлен график решения задачи 2.2 с помощью функции
i n t e r p l .

»

2.4. Решение задачи интерполяции 
средствами МарЕе
В Maple 9 есть встроенные функции как для построения полинома п-й степени, 
так и для сплайн-интерполяции.

I
Для построения интерполяционного полинома в Maple предусмотрена функ

ция следующего вида:

interp(X/Y /x), .
Здесь X -  массив абсцисс экспериментальных точек, Y -  массив ординат экс

периментальных точек, х  -  имя переменней интерполирования или координа
та точки, в которой вычисляется значение функции.

Функция i n t  е г р  может возвращать полином (если в качестве третьего пара
метра указано имя переменной) или вычислять значение в точке (если третьим 
параметром является координата точки). Использование функции i n t  е г р  рас
смотрим на примере следующей задачи.

ЗАДАЧА 2.3. Найти приближенное значение функции при заданном значе
нии аргумента с помощью интерполяции в точках хх = 1, х2 = 1,5, х3 = 2. Функция 
задана таблично (табл. 2.4). Изобразить график построенной интерполяцион
ной зависимости, экспериментальные и рассчитанные точки на экране дисплея.

Таблица 2.4 т  Экспериментальная зависимость z(t)

t 0.66 0.9 1.17 1.47 1.7 1.74 2.08 2.63 3.12

Z 38.9 68.8 64.4 66.5 64.95 59.36 82.6 90.63 113.5

Решение задачи 2.3 с использованием функции i n t  е г р  и необходимые ком
ментарии представлены на рис. 2.15.
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'у t [О. 66,0. 9,1.17,1. 47 ,1. 7,1.74,2. 08,2. 63,3.12] ;#Массж. абсцисс экспериментальных точеж
t := [0.66,0.9,1.17. 1.47,1.7, 1.74, 2.08,2.63,3.12]

> z~ [38. 9,68. 8,64. 4,66. 5,64. 95,59.36,82. 6,90. 63,113. 5] ;#Иассив ординат экспериментальных точек
г := [38.9.68.8.64.4,66.5,64.95. 59.36. 82.6.90 63.113.5]

> х:“ [1-0,2.0,3.О];#Массив точеж, в которых необходимо вычислить ожидаемое значение
х:=[1.0, 2.0.3 0]

I> inLerp(t,z,у);#Вhrодим на эжран интерполяционный полином 8-й степени
2396.985478/ - 32720.40994/ + 66355.05379+ 1.892608631 10V  - 3.980310774 10$у  - 6.052905418 105^5+ 1.005112979 10V  

+ 1.169561907 Ю6/ -  1.396562534 10-V

г> Z:*y->interp(t,z,y);# Формируем функции Z (у) интерполяционного полинома
Z  ~ у  -+ in terp{t, z ,y )

I> for 1 from 1 to 3 do Xri] :-Z(x[i]) ; end do;#C помощзи функции Z (у) внчисляеи значения в точжах 1, 2 ,3
X l := 83.22474236 

Х 2 -48.76122053 

Х % -1742 604136 

X
в> #0 фахите внимание, что для ьычисления поли»ома в точке зс*3 Интерполационний пилиноь 8 степпьи использовать 

нерационально, для этого расчеха лучше воспользоваться сплайн-интерполяцией.

Рис. 2.15 т Решение задачи 2.3 в Maple с помощью функции i n t e r p

На рис. 2.16 представлен график построенного интерполяционного поли
нома.

> 1 [ [  t [ n j ,  z [n ] ]  $n-2. .9 ] ;
p l c t (  [1 ,Z  (у ) ] , y  0. 6 6 .. 3 .12 , s ty le *1* [p o in t , l in e ]  , symbol—c i r c le )  ;

;:=[[0.66. 38.9]. [0.9. 68:8]. [1.17. 64 4], [1.47, 66.5]. [17. 64.95]. [1.74. 59.36], [2.08. 82.6], [2.63. 90.63]. [?.12.113.5]]

Рис. 2.16 т График интерполяционного полинома задачи 2.3
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Еще раз обращаем внимание читпт/ыя на то, что полиномиальная интерполяция щ 
всегда дает удовлетворительные результаты, большая погрешность может возни
кать на концах интерполяционных кривых (см. рис. 2.16).

В связи с большими погрешностями интерполирования зависимости z(t) 
(табл. 2.5) на интервале [2; 3] рассмотрим решение задачи 2.3 с помощью 
сплайн-интерполяции.

В Maple для решения задачи сплайн-интерполяции используется функция 
spline (X,Y,x, method). Параметры X, Y, х имеют тот же смысл, что и в функ
ции inerp, параметр method определяет метод сплайн-интерполяции. В каче
стве этого параметра могут использоваться ключевые слова linear, quadratic, 
cubic, quadric (или числа от 1 до 4), определяющие вид сплайна: линейный, па
раболический, кубический или полином 4-й степени. Если параметр method про
пущен, то интерполяция будет осуществляться с помощью кубического сплайна.

На рис. 2.17 представлено решение задачи 2.3 с помощью кубического и ли
нейного сплайнов. А  на рис. 2.18 показаны графики полученных зависимостей.

> s p lin e (t ,z ,y ) ;#Вн»оякм на экран кубический сплайн

-67.15581550 +160.690629500000000у  -  626.862781300000052 <у -  0.66)3 у  < 0.9

21 6С813322 + 52.3687408700000035у  -  451.341202623959191 (у  -  0.9)2 + 729.726852300000018 (у  - 0.9)3 у  < 1.17

101.5641677 - 31.76424593000^0014^+ 139 737547690512342 (у  -  1.17) - 35.077*817700000010 {у - 1.17)3 у  < 1.47

3.86737543 + 42.6072276000000018^+ 108.167364137616346 (у  -  1.47)2 - 1403.11629100000005 (у  -  1.47)3 у  < 1.7

286.1775783 - 130.31034020000С013.у - 855.982876491421962 (у  - 1 7)2 + 15599.7845699999998 (у  -  17 ) у <  1.74

275.5202075 - 124.230004300000004^ + 1011.99127134290143 (у  -  1.74) - 1310.50248000000011 (у  - 1.74)3 у  < 2.08

-145.0389442 + 109.441800099999994 .у -  324.721257826318378 (у  -  2.08)2 + 276.875674899999978 (у  -  2.08)3 у  < 2.63

81.39056938 + 3.51309148999999987у  +  132.123605771382273 (у  -  2.63)2 -  89.8800039700000042 (у  -  2.63)3 othenris*
ш

> Z S :»y -> sp lin e (t ,z ,y ) ;# Формируем функции ZS(y) кубического сплайна
Z S  - у  -4 sphne(t, г ,  у )

9 о 3> fo r  i  from X to 3 do XS [± ] :**ZS ( x [ i ] ) ; und do;#C псшщьм <V н^ции ZS(y) вычисляем значения в точках 1/ 2 '
Я?! :=70 25318891 

Щ  .-=72.437417?3 

Щ  -  105.46487J3
■

«> ZSL:“y->*pline (t,z,у, 1) ;# Форнируен функции ZSL(y) линейной Интерполаь,чи
ZSL у гу  2 . у , 1)

Рис. 2 .1 7  ▼ Решение задачи 2.3 в Maple с помощью функции spline
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’ .  . -  [ [  t | n ] ,  at[n]]
p l o t ( [ l » z s (y ) »  ZSL(y) ] ,у—0 .6 в .. 3 .12, s ty le -1 [point , l ln e ,  l in e ] ,ey *too l-c lrc le , c o lo r -  [b la c k ,re d ,b lu e ]> ;•  

Строим графики спя айнов
I := [[0.66,38.9]. [09.68.8]. [1.17,64.4]. [147.66.51. [1.7,64.95]. [1.74.59.36]. [2.08.826]. [2.63.90.63], [3.12.113.5]]

t •

Рис. 2.18 ▼ Графики сплайнов для задачи 2.3

2.5. Советы по использованию математических 
пакетов при решении задач интерполяции
Все три пакета обладают хорошими возможностями дчя решения задач интер
поляции. Для решения практических инженерных и экономических задач мож
но использовать любой из пакетов.

Е - Mathcad и MATLAB отсутствуют встроенные функции для построения интер
поляционного полинома n-й степени, однако средств пакетов достаточно для реа- 
лизации полиномов Ньютона, Лагранжа и канонического (см. рис. 2.8-2.10, лис- 
тинги 2.1-2.3). Все пакеты обладают встроенными функциями для построения 
Сг*л айн-полиномов.

На взгляд авторов, самые широкие возможности предоставляет пакет Maple: 
Четыре вида сплайнов, возможность полинома n-й степени. Кроме того, в Maple 
есть возможность увидеть построенные полиномы в алгебраическом виде (см.
frc. 2.15,2.17).



юИ Метод наименьших
квадратов

В  этой главе рассмотрен еще один способ обработки экспериментальных 
данных -  метод наименьших квадратов. Первый раздел посвящен описа
нию решения задач обработки экспериментальных данных методом наи

меньших квадратов. В последующих разделах описаны возможности пакетов 
Mathcad, MATLAB и Maple для решения задач аппроксимации.

3.1. Подбор параметров экспериментальной 
зависимости методом наименьших квадратов
Пусть в результате эксперимента были получены некоторые данные, представ
ленные в виде таблицы (табл. 3.1).

Таблица 3.1 ▼ Экспериментальные данные

*i X, *3 *4 *6 *7 • ••

У. У у Уг Уз Ул Уз Уе У7 . . . Уп

Если при решении задачи интерполяции подбираемая кривая проходит че
рез экспериментальные точки, то в методе наименьших квадратов необходимо 
построить аналитическую зависимость J[x, aQ, av ..., ak), наиболее близко прохо
дящую к экспериментальным точкам1.

1 Подобранную методом наименьших квадратов зависимость принято называть аппроксимирУ 
ющей. Синонимом термина метод наименьших квадратоо является аппроксимация даннЫ*-



Подбор параметров экспериментальной зависимости

Задача подбора экспериментальной зависимости методом наименьших квад
ратов состоит из двух этапов: на первом этапе по экспериментальным данным 
выбирается вид зависимости (прямая, парабола, экспонента и т.д.), на втором -  
подбираются параметры выбранной зависимости.

Идея метода наименьших квадратов [9] заключается в том, что функцию

У=АХ> «о- я1> •> ак)
необходимо подобрать таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений экс
периментальных значений у. от расчетных Y .- J[x.y aQ, av ..., ak) была наимень
шей (рис. 3.1):

Рис. 3.1 ▼ Геометрическая интерпретация метода наименьших квадратов

п I v 2 ,S (a 0, ah ak ) = £  ( yt -  f (x h a0, ah ak ) J -> min. (3.1)
i -1

Задача сводится к определению коэффициентов а.из условия (3.1). Необхо
димо найти значения aQ, av ..., ак, при которых функция S(aQ, av av  ..., ак) дости
гает минимального значения. Из условия экстремума функции многих перемен
ных следует, что задача поиска минимума функции S(aQ, ах,а 2,..., ак) эквивалентна 
решению системы уравнений:



7 ГЛАВА В Т  Метод наименьших квадратов

(3.2)

Если параметры «  входят в зависимость Y -J [x , aQi av ..., ak) линейно, то система 
уравнений является системой из k +1 линейного уравнения с k +1 неизвестными:

Решив систему уравнений (3.3), найдем коэффициенты а. подбираемой зави
симости Y = J [x t а0, av ..., <zft). В методе наименьших квадратов стараются преоб
разовать исходную функцию J[x, а0[ ау ..., ак) таким образом, чтобы получаемая 
система (3.3) была системой линейных алгебраических уравнений.

Рассмотрим подробнее, как подбирать параметры наиболее часто используе
мых функций.

3.1.1. Подбор коэффициентов линейной зависимости
Для подбора параметров линейной функции

Продифференцировав функцию S по а0 и а,, получим систему уравнений:

X -  2(У/ -  /(*/> а0, аь ак) ) $ — = О,

h  ~ 2( у i ~ f  (Xj, a0, в,, ак) )  = О, (3.3)
ч

Y = aQ + ахх

составим функцию (3.1) для линейной зависимости:

•S(co>cl) = £ {У1 ~ “о - я,*/)2.

2 • £  (у, -  а0 -  С! х( ) • ( -1 ) = О,
i=l

а0 • п + а, £*| = Y,yh 
/=1 i=l

п п

2 • £  (  У! -  а 0 -  а \  x t )  • ( - х ,  )  =  О
2а о + *1 £*,■ = Z y i X i  

/=1 i= l /=1



решив которую определим коэффициенты функции У = а0 + ахх:

Подбор параметров экспериментальной зависимости

Е У( Е */
/=1 /=1а о ----------- ах------- ,

п п
п п п

п Е y i  x i -  Е yi  Е */ 
1=1 /=1 1=1

------------------------------------------------------------------------------- _

1 \2

(3.4)

и 5>,- -  
<•=1

2*.
<=1

3.1.2. Подбор коэффициентов полинома k-й степени
Для определения параметров зависимости F = а(| + • х + я2 • х~ составим функ
цию для нее (3.1):

5(00,̂ 1,02) = 2 (>/ - °о - °i*< - а2х?) ■
После дифференцирования S по а0, а, и а2 получим систему уравнений:

" ао + "1  2  */ + «2  2  */ = 2 ^ / , 
<=1 i=i /=1
2 п Ъ пао 2 */ + «1 2 */ + “2 2 */ = 2 ■*/>и

2
1=1

п
Е
1=1 1=1 1=1

(3.5)

«о Ё */ + «1 Ё xi + «2 Е  я Ё >>/ */ •
/=1 /=i i=i /=1

Решив систему (3.5) одним из методов, описанных в первой главе, найдем 
значение параметров а0, аг

Аналогично определим параметры многочлена третьей степени:

Y = «0 + ахх + «2 л? + я3л?.

Составим функцию 5(«0, av а2, а3):

5 ( а0»аЬ а2»аЗ ) = Е (^1 -  «О -  а\xi -  ° 2 Х? -  аъх]  ) .

После дифференцирования 5 по а0, ар а2 и а3 система уравнений для вычис
ления параметров aQ, av ау аъ примет вид:
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2 3
а 0 п + Я! £  *,• + а2 Е  -г,- + « з Е  x i = £  J'/» 

/=1 i=l /=1 i=l
п 2 3 4а0 £ */ + °1 Е */ + °2 £ */ + с3 £ *, = Х-У/*/>

i=l i=l

о п \
ч + «1 2 ■”

/=1 /=1

/=1 /=1 /=1

«о 2 *f + «1 X */ + °2 2 + «з 2 = 2 х?»
/=1 /=i /=1

и°о 2 + «1 2 + «2 2 *? + °з 2 xf = 2 у* *?-
i=i i=i i=i i=i i=i .

(3.6)

Решив систему (3.6), найдем коэффициенты aQi av а2 и «3.
В общем случае система уравнений для вычисления параметров а. многочле

на kru степени У= а0 + +... + ак х* имеет вид:

п) 2 
i=i

/=1 /=1
п -  п ,i 2 *,• +«2 2 *,• + 

1=1 1=1 1=1

«О 1 xi + «1 I +' + “2 £ *,•+2 + - + а* £ = Ел-
1=1 1=1 1=1 /=1

п V
I х -
1=1

п
= S У/. 

1=1

.* + 1 -  /
п

1=1

х ? к = Л1
П 1г
2 л- . 
1=1

(3.7)

Решив систему (3.7) одним из известных методов, определим параметры 
зависимости У= а0 + +... + аАя*.

3.1.3. Подбор коэффициентов функции Y = ах** е**
Параметры £и с входят в зависимость У= шс* • нелинейным образом. Поэтому 
предварительно прологарифмируем выражение У= aof *ёхХ\

Ln(;y) = Ln(«) + bhn(x) + сх

Сделаем замену У= Ln(^), А  = Ln(a):

У = А + йл(л:) + сх.

1 Можно и не проводить предварительное логарифмирование выражения Y -  ах? • £х. Но в 
этом случае получаемая система уравнений будет нелинейной, а, как известно, нелиней
ную систему решать намного сложнее.



Составим функцию S(A, Ъ, с) по формуле (3.1):

S (А,  Ь, с )  = b L n ( x j )  - c x j ) 2
i=l

После дифференцирования получим систему трех линейных алгебраичес
ких уравнений для определения коэффициентов А, b и с. N

п А + Ъ X  Ln (x t ) + с X  Xt = £  y i9 
i=l /=1 i=l

Подбор параметров экспериментальной зависимости

(3.8)

I

A X  Ln ( x t )  + (Ln ( * f- ) )2 + c j  Xi L n ( x i ) = £  y i l n ( x i ),
/=1 /=1 /=1 * /=1

A X xi + b z  ) + с ]£ *? = X У/ */•
/=1 /=1 /=1 /=1

После решения системы (3.8) необходимо вычислить значение коэффициен
та а по формуле а = еА.

3.1.4. Функции, приводимые к линейной
Для вычисления параметров функции Y = ах/} необходимо предварительно ее 
прологарифмировать:

Ln()>) = Ln (ах?) = Ln(a) + b Ln(x), 

после чего сделаем замену:

Ln (у), X -  Ln(x), А = Ln (а ),

которая приведет заданную функцию к линейному виду Y = ЪХ + А, где коэффи 
циенты А  и b вычисляются по формулам (3.4) и, соответственно, а -  ек.

Аналогично можно подобрать параметры функции вида Y= а#*. Прологариф 
мируем заданную функцию:

Ln(;y) = Ln(a) + bx• Ln(e) => Ln(^) = Ln(a) + bx.

Проведем замену Y =  Ln(^), A  = Ln(a) и получим линейную зависимость Y = 
-Ь х +  А. По формулам (3.4) найдем А  и Ь, а затем вычислим а = е̂ .

Рассмотрим еще ряд зависимостей, которые сводятся к линейной.

Для подбора параметров функции у = — 1—  сделаем замену z = I . В резуль
ах + b у

тате получим линейную зависимость 2 = ах + Ъ. Функция у = — -—  заменами
ах + Ь

Z -  i сводится к линейной z = а + ЪХ . Для определения коэффициентов



функциональной зависимости Y = — ~ ----- необходимо сделать следующие заме-
а е  х + Ъ

ны: z = —, Х  = е~х • В результате также получим линейную функцию Z  -  аХ  + ь .

Аналогичными приемами (логарифмированием, заменами и т.п.) можно 
многие подбираемые зависимости преобразовать к такому виду, чтобы получае
мая при решении задачи оптимизации система (3.3) была системой линейных 
алгебраических уравнений.

3.1.5. Уравнение регрессии и коэффициент корреляции
Линия, описываемая уравнением вида у=  а0+ а^ , называется линией регрессии у 
на х, параметры а0 и «  называются коэффициентами регрессии и определяются 
формулами (3.4).

Чем меньше величина

п { \2 
s  = Е  (>>,■ -  «1 Xi - а 0 ) ,

/=1

тем более обоснованно предположение, что экспериментальные данные опи
сываются линейной функцией. Существует показатель, характеризующий тес
ноту линейной связи между х и  у, который называется коэффициентом корреляции 
и рассчитывается по формуле:

£  (*.• -  М х )  ( y i  -  М у )  £  x i £  у ,-

1=1 Мх = — — , Му = — — . (3-9)
п , ч2 п / ч2 п п£ ( xi - мх) £ (yi - му)

1=1 1=1

Значение коэффициента корреляции удовлетворяет соотношению:

-1 < г < 1 .

Чем меньше отличается абсолютная величина г от единицы, тем ближе к 
линии регрессии располагаются экспериментальные точки. Если \r\ = 1, то все 
экспериментальные точки находятся на линии регрессии. Если коэффициент 
корреляции близок к нулю, то это означает, что между х и у не существует ли
нейной связи, но между ними может существовать зависимость, отличная от 
линейной.

Для того чтобы проверить, значимо ли отличается от нуля коэффициент 
корреляции, можно использовать критерий Стьюдепта. Вычисленное значение 
критерия определяется по формуле:

<з1о)
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Рассчитанное по формуле (3.10) значение t сравнивается со значением, вз 
тым из таблицы распределения Стьюдента (табл. 3.2) в соответствии с уровнем зн 
чимости р (стандартное значение р  = 0.95) и числом степеней свободы k = п -  
Если полученная по формуле (3.10) величина t больше табличного значения, ч 
коэффициент корреляции значимо отличен от нуля.

Подбор параметров экспериментальной зависимости

Таблица 3.2 ▼ Распределение Стьюдента

0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,60

1 63,657 31,821 12,706 6,314 3,078 1,963 1,376
2 9,925 6,965 4,303 2,920 1,886 1,386 1,061

3 5,841 4,541 3,182 2,353 1,638 1,250 0,978
4 4,604 3,747 2,776 2,132 1.533 1,190 0,941
5 4,032 3,365 2,571 2,05 1,156 0,920
6 3,707 3,141 2,447 1,943 _ _ _ _ 1,134 0,906
7 3,499 2,998 2,365 " 1,895 1,119 0,896
8 3,355 2,896 2,306 1,860 1,387 1,108 0,889
9 3,250 2,821 2,261 1,833 1,383 1,100 0,883
10 3,169 2,764 2,228 1,812 1,372 \№3 0,879

11 3,106 2,718 2,201 *1,363 1,088 0,876
12 3,055 2,681 2,179 1,782 1,356 1,083 0,873
13 3,012 2,650 2,160 1,771 ... 1,350 1,079 0,870

£ 14 2,977 2,624 2,145 1,761 1,345 1,076 0,868
15 .. 2,947 2£02 2,131 1,753 1,341 1,074 0,866

J 6 2,921... ~ 2 ^ Ю ~ 2,120 1,746 1,337 1,071 0,865
Jj7 2,898 2,567 2,110 1,740 1,333 1,069 0,863
J 8

.... .......
..

_ _ _ _ _
1,330 1,067 0,862

J 9 2,8бГ 2,093 ...1J29 1,066 0,861
20

............
2,528 2,086 ...... 1,325 1,064 0,860

21 2,831 2,518 2,080 1,721 1,323 1,063 0,859
22

...
2,819 2,508 2,074 1,717 1,321 1,061 0,858
2,807.... 2,500

_ _ _
1,714 r̂ 3isT ~ ь 1,060 0,858

24 2,797 " 2,492 2,064 1,318 1,059 ....... 0,857
25 2,779 2,485 2,060 1,708 1,316 1,058 0,856
26 2,771 2,479 2,056 1,706 1,315 1,058 0,856
27 2,763 ....2,473.. 2,052 1,7°3 1,314 1,057 0,855
28 2,756

__ _ _ _
... 2,048 1,701 Т,313 0,855

29 2,750 2,462 2,045 1,699 1,311 1,055 0,854

- ?9 2,704 2,457 2,042 1,697 1,310 1,055 0,854
. 40 ““ 2,660" 2,423 2,021 1,684 .........1,303 1,050 0,851

ео 2,612 2,390 2,000 1,671 1,296 1,046 ....0,848
.̂.120 2,617 2,358 1,980 1,658 1,289 1,041 0,845
ос 2,576 2,326 1,960 1,645 1,282 1,036 0,842
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Кроме того, таблицу распределений Стьюдента можно использовать для по
строения доверительного интервала, накрывающего изучаемую величину. 
Оценка в этом случае выполняется по формуле:

6 =
/=1 п - 2

( т ~ Мх )
п .I (*/ - м*) 

/ = 1

(3.11)

где т -  значение, для которого необходимо найти доверительный интервал, 
используя метод наименьших квадратов. Доверительным для т будет интервал:

[т -  у • б; х + у • б]

где у -  значение, определенное по таблице Стьюдента при уровне значимости 
р и с числом степеней свободы к = п ~  2:

3.1.6. Криволинейная корреляция
Обычно коэффициент корреляции г применяется только в тех случаях, когда 
между данными существует прямолинейная связь. Если же связь криволиней
ная, то пользуются индексом корреляции, который рассчитывается по формуле:

R = /=1______________

11 / \2‘ 
Ъ ( У 1 - М у) 2 
/=1

(3.12)

где у -  экспериментальные значения, Y -  теоретические значения (рассчитан
ные по подобранной методом наименьших квадратов формуле), М  -  среднее 
значение у.

Индекс корреляции по своему абсолютному значению колеблется в преде
лах от 0 до 1. При наличии функциональной зависимости индекс корреляции 
близок к 1. При отсутствии связи R  практически равен нулю. Если коэффици
ент корреляции г  является мерой тесноты связи только для линейной формы 
связи, то индекс корреляции R  -  и для линейной, и для криволинейной. При 
прямолинейной связи коэффициент корреляции по своей абсолютной величи
не равен индексу корреляции: | r\ = R



Решение задач аппроксимации a Mathcad

3.2. Решение задач аппроксимации в Mathcad
[Изучение возможностей Mathcad для обработки экспериментальных данных 
начнем с простейшей задачи подбора линейной зависимости методом наимень
ших квадратов.

ЗАДАЧА 3.1. В «Основах химии» Д. И. Менделеева приводятся данные о ра
створимости азотнокислого натрия NaNOs в зависимости от температуры воды. 
Б 100 частях воды (табл. 3.3) растворяется следующее число условных частей 
NaNOs при соответствующих температурах:

Таблица 3.3 ▼ Данные о растворимости Л/аЛ/Оэ в зависимости от температуры воды

от 4* 10* 15- 21“ 29Г 36- 51“ 68е

66,7 71,0 76,3 80,6 85,7 92,9 99,4 113,6 125,1_________

Необходимо определить, какова будет растворимость азотнокислого натрия 
при температуре t = 32° в случае линейной зависимости, и вычислить коэффи
циент корреляции.

Для определения коэффициентов регрессии а0, а} в Mathcad существуют сле
дующие функции:

V l i n e ^ y )  возвращает массив а коэффициентов регрессии;

>  in te rc e p t  ( х ,у ) возвращает коэффициент регрессии а0;
>  s lo p e  ( х ,у ) возвращает коэффициент регрессии ау

Для вычисления коэффициента корреляции в Mathcad предназначена функ
ция согг (х,у).

В этих функциях х -  массив абсцисс экспериментальных точек, у -  массив 
ординат экспериментальных точек.

На рис. 3.2 приведено решение задачи 3.1 в Mathcad с комментариями.
Построение нелинейной зависимости рассмотрим на примере решения сле

дующей задачи.
ЗАДАЧА 3.2. Известна табличная зависимость у от х (табл. 3.4).

Таблица 3.4 ▼ Табличная зависимость у от х 

х 10.1 10.2 10.3 10.8 10.9 11 11.1 11.4 12.2 13.3 13.8 14 14.4 14.5 15 15.6 15.8 17 18.1 19

У 24 36 26 4 5 3 4  3755 51 75 84 74 91 85 87 9492 96 9798 99
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t := (0  4 10 15 21 29 36 51 68)

PNa := (66.7 71 76.3 80.6 85.7 92.9 99.4 113.6 125.1 ) А 

График экспериментальных точек
140

120

| PNa 100
к о о о

20 40 60 80

Температура

Коэффициент корреляции
corr(t ,PNa) = 0.999

Коэффициенты рефессии
а := linc(t,PNa)

_  (  67.508^ 

0.871 J
Линия регрессии
f(y ) := ао + aj-y f (T ) = 95.368

t,t,T
Температура

Построение линии регрессии и вычисление коэффициенту



Аппроксимировать эту зависимость методом наименьших квадратов с помощью 
функций у = aQ + ахх + дус2, y = b Q + blx + Ь2э? + Ь$э? и у = с0 + схэ? + с2я? и сравнить 
результаты полученных вычислений.

На рис. 3.3. изображен график табличной зависимости у от х.

х:= (10.1 10.2 10.3 10.8 10.9 11 11.1 11.4 12.2 13.3 13.8 14 14.4 14.5 15 15.6 15.8 17 18.1 19)Т 

у := (24 36 26 45 34 37 55 51 75 84 74 91 85 87 94 92 96 97 98 99 )Т

100

80

к  60 

40 

20
10 12 14 16 18 20

X

Рис. 3.3 ▼ График экспериментальной зависимости

Для построения квадратичной и кубической аппроксимирующей зависимос
ти в Mathcad можно воспользоваться функциями regress и interp.

Функция regress (х,у ,k) возвращает вектор коэффициентов полинома /г-й 
степени, подобранного методом наименьших квадратов по экспериментальным 
точкам ( х -массив абсцисс, у -  массив ординат экспериментальных точек). Эле
менты массива х должны быть упорядочены по возрастанию. После определе
ния коэффициентов полинома для вычисления значения полинома в конкрет
ных точках можно воспользоваться функцией interp. Функция interp (s , х , у , t ) 
вЬ1числяет значения полинома в точке U х -  массив абсцисс, у -  массив ординат 
эКспериментальных точек, s -  массив коэффициентов полинома, найденный с 
Помощью функции regress.

С помощью функций regress и interp можно подобрать коэффициенты пол
ного полинома любой степени.

Решение задач аппроксимации в Mathcad

График экспериментальной зависимости
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jT  ГЛАВА 1 T Ш тш  наименьших меацра тов

р
Функция г  egress возвращает специальным образом сформированный массив, пред• 
назначенный для использования в функции interp, первые три элемента которого 
являются специальными значениями, используемьими функцией interp, а последую
щие элементы Массива -  коэффициентами подобранного полинома.

Для аппроксимации табличной зависимости у(х) полиномами второй и тре
тьей степени необходимо сформировать массивы коэффициентов полиномов а 
и Ь, обратившись к функции regress. Далее можно, используя interp, постро
ить функции A(t) и B(t), с помощью которых можно вычислить значения апп
роксимирующих полиномов второй и третьей степени в любой точке t (рис. S.4).

Подобрать зависимость у = с0 + с̂ х? + с2э? с помощью функций regress и interp 
не получится Поэтому вспомним, что аппроксимируюшую зависимость необхо
димо подбирать таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений измеренных

В массив а запишем коэффициенты аппроксимирующего 
полинома второй степени

а := regress(x,y,2)  ат = (3 3 2 -319.265 48.552 -1.407)

В массив b запишем коэффициенты аппроксимирующего 
полинома третьей степени

b := regress(x,y ,3) ЬТ = (3  3 3 -701.76 131.838 -7.303 0.136)

Функции A(t) и B(t) предназначены для вычисления 
аппроксимирующих полиномов второй и третьей степени в 
любой точке \

A(t) := interp(a,x,y ,t) B(t) := interp (b ,х , у ,t) t := 10 >10.1 .. 19 

График аппроксимирующей зависимости
100
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A (t)
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о
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Рис. 3.4 ▼ Построение аппроксимирующих зависимостей у = а0 + алх + а^2,
у -  Ь0 + Ьлх + + ЬдХ3
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значений от расчетных была наименьшей. В связи с этим проблема подбора 
зависимости у = с0 + с̂ х + с2л? эквивалентна следующей задаче оптимизации.

п

Найти значения cQt сх и с2, при которых функция S (c 0,cv,c2) = ”  со “
2 1 = 1 

- Cj х,2 -  с2 jcf.3) достигает своего минимального значения1. Решение этой зада

чи представлено на рис. 3.5.

n := last(x) п

£ Формируем функцию S ^(a,b ,с) := [y | - a'(xi)3 -  Ь-(х,)2 -  с]

j,; Задача подбора коэффициентов зависимости у^си+ с^+ с^
эквивалентна поиску минимума функции s

а := 1 b := 1 с := 1
W *  AW* AV»-

а = -0.077 b = 1.99 с = -93.729 

S£t) := a-t3 +  b t2 + с

AW

bAV* := Minimize (s , a ,b,c)

График аппроксимирующей зависимости
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Рис. 3.5  ▼ Построение аппроксимирующей зависимости у  = с0 + ctx? + CgX3

Таким образом, построены все три зависимости. Осталось определить, какая 
Из них лучше описывает экспериментальные значения, что можно сделать, срав
нив индексы корреляции или величины суммы квадратов отклонений.

На рис. 3.6-3.8 представлены расчеты индексов корреляции для трех зави
симостей.

Для решения оптимизационных задач в Mathcad используется решающий блок Given - 
Minimize.



Расчет индекса регрессии для квадратичной зависимости 
Расчет коэффициентов квадратичной зависимости
^ирт|(х,уЯ  
Вычисление расчетных значений
i := 0.. п

Y2i := intcip(a,x,y,xi)

Вычисление индекса корреляции

ГЛАВА 3 T  Метод наименьших квадратов

у2:= 1 - -

last (у)

X  (yi-Y2i)2
i=0_____

last (у)
£  (yi -  m can(y))

i=0

у2 = 0.977

Рис. 3.6 ▼ Вычисление индекса корреляции для квадратичной зависимости

Расчет индекса регрессии для кубической зависимости 
Расчет коэффициентов кубической зависимости

regrcss(x,y,3)
Вычисление расчетных значений 

п
Y3X := interp (b,x, у ,5q)

уЗ:=

last (у)
£  (K-Y3,)2
i= 0____________

hst(y) уЗ = 0.979
^  ( к - т е а п ( у ) )  

i = О

Рис. 3.7 ▼ Вычисление индекса корреляции для кубической зависимости

Расчет индекса регрессии для зависимости у  -  Cq + Ciy?+ с^
Вычисление расчетных значений

i:= 0.. П 
Y4,:= S(x.)

Вычисление индекса корреляции

у4:= 1 -  ■
last (у)

£  ( у . - ™ , ) 2 

i= 0

у4 = 0.973last(y) ^
NT (yi-mcan(y)) 
i = О

Рис. 3.8 т Вычисление индекса корреляции для зависимости у = с0 + слх2 + с^с3
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На рис. 3.9 представлены величины сумм квадратов отклонений для всех 
трех зависимостей.

Сумма квадратов отклонений для  квадратичной зависимости

S2 := ( y i - Y 2 ^  S2 = 25.469

Ji=0
Сумма квадратов отклонений д ля  кубической зависимости

S3 := £  (y i-Y 3 i )2 S3 = 24.031 

Sl=z 0
Сумма квадратов отклонений для  зависимости у  -  Cq + CjX2+ с2х3

S4 := (yi-Y4i)2 S4 = 27.463

л/ i = О

Рис. 3.9 ▼ Вычисление сумм квадратов отклонений подобранных зависимостей

Как видно из результатов, приведенных на рис. 3.6-3.9, табличная зависи
мость, представленная в табл. 3.2, лучше всего аппроксимируется полиномом 
третьей степени.

Г^Э Представленный на рис. 3.5 метод подбора зависимости является универсальным и 
подходит для аппроксимации экспериментальных значений любой функцией.

Кроме рассмотренных выше методов аппроксимации в Mathcad существует 
возможность подбора параметров приближающей функции следующего вида: 
V o W  + W * ) + ... + */■„(*). где F.(x) -  любые известные функции. Обращение 
к функции l in f  i t  имеет вид

Hnfit (х, у, F ).

Здесь х -  массив абсцисс экспериментальных точек, у -  массив ординат экс
периментальных точек, F -  вектор, содержащий функции F .(x ) в символьном 

вИде. Функция l in f  i t  возвращает вектор коэффициентов К.

Решение задачи подбора табличной зависимости уот х  (см. табл. 3.2) ме- 
т°Дом наименьших квадратов у = &0 + + А2л? с помощью функции l i n f  i t  
Представлено на рис. 3.10.
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jx:=(10.1 10.2 10.3 10.8 10.9 11 11.1 11.4 12.2 13.3 13.8 14 14.4 14.5 15 15.6 15.8 17 18.1 19)? 

Х - (2 4  36 26 45 34 37 55 51 75 84 74 91 85 87 94 92 96 97 98 99)Т

Г П
№):=

Vх K:=linfit(x,y,F) f(x ):=K F (x ) 

График аппроксимирующей зависимости

Рис. 3.10 ▼ Подбор зависимости с использованием функции l in f  i t

Кроме описанных выше универсальных возможностей подбора аппроксими
рующих зависимостей в Mathcad существуют следующие функции для подбора 
параметров специального вида:

>• expf it  (х,у ,g) -  возвращает коэффициенты зависимости а е Ьх + с;

>* lgs f  i t  (х , у , g ) -  возвращает коэффициенты зависимости
1 + Ъ е ~ сх

>* s in f i t  (х ,у ,g) -  возвращает коэффициенты зависимости a sin(*+ Ь) + с\ 
>* pwrf it  (х,у ,g) -  возвращает коэффициенты зависимости а х ь + с\
>  logf  i t  (х ,у , g) -  возвращает коэффициенты зависимости a \g(x + b) + с\ 
>* In f i t  (х,у) -  возвращает коэффициенты зависимости a lg(tf) + b.

Во всех этих функциях х -  массив абсцисс экспериментальных точек, у "  
массив ординат экспериментальных точек, g -  вектор, задающий начальное пр**' 
ближение параметров а, b и с.

Пример использования функции pwrf i t  (х , у , д) приведен на рис. 3.11.
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, ;= (10.1 10.2 10.3 10.8 10.9 11 11.1 11.4 12.2 13.3 13.8 14 14.4 14.5 15 15.6 15.8 17 18.1 19) 

;= (24 36 26 45 34 37 55 51 75 84 74 91 85 87 94 92 96 97 98 99)Т

( а

ь. := pwrfit Х»У» 0

- .о > -

График аппроксимирующей зависимости

Рис. 3.11 ▼ Пример использования функции pwrf i t  (х,у ,g)

Зависимости, для которых в Mathcad не предусмотрены стандартные функ 
Ции, можно решать так, как на рис. 3.5, или сформировать систему (3.3) и ре 
шить ее средствами пакета. На взгляд авторов, метод, рассмотренный ш 
рис. 3.5, является более универсальным и может быть использован при постро 
ении любой зависимости.

3.3. Реализация метода наименьших 
квадратов в MATLAB
Р ассм отрим  решение задачи 3.2 в MATLAB.

Для подбора коэффициентов полинома k-й степени методом наименьшие 
Квадратов в MATLAB есть функция роly f i t (х ,у ,к) (я -  массив абсцисс экспе 
Риментальных точек, у -  массив ординат экспериментальных точек, k -  степеш 
п°линома). Функция возвращает массив коэффициентов полинома. Затем мож 

вычислить значение полинома в любой точке с помощью функции poly
p i  (k, t ). В массиве k хранятся коэффициенты полинома, t -  точка, в которое
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необходимо вычислить значение полинома. Функция polyval (k , t ) вычисляет 
значение полинома в точке t по формуле kxt n + + ... + k t  + kn+y С помощью 

функций poly f it ,  polyval можно подобрать зависимости у = а0 + а^х + л 

у = bQ+ Ь,х+ Ь2э? + &3л?, что показано в листинге 3.1. На рис. 3.12 представлены 
графики подобранных зависимостей.

Листинг 3.1
х=[10.1,10.2,10.3,10.8,10.9,11,11.1,11.4,12.2,13.3,13.8,14,14.4,14.5,15,
15.6Д5.8,17,18.1,19];
у= [24,36,26,45',34,37,55,51,75,84,74,91,85,87,94,92,96,97,98,99] ;
%Подбор коэффициентов полинома 2-й степени с помощью МНК 
a=polyfit(х,у,2);
%Подбор коэффициентов полинома 3-й степени с помощью МНК 
b=polyfit (х,у,3);
%Определение массива для построения графика функции 
t=x(l):0.1:х(length(х));
%Вычисление значений подобранных полиномов в точках t(i). 
p2t=polyval(a,t); 
p3t=polyval(b,t);
%Построение графика функции
plot(х,у,'ко',t,p2t,'г-',t,p3t,'b-.');
title("Подбор зависимости методом наименьших квадратов");
legend("экспериментальные значения", "полином 2-й степени",
"полином 3-й степени"); 
grid on;

Несколько сложнее в MATLAB подобрать параметры зависимости 

у= с0 + + с2л? методом наименьших квадратов. Эта задача эквивалента поиску 

минимума функции s {  с0, с„ с2) = ± (  у t -  с0 -  с, *,.2 -  с2 JC,.3) 2 , которую М О Ж Н О  

решать двумя способами:

>  с помощью функции fminsearch найти минимум функции 5;
п

>* можно найти частные производные функции s ( с0, с,, с2) =

-  с, х * -  с2 jc,3)2 по cQ, cv Cv  приравнять их к нулю, решить*полученную 

систему линейных алгебраических уравнений.

Рассмотрим оба способа последовательно.
Первый способ решения. Для поиска минимума функции многих переменных в 

MATLAB можно использовать функцию fminsearch (fun, xO ). fun -  функция, М**' 
нимум которой необходимо найти, хО -  вектор начального приближения точк**
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Рис. 3.12 ▼ Графики подобранных аппроксимирующих зависимостей у  = а0 + алх + а^2%
у  = Ь0 + Ьлх  + bgX2 + ЬзХ3

минимума1. Функция fminsearch возвращает массив, в котором хранятся коор
динаты точки минимума и само значение минимума.

В нашей задаче необходимо создать М-функцию, вычисляющую значение

^(со* cv с2) по формул S  ~ со “ ci xi 2 “ с2 -xj3)2 • Текст этой функции приве- 
/=i

Ден в листинге 3.2.

Листинг 3.2
function s=f_mnk(c)
^Переменные х,у являются глобальными, используются в нескольких функциях 
global х; 
global у;
s=0;

1 Неправильный выбор точки начального приближения может привести к некорректным
результатам.
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for i=l:length(х)
s=s+ (у (i) —с(1) —с (2) *x(i)л2-с(3) *x(i)л3)л2;

end
end

Затем необходимо обратиться к функции fminsearch ( fun ,х0) для поиска 
минимума S(c0, cv с2) (листинг 3.3), после чего можно будет изобразить график 
подобранной функции (рис. 3.13).

Листинг 3.3
global х; 
global у;
%3адание начального значения, вектора с, при неправильном его определении
%минимум может быть найден неправильно
с=[2,1,0];
%Определение координат экспериментальных точек
х=[10.1, 10.2, 10.3,10.8, 10.9, 11, 11.1,11.4, 12.2, 13.3, 13.8, 14,
14.4,14.5, 15,15.6,15.8,17, 18.1,19];
у=[24, 36,26, 45,34,37,55, 51, 75,84,74,91,85,87,94,92,96,97,98,99];
% Поиск минимума и тем самым определение коэффициентов зависимостей ■
[с,err]= fminsearch("f jnnk",с)
%Определение массива для построения графика функции 
t=x(l):0.1 :х(length(х)) ;
%Вычисление значений подобранных полиномов в точках t(i). 
p2t=c(3) *t.A3+c(2) *t./42+c(l);
%Построение графика функции 
plot(х,у,'ко',t,p2t,'г-');
legend("экспериментальные значения",'Подобранная кривая'); 
grid on

Второй способ решения начинается с формирования системы линейных алгеб

раических уравнений. Для этого продифференцируем функцию S ( c 0,c l9c2) =
п 2

= Yj ( у, -  с0 -  с, х,г -  с2 х,3) ПО С0> с,, С2 и приравняем все частные производ- 
/ « = 1
ные к нулю.

п п
п с0 + с, £  X-1 + с2 £  *?= £  y it

1 = 1 1=1 / = 1
П О П А W * п 'У

со £  + сх £  jcf. + с2 £  *. = £  у( Xi , 
1 = 1 1=1 1=1 1=1

n -  n - n ,  n -
S  x i + cx £  X; + c 2 £  Xg = £  у i X i . 
1=1 1 = 1 1=1 1=1

(3.13)
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Рис. 3.13 ▼ График подобранной зависимости у = с0 + с,х2 + с^с3

В листинге 3.4 приведена функция my_mnk (х , у ), реализующая подбор зави
симости вторым способом.

Листинг 3.4
function c=my_mnk(x;y)
^Определение количества элементов в массивах экспериментальных точек 

, length (х) ;
^Накапливание сумм
sx=0;sx2=0;sx3=0;sx4=0;sx5=0;sx6=0;sy=0;syx2=0;syx3=0; 
f°r i=l:length(x)

sx=sx+x(i);sx2=sx2+x(i)^2;sx3=sx3+x(i)Л3;
sx4=sx4+x(i)Л4;sx5=sx5+x(i)Л5;sx6=sx6+x(i)Лб;
sy=sy+y(i);syx2=syx2+y(i)*x(i)Л2;syx3=syx3+y(i)*x(i)Л3;

end;
формирование матрицы коэффициентов системы (3.13)
^(1Д)=п; А (1,2) =sx2; A(l,3)=sx3;
^(2/l)=sx2; А (2,2)=sx4; A(2,3)=sx5;
(3/1)=sx3; A(3,2)=sx5; A(3,3)=sx6;
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%Формирование вектора правой части системы (3.13)
В (1)=sy;В (2)=syx2;В (3)=syx3;
% Решение системы (3.13),
% нахождение параметров подбираемой зависимости
с=Ал(-1)*В'
end

Параметры зависимости у = cQ + схо? + , найденные первым и вторым спо
собом, полностью совпадают.

Параметры любой другой зависимости в MATLAB можно также реализовать 
аналогично: решив задачу оптимизации функции S(a0, av ... ak) (см. формулу (3.1)) 
или сформировав систему уравнений (3.3) и решив ее в MATLAB. Желательно 
приводить подбираемую функцию к такому виду, чтобы система (3.3) была сис
темой линейных алгебраических уравнений1.

3.4. Решение задач аппроксимации 
средствами Maple
Для решения задачи аппроксимации в Maple есть функция LeastSquares из па
кета CurveFitting следующей структуры:

LeastSquares(х, у, v, curve=function)
или

LeastSquares(L, v, curve=function)
Здесь xf у -  массив (список) абсцисс и ординат экспериментальных точек со

ответственно, г; -  имя переменной в подбираемой кривой, параметр function 
определяет уравнение подбираемой кривой, кроме переменных в уравнение 
должны входить подбираемы параметры (например, а, Ь, с и т.д.).

Вместо массивов х и у можно использовать список L, каждый элемент кото' 
рого является списком из двух элементов: первый -  абсцисса соответствующей 
экспериментальной точки, второй -  ордината.

Последний параметр (curve=function) в функции LeastSquares может быть 
опущен, в этом случае функция будет подбирать линию регрессии.

Решение задачи 3.2 в Maple с помощью функции LeastSquares представлено 

на рис. 3.14-3.16.

1 Хотя в MATLAB есть возможность решать системы нелинейных уравнений, но, на взгЯ^  
авторов, легче преобразовать (прологарифмировать, сделать замены и т.д.) исход11) 
функцию, чем решать систему нелинейных уравнений.
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[10.1,10. 2,10. 3,10. 8,10.9,11,11.1,11. 4,12. 2,13. 3,13. 8,14,14. 4,14.5,15,15. 6,15. 8, 
у:* [24,36,26,45,34,37,55,51,75,84,74,91,85,87,94,92,96,97,98,99]:
^  th(Curverit ting) : #Подключаеи пакет CurveFlttlng
^.•[[xln] ,y[n]] $n»l. .20] :# Из массивов x и у формируеф единный список X 
j..»v->beastSquares(x,y,v,ctucve—a*v^2+b*v+c) ;#*ормируем аппроксимирующую функции

F  := v —» Curve Fitting. -LeastSquares(x, у, v, curve = a v  + b v  +  c)  

XeastSquares(x/y,v,curve-a*^2+b*v+c) ;#Виводин на экран подобранную функцию
-319.2647893 + 48.5515464829097568 v - 1.40661421221142180 v

plot ( [Ь, Г (h) ] , h-10. . 20, style™ [point, line] ) ; #График подобранной зависимости

100;

90\
60;

70;

60;

60;
40;

зо;
ГТ-Т—Т I I I 

18 20

Рис. 3.14 ▼ Построение аппроксимирующей зависимости у = а0 + аух  + а ^ 2 
с помощью функции LeastSquares
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х: = [10.1,10. 2,10. 3,10. 8,10. 9,11,11.1,11. 4,12. 2,13. 3,13. 8,14,14. 4,14. 5 ,15,15. б, 15. 8 
у:=[24,36,26,45,34,37,55,51,75,84,74,91,85,87,94,92,96,97,98,99] : 
w it h ( C u r v e F i t t in g ) : #Подключаем пакет C u r v e F it t in g

L : = [ [х [п] ,у [п] ] $п-1. .20]:.# Из массивов х и у формируем едингшй список Ь
F:I=v->beastSquares(x,y,v,ciii:ve=a*v/s3+b*v/s2+c) ;#Формируем аппроксимирующую функции

3 2
F  := v -» CurveFtiling.-LeastSquares(x,у, v, curve = a v  + b v  + c) 

LeastSquares(x,y,v,curve=a*v‘A'3+b*v/s2+c) ;#Выводим на экран подобранную функцию
-93.72944686 +  1.98990795413157962 v  - 0.0773661646055274905 v3

plot( [L,F(h)] ,№10. . 20,style-[point,line] ) ;#График подобранной Зависимости

h
Рис. 3.15 ▼ Построение аппроксимирующей зависимости у -  Ь0 + Ьух + Ь ^2 

в Maple с ПОМОЩЬЮ функции LeastSquares



Советы по применению математических пакетов

' *•-> [Ю . 1 ,10 . 2 ,10 . 3 ,1 0 . 8 ,10 . 9 ,1 1 ,1 1 .1 ,1 1 . 4 ,12 . 2 ,13 . 3 ,1 3 . 8 ,14 ,14 . 4 ,14 . 5,15 ,15. б , 15. 8,17 ,1 8 .1 ,1 9 ] :7 *
\ у ; - [2 4 ,3 6 ,2 6 ,4 5 ,3 4 ,3 7 ,5 5 ,5 1 ,7 5 ,8 4 ,7 4 ,9 1 ,8 5 ,8 7 ,9 4 ,9 2 ,9 6 ,9 7 ,9 8 ,9 9 ] :

^ ith t  C u rv e F it t in g ) : #П од ключ а ем пакет C u rv e F itt in g  

’у х,:» [  [х [п ]  ,у  [п ] ]  $п=“1. . 20] : # Из массивов х  и у  формируем единый список I

' «*v ->LeastSquares ( х , у ,v ,  curve=a*v '"'3+b*v ''2+c*v+d ) ;#Формируем аппроксими] уюшую функции»
ЯШ 3 2

F  := v —> CurveFitting. -LeastSquares(x, у, v, curve = a v  + b v  + c v  +  d)

> le a s tS q u a re s  ( x ,у , v , cu rve=a *vA3+b*vA2+c*vvd ) ; #Виводин на экран подобранную функцию

-701.7599213 + 131.838379578986860 v - 7.30339207770544796 v + 0.135946532818949000 v3

> p lo t ( [L ,F (h ) ] , h=10. . 2 0 , s t y l e * [p o in t , l i n e ] ) ; # График подобранной зависимости

100-

80-

60-

40 -

О у-''1

V/
° / -

о :

Т—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I—I
10 12 14 16 18 20

Рис. 3.16 ▼ Построение аппроксимирующей зависимости у  = с0 + с,х2 + с^
в Maple с помощью функции L e a s tS q u a r e s

/

Функция Maple LeastSquares позволяет подобрать любую зависимость мето
дом наименьших квадратов.

3.5. Советы по применению математических 
пакетов при подборе зависимостей методом 
наименьших квадратов
^се три пакета можно использовать для решения задач обработки эксперимен
тальных данных методом наименьших квадратов. Однако, на вз:ляд авторов, 
^Учше всего для решения задач аппроксимации использовать пакет Mathcad, в 
котором есть большое количество встроенных функций для расчета параметров 
^Висимостей. а также с помощью петттатотттего блока Oivpn - Mini mi 7.р можно
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подобрать параметры практически любой зависимости. Функция Maple Least- 
Squares также позволяет подобрать параметры практически любой зависимое- 
ти. Однако отсутствие функций, аналогичных функциям Mathcad corr, inter
cept, slope, line, для расчета параметров линейной зависимости и неудобство 
обработки в Maple числовых данных не позволяют авторам рекомендовать чи
тателю Maple в качестве идеального средства для решения задач аппроксима- 
ции при инженерных расчетах. Но при подборе очень сложных аппроксимиру. 
ющих зависимостей Maple может оказаться единственным пакетом, в котором 
можно решить задачу, не прибегая к программированию. В MATLAB есть встро
енная функция для подбора коэффициентов полинома, однако наличие функ
ции fminsearch и развитые средства программирования позволяют подобрать 
параметры большого количества зависимостей. Для решения более сложных 
задач аппроксимации можно использовать Curve Fitting ToolBox, входящий в 
состав последних версий MATLAB.

3.6. Задания для самостоятельного решения
Подобрать функциональную зависимость заданного вида с помощью метода наи
меньших квадратов (задания 1-5). Определить суммарную ошибку.

1. В результате эксперимента была определена некоторая табличная зависи
мость (табл. 3.5). Подобрать функциональную зависимость1 вида P(s) =As,+ 
+ Bs* + D.

Таблица 3.5  ▼ Экспериментальные данные к заданию 1

S 0 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Р _______ 12 10.1 11.58 17.4 30.68 53.6 87.78 136.9 202.5 287 ___

2. В результате эксперимента были получены некоторые данные, представ- 
ленные в виде таблицы (табл. 3.6). Необходимо построить аналитическую 

зависимость вида G(s) =• Asf*.

Таблица 3.6 ▼ Экспериментальные данные к заданию 2

s 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

G_______ 3.99 5.65 6.41 6.71 7.215 7.611 7.83 8.19 8.3 ___________ ^

3. Данные, представленные в виде таблицы (табл. 3.7), были получены ® 
результате эксперимента. Определить коэффициенты функции K(s)
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Таблица 3.7 ▼ Экспериментальные данные к заданию 3

5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3.5 3.5 4

К 2.31 2.899 3.534 » 4.412 5.578 6.92 8.699 10.69 13.39

4. Определить параметры фу нкции V(s) = AsV5 для экспериментальных дан- 
. ныхл представленных в виде таблицы (табл. 3.8).

Таблица 3 .8  ▼ Экспериментальные данные к заданию 4

5 0.2 0.7 1.2 1.7 2.2 2.7 3.2

V 2.3198 2.8569 3.5999 4.4357 5.5781 6.9459 8.6621

5. Подобрать аналитическую зависимость вида У = х/(Ах -  В), и с п о л ь з у я  

данные, полученные в результате эксперимента и сведенные в таблицу 
(табл. 3.9).

Таблица 3.9 т Экспериментальные данные к заданию 5

X 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9

Y 0.61 0.6 0.592 0.58 0.585 0.583 0.582 0.57 0.572 0.571

6. 11айти приближенное значение функции при заданном значении аргумен
та с помощью сплайн-интерполяции в точках Хг = 3,75, X2 г  4,75, Хъ = 5,25. 
Функция задана таблично (табл. 3.10). Изобразить график построенной 
интерполяционной зависимости, экспериментальные и рассчитанные 
точки на экране дисплея.

Таблица 3.10 ▼ Исходные данные к заданию 6

X 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

У 5.197 7.78 11.14 15.09 19.245 23.11 26.25 28.6 30.3
л

7. Найти приближенное значение функции при заданном значении аргумен
та с помощью линейной интерполяции в точках Хх = 1, X, = 1,5, Хъ = 2. Функ
ция задана таблично (табл. 3.11). Изобразить график построенной интер
поляционной зависимости, экспериментальные и рассчитанные точки на 
экране дисплея.

Таблица 3.11 ▼ Исходные данные к заданию 7

X 0.66 0.9 1.17 1.47 1.7 1.74 2.08 * 2.63 3.12

У 38.9 68.8 64.4 66.5 64.95 59.36 82.6 90.63 113.5
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8 . Найти приближенное значение функции при заданном значении аргумен
та с помощью интерполяционного полинома Лагранжа в точках Хг = 0,702 
X, = 0,512, Х3 = 0,608. Функция задана таблично (табл. 3.12).

Таблица 3.12 т Исходные данные к заданию 8

X 0.43 0.48 0.55 0.62 0.7 0.75

У 1.63597 1.73234 1.87686 2.03345 2.22846 2.35973

9. Найти приближенное значение функции при заданном значении аргумен
та с помощью интерполяционного полинома Ньютона в точках Хг = 0,308, 
Х2 = 0,325, Хл = 0,312 Функция задана таблично (табл. 3.13).

Таблица 3.13 ▼ Исхбдные данные к заданию 9

X 0.298 0.303 0.310 0.317 0.323 0 330

У 3.25578 3.17639 3.12180 - 3.048".9 2.98755 2.91950

10. Найти приближенное значение функции при заданном значении аргу
мента с помощью канонического полинома в точках Хх = 0,608, Х2 = 0,594, 
Х3 = 0,631. Функция задана таблично (табл. 3.14).

Таблица 3.14 ▼ Исходные данные к заданию 10

X 0.593 0.598 G605 С.613 0.619 0.627 -

У 0.53205 0.53562 0.54059 0.54623 0.55043 0.55598



Методы решения 
нелинейных 
уравнений

Н
астоящая глава посвящена методам решения нелинейных уравнени я

Л *) = 0, (4.1)

гдеу(л;) -  заданная функция действительного или комплексного аргумента. При
чем если f (x ) -  мноючлен, отличный от нулевого, то уравнение (4.1) называют 
алгебраическим, иначе -  трансцендентным1. Большинство этих методов предпола
гает, что известны достаточно малые окрестности, в каждой из которых имеет
ся только один корень уравнения [5]. Принимая за начальное приближение 
корня одну из точек этой окрестности, можно вычислить искомый корень с за
данной точностью. Таким образом, задача приближенного вычисления корней 
Уравнения (4.1) распадается на две:

^  отделение корней уравнения, то есть отыскание достаточно тесных промежут
ков, в каждом из которых содержится только один корень уравнения;

^  вычисление корня с заданной точностью, если известно некоторое начальное 
его приближение в области, не содержащей других корней.

Однако существуют специальные методы решения алгебраических уравне
ний, которые не требуют знания начального приближения корня.

Трансцендентные функции -  аналитические функции, не являющиеся алгебраическими, 
например показательные, логарифмические, тригонометрические и т.п.



В следующих разделах кратко описаны некоторые элементарные способу 
отделения корней, рассмотрены методы уточнения корней по известным 
чальным приближениям и особое внимание уделено методам, предназначен, 
ным для решения алгебраических уравнений.

V *

4.1. Локализация (отделение) корней
Графические методы решения нелинейных уравнений -  одни из самых простых. 
Однако применять их можно лишь для грубой оценки корней. С другой сторо
ны, графические методы можно использовать для решения задачи отделения 
корней1.

Суть графического метода решения нелинейных уравнений состоит в следу
ющем. Необходимо построить график функции затем найти абсциссы 
точек пересечения этого графика с осью х, которые и будут приближенными 
значениями действительных корней уравнения. На рис. 4.1 видно, что функция 
четырежды пересекает ось абсцисс, следовательно, уравнение имеет соответ
ствующее число корней. Расположены корни на интервалах [-0.5; 0], [0; 0.5], 
[1.5; 2] и [2; 2.5].
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Рис. 4.1 ▼ Графическое решение уравнения у  = f{x)

Иногда бывает удобнее представить уравнение (4.1) в виде

Ф(*) = ¥(*)>

где функции ф(х) и \|/(я) более простые, чем^х).  Тогда найти приближенные 
значения корней уравнения можно, определив абсциссы точек пересечения

v> а
1 Не существует достаточно эффективных методов решения задачи отделения к о р н ей  

общем случае. Особенно большие трудности возникают при переходе от одного уравН  ̂
ния к системе f k(x v х2, хп) = 0.



Локализация (отделение) корней

граф11КОВ У = и 3̂= V(*)- Иа рис. 4.2 приведен пример графического решения
равнения

щ  -  л р  = о) =*

Несложно заметить, что корень уравнения находится на интервале от нуля 
до единицы.

Рис. 4.2 т  Графическое решение уравнения f(x) = у(х)

Для отыскания комплексных корней уравнения f[z) = 0 можно, положив z = 
х+ iy, где г2 = - 1, представить уравнение в виде

Ж  Ф (^ ) + * • ¥(*>>) = 0, (4.2)

где ф(х,з?) и \|/(х/у) -  действительные функции действительных аргументов хну.  
Построив кривые §(х,у) = 0 и г • \|/(xj) = 0 и отыскав абсциссы и ординаты их точек 
пересечения, получим действительные и мнимые части корней уравнения J[z) = 0. 
Например, уравнение z2+2 • z+ 5 ~ 0  действительных корней не имеет. Попытаем
ся отыскать комплексные корни. Приведем уравнение к виду (4.2):

( (х + г • у)2 + 2(х + г • у) + 5 ~ 0 => (л? — ^  + 2 • х + 5) + 2 • г • (х • у + у) = 0.

Таким образом, задача свелась к построению графиков функций

ф(х,з;) = ^ “ / + 2 » х + 5  = 0и V (* j) “  х * У + У = 0.

Для удобства построения проведем элементарные преобразования и полу
пим уравнения линий

Щ . у = ± (х*+ 2 • х + 5) 1/2 и х = -1.

На рис. 4.3 изображено графическое решение уравнения £ + 2 • z + 5 = 0. Не
сложно заметить, что линии пересекаются в двух точках: ( - 1; 2) и ( - 1; - 2 ), следо- 
Вательно. уравнение имеет два комплексных кооня: х. = -1  + 2 • г и х. = -1  -  2 * L
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Рис. 4.3 т Графическое решение уравнения f(z) = О

Для выделения интервалов, в которых находятся действительные корни 
уравнения J[x) = 0 , если f[x) -  Непрерывная функция1, можно воспользоваться 
следующими предположениями [5]:

>* если на концах некоторого отрезка [а; b непрерывная функция j (x )  прини
мает значения разных знаков J[a) * fib) < 0, то ка этом отрезке уравнение 
J[x) = 0 имеет хотя бы один корень, при этом отрезок [а; Ь] называют интер
валом изоляции корня, а значения а и b называют пределами интервала из оляции,

V  если при этом функция fi я) имеет первую производную, не меняющую 
знака, то корень единственный.

Теперь, когда нам известно, как определить интервалы изоляции корней 
уравнения (отделить корни), рассмотрим методы вычисления корней с задан- 
ной точностью (уточнение корней).

\

4 . 2 .  Метод половинного деления (дихотомии)
Метод половинного деления ( дихотомии) заключается в следующем. Пусть дано ура0' 
нение/^я) = 0, где функция f [x )  непрерывна на [а; Ь\ и J[a) • f(b) < 0. Для отыска- 
ния корня уравнения J[x) = 0 , принадлежащего отрезку [а; Ь], этот отрезок

1 В некоторых случаях может понадобиться существование первой и второй производный’ 
что будет оговорено.



Метод половинного целения (дихогамии)

необходимо поделить пополам и принять за первое приближение корня точку с, 
которая является серединой отрезка [а; Ь]. Далее из двух отрезков -  [а; с] и 
[с, Ь- -  выбирается тот, на концах которого функция J[x) имеет противополож
ные знаки. Это будет означать сужение интервала изоляции корня уравнения 
Цх) = 0. Новый суженный отрезок снова делится пополам, и проводятся анало
гичные вычисления. Графическая интерпретация метода половинного деления 
я эиведена на рис. 4.4.

Рис. 4.4  т  Графическая интерпретация метода половинного деления

Метод половинного деления легко реализуется в виде следующего алгорит
ма (блок-схема приведена на рис. 4.5):

1. Находим точку с = (а + b )/2.
2. Если Да) • J[c) < 0, то корень лежит на интервале [а; с], если иначе -  ко

рень лежит на интервале [с; Ь].
3. Если величина интервала не преьышает некоторое достаточно малое чис

ло е, то найден корень с точностью £, иначе возвращаемся к п.1.

Однако, несмотря на простоту, такое последовательное сужение интервала 
проводится редко, так как требует слишком большого количества вычислений. 
Кроме того, этот способ не всегда позволяет найти решение с заданной точно
стью. С другой стороны, его можно использовать как один из методов отделе
ния корней (пример программирования см. в задаче 4.8).
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Рис. 4.5 ▼ Алгоритм решения уравнения методом дихотомии

4.3. Метод хорд (пропорциональных частей
Рассмотрим более быстрый способ (в отличие от метода дихотомии) нахожДе' 
нля корпя уравнения J[x) = 0 , лежащего на интервале [а; Ь\, таком, что 
J[a) mJ(b) < 0. Идея метода хорд состоит в следующем. Вместо того чтобы делить 
отрезок [а\ Ь] пополам (см метод дихотомии), разделим его в отношении " 
J[a) :f{b). 1 аким образом, первое приближение корня х = с находится в точке 
пересечения отрезка [а; Ь\ хордой, проходящей через точки (a\f[a)) и (b;J(b))•



Метод хорд (пропорциональных частей)

Далее, применяя этот прием к тому из отрезков [а; с] или [с; b], на концах кото
рого функция имеет противоположные знаки, получим следующее приближе
ние корня (рис. 4.6).

Выведем формулу для вычисления приближенного значения с корня уравне
ния J (x ) = 0. Запишем уравнение прямой, проходящей через точки с координа
тами (a;J[a) )  и (b;J[b)):

У -  /(g) _ х - а
f ( b ) - f ( a )  Ь - а  '  Ь - а  <4-3)

Прямая, заданная уравнением (4.3), пересекает ось Хпри условии у = 0. Най
дем точку пересечения хорды с осью X.

y = m z j M . { x _ a)+f i a) < x = a _ m _ s t ^ _
Ь -  a f ( b ) - f ( a )

Итак,

„  ' /(Д) : (Ь  -  а). (4.4)/№)-/(*)
Алгоритм, реализующий метод хорд, можно представить так (блок-схема 

приведена на рис. 4.7):

1. Находим точку с по формуле (4.4).
2. Если J[a ) • J(c) < 0, то корень лежит на интервале [ а; с], иначе -  корень ле

жит на интервале [с, Ь].
3. Если абсолютное значение J[ с) не превышает некоторое достаточно малое 

число 8, то найден корень с точностью 8> иначе возвращаемся к п.1.

Заметим, что описанный способ позволяет достаточно быстро (за меньшее 
количество шагов, чем в методе дихотомии) вычислить значение корня уравне
ния (4.1) с заданной точностью (пример п ог амми ования см. в задаче 4.8).
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Q  Конец ^

Рис. 4 ,7  т  Алгоритм метода хорд

4.4. Метод касательных (метод Ньютона)
Пусть корень уравнения f (x )  -  0 отделен на отрезке [а; Ь], причем f ( x )  и f ' ( x) 
непрерывны и сохраняют определенные знаки при а<  х <  Ь. Вычислив какое- 
либо приближенное значение корня х = с, можно уточнить его при помощи № 
тода касательных. Геометрически метод касательных эквивалентен [11] замене 
небольшой дуги кривой у = j [ x )  касательной, проведенной в некоторой точке 
кривой так, как показано на рис. 4.8.

Пусгь xQ= b, причем J[xQ) • f ' ( x0) >0. Проведем касательную к кривой у = / х) в 
точке (xQ;J[xQ)). В качестве начального приближения корня хх = с выберем абсциссу 
точки пересечения этой касательной с осью Ох. Далее проведем касательную че- 
рез точку (xx,j{x^)), абсцисса точки пересечения которой с осью Ох даст второе пр*1' 
ближение корня х̂ , и так далее до тех пор, пока не будет достигнута точность £• 

Уравнение касательной в точке ( c\J[c)) имеет вид:

У ~ Л С) = f b )  • ( * -  с).



М ето д касательным (шетод Нью тона)

Рис. 4.8 т Графическая интерпретация метода касательных

Значит, точку пересечения касательной с осью Ох можно вычислить по формуле

А с)X -  с -
f\c)

(4.5)

Предположим, что х0= а, причем J[xQ) • f ,(xQ) <  0, тогда, проведя касательную 
(рис. 4.9) к кривой у = f ix )  в точке (xQ; j [ x 0) ) 9 получим точку х} = с, лежащую вне 
отрезка [а\ Ь]. Таким образом, начальное приближение должно находиться е 

точке xQ, в которой функция и ее вторая производная не меняют знак, то есть 
выполняется равенство

В  , Л хо) •/”(*<,) >0-

Рис. 4.9 т Графическая интерпретация метода касательных (случай неверного
выбора начального приближения)

Итак, запишем алгоритм метода касательных (блок-схема представлена иг
Рис. 4.10):

1. Определяем начальное приближение: если j ( a ) * f " (a )  > 0, то начальное 
приближение в точке а, иначе -  в точке Ь.
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2. Уточняем значение корня по формуле (4.5).
3. Если абсолютное значение функции в найденной точке не превышает неко

торое достаточно малое значение 8, то корень найден, иначе переходим к п.2.

/
i

с I
7

Конец

Рис. 4.10 ▼ Алгоритм метода Ньютона

Из формулы (4.5) видно, что чем больше численное значение производной 
f ( x ) в окрестности данного корня, тем меньшего уточнения требует rte прибли
жение. Поэтому метод касательных (Ньютона) удобен, когда в окрестности даН' 
ного корня график функции имеет болып)то кривизну. Но если численное зна
чение производной f ( x )  в окрестности корня мало, то его уточнение требуй1.



Комбинированный метод

больших правок. В этом случае вычисление корня может оказаться достаточно 
длительным или вообще невозможным. Следовательно, если кривая у = J [x ) 
вблизи точки пересечения с осью Ох почти горизонтальна, то применять метод 
Ньютона для решения уравнений вида (4.1) не рекомендуется [11] (пример 
программирования см. в задаче 4.9).

4.5. Комбинированный метод
Комбинированный метод получают путем соединения метода хорд и метода касатель
ных [11]. Пусть J{а) • J[b) < 0, а/(я) n f ' ( x )  сохраняют постоянные знаки на отрезке 
[а, Ь\. Идея комбинированного метода состоит в том, что на каждом этапе вычис
ляется значение по недостатку и значение по избытку точного корня уравнения 
J(x) = 0. Геометрическая интерпретация метода изображена на рис. 4.11-4.14.

Рис. 4.11 ▼ Геометрическая интерпретация комбинированного метода 
для f  '(х) > 0 и f  "(х) > 0

Рис. 4.12 ▼ Геометрическая интерпретация комбинированного метода 
для f'{x) > 0 и ff "(х) < 0
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Рис. 4.13 ▼ Геометрическая интерпретация комбинированного метода 
для f  '(х) < 0 и f  ”{х){х) > О

Рис. 4.14 ▼ Геометрическая интерпретация комбинированного метода 
для Г(х) < 0 и Г'(х)(х) < Q

Рассмотрим первый случай (рис. 4.11), так как характер вычислений в ос
тальных случаях легко понять из соответствующих чертежей. Кроме того, эти 
случаи "можно свести к первому, если заменить рассматриваемое уравнение 
j ( x )  = 0 равносильными ему: -J [x ) = 0 или ±J[z) = О, где z = -х .

Итак, пусть f ( x )  > 0 и f ' ( x )  > 0 при а <  х <  Ь. Тогда полагаем х0 = а и х*0~ &• 
Следовательно, из формул (4.4) и (4.5) имеем:

" Л*)Я*) - №
f i x )  
fix)'

(X - х),

X = X -

Процесс вычисления корня прекращается тогда, когда будет обнаружено» 
что разность между значением корня по недостатку и значением по избытку



превышает некоторого, заранее заданного, достаточно малого числа 6. По окон 
чании процесса значение корня вычисляется как среднее арифметическое пос 
ледних полученных значений х п  х . Блок-схема алгоритма решения нелинейно 
го уравнения комбинированным методом приведена на рис. 4.15 (приме]: 
программирования см. в задаче 4.9).

Комбинированный метод

Рис. 4.15 ▼ Алгоритм комбинированного метода
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4.6. Метод простой итерации 
(последовательных приближений)
Идея метода простой итерации заключается в следующем [11]. Пусть требуется 
найти корни уравнение f ix )  = 0, гдe j [ x )  -  непрерывная функция. Заменим это 
уравнение равносильным уравнением

Предположим, что нам известно грубое приближенное значение корня х0. 
Подставим его в правую часть уравнения (4.6) и получим некоторое значение

Теперь подставим вычисленное значение хх в правую часть равенства (4.7) и 
получим новое число х2 = ф(лг1). Повторяя этот процесс, будем иметь последова
тельность чисел

Если эта последовательность сходящаяся, то есть существует предел с = Ит*„,
И—

то, переходя к пределу в равенстве (4.8) и предполагая функцию ф(х) непрерыв
ной, найдем:

Из чего следует, что с -  корень уравнения (4.6) и может быть вычислен по фор
муле (4.8) с любой степенью точности. Вообще, процесс решения нелинейного 
уравнения методом простой итерации считается завершенным, если два последо
вательных приближения хпп х п1 совпадают между собой с заданной точностью £• 

Геометрически метод простой итерации можно объяснить следующим обра
зом. Построим графики функций у = х  и у = ф(я) так, как показано на рис. 4.16. 
Абсцисса с точки пересечения М кривой у = ф(я) и прямой у = х -  действитель
ный корень уравнения (4.6). Для дальнейших расчетов изобразим ломаную ли
нию AQBxA xB2Ar .. начиная с некоторой точки AQ(xQ, ф(я0)). Вершины ломаной 
A v А2, ... лежат на кривой у = ф(х), a Bv В2,... -  на прямой у = х. Общие абсциссы 
пар точек А х и Bv А^ и Вг  ... представляют собой последовательные приближе
ния xv х2, ... корня с.

Обратите внимание, что кривая у = ф(я) в окрестности корня с -  пологая, то 
есть |ф'(я) | < 1 и процесс итерации сходится. На рис. 4.17 представлен случаи 

расходящегося процесса, где |ф'(*) | >1.

х -  ф(х). (4.6)

ж, =  Ф (х0). (4.7)

п =  1, 2, .... (4.8)

lim*„ = <p(lim*„-ij => с = <р(с).



Метод простой итерации (последовательных приближений)

Рис. 4.16 ▼ Геометрическая интерпретация метода простой итерации для |<р'(х)| < 1.

Рис. 4.17 ▼ Геометрическая интерпретация метода простой итерации для |<р'(х)| >  1.

Для практического применения метода простой итерации следует помнить, 
Что функцию (4.6) нужно представлять таким образом, чтобы было истинным 
^равенство:

1ф '(х)\ < q <  1, (4.9)

причем чем меньше число q, тем быстрее последовательные приближения схо
дятся к корню с [11 ].
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Рассмотрим общий прием приведения уравнения (4.1) к виду (4.6), для кото
рого выполнялось бы неравенство (4.9). Пусть искомый корень лежит на отрез
ке [а; Ъ], причем

О < т < f '{ x )  < М  (4.10)
для а <  х <  Ь, где т и М -  соответственно наименьшее и наибольшее положи
тельные1 значения производной/ '(* ) на отрезке [ а\ Ь ]. Заменим уравнение (4.6) 
эквивалентным ему уравнением

х = х -  Xf(x) => ф(х) -  х -  АД я), для X > 0.
Подберем X так, чтобы выполнялось неравенство

0 < ф ’(х ) = 1 -  X f ’(x ) < q < 1. (4.11)

На основании неравенства (4.10) получим:

0<1-X*M<1-X*m<q.

С Конец з
Рис. 4.18 ▼ Алгоритм метода простой итерации

1 Если производная / '(* ) отрицательна, то вместо уравнения f i x )  = 0 рассматривается ураВ' 
нение -  f i x )  = 0.



Методы решения алгебраических уравнений

Откуда следует, что А = 1 /  М и  q = l - m / M < l .  Таким образом, неравенство 
(4.11) выполнено.

Вообще, при выполнении условия (4.9) метод простой итерации сходится 
при любом выборе начального значения xQ из [а; Ь]. Это свойство делает метод 
одним из самых надежных вычислительных методов.

Блок-схема метода простой итерации приведена на рис. 4.18 (пример про
граммирования см. в задаче 4.10).

4.7. Вычисление комплексных корней
Пусть необходимо вычислить комплексный корень уравнения

А * ) = (4.12)
где z -  х+  ту и г2 = -1. Для достижения цели воспользуемся методом, аналогичным 
методу Ньютона (касательных). Предположим, что zn -  приближенное значение 
корня уравнения (4.12), принадлежащее некоторой окрестности U, в которой 
функция j (z ) определена, azn+1=zn+ Azn -  уточненное значение корня. Применяя 
разложение в ряд Тейлора в точке zn и считая, что j{z n+l) ~ 0, получим:

М + 1)=Ж)+Ч-/'(г„) = 0.
Следовательно:

Az = - 1 & L ." гм
Таким образом, если известно некоторое начальное значение zQ, то дальней

шие приближения корня можно получить, воспользовавшись формулой:

Zn+' = z"_/{7)’(" = 0’1 2’ •••)• (4ЛЗ)
Алгоритм решения нелинейных уравнений методом Ньютона рассмотрен в 

разделе 4.5. Реализацию этого метода на примере можно увидеть в задаче 4.11.

4.8. Методы решения алгебраических уравнений
Сделаем несколько общих замечаний. Любое уравнение вида Р (х ) = 0, где Р (х ) -  
это ненулевой многочлен, называют алгебраическим уравнением, или полиномом. Вся
кое алгебраическое уравнение пгй степени относительно л: можно записать в виде

апхп+ аЛхп~1 + ... + а Лх + а  -  0,0 1 п -  1 п * (4.14)



где п >  1 и коэффициенты а.-действительные числа, причем а0Ф 0. Кроме того, 
алгебраическое уравнение n-й степени (4.14) имеет ровно п корней, действи
тельных или комплексных.

При решении алгебраических уравнений нам придется многократно вычис
лять значения многочленов, значения его производных и коэффициенты част
ного при делении многочлена на многочлен. В связи с этим остановимся на 
некоторых приемах подобных вычислений.

4.8.1. Вычисление значений многочлена
Пусть требуется найти значение многочлена

Рп(Х) = а 0 * " +  “ l * " '  1 +  -  +  а п - I х  +  а п ( 4 -1 5 )

в точке xQ. Решение этой задачи сводится к вычислению значения выражения:

Рп(*о) = £я,*Г'-
/а 0

Алгоритм решения задачи приведен на рис. 4.19. Он достаточно простой и 
не требует дополнительных пояснений.

ГЛАВА 4 ▼ Методы решения нелинейных уравнений

Рис. 4.19 т Алгоритм вычисления значения многочлена

4.8.2. Деление многочлена на линейный множитель
Пусть требуется найти частное и остаток от деления многочлена (4.15) на линей
ный множитель х -  xQ.

Пусть частным будет многочлен

Q„-i(*)= V"'1+A*“~2+ - + bn-v
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(4.16)

Сравнение коэффициентов при одинаковых степенях х в правой и левой час
тях тождества (4.16) дает:

На рис. 4.20 формулы (4.17) представлены в виде схемы, называемой схемой 
Горнера, где b0 = aQ, а каждое число нижней строки равно сумме двух чисел, сто
ящих над ним.

Алгоритм решения задачи деления многочлена на линейный множитель 
приведен на рис. 4.21.

Кроме того, схему Горнера удобно использовать 
для вычислений значений многочлена в точке х0, так С Gorner(n,a,x0) )
как из тождества (4.16) следует, что Р п(х0) = bn* |

ао= ь0 и а =  Ь -  b._ ,х0, (г = 1, 2, п). 

Следовательно, имеем рекуррентные соотношения

V  % и ЬГ  ai+ bi-\xo' = 2> п)* (4.17)

< 11=1'п >
I

bi=ai+bi_1x0

Ь,

а 1

ь2 ь3
Рис. 4.20 т Схема Горнера

Конец

Рис. 4.21 т Алгоритм
схемы Горнера
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4.8.3. Вычисление производных многочлена
Рассмотрим вычисление производных многочлена (4.15) в точке х=  xQ. Пусть 
частное от деления Р п(х ) на х -  х0:

Qn-\ix) -  Ь°0х"-' + t fx n~' + ... + bl_2x +

тогда

РЛХ) = (х ~xo)Qn-i(x) + К.
Частное от деления Q n _г(х ) на х -  х0 есть

Q n -2 ( х ) = К х - 2 + ь!хп~3 + ... + Ъ\_ъх + Ъ\_2

и

Qn-iM = (х -  xo)Qn-i(x) + К_х.

Следовательно, частное от деления многочлена Qn_k(x ) на х - xQ запи

а-*-. М =
и

£?-*(*) = (* - *<>) &-*->(*) + #-*•
Таким образом, получим последовательность многочленов

Рп(х)> Qn. Qn- 2(* )’ •••» Q iW’ 6о(*)
и матрицу коэффициентов этих многочленов

а0 а, а2 ... аи_2 аи_, ая,
и0 I»0 I»0 I»0 I»0 I»0
Чо Ц 2 **• п-2 w—1 »

г.* sf ^ ... ь:_2 

ь,Г' г>Г\
К-

Аналогично (4.17) получим соотношения:

£>* = Ьк„ - ' , t f = Ь*’1 + £>*,*„, (/ = 1, 2, ..., п -  к;  к = 0, 1. 2, ..., и),
где для симметрии положим

V  = af , (i = 1, 2, ..., и).

Используя тождества (4.19) и (4.21) при k=  1, 2, ..., п -  1, получим

= + *»-! (* “ *о) + Ь1-1 (Х ~ Х«? + ••• + К (* - Х0 )”•
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Запишем разложение Р п(х) в ряд Тейлора в окрестности точки х = xQ:

/ ч п/ , К М ,  \- К М ,  \2 р; М ,  у» 
Рш (Х) = -  Хо) + ~ + -  + ^  '

Сравнивая (4.23) и (4.24) получим соотношения

р. М  = ь» , К М  = = 2\ь1_2, р;;м  = ” 'АЙ-

(4.24)

(4.25)

Таким образом, производные многочлена Рп(х) в точке х = xQ можно вычис
лить, используя формулы (4.22) и (4.25). Алгоритм вычисления т-й производ
ной полинома n-й степени с коэффициентами а. в точке xQ приведен на рис. 4.22.

Рис. 4 .22 ▼ Алгоритм вычисления производных многочлена

Перейдем к описанию методов решения алгебраических уравнений. В прин
ципе методы решения нелинейных уравнений вида (4.1) могут быть использо- 
ВаНы и для решения уравнений (4.14). Но все описанные методы имеют локаль
ный характер, то есть позволяют выполнить процесс уточнения корня при
^°статочно хорошо заданном начальном приближении. Далее будут рассмотрены
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методы, позволяющие находить все корни полиномов, в том числе и комплекс
ные, без знания их начальных приближений.

4.8.4. Метод спуска
Рассмотрим алгебраическое уравнение

Р  (z) = anzn+ a.zn~l + ... + a .z + а , (апФ 0).п' 7 0 1 п-1 /г '  0 ' (4.26)

В общем случае переменную z будем считать комплексной и запишем многочлен 
в виде

Кроме того, функция P n(z) удовлетворяет условиям дифференцируемости Ко- 
ши-Римана, то есть определена в области G, дифференцируема в точке zeG,  
так как функции и(х,у) и v(xty) обладают в этой точке непрерывными частными 
производными:

Известно, что функция F(x,y) имеет только нулевые минимумы. Следователь
но, задача отыскания корней уравнения (4.26) эквивалентна задаче отыскания 
всех локальных минимумов функции F (x ty).

В [5] приведено доказательство того, что если задана точка z0= х0+ i • у0, нахо
дящаяся в окрестности мини[*1ума функции Ffay), то для отыскания следующего 
приближения Zj = Xj + г • у1 необходимо сделать шаг h = zQ -  zv где

причем t -  положительный параметр, для которого в точке z = х + г • у = z0 + К 
имеет место неравенство F(xt, у ) < F (xQ, yQ). При t = 1 получим метод Ньютона, 
который, как известно, достаточно быстро сходится в окрестности корня. Итак, 
каждое новое приближение вычисляется по формуле

Pn(z) = и(х,у) + г • v(x,y), где z = х + г • у.

'  Эу. ди _  Эу
дх ду * Эу Эх

Рассмотрим квадрат модуля функции Pn(z):

F ( x , y )  = P „ (z )P „ (z )  = i i2(x ,y )  + v2(x ,y ) .

(4.27)

где

(4.28)



При заданной точности е счет прекращается при выполнении условия | hk\ < г 
и zk принимается за приближенное значение корня уравнения (4.26).

Если нет информации о распределении корней многочлена Pn(z), то за на
чальное приближение принимают

Методы решения алгебраических уравнений

(4.29)

+
t

^  Конец_____ j

Рис. 4.23 т Алгоритм вычисления корня полинома методом спуска
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где

так как у -  среднее арифметическое всех корней многочлена1. Наличие мнимой 
части в (4.29) позволяет найти комплексные корни при действительных коэф
фициентах уравнения (4.26).

На рис. 4.23 приведен алгоритм вычисления одного корня уравнения (4.26). 
Он заключается в следующих действиях:

1. Вычисляем у по формуле (4.30).
2. Рассчитываем приближенное значение корня zx по формуле (4.29).
2. Принимаем вычисленное значение корня за начальное z0 = zx;
3. Определяем шаг изменения корня по (4.28), причем zk= zQ.
4. Вычисляем следующее приближение корня по рекуррентному соотноше

нию (4.27).
5. Проверяем точность вычислений, если условие | hk\ < е не выполняется, 

то переходим к п.2, иначе z1 -  корень уравнения.

Рис. 4 .2 4  ▼ Алгоритм вычисления всех корней полинома

1 По определению (4.26) многочлена п-й степени ап*  0.
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Обратите внимание, что при практическом применении этого алгоритма 
яуясно будет воспользоваться методами вычисления значения полинома (раз
дел 4.7.1) и значения его производной в точке (раздел 4.7.3).

Получив один из корней уравнения, переходят к вычислению следующего. 
Для этого выделяют из многочлена множитель, соответствующий этому корню, 
и ищут следующий корень уравнения, применяя изложенный выше метод. Ал
горитм вычисления всех корней полинома приведен на рис. 4.24. Он базирует
ся на том, что число корней многочлена равно его степени. Это утверждение 
позволяет организовать цикл из п итераций и последовательно вычислить соот
ветствующее количество корней, всякий раз уменьшая степень полинома (4.26) 
по схеме Горнера, как описано в разделе 4.7.2.

Итак, метод спуска- это итерационный метод, который позволяет найти все 
корни уравнения (4.26) без знания их начальных приближений. Естественно, 
что если начальные приближения корней известны, то метод можно использо
вать для их уточнения. Практическое применение рассмотренного метода мож
но увидеть в задаче 4.19.

4.8.5. Метод парабол
Метод парабол -  это также итерационный метод отыскания всех корней алгеб
раического уравнения (4.26) без знания их начальных приближений. Заключа
ется он в следующем. Исходя из некоторых трех точек zQ, zv ẑ  строится после
довательность zn. Причем, если уже известны zn_2, zm_v zm (т >  2), то для 
построения zm+1 по значениям многочлена Pn(z) в точках zm V zm V zm строится 
интерполяционный многочлен Лагранжа второй степени

r (' - Ч (;  -*•) > +
К -2 “  Zm-l ) (Zn,-2 ~ М

, г (* -  * - 2)(* -  *-) , > (* -  г .., )(*  -  *-■ ) (4-31) 

4  - V ,  - - *.) Л т\̂  ~ *.-а)Ц Т
И За zw+1 принимается ближайший к zm корень уравнения L2 (z) = 0. 

введем обозначения
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и вместо переменной z введем в (4.31) новую переменную -  X:

- Ш  - V PJ ^  .
m

+ - *{*.-№ * ЫЖ +8-) + Pt{Zm) (4-зз)
Корни этого квадратного трехчлена относительно X будут:

___________________-2 Р. (О  5-___________________
8. ± Jgi -  4P„(z„)5„Xm(p„(z„_j)X„ -  Р .(г ..,)8. + Я „ (0 ) (4‘34)

Где

а. = Р,.{^-2 )К  ~ Р„(*„-,)5’ + РДО(*» + 5»)- (4.35)
Следовательно,

х -^ ,(Q 5 „ ,_______________ _
± Jgl -  4f . (^ )8.X.(p,(z„.! )X„ -  p„(zm_,)5„, + P„ (?,„)) (4-36)

причем ± означает, что необходимо выбрать такой знак, при котором знамена
тель имеет максимальный модуль.

Итак, получили формулу для вычисления приближения корня по методу 
парабол:

Zm+ 1 = Zm+ ^n,+ 1 * ^ 11* (4.37)т + I т m+ 1 т '

В [5] доказано, что последовательность zm всегда сходится к некоторому кор
ню уравнения (4.26) независимо от выбора zQ, zJf z2. При этом если zQ= -1, zl ~ 1» 
2̂ = 0, то последовательность сходится к наименьшему по модулю корню. При 
практическом применении расчеты прекращаются, если

~ Zm~' < е, (4.38)

где е -  заданная положительная величина, характеризующая точность приблИ' 
женного значения корня.

Когда корень найден, поступают так же, как и в методе спуска, то есть выДе' 
ляют корень и применяют метод к уравнению меньшей степени.

Блок-схема вычисления корней полинома представлена двумя алгоритмами & 
рис. 4.25. Первый алгоритм определяет один корень уравнения (4.26) и предст^ 
ляет собой последовательное выполнение формул (4.32), (4.35)-(4.3б)1, (4.37) ** 
проверки условия окончания процесса вычислений (4.38). Во втором алгоритм

U 0
1 Здесь для удобства вычислений выражение с корнем в знаменателе обозначим через ит 

вычислим отдельно, затем найдем max(|gm+ Pj, |gwi-  PJ).



заложен процесс вычисления всех корней уравнения (4.26), который практичес 
1си не отличается от алгоритма, используемого при решении алгебраического 
уравнения методом спуска. Разница лишь в том, что схема Горнера (п. 4.7.2) ис 
пользуется как для выделения корня, так и для вычисления значения многочлеш 
в точке.

Методы решения алгебраических уравнений

Рис. 4.25 ▼ Алгоритм вычисления корней полинома методом парабол



Преимущество метода парабол по отношению к методу спуска, описанному в 
разделе 4.7.4, состоит в том, что в первом методе на каждом шаге приходится 
вычислять только значение многочлена, а в методе спуска вычисляется еще ц 
значение производной. С другой стороны, метод спуска сходится быстрее, если 
известны начальные приближения корней. Программа, реализующая этот ме
тод, представлена в задаче 4.10.

4.9. Решение нелинейных уравнений в Mathcad
Рассмотрим возможности численного и символьного решения нелинейных 
уравнений средствами Mathcad.

4.9.1. Алгебраические уравнения
Решить алгебраическое уравнение в Mathcad можно при помощи двух встроенных 
функций:

>  root (F (х ), х) -  возвращает с заданной точностью значение переменной х, 
при котором выражение F (х) равно нулю, функция реализует вычисление 
итерационным методом, и перед ее применением необходимо задать на
чальное значение переменной х, принадлежащее интервалу изоляции корня; 

>* poly roots (v) -  возвращает вектор всех корней (как вещественных так и 
комплексных) полинома n-й степени, коэффициенты которого хранятся в 
массиве v, длиной п + 1.

Решим несколько алгебраических уравнений.
ЗАДАЧА 4.1. Найти корни полинома 2х4-  8л? + вх2-  1 = 0.
Решим это уравнение при помощи функции poly roots (v ) . Массив коэффи

циентов, используемый в этой функции, определим как вектор-столбец из пяти 
элементов. Обратите внимание, что в уравнении отсутствует переменная х в 
первой степени. Это означает, что соответствующий коэффициент равен нулю- 
Полностью решение задачи приведено на рис. 4.26.

Вектор коэффициентов Корни полинома

ГЛАВА 4 ▼ Методы решении нелинейным уравнений

г - п
г -0.307^

0
0.459

8 polyroots (V ) =
1.541

—8
ч 2.307 j

 ̂2 ;

Рис. 4.26 ▼ Вычисление корней полинома



Решение нелинейных уравнений в fVlathcacl

Найдем графическое решение заданного уравнения. Для чего создадим функ
цию F(x), определив полином как сумму произведений коэффициентов на х в 
соответствующей степени, и построим ее график. Точки пересечения графика 
с осью абсцисс и будут корнями уравнения. На рис. 4.27 видно, что графическое 
решение совпадает с аналитическим.

F(x) := £  (у ;-х‘) Полином: V0+V1*x+V2*x2+V3*x3+V4*x4

i =  О

Рис. 4 .2 7  ▼ Графическое решение уравнения

ЗАДАЧА 4.2. Найти решение уравнения Xs + 0,4л? + 0,6л: -  1 = 0.
Решение этой задачи практически ничем не отличается от решения преды

дущей. Разница заключается в способе задания массива коэффициентов для даль
нейшего использования в функции poly roots (v ) . Остановимся на этом вопро
се подробнее.

рп Mathcad - [ris_5_3]

(Variables

+ 0.4-х̂  + 0.б-х|- 1

|  Evaluate > }  «5*
-  Simplify 

% a n d m
|  - Eactor 

-  CoBect | 11
Polynomial Coefficients 1
Variable *  

"Matrix ► 
Щ  Transform s ►,

Evaluation Style...

Рис. 4.28 ▼ Вызов команды, определяющей коэффициенты полинома
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Итак, определить вектор коэффициентов многочлена можно при помощи 
символьной операции Polynomial Coefficient (Коэффициенты полинома), вы
зываемой из меню Symbolics (Символика). При этом многочлен должен быть 
введен в рабочий лист и одна из переменных выделена (рис. 4. 28).

Далее полученный вектор необходимо присвоить какой-либо переменной и 
найти решение, вызвав функцию вычисления корней полинома. Результаты 
аналитического и графического решений приведены на рис. 4. 29.

х3 + 0.4-х2 + 0.6-х - 1

.6
V  :=ш 4

1;

Символьное вычисление 
коэффициентов полинома

Г-Л 
.6 
.4 

1;
Задание массива коэффициентов 

-0.558 + 1.043Л Комплексные и

polyroots(V) = -0.558 -  1.043i 

0.715

действительные корни 
полинома

х\0.4х2+0.6х-1

—

1

У
-1 н |.5 4

Действительный 
корень полинома

Рис. 4 .2 9  ▼ Численное и графическое решение полинома

ЗАДАЧА 4.3. Найти решение уравнения з?(я) = 0, если j(x ) = л?- 18л? + 6.
В этой задаче, как и в задаче 4.2, акцент делается на метод определения ко

эффициентов полинома. На этот раз воспользуемся операцией Coeffs (Коэфф*1' 
циенты), которая находится на панели инструментов Symbolics. На рис. 4.30 
видно, что эта операция содержит два поля ввода. Слева вводят многочлен, 
справа -  неизвестную переменную, от которой он зависит.

На рис. 4.31 приведено численное и графическое решение задачи.



■ coeffs ,i| - »
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lioal complex assume. ■
solve simplify substitute 
factor expand toeffs j

В :== * coeffs, ■ ->

Ш

Ш Ш  senes paifac,......
; la fb ( ir ie i® | la p ^ b i¥ S S m n s r f  * 

inyfourier inviaplace invztrans> >' , *>.' ->  ̂ ~И1 -* '' • *■ .10 >*,v
И1 -

Рис. 4 .3 0  ▼ Вызов операции определения коэффициентов полинома

у(х) := х4 -  18х2 + б

А  := у(х) coeffs ,х

( 6 1
0

-18

'-4.202 ̂  

-0.583
polyroots (А ) =

0.5830

к 1 V v, 4.202 j

Рис. 4.31 ▼ Решение алгебраического уравнения

ЗАДАЧА 4.4. Найти решение уравнения з?(лг) = 0, если у(х)'= я5-  л? + 1.
Решим эту задачу при помощи функции root (F (х ) , х ). Для этого выполним 

бедующую последовательность действий:

1- Введем функцию у(х) в рабочий лист.
2. Определим интервал изоляции корня, для чего выполним построение гра

фика функции у(х).
3. Присвоим переменной х значение одного из пределов интервала изоля

ции, задав тем самым начальное значение.
4. Запишем функцию root (у (х ) ,х )  и вычислим корень уравнения.
На рис. 4.32 приведен ход решения задачи.
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у(х) := х5 -  х3 + 1

5т

21 -ТТГ
J Определение интервала 

изоляции корня

О 1 2
Начальное значение

х := -2

root(y(x) ,х) = -1.237 Единственный корень полинома 

Рис. 4 .3 2  ▼ Вычисление действительного корня полинома

Заметим, что заданное уравнение кроме действительного корня имеет и 
мнимые. На рис. 4.33 показано их вычисление при помощи функции poly
roots (v ) .

Коэффициенты 
уравнения х5-х3+1=0

Действительные и комплексные 
корни полинома х5-х3+1=0

Vp:=l Vj:= 0 Уг:=0 
:= 1

-1.237 

0.341 -  0.785i 

polyroots (V ) = -0.341 + 0.785i 

0.959 -  0.428i 

^ 0.959 + 0.428i J 

Рис. 4 .33 ▼ Вычисление корней полинома

Как найти комплексные корни полинома, используя функцию root (у (х), х ) , 
показано на рис; 4.34. При вычислении второго корня х2 первый исключается 
делением функции у (х) на (x -x l ). Для определенйя третьего' корня функция 
у (х ) делится на (x -x l) (х-х2) и так далее. Заметим, что авторам подобная про
цедура вычисления корней кажется громоздкой.

Далее будет рассмотрено применение функции root (F (х), х) для решения 
неалгебраических уравнений.
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xl := -2  Действительный корень

i := >/^1 х := 1 -»- l -i  Комплексное начальное значение
Комплексные корни

(  у(х) ^х2 := root ,х I х2 = 0.959 + 0.428i 

хЗ := root --------- ^ -------- - ,х хЗ = -0.341 -  0.785i
L ( x -x l )  ( x - x 2 ) ’ J

х4 := root ---------- — Д ^ — --------- - ,х х4 = -0.341 + 0.785iUx-xlHx-xZHx-xS)’J
Г у(х) ~|

Х5 := Г001 (х -х 1 ) - (х -х 2 )  (х -х З )  (х -х 4 )  ,Х] х5 = 0.959 -  0.42Й 

Рис. 4 .34  ▼ Вычисление мнимых корней полинома

4.9.2. Трансцендентные уравнения
Рассмотрим применение функции roo t(F (x ), х) для решения трансце 
ных уравнений.

ЗАДАЧА 4.5. Найти решение уравнения:

г4 (х  -  I)2 -  №  = 0,

Выражение, стоящее в правой части уравнения, можно представить 
разности двух функций J{x) -  g[x) = 0, где

f ( x )  = $ ] (х -\ )2 , g(x ) = ч/л1 .

f(x) := %J(x — l ) 2 &(x) := \jx*

Определение
интервала
изоляции

x := 0 Начальное значение

root(f(x) -  g(x) ,х) = 0.5 Решение уравнения

Рис. 4 .35  ▼ Решение трансцендентного уравнения
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Следовательно, J(x) = g[x), а точка, в которой графики этих функций пересе
каются, является графическим решением уравнения. Итак, для решения задан
ного уравнения (рис. 4.35) выполним следующе ю последовательность действий:

1. Введем функции J[x) и g(x).
2. Определим интервал изоляции корня.
3. Зададим начальное значение х.
4. Найдем решение при помощи функции root ( f  (х ) -g (х ) , х ) .

ЗАДАЧА 4.6. Найти корни уравнения J(x) = 0.
На рис. 4.36 видно, что график функции Д х) трижды пересекает ось абсцисс, 

то есть уравнение имеет три корня. Для решения этой задачи воспользуемся 
тем, что функцию root ( f  ( х ) , х ) можно записать в виде root (F ( x ) , х , а, Ь),гдеа 
и b -  пределы интервата изоляции корня. Понятно, что при такой форме запи
си функции нет необходимости задавать начальное значение х, так как оно оп
ределено в интервале [а; Ь].

X

root(f(x) ,х,0,1) = 0.578 

root(f(x) ,х ,1 ,2) = 1.764

root(f(x) ,х ,5 ,6) = 5.148

root(f(x) ,х , 0 ,2 )  =  j  |

values on the end points must be of opposite signs. 1

Рис. 4.36 ▼ Вычисление корней трансцендентного уравнения

Обратите внимание на последнее обращение к функции root на рис. 4.36. 
Mathcad выдал сообщение об ошибке: Значения на обоих концах и н т е р в а л а  

должны иметь противоположные знаки. Произошло это потому, что интервал 
изоляции задан неверно. На графике видно, что на концах этого и н т е р в а л а  

функция знак не меняет.
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ЗАДАЧА 4.7. Вычислить десять положительных корней уравнения 1 /tg (x ) -  
-*/2 = 0.

На рис. 4.37 изображено графическое решение уравнения. Первая точка 
пересечения графиков функций l/ tg (x ) и х/2 находится в интервале (0; я/2), 
вторая -  (п/2; Зя/2), третья -  (Зя/2; 5я/2) и т.д. Следовательно, интервалы 
изоляции корней заданного уравнения в общем виде можно записать так: ( ( к - 1) я; 
kit + я/2), где А -  целое число.

о п з 5 14
Х,Х,—:,Я — ,Я —2 2 2

Рис. 4.37 ▼ Графическое решение уравнения 1/tg(x) -х/2 = О

Аналитическое решение уравнения 
l/ tg (x ) -  х/2 = 0 приведено на рис. 4.38. 
Обратите внимание на то, как заданы 
интервалы изоляции корней. Так как 
функция l/ tg (* ) не существует в точках 
( k -  1) • я, к ним будем прибавлять заве
домо очень маленькое число.

10

1.077
3.644
6.578
9.63

12.722
15.834
18.955
22.081
25.212
28.345

.«-! Рис. 4.38 ▼ Численное решение 
уравнения J\/tg(x) -  х/2 = 0
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4.9.3. Реализация численных методов решения 
нелинейных уравнений
Воспользуемся возможностями программирования в пакете Mathcad и решим 
несколько задач некоторыми численными методами, описанными в этой главе.

ЗАДАЧА 4.8. Решить уравнение из задачи 4.4 методом половинного деления 
и методом хорд.

Из рис. 4.32 видно, что действительный корень уравнения находится в ин
тервале [-2; -1 ]. Кроме того, нам известно более точное решение х = -1,237, 
найденное при помощи встроенной функции Mathcad. Составим Mathcad-npo- 
грамму (рис. 4.39), воспользовавшись алгоритмом метода дихотомии (рис. 4.5), 
и убедимся, что поиск корня даст тот же результат за 10 шагов.

f(x) := х5 -  + 1

dihotta,b,s) := к <— 0 

while 1

с <—
а + Ь

. 2

Ь с if f(c )-f(a ) < О 

а <— с otherwise 

к < - к +  1

break if | а -  b | < s

dihot( - 2  , - 1 ,0 .001 )  =
\ № J

Рис. 4.39 т  Mathcad-программа решения нелинейного уравнения методом дихотомии
f

Реализация метода хорд, представленного в виде алгоритма на рис. 4.7, при
ведена на рис. 4.40.

ЗАДАЧА 4.9. Найти корни уравнения ё*/Ь -  2 • (я -  1)2= 0 методом каса
тельных (блок-схема на рис. 4.10) и комбинированным методом (блок-схема 
на рис. 4.15).

Заданное уравнение уже рассматривалось в задаче 4.6, и нам известны из 
графического решения (рис. 4.36) интервалы изоляции его трех корней. На 
рис. 4.41 приведена Mathcad-nporpaMMa для метода касательных (Нью тона), а 

на рис. 4.42 -  для комбинированного метода. Нетрудно заметить, что оба 
тода достаточно быстро приводят к искомому решению.
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f(x) := тР -  т? + 1 

hordala,b,s) := к < - О 

while 1

f(a)

f(b ) -  f(a) 

b <— с if f(c )-f(a ) < О 

a <— с otherwise 5 

k < - k + l

break if |f(c)| < s

(b -  a)

horda(-2 ,-1,0.001) =
-1.2364 

30

Mathcad-программа решения нелинейного уравнения методом хорд

f ( x ) : = i - - 2 ( x - l ) 2 f l ( x ) : = i f ( x )  f2(x) := i f l ( x )  
5 dx dx

newton! a ,b ,s ) := k<-0
с < - a if f(a)-f2 (a) > 0 

с <— b otherwise 

wiiile 1

f(c) 
fl (c )  

k < -  k + 1

break if |f(c)| < s

с с -  -

a
f  0.578 Л

new ton  ( 0 , 1 , 0 . 0 0 1 )  = I I

f  1.764Л
newton(l ,2,0.001) = 1 ^ I 

(  5.148
n ew to n (5 , 6 , 0 .0 0 1 )  = 1 ^ I 

Рис. 4.41 ▼ Mathcad-программа для метода Ньютона
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com boU ,b,e ) := к « - 0  

х<— а 

у <— b 

while 1

f(x)

f ( y ) - f ( x )

f(y)

(у-х)

X*

А(У) 
к < - к +  1

break if |у -  х| <  s 

х + у

0

(  0.578^ 
combo (ОД ,0.001) = 1

(1.764̂
combo (1,2,0.001) =  1 I

(  5.148^
combo (5 ,6,0.001) =  I I

Рис. 4 .4 2  т  Mathcad-программа для комбинированного метода

ЗАДАЧА 4.10. Решить трансцендентное уравнение ж- sin(*) = 0,25 методом 
простой итерации.

Будем решать поставленную задачу следующим образом (рис. 4.43):

1. Определим функцию^*) и построим ее график.
2. Найдем начальное приближение корня xQ = 1,2, решив задачу графически.
3. Вычислим первую производную/ 1 (х )  функции f (x ) .
4. Перейдем к уравнению х = ф(х) = х -  АД*), для чего вычислим X > 0 из не

равенства 0 < 1 -  ЯД ж) < 1.
5. Так как X е (0; 1,57), положим X = 1,5 и определим функцию ф(ж) = ж-XJ[x)>
6. Составим программу в соответствии с алгоритмом, изображенным на 

рис. 4.18.
7. Уточним корень и убедимся, что итерационный процесс сошелся д о с т а т о ч 

но быстро и найденное решение совпадает с решением встроенной функ
ции.

ЗАДАЧА 4.11. Найти корни уравнения 0,2 • z + 1 = 0.
На рис. 4.44 изображен график функции J [z )  = ё1-  0,2 • z + 1. Нетрудно опре' 

делить, что заданное уравнение действительных корней не имеет, так как гра' 
фик функции J [z )  не пересекает ось абсцисс.
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f(x) := X -  sin(x) -  0.25 ^  _  j  2

f l ( x ) : = ^ f ( x )
dx

1 -  Л‘0.638 < 1 solve Д  0 < X

1 -  Я-0.638 £ 0 solve,*, ->  X <; 1.5673981191222570533 

X := 1.5 ф(х) := x -  A,-f(x)

iter(xl , s ) : к 0 

while 1 

xO < - xl 

xl < - ф(х0) 

k « -  k + 1

break if |x0 -  xl | < 6

f(x)

1-L/0-̂ 1 2
-1-

C) iter(x0

x := xO root(f(x) ,x) = 1.171 

Рис. 4 .4 3  т  Mathcad-nporpaMMa для метода простой итерации

f(z ) := ez -  0.2-z + 1

ад

Рис. 4 .4 4  ▼ Графическое решение задачи 4.44, поиск действительных корней

Попытаемся определить комплексные корни заданного уравнения. Для ло- 
Кализации комплексного корня приведем уравнение 0,2 • z + 1 = 0 к виду (4.2):

(Жх + Ь) -  0,2 • (ж + iy) + 1 = 0) (^(cos^) + г • sin(jy)) -  0,2 • (х + iy) + 1 = 0) 
ё* • cos (у) -  х/Ъ + 1 + *•($*• sin^) -  у/5).

Графики функций ф(ж, 3;) = е* • cos (у) -  х/5 + 1 = 0 и \|f(x,y) = e?* sin(^) -  у/5 пред
ъявлены на рис. 4.45. Так как они пересекаются, то комплексный корень суще- 
СТвует и приблизительно равен Zg = 0,1 + 2,5г.
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4 т

3 .5 "

з--4

2.5-г

0.05 0.1 0.15 0.2

0.2ь(±~Ч.хIs sin(y)J

Рис. 4 .45 ▼ Графическое решение задачи 4.44, поиск комплексных корней

Составим программу уточнения комплексного корня по методу Ньютона 
так, как было описано в разделе 4.6. Решение поставленной задачи для случая 
комплексных корней приведено на рис. 4.46.

komplex(z,ep) :=

i:=V=I
z := 0.1 + 2.5-i

k <— 0 
while 1

f(z)
f l (z )  

k <— k + 1

break if |f(z)| < ep

f  0.107 + 2.646i 
komplex(z ,0.01) = 1

Рис. 4 .4 6  т  Mathcad-nporpaMMa метода Ньютона для вычисления комплексных корней

4.10. Использование Maple для решения 
нелинейных уравнений
Достаточно мощными средствами для решения нелинейных уравнений облада
ет и пакет Maple. Рассмотрим основные функции.

Для решения уравнений в аналитическом виде используется функция 
solve (<уравнение> # <переменная>), где <уравнение> -  это уравнение, содержа
щее функцию, <переменная> -  переменная, по которой необходимо найти реше-



лие. Возможны различные варианты записи этой функции, например запис 
solve (F ( х ) , х) означает, что решается уравнение^ х) = 0, ав случае solve (F (х)
G (х ) , х) решению относительно ^подлежит в ы р а ж ен и е/ж) = g(x).

Функцию fso lve  (<уравнение>, <переменная>, <опции>) применяют дл 
получения численного решения нелинейного уравнения в форме веществе! 
ных чисел. Параметры <уравнение> и <переменная> имеют те же значения, чт 
в функции solve, а параметр <опции> может принимать следующие значения

>* complex -  находит один или все корни полинома в комплексной форме;
>  f  o l ld ig it s  -  задает вычисления для полного числа цифр, заданного фуш 

цией Digits1;
>* maxsols -  задает вычисление только п корней полинома;
>  in terva l -  обеспечивает поиск корней в указанном интервале и приним; 

ет значения а .. b или х = а .. Ь.

Кроме того, в Maple встроены достаточно специфические функции решени 
нелинейных уравнений, такие как rso lve -  решение рекуррентных уравнений 
isolve -  решение уравнений в целочисленном виде, msolve -  решение уравн< 
ний по модулю т и специальная функция вычисления корней полинома root 
(<полином>), результатом работы которой является список [ [ г 1, ml ] , ..., [ rn 
mn] ] , где r i  -  корень полинома, a mi -  его кратность. Мы остановимся на o c h o i 

ных функция solve и f  solve и рассмотрим их применение на конкретных npi 
мерах.

4.10.1. Алгебраические уравнения
Рассмотрим, как работают описанные функции при решении алгебраически 
Уравнений.

ЗАДАЧА 4.12. Найти корни полинома 2л?- 8л? + 8Х2- 1=0.
Это уравнение уже было решено в задаче 4.1 средствами Mathcad, и мы зн; 

ем, что оно имеет четыре действительных корня. На рис. 4.47 показано, ка

*> so lv e (2*хА4-8*хА3+8*хл2 -1 ,х ) ;

^ 4  +  2 ^ 2  У 4 +  2 У 2  _  л/4 -  2 V 2" V  4 -  2 л/2  

2 ' 1 +  2 2 , +  2
> f s o lv e (2*хА4-8*хлЗ+8*хА2 -1 , х) ;

-0.3065629649, 0.4588038999,1.541196100, 2.306562965

Рис. 4 .47 ▼ Решение задачи 4.12

Использование Maple для решения нелинейных уравнении

Управляет количеством выводимых после десятичной точки цифр.



Maple справляется с этой задачей. Понятно, что функция solve нашла все кор
ни полинома в аналитическом виде, a f solve -  в более привычном численном. 

ЗАДАЧА 4.13. Найти решение уравнения л? + 0,4х?+ 0,6л: -  1 = 0.
Этот полином имеет один действительный и два комплексных сопряженных 

корня (см. задачу 4.2). Из рис. 4.48 видно, что функция solve, в отличие от 
f  solve, выводит все корни полинома, в том числе и комплексные.

> so lv e <хА3+0.4*хА2+0 .6 *х -1 ,х ) ;
-0.5576818009 -  1.042536106 £-0.5576818009+ 1.042536106/, 0.7153636019

> f s o lv e (хА3+0.4*хА2+0.б*х-1 , х ) ;
0.7153636019 

Рис. 4 .4 8  ▼ Решение задачи 4.13

ЗАДАЧА 4.14. Вычислить корни полиномар(х).
Решение этой задачи выполнено при помощи функции roots и приведено 

на рис. 4.49. Здесь в качестве результата получены не только корни уравнения, 
но и их кратность.

> р:»(х-1) *<х-1) *<Х+3) *<х+3) *<Х+3> *<х-4) *<2*х+1) ;
р ~ ( х -  1 )2 0г +  3 )3 ( х - 4 ) ( 2 ; г  +  1)

> ro o ts ( р ) ;

[ 1 .2 ]. [4 .1  ] , [ ~ ,  l ]  [ - 3 ,3 ] j  

Рис. 4 .49  т Решение задачи 4.14

4.10.2. Трансцендентные уравнения
Приведем несколько примеров решения трансцендентных уравнений с помо
щью функций solve и f solve.

ЗАДАЧА 4.15. Решить трансцендентное уравнение ех/Ъ -1/2  = 0.
На рис. 4.50 приведено графическое, символьное и численное решение э т о й  

задачи.
ЗАДАЧА 4.16. Найти корни уравнения г*- 0,2 • z + 1 = 0.
В задаче 4.11 было доказано, что это уравнение не имеет действительных 

корней. На рис. 4.51 можно увидеть, что функция solve пытается вычислить 
аналитический корень, a f solve выдает сообщение об отсутствии корней задан
ного уравнения.

ГЛАВА 4 ▼ Методы решения нелинейных уравнений
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> so lv e (e x p ( х ) /5-1/2, х ) ;

•ш
> f s o lv e (e x p (х )/5-1/2, х ) ;

0.9162907319

1 , c o l o r = b l a c k ) ;

1-

0.8-

0.6-
У

0.4-

0.2-

-'1 -0.5 Ъ 0 . 5 / i J' 1.5 2

-0.2- X

— — " " Й ?

-0.6-

:0.8-

-1-

Рис. 4 .5 0  т  Решение задачи 4.15

> solve(eAz-0.2*z+l,z);

-1. LambertW(-5. ln(g) Q  +  5. in(g)

> £solve(eAz-0.2*z+l, z ) ;
Error/ (in fsolve) e is in the equation, and is not solved for

Рис. 4.51 v Решение задачи 4.16 h

ЗАДАЧА 4.17. Найти решение уравнения х -  sin(x) = 0,25.
Для решения задачи уравнение удобно представить в виде sin(x) = х -  0,25.
рис. 4.52 представлено графическое, символьное и численное решение, при

мем в этот раз функции solve и f solve выдали одинаковый результат. Однако 
если уравнение заменить тождественным ему sinfx) = х -  1/4, то численное 
РеШение функции f solve останется прежним, а аналитическое решение функ- 
Ции solve будет записано через функцию RootOf, которая означает, что корни 
Нельзя выразить в радикалах.



> f  (х) : - s i n ( x )  :g (x )  :=х -0 .25 :
> s o l v e ( f ( x ) = g ( x ) , x ) ;

1.171229652

> f s o l v e ( f ( x ) = g ( x ) , x ) ;
1.171229653

> p lo t  ( [ f  (x) , g (x )  ] , x = - l .  . 2 ry— 1. . 1 , color=b lack ) ;
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> g ( x ) : = x - l / 4 : s o l v e ( f ( x ) = g ( x ) , x ) ; f s o l v e ( f ( x ) = g ( x ) , x ) ;
RootOf( 4  _ Z -A  sin(_Z) -  1 )

1.171229653

Рис. 4 .5 2  ▼ Решение задачи 4.17

ЗАДАЧА 4.18. Вычислить десять положительных корней уравнения 1 / 
- х / 2 -0 .

Идея поиска десяти корней уравнения была изложена в задаче 4.7. 
приведем только ее реализацию в пакете Maple (рис. 4.53).

> i : = 0 : f o r  k from 1 to 10 do
> а : = (k -1 ) *3 .14;b := k *3 .14+3.14/2;± : - ± + l ;
> У [ i ] := fs o lv e (1 / ta n (x ) -x / 2 ,x ,x = a . . b ) ;
> p r i n t ( e v a l ( y [ i ] ) ) ;
> od:

3.643597167

6.578333733

9.629560343

12.72229877

15.83361141

18.95468177

22.08147577

25.21190306

28.34477687

31.47937492

Рис. 4.53. Решение задачи 4.18
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4,10.3. Реализация численных методов решения 
алгебраических уравнений
{(ак известно, Maple обладает собственным достаточно мощным языком про
граммирования. Опишем при помощи Мар1е-языка численные методы решения 
алгебраических уравнений.

ЗАДАЧА 4.19. Решить алгебраические уравнения из 4.4 методом спуска.
Как было сказано в разделе 4.7.4, реализация метода спуска требует опреде

ления значения многочлена в точке (см. раздел 4.7.1), вычисления частного от 
деления многочлена на линейный множитель по схеме Горнера (см. раз
дел 4.7.2) и расчета значения первой производной многочлена в точке (см. раз
дел 4.7.3). Приведем тексты соответствующих процедур на Мар1е-языке.

Рис. 4.54 содержит процедуру вычисления значения многочлена в точке (ал
горитм приведен на рис. 4.19). В качестве тестового примера показано вычис
ление значения полинома у(х) = я5 -  л?+ 1 в точке xQ= 1.

> pol :=»ргос (п,а,хО) #3начение полинома степени п в точке хО
> loca l  i  : : integer;
> s:»0 ;
> fo r  i  from 0 to n do
> s : = s + a [ i ] *xOA(n - i )
> od;|
> e v a l f ( s ) ;
> end:
Warning, 's' is implicitly declared local to procedure 'pol'

> w :=5 :q :=a rray ( 0 . .w , [ 1 ,0 , - 1 ,0 ,0 ,1 ] ) : p o l (w , q , l ) ;
>

1.

Рис. 4.54 ▼ Процедура вычисления значения полинома в точке

> gorner:=ргос(п,а,х0)#Деление многочлена на (х-хО) по схеме Горнера
> loca l i : : in tege r ;
> Ь [0 ] :=а [0] ;
^ fo r  i  from 1 to n-1 do
> b [ i ] :* a [ i ] + b [ i - l ] * x 0  od;
>  eval (b) ;
> end:
Earning, 'b' is implicitly declared local to procedure 'gorner'

*  gorner (w ,q ,-1 .237);
table([0 =  1,1 = -1.237, 2 = 0.530169, 3 =  -0.655819053,4 =  0.8112481686]) 

Рис. 4.55 ▼ Процедура деления многочлена на линейный множитель
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Процедура вычисления частного от деления многочлена на линейный мно
житель по схеме Горнера изображена на рис. 4.55 (блок-схема на рис. 4.21). Здесь 
многочлен у(х) -  л5-  1 делится на (я+ 1,237), результатом являются коэффц. 
циенты нового многочлена меньшей степени.

Текст процедуры, содержащийся на рис. 4.56, представляет собой програм
мную реализацию алгоритма вычисления значения производной в точке 
(рис. 4.22). В данном случае вычисляется значение первой производной мно
гочлена у(х) = я5-  я?+ 1 в точке.

> p ro izv :=proc (n , а ,т,хО)
> loca l  i , k : : in tege r ;g loba l  b;
> fo r  i  from 0 to n do
> b [ - 1 , i ] - = a [ i ] od;
> fo r  k from 0 to m do
> b [k , 0 ] := b [k -1 , 0 ] ;
> fo r  i  from 1 to n-k do
> b [ k , i ] : = b [ k - l , i ] + b [ k , i - l ] * x O  od;
> od;
> P r : » l ;
> fo r  i  from 2 to m do
> P r :=P r* i  od;
> P r := (P r * b [ » ,n -m ] ) ;
> Pr;
> end:
Warning, 'Pr' is implicitly declared local to procedure 'proizv*

> p r o i z v (w , q , l , l ) ;
2

Рис. 4.56 v Процедура вычисления производной в точке х0 -  1

В следующей процедуре отражено вычисление корня алгебраического урав
нения по методу спуска (рис. 4.57).

И в итоге на рис. 4.58 представлена основная процедура, которая позволяет 
найти все корни уравнения. Как видим, вызов процедуры для заданного урав' 
нения дает и комплексные, и действительные корни, причем они полностью 
совпадают с расчетами, проведенными средствами Mathcad в задаче 4.4.
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> pol__nol :*ргос (п,а,ер)
> loca l  i ,gamma,a l fa ,b e t ta ,h ,zO , t ;
> gam m a:»-a [l ]/a [0 ];
> t :« p o l ( n , a ,gamma);
> z l :*eva lf (gam m a+I* (abs (t/a [ 0 ] ) ) A(1/n)) ;
> while true do
> z0 : «z l ;
> a l f a : » p o l  (n ,a ,z 0 ) ;
> b e t ta :*e v a l f  (p r o i z v (n ,a , l , zO)) ;
> h :~ -a lfa/betta ;
> zl:*z0+h;
> i f  abs(h )<ep then b re a k ; f i ;
> od;
> e v a l f ( z l ) ;
> end:

Рис. 4.57 v Процедура вычисления корня многочлена по методу спуска

> korni:»ргос(п,а,ер)
> local j ,y ;g lobal m,o,d,x,k,r;
> c:»a;m:an;r:**n;
> for k from 1 to r do
> у :«evalf(pol_nol(m,c,ep)) ;
> x [k ] :шу;
> d:«eval(gorner<m#c ,y ) ) ;
> *:«m-l;
> for з from 0 to m do
> c [ j ] : « a v a l f ( d [ j ] ) f* od;
> od;
* for i  from 1 to r do
> i f  abs(Im(x[i] ) ) <ep then x [ i ] : » R e (x [ i ] ) f i ;od ;
> RETURN(eval(x)) /
> and:>

is implicitly declared local to procedure 'korni1

> korni(w,q#0.01);
Uble(£l = -0.3407957372 +  0.7854222561 /, 2 = 0.9590620591 -  0.4284231883 /, 3 = -1.236490817,4 = 0.9590683283 +  0.4284 

5 = -0.3408438332 -  0.78543333891

Рис. 4.58 ▼ Процедура вычисления корней многочлена (основная процедура)



ГЛАВА 4 ▼ Методы решения нелинейных уравнений

ЗАДАЧА 4.20. Решить алгебраические уравнения из 4.13 методом парабол 
(см. раздел 4.7.5).

Решение этой задачи основано на алгоритме, изображенном на рис. 4.25, й 
состоит из трех процедур. Первая процедура отражает схему Горнера. Она 
представлена на рис. 4.59.

> w :=3:q:=array(0 . .w , [10 ,4 ,6 ,-10 ]):

> gorner:=proc(п,а,х0)#Схеме Горнера
> local i : : in tege r ;
> b [0 ]:=a[0];
> for  i  from 1 to n do
> b [ i ]  := a [ i ]+ b [ i - l ] * x 0  od;
> e v a l (b ) ;
> end:
Warning, 'b' is implicitly declared local to procedure 'gorner'

> gorner(w,q,4.202);
table([0 = 10, 1 = 46.020, 2 = 199.376040, 3 = 827.7781201])

Рис. 4.59 ▼ Процедура, реализующая схему Горнера

> parabol:=proc(n,a,ep)
> local m,h,Lambda, sigma,a l f a ,betta ,g,p l,p2 ,p3;
> z [0] 1. ;z [1] : - l .  ;z [2] :*0. ; h [ l ]  :=z [ l ] - z  [ 0 ] ;m:=2;
> while true do
> h[m]:=z[m]-z[m-1] ;
> Lambda[m]:=h[m]/h[m-1] ;
> sigma[m]:=1+Lambda[m];
> p l:=gorner(n,a,z [m -2]) ;
> p2:=gorner(n,a,z[m-1]) ;
> p3:=gorner(n,a,z[m]) ;
> g[m]:=pl[n]*Lambda[m]A2-p2[n]*sigma[m]A2+p3[n]* (Lambda[m]+sigma[m]) ;
> alfa[m]:~pl[n]*Lambda[m]-p2[n]Asigma[m]+p3[n];
> betta [m ]: = (g[m]A2-4*p3[n]*sigma[m]♦Lambda[m]*alfa[m]) A(1/2);
> i f  abs(g[m]+betta[m]) >abs(g[m]-betta[m]) then
> Lambda[m+1]: = (-2*p3[n]*sigma[m])/ (g[m]+betta[m])
> else
> Lambda[m+1] : = ( - 2 *p3[n]*sigma[m]) / (g[m]-betta[m]) f i ;
> z[m+l]:=z[m]+Lambda[m+l]*h[m];
> m:=m+l;
> i f  abs ( (z[m]-z[m-1] ) /z[m]) <ep then break f i ;
> od;
> z[m];
> end:

Рис. 4.60 ▼ Процедура вычисления корня многочлена методом парабол
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Вторая процедура реализует поиск корня алгебраического уравнения мето- 
дом парабол (рис. 4.60).

Обе эти процедуры используются в основной, которая и вычисляет все кор- 
ни многочлена (рис. 4.61).

>  p o l y : = p r o c ( n , a , e p )
 ̂ local k ,c ,b ,A ;

> с:*а;
> k:*n;
> for i  from 1 to k do
> x [ i ] : = p a r a b o l (k - i + l , c , e p ) ;
> b :®gorner(k-i+1, с , x [ i  ] )  ;
> c:=b;
> od;
> eval (x) ;
> end:
Sarning, 'x' is implicitly declared local to procedure 'poly'

> po ly (w ,q ,0 .001);
printlevel := 1

tablefl 1 = 0.7153631965, 2 = -0.5576815980 + 1.0425358591,3 = -0.5576815980 -  1.042535859 Ц) 

Рис. 4.61 ▼ Процедура вычисления всех корней многочлена

4.11. Возможности MATLAB для решения 
нелинейных уравнений
Вычисление корней нелинейных уравнений в MATLAB осуществляет встроен
ная функция fzero. Для решения алгебраических уравнений применяют функ
цию roots. Рассмотрим несколько примеров решения нелинейных уравнений с 
^пользованием этих функций.

ЗАДАЧА 4. 21. Вычислить корни полинома я? + 0,4л^+ 0,6* -  1 = 0,
Полином в MATLAB определяется вектором его коэффициентов. Следует 

п°мнить, что коэффициенты в векторе должны располагаться от большей сте
гни  к меньшей и наличие нулевых коэффициентов обязательно. Решение за- 
а̂чи в MATLAB приведено в листинге 4.1.
^СТИНГ 4.1 
^  Р=[1 0.4 0.6 -1];* X'rootS(Р);
^  X 
X =:

'0.5577 + 1.0425i



-0.5577 - 1.0425i 
■0.7154

ЗАДАЧА 4. 22. Найти решение уравнения х -  sin(x) = 0,25.
Для решения этой задачи воспользуемся функцией f  zero ('паше', хО), где паше - 

имя файл-функции, вычисляющей левую часть уравнения, хО -  начальное прибли* 
жение к корню. Определим файл-функцию так, как показано в листинге 4.2:

Листинг 4.2
function y=f(x) 
y=x-sin (x)-0.25;

А  затем решим уравнение (листинг 4.3).

Листинг 4.3
»  fzeroC 'f" ,1)

ans =

1.1712

Сравнивая полученные результаты с решением этого же уравнения в зада
че 4.17, убеждаемся в правильности решения.

ЗАДАЧА 4. 23. Найти корни уравнения е?/5 - 2 -  (х -  1)2= 0.
Графическое решение этого уравнения было найдено в задаче 4.6. Поэтому 

нам известно, что уравнение имеет три корня. Интервалы изоляции корней 
также определены. Поэтому для решения поставленной задачи воспользуемся 
функцией f  zero ( ’name*, [a b ] ), где name -  имя файл-функции, вычисляющей ле
вую часть уравнения, [a b ]) -  интервал изоляции корня. Листинг 4.4 содержит 
текст файл-функции, а решение представлено в листинге 4.5.

Листинг 4.4
function y=h(x) 
у=ехр(х)/5-2*(х-1)л2;

Листинг 4.5
»  z ( l )= fz e ro ("h " , [0 1 ]);
»  z (2 )= fzero (f,h" # [1 2 ]);
»  z (3 )= fzero ("h ", [5 б ] ) ;
»  z

z =

0.5778 1.7639 5.1477

В листинге 4.6 приведен еще один пример работы функции f  zero. В 
ном случае интервал изоляции корня задан неверно. На границах указываемо 0̂
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интервала функция h не меняет знак, а смена знака -  обязательное условие ло
кализации корня.

ЛИСТИНГ 4.6
>> z (4 )- fz e ro ("h ", [0 3 ]);
??? Error using ==> fzero
The function values at the interval endpoints must d if fe r  in sign.

Важной особенностью функции fzero является возможность выдавать не толь
ко значение корня, но и значение функции в этой точке, например, так, как по
казано в листинге 4.7.

Листинг 4.7
»  [ r #ep3=fzero("h", [0 1]) 
г =

0.5778
ер =
-1.1102е-016

Советы но использованию математических пакетов

4.12. Советы по использованию 
математических пакетов при решении 
нелинейных уравнений
Оценивая возможности математических пакетов Mathcad, Maple и MATLAB по 
решению нелинейных уравнений, можно сделать следующие выводы.

Идея решения алгебраических уравнений в этих пакетах одна и та же. Вво
дится либо полином, либо его коэффициенты, и соответствующая функция 
вЫдает все корни, в том числе и комплексные. Стоит отметить лишь специфи
ческие особенности пакета Maple. Так, например, функция solve вычисляет 
КоРни полинома, в том числе комплексные, аналитически (в радикалах), а 
fsolve выдает только действительные корни в численном виде, но, с другбй 
Ст°роны, вывод результатов в этой функции можно регулировать различными 
°пЦиями.

Трансцендентные уравнения в Mathcad, Maple и MATLAB также решить не 
^Ж но, достаточно знать либо начальное приближение корня, либо интервал 
ег°  Изоляции. Кроме того, стоит отметить, что в Maple и Mathcad возможно 
Вручить символьное решение уравнения, а функция MATLAB fzero  обладает 
**°3Можностью не только вычислять корень, но и рассчитывать значение функ- 
^  в этой точке.
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4.12. Задания для самостоятельного решения
В табл. 4.1 приведены уравнения. Для каждого уравнения нужно составить про. 
граммы вычисления корней с погрешностью е = 0,0001 в соответствии с указан
ным номером метода решения (1 -  метод половинного деления, 2 -  метод хорд? 
3 -  метод касательных, 4 -  комбинированный метод, 5 -  метод простой итера
ции, 6 -  метод спуска, 7 -  метод парабол). Вычислить количество итераций. 
Проверить работу программы, выполнив вычисления средствами математичес
ких пакетов.

Таблица 4.1 ▼ Задания для самостоятельного решения

№  Уравнение Метод № Уравнение Метод

х -  0,2sin(jc + 0,5) =  0 1 JC -  COSJC = 0 2

1 х2 -  lg(jc + 2) =  0 3 6 e x +  jc2 = 0 4

jc3 + 25 jc + 19 =  0 6 л:3 +  35 jc -  12 =  0 7

x2 -  20sinjc =  0 5 JC2 -  COSJC2 =  6 1

2 ln *  +  (x + l ) 3 =  0 2 7 (jc -  l ) 2 -  0,5e* =  0 3

jc4 -  2jc3 -  5x2 -  10jc - 1  = 0 7 jc4 -  8 *3 -  IOjc2 -  40jc +  7 = 0 6

x2 -  sin5jc =  0 4 л/jc -  2 cosjc = 0 5

3 ex + x2 = 2 1 8 2 -  jc =  lnjc 2

x3 -  18 jc + 33 =  0 6 jc3 +  33 jc + 21 =  0 7

1,8jc2 -  sinlO* =  0 3 3jc -  cos* = 1 4

4 2\nx -  — = 0
JC

5 9 *2\gx -  -  = - i 1

JC4 -  4 jc3 - ,1 9 jc2 -  26jc +  1 = 0 7 x4 + 4 * 3 -  19x2 — IOjc +  1 = 0 6

Jx + 1 -  — = 0
JC

2 1l g x ----- 2 = 0
JC

3

5 jclnjt -  100 = 0 4 10 bo
 

1 
1 *

 
II о 5

jc3 -  21 jc -  47 =  0 6 x4 +  6x3 -  5x2 +  24x +  2 =  0 7



Приближенное 
решение систем 
нелинейных 
уравнений

Вэтой главе рассматриваются методы решения систем нелинейных урав
нений.

В дальнейшем будем рассматривать систему

(5.1)

F, (дг,, дг2 , £ II о

F2 (x, , х2 , . £ II о

Fn (*> > *2 > £ II о

5.1. Метод Ньютона
%Дем считать совокупность аргументов системы (5.1) n-мерным вектором

1 с°вокупность функций -  n-мерным вектором-функцией

(FA

F  =



ГЛАВА 5 ▼ Приближенное решение систем нелинейных уравнений

Тогда систему (5.1) можно представить в виде

F(x) «  0. (5.2)
Воспользуемся методом Ньютона (последовательных приближений) для ре

шения системы (5.2). Предположим, что для одного из изолированных кор- 
ней1 я этой системы найдено /е-е приближение of. Тогда точный корень для (5.2) 
можно представить так:

х = од + е\

где е* -  погрешность корня.
Подставим (5.3) в векторное уравнение (5.2). Получим

F(o? + £*) = 0.

(5.3)

(5.4)

Если функция F (x ) непрерывно дифференцируема в некоторой области, 
которой принадлежат х и я*, то

F(**+ е*) = F(o<*) + FXot) • е*= 0, (5.5)

где

Г ( Х) = w(x) =

ГЭ£ Э£
Эх, дх2
bf2 *5. ..
Эх, Эх2

E l dFn E l
Эх.  ̂ * Эх2

..., п.

E l
Эх,\ 7 /

Уравнение (5.5) представляет собой линейную систему2, где в роли неизвес
тных выступают поправки еД а главная матрица -  W(*):

F{of) + Щод) • е*=0, (5.5)

Предполагая, что определитель матрицы W(o?) не равен нулю, получим

е*= (5.6)

Из чего будем иметь основную формулу метода Ньютона:

л**1 = Xs- W ’V )  • Д А  (k = 1, 2, ...), (5-7)

1 Подробно изоляция корня описана в первом параграфе четвертой главы.

2 См. главу 1.



Метод Ньютона

где за лР можно взять грубое значение искомого корня. При практическом при
менении метода для решения нелинейных систем (5.2) вычисления по форму
ле (5.7) прекращают, когда

Итак, исходя из вышеизложенного, запишем алгоритм метода Ньютона:

1. Определяем начальное приближение лР.
2. Уточняем значение корня по формуле (5.7).
3. Если условие (5.8) выполняется, то задача решена и я*+1 -  корни векторно

го уравнения (5.2), ицаче переходим к п.2.

Будем считать, что функции F(x) нелинейной системы (5.2) и матрица их 
производных W(x) уже определены, тогда блок-схема алгоритма решения этой 
системы будет выглядеть так, как показано на рис. 5.1. Обратите внимание, что 
в блок-схеме не показан процесс решения /шнейной системы (5.6). При практи
ческом программировании здесь можно использовать любой из методов, опи
санных в первой главе. Пример создания программы метода Ньютона приве
ден в задаче 5.5.

|я*+1-  х*| < е. (5.8)

х=хО

+

^  Конец

Рис. 5.1 ▼ Алгоритм метода Ньютона для решения нелинейных систем



5.2. Метод итерации
Преобразуем систему (5.1) следующим образом:

т  ГЛАВА 5 V Приближенное решение систем нелинейных уравнений

*1 =  Ф| (х, . х2 , .. *„)>
Х2 =  <Р2( * | .  * 2 .  •

Л  =  Ф» (*1 ’ Х2 ’ ■ х „ ),
(5.9)

где функции фг ф2, ..., фи -  действительные, определенные и непрерывные в 
некоторой изолированной области, которой принадлежат решения (яр jc ) 
этой системы.

Введем в рассмотрение векторы

и ф =

и запишем систему (5.9) в векторной форме

х = ф(х). (5.10)

Для решения уравнения (5.10) удобно использовать метод итерации. Основ
ная формула этого метода имеет вид:

х*+1 = ф (А  (5.11)

где за хР = х можно взять грубое значение искомого корня. Заметим, что если 
процесс итерации сходится [11], то предельное значение

* = lim**
к —

обязательно является корнем уравнения (5.10), а если все приближения я* при' 
надлежат области изоляции корня, то х -  единственный корень.

Условием окончания процесса итерации может служить неравенство (5.8)- 
Алгоритм метода итерации показан на рис. 5.2. Он настолько прост, что не 

нуждается в дополнительных пояснениях.
Если систему (5.1) записать в векторной форме

F(x) = О, (5.И)

где F(x) -  векторная функция, определенная и непрерывная в области и з о л я  

ции корня х, то затем ее можно преобразовать и записать в виде
х = х + А • F(x), (5.12)»

где Л -  матрица с ненулевым определителем. Теперь, введя обозначение
х + Л • F(x) = ф(х), (5.13)’



Метод итерации

С

+
♦
F 7
Конец )

Рис. 5.2 ▼ Алгоритм метода итерации для решения нелинейных систем (5.10)

получим

х=ф(х). (5*14)
Это означает, что метод итерации применим и к нелинейным системам, 

представленным в виде (5.1). Приведем без вывода формулу для вычисления 
матрицы Л:

а ц E l ]
-1

Эл;, дх2 дхп

E l Е . E l
Л. =  ) ) - ' = - Эх, дх2 дхп =

dFn dF„ E l
Эх, дх2 дхп>

Е .
дх. (5.15)

Если при вычислении Л окажется, что определитель матрицы F  '(хР) равен 
**Улю, то необходимо подобрать другое начальное приближение.

Заметим, что изложенный метод решения системы (5.11) называют модифи
цированным методом Ньютона. Опишем его алгоритм (5.3), учитывая, что усло
вие окончания процесса вычисляется по формуле (5.8), а также то, что уравне- 

системы и их производные определены ранее в виде функций.

1- Выбрать начальное приближение л?.
2. Определить значения матрицы А(л?) по формуле (5.14).
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3. Уточнить значение корня по формуле (5.12), то есть х*+1 = я*+ А • F(xll).
4. Если условие (5.8) выполняется, то задача решена их*+1-  корни векторно- 

го уравнения (5.11), иначе переходим к п.З.

^  Конец ^

Рис. 5.3 ▼ Алгоритм модифицированного метода Ньютона

5.3. Метод градиента
Довольно типичной проблемой при решении нелинейных систем является слож
ность выбора хорошего начального приближения. В этом случае применение из
ложенных выше методов становится затруднительным, так как все они имеют 
достаточно локальный характер сходимости. В подобной ситуации обосновано 
применение градиентного метода решения системы нелинейных уравнений. 

Пусть дана система (5.1), тогда в векторной форме она имеет вид

. F(x) = 0, (5.16)

где ж -  вектор, a F(x) -  вектор-функция.
Предположим, что F. -  действительные, непрерывно дифференцируемые 

функции в их общей области определения. Рассмотрим функцию

и (х )  = 2 { f, ( x) ) 2 = ( а д ,  а д ) .  (5.17)
i * 1

Предположим, что система (5.17) имеет изолированное решение, котор°е 
является точкой минимума функции U(x). Поставим задачу вычисления мий**' 
мума функции U(x).



Дадим геометрическую интерпретацию решения данной задачи (рис. 5.4) 
Пусть х -  вектор решений системы, а л? -  его начальное приближение. Черес 
точку л? проведем поверхность уровня функции U(x). Далее из точки хР двигаемся 
по нормали к поверхности U(x) = и(эР) до тех пор, пока эта нормаль не коснется 
в некоторой точке х1 какой-то другой поверхности уровня U(x) = U{xl). Затем 
отправляясь от точки х1, снова двигаемся по нормали к поверхности уровня U(я' 
= U{d) до тех пор, пока эта нормаль не коснется в некоторой точке л? новой 
поверхности уровня U(x) = U(o?), и т.д. Так как U(xP) > U (x ') > U(x?) > ..., то, двига 
ясь таким же образом, мы быстро приблизимся к точке с наименьшим значени 
ем Ц которая соответствует искомому корню х системы (5.1).

Метод градиента ▼

Рис. 5.4 т Геометрическая интерпретация градиентного метода

Дадим определение градиента [6]. Градиент функции U(x)1 есть вектор, при 
ложенный в точке х, имеющий направление нормали п к поверхности уровш 
Функции в данной точке в сторону возрастания U u  длину, равную дЦ\дп. Спра 
ьедлива формула

—— j - dU ди ди f „ V

™=аГ'+ аГг + - +йГ"’ = ’ ’
гДе е. -  орты пространства Еп.

1 Приняты обозначения grad U  или V U, где символ V называют наблой.
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Теперь обозначим через *

(д£)
Эх,
W_
Эх,

ди
градиент функции U(x). Из векторных треугольников OM0M V OMlAI2, ... заклю
чаем, что

**+1 = (& = 0, 1, 2, ...), 

где пока неизвестен множитель Рассмотрим функцию

Ф(Х) = tf(** -lr V17(x*)).

Функция Ф(Х) дает изменение уровня функции U  вдоль соответствующей 
нормали к поверхности уровня в точке я*. Множитель X = Хк необходимо подо
брать таким образом, чтобы функция Ф(Х) имела минимум. Для этого продиф
ференцируем Ф(Я) по Я и полученное выражение приравняем к нулю:

ф'(А ) = - ^ у [ х к -  A V (/ (*‘ ) )  = 0.

Наименьший положительный корень этого уравнения и даст нам значение \  
(подробный вывод см. [ 11]):

(/=■(**), • игг(**) • f (x*))2 К
(w (x k)  • »"■(**) • f ( x k), w (xk)  • W’ f t )  • f ( * ‘ )) (5.18)

где

Г М
Эх, Эх2 дх„

§ 5 l E l
Эх, дх2

dFn dFn

ЭхV. 1 Эдг2 Эл„ 1
-  матрица Якоби вектор-функции F.

Имеем основную формулу градиентного метода:

л*+1 = л* -  (к = 0, 1, 2, ...). (5.19)



Несмотря на громоздкие вычисления, составить алгоритм градиентного 
метода будет несложно.

1. Задать начальное приближение л?.
2. Рассчитать ji по формуле 5.18.
3. Вычислить следующее значение депо формуле (5.19).
4. Если условие (5.8) истинно, то решение найдено и равно х, иначе перейти 

к п.2.

Блок-схема этого алгоритма изображена на рис. 5.5, а пример программы дан 
в листинге 5.1.

Решение нелинейных уравнений в Mathcad т

Рис. 5.5 ▼ Алгоритм градиентного метода

5.4. Решение нелинейных уравнений в Mathcad
Для решения систем уравнений в Mathcad существует так называемый решающий 
блок. Открывается он ключевым словом Given и имеет следующую структуру:

Начальные условия
Given
Уравнения
Ограничительные условия
Выражения, содержащие функцию для решения системы
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Рассмотрим назначение каждого из элементов структуры:

>  начальные условия определяют начальные значения искомых переменных 
и задаются обычным присваиванием;

>  уравнения задаются с применением жирного знака раэенства (панель ин
струментов Boolean (Логические операции))между левой и правой частя
ми уравнения;

V  ограничительные условия задаются в виде неравенств или равенств (па
нель инструментов Boolean), которые должны выполняться при решении 
системы уравнений;

>  выражение, содержащие функцию для решения системы, может быть 
представлено одной из функций: Find, Minerr, Maximize, Minimize, Ode- 
solve, Pdesolve.

В этом разделе мы будем иметь дело только с функциями Find и Minerr, по
этому дадим их описание:

>  Find (xl, х2,..., хп) возвращает значение одной или ряда переменных xl, 
х2, ..., хп для точного решения системы;

>* Minerr (x l, х2, ..., хп) возвращает значение одной или ряда переменных 
xl, х2 ,..., хп для приближенного решения системы с минимальной ошиб
кой.

Разница между этими функциями заключается в том, что первая использует
ся, когда решение F (x l , х2, ..., хп) =0 реально существует, вторая пытается най
ти такие значения переменных x l , х2, ..., хп, при которых функция F (x l , х2, 
..., хп) будет максимально приближена к нулю. Например, если функция F (x l , 
х2 , ..., хп) такова, что при заданной точности вычислений Find выдаст сообще
ние о том, что решения не существует, то Minerr выдаст значения переменных 
x l , х2, ..., хп, но с меньшей точностью. Применение функций рассмотрим на 
конкретных примерах.

ЗАДАЧА 5.1. Найти уравнение окружности, проходящей через три точки: 
А (26; 4), В(9; 21) и С(17; 17).

Уравнение окружности имеет вид: (я -  х0)2+ (y -y 0)2=z R 2, где М (х ; у) -  коорди
наты некоторой точки, лежащей на окружности, О(х0; у0) -  координаты центра, 
a R -  радиус окружности. Таким образом, задача сводится к отысканию значений 
xof у0, R  Составим систему из трех уравнений и разрешим ее относительно не
известных х0, у0У R:

(2 6 -*0)2+(4  - y 0Y = R \
■ (9 - х 0) * + (2 1 -y 0)2= R \

( 1 7 -^ ) 2+ ( 1 7 - %)2= Л 2.
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На рис. 5.6 показано решение этой системы при помощи функции Find.

хО := 0 уО := О R̂ := 1 Начальные значения 

Given
2 2 2 1 

(2б -хО) + (4 -  уО) = R  решение системы из трех
(9 -  хО)2 + (21 -  уО)2 = R2 уравнений с тремя

о о ■> неизвестными
(17 -  хО) + (17 -  уО) = R

Решение нелинейных уравнений s Mathcad!

хО4]ЛУЛУ fxO ' ( 2)
Л := Fmd(xO,yO,R) уО = -3

UJ 2̂5 j

Рис. 5.6 ▼ Решение системы уравнений использованием функции Find

Поскольку необходимые параметры найдены, составим уравнение и отобра
зим окружность и точки, через которые она проходит, на графике (рис. 5.7).

Г*°1
уО = -3

,25 j

Параметры окружности

Уравнение окружности

(х -  хО)2 + (у  -  уО)2 =  R2
Функции, задающие линии окружности

2
уО + (-Х2 + 2-ххО -  хО2 + R2) 2 yl (х) := уО

2
2

_уО -  (-х2 + 2-х-хЮ -  хО2 + R2)

:= уО + ( -х 2 + 2-х-хО -  хО2 + R2)

у2(х) := уО:= уО -  ( -х 2 + 2-х-хО -  хО2 + R2)

X  := (26 9 17) Y :=  (4  21 17) Координаты точек А, В, С

Окружность и точки А, В, С

х,х,Х

Рис. 5.7 ▼ Графическое решение задачи 5.1



7 ГЛАВА 5 V Приближенное решение систем нелинейных уравнений

На рис. 5.8 приведено решение рассматриваемой системы уравнений с по
мощью функции Minerr. Как видим, оно полностью совпадает с решением с по- 
мощью функции Find (рис. 5.6).

На рис. 5.9 приведен пример некорректного решения поставленной задачи. 
В начальных условиях переменной R  присвоено нулевое значение, то есть пред- 
полагается, что радиус окружности равен нулю. При попытке решения с помо
щью функции Find Mathcad выдает сообщение об отсутствии решений. Minerr 
решает систему, но предложенное решение не представляет интереса с точки 
зрения поставленной задачи. Следовательно, решая системы нелинейных урав
нений, функцию Minerr использовать нужно осторожно, а начальные значения 
переменных подбирать как можно точнее.

хО := 0 уО := О R:= 1 Начальные значения 

Given
2 2 2 

(26 -  хО) + (4 -  уО) = R Решение системы из трех
(9 -  хО)2 + (21 -  уО)2 в  R2 уравнений с тремя

2 о о неизвестными
(17  -  хО) + (17  -  уО) = R

( j & ^xO^ r 2 >

ж := Minerr(xO ,y0  ,R) yO = - 3

, 2 5 ,

Рис. 5.8 т Решение системы уравнений с использованием функции Minerr

Given

(2 6 -x O )2 + ( 4 -y O ) 2 = R2 

(9 -x O )2 + ( 2 1 -y O )2 = R 2

А=7»Л=-о &:=0
Given

(26 -  xO)2 + (4 -  yO)2 = R2 

(9 -  xO)2 + (21 -  yO)2 ss R2 

(17  — xO)2 + (17  -  yO)2 = R2

117  -  xO) + (1 7 -  yO) = R
Find(xO,yO,I<$ = a

No solution was found. Try changing 
the guess value or the value of TOL or CTOL.

Minerr(xO ,y0 ,R) =

( 16.544^  

14.815  

0 Проверка

(26 -  xO)2 + (4 -  yO)2 = 692  

(9 -  xO)2 + (21 -  yO)2 = 522 

(17  -  xO)2 + (17 -  yO)2 = 578

Рис. 5.9 ▼ Пример использования функций Find и Minerr



Решение нелинейных уравнений в Mathcad

ЗАДАЧА 5.2. Решить систему нелинейных уравнений:

л* + / +  З х -  2у = 17, 
л2* / +  х - у =  12.

Графическое решение системы приведено на рис. 5.10.
р-,' >

2 2 „  ̂ 2 2 х + у + 3-х-2-у=17 х + у + х+у=12

Г Г

1 + (l8 -  х2 -  3*х)2 —  + — -(49 -  4-х2 -  4-х)2 
2 2

1 1

_1 -  (l8 -  х2 -  3-х)2_ ^ * - 4 ^ - 4 ^

1

yl(x) := 1 + (l8 -  х2 -  3-х) уЗ(х) “  у  + ^ 4 9  -  4-х2 -  4-х)2 

_1 _1

у2(х) := 1 -  (lS  -  х2 -  3-х)2 у4(х) := у  -  — (49 -  4-х2 -  4-х)2

Рис. 5.10 ▼ Графическое решение задачи 5.2

Очевидно, что система уравнений имеет два решения, так как окружности 
пересекаются в двух точках. Для определения каждого из них необходимо дваж
ды воспользоваться решающим блоком и соответствующим образом подобрать 
начальные значения переменных. На рис. 5.11 показано, как это сделать.



i
х := 2 у := 0 Решение в первой четверти
^ сп системы координат

х2 + у2 + 3-х-2-у;= 17

х2 + у2 + х + у = 12

ГЛАВА 5 ▼ Приближенное решение систем нелинейных уравнений

“ 2 X —  0 Решение в третьей четверти
Qivcn системы координат

х2 + у2 + 3 -х -  2*у =  17

2 2  /  
х + у + х + у = 1 2

а — > (3 -(rj
Проверка

x l2 + y l2 + 3x1 -  2-у1 = 17 х22 + у22 + 3x2 -  2-у2 = 17 

x l2 + y l2 + x l + y l = 12 х22 + у22 + х2 + у2 = 12 

Рис. 5.11 ▼ Численное решение задачи 5.2

ЗАДАЧА 5.3. Решить систему уравнений:

л? + f  + Зя—  2у -  4, 
х + 2у = 5.

Данная система легко сводится к одному уравнению при помощи элементар
ных преобразований (рис. 5.12). Линейное уравнение решается относительно 
одного из двух неизвестных: например, можно выразить х через у, выполнив 
команду Symbolic >  Variable >* Solve (Символика >* Переменная >  Решить) 
при выделенном х. Полученное выражение необходимо подставить в квадрат
ное уравнение и упростить: Symbolic >* Variable >  Collect (Символика >  Пере
менная >  Привести подобные).

В уравнении х + 2-у = 5 выразим х через у: -2 -у  + 5

Подставим в уравнение х2 + у2 + 3 -х -  2-у -  4 = о

Получим: (-2-у + 5)2 + У 2 + 3-(-2*у + 5) -  2-у -  4 = О
2

Упростим, полученное выражение: 5*У - 2 8 у  + 3б =  0 

Рис. 5.12 ▼ Приведение системы из задачи 5.3 к одному уравнению



Решение квадратного уравнения с одним неизвестным, полученного в ре
зультате преобразований заданной системы, приведено на рис. 5.13. Графичес
кое решение уравнения показало, что имеется два действительных корня. По
этому решающий блок используется дважды с соответствующими начальными 
значениями.

5"
3"

-3"
-5-1

У :== О 
Given

5-у2 -2 8 -у  + 4 0 = 4  

X -  Find(y) х := -2 -у + 5  

у = 2 х = 1

Х:=3 '
G iven

5-у2 -  28-у + 40 =  4 

Х := Fmd(y) & := -2 -у + 5  
у =  З.б х = -2.2

Рис. 5.13 ▼ Решение одного уравнения с помощью решающего блока

Эта задача была приведена исключительно для демонстрации использования 
решающего блока при определении корней одного уравнения. Советуем чита
телю проверить полученные здесь решения способом, описанным в предыду
щих задачах.

ЗАДАЧА 5.4. Решить систему линейных уравнений.
Задача приводится как пример использования решающего блока для вы

числения корней системы линейных уравнений. Ход решения приведен на 
рис. 5.14.

Обращаем внимание читателя на то, что в Mathcad существует возможность 
выбрать численный алгоритм, которым будет решена система. На рис. 5.15 
Изображено меню, которое появляется, если щелкнуть правой кнопкой мыши 
По функции Find. По умолчанию установлен автоматический выбор числённогс 
алгоритма (AutoSelect). Для решения нелинейных систем предусмотрены алго 
ритмы сопряженных градиентов, Левенберга и квазиньютоновский. Кроме 
того, можно воспользоваться пунктом Advanced Options (Дополнительные па 
раметры) для установки параметров численного алгоритма.



ГЛАВА 5 V  Приближенное реиземйе систем нелинейных уравнени

х1 := 0 х2 := 0 хЗ := О х4 := О 

Given
7.5-xl + 1.8 x2 -  2.1 хЗ -  7.7 x4 =  1.1 

-10-х1 + 1.3 -Х2 -  20-хЗ + 1.4*х4 =  1.5 

2.8*х1 -  1.7*х2 + 3.9*х3 + 8.8-х4 =  1.2 

10-х1 + 31.4*х2 -  2.1-хЗ -  10-х4 =  -1.1

(  0.244 ^

-0.085 

-0.194 

V, 0.128 ;

Рис. 5.14 ▼ Решение системы линейных уравнений с помощью решающего

Find(xl ,х2 ,хЗ ,х4) =

p '? '~ '?& t e t a t e  S e ie c B  ч i h r p / i
I-''' * . •  i  ~--Ш ' &У*' N  ' -*•'
i f r p  .'»* % r g  P  i l  I  P I
К  A u to S e te c t

и
L in e a r* ■ i. пт и - ? ■*].;4" j  " /-" -•- * '"л w-ijg;; ••• y

1*  c o n ju g a t e  G r a d ie n t
....." ■ —
L e v e n b e r g - M a r q u a r d t.

m ja s iH M ew co n  

A d v a i ic e d  O p t io n s . ; .

Q u a & a z i c
..................

1;с ' , - > * ■ ~ t  - Ж’ ’  i  >2
к & р -д а . .

|i v , ?
u  11Ш ,'<■ .<> |Щ£|Ё .л'.. |g|||gjgjji Я | 1 г > ,  Л
do U J£

Я ш  C o p y

И  P a s t a

г—* :: ~ ,нг-1
> Й Г  P r o p e r t i e s . , .

"" ........................- .....и у  , , ,  , .. , ,. .*

D is a b le  ^ v a lu a t io n

Рис. 5.15 ▼ Меню выбора численного алгоритма решения системы

ЗАДАЧА 5.5. Решить нелинейную систему методом Ньютона:

х1 + 3 • lo g ix j  -  0,
2хх -  ххх2 -  Ъху + 1 = 0.



Решение нелине лчык уравнений в Mathcs d

Идея метода Ньютона изложена в разделе 5.1. Там же приведен алгоритм, 
рис. 5.16 содержит графическое решение заданной системы. Нетрудно заме
тить, что система имеет два решения.

»

Заданная нелинейная система

2 x l2 - x l x 2 - 5 x l  + l  =  0

xl + 3 -log(xl) -  х22 =  0 4

Символьные преобразования (Simbolics\Veriable\Solve).

Для первого уравнения Для второго уравнения

2x1 - 5 x 1  + 1 

id 1п(10)

-1
_ 1п(10)

Графическое решение системы

5т| 

4+

2х12-5х1+1 

к1

1 1 +
[h(10)(xlln(10)+31n(xl))]2

[bi(10) & l l n ( 1 0 ) + 3-Li(xl))]

[ln (10)(x*ln (10) + 3 1n(xl))]

ln(10)

-1
ln(10)

-1 ■

[h(10) (xl ln(10)+31n(xl))]
- 3 - .

-A"

-5 -

-̂---1----1----1----1
2.5 3 3.5 4 4.5 5

xl

Рис. 5.16 ▼ Графическое решение системы из задачи 5.5



ГЛАВА 5 ▼ Приближенное решение систем нелинейных уравнений

Решение задачи показано на рис. 5.17. Здесь процесс отыскания корней сис
темы при помощи метода Ньютона организован в виде функции, входные пара
метры которой -  вектор начальных приближений и точность вычислений.

<ЖЮШ:= 1 

F l(x l ,х2) := xl + 3 log(xl) -  х22 

F2(xl ,х2) := 2-xl2 -  xl x2 -  5 x1 + 1

W l l (x l  ,x2) := — F I(x l ,x2) W12(xl ,x2) := — F I(x l ,x2) 
dxl dx2

\V21 (xl ,x2) := —  F2(xl ,x2) \V22(xl ,x2) := i _ F 2 (x l  ,x2) 
dxl <1x2

nc\vtl(xO,s) := while 1 

x < -  xO

< 4 v il(x b x2) W12(xb x2) 

,x2) W22(xj ,x2)

b*-\( F l(x i ,x 2)

^К(х, « ) , 

xO <— x -  lsoK c(\V,b) 

break if min( |x0 -  x|) < 6

xO

Решение системы Проверка

X  := newtl

Y  := licwtl

3.5
,0.0001 X

f 3.48744 ̂
(.2.26163 J n № - X 2) - 0 ,.00000

[ (1 .5 Л  1 (  1.4 
,0.0001 Y  =  \-i) . V“i*:

1.45889 ̂
F2 Y i ,Y 2j = -0.00000..39677J

Рис. 5.17 ▼ Решение нелинейной системы методом Ньютона
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ЗАДАЧА 5.6. Найти положительные корни системы из задачи 5.5 методом 
итерации и модифицированным методом Ньютона (описание см. в разделе 5.2). 

Рис. 5.18 содержит решение поставленной задачи методом итерации.

Приведение системы к виду х=ф(х)

ф1 (х ,х ) := ... i  ф2(х ,у) := yjx + 3 log(x)

iterfxl ,y l ,s ) := k < -  О 

while 1 

xO < - xl 

yO < - y l 

xl ф1 (xO ,y0) 

y l <— ф2(х0,у0) 

x < - xl -  xO 

y « -y l-y O  
k <— k + 1

break if max( |x| , |y|) < e

0  
peiuei

(:
iter(3.5,2.2,0.001) =

Положительное решение системы

3.4858 ^

L260S4 J
Рис. 5.18 ▼ Решение нелинейной системы методом итерации



▼ ГЛАВА S ▼ Приближенное решение систем нелинейных уравнений

Отыскание решений системы нелинейных уравнений модифицированным 
методом Ньютона показано на рис. 5.19.

IXх >у):=
2-х - х - у -  5-х + 1 

х + log(x)-3 -  у2 j

Вектор-функция заданной 
системы

D(x,y) := -  

itcralX.s) :=

^ -F (x ,y )i ^ -F (x ,y )i  
dx dy

ч-l

iF (x ,y )2 lF (x ,y )2 
V<b dy

Матрица Л

Л  « -  d ( x , ,x 2)

while 1 

x ,« -X ,  

x2< -X 2 

Y  < - A -F (x ] ,x2)

X  < - x + Y

break if max( |x -  X|) < e

X

Положительное решение системы
(З.ЗЛ (ЗЛВ7Лхо U.i J i t c r a ( x o >o *o o o i > = [ 2 2 6 2 )

Рис. 5.19 ▼ Решение нелинейной системы модифицированным методом Ньютона

5.5. Использование Maple для решения 
нелинейных уравнений
Для решения уравнений и систем в Maple предназначены функции solve и 
f  solve. Подробно они были описаны в разделе 4.9. Напомним, что solve ищет 
решение в аналитической форме, a f  solve -  в численной. Синтаксис этих ко
манд при решении систем уравнений следующий :

>* so lv e ( {<уравнения>}, {<переменные>});
>* f  solve ( {<уравнения>}, {<переменные>}, <опции>).



Использование Maple для решения нелинейных уравнений

То есть обе команды решают систему уравнений, заданную первым парамет
ром, относительно переменных, указанных во втором1. Важной особенностью 
синтаксиса этих функций является то, что система уравнений и ее неизвестные 
задаются в виде множества. Кроме того, если не задано множество перемен
ных, относительно которых следует разрешить уравнение, Maple выдаст все 
решения относительно всех неопределенных переменных. Если же уравнения 
системы заданы не в виде равенства, а в виде выражения, то это выражение 
воспринимается пакетом как левая часть уравнения с нулевой правой частью.

Рассмотрим несколько примеров решения систем нелинейных уравнений в 
Maple.

ЗАДАЧА 5.7. Решить задачу 5.1 средствами Maple.
На рис. 5.20 показано решение системы, к которой сводится задача 5.1 с по

мощью функции solve. Как видим, она предлагает два аналитических решения. 
Но одно из них не удовлетворяет условию задачи, так как радиус окружности не 
может быть отрицательным. Чтобы выделить из множества верное решение, 
можно применить функцию eval.

> u l : « (26-хО)А2+(4 -уО )A2-RA2 :
> u2: * (9 -хО )Л2+(21-уО)A2-RA2 :
> u3: « (17-хО)А2+(17-уО)A2-RA2 :
> so lv e ( ( u l , u2, u3 ) ,  { xO, yO, R) ) ;

{ R =  25,у 0 =  -3, x 0 =  2 ) ,  { R =  -25, y 0 =  -3, x 0  = 2 }

> S :«so lve  ( { u l ,u2 ,u3 ) ,  (x0,y0,R )) :
> e v a l ( S [ l ] ) ;

( R = 2 5 , y 0 = - 3 , x 0 = 2 )

Рис. 5.20 ▼ Аналитическое решение задачи 5.7

Рис. 5.21 содержит решение задачи с применением функции f  solve. В пер
вом случае пользователю предлагается лишь отрицательное решение, не кор
ректное с точки зрения поставленной задачи. Во втором случае получаем вер
ное решение, установив в опциях положительный диапазон изменения радиуса.

> f s o l v e ( { u l , u2 ,u3 ), (x 0 ,y 0 ,R ) ) ;
{/?= -25.00000000, х 0 =  2 000000000,у 0 =  -3.000000000}

> f  solve ( { u l , u2 , u3) ,  { xO ,y0 ,R), {R=0 . . 100 )) ;|
{ x 0 =  2.000000000, y 0 =  -3.000000000, R =  25.00000000}

Рис. 5.21 ▼ Численное решение задачи 5.7

Параметр <опции> описан в  разделе 4.9 .
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ЗАДАЧА 5.8. Найти численное и аналитическое решение задачи 5.5 средства
ми Maple.

Графическое решение системы из задачи 5.5, из которого видно, что систе
ма имеет два корня, показано на рис. 5.16.

Если система не имеет решения, которое можно было бы выразить через 
радикалы, то для представления результатов работы функции solve Maple ис
пользует функцию Root Of ( ) , при этом заменяя переменные уравнения систем
ной переменной _Z. Решение данной задачи (рис. 5.22) приводит именно к та
ким результатам, которые мы не приводим в силу их громоздкости. Однако 
приближенное численное значение функции Root Of () можно получить с помо
щью функции eva lf.

> sol ve ( { xl+3 *loglO ( x l ) -x2 A2 ,2* x lA2 -x l*x2 -5 *x l+ l  >, { x l , x2}) :
> e v a l f  ( {%)) ;

( (x2  =  -1.396767010, x l  =  1.458890230} }

Рис. 5.22  т  Аналитическое решение задачи 5.8

Заметим, что решение нелинейных уравнений и систем в аналитическом (сим
вольном) виде достаточно сложная задача и иногда довольно простые на вид систе
мы могут не решаться в Maple. В этом случае он вообще не выдает никаких резуль
татов или выдает, но не все. Так, в нашей задаче с помощью функции solve найдено 
только одно решение системы, тогда как графически было найдено два корня.

Функция f  solve по умолчанию находит только одно решение. На рис. 5.23 
показано, как можно найти все корни уравнения, задавая интервал изменения 
неизвестной величины.

> f s o lv e ( |x l+ 3 * lo g l0 (x l ) - x 2 A2 ,2 *x lA2 -x l * x 2 -5 * x l+ l ) ,
| x l ,x2 > ) ;

{ x l  =  1.458890230, x2 =  -1.396767009}

> f s o lv e ( ( x l+ 3 * lo g lO (x l ) -x 2 A2 ,2 *x lA2 -x l * x 2 -5 *x l+ l },  
lx l ,x 2 > , |x l*3 ; .4 ,x 2 «2 . . 3 ) ) ;

{ x l  =  3.487442788, x2 =  2.261628631)

Рис. 5.23 ▼ Численное решение задачи 5.8

ЗАДАЧА 5.9. Решить систему уравнений

ос + f  + Зх -  2у -  О, 
х + 2у = 5.

Система не имеет действительных решений, так как линии на графике (рис. 5.24) 
не пересекаются.
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> im p lic itp lo t  <{хА2+уА2+3*х-2*у«0,х+2*у«5),  
х«-4  . .2 ,у*-2  . .4 , со!ог*Ыаск) ;

Попытка решить эту задачу численно приводит к том); что Maple просто 
повторяет введенную команду f solve так, как показано на рис. 5.25. Происхо 
дит это потому, что по умолчанию эта функция ищет действительные корни си 
стемы. Указав в опциях complex, получим комплексное решение. Аналитичес 
кая функция solve выдает комплексный ответ сразу.

> f  solve ( { хА2+уА2+3*х-2*у*0, х+2*у»51г|зс,у|) ;

fso lve ({x 2 +,y2 +  3 дг~ 2 у = 0 , х  +  2 у = : 5 ) ,  { х , у ) )

> eva l f  (solve <{хА2+уА2+3*х-2*у»0 ,х+2*у=*5 ) , { х , у } ) ) ;
{ у  =  2.800000000 +  0.4000000000 /, х  =  -0.600000000 -  0.8000000000 /}

> fso lv e (| x A2+yA2+3*x-2*y«0 ,x+2*y*5 ), |х#у ) ,complex);
{у  =  2.800000000 -  0.4000000000 /. х  =  -0.6000000000 +  0.8000000000 / }

Рис. 5.25 ▼ Решение задачи 5.9

5.6. Возможности IVIATLAB для решения 
нелинейных уравнений
^Шение нелинейных уравнений и систем выполняется в MATLAB с помощьк 
Функции f  solve. Синтаксис этой функции выглядит так:

fso lve (<имя функции>, сначальное значение>),



где <имя функции> -  имя М-функции, которая определяет левую часть уравне
ния^*;) = 0 или системы уравнений F(x) = 0: она должна принимать на входе 
вектор аргументов и возвращать вектор значений; <начальное значение > -  век
тор приближений, относительно которого будет осуществляться поиск реше
ния.

Рассмотрим несколько конкретных задач.
ЗАДАЧА 5.10. Найти решение системы нелинейных уравнений

Х* + X* = 1, 
хj3 -  х2 = 0.

Решим систему графически. Для этого выполним перечень команд, указан
ных в листинге 5.1. Результат работы этих команд показан на рис. 5.26. Понят
но, что система имеет два корня -  положительный и отрицательный.

Листинг 5.1
»  х=-1:0.01:1; %Аргумент
»  у1=(1-х.л2 ) .л (1/2); %Первое уравнение, положительные значения 
»  у2=-(1-х.л2 ) (1/2); %Первое уравнение, отрицательные значения 
»  уЗ=х.л3; %Второе уравнение 
»  у=[у1;у2;уЗ] ; %
»  p lo t (х ,у , 'к . ')
»  grid on
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Составим М-функцию, соответствующую левой части системы (листинг 5.2)- 
Здесь важно помнить, что все уравнения должны иметь вид F(x) = 0.

листинг 5.2
function f=fun(x) 
f  (1)=х(1Г2+х(2Г2-1; 
f (2 )= x ( ir3 -x (2 );  
end
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Теперь решим систему (листинг 5. 3), указав в качестве начального прибли
жения функции f solve вначале вектор ( 1, 1), затем ( - 1, - 1).

Листинг 5.3
>> fso lve ( 1 fun1,[1 1])
Optimization terminated: first-order optimality is less than options.TolFun.
ans =

0.8260 0.5636 
»  fs o lve ( ' fun', [ - 1  -1])
Optimization terminated: first-order optimality is less than options.TolFun. 
ans =

-0.8260 -0.5636

ЗАДАЧА 5.11. Решить систему нелинейных уравнений

х* + х% + х£ - 1,

2х*+ х~- 4х3= 0,

Ъ х * - А х 9+ я32 = 0.

Листинг 5.4 содержит М-функцию заданной системы, а ее решение показано 
в листинге 5.5. Обратите внимание на выходные параметры функции f  solve. 
Здесь х -  это решение системы, f  -  значение вектор-функции для найденного 
решения, а ех -  признак завершения алгоритма решения нелинейной системы. 
Отрицательное значение параметра ех означает, что решение не найдено, ноль -  
досрочное прерывание вычислительного процесса при достижении максималь
но допустимого числа итераций, положительное значение подтверждает, что 
решение найдено с заданной точностью. В нашем случае значения функции для 
найденного решения близки к нулю и признак завершения положительный, зна
чит, найдено верное решение.

Листинг 5.4
function f=Y(x) 
f (1 )=х(1)л2+х(2)л2+х(3)л2-1; 
f (2)=2*х(1)л2+х(2)л2-4*х(3);
£(3)=3*х(1Г2-4*х(2)+х(ЗГ2;
end

%
Листинг 5.5
»  [хД  ,ex]=f solve ( 'Y ' ,[0.5 0.5 0.5])
Optimization terminated: first-order optimality is  less than opt ions. TolFun. 
x =

0.7852 0.4966 0.3699
f =

1.0e-009 *
0.1828 0.3652 0.5480

ex =
1
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ЗАДАЧА 5.12. Решить систему из задачи 5.9 средствами MATLAB. 
Графическое решение системы (рис. 5.24) показало, что она корней не име- 

ет. Однако применение к системе функции f solve дает положительный ответ 
что видно из листинга 5.6. Происходит это потому, что алгоритм, реализован
ный в этой функции, основан на минимизации суммы квадратов компонент 
вектор-функции. Следовательно, наличие точки минимума не гарантирует су
ществование корней системы в ее окрестности.

Листинг 5.6
function y=Fu(x)
у(1 )=х (1 )л2+х(2Г2-3*х(1)-2*х(2);у(2)=х(1)+2*х(2)-5;
end
%------------------------
»  [х ,f  ,ex }= fso lve("fu " Д1 1})
Optimization terminated: first-order optimality is  less than 
options.TolFun. 
x =

0.3033 2.3483
f =

1.0e-009 *
0 .2 0 1 2  0 .0001

ex = 1
ЗАДАЧА 5.13. Используя градиентный метод, решить нелинейную систему

х + я2-  2yz = 0,1, 
у -  f +  Sxz -  -0 ,2 ,
z + 2?+ 2ху = 0,3.

Алгоритм метода градиента описан в разделе 5.3. Для того чтобы реализо
вать его программно, необходимо составить следующие М-функции:

>• вычисление значений системы нелинейных уравнений (листинг 5.7);

Листинг 5.7
function f=F(x/y /z) 
f (1 )=x+xA2-2*y*z-0.1; 
f(2)=y-y"2+3*x*z+0.2; 
f (3 )=z+zA2+2*x*y-0.3; 
end

Листинг 5.8
function W=Yak(x0,y0,z0) 
syms x у z

>* определение матрицы Якоби (листинг 5.8);
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Wl= d if f (F (x ,y ,z ) ,х ) ;
W2 = d iff(F (x ,y ,z ),у ); 
w3 = d if f (F (x ,y ,z ),z ); 
vt=[w1;w2;w3] ;
Wl=subs(wl,{"x", 'У  , ’z‘ } , {xO,yO,zO}) ;
W2=subs (w2, { "x", *y1,' z '} ,  {xO#y0, zO}) ;
W3=subs(w3, { "x”, 'y ' , ' z' } , {xO,y0,zO});
W=[W1;W2;W3);
End

>* реализация метода градиента (листинг 5.9).

Листинг 5.9
function x l=grad(x l/ep) 
while 1 

xO=xl;
a=F (x0 (l),x0 (2 ),x0 (3 )); 
w=Yak(xO(l),x0(2 ),x0 (3 )) ' ;  
b=w*w' *a ’ ;
Mu=dot (a,b) /dot (b,b) ; 
xl=xO-Mu*w'*a';
R=x0-xl;
i f  max(abs(R))<ep 

break;
end;

end;
end
%■-------------------------
%Результат работы М-функции 
»  [XI]=grad(X0,0.001)
XI = %Решение системы 

0.0129 
-0.1779 
0.2447 

»  F(X1(1)/X1(2)/X1(3)) 
ans = %Проверка 

1.0e-003 *
0.1048 -0.0521 0.0152

Примите к сведению, что функция решения уравнений и их систем может 
Оглядеть так:

fsolve(<HMH функции>, сначальное значение>/ <опции>),

Г̂ е <опции> -  это дополнительные параметры управления вычислительным 
процессом. Определить эти параметры можно при помощи функции optim - 
8еМ<вид контроля>, <значение>).
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Например, в листингах 5.3, 5.5 и 5.6 функция f  s o lv e  используется без допол
нительных параметров и всегда сопровождается сообщением о модификации 
алгоритма. Это сообщение можно подавить, если использовать команду 
f  so lv e  ( ' fun' , xO, optim set ( ' f  s o lv e ' ) ) ,  тогда будут установлены все принятые 
по умолчанию настройки.

Если в качестве параметра использовать функцию optimset ( 'D isp lay
■ i t e r ' ) ,  то будет выводиться информация о каждом шаге вычислительного 
процесса, а функция optimset ( ' Display', ' f i n a l ' ) выведет информацию толь
ко о завершении процесса. Отключить вывод информации вообще можно с по
мощью команды optimset ( 'Display' , ' o f f ' ). Параметр optimset ( 'Display' ,
' n o t i f y ' )  установлен по умолчанию.

Функция optim set ( ' T o lX ',  ' 1. Ое-8 ')  поможет установить точность вычис
лительного процесса.

Допустима и такая конструкция optimset ( ( ' D isplay ' , ' i t e r ' , 'To lX ' ,
' 1. Ое-8 ' ) ,  в которой одновременно задается и вывод информации о вычисли
тельном процессе, и точность вычислений.

5.7. Советы по использованию математических 
пакетов при решении нелинейных уравнений
И Mathcad, и Maple, и MATLAB отлично справляются с решением нелинейных 
систем. Mathcad и его решающий блок Given привлекают высокой степенью на
глядности. Maple поражает обилием разнообразных функций, предназначенных 
для решения уравнений и систем. Кроме универсальных команд solve (анали
тическое решение) и f  solve (численное решение) он содержит специализиро
ванные команды решения задач определенного класса, например можно искать 
только целочисленные корни (isolve), корни по заданному модулю (msolve) или 
решать рекуррентные уравнения (Ksolve). MATLAB, несмотря на небогатый 
выбор функций ( f  solve), обладает уникальной возможностью управления вЫ' 
числительным процессом. Так, например, при изучении численных методов 
весьма полезными могут оказаться сведения о ходе вычислений, представлен
ные в листинге 5.10 (решение задачи 5.11). Здесь кроме результата выведена и 
таблица, каждая строка которой соответствует одной итерации. Из таблица 
можно узнать, сколько раз вызывалась исследуемая функция, текущее приблй' 
жение и значение функции от него, а также численный метод, которым пров^ 
дилось решение.
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Листинг 5.10
x=fsolve("Y",[0.5 0.5 0.5],optimset("Display"iter1))

Norm of First-order Trust-region
Iteration Func-count f(x) step optimality radius
0 4 2.625 5.75
1 8 0.294922 0.395285 3.55
2 12 0.000739126 0.0854008 0.161
3 16 6.30212e-009 0.00460618 0.000466
4 20 4 .67008e-019 1.35103e-005 4.02e-009 
Optimization terminated: first-order optimality is less than options.TolFun. 
x =

0.7852 0.4966 0.3699

5.8. Задания для самостоятельного решения
1. Найти численное и графическое решения системы нелинейных уравне

ний средствами Mathcad:

cos*+ 2 у -  2,
I  л? / 3 -/ / 3 =  1.

2. Решить систему нелинейных уравнений в MATLAB численно и графически:

j  f - o ? /  2=1,
г 2,lsini{tf- 1) + у = 0,1.

3. Определить корни системы нелинейных уравнений в символьном виде, 
численно и графически используя возможности Maple:

К л2 + 2 f  = 1,
К ’, л? -/=1 .

4. Решить нелинейную систему методом Ньютона в MATLAB:

Р  ' s in (* -  0,6) -  у = 1,6,
Зх -  cosy = 0,9.

5. Применить метод итерации для решения системы нелинейных уравне
ний в среде пакета Maple

г s in (2 x -у) -  1,2я = 0,4,
£ 0,8*2+ 1,5/= 1.

6. Найти корни нелинейной системы с помощью модифицированного мето
да Ньютона, используя возможности MATLAB:

sirry + 2х = 2, 
co s (* - 1) + у = 0,7.



7. Используя градиентный метод, решить систему нелинейных уравнений в 
Mathcad:

cosx + у = 1,5,
2 я - sin (y - 0,5) = 1.

8. Определить корни уравнения в Mathcad, MATLAB и Maple, используя 
только функции, описанные в этой главе:

a) Ъ х- 81п(х) = 8;
b) я1/2-  cos(0,387x) = 0;
c) 1,8л2-  sin(lOx) = 0.

9. Свести нелинейную систему к одному уравнению и решить его с помощью 
функций, описанных в этой главе, в Mathcad, MATLAB и Maple:

tg(xy) = л2, 
0,8л? + 3 /  = 1.

10. Решить систему линейных уравнений в Mathcad, MATLAB и Maple, исполь
зуя только функции, описанные в этой главе:

0,64л:, + 0,72х,- 0,83*,+ 4,2х4= 2,32, 
0,58л:,- 0,83.ч^+ 1,43х3-  0,62л:, = 1,71, 
0,86л:, + 0,77*,- 1,83л^+ 0,88л:4= -0,54, 
1,32х,- 0,52л^~ 0,65х3+ 1,22л:,= 0,65.

г  ГЛАВА 5 ▼ Приближенное решение систем нелинейных уравнений



Численное
интегрирование и 
дифференцирование 
функций

Эта глава посвящена проблемам численного интегрирования и дифферен
цирования. Рассмотрены методы приближенного вычисления опреде
ленных интегралов, уделено внимание задаче вычисления несобствен

ного интеграла, а также приведены формулы для приближенного вычисления 
производных.

6.1. Методы численного интегрирования
Пусть дана функция/я), известно, что она непрерывна на интервале [я; Ь\, и уже 
определена ее первообразная F(x), тогда определенный интеграл от этой функ
ции можно вычислить в пределах от aj\o 'b по формуле Ньютона-Лейбница [6]:

]f(x)dx = F(b) -  F(a), (6 .1 )

где F  \х) =J[x).
Однако на практике часто встречаются интегралы с первообразной, которая 

не может быть выражена через элементарные функции или является слишком 
сложной, что затрудняет или делает невозможным вычисления по формуле 
(6.1). Кроме того, нередко подынтегральная функция задается таблицей или 
графиком, и тогда понятие первообразной вообще теряет смысл. В этом случае 
большое значение имеют численные методы интегрирования, основная задача кото
рых заключается в вычислении значения определенного интеграла на основа
нии значений подынтегральной функции.
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Численное вычисление определенного интеграла называют механической 
квадратурой. Формулы, соответствующие тому или иному численному методу 
приближенного интегрирования, называют квадратурными. Подобное название 
связано с геометрическим смыслом определенного интеграла: значение определен
ного интеграла

у  =  !f(x )d x , / ( * )  >  О 
ь (6.2)

равно площади квадрата, которая, в свою очередь, совпадает с площадью криво
линейной трапеции с основаниями [а; Ь] и J{x).

6.1.1. Интегрирование по методу прямоугольников
Интегрирование по методу прямоугольников заключается в том, что интервал интег
рирования [а; Ь\ делится точками xQ, xv ..., хп на п равных частей (рис. 6.1), причем

х.= а, х = Ь,О ’ п ’

длина каждой части составляет
h = (Ь -  а) /  п,

и тогда
х.= xQ +  ih, i =  1, п -  1.

Из каждой точки х. проведем перпендикуляр до пересечения с кривой j{x), а 
затем заменим кривую подынтегральной функции ломаной линией, отрезки 
которой параллельны оси абсцисс.

Рис. 6.1 ▼ Графическая интерпретация метода левых прямоугольников



Методы численного интегрирования 1 ^ Г

Площадь полученной ступенчатой фигуры можно найти как сумму площадей 
прямоугольников, стороны которых равны h и у.. Следовательно, площадь от
дельного прямоугольника составит

s, = У, • Л’
тогда

S = 1/W dc = y0h + y,/i + y2h + ... + y , . th = f ( x 0)h + f ( x t)h + f { x 2)h + ... + / (* „_ ,)* .
a

Следовательно, формула вычисления определенного интеграла по методу 
прямоугольников имеет вид:

I = ]f(x)dx= А1/(л/ч).
a i = 1 (6.3)

Формулу (6.3) называют еще квадратурной формулой левых прямоугольников. По
ясним почему. Рассмотрим другую геометрическую интерпретацию метода пря
моугольников, изображенную на рис. 6.2. В этом случае площадь ступенчатой 
фигуры будем вычислять так:

S = \f(x)dx = yth + y2h + ... + y„h = f(x,)h  + f ( x 2)h + ... + f ( x n)h.
a

Из чего вытекает квадратурная формула правых прямоугольников:

/ = jf(x)dx = h i  fix,).
a i = 1 (6.4)

Рис. 6.2 ▼ Графическая интерпретация метода правых прямоугольников
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Рис. 6.3 содержит еще один пример геометрической интерпретации интег
рирования по методу прямоугольников. Идея этого метода заключается в том 
что значение функции вычисляется в точке, расположенной в середине отрез, 
ка [л: ; я.], то есть

h h+ — = X ,----.
2 ' 2

Из чего вытекает квадратурная формула средних прямоугольников: 

]f{x)dx = + |j = л | /^ , -  'j .I = (6.5)

Формула (6.5) имеет большую точность [9] по сравнению с (6.3) и (6.4), по
этому именно ее применяют чаще всего и называют формулой прямоугольников.

Рис. 6 .3  ▼ Графическая интерпретация метода средних прямоугольников

С точки зрения алгоритмизации метод прямоугольников достаточно просТ* 
Необходимо выполнить следующие действия:

1. Определить шаг разбиения интервала [а; Ь].
2. Рассчитать сумму значений функции в соответствующих точках интервал3'
3. Получить результат, умножив полученную сумму на значение шага.
Блок-схемы вычисления определенного интеграла по всем трем квадраТУР 

ным формулам прямоугольников показаны на рис. 6.4 (примеры программер 
вания в задаче 6.3).
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а) б) в)
Рис. 6 .4  ▼ Алгоритмы методов а) левых прямоугольников; б) правых прямоугольников;

в) средних прямоугольников.

6.1.2. Интегрирование по методу трапеций
Для интегрирования методом трапеций участок интегрирования [а; b] также 
разбивают на п равных частей. Если провести ординаты во всех точках деления
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и заменить каждую из полученных криволинейных трапеций прямолинейной 
(рис. 6.5), то приближенное значение интеграла будет равно сумме площади 
прямолинейных трапеций.

Площадь отдельной трапеции составляет:

S = ^ l L . h ,
2

следовательно, площадь искомой фигуры вычисляют по формуле:
h

S = \f(x)dx -  ±S, = f t t y . ,  -  у,) = h ■ у .
a i= 1 2/ = l 1 2  i = 1

Таким образом, получена квадратурная формула трапеций для численного ин
тегрирования:

/  =  j m a x  =  h  • j V w  ±  / w  +  s 7 ( X j ) j .  ( 6 6 )

Рис. 6.6 содержит алгоритм, реализующий численное интегрирование по 
квадратурным формулам трапеций. Задача 6.6 демонстрирует пример исполь
зования этого алгоритма.

Рис. 6.6 ▼ Алгоритмы метода трапеций



6.1.3. Интегрирование по методу Симпсона
Пусть п = 2га -  четное число, а ;у. = >Дя/) (г = 0, п) -  значения функции ^ = >Дя) для 
равноотстоящих точек а = я0, х9, ..., хп = b с шагом Л = (Ь - а) /  п = (Ь~ а) /  2т. На 
паре соседних участков (рис. 6.7) кривая 3; =J{x) заменяется параболой у = L(x), 
коэффициенты которой подобраны так, что она проходит через точки 0̂, у9.

Шетады ч т т ш т т т  интегрирования ▼

Рис. 6.7 ▼ Геометрическая интерпретация интегрирования по методу Симпсона

Площадь криволинейной трапеции [11], ограниченной сверху параболой, 
составит:

st = jO b ., + 4 у, + yi +,).

Суммируя площади всех криволинейных трапеций, получим:

if(x)dx = h y Q + 4 ух + 2уг + Ауъ + ... + 2у2т_2 + 4 у1я_х + у2т) = Я  >>0 + j 2;„ + ’ l Р ' У,

г̂ е /> = 6 ~ 4. Следовательно, формула Симпсона для численного интегриро- 
Вания имеет вид:

1 = !/(*)& = ^ Л «) + ЛЬ) + д 'р  • )■ (6.7)

^^числительный алгоритм метода Симпсона выглядит так, как показано на 
с* 6.8. Практическое применение этого алгоритма реализовано в задаче 6.6.
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Рис. 6.8 ▼ Алгоритм метода Симпсона

6.1.4. Квадратурные формулы Ньютона-Котеса
Пусть необходимо вычислить интеграл для функции у = J{x):

)yd x .
Ь

Выберем шаг h = ( b -  а) / п и  разобьем отрезок [а; Ь] на п равных частей 
что

xQ= а, х. = х0 + ih, г = 1, ..., п -  1, хп= b,
и пусть

y ^ f lx )  для г - 0, 1, п.
Заменим функцию у соответствующим полиномом Лагранжа и получим 

ближенную квадратурную формулу

7 у  dx = i  4  • X ,До 1 * 0
где А .-  некоторые постоянные коэффициенты.
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W

Как известно (см. раздел 2.1.3), в общем виде полином Лагранжа записыва
ют так:

М * )  = £/■'(*) ' У: > (6 .9 )

где
_  (л: -  JC0) • (х -  * ,)  ... (х -  jc,.,) • (х -  ... (х -  дг„)

Р‘ Х (*; -  *>) ‘ (*1 ~ *i) ••• (*, -  *,-i) • (*, ~ -  (*, -  *.)’ 6̂'10^
Введем замену ж- х0+ q • h и перепишем полином Лагранжа в соответствии с ней:

и* ♦«•»)■ t ■ ?-<■«-Д4«. ~ («.и)i«o i! • (я -  i)!  q -  i

Для того чтобы использовать выражение (6.11) вместо 3?, нужно изменить 
границы интегрирования. Значению х -  а будет соответствовать q = 0, а значе
нию x = b - q =  п. Также необходимо учесть, что dx= h* dq. Таким образом, имеем

4 -  * • -  0 , 1, 2..... ». (6.12)/! • (л  -  /)!о д -  i '  '

Перепишем (6.12) в виде
А , = ( Ь -  а) -  Н,,  (6 .1 3 )

где

И. -  ± -  <6.14)
п i! • (я -  |)! о q -  I 4 1

постоянные, которые называют коэффициентами Котеса (пример формирова
ния матрицы коэффициентов Котеса см. в задаче 6.4).

Квадратурная формула Нъютона-Котеса при этом имеет вид:

fydx = (Ь -  а) • £Я. • у,. (6.15)

Применим формулы (6.14) и (6.15) для n = 1. Имеем:

о q 2

Следовательно,

Я, = f qdq = ]■.О I
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Таким образом, мы получили уже известную (см. раздел 6.1.2) формулу трапеций 
(рис. 6.9) для вычисления определенного интеграла.

Рис. 6 .9  ▼ Геометрическая интерпретация формулы Ньютона-Котеса для п = 1 

Положим п = 2 и подставим в (6 .14) и (6 .15):

= z)dg = £•

Я, = - 1  • }  • М *  -  2 ) *  = 1 ,

Я 2 = 1 1 .  = 1 .

Следовательно, так как х9-  я0= 2 • А, имеем формулу Симпсона (см. раздел 6.1.3):

fydx = ^ (у 0 + 4 ■ у, + у2).
*0 J

Подобные рассуждения приводят к выводу о том, что формулы Ньютона- 
Котеса определяют семейство квадратурных формул, параметром которого явля
ется число п -  степень интерполяционного многочлена, которым заменяется 
подынтегральная функция.

Для п > 2 получают квадратурные формулы Ньютона-Котеса высших порядков. 
Проведем вычисления, например, для п =  3. И з формул (6 .14) и (6 .15) получим:

т, U
! yd* = -г- (л + 3 • у, + 3 • уг +*о О

Эта формула носит название квадратурной формулы Ньютона, или правила тр& 
восьмых.
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Вообще говоря, коэффициенты Котеса при большом числе ординат вычис

лить не так просто. Поэтому на практике для приближенного вычисления оп
ределенных интегралов поступают так. Разбивают промежуток интегрирова
ния на достаточно большое число маленьких отрезков и к каждому из них 
применяют квадратурную формулу Ньютона-Котеса с небольшим числом орди
нат. В результате получаются не сложные формулы и расчеты по ним дают дос
таточно высокую точность.

Будем считать, что задан интервал интегрирования [а; b], определена по
дынтегральная функции J(x), сформирована по формуле (6.14) матрица Н коэф
фициентов Котеса, известно число разбиений интервала п и порядок А^квадра- 
турной формулы Ньютона-Котеса. Приведем алгоритм вычисления значения 
определенного интеграла по формулам Ньютона-Котеса.

1. Определить шаг h= (Ь -  а) /  п разбиения отрезка [а; Ь].
2. Сформировать массив X, соответствующий абсциссам точек разбиения 

отрезка.
3. Начать процесс вычисления значения определенного интеграла, положив 

Sum = 0.
4. Организовать цикл, параметр которого г будет изменяться от 0 до п -  1 и 

обозначать г-е разбиение интервала [а; Ь] на более мелкие отрезки. В цик
ле необходимо выполнить следующее.

5. Определить шаг dh разбиения отрезка [Х.+ X].
6. Сформировать массив значений яточек разбиения отрезка [Х +1; X].
7. Вычислить значения подынтегральной функции в этих точках, сформиро

вав массив у.
8. Выполнить расчет коэффициентов А по формуле (6.13).
9. Определить значение определенного интеграла 5 на интервале [X ; X] 

по формуле (6.15).
10. Добавить найденное значение 5 к общей сумме Sum и перейти к п.5.
Значение интеграла Sum будет найдено, когда будут определены и просум 

мированы значения всех определенных интегралов

} ydx.

Блок-схема алгоритма вычисления значения определенного интеграла пс 
Квадратурным формулам Ньютона-Котеса изображена на рис. 6.10 (пример 
Программирования см. в задаче 6.4).
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6.1.5. Квадратурные формулы Чебышева
Напомним общую квадратурную формул); выведенную в предыдущем разделе:

\ yd x  =  t  А  ■ /(*<)•
i = О

Во всех рассмотренных нами квадратурных формулах х. располагались на 
равном расстоянии h. В формулах, предложенных Чебышевым, квадратурные 
коэффициенты рассчитываются специальным образом.

Сделаем линейную замену

а + b Ъ -  а 
х = ---------  + ---------  • t (б-16)2 2 4 

и преобразуем исходный интеграл к интегралу с промежутком интегрирования

\
dt. (6.17)
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Далее будем рассматривать интеграл

-1

и соответствующую ему квадратурную форму вида

\ (6.18
1 = 0 4

Обратите внимание, что в (G.18) п -  это число узлов интегрирования а н« 
число разбиений отрезка [а; Ь] , как это было в квадратурных формулах Ньютс 
на-Котеса. Причем г. выбирают таким образом [11], чтобы

>  коэффициенты В. были равны между собой:
j * B ^ B 2= ... = Б = Д (6.19

>  квадратурная формула (6.18) была точной для всех полиномов до степен] 
п включительно и

fit) ^ 1. (6.20
Учитывая эти условия, будем иметь

я 2 
2  =  £ £ ,  = »  В  =

/ = 1  ̂ и

Следовательно, квадратурная формула Чебышева имеет вид:

I  \f{t)dt = - . ± f { ti). (6.21
-1 71 i*l

или исходя из (6.16) и (6.17):
г

\ydx~ -  I f
а 2 i=l

а+Ь Ь - а  
------- + ------------- L

2  '  2 1 (6.22

Заметим, что формула (6.21), согласно условию (6.20), должна быть точно: 
Для функций вида

fit) = U . . . ,
Щ | *

Подставляя эти функции в (6.20), получим систему уравнений, из которо] 
Могут быть определены неизвестные t (г= 1, 2, ..., п):
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Доказано, что система (6.21) имеет единственный набор решений t. при 
е = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9 и не имеет действительных решений при i = 8 и г > 10. 
В табл. 6.1 приведены значения корней t. системы (6.21) для п = 2...7.

Таблица 6.1 ▼ Значения f, B формуле Чебышева

п # t,
2 1; 2 ±0,577350
3 1;3 ±0,707107

2 0
4 1; 4 ±0,794654

2;3 ±0,187592
5 1;5 ±0,832498

2;4 ±0,374541
3 0

6 1;6 ±0,866247
2; 5 ±0,422519
3;4 ±0,266635

7 1;7 ±0,883862
2; 6 ±0,529657
3;5 ±0,323912
4 0

Итак, если заданы пределы интегрирования а и Ь, известно число п и оп
ределены коэффициенты Чебышева t, то алгоритм решения определенного

Рис. 6.11 ▼ Алгоритм интегрирования по Чебышеву
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интеграла с помощью квадратурных формул Чебышева будет выглядеть так 
(рис. 6.11):

1. Формирование массива абсцисс
а + b b -  а

х  =  ----------- +  ----------- • t . .
2 2

2. Расчет значений функции F(x.).
3. Вычисление значение определенного интеграла как суммы у{. 

Практическое применение этого алгоритма можно увидеть в задаче 6.4.

6.1.6. Квадратурные формулы Гаусса
Вернемся к общему виду квадратурной формулы для функции, заданной на про
межутке [ - 1; 1]

! f ( t ) d t  = 1 4 -  /(О- (6.22)
Попытаемся найти коэффициенты А. и узловые точки Этаким образом, что

бы квадратурная формула (6.22) была точной для всех полиномов^/) степени 
2п -  1:

J{t) = 1, и f , ..., f * - x.

В этом случае построение квадратурной формулы вида (6.22) приводит к 
определению А. и t. из нелинейной системы 2п уравнений:

1 4
1*1

=  2 ,

1 4
1

■ I ,  =  0 ,

2 4
1 = 1

.2 п -2  2

' "  2 и  -  Г

п

1 4
i » l

• =  0 .

(6.23)

Решение нелинейной системы (6.23) задача нетривиальная, но ее можно 
обойти, если знать, что значениями г. квадратурной формулы (6.22) служат кор
ни многочлена Лежандра Pn(t):

F b  • £ « '■  - ') ')•  <* * °- '• 2->- (6.24)

Как известно, корни полинома (6.24) существуют при любом п, различны и при
надлежат интервалу [ - 1; 1].
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Значения А. вычисляют интегрированием базисных многочленов Лежандра 
P.(t) степени я -  1:

. ш | (' - - <<-■) • il - - О ,, 
' -> о, -  <> )•• (', - - ' , )

Итак, выражение (6.22) или

]f(x)dx = ь— ^- ■ 2 А , ■ f\
а 2  i - 1  1

(6.25)

(6.26)

где t. -  корни полинома (6.24), а А. определяется из (6.25), называют квадратур
ной формулой Гаусса. Для удобства практического применения квадратурной фор
мулы Гаусса значения L и А. для п =* 2, 3, 4, 5 приведены в табл. 6.2.
Таблица 6.2 ▼ Значения (и  А ,в формуле Гаусса

п / % А

2 1;2 ±0,577350 1
3 1;3 ±0,707107 5/9

2 0 8/9
4 1;4 ±0,794654 0,347855

^  Конец j  

Рис. 6.12 ▼ Алгоритм интегрирования по Гауссу
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Таблица 6 .2  ▼ Значения Г, и А, в формуле Гаусса (окончание)

п / t, Ai
2; 3 ±0,187592 0,652145

£ ....
±0,832498 0,236927
±0,374541 0,478629

....3......... 0 0,568889

Алгоритм (рис. 6.12) вычисления значения определенного интеграла по 
квадратурным формулам Гаусса представлен блок-схемой на рис. 6.12. Пример 
программного использования этого алгоритма приведен в задаче 6.5.

6.1-7. Вычисление интеграла с заданной точностью
При одном и том же числе точек формула Симпсона в большинстве случаев 
намного точнее, чем формулы прямоугольников и трапеций [11].

Q Конец J 
Рис. 6 .1 3  ▼ Численное интегрирование с автоматическим выбором шага



Точность интегрирования е по методу прямоугольников с постоянным ща. 
гом h связана с величиной шага следующим образом:

е ~ h.

При интегрировании методом трапеций это соотношение имеет вид:
е -  Л2.

Метод Симпсона обеспечивает точность вычислений
е -  Л2-  h4.

Ошибка в выборе величины шага интегрирования либо не обеспечит нуж
ной точности, либо приведет к необоснованным затратам машинного времени. 
Заданную точность при минимальных затратах времени обеспечивают алгорит
мы интегрирования с автоматическим выбором величины шага. Блок-схема 
вычисления интеграла с заданной точностью приведена на рис. 6.13 (пример 
программирования в задаче 6.6). Здесь Integ(a, b, п) -  функция, вычисляющая 
значение интеграла на участке от а до Ъ любым из приведенных выше методов 
с заданной точностью 8, п -  число разбиений подынтегральной функции на за
данном участке интегрирования.

6.2. Численное дифференцирование
Выполнить аналитическое вычисление значения производной заданной функ
ции^ х) в некоторой точке х не столь актуальная задача по сравнению с числен
ным интегрированием. Тем не менее в практических задачах довольно часто 
требуется вычислить производные разных порядков от функций, заданных таб
лично или имеющих сложное аналитическое выражение. В этих случаях исполь
зуют приближенное дифференцирование.

Практически все формулы приближенного дифференцирования основаны 
на том, что данную функцию J[x) на отрезке [а; Ъ] заменяют интерполирующим 
полиномом Р(х), а затем полагают

/'(* ) = Р'(*), а <  х <  b.

Запишем интерполяционный полином Ньютона (см. раздел 2.1.2) для д а н н о й  
функции у = f(x), если известно, что х.= *0 + i h ( i -  0 , 1, ..., п) и у.^ J[x!)f а так#е 
определены конечные разности Аку:

w \ А я (я -  0л2 я(я -  *)(? “ 2) лз я(я -  0—(<7 ~ П + 1)
/ ( * )  *  Уо + Я&Уо +  V 2! ■ Л Уо +  — --------- J7------------Ь  Уо +  -  +  ~ ------------------Д  Уо’

ГЛАВА 6 ▼ Численное интегрирование и дифференцирование функций



Численное дифференцирование

где
я = * -  -  , л = xlt, -  х, (/ = о, 1, ...).

Так как
dy _  dy dq _ J_ dy_ 
dx dq dx h dq'

то получаем конечноразностную формулу численного дифференцирования [9 ]:

Если требуется найти производную функции в основных табличных точках 
х, то формула (6.27) упрощается, так как каждое табличное значение можно 
принять за начальное, то есть х =  xQ, q = 0:

Построим интерполяционный полином Лагранжа (см. раздел 2.1.3) для рав
ноотстоящих точек х., таких что я -  я = А (г = 0, 1, 2, ..., п -  1):

Введем замену х = х0 + q А и перепишем полином Лагранжа в соответствии с 
ней:

ДЧ + ... . (6.27)

А.М = £ р , ( х ) ■ уi = О
где

(х -  х0) • (х -  * ,) ... (х -  *■_,) ■ (х -  xi + l) ... (.Y -  Х„)

Отсюда, учитывая, что

Подучаем формулу численного дифференцирования:

(6.28)

Проведем расчет по формуле (6.28) для трех точек (п = 2):

у'(х) = Li(x) = \ ■ -  з) -  y,(2q -  2) + | у 2(29 -  l)j
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 Таким образом, для производных у(х .) =^.(г= 0, 1, 2) получим

При вычислении производных высших порядков поступают аналогично.

6.3. Интегрирование и дифференцирование 
в Mathcad
Перейдем к изучению возможностей Mathcad в вопросах интегрирования и 
дифференцирования.

Выполнить вычисление неопределенного интеграла в Mathcad не составит тру
да. Достаточно воспользоваться оператором неопределенного интегрирования, 
указав подынтегральную функцию и переменную интегрирования. Применение 
символьной операции приведет к выводу аналитического выражения интегра
ла. Фрагмент рабочего документа, приведенный на рис. 6.14, демонстрирует 
интегрирование в Mathcad.

У'° = 2h ' +4у> ~ У̂ ’ 

Ух = ^  ’ (-Уо + Уг)>

Уг = lh ' >̂0 " 4У' + ЗЛ '̂

- l _ d x ^ i - I n ( x2 + l) 
х + Х  2

ln(x)3 dx 1п(х)3-х -  3-х-1п(х)2 + б-х-Ь(х) -  б-х

e3x-cos(5-x) dx-» ^ - с 3 x-cos(5-x) + ~ - с 3 x-sin(5-x)

х - 1
dx-» — 1п(х2 + 2*х + з) - 2 2 -atari ~ (2 -х  + 2)-22 2 4

Рис. 6.14 ▼ Вычисление неопределенных интегралов



Интегрирование н дифференцирование в Mathcad ▼
ЗАДАЧА 6.1. Построить семейство интегральных линий функции J{х). 
Решение задачи приведено на рис. 6.15.

f(x) :=
1 r ± ^

■Jl + 2-х -  3-х2 F«  “ _ f(x )dx->  j - 3 2-asi n Q - x - y

Рис. 6 .1 5  ▼ Семейство интегральных линий

Для того чтобы вычислить определенный интеграл в Mathcad, можно воспользо
ваться оператором определенного интегрирования, который отличается от не
определенного тем, что имеет поля ввода для значений концов интервала интег
рирования. Кроме того, значение определенного интеграла может быть получено 
как в численном виде, так и в символьном. Примеры приведены на рис. 6.16.

Численное решение

13

\j2x -  1 dx = 32.667

2

-1
7U
2

sin(x) dx = 0.589

Символьное решение

г !3} > — 98 х -  1 dx ► 3
-1

Г *•'-1
х2 ^ ± 32 + 1 п

4 3sin(x) dx - » -----п
16

Рис. 6.16 ▼ Вычисление определенных интегралов
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ЗАДАЧА 6.2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями / =  9х,у^% 
Итак, фигура ограничена прямой и параболой, развернутой относительно * 

абсцисс. Разрешив уравнение параболы относительно х (рис. 6.17), получим фу^ 
ции, описывающие ее ветви. Построим графики линий и найдем точки их перес  ̂
чения. Площадь образованной фигуры будем искать как разность площадей фИп. 
ры, ограниченной положительной ветвью параболы и фигуры, ограниченной 
прямой. Каждая из рассматриваемых фигур ограничена слева осью ординат, а спра 
ва -  прямой х=1 .  Следовательно, интегрирование проводится на интервале [0* 1]

у2 = 9-х у = 3 х Уравнения линий

3-х

1Л
2

1
у1(х) :=? 3-х у2(х) := 3-х

q Л-3-х

Точки пересечения
\
2

3-х -3 -х  solve ,х

Площадь фигуры

У1(х)

уЦ*>
У2(к)г

, * - Г
Jc\ 0.5 1.5

х,х,1

Рис. 6 .1 7  ▼ Решение задачи 6.2

Рассмотрим интегралы с бесконечными пределами. Примеры сходящихся и не 
сходящихся интегралов показаны на рис. 6.18.

Интегралы сходятся

х + 1

4^7)-Т dx = 0.119

1
X»

х2 + 1
• d x -»  71

Интегралы расходятся

х + 1

7?
1п(х)

dx -»  со

d x -> <

x-ln(ln(x))
dx-» <

Рис. 6.18 ▼ Несобственные интегралы



П рим еры  интегралов от разрывных функций приведены на рис. 6.19. 

г!

Интегрирование и дифференцирование в Mathcad т
dx-> — -71 2

г2
-jJ L =  dx-> ?  >/х -  1 3

Функция имеет разрыв справа, 
интеграл сходится

Функция имеет разрыв слева, 
интеграл сходится

Функция имеет разрыв справа и 
слева, интеграл сходится

.х6 t 33
... ........... ОХ - » ------- 71

V ( x - 3 ) ( 5 - x )  2

З х 2 + 2 , 102 
------- ;—  ах —> ------

Зго 7

-1
г2

х-1п(х)
dx со

Функция имеет разрыв на 
интервале, интефал сходится

Функция имеет разрыв на 
интервале, интеграл расходится

Рис. 6 .1 9  ▼ Интегралы от разрывных функций

ЗАДАЧА 6.3. Вычислить определенный интеграл по квадратурным форму
лам прямоугольников:

О X + 1
На рис. 6.20 можно увидеть геометрическую интерпретацию задачи и ее 

Решение при помощи оператора определенного интегрирования Mathcad.

1 + х dx = 0.69315

к А

Рис. 6.20 ▼ Решение задачи 6.3
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В разделе 6.1.1 приводились квадратурные формулы левых, правых и сред 
них прямоугольников, а также были описаны алгоритмы. Приведем их реализа 
цию в виде Mathcad-функций.

Рис. 6.21 представляет Mathcad-функцию интегрирования по формулам ле
вых прямоугольников.

Itil(a,b,ti,f) := h <-
b -  а

S*-0  
for j e 1.. n

S <— S + f(xj— j) 

S«-S*h 
S

f(x) :=
1 + x

liil(0 ,l ,100 ,f) = 0.69565 

Рис. 6.21 ▼ Решение задачи 6.3 по формулам левых прямоугольников

Интегрирование заданной функции по формулам правых прямоугольников 
представлено на рис, 6 .22.

!к Ь-а

S 4 -0  

for j € 1.. 11 

Xj <— а + h*(j) 

S <— S + f\xjj 

S«-Sh 
S

Я‘>:=т^
Li2 (0 ,l ,100,0 = 0.69065 

Рис. 6 .2 2  ▼ Решение задачи 6.3 по формулам' правых прямоугольников
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0  наконец, Mathcad-функция интегрирования по формулам средних прямо- 
угольников приведена на рис. 6.23.

Ь -  а

S < -0  

for j e 1.. ti 
Xj a + h-(j)

S < -£  +

ад 1 + x

Ь3(0,1 ,100,f) = 0.69314 

Рис. 6 .2 3  ▼ Решение задачи 6.3 по формулам средних прямоугольников

Нетрудно заметить, что значение, вычисленное по формулам средних пря
моугольников, меньше всего отличается от значения, которое выдал оператор 
интегрирования Mathcad.

Формирование матрицы коэффициентов Котеса

к := 20 Порядок матрицы коэффициентов

M :- l . .L := 0 . .k

М >  L , И)M-L
•М м

м
]Г нмл

L =  0

*■-. >2 ^ з ^ - -'■й-4 ".■<#* ' к- S - ■ &
0 0 0 0 0 0 0

ф 0.5 0.5 0 0 0 0
•3 0.167 0.667 0.167 0 0 0
3 0.125 0.375 0.375 0.125 0 0
4 0.078 0.356 0.133 0.356 0.078 0
т 0.066 0.26 0.174 0.174 0.26 0.066
6 0.049 0.257 0.032 0.324 0.032 0.257

Рис. 6.24 ▼ Формирование матрицы коэффициентов Котеса
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ЗАДАЧА 6.4. Вычислить определенный интеграл из задачи 6.3 по квадрату 
ным формулам Ньютона-Котеса третьего порядка.

Алгоритм вычисления интеграла по квадратурным формулам Ныотона-1̂  
теса описан в разделе 6.1.4. Из описания понятно, что, прежде чем создавав 
Mathcad-функцию, реализующую этот алгоритм, необходимо сформировать мат. 
рицу коэффициентов Котеса. Как это сделать средствами Mathcad, показано щ 
рис. 6.24.

Рис. 6.25 содержит текст Mathcad-функции, вычисляющей интеграл по ф0р. 
мулам Ньютона-Котеса, и результат ее работы. Как видим, они практически не 
отличаются от значения оператора интегрирования Mathcad (рис. 6.20).

X q <— а

for i е 1.. 11

Xj Xi_! + Hh

Sum <— 0

for i e 0.. n -  1

, Xn-i-Xi
h <--------------------

N

хо < - Xi 

for j e 1.. N

Xj <r~XQ + j h

for j e 0.. N 

yj F( xj)

S « - 0

for j e 0.. N 

Aaj<- (Хн-i -  Xi)*HNj  

for j e 0.. N

S S + yj-Aaj 

Sum <— Sum + S 

Sum

Жх) :=:
Рис. 6.25 ▼ Решение задачи 6.4
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^числение производных в Mathcad, даже от достаточно сложных функций 
ic. 6.26), также процесс не обременительный, необходимо только правиль- 
заполнить конструкцию оператора дифференцирования.

1 2 
d (  5*sin(2x)^ 2 - sin(2x)

1 -» -1 0  cos (2-х) -5 *
f  5-sin(2-:
\ \jcos (x\

f j11 + tan\Jn(x)

dx\ Vcos(x*2) / 1
.2 cos(2-x)2

itandx *
ln(x)3 x

Рис. 6 .2 6  ▼ Вычисление производной

На рис. 6.27 приведен пример вычисления производной от функции, заданной 
параметрическом виде. Напомним, что если функция у(х) задана параметричес- 
йми уравнениями я=ф(г) и у -  р(г), тоу (я ) = рЧО/Ф40 = У(/ Хг

x(t) := 3 cos(t)3 y(t) := 3-sin(t)3 
— y(t)
Ж_____ -sin(t) Производная от функции,
a cos(t) заданной в параметрическом видеS-®

Рис. 6 .2 7  ▼ Вычисление производной от параметрической функции

Фрагмент документа, приведенного на рис. 6.28, демонстрирует процесс 
Счисления производной неявной функции. Здесь важно помнить: у есть функция 
г i  Кроме того, в результате обычно получается выражение, в которое кроме 
входит функция у(х) и ее производная у '(х). Поэтому при необходимости ре- 
л̂ьтат вычислений можно преобразовать и выразить у '(я) через х и  у(х).

4dxlУ(Х>2

^ ( x ) l y ( x ) - f x s o ^ , i y(x) -> § .JL  

i(sin(y(x)) -  ln(x)) -» cos(y(x)) i-y(x) -  -dx dx X

cos(y(x)) i-y(x) -  -  solve ,1- y(x) h>dx x dx cos(y(x))x
Рис. 6 .28 ▼ Вычисление производной неявной функции
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Решена в Mathcad и достаточно сложная задача вычисления производной 
функции вида [Дх)]№>]. Пример приведен на рис. 6.29.

- х х - »  хх (1п(х) + 1) 
dx

— sin(x)tan̂  -» sin(x)tan̂ - (l + tan(x)2]*ln(sin(x)) + tan(x)-—°Ŝ -1 dx L sm(x)J
Рис. 6 .2 9  ▼ Вычисление производной функции вида [f(x)]l0<x,]

Примеры, приведенные на рис. 6.30, демонстрируют вычисление производных 
различных порядков. Заметим, что выражение для вычисления второй производ
ной параметрической функции легко выводится из формулы у '(х) = р '(t)/ ф ;(t).

Производная второго порядка

d2 * /  ,  чч - sin(x)2 5ln(cos(x)) -> -1
dx* cos(x)2

Производная четвертого порядка

~^~tan(x) -»  16*(l + tan(x)2) -tan(x) + 8-tan(x)3 (l + tan(x)2) 
dx4
Вторая производная параметрической функции

x(t) := t -  sin(t) y(t) := 1 -  cos(t)

7*(0 y(0 -  7 y(t) ■—5X(0 . 2
dt dt dt dt (1 -  cos (t))-cos (t) -  sin(t)

N (1 -  cos(t))2

Третья производная от неявной функции

* z(x)* -  3l -> 6-~z(x) -~ ~ z (x )  + 2*z(x)*~~^-z(x) 
dx dxdx dxdxdx

d* f 2 ,  42 J  , d  / 4 d d  /ч ,  ,  4 d d dДх +z(x) -  3/ ■ - /- 4 - /- 4 ■ ^ - /-A

Рис. 6 .3 0  т  Вычисление производных различных порядков

6.4. Вычисление интегралов и производных 
в MATLAB
Теперь перейдем к изучению возможностей MATLAB при интегрировании и 
дифференцировании.



\
Символьное вычисление неопределенных интегралов в MATLAB осуществляет

ся при помощи функции
int(<функция>, <переменная интегрирования:^

Особенностью этой функции является то, что входными аргументами долж
ны быть символьная функция, или ее имя, и символьная переменная. Лис
тинг 6.1 содержит пример вычисления неопределенного интеграла.
Листинг 6.1
»  syms х %Определение символьной переменной 
»  f=sym("x/(x/42+l)"); %Определение символьной функции 
»  int(f,х)%Вычисление неопределенного интеграла 
ans =

' . 1/2*1од(хл2+1)
>> g=sym("ln(x)/43"); %Определение символьной функции 
»  int(g,x) %Вычисление неопределенного интеграла 
ans =
log(х)лЗ*х-3*х*1од(х)л2+6*х*1од(х)-6*х
Определенные интегралы также можно вычислять символьно, используя функцию

int(<функция>, <переменная интегрирования^ снижний пред ел >, < верхний предел>)
Здесь символьными должны быть не только функция и переменная интег

рирования, но и пределы интегрирования. Листинг 6.2 содержит примеры 
аналитического вычисления определенных и несобственных интегралов.
Листинг 6.2
»  syms х а b %Определение символьных переменных 
»  f=sym (” (2 *х-1)л(1/2)"); %Определение символьной функции 
»  int(f,х ,а ,Ь) %Вычисление определенного интеграла 
ans =
1/3*(2*Ь-1)л (3/2)-1/3*(2*а~1)л (3/2)

»%----------------------------------------
»  f=sym("l/(хл2+1)"); %Определение символьной функции 
»%Вычисление несобственного интеграла 
»%в диапазоне от 1 до бесконечности 
»  int(f,х,0, inf) 
ans = % Интеграл сходится 
l/2*pi

»%-----------------------------------------
>> i =sym {" 1 / (х* In (In (x)))") ,* %Определение символьной функции 
^Вычисление несобственного интеграла 
>>%в диапазоне от еА2 до бесконечности 
>> int(f,х,ехр(2),inf)
^ns = %Интеграл расходится 
Inf

Вычисление интегралов и производных в IVIATLAB
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»%-----------------------------------------
»%Вычисление интеграла от функции,
»%которая терпит разрыв на интервале 
»  F-sym("1/(1-хА2)л(1/2)");
»  int(F,x,0,l) 
ans = %Интеграл сходится 
l/2*pi * ’
Для вычисления численного значения определенного интеграла предназначена 

функция
quad(<имя функции>/ <нижний предел>,<верхний предел>)

Первым параметром этой команды должно быть имя файл-функции, вычис
ляющей подынтегральное выражение. Второй и третий параметры -  это ниж
ний и верхний пределы интегрирования. Листинг 6.3 содержит примеры чис
ленного и для сравнения символьного вычисления определенного интеграла.

Листинг б.З
%Функция для вычисления подынтегрального выражения 
function y=Fi(t) 
y=sin(t).л4; 
end
%-------------------------------------
%Вычисление численного значения интеграла 
»  quad("Fi",0,pi/2) 
ans =

0.5890
%--------------------------
»  g=sym("sin(x)A4"); %Определение символьной функции 
»  syms х %Определение символьной переменной 
%Вычисление значения интеграла в символьном виде 
»  int(g,x,0,pi/2) 
ans =
3/16*pi
ЗАДАЧА 6.4. Найти интеграл

по формулам Чебышева пятого порядка.
Листинг 6.4 содержит две М-функции. Первая вычисляет значение поды*1' 

тегрального выражения, а вторая реализует вычисление интеграла по фор^У' 
лам Чебышева (см. раздел 6.1.5).
Листинг 6.4
%Вычисление подынтегральной функции 
function у=1(х)



Вычисление интегралов и производных в IVIATLAB ▼
У*х./ (1+х) ;
end
^расчет интеграла по формулам Чебышева 
function S=Cheb(a,b,n,T)
S-0;
for i=l:n

x(i) = (b+a)/2+(b-a)/2*T(i); 
у (i)=1(x (i));
S=S+y( i ) ;

end;
S=(b-a) /n*S;
End
%•— ----------- -----------------
^коэффициенты Чебышева для п=5(табл. 6.1)
>>t=[-0.832498 -0.374541 0 0.374541 0.832498];
>> s=Cheb(0,1,5,t) 
а ’=%3начение интеграла 

0.3069
------------------------------

. %Вычисление интеграла с помощью встроенной функции 
»  quad("I",0 ,1) 
ans =% Значение интеграла 

0.3069
ЗАДАЧА 6.5. Вычислить интеграл

по квадратурным формулам Гаусса.
Квадратурные формулы Гаусса описаны в разделе 6.1.6. Листинг 6.5 содержит 

М-функции, предназначенные для решения задачи, и результаты их работы.
Листинг 6.5
В̂ычисление подынтегральной функции 
function y=G(x)
У=(1+2*х).л(1/2); 
end

J у]\ + 2 • х dx
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%Коэффициенты Гаусса для п=3(табл. 6.2)
»  а=[0.555555 0.555555 0.888888];
»  t=[-0.774596 0.774596 0];
»  InG(0Д ,3,t,а)
ans =%3начение интеграла

1.3987
%------------------------ --------
%Вычисление интеграла с помощью встроенной функции 
»  quad("G",0,1) 
ans =

1.3987
Символьное дифференцирование в MATLAB выполняет команда

diff(<функция>, <переменная>, <порядок>)
где <функция> -  символьная запись функции или ее имя, <переменная> -  пере
менная дифференцирования, <порядок> -  порядок (номер) производной, кото
рую необходимо найти. Листинг 6.6 содержит примеры вычисления производ
ных аналитически.
Листинг 6.6
»  diff("5*sin(2*x)/(cos(2*х)л(1/2))",x,l) 
ans =
10*cos(2*х)л(1/2)+5*sin(2*x)A2/cos(2*х)л(3/2)

%--------------------------------
»  syms х
»  F=sym(l,tan(ln(x)/4(l/3))");
»  diff(F,xД ) 
ans =
1/3*(l+tan(log(x)л(1/3))л2)/log(x)л(2/3)/х
Для вычисления численного значения производной в некоторой точке вос

пользуемся функцией, которая позволяет произвести подстановку одного вы
ражения в другое:
subs(<функция>, <переменная>, <выражение>)

В общем виде функция subs вызывается с тремя параметрами: первый -  сим
вольная функция или ее имя, второй -  переменная, подлежащая замене, тре
тий -  выражение, которое нужно подставить вместо переменной.

Примеры применения функции subs для вычисления значения производной 
в точке можно найти в листинге 6.7.
Листинг 6.7
»  syms х
»  f=sym(" (3*хл2-7) / (2*х+1)") ;
»  F=diff(f,x,l)
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F =%Первая производная от f 
6*х/(2*х+1)-2*(3*хА2-7)/(2*х+1)А2 
»  subs(F,x,2) 

ans =%3начение первой производной в точке 2
2

»  subs(F,x,0)
ans =%3начение первой производной в точке О 

14
»  subs(F,x,-2)

' ans =%3начение первой производной в точке -2 
2.8889

6.5. Возможности Maple для интегрирования 
и дифференцирования
И в заключение ознакомимся с ресурсами, которыми обладает Maple, для ин 
тегрирования и дифференцирования функций.

Неопределенные интегралы в Maple вычисляются с помощью функций
In t(<функция>, <переменная>) или int(<функция>, <переменная>)

Примеры применения этих функций приведены на рис. 6.31. Обратите вни 
мание, что Int выводит сам интеграл, a int -  первообразную интегрирования

> Int ((9-4 *х) А (1/2) , х) ;
У 9 - А х

> int((9-4 *х)А (1/2),х);

(9 -  4 у)
6

> Int ((9-4*х) А (1/2) ,x)*±nt ((9-4*х) А (1/2) #х) ,• 4

I  f (3г ------- (9-4 дг)
] ^ * х - ----------1----------

Рис. 6.31 т  Неопределенный интеграл в Maple

Для вычисления определенных интегралов используют команды
(<функция>, <переменная>=а..b) или int(<функция>, <переменная>=а..b)

^  Э II Ь ~ ППРТТРПЫ MUTPrnMnnnS»UHO

dx
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Пример вычисления определенного интеграла приведен на рис. 6.32. Обра. 
тите внимание, что и для определенного интеграла Maple пытается найти ана< 
литическое выражение. Для получения численного значения определенного 
интеграла нужно использовать функцию e v a lf.

Вычисление несобственных интегралов также не вызывает затруднений. 
Примеры сходящегося и расходящегося интегралов приведены на рис. 6.33. 
Здесь стоит напомнить, что запись in fin ity  обозначает бесконечность.

> Int((1-хА2)А (1/2),х=-1..-1/2);
-1

-1
> int((1-хА2)А (1/2),х=-1..-1/2);

2L V l  
б " 8

> evalf(%);
>

0.3070924248

Рис. 6 .32 т  Определенный интеграл в Maple

> Int(1/(1+хА2),х«0..infinity)*int(1/(1+хА2),х*0..infinity);

0
> Int (In (х) /х, х«2 . . infinity) =int (ln (x) /х, x=*2. . infinity) ;

x
2

Рис. 6 .33 ▼ Несобственный интеграл в Maple

ЗАДАЧА 6 .6. Вычислить определенный интеграл

по квадратурным формулам трапеций и Симпсона.
Зададим подынтегральную функцию и для проверки вычислим интегра-Л 

помощью функции int так, как показано на рис. 6.34.
с



> ^Вычисление подынтегральной 
функции

> f:=proc(x)
> global F;
> F :=1/(x+1);
> end:
> ^Вычисление интеграла с помощью 

встроенной функции
> int(f(х),х=0..1);
> #аналитическое

К 2 )
> #численное
> evalf (%);
0.6931471806
>

Рис. 6 .3 4  т  Вычисление интеграла из задачи 6.6

Квадратурная формула трапеций и вычисление интеграла с ее помощью опи
саны в разделе 6.1 .2 . Рис. 6 .35  содержит текст функции, созданной средствами 
программирования Maple, для вычисления значения определенного интеграла 
методом трапеций.

Возможности ilaple дня интегрирования и дифференцирования

> #Метод трапеций
> in4:=ргос(а,Ь,п)
> local j,h;global S;
> h :== (b-a) /n;
> S : =s0;
> for j from 1 to n-1 do
> S:»S+f(a+h*j);
> od;
> S:«h*((f<a)+f<b))/2+S);
> evalf(S);
> end:
> ^Значение интеграла
> in4 (0,1,100);

0.6931534305

Рис. 6 .35  т  Вычисление интеграла по методу трапеций

Вычисление интеграла методом Симпсона (см. раздел 6.1.3) показано на 
Рис. 6.36.

Проанализировав числовые значения определенного интеграла, получен
и е  в результате применения формул трапеций и Симпсона с одинаковым
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> #Ме*год Симпсона
> 1п5:«ргос(а,Ь,п)
> local j,h,p;global S;
> h:»(b-a)/n;
> S:»0;
> p:«4;
> for 5 from 1 to n-1 do
> S:*S+f(a+h*j)*p;
> p:«6-p;
> od;
> S :»h/3* (f (a)+f (b)+S) ;
> evalf (S);
> end:
> #3начение интеграла
> in5 (0,1,100);

0.6931471809

Рис. 6.36 ▼ Вычисление интеграла по методу Симпсона

количеством шагов, нетрудно заметить, что квадратурные формулы Симпсо
на точнее формул трапеций. Воспользуемся алгоритмом, описанным в раз
деле 6.1.7, и уточним значение интеграла, вычисленного по квадратурным 
формулам трапеций.

> In6:=ргос(а,Ь,N,ep)
> local S0,Pr,n, s;global SI;
> n:«N;
> SI:«in4(a,b,n) *

9

> Pr:»0;
> while Pr«0 do*
> S0:»S1;
> n:»n*2;
> SI:*in4(a,b ,n); ,^
f * > s:=abs(S0-S1);
> if s<ep then
> Pr:«l;fi;
> od;
> evalf (SI);
> end:
>
> 1пб(0 Д  ,100,0.000001);

0.6931472782

Рис. 6.37 ▼ Вычисление интеграла с заданной точностью



Для вычисления производной в Maple имеются следующие функции:
Diff (<выражение>,<переменная1>, [<переменная2>,...,<переменнаяЫ>]) 

или
diff (<выражение>,<переменная1>, [<переменная2<переменнаяЫ>])

Здесь <выражение> -  дифференцируемое алгебраическое выражение или функ
ция ряда переменных, <переменная!>... -  список переменных, по которым про
водится дифференцирование. Различие между функциями Diff и diff видно 
на рис. 6.38. Первая представляет выражение в естественной математической 
форме, а вторая непосредственно вычисляет производную.

> Diff((3*хА2+7)/(2*х+1), х);

dx( .2x + l j
> diff(<3*хА2+7)/(2*х+1),х);

6х 2 (Зх2 + 7)

2 x + t  (2х + 1)2
> Diff ((3*хЛ2+7) / (2*х+1) ,x)-diff ((3*хЛ2+7)/(2*х+1) ,х) ;

d |Зх2 + 7 | 6х 2 (З х2 + 7)
Л \ 2 х  + 1/ 2х + 1 (2х + 1)̂

> diff(хЛ2/7-уА2/5-1,х);
2х_
7

> diff(хАх ,х);
xx ( h ( x ) + l )

> diff <sin(y<x>)-ln<x) ,х) ;
co s (y (x ))^ y (x )j~  J

Рис. 6 .3 8  т  Дифференцирование в Maple

Вычислить значение производной в точке можно, применив функцию под
становки
subs (< выражение!. >=<выражение2>, <выражениеЗ>)

которая в математическом выражении <выражениеЗ> заменяет < выражение 1> на 
<выражение2>. В частности, <выражение2> может быть числом (рис. 6.39).

Примеры вычисления производных высших порядков приведены на 
рис. 6.40.

Возможности Maple для интегрирования и дифференцирования
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> p r : « d i f f ( (3*хА2 + 7 ) / ( 2 * х + 1 ) , х )
> s u b s ( х « 2 ,р г ) ;

22 

25
> e v a l f  (%);
>

0.8800000000

Рис. 6.39 ▼ Вычисление значения производной в точке

> #Проиэводная второго порядка
> d i f f ( I n ( c o s ( х ) ) , х $ 2 ) ;

j _ sin(jr)2 

c o s ( x ) ^

> #Проиэводная четвертого порядка
> d i f f  ( t a n ( х ) , х $ 4 ) ;

2
16 (1 +tan(x) )̂ tan(x) + 8 tan(x)̂  (1+tan(3:)̂ )

Рис. 6.40 ▼ Производные высших порядков

6.6. Советы по использованию математических 
пакетов при интегрировании 
и дифференцировании

. 4

В заключение отметим, что все пакеты достаточно успешно справляются с зада
чами интегрирования и дифференцирования. В Mathcad и Maple результаты 
вычисления интегралов и производных максимально приближены к стандарт
ному математическому виду, но это не умаляет возможностей MATLAB. Напри
мер, в нем можно не только найти значение определенного интеграла, но и 
отрегулировать точность вычислений (листинг 6.8).

Листинг 6.8
. %Подынтегральная функция 
function y=Fa(x) 
у=(1+2*х).А(1/2); 
end
»  format long %Формат вывода значений 
»  quad("Fa",0,1)
ans =%3начение с точностью 1.0е-06 (по умолчанию)

1.39871741104235



Задания дня самостоятельного решении

»  quad("Fa",0,1,1.0е-07)
;ans Значение с точностью 1.0е-07 (устанавливается пользователем) 
j 1.39871747285309 
»  quad("Fa",0Д  Д.0е-09)

' ans = Значение с точностью 1.0е-09 
; 1.39871747422048

Кроме того, MATLAB может предоставить информацию о ходе вычислений 
(функция quad основана на квадратурных формулах Симпсона с автоматическим 
выбором шага) в виде таблицы. В каждой строке таблицы содержится значение 
количества вычислений, начальная точка текущего промежутка интегрирова
ния, его длина и значение интеграла (листинг 6.9).

' Листинг 6.9
%Вызов функций с разной степенью точности
» quad("Fa" ,0,1,1.0e-05,5)

9 0.0000000000 2.71580000e-001 0.3056582994
11 0.2715800000 4.56840000e-001 0.6446507127
13 0.7284200000 2.71580000e-001 0.4484083989

ans =
1.39871741104235 *

» quad("Fa" ,0,1,1.0e-07,5)
9 0.0000000000 2.71580000e-001 0.3056582994

: >'■ Т. 1 г- 11 0.0000000000 1.35790000e-001 0.1446296661
13 0.1357900000 1.35790000e-001 0.1610286480
15 0.2715800000 4.56840000e-001 0.6446507127
17 0.2715800000 • 2.28420000e-001 0.3038173931
19- 0.5000000000 2.28420000e-001 0.3408333666
21 0.7284200000 , 2.71580000e-001 0.4484083989

ans =
I - Д . 39871747285309

* Ким! и1 ’ . » * . . -
H ftV

6,7. Задания для самостоятельного решения
Шайти приведенные далее интегралы аналитически и численно в Mathcad, Ма- 

и MATLAB, используя стандартные средства пакетов. Выполнить проверку, 
Убедившись, что производная от первообразной равна подынтегральной функ
ции.

1. Создать М-функцию вычисления значения определенного интеграла ме
тодом левых прямоугольников, количество разбиений отрезка интегриро
вания п = 10:
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2. Вычислить определенный интеграл, создав М-функцию, реализующую ме- 
тод правых прямоугольников, количество разбиений отрезка интегрир0. 
вания п~  10:

0,5 1J ----- ------ ̂ х.0,4 1 + sin(x) + X

3. Найти значение определенного интеграла методом средних прямоуголь
ников для п = 20, создав М-функцию:

0,6  у— /  2 \J \х • cosfx)dx.0,4 7
4. Найти заданный интеграл в Mathcad, применив метод трапеций для коли

чества разбиений отрезка интегрирования, равного 20:

' { ф  + 2 ■ х1 dx.

5. С помощью метода Симпсона вычислить интеграл в Mathcad для п = 20:

0,5 X + 1
6. Вычислить интеграл средствами Maple, применив метод Ньютона-Коте

са четвертого порядка и выбрав количество разбиений отрезка, равное 50:
1,8
J Jo,2 х2 +1 dx.

0,2

7. Вычислить определенный интеграл в MATLAB, используя метод прямо
угольников с автоматическим выбором шага, точность вычислений 6 = 0,001:

V* + 1 j J ггтdx-
0,1 c o s  ( х )

8. Найти средствами Maple заданный интеграл, используя квадратурные 
формулы Чебышева четвертого порядка:

Ч J~X .J — dx.
1Д е

9. Вычислить определенный интеграл средствами Maple, используя квадра' 
турные формулы Гаусса пятого порядка:

Т Ш . л .035 yJX + 3
10. Провести в Mathcad сравнительный анализ вычислений определенного интег* 

рала методами прямоугольников, трапеций и Симпсона с автоматическим вь1 
бором шага (б = 0,0001), вычислить количество итераций в каждом из метоД°в*

0,5 Рх
J ---------------- ------------ - d x .

0 ,1 1 +  s i n ( 3  • jc )



Решение 
обыкновенных 
дифференциальных

/

уравнений и систем

Д ифференциальные уравнения и системы описывают очень многие динамичес
кие процессы и используются при решении различных задач физики, 
электротехники, химии и других наук. Данная глава посвящена числен

ному решению дифференциальных уравнений и систем. Первый раздел напом- 
Шт читателю общие сведения о дифференциальных уравнениях и системах. Во 
втором разделе описаны численные методы решения дифференциальных урав
нений и систем и их реализация в MATLAB. Третий раздел посвящен описанию 
устроенных функций MATLAB для решения дифференциальных уравнений и 
систем. В последующих двух разделах рассматриваются возможности Mathcad и
Maple для решения дифференциальных уравнений и систем.

\
Иг < *

М . Общие сведения о дифференциальных 
Уравнениях
дифференциальным уравнением п-го порядка называется соотношение вида:

# | /, х, х ' , х "  , =  0. (7.1)

Решением дифференциального уравнения называется функция x(i), которая 
вращает уравнение в тождество.
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Системой дифференциальных уравнений п-го порядка называется система вида:

ЛГ[ / |  ( 1 1 » * 2  * х ц  ) »

x2 f  2 ( ̂  * *1» x2* xn )*
(7.2)

xn — f  n (19 X], *2» •••> xn )•

Системой линейных дифференциальных уравнений называется система вида:

п/
*1 = Е aU j x j + h.

j = 1
п

х 2 =  £ a2 , j * j + b 2f
j = 1

п
х п = 2 an, j  x j + bn.

j = 1

(7.3)

Решением системы называется вектор х ( t ) =

уравнения систем (7.2) и (7.3) в тождества.

' * i ( 0  '  
X2 ( t )

(О

, который обращает

у

Каждое дифференциальное уравнение, так же как и система, имеет беско
нечное множество решений, которые отличаются друг от друга константами. 
Для однозначного определения решения необходимо определить дополни
тельные начальные или граничные условия. Количество таких условий долж
но совпадать с порядком дифференциального уравнения или системы. В зави
симости от вида дополнительных условий в дифференциальных уравнениях 
различают:

и
>* задачу Коши -  в случае, если все дополнительные условия заданы в одной 

(чаще начальной) точке интервала;
>* краевую задачу -  в случае, когда дополнительные условия заданы на грани* 

цах интервала.

Различают точные (аналитические) и приближенные (численные) методы 
решения дифференциальных уравнений. Большое количество уравнений мО' 
жет быть решено точно. Однако есть уравнения, а особенно системы уравне' 
ний, для которых нельзя записать точное решение. Н о  даже для уравнений с
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известным аналитическим решением очень часто необходимо вычислить чис
ловое значение при определенных исходных данных. Поэтому широкое распро
странение получили численные методы решения обыкновенных дифференци
альных уравнений.

7.2. Численные методы решения 
дифференциальных уравнений 
и их реализация в MATLAB
Численные методы решения дифференциального уравнения первого порядка 
будем рассматривать для следующей задачи Коши. Найти решение дифферен
циального уравнения

* ' - / ( *  t), (7.4)
удовлетворяющее начальному условию

X (t0) = Х0. (7.5)
Иными словами, требуется найти интегральную кривую x = x(t), проходящую че
рез заданную точку M Q (tQ, х0) (рис. 7.1).



Для дифференциального уравнения n-го порядка

Жп) = /(*, х, л:', х", ..., л*"'1*) (7.6)

задача Коши состоит в нахождении решения x = x(t), удовлетворяющего уравне
нию (7.6) и начальным условиям

*(*о) = *0* ХЮ  = *'о> -  > = *0 “ 1 (7.7)
Рассмотрим основные численные методы решения задачи Коши.

7.2.1. Решение дифференциальных уравнений 
методом Эйлера
При решении задачи Коши (7.4), (7.5) на интервале [f0, f j ,  выбрав достаточно 
малый шаг А, построим систему равноостоящих точек:

*я -  /о
h = — -— , // = /о + //г> * = 0., I, 2 , п. (7.8)

Для вычисления значения функции в точке tx разложим функцию х = x(t) в 
окрестности точки tQ в ряд Тейлора:

ь2
) = *( 'о + h) = x ( t 0 ) + hx'  ( t0 ) + х"  ( t0 ) —  + (7.9)

При достаточном малом значении h членами выше второго порядка можно 
пренебречь, и с учетом x'(t0) = /( * 0, *0) получим следующую формулу для вычис
ления приближенного значения функции x(t) в точке tx:

*(<l) “  *l = *о + А/(*ь. %)■ (7-10)

Рассматривая найденную точку (хг  ^) как начальное условие задачи Коши, за
пишем аналогичную формулу для нахождения значения функции x(t) в точке Ц

*2 = *i + hf(xv ^).

Повторяя этот процесс, сформируем последовательность значений х. в точ
ках t. по формуле:

xi+l =  Х . +  hf(x., t), г =  1 ,  2 ,  . . . ,  п. ( 7 . 1 1 )

Процесс нахождения значений функции х. в узловых точках t. по формуй 
(7.11) называется методом Эйлера. 1еометрическая интерпретация метода Эйл  ̂
ра состоит в замене интегральной кривой #(f) ломаной М0, Mv Mv  ..., Мп с вер' 
шинами М.(х.; у .). Звенья ломаной Эйлера М.М.+ х в каждой вершине Mi

ГЛАВА 7 V Решение обыкновенных дифференциальных уравнений и систем
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направление у. =*/(*.; х ), совпадающее с направлением интегральной кривой x(t) 
уравнения (7.4), проходящей через точку М. (рис. 7.2). Последовательность ло
маных Эйлера при h —» 0 на достаточно малом отрезке [х.; х. + К\ стремится к ис
комой интегральной кривой.

О-

я

На каждом шаге решение x(t) определяется с ошибкой за счет отбрасывания 
Ладенов ряда Тейлора выше первой степени, что в случае быстроменяющейся 
функции f ( t , x )  может привести к быстрому накапливанию ошибки. В методе Эй
лера следует выбирать достаточной малый шаг h. На рис. 7.3 представлена блок- 
рсема решения задачи Коши (7.4)-(7.5) методом Эйлера на интервале [а; Ь].

Рассмотрим применение метода Эйлера на примере решения следующей 
задачи.

ЗАДАЧА 7.1. Решить задачу Коши

х ’  =  — - -  * 2 , * ( 1 )  =  о  
t l

(7.12)

^интервале [1; 3].
В листинге 7.1 представлена функция на М-языке для решения дифферен

циального уравнения методом Эйлера1.

*! 1 *»\ *
й этой и последующих функциях этой главы учтено, что массивы и матрицы в MATLAB
Индексируются с 1.
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Рис. 7.3 т  Блок-схема метода Эйлера
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ЛИСТИНГ 7.1
function [x,t]=eiler(a,b,n,xO)
% функция решения задачи Коши х'(t)=g(t,x) х(а)=хО методом Эйлера на 
% интервале интегрирования [а,Ь],
% п - количество отрезков, на которые разбивается интервал [а,Ь] .-
% Вычисление шага h
h=(b-a)/n;
х(1)=х0;
% формирование системы равноотстоящих узлов ti 
for i=l:n+l

t(i)=a+(i-l)*h;
end
% Вычисление значение функции в узловых точках методом Эйлера по формуле 
% (7.11) 
for i=2:n+l

x(i)=x(i-l)+h*g(t(i-1),x(i-l));
end
end

, На рис. 7.4-7.5 представлены графики решения задачи 7.1 методом Эйлера 
(при п = 15 и п = 40) и точного решения.
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Рис. 7.4 т Графики решения задачи 7.1 методом Эйлера (п = 15) и точного решения
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Рис. 7.5 ▼ Графики решения задачи 7.1 методом Эйлера (п -  40) и точного решения

Как видно из рис. 7.4-7.Б, уменьшение шага интегрирования А приводит к 
повышению точности решения уравнения методом Эйлера.

Метод Эйлера является очень простым методом решения задачи Коши, но 
недостаточно точным: для его использования нужно выбирать достаточно ма
ленький шаг интегрирования А. Так, для того, чтобы решение уравнения (7.12) 
методом Эйлера практически совпадало с точным решением на интервале 
[1; 3], необходимо уменьшить шаг до 0,004. ^

В связи с недостаточной точностью метода Эйлера для повышения точности
г

были разработаны его модификации.
\

7.2.2. Решение дифференциальных уравнений 
при помощи модифицированного метода Эйлера
Более точным методом решения задачи (7.4)-(7.5) является модифицированный 
метод Эйлера, при котором сначала вычисляют промежуточные значения:

(7.13)
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после чего находят значение х.+ х по формуле:

I xit , = х + Л/Ц, tp, г = 1, 2, п. (7.14)

j На рис. 7.6 представлена блок-схема решения задачи Коши (7.4)-(7.5) моди
фицированным методом Эйлера на интервале [«; Ь].

f, ..

Si* #.ч , „  /

;л§ .

Рис. 7.6 ▼ Блок-схема модифицированного метода Эйлера
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В листинге 7.2 приведена функция решения задачи Коши модифицирован
ным методом Эйлера.

Листинг 7.2
function [x,t]=eiler_m(a/b/n/xO)
% Функция решения задачи Коши х1(t)=g(t,x) х(а)=хО модифицированным 
% методом Эйлера на интервале интегрирования [а,Ь],
% п - количество отрезков, на которые разбивается интервал [а,Ь].
% Вычисление шага h 
h=(Ь-а)/п; 
х(1)=х0;
% Формирование системы системы равноотстоящих узлов ti 
for i=l:n+l

t(i)=a+(i-l)*h;
end
% Вычисление значение функции в узловых точках модифицированным 
% методом Эйлера по формулам (7.13)-(7.14) 
for i=2:n+l

tp=t(i-1)+h/2;

Рис. 7.7 у Графики решения задачи 7.1 методом Эйлера, модифицированным методов
Эйлера (п = 10) и точного решения
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x p = x ( i - l ) + h / 2 * g ( t ( i - 1 ) , x ( i - l ) ) ;  
x ( i ) = x ( i - l ) + h * g ( t p , x p ) ;

end
end

На рис. 7.7 приведены графики решения задачи 7.1 методом Эйлера, моди
фицированным методом Эйлера (гг = 10) и точного решения.

Как видно из рис. 7.7, с помощью модифицированного метода Эйлера можно 
найти намного более точное решение, чем обычным методом Эйлера. Так, при 
решении задачи 7.1 практическое совпадение с точным решением в модифици
рованном методе Эйлера достигается при h = 0,1, в то время как для достиже
ния такой же точности методом Эйлера приходилось уменьшать шаг до 0,004.

7*2.3. Решение дифференциальных уравнений 
методами Рунге-Кутта
Рассмотренные выше методы Эйлера (как обычный, так и модифицированный) 
являются частными случаями явного метода Рунге-Кутта k-то порядка. В общем 
случае формула вычисления очередного приближения методом Рунге-Кутта 
имеет вид:

* ,-♦ 1  =
х + Аф(х, t; h) t i~  1, 2, ..., п. (7.15)

Функция ф(х, t, К) приближает отрезок ряда Тейлора до k-то порядка и не со
держит частных производных f{x, t) [9].

Метод Рунге-Кутта первого порядка
Метод Эйлера является методом Рунге-Кутта первого порядка (k = 1) и получается 
при ф(дг, t, h) =J{x, t).

Методы Рунге-Кутта второго порядка
Семейство методов Рунге-Кутта второго порядка имеет вид [9]:

(  h h Л
Щ±\ =■*,■ + Л ( 1 -  а ) / ( / / ,  х /) + a f { t i  + — , x t + — / ( / / ,  *,•)) , i = 1, 2, , и. (7.16)

JL CC JL CCV /
Два наиболее известных среди методов Рунге-Кутта второго порядка -  это 

МеШод Хорна («  = -  ) и' модифицированный метод Эйлера (а = 1).

Подставив ос = -  в формулу (7.16), получаем расчетную формулу метода Хорна:

1 = *| + ^ ( / (* / ,  xi) + / ( ' /  + h .*/ + ^/ ( / / ,  */))), i = 1, 2, п. (7.17)* «  + 2
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Блок-схема метода Хорна будет отличаться от рассмотренных ранее блок- 
схем методов Эйлера (см. рис. 7.3, 7.6) расчетной формулой для вычисления х 
(см. формулу (7.17)). •**

Подставив а = 1 в формулу (7.16), получаем расчетную формулу уже рассмот
ренного выше модифицированного метода Эйлера:

h h
Xi + 1 = X i  ̂ f  ( Ц + ~  , Xj + ~  f  ( tj , .Xj-)

\

(7.18)

М етод Рунге-Кутта четвертого порядка
Наиболее известным является метод Рунге-Кутта четвертого порядка, расчетные 
формулы которого можно записать в виде:

» . *

JC/ + 1 =  Xj  +  Д * / ,  1 =  1, 2, ... , и ,

Д X; = + 2 к ‘2 + 2К\  + к ‘4у

у (7.19)

к =
-  +  +

*4 = / ( ' /  + A'*i +

На рис. 7.8 представлена блок-схема решения задачи Коши методом Рунге- 
Кутта.

Рассмотрим решение задачи 7.1 методом Рунге-Кутта. В листинге 7.3 пред
ставлена функция на М-языке решения дифференциального уравнения мето
дом Рунге-Кутта.

Листинг 7.3
f■unct ion [ х, t ] =runge__kut (a,b,n,xO)
% Функция решения задачи Коши х'(t)=g(t,x) х(а)=хО методом Рунге-Кутта на 
% интервал интегрирования [а,Ь],
% п - количество отрезков, на которые разбивается интервал [а,Ь].
% Вычисление шага h 
h=(b-a)/п; 
х(1)=х0;
% Формирование системы равноотстоящих узлов ti 
for i=l:n+l

t(i)=a+(i-l)*h?
end 4 Vi- i!:
% Вычисление значение функции в узловых точках методом Рунге-Кутта по
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Рис. 7.8 ▼ Блок-схема решения задачи Коши методом Рунге-Кутта
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% формуле (7.19) 
for i=2:n+l
% Расчет коэффициентов Kl, К2, КЗ, К4 

Kl=g(t(i-1),x(i-l));
K2=g(t(i-1)+h/2,x(i-l)+h/2*Kl);
K3=g(t(i-1)+h/2,x(i-l)+h/2*K2);
K4=g(t(i-l)+h,x(i-l)+h*K3);

%Расчет приращения delt
delt=h/6*(K1+2*K2+2*K3+K4); 
x(i)=x(i-l)+delt;

end
end

На рис. 7.9 приведены графики решения задачи 7.1 методом Эйлера, мето
дом Рунге-Кутта (п  = 10) и точного решения.

Рис. 7.9 ▼ Графики решения задачи 7.1 методом Эйлера, методом Рунге-Кутта ( п -  10)
и точного решения

Как видно из рис. 7.9, решение задачи 7.1, полученное методом Рунге-Кут' 
та, совпадает в узловых точках с точным решением.
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Одной из главных проблем при использовании рассмотренных ранее численных мето
дов решения дифференциальных уравнений является, правильный выбор шага h. Для 
решения этой проблемы на каждом этапе применяют двойной пересчет. А именно: 
исходя из текущего верного значения у(хг), вычисляют величину y(xi + 2h) двумя спосо
бами: один раз с шагом h, а второй раз с двойным шагом Н  = 2h. Если расхождение 
полученных значений не превышает допустимой погрешности е, то шаг h для данно
го этапа выбран правильно и полученное с его помощью значение можно принять за 
у(х. + 2h). В противном случае шаг уменьшают в два раза.

В рассматриваемом ниже методе Кутта-Мерсона проблема выбора шага ин
тегрирования решена.

*

Метод Кутта-Мерсона четвертого порядка
Одной из модификаций метода Рунге-КутТа является метод Кутта-Мерсона 
(или пятиэтапный метод Рунге-Кутта четвертого порядка), который состоит в 
следующем [9]:

1. На г-м шаге рассчитываются коэффициенты:

к{ =/('<•>*/).

К з  +  2 / i / c j f  .

.  \

/

(7.20)

2. Вычисляем приближенное значение x(tj+l) по формуле:

*/+!=*,+ | (к ; -з * :з + 4 < ) . (7.21)

3. Вычисляем приближенное значение x(t.+ 1) по формуле:

(7.22)

4. Вычисляем оценочный коэффициент по формуле:

R  =  0.2 * / + i - ^ / + i (7.23)



5. Сравниваем R  с точностью вычислений е. Если R > е, то уменьшаем шаг 
вдвое и возвращаемся к п.1. Если R < е, то значение, вычисленное по фор
муле (7.22), и будет вычисленным значением x(t.+ l) (с точностью е).

6. Перед переходом к вычислению следующего значения х сравниваем R с

Если R < то дальнейшие вычисления можно проводить с удвоен

ным шагом h = 2 h.

На рис. 7.10 представлена блок-схема решения задачи (7.4)-(7.5) методом 
Кутта-Мерсона.

В листинге 7.4 представлена функция на М-языке решения дифференциаль
ного уравнения методом Кутта-Мерсона с заданной точностью.

Листинг 7.4
function [x,t,j]=kutjnerson(a,b,n,eps,xO)
% Функция решения задачи Коши х'(t)=g(t,x) х(а)=х0 методом Кутта-Мерсона 
% на интервале интегрирования [а,Ь] с точностью eps,
% п - количество отрезков, на которые вначале разбивается интервал [а,Ь].
% Вычисление шага h 
h=(Ь-а)/п; 
х (1)=х0;t(1)=а;i=2; 
while (t(i-l)+h)<=b 
R=3*eps; 
while R>eps
% Расчет коэффициентов Kl, K2, K3# K4, K5 

Kl=g(t(i-1),x(i-l));
K2=g(t(i-l)+h/3,x(i-l)+h/3*Kl);
K3=g(t(i-l)+h/3/x(i-l)+h/6*Kl+h/6*K2);
K4=g(t(i-1)+h/2/x(i-1)+h/8*Kl+3*h/8*K2);
K5=g(t(i-1)+h,x(i-l)+h/2*Kl-3*h/2*K3+2*h*K4);

% Вычисление сравниваемых значений x(i+l)
Xl=x(i-l)+h/2*(Kl-3*K3+4*K4);
X2=x(i-1)+h/6*(K1+4*K4+K5);

% Вычисление оценочного коэффициента R 
R=0.2*abs(XI-X2);

% Сравнение оценочного коэффициента R с точностью eps 
if R>eps 

h=h/2;
else

% Если оценочный коэффициент R меньше точности eps,
” % то происходит формирование очередной найденной точки и переход 
% к следующему этапу по i 

t(i)=t(i-l)+h; 
x(i)=X2; 
i=i+l;
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Численные методы решения дифференциальных уравнений

г*< > 1 

S ' * /

^Kutt_Merson(a,b,n,e,xO)^

K1=f(tM ,x M )
K2=f(ti_1+h/3i xj_1+h/3*K1) 

K3=f(ti_1+h/3, xi_l+h/6*K1+h/6*K2) 
K4=f(tj_1+h/2, xi_l+h/8*K1+3h/8*K2) 

K5=(tM +h,xM +h/2*Ki-3h/2*K3+2h*K4) 
X1 =xi_1 +h/2*(K1 -3K3+4K4) 
X2=xM +h/6*(K1 +4K4+K5) 

R=0.2|X1-X2|

Рис. 7.10 ▼ Блок-схема решения задачи Коши методом Кутта-Мерсона



% Если оценочный коэффициент R меньше e p s /6 4 ,
% то можно попробовать увеличить шаг. 

if R<=eps/64
if (t(i-1)+2*h)<=b 

h=2*h;
end

end
end

end
end
% В переменной j возвращается количество элементов в массивах х и t
• * л 3= 1-1

end

На рис. 7.11 приведены графики решения задачи 7.1 методом Кутта-Мерсона 
с точностью г ~ 10'6 и точного решения. При обращении к функции kut_merson в 
качестве п передавалось число 5. Функция выбирала оптимальный шаг на каждом 
из отрезков. Как видно из рисунка, шаг то увеличивается, то уменьшается. При 
решении уравнения методом Кутта-Мерсона невозможно гарантировать вычис
ление значения в заданных точках интервала [ tQ, tn]. Однако после получения ре
шения методом Кутта-Мерсона значение в любой точке интервала [t0, tn] можно 
вычислить, интерполируя полученную зависимость [t., х]

Рассмотренные методы Рунге-Кутта относятся к классу одношаговых мето
дов, в которых для вычисления значения в очередной точке xk + l нужно знать 
значение в предыдущей точке xk.

Еще один класс методов решения задачи Коши -  многошаговые методы, в 
которых используются точки xk_v xk_2, xk_v хкдля вычисления хЛ + 1.В  многоша
говых методах первые четыре начальные точки (tQ, я0), (tv л̂ ), (t2, х2), (ty х3) дол
жны быть получены заранее любым из одношаговых методов (метод Эйлера, 
Рунге-Кутта и т.д.). Наиболее известными многошаговыми методами являются 
методы прогноза-коррекции Адамса и Милна.

7.2.4. Решение дифференциальных уравнений методом 
прогноза-коррекции Адамса
Рассмотрим решение уравнения (7.1)-(7.2) на интервале [f; f.+ 1]. Будем считать, 
что решение в точках tQ9 tv tv  ..., £.уже найдено, и значения в этих точках будем 
использовать для нахождения значения x ( t i+l).

Проинтегрируем уравнение (7.1) на интервале |7.; £.+ 1] и получим соотноше
ние [9]:

* / +1

х { ‘ i + \ ) = *( ‘ i ) + J (7.24)
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Рис. 7.11 ▼ Графики решения задачи 7.1 методом Кутта-Мерсона
с точностью е = 10~6 и точного решения

При вычислении интеграла, входящего в (7.24), вместо функции J[t, x(t)) бу
дем использовать интерполяционный полином Лагранжа, построенный по точ- 
‘кам (t._y  * _ 3), (£._2, х ._2), (t{_v xi_l), (tr #)• Подставив полином Лагранжа в (7.24), 
получаем первое приближение (прогноз) */+1 для значения функции в точке /.+ 1.

*i+\=xi +

+ ^  ( ~9 /  ( t,_3 , х,_з ) + 37 /  ( /,_2 , *,_2 ) -  59 /  ( +  55 /  ( » , ,  л,-)).  (7‘25)

Как только */+i вычислено, его можно использовать. Следующий полином 
Лагранжа для функции J[t, x{t)) построим по точкам (t._2, xt_2), (t._v х._х), (t., хг)  и 
новой точке (ti + v #- + 1)> после чего подставляем его в (7.24) и получаем второе 
приближение (корректор):

*/+1 = xi + “  ( /  (*/-2 > */-2 ) ~ 5 /  (*/-1 . */-1 ) +19 /  (tj ,Xj ) + 9/ ( //+1 , */+1 )). (7.26)

Таким образом, для вычисления значения я(£+1) методом Адамса необходи
мо последовательно применять формулы (7.25), (7.26), а первые четыре точки 
можно получить методом Рунге-Кутта.
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На рис. 7.12 представлена блок-схема решения задачи (7.4)-(7.5) методом 
Адамса, а в листинге 7.5 приведена функция на М-языке решения задачи Коши 
методом Адамса.



Численные методы решения дифференциал! на к уравнений

Ли с т и н г  7 . 5
function [x/t]=adams(a/b/n/xO)
% Функция решения задачи Коши х 1 (t)=g(t/x) х(а)=хО методом Адамса на 
% интервал интегрирования [а,Ь],
% п - количество отрезков, на которые разбивается интервал [а#Ь].
% Вычисление шага h 
h=(b-a)/n; 
х (1)=х0;
% Формирование системы равноотстоящих узлов ti 
for i=l:n+l

t(i)=a+(i-l)*h;
end
% Вычисление значение функции в трех узловых точках методом 
% Рунге-Кутта по формуле(7.19) 
for i=2:4

Kl=g(t(i-1),x(i-l));
K2=g(t(i-1)+h/2,x(i-l)+h/2*Kl);
K3=g(t(i-l)+h/2,x(i-l)+h/2*K2);
K4=g(t(i-l)+h,x(i-l)+h*K3);

%Расчет приращения delt
delt=h/6*(Kl+2 *K2+2 *K3 +K4); 
x (i)=x(i-1)+delt;

end
% Вычисление значение в остальных точках методом Адамса 
for i=4:n
% Вычисление прогноза

xp=x(i)+h/24*(-9*g(t(i-3),x(i-3))+37^g(t(i-2),x(i-2))
-59*g(t(i-1),x(i-l))+55*g(t(i),x(i))) ;

% Вычисление корректора
x(i+l)=x(i)+h/24*(g(t(i-2),x(i-2))-5*g{t(i-1), 
x(i-l))+19*g(t(i)/X(i))+9*g(t(i+1)#xp));

end 
. end

7.2.5. Решение дифференциальных уравнений методом 
Милна
Отличие метода Милна от метода Адамса состоит в том, что в первом случае в 
качестве интерполяционного полинома используется полином Ньютона.

Подставив в (7.24) вместо функции J(t, x(t)) интерполяционный полином 
Ньютона, построенный по точкам(^_3, xk_3), (tk_v xk_2), (tk_v xk_l), (tk, хл) получаем 
Первое приближение -  прогноз Милна **+1 для значения функции в точке tk+l.

(7.27)
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Следующий полином Ньютона для функции J[t, x(t ) )  построим по точкам

(*л-2> xk- 2 )» (**> *а) и новой точке (/*+1,**+1), после чего подставляем
его в (7.24) и получаем второе приближение -  корректор Милна:

хк+1 + j (  / (* * - i  >хк- 1 ) + 4 / ( * *  ) + /(**+1 >**+1 ))• (7.28)

В методе Милна для вычисления значения х(^+1) необходимо последователь
но применять формулы (7.27)- (7.28), а первые четыре точки можно получить 
методом Рунге-Кутта.

Существует модифицированный метод Милна. В нем сначала вычисляется пер
вое приближение по формуле (7.27), затем вычисляется управляющий пара
метр:

2 8  / , _  \

т к+\ = хк+1 + ^  { хк ~ хк ) • (7.29)
*

после чего вычисляется значение второго приближения -  корректор Милна -
I

по формуле:

хк + 1 хк -1 "J ( f  ( ̂ к — 1 > */: -  1 ) 4 /* ( / ,̂ •*£ ) + X(^A: + l » w*A: + l ) ) * (7.30)

В модифицированном методе Милна первые четыре точки можно получить 
методом Рунге-Кутта, а для вычисления значения x ( tk+l) необходимо последо
вательно применять формулы (7.27), (7.29), (7.30).

На рис. 7.13 представлена блок-схема решения задачи (7.4)-(7.5) модифици
рованным методом Милна, а в листинге 7.6 приведена функция на М-языке 
решения задачи Коши модифицированным методом Милна.

Листинг 7.6
function [x#t]=miln(a,b,n#xO)
% Функция решения задачи Коши х'(t)=g(t/x) х(а)=х0 методом Милна на 
% интервал интегрирования [а,Ь],
% п - количество отрезков, на которые разбивается интервал [а,Ь].
% Вычисление шага h 
h=(b-a)/п; 
х (1)=х0;хр(1)=х(1);
% Формирование систёмы системы равноотстоящих узлов ti 
for i=l:n+l

t(i)=a+(i-l)*h;
end
% Вычисление значения функции в трех узловых точках методом 
% Рунге-Кутта по формуле(7.19) 
for i=2:4



Численные методы решения дифференциальных уравнений

Рис. 7.13 ▼ Блок-схема решения задачи Коши модифицированным методом Милна
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Kl=g(t(i-1),x(i-l));
K2=g(t(i-l)+h/2,x(i-l)+h/2*Kl);
K3=g(t(i-l)+h/2,x(i-l)+h/2*K2);
K4=g(t(i-l)+h,x(i-l)+h*K3);

%Расчет приращения delt
delt=h/6*(Kl+2*K2+2*K3+K4);
x(i)=x(i-l)+delt;
xp(i)=x(i);

end
\

% Вычисление значения в остальных точках методом Адамса 
for i=4:n
% Вычисление прогноза

xp(i+l)=x(i-3)+4*h/3*(2*g(t(i-2),x(i-2))-g(t(i-l)f 
x(i-l))+g(t(i),x(i)));

%Вычисление управляющего параметра 
m-xp(i+l)+28/29* (x(i)-xp(i));

% Вычисление корректора
x(i+l)=x(i-l)+h/3*(g(t(i-l),x(i-l))+4*g(t(i),x(i))+g(t(i+l) #m));

end %end
В листинге 7.7 представлено обращение к функциям решения задачи Коши 

(7.12) на интервале [1; 6] методами Кутта-Мерсона (с точностью 0,001), Адам
са, модифицированным методом Милна. Графики найденных решений изобра
жены на рис. 7.14.

Листинг 7.7
а=1;
Ь=6; 
х0=0 ;
N=10;
[XA,TA]=adams(a,b,N,xO) ;
[XM^fMl^ilnta^.N^O) ;
[XRK,TRK,iu]=kutjnerson(a#b,N/0.001,x0); ,
tt=l:0.05:3;
XT=tocn_resh(tt);
t%plot(tt,XT,TA,XA,'o-',TM,XM,'x-',TRK,XRK,'*-' ); 
plot(tt/XT/TA/XA/ 'o-‘ ,TM,XM, 'x-' ,TRK,XRK, '*-');
legend("Точное решение", 'Метод Адамса', 'Модифицированный метод Милна', 'Метод 
Кутта-Мерсона'); 
grid on;

Из вышеизложенного можно сделать вывод, что наиболее точными метода
ми являются метод Кутта-Мерсона, метод Адамса и модифицированный метод 
Милна.
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Точное решение 

М етод Адамса
Модифицированный метод Милна 

Метод Кутгз-Мерсона
ш Ш К т

Рис. 7.14 ▼ Графики решения задачи Коши (7.12) на интервале [1; 6] методами 
Кутта-Мерсона (с точностью 0,001), Адамса, модифицированным методом Милна

7.2.6. Решение систем дифференциальных уравнений
Все описанные методы решения дифференциальных уравнений применимы и 
для систем дифференциальных уравнений. Рассмотрим на примере метода Рун- 
ге-Кутта, как эти методы можно обобщить для систем.

Пусть дана система дифференциальных уравнений в матричном виде:

= /(*,*)

с начальным условием х =

x i ( O '  

*  2(<)
f \|  ̂ 1 *х2 »•••»х п ) 

f  21 ̂  х 1 > х2 »•••»хп )

** *
О II

ГX
1

0
X 2

* » ( 0 ,
 ̂ / л  ( *  » * 1 » * 2  » — » Л*и )  ,

•  • • • 

*°И и у

. Задав

шись некоторым шагом h и введя стандартные обозначения t. = t0 + th, х. = x (f),

■} Pwjllr»- I



Ах. = xi+ j -  x., i = 1, 2, получим формулы для метода Рунге-Кутта для сис
темы:

7.3. Встроенные функции MATLAB 
для решения дифференциальных уравнений
Для решения дифференциальных уравнений и систем в MATLAB предусмотре
ны следующие функции: ode45(f, interval, ХО, options) , ode23(f, 
interval, XO, options) ,odell3(f, interval, XO, options) ,odel5s(f, 
interval, XO, options) ,ode23s(f, interval, XO, options) ,ode23t(f, 
interval, XO, options) Hode23tb(£, interval, XO, options).

Входными параметрами этих функций являются:

►  f- вектор-функция для вычисления правой части уравнения (7.4) или си
стемы уравнений (7.31);

>* interval -  массив из двух чисел, определяющий интервал интегрирова
ния дифференциального уравнения или системы;

V  ХО -  вектор начальных условий системы дифференциальных систем;
V  options -  параметры управления ходом решения дифференциального 

уравнения или системы.

Все функции возвращают:

>* массив Т -  координат узлов сетки, в которых ищется решение;
>* матрицу X, г-й столбец которой является значением вектор-функции ре

шения в узле Ti.
В функции ode45 реализован метод Рунге-Кутта четвертого-пятого порядка 

точности, в функции ode23 также реализован метод Рунге-Кутта, но второго- 
третьего порядка, функция odell3 реализует метод Адамса.

(7.32)

= / ( < ,  + А , * , - + А  ) .
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Для решения жестких систем предназначены функция odel5s, в которой 
реализован метод Гира, и функция ode23s, реализующая метод Розенброка. Для 
получения более точного решения жесткой системы лучше использовать функ
цию odel5s.

Напомним читателю определение жесткой системы дифференциальных 
J уравнений. Система дифференциальных уравнений п-го порядка

^  = Вх 
dt (7.33)

называется жесткой [9] , если выполнены следующие условия:

>► действительные части всех собственных чисел матрицы В  отрицательны: 

)<0,£ =  Q ,1 ,  ... , п -  \ j;
max

0 <k<n- 11
Re(> * ) l

min
0<k <n-\\ Re(,X*)|

, называемая числом жесткости системы, велика.

При исследовании на жесткость нелинейной системы дифференциальных урав-
dFt

нений (7.31) в роли матрицы Б будет выступать матрица частных производных
d x j

Для решения систем с небольшим числом жесткости можно использовать 
функцию ode23t, а для грубой оценки подобных систем служит функция 
ode23tb. Рассмотрим использование функций на примере конкретной задачи. 

ЗАДАЧА 7.2. Решить следующую краевую задачу:

(7.34)
Ё  . i -1  + 4—  + 13* = esin<'>,

dt2 dt
*(0,25) = -1, /(0,25) = 1

на интервале [0,25; 2].
Для того чтобы можно было воспользоваться функциями MATLAB, преобра-

Щ; dx
зуем уравнение в систему. Сделав замену у = — , получим систему уравнений:

dt

dy
dt
dx
Tt

-  _4у -  13x + esin(/)

(7.35)

с начальными условиями

>>(0,25) = 1, 
x (0,25 ) = -1. (7.36)
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Составим функцию вычисления системы (7.35) (см. листинг 7.8). В листин
ге 7.9 представлено решение уравнения (7.35) с помощью функции ode45. Гра
фик решения приведен на рис. 7.15.

Листинг 7.8
function F=FF(t,x)
F=[-4*х(1)-13*х(2)+exp(t);х(1)]; 
end
Листинг 7.9 1
% Формируем вектор начальных условий 
Х0=[1;—1];
% Формируем массив из двух чисел, определяющий интервал интегрирования 
interval=[0.25 2];
%Обращение к функции ode45 для решения системы дифференциальных уравнений 
[Т,X] =ode45 (@FF, interval ДО) ;
% Вывод графика решения
plot(Т,X(:,1),':',Т,X(:,2),'-'); -
legend ("у11 /1 х-Решение') ; 
grid on;

1Ж1РЖО тшж

Ш11111
$!& * -: X̂vi  ̂ ,

Рис. 7.15 ▼ График решения системы (7.35) 

1 Решение системы уравнений (7.35) на интервале [0.25; 2].
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Аналогичным образом можно обращаться и к другим функциям, предназна
ченным для решения дифференциальных уравнений и систем. Для более де
тального изучения функций MATLAB, применяемых для решения дифферен
циальных уравнений, авторы рекомендуют обратиться к справочной системе 
пакета или к литературе [4].

В

7 .4 . Решение диф ф еренциальны х уравнений 
в M athcad
Рассмотрим особенности решения дифференциальных уравнений с помощью 
встроенных функций Mathcad.

7.4.1. Встроенные функции Mathcad для  решения 
обыкновенных уравнений и систем
Для решения обыкновенных дифференциальных уравнений и систем в Math-

>  odesolve ( [vector] , t , b, [n]) возвращает функцию (скалярную для 
уравнения и вектор-функцию для системы уравнений), являющуюся реше
нием дифференциального уравнения, vector -  необязательный параметр 
(используется только при решении систем), содержащий имена функций, 
t -  имя независимой переменной, b -  конечная точка интервала интегри
рования, п -  количество шагов, на которые разбивается интервал интег
рирования дифференциального уравнения или системы; эта функция за
вершает решающий блок Given.

Между служебным словом Given и функцией odesolve следует вводить уравнения и 
начальные условия. Для ввода производных в уравнениях следует использовать сим
вол кавычки ( комбинация клавиш Ctrl+F7) или кнопку производных панели Calculus. 
При вводе производных в начальных условиях следует использовать только комбина
цию клавиш Ctrl+F7. При вводе уравнений после имени функции обязательно в скоб 
ках должен быть указан аргумент. Ввод знака равенства осуществляется с помо
щью комбинации клавиш Ог/+= или с помощью оператора расположенного на 
панели инструментов Boolean (Логический).

На рис. 7.16 приведен пример использования оператора odesolve для ре
шения следующей задачи Коши:

999 9 _ .

х + х + х = е + cos (/), 

лс(0) = 1, *'(0) = 0, * ” (0) = 0,4;

cad предназначены следующие функции



Пример решения дифференциального уравнения третьего порядка 

Given Дифференциальное уравнение

лз
— ^x(t) + x'(t) + x(t) =  с + cos(t)
dr

Начальные условия 

х(0) =  1 х"(0 ) =  0.4 х'(0) =  0 

Решение уравнения с помощью функции odesolve

t := 0.. 6 

x(t) °
________

1.297 
1.894 
1.073 

- 2.336 
- 5.358 
- 1.851
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t

Рис. 7.16 т Пример использования функции odesolve

>* rkfixed(init, tl, t2, npoints, D) решает дифференциальное уравне
ние первого порядка или систему п таких уравнений1 методом Рунге-Кутта 
четвертого порядка с фиксированным шагом; init -  вектор начальных ус
ловий, [ tl, t2 ] -  интервал интегрирования, npoints -  количество проме
жутков, на которые разбивается интервал [ 11, 12 ], D — вектор правых час
тей системы дифференциальных уравнений; функция rkf ixed возвращает 
матрицу размером (npoints + 1) • (n + 1), нулевой столбец которой содер
жит все точки интервала интегрирования [tl, t2 ], а все остальные содер
жат значения найденных функций в узловых точках. На рис. 7.17 приведен 
пример использования функции rkf ixed при решении задачи Коши:

х '  +  X  +  х ^  = COS ( t ) ,

*(0) = 2;

х := Odesolve (t ,6)

График решения уравнения

Уравнение или систему следует привести к видух' = F ( t ,  х).



з
D (t,x ) := - х  -  х + cos(t)

Решении дифференциальных уравнении в mamcaa

X  := rkfixed(2,0,5,50 ,D )

^0>
Рис. 7.17 т  Пример использования функции rk f  ixed

V Rkadapt(init, tl, t2, npoints, D) решает дифференциальное уравне
ние первого порядка или систему п таких уравнений методом Рунге-Кутта

Правая часть дифференциального уравнения

D (t,x ) := -т? -  х^ + cos(5t)

Обращение к функции Rkadapt 
Матрица

X  := Rkadapt (3,0,5,50 ,D ) решений

3

2

^0)
Рис. 7.18 т  Пример использования функции Rkadapt
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четвертого порадка с автоматическим выбором шага; init -  вектор началь- 
ных условий, [tl, t2 ] -  интервал интегрирования; npoints +1 -  количество 
точек, в которых будет вычислено решение уравнения, D -  вектор правых 
частей системы дифференциальных уравнений; функция Rkadapt возвраща
ет матрицу размером (npoints + 1) • (n + 1), нулевой столбец которой содер
жит все точки интервала интегрирования [tl, t2], а все остальные содер
жат значения найденных функций в узловых точках. На рис. 7.18 приведен 
пример использования функции Rkadapt при решении задачи Коши:

jc' + х2 + х* = cos (5 О»
*(0) = 3;

>  rkadapt ( in it ,  t l , t2 ,  eps, D, kmax, ht) решает дифференциальное урав
нение или систему методом Рунге-Кутта с автоматическим выбором шага в 
одной точке; здесь eps -  точность вычисления решения при автоматическом 
выборе шага, kmax -  число строк в результирующей матрице (для вычисле
ния в одной точке kmax можно принять равным 2), ht -  минимальное значе
ние шага интегрирования; результатом этой функции является матрица раз
мером kmax • (п+1) элементов. На рис. 7.19 приведен пример вычисления 
значения функции в конечной точке задачи Коши:

t А

х' + х 2 + х* = cos(5/),
х ( 0 )  = 3;

rkadapt(3,0,5,0.001 ,D  ,2,0.0001) =
г о з Л
5̂ 0.057J

Рис. 7.19 т Пример использования функции rkadapt

>* Bulstoer (init, tl, t2, npoints, D) решает дифференциальное уравне
ние или систему методом Булирша-Штера1, пример использования при
веден на рис. 7.20;

>* bulstoer (init , tl, t2 , eps, D, kmax, ht ) решает дифференциальное 
уравнение или систему методом Булирша-Штера в одной точке;

> *функции Radau(init, tl, t2, npoints, D ), Stiffbfinit, xl, x2, 
npoints, D, J), Stiffr (init, xl, x2, npoints, D, J) предназначены 
для решения жестких систем обыкновенных дифференциальных уравне
ний (работе с этими функциями будет посвящен отдельный раздел).

Метод Булирша-Штера имеет смысл использовать в случае гладких правых частей уоавнения-



Р сдоение цяс ),р т имений ш Mathcad

Правая часть дифференциального уравнения

D (t ,х) := %fx + х -  esin̂

Обращение к функции Bulstoer
Матрица

X  := Bulstoer(3,0,1,20 ,D ) решений

X

• 0

0 0 3
1 0.05 3.191
2 0.1 3.393

т 0.15 3.605
т 0.2 3.827
5 , 0.25 4.061
6 0.3 4.307
7 0.35 4.565
В 0.4 '  4.836
9 0.45 5.121
10 0.5 5.421
11 0.55 5.735
12 0.6 6.065
13 0.65 6.412
14 0.7 6.777
15 0.75 7.16

xf0>
Рис. 7.20 ▼ Пример использования функции Bulstoer

7*4.2. Решение дифференциальных уравнений первого 
лорядка
Рассмотрим использование основных функций Mathcad на примере следующей 
задачи.

ЗАДАЧА 7.3. Решить задачу Коши:

dx + х = sin ( х  ■ / ),
dt
х ( 0 )  =  1,5.

V Решение этой задачи с помощью решающего блока pi функции Odesolve пред
ставлено на рис. 7.21. Еще раз обращаем внимание читателя, что в решающем бло
ке обязательно после имени функции указывать аргументы, в нашем случае это x(t).

Для того чтобы дифференциальное уравнение вида <р(£, х, х*) = 0 можно было 
решить с помощью других функций Mathcad, его необходимо преобразовать к 
***Ду F(t, х). Поэтому задачу 7.3 перепишем следующим образом:
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Решение дифференциального уравнения первого порядка с 
помощью функции Odesolve

Given

Дифференциальное уравнение и начальное условие

x'(t) + x(t) =  sin(x(t)*t) х(0) = 1.5

х := Odesolve (t ,35)

Рис. 7.21 т  Решение задачи 7.3 с помощью функции Odesolve
*

На рис. 7.22 представлено решение уравнения (7.37) с помощью функции
rkf ixed.

Как видно из рис. 7.22, при достаточно большом шаге в методе Рунге-Кутта 
с постоянным шагом накапливается большая ошибка. Если уменьшить шаг, то 
решение будет найдено точнее (рис. 7.23). Ошибка будет появляться только на 
последнем этапе интегрирования. При дальнейшем уменьшении шага решения, 
найденные с помощью функций rk f ixed и Odesolve, совпадут.

Как следует из рис. 7.21 -  7.23, использование функции г k f  ixed даже при решении 
уравнения первого порядка может привести к значительным ошибкам вычислений. 
При использовании этой функции следует обращать внимание на величину шага ин
тегрирования.

Чтобы избавиться от проблемы выбора шага интегрирования, на наш взгляд, 
рациональнее пользоваться функцией Rkadapt. На рис. 7.24 представлено реше
ние уравнения (7.37) с помощью функции Rkadapt, которое полностью совпада
ет с решением, найденным с помощью функции Odesolve (см. рис. 7.21).



Решение дифференциальных уравнений в Mathcad

Правая часть дифференциального уравнения

D(t,x ) := -х  + sin(x-t)

Решение дифференциального уравнения на интервале [0;35] 
(35 -  0) ,

с шагом интегрирования ■ —  -  = 1

X_rkfixcd := ikfixed(1.5,0,35,35 ,D)

--- X rkfixed
—  X*(Odesolve)

Рис. 7.22 ▼ Решение уравнения (7.37) с помощью функции rkfixed с шагом ht =

Правая часть дифференциального уравнения

D(t,x ) := - х +  sin(x-t)

Решение дифференциального уравнения на интервале [0;35]
(35 -  0)

с шагом интегрирования ^  = 0.175 

X_ikfixed := ikfixed(1.5,0,35,200 ,D)

--- X_rkfixed
— X (Odesolve)

Рис. 7.23 т Решение уравнения (7.37) с помощью функции rkfixed с шагом ht = О,
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Правая часть дифференциального уравнении
p jt ,x ):= -x + s in (x t )

Решение уравнения с помощью функции Rkadapt 

Xricadapt := Rkadapt (1.5,0,35,35 ,D)

Правая часть дифференциального уравнения
== - * +  sin(x-t)

Решение уравнения с помощью функции Bulstoer

X_bul := Bulstotr(1.5,0,35,35 ,D)

• • «• X_bul 
------ Odesolve

Рис. 7.25 ▼ Решение уравнения (7.37) с помощью функции Bulstoer
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Еше одним способом решения обыкновенных дифференциальных уравне
ний первого порядка является использование функции Bulstoer. Найденное с 
помощью этой функции решение уравнения (7.37) представлено на рис. 7.25.

Решение, найденное с помощью функции Bulstoer, значительно точнее, чем 
с помощью функции Rkfixed при одном и том же шаге (h t = 1). Однако лучшим 
способом получения достаточно точного решения является использование 
Rkadapt. Интересен и способ решения дифференциального уравнения с задан
ной точностью, представленный на рис. 7.26, в котором применена функция 
rkadapt. ■

С помощью рассмотренных в этом разделе функций можно решить практи
чески любое дифференциальное уравнение первого порядка.

Количество промежутков на интервале интегрированияN,:= 35 
35

Шаг интегрирования
N t :»  0.. 35

Массив s -  точки, в которых необходимо вычислить решение 
дифференциального уравнения, у(1) -  решение уравнения 
в точке s(i)
Начальное условие sq := 0 у0 := 1.5
Формируем массив s 1 :=51 •• N

£:=1Н
Ищем решение с точностью
А,:-0.0001

:= ikadapt(l.5,0,Si,6,D,2,0.0l)i^

' rkadapt 
- odesolve

Рис. 7.26 ▼ Решение уравнения (7.37) с помощью функции rkadapt
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7.4.3. Решение систем дифференциальных уравнений
Рассмотренные в предыдущем разделе функции позволяют решать не только 
дифференциальные уравнения, но и системы уравнений. Использование функ
ций Odesolve, rkfixed, Rkadapt, rkadapt, Sulstoer при решении систем рас
смотрим на примерах конкретных задач.

ЗАДАЧА 7.4. Решить задачу Коши:
X = cos ( х  - у )

, * ( 0 )  = 0, у ( 0 )  = 0
у = sin( х  + t - у )  

на интервале [0; 10].
Решение задачи с помощью функции Odesolve
При решении систем с помощью функции Odesolve необходимо сделать сле

дующее:
1. Внутри решающего блока записать уравнения и начальные условия.
2. Обратиться к функции Odesolve с тремя обязательными параметрами:

первый -  массив имен функций (в нашем случае

а := О Ь := 10 

Given
Уравнения и начальные условия

x’(t) = cos(x(t)y(t)) y’ (t) = sin(x(t) + t*y(t)) 

x(a) = 0 y(a) = 0

Обращение к функции Odesolve

(;)>■второй -  имя

0deSolve(y)’t>b]

Рис. 7.27 ▼ Решение задачи 7.4 с помощью функции Odesolve
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т

независимой переменной, третии -  конечная точка интегрирования 
системы.

функция O desolve вернет вектор-функцию -  решение системы обыкновен
ных дифференциальных уравнений. На рис. 7.27 представлено решение зада
чи 7.4 с помощью функции Odesolve.

Решение задачи с помощью функций rkfixed, Rkadapt, Bulstoer
Особенностью решения систем с помощью функций rk f ix e d , Rkadapt, Bu l

stoer является формирование параметра D(t, х) как векторной функции правых 
частей системы. При записи этой функции следует учитывать, что t -  имя неза
висимой переменной, х -  массив неизвестных функций (х0 -  первая функция, 
хх -  вторая функция и т.д.). Векторная функция правой части D (t, х) задачи 7.4 
представлена на рис. 7.28.

D(t,x) :=
COS(XQ-Xl) ^

4sin(xo + t-Xl);

Рис. *7.28 ▼ Функция правой части задачи 7,4

Обращение к функциям r k fix e d , Rkadapt, B u ls toe r при решении задачи 7.4 
представлено на рис. 7.29. На рис. 7.30 представлен график решения, получен
ный с помощью функции Rkadapt1.

Щ ,:= rkfixed 

Н2,:= Rkadapt 

ГО := Bulstoer

,a,b,50,D

|,a,b,50,D

,a,b,50,D

Рис. 7.29 т  Решение задачи 7.4 с помощью функций rkfixed, Rkadapt, Bulstoer

Системы большей размерности можно решать аналогично задаче 7.4. Особый 
Класс систем обыкновенных дифференциальных уравнений образуют жесткие 
э̂дачи.

Решения, полученные с помощью функций rkfixed, Bulstoer, совпадают с представлен 
ным на рис. 7.30.
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Рис. 7.30 ▼ График решения задачи 7.4, полученного с помощью функции Rkadapt

7.4.4. Решение жестких задач
Решение жестких систем содержит как быстро, так и медленно меняющиеся 
участки. Использование функции rk f ixed при решении жестких систем зачас
тую нецелесообразно, так как Mathcad часто выдает сообщение о переполнении.

Для решения жестких систем в Mathcad предусмотрены следующие функ
ции: Radau( in it # t l ,  t2, npoints, D), S t i f fb f in i t , t l ,  t2 , eps, D, J) (исполь
зуется алгоритмБулирша-Шера), S t i f f r ( in i t ,  t l ,  t2, eps, D, J) (использует
ся алгоритм Розенброка). Параметрами этих функций являются:

>  in i t  -  вектор начальных условий;
>  [ t l ;  t2] -  интервал интегрирования;
>  npoints -количествоузлов на интервале [ t l ;  t2 ];
>  D -  вектор правых частей системы дифференциальных уравнений;
>  J -  матрица размером п • (w+ 1), нулевой столбец которой содержит про- 

изводные правой части, а остальные столбцы представляют якобиан прз* 
вой части системы дифференциальных уравнений.

Функции возвращают матрицу размером (npoints + 1 )* (п +1 ), нулевой стол
бец которой содержит все точки интервала интегрирования [ f ; Q , а все оставь* 
ные содержат значения найденных функций в этих точках.

При обращении к функции Radau не нужно вычислять матрицу/, но мегоды, зал0" 
женные в функциях S t i f fb ( in i t , t l ,  t2, npoints, D, J), S t t i f f r ( in i t ,  t l ,  
npoint s, D, J), являются более точными при решении нелинейных жестких систе̂ *
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ЗАДАЧА 7.5. Найти решение задачи Коши для следующей жесткой системы:

'  119.46 185.38 126.88 121.03 4
d X  _ -10.395 -10.136 -3.636 8.577
dt -53.302 -85.932 -63.182 54.211

-115.58 -181.75 . -112.8 -199

X ; Х (0) = (7.38)

Чтобы узнать, является ли система жесткой, необходимо проверить, удов
летворяют ли собственные числа матрицы В  определению жесткой системы 
(рис. 7.31).

Матрица правых частей В

'  119.46 185.38 126.88 121.03 ^

-10.395 -10.136 -3.636 8.577
. В :=

-53.302 -85.932 -63.182 -54.211

^-115.58 -181.75 -112.8 -199 )

Вычисляем собственные числа матрицы В Я := eigenvals(B) 
(  -151.442 ^

-0.202 + 17.167i 

-0.202 -  17.167i 

- 1.012 j

Число жесткости системы $ :=
шах1( r c (  [ Я ] ) )

s = 149.573
тт(к.е1|я|))

Рис. 7.31 ▼ Проверка жесткости системы (7.38)

Попробуем решить эту систему, используя стандартные функции. На 
рис. 7.32 представлено решение уравнения (7.38) с помощью функций rk fixed  
и Rkadapt.

Как видно из рис. 7.32, при решении жестких систем методом Рунге-Кутта 
с постоянным шагом ошибка очень быстро накапливается, что приводит к не
корректным результатам, поэтому для его применения необходимо значитель
но уменьшать шаг. Но если решать подобные системы на достаточно большом 
Интервале времени, то даже значительное уменьшение шага при использовании 
Функции rk fixed  может не привести к правильным значениям. Поэтому для 
Решения подобных систем предусмотрены специальные функции. На рис. 7.33 
Представлено решение жесткой системы (7.38) с помощью функций Radau, 
• Stif fb , S t i f f г.
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D(t,x) :=

119.46-хо + 185.38-xi + 12б.88-х2 + 121.03-х3 

-10.395-хо ~ Ю ЛЗбх! -  3.б3бх2 + 8.577х3 

-53.302 x0 -  85.932-Х! -  63.182х2 -  54.211 х3 

-115.58-хо -  181.75-Х] -  112.8х2 -  199х3 )

.X := rkfixed

и

,0,5 ,200 Д) ХА := Rkadapt ,0,5,100 ,D

Х =

S * 8  о шт»г щтш 2 '3 4 • -
0 0 l l Г 1 1
;1 0.025 2.042 -2.241 0.844 11.775
2 0.05 -13.857 -9.126 9.121 55.474
.3: 0.075 -93.602 -27,593 47.468 225.431
4 0.1 -416.758 -90.179 199.176 885.485
'S.. 0.125 -1.681-103 -325.457 788.518 3,454-103
6 0.15 * -6.604'103 -1.236-103 3.08-103 1.346-104
7 0.175 -2.578-104 -4.782-103 1.2-104 5.245-104
8 0.2 -1.C05-105 -1.86-104 4.676-104 2.044-105
9 0.225 -3.916-105 -7.248'104 1.822-105 7.966-105
10 0.25 -1.526-106 -2.824'105 7.101-105 3.104-106

ХА =

0 && ■m* i." Sl: 4
0 0 l 1 1 1
m 0.05 14.825 -3.82 -4.223 -2.859
2% 0.1 18.843 -9.573 -3.482 -0.53

0.15 12.222 -11.79 1.63 2.484
0.2 -0.403 -8.866 7.423 4.086

5.. 0.25 -10.364 -2.761 9.815 3.188

Рис. 7.32 т Решение жесткой системы (7.38) с помощью функций rkfixed и Rkadapt

XI := Radau

1
1
1

LU J

,0,5,100 ,D

Матрица J

,X(t,x) :=

X2 := Stiffb

fO 119.46 185.38 126.88

0 -10.395 -10.136 -3.636

0 -53.302 -85.932 -63.182

0 -115.58 -181.75 -112.8

1 
1

lu ;

,0,5,250 ,D,J

121.03

8.577

-54.211

-199

X3 := Stiflr

1
1
1

vly

,0,5 ,100 ,D ,J

Рис. 7.33 т Решение жесткой системы (7.38) с помощью функций Radau, stiffb, stiffr
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На рис. 7.34 представлены числовые результаты решения задачи 7.5.

XI =

::-ГЧ '0  -  Г - : 1 T 2 3 j 4 ' '
4.25 -3.973 -0.984 2.976 1.557

m 4,3 -6.556 1.68 3.008 0.693
в: 4.35 -4.558 3.093 1.005 -0.624
88 : 4.4 0.558 2.314 -1.62 -1.481
Ш 4.45 5.22 -0.076 -3.056 -1.302
90^ 4.5 6.237 -2.405 -2.343 -0.228
91 4.55 2.985 -3.075 -0.014 0.985
92 4.6 -2.223 -1.657 2.3 1.502
93 4.65 -5.779 0.836 3.012 0.983
У4 4.7 -5.275 2.674 1.663 -0.196
95 4.75 -1.142 2.612 -0.779 -1.213
96 4.8 3.713 0.732 -2.621 -1.375
97 4.85 5.944 -1.64 -2.611 -0.587
98 4.9 4.075 -2.866 -0.795 0.591

1991 4.95 -0.534 -2.125 1.546 1.342
100 5 -4.667 0.034 2,794 1.162

Х2 =

Ш О Ш Я :: 1 2 Ш 1 Ш 1 Р 4
234 4.68 -6.005 2.121 2.416 0.306
235 4.7 -5.275 2.674 1.663 -0.196
236 4.72 -3.934 2.906 0.727 -0.671
237; 4.74 -2.142 2.794 -0.283 -1.063
238 .4.76 -0.112 2.353 -1.249 -1.328
239 4.78 1.918 1.637 -2.059 -1.435
240 4.8 3.712 0.732 -2.621 -1.375
241 4.82 5.064 -0.256 -2.869 -1.154
242 4.84 5.819 -1.21 -2.78 -0.801
243 4.86 5.895 -2.021 -2.365 -0.357
244 4.88 5.288 -2.594 -1.676 0.126
245 4.9 4.074 -2.865 -0.794 0.^91
246 4.92 2.4 -2.805 0.175 0.983
247 4.94 0.463 -2.423 1.118 1.259
248 4.96 -1.51 -1.767 1.927 1.386

w m 4.98 -3.288 -0.914 2.507 1.352

Рис. 7.34 ▼ Результаты решения жесткой системы (7.38) с помощью 
функций Radau, Stiffb, Stiffr *

Описание жестких систем завершим решением нелинейной жесткой системы. 
ЗАДАЧА 7.6. Решить нелинейную жесткую систему дифференциальных урав

нений:

d X °  7 л. -7—  = -7  • х0 + 7 • хи  

dx\
----  = 157 • *о + *i “  1.15 - xq • xjy
dt

dx 2
-—- = 0.96 • Xq • x\ -  8.36 • JC2-

(7.39)
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На рис. 7.35 представлено решение системы на интервале [0; 2] с помощью 
функции Radau, на рис. 7.36 -  решение этой системы с помощью функции 
Stiffr.

Матрица правых частей жесткой нелинейной системы

f -7-хо + 7*1 ^

D (t,x ) := 157-хо + X] -  1.5 х0 х2 

ч 0.9б хо*х] -  8.36x2 j

X  := Radau

7 - Г
0 ,0,2,100,0! 1,

0 . 1 3 ■
о; 0 •1 0 Г 1
1 0.02 -1.077 -3.151 0.875
тт 0.04 -1.606 -7.3 0.861
т 0.06 -2.765 -14.103 1.136
А 0.08 -4.973 -26.099 2.319
шш 0.1 -9.022 -47.307 6.452
б 0.12 -16.209 -82.535 19.875

;Й71 0.14 -27.922 -128.05 58.51
8 0.16 -42.541 -137.894 137.471
ШШ 0.18 -49.584 -40.404 195.932
10 0.2 -40.391 65.452 150.141
11 0.22 -24.89 78.888 82.468
хг 0.24J -12.677 58.014 47.299
13 0.26 -4.586 42.811 32.655
14 0.28 1.291 40.196 26.558
15 0.3 6.927 50.693 25.802

Рис. 7.35 ▼ Решение системы (7.39) с помощью функции Radau

Р При исследовании нелинейных жестких систем не следует решать их сразу на всем 
большом интервале. Эти задачи очень сложные, и даже при использовании ф ункций  

Radau, Stiffb, St i f f г решение на. большом интервале может приводить к накап 

ливанию больших ошибок интегрирования. Лучше большой интервал делить на не
большие участки и интегрировать жесткую систему на каждом из них.
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Матрица правых частей жесткой нелинейной системы
f  -7-xq + 7*Х] ^

D (t,x ) := 157-хо + X] - 1.15-XQ-X2 

0.96-xq-xi -  8.36 Х2 

(О  -7 7 О
О 157-1.15x2 1 1.15-хо 

О 0.96-Х] 0.96-хо -8.36 

( - 1 }
X I := Stiftr ,0,2,100 ,D ,J

X I =

шш
1.7

1.72

1.82
1.84

1.92
1.94
1.96
1.98

Ё
-0.851
-0.284
0.116

1.97
3.553
6.374

33.789
49,682
55.432
43.837
26.881
13.946

4.287
2.944

5.973
10.36

18.416
32.923

147.967
146.098
29.033
-76.266

-60.281

3 ■■! '
25.484
21.526
18.208

11.312
10.265
10.912

90.295
192.226
251.014
184.182
102.785

Рис. 7 .3 6  ▼ Решение системы (7.39) с помощью функции s t i f f  г
•ii
а 7.4.5. Решение дифференциальных уравнений высших 

Порядков
Решение дифференциальных уравнений высших порядков в Mathcad можно 
осуществлять непосредственно с помощью функции Odesolve или свести к сис
теме уравнений первого порядка и воспользоваться функциями rkfixed, 
Rkadapt.

Рассмотрим обе возможности на примере задачи 7.2.
Щ; На рис. 7.37 представлено решение этой задачи с помощью функции Odesolve 

в Mathcad.
Для того чтобы можно было воспользоваться функциями rkfixed, Rkadapt, 

Преобразуем уравнение в систему (7.35) с начальными условиями (7.36). На 
Рис. 7.38 представлено решение задачи 7.2 в виде системы с помощью функции 
Rkadapt.
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Границы интегирования

а := 0.25 b := 2-п 
Given

Дифференциальное уравнение

i^ x (t )  + + 13-x(t) = esjn(,)

Начальные условия х(а) = -1 х'(а) = 1 

X := Odesolve (t,b)

График решения

/
1
111

!
I
I 
/ • /

1 2 3 4 5 6

Рис. 7 .3 7  т  Решение дифференциального уравнения второго порядка 
с помощью функции Odesolve

'  X, > 7 - Л  1
D(t>x) :=

^-4-xj -  13-хо + esm̂ y
R:= Rkadapt 1 г J ,а ,Ъ ,25 ,D

Рис. 7.38 ▼ Решение задачи 7.2 с помощью функции Rkadapt
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Как видно из рис. 7.37-7.38, решения задачи 7.2, найденные двумя метода
ми, практически совпадают.

7.4.6. Решение двухточечных краевых задач в Mathcad
Особый класс дифференциальных уравнений образуют задачи с дополнитель
ными условиями, заданными на двух концах интервала интегрирования. В этом 
случае вместо задачи Коши с начальными условиями получается краевая задача. 
Двухточечная краевая задача решается в два этапа. На первом этапе методом 
стрельбы определяются недостающие начальные, условия. На втором этапе ре
шается4 обычная задача Коши.

Для нахождения недостающих начальных условий методом стрельбы в Math
cad предназначена функция sbva l (v , t l ,  t2 , D, 1, s ).  Здесь v  -  вектор недоста
ющих начальных условий, [tl, t2]; -  интервал интегрирдвания, D -  вектор пра
вых частей системы дифференциальных уравнений, 1 -  векторная функция 
начальных значений, недостающие элементы определяются как компоненты 
вектора v, s -  вектор, в котором хранится разность между точным и расчетным 
значениями функций на концах отрезка.

Решение двухточечной задачи рассмотрим на следующем примере. 
ЗАДАЧА 7.7. Решить краевую задачу:

,4

х (2 )  = 3; * ( 4 )  = 11.

Нам неизвестно значение производной в точке £ = 2. Поэтому вектор одолжен 
содержать единственное произвольное значение, пусть это будет число 3 (г;0 = 3). 
Определяем значения tx = 2 и t2 = 4. После преобразования исходного уравнения к 
системе сформируем вектор правых частей:

х \

•/4 + X] 

/3 + 1

Далее определяем вектор I, в котором хранятся два значения: начальное значе
ние х, равное 2, и неизвестное значение производной, определенное нами как vQ. 
В связи с тем, что на конце отрезка задано единственное значение х(4) = 11, скаляр
ная функция сможет быть определена как xQ -11. Затем необходимо обратиться к 
функции sb v a l, которая вернет вектор недостающих значений (в нашем случае это 
значение производной). Описанный процесс определения недостающего значения 
Производной в точке t =2 для задачи 7.7 методом стрельбы представлен на рис. 7.39.

Далее остается решить задачу Коши с помощью одной из функций Mathcad. 
На рис. 7.40 представлено решение задачи 7.7 С помощью функции Rkadapt.
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vo := 3 tj := 2 t2 ’■= 4

4*1 ’v) ;= [v0 ]  4 ‘2’x) :=x0 -U

J<:=sbval(v,t1,t2,D,l,s)

D(t,x) :=

Xl
л3-t +X|

V t3 + l
H= (-3.542)

Рис. 7 .3 9  т  Реализация метода стрельбы для задачи 7.7

X  := Rkadapt , ,tx ,t2 ,25 ,D
A Ho A

x =

x*0>

А 1'' * 2
0 2 3 -3.542
1 2.08 2.733 -3.132

т 2.16 2.5 -2.694

Щ 2.24 2.302 -2.228
2.32 2.144 -1.736

т 2.4 2.025 -1.218
т 2.48 1.949 -0.675
Ш: 2.56 1.918 -0.108
8 2.64 1.933 0.483
ш 2.72 1.996 1.098
10 2.8 2.109 1.735
11 2.88 2.274 2.395
12 2.96 2.493 3.077
13 3.04 2.767 3.781
Ж 3.12 3.099 4.507
15 3.2 3.489 5.254
16 3.28 3.94 6.022
17? 3.36 4.453 6.812
18 3.44 5.03 7.622
19 3.52 5.673 8.453
20: 3.6 6.383 9.304
21 3.68 7.162 10.175
22: 3.76 8.012 11.067
23:; 3.84 8.934 11.98
24 3.92 9.929 12.912
25- 4 11 13.864

Рис. 7.40  т  Решение задачи 7.7 с помощью функции Rkadapt

Кроме функции sbval для реализации метода стрельбы в Mathcad предусмот
рена функция bvalf it, которая вычисляет недостающие начальные условия, ис
пользуя промежуточную точку интервала интегрирования.

После изучения большого количества функций, предназначенных для реше
ния дифференциальных уравнений и систем, пользователь столкнется с пробле
мой выбора метода решения обыкновенных дифференциальных уравнений в 
Mathcad. Наиболее точные результаты в нежестких задачах можно получить, ис
пользуя функции Odesolve и Rkadapt. При необходимости получить решение в 
одной или нескольких точках можно воспользоваться функцией rkadapt. Пр*1 
решении жестких линейных систем хорошие результаты могут быть получены 
при корректном использовании функций Radau, Stiffb, Stiff г. Самый сложный
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ядасс задач представляют жесткие нелинейные систем, для решения которых 
а в то р ы  советуют разбивать интервал на небольшие участки и интегрировать 

;Жесткую систему с помощью функций Radau, Stif fb, Stif fг на каждом из них. 
При решении сложных дифференциальных уравнений и систем следует не толь
ко хорошо знать пакет Mathcad, но и методы вычислительной математики.

7.5. Решение дифференциальных уравнений 
в Maple
Многие численные методы, описанные в разделе 7.2, могут быть запрограмми
рованы в Maple. Однако Maple располагает встроенной функцией dsolve для 
численного и аналитического решения дифференциальных уравнений и систем 
следующей структуры:

dsolve ( {ODE, IC }, { funcs}, ext ra__args).

Здесь ODE -  дифференциальное уравнение или система уравнений, 1C -  на
чальные или граничные условия, funcs -  неизвестная функция (или функции), 
extra_args -  параметры, определяющие метод решения задачи, для численно
го решения необходимо указать type=numeric.

7.5.1. Решение дифференциальных уравнений
Решение дифференциального уравнения рассмотрим на примере уравнения 7.34. 
Попробуем найти его аналитическое решение (рис. 7.41).

>  E q l : = d i £ f ( x ( t )  , t $ 2 ) + 4 * d i f f  ( x ( t )  , t ) + 1 3 * x ( t ) —e x p ( t )  ; #  О пред еляем  урав н ен и е

f 2 1 t 
E q l ~  £ - X « )  + / ' '  ^  '

dt N + 13 *(*) = e

>  I n i t ^ c o n d i —x C O .2 5 )“ - l , D ( x )  ( 0 . 2 5 )* »1 ;#  О пред еляем  начальны е у слов и я
Imljcond := x(0.25) = -1, D(x)(0.25) = 1

>  d s o l v e ( {E q l , I i i i t _ c r o n d }  , x ( t ) )  ;#  Решаем у р ав н ен и е  ан али т и ч еск и  с  помощью функции d s o lv e

! (-20
*(t) = ----е sin(31) в

18
C0S| I ]  8

0
! т

----е cos(31) е
18

of 0 0
+18 cos - + — e

18

Рис. 7.41 ▼ Аналитическое решение уравнения 7.34



Теперь получим численное решение, для чего в функции dsolve в качестве 
третьего параметра допишем type=numeric (рис. 7.42).

> Х (0 .25) ;Х(4) ;# Вычисляем численное Значение в точкаэс]

t = 0.250000000000000000, x(t) = -1., ^-x(t) = 1. j 
t = A., X(t)  = 3.03329879037338657, ^ x(t) = 3.03120716192098216 

Рис. 7 .42 т Численное решение уравнения 7.34

7.5.2. Решение систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений
Теперь на примере этой же задачи рассмотрим решение систем. Уравнение 7.34 
может быть записано как система обыкновенных дифференциальных уравне
ний (7.35) с начальными условиями (7.36). Решение систем.в Maple мало чем 
отличается от решения уравнений, просто вместо одного уравнения через за
пятую записывается несколько.

ГЛАВА 1 V Решение обыкновенных дифференциальным уравнений т систем

> Eq2:-dif£(y(t),t)+4*diff(у(t),t)+13*x(t)-exp(t), diff(x(t),t)-y(t);# Определяем сисхему уравнений
Eq2 := 5(a*®)*

> 1гй.Ь_2:“у(О.25)-1#х(О.25)“-1;#Определя0и начальннв условия
init_2 :=Х0.25) = 1. *(0.25) = -1

> deolve({Eq2,init 2},(x(t),y(t)});# Решаем систему уравнений аналитически с помощью функции dsolve

*(*) =

№ = Icosfi5 I5
♦-L.'18

^nyg.| I ^  ф Ш Щ са? Q  #  . I jft URl-»»uw I Мстекатичеосйй t o f t f  j : залива 7 -Mcrosoftwofd j gjijjfl* ■ M0

Рис. 7.43 ▼ Аналитическое решение системы (7.35), (7.36).



Аналитическое решение системы (7.35)-(7.36) представлено на рис. 7.43, 
численное -  на рис. 7.44.

> E q 2 :-d i£ f  ( y ( t )  , t )  +4 *d i£ £ (y (t )  , t )  + 1 3 * x (t ) -e x p (t )  , d i £ f ( x ( t )  , t ) “ y ( t )  ;#  Определяем систему уравнений

Bq2 := 5 + 13 x(l) = e , ̂ x(t) =X<)

> in l t _ 2 : “y (0 .2 5 )= l , x (0 .25)=-1;#Определяем начальные условия
initj :=уф.25) = 1, x(0.25) = -1

> X Y := d s o lv e ( {E q 2 ,in it _ 2 } , { x ( t ) , y ( t ) } , type=num eric );#  Решаем систему уравнений численно с помощью функции 

dso lve
X Y .— р го с (х _ гк /4 5 ) ... endproc

> X Y (0 .2 5 ); XY(1 ) ;  X Y (2 );#  Вычисляем значение х  и у  в нужных точках
[I = 0.250000000000000000, x(t) = -1..Х0 = 1]

[t = 1., xit) = 0.310869135779636985, XO = 2.09527731732336030]
|-. [t = 2., x(t) = 1.60858055941627653, XO = 0.0720054469459847774]
H

Рис. 7.44 т Численное решение системы (7.35), (7.36)

Аналогичным образом можно решать и более сложные системы. В качестве 
еще одного примера рассмотрим жесткую систему (7.39). Ее решение в Maple 
показано на рис. 7.45. Однако, как и в Mathcad, интервал интегрирования сис
темы следует разбивать на меньшие участки и решать жесткую систему после
довательно на каждом из них.

> e q 3 := d i f f (x (t )  , t ) —  7 *x (t )  +7 *y (t ) , d i f f ( y ( t )  , t )=1 5 7 *x (t ) + y (t )  - 1 .15 *x (t ) * z ( t )  , d i f f ( z ( t )  , t )= 0 .9 6 * x ( t ) * y ( t ) -8 .36  
* z ( t ) ;#Систеиа дифференциальных уравнений

eq3 = -7 x(t) + 7XO. ̂ XO = 157 x(t) +X0 -1.15 x(t)z(t), ~z(t) = 0.96 x(t)y(t) - 8.36 z(t)dt dt dt
> 1д1ь_3:=х(0 )=-1 ,у (0 )=0 ,г(0 )=1 ;#И ачальны е условия системы

initj ~ x(0) = -1. X0) * 0. z(0) = 1
> X Y Z :»d so lv e ({e q 3 ,in it_3 } , (x ( t )  ,y ( t )  , z ( t )  } ,typeBnuniexic) ;#  Формируем численное решение системы

X Y Z := у гос {х _гк /45 ) ... endproc

> XYZ(0 ) ;XYZ(0 .2 ) ;XYZ(0 .3 ) ;#  Вычисляем значение x , у  и z в нужных точках
[* = 0.,*(O = -l.,XO = 0.,z(O = l.]

[t = 0.2, x(t) = -49.5647195037659928. y(t) = 58.2453260574648155, z(t) = 216.304021328251850]
[t = 0.3, x(t) = 6.57020150667878066, X0 = 54.5444048741985910, zQ) = 33.2890311341916245]

Рис. 7.45 ▼ Численное решение системы (7.39)

Для более подробного знакомства с аналитическими методами решения и 
исследования обыкновенных дифференциальных уравнений авторы рекомен
дуют читателю прочитать книгу [8].

Решение дифференциальных уравнений в Maple
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7.6. Советы по применению математических 
пакетов при решении дифференциальных 
уравнений
Рассматриваемые математические пакеты позволяют решать обыкновенные 
дифференциальные уравнения и системы. Однако, на взгляд авторов, для чис
ленного решения уравнений лучше использовать пакет Mathcad: большое коли
чество встроенных функций пакета позволяют решать задачи любой сложнос
ти. Для аналитического решения обыкновенных дифференциальных уравнений 
можно пользоваться функцией dsolve пакета Maple, эта функция неплохо справ
ляется и с численным решением уравнений и систем.

Особый класс задач представляют жесткие системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений. Последние версии Mathcad (11-я и 12-я) предоставляют 
пользователю возможности для исследования жестких систем, однако следует по
мнить, что при решении этих очень сложных задач в большинстве случаев пользо
вателю придется разбираться с численными методами решения конкретной жест
кой системы. Эти задачи очень хорошо решает свободно распространяемый пакет 
Scilab. По своему интерфейсу и синтаксису он близок к MATLAB, однако жесткие 
системы, на взгляд авторов, он решает лучше. В листинге 7.10 представлено реше
ние жесткой системы в Scilab, а на рис. 7.46 -  полученный график решения.

200-

■100

100

0

•200
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.в 1.8 2.0

------------  Х1
------------  Х2......  ХЗ

Рис. 7.46 т  График полученного в Scilab решения жесткой системы (7.39)



Задания дли самостоятельного решения

Листинг 7.10
function  [y ]= h h (t/x) 
у (1 )= -7 *х (1 )+ 7 *х (2 ) 
у (2 )= 1 5 7 *х (1 )+ х (2 )~ 1 .1 5 *х (1 )*х (3 ) 
у (3 )= 0 .9 6 *х (1 )*х (2 )-8 .3 б *х {3 ) 
endfunction 
t0=0; 
tk=2; 
t=t0:0.02:tk;
X = [- l;0 ;1 3 ;
;2=ode(X ,t0 ,t,hh ) ;

\ p lo t 2 d ( t , z M e g = ,,Xl@X2@X3") ; 
x g r id ;

t:

7.7. Задания для самостоятельного решения
1. Решить задачу Коши -Ах0 + Ах -  х = 0, х(2) = -1, *'(2) = 0.5 на интервале 

[2; 10] с помощью функций Odesolve, Rkadapt и rkfixed.
2. Сравнить решения задачи Коши -4 * ' + 4 jt '- *  = sin(/) + cos(30, *(1) = 5, *'(1) = 0.25 на 

интервале [1; 9], полученные с помощью Mathcad, MATLAB и Maple.
3. Решить систему дифференциальных уравнений

х -  cos(* + 2у ) ^  _  2,>(0) = 1 в Mathcad и Maple. 
у -  sin(3x -  Ay) 1

4. Решить систему дифференциальных уравнений

=  соф . +  2 , )  =  я  ̂ в  M A T L A B

у = sin(3x -  Ay)

5. Решить граничную задачу методом стрельбы:
-А х ' + Ах -  х = sin(0 + cos(3/), jc(1) = 5, jc(3) = 0.25.

6. Решить граничную задачу методом стрельбы:

-5 * ' + 17*' -  3* = — , х(0) = 5, д:(3) = 9. 
t2 + 3

7. Решить систему дифференциальных уравнений

на интервале [1; 4].

8. Решить систему дифференциальных уравнений 

на интервале [1; 5], используя решающий блок Mathcad.

, _  х2
х ~ у ,дг(1) = 2, X I) = 4 

/  = х2~У

х' = y\nt
*0) = ~1,.V(1) =~3

У = *  + У



9. Решить краевую задачу методом стрельбы: 

х’  + t2x’ -  tx = 41) = 0, *(2) = 0.25.

L0. Найти решение задачи Коши в Mathcad и Maple для следующей системы:

р Т  ГЛАВА 1 W Решение обыкновенных дифференциальных уравнений и систем

' 100 156 107 102> ' Г

1!

$1* -10.5
-40

-10
-65

-4
-47.5

-8
-41

Х\ *(0 ) =
2
1.5

-95\ -152 -102 -99 -1
V /

Перед решением проверить, не является ли система жесткой.



Решение
дифференциальных 
уравнений 
в частных 
производных

М атематические модели физических и иных процессов описываются с по
мощью дифференциальных уравнений в частных производных1. Аргумен
тами функций этих уравнений являются пространственные координаты 

х,у, zvi время L Общие сведения о дифференциальных уравнениях в частных произ
водных приведены в первом разделе главы. Один из основных аналитических мето
дов решения уравнений математической физики -  метод разделения переменных -  
рассматривается во втором разделе. В третьем разделе описан метод сеток реше
ния дифференциальных уравнений в частных производных, представлена реализа
ция этого метода в Mathcad, в четвертом разделе описаны встроенные функции 
Mathcad для решения уравнений в частных производных. В пятом разделе рассмат
ривается использование PDE Toolbox MATLAB 7 при решении уравнений в частных 
производных. Шестой раздел познакомит читателя с возможностями Maple для ана
литического решения уравнений математической физики.

8.1. Общие сведения о дифференциальных 
Уравнениях в частных производных
Линейным уравнением в частных производных второго порядка называется 
соотношение между функцией и(х, у) (или и(х, t ) ) и ее частными производными 
в*Да [7, 9, 11,21]:



Н и )  Ш

.. .Э 2«  _ . д 2и ч Э2н . ди
= А ( х ,  y )-—J  + 2 в ( х ,  У )х - т ~  + С (х , у ) — г- + D (x , у ) —  + 

д х 2 охду  д у 2 Эх

Д (8Л)
+ Е ( х , у ) ^ -  + G ( * , . y )U = F ( x , y ) .

ду

Если переменная функция и зависит от я и t, то уравнение (8.1) может быть 
записано следующим образом:

ГЛАВА 8 ▼ Решение дифференциальных уравнений в частных производных

£ (« )  =

*Л (д с ,.<)— =• + 25(дг, + С(дс, / )— т  + £ ( * ,  / )- .
Э* Э,2 8,  (82)

+ Е ( х ,  / )— • + G (jc ,O w  = О .

В случае если Г =  0, то уравнения (8.1)—(8.2) называются однородными, ина
че -  неоднородными [7, 9, 11, 21].

Если В2 -  АС  < 0, то уравнение (8.2) относится к классу эллиптических уравне
ний; если В2 -  АС > 0, то (8.2) -  это гиперболическое уравнением если В2 -  АС = 0 -  
параболическое уравнение. Когда В2 -  АС  не имеет постоянного знака, получается 
уравнение смешанного типа.

С помощью преобразования переменных х, у (или х, t) уравнение можно 
привести к виду, когда В  = 0 [7, 21]. В этом случае очень просто определяется 
тип уравнения. Если Л и С имеют один и тот же знак, то (8.2) -  эллиптическое 
уравнение, если разные, то гиперболическое, а если А  или С равно 0, то уравнение 
относится к параболическим [7, 9, 21].

К классическим эллиптическим уравнениям относятся [7, 9, 21]:

>  уравнение Лапласа А и 5=8 0, которое используется для описания магнитных 
и стационарных тепловых полей1;

>• уравнение Пуассона Аи =/ которое применяется в электростатике, теории 
упругости и других науках;

>  уравнение Гельмгольца Аи + си =/ описывающее установившиеся колебатель
ные процессы.

1 В двумерном случае оператор Лапласа имеет вид Дм = — j  + * в трехмерном -



Общие сведения о дифференциальных уравнениях в частных производных 

Среди гиперболических уравнений можно выделить [7, 9, 21]:

02 2̂
>  волновые уравнения: одномерное —г- = а — г- + / (*, О, которое описывает

Эг дх
Э2и Э2и 

Эх2 Э>>2
+ /(*, У» О.

Э2м 2
вынужденные колебания струны; двумерное —^ = Л 

которое описывает колебания мембраны1;
R :-

>  телеграфное уравнение ^ ^  + - ^ м ----L L j i  - о, которое опи-
dt LC  Э/ LC L С Эх

сывает изменение потенциала и в линиях электропередачи. Здесь L, С, JR, 
G - коэффициент самоиндукции, емкость, сопротивление, характеристи
ка потерь на единицу длины линии.

К классическим параболическим уравнениям относится уравнение теплопровод-
ЯР

Эм 2 а г  НОШи —  = яГ Дм + / .
Эг

Для нахождения единственного решения дифференциального уравнения в 
частных производных необходимо задать начальные и граничные условия. На
чальными условиями принято называть условия, заданные в начальный момент 
времени L Граничные условия задаются при различных значениях простран
ственных переменных. Для эллиптических уравнений задаются только гранич
ные условия, которые можно разделить на три класса:

I ‘
условие Дирихле м|̂ г у 2 6̂Г = ср(0 -  в этом случае на границе области Г, в

которой ищется решение, задана некая непрерывная функция ф. В одномер 
ном случае это условие принимает вид: м(о, t ) * <pj(0; /) = q>2(0, гДе 

(О, L) -  интервал, на котором ищется решение одномерной задачи;

= ф( О -  в этом случае на границе области
( x , y , z ) e r

задана производная по направлению п внешней нормали;

= ф (0 -
(  л Эм смешанное условие а м + р

дп (.r, z )e  г

1 При /  -  О уравнение описывает свободные колебания струны или мембраны.
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Для параболических уравнений, кроме граничных условий, необходимо опре
делить одно начальное, которое может быть таким: и(х, tQ) = \}/(х).

В случае гиперболических уравнений начальные условия могут быть следую-

Решение ряда дифференциальных уравнений в частных производных мо
жет быть получено аналитически. Одним из наиболее часто используемых ме
тодов является метод разделения переменных (метод Фурье). Рассмотрим этот 
метод подробнее.

8.2. Решение уравнений в частных 
производных методом разделения переменных
В основе метода разделения переменных (метода Фурье) лежит принцип супер
позиции, который состоит в следующем: если функции uv uv  ..., uk,, ... являются 
решением линейного однородного дифференциального уравнения в частных 
производных L (u ) = 0 (см. формулы (8.1)-(8.2)), то и бесконечный ряд

и -  £  ci ui -  с\и\ + с2и 2 + •••+ с к и к + -  + также является решением уравнения

L (u ) =0, если он сходится к некоторой функции и и допускает почленное диф
ференцирование.

Рассмотрим метод разделения переменных (метод Фурье) на примере зада
чи колебания струны [21]:

(8.3)

с однородными граничными условиями:

и (0, t) = 0, и(Ь , 0 = 0 (8.4)

и начальными условиями вида:

(8.5)

Решение будем искать в виде произведения [21]:

и(х, t) = Х(х) T (f). (8.6)



. Решение уравнений в частным производных ▼
Подставив (8.6) в уравнение колебаний струны (8.3), получим следующее 

соотношение:

Г (0  2 х)
тЫ = атЫ- <8-7>

Выражение слева от знака равенства является функцией только от перемен
ной t, а выражение справа -  функцией только от переменной х. Это возможно 
только в том случае, если выражение слева и справа от знака равенства являет
ся константой, обозначим эту константу буквой X. В этом случае выражение (8.7) 
можно записать в виде:

Г ( 0  _  2 Х ”{ х )  ,
T ( t )  а А " ( х )  ' ( 8 -8 )

Из (8.8) получаются два обыкновенных дифференциальных уравнения:

Л"(дг) -  Л^Г(лг) = 0, (8.9)
и >•

Г ( 0  -  X a 2 T ( t )  = 0. (8.10)

Нас интересуют только нетривиальные решения уравнений (8.9) и (8.10) (не 
эквивалентные нулю). Для решения обыкновенного дифференциального урав
нения не хватает граничных условий. Для их получения подставим соотноше
ние (8.6) в граничные условия (8.5). В результате получим:

X ( 0 ) T ( t )  = 0, (8 .11 )

X ( L ) T ( t )  = 0. (8.12)

В связи с тем, что T (t) Ф 0, из (8.11)—(8.12) следует, что:

XX 0 )  = X ( L )  = 0. (8.13)

Таким образом, получили уравнение (8.9) с граничными условиями (8.13). За
дача (8.9), (8.13) называется задачей Штурма-Лиувилля и состоит в том, чтобы 
°пределить значения X, при которых существуют нетривиальные решения зада
чи (8.9), (8.13), и найти эти решения. Найденные значения X называются собствен
ными значениями, а соответствующие им функции -  собственными функциями.

Рассмотрим решение задачи (8.9), (8.13) при различных значениях X.

1. Если X > 0 , решение уравнения (8.9) можно записать в виде:

Х(дг) = С ,.^ х  + с 2е ~ ^ х.

Подставим граничные условия (8.13) в это соотношение, в результате чего 
Получим:

X ( 0 ) = сх + с 2 = о,
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X ( l )  = C xe ^ L + C 2 e ~ ^ L = 0.

Откуда следует, что в этом случае Сг = С2 -  0. Следовательно, при X > 0 задача 
(8.9), (8.13) имеет только тривиальное решение Х (х ) = 0.

2. Если X = 0, решение уравнения (8.9) Х (х ) = Схх + С2 удовлетворяет гранич
ным условиям (8.13) тоже только в случае Сх = С2 -  0. Опять получаем три
виальное решение.

3. Если X < 0, решение уравнения (8.9) можно записать в виде:

В\ sin ( л/-Х L j = 0.

Из последнего уравнения следует, что существует нетривиальное решение 
Х(я) (В2 ф 0) в случае, если

Значение Хп, которое рассчитывается по формуле (8.14), является собствен
ным значением, а соответствующая ему функция Хп(х ) (см. формулу (8.15)) - 
собственной функцией задачи Штурма-Лиувилля. Коэффициенты Вп без поте
ри общности в функции Хп(х) примем равными 1.

Таким образом, дальнейшее решение задачи (8.3)-(8.5) будем рассматривать 
г

только при \п = - . Поставим (8.14) вуравнение (8.10), которое примет вид*

X  ( х ) = Ь\ sin ( J - X  х j + В2 cos

Подставив в это соотношения граничные условия (8.13), получим:
-А'(О) = В2 = о ,

sin ( -/-X L ) = 0. 

Отсюда ^ . Следовательно, только при

(8.14)

существует нетривиальное решение

(8.15)

T’ ( t )  + Y ~ a 2 T ( l )  = 0, (8.16)

решение которого можно записать следующим образом:



Подставим найденные Хп(х ) и Tn(t ) в (8.6) и найдем семейство частных реше
ний задачи (8.3)-(8.5):

ип (** О = cos^~~a/j + D,, sin^^af jjsin^ j . 1 (8.18)

Воспользовавшись принципом суперпозиции, выпишем решение, удовлетво
ряющее уравнению (8.3) и граничным условиям:

и(*, 0  = 2 «и (* * О в 2  ^C„cos^L<i/j + Dwsin^a/jjsin^ ™ * j. (8.19)

С помощью коэффициентов Сп и D n необходимо удовлетворить начальным 
условиям. Для нахождения Сп и Dn подставим (8.19) в (8.5) и получим:

ы(*. 0 )=  2  C,,sin^~^ j  =

ди (х,  0 ) ^  кп . (  Tin  ̂ (8 .20 )

dt = „?,вт и8т[тх J = v
Из теории рядов Фурье[6, 21] найдем коэффициенты Сп и D n:

C „ = | f  ( i ( z ) s i n ^ ^ z j r f z ,

(8-21)D „  = ----- J v (z )s m ^ — z jr fz .

Решение уравнений в частных производных

nna

Таким образом, решением задачи (8.3)-(8.5) является функция и(х, t), пред
ставляемая в виде бесконечного ряда (8.19), коэффициенты которого рассчиты
ваются с помощью формул (8.21).

Рассмотрим решение неоднородного уравнения вида:

Э2м 2
„ Т - «  ( 8 .2 2 )

с однородными граничными условиями:

«/(0,0 = 0, « (1 ,0  = 0 (8.23)

1 Как видно из (8.6), (8.15), (8.17), если Вп*  1 в формуле (8.16), то формула (8.18) для вычис
ления un(x,t) будет такой же.



и начальными условиями вида:

и(х, 0) = ц (* ) ,  = v ( .у ). (8.24)

В связи с тем, что решение однородного уравнения (8.3) представимо в виде 

ряда u ( x , t ) =  £ и;1 ( О sin̂  х j  (см. формулу (8.19)), то и решение соответству

ющего неоднородного уравнения будем искать в виде аналогичного ряда:

«(* , 0 =  E^MOsin^ ™ х  | (8 25)

Отличие в том, что функции un(t) для однородного и неоднородного уравне
ния разные.

Рассмотрим процесс нахождения функций un(t) для неоднородного уравне
ния. Для этого запишем разложение функции g^x,t) в ряд Фурье:

g { x ,  /) = £  g n (Osin^-y^x j; g „ { t )  = ~  Jg(^, О sin̂ -ŷ -z jdz. (8.26)

Здесь sin^-y^*j -  собственная функция однородного уравнения (8.3). Функция

g(x, t) удовлетворяет граничным условиям. Начальные условия будут удовлетво
рены при нахождении un(t). Подставив (8.25) в (8.22), получим соотношение:

/ 2 '
^  sin̂  ~~j~x j  “ ° 2 [ ^ ]  “ и(*) “  “ л (0  + £я(0 = °» (8.27)

п ~ \ > 
из которого следуют обыкновенные дифференциальные уравнения для нахож
дения функций un(t)

\2
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« " ( 0  + o2 ŷ )  М О - в » < 0 -0 . (8.28)

Для записи начальных условий разложим функции ц ( х ) и v (* )  в ряд Фурье:
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Отсюда следует, что

«Л ( ° )  = Ни. “J ( ° )  = VII- (8.30)

Решение задачи (8.22)-(8.24) записывается в виде (8.25), коэффициенты un(t) 
являются решением обыкновенного дифференциального уравнения (8.28), (8.30).

Полученное в нашем случае решение, как и при решении задачи (8.3)-(8.5), 
является суммой бесконечного ряда довольно сложной структуры, и нахожде
ние численного значения функции в конкретной точке представляет собой от
дельную математическую задачу. Поэтому широкое распространение получили 
численные методы решения уравнений в частных производных.

8.3. Использование метода сеток д л я  решения 
уравнения в частных производных 

и его реализация в Mathcad
Одним из наиболее распространенных численных методов решения уравнений 
является метод сеток1. В методе сеток область Q, в которой необходимо найти 
решение уравнения, прямыми, параллельными осям t = t. и х = х., разобьем на

прямоугольные области (см. рис. 8.1), где *,■ = *0 + /Л, h = ——— , i = 0, 1, 2, п,

*j * го + Уд» д = —  k -° > J = 0,1, Точки, которые лежат на границе Г области £2,

называются внешними, остальные точки -  внутренними. Совокупность всех точек 
называется сеткой Q*, величины Ли А -  шагами сетки по я и t соответственно. 

Идея метода сеток состоит в том, что вместо любой непрерывной функции

w(x, t) будем рассматривать дискретную функцию wj = w( /у), которая опре

делена в узлах сетки Q*. Вместо производных функции будем рассматривать их 
простейшие разностные аппроксимации в узлах сетки. Таким образом, вместо 
системы дифференциальных уравнений в частных производных получим сис
тему алгебраических уравнений. Чем меньше величины h и А , тем точнее полу
чаемые алгебраические уравнения моделируют исходное дифференциальное 
Уравнение в частных производных. В последующих разделах этой главы будет

1 Метод сеток в литературе также называют методом конечных разностей.
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*к-1< ►-

XQ h х2 хп-1
Рис. 8.1 ▼ Сетка Q.£ для области Q  с границей Г

рассмотрен метод сеток для каждого из трех типов уравнений и его реализа
ция в Mathcad.

8.3.1. Использование метода сеток д ля  решения 
параболических уравнений в Mathcad
Знакомство с численными методами решения дифференциальных уравнений в 
частных производных начнем с разностных схем решения параболических урав
нений [9]. Разностные схемы решения параболических уравнений будем рас
сматривать на примере следующего одномерного уравнения:

—  = ° 2 — J  + / ( * ’ о .  О <  X <  L, О S t < Т,

(8.31)“ (О, О  = ц ( 1 ) ,  u ( L ,  t )  = r ) ( t ) ,  0 £ t <*T, 

u ( x , 0 )  =  ф ( * ) ,  о <  X  <L.

Построим сетку £2* (см. рис. 8.1). Для получения сеточного уравнения заме

ним производную — \ приближенной разностной формулой [9]:
дх
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w

d2»(*< ’ * j )  _ “1+1.у -  2“ «-,7 + 2ц«-1,7 1 (8.32)
Эх2 А2 '

Для замены ~  можно воспользоваться одной из приближенных разностных 

формул:

Э* А ’ (8.33)

j/2 = I  “ -./-I ,я оДч
Эг . А ' (8.34)

Кроме того, заменим начальные и граничные условия их разностной аппрок
симацией:

“/,о = ф( xi ) = Ф/» * = °> Ь ...» (8.35)

ио,у = , Иц,у = ^(*7) = ^7 > /Q
7 = 0, 1, ..., *. <8‘36>

Заменив частные производные в задаче (8.31) соотношениями (8.32) и (8.33) 
и учитывая условия (8.35)-(8.36), получим следующую вычислительную схему 
Для расчета значений функции и в узлах сетки £2£:

“ /,7 + 1 = Y«/,7- i + ( l -  2y R , ;  + YMi,7 +1 + Д • //,7» (8.37)

“ 0,7 = 1*7, 14у = Л7.«/,о = Ф/» Y = (8.38)
h

Это явная двухслойная разностная схема (рис. 8.2). Учитывая, что на нулевом 
слое (при г = 0) все значения u .Q, (как, впрочем, и uQ., ипр  известны, по формуле 
(8.37) можно сначала явно рассчитать значения uiV затем uj2 и так до и.к. Для 
устойчивости разностной схемы (8.37) значения шагов по t и х должны удовлет
ворять следующему условию:

(8.39)

Блок-схема решения уравнения (8.31) с помощью явной разностной схемы 
\ -37)-(8.38) представлена на рис. 8.3.

Здесь и далее и% . -  это значение функции и в точке (х , Г), м +1у -  в точке ( * + 1, *), и._] . -  в 
точке (х ._v tp, w.;+1 -  в точке (х , *.+1) и и^_х -  в точке (х,
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( и  j)

(ij+1)

(ij) 0+1 j)

Рис. 8.2 ▼ Шаблон явной двухслойной Рис. 8.3 т Блок-схема решения уравнения 
разностной схемы (8.31) с помощью явной разностной схемы
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Рассмотрим решение параболического уравнения в Mathcad на примере сле
дую щ ей  задачи теплопроводности [7 , 9 ].

ЗАДАЧА 8.1. Найти распределение температуры в стержне длиной L ( 0 < x < L ) ,  
начальная температура стержня задается произвольной функцией ф(х). Температу
ры концов стержня равны и(О, i) = Ux = const, u (L , t) = U2-  const.

Начально-граничная задача, описывающая распределение температуры стер
жня, имеет вид:

dt с р

и (0, t ) = U i , и ( L , t ) = U 2 , 0 < t < 

и (х,  0) = ф (х ),  0 < х < L.

(8 .40 )

£ (x,t):=0  ф(х) := с 

parabol(N,K,L,T,a) :=

0.15-х ji(t) := 1 v(t) := 2.117

-I 
-I
for ie  0.. N 

i h

for jeO .. К 

tj j-A

2 Л •— 
h2

for ieO.. N

ч,о<-ф(*0
for jeO ..K  

u0,j P-(tj) 

uN,j v(*j) 

for j e  0.. К  -  1 

for i e 1.. N -  1 

4,j+l УЧ- l  ,j + ( l -  2-Y)-Ui,j + УЧ+1 j  +

X

^Ис. 8.4 ▼ Подпрограмма на Mathcad решения задачи 8.1 с помощью явной разностной схемы
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Здесь а2 -  коэффициент температуропроводности, X -  коэффициент теплопро
водности материала стержня, с-удельная теплоемкость, р -  плотность массы.

Подпрограмма решения задачи 8.1 с помощью явной разностной схемы в 
Mathcad представлена на рис. 8.4.

Входными данными подпрограммы parabol решения задачи 8.1 являются: 
N -  количество интервалов, на которые разбивается отрезок (О, L);  К -  количе
ство интервалов, на которые разбивается отрезок (0, 7); L -  длина стержня, Г.- 
интервал времени, «-параметр дифференциального уравнения. Функция воз
вращает три параметра: решение -  сеточная функция и, определенная на сетке 
Q*, массивы х и  L

Результаты решения задачи 8.1 представлены на рис. 8.5. На рис. 8.6 показа
ны графики сеточной функции и и график точного решения.

Н  := parabol(50,2 0 0 ,5 ,3 ,0 .4 ) v  := Hq х := Н ]  t := Н 2

0 i r - i - 2 c m z m t 4 5-'< * 6
0 1 1 1 1 1 1 1
т 1.01511 1.01517 1.01521 1.01524 1.01528 1.0153 1.01533
2 1.03045 1.03051 1.03057 1.03062 1.03067 1.03071 1.03076
т 1.04603 1.04608 1.04614 1.0462 1.04625 1.04631 1.04636
Щ 1 1.06184 1.06189 1.06195 1.06201 1.06207 1.06212 1.06218
•5* 1.07788 1.07794 1.078 1.07806 1.07812 1.07818 1.07823
6 1.09417 1.09423 1.09429 1.09435 1.09441 1.09447 1.09453
7 1.11071 1.11077 1.11083 1.11089 1.11095 1.11101 1.11107
8 1.1275 1.12756 1.12762 1.12768 1.12774 1.1278 1.12786
т: 1.14454 1.1446 1.14466 1.14472 1.14478 1.14485 1.14491
10 1.16183 1.1619 1.16196 1.16202 1.16209 1.16215 1.16221
11 1.17939 1.17946 1.17952 1.17958 1.17965 1.17971 1.17978
12 1.19722 1.19728 1.19735 1.19741 1.19748 1.19754 1.19761
13 1.21531 1.21538 1.21544 1.21551 1.21557 1.21564 1.2157
14 1.23368 1.23374 1.23381 1.23388 1.23394 1.23401 1.23408
15 1.25232 1.25239 1.25246 1.25253 1.25259 1.25266 1.25273

Рис. 8.5 ▼ Решение задачи 8.1

Приведенная на рис. 8.4 программа позволяет решать уравнения вида (8.40) 
с помощью явной разностной схемы. Рекомендуем читателю поэксперименти
ровать с этой программой, попробовав решить параболическое уравнение

= я2 + sin( х • t ). График решения этого уравнений приведен на рис. 8.7.

При решении параболических уравнений с помощью явной разностной схе
мы основной проблемой является устойчивость решения и правильный выбор 
шага по t, удовлетворяющего соотношению (8.39). Для решения этой проблемы
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Рис. 8.6  ▼ Графики найденной точечной функции и и точного решения задачи 8.1

v ^  ^2и
Рис. 8.7 ▼ График решения уравнения -г- = «2—т + sin(jc • t)

от dxz

были предложены неявные разностные схемы. Эти схемы абсолютно устойчи
вы, но алгоритм решения получаемого сеточного уравнения несколько сложнее, 
Чем простой пересчет по формуле (8.37). Для построения неявной разностной 
схемы заменим частные производные в задаче (8.40) соотношениями (8.32), 
(8.34) (вместо (8.33) для явной схемы) и с учетом условий (8.35)-(8.36) получим 
следующую вычислительную схему для расчета значений функции и в узлах сет
ки Q*:

Л
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Y « i - i , j  +  (1 + 2у ) u i j  +  y u i - i ' j  =  - U i j - i  ~ д • f i j ,

i = 1, 2, n -  1, 7 = 1, 2,..., A;. (8.41)

Соотношения (8.41) вместе с равенствами (8.37) -  неявная двухслойная разно
стная схема (рис. 8.8).

(i-1 j) (i j) 0+1 j)
-Ф

kij-1)

Рис. 8 .8  ▼ Шаблон неявной двухслойной разностной схемы

Схема (8.38), (8.41) не позволяет явно выписать решение, и для нахождения 
г^.при каждом значении j  необходимо решить трехдиагональную систему линей
ных алгебраических уравнений, для чего можно воспользоваться одним из ите
рационных методов или методом прогонки (см. главу 1). Преобразуем систему 
(8.41) к следующему виду:

= Г т У “ ' - 1-' + Ui+' ’ j )  + T T ^  + T T 2 ^ f { X i ’ ,J ) - (8-42)

Формула (8.42) позволит запрограммировать решение системы, получаемой 
с помощью неявной разностной схемы методом Зейделя.

На рис. 8.9 представлена блок-схема решения задачи 8.1 с помощью неявной 
разностной схемы, в которой система уравнений (8.42) решается методом Зей
деля (см. блоки 10-14 блок-схемы)1.

На рис. 8.10-8.11 представлены реализация блок-схемы в виде подпрограм
мы Mathcad и результаты решения задачи 8.1. Входными данными подпрограм
мы Ne_ya .vn  являются: коэффициент у; величина шага А; матрица решений и, в 
которой хранятся начальные и граничные условия; точность решения системы 
уравнений (8.42) е; массивы х и t. Подпрограмма Ne_yavn возвращает матрицу 
решений и задачи 8.1, матрицу ошибок R, количество итераций к

Обратите внимание, что подпрограммы, приведенные на рис. 8.4 и 8.10, 
позволяют решать задачи вида 8.3 с различными функциями^х, t), jli(^), Г|(г), ф(#)-

Использование неявной разностной схемы в случае, когда Д я, t) Ф 0, рассмот
рим на примере еще одной задачи теплопроводности [7].

1 Здесь R -  матрица невязки, в переменной k хранится количество итераций при реш^'
нии системы (8.42) методом Зейделя.
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Рис. 8.9 ▼ Блок-схема решения задачи 8.1 с помощью неявной разностной схемы
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у := а

v (t) := 2.117

} . A  i := 0.. N  j := 0.. К  
h2 х; := i h tj := j -Д

L  := 5 T := 3 N :=  50 K :=  200

:= °  ф(зс):=е015 х p.(t) := 1

u L л T
N Д : = К  

i:=O..NtsU
Ж,о:=ФМ 

,Kc,j :=  ^ ( ‘j) H N , j :=  v ( ‘j)

Ne_yavn(u ,7 ,Д ,s ,x ,t) := p « -  1 

k <— 0 
while p > 8

for i € 1 -  1 

for j e l . . K

V <- (Ui-l, j + U h-j _ j )  + -—  —  +
1 + 2-y 1 + 2-y1 + 2y

U ^ V  

p *r~ max(R) 

k «-• k + 1

R 

kk

Рис. 8.10 ▼ Подпрограмма на Mathcad решения задачи 8.1 с помощью неявной
разностной схемы

ЗАДАЧА 8.2. Найти распределение температуры в стержне длиной L  ( 0 < x < L ) ,  
если его начальная температура задается произвольной функцией f (x ) .  Темпера
туры концов стержня равны гг(0, t) = Ц = const, u(L, t) ~ Ц  = const. На боковой 
поверхности стержня происходит теплообмен по закону Ньютона со средой, 
температу ра которой равна uQ.

Начально-граничная задача, описывающая распределение температуры стер
жня, имеет вид:
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Д,:= Ne_yavn(u ,у ,Д ,0.001 ,x,t) U := Н0 & :=  Н, к := Н2 к = 74

0 ■ 2 ...: з 4 mm w-
1 1 1 1 1 1

Щ ; 1.015113 1.015159 1.015198 1.015233 1.015264 1.015292

;2': 1.030455 1.030509 1.030561 1.03061 1.030658 1.030703

3 1.046028 1.046084 1.04614 1.046195 1.046249 1.046302

4 1.061837 1.061894 1.061951 1.062008 1.062065 1.062121

5 1.077884 1.077942 1.078001 1.078059 1.078117 1.078175

Й 1.094174 1.094233 1.094292 1.094352 1.094411 1.09447

1.110711 1.110771 1.110831 1.110891 1.110951 1.111011

1.127497 1.127558 1.127619 1.12768 1.12774 1.127801

ж 1.144537 1.144599 1.14466 1.144722 1.144784 1.144846

10 1.161834 1.161897 1.16196 1.162022 1.162085 1.162148

ш 1.179393 1.179457 1.179521 1.179584 1.179648 1.179712

12 1.197217 1.197282 1.197347 1.197411 1.197476 1.197541

13 1.215311 1.215377 1.215442 1.215508 1.215574 1.215639

14 1.233678 1.233745 1.233811 1.233878 1.233945 1.234011

Рис. 8.11 ▼ Результаты решения задачи 8.1 с помощью неявной разностной схемы1

Здесь а -  коэффициент теплообмена, с  -  площадь поперечного сечения стер
жня, р  -  периметр поперечного сечения стрежня.

L тПостроим сетку ( * /=  / * А*, /?.т = —, / = 0, 1, 2, и, /у = 7 • А , А = —,

02  ̂̂
i  * 0, 1, * ). Для получения сеточного уравнения заменим производные — у и

Ъх1 ot
M l'1-

приближенными разностными формулами (8.32), (8.34). Получится следующая не
явная разностная схема (8.44)-(8.46):

м/, о “ Ф (■*/)» * = Ь —> (8 44) 
«О,У = ^ Ь  = «/2-У *  0. 1......А-.

= ------------------------------------------U j  ; _  | +  ------------------- --------------------(  U : _  1 / +  М / +  1 / )  +  -------------------------------------------М Л , (8.45)
1 + 2у + Д • А /,у 1 1 + 2у + Д * А ' ' 1’ -/ У ' 1 + 2у + Д • А U V }

i = 1,2, TV -  1;/ = 1, 2, it,

1 Читатель может самостоятельно сравнить результаты, полученные с помощью явной и
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у = а2 А 
/г*2 (8.46)

Блок-схема решения задачи 8.2 будет отличаться от блок-схемы, изображенной 
на рис. 8.9, только формулой неявной разностной схемы (8.45) для расчета и. ..

Применение неявной разностной схемы для решения задачи 8.2 методом 
Зейделя демонстрируется на рис. 8.12.

ф(х) := 0.25 + sin(0.15*x) L  := 8

Ь L л Т 
= N Л : = К

i:=  0.. N  j := 0.. К  
Xj ;= i-hx t..= j .A

,8»,0“ ф М  i5D,j;= u l

Nc_iav(u ,K ,N ,y ,Д , Ь , е )  :=

2 A у := a —-
hx2

X :=3 

a = 5
N := 50 К  := 200AWv M«VV

«N,j := u2

P < -1  
k <— 0 

while p > s 

for j  e 1.. К  

for ie  1.. N -  1

V<~
1 + 2у + Д-Ь ■lUi-1.i + Uh-1" j )+ 1 + 2.у + Д.Ь 

■ lv -4 ,j|

A-h

1 + 2-y + A-h■40

j *”

4 , j^ v
p <— max(R) 

k « -  k + 1

fU>
R

Рис. 8.12 ▼ Решение задачи 8.2 с помощью неявной разностной схемы

Входные и выходные данные подпрограммы Ne__iav решения задачи 8.2 
аналогичны подпрограмме Ne_yavn, рассмотренной выше (см. рис. 8.10). №  
рис. 8.13 представлены результаты решения задачи.

Как видно из рис. 8.13, для решения получаемого алгебраического у р а в н е н и я  

методом Зейделя потребовалось 1079 итераций. Поэтому для уменьшения кол*1' 
чества итераций имеет смысл попробовать ускорить итерационный процесс с 
помощью методов релаксации или градиентных методов решения систем аЛ' 
гебраических уравнений (см. главу 1). Методика, изложенная в этом раздел^»
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ТТ tune(O) Н :=  Ne_iav(u ,К ,N ,у ,Д ,h ,0.0001) ТТТ  := time (1)

Время решения задачи
ТТТ -  ТТ = 83.75 Нг = 898

Но =

IfO Р т 1 Ш 2 « ■ ̂  з1Р Ш 5 Г6«м Щ
0 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
1 0.274 0.283 0.288 0.291 0.294 0.296 0.298 0.299
2 0.298 0.313 0.323 0.329 0.335 0.339 0.343 0.346
3 0.322 0.342 0.356 0.365 0.373 0.38 0.386 0.391
4 0.346 0.37 0.387 0.399 0.41 0.418 0.426 0.433
5 0.37 0.397 0.416 0.431 0.444 0.455 0.464 0.472
6 0.394 0.422 0.444 0.462 0.477 0.489 0.5 0.51
7 0.417 0.448 0.472 0.491 0.508 0.522 0.535 0.546
8 ; 0.441 0.472 0.498 0.519 0.538 0.554 0.568 0.58
9 й 0.464 0.496 0.523 0.546 0.566 0.584 0.599 0.613
10 0.488 0.52 0.548 0.572 0.593 0.612 0.629 0.644

Рис. 8.13 ▼ Результаты решения задачи 8.2

Может быть использована и при решении в Mathcad других параболических 
уравнений.

8.3.2. Использование метода сеток д ля  решения 
гиперболических уравнений в Mathcad
Решение гиперболических уравнений также можно осуществить с помощью 
разностных схем. Разностные схемы решения одномерного гиперболического 
Уравнения рассмотрим на примере следующего уравнения:

Э 2и 2 д г и г .
Т Т  = а Т 2 + / и  '>•dtz d x z

и( х,  0) = Ф( -v), = У ( * ) ,  0 < х < L,  (8.47)

м(0, О  = (Л(О» м(1,  О  = v ( 0 ,  0 < t < Т.
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Построим сетку Q* (см. рис. 8.1), в которой будем искать решение уравне-
д 2и

нИя (8.47). Частную производную ~ 2  заменим разностным соотношением 
02м

(8.32), а производную —~ -  соотношением (8.48):
Э/

Э 2 ц <*<-’ «■/ ) _  u I . J - i ~ 2 u l , J  +  “ <-,У +  1 /о  4 S ,
э<2 д2 •

Подставляя (8.48), (8.32), (8.33) в гранично-начальную задачу (8.47), получим 
следующую явную разностную схему решения уравнения:

м/, У + 1 = ~ и i, j  ~\ Y ( w / -  1, у + w/ + l ,</ ) “  2у)М|-у + A f i , j i

i = 1, 2, W - l , ;  = 1, 2,..., /С-1,

“ /,0 = ф(*/)> “ ~ - д ~ ~  = V i’ “ /,1 = О + AVi. i = 0, 1, N, (8.49) 

^0, j  Цу > ^ iV, -у — V j  * J “  0, ^ ^  у 

а 2 А 2

А2 ’

которая устойчива при у ^ 1 и по аналогии с разностной схемой (8.37)-(8.38) 
может быть легко запрограммирована в Mathcad. Блок-схема этой разностной 
схемы аналогична изображенной на рис. 8.3 и отличается только формулой рас
чета и..+1 (см. формулу (8.49)).

В качестве примера рассмотрим следующую начально-граничную задачу [7]. 
ЗАДАЧА 8.3.

~ 2 д 2
— ^  -  а 2 — ~  + sin ( х  • t ), 0 < д: < Z, / > 0 ,
d t 2 д х 2

о)( 0) = <р(0 ), 0 ( 1 , о  = <p(Z), (8.50)
со (х ,0 ) = Ф(дг), (0̂  ( дг, 0 ) = >|г(дс).

На рис. 8.14 представлена подпрограмма ggg решения уравнения (8.50), а на 
рис. 8.15 -  результаты обращения к подпрограмме и график полученного реш^ 
ния. Параметры функции ggg аналогичны рассмотренным ранее подпрограМ' 
мам решения параболических уравнений.



------------------ --- _  г -* "  — — -  w . »  гфгяжя * »»**» дщешлштящилшъюшш ®г> -***ъ»шяяя9 я*%. яш]&ч***я>к»ЩМфЪ,1Г9ХЯа&к

i i x)  “  sinW Х (х)  := cos(x) v (0  “  0 Я х >‘) := sin(x t) 

Ж-=4 Х ==2  А := 3 Х,:= 5 L :=  Ю N  := 50 К  := 200

L
ggg (N ,K ,L ,T >a) := h<- 

N

А ТД ^ _  

for ieO .. N  

^ < -  i-h

ч,о<-фЫ

4 ,l<-4,0 + A-4'(xi) 
for je O . .K  

tj <- A*j 

for j € 1.. К

UQJ <— 0

«N,j<-$(L)

2 A2y<r- a •—  
h2

for j e l . . K - 1  

for ie  1 ..N  -  1

4 ,j+ l + У Ч - l ,  j + (2 -  2-у)ч, j + V4+1, j +

Рис. 8.14 ▼ Подпрограмма решения задачи 8.3

Для решения гиперболических уравнений можно построить и неявные схе- 
**ы, однако в связи с тем, что у них нет таких преимуществ перед явными [9], 

в параболических уравнениях, имеет смысл использовать их, только когда 
Нельзя построить явную (например, при смешанных условиях на границе обла-
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V :=  ggg(N ,400 ,L  ,Т  ,а)

V  =

■ # 0 1 "2 * ..
с 0 0 0
•4-h 0.19867 0.20357 0.20834
i i 0.38942 0.39402 0.39847

0.56464 0.56877 0.57267
0.71736 0.72084 0.72404

ш 0.84147 0.84417 0.84654
я 0.93204 0.93385 0.93529

0.98545 0.9863 0.98676
8 0.99957 0.99943 0.99888

Рис. 8.15 ▼ Решение задачи 8.3

8.3.3. Использование метода сеток для  решения 
эллиптических уравнений в Mathcad
Рассмотрим разностную схему для эллиптического уравнения в прямоугольной 
области Q (R  -  а < х < R + а; -а  < у <а ) с граничными условиями Дирихле на 
границе Л

Aw
дх2

¥(*> у)

Э2у Э2ц/ _ 5 Э\|/ _ _
Ъу*

( Х , у ) е  Г

х дх 

0.
(8.51)

Построим сетку Q.jg, для чего проведем в области Q прямые, п а р а л л е л ь н Ы е

2 Ъ
ОСЯМ У =  у. VL X = X., гд е  = R -  b + i • hx, hx -  — , i = 0, 1, 2, и, у s = -a  + j  

la  3

. hy.

hy = — , j  = 0,1, А:. Для построения разностного уравнения заменим частнЫе 

производные и граничные условия следующими соотношениями:
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Э2<ф ; ,  J'y ) _ У, + 1,;- -  2 4 , ' J  + Y f-1,
Ъх1 hx1

э2у(^-' Уу) _ у , , 1+г - г ч и  + y fjJ. (8.52)

(8.53)
V /,0  = V /, Ny = О, I = 0 , 1,..., №с,

VO,у = ViVjc.j = °. J = °. ^

; С помощью соотношений (8.52)-(8.53) преобразуем эллиптическую краевую 
задачу к следующей системе разностных уравнений:

i , j  = ^ ( 5 /V/ + i , y  + Q V / - 1  j  +  я (  V , \ y - i  +  V/.y  + i )  + 2 )>

/?jc 2 hy 2
=

2 • hx • jc.-
С,- = —iy  -  -----, D =

hx2 2 - h x - X j  hyz

i = 1, 2, ..., Nx -  1; j  =  1, 2, ..., Ny -  1, 
V/,0 = Vi.Ny = °. ' = °. !.
Vo,у =  V №, j  = 0, у = 0 , 1, Wy.

(8.54)

Эту систему можно решить итерационным методом Зейделя1. На рис. 8.16 
представлено решение уравнения (8.51) сеточным методом, а на рис. 8.17 -  гра
фик найденного решения.

Авторы надеются, что читатель, разобравшийся с решением уравнения1 
(8.51), без проблем построит разностную схему для решений уравнения Лапла
са и Пуассона.

If;*. *

В случае медленной сходимости итерационных процессов при решении сеточных урав- 
K L .(Нений, получаемых путем аппроксимации гиперболических и эллиптических задач, име

ет смысл попробовать заменить метод Зейделя градиентными методами (или методами 
& релаксации) [9].
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&:=18 а:= 3 Ь := 6 Nx:=16 N y:=8  2а , 2-b
hy := —  hx := —

i := 0.. Nx j  := 0.. Ny Ny Nx

jq := R -  b + i-hx yj := -a + j-hy 

V i.0^0  Ж И у -О  » j :s=0 ^Nxj**=0

1-  2 2
A := ~  + ~ 2

hy ЪхГ
D

by

hx:.2 2hx-3q

,Nx,Ny,e) := p < -1 0 0  

k<—0 

while p > e

for ie  1.. Nx -  1 

for j  e 1.. Ny -  1

V X'CBi4’i_1'-i+ Ci'v*+-1. j+ D'(vi,j-1 + Vi.j+l) + 2]

|V -Vi,j|

Vi,j*-V 
p <— max(R) 

k «-k+  1

R

Рис. 8.16 ▼ Решение уравнения (8.51) сеточным методом

Рис. 8.17 ▼ График решения уравнения (8.51)
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8.4. Использование встроенных функций 
IVIathcad для решения уравнений в частных 
производных
В этом разделе рассмотрены встроенные функции Mathcad, предназначенные 
для решения уравнений в частных производных.

8.4.1. Решение параболических уравнений
В Mathcad 11 появились встроенные функции для решения одномерных диф
ференциальных уравнений в частных производных pdesolve и numol, приме
нение которых рассмотрим на примере задачи 8.2.

Для решения параболического уравнения можно воспользоваться решающим 
блоком. Для решения параболического уравнения в Mathcad необходимо:

1. Ввести служебное слово Given.
2. Ввести уравнения следующим образом: производные вводятся с помощью 

символа «.», как нижние индексы (u t или ихх) , вместо знака равенства сле
дует использовать оператор = панели Boolean математической палитры 
(или комбинацию клавиш Ctrl+=).

Р  В левой части уравнения должна присутствовать только первая производная по t> а 
все остальное уравнение вводится в правой части: При вводе уравнения в функции и 
производных должен присутствовать список аргументов, например и(х, t), uj^x, t), 
ut(x, t).

3. Ввести начальные и граничные условия, в которых производные вводят
ся как нижние индексы, а знак равенства вставлять, используя оператор = 
панели Boolean.

4. Завершить решающий блок функцией pdesolve (u, х, xrange, t ,  t range, 
xpts, tp t s ) , которая возвращает функцию двух переменных, являющую
ся решением дифференциального уравнения. Функция предназначена 
для решения одномерного параболического дифференциального уравне
ния в частных производных. Аргументами функции pdesolve являются: 
и -  имя функции (без аргументов); х -  имя пространственной переменной; 
xrange -  массив из двух элементов, определяющий границы изменения 
пространственной переменной; t -  имя переменной по времени; trange -  
массив из двух элементов, определяющий границы изменения перемен
ной t; xpts и tpts -  количество точек, на которые разбиваются интерва
лы изменения переменных х и t соответственно (эти параметры могут
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отсутствовать в функции, в этом случае Mathcad подберет эти значения 
автоматически) 1.

Решение задачи 8.2 в Mathcad с помощью решающего блока и функции pde- 
solve представлено на рис. 8.18.

На рис. 8.19 показаны графики решения задачи 8.2

f(x ) := 0.25 + sin(0.15x) uq := 2 

L  ;= 8 Ux := 0.25 U 2 := 1.182 T ; =  3

h := 1 a := 5

Given

ut(x,t) =  a2 uxx(x >t) -  h -(u(x,t) -  uq)

и ( 0 $  =  Щ  u (L ,t ) =  U 2 

u (x ,0 ) =  f(x)

u := Pdesolveju ,x ,t ^  ̂  ,30,3oj

Рис. 8.18 ▼ Решение задачи теплопроводности с помощью функции pdesolve

U  := CreateMesh(u ,0 ,L  ,0 Д )

U

Рис. 8.19 ▼ График решения задачи теплопроводности 8.2

1 Функция pdesolve может решать уравнения и системы, в которых нет дифференциаль'
ных уравнений, содержащих производную по t выше первой степени. В случае системы 
в качестве параметра и используется массив имен функций, функция pdesolve возвраШЗ' 
ет вектор-функцию.
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Результатом решения дифференциального уравнения в частных производ
ных является функция. Чтобы вычислить ее значение в любой точке, достаточ
но подставить в качестве аргументов конкретные величины.

Для решения одномерного параболического уравнения с условиями Дирих
ле на границе можно воспользоваться функцией numol. Функция numol (xrange, 
xpts, trange, tp ts, Npde, Nae, pde_f, pde_in it, pde_bc) возвращает матрицу 
значений в узлах сетки.

Здесь:
К \

>■ xrange -  массив из двух элементов, определяющий границы изменения 
пространственной переменной;

ЮЛ >*xpts -  количество точек, на которые разбивается интервал изменения 
| переменной х,

>* trange -  массив из двух элементов, определяющий границы изменения 
времени;

>* tpts -  количество точек, на которые разбивается интервал времени;
>* Npde -  количество дифференциальных уравнений в частных производ

ных1;
>* Nae -  количество дополнительных алгебраических уравнений, которые 

входят в систему дифференциальных уравнений в частных производных; 
£ )► pde_f -  функция, определяющая правую часть параболического уравне

ния, которая зависит от переменных х, t, и, их, u j .  Пример ее определе
ния для параболического уравнения при решении задачи (8.2) приведен 
на рис. 8.203;
pde_in it -  функция, описывающая начальные условия;

I *>* pde_bc -  векторная функция, описывающая граничные условия. Для пара
болического уравнения с условиями Дирихле на границе она представля
ет собой матрицу-строку из трех компонентов, первый элемент которой -  
значение на левой границе интервала, второй -  значение на правой гра- 

. нице, третий -  D 4.

На рис. 8.20 приведено решение задачи 8.2 с помощью функции numol.

1 Как и функция pdesolve, функция numol позволяет решать и системы дифференциаль
ных уравнений в частных производных.
Здесь и -  имя неизвестной функции, которая и является решением параболического 
Уравнения.

3 Обратите внимание, что функция должна зависеть от всех пяти переменных: х, t, и, 
и и .

4
Символ «D » указывает, что на границе заданы условия Дирихле.



V
Ях) := 0.25 + sin(0.15 х) ^ := 3  1,-.= 8 Х== 3 

к ~  1 Ж == °-25 Я Х *  1182 д :=  J Npde := 1 Nae := 0 

pde_f(t>x,u ,ux>uxx) := а2- ^ - h (u  -  Uq)

pdebc(t) := ( Uj U2 "D" )

ГЛАВА 8 f  Решение дифференциальных уравнений в частных производим*

V := numol{ ( * )  ,3 0 ,Npde ,Nae ,pde_f ,f,pde_bcj

Рис. 8.20 ▼ Решение задачи теплопроводности с помощью функции numol

Как видно из рис. 8.13,8.19,8.20, решение задачи 8.2, полученное с помощью 
метода сеток, а также функций numol и pdesolve, совпадает с точным решени
ем (рис. 8.2 1).

' VI

Рис. 8.21 ▼ Точное решение задачи теплопроводности 8.2
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8.4.2. Решение гиперболических уравнений
jCaK отмечалось ранее, функция pdesolve позволяет решать дифференциальные 
уравнения и системы, в которые не входят уравнения, содержащие производ
ную по t выше первой степени. В любых гиперболических уравнениях присут
ствует вторая производная по L Поэтому для того, чтобы решить гиперболичес
кое уравнение, необходимо преобразовать его в систему дифференциальных 
уравнений в частных производных, введя дополнительную неизвестную функ- 

Э и
Ц И Ю  V = — .

Рассмотрим решение гиперболических уравнений на примере задачи 8.3. 

Вводя дополнительную переменную v = сведем гиперболическое урав

нение (8.50) к следующей системе дифференциальных уравнений в частных 
производных:

Эо V ~ dt9
= а 2 ~ у  + sin ( л; • t ) ,  (8 .5 5 )

dt д х 2

o ( j c ,0 )  = <p(0), w (L, t) = ф (/) ,

(о ( х , 0 ) = (р( х ), v(.v, 0) =

Которую и будем решать с помощью решающего блока Given -  Pdesolve. При 
его использовании для решения системы дифференциальных уравнений в час
тных производных следует учесть следующее:

>* первым параметром в функции pdesolve будет массив имен функций, в

решения системы.

уравнений (8.55) с помощью 
функции pdesolve, на рис 8.23 -  полученный график решения.

Решения задачи 8.3, полученные с помощью явной разностной схемы и фун
кции pdesolve, практически совпадают.

Рассмотрим пример решения еще одной начально-граничной задачи [7]. 
ЗАДАЧА 8.4. В конце х = L трубопровода 0 < х< L расход жидкости изменяет

ся в момент времени t = 0 скачком на величину А = const; конец соединен с боль
шим резервуаром, где давление жидкости остается неизменным. Считая, что 

К До M'lxfpTjpuwa г*ягугктгя т* ъ-оытте v = Т. яяйлрннр it п я гуп л  R тгу у б о п п гто я е  бктлтиг

нашем случае
>• функция pdesolve вернет вектор-функцию

'■ Ш  4

На рис. 8.22 представлено решение системы
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ф(х) := sin(x) vy(x) := cos(x) f(x,t) := sin(x-t)

•** X:=2 A==3 У-= 5 L := I»
Given

2
vt(x,t) = a « ^ ( x ,! )  + sin(x t) oot(x,t) = v(x,t) 

v(x,0) = iy(x) oo(x,0) = ф(х) oo(L,t) = ф(Ь) oo(0,t) = 0

Рис. 8.22 т Решение уравнения (8.55) с помощью функции pdesolve

CreateMesh(oo ,0 ,L ,0  ,т )

Рис. 8.23 т График решения уравнения (8.55)

юстоянными, найти изменение расхода в трубе при t > 0 и изменение давле
ния в сечении х = L при t > 0.

Начально-граничная задача, описывающая расход жидкости в трубе, имеет 
шд:

Э2со 2 Э2ш - а Э(о л г - л— — = а — г- -  2 0  —  , 0 < х < L , t > 0,
Э / 2 д х 2 э  t

(0*(дг, 0 )  = 0, (0 (1 , t )  = А ,
(о(*, 0) = (О/ ( jc, 0) = 0.

(8.56)

Здесь со(лг, t) -  расход жидкости в трубе. Для решения задачи (8.56) в M a th ca d  

введем дополнительную переменную v = и сведем гиперболическое уравне 

ние к системе дифференциальных уравнений в частных производных:
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Эсо
v ~ э 7 ’

|Г = а2Э̂ш _ 26v> Э» Эл2
(Од. (*, 0) = 0,
со(1, О = Л, 
co(jc, 0) = 0, 
v (* , 0 )  = 0.

(8 .57 )

На рис. 8.24 представлено решение системы уравнений 8.57, на рис 8.25 -  
график решения, полученный с помощью функции pdesolve, и график точного 
решения.

а := 4 Т := 20 А := 3 у := 5 L  := 10ЛМЛ ЛУЛ- I (V4V-
Given

2Vt(x,t) = a «^ (X jt) -  2 -yv(x ,t) <»t(x,t) = v(x,t) 

v(x ,0) = 0 oo (x ,0) = 0 oo (L ,t) = A oo (0 ,t) = 0

Рис. 8.24 ▼ Решение уравнения 8.56 с помощью функции pdesolve

Рис. 8 .25  ▼ График решения уравнения 8.56
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8.4.3. Решение эллиптических уравнений
• ?

Для решения уравнений Лапласа и Пуассона в Mathcad предусмотрены встро
енные функции relax  и multigrid, описанием которых и завершим знакомство 
с решением дифференциальных уравнений в частных производных в Mathcad.

Функция m ultigrid предназначена для решения уравнения Пуассона с нуле
выми граничными условиями, обращение к функции имеет вид:

m ultigrid(F, п)

Здесь F -  матрица правых частей уравнения Пуассона, размерность матри
цы должна быть степенью числа 2 (8, 32, 64 и т.д.); п -  число циклов в каждой 
итерации, число 2 дает хорошее приближение к решению. На рис. 8.26 пред
ставлено решение уравнения Аи -  -  ху в области £2(0 < х < 10; 0 < у < 5).

i := 1.. N 
j := 1.. N

!i, j:== 0 

& 0.15 :=^00  

&5,25 :==- 900 
u := multigrid ( - F ,  2)

0.4-

u

Рис. 8.26 ▼ Решение уравнения Пуассона с помощью функции m ultigrid

Для решения более сложных эллиптических уравнений предназначена функ
ция relax . Обращение к ней имеет вид:

relax(A , В, С, D, Е, F, U, rjac)



* л

Здесь:

>>А, В, С, D, Е -  квадратные матрицы коэффициентов разностной схемы 
Аи.+ j  j + Ви._ j  j + С и..+ j  + Du. j  + Ей. ., аппроксимирующей левую часть урав
нения Лапласа (или Пуассона);

>► F -  матрица правых частей уравнения Пуассона;
>• U -  матрица начального приближения дифференциального уравнения, в 

которой обязательно должны быть корректно заданы граничные условия;
>  г ja c  -  параметр численного алгоритма (спектральный радиус итераций

Якоби), в качестве г ja c  можно принять величину 1 -  — , где гг -  размер

ность матрицы решений.

Пример использования функции приведен на рис. 8.27.

Использование встроенных функции matncao

i := 0.. N j := 0 .. N
ajj := 1 b := а с :̂= a d := а -4  а

’ :=„° 125,16 == Ю3 FJ6.25 “  -Ю 3 rjac := 1 -  2 - J  
Uif j := 0 N

U := relax(a,b ,с ,d ,c ,F,u,rjac)

U

Рис. 8.27 ▼ Использование функции relax для решения уравнения Пуассона

К сожалению, встроенные функции Mathcad не позволяют решать гипербо
лические и параболические уравнения с двумя пространственными переменны
ми- Кроме того, далеко не все даже одномерные параболические и гиперболи
ческие уравнения могут быть решены с помощью функций pdesolve и numol.
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Например, проблемы возникают при решении уравнений с 5-функцией, со сме- 
шанными условиями или условиями Неймана на границе. Метод конечных разно 
стей и встроенные функции Mathcad не всегда позволяют решать эллиптические 
уравнения при сложной геометрии области. Во всех этих случаях можно использо
вать метод конечных элементов, который реализован в MATLAB в виде специа
лизированного приложения Partial Differential Equations Toolbox (PDE ToolBox).

8.5. Использование MATLAB для решения 
уравнений в частных производных
Двумерные уравнения математической физики могут быть решены с помощью PDE 
ToolBox методом конечных элементов. Для вызова графической среды PDE ToolBox 
в командном окне MATLAB достаточно набрать команду pdetool (см. рис. 8.28).

Строка меню
Панель определения 

Панель рисования области и решения задачи

| □  | Ш j О [ ф ] [| an I pde[ Z\[ А| д  | ^ .i  ̂ flSSSteiSilir............. '' ‘ "уЦ / f W v w

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Область ввода формулы 
для конструирования 

области решения

Место для определения 
геометрической области 

решения задачи

-1 —  
-1.5 1.5

Рис. 8 .28  ▼ Графическая среда pdetool



к% Можно выделить следующие этапы решения уравнений в частных производ
ных:
' * 1. Конструирование (построение) области, в которой решается уравнение.

2. Ввод уравнения в частных производных.
3. Определение начальных и граничных условий.
4. Триангуляция области.
5. Решение уравнения.
6. Визуализация результата.

Знакомство с pdetool начнем с решения эллиптических уравнений.
1
8.5.1. Решение эллиптических уравнений

Рассмотрим задачу о распределении тепла в пластине.
ЗАДАЧА 8.5. Найти распределение тепла в области G, изображенной на рис. 8.29.

цсионьзтеанте MATLAB для решения уравнений в чтстык производных ▼

Рис. 8.29 ▼ Область G

Круговые отверстия имеют одинаковый размер диаметра -  0.6 м. Правая и 
левая границы теплоизолированы. Коэффициент температуропроводности 
я2 = 225. На верхней и нижней границе области G температура равна 580, на 
°*фужностях -  450.

Дифференциальное уравнение, описывающее распределение температуры, 
Можно записать следующим образом:
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Э2и Э2м =* 0.
Ъ у 1

Граничные условия на левой и правой границе имеют вид:

2 ди па —  = 0 .
Эл

(8.58)

(8.59)

Здесь п -  вектор нормали к границе.
Таким образом, задача о распределении тепла в области G полностью описы

вается уравнением (8.58) и граничными условиями.
Рассмотрим подробно процесс решения этой задачи в pdetool.
Первый этап -  конструирование области. Запустив среду pdetool (см. 

рис. 8.28), вы увидите, что по умолчанию область решения задачи должна принад
лежать прямоугольнику [-1.5 1.5; -1  1]. Рассмотрим, как можно установить дру
гие границы изменения хп у(в  нашем случае можно установить границы измене
ния х от -1  до 4, у -  от -1 до 3). Для изменения границ отображаемой области по 
л; и ̂ необходимо выполнить команду меню Options >  Axes Limits (Настройки >  
Пределы осей), после чего появится окно, в котором указаны границы измене
ния х и  у (рис. 8.30). Изменим границы х (от -1 до 4) и у (от -1 до 3) (рис. 8.31).

■ * •

' а1и 4i 4*
. I f Y - a x i s  range: Г : ? Auto 

'  | Н З |  ^

Р § S  J  1 iCtose.......Й ^  App ly | Cio»e |

Рис. 8.30 ▼ Окно Axes Limits Рис. 8.31 ▼ Окно Axes Limits
с измененными значениями границ

Для удобства можно изобразить линии сетки на координатной сетке. Для 
этого необходимо выполнить команду меню Options >* Grid (Настройки >• Сет
ка), после чего среда pdetool будет иметь вид, изображенный на рис. 8.32.

Для конструирования области предназначен пункт меню Draw (Рисование)1. 
Для перехода в режим конструирования можно выполнить команду меню 
Draw >■ Draw Mode (Рисование >• Режим рисования) или просто выбрать один

1 Речь идет о рисовании области, в которой решается уравнение.
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Ezi.—1 ш

-0.5

Щ 7 v Woe 'ф Erie* axes fcnts. * {ЩУ-'Я*Щ ??%zШЙ ' ” “
Рис. 8.32 ▼ Графическая среда pdetool, настроенная для решения задачи 8.5

геометрических примитивов и начать рисовать. Геометрические примити- 
можно выбирать в пункте меню Draw или воспользоваться панелью рисова- 
I области. В pdetool есть следующие примитивы для рисования области:

>  прямоугольник. Для выбора прямоугольника можно выполнить команду 
меню Draw >  Rectangle >  Square (Рисование >  Прямоугольник >  Квад
рат) или щелкнуть по кнопке В |  на панели рисования области; если при 
прорисовке фигуры удерживать клавишу Ctrl, то вместо прямоугольника 
получится квадрат;

>  центрированный прямоугольник. Для выбора этой фигуры можно выпол
нить команду меню Draw >  Rectangle >  Square (Centered) (Рисование >  
Прямоугольник >  Квадрат (Центрированный)) или щелкнуть по кнопке 
ЦЕ| на панели рисования области; если удерживать клавишу Ctrl, то вмес
то прямоугольника получится квадрат, отличие этого прямоугольника от
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обычного состоит в том, что при прорисовке прямоугольник растягивает
ся не только в сторону правого нижнего угла, но и левого верхнего;

>• эллипс. Для его выбора можно выполнить команду Draw >* Ellipse >* Circle 
(Рисование >- Эллипс >• Круг) или выбрать инструмент -f g i  на панели 
рисования области), при нажатой клавише Ctrl вместо эллипса получится 
круг; кроме обычного эллипса есть центрированный (команда меню Draw 
>* Ellipse >* Circle (Centered) (Рисование >* Эллипс >* Круг (Центриро
ванный)) или кнопка чЗЕ>;

>* многоугольник (команда меню Draw >  Polygon (Рисование >* Многоуголь
ник) иди кнопка |j§S|).

Построенные объекты можно поворачивать с помощью команды Draw >  
Rotate (Рисование >  Вращение).

Для решения рассматриваемой задачи необходимо нарисовать прямоуголь
ник, а в нем -  два круга. Начнем с рисования прямоугольника, попробуем нари
совать его как можно точнее. Для уточнения координат прямоугольника необ
ходимо дважды щелкнуть по прямоугольнику, что приведет к появлению 
диалогового окна Object Dialog (Вызов диалогового окна для изменения свойств 
объекта) -  рис. 8.33.

Рис. 8.33 ▼ Диалоговое окно Object Dialog

Параметры Left (Левый) и Bottom (Нижний) определяют координаты ле
вого нижнего угла прямоугольника, введем там нули (левый нижний угол в на
шем случае совпадает с началом координат). Параметры Width (Ширина) и 
Height (Высота) определяют ширину и высоту прямоугольника (для задачи 8.5 
эти величины равны 3 и 2 соответственно). Параметр Name (Имя) определяет
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имя объекта, все прямоугольники по умолчанию начинаются с «R» (от английс
кого слова Rectangle)1.

Следующим этапом будет рисование двух кругов, первый -  с центром в точ
ке (0, 0) и радиусом 0.3, второй -  с центром в точке (2.2, 1) и радиусом 0.3. Для 
построения круга используем к н о п к у п р и  нажатой клавише Ctrl и, нарисо
вав круг, уточним его координаты: X-Center, Y-Center -  координаты центра кру
га, Radius -  радиус круга (рис. 8.34).

uoject type: 

Х-center.

Circle

2.2

Radius: |q3

Name; |c2

<Ж j Cancel I
— ^ ------ i

Рис. 8.34 ▼ Диалоговое окно Object Dialog для круга

Далее надо определить взаимосвязи между объектами, которые в pdetool 
определяются с помощью операций:

>► —  вычитания объектов, имеет наивысший приоритет;
>* + -  объединения объектов;
>* * -  пересечения объектов;

Операции пересечения и объединения имеют одинаковый приоритет, для 
изменения приоритетов, как и в алгебре, используются круглые скобки.

По умолчанию несколько объектов соединяются с помощью знака «плюс». 
В нашем случае необходимо из прямоугольника вычесть два круга, поэтому в об
ласти формулы для конструирования области решения необходимо ввести фор
мулу Rl -  Cl -  С2 (рис. 8.35).

На втором этапе решения задачи необходимо ввести уравнение в частных про
изводных. Для ввода уравнений служит пункт меню PDE2. Первый подпункт меню 
PDE Mode служит для перехода в режим ввода уравнений. Второй подпункт

1 Имя эллипса начинается с буквы «Е», круга -  с буквы «С», многоугольника -  с буквы «Р»
2 PDE -  сокращение от Partitional Differential Equation-
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Рис. 8.35 ▼ Графическая среда pdetool после ввода области решения задачи 8.5

служит для показа подобластей, входящих в область решения. В задаче 8.5 есть 
всего одна подобласть. Третий пункт PDE Specification или кнопка ю  позво
ляет выбрать тип уравнений и ввести его коэффициенты (рис. 8.36).

Кроме того, в pdetool есть возможность задавать тип решаемой задачи. Для 
этого можно воспользоваться командой Options >• Application (Настройки >  
Приложение) -  рис. 8.37 -  или кнопкой

При решении задачи 8.5 можно выбрать в качестве типа решаемой задачи 
Heat Transfer (Задача о распределении тепла) или просто ввести коэффициен
ты эллиптического уравнения в окне PDE Specification. Установим тип решае
мой задачи Heat Transfer, после чего в окне PDE Specification (рис. 8.38) опре
делим параметры уравнения в частных производных.



PDE Toolbox -  [U n tit le d ] Е

Fie Erlii O c L  -  Dr Boundary PDE Mesh Solve Plot Window
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Рис. 8 .37  ▼ Выбор типа решаемой задачи

деюльзование l¥f ATLAB для ретттш у§»авиений в частным производных

Рис. 8.36 т Окно PDE Specification -  определение типа и коэффициентов 
дифференциального уравнения в частных производных
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*> PDE Specification -lOlxi
lEĉ ionrlii
й 1

-cfiv(k*grad(T))*Q+h*(Text-T)1 T*temperature :

igyofPDE:1!!! | Иini * 11 § и
i g ; E i p t i c  11iilililfii lilliiiiil11 
■ f t .  .Parabolic | |i|||

ШШшштшяам
щ̂ЩшШШ§ШЯт
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ШШШМс-

||||||г0е$сОДоп'1||

Coeff. of heat conductionя».ЛШ1ЯвНЯ!ШвШ1Ш/т»̂
■ Convective heat tran sferсоеШШШШ;1Ш;1: *

::

< *  | Caned 1 m il  s
Рис. 8.38 ▼ Окно PDE Specification -  определение коэффициентов задачи о

распределении тепла1

Третий этап решения задачи посвящен определению граничных условий. Для 
ввода граничных условий предназначен пункт меню Boundary (Граничные усло
вия). Для перехода в режим ввода граничных условий можно выполнить команду 
меню Boundary >* Boundary Mode (Граничные условия >• Режим граничных ус
ловий), воспользоваться комбинацией клавиш Ctrl+B или кнопкой Ш -

После этого, чтобы определить условия, необходимо щелчком мыши2 выде
лить границу и выполнить команду меню Boundary >■ Specify Boundary Condi
tion (Граничные условия >• Установить граничные условия) или осуществить 
двойной щелчок мышью по выделенной границе. Введем граничные условия 
для задачи 8.5.

Выделяем верхнюю и нижнюю границы области и переходим к вводу гранич
ных условий. На этом участке границе определены условия Дйрихле вида h *Т =  г, 
для задачи 8.5 в окне Boundary Condition вводим h = 1, r~  580 (рис. 8.39).

1 Напомним читателю, что для скалярной функции Т(х, у, z) grad(7) -  градиентом скаляр*

„ , ~ , ЭГ ЭГ ЭГной функции 7 является вектор | . — дивергенция от градиента div(grad(T))

вычисляется по формуле: div( grad( Т ) J = AT = ~~f + ~~y + ~~y-

Если необходимо объединить несколько участков границы, то в этом случае щелчок по 
каждому из участков осуществляется при нажатой клавише Shift.
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; Boundary condition equation:
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Рис. 8.39 ▼ Ввод условий для верхней и нижней границы области G

Сгруппировав границы отверстий, установим температуру на их границах 
450 (рис. 8.40).

- }  Boundary Condition Л. • -131 XJ
' ^.Avtery con^ion equettorc h*T=i ;</ '

ш и ш е
Coefficient value Я 1:8|:!!|Ш111111!11111ш1 Description...<

Neumann . ■ S j. r=,

E f  4  J *
a 1

.........  ..... .......
Heati --."V.-t •.

f
; r.

* I1
......  .........  ...... '• weight
is;............................ i

Ш ЙрЙЩЩЙШ

r ' M
; ;  - ■ :

Temperature
:

I

> j cancel j
■i: ‘ . .

-

Рис. 8.40 т Ввод условий на границах отверстий области G

Осталось ввести условия Неймана вида (8.60) (или, что то же самое, п • k • 
grad(7) =0) на левой и правой границе области С(рис. 8.41).

Ввод условий задачи завершен.
На следующем, четвертом, этапе проведем триангуляцию области -  покроем 

область сеткой, состоящей из треугольников. Это и есть конечные элементы, на ко
торые разбивается область. Режимом триангуляции управляет пункт меню Mesh 
(Сетка). Для перехода в режим триангуляции служит команда Mesh >* Mesh Mode 
(Сетка >* Режим сетки). Переход в режим триангуляции сразу разбивает на круп
ные треугольники (рис. 8.42). Этого же можно добиться с помощью команды нача
ла триангуляции -  пункт меню Mesh >- Initialize Mesh (Сетка >* Определить
(Инициализировать) сетку), комбинация клавиш Ctrl+I или кнопка / \  .
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Рис. 8.41 ▼ Ввод условий Неймана для левой и правой границы области G

Рис. 8 .42  т Начальная триангуляция области G
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Обычно начальной триангуляции недостаточно для получения решения с 
остаточной точностью. Для разбиения области на более мелкие треугольники 
лужит команда меню Mesh >■ Refine Mesh (Сетка >■ Уплотнить сетку) или 
:нопка 1# -^ . Для нашей задачи критерием достаточной величины треугольни- 
ов может служить вид отверстий. Дважды выполнив команду Mesh >* Refine 
£esh, получим сетку в области решения (рис. 8.43), необходимую для получе- 
[ия решения задачи 8.5 с достаточной точностью. Обращаем внимание читате- 
:я, что из-за слишком мелкой сетки время решения задачи значительно увели- 
[ивается. Возврат к начальной триангуляции осуществляется с помощью 
:оманды меню Mesh >■ Initialize Mesh (Сетка >  Определить (Инициализиро
вать) сетку) или кнопки

шшшвштшшяштаа̂ штт, жШ1
I.'cdr Options Drw Boundary PDE toesh Solve Plot Window Help ^

Ш ш ] . 0 |  <Ё>\ 0 D Jp D e |  Щ  Ж \  =  Transfer Г ...............Ж ........
* 0.4779 '

V , }  |R |..C i  _C2

Рис. 8 .43  ▼ Уменьшенная сетка в области решения G
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На предпоследнем, пятом, этапе для решения поставленной задачи необхо
димо выполнить команду меню Solve >  PDE Solve (Решение >* Решить PDE) или
щелкнуть по кнопке; =г .

После этого найденное решение автоматически изображается на экране в 
виде цветного контурного графика (шестой этап решения задачи). Контурный 
график решения задачи 8.5 изображен на рис. 8.44.

ЕШВшшт
File £d:l; Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help

□  1 f f l|  o [  g p j  _ j > J  _b q ] p d eJ  . A ]  A )  =  Heat Transfer Y: -0.9891

Set formula:

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
;llll!iiil.,H!o:llPDE solution plotted. ilfc . ■ Р1|ГехМ !|

Рис. 8.44 ▼ Контурный график решения задачи 8.5

, Контурный график не всегда достаточно хорошо позволяет проанализировать 
полученное решение. Пользователь может изменить тип построенного графика, 
для чего можно выполнить команду меню Plot >  Parameters (График >  Парамет
ры) или щелкнуть по кнопке ф В появившемся диалоговом окне (рис. 8.45) 
можно установить необходимые параметры графика решения, для построения 
трехмерного графика достаточно установить флажок Height (3-D plot). На 
рис. 8.46 изображен трехмерный график найденного решения задачи 8.5.
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Рис. 8 ,46  т Трехмерный график решения задачи 8.5
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Рис. 8,45 ▼ Контурный график решения задачи 8.5
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При решении задачи 8.5 были рассмотрены основные этапы решения диф
ференциального уравнения в частных производных в графической среде 
pdetool.

Теперь рассмотрим, как в pdetool хранится область решения, сетка и полу
ченное решение. Для экспорта области решения в меню Draw есть команда 
Export Geometry Description, Set Formula, Labels (Экспорт описания геомет
рии области  ̂формулы, меток), с помощью которой (рис. 8.47) можно экспорти
ровать геометрию области и формулу связи между объектами в MATLAB.

JJOlxJ

ШШ А ;
■ ” . ■ ,  I

(Ж I

Рис. 8.47 ▼ Диалоговое окно Export, функция Export Geometry Description,
Set Formula, Labels...J'

Как видно из рис. 8.47, молено экспортировать три объекта gd, sf и ns. Мат- 
рица геометрии области хранится в gd, формула связи хранится между объек
тами в переменной s f . Рассмотрим структуру матрицы gd на примере области 
G(pHC. 8.29).

gd=3.0000 1.0000 1.0000
4.0000 1.0000 2.2000
0 1 .0000  1.00003.0000 0.3000 0.30003.0000 о о0 0 0
2 . 0 0 0 0  0 О
2 . 0 0 0 0  0 00 0 00 0 0

Число столбцов матрицы совпадает с количеством объектов, входящих в 
область решения, каждый столбец отвечает за отдельный объект. Рассмотрим 
структуру каждого столбца. Первый элемент столбца содержит номер объекта: 
1 -  круг, 2 -  многоугольник, 3 -  прямоугольник, 4 -  эллипс.

Для прямоугольника и многоугольника второй элемент столбца содерж ит  
количество сторон фигуры, далее хранятся координаты вершин.
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Для круга второй и третий элементы содержат координаты центра круга, 
четвертый -  радиус.

Эллипс отличается от круга тем, что четвертый и пятый элемент столбца 
содержат величины полуосей эллипса, а шестой -  угол поворота в радианах.

В текстовой переменной sf хранится формула.
В связи с тем, что решение задачи ищется в узлах сетки после проведения 

триангуляции, рассмотрим, как хранятся координаты узлов сетки. Сетка, пост
роенная для задачи 8.5, очень сложна для первого знакомства с матрицами, опи
сывающими структуру сетки. Поэтому построим простую прямоугольную об
ласть и инициализируем для нее треугольную сетку (рис. 8.48).

Для вывода на экран номеров узлов сетки служит команда Mesh >  Show 
Node Labels (Сетка >  Показать узлы сетки), а для вывода номеров треуголь
ных конечных элементов -  команда Mesh >  Show Triangle Labels (Сетка >-

Рис. 8 .48  ▼ Сетка для простой области
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Рис. 8.49 т Сетка для простой области с пронумерованными узлами 
и конечными элементами

Показать метки треугольных элементов). После нумерации узлов и конечных 
элементов сетка будет иметь вид, такой как на рис. 8.49.

Теперь рассмотрим, как хранится сетка. Для этого экспортируем ее в MATLAB 
с помощью пункта меню Mesh >  Export Mesh (Сетка >  Экспорт сетки) -  рис. 8.50.

Рис. 8.50 ▼ Окно Export, функция Export Mesh
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Матрица р содержит координаты всех точек, каждый столбец содержит 
ко°РДинаты одной точки ( х н у  координаты); для области, изображенной на 
рис. 8.49, она имеет вид:

Iь 0 ' 2.0000 2.0000 0 1.0000 1.0000 0.7000 1.3000
1.0000 1.0000 0 0 1.0000 О 0.5000 0.5000

Каждый столбец матрицы t состоит из 4-х элементов: первые три содержат 
номера узлов, образующих треугольник (конечный элемент), четвертый -  но
мер подобласти, которой он принадлежит. Число столбцов матрицы t равно

- количеству конечных элементов, на которые разделена область. Для области, 
изображенной на рис. 8.49, матрица сбудет такой1:

I  t=
!'•■ $ 3 Г ■ 6 2 4 7 5'
Ж  2 4 3 5 6 6 7-' f
7 8 7 8 8 7 8  8 1 1 1  1 1 1 1 1 1  

н В матрице е находится информация об узлах, формирующих границу под
области. В нашем примере матрица е будет такой:

1 , е= 
1 , 5 2 3 6 4

1 ‘ 5 2 3 6 4 1
% 0 0,5 0 0 ' 0 ,5 0

1
0/5 1 1 0/5 1 1
1 1 2 . 3 3 4
0 0 0 0 0 0

'• 1 1 1 1 1 1
И/.

Решение представляет собой массив значений и: его элементы соответству
ют координатам узлов, определенных матрицей р. Количество элементов мас
сива решений и равно количеству столбцов матрицы р. Для экспорта решения в 
MATLAB служит команда меню Solve >- Export Solution (Решение >■ Экспорт 
решения). Сопоставляя значения матриц/?, tне,  можно анализировать получен
ное решение в различных точках. Чем мельче сетка, тем более точное решение 
будет получено. Но, с другой стороны, мелкая сетка требует больше времени 
Для решения задачи.

Рассмотрев основные возможности среды pdetool на примере задачи 8.5,, 
Р^шим еще несколько уравнений.

1 4-я строка постоянно равна 1, так как область решения состоит из одной подобласти -I 
исходного прямоугольника.
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ЗАДАЧА 8.6 . Решить уравнение:

д и— -  + --- - = — х
дх ду2 (8.60)

в области £2(-1 < л :< 1 ; - 1 < у < 1 ) при и(х, у) = 0 на границе области.
Первый этап решения -  строим область, в которой будем искать решение 

(рис. 8.51).

PDE Toolbox - [Untitled]
File E<ft' Options Draw Boundary* PDE Mesh Solve' Plot Window Help
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S  11  Info: Draw and edt 2-D geometry by using the Draw and Edit menu options.

Рис. 8.51 ▼ Область решения задачи 8.6

На втором этапе вводим уравнения (8.59), воспользовавшись пунктом м е н ю  

PDE >  PDE Specification (рис. 8.52). Обращаем внимание читателя на то, что 
параметры уравнения могут быть не только постоянными, но и функциями от 
хн у .
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Рис. 8.52 ▼ Ввод уравнения для задачи 8.6 

На третьем этапе выделяем стороны квадрата (границы области) и опреде
ляем нулевые граничные условия (рис. 8.53).

}  Boundary Condition,

Ш
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h Г
l1 
г-----г Ьi „ каш

;i"< * I i I i i; 1 I 
.ml| -  =• 5 , *

- . ■ ' • ■ . ,

Ш ■ IS й йй 
*

OK 1----- ----— I

Рис. 8.53 ▼ Ввод граничных условий для задачи 8.6

Далее проводим триангуляцию области (рис. 8.54).
С помощью пункта меню Solve >* PDE Solve или кнопки J| r|  запускаем 

процесс решения задачи. На рис. 8.55 представлен полученный график ре
шения.
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Рис. 8.54 ▼ Триангуляция области решения задачи 8.6

Рис. 8 .55  т График решения задачи 8.6



Рекомендуем читателю сравнить полученное решение с приведенным в [9] ре

шением задачи, полученным методом Ритца: и (х, у ) = | л-2 -  l j (у 2 -  1) ( * + у ).

1|ля этого можно построить график разности двух решений. Как это можно сде- 
[ать, показано на рис. 8.56. Обратите внимание, что с помощью окна Plot Selec- 
ion можно строить график функции ее градиента и пользовательской функции 
рис. 8.57).

использование гам i %*тт дли-решения у рдаиешш ш частнма

i  Plot Selection

Property: Plot style

[u 3  1 înterpolated shad. . . ,z l

f-gratkn) 
I -дажЩ

J  1
u 1

j proportional ¥ Ш

juser entr/

Contour p»t levels:

Colqtfflapr [соо)""
w f? Plot solution automaticaly

*3.!
■ Ис4 I Done J

Ж

Рис. 8.56 ▼ Построение графика разности двух функций
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" “Э

ЛЕЗ

Рис. 8.57 т Выбор параметра Property в окне Plot Selection
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8.5.2. Решение гиперболических и параболических 
уравнений
Решение нестационарных задач (гиперболических и эллиптических уравнений 
рассмотрим на примере решения о колебаниях прямоугольной мембраны. 

ЗАДАЧА 8.7. Уравнение колебаний мембраны имеет вид:

Э zu 2 —  -  а 
dt2

^2 -л 2 Л о и . д и

дх 2 +  д у 2
и (0, у ,  t )  =  и{1\, у ,  f )  =  м ( х ,  0 ,  f )  =  и ( х 9 lj, t) ~ О ,  

и(х,  у,  0 )  =  A x y ( l ] ~  х  ) (  /2 -  у ) ,

И/ (*, у, 0) = 0.

Пусть /, = 2, 4 = 3 ,А  = 1, а = 2 .
На первом этапе задаем область решения (рис. 8.58).

PDE ToolboK - [UntitledJ

jlH e  Ш  Options j Draw ■ Boundary, PDE Mesh Solve Ptot Window Нф

Ш ]ГщТоГ<£ V ЭДВД12ШВД =  I J * . Т]| с 32*  ' У к л

Рис. 8.58 т  Область решения задачи 8.7



Далее определяем гиперболическое уравнение и его коэффициенты 
(рис. 8.59).

Использование IV1ATLAB для решения уравнений в частных производных

Рис. 8.59 ▼ Определение параметров гиперболического уравнения задачи 8.7

* Определяем нулевые условия на границе области (рис. 8.60).

B o u n d a ry  C o n d itio n > а 1 Х М
- — -------- -—  "--—-- ----------------------------------------- ---- ----- —;-------—----------------

БоиПС tery г: w -тгг-г и  * .щгюп , i*y*r

: Condition т/ре:

Ч  ' 1 %  ■J
"Г , ' . * - v 

;*  Dirichle

........................... ..............г ....... *“ ....... ............... ....... *......., ....... :............
< ое fTinet и Value description s -

1
О к  :ance! |

Рис. 8.60 ▼ Граничные условия задачи 8.7

В отличие от рассмотренных ранее эллиптических уравнений в этой задаче 
необходимо с помощью команды Solve >  Solve Parameters (Решение V Пара
метры решения) определить интервал изменения времени, начальные условия 
и точность решения (рис. 8.61)1.

1 Обратите внимание на использование операций поэлементного умножения в соответ
ствии с синтаксисом MATLAB.
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□jx

11§^111ШВвЙЕ
ifôio Й
*

,  _ _ 3 I _  .,

 ̂̂  _ _ , , ^  

Relative tolerance

Рис. 8.61 ▼ Начальные условия задачи 8.7

После проведения триангуляции можно запускать задачу на выполнение, но 
для того, чтобы увидеть процесс колебания мембраны в динамике, нужно вклю
чить параметр Animation (Анимация) в окне Plot Selection (Выделение графи
ка). Далее с помощью кнопки Options (Настройки) в окне Animation Options 
(Настройки анимации) -  рис.8.62 -  установим число кадров в секунду (параметр 
Animation rate (fps)) и число повторов анимации (параметр Number of repeats). 
Теперь при решении задачи пользователь будет видеть динамику процесса ко
лебания мембраны в виде анимации. График решения при t = 10 приведен на 
рис. 8.63.

Рис. 8 .62  ▼ Параметры анимации



Figure 1

шшщ

Рис. 8.64 ▼ Окно определения коэффициентов систем дифференциальных уравнений
в частных производных

Рис. 8.63 ▼ График решения задачи о колебаниях мембраны

использование ШШ ШШ для решения уравнений ш чв€жшыж ироювадных



Отметим, что pdetool позволяет решать и системы двух дифференциальных 
уравнений в частных производных. Для этого с помощью пункта меню Opti- 
ons >  Application (Настройки >  Приложение) необходимо установить режим 
решения систем Generic System (Обобщенная система). Окно для ввода уравне- 
ний и коэффициентов представлено на рис. 8.64.

На этом мы заканчиваем знакомство с pdetool. Для более полного описания 
параметров графической среды pdetool авторы рекомендуют читателю обра
титься к книге [4] или к англоязычной документации к пакету.

8.6. Использование Maple для решения 
уравнений математической физики
Maple менее, чем Mathcad и MATLAB, приспособлен для численного решения 
дифференциальных уравнений в частных производных, зато с его помощью 
можно получить аналитическое решение ряда уравнений математической фи
зики методом разделения переменных.

На рис. 8.65 в качестве примера представлено решение уравнения

Э2м 2 . ( t \2 _ „
*Эрг -  D ~ а > методом разделения переменных. Здесь _С1, _С2, _СЗ,

__с\ -  переменные интегрирования.
Для более детального изучения возможностей Maple при аналитическом 

решении уравнений математической физики авторы рекомендуют ознакомить
ся с работами [8, 10]. .

ГЛАВА 8 V Решение дифференциальных уравнений в частных производных



Советы но использованию математических пакетов
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Рис. 8.65 ▼ Решение уравнения = ъ 2 + jc( / -  а V2 методом разделения
dt дх2 9

переменных в Maple

8.7. Советы по использованию математических 
пакетов при решении дифференциальных 
уравнений в частных производных
Все три пакета можно использовать для решения уравнений математической фи
зики. Однако, на взгляд авторов, для решения гиперболических и параболичес
ких уравнений в частных производных с одной пространственной переменной 
лучше пользоваться встроенными функциями Mathcad pdesolve и numol. По мне
нию авторов, функция pdesolve обладает более наглядным интерфейсом, поэто
му рекомендуем использовать именно ее для решения уравнений математической



физики с одной пространственной переменной. Метод сеток можцо реализовать 
как в пакете Mathcad, так и в MATLAB. Для решения уравнений в частных произ
водных на плоскости (с двумя пространственными переменными) лучше пользо
ваться графической средой pdetool, входящей в состав MATLAB. Для аналитичес
кого решения уравнений математической физики с постоянными коэффи
циентами его можно предварительно получить в пакете Maple. При решении 
трехмерных задач лучше использовать специализированные пакеты для решения 
уравнений в частных производных FemLab и FlexPDE. Интерфейс пакета Femlab 
аналогичен описанной в разделе 8.5 графической среде pdetool.

8.8. Задания для самостоятельного решения
1. Решить задачу 8.4 методом сеток.
2. Решить начально-граничную задачу:

4  = а \ х ,
А

1/(0,/)  = 0, их {1, t) = — sin со/,
ES

t/(*,0) = 0, мД*,0) =0

с помощью функции pdesolve.
3. Решить начально-граничную задачу:

ип = «2"xv,
А

1/(0,/) = 0, ux { l , t )  = — sin со/,
ES

и(х, 0) = 0, ut ( x , 0 )  =0

методом сеток, запрограммировав его в MATLAB.
4. Решить начально-граничную задачу:

2 2 
utt~  а ихх +  w (л: +  w) + gsin(G)0,

w(0,0 = 0, ux ( l , t )  = 0,
и( х,  0) = 0, ut ( x ,  0) = 0

с помощью функции pdesolve.
5. Решить начально-граничную задачу:

ип = сР'Ыж + (О2 (л: + и) +  gsin((D/), 
и{0 ,0  = 0, ux ( l , t )  = 0, 
м(л;,0) = 0, ut { x , 0) = 0

ГЛАВА 8 Т  Решение дифференциальных уравнений в частным производных

методом сеток, запрограммировав его в MATLAB.



Задания для самостоятельного решения

6. Решить начально-граничную задачу:

"« = Я2“л*-
wx(0,/) = 0, ux(l,t) + hu(l,t) = О, 
м(лг, 0) = ф(*), i/Д*, 0) = \i/(*)

с помощью неявной разностной схемы.
7. Решить начально-граничную задачу:

2
ut = а ихх+ f { x j ) ,
wjc№0 “ hu(0,t) = vi(0, ux{h 0  + hu{l, 0  = \i/2(0» 
и(х,0) = <p(*)

методом сеток, запрограммировав его в MATLAB.
8. Решить начально-граничную задачу:

и, = а2иХ1)

w(0,0  = 0, м(/,0 = v4cos(co0, 
м(*, 0) = ф(лг)

с помощью явной разностной схемы, запрограммировав ее в MATLAB.
9. Решить начально-граничную задачу:

м(0,0 = 0, и(/,0 = i4cos(o)/)» 
i/(jc, 0) = ф(х)

с помощью неявной разностной схемы, запрограммировав ее в MATLAB 
10. Решить начально-граничную задачу:

щ = fl2"xc,
и(0,0 = 0, м (/,0 = i4cos(co0»
и(х9 0) = ф(х)

используя функции numol и pdesolve.



Решение
интегральных
уравнений

В первом разделе приведены общие сведения об интегральных уравнениях. 
Метод конечных сумм подробно описан во втором разделе. Там же приве
дены блок-схемы решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтер- 
ра второго рода. Приведены два алгоритма решения уравнения Вольтерра перво

го рода. Последующие разделы посвящены применению математических пакетов 
для решения интегральных уравнений методом конечных сумм.

9.1. Общие сведения об интегральных 
уравнениях
Интегральные уравнения являются важным инструментом математического 
исследования в задачах техники, теоретической физики и ряда других отрас
лей науки. Интегральное уравнение -  уравнение, содержащее неизвестную функ
цию у(х) под знаком интеграла. В этой книге будут рассматриваться только ли
нейные интегральные уравнения1.

Рассмотрим основные классы интегральных уравнений [9, 11]. 
Интегральным уравнением Фредгольма первого рода называется уравнение вида:

J К ( х ,  s ) y  ( s  ) ds  = f ( x ) . (9.1)

1 В линейные интегральные уравнения функция у(х) входит в первой степени (линейно).
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Здесь функции К(х, s), называемая ядром, и j[x) -  известные функции. 
Уравнение

d
у ( х )  -  Х\ К ( х ,  s ) y  (s  ) ds  = f ( x )  (9  2)

называется интегральным уравнением Фредгольма второго рода.
В теории интегральных уравнений параметр X введен для упрощения анали

за существования решения того или иного уравнения. Анализировать пара
метр X проще, чем функцию К(ху s) (ядро интегрального уравнения).

Интегральные уравнения Фредгольма первого и второго рода можно обоб
щить в виде интегрального уравнения Фредгольма третьего рода:

d
h ( x ) y ( x )  -  X j  K ( x , s ) y  ( s ) d s  = f ( x ) .  ( 9 3)

с w
Если/х) = 0, то интегральные уравнения Фредгольма называются однород

ными:: ,

d
h ( x ) y ( x ) = X J K ( x , 5 ) ^  ( 5 ( 9 4)

с

Однородное уравнение Фредгольма второго рода

d
у ( х )  = X j  K ( x , s ) y  ( s ) d s  ( 9 5 )

с

допускает тривиальное решение: 37(5) = 0. Значения X, при которых уравнение 
(9.5) имеет нетривиальные решения, называются собственными числами (зна
чениями) ядра К(х, s) или уравнения (9.2), а сами нетривиальные решения -  соб
ственными функциями.

Из теоремы Фредгольма [11] следует:

>  если X является собственным числом ядра К(х, s) то неоднородное уравне
ние (9.2) не имеет решений или имеет бесконечное множество решений;

>  если X не является собственным числом ядра К(х, s) то неоднородное урав
нение (9.2) имеет единственное непрерывное решение )>(x).

Важную роль играют уравнения Фредгольма с симметрическим ядром 
К(х, s) -  K(s, х), которое обладает следующими свойствами:

>  в уравнениях с симметрическим ядром существует хотя бы одно собствен
ное значение X;



>* все собственные значения являются действительными;
>- собственные функции ф.(х) и ф.(я) симметрического ядра К(х, 5) соответ

ствующие различным собственным значениям X. и X ортогональны меж-
d

ду собой на промежутке [с; d\ J Ф/ ( * ) Фу ( х ) =  0 •

ГЛАВА 9 ¥ Решение интегральных уравнений

Интегральным уравнением Волыперра первого рода называется уравнение вида:

называется шкпегральным уравнением Вольтерра второго рода.
Интегральным уравнением Вольтерра третьего рода называется уравнение вида:

Уравнения Вольтерра можно свести к уравнениям Фредгольма, введя функцию

Уравнения Вольтерра можно записать в виде уравнений Фредгольма с ядром 
Q(x, s). Таким образом, теория уравнений Вольтерра сводится к теории уравне
ний Фредгольма с ядром Q(x, s) (см. (9.9)). Однако в ряде случаев уравнения 
Вольтерра исследуются своими методами. Рассмотрим численные методы реше
ния интегральных уравнений.

9.2. Численные методы решения интегральных 
уравнений

с

д:
J K ( x , s ) y  (j ) d s  = f ( x ) . (9.6)
С

Уравнение
X

(9.7)
С

X
h ( x ) y ( х )  -  X j К ( х ,  s ) y ( s ) d s  = / ( * ) • (9.8)

С

(9.9)

Одним из основных численных методов решения интегральных уравнений яв
ляется метод конечных сумм [11], который основывается на вычислении интег
рала с помощью одной из приближенных квадратурных формул (см. главу 4):



9.2.1. Использование метода конечных сумм при 
решений интегральных уравнений Фредгольма
Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода (9.2) на интервале [с, <1]. Разо
бьем интервал [с, d\ с помощью п узлов на п -  1 участок1:

«' 1  ̂ _ Q
р х\ = с,  х 2 -  х \ + h, Xj -  Xj-\ + (/ -  1) /i, x n = b, h = ------

Заменим интеграл, входящий в интегральное уравнение (9.2), с помощью 
квадратурной формулы (9.10) и получим вместо интегрального уравнения (9.2) 

у . следующее соотношение:

Численные методы решения интегральных уравнений

>>(*/ ) -  X £  A j K ( x j , X j  )>>(*; ) = f ( Xj ).
У =1

(9.11)

Введем следующие обозначения: у. = у(х), К.. = /£(х., х )̂,  ̂ i,j = 1, 2 ,..., п,
' после чего получим систему линейных алгебраических уравнений (9.12):

~ Ё  Aj  K i, j  У j  = //■  
У =  1

(9.12)

If Перепишем систему линейных алгебраических уравнений следующим обра
зом:

(1 -  \Аг я:п) у х - X а2 к 12 у 2 -  ... -  ^ Ап К \п Уп = / ь  

л : 2 1 Л  +  ( 1 -  X  Л 2 ^ 2 2 ) ^ 2  “  -  “  ^ 2 л =  / 2 »

(9.13)
-Л  A: W1 -  ХА2 К п2 у 2 -  -  + ( 1 -  ^ АП К пп)Уп -  fn'

В матричном виде систему (9.13) можно записать следующим образом:

Ну = / ,  

H UJ
1 -  X Aj K j j  , i = j  

~^Aj  K i , j  ’ * *  J
J  = 1, 2, л; j  = 1, 2, л. (9.14)

Для нахождения решения интегрального уравнения Фредгольма второго 
Рода следует проанализировать систему (9.14), найти собственные значения X 
ядра К(х, s), то есть такие значения X, при которых определитель матрицы Н  
Равен 0.

1 Это могут быть и другие узлы из интервала [с, d\. Необязательно, что х, = с и хп = d.



ГЛАВА 9 V Решение интегральным уравнений

Рис. 9.1 ▼ Блок-схема решения Фредгольма второго рода методом конечных сумм



Численные методы решения интегральных уравнений

Решив систему (9.14), найдем значение уравнения (9.2) в узловых точках х. 
Для нахождения значения 3; в других точках можно аппроксимировать или ин
терполировать таблицу значений (х., уг i = 1 , 2, п).

На рис. 9.1 представлена блок-схема решения уравнения Фредгольма второ
го рода методом конечных сумм.

На рис. 9.3 представлена реализация этого алгоритма в Mathcad, а в листин
ге 9.1 -  в MATLAB.

Рассмотрим, какой вид примет система (9.13)-(9.14) в случае применения в 
качестве (9.10) формул прямоугольников, трапеций и Симпсона.

В случае использования в качестве метода интегрирования метода прямо
угольников система (9.14) принимает вид:

Для метода трапеций систему (9.14) можно записать следующим образом:

В случае использования в качестве (9.10) формулы Симпсона следует учиты
вать, что

Для решения уравнения Фредгольма первого рода методом конечных сумм 
можно подставить формулу (9.10) вуравнение (9.1). Однако получаемая система 
может оказаться некорректной. Поэтому к исходному интегральному уравне
нию необходимо предварительно применить регуляризацию. Конкретные ал
горитмы регуляризации описаны в [9].

9.2.2. Использование метода конечных сумм 
при решении интегральных уравнений Вольтерра
Уравнение Вольтерра можно решать как уравнение Фредгольма с ядром Q(t,s)
(9.9) [9 ,11]. Рассмотрим этот процесс подробнее.

Ну — f
[1 -  XhKf j , / = j  

Hi'j = -khKitj9i Ф j , 1, j = 1, 2, ...,/1 - 1. (9.15)

H y — f
1 -  XhKifi> i = j  
-XhKj j ,  i * j /, j -  2, 3, , и -1

, /, j - 1 или /, j - n
(9.16)

n -  2m  + 1; Aj = A2m + 1 = j ;  A2 = A4 = ...A 2m = A3 = As = -  = A2m _ j = (9-17)



ГЛАВА В V Решение интегральных уравнений

Разобьем интервал [с, d] с помощью последовательности значений xv х2, *.

(9.18)xj > с, л: 2  = + Л, Xj = л: / _ 1  + Л, х п < d, h =
л - 1

Рассмотрим последовательность интегральных равенств, получаемых после 
подстановки последовательности значений xv xv ..., хп в качестве верхнего пре
дела интегрирования в уравнения Вольтерра второго рода [9, 11]:

y( Xi )  = X J K ( x gy S ) y  (s ) d s  -  / ( * / ) . (9.19)

Заменим интеграл в формуле (9.19) интегральной суммой (9.10) и получим 
следующее соотношение:

(9.20)

Здесь п. -  количество точек, на которые разбит интервал, А. . -  числовые ко
эффициенты квадратурной формулы на интервале [с, я], К . -  значения ядра в 
точке (х., s.), s. -  узловые точки при интегрировании на интервале [с, я].

Если взять последовательность х., такую что

* 1  = с,  х 2 = *1 + К •••» x i ~ */-1 + К —» х п = d, h = d -  с 
п - 1 ’

и значения s., совпадающие с

h = d -  с
я -  1

[ 9 . И ] :

, то система уравнений (9.20) значительно упростится и примет вид

y i = b ±  A j K i j y j  "  / / ’ * = ь 2> и-
У = 1

(9.21)

Система (9.21) является треугольной и решается методом, аналогичным об
ратному ходу метода Гаусса (см. главу 1). Перепишем систему (9.21) в компонен
тной форме:

(1 -  XAi К х х у х) -  -  f \,

- Х А х  К 2,1 У\ + ( 1 -  Х А 2 к 2, 2 ) у 2  = “ /2»
(9.22)

— ХА\ К п \ у\ -  ХА2 К п 2 У2 ~ •••+ ( 1 “ ^ Ап Кп,п )Уп = “ /и-



Численные методы решении интетралкмыхдоавнений

Решение треугольной системы (9.22) можно записать с помощью формулы [9,11]:

/-I
- / ;  + X I  Л; К j у j

; / = 1, 2, ..., п. (9.23)

Совокупность всех коэффициентов А в каждой строке системы (9.21)-(9.22) 
должна быть полной для используемой квадратурной формулы (9.10). Таким 
образом, для каждого интервала [с, х] ,  г -  xv х2,..., должно выполняться соот-

При выборе конкретного вида формулы (9.10) для решения уравнения Воль
терра второго рода предпочтительнее использовать квадратурные формулы 
замкнутого типа, например формулы прямоугольников или трапеций [9].

После решения системы уравнений (9.22) по формулам (9.23) для нахожде
ния значения функции з?(д:) в других точках необходимо аппроксимировать или 
интерполировать полученную таблицу значений (х., у., г = 1 , 2, ..., п).

На рис 9.2 представлена блок-схема решения уравнения В о л ь т е р р а  второго 
рода.

На рис. 9.4 представлена реализация этого алгоритма в Mathcad* а в листин
ге 9.2 -  в MATLAB.

Рассмотрим особенности решения уравнения Вольтерра первого рода методом 
конечных сумм. Сформируем последовательность xv х̂ ,..., хп такую, что х2 = х1 + К 
..., х. = х._ j + h,..., хп. Сформируем последовательность интегральных сумм:

заменив интеграл, входящий в (9.24), квадратурной формулой (9.10) и выбирая 
значения s., не совпадающие с х.. Решения у будем находить именно в узлах 
В качестве квадратурной формулы необходимо выбрать формулу именно с узла-

турной формулы можно будет использовать формулу средних прямоугольни
ков1. Подставляя формулу средних прямоугольников в качестве квадратурной 
формулы (9.10) в формулу (9.24), получим следующую систему уравнений:

/
ношение j  Aj = /,• -  а [9].

j =i

Ч  K(xi> s)y )rf5 = /(■*/)» (9.24)
С

ми s.. Поэтому, если в качестве узлов s выбрать sf = то в качестве квадра-

1 Это может быть и другая формула; единственное требование к ней -  она должна исполь
зовать значение не в узлах х , а между ними.
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С Начало

X D

/ Ввод с, d, 7

____ Е _ /I
h=(d-c)/(N-1)
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X

i=1,N
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N1,2.....N
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Рис. 9.2 ▼ Блок-схема решения уравнения Вольтерра второго



Численные методы решении интегральных уравнений

л / ч . т =
ИК2,\У\ + ^ К 2, 2У2

h K i , iy\ + Л ^ 3 ,2 > ’2 + Л^ 3,3> ’3 = ^з.

h K n,\y\ + h K n, 2>’2 + ... + h K n?пУп =

(9.25)

/(* • )Здесь K i t j  =  К  ( x h  s j ) ,  F j  =  исключение X  из явного вида системы
X

(9.25) связано с тем, что в уравнении Вольтерра первого рода коэффициент X не 
играет столь важной роли, как в уравнении второго рода. Полученная система
(9.25), как и система (9.21), является треугольной и решается методом, аналогич
ным обратному ходу метода Гаусса. Решение ее представлено формулой (9.26):

Ft -   ̂ I  * к и У ]  
у . = ______ Zzi_______  (9.26)

Найдем значение функции у. в узловых точках s., после чего для нахождения 
значения у в других точках можно аппроксимировать или интерполировать таб
лицу значений (sp у).

В случае если узлы s. и х  совпадают s\ = х\ = с, s2 -  х 2 -  х х + К .... щ = xt = x,--i + К 
d — сsn = хп = d, h = - — то при использовании рассмотренной методики расче

та по формулам (9.24)-(9.26) возникает проблема вычисления значения yv Это 
связано с тем, что формула (9.24) при хг -  с теряет смысл и не позволяет най
ти yv В этом случае можно продифференцировать уравнение (9.7) по х и при 
х = с можно записать следующую приближенную формулу для нахождения у} [9]:

л  = П £ ) ;  F(0 = М .  ;  (9.27)
К11 Л

После чего, подставив в (9.24) при i = 2, 3, ..., п конкретную квадратурную 
формулу (9.10), получим систему линейных алгебраических уравнений:

/ - 1
^  Лу К j  у j  = F j ; I = 2, 3, n , (9.28)
j = l

решение которой с учетом соотношения (9.27) имеет вид:



ГЛАВА § ¥ Решение иитеградьиым уравнений

Уравнения Вольтерра первого рода можно решить двумя способами. 
Первый способ состоит из следующих этапов:

1. Формируем последовательность значений

п

2. Формируем последовательность значений ■*/ = */ . - -•

3. Рассчитываем коэффициенты K itj  = K ( x i t Sj),  Ft =

/-I
Fi ~ h I  K U j y j

4. Вычисляем значения = —-----j—---------- .
" î, i

5. Интерполируем таблицу значений (s 3;.).

Реализация этого способа решения интегрального уравнения Вольтерра пер
вого рода в Maple представлена на рис. 9.5.

Для решения интегрального уравнения Вольтерра первого рода вторым спо
собом необходимо:

1. Сформировать последовательность значений
» 1 т » d — с*1 = с, х 2 = х\ + /1, Xf -  Xi__\ + h, хп = d, h = --------.

n -  1

/ (  )2. Рассчитать значения коэффициентов Я,- j = K(xh Sj), F( = ■ ■■■>■ 1
A

3. Вычислить приближенное значение л  = ^(0 =ATii A
4. Вычислить остальные значения у по формуле:

6. Построить интерполирующую функцию по таблице значений (х., 3?.).

/-1
Fi ~ I  Aj Ki j yj  

У = 1_________ ; i = 2, 3, и.

Рассмотрим решение интегральных уравнений в математических пакетах.



9.3. Решение интегральныхуравнений 
в Mathcad
В Mathcad отсутствуют встроенные средства для решения интегральных урав 
нений, однако встроенные средства пакета позволяют реализовать описанный 
в предыдущем разделе метод конечных сумм. Рассмотрим решение интеграль: 
ных уравнений в Mathcad на примере конкретных задач.

ЗАДАЧА 9.1. Решить интегральное уравнение:
71—

у{х) - 4 j  sin2 (х) у ( s ) d  s = 2х -  п. (9.26]
О

‘
ОЩОШ := 1 Определяем интервал интегрирования [c,d] и коэффициент А

А := 4 с := 0 а := -  
2

Определяем ядро k(x,s) и правую часть f(x) интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода

k(x,s) := sin(x)2 f(x) := 2 х -  п

Определяем количество точек N := 11 на интервале
d -  с

интегрирования и шаг h := ---------
N ~ 1

Формируем массив узловых точек х интервала [c,d] 
i := 1.. N x i -  c + ( i - l ) h  

и коэффициенты F(i) := f(jq)

Для интегрирования будем использовать,метод трапеций, 
поэтому коэффициенты А будут такими

i ,:= 2 ..1 0  ,& := h

Формируем матрицы коэффициентов К и Н
i,:= 1.. N j := 1 - N K jj  := k(x,,Xj) Hj.j := if(i=  j , l  -  Л -А ^ ^ -Л -А ^ К ^ )

Решая СЛАУ Hy=F, вычисляем значение искомой функции в узловых точках у := Н~ '-F

УТ = (-3 .1416 -2.7147 -2.0732 -1.2493 -0.2927 0.7335 1.7597 2.7162 3.5401 4.1816 4.6085)

2 . ,  .2
т  ТТ -S in (t )
Точное решение resh(t) := ----------—  + 2-t-n

n - l
resh(x)T =
(-3.1416 -2.7147 -2.0732 -1.2493 -0.2927 0.7335 1.7597 2.7162 3.5401 4.1816 4.6085)

f. Решение интегральных уравнений в Mathcad

Рис. 9.3 ▼ Решение уравнения (9.26) методом конечных сумм в Mathcad



Это уравнение является интегральным уравнением Фредгольма второго
2 • 2

рода. Оно имеет точное решение: у(х)  = — ..j—  + 2х - п. На рис. 9.3 пред

ставлено решение уравнения (9.26) в Mathcad методом конечных сумм (блок- 
схема алгоритма приведена на рис. 9.1). Там же приведены точные значения в 
узловых точках. В качестве квадратурной формулы (9.10) использовался метод 
трапеций.

Решение уравнения Вольтерра рассмотрим на примере следующей задачи. 
ЗАДАЧА 9.2. Решить интегральное уравнение:

>4 *) -  ) х cos2(xs3)y{s)ds = X2 -  itg (*4 ). (9.27)
о

ОЩОЩ:= 1 Определяем интервал интегрирования [c,d] и коэффициент Я

Я := 1 &:= 0 d := 0.6
Определяем ядро k(x,s) и правую часть f(x) интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода

k(x,s) := x-cos(x-s3) f(x) := -х 2 + j-tan(x4)

Определяем количество точек N := 9 на интервале
d -< T

интегрирования и шаг h := ---------
N - 1

Формируем массив узловых точек х интервала [c,d]
i := l . .N  х* := с + ( i -  l )  h 

% и коэффициенты F(i) ¥л := f(aq)

Для интегрирования будем использовать метод Симпсона, 
поэтому коэффициенты А будут такими

A j “ 5 i : = 2 , 4 . . N - l  ^ : = 4 ~  i ;= 3 ,5 . .N -2  & : = 2 ~

Формируем матрицу коэффициентов К и Н
i := 1.. N j := 1.. N J ^ j  := k(jq,xj)

• •= 1 N N
" -F j - Я - ^  if(j > i )0,AJ-KliJ-yj)

i= I_________________
У‘ ' 1 -  X-Aj-K,^

yT  = (o 5.657x 10“ 3 0.022 0.051 0.087 0.135 0.182 0.245 0.286)

Точное решение resh(t) := t2 r«sh(x)T =

: (0 5.625 X  10“ 3 0.0225 0.0506 0.09 0.1406 0.2025 0.2756 0.36) 
Рис. 9.4 ▼ Решение уравнение (9.27) методом конечных сумм в Mathcad

ГЛАВА 9 ¥ Решение штеграньнымуравнеший
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Уравнение (9.27) является уравнением Вольтерра второго рода. Точное ре
шение уравнения: у(х) = л?. На рис. 9.4 представлено решение уравнения (9.27) в 
Mathcad методом конечных сумм (блок-схема алгоритма приведена на рис. 9.2). 
Там же приведены точные значения в узловых точках. В качестве квадратур
ной формулы (9.10) использовался метод Симпсона. Обращаем внимание чита
теля на то, что при решении уравнений Вольтерра (в отличие от уравнений 
фредгольма) с удалением от точки с точность замены интеграла квадратурной 
формулы уменьшается и вычисленные значения все больше отличаются от точ
ного решения.

9.4. Решение интегральных уравнений 
в IVIATLAB
Рассмотрим реализацию алгоритмов, описанных в разделе 9.2, в MATLAB, в 
виде функций пользователя. В листингах 9.1-9.2 представлены функции, пред
назначенные для решения задач 9.1 и 9.2 соответственно.

Листинг 9.1
% Функция решает интегральное уравнение Фредгольма 2-го  рода 

' function y=fredgolm(c,d,N,lyam)
% Вычисляем шаг по х 
h = (d-c ) / (N - l ) ;
% Формируем массив х и значения коэффициентов F 
for i=l:N

x ( i ) - с + ( i -1 )*h ;
F ( i ) = f ( x ( i ) ) ;

end
% Вычисляем коэффициенты квадратурной формулы, в данном случае метод 
% трапеций.
A(l)=h/2;A(N)=h/2;  

t for i=2:N-l  
. A(i)=h;  

end
%Формируем матрицу К 
for i=l :N 

for j=l :N
K ( i#j ) = k ( x ( i ) /x (j ) ) ;

end
end
^Формируем матрицу H* 
for i=l:N

for j=l:N
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i f  i==j
H(i#j)=l-lyam*A(i)*K(i#i); 
else
H(i,j )=-lyam*A( j)*K(i,j); 
end

end
end
% Решив СЛАУ, вычисляем значение у в узловых точках 
у=Н/ч (-1) *F 1;
% Строим график решения 
p l o t ( х , у ) ;
title("Решение интегрального уравнения второго рода");
grid  on;
end
Листинг 9 .2
% Функция решает интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода 
function y=voltera(c,d,N,lyam)
% Вычисляем шаг по х 
h= (d-c) / (N-l) ;
% Формируем массив х и значения коэффициентов F 
for i = l :К

x ( i ) =с+(i -1)*h;
F ( i ) = f ( x ( i ) ) ;

end
% Вычисляем коэффициенты квадратурной формулы, в данном случае метод 
% трапеций.

• A(l)=h/2;A(N)=h/2;  
for i=2:N-l  

A(i)=h;
end
Сформируем матрицу К 
for i=l:N

for j=l:N
K(i#j)=k(x(i)#x(j)); 
end

end
% Вычисляем значение у в узловых точках по формуле (9.23)  
for i=l:N 

s=0;
for j = l : i - 1

s=s+A(j)*K(ifj)*y(j);
end
у (i) = (-F(i) -s*lyam) /  (l-lyam*A(i) *K(i, i))

end
plot(x#y);
title("Решение интегрального уравнения второго рода");
grid  on;
end



9.5. Решение интегральных уравнений в Maple
Рассмотрим использование Maple для решения интегральных уравнений на 
рримере следующей задачи [9].

ЗАДАЧА 9.3. Решить интегральное уравнение [9]:

Решение интегральных уравнений е Maple v

) cl s = х 2 -----J ( * 2 + S 2 + 1 J JC ( 5 ) £

^а интервале [1; 1.5]. Это уравнение Вольтерра первого рода с точным решени-
1

(ем уравнения = -у.
I X

Решение этой задачи в Maple представлено на рис. 9.5.

> restart;
> wxth(linalg):#Подлючаем пакет линейной алгебры
> |с: “1: d: =1. 5 : Н : =11:lyam: =1: h: = (d-c) /н: 

х:-array (1. .Н) :F:=array(l. .Н) : s:=»array(l. .Н) :y=array(l. .Н, 10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]) :
> for i to H do x[x] :=c+x*h: s [±] :=x[i] -h/2: F [x] : =x [x] A2-l/x[i] : od:# Формируем массивы x, s и F
>
> K: =array(1..H,l..H):
> for x from 1 to N do for j from 1 to H do К [x, j ] : =l-*-x [x] A2+s [j] A2 : od: od:# Формируем матрицу КI
^ Y [1]: [1]/ (h*K[1,1]):#Bнчисляем первое значение у
> for х from 2 to Н do r[x]:=0: for j from 1 to x-1 do r[i]:=r[x]+ K[x,j]*y[j}: od: у [x] : = (F [x] -h*r [x]) 

[x,x]): od:#В>писляем остальные значения у по формуле (9.26)
f for х to N do tochn у [x] :=l/s [x]'''2: od:# Точное решение уранения —
^ fox- x to N do print (y[i] , tochn у [x]) ; od:# Вывод найденного методом конечных сумм и точного решения 
п интегрального уравнения

0.9521921751,0.9518143962 
0.8656461151,0.8653326122 
0.7903869090, 0.7901234568 
0.7245336090, 0.7243096424 
0.6665814392, 0.6663890046 
0.6153149882, 0.6151480200 

С 0.5697438886,0.5695977216
0.5290546394, 0.5289256198 
0.4925739506, 0.4924592182 
0.4597407709, 0.4596380350 
0.4300845111,0.4299919377

| Рис. 9.5 ▼ Решение интегрального уравнения Вольтерра первого рода в Maple

Как видно из рис. 9.5, точное решение и решение, найденное методом ко
ричных сумм, практически совпадают.



9.6. Советы по применению математических 
пакетов при решении интегральныхуравнений
Рассматриваемые математические пакеты не имеют встроенных функций для 
численного решения интегральных уравнений. Поэтому решение интеграль
ных уравнений заключается в реализации в пакетах метода конечных сумм. На 
взгляд авторов, это лучше делать в Mathcad или MATLAB, но больших сложнос
тей нет и в реализации этого метода в Maple. Мы рекомендуем читателю ис
пользовать тот пакет, в котором читатель привык работать.

9.7. Задания для самостоятельного решения
Решить интегральные уравнения:

1 .  у ( х )  -  (  e x s y ( s ) d s  = х -  —  +
0,1 * х 

1
2 .  у ( х ) ~ 4  J  xs  y ( s ) d s  =  1 .

0 

1  ̂ 5
3 .  у ( х )  -  -  J  x s y ( s ) d s  =5 - х .

1 0 0
2

4 .  ( s ) ds  =  3 *  -  2 .
0
я
3 .  i n

5. у (*) -  6 J sin ( х) .У (s ) = 3 * ------п.
о 11
я
2

6 .  v ( * )  -  4  J  s i n ( j c ) c o s ( s ) y ( s ) d s  =  s i n ( x ) .
0

7 > y ( x )  +  J e x ~ s y ( s ) d s  =  e * .
0

8  v (  j c )  — J  e ~ 2( x у ( s) ds  =  1 +  jr.
0

9  J  e 5 ) y ( s ) d s  ~ s i n ( * ) .
0

1 0 .  1 e x ~ s y ( s ) ds  =  s h(x) .
0

ГЛАВА В ¥ Решение интегральныхуравнений



f  Press F I for help.

Приложение 1
Введение в Mathcad

Mathcad -  один из самых популярных математических пакетов, который 
позволяет проводить различные вычисления в принятых в математи- 

т —— ке обозначениях. Кроме того, Mathcad предоставляет широкие возмож
ности для создания и редактирования различных графиков и является идеальным 
инструментом для выполнения инженерных и математических расчетов.

После запуска Mathcad на экран выводится основное окно приложения 
(рис. П1.1).

ш ш дй
| Ъ Г-» | H. s. | д а р в | | | > П  |fioo% _£j | © s
it] Normal gd__ „____ - СГ .. d l i o  zl в i  Ц  I I * *  * | E  I E , ! . , , ,

л  i t P M H
K ste .....

........................................

i . ...

Рис. П1.1 т  Окно приложения Mathcad 12

Курсор в виде красного перекрестия указывает место, куда будет вводиться 
математическое выражение или текст. Курсор передвигается с помощью кла
виш , Т, i  или мыши. В выбранном месте рабочего листа документа можно
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ввести математическое выражение и нажать знак =\ после чего на экране по
явится результат вычислений.

Рассмотрим общие принципы редактирования выражений в Mathcad. При вво
де математических выражений важно понимать роль курсора. Курсор выделяет 
символ или группу символов, с которыми будет проводиться операция. Для уп
равления курсором служат клавиши Insert, Пробел,

Оператор воздействует на последний введенный операнд. Для расширения 
операнда служит клавиша Пробел2. Курсор может иметь вид J (в этом случае 
оператор будет дописываться справа от операнда) или L (оператор дописывает
ся слева от операнда). Переключение между двумя курсорами осуществляется с 
помощью клавиши Insert.

Клавиша <— снимает объединение с группы символов, если курсор имеет 
форму J, а клавиша —> -  с группы символов, когда курсор имеет форму!.

Клавиша Delete удаляет символ после курсора, если последний имеет форму 
J; если же курсор выглядит как L, то эта клавиша выделяет расширенный опе
ранд или удаляет текущий символ. Клавиша Backspace удаляет символ перед 
курсором, если курсор имеет форму L; если же курсор имеет форму J, то она 
выделяет расширенный операнд или удаляет символ. Выделенный операнд мо
жет быть удален с помощью клавиш Delete и Backspace. Рассмотрим пример.

2 3ПРИМЕР 1. Вычислить значение выражения --— -—у — -  -  8.

В рабочем листе Mathcad щелкнем мышью для обозначения места ввода фор
мулы. После этого последовательно наберем:

1. Число 2.33.
2. Символ / .

2.3
3. Число 4.278 -  на рабочем листе Mathcad возникнет выражение
4. Символ+.

4.278|

5. Число 21.687 -  появится выражение
2.3

4.278 + 21.6871 . Далее необходимо,

чтобы оператор вычитания воздействовал на всю дробь. В нашем случае

Для вычисления результата знак = можно набирать не только в конце корректного мате
матического выражения, но и в любом месте этого выражения.
Расширенным назовем операнд, состоящий более чем• из одного числа или более чем из 
одной переменной.
Обратите внимание, что целая и дробная часть числа в Mathcad отделяется точкой н е за 
висимо от настроек Windows.
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v

курсор выделяет число 21.687. Надо объединить всю дробь в один операнд. 
Для этого выполните следующие действия:

I 6. Наберите символ Пробел, который объединит 4.278 + 21.687 -  после чего

выражение станет таким:
2.3

4.278 + 21.6871

§ 7. Объедините всю дробь, нажав Пробел еще раз
2.3

4.278 + 21.687

8. Нажмите клавишу вычитания (-) .
| 9. Введите число 8.

10. Нажмите клавишу равенства.

I В результате рабочий лист Mathcad примет вид, представленный на рис. П1.2.

2 3 - 8 = -7.913,
4.78 + 21.687

Рис. П1.2 т  Результат решения примера 1 в Mathcad

| При более сложных расчетах возникает необходимость использования пере
менных. Переменные задают в рабочем листе документа Mathcad, а затем использу
ют в выражениях, то есть любая переменная до введения в формулы и выраже
ния должна быть определена. Для этого необходимо набрать имя переменной, 
символ и значение переменной. Пример определения переменных х н у  при
веден на рис. П1.3.

х := 5.32

У
■ У"= 12

Рис. П1.3 т Пример определения переменных х и у в Mathcad

Имя переменной в Mathcad -  совокупность букв (латинских и греческих), 
цифр и некоторых специальных символов (_, %, ", ©с), начинающаяся с буквы 
или символа подчеркивания.

Mathcad читает документ сверху вниз и слева направо. Определив перемен
ную, ее можно использовать везде ниже и правее равенства, которым она опре
делена. Чтобы в любой момент увидеть значение переменной, достаточно

1 Символ : на экране будет отображаться как :=.



набрать ее имя и символ =. Если ввести = после еще не определенной перемен
ной, то этот символ отобразится как :=.

Mathcad различает прописные и строчные буквы в именах; например, аЪс 
ABC и АЬС -  это разные переменные.

В Mathcad можно использовать переменные с индексом. Для их определения 
перед индексом следует набрать символ точки .. Например, чтобы определить 
переменную #m}n, необходимо набрать символ х, затем точку, после чего min. На 
экране появится х п п̂ .

Кроме того, пакет допускает создание так называемой ранжированной пе
ременной. Ранжированная переменная-это особый вид переменной, которая при
нимает множество значений. Она определяется начальным и конечным значе
ниями, а также шагом изменения значения. Для определения ранжированной 
переменной (например, переменной h, которая изменяется от -3  до 2 с ша
гом 0.25) в документе Mathcad необходимо выполнить следующее:

1. Ввести имя ранжированной переменной (в нашем случае h) и символ
2. Указать начальное значение переменной (в нашем случае это число -3).
3. Через запятую ввести следующее значение переменной (в нашем приме

ре необходимо набрать ,-2.75).
4. Вставить символ; 1 и конечное значение переменной (в нашем примере ;2).
5. Нажать Enter. После этого Mathcad вычисляет все значения, входящие в 

диапазон. Чтобы увидеть значения созданной ранжированной перемен
ной, достаточно набрать h =  (рис. П1.4).

h := -3,-2 .75..2  

h =
___-Л

-2.75
-2.5

-2.25
___-2_

-1.75
-1.5

-1.25
___ -1_

-0.75
-0.5

-0.25
___ 0

0.25
0.5

0.75

Рис. П1.4 т  Ранжированная переменная h

Приложение 1

1 Mathcad изображает символ точки с запятой как два символа точки подряд.



Если шаг изменения ранжированной переменной равен 1, то достаточно 
звести начальное значение этой переменной, символ ; и конечное значение 
переменной.

Расчеты в Mathcad производятся в области ввода формул1. Но кроме этого в 
Mathcad можно вводить текстовые комментарии и целые области с текстовой 
информацией. Текстовая область создается в том месте, где находится курсор 
мыши. Вставить текстовую область можно, выполнив последовательность ко
манд Insert >  Text Region или нажав символ двойной кавычки.

В созданной области можно вводить текст. Если это русский текст, то необ
ходимо на панели инструментов выбрать шрифт, поддерживающий кириллицу. 
В Mathcad 12 это должен быть шрифт, явно содержащий слово Суг (например, 
Arial Суг, Times New Roman Суг).

В текстовой области используются все принятые в форматированном тек
сте возможности: изменение шрифта, его размера, установка выравнивания, 
формирование списков и т.д. Для форматирования текста кроме панели инст
рументов можно воспользоваться командой Format >* Text.
| Чтобы выйти из текстовой области, надо щелкнуть мышью за ее пределами.

Управление Mathcad 12 осуществляется с помощью меню и панели инструмен
тов. Для вставки операторов и функций удобно воспользоваться математической 
палитрой (рис. П1.5), которая включается (выключается) командой View >* Tool
bars >* Math.

Введение в IVlaihcad

Рис. П1.5 ▼ Математическая панель инструментов Mathcad 12

Первый значок математической панели (!Ц ) открывает панель простейших 
вычислений Calculator (рис. П1.6), которая предназначена для ввода функций, 
символов, цифр или операторов.

При щелчке по имени функции или оператору в рабочем листе появляется 
шаблон, в котором надо заполнить поля ввода (рис. П1.7).

Понятно, что панель Calculator содержит далеко не все функции Mathcad. 
Для того чтобы получить доступ к встроенным функциям пакета, можно обра
титься к мастеру функций, воспользоваться командой Insert >  Function.

1 Область ввода формул еще называют математической областью. Вообще в документе Math
cad существуют области трех видов: ввода формул, текстовая и построения графиков.
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sin; cos tan in fog

i! Факториал

\fi Корень n-й степени

111 Модуль
n! i N г  ГГ
^  V  О  x "  x '

n 7 В 9 / 
•V 4 L ’
-  I 1 +

i Возведение в степень

ln(i) Натуральный логарифм

■ := в Оператор присваивания

Рис. П1.7 ▼ Некоторые шаблоны 
панели Calculator

И

Рис. П 1.6 ▼ Панель 
инструментов Calculator

Кроме того, в Mathcad существует возможность определять новые функции как 
одного, так и нескольких аргументов. Для этого необходимо указать имя функ
ции, в скобках перечислить ее аргументы, набрать символ : и определить но
вую функцию. Например:

g (х) : =sin (х) +cos (х) 
f (x,y,z) :=sin(x)+cos(z*y2) .

После определения новую функцию можно использовать в документе нарав
не со встроенными (рис. П1 .8).

Рис. П1.8 т  Примеры использования функций

Для ввода греческих букв в Mathcad 12 предназначена панель Greek Symbol 
(]Ьис. П1.9), которую можно вызвать, щелкнув по значку на математической

gg(x,y) := sin(x cos(y))

и £ О * f> о

•г f  к 4 ^
А В I Л Е Г
Н © I К А М

. || | О П F I
Т У Ф Х Т  П

Рис. П1.9 ▼ Панель инструментов Greek Symbol
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палитре или набрав соответствующую латинскую букву совместно с нажатой 
комбинацией клавиш Crtl+G.

Все вычислительные операторы размещены на панели инструментов Calculus 
(рис. ШЛО), которая вызывается из панели инструментов Math посредством
кнопки ||| <

Г  s  f

/ liro 1 limf lim -»a+ •.

Рис. П1.10 ▼ Панель инструментов Calculus

Рассмотрим последовательно все вычислительные операторы:

>* оператор дифференцирования предназначен для вычисления производ
ной, Результатом его использования может быть как число (значение функ
ции в точке), так и функция (в символьном виде). Чтобы получить резуль
тат в символьном виде, надо нажать комбинацию клавиш Ctrl+., в 
документе Mathcad операция получения символьного результата отобра
зится в виде стрелки —» (рис. П1.11);

gl(x) := sin(x3) i gl(x) 3 .cos(x3).x2 
dx

fl(x) := sin(cos(̂ /x)) f2(x) := i-fl(x)
dx

f2(x) - »  — • cosVcosU ) ) ------- —̂

2x

£2(0.5) = -0.333

d sin(x2) n f 2] sin(x2)— e ' -> 2-cosU У-х-е 4 1 
dx

Рис. П1.11 ▼ Примеры использования оператора дифференцирования



>* оператор нахождения производной п-го порядка позволяет вычислить про
изводную любого порядка (рис. П1 .12);

-i-sm (x^) -27*cos(x^)*x^ -  54-sin(x^)-x^ + 6-cos(x^) 
dx

ff(x) := cos (sin(x))

ff2(x) := i lf f (x )  
dx

2
ff2(x) -> -cos(sin(x)) • cos (x) + sin(sin(x)) • sin(x)

= -0.219

Рис. П1.12 т  Примеры использования оператора нахождения производной л-го порядка

>* оператор определенного интеграла }|р служит для точного и приближенного
вычисления определенного интеграла. Для приближенного (численного) 
вычисления после появления оператора на экране и ввода подынтеграль
ного выражения следует нажать =, для точного -  Ctrl+. (рис. П1.13);

7t

"б
sin(x) dx = 0.134

J0

sin(x) dx- » -----32 + l
J0 2

Рис. П1.13 ▼ Примеры использования оператора определенного интеграла

>  оператор неопределенного интеграла^Ц вычисляет неопределенный интеграя.

Для этого после появления оператора и ввода подынтегрального выраже
ния следует нажать Ctrl+. (рис. П1.14);

• f 2 ) А - 1 f 2) xsinvx / dx-> —  -coslx I

3 - 1 . 2  2sin(x) dx-> -j-*sin(x) -cos(x) -  j-cos(x)

Рис. П1.14 т Примеры использования оператора неопределенного интеграла
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>  оператор суммирования §□; (рис. П1.15) выводится на экран комбинацией 
клавиш Ctrl+Shift+4;

00 10 5
У  - »  ^  sin(k) = 1.411 ^  к! = 153

к= 1 к ■ к=0 к = 1 

Рис. П1.15. Примеры использования оператора суммирования

>  оператор суммирования по ранжированной переменной Шт (рис. П1.16) вызыва
ется нажатием на клавиши Shift+4;

k:= 1,2.. 500

S4 = 1.202 у Л = 1.643
к3 ^ к 2 к к к К

р := 1,2,. 300

Етгтв- 2-621 •
Рис. П1.16 ▼ Примеры использования оператора 

суммирования по ранжированной переменной

ffa!
>  оператор произведения^, (рис. П1.17) вызывается посредством комбинации 

клавиш Ctrl+Shift+3;

20

П ( • * ? ) - : - «  п ( ‘*з)

п В)1=1 V m J

к 

20
14936861968691671606597909 

* 6158757858272870400000000
m =

Рис. П1.17 ▼ Примеры использования оператора произведения
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>• оператор произведения по ранжированной переменной ТТ (рис. П1.18) выводи' 
ся комбинацией клавиш Shift+3;

р:= 1,2.. 10

ГГ[2 —~2 | = 3̂ 4.673 = L905xl°3
Р ^  Р '  Р

и:= 1,2.. 150

Y [  2n/u = 517.263 
u

Рис. П1.18 т Примеры использования оператора произведения 
по ранжированной переменной

V  оператор предела (рис. П1.19) появляется при нажатии клавиш Ctrl+L;

lim 4- -*0 Ь»
п со п

(  2п + 5 п - 7

5п  ̂+ 1бп- 100 J

х О

lim atan(tan(x)) -> 0 Hm atan(tan(x)) -> undefined
x ->  0 71

X - »  — 
2

Рис. П 1 .19  ▼ Примеры использования оператора предела

>  оператор предела cnpaea^f+ (рис. П1.20)вызывается комбинацией клавиш 
Ctrl+Shift+A;

sin(x) f  1^ 1 
lim --------  - » 1  lim atan — I — *7r

x -> 0  + x x -»  0 + W  2

lim atan(tan(x)) -> 0 lim atan(tan(x)) -> —  •% 
x -»  0 + я + 2

X ~* 2

Рис. П1.20 ▼ Примеры использования оператора предела справа
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>  оператор предела слева №(£1 (рис. П1.21) выводится на экран с помощью кла

виш Ctrl+Shift+fi.

lim
х -> О"

sin(x) ->1 lim atan| 
x -> О" е й -

lim atan(tan(x)) 0 
x -» 0 “

lim atan(tan(x)) -»  0 
x -> 0

Рис. П1.21 ▼ Примеры использования оператора предела слева

На панели инструментов Boolean (рис. П1.22), которая управляется кноп
кой jEjjl математической палитры, расположены логические операторы и опера- 
'торы отношения.

Рис. П1.22 ▼ Панель инструментов Boolean

Панель Boolean содержит следующие операторы отношения: > , ? ,< , ? ,= , ? ,  
которые возвращают одно из двух логических значений: 1 (истина) или 0 (ложь). 
Над логическими операндами в Mathcad определены операторы:

>  И (And) А;
>  ИЛИ (Or) v;
>  исключающее ИЛИ (Exclusive or) ©;
>* отрицание (Not) —i.
Панель Matrix предназначена для операций с матрицами и векторами (рис. П1.23) 

и открывается щелчком по кнопке в панели математических инструментов.

т  *-г И
ж  м° Мт "...



Приложение 1

Панель операций с матрицами и векторами содержит следующие кнопки:
гштШтШшУ-  определение размеров матрицы;

Ш - ввод элемента массива;

р|| -  вычисление матрицы, обратной к данной: если А -  исходная матрица, 
то Л"1 -  обратная к ней;

щцц
|||| -  вычисление определителя матрицы: |А | = detA;

-  оператор векторизации (поэлементные операции с векторами и мат-У в
рицами): если {гл.}, т о /V ) «  {/г;..)} или если А = {я„} и В  = {£..}, то АВ = ЦД.}; 

||||| -  определение столбца матрицы: А*** -  j -й столбец матрицы;

ЩЩ -  транспонирование матрицы: А = {я..}, Аг = {а .} ;

S  -  определение ранжированной переменной: j  = т, я;
р щ  , чgg|g -  вычисление скалярного произведения векторов: если x(xj, х2, ... , x j  и

y(yv Уг •••■ Л), то * • j  -  V i  + а д  + +
Ц§ -  вычисление векторного произведения векторов: если x(xv х2, я3) и y(yv

Уг л ) . то * х j = (а д  ~ ад» а д  ~ ад» а д  ~ ад);
ЩЦ “  вычисление суммы компонент вектора: если x(xv х2, . . . , *и), то s x̂  +

|jĵ | -  визуализация цифровой информации, сохраненной в матрице: обра
ботка рисунков, которые представлены матрицами, задающими координаты их 
точек; изображения могут быть получены с помощью сканеров, цифровых фо
тоаппаратов, графических редакторов и т.п.

Итак, для ввода матрицы в рабочий документ необходимо выполнить следу
ющие действия:

1. Ввести имя матрицы, знак присваивания (:) и щелкнуть по кнопке на 
панели Matrix.

2. Заполнить диалоговое окно (рис. П.24), указав число строк (Rows) и число 
столбцов (Columns) будущей матрицы.

3. Закрыть диалоговое окно, щелкнув по кнопке ОК.
4. Ввести элементы матрицы в шаблон, который появится справа от знака 

присваивания (рис. П1.25).
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Г1 2 3\
А := 4 5 J

V» ■ ■/

Рис. П1.24 ▼ Диалоговое окно 
определения размеров матрицы

Рис. П1.25 ▼ Фрагмент рабочего листа 
в момент ввода элементов матрицы

Для того чтобы выполнить какую-либо операцию над матрицей с помощью 
кнопок панели инструментов, необходимо щелкнуть по соответствующей 
кнопке и ввести в поле ввода имя матрицы. Например, щелчок по кнопке

gtPf! ; Т -  1транспонирования матрицы вызовет конструкцию в »а конструкция ̂  1

А :=

Л-1

/1 2 3 2̂
0 3 2 1 Определение матрицы А 

размерностью 4x4
2 1 0  3 

14 3 0 1;
(  0.25 -0.375 -0.125 0.25 

-0.313 0.469 0.031 0.063 
-0.25 0 
0.406 -0.188 j  

|А| =64

0.5 -0.25 
^-0.063 0.094

а2,2 = 3 Значение элемента матрицы А, 
(2-я строка, 2-й столбец)

Обратная матрица

АТ =

f l  0 2 4̂  
2 3  1 3  
3 2 0 0 
2 13 1;

2*А

Определитель матрицы А

Транспонирование матрицы А

( 0.5 1 1.5 1 '
0 1.5 1 0.5
1 0.5 0 1.5

L =
Умножение матрицы 
на число

Умножение матриц
1.5 0 0.5)  

Сложение матриц
г7.5 8.5 3.5 7.5 4 '1,5 3 4.5 3 '

4 7 3 5 0 4.5 3 1.5
A*L = A + L -

7 8 4 4 3 1.5 0 4.5
 ̂ 4 10 9 6 , ч б 4.5 0 1.5 j

Рис. П1.26 ▼ Примеры операций над матрицами
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появится, если щелкнуть по кнопке вычисления обратной матрицы . Ре
зультат вычислений появится после введения знака равенства. Примеры не
которых операций над матрицами, выполненных с использованием панели 
Matrix, можно увидеть на рис. П1.26.

Работа с векторами в Mathcad также не вызывает затруднений. На рис. П1.27 
приведены примеры векторных операций.

(1 2 (Л
2 0 3

^з 1 г)

8ЖШШ,' ^
Определение матрицы Н 
размерностью 3x3

М := Нг<2>

К  := 2-М К  =AVW

М =

(4Л
о

, 2 ,

(г\
о

и ;

Выделение второго 
столбца матрицы А

Умножение вектора на константу

D := М + К  -  ■
Н<3>

D =

U ;= D U = (6  -0.6 2.6) 

d := |D| d = 6.567

S = 8

(  6 Л
-0.6 Сложение векторов
2.6 ,

Транспонирование вектора 

Длина вектора D

Сумма элементов вектораS : = V Dлмл /
M D = 14.6 Скалярное произведение

г о.6 Л
М х D = 0.8 Векторное произведение

, - 1 .2 ,

Рис. П 1.27 ▼ Примеры векторных операций

Отметим, что нижняя граница индексации в Mathcad определена системной 
переменной ORIGIN. По умолчанию значение этой переменной равно 0. Обра
титься к элементу матрицы или вектора (или присвоить ему значение) можно, 
если после имени переменной использовать символ прямой открывающейся
скобки [, то есть ввод символов X [ дает конструкцию х . .

Чтобы выполнить построение графика того или иного вида, необходимо 
указать его тип. Перечень основных типов графиков, предлагаемый Mathcad,
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можно увидеть, если обратиться к пункту главного меню Insert (Вставить) и 
выбрать подпункт Graph (График). Кроме того, создать график можно и при 
помощи панели инструментов Graph (рис. П1.28). Для этого надо выбрать кноп
ку Ж  на математической палитре.

ш

Рис. П 1.28 ▼ Панель инструментов для создания различных графиков

Команды, представленные в меню Graph, и соответствующие им кнопки на 
панели инструментов позволяют построить следующие типы графиков:

>  Х-Y  Plot (декартов график \fi£) -  двумерный график в декартовой систе
ме координат;

>  Polar Plot (полярный график щ ? ) -  график в полярных координатах;

>  Surface Plot (график поверхности Йр|) ~ трехмерный график (поверх
ность;

>  Contour Plot (контурный график Ц^|) -  контурный график трехмерной 
поверхности;

щ ж>• 3D Scatter Plot (точечный график щЗ) -  график в виде точек в трехмер
ном пространстве;

>  3D Bar Chart (трехмерная гистограмма j j j j ) -  график в виде совокупнос
ти столбиков в трехмерном пространстве;

>  Vector Field Plot (векторное поле ) -  график векторного поля на плос
кости;

>■ Plot Wizard... (мастер трехмерной графики) -  трехмерный график с за
данными свойствами, созданный при помощи мастера.

Вообще, вызов любой из этих команд, кроме последней, приведет к вставке в 
рабочий документ специальной графической области, называемой шаблоном. Шаб
лон может содержать одно или несколько полей ввода. Заполнение этих полей 
соответствующими исходными данными завершит процесс построения графика.
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Отметим, что шаблон для построения появляется в обозначенном месте рабо
чего документа, то есть там, где находится курсор. Но если надо, графическая 
область перетаскивается в другое место при помощи мыши. Меняются также и 
размеры области построения графика. Их можно увеличивать или уменьшать по 
вертикали, по горизонтали и по диагонали, удерживая курсор мыши на специаль
ных маркерах. Графические области, как и любые другие объекты Mathcad, при 
необходимости выделяют, помещают в буфер обмена, копируют, перемещают 
или удаляют.

На рис П1.29 изображен график функции, заданной двумя векторами. Для его 
построения надо выполнить последовательность команд:

1. Сформировать векторы данных Хи Y.
2. Вставить шаблон для построения графика в декартовой системе коорди

нат (кнопка f l l  в панели инструментов Graph или выполнить команды
Insert >  Graph >  X -Y  Plot).

3. Заполнить поля ввода в графическом шаблоне.
4. Нажать клавишу Enter или щелкнуть мышью вне области построения.
В результате получится график, заданный соответствующими парами эле

ментов определенных ранее векторов.

'° 1 г 66.7'
4 71.0
10 76.3
15 80.6
21 У 85.7
29 92.9
36 99.4
51 113.6

,68; ,125.1,

X
Рис- П1.29 ▼ Построение графика функции, заданной в виде таблицы



Введение в Mathcad

График функции, изображенный на рис П1.30, создан так называемым быст

рым способом построения,. В шаблон декартова графика (Щ$Ь сразу вводится имя
аргумента в поле по оси абсцисс и функция в соответствующее поле оси орди
нат. График создается автоматически, поскольку значения аргумента не были 
определены иначе. В Mathcad пределы значения аргумента по умолчанию изме
няются в диапазоне от -10 до 10.

Рис. П1.30 ▼ Быстрое построение графика функции

Если значение функции и значение аргумента будут использованы в дальней
ших вычислениях, то лучше построить график с ранжированным аргументом. Это 
делается следующим образом:

1. Аргумент х определите как ранжированную переменную.
2. Задайте функцию у(х).

*1щш3. Вставьте шаблон для построения графика ($р|).
4. Введите япо оси абсцисс, а у(х) по оси ординат.
5. Нажмите Enter.
Несколько вариантов построения графика с ранжированным аргументом 

представлены на рис. П 1.31. В первом случае аргумент, заданный ранжирован
ной переменной, определен небольшим количеством значений х: -15, -14,..., 0,
1, 2,..., 14, 15 (то есть с шагом 1). Повторное определение переменной х (с ша
гом 0.2) значительно увеличило количество аргументов функции, в результате 
чего форма графика стала более точной.

Заметим, что если в рабочем документе была определена некая ранжирован
ная переменная, а впоследствии создан график функции методом быстрого 
построения, то зависимость будет построена с учетом значения этой ранжиро
ванной переменной, а не по параметрам, установленным в Mathcad по умолча
нию.

Рис. П1.32 содержит пример построения графиков нескольких функций в 
одной графической области. Выполнить это несложно -  достаточно отложить



ю  оси абсцисс аргумент я, а по оси ординат через запятую перечислить все з 
данные функции1.

w  Приложение 1

х := -15.. 15 := cos( f )  + f cos(5x)

Рис. П1.31 т Построение графика с ранжированным аргументом

-10. X .10,

Рис. П1.32 ▼ Построение графика нескольких функций

При перечислении функций по оси ординат запятая ставится перед вводом следующего 
выражения только тогда, когда курсор полностью захватывает предыдущее.
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Форматирование двумерного графика можно выполнить с помощью команд 
Format >  Graph >  X -Y  Plot при выделенной графической области. В результа
те откроется диалоговое окно, в котором можно установить параметры отобра
жения осей (вкладка X-YAxes), линий графика (вкладка Traces), надписей на 
графике (вкладка Labels) и параметры по умолчанию (вкладка Defaults). Добить
ся появления этого же окна можно, дважды щелкнув по области построения 
графика. Заметим, что все параметры форматирования относятся к выделен
ной графической области.

Для построения трехмерных графиков достаточно вызвать шаблон требуемого 
типа, например выполнить команды Insert >  Graph >  Surface Plot или вос
пользоваться кнопкой на панели инструментов Graph, и ввести в него имя
соответствующей матрицы или функции. График, заданный функцией, изобра
жен на рис. П1.33.

z(x,y) := у2 - х 2

Рис. П1.33 ▼ Быстрое построение графика функции z(x, у) = у2-  х2

Окно форматирования трехмерного графика 3D Plot Format вызывается 
двойным щелчком по области построения графика или командой основного 
меню Format >  Graph >■ 3D Plot... при выделенном графике.

Панель инструментов Programming (рис. П1.34) предназначена для програм
мирования в Mathcad и вызывается кнопкой | математической палитры.

Панель Programming содержит следующие операторы:
>  Add Line -  создания блока для ввода команд Mathcad-программы;
>* <----присваивания;
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Рис. П1.34 ▼ Средства программирования

>  I f  -  условный;
>* Otherwise -  альтернативного выбора (применяется вместе с условным);
>* For -  цикла с известным числом повторений;
>* Whi 1е -  условного цикла;
>* Break -  прерывания;

Continue -  продолжения;
>* Return -  возврата;
>  on error -  обработки ошибок.
Рассмотрим перечисленные средства программирования.
Оператор Add Line вставляет в рабочий документ конструкцию, показанну ю 

на рис. П1.35 (программный блок или программный модуль). Блок ограничен жир
ной вертикальной линией, справа от которой расположены поля ввода команд 
программного модуля.

Чтобы расширить программный блок путем добавления новых полей ввода, 
надо повторно вызвать оператор Add Line, но уже внутри программного моду
ля. Причем можно не только сделать блок длиннее, но и создавать всевозмож
ные вложенные структуры, например такие, как на рис. П1.36.

Обратите внимание, что операторы программного модуля одного уровня объе
диняются вертикальной линией. Если необходимо добавить поле ввода в конст
рукцию i f , то курсор должен быть установлен так, как показано на рис. П1.36. Если 
же требуется вставить новое поле ввода вне условного оператора, то следует

I

Рис. П1.35 * Создание программного модуля
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for ■ € | 
if i

к

Рис. П1.36 ▼ Программный модуль древовидной структуры

выделить его целиком и только затем воспользоваться кнопкой Add Line (Доба
вить линию).

Программный модуль готов к применению, когда все поля ввода заполнены, 
то есть он полностью определен.

С точки зрения программирования вообще M athcad-nporpaM Ma представля
ет собой подпрограмму-функцию, которая может возвращать в качестве резуль
тата число, вектор или матрицу. Результатом обращения к функции, определен
ной с помощью программного модуля, является значение последнего оператора. 
В случае, когда в качестве результата необходимо вернуть несколько значений, 
последним оператором функции можно сформировать матрицу из этих значе
ний.

Оператор, обозначенный на панели инструментов Programming стрел
кой , выполняет операцию присваивания. Переменной, стоящей слева от опера
тора, присваивается значение, указанное справа. Причем это значение может 
быть уже задано или его надо вычислить с помощью выражения.

Особенность этого оператора в том, что присваивание выполняется локаль
но, то есть внутри программного модуля.

Условный оператор применяется, если в зависимости от некоторого условия 
требуется выполнить либо одно, либо другое действие и имеет следующую 
структуру:

оператор i f  условие,

где оператор -  действие, которое выполняется, в случае если условие истинно. 
Когда условие ложно, управление передается следующему за i f  оператору.

На рис. П1.37 приведен пример функции с условным оператором. Если пе
ременная а меньше Ь, то с рассчитывается как их сумма, при этом она увеличи
вается на 12 в любом случае.



1 1 Конструкция условного оператора

Приложение 1

&а,Ь):= с*-О
с а + b if a < b  

с <— с + 12

F(3,6) = 21 3<6, следовательно су:= 3  + б + 12 с = 21 

F (8,1) = 12 3>6, следовательно с = 12̂

Рис. П 1.37 ▼ Применение условного оператора

с =  12Л'ЛУ*

Оператор альтернативного выбора позволяет запрограммировать условную кон
струкцию вида:

0ператор1 i f  условие 
Сператор2 otherwise.

Другими словами, если условие истинно, то выполнить оператор!, ина
че -  оператор2. Пример применения подобной конструкции вы видите на 
рис. П1.38. Функция выводит текстовое сообщение о том, какое из двух за
данных чисел больше.

F(3,7) »  "а<Ьм 

F (8,l) = "a>b"

Рис. П 1.38 ▼ Применение условного оператора с альтернативным выбором

Оператор for предоставляет возможность организовать цикл по некоторой 
переменной, изменяющейся в заданном диапазоне.

Оператор цикла с известным числом повторений записывают так:
for переменная 0 начальное значение, шаг .. конечное значение

Эта запись означает, что оператор выполнится для значений переменной, изме
няющейся в диапазоне от начального значения до конечного, с заданным шагом, 

На рис. П1.39 показаны примеры создания циклов с известным числом по
вторений.

. if .
■ otherwise

Конструкция оператора

F(a,b) := "a>bM if а > Ь

"a<b” otherwise

оператор.
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for ■ е ■ Конструкция оператора

w

Сумма цифр от 1 до 10 Сумма нечетных цифр от 1 до 10

SUM := SUM N :=S < -0

for i e l . .  10 

S < -S  + i
SUM = 55

Рис. П 1.39 т Использование оператора цикла с известным числом повторений

S < -0

for i e l  ,3.. 10 

S <— S н- i
SUM N = 25

Рис. П1.40 содержит программный модуль с применением цикла, в теле ко
торого выполняются два оператора. Результатом работы функции является век
тор, первый элемент которого -  сумма чисел от 1 до п, второй -  произведение 
этих чисел.

Р(п) :=

Р(5)

S < -0  

р < -1  

for i е 1.. п 

S < -S  + i 

P<-Pi 
V0 < -S  • 

V] < -Р  

V

15
- f 151,120

Присвоение начальных значений

Вычисляется значение суммы 
чисел и произведения от 1 до п.

Формируется вектор из значений 
суммы и произведения

Результат работы функции

Рис. П 1.40 т Создание функции с применением циклического оператора

С помощью оператора W hile создается цикл, количество повторений кото
рого неизвестно, но предусмотрен выход из него по некоторому логическому 
условию. Запись условного цикла или цикла с неизвестным числом повторений имеет 
вид:

while условие
оператор. ,

Это означает, что оператор будет выполняться в цикле до тех пор, пока ис
тинно условие.

Рассмотрим использование оператора W hile в задаче определения наиболь
шего общего кратного двух чисел. По алгоритму Евклида числа сравниваются



Пршшжшие 1

друг с другом и большее уменьшается на величину меньшего до тех пор, пока о т  
не станут равными. Программный модуль на рис. П1.41 реализует эту задачу.

while Конструкция оператора

P(a,b) := while a * b

|а <- а -  b if а > b 

b <— b — a otherwise

а

Р(5,15) = 5 Р(21,18) = 3 Р(1ДЗ) = 1 

Рис. П1.41 ▼ Функция для определения наибольшего общего делителя

Фрагмент рабочего документа на рис.П1.42 демонстрирует, как с помощью 
этой функции можно определить наибольший общий делитель множества чи
сел, заданных в виде массива х.

ШУ) =- а<— Vo
for ie  1 . .rows(V) ■ 

a«-P(a,Vi)

(  21̂  
14 

49 

V35
R(x) = 7

Рис. П1.42 ▼ Определение наибольшего общего делителя множества чисел

Иногда бывает необходимо завершить цикл досрочно. Для этого предназначен 
оператор прерыванияЪгеак. Применение этого оператора показано на рис. П1.43. 
Задача заключается в определении положения первого нулевого элемента в мас
сиве чисел. Понятно, что если такой элемент найден, то нет смысла проверять 
массив до конца. Посредством оператора прерывания управление в этом случае 
передается на конец цикла.

$т--=
:= 1 

к О

for i е 1.. rows(X) 
if X i= 0  

| k «-i 
I break

к

Y  :=

Г1Л
2
0
3

VA

Z:=

G(Y) = 3 G(Z) = 0
Рис. П1.43 ▼ Использование оператора прерывания цикла
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Оператор continue -  это также оператор прерывания, но в отличие от bre
ak, прерывающего цикл, он останавливает выполнение только текущей итера
ции. Пример вычисления ненулевых элементов массива оператором continue 
приведен на рис. П 1.44.

Р<-1
for i е 0.. rows(x) -  1 

continue if 3q = О 

P <- P xi

X  :=

5

0
3

0
F(X) = 15

Рис. П 1 .44  ▼ Применение оператора продолжения цикла

Оператор return прерывает выполнение программного модуля в любой точке 
и возвращает значение выражения или переменной либо текстовое сообщение, 
стоящее следом за ним. Пример работы этого оператора вы видите на рис. П1.45. 
Функция определяет, является ли вектор единичным. При наличии хотя бы одно
го элемента вектора, отличного от единицы, программный модуль прерывается.

E(V) := for i е 0.. rows(V) -  1 

return "NO" if V{ Ф 1 

"YES"

(1) (1)
1 1
1 Ь := 1
1 1
1 0

чЪ .1,
E(a) = "YES" E(b) = "NO"

Рис. П 1.45. Применение оператора прерывания программного модуля

Если при составлении программного модуля предполагается, что какая-либо 
команда может вызвать ошибку (например, деление на ноль), то можно восполь
зоваться оператором on error для перехвата этой ошибки.

Оператор перехвата ошибок имеет следующую конструкцию:
выражение! on error выражение2/

где выражение2 -  действие, которое должно выполниться в данной строке про
граммного модуля, но если при этом произойдет ошибка, то вместо него будет 
выполнено выражение 1.

Из рис. П1.46 ясно, как функционирует этот оператор. •
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f(x) :=

"divide by zero" on error

y«-x

y2- l
f(2) = 0.333 f(l) = "divide by zero" f ( - l )  = "divide by zero"

Рис. П 1.46 ▼ Использование оператора обработки ошибок

Документ, созданный в среде пакета, хранится в отдельном файле с расши
рением mcd. Рассмотрим основные средства, которыми располагает Mathcad 
для работы с файлами.

Каждый раз при запуске Mathcad открывает нойое пустое окно под именем 
Untitled:! ^Без названия).

При необходимости создать новое окно, находясь непосредственно в среде 
пакета, надо выполнить команду основного меню File >• New или щелкнуть по 
кнопке New (Создать) на панели инструментов. Любая из этих операций приве
дет к созданию пустого документа в окне Mathcad. Каждый новый документ 
выводится с условным названием Untitled:!, Untit.led:2, Untitled:3 и т.д. -  в зави
симости от того, сколько документов было открыто до него.

Для сохранения документа в Mathcad нужно выполнить команду основного 
меню File >- Save или выбрать кнопку Save (Сохранить) на панели инструмен
тов. Если документ сохраняется впервые, то будет выведено диалоговое окно 
Save As, в котором определяется имя и тип сохраняемого файла. Окно сохране
ния практически ничем не отличается от таких же окон в других приложениях.

Открывается существующий документ командой File >• Open или кнопкой 
Open (Открыть) на панели инструментов.

Закрыть документ можно командой File >• Close или свернуть окно докумен
та как любое стандартное окно Windows. Завершить сеанс работы в Mathcad 
можно, закрыв окно пакета либо выполнив команду File >- Exit. Если файл не 
был сохранен, то появится окно Save As, в котором можно сохранить файл и 
выйти, отказаться от изменений и выйти (то есть выйти без сохранения) или 
вернуться к редактированию.

Редактирование документа в Mathcad мало чем отличается от подобных опе
раций в стандартных приложениях Windows.

Чтобы выделить фрагмент документа, удерживая левую кнопку мыши, обве
дите области, расположенные непосредственно друг за другом. Все содержимое 
документа выделяется командой Edit >  Select All. Снять выделение можно щелч
ком мыши в невыделенной части документа.

Для удаления фрагмента документа его необходимо выделить, а затем на
жать клавишу Del. Пустые строки, образовавшиеся при удалении, будут убраны, 
если установить курсор в начало строки и нажать клавишу Del.



Фрагмент документа, который требуется скопировать (переместить), надо 
выделить и поместить в буфер обмена командой главного меню Edit >■ Сору 
(Edit >  Cut). Вставляется фрагмент из буфера с помощью команды главного 
меню Edit >  Paste.

Кроме того, копировать и перемещать фрагменты документа удобно путем 
перетаскивания. Если поместить указатель мыши на один из выделенных участ
ков, он приобретет форму ладони. Удерживая левую кнопку мыши, фрагмент 
можно перетащить в любое место рабочего документа, а при нажатой клавише 
Ctrl -  скопировать.

Математические и текстовые области выравнивают либо по правому, либо 
по верхнему краю. Для этого их необходимо предварительно выделить и выпол
нить команду Format >* Align Regions.

Если в процессе работы складывается впечатление, что в документе появи
лась лишняя информация и/или удаляемая информация не исчезает, то все ста
нет на место, если выполнить команду обновления документа View >- Refresh.

Операция отмены последнего действия работает в Mathcad так же, как и в 
других приложениях Windows. Ранее, произведенное действие отменяется ко
мандой Edit >* Undo, повторить ранее отмененную операцию позволяет коман
да Edit >• Redo основного меню.

Справочная система Mathcad включает в себя несколько электронных книг:
>* Tutorials -  электронные учебники по Mathcad, построенные в форме обу

чающих курсов от простого к сложному;
>* QuickSheets -  документы Mathcad, организованные в виде электронной 

книги, которую удобно использовать в качестве шаблонов, часто называе
мые «быстрыми шпаргалками».

>  Reference Tables -  справочники, содержащие фундаментальные констан
ты, единицы измерения и т.п.;

>  User’s Guide -  руководство пользователя Mathcad;
>* Release Notes -  комментарии к текущей версии Mathcad;
>* E-book -  электронные книги, представленные в виде дополнительных 

библиотек.
Справочная система вызывается из основного меню командой Help (Помощь).
Каждая из электронных книг открывается в специфическом окне и имеет 

свои элементы управления, которые похожи на строение окна браузера. Пере
мещаться по содержимому электронных книг несложно. Как и Web-страницы, 
они снабжены гиперссылками, которые позволяют переходить со страницы на 
страницу. Кроме того, существуют специальные кнопки для поиска, перехода 
на предыдущую или домашнюю страницу и т.д.

Введение в WSathcad



Приложение 2
Введение в MATLAB

В этом приложении приведены общие сведения о пакете MATLAB 7 и 
встроенном языке программирования (М-языке).

После запуска MATLAB 7 (Пуск >• Программы V  MATLAB 7.0 )► MAT
LAB 7.0) на экране появится среда приложения MATLAB (рис. П2.1).

Команды MATLAB можно вводить в командном окне (Command Window).
В командном окне можно ввести обычное арифметическое выпаяршиелдодоаякахь 

клавишу Enter. MATLAB вычислит значение выражения, выведет его на экран 
и поместит в системную переменную ans* Если после ввода выражения набрать

He Edit' View Debug Desktop Window Help

-101 xl

г * ■ v.401* loMATLABZWork̂2I J  Jp
Shortcuts m HQVj to ACM lid Whete we* ______________________

kj L3 &
j  Last К

■M

т+ък-
r ~ 4 —  0 8 . 0 2 . OS 2 1 : 2 3  

—  0 9 . 0 2 . 0 . 5  2 1 : 5 7  
©-% —  1 0 . 0 2 . 0 5  2 0 : 0 5

j—pdetool

R - % —  1 6 . 0 2 . 0 5  1 8 : 3 4  
L-pdetool
—  0 2 . 0 4 . 0 5  9 : 0 5  -
—  1 9 . 0 4 . 0 5  2 0 : 0 2  

— 0 5 .  OS 1 7 : 1 0

_______________

To get started , se lect HATLAB Help from the Help mei

........................  * ...«,«.........\ gj:
■ T

Рис. П2.1 т Окно приложения MATLAB 7
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с;», то результат будет вычислен, помещен в переменную ans, но перемен
на экран выводиться не будет. В MATLAB определены следующие арифме- 
е операции: + -  сложение, -  -  вычитание, * -  умножение, /  -  деление, Л -  
ше в степень). В одной строке командного окна можно вводить несколько 
шй, разделенных символом «;». В командном окне MATLAB есть возмож- 
1ботать с переменными, для этого их необходимо определить. Оператор 
вания в MATLAB имеет вид: <имя переменной> = < выражение >.
ис. П2.2 приведены примеры простейших вычислений в MATLAB.

То get started, select HATLAB Help or Demos from the Help menu.

»  4+8 

ans =

12

»  x=8 

x =

8

»  7=13; 2=8 

s =

8

»  у+гЛ2

ans = 

77

Рис. П2.2 т Простейшие вычисления в MATLAB 7
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При работе с переменными следует помнить, что в MATLAB различаются 
большие и маленькие буквы (переменные с именами АД аВ, АЬ и ab -  это раз
ные переменные).

В MATLAB определены следующие часто встречающиеся алгебраические 
функции: sin(Z), sinh(Z), asin(Z), cos(Z), cosh(Z), acos(Z), tan(Z), tanh(Z), atan(Z), 
cot(Z), coth(Z), acot(Z), exp(Z), log(Z), loglO(Z), sqrt(Z), abs(Z), sign(Z), exp(Z), pi1. 
Комплексные переменные вводятся следующим оператором присваивания:

<имя переменной> = Действительная часть> +i|j* Мнимая часть

MATLAB является специализированным пакетом для работы с векторами и 
матрицами, поэтому все объекты в нем матрицы, даже простая переменная -  
это матрица размером 1x1 .  Матрицу (массив) можно определить с помощью 
оператора присваивания. Для этого необходимо ввести имя переменной, сим
вол = и в квадратных скобках значения элементов матрицы через пробел, одну 
строку от другой отделяют символом «;». На рис. П2.3 определена матрица А 
размером 2x6 .

I" Jt Command Window 1  * .= ] □ ] * !
File Edit Debug Desktop Window Help i s i i i i l l

*1
»  A=[1  2 3 4 5 6; 1 .2  2 .7  3 .8  5 8 15]

A =

1 .0 0 00  2 .0 0 00  3 .0 0 00 4 .0 0 0 0 5 .0 0 00 6 .0000
1 .2 0 00  ‘ 2 .7 0 00  3 .8 0 00 5 .0 0 0 0 8 .0 0 00 15.0000

i

i>>L^r..., ......... ............. ................. ....................... ........................, d
1 ::v . L. : ■! : 1 , - Ж  ̂ ‘ " :: I 1 ,

Рис. П2.3 ▼ Пример определения матрицы А в MATLAB 7

На рис. П2.4 определены матрица-строка и матрица-столбец.
Несколько векторов (матриц) можно объединить в строку следующим обра

зом: v = [гД; г>2] (рис. П2.5).
В MATLAB можно определить массив как последовательность значений, из

меняющуюся от начального (XN) до конечного значения (ХК) с некоторым ша
гом (НХ)~. Для этого можно воспользоваться оператором присваивания следую
щего вида:

X = XN[:НХ]:ХК,

1 Переменная Z может принимать как действительные, так и комплексные значения.
2 Аналог ранжированной переменной в Mathcad.
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Г -
1 .1000  2 .4 0 0 0  5 .6 0 0 0  13.0000  Ц/ i  

»  q = [ l ; 2 ; 6 ;8 ]

q = *Vi

/  ' . ' • J*«\1 ss2 jgjj 
6
8 Щ

»

Рис. П 2.4 ▼ Пример определения матрицы-строки и матрицы-столбца

т Edit Debug Desktop |  Window Help j ! /
-  in i *1

___ ш
»  x = [ l  2 ; 3 4 ] ;  y= [7  9 ; 11 1 3 ] ;  v = [x  y] d

v  = •:!
: *

1 2 7 9 ii
3 . 4  11 13

» .. . j

Рис. П 2.5 ▼ Пример объединения матриц в MATLAB 7

где X -  имя массива, XN -  начальное значение, ХК -  конечное значение, НХ -  шаг 
изменения переменной. Если НХ отсутствует, то шаг равен единице. Примеры 
определения массивов как последовательности значений представлены на 
рис. П2.6.

Аналогично оператору «:» в MATLAB существует функция 1 inspace, которая 
формирует массив равноотстоящих точек, эта функция применяется в двух 
формах:

>  linspace (а, Ь) -  возвращает массив из 100 точек, равномерно распреде
ленных между а и Ь;

>■ 1 inspace (а , b , п) -  возвращает массив из п точек, равномерно распре
деленных между а и Ь.
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Рис. П2.6 ▼ Пример массива как последовательности значений в MATLAB 7

Для обращения к элементу массива (матрицы) необходимо указать имя и в 
круглых скобках индексы элемента. Например, А {2, 4) или х (3). Элементы 
массивов нумеруются с нуля. Можно обратиться к строке ( A d , : ) ,  которая воз
вращает 2-ю строку матрицы А), или к столбцу матрицы (А(: ,  j ), который воз
вращает j -й столбец матрицы А).

Операции над массивами и матрицами. Над матрицами в MATLAB опреде
лены следующие операции:

>  + -  сложение матриц;
>  —  вычитание матриц;

~ умножение матриц;
>  .* -  поэлементное умножение матриц;
>*Л -  возведение в степень;
>* ,л -  поэлементное возведение в степень;
>  ‘ -  транспонирование матриц;
>  . /  -  поэлементное деление матриц.
Построение двумерных графиков в MATLAB. Для построения двумерных 

графиков можно воспользоваться функцией p lot следующей структуры:
plot (xl, y l , s i , x2, y2, s2, хЗ, y3, s3, ...),
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где x l, х2, хЗ,... -  аргументы функций, y l, у2, уЗ,... -  имена функций или масси
вов значений ординат функций, строковые константы s i, s2, s3,... определяют 
тип линий графика (цвет и тип линии, а также символ, отображающий точки 
на графике). В табл. П2.1 приведены значения параметра s i, определяющего 
параметры линии выводимого графика.

Таблица П2.1 ▼ Свойства линий графика

Цвет

У желгтый
ш розовый
с голубой
г красный
g зеленый
ь синий
W белый
к черный
Тип символа ^

точка
• окружность
X крестик
+ знак«+» /

' . звездочка
S квадрат
d ромб
V треугольник вершиной вниз
Л треугольник вершиной вверх
< треугольник вершиной влево
> треугольник вершиной вправо ......,... .......;•...1............ i ...I.. .....1... :.................
0 пятиконечная звезда
h шестиконечная звезда
Тип линии

сплошная линия -V  V i - . .  : ............Г...
пунктирная
штрихпункгирная

_ штриховая

Для подписи осей можно воспользоваться командами x la be l ( t e x t ), 
ylabel (tex t), для подписи графика следует использовать команду t i t l e  (tex t), 
легенды на график выводятся с помощью команды legend (t e x t l , tex t2 , ...) Ч

1 Здесь te x t, t e x t l ,  text2 -  любой заключенный в кавычки текст (текстовая строка).
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В качестве примера можно рассмотреть построение графиков функций 
у = £sin(x) cos(x), z= esm {x) на интервале x e [-71, 71]. Для построения графика в ко
мандном окне MATLAB можно ввести1:

»  x= -p i:p i/20 :p i;
»  y=exp(sin(x)) .*cos(х );
»  z=exp(sin(x).А2 );
»  p lo t ( х ,у , 'г - 1,x ,z , ' :k+ ');
»  x label( "X") ;y label("Y") ; t i t l e ( "Графики функций") ; legend("Y", ’ Z1); 

Полученный график представлен на рис. П2.7.

Рис. П 2.7 ▼ Окно графиков функций у = e sin(x) cos(x), z = e sin2(x) в MATLAB 7

Построение трехмерных графиков в MATLAB. Перед построением графи
ка функций двух переменных необходимо разбить область построения прямо
угольной сеткой с помощью функции meshgrid и вычислить значения функции 
в узлах сетки. После этого можно построить график поверхности с помощью

1 Обратите внимание на использование операций .*  и . А.
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функций mesh (X # Y, Z) или surf (X, Y, Z). Для подписей осей координат можно 
воспользоваться функциямихlabel (text ) , ylabel  (text ) , zlabel (text).

Построение трехмерного графика рассмотрим на примере функции z(x, у) = 
= f -  л2на интервале х е  [-2, 2], у е  [-2, 2]. В листинге приведены команды MAT
LAB, которые можно использовать для построения каркасной поверхности 
(функция mesh).

» [X,Y]=meshgrid(-2 :0 .2 :2 ,-2 :0 .2 :2 );
. »  г=У.Л2-Х.Л2;
»  inesh(X/Y/Z);
»  xlabel ( "X") ;ylabel (11Y"); zlabel ( "Z"); t i t le  ("Поверхность") ;

Полученный график представлен на рис. П2.8.

Если команду mesh (X, Y, Z) заменить команд ой surf (X,.Y, Z ), то будет пост
роена каркасная поверхность с заливкой цветом каждой клетки поверхности 
(рис. П2.9).
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Рис. П 2.9 ▼ График z(x, у) = у2 -  х2 с заливкой цветом (surf) в MATLAB 7

Сохранение вычисленных значений. Одним из самых простых способов 
сохранения вычисленных значений является сохранение рабочей среды (всех 
переменных) с помощью команды File >* Save Wokspase A s.... При этом откры
вается диалоговое окно, в котором необходимо указать папку и имя сохраняемо
го файла. Файл рабочей среды имеет расширение mat. После выполнения этой 
команды все переменные и значения рабочей среды будут храниться в одном 
файле с расширением mat. Для загрузки рабочей среды необходимо выполнить 
команды File V  Open.

Кроме сохранения переменных в файле рабочей среды в MATLAB есть воз
можности работы с текстовым файлом, аналогичные языку Си.

Для записи данных в текстовый файл необходимо выполнить следующие 
действия:

1. Открыть файл с помощью функции f  open. Функция f  open (filenam e, mode) 
имеет два параметра: filenam e -  строка, в которой хранится полное имя 
открываемого файла; mode -  строка, которая определяет режим работы



с файлом; возможны следующие значения: " r t " -  открываем текстовый 
файл в режиме чтения; "wt" -  создаем пустой текстовый файл для записи; 
.. r t+ .. _ открываем текстовый файл в режиме чтения и записи; " wt +" -  от
крываем пустой текстовый файл, в этом в режиме можно записывать и 
читать данные из файла. Функция возвращает два параметра: файловая пе
ременная и строка символов, к которой хранится сообщение о результа
тах открытия файла.

2. Записать данные в файл с помощью функции fprint f . Обращение к функ
ции p rin tf имеет следующий вид: p r in tf (F , s i , s2), где F -  имя файло
вой переменной, s i  -  строка вывода, s2 -  список выводимых переменных. 
В строке вывода могут использоваться некоторые специальные символы:
- \Ь -  сдвиг текущей позиции влево;
- \п -  перевод строки;
- \ t-горизонтальнаятабуляция.
В строке вывода вместо выводимых переменных указывается строка пре
образования следующего вида: %п.штип, где п -  ширина поля вывода; если 
п позиций недостаточно, то поле вывода расширяется до минимально не
обходимого, незаполненные позиции заполняются пробелами; m -  количе
ство знаков после десятичной точки. В качестве типа могут использовать
ся следующие латинские буквы: с -  символ, d -  целое десятичное число,
о -  целое восьмеричное число, х -  целое шестнадцатеричное число, f  ве
щественное число вида [ ± ] dddd. dddd, е -  вещественное число в экспонен
циальной форме вида ±d. dddde [ ± ] ddd, g -  вещественное число вида е или 
f в зависимости от значения и точности, s -  строка символов.

3. Закрыть файл с помощью функции f close  (F), F.

Для чтения данных из файла необходимо:
1. Открыть файл с помощью функции f open.
2. Считать данные из файла с помощью функции f scanf. Обращение к функ

ции fscanf имеет вид: A=fscanf (F, s i ) 1.
3. Закрыть файл (функция f close).

тсВ качестве примера рассмотрим запись в файл значений: х ~ ~  и у = cos(x).
На рис. П2.10 представлено вычисление х и у и  запись их в текстовый файл 
abc.txt.

На рис. П2.11 представлено содержимое файла abc.txt.

• Введение в IVIATLAB

1 В переменную А считываются данные из файла в соответствии со строкой s i .
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\ -J: Command Window H E  ■ % ............  - ! □ !  x l
Fte Edit Debug Desktop Window Help v

........ ........
7L

To g e t  s t a r t e d ,  s e l e c t  MATLAB H e lp  o r  Dem os from  th e  Help menu.

; »  x = p i /7 ;
»  y - c o s  (x) ;

Г »  F = fopen  ( ! a b c . t x t 1 , ' w t! ) ;
»  f p r i n t f  (F, 1 \ n x=%g\t y=%g\n' /X / y ) ;

!> »  f  c l o s e  (F) ;
j » |

-••••• ••• .............. . ....  .-.5...... . -v— .... -
: " " ' " , ■-■ш- ш -.......  ............... — , Штлттт..:.ш̂ —Л

Рис. П 2.10 т Вычисление * = -  и у -  cos(x) и запись их в текстовый файл abc.txt

щ ш м
...............................  гг.
x=0.i»W 99 у= 0 .900969

...... ;
Рис. П2.11 ▼ Содержимое текстового файла abc.txt

Теперь рассмотрим два способа чтения данных из файла abc.txt. На рис. П2.12 
редставлено чтение содержимого файла abc.txt в переменную h. На рис. П2.13 
оказано, как можно считать данные из файла abc.txt в две переменные pus.

1' * }:. Command Window mm ~ ш и *1
........................;

- j j  ;-

| »  F = fo p e n ( ' a b c . t x t ' , ' r t 1) ; Wkytf x j
1 »  h = f s c a n f (F , ' \ n x - % g \ t  y = %g \ n ' ) ;

»  h
iOW

! h =

0 . 4488
0 .9 0 1 0

f » lias :

Рис. П2.12 ▼ Чтение содержимого файла abc.txt в переменную h
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File Edit Debug Desktop window Help
JBJXJ

>> F - f o p e n ( ' a b c  . t x t . ' ; ' r t .1 ) ; 
>> p * f s c a n f ( F , ' \ n  x -% g ‘ ) ;

»  P

>> s * f s c a n f  ( F , ' \ t  ) ;
»  s

Рис. П 2.13 ▼ Чтение содержимого файла abc.txt в переменные р и h
|

Работа с М-файлами в MATLAB. Режим командной строки в MATLAB не 
всегда удобен даже при довольно простых расчетах. Зачастую удобнее записать 
несколько команд в файл, а затем выполнить их последовательно. Файлы с ко
мандами MATLAB имеют расширение .т , для их создания необходимо выпол
нить команду File >  New >  M-File. На экране появится окно редактора М-фай- 
лов (рис. П2.14).

1  Editor -  Untitled2

ffe  Edit rext Cel Tools Debug Desktop Window чеф

.Jg fxr

D M & % m |-m if. | ш |«  |S£3 “ !□ 3

III

11

|script ::_________' f L r T  1 Col 1 ’ • ( O V R ^

Рис. П2.14 ▼ Окно редактора М-файлов в MATLAB 7
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После сохранения файла его можно вызвать по имени (без расширения .ш) 
из командной строки MATLAB.

В М-файле могут находиться не только отдельные команды MATLAB, но и 
целые программы на М-языке. В программах на М~языке могут использоваться 
любые функции MATLAB (в том числе и пользовательские) и операторы для 
организации циклов и разветвлений. Если строка начинается с символа %, то это 
строка комментария.

Основные операторы М-языка MATLAB. Операторы М-языка MATLAB ана
логичны операторам других языков программирования. Рассмотрим их после
довательно. Оператор i f  имеет следующую структуру:

i f  (условие)
операторы1
e lse if  (условие)
операторы2 7
else
операторы 3 
end

В операторе i  f условие -  логическое выражение. В логических выражениях 
можно использовать логические операторы: ~ (отрицание), &(и), | (или); опера
торы отношений == (равно), ~= (не равно), > (больше), < (меньше), >= (больше 
или равно) ,<= (меньше или равно).

Оператор w h ile  в MATLAB можно записать следующим образом:
while (условие)
операторы
end

Оператор f o r  в MATLAB имеет следующую форму:
for (x=xn:dx:xk)
операторы
end

\ '
Здесь х -  переменная цикла, хп, xk, dx -  начальное, конечное значение и шаг 

переменной цикла.
Для аварийного выхода из цикла можно воспользоваться оператором break.
М-файлы можно оформлять как отдельные функции. В этом случае имя функ

ции должно совпадать с именем файла, в котором она хранится (функция с 
именем prim er должна храниться в файле primer.m), и первая строка этой функ
ции должна иметь вид: fu n c t io n  [ y l ,  у2, ..., yn] = n a m e _ fu n ctio n (x l/ х2,

хт ) . Здесь nam e_function  -  имя функции, x l ,  х2, ..., х т -  список входных па
раметров функции, y l, у 2 ,..., уп -  список выходных параметров функции. Функ
ция, как и любой оператор, заканчивается словом end.
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В качестве примера рассмотрим функцию kol_max, которая вычисляет коли
чество максимумов в матрице Х и представлена на рис. П2.15. А на рис. П2.16 
показано, как вызывать функцию kol_max из командного окна MATLAB.

Щ  Ш 1 1 д и д и

Рис. П 2 .15  ▼ Функция koljnax

'■} (iMUMUtlul Window

1 2 13 
13 -б -2 
-4 1 13

»  [Р г]*ко1_юах(Н,3,3)

Р -

13

; IV.

ШоШ|

i(> 7

Рис. П2.16 ▼ Вызов функции kol_max из командного окна MATLAB



Приложение 3
Введение в Maple

Maple -  математический пакет, который смело можно назвать одним из 
лидеров среди пакетов компьютерной алгебры. Maple одинаково ус
пешно справляется как с символьными, так и с численными расчета

ми, но многие команды разработаны так, что даже при численном характере 
вычислений выдают аналитический результат. То есть основной акцент в Maple 
сделан на символьные вычисления. Кроме того, мощная графическая база, от
лично сочетающаяся с вычислительными возможностями, позволяет использо
вать пакет как для простых, например студенческих задач, так и для более слож
ных -  инженерных или научных.

Запуск Maple производится любым приемлемым для приложений Windows 
способом. Рис. П3.1 отображает рабочее окно системы, которое появится после 
запуска Maple.

Диалог с системой протекает в стиле «вопрос-ответ». Приглашением к вво
ду команд является символ > и мигающий курсор. Все команды в Maple отобра
жаются шрифтом типа Courier красного цвета, а результаты выполнения ко
манд -  шрифтом Times синего цвета. Изменить цвет и тип шрифта можно с 
помощью пункта меню Format >* Styles.... Команды и результаты их работы 
объединяются по группам. Группы отделены друг от друга квадратными скобка
ми в левой части рабочей области.

Рассмотрим общие принципы редактирования команд в Maple. Ввод сим
волов, так же как и в любом текстовом редакторе, выполняется при помощи
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клавиатуры. Перемещение курсора по строке осуществляется клавишами <— и —> 
по введенным строкам рабочей области -  Т и А. Клавиша Backspace удаляет сим
вол слева от курсора, a Del -  справа. Клавиша Ins задает режимы вставки и заме
ны. Переключением регистров управляют клавиши Shift (включает верхний ре
гистр) и CapsLock (меняет местами верхний и нижний регистры).

Особенности ввода команд заключаются в следующем. Знак точка с запятой ; 
в конце выражения (команды) указывает, что его результат должен быть выве
ден на экран, в отличие от знака двоеточия :, который отменяет ввод и может 
использоваться в качестве разделителя при записи нескольких выражений в 
одной строке. Для выполнения команды необходимо нажать клавишу Enter. 
Символ # предназначен для ввода текстового комментария.

Для записи математических выражений используют операторы сложения 
( +), вычитания ( - ) ,  умножения (*), деления ( / ) ,  возведения в степень (Л). На 
рис. П3.2 приведены примеры вычисления элементарных арифметических 
выражений, из которых видно, что Maple работает с целыми, рациональными 
и вещественными числами. Признаком вещественного числа является разде
лительная точка, которая автоматически переводит вычисления из символь
ных в вещественные.

> (2 + 3 ) /1 0 ;
1
2

> ( 2 + 3 ) /1 0 . ;
0.5000000000

> 7 А2 *  (4 -1 )  ;
147

> 10А( - 6 ) * 3 ;
3

1000000
> 10А(-6)*3.;
>

0.3000000000 ю '5 

Рис. П3.2 ▼ Элементарные вычисления в Maple

В Maple встроено более трех тысяч различных функций, обратиться к кото
рым можно, указав имя и список параметров. Доступ к информации о той или 
иной функции осуществляется с помощью команды ?<имя функциях На рис. ПЗ.З 
приведены примеры вычислений с использованием элементарных математи
ческих функций. Обратите внимание, что результат вычисления функции с



целочисленным или рациональным аргументом, если возможно, будет пред
ставлен через математическую константу (например, п или е), в противном: слу
чае функция повторится в строке вывода.

Приложение 3

>  5 * « х р  ( 2 ) ;

5 е
>  а г с с о я ( 1 / 2 ) ;

71
3

>  1 п < 5 > ;
Ь(5)

>  s i n  ( 3 / 4 . )  7
0.6816387600

Рис. ПЗ.З ▼ Элементарные математические функции в Maple

Имя переменной в Maple может состоять из букв, цифр и некоторых специ
альных символов (например, можно использовать знак подчеркивания), но обя
зательно должно начинаться с буквы. Запрещается использовать в качестве 
имен переменных ключевые слова Maple. Команда ?<имя переменной> позволя
ет проверить, уникальна ли группа символов, составляющая <имя переменнойх 
Если результатом работы команды станет появление окна справки, это значит, 
что <имя переменной> зарезервировано и лучше его не использовать1. Ограни
чений на длину имени в Maple практически нет (не более 524275 символов). 
Кроме того, Maple различает прописные и строчные буквы, то есть перемен
ные Name и NAME, разные.

Для определения переменных в Maple существует оператор присваивания 
: =, предназначение которого не отличается от функций подобных операторов 
в д р у г и х  математических пакетах или языках программирования: некоторой пе
ременной присваивается конкретное значение. Но особенность пакета Maple 
заключается в том, что переменные в нем рассматриваются как символьные 
объекты и могут использоваться в математических выражениях и функциях без 
предварительного определения. Более того, в Maple существуют функции, ко
торые работают только с символьными или необъявленными переменными. 
Примеры определения и использования переменных приведены на рис. П3.4. 
Так, для отыскания производной функции lg(*) пришлось переопределить пе
ременную х как строковую при помощи оператора х : = ’ х '. Проинтегрировать

1 Maple, в отличие от большинства языков программирования и математических пакетов, 
сообщения об ошибке не выдаст, но функция или команда, связанная с параметром <имя 
переменной>, перестанет работать.

▼
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функцию sin2(;y) удалось, присвоив переменной у статус неопределенной опера
тором у : =evaln  (у ). Отменить все присваивания можно командой r e s t a r t , но 
делать это можно лишь в том случае, если вы уверены, что все определения, 
сделанные в документе, причем не только в текущем, уже не нужны.

> s q r t (хА2 -у А2);#Переменные х и у  не определены
”

V* -У
> х := 3 :у := 2 .1 :  #Определение переменных х и у
> s q r t (хА2 -у А2);#Вычисление значения выражения

2.142428529
> d i f f ( l o g [1 0 ] (х),х);#Вычисление производной от функции 

1 д (х ) , переменная х определена выше как число
Error, wrong number (or type) of parameters in function diff

> x := fx * :d i f f ( l o g [ 1 0 ] ( x ) ,x ) ;#Вычисление производной от 
функции l g (х ) , переменная х определена как символьная,

. 1 ;г •
х 1п(10)

> i n t ( s in (у )А2,у);#Вычисление интеграла, переменная 
определена.

Error, (in int) wrong number (or type) of arguments

> у : =evaln (у);#Переменная не определена

> i n t ( s in (у )А2,у);#Вычисление интеграла, переменная не 
определена.

1 у
-~cos(y)sm(y) + —

Рис. П3.4 ▼ Примеры определения переменных и вычисления выражений

Оператор присваивания можно использовать и для определения новых функ
ций как одного, так и нескольких аргументов. я s ! И ^ "At-

Один из способов задания функции заключается в присваивании перемен
ной некоторого выражения:

<имя переменной>: =<выражение>. . ? , , г, r , ч *,

Однако подобную конструкцию функцией назвать можно с трудом, хотя бы 
потому, что в ней нет списка аргументов (параметров) и и£ значения нужно 
определять заранее с помощью оператора присваивания (ри£- П3.5).

Следующий способ задания функции близок к обычной математической за
писи: ;; ; ;•

<имя функции>(<список параметров>) :=<выражение>.
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> restart;
’> Y:=sin (х)+cos(к);#Переменной Y присваивается значение 

выражения sin (х)+cos(к), при этом Y - не функция, а 
выражение.

Y— sin(x) + cos(x)
> к:=3/4: У;#3начение выражения Y в символьном виде:

• (1) fil smu J +cosUJ
> evalf (Y);#3начение выражения Y в вещественном 

формате:
1.413327629

Рис. П 3.5 ▼ Пример создания и использования функции без параметров

На рис. П3.6 приведен пример использования функции; заданной таким об
разом, для построения графика (подробно о построении графиков см. далее).

> restart;
> fun (t) : =sin (t) +cos (t) ;

fun(0 := sin(0 + cos(0
> plot(fun (t),t);

Рис. П 3.6 т Примеры создания и использования функции с параметрами

Но все-таки наиболее полноценным способом задания функции в Maple бу
дет запись, в которой используется оператор соответствия в виде стрелки ->:

<имя функции>:=(<список параметров>) -> <выражением

В приведенной конструкции <список параметров> -  это формальные пара
метры функции, <имя функции> -  команда, которая воздействует на аргументы, 
указанные в списке параметров, <выражение> -  математическое выражение, 
которое соответствует этой команде. После определения функции таким спо
собом ее вызов осуществляется так:

<имя функции>(<список параметров>),

где (ссписок  параметров>) -  локальные параметры, которые сохраняют свои 
значения только в теле функции <имя функции>. Примеры, приведенные на 
рис. П3.7, иллюстрируют сказанное.
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> restart;
> f :=t->t*exp(t);#3адание функции f с параметром t

/■=t-*£e*
> t :=0;f (0.7);#Глобальная переменная t не изменила 

своего значения после вызова функции f
* := 0 

1.409626895
> z : = (q, р)->qA2+pA2 ;#3адание функции z с параметрами 

q и р
2 2 

+ Р
> z (1,2);#06ращение к функции z

5

Рис. П 3.7 ▼ Примеры создания функций при помощи оператора соответствия

Рассмотрим, как в Maple проходит работа с данными множественного типа. 
Важным типом данных в пакете являются списки. Задаются они с помощью квад
ратных скобок [ ]. На рис. П3.8 видно, что списки преобразуются и выводятся в 
том порядке, в котором были заданы.

’> [2, 4,6, 8, 10];#Список из пяти целык чисел 
[2 ,4 ,6 ,8 ,10]

’> [а, Ь, с];#Список из трех символов
[а.Ъ.с]

’ > S:=[1/2,3/4+3/2,7/8-1/4];#Список выражений

> F: =[хА2, хА3, хА4,кл5];#Список функций
с г 2 3 4 5П :̂=[х ,дг ,х ,х J

’> х:=2:Е;#Список значений функций 
[4,8,16,32]

Рис. П 3.8 т Создание списков

Одним из применений списков является задание векторов и матриц. Для 
создания вектора используют функцию array (i n .. ik , V), которая возвращает 
одномерный массив с индексами от in до ik и значениями из списка V. Матри
ца формируется командой array ( i n .. i k , j n .. j k, M), результатом работы ко
торой является двумерный массив с номерами строк от in до ik, столбцов от jn 
до jk  и значениями из списка М. Примеры ввода массивов приведены на 
рис. П3.9. Обратите внимание, что обращение к элементу массива происходит 
с указанием индексов элемента в квадратных скобках.

На рис. 113.10 и П3.11 приведены основные операции над матрицами и век
торами, которые допустимы в Maple. Все они выполнены при помощи функции
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> array (1. . 5, [2, 4, б, 8,10]) ;#Вектор|
[2 , 4 ,  6, 8. 10]

> V:=[a+b,c-d]:#Одномерный список
> v:=array(1..2,V);#Вектор ■ 

v :=[a + b,c ~ d]
> M:=array ( 1 . . 3 , 1 . . 3 , [ [ 1 , 2 , 3 ] , [ 4 , 5 , 6 ] , [ 7 , 8 , 9 ] ] ) ; #Матрица

1 2 3

4 5 6

L 7 8 9J
> v[l];#Обращение к элементу вектора v

a + b
> М [2,2];#06ращение к элементу матрицы М

5

Рис. П3.9 ▼ Создание векторов и матриц

evalm (<матричное выражение>). Эта команда вычисляет значение матричного 
выражения, в котором могут быть использованы матричные операторы: + (сло
жение), -  (вычитание), &* (умножение), Л (возведение в степень).

> V: -array (1. .3, [1,3,5]) ;
V~[\, 3,5]

> V[2]:=0:evalm(V);

> W:=evalm (2+V) ;

> evalm(V+W);

> evalm (V*2-W);

[1.0.5]

W := [ 3,2,7] 

[4.2,12] 

C-1.-2.3]
> evalm (sin (V/2.)) ;

[0.4794255386, 0.. 0.5984721441 ]

Рис. П 3 .10  ▼ Операции с векторами

Нетрудно заметить, что в основную библиотеку Maple включены минималь
ные средства для работы с векторами и матрицами. Основные функции содер
жатся в пакете lin a lg , специально предназначенном для решения задач линей
ной алгебры. Пакет содержит более ста функций и вызывается командой 
with ( linalg) так, как показано на рис. П3.12.

Перейдем к вопросам построения графиков в Maple. Для построения двумер
ных графиков используют функцию

p lo t (<функция>, X [, Y, <опции>]),
для которой <функция> -  имя функции или выражение, описывающее функцию, 
график которой нужно построить, X -  имя аргумента, возможно задание области
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> A: =array (1. . 2 , 1 .  , 2 ,  [ [3, 2], [4,1]]) ;#Матрица А
3 21

L 4 3
> М:=evalm(А*3);#Матрица М=А*3

Г 9 б]

. 12 3J
> evalm (МА (-1));#Матрица, обратная к М

i l
15 15 

4_ Л_
15 5 J

> evalm(А+М);#Сложение матриц 
12

L 16 3
> evalm(А&*М)?#Умножение матриц А и М, где &* 

оператор матричного умножения
'51 241 

.48 27J
> evalm(МА2);#То же, что М умножить на М по 

правилу умножения матриц)
'153 721

.144 81J

Рис. П3.11 ▼ Матричные операции

> with (linalg) ;
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 
unprotected

[BlockDiagonal, GramSckmidt, JordanBlock, LUdecomp, QPdecomp, Wronskian, 
addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, 
blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, colr coldim, colspace, colspan, companion, 
concat, cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows, del, diag, diverge, 
dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatnx, equal, 
exponential, extend,$gaussehm,jibonacci,forwardsub,frobenius, gausselim, 
gaussjord, geneqns, genmatrix, grad, hadamard,hermite, Hessian, hilhert, 
htranspose r ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis, inverse, ismth, issimilar, iszero, 
jacobian.jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, Hnsolve, mat add, matrix, minor, 
minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace, orthog, permanent, 
pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, raijorm, row, rowdim, rovtspace, 
rowspan, rrej, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector, 
sumbasis, swapcol, swap row, sylvester, toephtz, trace, transpose, vandermonde, 
vecpotent, vectdim, vector, wronskian]

Рис. Г13.12 ▼ Загрузка пакета для решения задач линейной алгебры
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его изменения по оси абсцисс, Y -  необязательный параметр, задает область 
изменения графика по оси ординат, <опции> -  необязательный параметр или 
список параметров, задает стиль построения графика (толщину и цвет линий, 
тип линий и т.п.).

На рис П3.13 изображен график функции, заданной парами точек. Он постро
ен при помощи функции plot , в которой <функция> -  это имя списка данных XY, 
определенного выше, параметры X и Y показывают ограничения по оси абсцисс 
от 0 до 70, а по оси ординат -  от 60 до 130.

> XY: = [[0,66. 7], [4,71.0], [10,76.3], [15,80.6], [21,85.7],
[29,92.9],[36,99.4],[51,113.6],[68,125.1]]:

> plot(XY,х=0..70,у=60..130);

Рис. П 3.13 ▼ Построение графика функции, заданной парами точек

Построение графика функции у= \х\ / 2, изображенного на рис. П3.14, было 
выполнено самым простым способом. Команда plot  выполнена только с двумя 
обязательными параметрами -  выражением, описывающим функцию, и аргу
ментом от которого эта функция зависит. И поскольку значения аргумента не
определенны, график создается автоматически в диапазоне от -10 до 10.

‘> plot(abs (к)/2 ,к);

Рис. П 3 .14  ▼ Простейший способ построения графика функции

Рис. П3.15 содержит пример построения графиков нескольких функций в 
одной графической области. Обратите внимание на то, что имена функций за
даны в виде списка, а параметр X определен по умолчанию. Кроме того, введе
ны опции, изменяющие цвет, стиль, тип и толщину линий. Заметим, что фор
матирование двумерного графика можно выполнить, задавая параметры
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непосредственно в функции plot , а можно при помощи контекстного меню, 
которое вызывается щелчком правой кнопкой мыши по области построения 
графика.

> restart; f 1 (к) : =sin (к/2) : f 2: =sin (2*х) : f  3: =sin (x)/2 : €:
|> plot([fl (x),f2(x),f3(x)],x,color=black,style=[line,point] , • 

symbol=circle,thickness=[1, 0,3]);

Symbol Size,,, 

Une Style >

Рис. П 3 .15  т Построение графика нескольких функций

На рис. П3.16 приведен пример быстрого построения трехмерного графика 
с помощью функции plot3d, которая имеет такие же параметры, как и функция 
plot. Поверхности также можно форматировать, изменяя параметры функции 
plot 3d и используя контекстное меню.

> plot3d(sqrt(хЛ2+уЛ2),х=-4..4,у=-4..4);

Рис. П 3.16 т Быстрое построение поверхности

Рассмотрим основные функции математического анализа, встроенные в пакет.
Дифференцирование в Maple выполняется при помощи функции d i f f  (f  (xl [ , 

х2, , хп]), xl [, х2 , ..., хп]), где f ( x l , х2 , ..., хп) -  дифференцируемая 
функция или алгебраическое выражение, a x l , х2 , хп -  переменные, по 
которым производится дифференцирование. Функция Diff нужна для записи 
операции дифференцирования в стандартной математической форме. Приме
ры дифференцирования приведены на рис. П3.17.
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> diff (sin (x), x) ;
c o s ( t t )

> f :=t->diff(cos(t),t);#Функция от производной
/:=*-»  diff(cos(£),0

> f(pi);#3начение производной в точке
—sin(TC)

> diff (sin(x)A4,x,x,x);#Производная третьего порядка,
оператор diff(sin(х)А 4,х$3) выдаст тот же результат

24 sin(x) cos(x)^ -  40 sin(x)  ̂cos(x)
> z (x ,y ) : = (уА2 -х Л2 )* (1 + х )Л2:
> Diff (z (x ,y ) , y) =diff (z (x ,y ) , y) ;

^ -< 0 2 - * 2) ( 1 + x )2) = 2.>41+*):
,2

> D if f ( z ( x ,y ) , x $ 2 )= d if f (z (x ,y ) , xS2);

*~~((y2-x2) (1 +x)2) = -2 (1 + x)2-  8* (1 + x) + 2.y2-- 2x2 
dx2

Рис. П3.17 ▼ Примеры дифференцирования

Вычислить интеграл можно, если воспользоваться функцией in t ( f  (х) , 
х [ = а . . b ] ) , в которой f  (х) -  подынтегральная функция, х -  переменная ин
тегрирования, а. .Ь -  пределы интегрирования. Функция Int предназначена 
для вывода интегральных выражений в более привычном, математическом 
виде. На рис. П3.18 приведены примеры вычисления интегралов.

Операция суммирования выполняется в Maple при помощи функции 
sum(f# k[= m . . n ] ) , f -  функция, задающая члены суммируемого ряда, к -

> int (sin(x), х) ;
-cos(x)

> Int (ln(x)A2,x) ;

> Int (sin (x) *exp (2*x), x) =int (sin (x) *exp (2*x), x) ;

> int(cos(3.*x),x=Q..3/2);
-0.3258433725 '

> Int (ln (x )A2 ,x = l . .2 ) = in t( ln (x )A2 ,x = l . .2 ) ;
9

Рис. П3.18 ▼ Примеры интегрирования
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рования, m. .п -  пределы изменения индекса к. Как видно на 
нкция sum вычисляет сумму членов ряда, a Sum -  записывает сум- 
а, так как это принято в математике. Обратите внимание, что
> встроенная константа, обозначающая бесконечность, а функ-

ь произведение членов последовательности позволяет функция
> т . . п ] ), параметры которой аналогичны параметрам функции 
^Действие функций product и Product понятно из примеров, 
на рис. П3.20.

> product(1+1/mA3,m=l..20);
14936861968691671606597909
6158757858272870400000000

> Product(l+l/mA3, m=l..20)=product(1+1./mA3,m=l..20);

1ражение>) вычисляет значение <выражения> в формате с плава-

> Sum(ni,n=l..5) ;
5

’> sum(nl,n=l..5) ;
153

> sum (sin (k ) , k = l . . 3 ) = e v a lf(s u m (s in (k ) , k * l . . 3 ) ) ;
sin( 1) + sin(2) + sin(3) = 1.891888420 

’ > S um (l/pA2 , p = l . . in f in ity )= s u m ( l /p A2 , p = l . . i n f i n i t y ) ;

> A := a r r a y ( [ 7 , 3 , 9 , 1 , 2 ] ) ;
A ~ [7 , 3 ,9,1,2]

’ > Su m (A [i], i = l . . 5 ) = su m (A [i], i = l .  . 5 ) ;
5

Рис. П 13 .19  ▼ Примеры суммирования

я,
> Product(sqrt(р),р);

П -fe
р

Рис. П3.20 ▼ Примеры вычисления произведений
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Для вычисления предела существует функция l im it  ( f , х = а [ ,  <опция>]). 
Здесь f  -  алгебраическое выражение, х = а -  точка, в которой будет вычислен 
предел (может принимать значение i n f i n i t y  -  бесконечность), <опция> указы
вает направление поиска предела ( l e f t  -  слева, r ig h t  -  справа). Функция Lim it 
используется для представления вычисляемого предела в стандартном матема
тическом виде (рис. П3.21).

> Limit(1/пЛ2,n=infinity)=limit(l/nA2,n=infinity);
1lim — = 0
2n ->oo n

> Limit (sin(x)/x,x=0)=limit (sin(x)/x,x=0);
sin(x) . lim -----= 1

x ->  0 *
> Limit (arctan(1/x), x=0)=limit(arctan(1/x), x=0);

Гlim arctanj —  j = undefined 
x -» 0

> Limit(arctan(1/x),x=0,right)=limit(arctan(1/x),x=0,right);
(1} n lim arctan —  = —

x-»0+ 2
> Limit (arctan(1/x), x=0,left)=limit(arctan(1/x),x=0,left);

(11 ZL 
\x J 2

Рис. П3.21 ▼ Примеры вычисления пределов

lim arctanj ■ 
т: —> 0-

Начиная с пятой версии в Maple появились математические палитры. Они зна
чительно облегчают ввод математических выражений, что, безусловно, очень

> alpha;bet а ;gaiwna ;

> infinity;

Е Вf□ В 0
“ г лI1 £

V О JLт ш и ф ш 2 . со
А ~в W д ш ш н_Ж J_ А, щ

Е s О п т У ф X Ш
е СО 7t i ' -

Рис. П3.22 ▼ Палитра греческих и специальных символов
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удобно для начинающих пользователей. Вывести математические палитры мож
но командой View >* Palettes. Всего имеется четыре палитры. Для ввода элемен
тов любой из них необходимо установить курсор в место ввода и щелкнуть по 
соответствующей кнопке палитры. В командной строке появится аналог симво
ла или шаблон для ввода.

Палитра Symbol предназначена для ввода греческих и некоторых специаль
ных математических символов (рис. П3.22).

Для ввода операторов и выражений предназначена палитра Expression. При
меры использования этой палитры приведены на рис. П3.23

> (% ?+% ?):#Шаблон суммирования
> surd(% ?, %?):#Шаблон функции, 

вычисляющей корень п-ой  
степени ^ЕЗЗДДИ— — — —

% sy
.■ Л ■■■■: 
Е ftЬ=с

<4-: - 
b=c

i ft 
3b

lim «i 
b r»<

OL+b а-Ь ахЬ а /b a=b a«b

аЬ аЬ % Ш > !. M

|е§; In log sin cos tan

Рис. П3.23 т Палитра ввода операторов и выражений

Палитры Matrix и Vector дают возможность использовать шаблоны для вво
да матриц и векторов различных размерностей (рис. П3.24).

> « % ?  | %?> , <%? | %?»:#Ш аблон ввода ) 
матрицы i

> <%?, %?, %?>:#Шаблон ввода вектора|

Рис. П3.24 ▼ Палитры ввода матриц и векторов

Для расширения возможностей пакета в нем предусмотрены элементы про
граммирования. Программный блок в Maple представлен в виде процедуры, ко
торая имеет уникальное имя и список параметров;
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симя процедуры>:=ргос( [<список формальных параметров:»])
<тело процедуры> 
end;

С помощью конструкции симя переменной>::  <тип> можно определять тип 
переменных из списка формальных параметров. Фактические параметры под
ставляются на место формальных при вызове процедуры:

<имя процедуры>([список фактических параметров])..

Несоответствие типов формальных и фактических параметров ведет к со
общению об ошибке. Пример создания и вызова процедуры приведен на 
рис. П3.25. Здесь решается задала вычисления площаДи треугольника по форму
ле Герона. Обратите внимание, что конструкция end; вызвала повторение тек
ста процедуры в строке вывода. Символ двоеточия в конце процедуры end: по
зволит избежать этого.

‘ > S: =ргос(а,Ь,с)#0писание процедуры
> Р := (а+Ь+с)/2 ;

Ь : >' * g; =sqif£ (р* (р-а) * (Р-'-Ь) * (Р-с)!) ; * •м; 1 ' г к  •
> end,;,ч-i i т snVj . .* • и Su'. Ц ( .
Warning, *P' is implicitly declared local со procedure 'S'

Warning, 'S' is implicitly declared local to procedure 'S'

S proc(<3, b, с) 
local P,

P ~  1 /  2*a +1 /  2*b + 1 /  2 *c; S ̂  sqrt(P-(P -  a)*(P -  b)*(P -  c))
end proc

’ > S ( 5 ,4 ,3 ) ;#Выэов процедуры
б

’ > S (2 . ,  8, 7) ;#Вызов процедуры|
6.437196595

Рис. П3.25 ▼ Создание и вызов процедуры

Мар1е-процедура возвращает значение последнего выражения в ее теле. 
Вернуть в качестве результата любое выражение позволяет специальный опе
ратор RETURN (<выражение>). Пример применения оператора возврата приведен 
на рис. П3.26.

Условный оператор применяется, если в зависимости от некоторого условия тре
буется выполнить либо одно, либо другое действие, и имеет следующую структуру:

i f  <условие1> then <выражение1>
[e li f  <условие2> then <выражение2>]
[else <выражениеЗ>3 
f i ;
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’> S :=proc(а,Ь,с)#Описание процедуры
> Р:= (а+Ъ+с)/ 2 : RETURN(Р);#Результатом работы процедуры 

будет значение выражения bJ
> S :«sq rt (Р*(Р-а)*(Р -b ) * (Р -с )) г
> end:
Warning, *Р* ie implicitly declared local to procedure 'S'

Warning, 'S' is implicitly declared local to procedure *S*

> S ( 2 ,8 ,7 ) ;#Вызов процедуры
17

.______________________________ ________________ 2___________________________________________

Рис. П3.26 ▼ Применение оператора возврата

Но чаще всего используют такие конструкции:
i f  <условие!> then <выражение1> f i ;  

или
i f  <условие1> then <выражение1> else <выражение2> f i ;

В условиях могут использоваться логические конструкции, содержащие зна
ки сравнения (<, >, <=, >=, =, о )  и логические операторы and, or, not. 

На рис. П3.27 приведены примеры использований условных операторов.

’> F:=proc(a, Ь)
> с :* 0 :
> i f  a<b then c:«a+b f i :  с :«с+12;
> end:
Warning, *с* is implicitly declared local to procedure T*

> F (3, 6) ;F (8 ,1) ;#
21
*2

> FU:=proc(x,y)
> i f  x>y then print ("x>y") else print C,x<y’*) f i ;
> end:

’> FU(3,7) ;F U (8,1 ) ;
•x<y"
\>f

’ > FUN:=proc(c, d)
> i f  c>d then print ("c>d")
> e l i f  c<d then print("c<d ")
> else p rin t("c=d ")
> f i ;
> end:

:> FUN (3/ 7) ;FUN (8, 1) ;FUN (1# 1) ;|
•c<de
•c><T
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Циклический оператор представлен в Maple следующей конструкцией:
[for симя переменной>] [from <выражение1>] [to <выражениЗ>]
[by <выражение2>] [while <выражение4>] do <тело цикла> od;

Эта запись означает, что стело дакла> выполнится для значений <имя пере- 
менной> (параметр цикла), изменяющейся в диапазоне от <выражение1> до <вы- 
ражениеЗ>, с шагом <выражение2>. Параметр <выражение4> задает условие про
должения <тела цикла>.

В упрощенном варианте циклические конструкции могут выглядеть так:
for <имя переменной> from <выражений1> to <выражениЗ> do <тело цикла> od; 
for симя перемедаой> 'from свыражение!> to <выражениЗ> by <выражение2> do 
стело цикла> od;

или
while <выражение4> do <тело цикла> od;

На рис. П3.28 рассмотрены призеры создания циклов.
’> SUM:=ргос();#сумм* чисел 1+1.5+2+..+10
> S:=0:
> fo r  i  from 1 to  10 ЬУ 0 .5  do %
> S: = S+.i od;
> end:
>
Warning, 'S ' is  im plicitly declared, local to procedure 'SUM'

Warning, ' i '  is  im plicitly declared local to procedure 'SUH'

> sumo ;
104.5

’ > SU: =proc (m, n) #СумИа Челык чисел от m до n
> S := 0 : f o r  i  from m to n do S:=S+i od;
> end:
Warning, 'S ' is  im plicitly declared local to procedure 'SU'

Warning, *i* is  im plicitly declared local to procedure 'SU'

> SU ( 1 0 ,2 0 ) ;
» 165

’ > S: =proc () #Сумма чисел 10+8+6+4+2
> s :  =0: i :  =10: w h ile  i>=2 s := s + i :  i : = i - 2 : o d :
> RETURN(s) ;
> end:
Warning, ' s '  is  im p lic it^  declared local to procedure 'S '

Warning, ' i '  is  imp l i c i t  If declared local to procedure 'S '

> s();
30

Рис. П 3 .28  т Циклические операторы



Иногда бывает необходимо завершить цикл досрочно. Для этого предназна
чен оператор прерывапияЪгеак. Для прерывания выполнения текущей операции 
используется оператор next. Применение этих операторов показано на 
рис. П3.29.

> G :=proc(X,п)#Вычисляет номер первого нулевого 
элемента в массиве

> fo r  i  from 1 to n do
> i f  X [ i ] =0 then k := i : break: f i :  od:RETURN (k );
> end:
Warning, 'i4 is implicitly declared local to procedure *G'

Warning, *k* is implicitly declared local to procedure *G*

> x: = [ l ,2 ,3 ,  0, 4, 5, 6] :G (x ,7) ;
A

> F: =proc(X ,n)#Вычисление произведения ненулевых 
элементов в массиве

> P := l ;fo r  i  from 1 to n do
> i f  X [ i ] =0 then next else P:=P*X[i] f i :  od:

RETURN (P);
> end:
Uarning, *P' is implicitly declared local to procedure 'F'

Uarning, 'i' is implicitly declared local to procedure *F*

> F(x,7);|
720

Рис. П 3.29 ▼ Использование операторов прерывания

Операторы quit, done и stop прерывают выполнение текущей программы. 
Документ, созданный в среде пакета, хранится в отдельном файле с расши

рением mws. Рассмотрим основные средства, которыми располагает Maple для 
работы с файлами. Они практически ничем не отличаются от аналогичных при
ложений:

>* создать новое окно (каждый новый документ выводится с условным назва
нием Untitled:l, Untitled:2, Untitled:3 и т.д.) -  File >  New;

>* сохранить документ “ File >* Save;
>  открыть существующий документ -  File V  Open;
>  закрыть документ -  File >  Close;
>  завершить сеанс работы (если файл не был сохранен, то появится окно 

Save As) -  File >  Exit.

Редактирование документа в Maple осуществляется так же, как в любом тек-
r m n r w / t  т т с п ^  П П Ю / М Р Н Т Я  м т л т ы г ь  v r k K fd U T T d

Введение в Maple
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Edit >  Select All выделяет все содержимое документа. Для удаления выделен
ного фрагмента документа можно использовать клавишу Del. Команды Edit >■ 
Copy, Edit >  Cut, Edit >  Past предназначены крцироранця и перемещения 
фрагментов документа. : ; ч; >

Важную роль в работе с пакетом Maple играет справочная система. Вызывает
ся она командой Help и содержит следующие разделы:

>  Iiitirbduction -  введение в справочную систему; !
V  Heljp dh cokitekt -  контекстная справка;

' : Neto User’s Tour -  обучающая система;
Whites1 К ё#  ~н6вые возможности (системы;

>• Usihg Hfelp  ̂правила использования справочной системы;
>  Glossary -  словарь терминов; ?
>* Topic Search -  предметный поиск по заданному слову;
>* Full Text Search -  предметный поиск по всему тексту справки;
>* History -  история поиска;
>- Save to Database -  запись данных в базу;
>* Remove Topic -  восстановление базы данных предметного поиска;
>* Balloon Help -  включение всплывающих подсказок;
>* Register Maple -  регистрация Maple;
>* About Maple -  информация о системе Maple.
Уникальность справочной системы Maple заключается в том, что только в 

ней можно найти полную информацию обо всех функциях пакета. Кроме того, 
в ней содержится огромное количество примеров использования функций и 
операторов. Однако следует отметить, что справка написана на английском язы
ке и достаточно объемна.



Заключение
На этом первое знакомство с методами вычислительной математики можно 
считать законченным. Авторы надеются, что, прочитав эту книгу, читатель смо
жет применять численные методы и математические пакеты при решении 
прикладных задач. Если после прочтения книги у читателя возникнет желание 
исправить что-нибудь в блок-схемах и программах, приведенных в самоучите
ле, то авторы сочтут свою задачу выполненной.
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