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•^Оптим аллаш тириш  м асалалари инсон фаолиятининг хилма-хил ссцаларида учрайди. ^ а р  бир о^илона ^ара- кат ^андайдир маънода оптимал ?(ам булади, чунки у , одатда, боища вариантлар билан таадослангандан сунг танланади. Эн г яхши усулда танлаш  м асалаларига ^и- зициш ^амиша катта булиб келган, у кейинги йилларда фан ва техниканинг ж ад ал ривожланиш и натиж асида янада кучайди. Бир томондан, одам ларга куп ^олда мав- ж уд  воситалар ва ресурслардан энг куп сам ара билан фойдаланиш  талаб ^илинадиган ж араён лар билан шу- гулланиш га тугри келса, иккинчи томондан, ^исоблаш  техникасининг ривожланиш и натиж асида инсоннинг ур- ганиладиган ж араён ларга таъсир ^илиш имконияти ор- тиб бораяпти. Х,озирги замон амалий оптималлаш тириш  м асалаларининг мураккаблиги билан богли^ уларок4, i^apop цабул ь^илишда борган сари «идрокка», интуиция ва инсон таж рибасига асосланиш  ^ийинлашиб боряпти. Текш ирилаётган масалаларни математик моделлашти- ришга асосланган илмий ёндаш ув зарур булиб бор- моцда,.Деометрик шакл (дойра, квадрат ва }(. к.) ларнинг экс*гремал хоссаларини урганиш ^а^идаги биринчи м аса- лалар ж уда цадим зам онлардаё^ ечилган. Д иф ф ерен ­циал ва интеграл ^исобнинг ю зага келиши оптималлаш ­тириш усулларининг ривожланиш ига кучли таъсир кур- сатиб, бу ^ол X V I I I  асрда вариацион >(исобнинг пайдо булишига олиб келди. Хозирги замон илмий техника ин- 
1\илоби натиж асида оптималлаштириш назарияси ва амалиёти ж ад ал ривож ^ана бош лади. К,иск,а ва^т ичида назариянинг ш ундай янги булимлари (чизи^ли програм- малаш тириш , оптимал бош ^арув назарияси ва бопща- лар) яратилдики, улар ам алда учрайдиган куплаб экс-



тремал м асалаларни ечишнинг ^атор сам арали ^исоблаш  усулларини яратиш га олиб келди. Оптималлаш тириш  уеуллари буйича изланиш лар узлуксиз чуцурлаш иб, тат- би^ доираси кенгаймо^да.«Оптималлаш тириш  уеуллари» курси буйича 0647 («Амалий математика») ихтисослиги учуй м авж уд дас- тур асосида ёзилган мазкур у^ув ^улланм асида >;ар хил оптималлаш тириш  м асалаларини ечишда ^улланилади- ган, ^озирги ва^тда назарий ва амалий ишда фойдала- ниладиган асосий усуллар баён ^илинади. Асосий эъти- бор оптималлаш тириш  усулларининг принципиал м аса- лаларига ^аратилган. Батаф сил баён эса баъзи классик булиб долган усуллар учунгина берилади. У сул деб ат а­са хам буладиган баъзи услублар умумий принципларни ам алда куллаш  намунаси сифатида тайин мисолларда- баён к;илинади.К улланм анинг иккинчи нашри биринчисидан келти- рилган материалнинг >;ажми, уни баён ^илишнинг шакли ва тартиби билан ф арк цилади. Бунда Белоруссия дав- лат университета амалий математика факультетида уци- тиш таж рибасидан фойдаланиб, оптималлаш тириш  усул­ларининг охирги йиллардаги тараедиёти натиж алари >;исобга олинган.Д аст л аб  чизшули программалатириш нинг классик уеуллари баёни берилган. Биринчи паш рда бу материал чизицсиз ва квадратик программалаш тириш нинг умумий натиж аларидан кейин келган эди. Энди эса у бутун курс- га асос г^илиб олинган. Баённинг бундай тартиби баъзи университетларда ало.^ида у^итилаётган чизи^ли про- граммалаш тириш  буйича маърузаларни оптималлаш ти- ришнинг умумий курси билан табиий боилаш имконияти- ни беради. 1 бобнинг натиж алари оптималлаштиришнинг умумий масалаларини текширишда мухим булиб, цайта- кайат |ф ]л ан и л ад и . Айнидс'а бу ерда топилган тенгсиз- ликлар ва кавариц купёгули тупламлар назариясидан i^y- шимча маълумотлар талаб г^илмайдиган ихчам ва содда баён ^улланм а таркибини узгартириш га сабаб булди. Ав- вало симплекс усул Э)^М да фойдаланиш  учун цулай >̂ ол- да келтирилиб,сунгра мисоллар ечишда унинг ^озирги замон маш ина программаларида купдан бери ншлатил- маётган анъанавий ж ад вал шакли туш унтирилади. Чи- зицли программалаш тириш нинг иккиланмалик назарияси (2-§) симплекс усулнинг та^лилидан чицарилади. Б у  унга маълум маънода конструктивлик бахш  этади ва табиий
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йул билан иккиланма симплекс усулни (3-§) киритиш имконинн беради. Иккинчи наш рда ^озирги пайтда .уар бнр тугалланган оптималлаш тириш  усули учун харак- терли булган тугри ва иккиланма симплекс усулларнинг бирлиги ало^ида кайд ^илинади. Н ацлиёт (транспорт) м асалаларини ечиш уеуллари ^ам янгича баён ^илин- ган. Бунга асос ^илиб потенциаллар усули хам да ечили- ши матрицавий куринишга мослаш тириладиган турли модел олинган.Иккинчи наш рда ^авари^ программалаш тириш нинг (II боб) баёни асосан чизи^ли программалаш тириш  на- тиж аларига асосланади. К,Ушимча равиш да, тугри сим ­плекс усулнинг бевосита ум ум лаш м аси булган квадратик программалаш тириш  цавариц масалаларини ечишнинг чекли усули келтирилади.Чизи^сиз программалаш тириш  ( III  боб) назариясини баён ^илишда асосан биринчи наш рда келтирилган ма- салалар ^аралган булиб, улар I бобнинг натиж аларига асосланган.Чизи^сиз программалаш тириш нинг .уисоблаш усул- лари ( IV  боб) буйича материал асосан ^айта иш лаб чи- ^илган. Усуллар кетма-кет яг^инлаштириш принципи нуц- таи назаридан баён цилинган. А малий м асалаларни ечишда фойдаланиладиган бопп^а оптималлаштириш усулларининг мо^ияти хам туш унтирилади.Янги наш рда динамик программалаш тириш  (V  боб) чизи^сиз программалаш тириш нинг ^исоблаш  усуллари- дан кейин келиб, у м ахсус м асалаларни ечиш усули си­фатида Таллин килинади. Физик маъноси ани^ булган м асал алар мисолида динамик программалаш тириш нинг асосий принциплари .^амда м асал алар хусусиятларини хисобга оладиган ш акллари туш унтирилади. Д инам ик программалаш тириш нинг оптимал бош царув м асал ала- рига татби^и V I I  бобга кучирилган.К лассик вариацион ^исобнинг (V I боб) асосий нати­ж алари баъзи янги натиж алар билан тулдирилган ва биринчи наш рдаги каби ф ацат кучеиз минимум ш артла- ри ^аралган. Кучли минимум ш артлари (V II  боб) опти­мал бош царув назарияси натиж аларидан ^осил ^илинади.К улланм а оптимал бош царув назариясининг асосий м асалаларини (V II  боб) куриш билан тугалланади. Иккинчи наш рда бу материал гбайта иш ланган ва кейин- ги йилларда ривожлантирилиб, ам алда ^улланилаётган м авзулар билан тулдирилган.
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тремал масалаларни ечишнинг к;атор самарали ^исоблаш усулларини яратишга олиб келди. Оптималлаштириш усуллари буйича изланишлар узлуксиз чу^урлаш иб, тат- бик; доираси кенгайморуца.«Оптималлаштириш усуллари» курси буйича 0647 («Амалий математика») ихтисослиги учуй мавж уд дас- тур асосида ёзилган мазкур ур^ув цулланмасида х1ар хил оптималлаштириш масалаларини ечишда цулланилади- ган, ^озирги вацтда назарий ва амалий ишда фойдала- ниладиган асосий усуллар баён ^илинади. Асосий эъти- бор оптималлаштириш усулларининг принципиал маса- лаларига царатилган. Батафсил баён эса баъзи классик булиб долган усуллар учунгина берилади. Усул деб ата­са хам буладиган баъзи услублар умумий принципларни амалда куллаш  намунаси сифатида тайин мисолларда- баён цилинади.Кулланманинг иккинчи нашри биринчисидан келти- рилган материалнииг ^ажми, уни баён цилишнинг шакли ва тартиби билан фар^ кррлади. Бунда Белоруссия дав- лат университети амалий математика факультетида уци- тиш тажрибасидан фойдаланиб, оптималлаштириш усул- ларининг охирги йиллардаги тара^^иёти натижалари >;исобга олинган.Д астлаб чизрщли программалатиришнинг классик усуллари баёни берилган. Биринчи нашрда бу материал чизицсиз ва квадратик программалаштиришнинг умумий натижаларидан кейин келган эди. Энди эса у бутун курс- га асос к;илиб олинган. Баённинг бундай тартиби баъзи университетларда ало^ида у^итилаётган чизирури про- граммалаштириш буйича маърузаларни оптнмаллашти- ришнинг умумий курси билан табиий боглаш имконияти- ни беради. 1 бобнинг натижалари оптималлаштиришнинг умумий масалаларини текширишда мухим булиб, Р̂ айта- кайат р^улланрглади. Айнидс'а бу ерда торрилган тенгсиз- ликлар ва р^аварик, купёкури тупламлар назариясидан к,у- шимча маълумотлар талаб цилмайдиган ррхчам ва содда баён р^улланма таркибини узгартирирпга сабаб булди. Ав- вало симплекс усул Э ^ М  да фойдаланиш учун цулай ^ол- да келтирилиб,сунгра мисоллар ечирпда унинг ^озирги замон машина программаларида купдан бери ишлатил- маётгап анъанавий ж адвал шакли тушунтирилади. Чи- зшули программалаштиришнинг иккиларрмалик назарияси (2-§) симплекс усулнинг та^лилидан чицарилади. Б у унга маълум маънода конструктивлик бахш этади ва табиий
4

йул билан иккиланма симплекс усулни (3-§) киритиш имконини беради. Иккинчи нашрда ^озиргн пайтда .\ар бир тугалланган оптималлаштириш усули учун харак- терли булган тугри ва иккиланма симплекс усулларнинг бирлиги алохида руайд рурлинади. Наруриёт (транспорт) масалаларр1ни ечиш усуллари ^ам янгича баён к;илин- ган. Бунга асос руилиб потенциаллар усули .уамда ечили- ши матрицавий куринишга мослаштириладиган турли модел олинган.Иккинчи нашрда руавариру программалаштиришнинг (II боб) баёни асосан чизирури программалаштириш на- тижаларига асосланади. Руурлимча равиш да, тугри сим­плекс усулнинг бевосита умумлаш маси булган квадратик программалаштириш р^аварир  ̂ масалаларини ечишнинг чекли усули келтирилади.Чизируиз программалаштириш (III боб) назариясини баён рулишда асосан биринчи нашрда келтирилган ма- салалар руралган булиб, улар I бобнинг натижаларига асосланган.Чизируиз программалаштиришнинг .урсоблаш усул­лари (IV  боб) буйича материал асосан руйта ишлаб чи- рулган. Усуллар кетма-кет ярурнлаштириш принципи нуру таи назаридан баён рулинган. Амалий масалаларни ечишда фойдаланиладиган бошру оптималлаштириш усулларининг моуряти .уам тушунтирилади.Янги нашрда динамик программалаштириш (V боб) чизш уиз программалаштиришнинг урсоблаш усуллари- дан кейин келиб, у махсус масалаларнрр ечиш усули си­фатида тал^ин рулинади. Физик маъноси анир  ̂ булган м асалалар мисолида динамик программалаштиришнинг асосий принциплари .уамда м асалалар хусусиятларинрр урсобга оладиган ш акллари тушунтирилади. Динамик программалаштиришнинг оптимал бошрурув масалала- рига татбиру V II  бобга кучирилган.Классик вариацион у со б н и н г (V I боб) асосий нати­ж алари баъзи янги натижалар билан тулдирилган ва биринчи нашрдаги каби фарут кучсиз минимум шартла- ри руралган. Кучли минимум шартлари (V II боб) опти­мал бошрурув назарияси натижаларидан у с и л  рулинади.Кулланма оптимал бошрурув назариясининг асосий масалаларини (V II боб) куриш билан тугалланади. И крринчи нашрда бу материал руйта ишланган ва кейин- ги йилларда ривожлантирилиб, амалда рулланилаётган мавзулар билан тулдирилган.
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Иккинчи нашр устида ишлашда муаллифларга Б ело­руссия давлат дорилфунуни оптимал боищарув усуллари кафедраси ^амда Белоруссия Ф А  М И  нинг бошцарув ж араёнлари назарияси лабораториясининг ходимлари катта ёрдам бердилар: О . И . Костюкова II бобнингЗ- § и, V  бобнинг 2 - 5 -  § ини ишлаб чи^ишда, В . М . Ракец- кий II бобнинг 4- § ини ишлаб чи^ишда ^атнашди; III  боб, 5- § ининг баёни А . Я- Кругерга тааллуьуш; В . В . Гороховик V II  бобнинг 3- ва 8 -§  ларини езган; В . С . Глушенков Блэнд модификациясининг янги исботи- ни ишлаб чи^ди; Т. Н . Гурина, М . П . Димков к;улёзмани нашрга тайёрлашда ^атнашдилар. М азкур уртш ушрга чукур миннатдорчилик из^ор ^иламиз.
Муаллифлар

1-6 о б. ЧИЗИКД1И ПРОГРАММАЛАШТИРИШ Lr с/

Чизщли программалаштириш деб чизикуш тенгликлар ва тенгсизликлар билан ани^ланадиган тупламларда чи- зикли функцияларни оптималлаштириш масалалари (макси- мумга ёки минимумга дойр масалалар) урганиладиган мате- матиканинг булимига айтилади. Чизикли программалашти- ришнинг дастлабки масалалари 30- йилларда Л . В . Канторо­вич томонидан куйилган ва урганилган. Бу назариянинг жадал ривожланиши ва натижаларининг амалда кенг кулла- нилиши 40- йилларда америкалик математик Ж . Данциг то­монидан симплекс усул асослангандан кейин бошланган.
1- §. СИМПЛЕКС УСУЛ

Симплекс усул чизикли программалаштиришнинг асосийхисоблаш усулидир.1. Каноник масала. Базис режа. Классик симплекс усул чизшуга программалаштиришнинг каноник масаласи учун ишлаб чтуилган булиб, у т та чизшуша п Xj +  о12 х2 +  • • • +  а1п хп =  6,
«21 *1  +  а 2 2 1 * * * * * * * * Х* +  • • • +  а 2п Хп =  Ь2 ( ! )

«m l Х2 а т2 Х2 • • • “ Ь  °т п  Хп ~  ^т

Фи Ь2, . . . , Ьт >  0) тенгликларни ва п та чизицли
Xi >  0, х2 > 0 ,  . . . .  хп >  0 (2)тенгсизликларни каноатлаитиРаДиган п та xv хг, . . . , хп узгарувчиларнинг чизикли функцияси максимумини топиш ха^идаги



с Л  - f  c2x2 +  . . .  +  cn xn -*■  max (3)масаладан иборат.Бундан буён, асосан, вектор-матрицавий ёзув куллани- лади. Уш бу / =  { 1 ,2 ,  . . ., т}, / =  {1 ,2 , . . . , п} индекс- лар тупламларини киритамиз. У  ^олда хи х2, . . ., хп уз- гарувчилар мажмуасини х =  х (У) =  {xjt /£/} вектор курини- шида ёзиш мумкин. Ш-унга ухшаш, c =  c(J) =  {c., /£/}. 
b =  b(/) =  {ftj-, i£/}> Ящ я12, • • . , я21, я22, . . . й2,1' ■ • ■>а т1, а т2, . . ., атп параметрлар мажмуасини эса Л = Л (/ ,/ ) =  =  {q .. ,  / £ / , / £ / }  матрица куринишида ёзиш цулайдир. Векторлар ва матрицалар устида амаллар матрица х,исоби- нинг цоидалари буйича амалга оширилади. Бунда амалларда иштирок этувчи хар бир вектор-усгун куринишида ёзилган деб хисобланади. Вектор-сатрни хосил цилиш учун (') штрих белгиси билан ифодаланадиган транспонирлаш (агдариш) опе- раторидан фойдаланилади. Демак, с =  с (J), х =  х (J ) вектор- ларнинг скаляр купайтмаси с'х куринишда ёзилади. х век­тор учун ёзилган х =  О, х >  О ифодалар мое равишда ком- поненталар буйича ёзилган х;. =  О, /£•/ тенгликлар ва х ■/£/ тенгсизликларни ифодалайди.Янги белгилашларда (1)—-(3) каноник масала ушбу

с'х-*- max, Ax =  b, х > 0  (4)ихчам ёзувга эга булади.
с векторни киймат вектори (cj компоненталар—циймат 

коэффициентлари), b векторни— чеклашлар векторы, А матрицани эса шартлар матрицаси (царажатлар матри­
цам), aj =  А (/, у) устунларни — шартлар векторлари деб аташ 1\абул ^илинган. с'х функция масаланинг мацсад функ­
циям,

Ах  =  b (5)тенглик каноник масаланинг асосий чеклаши, х > 0  тенг- сизлик масаланинг тусри чеклаши деб аталади.
1- таъриф. Масаланинг барча чеклашларини цаноат- лантирувчи хар бир п- вектор х шу масаланинг режаси деб аталади.
2- таъриф. (4) масаланинг ечими булган, яъни

с'х0 =  max с'х, Лх° =  Ь, х° >  О хоссага эга булган х° режа оптимал режа деб аталади.

Симплекс усулнинг асосида базис режа тушунчаси ётади.
3- таъриф. Агар х режанинг п—т та компонентам нолга тенг булиб, колган

х и , хи , . . . , х  jm (6)компоненталарига чизикли эрклиfl/V a i , .................... a im  (7)шартлар векторлари мос булса, у базис режа деб аталади./ Б — {/i> /2. • • • . jm} тупламни базис индекслар туп- 
лами деб, J H — J \ j Б ни эса нобазис индекслар тралами деб атаймиз. 3 -таъриф чууйидагига тенг кучли: хн =  х(/н) =  =  0, det А б Ф  0, Аб =  А (/, /Б) булса, х  =  х (/) базис режа булади.(7) туплам базис режанинг базисы деб аталади, базис- нинг векторларидан тузилган ЛБ матрица— базис матрица, 
Xj, /£/Б компоненталар х режанинг базис узгарувчилари, 
хj , /£ */н компоненталар нобазис узгарувчилари деб ата­лади.И з  о х . Базис режа учун (5) асосий чеклашлар Аъ х ъ =  Ь ку- ринишни олади, бу ерда х Б = х ( / Б ). Демак, х ~ { х Б , л:н } базис режани базис матрица оркали ^уриш мумкин: х Б =  Л Б 1 Ь, х н =.-- 0. Ш у туфай- ли> 3- таъриф урнига дастлаб А матрицанинг махсус булмаган ва 

А б bCsz 0 шартни ь;аноатлантирувчи тХп- 1\исм мартицасининг Л Ббазис матрица тушунчасини киритиб, сунгра базис режани куриш мум­кин.
4- таъриф. Агар базис режанинг барча базис узгарувчи­лари (6) мусбат (х- > 0 ,  / £ J Б) булса, базис режа бузилма- 

ган дейилади.2. Мацсад функциям орттирмаси формуласи. Фараз ци- лайлик, х базис режа булиб, АБ — А (/, J Б) унинг базисматрицаси булсин. Бошка х =  х +  А х режа олиб (базис бу- линш шарт эмас), максад функциясининг
с'х — с'х =  с'А  хорттирмаси учун формула топамиз.Фаразимизга кура, А х  =  Ь, Ах =  Ь. Демак, режанинг А х  =  х — х орттирмаси Л А х  =  0 тенгликни цаноатланчи- ради. Бу тенгликнинг компоненталар буйича ифодаси цуйи- Даги куринишда булади:



Л Б Д хБ -Т А н А х н — О, Л н — А (/, Ун),А х Б =  Ах(УБ), А х н =  Ах(Ун). (9)Бундан
Ь х ъ = - А в 'А н Ьхн (Ю)ни топамиз ва натижани (8) га ^уямиз:с' Ах =  с'Б А х Б +  с н А х н=  — (с Б А~' Ан с н) А хн,

сБ =  С(УБ). (Н)

и =  и (/) потенциалларнинг т- вектории' =  сБЛ Б‘ (12)ни ва Д н =  А(УН) бах.оларнинг (п — т)- векториА н =  и Л н сн (13)ни киритамиз.(12), (13) ни хисобга олиб, (11) дан мацсад функцилси орттирмаси учун
с'х — с'х - -  — Ан Ахн =  2  А ;.А  х ; (14)

№ нформулани хосил килам из.(14) ((юрмуладан ва тезликнинг косила сифатидаги уму- мий таърифидан А . бахонинг физик маъноси келиб чикади: А — базис режанинг нобазис /- узгарувчиси ортганда мац- сад функциясининг х нуктадаги тескари ишора билан олин- ган узгариш тезлигидир.3. Оптималлич аломати. Фараз цилайлик, х  базис режа булиб, А в унинг базис матрицаси булсин. (4) масалани ечиш- да савол тугилади: берилган режа оптимал буладими? Ш у х  режа учун бахолар вектори (13) ни хисоблайлик.1 - теорема (оптималлик аломати). К,аралаётган х базис режанинг оптимал булиши учунA (J„) >  0 (15)тенгсизликнинг бажарилиши етарли, х режа бузилмаган (ай- нимаган) хрлда зарур х,амдир.И с б о т и . Етарлилиги. Базис режанинг таърифига кура х(Ун) =  0 тенглик бажарилади. Тугри чеклашлардан ихтиё- рий х режа учун
10

А х (Ун) х (Ун) x(JH) — х(./н) 33, 0 (16)муносабатларнинг уринли эканлиги келиб чикади. Сунгра(15) ва (16)лардаги А (УН), Дх(Ун) векторларни (14) орттирма формуласига_цуйсак, х режанинг оптимал эканлигини ис- ботловчи с' х  — с'х <  0 тенгсизликка келамиз.
Зарурийлиги. Фараз килайлик, х

x ( J * ) >  0 (17)шартни ^аноатлантирувчи бузилмаган базис режа булиб,(15) тенгсизлик бажарилмасин, яъни бирор /0 £ J n учун бахо манфий булсин: А/, <  0. (18)Ах ни ^уйидагича танлаш хисобига х =  х +  Ах векторни тузамиз. Нобазис компоненталарни куйидагича танлаймиз:А х.о =  0 >  0, А х . =  0, /# /„, /€ J H. (19)Базис компоненталарни (10) дан топамиз:А х (Ув ) =  ~ А ъ 'А н ^ x ( J H) =  — 0V a,„- (20)Шунда х вектор, (9) га кура, хар ь̂ андай 0 да асосий чек- лашларни каноатлантиради:
Ах  =  Ах +  ААх =  Ах — Ь.Шунингдек, (19) дан х ( / н) компонента барча 0 > 0  лар учун тугри чеклашларни каноатлантириши келиб чикади:

х ( / н) ~  х ( J H) +  А х  (J h ) =  А х (! н) >  0- (21)Сунгра, (20) ни ^исобга олсак, х(У Б) компонента учун
х (^б) == х  (̂ в̂  Ах (^в  ̂ =  х(  ̂ — 0 х! б й/, (22)муносабатни оламиз. Маълумки, (17) муносабат бажарил'ганда шундай етарли кичик 0 л> 0 сон топиладики, х(/Б) > 0  булади. Шундай цилиб, топилган 0 учун х вектор (4) маса- ланинг режаси булади. (18), (19) ларни (14) орттирма фор- муласига келтириб цуйсак, х режанинг оптималлигига зид булган с'х — с 'х  =  — 0 А х ,  > 0/отенгсизликка эга буламиз. Теорема исботланди.
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4. Масала ечилмайдиган булишининг етарлилик шаргиФараз цилайлик, каралаётган х базис режада оптималлик аломати (15) бажарилмасин, яъни бирор j0£ J H учуй Д;о ба- х,о манфий булсин ((18) га к,.). А ~1 ajo векторнннг */,• >/€^Б компоненталари мусбат булмаган холни караймиз:* / / .< ° »  j £ J Б-Бу х,олда, (22) га кура, барча 0 >  О лар учун х ( JB) ком­понента манфий булмайди, яъни х  =  { х ( / Б), х(У н)} вектор ихтиёрий 0 >  О учун (4) масаланинг режаси булади. (23) дан куринадики, 0 ортиши билан х  режада максад функция- сининг ^иймати чексиз ортади. Шундай ^илиб, биз цуйи- даги теоремани исботладик:2- теорема, х базис режанинг бахолари орасида манфий ба^о мавжуд булса (Д . <  0) ва унга мусбат булмаган ком- поненталарга эга А В1 а- вектор мос булса, у холда (4) ма­саланинг максад функцияси х  базис режанинг х^ узгарув- чиси ортиши билан чексиз усади.5. Итерация. А Б базис матрицали х базис режани тах,- лил цилишни давом эттирамиз. Энди бирорта хам манфий Д/о бах,о учун (24) тенгсизликлар бажарилмаган ^олни i^a- раймиз. У  холда (23) дан куринадики, (18) бажарилганда, (19) даги 0 нинг ортиши макрад функциясининг усишига олиб келади. Шунинг учун, (4) масала нуцтаи назаридан, 0- нинг максимал мумкин булган ^ийматини танлаб олиш мак- садга мувофикдир. Компоненталар буйича xl = x j — 0 дс//о , /£</Б куринишда ёзилган (22) формуладан куринадики, 0 ор. тиши билан х (УБ) векторнинг камида битта компонентаси манфий булиб колади. Факат мусбат xjjo купайтувчига эга 
Xj компоненталаргина ноль орка л и утадл, х/ учун бу х,ол0 =  0. =  Xj txih (25)булганда амал1а ошади.Агар 0 <  min 0у., х//о > 0  булса, барча (25) сонлар ман­фий булмайди ва х  =  |х (/ Б), х (Ун)} вектор (4) масаланинг режаси булади. Агар 0 >  min 0у, x jU >  0 булса, х вектор компоненталари орасида манфийлари топилади. Демак,

х =  х +  Ах вектор режа була олиши учун энг катта 0° ку- йидагича булиши керак:0 ° =  0,-
I о!о

min
хн.>°
i*J б V/.

(26)
Агар х  базис режа бузилмаган (яъни ху. >  0, j£ JB) булса, у холда 0° >  0. (27)Базис режа х ни янги х  — х А~ А х режа билан алмаш- тирамиз, бу ерда Д х—компоненталари (19), (20) булган век­тор булиб, 0 =  0°. Бу хрлда (23) га кура максад функцияси — Д .о0 ° > О  микдорга ортади ва бу микдор, агар дастлабки х 
режа” бузилмаган булса, (18), (27) ларга кура мусбат бу­лади.Ш у х нинг базис режа эканлигини курсатамиз. х . ,  /£7Н компоненталар ичида фацат битта х ,• =  0° компонента мус­бат булиши мумкин. Иккинчи томондан, xjt / £ 7 Б компонен­талар ичида битта х(-о компонента албатта нолга тенг була­ди, чунки (25), (26) ларга асосан,X, =  X, — 0°Х,- . =  X / -------—*0 *0 hlo 10 Y: .

h i  о Xiofo =  ° -Шундай дилиб, х режанинг л — т та
Х1* i  £ J  н> =  U *о>узгарувчилари нолга тенг булади. Кол га н х ,, / £ / Б, J B =  

=■■ (7b \ i0) U /о узгарувчиларга
а-„ / е / Б  (28)шарт векторлари мос келади.ЛБ ' матрицанинг элементларини ц(-., i £ J B, / £ / деб бел- гилайлик. Таърифга кура, Л ^ 1 матрицанинг /- устуни бир- лик еj, — {0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . .  0} векторнинг А в =  =  {«,•, i £ J B} матрицанинг устунлари буйича ёйилмаси коэффн- Диентларидан иборатдир:

ai иц =  er  j £ I .  (29)
iej Б
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1- чизма.trap i Ф j, j=/=i0 булса, diio 
d: : =  l/X: . .J0̂0 lol оАгар J b =  {i’ll '̂2» • • • > i> H ’■ f0> **+1»

i £ '/б \ / o, t=5*/0;
4s + 2> i г'т {>Б̂ — {г1> г'г> • • • > _I» ^k~io> ik-\-V гА+2 • ■ •’ булса, ЯЪНИ

fб тупламнинг/0 индекси /Бтупламнинг /0 индекса билан 'бир сил жойлашган булса, D k матрица бирлик диагонал матри- гадан фа(уат /0- устуни билан фарц цилади ва цуйидэги ку- шнишга эга булади:

D k

1 0 . . 0 xJ \ u 0 . . . 0 ~0 1 . . 0 0 . . . 0
0 0 . . 0 l ' xt./ . 0 • . 0 . . .  /0. (35)
0 0 . . 0 ~ XimiS i 0 0 . . . 1 1

ца Бошлангич A g 1 матрица (9- бандга булганлигидан (34) дан(^ Б *  )fc+l =  ■

ц.) бирлик 
. . D ,

матри­
ц е)ни оламиз.Тескари матрицанинг (36) мультипликатив куриниши биз. ни (A g1) (mX/n)-матрицаларни ^айта хдсоблашдан озод ци. лади ва дастлабки маълумотга т +  1сондан иборат тупламни 

а  устуннинг тартиб разами ва элементлари) цушиш имконини беради. Яхлитлаш натижасидаги хатоларнинг тупланишини камайтириш учун маълум бир сондаги итерациялардан ке- йин тескари матрица янгиланади ва сунгра яна (35) купай- тувчилар хдсобланади. Кейинги йилларда тескари матрица­нинг (36) дан фарц цилувчи куринишларидан хам фойдала- нила бошланди.
7. Геометрик Таллин. Геометрик усул. Чекли сондаги яримфазолар ва гипертекисликларнинг кесишуви натижасида ^осил булган туплам купёкли туплам деб аталади. 1.2- чизмада R2 ва R 3 да иккита куп ёцли 

X  =: | (Xij Х%) ' Х\ 4" *2 =  Б  Хх 0, Хя ^  0}, Х% =  {(^1,  Х%, х3) . Хх-\-Х2~\- I ^ ~  1 , Х х ^ о , Х2 > 0 ,  х3>0}  тупламлар тасвирланган. Демак, чи- откли программалаштириш масаласининг режалар туплами—купёцликдир. КУпё^ли тупламда базис режага четки (бурчак) нуцта(уч), яъни, туплам-



да гула ётувчи, нолдан фаркли з;еч бир чизик кесмасининг уртасига ки- ригиш мумкин булмаган нукта мос келадн. Масалан, А'1 ва Х г туплам- ларнинг четки нукталари А, В, С  лардан иборат (1 .2 -чизма). Симплекс итерация бир четки нуцтадан унга цушни булган иккинчи четки нуц- тага уларни туташтирувчи кирра буйлаб шундай утишга мос келадики, максад функциясининг ундаги киймати эски нуцтадагисидан кам бул- майди. Симплекс усул— режалар тупламининг кирралари буйича шун­дай йуиалган з^аракатдан иборатки, унда мацсад функцияси усмайдиган цирралар чицариб ташланади. Симплекс усул уз номини режалар туп­ламининг структурасига кура олган булиб, бу туплам дастлабки ечил- ган масалаларда, симплекс деб аталувчи хъ х2 тупламлар (1 .2 -чизма) куринишида булган.Агар п =  2 ва m ихтнёрий булса, [х1, х2) текисликда график усул- да X  =  { х ; а,- х  6£- ,  i  =  1, т, х =  (ад, х2) >  0} куринишдаги туплам- ларпи цуриш осон. Шунингдек, чизикли с'х  функциянинг сатз< чизигр ларини тазушл цилиш ёрдамида с 'х -* m ax, х£Х  масаланинг ечимини то' пиш кийин эмас. Чизикли программалаш масалаларини геометрик усул- да ечин нинг мохияти шундан иборат. Агар п =  3 булса, уни амалга ошириш кийин булиб, п >  3, т >  3 булганда умуман г;улланилмайди.
8. Симплекс алгоритмнинг чеклилиги. А гар оптималлаштириш масаласини ечиш алгоритмкнинг Э ^ М  даги реализацияси чекли сон- даги операциялар ёрдамида (чекли ва^т давомида) оптимал режа цуришни амалга оширса, бундай алгоритм (ва унга .мос усул) чекли дейилади. Х|ар бир симплекс итерация Э Д М  нинг чекли сондаги опе- рацияларини Уз ичига олганлигидан, симплекс алгоритмнинг чекли- лнгини курсатиш учун унинг итерацияларининг чеклилигини курса- тиш етарлиднр.А гар чизикли программалаш каноник масаласининг барча базис режалари бузилмаган булса, бундай масала бузилмаган масала деб аталади.3- теорема. Ечимга эга булган з^ар бир бузилмаган (4) масала ва ихтиёрий бошлангич базис режа учун симплекс алгоритм чек- лиднр.И с б о т и .  Фараз килайлик, х1 ихтиёрий базис режа булсин. Сим­плекс итерациялар ёрдамида xk, АБ, k — \, 2, . . . , базис режалар ва базис матрицалар кетма-кетлигини тузамиз. Х,аР бир xk -*■  хк~̂ { итера- цияда хк бузилмаган булганлигидан, максад функцияси с'х  усувчи була- ди. Шунингдак,с 'х к = c '( J kB) х Ц Б) = с ’^ Б)(АБ 1 )kb булганлигидан итера­циялар жараёнида бирорта базис матрица икки марта такрорланмайди. Шарт матрицаси А чекли сондаги базис матрицаларга эга. Демак, чек­ли сондаги итерациялардан сунг оптималлик аломатини каноатлантирув- чи хк°, k0< o o  базис режани ^уриш мумкин. Теорема исботланди.Бузилган (4) масалаларда бузилган базис режали баъзи итера- цияларда 0 ° = 0  булганлиги туфайли мацеад функциясининг кии- мати узгармаслиги мумкин. А гар бу з̂ ол ^аторасига бир неча бор такрорланса, олдин фойдаланилган базис матрицага кайтиш хавфи тугилади. Б у  з̂ ол кузатиладиган мисоллар м авж уддир. Б у  жараён 

циклланиш деб аталади. Равш анки, циклланиш булганда симплекс алгоритм чекли булмайди. Симплекс алгоритмнинг базис матрицалар такрорланиши юз бермайдиган м ахсус модификациялари ^урилган. Б у  чекли модификациялар Э ^ М  программаларида цулланилмайди. чунки циклланиш ж уд а кам учрайдиган з^одиса булиб, уни Э ^ М д а  амалга ошириш цийин ва мутахассисларнинг таъкидлашича, амалий

масалаларда кузатилган эмас. Бузилган масалаларнинг табиати шун- дайки, масала параметрларининг етарли кичик вариациялари м авж уд б\)либ, улардан сунг масала бузилмаган булиб зрзлади. Лекин, куп­о н а  амалий масалаларни Э ^ М д а  ечишдаги яхлитлаш натижасидаги хатолар таъсири ^андайдир маънода параметрларнинг вариациясига эквивалент булганлигидан, 3— 6- бандларда баён цилинган симплекс усулни чизицли программалаштиришнинг ихтиёрий каноник м асала­сини ечишнинг чекли усулидан иборат, деб кисоблаш мумкин.Симплекс усулнинг Блэнд томонидан тавсия этилган чекли мо- днфикациясини келтирамиз, бунда /0 — оптималлик аломати (15) ни каноатлантирмайдиган А;- бахолар индекслари / 67 н ичида минимал ин­декс, г’о —  максимал жоиз каДам ни амалга оширадиган 0г-о сонлар- нинг индекслари г0 6 7 Б ичида энг кичигидир.Блэнд модификациясида цикл руй берган деб дисоблайлик, яъни ноль кадамли чекли сондаги итерациялардан сунг базис режа такрор- лансин. Т Б — цикл давомида дар доим базис индекслар туплами, Т0— цикл давомида, баъзан базис, баъзан нобазис индекслар туплами, Т н— цикл давомида каР Д°им нобазис индекслар туплами, t эса Т0 туп- ламдан олинган максимал индекс булсин. Агар / £ = / , яъни t базис булса, циклнинг р- итерациясидаги бахолар векторини Др билан, 1‘1 =  =  /, яъни t нобазис булса, циклнинг q- итерациясидаги режа узгариши-нинг йуналишини (А х  — 0 /) Iя билан белгилаймиз, l q:q =  1, Aq.q <  0.'о 'о
Т Б, Т н  тупламларнинг таърифидан Д р (ТБ ) = 0 , lq (7’н) = 0  эканлиги келиб чикади. Шунингдек, t индекс Т0 дан олинган максимал индекс в а / р —t бул­ганлигидан, Д р (Т0\ / ) >  0. Цикл давомида х(Т о) — 0 ва iq0 =  t. Ш у- нинг учун I4 (T0\ t ) >  0. Энди Д =  А'и  — с, AlQ = 0  эканлигини хи- собга олиб, ДР' lq — Aq‘ lq lq,q < 0  га эга буламиз. Иккинчи томондан: 'о 'оД9' /р =  Д Р\Т Ъ) lq (ТБ)+  Ар lq+ A p'(Tk) lq (Тн) +  Ар' (Т0\  t) lq(T0\ t ) =  = Д Р  /Р + Д Р’ (То \  t) lq {T0\ t )  >  0- Царама-каршилик Блэнд модифи- кациясининг чеклилигини курсатади.Шундай махсус мисоллар цуриш мумкинки, улар учун симплекс усул барча базис режаларни саралаб чик,ишга келтирилади, бироц сим­плекс усулни реал масалаларга зууллаш тажрибаси курсатадики, итера­циялар сони, одатда, 2m дан ошмайди. Бу эса усулнинг ж уда яхши характеристикасидир, чунки базис режалар сони п элементдан m тадан гурузузашлар сони с™ га етиши мумкин.9. Биринчи фаза. Энди (4) масалани юкорида келтирил- ган руришларга асос булган г(уйидаги хоссаларсиз крраймиз: 1) rank А =  т ;  2) масаланинг чекланишлари ^арама-^арши эмас; 3) бошлангич базис режа мавжуд.Масаланинг параметрлари ёрдамида ёрдамчи

—e’ xc -*~max, Ах +  хс =  Ь, 0, хс > 0  (37)масалани тузамиз. Бу ерда xc =  x ( J c), J c =  { n + \ ,  
m +  п) — сунъий узгарувчиларнинг т- вектора, е =  {1,1,1} — бирлардан тузилган т- вектор.
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Лемма. Верилган (4) масаланинг режалар туплами буш булмаслиги учун (37) масаланинг (х*, х*) ечимида х*  ком- понентанинг нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.И с б о т и . Зарурийлиги. Агар х* (4) масаланинг режаси булса, {х*, х* =  0} ифода (37) масаланинг ечимидан иборат- дир, чунки бу вектор (37) нинг барча чеклашларини ка- ноатлантиради ва бу вектор учуй —е'х* =  0 булиб, (37) нинг ихтиёрий бошка {л;, хс} режаси учун —е'хс <  0 тенгсизлик бажарилади.
Етарлилиги. Равшанки, агар {л*, х * =  0} ифода (37) масаланинг ечими булса, х* режа (4) масаланинг режаси бу- лади. Лемма исботланди.(37) масала учун бошлангич базис режа жуда содда ту- зилади. x(J)  =  0, x ( Jc) =  b деб оламиз. У  х,олда {x(J), 

x ( J c)} вектор (37) масаланинг барча чеклашларини цанс- атлантиради. У  п та нолдан иборат хр j £ J  компонен- таларга эга булиб, бу компоненталар сони п+т  та xjt j£ J  (J J c узгарувчилар сонидан т та кам, х,, j £ J c компоненталарга эса чизикли эркли (сунъий), бирлик диагонал базис мат- рицани ифодаловчи ф— / £ J cшарт векторлари мос келади.Симплекс усул ёрдамида (37) масалани ечиш (4) масала- ни ечишда симплекс усулнинг биринчи фазаси деб, (37) масаланинг узи эса биринчи фаза масаласи деб аталади.Симплекс усулнинг биринчи фазасидан сунг (37) маса­ланинг цуйвдаги учта шартлардан з̂ еч булмаганда биттасини цаноатлантирувчи, {х*, х*} оптимал базис режаси ва А* мат- рицаси курилади: а) х* ф  0; б) х* =  0, Л* базис матрица бошлангич масаланинг шарт векторларидан тузилади, яъни Л Б =  А (/, У*), УрР1^Б =  0 ;  в) х * =  базис матрица-да сунъий шарт векторлари мавжуд, яъниП Jc 0  .Келтирилган хар бир холни алохида тахлил циламиз.а) Агар х* ф  0 булса, леммага асосан, бошлангич маса­ланинг чекланишларв царама-каршидир. Бу х[олда (4) ни ечиш жараёни тугалланади.б) Бу з о̂лда х* режа (4) масаланинг Л Б базис матрицали базис режасидан иборат. У  (4) масаланинг бошлангич базис

режаси сифатида олинади ва унга симплекс усул цулланилади. Бу боскич симплекс усулнинг иккинчи фазаси деб аталади, бутун ёзилган тадбир эса (4) масалани ечишнинг икки фа- 
зали симплекс усу ли деб аталади.в) (37) масала ечими {х*, х*} нинг сунъий базис узга- рувчисини xjt =  0, ;*£ 1 с П J ’h, деб белгилаймиз. Х,ар бир 
j£  у, /6У*Б учун (ЛБ)_1ау векторнинг г* компонентаси х(>/ ни зутсоблаймиз. Агар бирор /*£./ учун xiJt  ф  0 булса, г* 
элемент ни УБ ва J c дан, х/( узгарувчини эса (37) ма- саладан чикариб ташлаймиз ва ) Б да г* урнига j4 ни кири- тамиз. Агар x( J  =  0, /£/, j 6 J'B булса, бу бошлангич ма­саланинг барча шарт векторлари е^ _п бирлик векторга ор- тогонал булишини англатади, яъни асосий чекланишлардаги 
п — п)- тенглик масаланинг бошка тенгликларидан келиб чицади. / тупламдан i*—n элемеитни, А матрицадан A(t*—n,J) каторни, А Б матрицадан эса /*- каторни ва aim =  eit_ n -ус- туннн чицариб ташлаймиз. У  >̂ олда (37) масаланинг улчови 
т биттага камаяди. Кичрайтирилган базис матрицага теска- кари (Лб) 1 матрица, эскп тескари (Л б) - 1 матрицанинг t*- ца- тори ва (ц  — п)- устунини учириш натижасида зутсил булади ва цуйидаги куринишга эга:(Лб) 1==[Л (1 \( j * 4- и),7Б\/*)] 1 = Л Б '(•/Б\^*» / \ (1'* п))-Хацнцатан, Л Б матрицани

*̂Б = 'л  (1 \ ( / * — л), у Б\ д  о(/\(i* — п), ф) Л (i# п, J  Б \t*) Е (/* п, if)куринишда тасвирлаймиз, бу ерда 0 (/\(/* — п), i*) — ноль вектор булиб, Е (г* — п, г*) =  1. У  з̂ олда Л*Б матрицага тес­кари матрица цуйидаги куринишни олади:
Л г 1 [Л ( / \ (1* — п), rB\ Q ]  1 

Е ) :'*, п) A (it
- п ,  JV\i*)  [Л /\(< *-л ), r B\ Q Y Е (iffi inp ft)Демак, кичрайтирилган базис матрица Лз =  Л (/ \  (г* — п), У *\ ф ) га тескари матрица эски тескари матрицадан Д- к,а- тор ва (i  ̂ — л)- устунни учириш натижасида олипар экан,
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Ноллардан иборат барча сунъий базис узгарувчиларни саралаб, (37) масаланинг сунъий шарт векторлари булмаган 
/\'ь базис матрицасини тузамиз. Бунда асосий чеклашлар- дан барча чизшуш бовли^ тенгликлар чикариб ташланадн. 
Аъ базис матрицали х* базис режадан симплекс усулнннг иккинчи фазасини бошлаймиз ((б) х,ол).Ш ундай ^илиб, ихтиёрий (4) каноник масала учун икки фазали симплекс усул: 1) чеклашларнинг ца- рама-г^аршилигини ани^лаш, ёки 2) асосий чеклаш- ларда чизи^ли богли^ тенгликларни чицариб таш лаш , ёки 3) реж алар тупламида ма^сад функциясининг ю^оридан чегараланмаганлигини курсатиш, ёки 4) оп- тимал режа ^уриш имкониятларини беради.10. Каноник масаланинг икки хоссаси. Симплекс алгоритмдан каноник масаланинг симплекс режани яратишда му^им роль уйнаган ва ^озир уни асослаш да куп ^улланиладиган ^уйидаги иккита му^им хоссаси келиб чи^ади.4 -  теорема. Агар каноник масаланинг режалари мав- ж уд булса, улар ичида базис режалари ^ам булади.5 -  теорема. Каноник масаланинг оптимал режалари ичида базис реж алар мавж уд булади.Т е о р е м а л а р н и н г  и с б о т и .  (4) масаланинг режалар туплами буш булмасин. У  ^олда симплекс усулнинг биринчи фазаси масаланинг бошлангич базис режасини цуриш билан тугалланадиган б) ёки в) ^олга олиб келади. 4 - теорема исботланди. 5 - теореманинг ис­боти ечимга эга булган масалаларда икки фазали сим­плекс усул ^амиша оптимал базис режани цуриш би­лан якунланганлигидан келиб чи^ади.Н а т и ж а .  Каноник масаланинг оптимал режалари мавж уд булиши учун унинг мацсад функцняси режалар тупламида ю^оридан чегараланган булиши зарур ва етарлидир.И с б о т и .  Зарурийлиги уз-узидан куриниб турибди.

Етарлилиги. Агар ма^сад функцияси режалар туп­ламида чегараланган булса, икки фазали симплекс усулнинг 9-бандининг охирида келтирилган 1), 3) хол- ларига мос натижалари булиши мумкин эмас. К олган> 2 ), 4) ^олларда эса оптимал режа ь^урилади. Н атиж а исботланди.11. Чизи^ли масалаларни каноник ш аклга келти- риш. Нормал ш акл. Чизи^ли программалаштириш ма- салалари каноник масаладан бир ёки бир неча элемент-

лари билан фарц цилиши мумкин. Лекин, уларнинг бар- часи каноник шаклга келтирилади, бу эса каноник ма­саланинг умумийлигини исботлайди.Минималлаштиришнинг ушбу чизи^ли масаласис 'х ->  min, х£Х , (38)мак,сад функциясининг ишорасини узгартирганда, максимал- лаштириш масаласига келтирилади, яъни (38) масала ку- йидаги —с 'х -*  шах, х£ Х  масалага эквивалентдир.Агар асосий чекланишларда бирор тенгликнинг bt пара- метри манфий булса, тенгликнинг хар иккала томонини — 1 га купайтирсак, масаланинг ечими узгармайди ва чеклаш каноник куринишга келади.Чизицли масаланинг чеклашлари ичида
агхг +  а2х2 +  . . . +  а „  хп <  р (39)тенгсизлик ^атнашсин. Бу тенгсизлик цуйидаги<4 * 1  +  +  ■ ■ • +  а п Хп +  Хп+1 —  3 (4 0 )тенглик ва содда *«+i ^тенгсизликка эквивалент эканлигини курсатамиз. Ха^и^агэн,агар п- вектор {xv х2................хп) (39) 'тенгсизликни капоат-лантирса, п +  1 вектор {xv х2, . . . .  хп, хп+]} (бу ерда х п+1 =  Р — К  х2 +  а 2 х2 +  . . . +  а „  хп) (40) тенглик ва (41) тенгсизликни цаноатлантиради. Аксинча, агар (xlt х2 . . . .  

х п, х„+1} векторда (40), (41) лар бажарилса, {хх, х2, , х Jвекторда (39) бажарилади. Шундай килиб, чизшуш масала­нинг «ноканоник» элементи (39) каноник масаланинг (40), (41) элементларига келтирилди. Бундай хп+1 узгарувчини эркан
узгарувчи деб аташ кабул цилинган.Агар чизицли масалада (39) нинг <)рнига тескари маъно- ли тенгсизлик к,атнашса, бу тенгсизликни — 1 га купайти- риш ёрдамида (39) га келтирилади.Чизик, л и масалада xj узгарувчинннг ишорасини и |юда - ловчи чекланишлар цатнашмаслиги мумкин. Бу ^олда х; уз­гарувчи
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Эркин узгарувчи * 5 ни киритиб ва бириичи тенгликни 5 га булиб, ка­ноник куринишга утамиз*:10*! +  30*2 +  20 х3 +  15 * 4 m ax,* i  +  4*2 +  *з “1" 4*4 =  200,5 хг +  10 х3 +  5л:4 =  500, (45)1 0 * з +  10*4 +  * 5 =  700,*1 > 0, *2 > 0, *3 >  0, *4 > 0, *5 >  0.Б у  масаланинг шарт матрицаси иккита бирлик устунга (а — е4 ва 
аь =  ез) эга- Агар векторларни ав =  е2 вектор билан тулдирсак, бирлик диагонал матрица оламиз. Д ем ак, (45) учун биринчи фаза ма- саласини ягона сунъий узгарувчи * в ни киритиш ёрдамида ^уйидагича ифодалаш мумкин: — * в -*■  ш ах.

* i  +  4 *2 +  *3 +  4 *4 =  200,5 *2 +  10 * 3 +  5 * 4 +  * 6 =  500. (46)10 * 3 +  10 * 4 +  * 6 =  700,*4 > 0 ,  ( =  1, 6.(200, 0, 0, 0, 700, 500} вектор (46) масаланинг А Б =  {а1 =  е1, а6 =  е3, «« =  е’2} базис матрицали базис режасидан иборат.Масалапи 1уулда ечиш учун симплекс жадваллардан фойдаланишга асослапган, симплекс усулнинг янги (жадвал) усулда амалга оширили- шини куриб чицамиз**. Бунинг учун, (11) даги ба^оларни уисоблаш фор- муласи Д н — С Б А б 1 А н — С н дан фойдаланамиз. У  компоненталар буйича ёзилса,
A j ~ C B ABlai —с; , /6 Ун- (47)куринишни олади. I. 2- ж  а д в а лС1, b,aj С к | базис

0 0 0 0 0 —1
Ь a i «I а* «4 а% 0

0 “1 200 1 4 1 4 0 0 200- 1 ав 500 0 5 т 5 0 1 500 «5 700 0 0 10 10 1 0 70А 0 — 5 — 10 - 5 0 0t

)^ар бир нобазис шарт вектори й;- нинг базис буйича ёйилмаси, яъпи 1 0 . векторнинг хц , компоненталари берилган булсин (1.2-жадвал). У  >;олда, г;ийматларни ифодаловчи сБ векторнинг базис ком- поненталарини [х ц , i £ j Б } векторнинг мос компонемталарига купай- тириб (xij a j  устуннинг элементлари), натижалар^и ^ушиб ва йигинди- дан с, (с- ^аторнинг / - элементи) ни айириб, (47) (А- ^аторининг /- эле- менти) сонни ^осил киламиз. Бу амаллар (46) масаланинг бошлангич базис режаси учун симплекс жадвалда амалга оширилган (1.2- ж ад­вал)*. ,Бошлангич базис матрица бирлик матрица булганлигидан Ь, а ;- ,
j — 1 ,6 векторларнинг базис буйича ёйилмаларининг 1 .2 -жадвалда мос векторлар тагида ёзилган компоненталари (46) масаланинг параметрла- рига тенг, (46) масалада берилган маълумотлар бевосита 1.2-жадвалга езилади. 1.2-жадвалга нолга тенг базис ба>;олар киритилган булиб, улар, агар У н  ни J  гача кенгайтирсак, (47) га зид булмайди.Жадвалнинг А - каторида миннмал А^ =  АЯ =  — 10 элементни то- памиз. У  манфий булганлигидан, бошлангич режа оптимал эмас. Мини- мал батога мос келган а3 устун симплекс жадвалнинг стакчи уступи деб аталади. Ь- устуннинг етакчи устуннинг мусбат * (-/о,  I 6 / Б элемент- ларига мос *,■ ,  i £ J Б элементларини хцо га булиб, 0г- (25) натижа- ларпи 0- устунга ёзамиз. Минимал элемент 0° =  0; =  06 =  50, равшан- ки, (26) формула ёрдамида берилган сонга тенг. Минимал 0° элементли а/цатор етакчи цатор деб аталади. Етакчи г^атор ва етакчи устунлар- нинг кесишувида ётган х^^ — 10 элемент симплекс жадвалнинг стакчи 
элементи деб аталади.Симплекс усулга кура янги Аъ базис матрица эски базис Л Б ма- трицада а,- векторни а ,  векторга алмаштиришдан хосил булади. Бу ^ол 1 .2 -жадвалда янги базисга кирувчи ва эски базисдан чи^увчи шарт векторларини курсатувчи стрелкалар ёрдамида курсатилган. Янги сим­плекс жадвалнинг асосий ^исми (базис ^аторларнинг Ъ ва а(- - устунлар билан кесишмасидаги элементлар) Ь, а;- , / € J  векторларнинг янги базис буйича ёйилмаларидан иборат булиши керак..A jr1 матрицанинг элементлари учун ёзилган (34), (35) формулалар- дан Ь, a j  , j  d J  векторларнинг янги базис буйича ёйилмалари эле­ментлари *,• ,  Xjj лар учун*/„= xi, /*i„/V xi ~  xi ~  xi i , xi J  xi„h' 1 € //o'<

~*M ~xl J xU *  /€J:  (48)
xij ~  xij xUf xi i J xiti«' 1  ̂ \h> i £ J -

* * 5 эркин узгарувчининг физик маъноси эркин (режада фойдала- нилмаган) учинчи ресурс хажмини ифодалайди.** 6- банддаги симплекс усулнинг амалга ошиши куп ^олларда тес- 
кари матрица усули деб аталади. У  тарихан жадвал куринишидан кейин пужудга келган. * С' — биринчи фазанинг ^иймат вектори.
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1.4- ж  а д в а лформулалар кёлиб чидади. Б у ерда лу , х ^ ,  г 6 УБ , i £ J  — зеки ж ад. валнинг элементларидир.(48) формулалар симплекс жадвалда тугри тдртбурчак цоидаси ёр- дамида осонгина амалга оширилади. Янги жадвалда дастлаб янги базис- нинг векторлари булган устунлар тулдирилади. Сунгра а/о-датор, яъни зеки жадвалда етакчи булган датор (а(у  - датор) тулдирилади:

яъни_етакчи датор элементлари етакчи элемент) а булинади. 1\олган 
x i (*(/) элементларни хисоблаш учуй дуйидагича иш курамиз. Эски жадвалда х i (ёки хц )  ва етакчи элемент лс,-̂  ёрдамида тугри туртбур- чак тузамиз (1 .3 -чизма). Сунгра х  ̂ (мое равишда дг,-. ) элементдан «ён- дош» диагонал буйича жойлашган элементлар купайтмасининг асосий диагоналдаги етакчи элементга нисбатини айирамиз (бу амал, 1.3-чизма- да катаклар олдида «—» белги билан курсатилган). Натижада, ц  (x jj) элементни досил диламиз, уни асосий жадвалнинг аввал xi (х ) ж ой­лашган катагига дуямиз. A j сонларни (47) формула ёки юдоридаги, бу долда дам уринли эканлигини курсатиш дийин булмаган, тугри туртбур- чак цоидаси ёрдамида дисоблаш мумкин. Шундай дилиб, янги симплекс жадвал тузилди. Шунинг билан дулда дисоблашдаги симплекс итерация тугалланади.

1.3- ж  а д в а лч. С1 
С Б \ 0 0 0 0 j 0 -1

Базис v Ь 01 0» а. а. «в0 «1 150 1 7/2 0 7/2 0 - 1 / 1 00 50 0 1/2 1 1/2 0 1/100 а5 200 0 - 5 0 5 1 - 1

с К , 10 30 20 15 0 0
l),ajБ азис"\ ь а1 03 04 «в

10 «1 150 1 7/2 0 7/2 0 - 1 / 1 0
20 а.1 50 0 1/2 1 1/2 0 1/10

0 «б 200 0 — 5 0 5 0 1/10
А 0 15 0 30 0 1

1.2-ж адват учун янги симплекс жадвал (1 .3 -жадвал) тузилган. Янги 1 .3 -жадвалнинг базисида сунъий шарт вектори а й датиашмаган- лигидан, симплекс усулнинг биринчи фазаси тугалланади. Иккинчи фа- зага утиш учун, 1 .3 -жадвалдаги с1 векторни бошлангич (46) масаладагп диймат вектори с билан алмаштирамиз ва иккинчи фазанинг итерация - лари бошланадиган 1.4-жадвални оламиз. Бу жадвал оптнмаллик ало- матини даноатлантиради*. Оптимал режанинг элементларини нобазис компоненталарни ноллар билан тулдириб Ь- устундан оламиз: х° =  {150, 0. 50, 0 } . ' .Пировардида симплекс усулнинг жадвал куринишини 6- банддаги тескари базис матрицалардан фойдаланишга асосланган усули билан тад- дослаймиз. Жадвал содда** булиб, дулда дисоблаганда тасодифий хато- лар пайдо булиши эдтимолини камайтиради. Лекин уни Э)^М да амалга оширишда т, п сонлар етарли катта булганда*** дутулиб булмайдигаи мудим.камчиликлар анидланади. Биринчидан, жадвалли итерациялар да- вомида (т +  1) X  п матрицаларни узгартириш ва эсда садлаб долиш керак, тескари матрица усулининг итерацияларида эса фадат т хт  ма­трицалардан фойдаланилган эди. Иккинчидан, мазкур банднинг итера- циялари жараёнида янги жадвалнинг элементлари фадат эски жадвал элементлари буйича диеобланади. Шунинг учун бошлангич жадвал куч- 
сиз тулдирилган булиши (кам фоизда ноль булмаган элементларни узи- да садлаши****) мумкин булса хам, жадваллар кучли тулдирилган б у ­либ доладилар. Равшанки, курсатилган дол Э ^ М  даги амаллар сонини орттиради ва яхлитлаш хатоларининг тез купайишига олиб келади. 6 -банднинг усулида дар бир итерацияда бошлангич информациядан фой-

*1. 4-жадвалдан сунъий ав устунни чидариб ташлаш мумкин, чун- ки у (46) масалага алодадор эмас. Лекин у келажакда (2 ,3 -§  лар) сез- гирликни тадлил дилишда керак булади. Шунинг учун а& устун садла- нади, лекин унинг Д„ бадоси иккинчи фазанинг итерацияларида хеч вадт дисобга олинмайди.**У н и, муайян базиснинг элементларини узида садловчи устунларни чидариб ташлаш дисобига янада соддарод дилиш мумкин. Лекин, туда жадвал сезгирликнинг тадлили нудтаи назаридан дулайдир (кейинрод, 3-§  га д.).***Ам алда, т >  10000, п >  100000 булган масалалар дам учрайди.****К уп  амалий масалаларнинг шарт матрицалари 3 —  5 %  дай куп булмаган ноль булмаган элементларга эга булади.
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даланилади, бу эса нолга купайтириш операцияларини чи^ариб ташлаш дисобига А матрицанинг кучсиз тулдирилганлигини самарали хисобга олиш имконини беради. Масаланинг улчамлари ортиши билан 6- банднинг бу банд усулига нисбатан афзаллиги ортади.13. Минимакс масаласи. Чизи^ли программалаш масала- сига келтириладиган масалалар ичида (4) каноник масаладан мак,сад функциясининг (махсус) чизи^сизлиги билан фарк; киладиган, минимакс масаласи*

-*■  m in, Ах =  Ь, х >  О (49)
Xало^ида урин тутади. Бу масаланинг ь^уйидаги чизицли про­граммалаш масаласига

max
l=i

c3ixi - 4 s

Kn + i^  m in, ^  csjx ; ds <  xn+v s =  \,k,
X* ХП-\-1 j- 1

Ax =  b, x > 0  (50)эквивалентлигини исботлаймиз. Агар x° ечим (49) масаланинг ечими булса, max
l<s<k

S' с х — d_  Lsi ■*/ us /=1 (51)(50) масаланинг ечимидир. Х^ки^атан хам, агар (50) масала­нинг x*¥ l<x°n+l шартни цаноатлантирувчи {х\  х*+1} режа- ни мавжуд деб фараз к,илсак, (49) масаланинг максад функ- цияси учун х° ечим (49) масаланинг ечимидир, деган фикрга зид булган фикрга олиб келувчиmax
1 < S < *

2  Cs lXi ~ ~ ds ) =  Xn + 1 >  x n + 1 (  V  C . ,X ; — d./=1 /=1тенгсизлик келиб чицади.Энди {х*, х* + 1} ечим (50) масаланинг ечими булсин. У  холда х* ечим (49) нинг ечими булади. Х,а^икатан, агар (49) нинг ечими бош^а х° вектордан иборат булса ваmax ( V  с . х‘ — d.) <  max | V  c .,x * — d. 
\<s<k s‘ 1 7  l<s<*e 7  1

(52)бажарилса, равшанки (51) вектор (50) масаланинг чекланишлари- ни г^аноатлантиради ва унинг охирги компонентаси х®+1 учун
* Л . В . Кантаровичнинг дастлабки ишларидаги изланишлари шу синфга мансубдир.

30

(52) га асосан х° +1 <  х ‘ 4 , тенгсизлик бажарилади. Бу эса (х*. J  режанинг оптималлик шартига зиддир.14. Булакли-чизицли масала. Максад функцияси булак- ли-чизицли функциядан иборат булган
k

2 Cs iXl ~ d:
м

m in, Ах =  b, х >  0, (53)масала булакли-чизи^ли масалалар синфига киради. Бу ма­сала к,уйидаги чизи^ли программалаш масаласиV  (f +  ws)-> min, V  с х, — ds’= v s — ws, s =  \,k,  (54)
fZ\ *•».“' /=i

Ax =  b, x >  0, v >  0, w >  0, v — |Oj, v2............... vk],

w =  {wu w2, . . . , wk\ га эквивалент эканлигини исботлаймиз.x° ечим (53) нинг ечими булсин. У  хрлда компонентала- ри
V, =  2  cf, xi -  ds> wl =  0. агар V  csj х, -  ds> 0  булса, /s i w М
«; = о, «*; -  -  2 cs/ x i + ds» агаР 2 cs/ x i ~ d s <  °-/-«s = l , 6  булса, (55)кабилардан иборат {x°, о0, ш0} вектор (54) масаланинг ечими булади. Бундай булмасин дейлик, яъни (54) масаланинг шун- дай {х*, V*, да*} режаси топиладики, унда

2 « + о < 2  (»;+®в.) <56>
S = 1  S =  1тенгсизлик бажарилади. У  холда a s, s =  1, k нинг манфий

kбулмаган компоненталарининг йигиндисини V . а$ билан, ман-
S = 1

k _фий компоненталар йигидисини эса V  a s билан белгилаб,
5 =  1(54) — (56) ларни хисобга олсак,2

s=\
2 Cs iXi ~ d  /=1 k / п'

=  2 (2 cd xis=l v/=1

k [ n■S‘  2 cs/7‘ -S— 1 \1=1
31



аг
эе
(Ен:Н1ШзгпьтеУ(4!
ба:ни
син
30

ds) =  v +  (pi -  wl) -  2  <  ~ < )  <  2  у ’ + 1  <  <
1 s= 1 " 'fts

S = 1 S— 1

<  2 (» ; +  * 0  =  S + 2 cs; 2 CSJ X , ~  d ss= l C=J \>—1 s= l \ /= l
k: 2ss=1 2  cs , * ; - 4 (57)тенгсизлични оламиз, яъни (57) да биринчи нфода охирги ифодадан катъий кичикдир, бу эса х" ечим (53) нинг ечими булган холда бажарилмайди.Агар {х*, v*, да*) ечим (54) масаланинг ечими булса, х* ечим (53) масаланинг ечими булади. Тескарисини фараз ци- ламиз' л° вектор (53) масаланинг ечими булсин на (58)2s=l 2 ^ - 4м k<  уs—1 /=1 ■ d.

х° вектор буйича компоненталари (55) дан иборат v°, w° векторларни тузамиз. У  холда {хп, о0, ш0} вектор (54) маса­ланинг режаси булади ва (54) (58) лардан келиб чицадиган
£ ( » , + » ; ) - I ;  £ « . ,  * 1 - 1 )S=1 Ssl / = 1=  i + к  -  wi) -  2 “  -  “0  <  2  « +  о

1 S—  1

< 2 2s= l I/—1
S— 1муносабатга асосан, у {x*. v*, ш*} оптимал режадан яхйи- рокдир. Олинган зидлик (53), (54) масалаларнинг эквивалент лигини исботлайди.

2 -§ . И К К И Л А Н М А Л И К  Н А З А Р И Я С И
Иккиланмалик назарияси деб чизшуш программалашнинг шундай булимига айтиладики, бу булимда чизикли програм- малгш масалалари ёрдамчи, улар билан узвий боглик* булган 

иккиланма масалалар ёрдамида урганилади.1. Иккиланма масала. Уш бу каноникУ х - » - max, Ax =  b, х > 0  (1)масалани караймиз ва бундан буён уни чизицли программа­лашнинг rmjFpu каноник масаласи деб атаймиз.Симплекс усулга мувофиц, Ав базис матрицали хар бирх° оптимал базис режага 32

и А в — съ, « А н > с н (2)муносабатларни цаноатлантирувчи потенциалларнинг т- век тори и — и (1) мос келади (1-§даги (12), (15) ларга ц.). Чи" | зицли функция Ь'у нинг бу вектордаги кийматини хдсоблай" К лик;
Ь'и =  и'Ь— с'вА ~ 1Ь =  с’Бх°Б =  с/х0 (3)Фараз цилайлик, у (2) муносабатларнинг умумий хрлп ( булган

А'у > сI тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёри т- вектор булсин. Бу вектор учун
Ь'у =  у'Ь --  у'А  х° >  с'х°. (4)Бу хрлда (3), (4) лардан и вектор

Ь'у-*- min, А 'у ^ с .  (5)масаланинг ечими эканлиги келиб чпцади.'(5) масала чизицли программалаштиришнинг иккиланма (каноник) масаласи деб аталадн. Бу масала (1) каноник масаланинг параметрларидан !’ тузилган булиб, т та г/(-, г £ /  ((1) даги п урн ига) узга- рувчиларни хамда п та асосий чеклашларни ((1) даги т урнига) a‘j г/у >  с., j £ J ,  уз ичига олади ва унинг узгарувчи- ларига тугри чеклашлар куйилган булмайди. Шундай цилиб, (1), (5) масалаларнинг улчамлари т, п ларнинг уринлари «алмаштирилган». (1) тугри масаладан (5) иккиланма масала- 11 га утиш коидасини осонгина эсда саклаб колиш мумкин:х  —*■  у, с~+Ь, ш а х ->  m in, А - *  А ' =
х > °  - + y £ R m. (6)Купинча иккиланма масалаларни тузншнинг бошца усули цулайроцдир. (1) масала учун

F  (х, у) =  с’х  +  у' (Ь — Ах). (7)Лагранж функциясини тузамиз ва бу функция ёрдамида тугри ф(х), х > 0  ва иккиланма ф (у), y £ R m функцияларни кири- .. тамиз:ср (х) =  inf F  (х, у), y £ R m; ф (у) =  supF(x. у), х > 0 .  (8) Ушбу
{ х > 0 ,  ф (х) >  -—- оо} (9)тупламни цараймиз. Бу туплам фацат ва фацат Ах =  Ь (х >  0)
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муносабатларни каноатлантирувчи х , п векторлардан иборат- лйги (7) ва (8) дан куринади. Шундай к,илиб, тугри масала- нинг режалари ((1) масаланинг турри режалари) туплами X  (9) билан устма-уст тушади. Шунга ухшаш,
\у.$(у) <  °о|туплам (5) масаланинг режалари ((1) масаланинг иккиланма режалари)туплами Y  =  |у . А ' у ^ с }  билан устма-уст тушади.Хрлбукн, . . fm axc'x, агар х £ Х  булса, шах ф (х) =  { -  „*>о ( — оо, агар х £ л  булса,. , . . [min b'y, агар y £ Y  булса,min ф (у) =  { -

y£Rm { оо, агар булса,

тенгсизлик куринишида булса, иккиланма узгарувчи ман- фий булмайди; 4) агар узгарувчи ишора белгисига эга булмаса, иккиланма масаланинг унга мос асосий чеклаш- лари тенглик куринишида булади; 5) агар узгарувчи манфий булмаса, иккиланма масаланинг унга мос асосий чеклаши тенгсизлик куринишида булади.Му ставил равишда (7) Лагранж функцияси терминларида (11), (13 ) масалаларни дуйидагиФ (х) -*■ max, х  >  0; ф (у) -*■  m in , у >  0куринишда ёэиш мумкинлигини курсатинг ((10) билан тавдосланг), бу ерда тугри ф (х), х >  0 ва иккиланма ф (у), у  >  0 функциялар (8) дан фардли уларод,Ф (х) =  inf F (х, у), у  >  0: ф (у) =  sup F (х, у), х  >  0 муносабатлар ёрдамида анидланган.булганлигидан, тугри (1) ва иккиланма (5) каноник масала- ларии к,уйидаги шаклда ёзиш мумкин:Ф(х)->~тах, х > 0 ;  ф ((/)-> min, y £ R m- (Ю)Агар (5) масалани каноник куринишга келтириб, сунгра юкоридат коида буйича хрсил цилинган масала учун иккн- ланма масалани тузсак, (1) масалага келамиз. Шундай кнлиб, (1) ва (5) масалалар узаро иккиланма масалалар жуфтини ташкил килади.Знди с 'х -* -т а х , Лх <  К х >  0 (11)нормал масала учун иккиланма масала тузамиз. Бу масала (1-§ га к.) к.уйидагис 'х -> -т а х , Л х - Ь * э =  К  х > 0 ,  хэ> 0  (12)масалага эквивалент булганлигидан, (6) нридаларни (12) ма­салага цуллаш цуйидаги
b'y-*- m in, А 'у ^ с ,  0 (13)

иккиланма нормал масалага олиб келади.Бу масалада yt, i € / иккиланма узгарувчилар тугри чек- лашлар у > 0  ни каноатлангиради. (1), ( 5 ) в а  (11), (13) масалалардан иборат жуфтларни такрослаб, цуйидаги хулоса- га келамиз: 1) жуфтдан олинган бигта масаланинг хар бир
i- асосий чеклашига шу жуфтдаги бошка масаланинг <- уз- гарувчиси мос келади; 2) агар асосий чеклаш тенглик куринишида булса, иккиланма масаланинг унга мос узгарув- чкси учун ишора белгиси булмайди; 3) агар асосий чеклаш

2. Иккиланмалик назарияси. Иккиланмалик назарияси асосини мавжудлик теоремаси ва иккиланмалик теоремаси рамда улардан келиб чикадиган тугри ва иккиланма масала­лар ечимлари орасидаги иккиланмалик муносабатлари таш­кил килади.1 - теорема (мавжудлик теоремаси). Чизикли программа- лаштириш масаласининг ечимн мавжуд булиши учун унинг тугри ва иккиланма режалари тупламларининг буш булмас- лиги зарур ва егарлидир.И  с б о т  и. Зарурийлиги. Каноник масала умумийроц бул­ганлигидан, (1) масалани lyapaiu етарлндир. Агар (1) масала ечимга эга булса, 1-§ да курсатилганидек, шундай оптимал базис режа х° топиладики, унга 1-бандга асосан, оптимал иккиланма режадан иборат и потенциаллар вектори мос ке­лади.
Етарлилиги. Фараз цилайлик, тугри ва иккиланма режа- ллр тупламлари X , Y буш булмаснн. У  хрлда нхтиёрий 

У ^ У  лар учун (1-банддаги (4) тенгсизликнинг келиб чшуишига к.), с 'х  <  Ь'утенгсизлик бажарилади, яъни (1) масаланинг ма^сад функ­цияси X  тупламда юкоридан чегараланган. Бу эса 1-§ нинг Ю-бандидаги натижага кура, оптимал базис режа х нинг мавжуд булиши учун етарлидир. Теорема исботланди.2 -  теорема (иккиланмалик теоремаси). Чизикли программа- лаштириш тугри масаласининг х° ечими мавжуд булиши учун унга иккиланма масаланинг у0 ечими мавжуд булиши зарур
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ва етарлидир. Тугри ва иккиланма мак,сад функцияларининг* х°, у 0 ечимлардаги кийматлари узаро тенг:
с 'х °= Ь 'у ° . (14)

Зарурийликнинг и с б о т  и 1-теоремадаги зарурийликнинг исботи билан бир хил.
Етарлилиги. у0 ечим (5) иккиланма масаланинг ечими булсин. Агар бу масалани тугри масала сифатида олсак, (1) масала (5) масалага нисбатан иккиланма булади ва юкорида- гига кура, теореманинг исботи келиб чикади.1 - н а т и ж а .  Тугри х ва иккиланма у режалардан тузил- ган хар бир жуфт учун

с 'х ^ Ь ’у  (15)тснгсизлик уринлидир.И с б о т и  1-бандда келгирилган ((4) га к.).2- н а т и ж а  ( ч е к л а ш л а р н и н г  б и р  га л и к  д а  б у л -  м а с л и г и и и н г е т а р л и л и к ш а р т и). Агар иккиланма режаларнинг бирор у \  k — \, 2, . . . , кстма-кетлигида ик­киланма максад функцияси чексиз камайиб борса:
Ь'ук~)------ сю , k - + ° c ,  (16)(1) тугри масала рсжаларга эга булмайди.И с б о т и .  Агар х режа мавжуд деб фараз килсак, (16) га асосан шундай k„  сон топиладики, (15) га зид с 'х > Ь 'у °  тенгсйзликка эга буламиз. Натижа исботланди.3 - н а т и ж а  ( о п т и м а л л и к н и н г  е т а р л и л и к  ша р -  ти).  Агар бирор тугри х* ва иккиланма у г режалар учун

с'х* =  Ь'у* (17)тенглик бажарилса, х*, у* лар (1), (5) масалаларнинг ечим- лари булади.И с б о т и .  (15) га кура с'х функциянинг х тупламдагн цийматлари Ь'у* дан катта була олмаслигидан ва х* учун (17) бажарилганлигидан, х* оптимал режа эканлиги келиб чикади, у* нинг оптимал иккиланма режа эканлиги хам шунга ухшаш исботланади. Натижа исботланди.4 - н а т и ж а  ( н о р м а л  м а с а л а д а ц а т ъ и й м а с л и к н и  т у л д и р у в ч и  ш а р т л а р ) .  х н, у 0 лар (11), (13) масала­ларнинг ечимлари булсин. Агар х° да тугри масаланинг
*Кфсцалик учун: с'х  —  tnijFpu маусад функцияси; b у иккиланма 

маусад функцияси.
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i - асосий чеклаши пассив булса (Л (г, J) х° <  fy), у холда 
уп векторнинг i- компонентасн нолга тенг булади. Аксинча, агар у0 >  0 булса, i - асосий чеклаш х° да актив булади 
(А (г, J)  х° =  bt).И с б о т и .  (11) масаланинг асосий чеклашинн (12) тенг- линка келтирамиз; (12) тенгликни х° ну^тада у0 га скаляр купайтирамиз:

i /  Ах° +  у °'х ° =  Ь0у \  (18)(13) иккиланма масаланинг у° нук;тадаги асосий чеклаш- ларини х° га скаляр купайтирамиз:у 0 Ах° >  с 'х0 (19)(18) ва (19) лардан с 'х 0 <  Ь'у° — у 0 х° тенгсизликни оламиз, бу эса (14) га асосан, у0 х э <  0 тенгсизликка келтирнлади. Иккинчи томондан, х ° > 0 ,  у ° > 0  булганлигидан, у ° х ° > 0  булади.*Демак, (11) нормал масаладаги катъиймасликни тул­дирувчи шартларни ихчам шаклда ифодаловчн
тУ0' Х°э =  У0' [ь — Ах°] =  V  у о ф. _  А (г, J ) х°) =  О 

1 = 0тенглик уринлидир. Натижа исботланди.Иккнланмалик назариясидаги бошка фактлар II бобда ис­ботланади.3. Иккиланма узгарувчиларнинг физик маъноси. )^ар бир амалий масалада тугри масаланинг элсментлари ани^ физик маънога эга булади. Иккиланма масалани цуриш ко­пуний характерга эгадир, Тугри масалани текширишда икки­ланма масалада берилганлардан самарали ва ншончлиро^ фой- даланиш учун иккиланма узгарувчиларнинг физик маъносини тушуниб олиш му.^им ахамиятга эга*. Аввало цуйидаги ёр- Дамчн леммани исбот ^иламиз.Лемма. Агар х° — каноник масаланинг бузилмаган опти­мал базис режаси булса, унга мос иккиланма масала х° ре- жанинг потенциаллар вектори билан устма- уст тушувчи ягона у 0 ечимга эга: у 0' == и' =  С'бА~'.

Купгина муайян масалалар учун иккиланма масалаларга хам, икки- аима муносабатларга хам физик маъно бериш мумкнн булади, бу эса берадцМаСаЛаНИ,1Г ечимлаРи ЛаКиДа кушимча маълумот олиш нмконини
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И с б о т и .  и ва ихтиёрий у иккиланма режа учун цуйн- даги айирмани хисоблаймиз:
Ь'у — Ь'и =  {у — и)' Ь =  (у'Ав — С'Б) х°Б.Бу айирма х°Б > 0 ,  у'ЛБ — С'Бф  0 булганда мусбатдир. Д е ­мак, ихтиёрий иккиланма оптимал режа и билан устма- уст ту шиши керак. Лемма исботланди.3 - теорема. Фараз цилайлик, х° =  х°ь режа (1) каноник масаланинг Ь векторга мос бузилмаган оптимал базис режа- си булсин. У  х.олда оптимал иккиланма у 0 режанинг ком- поненталари

дс х], я . - —
y°i — ------- =  — шах с х, 1 =  1 ,/и

dbt дЬ[ Ах=ь,х>отенгликларни цаноатлантнради.И с б о т и .  А б матрица х" режанинг базис матрицаси бул­син. Унда х°б =  А б ' Ь > 0 тенгсизликдан етарли кичик ||Afr|| лар учун А~х (Ь +  АЬ) > 0  тенгсизлик келиб чикади, яъни хО+ д ь = { Л - ‘ (Ь +  АЬ), х° (JH) — 0 j вектор (1) масаланинг 
Ь векторни Ь +  АЬ  векторга алмаштиргандаги бузилмаган опгимал базис режасидан иборат булади. х°ь, х£+д() режалар учун базис матрицалар у мумий булганлигидан, уларга битга ва фацат битта у0 оптимал иккиланма режа мос келади. Шундай килиб, (14) нккиланмалик муносабатпдан фойдала- ниб (20) тенгликнинг бошцача куринишини ифодаловчис'х°+ ,д ь -  с'х° — у0' (Ь +  АЬ) — у0 Ь =  у0' А Ьтенгликларни оламиз. Теорема исботланди.Ишлаб чикариш масаласи терминларида (1-§ нинг 12- бандига ц.) (20) тенгликлар цуйидагиларни ифодалайди: yt — максимал фойданинг /- ресурс хажмининг узгаришини ссзув- 
чанлик улчами (даражаси). Агар >  0 булса, /- ресурс хажмининг ортиши максимал фойданинг ортишига олиб ке­лади ва y°i цанча куп булса, ортиш шунча самарали булади. 
y °i< 0  булганда /-ресурс хажмининг камайиши максимал фойданинг ортишига олиб келади.М и  с о  л. 1 -§н ин г 12-бандида ишлаб чикариш типидаги масала ечилган. 1.4-жадвалда .v° оптимал режа ёзилган- Жадвалдан иккиланма оптимал режа у0 нинг компоненталарини хам келтирнб чидариш мум. кин. (2) формула ва бадолар учун Aj — u a j  —  су формулага асосан, у/о векторнинг i- компонентаси бирлик шарт векторн еу билан бир устунда
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ётувчи Ду бадога дийматни ифодаловчи Cj коэффиниентни душиш ёрда- м\)да досил дилинади. Шундай дилиб, у =  10, у\ =  1, =  0. Бу ю -пиЛган дийматларга дараб (20) формулага асосан хулоса дилиш мум- 
хинки, мисолнинг шартларида 1 -ресурс хажмининг ортиши 2 - ресурс кажми ортгандагига Караганда 10 марта самарали булади. К.атъий бул- маган холда айтиш мумкинки, 1 -ресурс 2 - ресурсдан 10 марта диммат- лироддир. Уш а ресурс бошда шартларда (бошда масалаларда, параметр- ларнинг бошда дийматларида) бошкача димматга эта булади. Шунинг учун иккиланма режа у0 нинг компоненталарининг физик улчами дий- матларни ифодаловчи векторларнинг улчами билан устма-уст тушганли- ги, юдоридагига асосан, оддий тушупишда димматли эмас. Куп доллар- да у® бадо 1-ресурснинг объектив шартланган ба\оси деб аталади.4. Нккиланмалик назариясининг тенгсизликлар назария-сига татбиди. Нккиланмалик назарияси математиканйнг х,ар хил булимларида татбикларга эга. Бу бандда чизицли тенг­сизликлар назариясининг кейинрок керак буладнган бир неча натнжаларини оламиз.4 - теорема (Фаркашнинг тенгсизлик-натижалар дадида- ги теоремаси).

сц х <  0, i — 1,/птенгсизликларни даноатлантирувчи дар бир п- вектор х  да
а'0х <  0 (22)тенгсизликнинг бажарилиши учун шундай маифий булмаган р/ > 0 ,  i =  1, т сонлар мавжуд булиб,

т

i=  1булиши зарур ва етарлидир.И с б о т и .  Зарурийлиги. Агар (21) тенгсизликлардан (22) тенгсизлик келиб чидса, х =  0 вектор
а’0х -+  шах, а\х <  0, / =  I, т (24)масаланинг ечими булади. Нккиланмалик теоремасига асосан (24) масалага иккиланма булган
т

° 'У -*■  ш in, ^ a iyi =  a j , у >  0, {у =  \yv . . . , y j )  (25) 
/=1масаланинг i f  ечими мавжуд булади. (25) масала чеклаш- ларининг биргаликда булиш шарти (23) тенгликни нсбот- ланди.

30



/
(

Етарлилиги. Агар (21У, (22) тенгсизликларнинг параметра лари учун р(- >  0, i — 1 ,т булган (23) тенглик уринли 6yh- са, (23) тенгликни (21) тизимни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х векторга купайтирсак (22) тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди. К,уйидаги теорема юкоридагидек исботланади.5 -теорема (тенгликларнинг натижаси булган тенгсизлик ^ацида). (22) тенгсизлик <)щат ва фа кат шу холда

а{х =  0, i =  1 ,ттенгликларнинг натижаси булади, агар ^лндайдир р,-, i—\,m лар учун (23) тенгсизлик бажарилса.И з о х -  Агар (21) тенгсизликларни а/дг <  0, ( '=  1 ,т, цатъий тенг- сизликларга алмаштнрсак Фаркаш теоремаси узгармайди. Буни исбот- лаш учун мос

Зарурийлиги. (26) тизимнинг биргаликда булмаслиги 
шунп билдираднки, а\х, i — 1 ,т сонлар ичида хар бир л-век- тор х  учун манфий булмаган сон топилади, яъни т а1<{ . т
р, 0. Демак, х =  0 векторmax а\х ->  m in1 <i<m  хмасаланинг ечими булади.1-§ пинг 13-бандига асосан, (29) масала ечими {х =  0, £ =  01 вектор булган£-»-m in , а':Х ^  £, i= \ ,m  (30)масалага эквивалента^. Иккиланмалнк теоремасига асосан (30) га иккиланма булган

а0х -+  max, о,х  ^  ег-. t =  1 ,тмасаланинг ихтиёрий е* >  0, i — 1 .т лар учун ечими борлигини кур- сатиш етарлидир, чунки (22) га асосан унинг мак;сад функцияси режа- лар тупламида юь;оридан чегараланган.6- теорема (тенгсизликлар тизимининг биргаликда бул­маслиги). Ушбу
а [х<  0, i =  1 ,т (26)тенгсизликлар биргаликда булмайди, фа кат mi фанат шу х,ол, даки, агар хам мае и бир вактда нолга тенг булмаган р(- >  0

i =  1, т номанфий сонлар мавжуд булиб,V  = 0 (27)
1=1бажарилса. _____И с б о т и .  Етарлилиги. Кандайднр iр,- >  0, i == l ,m) лар учун (27) тенглик бажарнлеин, бирок шундай и-вектор х* мавжуд булсинки, у (26) тизимни каноатлантпренн, яъни

а\х* =  а а; < 0 ,  i =  1 ,т (28)
i- тенгликни р(- >  0 га купайтириб, натижаларни цушамиз. Чап томонда (27) га асосан ноль оламиз, унг томонда эса
т т^  р(- >  0 булганлигидан, V  р-а(- манфий соини оламиз. Бу(=1 /=1эса зиддият.

т т
0'у -► min,^ У ( a i =  0, 1, у > 0  (31)i=i (=1масаланинг ечими хам мавжуд. (31) масала чеклашларининг биргаликда булиши теореманннг исботланганини билдиради.5. Чизицли программалашнинг матрицали уйинлар би- лан богланиши. Минимакс ^ацидаги теорема. Ж . фон Ней­манн» иккиланмалнк назариясининг асосларини яратишга олиб келган натижалардан бнри унинг матрицали уйинлар назариясидаги минимакс хакидаги теоремасидир.

Матрицали уйин деб (нормал куринншдаги) шундай {/, J ,  А\ учликка айтиладики, бунда I — (1, 2, . . . .  т\ — 
биринчи уйинчининг соф стратегиялари тупламини, J  =  =  {1, 2, — иккинчи уйинчининг соф стратегияларитупламини, A =  [air i £ I ,  j £ J ) ,  т Х п  улчовли mi/лов мат- 
рицасини билдиради. Уйинчилар бир вацтнинг узида i £ / , / €«/ соф стратегияларини (А тулов матрицасининг сатр ва устунлари номерларини) танлайдилар ва а,-. элементнинг кий- матига караб хисоблашадилар: 1) агар а£ > 0  булса, биринчи уйинчи иккинчи уйинчидан aif туловни олади; 2) агар а((< 0  булса, иккинчи уйинчи биринчи уйинчидан |at- 1 туловни ола- ди. Масала уйинчиларга максимал ютукутарни таъминловчи г» £ Л /о £ J  оптимал стратегияларни курсатишдан иборат.Агар туловлар матрицаси |/0, /0) эгар нуктага зга бул­са, яыш барча i =  1 ,т, / =  1 ,п учуй
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(32)тенгсизликлар бажарилса, лар цуйидаги маънода уйин-чиларнинг оптимал стратегияларидир. Биринчи уйинчи томонидан соф стратегиянинг танланиши унга ai u> ютукни таъминлайди (иккинчн уйинчи кандай j £ J  стратегияни тан- ласа -\ам, у биринчи уйинчига а , - ю т у ц н и  олишга хала^ит бера олмайди). Ленин, агар биринчи уйинчи i0 ни рад цил- са, иккинчн уйинчида— дан ортицроц ютуцга эга булиш имконияти пайдо булади.Умумий холда А матрица агар нукдага эга булмайди, шунинг учун оптимал стратегияларни аншугашнинг узи х;ам муаммо булиб цолади. Келтирилган турдаги реал уйинларда кагпашувчиларнинг кандай маълумотга эга булиши катта роль уйнайди ва ютуц, одатда, куп партиялар (катнашувчи- ларнинг уз стратегияларини танлаш актлари) натижаси си- фатида дисобланади. Шунинг учун аралаш стратегияларга 
(соф стратегияларни рандолашпшришга) утиш табпийдир (бу биринчи марта Э . Борель томонидан амалга ошнрилган булиб, оптималлаштириш масалаларида стратегияларни кен- гайгириш буйича салмокли кадам хисобланади). Кфтнашув- чилар энди конкрег соф стратегияларини курсагмасдан, соф стратегиялар туп лам лари /, J  ларда эхтнмоллар тацсимотини танлашади, холос. Ушбу х =  { х : xi >  0, i £ / ;  xt — 1 [is /тупламга биринчи уйинчининг аралаш стратегияси деб ата- лади. Шунга ухшаш, У =  \у '■ О, /£У;  ^  у;=  l j  иккнн-

iiJчи уйинчининг аралаш стратегияси булади. Шундай цилиб, куп партиялардан иборат уйинда цатнашувчилар узларининг х,ар бир соф стратегияларини танлаш эхтимоллигини кур- сагадилар. Ленин уйиннинг хар бир партиясидаги танлаш тасодифий механизмлар ёрдамида амалга оширилиб, бу ме- ханизмлардан бири / тупламдан олинган ва таксимотлари 
х га тенг булган тасодифий сонлар билан, иккинчиси эса J  тупламдан олинган ва таксимотлари у булган тасодифий сонлар билан иш куради. Энг содда механизм цуйидагича тузилган. Горнзонтал доиранинг айланаси х,-, г — 1,тсонлар- га пропорционал цисмларга булннган. Доиранинг марказигэ вертикал уц атрофида айланиши мумкин булган мосланган стрелка урнатилган. Агар стрелкани цуйиб юбореак, >̂ ар бир цуйишдан кейин стрелка тухтаган ёйларнинг номерлари

кетма-кетлиги партияларда танланадиган соф стратегиялар 
кетма-кетлигидан иборат булади. Аралаш стратегияларни амалга ошириш учун Э Х М  ларнинг математик таъминотидан олинган тасодифий (псевдотасодифий) сонлар датчикларидан фойдаланиш мумкин. Уйиннинг янги усулида цатнашувчилар ракибининг кандай стратегия танлашини аниклай олмайди. Бу эса эски усул учун жуда мухим булган соф стратегия­ларни сир саклаш масаласини чицариб ташлайди.Агар паргияда t £ /, j  £ J  стратегиялар амалга оширилса, д . . — биринчи уйинчининг xi yj э.^тимолли ютугини ифода-лайди. *Биринчи уйинчининг уйин давомидаги уртача ютуги (ютуцнинг математик кутилмаси)/ (х, у ) =  (33)i=i /=1га тенгдир. Биринчи уйинчи х ни танлаш йуди билан (33) ни максималлаштиришга, иккинчн уйинчи эса у ни танлаш йули билан уни минималлаштиришга интиладп.Маълум булишича, (33) (функция (х°, у°\ эгар нуктага эга (банднинг бу асосий натижаси цуйида исботланадн), яъни барча х , у аралаш стратегиялар учун/ (*. У0) <  f  (х°, у0) К  / (х°, у) (34)тенгсизлик бажарилади.Юцорида тушунтирилган сабабларга кура, х°, у0 аралаш стратегияларни уйинчиларнинг оптимал аралаш стратегия- 
лари (матрицали уйиннинг ечими) сифатида цараш мумкин.Оптимал стратегияларни цуриш максадида иккита масала карайлик:

т п тmin V  V  д,.х,- у<->- шах, х >  О, V  х , =  1,
у>о,  у ^ = 1 ‘ =1/=1 ‘ =|

П
т п пmax ^  У  д. х,- у.-*- m in, у >  О, У  у =  1.

т ‘
■ *>о, У  Ч щ\ »=0 1 /=‘

i^l^олбуки,
т п тmin

пi/>.0, V  У Г 1 /—1
V  умшт

i~ 1 /= 1a a Xi У , =  m in' 1 \<i<n
V ,
i 1

(35)
(36)
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rn n nmax 2  2  o(i *, < / , = ; " £ „ 2 “ »*'/л Ч Л 1 1 —1 / 1 /— 1л>0, N Jct-=1 ‘ 'i 1булганлигидан, l-§  даги 13-бандни хисобга олсак, (35), (36) масалалар куйидаги
т __ т£->-m ax, V ai jxi > l , / =  1,я;  У ^ =  1, х >  О, (37)*. £ ! Л 1

Г)-»- min, V a f-, у ,  <  п. / =  1 ,т ; V  у .  =  1, (/ >  0, (38)"■11 / 1  / 1 иккиланма масалалар жуфтига эквивалент деган хулосага келамиз. Иккиланмалик теоремасига асосан |° =  г)°, шунин г учун
т пшах min V  V  xi у . =

т п ■ f*  ^  ; 'Д . о .^ д  1 У>0.^У, 1‘ 'i  = 1 / 1=  max min ^  a,-, x.^  4 l 1=1 г =  max 1
т

х>0. V  xi=1 
i 1 1 </<n •V. 1 

n=  m in n =  min max V
у. ч n 1 ,l4m

y>  o, V  уi-l /= 1/=1=  min шах (39)y > o , V r i i > o , v 4 = i '  4 1  /=• ( 1га эта булэмиз. Иккинчн томондан, х°, у0 лар (37), (38) масалалар ечимларининг компоненталари булганлигидан,
т п т п

1° =  min J  V  atj х? у,.; n0 =  max V  ^  ац х{ У°г
у о, v  „г 1г 1' 1 *>о. > > ,- 1' 11 1

i = 1
Б° =  Т1° =  2 2 а ‘ /, x °iy r

i 1 /= 1
44

яъни х°, у0 векторлар
т п т п т п1 = 1/1 j- 11=1 г 1/=1тенгсизликларни цаноатлантириши келиб чшущи. (40) ни (34) ва (39) даги четки ифодалар билан таккослаб, куйидагини оламиз.7 -теорема (матрицали уйинлар назариясининг минимак- си хасида). Хар бнр матрицали уйин (37), (38) чизшуш ма- салаларнинг оптимал режалари компоненталари билан устма- уст тушувчи аралаш стратегнялар <?инфида |х°, (/°) ечимга эга хамдаmax min х'Лу, min max х'Ау

х>0, е'х-Л у>0. е'у=-1 у-0,е'у=\ х:-0,е'Хш1цпйматлар хамиша мавжуд ва узаро тенг:max min х 'А у =  min max х'Ау.
х>0,е'х=\ у> 0, е'у= 1 У? О, e'y î 0, е'х~\И з о х , .  х°Ау° сон уйиннинг ба.^осн деб аталади.Шундай цилиб, ихтиёрий матрицали уйиннинг ечимини чизи^ли программалашнинг маълум бир масаласининг ечими буйича топиш м’умкин. Аксинча: чизи^ли программалашнинг х,ар бир масаласига ечими шу масаланинг оптимал режасини берадиган матрицали уйин мос келади.

3-§. ИККИЛАНМА СИМПЛЕКС УСУЛКаноник масалани 1-§ да баён кшшнган ечищ усулини бундан буён тугри симплекс усул деб атаймиз. Иккиланма симплекс усул бу тугри каноник масаланинг оптимал режа- ларини иккиланма каноник масалада тугри симплекс усулни амалга ошириш ёрдамида курит усулидан иборатдир. Энди симплекс усул деганда тугри ва иккиланма симплекс усул- 
лар мажмуи (жуфпш) тушунилади. Чизикли программалашс тиришнинг амалий масалаларини чукур текширишда симплек- усулнинг иккала компонентаси мухим роль уйнайди вабнри иккинчисини тулдиради.1. Базис иккиланма режа. Корежа. Псевдорежа. Орттир- ма формуласи. Иккиланма симплекс усул

с'х ->  max, Ах — b, х >  0 каноник масалани унга иккиланма булган ушбу 
b’y--*- m in, А'у >  с

( 1)

<2)
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масаланинг режаларини алмаштириш ёрдамида ечишнинг мах- сус усулидан иборатдир.2- § да иккиланма масала (2) нн ^осил кнлпшда курса- тнлган эдики, Ав =  А (/, J Б) базис матрицали х° оптимал базис режага иккиланма масаланинг
У == СБ' У° А (3)шартларни каноатлантирувчи махсус у0 =  и ечимн мос ке- лади. Агар (3) муносабатларни каноатлантирувчи гу° икки­ланма режа берилса ва АВ ]Ь >  0 булса, (1) масаланинг 

х ° — \Ав 'Ь, х и =  0) оптимал базис режасини цурнш мум- кин.Бу тахлил курсатадики, (1) масаланинг оптимал режаси­ни ^уриш имконини берадиган (2) иккиланма масаланинг ечкмини базис иккиланма режалар деб агаладиган махсус иккиланма режалар орасидан излаш етарлидир.
1-таъриф. Агар det4B=/=0 булиб, у векторда иккиланмамасаланинг чеклашлари

^ бУ =  СБ' У ^  С’ (4 )

(cB — c { J B), Ан — А (/, J H), — J \ J & сн — с Ыкуринишда булса, иккиланма у  режа иккиланма базис А в =  =  А (/, J B) матрицали базис режа дейилади.Иккиланма базис матрицанинг а., /£ .1Б) устунлари маж- муи иккиланма базис деб аталади. (1) тугри масаланинг базиси ва базис режасининг базис матрицасини (1-§ га ly) 
тугри базис ва тугри базис матрица деб атаймиз.

2- таъриф. Агар базис иккиланма режада (4) даги тенг- сизлик к,атъий булса, у бузилмаган режа деб аталади.Кейинги хисоблашларда базис иккиланма режа билан богланган иккита вектордан куп фойдаланилади.
3- таъриф. Иккиланма режа у да хисобланган б =  б (J)б =  А ’у  — с (5)вектор (яъни б >  0 булганда) (1) масаланинг корежаси деб аталади. Базис корежа — иккиланма базис режага мос ко- режадир. У б (/в) =  0, detA (/, 2В)Ф  Омуносабатларни цаноатлантиради.
4-таъриф. Иккиланма базис матрица Ав буйича (базисиккиланма режа буйича) хисобланган, компоненталари
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х (JB) =  A B'b, х (JH) =  Обулган х =  х (J ) вектор (1) масаланинг базис псевдорежаси деб аталади.Фараз килайлик, у  иккиланма базис режа булиб, Ав =  =  А (/, J  Б) унинг иккиланма базис матрицаси булсин. Бош-ка у =  У +  А у  (базис булиши шарт эмас) иккиланма режани караймиз. Иккиланма ма^сад функциясининг орттирмаси
Ь 'у - Ь 'у  =  Ь 'А у * учуй формула келтириб чинарамиз.Корежа ва иккиланма базис режаларнинг таърифпдан ^уйидагига эгамиз:А б' (УБ) =  У  (УБ) ~ 6 '  ( JB)=~yAB — с' (УБ) — б' (/Б) ==  У Ав "Ь А у А Б сБ бБ =  А у /1Б.Буни х,исобга олсак, псевдорежа таърифидан иккиланма мац- сад функцияси орттирмаси учун излангэн

V  А У =  А у'АБ х б =  х Б А 6 (УБ) =  ^  А  б. (6)
1*3 Бформулани хосил циламиз.Бу ((юрмуладан псевдорежа компонентасининг физик маъноси келиб чи^ади: xj — иккиланма максад функцияси­нинг у ну^тада (мос б корежада) б корежанинг /- компо- нентаси ортгандаги узгариш тезлигидир.2. Оптималлик критерийси. Тугри режалар булмаслиги- нинг етарлилик шарти. Итерация. Фараз цилайлик, у — иккиланма базис режа булиб, А в =  А (/, J B) унинг икки­ланма базис матрицаси, х  =  ;х Б =  А~'Ь, х н =  0 - — мос ба­зис псевдорежа булсин.1-теорема (оптималлик критерийси). Иккиланма базис режа у  нинг оптимал булиши учунх Б >  0 (7)тенгсизликнинг бажарилиши етарли, бузилмаган базис режа булган хрлда зарур ,\амдир. Ш у у га мос базис псевдорежа эса тугри оптимал режадан иборатдир.И с б о т и .  Етарлилиги. Ихгиёрий иккиланма режа у =  

— у +  А у  ва мос корежа б =  б +  А б учун
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Дб (/Б) =  б (УБ) - 6  (УБ) > 0  (8)тенгсизликни оламиз.Иккиланма маьрад функциясининг (7), (8) векторлардаги орттирмаси (6) га асосан манфий булмайди. Бу эса иккилан­ма режа у нинг оптималлигини исботлайди.Хар бир базис псевдорежа, таърифга кура, (1) тугри ма- саланинг асосий чекланишларини цаноатлантиради. Агар (7) бажарилса, бу режада (1) масаланинг турри чеклашлари х,ам уринли булади, яъни х =  тугри режадир. Шунингдек,с х =  х Б =  сБЛ Б =  b убулганлигидан, иккиланмалик назариясига асосан (2-§ даги 2-натижа), х  (1) масаланинг оптимал режаси булади.
Зарурийлиги. Фараз ^илайлик, у режа (7) тенгсизлик ба- жарилмайдиган бузилмаган иккиланма базис режа булсин, яъни 6Н > 0  (9)булиб, бирор /0 £ 7б учун х (о компонента манфий булсин:

6 =  б +  Д б корежани куйидагича курайлнк:Дб =  S агар / =  г° бУлса- 
1 { 0, агар j ф  г0, j £ J B булса.(5) га асосан Дб' =  Ду'А  тенглик бажарнлади. Базис кием Д6Б =  Ау' А б дан компоненталари (11) ёрдамида берилганмаълум ДбБ вектор буйича Д у' =  ДбБЛ Б векторни топа- миз. У  холда, Д6н =  Дб (./,,) компонента учун

ЛЬн =  Лу’Ан =  АЬь А - 1Ан (12)формулани оламиз.Агар турри симплекс усулдагидек, ЛБ <з; вскторнинг i- компонентасини х(), i £ / Б, / £ /н билаи белгиласак, (11) ни ^исобга олганда, (12) формуланинг компоненталар буйи­ча ёзилиши к,уйидаги куринишда булади:А«, =  « V  /«•'"■ (13)(11), (13) лардан куринадики, (9) га мувофи^ шундай етарли кичик мусбат б >  0 сон топиладики, уида 6. =  б;. +
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( 10)

( П )

+  Дб;. 5* 0, / £ J ,  тенгсизлик бажарнлади, яъни б режа (1) масаланинг у — у +  Дг/ иккиланма режага мос режасидир.Бу режа учун орттирма формуласи (6) дан (10), (11) ларга мувофи^ иккиланма режа у нинг оптималлигига «карама- карши булган
Ь'~у — Ь'у — х (-о Дб,о — ох0 <  0 (14)тенгсизликка келамиз. Теорема исботланди.Оптималлик критерийси (7) бажарилмаган ва псевдоре- жанинг бирор манфий компонентаси (10) га манфий булма- ган

х ^ > 0 ,  j  £ J H (15)сонлар мос келган холни караймиз. У  хо.тда (11), (13), (15) ларга мувофи!\, б =  б +  Дб вектор ихтиёрий а >  0 лар учун (1) масаланинг корежаси булади. (14) дан о нинг ортиши билан иккиланма масаланинг максад функцияси чексиз ка- майиши келиб чикади (о-*- <» да Ь'у-*—  оо). Бу зса 2-§ даги 2-натижага асосан куйидаги теореманинг исботланган- лигини билдиради.2 -теорема (тугри режалар булмаслигининг етарлиликшарти). Агар бирор i0 £ /Б учун (10), (15) тенгсизликлар бажарилса, (1) масаланинг чеклашлари узаро царама-карши булади.Энди псевдорежанинг >;ар flip манфий (10) компонентаси учун (15) тенгсизликлар бажарилмаган, яъни бирор / £ 7Н учун X/ . <  0 булган хрлни караб чшуиш колади. Бу хрлдао ортиши билан ~ б/ Ч / (16)булганда б =  б +  шг(- . компонента нолга айланади, о >  стIбулганда эса манфий булиб уолади. Бундан б корежа бу- лпб уолиши учун максимал мумкин булган о0 ^ийматmin (— б / A't- .) (17)
4„i<o, j  e J  но0 =  а. — — 6. / х • . =/о /о *0/0га тенг булиши келиб чикади. а нинг бу ьрймати учун (14) га асосан иккиланма маград функцияси у - + у  алмашти- ришда у бузилмаган иккиланма базис режа булганда мус- Гат буладиган максимал |о°х,- | кийматга камаяди.К,урилган б корежага мос келувчи у =  у +  А у иккилан­ма режанинг базис режа булишини исботлаймиз. (11) га му-4— 612 49



во|их, б корежанинг б., / £ / Б компоненталаридан фацат бштасн, яъни 6Jo (ст° >  0 булганда) ноль булмаслиги мум- кнн. Ленин унинг урнига б., / £ Ун лар ичида албатта нол- га тенг булганб , =  6 . +  0° X: ,/о /о * о/о 6, —  б . • А'- . / X- . =  О1 о /о о/о  ̂о/окомпонента пайдо булади.Демак, б векторнннг хам б вектордагидек т та нолга тенг компоненталари булади: б( УБ) =  0, Гъ =  (УБ \  ig) (j /0> б (Ун) >  0, Ун =  (/н \  /0) U г0.
А (/, 7б) матрица А Б матрицанинг о — устуннни - ус- тунга алмаштириш натижасида хосил цилчнэди, бу ерда (17) га мувофиц х (- /о Ф 0 муносабат бажарнлади. 1-§ да А (/, УБ) махсусмас_матрнца эканлиги исбот цилннган. Шундай килиб, 6 вектор А Б =  А (/, ./Б) нккиланма базис матркцали базис корсжадан иборатдир. ЛБ матрицага тескари матрицанинг элементларини топиш формулалари 1-§ да келтирилган. Эски базис корежа б дан янги базис корежа б га утиш, аникла- нишига кура, кетма-кет амалга оширилган итерациялар туп- ламидан иборат булиб, иккиланма симплекс усулнинг итера- цияси деб аталади.И з о х л а р .  1. Ю^оридаги /„ индекс псевдорежанинг ихтиёрий маифий компонентасига тегишли булиши мумкин. Купинча ^уйидаги Хонда ^улланилади: */ , =  min Kj , f 6 J b ■Иккиланма симплекс усул 1-§ пинг техникаси ёрдамида олинди. Бошка усул эса каноник куринишга келтирилган (2) иккиланма масала учун тугри симплекс усулнинг амалга оширилишидан иборатдир. Агар Хосил килипадиган шарт матрицасинннг махсус структурасини хисобга олсак, ю^орида баён цилинган усулга келамиз. Бу усулларнинг икка- ласи хам хандайдир бириккан холда 4- § да нацлиёт масалаларини тек- ширишда хулланилади.3. Алгоритм. Иккиланма симплекс усул алгоритмини тес­кари иккиланма базис матрица Л Б‘ терминларида баён кила- миз.
1-итерация. Биринчи итерацияда УБ туплам бошлангич иккиланма базис матрица (АБ ), — А (/, / Б ) га тескари бул­ган (.4Б ' )[ матрица ва бошлангич базис корежанинг нобазис
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б1' (̂ 'н ) =  с' (>/'Б ) (А б ), А (/, J H ) с ( Jn ), J H — J  \  J Бкомпоненталари маълум. ^
к- итерация. Фараз ^илайлик, к- итерацияда J B туплам, А(/,  7Б ) иккиланма базис матрицага тескари (ЛБ1 )к матри- щ ца ва мос базис корежанинг нобазис б* (JkH ), J kH =  J  \  УБ компоненталари маълум булсин.
1) y ,{Jkb ) =  (ЛБ1 )kb векторни хисоблаймиз.2) Агар Х-, / £ 7б сонлар ичида манфийлари булмаса, (1) масалани ечиш жараёних о =  {х 0 (/ б )  =  * (/ б)> х ° ( / н ) =  0}оптимал режада гугалланади.3) Агар х у, j £ 7б сонлар ичида манфийлари булса, улар ичида х 1о <  0, г0 =  г0 (к) ни танлаймиз.4) [Л°Б 1 (t0, I)]kA (I, J kH ) векторнннг xIo/, j £ /н компо- ненталарини хисоблаймиз, бунда [ЛБ (»0, 1)]к орцали (,4Б )ft матрицанинг г0-катори белгиланган.5) Агар х- (, / £ -1ки сонлар ичида манфийлари булмаса, ечиш жараёни тугалланади; (1) масала .тугри режаларга зга булмайди.6) Агар X; r  / £ J kH сонлар ичида манфийлари булса, хар бир х(§;. <  0, /£  J U УЦУН ai =s — bi ' xui сонларни хисоблай­миз ва° улар ичида энг кичигнни топамиз: о0 =  оу>, /„ =*= /о (*)-7) / Б , тупламларни янгиларига алмаштирамиз:>/Бт1 =  (^б 44 lo) U /с» ~  У н  ^  /о) U V8) Янги базис корежанинг нобазис элементларини \исоб- лаймиз: б*+1 =  б̂  +  а° х1о, / е - С 1 \  /о* 6i„+1 =  ст°-9) 1-§ нинг (32) формулаларида J l ^ Б ’ Uii' i € 7 Б’/ g / ларнн (АБ1 )* матрицанинг элементлари деб хисоблаб, уша формулаларга асосан, (.4Б1 )л+1 матрицанинг и-., i  ̂ УБ,/£ / элементларини хисоблаймиз.10) ( А +  1)- итерацияга утамиз.
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1.4- чизма.
Алгоритмнинг блок-схемаси 1.4-чизмада келтирилгач.
4. Мисол (пархез хакидаги масала). Иккиланма симплекс усулни жадвалда амалга ошириш. Таркибида т та туйимли моддаларни Ьъ Ь2, 

■ . . , Ьт дан кам булмаган мицдорда сацловчи энг арзон таом тайёр- лаш талаб хилинади. Туйимли моддалар сотнб олиниши керак булган озиь;-овцат махсулотларида хар хил нисбатда булади. Бирлик (огпрлик, хажм ва ш. у.) / ма^сулотдаги i туйимли модданинг мшудори а^ га тенг булсин. Бирлик / махсулотнинг бахоси с, га тенг булсин.Пархез ха^идаги (ва шунга ухшаш аралашмалар хакидаги х.ар хил масалалар) .\ар бир маеаланинг узига хослиги шундан иборатки, унинг
52

учуй бошлангич иккиланма базис режа осой курилади. Бу эса масалани иккиланма симплекс усул билан самарали ечиш имкониятини беради.Иккиланма симплекс усулни курсатнш учун пархез масаласини кат- таликлари 1.5- жадвалдаги куринишда булган холда ечамиз.1 .5 - ж а д в а л—-_^ _ М а х с у л о т  № Модда № 1 2 3 Моддалар микрори- нинг куйи чегаралари1 2 3 1 22 1 1 0 33 3 0 1 14 0 1 2 2Махсулот бирлигининг бахосн 1 3 1
Сотнб олиниши керак булган / махсулот мшудори Xj О, / =  =  1, 2, 3 булсин. У  холда, Cjxj — унинг бахоси ва х г +  Зх2 -f- *з (1.5- жадвалга кура) таомнинг бахрси булади. Сотиб олинган / махсулотдаги 

i модданинг мнкдори ац Xj га тенг. Шунинг учун 2хг +  Зх2 -j- * 3 1.5- жадвал) таомдаги биринчи модданинг микдори булади.Бошца моддаларнинг мицдори х,ам шунга ухшаш хисобланади. Бу хисоблашларни туйимли моддаларнинг таомда булиши керак булган куй и чегаралари билан солиштириб, пархез хаки даги маеаланинг (хара- лаётган мисолнинг шартларида) хуйидаги математик моделини оламиз:
*1 +  3*2 +  х3 min,
2*i +  Зх-2 -f- х3 ^  2,
Xi +  х2 ^  3,3 *i + х 3 > 1 ,

Х‘1 -f- 2д'3 iXc 2,
Х 1 0, *2 ^  0, Х 3 >  0.Бу масалани каноник куринишда ёзамиз:

Здг2 ~   ̂ шах,2 *i +  Зх2 +  х3 — * 4 =  2,
* i  +  х2 — хъ =  3,

+  * 3 —  * в =  1, <18>
х2 +  2*з____  — *7=  2,*,• > 0 ,  I =  1,7.Бу масалага иккиланма булган масала2//i +  3 у2 +  уз +  2(/4 -*■ min 2'/i “Ь i/g Зуз ^  1»



3f/i +  Уз +  Уi  ^  — 3, 
Ух +  Уз +  2(/4 5* — 1, -  «/1 > 0 ,— Уз >  о,— Уз >  0,

— Укуринишда булади.{0  ̂ 0, 0, 0} вектор (18) масалашшг манфий бирлик диагопал 
АВ = («4 - «5 » «6 < а 7 ) = — Еиккиланма базис матрицали иккиланма базис режасидан иборат булади. Бсшлангич базис корежа б нинг комлоненталарими ^исоблаймиз: б =  =  П , 3, 1, 0, 0, 0, 0}.Иккиланма симплекс усулнинг итерациясини амалга ошириш Maiyca- дида иккиланма масала учуй янги жадвал тузиш зарурати йуц. Б у ва- зифани TVFpH масалашшг бир оз узгартирилган зеки симплекс жадвали утайди (1 .2 -жадвал). Бу жадвалда 0 - уступ олиб гашланиб, А - 1уатор 6• цаторга алмаштирилган ва о- цатор цушимча киритилган. 1.6- жад- валнинг асосий цисми 1 .2 -жадвалдек Тулдирилади. Бошлангич А Б матрица Е дан иборат булмасдан — Е дан иборат булганлигидан, (18) масаланинг параметрлари 1.6-жадвалга тескари ишоралар билан кири­тилган. б- 1уатор мазкур корежанинг компоненталари билан тулдири­лади. 1.6- жа д в а л

о

6 а з и е \
в а. О, а, о . у 5 а 6 ОV

У* 2 -2 -3 1 1 о о О

Уз 3 EZH 1 О О 7 О О

о» ; j О о О 1 О

Уг 2 0 ч -2 о о о г

8 1 3 1 о О о о

а / 3

1 .6 -жадвалнинг тахлили псевдорежанинг компоненталарини узида са^ловчи Ь- устундан бошланади. Бирорта >;ам цатор учун 2-теорема- нинг шартлари бажарилмаганлигидан (х ;- <  б булган хар бир ^аторда манфий элементлар мавжуд), итерацияни ёзишга киришамиз. Аввало, Ь- устушшнг минимал элементини топамиз: х,- =  х 5 = = — 3. У  манфий булганлигидан бошлангич базис корежа оптимал эмас. щ  ни узида са^ловчи цатор етакчи ца-пор деб аталади. Етакчи ^аторнинг \ар бир манфий Х[а1- элемента у ч у н — бу / дсг-0/- нисбатларни >;исоблаймиз ((16) га iy) ва натижаларни а- ^аторга ёзамиз. Минимал элемент а “ =  =  1

( 17) сонга мос келади. а ;0 ни узида сакловчн уступ етакчидир. элемент тугри симплекс усулдагидек етакчи элемент деб аталади. И к­киланма базисдаги о,- векторни а;-о га алмаштириб, чи^ариб ташлай- миз. Бу амал 1 .6 -жадвалнинг сатрларига (а сатрдан бошца) ^улла- нилган тугри туртбурчак ^оидаси буйича амалга оширилади. Янги 1.7- жадвални тузит билан иккиланма симплекс усулнинг битта итерацияси1 .7 -ж а д в а л  *

тугаллаиади. Навбатдаги итерациянинг натижалари оптималлик криге- рийсини к,аноатлантирувчи 1 .8 -жадвалда келтирилган. Бу жадвалдан (18) масаланинг оптимал режаси компоненталарини ёзамиз: х° ~  3, 
х°2 =  0, *з  =  1, =  5, лг° =  0, =  9, =  0. 1.8- ж  а д в  ал

b,ajБазис Ь ах аг аз о4 аз Об О;«4 5 0 - 1 / 2 0 1 —2 0 - 1 / 2fli 3 1 1 0 0 - 1 0 09 0 7/2 0 0 - 3 1 — 1/2«3 1 0 1/2 1 0 0 0 - 1 / 2б 0 3/2 0 0 1 0 1/2
5. Сезгирликнинг тахлили. Амалий масалаларни ечишда куп лолларда масала параметрларининг к,андайдир циймат- лари учун эмас, балки уларнинг бирор дуплами учун опти­мал режа кизицарли хисобланади. А, Ь, с параметрлар ва-
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риацияларининг масала ечимига таъсирини текшириш сезгир- ликнинг тах,лили деб аталади. Бу муаммони урганишда ик- киланма симплекс усул мухим роль уйнайди. Сезгирлик тад- лилининг намойиши учун ишлаб чикариш масаласида ресурс- лар х.ажми (Ь- векторнинг) вариациясида оптимал режалар- нинг коррекцияси усулини караймиз ва баён киламиз.1-§ даги мисолга мурожаат килайлик. У  ерда куйидаги учта ресурслар дажми b =  {200, 500, 700) учун ишлаб чи- даришнинг оптимал базис режаси х° олннган (1.4-жадвал). 1 .4-жадвалдан У  рсжанипг тугри базис матрицасига тескарн 
А ь матрицани дисоблаш мумкин. Унинг устунлари, анид- ланишига кура, 1.4- жадвалнинг бирлик шарт вектор устун- ларидаги элементлардан иборат.

, /1 ~ 1/Ю 0\
А ~ 1=  0 1/10 0V0 - 1  1/.Фараз дилайлик 2- ресурс дажми 500 дан 800 га узгар- син, яъни b =  {200, 800, 700} булсин. Унинг мадсад функ- циясига таъсирини х° режанинг оптимал потенциаллари ёрда- мида биринчи ядинлашишда бахолаш мумкин (2- § нинг 36 бандига д.). Мазкур бандда янги шартлар учун анид жавоб бериш имкониятини берадиган оптимал режани топамиз. Ма- салани ечишни симплекс усулнинг биринчи фазасидан бош- лаш купинча вактнинг куп сарф булиши туфайли мадсадга мувофик эмас. Бу холларда иккиланма симплекс усул анча самаралидир. 1.4-жадвалда У  даторнинг элемент лари А в ик-1.9- ж  а д в а л

в> а
Б а з и с у

ь «1 а2 0.1 «5

«1 120 1 7 /2 0 7 /2 0

а3 80 0 1 /2 1 1 /2 0

as —  100 0 EEI 0 5 1

6 0 15 0 30 0

а 3t

А ~1Ь '= {  120, 80, -  100}век торн и н г компоненталари билан алмаштиргандан сунг ик­киланма симплекс усулни куллаш учун бошлангич жадвал- ни (1.9-жадвал) оламиз.И з о х -  Агар А В Х~Ь вектор манфий булмаса, У  =  х°й =  6,=  0} янги шартлар учун оптимал режа булади ва хеч Ка1,Дай ите" рация талаб дилинмайди.Иккиланма симплекс усулнинг 1.9-жадвал га дулланнл- ган битта итераиияси оптимал режаси х° =  {50, 20, 70, 0, 0} булган 1.10-жадвалга олиб келади.6. Масала улчамларининг узгариши. Чизидли программ- малаш масаласининг улчами узгарувчилар сони п ва асосий чеклашлар сони т билан характерланади. Амалда купин­ча улчамлари оптимал режаси маълум булган масалалар улчамларидан кам фард диладиган масалаларни ечиш зару-

киланма базис матрицали 6 =  {0,15, 0, 30,0} базис корежаниташкил килади. Шунинг учун Ь - устунпинг элемснтларини

1.10- ж  а д в а л
Базис ь i #2 а3 «4 а3

«1 50 1 0 0 | 7 7/10«3 70 0 0 1 1 1/10«2 20 0 1 0 —1 — 1/5б 0 0 0 45 3
рати пайдо булади. Тугри ва иккиланма симплекс усуллар- нинг модирлик билан дулланилишн аввалги маълумотлардан самарали фойдаланиш имкониятини беради.Ишлаб чикариш масаласи (1- §) тилида узгарувчилар со- нининг ошиши—корхонанинг ишлаб чикариш режасига янги мадсулот душишни, узгарувчилар сонининг камайиши эса режадан дандайдир мадсулотни чидариб ташлашни билдира- ди. Агар корхонанинг мадсулоти душимча дайта ишлашни талаб дилса математик модель учун асосий чеклашлар сони ортади. Агар мадсулотни дайта ишлашнинг бирор тури чи­дариб ташланса асосий чеклашлар сони камаяди.

57



риацияларининг масала ечимига таъсирини текшириш сезгир- ликнинг таушли деб аталади. Бу муаммони урганишда ик- киланма симплекс усул мухим роль уйнайди. Сезгирлик т ау  лилининг намойиши учун ишлаб чи^ариш масаласида ресурс- лар хажмн {Ь- векторнинг) вариациясида оптимал режалар- нинг коррекцияси усулини караймиз ва баён ^иламиз.1-§ даги мисолга мурожаат килайлик. У  ерда цуйидаги учтя ресурслар х,ажми Ь =  {200, 500, 700} учун ишлаб чи- каришнинг оптимал базис режаси х° олинган (1.4-жадвал). 1.4- жадвалдан х° режанинг тугри базис матрицасига тескари 
А в матрицани уисоблаш мумкин. Унинг устунлари, аник- ланишига кура, 1.4- жадвалнинг бирлик шарт вектор устун- ларидаги элементлардан иборат.

, /1 - 1 / 1 0  0\
А ~ 1 =  0 1/10 0V0 - 1  1/.Фараз ^илайлик 2- ресурс у ж м и  500 дан 800 га узгар- син, яъни b =  {200, 800, 700} булсин. Унинг ма^сад функ- диясига таъсирини У* режанинг оптимал потенциаллари ёрда- мида биринчи ядинлашишда бахрлаш мумкин (2- § нинг 36 бандита у ) . Мазкур бандда янги шартлар учун аншу жавоб бериш имкониятини берадиган оптимал режани топамиз. Ма- салани ечишни симплекс усулнинг биринчи фазасидан бош- лаш купинча вактнинг куп сэрф булиши туфайли мадсадга мувофшу эмас. Бу холларда иккиланма симплекс усул анча самаралидир. 1.4-жадвалда Д-^аторнинг элементлари /1Б ик-1.9- ж а д в а л\ в  а 

Б а з и с у
ь «1 а.ч «4 «5

«1 120 j 1 7/2 0 7/2 0
а3 80 0 1/2 1 1/2 0«5 — 100 0 ЕЮ 0 5 16 0 15 0 30 0а 3

t

А - 'Ь ] = {  120, 80, - 1 0 0 }векторнинг компоненталари билан алмаштиргандан сунг ик­киланма симплекс усулни куллаш учун бошлангич жадвал- ни (1.9-жадвал) оламиз.И з о  у  Агар А д 1 Ь вектор манфий булмаса, х° =  х°й =  { А Б ! Ь, 
х н =  0} янги шартлар учун оптимал режа булади ва хеч к,андай ите­рация талаб цилинмайди.Иккиланма симплекс усулнинг 1.9-жадвал га дулланил- ган битта итерацияси оптимал режаси х° =  {50, 20, 70, 0, 0} булгаи 1.10-жадвалга олиб келади.6. Масала улчамларининг узгариши. Чизикуш програм- малаш масаласининг улчами узгарувчилар сони п ва асосий чеклашлар сони т билан характерланади. Амалда купин­ча улчамлари оптимал режаси маълум булган масалалар улчамларидан кам фарх диладиган масалаларни ечиш зару-

киланма базис матрицали 6 =  (0,15, 0, 30,0} базис корежаниташкил дилади. Шунинг учун 6-устуннинг элементларини

1.10- ж  а д  в а л
О)Базис b Cli i ci2) а3 \

«1 50 1 0 0 7 7/10
а» 70 0 0 1 1 1/10
а2 20 0 1 0 -у-1 — 1/5б о 0 0 45 3

рати пайдо булади. Тугри ва иккиланма симплекс усуллар- нинг мохирлик билан дулланилиши аввалги маълумотлардан самарали фойдаланиш имкониятини беради.Ишлаб чшуарнш масаласи (1-§) тилида узгарувчилар со- нининг ошиши—корхонанинг ишлаб чидариш режасига янги м ауулот хушишни, узгарувчилар сонининг камайиши эса режадан кандайдир махсулотни чикдриб ташлашни билдира- ди. Агар корхонанинг ма.усулоти кушимча цайта ишлашни талаб цилса математик модель учун асосий чеклашлар сони ортади. Агар махсулотни кайта ишлашнинг бирор тури чи- цариб ташланса асосий чеклашлар сони камаяди.
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Асосий чеклашларнинг сони ортган холга батафсил тух- таламиз. Фараз цилайлик, х° режа (1) масаланинг оптимал режаси Л Б — А (/, /Б), и =  и (/) унинг базис матрицаси ва потеициаллар вектори булсин. Асосий чеклашларга цушимча а ' х < р ,  Р > 0  (19)кушнлган булсии. Агар а'х° <  р булса, равшанки, х° век­тор (1), (19) масалада хам оптимал режа булиб цолади. я'х° >  Р булсии. У  .у)лда (1), (19) масалани каноник кури- нишга келтиргандан кейин унинг (m +  1) х (я +  1) шарт матрицаси =  {flyl J£ J  — J  U (tl +  1)}А = а 1курннишни олади. Агар 
А^ Б  — Пг aB =  a ( JE) (20)дсб олсак,

а ~ х _  Л Б — °Б  ^Б 0|1эканлигини текшириш осон. Ушбу (т 4- 1)-векторни топай- 
■ ь„  \j , -  [и (/), 0}'. Бундамлик: и' 1 с(./ ), 0J А г 1л/ =  « Ч - - с/ = Ay, / £ J ,0, / =  п +  1, =  Су, / € Л cn + i =  о;Ду =  ы'Оу -  Су.а0 режанинг оптималлиги сабабли Ду, j £ J  бахолар манфий булмайди. Д е м а к ^ Х  > 0 ,  / £ J  ва Д . == 0, /' £ У Б =  /Б U U (и +  1), яъни и (1), (19) масаланинг (20) базис матрица- ли иккиланма базис режасидан иборат. Унга мос базис псев- дорежа х =  {хБ, х н =•- 0} ни ^урамиз:

кв ~  ^ б  ^ а в ^ Б-1 А , 1 Ьйб ^ б ' & +  Р
{ - а ' х ° +  р(ш -j- 1)- векторнинг х Б- компонентаси х т+1 =  — я'х° +  +  Р <  0 манфий, яъни и оптимал булмаган иккиланма ба­

зис режадир. Иккиланма симплекс усулга асосан (1), (19) масаланинг оптимал иккиланма режасини цуриш учуй ^исоб- лашларни давом эттирамиз.Машк тарикасида баён килинган у .у л  билан 1-§ даги мисолда мах,сулотларнинг барча турларини цушимча кайта ишлаш шарт булиб, унга 400 бирлик хажмдаги туртинчи тур ресурс жалб цилинганда оптимал режа куриш тавсия ^илинади. Маълумки, биринчи ва туртинчи турдаги бирлик ма^сулотларнинг цайта ишланиши учун бир бирлик туртин­чи тур ресурс сарфланади, иккинчи ва учинчи турлар учун эса икки бирлик сарфланади.
4-§. НАКЛИЁТ МДСАЛАЛАРИЧизицли программалашнинг наклиёт масалалари деб мах,сулотлар ташишни оптимаЛлаштириш буйича турли ама- лий масалаларнинг математик моделларига айтилади. Боинга физик табиатга эга булган купгина масалалар хам шунга келтирилади. Наклиёт туридаги масалаларнинг амалда кенг таркалганлиги уларни ечишнинг янги усулларини яратшп буйича тинимсиз, зур бериб килинаётган харакатларни ок;- лайди. Мазкур параграфда тур ва матрица шаклида бе- рилган наклиёт масалаларини ечиш учун янги масалалар- нинг махсуслигини хисобга олган тугри симплекс усулнинг реализацияси сифатида потенциаллар усули цурилади.1. Тур. Оким. Турли наклиёт масаласи. Тугунлар деб аталган / =  {1, 2, . . . , п\ элементлар тупламини царай- лик. Кургазмали булиши учун уни а^оли яшайдиган пункт- ларнинг (Лр А2, . . . , Ап\ туплами деб тасаввур циламиз. Фараз ^илайлик, баъзи i, j £ I  тугунлар жуфти тартиблан- ган. Бундай хар бир жуфтни (г, /) билан белгилай- миз ва уни бшиланиши i ва охири / булган ёй деб атай- миз. Физик тахлилда (i , /) ёй Л,- пунктдан Л ; пунктгача йул- ни ифодалайди. / X / да аницланган ёйлар тупламини U би­лан белгилаймиз.

1-гпаъриф. S  =  \ I , U  туплам (йуналширилган) mijp деб аталади. Чизмаларда тугунлар нукдалар билан, (/, /) ёйлар i дан / га стрелкали чизиклар билан белгиланади. Физик тилда тур—йул тармоклари билан бирга олинган ахо- ли яшайдиган пунктлар мажмуидир.)^ар бир t £ / тугунга тугуннинг жадаллигини ифода- ловчи ai сонни мос цилиб к;уямиз. а,- >  0 булганда i тугун 
манба (Л,- — цандайдир мах,сулот шилаб чицариш пункти,



а,- — ундаги ишлаб чицариш хажми), а,- <  0 б у л ганда одиш 
(Ai — истеъмол килиш пункты, l a f — истеъмол %ажми) деб аталади. а,- =  0 булган i тугунлар нейтрал (транзит, 
оралиц) тугунлар деб аталади. Чнзмаларда манбалар ва окнмлар манба-тугунга кирувчи ёкн одим- тугундан чидувчи стрелкалар билан белгиланади. Стрелкалар олдига интенсив- ликнинг абсолют дийматлари ёзилади. Нейтрал тугунлар чнзмаларда белгиланмайди.>(ар бир (г, /) £ U  ёйга манфий булмаган Хц сонни, яъни дабул дилинган тасаввурда Л • дан Aj га ташиладигаи мад- сулот миддорини ифодаловчи ей ли окимни ((/, /) ей буйича 
оцимни) мос килиб дуямиз.Фараз дилайлик, i f  =  l f ( U ) = { j : (i, j) £ U ], I~  = I~ ( U ) =  =  (/, i) £ U  [ — т\'пламлар i ( if)  дан бошланувчн ёки i (I~ ) да тугалланувчи i тугунли U  нинг ёйларини туташтирувчи тугунлар туплами булсин. Агар
булса, яъни A i пунктда ишлаб чикариладиган ва унга ке- либ тушадиган мадсулот миддори Л,- дан ташиб кетилади- ган ва унда истеъмол дилинадиган мадсулот миддорига генг булса, i тугунда баланс шарти бажарилган дейилади.

2-таъриф. Агар х =  )х(- . : (г, /) £ U] ёйли одимлар дар бир г £ / тугунда баланс шарти (1) ни даноатлангирса, у 
S  = \ I ,  U | турдаги оким (турли оким) деб аталади.(t, /) £ У  ёйларга яна битта характеристикани, яъни бир- 
лик (хц =  1) ёйли окимнинг циймати с(-;. ни мос дилиб дуя-мнз. ^  cij Хц сонни л одимнинг диймати деб атаймиз.

И е  иОдим дийматининг физик маъноси берилган йуллар тармоги буйича амалга ошириладиган ташишларнинг x = { x ijt (i, /)£(/}режадаги наклиёт харажатларининг (сарфларининг) мнддо- ридир.
Турли наклиёт масаласи (туршаклидаги наклиёт ма- 

саласи) ёки минимал цийматли оцим .\ацидаги масала деб дам юритиладиган масалау СИХИ~* m in, 2 * 1, - -  2  ха =  ао & (2)U, /)еи i-Г

масаланинг ечими буладиган х° отнимал окимни (минимал 
циймат сщимини) топишдан иборатдир.(2) масаланинг мадсад функцияси ва чекланишларн (тенг- ликлар ва тенгсизликлар тнпидаги) функциялари xi/t (i, j)£U, узгарувчиларга нисбатан чизидлидирлар, яъни (2) чизидли программалаш масаласидир. Лекин (2) чизидли программа- лашнинг махсус масаласидир, уни каноник куринишга кел- тирганда махсус структурали, фадат бирлар (мусбат-манфий) ва куп ноллардан иборат катта шарт матрицаси досил бу- лади. Шунинг учун (2) масалани каноник куринишга келти- рнш ва уни симплекс усул билан ечиш мадсадга мувофид эмас. Мазкур параграфда надлиёт масалаларини ечишнинг бошда, самарали потенциаллар усули деб аталадиган валу грн симплекс усул амалий гоясини бевосита (2) модслда амалга оширадиган усул баён дилинади.2. Базис одим. Дастлаб турга дойр зарур тушунчаларни кирьтамиз. Йуналтиришдан холи (г, /) ёйни г, / чегара ту- гунли {(, /} цирра деб атаймиз. Агар турнинг тугуни ягона (оспглик) дирра учун чегаравий булса, тугун осма деб ата­лади. К,ушни дирралари умумий чегаравий тугунларга зга булган дар хил дирраларнинг (i'j, /2}, {г2, г3}, . . . .  {rfe_ t, Д } кетма-кетлиги ilf i2 тугунларни туташтирувчи (оддий) 
занжир деб аталади. Агар бу занжирнинг {гД, /2, . . . , ik } тугунлар кетма-кетлигида бир хиллари булмаса, занжирни 
эле мента р деб дисоблаймиз. Занжир буйлаб даракат йуна- лншини танлаб оламиз. Агар бу йуналиш занжирнинг (г, /) дпррасига мос (i, j) ёйнинг i-*-j йуналиши билан устма-уст тушса, (г,/ ) — тугри ёй булади. Карама-дарши йуналишли ёй тескари деб аталади. Агар турнинг ихтиёрий иккита ту- гунини занжир билан туташтириш мумкин булса, тур бог- 
ламли дейилади. Бундан буёп, асосан, фадат содда элемен- тар занжирлар ва богламли турлар дараладн.Устма-уст тушадиган i1} ik тугунли {ilt i , ,  . . . .  ik) зан­жир цикл деб аталади.1 - лемма. Циклсиз тур осма диррани узнда садлайдн.Х,адидатан, г , — турнинг ихтиёрий тугуни булсин. Агару осма булмаса, турнинг богламлилигидан {д , г2} дирранинг мавжуд булиши келиб чидади. Агар i2 тугун дам осма булмаса, шундай {г2, г3} дирра топиладики, \.3 ф 1 , булади, чунки турдэ цикллар йуд. Бу жараённи давом эттнриб, чек- Л1! сондагн дадамдан сунг осма тугун ва унга мое осма диррани оламиз. Лемма исботланди.2- лемма. Циклдан диррани ёкн осма диррани (осма ту-
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гун билап) чи^ариб ташлаш турнинг богламлилигшш буз- майди.Исботи у^увчига цолдирилади.Агар | / | =  | U  | +  1 булса, 5  =  {/, U } тур шажара доб аталади.3- лемма. Тур циклларга эга булмлганда ва фа^ат шун- да шажара булади.И с б о т и .  Етарлилиги. 1-леммгга асосан турда осма цирра топилади. Уни мос осма тугун билан чшуариб таш- лаймиз. Колган тур 2- леммага асосан, яна богламлп ва равшанки, циклсиз булади. Ундан осма к,ирра ва осма ту- гунни чшуариб ташлаймиз. \1\ — 2 цадамдан сунг ягона 
1уирра учун чегаравий булган иккита тугун колади. Шундай ]унлиб, | / | =  | U | +  1.

Зарурийлиги. Шажарада цикл мавжуд деб фараз килай- лик. Бу цикл тула шажара килиши мумкин змас, чунки унинг кирралари сони тугунлари сонига тенгдир. Каралаёт- ган циклга кирмайдиган тугунлар ва цнрралар ичида барча осма тугунлар хам да уларга мос осма кирраларии чикарнб ташлаймиз. Агар долган кирралар яна битта цикл ташкил килса, унда каралаётган циклга кирмайдиган киррани ч и ка­риб ташлаймиз. Бунда тугунлар сони узгармасдан колади, кирралар сони эса биттага камаяди. Бу жараённи давом эт- тириб, чскли сондаги к,адамдан сунг бошлангич зурдан ца- ралаётган циклни ажратамиз. Унда тугунлар сони кирралар сонига тенг. Демак, бошланшч тур-шажарада кирралар сони тугунлар сонидан кам эмас экзн: |U  | > | / |. Зиддият лем- мани исботлайди.4- лемма. Шажара тугунларининг хдр бир жуфти ягона занжир билан богланган.5  =  {/, U) тур учун S* =  {/, U*} тур пиемий тур деб аталади, бунда U*czU. Шажарадан иборат булган кисм.чй тур 5  турнинг шажараси деб аталади.5 -  лемма. 5* — турнинг шажараси булсин. Ихтиёрий ((/, /) € U, (г, /) ё U* ёйда =  {/, U J ,  U , =  U* U (г, /) цис мий тур фа^ат битта циклнн узида сацлайди.И с б о т и .  S , да циклларнинг мавжудлиги 3 - леммадаи келиб ч и кади. Агар улар биттадан куп булса, танлаб олин- ган битта циклдан цолганларининг хеч булмаганда биттаси- га кирмайдиган циррани чик,ариб ташлаймиз. Долган S 2 =  {/, U2) пиемий тур учун 11 1 =  | U21 +  1, яъни S 2 — цикл- лари булган шажара эканлигини оламиз. Зиддият леммами исботлайди.Банднинг асосий масаласига утамнз. Симплекс усулда

чизицли богланмаган векторларнинг тула тизимидан фой- даланилади. Каноник масаланинг a., j£ J  =  {\, 2, ,п}шарт векторлари ичида {а/у / £ •/Б}> /Б£-ё векторлар тула (чш зиклн эркли) векторлар тизимини ташкил этади дейилади, агар 2  ai x i =  ® тенглама фа^ат ноль х/ =  0, j£ J Б ечим-
_ vга эга булиб, j U B ихтиерий /'*€•/, /*£•/Б Да 2d ai xi +4 - а х- = 0  тенглама ноль булмаган х.ф О, j£ JB\ JJ0 ечим- 1*1* * га эга булса.Бунга мувофи^, (2) масала учун цуйицаги таърифни ки- ритамнз.3- таъриф. Агар

V'€ ’ Р иБ) V  х . .  — 0, t € / ,/6 7Г<У б )тизим (факат ноль Хц, =  0, (/,/') £Б'б ечимга, лекин ихтиёрий(«., /*)€«/, (»*, / * ) ^ Б  ёй УЧУИ2  х а -  2  х п =  м ы/6 ! р иБ 1J <*../•>) '€ 'Т<иВ итизими нолдан фаркли Хцф О, ( t ,/)£ё/Б U (<*,/*) ечимга эга булса, 5  =  {/, U) турнинг U Ba U  ёйлар туплами тула де$ аталади.Ёйлар тупламининг тулалиги критерийсини ифодалашдан олдин кушимча тушунчаларни киритамиз. Дар бир /£/ ту- гунда (Г) тенглик бажариладиган x =  {xijy {i, j)£(J}  туплам- нн псевдооким деб атаймиз.6 - лемма. Тугунларнинг интенсивлиги ноль (а(=  0, г£/) булган турда цикл булса бундай тур чексиз сондаги пссвдо- окимларга эга булади.И с б о т и .  Циклга кирмаган барча {(',/} кирралар учун х (/= 0  деб оламиз. Циклнинг {г0, /„} киррасига мос (г0* /о) ёйнинг г0 ->■ /о йуналиши буйича циклнинг айланиб утнш йуналишини танлаймиз. Циклнинг (г, /) цирраси учун агар ( г , /) — тугри ёй булса, x if =  fl деб, агар (»',/)— тескари ёй булса, х (/. =  — 0 деб оламиз. Ихтиёрий 0 учун щурил- ган x =  {xijt (i, i) С U } туплам (1), i£l  тенгликларни ^ано- атлантиради. Лемма исботланди.
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6- лемманинг исботида топилгам псевдооцим 0 кийматлиi0) циркуляция деб аталади.1 - теорема (ёйлар тупламининг тулалик критерийси).5  =  {/, U) турда S B =  {/, ё/Б} турнинг дарахти булган ва фак,ат шундай булган ^олдагина (Jb Cz U  туплам туда була- ди. И с б о т и . Етарлилиги. 5 Б да осма тугуннн топамиз. Бу тугундаги баланс шартидан псевдооцимнинг унга мос осма цирра буйлаб нолга тенг булиши келиб чицади. Осма тугун хамда циррани чикариб ташлаймиз ва операция- ларни такрорлаймиз. | / J — 1 цадамдан сунг 5 Б • да ноль псевдосцим оламиз. Агар 5 Б га ихтиёрий (г, j)d U , (/, / dUB ёйни кушсак, 5- леммага мувофик, цикл хрснл булади, унинг натижасида (6- лемма) 0- циркуляция (0 >  0) пайдо булади. Шундай цилиб, и ъ — ёйларнинг тула тупламидир.
Зарурийлиги. UB — ёйларнинг тула туплами булсин. 

S B =  {/, и ъ) туплам цнклларга эга була олмайди, чунки €- леммага мувофиц ^ар бир циклда ноль булмаган псевдо- оцим мавжуд. 5 Б тур бог-ламлидир, чунки акс х,олда U B га (г0, /0) £U ёйни цикл хрсил цилмасдан цушиш (6of- ламли булмаган турда у ^амиша мумкин) i0 тугунда баланс шартидан келиб чикадиган х^^ — О тенгликка олиб кслади. Шундай цилиб, 3- леммага асосан, 5 Б— турнинг шажараси- дир. Теорема исботланди.
4- пшъриф. Агар x{j =  0, (г, /) £ UH, U H =  U \ U B, U B — ёйларнинг тула туплами булса, x =  {xir  (/', /) ф ',}  оцим 

базис оцим деб аталади.
xij, (/ ,/)£ ё/Б базис ёйли оцимлар; xir  (г, j) d UH нобазис ёйли оцимлар булади.5- таъриф. Агар базис окимнинг барча базис ёйли оцим- лари мусбат булса, у бузилмаган (айнимаган) деб аталади.4- таърнфнинг шартларини каноатлантирадиган UB ёйлар туплами базис туплам деб аталади.
И  з о X- UB базис тупламни (симплекс усулдаги  базис матрица ка- 

би) базис оким нинг таърифига асос к«либ олиш м ум кин. S =  { / ,  U) 
турда тула UB туплам аж ратилган булсин. У  холла 5 Б =  { / ,  1 /Б } —  
турнинг шажарасидир (3- л е м м а ) . • =  0 ,(I, / )  £ U н , UH — U \ U  Бдеб олай- 
л ик. S E да гц осма ту гун н н  ва осма (ilt i2} циррага мсс [iv  / 2) ёйни 
топамиз. o (-t интенсивлик буйича i даги  баланс шарти ёрдамида 
X i j  = a ( i ёйли окимни топамиз. UB тупламдан (ilt £2) ёйни чикариб 
ташлаймиз. S E =  { / \ г ь  U B\ ( i i ,  h)) туплам яна  ш ажара хрсил к и*

лади (2 -лемма). Унинг элементларининг характеристикаларини фа^ат 
12 тугуннинг жадаллигини а ,-2 дан а,- га узгартириб, олдингидек сак- лаймиз:

ai , i xiii,' агаР циррага {ц, 12)
ai ~ xi2ii- агаР {<ь h) W p a r a  (i2, ix) ёй мос келса.S  в шажара билан хам 5 Б каби иш курамиз. п— 1 кадамдан сунг, ёйлар­нинг пула U B тупламидан олинган барча ёйлар буйича, хц,  (i, / )  £UB ёйли оцимлар хурилади. Равшанки, улар х ц  =  0, ( i , ] )£ U H лар би­лан биргаликда 5  турда псовдооким ташкил килаДи- Агар курилган псевдооким оцимдан иборат булса, яъни хц  >  0,  (*',/) 6 U B булса, тула /УВ туплам базис туплам деб аталади. Равшанки, бу оцим U B базис тупламга мос базис оцим (4 -таъриф) булади.3. Оцим циймати орттирмасининг формуласи. Фараз килайлик, (2) масалада U B — ёйларнинг базис туплами ва 

х — унга мос базис ок,им булсин. Боища (базис булиши шзрт булмаган) х =  х +  Ах оь^имни цараймиз. О^им ^ийма- тининг
V

снхн - 2(У, 06 г/ си ха- (!'./)е £Усп А норттирмаси учун формула топамиз.S  =  {/, U } турнинг х,ар бир i£ l  тугуни учун ы(- сонни 
(тугунларнинг потенциала) шундай мос килиб цуяйликки, 
{uit id/} туплам 0 =  “ / — “ j — Сц. (»,/)€ U B (3)
тенгламалар (потенциаллар) тизимини каноатлантирсин. Изланаётган uit id/ сонлар мавжудлигини курсатамиз И х­тиёрий г'х d I тугунни танлаймиз ва uit =  0 деб оламиз. 4- леммага мувофи^ хар бир id/ тугунни г'х билан =  {/, U B } шажаранинг ягона {ilt /2, . . . , ik, i) занжири ёрдамида ту- таштириш мумкин. (3) тенгламаларни бу занжирнинг ёйлари 
(il дан i гача) буйлаб караб, i тугуннинг ui потенциалини аниклаймиз. Масалан,и . =  | и1Г~сц ^  агаР (Ш г'з) — тугри ёй булса,( щ , +  ciyt » агар (/ц г2) — тескари ёй булса.Ш унга ухшаш, uit га кура х1исобланади ва к. Тугунлар потенциалларига эга булган холда базис бул­маган ёйларнинг бахоларини топамиз:
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Д ii =  — и, — С/,. ('- /) £ (4)л; ва х =  х Ах  окимларда (1) баланс шартлари бажа- рилганлигидан, ёйли о^имларнннг Дх,-;., ( i ,j) £ U  орттирма-лари 2 ,  Axif=  2 д х г ° ,  г£/ (5)/е/ 7"/б/£тенгликларни каноатлантиради.(3), (4) тенгликларнинг иккала томонини Дх,-у. га купай-тириб, (г, /) б ^  лар буйича йигамиз:V  с(-у д  х{. =  2  Д / Д / +  —  («,— «/) Д*£/*£,;')« У (г ,/)еС/ (-j (i,/)s и=  . 2  д 17д ^ + 2 и« ( 2 л ^ -  2 ч . 1
"  {el . .+(I,/)e t/ н ,€,( ifJiЭнди (5) ни >;исобга олиб, ок,имнинг ^иймати орттнрмаси учун изланган формулани оламиз:2  ci j ^ x i j = = ~~' 2  (®)(1/)бС/ (1,/>УН(6) дан Д,- бах,оларнинг физик маьноси келиб чи^ади: ДД бах о л: нуктада нобазис ёйли х,-у. ок,им ортганда тескари ишо- ра билан олинган оким ^ийматининг узгариш тезлигидан иборагдир.4. Базис оцимнинг оптималлик критерийси. Фараз к>и- лайлик, х — ёйларининг базис туплами Д Б булган базис oiyiM, Д .., { i , j ) £ U H (4) формула буйича ^исобланган унга мосба^олар булсин.2- теорема (оптималлик критерийси). Базис о^им х  нинг оптимал булиши учун

А{/ <  0, (i, /) ф н (7)тенгсизликлар етарли, бузилмаган (айнимаган) холда эса за- рур х,эмдир.И с б о т и . Етарлилиги. х(/= 0, (i, j) £ U H ва ихтиёрий 
х =  X +  А х о^им учун Хц>  О, ( i ,j) £ U н булганлигиданДх(7== Хи — Х{! >  о, (/, /) €^н- (8)

66

(7), (8) ларни (6) га келтириб к,уйиб, ^  c(j Д >  0 га,(£./)бУяъни х о^имнинг и̂ иймати унинг ихтиёрий узгаришида ка- маймаслигига ишонч ^осил к,иламиз, бу эса х нинг оптимал- лигига тенг кучлидир.
Зарурийлиги. Дейлик, х — бузилмаган оптимал базис оцим, яъни,

* ,7 > 0  ,( / ,/ ) €  (9)булсин. Фараз цилайлик, (7) тенгсизликлар (/„, j0)£ UH бул- ганда л /о/. >  0 (10)бах,ода бузилсин. Махсус Дх =  {Дх1(., {i,j)£U )  орттирма к,у- рамнз. Дастлаб,
Ах =  | 0 >  ° ,  агаР («'. /) =  («о» /о) б£лса,"  I,0, агар (г, j)¥= (/„, (г, /) £ б/н булса,деб оламиз. Долган Дх,-у., (/,/)£ U b компоненталарни (11) ни хисобга олганда цуйидаги|— 0, агар t =  t'o булса,

X‘i~~ — Ах/“  + 0 ,  агар £ =  /„ булса, (12)/с/(- <С/Б ;е/(- (ЪБ) arap j£/-f буЛСЭ,куринишни оладиган (5) тенгламадан топамиз.(12) тизимнинг 5 б= { / , и ъ) шажара ва (/„,/„) ёйда аншу- ланган Дх,-у., (/, /) £ 0 Б ечимини топамиз S B га (/„,/„)* ёйни к,ушиш ягона {t0,/ 0, Д* • • • > Д) ииклнинг пайдо булишига олиб келади (5 -лемма). (*0, /о) ёйдэ Дх,- . нинг ^иймати бе- рилган ((II) га к;.): Д х ,о/о =  0. У  х,олда (12) тенгликларнинг цикл буйлаб бажарилиши учун: 1) агар {*, /} — циклнинг к,ирраси ва (t, /) ёй—циклни i0 j0 йуналишда айланиб утиш- да тугри ёй булса, Дх,-;. =  0 булиши; 2) агар царалаётган(/,/) ёй тескари булса, Дх,7 = — 0 булиши зарур ва етар- лидир. Циклга кирмайдиган цирраларга мос барча (i, /) g 17Б ёйлар учун Дх,-. s  0 деб олиб, (12) тизимнинг 0 к,ийматли (го> /о)' циркуляцияни ифодаловчи ечимини оламиз.Дурилган циркуляцияни базис ок,имнинг устига ^уямиз, У  х,олда (11) га мувофик, х,-о/о = 0  ёйли о^им х,-о/о ~  х i ,+  Axi,i, =  6 >  0 оцимгача ортади. x ijy (t,y ')^(i0,/o).
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ёйли окимлар узгармайди. xif ёйли ок;имлар цикл буйлаб | Ах(/ | (| Ax{j\ <  0) га узгарадилар. Шуиингдек, (i0, /0) дан таш^ари цикл базис ёйларнинг цирраларидан иборат булган- лигидан, у буйлаб (9) тенгликлэр бажарилади ва Ах,-( лар-нинг етарли кичик узгаришлари уларни буза олмайди: х  (у =  =  хц +  Ах,- 0, (г, /) £ и ъ. Шундай цилиб, х ;= л: +  Ах век­тор етарли кичик 0 >  0 учун 5  турда оцимни аншулайди. Орттирма формуласи (6) дан (10) (11) ларни ^исобга олган- да, х о кемпинг циймати оптимал х окимнинг кийматларидан кичик булади;2  СЦ ХЦ=  ^  са хЦ  ̂ <  ^  СИ ХИ
(//) еС/ (I,/)<бСГ (1,/)бУЗиддият теоремани исботлайди.Оптималлик критерийси (7) ни текшириш цуйидаги опе- рацияларга келтирилади: 3- бандда баён цилинган цоидалар буйича тугунларнинг потенциалларини хисоблаймиз, улар буйича нобазис ёйларнинг бахоларини топамиз, уларнинг ишорасини текширамиз.5. Куйидан чегараланмаган цийматли ок;им мавжудли- гининг етарлилик шарти. Фараз килайлик, 4- бандда iyapa- лаётган базис оцим учун (10) тенгсизлик бажарилсин ва циклнинг кирраларига мос барча ёйлар циклни г0 -*■  /0 йу- налишда айланиб утишда тугри булсин. Бу хрлда оптимал- лик критерийси зарурийлигининг исботидан куринадики, бар­ча Ах(/ сонлар цикл буйлаб мусбат буладилар. Шунинг учун х га ихтиёрий 0 >  0 ^ийматли циркуляцияни к,уйганда х оким хосил булади. (13) дан келиб чи^адики, 0 ортиши билан х окимнинг ^иймати чексиз камаяди.3- теорема. Банднинг бошида келтирилган шартлар- да (2) масалада исталган даражада кичик к;ийматли ок>им мавжуд (яъни (2) масала ечнмга эга эмас).6. Итерация. 4- банддаги базис окрмнинг тахлилини да- вом эттирамиз. (10) манфий бахр билан бирга, 5 - банддан фаркли уларок,, цикл буйлаб хамма ёйлар х1ам тугри була- вермайдиган охирги хрлни цараймиз. Равшанки, бу >рлда х оцимга фа^ат чекли 0 цийматли (г0, /0) циркуляцияни цуйиш мумкин. 0 ортиши билан янги окимнинг ^иймати ка- майганлиги учун (2) масалани ечиш нуцтаи назаридан мак- симал жоиз 0° кийматни топиш керак^ булади.  ̂ Цикл­нинг цирраларига мос тескари ёйлар учун уринли булган
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х ,у — Х[. +  Ах(-у Хц 0формуладан
=  = x i . i .  =  m in x ii <14)эканлиги келиб ч и кади, бу ерда минимум нобазис (г0, /0) ёй буйича ^урилган циклнинг барча тескари ёйлари буйича tyi- собланади.х окимни х оким га алмаштирамиз, бу баён ^илинган амалларга мувофиц ^уйидагига келтирилади: циклнинг тугри ёйларидаги (жумладан, (г0, /0) ёйдаги) окимларини 0° га орт- тирамиз, тескари ёйлардаги окимларини 0° га камайтирамиз, долган ёйли окимларни узгартирмасдан ^олдирамиз. Бунда (13) га кура окимнинг кнймати 0о А к а д а р  камаяди ва бу катталик бузилмаган х оцим учун (10) (14,, (9) ларга кура мусбат булади, чунки 0° >  0. (/*, /*) ёйни 0 Ъ тупламдан чшуариб ташлаймиз, лекин унга (t'0, /0) ёйни цушамиз. х ,-/ — =  0 булган (г*,/*) ёйни чшуариб ташлаш {/, U b (J (^0*/о)} турдаги ягона циклни бузади. Демак, (уисмий 5 Б=  {/, ё/Б } тур U h — (£/б\ (|*  /*) U (<0, /о)) билан бирга шажара булиб, 

Ь ъ — базис оцим булиб долган янги х туимга мос базис тупламдан иборатдир.
х-*-х утиш аникланпшига кура бошлангич базис о>уим учун кетма-кет бажарилган баён цилинган турдаги итера- цияларнинг йигиндисидан иборат булиб, потенциаллар усу- 

лининг итерацияси деб аталадн.Бузилмаган турли нацлиёт масалалари (барча базис оцим- ларн бузилмаган) учун потенциаллар усули чеклидир. Бу итерациялар жараёнида ёйларнинг базис тупламлари оким кийматининг ^атъий камайиши натижасида икки марта уч- раши мумкин эмаслигидан, базис тупламларнинг эса ёйлар- нннг барча тупламида факдт чекли сонда эканлигидан ке- либ чтуади.И з о ц .  Баён килингап итерацияда (г0,/ 0) ёй ихтиёрий мусбат (10) бахо буйича танлаб олинган эди. К уп .уолларда унн
д / „ / .  =  m ax Ajj,  ( i , j ) £ U ншартдан танлаб оладилар.7. Потенциаллар усулининг биринчи фазаси. (2) масала учун ёйларнинг бошлангич UB базис тупламини цуриш по- тенциаллар усулининг биринчи фазаси деб аталади. Купин- ча О ь синаб куриш усули ёрдамида оддий цурилади. Уму-
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мий усул цуйидагича. 5  =  {/, U) тур га = 2  я,- =  0 жа-й/далликка* эга булган п +  1 сунъий тугунни ва агар /- маи- ба ёки нейтрал тугун^булса, (t, гс+1) куринишдаги сунъий ёйлардан иборат Uc тупламни; агар i — оциш (куйилиш) бул- са, (п + \, i) куринишдаги сунъий ёйлардан иборат Ис туп­ламни цушамиз.Кенгайтирилган турда сунъий ёйлар туплами базис булади (текширинг!) ва базис (сунъий) ёйлар буйлаб оцимлар'бош- лангич турнинг бу ёйлар можароли булган г£/ тугунлари интенсивликларининг абсолют кийматнга тенгдир.И  з о х- Агар^ муайян масалада бошлангич базис тупламни бирдан КУРИШ мумкин булмаса куп холларда | /) та сунъий ёйларни эмас, бал­ки фацет уларнинг унча куп булмаган цисмини киритиш етарлидир.Кенгайтирилган турда потенциаллар усули билан сунъийеили окимлар йигиндиси V Хц ни минималлаштирамиз
(биринчи фаза масаласи). 1- § нинг тар^и (схемаси) буйича биринчи фаза масаласининг {х)р (i, /) £t/, х}.., ( t ,/) ££/с} ечи- мини тахлил циламиз: 1) агар х } .ф  0, { i ,j ) W c, булса, бош- лангич тур окдшга эга эмас; 2) фараз ^илайлик,/) € Uс ва ёйларнинг базис туплами U*b ягона сунъий ёйга эга булсин. Бу ёйни ё/Б дан чицариб ташлаб бошлангич масаланинг базис тупламига ва бошлангич {х}., (г, /)£ё/Б} ба­зис оцимга эга буламиз. (2) масалани 6- бандда баён цилин- ган, базис оким ^урищдан бошланадиган усул билан ечиш жараёни потенциаллар усулининг иккинчи фазаси деб ата- лади; 3) x}j =  0, (г, /) £ Uc ва U'h базис туплам биттадан ор- ти^ сунъий ёйга эга булсин. У  х,олда, нобазис (г, /) £ U \U 'B ёйлар ичида доимо шундай (/*,/*) ёй топиладики, U*B базис ёйлардан ва (г*, /*) ёйдан г^урилган цикл иккнта сунъий ёйга эга булади (S — {/, U } тур богламли деб фараз цилп- нади). Бу сунъий ёйлардан биттасиии базис тупламдан чи- царамиз ва унинг урнига (/*, / J  £ U  ёйни киритамиз. Чекли сондаги кадамдан сунг ягона сунъий ёйга эга булган базис тупламни оламиз, яъни 2) холга келамиз.Минимал цийматли оким хацидаги масалани ечишнинг

* (2) дан, S  турда оцимнинг мавжуд булиши учун S  а,- = 0  тенг-(6/ликнинг зарурлиги келиб читали.
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/ ~ -1I. 8- чизма
потенциаллар усули н а ц л и ё т  м а с а л а л а р и н и н г  цуи- идаги м у  х,и м х о с с а с и г а  ишонч ^осил килиш имконини беради: агар турнинг ок,имга эга булган тугунларининг жа- даллиги бутун сонлардан иборат ва оцимларнинг гршмати чегараланган булса, оптимал окимлар ичида бутун сонли оцим мавжуд (унинг барча ёйли оцимларн бутун сонларга тенг) булади.Ка^ицатан, биринчи фазанинг бошлангич базис окими бу­тун сонли булади (7- бандга ц.), хдр бир итерацияда эса ; •бугун сонли оцим яна бутун сонлига алмашади. .----- . у /

8- мисол. 1 .5-чизмада тасвирлангав 6 тугундан иборат турда опти- мат оцимни топамиз. 1 тугун-манба, 6 тугун-оциш булсин, I a i I — [®el==  10. К,олган тугунлар нейтрал булсин. сц характеристикалар мос ёйлар устига жойлаштирилган.Каралаётган тур учун элементлари 1.5- чизмада йугон чизицлар бн- лан ифодаланган ёйларнинг бошлангич базис туплами осон курилади. Бошлангич базис ёйли оцимларнинг цийматлари ёйларнинг тагига жой- лаштирилгаи (нобазис ёйли оцимлар нолга тенг ва улар бслгиланмайди).Масалани ечишни тугунлар потенциалларини ^уришдан бошлаймиз.
и4 =  0 деб оламиз (4 тугунга энг куп сондаги базис ёйлар можа­роли булади) ва бу сонни тугун ташцарисига ёзамиз ( 1 .5 -чизма). К,ол * ган потенциаллар (3) формула буйича осон топилади. Сунгра (4) фор­мула буйича нобазис ёйларнинг бахоларини хисоблаймиз ва натижаларни ёйлар тагига жойлаштирамиз.Нобазис бахоларнинг максимали Д (-о/о — Д 35 =  7 га тенг. (3.5) ёйниейларнинг базис тупламига цушамиз, у (3, 5, 4, 2, 3} циклга олиб ке- лади. Циклнинг тескари ёйларида минимал ёйли оцим 0° =  Д -'45= 0, 0О =  0 булганлигидан, итерация (4.5) базис ёйни (3.5) ёйга алмаштиришга келтирилади ( 1 .6 - чизма). Янги турда потенциаллар ва
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ба^оларни ^исоблагандан сунг максимал нобазис А 12 =  6 ба^оми топамиз. Кейинги операцияларнинг натижалари 1.7-чизмада жойлаш- тирилган. Турдаги ок,им ( 1 .8- чиз- ма) оптималлик критерийсини ца- ноатлантиради. 1 .8- чизма буйича, минимал к,ийматли оцимнинг ком- понентларини топамиз:с?2 =  Ю, *18 =  0, *°2 =  0, *24“  0,*9= =  0, дс« =  0,*45 =  0 , 4 =  Ю, 4 = 0 .9. Матрицавий на^лиёт масаласи. Тугунлар туплами / иккита узаро кесишмайдиган /х (манбалар), /2 (оцишлар) Кием тупламлардан (Il \jJ2 =  I, 1Х (У г — 0 )  ёйлар туплами 
V —ихтиёрий (t, /), i£llt /£/а куринишдаги ёйлардан иборат бул- ган оддий S  — { J , U}  турда (1 .9 -чизма) минимал цийматли оцим х^цидаги масалани цараймиз 1Л1» 1̂ 21 Л;)Р катта бул- ганда турнинг тугунлари сони |/j_| ■ |/2| катта булади ва цул- да хисобланганда потенциаллар усулининг турли операция- ларини цийинлаштиради. Бундай шароитда наклиёт масала- ларининг бошца (жадвал) матрица модели анча кулайдир. 
Нацлиёт тХп жадвалини киритамиз (I. 11-жадвал).I . 1 1 - ж  а д в а л

Bi В, ■ ■ ■ Вп

*11 С11 *12 С12 *1/1 с \п «1
*21 С 21 *22 С22 *2/1 с2п «2 J

х т±
Спч

ХШ2
ст 2

х  тп
с тп

а т

b i ь2 . . .  ьп у{1, 2, . . .  ,т) еатрни Ai ишлаб чикариш пунктига мое к,илиб Куямиз, /£/а =  {1, 2, . . . , п) устунни В. истеъмол Килиш пунктига мое килнб КУЯМИЗ- Жадвалнинг (г, /) катаги А,- дан 
В . гача булган йулга мое келади. (г, /) катакнинг юкори
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унг бурчагига унинг характеристикаси сц >  0 ни, яъни Ас дан 
В. га бирлик махсулотни ташиб угишнинг кийматини жой- лаштирамиз. Л(- да ишлаб чикариш хажми ai >  0 ни катор- дан унг томонда, В/. да истеъмол килиш хажми b j>  0 ни устуннинг пастига жойлаштирамиз. Дар бир катакнинг паст- ки чаи бурчагига xtj ташишларни жойлаштирамиз. / тугун- лардаги баланс шарти i- сатр ва /- устун эламентларидан х,о- сил килинадиган ва хдмма махрулот ишлаб чикариш пункт- ларидан олиб чициб кетИлишини хдмда барча истеъмол пункт- ларининг талаблари кондирилиши кераклигини ифодалайдиган

п т

У  xtj =  a t , i  =  TTm; ^  хц =  b jt j  =  J~ ii (15)/=' 1= 1тенгликларга келтирилади. (15) тенгликларни ва
x i j >  0, j= l ,m ,  j — \ , n  (16)тенгсизликларни цаноатлантирувчи ташиш режалари х = { х 1--, 

i — 1, т; / =  1, я} да наклиёт хдражатлари
т п2 2 * # * »  о нi - i  /= 1га тенгдир, (17) функциянинг (15), (16) чеклашлардаги минималлаштириш масаласи матрицавий нацлиёт масаласи деб аталади.Ушбу банднинг максади— потенциаллар усулининг турли операцияларини наклиёт жадвалларига кучиришдан иборат. Аввало ташишлар режасининг мавжудлик критерийсини исботлаймиз.3- теорема. Матрицавий наклиёт масаласининг ташишлар режаси мавжуд булиши учун умумий баланс шарти
т п=  (18)i= i /1нинг бажарилиши, яъни ишлаб чицарилган максулотнинг умумий кажми умумий истеъмол .уажмига тенг булиши за- РУР ва етарлидир.И с б о т и . Зарурийлиги. Агар {xijt / — 1 ,« } —ташишлар режаси булса, (15) дан



2 < . - Z C £ * » ) - K 2 * ) - Z » i -
i  5 1 ( = 1  / =  1 / = 1  1 =  1 / = 1келиб чицади.

Етарлилиги. (18) тенглик бажарилсин. xtj =  п{ bJa,  i =
т п=  1, т, j — 1, п, ос — V f l f =  "Vb/ деб оламиз. Равшанки, ____  /= 1

x — {xijt i =  l,m ; j = \ , n )  ларда (16) тенгсизликлар бажа- рилади. x(j ларда (15) тенгликлар хам бажарилади:
П П ______
V х; , — а "У b./a = а,г i =  1, m;Ad Ч mmd I 1
/= 1  / = 1/71 ТП

xii =  bj ^ aila =  br  / =  ' - ,г- 
1 = 1  1 = 1Шундай дилиб, X — ташишлар режасидир. Теорема исбот- ланди.Кар дандай х ташишлар режаси учун

m п m п ______ _______О <  X:. <  V V  X:. =  V а . =  V ft, <  ° ° , i =  1, m; / =  1, пЧ Ч Jmd 1 Jmd I
1= 1  / = i i =  i /= 1муноеабатлар бажарилганлигидан, ташишлар режалари туп- ламп компакт булади ва умумий баланс шарти (18) отни­

мал ташишлар режаси хп — матрицавий нсщлиёт маса- 
лаоининг ечими сифатида мавжудлиги критерийси булади.

Ташишлар базис режаси ва катакларнинг базис туп- 
ламларини киритишга утамиз. Ушбу {(б, /х), (б . /г)> ( А  /г)> . . . .  (/*, /*)} ёки {(ix, А), (А А), • • • . (А. А)} куринишдагп иккита кушни катак битта сатр ёки битта устунда ётган, лекин бнрорта сатрда хам ва бирорта устунда дам учта кетма- кет катаклар булмаган дар хил катаклар кетма-кетлигига (А, /,) катакни (ik, jk) катак билан богловчи занжир (оддий, элементар) деб аталади. Цикл — четки катаклари битта да- торда ёки битта устунда ётган занжирдир. Агар надлиёг жадвалида занжирнинг душни катакларини тугри чизидлар (занжирнинг буринлари) билан туташтирсак, занжирнинг душни бушнлари хамиша узаро тик булади.Агар |ё/Б| =  n +  m -  1 булиб, унинг элементларидан би­рорта дам цикл тузиш мумкин булмаса, U B c U  катаклар дуплами тула дейилади.

т т п п т п
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Ь-таъриф. Агар ташишлар режаси х =  {х(;, i =  1 ,т, /'= =  1, п} да п +  т — 1 тадан бошда ташишлар нолга тенг *,у =  0, (*,/)€£/«• =булиб, долган п-\- т — 1 та ташишлар U в тула туплам таш- кнл дилувчи катакларда жойлашган булса, бу ташишлар режаси базис режа деб аталади.%1;, (i , j) € ташишларни базис деб, xip (:', /) £ UH лар-ни ьса нобазис деб атаймиз. UB туплам — катакларнинг (ташишларнинг базис режаси а: га мос) базис туплами деб аталади.
7-таъриф. Агар л .̂ >  О, (i , j)£(JB булса, ташишлар ба­зис режаси бузилмаган деб аталади.2- банддан катакларнинг базис туплами хоссалари ке­либ чидади: 1) дар бир катор ва дар бир устунда базис ка­так (UB дан олинган катак) топилади: 2) битта базис катак ётган сатр ёки устун мавжуд булади; 3) сатрда (устунда) ягона булган базис катакни сатр (устун) билан биргаликда чидариб ташлаш кичрайтирилган базис туплам базис булган, кнчрайтирилган надлиёт жадвалга олиб келади; 4) сатр ва устунлардан олинган ихтиёрий жуфтни катакларнинг базис туплами UB нинг элементларидан иборат ягона занжир би­лан туташтириш мумкин; 5) катакни U B базис тупламга ду- шиш ягона циклни хосил дилади; 6) агар U B катакларнинг базис туплами булса, базис одим дуйидагича тнкланади:а) Хц — 0, (/, /) О 0 Н, деб оламиз; б) г, даторда (/х устунда) ягона булган базис (ix, /,) катакни ахтарамиз: в) лу,/, =  

= a ii (xitii =  bh) деб оламиз; г) bh дажмни bji — х(- . га (а(- ни ait — xiijt га) алмаштирамиз ва гх сатрни (/х устунни) дарамаймиз; д) кичрайтирилган жадвалда а) — г) операция- ларни такрорлаймиз. п +  т — 1 дадамдан сунг U B базис тупламга мос базис режа дурилади.Матрицавий надлиёт масалалари учун ташишларнинг бош- лангич базис режасини дуришнинг бир неча усуллари маз- 
Ж УД. Кенг ёйилган иккита усулни баён диламиз.

Минимал элемент усули. a ,, i — 1, т, / =  1, п элс- ментлар ичида минимал булган с,- ■ ни топамиз. х,- , —__ . . J A/i If И—min {а(], bj } деб оламиз. Агар xtij =  ail(xiih= b ji) булса, ix Нагорни (/'х устунни) дарамаймиз, й (а,-) сонни эса bj t— • (ai'i — xiiU) га алмаштирамиз. Келтирилган операциял:рни
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кичрайтирилган жадвал учун такрорлаймиз. п + т — 1 цадам- дан сунг п +  т-— 1 та xtj сон топилади. Агар долган ка-таклар учун = 0 деб олсак, досил булган {xir i — 1, in,
j  — 1, n) туплам ташишлар режасини ташкил этиши келиб чи^ади. Х,ар бир сатрда (jyap бир устунда) xiiU, x itU, сонлар х,исобланган х.еч булмаганда битта катак булгаили- гидан, ташишларнннг олинган режаси базис булади.

Шимоли-гарбий бурчак усули. Наклиёт жадвалининг «шимоли-гарбий бурчак» да ётувчи (1,1) катаги учун х п =  =  m in{a1, fc j деб оламиз. Агар ^]1 =  а1(дс11 =  bt) булса, 1 сатр (1 устун) ни ^арамаймиз, bl (al) сонни эса Ь{ — — хп {ах — хп ) га алмаштирамиз. Кичрайтирилган жадвалда шимоли-гарбий бурчакни танлаб оламиз ва барча опера- цияларни такрорлаймиз. п +  т — 1 ка дам дан сунг ташиш­лар бошлангич режасининг базис ташишлари куриладп. Ба- зислик бундан олдинги усулдагидек исботланади.Матрицавий наклиёт масалаларини ечиш учун 4- бапднинг наклиёт жадваллари тилида ифодаланган усулидан ибораг потенциаллар усулини баён килишга утамиз. Фараз цнлач- лик, х — катаклар базис туплами U h булган ташишлар ба­зис режаси булсин. К,андайднр (ихтиёрий) ц сатрга (/\ ус- тунга) Uj (и^) сонни (потенциални) мос куямиз. (3) тенг- лама келтириладиган
U: 4-0,  — С: :11 hтенгламадан (/,, ц) базис катак буйича vu, (u,-_) ни топа- миз.Базис тупламнинг юкорида курсатилган (4) хоссасига асосан,

щ +  Uj =  cir ( i , j ) £ U h (19)
потенциаллар тенгламалари барча куггор ва устунларнинг потенциалларини бир кийматли топиш имконини беради. 
и vjt i =  1 ,m, / =  hn~, потенциалларни билган долда (4) формулани ^уллаб, нобазис катакларнинг Д,7 бахртриниД(7 =  щ + v — cir (г, /') S UH (20)формула буйича топамиз.1 ашишлар базис режасининг оптимал булиши учун

Д1;- < о, (*./)€ (21)
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тенгсизликлар етарли, бузилмаган холда эса зарур дамдир.Агар (21) оптималлик критерийси бажарилмаса, шун- дай (i0, /о) катакни топамизки,
Ai,/, ~  т а х  Д//» ( i , l ) £ U н (22)булади.Матрицавий наклиёт масаласида максад функцияси та­шишлар режалари тупламида цуйидан чегараланган булган- лигидан, масала ечилмаслигини текшириш босцичи тушиб колади(('„,/„) катак ва U B дан олинган катаклар ёрдамида цикл (у ягонадир) ^урамиз. Биринчи булиб (t0, /„) дан горизонтал бугинни хисоблаймиз. Горизонтал бугинлар (2-банддаги тес- кари ёйларнинг ухшашлари) охирларида ётувчи ташишлар ичида энг кичигини танлаб оламиз;00 =  0 =  г. =  min X:.  (231Ташишларнннг бузилмаган базис режаси учун э^ампша 0° >  0. Циклнинг вертикал бупгнларининг охирларида (шу жумладан (г0, /0) катакда хам) ётувчи xtj ташишларга 0° ни кушамиз, циклнинг горизонтал бугннларининг охирларидаги ташишлардан 0° ни айирамиз ((г*, /*) катакдаги ташиш йудо- лади). Калган ташишларни узгартирмаймиз. Итерация ка­такларнинг базис туплами UB =  /„)) (J (/’0» /о) бул­ган ташишларнннг янгн х режасини куриш билан тугалла- нади. Итерацияда наклиёт ^аражатлари 0° Д,- га кисдарадн.Параграфни берилганлари 1 .1 2 -жадвалдагидек булганда минимал элемент усули билан ташишларнннг бошлангич базис режаси топилган (^улайлик учун базис режалар дойра ичига олинган) кургазмали мисолни ечиш билан тугатамиз. 5 устунга (энг куп сонли базис катакли) vs— 

= 0  ноль потенциални мос куямиз (у с(-5сонлар устунининг устига ёзнл- ган). (19) тенгламадан (1,5) базис катак буйича 1- цаторнинг потенцна- лини топамиз (у биринчи цаторда — с ](- сонлар билан бир цаторда ёзил- ган): и1 =  5. (19) тенгламадан фойдаланиб, к.олган цатор ва устунлар­нинг потенциалларини топамиз. Сунгра (20) формула буйича нобазис катакларнинг бауоларини х ис°блаймиз ва уларни катакларнинг унг пастки бурчакларига жойлаштирамиз. Максимал Лй>/'о— А 13 — 3 О22) га к,-) бахо мусбатдир, яъни ташишларнннг бошлангич режаси оптимал эмас ((21) тенгсизликлар бузилади). (1.3) катак ва базис катаклар ёрда- мида{(1,3), (1,5), (3,5), (3,3) (1,3)} циклни цурамиз. Циклнинг горизон­тал бутинлари охирларидаги минимал ташиш 0° =  * (- / —д-15= 3 5  бу­лади ((23) га iy.). 35 сонини (1,3), (3,5) катаклардаги ташишларга КУ* шамиз ва (1,5), (3, 3) катаклардаги ташишлардан айириб ташлаймиз. Цолган ташишларни узгармас ^олдирамиз. Базис тупламдан (1,5) катак­ни чи^ариб ташлаймиз, (1, 3) катакни унга кушамиз. Янги итерация J -'З- жадвалдан бошланади. Навбатдаги итерацияларнинг натижалари *14,  1.15- жадвалларда жойлаштирилган. 1.15- жадвал оптималлик кри-77
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4  ~  *2 1  =  * 2 3  ~  * 2 4  =  *3 1  = * 3 2  =  * 3 3  = * 5 4 ~  *4 1  ==  11, 4  =  ю,=  4 =  * 45~  0 сонлар ^аралаётган масалада ташишларнинг оптимал режасини ташкил этади. А Д А Б И Р Т1. Булавский В. А ., Звягина Р .А . .  Яковлева М . А. Численные ме­тоды линейного программирования.—М: Н аука, 1977.2. Габасов Р .. Кириллова Ф. М. Методы линейного программирова­ния. 1-111 ч ,- М и н с к :  Б Г У , 1977, 1978, 1980.3. Данциг Ж. Линейное программирование, его обобщения и при­л о ж е н и я .—  М : Прогресс, 1966.4. Романовский И . В Алгоритмы решения экстремальных задач. — М : Н аука, 1977.5. Х у . Т. Целочисленное программирование и потоки в сетях.— М : Мир, 1974.

6 . Юдин Д. Б ., Гольштейн Е. Г . Линейное программирование. — — М : Физматгиз, 1963.
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KfieapuK программалаштириш деб математнканинг чекли улчовли Rn фазонинг каварик X  тупламларида каварик̂  
f (х) функцияларнинг минимумини топиш ^а^идаги

f  (х)->- m in, х £ X  (1)масалалар урганиладиган булимига айтилади. Кдварик прог­раммалаштириш чизи^ли программалаштиришнинг (1 боб) бевосита умумлашмасидан иборат булиб, унинг вужудга ке- лиши ва ривожланишига чизи^ли программалаштиришнинг усул ва гоялари катта гаъсир курсатди. Кдвариц программа­лаштириш масалаларини текшириш каварик, функциялар ва тупламларнинг хоссалари батафсил урганиладиган каварик 
та.\лилнинг яратилишига олиб келди.Каварик, программалаштиришнинг асосий масаласи булган ни и(|юдалашда X  тупламни Х = , х :  g (х) <  0, х £ Qj кури- нишда бериш ь^абул ^илинган булиб, бу ерда Q туплам ва 
т- вектор- функция g (х) нинг компоненталари к; лам ва функцнялардан иборатдир.

л /  I I  б о б .  ^А В А Р И И , П Р О Г Р А М М А Л А Ш Т И Р И Ш

1-§. Цавариц тупламлар ва функцияларКаварик, тупламлар ва функциялар экстремал масалалар- нинг хозирги замон назариясида катта роль уйнайди. Улар ^аварии, тахлилда урганилади, мазкур параграфга эса ундан бошлангич маълумотлар келтирилган.1. Таърифлар. Агар п улчовли Rn Евклид фазосидан олинган X  туплам узининг ихтиёрий иккита нуцтаси билан бирга уларни туташтирувчи кесмани ^ам уз ичига олса(11.1- чизма), бундай туплам /faea/ж^ туплам деб аталади. Бош- кача цилиб айтганда, агар х \  х - ^ Х  булса, барча к £ [0, 1] лар учун х (Я.) =  X х 1 +, (1 — X) х2£ X  булади.К,аварик( тупламларга Rn фазо ва 11.2- чизмада курсатил-ган тупламлар мисол була ола- ди. 11.3-чизмада цаварик бул- маган тупламларга мисоллар кел­тирилган.Агар ихтиёрий х 1, х2 £ X  ва барча А,£[0, 1] лар учун/ ( Я х Ч - (1 - X )  х2) < А /  (х1) +  - +  ( 1 - Я )  f i x 2)



тенгсизлик бажарилса, _цавариц X  тупламда аницланган ва чекли булган / (х) функция цавариц дейилади (11.4-чизма).Масалан, силлик булмаган /(х) =  )х|, x £ R lt функция цаварицдир, чунки барча х \  x2^ R v  А.£[0, 1] лар учун |^х1 — (1 — X) х2| <  X |хЧ +  (1 — X) |х2| уринли. ^К,авариц функциянинг таърифи сифатида цуйидаги кри- терийни олиш мумкин: X  тупламда / (х) функциянинг цава­риц булиши учун унинг устграфиги (11.5-чизма)

П.З- чизма , '1

X f  =  {(*, у ) : х € Х ,  y > f  (х)}цавариц туплам булиши зарур ва етарлидир.Скаляр таъриф. Агар ихтиёрий х, / £ Rn лар учун скаляр 
t £ R 1 аргументли ф (0 =  f  (х +  It) функция цавариц булса ва фа цат шунда / (х), x £ R n функция цавариц булади. Сил-лиц / ( х ) £ С (|) функциялар учун цуйидаги критерий цулла- нилади. Агар барча х, х* £ Rn лар учун/ (х) — / (**) >  {х — х*) df {х*)/дхтенгсизлик бажарилса (11.6-чизма) ва фацат шунда / (х) х £ Rn, функция цавариц булади.Агар / (х), x £ R n, функция икки марта узлуксиз диффе-ренциалланувчи, яъни / (х) £ С (2) булиб, унинг иккинчи тар- тибли хосилалари матрицаси d2f(x)ldx2 >  0, х £ Rn, манфий булмаса ва фацат шунда функция цавариц булади.Эслатнб утамизки, агар х'Ах квадратик шакл барча х ==  (Xj, . . . , хп \ G Rn учун мусбат ишорали, яъни ' ^ У ацх 1х^i=i/=lО ^аниц мусбат, яъни 2 2  aijxi xj >  О, х ф  0 ) булса,

( = !/=I ____симметрии п х п  матрица А =  [air i = \ , n ,  j = \ , n  ман- 
фиймпс (мусбат) дейилади ва А > 0  (А > 0 )  белги ор- цали белгиланади. Сильвестр критерийлари маълум: 1) А матрицанинг мусбат булиши учун унинг барча кетма-
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«Укет бош мннорларн Ds мусбат булиши, яъни Z)s= d e t jo* =  1А  / =  l,s ' > 0 ,  s =  \ ,п  булиши зарур ва етарлидир; 2) А матрицанинг манфиймас булиши учуй унинг барча бошминорлари манфий булмаслиги, яъни det4 ( -1’ f.2’\гп 1> 0 ,  1 <  iv  i2<  . . X  етарлидир. Бу ерда А оркалн А матрица-
■ ■ ■’ h и 12> • • •• is

.<  is <  п\ s — 1 ,п, булиши зарур ваill 2̂> ■ • ij
111 /2» ■ • • 1 lsf  нинг hi h- ■ ■ -i is'^рацэмли сатрлари ва jv  /2, . . /s рацамли устунларидан тузилган s X s  матрица белгиланган.2. 1^авари^ тупламларнинг хоссалари. Ихтиёрий сондаги каварик тупламларнинг кесишмаси ^аварии; тупламдир. Кдвариц тупламнинг ихтиёрий х1, г '=  \, k злементлари-

kнинг каварик комбинациям ( \ Ч ; х‘ , , i = L A ,
k h '^  1J шу тупламга тегишли булади.i 1 ч . Фараз килайлик, X ,  Y  —цаварш  ̂ тупламлар булиб, улардан бири чегараланган булсин. Агар уларнинг ёйилмалари X ,  Y  узаро ке- сишмаса, улар цатъий аж- 

ралувчан (11.7-чизма) була­ди, яъни к,андайдир п- век­тор с ф  0 ва ос сонларда барча х £ Х ,  y £ Y  лар учун 
с’х <  а <  с'у тенгсизликбажарилади (кдгьий ажра- лувчанлик хакидаги теоре­ма; с'х — а — ажратувчи

гипертекисликдир).Узаро кесишмайдиган цаварик X , Y  тупламлар ажралув- чан булади, яъни шундай с=£ 0 вектор мавжудки, барча 
х £ Х ,  b £ Y  ларда с'х <  с' у булади (ажралувчанлик хдцидаги теорема).Агар х* цаварик, X  тупламнинг чегаравий нуцтаси бул- са, бу нуцтада X  тупламга таянч текислик мавжуд бу­лади, яъни цандайдир с ф  0 да барча х £ Х  лар учун с'х <
82

с'х*' тенгсизлик бажарилади (таянч текисликнинг мавжуд- лиги хасидаги теорема).3. Цаварии; функцияларнинг хоссалари. К,авариц / (х), 
x(fRn функциянинг сат.\ туплами [ x: f  (х)<с) ё буш, ё Ба­варии, туплам булади. ____Агар /(- (х), x £ R n, i =  1,* — каварик, функциялар булса,

П ___
f (Х) =  V  а (- ft (х), at >  0 ва / (х) =  тах/< (х), i =  \,k функ- i=iциялар х.ам цавариц булади.К,аваршу / (х), x £ R n функциялар х,ар бир х нуцтада уз-луксиздир. .. „К,авариц / (х) функция х,ар бир x £ R n нудгада ихтиерии
IdR, ,  йуналиш буйича ^осилага эга:

df (х) =  ]jm / (х +  It) -  / (х) 
dl t->0 tМасалан, fd |х|/<3/|л_ 0 =  |/|, d \х\/д1\х>й =  /, д |лг|/̂ /|̂ <0 =  — /. Агар барча x £ Rn лар учун/ (x) — / ( x * ) > c ' (x — x*)тенгсизлик бажарилса, c £ R n вектор цавариц / (x), функциянинг x* нуцтадаги субградиенти деб аталади. х* нуктадаги субградиентлар туплами df (х*) субдифференциал деб' аталади. Субдифференциал хар бир нуцтада буш бул- маган каварик компактдан иборат булиб, агар f  (х) функ­ция х да дифференциалланувчи булса, ягона df {х)/дх эле- ментдан иборатдир. Масалан,( 1, агар х > 0  булса,

д |х\ =  [— 1. 1], агар х =  0 булса,( — 1, агар х <  0 булса.Шунингдек,
df (x*)/dl =  maxc7, df (х*)формула уринлидир. -д гар (х) функция цавариц булса, / (х) функция оо-

тиц деб аталади.Фараз цилайлик / (х, у) функция цаварик, компакт 
x £ X c z R n, y £ Y c : R m тупламларда ани^ланган ва узлуксиз
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булсин. Агар / (х, у) функция рар бпр у £ Y  да х £ Х  буйи- ча раварир, рар бир х £ X  да эса у £ Y  буйича ботик; бул- са, у (х°, у°\, х ° £ Х ,  y ° £ Y  эгар нуртага эта булади:/ {х°, У ) ^ [  (х°, у0) <  / (х, у0). ва унинг учун мини макс хауидаги теорема уринлидир: min max f  (х, у) =  max min / (х , у).« X  у с у  у е у  х е Х4. Тупламлар ва функцияларнинг раварир робирлари.Я“Нconv X  =  1{Х : X =  2  ki х ‘ € * ,  1 =  U + l ;n+l ' 1^  Я(-= 1 | туплам X a R n тупламнинг каварик цобиви деб i=i

1 1.8- чизма 11 .9 - чизмааталади* (11.8-чизма). conv X  туплам X  тупламнн уз ичиг3 олувчи барча раварир тупламларнинг кесишмаси билан устма" уст тушади.
f  (х), х £ Х  функциянинг каварик; цобиги conv/ (х) деб (11.9- чизма)conv / (х) =  inf : у £ R 1: {х, у ] £ conv X f I функцияга айтилади.Тупламлар ва функцияларнинг раварир робирлари рава- рирдир.5. Кучайтирилган раварирлик. Агар ихтиёрий х1, х2 £ X ,

х1 ф  х2, Я £ ]0,1[ ларда х (Я) == Я х1 +  (1 — Я) х2 нурта X czR n тупламнинг (нисбатан) ички нуртаси (х (Я,) £ intX) булса, X  туплам, цатъий цаварик деб аталади. Масалан, дойра ратъий раварир тупламдир, квадрат зса ундай эмас.Агар ихтиёрий х \  x2£ R n, х ' ф х 2, Я£]0,1[ лар учун* Агар X  — богламли булса, п +  1 урнига п олинади.

/ (Я х 1 +  (1 -  Я) х2) <  Я/ (х1) +  (1 -  Я) / (х2) катъий тенгсизлик бажарилса, / (х), х £ Rn функция катъий 
наварив; деб аталади. Масалан, с'х, х £ Rn функция раварир, лекин катъий каварик эмас.Ихтиёрий х , х * е £ „ ,  х ф х *  ларда/ (х) — f  (х*) >  (х — х*)' df (х*)/<5хтенгсизлик бажарилганда ва фарат шу хрлдагина силлир / (х), х £ Rn функция катъий раварир булади.Агар / (х) € С <2), x £ R n булса, / (х) функция катъий ра- варнр булиши учун д2/ (х)/дх2 >  0 генгсизликнинг бажари- лиши етарлидир.Катъий каварик функциянинг сатр туплами ё буш, ё катъий раварир булади.Агар ихтиёрий х \  x2£ R n, х 1 ф  х2 ва бирор р > 0  учун / (xV2 +  х 2/2) <: / (х4)/2 +  / (х2)/2 -  р ||х1 -  х2|| тенг­сизлик бажарилса, / (х), x £ R n функция кучли раварир деб аталади.Агар барча х, l£Rn лар ва бирор v > 0  учун Г [д2[(х)/дх2\ />v |[/||2 тенгсизлик бажарилса ва фарат шу хрлдагина / ( х ) £ С <2), х££?„ функция кучли раварир булади. Масалан, 
f  (х) — х4 функция ратъий, лекин у кучли раварир эмас, чунки d2f  (0)/дх2 =  0. х'Лх квадратик шакл А >  0 булганда рам кучли, рам ратъий раварирдир.

2- §. КУН — ТАККЕР ТЕОРЕМАСИКаварир прогрзммалашда Кун — Таккер теоремаси деб асосий натижа Лагранж функциясининг эгар нуртаси тер­минала ифодаланган оптималлик критерийсига гйтилади.1. Лагранж функциясининг эгар нуртаси ва раварир программалашнинг асосий масаласини ечиш. раварир прог- раммалашда асосий масала деб Q — раварир туплам, / (х) ва 
т вектор функция g (х) нинг gp (х), . . . ,  gm (х) компо- нентлари раварир функциялар булган/ (х)->  min, g  (х) < 0 ,  x £ Q  (1)масалага айтилади.(1) масаланинг чеклашларини раноатлантирувчи рар бир 
п- вектор х чизирли программалашдагидек режа (жоиз нур- та, вектор, ечим) деб аталади. (1) масаланинг х° ечими / (х°) =  min / (х), g (х) <  0, х £ Q оптимал режадир.



Кдварид тупламлар ва функцияларнинг хоссаларига асо- сан (1-§), режалар туплами
X  =  {х : g (х) <  0, x £ Q } ва оптимал режалар тупламиХ ° =  [ x : f  (х) {хй), х £ Х }заварив; булади, чунки улар даварид Q, \х : gt (х) <  0],

i — 1 ,т (X  булганда) ва X ,  { х : f  (х) ^  / (х0)) (Х° булганда) тупламларнинг кесишмасидан иборатдир.Шундай дилиб, агар (1) масалада иккита оптимал режа булса, бу режалар орасидаги кесмада ётувчи барча режалар (уларнинг сони континуум) оптимал булади.Агар мадсад функцияси / (х) — дагьий даварид булса, (1) масаланинг оптимал режаси ягона булади. Дадидатан, агар 
х* — бошда оптимал режа булса (/ (х°) =  f (х*)), у холда р £ ]0 ,1 [ булганда зиддиятга келамиз:/ (х°) <  / (рх° +  (1 -  р) X*) <  и / (х°) +  (1 -  и) / (х*)=/ (х°). (1) масаланинг f  (х), g (х) элементлари буйича

F  (х, Я) =  / (х) +  X  g (х) (2)
Лагранж функциясини тузамиз ва уни x £ Q , Я > 0 ,  k £ R m булганда дараймиз.

1- таъриф. Агар барча X  £ Q, Я >  0 лар учунА (х*. Я) <  А (х% Я*) <  А (х, Я*) (3)тенгсизлик бажарилса, {х*, Я*), x*£Q,  Я * > 0  (2) Лангранж функдиясининг эгар нуктаси деб аталади.1-теорема. Агар |х*, Я*), x * £ Q , Я * > 0  (2) Лагранж функдиясининг эгар нудтаси булса, у холда х* (1) масала­нинг оптимал режаси булади ва
g' (х ) Я* =  0 (4)

каттикмасликни тулдирувчи шарт бажарилади.И с б о т и . )3) тенгсизликларни берилган функциялар ёр- дамида ёзамдз:/ (**) +  g’ (х*) Я <  f  (х+) +  g' (х*) Я* <  / (х) +  g" (х) Я*, х Е Q, Я >  0 (5)(5) даги чап тенгсизликдан(х*) Я <  g' (х*) Я* (6)келиб чидади. (6) нинг бажарилиши учун g (х*) <  0 булиши 86

зарур, чунки, агар бирор г, i =  1 ,т учун gt (х*) > 0  булса, 
h. — 0, / =  1 ,т деб олиб ва Я(- ни етарлича катта тан-лаб, (6) нинг чап томонида етарли катта мусбат сонга эга буламиз. Шундай дилиб, х* режа (1) масаланинг режасидир.(6) дан (4) даттидмасликни тулдирувчи шарт келиб чи- дади. Х^дидатан, агар g' (х*) Я° =  а <  0 деб фараз дилиб,Я — - -  деб олсак, (6) дан а / 2 < а <  0 зиддиятга келамиз.(4) ни хисобга олсак, (5) даги унг тенгсизлик / (х*) <  ^  / (х) +  g' (х) Я* тенгсизликка утади, ундан Я* >  0 бул- ганлигидан, g (х) с  0 тенгсизликни даноатлантирувчи барча х £  Q лар учун / (х*) < /  (х) тенгсизлик бажарилади.Шундай дилиб, х* режа (1) масаланинг оптимал режа­сидир ва теорема исботланди.

И з  о х -  Теоремани исботлашда Q туплам ва [ (х), gt (х ), t —- \,т 
ф ункцияларнинг даваридлигидан фойдаланилмади. Ш ундай дилиб, 1- 
теорема ихтиёрий /  (х), g(x), Q лар учун  уринлидир.1-теоремага мувофид, (1) масаланинг оптимал режасинн дуриш учун (2) Лагранж функциясининг эгар нудтасини то- пиш етарлидир. Лекин хар дандай (1) масала учун Лагранж функцияси эгар нудтага эга булавермайди. Масалан, x->m in, х- < 0 ,  х £  Ri масаланинг оптимал режаси х° =  0 учун {0, Я0} нудта F  (х, Я) =  х +  Я х2 Лангранж функциясининг эгар нудтаси буладиган Я ° > 0  сонни топиб булмайди, чунки 
дА (0, Я)/дх — 1 булганлигидан, эгар нудтада бажарилади- ган 5А (0, Яг’)/ д х = 0  тенгликнинг бажарилишига эришпш мамкин эмас.Силлид масалалар учун Лагранж функцияси эгар нудта- синннг мавжудлик теоремаларига эквивалент булган даст- лабки натижалар Г . В. Кун ва А . В. Таккер томонидан олин- ган.2. Силлид масалалар. Даварид программалашнинг сил- 
лик мисаласини, яъни / (у), g (х) функциялар силлид, да- варид дамда Q туплам

Q =  [ х : х  >  0}куринишга эга булган (1) масалани дараймиз.
Таъриф. Агар бирор х* режада

g (х*) <  0 (7)шарт бажарилса, даварид программалаш асосий масаласининг режалар туплами (чеклашлари) равон (Слейтер шартини 
цаноат лантиради) дейилади. 87



Фараз цилайлик, /0 (л;0) =  {t : g( (х°) =  0 ', х° режада ак­
тив брлган чекланишларнинг индекслари туплами J n (х°) =  ~ ( / :х / =  0}, /+ (х°) =  {/:х? >  О j, х° режанинг ноль ва мусбат компоненталари индекслари тупламлари булсин.1 - лемма. Фараз цилайлик (1) силлиц масаланинг режалар туплами X  равон булсин. У  .холда ихтиёрий х* , x ° g X ,  
х°Ф  х11 режалар хамда (7) ва ушбу

I'dgi (х0)/дх < 0 ,  г g /0 (х°); I. > 0 ,  / g /0 (х°) (8)тизимни цаноатлантирувчи / g Rn вектор учун шундай а о> 0 , 
t0 >  0 сонлар топиладики, барча ct g [0, cen], / g [0, /0] ларучуп х (t) =  х° +  I J  +  а  (х* — х°) t (9)вектор (1) масаланинг режаси булади.И с б о т и . Етарлича кичик a , t параметрли (9) векторда (1) масаланинг х,ар бир чекланиши бажарилишини курсата- миз. Агар х? >  0 булса, (9) дан етарлича кичик t >  0 ларда х;. (I) > 0  эканлиги куриниб турибди. х° =  О, I . >  0 булсин. У  холда, агар  ̂ >  0 ва а  >  0 сонлар етарлича кичик бул- ганда xj (t) =  ltjt +  ax*t >  0 булади. Фараз ^илайлик, х ’.= 0 , 
I./ — 0 булсин. Бу холда о с> 0  булганда х. (/) =  а х * / > 0  булади. Шундай цилиб, х (t)£Q,  t g [0, /0]. gt (х°) <  0 бул­син, У  холда,
8t (* (0) =  gi (х°) +  t(U  +  a ( х ' - х 0))' (x°)/dx+0 (0 (10)ёйилмадан, агар  ̂ етарлича кичик сон булса, g (- (х (/)) <  О тенгоизлик келиб чикади.gi (х°) =  0, l',dgi {х°)/дх <  0 деб фараз цилайлик; (10)дан куринадики, етарлича кичик а да gt (х (t)) <  0, / g [0, t0], тенгсизлик бажарилади. Нихоят, gt (х°) =  0, /(dg( (х°)/дх--=0 булсин. Силлик каварик функциянинг таърифи

St (х*) ~ g i  (х°) >  (х* — х°У dg{ {хй)/дх дан ва (7) тенгсизликдан (х* — х 0)' dgt {х°)/дх <  0 тенгсиз­лик келиб чикади. (10) ёйилмадан, охирги тенгсизликдан фойдаланган холда, gi (х (/)) < 0 ,  / g [0, /„] тенгсизликни оламиз. Лемма исботланди.2- теорема. Фараз килайлик, х° режалар туплами равон

булган силлик (1) масаланинг оптимал режаси булсин. У  х,ол- да (8) тизимни ^аноатлантирувчи хар бир I вектор учунГ df (х°)/дх >  0 (11)тенгсизлик бажарилади.И с б о т и . Фараз килайлик, /* вектор (8) тизимни цано- атлантирсин, бирок; /; д[ {х°)/дх <  о (12)булсин. 1-леммага асосан (9) функция /g [0, /0], ^ „ > 0  учун (1) масаланинг чеклашларини цаноатлантиради. Етар- лича кичик а. >  0 ларда (12) га мувофиц
df (х (t))/dt/t=0 =  [df (х {t))/dx]' dx/dt/l=0 ==  (/* +  «  (х* — Xй)' df {x°)/dx <  О,тенгсизлик бажарилади, ундан эеа етарли кичик t >  0 ларда- 

хй режанинг оптималлигига зид булган f  (х {()) <  / (х°) тенг сизлик келиб чикади. Теорема исботланди.2 -теорема х° режа оптимал булмаганда, уни «яхшилаш» имконини бериш, яъни / (х) <  / (х°) ни каноатлантирувчи шундай х векторни цуриш маъносида оптималликнинг тутри зарурий шартини ифодалайди. 2 -теорема шартларини тек- шириш
I'df {х°)/дх-*- min, l'dgi (x°)/dx <  0, i g /0 (х°);

l j > 0, /£•/<> (лс°).чизицли программалаш масаласини чегараланмаган /* ечим- ларни чицариб ташлаш учун' бирор нормаловчи шарт (ма- салан, а . < / .  / g J+  (х0)) билан карат га келтирилади.Агар /' (3/ {x°)/dx <  0 булса, (9) формула буйича янги х ==  х {t), f  (х) <  J  (х°) режа дурилади.2 - теоремага Фаркаш теоремасини (1-боб, 2-§) цуллаб, 
оптималликнинг иккиланма зарурий шартини оламиз.3 -  теорема. Режалари туплами равон булган (1) силлик масаланинг х° режаси оптимал булиши учун шундай ман- фий булмаган т вектор Я° >  0 ва п вектор ц° >  0 мавжуд булиши зарурки, улар учун ^уйидаги шартлар бажарилсин:1) стационарлик шарти:

т

df (x°)/dx-)- V  Ц  dgi {x°)/dx =  u°; (1 с)
if
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2) каттикмасликни тулдирувчилик шарти:
g' (х°) Х° =  0, х0' |д.° =  0. (14)(2) Лагранж функцияси терминида (13) тенглик

OF (х°, Х°)/дх =  у0 (15)куринишни олади. К,авариц функцияларнинг хоссаларидан Лагранж функциясининг А > 0  булганда х буйича ^аварии- лиги, яъни F (х, X°) — F(x° ,  X°j >  (х — л'0)' дГ (х°, Я°)/дх келиб чицади. Бу ердан (14), (15) Ларин ^исобга олиб, 
F (х, Х°) >  F (х°, Х°) +  х' ц° тенгсизликнп оламиз, яъни бар- ча х > 0  ларда

F  (х°, Х°) <  F (х, Х°) (16)тенгсизлик бажарилади.Иккинчи томондан, барча X >  0 лар учун X'g (х) <  О тенгсизлик бажарилганлигидан, (14) га мувофиц эса g' (х°) Х°— =  0 тенглик бажарилганлигидан, барча ^ > 0  лар учун
F  (х°, X) =  f (х°) +  X'g (х°) <  / (х°) +  g' (х°) Х° =— F (х°, Х°) (17)тенгсизликнп оламиз.(16), (17) тенгсизликлар \х°, Я,0} нукта Лагранж функ­циясининг эгар нуктаси эканлигини англатади. Охирги на- тижани туда ифодалаш учун бу тасдицни 1-теорема билан бирлаштирамиз.4 -теорема (Кун-Таккер теоремаси). Режалари туплами равон булган каварнц программалашнинг асосий масаласи- нинг х° оптимал режаси мавжуд булиши учун шундай ман- фий булмаган Я ° > 0  вектор мавжуд булиб, )х°, Я0} жуфт- лик Лагранж функциясининг эгар нуцтаси булиши зарур ва етарлидир. Ш у билан бирга цаттицмаслнкни тулдирувчи шарт g ' ( х ° Н °  =  0 (18)бажарилади.И  з о х- Л° вектор х° оптимал режага мое Лагранж вектори деб ата- лади.Юцорида 4- теорема (зарурийлик цисми) кавариц програм­малашнинг силлиц масаласи учун исботланган, лекин у ифо- даланган х>ол учун х,ам уринлидир. Умумий х,ол учун исбот3- бандда келтирилади.3. Умумий х,ол. 4 -теореманинг ифодаланишида / (х), g (х) элементларнинг ^осилаларидан ^амда Q тупламнинг махсус
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куринишда булишидан фойдаланилмаган. Агар цавариц тах- лил техникасидан фойдаланилса, теореманинг исботида х,ам улардан цутилиш мумкинлигини курсатамиз.
[т - f  1) улчовли фазодаА =  [у =  |уо„ у] '■ у 0>  f  (х), У > ё  (*), бирор x £ Q  да), 
в =  \У =  {у0, y ) : y 0 =  f  (х), y=--g  W . x £ Q ' ,
С  =  { z =  {z0, z):z0< f  (x°), z <  0) тупламларни цурайлик. А ва С  тупламлар цаварнцдир. Хацицатан, {г/0, у} £ А ва \у0, у } £ А  булсин. У  ^олда А туп-ламнинг аницланишига кура, шундай х G Q ва х £ Q век-торлар топиладики,

Уо >  f  (х), 0̂ А\ 1 ^ (19)
Уо > f ( x ) , у >  g М (20)булади. 1 'Х у о +  (1 — Я) у 0, X у +  (1 — X) у),  0 <  X <  1нуктани цурамиз. Бу нуцтанинг компоненталари учун (19), (20) ларга ва / (х), g (х) функцияларнинг каварицлпгнга мувофиц,Я у0+ ( 1 - Х )  J 0> X / ( x ) + ( l - ^ )  / ( * ) > /  ( Я х Ч ( 1 -Х ) х )

Ху  + ( 1  — X) y ^ X g  (х) +  (1 — X) g  ( x ) > g  ( Хх+( 1—Х) х) тенгсизликлар бажарилади.Я х  +  (1 — X) x £ Q  булганлигидан, олинган тенгсизликлар
[ХуQ +  (1 — Я) у0, Х'у +  (1 — Я) у\ £ А эканлигини билдиради, яъни А — цавариц туплам. С  туплам ярим фазоларнинг ке- сишмасидан иборат булганлигидан цаварицдир.А ва С  тупламлар умумий нуцталарга эга эмас. Х.ацш цатам, агар ~y =  z, у £ А ,  z £ C  булса,_бирор x £ Q  да х° ре- жанинг оптималлигига ‘ зид булган / (х) <  у0 — z0 <  / (х°), 
g (х) <  у == z <  0 тенгсизликлар бажарилади.А ва С  тупламларни цавариц тупламларнинг хоссасига асосан ажратиш мумкин, яъни шундай_ (т. +  _1)- вектор с — =  (с0, с), ||с)| =  1 топиладики, барчт у $ А ,  z £ C  лзр учуй
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с' у  >  с' г (21)тенгсизлик бажарилади. (21) дан ва С  тупламнинг аншуга- нишидан с векторнинг манфий булмаслиги келиб чик,ади.- 
с >  0. Агар манфий с,- <  0 компонента мавжуд деб фаразКилсак, г — уринда |42 е элементли г =  {/( х°) +  е, е, . . е, Р2е, е, . . е| вектор учун белгнлантан е 0 ва етарлича кагта р да (21) тенгсизликка зид булган исталганча катта 

с' z мшуцорни топамиз. В туплам А тупламга тегишлидир, шунинг учун (21) тенгсизлик у ЕВ булганда хам бажари­лади, яъни барча x £ Q  лар учун
с0 f  (х) +  с' g (х) ^ c ' z  (22)булади. (22) тенгсизлик С  тупламнинг барча ну ̂ талари учун уринлидир. У  С  тупламнинг лимит нукталари учун хдм, хусусий холда / (хи), 0: нукта учун ^ам бажарилади:с0 f {х) +  с' g (х) >  c0f  (х°), XEQ.  (23)Энди с0 >  0 зканлигини исботлаймиз. Агар с0 =  0 булса, с > 0 ,  с ф  0 дан с >  0, с ф  О эканлиги келиб чицади. (23) тенгсизлик барча х £ Q лар учун c'g (х) >  0 куринишни ола- ди. Иккинчп томондан, (7) дан c'g (х*) <  0 тенгсизлик ке­либ чшуади. Зиддият с0 >  0 эканлигини исботлайди. (18) ни исботлаш учуй Я0 =  с/с0 деб оламиз. с0 >  0 булганлигидан(23) дан барча х £ Q лар учун

f  (*) +  ё' (х) Я0 >  / (х°) (24)эканлиги келиб чшуади. Бундан х =  х° булганда g' (х°), Я ° > 0  тенгсизликни оламиз. Лекин, иккинчи томондан Я°>0, 
g (х°) <  0 лардан, [Я0]' g (х°) <  0 келиб чи^ади. Шундай цилиб, (18) тенглик исботланди.(24) тенгсизлик (18) ни .^исобга олганда, барча х £ ф л а ручун / (x°) +  g ' (х°) Я ° < /  (х) +  g' (X) Я°куринишни олади, яъни (16) тенгсизлик умумий х,ол учун (/ (х), g (х) ларнинг х,осилаларидан ва Q тупламнинг мах- сус куринишидан фойдаланилмаганда) тутридир. К у н — Так- кер теоремаси исботланди.4. Чизи^ли чеклашлар. Чизицли чеклашли цавариц про- граммалаш масаласини ^арайлик:

/' (х)->т\п, Ах — Ь ^ О ,  х > 0 ,

бу ерда / ( х ) £ С (>, А =  А (/, J) тхп- матрица, b=- b  (J ) 
т-вектор, / =  (1, 2, . . ., т\, J  =  {1, 2, . . ., п).(25) масала учун Клемма кучайтирилиши мумкин.2- лемма.

А (/0 (х°), J) /* <  0, / * (■ № ))>  0 (26)тенгсизликларни каноатлантирувчи хар бир х° режа ва /* — =  /* (J) вектор учун xt =  х° +  I J ,  t Ё [0, (01 вектор /„ >  О етарлича кичик сон булганда (25) масаланинг режаси булади.И с б о т и . K a!W aTaH етарлича кичик t лар учун x°(J+ ) >  >  О, А (I +, J) х° <  b (I ) тенгсизликлардан xr(J J  >  О, А (/+, 
J) xt<  Ь (/+) (/+ =  1+ (х°)=  / \ / 0, /0=  /0 <х°), J + = J \ J 0) тенг- сизликлар келиб чи^ади. К олган чеклашлар (26) га мувофик бажарилади:

А (/„, J ) x t — А (/„, J)x* +  A( I 0, J) Ц  <  О, 
xt(J0) =  х° (У0) +  и (Jo) t =  l* (Jo) t >  0 Лемма исботланди.1-леммани 2-леммага алмаштириб 2 — 4- тесремаларнн режалар тупламининг равонлигини галаб килмасдан олиш мумкин.И з о ш л а  р. 1. Бу банднимг натижасини каби талабсизХам исбот хилиш мумкин.

2 . / (дс)->- min, А х — Ь =  0,  х >  0 масала, агар f (х) хавариц функ­
ция булса, хавариц программалаш масаласи булади. Бу масала учун (хеч булмаганда, / {х) 6 с(1) булганда) Кун — Таккер теоремасини исбот­лаш тавсия этилади.

3- §. ИККИЛАНМАЛИК НАЗАРИЯСИКун — Таккер теоремаси табиий равишда иккиланма ма- 
салани киритиш ва чизшути программалаштиришнинг ухшаш натижалари билан бирга %аварщ программалаштиришнинг 
тугалланган иккиланмалик назариясини ташкил килУвчи 
иккиланмалик муносабатларини исботлаш имконини беради.1. Иккиланма масала, иккиланмалик муносабатлари. Режалари туплами X  равон булган, яъни кандайдир х* режа учун g -( x * ) < 0  тенгсизлик бажарилган кавариц программа­лаштиришнинг

f(x)->  m in, g(x) < 0 ,  x E Q  (0асосий масаласини цараймиз.(25) 93



(1) масалада / (х), g(x) элементлар буйича т- вектор Я ёрдамида Лагранж функциясини тузамиз.
F(x,  Я) =  / (х) +  Я' g (х)ва уни х £ Q, Я > 0  булганда караймиз.

TijFpii ср (х), x £ Q  ва иккиланма ф(Я), Я > 0 функцнн- ларни киритамиз:Ф(х) =  5ир/Г(х, Я), Я > 0 ;  ф(Я) =  in f/Дх, Я), x £ Q .  (2) ̂ XУшбу <р (х) ->  min, x £ Q  (3)масалани каварик программалаштиришнинг mtjFpu масаласи деб, ф (Я )->-тах, Я > 0  (4)масалани эса иккиланма масаласи деб атаймиз.{х : ф (х) <  оо) туплам mijFpu режалар туплами, А  =  =  ! Я : \р (Я) >  — оо} туплам иккиланма режалар туплами дейилади.
х £ Х  булганда ср(х) =  /(х); х £ Х  булганда ф(х) =  оо эканлигидан тугри режалар туплами (1) масаланинг режалар туплами билан, (3) масала эса (1) масала билан устма-усг тушадн. Шунга асосан (1) масала х,ам каварик, программа- 

лашнинг тугри масаласи деб аталади./(х), g{x) функциялар чизикли ва Q =  { x : x > 0) булган­да (4) масала чизикли программалашнинг иккиланма масала­си билан устма-уст тушишини текшириш цийин эмас (1-боб, 2-§ га кД.(3), (4) масалаларнинг х°, Я0 ечимлари тугри ва иккилан­ма масалалар орасидаги узвий боглшушкни ифодаловчи ^уйи- даги иккиланмалик муносабатларини каноатлантиради:1) тугри масаланинг х° ечими мавжуд булиши учун ик­киланма масаланинг Я0 ечими мавжуд булиши зарур;2) (3), (4) масалаларнинг х°, Я0 ечимларидаФ (х°) =  ф (Я0)тенглик бажарилади;3) тугри ва иккиланма режалардан тузилган хар бир {х, Я} жуфтлик учун Ф (х) >  ф (Я)тенгсизлик бажарилади;4) агар тугри ва иккиланма режалардан тузилган бирор {х*, Я*} жуфтликда
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Ф (х*) =  ф (Я*)тенглик бажарилса, х*, Я* (3), (4) масалаларнинг ечимлари булади;5) агар иккиланма (тугри) режаларнинг кандайдир Я . 1, 2, . . .  ( х * , k — 1, 2, . . .) кетма-кетлиги буйлаб ик­киланма (тугри) масаланинг мацсад функцияси чегараланма- ган булса, тугри (иккиланма) режалар туплами бушдир;6) '(З), (4) масалаларнинг х°, Я0 ечимларида цаггшумас- ликни тулдирувчи
g' (х°) Я0 =  0шарт бажарилади;7) (4) иккиланма масаланинг Я0 ечими (1) масаланинг х° оптимал режасига мос Лагранж векторидан иборатдир;8) х°, Я0 векторлар (3), (4) масалаларнинг ечимлари бу­лиши учун уларнинг Лагранж функцияси эгар ну^тасннинг компоненталари булиши зарур ва етарлидир;9) минимакс ^а^идаги теорема уринлидир;min т а х F (х, Я) =  max m i n f ( x ,  Я).

х £Q \>0 Х>0 х £QИ с б о т и . ф(х) ва ф(Я) функцияларнинг аницланишндаи тугри ва иккиланма масалаларнинг ихтиёрий х ва Я режала- ри учун уринли булганФ (х) >  F  (х, Я) >  ф (Я) (5тенгсизликлар келиб чицади. Демак, (3) муносабат уринли­дир. 4) ва 5) муносабатлар 3) муносабатнинг натижаларидир. х° тугри масаланинг ечими булсин. Агар Я0 унга мос Л аг­ранж вектори булса, Кун — Таккер теоремасиданФ (х°) =  F  (х°, Я°) =  ф (Я°) (6)эканлигини оламиз, бундан (5) га асосан, Я0 (4) иккиланма масаланинг ечими эканлиги келиб чикади. Шундай цилиб, (1) ва (2) муносабатлар уринлидир. Аксинча, агар Я0, (4) ик­киланма масаланинг ечими булса, (2) муносабатдан ((5) ни хисобга олганда) Я0 тугри масаланинг х° оптимал режасига мос Лагранж вектори эканлиги келиб чицади ((7) муносабат). Бунда (6) шарт минимакс ^ацидаги теорема уринли эканли­гини билдиради ((9) муносабат). 6) муносабат 7) муносабат­дан ва К у н — Таккер теоремасидан келиб чицади. 8) муно­сабатнинг зарурийлик к,исми 7) муносабатдан ва К у н — Так­кер теоремасидан келиб чикади.Агар {х°, Я0} Лагранж функциясининг эгар нуцтаси бул-
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са, таърифга кура ср (л:0) =  ф (Я0), бу эса 4) муносабатга асосан, х°, Я,0 (3) ва (4) тугри хамда иккнланма масалалар- нинг ечимлари эканлигини билдиради. Теорема исботланди.И з о  х,. (4) иккнланма масала ечимининг мавжудлигидан (3) турри масаланинг ечими мавжудлиги келиб чицмайди. Масалан, / (х) =  х\ -j- +  1 /х^-*- m in , g (х) =  х г ^  О, Q =  {х :х2 > 0 } ,  х 6 R., турри масаланингечими мавжуд эмас. Унга иккиланма булган ф(Д.) =  — — _► max, Я > 04масала Я0 =  0 ечимга эга.

V  (Я,- -  Яу) du -  m in, Я( — Я5 =  1 (8)Х,-Х/> 0 Х(*.;)£{/масала (7) га иккиланма булади.Иккиланмалик назариясига мувофик;, (7), (8) масалалар- нинг .V0, Я0 ечимларидак° =  2  - Я  (9)
я.о> о <«.лецКуйидаги бандларда иккиланмалик назариясининг энг содда кулланишларн келтирилади. К,айд килиш керакки, ик­киланмалик назариясининг роя ва натижалари экстремал масалалар назариясида куп цулланилади ва маълум маънода сонли усулларнинг х,озирги замон даражасини характерлайди.2. Максимал оцим ва минимал кесим ^а^идаги теорема, s манбали ва t оцишли 5 =  (/, U }, / =  I0UsUt турда мак­

си мал оцим хакидагио0 =  шах и, 1 ХЦ ~  1 ХЦ =

(7 )

Ф Г  |€*Г
I w, агар р =  s булса,— V, агар i =  t, 0 <  Хц <  d булса,О, агар i £ /°, (t, /) € ^  булса,

масалами караймиз. сон (г, /) ёйнинг утказиш. кобилия- 
ти деб аталади. (7) масаланинг х° =  {x°ijt (г, /) £ £/} ечими
максимал оцим, v° — максимал оуим катталиги деб атала­ди. (7) масала учун Лагранж функцияси 

F(x,  Я) =  - и + . 1  Я ;[ 2  x{l — 2 l xll] ~ \ v  +  Xi v =

" Я/) хц
=  у(я, - я5- 1 ) + .2  (яг

а. />бикуринишда булади.Иккиланма функцияни хисоблаймиз:( (Я,- — Яу.) dijt агар Я, — Я5 =  1 булса,
V оо, агар Я ,— Я ф  1 булса,Шундай ь^илиб,96

тенглик бажарилади.Агар 5  турга (/, s) ёйни кушсак ва ch — 1, с ^— О, (г, у) € U  Деб олсак, (7) масала минимал катталикдагн 01\им ^акидаги масаладан иборат булиб колади. Унинг {x°ij} (г, /)€ 
£U°,  xts =  а°| ечими потенциаллар усули билан олинган булсин.1-боб, 2-$, 1-бандда курсатилгани каби, тугунларнинг 
и0., i £ / оитимал потенциаллари (8) иккиланма масаланинг ечимидан иборат булади, яъниЯ ? =  !!?, *€/- (Ю)Потенциаллар усулига мувофик, тугунлардан бирортасининг потен циалини ихтиёрий танлаш мумкин. ц° =  1 деб оламиз. У  х.олда и® =  0 га колган i £ /° тугунларнинг и°( потенциал­лари иккита кийматдан биттасини кабул цилади: 0 ёки 1.У1 1} (11)тупламни ^урамиз. s £ P ,  эканлиги равшан.Тугунларнинг ихтиёрий / * (= / , s£/*, /6/* туплами учун {У* — U (/*) =  {(/, /) £ ё/: г £/*, / € /*} ёйлар туплами 1* туп- ламга мос (тСрнинг кесими) деб аталади. v  dij — кесим-

нинг кийматидир. Минимал кийматли кесим — минималдир.Теорема (Форд — Фалкерсон теоремаси). Максимал ок,им катталиги минимал кесим кийматига тенгдир.И с б о т и . (9) дан (10), (11) ларни ^исобга олиб цуйида- гига эга буламиз: 0 ° = v  d

яъни максимал оцим катталиги U (I1) кесимнинг к,ийматига тенгдир. U  (У1) кесимнинг минимал эканлигини исботлаймиз.
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Ихтиёрий I* а / ,  s£ / * , t E I* тупламни цараймиз ва у буйича (8) масаланинг цуйидаги режасини к,урамиз;Яч =  1, агар /£/* булса; Я(- =  О агар i G I*  булса.(8) масала максад функциясининг бу режадаги циймати 2  dLj га тенгдир. (8) масала ;а (10) режанинг оптималли- 
а-1)еи О’ )гидан U  (Z1) кесим минимал эканлигини англатувчн V  йц <

(i.i)£U О1)<  V  dij тенгсизлик келиб чнкади, Теорема исботлачди.(»'./ )gt/ </*)Форд — Фалкерсон теоремасининг исботи схемаси буйича цуйидагини исботлаш хавола ^илинади 5  =  {/, U}:V  Хц -  V  Xji =  ait i Е /; 0 <  хц <  dip (i, j) £ £//е/;+ ie<rтурда x =  {xir (i, j ) £ U ) о^имнинг мавжуд булиши учун:
1) а (I) =  0 :/ тугунлар тупламининг я (/) (п (/) — V  а,-)

интенсивлиги нолга тенг булиши;2) a ( / * ) < d ( / * ) : ихтиёрий /* сд /  тупламнинг а(/*) ин­тенсивлиги у хосил к ил га и кесимнинг d (/*) кцшматидан кат- та булмаслиги зарур ва етарлидир.3. Квадратик программалашнинг бир масаласини ечиш. Мусбат D п х п  матрицали ва rank Л =  т <  п булган А  /пХп матрицали
c'x +  x'Dx/ 2->-m in, Ax =  b (12)масала ни ^араймиз.

F  (а", X) =  с'х +  x'D х/2 +  Я' (Ах —  Ь) Лагранж функцияси буйича иккиланмаф (Я) — min (с'х +  x'Dx 12 +  Я' (Ах — Ь)) (13)
*eRnфункцияни тузамиз.(13) даги минималлаштирилаётган функция цатъпн цава- рик, булганлигидан (D >  0) унинг минимум пуцтаси х(К) Лагранж функциясининг стационар нуцтаси (dF (x(X), К)1дх =  

— 0) билан устма- уст тушади: с +  Dx (Я) +  А' Я =  0.Бундан
x(X) =  - D - l (A' k +  c). (14)(14) ни (13) га келтир .б к;уйиб,ф (Я) =  -  1/2 (с' +  ГА)  D~l (А'  Я +  с) -  ГЬ  (15)
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эканлигини оламиз. (12) га иккиланма булган масала ф(Я), Я € функцияни максималлаштиришдан иборатдир. A D ~l _4 ' >  0 булганлигидан ф (Я) функция каткий ботикдир ((— ф (Я )— каткий каварик, функция). Унинг максимум нуктаси Я0 стационар нуцта билан устма- уст тушади 
(д ф (Г)/д Я =  0): A D - 1 (с +  А' Я0) +  b =  0. Бундан,Я0 =  — [Л Б Г ’Л Т 1 (b +  AD~'c). (16)(16) ни (14) га келтириб куйиб, (12) масаланинг х° =  х(Я°) оптимал режасини оламиз.4. Геометрик программалашнинг иккиланма масаласи.

п т ______/(0 =  2  М( (0 . Щ (0 =  ct п  f/ 1, Cl > 0 , I =  1 ,п, (17)
Г-1 J = 1куринишдаги /'(/), / =  (/г, . . . , tm} £ R m функция позином деб, \aijt i =  1, п ,  / =  1, т матрица унинг экспоненталар 

матрицаси деб аталади. Геометрик программалаш деб математиканинг позином тенгсизликлар ёрдамида берилган тупламларда познномларни минималлаштириш масалалари караладиган булимига айтилади.Геометрик программалашнинг цуйидаги масаласини ка- раймиз: /(/)-> m in, 0, (18)бу ерда /(/) — (17) позиномдан иборат.
ui функцияларни логарифмлаб ва янги xj =  \ntj, j  — 1 ,т

xm+i =  UP fji — — ‘ — 1.™ узгарувчиларни киритиб,(18) масаладан унга эквивалент булган
п т _______
2  е*т  1 min* 2  ai j Xi — Xm+i = *•= 1, Л . 09)
1=1 у=1чизик,ли чеклашли кавариц программалаш масаласига ута- миз.Лагранж функцияси

п п /  т

F( x t Я ) =  2  ^ т+,' +  2  ^  2  «//*/ —  W - ^ - )i=i i=i \/=iёрдамида (19) га иккиланма булганф (Я) =  inf F  (х , Я) -*• шах (20)
Xмасалани ёзамиз.
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Иккиланма режалар туплами ! ?. ■: ф (/.) <  со| ни баён 1̂ и- ламиз. F(x,  к) функциянинг хт i буйича ^уйи чегараси* « + £  =  1п Xi  (2 1 )нукдзда эришилади. Демак, иккиланма режалар^ • > 0 , / =  l T T  (22)тенгсизликни каноатлантиради. x j /  =  l,m  узгарувчилар буйича inf F (х, к) ни хисоблаб, иккиланма режалар2 ^ 7  =  0 , / =  "Пй. (23)i=lтенгламаларни цаноаглан гиришини топамиз.Аксинча, (22), (23) муносабатларни каноатлантирувчи х,ар бир к =  | . . .  , кп\ вектор иккиланма булади.(21) ни (20) га келтнриб куйиб ва (22), (23) ларни хи- собга олиб, (19) га иккиланма
п п п ____v  X. -j- In [~] (Cj/^У'1 ->  max, V  ki ац =  0, / =  1 ,т\

1=1 (=i t=i
и  > 0 ,  i =  ТГп (24)масалани оламиз.Агар экспоненталар матрицасининг сатрлари мусбат ба•

П _
зис х,осил килса ( V  к̂  йц =  0, / =  1 ,т, ^ > 0 ,  / =  1 ,п дан ____  £=1=  0, i = \ , n  келиб чшуади), (24) масала ягона к{ =  0,i = ( 7 i  режага эга булади. К,авари!у программалашнинг ик-киланмалик назариясидан бошлангич (18)__масаланинг трн-виал ечилиши келиб чи^ади: t- ^  0, j  — \,m. Бундан буёт бу \ол каралмайди.(24) масала чеклашларининг бир жинслилигидан унинг

V  ().— 1, б,- > 0 ,  г =  1,/г, а  >  0. (?5)/=1а  узгарувчи факат ма>усад функциясида катнашади. (25) да
П

а буйича максимумни хисоблаб ( а  =  П  (с/б,)*' нуктада эри-(=1шилади), (24) масаланинг бошка эквивалент шаклини ола­миз: ф (б) =  П  ( с Д ) 6‘ шах, 2  б(. aij =  0, / =  1 ,т;i=i i=i2 б/ == ’ • 6i > ° ,  г' =  1-«. (26)i=iКуп холларда (26) иккиланма масала бошлангич (18) масаладан содда булади. (26) масаланинг чеклашларини ягона {6(, i =  1,/г} туплам каноатлантирадиган (18) маса- лалар синфи мавжуд. Бундай х.олларда (26) даги максимал- лаштириш операцияси орти^чадир.М и  с о л .  Дарёдан 400 м3 шагални ташиб утиш учун улчамлари 
/1 X  t2X t 3 (узунлиги, кенглигн, баландлиги) булган очшу кути тайёрлаш талаб цилинади. К утининг ён ёклари ва таги 1кв. м и 10 сум туради- ган материаллардан, олд ва opiya ёцлари 20 сум/м2 тураднган материал- дан ясалади. Хар бир рейс 10 тийин туради. Агар кути хамма шагални ташиб утилгандан кейин ташлаб юбориладиган булса, t°, /®, улчам- лар кап дай булганда харажатлар минимал булади?К,утининг ха жми t1-t2 /3 м3 га тенг. 400 м3 шагални ташиб утиш учун 400/А^бт та рейс талаб килинади ва у 4 0 - / ф ' с у м  тура- ди. К,утини тайёрлаш учун кетган материалларнинг киймати 40/2/3-}- +  20/,Г3 +  10£j /2 га тенгдир. Шундай килиб, масаланинг математик мо­дели куйидаги куринишда булади:

f  (О  ■“  4W T 1 t Y 1 ( з 1 +  40£2/8 +  X h h  +  1C/,/»-* rrin, tu  / „ /3> 0,  яъни, т =  3, п =  4, сг =  40, с2 =  40, с3 =  20, с4 =  10,ечимини П
Х; =  % 6,-, 6f > 0 , i =  M ; 2 б£ = 1 , а > 0  /=1куринишда излаймиз.(24) масала янгн узгарувчиларда куйидагича: Бу

А = (ау) = — 1 101кийматлар учун (26) масаланинг чекланишларини ёзайлик; — 6i +  б3 +  б4 =  0,
а  V  6,- (1 +  1пс,-/а 6() -► шах; ”  °* /  =  1>т;1=1 i=i —  6i  +  62 -{- б4 =  о,— +  62 б3 =  о, +  ёг +  ёз +  ё4 =  1 •
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Олинган тизим ягона 6; =  2/5, 6° =  1/5.  б” =  1/5. 6° =  1/5 ечимга эгадир. Демак, (26) да максималлаштириш операцияси йуцолади в а ик- киланма мацсад функциясининг оптимал диймаги(40/[2/5])2/б-(40/[ 1 /5])1/5-(20/[ 1 /5]) ,/5-( 10/[ 1 /5]) 1/5 =  100 сумга тенг булади.3 -§  даги (2) иккиланмалик муносабатидан 100 сум —  шагалги ташиб утишдаги минимал к р а ж а х  эканлиги келиб чикади. / t\ , t ° ларпи хи- соблаш учун xm+i =  1па/ белгилашдан, (2 1 ) фэрмуладаги х Д , (- =  ln k j хоссадан, ^  =  се б; белгилашдан ва а э =  ф (6°) фактдан фойдаланамиз. Шундай д(ииб,
и, (/») =  ф (б») 6?, 1 =  ГТгтенгликлар уринлидир.Каралаётган масала учун улар ^уйидаги куринишда булади: 100-2/5= =  40/J-1 Гф1, 100-1/5 =  40/^3, 100-1 /5 =  2 Э/1/3. Бунда н дутшшнг оптимал улчамларини топамиз: t\ =  2м, /2 =  1м, /3 = '0 ,5 м .4- §. КВАДРАТИК М\САЛАНИ ЕЧИД АЛГОРИТМ!!

Каварик квадратик прэграммсиш'ининг умумий масала- сини ечишнинг симплекс усулнинг умумий х;оли булган чек - ли усули баён килинади.1. Масаланинг цуйилиши. Оптималлик критерийси. 1̂ аварик квадратик программалашнинг каноник масаласи
f  (л:) == x'D х/2 +  с'х—*~ m in, Ax =  b, х  (У+) > 0  (1)куринишга эга. Бу ерда х  =  х (У), с =  с (У) лар п- вектор- лар; b =  у (/) эса т- вектор; А =  А (/, ./) т Х  п- матрица; 

D =  D  (У, У) — симметрии, манфий булмаган т X  я- матрица ;/ =  {1, 2, . . ., т}, У =  { 1, 2, . . ., д}, У + с г У . Ихтиёрий махсус булмаган Д Б =  А (/, / б), Уб с  У, т Х / д . матрицани базис матрица деб атаймиз. х ража ва А Б базис матрицадан хосил цилинган (х, Д Б) жуфтликни (1) масала­нинг таят режаси деб атаймиз. Агар х Б+ =  х (УБ+Д >  О, УБ+ =  УБ П У- булса, (х, А Б) таянч ража бузилмаган деб аталади.Изозф Агар 1 = 0  булса (яьни, (1) масалада асосий чеклашлар катнашмаса), Д Б =  0, УБ =  0  булади.
А бх б +  А нхн =  ь> Ан ~ А (К н̂)> ифодадан

хв =  г0 +  RXH (2)
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эканлиги келиб чикади, бу ерда г0 =  {r|0, i £ J B} =  А ~ 1Ь, 
R = R  (Уб, Уя) =  {/"у (УБ), j  €-/„} =  -  Д - М н. Компонента- лари

V

куринишда булган векторни z;. (У), j £ J H U 0 билан белгилай- миз ва z - z  (у , ун) =  { г , У€ /н>деб оламиз. (2), (3) ларга мувофик (1) масаланинг кар дан- дай х режаси .V =  2ц Zx  j_j (4)куринишга эга булади. Бундан/ (х) =  x'D  х /2  +  с’х =  (г0 4- ZxuY D  (г9 +  Z x H)/2 ++  с' (г0 +  ZxH) =  x'nZ'DZxu/2 +  z0DZxH/2 +4- xHZDz j 2  4- z'cDz0/2 +  c'z0 4- c'ZxH ==  — 4* "K ôo' 2, (5)бу ерда H =  H  (Ун, Ун) =  Z  Z)Z, /i0 =  /i0 (Ун) — Z  (7)z0 4" с), Л оо =  zoDz« +  2с'г0.
Н  матриданинг симметрик ва манфий эмаслигини куриш кийин эмас. {х, Д Б} таянч режа билан бирга х =  х +  А х  режани караймиз. Максад функциясининг орттирмасини хи- соблайлик:А / (х, х) — / (х) / (х) =  (хн/У х н —  х „  Нхн)/2 +

+  К  ( * н  ~  х н) —  А ^  4 -  а  х „  ( Я х н  - f  / i 0) .А н =  А (Ун) =  Нхн 4" К  (6)бахрлар векторини киритиб,А / (х, х) =  А х'н Н  А х н/2 +  Ад А х н (7)

[r ip 16
Zi j ~  j^ ’ *  ̂ J h\ / ’ /€ ^h > zi0I k  / =  j  *

riQi i € Уб 0, / € Уц (3)

орттирма формуласини оламиз:1 -теорема (оптималлик жритерийси). {х , Д Б} таянч режа- нинг оптимал булиши учун
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Д/> 0 ,  xj — 0; А = 0 ,  Xj >  0, / £ Ун+; А, =  0, / £ /н_ ;=  П У+ . ^н— =  ^н\^Н4- (®)муносабатларнинг бажарилиши етарли, бузилмаганда эса за рур хамдир.И с б о т и . Етарлилиги. {х, АБ} таянч режа учун (8) шартлар бажарилсин. х/. =  0, / £ Ун+, булганда // >  0, А х ;>  > 0  эканлигидан, ихгиёрий х =  А х ража учун A f  (х, х) =  А х н И А хн/2 +  А х'н Ан >  О,къни, х режа (1) масаланинг опгимал режасидир.
Зарурийлиги. Бузилмаган {х, Л Б} таянч ража учун (8) муносабатлар бажарилмасин ва /0 £ J H улар бажарилмайди- ган индекс булсин. / =  “ 2/oS ie n A /o (9)деб оламиз. { у  ЛБ} таянч режа бузилмаганлигидап, )шун- дай Оц >  0 сон топиладики, 0, 0 ^  0 <  0О учун х +  0 / ну^- та (1) масаланинг режаси булади. Оргтирма фэрмуласи (7) дан, (9) ни хисобга олиб,A f { x  +  Ql, x) =  Bl'H А н — 02 ГнН1н/2—=  — 0 | А .| +  — 02/г, ,эканлигини оламиз. | A j  >  0 булганлигидан охнрги ифода- нинг унг томони етарлича кичик 0 >  0 лар учун манфий булади. Бу х  режанинг оптималлигига зиддир. Теорема исботланди.2. Итерация. Фараз килайлик, { у  Л Б} таянч режада (8) муносабатлар бажарилмасин. 1-теореманинг исботидан кури- надики, (9) йуналиш буйлаб (1) масаланинг мацсад функ- цияси камаяди. Шунинг учун х  режани яхшилаш ма^садида шу йуналиш буйлаб х,аракат циламиз: х (0) =  х +  0 /, 0 > О . Бунда цуйидагиларни талаб цилиш табиийдир: 1) х,аракат(1) масала режалари тупламидан четга чицмасин, яъни0 С  min 0;, бу ерда 0,. =  — у//., /., < 0 ;  2) ^аракат мак-isj+ 1 1 i i i iсад функциясининг циймати камайиши жараёнида давом эт- син, яъни 0 <  0р бу ерда 0/ эса d A / ( x - t - 0 f7 , х)1дВ — Отенгликка эквивалент булган А / ( х - Т 0 ,/ , x) =  m in A /  (x-f-

’ о+  0 /, х) шартдан топилади.101

Шундай килиб, I буйлаб максимал мумкин булган 0° цадам 0° =  min {0(о, 0Д (10)га тенгдир. Бу ерда 0- — m inO,,5 i e J +  1I — Ху //., агар l . <  0 булса,0/ = ( ос, агар /; > 0  булса,П в  Ял/1//1/о/о» агаР А/ л > 0  бУлса-
i \ ° ° , агар hh -h =  0 булса,Равшанки, бузилмаган таянч режа учун 0° катталик мус- батдир (0 ° > О ) . 0 ° =  оо тенглик / йуналиш буйлаб хрракат(1) масалани хеч качон рсжалар туплами чегарасидан чица- риб юбормаслигини ва бунда максад функцияси узгармас тезликда камайишини билдиради. Бу холда (1) масалани ечиш тугалланади, чунки максад функцияси рсжалар туп- ламида цуйидан чегарэланган эмас.Дейлик, 0° <  оо булсин. Янги х режаних == х +  0°/формула буйича к у рамиз. Бу рсжага куриниши цуйидагича аницланадиган ЛБ базис матрицани мос цуямиз:

а) 00 =  0io> 'о £ J B - а б  =  а  (Л ^ Б). J b =  (J b \ {o) U in , Деб оламиз. Л Б матрицанинг базис матрица эканлиги симплекс усулдагидек курсатилади.б) 0° =  0(о, г 0 =  /„. Л Б =  А б деб оламиз.в) 0° =  0?. ЛБ =  Л Б деб оламиз, лекин а), б) ^оллардан фар^ли улароц, янги таянч режа билан J 0 — {j0}cz JH туп- ламни боглаймиз, яъни бундан буен (х, Л Б} , ёзувдан фой- даланампз. Бошлангич таянч режа учун J 0 0 , а), б) лол­ларда эса J 0 — 0  деб х.исоблаш мумкин.Мацсад функциясининг (5) ифодаси базис матрнцага 6of- лицдир. Шунинг учун а) ^олда //, h0, /г00 элементлар янги булади; / (х) =  х' (Уц) Н  х (Ун)/2 + h '0 х  (У“ ) +  h j 2 .

Н , h0, hоо элементларни Н, /г„, /;00 лар билан богловчи формулаларни оламиз. Бунинг учун (5) функцняни куйида- гича ё. амиз:
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/ (Х) — 0 ХН Н*х н* ( 11)бу ерда х н — х  (Уи) — {1, х н} , Ун— О U Ун, Я * — Я  (Уы, Ун). О булганлигидан, (2) дан
Г;_: г./О

i<-J н h i  о
ХГ

1 h i о »о/окелиб чи^ади. Шунинг учунX (J'H) =  м  (Гн, 7*н)х(Т*), ( 12)

ерда У * ,= о и у н.

м  (Ун, 'н ) =

~ 1 . . . . о 0 . . . 0

6 . . . 1 0 . . . о

1 о . . l l r i . i . ^ hilt
0 . . • • 0 1 .

/

. . о

0 . . . . 0 6 о . . . 1

/ri.H ( 13)

(12) га асосан/ (х) =  х ^ н * х *н/2  — х ’ о д  .и' ( д  7 у  я ш  о д  д х  X х(д/2  =  х' ( д  я*х' (У®/2, я* =  М ’ о д  д  я * м  ( д дОхирги тенгликданЯ  =  М 7 Ш , уИ =  М  (УН, 7 Н),Л0 =  уИ' о д  д  я * м  ( д  о),7iu0= A f  (У*, 0) Я *М  ( д о ) .  (14)эканлигини оламиз.

Шунинг билан биринчи итерациянинг баёни тугаллана- ди. Фараз ^илайлик, к-итерацияда (8) муносабатлар бажа- рилмайдиган {х'г , A k̂ J k таянч режа олинган булиб, лекину шундай булсин: 1) А* == 0, / £ Уф 2) агар J k0¥= 0  булса, Я * =  Я * (У*, У*) >  0. Биринчи интерациядан сунг олинган(Л'2- Л2БЦ  =  {*> Лб)7. таянч Режа ^ 0  =  w (Л. Уо) булган 1), 2) шартларни каноатлантиришини куриш ь̂ ийин эмас.‘ У  режанинг (8) оптималлик шартлари бузиладиган ин­дексный /к £ Ун деб белгилайлик. Ушбу еА у (0) =  ft* +  Я* (/, У*) (X* +  0 g *  о, / € У* (15)айниятларга риоя цилинганда, 1к йуналиш буйлаб х., / £ Уд узгарувчилар бу йича оптималлик шартлари хамнша бажа- рилганлигидан, (15) муносабатларни х* режа яхшиланади- ган шу 1к йуналишни куришга асос килиб оламиз. 1к йу- налишни
I* =  — Z/ft sign Д‘4 +  2  Vy 2/ (16)' Чкуринишда излаймиз. у*, / £ Уд коэффицнентларни хисоблаш учун (6), (15) лардан у ''=  G* р* sign Д ^ , G* =  (Я*)-1 ечимга эга булган Яд у* =  P*sign Д ^ , (17)y'; =  (у'г, /£Уд}, Р* =  Я * (Уд, ik) тенглама олинади.

df (xk)!dlk <  0 эканлигини куриш кийин эмас, яьни ма^- сад функцияси 1к йуналиш буйича камаяди.Худди (10) га ухшаш 1к буйлаб максимал мумкин бул­ган 0* ^адам хисобланади:0* =  {0*о, 0*},бу ерда 0* =  min 0*,* W+ 1I —  хк11к, агар /* <  0 булса, .®/= ( оо, агар / * > 0  булса, ^  +
t ||Д^|/а*, агар ак >  0 булса,6/— | оо , агар ак — 0 булса,
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а* -  ! * > / *  =  /*' (У*) //*/* (У*) -  2 (Г/* (У*) sign +— hk . =  hk — В*' sign Л* .Iklk jkjk 1 ‘ 6 /кАгар 0* =  оо булса ( 1) масалани ечиш тугалланади, чун- ки макеад функциясининг чексиз камайиш йуналиши 1к олинган.Дейлик, О1' <  оо булсин. У  хрлда янгиfe-f-I к , rJz ЖX — X +  0 Iрежа цурилади. Янги A I+ 1 базис матрица ва янги Уд+* туп- ламни цуриш учуй куйидаги холларни караймиз:а) 0* = 0* ,  106 УБ. Унда Ак+ '= А (1 , У|+‘), 7|+ 1= ( 7 БЯо) U U /о. Уц+1 =  ^о\/о деб °ламиз. Бу ерда / 0 индекс шундай- ки, л^/о Ф  0 булиб, куйидагича танланади: агар г(У  О, /€ /J булса, /о 6 /„; акс хода /„ =  /*;б) О* =  0* ,  f0G У*. Унда Л *+1 =  А | ,  У£+’ =  У£ \ » 0 деб ола- миз;в) 0* =  0fo, г'0 =  Унда А | +1 =  .4*, У*+1 =  У* деб ола- миз;
г) 0* =  0kf. Унда Л +̂1 =  АкБ, У£+* =  J k0 U jk деб оламиз.
Янги {х*+1> Л б+1} Уо+ 1 таянч режа б), в) холларда 1к йуна- лишни цуришнинг (15) принципига мувофиц, 1) шартни ца- ноатлантиради. а) холни караймиз. УндаA*+1 (Jo) =  Я*+1 (Jo, J н+1) Х н Ага эга буламиз.Я **+1 =  М к' (Ун, Ун+1) Н*к М к (Ун , Ун+ ') булганлигидан, бу ерда И* (У^*, У ^ +1) матрица (13) га ух- шаш тузилади.

Нк+] (Jo, Ун+1) =  Мк (Ун, Уо+ ‘ ) Я ’*М *  (Ун, Ун+ ‘ ) булади ва демак,д *+ ‘ (/') =  (Ун*, Уо+1) //** Af (УА*. Ун +1) -тн+1 ==  М к' (Ун, Уо) Я** / +1 (Ун) =  -И*' (Ун*, Уо) Ан*, (18) бу ерда Ан =  А* (У н)— компоиенталариА* =  А* (е*),/€Ун, А о = Я * (0, Ун*) х*+1 (Ун*) булган вектордир.А1* (Ун, Ун+1) матрнцанинг курилишидан ва / 0 индексни
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танлашга асосан /И* (Ун \Уо, Уо+1) =  0 га эгамиз. Шунинг учун (15), (18) лардан исбот килиниши лозим булганА *+‘ (Уо+1) =  0келиб чицади.г) хрлда А*+1 (Уо) =  О тенглик уз- узидан куриннб туриб- ди. Кдйидагиларни хисоблаймиз:
4 " ' = 4 +  в/ (Р*' V*—  A kik si? n А**) =  А/* ——  0* a* sign A*fe =  Ак, — |Д/*| sign A*ft =  0, яъни, яна А*'4"1 (Уо+1) =  0.

{xk+l, Л б+ 1} y/e+1 таянч режа 2) хоссага эга эканлигиниокурсатамиз.а) хрлда /о 6 4  булганда У̂ +1 == Уо"1-1 U У0 деб, /„=/* бул- ганда У"+! =  Уо: 1 деб белгилаб,
Нк+1 =  Я *+1 (У0*+1, Уо+1) =  /И*' (Ун, Уо+1) Н кМ к (У*, У*+1) =  =  М *' (У{. Jo+l)-Ho-Mk (Jo, Уо+1) (19)ни оламиз.Яд > 0 , det М*(Уд , Уд^‘)^=0 булганлигидан Я *+1> 0 . Я *4"1матрица Н к~ 1 > 0  матрнцанинг диагонал минори сифатида мусбатдир.б) хрлда: /У* >  0 матрнцанинг диагонал минори сифати­да Я *+1 >  0;в) >рлда: Я *+1 =  Яд > 0 .г) хрлни цараймиз. Фараз цилайлик, Я *+| матрица мус- бат булмаснн, яъни шундай ноль булмаган |  =  Е(Уд+1) век­тор топиладики, Я *+1 g =  0 (20)булади. (20) дан

tfoi(./o ) + (}% = оэканлиги келиб чи^ади, бу ерда l jk ф  0, чунки акс \олда Я 0 матрнцанинг мусбатлигига зид хулосага келамиз. Умумийликни бузмасдан == 1 деб х1исоблаш мумкин. У  х;олда
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£ ( 4 )  =  “  G >  =  - v *  sign А*, (21)(20), (21) лардан
Hk (/*. J kQ+l) l  =  ( A ) +  h%jkl,k ==  h%jk — Pfc' Yfe sign A** =  a fe =  0га эга буламиз. Ленин, ак > 0 ,  чунки 0к =  0* <  оо. Олин- ган г^арама- царшилнк //у+1 >  0 эканлигини исботлайди.| J k | =  1 булганда (бу ерда | J k | сон У* тупламнинг эле- ментлари сони) н\ га тескари Gh матрицани хисоблаш ^ийинчилик тугдирмайди. | J k 1 >  1 булганда Ск ларни рекку- рент хдгсоблаш учун формулалар оламиз. Уларни келтириб чикаришда чизикли алгебрадан маълум формулалар керак булади. Ушбу И *  'куринишдаги симметрии матрица учун, р  =  / — </' 5“  q Ф  0 булганда, тескари

с—1 с—1

Т- 1 =

n—1
<7' S-1

матрица мавжуд булади. Аксинча, агар
т—1 — / Q w \у V)булса, ц =5̂= 0 булганда, 5~ ‘ =  Q — —

Vформула уринлидир. а) хрлни цараймиз.
Gk+l = G * +1 ( J j +1,  70*+1) =  (Hk+l ) -\

Nk =  N k ( / + ' ,  / „  ) =  [M * (/H ,  /H+ I)]-1 булсин. (19) дан
Gk+l =  Nk Gk Nk
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Nk ( A t 1, 4  ) =

u k+lJ H » /*J H ) матрица1 . . . 0 0 . . . 0
0 • 1 0 . . . о• • . r) . . . «o/fj—m0 . . . 0 . 0 1 . . . о
0 . . . 0 . 0 0 . . . 1

loкуринишда булади. Шунинг учун Gk+l матрица G ,l’ ; 1 дан, агар” /0 б“7* булса, факат г0 индексга мос келган цатор ва усгунлари билан фар^ цилади; /0 =  jk булганда Gk 11 = G k . Бундан, j0 е 4  булганда G fc+1 =  G fe ва /0 6 булганда
G*+1 =  Gk (Jko+\ J k+l) -  /q—  (22)эканлиги келиб чи^ади;^  б) ^олда (22) га ухшаш,-.«га-1 Gk (Jk+\ J k0+l)

Gk+' (/о//о)
Gk ( 4 + 1, i0)Gk (i0, J k0+')

Gk (jo, <o)га эга буламиз;в) ^олда Gkг) х̂ олда хамиша ак >  0 ва шунинг учунв) хрлда G fe+1 =  G fe эканлиги уз- узидан равшан;
Gfe+1 = Ь k

Gk +  v 7 Y sign A/fc
tl *Yk' sign A ̂

111



3. Усулнинг чеклилиги. 2-бандда баён килинган усул, умуман айтганда, чекли булмайди. Ленин соддагина цу- шимча коида бу мухим хоссани таъ.минлаши мумкин.
J l = U - i £ J U '  х/ =  ° ) ’ А-¥=о}деб олайлик. Режанинг хк, / £ J кр компоменталаринн кри­

тик деб атаймиз.
Цуишмча цоида. Хрр бир итерацняда J I  ¥= 0  булганда 

jk элемент J * дан танлаб олинади, яънн таянч режанинг яхшиланиши, агар мумкин булса, унинг критик компонен- таларини узгартирмасдан амалга оширилади.2 -теорема. Агар баён к,илинган усулнинг ишлаш жараё- нида цушимча коидага риоя килинган холда, чекли сондаги бузилмаган таянч режалар дуч келса, баён килинган усул ихтиёрий бошлангнч таянч режа учун чеклидир.И с б о т и . Агар jjc*, A kh } j k — бузилмаган ва оптимал булмаган таянч режа булса, ©*+р^ 0 ,  р — 0, 1, . . .  була- ди. Ха^икатан, | </£ | <  п — т. Агар ©fe+ p =  0 булса, ©,;+ р =  =© *+р, i  £ /0+р ва демак, | / + р+11 =  | | -  1. Шунингучун шундай р0 <  п — т сон топиладики, /0+р‘ =  0  була- ди. Ушбу {x*+p°, Ak+P,j / + Р, =  \хк , А кй | /+Р, таянч ре­жанинг бузилмаган булганлигидан максимал жоиз 0''+р» к а дам мусбатдир (В*+р« ,> 0).Бузилмаган режалар сонининг чеклилиги хакидаги фа- разга кура ©fe >  0, к II 1, 2, . . . деб х,исоблаш мумкин.Ихтиёрий (х4 , А Б , J \ ф  0  таянч режадан чекли сон­даги р итерациялардан сунг Г ^ р =  0  булган \хк+р, Акь‘ р j режани ^уриш мумкинлигинн исботлаймиз. Фараз цилайлик, мана бундай булмасин: ихтиёрий р > 0  учун туплам J кА[рФ + = 0 . У  хрлда кушимча коида га асосан, У д гд .Уд ман- сублик бажарилади, яъни шундай р0 сон мавжудки, | J kkpp | =  const, р > р 0 булади. Демак, ©4+ р =  04+ р, р > р 0 ъа | J k+P+1 | =  | У*+р | + 1 ,  р >  р0. Бошкача килиб айтганда, р->-оо да | J k̂ p | —► оо, бу эса | Д*+Р | <  п — m тенгсизликказиддир. кДемак, чекли сондаги итерациялардан сунг Уд =  0  бул­ган {хк , у4* } j* таянч режа ^урилади.
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Ушбу
х' Dx/2 +  c'x- т а х , Ах =  b, х ( J . )  >  0, х (J, ) =  0 (23)+> ^  л к̂р>масалани ^арайлик. |.v, Лъ ( j* режа — (23) масаланинг оптимал режаси эканлигини куриш кийин эмас (исботи 1- теорема етарлилигининг исботи кабидир). Агар бунда Ak( Jkp) > 0  булса, у (1) масалада хам оптимал булади. Акс холда чек- ли сондаги итерациялардан сунг к =  /?, булганда (23) ма­саланинг ечими буладиган бошка хк> режа курилади ва ун- да максад функцияси кичикрок киймат кабул килади, чун- ки, вк > 0 ,  k — l,  2, . . . . Шунинг учун (1) масалани ечиш жараёнини (23) турдаги х,ар хил масалалар учун оптимал булган режалар кетма-кетлигини куриш сифатида караш мумкин. Максад функциясининг режадан режага ка- майишидан (23) масалалардан бирортаси хам икки марта такрорланмайди. (23) типдаги хар хил масалаларнинг сони чекли хам да (1) масаланинг оптимал режаси улардан бири учун оптимал режа булганлигидан, (1) масала чекли сонда­ги итерациялардан сунг ечилади. 2 -теорема ибогланди.И з о х л а р .  1. Агар D — Q, х 1 — базис режа булса, баён килин­ган усули симплекс- усул билан устма- уст тушади.2. Усулни симметрии D  матрицами Ay =  b, y ( J + ) ^  0 булганда 

у' Dy >  0 шартни каноатлантирувчи квадратик масалаларни ечиш учун куллаш мумкин.3. Иккинчи тартибли зарурий шартлар назариясида учрайдиган
у' D y -*■  m in , Ay  =  0, у (J_j_) ^  0масалани ечиш учун баён килинган усулни бевосита куллаб (Тулмай- ди. Б у  холда каварик булмаган квадратик нрограммалаш усуллари кул- 

ланилади.4. М и с о л.
х\12 +  х2 — xt х2 —  3jCj —  4 х 2 -*• min,

2х2 +  х2 6 , — х 4 +  ^  5, Х\ ^  0, х2 ^  0,масалани караймиз. х3, х4 эркин узгарувчиларни киритиб,
2*i  +  х2 +  хя

у  х  ̂ +  х  ̂-~ хх х2 — 3х1 — 4х 2 ->  min,
6, — х4 +  х2 +  х4 =  5, дц ^  0, х2 ^ 0 ,  х3 ^  0, х4 >  Оканоник шаклга утамиз.Бошлангнч таянч режанинг элементлари сифатида х1 =  (0 , 0, 6 ,5 } , 

А 1Ь =  (о3,  а4} ларни танлаб оламиз. У  холда, =  (1, 2 }, г0= { 6 ,5 } ,



Бупдан
=  Zl'DZi = О

I— 2 —
+  1 “

1 --  I 0 0 1 1 0
1 2 0 ol 1 0 1
0 0 0 0 - 2 - 1
0 0 0 о) (4 -1  - - - Iз, - 4 1!> /!00 =  0.

1 - Ц— i 2 l ’

К,улда хксоблаганда жадваллардан фзйдаланиш кулайдир. Боцман- ши маълумотни икки кисмдан иборат булган 11 .1  - жадвалга кирнтамиз. Жадвалпинг юкори кисми соддалаштирилган симплекс жадвалга ухшаш (ундан бирлик устунлар йукотилган) булиб, ап ~  Ь вектор ва ( — aj), / £ •/[( векторларнинг «у, / g J lb базис буйича ёйилмаси элементлари 
r\j, i 6 J 5 . / е J н  лардан иборат. х н  сатрда Xfj — { х\, * { ,}  =  { 1,

О, 0} Н .1-ж ад вал
V
аБ

ао «1 а 2

V h 1 0 0

а3 6 6 - 2 —1

«4 5 5 +  1 -1

ао 0 —3 — 1

ai - 3  | 1 —1

я2 —4 — 1 2

<Х* / '  
/  д

—3 —4

itвектор ёзилган ((11) га к-)- Жадвалнинг пастки кисмнга ( I I)  ифодадаги 
Н '  1 матрицанинг бошлангпч базисдаги h\j,  i ,l  6 элементлари хам- да бахузлар вектори Д ^  нинг д |  компоненталари жойлаштирилган. (6) дан куринадики, д ' ,  / 6 J lH компонента жадвалнинг говори цнсмидаги х н сатр элементларининг жадвалнинг куйи кисмидаги «у carp мос элементларига купайтмаларини кушишдан хосил булади.

ik  индексни танлаш учуй \ kjk — min А к коидадан фойдаланамиз, бу ерда агар Уд Ф  0 булса, / £ булади. j \  =  0  булгапда х ) , Д * сонлар (8) оптималлик шартини цаноатлантирмайдиган / £ J kH лар тан- ланади. Бизнинг холда (биринчи итерацияда k =  1) /\ =  2.
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аг катер ва устунни стрелкалар билан белгилаймиз. Усулнинг коидаларига асосан I1 — —  е\ sign Д2 =  4  =  { 0,  1,  г\2, г\2) — (0,  1,— 1, —
е\ векторнинг г}2 , / 6 У'Б , компоненталарини жадвалнинг юкори кисмидаги с 2 устундан оламиз. 63 = — Х3 / е\ =-- 6,  0} =  5 хамда б| =  

=  | [ Ih l2 =  4/2 =  2 ларни хисоблаймиз (h\2 — стрелка билан ажра-тилган катор ва устунларнинг кесишмаснда жойлашган. Демак, 01— 0| ва х2 =  х 1 01 Iх — {0, 0, 6,  5 } + 2 { 0 ,  1, - 1 ,  - 1 }  =  {0, 2, 4, 3}.Янги таянч {х2, А2Ь} режа учун А Б базис матрица Л'Б билан уст- м а-уст тушади. Шунинг учун, янги I I .2 - жадвалда И . 1 - жадвалнинг асосий кисми узгаришсиз к°лади. Факат режанинг ва бахолар вектори- нинг компоненталари узгаради. Индекси J q : J 2a =  (2) тупламга кнри- тилган х2 компонентага мос келган устун ва сатр I I .2 - жадвалда юл- дузчалар билан белгиланган. Янги таянч режа учун / 2 =  1 ни оламиз. 
х2 режани яхшилаш йуналиши 12= г \  sign Д д +  4  ни КУРамиг. Тг коэффициентни (15) тенгламадан топамиз. Н\ матрица юлдузчалар би­лан белгиланган устунлар ва каторларнинг кесишувида жойлашган эле- ментлардан, Р2 вектор эса стрелка билан белгиланган устун ва юлдуз­чалар билан белгиланган каторларнинг кесишмасида ётувчи элементлар- дан иборатдир. К,аралаётган холда Hq — {2 }, Р =  { —  1 } ва шунингучун 2yl — 1 ёки Vj =  - •  Демак, I2 =  г , +  1/2 г2 =  {1 , 0, — 2, 1 } +  +  1/2 • { 0, 1, — 1, —  1} =  {1, 1 / 2 , - 5 / 2 ,  1/2}, 0у — j Л j | / ( Лц — — р2' у2 sign Л j) =  10, 0 ;§ =  ©з =  8/2, 02 =  min {0з,%6^ } =  63.

а3 векторни базисдан чикарамиз, унинг урнига эса а2 ни кнрита. миз, чунки / q =  (2 ) =/= 0 ,  Г3., — — 1 ф  0 . Л32 элементни хамда кеси­шувида у ётган сатр ва устунни етакчи деб атаймиз. Етакчи элемент катак ичига олинган. 2- бобда//**+' =  М' (У^ J - J + 1) И' *  М  (/!*, /„*+'),
эканлиги курсатилган эди, бу ерда М (JЦ , / н + 1 ) матрица (13) таркиб- га эга. Ш унга ухшаш, курсатиш мумкинки, Л **'*'1 матрица

ЗГ*+, =  я * * л « у £  Уик+1)

матрицадан i0 катоРни { — rf 0/ ,  . . . ,  1 / r f j  ,  . . . ,
rf j an—m ) Кат0Рга алмаштириш ёрдамида олинади.Бу формулалар I I .2 - жадвалда икки боскичда амалга ошнрилади.I б о с к и ч. а) Етакчи устуннинг (етакчи элементдан бойца) гк̂  ,

1 i 6 Л*- , j  6 / " f  элементларини буламиз;
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б) етакчи каторнинг (етакчи элементдан бошка) ги/ ’ '  6 J H> М »  элементларини (— г*0/- ) га буламиз;в) долган ги-+\ i \  J k+ [ \ / „ ,  j  £ J h +1 \  * ? ,+ ' ,  i, / 6 j'Hk
j  Ф  i 0, элементларни тугри туртбурчак (уоидас i буйича хнсобланмиз;г) етакчи элементнинг урнига унга тескарп булган мицдор ёзнлади.Н . 2 - ж а д в а л  П . З - ж а д в а л

v *
я6\ °0 О, Ог

V »
46\ / О 2

4 6 -2 И

** j 5 1 -1

о» О

-
-J

. ..... 
-4

О, -.5 1 -/

Ог -4 -1 2

< * н /  
/ Д -5 0 !

Ч
Л
°е \ V* аз

У "*ь \
1 О

0, 19/5 6 -2 -1

19/5 -/ 3 /

6 -24 з- 4

Я/ -2 3 /

Ч- ш -5 ~2

« г /
/44^ *I боауичдан сунг олинган I I .3- жадвал оралшу жадвал деб атала- ди. Унинг юцори р;исмидаги элементлар R 3 матрицашшг мое элемент- ларидан иборат ва улар охиригача хисобланган. Пастки цисмда Я * * + 1 II= : =  Я *3 =  М  2 Н*3 матрицанинг элементлари жойлашган. //**+*== Н*3=  =  М  2 Н 3 матрицанинг hk̂ ~l =  к3ц элементларини ^осил дилиш учуй жадвалнинг фа^ат пастки дисми узгартириладиган иккинчи бссдичга утамиз.II  б о с ^ и ч .  а) Оралиь; жадвалнинг II . 1 -жадвал ва П .2 -ж а д в а л - ларда буш цолган устунига олдинги жадвалдаги етакчи сатрнинг х) ,*ь 1|>'/ £ J н элементларини ёзамиз.б) а (-о сатрни (энди унда етакчи элемент / - ^  ётади) г* , га бу­ламиз;в) цолган i £ J*$~x \  i0, j  £ элементларни оралиь; ж ад ­валнинг пастки ^исмида г|Ч етакчи элемент булган тугри туртбурчак [уоидаси буйича ^исоблаймиз.Иккинчи бос^ичдан сунг >$осил булган I I .4 - жадвал буйича ба- ^олар векторини хисоблаб, / 3 =  1 ни оламиз. У3= 0  булганлигидан 13=  =  (1, — 2, 0, 3} ва 03 == 03 =  21/65. Янги х4 режага мос П .5 -ж а д -
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I I . 4- ж  а д в а л\  «Л ЯБ «о <*1 оз
*Б 1 8/5 0

С2 14/5 6 —2 — 1

«4 19/5 — 1 3 1

Оо 24 — 25 - 8

Ol — 25 13 5
«3 - 8 5 2

-2 1 / 5 0

I I . 5- ж  а д ? а  л\ « На Б «о Ol аз

«Б \ 1 25/13 0

«2 28/13 6 —2 —  1
«4 62/13 - 1 3 1

«0 24 — 25 —8

Й1 - 2 5 13 5
аз —8 5 2

он д 0 21/13*вал I I .4 - жадвалдан фа1уат ба^олар вектори ва режанинг компонентала- ри билан фар1у дилади. У  оптималлик шартларини каноатлантиришини куриш дийин эмас. Демак, х 4 =  {25/13, 28/13, 0, 62/13} оптимал ре- ж’адир. И . 10- чизмада итерациял арнинг геометрик намойиши курсатил- ган.
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111 б о б . Ч И ЗИ К СИ З П РО ГР А М М А Л А Ш Т И Р И Ш

Чизиксиз прозрам малаш тириил деб математмканинг чекли улчовли фазолар тупламларнда функцияларни оптималлашти- риш масаласи урганиладиган булимига айгилади. Мазкур бобда чизиксиз программалаштиришнинг назарияси баён ки- линади. Чизиксиз программалаштиришнинг хисоблаиг усу л- 
лари IV  бобда баён ^илинади.

1-§. ЧИЗИКСИЗ ПРОГРАММАЛАШТИРИШНИНГ УМУМИЙ 
МАСАЛАСИЧизиксиз программалаштириш масаласи умумий х.олда ута содда куринишга эга. Ленин унга дойр тулик натижалар маъ- лум эмас. Мавжудлик теоремаларининг узи хам масаланинг элементларидан маълум аник хоссаларга эга булишни талаб килади. Ш у сабабли чизиксиз программалашнииг умумий масаласи факат аник масалалар куринишида текширилади.

1. Ечимнинг мавжудлик критерийси. X  чекли улчовли 
Rn фазодан олинган туплам булсин. Бу тупламнинг х эле- ментларини, I бобдагидек, режалар (жоиз нукталар, век- 
т о р л а р )  деб атаймиз. Фараз килайлик, режалар туплами X  да максад функцияси деб аталган / (х), х  £ X ,  функция’ ’ а никла н га н булсин. Чизиксиз программалаштиришнинг 
умумий масаласи /(х) -> m in, х £ X .  (1)режалар тупламида максад функциясини минималлаштириш- дан иборатдир. / (х) -*■  max, х £ X ,  максималлаштириш ма- салалари /(х) ни — /(х) га алмаштириш ёрдамида (1) маса­ла га келтирилади.(1) масаланинг х° ечими:

f  (х°) — min f{x), х £ X ,  
оптимал режа деб аталади.Дар кандай (1) куринишдаги масала хам ечимга эга бу- лавермайди.I I I . l -чизмада (1) масаланинг энг содда мисоллари келти- рилган булиб, уларда хар хил сабабларга кура оптимал ре­жалар мавжуд эмас. (1) масаланинг ечимлари мавжудлиги хакидаги теоремаларни ифодалаш учун куйидан ярим узлук- сиз булган функциялардан фойдаланилади.Агар X  да аникланган /(х) функция учунlim  / (х) =  / (х*), х - >х * ,  х £ X ,бажарилса, бу функция х* £ X  нуктада щйидан ярим уз- 
луксиз дейилади. Агар / (х) функция X  тупламнинг хар бир

* Х<>мма жойла /(х) функция скаляр функция хнеобланади; вектор- функция булган кол 6-§  да алохнда каралади.
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нуцтасида ярим узлуксиз булса, у X  тупламда ярим узлук- сиздир. {*:/(*) < с |  (2)туплам (бу ерда с скаляр) Д х) функциянинг (с кийматли) 
сатх тралами деб аталади.

Rn да аникланган f(x) функциянинг сатц туплами буш ёки ёпиц туплам булганда ва ([закат шунда бу функция цуйидан ярим узлуксиз булади.(х :Д х )  >  m in Д х)} туплам минимал сат% туплами деб аталади.I-теорема (чизицсиз программалаштириш масалалари ечимларининг мавжудлик критерийси). (1) масаланннг сни­ми мавжуд булиши учун бирор с (— оо <  с <  +  оо) да Д х ) мацсад функциянинг сатц туплами минимал сатх; туплами- дан ёки буш булмаган компактдан (унда / (х) цуйидан ярим узлуксиз булган) иборат булиши зарур ва етарлидир..

И с б о т и . Зарурлиги. Агар X  — оптимал режалар туп- ламидан иборат булса, ( х :Д х )  «£с|, c ~ f ( x ° ) ,  х° £ Х ° , сатц туплами Х °  билан устма- уст тушади ва унда / (х) функция цуйидан ярим узлуксиз булади: Д х) =  / (х°), х £ Х ° .[ • Зарурлиги исботланди.
Етарлилиги. Минимал сатх булган хол уз-узидан аён.

IЩ Фараз цилайлнк, бирор — оо < с <  оо учун (2) сатх, туп­лами буш булмасин ва компакт булсин. Равшанки, цар бир оптимал режа, агар у мавжуд булса, шу тупламга цараш- ли булади. Шунинг учун (1) масалада X  тупламни цурил- ган сатх туплами балан алмаштириш мумкин. Вейерштрасс теоремасига асосан, цуйидан ярим узлуксиз булган цар кан- дай узлуксиз функция компактда минимумга эришади. Д е­мак, (1) масала х° ечимга эга. Теорема исботланди.Купинча (2) тупламнинг компактлигини текшириш учун цуйидаги фактдан фойдаланилади: цуйидан ярим узлуксиз булган чексиз патта\UI| -*■ оо да Д х )-* - оо, (3)
функциянинг сатх туплами ихтиёрий с учун компактдир.^ацицатан, агар бирор с,  да (2) туплам компакт эмас деб олсак, у чегараланмаган булади ва (2) тупламда (с =  ,=  с.) шундай xk , k -«-оо кетма-кетлик топиладики, [!хк ||-*- -*■ оо булади. (3) га асосан, бирор k0 <  °° учуй / ( x * » )> c , теигсизлик бажарилади, бу эса (2) га зиддир.Кучли цавариц функциялар чексиз катта_ буладилар: ( || х  || оо да f (x)—f  (О)Н-л' а/ (0) /дх +  х'\ д2/ (х) / дхЦх/2 >  >  ДО) +  x'df (0) /дх +  р || х ||2 ->  оо. Шунинг учун бундай мацсад функциясига эга булган (1) масала ихтиёрий ёпиц режалар тупламида ечимга эга булади. 1\атъий цавариц мацсад функциялари бундай хоссага эга эмас. Масалан, Д х ) =  exp (— х)-*~ m in, х >  0, х £ масала д2Дх)/дх2 =  =  exp (— х) >  0, х >  0, булса-да ечимга эга эмас.Махсус масалалар учун текшириш цулай булган ечимлар- нииг мавжудлик теоремалари исботлаиган. Масалан, квадра­тик цавариц программалаштириш масалаларида ечимларнинг мавжуд булиши учун мацсад фукциясининг иланлар тупла­мида цуйидан чегараланган булиши етарлидир. Келгирилган мисоллардан охиргиси курсатадики, квадратик булмаган ма­салалар учун ундай эмас.2. Масалаларнинг таснифи (классификацияси). (1) ма- 
саланинг X ,  Д х) элгментларига ннсбатан I бандда цабул
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цилннran умумий шартларда унинг оптимал режалари цаци- да бирор цизиц ва фойдали маълумот олиб булмайди. Ш у- шшг учун (1) масала амалда кенг цулланилувчи турли хил масалалар синфларини келтириб чицарадиган ва оптимал ре- жанпнг синфга мос хоссалари муфассал баёни учун имкон берувчи X ,  / (х) ларга нисбатан кушимча шартларда текши- рилади.Аввал чизиксиз программалаштиришдан I-бобда урганилган чизицли программалаштириш масалаларн синфи ажратилади. Ундан сунг каварик программалаштириш масалалари алох1ида урганилади (II боб), ^озирги пайтда (1) дан X , f(x) элемент ларнинг кушимча хоссалари билан ажралиб турадиган масала­лар синфларининг сони каттадир. Бу синфларнинг хар бири- нинг номида одатда, «программалаштириш» сузи цатнашади.Мазкур бобда (1) масаланинг туртта асосий тури ургани- лади: 1) X  — Rn булган ишртсиз минимум масаласи; 2) X  — { х : g (х) =  О J, g [х)—т векторли функция булган 
шартли минимум масаласи; 3) X  — \x:g(x)  < 0 )  булган 
чеклашлар тенгсизликлар типидаги минималлаштириш ма­
саласи; 4) / (х)— вектор-функция булган векторли спти- 
маллаштириш масаласи. (1) масаланинг бешинчи типи, яъни X  — режаларнинг дискрет (чекли) туплами булган ма­сала (дискрет программалаштириш масаласи) минималлаш- тиришнинг х.исоблаш усуллари билан боглиц холда IV , V  бобларда царалади.

2- §. ШАРТСИЗ МИНИМУМ МАСАЛАСИУмумий цуйилган чизиксиз программалаштириш масаласи (1-§) учун оптимал режани излашнинг универсал усули мацсад функцияеининг режалар тупламидаги цийматларини танлаш- дан иборатдир. Бу усул хозирги замон Э>^М ларида хам жуда кам амалга оширилади. Шунинг учун экстремал ма­салалар, одатда, дастлабки математик тадкикртларга жалб килинади. Минималлаштириш масалаларини текшириш бир томондан, оптимал режаларга хос булган ва танлаш цаж- мини камайтириш имконини берадиган хоссаларни (минимум- 
нинг зарурий шартларини), иккинчи томондан, бажарилиши режанинг оптималлигини таъминловчи муносабатларни (лш- 
нимумнинг етарли шартлари) хрсил килишдан иборатдир. Минимумнинг зарурий шартини цаноатлантирадиган оптимал булмаган режалар сони цанча кам булса зарурий шарт шунча кучли цисобланади. Минимумнинг етарлилик шарт-
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лари эса оптимал режалари шу шартларни цаноатлантиради-гаи масалалар синфи цанча кенг булса шунча кучли хпсоб- ланади.Минимумнинг зарурий шартлари ичида энг кучлиеи шун- дан иборатки, у минимумнинг етарли шарти билан устма- уст тушиб, минимум критерийсини ташкил килади. Агар умумий, текширилиши цийин булган натижаларни цисобга олмасак, минимум критерийлари чизиксиз программалаш ма- саласининг нисбатан куп булмаган синфлари учунгина маъ- лум (I, II бобларга ц.). Кенг тарцалган, цандайдир маънода осон текшириладиган минимумлик шартлари мураккаб маса­лалар учун ё зарурий, ёки етарли булиб, бир томонлама характерга эга. Зарурий ва етарли шартлар буйича тадки- котлар уларни якинлаштирищ мацсадида хэр иккала турда- ги шартларни чукурлашгириш йуналиши буйлаб ривожлан- моцда. Бунда агар минимумнинг шарти ифодасида масала элементларининг k — тартибгача хосилалари иштирок этса, минимум шартига k тартиб кушнлади. *1. Минимумнинг биринчи тартибли зарурий шарти.;* Стационар нуцталар. Ушбу
f(x)-*-  m in, х £ Rn, (1)

шартсиз минимум масаласини f (х) функция (масаланинг элементи) хар бир х 6 Rn нуктада х ,, х2, . . . , хп узгарув- чилар буйича барча хусусий хосилалари билан бирга аник- ланган ва узлуксиз, яъни f  (х) £ с(1) булган холда царай- миз.
1-таъриф. Агар

f(x°) =  min f(x),  х € Rn,булса, х° нуцта оптимал режа ((1) масаланинг ечими аб-

1
С0ЛЮП1 ёки глобал минимум нуктаси) деб аталади.

2-таъриф. Бирор е >  0 учун

/(х°) =  min f(x),  | | х ~ х 0| | < 8 ,  x £ R n,муносабатлар бажарилса, х0 нуцта локал оптимал режа 
(нисбий ёки локал минимум нуктаси) дейилади.Кар бир оптимал режа цар кандай е >  0 учун локал оптимал режадан иборат булади (лекин аксинча эмас). Бун- дан буён, куп холларда локал оптимал режалар цацида ran боради ва (1) масаланинг ечими хакида ran борганда улар­ни тушунамиз. Локал оптимал режа учун минимумнинг цар



кандай зарурий шарти глобал оптимал режа учуи хам ми- нимумнинг зарурий шарти булади (лекин аксинча эмас).Каварик, программалаштириш масалаларида хар бир локал оптимал режа глобал оптимал режа хам булади. р^ацшуатан, агар х° £ X  глобал оптимал режа, х* £ X  локал оптимал режа па f ( x° ) <f (x*)  булса, каварик функциянинг таъри- фидан А £ [0,1] булганда, х* режанинг локал оптималлиги- га зид булган /(Ах* +  ( 1 — А ) х ° ) <  А/(х*) +
(1 -  А) / (*°) <  Я/ (х*) +  (1 -  Я) / (х*) =  / (.V*)тенгсизликни оламиз, чунки кичик (1— Я) >  0 лар учун Ях* +  ( 1 — Я) х° £ X  нукта х* режанинг етарли кичик атро- фига тушади./ (х) функциянинг хусусий х.осилаларидан ташкил топган | (~ ,  . . . .  —  | векторнн ш у функциянинг градиента(grad /(А')) деймиз ва — оркали белгилаймиз.

дх
1-теорема. Хар бир локал оптимал режа х° да станцио- 

нарлик шарти бажарилади:
df {х°)1дх =  0, (2)яъни grad / (х°) =  0 булади.И с б о т и .  Фараз килайлик, х° режада [(2) тенглик ба- жарилмасин, яъни df (х°)/дхф 0. х° нуктадан ушбу/' df (x°)/dx <  0 (3)шартни каноатлантирадиган L, йуналиш буйича харакат бош- лаймиз, яъни х (I) — х ° l.J,  t >  0 траекториянп цараймиз. Бу харакатда макеад функциясининг t =  0 моментдаги ^оси- ласи, (3) ни ^исобга олсак,

j f -  f  (* (0)/_„ _  o r (x (0)
дх

dx I
dt lt=о

0Г (x°) 
dx

/ *< 0булади. Демак, барча етарлича кичик t >  0 лар учун х° ре­жанинг оптималлигига гид булган/ (х (/)) <  f  (ле«) (4)тенгсизлик бажарилади. Теорема исботланди.Келтирилган исбот конструктив булиб, агар х° режа оп- тималликнинг биринчи тартибли зарурий шарти (2) ни цано- атлантирмаса, х0 режани (4) маъносида яхшилашнинг содда

х (() =  х° 4- цоидасини курсатади. Ш у каби цоидалар (1) масалани ечишнинг ryFpn усуллари асосида ётади (IV-боб), г Ушбу grad f  (х) — 0 (5)тенгламанинг ечимлари f  (х) функциянинг стационар нук- 
талари деб аталади. Шундай цилиб, 1-теоремага асосан, оптимал режалар (агар умуман мавжуд булсалар) макеад функциясининг стационар нукта лари орасида ётади. Ш у са- бабли оптимал режаларга эга булган (1) масаланинг ечимини кр/риш учун макеад функциясининг стационар нукталарини топиб, уларда f  (х) функциянинг цийматларини та^цоелаш ва энг яхшисини танлаб олиш етарлидир. Агар танлаш бар­ча стационар ну^талар буйича булса, натижада глобал оп­тимал режа олинади. ь1-теорема (1) масалани (5) тенгламани ечишга келтирадн. (5) тенгламанинг мураккаб булишига карамасдан, умумий х,олда (1) масалани ечишнинг бу (бевосита булмаган) усули амалиётда анча вацтдан бери ва кенг кулланилади. Купгина ^изи^ мухим илмий в а амалий масалаларни назарий текши- риш ва сонли ечишда у кимматли натижаларга олиб келди.1 - м и с о  л. f(x) =  x2 — З х — 1 булсин. { * :  хъ — Зх — 1 <  0} туп- лам буш эмас (х =  0 нуктани узида саклайди), ё т щ  ва чегараланган (1х| оо да f (х)->- оо). Оптимал режалар мавжуд ва (2) тенгликнн ца- ноатлантиради: df/dx =  2дг— 3 =  0. Бу тенглама ягона х* = 3 / 2  ечимга эга. Демак, х* =  3/2 оптимал (глобал) режадир.2- м и с о л. f [хь  л-2) =  —  2XJ-.V2 +  х 2- (5) стационарами тенг-ламалари 2ДГ! — 2х 2 +  1 = 0 , 2х 2—  2*! =  Обиргаликда эмас. Бу эса (1) масала ечимга эга эмаслигини англатади. Б у >;олда f (х) ни максималлаштириш масаласи хам ечимга эга эмас, чунки осонгина куриш мумкинки, максимумнинг зарурийлик шарти (2) билан устм а-уст тушади.3 -  м и с о  л. Г  ( * i , х2) =  jef— — 2xtx2 +  х у . Стационар тик теигла- малари 2* !  — 2а-о +  1 =  0, —  2лг2 -  2хх =  0 ягона *у= —*2 — —  1/4  ечимга эга булиб, бу ечим (1) ма'алаиииг ои- тимал режаси булмайди, чунки/ (— 1/4, 1/4) =  — 1/8 > — I = - ( ( 0 .  О-2 ,3 -мисолларнинг «галати» натижалари уларнинг ечимга эга булмаслиги билан боглицдир.2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. 

f  {х)^С^2) булсин. f  (х) функциянинг стационар нуцталари ичидан умуман олганда оптимал булмайдиганларипи чшуариб
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ташлаб, танлашни дисдартиришга имкон берувчи шартларш топамиз.2 -теорема. > а̂р бир х° оптимал режада мадсад функция- сининг иккинчи тартибли хосилалари матрицаси манфий бул- майди: а 2/ (х°)/дх2 > 0  (6)И с б о т и .  Фараз дилайлик, (6) га зид шундай п вектор I* мавжуд булсинки,
д» / (хс)* дх» /*< обажарилсин.Ушбу х  (/) =  х° +  I J ,  / >  0 траекториями курайлик. 1 теоремага асосан, биринчи тартибли хосила df (х (t))/dt\l=нолга тенг. Иккинчи тартибли досиланн хисоблаймиз ва (7 ни дисобга оламиз:

d y  (X (/)) I = _d_ (  d f  (X (/)) dx  \ Ax' (/) д ч  (x (0)
d t2 |/=o dt \ dx At //=о At dxJ

x — I +  =  /1 1 H 1 £ l  <  o.
d t  |/=o с)дс d t2 |/=o dx2Шундай дилиб, барча етарли кичик t >  0 лар учун янг х° нинг оптималлигига зид буладнган (4) тенгсизлик бажа рилади. Теорема исботланди.

И з о д л а р .  1 .1 ,2 -теоремаларда тутр и  чизид буйлаб х  (t) — jfi 
- f- / * /  содда харакатдан фойдаланилди. Текш ириб кури ш  м ум кинки . 1 
теоремами исботлаш уч у н  (лекин 2 - теоремани эмас) фадат координатг 
удлари буйича даракат дилиш нинг узи  етарли (х (/) =  х* -\- e jt .  j — l,n ) .  
М ураккаб род  даракатлар, маеалан, х (t) =  х" -f- It +  pt'2, • ^  0 , 1,2- 
теоремаларни кучайтириш  имконини бермайди.

2. (6 ) ни Сильвестр криторийеи ёрдамида текш ириш  катта  п лар 
уч у н  к у п  мехнат талаб рилади. Б у  дол да, сонли усуллар ёрдамида

д*1 (х«)
V ■ ,  „ i-*-min, / 6 Rn дх2

минимум цам^даги, кушиб олинган масала ечилади.
4 - м и с о л .  { (хх, ,r2) =  exp ( —  х ] ~ х 2). Стационарлик тенгламалари:— 2Xl exp (— Xj—х22) = 0 , — 2х2 exp (— xj—х\) =  0

(6 ) м арт бажарилм айдиган, я го на  х \ ~ х 2 = 0  ечимга эта булади; б у  
март да

2,4- мисоллар курсатадики, минимумнинг зарурий шарт- лари ёрдамида оптимал режаларнинг йудлигини дам исбот­лаш мумкин экан.3. Локал минимумнинг етарлилик шарти. Минимумнингзарурийлик шартларини юдори тартибли (k >  2) хосилаларнп жалб килган холда кучайтириш 2 булганда дуйидаги иккита сабабга кура ривожлана олмади: 1) шартларни тек­шириш кескин мураккаблашади; 2) шундай масалалар мав- жудки, уларда юдори тартибли досилаларни жалб дилиш дам стационар нудталар тупламидан барча оптимал булмаган режаларни чидариб ташлашга имкон бермайди. Шунин г билан бирга 2-банднинг шартларида исботланган минимум­нинг зарурий шартларини бироз «узгартириш минимумнинг 
етарлилик шартини олиш имконини беради.3 - теорема. Агар х* стационар нудтадад2/ (х*)/дх2 >  0 (8)булса, бу нудта локал оптимал режа булади.И с б о т и .  1,2-бандлардаги дисоблашларга кура х* нуд- танинг стационарлиги ва (8) тенгсизликка асосан дар бир 
х (() =  х* +  It, ||/|| =  1, даракат буйлаб

df (х (0) 
dt

dV (х (/)) 
dt2 | f = 0

> 0муносабатлар бажарилади. Шунинг учун дар бир I, ||/|| == 1, учун шундай t {I) >  0 топиладики, барча 0 < t < t ( l )  лар учун / (х (0) >  / (х*) (9)тенгсизлик бажарилади.||/|| =  1 тупламнинг ихчамлигидан шундай узгармас сон /* >  0 нинг мавжуд булиши келиб чидадики, (9) тенгсизлик барча t, I, ||/||=1, 0 < < < / *  лар учун уринлидир. Бу эса х* нинг локал минимум нудтаси эканлигинн билдиради. Те­орема исботланди.3 -теореманинг исботидан куринадики, унинг шартларини даноатлантирувчи х* нудта датъий локал минимум нук- 
тасидир: бирор е >  0 ва барча х £  Rn, х ф х * ,  ||х — х*\| < елар учун

t

f  ( х * ) < /  (х). (10)Шунинг учун, 3 -теоремадаги минимумнинг етарлилик шарти- дан ф а д а т  локал оптимал режалари (10) муносабатларнн даноаглантирадиган масалалар учун фойдаланиш мумкин.
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4. Бир улчовли масалаларда минимумнинг ю̂ ори тар- 
тибли зарурий шартлари. Скаляр холда (/2=1) 2,3-теоре- малар етарли самарали (текшириш учун) умумлашмага эга- дирлар.

4- теорема. Агар / (х) £ С{к> функция учун х* нуктада
df (x*)/dx =  0................ dk V  (x*)/dxk~ 1 =  0, dkf  (x*)!dxk^= О,муносабатлар бажарилиб, 1) k — жуфг ва dkf  (x*)jdxh >  О булса, х* — (катъий) локал минимум нукдаси булади: 2) к— жуфт ва dkf  (x*)/dxk <  0 булса, х* — (^атъий)" локал мак­симум нуктаси булади; 3) k — тоц сон булса, х* — минимум нуктаси хам, максимум нукдаси хам булмайди.Исботи анализ курсида берилган.

5. Кесмада ва содда чеклашлар учун минимум шарт­
лари. 2, 3 -теоремаларининг исботи

f  (х) -+■  m in, х  £ [a, b], х  £ F\ масалага осон кучирилади.
5- теорема, а (Ь) ну^танинг локал оптималлиги учун

df (a)/dx ^  0 (df (b)/dx <  0) тепгсизлик зарур,
df (a)/dx >  0 (df (b)/dx <  0)

шартли минимум масаласини унинг элементлари (/ (х) функция ва g (х) функциянинг gl (х), . . . ,  gm (х) компо-нснтлари С (1) синфга кдрашли булган холда 1уараймиз.
1- таъриф. Агар л;0 режа (g (л:0) =  0)/ (л;0) =  min f  (х), g (х) =  0муносабатларни каноатлантирса, у (глобал) оптимал режа ( 1) масаланинг ечими, шартли глобал (абсолют) минимум 

нуктаси) деб аталади.
2- таъриф. Агар бирор е >  0 учун х® режа/ (х°) =  min / (a:), g (х) =  0, ||х — х°|| <  емуносабатларни каноатлантирса, у  нисбий сптимал режа (шартли локал (нисбий) минимум нуктаси) деб аталади.(1) масалани ечишнинг содда (уз гояси буйича) усули 

номаълумларни йуцотиш усули хисобланади. gx (хх, . . . ,  х )=  =  0, . . ., gm (Xj, . . ., хп) =  0 тенгламалардан т та номаъ- лум, масалан, дастлабки, хх =  hx (xm+1, . . ., хп), . . ., xm=  =  hm (xm+1, . . . .  хп) номаълумлар йукотилади. Бу киймат- лар максад функциясига келтириб цуйилади. Натижада п—т та х т+1, . . . ,  хп номаълумга нисбатан шартсиз минимум масаласитепгсизлик эса етарлидир.Н а т и ж а . Агар х° =  (х^, х®, . . . ,  х®| — содда чеклашли/ (х) m in, х >  0, х £ Rn масаланинг ечими булса,
x l >  0 , булганда df (x°)/dxi =  0 ,х® — 0, булганда df (x°)/dxt- > 0 ,  i — \ ,n .

3 -§ . Ш А Р Т Л И  М И Н И М У М  М А С А Л А С ИБу масала хам бундан олдинги параграфдаги масала каби анализ курсларида муфассал текширилади. Мазкур курсга материалнинг цуйилишидан асосий максад баён ^илишнинг тулщлиги ва экстремал масалаларни теширишнинг бир неча хрзирги замон усулларини курсатишдан иборатдир.
1. Умумлашган Лагранж купайтувчилари цоидаси. Ушбу / (x)-4-m in, g (х) =  0 (1)

Ф (*«+1’ • ■ •* х п) =  / ( К  (х т +1. • • •. *„). • • •

• • •* (Хт+[< ■ • > Xr)< Хт +1> • • •> Хп)~ * ' т 'П (2)яъни, (1) масалага эквивалент булган (текширинг!) масала ^осил булади: а) агар (x'J, х®, . . ., х°) (1) масаланинг ечи­ми булса, |х^+1, . . ., х°) (2) масаланинг ечими булади; б) агар (х °+ |, . . ., х®} (2) масаланинг ечими булса, \ht (х°т+] . . ., х®), . . ., hm (x°m+v . . . .  х®), x°i+1, . . ., х®} (1) маса­ланинг ечими булади.Чизицсиз g  (х) функциялар учун номаълумларни йуцо- тиш усули, одатда, 1уийин амалга оширилади, лекин купчи- лик чизикли g (х) =  Ах — b функцияли масалалар учун хозирги замон алгоритмларида кенг кулланилади. Хусусан, симплекс усулни (1 боб) номаълумларни йутуотиш усули- нинг амалга оширилиши сифатида тахлил к;илиш мумкин.Шартли минимум масалаларини тадк,шу кдлишнинг ик- кинчи (классик) усули — Лагранж купайтувчилари усули- 
дир. Бу усул хозирги замон иккиланмалик назариясини (II- боб) олдиндан башорат килиб, чизикли программалашнинг
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дастлабки иккиланмалик муносабатларини (I-боб) кашф этиш- да катта роль уйнади.Юкоридаги (1) масаланинг элементларидан умумлашган 
(кенгайтирилган) т +  \-Лагранж вектори Л.= {Я,0, Я.) (унинг компоненталари: А0—скаляр, А = { А 1( . . Am)—Лагранж т 
вектори; Ах, А2, . . Ат — Лагранж купайтувчилари) ёрда-мида

Г  (х , A) =  K f  (х) +  K g (х) (3)
умумлашган Лангранж функциясини тузамиз.1 -теорема (умумлашган Лагранж купайтувчилари кои- даси). (1) масаланинг хар бир х° нисбий оптимал режаси учун шундай н о л ь  б у л м а г а н  умумлашган Лагранж век­тори А0# 0  мавжуд буладики, унинг учун

3F {х°, Х°)/дх =  0 (4)булади, яъни х° (3) умумлашган Лагранж функциясинингА =  А0 булгандаги стационар ну^таси булади.Умумлашган Лагранж купайтувчилари кридасининг ажо- йиб исботи ошкормас функция хакидаги теоремага асос- ланган: агар т- вектор функция g (х, г) (бунда у £ R,n, z£Rp)- вектор функция \а, b\, a £ R m, b £ R p нуктанинг атрофида аникланган ва у ерда у  буйича дифференциалланувчи хамда 
dgi (a, b) dgm (а, Ь)) п

ду ’  ‘ ду Гмуносабатларни цаноатлантирса, шундай |30 >  0 сон ва уз- луксиз h (г), (||z —  fc|| < р 0) т- вектор- функция топиладики,1) g (h (z), z) =  0, (|z — b\\ <  p0;2) h (b) =  a;3) агар g (y, z ) £ C (fc) булса, h (z) £ C(k) булади.1 - т е о р е м а н и н г  и с б о т и . учун теорема три-виал. Дейлик, т < п  булсин. (3) га асосан (4) ифода, dgi(x°)

g  ( а ,  b) =  0 , d e t

0 дI (х°) ,
0 дх

0, а0ф о,
куринишни олади ва демак.

df (х°) dg! (х°) 
дх

dgm(Л (5)
дх ’ дх ' дх

векторлар чизшуш богланганлигини англатади. Фараз цн- 
лайлик, теорема уринли булмасин, яъни (5) векторлар чи-
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З1щли эркли булсин. Уш бу п +  1 та х, р узгарувчиларга нисбатан
f  (х) =  / (х°) +  р, g (х) =  0 (6)

тизимни ^араймиз. Ошкормас функция ^ак;ндаги теоремага асосан бу тизим р =  0 нуктанинг атрофида аникланган х (Р) ечимга эга булади. р <  6 булганда (6) дан х° режанинг оп- тималлигига зиддиятга олиб келадиган/ (х (Р)) <  f  (х«), g (х (р)) =  0муносабатларни оламиз. Теорема исботланди.
х° нуктада (4) тенглик бажариладиган А0 вектор х° нуц- тага мос умумлашган Лагранж вектори деб аталади. х° ну^тага бир нечта умумлашган Лагранж векторлари мос келиши мумкин. *И з о х- (4) тенгликни А0 билан бирга — А0 вектор хам цяноатлан- тиргани учун А0 векторнинг битта компонентаси ишорасини олдиндан танлаш мумкин. Одатда А0 ^  0 деб олинади, бу эса умумлашган Л а г­ранж купайтувчилари хоидасига а н и ^ л и к  к и р и т и ш д а н  иборат- дир. Шартли минимум масалаларини текширишда куп ва^тлардан бери (Лагранж давридан бери) (3) дан А0 —- 1 булганда олинадиган
F ( x ,  X) =  f ( x )  +  K g ( x )  (7)(классик) Лагранж функциясидан фойдаланилади.(7) Лагранж функцияси учун, умуман олганда, купайтувчилар коидаси уринли эмас.

1- мисол. f  ( * ! ,  х 2) =  Xjj g ( х ,. х 2) ==  x'J—х2 Режалар х ,—х\ =  0 ярим ку­бик параболада ётади (111.2- чизма). Рав- шанки, {х® = 0, х§ =  0} =оптимал режа.
Л а гр а н ж  ф ункциясини тузайлик:

F (х, А) =  / (х) +  А' g  (х) =  X! (Х|— х р  
К упайтувчил ар  К°ИД; си

dF/dx1 =  1 + 3 Ах^ =  0, dFJdx2 =  — 2 А х 2 =  0 тенгламаларга олиб келади.х° =  {0, 0} нуцта хеч бир А учун бу тенгламаларни гханоатлантир- майди, яъни классик Лагранж функцияси учун купайтувчилар цоидаси бу масалада уринли эмас.

I I I . 2 -  чизма.
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2. Классик Лагранж купайтувчилари цоидаси. (1) маса- лани текширишда цачон (7) Лагранж функциясидан фойда- ланиш мумкинлигини аникугаймиз.
3- таъриф. Агар х° режага мос келган умумлашган ЯГ= (Я0, Я,) Лагранж векторлари ичида Я0 =  0 кабилари бул- маса, (1) масала ва унинг х° оптимал режаси нормал деб аталади.Умумлашган Лагранж вектори (4) тенгликдан узгармас купайтувчи аницлигида ани^ланганлигидан, (1) нормал ма- салада эса Я0 компонента мусбат булганлигидан, унга Я, век- торни булиб, {1, Я,} куринишдаги умумлашган Лагранж векторини оламиз, яъни умумлашган Лагранж функцияси (классик) Лагранж вектори ёрдамида ^урилган (7) классик Лагранж функцияси булади.1- лемма. Нормал оптимал режага ягона Лагранж век­тори мос келади.И с б о т и . Фараз цилайлик, иккита Я,, р (кф  р) Л аг­ранж вектор мавжуд булсин:

тi M + V L  дИ ^  =  0,
дх  дх

i=l
тw > +  у  & И  =  0 (8)

дх  дх1=1Б у тенгликларнинг биринчисидан иккинчисини айириб, (Я — — p)'dg(x°)/dx =  0 тенгликни оламиз. Бу эса нормал х° ре­жага 3- таърифга кура зид булган {О, Я — р} ф  0 — умум­лашган Лагранж вектори мос келишини англатади. Лемма исботланди.Маълум булишича, х° оптимал режанинг нормаллиги чек- лашлар функцияси g (х) нинг х° нукдадаги узгариши би- лан узвий богли^ экан.
4 - таъриф. Агар х° режада

dgi (*°) dgm (дс°) ^
дх  ’ ’ ’ дхвекторлар чизикли богланмаган булса, х° оддий режа деб аталади.

2- теорема. Оптимал режа х° нормал булади факдт ва фа кат шу холдаки, агар у оддий жоиз режа булса.И с б о т и . Зарурийлиги. х° нормал оптимал режа учун(9) векторлар чизикуш богланган булсин: k'dg (х°)/дх — О,
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Я =  {Я1( . . ., Ят} Ф  0 . У  ^олда, х° режага мос умумлаш­ган Лагранж вектори Я =  {Я0 =  О, Я} булади. Я0=Отенглик3 -таърифга зиддир.
Етарлилиги. х° оптимал режа оддий булсин. Агар уни нормал эмас деб олсак (бу ^олда у анормал деб аталади), унинг учун шундай умумлашган Лагранж вектори {Я0 =  О, Я}, к ф О  топиладики, мос умумлашган купайтувчилар цои- даси k'dg (х°)1дх =  О, Я Ф  0 куринишни олади, бу цоида (9) векторларнинг чизицли богланганлигини англатади. Олин- ган зиддият теоремани исботлайди.Н а т и ж а . Агар (1) масала нормал булса, т «S п булади. Асосий натижани ифодалайлик.3- теорема (Лагранж купайтувчилари ^оидаси). Агар (1) масаланинг х° опти\Л)л режасида (9) векторлар чизикли эркли булсалар, шундай (ягона) Я0 Лагранж вектори топи­ладики, {л:0, Я0} жуфтликда

dF (хР, Я°) n  dF (х«, Я»)
дх ’  д Я ( ’тенгликлар (Лагранж функциясининг стационарлик шарти) бажарилади.И с б о т и . Теореманинг шартларида бажарилганда ( ^ м а ­сала нормал масала булади (2-теорема). Биринчи тенглик (1) нормал масала учун (7) куринишга келадиган (3) функ- цияга нисбатан (4) стационарлик шартидан иборатдир. Ик- кинчи тенглик уз- узидан келиб чицадиган g (х°) =  0 тенг­лик куринишига эга. Теорема исботланди.

5-таъриф. Агар х* нуцта учун шундай т- вектор Я* мавжуд булиб, [х*, Я*} жуфтлик (7) Лагранж функцияси­нинг стационар нуцтаси булса, яъни
dF (x*t k*)/dx = 0 ,  dF (x*, k*)/dx =  0 (11)булса, x* шартли- стационар нуцта деб аталади.Шартли- стационар нуцталарни излаш т +  п та х, Я номаълумларга нисбатан т +  п та тенгламалар тизимидан иборат (11) ни ечишга келтирилади.Шундай килиб, Лагранж купайтувчилари цоидасига асо- сан, (1) шартли минимум масаласининг ечими (агар у мав­жуд булса) мацсад функциясининг цийматларини шартли- 

стационар нучугалар тупламида танлашга келтирилади.Шуни ^айд цилиш керакки, ^авариц программалаш ма- салаларидан фаркуш равишда (II-боб) оптимал режалар уму-
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ман олганда (7) Лагранж функциясининг Я =  Я0 булгандаги минимум нуцталари булмайди.
2- м и с о л. f  (xt, х2) =  х2, g  (хи  х2) =  х2 — х2. * ° = { 0 , 0} оддий 

оптимал режадир, чунки d g  (0 )/d x 2 =  1 Ф  0. (10) стационарлик шарти- 
дан dF/dxц =  — 2 Я =  0, d F /d x 2 =  1 -j— А. =  0 дан Лагранж функция- 
си F  (х, — 1) =  х 2 +  X (х2— х'\) учун Я =  — 1 эканлигини топамиз. 
а-0 нуктада F  (х, — 1) =  х\ функция минимумга эришади.

3- м и с о л. f  (*ь х2) ~  х2, g  (хи х2) =  х2 — х\. Олдинги мисолга ух- 
шаш, (1) масала бу элементлар билан нормал масаладир. Лагранж функ- 
цияси F  {х, Я) —- * 2  +  Я (х2— х 2) учун (10) стационарлик шарти 
—  2 Я ад =  0, Зх2 +  Я =  0, х 2 — х 2 =  0  тенгламаларга олиб келади. 
а0 =  {0, 0} оптимал режага Я =  0 купайтувчи мос келади. а» нудта 
F  (х, 0) =  л| функциянинг эгилиш нуктаси булади.

4 - м и с о л .  / (хи  х 2) ~ — х\, g {хи  х2) =*• х2. Лагранж функцияси 
F  [х, Я) =  — *2  + Я х2 учун стационарлик шарти 3 F /д х х =  0, d F /d x а=  
=  — 2х« +  Я =  0 тенгламаларга олиб келади, улардан Я =  0 ни оламиз. 
F  (х , 0) — — * 2  функция х° =  0 оптимал режада минимумга эмас, мак- 
симумга эришади.Шартли минимум масалалари ичида 2-теоремага асосан (3-банддаги киритищ ха^идаги леммани >(ам каранг) нормал масалаларнинг (демак, классик купайтувчилар к,оидасининг) урни шу билан аникланадики, улар масалаларнинг асосий к,исмини ташкил цилади, уларнинг режалар туплами (п >  т булганда) чекли булмайди. Анормал масалаларнинг режалар туплами чекли хдм булиши мумкин.

5 - м и с о л .  f  (хх, х2) =  х х. g  (xlt х2) =  х\-\- х2. Масала ягона 
х® = * 2  =  0 ечимга эга.3. Шартли минимумнинг силлиц масалаларида оптимал- 
ликнинг биринчи тартибли зарурий шартларини олишнинг 
замонавий услуби. Агар (1) масалада f  (х)< g  (л;)£ С (1) бул- 
са, у силлиц масала дейилади. 1,2- бандларда келтирилган минимумнинг биринчи тартибли зарурий шартлари конструк­тив эмас. К д й и д а  келтирилган экстремал масалаларни текши- ришда замонавий ёндашишнинг асосий элементларини уз ичига олувчи конструктивро^ исботлар назарий ва амалий нуцтаи назардан ахамият касб этади. Унинг умумий кон- струкциялари 5-§ да баён г(илинади.

5- таъриф. Бирор / вектор х* нуктада gi (х) =  0 тенг- 
лик типидаги чекланиш буйича жоиз (уринма) йуналиш деб аталади, агар gt (х*) =  0, I'dg (х*)/дх =  0 булса.
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6 - т а ъ р и ф . Агар I вектор х* нуктада хар бир gi (х) ==  0 ,г =  Туп чекланиш буйича жоиз йуналиш булса, у х* нуктада (1) масаланинг чекланишлари буйича жоиз йуна­
лиш деб аталади. «.

7- таъриф. Бирор I вектор / (х) функциянинг х* нуцта- даги мос келадиган йуналиш (камайиш йуналиши) деб ата­лади, агар I'df (x*)/dx <  0 булса.
8 - таъриф. Агар I вектор х* нуктада (1) масаланинг чекланишлари буйича жоиз йуналиш булиш билан бирга, унинг ма^сад функцияси учун мос келадиган йуналиш бул­

са, бу вектор (1) масаланинг х* режадаги мос келадиган 
йуналиши деб аталади.

4 -теорема. Агар х° режа (1) масаланинг оддий оптимал режаси т < п  булса, х° нуктада [(1) масаланинг мос кела­диган йуналиши мавжуд эмас, яънн
I' df (х°)/дх =  0, I — Туп (12)тенгликларни каноатлантирувчи ихтиёрий / вектор учун
I ' d g i  ( х ? ) / д х > 0 ,  £ — \ , т  (12')бажарилади.Теореманинг исботи экстремал масалаларни текшириш- нинг классик усуллари мохиятини ёркин акс эттирувчи те- 

гишлилик хщидаги леммага асосланган.
2-лемма (тегишлилик ^ацида). Фараз ^илайлик, х* режа(1) масаланинг оддий режаси булсин (бу ерда т < п ) .  У  холда масаланинг чеклашлари буйича жоиз булган ихти­ёрий / йуналиш учун шундай ро сон ва р скаляр аргумент- нинг п вектор- функцияси h (ft), |р| <  ро мавжуд буладики, 

h (0) =  х*, dh (0)/d р =  I булади ва g (h (Р)) =  0, |р| <  ро айният бажарилади.И с б о т и . х* оддий режа булганлиги учун
dgi (х*)/дх, . . . ,  dgm {х*)/дх (13)векторлар чизицли эркли. Бу векторларни Rn да цандайдир силлик; gm+1 (х), . . . ,  gn (х) функциялар буйича курилган

dgm+1 (х*)/дх, . . ., dgn (х*)/дх (14)векторлар ёрдамида базисгача тулдирамиз.Ихтиёрий п- вектор / учун (12) дан
Ут+1 =  '% т +1  (х*)/дх, ■ • ., уп =  l'dgn (х*)/дх (15)
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ларни цисоблаймиз ва п +  1 та х, р узгарувчиларга нисба- тан п та=  ° .............. £ ,n W  =  °-
[gm+i  (*)= £ *+ 1 (**) +  PYm+t.............. Sn (*)=£„ (* * )+ P Y „(l6)тенгламалар тизимини цараймиз.(13), (14) векторларнинг чизныли эрклилигига кура, ош- кормас функциялар цацидаги теорем а га асосан (16) тизим- нинг шундай силлик; ечими х =  /г (Р), |Р| <  ро, ро >  0 мав- жуд буладики, у р =  0 да a:* режа билан устма- уст ту- шади:

h(0) =  x*. (17)Уш бу
Si (h (Р)) — 0, i =  \,т, 

gk {h (р)) =  gk (х*) +  P y*. k =  т +1,п, |Р К Р 0 , айниятлардан
dgt (ft(P))/<*P =■ [d8l (h ф))/дх]’ dh (p)/dp -  0 , i =  XTiZ,

dgk (h (p))/dP =  [dgk (h (P))/dx]' dh (p)/d P =  Y*. k =  m + 1, n ларни оламиз. Бундан хусусий цолда
[dgi{x*)ldx]' dh (0)1 d P =  0, i =  1 ,m,

[dgk (x*)ldx\ dh (0)/dp =  Yk, k =  m +  \,n (18)келиб чицади.(12), (15) тенгламаларни (18) тенгламалар билан таццос- лаб, шуни курамизки, / ва dh (0)1 d Р векторлар коэффици- ентларидан тузилган матрицаси махсус булмаган чизицли тенгламалар тизимини цаноатлантиради. Шунинг учуй 
dh (0)/dfi =  l. (17) ни хисобга олсак бу натижа теореманинг исботини тугаллайди.И зо>$. Ошкормас функциялар ^а^идаги теоремага асосан g/(х) 1 =  1 ,т  функциялар данча марта дифференциалланувчи булсалар, h (Р ) функция хам шунча марта дифференциалланувчи булади.2-лемманинг геометрик маъносини тушунтирамиз. gt (х) =  =  0, . . gm (х) — 0, т <  п, тенгламалар Rn да (п — т) улчовли силлик М купхилликни ифодалайди. п — т =  2 бул- ганда у I I I .3- чизмадаги сиртни ифодалайди./ га нисбатан царалаётган l'dgi (х*)/дх =  0, i =  1,т,

тенгламалар М  га х — х* нуцтада К уринма гипер- текисликни беради. Тегиш- лилик хасидаги лемма бу- йича К  уринма гипертекис- ликдан дар цандай у век- торни олмайлик, куп хил- ликнинг устида шундай силлик чизиц утказиш мум- кинки, у Х =  х* нуцтадан чициб у векторни узида сацловчи уринмага эга булади.2-леммага асосан нормал масаланинг оптимал режасини р, I параметрларга боглиц режалар оиласига юклаш мум- кин. Шунинг учун (1) масаланинг режалар туплами (т < п ) чекли булиши мумкин эмас.4 -т е о р е м а н и н г  и с б о т и . Фараз цилайлик (12) тенг- ликлар бажариладиган, лекин (12') урнига l.d f (х°)/дх <  0

I I I .3- чизма

тенгсизлик бажариладиган /* вектор мавжуд булсин. Дей- лик, h (Р) функция — тегишлилик хацидаги леммани исбот килишда I... вектор ва х° режа учун курилган белейн. У  цолда
df (h m i d  р/р=0 =  /; df (х°)1дх <  0,яъни етарли кичик р учун h (Р) режада х° нинг оптимал- лигига зид булган f  (к (Р)) <  / (д;0) тенгсизлик бажарилади. Теорема исботланди.(12), (12') тизим учун цулланилган тенгсизлик— натижа- лар хакидаги теорема (1 боб, 2-§, 4-6. га к;.) дан шундай 

I =  1»^, сонларнинг мавжуд булиши келиб чицадики,
т

df (x»)/dx+ У  kfigt (x*)/dx =  0 (19)
i=iбулади.Текширилмай цолган икки цолни цараймиз: 1) т =  п, (9) векторлар чизицли эркли; 2) (9) векторлар чизицли бог- лиц. Биринчи холда (9) векторлар Rn фазонинг базасиниташкил цилади ва шунинг учун шундай i =  1 ,т сонлар топиладики, (19) тенгликлар бажарилади. Иккинчи цол эса__ тшундай р (- # 0 ,  лар топилиб, pt-• dgt (x°)/dx=0

i= i  _____бажарилишини англатади. Я,0 =  0, =  р4-, i =  l,m  деб олиб,
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X0 df (x°)/dx +  v  X. dgt (х°)/дх =  0 (20)i= iни оламиз.Олинган (19), (20) натижалар биргаликда хдм умумлаш- ган Лагранж купайтувчилари цоидасининг (1-теорема), ^ам классик Лагранж купайтувчилари ^оидасининг (3 -теорема) исботидан иборагдир. Бу цолда 3 -теорема— оптималликнинг биринчи тартибли зарурий шартини ифодаловчи «mtjFpu» 4- теореманинг шккиланма» вариантидан иборат экан.Купайтувчилар ^оидасининг умумий х,оли (т <  п ва (9) векторлар чизицли эркли булса) учун келтирилган исбот- нинг конструктивлиги (ууйидагидан иборат. Агар к;ушимча (нормаловчи) шартли (масалан, ai <  /t- <  Pt-, ai >  0, Pt- >  0) ушбу чизицли программалаш масаласи
I'df (x*)/dx-*~ m in , ldgt (x*)/dx — 0f i = l , m  (21)нинг /* ечими учун /' df (х*)/дх <  0 тенгсизлик бажарилса, шундай 0 (/) функция топиладики, х (t) =  х* +  / t +  0 (/), 

t >  0 зуаракатда t =  0 нукданинг атрофида чеклашлар ба- жарилади, мацсад функцияси эса 11', df (x*)/dx\ тартибли тез- ликда камаяди.4 - теореманинг юкорида таъкидланган иккиланмалиги ва Лагранж купайтувчилари цоидасига асосан lt йуналишни куришда чизицли программалашнинг иккиланма усулларидан фойдаланиш мумкин.
4. Чизицли чеклашлар. (1) масаланинг амалда мух,им булган ушбу / (х)->  min, Ах  =  b  (22)хусусий зуолини к;араймиз, бунда А — {тХ п) матрица, Ь—т вектор, f  (х) £ С (1>.5- теорема. Агар х° режа (22) масаланинг оптимал режа- си булса,

А1 =  0 (23)тенгликни цаноаглантирувчи х;ар бир п — вектор I учун, 
l'df(x°)/dx >  0 (24)тенгсизлик бажарилади.И с б о т  и. Агар /* вектор (23) тенглик бажарилиб, (24) тенгсизлик бажарилмайдиган (яъни Г, df (х°) jdx <  0 булган вектор булса, x{t) — х° +  l j % t >  0 х,аракатда (22) масаланинг
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чеклашлари ,\еч вацт бузилмайди {Ах (I) =  Ах0 -|- A I J  за Ь) ва df{x(t))ldtl<=0 =  l'df(x°)/dx <  0. Бу х° режанинг оптимал- лигига зиддир. Теорема исботланди.(23), (24) ларга тенгликларнинг тенгсизлик-натижа ^аци- даги теоремани (П-боб, 3-§ га к;.) цуллаб, (22) масала учун уни нормал деб фараз цилмасдан, классик Лагранж купай­тувчилари цоидасини оламиз.
5. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. (1) масалани /(х), g,- (х) £ С <2), i — I, in ^амда х° оптимал ре- жада (9) векторлар чизицли эркли булган холда цараймиз.
6-теорема. Агар х° режа (1) нормал масаланинг нормал локал оптимал режаси булиб, Х° — унга мос Лагранж век- тори булса,

idgi{x°)/dx — 0, i — 1, т, генгламалар билан берилган гипертекисликдаодх2
(25)
(26)

J  .

1[I

квадратик шакл манфий булмайди.И с б о т и . Тегишлилик хдцидаги леммага мувофпи, (25) тизимни каноатлантирувчи хдр бир / вектор учун шундай Р „ > 0  сон ва Л(Р)£С^2) функциялар топиладики, /;(0) =  х°, d/i(0)/dp =  /, gt (ft(P)) -  0, | р | < р о, i 1, т,булади. х° режанинг оптималлигидан оф ) — f(h(f>)), | р | <  ро функция р =  0 да локал минимумга эришади, яъни dcc(0)/dp =  0, d2<x(0)/dp2 >  0.Охирги тенгсизлик батафсил ёзувда цуйидаги куринишни олади:
d2a(0) d / da(p)\ d ,( д Г Ш )  dh (p)\

dP2 dP l dP )t C
O

.

1
Оn \ dx d P )i

- [ 'dA'(P) d2/(/i(p)) dA(P) , d l ' W ) ) d2d(P)j
l. dp dx2 dP d x dP2 Jp=(= r  d2/(x°) t  , d f '( x 3) d2/i(0)

> 0dx2 d x dp2 (27)Шунга ухшаш, X'g(ft(P)) =  0, | р | < р и айниятдан 
d w rm ))  I =  v d^ 'gjxA { _ м т  =  Q (28)

dP2 I p=o dx2 d x  dp2тенглик келиб чикади. Агар (27) тенгсизликни (28) тенглик
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билан к$шиб, натижани } х°, Я0) жуфтликда стационарлик шарти (10): дГ(х°, Х°)/дх — 0 бажарилишини хисобга олиб, Лагранж функцияси терминида ёзсак, (26) тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.И з о  х л  а р . 1. Чизшуш чеклашли ва f ( x ) £ C ^  булган (22) маса­ла учун 6-теорема оптимал режанинг нормаллиги ха^идаги фаразсиз ^ам уринлидир. Б у  6- теореманинг исботида 2- леммани 2- § даги 2-лем­ма билан алмаштириш ва 3-теореманинг нормаллик талаб цилинмаганда 
5̂ ам уринли эканлигини хисобга олишдан келиб читали (4- бандга ц.).2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шартлари (25), (26) Лар­ин (6- бандда “ ^араладиган етарли шартларни хам) текшириш, узгарув- чилар сони етарли катта булганда, муста^ил муаммодан иборатдир. Ш у боисдан шартли минимум масалалари назариясида туташ минимум 
масаласи ^аралади:

у{[) — l'[d2F(x°, Я°)/дх2] m in, l’dg{ (х°)/дх — 0, i =  1 , т.Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти бажарилиши учун у (/) >  0 нинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
3 . (25), (26) шарт (12), ( 12 ')  каби тугри шартдир. (12) ( 12 ') учун Фаркаш теоремаси ёрдамида иккиланмалик шарти (Лагранж купатувчи- чилари ^оидаси) олинган. Ухш аш  тарх (25), (26) учун ^андай натижа- лар беради?
6. Нисбий оптималликнинг етарлилик шарти. Фараз ^илай- лик, f(x), g(х) £ С (2) булсин.
7-теорема. (1) маеалада х* шартли-стационар нуцтанинглокал оптимал булиши учун унга Я* да

I'dg,-(x*)/(5x =  0, i =  1, т, тенгламалар билан берилган гипертекислидаг  дЩ х*, Я*)  ̂ ^  0 

дх*

мое Лагранж вектори
(29)
(30)квадратик шакл мусбат булиши етарлидир.И с б о т и . (30) дан келиб чикддики, а сон мусбат:

а — min l'[d2F{x*, Я*)/дх*}1, 
I 'd g ^ / d x  =  0, 1/1 1,i =  1, т. (31)(29) гипертекисликда х* нукданииг е-атрофида ётувчи Л е =  {x :x  =  x* +  et, ||/|| =  1, I 'd g ^ / d x  =  0, i =  1, т } туплам киритайлик. (31) га мувофиц А е тупламнинг нуц- таларида (х -  х*)' [д2Г(х\ Я*)/дх2] (х -  х*) >  ае3 тенгсизлик бажарилади. Ш у туфайли Тейлор формуласидан х нукта-
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нинг стационарлик шартинн ^исобга олганда 0 < е < е ,  
х £ А е учун

F(x, *.*) -  F(x*, Я*) =  (х -  х*У ld2F(x*, Я*)/3%2] (х -  х*)/2 ++  0 ( || л; — х* ||а >  ае2/2 +  0 (е)2 =  е2 [ Y +  0 (е2)/е2] >>  ае2/4 (32)келиб чи^ади. Энди ушбу
В в = { х : \ \ х - х * \ \  =  е, g (x )-0 )

тупламни цараймиз (111.4-чизма). (29) гипертекислик g(x) =  =  0 купхилликка уринма эканлигидан хар бир х £ В е ну^та учун шундай х £ Вг нуцта топиладики,| й — * | | < / ( е 3 (33)тенгсизлик бажарилади.
dF(x, }*)/дх функция х буйича узлуксиз ва dF(x*,K*)/dx= =  0, шунинг учун \\х — х*\\ < 2 е  булганда|| dF(x, Ъ*)/дх || <  А^е (34)булади. (33), (34) ларни хисобга олсак,I F(x, Я*) -  F(x, Я*) | <  || дГ(х, 1*)/дх || Н х  -  х  || <

< К - К ,е 3, (35). ' vбу ерда х нукта л: нуцтанинг е-атрофидан, демак, х* нуц- танинг 2е атрофидан олинган бирор пуцта.
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Энди х £ В е нукда учун (32) ва (35) лардан, агар 0 <<  е <  а/4ККХ булса,
F(x, Я*) -  F(x\ X*) =  F(x, X*) — F(x*, X*) ++  [F{x, X*) — F  (x, X*)l >  e2a/4 — К К .г3 0 тенгсизлик келиб чик,ади.g(x) =  0 купхилликда F(x, X*) функция f(x) билан устма- уст тушганлигидан, топилган ба^одан барча х£ Вр, е <<  min {е,, a/4/C/C,) лар учун f(x) >  f(x*) тенгсизлик келиб чнцади. Теорема исботланди.И  з о >(. Теореманинг исботидан келиб чикадики, х* — ц а т ъ и й  нио­

бий шартли минимум нуцтасидир, яъни шундай е2 >  0 топиладики, барча х, х ф  х*, х £ Ве , 0 <  е <  е2 нуцталар учун f(x*) <  f(x) тенг- сизлик бажарилади.7. Мисоллар. 1 - м и с о л . Сиртининг юзи S 0 берилганда максимал э^ажмга эга булган цистернанинг параметрлари топилсин (111.5-чизма).Цистерна сиртининг юзи S  =  2ях| -\- 2лх1 ■ х2 . Цистернанинг дажми V ~  л х \ х х . Уш бу
f{xx ,  х2 ) — я х 2 x x , g(x j ,  х 2 ) ~  2 я х 2 -j- 2яХ| х 2 S q функцияларни киритиб, берилган масалани

f(x )-+  min, g(x) =  0 (36)масалага келтирамиз.Уносил ^илинган масала берилган масалага эквивалент эмас, чунки узгарувчиларнинг физик мохиятидан келиб чикадиган
x i > 0 ,  х2 >  0 (37)цу ши мча чекланишлар ^исобга олинмаган.Лекин масалани зарур булган вакгда (37) чекланишларни каноат- лантирмайдиган ечимларини чидариб ташлаб, (36) куринишида еча- миз. Агар (36) масала ечимга эга булса нзланаётган ечим, рав- шанки, (36) масаланинг локал минимум нуцталари ичида булади. Лекин. (37) ни х,исобга олмаганда (36) масала ечимга эга эмас, чунки 

X l- i-  -)- оо, х г - г  — оо  булганда f(xu х2)-+- —  оо. Демак, минимумнинг исботланган зарурий шартларини куллаш мумкин эиас.Оптималликнинг етарлилик шартларига мурожааг к,иламиз. Лагранж функциясини тузамиз): F(x, X) — — ЯХ) ■ х 2 +  Я ^2лх2-\-2 я х 1 • х2 —  —  S 0 ]. Шартли стационар нуцталар
dF(x, Я)/дх, =  — лх2 -(- 2л Хх 2 =  0, dF(x, X ) !дх2 =  — 2л<сх ■ х 2 ++  4лЯх2 +  2лХхх =  0,  2 я х 2 +  2 л х , • х 2 — S 0 =  О тенгламаларни наноатлантиради. Булардан

х г =  4Я, х2 =  2Х, X — ±  V  V 2 4 я
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Я* —- У S 0/24n ни танлаб, куйидаги матрицани ^исоблаймиз:W  ( 0 — 2яха +  2яЯ* |  _  Г 0 — 2лЯ* )
дхг (  — 2лх2 +  2 яЯ* — 2л х 2 +  4яЯ* ) [ — 2яЯ* — 4лЯ* J(29) гипертекисликнинг тенгламаси:

(dg(x)/dx1)y1 +  (dg(0)/дх2)у2 =  2я х2у х +  [4лха +  2л х2]уг ==  4яЯ*(/1 +  16яЯ*/у2 =  0- (38)Буидан у  =  — 4у2 . d*F/dx2 матрицали квадратик шакл — 4лЯ*ух у2 — —  4лЯ*у\ куринишни олади ва (38) гипертекисликда у2 ф  0 да мусбат булган 12лЯ*у2 ифодага утади. Шундай цилиб, 7-теореманинг шартлари 
Х\ =  2)a S 0/6k ,  х 2 =  V S 0/6n  нунта учун бажарилади. Шундай пара- метрли цистерна хеч булмаганда параметрлари ядин булган цистерна- лар ичида энг катта >;ажмга эга булади.2 - ми с о  л. Берилган L узунликдиги симдан шундай тенг томонли учбурчак ва квадрат ясаш керакки, улар юзларининг йигиндиси макси­мал булсин.

II 1.5- чизма. II  1 .6- чизма.
Фараз дилайлик, х2, х2 — симнинг мос равишда учбурчак ва квад­рат учун ажратилган ^исмлари булсин. Шаклларнинг умумий юзи ( 1 1 1 . 6-4H3M a)S(x! ,  х 2 ) =  У з /  36-xf +  1/16-х2 га тенг- Уш бу /(х, , 

х2 ) =  —  У з  х,/36— х 2/1б, g(x, ,  х 2 ) =  х х +  х 2 —  L функцияларни киритиб, берилган масалани
l\xI, х2) m in, g(xb х2) =  0 (39)масалага келтирамиз. d g / d x =  {dg/dxl dg/dx2} =  { 1 , 1  } =5^0 булган- лигидан (39) масаланинг барча режалари оддийдир.\озиргача (39) масала ечимининг мавжудлиги хаг;идаги масалани бир четга цуйиб, шартли-стационар ну^таларни топамиз. Лагранж функ- 

Ц ияси F(xx ,  х2 ,  Я) =  — У З  Х[/36 — х 2/1б -)- Я(х1 +  х 2 —  L) ёрдамида
д П д х 2 =  —  У З * ! / 18 +  Я =  0, dF/dx2 =  —  х2/8  +  Я =  0 (40)

тенгламаларни оламиз. Булардан, х ^ б У З  Я, х 2 =  8Я. Я* купайтув- 
Ч1ши (39) масаланинг чекланишидан топамиз: 143



6 ^ 3  Х, +  8Я —  L =  Q, k* =  L/(6V 3  + 8). (41)Шундай кнлиб, j х\ — З У  3 L /(3 >/3 + 4 ) ,  х2 = 4 L ( Зуб3 +  4)j нуцта шартли стационар нуцтадан иборатдир. Минимумнинг етарлилик шар- ти бажарилишини текширамиз.Г - / з / 1 8  о )
дх* { 0 — 1/8 Jбулганлигидан

1']д2Г(х\У)/дх2]1^—V 3  /f/18— /|/8 (42)квадратик шакл бутун фазода ва хусусий ^олда текисликда манфий аниклангаидир. Минимумнинг етарлилик шарти бажарилмайди. Бу ерда 1-мисолнинг тархи буйича кетилса ма^садга эришилмайди. Равшанки, 
g(xv  хг)> /(*i< х2> =  — S ( * i , хг) функциялар учуй минимумнинг етарлилик шарти бажарилади. Шунинг учун топилган нукта j х\, х2 } юзларининг йигиндиси минимал булган шаклларнинг параметрларини уз ичига олади (бу холда симни х\/х2 ~  ЗубЗ 1 ,3  нисбатда булиш керак).Берилган масала ^андай >;ал цилинади? Утказилган з^исоблашлар- дан даставвал куринадики (39) масала ечимга эга эмас, акс зрлда эса j х°\,х°2 } ечим (40), (41) ни цаноатлантириши ва (42) квадратик щакл унда мусбат ишорали булиши керак эди. Ленин I'dg; (х*)/дх — 0 те­кисликда (40), (41) тизим ягона ечимга эга булиб, бу ечимда (42) шакл манфий аницланган.Физик жнхатдан етарлича аниц ва равшанки, минималлаштириш ма- саласи узининг дастлабки куйилишида ечимга эга булмоки лозим. Ш у ­нинг учун ,\ам юкрридаги натижа курсатадики, цабул цилинган (39) математик модел физик масалага тенг кучли эиас. >(аци^атан >;ам (39) моделда масаланинг физик цуйилпшидан келиб чицувчи x t >  0, х 2 >  О чекланишлар ^исобга олинмаган. Б у  чекланишларни хисобга олган \ол- да 2 -мисолни ечишни навбатдаги параграфда охирига етказамиз.

4 - § .  Ч Е К Л А Ш Л А Р  Т Е Н Г С И З Л И К Л А Р  Т И П И Д А  Б У Л Г А Н Д А  
Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  М И Н И М А Л Л А Ш Т И Р И ШЧизидсиз программалаштириш максимум ва минимум классик масалалари назарияси ривожланишининг замонавий боскичи сифатида чизицсиз тенгсизликлар куринишидаги чеклашлар билан берилган экстремал масалаларни тадк,и^ цилиш билан богли^ равишда X X  асрнинг иккинчи ярмида шаклланди. Чизиксиз программалашда классик шартли ми­нимум масалалари тенгликлар типидаги чекланишли ми­

нималлаштириш. масалалари деб атала бошланди.
1. Оптималликнинг биринчи тартибли зарурий шарти. Бу бандда чекланишлари тенгсизликлар типидаги минимал­лаштириш масаласи деб мадсад функцияси f(x), x £ R n ва
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чеклашлар функцияси g (х) нинг g,(x), . . . , gm(x) компо- нентлари С (2) синфга пришли булган/(x)->-m in, g(x) < 0  (1)масалани тушунамиз.Агар х° режада
f(x°) =  min /(х), g(x) <  0булса, х° (глобал) оптимал режа ((1) масаланинг ечими) деб аталади.Агар х° режада цандайдир е >  0 учун

f(x°) =  min Дх), g (x) < 0 ,  || x  — x° || <  eмуносабатлар бажарилса, x° нисбий оптимал режа деб ата­лади.Агар g,(x*) =  0 (gt(x*) <  0) булса, g^x*) <  0 чеклаш х * режада актив (пассив) деб аталади. Актив чеклашлар ин- декслари тупламини /Дх*) =  (г :g-(x*) =  0) ор^али белги- лаймиз.
1-теорема. Агар х* (1) масаланинг локал оптимал ре- жаси булса, куйидаги

l'df(x°)/dx<  0 (2)
I'dgi (х°) / д х <  0, i £ 1а (х°) (3)тенгсизликлар тизими биргаликда булмайди.И с б о т и . Тескарисини фараз циламиз, яъни /* вектор- да (2), (3) тенгсизликлар бажарилсин. x(t) — х° +  I J ,  t >  0 , хдракатни караймиз. Барча етарли кичик t >  0 ларда, уз- узидан равшанки, х° режада пассив булган g>(x) <  0 чекла­нишлар x(t) векторда бажарилади. г £ / а (х°) учун (3) га асосан,

g i (х (t) ) =  gt (*°) +  (x°)/dx +  0 (/) ==  tl', dgi (х°)/дх +  0 (/) <  0, (6 [0 , t0), t0 > 0 ,тенгсизликни оламиз. Шундай ^илиб, барча / £ [0, /0] ларда 
x(t) вектор (1) масаланинг режаси булади. (2) ни ^исобга олсак, х  (/), / >  0 буйлаб, х° режанинг оптималлигига зид- диятга олиб келувчи
df (х (0 )dt/t=  0 =  dx' (t)/dt [df (х (/) )/dx]t =  0 =  t.df (x°)/dx <  0 тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.
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1-  бобнинг 2-§ ида (2), (3) тизимнинг биргаликда бул- маслигини текшириш, чизихли программалаш масаласига эк­вивалент эканлиги курсатилган эди. Бу масаланинг ихтиё- рий х* режа учун тузилган ечими буйича х* режани ях- шиловчи, х (0 =  х* +  I J ,  t >  0 ^аракатни тузиш мумкин.Агар оптималликнииг бевосита зарурий шартини ифода- ловчи (2), (3) шартларга тенгсизликлар тизимларининг бир­галикда булмаслиги ^акидаги теоремани (I боб, 2- §) хулла- сак, оптималликнииг иккиланма зарурий шартини оламиз.2 -  теорема (умумлашган Лагранж купайтувчилари х °- идаси). (1) масаланинг х>ар бир х° локал оптимал режаси учун шундай ноль булмаган умумлашган А° =  [AS, А,0] Лаг­ранж вектори мос келадики, куйидаги шартлар бажарилади:(1) манфиймаслик: А ° > 0 ;2) стационарлик: dF (х°, А°)/дх =  0;3) каттицмасликни тулдириш: g' (х°)А° =  0.Агар
dgi {х*)!дх, [ £ 1а (х*) (4)векторлар чизнкли богланмаган булса, х* оддий режа де- йилади.И  з о х • Агар х* оддий режа булса, |/я (**) | <  п.Агар g£ (х*) =  0 булганда l'dg£ (х*)1дх <  0 булса ва 

g £ (х*) <  0 булганда I ихтиёрий п- вектор булса, / векторни 
х* нухтада тенгсизлик типидаги g£ (х) <  0 чекланши буйи­
ча жоиз йуналиш (ички йуналиш) деб атаймиз.

I векторни х* режада (1) масаланинг чекланишлари 
буйича жоиз йуналиш дейилади, агар у х* нухтада хар бир g v ( x ) < 0 , i — \,т  чекланиш буйича жоиз булса.Шундай 1\илиб, х* режада (1) масаланинг чекланишлари буйича жоиз йуналишлар (3) тенгсизликлар орхали ифода- ланади, агар уларда х° векторни х* га алмаштирилса. Агар х* оддий режа булса, улар х,амиша мавжуд булади.(1) масаланинг мос келадиган йуналиши тушунчаси худ- ди шартли минимум масаласидагидек са^ланади (3-§, З-б). Лагранж функцияси (умумлашган ва классик) нинг таъри- фини хам илгаригидек са^лаймиз.1-теоремадан, агар х° режа (1) масаланинг локал опти­мал режаси булса, х° нухтада (1) масаланинг мос келади­ган йуналишлари мавжуд булмаслиги келиб чихадн. (2), (3) тенгсизликларга Фаркашнинг тенгсизлик — натижалар

хакидаги теоремасини тадбих Хилиб иккиланма тасдикни оламиз.3 -  теорема (классик Лагранж купайтувчилари хоидаси).(1) масаланинг хаР бир оддий локал оптимал режаси учун шундай ягона Лагранж вектори топиладики, унда куйидаги шартлар бажарилади:1) манфиймаслик; А0 >  0;2) стационарлик: dF (х°, А°)/дх =  0, dF (х°, А°)/дА =  0;3) цаттицмасликни тулдириш: g' (х°) А0 =  0.И  з о х • х° оптимал режага мос А0 векторнинг ягоналиги режанинг оддийлиги натнжасидир (3-§ , 1-леммага д.).2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. Яна (1) масалани караймиз, лекин /(х), g (х) £ С (2) деб хисоблай- миз. 3-теоремага асосан (1) масаланинг оддий оптимал ре­жа х° га ягона А0 Лагранж вектори мос келади.Агар А̂  >  0 (А? =  0) булса, х° режада актив булган 
g £(x)<  0 чекланиш каттик (юмшок) деб аталади. х° ре­жада хаттих (юмшох) чеклашлар индекслар тупламини' + (*°) =={*’ : f t  (*°) =  ° .  ( W  =— {*: gj. (х°) =  0, А? =  0})орхали белгилаймиз.4- теорема. Фараз х илайлик, х° режа (1) масаланинг оддий оптимал режаси, А0 — унга мос Лагранж вектори бул- син. У  холда,

I' dg£ (х°)/<3х =  0; I € /+ (х°); /' dg£ (х°) / dx <  0, i 6/°(х0) (5)тизимни ханоатлантирувчи I векторлар тупламида хуйидаги квадратик шакл манфий булмайди:
l'd2F{x°, K°)/dx2- l > 0И с б о т и .  Фараз хилайлик, /* векторда (5) муносабат- лар бажарилсин, лекин

i:[d*F{x\  А°)/дх2] / * <  0 (6)булсин. /« =  {i € /“ : 1'М  (х°) / dx <  0}, /°° =  {»€ / ° : I'.dg^x0) /дх =  0} деб белгилаймиз. Тегишлилик хаХиДаги лемма (3-§> га асосан, шундай h (Р) £ С(2) | Р | <  р0 Ро >  0 функцияни ку- рамизки, h (0) =  х°, dh (0j / df> =  /*, g£ (h (P)) =  0, | P I <  P0,. t£/+ U /00 булади. К,урилишига кура /г(Р) векторларда g'(fc(P))b° =  0, | р | < р 0
1 4 6

(7)



айният ва i £ /+(х°) (J /°° индексли чеклашлар бажарилади. Калган чеклашларнинг .\ам бажарилишини текширамиз. х° режада пассив булган gt (х) <  0 чеклашлар учуй бу равшан, чунки g i (х°) <  0. К,олган, г, t £ /° ~ индексли чек­лашлар учун 1а~ тупламнинг аншуланишидан, агар р >  О сон етарли кичик булса, gt (h(fi))=gi (x^+fU.dg; (х°)/дх +  О (Р )<  О келиб чицади. Шундай цилиб, етарли кичик ро > 0  учун барча /i(P), 1 р 1 < р о векторлар (1) масаланинг режала- ридир. Мацсад функциясининг орттирмасини \исоблаймиз:/ (А (Р )) ~  / (хв) =  F(h  (Р), Г ) -  F  (х®, X») -  g' (h (Р)) 1° ++  g (х°) =  р I'.-dF {х°, Х°) / дх +  РЧ\ [d2F  (х°, Г)/дх2\ I J 2 ++  0(Р2) (8)Бу ерда цатти^масликни тулдириш шартидан (3-теорема) ва(7) хоссадан фойдаланилган. Агар яна стационарлик шарти (3 -теорема) ва (6) тенгсизликни ^исобга олсак, етарли кичик р >  0 да (8) дан х° нинг оптималлигига зид булган /(/ i(P ))<  f(x°) тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.3. Локал оптималликнинг етарлилик шарти. Фараз ки- лайлик, (1) масалада f(x), g (х) £ С <2) шарт бажарилсин.Агар х* режа учун шундай X* т- вектор топилиб,
dF {х*, I*) / дх =  0, g' (х*) К* =  0, I*  >  0,муносабатлар бажарилса, х * —  шартли — стационар режа деб аталади.5 - теорема, х* шартли — стационар режанинг локал оп- тимал булиши учун

тенгсизликнинг
l'dg i ( x * ) / d x  =  О, i  £ / + ( * * ) ,  

Гдё1(х*)/д х<  0 , i £ /° (х*)
(9)

(Ю )тизимни цаноатлантирувчн \ар бир I Ф  0 векторда бажари- лиши етарлидир.И с б о т и .  Фараз цилайлик, теорема урин ли булмасин. У  хрлда, ^ар бир > 0  (efc-*-0 , &->- °°) учун шундай 
хкф х *  режа топиладики,/ ( • О  < f{x * ) ,  g ( x * ) < 0, \\xk — х*|| бажарилади. р к сон ва л-вектор Г  ни шундай цурамизки,

х к =  х* +  fikl , Ц/ || = 1 ,  Р* >  0 булсин. / , k =  1, 2, . . . кетма-кетликнинг лимит векторини /*, ||/*|| =  1, деб белги- лаймиз.х к планда0 >  gi (хк) =  gi (х* +  р , 1к) =  gi (х*) +  р к1 k’dgi (х*)/дх +  +  Р2/ \ д %  (х*) /дх21к/2 +  0 (Р2), i £ Ia (х*); (11)0 >  / (х *) -  / (х*) =  р fc / k'df (х*)/дх+ р  2ft /*' [а2/ (х*)/дх2] 1к/ 2 +

+  0(Р1),тенгсизликлар бажарилади. (11) тенгсизликларнинг иккала томонини Рд, > 0  га булиб, й ->  оо да лимитга утганданкейин 0 >  l'.dgi(x?)/dx, j £/q (x *); 0 >  I'.df (х*)/дх (12)ни оламиз.Агар бирор I* £ /+ (х*) да l',dgit {х*)/дх <  0 тенгсизлик
d f(x *  х*)бажарилади деб фараз килсак, у х;олда (12) дан ва — -—1— - =дх

— 0 тенгликдан ^амда Ц  > 0 ,  г £ /+ (х*) дан фойдаланиб0 >  l',df(x*)/dx =  — 2  К 1' М  (х*Удх >  0 
ie 't  <**)зиддиятга келамиз. Шундай цилиб, l',dgi(x*)/dx^0, i £ /+ (/.*). Бу (12) билан биргаликда ноль булмаган I* вектор (10) ти­зимни цаноатлантиришини англатади.(11) даги I- тенгсизлик 0 >  gt (хк) ни Я,г* >  0 га купай- тирамиз ва шундан сунг (11) даги барча тенгсизликларни цушамиз. Натижада стационарлик шарти dF (х*, К*) /дх =  0 га асосан Pft га нисбатан чизи^ли барча х,адлар йу^олади. Хосил ^илинган тенгсизликнинг иккала томонини р|/2 га бу- ламиз. k->  оо да лимитга утиб, (10) тизимни цаноатланти- рувчи I* векторда бажариладиган (9) тенгсизликка зид бул­ган 0 >  /' \d2F (х*, }*)/дх2} тенгсизликни оламиз. Теоремаисботланди.И э о >(. Теоремадагидан кучлироц булган цуйидаги натижа х ам исботланган: х* —  катъий лекал оптимал режадир: шундай е <  0 мав- ж уд  булиб, р (л) <  0,  \\х — д:*|| ^  к, х ф  х* , шартларни ^аноатланти- рувчи барча х  лар учун / ( х * ) < / ( х )  уринлйдир.
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4. Чизи̂ ли чеклашлар. Агар (1) масалада чекланишлар чизшуга булса, яъни g(x) — A x — b, А — тхп матрица, b т- вектор булса, Лагранж купайтувчилари коидаси (3-теорема) ва оптималликнинг иккинчи тартибли зарурий шарги (4- тео­рема). х° режанинг оддийлигини фараз ^илмасдан зуш урин- ли эканлигини исботлаш машк сифатида завода килинади.Агар 3-, 4-§ ларнинг натижаларини цушсак, цуйидаги 
чеклашлари тенгликлар ва тенгсизликлар типида булган ушбу чизиксиз программалаш масаласида:

f  {х)-*■  m in, gi (х) =  0, i = l ,  m; hj (х) < 0 ,  / =  т - f  1, р,оптималликнинг зарурий ва етарли шартларини оламиз.5. Мисол. 3- § даги 2- мисолни ечишни давом этдирамиз. Ашиулан- гаи ифодада масала куйидагига келтирилади:
f ( x х2)->- m in, g ( x b  хг) =  0, хх >  0, х2 >  0 (13)бу ерда, f( x u х 2) — — х\\ГЪ/Ш — д:|/16, g ( x b  х2) =  х х +  х 2 — /.Агар g! (х) — g  (хх, х 2), g2 (х) =  —  х ь  g3 (х) =  —- х2, к =  {х х, х2} функцияларни киритсак, (13) масала

I (х) -*■  m in , gi (х) =  0,  g 2 ( x ) <  0 , g3 (х) <  0 (14)куршшшини олади.(13) масаланинг режалари туцлами компакт булиб, / (хь х2) функ­ция узлуксиздир. Шунинг учун (14) масала ечимга эга. Уш бу
d g j d x =  { 1,  1}, <?g2 | дх — {— 1,  0) , dg3/dx =  (0,  —  1(векторлар жуфт-жуфт чизшуш богланмаганлиги хамда фа^ат иккита чекланишлар актив булиши мумкинлиги: яъни g x (x) =  0, g2(x) =  0, ёки g3 (х) =  0,  g3 (х) =  0 булиши туфайли кар бир режа оддий булади. Лагранж функциясини тузайлик:

dF(x , А) =  - / 3 ~  ^ / З б - х ^ б  +  А ^ + Х г - ^ - А ^ - А з Х , ,  Купайтувчилар коидаси ушбу
F (х, А)/дхх =  — Хху^3/18 -f- At —  А2 =  0, ~ =  — х2/8

дх3+  Aj — А3 =  0;А2 82 (х) =  — А2 х3 =  0; A3g3 (х) =  — А3 х2 =  0, 
g i  (х) =  х 3 +  х 2 — / =  0; А2 >  0, А3 >  0муносабатларга олиб келади. Булардан х 2, А2, А3 узгарувчиларни йуко- тиб, учта шартли — стационар режани1) х  j =  0, х*2 ■— I, А* =  //8 , А2 =  //8, A3 =  0;

2) х [ =  /, Х 2 =  0,  А , = /  /з"/18, А * =  0,  A j =  / / 3 / 1 8 ;3) х*1 =  9//(9 +  4/'3), x *-4//3T/(9 +  4VT),А| =  / / 3 7 ( 1 8  +  8 / 3 ' ) ,  А *  =  А * = 0,

берадиган иккита (А2 — х 2|Аз/18) х 2 =  0, (Ах — //8 +  х 2/8)(/ — х х) =  О тенгламага келамиз.Масалага мос квадратик шакл
Г [ W / d x * ] l =  — l\ / 3  / 18— l\ l  8 (15)куринишга эга булади. Хар бир шартли-стационар нуцта учун (10) муносабатларни тузамиз. Биринчи режа учун (учинчи чеклаш пассив): 

I'dgx (х*) / дх — 1х +  /2 =  0, I' dg2 (х*) / дх — — 1х — 0. Бу ердан, 1Х =  =  /2 =  0. Иккинчи режа учун (иккинчи чеклаш пассив): / dgx(x*) / <5х= =  U  +  1г =  0, l'dg3 (х*) / дх =  — /2 =  0. Б у  ердан l3 =  k  =  0. Учин­чи режа учун (иккинчи ва учинчи чеклашлар пассив): I’dgx (х*) / дх  =  =  1% +  h  =  0 , бундан 1х =  —  /2-Учинчи шартли-стационар режада (15) квадратик шакл манфий аникланган. Шунинг учун 4- теоремага асосан бу режа масаланинг ечи- ми булиши мумкин эмас. Дастлабки иккита режадан биттаси ечим бу­лади. Дастлабки иккита режа 4-теоремани каноатлантиради, лекин уларда оптималликнинг етарлилик шарти (5- теорема) бажарилмайди. Масаланинг ечимини f  (х) функниянинг кийматларини такцослаш нати- жасида топамиз. Биринчи режада /(х*) =  —  1г / 16, иккинчисида —  / (х*) =  —■ У^З п/36, яъни { x j =  0, х2 = / }  глобал оптимал режа- дир. Ш ундай килиб, бутун симдан фа^ат квадрат ясалганда Z.2/ 16 мак- симал юта хосил килинади.И зо к- Мисол факат умумий усулларнинг намойиши учун келти- рилган. Унинг ечими тенглик типидаги чекланишдан битта узгарувчинн йукотиш ёрдамида, максад функциясини кесмада тахлил килиш ёрда- 
мйда осон олинади.

\ / 15- §. силлик; бУлмаган масалаларЕтарли силлиц функциялар терминида ифодаланган чи­зиксиз программалаш масалалари кудратли, яхши ривожлан- ган классик аналитик усулларни куллаш учун цулайдир. Кейннги йилларда чизиксиз программалаш да амалиёт талаб- лари асосида, элементлари мазкур параграфда баён ^илина- диган силлщ булмаган оптималлаштириш масалалари 
назарияси ривожлана бошлади.

1. Йуналишлар буйича дифференциалланувчи функция­
ларни минималлаштириш. Агар

df(x)dl— lim  [/ (х +  е/) — / (х)] / е, е - > 0 - Ь  (1)(чекли) лимит мавжуд булса, /(х), х 6 R n функция х нуи,- тада I, I £ Rn йуналит буйича df(x)/dl досилага эга деб аталади. Юцоридаги лимит ихтиёрий I £ R n учун мавжуд булган ,%олда (х,ар бир олинган х учун) l-+ d f(x )/ d l  функ­ция аницланган булиб у /(х) функциянинг х нуктада туна- 
лишлар буйича \осиласи деб аталади. Охирги функция, равшанки, мусбат бир жинслидир: aiap /1= а / 2, а  >  0, булса,
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df {x)l dl1 =  adf (x) / dl2 булади. Шуни цайд этамизкн, теки­ла йуналишлар буйича узилишга эга булиши мумкин. Ле' кин шуни курсатиш мумкинки, агар /(х) функция х nyiyra- нинг атрофида Липшиц шаргини цаноатлантирса, df (х) / д1, 
I нинг функцияси сифатида узлуксиз х,амда Липшиц шарти- ни каноатлангиради. Курсатилган хосса, масалан, f  (х) ца- вари^ функция булганда уринлидир.Йуналишлар буйича дифференциалланувчи функциялар синфи дифференциалланувчи функциялар синфидан анча кенгдир. У , масалан, ^авари^ функциялар (II-боб) синфини уз ичига олади.Ушбу

f(x) =  max /{- (х), 1 <  I <  т. (х £ Rn), (2)
Six) =  min g; (x), 1 <  i <  от (x g Rn) (3)

функцияларни царайлик (111.7 -чизма).Агар fi(x), gt (x), t =  1, m функциялар узлуксиз булса- лар, f(x), g(x) функциялар ^ам узлуксиз буладилар. ХДци- цатан, фараз цилайлик, х* — Rn да олинган ихтиёрий ну^табулсин. /, (х), 8 {(х), i =  1 ,т  функцияларнинг узлуксизлиги- га асосан, ихтиёрий е >  0 буйича шундай б(- >  О, А (- >  О, сонлар топиладики,I fi (X*) — fi (х) | <  е булади, агар II х* — х  || <  б(- булса;I Si (х*) — gi (х) | <  е булади, агар ||х* — л:|| <  А- булса, Дейлик, б =  min б , i =  т, А =  min A,-, i =  1, т булсин. 1

У  ^олда,max | ft (х*) — (х) | <  е; агар ||х * — х| < б  булса; (4)1 <(<тmax | gt (х*) — g[(x) <  е; агар \\х* — х\ <  А булса. (5)
1 < 1 < тУз-узидан куриниб турганmax I fi{x*)+ fi{x)\  <  max (x*) +  max f t(x)

\<l<m  K i < m  l Cl <>nтенгсизликданmax (x*) =  max \fi (x) - f  (fi (x*) — fi(x))} <
1c i o n  l < (  o n<  max /t- (x) +  max \ft [ x * ) ~ f i (x)|эканлигини оламиз.Шунга ухшаш,max fi (х) <  max f^x*) +  m ix  {/; M — //(**) 1 •

1 1 < i Cm  1 4,l<tnОхирги иккига тенгсизликдан цуйидаги тенгсизлик ке- либ чик,ади:I max /.■ (х*) — max f  • (х) I <  max I (x*) — f t (x) |
I \ c i c m  I < i< m  I 1 c i o n  IШунингдек, min gt (x) =  — max (— gt (x)) булганлигидан

1 i  < m 1 < i< m| min gt (x*) — min g,-(x) I <14 Ю п  l  C io n
max | gi (x*) — gt (x) |1 Cl cmбулади. Шундай цилиб, (4), (5) ларни х,исобга олиб, /(х), g(x) функцияларнинг узлуксизлигини исботловчи|/ (х*) — / ( х ) | < 8 , агар ||х* — х|| < б булса;I S (х*) — S (х) 1 е, агар || х* — х | | < А  булса,тенгсизликларни оламиз.Ушбу /(х) =  т а х (х , — х} =  |х , g-(x)=m in  (х, — х) ==|х\, x £ R  1 , мисоллар курсатадики, (2), (3) функциялар / ,(х ),gr.(x), i =  1, т, етарли силли^ булганда ^ам диффгренциал- ланувчи булмаслиги мумкин.Фараз ^илайлик, /( (х) б C (l\ ĝ  (х)  ̂ С (1), i — 1, т, бул­син. У  хрлда f{x), gix) функциялар йуналишлар буйича дифференциалланувчи эканлигини курсатамиз./(х) орк,али fkix ) =  max j/(-(x), t =  1, m \ булган барча 

к индекслар тупламини белгилаймиз. У  хрлда а  =  /(х) — — max {/,-(х), / (х)) >  0. /, (х), t =  1, т функциялар-
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нинг узлуксизлигидан шундай мусбат е* сон мавжудки. х ну^танинг е*-атрофидан олинган барча у лар учун: 
fk( y ) > f( x ) - a / 2 , k d /(х); f i ( y ) < f ( x ) -  а/2, i d Ц х)  тенгсизликлар бажарилади. Иккинчи_тенгсизликни биринчи- сидан айириб, ихтиёрий k d I (х), i d / (x), | | x — y\\ < e *лар учун fk (у) >  h (у) эканлигини оламиз. Шундай цилиб, цуйидаги
f (у) =  шах \fi(y), i =  1, т) =  шах {/,• (у), i 6 / (х)}, (6)II х-у  II <е*хосса уринлидир.Фараз цилайлик, I — Rn даги ихтиёрий вектор булсин. Етарли кичик е >  0 да (6) тенгликдан фойдаланиб,[/(х +  е/) — /(х)] /е =  [шах {/,■ (х +  е/), / =  1, т }  —— шах {/(- (х), i =  1, т) /е — шах {/,• (х +  е/) — /(- (х),

i d I  W } /еэканлигини оламиз. Бундан
df (x)/dl =  lim шах {[/;- (х +  е/) — (х)] /е, i d / (*)} ==£-+0+=  шах {<ЗД- (х)/<3/, i d I  M } .Шунга ухшаш, dg (x)/dl учун формула min {g-£(x). i =  

— 1, rn) =  — max {— gi (x), i =  1, m} ифодадан келиб чи­тали.Ушбу шартсиз минимум масаласини цараймиз:/ (х) m in, x d  Rn,бу ерда /(х) функцияни х° нуцтада йуналишлар буйича дифференциалланувчи деб хдтсоблаймиз.
1-теорема. х° режанинг оптимал булиши учуна/(х°)/а/> о, Y  I d Rnтенгсизлик зарур, /(х) функция цаварик булганда эса, етар­ли ^амдир.И с б о т и . Бирор /, d Rn вектор учун df (x°)/dl, <  0 деб фараз цилайлик. У  х1олда йуналиш буйича х,осиланннг (1) таърифига асосан шундай е0> 0  сон мавжуд буладики, 0 <  <  е <  е0 булганда [/ (х° +  е/*) — / (х°)]/е <  0 булади. Ш ун­дай ^илиб, х° режанинг ихтиёрий атрофида шундай хе =

=  х°4-е/* режа курсатиш мумкинки, / (хе) <  / (х°) булади, яъни х° оптимал режа эмас.Энди /(х) цавари^ функция булсин. Фараз цилайлик, шундай х° план топилсинки, f ( x * ) < f( x ° ) булсин. /* = х * — —  х° деб белгилаймиз. У  х,олда,
df (х°) / d/* =  1 im [/ (х° +  е/*) ■>о+ ■ f  (х0)] / е =  lim [/(ex* +

е—► 0-1-- f  (1 — е) х°) — f (х0)] / е <  1 im [ef (х*) +  (1 — е) f  (х°) —Е-+04-— f  (х0)] I е — f  (х*) — / (х°) <  О,зиддият оламиз. Теорема исботланди.2 - теорема. Фараз килайлик /(х) функция х° нуцтанинг атрофида Липшиц шартини цаноатлантирсин. Агар
df (х°) I д1 > О, Y  /, || / Ц =  1,булса, х° — локал оптимал режадир.И с б о т и . Фараз цилайлик, х° локал оптимал режа бул- масин. У  х;олда, х° га яцинлашувчи шундай xk, k — \, 2,. . . , кетма-кетлик мавжуд буладики, f  (хк) <  f  (х°), k = \ ,  2, . . . ,  булади. ек — Ц хк — х° ||, 1к =  (хк — х°) / ek, k = l ,  2, . . . , деб олайлик. 1п да бирлик сферанинг компактли- гидан {1к} кетма-кетликдан яцинлашувчи цисмий кетма-кет­лик ажратиш мумкин. Белгилашларни узгартирмасдан k ->• 

-+•00 да 1к-+1, 1 |/ |,=  1 деб х;исоблаймиз. Йуналиш буйи­ча хрсила таърифидан, lim [/ (х° +  ек1) —  / ( х°) ] /ьк =/г—► 00=  df (х° / (3/ >  0 га эга буламиз.Иккинчи томондан, етарли катта k учун:[/ (х° +  гк1) -  / (х0)] / гк =  If (х° - f  eft lk) -  f  (x0)] / efc ++  [/ (x° +  ekl) -  / (X е +  e, /*)] / eft <  [/ (xt) -  f  (x«)] / efe +
4- C  i | / — /fe I»,бу ерда C  — / (x) функциянинг Липшиц узгармасидир. Бу ерданЙ т  [/ (х° +  efe/) - -  / (х0)] / е/г <  П т  [/ (х*) — / (х0)] / eft <  0.ft—► 30 ft->°°Олинган зиддият теоремани исботлайди.Энди чекланишлари тенгсизликлар типида булган мини- маллаштириш масаласини цараймиз:/(х) -*■  m in , gi (х) ^ 0 ,  t =  1, tn, (7)



Б у ерда f(x), gt (х), i — 1 ,т  функцияларни х° ну^тада йу- налишлар буйича дифференциалланувчи деб хисоблаймиз. х° ну^тада актив, яъни gi (х°) =  0 ни цаноатлантирадиган чек- ланишлар индекслари i G {1, 2, . . . , т} тупламини / (х°) деб белгилаймиз. Агар dg( (x °)/ d / <  0 булса, I £ Rn вектор х ° иуктада (7) масаланинг i (i £ I  (л:0)) чеклаши буйича му- 
носиб йуналиш деб аталади. (7) масаланинг х° ну^тада барча актив чекланишлари буйича муносиб йуналишлари тупламини К  (л0) деб белгилаймиз.3 - теорема. Фараз цилайлик, K g (х°) Ф  0  булсин. х° ре- жанинг оптимал булиши учун

d f(x °)/ d l>  О, V / < E / C g (*°), (8)бажарилиши зарур, / (х), g ( (x), i — 1 ,т  функциялар цава- риц булганда етарли хамдир.И с б о т и . Фараз цилайлик, шундай /* £ K g (х°) вектор топилиб, df (х°) /д/* <  0 булсин. /* £ K g (x°) булганлигидан, 
dgi (jc°) / d/* < 0 ,  i 6 /(x0). Йуналиш буйича хрсиланииг таъ- рифидан шундай е0 >  0 ни курсатиш мумкинки, барча е £] 0, е„[ лар учун[/ (х° +  е/*) — / (х0)] / е <  0; [gt (х° +  е/*) — g ^ x 0)] / е <  О, 

i € / (дс°),булади. Бундан, gi (х°) =  0, г £ 1 (х°) эканлигини .%исобга олсак,
f(x° +  е/*) <  / (х°), g; {х° +  е/*) < 0 ,  i £ / (*°), 0 <  е <  е0,ни оламиз. gi (х®) <  0, / £ / (х°) булгани учун, gi (х), i £ / (х°) функцияларнинг узлуксизлигидан шундай соннинг мавжуд булиши келиб чикадики, g (- (х° 4- е/*) < 0 ,  i £ 1 (*0), 0 << е < 8 !  булади. е* =  min {е0, е3} деб олиб, х° режанинг оптималлигига карама- карши,/(х° +  e / J <  f(x°), g t- (х° +  e / J < 0 ,  i =  1, m, 0 <  е <  е*, тенгсизликларни оламиз.Фараз цилайлик, / (х), g (- (х), i =  1, т функциялар цава- риц булсин. Шундай х* режа мавжуд булиб, gi (х*) <  О,» =  1, т, / (х*) <  / (х°) булсин. /* =  х * — х° деб оламиз. У  холда

<?/(х°)/д/* =  Нш [/(х° +  e / J  — /(х°)]/е < / ( х * )  — /(х°) <  0 .е-»04-Шунга ухшаш:
dgi (х°)/а/* =  lim g- (х° +  e/J/e < 0 ,  г 6 / (xu).е->0+Фаразимизга кура /Сг  (х°) Ф= 0  булганлигидан, шундай / 0 вектор мавжуд буладики, dg(- (х°)/д/0 <  0, i £ / (х°) булади. /Е =  е/0 - f  (1 — е) /* векторни киритамиз. dgi(x°)/dl функция скаляр I узгарувчининг ^авари^ функцияси булганлигидан,0 <  е <  1 булганда

dgi (x°)/dle <  edg(- (x°)/d/0 +  (1 — е) dgt (x°)/dl„ < 0 ,  t € / (x°),эканлигини оламиз. Бундан ташцари, df(x°)/dl нинг l аргу- ментнинг функцияси сифатида узлуксизлигидан шундай е„ мусбат сонни курсатиш мумкинки, 0 <  е <  е0 булганда 
df (х°) /dle <  0 булади. Шундай цилиб, етарлича кичик е < 0  учун /e £/£g (x°), d f{ x ° ld l<  0 ни оламиз. Теорема исбот- ланди.М з о ^ л а р .  1. Агар /(х) функция х° нуцтанинг атрофида Л ип­шиц шартини ^аноатлантирса, теореманииг шартларида (8) тенгсизлик 
Kg (х°) тупламнинг K g (х°) ёпилмасида ётувчи барча I векторлар учун бажарилишини курсатиш цийин эмас.2. Фараз |уилайлик, f (х), g (- (х), i =  1 , т  функциялар х° нуцтанинг атрофида Липшиц шартини цаноатлантирсин. Агар dgt- (x°)/dl ^  О,
1 6 / (х°) ни каиоатлантирувчи барча / лар учун df (xP)ldl >  0 булса, х°— |уатъий локал оптимал пландир (исботланг!).2. Экстремал масалалар умумий назариясининг элемент-лари. Х,озирги пайтда оптималликнинг зарурий шартини келтириб чикаришга багишланган адабиётда кенг тарцал- ган усул тупламларнинг ^ар хил локал якинлаштирилиши билан боглангандир. Бу усулнинг мох^ияти ^уйидагичадир. Масаланинг парамстрлари ва оптимал режа буйича кесиш- малари буш булган цандайдир тупламлар тизими ^урилади. Зарурий шартларни келтириб чи^ариш икки боск,ичга були- нади. Дастлаб тупламларнинг хар бири текширилаётган нуцта яцинида бошка, соддаро^ тузилишга эга булган туп- ламга (масалан, конусга) якинлаштириладики, якинлашти- ришлар >̂ ам кесишмайдиган тизим х,оси;1 килсин. Сунгра якинлаштирувчи тупламларга ёки (агар улар цавариц бул- маса) уларнинг цандайдир туплам остиларига цавариц туп­ламларнинг ажралувчанлиги хакидаги теорема ёки унинг цандайдир турлангани кулланилади, Оптималлик шэртлари-157156



ни келтириб чикаришдаги мавжуд тарклар тупламлар тизим- ларини куриш усуллари билан (аргументлари фазосида, об- 
разлар фазосида) хам да цулланиладиган якинлаштиришлар- нинг типлари билан фаркланади.Тупламларнинг локал якинлаштиришлари ичида кенг ёйилганлари_уринма ва ички конуслардир. Фараз килайлик, 
Q £ R n, *°€ Й булсин. Агар z нуцтанинг ихтиёрий U  г атрофи ва ихтиёрий в >  0 учун шундай г, £ Uz нуцта ва в, £ ] 0, в [ сонлар топилиб, х° +  Bj £ Q  булса, z £ Rn вектор Й myn- 
ламга x° нуцтада уринма йуналиш дейилади. Барча урин- ма йуналишлар туплами Rn да буш булмаган, ёгшк, кава- рик булмаслиги мумкин булган конусни косил килади*). У  й  тупламга х° нуктада уринма конус деб аталади ва 
Т  (х°/Й) деб белгиланади.Й тупламга х° нуктада ички конус (/ (х°/й) дер белгила­нади) куйидаги шартларни к,аноатлантирувчи z £ Rn векторлар тупламидан иборатдир: z нуктанинг шундай Uz атрофи ва в0 >  >  0 сон мавжуд буладики, барча z1 ^С1г, в £ ] 0, е0 [ ларучун х° +  eSj £ Q . / (х° / Q) тупламнинг элементлари ички йуналишлар деб аталади. Равшанкн, I (х° / й) очик конус булиб, буш булиши кам мумкин (/ (х°) / й) ф  0  булиши учун, й  туплам буш булмаган ички киемга эга булиши зарурдир). Бунда ^амиша / (х °/ й ) С 7’ (x°)Q ). Агар х° £ булса, Т  (х° i й) =  / (х° | Й) =  0  деб кисоблашни шартлаша- миз.Уринма ва ички конусларнинг таърифларидан бевосита келиб чикадиган баъзи хоссаларни келтирамиз:1. Агар й г с :  й2 булса, Т  (х° | й х) с :  Т (х° | Й2), /(х°| й ^ с :  С /(*°1 Й 2).2. Т  (х« | Й , П « а) с :  Т  (х° | Й ,) П Т (х° \ й 2).3. / (х° | Й , П О,) =  / (х° | О х) П / (х °|П .) .4. Т  ( х ° ! Q  П Оа) -э  Т  (х® | Йх) П / (х° I Й2).5. Rn\ T (x °\ Q ) =  I(x°\ R n\ Q ) .Учинчи ва бешинчи хоссалардан хусусий ^олда Д убо- вицкий — Милютиннинг биринчи теоремаси номи билан маъ- лум булган куйидаги натижа келиб чик,ади. У  купгина оптималлаштириш масалаларида экстремум шартларини кел­тириб чицаришнинг асосида ётади.

4- теорема. Фараз ^илайлик,
mП й , =  0  булса, х° б П Й,- булсин. Агар

1=0

1=0 гаП / (х° | Й,.) П Т(х° |Й 0) =  0  ■

* Шуни эслатамизки, агар хар ^андай Я >  0,  х  6 К  булганда л  х t  А  булса, д  туплам конус дейилади.
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1=0Фараз килайлик, cp (x)—Rn да олинган ихтиёрий функция х° G булсин. Агар ихтиёрий е >  0 учун шундай мусбат в сон ва z нуктанинг шундай Иг атрофини курсатищ мум­кин булсаки,| (ф (х° 4- /г,) — ер (х0))// — дф (х°) Idz | <  е, Y  t £ ] ,0, б [,г,€ ^ гбажарилса, ф (х )  функцияни х нуктада г йуналиш буйича текис дифференциалланувчи деб атаймиз. Бошкача суз би­лан айтганда, агар«Эф (х°) /<Эг == П т  ( ф ( х ° 4 - ^ )  — ф(х°))//0.лимит мавжуд булса, ф (х ) функция х° нуктада г йуналиш буйича текис дифференциалланувчидир.Навбатдаги теорема ф (х) функциянинг сат^ тупламлари- га уринма ва ички конусларни тасаввур ^илишга имкон бе- ради.5 - теорема. Фараз к,илайлик, =  { х  £ R n :<р (х) <  ф (х0}, Q 2 — {х £ Rn :ф (х) <  ф (х0)} ^амда ф (х) функция х° нукта­да йуналишлар буйича текис дифференциалланувчи булсин. У  х,олда,
I  (х° I Q,) гэ {г £ R n : Эф (х°) / dz <  0}, (9)
Т  (х° 11?2) с :  {г ^ : Э ф  (х°) /Эг <  0}. (10)Агар бундан ташцари дф(х°)/дг функциянинг z функ- цияси сифатида цаварик булса ва Эф (х°) Idz <  0 ни каноат- лантирувчи шундай z вектор мавжуд булса, (9), (10) ларда тенглик уринли булади.И с б о т и . Фараз килайлик, Эф [х°)/дг <  0 булсин. У  кол- да таърифга кура, шундай мусбат 6 сон ва z нуктанинг шундай 0 г атрофини курсатиш мумкинки, барча t £ ] 0, б [, гх £ 1!г лар учун ф (х° 4- tzJ  — ф (х°) <  0 булади, яъни / (x °|Q j) . (10) муносабат кам шунга ухшаш исбот ки- липади.
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Теореманинг иккинчи цисмини исботлаймиз. Дейлик, 
2 € I  ( х ° I ^ i) булсин. У  ^олда, г ну^танинг шундай Uг ат- рофн ва шундай £0 <  О сон мавжуд буладики, барча / £ ] О, е0 [, гх £ Uz лар учун ср (х° 4  /гх) <  ф (х°) булади. 2Х =  2 +4- а (г — г) деб оламиз. Равшанки, гх£ Uz, агар е >  0 етар-ли кичик булса; ду (х°) /дг <  0. Шунпнгдек, z—(z14 е г)/ (1 44- а) га эга буламиз. дф (х°) / dzt нинг z нинг функцияси си- фатида наварик,лигидан

дц> (.к:0) / дг <  — дф (х°) / dz1 Н-----—  дф (х°) /дг < 0* 1 -L р1 -j“ 8эканлигини оламиз, яъни (9) тенглик сифатида бажарилади.Энди (10) дан тескари тегишлиликни курсатамиз. Фараз цилайлик, <3ф (4 ) /дг ^  0 хамда ихтиёрий е >  0 мусбат сон ва 2 нуктанинг ихтиёрий Uг атрофи берилган булсин. гх =— г 4- б (г — г) деб оламиз. Етарли кичик б >  0 учун гх £ U e га эга буламиз. Ундан ташкдри, дф(х°)/дг нинг z буйича цаварицлигидан дц>(х0)/дг1 <  0 булади. Демак, етарли кичик ех £ ] 0, е [ учун ф ( х ° 4  е1г1) <  ф(х°) тенгсизлик бажарила­ди, яъни х° 4  ex2j £ Q2, шуни исботлаш талаб килинган эди.Исбот килинган теорема оптималлаштириш масалалари- да тенгсизликлар типидаги чекланишларни та.улил цилишда кулланилади. Тенгликлар ёрдамида берилган туплам учун урннма конус нимадан иборат эканлигинн аниклаймиз (бун- дай тупламга ички конус, равшанки, буш булади).6 - теорема. Фараз ^илайлик, Q =  {х £ : g (-(х) =  g ; (х°),
i — \,m } булсин, бу ерда g ,(x ) , i — 1, т функциялар х№ нуцтада узлуксиз дифферендиалланувчидир. У  холда,

Т  (х° | Q) сг {г £ Rn : grad g\ (х°) z =  0, i =  1, m }. (11)Агар бундан ташкари градиентлар векторлари grad gi (х°), i = l ,  rn, чизи^ли богланмаган булсалар, (11) формулада тенглик уринлидир.И с б о т и . Уш бу g(x) =  {g x(x)............gm (х)} функцияни кири-тайлик. У  .ущда, Q =  {z £ R n :g (x) =  g ( x 0)}- Фараз к,илай- лик, 2 £ Т (х° | Q) булсин, яъни мос равишда z ва нолга я^инлашувчи {гл} £ Rn ва вк >  0 кетма- кетликлар мавжуд буладики, g ( x ° 4  екгк) =  g(x °), k — 1 ,2 , . . .  , булади. Ле­нин, g  (х° 4  ek zk) — g  (х°) =  [dg (х°) / дх] zk 4  0 (efc) булганли- гидан, (11) муносабат келиб чш^ади.
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Энди фараз килайлик, grad gi (х°), i — 1, m векторлар чизи^ли эркли булсин, яъни dg (х°) / дх — т х п  мат- рицанинг ранги т га тенг ва (d g (х°)/ dx]z =  0 булсин. Ф  (/, и) — g (х° 4 / г 4  u'dg (х°) / дх) — g (х°) функцияни к,а- раймиз. Равшанки, Ф (0 , 0) =  0, дФ (0, 0) /ди — [dg (х°)/дх] [dg(x°)/dx] — махсус булмаган матрицадир. Ошкормас функ­ция тодндаги теоремага кура, шундай мусбат б сон ва и (/), / £ ]  — б, б [, т вектор-функция мавжуд буладики, и(0 )=  =  0; Ф(/, и (0)з*0, t £ (— б, 6); du (0)/dt=— [дФ (0, 0)/ди]-'Х Х д Ф (0 , 0)/д/ =  0 булади. zU) =  г +  и '(t)[dg(x°) / dx]/t,/ € ] 0, б [ деб олайлик. Унда Пгп г (/) =  г га эга буламиз.а »Бунда g(x° 4  /г(0) =  g(x°), яъни z £ Т (х° | Q).Юкорида келтирилган тасдицлар оптималлаштириш ма- салаларини текширишни ^андайдир конуслар тизимининг ке- сишмаслиги шартларини олишга келтириш имконини бера- ди. Одатда бундай шартлар к,ушма конуслар деб аталган конуслар атамаларида ифода цилинади.Фараз килайлик, К конус Rn фазодаги (учи нолда бул- ган) конус булсин. Барча х £ К лар учун х ' х * < 0  ни ца- ноатлантирувчи х* £ R n векторлар туплами буш булмаган ^аварии, ёпик, конусни т̂ осил цилади. У  К  га нисбатан цутб- ли деб аталади ва К* оркалн белгиланади.
7-теорема. Фараз килайлик, Кл, К2 ^аварии, конуслар булсин. У  х;олда,

(К г  n K J * = > K \  4  • (12)Агар ундан ташкари. К х Г) К\ Ф  0  булса, (12) да тенглик уринли булади (К0 — К  конуснинг ички к,исмидир).И с б о т и . (12) тегишлилик уз-узидзн равшан. Теорема­нинг иккинчи цнсмини исботлаймиз. Фараз ^илайлик, П
п к\ ф  0 булсин. Дейлик, х* €J/C, f |  К2)* ^булсин. /?п+1 фазада иккита К1 =  {{х, р} :х  £ /Сх, р >  0}, Кг =  {{х, р } : ^ х  £ /С2, р <  х 'х*} тупламни цараймиз. Фаразимизга кура, 
К\ =  {{х, р): х £ К , , р <  х'х*} Ф 0 .  Бунда К х П K l  =  =  0 .  Ха^и^атан, агар (х, p j  £ Кх П К  деб фараз ^ил- сак, х х £ К х П К2' х\х * >  0 га эга буламиз, бу х* £ К х П П Ко)* деган фаразимизга зиддир. Шундай килиб, Кх П П Ко — 0  • Демак, /С, ва К2 тупламлар ажралувчидир, яъни шундай бир ва^тда нолга тенг булмаган х\ вектор ва 
у сон мавжуд буладики,
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х' х\ +  vn  s£ О, Y  {*, и} £ Кг,  
х'х]  +  у р > 0 ,  Y  {х, р} £ К г, (14)(бу ерда {0, 0} б К х П К 2 эканлиги ^исобга олинади).(13) дан барча х  б А , лар учун, х 'х ' < 0  экаилиги ке- либ чи^ади, яъни х\ £ К\ ва у < 0 -  Бунда у ф О ,  чунки акс холда (14) дан барча х  б А 2 лар учун х'х* S* 0 экан­лиги келиб чи!утр эди. Бу эса, х] ф  0 булганлигидан, Кл ва А 2 конусларнинг ажралувчан эканлигини англатиб, К х П П К°2 Ф  0  деган фаразимизга зиддир. Шундай цилиб, v <<  0. Умумийликни бузмасдан v =  —  1 деб хисоблаш мум- кин. (14) дан барча х б  К 2 лар учун х 'х * — х'х* >  О экан­лигини оламиз, яъни х*, =  х * — х* б /С’ , теорема нсботлан-ДИ. 7-  теоремадан фойдаланиб ажралувчан лик теоремасининг ^аварии, конуслар учун цандайдир умумлашмасн хисоблан- ган Дубовицкий — Милютиннинг иккит и теоремаси урин- ли эканлигига ишонч хосил г^илиш кийин эмас.8 -  теорема. Фараз цилайлик, K v К2, . . . .  Кт конуслар 

Rn да очи^ цаварик конуслар булиб, К0 каварн^ конус бул-
тсин. П Kf — 0  булиши учун шундай бир ва^тда нолга 

i=o '  _____тенг булмаган. х,* б А,- , i  =  0 , m ,  векторлар мавжуд бу­либ,
х-0 +  х \ +  . . .  +  х'т= 0  (15)тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.(15) тенглик Эйлер тенгламаси деб аталади.И с б о т и . Зарурийлиги. I, 0 <  / <  т деб шундай ин-

t-i iдексни белгилаймизки, Л К; ф  0 , лекин П К,- — 0  бул- 
1=0 1=0

1 -1син. У  холда К , ва К  — Г) К , цаварик; конуслар ажралув- 
i= очандирлар, яъни шундай ноль булмаган х* вектор мавжуд буладики, барча х  £  К  лар учун х'х* <  0 ва х б K i  лар учун х'х* >  0 булади. 7-теоремани цуллаб х} б А (*. i — 

=  0,1—\ ларда х* =  Хд +  х* +  . . .  +  х}_, эканлигини ола-‘ * — —я Я йлйп тенг-миз. х’. ада л — л0 I ’ *—х* __ о, i =  l +  1, т деб олиб, Эйлер тенг-ламасига келамиз.

Аксинча, крнданднр х- б К] , i =  0, т лар учун (15) тенглик бажарилсин, шунинг билан бирга x j, i =  0, т век­торлар ичида х,еч булмаганда биттаси нолдан фаркли. (15) даги нолдан фаркли векторга мос индексни ;0, 0 <  i0 <  т деб белгилаймиз. У  холда барча х  б А,- лар учун х 1х(* < 0ва (15) га асосан барча х б К  =  П К , лар учун x1x*i >  О,
1+1, 0яъни х-о вектор А ,о ва К тупламларни ажратади. Бу эса

тА  л К; =  Г) К/ — 0  эканлигини англатади. Теорема исбот- 
0 1=0ланди.И з о х -  Биринчи ва иккинчи теоремалар—оптималликнинг тугри ва иккиланма шартларидан иборатдир.К,ушма конусларга мисоллар келтирамиз.Фараз цилайлик, ср (х) — субчизикли функционал булсин, яъни ихтиёрий х ,, х 2 б Rn лар учун (р (xt +  х 2) <  ф (х^ +  +  Ф (х2) ва ихтиёрий х б Rn, X >  0 лар учун ф (А,х) =  Яф (х). Ушбу К =  {г б Rn :ф(г) <  0} тупламни караймиз. Равшан- ки, К очи^ кавари^ конусдир.9 -теорема. Фараз цилайлик, К ф  0  булсин. У  х,олда,

К* =  {ах* : а  >  0, г'х* <  ф (г) барча г б лар учун}. (16)И с б о т и . (16) нинг унг томонида турган тупламни А х ор^али белгилаймиз. у* б Кх булсин. У  х.олда ихтиёрий 
z б К учун z'y* =  ocz'x* <  аф (г) < 0  ни оламиз, яъни 
у* £ К*. Энди у* g К* булсин. Барча г £ К —{z £ Rn :ф (г) <  <  0} ^аар учун z'y* <  0 эканлиги уз- узидан равшан, яъни 
у* б К *. Фараз цилайлик, у* £ /(, булсин. У  ^олда у* век- торни цавари^ ёпив̂  Кх конусдан ^атъий ажратиш мумкин, яъни шундай z £ Rn вектор мавжуд буладики, барча а > 0  лар ва г' х* <  ф(г), г £ Rn ни ^аноатлантирувчи х* g R n лар учун

аг'х* <  г'у* (17)булади. а  =^0 булганда (17) дан, z 'y *> 0  тенгсизликни ола- миз  ̂ у* £ А'* булганлигидан, теоремани исбот цилиш учун, Ф ( г ) < 0  эканлигини курсатиш етарли. (17) ни а > 0  га булиб ва а  ни оо га интилтириб, г'х* <  ф (г), z £ Rn ни^аноатлантирувчи барча х* £ R n лар учун г' х* <  0 эканли-
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гини оламиз. Фараз килайлик, с р (г)> 0  булснн. У  >;олда, {г, 0} £ R n+i вектор ^авариь  ̂ ёшщ М  =  {{г, р} £ ::ф ( г ) < р }  конусга карашли булмайди. Ажралувчанлик ,\а- ридаги теоремага кура, шундай {а*, р} £ Rn+l вектор топи- ладики, барча {г, р} £ М  лар учунРр +  г'х| <  г'х* (18)булади. (18) дан г =  г булганда р < 0  эканлиги келиб чи­ра ди. Умумийликни бузмасдан, р =  — 1 деб рисоблаймиз. Барча г £ Rn лар учун
г'х\ <" ср (г) +  г'х\ (19)эканлигини оламиз. 2 =  0 булганда (19) дан z' х\ > 0  экан­лиги келиб чиради. Фараз рилайлик, z £ Rn булснн. У  рол- да ихтиёрий а  >  0 учун

az'x\ <  ф (аг) +  г'х[,Ф(х) нинг субчизирлилигини рисобга олганда охирги тенгсизликдан z!х\ <  ф (г), г £ Rn эканлиги келиб чиради ваюкорида исбот рилинганига кура, х\ вектор учун г’ х\ <  0 тенгсизлик бажарилиши керак. Олинган зиддият теоремани исботлайди.9 - теореманинг исботига ухшаш равишда руйидаги тас- дирнинг тугри эканлигига ишонч рос ил рилиш кийин эмас.10- теорема. Фараз рилайлик, х) £ Rn, i = \ , m  булснн. 
К  =  (г £ Rn-z'x} =  0, i =  1, rn) деб оламиз. У  ролда

т
К* =  {х* =  ^  a i х}> a i £ R,i=i1\уйидаги/(х) -*• m in, gt (х) <  0, t =  1, т х £ Q, (20)масалани рараймиз. Бу ерда Й с ) ? л; /(х), g , (x), i — 1, т лар R n да скляр функциялар. Дейлик, х° (20) масаланинг локал оптимал режаси булсин. Q0 =  ft; Q t- =  {х £ Rn :g (- (х )<  <  0}, г =  1, т\ Qm+l =  {х £ Rn :/(х) <  /(х°)} деб белгилай-

т-\-1миз. У  ролда уз-узидан равшанки, П Ц- fl U  — 0> бу ер- 
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да U х° нуртанинг рандайдир атрофидир. Фараз рилайлик, 
f(x ), gi (х), i = \ , m  функциялар х° нуртада йуналишлар буйича текис дифференциалланувчи булсин. / (х°) деб, g (.(x°) =  0 булган i =  {1, 2, . . . , т) индекслар тупламини белгилаймиз. t= { 1 , 2, . . . , т) \ / ( х ° )  учун /(x°IQ ) — Rn ва / (х° I £/) = R n булганлигидан, 4-ва 5 -теоремалардан руйида- ги натижалар келиб чиради:

д} (х°) /дг <  0; с)gi (х°) /дг <  0, i £ / (х°); 2 £ Т (х° | Q),тизим 12 га нисбатан) биргаликда булмайди. Ифодаланган оптималликнинг зарурийлик шарти конуслар тизимининг ке- сишмаслик шартидан иборатдир. К,ушимча равишда йуна­лишлар буйича росилалар, яъни df{x°)/dz, dgi(x°)/dz, i —=  1, m, z нинг функциялари сифатида раварир, Т (х° | Q) эса раварир конус булсин деб фараз риламиз.11-теорема. Фараз рилайлик, х° элементлари юкорида санаб утилган шартларни каноатлантирувчи (20) масаланинг локал оптимал режаси булсин. У  ролда бир вартда нолга тенг булмаган, манфиймас i =  0, m сонлар ва шундайхJ £ Rn, i =  0, rn вскторлар мавжуд буладики, барча z £ Rn лар учун
z’x'0 <  df (х°) / дг,

z'x] < dgt (х°)Idz, i — \,m  барча z £ Rn лар учун; (21)
тп^  \г'х\  >  0 барча г £ Т (х° | Q) лар учун; (22)* (=1 =  0. » =  1, m (23)булади.Агар шундай г£ Г  (х°/й) вектор мавжуд булиб, dgi(x°)/dz< < 0 ,  г£ / (х°) булса, Х0 > 0  булади.И с б о т и . К,уйидаги белгилашларни кирнтамиз: К0 =  

=  Ш п.д! (.х°)/дг <  0}. Ki -  Ш п:дёс(х°)/дг <  0}, i £ / (х°), 
+ 1 =  Т (х° I й). Фараз цилайлик, 0 ,  i £ / (х°) U {0}.Юдорида исбот ^илинганига кура, ёзилган тупламлар буш кесишмага эгадирлар. 8 -теоремага асосан, бнр вацтда ноль булмаган шундай у] £ К], i£ I(x°)  (J {0, m +  1} векторлар мавжуд буладики, V  у  ’ = 0  булади. 9 -теоремага

iei  (-*0) и  {о, ш + 1}
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асосан у J =  X(-x £, бу ерда барча z £ R n, i£ l(x °)  лар учун Х(> 0 ,  z 'x *< d / (x °) /дг, z'x,i ^ d g i (x°)dz. К,илинган фараз- ларни хисобга олиб, х] Ф  0, i £ / (х0) (J {0} га эга була- миз. Шунинг учун, Я£, i £ / (х0) U {0} сонлар ичида албатта нолдан фарцлилари булади. у"т+\ ^ Т *(x°\Q) булган- лигидан, барча г£ Т (х°  |й) лар учун 0 булади.«е/ (*°)U(0}г — {1, 2, . . .  , т}/1  (х°) булганда Я,£ == 0 деб оламиз, х  • вектор сифатида эса барча г 6 Rn лар учун z'x} <  dg‘ (х°)/дг ни ^аноатлантнрувчи Rn дан олинган ихтиёрий векторни (бундай вектор dgi (x°)/dz z нинг цаварик функцияси булган- лигидан мавжуд булади) танлаймиз. Шундай килиб, (21) — (23) шартлар бажарилади.Агар бирор i0 £ / (х°) U {0} учун K it конус буш булса, 
а . =  1, х£* =  0; а £ =  0, х£ (21) ни цаноатлантирувчи ихтиё­рий вектор, i =  {1, 2, . . .  , m } / { i0} деб оламиз. Бу холда (21) — (23) шартлар я на бажарилган булади. 11-теореманинг биринчи кисми исботланди. Иккинчи кисми эса тескарисини фараз ^илищ йули билан осон исботланади.12-теорема. Фараз цилайлик, 11 - теореманинг шартлари бажарилсин. У  хрлда бир ва^тда нолга тенг булмаган i it
i =  0, in, сонлар мавжуд буладики, б арча z£T (х° | Q) лар учун

т
X0df(x°)/dz+  v  l i -dgi (x°)/dz>0  (24)

i =  I ‘ва (23) шарт уринли_булади.Агар шундай z £ Т (х° | Q) вектор мавжуд булсакн, 
dgi(x°)/dz< 0, i £ / (х°) булса, Х0 > 0  булади.(24) шарт (21) — (23) шартларнинг уз-узидан куриниб турган натижасидир. (24) шартдан (21), (22) шартларни ца- ноатлантирувчи х* £ Rn, i =  1, rn векторларнинг мавжудли- ги хам келиб чицади. Шундай цилиб, 11, 12-теоремалар- нинг тасди^лари эквивалентдир. (24) шарт (ва (22) шарт) Лагранж купайтувчилари коидасининг вариантидан ибораг- дир. Ундан цавариц программалашнинг классик К у н — Так- кер теоремаси осон келтириб чикарнлади (II бобга к.). Буига ишонч хосил к;илиш учун Q туплам ва ф функция к,аваршу булганда х £ й  булса, х —  x°£T(x°\Q)  ва ихтиёрий z£Rn
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учун д<р (х°)/дг<  ф (х° +  г) — ф (х°) эканлигини кайд этиш етарлидир.11, 12-теоремалар чекланишлари тенгсизликлар типида булган чизшусиз программалаш масаласида умумий зарурий шартларни ифодалайди. Улардан цандай килиб чекланишлар тенгликлар типида булган масалалар учун экстремум шарт- ларини олиш мумкинлигини курсатамиз.Куйидаги масалани караймиз:/(х) ->  min, gt (х) <  0, i =  1, m,

g ,: (x) =  0, [ =  m +  1, /, (25)Худди аввалгидек, /(х), gi (х), i — 1, m функциялар нукта- да барча йуналишлар буйича текис дифференциалланувчи ва уларнинг йуналишлар буйича хосилалари каварик функция­лар булсин деб фараз циламиз. g t-(x), i — m +  1,/ функ- цияларга нисбатан, улар х° ну^тада узлуксиз дифференциал­ланувчи деб фараз ^иламиз.Агар й  =  {xQRn:gi (х) =  0, f =  m +  1,/} деб белгиласак,(25) масала (20) куринишини олади. Фараз цилайлик, х° (25) масаланинг локал оптимал режасидан иборат булиб, grad gi (х°), i — m + l , l  градиентлар чизикли богланмаган булсин. У  зуолда, 6-теоремадан Т  (х° | Q) уринма конуснинг {z£Rn:zr grad g - (х°) — 0, i — гпф 1, /} фазоости билан устма- уст тушиши келиб чикадн. 11-теорема бир вактда нолга тенг булмаган шундай манфиймас А,£, i =  0, m сонлар ва шундай х*. £ Rn, i =  0, m, х* f T ( x c j Q) векторларнинг мав- жудлигини тасдиклайдики, (21), (23) шартлар бажарилади ва
Ш2  ^[Х} +  х* =  0 булади. Лекин, 10-теоремага асосан,

*  =  2  Xjgrad gt (х°), бу ерда Я£, i =  m - f  1, / —  цан-
i =  m -f- 1дайдир )уакикий сонлар. Шундай килиб,

m I. 2  XiX i +  2  ^i2rad Si (Л°) =  01 =  0 i = m - f lэканлигини оламиз ва демак,
167



/ ( Я * _ )  =  < У - а у ° : у £ К _ ,  а > 0 }т I
К  df(x')/dz+  2  kt dgi (х°) / дг +• V  \ .г ' grad g t(x°)>

i  — l i  =  m -f 1>  0, y  г € Rn . (26)Arap grad g (- (x°), i =  m +  1, /векторлар чизи^ли бог лан­тан булсалар, шундай бир вакдда нолта тент булмаган
iА,(-, i — m +  1, / сонлар мавжуд буладики, ^  К  х1X  grad g (-(xc) =  0 булади. Я,(- =  0, t =  0, m деб олиб, бу хрлда хдм (26) шарт бажарилишига ишонч \осил ^иламнз. Шундай к,илиб, куйидаги тасдик, исботланди.

13-теорема. Фараз к,илайлик, х ° — элемент лари ю^орида келтирилган шартларни кдноатлантирувчн (25) масаланинг ло- кал оптимал режаси булсин. У  уолда, шундай бир вацтда нолга тенг булмаган X-t, i =  0, / сонлар мавжуд буладики, Xi >  0,
i =  0, rn ва (23), (26) шартлар бажариладн.Агар grad gi (х°), i =  m +  1, / векторлар чизикрш эрк-

тли булсалар, У  X,- > 0  булади. Агар бундан таш^ари, 
i  = ошундай г £ Rn вектор мавжуд булсаки, dgi (xJ) / д г <  0, / =  =  1, rn, z' grad g,- (х°) =  0, i — т +  1, I булса, А,0 <  0 булади.Экстремал масалалар назариясида клуэрида келтирилган- лар (аргументлар фазосида) билан бир цаторда образлар фазосида локал ящнлаилтиришлар усули х;ам кенг к,улла- нилади. (20) масалага к,айтамиз. Фараз цилайлик, 0  — х° ну^танинг атрофи булсин. Rn + l фазода бирор x £ Q  (J U учун, А =  ( {{/0, «/„ . . ., ут} : у„ > f{ x )  — f(x°), yt >  g ((x),i — ] , m) тупламни киритамиз. Агар х°— локал оптимал режа булса, х° нуцтанинг шундай U атрофи мавжуд буладики, 

А П A L  — 0  булади, бу ерда {у £ Rm +  р У < 0 ,  i =  0, т) . Бунда у° =  {0, g , (х°), . . . , g ,„  (х° ) } нуцта А туп- ламга ва К _  тупламнинг ёпилмасига 1̂аРашли булади. 4- теоремага асосан^Т (у0 1 А) П / {у° | К -)  =  0  ■
Лемма. у °£ К  _  булсин. У  хрлда,

булади.И с б о т и .  z £  / (у° | /("_) булсин. У  ^олда, етарли кичик е >  0 сон учун у° +  е г  £ /С_ га эга буламиз, ёки К  — конус булганлигидан, у =  е - 1 г/° +  г £ / ( _ . Бундан г =  у ~ а у ° ,  бу ерда а =  е 1 > 0 .  Аксинча, г =  у — ау°  булсин, бу ер­да у£К __, а  >  0. г£  I (у° | К  _ )  эканлигини курсатамиз. / ( _  —— очик; конус булганлигидан, г/ ну^танинг шундай 6Уг атро­фи топиладики, U1 а  К _  булади. Уз-узидан куриниб туриб- дики, U — UI а  у0 г  ну^танинг атрофидир. Шундай е0мусбат сонни танлаб оламизки, е0а <  0 булсин. У  х,олда, агар z, £ / / ,  е £ ]0, е0[ булса, у0 +  е г х =  у ° + г у х —  е а у °=  (1 —— ea.)y° +  ey LL бу ерда yl £ U 1 булади. Лекин е(1 — еа) у ° £ К  _ .  Демак, агар булса, г/° +  е г 1^ / ( _булади, яъни z £ l(y °  |A L ) .Энди, агар /(х), g ( (x), t = l , m ,  функцияларни х° нуи,тада йуналишлар буйича дифференциалланувчи деб фараз цилсак, Г  (у° \ А) конус A , =  { y £ R rn + i :y l)> d f  (х°) / <3г, у{ >>  dg;- (х°) Iдг, г =  1, т бирор г £ Т  (х° | Q да} тупламни уз ичига олишига ишонч Х.ОСИЛ цилиш цийин эмас.Агар 7 '(x°|Q ) конус цаварнк, булиб, йуналишлар буйича х,осилалар ^авари^ функциялардан иборат булса, А , — цавариц конус булади ва ажралувчанлик ^ацидаги теоремадан фойдаланиш мумкин. Шундай ноль булмаган . . .  , \ n} £ R m +l век­тор мавжуд буладики, барча г/£А, лар учун К у >  0 ва барча у ^ / ( _ , a  Y  0 лар учун X' (у — а у°) <  0. Охирги шарт- дан Xi >  0, i — 0, m , X(g (- (х°) =  0, i =  1, ш эканлиги ке- либ чи^ади. Биринчи шартдан барча z g 7 ( x ° | Q )  лар учун
т

К  df (х°) / д г +  У  Xi dgi (х°)/дг >  0 
i =  1купайтувчилар ^оидасини оламиз. Шундай ^нлиб, яна 12- теоремага келамиз.Экстремумнинг зарурий шартларини келтириб чик,ариш- нинг юцорида келтирилган услуби /(х), g , (x), i =  1, т функциялар йуналишлар буйича дифференциалланувчи бул- магап х,олда ^ам цулланилиши мумкин. Бунда оптималлпк шартлари йуналишлар буйича ярим \осилалар, щварич ма- 

жор.:нтлар ва к . терминларида нфода цилинади. Лекин бу масалалар мазкур у к, у в цулланмаспда каралмайдн.
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Экстремал масалалар назариясида бир вактда бир неча мацсад функцияларини минималлаштириш масалалари амалда кенг ёйилган булиб, танланаётган ечимлар (режалар) бир нечга курсаткичлар буйича бахоланадиган вазиятлар билан боглик равишда юзага келди. Мазкур параграфда оптималлашти- риш усулларининг янги со^асидан дастлабки маълумотлар келтирилади.1. Самарали режалар. Фараз к,илайлик, берилган X  ре­жалар тупламида q та Д (х), . . .  , f q{x) ма^сад функция- лари ани^ланган булиб, улар / (х) =  [fL (х), . . .  , fq{x)}. 
q — вектор — мак,сад функциясини хосил к;илсин. Бундан бу- ён битта максад функциясига минимум берувчи х° режани 
скаляр оптимал режа деб атаймиз. Векторли оптималлаш- тириш масаласи вектор оптимал режа х° ни куришдан иборат булиб, унинг асосида максад функцияларининг берил­ган тизимнинг минимумга эришишига интилиш ётади. Хар бир максад функцияси буйича скаляр оптимал режа мав- ж уд булган вазият э^тимолдан хрли булиб, амалда уни амалга ошириш мумкин эмас, назарий жихатдан ^изик эмас ва бундан буён ^аралмайдн. Шундай вазият умумий хпсоб- ланадики, унда битта максад функцияси буйича скаляр оп­тимал булган .^ар бир режа учун долган функциялардан хрч булмаганда биттасининг цийматини камайтиришга келти радиган вариация мавжуд булади. Бу вазиягда вектор оп­тимал режанинг таърифини кандай бериш керак? Векторли оптималлаштириш масалаларининг элементлари хакида юко- рида келтирилган маълумотлар умуман олганда бу саволга жавоб бериш учун етарли эмас.Ихтиёрий оптималлаштириш масаласи каралаётганда ту- шунарлики, режалар туплами X  буш булмаслиги зарур. Оптималлаштириш муаммоси f{X )  тупламнинг диаметра 
D f(X )  натижага имконият борича я^инлашиш даражасини харакгерловчи берилган е >  0 сондан катта булгандагина вужудга келиши х,ам тушунарлидир. Агар D f (X) <  е булса, ихтиёрий х £ Х  режа мацсад функцияларига ^они^арли кий- матларни беради ва танлаш муаммоси мавжуд булмайдн. Оптимал режани танлаш муаммоси с̂ за̂ ат D f (X) >  е булган- да юзага келади, чунки натижа х £ Х  ни танлашга узвий богликдир: бир хил режаларда ма ;сад функциялари (бир цисми ёки барчаси) минимал цийматларга яцин киймаглар кабул килади, бошкаларида эса — бу кийматлар минималлар ■ дан усокрок булади ( III . 8 -чизма).

6 - § . ВЕК ТОРЛИ  ОП ТИ М АЛЛАШ ТИ РИ Ш
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q =  1 булган скаляр х,олда х° режа учун f( x ) ^ f( x ° )  тенгсизликни каноатлантирувчи х £ Х , f  (х)ф  f  (х°) бошца режа мавжуд булмаса, х° оптимал режа деб аталади. Шун- га ухшаш, векторли холда самарали режа х э тушунчасини шундай киритамизки, унинг учун
f(x) <  f(x°) ( 1)тенгсизликни каноатлантирувчи бирорта хам х, / (х) Ф  f ix  ) режа мавжуд булмасин.

q =  2 булганда сама- даги урнини II 1.9-чиз­ма буйича кургазмали тасаввур килиш мум- кнн, бу ерда самарали режалар туплами Х э га мос келган / ( Х э ) туп- лам fiyFOH чизин билан ажратилган.Скаляр холда (1) тенг- сизлик X  нинг ичида шундай Х °  тупламости ажратадики, Df{x°) =  0 булади. q >  2 булганда принципиал узгариш юз беради: Х э тупламда 
Df (*’) тенгсизлик бажа- рилади.

режаларнинг X  туплам-

111.9- чизма.гар берилган е > 0  учун D f [ X э) тенгсизлик ба- жарилса, векторли  ̂оптималлаштириш масаласи анш\ланган Деииладн. Бунда тупламнинг элементлари масаланинг ечи.
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ми, яъни вектор оптимал 
режалар xVo дсб аталади. Агар D f(хъ) =  0 булса, век- торли оптималлаштириш масаласи тула аницланган дейилади. Бунга ухшаш масалалар юкорида тилга олинган ало а д а  масала- ларнинг синфини ташкил килади ва улар бу ерда адалмайди. Уларга q =  2 бу л ганда Ш .Ю -чизмада тасвирланган а д а т  мос ке- лади. Векторли оптнмал- лашгиришнинг умумий на- зариясида юцоридаги каби, цуйилишида масала аницлан- 

маган, яъни Df (х5) >  е булган а д  умумий хисобланади.Бу адщ а X  тупламда танлашнинг бошлангич муаммоси тупламда танлаш муаммосига утади, чунки цуйидаги теоре­ма уринли.
feopeMa. Векторли оптималлаштириш масаласининг х,ар бир ечимн х1'° аникланишига богли^ булмасдан, самарали режа- дан иборатднр.И с б о т и .  фараз килайлик, ундай булмасин: яъни А ’ туп- ламга к,арашли булмаган xv° вектор оптимал режа мав- жуд булсин, у а д д а , шундай л:* режа ва (х) максад функ-цияси топиладики, fi (х¥) ^  j i (xv°)> 1 =  1. Q булади. Ш у- нинг билан бирга (х*) <  (х v° ). Бу эса, х* режанинг барча /(- (х), i ф  J* максад функциялари буйича xv° дан ёмон эмаслигини, лекин /( (х) максад функцияси буйича эса катъий яхши эканлигини билдиради. Шунинг учун, «векторли опти­мал режа» тушунчасига к,андай маъно берилса ^ам, х* режа 

х 1° режадан маъкулрокдир. Зиддият теоремани исботлайди.Шундай цилиб, векторли оптималлаштириш масалаларида самарали режалар «ярим оптимал» режалар сифатида, оралик, натижа каби, уз роллари буйича, скаляр шартсиз минимал- лаштириш масалаларидаги стационар нуцталарни эслатади. Бундай та л ци и да келтирилган теоремага минимумнинг зару- рий шартлари адидаги теоремаларни мос ^уйиш мумкин. Лекин объектларнинг к,аралаётган икки группаси орасида мух,им фарц мавжуд. Стационар нуцталар ва минимумнинг

6ouii\a зарурий шартларини цаноатлантирувчи элементлар мак,- сад функциясининг оптимал режа атрофида узгаришини тек- шириш натижасида олинган булиб, умумий х,олда х,ар бир чукУРР°К текшириш оптималликкз «шуб.\а ли» (хусусий а д д а , стационар) нук,талар тупламини торайтириш (кичрайгириш) имконини беради. Самарали режалар, бунга царама- царши ула- ро^, ф а а д  мацеад функцияларининг режалар ту пламида мос- лаштирилиши иатижасидан иборат ва масаланинг элементлари хасида юкорида келтирилган маълумотга мувофиц бирор на- мунанинг йуадшшига имкон бермайди. Бундан векторли оп­тималлаштириш масаласининг аникланмаганлиги намоён бу­лади. Аник,масликни (ёки бошкача суз билан айтганда 
D f( X 3) сонни) камайтириш учун векторли оптималлаштириш масаласининг цуйилишида цушимча маълумот киритиш за- рурдир.2. Танлаш принциплари. Векторли оптималлаштириш ма- саласини аник, цилиш имконини берадиган берилган маълу­мот билан цушимча маълумот туплами танлаш принципа деб аталади. Х,ар бир танлаш принцнпи, xv“ векторли оп­тимал режани цуришнинг маълум цоидалари (тадбирлари) билан бирга булади деб адоблаймиз. Танлаш принцнпи 
тула дейилади, агар хи" ни цуришнинг танлаш принципига мос цоидалари q та параметрларга богли^ булиб, бу боглин,- лик шундай булсаки, 1) параметрларнинг жоиз цийматлари- нинг х,ар бир туплами учун хщ режа самарали булса; 2) х,ар бир самарали режа параметрларининг жоиз цийматларининг к,андайдир термаси сифатида олиниши мумкин булса. Ага|) танлаш принципи цандайдир скаляр функциянинг минимал- лаштиришга келтирнлеа, у скалярланувчи дейилади.Векторли оптнмаллаштиришнинг адари1у масалалари учун танлаш принципларининг бирмунча тарцалганларини к,арай- миз. Уларда /*(Х) =  {{/ :« /> /  (jc) } ; барча х  £ X  лар учун} туплам цавариадр.

Мацсад функцияларини уртаналаш. Фараз цилайлик,
я

-----------Vбошлангич маълумотга цушимча л,- > 0 ,  t =  1, q, ^  A.t =  1i= iсоплар берилган булсин. Я,- сон i — максад функциясининг
мухимлик улчови (даражаси) деб шараднади. xv° режа век -

яторли оптимал режа деб аталади, агар ^  Я,- / (х1° ) =  
я 1 = 1=  min £Я,./,(х), х £ Х  булса.
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Бу танлаш принципи- да / (х ) вектор макрад функцияси скаляр / (х) функцияга алмаштирил- ган рамда бунга нисба- тан масала ани^ланган булиб ^олади. Крралаёт- ган танлаш принцип и скалярланувчи ва Х э тупламнинг деярли барча элементларини цуриш им- конини бериш маъноси- да деярли туладир. Бу I I I .  11 - чизма да геомет­рик тасвирланган.
Мацсад функцияларининг табакаланишини киритиш. Мацсад функциялари мухимлигининг камайиши буйича тар- тибланган булсин:

/  /,(* ) ^  ^  ^  fiq Wва а,- >  0, t = l ,  q, i Ф  г [сонлар берилган булсин.•л.-аНВВЫк? 0Векторли оптимал режа х<0 ушбу/ iq (х V°) =  min fi4 (х), X G X , , ,  X /fe =  {x G X (.ft_ ,  :
X it =  {xG X :fit (x) — ait <  min f i% (x), x G X } .муносабатлар оркали аникланади.Бошцача суз билан айтганца, дастлаб, энг мухим мацсад

ШЛО- чизма.

функцияси буиича оптимал режаларнинг X itati туплами (/. (х), x G X  макрад функция- сининг минимал жоиз кийма- ти топнлади ва аи  мицдорга ён”  берилади) цурилади. Сунг- ра му^имлиги буйича иккин- чи макрад функцияси царала- ди. Жарэён мухимлиги буйи­ча сунгги макрад функцняси- ни минималлаштириш билан тугалланади. q =  2, /х (х) 5-

^ / 2(х) хол учун геометрик намойиш II I . 12-чизмада келти- рилган.
Кпфолатли сат\ларни урнатиш. Фараз килайлик, 

а < =  1, q, i — i* сонлар берилган булиб, /•, (х) мацсад функцияси танлангаи булсин. Векторли оптималлаштйриш 
масаласининг ечими деб шундай x v° режага айтиладики,/ (х Оо) =  min (х), ft (х) <  at, i =  1, q, , i ф  <*, x P jXбулади. Бошцача крлиб айт- ганда, бу танлаш принципида 
f  i (х), i ф  г* макрад функция­лари буйича факат берилган <%■ caTtyiapra эришиш етарли: минималлаштириш фа^ат бит- та макрад функциясига нисба- тан мухрм деб хисобланади.Скаляр оптималлаштириш масалаларининг куп цисми век­торли оптималлаштириш маса- лаларига шу танлаш принци- пининг цулланилиши натижа- сида келиб чикади.

Идеал нуктагача булган 
массфани минималлашти­
риш. Фараз килайлик, х‘° i— максад функцияси буйича скаляр оптимал режа булсин. /а =  {/l (Х 10) +  « 1 , . . . ,  fq (х«° ) +  aq}, сс{ > 0  нуцтани

а - идеал нукта деб атаймиз. Куйидаги

/ л

I I I .13- чизма.

И f (х °) — fa II =  m in  I /  М  — /а 1!* X G X ,уринли булган xv° режа векторли оптимал режа деб днсоб- ланади ( I I I .13-чизма).
Пропорционал чекиниш. Фараз цилайлик, /0 — идеал нучуга булсин. Векторли оптимал режа сифатида шундайЫ ^ ) - М * 10) 

f Л°) =  Pi > 0 ,  i =  2, q ; (xo0) =  m in/j (x),x G X ,ни цаноатлантирувчи xv0 режа олинади (III. 14-чизма). 
Шартли оптималлаштириш. Амалий масалзларда куп
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лолларда минимал- лаштирилувчи мацсгд функцияларининг бар- часи буйича етарли яхши булган х* режа маълумдир Бу х,олда векторли оптималлаш- тириш масалалари
< = 1 ,  д, (2)маъносида х* дан ёмон булмаган, х° векторли оптимал режаларни Куришга келтирнладн.(2) ^ушимча чекланиш- ларнинг борлиги сама- рали режалар тупла- мини торайтириш ва етарли яхши х* режа- ларда векторли опти- маллаштириш масала- ларини ани^лаш имко- нини беради.III . 15-чизмада Х э тупламнинг (2) шарт- лар билан ажратилган 

Х хэ,  ь^исмига мое кел- ган туплам йутн  чи- знк̂  билан курсатил- ган.
Куп сат\ли векторли оптималлаштириш. Мацсад функ- циялари туплами / та группага булинади. Биринчи боауич- да мак;сад функцияларининг биринчи гурухи буйича вектор­ли оптималлаштириш амалга оширилади, унинг натижасида биринчи сатх, самарали режалар туплами X ]  курилади. X ]  тупламда иккинчи гурух,даги ма^сад функциялари булган векторли оптималлаштириш масаласи к,аралади ва иккинчи сатх, самарали режалар туплами X*  курилади. Жараён юцори сат^ самарали режалар туплами X)  ни к,уриш билан тугал- ланади. Агар D/(/)( X p <  e булса (бу ерда / ,'(х ) — охирги

С

бI I I .16- чизма.гурух, максад функциялари туплами) келтирилган тадбир танлаш принципини беради. D/(/) (Xf) >  е булганда масала аншулаимаган булиб цолади. III . 16-чизмада q =  4, i =  2, / (1)= { / i ,  /а}, /(2, =  {/з- А} \ол намойиш килинган.А Д А Б И Ё  Т1. Зонгвилл У . И . Нелинейное программирование. — М . : Сов, радио, 1973.2. Иоффе А. Д .} Тихомиров В. М. Теория экстремальных зад ач.—  М .: Наука, 1975.3. Карманов В. Г . Математическое программирование. — М .: Н ау­ка, 1975.4. Полак Э. Численные методы оптимизации. Единый подход. — М , : Мир, 1974.5. Ф;.акко А . В . ,  Мак —  Кормик Г . П .  Нелинейное программирова­ние. Методы последовательной безусловной минимизации. — М ,: Мир, 1972.I V  б о б .  ЧИЗИЦСИЗ ПРОГРАММАЛАШТИРИШНИНГ 
Х.ИСОБЛАШ УСУЛЛАРИЧизик,сиз программалаштириш назарияси (III- боб) экстремал масалалар ечимларининг купгина конкрет холларда охирги натижа тугрисида етарлича ту лиц маълумот олишга имкон берувчи мухим характеристикаларни урганиш билан бир ца- торда турли \исоблаш усулларини цуриш учун цам асос булиб хизмат килади. Чизиксиз ирограммалаштиришнинг х,исоб- лаш усуллари бевосита* ва билвосита усулларга булина-

* Б у  орда «бевосита» сузининг маъноси икки ё^ламалик назария- снда кабул килинганидан бошцачадир, лекин купгина бевосита усуллар (3-,  4- § ларга ц.) бевосита оптималликнинг тугри шартларига таянади (III боб).
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ди. Билвосита усуллар шундай усулларки, уларда дастлабки масаланинг ечими шу масалани бошка масалага келтирнш орцали олпиади. Масалан, функциянинг стационар ну^тала- рини излаш усули, яъни тенгламаларни стационарлик шарт- ларида ечиш усуллари шартсиз минималлаштиришнинг бил­восита усули булиб, бунда дастлабки масаладан минимум- нинг зарурийлик шарти ёрдамида олинган масала ечилади. Бевосита усуллар бевосита бошлангич экстремал масалалар билан иш куради. Э Х М  да амалга ошириш учун мулжал- ланган купгина бевосита усуллар дискретдир, яъни улар- нинг ишлаш жараёнида (дискрет) векторлар кетма-кетлигих 1, х2.................(х° ечимга (оптимал режага) кетма- кет яцинла-шишлар) курилади. Одатда итерация {хк якинлашишдан навбагдаги хк+1 га утиш) x *+1 =  хк +  Qklk тарх буйича ду­рила дп, бу срда 1к — йуналиш, 0  ̂>  0 — итерация радами. Усуллар бир-биридан 1к, 0fe ларни хисоблаш усуллари би­лли фарц кплади. Агар муайян информация буйича 1к, 0к ни хисоблашнииг бир кийматли коидаси курсатилса, бу усул 
аникланадиган усул дейилади. Стохастик усулларда /*, 0/; ларни хисоблаш учун тасодифий механизмлар жалб этилади. Агар каралаёгган' итерацияда (1к, 0* ни хисоблашда) масала элсментлари (максад функцияси) нинг царалаётгаи хк. режа- даги циймати тугрисидаги маълумотлардан фойдаланилса, усул бир кадамли дейилади. Агар итерацияда масала эле- ментларининг аввалги (хк, хк~1, . . . , х *-р ) режалардаги кийматлари ^ам жалб этилса, усул куп кадамли (хотира 
теранлиги р булган) усул дейилади. Агар итерацияда ма­саланинг бирор элементининг хрч булмаганда битта v — тар- тибли хосиласидан фойдаланилса ва бундан юкори тартибли хосилалар ишлатилмаса, бу усул v — тартибли усул дейи­лади. Нолинчи тартибли (v =  0) усулларни излаш усуллари деб хам аталади.Усуллар анщ  ва такрибий усулларга булинади. Аник усулларда т̂ ар бир итерацияда масаланинг режаси яна бош- лангич масала режасига алмаштирилади. Агар усул план- нинг бир якинлашншини бошкасига алмаштиришдан иборат булса, у такрибий усул деб аталади. Купинча масала ечи- мини чекли сондаги итерациялар ёрдамида олишга имкон берувчи аниц усуллар ишлатилгани учун бу усулларни чек­

ли усуллар, такрибий усулларни эса итератив (чексиз сон­даги интерацияли) усуллар деб аталади.Чизицсиз программалашнинг иккиланмалик назарияси етарлича тулиц ишлаб чикилган булимларида усуллар тугри

ва иккиланма усулларга булинади. Тугри усулларда итера­циялар режалар ёки уларнинг бах,олари булган векторларда, иккиланма усулларда эса иккиланма масала режалари ёки уларнинг бахрлари булган векторларда олиб борилади.Аницланган ёки стохастик маънода оптимал режага яцин- лашувчи векторлар кетма- кетлигини \осил киладиган ите­ратив усул якиилашувчи усул деб аталади. Баъзан максад 
функцияси буйича яцинлашиш (/ (х * )-> /  (х0)) ёки шарт- 
ли — стационар режага яцинлашиш (хк — х°) каралади. Якинлашувчи итератив усуллар сифат жиуатидан купроц 
якинлашиш тезлиги буйича бахоланади. Агар аникланган усулда |1*%+ 1 — Jt°|| < 9|| x ft — х°|', 0 <  <7 <  1 .  k ^ K 0тенгсизликлар бажарилса, чизикли течлик (геометрик прог­
рессия тезлигида яцинлашиш) хакида гапирилади. Энди||х*-Б1 —  х°|| <  q Их* —  х°,|а,  k >  Кобулган холда усул: 1 <  а  <  2 булса, чизиклидан юкори 
тезликка эга дейилади; агарда а  =  2  булси, квадратик тез- ликка эга дейилади. Усулларнинг мууим характеристикалари Э Х М  нинг талаб к;илинадиган оператив хотираси ха ж  ми, яхлитлаш хатоларига ва шунга ухшаш [хатоларга нисбатан тургунлнк ва ш.у.лардан иборат.

1-§. С А Р А Л А Ш  У С У Л Л А Р ИУзо!^ замонлардан буён саралаш усули ечим кабул ки- лиш зарур булганда, альтернативалар орасидан танлаш ке- рак булганда ёки умуман экстремал масалани ечиш талаб ци- линганда кишилар биринчи булиб мурожаат ^иладиган усул булиб цолмо^да. Бир томондан тажриба ва интуиция, ик- кинчи томондан эса дастлабки (назарий ва тажрибавий) тад- ки котла и кишига ечим изланаётган вариантлар тупламини доимий равишда торайтиришга ёрдам беради. Бирок; хозирги замон Э Х М  лари пайдо булгунга кадар саралаш усуллари- нинг имкониятлари нихрятда чегараланган эди. Э)\М лар- нинг ута тезкорлиги мутахассисларнинг саралаш усулларига дивдат-эътиборини жалб этди. Саралашнинг эвристик усул- ларини та^лил килиш натижасиди бахрлардан фойдаланувчи бир цатор саралаш тар Хилари яратилдики, улар узоц вакт- лардан буён олимларнинг уринишларига буй бермай кела- ётган купгина комбинаторик характеридаги тадбиций маса- лаларни ечиш имконини берди. Ш у нарсани айтиш керакки,
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янги т ар тар  фа кат умумий курсатмаларнигина бсради га уларнинг конкрст масалага муваффа^иятли ^улланишн ма- саланинг узига хослигини хисобга олишга, тад^ицогчининг тажрибаси, интуициясига, масаланн дастлаб назарий (ана­литик) урганишига куп жи.уатдан боглик, булади. Х,озирги замон амалиёти шундай мураккаб экстремал масалаларни Куймоадаки, фак,ат инсон тажрибаси, математика ва ЭХ.М нинг бирга цушилишигина уларнинг тугри хал цилинишига умид боглашга имкон беради.1. Вариациялар усули. Саралаш усули умумий х,олда/ (х)-+ min, х £ Х ,  (1)куринишдаги дискрет программалаш масаласини ечнш учун мулжалланган булиб, бу масалада режалар туплами X  дис­крет, яъни чекли сондаги элементлар мажмуидан ташкил топган. Айнан шу X  тупламнинг дискретлиги узлуксиз та>̂ - лилнинг лимитли утишга асосланган к,удратли воситалари- нинг (1) масалани ечиш учун к,улланилишини цийинлашти- ради. Биро^ хусусий ^олларда узлуксиз усулларнинг ух- шашлари кизикарли натижалар олишга имкон беради. Ма- салан, чексиз кичик орттирмаларни урганишдан иборат бул- ган усул узлуксиз масалаларни текширишнинг асосий усули булиб, у ни «соф х,олда» (1) масалага цуллаш мумкин эмас, лекин унинг X  туплам элементларининг содда вариацияла- ридан фойдаланпшга асосланган дискрет ухшаши муайян масаланинг ечилишига олиб келиши мумкин. Вариациялар 
усулини тасвирлаш учун ушбу буюртмаларга .хизмат ки- 
лишдаги жарималарни минималлаштирши масаласини î a- раймиз.Битта ускунада хизмат курсатиш лозим булган п та / — =  {1, 2, . . . .  /г} буюртма берилган булсин. Айтайлик, Ti — — i'-буюртмага хизмат курсатилиши вацти, с(--ш у буюртма- нинг бир бирлик кутиш вак;ти учун жарима мицдори бул­син. Буюртмаларга хизмат курсатишнинг шундай оптимал кетма-кетлигини топиш талаб цилинаднки, бунда жаъми жарима минимал булсин.Буюртмаларга хизмат курсатишнинг бирор а =  { i , , г2, . . ., *'„} кетма-кетлигида s - уринда навбатда турувчи буюртма- нинг номерини is деб белгилайлик. Шундай килиб, ечими изланаётган масаланинг X  режалар туплами / дан олинган 
п та соннинг урин алмаштиришлари туплами У  дан ибо- ратдир.о урин алмаштиришда г, буюртмага хизмат курсатила-
180

ётган пайтда колган буюртмалар Ти вак,т бирлигида туриб ^олади ва натижада бу кутишдан келадиган жарима
П

Т- у  с. га тенг булади. г\, г2, . . . ,  in буюртмаларга хиз-'i  ‘sS —2мат курсатиш вактларини к,араб чикиб, V  урин алмаш- тириш учун жаъми жарима
/ (°) =  Tit 2  c‘s +  Т‘> 2  C‘s +  • • • +  Г ‘„ -1  С‘*=s = 2  s = 3

<2>
s — 1булишнии топамиз, бу ерда Tik — is буюртманинг*=iкутиш ва^ти.о режанинг энг содда вариацияси деб унинг is, is+1 эле- ментларининг транспозициясига (урин алмсиитириш усулига) айтилади. Янги режани о деб белгилаймиз.

is буюртманинг кутиш вакрги га ортганлиги, ts+1буюртма учун эса 7,- га камайганлиги ва долган буюрт­малар учун узгаришсиз ^олганлигн учун (2) мацсад функ- цияспнинг орттирмаси
г й - ц < , ) - % т,,+ , - % + , Ч <3>булади. _о режанинг оптималлигп учун / (о) — / (о )^  0 булиши зарур. (3) ни эътиборга олсак,

Т г Г Т ; '  ' Т ,
(4)тенгсизликларнинг бажарилиши o =  (t1, /2, . . ., in) режа­нинг оптималлигп учун зарур эканлнгини курамиз.К,аралаётган масала ечимга эгадир. (4) тенгсизликни к,а- ноатлантирувчи барча а урин алмаштиришлар учун (2) ма^- сад функцияси фацат бир хил циймат к,абул килади. Шу- нинг учун (4) тенгсизликлар оптималликнинг етарлилик шарти хам булади.
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(4) га асосан биринчи навбатда энг катта ниобий жарима га эга булган буюртмаларга хизмат курсатиладн.И  з о Агар буюртмаларни кабулхонага келувчи кишилар де( карасак, Т ; вак т— t -киши масаласини куриб чикиш учуй сарфланга1 вакт, с,- =  1 эса факат «майда» масалалар билан келган кишилар бирии чи навбатда цабул цилинган тацдирдагина кабулхонада [кутиш учу! сарфланган вацт жаъми минимал булади.
2. Бутун сонли режалар тупламини саралашнинг икки тархи. Компоненталари берилган натурал сонлар тупламла- ридан кийматлар кабул цилувчи п- векторлардан тузилган ушбу X  режалар тупламини

X  =  {х =  {xlt хг, хп} : х ^ { \ ,  2, . . . ,  N (/)}, i= \ ,n }  цараймиз X  тупламнинг элементлари мицдори |А'|: |Х| =П=  П  N  (0 булишини осонгина цисоблаш мумкин.
/=1

айтилган х,исоблагич билан яциндан боглиц булган биринчи 
тарцда X  тупламга илдизи 0 тугунда булган шажара мое келади (IV .2 -чизма). Шажаранинг t-цаватдаги (0 <  i <  п— 1) хар бир тугунидан t +  1-цаватга элтувчи N (i +  1) та ёй чикади. п- цаватдаги тугунлар (ёки 0 тугундан уларга ца- раб йуналган ягона йуллар) ва X  туплам элементлари ур- тасида узаро бир цийматли мослик мавжуд. Шунинг учун хам I - дан а- цаватгача жойлашган шажара тугунлари буйича 
X  дан элементларни саралаш ва улардан хар хил цисм туп- ламлар тузпш мумкин.

Саралашнинг иккинчи tnap.\u цуйидагпчадир ( IV .3- чиз­ма). О нуцтадан бирор y =  p £ N (\ )  нуцтага тугри чизиц утказамиз ва уни синиц чизицнинг бугини сифатида цараб, 1-хус.усий режа деб атаймиз. Равшанки, 1-хусусий режалар сони N  (1) га генг. 1-хусусий режа {0, р) га ихтиёрий 
{р, q) бугинни цушиш 1-хусусий режанинг 2 -хусусий режа {О, р, q) га олиб келувчи ривожи деб айтилади, бу ерда 
q — хг компонента цийматлар тупламн булган / =  2 тугри

X  туплам цацида а ниц тасаввурни IV . 1- чизма дан олш мумкин. / =  1, у =  п тугри чизицларни туташтирувчи ца бир синиц чизиц режадир, |Х| белгиланган нуцталардан у. казиш мумкин булган синиц чизицлар сонидир.Барча режаларни хисоблагич принципи буйича хиссбла чнциш мумкин. / =  п тугри чизицда нуцталар биринчи ра: ряд элементлари, / =  п — 1 тугри чизицдаги нуцталар иг киичи разряд элементлари ва ц. к.Саралаш усулларини амалга ошириш пайтида X  даг элементларни саралашнинг икки тарци тузилади. Юцорпд
182

чизиц нуцтасидир. 2 -хусусий режалар сони N (1) • V  (2) га тенг. Хусусий режаларни ривожлантириш жараёнини давом эттириб, п-кадамдан сунг п-хусусий режаларни оламизки, уларпи (1) масала режалари билан узаро бир цийматли мос цу f ши мумкин.
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Ш г )

I V .3- чизма.
тнрилган тупламида хам Ушбу

j .

3 .  Биринчи сарал аш  усу- 
л и *  (тар м о ^л ар  ва чегар а- 
лар у с у л и ). (1 ) масалани цараймиз. Айтайлик, ихтн- ёрий X * cz X  ^исм туплам учун иккита функция, яъни 
} (лй функциянинг мино- 
рантаси f  (х , X*) ва ма- 
жорантаси ]  (х , X*) ни к,уриш мумкин булсин:

h  (*. X*) < / ( * ) <  7 (*.
X*), х £ Х *

атаймиз. Агар ^  min 5 (Х А) 4- в булса, х'1 е-оптимал ре- 
xk s skжадир. Агар я^инлашиш даражаси е бнзни цан оам ан тр - маса, (1) масалани ечиш жараёнини давом эгтирамнз. Бу ^олда S k руйхатдан £ {Х'к) > min ц (X*), X k£ S k тенгсиз- ликни цаноатлантирувчи барча Х'к тупламларни чн^ариб ташлаймиз. Сунгра руйхатнинг колган элементлари ораси- дан Х\ тупламни тармоклаш амалини бажариш ма^садида танлаймиз, яъни Х пк тупламни узаро кесишмайдиган цпсмтупламларга ажратамиз:X *.1» х :к, S (к)'

S{k)и  К гt=l
^ П Х *  = 0 ,  (5)х,амда уларни X *  туплам- нинг бирор Х * з Х *  кенгай- ани^лащ мумкин булсин. агар булса.

Х°к ни танлашнинг классик к,оидаси цуйидаги
I  ( x ;)  =  min Ц Х к), X kt s k£ (X*) <  min / (х, X*), х £ Х * ;  r\ ( X * ) > m in  f  (x, X*),* € X * ,шартларни ^аноатлантирувчи £ (X*), т] (X*) сонлар X *  mtjn- 

ламнинг цуйи ва юкори б(Цолари (чегаралари) деб аталади.Тармоцлар ва чегаралар усулининг х;ар бир итерацияси тупламлар руйхатнни тузишдан бошланади. Бошлангич 5 а руйхат X  тупламдан иборат. X  тупламга £ (X ), 13 (X) ба- холарни ^амда агар ( 1) масаланинг бошлангич режаси маъ- лум булмаса, г° — <х> (рекорд) сонни ва r° — m in f  (х1) сон- ни к,ушиб ёзамиз, бу ерда минимум интерация бошида маъ- лум булган барча х' € X  режалар буйича хисобланган г° <  <  £ (х) +  е булганда х 0 (/ ( / ”) =  г°) режа е- оптимал бу- лади. Айтайлик, й-итерацияда S k тупламлар руйхати берил- ган булсин. Руйхатнинг х,ар бир элементи учун £ (X ft), 4 (X k) бахоларни хисоблаймиз. Агар бунда янги режалар к,урилган булса, ма^сад функциясининг шу режалардаги минимал 1̂ ий- мати fk ни топамиз. r* =  m in (г*-1 , fk} сонни рекорд деб, 
хк (гк — / (хк) ни эса к- итерациянинг рекорд режаси деб

* Чизи^сиз программалашда умумий икки ёцламалик назарияси мав- ж у д  булмасада, ушбу параграфда баён ^илинган усулларни чизицсиз программалашда йуналган саралашнинг анъанавий тутри усулларига нис- батан иккиё^лама масала деб цараш мумкин.

тенгликка асосланган. Х “ тупламни S k руйхатдан учнрамиз ва унинг урнига (5) тупламларни киритиб, янги итерация учун руйхатга эга буламиз.

IV .4- чизма.Баён цилингэн фикрларни дарахт тушунчаси ёрдамида я^- к,олрок Таллин ^илиш мумкин ( IV .4 -чизма).X  туплам элементларининг чеклилигидан келиб чицади- ки, ихтиёрий е > 0  учун чеклн сондагн тармоклаш амалн (итерация) бажарилгандан сунг е-оптимал режа топилади. Келтирилган фикрларни элементэр мух,окама юритиш ёрда- мнда асослаш мумкин булгани учун уни у^увчнгэ х,авола этамнз. Тармокутр ва чегаралар усулидаги итерациялар на-
184 185



х = хI V .5- чизма.

зорати учун IV.5-4H3- мада курсатилган гео­метрик талциндан фой- даланиш ^улайдир.Тармоклар ва че- гаралар усулпнинг ба- ёнидан куриниб ту- рибдики, бу усул фа- цат умумий иш юри- тиш тар хини беради. Унинг аннц масала- ларда амалга ошнри- лиши тармоцланиш стратегиялгрини тан- лаш ва бахоларни хпсоблаш усулларини курсатишдан иборатдир. Амалга оши- ришнинг муваффацияти масаланинг узига хос хусусиятини хисобга олиш даражасига хамда тадцицотчининг тзжоиба- си ва интуидиясигэ боглиц булади.^Тармоклар ва чегаралар усулини намойиш цилиш учун цуйидаги учта аник масалани ечамиз.
1 - м и с  о л (ю к х а л т а  х а ^ и д а г и  м а с а л а ) .  Визга номерлаи - ган п та буюм берилган булиб, уларнинг номерлари туплами / =  П  2 ,■ ' ' • п> булсин. 1_ буюмнинг огирлиги pi, ба^оси С; га тенг. Юкнинг берилган базрси с буйича буюмларни улар минимал огирликка эга б у . ладигап 101л иб танлаб олиш талаб к ил иг; а ди. х 4 (бу лъ, бивалент) узга . рувчиларни киритамиз: x t- =  I , агар г-буюм юк халтага жойлаштирил- са; х (- = 0 ,  агар г-буюм юк халтага жойлаштирилмаса. У  дуэлда юк 

халта .\сщидаги масаланинг математик модели куйидагпча булади;
f  (■ *)— ^  Pi => min,t=l2  ciXi >  с, xt =  0 V 1, i (=i 1 ,п . (6)(6) масалани IV . 1 - жадвалда келтирилган сонли маълумотлардан фой - даланиб ечамиз. Б у  масалада маград функцияси содда куринишдаI V . l - ж а д в а л

булгани учун миноранта ва мажоранталардан фойдаланилмаса цам булади, бошцача айтганда, / (х,  X) =  f (х) =  / (х,  А'), х 6 X  деболиш длумкин.Бутун сонлардан тузилган режалар тупламини кенгайтиришнинг кенг ёйилган усули бутун сонли булиш шартидан таппуари, масаланинг боипуа барча чекланишларини 1уаноатлантирадиган элементлар тупламига утишдан (яъни «дискрет» масаладан «узлуксиз» масалага утишдан) ибо- рат.Макрад функциясининг кенгайтирилган X  тупламдаги оптимал ций- мати дастлабки тупламнинг g бахосидан иборатлиги тушунарли. (6) м а­саланинг режалари тупламиА =  (х : 20х4 -j- IOX2 4" 12*3 -{- 7х4 -(- 6х5 ^  40, х =  0\/ 1, 1 — 1,5} учун кенгайтирилган тупламX  =  {х : 20х х +  10х2+  12а'3 +  7x4 -t- 6х 5 А  40, 0 ^  х/ ^  1, i =  1,5)булади. 1  (X ) ба>р ^уйидагига тенг:g ( А ) =  min (4х4 +  Зх2 - f  5х3 +  х 4 +  2х6), (7)20х4 +  Ю а2 +  12х3 +  7х 4 +  6х 5 >  40, 0 <  xt <  1, 1 =  1А
Гуюмлари булинадиган юк халта %ацидаги масала деб  ̂аталувчи(7) масаланинг (юк халта %ацидаги узлуксиз масала >рм дейиш^ мум- кин) физик маъноси цуйидагичадир; буюмлар нисбий бахосини йуцот- маган зрлда исталганча кичик булакчаларга майдаланиши мумкин; шу шартларда юк халтага берилган буюмлардан минимал огирликка эга булган юкни шундай жойлаштириш керакки, бунда юкнинг ба.хоси 40 дан кам булмасин. Кейинги масала осой ечилади. Бунинг учун д аст- лаб бахр бирлигига энг кичик нисбий р(-/с  ̂ огирликли буюмни топамиз. 1 V .1 -жадвалдан куриниб турибдики, шундай буюм туртинчи буюм (р4/с4 = 1 / 7  булади. Бу буюмни майда булакчаларга булиб, уни юк- шшг белгиланган ба^осига эришилгунча ёки барча булаклар тугагунча юк халтага жойлайверамиз. Крралаётган цолда 4 та буюм тула жой- лаштирилади, чунки уни юклашдан келадиган максимал ^иймат 7 га тенг. Крлган буюмлар билан х;ам ШУ тартибда иш тутамиз. Нисбий бахоси билан юкланувчи навбатдаги буюмлар 1 (Р1 /С1=  1/5), 2 (Я2/С2— =  3/10), 5 (Я6/С5 =  1/3) булади. 5 буюм туласича жойлаштирилмайдн: белгиланган батога эришиш учун бешинчи буюмнинг ярмини жойлаш- тнриш етарлидир. Натижада (7) масаланинг оптимал режасп { х , =  х 2=  =  х4° =  1,  Хз =  0,  х5 =  1 /2} ни ва (6) масаланинг режалари туплами X  нинг бахрси g (X) =  9 ни оламиз. (7) масала ечимида х °5 компонента касрдан иборат. X  тупламни иккита тупламга тармо^лаймиз:

1 1 2 3 4 5
Ci 20 10 12 7 6 > 40

Pi 4 3 5 1 2 min
1 =  {х€А/ : х 1 =  0}, Х 12 =  {х 6А/ : х1 =  1},ЯЪНИА ]д  =  {х : х 4 =  0, Юх2 -f- 12х3 +  7х4 +  6х5 ^ 4 0 ;  х (- =  0\/ 1, 1= 2, 5 } , Х 12  =  { х ; х 1 = 1 ,  10х2 +  12х 3 +  7х 4 +  6х 5 > 2 0 ;  xt = 0 \/\, t = 2 $ } .
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Ботшуача к,илиб айтганда; Х 1Л туплам (6) масаланинг шундай режалари тупламики, улар учун биринчи узгарувчи * 4 нинг циймати нолга тенг, X ,  2 эса шундай режалар Tj/пламики, улар учун * х =  1. g ( X , 4), g (X , 2) бах,оларни хисоблаш цуйидаги масалаларни ечишга келтирилади: g (X , ,) =  min (Здг2 +  5*3 +  х4 +  2*5),10*2 +  12*з +  7*4 +  6*5 5 s 40, 0 ^  * j ^  1, i  =  2,5, (8)g ( X ,  2) =  min (3*j +  5*3 +  *4 +  2* 5),10*2 +  12*э +  7*4 +  6x5>  20, 0 <  *,• <  1, i =2,5. (9)(8) ва (9) масалаларни говорила баён ^илинган усулда ечамиз. (8) масалада барча 2, 5  буюмларни юкласак :(ам курсатилган бахо 40 ни олиб булмайди. Демак, (8) масала ечимга эга эмас. g (Х[ , ) = о о  деб олиб, Х |  j тупламни бундан кейин царамаймиз. (9) дан g (X , 2) =  9 га эга буламиз. (9) масаланинг оптимал режаси бугун сон эмас. X  ва Х ( t тупламлар учирилгандан сунг руйхатда фат;ат Х [2  туплам ^олади. Бу тупламни иккита Х 2 | =  { *  6 Х |  2 : *2 =  0 ) , Х 2 2=  (*  € X ]  2 : *2 =  1} туп- ламга тармог;лаймиз, яъниХ 2>| = ( * : * !  =  1, *2 —• 0, 12*з +  7*4 +  6*5 >  20, *,■ =  0 V  1, 1 =  3 ,5 }, Х 2 2 =  {*  : * !  =  1, *2 =  1, 12*з +  7*4 +  6*5 >  10, *,■ =  0 V  1, i  =  2, 5} . g (Х 2j ) ,  g (Х 2 2) ба^оларни ^исоблаш куйидагиg (Х 2 ,) =  4 +  m in (5*з +  *4 +  2 *5), 12*г +  7*4 - f  6*5 >  20,0 <  *,• <  1, I =  3,5,
I  (Х 2 2) =  7 +  min (5*з +  *4 +  2* 5), 12*з +  7*4 +  6х 5 >  10,0 < * ,  <  1, I =  3, 5

масалаларни ечишга келтирилади. Булардан g (Х 2 л ) ^ 2 ,2>==  9. 5 2 руйхатда иккита Х 2Л ва Х 2 туплам мавжуд. Кейинги туп- ламнинг ба^оси энг кичик. Шунинг учун уни Х 3 4, Х 3 2 тупламлар: а тармоцлаймиз:
Х 3 1 =  { *  : * j  =  * 2 =  1,* 3 =  0,  7*4 + 6*5 >  10, * j  =  0 \ /  I ,  i  =  4,5 ) .

* 3 .2  =  : * i  =  * г  =  * з  =  К  7*4 +  6 * 5 >  —  2, *,• =  0 V  1, i  = 4 , 5 } .Бу тупламларнинг ба.уолари g ( Х зл) =  9, g ( Х 3 2) =  12 булиб, кейин - гисини уисоблаш пайтида дастлабки масаланинг режаси хг =  1,  *2 =  1 ,* а =  1,  *4 =  *5 =  0 ^осил булади. Шундай цилиб, бу рекорд режа булиб, рекорд 12 га тенг. Б у  рекорднинг мумкин булган минимал огир - ликдан фарци 12 — 9 =  3 бирликдан ошмайди.Энди руйхатга Х 2 л ,  Х 3 |, Х 3 2 тупламлар киради. Х зл тупламнингба>;оси энг кичикдир. Шунинг учун уни иккита тупламга тармоцлай- миз:

Х 4Л =  ( * : * !  =  *2 =  I • *s =  *4 *= 0, 6*5 3 s 10. *5 =  0 V  1),Х 4 2 =  {*  : *х =  *2 =  *4 =  1 • *з =  0, 6* r> >  3,  *5 =  0 V  I } •Б у  тупламларнинг ба^оларини х;исоблаб чицамиз: g ( X 4 | ) = o o ,  g (Х4 2) =  9- Руйхатдан Х 3 , ва Х 4 , тупламлар учирилгандан сунг энг кичик батога эга булган туплам Х 4 2 булади. Х 4 2 тупламни иккита туп­ламга тармоклаймкз:
Х5 .1  =  {* : * 1  =  * 2  =  * 4  = 1 , * 3  = * 3  = 0 } ,
Х 32 =  { * :* 1  =  *а =  *4 =  *5 =  1. *з =  0}.^исоблаб топамиз: g ( Х 51) =  °о , g ( Х 5 2) =  10. Бунда дастлабки маса­ланинг рекорди 10 га тенг булган янги рекорд режаси *1 =  1 , *2 =  1 , *з =  0. * 4 = 1 , * 5 = 1  ни оламиз. Янги рекорднинг минимал мумкинбулган огирликдан фар:уи 10 — 9 ■ = —  дан ошмайди (бу оптималрежа булади, чунки бу мисолда оптимал огирликнннг бошцаларидан фар!(и бирдан кичик). Х 5Л тупламни руйхатдан учирамиз. Х 2Л туплам­нинг ба^оси энг кичик. Уни куйидаги тупламларга тармо^лаймиз:Х б Л =  { * . * 1 = 1 ,  *2 =  *з =  0,  7 *

4 , 2 =  { *  : * i  =  1. *2 =  0, *з  =

6*5 > 1 0 .  * 1 =  0 V  1. 1 = 4 , 5 } ,  7 * 4 +  6*5 > 1 0 ,  *(• =  0 V  1 - 1 = 4 3 } .

Б у  тупламларнинг ба)(олари g ( Х 6 )) =  оо. g (Х6 2) =  11. Х 2Л туплам руйхатдан учирилгандан сунг Х 5 2 туплам энг кичик батога эга булади.Унинг ба^оси рекордга тенг. Натижада, охирги рекорд режа * 4 =  1, 
*2 =  1 ,  *3 =  0 , *4 =  1 . *5 =  1 дастлабки масаланинг оптимал режаси- дир. Шундай 13илиб. юк халтага 1, 2, 4 , 5 номерли буюмлар юклан- ганда огирлик минимал, яъни 10 га тенг булиб, юкнинг ба^оси 43 га тенг булади.Келтирилган барча ^исоблашларни график равишда тасвирлаш цу-
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лайдир (IV-6-чизма). Ш ажара тугунларида узгарувчиларнинг кийматлари белгиланган (узгарувчилар унг томэнда ёзилган)" Тугунлар спига туп- ламларнинг ба^олари ёзиб ^уйилган. ,\ар бир интерацияда тармоклаш учун знг кичик батога эга булган осма тугун танланади.
2 - м и с о л  ( б у т у н  с о н л и  ч и з и ц л и  п р о г р а м м  а л а ш  м а - с а л а с и ) .  Тармшулар ва чегаралар усули биринчи марта ^улланнлган масалани караймиз:

с'х->~ m in, Ах ^  Ь, л г ^ О , х — бутун сонли вектор. ( 10)

х бутун сонли вектор деган галабдан воз кечиб, (10) масалапинг режалар туплами X  ни кенгайтирамиз: X  =  ( л: : Лл: г^6, х ^ О ) .  У  х о л ­ла I  (X) сон
I  (X) =  с'х° =  m in e'*, Ах <  Ь, х >  0 (11)

X  тупламнинг бахоси булиб колади. Агар чизи^ли программалашнинг «узлуксиз» масаласи (1 1 ) нинг ечими х° бутун сонли вектордан ибо- рат булса, х° дастлабки масаланинг оптимал режаси булади.
х° векторни «яхлитлаш» (яъни унн к,ушни бутун сонли векторлар- дан бири билан алмаштириш) хамма вакт хам цони^арли натижа бера- вермайди ва бу усул ( 10) масаланинг режаси булмаган векторга хам олиб келиши мумкин.Айтайлик хi компонента х° векторнинг бутун булмаган компонен - таси булсин. X  тупламни [иккита [A'j Х 12 тупламларга тармо^лай- миз:
^ i , i  =  {хех ,  [*1,1}. ^ 1,2 =  [ * / , 1 -i- П .бу ерда_[о] сон а соннинг бутун 1уисмини ифодалайди. Кенгайтирилган А | д ,  X |_2 тупламлар сифатидаA ] j =  [х : A x ^ b ,  х > 0 ,

X l 2 — {*  • А*  =57 Ь, х  >  0, X{t >  [*}] +  1}тупламларни оламиз. £ ( А } t). £ (А^ 2) бахоларни ^исоблаш учун г^уйи - даги £ ( А , , , ) =  с '* 1,1 =  minс'х . Ах  ^  b, x~^s 0 , х ,• ^  [х °п ].£^(Х12) —- с 'х 1,2 =  m ine'*, A x ^ L b , х~^  0 , x it ^  [jcJ J  -)- 1 ,чизи^ли программалаш масалаларига эга буламиз. Бу масалаларнинг л;ар бири ( 1) масаладан фа1уат битта 1уушимча чекланиш биланфарц iyn- лади. Шунинг учун уларни икки ёцлама симплекс усул билан ечиш ма^садга мувофиедир, бунда (1 1 ) масаланинг оптимал потенциаллари асосида цурилган режани бошлангич икки ёцлама базис режа сифатида олиш мумкин (1 - боб, 3- §, 6-бандга iy.) Сунгра бажариладиган амаллар тармшулар ва чегаралар усули учун стандартдир.IV -7 -чизмада мисол сифатида * i  хг-*~ max, х х 9х2 ^  27, 7xt +  +  Злг2 14, хг ^  0, х2 ^  0 —  бутун сонлар, масалани геометрик усул билан ечиш натижалари келтирилган.3 - м и с о л  ( б и р  с т а н о к д а  д е т а л л а р г а  и ш л о в  б е р н ш д а  с т а н о к н и  ^ а й т а с о з л а ш  в а ц т и н и  м и н и м а л л а ш т и р и ш
190 IV .7- чизма.
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х а к и д а г и  м а с а л а ) .  Универсал станокда п хил деталга ишлов бе- рилади. /-деталга ишлов беришдан /-деталга ишлов беришга утиш ста- нонни ^айта созлашни талаб этади ва бунинг учуй c(f ваь̂ т бирлиги сарф булади. Деталларга ишлов беришнинг шундай кетма- кетлигини топиш талаб цилинадики, бунда станокни кайта созлаш учун сарф буладиган вант минимал булсин.Б у  масала боинуача терминологияда коммивояжер (саиец савдогар) 
Хакидаги, яъни п та шахарга бир мартадан бориб, яна уз шахрига кай- тиш учун энг к,иск,а маршрутни танлаш хакидаги классик комбинаторик 
масала сифатида маълум. Бу масалани ечиш учун тармо/утар ва чега- ралар усулининг муваффациятли /ф/ланилиши бу усулга мутахассислар- нинг кенг эътиборини жалб этди ва уни дискрет программалаш масала- сини ечишнинг оммавий усулига айлантирди. К,аралаётган масалани график равишда куйидагича тушуниш мумкин. S  =  {/, U)  турда шун­дай (узини узи кесмайдиган) контурии топиш талаб цилинадики, у тар- моцнинг барча тугунларидан утиб, мини мал узунликка эга булсин (1У .8-чизма) Бунда с,у— (/', j) £ U  ёйнинг узунлиги /'- тугундан /- тугунга борувчи ёйнинг йу^ лиги / деталнинг /- деталдан кейин иш ланиши мумкин эмаслигини (Сц — оо) бил диради. Буль узгарувчиси Хц ни кирита миз: Хц =  1 , агар i -деталдан сунг /- де талга ишлов берилса; xij =  0 , агар /- де талдан сунг /-деталга ишлов берилмаса.Ишлов берилган хар бир / £ / =  { I , 

2 , . . . .  п} деталдан сунг 1+ даги бнрор деталга ишлов берилади. Буни куйидагича ёзиш мумкин:
( 12)

Шунга ухш аш ,
V  ХЦ =  1, I € /.
Id f

2 х  ч =1» / е /.
41-

(13)
тенглик хар бир /- деталга бнрор i  6 /у деталдан кейин ишлов бери - лишини билдиради.Станокни цайта созлаш учун сарфланадиган жами вацт2  СИ V  (14)(/, /)еС/Шундай цилиб, ^аралаётган масаланинг математик модели (12), (13) тенгликлар, х^ =  0\/1, (/, / )  6 U шарт ва К талаб ((/, j) £ U , Хц =  1 ли ёйлар S  турда контур ташкил этади) ёрдамида берилган X  режалар тупламида (14) функцияни минималлаштириш маеаласидан иборат экан. S  турнинг контура деб S  =  {/, U) турнинг барча тугунларидан утув- чи контурга айтилади. Х,исм контур деб S  турнинг барча тугунларидан утмайдиган контурга айтилади.

Л  тупламнинг кенгайтирилган туплами*  =  { х . - ^ х ,  =  1 , 2 *<v=  *• '• i t 1’ ° < ха <  •• (-’/с/+ 41~I Iбулиб, X  тупламдан К  талабдан ва режаларнинг бутун сонлилиги шартидан воз кечиб д(осил цилинади.£ (X ) ба>;они хисоблаш учун бахолаш масаласи
/ W = 2  СИХЧ~* m in ’ 2 ^ = ' -  2  X‘i =  1 ’ (15)/е/+ 1б/~Л/€Л 0 < * ц <  1. (»'. /) € Uни дараймиз. (15) масала наклист масалаларининг хусусий холи булиб (II боб. 4 -§ ) , тайинлаш хщадаги масала дейилади, чунки уни п нафар хизматчини п та ишга тайинлаш харажатларини минималлаштириш ха- цидаги масала деб ^араш хам мумкин.Тушунарлики, (15) масаланинг f (х) мацсад функцияси дастлабки масаланинг / (х) минорантасидан иборат. X  тупламнинг бахосини хи- соблаш учун (15) масалани ечишнинг самарали усуллари (масалан, венгр 

усули) мавжуд булеа-да, лекин уни ечиш шарт эмас. £ (X ) ба.уо- нинг таърифига кура у £ (А) ^  min f_ (х), х  6 Атенгсизликни цаноатлантириши етарли. Шунга ухш аш  тенгсизликлар илгари икки ёцламалилик назариясида учраган эди (I боб, 2 - §). Эсла- тамизки, икки ёцлама ф (X) функциянинг ихтиёрий иккиёцлама режа- даги циймати ф (х) функциянинг ихтиёрий турри \  режадаги циймати- дан ошмайди. (13) масалага икки ёцлама масала
Ь + 2 » , -  2  wu ■* m a x > ui + v,— wu  <  % ,
lei /в / ( ' .  i)(U

Wij >  0, ( / , , i ) e u (16)булади. Уш бу
ul  =  m i n  

1*1+W)
CU • « 6 Л  Vf =  m in  (Ci. —  Ui). j  6 / ,  

4 1 - (U>

wu  =  0,  ( / . n e u (17)сонлар икки ёцлама режани ташкил этишини текшириш осон. Демак,£ (А) ба\о сифатида (//,+ о,-) сонни олиш мумкин. i=lАйтайлик, (16) масаланинг бирор (и, v, ш), щ>ц =  0, (i, /) 6 (У ре- жаси маълум булсин. Ш у режа буйича коо^им б =  {6i;- =  Сц +  ut — о/.> ( t , j) £ U )  цурамиз. Агар
а (. =  min 6(/ =  0, Ру =  min (6i;- —а ,) =  0 (18)/е/+Ш) /б/— (t/)
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б̂ лса, (и, v, ш) режани (б коокимни) S =  {/, U) тармоцда мувофи̂ - лаштирилган режа (кооцим) деймиз.Агар (18) мувофи̂ лаштириш шарти бажарилмаса. [и, V, о/} режани яхшилаш учун уни {и, v, w):

и ( —  и( +  а(, «ел Vj =  Vj +  pj ,  / e i ,  W i j  =  o,(i, п е  и (i9)режа билан алмаштирамиз. Бунда (16) масаланинг ма̂ сад функцияси
«е/ /е/ми̂ дорга ортади. (19) мувофиклаштирилган режага мувофицлаштнрил- ган б =  (вц =  б,у -а,- -  Р; , (I, /) 6 U) (20)коо̂ км мое келади. Осон текшириш мумкинки, (17) режа S =  {/, U) дармоеда мувофиклаштирилган булади. (17) режа буйича 6 кооцимни цурамиз ва ёйлар дуплами (7* =  {(£, /): б(/ =  0, (£, /') g U) ни царай. миз. Агар (7* тупламнинг ёйларидан 5 тармокнинг АТ* контурини цу- риш мумкин булса, { х ^ =  1, (£, /) 6 К , -  Х ц  =  0, (£, /) е £/ \ AT *} сонлар дастлабки масаланинг ечими булади.Айтайлик, (7* дуплам ёйларидан тармокда тегишли контурлар ту- зиб булмасин. 7* дан олинган ёйлар дан тузилган бирорта кием кон- турга тегишли ихтиёрий (£„, /0)6(7* ёйни оламиз. А тупламни цуйи- даги руисм тупламларга тармоклаймиз:*1.1 =  *<£.,/.). ~ ( х е *  ; xUi, =  °Ь *1,2 — *  ( ! ' =“  { *6A: xWt =1).Равшанки, Л =  А, , (J А, 2. A, j П А, 2 — 0х,о/о =  0 шарт /0-деталга („-деталдан кейин ишлов берплмасин деган талабга эквивалентдир. Агарда тармнуцш (£0, /„) ёй олиб iaiu- ланса (ёки c iah =  оо деб олннса), бу шарт бажарилади. Умумий холда (17) режа буйича «уурилган б кошуим Sj | =  {/, (7, ,}, U\ \ =  (7/{(„,/„} TapMOiy учун мувофиклаштирилган булади. (20) цоидаларга кура ( дармоеда мувофиклаштирилган коокимга утамиз. Шунда (16) масала - ланинг маь;сад функцияси ctf мшдорга усади, бу ерда<*,-, =  min б,.о/, Pyt =  min (Pl7o*— а,). Демак, £ (А, ,) =  |(А)+-'«#Л | >  «"м*-{-a ,■ -f- Р/о микдорни А, | тупламнинг бахоси сифатида олиш мумкин.А| 2 тупламни караймиз. =  1 шарт i0- деталдан сунг /„-детал- га ишлов берилиши талабига зквивалентдир. Бундан келиб чи̂ адики, «V деталдан сунг бирорта а̂м / е l £  ((7)\/0 деталга ишлов берилмай - ди. /„-деталга ишлов беришдан олдин бирорта хам £ е l ~  (U)/i0 детал­га ишлов берилмайди ва /„-деталдан сунг („-деталга ишлов бериш мумкин эмас. яъни x t j  —  0,

(А  / )  6 U \ t 2  ~  ( ( 'о ,  /о ) .  / 6 / £  ( ( 7 ) \ / „ ;

(£. /о ). 1 6 7уо ( ( 7 ) \ / „ ;  ( / „ ,  (о ) ) .S тармоцдан (£, /) 6 (7°2 ёйларни чицариб ташлаб, кейинги тенгликлар- нинг бажарилишига эришиш мумкин. (17) режа буйича цурилган юхнуим S , , 2  =  V -  и 1 .2 ) '  Ч \ ,2 —  ^\<Л°2} таРМ0К учун мувофицлаштирилмаган булади. (20) цоидаларга кура S( 2 тармокда мувофиклаштирилган к о- окимга утамиз ва А |2 тупламнинг £ (А, 2) бахоси сифатида (16) маса­ланинг мацеад функциясининг мувофиклаштирилган коо̂ имдагн (му- вофицлаштирилган иккиёцлама режадагн) цийматини оламиз. Натижада у̂йидагига эга буламнз:е (* ,,2) = & < * ) + 2  “ ■•+]£ ьle/i'o j€/\j 0
« £  =  m i ”  6i r  Р /  =  m i n  ( « / ;  —  a . ) ./+(£/, ,, /t/Г It/, J1.2*l,!> * 1 , 2  тупламлардан энг кичик бахога эга булгапини олиб, у билан худди дастлабки А тупламдек иш тутамиз.

IV .9 -  ч и зм а .
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I V .9- чизмада I V .8- чизмада келтирилган масалани куйидаги 
C i 2 — 2 , Сщ =  0 , c2e =  3, с2 3  =  2. с 32  =  1 , Сзд — I, С3 4  =  2 .С45 =  4, С46 =  5, Сщ =  1, С8в =  3, Св1 =  2, Свз =  1, С(4 =  1сонли ^ийматларда ечиш натижасн келтирилган. I V .9- чизмада курса- тилган ёй устидаги сонлар ёй коокимларига тенг.Деталларга оптимал ишлов беришда улар цуйидаги тартибда иш- ловга киритилади: 1 2 3 -► 6 4->-5 -*■ 1. Б у  тартиб I V .9 - чизмадаftyFOH чизиц билан курсатилган. Минимал кайта созлаш вацти эса 1 1 га тенг.

4 . И к к и н ч и  сарал аш  усули . К,уйидаги/ ( * ) ->  m in, g(x) < 0 ,  х £ Q (21)масалани цараймиз, бу ерда /(х), g(x) скаляр функциялар; Q — п улчовли R n фазонинг т(/плами. Жараён 0-хусусий режадан бошланади. Агар (21) га цушимча равишда режа- лар маълум булса, г° рскордни ва рекорд режани х,исоб- лаймиз. Айтайлик, к- итерацияда 6 -хусусий режалар {х ,, хг, . . . , хк} нинг xk туплами ва гк рекорд берилган булсин. 
к- хусусий режа {х ,, х2, . . . , хк) нинг ривожланиши икки холда маънога эга эмас: 1) уни исталган тулик, режа х =  =  {хр х2, . . . , хп} гача ривожлантирганда /(х) >  гк тенг- сизлик бажарилса; 2) g(x) >  0. Бу хрлларда к -  хусусий ре­жани ривожлантириб олинадиган барча режалар сараланмай- ди. Масалан, рекорд г2 =  0 булганда / (х) =  Зхх +  2х2 — — х3 — 2х4, х(- =  0 V 1, i =  1, 4 ма^сад функцияси учун2 -хусусий режа {1,1} ни ривожлантиришнинг маъноси йуц, чунки бу хусусий режани ривожлантиришдан олинадиган (1, 1, 0, 0}, {1, 1, 0 , 1} {1, 1, 1, 0}, {1, 1, 1, 1} режа- ларда максад функцияси мусбат киймат ^абул килади. Шунга ухшаш, g ( x ) <  0, g (х) =  2х1 — Зх2 +  х3 +  2х4 1,х(- =  0 V 1, i ' =  1 ,4 чекланишларга эга булган масала учун 2 -хусусий режа {1,0} ни ривожлантиришнинг маъноси йуц, чунки бу хусусий режани ривожлантиришдан олинган х,ар бир х режа учун g (х) >  0 тенгсизлик бажарилишини тек- шириб куриш ^ийин эмас.Баъзи масалаларда к- хусусий режани xk+l нинг битта (ёки унча куп булмаган сондаги) циймати ор^алигина ри- вожлантириш мумкин булади, бу холда xk+{ нинг бошца ^ийматлари орцали к- хусусий режани ривожлантиришдан олинган режалар сараланмайди. Масалан, рекорд г2 =  0 бул- ганца, /(х) == Зх, +  х2 — Зх3 +  х4, xi — 0 V 1, t =  1, 4 мак;-
196

тсад функцияли масалада 2 -хусусий режа {1,0} ни фак;а 
х 3 =  1 орцалигина ривожлантириш мумкин, чунки х3 =  0 булганда, бундан кейннги ихтиёрий ривожланиш /(х) > 0  тенгсизликни каноатлантирувчи х режага олиб келади. Ш унг а ухшаш, g (х) =  2х, — 2х2 +  Зх3 — х 4 <  0, х,- =  0 V
\j i ( j =  1,4 чеклаш учун 2 -хусусий режани фа^ат х3 =  =  0 орцалигина ривожлантириш мумкин, чунки х 3 =  1 ор­ка ли ихтиёрий ривожлантиришда чеклашлар бузилади.Баён цилинган саралаш усули купинча (21) масалада 
f(x), g(x) {f (х) =  ^  f i(xi)) функциялар сепарабел функ- 

i
циялар ва Q туплам гиперкуб типида булганда ^улланила- ди. f  {x), g{x) мураккаб функциялар булган х,олда рекорд- ни ^исоблаш ва хусусий режаларни ривожлантириш билан богли^ ба^олашларни утказиш учун уларнинг минорантаси ва мажорантасидан фойдаланиш мумкин. Усулнинг шунга мос турланишларини укувчига машц сифатида хавола кила- миз.И з о х- Иккинчи саралаш усули динамик программалаш усули (V боб) каби динамик (куп бос^ичли) ечим цабул килиш (бошкариш) жараёнлари учун табиий булиб, бобнинг бошида гапирилган фазовий (статистик) усуллардан фар^ли уларо^ вацтли (динамик) оптималлаш- тириш усулларидан дисобланади. Динамик усулларда ечимга (оптимал режага) яцинлашишлар улчови кичик булган (кам сондаги бос^ичлардан туаилган) ухшаш масалалар кетма- кетлигининг ечимларига ^араб тузи- лади. Бунда ечиш жараёни гуё ва^т буйича ёйилгандек булади. С т а­тистик усулларда босцичлар сони тайин г;илинган ва итерациялар тайин Килинган улчовли фазонинг бир элементидан иккинчи бир элементига утишдан иборатдир.

2- §. БИР УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИ МИНИМАЛЛАШТИРИШБир узгарувчили функцияни минималлаштириш самарали сонли усулларининг а.уамияти шу билан белгиланадики, улар купгина мураккаб экстремал масалаларни ечиш усул­ларининг таркибий к,исмини ташкил этади.
1. Силли  ̂ функциянинг абсолют минимум нуцтасини 

цуриш усули. Силлик, функциянинг кесмада минимумини то- 
пиш хакидаги / (х) —*■  m in, х  ̂ X  =  [a, b] (1)масалани цараймиз. (1) масалани ечиш учун тармо^лар ва чегаралар усулининг гоясидан фойдаланамиз. X  тупламнинг 
I  (х) бахуюи

х £ Х
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и

функцияларнн яцин- лаштириш назарияси нуцтаи назаридан (/ (х) функцияни узгармае 
y =  f x ) =  £(Х) функ­ция ёрдамида цуйи- дан яцинлаштиришдан иборат (IV . 10-чизма). Агар бирор х* £ X  да I  (X) =  / (х*) — к тенг- сизлик бажарилса, х* (1) масаланинг е-оп- тимал режасп була- ди. X  тупламни X , , Х 2, тупламларга тар- моцлаш булакли уз- гармас

У =  fx  М  = К Х ,) ,  х<Е X t 1 ( Х 2), х £ Х 2функциялар синфида яцинлаштиришга олиб келади. Тармоц- лар ва чегаралар усули буйича мухокама юритишни давом этгириб, /(х) функцияни булакли узгармае функциялар син­фида добора аницроц куйидан яцинлаштириш мумкин.Энди ушбу банд мавзуига утамиз. Айтайлик, / (х) £ С (1), 
\df(x)/dx\ <  L <  оо булсин. Тармоцлар ва чегаралар усу- лининг баён цилинган тарцини умумлашгириб, f(x) функ­цияни булакли узлуксиз функциялар синфида куйидан яцин- лаштирамиз. Ихтиёрий х! £ X  нуктани оламиз.х 1 сифатида мутахассислар томонидан (1) масалада оп- тимал деб таклиф ^цилинган режани олиш мумкин. К,уйн- даги

а /хч ( / (**) +  L{X — X1), х 6 [а, х1],I f  (х1) — L (х — х 1), х €1 х 1, b]функцияни цурамиз.
f 1 (х) функция / (х) функциянинг булакли-чизицли яцин лаш- тиришидир: /(х): f 1 (х) < / (х ) , х £ Х .  IV . 11-чизмада у { 1 ,2 ,3 }  синиц чизиц билан тасвирланган. х 2 нукта f l (х) функция­нинг минимум нуцтаси булсин: f l (х2) =  min /' (х), х £  X .  Агар бирор х* £ X  учун / (х*) <  /1 (х2) +  е тенгсизлик ба- жарнлеа, х* (1) масаланинг е-оптимал режаси буладн. е

I V .11- чизма.нннг коникарли булмаган цийматларида ечиш жараёнини давом эттирамиз. К,уйидан иккинчи яцинлашишни
Г  (х) =  max {f1 (х), Г  (х)} (2)формула буйича аницлаймиз, бу ерда

р , (х) =  | f {х2) +  L (х — х2), х £ [а, х2],
] \ / (х2) — L(x  — х 2), х g ] х2, &].IV . 11-чизмада /2(х) функция {4, 5, 2, 3} синиц чизиц билан тасвирланган. х3 нуцтани топамиз: /2(х3) =  min /2(х), х € X .  Агар бирор х* £ X  учун /(х*) С  /2(х3) +  е тенгсиз­лик бажарилса, х* режа е-оптимал режа булади. Акс хол- да х 3 нуцта буйича навбатдагн яцинлашиш цурилади: бу ер­да /3( х ) =  max {/2 (х), /З'(х)}, х £ X ;

р , =  | / (х:3) +  L(x — х 3), х £ [а, х3],( / (х3) - - 1 (х — х 3), х £ ] х3, Ь].IV . 11-чизмада {4, 6, 7, 8, 2, 3} синиц чизиц /3 (х) функ цияни ифодалайди.Хдр бир s итерациядан сунг яцинлашиш аницлиги оша боради ва /(х) нинг цийматлари буйича (1) масаланинг гло- 
б а л  оптимал режасига добора яцинлашувчи X s режалар цу­рилади. Итерациядаги асосий амал (2) типдаги булакли-чи- зицли функцияни минималлаштиришдан иборат. Шунга ух- 
ш а ш  масалалар, одатда, чизицли программалаш масаласига келтирилади (1-боб, 1-§). Аммо царалаётган цолда х2, х3, . . . минимум нуцталари элементар хисоблашлар ёрдамида топн- лади.
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Айтиб утилган тарани янада умумлаштириш имконияти мавжуд. f(x), 
df{x) /дх\ <  L, | <Э2/(х) /£ х21 <  С  функциялар учун як;инлашишларни булакли- квадратик функ­циялар (иккинчи тар- 
тибли сплайнлар) син- фида цуриш мумкин.

2. Унимодал функцияларнинг минимум нуцталарини 
излаш усуллари. Узлуксиз f(x), х £ R t функция учун [а, Ь] кесмада шундай х* £ [а, Ь] нуцта мавжул булсаки, [а, х*] кесмада f  (х) функция камаювчи, [х*, b] кесмада эса усувчи булса (IV . 12- чизма), у [а, b] кесмада унимодал функция дейилади. Катъий цаварик; функция унимодал функцияга ми- сол була олади. Купинча fix)  £ С <2) функцнянинг минимум нуктаси атрофида цатъий цаваридликнинг етарлилик шарти(-v) I <5̂  >  0 бажарилганлиги учун унимодал функциялар- ни минималлаштиришнинг самарали усулларини цуриш чи- зицсиз программалашда актуал муаммо хисобланади.Унимодал функцияларнинг минимум нуцталарини излашда фойдаланиладиган асосий хоссаси шундан иборатки, ихтиёрий иккита f ix 1), /(х2), х 1 ф х 2, 2х, х 2 £ ] а, Ь[ ^ийматларни хисоблаш х* минимум нуктаси локалланган [а, Ь] интер- 
вални торайтиришга имкон беради. Осон текшириш мум- кннки (IV . 12-чизма), / (х1) >  / (х2), х г < х 2 булганда албат- та х* £ [х1, Ь] булади. Агар / (х1) <  / (х2), х 1 <  х2 булса, х* £ [а, х2] булади.Дастлабки [а, Ь\ интервалнинг х 1, х2, . . . , xk нуцтала- рида /(х) функцнянинг цийматларини хисоблаш да и сунг ми­нимум нуктаси локаллашган интервал узунлигини A fc (/) деб белгилаймиз. Оптимал кидириш деб, х \  х 2, . . . , хк нуц- таларнн к;уришнинг шундай усулига айтиладики, ундаsup А*(/)сон минимал булади, бу ерда юцори чегара барча унимодал / (х), х £ [а, Ь] функциялар буйича ^исобланган.Опгимал цидириш алгоритми цуйидаги масалани ечишга асосланган.

Масала. Х,ар бир k (k =  0, 1, 2, . . . ) учун кесманинг энг катта узунлиги F k ни ва унда шундай k та нуцтани

танлаш усулини курсатиш керакки, /(х) функцияни бу нуц- таларда хисоблаш ёрдамида минимум нуктасини бирлик ин- тервалда локаллаш мумкин булснн.Теорема. Fk Фибоначчининг k-сонидир, яъни

=  ~  U Fk =  Fk_ x +  Fk_ 2, k >  2.И с б о т и . Бирорта хам х,нсоблаш утказмасдан ёки /(х) функцияни фа^ат бир марта х,исоблаш билан минимум нуц- тасини локаллаш интервалини торайтиришга унимодал функ­цияларнинг асосий хоссаси нмкон бермайди. Шунинг учун 
F 0 =  F1 =  \. Айтайлик, теорема барча k =  2, 3, . . . , s учун исботланган булсин. Уни s +  1 учун исботлаймиз. [О, 
L], L > F $ кесмани ^араймиз. Ихтиёрий олинган х1, х2 : 0 <  <  х 1 <  х2 <  L нуцталарда / (х1) ва / (х2) ни хисоблаймиз. Унимодал функцияларнинг асосий хоссасига кура бу х,исоб- лашлар буйича минимум нуктаси ликаллашган интервалини

О I *  Г г 1

IV .13- чизма.ани^ курсатиш мумкин. Бундай интервал [0, х2], (х1, L] кесмаларнинг бири булади (IV . 13-чизма). х° £ [0, х2] бул- ган .уолни цараймиз. f(x) функцияни х 1 нукдада хисоблаш навбагдаги итерациялардэ хдм ишлатилгани учун, локаллаш интервали [0, х2] ни бир марта хисоблашдан сунг олинган дейиш мумкин. Минимум нуктасини локаллаш учун s - f  1 та ^нсоблаш ишлатамиз. /(х2) ни хисоблагандан сунг s та хисоблаш ^олади. Шунинг учун [0, х2] кесманинг узунлиги 
Fs дан ошмайди х2 <  F s. (3)х 1 нуцта [0, х2] кесма учун навбатдаги итерацияда, яъни мумкин булган s +  1 та х,исоблашдан иккитасини утказган- дан сунг цандай роль уйнаса, х 2 нукда ^ам [О, L] кесма учун шундай роль уйнайди. Ш у сабабли х;ам s — 1 та х,и- соблаш учун локаллаш интервали булиши мумкин булган [О, х 1] кесманинг узунлиги Fs_ { дан ошмайди:

x l < Fs - v  (4 )

I V .12- чизма.

200 201



Мумкин булган иккинчи хол: х° £ [х1, L ] га утамиз. Олдингн холдагидек фикр юритиб, (3), (4) урнига,
L —  х 1 <  Fs, L - x 2 < F s_ ,  (5)тенгсизликларни оламиз.F s+) соннинг аникланишидан унинг шундай L сонлар- нинг юцорн чегарасига тенглиги келиб чикадики, улар учун(3) —  (5) тенгсизликлар бирор х 1, хг £ [О, L], х * < х 2 учун бажарилади.(4), (5) га асосан

L ^ F s +  xl < F s +  Fs_ yИккинчи томондан L =  F S+ F S_ X, х 1 =  F s_ x булганда индукция фаразига кура /(х) функцияни s марта ^исоблаб, [О, х1] дагн минимум нукдасини бирлик интервалда локал- лаш мумкин ва шунинг учун F s+X =  F s +  Fs_ x. Теорема исботландн.Теоремадан отнимал t\udupuiu усули (Фибоначчи усули) келиб чикади. Айтайлик, /(х), х £ [0, а] функциянинг мини­мум нуктасини локаллаш интервалининг берилган узунлиги А булсин. Ёрдамчи масалада бирлик локаллаш интервали кд- ралди, шунинг учун Ох уцда масштабни t^ = a ! А марта уз- гартирамиз. I сон буйича шундай Fk Фибоначчи сонини тс- памизкн, F k_ l < t < F k булсин. Бошкача айтганда, /(х) функцняни [О, Fк А] оралшда унимодаллик хоссасинн йу^от- маган х,олда давом эттириш мумкин деб ^исоблаб, [0, а]
I Fn-уй  FK4 i\ r y j jJ_____ i_________________________ l------- 1--------1--------

a  x '  r f  a _IV .14- чизма.кесма буйича узунлиги А0 =  FkA булган бошлангич локал­лаш интервали [а0, ро] =  [0, Fk А] ни курамиз (IV . 14-чиз­ма). Теоремага асосан Fk_ x A, Fk_ 2 А нукталар [0, Fk А] кес- мада шундай жойлашганки, FkA =  Fk_ x А +  F k_ 2 А (IV . 14- чизма). /(х) функциянинг х 1 =  Fk_ x А , х2 =  F k_ 2 А нуцта- лардаги цийматларини хисоблаймиз ва биринчи локаллаш интервали [ац P J  ни ажратамиз. Унимодал функцияларнинг асосий хоссасига кура

a i =  0. Pi =  х1, агэр /(х1) > / ( х 2) булса, 
a i =  х*> Pi =  Р0 =  FkA, агар f(x l) <  /(х2) булса.Иккала хрлда хам локаллаш интервалининг узунлиги A i =  A0 — Fk_ 2 A. Айтайлик, [ а _ , ,  Ps_ , j  интервал X s , 2 <  ^  s ^  £^нук,та цурилгандан сунг олинган локаллаш интер­вали булсин. Axfc_ ,  =  Fk_ s_ x А ни хисоблаймиз. xs+ l — =  “ ,_ i  +  Axfc_ !  ну^тани курамиз. Ну^таларнинг (as_ , ,  ps [] да жонлашиши икки типда булиши мумкин (IV . 15-чизма)./ (х) функциянинг [as_ p Ps_ , ]  кесманинг ички нукдала- ридаги иккита циймати буйича f( x s+ l) ни хисоблаб, янги ло­каллаш интервали [as, p j  ни ажратамиз:

а —1--- 1------ 1---
a s-i x S

£ i 1 .
as-f ax s x sн  x s'1

IV . 15- чизма.«s =  a s- i >  Ps “  * s . агар Ps_ ,  =  Xs- 1, /(X' ) > / ( x s+') булса, a .  =  a s~i’ Ps =  * s_1. агар a s_ , = x s , f(x '~ l) > / ( x s+') булса,
(6)

a s ~  x* ’> Ps — Ps_ „  агар Ps_ ,  =  xs _ l , /(xs ) < /(xs+l) булса, a s =  * s+l. Р, =  P ,_ , ,  агар a s_ ,  =  xs , /(x!~•) <  /(xs+i) булса.Янги локаллаш интервалининг узунлиги As =  A __
F k - s - булади. Жараённи давом эттириб, хк ну^тани ва узунлиги Д4_ ,  -  Д ,_ 2 -  F ХА =  FQA +  Д ,_ 2 -  F2A =  Д +  +  — F3A — . . .  — А +  А0 — FkA — А булган локаллашинтервали [aA_ p Pfe_ ,J  ни курамиз. Шундай килиб, k та \и- соблаш ёрдамида /(х) функциянинг минимум нскдаси узун- лигн А га тенг булган [« * _ ,, интервалда локаллашти-рилди.^ И С 0 Л - f ( x ) -------X - f  3x2 — 0,01 X3, * 6  [0, 1 ] функциянинг ми-ш ш ум нуктэсини Д = 0 , 1  аницликда топинг. Модомики, rPf/dx* =  6 — и.ОЬл: >> 0, дс £ [0,1] экан, функция [0,1]_да унимодал булади. Фибо-
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наччн усули буйича иш юритиб, L =  —  =  10 ни хисоблаймиз. Ш у-нингдек, 8 =  Fs <  10 <  F e =  13 булганлиги сабабли /г =  6 булади, яъни / (х) функцияни олтита нуцтада хисоблаш ёрдамида масалани ечиш мумкин (/ (х) функция [0; 1,3] да унимодалдир). F tА =  8-0,1 =  0,8 ни хисоблаймиз ва л;1 =  а „  +  0,8 =  0,8, х2 =  р0 — 0,8 =  0,5 нухталарни ясаймиз. / ( 0 ,8 ) =  1,11488 > / ( 0 ,5 )  =  0,24875 булганлигидан [ a , рх] =  =  [0; 0,8], F 3Д =  3-0,1 =  0,3 ни хисоблаймиз. х3 — а у +  0,3 — 0,3 ни ясаб, / (хз) =  — 0,03081 <  / (х 2) ни хисоблаймиз. Демак, [ а 2, Рг1 ~  =  [0; 0,5], F2A =  0,2, х4 =  0,2, / (х4) =  — 0,08008 <  / (х2) ни хисоб­лаймиз. Шундай хилиб, [ а 3, Р3] =  [0; 0,3] F yA — 0 ,1, х 5 =  0,1 / (х6) =  «= —  0,90708 <  / (х4) ни хисоблаймиз, у  холда [“ 4. Р*1 — [0; 0, 2 ], 
F 0A =  0,1, хе — 0,1 ни хисоблаймиз. Минимум нухтаси [0,1; 0,2] кес- мада локаллаштирилди.Унимодал функцияларнинг минимум нукталарини излаш- нинг иккинчи оммавий усули — олтин кесим усулидир. Юкорида таъкидланганидек, минимум нук,тасини иккита /(х1), /(х2) хисоблаш ёрдамида локаллаш вацтида (IV . 12- чизма) янги локаллаш интервалига х1, х2 нухталарнинг бирортасн тегишли булади. Шунинг учун навбатдаги локаллаш вакти- да фахат битта / (х3) хийматни хисоблаш етарлидир. Хдр бир итерацияда хушимча нухтани ягона усулда ясаш махсадида 
х1, х2 нукталэрни шундай танлаймизки, [а, х1] кесма узун- лигининг [а, Ь] кесма узунлигига нисбати [х\ х2] кесма узунлигининг [а, х2] кесма узунлигига нисбати каби булсин ([а, Ь] кесманинг «олтин кесими»):х 1 — а __  х2 — х 1 ^

Ь — а х 2 — а 'Бу алгоритм барча унимодал функцияларга мулжаллан- гани учун симметрия нуктаи назаридан
х 1 — а =  b — х2 (8)деб олиш, яъни х1, х2 нухталарни [а, Ь] кесма учларидан бир хил масофада олиш керак булади.(7) ва (8) тенгламалардан х,х , =  а +  (ь ~ а) =  а +  ° - 3817 V  -Шундай х илиб, олтин кесим усулининг алгоритма Хуйидагичадир. Берилган / (х), [а, Ь] лар буйича Дх„ == =  0 ,3 8 (Ь — а), х 1 =  а +  Дх0, х2 =  Ь— Дх0 ни топамнз ва /(х1), /(х2) ни хисоблаймиз. Агар / (х1) <  /(х2) булса, нав­батдаги локаллаш интервали [осх, P J  нинг куриниши [а, х2] булади. /(х1) > / ( х 2) булганда минимум нухтаси [ах, Рх] =  =  [х1, Ь] кесмада ётади. Айтайлик, х3 нухта ясалгандан

кейин локаллаш интервали [as_ , ,  ps_ ,]  булсин. Дхч_ ,  =  =  0,38 ф 5_ ,  — a s_ ,)  ни хисоблаймиз ва xs+ ! =  ccs+| +  Дх5_ ,  деб оламиз. Янги локаллаш интервалининг четки нухталари- ни (6) формулалардан топамиз.Олтин кесим усули ушбу маънода асимптотик опта- 
мал\ оптимал хидиришда локаллаш интерваллари узунликла- рининг нисбати Д 5+1/Д5 олтин кесим усулида з ->  оо да Хушни локаллаш интерваллари узунликларининг нисбатига тенг булган сонга, яъни тахрибан 0,62 га тенг сонга инти- лади (исботланг!).Юхорида карал ган мисолда бошлангич локаллаш интер- валини 10 марта кичрайтириш талаб хилинади. Бунинг учун етарли булган функцияларни хисоблашлар сони k олтин ке­сим усулида 0,62*- 1 < 0 ,1  тенгсизликни ханоатлантиради, яъни /г =  6 Узунлигй 0,1 булган локаллаш интервалини ясашни ухувчига хавола хиламиз.Фибоначчи усули узининг хурилишига кура энг «ёмон» унимодал функциялар учун хам минимал сондаги хисоОлаш- лардан сунг берилган узунликдаги локаллаш интервали оли- нишини таъминлайди. Аммо бундай «ёмон» функциялар усул- нинг хулланилишида умуман учрамаслиги мумкин. Ш у са­бабли купгина конкрет функциялар учун Фибоначчи усули билан бошха усуллар хам самарадорлик буйича рахобат хи­ла олиши мумкин. Минималлаштирилэётган f(x), х £  [а, Ь] функциянинг квадратик ящнлаштиришларга асосланган Хуйидаги локаллаш усули амалий хисоблашларда узини ях- ши курсатди.х 1 £ [а, Ь] бошлангич яхинлашиш, Дх >  0 — хадам узун- лиги (бирор сон) булсин.Алгоритмнинг итерацияси хуйидаги хадамлардан иборат.1- Х а д а м . /(х) ни бошлангич х1 нухтада хисоблаш. Агар 
f  (х1 +  Дх) <  / (х1) булса, 2- хадамга утиш. / (х1 +  Дх) >  f  (х') булганда Дх =  — Дх деб олиб, 2- хадамга утиш.2 - х а д а м . xk+l — xk +  Дх ни хисоблаш.3 - х а д а м . f(xk+l) ни хисоблаш.4 - х а  д а м . Агар / (xfc+ ‘) <  / (xk ) (Дх =  — Дх булганда / (xk+ l) ^  / (х *)) булса, Дх =  2Дх, k =  k +  1 деб олиб, 2 -ха­дамга утиш. Агар /(x*+i) > / ( x fc ) (Дх =  — Дх булганда /(х*+>)< f(x k )) булса, Дх =  Дх/2, k =  k + \  деб олиб, 2-,3- хадамларга хайтиш ва хк+{ =  хт, xk+ 2 =  xm~l , xk =  хт _ 2 , 
хк~ [ =  хт~ 3 (Дх =  — Дх булганда эса, тескари та]угибда) деб белгилаш. К,ушнн х т ~3 , хт ~2, хт ~1, хт нухталар орасида- ги масофа бир хил булади.
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5 - к а д а м . /(х) функция курсатилган туртта нуцтанинг кайси бирида энг кичик кийматни кабул кнлса, шу нуцтани Р билан белгилаймиз: /(Р) = m in  {/(xm~3), f(x m~ 2), f{x m~ ') , 
f  (x'n )}. xm~3 , xm нукталардаи кайси бири p дан узокрок жойлашган булев, уша нуцтани йуцотамиз. Долган учликни а , р, у деб белгилаймиз; а <  р <  у.6 - к а д ам . X* =  р +  Ах [/ (а) -  / (у)] / 2 [/ (а) -  2/ (Р) +  + /(у)] ни хисоблаш, бу ерда х* ушбу а, /(а), р, /(Р) у,/ (у) кийматлар буйича курил гаи у =  |х 2 +  £х 4- Ц парабола- нинг минимум ну^тасидир.7- к а да м. Агар | х* — Р | <  А ёки ! f  (х*) — f  ф) \ <  е булса, минимумни излашни тугаллаймиз, бу ерда е — максад функцияси буйича яцинлашиш аницлиги. Акс хрлда, f(x*) ни хисоблаш ва а , р, у нукталардаи шундай бирини йукот- иш керакки, локаллаш интервали йукотиб цуйилмасин ва 
f  {x) функциянииг йукотилгаи нудтадаги кий.мати энг катта булсин. 6 - цадамга утиш.Дастлабки туртта кадамнинг максад и минимум иуктасини купол локаллашдан иборат: х1, х2, . . .  нуцталар иккила- нувчи кадам билан то функциянииг усиш оралиги биринчи марта учрагунча цурилаверади. Бундан кейин унимодал функцияларнинг асосий хоссаси ёрдамида янада аницроц ло­каллаш учун сунгги туртта нуцта ажратиб олинади. Навбат- даги амаллар факат / (х) функциями учта «энг яхши» а , р, 
7 , нукталар буйича квадратик якинлашгиришлари билан бог- ланган (5-, 6- цадамлар),Усулнинг мох,иятини ёритиш учун кнуэрида келтирилган мисолни ечамиз. хг =  0,5; Ах  — 0,1 булсин. / (0,5) =  0,24875 <  / (0,6) =  0,47784 булгани учун х2 =  х1 —  Ах =  0,4 ва f (х2) =  0,07936 <  / (х') ни дисоб - лаймиз. х3 =  х1 — 2Лх =  0,3 деб оламиз. !Х,исоблаб топиш мумкинки, 
f(x 3) =  —  0,03081 <  /(х2). х* =  х1— 4Дх =  0,1 булсин, у холда f (х4) ~  =  —  0,90708 <  f (х3). хъ =  0 деб оламиз. / (х5) =  0 >  /' (*4) ни топамиз. л-s =  0; ж4 =  0,1; х3 =  0,3; х2 =  0,4 нуугалар буйича $ =  0,1 ни топа­миз. х2 =  0,4 ну^тани йу^отамиз. <% =  хь, $ =  х4, у  =  х3 нукталар ва 
f (х) нинг шу нукталардаги ^ийматлари буйича, я* =  0,1 +  0,1 [0 -Д- 0,03081 ]/2 [1,81416 — 0,03081 ] =  0,1000833 нуцтани ясаймиз. | я*— —  э I <  0,1 булганлигидан ечиш жараёнини як ну^тада тухтатамиз.

3-§. ШАРТСИЗ МИНИМАЛЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИШартсиз минималлаштириш мдсалаларини ечишиинг соп­ли усулларини мустацил (алохида) урганиш зарурати бу ма- салаларнинг етарлича кенг дулланилиши ва уларни ечиш усулларининг чеклашли минималлаштириш масалаларини ечиш усулларига цараганда анча соддалигидан эмас, балки кейин -
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ги йилларда умумий экстремал масалаларни у ёки бу долат- да шартсиз минималлаштириш масалаларига келтирувчи усул- ларга (масалан, итератив усулларга 4-§) кизицишнинг орт- ганлигидан х,ам келиб чицади.1. Функцияларни яцинлаштириш. Чизицсиз масалалар учун купрок табиий булган ва уларни ечишда кенг фойда- ланиладиган гоя - масалани якинлаштиришдан иборат булиб, бу гоя масаланинг элементларини якинлаштиришга асослан- ган.Ушбу шартсиз минималлаштириш масаласи/(*)-*- m in, х £  Rn ( 1 )нинг ягона элементи максад функцияси f  (х) дан иборат.Айтайлик, /(х) £ С  , х £ Я л булсин. Дуйидаги
k ( x -  х * )  =  Г ( х * )  +  ( х - х * ) ' дШ

дх (2)функция х  =  х* нукда атрофида f{x) функция билан 0 ( || х — — х* ||) ( | / (х) — /у (х; х*) | < 0  ( || х — х* ||)) аникршгида уст- ма- уст тушадики, бу хол уни / (х) функциянииг х* нуцтада- ги биринчи тартибли яцинлаштирилиши (чизиули якин- 
лаштирилиши) дейишга асос булади.Агар /(х)  ̂ С (2), х £ Rn булса,/2 (х; х*) =  f  (х*) +  (х — х* У холда

дх ' 1 ^ 1  2(3)функция /(х) функциянииг х* нуктадаги иккинчи тартиб- 
ли якинлаштирилиши (квадратик якинлаишшрилиши) дейи- лади, чунки I / (х) f2 (х; х*)| < 0 ( | | х  — X*II2).Тейлор каторига асосланган (2), (3) функциялар мумкин булган ягона чизик л и ва квадратик якпнлаштиришлар эмас, аммо ушбу китобда якинлаштиришнинг бошка усулларини урганиш кузда тутилмаган.2. Биринчи тартибли усуллар. (I) масаланинг чизик ли 
якинлаштирилиши деб куйидаги/х ( f̂e+1; xk ) =  min fi (Ч x * ), x G  sk (xk , ek), k =  1, 2 , . .(4)масалалар кетма- кетлигига айтилади, бунда бошлаипщ х 1 вектор ва xk векторларнинг ek- атрофлари s/; (xk , ek) якин-
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IV .17- чизма.
I l  I l {

V z fe ,)  Sgfzfe£)  S ^ tz h j) tQ x H b ) I V .18- чизма.IV .16- чизма.
лаштиришнинг параметрJiapudup. Яцинлаштирнш параметр- ларининг конкрет танланиши (1) масалани ечиш усулини амалга оширишни беради. Яцинлаштириш параметрлари ечиш жараёни бошлаимасдан олдин танланиши ва жараён давоми- да тугрилаб борилиши мумкин.(4) га асосан цурилган хк , k = \ ,  2, . . .  векторларни (1) масаланинг оптимал режаси учун кетма-кет яцинлашиш- лар деб цараш мумкин. IV . 16-чизмада (4) усулнинг геомет­рик тасвири берилган. Купгина конкрет амалга оширишлар- да sk (xk , гк) атрофлар цуйидагича цурилади. Кетма-кет яцинлашишлар **+' =  xk +  0к lk (5)куринишда цурилади, бу срда h- вектор 1к ни хк нуцтадаги йуналиш, 0Л сон эса 1к йуналиш буйича цадам дейилади. 
sk,xk • е*) атрофии к;урищ учун аввал sk (/, хк ) <  1 тенг- сизлик ёрдамида / векторлар учун нормалланган атроф бери- лади, сунгра 0ft / ухшашликни алмаштириш ёрдамида sk (хк , 
ек) туплам олинади.(4), (5) дан lk векторларни цуриш учун цуйидаги

h  (1к : xk ) =  min Д  (/; xk ), S k (I, х * ) <  1 (6)масала олинади. Бу ерда Д(/; хк ) =  l’df{xk )/дх. Нормалов- чи S k (/, хк ) функциялар шундайки (6) масала исталган хк лар учун ечимга эга булади деб фараз цилинади.Бир цадамли биринчи тартибли дискрет усуллар учун, агар /(х) функция тугрисида цушимча маълумот булмаса,
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бошка усуллардан афзалрок, булган S k (/, хк ) функцияларни цуриш цоидасини курсатиш иумкин эмас. Оптимал режа х°  дан фар^ли булган ихтиёрий хк ну^та учун ихтиёрий 1к йуналиш буйич? шундай S k (/, хк ) нормаловчи функция кур­сатиш мумкинки, 1к вектор (6) масаланинг ечими булади.Минималлаштирилаётган /(х) функция ^ацида бирор таъ- лимот бор булган долда (5), (6) усулни амалга оширишда махсус нормаловчи функциялардан фойдаланилади. Масалан, агар х° оптимал режа атрофида {х: / (х) <  с} сатх, туплам- лари эллипсоидларга яцин деб х;исоблашга асос булса (IV . 17- чизма), нормаловчи функция сифатида
S k(l, х * )  =  VDI +  d'l, D  =  D ( x fe) > 0  (7)квадратик цатъий цавариц функцияни олиш мак;садга муво- фицдир.Бу х,олдэ df(0)/dx =  d, d2f (0 ) / дх2 =  D/2 булган /(х) квадратик функция учун (6) масаланинг 1к ечими хк нуцта- дан х° =  хк +  1к га олиб боради. D  =  Е, d — 0 булганда (6) масалада (7) нормаловчи функциядан фойдаланиш f(x) функ- циянинг хк нуцтадаги антиградиенти 1к — — 0 g r a d / ( x fc), 0 > 0  га олиб келади. Шундай йуналишларга асосланган сонли усуллар градиентли усуллар деб аталади Суларнинг аниц баёни куйида берилади).Агар сатх; тупламлари сфералардан иборат булса, истал­ган хк нуцтадан антиградиент буйича ^аракат цилиш мини­мум нуцтасига олиб боради (IV . 18-чизма). Ш у свбабли шундай махсус булмаган х =  Су  алмаштириш лозим була- дики, натижада ф {у) — f(Cy) функциянинг сатх; тупламлари сфералардан нборат булсин. Ушбу
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IV .19- чнзма./ (х) =  x'D x  +  d'x +  6, D >  0 (8)кпадратик функциялар учун С  =  D 1''- деб олиш етзрлндир. Бирок бу алмаштириш f(x) функциянинг иккинчи тартибли уссилалари матрнцасн 2D =  d2f  / дхг ни маълум деб фараз уилади, шу сабабли ундан биринчи тартибли бир уадамли минималлаштириш усулларида фойдаланиш мумкин эмас.К уп  уадамли усулларда олдинги хк~\ xk~s + l ................ хкяуинлашишлар ёрдамида С  матрицани якинлаштирувчи Ck матрицаларни (k -*-<х> да C k^>-C) ууришга эришиш мумкин. Узгарувчи метрикали усуллар деб аталувчи бундай усуллар градиентли усуллар характеристикасини анча яхшилащга им- коп беради. Бир уадамли градиентли усулларнинг асосий камчилиги ёмон шартланган D  матрицали (8) функциялар учуноу намоён булади (IV . 19- чнзма). Кетма- кет хк , хк+1, . . . .  нууталарда бу функциянинг градиентлари катта нор- маларга эга булиб, х‘ , . . . , х*+| ни уисоблаш аниулигига нисбатан жуда сезгир, минимум нуутаси х„ йуналишига деярли тикдир. Буларнинг уаммаси (1) масалани ечишни ^ийинлаштиради.Умумий холда шунга ухшаш уодисалар кузатилувчи функциялар жарлик тузилишли функциялар деб аталади 
(Ох1—«жарлик туби»—секин уаракаг йуналиши умумий уол- да эгри чизиули). Усулларни жарлик тузилишининг салбий таъсиридан уимоялаш воситаларидан бири кетма-кет гра- диентларни урталаштиришдир.Кисоблашларда кенг таруалган, икки хил куринишдаги нормаларга асосланувчи ууйидаги

«*№  (9)/=1 /=i

S k{l\ xk ) =  max I У  d„ l; — dA (10)
нормаловчи функцияларни урганиш машу сифатида уавола этилади. (9) типида- ги нормаловчи шартни f  (х) функциянинг сатх туплами IV . 20-чизмада тасвирлан- ганига яуин булган ваутда киритиш маусадга муво- фиудир.Нормаловчи функция- лариинг киритилиши Sk (х* , 
ek) атрофларни танлаш ма- саласини S k (/, xk) норма­ловчи функцияларнинг dtj (xk), dj (xk) сонли параметрлари- ни танлаш масаласига келтириш имконини беради. dy[(xk )> 
d t(xk) функцияларни ууришнинг бир уатор эвристик усул- лари мавжуд, аммо уларнинг барчасида биринчи тартибли бир уадамли усуллар учун мумкин булмаган уушимча маъ- лумотдан фойдаланилади.Келтирилган таулил шуни курсатадики, мураккаб тузн- лишли функцияларнинг кенг синфларини минималлаштириш учун мулжалланган биринчи тартибли бир уадамли усуллар­да ууйидагича иш юригган маъуул: хк нуута учун тасоди- фий 1к ,|| 1к || =  1 йуналиш танланади, етарлича кичик 0 > 0  сон учун f(xk +  01к ) уисобланади. Агар f  (хк +  Qlk ) >  / (х* ) булса, 1к йуналиш — 1к га алмаштирилади. хк ф  х°, grad /' (хк ) 1к Ф 0 булганда 1к вектор (ёки — 1к ) тушиш йуналиии (муносиб йуналишни) беради.(4) яуннлаштириш масаласида sk (хк , ек) атрофии ууриш пайтида пайдо буладиган иккинчи масала, яъни 1к йуналиш буйича 0А миудорни танлаш масаласига утамиз. Б у масалани ечишда 0А уадамни танлашнинг учта усули уулланилэди:1) 0А =  0 > О ;  2) /(xA + 0 / ) = m i n  f(xk + Q lk )] 3) f{x k +. 0 > 0+  0klk ) — f(x k ) <  ef)k grad f'{x) lk , e—берилган сон, 0 <  e <  <  1. Биринчи усул нисбатан соддадир. 1к =  —  grad / (хк ) шарт билан биргаликда f(x) функцияни минималлаштириш - нинг градиентли усулини ташкнл этади. Иккинчи усулни амалий жиуатдан бажариб булмайди, чунки уатто скаляр

I V .20- чизма.
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аргумент буйича минималлаштириш масаласи хам (2-§ ни ц.) хамиша бирор аншушкда ечилади. Агар /* — — grad f(x k ) булса, 0k ^адамни танлашнинг иккннчн усулидан фойдала- нувчи (5) усул градиентли энг тез тушиш усули деб ата- лади. IV . 21-чизмада кейинги ikkh усулнинг геометрик тас- вири келтирилган. 0̂ , кадамнинг учинчи усул билан танла- нишига, масалан, ихтиёрий 0 >  0 сонни кетма- кет та^сим- лаш билан эришиш мумкин.3. Иккинчи тартибли усуллар. (1) масаланинг квадратик 
яцинлаитирилиши деб, шу масаланинг ма^сад функцияси- ни квадратик я^инлаштириш ёрдамида тузилган/2 (х*+‘ , xk ) =  m in /2 (г, xk ), х  € sk ( х * , е Д  k = \ , 2 , . . .

( П )масалалар кетма-кетлигига айтилади. IV . 22-чизмада (11) усулга кура xk , k =  1, 2 . . .  кетма- кетликни цуришнинг

геометрик тасвири келтирилган. (5) муносабатни цаноатлан- тирувчи lk , 0* узгарувчиларни киритиб, lk йуналишни ани^-лаш учун (11) дан ушбу
ft (lk ; xk ) =  min /2 (i, xk ), S  (/, xk ) <  1, (12)масалани оламиз, бу ерда f2 (l\ xk ) =  Г df (xk ) Iдх +  

1 '[d*f (xk ) / dx2] U2 . Махсус булмаган зфлда, яъни опти- мал режанинг атрофида
d2f(x)\dx2 > 0  (13)булганда, (12) масала нормаловчи шартсиз ечилади. Факат бундай х,ол кейинроц каралади. III бобга асосан,

21'df (хк )1 дх-\-1' [d2f  {xk ) / дх2] I -*■  m in, l 6 Rn масаланинг 1к ечими стационарлик тенгламаси
Ьк +  Ак1 =  0 (Ьк =  а/ 1  дх, А , =  а/1 дх2) (14)нинг ягона ечимидан булиб,

1* =  - А - ' Ь к (15)куринпшга эга.(15) векторни Ньютон йуналиши деб атаймиз. Куриш ^ийин эмаски, бу йуналиш илгари 1-бандда шу банд учун типик булган маълумотларга асосланган нормаловчи функ­ция учун олинган эди. Эслатиб утамизки, 1к Ньютон йуна­лиши хк нуцтадан /2(/; xk ) < .f ( x k ) эллипсоид (IV . 17-чиз- ма) марказига олиб боради. (5) га кура янги xk+l яцинла- шишни цуриш учун 1к йуналиш буйича к;адамни з^исоб- лашда 1-банддагидек усуллардан фойдаланилади. 1к Ньютон йуна­лиши 0А =  1 булганда, (5) фор­мула буйича кетма- кет я^инла- шишларни цурнш усули Нью­
тон усули дейилади. Усулнинг келтирилган баёнига кура агар 
f  (х) квадратик функция булса, бир итерация билан (1) масала- пинг оптимал режасини к,уриш мумкин.Градиент усули ва Ньютон усули орасидаги фарк, IV . 23-чнз- мадан явдол куриниб турибди, бу ерда х*+‘ град, х*+| ньют ор-
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V <:

цали градиент усули ва Ньютон усули буйича курилган яцинлашишлар белгиланган, 1к — Ньютон йуналнши.
0к ф  1 булган, ёки 1к йуналиш дан фойдаланмас- дан тузиладиган ёки 1к йуналиш урнига, об»векторлар ишлатиладиган усуллар Ньютон типидаги усул- 

лар дейилади, бу ерда Ак, Ък лар Ак матрица х,амда Ьк век- торнинг /(х), df (х) /дх ларнинг хк нуцта кичик атрофидаги цийматларига асосланган яцинлаштиришларидир. Агар Ак,Ък лар /(х), df(x)/dx ларнииг фа^ат аввалги хк~\ ,
хк якинлашишлардаги кийматлари буйича цурилса, (1) маса- лани (5), (16) формулаларга кура ечиш усуллари квазиныо- 
тон усуллари дейилади. Квазиньютон усулларида Ак, Ьк ларнинг я^инлаштиришларини куршпнинг цуйидаги типлари тар^алган: а) Ак *= d9f(x')/dx2, Ък =  Ьк, б) Ак лар f ( x ) ,  
df(x)/dx ларнинг _к,ийматларидан тузитган и (юдалар билан якинлаштирилади; Ьк =  Ьк (биринчи тартибли квазиньютсн 
методи)', в) Ak, Ьк лар фа^ат ва фа^ат f(x) нинг цийматла- ри ёрдамида я^инлаштирилади (нолинчи тартибли квази- 
ньютон усули). Квазиньютон усуллари, аницланишига кура, куп кадамлидир ва мо.уияти жи^атидан узгарувчан метри- 
кали усуллар хисобланади (2-бандга к.).4. Кушма градиентлар усули. Квазиньютон усуллари орасида ало^ида танилгани кушма градиентлар усули бу- либ, бу усул купгина хозирги замон ь$шма йуналишли усуллари учун прототип булиб хизмат ^илди. К,Ушма гра­диентлар усули Ак матрица ошкор куринишда ^атнашмаган(14) тенгламани махсус усулда ечншга асосланган биринчи тартибли усулдир.Чизицли алгебранинг ^исоблаш усулларида курсатиладики,(14) тенгламанинг 1к ечими к,уйидаги рекуррент формула- лар m,+ 1 =  т +  as Р\ р — р5 р ~ д/4 (т\ хк)/дх\ 

р° — —df2 {m°-, х к)/дх, m °£R n, s — 0, 1, 2, , п— 1;
а  =  _____________ —P'dfijm*-, х к) /дх______________

s Ps' [df2 +  Ps; x") /  дх — df2(ms\ хк) /  дх\

II dfi (ms; x* ) /  дх Ц *
|| df2 (m 5- 1; хк) /  дх || 2

a aбуйича куриладиган m вектор билан устма—уст тушади. 
х =  хк нуктанинг атрофида /(х), /2 (х; хк) функциялар етар- лича я кин булганлнги сабабли (17) формулаларда /2(х; х ) =  =  /(х) деб олинади ва /А=  т булган 0*эса 1 -бандда кур- сатилган учта усулдан ихтиёрий биттаси билан ^исобланган(5) усул цушма градиентлар усули дейилади. Бу усулнинг номи df2 (m\ xs)/dx, s =  0, 1, 2, . . . ,  п — 1 градиентларнинг асосий хоссаси [d/2(ms; хк)/дх]' df2 (т\ xk)jdx — 0 , —— 1 дан келиб чивдан булиб, бу хоссага асосан, р\ s =  =  0,1 , . . . , п — 1 йуналишлар цушмаднр [А- ортогонал-дир): р'1 А р* — 0, 0 <  t <  s— 1.Бу хосса куплаб кушма (иккиланма) йуналишли усулларни Куриш учун асос булиб хизмат к,илди. К,ушма градиентлар усулининг баёнидан куриниб турибдики, у биринчи тартибли усулдир.

4 *  Б и ри нчи  ва и кк и н ч и  тар ти б л и  ус ул л ар н и н г я к и н л а -  
ш и ш и  ва я ^ и н л а ш и ш  те зл и ги . Нолинчи ва биринчи тар­тибли усуллар (айникра градиентли усуллар) осон амалга оширилади. Иккинчи тартибли усуллар учун амалий масала- ларда купинча мумкин булмаган, ёки катта харажатлар та- лаб циладиган иккинчи тартибли хрсилаларни хрсоблаш та- лаб к>нлинади. Аммо бу айтилган умумий фикрлар муайян масалани ечишда усулни сифат жихатидан бахрлаш учун асос булиб хизмат кила олмайди. Х,03ИРга кадар ечиш усул- ларинн танлашнинг етарлича асосланган коидалари йук-Агар 2- бандда айтиб утилган биринчи тартибли усуллар- дагн sk (х*; е*) атроф(^А (/; х ,() нормаловчи функция) шундай булсаки, хк (1 — 0) ну^та sk (х*; ек) тупламнннг ({/; S  к(1,*  ) <  1} тупламнннг) ички нук,таси булса, df (хк)/дхф0  бул- ганда (4) ((6)) масаланинг ечими тушишни (релаксацияни) таъминлайди, яъни ек >  0 (0к >  0) етарлича кичик булгандэ/ (хА 11) < /(х) бажарилади. Иккинчи тартибли усуллардаги Н ъю- тон йуналнши хам тушишни таъминлайди, чункн 1к нинг уни^- ланишндан df(xk +  0 /*) Id 0/о 0 =  lkdf(x“ )/дх +  lk'[d2f(xk )/
дх2\1к / 2 <  0 келиб чикади. Х,аР бир xk-* x k+l итерацияда ту- шишнинг мавжудлиги—баён ^илинган усулнинг муайян ма-
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салаларда етарлича цоницарли натижалар олишга имкон бе- рувчи муцим характеристикасндир. Аммо умумий цолда хк , 
k — 0, 1 ,2 , . . .  векторларнинг (1) масала ечимига яцин- лашишини, яъни царалаётган усулларнинг яцинлашишини таъмиилайди.(5) дискрет тизимларнинг тургунлик. назарияси \исоб- лаш усуллари яцннлашиш иазариясининг асоси булиб хиз- мат цилади. Бу назария доирасида купгина турланишларнинг (масалан, Нъютон типидаги усуллар, биринчи ва нолинчи таргибли квазнньютои усулларнинг) яцинлашишини, дискрет тизимларнинг четланишга нисбатан тургунлик хоссасинииг сацланиши деб тушунтириш мумкин. Хисоблаш усулларининг монотон булмаган (5- бандга ц.) ва эцтимолли (6- бандга ц.) яцинлашишлари тургунлик назариясида мос аналогларга эга. Бу мавзу ушбу курс доирасидан четга чиццанлиги учун фа- цат бу соцадаги маълум спешат натижаларни келтирамиз. Агар / (*) £ С (|), / ( * ) > - « , ,  т ( х ) / д х -д П У)/ду\\<Ц\х-у\\  булса, (5) га кура тузилган х ч , /г =  1, 2, . . .  кетма-кетлик (/* =  — grad /(**)) цуйидаги \\df(xH)ldx\\-*- 0, k-*- °о хоссага эга булади. Энди, айтилганларга цушимча равишда /(х)£с<2) функция mi|/|j2 <  /'d2/(x)/dx2/ <  М  || 1 1|2, М > т > 0 (18)тенгсизликларни цаноатлантирсин. У  вацтда курсатилган кет­ма-кетлик чизицли тезлик билан оптимал режа х° га яцин- лашади.Ньютон йуналишли аз учинчи усул билан топнлган Qk цадамли Ньютон типидаги усуллар (18) цамда || д2[(х)/дх2— —д2/ (у)/ду2 1| < L l || х — у\\ шартни цаноатлантирувчи /(х)£С(3) функциялар учун квадратик яцинлашишга эга булади.Ницоят, умумий шартларда мавжуд квазиньютон усул­лари чизицлидан юкори тезликка эга булади.Келтирилган натижалардан куриниб турибдики, f(x) функ­ция хацидаги цушимча маълумотдан фойдаланиш, кутилга- нидек, усуллар яцинлашиш тезлигини оширишга имкон бе- ради. Муайян масалани минималлаштириш учун усул тан- лаш куп сабабларга боглиц. Бунда умумий тавсия сифатида шуни айтиш мумкинки, дастлабки итерацияларни нолинчи ва би­ринчи тартибли усуллар ёрдамида цуриш, кейин, зарур бул- ганда иккинчи тартибли усулларга утиш керак. Биринчи тартибли усул билан цушма градиентлар усули игерацнядаги амаллар х,ажми буйича градиентли усуллардан кам фарц ци- лади, лекин чизицлидан юцори яцинлашиш тезлигига эга.
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Аммо бу усулнинг яхлитлашдаги хатоларга нисбатан сезгир- лиги катта эканлигини таъкидлаш керак.5. Субградиентли усуллар. Кавариц программалашда (II боб) дифференциалланмайдиган f  (х) функциянинг мини- мумини топиш учун градиентнинг аналоги булган субдиф- ференциалдан, яъни х* нуцтада
f ( x ) - f ( x * ) > c ’ ( x - x * ) ,  x£Rnтенгсизлик билан аницланган df (х) субградиентлар туплами- дан фойдаланилади. Субградиент градиентнинг асосий хос- сасига эга булмаса цам, яънн х* дан —с, c£df(x*) йуналиш буйича царакат цилганда f(x) функция усиши мумкин бул- са-да, градиентни субградиентга алмаштириб, минималлашти- ришнинг градиентли усулларини умумлаштириш фикри- нинг пайдо булиши табиийдир ( IV .24- чизма). Ш унга царамасдан, маълум шартларда градиентли усулларда- гига ухшаб цурилган хк' 1— хк— 0ftcfe, вк>  0, k =  1 ,2 ,... кетма-кетлик яцинлашувчи булиши мумкин. Аницроги, агар

ОО £|| с (х) || < L ,  0fe—̂ 0, ^0<г =  оо булса, шундай х 5 , s =  1, 2. . .
кетма-кетлик топиладики, f{x  ) -+ f(x 0), s =  1, 2, . . .  б у ­лади.



k*Градиентли усуллардан фаркли уларок х ' , s — 1 ,2 , кетма-кетлнк буйлаб / (х) функция хамма вацт хам монотон камаявермайди.6. Стохастик градиентлар усули. Усулнинг гоясини цу. йидаги
N N/ (х) =  V р . /. (Х) m in, Pi > 0 ,  =(=i /=1М * ) € C (1), i =  Uмасалани караш билан тушунтириш унгайдир. р{ сонларни тасодифий микдор \ нинг /(- (х) киймат кабул цилиш эхдлг моли деб lyapaiu мумкин. У  холда /(х) тасодифий микдор Е, нинг математик кутилмасини беради: / (х) =  М  у .Градиентли усулда минимумлаштирувчи кетма-кетлик

N
xk "  =  X* — 0* 2  />,grad /<• (** )> * = 1 , 2 , . . .  (19)i=iформула буйича курилади.Тасодифий векторлар кетма-кетлигини киритамиз:

Ук ' = / - 0 ^ ,  О* > 0 ,  6 = 1 , 2 ,  . . . .  (20)бу ерда 1]* — тасодифий вектор булнб, у grad /(- (х*) 1ушмат- ни Р,- эхтимол билан кабул ^иладн.К урит кийнн эмаски, х * , ук , *  =  1, 2, . . . кетма-кетлик- лар х* =  Aft/* тенглик билан богланган. (19), (20) формула- лар шу билан фарк киладпки, тушиш йуналиши (19) да аник,- ланадиган — grad f  (хк) вектордан, (20) да эса тасодифий — rj* вектордан иборат. Шунингдек,
М цк =  grad/(x*)булгани учуй, ц* векторга /(х) функциянинг х* ну^тадаги 

стохастик градиенти дейилади.(20) кетма-кетлнкни ь^уриш (19) кетма-кетликни курпшга Караганда осонрок булиб, куйидаги тарх, буйича бажарилади; *- итерацияда тасодифий механизм тасодифий микдор |  нинг / т (х) амалга оширилишини курсатади. grad fj{k) (yk ) ни ди- соблаймиз ва — т|й ,r)*=grad fj{k)(yk) йуналиш буйича 0*. кддам куямиз. Шундай килиб, хар бир итерацияда /(х) функция' нинг фак,ат битта компонентаси градиентидан фойдаланилади- Умумий холда диффсренциалланувчи /(х), x^Rn функ­

циянинг стохастик градиенти деб, М  ц =  grad / (х) шартни цаноатлантирувчи ti векторга айтилади. Текширишларда маъ- лум булишича, мураккаб функциялар учун стохастик гради- ентларни куриш купинча уларнинг хосилаларини хисоблаш- дан кура осонрок булар экан.(20) дан олинган у " , * = 1 , 2 ,  . . .  кетма-кет як,ннла- шишлар тасодифий векторлардан иборат булганлиги сабабли яцинлашиш тушунчаси уам мос равишда узгаради*. Биттаоонатижани келтирамиз; агар \\ <  с, =  00> О*- *"0*=1булса, бирор y ks s =  1 ,2 , . . . кетма-кетлик буйича f  (х) функция /(х°) га деярли якинлашиши эхтимолдан холи эмас.7. Деформацияланувчи купёц усули. Амалиётда, хусусан, 
тажрибаларни режалаштиришда содда физик конструкцияга асосланган цуйидаги цидириш усули кенг цулланилади. R n фазода л + 1  та х1 ( I) , х1 (2), . . . х 1 (п +  1) нукдани танлай- миз. (х1 (1), /(xl ( D ) l ,  U l (2), И * 1(2 ))!, . . . , ( * * ( « + 1 ) , / (х1 (« +  1))} нукдаларни (п +  1) улчовли \х,у  | фазода би­рор механизм—^адамловчи роботнинг у — f  (х) сиртдаги та- янч нукталари деб к;араймиз (IV . 25- чизма). Ш у нусталар орасидан «яхшиси» х' (/,) ва «ёмони» х 1 ( т 1) ни энг цуйи ва эн г юкрри таянчлар буйича аниклаймиз:

f(x 1 (l1)) =  m\nf(x1 (i)), £ =  1, л + 1 ;  f{x\{mx)) —
— max /(xl (0),

i  =  1, n + T .  n та x 1 (i), i =  1, л +  1; i  Ф  m v  нукдэларнинг опгрлик маркази x 1 (n +  2) ни топамиз:
nx 1 (n +  2 )=  ^  l* 1 (0 — x1j=ix1 (mj ёмон нуьдадан чициб x l (n +  2) марказга йуналган нурда х1 (п +  2) нукдадан а || х 1 (п +  2) — х 1 (mt) II масофада булган ва x ^ m j ну^тага нисбатан карама-карши томонда жойлашганX1 (п +  3) =  х 1 (л +  2) +  а  (х1 (п - f  2) — х 1 (тф, а > 0нуцтани ясаймнз. (х1(л +  3)), / (х1 (л +  3))) нук,та ёмон та- янч урнига ишлагиладиган янги таяич учун номзод сифзти-

* К,уйидагича айтиш \ам мумкин; якинлашишга булган талабни су- сайтириш бу я^инлашишларни КУРИШ амалларини соддалаштиришга им-кон беради.
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1 . Чизицли чеклашли масалалар. Аниц усуллар. К,уйи- даги масалани караймиз:/(х)->- min, Ax =  b, x£Q, (1)бу ерда / (х) — скаляр мацсад функцияси; А =  т/л =  мат­рица; т <  п, rank А =  т.
3- § дагидек, ( 1) масаланинг чизикли яцинлаштирилшии деб, /х (x*+1; xft) =  min / (х; / ) ,  А х =  6, x£sk{xk, е*). & ==  1 , 2 , . . .  (2)масалалар кетма-кетлигига айтилади. х* кетма-кет якинла-шишларни

Xk+l =  Xk+ \ l \  k =  1 , 2 , . . .  (3)формула буйича цуриб, /,г ни/х (lk \ xk ) =  min /i (/; x * ), Л/ =  0, (/; x ft) <  1 (4)масаладан аницлаймиз.Агар режалар туплами X  =  { х : Ах — b\ x£Q} компакт булса, (4) масала (1) масаланинг тугри чеклашларидан олин- ган
xk +  / £ Q (4)

да царалади. Аммо дастлаб, /(х1 {п +  3)) <  /(х1 (Zx)) булганда х 1 (п +  2) нуцтадан х 1 (п -+- 3) га Караганда узоцрокда жой- лашганх 1 (п +  4) =  х1 (п +  2)4- у (х1 (п +  3) — х1 (п +  2)), у >  1нукта синаб курилади. Агар / (х1 (п +  4)) <  / (х1 (IJ) булса, у холда х 1 (т) нуцта х 1 (п +  4) га алмаштирилади, яъни робот узининг таянчини (х1^ ) ,  / (х1 ( т х) ) } нуцтадан {х^лф- +  4), / (хх (л +  4))) нуцтага кучиради ва шундан кейин юцо- ридаги амаллар х2 (Z) =  х 1 (Z), t =  1, я +  1, i ф ти х2 ( т х) == =  х 1(л +  4) нуцталар учун такрорланади.Агар / (х1 (л +  4)) >  / (х1 (Zj)) >  / (х1 (л +  3)) булса, х 1̂ )  нуцта х 1 (л +  3) га алмаштирилади, яъни робот таянчни ёмон нуцт?дан {х1 (л +  3), / (х1 (л +  3))} нуктага кучиради.Шунингдек, / (х1 ( т х)) >  / (х1 (л +  3)) >  / (х1 (/х)) були- ши цам мумкин. У  цолда таянч {х1 ( т х), f(x l {ml))} дан {х\п +  5), / (х1 (л +  5))} га жойлэшади, бу ердах 1 (л +  5) =  х 1 (л +  2) +  р (х1 (ffij) — х1 (л +  2)), 0 <  р <  1,яъни х 1 (л +  5) нуцта х 1 (л +  2) ва х1 (т ,)  нуцталар ора- сидаги кесмадан олинади. Каралмаган сунгги имконият / (х1 (л +  3)) >  / (х1 {тл)) колди. Бу цолда барча таянч нуцталар яхши нуцтагача булган масофани икки ба-равар камайтириб унга кисиладилар, яъни янги итерация амаллари бошланадиган янги х2 (ZJ =  х1 (/,), x2(Z) =  х 1 (/ ,)+  (х1 (г) — x 1(Z1))/2, i¥=.lv  i = l ,  л +  1 ну ктала р тупламига эга буламиз. Параметрларнинг ц у й и д а г и а = 1 , р =  0,5, у =  2 цийматларини танлаш таклиф цилинади.Тухтатиш критерийси л-М2  [/ (** (0) -  / (X* ( « +  2))]2/(л +  1) <  е2i=iбу ерда е — мацсад функцияси цийматлари буйича х° га якинлашишнинг берилган аницлиги; k — итерация номери.
4- §. ШАРТЛИ МИНИМАЛЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИЧизицсиз программалашнинг хисоблаш усуллари орасида шэртли минималлаштиришнинг самарали сонли усулларини куриш муаммоси марказий урин тутади. Оптимал боищарув 

назариясининг вужудга келиши ва цисоблаш техиологияси- нинг жадал ривожланиши натижасида бу муаммога булган цизицнш кейинги йилларда янада ошди.
I V .26- чизма.куринишдаги {/; S k(l; хи ) <  1} тупламли S k(i, х нормалов- чн функция учун ечимга эга булади. (4), (5) масаланинг I ечими fix)  функциянинг xk нуктадаги шартли антигради- 

енти деб аталади (IV .26- чизма). Шартли градиентлардан220



фойдаланувчи 0* кадам эса 3-§ дэги усуллардан бири би- лан х * 11 =  х * +  0* /fe£ Q шартни хисобга олган \олда тан- ланувчи (3) усуллар шартли градиент усуллари дейилади. Энди (4) масалани {/: S k (/; х* ) <  1) туплам/7 <  а ,  / у >  0, arap х)  =  0, / =  1, п (6)тепгсизликларни каноатлантирувчп / векторлардан и^орат булган хол учун цараймиз.

а  >  0 ета^лича кичик булган (4;, (6) масаланинг 1к счимн антиградиент — grad / (х*) нинг X  тупламга проекцияси де­йилади ( IV .27- чизма). (4) ва (6) дан 1к вектор учун осонпша формула олиш мумкин. Г‘ вектор йуналиш буйича шартсиз минималлаштириш масаласнга келтирилувчи (П-бобга к .)(/; хк) +  /' 1/2-*- m in, А1 =  О, L — 0, агар хк— 0, / =  1, пбулса, квадратик масаланинг ечими билан устма-уст тушади.
1к сифатида антиградиент проекциясидан фойдзланувчи, 01? кадам эса 3- § да баён ^илинган усуллардан бири билан 

х к+1 £Q  шартни хисобга олган х,олда танланувчи (3) усул­лар градиент проекцияси усуллари дейилади.К,уйидаги
А1 — 0 , /. =  О, j £ J 0, •/„ =  { / :х) = 0 ,  / =  1, и} муносабатларни цараймиз. Энди l ( J h) =  — A Bl l(JB), Л Б =  

А (/, УБ), J bczJ/J0, J B U J H= J / J 0, det Л Б ф  0 ни топамиз ва / (JH) векторни /={/(У0) = 0 , /Б =  !(УН), /(/н)} шарт бажа-
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рилганда (/: х*) функцияга куямиз: ф1(/(7м) =  f1(l (Ун), х*). Ушбу Ф1 (I а д  m in- l' W  1 (ун) <  1 (7)масаланинг ечими булган — lk (/н) вектор /(х) функциянинг 
х': нуктадаги келтирилган градиента деб аталади.(3) кетма-кет яцинлашишларни (7) дан олинган /* (Ум) дан г|юйдаланган холда курит усуллари келтирилган градиент- 
лар усуллари дейилади. Ма^сад функцияси буйича 0fe кладам - ни танлаш усуллари 3- § да келтирилган. 0/г кадам учун к,у-шимча чсклаш, одатда, хк 1 6 Q шартдан келиб чицадп.Шундай ^илиб, 3 -§  да булганидек, (3), (4) усулнп аиш$ амалга ошириш нормаловчи функция S k (/; х * ) нинг танла- нншига бо! лик булади.Келтирилган усулларда { t :S k(l; хк) <  1} атрофии тузиш чогида 3- § дагига ухшаш иш юритилиб, умуман айтганда (1) масалага боглик булмаган содда кушимча функциялар- дан фойдаланилади. Шартли минималлаштириш масалаларида 
S k (/; х* ) ни асосий чеклашларни цущимча хисобга олиш ердамнда тузиш имконияти мавжуд. Аммо бу (1) масалани ечишнинг тугрн усулларнни сезиларли даражада цийиплаш- тирзди. Шунинг учун ^ам бундай гоянинг кушимча чеклаш­ларни хисобга олиш хийла кулай булган такрибий усуллар учун цулланилиши табиийдир (2- бандга ц.).(5) нормаловчи шартнинг камчилнги шундан ибораткн, г  шартли антиградиент вектори хк нуктадан хийла узоцлашгап ва нгтижада чизикли якинлаштириш / (х; х*) ма^сад функ­цияси f  (х) билан кучсиз богланган ну^таларда X  туплам- нинг таркибига мухим равишда боглиь; булади. Бу эса шарт­ли градиент усулларининг я^инлашиш тезлигига таъсир кн- лэдн ва шу сабабли куп холларда 1к йуналишни .хисоблаш катта кийинчилик тугднрса хам бошкд усуллар тавсия ^или- нади. (3) куринишдаги хк£ Х  кетма-кет я^инлашишларн и(4) масаланинг ечими ёрдамида куришнинг барча усуллари 
жоиз йуналишлар усуллари дейилади, чунки (4) масаланинг 
1 к ечими хк ф х° булганда хк нуктада жоиз йуналишни бе- ради. Агар х 1 режа (1) масаланинг режаси булса ва итсра- цияларда 0k 1̂ адам (1) масаланинг чеклашлари бузилмайди- ган цилиб танланса, у холда хк £А\ k >  \ булади. Ани^ усул- ларнинг бу мухим хоссаси ечиш жараёнини исталган итера- цияларда тухгатганда (1) масаланинг режага эга бу лишни и таъминлайди.
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Агар (4), (5) масалада мак,сад функциясинннг Д (/; х*) чизии, л и як,инлаштириши урнига Д (/; х * ) квадратик я^ин- лаштиришдан фойдаланилса, 3 -§  да xk+l£Q чеклашни х,исоб- га олганда топилувчи цадамли (3), (4) усул Ньютон ти- 
пидаги усул деб аталади.Агар (1) масаланинг урнига унга иккиланма масалани карасак (албатта иккиланмалик назарияси ва зарур икки- ланмалик муносабатлари мавжуд булганда), цилинадиган биринчи навбатдаги ишлар (1) масалани ечишнинг аник; ик­
киланма усулларига олиб келади. Бу йул чизицли програм- малаштиришдэ (I боб), цавари^ ва геометрик программалаш- тиришда (II боб) ишлатилади.Агар юцорида баён килинган амаллар тугри ва иккиланма масалалар жуфти учун амалга оширилса, (1) масалани ечиш­нинг аралаш аник; усулларини оламиз. Бундай усуллар хсзир- ги пайтда чизицли программалаштириш учун ишлаб чицилган.2. Чизицли чеклашли масалалар. Та^рибин усуллар. Итерацияларда кетма-кет я^инлашишларнинг (1) масала учун (тугри ва иккиланма) режа булишини текшириб борилмай- диган ечиш усуллари тацрибий (итератив) ечиш усуллари дейилади. Бунда якинлашишларни тугри (ёки иккиланма) режаларнинг бахрлари деб аталади.Энг куп таркдлган такрибий усуллар я^инлаштириш ма­сала ларинин г Лагранж функцияларидан фойдаланишга асос- ланган. Итератив усулларда х,ар бир итерацияда масаланинг чеклашларининг бажарилишини кузатиб бориш зарурати йу- колгани учун, (3) муносабат орти^ча булиб колади ва ечиш жараёнини бевосита (2) куринишида тушунтириш o c o H p o iy  булади.Айтайлик, sk (xk ; ek) — {л- x£Q} Q — кавариц компакт бул- син. У  вак,тда (2) масалаД (х*+1; xk) =  min Д (x; x*), Ax =  b, x £ Q  (8)куринишини олади. Иккиёцламалилик назариясига кура (II- боб шундай Лагранж вектори Я* топиладики,

F x (xk+]; Я*) =  min F\ (х, Я*), x £ Q  (9)булади, бу ерда /Д (х, Я) =  Д (х; х * ) +  Я' (Ах — Ь) — (8) ма­саланинг Лагранж функциясидир.Агар Я* вектор маълум булса, х*+| ни (9) дан топиш (8) масалани ечишга нисбатан хийла осонрокдир. Я* векторни ^уриш к,уйидаги фактларга асосланган:
2 2 4

1) агар х(Я), /Д(х(Я), Я ) = т ш  Fx(x, Я), x£Q масаланинг ечи- ми булса, Д (х (Я); х * ) =  min Д (х; х ), А х — 6 =  А х (Я) — Ь, 
x£Q булади;2) агар Я(. — Я*, Я(. =  X’ +  0 [Ах (Я) — Ь]., 0 >  0 бул­са | |Ах (Я*) — Ь]{) <  | [Ах (Я) —  b[j\ .Бу ердан (1) масалани ечиш усули келиб чикади: Я1 бош- лангич якинлашишни танлаймиз ва х1 режанинг бошланшч ба^осини топамиз:

F  (х1, Я1) =  min F (х, Я1), x£Q,бу ерда F  (х, Я) =  /(х) +  Я' [Ах — Ь] — дпстлабки (1) масала­нинг Лагранж функциясидир. Энди, Я *, хк як,инлашишлар цурилган булсин. Я*+1 =  Як +  вк[Ахк— Ь]; дк >  0 деб оламизва х*+| ни
F (xk+l,  ЯА+|) =  т т F  (х, Я*+1) x £ Q  (10)масаладан топамиз. 'х * 11 ни (9) формула буйича, ундан кейин эса (10) фор­мула буйича ^уриш му^им камчиликка эга: Я* кичик бул­ганда х 1 ни хисоблаш жараёни Ах  —  6 =  0 купхиллик- 

1П1НГ атрофида тургун булмайди ва хк , Я* ларнинг кичик четланишлари учун катъий фаркланувчи х*+1 лар олинади. (9), (10) масалаларни мунтазамлаш учун (5 -бандга 1̂ .) шу масалаларнинг режь лар тупламини узгартирмайдиган ку- шимча
(Ах — b)'S(Ax — b) <  1, s  > 0 ,  (11)чеклашни киритамиз.(10) масаланинг (11) чеклашни хисобга олиб тузилган Лагранж функцияси

F u (х, Я) =  / (х) +  Я' (Ах — Ь) +  р (Ах -  b)'S (Ах—Ь) (12)бошланшч (1) масала учун турланган Лагранж функция­
си деб аталади.

F (х, Я) функцияни р .=  1/2 булган (12) функцияга ал- маштирилганда ва Я*+ != Я k+ S ( A x k— b) булганда гоцо- рида баён килинган (10) усул узини купгина масалаларда яхши курсатди. Иккала усул хам иккиланма итератив 
усуллар синфнга тегишли, чунки уларда дастлаб Я* ба.\о- лар, кейин эса улар буйича х* ба^олар цурилади.(8) масаладан олинган {xfc+1, Я*} жуфт /Д (х,Я) Лагранж функциясинннг эгар нуцтаспни ташкил этади. Шунинг учун
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хам 3- § кондалари буйича шу эгар нуктага тушиш-кутари- лишни ташкил цилиши мумкин. Бундай усуллар аралаш 
итератив усуллар деб аталади.Тугри итератив усулларда дастлаб тугри режаларнинг х к бахолари, сунгра улар буйича иккиланма режаларнинг к к бахолари цурилади. Шундай усуллар мавжуд, аммо улар бу ерда кара л май ди.3. Чизик сиз чеклашлар булган хол. Ушбу

g ( x ) <  0 (13)тен гсизликнинг х =  х*, — а  <  g(x) <  0, а  — а  (х*) >  О нуц- тадаги чизицли яцинлаштирилиши деб, g l (х; х*) =  |г(х*)4- +  (х — x*)'dg (х*) / дх <  р (х*), (3 (х*) >  О тенгсизликка айта- миз ва бунда g (х*) <  — а (х*) булганда (3 (х*) га нисбатан чеклашнинг йуклигини кайд этамиз. ос(х*), (3(х*) сонлар 
якинлаштириш параметрлари дейилади.Агар gv (х; х * ) функцияии g2 (х; х* )га алмаштирсак, тенг- 
сизликнинг квадратик якинлаштирилишига эга буламиз. Ленин бундай якинлаштиришлар хисоблаш амалиётида кам учрайди.Уш бу

g(x) =  0тенглнкнинг х*, || g(x*) || <  а  (х*) нуктадаги чизицли якин- 
лаштирилиши деб иккита|3* (х*) <  g (х*) +  (х — х*)' dg (х*)/дх< [3* (х*)тенгсизликка айтамиз, бу ерда а(х*), |3* (х*), — (3* (х*) >  > 0  — якинлаштириш параметрларидир.Скаляр /(х), т- вектор g (х) ва /-вектор h(x) функция- лари силлиц булган/ (x)-> m in , g(x) <  0, h (х) =  0 (14)
масаланинг чизицли яуинлаштирилиши деб максад функ- цияси ва (14) масала чеклашларининг хи нуцталардаги чи- зи кли якинлаштирилишлари ёрдамида олинган

h  (х; х * ) - > min, & ( х ; x * ) < P ( x ft ),М * “ ) х ! ) < j i * ( * * ) ,  x £ s k{x ,ek) ( 15)масалалар кетма-кетлигига айтилади./(х) £ с(2) булганда (14) масаланинг квадратик яцинлаш- тирилиши учун (15) масалалар кетма-кетлигида фацат f i (x; 
xk ) функция (х; х * ) функцияга алмаштирилади. Бундай кейинги куришлар 2- банддаги конструкцияларга ух- шашдир.
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и  з о х цеиинги Вилларда булакли силлик, булакли квалпятик m  ва хоказо функцнялар ердамида якинлаштириш ..азарияси -  сплайнляп назарияси ривожлаимокда. f сплаинларМасалан, етарлича зич нудталар туплами х■____  (1)’ х{2)’ ■ ■ ■> питанлас ак, (*) =  ш ах {/ , (х; х,- ), / = 1 , р }  функция кавариц Q туп- ламдаги хавариц / (х) функция учун ж уда яхши булакли чизицли якин­лаштириш булади. /p(x)=>m in  масала ва Iq (х) ^ 0  чеклаш осонгина чизиклн долга келтирилгани учун (1- боб), 1 — 4- бандларда баён ци- линган назарияни янги типдаги якинлаштиришлар учун утказиш хийин вмас.
■6Q ни

IV .28- чизма. IV .29- чизма.4. Жарима функциялари усуллари. Айтайлик, Х с ~Rn би-рор чизицсиз программалаш масаласининг режалари туплами булсин. Агар г) =  | 0, х ^ Х  бУлганда,(->-оо, х б Х ,  /--> оо булганда,булса ( IV .28- чизма), Ч' (х, г), x£Rn, r£R функция X  туплам- нинг ташки жарима функцияси деб аталади.К,уйидагилар энг содда ташци жарима функцияларга ми- сол була олади:
т’F (x ,r )  = г  2 ^ ( х ) ,  агар X  =  {x :g (x )= 0 }  булса,1=1

т(х, г) =  г V  шах (g; (х), 0}, агар X  =• {х: g (х) <  0) булса..=1X  тупламнинг ички жарима (тусиц) функцияси деб,
227



[оо, агар х £ Х  булса,Ф(х, г ) = | —► О, агар х£ Х , х £ д Х ,  г-»-0 булса,[-*■ оо, агар х£Х, х -+ д Х  булса, функцияга айтилади, бу ерда дХ  ифода X  тупламнинг че- гарасидир (IV .29- чизма).X  =  [x :g (x)  <  0} тупламнинг энг содда тусик функция- си:

1
тг v  l/g, (*), агар g  (х) <  О булса, оо, агар g (х) >  0 булса.Жарима функцияларнинг физик маъноси: Чг(х, г) — X  тупламдан узо^лашгаилик учун жарима микдори, Ф (х, г)—X  туплам чегарасига я^инлашганлик учун жарима микдори, 

г — жариманинг нисбий мицдорини характерловчи параметр. Уш бу /(x)-»-m in , х £ Х  (16)шартли минимум масаласини ечишнинг (ташки) жарима 
функциялар у су ли (16) масаладан

f ( x v (г)) + Y ( x v (г),г)  =  min {/(х) +  ¥ (х, г){, x £ R n, г - +  О шартсиз минималлаштириш масалалари кетма-кетлигига утиш- дан иборат. Худди шунингдек, тусиц (ички жарима) функ­циялар усулида (16) шартла минимум масаласи
Н хФ(г)) + Ф ( х ф (г), г) =  min {/(х) + Ф  {х, г)}, x £ R n, г оошартсиз минималлаштириш масалалари кетма-кетлигига ал- маштирилади.Ж уда кучсиз талабларда жарима функциялар усули цу- йидаги хоссаларга эга булади;1) f  (xv  (г,)) <  / (xv  (гх)), агар rt> r L\ f  (хф(г2)) <  / (хф (rt)),агар г2 <  гj булса;2) f(x v (r))-+f(x°), агар г - *  °о; / (*ф ( r ) W ( x ° ) ,  агарг —>- 0 булса;3) Y ( x v (r),r) О, г-*- оо булганда; Ф (х ф(г), г)->  0 г-*-Обулганда.И з о Ш у  хоссаларга асосан Лагранж функцияси ва Кун— Так кер назариясининг (II боб) янгича талцинини бериш мумкин булади.Ж арим а функциялари усулларининг асосий афзал- лиги шундан иборатки, бу усул ёрдамида шартли ми-
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нималлаштириш масаласини ечиш учун шартсиз мини­маллаштириш . усулларига эга булиш етарлндир. Б у усулларнинг камчилиги шундаки, ж арима функциялари- нинг КУШИЛИШИ> одатда, мацсад функциясининг тузи- лишини ёмонлаштириб, унинг купинча тор тузилишли булишига олиб келади, бу эса шартсиз минималлаш­тириш усуллари характеристикасига салбий таъсир кур- сатади.1— 4- бандларда минимум нуцталарини излашда иш- латиладиган асосий усулларининг гоя ва му^им мо- ментлари баён килинди. Ш уни айтиш керакки, бунда масалаларнинг тузилишидан муфассал равишда фой- даланилган эмас. Ш унинг учун хам конкрет масалалар- ни ечишда ишлатиладиган усулларнинг самарадорлиги куп д ар аж ада масала билан шугулланувчи тад^ицот- чининг тажрибаси ва уз ишига усталигига боглик бу­лади. Бир неча бор таъкидланганидек, масалалар хусу- сиятини ^исобга олиш усулларни му^им дараж ада соддалаштириши ва уларнинг самарадорлигини оши- риши мумкин. Якинлашиш тезлигининг ба^олари асимп­тотик характерга эга булиб, улар кенг синфдаги функ- цияларга тааллу^лидир ва шунинг учун ^ам, 1-§ дагидек, конкрет функциялар учун усулларнинг нисба- тан самарадорлиги ю^орида келтирилганидан бошкача булиши мумкин.5. Коррект булмаган минималлаштириш масалала- рини созлаш . Чизицсиз программалашнинг ^исоблаш усулларини амалга ошириш пайтида бир канча муаммо- лар пайдо буладики, ишнинг муваффа^ияти о^ибат на- тнж ада шу муаммоларнинг >$ал этилишига боглик бу­лади. Уш бу бандда шу нуцтаи назардан му,\им булган 
мунтазамлаш муаммоси цискача урганилади.Айтайлик, f(x) >  р, x £ X c z R n, р >  — оо Ва ечимлари туплами х° буш булмаган/(х)-э- m in, х £  X  (17)масаланинг оптимал режаси изланаётган булсин.Айтайлик, х £ X , k — 1, 2, . . .  минималлаштирувч и кетма-кетлик булсин: / {х)  inf f(x) =  /°, k-*- оо. Агар (1 7)масалада ^ар бир минималлаштирувчи xk£ X ,  k =  1, 2, . . .  кетма-кетлик А'° тупламга яцинлашса:р (х \  Х ° ) - > 0 , k-+  оо. (18)(17) масала Х °  тупламга нисбатан коррект дейилади, бу
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ерда р (х \  Х°) =  inf [|х — х,'| х £  Х ° — х нук.тадан Х °  туплам- гача булган масофадир.Коррект булмаган, яъни минималлаштирувчи кетма-кет- ликлари (18) хоссага эга булмаган масалалар мавжуд. Ма- салан, / (х) =  х/ (1 +  х2) ->  m in, х >  0 масала коррект эмас, чунки у ягона х° =  0 ечимга эга булса-да, минималлашти- рувчи х  к =  k, k — 1, 2, . . .  кетма- кетлик х° ну^тага я^ин-лашмайди (/ (х ) =  kl (1 +  к2) ->  0 =  / (х°)).Минималлаштириш нуцтаи назаридан коррект масалалар- нинг асосий хоссаси шундан иборатки, улар учун минимал­лаштирувчи кетма-кетлик элементларини (17) масаланинг тацрибий ечимлари сифатида олиш мумкин. (17) масаланинг коррект булишлигининг бир етарлилик шартиня исботлаймиз.1 - теорема. / ( х ) £ С , x g  X  с :  R„ булсин. Агар бирор С ,— оо <  С  <  °о учун X  с =  { х : / (х) <  С} П X  туплам ком­пакт булса, (17) масала Х °  га нисбатан коррект булади.И  с б о т  и . Айтайлик, xftg X c , *  =  1, 2, . . .  минималлаш­тирувчи кетма-кетлик булсин. Бу кетма-кетликнинг лимит нуц- талари тупламини X*  деб белгилаймиз. X е гупламнинг ком- пактлигидан X*  нинг буш булмаган туплам эканлиги келио чи^ади. х*£Х* булсин. /(х) функция узлуксиз булганлиги учун /° < / ( x * )  =  lim / х * ) = / ° , яъни х ^ Х 0. Демак, (18) хосса
k-=>ооуринлидир. Теорема исботланди.(17) масала билан бир к;аторда

f (х, a„) =  /(x) +  a ftQ (x )-> m in , х £ Х ,  * = 1 , 2 ,  . . .  (19)
мунтазамлшитирилган масалалар кетма- кетлигини царай- миз, бу ерда ак>  О, й(х) >  0 — чексиз катта узлуксиз функция. Ма^сад функциясининг минимал цийматини ва(19) масаланинг г к- ечиминн, мос равишда, f°(ak), х(ак, гк) деб белгилаймиз, яъни

Г  Ю  <  f (х (ак, гк) ) +  ак Q (х (ак, ек) ) <  /° (ак) +  гк.2 -  теорема. Агар ак-*~0, ек/ак-^ 0 ,  оо булса, *-*-<» да p (x (a ft, ек), Х ° ) - > 0  булади.И с б о т и .  х к — х(ак, ек) булсин. К,уйидаги тенгсизлик- ларнинг тугрилиги равшандир;
Г  < / ( * ° )  < / ( * * ) < /  (xk) +  akQ (xk) < / ° K )  +  Et <<  / (x°) +  ak Q (X0) +  8 <  / (/) +  a ,  Q  (x°) +  efc) (20)
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Бундан, ft(x *) ^ Q ( x ° )  - f  ek/a.k. Шартга кура /г—>- оо да е h/ak 0. Демак, хк, k >  k°, k° <  оо кетма- кетлик- нинг барча элементлари Q(x) функциянинг шартга кура компакт булган бирор сатх тупламига тегишли булади. (20) дан /° <  / (х*) + a kQ (/)  < / °  +  ak Q (х°) +  е4тенгсизликка эга буламиз, яъни х \  k — 1, 2, . . .  кетма- кетлик минималлаштирувчидир.Шундай к,илиб, 1 - теореманинг барча шартлари бажари- ладн. Бу теореманинг тасдигидан эса 2 -теорема келиб чнкади.А Д А Б И ё Т1. Гилл Ф ., Мюррей У . Численные методы условной оптимизации.— М . : Мир, 1977.2. Тихонов А. Н ., Арсенин В. Д . Методы решения некорректных задач. —  М . : Н аука, 1979.3. Химмгльблау Д . Прикладное нелинейное программирование.—  М . : Мир, 1975.V  б о б .  Д И Н АМ И К  П Р О ГРА М М А Л АШ Т И РИ Ш

Динамик программалаштириш деб математик моделлари куп боскичли ва динамик жараёнли характерга эга булган чи- зицсиз программалаштиришнинг махсус масалалари (I— IV  боб- лар) ва оптимал бошкарув масалгларини ечишнинг хисоблаш усулига айтилади. Бу усул жараёнларнинг кетма-кет тахли- лига асосланган булиб*, экстремал масалаларни ечишда аме- рикалик олим Р . Беллман томонидан X X  аернинг 5 0 -йилла- ридан бошлаб дастлаб систематик ва принципиал кенг кул- ланила бошланди. Мазкур бобда бу усулнинг асосий коида- лари чизиксиз программалаштиришнинг катор махсус масалала­ри учун баён к ил и над и. Динамик программалаштиришнинг оптимал бошкарув масалаларига баъзи татбицлари V II бобда берилади.
1*§. РЕСУРСЛАРНИ ТАКСИМЛАШ МАСАЛАСИАйтайлик, с хажмли хомашё ва п та технологик жа- раён мавжуд булсин. Агар хомашёнинг х микдорини i —  технологии жараёнда сарфланса, /,• (х) фойда олинади.

‘ М азкур  бобдаги усулнинг олдинги боблардаги усуллардан прин­ципиал фарки IV  бобнинг 1-§ и охиридаги изохда курсатилган.
231



Максимал фонда олиш учун хом ашёни жараёнлар уртасида кандай тацсимлаш керак?Фараз кдшайлик, xt- t'-жараён учун ажратилган хомашё ми^дори булсин. У  ^олда купилган ресурсларни тхщсим- 
лаш масаласининг математик модели

У

2 ■ шах, V X; =  с, Xt > 0 ,  i =  1, п (0куринишни олади.(1) чизицсиз программалаш масаласининг узига хослиги шундан иборатки, унииг ма^сад функцияси f(x) ва асосий чеклаш функцияси g (х) сепарабелдир, яъни улар бир узга- рувчили функциялар йигиндиси шаклида ифодаланган.Экстремал масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг биринчи бос^ичи — берилган масалани унга ухшаш масалалар оиласига инвариант туркумлашдан иборатдир. Бу боскнч маълум маънода санъат булиб, хдр бир муайян ^олда тадкдоотчининг тажрибаси, сезгиси ва махоратига бог- ликдир. У  (1) масала учун ихтиёрий k, 1 < /г сондагитехнологик жараёнларга ва у, 0 <  у  <  с хомашё гамлама- сига эга булган ресурсларни та^симлашнинг ушбу
к к

2 ft  (*») т а х - .2 xi =  У. xi > 0 , i =  1, k (2)
i =  1 i — 1масалаларини ^арашдан иборатдир. k — n, у — с булганда(2) масалалар оиласидан бошлангич (1) масала олинади.(2) масалалар оиласидан олинган ихтиёрий масала мацсад функциясининг оптимал ^иймати Вк (у) Бгллман функция­

си дейилэди:
к к

В к{у) =  max ^  ft (* ,). 2 *£ =  У• xi >  ° -  i =  l > k• (3>i'= i £ =  IМасалани динамик программалаш усули билан ечишнинг иккинчи боскичи —  Беллман функцияси учун тенгламани олишдан иборатдир. Бу боскдчда Беллманнинг оптималлик 
принципи умумий ^олда кулланилади. (1) масала учун унннг мозушти ^уйида келтириладиган муло.\азалар ор^али берила- ди. Бу мулохдзалар оддий математик фактларга асосланган ва етарлича универсалдир (кейинги параграфлар материалла- ри ва V II  бобнинг 2 —  6 -§  ларига ц.). Изланаётган тенгла­мани тузншда инвариант жойлашнинг тугрилиги намоён бу- лади. Иккинчи томондан, жойлаштириш усули тенгламанинг
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к^ринишида ^ам сезилади, k жараёнли ва у хомашё FaM- ламасига зга булган (2) масалада &-жараёнга г, ()<  z ^ y  мик;- дордагн хомашё ажратамиз. Бунда к- жараёндан олинади- ган фойда fk (г) га тенг булади. 1, 2, . . . , k — 1 померли жараёнлгр учун эса у — z микдордаги хомашё цолади. Айтайлик, бу хомашё цолган жараёнларга опгимал тац- симланган булсин. (3) нинг анидланишига кура k— 1 та жара- ёндэн келадиган фойданинг максимал микдори Вк_  , (у — Z) га тенг булади. Шундай ^илиб, k жараёпга z микдорда хомашё ажратилганда барча k жараёнлар ва у хомашё рам. ламасидан
f k{z) +  Bk_ i ( y — z) (4)фойда оламиз.

г миьдорни 0 <  z <  у чегарасида узгартириб, (4) умумий фойда максимал буладиган х£ (у) (к- жараён учун хомашёнинг оптимал микдори) ^ийматни топамиз://. (**Ш  +  Вк_  х{у —  х °( у )) =  шах(4(г) +  Вк_  фу— г)]. (5)
0<г<уИккинчи томондан, (3) га асосан хомашё микдори у булганда k та жараёндан олинадиган максимал фойда В к (у)га тенгдир. Бу кдйматни (5) ифоданинг унг гомонига тенг- лаштириб, Вк (у) функция учун

Вк (у) =  шах (4(г) +  Вк_  , (у — 2) ], к =  1, п, 0 <  у (6) 
0<г<итенгламани оламиз. Бу Беллман тенгламаси деб аталади.(6) тенглама Вк(у) функциянинг k аргументига нисбатан рек- куренг булганлигидан уни ечиш учун бошлангич шарт бери- лиши керак. Уни (3) дан k =  1 булганда топиш мумкин:

Ву {у) =  шах 4  (х^ , Xj =  у, хх >  0.Шундай килиб, Беллман тенгламаси (6) учун бошлангич шарт
By (у )  =  4  (у )  (7 )куринишга эга булади.Масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг учинчн (ва охирги) боскичи Беллман тенгламасипинг ечими- ни излашдан ва у буйича (1) масаланинг ечимини к,уришдан иборатдир. (6) тенгламада к =  2 деб оламиз:

В2 (у) =  шах ( 4 (г) +  By {у — г)]. (8)
0<г<у 233



Бу нфоданииг унг томонида берилган /2(г) функция ва (7) дан топилган В 1 (у) функция бор. Шунинг учун (8) форму- ла маълум бир узгарувчили функциями максима л лаштириш бнлан В 2 (у) функцияни хисоблаш имконини беради. Сунгра (6) да k =  3, 4, . . . , п деб олиб, хдр бир х.олда бир уз­гарувчили функцияни максималлаштириш амалини бажариб, кетма-кет В3 (у), В 4 (у), . . . , Вп(у) функцияларни ола-миз.(3) га асосан Вп(с) сон (1) бошлангач масала учун мак- симал фойдадан иборатдир. Хомашёнинг технологик жара- ёнлар буйича оптимал таксимотини топиш учун (5) ифодага мурожаат килам из. Унда k — n, у — с деб олиб, (5) нинг аницланиши буйича агар барча п та жараён учун хомашё мицдори с га тенг булса, охирги жараёнга (бу холда п- жараёнга) ажратилган хомашёнинг оптимал микдорига тенг булган х°{с) сомни оламиз. Шундай цилиб, бошлангич ма­сала х° =  {х®, . . . , х®} оптимал режасининг х® компонен- таси топилди: х° =  х° (с).Агар п- жараён учун х° мицдор ажратилса, у холда колган п — 1 та жараён учун с — х° микдордаги хомашё коладн. (5) да k — n — 1, у — с — х® деб оламиз ва хп , (с — х®) ни топамиз. Равшанки, (1) масаланинг х° оптимал- нинг охиргидан олдинги компонентаси хп ^ , =  хп ^ , (с — —  х®) га тенгдир. Ечиш жараёнини давом эттириб, (1) бош­лангич масала ечимининг х ® _2, . . .  , х° компоненталарини топамиз.Натижани тахлил киламиз. Усулнинг афзалликлари:1) бошлангич п та узгарувчи буйича максималлаштириш ма- саласи (1) битта узгарувчи буйича п — 1 та максималлашти­риш масаласи (6) га келтирилди цамда натижа — глобал оптимал режадан иборат булди; 2) ечиш жараёнида масала элементларининг аналитик хоссаларидан фойдаланилмади; берилган функциялар жадвал, график, алгоритмик ва х. к куринишда берилиши мумкин эди; 3) Bk(y) ларни ^исоблаш натижалари буйича с ва п нинг кийматларини вариациялаб, (1) масаланинг ечимини осон цуриш мумкин; бу (1) масала ечимининг курсатилган параметрларнинг узгаришига сезгир- лигиии тахлил цилиш имконини беради.Усулнинг асосий камчилиги Беллман томонидан «улчов- 
нинг картши» деб аталган булиб, у шундан иборатки, (6) Беллман тенгламасини ечишда функцияларни эсда сацлашга234

туири келади. Берилган битта хомашёнп тацсимлаш масала- сида улар бир узгарувчили функциялардан иборат. Умумий холда эса аргументларнинг сони хомашёнинг хиллари со- нига тенг булади. Э Х М  да куп узгарувчили функциялар 
(п >  2) жадвалларини тузиш оператив хотира имкониятининг чегараланганлигидан принципиал кийинчиликларга олиб ке­лади, шунинг учун бу усулнинг муцокама цилинаётган шу камчилиги куп улчовли (с-вектор) масалаларни ечишда ди­намик программалашнинг юцорида баён килинган классик тарцини амалга ошириш имконини бермайди. «Улчов царги- ши» ни бартараф этишнинг турли усуллари тавсия цилинган.М и  с о  л .  (1) масалага оид сонли мисол карай миз, унинг катта- ликлари V -I- жадвалда берилган.Беллман функниясини ^исоблашни V . 2- жадвалда бажарамиз. Х,ар бир катакда Беллман функциясининг циймати билан бир цаторда, цавс ичида V .I-  ж а д в а л

X 0 1 2 3 4 5
f i  м 0 I 2 3 4 5
М * ) 0 0 1 2 4 7
fs(x) 0 2 2 3 3 3

V .2- ж а д в а л
У 1 2 3 4 5

ВАУ) 1 2 3 4 5
в а у) 1 (0) 2 (0) 3 (0) 4(0.4) 7(5)
В» (у) 2 (1) 3(1) 4(1) 5(1) 7(0)

(6 ) тенгламанинг унг томони максимумга эришадиган х® (у) диймат хам курсатилган. V .2 - жадвалдан куринадики, даралаётган масалада макси- мал фонда В3 (5 )= 7  булади. Ресурсларни оптимал тацсимлашни топамиз. 
4  1(5) =  0 булганлигидан, учинчи технологии жараёнга ресурс ажрат- маймиз: х® =  0. Шундай цилиб, 1, 2- жараёнларга тулиц 5 дажмдаги ресурс коладн. V . 2 - жадвалдан х® (5) =  5 эканлигинн топамиз. Демак, максимал фейда олиш учун цамма ресурсни иккинчи технологик жара­ёнга ажратиш керак (х® =  5). Шунинг учун, х® =  0 .Масалада битта шартни узгартирамиз. С — 4 деб оламиз. V .2 - жад-
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валга асосан бу долда максимал фойда В3 (4) =  5 булади, хамда1. Сунгра, В 2(3) буйича V .2 - жадвалдии ^ = 0  ни оламиз. Дсм ак,*1 =  3'
2-§. ДЕТАЛЛАРНИ ИДКИ ДАСТГОХДА ВАДТ БУЙИЧА ОПТИМАЛ 

ДАЙТА ИШЛАШФараз дилайлик, i — I — { 1, 2, . . .  , п) номерли п та деталь ва иккита дастгод берилган булсин. Х,ар бир деталга аввал биримчи дастгохда, сунгра иккинчи дастгохда ишлов бериш керак. г-деталга ишлов бериш вадти биринчи даст­гохда а- га, иккинчисида эса bi га тенг булсин. Дастгохлар бир вадтда, t — 0 моментда ишга туширилади. Барча детал- ларга ишлов бериш умумий вадти минимал булиши учун деталларни ишлов беришга дандай кетма- кетликда тушириш керак?Бу масала!hi ухшаш масалалар оиласига туркумлаймиз. Оиланинг умумий элементини дуйидагича дурамиз. Бошлан- гич / партиядан гь  г2, . . . , ik номерли к та детални аж- ратиб оламиз. Долган п — k та деталдан дар бирига аввал биринчи дастгохда, сунгра иккинчисида ишлов берилсин, лекин энди биринчи дастгох t =  0 моментда ишга тушири­лади, иккинчиси эса биринчи дастгох, ишга туширилганидан 
у бирлик вакт утгандан сунг ишга туширилади.Ушбу

Bn — k *2’ • • • > Д/У)ордали Веллман функциясини, яъни долган п k та детал­га юкорида курсатилган шартларда ишлов беришнинг мини­мал вадтини белгилаймиз.
Веллман тенгламасини тузиш учун дуйидагича иш ку- рамиз. Долган l k= I \ { i u . . . .  /*} номерли деталлар туп- ламидан ихтиёрий i- детални оламиз ва ишлов беришга би­ринчи дуямиз. Биринчи дастгох, i- деталга ишлов беришни 

t =  aL моментда тугаллайди. Иккинчи дастгох i- деталданагар у <  o-i булса, at +  моментда, агар у >  flj булса, у +  Д  моментдабушайди.Айтайлик, долган /Д{/} номерли деталлар ишлов бериш­га оптимал кетма-кетликда туширилган булсин. Улар учун биринч I дастгохдан t — й,- моментдан бошлаб фоидаланиш

мумкин. Иккинчи дастгох эса /л\ {/ }  дан олинган деталлар- га ишлов бериш учун (2) га асосан уларга ишлов бериш учун биринчи дастгох, ишга туширилганидан
U  =  bi +  max {0, у — а(} (3)вадг бирлиги утгандан кейин ишга туширилади. Беллман функциясининг анидланишига кура Ik\ { i} дан олинган де- талларга ишлов беришнинг минимал вадти Bn__k_ { (ilt /2, . . . , ik, i/tj) га тенг. Шундай дилиб, l k дан олинган п —  

— k ла. деталга юдорида курсатилган усул билан ишлов бе­риш вадти
a i +  B n - k -  1 (*\. • • • . I*. Ш-) (4)га тенгдир. Ik дан дар бир детални биринчи навбатда ишлов бериш учун танлаб олиб, (4) сонлар ичида минималини то- памиз: min {a, + B n_ k_ l (ilt . . .  , ik, i/t.) } . (5)Равшанки, (5) сон (1) сонга тенгдир:

В п _  k(/„ . . . .  ik/y) =  min {ai +  (Д, . . . , Щ.)} (6)
leIkБеллман тенгламаси олинди. Агар k — n — 1 деб олсак, яъни 1 дан i дан бошда барча деталларни ажратиб олсак, (6) рекуррент тенглама учун

Bi (1, • • • , i — 1, i +  1, . . . , п/у) =

_  ia i +  bit агар у  <  ai булса;~~ \У +  bit агар у  >  а,- булса, (7)бошлангич шартни оламиз.(6) тенгламани (7) бошлангич шартда ечиб, деталларга ишлов беришнинг оптимал кетма-кетлигини дуриш мумкин. Лекин бу долда масаланинг ечимини (6) тенгламани тадлил дилибгина оламиз.Агар Вп (у) ордали иккинчи дастгодни деталларга бирин­чи дастгохда ишлов бериш бошлангандан у вакт бирлиги утгандан кейин ишга туширилганда, / дан олинган барча п та деталга ишлов бериш вадтини белгиласак, (6) дан k =  0, 
k — 1 булганда

в п (У) =  min {at + В п _ 1 Щ ) }, (8)
 ̂6 *
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В п -  I Щ )  =  min {а, + В п _ 2 (/, jit..)}  (9)/6''14эканлпгини оламиз, бу ерда (3) га кура
*ц =  б, +  тах{0, /у — а,}. (Ю)(9) ни (8) га келтириб цуямиз:

В„ (у) =  min m in {ai + a j + B n _  (i, j / t (11)
i e . l i e ' W )

a i +  йу +  Bn _  2 (i, j | iit) сон I  дан олинган деталларга ичи- да аввал г-деталга, су игра /- деталга игплов берилиб, долган деталларга оптимал кетма- кетликда ишлов берилгандаги вактга тенгдир. Агар фа кат г- ва /-деталларга ишлов бериш тартибини алмаштирсак, / дан олинган барча деталларга ишлов бериш вакти ai +  а. +  Вп (i, j/t ) га тенгдир, бу ерда
tи =  by +  max (0, tt — fly). (12)Беллман функциясининг физик маъносидан келиб чицадики, Б п _ 2 (/, }/у) функция у буйича камаймайдиган функциядир (иккинчи дастгохни ишга туширишни кечиктнриш деталларга ишлов беришнинг минимал ва^тини цис^артира олмайди). Шунинг учунЯ „ _ 2 (». Н * ц ) < в п -  2 О-. //^). агаР <// булса; 5 „ _ 2(/, ///у,-) < B n_ 2 {i, j/ t j ,  агар //7 <  t и булса,тенгсизликлар бажарилади. Агар (11) да бу тснгсизликларни хисобга олсак, деталларни ишловга куйишнинг оптимал кетма-кетлигида, агар /.у < / /г булса, r-дегалга /-деталдаи олдин ишлов берилади, деган хулосага келамиз. t .. <  t.f бул- ганда аввал /-деталга ишлов берилиши зарур. (10) дан 

у — 0 булганда ушбуни оламиз:^УУ=Ьу+шах{0, б у + т а х { 0 ,0 — а(}— а; } = б у + m ax{0, б(— а .}  =_  р  у, агар 6(. <  а;. булса;— {бу +  бу— Оу, агар бу >  Оу булса. 1Шупга ухшаш
Г б  у ,  агар б у  <  а(. булса;

( б  у +  б у  — я у ,  агар б у  >  а у булса. (14)(13), (14) дан деталларни ишлов беришга куйиш опти­мал кетма-кетлигини цуришнинг содда алгоритми келиб чи -

- а

цади. Берилганларни У.З-жадвалга ёзамиз. а{, бу элемент- лар орасида энг кичигини топамиз, у а/# элементдгн ибо- рат булсин:
БуГ^олда а ,  ( =  min а . <  min б,.м'О « ----  / __  //=|.п

**•/ ^
(15)
(16)тенгсизликлар бажарилишини курсатамиз. Хрцицатан, (14) дан /,у =  б, + б у — Oyt эканлигини оламиз. У  холда (15) га асосан Г/7л >  бу, tjia >  bu +  бу— aj тенгсизликлар уринлибу- ладн, булардан, (13) ни х1исобга олсак, (16) тенгсизликлар келиб чицади. (16) тенгсизликлар /„-рацамли деталга бирин- чи навбатда ишлов берилиши лозимлигини курсатади.V . 3-жадвалнинг аг бу, i  =  1, п элементлари ичида бу элемент минимал булсин, яъни5/, =  mni бу <  m in а.. /=>•* / = й  ' (1 7 )Бу холда /0 рацамли деталга лиши керак. Ха^ицатан, (17) охирги навбатда ишлов бери» шартларда цуйидаги^  ti,i > bi, +  bt — a /t (18)муносабатлар уринлидир. (18) дан тасдигимизнинг тугри эканлигини (13) ни ^исобга олганда курсатувчиг — 1- птенгсизликлар келиб чицадн. V.3- ж ад в а лДеталлар№ 1 2 . . . i

1-
п

№1 даст- го^ а1 а2 a i ап

№2 даст- го^ bi b i . . . Ьп

2 3 8
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V. 4-  ж  а д в  а лДеталлар№ 1 2 3 4 5 6

№1 даст-го^ 5 3 1 4 3 1

№2 даст- го.\ 6 5 5 3 2 2

Биринчи ва охирги навбатда ишлов бериладиган деталлар топилгандан кейин жадвалдан мос устун учирилади ва амал- лар кам сон ли деталлар билан даво.м зттирнлади.И з о х • Агар а,-о =• 6,-о булса, учириб ташланмаган ракамли де­таллар ичида !0- деталга биринчи ёки охирги навбатда ишлов берили- шининг фарк,и йук,- Унга доимо биринчи навбатда .ишлов берилади деб хисоблаш мумкин.

V .1- чизма.Маълумотлари У.4-жадвалда берилган сонли мисол учун оптимал кетма-кетлик цуйидагичадир: 6-*- 3 - >  2 ->• 1 ->  4->- 5.Деталларга ишлов бериш графиги V .1 - чизмада тасвирлан- ган булиб, унда абсциссалар уци буйича вак,т, ординаталар у^ида деталларнинг ракамларн хуйилган. Туташ кесмалар биринчи дастгохнииг иш интерваллари булиб, тули;инсимон кесмалар иккинчи дастгохнииг иш интервалларидир.з- §. тУр д а  э н г  к,иск;а  й у л н и  к у р и шАйтайлик, 5  =  {/, U} тур булиб, унда фак;ат (г, /) £ U ёйларнинг характеристикалари cij >  0, яъни i тугундан / тугунгача масофа берилган булсин. Белгиланган иккита s, 
t £ l  тугун учун s дан t гача минимал узунликка эга бул-

ган йулни топиш талаб килинади (s дан t га йул деб, s  дан t га булган шундай турга айтнладики, s дан t га ха ра­ка г цилганда унинг ёйлари тугри чизиклардир).Бу масалани ухшаш масалалар оиласига туркумлаймиз- Оиланинг умумий масаласи s тугундан ихтиёрий j £ l  тугун­гача энг цис^а йулни цуришдан иборатдир. В , деб Беллман функциясини — s дан / гача энг кисца йул узунлигини бел- гилаймиз. В. функция каноатлантирадиган тенгламани тузиш- да s дан / гача йул учун охирги ёйни ихтиёрий танлаб оламиз: (г, /)££/ ва s дан г £ /у тугунга энг циск;а йул топилган деб фараз киламиз, бу ерда /у  —  / билан (г, /) £ U ёйлар ёрдамида туташтирилган i £ I тугунлар тупламидир. У  холда s дан j  га булган йулнинг узунлиги
В1 + С ц  (1)га тент булади. i £ / у  тугунларни саралаб, (1) сонлар ичида минималини топамиз. min (сц + В ) .  (2>>'е/ jРавшанки, (2) s дан / га булган энг хисца йулнинг узун- лигидир. Аникланишига кура Беллман функцияси В. га тенг булганлигидан В ; учун цуйидаги Беллман тенгламаси оли- нади: fi . =  mi.n (сt/ +  В.). (3)

(3) тенглама учун чегаравий шарт5 = 0 (4)куринишга эга булади ва В. функциянинг уз-узидан равшан хоссасини ифодалайди.Олдинги параграфлардан фарцли уларок, (3) Беллман тенгламаси рекуррент эмас. /* деб i £ / тугунларнинг шун­дай тупламини белгилаймизки, улар учун Беллман функция- сининг В i киймати маълум булсин. 1 *Ф  0 , чунки (4) га асосан s £I * .  Агар t£ /* булса, масала ечилган булади: 
B t —  с дан / га булган энг цисца йулнинг узунлигидир.Айтайлик, t £/* булсин. S  турда /*, s £ / * ,  t£ /* дуп­лам бунича U (/*) =  {(/, /) ф :  i £ /*, / £ /*} кесим курамиз. 
U (1*)Ф 0  деб фараз цилайлик. Равшанки, S  тугундан 1 6 -6 1 2  241240



k £ I* тугунгача булган x;ap бир йул хрч булмаганда U (/*) дан олинган битта ёйни уз ичига олади. Демак, с ц >  О,(г, j ) £U  булганлигндан хар бир k £ l *  тугун учун,
(5)тенгсизлик уринли булади. (/„, /*) — кесимнинг ёйи булган- лигидан £ *£ / *, /*G /*. (5) да к =  /* деб оламиз. У  хрлда (3) га асосан

эканлигини оламиз. /* тугунни /* тупламга цушамиз ва ечишни давом эттирамиз. Чекли сондаги ^адамлардан сунг ни топамиз, ёки U  (/*) — 0  булган /* тупламни цура- миз. Иккинчи ^ол 5  турда s дан t га йуллар йуц эканлигини англатади. Беллман тенгламасини ечишнииг юдорида баён килингац тар^ини 5  турда белгилар усули ёрдамида амалга ошириш мумкин. I*  оркали Беллман функциясининг е̂ иймат- лари маълум булган тугунлар тупламини ва «(/*) =  =  {/€/: {*', /) £ U  (/*) }о р^али 1* туплам билан кушнн тугунлар тупламини белгилаймиз. Агар со (/*) =  0  булса, S  "турда s дан t га йул мавжуд эмас. со(/*) =  0  булсин. Bj сонларни (/* билан душни / тугунларнинг вактинча белгиларини) хисоблаймиз:
В’ =  min (Я, +  с„), / € со (/*) (6)*ei*n* </)ва улар орасида минималини топамиз:

В !. =  т'тВ\, /£со(/*)./*6 /* тугун учун Беллман функциясининг Д ,  ^иймати Д у* га тенгдир./'* тугунни /* тупламга цушамиз ва амалларнн такрор- лаймиз. B jt / 6 /* сонлар тугунларнинг узгармас белгилари деб еталади. Хгр бир итерацияда узгармас белгилар гуплами ортиб боради. Чекли сондаги итерциялардан сунг t тугун ё узгармас Bt белгини олади ёки уни олмайди ва «(/*) =  0  . Иккинчи хол s дан t га йулнинг йу^лигини билдиради. Биринчи холда Bt — s дан t гача энг ^исца йулнинг узун- лигидир. Энг цисца йулни (3) га асосан узгармас белгилар буйича цуриш мумкин. В ( белги буйича В и белгини шундай

топамизки, Bt — cj t 4 - B it булсин. B (i билан хам шунга ухшаш иш курамиз: =  cif/i + Д ,- ,  ва X- к.Усулни намойиш цилиш учун У.2-чизмада тасвирланган турнинг 1 тугунидан 4 тугунигача энг кисца йулни топа­миз. Турнинг ёйлари устида уларнинг С/, узуиликлари кел- тирилган. Биринчи итерацияда факдт битта 1 тугун узгармас О белгига эга бул-ди, 1 тугун билан 2, 6 тугунлар цушни булади. Улар учун вактинча белгиларни (6) формула буйича хисоблаймиз ва натижаларни тугунлар атрофига штрихлгр ва итерациянинг (пастки) номерини курсатувчи «1» индекс билан таъминлаб, ёзамиз. Минимал вактинча белги 6 тугун- га тегишли булади. Тугуннинг белгисини узгармас циламиз, яъни штрихни учирамиз. /* =  {1, 6} билан цушни {2, 3, 5} тугунлар учун (6) формула ёрдамида вактинча белгиларни хисоблаймиз (У.2-чизмада вактинча белгилар цуйи «2» ин- дексга эгадир). Барча вактинча белгили тугунлар ичида мн- нимал 1 белгига эга булган 2 тугунни топамиз. Бу белгини узгармас киламиз. У.З-чизмада тугунларнинг узгармас бел­гилари цуйнб чикилган ва 1 тугундан 4 тугунгача энг кис- ца йул тасвирланган.
4- §. МАКСИМАЛ ОКИМ ХАКНДАГИ ЛДАСАЛАМаксимал оким хак^идаги (II боб, 3-§ га Х-) ушбу

v° =  шах v, V  *  — V  Хц —
х ' v /е/1  i e i ~

t-j, агар i =  s б^лса,— v, агар i =  /, 0 <  x fj <  d t/ булса,
О, агар i £ /°, (£, j) £ U булса,242



масалани манбаси я ва цуйилиши t булган 5  =  {/, U), I =  =  /° LI, s U t турда ечамиз.Айтайлик, х =  {xt, , (г, /) £ турдаги бирор оким бул- син. Агар тур буйлаб s дан t га харакат килинганда тугри ёй буйлаб Хц <  (1Ц булса, тескари (г, /) ёйда эса xif >  О булса, я дан / гача занжир х  окимни орттирувчи йул деб аталади.Ушбу тасдид уринли: х ок;им фа^ат А турда х9 окимни орт­тирувчи йуллар мавжуд булмаганда ва фак;ат шундагина мак­симал булади.Шундай г^илиб, максимал окимни цуришни окимни орт­тирувчи йуллар к;уриш хадидаги ^атор масалаларга келти- риш мумкин.
S  турни янги S  (х) =  {/, U  (х)} тур билан ^уйидагича алмаштирамиз. (г, /) £ U  ёйни иккита ёй билан алмаштира- миз*: агар 0 <  xif. <  d tj булса, (г, /) £ U (х), (/, г) £ U (х); агар хц =  d.j булса, (/, г) € (*) ёйга ва агар Хц — 0 бул­са , у ни узгаришсиз р^олдирамиз. Равшанки, х окимли S  тур­да Pipy окимни орттирувчи йул фацат S  турда я дан t га йул мавжуд булгандагина ва факат шундагррна мавжуд булади. Хар бир (i, /') £ U (х) ёйга сц =  1 узуррликни мос килиб цуя- миз ва я дан t га булган йуллар ичида энг дискасини излай- миз. Бундай масалани ечиш усули 3 -§ да баён р^илинган. S  (х) даги энг р̂ иср̂ а йул минимал сондаги ёйлардан иборат булиши тушунарлидир. Унга S  турда х окимни орттирувчи йул тугри келади. Бу йул буйлаб окимни оргтиришни ё бирор тугри ёй туйдирилган булгунча (xt-;. — d.j)  ёки би­рор тескари ёй озод булиб цолгунча (х;/ =  0) давом эттира-миз. Янги оким учун S  (х) турни цурамиз ва амалларни так- рорлаймиз.Агар х ,. ,  dtj,  (г, j ) £ U — бутун сонлар булса, дар бир итерацияда окимнинг микдори бутун сонга ортади ва шунинг учун чекли сондаги итерациялардан сунг бошлангич ноль 

х  =  0 о^имдан 5  тур оркали максимал огуш куриладп.И  з о х  л а р . 1. S  (я) турда барча (г, /) £ U  (х) ёйлар бир хил узун- ликка эга булганлигидан s дан t га энг кисКа йулларни цуришнинг 3 -§  да баён дилииган алгоритма соддалашади: барча / 6 ы(/*) тугунлар- нинг вадтинча белгиларини бир йула узгармас деб хисоблаш мумкин.2. Келтирилган алгоритмпи S  турда S (х) га утмасдан тулиц амал- га  ошириш машх сифатида тавсия филинади.
* Б у  ёйларнинг жуфти йуналтирилмаган [*', /] ёйни досил ^илади. 244

V .4- чизма. V .5 - чизма.Усулни намойиш килиш учун V .4 -чизмада тасвирланган турнинг 1 тугунидан 4 тугунигача булган максимал окимни тузамиз. Хар бир ёйнинг устида унинг утказиш цобилияти ёзилган. Белгилар усули билан 1 тугундан 4 тугунга энг киска йулни топамиз. V .4 - чизмада тасвирланган S (6) тур учун иккита энг хиска йулни куриш мумкин: {1, 2, 3, 4}, {1, 6 , 5, 4}. Ёйларнинг биринчи йул буйлаб минимал утказиш цо- билияти d34 =  1, иккинчи йул буйича эса d65 =  i  булганли­гидан бошлангич ноль: окимни 2 микдорга орттириш мум­кин. V .4 - чизмада биринчи итерациядан сунг олинган оким­ли бошлангич турдаги энг г^исца йул иккиланган чизшугар билан белгиланган (ёй оцимлари ёйлар тагига ёзилган). Янги йул буйлаб 1 мшудордаги окимни утказамиз. Бундан сунг турда ( V .5 -чизма) окимни орттирувчи йулларни к,уриш мум­кин эмас. Шундай хилиб, V .5 - чизмадаги о^им циймати 3 га тенг булган максимал оьушдир.
5- § . Т У РЛ И  РЕ Ж А Л А Ш Т И РИ Ш Н И Н Г БИР М А СА Л А СИ

Турли режалашпшришда маълум технологии кетма-кет- ликда бажарилиши керак булган куп сондаги алохида иш- лардан ташкил топган ва мураккаб лойихаларнинг иш- лар комплексининг амалга оширилиш муаммолари текшири- лади. Турли режалаштиришнинг асосий масалаларидан бири лойи^анинг бажарилиш вакдини ^исоблашдир.Масаланинг турли моделини тузамиз. Лойи^анинг ишла- ри мажмуидан олинган бирор ишлар тупламининг бошлани- шп ёки тамом булиши фактини ходиса деб атаймиз ва унга /Р/ тугунни мос куямиз. г £ / ходиса билан бошланадиган ва / £ / ходиса билан тугалланадиган ишни (г, /) € U ёй би­лан белгилаймиз. Агар барча (/е, г) £ U, k £ l j  ишлар тугал- ланмаган булса, бирорта дам (г, / ) иш бошланиши мум­кин эмас. S =  {/, 0} турда иккита тугун ажратилади: S  — 
бошлангич ходиса (лойиха’ бажарилишинин^ бошланиши)
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ва t — охирги \одиса (лойиданинг тугалланиши). /“ =  0 , 
1 f  =  0 .  Х,ар бир (i, /) G U ёйга битта с tj >  0 характерис­тика— (г, /) ишнинг бажарилиш вацти мос дуйилади. x[t 
i £ l  — i ходисанинг руй бериш вадти булсин: xs =  0. Лойи- хада мавжуд ва турнинг тузилишида акс эттирилган техно­логии талаблардан,

X t +  С < Х ;., /, /£/, (/, /) € i/ (1)ни, яъни / додиса х. моментда бошланган барча (г, /)£У/ ишлар туталланмасдан олдин руй бермаслигнни ифодаловчи тенгсизликларни оламиз. (1) тенгсизликдан S  турда контур- ларнинг йуклиги келиб читали. Х,адидатан, тескариснни фа- раз дилиб, (2) тенгсизликларни У/* контурнинг ёйлари буйи- ча йигсак, С (/. >  О, (г, /) £ U тенгсизликларга дарама- дарши
1  с „ < 0(«'. /)е и*тенгсизликни оламиз.Бундан буён i£ l\ (S \ Ji)  тугунлар учун 1тф 0 , /у ф  

Ф  0  шартлар бажарилган деб фараз диламиз.Лойида бажарилишининг минимал вадти энг кичик х\ сондан иборат булиб, у x[t i £I ,  1ф (, xs =  0  сонлар би- лан бирга (1) тенгсизликларни даноатлантиради.Лойиданинг тамомланиши учун барча ишлар тугалланиши зарурлигидан s дан t га булган дар бир йулнинг узунлигн йул буйлаб дисобланган V  Сц йигиндига тенг булиб, х°( дан кам эмас (бунга ищонч досил дилиш учун (1) ни йул буйлаб душиш керак). Иккинчи томондан, равшанки S  дан 
t га йулни ташкил дилувчи шундай ишлар кетма- кетлиги топиладики, уларнинг у мумий давом этиши x°t га тенг була- ди. Шундай дилиб, х° ни дисоблаш масаласи максимал V C |7 узунликдаги s дан t га йулни топишга келтирилади. Бун- дай йулни критик йул деб аташ дабул дилинган.5 =  {/, 0} турда критик йулни дурищ учун динамик программалаштиришдан фойдаланамиз. Усулнинг умумий тар- дига асосан (1-§) биринчи босдичда (инвариант туркумлаш) бошлангич масалани ухшаш масалалар оиласига киритамиз. Оиланинг умумий масаласи s тугундан ихтиёрий (белгиланган 
t эмас) /£/ тугунга критик йулни дуришдан иборатдир. Б у йулнинг В . узунлиги Беллман функдияси деб аталади.В/ функция даноатлантнрадиган тенгламани (Беллман тенг- 246

ламасини) тузиш учун 3-§ даги энг кисда йулни ду- ришдагидек мулодаза диламиз. Дастлаб йулнинг s дан 
j га охирги ёйни ихтиёрий танлаб оламиз: (г, /) £ УУ.
S  дан j га йулнинг долган s дан i га йулни ташкил дилувчи ёйларини шундай танлаб оламизки, s дан i __га йулнинг узунлиги максимал булсин, яъни Вi га тенг бул­син. У  долда s дан i га бутун йулнинг узунлиги

C t l+ B t (2 )га тенг булади.Турнинг j билан V  дан олинган ёйлар ёрдамида туташ- тирилган барча i тугунларини саралаб (бундай тугунлар туп- лами 1~ билан белгиланади), (2 ) сонлар ичида максималинитопамиз: шах (Сц +  B J .  (3),е ,7Тескариснни фараз дилиш йули билан осонгина курсатиш мумкинкн, (3 ) сон s дан j га йулнинг максимал узунлигига тенг. Иккинчи томондан, Беллман функдиясининг анидлани- ши буйича s дан / га йулнинг максимал узунлиги В> га тенг булганлигидан, даралаётган масалада дуйидаги Беллман тенгламаси досил булади:5 у =  шах (Ctj + В .) .  (4),е/7Беллман функдиясининг s тугун учун циймати маълум:
в ; = [  о . (5 )(5 ) тенглик (4 ) тенглама учун чегаравий шартдан иборатдир. Беллман тенгламасини ечиш учун белгилар усулини ишлабчидамиз. 1* дев Беллман функдиясининг дийматлари маъ­лум булган i £ / тугунлар тупламини белгилаймиз. /* туплам буш эмас, чунки (5) га асосан s£/*.  Агар t £ /* булса масала дал, Bt — S  дан 

t га максимал йулнинг узун- лигидир.Айтайлик, t g I* булсин. S  турда I* билан цушни булган СО(/*) =  {/€/:(/, j )£U,  /? /* ,  
i £ У*} тугунлар тупламини 21/



Аурамиз. 5  да контурлар булмаганлиги сабабли /£ю (/*) ту- гунлар ичида албатта ly, а  I* булган /* тугун топилади. 
i £ I *  тугунлар учун Беллман функциясининг В.  кийматлари маълум булганлигидан (4) тенгламадан Беллман функцияси­нинг i £ / =  { j / с /*} тугунлар учун щийматини топиш осон. / £ /  тугунларни тупламга аушзмиз ва навбат- даги итерацияга утамиз. Чекли сондаги итерациялардан сунгтопилади. Усулнинг сонли мисолда намойишн V .6 - чизма- да келтирилган.

А Д А Б И Ё Т1. Беллман Р. Динамическое программирование. — М . : И Л , 1960.2. Габасов Р., Кириллова Ф. М. Основы динамического програм­мирования. —JVIh h ck : И зд-во Б Г У  1975.
V I  б о б .  ВАРИ АЦИ ОН  ^ИСОБАмалиётда учрайдиган максимум ва минимум масалала- рининг ^аммасини хам чизиксиз программалаштириш ма- салалари шаклида ифодалаб булавермайди. Купгина ама- лий экстремал масалаларнинг математик моделлари функ- циялар тупламида функционалларнинг оптималлаитирили­ши масалаларига келтирилади. Б у типдаги дастлабки ма- ■салалар математикада X V II  — X V II I  асрлаода к,уйилган ва ечилган. Уш а пайтдан бошлаб математиканинг чексиз улчов- ли функционал фазоларда экстремал масалаларни уиганувчи булими вариацион хисоб деб згала бошланди. Янги булим- нинг номи унинг асосий усули — вариацияларни ^исоблаш (тахлил цилиш) дан келиб чик+ан. X X  асрнинг иккинчи яр- мидан бошлаб, х,озирги замон фани ва техникасининг маса- лалари билан боглик, холда вариацион >;исобнинг янги тар- mofh — оптимал боинщрув назарияси юзага келди ва жа- дал ривожлана бошлади. Бу >;акда мазкур цулланманинг V I I  бобида суз юритамиз. Лекин бу бобда биз баён к,илмоцчи булган классик вариацион ^исобнинг асосий усуллари ва на- тижалари хозирги пайтгача Аам У 3 ахамиятини йуцотган эмас.

1-§. ВАРИАЦИОН АИСОБНИНГ АСОСИЙ МАСАЛАСИВариацион хрсобнинг асосий масаласи И . Бернулли томо- нидан 1696 йилда цуйилган брахистохрона хакидаги маса- ланинг бевосита умумий холи сифатида юзага кеддн. Бу ма­

сала математик масалалар янги синфининг узига хос ху- сусиятларини мужассамлаштирган булиб, вариацион Аисобнинг бутун тарихи давомида янги усулларни синаб куриш объекти Аамда жуда куп АИЗИ1\ аРли ва МУХИМ умумлаштиришларнинг асоси булиб хизмат аилди.1. Брахистохрона хакидаги м асала. Вертикал текис- ликда турли сатАларда ж ойлаш ган А, В нуАталар берил- ган булсин (V I. 1 -чизм а). Б у нукдаларни шундай с и л л и а  
ч и з и а  билан туташтириш керакки, бошлангич тезлиги ноль булганда огир моддий шар ш у ч и з и а  буйлаб А дан 
В га минимал вацтда етиб келсин.Б у масаланинг брахистохрона Аа АиДаги масала деб ном олиши юнонча «брахистос»— энг цис^а, «хромое»— ва^т сузларидандир.Масаланинг математик моделини тузиш учун V I . 1- чизмага мурожаат Аиламиз. Энергиянинг саАланиш а0' нуннга асосан А нуктада ва эгри ч и з и а д э  ихтиёрин[х, у] нуАтада потенциал ва кинетик энергияларнинг йигиндиси узаро тенгдир: 0 +  0 = —m g y+ m v2l2, шунинг учун,

v =  V 2  g y .  (!)
у =  у(х), х£  [0, а] берилган А, В  нуАталарни туташти- рувчи с и л л и а  ч и з и а  булсин. Маълумки,

v =  ds/dt, ds =  У dx2 +  dy2 , dy — yx (x) dx,

(Ух =  dy/dx). (2)((2) ни (1) га АУЙиб, dt =  У (  1 +  y2)/2gy ни, яъни y(x) 
ч и з и а  буйича нуАтанинг А  дан В га утиш ю а т и

т='\' i V v + t b t g y  *  <3>оэканлигини оламиз.Брахистохрона даАИдаги масала [0, а] кесманинг четлари— 
у0 (0) =  0, у0 (а) =  Ь Аийматларни Аабул Аилувчи ва (3) функ- ционалга минимум берадиган у =  у0 {х), х£[0, а] с и л л и а  

ч и з и а н и  топишга келтирилди.Келтирилган масаланинг олдинги бобларида АаРаб чицил* ган масалалардан фарАи шундан иборатки, унда чекли улчов- ли векторни эмас, балки чексиз улчовли фазонинг элемент и булган у°(х), х £ [ 0 ,  а] функцияни топиш керак.2. Асосий масала, [а, Ь] кесмада аниАланган ва узининр
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бирннчи тартибли хосилалари билан бирга узлуксиз булиб, [о, ft] кесмаиинг четларида берилган
У (а) =  с, у (b) =  d (4)кпйматларни кабул цилувчи скаляр у  =  у(х) функциялар 

жоиз эгри чизщлар деб аталади. Айтайлик, F (х, у, z)— ска­ляр х, у, z аргументларнинг берилган скаляр функцияси булиб, уз аргументларининг барчаси буйича С{2> синфга ман- суб булсин. у(х), х£ [а , b] жоиз эгри чизицлар тупламида/ (у) =  J' F (х, у (х), ух (х)) dx (5)
афункционалиииг минимумини топиш масаласи— вариацион 

%иссбнинг асосий масаласи деб аталади*.Агар бирор е >  0 сон учун
\у (х) — у0 (х)| <  е, х£ [а , Ь] (6)тенгсизликии каноатлантирувчи жоиз у (х), х £  [а, ft] эгри чизик.лар ва жоиз у°(х) эгри чизиц учун

1(У)>П У°)  (7)тенгсизлик бажарилса, у°(х), х £ [а, ft]— (5) функдионалнинг (асосий масаланинг) к учли минимали деб аталади.Агар (7) тенгсизлик (6) дан ташцари, \ух (х) — у° (х)| <  е, х £ [ а ,  ft] шартни хам каноатлантирувчи у (х), х £ [а, Ь] жоиз
* Купинча асосий масала вариацион хисобнииг эиг содда масаласи деб хам аталади.

эгри чизицлар учун бажарилса, у°(х), х£ [а , ft]— (5) функ- 
ционалнинг кучсиз минимали деб аталади.Шундай цилиб, кучли минимал унга узларининг циймаг- лари буйича яцин булган барча жоиз эгри чизицлар ичида эпг яхшиси булиб (V I. 3- чизма), кучсиз минимал эса жоиз эгри чизицларнинг хам уз цийматлари хам уз хосилаларинннг цийматлэри яцин булганлари ичида энг яхшисидир [(VI .4- чизма).

Равшанки, кучли минимал кучсиз минимал хам булади, шунинг учун кучсиз минимумнинг зарурий шартларн кучли минимумнинг цам зарурий шартларн булади. Бу бобда фа цат кучсиз минималлар урганилади. Кучли минималлар V II  боб­да текширилади.3. Ечимнинг мавжудлиги. К,УйиДаги натижани нсботсиз келтирамиз. Айтайлик: 1) F (х, у, z ) £ C (1>; 2) F (х, у , г) функция z буйича цэвариц; 3) F (х, у, г)^ Ф (г )  булсин, бу ерда z - >  сюда Ф(г)/г->-оо. У  цолда шундай г/и(х), х £ [а , ft] абсолют узлуксиз функция топиладики, унда (4) тенгликлар бажарилади ва (5) функционал кучли минимумга эрншади.Агар (5) масалада F (х, у, z) функциянинг z буйича ца- варицлик шарти бажарилмаса, (5) масала цабул цилингэн маънода ечимга эга булмаслиги цам мумкин. Бу цолда асо­
сий масалани кенгайтириш царалиб, унда F  (х, у , г) функ­ция урнига унинг z буйича цавариц кобиги царалади. Кен- гайтирилган масаланинг ечими буйича берилган (5) масала учун минимумлаштирувчи кетма-кетлик цуриш мум­кин, яъни жоиз эгри чизицларнинг шундай yk(x), х £ [ а ,  ft], 
k =  1, 2, . . .  кетма- кетлиги топиладики, k ->  °о да I (уи )-*■  
->■  ini I  (у) булади. Курилиши куп амалий масалалар учун етарли булган минимумлаштирувчи кетма-кетликни (5) маса­ланинг умумлашган ечими деб цараш мумкин.
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4. Мухокама. Вариацион хисобнинг асосий масаласи 
функционал фазоларда ушбу / (у)->  rnin, у  £ У  (бу ерда 
У  — бирор функциялар синфи) экстремал масалаларнинг хусусийси ^олидан иборатдир. Унинг узигг хослиги хдм У  тупламнинг, хам I  функционалнинг аниц куринишини (бу асосийси) танлаб олишдадир. Асосий масаланинг а^амияти (ёки боилуача айтганда, унинг цуйилишининг юту™) шу билан аникланадики, бир томондан, купгина амалий масалаларнинг математик модели шундай булиб, бошка томондан, у мавжуд математик аппарат ёрдамида кулланиш учун кизикарли нэ- тижаларни олиш имконини беради.Асосий масала чизицсиз программалаштириш масалалари- нинг чекли улчовли фазолардан чексиз улчовли фазоларга утишдаги умум лаш м асидан иборатдир. Бунда чизицсиз программалаш тириш  реж аларига вариацион х ис°бнинг жоиз эгри чнзицлари мос келади. Б у  ерда принципнал янги элемент эгри чизицларнинг силлицлиги синфини киритишдан иборат булиб, унга масаланинг мо.\ияти билан бнрга ечимнинг мавжудлиги ва текшириш усули хам  богли^дир. Вариацион хисоб маеала- ларидан чизиксиз програм­малаштириш м асалаларига- утишнинг учта усули маълум. Биринчи усул вариацион м а­саланинг физик прототипини дискретлаштиришга асослан- ган. М асал ан , агар брахисто­хрона ^ацидаги вариацион ма- салада моддий ну^тани А дан В га чекли сондаги бугинлардан иборат ( V I .5- чизма) занжир буйича ^аракат цилишга м аж - бур этсак, чизицсиз программа­лаштириш м асалаеига кела- миз. Иккинчи усул вариацион масала математик моделининг айирмали яцинлаштирилишига асосланган булиб, унда узлуксиз функциялар турсимон ф ункцияларга, ^осила- лар айирмалар нисбатига, интеграллар интеграл йигин- диларга алмаш тирилади. Вариацион м асалаларни ечиш усуллари ичида жоиз чизшудар оптималлаштирилувчи чекли сондаги параметрларга богли^ булган функция­лар оиласидан булгандаги усулларни (Ритц усули, мо- ментлар усули, чекли элементлар усули ва б.) ,\ам ш у

1

типга кириши мумкин. В ар и а­цион м асалалардап чизиксиз программалаштириш масала- ларига утишнинг учинчи усу- -ли вариацион м асалалар учун олинган оптималлик ш артла- рининг айирмали яцинлашти- рилишидан иборатдир.М аш ц  сифатида (биринчи ёки иккинчи усул билан) брахистохрона ^акидаги масаланинг чекли улчовли ух- шашини ифода ^илиш ва унинг чизиксиз программа­лаштириш масаласининг содда хусусий ^оли эканлиги- га ишонч >^осил цилиш таклиф этилади. Вариацион ^и- собнинг кейинги ватижаларини ^ам чизицсиз програм­малаштириш масаласининг мос натиж аларидан лимитга утиш ёрдамида келтириб чицариш ^ам фойдали машц булади. Вариацион ,\исобда бу усулни биринчи булиб Л . Эйлер цулланган.5. Вариацион ^исобнинг бош ^а м асалалари. В ар и ­ацион ^исобнинг асосий масаласи хилма-хил умум лаш - м аларга эга. Уларнинг типиклари билан цисцача тани- ш амиз.
Мацкамланмаган [а, Ь] кесмали масала асосий масаладан шу билан фарц циладики, унда а, b сонлар (иккаласи хам, ёки биттаси) олдиндан берилмаган булиб, (5) функционал­нинг минимуми шартидан танлаб олинади.
Чегаралари цузсалувчан масала асосий масаладан ш у билан фарц циладики, унда (4) шартнинг урнига у{х) эгри чизикнинг чап охири берилган а(х) чизикда, унг охнри эса 

Ь(х) чизикда ётиши талаб цилинади. Асосий масалада жоиз эгри чизик учун цушимча чеклашларни кушиш натижасида 
чеклашли вариацион масалалар синфи хосил цилипади. Агар бу чеклашлар

j;G {x, у , yx)dx =  c., t =  l ,  т
акуринишда булса, масала изспериметрик масала деб зтала- 

дч. К уп  холларда чеклашлар
Фк(х, у, ух) =  0, k =  I ,1  (8)дифс[)еренциал тенгламалар ёрдамида берилади хамда ушбу 

Фк( х ,у )  — 0, й = 1 ,  / куринишдаги чекли (дифференциал
2 5 3

V I.6 - чизма.
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булмаган) ифодалар билан берилган чекли (голоном) чеклаш- лардан фаркли уларов дифференциал (галопом булмаган) 
чеклашлар деб аталади.(5) функционални (4), (8) шартларда минималлаштириш масаласи Лагранж масаласи деб аталади. Агар (4) урн ига кузгалувчан охирлар каралиб, (5) функционал куйидаги

Ну) =  Ф (У (а), У (Ь)) min (9)функционал билан алмащтирилса, (8), (9) масала Майер ма­
саласи деб аталади.

Больц масаласининг Майер масаласидан фарки шундан иборатки, унда (9) функционал урнига
I  (У) =  Ф (У (а), У Щ  +  J  F  (х, у, ух) dx

афункционал каралади.
Юцори тартибли хрсилали вариацион масалалар эса асосий масаладан шуниси билан фарк киладики, уларда мое чегаравий шартларда функци’янинг юкори тартибли хосила- лари ёрдамида берилган

ь
I  (у) — \F  (х, у, dy/dx, . . . , ds y/dx ) dxфункционал минималлаштирилади.Агар минималлаштириш куп узгарувчили у (х х, . . . , хп) функциялар орасида бажарилса, бундай вариацион масала­

лар куп улчовли деб аталади.Мазкур бобда фацат вариацион хисоб асосий масаласини ечиш усуллари баён цилинади. Бу усуллар юкорида номла- рп санаб утилган масалалар учун мос умумлашмаларга эга. Умумлашган вариацион масалалар учун баъзи натижалар V II  бобда олинган.
2 - § . В А Р И А Ц И Я Л А Р  У С У Л И

Вариациялар усули Ж . Л . Лагранж томонидан 1760 йилда таклиф килинган булиб, функционал фазолардаги экстремал масалаларни назарий текширишнинг асосий усули х1исоблана- ди. У  функцияларни дифференциаллар ва жоиз йунэлишлар ёрдамида (III бобнинг 1-§ ига ц.) максимум ва минимумга текшириш усулининг табиий умумлашмасидан иборатдир. Бу усулда х,ал цилувчи ролни фойдалэниладиган вариациянинг типи уйнайди, чунки олинадиган натижанинг соддалиги ва кучи унга боглицдир.

1. Жоиз эгрн чизицнинг вариацияси. Айгайлик, 
У — У (*)> € [а. Ь\ (1)вариацион хисобнинг асосий масаласида жоиз эгри чизик булсин.Уш бу 6t/(x), х £ [ а , b\ функция (1) жоиз эгри чизицнинг

(жоиз) вариацияси дейилади, агар у (х) =  у (х) +  8 у (х) функция яна жоиз эгри чизицдан иборат булса.Кучсиз минималларни текширганда (1) жоиз эгри чизик-нинг вариациясини
ty (x )  =  eh (x), х £ [ а ,  Ь] (2)куринишда караш кулайдир, бу ерда е — хакиций сон, (2) ифоданинг чизицсиз программалаштиришдаги А х  =  0 1 ифода билан ухшашлиги сезилиб турибди, яъни (2) да h (х), х  £ [а, Ь] функция функционал фазода у(х), х  £ [а, Ь] чизицдан бош- ланган царакат йуналиши ролини уйнаса, е шу йуналишбуйича цадам ролини уйнайди.Бундан буён h(x), х £ [ а , Ь] функцияни хдм агар у  6 у(х), х £ [ а ,  b] вариацияга мос келса, (1) эгри чизикнинг вариа­

цияси деб атаймиз.Жоиз эгри чизицнинг таърифидан келиб чицадики, h (х), 
х£  [а, b] функция/ i(x )£ C (1>, х £ [ а ,  b], h(a) — h(b) =  0булгаидг ва факат шу цолда ^  ,жоиз эгри чизицнинг азриа- цияси булади (V I. 7 -чизма). 1

2. Функционалнинг вариа­цияси. Айтайлик, I  (у) жоиз эгри чизицларда аницланган функционал булсин. Агару берилган жоиз у(х) эгри чизик; ва 1г(х) вариация учуй / (у +  е/г) — I(у) — г Ы ( у ,  К) +  г*8Ч(у, А)/2 +  0(е2) (3)ёйилмага эга булса, е параметрнинг биринчи даражаси ол- дидаги 6/(i/, Н) коэффициент I  (у) функционалнинг у  (х) эгри чизик ва h (х) вариациядаги биринчи вариацияси деб ата­лади, (3) ёйилмадаги е2/2 нинг олдидаги 6Ч  (у, К) коэффи­циент I  (у) функционалнинг иккинчи вариацияси деб атала­ди. (3) дан функционал вариациясини хисоблашнинг ушбу содда коидалари келиб чицади:
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6 /(1/, Л ) -- * -  I ( y  +  eh)\ , Ь Ч ( у ,  h) =  £ - I ( y  +  eh)\ • de le=0 de2 |e=0
l - §  даги вариацион хисобнинг асосий масаласидаги (5) функ­ционал учун ь

6 / (у, /0 =  ^  J  К (х, у +  е h, ух +  е Лл) dxj =
и е—0

Ь
__ j  | dF (х , у , ух

ду
■ h(x)

OF ( * , у, ух ) 
дУх

М * ) dx, (4)
иб2 I  (у, h) =  j F (х, у +  Е А, у,+е/гх) Лс|#_ q =

а■= j  р у * )  м + 2 *  W  К  +ду дух 
dx. (5 )

3. Функционалнинг вариацияси атамаларида кучсиз ,'ми- 
нимумнинг зарурнйлик шартлари. Кучсиз минималнинг таъ- рифидан келиб чнкадики, у 0 (л:), х  £ [а, 6] жоиз эгри чнзик; бирор М  <  оо, е0 >  0 ларда барча 0 <  е <  е0, |h (х)| <  М , 
hx (х)| <  М , х  £ [а, Ь] учун/(y° +  e / i)> / (y °) (6)тенгсизлик бажарилганда ва фа кат шу холатдагина кучсиз минимал булади.Зарур булган х1исоблашларнинг хажми катга булгани са- бабли (6) критерий амалий цулланиш учун нокулайдир. Н а- зарий изланишларнинг ма^сади текшириш учун цулай булган минимум шартларини олишдан иборатдир.Биринчи натижа етарли кичик е параметрли, яъни ]а, Ь\ кесмада текис кичик булган (2) вариациялар ёрда- мида олинади ( V I .8- чизма).

I - теорема. Хрр бир у 0 (х), 
х  £ [а, Ь] кучсиз минимал ва ихгиёрий h(x), х£ [а ,  Ь] вариацияда: 1) функционал­нинг биринчи вариацияси нол га тенг (стационар ликшарти): V I .8 - чизма.
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О

8Y

О <  / (у0 +  е /г*) - - 1 (у0) =  — |е] [|а| +  о (е)/е] <  О зиддиятга келамиз.Ш унга ухшаш, (7) тенглик бажарилганда 62-/(у°, h*) =  =  а < 0  деб фараз цилсак, е етарли кичик булганда 0 <  <  / (у0 +  е h j  — / (у0) =  е2 [а/2  +  о (е)/е2] <  0 зиддиятга кела­миз. Теорема исботланди.(7), (8) шартларни (4) ва (5) ларни ^исобга олган ^олда 1-§ даги (5) функционалга татбиц цилиб, цуйидаги натнжа- ларни оламиз: агар у0 (х), х £ [ а , Ь] вариацион .^исоб асосий масаласида кучсиз минимал булса, барча h(x), х £ [а, Ь\ ва- рнациялар учун
dF (х, у»,

ду
h (х) + dF(x ,  у » , у°х) 

дУх
h (x) dx =  0  (9)

тенглик ва
ь

Я ду2

*F ( x ,  уо, у°)

ду1
ti­

dy дух

d x ^ O (Ю)тенгсизлик бажарилади.4. Эйлер тенгламаси. Кучсиз минимумнинг (9) зарурий шарти (6) кригерийга нисбатан текшириш учун цулайдир, чунки у Я га нисбатан чизицли функционал ёрдамида ифо- даланган. Бу натижани V I . 7, 9-чизмаларда курсатилган махсус h вариациялар ёрдамида кучайтириш мумкин.
2 - теорема. Вариацион х,исоб асосий масаласининг хар бир у0 (х), х £ [а, b] кучсиз минимали ушбу

dF d dF п г г u-i
Ж  =  ° ’ 6101 61

Эйлер тгнгламасининг ечими булади.
17-612

( И )
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И с б о т и . (9) даги иккинчи к>ушилувчини булаклаб ин- теграллаб* ва вариациянинг h(a) =  h (b) =  0 хоссасидан фой- даланиб, (9) дан 
ь

~dF (х ,у ° ,  i/°)________d_ d F  {х, у«, у°х)

ду dx дУх
h ( x ) d x  =  0  (12)

а ~тенгликка келамиз. Бундан кейин муста^ил а^амиятга эга булган ^уйидаги натижадан фойдаланамиз.Лемма (Л агранж )**. Агар
ь|  а (х) h (х) dx  =  0 ( 13)
атенглик узлуксиз а (х), х£[а , Ь] функция ва барча h (х), х £ [ а , Ь] вариациялар учун бажарилса, а(х) =  0 , х £ [ а , Ь]булади.И с б о т н . Айтайлик, б и р ор 0^ [а, Ь\ учун а(0) =  а = ^ О  булсин. Аниклик учун сс >  О деб оламиз. У  холда узлук- сизликка кура функция 0 нуцтанинг бирор е-атрофида а (х) >  > 0 ,  х £ [ 0 — е, 0 +  е], яъни мусбат булади. Буни ^исобга олиб, (13) ифоданинг чан томонини h(x), х £ [ а , Ь] функция V I .  9-чизмада ифодаланган вариациядан иборат булгандахисоблаймиз:

Ь 0 + еj  а (х) h (х) dx  =  j  а (х) h (х) dx >  0 .
а 0—е(13) дан олинган зиддият леммани исботлайди.

*Бу амал, масалан, у° (л:) 6 С^  булганда цонунипдир. Бу шарт бул-
маган хол учун 2 -теорема 5- бандда исботланади.

**Уни вариацион хисобнинг асосий леммаси  деб хам аталади.

Лемманинг (12) ифодага цулланилиши (Ц )  тенгламага олиб келади ва теоремани исботлайди.(11) Эйлер тенгламасининг батафсил ёзувн цуйидаги ку- ринишни олади:
d*F (х, у , ух )

д'Л Ух
d*F (х. у, ух ) d*F (х, у, ух )• +  -----— -------- Ух +дудух 
dF (х, у, ух )

ду

дх дух=  0 ,яъни у {х )^ С п  булганда махсус булмаган ^олда (дгР ^ у 2хф  = + 0) у(х), х £ [ а , b] функцияга нисбатан иккинчи тартибли чизицсиз дифференциал тенгламадан иборат. Бундай тенгла- маларнинг умумий ечими у(х,  C lt С 2) иккита ихтиёрий C L, С 2 узгармасга боглиц булади.Шундай цилиб, ечимга эга булган вариацион ^исобнинг асосий масаласи вариациялар усули ёрдамида (1) жоиз эгри чизи^нинг таърифидан келиб чикадиган
У (й> С и С 2) — г» у (b, Ci, С г) — dтенгликларни цаноатлангирувчи иккита С , ,  С 2 узгармасни излашга келтирилди.Асосий масаланинг Эйлер тенгламасининг ечими булган 

у(х), х£  [а, b] жоиз эгри чизицлари масаланинг (Эйлер) экстремаллари деб аталади. Янги атамаларда теорема куйи- дасича айтилади: хар бир кучсиз минимал масаланинг экс­
тремаллари ичида ётади.2-теореманинг яна б и т т а  Т а л л и н н  учун я н г и  тушунча ки- ритамиз. Аввало,/ (х +  А х) — / (х) =  а' А х +  0 (J|A х||) ёйилмага эга булган / (х), х £ Rn функция учун а вектор /(х) функциянинг df(x)/dx хосиласи ёки grad/(x) градиентн деб аталишини эслайлик. Шунга ухшаш,

Н У  +  бу) — I(y)  =  J  а (х) б (/ (х) dx +  0 (||8 j/||)
аёйилмага эга булган I (у) функционал учун а(х), х£[а,  Ь] функция I  (у) функционалнинг вариацион цосиласи б I (у)/ б у(х ) ёки градиенти grad /(у) деб аталади.Юцорида келтирилган ^исоблашларга биноан ( 1 1 ) ифода­нинг чап томони е купайтувчи ани^лигида 1-§ нинг (5) асо­сий масаласидаги функционал ёйилмасининг б у га нисбатан
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чизш\ли кисмини ифодалайди. Демак, 1-§ даги (5) функцио- налнинг вариацион хосиласи
б Ну) =  grad I (у) = dF (х , у, ух ) d dF (•*. У у Ух ) 

dxЬ у ( х )  S' аи ' \Я> Qy д х  Qy^куринишни олади ва 2-теоремага асосан кучсиз минималда нолга тенг. Шундай цилмб, 2 -теореманинг (11) ифодаси шартсиз минимум масалаларида оптималликнинг зарурий шар- ти df (х°)/дх =  grad f  (дс°) =  0) нинг тулик, ухшашидан иборат- Дир.
5. Эйлернинг интеграл тенгламаси. Вариацион масалалар- ни текширганда функционал царалаётган функциялар фазоси му>;им роль уйнайди. Бу бандда вариацион хисобнииг асосий масаласи ь

I  (z) =  j  F  (х, у(х), z(x))dx~*~ min (14)
афункционал

z (х) е  С, ух (х) =  z (х), .те [а, 6], (15)
У (а) =  с, y(b) =  dшартларни цаноатлантирувчи z(x) =  ух (х), х £ [а, b] функ­циялар фазосида ани^ланган деб фараз цилиб, текширилади.Худди аввалгидек, агар z (х) =  г (х) +  б 2 (а) функция ва унга (15) га асосан мос келадиган у{х) функция 1-§  даги шартларни каноатлантирса, б г (а ) £ С , а  £ [л, 6] функция г (а ), 

а  £ [а, 6] функциянинг вариацияси деб аталади.Ушбу
bz(x) =  eg  (а )куринишдаги вариациялар фа^атg ( x ) £ C , Jg ( x ) d x  =  0 (16)

ахоссаларга эга булган g(x), х £ [ а ,  Ь] функциялар ёрдамида пайдо булади (V I. 10-чизма). Юкоридаги \исоблашларни такрорлаб, цуйидагиларни оламиз: 
ьб / (г , g) =  —  Г F(y , y +  eh,  z +  eg)d x|. ае J I *=Ух • е

OF (x, у , г) 
dz ~‘ Ух

\ w dx.
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Arap z ° = 2 ° ( a ), a  £ [а, 6] ечим (14), (15) асосий масаланинг ечими булса, у ^олда б / (z°, g) =  0 , яъни барча g  (а ), а  £ [<;, 
Ь] вариациялар учуй юцоридагидан биринчи кушилувчини булаклаб интеграллаш ёрдамида олинган

О Л

J H
dF (х, i/Д, г») ^  dF (х , уо, г») 

ду dz g(x)dx =  0 (17)тенгликка эквивалент
9F | . . .  . dF\ g(s)ds +  —dy \г -ух дг lz=b

г(х) d x =  0

тенглик бажарилади. Б у холда dF/dy функция жоиз эгри чизи^лэр буйлаб узлуксиз булгани учуй бу ерда бажарилган амал цонунийлигини таъкидлаб утамиз.Минимумнинг (17) зарурий шартини соддалаштириш учун исботи V I . 11-чизмада (бунда штрихланган к,исмлар конгру- энт) ифодаланган янги вариацияларга асосланган леммани келтирамиз.
2 - лемма (Дюбуа — Раймон) . Агар

b (a ) g  (a ) dx =  0 (18)

<&Х>, ----- т  вг ь - ц

V I . 10- чизма. V I . 11- чизма.тенглик 6 (a ), х £ [ а , 6] узлуксиз функция ва барча (16) ва­риациялар учун бажарилса, 6 (a ) =  const, а  £ [а, 6] булади.И с б о т и . Айтайлик, тескари натижа уринли булсин, яъни Он <?2 € 1<а, 6] нукдалар топилиб, 6 (0,) =7̂  6 (02) булсин. Аник;- лик учун 6 (0,) > 6 ( 0 2) деб олайлик. У  х,олда 6 (a ) функция­нинг узлуксизлигига биноан бирор е >  0 даmin 6 (a ) >  max 6 (a ) (19)лге[ 0 1 — е ,  0 ,  +  е ]  д г € [ 0 ,— е ,  0 , +  е ]тенге из лик бажарилади.V I .  11-чизмада тасвирланган g(x) функция (16) шартларни Наноатлантиради ва демак вариациядан иборат булади. Ш у
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вариацияда (19) ни хисобга олсак, (18) нинг чап томони мус- бат булади:J  b (х) g (х) dx =  J  b (х) g  (х) dx +  I b (х) g (х) dx >  О, 
а  01—в 0, —гбу эса (18) га зиддир. Лемма исботланди.2-леммани (17) тенгликка татбиц крлиб, асосий масала- нинг хар бир у0 — у0 (х), х £ [ а , Ь] кучсиз минимали Эйлер- 

нинг ушбу
aF(* ’ =  f  aF(S’ y’ M  ds +  const (20)

dyx J  дУ

шартни топамиз. Аввало махсус булмаган у =  у(х) эгри чи- 
31Щ, яъни у буйлаб d2F(x, у (х), ух (х))/дг/ 2 ф  0 бажарила- диган эгри чизи^ тушунчасини киритамиз.

3 - теорема (Гильберт). Дар кандай махсус булмаганэкстремал С (2) синфга мансубдир.И с б о т и . (20) интеграл тенглама ва у(х), х £  [а, Ь] экстремал буйича г{>) =  ух (х) ечимга эга булган
X

it . /  \  f  dF (s, у (s), у (s)Ф (х , z) =  — \ УхК ds +
J  ду
а+  const ^  о (22)

интеграл тенгламасини раноатлантиради, деган хулосага келамиз. Агар (20) тенгламага у — у°(х), х 6 [а, b] функция- ни келтириб цуйсак, хосил буладиган айниятнинг унг кис- ми х буйича дифференциалланувчи булади. Демак, чап кием хам х  буйича узлуксиз хосилага эга, у°(х) буйлаб
d_ dF (*■ У■ Ух ) ( 2 1 ч
dx духузлуксиз косила мавжуддир. Эслатиб утамизки, ихтиёрий жоиз эгри чизир у{х), х £ [ а , b] буйлаб (2 1 ) функция ё ани^- ланмаган, ёки С  синфга мансуб эмас. (20) айниятдан х буйи­ча хреила олиб, Эйлер тенгламаси (И ) ни оламиз. 2-теоре- манинг келтирилган катъий исботи курсатадики, (14), (15) шакл вариацион хисоб асосий масаласининг 1-§ даги (5) шак- лидан табиийроцдир. Бу хакда кушимча V II -бобга царалсин.

6 . Гильберт теоремаси. 2-теоремани исбот крлишда (9) ифодада dF{x, у°(х), у°х (х))/дух£ С а] булгандагина уринли булган булаклаб интеграллаш амали цулланилди. Осонгина хисоблаш мумкинки, dF/dyx дан х буйича хосила у (х) функ- циянинг иккинчи тартибли ухх хосиласини уз ичига олади. Ш у билан бирга, асосий масаланинг дастлабки цуйилишида 
Ухх(х) нинг мавжуд булиши фараз крлинган эмас эди. Бун-дан келиб чикадики, 4-бандда 2 -теорема С <2) синфдан олин- ган кучсиз минималлар учун исботлангандир. 2- теореманинг
5-бандида келтирилган исботидан >уш у (х) £ С т эканлиги келиб чшуиайди, чунки (2 1 ) функциянинг узлуксизлиги уни мураккаб функцияларни дифференциаллаш кридалари буйича хреоблаш мумкинлигини билдирмайди. if  (х) £ С <2) буладиган

тенгламани тузамиз. Махсус булмаган экстремалнинг таъри- фидан д Ф (х, г)/дг\г=Ух(х) =  d2F  (х, у(х), ух (х))/ду2х Ф  0 экан­лиги келиб чиради. Шунинг учун ошкормас функциялар хакидаги теоремага асосан, (22) тенгламанинг z — yx (x) ечи- ми Ф  (х, г) функция х, z лар буйича кандай тартибли хреи- лага эга булса, х  буйича хам шундай тартибли хреилаларга эга булади. F (х, у, г) £ С <2) булганлигидан Ф  {х, г) £ С (1’. Демак, ух (х) £ С (1), яъни у (х) £ С <2). Теорема исботланди.
7. Каноник узгарувчилар ва Эйлернинг каноник тенгла- 

малари. (14), (15) масала буйича р скаляр узгарувчи ёрда- мида
Н (х, у, р) =  — F (х, у, z) +  pz

Гамильтон функциясини (гамильтонианни) унг томондаги 
2 узгарувчи

p =  dF {х, у, z)/dz (23)тенгламадаги р оркали ифодаланган деб, тузамиз.
4-теорема. (11) Эйлер тенгламаси ушбу дифференциал 

тенгламалар каноник тизимига эквивалентдир:ДУ _  дН_ _dp_ ==_ д Н _  (24)
dx др ’ dx дуИ с б о т и . Айтайлик, у — у{х) (ух(х) =  г{х)) ечим ( 1 1 ) тенгламанинг ечими булсин. у =  у(х), р (х) =  dF (х, у (х), 

Ух (х))/дух (24) тизимнинг ечими эканлигини курсатамиз. ( 1 1 ) ни хреобга олиб, (24) даги иккинчи тенглама учун
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dp

dx

dH

~ду S(x, v) =  J  F(/, //(/, x, V), yx (t, X, v))dt =
d dF (x, y, yx ) _  dF 

dx dyx dyэканлигини оламиз.Энди, аксинча, (24) тизимнинг у (л), р(х) ечими мавжуд булсин. у(х) ( 1 1 ) тенгламанинг ечими эканлигини курсата- миз.(24) тенгламалар (23) белгилашлардан фойдаланилганда 
ух =  2 , рх =  dF/dy куринишни олади. р узгарувчининг аниц-ланишидан рх =  —  dF/dz эканлигини оламиз. Охирги муно- 

dxсабатлардан рх, z узгарувчиларни йукотиб, dF/dy — ~

dF/dyх =  0 тенгламани оламиз. Теорема иеботланди.(24) каноник тизимнинг у, р узгарувчилари каноник уз- 
гарувчилар деб аталади. Механикада ёрдамчи р узгарувчини импульс деб цам аталади. (24) каноник тизим узининг содда- лиги ва симметриклиги билан ажойибдир. У  ёрдамида гамиль- тонианнинг экстремаллар буйлаб мухим хоссаси

dH _ _  dH 
dx dx

(25)осонгина исботланади. Х,ацицатан, dH/dx =  dH/dx +  yx dH/ 
dy +  pxdH/dp =  dH/dx +  dH/dp ■ dH/dy — dH/dy ■ dH/dp ==  dH/dx.(25) дан келиб чицадики, F(x, у, г) функция х га бог- лиц булмаган асосий масалада гамильтониан цар бир экстре- мал буйлаб узгармасдир:

Н(х, у(х), р{х))=  const, х £ [ я , Ь],яъни Н(х, у, р) каноник тизимнинг биринчи интегралидир.
8. Гамильтон—Якоби тенгламаси. Иккита х, v параметр- га боглиц булган

1хЛ(у) =  !  У (0. yx (t))dt~» min,
а

y {t ) £ C {'\ / £ [a , х], у{а) =  с, y{x) =  v (26)масалэлар оиласини цараймиз. у {(, х, v), t£[a, х], S (x ,  v) орцали минимални ва ундаги (26) оиланинг умумий масаласи учун 1хЛ{у) функционалнинг кийматини белгилаймиз. У  хол­ла

1

а
х

— j  F (t, y(t, X, v), yx (t, X, v))dt +
x—Ax

x—Ax+  j  F O'. У(*> X, v), yx {t, X, d)) =  S ( x  — A x ,
a

У (x — A x ,  x , v))— F(t, у (t, x, v),
yx {t, x, i>))Ax +  0(|A x|). (27)Бу ерда минималнинг хоссасидан, яъни у (t, х, v), t£\a, 

х — А х] кесма х  —  А х , у(х  — Д х , х, у) параметрли (26) масаланинг минимали булишидан фойдаланилган. (27) айният- нинг иккала томонини А х  га булиб, А х - » - 0 деб олсак, ли- митда
^ f - ^ = F ( x , y ( x ) ,  ух (х)) (28)ни оламиз. Айтайлик, 5  (х, о) функция аргументлари буйи- ча дифференциалланувчи булсин. У  цолда

dS  (х, v)/dx =  dS  (х, v)/dx +  dS  (х, y)/dy ■ ух тенглик ёрдамида (28) тенгламани
^ А - Р( х ,у ,у х ) + ^ Ж . у х =  о (29)куринишда ёзиш мумкин.Агар у, z =  ух узгарувчилардан каноник у, р узгарувчи- ларга утсак ва (23) белгилашдан фойдалансак, (29) дан А (х, 

у) функция учун Гамилыпон — Якоби тенгламаси деб ата- ладиган
dS (л-, у) 

дхтенгламани оламиз.Гамильтон — Якоби тенгламаси ва Эйлернинг каноник тенгламалари орасида узвий богланиш мавжуд булиб, у асо­сий масаланинг экстремалларини (30) тенгламанинг ечимлари ёрдамида цуриш имконини беради. Купгина намунавий ма- 
салалар (физик масалаларнинг идеал шакли) учун (24) ти- зимни интеграллашдан кура (30) тенгламанинг ечимини то- пиш цулайдпр. Бу ечнмдан тсйилиш назариясининг усул- 
лари ёрдамида реал масаланинг тацрибий ечимини цуришда
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фойдаланиш мумкин. Хусусий хосилали биринчи тартибли дифференциал тенгламалар назарияси нуцтаи назаридан ка­ноник тенгламалар Гамильтон — Якоби тенгламасининг ха­рактеристик тенгламасидан иборатдир.
5- теорема (Якоби). Айтайлик, S  — S  (х, у, a ) £ C (J) ин­теграл (30) тенгламанинг тула интеграли ва d2S/dxdy Ф  0 булсин. У  холда dS (х, у, а)/д а  =  |5 тенгламадан топилган

у (х, а, Р ) б С (|), х £ [ а , Ь] функция р (х, а , Р) ==  dS (х, у (х, а ,  р))/ду, х  £ [а, Ь] функция билан биргаликда каноник тизимнинг умумий ечими булади.И с б о т и . Аввало d S/da =  p каноник тизимнинг биринчи интеграли, яъни d {dS/da)/dx =  0 эканлигини курсатамиз. Уш бу
d  o s  o * s  , a*s--------- -------------- 1--------- --y r (31)
dx d a  dx da dy d aни оламиз. (30) тенглама унга S  (х, у, а) функцияни кел- тириб цуйгандан сунг

dS  (х, у, а)/дх +  Н  (х, у, dS  (х, у, a)/dy) =  0 (32)айниятга айланади, уни а буйича дифференциаллаш 
d2S dH d2S

dxd а dp dy d a
(33)ни беради. Б у  ифодани (31) га келтириб цуйиб, (24) ни х,и- ,  -  d dS / dH . \собга олган х,олда, талаб ^илинган---------- = ------------\-уг хdx d a  \ dp )

d*SX -------  натижани оламиз.
dy da

у (х, a , Р), р (х, а , р) функциялар (24) каноник тизимни ^аноатлгнтиришнн текширамиз. у (х, a , Р) нинг аницлани- шидан ва (33) тенгликдан._  _  d2S/dx d а  _ _  dH 
У х ~  d2S/dy d a  “  dPга эга буламиз. р (х, а , р) функциянинг 5-теоремада бе- рилган таърифидан фойдаланиб,

Рх =
d2S d2S  

dy2 ■ i , ] -
d2S d2S dH

dx dy dy2 dPdxdyэканлигини оламиз.(32) айннятни у буйича дифференциаллаймиз:
(34)

d2S dH  , dH d2S

Агар бу натижани (34) га келтириб куйсак, каноник тизим­нинг иккинчи тенгламасини оламиз. Теорема исботланди.9. Булакли- силлиц жоиз эгри чизицлар. Асосий масала силлиц жоиз эгри чнзиклар синфида ечимга эга булмаслиги мумкин. Шунинг учун жоиз эгри чнзиклар синфини булакли- силлиц эгри чизикларгача кенгайтиримиз, улар у (х), х £ [а, Ь] , 
у (а) =  с, у (b) =  d узлуксиз функциялар булиб, [а, 6] кес- манинг чекли сондаги нуцталаридан бошка нукталарининг барчасида узлуксиз хосилаларга эга ва айтилган чекли нуц- таларда хосилалар биринчи тур узилишга эгадир (V I. 12- чнзма).2 -теореманинг 5-бандида келтирилган исботнни тахлил ^илиб, ух (х) функциянинг узлуксизлиги фацат (20) Эйлер интеграл тенгламасидан (1 1 ) дифференциал тенгламага утиш- дагина хисобга олинганлигини пайкаш кийин эмас. Бунда утиш ух (х) функциянинг барча узлуксизлик нуцталарида кон уний булиб цолади, яъни синиш ну^талари орасида куч- сиз минимал Эйлер тенгламасини цаноатлантиради. Узилиш ну^таларида (20) даги унг томондаги функция узлуксиз бу­либ цолади. Демак, (20 даги) чап томондаги функция хам узлуксиз булади;

дР (х, у° (х), у°х (х ))
ду.к х = х .—0

dF (х, у2 (х), у° (х))

дух х=х.+о'
(35)яъни р каноник узгарувчи кучсиз минималнинг хар бнр xt синиш нуктасида узлуксиз булади. Бу Вейерштрасс — Эрд- маннинг биринчи шартидир. Вейерштрасс — Эрдманнинг ик­кинчи шарти эса кучсиз минималнинг синиш нукдасида Га­мильтон функцияси Н  (х, у0 (х), р° (х)) узлуксиз эканлигини таъкидлайди, яъни

(F  (*. у0, у°х) — у°х dF (х. у °, У°)1духух=Х1_ 0 =



=  (F  (*. y\ y°x) - y ° x dF (x, y°, y°)/dyxyx=Xi+0.Бу натижа V II  бобда исбот килннади.10. Мисол. Вариацион хисобнинг ахамияти факат унинг ёрдамида механика, физиканинг ва бошка мураккаб масалаларнинг ечилиши би- лангина эмас, балки реал жараёнлар ривожланишининг куп умумий цонуниятлари жуда содда вариацион ифодага эга булиши билан \ам белгиланади. Механика ва физикада энг кам таъсир принципа деб ата- ладиган, универсал ахамиятга эга булган принцип мавжуд булиб, унга кура [а , Ь] кесмада харакат шундай утадики, у буйлаб таъсир инте- 
ь

грали j L (х, у ,  ух) dx стационар кий мат ^абул килади, яъни
а

Ь6 | L (х, у, Ух) dx =  0. Б у  ерда L  =  7  — U тизимнинг лагранжиа- 
анидир (кинетик энергия Т  ва потенциал энергия U  лар айирмаси).Кучсиз минимумнинг ю^орида олинган зарурий шартларинипг намо- йиши учун брахистохрона ха^идаги масалани цараймиз.

F (х, у , ух) =  V + y 2x/2gy булгани учун Эйлер тенгламаси—8 V \ + y 1x 2 g y V 2 g y  + y 2J 2 у  V 2g y  (l+y*) ~
-  # „/(*  +  У2х> У 2 8 У  (1 + y l )  =  0,яъни 2у у хх  -(- у х  ■- 1 ~ 0 куринишни олади. у  (1 - \ - у 2) —  с  ифода Эйлер тенгламасинннг биринчи интеграли булади'

d [ y ( \ + y 2x \/dx =  ух  (\ +  у2х +  2уухх) =  0.Биринчи интегралнинг ифодасидан ух

=  csin2//2 алмаштириш dx =  csin2//2 • dtга олиб келади, бундан, х =  сг +  с (t sin^)/2, у =  с (1 — со5/)/2. 
С, C i  ихтиёрий узгармаслар у  (дг) эгри чизицнинг координаталар бошн ва В  нуцтадан утиш шартидан топилади. Шунинг учун, ct =  0.У ш бу х =  с ( t — sin/)/2. у  ~  с {\ — cos/)/2 тенгламалар тизимии циклоиданинг параметрик куринишдаги тенгламасидан иборат. Д ем ак, факат циклоида ёйи брахистохрона булиши мумкин экан.

/ ( с  — у)!у ни оламиз. у —
с (1 — cost) dt — ---------------- —  тенглама ■

3 - § . И К К И Н ЧИ  В А Р И А Ц И Я Н И  ТЕК Ш И РИ ШОлдинги параграфда вариацион ,\исоб асосий масаласидаги функционалнинг биринчи вариациясини текширишга асослап- ган кучсиз минимумнинг зарурийлик шартлари вариациялар усули ёрдамида олинди. Кучсиз минимумнинг янги зарурий­лик шартлари зушда кучсиз минимумнинг етарлилик шарт-
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лари функционалнинг иккинчи вариациясини вариациялар усу­ли билан текширганда олинади. Мазкур параграфда кучсиз минимумнинг баъзи иккинчи тартибли классик шартлари баён Килинади.
1 . Минимум ^ацида бириктирилган масала. Агар «  (дс, Л, hx) =  h2d2F (х, у (х), ух (х))/ду2 ++  2hhxd2F  (х, у (х), ух (\))1дудух +  (1)

+  h2x d2F (х, у (х), ух (х))/ду2хдеб белгиласак, 2-§ даги асосий масала функционалининг ик­кинчи вариацияси б2 1 (у, /г) учун (5) ифода жоиз у (х), х £ [а, б] эгри чизиц буйлаб
ьб2 1 (у, h ) =   ̂ о  (х, h, hx) dx (2)

акуринишни олади.(2) иккинчи варнациянинг жоиз эгри чизшу у (х), х £ [ц , Ь\ нинг h (х), х £ [а, Ь] вариацияларида минималлаштириш ма- саласи минимум хакида бириктирилган (жоиз у (х), х£[а, Ь\ эгри чизицкд мос) масала деб аталади.. Барча h (х), х £ [а , b] вариацияларда б2 / (у°, h ) ^ 0  бул- гинлигидан ( 1 -§даги 1-теоремани ц.), минимум ^ацида би­риктирилган масала у0 (х), х £ [ а , 6] кучсиз мнннмал буйлаб > з̂ амиша h° (х) ~ 0 , х £ [а, Ь] ечимга эга булади ва б2/ (iy°, h°) — 0 .Минимум хдцида бириктирилган масаланинг (2) функци- онали буйича тузилган Эйлер тенгламаси
д ш ____d_ du_ _  q
dh dx dhx  'вариацион хисоб асосий масаласининг Якоби тенгламаси деб аталади. 'Гулин, ёзувда ((1) ифодани хдсоога олганда ва 

h ( х ) £ С (2) булганди) Якоби тенгламаси иккинчи таргиблн од- дий дифференциал тенглама
а (х) hxx +  b (х) hx - f  с (х) h =  0 (4)булиб, унинг коэффициентлари узгарувчан булади: 

а (х) =  d2F (х, у (х), ух (х))/ду2х,

b (х) =  ~  d2F  (х, у (х), у (х))1ду2,
dx

с (х) — d2F  (а , у (х), ух (х))/дудух — (5)
ах 2G9



— d2F (x, у (x), yx (x))/dy2.2. Лежандр-Клебш шарти. Вариациялар усули ёрда- мида кучсиз минимумнинг цуйидагн иккинчи тартибли зару- рий шартини исботлаймиз.
1 - теорема, Х,ар бир у0 (х) £ С (1), х£ [а, Ь] минимал буй- лаб Лежандр-Клебш шарти бажарилади:

d2F (х, у0 (х), у°х {х))/ду2х > 0 ,  х£[а , Ь).И с б о т и . Айтайлик, теорема уринли булмасин, яъни 
0 £ ]а , Ь[ булганда

d2F  (0, у0 (0), у°х (0 ) ) % 2  =  а <  0 (6)тенгсизлик бажарилсин.Уш бу
h (х) =  sin2 л (х — 0 +  е)/2е, х £ ]0 — е, 0 +  е[;

h (х) =  0, х  € ]0 — е, 0 +  е[ (7)вариацияни цараймиз ( V I .9 -чизма), у холда
h (х) =  — -sin n  [х — 0 +  е)/е, х £]0  — е, 0 +  е[;

■ * 2  8

hx (х) =  0 , х € ]0 — е, 0 +  е[. (8)(2) функционалнинг иккинчи 'вариацияси б2/ (у, К) (7), (8) ни хисобга олганда
6 + еб2 / ( у 0, h ) =  J  со0 (х, h, hx) dx (9)

ё - ебулади, бу ерда со0 (х, h, hx) ифода у =  у° (х) буйлаб х,исоб- ланган (1) ифодадан иборат. (7), (8) дан куринадикн, етарли кичик е >  0 лар учун hx (х) сонлар h (х) сонлардан иста л- ган сон марта орган, булади. Бошца суз билан айтганда, (1) ифодада кичик е >  0 ларда (9) иккинчи вариацияларга асоснй хисса цушадиган охирги h2xd2F/dy2x ^ушилувчи энг катта бу­лади. (6) га кура ва
d2F  (х, у0 (х), у°х (х))/ду2х, х £  [о, Ь]функциянинг узлуксизлигига кура шундай етарли кичик е > 0  сон топиладики, d2F {х, у0 (х), у°х (х))1ду2х <  0, х £ ]0  — 

— г , 0 +  е[ булади. Бу тенгсизликни (9) га цуйнб ва юцори- даги мулохдзаларни х,исобга олиб, минимумнинг зарурийлпк шарти б2 / (у0, й ) >  0 га зиддиятга олиб келувчнб2/ (у°, Н)< 
<  0 тенгсизликви оламиз. Теорема исботланди.
2 7 0

3. Якоби шарти. Агар (4) Якоби тенгламасининг h (а )= 0 , 
h(x*) =  0 шартларни цаноатлантирувчи, айнан ноль булма- ган h (х) ф  0, х £  [а, Ъ] ечими мавжуд булса, х*£ [а, Ь] нук- 
та жоиз у (х), х £  [а, b] эгри чизин, буйлаб а нуцта билан 
цушма дейилади.2 - теорема (Якоби). Махсус булмаган i f  ( x ) £ C (l), х£[а, b] минимал буйлаб а нуцта билан цушма х* £ [а, Ь\ нуцталар мавжуд эмас.И с б о т и . Тескарисидан мулохаза киламиз: у0 (х), х£[а, Ь] буйлаб а га цушма булган 0 £ ]а , Ь[ нуцта мав- ] жуд булсин. Айтайлик, 
h*(x) ф. 0, х £ [ а , Ь] Якоби тенгламасининг мос ечими булсин (V I. 13-чизма). Равшанки,

ф*ГТ)

V I .13- чизма.
К  (0 — 0) #  о, ( 10)акс холда чизицли дифференциал тенгламалар ечимларн мав- жудлиги ва ягоналиги теоремаларига кура h* (х) ф  0 , х£[а, Ь] айниятни оламиз.Ушбу

h (х) =
h* (х), x g  [а, 0], 

0 , х € [ 0, Ь] (П )

в

V I . 14- чизма.

вариацияни ц урайлик^Т 14- чизма). Бу вариация буй­лаб (2) иккинчи вариацияни зугсоблаймиз. Бир жинсли (иккинчи тартибли) функ- циялар учун 2 со (х, h, 
hx) — hd a>/dh - f  hxd со/dhx,Эйлер формуласини, h* (x),

b] функция цаноатлантирадиган (3) Якоби тенглама- сини хамда h* (а) =  h* (0) =  0 хоссани .^исобга олсак,
ь об2 / (tf, h ) =  Jco° (х, h, hx) d x =  |'co° (x, h*, h') dx =

a a0=  \ j Ф*дсоVdh +  h'x d co°!dhx) dx =
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о
=  1  j “ ( >  - £  а  со°/а/гх +  л ;  а  ® ° / а ^  а х  =

аО=  —  Г —  (/i*a сo°/dhx) dx =  -- h* (х) а  со°/д/г 1° —  0 .2 J  dx 2 * !а
абулади.Шундай цилиб, (11) вариация минимум хд^идаги бирик- тирилган масаланинг ечимидан иборатдир.(10) муносабат hx (0 +  О) =  О билан биргаликда (11) ва­риация х =  0 нуцтада синишга эга эканлигини ифодалайди. Демак, х — 0 булганда 2- § даги (35) Вейерштрасс-Эрдман шарти бажарилиши керак:

а  с о ° / d h A x M  =  Э с о  ° l d h x  x = e + 0  бу эса тулиц ёзувда
[2h*d2F (х, у0 (х), у°х (х')1дудух +  2hx d2F (х, у0 (х),

У°х (х))1ду2х]х=в_ 0 =  [2h*d2F  (х, у0 (х), у° (х))/дудух +  (12)+  2hxd2F  (х, у0 (х), (х))(аг/2]х=е+0куринишни олади. h (0 — 0) =  h (0 +  О) =  О, hx (0 + 0) =  0. 
d2F  (х, у0 (х), у° (х))1ду2х > 0 ,  х £ ] а , Ь[ булганлигидан, (12, дан, 0 — ( 1 1 ) вариациянинг синиш нукдаси булиш шартига царама- ^арши hx (0 +  0) =  0 , ft* (0 — 0) =  0 тенгламаларни оламиз. Теорема исботланди. .И з о х .  (11) вариация, олдинги фойдаланилган вариациялардан фарс;- ли уларос;, ]а, 0[ интервалда нолдан фарцлилиги маъносида локал бЦл- 
маган вариациядир. Шунга мое равишда 2- теоремадаги кучсиз мини- мумнинг иккинчи тартибли зарурийлик шарти (Якоби шарти) бир- би- ридан чекли масофаларда жойлашган ну^талар билан богащ  локал 
бдлмаган шартни ифодалайди.4. Кучсиз минимумнинг етарлилик шартлари. Содда ми- соллар курсатадики, исботланган учта (стационарлик, Л е ­жандр, Якоби) шартнинг бирортаси >̂ ам ало^ида Караганда кучсиз минимумнинг етарлнлик шарти булмайди. Ленин улар биргаликда кучсиз минимумнинг етарлилик шартларига яциндир.Агар жоиз эгри чизик у (х), х  £ [а, Ь\ буйлаб: 1) d2F  (х, 
У (*), Ух {х))Тду\ > 0 ,  x £  [a, b] катъий тенгсизлик бажарилса, 
у (х), х £ [ а , Ь] кучпйтирилган Лежандр-Клебш шартини цаноатлантиради деййлади; 2) [а, Ь\ ёпиц кесмада а нуцта

билан цушма булган х * Ф а  нуцталар мавжуд булмаса, 
у  (х), х £ \ а ,  Ь] кучайт ирилган Я к о б и  ш арт ини  ^аноатлан- тирадн дейилади.3 -теорема. Агар жоиз у  (х), х £ [ а ,  Ь] эгри чизиц: 1) эк- стремал булса; 2) кучайтирилган Лежандр-Клебш шартини кдноатлантирсэ; 3) кучайтирилган Якоби шартини гцшоат- лаптирса, у вариацион >(исоб асосий масаласининг кучсиз минималидан иборат булади.И с б о т и . (1) функционалнинг иккинчи вариацияси (2) ни караймиз. Унда булаклаб интеграллаш ёрдамида иккинчи цу- шилувчнни узгартирамиз:

f  2/ift ftx =  Г d / d x h ?d x =
J  dy dyx J  dy dx

b
h?d/dx d2F

dydyx
d x . (13)

Айтайлик,
u (x ) £ C (2>, u  (x) > 0 , x(j [«, b]ихтиёрий функция булсин.Иккинчи вариациядан нолга тенг булган

ь

1 dx \и ду1х ) и ду\ | а =  0

ифоданн айирамиз.(2) дан (13), (15) ни хисобга олган холда

(14)
(15)

ни оламиз.
и (х), х £ [ а , Ь] функцияни шундай танлаб оламизки, (16) да интеграл остидаги катта цавс ичидаги ифода ft, hx га нис- батан туда квадрат хосил кнлсин. Бунинг учун

Г  И . г  .  _  1 d d * F d  / и х  d » F V | I  W
1 и  д ’/ х  ! 1  д у * d x д у  д у х d x  \  и  д у \  I 1  d y \
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айниятнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Шунингдек,
d ( ux d*F

dx l  и dy2x
/  ux F l ~ ul \ d*F_ и* _d_ d*F' u2 / ду\ и dx ду\булганлигидан, (17) айният[ -  ихх (d2F/dy2x) -  их (d/dxd2F/dy\) +-|- (d2F/dy2 — d/dx d2F/dy дух]/и ■ д2Г/ду1х == Окуринишни олади, яъни (5) белгилашлар ва теореманинг

2) шартини дисобга олсак, и {х), х £ [ а , Ь\ функция
(а (л) ихх +  b (х) их +  с (х) и)1и =  0 , л: £ [а, Ь].тенгламани каноатлантириши керак. Теореманинг 3) шартига асосан а (х) ихх +  Ь (х) их +  с (х) и =  0 . (18)Якоби тенгламаси и (а) — 0, и (х*) =  0, х* £ [а, b] булган айнан ноль булмаган и (х), х £ [а, Ь] ечимларга эга булмай- ди. [а, Ь] тупламнинг компактлиги ва дифференциал тенгла- малар ечимларининг бошлангич шартларга узлуксиз боглиц- лигидан шундай етарли кичик е >  0 соннинг мавжудлиги келиб чицадики, (18) тенгламанинг и (а — е) =  0 , их (а—е )=  =  1 бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимн [а, Ь] да мусбат булади. Шундай цилиб, (14), (17) шартларни цаноат- лантирувчи и(х) функция мавжуд. У  (16) ни

ь621 (у, h) =  J  {[<Э2F/dy2x]1'2 hx — [d2F/dy2 — d/dxd2F/dy dyx —
a

— d/dx (uju ■ d2F/y2x)]1'2 h}a dx. (19)куринишда ёзишга имкон беради.(19) дан куринадики, барча h(x) ,h£[a , b] вариацияларда 621 (у, h) >  0. Агар h* (х) =  0, х £  [а, Ь] да 62 / (у, h*) =  0 булади деб фараз цилсак, (19) интеграл остидаги ифоданинг нолга айнан тенглигидан хамда d2F/dy2x > 0 ,  h* (а) =  0 шарт- лардан h*x (а) =  0 эканлиги келиб чицади. Лекин h* (х) функ­ция минимум дацида бириктирилган масалашшг ечимн бул-274

ганлигидан (чунки 62 / (у, h*) =  0), h* (а) =  hx (а) =  0 бул- ганда ягона h* (х) =  0, х £ [а, Ь] ечимга эга буладиган (4) Якоби тенгламасини цаноатлантириши керак. Олинган зидди- ят h {х)ф0,  х £ [ а , Ь] булганда 62/ (у, К) > 0  булишини ис- ботлайди.Ушбу
ьФ (у, /г) =  62 / (у, h) — q/2 J  h2x {х) dx, q >  0 (20)

афункционални цараймиз. Унинг учун Эйлер тенгламаси
(а (х) — q) hxx +  b (х) hx +  с (х) h =  0 (2 1 )куринишга эга.

a (x) =  d2F/dy2x, х£]а, Ь] булганлигидан, шундай q > 0  топиладики, а (х) — q >  0, х £ [а, b]. Фаразимизга кура (4) Якоби тенгламасининг
h (а) =  0 , hx (а) =  1 (22)бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечими ]а, Ь[ туплам- да нолга айланмайди. Дифференциал тенгламалар ечимла­рининг параметрларга узлуксиз боглицлигига кура етарлича кичик q лар учун (2 1 ) тенгламанинг (22) бошлангич шарт­ларни цаноатлантир увч и ечими дам шу хоссага эга булади. (20) функционал учун юцорида (12 ) иккинчи вариация билан амалга оширилган алмаштиришларни такрорлаб, барча h (х), х £ [ а , Ь] вариациялар учун Ф  (у, ft)> 0 тенгсизликни ола- миз. Бу (20) га асосан курсатадики, барча h (х) вариациялар- да функционалнинг иккинчи вариацияси

ь
62I(y, h)^q/2  | h2 {x)dx (23)

атенгсизликни ^аноатлантиради.л:Шунингдек, h ( х ) =  ( hx (s) ds булганлигидан, Коши-
аБуняковский тенгсизлигидан фойдаланиб,

х  2 */г2 (х) =  ( J  hx (s) ds) <  (х — a) f  h2x (s) ds <
a a

b<  [b — a) f /i2 (x) dx, xQ. [a, b],
a
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b b| ft2 (x) dx <  (ft — a) | ft2 (x) dx
a aни оламиз. Дсмак, (23) билан биргаликда

ьб2 / (У, ft) >  <?/2 (ft — а) [ /г2 (х) dx (24)
атепгсизлик бажарилади.Таърифга кура (2-§ га ц.) б2/ (у, к) иккинчи вариация А I (У) =  I  [У +  е ft) — / (</) ==  е 6 / (у, ft) +  е2/2 ■ б2/ (у, ft) +  О (е2, | ft 2)муносабатни каноатлантиради, бу ерда е-> 0  да 0 (е2, 1 ft|,2)-> 0 .Бу муносабат ва у (х), х £ [ а , ft] асосий масаланинг экс­тремали эканлигини (б / (у, ft) — 0) ^исобга олсак, (24) дан

ьбарча б у (х) =  е ft (х), х £  [a, ft], f  ft2 (х) dx <  q>, 0 <  е <  е0,
аагар а  <  оо ва е0 >  0 етарли кичик сон булса, — кучсиз вариациялар учун уринли булган Д / (у) >  0 тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.

5. Мисол. Ушбуа
1 (У) =  ) (у1 —  У)2 d x ->  m in, у (0) =  у  (а) =  0 (25)омасалани ^арайлик. Эйлер тенгламасини ёзамиз: УххЛ~У~ 0. Унинг умумий ечими (экстремаллар тенгламаси): у  (х) =  csinx +  d cosx. (25) даги чегаравий шартлардан y ( 0 )  =  d =  0, у (а) == с sin а  =  0, яы ш  (25) масаланинг ечими у (х) = с sinx, х 6 [ а ,  Ь]. csin а  =  0 эгри чизик ичида ётади.d2F/cft/2 =  2 > 0  булганлигидан, j âp бир экстремал махсус булма- ган силли^ булиб, у буйлаб Лежандр- Клебш шарти бажарилади.Ихтиёрий экстремал буйлаб Якоби тенгламаси hxx  +  h — 0 булади. Келтирилган хисоблашлардан куринадики, Якоби тенгламасининг h (0)== =  0 шартни цаноатлантирувчи хар бир айнан нолга тенг булмаган ечи­ми h (х) =  у sin х, у ф О  куринишга эга булади. Бинобарин, 0 <  а  ^  л булганда ]0, а [  тупламда х  =  0 нукта билан ^ушма булган ну^талар йуг; ва экстремаллар Якоби шартини цаноатлантиради. Агар а  <  я  бу л ­са. 3 - теореманинг шартлари бажарилади, яъни жоиз у  (х ) = 0 . х 6 [ 3 ,а ]  эгри чизиц (25) масаланинг кучсиз минималидан иборат. а  >  я  булганда [0, а ]  кесмада х =  0 билан ^ушма булган 0 (sin 0 =  0) ну^талар мав- ж у д , яъни царалаётган экстремаллар Якоби шартини каноатлантирмайди ва (25) масаланинг ечимлари була олмайди. (25) масалада бошца зкс- тремаллар булмаганлигидан, а > л  булганда (25) масала ечимга эга эмас.
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Понтрягиннинг максимум принципы асосий усул (натижа) сифатида тан олинган. Оптимал бошкарув масалаларини тек- ширишда Р . Беллманнинг динамик программалаш усули (V боб) хам катта роль уйнайди.

1-§. ОП ТИМ АЛ Б О Ш К А Р У В Н И Н Г  а с о с и й  м а с а л а с иОптимал бошцарувнинг математик назариясидаги биринчи масала тез таъсир масаласи булиб, у бошкарувнинг оптимал тизимларини к,уриш хан;идаги купгина инженерлик масала- ларининг умумий холи сифатида юзага келган ва унда мужас- сам саволлап комплексининг муваффакиятлилигига мувофи^ асосий масала булиб колди.
1 . Энг содда механик >(аракатни тез таъсир буйича оп­тимал бошцарув масаласи. Бирлик массали моддий ну^гани
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модули буйича бирдан катта булмаган горизонтал куч ёрда- мида минимал вак/г давомида горизонтал тугри чизик буйича у берилган и0 тезликка эга булган бошлангич А холатдан берилган г\ тезликда охирги В холатга утказиш талаб ки- линсин (V II . 1-чизма).Мэсаланинг математик цуйилишини бошкарув объекти- 
нинг хзгаришини ифодалашдан — моддий нуцтанинг х^рака- тидан бошлаймиз. Ньютон конунига асосан нуцтанинг Ох  буйлаб харгкати х =  « ( 1 )тентлама билан ифодаланади, бу ерда x(t) =  d-xj d.11— нуц- танинг t вакт моментидаги тезланиши; и (t) — бошцарув объ- ектига t моментда таъсир киладиган кучнинг катталиги.Масаланинг физик куйилишидан x(t) учуй ушбу чеклаш- лар келиб чицади:

х (0) =  0, х (0) =  1'0, х (А) =  р, х (^) =  vlt (2 )б у ерда x =  dx/dt — нуцтанинг тезлиги; t =  0 — бошлангич момент; t — tx —  харакатнинг охирги моменти.Фаразимизга кура нуцтага куйиладиган и кучнинг кий- матлари хам чегараланган:| и ( 0 1 < 1 .  /G Ю,/х|. (3)Каралаётган масалага ухшаш масалаларнинг дастлабки ин-женерлик цуйилишларида и кучнинг булакли-узлуксиз и (/),
t £ [0 , /х] функциялар мое келган и (it), t >  0 цонунларн бу- лиши мумкинлиги эътироф цилинган.Шундай цилиб, каралаётган масаланинг математик моде­ли (3) tx =  чеклашларни каноатлантиркдиган шундай бу­лакли-узлуксиз u°(t), /£ (0, /?] функцияни топишдан ибо- ратки, ( 1) тенгламанинг унга мос x°(t), t^ [0 , /̂ | ечими (2) чегаравий шартларни каиоатлантирсин ва охирги 1\ момент минимал булсин.Агар хх — х , х2 =  х  фаза узгарувчилари (бошкарув объ- ектининг х1олат узгарувчилари) га утсак, баён цилинган ма­сала куйидаги куринишни олади:

х х — х2, х2 =  и, | и , <  1 , хх (0) =  0 , х2 (0) =  v0, х х (tx) =  Р, х2 (tx) =  vlt tx- r  min (4) ва геометрик тилда {хх, х2} фазалар текнслигида ( 1) тнзим- 278

>
V II .2 -  чизма. V II .3 -  чизма.нинг шундай x°(t) =  {x°(t), х° (/)} траекториясини кури ш ке- раклигини англатадики, у энг цисца i°t вакт давомида А — =  {0 , и„} ну^тадан S  =  {p, у ,} нуцтага утади (V II. 2- чизма).Берилган харакатни бошкариш масаласи бу тал^инда ва- риацион хисобдаги брахистохрона хацидаги масалага ух- шашдир (VI боб, 1- §).Лекин ^ушимча (3) чеклашлар, куп вацт давомида, ца- ралаётган масала типидаги оптимал бошцарув масалаларини ечишда вариацион уисоб натижаларидан фойдаланиш имко- нини бермай келди.

2. Оптимал бошцарув асоснй масаласининг цуйилиши.
п улчовли фазодаги харакатих =  / (х, и) (5)тенглама билан ифодаланаднган бирор объектни цараймиз, бу ерда х =  (xL, . . . , хп} — холат; х = dx/dt— объектнинг тезлиги; и =  {uv  . . . , иг) — боилкарув векгпори.

г улчовли Rr фазода U czRr туплам берилган булсин. U  тупламдан цийматлар цабул цилувчи: u(t)£U, t >  0 , булак­ли-узлуксиз u(t), функцияни мувофик боищарув дебатаймиз.Агар (5) тизимнинг мувофик, u(t), 0 бошцарув ваунга мос узлуксиз булакли-силлиц х (0 , t >  0 траектория- сида берилган хб, x0JfcRn нуцталар учун бирор 0 < / ,  < ° °  дах (0) =  х б, х  (/j) =  хох (6)тенгликлар бажарилса, улар жоиз бошкарув ва траектория деб аталади.Тез таъсир масаласи (оптимал боиИ\арувнинг асосий ма-279



саласи) куйидагичадир: жоиз бошкарувл'ф ичида шундай 
uu(t), t >  0 ни топиш керакки, у х°((), t >  0 граекторияни 
х б дан х0Х га мумкин булган минимал t° вактда утказсин ( V I I .3- чизма). х °(/), / £ [0,/°] траектория ва уни х,осил ци- лувчи жоиз и" (t), t £ (0, /°] — тез таъсир вактидир.

Оптимал бошкарувнинг мавжудлиги теоремасини исбот- сиз келтирамиз: агар f(x, и)£С  булган (5) тизимнинг жоиз траекториялари туплами буш булмаса ва чегараланган булса хамда жоиз тезликлар туплами
f  (х, U) =  {у: у — f{x: и ), u£U) (7)цавариц компакт булса, тез таъсир масаласи улчовли функ- циялар синфида ечимга эгадир.И  з о х,. Агар муайян масалада (7) шарт бажарилмаса, бу масала Кабул килинган маънода ечимга эга булмаслиги хам мумкин. Б у колда 

Гамкрелидзе кенгайтиши деб аталган усулга утиш мумкин. Бунда ху- сусан, f (х, U) туплам куйидаги кавариц к°бикка алмаштирилади: 
п+1 л+ 1

{У • У =  ^  f ( x , u i ), U[ g U, а,- >  0, 1 = 1 , — 1},i=l 1=1(5) урнига эса бошкарувлари и( , а ; , i = 1 ,  n -f-  1 булган п+1 п+1-г = ^ a i ^ х ’ и‘ “ i С U, а (. >  0, / =  1, п + 1 ,  V  a l =  1 тенг-
1=1 i=iлама каралади.Кенгайтирилган масала ечимга эга ва у оркали дастлабки масала учун минималлаштирувчи жоиз боишуарувлар кетма-кетлигини КУРИШ мумкин.3. Му^окама. Оптимал бошцарув асосий масаласининг цу- йилишида (5) дифференциал тенгламанинг цатнашиши униФ, (У. Ух) =  0, / =  1, п +  г (8)дифференциал чекланишли вариацион х,исоб масала лари би- лан ухшаш г^илади. (5) да (8) муносабатларнинг улар 

dy^dx, / =  /1, , jn хрсилаларнинг бир кисмига нисбатанечилган, цолган хосилалар uk, k =  1 , г билан белгиланган, хусусий )у0ли царалади. 1^айд цилиб утилганидек (V I боб), вариацион ^исоб масалалари функционал фазо- лардаги экстремал масалаларнинг м ахсус Аолларидан иборатдир. Тез таъсир масаласини V I бобнинг м аса­лалари билан келтирилган тац^ослаш  курсатадики, оптимал бош ^арув назариясида умумий экстремал ма-

салаларнинг янада м ахсусро^ ^оллари царалади. К,а- ралаётган м асалаларни бундай «соддалаш тириш » янги назариянинг камчилиги эм ас, балки унинг му^им аф- заллигидан иборатдир, чунки: 1 ) вариацион .%исобнинг асосий натижалари оптимал бошь;арув назариясидан келиб чицади; 2 ) оптимал бошцарув назариясида м аса­лаларнинг махсуслигига мувофиц классик вариацион ^исоб усуллари ёрдамида ж уда кийин олиниши мум­кин булган ёки олинмайдиган натижалар олинган;3) ^озирги замон техникаси, и^тисоднёт ва инсон фао- лиятининг бошца со^аларидаги амалий м асалалар оп­тимал бош царув назарияси доирасида табиий равишда моделлаштирилади.Оптимал бош ^арув масалалари асосий моделининг пайдо булишида ^озирги замон техникасининг X X  аср 4 0 -йилларининг иккинчи ярмидан бош лаб ривожлана бошлаган со^аси — автоматик бошцарув катта таъсир курсатди. Бу таъсир назариянинг асосий атамаларида ^ам уз ифодасини топди. У хш аш  доллар бошца мате­матик назарияларда ^ам кузатилади. М асал ан , вариа­цион ^исобнинг ривожланишига механика, чизицли программалаш тириш га эса и^тисод фани сезиларли таъсир курсатди.Оптимал бош карувнинг бошца масалаларидаги ка- би, юцорида куйилган тез таъсир м асаласида ^ам оп- тималлаштириш x(t),  0 траекториялар фазосидаэм ас, балки танлаш , (5) тенглама орцали биринчи нав-батда тизимнинг х  тезлигн ^згаришида сезиладиган бош царувлар фазосида олиб борилади. Эслатамизки, вариацион хисобда (V I боб) бундай у(х)  дан ух (х) га утиш янги натижалар олиш имконини бериши аницлан- ган эди. Хусусан , мазкур бобнинг асосий факти (Пон- трягиннинг максимум принципи) асосан бошцарувни оптималлаштиришнинг асосий объекта сифатида тасав- вур цилишга асосланади.К лассик вариацион ^исоб усулларини оптимал бош- ^арув масалаларига утказишнинг цийинчилиги етарли- ча кенг, булакли-узлуксиз функциялар синфини ца- раш (илгари царалган силлиц ва узлуксиз функциялар Урнига) билан ^амда U туплам ёпиь  ̂ булиши ^ам мум­кин булган (6) чекланишларни ^исобга олиш (бу асо- синдир) зарурати билан боглангандир.Ш уни цайд ^илиш керакки, жоиз бошцарувларнинг оптимал бош царув назариясида кабул килинган синф-
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лари математикларнинг янада умумийроц натижалар олиш истаги билан богланмасдан, балки оптимал бош- царув назариясининг асосларини яратиш ва^тида ама- лий масалаларнинг U дан фацат чегара ^ийматларни Кабул к ил>'вчи булакли-узлуксиз, оптимал боцща- рувли, етарли мазмунли мисоллари маълумлиги билан борлангандир.Тез таъсир масаласининг асосий дейилишига сабаб фа^атгина унинг учун оптимал боилцарув назарияси­
нинг асосий натижаси — Понтрягиннинг максимум 
принципининг биринчи марта ифодаланганлиги ва ис- ботлангани эм ас, балки унда вариацион типдаги янги масалаларнинг бош хусусиятлари аник> намоён булган- лигидадир. Тез таъсир масаласи буйича оптимал бош- ь;арув назариясининг асосий муаммоларини куриб ута- миз. Оптимал боищарувнинг амалий масаласини ечиш- да юзага келадиган биринчи муаммо идентификация 
(амалга ошириш) муаммоси деб аталади ва у текши- рилаётган объектни, жараённи математик ифодалаш - дан (моделини тузишдан) иборатдир. Тез таъсир маса- ласида модель (15) куринишда булади деб цабул ^и- линган эди. Татбикларда моделларнинг бопща куп тур- лари ^ам учрайди. М оделларни тузишда ^аралаётган м асала мансуб булган фан ва техниканинг м ахсус цонунлари хам да физик объектлар устидаги таж риба- ларнинг натижалари кенг цулланилади. И дентиф ика­ция муаммосидан кейингиси бошцарув муаммоси бу- либ, унда ^еч булмаганда битта жоиз траекториянинг мавжудлиги масаласи ^аралади.Бош ^арилиш  муаммоси билан кузатилиш муаммоси узвий богли^дир. Унинг мо^ияти цуйидагичадир. А м а ­лий м асалаларда ^олат вектори х  ни оптималлик му- носабатларида, одатда, бевосита улчаб булмайди, ле- кин маълум маънода ^олат (ёки траектория) билан боглиц мш ую рлар (чицишлар) улчаниши мумкин. А гар эришиладиган улчаш лар буйича тизимнинг ,уола- тини тиклаш мумкин булса тизим кузатилувчи дейила- ди. Сунгра оптимал бошцарувнинг мавжудлик муам­
моси, яъни жоиз бош царувлар синфида г^абул ^илинган сифат критерийсига оптимал циймат берувчи энг яхши бош карувнинг мавжудлиги ^а^идаги масала ажрати- лади. Б у муаммо чизи^сиз программалаштиришдаги шунга ухш аш  муаммодан анча цийиндир.А гар оптимал бопщарув м асаласи ечимга эга булса,

жоиз бош ^арувлар ичида оптимал боцщарувларни уз ичига олувчи торрок функциялар тупламини ажратиш  керак булади. Бу оптималликнинг зарурийлик шартла- 
ри муаммосидир. Ж оиз бош царувларда бажарилиш и уларнинг оптималлигини таъминловчи муносабатларни тузнш оптималликнинг етарлилик шартлари муаммоси- 
нинг асосий масаласидир. Оптимал бош ^арув назария- синииг асосий ва охирги муамоси цисоблаш усуллари муаммоси ^исобланади. Кейинги йигирма беш йил ичида юкррида санаб утилган муаммоларнинг ^ар бири буйича йирик натиж алар олинган. Оптимал бош ^арув назарияси классик масалаларни чукурлаштириш йу- налишида хам , амалда юзага чи^аётган янги м асал а­ларни ечнш ж араёнида ^ам ривожланмоь^да.2- §. ПОНТРЯГИННИНГ МАКСИМУМ ПРИНЦИПИОптимал бошцарув масалаларида масаланинг гамильтониа- нини максималлаштириш билан боглик булган оптималлик­нинг асосий зарурий шарти максимум принципи деб ата­лади. Бу маълум биринчи тартибли зарурий шартлар ичида энг кучлнсидир. Мазкур параграфда максимум принципи «соф» натижа олишда жуда кулай булган терминал бсги- 
карувнинг энг содда масаласи учун исботланади.1. Терминал бощ^арув энг содда масаласининг куйили- ши. Айтайлик, объектнинг харакати

x =  f  (х, и, t), х (t0) =  х0, t£T =  [(„, (1)тенглама билан ифодалансин, бу ерда х — п-\олат вектори; 
и — г- бош^арув вектори; t — скаляр (ва^т), (0, хо— бошлан- пгч момент ва хрлат; t1 —  вактнинг охирги момента.Мувофик бошкарувлар синфини 1 - § нинг асосий масала- сидагидек колдирамиз: улар

u ( t ) £ U ,t £ T  (2)шартни каноатлан™ Р У вчи булакли-узлуксиз г- вектор-функ- циялардир. Тизимнинг траекторияларига цушимча шарт­лар куйилмаганлигидан, у жоиз бошкарувлар синфи билан устма-уст тушади.Жоиз бощцарувнинг сифатини (1) тизимнинг охирги (тер­минал) холатларида аникланган/ (и) =  ср (х(/3))->- min (3)функционал (сифат критерийси, максад функционали) би­лан бахрлаймиз ( V II .3 - чизма). (1) —  (3) масала терминал
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бошкарувнинг энг содда масаласи деб аталади. Унинг ечими, яъни жоиз Ц Т  б01щ арув ва унга мос x°(t), Ц Т  тра­ектория ((1) — (3) масалада) оптимал бошкарув ва траек­
тория деб аталади. (1) — (3) масалани текширишда f(x ,u ,t) ,  
df(x, и, t)/dx, ф (jc), difldx функцияларни узлуксиз деб фараз киламиз.2. Сифат критерийси орттирмасининг формуласи. Икки- та жоиз u(t), и (t) — u(t) -f- А и (1), Ц Т  бошь;арувлар ва (1) тизимнинг уларга мос x(t), х(() =  x(t) + A x (t) ,  Ц Т  траек- торияларини караймиз. (3) сифат критерийсининг орттирмасиА / (и) =  1{и) — / (и) — ф (х (tx )> — (р (х (/j)) (4)учуй формула топамиз. Килинган фаразларда (4) ифодани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:А / («) =  Ах' (Ц) д(р (х (ti))/dx +  0 (,| Ах (/1)Ц). (5)Траекториянинг орттирмаси Ах (/) =  x(t)— x(t), Ц Т  ушбуАх =  / (х +  Ах, 77, т) — / (л, и, t), Ax(t0) =  Q, / £ 7\ (6)дифференциал тенгламани каноатлантиради ва уни бундай ёзиш мумкин:

A x = ~ d f t)A x +  A~u f[K ' “ • /)++  — Ц * ‘ t] А * +  ох ( i Ах А Ах (/„) =  0. (7)Б У ерда A uf(x, и, t) =  f(x, иТf)-*-f(x, и, t), df/dx =  {dfi/dxj,
i =  \ ,n ,  / =  1, n} деб белгиланган. F(t), Ц Т, — n x n  — матрицали функцияни ушбу

F = A F , F ( 0 ) = E  (8)тенгламанинг ечими сифатида киритамиз, бу ерда A =  A (t)=  
— df(x(t), u(t),t)/dx; Е  — бирлик диагонал пхп  — матрица. Дифференциал тенгламг лар назариясининг тегишли муло.^а- залари оркали (7) тенглама

tА х (/) =  | F  (/) Г - 1  (т) А'ц / (х (т), и (т), т) dx +
*0

t+  j  F(t) F -*(x) [dAz f(x, и, т) / d x -A x +  ox (,, А х (т ) ] dx

интеграл тенгламага эквивалентлиги курсатилади.Шунинг учун (5) нинг урнига
tiА/ (и) =  [5 ср (х (tx))ldx\ \ F ((,) F~\t) Apzf (х, и, t) di +

to
ti+  [5ф(х(/,))/дх1' [" F(t1) F ~ 1{t)[dAirf(x,u,t)/dx-Ax-f-

to+  0 , ( 1 Ax(t)\)\dt +  o{[ A x (/ ,)!i (9)ни ёзиш мумкин. Эндиф (t) =  — [ F - ' W  F  ((i) d(f  \X (ti))/dx,
H  (x, ф, u, t) =  ф' f(x ,  u, t),Au H  (x , ф, u, t) =  H  (x, ф, у, 0 —  Д  (*. Ф. «. 0 деб белгилаймиз. У  холда (9) дан изланган орттирма форму- ласини оламиз: ЧА/ (и) =  — Д;г Я  (х, ф, и, 0  сг/+Л, (Ю)

0̂бу ерда Л =  т], +  т] +  т]3, % =  о (! | А х  (<0
tiГ]2 =  — Д х 'д Д й Я  (х, ф, u,t)ldxdt\ г)а =

to=  — Г ф'(/)о1(1| А х  (0 ,) dt.
to(8) га мувофиц, ф (/) функция цушма тизим (к (0 буйлаб) деб аталадиганф =  — А' ф, ф (/]) =  — <Эф (х (^))/дх (11)тенгламани каноатлантиради. ф векторнинг фх . . . , ф„. ком- поненталари цушма узгарувчилар деб аталади. Н  (х, ф, и, t ) функцияни гамильтониан* деб аташ цабул ^илинган. Г а ­мильтониан ( 1), (1 1 ) асосий тенгламаларни ихчам (компакт) ва симметрии куринишда ёзиш имконини беради:

* Б у Л . С . Понтрягиннинг таклифидир; бошца олимлар уни Понт- 
рягин функциям деб атайдилар, чунки у  узининг вариацион хисобдаги ухшашидан фарк цилади (V I боб).
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3. Игнасимон вариация. Вариацион хисоб каби, оптимал боццуарув назариясининг асосий усули — вариациялар уеули- дир. Ленин оптимал бошкарув назариясининг вариацияларп V I боб вариацияларидан принципиал фарц килади. Янги типда- ги энг содда(О, /6 [0 — е], 0+ е ] ,
\v— «(/),/£ [0 — e,0  +  e], v£U, 0 0  /0, Ф  О,

V I I .4- чизма.вариация V I I .4- чизмада тасвирланган булиб, игнасимон деб аталади. V I бобдаги вариациялар |/0> tx\ да текис кичик бу­либ, игнасимон вариациянинг кичиклиги вариация нолдан фарцли булган кесма узунлигининг кичиклиги билан аншу- ланади.Кейинги хисоблашлар курсатадики, кичик е ларда игнаеи-симон вариация ёрдамида хосил килинган x(t) траектория x[t) дан кам фарц рилади:|х (0  — je(OI! < / C ! e | t t£T, (13)лекин унинг dx/dt ^осиласи v£U  векторнинг ихтиёрий бул- ганлигидан dx/dt дан катта фар^ ^илиши мумкин. Шунин г учун игнасимон вариацияни кучли вариация, V I  бобнинг вариацияларини эса кучсиз вариация дейилади. Кучли вари­ациялар оптимал бошкарув назариясида ю^орида аник;ланган (кучли) оптимал траекториялар мос келадиган кучли мини- малларни текшириш учун ишлатилади.(13) хоссани исботлаш учун (6) тенгламани ечишни игнаси­мон вариацияда ^араймиз. |/0, 0—е|, е > 0  кесмада (6) тенгламаА х =  / (х +  Алг, и, () — f(x, и, /), Ах  (/„) =  0
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куринишда булади ва ягона Ax{t) 0, /£[/,„ 9 — е] счимга эга булади. (6) тенгламани [0 — е, 0 +  е ] кесмада ёзамиз:А х  =  f(x  +  Ах, v, t) — f(x ,  и, t), Д х (0 — е) =  0 .Дифференциал тенгламалар ечимларининг интеграл узлук- сизлигидан шундай К, соннинг мавжудлиги келиб чикддики,|| А х (t) '| =  || х  (t) — х (t) || <  K j /, ^ [0  — e , 0 + e]булади, яъни (13) хосса [0— e , 0 + e | кесмада уринлидир. Нихоят, (6) тенглама [0 +  е, Д| кесмадаА х = / ( х + Д х ,  u,t) — f{x, u,t),  A x ( 0 +  е) -—-/Cj |е]куринишда булади. Дифференциал тенгламалар ечимларининг бошлангич катталикларга узлуксиз богликлигидан фойдала- ниб, бирор К 2<  оо да | |х (011 <  К 2 е , /0 0  +  е , t2] тенгсиз- лик бажарилишини оламиз. Шундай 1уилиб, (13) хосса К  =  =  max {Кх, К2} исботланди.
4. Максимум принципи. Агар жоиз u(t), t£T бошкарув ва дастлабк I ( 1) хамда цушма ( 1 1 ) тизимларнинг унга мос 

x(t), ф (t), t£T траекториялари буйлаб тизимнинг гамильто- ниани максимумга эришса:Я  (х (/), ф (/) и (/), t) =  max Я  (х (t), ф (t), и, t), t £ [/„, tL], жоиз
U£U

и (0 , t$T бошкарув максимум шартини каноатлан гиради дейилади.
1- теорема (Понтрягиннинг максимум принципи). Х,ар бир оптимал бошкарув максимум шаргини каноатлантиради.И с б о т и . Айтайлик, ы°(/), t£T — оптимал бошкарув, x°(t), ф°(t), /0 Г —•( 1), (1 1 ) тизимларнинг унга мос ечимлари бул- син. Фараз цилайлик теорема уринли булмасин, яъни бирор 

06  Ко. М , v£U лардаЯ  (х° (0,ф° (0), и, 0) — Я  (х° (0), ф° (0), и°(0), 0) ==  А у Я (х °(б ), ф°(0), и°(0), 0) =  а  >  0тенгсизлик бажарилсин. u°(t),t£T  бошкдрувни (12) игнаси­мон вариация билан вариациялаймиз ва ( 10) буйича си ])ат критерийсининг орттирмасини хисоблаймиз:0 + еА/ (и0) =  / (и0 +  А и) -  / (и°) =  — |* Д0 Я  (х°, ф°, и0, t))dt+r].0*—е (15)
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f i + e(12), (13) ни хисобга олиб, Av Н(х°,(р°,ип,t)dt=2eA vH(x\Q),
0—8t|5°(0), и0 (0), 0) +  о2 (е) =  2еа +  о2(е), о2 (е) <  /б2е2; т), <^  АГ3е2, т]2 < /(4е2, г\3 <  /(6еа эканлигини топамиз. Бу ба- холарпи (15) га куйиб, оптималликнинг таърифи Д /(и0) > О га зид булган етарлича кичик е > 0  ларда Д I (и0) <  0 ку- ринишни оладиган Д/ (и0) <  — 2га +  А ве2 тенгсизликка ке- ламиз. Теорема исботланди.5. Мухокама. 1-теоремадан куринадики, максимум прин- ципи оптималликнинг биринчи тартибли зарурий шартидан иборатдир (унинг ифодасида масала элементларининг биринчи тартиблидан юкори булмаган хосилаларидан фойдаланилади). Куп текширишлар курсатадики, у оптималликнинг барча маълум биринчи тартибли зарурий шартларт ичида энг куч- лисидир ва ундан оптимал бошкарув назарияси ва вариацион хисобнинг бошда куп натижалари келиб чикади (4- § га д .). Аммо умумий долда максимум принципи оптималликнинг етарли шарти эмас, яъни максимум принципини каноаглан- тирувчи жоиз бошкарувларнинг (Понтрягин экстремаллари- нинг) хаммаеи хам оптимал булавермайди.

М и  с о л .  X i — X, хг — — х \ ,  х х(0) =  х2 (0) = 0 ,  Т = [ 0 , 1 ] ,  |« |< 1  
1 (и) =  ф(х(1)) =  х 2 (1)-»- min. Гамильтониан: Н  =  ф х и — ф2 . душматизим фх=  —  дН/дх1 =  ф2 =  —дН/дх2= 0 ,  Ц1(\)=ду(х(\ )/дх1==  0, фа(1) =  — 1. Б у  ер дан ф2( / ) = — 1, /£[(), 1], ф х (/) ==  — 2 [X l (x)clx. У ш бу u(t)= t 6 [0, 1/3 [u{t) — — 1, / 6 [1/3,  1[ куринишдаги жоиз u(t), / £ [ б , -  1 ] бошдарувни дараймиз (V I 1 .5 -чизма). Жоиз траект- ториянинг биринчи (/) ком- понентаси x x(t)=t,  t £ [0,1 /3); 

xi(t) =  - t +  2/3,  ̂ 6 [1/3.1 куринишда булади. V I I .5- чйзмада ф х (t), 1£ [0, 1 ] функ­ция дам тасвирланган. и (t) =  sign ф х (/) булганлигидан, да- ралаётган бошкарув макси­мум принципини даноатлан- тиради, лекин у оптимал бул- майди, чунки / {и) =  — 1 /27, жоиз u ( t ) =  I ,   ̂ 6 [0, 1 ] бош- дарувда эса / (и) =  —  1/3.

I
Off)

6. Терминал бошдарув масаласини динамик програм- 
малаштириш усули билан ечиш. (1) — (3) масалаларнн ска­ляр т ва п вектор х  парамегрларга боглик булган

J
x =  f(x, и, t), х (т) =  х, и (t)£U, t £ T x =  [т, /],/(н) =  cp(y(/j))-)-m in (16)

масалалар оиласига туркумлаймиз.Оиланинг умумий масаласида сифат критерийси I (и) нинг минимал кийматини В (х, т) деб белгилаймиз (Беллман функ- цияси). [т, т +  Дт], Д т > 0  кесмада Беллман тенгламасини- олиш учун u(t) — v(t), /£ [т , т +  Ат] бошдарувни танлаймиз. Бу бошдарув таъсири остида (16) тизим х(х) =  х долатданл:(т +  Ат) =  х(т) +  Дт/(л:(т), у (т), т) +  0(Дт) (17)долатга утади. Айтайлик, (16) тизим / =  т +  Дт моментдан бош лаб, х  (т +  Ат) долатдан и (/) =  и (t | х  (т +  Ат), т + А т , 
t £ [т +  Ат, /,] бошкарув ёрдамида оптимал бошкарилсин. Бунда Беллман функциясининг аникланишига асосан сифат крнте- рпйси В (х (т +  Ат), т +  Ат) кийматга эришади. Шундай ки- лнб, и (t) =  v(t), /£[т, т +  Д т [ , и (/) =  u(t j х  (т +  Ат), т + А т ) , 
t ^ [ / -]- Ат, /,] бошкарувда сифат критерийсиВ(х  (т +  Ат), т - f  Ат) <  В (х, т) (18)цийматга эришади.Агар v (/), /  ̂ [т, т +  Ат [сифатида (16) масалада и (t | х, т) оптимал бош^арувнинг кисмини олсак, равшанки,5(л;0(т - f  Ат), т +  Ат) =  В (х, т) (19)булади. Айтайлик, В (т, х ) £ С (1) булсин. У  х1олда (18), (19) дан

В (х, т) +  дВ (х' т)-  Ат +  — - / (х, v (т), т) А т +
дт дх+  О (т) <  В (х, т),

В(х,  т ) +  -■W(x,т) А т +  ай'^ .т )  ^  ц0(х), т) А т -f- 
дх дх+  О (т) =  В (х, т) (20)эканлигини оламиз.

В(х,  т) га дискартириб ва сунгра (20) нинг иккала томо- нини Ат га булиб, А т-^-0  дан кейин минималлаштириш ама-
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ли билан мураккаблашган хусусий хосилали дифференциал тенгламадан ушбу Беллман тенгламасига* келамиз:_  дВ^ - =  min т). (2 1 )
дх v£u дх(21) тенглама учун Беллман функциясининг таърифидан куйидаги

В (х, tx) =  ф (х) (22)чегаравий шартни оламиз.Понтрягиннинг максимум принципи ва Беллман тенгла- маси орасида узвий ботланиш мавжуд: агар и0 (/), х° ((), ф°(<), 
t £ T  — оптимал бошцарув ва бошлангич хамда цушма ти- зимларнинг унга мос ечимлари булиб, В (х, t) £ С ,2) эса (21),(22) Беллман тенгламасининг ечими булса,

(t) =  — t £ Т  (23)
дхбулади. Хдцикатан, (21) дан

дВ' f  (х° (0, и0 (0 - 1 = — дВ(* М ’ п
дх

дВ' f  (х®, u(t),t) > — дВ~ ~ , х  =  х°(/)
дх дскелиб чикади, яъни /' (х, и0 (/), /) дВ (х, t)!dx +  дВ (х, t) i dt функция хар бир t£T моментда х аргумент буйича х  =  х° (t) нуцтада максимумга эришади. Унинг учун стационарлик шар- тини ёзамиз:

 ̂х о ^  ио ^  t) +  дВ’ (x«(t),/)_ x
дх2 ' дх

df (t), t) д2В (х° (О, t) =  0
дх дх dtИккинчи томондан, u°(t), x°(t), t£T буйлабJ L  * М  = * * i * W l  +

dt дх дх2
■ d2B{x°(t), t)

(24)

+  ' dxdt
(25)га эгамиз. (24) ни (25) билан таццослаб, дВ (х° (/), t)/dx функ­ция цушма (1 1 ) тизимни ^аноатлантиради, деган хулосага

* Беллман тенгламаси Гамильтон-Якоби тенгламасининг хозиргп за­мой ухташ идан иборатдир (V I боб, 2- §, 8- банд).
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келамиз. Лекин (21) га мувофик дБ (x0{tl),ti)/dx=d(p(x°(t1))/dx тенглик уринли, у ,\олда ( 1 1 ) тизим ечимининг ягоналигига асосан (23) формула бажарилади.(23) формула максимум принципини кургазмали геомет­рик Таллин килиш имконини беради. и0 (t) оптимал бошка- рув х,ар бир t моментда тизимга Беллман функцияси В (х, t) нинг х°(/) нуцтадаги антиградиенти ф° (/) йуналишида мак- симал проекцияга эга булган /(х° (/), и0 (t), t) тезлик беради (V I1.6 - чизма).

V I I .6 - чизма.
7. Оптималликнинг етарлилик шарти. 6- бандда (21) тенгламадан Понтрягиннинг максимум принципи анча кучли талабларда олинди. ^озирги ишларда (2 1 ) тенгламадан, одат- да, оптималликнинг зарурийлик шартларини эмас, балки етарлилик шартларини ифодалаш учун фойдаланилади.2- теорема. Айтайлик, В  (х, /)— (21) Беллман тенгламаси­нинг

В(х, tx) =  ф (х) +  k’ g  (х) (К >  0) (2 6)чегаравий шартли силлиц ечими и (х, /) куйидаги
—B (x,t) / (х, у (х, /), t) =  m in  дв {x,t) f  (х, и, t) 

ох и^и дх (27)шартни каноатлантирувчи бошцарув конуни булсин.Агар тенглама шундай х(/), 1£Т ечимга эга булсаки, у ечим буйлаб и (t) =  и (х (/), /) булакли-узлуксиз ва* ( * & ) ) <  о, X g ( x ( t 1)) =  0 (28)булса, u(t), tQT бошцарув/ (и) =  Ф (х  & )) min, х  =  / (х, и, /), (29)
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х(/о) =  *о. и (l)£U, i£T, g ( j ; y < 0масалада оптимал булади.И с б о т и . u{t), x(t), t£ T (29) масаланинг чсклашларини каноатлантирадиган бошка жоиз бошкарув ва унга мос тра­ектория булсин. (21), (27) дан,
дВ (х (/), t) 

dt
dB{x{t), t) 

dt

дВ' (x(t),t) 
дх

дВ' (х (/), t) 
дх

fx{t), U (/), t),

f(x(t), и (t),t)га эга буламиз. Бу муносабатлар вахт буйича тулиь  ̂ косила атамаларида£ В ( * , 0 |  = 0  , j - B { x , t )
dt \U(t) dtкуринишни олади. (30) ни u(t), и(() буйлаб интеграллаймиз ва (26) чегаравий шартдан фойдаланамиз:

В (х (tj, — В (х (t0), t0) =  ф (х (/j)) +  K g  (х(/,)) — В(х0,10) = 0, 
В (х (tj), tL) —В (х (t0), t0) =ср( х (^)) +  К  g  ( x (0 )  —

—В (х0, t0) =  0.Б у ердан (28) ни хрсобга олсак,/ («) =  ср (х (/t) ) <  ф (х (^)) +  К  g ( x ( M )  < ф ( Г  О  =  /(«)•яъни, u(t), t£T — оптимал бошкарув экан. Теорема исбот- ланди.
3- §. ТРАНСВЕРСАЛЛИК ШАРТЛАРИМаксимум принципи бошкарувлар учун оптималликнинг зарурийлик шартларини уз ичига олади. Жоиз траекгория- ларнинг чегаравий кийматлари учун оптималлик шартлари 

трансверсаллик шартлари деб аталади. Мазкур параграфда траекториянинг унг четида тенглик ва тенгсизликлар типида- ги чеклашлар булган оптимал бошкарув масалаларида опти­малликнинг зарурийлик шартларини ва трансверсаллик шарт­ларини чикариш усули баён цилинади.1. Терминал бошк>арувнинг умумий масаласи. Уш бу
х — f  (х, и, /), x(t0) =  x0,t£T  =  lt0, t 1] (1)бошкарув тизимини караймиз. Оптимал бошкдрувнинг асо- сий масаласидагидек ( 1- §), мувофик, бошкарувлар сифатида

I

и t C T  (2)чсклашни каноатлантирувчи г- улчовли булакли-узлуксиз 
и (0. t функцияларни караймиз, бу ерда U  — Rr да бе- рилган туплам.Айтайлик, ф,. (х), i =  0, q лар Rn да аникланган .^акн- кий функциялар булсин.Мувофиь* (u(t), t^T бошк.арув е э  (1) тизимнинг унга мос х (/), t € Т  траекториясини, агар улар ./ ,(«) =  ф, <дс (/»)) <  О, 1 = 1 ,  Ртенгсизликлар типидаги ва

I i  (ы) =  ф,- (X (/х)) =  0 t =  Р +  1, q.тенгликлар типидаги чеклашларни каноатлантирса, жоиз деб атаймиз.Айтайлик, Rn pa G — [x£Rn : ф,. ( х ) <  0, i = l ,  р, ф .(х )= 0 ,t — р +  1 ,<7 } туплам берилган булсин. Юкорида берилган таърифга кура, жоиз бошкарувлар шундай и (t), t £ T  функ­ция лардан иборатки, улар г- улчовли фазонинг берилган туп- ламидан ^ийматлар кабул килиб, ( 1) тизимнинг уларга мос х ( 0 , t € Т,  траекториялари t =  tx моментда G  тупламга ту- шади (VI 1.7- чизма). Жоиз бошкарувлар сифатиниM “ ) =  <Po(*(*i)) (5)функционал билан бахолаймиз.(5) функционални (1 )— (4) тизимнинг жоиз бош^арувларида минималлаштириш масаласи тер­
минал бошуарувнинг умумий 
(ажратилган чегаравий шартли) 
масаласи деб аталади.Оптимал бошкарувнинг юко- рида баён цилингзн масаласи етарлича умумийдир; унга куп-гина бошк,а масалэлар келтирилади. Масалан, жараённинг сифати (5) нинг урнига/0 (ы) =  ф (х(^)) +  ( /о (х (/), u(t), t)dt-+m \ri  (6)функционал билан бахолансин. Уш бу*о =  /о (х, и, 0, x0(t0) =  0 (7)

V II .7 -  чизма.

( 3 )

(4)
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тенгламани каноаглантирадиган кушимча xu(t)=  | /„ (х (т),А)
и (т), т) dx узгарувчини киритамиз. Янги узгарувчи ёрдами- да (6) сифат критерийсиниД « )  =  Фо (•* (ti)) +  xAti)  (8)куринишда ёзиш мумкин. Шундай цилиб, агар (1) тизимга (7) тенгламани цушсак, (6) критерийли масала (8) критерий- ли терминал бошкарув масаласига келтирилади.2. Бошкаришлар, траекториялар ва функционаллар ва- риацияси. Терминал бошкарувнинг умумий масаласида опти- малликнинг зарурийлик шартларини келтириб чикариш учун бошкарувнинг игнасимон типдаги вариациясидан фойдалана- миз. 0 € ] о̂. 1> v £ U  ва р (е) — нолнинг унг томонидагибирор атрофида аникланган скаляр аргументнинг хдциций манфий булмаган функцияси ^амда р ( 0 ) = 0  булсин. Уш бу

б и (t, в, v, р (е)) = v — u°(t), t £ [0, 0 +  р(е) [, 
0 , < С  [0, 0 +  р (е)[. (9)куринишдаги функция мувофик и0 (t), t £ Т бошкарувнинг 

игнасимон вариацияси деб” аталади.Мувофиц и0 (t), t £ Т  бошкарувнинг игнасимон вариация- лари тупламида кушиш амалини киритамиз.Иккита б и (/; 0Х, рх (е)) ва 6 и (t; 02, и2, р2 (е)) игнасимон вариациянинг йигиндиси деб куйидаги куринишдаги функ- цияга айтилади:1) агар 0Х Ф  02 булса, у холда (V II. 8- чизма)бн (/; 0! ,  у , ,  р! (е)) +  бн (i\ 02, и2, р2 (е)) =
( vl — и0 (/), t £ [01э 0Х +  р, (е) (,=  | У2 — и0 (0 . t € 102» 02 +  Рг (е) 1.[ 0 — акс холда;2) агар 0! =  02 булса, у  холда (V II. 9 - чизма) бu(t, 0j ,  olt Pi (е)) +  б«{/, 02, vt, р2 (е)) =( ух — ы°(0 . t £ [0i ,  0i +  Pi(e)],

=  \v2 — u° (t), t £ [0i +  px (e), 0X +  Pi (e) +  p2 (e) (,( O — акс холда.V I I . 9 ва V I I .  10-чизмалардан куринадики, =  0а хрлда, киритилган цушиш амали коммутатив эмас. Игнасимон ва-
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d u \ ei* o 2,d u ( t ,e f , u ,tp ,(t))+ ffo (t.a f% 1j2 ,/y ff  a

J D i ___________________ _
в ,  в ,- р ,К ) Ь .  Ц  ■ <,'.,1/1 /

V I I .8- чизма.риациялар йигиндиси тушунчаси ихтиёрнй чекли сондаги ку- шилувчилар учун хам осон ёйилади.Киритилган йигинди тушунчасининг 0} ф  02 булганда коррект булиши учун [0Р 0j +  p, (е) [ П [02. 02 +  P 2 (e) J  =  0  шартнинг бажарилиши зарурлигини г̂ айд циламиз. 
Тойдирилган бошкарувларнинг

д ц к  ( e ) ) * d v ( e \  Ог, Щ г ( £ ) )

О

Vv

■ +—----- 1----- 1---- L 0t*Pt(e)+9?(e)4  в, &/р/б) г , /

V I I .9- чизма.
Ы  д1 ̂  t b / b t y f o f t ; # , ,  0 , , p j v )

о

U*.
г * ,

-1____L
4 о , Or * g P ( t )

V I I . 10- чизма.
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и
и (е) :u(t, е) =  и0 (/) +  V  б и (/; О,-, v[t р(- (е)), t G Т 

1=1оиласини цараймиз, бу ерда р — бирор натурал сои. K j -  шимча pj (е), . . . , (е) функцияларни е =  О нуцтада унг-дан узлуксиз деб фараз киламиз. У  холда етарли кичик 
е > 0  учун тойдирилган и (t, г), t £ Т  бошцарув мувофиц булади ва демак, унга (1) тизимнинг ягона x(t, г), t £ Т  ечими мос келади. Дифференциал тенгламалар тизими ечим- ларининг параметр ва бошлангич шартларга узлуксиз 6o f - ликлигидан Пш x((lt е) =  х°((х)е->+0эканлиги келиб чицади. Бунинг устига, агар р( (е), . . . .  р(1 (е) функциялар е =  0 нуктада унгдан дифференциалла- нувчи булса, Пш x(tl’ е)~ ^ = 6x(tx) (10)длимит мавжуд булади ( =  белги, «аннцланишига кура тенг» ликни англатади).бх(^) вектор х°(0 , t £ Т  траекториянинг t =  tt моментда хисобланган биринчи вариацияси деб аталади.(10) лимитни цисоблаб, 4бх (М  =  V  р,- (0) F (/,, 0f) f  (х« (0(), и°(9()> 9/) (11)г=1ни оламиз. Бу ерда Avf(x, и, t) =  f(x, v, t) — f  (x, и, t); p(. (0) — функциянинг e =  0 нуцтадаги унг томонлама цосн- ласидир. F(t, т), t0 <  t, т <  t матрицавнй функция

1 =  df(X° v ) , u ° , M F{t' т)) f( T f  Т) =  Е) 
dt dtматрицавий дифференциал тенгламанинг ечими сифатида аникланади. Е  —  бирлик п X  п- матрица.(11) муносабатдан куринадики, x°(t), t £ Т траектория­нинг и0 (/), t £ Т  бошцарувнинг игнасимон вариацияси йигин- диснга мос келган биринчи вариацияси траекториянинг игна­симон вариацияларига мос биринчи вариациялари йигиндиси- дан иборатдир. Игнасимон вариациялар йигиндиси амалининг нокоммутативлигига царамасдан, траекториянинг (9) тойди­рилган бошцарувга мос ((1 1 ) га ц.) биринчи вариацияси иг­

насимон вариациялар йигиндисидаги кушилувчилар тартибига боглнк булмаслигини таъкндлаш лозим.Элементлари х° (/), ( £ Т траекториянинг t — tx моментда хисобланган ва (9) куринишдаги тойдирилган бошкарувлар- нинг барча жоиз оилаларига мос бх (/,) бириичи вариациялар- дан нборат булган R(tx) тупламни цараймиз. Агар рх (0) =— Ра (0) булса, б и (/; 0, и, рДе)) ва б и (/; 0, у, р2 (е)) игна­симон вариацияларга (аникроги, тойдирилган
их (/, е) ■= и0 (t) +  б и (t\ 0, v, pt (е )) ва ы2 (Л е) =  и° (0 ++  бu(t\ 0, v, p2 (el)бошкарувлар оилаларига) траекториянинг битта ва фацат битта вариацияси мос келади. Демак, R(tx) тупламни хосил цилиш учун р (б) функциялар сифатида чизикли, р (е) =  /е , 

1 >  0 функцияларни карат етарлидир.Юцорида айтилганлардан R  (/,) туплам Rn да каварнк ко­нус* булади, деб хулоса килиш кийин эмас, бу ерда эле­ментлари тойдирилган и ( г ) :  и (/, е) =  и0 +  Ьи (t; '0, и, /е) ку­ринишдаги бошцаришларнинг барча жоиз оилаларига мос ке- лувчи бх (tx) биринчи вариациялардан иборат Q (/,) туплам 
R ( {i) УЧУН яссвчи булади, яъни 7 ?(/ ,)^ c o n v  Q(tx). 'Кава- рик крбикнинг (II боб) таърифидан R  (Д) конуснинг ихтиё- рий элементи бошцарувнинг п та игнасимон вариациялари йигнндисидан иборат вариация ёрдамида олиниши мумкиили- ги келиб чикади. Шундай килиб,/?(/,) =  {бх (/!): бх (/j) =

П
= 2L l i F V  1- м°(0(). 0,-), (12)

1=1

0( е [*„. [. v i 6 б/, h  >  о}деган хулосага келамиз.Энди функционалларнинг вариациясини карашга утамиз. Агар ср,- '-Rn->  R v i =  0 , q функциялар x°(/,) нуцтанинг би­рор атрофида узлуксиз дифференциалланувчи булса, /; (ы(е)), 
i — 0,q  лар е параметриинг функцияси сифатида е =  0 нуц- тада /,-(ц), i =  0,q функционалнинг и0 (I) жоиз бошкариш буйлаб биринчи вариацияси деб аталаднган унг томонлама

; 158-бетдаги изохга каранг.
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1) цаттщмасликни тулдирувчи шартX,- >  0 , I =  О, р, Я,(ф(- (л:0 & )) =  0 , i =  0 , р\
2) трансверсаллик шарти

«  дф,- ( х ° ( Л  ) )  i f ° ( y = - V ^  Тг 4  •
t'= o3) максимум шарти

дх

Н {x°(t), (/), и°(0 . 0 =  max Я ( х ° ( 0 , ф°(0 , « . Ои £ ибажарилади.И с б о т и . Тенгсизликлар типидаги актив чекланишларга мос келган индекс лар туп лам и I0, I0 =  {i £ {\, 2, ,
р) : <Pi(*° (/,)) =  0} ни цараймиз ва у / =  {0} U / 0 булсин. л-0 (I) траекториянинг биринчи вариациялари конуси R ((х)да г ,  ЭФ;(х»(/1)) . — — -----  * I.

-2 < 0, i £ f ; ---- ------ z =  0, t =  p + l ,  q (20)дх dxтенгсизликлар тизимини к;араймиз. Икки хол булиши мум- кин.I . (20) тизим R{ty) конусда биргаликда эмас. У  х,олда 
1 -леммага мувофи^, хаммаси бир вацтда нолга тенг булма- ган хамда барча z £ R  (R) лар учун

дх
z > 0 ( 21)

буладиган Х(-, i £ /t- =  / U  {р +  1 , . . . , q), 0 , г £ /сонлар топилади./j тупламдан олинган индексли компонентлари юцорида олинган мос индексли сонлар билан устма- уст тушадиган, ^олганлари эса нолга тенг булган X —{Х0, X ,, . . . , Хр} € RQ+l векторни ^аоаймиз. Равшанки, бундай танлаб олинган век- торлар нолдан фаркрш булади ва ^алщмасликни тулдирувчи шартларни ^аноатлантиради. Бундан таш^ари, (21) ва (12) дан барча 0 £ [t0, ty [ ва v £ U  лар учун,V  * F{t 0) Д /(*«(0), u°(0), 0) 2*0 (22)
дхi=oэканлиги келиб чи^ади.

н 3

Уш буЧ>°(0  =  - У  h F '( ‘ v t)
(=0

дф,- ( * °  ( ' l l )  

дх
, t £ T ,функция (14) цушма тизимни ва трансверсаллик шартини ка- ноатлантиришини текшириш цийин эмас. i|;°(/), t £ Т функ- циядан фойдаланиб (22) шартни максимум шартига эквива­лент булган

1Ф0' (о) /(х°(0), и ° ( о), о) > 0 ,  о £ j t c, t , [ ,  v £ икуринишда ёзамиз.Демак, 1 5̂ олда теорема уринли экан.II . Энди шундай г £ R (/L) элемент мавжуд булсинки,
d<p'i ( х 0 ( / , ) )  ~  д<рг- ( х °  ( / х) )  _ ---------------------

дх z <  0, I £ I; — г - 0 ,  i =  р +  \, q, (23)булсин. Дуйидаги навари к конусни цараймиз:=  {У =  {У.................. К ,-р} 6 # ,_„:*/£ =d<Pp+i (*° Ух»
дх

2 , 2 £ R  (/j), i =  1, 7 — р}ва P(ti) ¥= Rq_ p эканлигини курсатамиз.Тескарисини фараз цилайлик: Р(/,) =  Я(/_ р. У  холда P(tt) да аффин- богланмаган i/<°>, г/(", . . . , у̂ ч-р) нуцталаргд тор- тилган ва координата бошини ички нукда сифатида уз ичи­га олган (q — р) улчовли S  симплекс мавжуд булади.Эслатиб утамизки, агар
Я—Р q= p

2  М (1> =  °> 2  =  >  °» * = 0 ,  q — р,
1=0 1=1муносабатлардан Х0 =  X, =  =  Х?_ р =  0 эканлиги келибчицса, у(0\ г/(|), . . . .  нуцталар аффин- богланмагандеб аталади. Симплекс а<ффин-богланмаган нукдаларнинг ка- вари^ кобигидан иборатдир. Демак, 5  =  conv {у(0\ у»\ . . . .  j/(4-p)}, gy ерДа ихтиёрий у £ S  вектор ягона

У =  " у  h  (У) Уа\ к  (У) >  0, У  X , (у) =  1
/-о /5?куринишда тасвирланади. Х0 (г/), X, (г/), . . . .  (у) сонлар

у  векторнинг 5  симплексдаги бариценгприк координашала- 
ри деб аталади.300



Фараз ци лай лик, г(1), {' =  0, q — р лар R  (^) дан олинган
уУ =  г =  бг

дх
■ р, 1 = 1 ,  q — p,ни каноатлат m  ip у вч и векторлар булсин. Бундан ташкарн, 

i =  0 , q — р, лар бошкарув вариацияларининг куйидаги
ви Д в):6и,(*, в ) =  V S  ц (/; 0,7, f ,7, l tl, е), t € Г , t =  0 , q—p,

i= iоилалари ёрдамида ^осил ^илинган деб хисоблаймиз.Бошкарув вариациясининг куйидаги куринишдаги онласи- ни тузамиз:
6а (у, e):8u(t, у, е) =  V  V 6u(/, 6 .., о ,., \ .(у) 1Ц е) +

1=0 /=1+  ^  6ц (/, 0S, os, /se) (24)s= l
n _  _  _  _бу ерда бошкарувнииг V  б и (/, 0S, а ,  /5е) вариацияси г ниs= lхосил килади.Айтайлик, x(t ,  у, в), t £ T  (1) тизимнинг u°(t) +  ou(t, 

у,  в), t £ Г  бошкарувга мос траекторияси булсин.5  симплексни Rq_ p га( Ф№ ( » » „ », « ) ) - ф, + , («•(',»_ е > 0C ( t ) : 0 ,( !i, е) =  ■( у;, е =  0 булганда,муносабатлар билан аницланган G ( b) акслантиришлар оила- сини ^араймиз. G (у, е) акслантириш хар бир узгарувчи буйича 5 Х  [0, е°] да (е° —  етарлича кичик мусбат сон) уз- луксиздир.S  симплексга ^арашли ёпиц Ry =  {у € Rq- P: 11У11 ^ У )  шарни олиб,
N (е) =  шах 1 1 G (у, 0) — G (у, е) | ]

функцияни анидлаймиз. N (в) функция нолнинг бирор унг томонлама атрофида узлуксиз ва N(0) = 0 ,  N (в) нинг уз-

луксизлигидан ш у н д а й е > 0 сон мавжуд буладики, барча 
0 <  в <  в лар учун АДв) <  у булади.

Rv X  [0, в] да
Г (у, в) =  G (у, 0 ') — G (y , е)акслантиришни цараймиз. Г (у, е) акслантириш хар бир в £ € [0. е ] да R n (t) =  {у € Rq_ p ■ 11 У (e) 11 S* N (в)} шарни узи- ни узига акслантиришини текшириш цийин эмас. Брауэр тео- ремасига мувофиц, Г (у, е) хар кандай е £ [0 , е] учун R  ^ <Е да ^узгалмас нуь;тага эга булади, яънн исталган в £ 10, в ] учун шундай у (е) £ RN (е> вектор топиладики, Г (у (е ), е) — — у  (е) булади. Бу эса исталган е £ [0 , в ] учунG (у (в), в) =  0 ва 11 у (е) 11 <  N(e) (25)буладиган у  (г) нинг мавжудлигини билдиради. в -* - - } -0  бул­ганда N (в) ->  0 булганлигидан, в->- +  0 да у (в)-*- 0 була- ди. р,Де) =  Ь,(у(е))1уб функциялар нолда унг томонламар(.Д0) =  ЯД0) /;у хосилага эга булишини эътироф этамиз. Бошкарув вариациялари оиласи

6ц (е ) :6м(^, е) = б u{t, у (в), е), t £ Т,ни цараймиз, бу ерда б и (t, у, г), t £ Т  ифода (24) муноса- бат билан аникланади.Айтайлик, x(t, у(е), е), / £ Г  (1) тизимнинг мувофиг  ̂
и (t, е) — u°(t) +  бu (t, у (е), е), t £ Т  бошкарувга мос траек­торияси булсин. (25) дан_ва G (y , е) акслантиришнинг аник- ланишидан барча е £ [0 , в] лар учунФ<(*(*!• У (е)< е)) =  ф Д * °(*,)) =  0 , i =  p + \ , q ,  (26)ни оламиз.Бундан ташкари, L (и), i =  0 , р функционалларнинг 6м (/, у(е), г), t £ Т га мос биринчи вариациясиб1 /. (н°) =

дх
г, i =  0 , рбулганлиги сабабли (23) га асосан етарлича кичик мусбат в лар учун 0(«). е ) ) <  ф; (х° (/,)), t £ I (27)ни оламиз, в параметрга узлуксиз боглик;ликка муво'.|)нк в нинг етарлича кичик кийматларида
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ф,•(*(£,, у(е), е ) ) <  0 (28)тенгсизлик барча i £ /, лар учун, яъни Ф;(х°(А)) > 0  ни ца- ноатлантирувчи г лар учун уринлидир.(26) — (28) муносабатлардан етарлича кичик е лар учун (1) — (4) масалада t £ Т, бошкарувнипг оптималлигигазид булганФо(*(*Р */ (е), е ) ) <  ф0 (х° (̂ ))'< Фi(x(tit */ («). « ) <  °* * =  ! .  Р> ср. (л: (/;, у (е), е)) =  0 , г =  р +  1 , <7, муносабатларни оламиз.Демак, P (t{)¥^Rq_ p. Бу Р(/,) конусга таянч булган, ноль булмаган ц =  {р ,, . . . .  Р1?_ р} € Др_ р, яъни барча у £ £ P(/j) лар учун р'г/>  0 булган векторнинг мавжудлигига олиб келади. Энди К =  {Я0, Я,,, . . . , i q} векторни цуйида- гича оламиз:Я(. — 0, i — 0, р, — р ,_ р i Р Ч" Б У-Равшанки, % вектор нолдан фаркли, каттик.масликни тулди- рувчи шартларни каноатлаитиради ва бундан ташцари, барча z£ Д (^ ) лар учун дф; (х° (А)) 
дх

z ^  0

булади. Энди I хрлдзгидек муло^азаларни давом эттириб, теореманинг исботини якунлаймиз.
5. Тез таъсир масаласида Понтрягиннинг максимум 

принципи. Маълумки, (1) — (5) масалада бошкарув жараёни- нинг давом этиш вакти олдиндан берилган деб фараз к,илин- ган эди. Энди агар tt >  t0 моментни танлаш ва масала эле- ментларининг 0 да аницланиш имконияти мавжуд деб олсак, 2 — 4 бандлардагига ухшаш Бакунинг t\ оптимал мо­мента учун 1- теореманинг шартларига кушимча (бу ерда tx урнига /| куйиш лозим) t\ буйича стационарлик шарти(4):
Н  (*® (/«), ф° (/?), и ° (ф ,  (°) =  0бажарилади.Агар (5) нинг урнига (6) сифат критерийсини карасак Ф0 =  0 , /„ (х, и, I) =  1 , у холда олдиндан берилган /х да (1 )— (5) масала 1 -§  да ифодаланган тез таьсир масаласига ай-

3 0 4

ланади. Мазкур параграфнинг натижаларидан цуйидагини оламиз.2 -теорема (тез таъсир масаласида Понтрягиннинг мак­симум принципи). Айтайлик, ы° (0, t £ [0, *°], х  = f ( x ,  и) тизимнинг х° (t), t £ [0 , /J], траекториясини х  (0) =  хй £ Rn Колатдан x(t°) =  х0х £ Rn уолатга эн г киска i° вацтда утка- зувчи оптимал бошкарув булсин. У  холда u°(t), x°(t). t £  £ [0 , /°] буйлаб,ф =•■ —  д Н  (х, ф, и)/дх, Н(х,  ф, и) =  ф' / (х, и)Кушма тизимнинг айнан ноль булмаган шундай ф° (t), t £ £ [0 , счими мавжуд буладики, куйидаги шартлар бажари­лади:
1) боищарув буйича максимум шарти:

H(x°(t), ф° (/), и0 (/)) =  шах H(x°(t), ф°(/), и), < £  [0, /»];
и £  и  1

2) тез таъсир вакупи 1° буйича стационарлик шарти:

H(x°(t<>), ф°(*°), u°(t°))>  0 .
4-§. МАКСИМУМ ПРИНЦИПИНИНГ к ^ л л а н и л и ш иДастлаб оддий тизимлардаги оптимал жараёнлар учун исботланган максимум принципи мураккаб тизимларда хам ухшаш натижалар олиш учун асос булиб хизмат килди (ма- салан, 6 7-§ ларга К-) • Ундан вариацион хисобиинг купклассик натижалари олиниши мумкин. Амалий масалаларда максимум принципи оптималлаштиришнинг хар хил сонли алгоритмларини куриш учун цулланилади. Уш бу параграфда максимум принципининг энг содда цулланишларини келти- рамиз.1. Максимум принципининг чегаравий масаласи. Ушбу оптимал бошкарув масаласини царайлик:/ (и) =  Ф0 (х (/,)) ->  m in , x =  f{x , и, t), x (t0) =■■ x0,(x (*,)) <  0 , i =  1 , p; ф, (x (/,)) = 0 , i =  p +  l ,  q- u (() £ [/,

t £ T  =  [tc,  t j .  (1)Гамильтон функциясини тузамиз:
H  {х, ф, и, t) =  ф' / (х , и, t) хамда и =  и (х, ф , t) бошцарувни
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Я  (х , ф, и (х , ф, /))» 0  =  П1ах Я  (х, ф, и, /), и £ U • шартдан топамиз’ . Ушбу
д Н (х,  г)з, и(х,  if , t), t) ; u _  д И  (х, 1)з, и (х, ф , /), /)

X — Т~ i t " "т~* Iдф дх
ч

х f t )  =  *», Ф f t )  =  — 2  а<р* (* ft))/ дх>/=оя,. > 0 ,  г =  О, р; v  I Я. | >  О,
1=0Я/фД-^ft)) =  0, i =  1, р, (2)масала максимум принципининг чегаравий масаласи деб аталади.

2 — 3 -§  ларга мувофиц, (1) масаланинг хар бир u°(t), t £ £ Т  оптимал бошкаруви (2) чегаравий масаланинг бирор х  (/), ф(0 . / £  Т  ечимидан олинади: и0 (t) =  u(x(t), ф (/)(/), 
t £ Т.  Шунинг учун, агар (1) масалада u°(/), t £ Т  оптимал бошцарув мавжуд булиб, (2 ) чегаравий масала ягона ечимга эга булса, и0 (/), t £ Т  ни цуриш учун (2) масалани ечиш етарлидир.2. Оптимал бошкарувнинг сифат характеристикаларини олиш. Амалий масалаларда максимум принципи кун лоллар­да оптимал бошкарувнинг шундай характеристикаларини олиш имконини берадики, улар бошлангич мураккаб маса­лани бонда соддарок; масалага алмаштириш ёки мураккаб булмаган та^лил ёрдамида бошкарувларнинг у ёки бу синф- лари оптимал бошкарувни уз ичига олмаслигини исботлаш имконини беради. Масалан, куп амалий масалаларда (хусу- сий холда, ракетадинамика масалаларида) бошкарув тизими- нинг математик модели

х  =  /(0) (х, t) +  и /(,) (х,  О* I и I <  1 (3)куринишга эга булади.Максимум принципи ва Я  (х , ф, и, /) =  ф'/(0) (*, i) +  +  «Ф7(и (х> 0 гамильтонианнинг тузилишидан и0 (t) оптимал бошкарувнинг таркиби келиб чицади:
* Н (х,  ф , 0  =  Н (х ,  ф, и (х, Ф, /), /) функция вариацион хисобнинг классик гамильтонианига мос келади (V I бэб).

и» (< )=:{ —  1 , агар ф/ (/) /(|) (х (0, t) <  0 булса! (4)[ е [ — 1 . 1 ], агар ф ' (/)/(„ (х(0 , t) -= 0  булса.(3) объект хакида цушимча маълумот берилганда, куп лолларда, и0 (I) боидарув чекли сондаги утишларга (-|- 1 цийматдан — 1 цийматга ва аксинча) эга булишини исботлаш ёки ф' (0 /(|) (х (t), 0  =  0 булган ораликда махсус богща- 
рувни топиш мумкин булади. Б у  фактлар (3) тизимнинг ди- намикаси хацидаги аниц тасаввурлар билан бирга мутахас- сисларга оптимал бомдарувга етарли яцин яцинлашиш то­пиш ёки уни ани^ айтиш имконини беради.Ушбу чизицли

х — А х  +  Ьи, | и | <  1 тизим учун биищарилувчанлик кригперийсиrank {b, АЬ, . . .  , А п~ 1 Ь} — пбажарилганда оптимал бошкарув (4) га асосан, фа^ат ±  1 цийматларни кабул цилади ва чекли сондаги сакрашлгрга эга булади (релели бошкарув). Шунинг учун оптимал бош­карувнинг чексиз улчовли масаласи сакраш нукталари тх, т2, . . . , xk ларни ва биринчи интервалда бошкарувнинг ишорасини аницлашга келтирилади, бу чекли улчовли маса- ладир.Оптимал бошкарувнинг мухим характеристикаси у буй- лаб тизим гамильтониани Я  (л, ф, и, t) нинг узгаришидан иборат. Мувофиг; бошцарувлар и (/), t g Т  булакли- узлук- сиз булганлигидан H ( t ) = h ( x { t ) ,  ф (/), u(t), t) функция улар буйлаб, умуман айтганда, булакли- узлуксиздир Ш у факт ажойибки, 0  — компакт булганда гамильтониан и0 (/), 
t £ Т  оптимал бошкарув буйлаб (х,ар бир u(t), t £ Т  Понтря- гин экстремали буйлаб) узлуксиздир. Бунга цушимча равиш- да. агар df I dt £ С  булса, н°(/), t £ Т  бошкарувнинг узлук- сизлик нукталари да вацт буйича тула хосила dli  / dt мавжуд булиб, у  дН / dt хусусий хосилага тенгдир.Хдкикатан, максимум шартидан t £ Т ш i* =  t -|- At £ 7’ моментлар учун ушбуларни оламиз:Я  (0  =  Я  (*(/), ф (0 . U(t), t ) > H ( x ( t ) ,  ф (t), и (l*), 0 , 

H(t*) =  H(x(t*),  ф (/*), u(t*), t * ) >
> Н ( Х ( П ,  ф ( П ,  U (0, п .Биринчи тенгсизликни иккинчисидан айириб,

307



H(x(t*),  ф(/*), u(t), t*) — Н (x(t), ф(/), и (/), t ) << //(/*) — //(О <  Я (*(**), Ф ( П , «(**). п  —— H (x (t), \p(t), u(t*), t) (5)ни оламиз. x  (.t), ф (/) функцияларнинг узлуксизлигидан (5) даги чап четки ифода нолга интилади. Фараз ^илайлик, /* =  
— tk- +t,  k — 1, 2, . . .  кетма-кетлик буйлаб
Н (х (/*), ф(/*), «(/*), t*) — Н (х (t), ф(/), u(/*), t ) > a >  О булсин. U  тупламнинг компактлигидан и (tk) £ U, k = \ ,  2, . кетма-кетликдан якинлашувчи цисм кетма-кетлик ажра- тиш мумкин, уни ёзувда соддалик учун бошлаш ич и (tk)->  и*, k-+  оо кетма-кетлик сифатида оламиз. f(x, и, /) функ- циянинг и буйича узлуксизлигига асосан (5) дач 0 <  а  <<  iim [H(x(tk), ф(/л), u(tk), tk) — Н {x(t), ф(/), u(tk), /)] =  ()зиддиятни оламиз. Шундай килиб, (5) даги унг четки ифо­да t * -+ t  да нолга интилади, яьни H (t* )-> H (( ) ва Н (t) функция узлуксиздир.(5) тенгсизликларни At > 0  га буламиз. At ->  0 деб олиб, амалларни аввало (5) даги чап тенгсизлик учун амалга оши- рамиз:

Н ( х  (t*), ф(/«), u(t), t*) — Н (х (t), ф(<), u(t), t) =
At=  H{x(t*\  u(t), t * ) - H ( x { t ) ,  ф « * ) ,  u(t), f )  +

At
+  H  (x (t), ф О *), u(t), t*) — H  (x (t), ф « ) , u(t), t*) !

At_|_ H (x  (t), y(l),  и (t), (*) — H (x (t), 4»(Q, u(t), t) <  H ( t * ) - H ( t )
At AtБунда -*■ 0 да лимитга утсак,

x'(t)dH (x(t), Ф (/), u(t), t)/dx +  V (t)d H (x(t) ,  ф ( 0 , 
и (/), t)/d\!p +  д H ( x (it), ф (t), и (t), t ) !d t ^ d H ( t ) / d t  (6)булади. Шунингдек,

x — д H  / дф, ф =  — д И / дх булганлигидан, (6) тенгсизлик соддалашади:
д Н (x(t), ф (0 , u(t),t)/dt^dH(t)/dt.  (7)308

| Шунга ухшаш, и (/) функциянинг t нуктада узлуксизлигини- хисобга олсак, (5) даги унг тенгсизлик учун
dH(x(t),  ф (Л, и (t), t) / dt >  d H (/) / dt (8)-

^ (7 ), (8) дан исбот килинадиган хосса
Ш Г  д//(х «), Ф(Д т о ,  /) =  aw (дс(/), Ф(0, ц(/),/)а/ а/

келиб чицади.( 1) тизимлар стационар (/ [х, и, t) =  f(x, и)) булганда хусусий ^осила нолга тенг булиши тушунарли ва шунинг учун тизимнинг гамильтониани Понтрягин экстремали буй­лаб узгармасдир.Оптимал тизимни аник; амалга ошириш, бошкарув цонун- ларининг мураккаблигидан, куп харажатлар билан богли^дир. Бу эса куп фолларда оптимал тизимлардан воз кечиш учун да лил цилиб курсатилади. Аслида эса оптимал тизимлар уларда оптимал тизимларга якинлашиш аниклиги амалга оши­риш харажатлари билан мослаштирилган субоптимал тизим- ларни цуришда эталон сифатида фойдаланилади.3. Жоиз бошцарувларни яхшилаш. Амалий масалаларни текширишда оптимал бошкарув масаласини ечиш урнига к у - пинча мавжуд (яхши булиши х,ам мумкин булган) бошка- рувларни янада яхши сифатлироцлари билан алмаштириш Xja^Hflarn чегараланган масалани ечиш етарлидир. Тизим кур- саткичларини 10— 15% га яхшилашга имкон берувчи сама- рали яхшилаш алгоритмлари катта адамиятга эгадир.Оптималликнинг хар бир зарурийлик шарти билан бу шартни каноатлантирмайдиган жоиз бошцарувни яхшилаш ал- горитмини боглаш мумкин. Мазкур бандда максимум прин- ципи ва унинг натижалари билан боглиц алгоритмлар баён ^илинади.Айтайлик, и (t), t £ T  терминал бошцарувнинг энг содда масаласи (2 -§):/ (и) — ср(х (^ ))->  min, х  =  / (х, и, t), 
х  ( g  =  x0, и (t)£U, t £ T = [ t 0, (9)да жоиз бошцарув булсин, (9) тизимнинг и (/), t £ Т  бошца- рувга мос траекториясини х  (/), t £ T  деб белгилаймиз. Уш бу

ОН (х (О , Ф, и (,t), t) а  х _  д Ф (х (А))
V -  Тх ' У М -  дхцушма тизимни х  (/), и (t), t £ T  лар буйлаб унгдан чапга
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интеграллаш натижасида ф (/), t £ Т  функциям топамнз. Га- мильтонианга максимум берузчи функцияни и* (() орцали белгилаймиз:
и* (/) £ A rg  шах Н (х (/), ф (I), и, t).

ueUАгар и (t) гз и* (/), t £ T  булса, бошлангич бошкарув (9) масалада максимум принципини цаноатлантиради ва уни оп- тималликнинг бу зарурийлик шарти ёрдамида яхшилаш мум- кин эмас.Айтайлик, 0 — ]tQ, тупламнинг шундай ну^таси бул- синки, унда и (0) Ф  и* (0) ва и (t) функция узлуксиз бул- син. Мувофиц булган кичик содада и* (/) бошь^арувнинг пар- часи киритилган ушбу-  (и* (0 . / € ]0 - е ,  0 +  е[,
\ и (t), — е, 0 +  е[, е > 0бошкарувни цу рамиз.Сифат критерийси орттирмасини тадлил дилиб(2-§ га ц.), шундай е0 >  0 сон мавжуд булишини ва барча е, 0 <  е <  е0 учун и (t), t g T  бошкарув и (/), t £ T  дан яхши эканлигини курамиз: I (и)< I (и).(9) масалада жоиз бошкарувни яхшнлашнинг иккинчи усулини баён цилиш учун аввало максимум принципидан 

2 - § да цилинган фаразларга кушимча / (х, и, t) функция и буйича дифференциалланувчи, U туплам эса к а вари к деб олганда келиб чицадиган натижани оламиз: хар бир п° (/) оптимал бошкарув ва (9) масаланинг бошлангич дамда цуш- ма тизимларининг унга мос х° (/), ф° (/) ечимлари учун
дН' (х° (t), ф" (/), и° (0 , t) „  _я., 11 V/ —

— шах
ueU

дН' (хо (/), фо (t), Цо (б, /) 
ди 10>. tj\. ( 10)шэрт^ бажарилади. Хуицзцатап, агар шундай 0 £ ]/0, / J  мо- ментТва v £ U  элемент мавжуд булсаки, дН' (х° (0), ф° (0), 

и0 (0), в)/ди-и° (0) =  дЯ ' (х° (0), ф° (0), и0 (0), Q/du-v— a, а  >  0 булса, етарли кичик е >  0 лар учун максимум шар- тига зиддият олинади:
Н  (х° (0), ф° (0), и0 (0) +  е ( о - и 0 (0)), 0 ) -  

— Н  (х° (0), ф° (0), н° (0), 0) =310

=  е ОН' (х° (0), ф° (0), и0 (0), 0)/du-(v — u° (0)) +  О(е) ==  е а  +  0 (е) >  0 .( 10) шартни текшириш чизикли функцияни максималлаш- тириш билан богликдир. У  максимум шартини текширишдан соддарокдир. Оптималликнинг (10) муносабатга асосланган зарурийлик шартини чизицлилаштирилган максимум прин­
ципы деб аташ кабул килинган.Айтайлик, и (t), t £ Т  (10) муносабат бажарилмайдиган жоиз бошкарув булсин. Уш бу

и (0 =  и (0 +  е (и* (0 —  и (/)), в >  0 , t € Т  ( 1 1 )жоиз бошкарувни курамиз, бу ерда и* (/) £ Argmax и'дН (х (/), ф (/), и (/)', t)/du, u £ U .  ( 1 1 ) бошкарувни 2-§  нинг орттирма формуласи (10) га келтириб куйсак, и* (t) ф  и (t), t £ T  бул- ганда шундай е0 >  0 топиладики, барча е, 0 <  е <  е0 учун / {и)< 1 (и) тенгсизлик бажарилади, яъни (1 1 ) бошкарув бошлангич бошкарувдан яхшироцдир.(9) масала учун максимум принципининг бошка нати- жаси олдинги натижадагидек, / (х, и, /) функция и буйича ди(1к|к-ренциалланувчи, U  туплам эса очик булганда олинади. Бу холда, и0 (/) оптимал бошкарув буйлаб гамильтониан- 
нинг стационарлик шарти бажарилади:

дН (х° (0, Ф° (/)* и° (0. f)/du =  0, t£]tо, М - (12)Хацикатан, агар бирор 0£]/о, М  Да дН (х°(0), ф° (0), и0 (9), 
в)/ди =  а ф  0 булса, максимум шартига зиддиятга келамиз: агар s >  0 етарли кичик сон булса, у долда
Н  (х° (0), ф° (0), и0 (0) +  е а , 0)—Я  (х° (0), ф° (0), м° (0), 0) =  =  е а  дН (х9 (0), ф° (0), и° (0), в)!да +  0 (е) ==  е а ' а  +  0 (е) > 0 .(12 ) шартнинг келтирилган исботи 2-§  нинг орттирма формуласи (10) билан бирга етарлича кичик е >  0 ларда и (t), 
t £ Т  бошкарувдан яхши булган

й  (t) =  и (t) +  гдН  (х (if), ф (0 , и (0 , t)/du,
t £ T ,  в >  0,бошкарувни курсатиш имконини беради, яъни / (и)< I (и). 

2-§  нинг орттирма формуласи ( 10) данд  / (и) =  _  f Д и’ (t) дН (х (/), ф (/), и (0, t)/dudt+
to
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+  0 (!|Д и ( )1|)формула келиб читкам л игидан, A f  (х) =  — Ax'grad/ (х) -f- 
4 - 0  { А х  ) формулага ухшаш,

- ± L  =  grad / (и) -  ™  <* «>■ *  «). и т, п
Ьи (t) диифода / (и) функционалнинг и (/), t £ Т  бошцарувдаги вари­

ацией. хрсиласи (градиента) деб аталади.Оптимал бошцарувнинг баъзи масалаларида бошцарувлар учун чеклашлар цар бир t £ T  моментда эмас, балки бутун 
{и (/), / £ Т } функция учун цуйилади. Мисол учун, шундай типдаги битта чеклашни цараймиз:ЛJ  и (О R (t) и (/) d t < L  (R  (0 > 0,  t$ T ) 9 (13)
бунда и (/) £ Rr функциялар Т  да квадрати билан жамланув- чи деб хисобланади.

2-§  нинг орттирма формуласи (10) дан фойдаланиб му- вофик бошцарувлар синфи (13) га алмаштирилган (9) маса- лада оптимал бошкарув максимум (интеграл) шарти 
h|'ц 0' (/) дН (х° (/),г|)° (0 , и0 (0 , t)/dudl =
i, 11=  шах j  и (/) д И  (х° {(), ф° (/), и0 (t), t)/d u d t (14)

toни каноатлантиришини исботлаш машк сифатида хавола ки- линэди, бу ерда унг томондаги максимум (13) чеклашларни цаноатлантирувчи барча и ((), t £ Т  функциялар буйича оли- нади.(14) шартни каноатлантирмайдиган ва и (t), t ^ T  бошка- рувни яхшиловчи бошкарув ( 1 1 ) формула буйича цурилади, бу ерда и* (/) ушбу Лw *(()£Argm ax Г и' (/) дН (х ((), ф (/), и (/), t)/dudt(13) ■I окуринишга эга.Пировардида амалда мухим цулланишга эга булган ди­
намик тизимларни параметрлар буйича оптималлашти- 
риш масалалари синфини караймиз:/ (да) =  ф (х (Ч)) -*■ m in, х  =  ) (х, w, i),

X (/°) =  Хц, t £ T ,  w £W .  (15)(15) масалада, (9) масаладан фаркли улароц, w вектор бош- лангич t = t u моментда танлаб олинадиган ва жараён даво- мида узгармайдиган бошцарув параметриднр. К уп холларда бундай параметрлар ролини конструкцион параметрлар уй- найди. (15) масалаларнинг бошка манбаи (9) масаладаги оп­тимал бошцарувлар баъзи сабабларга кура берилган чекли сондаги параметрларга боглиц булган и (/) =  и (/, w) функ­циялар синфидан ахтариладиган кенг таркалган усулдан (Ритц усулининг ухшаши) иборатдир. Максимум принципи- нинг исботи билан бог лиц цисоблашларни такрорлаб, (15) масала учун цуйидаги натижала|'ни оламиз. Агар W кава- риц туп лам, ф (х), дц> (х)/дх, / (х, w, t), df (х, w, t)/dx 
df (x, w, l)/dw £ C, w° £ W — (15) масаланинг ечими булса, у х.олда j" w°' дН  (х° (0 , Ф° (0. и»0, t)/dwdt — 

и и=  шах Г w’dH  (х° (0 , ф° (О, w> t)/dwdt,
WS\V у‘О

и" —  =  grad I  (w) — — f  дН  (х (/), ф (/). w, t)/dw dt, (16)
бу ерда х (/), ф (/), t £ Т  бошлангич ва кушмах  =  / (х, w, t) , х  (/„) =  х0, ф =  — дН (х (/), ф, w, t)/d x, ф (/j) =  — д(р (х ( t j y d x ,  Н  (х, ф, w, t) =  ф' / (х , w, Отизимларнинг w £ W  параметрга мос ечимларидир.(16) ((юрмула (15) масалани ечиш учун IV  бобда баён цилинган хар хил градиентли усуллардан фойдаланиш им- конини беради.

4. Вариацион хисобнинг асосий натижаларини олиш.Вариацион хисобнинг асосий масаласи 
ь[ f  (х, у, ух) d x ->  m ill, у {а) =  с, у {b) =  d (17)

аоптимал бошкарув назарияси атамаларида, яъних —*■  t,  у (х )~ -х  (/), ух (х)-*-х (t) =  u, булганда цуйидаги куринишни олади:
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j F  (t, x, u) dt m in, x =  u, x  (t0) =  c, x (/x) =  d. (18) 
*0 • tАгар 3- § дагидек ^ушимча x0 (/) =   ̂ F  (r, x , u) d г узга-

toрувчини киритсак, (18) дан жоиз бошкарувлар учун чсклаш- ларсиз (U =  Rr) терминал боццузрув масаласи/ (и) =  х0 ((х)(-*• m in, х — и , x0 — F ( t , x ,u ) ,
х  (t0) =  с, х„ (/„) =  0, х  (/i) =  d (19)ни оламиз.(19) масала учун гамильтониан ва кушма тизимки ёза- миз:

Н  (х, 4 , и, () =  \ри +  4а F (t, х, и), 
dF (t, X, и)4 =  — i , дх 4о =  ° .яъни

4 о (О =  const <  О, 4' (() =  с ~ ч dF (Т, X. и) 
дх

dr. (20)
Максимум шартидан4° (0 ы° (0 +  4g F ((, х° ((), и» (0) ==  шах (4°(0 и +  4 ° F (t, х° (t), и)], u £ Rушбу
дН (х« (Q, 4° (0 . ио (/), о  =  (/) +  ^  dF (t, X» (/), и» (<)) Q (2 1 )

муносабат келиб чидади ва у (20) билан биргаликда
t

dF (t, х° (Q, и° (0) + dF (т, х , и°) 
dx

dx =  const (2 2 )
тенгламага олиб келдди. Узгармас ми^дор 4 jj поддан фар^- ли, чунки 4 о =  0 лигидан (2 1 ) га мувофи^ максимум прин- ципининг айнзн ноль булмаслигига зид 4 ° (0 айният келиб чи^ади. (22) тенгликни 4 ^ 0  га булиб, (17) масала- нинг бошлангич белгилашларида Эйлернинг интеграл тенг- ламаси билан мос тушишини курсатиш ьршин булмаган
3 1 4

dF С dF (т,х\и°)  const
da J  dx

toтенгламани оламиз.Вейерштрасс-Эрдман шартлари (VI боб) цушма тизим 4° (/) ечимининг узлуксизлиги ва Гамильтон функциясининг 2-банд- да исботланган и0 (/), х° (0 , 4 ° (0 буйича узлуксизлигига келтирилади.Гамильтонианнинг максимуми шартидан Эйлер тенглама- сига олиб келадиган дН (х° (/), 4° ((), и0 (/), i)ldu — 0 тенг- ликдан тацщари, Лежандр-Клебш шарти
d2F  (х, у0, у°)/ду2х<  Ога эквивалент

дЧ1 (х° (0 , 4 ° (0 . «° (0 . *)1ди2 >  О тенгсизлик келиб чикади. Уш бу
Е (х, у, ух, г) — F  (х, у, z) F  {х, у, ух) —/_ _  ..  \ dF (х , у, ух)

*' dyxфункция (17) масала учун Вейерштрасс функцияси деб ата- лади. Унинг учун (17) масала атамаларида (21) гамильтониан­нинг белгилашларидан хамда 4 о <  0 тенгсизликдан фойда- лаиган х,олда
Е и, х° (0. и0 т ,  V) =  F (t, *° (0, у) — F (t, х° (О, «° ( * ) ) -— (и — и о (0) dF {t' х° =  —  (Aj, Я  (х° (0 , 4° (О, v w  du 4о

ц° (0-, о -  4° (у -  «° (0) + (ir-  и0 (0) ^  4° (0 =

= — Av н  (х° (0 4° (0. «° (0. О >0\М>муносабатни ола миз.Исботланган
Е (х, у0 (х), У°х (х), г) > 0 ,  Yтенгсизлик вариацион дисобда купли минимумнинг Вейер­

штрасс зарурийлик шарти деб аталади.
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5- §. ЧИЗИЦЛИ ТИЗИМЛАРНИ ОПТИМАЛЛАШТИРИШОптимал бошцарув назариясида чизицли тизимларни опти- маллаштиришда мукаммал натижалар олинган. Мазкур па- раграфда учта маълум усулнинг татбицлари баён цилинади.1. Чизикрж тез таъсир масаласи. Тез таъсир масаласини (1 -§J чизицли тизим ва бошцариш учун махсус чеклаш бе- рилганда цараймиз:
x =  Ax-\rbu, |и (0 ';<  1, / € [0, ty] х ( 0) = х 0, х (tt) =  0 , t! min ( 1)Б у  ерда х — чизикли тизимнинг холат п- вектор»; и — ска­ляр бошцарув; А — бошкарув объектининг динамик хоссала- рини характерловчи п X  п — матрица; Ь — бошцарувнинг объектга таъсирини характерловчи п -вектор.( 1) тизим боищарилувчан деб хисоблаймиз, яъниrank {Ь, АЬ, . . . .  An~ l Ь} = /г . (2)Бошцарув назариясида курсатиладики, бу холда координата бошининг шундай атрофи топиладики, унинг нуцталари учун (1) масаланинг жоиз траекториялари мавжуд булади. У  хол­ла оптимал бопщарувларнинг мавжудлик теорсмасига муво- фик ( 1-§), х0 курсатилган атрофдан олинган ( 1) масалада оптимал бошцарувлар ^ам топилади.(1) масаланинг Гамильтон функциясини тузамиз:

И (х, ф, и) =  ф' (Ах +  Ьи) (3)ва кушма тизим тенгламасини ёзамиз;ф =  — Л 'ф . (4)(2) шарт бажарилганда, цушма тизимнинг ихтиёрий ноль булмаган ечимидан тузилган ф ' (t) b, t >  0 функция чекли кесмада цую^лзниш нуцтасига эга булмайди ва агар А мат- рицанинг хос цийматлари ^ациций булса, п — 1 дан куп булмаган моментларда нолга айланади (исботланг!).(3) функциянинг бошцарув узгарувчисн и буйнча |u| <  1 чекланиш булгандаги максимуми
и° — sign ф°'6булганда эришилади. Демак, (1) масалада и" (/), I >  0 оп­тимал бошкарув фа^ат релели булиши мумкин;

1 , агар ф0' (t) b >  0 булса;— 1 , агар ф0' (/) Ь <  0 булса,
316

яъни хар бир вацт моментида чегара цийматлардан бирини ^абул цилади ва чекли сондаги сакраш нуцталарига эга бу­лади.I-теорема. Агар (1) чизицли тез таъсир масаласида м у- вофиц и* (t), t б [0 , ф  бош карув максимум шартини цаноат- лантирса ва унга мос х* (t), / £ [ 0 , траектория t =  t\ мо- ментда координата бошига келиб тушса, t\ — оптимал тезтаъсир вацги, и* (t), х* (t), t£l0 , t\] — оптимал бошкарув ва траектория булади.И с б о т и . (1), (4) тенгламаларш цаноатлантирувчн их­тиёрий и (0 , х (/), ф (/), t >  0 функциялар учун и (/) функ­циянинг узлуксизлик нуцталарида
г4 ф ' (/) X (0  =  Ч>'(0 +
[ a t=  —  ф' (0 Ах  (0 +  ф' (0 Ах  (0 +  ф' (0 bu (t) ==  ф' (0  Ьи (/)тенглик бажарилади. У  ни а  дан т гача интеграллаб,Тф' (т) х  (т) — ф' (а) х  (от) =  |  ф' (0 bu (t) dt (5)ани оламиз.Айтайлик, и* (t), <£ [0, t\] бошцарув оптимал булмасин, яъни шундай бошца жоиз м° (/), /(ДО, /°] бошкарув мав- жудки, у ( 1) тизимнинг х° (0  траекториясини х0 =  х° (0) дан jc =  0 га t\<  t\ вацтда утказади. (4) цушма тизимнинг мак­симум принципига мувофи^ и* (/), t £ [0 , /,] боцщарувга мос ечимини ф* (/), / G [0, /|] оркали белгилаймиз. У  хрлда, (5) данф : (*?) х* (/?) =  [ф: ( ф  **  (/») -  ф : (о> ** (о)] -  - [ ф ;( / » ) х° ( / “) - ф ; (0) .* ° ( 0)] =

=  j  [ф! (t) Ьи* (/) — ф', (/) Ьи° (01 dt (6)келиб чи^ади.
1- теореманинг шартига кура и* (/), < £ [0 , *̂1 бошцарув максимум принципини цаноатлантиради, яъни ф\ (t) Ьи* (() >  > ф (t) bu0 (t), t £ [ 0, /*] [0, <°]. Шунинг учун, (6) данф' (/“) х* (ф  > 0  тенгснзлик келиб чицади.
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Иккинчи томондан, и* (t) =  sign ф' (t) b, ф̂  (t) Ь ф О ,  / £ [О, t\], /^< t\ эканлигини хисобга олиб, (5) дан
г .  (ф  л* (Ф  =  ъ: (ф х* (Ф - 1);' (<;) X* (Ф =,  .I 1=  — ( ф ; (/) Ьи* (0  dt -  — f  1ф ; (/) &! dt <  о 

л'i 'iэканлигини аниклаймиз.Зиддият теоремани исботлайди.Бу теорема (1) оптимал тизимнинг синтезини амалга ошириш, яъни тескари алока типидаги оптимал бсшкарув курит имконини беради:( 1 , агар x £ S +  булса,
и0 (*) =  , г *  « '  S + { j S _  =  Rn (7)1— 1, агар x £ S _  булса, пБу масала (1) тизимлар икки улчовли, яъни п — 2 булганда содда ечилади. Синтез усулининг намойиши учун 1-§ даги(4) масалани Р =  0, v1 =  0 булган х.олда, яъни (1) масала- нинг

л_ | °  ч b_(°t ,  _1л /\ Г » ” I 1 ( I *0 --0 о / ’булгандаги хусусий холидан иборат масалани цараймиз. Бун­да
» - { ? } •  * - П ! Мвекторлар чизикли эркли булганлигидан, каралаётган тизим бошкарилувчидир.(4) цушма тизим ф! = 0 , ф2 = — Чл куринишга эга. Га­мильтон функциясини тузамиз: Н  (х , ф, м) =  ф]Х2 +  фуц Бу ердан оптимал бошцарувларнинг шаклини оламиз: u° (t) — 

—  sign4>, (0 я"ьни и 0 (01 =  1.
А  матрицанинг хос кийматлари (det (А — u Е) =(— р 11=  det | 0 __ ^ I =  р2 купхаднинг илдизлари) хациций (р3 ==  р2 =  0). Демак, ф' (0 b =  ф2 (0 функция t >  0 тупламда биттадан ортик нолга эга була олмайди. Демак, и0 (t) опти­мал бошкарув иккитадан ортик булмаган узгармаслик ин- тервалига (бошкача айтганда, биттадан ортик булмаган сак- раш нуктасига) эга булади.

Бу маълумотлар (7) бошцарувнинг синтези учун етарли- дир. х° (0  оптимал траектория
В Х± — X<j,х.,’ =  — ‘A xi — Х2<Х2 1 , л2(-тизимларнинг граекторияларидан тузилган булиб, иккитадан ортик; булмаган цисмдан иборат. Бу тизимларнинг фазо пор­трет лари V II . 12 ва У11.13-чизмаларда тасвирланган булиб, 

х х =  х\!2 +  с (Л), х1 =  — х\!2 +  с (В) эгри чизик;лар тизим- ларидан иборатдир.Фаза нукдасининг эгри чизицлар буйлаб х1аракат йунали.шини х2=  1 {А), х2 — — 1 (S) шартдан топам из. АО тра­ектория (V II. 12-чизма) ва ВО траектория (V II. 13- чизма) ко­ордината бошига олиб келади. 1- теоремага асосан улар оп- тималдир. АОВ  чизи^нинг пастида ётувчи ихтиёрий x = { x v  х2} нуцтадан А) тизимнинг траекторияси буйлаб ВО траекторияга, у буйлаб эса х =  0 ну^тага тушиш мумкинлигини аникугаш (V II. 14-чизма) цийин эмас. Бунда биринчи сохдда и — 1

бошкарувдан, иккинчида эса 
и — — 1 дан фойдаланил- ганлигидан, 1 - теоремагамувофиц, олинган траекто- риялар оптималдир. Ш унга ухшаш, АОВ чизикдан юцо- рида жойлашган н у клала р учун оптимал бошкарув 
и =  — 1 сохадан (траекто- риянинг АО эгри чизицка V I I . 14- чизма.
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тушишигача) ва и =  1 созд ан  (АО траектория буйлаб х,ара- кат килииганда) иборатдир. Шундай килиб,
и0 (х) = 1, агар х(~АО ёки АОВ эгри чизшуцан пастда жой- лашган булса, ^— 1, агар х £ В О  ёки АОВ эгри чизикдан юкорида жойлашган булса.

АОВ  эгри чнзик (V II. 14- чизма) утиш чизиги деб аталади. Фараз килайлик, 1-§ даги (4) тизимнинг бошлангич по­лати х у =  х» > 0 , х2 — х„ > 0  куринишга эга булсин. УнгаV II . 14- чизмада С  нукта мос келади. С  нукта утиш чизиги- дан юкорида ётганлигидан, бошлангич сохада (CD эгри чи-' зш<;) оптимал бошкарув и =  — 1 кийматни кабул килади, яъни объектга координата бошига йуналган максимал куч куйилади. С Г  сохада объект харакатни сусайтириб, унгга харакат килади, сунгра тезликни орттира бориб, чапга ха- ракат килади (ID  сохада). D ну^тадан бошлаб максимал кучнинг йуналиши тсскарисига узгаради. Бунда объект ка- майиб борадиган тезлик билан чапга хдракат ^илишни давом эттнради. Координата бошига тушиш содир булгандан кейин бошкарув тухтатиладн ва объект тинч цуйилади.(8) ^онунни билиш автоматик режимда ишловч.1 оптимал тизимни куриш имконини беради.2. Охирги ^олат нормасини минималлаштириш масаласи. Бошкарилувчан чизикли тизимнинг охирги холатидан берил- ган х* векторгача булган масофани минималлаштиришдан иборат булган ушбу
I  (и) =  \ х  (/,) — х*|;2->- m in, х =  Ах +  Ьи, (9 ) х  (0) =  0 , и (01 <  1 , t£  [0 , 01 оптимал бошкарув масаласини караймиз.(9) масала учун максимум принципи ушбу

и0 (0  =  s ig n ф' (0  b, t £ Tкуринишга эга, бу ерда ф (t) — (4) кушма тизимнинг ф ( 0 ) =  =  — 2 (х (0 ) — х*) чегаравий шартдаги ечимидир. ср (х) =  =  |1х — х % 2 функциянинг ^аЕаригушгидан 2-§ нинг (10) орт- тирма формуласидаги ко л дик хад т] нинг % ^ушилувчиси манфий булмайди. (9) тизимнинг х га нисбатан чизиклили- гига ва х, и узгарувчиларнинг ажралганлигига асосан г)2, г]3 ^ушилувчилар нолга тенгдир. Шунинг учун максимум прин- ци пини кансатлантирувчи и (/), t £ Т бошкарув буйлаб сифат

критерийсининг орттирмаси ихтиёрий жоиз и* (t) =  « ( !)  +  +  Д а ( 0 ,  t £ T  боищарув учун манфий булмайди. Б у эса, (9) масалада максимум принципи оптималликнинг етарлилик шартидан иборат эканлигини англатади.Лекин терминал бошкарув масаласининг царалаётган ху- сусий >̂ оли учун максимум принципининг ушбу
х =  Ах +  b sign ф' Ь, х  (0) =  0 , ф =  — Л'ф, ф (0 ) =  — 2  (х (tj — x*)чегаравий масаласини ечиш жиддий цийинчилик билан 6o f- ли^. Мазкур банднинг мацсади—(9) масалани ечишнинг бошца, цаварик тахдил фактларига асосланган ва (9) масалани ^ава­рии программалаш масаласига келтириш (редукция кдлиш) имконини берадиган усулни баён килишдап иборатдир.(9) тизимнинг мувофиц и ( • ) =  {и (0 . ^€[0 . 0 1} боцща- рувлар таъсирида t =  tx моментда буладиган хо лат лари туп- лами Q =  Q (0) =  {х : х =  х  (0 ,« ( • ) ) . \и (01 < 1 , ^€[0, 0 1 } му- 

вофиклик тпуплами деб аталади.Б у туплам атамаларида карала- ётган масала х* вектордан энг кам узоклашгаи х° (0 )€Q нуц- тани излашдан иборатдир (V II . 15- чизма).Дифференциал тенгламалар назариясида узгармасларни вариа- циялаш усули ёрдамида (9) чи- зицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг ечимини тасвирлаш учун ушбу Коши формуласи исботла- нади:
I

х  (0 — J  ехрЛ (I — т) Ьи (т) d r ,  г!£[0 , tr]. ( 10)о(10) формуланинг уринли эканлигига уни (9) га бевосита келтириб куйиш натижасида ишонч хосил килиш мумкин.Фараз цилайлик, х1 — х  (0 , и1 (•)), х2 — х (tv  и2 (•)) — мувофицлик тупламининг ихтиёрий иккита нуцтаси булсин. (9) тизимнинг чизикршлигига асосан, u' (t)  — ‘Ku1 (t) +  +  (1 — X) и1 (0 бошкарув га мос х '  (t) =  х (0 и'  (•)) траек­тория X1 (0  =  Я х 1 (0 +  (1  — Я) х2 (0 , t £ (0 , 0 ] тенгликни цаноатлантиради. Ихтиёрий К £ [0, 1] учун и (t), t £ [0, 01



функция булакли-узлуксиз на \и’ (/)| <  X \и1 (01 +  (1 — —  Я)|«2 (/)| <  1 булганлигидан х '  (/ j)eQ , яъни Q — кавари^ тупламдир. Унинг чегараланган ва ёпиклигини 'курсатиш кийин эмас. Маълумки, хар бир ||х|| норма|l*t! — max g'x (11)1йИ<1тасвирга эга, бу ерда \\g,\ — Rn га кушма булган R'n фазодан олинган g  элементнинг нормасидир.(11) дан фойдаланиб,/ (u°)=l|x° ( ф — x*|| =  min ||х — дс*,| =
xc.Q

( 12)=  min max g' (х —  х*)
X*Q IieiKlни ёзамиз.Минимакс хакидаги теоремадан (11 бобга к.) ва (10) ифо- дадан фойдаланамиз:/ (и0) =  min шах g' (х — х*) — max min g' (х  — х*) =

xtQ | «М<1 - 1 —■ "U lK i xcQ

“ , ™ х, й < ,  Г  ё 'х* +  J  g' ехрА &  ~  bu (О dt{ =
=  max — g'x*I'eiKi 1 '£'ехрЛ (/х — /) Ь\ dtj =

S o x* — J l£o exP4 U i— 0 b\ d i .
0Охирги иккита тенгликка оптимал булган«° (0 — — sing go ( * i~  t) b, /£[0 , / J  (13)бошкарувда эришилинади.(9) масала

и
X (g) =  — g'x* — j  |g'exp Л (t1 — t) b\ dt-+  m in, ||g ||< l (14) омасаланинг ечимидан иборат булган gQ векторни излашга келтирилди. X (g) функция ^аварии; ва унинг g, X (g) ф  О нуктадаги градиента

иgrad X (g) =  — х * — [ ехрЛ (/х — /) Ьи (/, g) dt, (15)П

бу ерда и (/, g) =  signg' exp A (/, — t)b, / £ [0, t1 J.(14), (15) дан градиентнинг геометрик маъноси равшан ( V IIЛ 6 -чизма). (15) формула (9) каварпк программалашти- риш масаласини (IV  боб) ечишнинг самарали усулларини хрсил цилиш имкониятини беради.(9) масала билан унг чети цузгалувчан тез таъсир ма- саласи
х =  Ах-\- Ьи, |и ( / ) |< 1 , х  (0) =  0, ||д ( ф —/х ->  minузвий боглшушр. Х^икатан, тез таъсир ва^ти 1\ (9) маса­ланинг сифат критерийси / (и) <  6 генгсизликни каноатлан- тирган минимал /х га тенгдир. (14) дан/° =  m in {/ (g ): — g'x* —

i ig n = i— J  |g'exp A (/ (g) —  /) bt dt =  6} =  / (g0) (16)одеган хулосага келамиз. Бунда агар
— Ig  ̂exp Л (/“ — /) bt dt =  6обулса, оптимал бошкарув (13) куринишда булади.Ушбу ф' (/) =  — g* exp A (t°{ — /) b белгилашни киритиб, ф (/) (4) ^ушма тизимнинг ф (/̂ ) =  — g 0 бошлантач шарт- даги ечимидан иборат эканлигини оламиз.(13) тенглик максимум припципига эквивалентдир. Барча 

\\х — х*|| <  б лар учун g 0 (%° (ф — х*) <  g '0 {х — х*) бул­ганлигидан ф (ф  вектор учун трансверсаллик шарти деб агалган (3- §) ушбуф0' (ф (х° (ф -  х*) =  min ф0' (/°) (х -  х*)
\\х—х*[\<6шарт бажарилади.Бу шарт геометрик тилда траекториянинг унг четида куйидагиларни аиглатадн: х° (/), 0 <  / <  /, оптимал траек­тория ||х — х * | | < 6  тупламга таянч текислик ф° (/°) вектор- га тик булган (ф° {ф  вектор эслатилган туплам томонига йуналган) (V II. 17-чизма) х° (ф  нуктада тугалланади.
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Барча x £ Q  лар учун уринли булган g ' (х — х*) >  ^  §о (х° (tf) х*) тенгсизликдан оптимал тез таъсир вадти 
t°i (3 '§ га к.) учун стационарлик шарти келиб чидадиБаён дилинган усул фадат максимум принципини исбот- лаш учун эмас, балки душма тизим учун бошлангич шартни курсатиш имконини дам беради.Усулнинг намойиши учун объектни тинч (х  =  0) долат- дан { а д  —- а >  0, а 2 =  0} нудтага энг тез вадтда утказиш масаласини (1-§) ечамиз. Баён дилинганига кура тез таъсирвадги 6 =  0 да (16) га тенгдир. Сунгра ехрЛ/ =  бул-ганлиги учун (16) дан= min К : ~  Si ® + f !gi (0 ~  0 + go! dt = o!1 0 >зканлигини оламиз.Бошдарувнинг утиши руй берадиган вадт момента t* ни топамиз: ( î — t*) +  §2 =  0, t* =  tx +  g 2/g,, g 2- g i < 0 .  Шунингдек, g x > 0  деб дисоблаймиз (акс долда, 1° =  Оэкан-

t*лигини олар эдик). У  долда, — & а +  [ [gx (/,— f)+gz]dt—
t h

~  J fft (11 — 0  +  g j  dt =  0. Бундан g j 2 t] +  g2ii+g\lgl —
t*

— g ia  =  0- Демак, /, =  —  g 2/g l  ±  y — g p g i + 2 a  . Опта-

Д'

мал тез таъсир вадти — 2  У  а зканлигини дисоблаш дийин эмас. Бунда g)1 — 1/j/a +  1, g° =  — У  а / У  & +  1. Макси­мум принципига асосан
и0 (0 =  sign [g° (t° -г -1) +  g£] =  sign [ У a — t].Масалада оптимал бошдарув и == 1 сода ва и =  — 1 содадан иборатдир ( V I1-18- чизма).

3 . К в а д р а ти к  сиф ат критери йси ни  
м и н и м а л л а ш ти р и ш . Булакли- узлуксиз функциялар синфида

I  («) =  Г [У  (t) L a (0 + и2 (01 d t -*■°m in (L > 0 )  (17)функционални бошдарилувчан

Г гЬ л

юд г сг/р а V I I Л 8- чизма.
а  =  Ах  -Ь Ьи, х (0) =  a 0, t £ Т  — [0 , 01 (18)

I тизим траекторияларида минималлаштириш масаласини да- раймиз.

(17), (18) масала учун Гамильтон функцияси (2-§ га д.) 
Н  (а , ф , и) =  — a 'L a  —  и2 +  ф ' (Л а  +  Ьи)7 куринишга эга. Кушма тизимф =  — А' ф +  2L a , ф (0) =  0ни беради. Максимум шарти: н° (t) =  1/2 ф' (t) b.( Агар (17), (18) масаладан терминал бошдарув масаласига : утеак ва 2-§ нинг (10) орттирма формуласидан фойдалансак, т)г =  0 , г]2 — 0, ц3 > 0  булишини курамиз. Шундай дилиб, 2-банднинг масаласидаги каби (17), (18) масала учун мак­симум принципи оптималликнинг етарлилик шаргини таш- кил килади. Лекин яна максимум принципининг чегаравий масаласи А =  Ах  +  Ы2 ■ ф' (0 Ь, А (0) =  Ад,

ф =  — А' ф +  2L a , ф (0 ) =  0чизидли булиб, уни масалан, дайдаш усуллари билан сама- рали ечиш мумкин булса-да, динамик программалаш усули билан дуйида олинадиганларга дараганда жуда мураккаб ва амалга ошириш учун унча дулай булмаган амаллар ва на- тижаларга олиб келади.
3 2 4
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V  бобнинг 2-§ ига асосан (17), (18) масала учун Велл­
ман тенгламаси

— дВ (х, т)/д т =  min {(Ах +  Ьи)' дВ (х, г)!дх +
U

+  x ' L x + u 2},  ( 19)
в  (х, h )  =  0 (20)куринишга эга булади.Тенгламанинг унг томонида минимум и буйича досилани нолга тенглаштиргандан сунг олинадиган

и (х, т) =  —  1 /2■ Ь’дВ (л, т)/дх (21)и уцтада эришилади.(21) ни (19) га [келтириб куйиб, Бсллман тенгламасинн 
— дВ(х, т)/д т =  х'А'дВ (х, т)/dx +  x'Lx —— j  • [Ь'дВ (х, х)1дх\1 (22)куринишга келтирамиз. (22) тенгламанинг (20) чегаравий шартдаги ечимини

В (х, т) =  х'М  (т) х  (23)куринишда излаймиз, бу ерда, М  (т) =  М '  (т) — пхп-матри- цавий функциядир.(23) ни (22), (20) га куямиз ва х нинг бир хил даража- лари олдидаги коэффициентларни тенглаштирамиз:
М =  — L — 2МА  +  МЬЬ'М, М  (/j) =  0. (24)(24) тенглама матрицавий Риккати тенгламаси дебаталади. У  килинган фаразларда Т  кесмада аникланган сил- лиц ечимга эга.Шундай цилиб, (19), (20) Беллман тенгламасининг (23) силлиц ечими цурилди. Ш у  туфайли (2-§ га к.) (21) бош- карув (17), (18) масалада оптимал булади.Агар (23) функцияни (21) га куйсак,/

и (х, т) =  - -  b' М  (т) хни оламиз, яъни (17), (18) масалада оптимал бошцарув х холатга нисбатан чизиклидир.(24) дан фойдаланиб сифат критерийсининг минимал кий- матини хисоблаш мумкин:/ (и0) =  В (х0, 0) =  х ’0 М(0) х0.
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Айтайлик, (17), (18) масалада /, =  °° булсин. Б у маса- лани ечиш учун tx - >  сю булган (17), (18) масалалар кетма- кетлигини караймиз. (24) тенгламанинг танлаб олинган 
h  даги ечимини M /t (т) деб белгилаймиз.2 -теорема. tY-+- °° булган (17), (18) масалада бошка- рувнинг чизикли оптимал копуни мавжуд булиши учун чек- ли lim  (0) — М  (25)*1" + оолимит мавжуд булиши зарур ва етарлидир.

00 'И с б о т и . Зарурийлиги. Айтайлик, 1Х (и), 1Х (и)— | (x’Lx-\-
6

А-и2) dt функционал минимал киймат кабул киладиган и° бошкарув конуни топилган булсин. Мусбат сонлар кетма- кетлиги tl < t 2<  . . . <  1п <  . . .  ни ва квадратик шакл- лар кетма-кетлиги
Г (x'Lx +  (u1)2) dt, J  (x'Lx +  (и2)2) dt,

и »J

lnf  (x'Lx +  ( u f )  dt, . . .
* ни тузамиз, бу ерда г/ — ушбу /у (и1) =  Г (x'LxAr(u1)2) dt'• функционалга минимал циймат берувчи бошкарувнинг оп- I  тимал*цонунидир. Бу кетма-кетлик монотон усувчидир:

н еJ  (x'Lx +  («О2) dt <  J  (x'Lx +  (ut+1 f )  dt <<«+i< f  (x'Lx +  (« '+ 1)2) dt.

Бундан ташкари, у дар бир х„ учун чегараланган, чунки исталган I1 учун
t‘ tlГ (x'Lx +  (u‘)2) d t <  j  (x'Lx +  m  dt 

о, о
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<  ) (x'Lx - f  (и0)2) dt.6Демак,
xQ M ,, (0) x  , x̂  At,, (0) x0, . . Xq A f,, (0) Xq, . . .квадратик шакллар кетма-кетлиги ихтиёрий х0 ларда узгар- мас коэффициент.™ бирор х0 Мх0 квадратик шаклга якинла-шади. Зарурийлик исботланди.

Етарлилиги. Айтайлик, (25) шарт бажарилган булсин. Демак,
inlim f (x'Lx +  (и1)2) dt — lim x'0 M^  (0) x0 =

tn**<x>Q tn—*<30=  x 'qM xq<  +  ooШунингдек, uo (X) =  — Hm b'Mfl (0) x — — b'Mx (26)
t 2—*ooбошкарув (17), (18) масалада tx->-°o булганда оптимал бу- лииш тасдикланмокда. Масаланинг стационарлигидан/" =0lim Г (x'Lx +  (и" )2) dt =  |‘ (x'Lx  +  (u°)2)dt (27)

tn ' 0 ‘bмуносабат бажарилади.Хаки катан, хар бир тайинлантан t , t c t n учун:
tn 7С (х' L x + ( u n)2)dt >  С (х' Lx  +  (u0)2) dt.‘о ‘оБунда

lim f  (х' L x  +  (и)2) dt >  f  (x'L x  + (u°)2)dt.
tn -+ 00 0 o/->- 4 -с »  да л и м и т  утиб,]im f  (x' Lx  +  (un )2) d t ^ f  (x Lx  +  (u0) .2) dt (28)‘О 0ни оламиз. Иккинчи томондан,

tn ,пf  (x' L x +  ( u ) 2) dt <  f  (x’ Lx  +  и0)2) dt 
o ‘oяъни

ftHm f  (x L x  +  (u")2) f  (x’ Lx  +  (и°)2) dt
tn -*C0 0 '0бундан ва (28) дан (27) келиб читали.Айтайлик, курсатилган (26) бошкарув оптимал булмасин. У  х,олда шундай и бошкарув мавжуд буладики,j  (х Lx +  и2) dt<  | (х' Lx+(u0)2 dt (29)

о 'омуносабат бажарилади, бирок
,п _  ,пf  (x 'L x-У и2) d t >  f  (x'Lx +  (u0)2) dt. b оДемак, [  (x Lx  +  u2) dt >  f  (x'Lx +  (u0)2) dt, 
о 0бу эса (29) га зиддир. Теорема исботланди.Шундай килиб, (26) бошкарув00| (х L x +  и2) dt -*■  m in, х — Ax +  bu, х (0) =  х0

омасалада оптимал булади.(26) бошкарув х — Ах А- Ьи тизимни стабиллаштирар экан, яъни тизимни (26) тескари ботланиш билан бирлаш- тирсак,
х — (А — b Ь'М) хасимптотик туртун гизим хосил булади. (17), (18) масаланинг 

tl — оо булгандаги ечимининг бу хоссаси бошцарувнинг ама- лий масалаларида тургун булмаган объектларни стабиллаш- тиришда кенг кулланилади.
6- §. ДИСКРЕТ ЖАРАЁНЛАРНИ ОПТИМАЛ БОШКАРУВХ1олати факат дискрет вакт моментларида узгарадиган ёки улчаш мумкин булган жараёнлар (тизимлар) дискрет (куп ка- 

дамли,куп боскичли) деб аталади. Улар куп амалий масалалар-
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лари битта кадам чегарасида урин алмаштириши мумкин. Шунинг учуй/ (р®, q°) =  шах min min max . . .
Ф М )  p{*Uo)) p u <o+ i >) fl(x<0+ i ) >. . . min max M cp(x(^)). (35)рм л-  i)) oWi —■)) p.<?(29) жараённи жараёнлар оиласига туркумлаб ва (34); (35) тенгликлардан фойдаланиб, ууйидаги

К (/), К/)
B ( x ,l) — min max I "V Pi ф в0<P(- < 1 0- qj <> 1ж*4

X Pi —1 2 4j =i «./=i 
т .  lu)=  max min V  Pi q, в (/ (x,0<1/,■ < 1 0<pi <\2 4j =l 2 pi = { Hi 1Беллман тенгламаси ва

KU). Ц1)
B(x,  max min V  70<q: <1 0 -Pi <1 Jmal2 4j 2 pi —1 /./ = 1

\бошлангич шартга келамиз, (36), (37)
тенгламаларини ечишга ухш аш дир.

7 - § .  ТАКСИМЛАНГАН ПАРАМЕТРЛИ ТИЗИМЛАРНИ 
ОПТИМАЛЛАШТИРИШХозиргача эркинлик дараж аси сони чекли булган тизимларга хос оптималлаштириш масалалари уарал- ган эди. Бундай тизимлар мужассамланган параметрли 

тизимлар деб аталади. Купчилик реал объект ва ж а р а ­ёнлар чексиз сопли эркинлик д араж аси га эга булади ва улар тацсимланган параметрли тизимлар деб ата­лади. Бундай тизимларнинг математик ифодаланишида .yap хил хусусий уосилали дифференциал тенгламалар, интегро-дифференциал тенгламалар, четланган аргумент- ли дифференциал тенгламалар ва у. к. цулланилади. Тацсимланган параметрли тизимларни оптималлашти- ришга асос цилиб олинган принциплар муж ассам ланган параметрли тизимлардаги каби булиб, лекин уларнинг
3 4 0
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амалга оширилиши, янги объектларнинг мураккаблиги дараж асига уараб, куп техник уийинчиликларга олиб келади. М азкур параграфда вариацион уисоб ва опти- мал бош уарувнинг олдин куриб чиуилган масалалари- га ухш аш  иккита содда масала уаралади.1. Вариацион уисобнинг таусимланган параметрли энг содда масаласи. Жоиз функциялар деб, R2 фазонинг G со- хасида аникланган ва у ерда узининг иккинчи тартибли уо- силаси билан бирга узлуксиз уамда соуанинг чегараси L да берилган
V (s) =  с (s), s £ Lуийматларни уабул уилувчи z =  {.v, у икки аргументнинг скаляр v — v (х , у) функцияларни атаймиз.Жоиз функциялар ичида шундайини топиш керакки (ми­

ни мал), унда
l ( v ) =  П ’ ^ ( х , у ,  V, и ,  v ) dxdy  (1)Gфункционал минимал уиймат уабул уилсин.

F  функция С{2) синфга карашли деб фараз уиламиз.
Кучсиз минимум, жоиз функциянинг вариацияси, функ- 

ционалларнинг вариациялари тушунчалари V I бобнинг 2-§ идагига ухшаш киритилади. Кучсиз минимумнинг зарурий шарти вариациялар атамаларидаб / (и, К) =  0 (2) •куринишга эга, бу ердаб / (и, К)
т

и I dF , п —  hdvr х +  * L h
dvy у

dxdy (3)
(1) функционалнннг биринчи вариациясидир.(2) шартни соддалаштириш учун Лагранж леммасининг ухшашидан фойдаланилади: агар узлуксиз а (х, у), {х, у \ £ G функция учун ва барча Н(х, у) =  0,' (х, y \ £ Z  булган h(x, 
у ) £ С 0> функциялар учунJj а(х, y)h(x, у) dxdy  0булса, у холда а(х, у) = 0, (a , у] £ G  булади.Шунингдек,

~ h F v =  h F  +  h ~ F 0 , — hFv =  h F  + h  —  Fv
d x  vx x vx dx v*  d y  vy y vu d y  V‘J  булганлигидан, (3) га мувофиу,



6 1 ( V ,  h )  =  j  JG
+я

d F ____ d_ F

d v  d x  Vx
J L p
dy v-

hdxdy  +
^  hFv + ± h F v )dxdy  
d x  v *  д у  1у )деб ёзиш мумкин. Охирги интегралга ушбу Грин формула-СИНИ 1̂ УллаЙМИЗ;

dQ  d P

d x  d y  I(булаклаб интеграллаш формуласининг ухшаши):— hFv +  - f -, д х  х  д у

аимиэ.
^ ( K - ^ d x d y - ^ P d x + Q d y

hFVr +  hFv^  dx dy =  j  hFv dx — hFv dy

/j/t( y) =  о, (x, булганлигидан, охирги интеграл нол-га тенг ва функционалнинг биринчи вариацияси
' Gкуринишни олади. Бу ердан Лагранж леммаеинингухишши- га асосан таксимланган параметрли энг содда масалаларда ^ар бир кучсиз минимал кдноатлантириши зарур булган

d F  ___д_  г ____ р
d v  d x  vx  д у  v y

о
Эйлер- Остроградский тенгламасини оламиз.

М и с о л .  Берилган
{х, у ,  v: x =  x(s), y =  y(s), V =  c(x(s), у  (в )), 0 < s <  1} контурга тортилган ва минимал юзга эга булган сиртни топиш ушбу ■:/(о) =  И  V l + o *  +  o* d x d y - ^ m i n

ламаси
vx x 0  +  v l ) - 2 v XyVx o , + o w ( l + o j ) . =  0

рак! яънм уни м и н и м а л  сиртлар ичида излаш керак.
2. Таксимланган параметрли бир тизимни оптимал бош-

цариш масаласи. I узунликдаги, чап охири иссицлик утааз- майдиган цилинган, унг охири эса хароратини узгартириши мумкин булган мухитга жойлашган стерженни караймиз.
v(x, t) оркали стерженнинг х  нуктада t моментдагн ха- роратини белгилаймиз. ^ароратнинг стерженда тарка .иши иссшушк утказиш тенгламаси

d v    д ги

d t д х 2билан ифодалачади. Стерженнинг чап четидаги шарт
d v  (О, О п

д хунг четидаги шартЯ. =  а (u(t)— v ( l ,  t)),
d xбошланшч шарт

v (х, 0) =  Обулади. Бу ер да, а — харорат утказувчанлик коэффициенти X — иссиклик утказиш коэффициенти; а — иссицлик алмашиш коэффициенти; и (t) — стерженнинг унг охиридаги мухитнинг харорати булиб, уни бошкариш сифатида кабул циламиз. Жоиз бошцарув деб *
\u(t)\ <  L, t >  Очеклашни кдноатлантирувчи улчовли и (/), t >  0 функцияни атачмиз.Жоиз бошцарувлар ичида шундай и0 (t) ни излаймизки, унда

1(и) =  \ (v {х, T) — v* {x)fdx  осифат критерийси минимал циймат кабул цилсин, бу ерда, Г  — берилган вакт момента; у * — стерженда хдроратнинг берилган тарцалиши.Айтайлик, «°(0> t £ [О- Л  оптимал бошкарув, v°(x, Т) — стерженда t =  Т  моментда хароратнинг оптимал тарцалиши, и (0, ^£[0, Т\, v(x, Т) бош^а жоиз жуфт булсин.
ue (t) =  u°(t) +  B[u (0 - и 0(0]бошцарув исталган 0 <  е <  1 учун жоиз булади. 

u°(t) бош^арувнинг оптималлигидан
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—  / К )  | > 0
а е  '  |е оэканлиги келиб чицади. Грин функцияси ёрдамида

ve(x, Т) =  } к ( х ,  Т, t)uR(t)dt6деб ёзиш мумкин булганлигидан
i7 -/ ( « е ) |  =  2 Г (и0(X, Т) —

de. [е =  0 JО— v* (х)) | К (х, Т, t) (и (t) —  и0 (t)) d t d x ^ O  (4)
обулади,

и (() бошкарувни игнасимон вариация (2-§ га к.) ёрдами­да куриб, (4) дан барча \и\ <  L лар учуй
i

и0 (t) =  — s ign ,[ (v° (х, Т) — v* (х)) К {х, Т, t)dx 6шартга эквивалент булган
if  (и0 (х, T) — v*(x))K{x, Т,  0) (и — и0 (0)) d x > 06тенгсизликни оламиз.Агар бу ерда и°(х, Т) нинг u°(t) орцали Грин функция­си ёрдамидаги ифодасини куйсак, ечими и0 {t) оптимал бош- карувдан иборат интеграл тенглама олинади.

8 - § . Ч И З И Ц Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  У Й И Н Л А РМанфаатлари узаро устма-уст тушмайдиган томонлар иш- тирок этадиган конфликтли (ихтилофли, низоли) зиддиятли хрлатларнинг математик модели уйин деб аталади. Агар уйинни тавсифлашда дифференциал тенгламалардан фойдала- нилса, у дифференциал уйин деб аталади. Дифференциал уйинларнинг кенг тарцалган моделлари оптимал бошцарув- нинг турли максадни кузлаган кишилар томонидан танлани- ши мумкин булган бошцарувнинг икки ёки бир неча гуру- хини уз ичнга олган мос моделларининг умумлашмасидан иборат.1. Масаланинг цуйилиши. Ушбу

х  — А х  +  Ни -Г Со ( 1)тенглама билан ифодаланган жараёнга таъсир курсатувчи Р 1 ва Р 2 уйинчилар уйиннинг иштирокчилари булсин (бу ерда 
А, В, С  мос равишда (пХп),  (n x r ), (nxs)  материцалар). 
Р1 ва Р 2 уйинчиларнинг ихтиёрида, мос равишда, и ва о бош- кдрувлар булиб, уйинчилар х>ар бир вацт моментида уз бош- царувини танлашда

u £ U ,  (2)чсклашларга итоаг ^илишади, бу ерда U  ва V лар, мос ра­вишда, Rr ва Rs нинг цавариц компакт цисм тупламларидир. 
и =  и (I) ва и =  о(/) функциялар t вацтнинг функцияси сифа- тида улчовлидир.

Гун дан гашкари, каварик ёпик М  туплам — уйиннинг 
терминал туплами берилган.Уйин шундан иборатки, Pj уйинчи х  фаза нуцтасини тер­минал туплам М  га келтиришга харакат килади, бунда айни пайгда Р 2 уйинчи х  нуцтани Д4 га тушишга тусцинлик ки- лади. х  нуцта М  га тушгандан бошлаб уйин тугаган деб хисобланади.Р х ва Р 2 уйинчиларнинг жоиз стратегиялари сифатида мохияти ^уйидагидан иборат е- стратегияларни цараймиз. Бошлангич t =  0 моментда Р 2 уйинчи Р х рак,ибига узининг ноль булмаган е, >  0 вакт оралигидаги бошцарувини билди- ради, бунда ех>  0 микдорни Р2 уйинчи уз ихтиёри билан танлаши мумкин. Ш у маълумот буйича Р , уйинчи курсатил- ган вацт оралигида уз бошкарувини цуради. ех вацт утган- дан кейин Р 2 уйинчи яна е2 вакт оралигици ва уз бошкару- вини билдиради ва к.Агар Р 2 уйинчининг хар бир е стратегиясига Р , уйинчи узининг шундай е-стратегиясини карама- царши куйсаки, (1) тизимнинг бу бошцарувларга мос траекторияси Т  дан кеч булмаган вакт да М  тупламга тушса, х0 нуцтадан бошланган уйин Т вацтда тамомланиши мумкин дейилади.2. Тупламларнинг геометрик айирмаси. Мазкур бандда дифференциал уйинларни царашда ^улланиладиган каварик тупламлар билан боглиц бир неча ^урилмалар баён цилина- 

Д И . Айтайлик, А ва В  тупламлар Rn фазонинг иккита цава- риц цисм туплами булсин. А — В геометрик айирма деб, шундай 2 £ Rn нуцталар тупламига айтиладики, улар учун 
2 -|- В сг А булади, яъни



А ± В = \ г Ы ( я-.г +  В ^ А \ .  (3)I аърифдан (А Л  В) +  В с  А эканлиги келиб чик,ади, бу ерда А — В  шартни каноатлантирувчи максимал тупламдир, яъни Д  +  В с д Л  муносабатдан D c z A - L B  эканлиги келиб чицади.
Геометрик айирманинг хоссалари:а) А ва В 1̂ авари1\ тупламларнинг А — В геометрик анир- маси цаварик; булади.и И с б о т и . г ,, г2£ А Л В  ва а , 0 <  а  <  1 х^ндщий сон булсин. a z 1 +  (l— a ) z 2 нукдани цараймиз. « В  +  (1 — —  а) В =  В  булганлигиданa z x +  (1 — <x)z2 + B  =  a (z , + В )  +  (1 —— a) (z2 - f  В) с  a  А +  (1 — a) А =  А,

бу эса а гх +  (1 — a) г2 £ А ~  В  эканлигини билдиради.б) А, В, А и В] кавари^ тупламлар булиб, А ,с =  А , В ^ В  булсин. У  холда
А Л В а А Л В и (4)
А 1Л В  cz А Л  В.  (5)(4) мансубликни исботлаймиз. Таърифга кура ( Л Л В )  +  

A - B c z A  га эга буламиз. В , с :  В  булганлигидан ( A J L B ) - f  +  Вх сг А ва демак, (А —В) cz А — В 1. (5) мансублик шунга ухшаш исботланади.в) Айтайлик, А, В лар Rn да каварик к,исм тупламлар булиб, А — ёпиц булсин. У  холда А —В ёпик* туплам бу­лади.И с б о т и . А —В дан ихтиёрий !zn] *= , кетма-кетликни ка­ра йм из ваг =  П т гп булсин. Ихтиёрий пваЬ^В  элемент учун
И—►оо

zn +  b £ A  булганлигидан А нинг ёпи^лигига асосан В дан олинган ихтиёрий b учун г0 +  б £ Л  булади, яъни z0£ A J ! _ B .  Демак, А Л  В туплам ёпшушр.г) Айтайлик, Л ва В  лар Rn дан олинган ёпик, цавари^ кием тупламлар булиб, В  компакт булсин. У  холда
б* (Г, Л А В ) <  б* (А, А ) - б *  (А, В), l £ R n. (6)Бу ерда б* (X, С) =  sup И х  — цаварик, С  тупламнинг таянч« с

функциясидир.И с б о т и . (Л А  В) - f  В  сг Л булганлигидан барча А, £ Rn лар учун б* (А, (А Л В) +  В) <  б* (А, А) булади. Бундан
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ташцари, 6* (А, (Л Л  В) +  В) =  б* (А, Л А  В) +  б* (А, В). Бу муносабатни олдинги тенгсизликка цуйиш (6) га олиб кела- Ди. д) Л ёпи^ ^авари^ туплам, В эса ^авари^ компакт бул­син. У  холда (Л +  В ) А В  =  Л . (7)И с б о т и . Л +  В с д Л + В  булганлигидан А с= (Л +  В) А  
Л В .  Энди тескари мансубликни исботлаймиз. F  А  (Л +  В) А  
Л В  деб белгилаймиз.г) хоссага асосанб* (А, В ) <  б* (А, Л +  В) — б* (А, В) =  б* (А, Л), А<ЕВ„га эга буламиз, бу ердан В с  Л эканлиги келиб чикади.е) Л, В ва С  лар Rn дан олинган цаварик кием туплам­лар булсин. У  холда(.А Л В )  +  С с с ( А  +  С ) Л В . (8)И с б о т и . Айтайлик, г £ ( А ЛВ) +  С  булсин. У  х^олда г =  х  +  у, бу ерда

х £ А Л В ,  (9)
у £ С .  (Ю)(9) дан геометрик айирма таърифига асосан

x +  B c z A  (И )келиб читали.(10) ва (11) ни к>ушиб,г £ ( А  +  С ) А Вни англатувчи
z +  B cz А +  Сни оламиз. Демак, (8) мансублик исботланди.Фараз крлайлик, Q  (Rn) — Rn фазонинг барча буш булмаган компакт к,исм тупламларининг S  туплами Rn да бирлик шардан нборат булсин. Ихтиёрий X ,  У  с  Q (Rn) лар учун р ( Х , y )  =  inf { t > 0 : X c z y  +  tS, У с Х  +  Й )  (12) деб оламиз. Ундар ( Х , У) =  max {max р (х, У ), m axp(y, Х)(



булишини текширнш кийин эмас. Q ( R j  х  Q ( R n) да (12) муносабатлар билан аникланган р функция метрика аксиома- ларини каноатлантнришини курсатамиз:1) Барча X ,  У € & (# „) лар учуй р ( X , У) >  О булиши таърифдан келиб чикади. р (X , У) =  0 деб фараз килам из. Бу X  с : У , У  cr X  мансубликларнинг уринли эканлигига эквивалент булиб, X  — У  ни англатади. Аксинча, агар X  = - У  булса, р ( Х , У) =  О тенглик уз-узидан равшандир.2) р функциянинг симметриклиги, яъни р ( Х , У) = р ( У ,Х )  муносабатнинг уринлилиги уз-узидан равшан.3) Учбурчак хоссасини исботлаймиз: р ( Х , У) < р ( Х ,  Z) +  +  p (Z , У ). а =  р ( Х , Z) b =  p(Z, У) деб белгилаймиз. (12) аниьуланишга кураX  с= Z  +  aS,  Z c X  +  aS, Z  cr. У  +  bS, У  cr Z  +  bS булади. БуларданX  с .  У  +  (а -f- b) S  ва У  с  X  -f- (а 4- b) S.Демак, р ( Х , У) < я  +  Ф =  р ( Х , Z) +  р (Z, У).Ш уни иеботлаш талаб килкнган эди.Шундай килиб, р функция Q(Rn) тупламда метрикани беради. Одатда у Хаусдорф метрикаси деб аталади. Дуйидаги натижани исботсиз келтирамиз.Бляшке теоремаси. Фараз ь^илайлик, G  — R tl даги компакт булсин. У  холда Q(G) =  | X £ Q ( / ? J | X  <= G} туплам Q (/ ?J метрик фазонинг компакт кием туплами булади.Энди ха кики й укни Q ( R n) метрик фазога X  (() узлуксиз акслантиришни караймиз. p m q  — хакикий сонлар булсин, p^q:<3= К о =.Р> *i. • • • - tk =  q' ,  t0 <  ty<  . . - <  tk.Ушбу V(Q)  =  V X ( t .) —
i 1йигиндини аниклаймиз, бу ерда т Д  t.\.Сунгра, X  (/) пи хар кандай / £ [/;, q] да ^аварии, тупла л булсин деб фараз киламиз. У  хрлда, V  (Q) каварик, компакт туплам булади. Ш у билан бирга V ( Q ) , [р, q\ кесмани Q булишга боглицдир. 6(Q) =  maxi/,. — /. ,| деб белгилаймиз.1 <1<к 1 ‘ 1Шундай Y (р, q) каЕарик компакт т у т а м  мавжуд булар 
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эканкн, р (У (р , q), V  (Q)) масосфа б (Q) билан бирга нолга интилади. Бу лимит У  (р, q) туплам X  (/) акслантиршининг 
интегралы деб аталади ва

У (р , q) — J  X  (/) dt
рбелги билан белгиланади. Бунда У  (р, q)£Q(Rn) интеграллаш чегаралари р ва q нинг узлуксиз функцияси булади.

Интегралнинг хсссалари (исботсиз):А . Агар г, р <  г тенгсизликни каноатлантирса, у хол-
X ( t ) d t +  X ( t ) d t =  j ' X(l)dt.

* ГБ. j  X(t)dt  интеграл у — j x(t)dt куринишдаги барча)' р
у нукгалар туплами билан устма- уст тушади, бу ерда x(t)— узгарувчи t нинг цийматлари R., да ётувчи улчовли функциясибулиб, х (t) £ X  (/), t £ [р, q] .3. Дифференциал уйинни ечиш. 1-бандда таърифланган дифференциал уйинга кайтамиз. Уйиннинг терминал М  туп­лами R:l (фазонинг вектор кием фазоси булсин, деб (фараз циламиз. L деб М к,исм (фазонинг Rn га ортогонал тулди- рувчисиии, л деб эса Rn фазонинг L  кием фазога ортогонал проекциялаш амалини белгилаймиз. Энди

и  (0 =  — л е А BU, V (t) =  л е А CVдеб белгилаймиз ва 5  (/) =  U (/) — V (/) туплам барча t >  О ларда L нинг улчовига тенг улчозга эга булсин, деб (фараз циламиз.(1) теигламанинг бошлангич шартдаги ечимини ёзамиз:
t

Сунгра х (0 =  е А А'0 4- j е А [Ви (t — s) +  Си (t — s)] ds. 
о

W( t ) =  ] '5 (т )Д т  о (13)деб оламиз.
Т (v), t >  0 нинг л e A x£W{t)
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мансублик уринли булган минимал кийматини белгилаймиз. Агар бундай / мавжуд булмаса, Т (х) =  +  оо деб оламиз. Факат х  £ М  лар учун Т (х) =  0 булишини айтиб утамиз.Куйидагн теорема Т (х) таърифининг мохиятини очиб бе- ради.1 -теорема. Агар Т(х0) <  +  оо булса, Р2 уйинчи х^р кан- дай улчовли v(t)^V,  0 < / < Г ( х 0) бошцарувни кулламасин, Я, да шундай улчовли и (/) £ 0  бошкарув топиладики, 
х(Т(хп))£М  буладй, бу ерда x(t), t > 0  ечим (1) тизимнинг, 
и (() ва а (0 га мое ечимидир.И с б о т и. Т (х0) <  +  оо булганлигидан,

n e T(*°)x ^ W ( T ( x 0))буладй. Демак, шундай улчовли w  (/), 0 <  t <  Т  (х0) функция топиладики, Т,Г ) л т<х°>л е  (,> x0 = j  w(t)dt, ( 14)6бу ерда w (0 6 5  (/), 0 <  t <  Т (х0).Геометрик айирманинг таърифидан охирги мансублик
w(t) +  n e A C V c z  — n e IABU,  0 < t ^ T ( x 0)эканлигини англатади. Бу ердан, хар кандай улчовли v (t) £ £ Г , 0 <  t <  Г  (.y0) функция учун шундай улчовли u(t)£U  О <  t <  Т  (х0) функция мавжудлиги ва

w (/) — —  л ем Ви (Т (х0 — t) — л е А Си (Т (х0) — /),О <  t Т (х0)зканлиги келиб чикади. Демак, (14) дан х ( Г ( х 0))£ Ммансубликка эквивалент булганл е ™ л х3 +  Г<Л"’ л е А (Ви (Т (х0) — t) +  Cv (Т (х0) — /)) dt =  Оомуносабатни оламиз (бу ерда x(t), t >  0 (1) тизимнинг и (/), о (0 бошкарув лар га мос ечимидир). Теорема исботланци.1- теоремадан агар Рг уйинчининг е-стратегияси шундай булсаки, >  Т (х0) булса, Р2 уйинчи хамиша уйинни Т (х0) дан кеч булмаган ва^тда тамом килиши мумкинлиги келиб читали.Энди Р2 уйинчининг е- стратегияси учун ех<  Т (х0) бул­га I >̂ олни ^араймиз.2 -  теорема. Айтайлик, Г ( х 0) <  +  оо булсин. Р 2 уйинчи

[О, е,1 вак,т оралигида кандай улчовли v (/) £ V, О <  t <  ех бошкарувни кулламасин, Р1 уйинчида шундай улчовли и (t) £ € U,  0 <  t <  е, бошкарув топиладики, Т (х (е,)) <  Т (х0) — et буладй, бу ерда x(t), 0 < / < Е х  (1) тизимнинг u(t), v(t), О <  t <  Ej бош^арувларга мос ечимидир.И с б о т и . Т (х0) <  +  оо булганлигидан
п еи,А*')А x ^ W ^  +  e J  (15)мансублик уринли булган tx >  0 ^ийматли туплам буш бул- майди. ((15)'мансублик /L =  Т(х0) — ег булганда уринлидир).(15) ни унга эквивалент булган ушбул а (/*+ е ,м х0 Z W V J  +  Y ' S i O d t  (16)

ишаклда ёзамиз. Барча t лар учун S  (t) +  V (t) a  U  (t) бул­ганлигидан
Ч + е ,  Ч + е ,  Ч  I E iS  (t) dt ■

(16) нинг иккала томонига
V (t)dt a  j U (t) dt.чl+ElГ V (t) dt) ингегрални кушиб ваохирги мансубликдан фойдаланиб,л е“ '+е')А х0 +  ' f V (0 d t a W  (tx) +  f  "  U (t) dt 4 itни оламиз. Энди бу мансубликда чап томондаги иккинчи хад урнига унинг элементларидан бирини, чунончи,л etlA f е я Cv (еА — s) dssA

ни ^уямиз, бу ерда v(t), 0 Рг уйинчининг [0, e jорали^даги бошцарувдан иборат. У  х,олдал е ^ е'] А х0 +  л eUA \ i A Cv (г, -  s )ds£W  ft )  +О
U (t) dt.

ti нинг (17) уринли булган минимал дийматини танлаб ола­миз ва уни яна билан белгилаймиз, tx <  Т  (х0) — Ех экан-лиги равшандир. Бундан ташкари, | U(t)dt тупламнингч
350

351



(17) мансублик еакланадиган аник элемента мавжуд. Бу эле­ментам ушбу
куринишда ёзамиз, бу ерда и (/), 0 <  t <  е, — и (() £ U, О <  t <  шартни каноатлантирувчи улчовли функция бу- либ, уни P j уйинчининг [0, e j  кесмадаги бошцаруви сифа- тида танлаб оламиз. У  холда (17] дан

t\A 1пе (e x,о +  I ё 
о

s) +  Cv (gj — s)) ds) £ W (7X)муносабатни, яъни л е м х (е 1) £ Г ( ( 1)ни оламиз (бу ерда x(t), 0 (1) тизимнинг и((), v(tx),О <  ( <  st бошцарувларга мое келган ечимидир).Охирги мансубликдан
T(x(el) ) ^ t l < Т ( х 0) — е,эканлиги келиб чикади. Теорема исботландн.1-ва 2 - теоремаларнинг тасдиклари Р 2 уйинчининг хар хар кандай в- стратегияси ва уйиннинг Т (х0) <  +  оо булган хар кандай бошлангич х0 нуктаси буйича Р , уйинчининг л: нуктани М  цисм фазога Т (х0) ва^тдан кеч булмаган ва^тда келтирувчи бошцарувини кетма-кет цуриш имконини беради. Хакикатан, Р 2 уйинчининг [0, eJ  кесмада берилган v(t) бош- карув буйича Р , уйинчи 2-теоремага асосан х  нуктани е, моментда Т (х (е ,) )  <  Т(х0) — E j н и  каноатлантирувчи, х (в,) хо­дах га утказувчи и (/) бошкарувни цуриш мумкин. Сунгра Р 2 уйинчининг ]Е), Et +  е2] кесмадаги о (О бошкаруви маълум булади. Яна аввалгидагидек мулохазалар юритиб, Р х уйинчи­нинг [е1)е, +  е2] кесмада шундай и (() бошкарувини топамизки, 

x(t) траекториянинг( =  в1 +  е2 моментдаги, унга мос х(е1 +  е2) нуктаси
Т (х (е, +  е2)) <  Т (х (е,)) — е е2)тенгсизликни каноатлантиради. эттириб, бирор t =  Ej +  е2 +• • • +  %)) <  Т(х0) — (е, ++  е,.)) <  е , , . ,  булган х(в( -г .1-теоремага асосан знди Р 1 уйинчи <  Т  (ад) моментда тамомлаши мумкин.

Т(х0) - ( е ,Б у жараённи кетма-кет давом . . +  гк моментда, Т (х (ex +  . . +  е,), T(x(zL+  .• +  д ) холатга келамиз.уйинни бирор /* <
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Демак, Р , уйинчи е стратегиялар синфида Т(к ) с  ни каноатлантирувчи ихтиёрий х0 нуцтада бошланган уйтпш  
Т (х0) дан ошмайдиган t* вакдда тамомлаши мумкин. '
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