
М И Н И С Т Е Р С Т В О  В Ы С Ш Е Г О  И  С Р Е Д Н Е Г О  
С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О  О Б Р А З О В А Н И Я  Р С Ф С Р

А. Л. В А В И Л О В , Д . X. И М А Б В

МАШИННЫЕ МЕТОДЫ 
РАСЧЕТА 

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

Учебное пособие

И¡дательство Ленинградского университета 
Ленинград 1981



П  редстачлеио к изданию 
,7- ¿ти гр а "  ким  электротехническим ин> I и ; ¡/том 

им. В . И. Ульянова (Л ени на )

У Д К  661.5

В а в и л о в  Л Л., И  м а с в Д . X. Машинные методы расчета систем 
управления: Учеб. пособие. —  Л .: Изд-во Ленингр. ун-та,
232 с. Ил. — 63, табл. —  7, библиогр. — 99 назв.

В  учебном пособии с позиции развития машинных методов 
расчета рассмотрены вопросы формализации описания и алгорит
мизации процедур анализа топологически сложных линейных систем 
управления. (2 целью упрощения использования материала н ра
счетной практике больш инство излагаемых методов сопровождает
ся необходимыми алгоритмами.

Пособие предназначается для студентов, выполняющ их курсо
вые расчеты и проекты по дисциплине «Теория управления»,олнако 
может оказаться полезным для инженеров, занимающ ихся проекти
рованием систем управления с применением Э В М .

Рецензенты :

канд. течк. н аук  доц. У. Л. Дидук  (С31111); 
кайл. " наук доц. Э. В . Сергеев (Л Э Т П )

30502—096 
076(02)— 81

С'?.94-73-Я{. 1502'№00.Ю

|(\ издательство 
Ленинградского 

.нверситета, 1981



Предисловие

Применение вычислительной техники в научных и инженер
ных расчетах, т. е. автоматизация расчетов, представляет со
бой составную часть и, как правило, начальный этап более об
щей процедуры — автоматизированного проектирования, вы 
полняемого с помощью специальных комплексов технических 
и программных средств.

С,ложность автоматизации расчетов динамических систем, 
в частности систем управления, обусловлена большим разно
образием классов моделей — линейных и нелинейных, непре
рывных и дискретных, стационарных и нестационарных, детер
минированных и стохастических и т. д., а также задач — ана
лиза, синтеза, построения моделей. В  последние годы в теории 
управления и практике проектирования с учетом потенциаль
ных возможностей вычислительной техники все чаше рассмат
риваются многоконтурные мпогосвязиые системы различных 
классов, представляющие собой взаимосвязь и взаимодействие 
большого числа звеньев и переменных, или даже сложные 
системы в виде комплексом подсистем управления, выполняю
щих самостоятельные функции и имеющих собственные цели. 
Однако использование Э В М  для расчета таких систем в боль
шинстве случаев сводится лишь к получению '..'тдельных ха
рактеристик (например, временных), поскольку для этих клас
сов моделей и новых постановок задач еще недостаточно р аз
работаны адекватные и эффективные машинные методы ¡'ас- 
чета с соответствующим программным обеспечением.



Следует сказать, что широкая ориентация на применение 
вычислительной техники заставляет смотреть в ионом свете па 
разработку теоретических методов анализа, синтеза и построе
ния моделей систем управления. Важное значение приобретают 
вопросы формализации основных понятии теории управления, 
машинно-ориентированного онпсапня моделей систем, алгорит
мизации их исследования.

К  настоящему времени имеется значительное число публи
каций, в которых развиваются машинные методы расчета сис
тем управления, основанные на цифровом моделировании (ими
тации), матрично-аналитическом аппарате, и некоторые другие. 
В то же время в литературе уделяется мало внимания разра
ботке формализованных методов расчета, учитывающих топо
логические и структурные особенности организации сложных 
систем управления.

Исследования, связанные с учетом влияния на свойства 
систем и характер процессов управления внутренней организа
ции систем, появились давно. Сюда можно отнести теорию мно- 
госпязного регулирования с проблемой автономности [23] и 
теорию инвариантности [49 ,93| с проблемой физической реали
зуемости [61]. С проблемами инвариантности и двукратной 
инвариантности тесно связаны структурные подходы в теории 
чувствительности [13, 19, 39, 40, 41, 82] и вопросы управляе
мости и наблюдаемости [25, 37]. Структурные методы в теории 
управления развивались в |11, 15, 52, 91, 92| и других работах. 
В [60] рассмотрены способы формального построения и преоб
разования структурных и развернутых структурных схем — 
специальных графов, в вершинах и дугах которых особым об
разом указываются структуры диагональных и недиагоиальных 
элементов матриц. Особенно большое внимание топологиче
ским методам расчета придается в теории сложных электрон
ных схем [4, 73].

• Интерес к топологическим и структурным особенностям 
систем управления объясняется тем. что они определяют многие 
фундаментальные свойства систем, и изучение их влияния на 
процессы управления позволяет на самых ранних этапах проек
тирования получить полезную и необходимую информацию, 
имеющую принципиальное значение для всех последующих
чтапов.



В  учебном пособии [10] 61 .1 и рассмотрены отдельные про
блемы лрпменеиня Э В М  для расчета временных н частотных 
характеристик, исследования устойчивости и вычисления пока
зателей качества непрерывных и дискретных систем автомати
ческого управления.

В настоящем учебном пособии с позиций развития машин
ных методов расчета рассмотрены вопросы формализованного 
описания топологически сложных линейных систем управле
ния, алгоритмизации процедур анализа топологических, струк
турных и параметрических свойств систем и условий их взаи
модействия с окружающей средой. При описании систем управ
ления, выявлении основных свойств их системной организации, 
построении методов исследования и алгоритмического обеспе
чения принимаются и реализуются некоторые общие принципы 
системного подхода последовательного раскрытия неопреде
ленности, неизбыточпостп, однозначности. 11рп изложении ма
териала используются многие известные результаты теории чув
ствительности и инвариантности; имеете с тем методически це
лесообразно применение ряда относительно новых понятий, 
позволивших с единых позиций рассмотреть самые различные 
проблемы инвариантности и компенсации и системах управле
ния. Достаточно большое место в пособии занимают частотные 
методы исследовании систем, естественным образом сочетаю
щиеся со структурно-тополш пческим подходом к рассмотрению 
сложных систем управления.

Для успешного усьоенпи изложенного в уче':г;;\; пособии 
материала необходимо предварительное знакомство с основами 
линейной теории автоматических систем управлении, элемен
тарными понятиями теории множеств, теории графов и теории 
матриц.

-Хотя учебное нособпе в основном посвящено вопросам ана
лиза систем, значительная часть материала подготавливает 
изложение методов и алгоритмов целенаправленного эволю
ционного синтеза токологически сложных систем управления 
115], которые с учетом их важности п большого объема целе
сообразно вынести в отдельное пособие.

Д ля упрощения применения приведенных методов пособие 
снабжено необходимыми алгоритмами, для описания которых 
принят простой и весьма компактный язык А Л М И Р  (А Н А Л И 
Т И К ).



В пособии нашли отражение исследования, выполненные и 
подготовленные к печати авторами совместно с Л . В. Пошехо- 
новым (гл. 4 и § 5.4, алгоритмы §7.5 п п. 2.2.13) и В. II. Ан
дроновым (гл. 4, 5 и алгоритмы пп. 2.2.5— 2.2.8). Авторы весь
ма признательны А. П. Веревкину за обсуждение ряда идеи и 
результатов работы, ценные советы п замечания, а также »сем 
товарищам, принявшим участие в обсуждении материалов дан
ного учебного пособия.

Замечания гг пожелания но книге просим направлять по 
адресу: Ленинград, 197022, ул. Проф. Попова, 5. Ленинград
ский электротехнический институт имени В. И. Ульянова 
(Л ен и н а ).



1.1. Основные свойства систем управления 
и некоторые принципы построения их моделей

Основные отличительные свойства систем управления. Ра с 
смотрим ряд основных свойств систем управления, которые в 
дальнейшем будут широко использоваться при построении мо
делей, методов анализа и синтеза сложных систем управления.

Системы управления представляют собой особый класс ди
намических систем, отличающихся высоким уровнем специаль
ной системно]'! организации, наличием самостоятельных функ
ций н целей управления. Они функционируют в живой и нежи
вой природе, в самых различных областях науки, техники, эко
номики. биологии н т. д. Независимо от того, какие системы 
управления — технические, экономические, социальные, биоло
гические и т. д. — будут рассматриваться, и независимо оттого, 
какие ¿то будут системы управления — автоматические пли ав
томатизированные. - их всегда будет объединять в особый 
класс динамических систем целый ряд общих системных 
свойств и признаков, характерных для каждой из этих систем 
упр явлении.

Вы'¡слепне основных системных свойств и признаков не мо
жет быть всегда очевидным и однозначным, ибо в зависимости 
от точки зрения исследователя, задач к целей исследования 
тем п.'и иным системным свойствам и признакам может прида
ваться большее или меныпее значение.

Ниже рассматривается ряд основных свойств и признаков 
систем управления, которые необходимо учитывать при аиали- 
¡е и синтезе топологии, структуры операторов передач и пара
метров систем управления и в первую очередь сложных сис
тем управления 15 1.

Система управления 5  по своему функционально-целевому 
назначению является основным звеном в цепи причинно-след
ственных отношений: внешняя среда — система управления - - 
внешняя среда.



Самостоятельные функции и заданные цели управления 
определяют причинно-следственные отношения на входе н вы
ходе системы управления. Процессы на выходе системы управ
ления определяются не только начальными условиями, помеха
ми, изменением параметров самой системы, но и в первую оче
редь внешнем”! средой в виде управляющих и возмущающих во. - 
действий на систему.

Заданные цели управления достигаются в системе управле
ния вследствие ее специальной организации, т. е. выбора соот
ветствующей топологии, структуры операторов и параметров 
звеньев, удовлетворяющих заданным показателям и крисериям 
качества. Специальная организация системы управления пре
дусматривает широкое применение обратных связей и компен
сирующих цепей с целью уменьшении чувствительности к воз- 
мущаюшпм воздействиям, помехам н изменениям параметров.

Принципиальным свойством систем управления, которое по
зволяет выделить их и особый класс динамических систем, яв
ляется использование текущей информации об управляющих 
воздействиях на входе и переменных на выходе системы управ
ления для реализации обратных связей, обеспечивающих умень
шение чувствительности к возмущающим воздействиям и изме
нениям параметров.

! 1спо.тьзованне текущей информации об управляющих воз
действиях и переменных па выходе системы управления позво
ляет создать основной класс систем управления, а именно 
класс замкнутых систем управления с отрицательной обратной 
связью. В  таких системах можно обеспечить заданные цели 
управления при большой неопределенности возмущающих воз
действий и изменений во времени параметров системы путем 
уменьшения чувеч вителыюсти к этим возмущающим воздейст
виям и изменениям параметров.

При отсутствии отрицательной обратной связи между вхо
дом п выходом система управления теряет своп фундаменталь
ные свойства, связанные с уменьшением чувствительности к 
полностью или частично неопределенным возмущающим воз
действиям п изменениям параметров, и вырождается в обыч
ную динамическую систему пли в систему управления, рабо
тающую по разомкнутому принципу при использовании теку
щей информации о возмущающих воздействиях для компенса
ции их влияния.

Л ю бая дополнительная текущ ая информация о воздейст
виях, переменных, топологии, структуре операторов передач и 
параметрах системы управления позволяет улучшить ее спе
циальную системную организацию и, как следствие, повысить 
качество управления. Поэтому всякая дополнительная текущая 
информация должна быть использована для совершенствова
ния ее специальной системной организации.



Так, например, наличие текущей информации об управляю
щих воздействиях и переменных на выходе системы позволяет 
создать систему управления с обратной связью , а наличие, кро
ме того, текущей информации о возмущающих воздействиях, 
полученной в результате их измерения, позволяет создать ком
бинированную систему управления, работающую одновременно 
по замкнутому н разомкнутому принципам. Если  имеется теку
щая информация об изменениях одного или нескольких пара
метров системы управления, то может быть построена система 
компенсации изменений или стабилизации утих параметров 
и т. д.

Необходимыми условиями работоспособности системы 
управления являются устойчивость и грубость системы управ
ления. При исследовании устойчивости системы управления 
приходится иметь дело с многоконтурными системами, в кото
рых отдельные параметры могут изменяться в процессе па- 
стройки и изменения режимов работы, а такж е  в процессе нор
мальной эксплуатации системы за счет дрейфа. Грубость систе
мы управления является гарантией того, что малые изменения 
параметров не будут вызывать значительных отклонений про
цессов н показателей качества.

О некоторых общих принципах построения моделей систем 
управления. Методы построения систем управления п структу
ры их моделей (в том числе и целей управления, показателей 
качества, методов исследования, алгоритмического обеспечения 
и т. д.) должны удовлетворять ряду общих нринпппов систем
ного подхода к исследованию сложных систем управления. 
В  качестве таких основных общих принципов следует назвать 
принципы однозначности, неизбыточности, последовательного 
раскрытии неопределенности и целенаправленного эволюцион
ного развития [15]. Следует заметить, что в общем случае они 
могут быть противоречивы, и поэтому необходимо на всем воз
можном множестве свойств и оценок систем управления выби
рать при поэтапном исследовании и синтезе сложных систем 
непротиворечивые оценки и свойства, удовлетворяющие этим 
принципам.

Частные модели, характеризующие отдельные стороны сис
тем, и модели всей системы управления должны обеспечивать 
о д н о з н а ч н о е  представление некоторой совокупности основ
ных свойств для всего множества моделей систем управления, 
обеспечивая тем самым возможность применения общего сис
темного подхода при исследовании наиболее широкого класса 
систем управления. В  качестве некоторой совокупности основ
ных свойств, однозначно характеризующих псе множество мо
делей систем управления, целесообразно, например, выбрать 
некоторую совокупность общих топологических свойств систе
мы, таких, как связность и сильная связность сигнальных гра
фов, некоторые множества и подмножества вершин, дуг. под-



графой, обладающих особыми свойствами, и т. д. В этом слу
чае, несмотря на большое разнообразие конкретных систем 
управления, целы;! ряд их фундаментальных свойств будет 
однозначно определиться для самою широкого класса таких 
систем.

Необходимо подчеркнуть, что принцип однозначности дол
жен последовательно соблюдаться на всех уровнях моделиро
вании систем управления, а именно при моделировании внеш
ней среды, системы управления, связи внешней среды с систе
мой управления, объединении — интеграции отдельных под
систем в сложную  систему управления и т. д., определения мо
делей целей управления, частных и векторных критериев каче
ства и т. и.

Частные модели и модели всей системы управления в целом 
должны обеспечивать и с т о ы т о ч н о о  представление неко
торой необходимой и достаточной совокупности их основных 
свойств дли каждого этапа исследования и проектирования 
систем управления. Введение избыточности не только увеличи
вает размерность задачи, по н в большинстве случаев требует 
уже па первых этапах исследования системы иметь дело с не
линейными, нестационарными и вероятностными задачами, что 
не позволяет найти достаточно эффективных процедур синтеза 
топологии и структуры передач в сложных системах управле
ния, однозначно классифицировать задачи их синтеза в зави
симости от уровня неопределенности моделей.

Устранение избыточных моделей на соответствующих эта
пах исследования и проектирования систем управления целесо
образно осуществлять путем декомпозиции общей задачи в са 
мом широком смысле, т. е. устранение избыточности путем 
уменьшения размерности отдельных задач при последующей 
их композиции, поэтапного исследования отдельных свойств 
системы —  свободного, вынужденного переходного и установив
шегося движения и т. д., а также путем преобразования неко
торой частной информации об отдельных параметрах, переда
чах и топологии в более укрупненную информацию о передачах 
путей, свойствах определителей системы и т. д. Следовательно, 
устранение избыточности может быть связано с потерей некото
рой информации о свойствах системы управления, о связи с 
внешней средой и другими подсистемами в сложной системе 
управления и т. д., а переход к нспзбыточной для дайной за
дачи модели будет, естественно, связан с введением некоторой 
неопределенности как для частных, так и более общих задач 
исследования.

I I  о с л е д о н а т е  л ь и о е р а с к р ы т и е  н е о п р е д е л е н 
н о с т и  является одним из важнейших принципов, во многом 
определяющих возможность и формы реализации остальных 
принципов. В  соответствии с этим принципом построение моде
лей, их ввод и Э В М , выявление и формирование свойств си



стем управления должны осуществляться поэтапно таким обра
зом, что на каждом этапе происходит очередное приращение 
информации, позволяющее решать дополнительные задачи по 
выявлению новых совокупностей свойств исследуемых систем. 
Применение принципов однозначности, неизбыточности п после
довательного раскрытия неопределенности приводит к проце
дуре синтеза в виде целенаправленного эволюционного разви
тии топологии систем, структур их операторов и конкретизации 
значении параметров на основе поэтапного использования ин
формации о функциях систем, целях управления и требова
ниях к качеству процессов. Для обеспечения такой организа
ции процессов построения моделей, их анализа, а в последую
щем — и синтеза систем управления, ниже вводится ряд новых 
понятии, в частности понятие ранга неопределенности моделей 
систем*, систем со связями с внешней средой, расширенных си
стем. частных моделей н др.

1.2. Причинно-следственные модели 
систем управления

Проблема выбора форм представления моделей систем 
управления (языка описания) имеет принципиальное значение, 
ибо принятая за основу для заданных целей исследования мо
дель во многом, если не в основном, определяет пути и возмож
ности топологического, структурного и параметрического син
теза люжной системы управления, применяемый математиче
ский аппарат и методы оптимизации, а в совокупности — такж е 
возможности развития машинных и машинно-ориентированных 
методов расчета, алгоритмического и программного обеспе
чения

При построении моделей системы управления могут быть 
положены в основу различные формы ее описания. Для линей
ных стационарных систем управления объектами с сосредото
ченным]! параметрами широко используются модели в виде 
дифференциальных, разностных или дифференциально-разност
ных уравнений, систем алгебраических уравнений относитель
но изображений переменных, модели в виде сигнальных графов 
с весами дуг в виде передаточных функций, структурные схе
мы, представляющие собой разновидности графов, и др.

При рассмотрении сложных систем управления большое 
зниманне должно уделяться топологическим свойствам модели. 
Задание топологии позволяет получить дополнительную инфор
мацию и, следовательно, уменьшить неопределенность задачи 
синтеза. Поэтому рассмотрим в первую очередь топологиче
ские свойства моделей систем управления, описываемых линей
ными операторами.

В  процессе построения причинно-следственных моделей це
лесообразно выделить модели — самой системы управлении

и



5, ЛЬ.-— внешнем среды на входе, 
модели .Икк и Л/

■ К г - на гь:\одс, а также
^  - связен системы со средой па входе к вы

ходе, как это показано на рис. 1. Кроме того, в различных за
дачах отдельно используются модели систем 
систем со связями с внешней средой •̂ 1 =  <
и расширенных систем М п: < М  М  _  , Л1,.,<-? о* $

управления ЛК, 
'Л ! г  М.<У>
м * г !м г >  [15].

Рис. I.

Модель системы Л]*- представляет 
собой множество переменных X — {л*,. 
.......ч'л} и раскрытые в различной сте
пени взаимосвязи п взаимодействия 
этих переменных. Под взаимосвязью 
понимаются причинно-следственные 
отношения между упорядоченными 
нарами (.V-, л',) переменных пли би
нарное отношение па множестве А 
Отметмм, что отношение — матема
тическая категория, лежащая в осно
ве наиболее общих и строгих опреде
лении понятия системы [35].

В зависимости от класса моделей 
элементами множества .V могут быть функции непрерывного 
времени I, т. е. процессы хх(1) или последовательности Х((!г), 
а также их изображения по Лапласу л’,(з ) ,  Фурье пли
г-преобразования .^ (г ),  I = 1 ,....... V.

При таком подходе к формализации описания систем управ
ления начальным и определяющим этапом является выделение 
множества переменных А', существенных с точки зрения иссле
дователя пли проектировщика. При этом, если даже пет ин
формации о причпппо-следотвснных связях между переменны
ми, множество X  само но себе уже несет некоторую определен
ность, поэтому, но соображениям удобства, множество А будем 
называть моделью системы нулевого ранга неопределенности 
и введем обозначение Л Ы О ). Геометрически модель М,ч(0> 
можно изображать совокупностью точек (вершин) па плос
кости, иначе пуль-графом. Отсутствие информации о взаимо
связи переменных в то же время позволяет допустить, что каж 
дая переменная является как причиной, так следствием 
любой другой, поэтому модель системы нулевого ранга неопре
деленности М 5(0) может быть представлена полным неориен
тированным графом.

Количественно информация, содержащаяся :: \isiO), зада
ется целым числом М = |А | ,  и ввод исходных ;.;-нных о систе
ме (описание системы) в ЭВ .Ч , как правило, начинается с 
этого числа.

1.2.1. Мооелью системы первого ранга неопределенности 
Л М 1 ) будем называть множество переменных А и заданное



на этом множестве бинарное отношение G. Отношение G пред
ставляет собой множество упорядоченных пар (i, j )  номеров 
(индексов) переменных, причем первый номер соответствует 
следствию, îi второй — причине. Модель Afs ( l )  =  <A', G >  з а 
лает т о п о л о г и ю  системы.

Множество G задастся перечислением пар, при этом одно
временно упорядочиваются (нумеруются) связи между пере
менными. Число связей, т. е. мощность множества G, обозна
чим через Q. Д ля введения в Э В М  модели М„ч(1) к ранее вве 
денному числу .'V добавляются целое Q п целочисленный одно
мерный массив индексов переменных.

Определенная таким образом модель Af.s является ориенти
рованным графом с N  вершинами и Q дугами 131, 84]. В  д аль
нейшем будем полагать, что этот граф связный, в противном 
случае следует рассматривать несколько систем.

Целесообразно различать простейшую в топологическом 
смысле элементарную систему ( ;V =  2, Q = l )  и топологически 
сложную систему (N > 2, Q > 1). П а рис. 2 изображены при-

о

о—— —--

Рис. 2.

меры диаграмм графов для двух систем: а) с простейшей 
(элементарной) топологией: N — 2, (5 = 1, О —  { ( 2, 1) }  и 
б) со сложной топологией: М =  в. <2 =  7, 6 '= {(2 ,  1), (3, 2). 
(2, 3), (4, 3), (5, 4), (б, 5), (1, (})}• При введении информации 
в Э В М  перечислением элементов С, очевидно, скобки можно 
опустить, в результате чего получается массив индексов с чис 
лом элементов, равным 2С?.

Другим способом теоретико-множественного описания ориен
тированного графа С =  < Х , Г>  является задание множества 
вершин X  и отображения Г, показывающего, как между собой 
связаны вершины [43. 44]. Дли графа, изображенного па 
рис. 26, имеем: Г ( * 1.) — {*зЬ  Г (х 2) =  {х3},  Г(Лз) =  {х2, л*4}, 
Г (*■•.) =  Г(Ч-.) =  Ы .  Г  (* 6) =  {* ,} .

Отображение 1'(л,3 показывает, причиной изменения каких 
переменных является переменная .V ,. Можно также рассматри
вать обратное отражение которое показывает, следст
вием каких переменных является а-*.

Модель системы первого ранга неопределенности М д (П  
может быть задана в алгебраической форме матрицами см еж 
ности и пнцпденцнй [84].



Матрица смежности графа Я = {г г ;}  определяется следую
щим образом:

г;, =  1, если в О существует дуга (7, ¡), 
г,, =  0, если в О нет дуги (7, /).

Например, матрица смежности графа, изображенного на р-'С. 26. 
имеет вид

0 О 0 0 0 1
1 О 1 0 0 1)
0 1 11 0 0 0
0 0 1 (.1 0 0
0 0 0 1 1} 0
0 0 0 1) 1 0

Следует отмстить, что поскольку элементы матрицы К рав
ны 0 или 1, то каждую  строку (столбец) можно хранить в 
двоичной форме, используя одно (или больше) машинное слово.

Легко видеть, что множество 0 есть перечисление коорди
нат ненулевых клеток матрицы И, отображение \'(Х[) — мно
жество номеров ненулевых клеток в 1-м столбце, Г  '/л'.-) — 
в 1-й строке К.

Если исходи']']) из задания графа перечислением элеч.-птон 
О, то нумерация дуг возможна С}\ способами. Можно :акж>. 
принять порядок нумерации на основе матрицы смежности 
графа 1?, присваивая элементам номера но порядку и>: раз
мещения но строкам или столбцам. Б  этом случае порядок пе
речисления дуг зависит только от порядка нумерации перемен
ных, число которых равно А’.'.

Нумерация отношений, т. с. связей между переменными, 
требуется из-за необходимости и.\ индивидуализации, когда на 
каждое отношение впоследствии накладывается свое дополни
тельное ограничение. Эти ограничения, как правило, отражаю! 
свойства взаимодействий переменных или преобразований, со
гласно которым переменные-причины превращаются в со
ставляющие переменных-следствий.

Каждому элементу й, т. е. каждой связи (7, ¡)  между пере
менными х, и А'и приписывается оператор преобразования 
переменной .г, в =  -- составляющую переменной х-,.
Граф, вершинам которого соответствуют переменные (сигна
лы ), а дуги имеют смысл преобразования сигналов, называется 
сигнальным [53|. При этом иногда используется другая терми
нология—  вместо вершин и дуг говорят об узлах и ветвях.

Обычно задание модели Л1,ч(1) включает в себя также све
дения о характере операторов (линейные или нелинейные, не
прерывные или дискретные, стационарные или нестационарные, 
детерминированные пли стохастические).



Очевидно, в графах каждой вершине / с полустепенью за 
хода больше единицы следует дополнительно приписать пра
вило, по которому пз составляющих л*;,- образуется /-я пере
менная */ =  Х|(л'л, л',2. • • •), 1— \, . . ., N.

Если все операторы связен линейны, а переменные вер
шин образуются как суммы их составляющих, г. е. в вершинах 
графа происходит суммирование сигналов л'; =  Х.г,;„ то сиг

нальный граф п модель Л ^ О ) линейны. Эта информация о ли 
нейности, а также другие сведения о характере операторов 
вводятся в Э В М  путем выбора соответствующих программ рас
чета и при дальнейшем снятии неопределенности.

В  линейных графах в вершине г по определению сумми
руются все составляющие Хц переменной но при необходи
мости в граф можно ввести добавочные вершины, соответст
вующие составляющим (рис. 3), и дуги с тождественными 
операторами 1 (единичными передачами). Тем же приемом, 
очевидно, можно избежать рассмотрения кратных дуг (рис. 4). 
Указанные преобразования графов пе требуют привлечения 
дополнительно)! информации.

1.2.2. Дальнейшее раскрытие неопределенное!п модели сис
темы возможно при установлении с т р у к т у р ы  о п е р а т о 
р о в  связей между переменными. Под структурой оператора 
оудем понимать такой уровень определенности, когда оператор 
представлен в параметризованном форме и для полной конкре
тизации его достаточно задать значения ряда параметров.

Понятие структуры поясним на примере простейшей в смыс
ле топологии системы (рис. 2 и) и линейного непрерывного 
стационарного оператора, связывающего переменную  ̂ (при
чина) с переменной у  (следствие). Такой оператор может быть 
представлен в различной форме, от которой зависит способ 
адапия его структуры.

Если за форму представления оператора принято днффереи- 
ппальное уравнение п-го порядка

Рис. 3. Рис. 4.

( 1. 1)

где D (p ) =  (10 +  0 ^  +  . . . +  а„р", О (р ) ^  g 0 4- +  . . .  +  
+  В т Р т — операторные полиномы, р ~ d 'd f —  оператор лиф-



ференцпронания но времени, то структура задается двумя 
целыми числами т  ^и я  — порядками полиномов. Так же 
кодируется структура .и в случае задания оператора связи 
между изображениями переменных по Лапласу п е р е д а т о ч н о й  
ф у н к ц и е й :

\Г(5) =  0С*):О(5). (1.2)

В  этом случае т — порядок полинома числителя, а п — поря
док полинома знаменателя дробно-рациональной функции 
ХР(в).

Оператор связи может быть представлен в виде системы 
дифференциальных уравнений первого порядка пли в так на
зываемой н о р м а л ь н о й  ф о р м е  (в терминах простран
ства состояний) [27, 37]:

(1.3)d\ dt — A v  -г В / .
v C v  +  d f ,

где v f/ ) — /¿-мерный вектор переменных состояния, А -матри
ца коэффициентов (п Х п ) ,  В — матрица входа (л X  1), С — мат
рица выхода ( 1 Х я )  и ¿/ — скаляр обхода. При этой форме з а 
дания структура оператора представляется числом п диффе
ренциал!.пых уравнений, но добавочной информацией о струк 
туре является сведение о том, равняется ли скаляр обхода 
нулю или нет.

Оператор преобразования переменной / в переменную у  мо
жет быть задан в форме в р е м е н н ы х  характеристик, напри
мер импульсной переходной функцией w (t ) :

v ( 0 “  ( '« ’ ( " ) / ( *  — ~-)d-. (1.4)
о

Наконец, связь между изображениями переменных по 
Фурье представляется в форме ч а с т о т н ы х  характеристик:

\ Г (7 “0 — Р {ы )  +  jQ  Н  — А («О ехр {;> (и))}. (1.5)

Частотные характеристики в общем случае представляются 
комплексом: вещественная Я (со) и мнимая Q ( oj) или амплитуд
ная Л (со) и фазовая ф(со), но в частном случае минимально- 
фазовых операторов одна из характеристик комплекса пол
ностью определяется через другую.

Задание структуры операторов,  ̂ представленных в форме 
временных или частотных характеристик, требует дополнитель
ного уточнения, каким именно образом будут представлены в 
Э В М  эти характеристики. Характеристики можно задать при
ближенно: 1) таблично на конечном интервале с указанием 
вида интерполяции; 2) коэффициентами разложения в отрезок 
ряда по какой-либо системе {ij'i, г|?о, • •<} базисных функции,



о) точными аналитическими выражениями. 15 гирном случае 
структура задастся числом точек (строк таблицы), во втором — 
числом членов разложении. Способ задания структуры, вид ин
терполяции, базисная система вводятся в Э В М  выбором соот
ветствующей обрабатывающей программы.

Для задания структуры операторов передач можно также 
закодировать числами или символами некоторое множество ти
пов) 1х операторов, так называемых типовых динамических 
звеньев, например безынерционное звено 1-й тип (тип К ),  ин
тегратор 2-й тип (тип И ), апериодическое звено 3-й тип (тип Л) 
и ’!. Тогда структура оператора задастся указанием число
вого пли символьного кода динамического звена. Общее число 
..всиьев и их разновидности определяют удобство кодирования, 
а в случае нелинейных операторов — широту класса.

К  операторам также применимо понятие рангов неопреде
ленности. При указании классе! имеет место первый ванг не
определенности оператора гг'(1); если, кроме т о т ,  указана 
структура (тип), то оператор имеет второй ранг ¿¿-(2 ); наконец, 
при всех известных значениях параметров ранг ¡и^пределей
ности оператора равен трем м'(3).

:Ьслн для всех операторов указаны формы их представлении 
п заданы их структуры, то такую модель назовем моделью сис
темы второго ринга неопределенности Л/«( 2), или  ̂труктурой 
модели. При задании Л4,ч (1) все операторы связей уп>рядочс- 
иы, поэтому задание Ма (2 ) дополнительно к содержит
целочисленный или символьный массив данных, : и даю т их в 
принтом порядке структуры операторов.

1.2.3. Третий ранг модели системы Л1*(3)— нолим-тью опре
деленная система — конкретизирует параметры всех бе ; исклю
чения операторов. Параметрический ранг М * (3 ) получается в 
результате добавления к Л1*(2) массивов действительных зна
чении параметров всех операторов: коэффициентов полиномов, 
элементов матриц, параметров типовых звеньев, ..лачеиий ор
динат характеристик и др.

Таким образом, полностью определенная модель системы 
вводится в Э В М  числами М переменных, С} связей и тремя ти
нами массивов: 1) целочисленный (индексный) массив О, за
дающий топологию; 2) целочисленные массивы, задающие 
структуру; и 3) массивы действительных чисел, -идлощие па
раметры.

Пусть для примера рассматривается линейная система, за 
данная числом переменных Аг — 0, числом связей <3 — 7, мас
сивом отношения С = {2 ,  1, 3, 2, 2, 3, 4, 3, 5. 4, 6. 5, 1. 6}, мас
сивами порядков полиномов числителей 0 0 =  (О, О, О, О, О, О, 
0} и знаменателей й 6 — { 0, 1, О, I, 1, 1, 0) передаточных функ
ций связен, а также соответствующими массивами коэффи
циентов полиномов числителей / (0 0 =  {1, 100, 0.05, 1, 1, 1,— 1} 
и знаменателей /(/30= (1, 1, 0.2, 1, 1, 0.1, 1, 0.1, 1, 3.5, 1}.
•_> 3;1К. 433 [7



Граф этой системы изображен на рис. 2. Очевидно, можно так 
упорядочить и объединить данные, что модель системы будет 
полностью определиться числами N. Q и только тремя различ
ными по типу элементов массивами: топологии, структуры и 
параметров.

1.2 .4 . С  м е ш а н н ы е ранги неопределенности в ог.Мпшс 
от «чистых» рангов Atfs(O), УИ,$(1). Ais(2) и Afs(3) или ш (1 ), 
ay(2) и w (3 ) характеризуют промежуточные по информатив
ности случаи задания моделей систем пли операторов. Если, 
например, известно, что на множестве переменных Л’ определе
на только часть связей, то такая модель, несущая большую, 
чем Afg(O), но меньшую, чем Ais ( I ) ,  информацию о системе, 
имеет смешанный ранг неопределенности и обозначается 
Aig(0, 1). Если же для смешанного ранга неопределенности сис
темы М й (0, 1) дополнительно задать информацию о структурах 
всех операторов известных дуг, получается модель A-fsO). 2). 
а если, кроме тою . все эти операторы имеют тр ети  ранг, полу
чится модель системы .Ий(0, 3). 15 том случае, когда в модели 
;Vfs(0, 1) заданы структуры только части операторов извест
ных дуг, то имеет место модель ЛТ.Ч(0, 1, 2); если же заданы 
некоторые или все параметры части из этих операторов, полу
чится модель смешанного ранга неопределенности .Ms(0, i. 2, 3) 
и т. д. В  табл. 1.1 сведены все возможные варианты смешан-

Таблица /./

M s

M s (r) (0) ( 1) (-) ('>)

Р) )<■, п (0, 2) («, 3) (1. 2) (1- -i) (2, 3)

Ai.v (г, р, q) (О, 3, 2t ! (С, !. .у, 
1

(0, 2, 3j — (1. 2, 3i — —

:
(0, V — — -■

ных рапюв неопределенности: Aí.sf/'). г =  0, 1, 2, 3; M s (r. /’ ). 
/7=1, 2, 3; M s(r. р, i¡ ) , q = ‘2y 3 и A l«(0, 1, 2. 3), причем 
q> p> r.

По моделям смешанного ранга, отбросив час~ь информации, 
всегда можно получить модель «чистого» ранга М.ч(0  пп всем 
множестве переменны'. А'. При этом, очевидно, ранг г модели 
■"чистого» ранга Alt (г ) определяется по наименее определенно': 
!!псти модели и равен перво!! цифре 15 круглых скобках г. обо
значениях емошакиь'х рангов: Ais (г, р), M s(r, р, q), г =  0. 1, 2;



р ~  1, 2, 3; (¡= 2 , 3; 7>/>>л О другой стороны, на основе мо
дели смешанного ранга можно выделить модели частей систе
мы. содержащие лишь некоторые подмножества переменных 
или дуг, так, что эти части будут иметь «чистый» ранг более 
высокий, чем вся модель системы. Например, если задана мо
дель Л1* ( 1, 3), то, удалив дуги с неизвестными операторами, 
выделяем часть системы, являющуюся полностью определенной.

Не полностью определенные модели систем, по-существу, 
представляют собой множества более определенных моделей. 
Действительно, например, модели систем пулевого ранга М.ц(О) 
и модели смешанных рангов Л1* (0, /?), р =  1, 2, 3, -Ия (0, р, с/), 
(} =  2, 3, ц>р  пли Л1,ч(0, 1, 2, 3) характеризуются неопределен
ностью топологии, т. е. в этом случае на множестве перемен
ных Л' задано множество графов { 6'<}. Модели систем первого 
ранга Л1.ц(1) и модели смешанного ранга Л ^ П , р), р —  2, 3 
и М « {1, 2, 3), могут рассматриваться как множества моделей 
с одинаковой топологией, различающихся структурами операто
ров передач дуг. причем всем дугам {ш ,„} или их части иостан- 
лены в соответствие множества {И7«/} структур операторов. 
Соответственно модели систем второго ранга Л1*(2) или моде
ли смешанного ранга Ж,ч(2, 3) имеют одну п ту же структуру 
операторов всех дуг но различаются значениям;! парамет
ров {</«,.*}.

1.3. Модели среды и связей системы со средой

Модель внешней среды на входе системы управления 
^> = {/г}, г =  1, . . . .  /, образуется на множеству моделей пе- 
-•авненмых переменных (воздействии) в ней! ней средь; и пред
ставляет собой нуль-граф, т. е. множество вершин, па которых 
определены воздействия.

Таким образом, топология модели среды М И  I I  всегда за 
дана (нуль-граф).

Для конкретизации структуры модели средь;, л. е. задания 
М к (2), следует уточнит]» множество типов воздействий и зако
дировать его элементы, например: Л-фуикцня — 1-й тип; 
1 (0 - -  2-Гг тип; /• 1 ( 0 — -Ч-и тип; гармонический сигнал— 4-й 
тип и т. д. То;да указание типов всех воздействии будет озна
чать задание Л1к (2). После введения в Э В М  параметров воз
действии конкретных типов получается полностью определен
ная модель среды ,М/.-(3).

Задание модели среды возможно также сисимо.;, преобра
зующей некоторую «переменную-первопричину» /„ множеством 
операторов/•',•: /г = /•’,.{/“ о), г =  )I , . . . , /.

Тогда струк1ура модели среды задается структурой опера
торов (рис. 5). При этом задание модели среды принци
пиально не отличается от задания системы; среда, как правп-



ло. моделируется тем же, что п система, классом операторов. 
В  качестве /о удобно выбрать (Уфупкцпю (в случае стохастиче
ской модели среды — белый шум единичной интенсивности), 
так как при этом структура операторов /', получается простей
шей. Действие «первопричин» ¡0 в детерминированном случае 

легко учитывается в виде эквивалентных по- 
: сленулевых начальных условий, поэтому нере- 

менные ¡г могут также рассматриваться как 
, ' г _ свободные движения автономных систем-гене-

раторов Г моделирующих среду на входе 
, системы Му.

Модели воздействий /,- внешней среды на 
Рис. 5. входе системы управления могут быть пол

ностью определены при наличии априорной 
информации, полученной в результате исследования внешней 
среды, а такж е частично пли полностью не определены. В  пос
леднем случае модель внешней среды на входе системы управ
ления должна быть частично пли полностью доопределена пу
тем выбора типовых моделей воздействий Му, наиболее полно 
отвечающих условиям работы и целим исследования системы 
управления.

Модель связей системы со средой М*р определяется как 
множество связей между переменными .V (следствия) и /■' (при
чины). Модель Му/.— отображение геометрически изо
бражается как двудольный граф. Структура связей, т. е. 
структура операторов, соответствующих элементам (.V,, />у 
бинарного отношения М у ^ А 'Х / 7, принимается простейшей —• 
это масштабирующие операторы с численно равными единице 
параметрами связей системы со средой [20]. В  общем слу
чае связи системы со средой Му/,- могут содержать дуги с опе
раторами общего вида.

Д ля примера на рис. (> представлен граф связей М уг(1 ) 
системы Му (рис. 2 6) со средой: М_ч// = {(1 , 1), (2, 1), (5, 2) } .

Модель Му/,- может задаваться и матрицей; для того же 
примера (рис. 6) матрица Му/.' имеет вид

0
0

0 0
0 0
0 1
0 0

Модели М у  среды и Му/.- —  связей системы со средой — 
включают в себя и перечисленные подмножества Ог<= О тех 
дуг графа, операторы которых изменяются под воздействием 
среды. Эти изменения могут иметь параметрический, структур
ный или даже топологический характер.



В  ряде случаев из .V выдетястся подмножество выходных 
переменных } '= { у и . . . . //,,}сгД’( представляющих особый ни-1 
терес. В более общем случае модель М  г  внешней среды на вы 
ходе системы управления образуется па множестве $Г зависи
мых переменных п представляет собой пуль-граф, т. е. множе-

(2Л

Рис. Г).

п в о  вершин, на которых определены выходы системы yv, 
у =  1, . . ., ¡.и 11рл этом модель М  ^  связей системы со средой
га выходе устанавливает связи между множеством перемен
ных внешней среды и переменными системы .V и представляет 
v-обон простой двудольный граф, дугам которого могут соот
ветствовать операторы общего вида. 11а рис. 6 иредстанлсп 
: раф связей .Vf — {(2, 1), (1. 6) }  среды на выходе с системой
\f,s (р и с .  2, 6) .

Рис. 7.

В  результате обьединения моделей системы, среды и свя- 
.оп между ними получается модель расширенно!! системы Мд. 
Граф модели ¿Ил (1) для рассмотренного выше примера (см. 
рис. 2, 0) приведен на рис. 7.

1.4. Формы представления моделей 
систем управления

Выше модели систем управления определялись на множе
стве существенных для выявления особенностей организации 
систем переменных. При таком подходе причинно-следственные 
модели систем представляются в виде сигнальных графов, ду- 
1ам которых присваиваются операторы преобразования. Одно
временно с этим возможны и широко используются иные эквн-



валентные в смысле определенности формы представления мо
делей сложных систем управления: структурные схемы, систе
мы дифференциальных или разностных уравнении разлпч*шх 
(в том числе нулевых) порядков и системы уравнений, приве
денных к обобщенной нормальной форме.

Структурная, схема системы управления определяется как 
бинарное отношение С на множестве звеньев 1Г: Л{3= < и г/, С> .

Под д н и а м и ч е с к и м з в е и о м понимается элемен
тарная часть системы (па дампом уровне детализации иссле
дуемого явления), характеризуемая единственной переменной 
выхода .V, и входами х {, Хч, .. ., число которых не ограничи
вается. Звено отражает динамический характер преобразова
ния входов, которое формализуется в виде некоторого опера
тора Х1 =  ы', {л‘[, л.-о, . . . } ,  в общем случае нелинейного (рис. 8а ) .

Рис. 8.

В частном случае тождественного оператора (д:( =  л* 
•ад, выступает как простое суммирующее звено (сумматор):

.V,- п, как правило, на схемах изображается иначе, чем
/

звенья общего вида (рис. 8б).
Если сумма входов х,. х-,. . . .  преобразуется в выход 

линейным оператором л:г-=ъ:', =  \х,\, такое звено
) ]

называется линейным и всегда может бып. представлено так, 
как показано на рис. 8« или 8г.

Пусть выделено конечное множество XV звеньев, задано их 
число ф = | 11:'| и, кроме того, известен тип переменных на вы 
ходах звеньев (функции непрерывного времени *¿(7) пли по
следовательности X i(k ) ) .  По аналогии с вышеизложенным эту 
минимальную информацию о системе можно назвать моделью 
нулевого ринга неопределенности Л1х(^)-



Модель системы первого ранга неопределенности М й(1 ), 
или топологию системы, определим как множество звеньев №  
и заданное на нем бинарное отношение С = { ( ( ,
Пусть на этом ранге, кроме того, известен класс оператора 
каждого звена (линейность, непрерывность, стационарность, 
детерминированность).

Отношение С задает попарные причинно-следственные связи 
между звеньями, а его элементами являются не обязательно 
различные переменные системы. Элемент!)! отношения С  — это 
упорядоченные пары чисел (/, /)• первое из них есть индекс 
щ и номер звена, выходная переменная которого является след
ствие'?. а второе - - индекс или помер звена, выход которого по
дается па вход первого. Нели выход звена ( связан со входами
нескольких звеньев / = 1. 2........то различным элементам отио-
ш е ш : '- .  ( 1, Л ,  ( 2 , г ) .  - с о о т в е т с т в у е т  о д н а  ¡1 т а  ж е  п е р е м е н 
н а я  -V .

Модель М у (1) =  < 117, С >  является ориентированным гра
фом ;; может иллюстрироваться диаграммой - •геометрическим 
мзобрг;жепнем. Вершинам графа приписываются операторы
• вепьсв. а дуги соответствуют не обязательно различным пере
менны': нлп причинно-следственным связям между звеньями. 
15 от.нчпе от сигнального графа (£?-гпафа) вершины-звенья 
'"•уде'-' изображать прямоугольниками. 11з рис. О изображена

и  р ук  урпля схема или С-граф, содержащий ту же информацию 
п топило! пи системы, что и сигнальный граф из примера на 
рис. 2о. Множество \Х; звеньев содержит 7 элементов, а мно
жество С - { ( 2, 1) (2 ,3 ) (3 ,2 ) (4 ,2)  (5,4) (Г,, 5) (7,6)  (1 ,7 ) }
содержит 8 элементов — связей между звеньями. Двум элемен
там (3, 2) и (4,2) с одинаковыми вторым!! индексам!! причин 
соответствует одна п та же переменная выход второю звена.

В  С-графе переменные, соответствующие суммам, не присут
ствую- явно. При необходимости их «раскрытия» в С-граф 
можго ввести суммирующие звенья, которые, как говорилось 
выше, принято обозначать иначе, чем звенья с произвольным!! 
операторами. Если в прямоугольниках записывать не только 
помер звена, а обозначение оператора и',-, то в результате по- 
ул. 1«? "ся «классическая» структурная схема (рис. 10).

X-

Рис. о



Отношение С па множестве И7 можно задавать не только 
перечислением пар (7, /) номеров (индексов) звеньеи, но также 
отображениями Г, Г  матрицами смежности или ппцидеицин. 
Д ля примера системы, изображенной па рис. *>. матрица слож 
ности имеет вид

0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 Ü 0
0 0 0 0 0 1 0

Структура операторов звеньев (а следш:;.гельио, модел1- 
системы М.ч*2) ) ,  а также параметры, т. е. п.'.лпестыо оиредо- 
ленная модель системы Л ^ З ) ,  задаются таким же. как в сиг
нальных графах, образом.

■ ' W,1 1

::;_Г

■ ‘t i~~vv, U--J

Pm\ 10.

Молл,’ь среды может представляться как множество /' 
'.веньев-генераторов с выходами, соответствующими воздейс!- 
виям и являющимися свободными движениями генераторов при 
ненулевых начальных условиях. В  структурных схемах генера
торы воздействий не указываются; оставляют лишь их выхо
д ы — линии со стрелками, на которых надписывают тип воз
действия.

Модели связей системы со средой Ms/.- и /VJ вводятся-ана
логично случаю сигнальных графов.

Структурная схема (С-граф) может быть получена из сиг
нального графа (G -графа), если каждой дуге графа поставить 
в соответствие звено в качестве вершины и далее соедйннть 
эти звенья таким образом, что два звена i и / смежны тогд;; 
и только тогда, когда дуги i и j порождают маршрут в С-графе. 
Ясно, что С-граф или структурная схема при этом представ
ляет собой так называемый реберный орграф данного орграфа 
а  [84].



Заметим, что для многих практически важных случаев за 
дание топологии системы сигнальным графом более экономич
но, чем структурной схемой.

Поскольку'динамические модели строятся для исследования 
поведения системы, т. е. для исследования процессов, то пер
вичными понятиями являются переменные. Понятие звена —  
вторичное, хотя определение системы как взаимосвязи звеньев 
иногда удобнее при моделировании, когда каждое звено соот
ветствует модели конкретного функционального элемента.

Задание топологически сложной модели системами уравне
ний. Топологически простейшая система задается единственным 
дифференциальным (пли разностным) уравнением ( 1.1) или 
двумя операторными полиномами, связывающими две перемен
ные. Б  топологически сложных системах таких уравнений не
сколько:

Операторные полиномы О-^ХР)- Р  =  с11с11 могут быть любых, 
)' том числе нулевых порядков. Система уравнений (1.7) может 
быть написана в матричной форме, если внести вектор 
\ = ( х ....... . Л'.\-)т переменных системы

:де О (р ) — квадратная полиномиальная матрица (Х х М )-
Уравнения (1.7) н (1.8) не имеют причинно-следственной 

формы ¡4]. Это, вообще говоря, свидетельствует о том, что они 
представляют меньшую определенность о топологии системы, 
чем граф пли структурная схема. Действительно, уравнения 
(1.7), (1.8) указывают лишь па то, какие подмножества пере
менных непосредственно связаны между собой, по пе уточняют, 
какая из них в каждом из уравнений является следствием 
остальных. Можно сказать, что задание системы в форме (1.7) 
пли ( 1.8 ) соответствует не-ориеитпроваппому графу пли даже 
: нперграфу.

Если модель системы представлена в форме (1.7) пли (1.8), 
в общем случае несколькими способами можно перейти к прп- 
чинно-следствеппой форме записл. Именно в этом разнообра
зии и заключена дополнительная неопределенность топологии 
системы, заданной уравнениями (1.7) или (1.8).

Если перенумерован» переменные и уравнения гакпм обра
зом, что элементы 1>,ЛР) главной диагонали матрицы О (р )  
все отличны от нуля, то уравнение (1.7) можно записать в при
чинно-следственной форме [4]:

.у
V  ¡ ) и (р ) .VI (¿) =  0, / =  1, . . .  , -V. ( 1.7 )

1 ) (/ 7 )х (0 ^ 0 , ( 1.8 )

А , . ( / Л л з ( ^ - -  V (1.9)



л
/Af1 (,v) v /Л/(/')-'ОЮ. (1.10)

/ 1 } f

но которой мотпо построить сигнальный граф Мъзона. Эле 
менты главной диагонали 1)ц(р) называются собственными 
операторами переменных X i ( i ) ,  которые согласно ¿'-му уравне
нию или i-ii строке матрицы D (р ) выступают следствием 
остальных переменных, входящих в уравнение.

Следует отметит!., что переупорядочение уравнении (пере
менных) таким образом, чтобы все [ ) и (р )ф ( ) у в случае боль
ших N  может оказаться сложно/i задачей [4 ]. Ясно также, что 
если порядок переменных вЕлбраи из формалыилх соображений
й а ( р ) Ф 0, t— 1........N , то построенный по ( 1.10) граф Мэзона
не отражает реальную топологию системы управления. Поэто
му в случае задания динамических систем уравнениями (1.7), 
не отражающими полностью взаимосвязи переменшлх, можно 
перейти к граф)- Коутса [95] или к наиболее удобной для ана
лиза и в ВЕлчпелнтелЕЛЕОм отношении форме топологического 
представления-•-обобщенному сигнальному графу [4].

Таким образом, задание модели системы уравнениями раз
личных порядков эквивалентно графу пли структурной схеме 
только е» случае причинно-следственно!'! форм!.! записи ( 1.10), 
отражающей реальные связи переменных или звеньев системы.

Д ля примера по структурной схемс, изображенной на рис, 9. 
запишем систему дифференциальных уравнении:

A i  ( Р )  * I —  x : (t),
!)■•-: ( Р  ) ( О  “  о , ,  ( / ; )  х 1 (/) +  (/.,, ( р) X , (t),
А з  ( Р) X s ( О  =  0 3.. ( р ) Х ;  (¿),
A i  (р) х- (t)^(/.l2(p)x.,(t), (1.11)
£>:.Ap)x:, ( t )  =  G:ii(p ) X .(t),
О,.,: ( р ) X, (t) = (р) X; (t], 
? ) :- A P )X : ( t ) = G 1J p ) x li(t).

Очевидно, нрп записи уравнений по графу или структурной схе
ме не возникает проблем с нереупорядочиванием — уравнения 
имеют причинно-следственную форму. Матрица системы урав
нений ( 1.11) имеет вид

А , 0 Г) (1 0 — Ог.
<Лч А : -  А , 0 0 п 0
0 - о , 3 0 0 (1
0 А : 0 а . II (t о
0 0 0 а.., А . 0 0
0 ! ' 0 0 - а , А... n
0 ( ■ 0 0 0 0-, U -

• (М .- )



В то1У. случае, когда пет информации о порядках полиномов, 
система уравнении ( 1.10) и матрица О (р )  задают только топо- 
■огию системы, т. с. модель первого ранга неопределенности 

/И8(1). причем весьма избыточным образом. Действительно, 
топают пи системы пли информации о причинно-следственных 
•вязях задается только указанием номером строк и столбцов 
матрицы 0(/?), где размещаются иеднагональные ненулевые 
элементы (7,;, причем нет необходимости многократно писать 
символы О. О, р и скобки. Легко видеть, что матрица смеж 
ностей (1.6) структурной схемы {см. рис. 9) п матрица (1.12),
> казыншошая координат!,! ненулевых поди а тональных элемен
тов. представляют одну и ту же информацию о топологии.

В  случае задания системы уравнениями в причинио-следст- 
ч-нно,'. (1.9) или в матричной форме (1.8) с порядком перемен
ных, соответствующим реальным связям  переменных пли 
-•веньсв, структура системы, т. е. модель второго ранга неопре
деленности Л Ы 2 ). задается порядками диагональных О,, (соб
ственные операторы) и недиагональиых (операторы связей) 
полиномов.

Конкретизации коэффициентов полиномов означает полную 
определенность модели, заданно!! системой уравнений, т. с. мо
дель третьего ранга Л1«(3).

Введение в Э В М  информации о моделях систем, заданных 
к виде (1.9), (1.10), начинается с числа /V уравнении и место
положении (номер строки, номер столбца) отличных от нуля 
| ^диагональных элементов (топологии) матрицы О (р ), что со- 
щадает с топологией соответствующего С-графа.

Для неавтономной системы или системы, включающей и мо- 
1сли связей системы со средой, система уравнении в векторно- 
матричной форме принимает вид

0 ( р ) \ ( п ^ О ( р ) Ц / ) .  (1.13)

В  уравнении (1.13) подппомннальнаи матрица О (р ) имеет
V строк (по числу переменных системы) и / столбцов (но чис
лу воздействий). Здесь не раскрыты воздействия ! —  (7ь . . ., //)т.

Модель расширенной системы Мн, получаемой 15 результате 
раскрытия может быть представлена как некоторая автоном
ная система

В *  (/^х,, (/) =  (), х# (П). (1.14)

> соответствующим образом сформированными операторными 
полиномами и ненулевыми начальными условиями.

Задание топологически сложных систем уравнениями в обоб
щенной нормальной форме. Если каждое из уравнений (1.9), 
имеющих ненулевой порядок п, полинома О ц (р ) и порядки т,-, 
полиномов О,;, удовлетворяющих условию т (]^ .п ц ,  предста
вить ;з нормальной форме (1.3), то модель сложной системы



может быть задана в обобщенной нормально!! форме двумя 
типами уравнении: системой из п дпффсрепциалы1ь:\ 'рав
нений

d \ dt —  Av — Н\' -f B í

и системой из N  алгебраических уравнении

0 =  R v  +  Gx +  Lf.

В  этих уравнениях через v обозначен вектор переменных со
стояния размерности п, х — вектор «физических» переменны , 
размерности N , f —  вектор внешних воздействии размерности !: 
А и G — матрицы коэффициентов размерностей ( п Х п )  и 
(N x N ) ,  Н и R —  матрицы (n x N )  п (М х п ) ,  В и L — матриш • 
(nxl) и ( N X I ) .

В уравнениях (1.15) и (1.16) матрицы А, Н, R и G отно
сятся к модели системы, а В и L - -модели связей системы с>' 
средой на входе М&р.

Некоторые из переменных х могут быть приняты в качеств1, 
выходов системы уу, \ = \ ,  . . . .  ц, что является частным слу
чаем модели связей системы со средой на выходе М  ^ ,.

В  общем случае вектор Y = ( у и . . гд,)т выхода систем!., 
может формироваться как комбинация нескольких пли всех пе
ременных х, переменных состояния v, а также входов f (см., 
например, J 73J ):

В уравнениях (1.15) — (1.166) матрицы А. М. R и G VVnio- 
сятся к модели системы Д/*. В и L -модели связей ен'Темы 
со средой на входе А/.с#-.-, а Сг и C.t - модели .U _ .

Ксли имеется определенность относительно воздействий I 
на систему, то их можно представить в виде систем-генерато
ров с ненулевыми начальными условиями. Преобразовав дали* 
уравнения генераторов воздействий к нормальной форме, запи
си, с учетом (1.15) и (1.16) можно записать уравнения, авто
номной расширенной системы М н с ненулевыми начальными 
условиями в обобщенной нормальной форме. Модель М п :■ 
обобщенной нормальной форме можно получить также п

‘£- =  A v -í Н х 4 Bf,

О ~  Rv -f Gx 1 Lf,
V — С .V - С.х Df.

( 1.1ÓH)

(1.16а)
( I . ÍOói



1.5. Частные модели и характеристики 
систем управления

Исследование систем управления на основе их моделей Л4Ф,
I =  S, ¿Г  SF , R, т. е. выявление с в о й с т в  U “- , « = 1 ,2 , . . самой 
системы ф =  5, системы со связями со средой ср =  ¡F S F  и рас
ширенной системы ф~ R  осуществляется с помощыо множества 
ч а с т н ы х  м о д е л е й {М  “ц }  илн х а р а к т е р и с т и к  сис
тем управления. Частные модели М ?с, и =  1, 2, . . . ;  <f = S ,  
.T S F , R, характеризуют системы только с выбранной нсследо- 
пателем стороны, но наиболее ярко и выпукло. Многие харак
теристики (временные, частотные) допускают графические пред
ставления, которые являются геометрическими образами соот
ветствующих свойств систем управления. Конкретность и выра
зительность частных моделей илн характеристик приобретают

ся за счет меньшей по сравнению с исходными моделями ин
формативности -- в общем случае отдельная характеристика 
М “и не позволяет восстановит!, структуру и топологию моделей 

4I- ^ S ,,T S F , R.
На характеристики М “г> получаемые по моделям М ц(г) 

газличпых рангов неопределенности г =  1, 2, 3, переносится 
понятие рангов, которые в этом случае могут обусловливать 
.»Iносительиую важносп, свойств U 'l(r ) ,  определяемых па 
основе чтпх характеристик [15].

При выявлении о б щ е с и с т е м н ы х  с в о й с т в  U“ систем 
управления, заключающихся в выделении сильно связных ком
понент графа, роль характеристики Ai ."r (1) выполняют мно
жество контуров и отношения пх соприкасания; эти свойства 
-'пляются важнейшими, определяя наличие контурной части и 
реализацию принципа регулирования по отклонению, придаю
щего системе универсальность в смысле уменьшения чувстви
тельности как к сигнальным, так и к операторным воздейст
виям среды. По частным моделям А/.". (2) в виде символ!,пых 
выражений для характеристических полиномов можно устано
вить свойство структурной неустойчивости системы, когда ни 
при каких значениях параметров нельзя добиться устойчивости. 
Характеристики системы третьего ранга Ai“*; (3) - - характерпс- 
•| нческий полином D (s ),  матрица коэффициентов нормальной 
формы уравнений А, определитель dctD(/?) матрицы системы 
уравнений ( 1.8 ) позволяют выявить фундаментальное свойство 
устойчивости. Как  будет показано ниже, удобными частными 
моделями, однозначно характеризующими топологически слож 
ные системы управления, представленные графами, являются 
определители \ или передаточные функции эквивалентных ра- 
.омкпутых систем — 1, получаемые по множеству конту
ров ;рафа. Определитель графа А особенно эффективен в виде



частотных характеристик, однако па его основе могут бь-"> по
лучены н временные характеристики. Функции чупствпт - т,по
сти определителя Л различных порядков также являю;-.';) хг1- 
рактеристнками системы, позволяющими выявить в .::яп1к 
вариации операторов дуг на свойства системы.

Х а р а к т е р и с т и к и  |Л Г  <п (г)| си стем  со сеч:'.яма со средой 
Л1 (г) — операторы переда ; Ф :, , упорядочиваемые в матрицы 
передач

ф = ; ф ; м ,  7 =  1.........14 — 1, . . . , /, М .17)

являются основой для получения необходимых выно р.ов о 
с в о й с т в а х  и и̂ .Нг системы по и р е о б р а з о в а н и ю вход
ных воздействий f r, г —  1, . . .  , /, в выходы у ., 7= 1. . . .  , ¡1. 

В случае линейных систем операторы (1.17) им со т  ви I
передаточных функции Ф-г(>>) для непрерывных и Ф--л1.~) Д*;,и 
дискретных систем. Эта частные модели, не содержа
щие информацию о типологии модели М  ,ч/., могут быть 
представлеш,[ в виде частотных — у\*>, ( ) < «  ' < \ г ехр{/ш7,, 
О <; мТ <  —) или временных [ъ-;г ( / ) - - - 1 ,Ф ;г (л')), ?*,(£ ) —
—  |Ф*г (г)} ) характеристик.

Операторы передач Ф--г , г —  1........./, для .тленных систем
также могу г задаваться совокупностью дифференциальных

! ) . ( р ) у (/)- ^ ? , / , ( о ■; . !>

или разностных
/

о ; С ) у  (/ )=  V  «',(:)?,/..('')■ •; =  ! ......... !>-. П .14!
/ ;

уравнений, которые здесь записаны в сокращенной форме с 
использованием операторов дифференцирования р =  с!1(1{ ил:: 
сдвига на такт £{/"(0} =1(1+ !)■ В уравнениях (1.18) и (1.19) 
внешнее воздействие на систему ¡г'  =  ^,[г представлено в виде 
нераскрытого нормированного воздействия приложенного к 
/■-му каналу воздействия с коэффициентом передачи рг. Спе
циальные параметры каналов передачи воздействий 
г—  1, . . . .  /, вводятся в модели связен систем со средой па 
входе для единообразного, па основе параметрически';
функции чувствительности, исследовании влияния па процессы 
управления сигнального г параметрического воздействпг 
среды [20].



Заметим, »по совокупности (1.18) и (1.19) и с являются сис
темами уравнении, так как каждое из уравнении полностью 
характеризует исследуемую непрерывную или дискретную сис
тему со стороны выбранного выхода /д..

В качестве характеристик систем М  ^  часто привлекаются
неизбыточные формы записи в терминах пространства состоя
нии

(¡\  й1 А у  ( / )  +  В !  ( О ,

у ( П - С \ { 0  +  и * {0 ,
( 1.20)

¡де V - вектор переменных состояния, Л, В. С. О--матрицы 
коэффициентов, входа, выхода и обхода соответствующих раз
мерностей. Переменные состояния \ =  (и\, . . . .  1\ ,)т могут быть 
выбраны произвольно, с точностью до невырожденного преоб
разования, поэтому они в общем случае не имеют физического 
смысла. Диалогично записывается нормальная форма уравне
ний дли дискретных систем:

у ( Н  1) "  А* V (/') -г В Ч  (/), 
у -• С*у -}• Э * Г

.2 1 )

При матричной форме записи моделей систем со связями 
с окружающей средой ( 1.20) и ( 1.21) за характеристики могут 
быть приняты четверки матриц <А, В, С, 0 >  или <Л*, В*, 
С*. 0 *>

Получение частных моделей систем М  _  связано с исклю-
ченисм внутренних переменных, т. е. с переходом к графам с 
меньшим числом вершин, структурным схемам с меньшим чис
лом звеньев, к меньшему числу уравнений, описывающих сис
тему. Преобразования по исключению переменных часто назы
вают эквивалентными, имея в виду сохранение передачи Ф,;г, 
^отя в смысле топологии эквивалентности нет: чем больше пе
ременных (дуг, звеньев, уравнений) исключено, тем меньше 
■ >'пределен и ость модели.

Когда исключаются все внутренние пе
ременные, получаются частные модели 1 
системы — модели в терминах «вход— вы 
ход» с полностью свернуто)! топологией, 
представляющие собой двудольным граф. 
отображающий множество входных воз
действий /' на множество выходных пере
менных У или в общем случае Я~ (рис. 11).
Этот граф для систем управления получа
ется полным двудольным, так как модели 
систем управления представляют собой 
сильно связные графы, а следовательно, имеют 
жпмость всех верпн:)! (см. главу 3).

Рис.

¡.и. ШУЮ достп-



Модель в терминах «вход— выход», по существу, представ
ляет собой множество не связанных друг с другом систем. К а ж 
дая ия них е определенной стороны характеризует свойства 
всей системы, поэтому эта форма удобна для анализа. Однако 
для систем, содержащих контуры или общие части для ряда 
передач {Фу/}, такое задание оказывается избыточным, так как 
свойства общей части задаются многократно. Кроме того, за 
дание системы ее матрицей передач (1.17) малоппформатнвно 
в том смысле, что неизвестен механизм преобразования входом 
в выходы. Это сказывается при синтезе — если какая-то пере
дача не устраивает проектировщика, то неизвестно, какое звено 
наиболее сильно влияет на эту передачу, как целенаправленно 
изменить передачу и т. д. Имея модель системы с раскрыто!: 
топологией, т. е. более информативную модель, всегда можно 
получить лю бую  передачу ф уг или передаточную матрицу' 
(1.17), но обратный переход требует привлечения дополнитель
ной информации.

Х а р а к т е р и с т и к и  М 'нс(г) расширенной системы управле
ния  Д/д. (г ) должны составить основу для изучении свойств 
¿у" о с н о в н ы х  процессов управления, вызванных воздей
ствиями среды / г, г =  1.........*/, и д о и о л н и т с л ь и ы х процес
сов, обусловленных вариациями параметров, структур опера
торов или топологии системы.

В качестве характеристик основных процессов и линей
ных системах могут быть приняты произведения передаточных 
функций на изображения воздействий Y-r (.v) п=Ф.,г (\) F r (s) —
— дли непрерывных или Ктг (~) — Ф-{Г (г) F r (,?) — дая дискрет

ных систем. Как  будет показано ниже, эти характеристики 
модели расширенной системы совпадают с функциями чувст 
вительности выходов у-( к параметрам каналов воздействий д. 
(к  параметрам связен системы со средой): 7 t‘ Оу-{!д'$г. Ф у н к 
ции комплексного аргумента Yv  (s) пли Y-., (* ) являются изо
бражениями составляющих основных процессов »  {() или 
последовательностей y v  {¿) па выходе непрерывных или диск
ретных систем, вызванных сигнальными воздействиями среды /г.

Полный анализ неавтономной системы возможен только е 
учетом конкретной среды, которая моделируется путем описа
ний как сигнальных Î, так п операторных воздействий. Для 
систем, допускающих квазистацпоиарное исследование, во мно
гих случаях операторные возмущения среды могут учитываться 
и виде переменных параметров q, значения которых зависят от 
интервалов времени. При этом коэффициенты операторных по
линомов в уравнениях (1.18) и ( 1.1!)), коэффициенты полино
мов передаточных функции, а также элементы матриц в урав
нениях ( 1.20) и ( 1.21) зависят от параметров q.

Функции чувствительности выходов расширенной системы 
Мц к параметрам q также являются характеристиками расши-
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тельпые движения. В более общем случае для этих же целей 
могут быть использованы и функции чувствительности к опера- 
•.орпм передач отдельных дуг системы.

Дли получения всех типов характеристик пли частных моде
лей М“и (г ),  <р==5, .<Г 5/\ г =  1, 2, 3; и —  1, 2 ..........требуется
развитое алгоритмическое п программное обеспечение. Нско- 
торь»с из этих алгоритмов приведены в главах 2. 4. о. 7.

Ряд характеристик, получаемых на основе не полностью 
определенных моделей, имеет вид выражении, содержащих сим 
волы параметров или индексы (номера) операторов (дуг) .  
Важным свойством этих характеристик является то, что повы 
шение уровня определенности исходных моделей ла счет кон
кретизации значении параметров или структур операторов мо
жет быть непосредственно учтено путем введения информации 
в ранее подгоювлеппые выражения характеристик, повышая их 
определенность. Следовательно, пол учен не определенных ха
рактеристик (частных моделей) может быть осуществлено в 
несколько этапов, используя па каждом этапе только часть ин
формации о моделях систем, что представляет один ни приме
ров следования принципу последовательного раскрытии неопре
деленности при исследовании систем. Например, некоторые ха
рактеристики (определитель графа, передача по выбранному 
каналу и т. п.), получаемые по моделям А4С1.(1). имеют вид ин
дексных выражении (массивов), содержащих номера д у ! , 
лг.ет ч к о н т у р о в  и т. д. Мели определенность модели повыше
на д ' И ,,(2). т. е. становится известными структуры операто
ров ьсех дут, то в соответствующие ¡гкекспые выражения 
Л/'л/ ( ! )  подставляются выражения операторов и получаются 
характеристики (2) без нового обращения к информации
<; топологии системы.

Характеристики моделей М,,.( 2) имеют вид симво.I:.пых вы 
ражении, а псе характеристики (3) вполне определенные 
числа, числовые массппы, кривые.

Д.,:; смешанных рангов моделей выражения для характе
ристик содержат различные типы данных. например 
Л1*и( 1. 2) — индексно-символьные, А/.гг (2, 3) — епмпольпо-чме- 
лепные, М _ г (1. 2, 3) — ипдекспо-спмвольно-чиелспиые. .И;г ( 1. 3) - 
индексно-численные выражения.

Вообще говоря, алгоритмы получения частных моделей, 
оиерир\чощпе информацией, закодированной в формах представ
ления моделей смешанных рангов, получаются сложнее числен
ных алгоритмов.

;; 1.1 ►.. IV) Л.5



Кб. Основные задачи теории управления

Принято различать три основные группы задач теории 
управления 1 г регулирования: анализ, синтез и построение мо
делей систем управления.

Анализ систем управления состоит в детализированном (изу
чении их общесистемных свойств, а также условий выполнения 
ими своих функппй, достижения заданных целей управления н 
удовлетворения требований, предъявленных к качеству основ
ных и дополнительных процессов.

Как сказано в предыдущих параграфах, свойства систем 
| и Ч )  выявл яются на основе множества разнообразных харак
теристик выбираемых исследователем в соответствии с 
частными задачам)! анализа и конкретными методиками их 
решения.

Всесторонний и полный анализ осуществляется как после
довательное раскрытие свойств системы путем поэтапного ре
шения подзадач анализа с соблюдением принцип;! иепзбыточ- 
постн. При этом каждый последующий этап анализа оперирует 
моделью более высокого уровня определенности, а его резуль
тат представляет собой очередное приращение информации
о свойствах системы. Важной особенностью последовательного 
анализа является привлечение только необходимой информа
ции на каждом из этапов анализа. Решение конкретной задачи 
па моделях, содержащих большую, чем это необходимо, опре
деленность. усложняет методику, а в ряде случаев может при
вести к некорректным результатам.

Декомпозиция анализа прежде всего выражается в после
довательном изучении свойств £/" самой системы =  сис
темы со связями с внешней средой (» — и расширенно!!
системы (?  =  # ) но частным моделям М^и, .1 ¡"■тхп/ н Мне- 
Кроме того, различные ранги неопределенности моделей сис
тем управления дают возможность выделит!, три этапа ана
лиза: 1 — ;опол<1Пр;ее;.:ий анализ по частным моделям М “и(\), 
'2 — структурно;й анализ по М л - (2) и 3 — численный анализ 
по полностью определенным моделям па основе характе
ристик Л/“ ,.-(3).

В  том случас, когда анализ достаточно простых систем ве
дется проектировщиком, имеющим значительный опыт анало
гичных разработок, можно обойтись без строгой формализа
ции процедуры анализа. Если же разрабатын; ются методики 
анализа с широким привлечением Э В М , обеспечивающим ре
шение части задач без непосредственного участии человека, не- 
<бходимы строгая алгоритмизация и упорядочение совокуп
ности действии но выявлению свойств систем управления.



Каждый этап анализа моделей М ? (г ) ,  г =  >̂ /?;
г — ], 2Ч 3, в общем случае складывается из следующих дей
ствий (рис. 12): получение характеристик ( ч а с т и х  моделей)

Рио. 12.

// =  1. 2, . . . ,  исходя из тех свойств 0 ':! (г ), которые 
следует изучить в результате анализа; вычисление различных 
оценок (показателей, частных критериев) /¡\М ", ¡ , ¿ = 1, 2, 
позволяющих формализованно сопоставлять однотипные'харак
теристики М"и\ формирование на основе подмножеств {/¿} или 
векторов 1 частных критериев обобщенных критериев У-, 
/ — 1, 2, . . . ,  параметр].! (весовые коэффициенты) которых 
отражают относи тельную важность для исследователя и проекти
ровщика отдельных частных критериев /¡, входящих в состав 
обобщенного критерия; наконец, заключительный элемент ана 
лиза представляет собой сопоставление полученных характе
ристик М ‘‘и , вычисленных значений частных критериев 
сформированных обобщенных критериев } с целями системы 
н требованиями к качеству процессов.

Анализ модели самой системы управления Л/(|. <( =  5. по
зволяет выявить принципиальные стороны се организации, 
а также исследовать такт- фундаментальные н общие свойства 
динамических систем, как устойчивость п грубое!ь. На основе 
моделей Л1^ у/. определяются свойства по преобразованию сиг
налов произвольного типа, исследуется качество процессов пре
образования (по.юса частот пропускания, колебательность 
и т. д.). По моделям расширенных систем Л1,,. ц =  изучаются 
основные и дополнительные процессы управления.

Анализу могут подвергаться ситуации с неполностью опре
деленными моделями снязей или среды. В  эчнх случаях необ
ходимо доопределить модель расширенной системы .И*, выбп-/ч Л
рая типовые связи Л/ ^  и типовые воздействия М о ж 
но анализировать ситуацию с наибольшей неопределенностью • 
только контурную часть, переходя к эквивалентным одпокоп-



турпым системам подавления или воспроизведения типовых 
воздействий 118].

Т о п о л о г и ч с с к и й л и а л и з па основе моделей М ф(1 )
п характеристик М ^ ( 1) лежит в основе раскрытия особеннос
тей взаимосвязей переменных пли звеньев, т. с. внутренней 
организации систем, и их влияния па свойства систем. 15 зави
симости от наборов свойств и"9{ 1), наличие которых у анали
зируемых систем следует выявить в результате топологического 
анализа, формируются различные постановки задач. Д ля при
мера укажем следующие группы задач:
- - выявление общесистемных свойств, сводящееся к аиалпзу 

графов на связность;
• проверка соответствия топологии системы функциям управ
ления, т. е. наличия обратных свя?сй; выделение сильно 

связных компонент графа;
- проверка достижимости целей управления - например, на

личия путей передачи управляющих воздействий;
- выявление физической реализуемости условий абсолютной 

инвариантности, т. е. наличия нескольких путей передачи 
воздействий, и т. д.
На этапе топологического анализа систем А1.ч(1) или сис

тем со связями с внешней средой ( I )  могут быть подго
товлены индексные выражения для определителей или передач 
систем, которые конкретизируются при дальнейшем снятии не
определенности.

Выводы, полученные по рангу неопределенности М(1) ,  по 
изменяются при увеличении определенности моделей путем 
конкретизации структур операторов дуг или их параметров, 
т. е. при переходе к моделям Л/(2) или Л1(3), кроме тех, как 
правило, негрубых, вырождающихся или неустойчивых предель
ных систем, когда сочетание типов структур операторов и зна
чений параметров приводит к изменению структуры выражений 
для определителей пли передач систем. Нели исследователя не 
устраивает какой-либо результат анализа модели Л1( 1), то 
требуемое изменение свойств обычно может быть получено 
только соответствующим измененном топологии системы.

Вопросам исследования топологических особенностей н их 
влияния на свойства систем посвящена гл. 3 пособия, а в гл. 4 
приводятся некоторые важнейшие алгоритмы топологического 
анализа сложных систем управления. В гл. Г) приводятся алго
ритмы получения индексных массивов, кодирующих определи
тель системы или ее передачу.

С т р у к т у р н ы ] ' ]  а н а л и з ,  т. е. анализ моделей М ч.(2) 
с известными структурами операторов дуг или звеньев, в до
полнение к топологическому позволяет выявить условия физи
ческой осуществимости различных форм инвариантности, вы
явить условия структурно]! устойчивости, исследовать аенмнто-



тнческпе свойства характеристик системы, ;í также получить 
символьные выражения для передач н функции чувегвптелыю- 
сти, которые а последующем позволяют повысить эффектив
ность численного анализа и синтеза систем.

Окончательное суждение о качестве систем и процессах 
управления выносится и результате численного анализа систем 
по моделям третьего ранга yVÍ,,,(3). Именно на этих этапах ана
лиза выясняется соответствие свойств системы требованиям, 
которые к пей предъявляются.

При не полностью формализованном анализе систем с не 
очень сложной топологией свойства систем выявлянися па 
основе обзора проектировщиком различных геометрических об
разов— моделей в виде графов, структурных схем или кри
в ы х — графических изображении различных характеристик 
(штриховые лннпп на рис. 12). П -лом случае можно обойтпез 
без строго!'] формализации понятия требования к качеству сис
тем и процессов, хоти и здесь следует придерживаться основ
ных принципов исследования однозначности представления 
свойств систем, последовательного раскрытия неопределенности 
исследуемых моделей и свойств, меизбыточпосч¡; моделей.

При необходимости анализа большого числа систем, напри
мер с целью исследовании дополнительных движений пли опре: 
деления удовлетворительных или паплучшнх в принятом смыс
ле систем (что является предметом синтеза), а также при ана
лизе сложных систем требуется автоматизация всех элементов 
анализа, включая п заключительный (рис. 12). В  ь»том случае 
выявление свойств систем, сопоставление систем между собой, 
проверка удовлетворения системами управления предъявлен
ных к ним требований должны проводит!.ся в строгом соответ
ствии с указанными выше основными принципами, а заклю чи
тельные -паиы аналпзл должны представлять собой некоторые 
формальные логические действия, включающие численные оцен
ки систем - частные критерии /,• и обобщенные критерии J г

Требования к качеству установившихся п переходных, основ
ных и дополнительных движений, как правило, формулируются 
и виде ограничений на критерии /, и Поскольку эти ограни
чения в общем случае не позволяют однозначно перейти к ха
рактеристикам, а тем Полое конкретизировать топологию, струк
туры операторов или значения параметров систем, то требова
ния к динамическим свойствам системы, сформулированные на 
языке оценок процессов и характеристик, косвенно описывают 
но одну, а миожесию систем Л1г. Это множество ЛГг может 
быть названо м о д ел  и ю т р е б  о в а н н й.

Формализация целей управления и требований к качеству 
процессов проводится в главе 7; там же обсуждаются про
цедуры формирования пз частных моделей критериев качества 
/,, г = 1, 2, . . ., п приводятся некоторые алгоритмы их вы чис
ления.



В  случае полностью определенной модели Aí,f (3) анализ 
заключается в проверке ее принадлежности множеству удов
летворительных систем М 7:

М . ( 3 ) £ М Т, * = S .  ÍT S K  R . (1.22)
Если исследуются дополнительные движения систем, то ана

лиз усложняется, превращаяс!> в многократное построение ха
рактеристик и вычисление критериев для множества моделей. 
Диализ множества моделей становится необходимостью о тех 
случаях, когда из-за погрешностей идентификации объектов 
неточной реализации управляющих устройств, «заморажива
ния» параметров при изучении нестационарных систем реаль
ным системам ставятся в соответствие модели М (г ).  г —  0, 1, 2. 
или модели смешанного ранга М (г, р), М (г, р, с/), г =  О, 1, 2; 
P = h  2, 3; q —  2, 3, A i (0, 1. 2, 3), содержащие пара
метрическую, структурную или топологическую неопределенно
сти. При этом анализ как проверка условий удовлетворения 
системами предъявленных к ним требований заключается в 
проверке условий включения множеств:
М  ( г )С - И т,
М (г, р) С  ЛТ,,
М (г ,  р, (J) С  ж , :  /- =  (), 1, 2; р 1, 2, 3; г/=  2, 3, </>/?; г, 
А? (О, 1, 2. 3 )С Л 1 ,. ( К 23)

Множественный характер анализа имеет место во всех слу
чаях, когда исследуется зависимость свойств систем от вариа
ций параметров, структур операторов и топологии. Нужно от
метить при этом, что полный анализ даже относительно не
сложных систем, проводимый механически, потребует перебора 
огромного количества вариантов топологий, структур операто
ров и значений параметров, поэтому анализ систем при обще!) 
постановке задачи должен быть не только автоматизирован, но 
и специальным образом организован в соответствии с принци
пами последовательного раскрытия неопределенности и ueiri- 
быточностн.

Основными алгоритмами анализа, как это следует из 
рис. 12, являются алгоритмы получения соответствующих 
выявляемым свойствам U “ характеристик вычислении
различных оценок l¡\M "9u\ и формирования обобщенных кри
териев J Многие из этих алгоритмов обсуждаются ниже; 
некоторые из них даны на алгоритмическом языке А Л М И Р  
(А Н А Л И Т И К ).

Если результат анализа отрицателен, т. с. система не удо
влетворяет требованиям, то необходимо принять определенные 
меры, обеспечивающие выполнение (1.22) — (1.23), т. с. необхо
димо решать задачу синтеза.



С и н т е з  с и с т е м  у п р а в л е н и и  представляет собой 
выбор пли выделение из заданного множества систем некото
рого подмножества, которое нанлучшим образом соответствует 
функциям и целям управления и удовлетворяет заданным тре
бованиям к качеству процессов. Таким образом, под синтезом 
в широком смысле слова понимается уменьшение неопреде
ленности или разнообразия систем за счет соответствующей 
переработки информации о функциях,-целях, оценках, требова
ниях и моделях систем.

Синтез как задача повышения определенности моделей сис
тем за счет информации об их свойствах является обратным- 
по отношению к анализу, при котором по моделям систем раз
личных рангов неопределенности выявляются и\ свойства. 
Принципиальной особенностью обратной задачи .а.ычи син
теза является то, что пет универсальных методик, формульного 
перехода от заданных свойств к модели систем. '-»го отчасти 
объясняется неоднозначностью перехода, так ха:. одному и 
тому же набору свойств может соответствовалмножество 
систем, причем в общем случае заранее нельзя сказать, пустое 
ли это множество, содержит единственны}! 'элемент кли обла
дает конечной или бесконечной мощностью. Г Ь т о м у  задача 
синтеза, как правило, решается как мпоюкратиый анализ 
систем, выбираемых по определенному правилу из множества 
вариантов. Синтез имеет смысл только в том случае, если не- 
чодное множество систем содержит более одного элемента, т. е. 
v проектировщика имеется выбор.

Элементы исходного множества, среди которых выбираются 
каилучшие пли требуемые системы, могут отличаться парамет
рами, структурами операторов или топологией. Если варианты 
систем отличаются параметрами, то исходное множество, как 
правило, имеющее мощность континуума, представляет собой 
модель второго М {2) или смешанного М (2, 3) ранга неопреде
ленности; при 'этом синтез называется п а р а м е т р и ч е с к и м  
:i в общем случае сводится к уменьшению исходной области в 
пространстве параметров, а в частном случае — к выбору един
ственного варианта полностью определенной системы М  (3). 
Г.сли исходное множество характеризуется большей неопреде
ленностью и включает в себя системы, отличающиеся структу
рой операторов некоторых дуг пли звеньев, то оно представ
ляет собой модель первого ранга М ( 1) или модели смешанных 
рангов Д-1 (1 ,2 ). М (1 ,3 ), М (1 , 2, 3). а целью с т р у к т у р н о г о  
синтеза является уменьшение вариантов структур, в частно
с ти—  выбор единственной структуры, т. е. уменьшение неопре
деленности модели до второго или смешанного М {2 , 3) ранга. 
В наиболее общем случае т о п о л о г и ч е с к о г о  синтеза 
проектировщик должен выбрать единственную топологию из 
множества, представляющего модель нулевого ранга неопреде
ленности Af(0) пли модели A f (0 ,l),  М (0,2), /Vf(0,3), АТ(0, 1. 2),

зэ



Л1(0, 1, 3 ), Л!(0, 2, 3), /*i(0, I, 2, 3), п тем самым уменьшит.'/ 
неопределенность до рангов М {\ )  или М ( ] ,  2), М П  З) 
М (  1, 2, 3). '

М ожно ч го результат топологичесь.о; о синтеза -
модели Л/(1), Л/(1, 2), Л1(1, 3), Л1(1, 2, 3 ) — является исход
ным материалом для структурного, а результат структурного 
синтеза —  модели М ( 2), М ( 2, 3) - - исходным материалом для 
параметрического синтеза. Следовательно, эти задачи могут 
составить этапы более общей процедуры синтеза, ирсдставляю- 
щето собой последовательное раскрытие нес:) редел ей посте 
моделей от Af ♦'()) до ЛИ З) (см. рис. 13).

Рис. 13.

Вопросы синтеза систем управления, рассматриваемого как 
последовательное раскрытие неопределенности пли как после
довательное развитие, усложнение, иначе эволюция систем, бу
дут рассмотрены ь следующей части пособия.

I I  о с т р о с н и е м о д е л  е н реально существующих объек
тов связано, во-первых, с активным 'экспериментальным иссле
дованием объектов, устройств пли пассивным наблюдением за 
их поведением и воздействиями в режиме нормальной эксплуа
тации, как правило, с применением специальной аппаратуры п. 
во-вторых, с обработкой наблюдений ( таблиц, кривых) для пре
образования их в модели стандартной формы представления, 
обеспеченной алfоритмами анализа и синтеза. Совокупность 
••тих операции объединяется термином и д е и т п ф и к a ц и ;. 
объектов или сигналов, а алгоритмы обработки результатов с 
учетом специфики натурных экспериментов можно назвать ал
горитмами идентификации. К  ним, например, относятся алго
ритмы получения дифференциальных (разностных) уравнении 
или передаточных функций по ординатам временных или зна
чениям частотных характеристик, полученных с некоторой 
ошибкой.

.Модели динамических систем хорошо изучен пой природы 
могут быть представлены в виде принципиальных схем (полюс
ных графов [71] ) : электрических, механических, гидравличе
ских и т. д. В  этом случае под получением моделей понимают 
их преобразование к стандартному виду: к системам дифферен
циальных и алгебраических уравнении, сигнальным графам, 
структурным схемам, временным или частотным характеристи
кам. При необходимости расчета проектируемых систем управ-



лепия м регулирования, по существующих в натуре, таком пун» 
получения моделей является единственно возможным. Соответ
ствующие алгоритмы преобразования форм представления мо
лелен образуют особую группу и сильно развиты в теории элек
трических и электронных ценен [ 7.3].

К  проблеме получения моделей тесно примыкают задачи их 
у п р о щ е н и я :  пониженно порядка молелен, для чего имеются 
многочисленные алгоритмы [97]; линеаризация нелинейных 
моделей для малых вариаций переменных относительно устано
вившегося режима (линеаризация касательной); линеаризация 
нелинейных моделей для множества значений переменных (ста- 
Iнстическая линеаризация, линеаризация секущей) и для перио
дических сигналов.

Хотя в данном пособии вопросы получения моделей непо
средственно не ставятся, многие алгоритмы анализа, рассмат
риваемые ниже, могут входить как составные элементы мсто- 
,Л1К получения и упрощения моделей.



2. А Л Г О Р И Т М Ы  С В Я З И  Ф О Р М  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я  
Л И Н Е Й Н Ы Х  О П ЕР А Т О Р О В

2.1. Систематизация алгоритмов связи 
линейных операторов

Операторы ^ , представляющие собой веса дуг (7. ¡ )  сиг
нальных графов, связывающих переменные *,• и х-}, или операто
ры звеньев структурных схем могут быть представлены в раз
личном форме ( 1.1) — (1.5). Хотя любая из них может быть при
нята за основу задания динамических свойств системы, для кон
кретных исследовании та или иная форма оказывается более 
рациональном и возникает необходимость перехода от одной 
формы к другой. .Многие задачи анализа связаны с изменением 
формы представления оператора, причем в ряде случаев эта 
процедура составляет наиболее трудоемкий этап анализа- - при
ведение к форме, оолегчающей вычисление критериев качества 
(например, получение временных характеристик по дифференци
альным уравнениям или частотным характеристикам).

Алгоритм!,I перехода от одной фирмы представления линей- 
ною оператора к другой вместе с их различными вариантам!; 
образуют обширный класс, являющийся одним пз основных в 
составе алгоритмического обеспечения задач теории регулиро
вания и управления.

Из-за аналогичности форм представления линейных непре
рывных н дискретных операторов (см. табл. 2.1), обусловливаю
щей схожееп> соответствующих алгоритмов перехода, последние 
удобно рассматривать параллельно для обоих случаев.

А. н о р т  мы связи между различными форма ми представле
ния непрерывных и дискретных линейных операторов удобно 
рассматривать как дуги некоторого ориентированного графа 
взаимосвязи форм представления операторов, вершинам которо- 
ю  поставлены в соответствие формы представления операторов 
(рис. 14). г у

Наиболее прост формальный переход путем замены операто
ра дифференцирования р^й/сИ  на комплексный аргумент 5 от 
дифференциального уравнения ( 1.1) к передаточной функции



(1.2), и наоборот. Рассматривая переход к передаточным функ
циям, будем избегать сокращения общих делителей полиномов
О и О, что приведет к потере собственных составляющих дви
жения и ненаблюдаемых или неуправляемых частей. И  вообще, 
говоря об эквивалентности форм представления операторов, 
будем иметь в виду эквивалентность их полностью наблюдаемых 
и управляемых частей.

Таблица 2.1

Опер и торы

НС 1 ферм ИНЫО Шскрсшми

! Дифференциалмш е уравнение л-го 1 Ра.ш остнос ураиненне /2-го по
порядка рядка

( р ) у (  ( ) ~ а  ( / ' ) / ( / ) ,  р — й ^ и о *  о  у {к ) =  0 * о  /  (к),
оператор дифференцирования — оператор  едннга на такт

 ̂ Перед«:точная функция 2* Д и скретная иередаточная ф ун к 
ция

(/(.41 у ЛМ/* , \ У '
• <А) ”  /ММ / (8 ) «  ( - ) -  1 }* { г )  -  Гуг)

■ ’>. Нормальная форма 3:’ Н орм альная форма
(1 \jtii =  Ач 1 В/ .  у - C v-\- i i f у( *  +  1) =  А*у (*) +  В*/(А),

у ( ^ )  =  С'У(*)  +  </ ' /(*)
1 Врем», иные хараки-рнстики иг (/), 4* И о след о вател ьн о п и  и'-(к), Н' (к)

1ЦО
Частотны е чаракк 'ристики 5* Д н ск р е ш ы е  частотны е характе

№(_/»>) — Л |<и) ехр 1/?(«)} = ристик!!
=  /' ("О +. /У (■”)• 0 : о ) <  оо №*(, ,№)  — А ■ (>”) е.чр ("01 =

— / ’* (>■)) (<■>) 0 о> < я.7'

При разработке языка описания систем или способов их 
. ашинного кодирования формы представления I и 2, а такж.-
I и 2': (см. табл. 2.1) эквивалентны, так как в обоих случаях

должны быть конкретизирова
ны и введены в Э В М  массивы 
коэффициентов полиномов О,
I) или ¿ * ,  ¿)*. Поэтому граф, 
изображенный на рис. 14, со
держит только по четыре вер
шины для непрерывного и дис
кретного случаев.

Число алгоритмов взаимо
связи операторов значительно. 
Рассмотрим лишь некоторые 

д 5 них, обращая особое внимание на формы представления 
операторов, удобные для введения информации в ЭВМ .

: ;

Рт\  14



2.2. Алгоритмы и программы связи 
форм представления операторов

2.2.1. Переход от системы дифференциальных уравнении и 
нормальной форме (1.3) к одному дифференциальному уравне
нию /;-го порядка или к передаточной функции (перехгп 
3 —*- 1, 2).

Переход от нормальной формы записи дифференциальных 
уравнений (1.3) к передаточной функции (1.2) осуществляется 
однозначно с применением преобразования Лапласа к уравне
нию (1.3) при нулевых предпачальных условиях у ( 0 ) = 0-

Л'У (5) -  Ау  (Л') +  В/(А'), 
у ( х ) —. С ч ^ )  +  а/(х ).

Из этой системы алгебраических уравнении можно получил, 
связь между изображениями переменных

V (-V) =  [ С (.ч Е  — Л )- 1В +  й ] / (5 ), (2.1)

где Е  — единичная матрица, (л'Е — А Г 1 =  (\Е — А)* |\Е — А | —
— матрица, обратная характеристической, (\Е — А )* — матри
ца, присоединенная к характеристической. 1Ь  выражения (2.1) 
можно получить

7 1 ^ =  1П *) =  -щ ^ = [ С ( л Е - А ) * В  +  </;*Е -  А 11 ! л Е- А | .  

откуда следует

Щ з )  =  \ * Е - А 1
а  (Л') С (хЕ -  А )*В  4- с! I хЕ - - А !. ( 1

Поскольку порядок полинома С (.ьЕ— А )* В  па единицу мепь- 
ше порядка п  характеристического полинома 1)(.ч), из системы
(2.2) следует, что при т < п  имеет место с! = 0, и наоборот.

Дальнейший переход от передаточной функции, полученной 
из нормальной формы (1.3) к дифференциальному уравнению 
«-го порядка, как уже говорилось, осуществляется формальной 
заменой 5 на р =  й'1сИ в том случае, когда не интересуются свя
зью векторов начальных условий. Так как вектор начальных 
условий дифференциального уравнения ( 1.1)

У ( (Г )  — ( V (О"), У  ((Г ), . . . .  У "-1 ’ (О"))1 (2.3)

есть начальное состояние в естественном базисе, то связи между 
начальными условиями у (() ) и у (0 ) определяются из равен
ства

У (0") =  О у (О“), 
где <3 =  (С, С А ..........С А " '1) 1 (2.1)



^сть матрица связи векторов начальных условии в естественном 
п произвольном базисе [33].

Алгоритм Ф Б П Ф  перехода 3 —̂  1,2 основан па приведении 
системы уравнений (1.3) в произвольном базисе к естественно
му (2.3) и на раздельном вычислении коэффициентов полино- 
чон I) и G.

Коэффициенты полинома D (s )  вычисляются с помощью алго
ритма А. М. Данилевского, основанного на приведении матрицы 
Д к фробениусовои форме (см. (2.10)) .

Коэффициенты полинома G (s )  могут быть вычислены по мат
ричному соотношению

( 2 . г>)

где

L B  = С,.

ü  1 (U . • • а п i
а . а  • . . . а п 0

ч.
i 11 . . 0 0

U « 0 . .  0 (.1

Г,

i)

í í i

о

В QB.

Ф Б П Ф  на

( - .6 )

(^ .7 )

языкеПрограмма, реализующая алгоритм 
Д.г1МИР-65, приведена ниже.
" Р А З Р ”  30.М1. ” Д Л ” Л "  1 ” 111“ Г ’Д О ',Х ” ВЫ1 Í"Q  [1, Л| - 

С 1.11 • ,*ДЛ*’1 =  2,,111мГ ,ДО"Гч'” В Ы П ,‘,*ДД'М Г Ч 1 Г Г  
4 0 ” N ” B b i r r ‘Q |1, .11 —- V  (К  =  1, N, Q [I —  1, К |  АФ(К ,Л| ) ;
М2. ” Д Л ” 1 =  Г ’П Г ‘1 ' ’Д С ГМ !’ВЫ1ГШ-:[11 ~  V (I< ~  l, N, Q 
II к I ВФ1К1); М3. U — I: М. ” Д .Т 'К - - 1 Г Ш 'Т  Д О ” Х - 

1” В1>ПГ (I.--0- ” Д Л ” 1 К- ! Г ’П Г ’Г ’Д О '^ ’- 'ВЫ ГГ ’МГ 
<ABS (I.) — A BS (АФ  [I, К ])) О ’Т О 'Ч ^  — АФ  |1. KJ; W 

1);” H " L -  0” Т О '! ( ,,Д Л ‘\) l r ‘l! 1“ Г ’Д О ’'К "ВЫ 1 Г ’A [J]
А Ф  1.1, K I; U =  К Ч- 1; " В Ы В ' ’!\; " П А "М ) ;  МГ*:” К 1 
W ” T O v ("’I I . Y 'L l ); ”  Д Л” Л -  К ,,1 ! Г Г ,Д О ” 1Ч'” В Ы 1 Г  (R  — 

- А Ф 1 К + 1 ,  .11; А Ф | К  1, .1]- • А Ф  [\V, J ] ;  А Ф  | W , Л'•ДЛ,М ^ и ” 11Г,г Д О ,^ ” В Ш Г (К — А Ф  ^  к .|_ АФ ¡ J.
К*4-11 — АФ |Л, \\'|; АФ [Л, \\> - К ); L1. -Д Л ” Л =  1 ГН Г1  ,0 
"Д О ” Ы*’В Ы П '’А |Л| — АФ  |Л, К ]; \ ' - ~ А Ф [ К +  1, К]: ”ДЛ" ; 
Л ^ К ” 111” Р ’Д О ,-\-ВЫ П ” ( А Ф [ К  4-1, Л] -  А Ф  [К +  1, Л]
V- ’•ДЛ” 1 =  1,,” 11Г’Г ’Д О ’ 'К ” В Ы Г Г ‘ ( ’,1уЧ .̂ = К  +  Г ’Т С Г  

C !í IA ” L2): АФ|1. Л 1 - \ Ф |1 . J J  -  А |1] ^  АФ [К +  1, Л];
1.2 )); ” Д 'П  ^  1 Г '1 !Г Т ,Д О ” 1\,” ВЬП Г' (S =  0; ” Д Л ’\) =  К ,
1 ” П1” Г ,Д О ,,ЫмВЫ 11” S —=S 4- А Ф  [I, J |  < А |Л1; 'Ч-Д — 1 - :
* ' К ” Т ( Г  (” F/’I - * U ” T O ”  ( I )  =  Oí '411IA ’’ (ГХ —  A [1 — 1])) 
•l i l lA-’ i l )  =_.()); А Ф  11, К - H |  - s - М » ) ;  ’V W l’M 1ГЧ1Г 
Г '  1.(),'Х '‘В Ы П "А  I ЛI =  А Ф  [Л, X ]; M4.A [N +  11 =  1; ” Д Л ”
1 - -  Г '1П ” Г ’Д ( ) " Х ,,В Ы П ,,А  11| -- - А [ I ]; ЛГ>. '\ДЛ” 1 =  1



Описательная часть алгоритма Ф Б П Ф  имеет вит: Г Л Г "
N « h ;  АФ[п, п\ ............. ; в ф [ и] _  . Q| ( I гг 1 __
= ........... : В Н М ;  Л [« + 1 ] ;  P | « J  " К О Н ” . ' J 1 4

Можно показать, что вектор послепачальных условий при 
подаче на систему единичной ¿-функции равен у (0+) — В — QB- 
алгоритм вычисления v ;w (0+) для любого р  в случае типовых 
воздействий приведен в работе (31].

Переход 3 - *1 ,2  также может быть основан на методе Ле- 
веррье — Фаддеева [12, 26, 83, 98], позволяющем одновременно 
вычислить коэффициенты характеристического полинома D (s )  
и присоединенную матрицу ( s E -Л ) * .
л с м н  Ревизованном  на основе этого метода алгоритм. 
Ф Ь П Ф Л Ф  приняты следующие обозначения: А---матрица ко
эффициентов исходной системы в физическом базисе, В и С - 
векторы управления и выхода в физическом базисе (соответст
вуют (1 .3 )), Р  и О  массивы коэффициентов полиномов соот
ветственно числителя и знаменателя передаточной функции.

Основная особенность метода заключается в том, что за каж 
дый шаг в результате определенных операции над матрицами 
А, В и С вычисляется но одному коэффициенту полиномов Р и
О передаточной функции. Кроме того, метод позволяет контро
лировать точность вычислений.

По методу Леверрье-- Фаддеева вспомогательная матрица
1 на последнем шаге должна быть нулевой. В предлагаемой 

реализации алгоритма производится контроль условия l a ^ l o ,  
где р. -наперед задаваемое малое число. Если для всех элемен
тов матрицы A I выполняется |« l i ( | <*\ то дается команда ш  вы 
вод результатов вычислении; если же это условие не выполня
ется, то необходимо повторить вычисления с большей разряч- 
ностью.

Программа, реализующая данный алгоритм приведен ч 
ниже:



Г Н А ” М В); !'Н Л ‘\МЗ; М В .1 ) | \ + 1] =  1; ” Д ; Г |  =  Г П Г Ч ”  
••Д0 ’\ \ г в и 1т ” 71.,т \1 - -- г '!.| ]” г - ;и ) ,’1\'” в ы ! 1--|--‘Л 1̂ ( А | 1,
.!]>: Н РЗ ’Т О ”  Г В Ы 1Г ,  У В Е Л И Ч И Т Ь  Р А З Р Я  чпость ; 
"С Т О П ” ); ” В Ы В " ‘ ,Л\ЛСС” 1): ’’В и В ’^ М А С С 'Т

Описательная часть программы (2.9) имеет нил:
’Т Д Е ” Ы =  п; А [п , /г] =  . . .; В [/г]. . .; С [ и ] =  . Е Р Б  =  . . .: 
А1 [п, « ] ;  А2 [п, п ]; Р  [п ] ; 0 [ п + 1 ] Ч\ОН” .

Еще один алгоритм вычисления передаточной матрицы в сим
вольно-численной форме приведен в работе [16].

2.2.2. Переход от системы разностных уравнений в нормаль
ной форме к одному разностному уравнению п-го порядка или 
к дискретной передаточной функции (переход 3*->-1*, 2*) осу
ществляется в точности по алгоритмам Ф Б П Ф  или Ф Б П Ф Л Ф  
с соответствующей интерпретацией исходных данных и резуль
татов.

2.2.3. Переход ог одного дифференциального уравнения п-го 
порядка ( 1.1) или передаточной функции ( 1.2) к системе диф
ференциальных уравнений в нормальной форме (переход 1, 2->3) 
неоднозначен в силу произвола в выборе п переменных состоя
ния V  — (V], .. ., : ' „ ) т и требует привлечения дополнительной ин
формации об л.\ физической природе н реальных взаимосвязях 
пли доопределения пз каких-либо иных соображении. Представ
ление взаимосвязи двух переменных у  и / в виде системы диф
ференциальных уравнений первого порядка в случае п>  1 рав
носильно раскрытию топологии, т. с. представлению исходной 
;.;аимосвязп с простейшей топологией и сложным оператором 
в виде топологически сложной системы, но с простейшими опе
раторами связей (интегрирование, масштабирование) между 
вводимыми при таком переходе переменными состояния V. 
Если при выборе переменных состояния не привлекается инфор
мация о реальной взаимосвязи физических переменных в моде
лируемом звене системы, то переменные состояния являются 
математической абстракцией и вводятся произвольным доопре
делением.

Неоднозначность перехода 1, 2-^3 выражается также в том, 
что исходные данные представляют собой п + т +  1 значений 
коэффициентов, а требуется найти (п + 1)2 значений элементов 
матриц.

В  качестве матрицы коэффициентов А наиболее часто выби
рается сопровождающая матрица полинома О (р ):

о 1 ! ) о

0 0 1 о

0 Г ) 0 1

' V

, ! /• а , - 11г1 < : ,



что соответствуй г доопределению переменных состояния следу
ющим образом:

~  1''л= - •• , Ъп =  г’,,-,- (2-11)

В частном случае г', •--= у говорят о естественном базисе в 
пространстве состояний (2.3). При этом сразу определяется и 
матрица выхода С — (10 . . . 0 ) .

Можно показать, что в естественном базисе элементы мат
рицы управления В  =  В  определяются из системы линейных 
уравнений ( 2.Г>). Легко видеть, что при т — п — 2 первый эле
мент 6, =  0. а при т  — п — 1 имеет место ЬХ~Ь-, —

0. Программа вычисления В на языке АЛМИР-65 имеет 
вид: ” РА31>” <). И =  А  [ N +  11: В [ 1] =  0 [ М  К; ’’Д Л Я ” ! -2Л 1Г  
Г ’Д О ,’М!,В[>|[Г'В11| (О [>] - I  4 -\\ —  ^ ( К  -=1,1-1, А [ N — К '-

1 ] X  В [ I —  К ] ) ) , К ;  ” В Ы В ” ” М А С С ” В. Описательная часть 
программы имеет вид: ’Т Д Н ” М Л \п ' 1 ] =  . . . ,
(1 |я] = ..............;В  [ « ] ” К 0 1 Г .

Скаляр обхода определяется просто:

</ =  | °  при т  " ’ (2.12) 
\ц т а„ при т  =  п.

Предлагаемый способ перехода к нормальной форме с есте
ственным базисом удобен тем, что нет необходимости пересчиты
вать начальные условия: у ( 0“ ) = у ( 0_ ).

Пс всегда требуется естественный базис, по интересен пере
ход от передаточной функции к нормальной форме с помощью 
минимальных вычислений. Очевидно, при этом матрица коэффи
циентов А должна иметь фробепиусову форму (2:10), т. е. пере
менные состояния должны удовлетворять условию (2.11).

Скаляр обхода при любом базисе вычисляется по (2.12). 
Для определения матриц В и С рассмотрим выражение (2.2) 
для числителя передаточной функции при т < п .  Поскольку при
соединенная матрица (я Е — А )*  имеет последний столбец вида 
( 1, б, э2, . . . . 1) т, то при выборе матрицы входа вида 
В — (0 0 . . .  0 1 )т имеем произведение

(хЕ —  А )*В  — (1, х, . . . .  (2.13)

Из выражений (2.2) и (2.13) следует, что матрица С опреде
ляется также без всяких вычислений: С = (£ 0, £|, . . Яп-г)-

При этом способе перехода от дифференциального уравне
ния п-го порядка к нормальной форме требуется пересчет на
чальных условий с помощью матрицы О связи базисов (2.4), 
и оба подхода оказываются эквивалентными в вычислитель
ном отношении.

Завершая изложение перехода от одного дифференциального 
уравнения /г-го порядка пли передаточной функции к пормаль-



пой форме закиси дифференциальных уравнении, заметим, что 
нормальная форма есть готовая программа для реализации опе
ратора преобразования переменных на аналоговой вычислитель
ной машине ( А В М ) .  С другой стороны, имея схему моделирова
ния на А ВМ . легко записать нормальную форму дифференци
альных уравнений, и этот метод реализаций часто использует
ся для перехода от дифференциальных уравнений «-го порядка 
|,лп передаточных функций к нормальной форме [27j .

2.2.4. Переход от одного разностного уравнения /г-го порядка 
пли дискретной передаточной функции (табл. 2.1) к системе 
разностных уравнений в нормальной форме (переход 1*, 2*—*-3:к) 
аналогичен рассмотренному случаю непрерывных систем (см. 
п. 2.2Я).

2.2.5. Переход от передаточном функции пли дифференциаль
ного уравнения /г-го порядка к частотным характеристикам (Ч Х )  
(переход 1,2-*-5).

1:слп задано дифференциальное уравнение /?-го порядка
(1.1), то переход к Ч Х  (1.5) осуществляется формальной заме
ной а в случае передаточной функции ( 1.2) — вычисле
нием шачоппн №’(s )  при s = jо», OsCo<^o. причем результат о т 
носится к комплексному типу данных.

Говоря о расчете Ч Х  на Э В М , будем иметь в виду вычисле
ние их значений при фиксированной частоте или для указанно
го конечного множества частот (массива).

Можно идти но пути разработки частных алгоритмов вычис- 
1сппя значения Ч Х  конкретных структур операторов (1.1) н
( 1.2), т. е. предназначенных для конкретных т  н п (например, 
чля типовых динамических звеньев). По поскольку одним из тре
бований к алгоритмам является их массовость, более интерес
ной представляется задача разработки универсального алгорит
ма расчета Ч Х  любых структур, когда порядки полиномов т  н
п наряду с массивами коэффициентов а,, ¿' =  0........п: / = 0 ,
. . ., т  вводятся в Э В М  как исходные данные.

Хотя значения Ч Х  относятся к комплексному типу данных, 
нетрудно написан» алгоритм раздельного вычисления действи
тельных RD. RG  п мнимых ID, IG  частей полиномов D (s ). G (s )  
при подстановке s-=/io:

D  (_/«>) ~  R D  +  j ID ,  О (Jon =  R d  -1- j l d

и на этой основе —  вычисления действительней R W  и мнимой 
I W  частей передаточной функции № (s), т. е. значения Ч Х :  
W  (у«>) = P H + . / Q  (« ) — R W  +  //IF. где R D , ID . RG , ICi, R W , 
!W  — действительн ые ч пела.

Ясно, что основой алгоритма должно быть вычисление зна 
чений полиномов, для чего лучше всего приспособлена схема 
последовательного умножения (Горнера). Поясним вначале эту 
схему для частного случая вещественного аргумента s =  a  пли
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для «мнпум:- •..•'.готы [57]. Представим полином D (s )  и сле
дующем iiii.

i j ( s) ^  {1, - i .  .с (Л, 4-  s (U, - t - . . .  +  s  (an^  4-  s a n) . . . ) ) ,  

после чего вычисления могут осуществляться рекуррентнп:

АЛ =  йч,
f)\ ~  iK s  -f- <i,̂ ] ,

} ) ,  —  U ts -j- ¿V u ,

................................  (2.1-1)
- h  — f^l-\s  “ t~ an-M

I j  (s) — I ) n — ■ D n^s «о-

11рограмма вычисления полиномов при пещесшенных 
значениях аргументов на языке А .ЛМ ИР может иметь вит 
(см. также f55J): ” P A 3 P ” f>. ])- A |N Н- 1|; ’’Д Л Я 'Ч  — Ы’М И М '”
-  Г Д О ‘, Г ’В Ь П Г О =  )> SH-A  |1|; ” В и Р ,” 1)’Т Д ! : ” \  — . . . ; 
S — . . .  ; А \п -Ь 1 | =  .. . , .. .‘’K O I (2-15) 
Массив коэффициентов полинома длиной и 1 заполняется 
начиная со свободного члена г / „ ~ А | 1] до коэффициента при 
старшей степени а п — А \п 4 - 11. На основе этой программы 
легко составить программу расчета «мнимых» частотных характе
ристик по передаточной функции или дифференциальному 
уравнению.

Если в используемом алгоритмическом языке (А Л ГО Л , 
А Л М И Р ) нет такого типа данных, как комплексное число, при 
вычислении значений полиномов для комплексных аргументов 
s =  Res + / I m s  требуется несколько видоизменить рекуррентные 
соотношение. Вместо (2.14) в этом случае запишется

!> - - " я,
¡j.  —  R e I J ,  + j  !m [ ).t =  (Ке Ц 4 - У Im /У,-.,) X  

'R e  .v 4-  У Im v) 4 - a n_i% i ~  1..........n,

откуда c.'Kv.yci

1J4~  an, ||]]/У0 —  (),
Re l ) l —  Re /У,_, Re x — Ini Д  , Im s, (2 .1G)
hn /У, =  Re D-._x hn s 4  Im /У,.., Re v.

Программа вычисления R l J  =  Re I ) (>>) 11 ID  ~Л\\\ D(j*>) длл 
чисто мнимого значения аргумента Iin.v —  <0 , Re.v =  ()’ может 
выглядеть следующим образом: ” P A 3 P ” 0. R !) — A f N + l | ;  

П) - П ; ” Д Л Я ':1 =  Г ,111АГ” 1” Д О ,'№ И 1ЯП ” (Ж  =  RI);
RD - ;| ) ■ \ v 4-A |N +  1 — IJ; П ) = Ж  ■ W) ;  ’•НЫВ” КМ),

“ n P O ii” , II) V2.'n )



Описательная часть программы содержит информацию о по 
рядке полинома N — п, .значении частсты W  "< и коэффици
ентах полинома, представленных в виде массива Л, заполнен
ного начинай со свободного члена: ’T ;U - ” N =  . . .  ;
А \п +  11 - , . . Л К О Н ”

Программа (2.17) имеет самостоятельное значение: она мо
жет быть использована для построения годографа Михайлова.

Конечная цель заключается в составлении программы в ы 
числения значений ЧХ по дробио-рацм опальным передаточным 
функциям: вещественной

R c  g  ( /..») R u  I )  (/.•>< +  1ш  о  i j«>)  im  ü  ( . / - 1 
/ («>)_-RW — [к,. 11 in I)

H M il И М О И

n  . ___  . lin (/•(./...) R c  U  (/■■■) -  Ht» f / </<■») 1 m / м ./'” 1
Ц ( а > ) _  |\ V  | R u / > ( / o . ) ^ - i  | l in  I )  ( У ”>)|-

Операторная часть программы на языке АЛМПР-65 имеет инд:

” PA 3 ” 6.R1) =• A |N 1 |; I!) 0; ” Д Л ” 1 =  Г ’П П Г Д Ü ” N ”
"ВЫ1 Г ’ (Ж  =  RI ); R I) — - ID W  +  AJN-4-1 — 1|: И> =

Ж  ' W ):  R ( i — С) |.М +  1|; 1П --0 ; ” Д Л * Ч -  Г 'П Г ’ Г  
Ю ^ М ^ В Ы П ’' (Ж  =  RO; R(ï=--- J ( i  W  -f- G [M  +  1 — I|;

1(3 —• Ж  • W ); С .- R I)  R I) +  II)  X  11 >: R W  (R (i X  R I) i v 2 ]8) 
-ID X  10) C ;IW  - (ICI R I)  — KO I l ) ) ’C; 3.L 10 ; Л Х Г  

(R W  :R W  - IW  ч I W ); -1 .Ф A R C T C i i l W  RW) ,  ’*EMR W  
■0” T G ’’ ( ’' E ” IW  O 'T O ”  (Ф  — З .И  1”>!) , Ф )Ч 1 П Л ” (Ф  -
3.141Л9 +  Ф )); Ф  Ф  57.29Л78; ” PA3'*3; ’Ч М В .... I\M>”

I. W , R W , IW ,  L, Ф; ‘P A 3 ‘'(i

Описательная часть программы (2.18): Л 'Д Е ” Х  =  . . .; 
М  =  . . . :  W  =  . . . :  A[n-j-l | = .  . .; G [ m + l J  =  . . .” К О Н ’\ Програм 
ма (2.18) вычисляет не только RW , IW ,  но также значения ло- 
! арнфмнческон амплитудной характеристики /.(<oj и фазовой 
.характеристики <j»(<o) в пределах ( --180°, +180°). Ясно, что для 
изолированной частоты ш значение фазового сдвига звена 
принципиально нельзя указать с большей определенностью.

Программа (2.18) позволяет вычислять значения Ч Х  по пе
редаточной функции на фиксированной частоте, а для более 
полного представления о динамических свойствах требуется по
строить график на основе массива значении (таблицы) Ч Х . 
Расчет Ч Х  легко организовать с иомошыо цикла, параметром 
которого может быть номер точки оси частот, где вычисляются 
эги значения. Очевидно, строить Ч Х  гораздо удобнее, если зн а 
чения частот выбираются с логарифмическим шагом. При этом 
могут быть заданы интервал частот |o>mi„, <отл\| 11 число точек 
на интервале К. Операторная часть программы на язык«*



А Л М И Р - 6 5  д л я  п о л у ч е н и я  массина  точек ЧХ при л о г а р и ф м и ч е 
с к о м  ш аг е  б у д е т  и м е т ь  вид:

" Р А З ” 6 . , ' Д Л ' \ 1  Г ’1 И ”  1 " Д О " К ” ВЫ 11" (VV W M  IN
Ч ( W M A X  W M I N )  ' ((,\ — 1).(К 1)); Rl)  =  A IN +  11- ! !)=() •  

” Д Л ’Ч =  Г Ч 1 Г 1 ” Д О ” № ’В Ы 1 Р  ( Ж  RI):  RI)  =  -  Ц)
X W 4 - A  [N---1 - 11; П)  Ж  X W) :  R(j  = ( }  [М +  1 I; 10  Л>-
* Д Л ” 1 - 1” 11Г'1” Д О " М ' ' В Ы Г Г , ( Ж  =  RG;  RO «  - -  ! 0 /о 10. 
X  W -|-(л [М Н- 1 —  11: ICi —  Ж  X  W ) ;  С =  R D X  RD +  U) '  П К   ̂
R W  =  (R O  X  КО  ID У  l ( i )  С; JW =  (ICi " R D  -  RO  ^ Ю )  С;
3 . L  — 10 X L O f R W  X R W  4 -  IW IW);  4 .Ф  ARCTCi  ( IW 
R W ); ” E ’’RW' O’T O ”  ( ” E ” I W O ' T O "  (Ф = ,  3.14 159 
¡ •Ф ) ” И Н А ?’ (Ф =  — 3 . 1 4 1 5 9  1-Ф)}; Ф  =  Ф X 57 .29578-  ” Р \ ' Г  

3: ” В Ы В ” ”T A B " I . W ,  RW .  IW,  1 . .Ф;  ” PA3'*6)

О п и с а т е л ь н а я  ч а с т ь  п р о г р а м м ы  (2.19) р а с ч е т а  ЧХ системы  
с пер еда точ но й  ф у н к и н е и

1 — __________ lOs +  L'OO
v '  U . D J o i - f  Г I4,.r)27.s'1- f 6 / , y 0 i ^ - i -  118,9s-+-LM

н пяти т о ч к а х  д и а п а з о н а  [0,1; 10| з а п и с ы в а е т с я  е л е  ч у ю щ и м  
о б р а з о м :  ’Т Д Н ’\ \  =  5; Д\ =  1; К —  5; W M I X  —  . 1 • W M A X  =  Ю' 
А | 6 |  21.  1 1 8 . 9 ,5 7 . 9 . ) ,  14.527,  1.242,  .035; О  | 2 |  = 2 0 0 ,  10 ’’К О Н ”’ 
Р е з у л ь т а т  р а с ч е т а  на Э В М  «Мнр-2» и м е е т  вид:

" Т А Б Л И Ц А ”  1

1^\\'  1\\'  Ь  с
.1 000 1(10 . 7 3 4 0 101 - . 4 2 1 9 , 01 .1855 , (12 - . 2 9 8 9 102
.3162,, ,0 . 1962,01 — .45 81 1(|1 .1395 ,02 .6()81102
Л 0 0 0 1(11 — . . )007,„0 — . 174 4 (о 1 .5176,, ,!  — . 1()60хоЗ
.3162,01 . 4 5 9 3 , ()0  . 3 7 6 5 , о - 2  - . 6 7 4 6 , 01 .1795103
Л 0 0 0 102 . 2450 к, — 2 . 1 8 6 7 , , - 1  - .3450,  „2 ,8252102

И с п о л ь з о в а н и е  я з ы к а  А Н А Л И Т И К  п о з в о л я е т  п р е д в а р и т е л ь 
но по лу чит ь  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  ЧХ,  после  чего их 
.ш а ч е п и я ^ б ы е т р о  в ы ч и с л я ю т с я  д л я  р я д а  у к а з а н н ы х  частот.  П р и 
мер  т а к о й  п р о г р а м м ы  п р и в е д е н  ниже:

" Р А З ” 6 ^ Г ) = А  ( N 4 - 1 1 ;  II) — 0; ” Д Л ” 1 = П 1 Г Т ’Д О ” М” В Ы Г Г  ( Ж  
Я 1); Н 1) =  - Ю  X  W  +  А ^ 4 - 1 — 1| ; 1 ( ) - = Ж х ^ ) ;  --

- О  [М  -Ь 1 ]: 1 ( 1 = 0 ;  ’' Д Л ’Т - И  ” Ш ” Г Д О ” М , ,В Ы П ' '  ( Ж - 1 * 0 ;  
Р О  =  -  10 .< \ \  4 -  О  [ М  4 - 1  — 1|; Ю  =  Ж  X  W ) ;  ” В З Я ” (ИГ)Х 
Х П Э  +  Ю Х Ю ) :  ” 11 А З В ” С; ” В З Я ” (КС! X Ш )  4  1П X  Ю );  ” Н А  
З B ” R W : ” B З Я '’( Ю  \  К1) НС) X I ! ) ) ;  ” 11АЗ В” 1\\Г; 8 №  =  ̂ М А Х '  
'И'МИМ) ?  (1 (К —  1)); W  =  WMI.N1; ” Д Л ’М =  Г ’И Г , Г ,Д О ” К ” 
’В Ы П ” ( ” В Ы Ч ' ’С.  R W ,  1 \ \ ' ; ' ’1-:” С =  0 " Т О г , (Ь =  Н Е О -  ” Н А ” 1) 

” И Н А ”  (1ПУ =  1 ^ 7 С ;  I =  1№/С);  К - V  ( 1 ^ г |  2 4 -  ^  |  2)- 
’1£” Р  — О’Т О ’* ( Ь  =  Н1-Х); ’Т 1А” 1) ’’И П А ’Х  20  X  Ш  (!<)•



R\V =  <ГТО!’Ф  =  SKjN (1W ) >. 90*‘I I I I A "  ( Ф  =  !\V R\V; ' ’E ” A B S  
(Ф) 1И13 * Т О ^ ’Ф SIGN (Ф) X  9 0 ”  И Н А ”  (Ф • ARCTCj  ( Ф )  X  
X  57 .29578 ;  ’’I ' / ’R W  ( ) ' "ГО' ’ (Ф ” I?, ” IW  0 ^ ТС)" I 80 +  Ф ” И И А ” 
(— 180 +  Ф ) ) ) ) ;  I .” P A 3 ”3; ” B b I B ” ’’T A B " ! ,  W,  R\V, IW ,  L ,  Ф ;  
’’P A 3 ”6; \V =  W X S W ) ’ T  Д  E  ” N =  5; M = l ;  K =  5; \V .UIN =  . ! ;  
W M A X  =  10; A [6]  =  21, 118.9, 57.95 ,  14.527, 1.242, 035;  G [ 2 ]  =  
200,  10” K O I I ” ,>

О п и с а т е л ь н а я  час т ь  при этом та ж е ,  что и д л я  п р е д ы д у щ е й  п р о -  
гра м м 1>1.

В з а к л ю ч е н и е  за ме ти м,  что з н а ч е н и я  ф а з о в о й  х а р а к т е р и с т и 
ки п о л у ч а ю т с я  на  ин те рв ал е  ( 180, + 1 8 0 и),  по э то м у  в с л у ч а е  
систем в ы с о к о г о  п о р я д к а  д л я  о п р е д е л е н и я  ист и н н ых  з н а ч е н и и  
ф а з о в ы х  сд в и г о в  при н и ма ет ся  п р е д п о л о ж е н и е  об о т н о с и т е л ь н о й  
гл а д к о с ти  х а р а к т е р и с т и к .  Д о п у с к а ю т ,  что  в п р е д е л а х  в ы б р а н н о 
го ш а г а  ч а ст о т  ф а з о н а я  х а р а к т е р и с т и к а  не м о ж е т  и з м е н и т ь с я  
на ±  180°, т. е. корни поли но мов  D ( s )  и G ( s )  р а с п о л а г а ю т с я  д о 
ст ат оч н о  д а л е к о  от  мнимой осп.

» т п  п р о г р а м м ы  можн о п р и м е н я т ь  д л я  систем,  и м е ю щ и х  з а 
ра не е  из в е с т н ы е  корни на м н и мо й  осп .  В м асс ив  з н а ч е н и й  ч а 
стот при этом не вк л ю ч а ю т  н е к о т о р у ю  ок р ес тн о ст ь  к о р н е й ,  н а -  
пример  при построении  ЧХ систем с п о л ю со м  в н а ч а л е  к о о р д и 
нат  ( и н т е г р а т о р )  в массив ч а с т о т  н е л ь з я  в к л ю ч а т ь  ч а с т о т ы ,  
б л и зк и е  к нулю.

2.2.6.  П е р е х о д  о г р аз но стн ог о  у р а в н е н и я  »-го п о р я д к а  и л и  
д и с к р ет н ой  пер ед ат оч ной  ф у н к ц и и  к ч а с т о т н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  
(п ере хо д  I*, 2*-*Г>:-).

Б у д е м  пр е д п о л а г а т ь ,  что все к о р н и  п о л и н о м а  lV*(z)  п р и н а д 
л е ж а т  к р уг у  единичного  р а д и у с а  с ц е н т р о м  в н а ч а л е  к о о р д и н а т  
(е д и н и ч н о м у  к р уг у ) .

Ф о р м а л ь н о  ЧХ дискретной  с и с т е м ы  по л у ча ет ся  п о д с т а н о в 
кой г  =  ехр{/(о}, 0 с Г ( | ) < л  в в ы р а ж е н и е  ди с к рет но й  п е р е д а т о ч 
ной ф у н к ц и и .  Д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  л и н е й н о г о  к л а с с а  м о д е л е й  
п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  W * ( z )  п р е д с т а в л я е т с я  о т н о ш е н и е м  п о л и 
номов,  п о э т о м у  основой а л г о р и т м а  в ы ч и сл е н и я  з н а ч е н и й  Ч Х  
я в л я е т с я  п р о ц е д у р а  вычисле ни я  з н а ч е н и й  по ли н о мо в  при к о м 
п лексном  а р г ум ен те ;  z — c +  j s  =  co$u)T +  j  s in  u>7\ З а  ос н ов у  а л г о 
ритма  в ы ч и сл е н и я  ! )*( z )  н G * ( z )  ес те с т в е н н о  п о л о ж и т ь  р е к у р 
рент ные  с о о т н ош ен и я  (2.16) п р п  R c s  =  c, 1 ni

П р о г р а м м а  вычи слени я  R D  - R e D * ( z )  и I D ^  \ m D * ( z )  д л я
2 =  e x p {/о)7'}, 0 ^ ( i ) 7 ' < ^  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  с л е д у ю щ и м  о б р а 
зом:

" P A 3 " 7 . 2 . \ V T  — W x T ;  С =  C O S ( W T ) ;  S =  S I N ( W T ) ;  3 . R D  —  
A [ N +  I J ; 1D =  0 ;  ’T U T  I =  Г П П ” Д О " М ' ’В Ы 1 Г ( Ж  =  НО; R D  =  
Ж Х С -  - I D X S  +  A [ N  +  1 — I] ;  1D =  > K X S  +  I D X C )

О п и с а т е л ь н а я  част!,  п р о г р а м м ы  с о д е р ж и т  и н ф о р м а ц и ю  о п о р я д 
ке п о л и н о м а  п,  значении  ч а ст от ы  о>, ш а г е  к в а н т о в а н и я  в р е м е н и



Т  и к о э ф ф и ц и е н т а х  п о л и н о м а  в ипде м а с с и в а  Л, . заполняемого,  
н а ч и н а я  со св о б о д н о г о  ч л е н а :  ” I7J,E” N =  . . . ;  \V =  . . . ;  Т = . . . ;
Л [ л + 1 ]  = .............. " К О П " .

П р о г р а м м а  и м ее т  с а м о с т о я т е л ь н о е  з н а че н ие ,  н а п р и м е р  д л я  
п о ст ро ен и я  г о д о г р а ф а  М и х а й л о в а  ди с к рет ной  си ст ем ы.

П р о г р а м м а  в ы ч и с л е н и я  зн а че н ии  W * ( z )  м о ж е т  бы ть  о р г а 
н и з о в а н а  а н а л о г и ч н о  ( 2 .1 8 ) ;  о п е р а т о р н а я  ча ст ь  имеет  вид:

” P A 3 ,7 . 2 . W T  =  \ V X T :  C =  C O S ( W T ) ;  S =  S I \ ( W T ) :  3 .RD =
Л  | N +  1 ] ; ID = ( ) ;  ” Д Л ” 1 =  Г П Г  Г Д О ' ’М” В Ы П ” ( Ж  =  RD;
1<0 =  Ж Х С — Í D x S  +  A [ N  +  1 IJ;  1D =  Ж  X S  +  ID X C ) :
4 . R G  =  G [M  +  I ] : IG  =  О;  ” Д Л ’Ч =  Г И Г Г Д О ,,М ” В Ы П ” 
( Ж = № ;  R G = > K X C — I G X S  +  G [ M + 1  I ] ,  1 0  =  Ж Х 8  +  
I G X C )  ; D W  =  RD X R D  +  ID  X ID; R W = ( R G  X RD +  ID X (2 . 2 0 )  
X  I G ) / D W ;  I W =  ( I G X R D  - -  RCi X  I D ) / D W ;  5 . 1 . =  10X 
X  L G ( R W X  R W  +  I W X I W )  ; Ф -  A R C T G  ( I W / R W )  ; ” E ” R W <
<  0 ” T 0 ” ( ” E ” lW  >  0 ” Т 0 ” (Ф -  3-14159 +  Ф ) ” П Н А ” (Ф -
-  3 .14159 Н - Ф ) ) ;  Ф  =  Ф X 57.29578; ” В Ы В " ” С Т Р ” . W, 
•’П Р О Б ” . \VT, ’Ч ; Т Р ' \  RW ,  " П Р О Б " ,  IW,  " С Т Р ” , !.. 
" П Р О Б ” . Ф

О п и с а т е л ь н а я  ч а с т ь  п р о г р а м м ы  (2.20) с о д е р ж и т  и н ф о р м а 
ц и ю  о зн а че н ии  ч а с т о т ы  <о (и д е н ти ф и к ат о р  W ) ,  ш а г е  к в а н т о в а 
ния вр ем ен и  Т , п о р я д к а х  по ли н ом о в  а и ш,  а т а к ж е  массив ы 
к о э ф ф и ц и е н т о в  з н а м е н а т е л я  D* и чис лителя  (7*.

Н а п р и м е р ,  . v i я с л у ч а я  пер еда точ но й  ф у н к ц и и

,  ч 0 .0 7 9 8 s  +  0.0(5*29 -г  ¡ . .
И " ( - )  =  , ,.,г„ — , /  - -  0,1 с, v '  г -  — 1,4252г 0,49«>;j

мри н ео б хо дим ост и  в ы ч и с л и т ь  зн ач ен ие  ЧХ при < о = 1  с 1 з а п и 
с ы в а е т с я  с л е д у ю щ а я  о п и с а т е л ь н а я  часть:
” Г Д Е ” W =  1 ; T = . l ;  N =  2; М -  1; А [3] = . 4 9 6 5 .  — 1.4252, I; 
G [ 2 ]  = .0 6 2 9 .  .0798 ” К О Н ” .

Д а н н ы й  п ри м ер  п о л у ч е н  и ре з ул ь та те  д и с к р е т и з а ц и и  времени 
(7' =  0,1 с) из н е п р е р ы в н о й  пер едаточной  ф у н к ц и и

IV(s)  2
( 0 , . Г1 \  +  1 )  ( 0 ; 2 а- +  1 )  •

Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  по п р о г р а м м е  д л я  д в у х  зн а че ни й  ч а 
с т о т ы  п р и ве д е н ы  н и ж е :

\  V =  1.0 и т  =  .1 \У =  10 \ У Т =  1.0
1.329 1 и  =  — 1.145 к \1  =  - - . н > 5  1\\  = -  .0278 

1 . - - 4 . 8 8 2  ф  = — 40. 748  1. =  — 15.508 Ф =  — 170.45
М о ж н о  уб ед ит ься ,  что  д л я  этих  частот з н а ч е н и я  с о о т ве т ст 

в у ю щ и х  ЧХ н е п р е р ы в н ы х  н ди ск рет ны х зв е н ь е в  р а з л и ч а ю т с я  
ма л о .

2.2.7. П е р е х о д  о г  с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в 
н о р м а л ь н о й  ф о р м е  к  ч а с т о т н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  (переход  
5 4



• ’»-►5) д л я  о бщ н о с ти  р а с с м о т р и м  в с л у ч а е  снстем:,г с в е к т о р н ы 
ми вход ом  f П 1Н>! ходом у.

О че в и д н о ,  во зм оже н  о п о с р е д о в а н н ы й  переход  (3—*-1,2—►S), 
I. с. с п р е д в а р и т е л ь н ы м  о п р е д е л е н и е м  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й ,  
о д н а к о  п р с д с т а н л и е т  интерес с п о с о б  п о ст рое ни я  ЧХ н е п о с р е д с т 
венно но м а т р и ц а м  А, В, С и D пр и  у к а з а н и и  н о м е р о в  г н у  
¡¡хода / г н в ы х о д а  tyv, в ы д е л я ю щ и х  с т р о к у  Cv, с т о л б е ц  В г и с к а 
л я р

К а к  известно ,  ЧХ л и не йн ой  с и с т е м ы  — это а м п л и т у д а  и 
ф а з а  ч а ст н о го  ре ш ен ия  н е о д н о р о д н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в 
нения (уст а н ов ив ш е го с я  д в и ж е н и и  с и с т е м ы ) ,  есл и  в п р а в о й  ч а 
сти имеет место  г ар м он иче ско е  во зд ей с тв и и  е д и н и чн о й  а м п л и -  
I уды.

Г а р м о н и ч е с к о е  входное в о з д е й с т в и е  и частное  р е ш е н и е  у д о б 
но и р е л с т а в и т ь  в комплексной  ф о р м е :

f г е х р  ! > / . .  
v , ( t )  V, ( /«■>) ex p  {/ W  —-  ( KV,  — j  I V . i e \ p  /o,t , 

d v f d t  — j\o ( R V r j  I V , ) e x p  : J»<t .

И с к о м ы е  в е кт ор ы :  RV, - в е к т о р  в е щ е с т в е н н ы х  и IV, в е к т о р  
мн и мы х Ч Х  —  о п р ед ел яю т ся  из у с л о в и я  т о ж д е с т в а  о т н о с и т е л ь 
но t после  пх подстановки в ис х о д н о е  у р а в ч е н г е :

/<» (K V r -J-y‘IV r) e x p  ' j w t ' = A  ( R V r - J - y I V , ) e x p  !yW; B ,  e x p  ¡ y W | .

И. ; п о сл е д н е го  соотн ош ения  п о л у ч а е м  сис тему  у р а в н е н и й ,  м а т 
рица  к о э ф ф и ц и е н т о в  которой и м е е т  к о м п л е к с н ы е  э л е м е н т ы  на
г.ишпон д и а г о н а л и :

(У^Е —  А)  V,  - В г. (2 .21)

Р е ш е н и е  этой  системы V,-= RV,- +  / I  V,. после  п о д с т а н о в к и  во в т о 
рую с т р о к у  исходного  у р а в н е н и я  д а е т  ис к о м ые  ЧХ:

Y v  - -  R У.,  +  J  1У~,г =  С ,  ( R V r +  j  !V,) J -  d . r

пли (ш) —  R  Y-tr ™  C v KV,  4-  d  j ,

Qy  (<■'>) =  № \ r —■C ,  IV .

()cno.i ; : ;ui  в ы ч ис л и т ел ьн а я  т р у д н о с т ь  с в я з а н а  с р е ш е н и е м  к о м 
плексно »  систем ел уравн ени й  ( 2 .2 1 ) ,  н а п р и м е р  с п о м о щ ь ю  а л г о 
р итм а  Г а у с с а  д л я  к ом п л ек сн ы х д а н н ы х .  П о сл е  этог о  л е г к о  е ш - 

ч н с л яю тс я  Ч Х  1ео к а н а л у  / г— \h-
Гслн  в и сп ол ьз уем ом  а л г о р и т м и ч е с к о м  я з ы к е  нет к о м п л е к с  - 

и ел х чисел и н е ж е л а т е л ь н о  п л и  н е в о з м о ж н о  вв еде н ие  с о о т в е т с т 
в у ю щ и х  п р оц ед у р ,  п р е д л а г а е м а я  с х е м а  м о ж е т  б ы т ь  н е с к о л ь к о  
'•.плои ж е н е н а .  Из  в ы р а ж е н и я  (2 .21)  име ем / о>R V,— соIV, -



- A R V r ~ / A IV, =  B,. что,  в св ою  очередь,  м о ж н о  п ре д ст ави ть  
в в и д е  дв ух  систем

R V , -  A IV,  — О,
('2 :22)

A i i V r —  ч) IV,  — — В г. У !

И з  п ер в о й  системы п ри  \ и ф О  следует м а т р и ч н о е  соот ношение  
м е ж д у  в е кт о р н ы м и  в е щ е с т в е н н ы м и  и м н и м ы м и  ЧХ:

AlV/o>.  (2.23)

П о д с т а в л я я  (2.23) во в т о р у ю  из систем (2.22) .  п о л у ч и м  си ст е 
м у  у р а в н е н и й  с д е й с т в и т е л ь н ы м и  к о э ф ф и ци ен т ам и:

(А- +  IVr —  — си В г, (2.24)

р е ш е н и е  к о т о р о й  м о ж н о  о су щ ес тв ить ,  и с п о л ь з у я  в а р и а н т  а л г о 
р и т м а  Га усс а  дл я  д е й с т в и т е л ь н ы х  данных.

П р о г р а м м а  для  в ы ч и с л е н и я  та б л и ц ы  зн а ч е н ий  ЧХ по м а т р и 
ц а м  н о р м а л ь н о й  ф о р м ы  .»анисн н WV то ч ка х  и н т е р в а л а  j W l l ,  
W K j  м о ж е т  иметь  с л е д у ю щ и й  вид:

" P A 3 P ” OG.L\Y -  ( \ V K / W H ) i ( l / ( N \ V -  1 ) ) ;  N T = 1 ;  W  =
-  W I I ;  ”Д Л Л -  Г Ш П ,’Д б ,\ \ ’,В Ы П ,,мД Л ’\1 =  Г И Г Г Д С Г  
N ’В Ы П ’ ВВ 11, j |  =  v { K = ], Ni AI [I,  К ]  X A I  [К ,  J l ) :
1 .W 2  =  \V X W; - Д Л Л  =  Г Ч 1 Г Г Д С Г К ” В Ы 1 Г ” Д Л ,\1 =  I 
"11Г*1”Д О ” . \ " В Ы П " Л  [ I ,  J ]  — B B [ I ,  J ] ;  " X ' V ' l  =  \ " Ш " Г  
Д С Г \ ” В Ы Г Г ( Л [ 1 .  I] =  A l l ,  i j  +  \V2: Л [ I , N  +  1 N .

- — В R [ I ] X W ): " Д Л Л  -  1 ” 1И” Г ’Д О ” Х ’' В Ы П ” Р [ 1 ]  =  I; 
" Д Л Я ” К -  Г П Г Г Д С Г Х -  ! " В Ы П ” (Е =  0 ;  ” Д Л Я " 1  =  К ” Ш "  
Г Д О ” Х ” В Ы Г Г ” Д Л Я ,\1 =  К ” 11Г, Г ’Д О ” \ ' ” В Ы П ” ” E ” A B S  
( П ) — A B S ( A [ I ,  .1 ]) < 0 , ' Т ( ) ’' ( I :  А [ I , J ] ;  В I : C = J ) ;
Л Г К  =  В ” Т О ' ’( Л 1 А ” Л ):  ” Д Л  Я ”Л -  К Л 1 Г 1  ” Д О ’’Ы +  1 
" В Ы П ” (S — Д |  К. J{ :  Д [ К ,  . ) | - А [ В .  Л]; А [В,  J ] = S ) ;
Л  .” Е ” К  =  С ’Т О "  ( Л 1А " L ); " Л Л Я ” 1 =  Г ' Ш  ”1’' Д С Г  \ ' ” В Ы П ”
( S =  A { I , К I ; A 1 1. К ] = А [ 1 .  С ] ;  A [ I ,  C ] = S ) ;  D =  P [ K ] ; ( 2 . 2 o )  
P [ K J = P ( C | :  P f C J = D ;  ! . . " Д Л Я ” 1 =  К 4  I Л 1 Г  Г Д О ” Х ” 
В Ы П ” (М - А11, К j /А [ К ,  К ] :  ”Д Л Я ,М = К ” П Г ’ 1”Д 0 ” К 4  I 
” В Ы П ” А [  I, J  ] — A j I , Л ] - - М х А [ К ,  J ] ) ) ;  A [N,  N +  1 ] = -  
A f N ,  N  4  11 / А [N.  \ ] :  Л  [ N .  N |  =  1; !,Д Л Я М1 — N ” IIi ” —•
- -1 ” Д О ” 1 ” ВЫ1 ]” (S =  О :  ” Д Л Я ” К  =  0 ” Ш , ,Г ’Д 0 ” Ы— I -  I 
" B b i n ” S -  S +  A [ X  К.  \ 4  1] X A f I ,  N — К ] ;  А [ I . N 4 1 ]  =
=  ( — S +  A [ I .  \  4  1 ] )  / А [ I , I ] ) ;  ”Д Л Я Л  =  Г П Г Г Д С Г Х — ! 
- В Ы П ” С Д Л Я ” К =  Г Ш ” 1 ” Д О ' ,Х ” В Ы П ” ” Е ” Р I К ]  -  Г Т О ” 
(” Е ” К =  Г Т О ” ( Л  1 A " G ) " I I I I A ” (S =  A[ I ,  N 4 1 ] :  A [ I ,  N 4  
4 l ] = A [ K ,  N 4  1]; А [ К ,  N 4  1] = S ;  D =  P f I ] ;  P [ I ] = P [ K ] ;  
P f K ] = D ;  ” 1 IA” G ) ) ;  G . ) ;  ” Д Л ” 1 =  Г и Г Г Д С Г ^ ’В Ы П ”
P | I J  =  A [ I, N 4 1 ] :  ”Д Л ” 1 =  r ’m ” l MA O ” N ” B b l H ” R X [ I ]  =  

v; ( K =  I. N,  AI [I,  K ]  X P [ K ] ) / W ;  1У =  0 ;  Ry=DTR; 
Л Л ” К = Г ’11Г’ Г ' Д О ” Х ,' В Ы П ” ( К У = Н У  4  С Г [ К ]  X R X [ K ] ; 

1 У = 1 У + С Г [ К ] Х Р [ К ] ) ;



П р и  н ео б хо дим ост и  п о л у ч е н и я  а м п л и т у д н ы х  и ф а з о в ы х  Ч Х  
п р о г р а м м у  (2.25) следует п р о д о л ж и т ь :  И =  У ( 1 } У х ^ ' - И У Х  1У);  
Ф =  А1*СТО(1У/1*У) ;  ’’Е ’^ У  <  О ’ Т О ” (” Е ” 1У >  ( Г Т ( Г ( Ф = -  
=  3 14159265 +  Ф ) " И } 1 А ' , (Ф =  - 3 .14159265-Ь  Ф ) ) ;  Ь С Ж  =  2 0  X 
Х Ш ( И ) :  Ф =  Ф Х 57.29578;

О п е р а т о р н а я  часть  п р о г р а м м ы  (2.25) з а в е р ш а е т с я  с л е д у ю 
щ и м  о б р а з о м :  ” В Ы В ”” Т А Б Л ” I , \ Т .  XV, Ф;  Х Т = Ы Т + 1 ;  
\ \ ’ =  \ У х 1 - \ \ г; ’7£' ’ХтТ < С \ \ У ’’Т О ’Т ' П Л ’’1) >

П р и в е д е м  п ри мер  о п и с а т е л ь н о й  части .  С и с т е м а  с о д н и м  в х о 
дом и в ы х о д о м  оп и сы вае тс я  м а т р и ц а м и :

А = Л ~ “  ° Ь  С —  (0, 1 ); ¡/ —  0.
I 10 ■ -5 | I о !

Т р еб у ет ся  вы ч и сл и т ь  л о г а р и ф м и ч е с к и е  Ч Х  в пят и  т о ч к а х  
(Ы\У =  5)  в д и а п а з о н е  \ У Н =  1, \ У К — Н).

О п и с а т е л ь н а я  часть  з а п и ш е т с я  т а к :
" Г Д Е ” \УП  =  1; \ \ ’К =  10; Х\У  =  5; X =  2; О Г И  =  0; А Ц 2 . 2 ]
=  - 2 , 0 .  10. 5; В К [2 ]  =  2, 0; С Г [ 2 ] = 0 ,  1; Р  [ 2 ] ;  Н Х [ 2 ] ,  
Л [2, 31;  В В  [2, 2 ] ” К О ! Г  V

В о п и с а т е л ь н о й  части у к а з а н ы  р а б о ч и е  м а с с и в ы  Р [ я ] ,  что 
ссютветствует  векто ру  IV, А [ л ,  / Н - 1 ] — р а с ш и р е н н а я  м а т р и ц а  и 
В В [ я ,  п \ — массив,  где з а п и с а н ы  э л е м е н т ы  А2; м а т р и ц а  к о э ф 
ф и ц и е н то в  А за п о л н я е т  п о с т р о ч н о  м а с с и в  А1.

Р е з у л ь т а т  дл я  при ве де нн ог о  п р и м е р а  имеет  вид:
" Т А Б Л И Ц А "  1

\ Т  \ \  ЬОРч Ф
] 1 .488122,о 1 3 7 8 7 4 8 , 02
2 .*77827,,*! , 297352101 .(>12194,02
3 316224 ю 1 .881200,„0 . 8 9 9 9 9 7 щ2
4 .562331,01 -702640ю 1 . ! 1 8 7 8 0 103
5 .999976,01 .151 186И)2 .1 42 125 ,03

2.2.8.  П е р е х о д  от си ст ем ы р а з н о с т н ы х  у р а в н е н и и  в н о р м а л ь 
ной ф о р м е  к частотным х а р а к т е р и с т и к а м  (п е р е х о д  3 ‘—*-0 ‘ ) .  Д л я  
о б щ н о с т и  п р ед по л о ж и м ,  что  в х о д  и в ы х о д  у ( к )  в е к т о р н ы е .
П у с т ь  все со б ст вен ны е  з н а ч е н и я  м а т р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  А п р и 
н а д л е ж а т  ед ин ичн ом у кругу ,  т. о. с и с т е м а  у с т ой чи ва .

А н а л о г и ч н о  сл уч аю  н е п р е р ы в н ы х  о п е р а т о р о в  м о ж н о  п о л у 
чить  в ы р а ж е н и е  дл я  д и с к р е т н о й  п е р е да то ч но й  ф у н к ц и и  по в ы 
б р а н н о м у  к а н а л у  /, — //•,••

ф ;  ( г )  -  С ’ (гЕ -  А * )  1 в ;  +  й \ т =  а ' г  ( 4  о 16 (г)

и, з н а я  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о л и н о м о в  С |Г и О*,  в ы ч и с л я т ь  з н а ч е 
ния Ч Х  по  п р о г р а м м е  ( 2 .2 0 ) .  О д н а к о  п о л у ч е н и е ^  к о э ф ф и ц и е н т о в  
д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о й  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  0>,л ( г )  в о б щ е м



с л у ч а е ,  к d к оы . ю  п о к а з а н о  15 п.п. 2 .2 . 1, 2 .2 .2 , п р с д с т а в л я б т  с о 
б о й  с а м о с т о я т е л ь н у ю  в ы ч и с л и т е л ь н у ю  пробле му .

З н а ч е н и я  Ч . \  могут  б ы т ь  выч ислены н е п о с ре д ст ве н н о  по 
м а т р и ц а м  А \  В С* и D* п ри  фи к си р о в а н н ы х  н о м е р а х  входа
! , ( k )  и в ы х о д а  th-(k).

О б о з н а ч и м  через  RV r и IV,- векторы ве щ е с т в е н н ы х  и м н и 
м ы х  Ч Х  при ф и к с и р о в а н н о м  н о м е р е  входа г:

У д / ш )  - IIV, 4“ ./ IVr.

С и с т е м а  \ р ав нен ий  о т н о с и т е л ь н о  искомого  к о м п л е к с н о г о  в е к 
тора V r(ju>) имеет вид

( е х р [ у ш Г |  Е — A':i)

И з  эт о й  ен с г ем ы  п -го п о р я д к а  с к о м п л ек сн ы м и  э л е м е н т а м и  
м о ж н о  по л у чи т ь  с и с те м у  п о р я д к а  2п с д е й с т в и т е л ь н ы м и  э л е 
м е н т а м и

(сЕ —  А :':') l iV,  - л IV, В

s \ X V r +  ( c E-  A ) IV. 0. ( 2 *2Ь)

где  с =  cos  uiT. s =  si 11 соT.
У в е л и ч е н и е  п о р я д к а  с и с т е м ы  н е ж е л а т е л ь н о ,  п о э т о м у , восполь-  

:; ~ и с ь  о с об ен н о с ть ю  с т р у к т у р ы  м а т р и ц ы  к оэ ф ф и ц и ен т ов  
(2 .2Ь) ,  з а п и ш е м  с в я з ь  м е ж д у  в е кт ор ам и  в е щ е с т в е н н ы х  и м н и 
м ы х  ЧХ:

R V r — ( c B - A * ) l \ f s.  (2.27)

П о д с т а в и в  в ы р а ж е н и е  (2 .27)  в первое у р а в н е н и е  (2 .26) ,  п о л у 
чим с и с те м у

| i < [ £ - A - :T - i - . v ' F J  I V , =  - s B , ,
Д л я  з а д а н н ы х  но м ер о в  в х о д а  г и выхода у  по в е к т о р а м  RV r и
IV,. з н а ч е н и я  в е щ ес тв е н н о й  н мнимой ЧХ д и с к р е т н о й  системы  
в ы ч и с л я ю т с я  просто:

R \ V = C ;  К V,

i v v - c ; i v r .

П р о г р а м м а  д л я  в ы ч и с л е н и я  зн а че н ии  ЧХ по м а т р и ц а м  н о р 
м а л ь н о й  ф о р м ы  за п и си  п р и в е д е н а  ниже:
” Р А З ” 7 . 1 Л \ Т - -  VVxT;  C =  C O S ( W T ) ;  S - S I X ( W T ) ;  ”Д Л ”
I -  Г И Г Г Д О " \ ” В Ы П м” Д Л ’\1 =  Г Ш ,Т ’Д О ,,Х'” В Ы П ” АС 
( [ :  _*?] =  , , E , ' I  — J ’T O ” ( С  —  A I [ I , Л ] ) ” И Н А ” ( — A l f l ,  J ] ) ;



Г 1 1 Г Г Д О ” \ ' , ,В Ы 1 Г ( А 1 1 .  N г  1 1 = - 5 х В К [ 1 ] ) ;  ” Д Л ”
[ — Г ’Л Г Т ’Д 0 ” \ ” В Ы П ” Р [ 1 ]  =  I; ”Д Л Я ” К =  Г П Г Г Д О ” 
N Г ’В Ы П " ( Е  —О; ”Д Л Я ” 1 =  К ” Ш' ,Т ,Д О ,,К ” В Ы Г Г ”Д Л Я ” 
Л =  К ” И Г  Г  Д 0 ” \ :” ВЫ1 Г ’’Е ^ А В Б ( Е )  - -  А В Б ( А [ 1 ,  Л] )  < 0  

Т О ” ( Е  =  А [ I , Л]: В =  I; С  =  Л);  " Е ” К  =  В ” Т О ” ( ” Н А ” Л ) ; 
” Ч Л Я ’,Л =  К " Ш " 1 ,‘Д 0 ,, \  +  Г В Ы П ” ( 8  =  А [ К ,  Л]; А [ К ,  Л] =
— А ГБ, Л ] ; ЛГВ,  Л] = Я ) ; Л . ’,Е ’, К - ( Г Т О ” (” Н А ” Ь ) ; ’’Д Л Я ” 
I - Г Ш ” 1”Д 0 ” Х’” В Ы П ” ( 8 = А [ 1 ,  К ] ; А[1 ,  К]  = А [ 1 ,  С ] ;  
А 1 1 , С 1 = 8 ) ;  0 - Р [ К ] ; Р [ К ] = Р [ С [ ;  Р [ С ]  = 0 ;  Ь ” Д Л Я ” 1 =  
К +  Г И Г Г Д 0 ” Х' ’В Ы П П( М  =  А [1 ,  К ] / А [ К ,  К ] ;  ” Д Л Я ” Л -  

К ' ' И Г Г Д О ” Х +  Г В Ы 1 Г А [ 1 ,  Л] -= А[1,  Л] М Х А [ К ,  Л ] ) ) ;  
\  [ Ы, N Ч- 1 ] = А [ Ы ,  N +  11 / А |  V. X ] ;  А [ N.  N1 =  1:
• Д Л Я ” 1 =  Х"ЛП” 1”Д 0 ” Г ’В Ы  
Г Ч 0 ” \  I Г ’В Ы  [ Т ' Я ^ Ь  +  А 
А[1, Ы+1] =  ( - 5  + А[1, N +  1

I ” ( 8  =  0 ;  ”Д Л Я ” К  =  0 ” Ш ”
N К, X-г  I ] X А [ 1 ,  N  К ] ;
) / А [ 1 ,  I ] ) ;  ”Д Л Я ” 1 =  Г ’И Г ’(2.28)  

1 ' , ' { С Г Х - -  1 ’’В Ы П ” ( ”Д Л Я ” К  =  Г Т 1 Г Г Д 0 ” Ы ” В Ы Г Г ” Е ” 
р I  к ]  =  Г Т О ” ( " Е ” К =  1”Т 0 ” ( ” Н А ” 0 )  ” И Н А ” ( 5  =  А [1 ,  N Ч - 1 ] ;
А I I .  N +  I ] —  А [ К, N +  П ;  А [ К .  N +- 1] = Э ;  и  =  Р [ 1 ] ;  
1 > | 1 | = Р [ К | :  Р [ К ] = Ю ;  ” П А ” а ) ) ;  в . ) ;  ”Д Л Я ” 1 =  Г И Г  
Г ’Д 0 ” \ Т” В Ы П ” Р [1 ]  — Л [ I , N +  1]; " Д Л - 1  =  Г И Г Г Д О ”
Х ’В Ы П  ’К Х [[]  =  ( 2 ( К  =  1, N.  АС[ 1 .  К ]  X  Р [ К ]  ) / Э Ш  
<\ \Г П) ;  1?У =  0 Г К ;  1У =  0; ” Д Л ” К =  Г Ш ” Г Д О ” Г > Г В Ы П ” 
( [ } У = К У  +  С Г | К ]  X 1 Щ К ] ;  1 У = 1 У  +  С Г [ К ]  X Р [ К 1 ) ;  
, ,В Ы В ” ” С Т Р ’\  \УТ. ’’П Р О Б ” , ИУ,  ’’П Р О Б ” , 1У; Ь С Р  =  
- = 1 0 Х Ю ( Р У Х Р У + 1 У Х 1 У ) ;  Ф =  А И С Т О ( 1 У / К У ) ; ’Т , "  
К У < 0 " Т 0 ’ ( ” Е М1 У >  0 ”Т 0 ” ( Ф  -  ЗЛ 4 1 59 26 5  +  Ф )  ” И Н А ”
(ф  =  —ЗЛ 41 592 65  +  Ф ) ) ;  Ф =  Ф х 5 7 . 2 9 5 7 8 ;  ’’В Ы В ” ” С Т Р ” ,
\ \ ’Т, " П Р О Б ” , 1ХШ, ’’П Р О Б ” , Ф

О п и с а т е л ь н а я  часть  п р о г р а м м ы  (2.28) с о д е р ж и т  и н ф о р м а 
цию о зн а че н ии  частоты 0 ^ с о 7 ’< л ,  п о р я д к е  с и с т е м ы  п,  к о э ф ф и 
циенте  о б х о д а  м ас с ив а х  м а т р и ц  С т , В , , а  т а к ж е  д в у м е р н ы й  
м асс и в  к о э ф ф и ц и ен т о в  с и с т е м ы  А1. Н а п р и м е р ,  с и с т е м а  вт ор ого  
п о р я д к а

д , _  Г0,81Н7 0 ]  В ; =  ГП’ 181“ 1 ,  с ;  =  (01),  (1*г =  00,8187 0 , в  ; =
0 , 1812'

0 ,7073 0,6065 0 ,0798

о у :ц'т и м е т ь  с л е д у ю щ у ю  о п и с а т е л ь н у ю  часть :  ” Г Д Е ” \ У — I; 
г-_. ]. N ^ 2 ;  О Г К  =  0; С Г [ 2 ] = 0 ,  1; В К [ 2 ]  =  .1812,  .0798; 
А112, 2] = .8 1 8 7 ,  0, .7073, .6065;  Р [ 2 ] ; К Х [ 2 ] ; А С [2,  2 ] ;
\ [2,  3 ] ;  В В [ 2 .  2] "К О Н ” Р е з у л ь т а т  счет а  и м е е т  вид :

а )  п ри  о> — I с
\ \ • Т = .  10000000,оО ИУ =  . 13 28 35 30 ,01 1 У = - Л  1 43 6 3 34 101 
\УТ = .  10 0000001оО ЬСН^ —  .4 8 7 4 8 0 4 2 ^ 1  Ф = - - . 4 0 7 2 6 5 0 7 |02 ;

б)  при «о— 10 с 1
\ \ Т - =  .10000000 ,01 И У =  Л 6 5 3 3 5 4 5 |00 1У =  — .27851450, , ,  — 1 .•
\\  I ' = ЛОООООООю! Ь О К  — —  . 1 5 5 1 1 158!02 Ф =  - - Л 7 0 4 3 8 0 6 , 03 .

2,2.9.  П е р е х о д  от д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п -го иоряд-



ка  и л и  п ер е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  ( и з о б р а ж е н и я  по Л а п л а с у )  к  в р е 
м е н н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  ( п е р е х о д  1, 2 - ^ 4 ) .

П е р е х о д  о т  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  « -го  п о р я д к а  к 
в р е м е и н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  w ( t ) ,  h ( l )  или его  реш е н и е  н 
с л у ч а е  в о з д е й с т в и я  f ( t )  в в и д е  кв аз и э к сп о н е н ты  м о ж е т  о с у щ е 
с т в л я т ь с я  к л а с с и ч е с к и м и  м е т о д а м и ,  осно вн ыми  т р у д н о с т я м и  ко
т о р ы х  я в л я ю т с я  о п р е д е л е н и е  корн ей  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  п о л и 
н о м а  н в ы ч и с л е н и е  п о с т о я н н ы х  инте гри ро ва ни я .  Д о п о л н и т е л ь 
н а я  о с о б е н н о с т ь  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  «-го 
п о р я д к а  и с л у ч а е  о б о б щ е н н ы х  фун кций  f ( t )  (6 -или  единичном 
с т у п е н ч а т о й  ф у н к ци и)  с о с т о и т  в нео бходимости  о п р е д е л е н и я  
п о с л е н у л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  у (0 +) ,  в ы з в а н н ы х  э ти м и  в о з 
д е й с т в и я м и .

Т р у д н о с т ь  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п -го п о 
р я д к а  ч а с т и ч н о  с н и м а е т с я  п ри  ис пол ьз ова ни и  о п е р а ц и о н н о г о  
и с ч и с л е н и я  —  пе ре хо де  от  о р и г и н а л о в  к и з о б р а ж е н и я м .  В этом 
с л у ч а е  л е г к о  о п р е д е л я е т с я  и з о б р а ж е н и е  и ско мо го  р е ш е н и я  с 
у ч е т о м  п р е д н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  у (0 ) и и с к л ю ч а е т с я  э т а п  в ы 
ч и с л е н и я  п о с т о ян ны х и н т е г р и р о в а н и я .  Р а з у м е е т с я ,  д л я  н а х о ж 
д е н и я  а н а л и т и ч е с к о г о  в ы р а ж е н и я  ор и ги на л а  y ( i )  к а к  функции  
в р е м е н и  н е о б х о д и м о  н а й т и  к о р н и  х ар а к те р и с ти ч е ск о г о  п о л и н о 
ма  и к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  и зо б р а ж е н и я  на с у м м у  п р о 
с т е й ш и х  д р о б е й .  1

М о ж н о  на п и с а т ь  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  п р о г р а м м у  по лучения  
а н а л и т и ч е с к о г о  в ы р а ж е н и я  д л я  y ( t )  по д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о м у  
и з о б р а ж е н и ю  Y( s ) ,  к о т о р а я  б у д е т  с о д е р ж а т ь  п о д п р о г р а м м ы  в ы 
ч и с л е н и я  ко р н ей  (с уч ет ом  их  кр ат н ос ти )  и р а з л о ж е н и я  дроб но -  
р а ц и о н а л ь н о г о  в ы р а ж е н и я  Y ( s )  = Л ( s ) f B ( s )  на с у м м у  п р о с т е й 
ш и х  д р о б е й  [73,  98] .  '

И м е ю т с я  а л г о р и т м ы  н еп о с р е д с т в е н н о й  р е а л и з а ц и и  о б р а т н о г о  
п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а ,  к о т о р ы е  по и з о б р а ж е н и ю  Y ( s )  д л я  
л ю б о г о  ф и к с и р о в а н н о г о  г ^ О  п о з в о л я ю т  вы ч и сл ит ь  y( t ) '  [ 9 9 1. 
Д о с т о и н с т в о  этих а л г о р и т м о в  з а к л ю ч а е т с я  в в о з м о ж н о с т и  в ы 
ч и с л е н и я  y ( t )  =  2? д л я  л ю б о г о  и з о л и р о в а н н о г о  0, а 
н е д о с т а т о к -  - в з н а ч и т е л ь н о м  вр е м е н и  вычисл ен ий  одной  точки.

П р и  о т н о с и т е л ь н о  м а л ы х  t  '  ■ 0  д л я  в ы ч и с л е н и я  v ( t )  м о ж н о  
в о с п о л ь з о в а т ь с я  р я д о м  Т е й л о р а  [75. |: у  (t)  =  v  \>v) (0 * ) /  7  !.

З н а ч е н и я  v 10 (0+) л е г к о  в ы ч и с л я ю т с я  но д р о б н о - р а ц и о п а л ь н о м \  
и з о б р а ж е н и ю  К (s) ( см .  7 .5) ,  о д н а к о  д л я  с к о л ь к о - н и б у д ь  б о л ь 
ш и х  t п р и х о д и т с я  у д е р ж и в а т ь  зн а ч и т е л ь н о е  ч и с л о  членом 
р я д а ,  и в р е м я  в ы ч и с л е н и й  р е з к о  у в е л и ч и в а е т с я .

В о п р о с а м  вы ч и сл е н и я  в р е м е н н ы х  х а р а к т е р и с т и к  си ст ем  у п р а 
в л е н и я ^  в л и т е р а т у р е  у д е л я е т с я  много  вн и м а н и я  [2, 32,  36,  64. 
66,  73,  77,  9 0 ] .  Р я д  ч и с л е н н ы х  м ет од ов  р еш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
н ы х  у р а в н е н и й ,  а т а к ж е  р е а л и з у ю щ и е  их а л г о р и т м ы  п р и в е 'к ч к ;  
в р а б о т а х  [5,  9, 16, 33,  69,  75 ] .



2.2.10. П ер е хо д  от  р а з н о с т н о г о  у р а в н е н и я  п -го п о р я д к а  или 
ди с к ре тн о й  передаточной  ф у н к ц и и  ( г - и з о б р а ж е н н я )  к  по сл е д о 
ва те л ь н о с т я м  (пе рех од  1*, 2 * - * - 4 * )  м о ж е т  б ы т ь  о с у щ е с т в л е н  
н ес ко л ь ки м и  с т а н д а р т н ы м и  м ет о д ам и  п о л у ч е н и я  об р а т н о г о  
¿ - п р е о б р а з о в а н и я :  1) р а з л о ж е н и е  ¿’- и з о б р а ж е н и я  в в и д е  дро б н о -  
р а ц н о н а л ь н о н  ф ун кц ии  н а  с у м м у  п р ос т ей ш и х  д р о б е й  с и зв е ст 
ными (т а б л и ч н ы м и )  о р и г и н а л а м и ,  что т р е б у е т  в ы ч и с л е н и я  по
л ю со в ;  2) де лен ие  п о л и н о м о в  с цел ью  п о л у ч е н и я  р а з л о ж е н и я  
по ст еп е н ям  г  3) и с п о л ь з о в а н и е  р ек у р р е н т н о й  ф о р м у л ы  [14, 
28 ] .  В в и ду  доста точ но й  и з в е с т н о с т и  п ер в ых  д в у х  м е т о д о в  о с т а 
но ви м ся  только  на п о с л е д н е м ,  б о л е е  в ы г о д н о м  в в ы ч и с л и т е л ь 
ном отношении.  В отл ич ие  о т  а л г о р и т м а ,  п р и в е д е н н о г о  в р а б о - 
te [ 28 ] ,  н и ж е  привод итс я  а л г о р и т м ,  п о з в о л я ю щ и й  вы ч и сл и т ь  
ш ач еп и с  о р и г и н а л а  п о ве кт о рн о :

у„ ”  (у ( П ,  v ( 2 ) ............ у ( п ) ) \
У1 = ( У  (« +  !). .\'(// +  2) ,  у ( 2 « ) ) \

У, =  ( у  (¿ti -Ь  1). у  ( i n  -¡- 2 ) ,  у  ( / / /  +  / ; ) ) ' ,  /  —  О, 1, 2, 

iio ¿ - и з о б р а ж е н и ю  с л е д у ю щ е г о  вида:

у  ( - )  —  8 n - \ z ' ' ~ X [ ■ 4 - g i-  +  gil

zn +  ‘in- xzn " l . -t-a¡r-¡-tí0

О че в и д н о ,  что при этом г / ( 0 ) = 0 .  Есл и  ж е  # п ф 0 ,  то  y ( 0 ) —g n; 
в этом с л у ч а е  г - и з о б р а ж е н и е  с л е д у е т  п р е д с т а в и т ь  в в и д е  с у м м ы  

и п р а в и л ь н о й  др о б и  со с т е п е н ь ю  ч и с л и т е л я  н и ж е  степени  
знаме нат ел я .

М а т р и ч н о е  р ек у р р е нт н о е  с о о т н о ш е н и е  д л я  в ы ч и с л е н и я  к а ж 
дого по сл е ду ю щ е го  в е к т о р а  зн а че н ий  у, по п р е д ы д у щ е м у
V,- , имеет  вид

А у 0 =
Ау,  =  • АГ«(| —  (j ,.

Ау, —  А О ^ ,  =<1
г д е

0 0  . . . 0" а„ tí, а-  . • «„- i
a«-i 1 0  . . . 0 0 а , . - <hi-i
«л-2 ««-1 1 . . . 0 . А = 0 0 cía • »П Л

«л • ■ ■ 1- _0 0 0  . «0

В ы чи с ле н и е  у,, / =  0, 1 ,2 ,  . . по  с и с те м а м  у р а в н е н и й  с т р е у г о л ь 
ной м атр и ц ей  А о с у щ е с т в л я е т с я  очень  просто;  т а к  ж е  л ег к о

л
п ы ч п с л я ю т с я  п р ав ы е  ча сти  0,- =  -  А О . 1.



2 .2.11.  П е р е х о д  от с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в 
нормально! ' !  ф о р м е  к в р е м е н н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  (переход
3 —► 4 ) .

Р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о ! о  у р а в н е н и я  в ве кт ор и о -м ат р цч н ой  
ф о р м е  ( 1.3) и м е е т  вид

V (/)  Ф (О V «ч ; ( Ф {I — -.) В / ( ' )  и-
6

И Л ! )

V ( 0  “  С \  (1)^г и /  {() — С Ф ( / )  V (0) +
I

о т к у д а  с л е д у ю т  в ы р а ж е н и я  д л я  импульсном переходной  [ г / ш-  
аии

:с{{) — С ( г х р  А С В) +  ^ ( / )  

н п е р е х о д н о й  х а р а к т е р и с т и к и

к  ( /)  =  СА 1 ( е х р  ;А / |  ~ Е ) В - Ь < / 1  ( / ) .

И з  э ти х  в ы р а ж е н и й  видно ,  ччо ал го рит м  вы чи сле ни я  значений  
у (1)  д л я  л ю б о г о  I ^ 0 д о л ж е н  в к л ю ч а т ь  в себя в ы ч ис л е н и е  з н а 
чений  м а т р и ц ы  пе ре хо да  ф ( { ) =  е\р{А/}.

. М ат р и ц а  п ер е х о да  м о же т  б ы т ь  вычи сле на  но п р е д в а р и т е л ь н о  
н а й д е н н ы м  а н а л и т и ч е с к и м  в ы р а ж е н и я м  [90] .  А н ал и ти ч ес к о е  
в ы р а ж е н и е  д л я  Ф ( 0  м о ж е т  б ы т ь  т а к ж е  получено по ф о р м у л е  
Л а г р а н ж а - С и л ь в е с т р а  ( с л у ч а й  про ст ых  со бст вен ны х значений ):

ф (м  __  е м  ^  \ Ч  ьч - . . .  < Л — (Л — .у,, ,Г- ■ . . .  1 Л - я нЕ)
^  < л — > (_1) ( ,  1 ■ - — ^ )
< 1

2 .2.12.  П е р е х о д  от  с и с т е м ы  раз н о стн ы х у р а в н е н и й  в н о р 
м а л ь н о й  ф о р м е  к п о с л е д о в а т е л ь н о с т я м  (переход  3 * — С и 
с т е м а  р а з н о с т н ы х  у р а в н е н и й

у(& -}- I) —  А * у  (£) +  В * / (к),
у  (к) =  С * у  (к) +  (1*/ (к)

я в л я е т с я  го т о в ы м  р е к у р р е н т н ы м  соотношением д л я  п ол уче ни я  
и с к о м о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  у ( к ) ,  к =  0, 1, 2 .............П о  с у щ е с т 
ву,  э то  г о т о в ы й  ал г ор и тм  п е р е х о д а .

2.2.13.  П е р е х о д  от  с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в 
н о р м а л ь н о й  ф о р м е  к си с те ме  р а з н о с т н ы х  у р ав н ен и й  в н о р м а л ь 
ной ф о р м е  (п ер ех од  3 —*-3*) с в я з а н  с д и с к р е т и з а ц и е й  вр ем ен и  
¿ =  0, Т,  27', . . кТ.  . . .  и с р а с с м о т р е н и е м  в з а и м о с в я з и  п о с л е д о 
в а т е л ь н о с т е й  у * ( к )  и ¡ * ( к )  в м е с т о  вза им ос вя зи  п р оц ес сов  у(1)



n ¡( t ) .  Естественно ,  что пр и  вы б о р е  р а з л и ч н ы х  ш а г о в  к в а н т о в а 
ния У по лу ча ютс я  р а з л и ч н ы е  р а з н о с т н ы е  у р а в н е н и я  и входные  
по сле до ва те л ьн о ст и  f :l:( k ) .

П р е д с т а в л я е т  инте рес  т а к о й  выбо р  м а т р и ц  Л*.  В*, С* и d* 
по исходным м а т р и ц а м  А, В, С и d, чт об ы н р н  л ю б ы х  н а ч а л ь 
ных у сл ов иях  и д л я  всех во зд ей с тв и й  и м е л о  м ест о  y * ( k ) ~  
~ ! l ( t ) \ t = h T ,  к— О, 1, 2, . . .  . М но ги е  х о р о ш о  и з в е с т н ы е  чи с л е н 
ные методы ре ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  т а к  н а з ы 
в а е м ы м и  р а з н о с т н ы м »  м е т о д а м и  (Э й л ер ,  Р у н г е - К у т т  и др .  [8 ] )  
с в о д ят ся  к пере ход у  к с и с т е м е  р а з н о с т н ы х  у р а в н е н и й  и о т л и ч а 
ютс я  д р у г  от  др у г а  сп о с о б о м  по лу че ни я  р е к у р р е н т н о г о  соо т н о
ш ен и я  - -  системы р а з н о с т н ы х  ура вн ен и й .  К а к  п р а в и л о ,  и с с л е 
д о в а т е л я  ред ко  и н те р ес уе т  по др об н о е  п р о т е к а н и е  процессов  
ре г у л и р о в а н и я  па всем их  п р о т я ж е н и и ;  о б ы ч н о  тр е бу е тс я  с 
к ру п н ы м  ш аго м  Т  б ы с т р о  пр о с м о тр е ть  х а р а к т е р  к ри во й  и о ц е
пи ть  основные  п о к а з а т е л и  к аче ст ва .  В ы б о р  б о л ь ш о г о  Т  п ри 
во д и т  к б о л ь ш е м у  о б ъ е м у  вы чи сле н и й  п е р е х о д н о й  м а т р и ц ы  при 
со хр а н ен и и  з а д а н н о й  точн ост и  пере хода  —  р а з н и ц ы  м е ж д у  р е 
ш е н и я м и  у ( ( )  и i f  ( k )  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и р а з н о с т н о г о  у р а в 
нений.  В з а и м о с в я з ь  о ш и б к и  \ у ( к Т ) — у * ( к ) \  и и н т е р в а л а  к в а н 
то в а н и я  Т в о б щ е м  с л у ч а е  за в и с и т  от  к, от  с в о й с т в  д и ф ф е р е н 
ц и ал ь н о го  у р а в н е н и я  и от  х а р а к т е р а  в о з д е й с т в и я  f ( t ) .

В н а ч а л е  р ас см о тр и м  с л у ч а й  ав то н ом н ой  с и с т е м ы ,  т. с. о д 
н ор одн ой  системы  у р а в н е н и й

d \  d t  — Av, 
у  —  Cv.

l ie реш е н и е  имеет вид

v ( / )  =  e x p  {А (/  — / (1)|  v {t ,X 
у  (t) =  C v  (t).

П о л о ж и м  i u ~ k 7, ¡ =  ( k + \ ) T ,  тогда  р е ш е н и е  з а п и ш е т с я  так:  
v [ < * +  1) '/'] -  e x p  .А 7 ' |  v  !£'/■>, 
v | ( *  +  1 ) 7 ' ] - - C v [ ( * + 1 ) 7 ' ] .

О т с ю д а  сл еду ет  сис те ма  р а з н о с т н ы х  у р а в н е н и й

v ( A 4 -  1 ) = - A №v ( £ ) ,  
у [к -| - i )  — C v  (k  -1 - ] ) ,  v ¡0),

ре ш е н и е  которой в ю ч н о с т и  р а в н о  р е ш е н и ю  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р ав н ен и й  в с о о т в е т с т в у ю щ и х  то ч ка х  t =  kT.  Т а к и м  о б р а з о м ,  
д л я  о дн оро дн ых  систем п о л у ч е н о  с л е д у ю щ е е  с о о т н о ш е н и е  д л я  
м а т р и ц

А *  —  е х р  1 А Т  ,
С * - С .



(Собственные  з н а ч е н и я  2 * п м а т р и ц  Л* и Л с в я з а н ы  тон  ж е  
ф у н к ц и о н а л ь н о й  з а в и с и м о с т ь ю ,  что и м а т р и ц ы  [ 2 6 ] :  2» =  
=  е.\р{$1Г}, п о э т о м у ,  если н е п р е р ы в н а я  сис те ма  усто йчи ва  и м а т 
ри ц а  А и м е е т  с о б с т в е н н ы е  з н а ч е н и я  в левой  п ол уп ло ско сти ,  то 
д и с к р е т н а я  с и с т е м а  т а к ж е  у с т о й ч и в а  и м а т р и ц а  А* и м е е т  с о б 
ст ве н н ы е  з н а ч е н и я  в ед ин ич н ом  круге .

Н е к о т о р ы е  с в е д е н и я  о вы ч и с л е н и и  матр и ч но го  э к с п о н е н ц и а 
л а  б ы л и  д а н ы  в п. 2.2.11.  В л и т е р а т у р е  п ри во ди тся  мн ого  р а з 
л и ч н ы х  с п о с о б о в  вы ч и сл е н и я  м а т р и ц ы  п ер е хо да  (см.,  н а п р и м е р ,  
[2, 16, 36,  48 ]  и др . ) .  О д н и м  из у н и в е р с а л ь н ы х  спо с о бо в  о п р е 
д е л е н и я  м а т р и ц ы  А* =  Ф ( Т ) .  не с в я з а н н ы х  с в ы ч и сл е н и ем  с о б 
ст в е н н ы х  з н а ч е н и й ,  я в л я е т с я  п р е д с т а в л е н и е  Ф ( Т )  о т р е з к о м  р я 
да  Т э й л о р а :

.и
А* ~  ф  ( 7 ’) — V  А ' Г  /-!.

г-л I

| д с  ч и с л о  ч л е н о в  М о п р е д е л я е т с я  с в ой ст в ам и  системы  и и н т е р 
в а л о м  Т.

С л е д у е т  о тм е т и т ь ,  что в ы б о р  М = \  соответ ст вуе т  методу  
Э й л е р а ,  а  М =  4 — мет од у  Р у н г е - К у т т а  четвертого  п о р я д к а  [89] .  
В с ил у  м а л о с т и  М  э ти  м ет од ы  т р е б у ю т  вы б о р а  с р а в н и т е л ь н о  
м а л о г о  Т  ( ш а г а  и н т е г р и р о в а н и я ) .

М а т р и ч н ы й  п о ли но м н а и б о л е е  у доб н о  выч ис л ят ь  с п р и м е н е 
нием с х е м ы  Г ор н е р а :

А* =  Е + 7 ' А ( Е  . Х А ('е а (е - ; - . . . ( е  А |  . . . ) ) )  .

Нели м а т р и ц а  А и м ее т  ф о р м у  Ф р о б с п н у с а ,  р е а л и з а ц и я  а л г о р и т 
ма в ы ч и с л е н и я  А* п о л у ч а ет ся  н а и б о л е е  эффе ктивн ой .  Д е й с т в и 
тел ьно ,  п р е д с т а в и м  А к а к  с у м м у  д в у х  м а т р и ц  А ^ 1 )  +  У, где

0 0  . .  о " 0 0 0 . . 0

0 0 1 . .  0 0 0 0 . . 0
V -

0 0 0  . . 1 0 0 0 . . (}
0 0 О . .  0 -  аи - а  .> . .

Т о г д а  и м е е т  место

А *" — Е 4-  Г ( и  + V )  ■

X  ( Е  Н ^ - ( и  +  У ) ( £ + . . .  (Е +  - ^ - ( и  +  V)')

Мели уче ст ь ,  что  А К =  1Ш +  УК, где  Р  — не к о то ра я  м а т р и ц а  п р о 
и з в о л ь н о г о  ви д а ,  то  ал г о р и т м  в ы ч и сл е н и я  А* — Ф ( Т )  б у д е т  с о 
д е р ж а т ь  м н о г о к р а т н о е  у м н о ж е н и е  некоторой  м а т р и ц ы  И, п о л у 
ч а ю щ е й с я  15 р е з у л ь т а т е  в ы п о л н е н и я  к а ж д о г о  ци к ла ,  п а  м атр и -



пу сдвига  и  ( ’м о  пр ив од и т  к с м е щ е н и ю  с т р о к  & па о.ш>. зве рх )  
на м а т р и ц у  V. В п р о и з в е д е н и и  VII п е р в ы е  п -  Л  с т р о к  бу д у т  

п ул ев ым и,  а по с л е д н я я  я в л я е т с я  п р о и з в е д е н и е м  п о с л е д н е й  ( н е 
ну левой)  ст рок и  V на Р.  Т а к и м  о б р а з о м ,  в п р е д л а г а е м о м  с п о 
собе вы ч и сл е н ия  Л*, т. е.  пере хо дн ой  м а т р и ц ы  Ф ( Т ) ,  о пе ра ц и я  
п е р е м н о ж е н и я  м а т р и ц  с в е д е н а  к п е р е м н о ж е н и ю  в е к т о р о в  и, к р о 
ме того,  ис к л ю че н а  п р о ц е д у р а  ф о р м и р о в а н и я  ф а к т о р и а л о в ,  что 
у м е н ь ш а е т  ве ро ятн ос ть  п ер е п ол н ен и и  р а з р я д н о й  сет ки  Э В М .  
П р о 1р а м м а  вычисле ни я  А !\  р е а л и з о в а н н а я  н а  я з ы к е  Л Л М И Р -  
65, п ри ве ден а  ниже:

Л )А З Р ’Т).”Д Л Л  , =  Г И Г  Г Д О ” 1 \ Г В Ы 1 Г ”Д Л мЛ =  1 “ И Г !  
Д О ” Х В Ы 1 Г В | 1 ,  Л] =  ” 1:, ,1 =  Л” Т О ” (1>” И Н Л ” ( О ) ; Ь - М :  

Р ^ - Т Д . ;  ’' Л Л ” 1 -  1 Л 1 Г Г Д О " Х  1” В Ы П " " Д Л ' М  =  Г И Г  
Г Д О ” !УГВ Ы1Г Ф(1 ,  , 1 ] - В | 1 - 1 - 1 ,  Л| Х Р ;  *’Д Л ”Л =  1 " И Г  1 (2.29) 
Д О ” > Г В Ы Г Г Ф | Х ,  ^  =  ( ^  ( К  — 1, N. А[  К]  X  В [ К ,  Л ] ) )  X  Р;

• Д Л ” 1 -  Г Н Г Г Д О ” Х ' ’В Ы 1 Г Ф 1 1 ,  I] -  1 ~  Ф [ 1 ,  1]:  I- -  
= Ь - 1 :  ” 1 - ; Л . > ( Г Т О ” Г Д Л ” 1 Г П Г Г Д О ’Х ’ В Ы Г Г ' Д Л  

. 1 -  Г И Г Г Д О  Х ’’В Ы П ” В | 1 .  .) | -  - Ф |  I, .!];  Л 1 . \ ' ' Р ) ;  " В Ы В ” 
д м а о г ф

О п и с а т е л ь н а я  часть  п р о г р а м м ы  (2.29) и м е е т  в и д  ” Г Д Ь ” . \ - -
=  п; М . . .; I  — . . .; А | я ]  = ............... ; В [ п ,  л ] :  Ф | п . « | " К ( ) 1 1 ” .
З д е с ь  пр ин яты  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я :  А м а с с и в  ко зф фп ц и -  
епт ов  последнее! строки  м а т р и ц ы  Д. т. е. к о э ф ф и ц и е н т о в  х а р а к -  
| е р и с ти ч ес ко ! о  по л и н о ма ,  В в с п о м о г а т е л ь н ы й  м асс из .  Ф — 
И' .умерпый массив  р е з у л ь т а т а  А* =  Ф(Т,) .

Голи  р а с с м а т р и в а е т с я  н е а в т о н о м н а я  с и с т е м а

с/ \  ({{ --- А у  Л К/
(//,

м о ж н о  вы д ели ть  д в а  с л у ч а я :  I) ф у н к ц и я  ¡ ( [ )  на асом п ш е р -  
¡ia.it’ исс лед ова ни й  и з в е с т н а  з а р а н е е ;  2) ф у н к ц и я  / ( П яв л я е т с я  
т.!,ходом каки х-т о  др уг и х  подсистем.

В первом с л у ч а е  м о ж н о  найти а в т о н о м н у ю  р а с ш и р е н н у ю  с и 
стему ,  п р е д с т а в л я ю щ у ю  со б ой  п о с л е д о в а т е л ь н о е  со е ди не ни е  сн- 
о е м ы - г е н е р а т о р а  и и с с л е д у е м о й  систе мы.  О д н о р о д н ы е  д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  и н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  с и с т е м ы - г е н е р а т о 
ра в ы б и р а ю т с я  т а к и м  о б р а з о м ,  чт обы р е ш е н и е  д о с т а т о ч н о  х о 
р о ш о  а п п р о к с и м и р о в а л о  / ( / ) .  П о  м а т р и ц а м  А, В, С, и  н е а в т о 
номной  ис с л ед у ем о й  с и с т е м ы  и Аг, В,-, Сг а в т о н о м н о й  сисгемы-  
г ен е р ат о р а  л егк о  найт и  м а т р и ц ы  А ^  Вг,Р С«  и н а ч а л ь н ы е  у с л о 
вия ав то но м но й  р а с ш и р е н н о й  системы,  з а п и с а н н о й  д л я  н е к о т о 
рого  ба зи са ,  в о б щ е м  с л у ч а е  о т л и ч а ю щ е г о с я  о т  естественного .  
Тем с а м ы м  з а д а ч а  п е р е х о д а  3 - * 3 *  в э т о м  с л у ч а е  свед ена  к 
у ж е  рассм отр ен но й .



Но ь г о р и м  с . п ч а е  з а д а ч у  и г л , л я  снести к р а с с м о ! р е и ¡1 <1 Г | г о -  
п ом п ог о  с л у ч а и ,  а иыбор  и н т е р в а л а  к в а н т о в а н и я  Т о п р е д е л я е т - 
ся по т о л ь к о  с в о й с т в а м и  данн ом  подсист емы ,  но т а к ж е  сп ек тр ом  
в о з д е й с т в и я  ¡(¡) ,  т. е. с в о й с т в а м и  тех подсистем,  вы х од о м  к о 
т о р ы х  о н о  я в л я е т с я .  Д и с к р е т и з а ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е 
ний о с у щ е с т в л я е т с я  то гд а  че рез  их реш е ни е  при том или ином 
виде ш п е р п о л я и м п  ¡¡;(!)  па и н т е р в а л е  м е ж д у  к Т  п ( / ¿ + 1 ' 7 ;

v  \ (k  4 -  1 ) 7 ]  - - Ф ( 7 ' ) у ( А ’ / ) - | -  \ Ф  (7 - - ) В / , ( - ) ; / т ,
r’i

v \ ( k - \  1) 7 [ ~  С v J (Л- -f- 1) 7' | -(- d / (k / ' ) ,  v (0 ) .

О т с ю д а  с л е д у е т ,  что

А* Ф  ( 7 ) —  их р  А7' ! ,  
с *  =■.с ,

Вы ]>а жен не  д л я  м а т р и ц ы  в х о д а  В* о п р е д е л я е т с я  в >аписп- 
мости от  в и д а  и н т е р п о л я ц и и  пли ,  что то  ж е  самое ,  ви д а  ф и к 
с и р у ю щ е г о  э л е м е н т а .

13 о т с у т с т в и е  ф и к с а т о р а  во зд е й с тв и е  п р е д с т а в л я е т с я  лосле-  
д о в а т е л ь н о с т ы о  6 - ф ун ка н й :  ¡h( t )  =  T j ( k T ) h ( l )  и м а т р и ц а  входа  
имеет в и д  В : =  ф ( 7 ^ В 7 ' .

Г.сли п р и м е н е н а  к у со ч н о- п о с то ян н ая  ап п р о к с и м а ц и я  входного
в о з д е й с т в и я  ¡h( t )  = '}('kT), то  В * = Н ( / ; В ,  где  и н т е г р а л ь н а я  мат-

i
рица  п е р е х о д а  Н ( Т ) =  ¡ Ф ( Т — т)йт.

Ч
(Случаи ф и к с а т о р а  ну л ев о го  п о р я д к а  п р е д с т а в л я е т  бо л ь ш и й  

интерес,  т а к  к а к  нрп одном н том  ж е  сп е кт р е  ¡(1)  но зв о л н е т  в ы 
б р а ть  б о л е е  к р у п н ы й  ш а г  Т.

В ы ч и с л е н и е  Н ( Т )  м о ж н о  о с у щ е с т в и т ь  по ф о р м у л е  Н ( ' 0  =  
Л ' ((¡>(7) Ъ) .  исполь зуя  р а з л о ж е н и е  в ряд .  Вв иду  с х о ж е с т и  

р а з л о ж е н и и  Ф ( Т  j и И ( Т )  а л г о р и т м  пх вычисле ни я  ц е л е с о о б 
р а з н о  о б ъ е д и н и т ь  в один.  (С оот ветствующ ая  п р о г р а м м а  [34]  
п ри ве де н а  н и ж е :

■ Р А З Р ’Ч) !' - Л  [ N +  11: ' *ДЛ"1 =  Г П Г Т ’Д О "  ” В Ы Н "
ЛI i J А [ 11 /F ;  -*ДЛ’*1 =  I "LJI” I ”Д О ” \ ' ” В Ы П ” ” Д Л ' М  -  

Г 1 1 Г ! ' 7 Ю - \ \ :” В Ы 1 Г 1 ф ,  Л] — Л” Т О ” (1 ) ” И1 IA " (О)  .
I. - М ; I .P- T/i.;  " Д Л ” 1 -  Г 1 1 Г Г Д О ” Ы Г В Ы 1 Г ”Д Л ”.) =  
Г ‘П Г ’ I '’ДО^М'  В Ы П ”Ф | !, Л| - R 11 I I, Л] х Р ;  ”Д Л ”Л - П 1 Г  
1 ”Д О ’,М,’ВЫТГ‘Ф[ N, J ] =  (̂ С (К - 1. N, AfK] X R |K .  Л | ) ) У  r>.3(» 
. Р .  ”Д Л ” 1 -  Г Ш ” Г Д О ” Гч”В Ы 1 Г Ф [ 1 .  1 ] - 1 + Ф [ 1 .  11;
! . -  I. I; т е г  >  о ’ т о ч ' т л ,  >  г т о ” (” н л м2 Г ’1Ш А "  
( “ Н А ” :}) ); "1 I Л "4;  2 / \ Х Т Ч  =  1 ” 11Г‘ Г ’/ К )” N ” И Ы 11" "Д,  ГМ



- - r i I i ' T 7 L 0 " N ‘' B b ] i r R [ I ,  J ]  =  <i>|l, .! I ; " H A ' i :  V  Д Л " !
-- Г П Г Г Д О  ' N ’'B b I  I T y i . T ’J — Г И Г Г Д и * Л * * В Ы 1 Г  

11[I,  JJ  ^ = ф |  I. J ) X T :  " В Ы В ,’ ,\ М Л < Х ,,П; " П Л  4." В Ы В ”
" М Л С С ’Ф v

О п и с а т е л ь н а я  числи  к п р о г р а м м е  (2 .30)  n v . u :  ьнд: " Г Д Е ”
N =  /I; Л\ = .  . . :  Т  = .  . .; Л | riJ = .............. ; В [п,  п | ; Ф [ и ,  п\  ; I ] | п, п \
" К О Н ’' З н а я  Н ( Т ) ,  .легко получить  м а т р и ц у  п л о д а  В*.

2.2.14. П е р е х о д ы  м е ж д у  вр е м е н н ы м и  н ч а с т о т н ы м и  х а р а к т е 
ристи кам и,  а т а к ж е  от  них к у р а в н е н и я м  и п е р е д а т о ч н ы м  ф у н к 
циям.  Если вр е м е н н ы е  (1.4)  или ч а с т о т н ы е  (1.5)  х а р а к т е р а  
стпкн  л а д а м и  точ но  в ф о р м у л ь н о м  виде,  т о  до с та то ч н о  про ст о  
со ст ав ить  ал г о р и т м ы  п р е о б р а з о в а н и я  утих ф о р м у л ,  л ибо  а л г о 
ри тм ы  выч ислен ия  по ним к о э ф ф и ц и е н т о в  п о л и н о м о в  у р ав н ен и и  
или п ер е да то ч н ы х  матриц .

Если  вр е м е н н ы е  или часто тны е  х а р а к т е р и с т и к и  з а д а н ы  т а б 
лично.  т. е. з н а ч е н и я м и  то л ь к о  на к о н е ч н о м  м н о ж ес тв е  а р г у 
ментов / или о), то пере хо ды м е ж д у  ними н е о д н о з н а ч н ы .  П о л у 
чение д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р ав нен ий  или п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и и  
при этом т а к ж е  не м о ж е т  бы ть  о с у щ е с т в л е н о  ед и н ст ве н н ы м  о б 
р аз о м  п р е ш а е т с я  к а к  а н н р о к с и м а ц и о н н а я  з а д а ч а .  А л г о р и т м ы  
со о т ве т ст ву ю щ и х  п р и б л и ж е н н ы х  п е р е х о д о в  ра.-.рабат ы в а ю т с я  
а р а м к а х  ал г о р и т м и ч е с к о г о  обеспе че ни я  з а д а ч  и д е н т и ф и к а ц и и  
[К  94] .

2.2.15. О п о с р е д о в а н н ы е  переходы м е ж д у  р а з л и ч н ы м и  ф о р м а 
ми п р ед с т а в л е н и я  н еп р е р ы в н ы х  и д и с к р е т н ы х  о п е р а т о р о в .  В ы ш е  
был и  ра с с м о т р е н ы  н ек о то р ы е  в а ж н ы е  а л г о р и т м ы  н е п о с р е д с т в е н 
ных пере хо дов  .между р а з л и ч н ы м и  ф о р м а м и  п р е д с т а в л е н и я  л и 
нейных оп ер а то ро в .  Н еп о с р ед ст в ен н ы м  п е р е х о д а м  м е ж д у  ф о р 
мами п р е д с т а в л е н и я  о п е р а т о р о в  в г р а ф е  вз а п \" > е в я  ;п фо рм  (см.  
рис.  14) со о т в е т с т в у ю т  дуги.

Не  все пе ре х од ы к н а с т о я щ е м у  в р е м е н и  обе сп е че н ы эф ф с к-  
: :ишы мн а л г о р и т м а м и ,  п оэ то м у  п р е д с т а в л я е т  инте рес  р а с с м о т 
рение  о п о с р е д о в а н н ы х  пере ходов .  Эт о  и м е е т  з н а ч е н и е  п в си л у  
нео бходимости  к о н т р о л и р о в а т ь  р е з у л ь т а т ы  в ы ч ис л е н и и .  О п о с р е 
до в ан н ы м  п ер е х о д а м  в г р а ф е  в з а и м о с в я з и  ф о р м  п р е д с т а в л е н и я  
о п е р а т о р о в  (см.  рис.  14) со о тв ет ст ву ют  п ути ,  е ч л о я ш п с  из н е 
ск о льк их  дуг.

Одн им  из п р и м е р о в  о п о с р е д о в а н н о г о  п е р е х о д а  я в л я е т с я  нз- 
' .естнын пере хо д  от  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  м-го по ряд-  
как  к вр е м е н н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м ,  о с у щ е с т в л я е м ы й  путем ч и с 
ленно го  р еш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и и .  П о с л е д о в а т е л ь 
ность  переходов  (пу ть  в г р а ф е )  м о ж е т  б ы т ь  ••:! ¡сана с л е д у ю 
щим об р а зо м :  I (2)  -*■ 3 • ► 3* — 4* 4. П р и  'этом ч иособе п о с т 
ро ения  времени!,IX х ар а к те р и с ти к ,  во - п е р в ы х ,  jïo д и ф ф е р е н ц и 
а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  п -го п о р я д к а  с т р о и т с я  с п с т о : ; .  д и ф ф е р е н 
циал ьн ых у р а в н е н nii в н о р м а л ь н о й  ф о р м е ;  во - в т о р ы х ,  в ы б и р а 
ется  шаг  к в а н т о в а я  Т и вы ч и с л я ю т с я  м а т р и ц ы  А ,:. К ;, С * и tl* 
си ст ем ы р а з н о с т н ы х  ур ав н ен и й ;  в -третьих ,  с т р о и т с я  н ос л е до ва -



те льнос ть  и, в - ч е т в е р т ы х ,  путем п н г е р н о л я ц н и  того или ш ю сч  
вида н а х о д я т с я  и с к о м ы е  вр е ме н н ые  ха р а к т е р и с т и к и .

Д р у г и м  п р и м е р о м  о п о ср е д о в ан н о г о  п е р е х о д а  м о ж е т  с л у ж и т ь  
пер е хо д  от  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  //-го п о р я д к а  к  р а з 
но стному  и л и  о т  п е р е да то ч н ой  ф у н к ц и и  к д и с к р ет н ой  п е р е д а 
точной ф у н к ц и и :  2 4 4 *  — 2*.  Е с л и  п е р е д а т о ч н у ю  ф у н к ц и ю  
и д р а з л о ж и т ь  на  с у м м у  пр ос т ей ш и х  д р о б е й  (вычи сли »  п о л ю 
с ы ) ,  то л е г к о  н а й т и  о ри г и н ал ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  с л а г а е м ы м .  
П у те м  д и с к р е т и з а ц и и  эт и х  э ксп он ент  1 —  кТ,  к —0, 1, 2, . . .  н а х о 
д ит ся  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  а по ним с п о м о щ ь ю  ф о р м у л  г - п р е 
о б р а з о в а н и я  —  с л а г а е м ы е  МДг).

Р а н е е  у п о м и н а л и с ь  о п о с р е д о в а н н ы е  п ер е х о д ы  от н о р м а л ь н о й  
ф о р м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  или р а з н о с т н ы х  ур ав нен ий  через  п е 
р е д а т о ч н ы е  сЬункцип  к ч а ст о тн ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  (3->-1 ( 2 ) —к") 
пли 3 * - >  г-  ( 2 *) — 5 4 .



3. Т О П О Л О Г И Ч Е С К И Е  О С О Б Е Н Н О С Т И  
И С В О Й С Т В А  С И С Т Е М

3.1. Н е к о т о р ы е  т о по л о г ич е ск и е  по чя ^и я

И м е я  и н ф о р м а ц и ю  (> то п ол ог и и  с и с т е м ы ,  т. о ь з а и м о с в я -
■ >;ч пер ем ен н ых  и ли  з ы н ь е в  систе мы,  м о ж н о  у с ы н о в и т ь  ц е л ы й  
ря д  в а ж н е й ш и х  с и с те м н ы х  свойств ,  к о т о р ы е ,  к а к  п р ав и л о ,  н е  
. в м е н я ю т с я  при д а л ь н е й ш е м  сня тии  н е о и р е д е л е н п о с т и .  У с т а н о в 
ле н и е  этих св ой ст в  и н \  и с с л е д о в а н и е  т р е б у ю т  вв еде ни я  и еко -  
ю р ы х  то п ол о г ич е ск и х  понятии,  в ы т е к а щ п х  из р а с с м о т р е н и я  г р а 
фов.

1 1 у . .. / V  м е ж д у  на -  
;7 ч а л ы м и  г  и к о н е ч н о й  ?

в е р ш и н а м , I  1 р а ф а  ( / п р е д 
с т а в л я е т  со б ой  н а п р а в -  
. чей ну  ю п о с л е д о в а т е л ь 
н о с т ь  и н ц и д е н т н ы х  д у г  
( с м е ж н ы х  в е р ш и н ) ,  в к о 
т о р о й  к а ж д а я  д у г а  ( в е р 
ш и н а )  в с т р е ч а е т с я  т о л ь 
к о  р а з .  М е ж д у  в е р ш и 
н а м и  и 7 г р а ф а  п у т ь  
м о ж е т  о т с у т с т в о в а т ь ,  м о 
ж е т  бы п.  од ин  п у ть  Р  

. . П у т ь  Р*,  м о ж н о  з а д а т ь  
р.]г —  г,  . . . , 7 !, н о м е р о в  
к о н ц о в  У 11 н а ч а л  /  д у г  

и з о б р а ж е н н о г о  на рис.  15,

Рио. 13.

и.чп н е с к о л ь к о  п у '14*11 Р*г, 
п е р е ч и с л е н и е м  м н о ж е а  в

к

ДУГ Р-.г пли

к —  1,2, . 
в е р ш и н

п ап  н о м е р о в  ве р ш и н  
;(/, у) ; .  Н а п р и м е р ,  д л я  графа ,

и 8 з а д а ю т с я  м н о ж е с т в а м и  в е р ш и н
\-2

п у ти  м е ж д у  в е р ш и н а м и  /
/ ¿ 2 =  ¡7, 6, 5, 4, 10, 9, 8 И Р% =  17, 6,  11, 10, 9,  8 ! ,  м н о ж е с т 
ва ми  н о м е р о в  д у г  Рт ----- (К, 6, 5, 10, 13, 12 ¡, Ртн =  (8, 11, 14, К5, 12) 
пли м н о ж е с т в а м и  д у г .  о б о з н а ч а е м ы х  п а р а м и  в е р ш и н :  Р \ н~  1(7, 6),

(<), 5), (5, 4),  (4, 10), (10, 9), {9, 8 ) [ ,  Р - и —  ¡(7, 6).  (6, 11 , ( И ,  Ю), 
(Ю,  9) ,  (9,  8 ) | .



Д л я  граф; ;  й  м о ж н о  гопорип» о м н о ж е с т в е  ,Р Г =  {Ркг\ 
всех иутеи м е ж д \  в е р ш и н а м и  г и у.

К он ту р  Л. п р е д с т а в л я е т  собой  з а м к н у т ы й  путь,  т. с. пуп», 
у к о т о р о ю  с о в п а д а ю т  н а ч а л ь н а я  п к о н е ч н а я  ве рш ин ы.  Л ю б а я  
ве р ш и н а  ( д у г а )  к о н т у р а  м о ж е т  с ч и та ть с я  н а ч а л ь н о й  ( к о н е ч 
ной) ,  поэтом;.  . . ¡дайне  к о н тур а  п ер е чи с л ен и е м  ве ршин (дуг )  мо- 
/кет начинать^ , !  с .1106011 ве р ш и н ы  ( д у ш ) .  Н а п р и м е р ,  контур 
А2 г р а ф а ,  и о б р я ж е н н о г о  на рис,  15, м о ж е т  быть  з а д а н  п е р е 
числением в е р ш и н  К -2 —{>5, 6 , 5, 4, II}, п ер е чи с л ен и е м  но мер ов  дуг
К-г-  { >. 1 • ' • пер ечислением т р  но мер ов  конечны-- и
н а ч а л ь н ы х  в е р ш и н  д у г  А'г =  {(3 ,6) ,  (6 ,5 ) ,  (Г»г4 ) , (4,3)}.  О ч е в и д 
но, м е ж д у  л ю б ы м и  д в у м я  в е р ш и н а м и  / и /  ко нтура  с у щ е с т 
вует  к а к  «прямой.* Р , ; ( т а к  п « о б р а т н ы й »  путь  PJ■I в т о л ь  к о н 
тура .

М н о ж е с т в о  ю е \  к о н ту р о в  г р а ф а  С  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  через  
Ж .  Д л я  г р а ф а ,  и з о б р а ж е н н о г о  н а  рис. 15, м н ож ес тв о  кон тур ов  
п ер е ч и с л я е т с я  с л е д у ю щ и м  об р а зо м :  Ж  Д А , ,  Къ  Кг, К а] или 
проще,  Ж-^1'1.  2,  о, 4}.

I р а ф  О м о ж е т  не с о д е р ж а т ь  ни од н о г о  к о н ту р а  — к а к  м о д е 
ли а в т о м а т и ч е с к и х  си с те м  у п р а в л е н и я  и р е г у л и р о в а н и я  т а к и е  
г р а ф ы  я в л я ю т с я  в ы р о ж д е н н ы м и .  Г р а ф ы  а в т о м а т и ч е с к и х  систем 
р е г у л и р о в а н и я  о б я з а т е л ь н о  с о д е р ж а т  хо тя  бы  одни контур,  гак 
к а к  в вил р е а л и з у е т с я  принцип  р е г у л и р о в а н и я  но о тк л он ен и ю  
( ирпиццп  о т р и ц а т е л ь н о й  о бр а тн ой  с в яз и  ) . К р о м е  ко нтура  о б 
ратн ой  св язи ,  Д о с т а в л я ю щ е г о  и н ф о р м а ц и ю  о выходе  о б ъ е к т а  
р ег у л и р о в а н и я ,  з с и с т е м е  р ег у л и р о в а н и я  и у п р а в л е н и я  обы чн о  
вв одится  ц е л ы е  р я д  к о р р е к т и р у ю щ и х  о б р а т н ы х  связей ,  д о с т а в 
л я ю щ и х  и н ф о р м а ц и ю  о п р о м е ж у т о ч н ы х  п ер е м е н н ы х о б ъ е м а  и 
системы и о б р а з у ю щ и х  контуры.

П о д г р а ф  (. |, с о д е р ж а щ и й  о б ъ е д и н е н и е  ве ршин и дуг  всех 
ко н ту ро в  А , ^ Ж  г р а ф а  6\  н а з ы в а е т с я  к он ту р н о й  ча ст ью г р а ф а .  
Ср е ди  д у г  с в я з н о г о  г р а ф а ,  не п р и н а д л е ж а щ и х  ни одн о м у  коп 
туру,  м о ж н о  в ы д е л и т ь  дуги трех  типов:  1) пн одна  из ве рш и н  
дуги не п р и н а д л е ж и т  0„ (н ап ри м ер ,  д у г а  ( 2 , 1) на рис. 15); 
2 ) од н а  в е р ш и н а  д у г и  п р и н а д л е ж и т  6‘0 ( н а п р и м е р ,  дуги ( 3 ,2 ).
( 9 , 2 ) ,  ( 9 , 8 ) .  ( - . 6 ),  и (12,  И )  на рис. 15) ;  3) обе  ве р ш ин ы д у 
ги п р и н а д л е ж а т  0 () (дуги  ( 4 ,1 0 )  и ( 6 , 1 1 )  и? рис.  15).

Д в а  к о н т у р а  К,  п А,  счи та ют ся  к а с а ю щ и м и с я  ( с о п р и 
к а с а ю щ и м и с я ) .  е с л и  имеют хотя бы о д н у  о б щ у ю  вершину ,  т. е. 
если м н о ж е с т в а  в е р ш и н  А** и К)  имеют  непустое  пересечение :  
А 1 С \ К } Ф & .  Н а п р и м е р ,  контуры А[ и / ( 2 г р а ф а ,  и зо б р а ж е н н о г о  
па рис.  15, и м е ю т  д в е  о б щ и е  ве рш ин ы:  А | П / С г  =  {3, 4}, сл е д о в а-  
гельпо,  к а с а ю т с я  д р у г  д р у г а ,  а к о н ту р ы К { и К А о б щ и х ве ршин 
не имеют,  п о э т о м у  ие с о п р и к а с а ю т с я .

К а с а н и е  к о и т \  р о в  г я в л я е т с я  б и н а р н ы м  о т н ош е н и ем  на м н о 
ж е ст в е  X  К 'к . : V ров  г р а ф а  и з а д а е т с я  м н о ж е с т в о м  п ар  но мер ов  
конт уро в  (-. ¡ ' / г : - = Ж х Ж ,  гдс Ж : < Ж  д е к а р т о в о  пр о и зв ед ен и е



?ff и ' ч'бя пли м н ож ес тв о  в с е в о з м о ж н ы ,  пар .  Д л я  р а с с м а т р и -
■ аг*'!1»; » г р а ф а  (рис.  I.") г- { (1 ,2) .  (2.•'))}

1 :•!•!.чиенпе к а с а н и я  ко н ту ро в  peMfi.ic'KCiiiitnj и с и м м е т р и ч н о ,  по 
не 1 р ал зпт пвп о ,  т. с. из (7, i ) ^ r  и (j,  k ) ^ r  не  с л е ду е т  (7, / г ) е г .
< ' ьат ель по ,  отношен не к а с а н и я  к о н т у р о в  о р и е н т и р о в а н н о г о  
i р а о \  я в л я е т с я  отн о ш ен и ем  т о л е р а н т н о с т и .  Н а  графе ,  т о о р л -  
ж е н н о "  па рис.  15, контур К\  к а с а е т с я  1\-:- конт ур  Л 2 к а с а е т с я  
А',. .. ч /\I ие с о п р и к а с а е т с я  с /\.;.

О ч е в и д н о ,  б и н а р н о е  о т н о -
S о i i i enne к а с а н и я  к о н ту р о в  н а
. _______ j  м н о ж е с т в е  Ж  я в л я е т с я  н е о р и -

>4v о п т и р о в а н н ы м  гр аф ом  11,.-=
ц — < Ж , г . ^ ,  который н а з о в е м

k 1' р а ф  о м к а с а н н я к о п т у -
р р. ров.  Д л я  м н о ж е с т в а  к о н т у р о в

:к ' ’ . / / • = { ! .  2, 3, 4} р а с с м а г р п в а е м о -
(и - 1,.:Iця (рнс.  IГ)) на рис.  16с/ и з о б р а ж е н а  д и а г р а м м а  г р и ф а  
к не л и .о \

*\<vn выд ел и т ! ,  н е к о т о р ы й  к о н т у р  ¡' .¡(-.У.  то  м о жн  > г о в о 
рить  I' п о д м н о ж е с т в е  к о н т у р о в  / \ ' г . / / С . У ,  кн е , п оп и л ен  к о н 
ту р а  А’,. Д л я  г р а ф а ,  и з о б р а ж е н н о г о  па рис.  ! >, м о ж н о  в ы д е 
л ит ь  с ю д у ю т и е  п о д м н о ж е с т в а :  А', г Ж  — 2 ' .  К.г . ' / /  —  1 1, 3 ,
/ С , г Ж ~ { 2 \ ,  К\  г Ж  =•=

О т н о ш е н и е  к а с а н и я  м о ж н о  р а с п р о с т р а н и т ь  к на два  п о д -
¡в( ■л-'ества к о н т у р о в :  Ж ‘ г Ж т ~  U  / \ , г  Ж " 1.

п-ж‘
Мо г у т  6i . rn.  в ы д е л е н ы  п о д м н о ж е с т в а  А ' ¡г Ж  к о н т у р о в ,  н е к а -  

емкм1: рхся А’«, н а п р и м е р ,  1\] г Ж - - 4 . К . , г Ж - - - -  1 , А -г  Ж —  
=  11, 4; ,  /V« г Ж  -■ ;1, 2, :>!.

Ли,  ■ ю гн чио  вводится по нятие  г р а ф а  и е к л с а и н я коп т у 
рив Р. =  1.1/.  г >  (см. т а к ж е  [ 8 6 ] ) .  Д и а г р а м м а  г р а ф а  н е к а с а -  
пня., и .д ученпая  д л я  о р и е н т и р о в а н н о г о  г р а ф а  (рис.  I•>)^ и з о б р а 
жен. '  а рис.  16о. Оче видно ,  г р а ф  п е к а с а н п я  контуров R t: яв.чя-  
e i n  1 ш о л н еи п е м  R i; до полного  г р а ф а .

Д(- к о н ту ра  А, н К., на зо ве м  с в я з а н н ы м и ,  если он и  нн-  
.onoTi. t  l .epnii inaMH свя зно го  п о д г р а ф а  г р а ф а  к а с а н и я  R l(, т .  с. 
ее .г ;  • чп к а с а ю т с я  н еп ос ред ст вен но  ( с м е ж н ы е  ве р ш и н ы  R и) 
м.Iг , *яза  н и  по сл е д о в а т е л ь н о с т ь ю  н е п о с р е д с т в е н н о  с о и р н к а с а -  
1о ш i t l к онт у р о в  ( м а р ш р у т о м ) .  К о н т у р ы  К\  и /<з р а с с м а т р и в а е 
мо ^  гр; ,фа (рнс.  15) не к а с а ю т с я ,  по я в л я ю т с я  с в я з а н н ы м и ,  
так  •■., к опп к а с а ю т с я  одного  и того ж е  к о н ту ра  К-ь З д е с ь  и м е 
ется т-оследовательнос.ть  по па рн о  к а с а ю щ и х с я  контуров  ( А ь  А д ,  
( К ,  К:),  че м у  па г р аф е  к а с а н и я  R i; (рн с .  16а) с о о т в е т с т н у с т  

a pm рут {1, 2. '■]}. К он ту ры  К \ и К а н е с в я з а н н ы е ;  в г р а ф е  к а с а 
ния А ; они п р и н а д л е ж а т  р а з н ы м  к о м п о н е н т а м  связности .

Ч ' гл п ч и е  от  от нош ен ия  к а с а н и я  г с в я з а н н о с т ь  к о н т у р о в  с 
:iB. • i* • ^я б и н а р н ы м  отно ше ни ем э к в и в а л е н т н о с т и ,  т а к  к а к  о б л а -



л а е ?  т ь к ж е  с в о й с т в о м  тр а н з л т н в н о с т и :  un ( i ,  ¡ ) œ c  h ( /  i : ) e r  
с л е д у е т  ( i ,  к ) Œ l .

Есл и  ввести понят  n e  г р а ф а  с в я з а н н о с т и  Р , ~ < Ж ,  с > ,  
то его п о д г р а ф ы  о б я з а т е л ь н о  полные ,  т. о. в о б щ е м  с л у ч а е  о т н о 
ш ен и е  с в я з а н н о с т и  к о н т у р о в  с р а з б и в а е т  м н о ж е с т в о  Ж  на  пепе-  
р е с е к а ю щ н е с я  п о д м н о ж е с т в а  с в я з а н н ы х  д р у г  с д р у г о м  к о н т у 
ро в  Ж ' п, » 1 = 1 .  2, . . . . Н а  рис.  15 г р а ф  G и м е е т  д в а  п о д м н о ж е 
ст ва  с в я з а н н ы х  к о н т у р о в  Ж ' = { \ ,  2, 3} и Ж - = { А ) ,  с о о т ве т 
ст венно  г р а ф  к а с а н и я  к он ту р о в  /?,- - д в е  к ом п он е н ты  (рис.  10а).

П о д г р а ф  6 ' о" , с о д е р ж а щ и й  ве р ш и н ы  и дуги ,  п р и н а д л е ж а щ и е  
м н ож ес тв у  с в я з а н н ы х  к о н ту р о в  Ж т, бу д ем  н а з ы в а т ь  т-й  а в т о 
номной  к он ту р н о й  ч а с т ь ю  г р а ф а  G. В ча с т н о м  с л у ч а е  ко н ту рн ая  
ч аст ь  б’о м о ж е т  с о с т а в л я т ь  ед ин ую  а в т о н о м н у ю  ко н ту р н ую  
ч а с т ь ,  все к о н т у р ы  к о т о р о й  св я за н ны е ;  при у т о м  г р а ф  к ас ан и я  
Р  я в л я е т с я  с в я з н ы м .

Кзккм о б р а з о м ,  в о б щ е м  сл уч ае  г р а ф  G р а с п а д а е т с я  па а в 
то н о м н ы е  к о н т у р н ы е  ча ст и  6 \Т и на  не в х о д я щ и е  в конг>рп\ 'ю 
часть  Gi  дуги тр е х  типо в .

Л е г к о  п о к а з а т ь ,  ч т о  а в т о н о м н а я  к о н т у р н а я  часть  0 {? я в л я 
ется си ль но  с в я з н ы м  ( и л и  си ль н ым )  п о д г р а ф о м ,  т. е. м е ж д у  
л ю б ы м и  д в у м я  в е р ш и н а м и  г, -уеС,?  и м ее т ся  хотя  бы один  пу ть  
Р }, ;г ;;отп бы о тли ^ о б р а т н ы й »  путь  Р гу.

ï I' 1 -î 1;с рь н ем ,  что со б ст ве н н о  а в т о м а т и ч е с к и е  си ст ем ы р е г у л и 
р о в а н и я  п р е д с т а в л я ю т  со б о й  силь но  с в я з н ы е  г р аф ы ,  а дуги,  не 
п р и н а д л е ж а щ и е  к о н т у р а м ,  м о д е л и р у ю т  с в яз и  си ст ем ы с внешней  
сре до й  или с д р у г и м и  п од с и с т е м а м и  с л о ж н о й  си с те м ы  у п р а в л е 
ния.

П у т ь  Р)г и к о н т у р  А', с ч и та ю тс я  к а с а ю щ и м и с я ,  есл и  и м ею т  
о б щ у ю  в е р ш и н у .  11а г р а ф е ,  и з о б р а ж е н н о м  на рис.  1Л, nvr i .  P-.I 
и к о н т у р  А’, к а с а ю т с я ,  т а к  к а к  и м ею т  о б щ у ю  в е р ш и н у  Р ^  П 
П Ki  —  ! 4 ;.

! 'сли в г ра ф е  в ы д е л и т ь  н ек о то ры й  п ут ь  / }1-!г, то  м о ж н о  г о в о 
р и т ь  о п о д м н о ж е с т в а х  к о н т у р о в ,  к а с а ю щ и х с я  у то г о  пути  Р \ г г Ж  
и не к а с а ю щ и х с я  п у т и  Р ' ^ г Ж .  Н а п р и м е р  (см .  рис.  15), п о д 
м н о ж е с т в о  Р 7'ч г  Ж' —  Ж',  т.  е.  п у ть  Р ’а к а с а е т с я  всех  к он ту р о в ,  
а п о д м н о ж е с т в о  P v, ч г  Ж  ~  | 4{ . С о о т в е т с т в е н н о  можно н а п и 
сать :  Р , ^ г Ж = 0 ,  P V2, * г Ж  = ( 1 .  2, 3 | .

П у т ь  Р \  и к о н т у р  К,  н а з о в е м  с в я з а н н ы м и ,  есл и  они к а с а 
ю т с я  н е п о с р е д с т в е н н о  пли пу ть  к а с а е т с я  а в т о н о м н о й  к он ту р н ой  
ча сти  Оо \  с о д е р ж а щ е й  к о н т у р  К, .  В г р а ф е ,  д и а г р а м м а  к о т о 

р о г о  п р е д с т а в л е н а  на рис .  15. п ут ь  />7‘,! =  {1, 2, .4, 4, 5, 6, 7,
¡1 к о н т у р  К ; н е с в я з а н н ы е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  о т н о ш е н и е  п у ти  
к  к о н т у р у  м о ж е т  б ы т ь  т р е х  ви до в ;  1) п у т ь  к а с а е т с я  кон тур а :  
2)  п у т ь  не к а с а е т с я  к о н т у р а ,  но с в я з а н  с к о н т у р о м ;  3) п у т ь



не св я за н  с к о н т у р о м .  Т с  ж е  » п л и  о т н о ш е н и и  м о г у т  б ы т ь
м е ж д у  п у т е м  Р*г н п о д м н о ж е с т в о м  к о н т у р о м  ,>/.

1'слп ' пуп» и ко н ту р н ая  ча ем ,  н е с в я з а н н ы е ,  ю  они а » ю -
1! () ■' 11! 1.1.

3.2. Т о п о л о ги ч ес ка я  ф о р м у л а  
д л я  п ере да точ н ых  ф у н к ц и й  г р а ф а

Ппи р а с с м о т р е н и и  подсистем с л о ж н ы х  систем у п р а в л е н и я  
основное  в н и м а н и е  уде л яе т ся  с в о й с т в а м  систем к а к  п р с о б р а з о -  
ч; ,тепей с и г н а л о в  н соответствию эт и х  с в о й с т в  ц е л я м  п о д с и с т е м ,  
з а д а н н ы м  ф у н к ц и о н а л ь н о - ц е л е в ы м и  м о д е л я м и  подсистем,  н а п р и 
мер и д е а л ь н ы м и  м а т р и ц а м и  пе р е д а ч  Ф + (см.  гл ав у  <)• О п е р а  г о 
пы ш р е т а ч  п р е д с т а в л я ю т  собой ч а с т н ы е  м о де ли  систем со  с в я 
зями  с в н е ш н ей  средни ( г)> п е р е х о д  к к о т о р ы м  с о 

п р я ж е н  с п оте рей  и н ф о р м ац и и  о т о п о л о г и и  систем Л1^ ЛТ ( г )*

11 е  о е 'I а ч а п у т и  Р \  или р а з о м к н у т о г о  к о н т у р а  / \ ( о п р е 
д е л я е т с я  к а ^  к о м п о з и ц и я  ч е р е д а ч  д у г ,  о б р а з у ю щ и х  п у т и  и л и
ко н т у р ы .  . /

П е р е д а ч а  г р а ф а  Ф, ,  « т в е р ш и н ы  " х о д а  г = -  I , . . . ,  *
,  в е р ш и н е  в ы х о д а  =  » п е р в у ю  о ч е р е д ь  . ч ф е д е л я е т с я
т о п о л о г и ч е с к и м и  о с о б ен н о с тя м и г р а ф а  системы:^  м н о ж е с и ю м  
-..•тс,"; р ' : к = \  °  м н о ж е с т в а м »  к о н т у р о в  Ж  и о т н о ш е 
ни ями к а с а н и я  и с в яз а н н ос ти  на м н о ж е с т в е  к о н т у р о в ,  а т а к ж е  
к а с а н и я м и  и с в я з а н н о с т ь ю  п у те й  и к о н т у р о в .

К а ж д ы й  / М  п у ть  к = \ ,  2,  . . . м е ж д у  в е р ш и н а м и  м и  
но в з а и м о с в я з и  с  к о н т у р н о й  ч а с т ь ю  г р а ф а  О0 о б р а з у й  к а п а л
ч е п е  ч а ч и  Ф?, м е ж д у  этим и в е р ш и н а м и .

И л и н е й н ы х  гр аф а х  п е р е д а ч а  Ф [Г р а в н а  с у м м е  п е р е д а ч  в с е х
кан ал ов  м е ж д у  в е р ш и н а м и  г  н

Ф г =  (:*■!)

П о л у ч е н и е  п ер е да ч  к а н а л о в  Ф,г  п ли  г р а ф а  <1\т о з н а ч а е т  н с -  
х. почеши- ве р ш и н  п дуг г р а ф а ,  к р о м е  в е р ш и н ы  г, ПРП«Я™ И 3® 
а о ч , и в е р ш и н ы  выхода  у. т а к и м  о б р а з о м ,  что о п ер а то р  £рс<>б 

г а з о в а н и я  с и г н а л о в  м еж д у  этим и в е р ш . ш а м н  с о х р а н я е т е ^  П о -  
' учение п е р е д а ч  д л я  р а з л и ч н ы х  г и у о з н а ч а е т  т а к ж е  п е р е х о д  
« ' э к в и в а л е н т н о м у  и см ыс л е  у к а з а н н ы х  п е р е д а ч  д в у д о л ь н о м у

К а  ж  дой ^ в ер  III и н е гр аф а  м о ж н о  с оп о с та ви ть , р а в н е н и е ,  з а п и 
са нн ое  в пр ичи н н о -с л е дс тв е н но й  ф о р м е ,  а  1 р а ф \  с г п п т п о т  
пении.  П р и  э т о м  оп ера ц и и  п о л у ч е н и я  п е р е д а ч и  г р а ф а  с о ° ™  
стнует р е ш е н и е  системы у р а в н е н и й ,  о с у щ е с т в л я е м о е  н е с к о л ь к и 

ми спо со ба ми .



Р е ш е н и ю  с н е !см у р а в н е н и и  метолом и с к л ю ч е н и я  с о от ве т ст ву 
ю т  э к в и в а л е н т н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  с и г н а л ь н ы х  графом,  причем 
п р а в и л а  п р е о б р а з о в а н и и  г р а ф о в  осно ва ны па соо тв ет ст ву ю щ их  
п р е о б р а  т в а и п я х  с и с т е м  урав нен ий .  К р о м е  того,  сущест вуе т  
д р у г о й  способ р е ш е н и я ,  н а з ы в а е м ы й  п р а в и л о м  К р а м е р а  П р и  ис 
с л е д о в а н и и  т о п о л о г и ч е с к и х  особенностей  г р а ф о в  п свойств  ен- 
<. и-\ '  п р е д с т а в л я е т  и н т е р е с  топологический  а н а л о г  этого нравп-  

ф о р м у л а  М э з о и а ,  о п е р и р у ю щ а я  т а к и м и  пон яти ям и ,  как  
л у г / .  контуры,  о т н о ш е н и я  их касания.

Ь сл п  А'-й п у п ,  о т  в е р ш и н ы  г  к в е р ш и н е  7 не кас ае т ся  пн 
« м н о г о  к о н ту ра ,  : .  е .  Р{г г Ж и п у т ь  не о х в а ч е н  о б р а т 
н ы м и  с в я з я м и ,  то  п е р е д а ч а  канала  равна п е р е д а ч е  пути- 
=  Я „ :  если нее п у ти  р';„ к:.-,  ], 2 , . . .  „ с  сн и за н ы с к он ту р ам и  
тп в силу  (3 ]) Ф; , =  ^ / У : „  к  ,,; |П1|„ М слу | ) (к . 1Ю.ЕСТ 6 ,п ь

« г р а ф а х  бс:,  к о н т у р о в  ), м о д е л и р у ю щ и х  пол но ст ью
р а з о м к н у т ы е  с и с т е м ы ,  с и с т е м ы  без  регул>пч,ров м , ю п р е к т  , 
р у ю щ и х  о б р а т н ы х  с н я т о й .  *

Б о л е е  с л о ж н ы м и ,  по вм ес те  с тем п н а и б о л е е  и нте рес ным и с 
«очки . ¡рения и . п ч е н п я  и ф о р м и р о в а н и я  с и с т е м н ы х  свойств  я в 

л я ю т с я  гр а ф ы  с и с те м ,  с о д е р ж а щ и е  контуры,  т. с. вс е в о з м о ж н ы е
< ор<11;!ые св язи  к а к  ес те ств енн ые ,  так  п искусс тве нн о  в в о д и 
м ы е  в систему  .ч/1 и о б р а з о в а н и я  и н ф о р м а ц и о н н ы х  к а н а л о в  т е к у 
щее«) состояния .

Т о п о л о г и ч е с к а я  ф о р м у л а  д л я  пер едачи  Лм о канала си гн аль -  
"  г р а ф а  о б щ е г о  нпда  ( ф о р м у л а  М-мона [5,41) з а п и с ы в а е т с я  

ь сл е д у ю щ е й  ф о р м е :

ф ? , - -  />?,Д* А. С19)

' . и  \  оп ре д ел  п [ е л ь  г р а ф а ,  \ * ,  а л г е б р а и ч е с к о е  допо лн ен ие  
( минор)  пути 1>\г .

ч-1г (г?Пг п -н и ' г "  1 Г р  а ф а  х -^а ракгернзует  всю контурную 
, ,к г Р‘|ф; |  (/„ п 001,14!«) з а п и сы в ае т ся  в с л е д у ю щ е м  виде:  ’

А ^  21! А / -  ^  ^  А Л Л И - - - - .  С5..Ч)
" Ж  и - 7  ( л I, м у  :

где  Ж, м н о ж е с т в о  и н д е к с о в  пли номеров  ко нту ро в ,  ¿¿Г, •-{(/ / И -  
м п о ж е с п и )  п ар  и н д е к с о в  п е к а с а ю щ п х е я  контуров ,

,гН  м н о ж е с т в о  т р о е к  индексов н е к а с а ю щ н х с я  тро е к  
ч оп г \р ов  и т. д.  О п р е д е л и  1сл[> п р е д с т а в л я е т  собой то п о л о г и ч е

с к о е  в ы р а ж е н и е ,  о т р а ж а ю щ е е  в з а и м о с вя з и  к о н ту р о в  г р а ф а  и с о 
с т о я щ е е  пз гру пп  с л а г а е м ! , 1х, с о о т ве т ст ву ю щ и х ко н ту р ам ,  п ап а м  

е к а с а ю щ п х с я  к о н т у р о в ,  т р о й к а м  н е к а с а ю щ н х с я  кон тур ов  и т .д .  
Ь с ш м .  ч ю  м п о ж е с т в о  У  ._. пр е д с т а в л я е т  собой  от но ш ен и е  не- 

к а е / ч п я  кон тур ов  /•.



T V  P < '  i '  r v  

HVT!
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: п.

у.;\ , м () р || v i  и \ " ,  я в л я е т с я  о п р е д е л и т е л е м  п о д г р а ф а ,  по -  
.!>-!• -.f, >го у д а л е н и е м  из г р а ф а  ве рш им  и дуг ,  о б р а з у ю щ и х  ч у т ь  
/-<*, И н ы м и  с л о в а м и ,  минор  х а р а к т е р и з у е т  п о д м н о ж е с т в о  к о п -  

P l  г Ж ,  не к а с а ю щ и х с я  пути .  В ча ст но м  случ ае ,  к о г д а
-  с о п р и к а с а е т с я  с ко и ту ри ои  ч а с т ь ю ,  ми нор  пути с о в и а д а -  
.р сд е л п т е л е м  г р аф а ,  а п е р е д а ч а  к а п а л а  -  с п е р е д а ч е й  пу-

. • г/уто и с л е д у е т  из ф о р м у л ы  (3 .2 ) .
м е ж д у  в е рш ин ам и г и \  с у щ е с т в у е т  не с к о л ь к о  п у т е й ,  

п> ф о р м у л а  \ Ь : ю н а  для  п ер е да чи  г р а ф а  за п и с ы в а е т с я  в с.оот- 
[;1 : с в ы р а ж е н и е м  (3.1) в б о л е е  о б щ е м  виде:

Ф , -,т / V  Г>!л*Л ' \ . ( 3 .4 )
\ I:

■ я ч е с т в е  ил л ю ст р а ц и и  п р и м е н е н и я  ф о р м у л ы  М ч зон а  п о л у 
чим попе ча чу  г р аф а ,  и з о б р а ж е н н о г о  на рис.  Ь .  о т  в е р ш и н ы  
к А р ш и н е  7. М е ж д у  в е р ш и н а м и  1 и 7 и м ею тс я  тр и  к а н а л а
nep<vi;;4 ;i о о р з з о в я п п ы е  п у т я м и  Р ) \ ~  ;<2, I ' .  (•’•'-)• ( К З ) ,  (.г), 4). 
, Л ) '  (7 6)! ,  P';i “  1 (2. 1). (9, 2) ,  ( 1 0 , 9 ) .  (4, 10», Г», 4),  (<>, о) ,
17' (,)] F h ~  П. (!», 21, (Ю, 9) ,  (11.  101, (б. И ) Д , ,  б р о с а ю 
щ и м и с я  к о н т у р н о м  части ( /0, о б р а з о в а н н о й  к о н т у р а м и  я  - J A , ,  
к’ к ■ /\ ипичем А', — 1(3, 4),  ( 4 . 3 ) - .  А , . -=  1(4, «Я, б>>'*)-
(t>;Vo, ' 3 , 6 v , '  av, — ¡ (6 ,5 ) ,  (5,6)}  11 a ' s =  к и ч  %
М н о ж е с т в о  п ар  ин дек со в  п е к а е а ю щ н х е я к о н т  у ров - | ( , 3^. 
{1, *»), (2 , 4), ( 3 , 4 ) ) .  м н о ж е с т в о  т р о е к  £  — ■(1. 3. 4 ) ; , а

_  ^  I* * • г ,
< ¿предел н т е л ь  грифа Л — 1 — A'i —  А .  -  А - А s -1- А , А 3 -Ь

-j- ¡(. А' - f- А > !\ ■, А,; А 4 — А 1 К-л А(.
1 1 ^ с к о л ь к у  Р)\ Ж  ~  | 4 1. Р п г Ж  =  С-. Р~\ г Ж  ••■= 0 .  т о  ми-

п о р ы  п у т е й  и м е ю т  в и д  a ! i -  1 —  А'-,. Ат,  -  1. Л 7, -  1 ■
г р а ф а  - т  в е р ш и н ы  1 к  в е р ш и н е  / в  е о о - л к л с ш н п  с Чю р м \ л о п
М у з п н л  ( 3 .  ‘1) р а в н а

/ ’! . I ! — К ,) -Ь / ’“,
ф -л ■ [ _  /м  /у\, _  а:;| — /ч, +  К,К., -Г г Л Л ,  1 А:Л , - А ' 1А;Л .

О с о б е н н о с т ь  в ы р а ж е н и и  (3 .2 ) - -  (3.4)  з а к л ю ч ае м ся  в том  
- П О  пни я в л я ю т с я  топо л ог и че ск и ми  ф о р м у л а м и  на у р о в н е  т а к и ,  
к о у п п 1 / \  топо л о ги че ск их  п о нят ий ,  к а к  п у т .  ко нту ры и о т п о ш е -  
и'п'е их к а с а н и я .  Эти в ы р а ж е н и я  и м ею т  см ы с л  и без  к о п к р е т и -  
>;шпн с о с т а в а  путей и ко нтуров ,  а  т а к ж е  ст р у к т у р  и п а р а м е т 
ров и .< о п е р а т о р о в ,  поэтому  мо гут  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  для¡ п о 
луче ния  ц ел ог о  р я д а  в а ж н е й ш и х  в ы в о д о в  от н ос ит ел ь н о  ^ ь  >и^ и 
передач  и в ы я в л е н и я  в л и ян и я  на п е р е д а ч и  г р а ф а  о т д е л ь н ы х  п\

Ийь!п\чжен 1)я" ( 3 . 2 1 (3.4) п р е д с т а в л я ю т  соопи ф у н к ц и и  мн о-



г их  пе р е ме нн ых ,  а р г у м е н т а м и  которых я в л я ю т с я  приняты.' -  выпи- 
у с л о в н ы е  о о о з н а ч е п п я  пу те й  н контуром г р а ф а  п ли  их пере да ч  с 
с о о т в е т с т в у ю щ и м н  и н д е к с а м и ,  т. е. н о м е р а м и .  Б о л е е  
мое изучение  с и с т е м  т р е б у е т  выя снения  в л и я н и я  н а  п ер еда чи  
и л и  о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  о п е р а т о р о в  о т д е л ь н ы х  т у г  по-п'г 'омоь 
' . ' пелителеи и з н а м е н а т е л е н  п ер е да то ч н ы х  ф у н к ц и й ;  у г а  ■;?, к е 
п а р а м е т р о в  о п е р а т о р о в  дуг .  Д л я  этого н е / , ¿ т о ч н ы е  фу  . Д н и  

: 11 КОНТУР»в сле дуе  т в ы р а з и т ь  через  п е р е д а т о ч н ы е ' Ф у н к -  

¡ ^ М = "  " Х ДУГ "  , , о д с та в " ть п о - п - е н п ы е  в ы р а ж е н и я  в

П у т ь  или разомкнуты] ' !  контур  п р е д с т а в л я ю т  собой  по.-чечо-

1|™ ™ Г 11 Дуг’ П0ЭТ0МУ ,1Х п ер е д а т о ч н ы е  ф у н к н н н  раннь; п р о 
и з в е д е н и я м  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  этих дуг :

/ ^ ( - ‘0 -  П  * » .

' 1 '\г
А Г !  и ' (.V). мг,>

к  ; чуча-П о д с г а п о в к о й  ( 3 . 5 ) ,  ( 3 . 0 )  в  в ы р а ж е н и я  ( 3 2 ) -  ( 3 1 )  

ю т с я  более детализированные выражения д л я  перет^-ших 
ф у н к ц н н  нл „  „ п р е д е л , п о л я  г р а ф а .  Д л я  р а с с м . л р с ш С ' а ф ^  
( р и с .  1 о )  п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  с | ) 7 |  к а к  ф у н к ц и я  п е р е ч а -  ч у г  

з а д а н н ы х  п а р а м и  и н ц и д е н т н ы х  в е р ш и н ,  и м е е т  в и д  '

^ а д ! х(6,5) (5,6)  —  (10,9)  (11 .10)  ( 9 , 1 1) +  ( 3 4 ) 4  3 X  б 1  г Л  V
+  (3,4) (4,3) (10,9)  (11 ,10)  (9,11) +  (6,5) (5,6)  (10  9 ) ’ ( 11 М)) у  

X  (9,11) (3.4)  (4,3)  (6,5)  (5,6) (10,9) (1 1,10) (9,] I)} Х

топ . Ткп 1В1ЫраЖ0" " 11 д ; , я  тюредаточпоп  ф у н к ц и и  граф;]  :к:г -.ми, 
л ь к о  индексы,  т а к  к а к  д л и  чисто то по ло ги че ско го  ранга  м о т е 

ле  и им енно  и н д е к с ы  я в л я ю т с я  и н ф о р м а т и в н ы м и
В ы р а ж е н и е  д л я  п е р е д а ч и  часто  за п и с ы в а е т с я  с и с п о л ^ о в - ь  

ш е м  н ом ер о в  д у г  с м н о г о к р а т н ы м  п овт оре ни ем очно го  ■- топ* 
11С,шФ о р м а т и в н о г о )  с и м во л а  п ер е д а т о ч н о й  фупк-  

ш ш  д \ г и ,  н а п р и м е р  с и м в о л а  IV: ф 71 =  [117, 1*7.117 117 V/ V

Х И 7 7+  И73Г 4Т17!3и7м и7]в ^ W ^ A v c, WgW ]3W н W l&] - \ v 6W 7W , - Ж l'¡ X

г п я  ™ ку Передаточ12 ые  ФУНКШШ дуг  л и н е й н ы х  сиг н а ль н ых  
чп п б  ? пПрСДСТайЛЯЮТ СО отно ше ни е  дв у х  поли но мов ,  г. е. 
д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  к о м п л ек сн ог о  а р г у м м г а  *> 
1пл н  г  в с л у ч а е  д и с к р е т н ы х  о п е р а т о р о в ) :



д-д.ч) [) '{*) .  ( 3 .7 )

¡|> и - 1 -. д а т о ч н ы е  ф ун кц ии  иуген  п р а з о м к н у т ы х  ко нт ур о в  т а к ж е  
яп. 'игнлея о т н о ш е н и я м и  п о л и н о м ов

(л-) =  . V ?.,.,()>) 0  - П  -V,. (.V)/ П  

I I  Л ; Ы /  П

. м  а;1’ / / о к ; ”

О п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  Д ^ }  и с о о т в е т с т в и и  с в ы р а ж е н и я м и  
13.3) и (3.8) п р е д с т а в л я е т  собой с у м м у  пр о и зв е д е н и й  д р о б н о 
р а ц и о н а л ь н ы х  в ы р а ж е н и й ,  а с л е д о в а т е л ь н о ,  т о ж е  я в л я е т с я  о т п о -  
ие н н г ч  п о л и н о м о в

Д (.V) — А’л (.V) О Л * ) ,  ( 3 .9 )

где Л л ( л ) —  п р ои зв е де н и е  р а з л и ч н ы х  п о л и н о м о в  з н а м е н а т е л е й  
п ер е д а то ч н ы х  ф у нк ци й  д у г  к о н т у р н о й  ча ст и ,  а чис ли тел ь

Л'Л =  -  V  Л' „  ( / Л  / ) К1) 4  V  Л’/оЛ'л-у ( О л /Л-;/>л-у)

V  Л'д-<*\а> \ г/а  (Д* О , . О  +  ■ ■ ■ 4~
(I. ]. М( у \ ,

+  (- - 1)* V  .V,, .............VА-, (/Л / Л ч  - - ■ / Ъ ) .  (3 .1 0 )

¡;( ли з н а м е н а т е л и  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и и  к о н т у р о в  вс е  р а з 
личн ы,  то  В±(а)  —  Ч / Л ,  ( V).

-(•л:
М ш т р ы  п у т е й  п р е д с т а в л я ю т с я  а н а л о г и ч н о :

^ О О - л !  ,.,(*) Г Л , г (.'-).

В ы р а ж е н и е  ( 3 . 2 )  дл я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и  к а н а л а  (х)  
как  о т н о ш е н и е  д р о б н о - р а ц и о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  т а к ж е  я в л я е т с я  
о т н о ш е н и е м  п о л и н о м о в

< ( ^ = - Л ' * г {л') / / , ( х ) ,  ( З . П )

где
.V* (я,  =  .V?. . ,  (я) Л г?-:,  (.V) / М * ) ,

» тп  ь ы р а ж е н и я  д л я  по ли н о мо в  н а и б о л е е  избы точ ны.
Н и с к о л ь к у  в о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  А вход ит  л ю б о й  и з  е г о
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миноров ,  и) п о л и н о м  0 1Г (х) ,  рав ный  п р о и з в е д е н и ю  ^ ; л н ' [ -  
п ы \ _ п о л п н о м о в  з н а м е н а т е л е й  п ер е д а то ч н ы х  ф у н к ц и и  к ж т у р о в  
Р-.;г г  Ж  я в л я е т с я  с о м н о ж и т е л е м  / ) л. С л е д о в а т е л ь н о ,  пи кномы 
ч и с л и те л я  п з н а м е и а т е л я  пер едаточной  ф у н к ц и и  ( | ) ¡ и щ у т
В И Д  '  I I .

-----

х л.* . .  Г' ' Ь З )

Ьел п  путь  Р ] г и м е е т  об щ и е  с контурной  ча ст ью д у л 1, то 
15 в ы р а ж е н и и  ( 3 . 2 )  н о л п и о м ы  з н а м е н а т е л е н  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к 
ций этих  дуг  с о к р а щ а ю т с я  с с о о т ве т ст ву ю щ и м и  с о м н о ж и т е л я м и  
п о л и н о м а  ( О ^ / О ^ г  ) .

В гом в а ж п е ш п е м  ча с т н о м  случае ,  ко гда  и щ у тс я  п е р е д а т о ч 
н ые  фу н к ц и и  с и л ь н о  с в я з н о г о  г р а ф а  С?о, все дуги,  о б р а з у ю щ и е  
п у т ,  п р и н а д л е ж а т  к о н т у р а м ,  а поли но мы П)>.[Г по лн ост ью с о 
д е р ж а т с я  и п о л и н о м е  ( / 9д / />л|Г ) .  П о э то м у  з н а м е н а т е л и  »сел. п е 
ре д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  к а н а л о в  и г р а ф а  в ц е л о м  р а в н ы  чи сл и те
л ю  о п р е д е л и т е л я :

¡ Л г = и , , ~  О , , - - , У л .  {■■■;.Ц )

Ч и с л и т е л ь  о п р е д е л и т е л и  А'д. вх од ящ и й  в ви де  с о м н о ж и т е л я  
но все з н а м е н а т е л и  п е р е д а т о ч н ы х  ф ун кц ии  г р а ф а ,  назове- /  х а 
р а к т е р и с т и ч е с к и м  п о л и н о м о м  за м к н у т о й  ко нту р н о й  части О .
7 этоп  св язи  з н а м е н а т е л ь  О л о п р ед ел и те л я ,  р а в н ы й  п р о и з в е д е 
ни ю  р а з л и ч н ы х  п о л и н о м о в  з н а м е н а т е л е й  всех разомкнут!, ' ,  коп- 
1 >Р°в- естест ве нн о  н а з в а т ь  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  п о л и н о м о в  пол-  
п о ет ыо  р а з о м к н у т о й  к о н т у р н о й  части г р а ф а  =

В ы ш е  п р е д п о л а г а е т с я ,  что р а з л и ч н ы е  ду ги  г р а ф а  не имеют  и 
точности о д и н а к о в ы х  с о м н о ж и т е л е й  в з н а м е н а т е л я х  пер.  д • ¡оч
ных  функ ци и .

Кори ц  п о л и н о м о в  ч и с л и те л я  Л'* (я)  п з н а м е н а т е л я  ($)  
п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  к а н а л о в  системы  Ф , Л ($) ,  т. е. нули н 
п ол ю сы  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  кана ло в ,  я в л я ю т с я  о б ъ е д и н е н н 
ом м н о ж е с т в  ко р н ей  п о л и н о м о в  с о м н о ж и т е л е й .  И н а ч е  говоря,  
¡5 ф о р м и р о в а н и и  ну л ей  п п о лю сов  к а н а л о в  си с те м ы  к о н ту р н ая  
ч а с т ь  и дуги,  не » х о л я щ и е  в контурную часть ,  у ч а ст ву ю т  с о в е р 
ш е н н о  н ез ав и с и мо .  И з  н ез ав и с им ос ти  п о л ю со в  с л е ду е т  в а ж н ы й  
выв од;  сис те ма  у с т о й ч и в а  то гд а  и только  то г д а ,  если  уступчива  
к о н т у р н а я  часть  и все д у ш ,  не вх о д ящ и е  в нее.

В си с те ма х  у п р ав .т е н и я ,  как  праь ил о ,  п о р я д к и  поли ном ов  
Ал (я)  п N±(8)  к о н т у р н о й  части горазд о  в ы ш е  п о р яд ко в  . - н и -  
ном ов  дуг,  не в х о д я щ и х  в к он тур н ую  часть ,  п оэ том у  бол: и :;и- 
с т в о  пулей  I! п о л ю с о в  к а н а л о в  о п р е д е л я ю т с я  соответствен!* '" п о 
л ю с а м и  и н у л я м и  о п р е д е л и т е л я  Л(ь').



l ie,in з а д а е т с я  модель  си с те м ы  со  с в я з я м и  .\1 ^ у/.(2) в т о р о г о

ран га  нео п р ед ел ен н о ст и ,  то с т а н о в и т с я  в о з м о ж н ы м  р а с к р ы т ь  в ы 
р а ж е н и я  д л я  полиномов  п е р е д а т о ч н ы х  ф у нк ци и  дуг,  и в м е с т о  
р а с с м о т р е н н ы х  в ы ш е  индексных п о л у ч а ю т с я  с и м в о л ь н ы е  в ы р а 
же н и я  д л я  оп р е д е л и т е л я  г р а ф а  и п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и и  к а н а 
лов  и г р а ф а  в целом.

Т о п о л о г и ч е с к а я  ф о р м у л а  д л я  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и и  г р а ф а
(3.2) с п р а в е д л и в а  д л я  с и г н а л ь н ы х  г р а ф о в  п р о и зв о л ь н о го  Ь и д а .  
О д н а к о  если  р а с с м а т р и в а ю т с я  с и л ь н о  с в я з н ы е  г р а ф ы  с и с т е м  
уп р а в л е н и я ,  то  д л я  пх п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к ц и й  могут б ы т ь  п о л у 
чены б о л е е  э к о н ом и ч ны е  ф о р м у л ы .

Как ужо указывалось, формула М эзона  является  топологическим л п ал о  
и>м правила Крамера .  По-яому ео до казательство  проносится путем п е р е 
л и л  от 1 рафа к с т ч е м е  у¡»пинешш, т е л е ч о в а и п я  формы решения \p a m ie -  

1П1Й по прлни.'Н’ Крамера и переноса р езультатов  нл графовые представления  
|-1, 29,  54].

По графу, дугам (i, j )  кою рого пос i авлелы  и соответствие передаточные 
функции W ,j ,  непосредственно записы вается  причинно-следственная ф о р м а  
линейных алгебраических сравнении oi носительно изображений m ременных 
системы .V,, i — 1 .......... /1.'

X I =  I V ; ; X j .

I

»та  система уравнении можег быть записана  в матричной форме

W x О,

I И’ X (л- ................... ■1 •

W

]

- -  1Г„

~ \ v i¿ . . .  
1 . . . -  IV',„

-  U”rtl - U " „ .  . . 1

есть матрица коэффициентов системы 
\равнений. Следует  обратить внимание 
на то, что матрица W пмеег единичною 
главную диагональ, а ее недиагональ- 
ные элементы в отличие от  соответству
ющих передаточных функции дуг имею:
< 11 а к минус.

Нели к нершнне .v, графа, принятой 
за входную, присоединить единичную 
дугу от в ер н ш и ы -т то к а  / ,  (рис. 17), 
ni ) равнения системы нрпм\т вид

W x =, В, 'V,

i чс В, - -  (О, ......... I),1 -- матрица-столбец с единицей на r - i i с тр о ке -
Передача  графа  'I1,,- от вершины г  к вер ш и н е  припят-п  за в ы х о д  

(v .  ---V.,), равна значению сигнала х  , если к верш ине n \u  и  л> нрн.нежено
единичное воздействие  f r -■ 1 .

З н а ч е н и е  с и г н а л а  , v. t н рн  а т о м  у с л о в и и  р а в н о е  i i ckcmhü  п е р е д а ч е  »I*

можно получи 11>, р .ш . .в  с и н е м у  ypau:ienn¡i

Pm

к-



н о  правилу  Кр;|

где  Д =  <1е1\№ « ' .¡рсхелитель системы, А.,г 11е( Ш ,. — сп р ед е  п п ел ь  ма>- 
рниы, подученной а.'. зам ен о й  столбца с номером 7 па В.. Посколькч" в В. 
нее элементы, кроме г -го ,  равны  ну по, то А -а л г е б р а и ч е с к о е  донодненн-..-

матрицы \У.

Таким образом, получение передачи графа можно снести к вычислению 
определителя и алгебраического дополнения матрицы соответствующей графу 
системы уравнений.

Общее выражение д л я  определителя произвольном квадратном матри
цы А имеет вид [7]]:

| (,1: 111:' • • • 11 т
с]еI А --  | и - 1 а 'г'2

I ап\ аи: • ' • апп

где суммирование осущ ествляется  по всем различным подстановка'.! и; 
индексов элементов А [46].

Вторые индексы коэфф ициентов разложения определителя являются 
перестановками из чисел от  1 до  п, поэтому и общем случае число в а . \  
слагаемых в разложении определителя (МА равно п!.

З н а к  перед каж ды м  членом разложения (¡е£А определяется числом ин
версий е соответствующе!! перестановки. Говорят, что в перестановке числ.ч 
1' и составляют инверсию, если * >  /, но £ стоит раньш е /. Перестановка; 
является  четной или нечетной в зависимости от четности или нечетности ин
версий в последовательности чисел « | ,  аг, . . . .  а п . В ажное свойство пер-'" 
становок — это изменение их четности нри любой транспозиции двух симво
лов (не обязательно стоящ их рядом).

Всякая  подстановка м о ж ет  быть разложена в произведение попарно не
зависимых циклов [46]. Ц и к л о м  называется подстановка, повторение ко
торой достаточное число раз  переводит всякий из ее символов в любой 
другой.

Циклы называю тся н е з а в и с и м ы м и ,  если не имеют общих симво
лов. Число символов, действительно перемещаемых циклом, называется 
д  л и и о й цикла.

Пусть дана  подстановка  /1-й степени и я — число независимых циклов 
в ее разложении плюс число символов, оставляемых ею па месте (всякому 
символу, оставляемому подстановкой па месте, можно поставить в соответ
ствие «цикл» длиной 1). Разность й — п—.9 назы вается  декрементом этой 
подстановки.

Удобным способом определения четности подстановок является разло
жение их в циклы: четность подстановки совпадает с четностью декремента 
этой подстановки.

В частном случае м атриц ы  с единичной главной диагональю и 
знаками минус при всех нсдиагональных элементах разложение определителя 
А =  (МИ' мож ет  быть за п и с а н о  в следующем виде:

Л 1 XV - -

1

-  IV,,
-  Н” ,'» . .  

[
• -  и-

• - и , я

-  и",м и , , . 1

О* IV,, . . .  IV,,., .
1 П

V



[ л с единица соотн« т- таус i ирон.пнменшо онлльии.ч элементов или т о  ж  - 
дсстпеннон подстановке, Сомножитель ( - - 1 ) А при слагаемых о пр е д е л и те л я  
ire tW  учитывает знаки минус при иедиагонольпых элементах W, причем 
k  — число недиагональных элементов И7 - • _ з соответствующем п р о 
изведении.

Выраж ение д л я  detW можно записать  в нисколько ином вндс [4, 54]. 
Во-первых, (— 1 )* (— 1 ) ^ - ( I)* d, во-вторы х,  с -h -d -k(n-  s ) ~ s - - ( n — к ) .  
где s — число всех циклоп, ( п — к )  — число ци клоз  единичной длины в рас-  
сматрииаемой подстановке. Следовательно, с есть число циклов с д л и н о й  
больше единицы. С учетом сказанного я и р з ж е т к -  для определителя W  з а 
пишется так:

Л =-. del W -  1 -f V  ( 1)' U'Y. . . . 1Г„, .

где знак  произведений определяется числом с циклоз нееднкпчной д л и н ы  
в соответствующей подстановке.

Рассмотрим далее, как по графу 6  находится  определитель c o o t r o i -  
ствующей матрицы W; его также назы ваю т  определителем графа.

Циклам или циклическим подстановкам из индексов членов определите-  
. я  на графах соответствуют контуры. Например ,  члену определителя  
tt''l8W,22W;38»47№’ssU76'W7:4№'83 пли подстановке

/ 1 2 3  4 5  fi 7  8  \

■5 2 8 7 в 1 4 Н / ’

кмеютеп разлож ение  в циклы {(2), ( I ,  5, 6 ) ,  (Л. 8 ), 14. 7)}, соотве к 'тв у е  i 
•■олграф изображенный на рис. 18. П о д гр аф  содерж ит  один контур едипич-

Рис. 18.

мои (петлю) и три контура нседнпнчной длины. Поскольку подстановка рас-  
! ладынается на произведение попарно независим ых циклон, то соответству ю 
щие контуры не имеют общих вершин, т. е. попарно не соприкасаются.

Таким образом, для  вычисления определителя  по графу необходимо: 
I) найти все контуры графа; 2 ) составить всевозм ож ны е комбинации п о п а р 
но несоприкасающихся контуров по одному, по два .  по три и т. д.; 3) п р о 
суммировать передачи контуров и произведений контуров со знаком {— 1 ) г , 
где г — число контуров в комбинации.

Вычисление передачи Ф  требует т а к ж е  нахождения алгебраического 
дополнения матрицы W. Рассмотрим, к чему сводится соответствую щ ая 
топологическая операция, т. е. определение числителя передаточной ф у н к 
ции Ф-,г по граф у G. Д л я  этого преж де  всего необходимо выяснить, как  
из графа G получается другой граф G^ r , определителем которого я в л я ет ся  
числитель передачи Ф .,г или алгебраическое дополнение W ^  матрицы  W.

Получение матрицы W.(r из матрицы W заменой столбца у  столбцом 
В, эквивалентно удалению из графа  G всех дуг ,  исходящих из верш ины у.



кролю ЛУГИ с п ер ед а ч ей  — направленной т  верш и н ы  у  черпш но г  и ,Нч -  
л и  с „ ч н -л ач о и  + 1  ,Ф „  в е р ш и н е  у  (рнс. 19). Г*ли  у - V  то  при верш ине  у 

°уп“ ^ я ЛЬС 1 К ' Л11 ж и,,Ж Н 1‘‘лы ,ая  “ о т р и ц а т е л ь н а я ,  которые взаим н о

Вычислил определитель Л.,, графа О г 
получаем искомую передачу графа

Р т

.■¡о ¡¡иже (см. 
своем составе

Полученная формула удобна в том отно
шении, что числитель и знаменатель передачи 
вычисляются по одной и той ж е  процедуре 
формирования определителя графа.

Г!рп формировании определителя графа 
О'.,, т. е. числителя Л . г передачи Ф г  в 
большинстве случаев целесообразно учиты
вать специфику графа й  ,.г . К ак  будет пока- 

ф о р м у л у  (3.53)) ,  определитель I рафа, имеющего 
контур  с единичной передачей, равен взятой '  

минусом сумме произведений передач контуров, касающихся единичного 
контура, на определители подграфов,  полученных удалением утих контуров. 
Поскольку все контуры, к асаю щ иеся  единичной петли, т. е. содерж ащ не 'вер -  
шину у, обязательно с о д е р ж а т  дугу (г,  у) с передачей — !, то передачи 
мтнх контуров равны передачам  путей со знаком минус: — Р*г . Таким об

разом , определитель гр аф а  0 . г есть Х*г, а топологическая формула
к

для  передачи Ф.,г имеет- окончательный вид (3.4).
Топологически!! метод вычисления определителей целесообразно исполь

зо в а ть  н тех случаях, к о гд а  м атрица имеет значительное число нулевых эле
ментов. Если матрица с о д е р ж и т  все ненулевые элементы, то все п!  членов 
разл о ж ен ия  с!е1\У отличны от  нуля. С ростом числа уравнений, т. е. вершин 
гр аф а ,  число членов определителя  быстро возрастает  (например, З 1- Г. 
5 ! —120, 101 =  3 628 800).

Число членов определителя  п-го порядка в разложении с1е1\\' при нали
чии нулевых элементов р авн о  (72)

</
V

где  6' , — число всевозмож ных сочетаний по I нулевых элелюнтов, располо
ж енны х в различных строках  и столбцах определителя, <7 ~ • наибольшее чис
ло нулевых элементов, в х о дящ их  в такие сочетания. Эта  формула отраж ает  
ю г  факт, что число членов р азлож ения  определителя и целесообразность 
¡шмененнн топологических ф орм ул  для решений графов и систем уравнения 

определяются не непосредственно числом нулевых элементов матрицы \У, 
.. числом нскаеающнлея нар, ф о е к  и т. д.  контуров.

3.3. О п р е д е л и т е л ь  г р а ф а

О п р е д е л и т е л ь  I р а ф а  Л я в л я е т с я  одной из ф о р м  п р е д с т а в л е 
ния час тн ых м од еле й  ЛГчг,  н а  основе ко то ры х о д н о з н а ч н о  выяв-  
. 1НЮТСЯ ф у н д а м е н т а л ь н ы е  св ойс тв а  са мой  с и с т е м ы  у п р а в л е 
ния  Л|ч-.

К а к  с л е ду е т  ил в ы р а ж е н и й  (3.2) и (3 .4 ) ,  л ю б а я  п е р е да ча  
: р а ф а  и об щ е м  с л у ч а е  с о д е р ж и т  в з н а м е н а т е л е  о п р е д е л и т е л ь



г ра фа ,  из чего следует ,  что и о б щ е м  с л у ч а е  к о н т у р н ы е  ч а с т и  
или сп,п,по с в я ж ы е  ко мпоненты г р а ф а  и их с в о й с т в а  в л и я ю т  
на все п е ре да чи .

В тех с л у ч а я х ,  когда и м еет ся  н е о п р е д е л е н н о с т ь  о т н о с и т е л ь 
но точек  п р и л о ж е н и я  воздейс тви й  и в ы х о д о в ,  т. ". н е о п р е д е л е н 
ность в м од е ли  св я з е й  системы  со с р е д о й  , и с с л е д о в а н и ю.■¥
п о д в е р г а ю т с я  х а р а к т е р и с т и к и  к о н т у р н о й  ча сти  в виде с о м н о ж и 
тел я  всех п е р е д а ч  Л 1 или в в и д е  о п р е д е л и т е л я  Л. Б о л е е  то г о ,  
синтез  сис те м со  многими в х о д а м и  и в ы х о д а м и ,  с р а з н о о б р а з н ы 
ми ц е л я м и  и т р е б о в а н и я м и  к п р о ц е с с а м  у п р а в л е н и я  о б я з а т е л ь н о  
д о л ж е н  н а ч и н а т ь с я  с ф о р м и р о в а н и я  у с т о й чи во й ,  грубо й  и д о с т а 
точно  б ы с т р о д е й с т в у ю щ е й  к он ту р н о й  части .

П о с л е д о в а т е л ь н о е  ра с к р ы т и е  с в о й с т в  си ст ем ы у п р а в л е н и я  
.V« м о ж е т  о с у щ е с т в л я т ь с я  по м о д е л я м  .М«<1),  Л Ы 2 )  и Л4я(3)  
на основе  ч а е т н ы ч  моделей  в в и д е  и н д е к с н ы х ,  с и м в о л ь н ы х  и 
численных м а с с и в о в  пли в ы р а ж е н и й  д л я  о п р е д е л и т е л я  Д. П р и  
•лом р е з у л ь т а т ы ,  по лу че нн ые  но м о д е л я м  . У к ( П ,  б у д у т  и м е т ь  
н аи б о л ее  о б щ и й  ха ра кт ер .

О п р е д е л и т е л ь  графи О х а р а к т е р и з у е т  т о л ь к о  к о н т у р н у ю  
ча сть  Оп, т. е .  х а р а к т е р и з у е т  м н о ж ес тв ; »  к о н т у р о в  Ж  и о т н о 
ш е н и е  к а с а н и я  г  на 'атом м н о ж е с т в е ,  и н а ч е  г р а ф  к а с а н и я

—  <Ж\ п .  П о э т о м у  <шро тел  и те л  ь ч а г ю  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  
&\ Ж\ ,  к а ж д ы й  раз  к о н к р е т и з и р у я  м н о ж е с т в . -  к о н т у р о в  Ж .  
При н е о б х о д и м о с т и  к о н к р е т и з а ц и и  м н о ж е с т в а  па р  не к а с а ю 
щ и х с я  к о н т у р о в  б у д е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  з а п и с ь  Л Ж ,  Я:->\ и л и  
Л ! / ^ к), а в н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  п р и н я т ы  ф о р м ы  за п и си  с  у к а 
за ни ем м н о ж е с т в  т р о е к ,  ч е т в е р о к  и т .  д.  н о к а с а ю щ и х с я  к о н 
туров:  л \ ж,  2 - , , Х г ) .

И з  в ы р а ж е н и я  д л я  о п р е д е л и т е л я  (3.3)  сл ед у ет ,  чти , \ { 0 }  =  1, 
т. е. о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а ,  не с о д е р ж а щ е г о  ко нту ры,  р а в е н  е д и н и 
це. О п р е д е л и т е л ь  конечного м н о ж е с т в а  к он ту р о в  с о д е р ж и т  к о 
нечное числ о  чл е но в  (.хотя, м о ж е т  б ы т ь ,  оч е н ь  б о л ь ш о е ) ,  о п р е 
д е л я е м о е  чи с л о м  контуров  1.= 'Ж |, ч и с л о м  н а р  т р о е к  | 5?;,| 
и т. д. М а к с и м а л ь н о е  число п о п а р н о  н е к а с а ю щ ч х с я  к о н т у р о в  
или число  сомножителе] ' } Т в п р о и з в е д е н и я х  н а и б о л ь ш е й  д л и н ы  
и сос та ве  Л, оче видно ,  не п р е в о с х о д и т  А, п ри че м  у с л о в и е  Г =  1  
до с ти г ае тс я  в вы р о ж д е н н о м  с л у ч а е  £  а в т о н о м н ы х  к о н т у р н ы х  ч а 
стей,  с о д е р ж а щ и х  по одном у  к он тур у .

З а п и с ь  о п р е д е л и т е л я  в ф о р м е  (3.3)  п р е д п о л а г а е т  л ю б о й  п о 
р я д о к  п е р е ч и с л е н и я  контуров /С;, п а р  /С/Л";, троек  Л’ Л,Л’/; и т . д .  
с п о с л е д у ю щ и м  с у м м и р о в а н и е м  п р о и з в е д е н и и  с с о о т в е т с т в у ю 
щ ими  з н а к а м и .  В р я д е  слу ч ае в  ц е л е с о о б р а з н ы  д ру г и е  с п о с о б ы  
гру пп ир о вк и  с л а г а е м ы х  и с о м н о ж и т е л е й ,  \нро : : : ;  : е шп е  с о е т л в -  
1ение о п р е д е л и т е л я  и б ол е е  у д о б н ы е  д л я  пег> 'Юр ы\  :лл,пч 

ан а л и з а .
З а д а н и е  м н о ж е с т в а  контуров  . / / ’ п е р е ч и с л е н и е м  его ч л е м е н -  

!11в о д н о в р е м е н н о  уп о ря д оч и ва ет ,  т. е. н у м е р у е т  и ш т у р ы ,  к а к  
правило,  в п о р я д к е  их от ы ск ан и я  по т о м у  или шил: '  ал го ри тм у .



В г р у п п ; ) 1 с л а г а е м ы х  /\'м ^  А] А),  . . . .  а т а к ж е

в л ю б о м  о т д е л ь н о м  п р о и з в е д е н и и  Л'- К/.  А ^ К ^ К ^ -  - о п р е д е 
л и т е л я  у д о б н о  п р и н я т ь  л е к с и к о г р а ф и ч е с к и й  п о р я д о к  (ка к  словч  
в с л о в а р е )  н о м е р о в  к о н т у р о в .  Э г о  п о з в о л я е т  з а д а т ь  м н о ж е с т в а  
3?->, 3?л и т.  д .  о п и с а н и е м ,  я в л я ю щ и м с я  т а к ж е  а т г о р и т м о м  нч 
с о с т а в л е н и я :

=  {(«, ./)■ А  У €  'Ж, i /\  / t ( A V ‘̂ ) K  

=  ((¿, у, * ) :  К J Ç & , ,  у *. к Ы К г Ж )  П

2% =  {(/, . . .  . Я,  t ) :  I ...........Ч Ь С£ Т- р  </ ^ С ( а д П . . .

Кслн  в в ес т и  в р а с с м о т р е н и е  м а ж о р и р у ю щ и е  п о д м н о ж е с т в а  
и н д е к с о в  Жл1[ • -  \ j  Ç Ж  : /  > ¿| ,  т о  м о ж н о  исключите» н е к о т о р у ю  
и з б ы т о ч н о с т ь  и о п и с а н и и  (3.  15),  а с л е д о в а т е л ь н о ,  и в в ы д е 
л е н и и  м н о ж е с т в  £?-л, . . .  , З ’ч :

2 ”,  =  {(/ ,  /> :  Л У 6 Х  . / fc ( Л /Л Г * ' 1)),

=  ((г, / ,  * ) :  (Л y j C - â ’î .  * ( •  fA ' , r J r U I ) П  1 А / Д ! ‘, л )}.

S f r = | ( i ............</. <): ( / .  ■■■• ? ) € ^ г - . .  < € ( А > Л Г ' " ' ) П . . .

. . . п ( аг/ л г ' ” )1. ( 3 . u i )

П о с к о л ь к у  м н о ж е с т в о ,  м а ж о р и р у ю щ е е  с т а р ш и й  и н д е к с ,  пусто :  
Ж [Ц =  0 ,  то  пр и  с о с т а в л е н и и  пар,  т р о е к  и т.  д .  и нд е кс о в  не 
н у ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  м н о ж е с т в а  \Кр г Ж [‘л \-

З а п и с ь  э л е м е н т о в  о п р е д е л и т е л я  в о п и с а н н о м  п о р я д к е  по
з в о л я е т  вы н е ст и  з а  с к о б к и  об щ и е  элемент»,I гру пп  с л а га ем ы х :



Р а с с м о т р и м  порядок  ф о р м и р о в а н и я  о п р е д е л и т с я  и г р у п п и 
р о в к и  его э л е м е н т о в  па п р и м е р е  г р а ф а  к а с а н и я  к , ,  и з о б р а ж е н 
ного на рис.  20.  М н о ж е с т в о  к о н т у р о в ,  точное н о м е р о в  и л и  и н 
де ксо в  к он ту р о в ,  имеет в ид  Ж  = { 1 ,  2,
3. 4, 5, (>, 7}.  З а п и с ь  н а ч а л ь н о й  ч а с т и  в ы 
р а ж е н и я  д л я  о п р ед ел и те л я  в с о о т в е т с т 
вии  с в ы р а ж е н и е м  (3.3) т р и в и а л ь н а :
\  =  1 - - (К\  +  А 2 +  Кз +  ^ 4  +  Кь +
+  /С + / ( ; ) + • • •  •

Д л я  п р о д о л ж е н и я  и з а в е р ш е н и я  з а 
писи п р е ж д е  всего н ео б х о д и м о  с о с т а 
вить  м н о ж е с т в о  пар  и н де кс ов  пес опрп-  
к а с а ю н н х с я  к о н т у р о в  2 >2- ^  с о о т в е т 
ст вии  с о п и с а н и е м  (3.16) и с г р а ф о м  
к ас ан и я  11к (рис.  20 )  э л е м е н т ы  
&■, п и ш у т с я  в с л е д у ю щ е м  порядке* .
/ 4 ) ,  [К,Уж"'] =  \\'Гг:2,  3, '1,5,  6,  7 | - | 4 .  5 С,. 7) что 
да е т  г р у п п у  сла га ем ых  о п р е д е л и т е л я  / \ ,  (Л - г  ; ; +  А |( Ат); 
г — 2, ( А , г . Ж 1'2 | • -\2\~r ¡3.4, Г),6 ^ 7 }  (4, о, б, 7 ) ч т о  д а е т  г р у п п ы  
А 2 (Аг1-А'г,-ЬА>1-А,);  / ^ 3 ,  {А';, г  .Жп ! ) == |3| г|4, Г), (к 7 | -= |5, в , 7), 
что д а е т  А :! (К-, +  К;  +  /С: -1, ! А 1 г  Ж ] ̂ - Я  г 'о,  6 , 1\ - -17}, 
что д а е т  — о, {А,, г  Ж [' '1] =  |5]  г  |6,  / ) =  0 ;  ¿ = * 6 ,
|д :1;7г^ |“1| =  Г [71 =  {71, ч т о  д а е т  АГ,; А ; . П о с к о л ь к у  Ж  0 ,  
то  п о л у ч е н ы  и с г р у п ш . р е н а н ы  г е е  п ар ы  и с к а ж а ю щ и х с я  к о н т у 
р о в — э л е м е н т ы  м н о ж е с т в а  -2".,— 1(1, -1), (1.->),  ( 1 , 6 ) ,  ( 1 , 7 ) ,  
(2 ,4 ) ,  (2, Г)), (2 ,6) .  (2, 7), (3 ,о ) ,  (3 , 6 ) ,  (3, 7), (4,7),  (6,7)) ,  у п о 
р я д о ч е н н ы е  л е к с и к о г р а ф и ч е с к и .

Т р о й к и  и н д е к с о в  (¿, ./, к ) ( - £ л и щ у т с я  п у те м  щ с л е д о в а т е л ь -  
но г о  р а с с м о т р е н и я  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а  11 с о о п к  : с т в и и  с о п и 
сани ем (3.  16): ( 1 , 4 ) :  [ А', г  14■) П  IА ( г Ж 1 '} ~  ■ 1. П  {71 === 
== | 7 | ,  что  д а е т  п е р в у ю  т р о й к у  и н д е к с о в  ( 1 , 4 , 7 )  11 с о о т в е т 
с т в у ю щ е е  с л а г а е м о е  о п р е д е л и т е л я  К х А,  А-: (1, \ ! \ \Г_Ж } П 
п \ К :>г Ж 1'1) —  |1>, 7; п =  ( К  <>): ¡А, г  Ж 1" ' П  ! А'„ г  Х 1"'\ =
— {7 } р] {7 { ^  {7 ], что д а е г  - р о й к у  (1. 6, 7) и с л а г а е м о е  /С, К,- К-\
( 1 . 7 ) :  т а к  как  .У/1' 1— 0 ;  ( 2 , 4 ) :  {А_./' ,У'11|)_П 11 =
— ¡5, в,  7|  П  ¡7) =  {"¡, ч го д а е т  т р о п к у  ( 2 , 4 . 7 )  и с л а г а е м о е

( 2 , 5 ) :  [ А * ^ 1’1) П \ К.  г Ж ' г,]\ =  [6, 7; Г) 1 / ; |  =  0 ; ( 2 , 6 ) :  
'■К, г  Ж"'"} П { Кг, г Ж ' м ) =  \7\ П  17) =  | 7 | ,  чго  д а е т  ч р о й к у  (2 <>, /) 
и с л а г а е м о е  К>К,.К-;,  (2. 7): 0 ^  (3 ,  о): { А ' ^ - У 1 1! П '¡А\ г Ж ' [ } =
Г), 6, 7) п  101 =  0 ;  (3, г>): { /й ,глг1в) п ! л . г л г 1‘|) =  |7 |п { 7 |  ^ !7 1 ,

что д а е т  т р о й к у  (3, 0, 7) и с л а г а е м о е  АзА’ьА?; ( 3 , 7 ) :  0 ;
( 4 . 7 ) :  0 ;  ( 6 , 7 ) :  0 .

М н о ж е с т в о  (£ ъ  о к а з а л о с ь  с ф о р м и р о в а н н ы м  п у п о р я д о ч е н н ы м  
л е к с и к о г р а ф н ч е с к п : . : £ ' з =  {(1.  4,  7 ) ,  (1,  6, 7, ) .  (2, 4. / ) ,  (2,  С>, 7 ) ,  
(3, 6, 7 )} .



П о с к о л ь к у  все т р о й к и  с о д е р ж а т  помер  се д ь м о го ,  последнего  
по  с ч е т у  к он тур а ,  то  ч е т в е р к и  п ек а с а ю щ и х с я  к о н ту р о в  о т с у т с т 
в у ю т :  3 ? 4  =  0 .  О п р е д е л и т е л ь  А в соответствии  с ф о р м о й  записи
(3 .17)  п р и н и м а е т  вид

А  - -  А  \ Ж , J ,  . .  X ; = 1  ( А  (  4  / \ . :  4  Л  : - 4 - -  Л ' ; - j -  Д ' -  - f -  / \ ^  4 -  Д ' 7 )

+  А', ( А, 4- А'., +  / v ' ß  - f  Л ' . )  +  / ( ,  ( / у \  -f- / с ,  4- Д ' , ,  +  Л ' . )  4 -  

■! а (А.-, 4- А,, 4- К,)  -Ь ЛГ,/\; 4  /САГ; — А', А';А": ■ -
А', А'Л': — Л 'Д Д 7 — K,KJ\; — А',д;/Ст. (3. IS i

К р о м е  ф о р м ы  (3.3)  и л и  (3 .17)  в оз м о ж н ы  и и н ы е  г р у п п и р о в 
ки  э л е м е н т о в  о п р е д е л и т е л я  Л {.Ж}. Д л я  п р и м е р а  в ы р а ж е н и е
(3 .18)  м о ж н о  п е р е г р у п п и р о в а т ь  по-другому:

А — I K i (I Ki Ks Ke — Ki -\~Кз,1 \7  4  КьКг)
— • А2 (1 A4 К 5 Кс —1К7 4  K\Ki 4  AqAV)- •

— A 3 (1 Къ —  /С6 —  /С? 4  АбА?) —
- А 4 (1 —  /С7) —  К 5 —  Аб(1 —  / (7) —  AV-

Л е г к о  з а м е т и т ь ,  что в ы р а ж е н и и  в с к о б к а х  с у к .  о п р ед ел и те л и  
п о с т р о е н н ы е  на п о д м н о ж е с т в а х  контуров,  не  к а с а ю щ и х с я  к о н 
т у р о в ,  вы н е с е н н ы х  за  с к о б к и ,  и м а ж о р и р у ю щ и х  их индексы:

j _  K ts { K * ,  Ks,  Кв,  AY} -  a v \ ( a 4, a's,  к 6, a:7}
— /СзДСЛГв. Кб, K7} — K<A{K7} - K s- K ^ { K 7} ~ K 7.

в  о б щ е м  с л у ч а е  в ы р а ж е н и е  для  о п р е д е л и т е л я  м о ж е т  быть  
п р и в е д е н о  к с л е д у ю щ е м у  виду :

Л = 1 -  V  К А \ К , 7 х щ \.
,(ГУ

П р и  э т о м  о п р е д е л и т е л и  А {/<>. '#’W}, в свою оч ер ед ь ,  мо гут  быть  
з а п и с а н ы  в ф о р м е  ( 3 .1 9) ,  в р е з у л ь т а т е  чего п о я в л я е т с я  р е к у р 
с и в н а я  ф о р м а  за п и си :

А — ! - V  Д ' , Л  V  А , ( !  . . . и  . (3.50) 

" Ж  { мл,.;.*/: I

Ф о р м у л у  (3.19) д л я  о п р е д е л и т е л я  г р а ф а  м о ж н о  и н т е р п р е т и 
р о в а т ь  к а к  п о с л е д о в а т е л ь н у ю  « р аз бо рк у »  к о н т у р н о й  части,  н а 
ч и н а я  с  п ер во го  к о н т у р а ;  п о с л е д у ю щ и е  член ы с о д е р ж а т  т о л ь 
ко « о с т а в ш и е с я »  к о н т у р ы :

¿(0 
Л ,

- Д ( , - - и  4 ‘ , / — ! ,  . . . ,  f.,

"= >• ''*</> =  - -  К А \ К , г Ж щ \, (3.21)

Л - -

/ - и



Д — 1 V  Д' , .Л!Ау Ж ии< С М 9 а )

г^Ж

где Ж{ 1] — по дм но ж е ст во  к о н т у р о в  с н о м е р а м и  м е п е е  1 м н о 
ж е с т в о  контуров ,  « с о б р а н н ы х »  к 1-й и г е р а ц п н  п р о ц е с с а  п о с л е 
д о в а т е л ь н о й  «сборки» к о н т у р н о й  части.

П р о ц е с с  ф о р м и р о в а н и я  к о н т у р н о й  части  г р а ф а  и ег о  о п р е д е 
л и т е л я  методом «сборки»  п р о и л л ю с т р и р у е м  н а  п р и м е р е  г р а ф а
к а с а н и я . изо б ра ж ен н о г о н а  рис. 20:

/ — 0, Лю) - - 1 .

1 -= 1. 5А,1, --- А', А 1 0 1 — Д.:

1 =  2, ЙДс-, А',Д !А':>/Ж\:\\ А_;

г ' А , . - А.Л 1 А";, г Ж  |:Ч, А'.:

/: !. А.Д ¡А',, г Ж\ Ц \ — А - Л ! /V,.. А', .;

1 -  г>. 5Дг/ -- А,Л !А: 7 ж щ — А'.Л А', ■ А'. . А'..

г 0, 5Д(И) ■= А'1;Д |ЛГ| ,г  Ж[б\  1 А'„Д ;а ',- А’.. А',

1 =  7, ^ 1 7 , — - А'Д аг7 Ж 171 1 •- А;А 1А ,, А',. А',

О п р е д е л и т е л ь  з а п и ш е т с я  к а к  с у м м а  п р и р а щ е н и и :

Д —  V  г д , , 1  — А' , —  Л'., — А': — А ; (: — А-1 - - А'.) 

- А’. ( 1 — А', - - А', — А:;) — А'1; (1 - -  А', ~  А', — А. )  — А' . (1 --- А , 
■ д\ ,  — А', — А’; — А'в - г  А' ,А'} I А',А'., 4- А'-.А', А',А'„ А ЛА С)-

П р и  реше ни и  р а з л и ч н ы х  з а д а ч  а н а л и з а  к с и н т е з а  п о д е и с ю м  
а в т о м а т и ч е с к и х  систем у п р а в л е н и я ,  к а к  п р а в и л о ,  п р е д ъ я в л я 
ю щ и х собой сильно  с в я з н ы е  п о д г р а ф ы ,  могу т  о к а з а т ь с я  боле е  
у д о б н ы м и  те или иные  ф о р м ы  з а п и с и  о п р е д е л и т е л я  (3 .3 ) ,  (3.17) ,
(3 .19) ,  (3.20) или ( 3 .1 9а ) .  С л е д у е т  с к а з а т ь  т а к ж е  о в ы ч и с л и 
те л ь н о м  ас пек те  - - эти ф о р м ы  з а п и с и  о п р е д е л и т е л я  с о о т в е т с т в у 
ют р а з л и ч н ы м  а л г о р и т м а м  ф о р м и р о в а н и я  в ы р а ж е н и й  д л я  Д 
или  вы ч и сл е н и я  его з н а ч е н и й  при ф и к с и р о в а н н ы х  а р г у м е н т а х .

Т о п о л о ги ч ес к а я  ф о р м у л а  д л я  о п р е д е л и т е л я  г р а ф а  м о ж е т  
бы ть  н а п и с а н а  т а к ж е  в б о л е е  д е т а л и з и р о в а н н о м  в и д е  к а к  в ы р а 
ж е н и е  д л я  индексов ( н о м е р о в )  дуг,  в х о д я щ и х  в к о н т у р ы .

Д =  А ! 1 Г .

где  XV —  м н ож ес тв о  дуг  ( и л и  номеров  дуг )  к о н т у р н о й  части  
г р а ф а  С 0. Р а с к р ы т о е  в ы р а ж е н и е  д л я  о п р е д е л и т е л я  п о л у ч а е т с я  
при п о дс т а н о в к е  в ту и л и  иную ф о р м у  \{ .Ж} з а в и с и м о с т е й
(3.6)  пе ре да ч  контуров Л',-, » е /  от  п е р е д а ч  о б р а з у ю щ и х  их
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л у к  О п р е д е л и т е л ь  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  и как  о т н о ш е н и е  поти-  
н о м о в  (.3.9),  к а к  это п о к а з а н о  в (3.2).

П о  л ю б о м у  г р а ф у  (7 н а  о с н о в е  топологи че ско го  а н а л и з а  м о 
ж н о  о д н о з н а ч н о  п о с т р о и т ь  г р а ф ы  к ас ан и я  Я,  ил и  н е к а с а н н я  
Як к о н т у р о в ,  найт и  о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  А, о д н а к о  о б р а т н о е  не

в с е г д а  и м е е т  место -не  л ю б о й  н ео ри е н 
т и р о в а н н ы й  г р а ф  м о ж е т  б ы т ь  г р а ф о м  к а 
с а н и я  и л и  н ек ас ан н я  ко нту ро в ,  с л е д о в а 
те л ь н о ,  не  л ю бо е  м н о ж е с т в о  па р  не к ае а -

________ ю щ и х с я  кон тур ов  2 со о т в е т с т в у е т  ор-
Рпс. 21. г р а ф а м  и не л ю б ы е  в ы р а ж е н и и  вп;:^

( 3 .3 ) ,  (3 .17) ,  (3.19) или (3 .19а)  я в л я 
ю т с я  о п р е д е л и т е л я м и .  Б  ч а с т н о с т и ,  м о ж н о  п о к а з а т ь  что гпаг‘> 
в в и д е  н и к л а  пз че ты р е х  д у г  (рис.  21а)  не м о ж е т  б ы т ь  с а м о 
с т о я т е л ь н ы м  г р а ф о м  к а с а н и я ,  а  явл яе тс я  п о д ] р а ф о м  гра(Ь< 
к а с а н и я ,  и з о б р а ж е н н о ю  на рис.  2 1 6. '

3.4. О п р е д е л и т е л и  г раф ов  
с н ес к о л ь к и м и  к о н т у р н ы м и  ча ст ями

В о б щ е м  с л у ч а е  г р а ф  с и с т е м ы  содержит ниск ол ько  сильн ых 
к о м п о н е н т  иначе  гово ря ,  а в т о н о м н ы х  к о т у  « пых  ча ст ей  6','/.

............и - П РИ ьтом к а ж д а я  из них х а р й к н р н з у е т с я  своим
о п р е д е л и т е л е м  Л'" =  Л { ^ » 1>, постр оен ным  па п о д м н о ж е с т в е  
Л>  К0" т У1^в,  в х о д я щ и х  в с о с т а в  тол ь ко  э т о ю  е н л ы ю  с в я з н о ю  
н о д 1 р а ф а .  С в я з н ы й  г р а ф ,  с о с т о я щ и й  из н ес кол ьки х  а в т о н о м н ы х  
к о н т у р н ы х  ч ас те й ,  с о д е р ж и т  д у г и ,  со е д и н я ю щ и е  эти ча ст и  но 
не в х о д я щ и е  в контуры.

П р и  и с с л е д о в а н и и  с в о й с т в  сл о ж н ы х  систем и в г о р а з т о  
б о л ь ш е й  ст еп е н и  при ф о р м и р о в а н и и  систем в а ж н е й ш и й  интерес  
п р е д с т а в л я ю т  отв еты па в о п р о с ы  о в з а и м н ы х  в л и я н и я х  р а з л и ч 
ных  к о н т у р н ы х  частей  и об их совме ст ном  в л и ян и и  на св ойства  
всей  к о н т у р н о й  части.  П а  р я д  этих  вопросов м о ж н о  ответить  
и зу ч и в  с в я з и  о п р е д е л и т е л я  с и с т е м ы  Л=гЛ{.Ж'.

с  о п р е д е л и т е л я м и  а в т о н о м н ы х  к о н ту рн ы х частей  А 1-'.

В [4 ]  п о к а з а н о ,  что г р а ф а м ,  с о д е р ж а щ и м  п р о и з в о л ь н ы е  п о д 
г р а ф ы ,  с в я з а н н ы е  м е ж д у  с о б о й  д у г а м и ,  не в х о д я щ и м и  в конт ур  
с о о т в е т с т в у ю т  к в а з и т р е у г о л ь н ы е  б л оч н ы е  м ат р и ц ы ,  определите*
л и  к о т о р ы х  р а в н ы  п р о и з в е д е н и ю  определителе] !  д и а г о н а л ь н ы х  
б л о к о в  | ~ о ] ,  т. е.

и

П  А"'- (3 ,2.‘Г,
тгж 1

О т с ю д а  с л е д у е т ,  что и о п р е д е л и т е л и  г р аф о в  ь о б щ е м  слупас 
р а в н ы  п р о и з в е д е н и ю  о п р е д е л и т е л е й  сильно  сьгзны.х компонент .



В ка ч ес т ве  п р и м е р а  н а п и ш е м  в ы р а ж е н и е  д л я  о п р е д е л и т е л я  
г р а ф а ,  и з о б р а ж е н н о г о  н а  рис.  15. В и д н о  (см .  т а к ж е  г р а ф  к а с а 
ния на  рнс 16а) ,  что г р а ф  с о д е р ж и т  д в е  с и л ь н ы е  к ом п о н е н ты  
с м н о ж е с т в а м и  к о н т у р о в  Ж ]= {  1 ,2 ,3}  и ,Ж 2 =  {4}, по к о т о р ы м  
1егко  з а п и с ы в а ю т с я  о п р е д е л и т е л и  .V =  I - -  (К\  -Ь /Сг +  Кг)  +  

К]Кз,  Л2=  1 — /С4.
О п р с д с л и т е л ь  г р а ф а  в ц ел о м  в с о о т в е т с т в и и  с в ы р а ж е н и е м  

(3 23)  з а п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :  Д =  Д ' Д 2=  [ I  —  
(К\ - \ -  К 2 ~\- Кз)  +  К\Кг]  [1 —  Ка] , что в ы ч и с л я е т с я  п р о щ е ,  чем 
в ы р а ж е н и е  д л я  о п р е д е л и т е л я  того  ж е  г р а ф а ,  п о л у ч е н н о е  без  
п ре д в а р и т е л ь н о го  в ы я в л е н и я  а в т о н о м н ы х  к о н т у р н ы х  частей 
(см.  § 3 . 2 ) .

П о л и н о м ы  чи с л и те л я  и з н а м е н а т е л я  о п р е д е л и т е л я  г р а ф а  в 
ц ел ом  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  п р о и з в е д е н и я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п о 
л и н о м о в  дл я  а в т о н о м н ы х  к о н т у р н ы х  ч а с т е й :

л м * )  =  П
т 1 

VI

Ол (к) =  П  О'И*) .
т 1

И з  этого сл еду ет  в а ж н ы й  в ы в о д  о том,  чт о  у с т о й ч и в о с т ь  си ст е 
мы в о бщ е м  с л у ч а е  о п р е д е л я е т с я  у с т о й ч и в о с т ь ю  вс ех  а в т о н о м 
ных,  в с м ы с л е  с о б ст ве н н ы х д в и ж е н и й ,  ч а с т е й :  а в т о н о м н ы х  ко н 
т у р н ы х  частей и дуг ,  не  в х о д я щ и х  в к о н т у р ы .  И с с л е д о в а н и е  у с 
тойчивости ,  син тез  у с т ой чи во й  си с те м ы  и ли  с и с т е м ы ,  о б л а д а ю 
щей  т р е б у е м ы м и  з а п а с а м и  ус то йчи вос ти ,  т.  е. т р е б у е м ы м  к а ч е 
ством св обо дн ых  д в и ж е н и й ,  д о л ж н ы  п р о в о д и т ь с я  о т д е л ь н о  для  
к а ж д о й  автон ом ной  в у к а з а н н о м  с м ы с л е  ч а с т и .  Е с л и  т р е б у е т 
ся обе спечить  у ст о й чи во с ть  с и с т е м ы  пли и з м е н и т ь  к а ч е с т в о  св о 
бо дн ых  дв и ж е н и и ,  п р е ж д е  всего н е о б х о д и м о  у с т а н о в и т ь ,  к а к а я  
а в т о н о м н а я  к о н ту р н ая  ч а с т ь  пли ду г а ,  не в х о д я щ а я  в к о н т у р 
ну ю  часть ,  я в л я ю т с я  о п р е д е л я ю щ и м и .  В т о м  с л у ч а е ,  к о гд а  н е 
уст ой чи ва  т -я к о н т у р н а я  ча ст ь ,  н и к а к и м и  и з м е н е н и я м и  др у г и х  
а в т о н о м н ы х  частей н е л ь з я  д о б и т ь с я  у с т о й ч и в о с т и  систе мы.  И з 
м ене ни ю д о л ж н а  п о д в е р г н у т ь с я  и м ен н о  т -я к о н т у р н а я  часть;  
если это  н ев о зм ож н о ,  то  ее  д у г а м и  к о р р е к ц и и  о б ъ е д и н я ю т  с 
д р у г и м и  ча ст ям и  систе мы.

Ф о р м у л а  (3.23) ,  к о т о р у ю  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и б е з  пе ре хо да  к 
у р а в н е н и я м ,  имеет  п р и н ц и п и а л ь н о е  з н а ч е н и е  д л я  а н а л и з а  и с ин 
те за  систем с н е с к о л ь к и м и  а в т о н о м н ы м и  к о н т у р н ы м и  ча ст ями .  
О н а  в а ж н а  и в в ы ч и с л и т е л ь н о м  аспек те :  о п р е д е л и т е л и  систем 
с л е д у е т  в ы ч и сл ят ь  п осл е  п р е д в а р и т е л ь н о г о  и с с л е д о в а н и я  г р а 
ф ов  на нал ич ие  си л ь н ы х  компонент .

Е сл и  дв е  ко н ту р н ые  ч а с т и ,  о б р а з о в а н н ы е  к о н т о р а м и  Ж и 
Ж 2, не я в л я ю т с я  п о л н о с т ь ю  а в т о н о м н ы м и ,  о п р е д е л и т е л ь  п р е д 
с т а в л я е т с я  в с л е д у ю щ е м  виде:



А — А ' Л - — (3.24)

1де  п р и р а щ е н и е  о п р е д е л и т е л я  0л х ар а к т е р и з у й !  в з а и м о с в я з и  
к о н т у р о в  м н о ж е с т в  Ж 1 н Ж 2. Ясн о ,  что чем м е н ь ш е  р е б е р н а я  
с в я з н о с т ь  I р а ф а  к а с а н и я  т. е. чем м ен ь ш е п а р  ко нт ур о в  
( / , /  ) ,  i s A ' 1, I œ .Ж 2 с о п р и к а с а ю т с я ,  тем пр ощ е д о л ж н о  бы ть  
в ы р а ж е н и е  д л я  йд . Яс н о  т а к ж е ,  чт о  степень  с в я з а н но с т и  к о н т у р 
ных ч а с т е й  о п р е д е л я е т с я  не т о л ь к о  числом н е п о с р ед ст ве н н о  с о 
п р и к а с а ю щ и х с я  ко нт ур о в  i и /,  ¡<=Ж2, по т а к ж е  и о с о 
б е н н о с т я м и  к о н т у р н ы х  частей.

П р и р а щ е н и е  о п р е д е л и т е л я  в  р е з у л ь т а т е  п р е н е б р е ж е н и я  
к а с а н и я м и  н е с к о л ь к и х  п ар  к о н т у р о в  не м ен яе т  чи сл а  контуров ,  
т. е. ч и с л а  с л а г а е м ы х  п е р е д а ч  к он ту р о в  в в ы р а ж е н и и  д л я  А, п о 
э т о м у  в в ы р а ж е н и е  д л я  бд м о г у т  войти члены о пр ед ел ит е л ей ,  
н а ч и н а я  с  п р о и з в е д е н и й  пар ,  к а с а н и е  кото рых  н а р у ш а е т  а в т о 
н ом но ст ь  к о н т у р н ы х  ча стей .  П р и р а щ е н и е  пар м н о ж е с т в а  hi£  
о п р е д е л я е т с я  п р о с т о  — это  и с х о д н а я  и н ф о р м а ц и я  о том,  к а к и 
ми к а с а н и я м и  р е ш е н о  п р е н е б р е ч ь  при сос та вл ен ии  п р о и з в е д е 
ния о п р е д е л и т е л е й  пли к а к и е  р е б р а  г р а ф а  к а с а н и я  R h у д а л е н ы  
д л я  п о л у ч е н и я  нес вя зн ог о  г р а ф а .
ч П р и р а щ е н и е  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а  и е к а с а ю щ н х с я  тро е к  
' Я г  и щ е т с я  па б а з е  м н о ж е с т в а

=  у.  * ) : ( / ,  / 6 ^ ,  А £  \ \ГгЖ1\ U \ГгЖ*\ \ .  (3.25)

Ч е т в е р к и  и е к а с а ю щ н х с я  ко н ту ро в ,  о б р а з о в а н н ы е  при и с к у с 
ст в е н н о м  н а р у ш е н и и  к ас а н и й ,  и щ у т с я  н а  б а з е  м н о ж е с т в а  Ь (£>;.

^  =  j ,  К  / ) : { / ,  ./, k ) £ ? & , y l Q ( i .  j ,  к ) 7 Ж \  (3.26)

П Т .  Л .  В о п и с а н и я х  м н о ж е с т в  п р е д п о л а г а е т с я ,  что к а с а н и я  о п р е 
д е л я ю т с я  по  р а з ъ е д и н е н н о й  к он ту р н ой  части,  а д у б л и к а ц и и  
у с т р а н я ю т с я .

Р а с с м о т р и м  п ри м ер ы  с о с т а в л е н и и  инде ксн ых в ы р а ж е н и й  па 
у ро вн е  к о н т у р о в  д л я  о п р е д е л и т е л е й  по ф о р м у л е  (3.24) .
^  П у с т ь  г р а ф  к а с а н и я  к о н т у р о в  некоторой  конт урн ой  части  

Л  =  {1, 2, 3, 4, 5 . 6,  7} и м ее т  вид ,  и з о б р а ж е н н ы й  на рис, 20.  В ы 
д е л и м  д в е  к о н т у р н ы е  част и  Ж  ’ =  {1, 2, 3}, Ж 2=  {4, 5, 6, 7},  т. е. 
п р е н е б р е ж е м  р е б р о м  ( 3 ,4 )  г р а ф а  R h. П р и р а щ е н и я  м н о ж е с т в  
б у д у т  с л е д у ю щ и м и :

=  4 ) ;  

—  ' ( . ' ! .  4 ,  к ) \ ,  - \ ) 7 ж \ 7  , Ь Т , =  {■),  4 , 7 ; ,

Х'.,  4, 7, / ) ! ,  /  =  (3,  4,  7 )'гЖ=г- f , r . —  ••

i.iniiM ( г - р а з о м ,  о п р е д е л и т е л ь  к о н ту рн ой  части А = - А ’ -V

Ал " " д’- А’::){| А • к  К: +  К.К- +  К М  -A A i ( 1 — А : .



В к а ч е с т в е  д р у г и м  п р и м е р а  п о л о ж и м ,  чт о  к графе к а с а н и я ,  
•изображенном на рис.  20,  в ы д е л е н ы  д н е  д р у г и е  к о н т у р н ы е  
■•астн: Ж 1 =  ! 1, 2.  3.  4, и Ж '  ¡3. О, 7 ; .  П р и р а щ е н и е  м н о ж е с т в а  
кек ас ак мц и х с я  п ар  в р е з у л ь т а т е  п р е н е б р е ж е н и я  к а с а н и е м  д в у х
пар  к о н т у р о в  р ав н о :  3 ^  = ' ( 4 ,  5),  ( в ) }._П р и р а щ е н и е  ^2 . :
и щ ет ся  на м н о ж е с т в е  (V, 5): [4, 5} г  Ж  =  (1, 2 \ . { 4 , 6 } :
(4, 6 |  7 ж  =  \ \ ,  2.  7 , ,  с л е д о в а т е л ь н о .  ?>2-л =  ((4, о, 1), ( 4 , 5 , 2 ) ,  
(4,  6,  1), ( 4 , 6 , 2 ) ,  ( 4 . 6 , 7 ) } .

11рираще ние не к а с а ю щ и х с я  ч е т в е р о к  к о н т у р о в  в с л е д с т в и е  
п р е н е б р е ж е н и я  к а с а н и я м и  д в у х  п а р  к о н т у р о в  ищется^ па п л е 
к с и т а х  м н о ж е с т в а  '‘Я?-.-- {4, 5, 1 \ г  Ж  ~  0 ,  _  К ■>, 2|  г Ж  (,/. ,

4, 6,  11 г Ж  =  7 , .  ¡4. (», 2.  г  Ж  ---■ ¡7; ,  | 4 .  в ,  7, г  Ж  — ]1. 2 ^  о б ь -  
с  ш н е н и е  п о л у ч е н н ы х  м н о ж е с т в  д а е т  и с к о м у ю  ч е т в е р к у  ’> 2 х —  
=  1(4,6,  1, 7) ,  (4, б,  2, 7)}. П я т е р о к  н е к а с а ю щ и х с я  к о н ту р о м  не о б 
ра з у е т с я ,  та к  к а к  1, 4, 6,  7} г Ж  ~  ¡2, 4,  6 ,  7\ г  Ж  ~  0 .

О п р е д е л и т е л ь  з а п и ш е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :  А =  А ' А - —
- од =г ( I —  /\, —  К • —  К.-. —  А”-, -}- К \  А , -+• А К \) (1 —  А  , —  А,. 

/С, 4-А'о/Ст) — А ' ; А'.-,(1 —  /С, —  А',) — А'-, А',; (1 —  А', —  А', -  А'; 
К х  А’7 +  А": А':)-

О тм ет и м ,  что в р е з у л ь т а т е  п р и в е д е н н ы х  р а с с у ж д е н и й  м о ж н о  
■апнеать и б о л е е  о б щ у ю  ф о р м у л у

А - - д  —  оЛ, (3 .2 7)

1Де Л — о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  с н е к о т о р ы м  чи с л ом  у с т р а н е н н ы х  
со п р и к а с а н и и  ко нту ро в ,  а  6д —  п р и р а щ е н и е ,  о п р е д е л я е м о е  па о с 
но ве  описа ни й  (3 .25 ) ,  (3.26)  и т. д. П р и  э т о м  за п и сь  Л м о ж е т  
у п р о щ а т ь с я  из - з а  того,  что  по яв и т ся  н е с к о л ь к о  ав то н о м н ы х  к о н 
турных частей .

П о  ф о р м у л а м  в з а и м о с в я з е й  о п р е д е л и т е л е й ,  за п и с а н н ы м  в 
виде (3.27) или иначе

Л =  Л - Г ^ .  (3 .28)

м о ж н о  су д и ть  о в л и ян ии  тех или ин ых  с о п р и к а с а н и й  ко н ту ро в  
ка о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а ,  т. е. на с в о й с т в а  к он ту р н о й  части.  Т а к 
ж е  в а ж е н  в ы ч и с л и т е л ь н ы й  аспек т  т а к о г о  п р е д с т а в л е н и я  о п р е 
делителей .

З.Г). Ч ув ст ви тел ьн ост ь  о п р е д е л и т е л я  
и вл и ян и е  ко н ту ро в  и дуг  н а  с в о й с т в а  систем

Нели а н а л п ;  ча ст ны х м од еле й  с и с т е м  у п р а в л е н и я  и ви д е  
о п р е д е л и т е л я  А п о з в о л я е т  ус т а н о в и т ь  р я д  ф у н д а м е н т а л ь н ы х  
свойств  систем,  то  х а р а к т е р  и ст еп е н ь  в л и я н и я  отд ел ь н о го  к о н 
ту р а  или дуги,  а т а к ж е  со вм ест ног о  в л и я н и я  н ес ко л ь ки х  к о н т у 
ров н д у г  на с в о й ст в а  кон тур ной  ча ст и  О'о г р а ф а  м о ж н о  оыяс -



нить,  и с с л е д у я  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  о п р е д е л и т е л я  г р а ф а  Л г-.: ко н
т у р у  или д у г е ,  а т а к ж е  ч у в ст ви те ль н ос т ь  вы сш их  п о р я д к о в  к 
к о н т у р а м  и д у г а м  г ра фа .

П р и  и с с л е д о в а н и и  чу в ст ви те ль н ос те й  о п р е д е л и т е л я  на т о п о 
л о г и ч е с к о м  р а н г е  в ы р а ж е н и е  д л я  Л р а с с м а т р и в а е т с я  к а к  ф у н к 
ц ия  многих  а р г у м е н т о в  в виде о б о з н ач ен и и  (индексов,  н о м е р о в ;  
п ер е д а то ч н ы х  ф у н к ц и й  контуров  К-„ 1= 1, . . .  /.:

\ ( К ) ^ ± \ !<\ ............К , )

или дуг  IV';., Л =  1. . . ., С}:

А  (  И 7 ) —  Л  ( I I 7 ....................... Ц 7 (Д  ( 3 . 3 0 )

Л и н е й н о с т ь  ( то чне е ,  а ф ф и н н о ст ь )  ф у н к ц и и  (3.29) отшл чге.н.- 
но л ю б о г о  о т д е л ь н о  в зя то г о  к о н ту р а  А',-. / =  1, а т а к ж е  о т 
н о си те ль но  л ю б ы х  к а с а ю щ и х с я  к о н ту р о в  с л е ду е т  из того,  чте 
о п р е д е л и т е л ь  с о д е р ж и т  пр ои зв е де н и я  п ер е д а то ч н ы х  ф у нк ци и  
то л ь ко  н е к а с а ю щ н х с я  контуров.

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  к о н ту р а  к а к  п р о и зв е д е н и е  п е р е д а т о ч 
ных  ф у н к ц ий  д у г  (3.0)  я в л я е т с я  л и н е й н о й  фу н к ц и ей  л ю б о й  о ь  
де л ьн о  в з я т о й  д у г и ,  но она  н ел ин е йн а  при р а с с м о т р е н 1:;! к;п. 
фу нк ци и  н е с к о л ь к и х  пер е ме н н ых  ( д у г ) .

Оп р ед ел и те .  1ь к а к  к ом п о зи ц и я  ( с л о ж н а я  ф у н к ц и я )  функ цин  
А ( К )  и К{\&)  я в л я е т с я  линейн ой  ( а ф ф и н н о й )  фу нк ци ей  лю бо й  
отд ел ь н о  в з я т о й  д у г и  и л ю б ы х  дуг ,  п р и н а д л е ж а щ и х  р а з н ы м  к а 
с а ю щ и м с я  к о н т у р а м .

В о б щ е м  с л у ч а е  о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  п р е д с т а в л я е т с я  к а к  п р о 
изве ден ие  о п р е д е л и т е л е й  ав то н о м н ы х  к о н ту рн ы х частей  (3.23) .  
поэтому  о п р е д е л и т е л ь  А к а к  ф у н к ц и я  от д е л ь н о  взято го  о п р е д е 
л и т е л я  Д”>, т —  1, ........... И линеен ,  а к а к  ф у н к ц и я  н ес кол ькп ч
о п р е д е л и т е л е й  нел ин ее н .

Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  оп ре д е л и т е л я  к контуру .  В л и я н и е  отд ель но  
го к о нту ра  и с о в о к у п н ы е  в л и ян и я  н е с к о л ь к и х  кон тур ов  на о п р е 
д е л и т е л ь  А х а р а к т е р и з у ю т с я  ф у н к ц и я м и  чу в ст вит ель но ст и  к 
ко н ту ра м :  в л и я н и е  одно го  к о н ту ра  /С,- о п р е д е л я е т с я  фун кц ией  
ч у в с т в и т е л ь н о с т и  п е р в о г о  п о р я д к а  Т1, , в л и я н и е  к о нту ра  А,- на 
ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  А к  А’,-— фу н к ц и ей  чув ст ви те ль н о ст и  в т о р о ю
п о р яд к а  Т К1К1 м т. д.  Фу нк ци и  ч у в ст ви те л ь н о еI п  определите.г . ;  
р а з л и ч н ы х  п о р я д к о в  п о л у ч а ю т с я  к а к  ч а с т н ы е  пр о и зво д н ые

'/ ^  =  01 () \ 'п 

Т Т , н ) — - ( ) - &  ( ) К , д К - г  ( , 3 . 3 1 )

!  ~Ь1К]!\к =  0"'\ О К ^ К ^ К ц ,  . • .

о п р е д е л и т е л я ,  р а с с м а т р и в а е м о г о  к а к  ф у н к ц и я  пере да ч  к оп тур ог  
(3.29) [ 2 1 ] .  '
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П о л о ж и м ,  чт о  выч и сл яе тс я  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь ,  точнее ,  а б с о -  
ют и а я  ч у в ст в и те л ь н о ст ь  о п р е д е л и т е л я  к к о н т у р у  с п е р в ы м  п о 
гром К[.  П о с к о л ь к у  л ю б о й  ко н ту р  Г р а ф а  м о ж е т  б ы т ь  п р и м я т  

,л первый,  то  т а к о е  п р е д п о л о ж е н и е ,  не  с н и ж а я  о б щ н о с т и  р а с -  
су ж де н и й  и вы в о д о в ,  п о з в о л я е т  в о с п о л ь з о в а т ь с я  ф о р м о й  з а и н 
ек  о п р е д е л и т е л я  (3.19) .  Д и ф ф е р е н ц и р у я  (3.19) по Л. ,  и м е е м

7 и  =г>Л(АГ| ).-^Д'1 -  А \ K S - X  ■ ( 3 - 3 2 )

В о б щ е м  с л у ч а е  лю бо г о  н о м е р а  к о н т у р а  К;  получи тс я  т о  ж е  
в ы р а ж е н и е  д л я  аб со л ю т н о й  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  о п р е д е л и т е л я .  

И з  ф о р м у л ы  (3.32) сле дует ,  ч т о  е с л и  ко н ту р  А, к а с а е т с я

всех ко нту ров ,  то  К}гЖ =  0  и Т к =  1-
Т а к и м  о б р а з о м ,  степень  в л и я н и я  к о н т у р а  А,- на о п р е д е л и 

с ь  за в и с и т  т о л ь к о  от н е к а с а ю щ и х с я  с  А,  кон тур ов  и, ч т о  
очень  в а ж н о ,  чув ст ви те ль н о ст ь  о п р е д е л и т е л я  к  ко н ту ру  Л,- не  
с о д е р ж и т  к о н т у р а  Ки

И с п о л ь з у я  чув ст ви те ль н ос т ь  Т к 1 , о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  м о ж н о  
п ре д ст ави ть  в виде с л е д у ю щ е г о  р а з л о ж е н и я :

Д =  Ли + 7 Л„Л ' , ,  (3 .33 )

которое  в с и л у  свойств  Д ( К 0  с о д е р ж и т  т о л ь к о  ли н еи н ь ш  ч л е н  
„ член,  не з а в и с я щ и й  от  Кг. До= А ( К (= 0 ) .  Ф о р м у л а  (3 .23)  мо- 
н;ст бы ть  з а п и с а н а  и в виде р е к у р р е н т н о ю  ю о г ю ш е н п я

, о =  ^ (0  4~ 7 (З.Л4-)

с р а ж а ю щ е г о  и т е ра ти в н ую  п р о ц е д у р у  по к оп тур но й  сб о р к и  к о н 
турной  ча ст и  и ф о р м и р о в а н и я  о п р е д е л и т е л я  (см.  т а к ж е  ф о р м у 
лу ( 3 .1 9 а ) ) .

' В р я д е  с л у ч а е в  удобно о п е р и р о в а т ь  о тн ос и те л ь н ой  ч у в с т в и 
т е л ьн о с ть ю  о п р е д е л и т е л я  к  к о н т у р у  с в я з ы в а ю щ е й  о т н о с и 
т е л ь н ы е  в а р и а ц и и  к о нту ра  6 А , / А;  с о т н о с и т е л ь н ы м и  в а р и а ц и я 
ми о п р е д е л и т е л я  ЛА/А:

оД А (3 .3 5 )

О т н о с и т е л ь н а я  чу в ст вит ель нос ть  о п р е д е л и т е л я  ч е р е ; а б с о л ю т 
ную в ы р а ж а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

(3-36)

Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  о п р е д е л и т е л я  к  к о н т у р а м  А’, и А'.ь т.  с. 
ч у в ст ви те ль н о ст ь  второго  п о р я д к а

Щ д К , .  (3 -37)



7д-м7 — -  К, г  Ж , 0 К , ~  - У Л К  ,>-Ж оК 1

=  л . л >  А ; ^ ; ! ^ А : / ч ' г 1/ ч > . у  .. ( З . : ь )

. Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  в т о р о г о  п о р я д к а  (3. 38) равна н у л ю  нрч 
г — у, а в с л у ч а е  ¿_ у р а в н я е т с я  ну л ю  при кас ани и  к о н т у р о в  
К 1 и К;. Д а л е е ,  7'/,-“ к  равняете , !  е д и н и ц е ,  е с л и  К  ¡г  ¡А',- г  Ж } —
—  А ¡ 1  {А¡ г Ж }  —  ',л, к о н т у р ы  А'/ н К} не к а с а ю т с я ,  но К с к а 
са е т с я  всех к о н т у р о в ,  н е  с о п р и к а с а ю щ и х с я  с А’ , и наоборот 
Н а к о н е ц ,  ес л и  К , г  ¡ А >  Ж \  =  А',- г  [ К, г  Ж )  -/= й , т о  7 * > .  п р е л -  
с т а в л я е т  со б о й  в ы р а ж е н и е  д л я  н е к о т о р о г о  о п р е д е  тигеля.

О п р е д е л и т е л ь  Д к а к  ф у н к ц и я  двух  к а с а ю щ и х с я  контуров  не 
ли нее н ,  п о э то м у  его р а з л о ж е н и е  в р я д  с о д е р ж и т  не т о л ь к о  ли
нейные члены:

\  л  (А- к ,  =  11) +  Г к; |л> „  К ,  +  -Гп  |А. „ А', +

7 А/д у А (А;. ( З Л ‘))

Ф о р м у л у  (3.39)  м о ж н о  з а п и с а т ь  иначе:

Д =  Д ( 0 ’ ()) +  1.7 ^ 1 аг ,  : 7 А', г „ А’, - -

Л,°- 0н - 7 г . - ; ,  , а', +  | ^ | а.( , г ; - л , | А ) ,  ■

о т к у д а  с л е д у е т ,  чт о  в ш я н и е  к он тур а  А' н !  о - р е д е л и т е л и  
х а р а к т е р и з у е т с я  в ы р а ж е н и е м  7'дД.  и +  / ' ^  . А}, а в л и я н и е  А‘,

на Л — в ы р а ж е н и е м  /  -(- 7 I Ь^прнмер  в г р аф е ,  и з о 

б р а ж е н н о м  щ  рис.  22 ,  7 л ‘ л-а — 0, т.  е.  в а р и а ц и я  п е р е д а ч и  А’, 
н е  и з м е н я е т  с т е п е н ь  а б с о л ю т н о г о  в ш я н и я  на Л к о н т у р а  А . 
Э ю  ж е  ви дн о  и з  в ы р а ж е н и я  1, к о т о р о е  не за в и с и т  от
А, .  В то  ж е  в р е м я  7' аТл- — 1, т. е.  ва ри ац ия  А'; и з м е н я е т  в л и я 

ние к о н т у р а  А’:( на Л, и, с л е д о в а 
т е л ь н о ,  ц е л е н а п р а в л е н н ы м  и з м е н е 
нием п е р е д а ч и  к о н т у р а  А’, м о ж н о ,  
к пр и м ер у ,  о с л а б и т ь  вл и ян и е  на Л 
н е ж е л а т е л ь н ы х  в а ри ац ий  п е р е да чи  
к о н т у р а  л :>.

Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  в т о р о г о  п о р я д к а  к . о п р е д е л и т е л я  Д [Ж\  
к  к о н т у р а м  К, ,  К}  у д о б н о  у п о р я д о ч и т ь  в к в а д р а т н у ю  с и м м е т р и ч 
н у ю  м ат р и ц у  Тд- р а з м е р о м  /. Л, 1 . — \ Ж \ ,  па главно!!  д и а г о -  

94



па.'1м к о т о р о й  н а х о д я т с я  п у л е в ы е  э л е м е н т ы  Тп —  О. / 1 .
Д л я  г р а ф а  н г р а ф а  к а с а н и я ,  и з о б р а ж е н н ы х  на рис.  15 и 

10а, м а т р и ц а  Тд‘ , з а п о л н е н н а я  в ы р а ж е н и я м и  для  ч у в с п ш -  
тельностей ,  п р и в е д е н а  в т а б л .  3.1.

В а ж н о  з а м е т и т ь ,  что м а т р и ц а  ч у в с т в и т е л ь н о с т е й  вт о р о г о  п о 
р я д к а  о п р е д е л и т е л я  к к о н т у р а м  о т р а ж а е т  не то л ь к о  о т н о ш е н и е  
к ас ан и я  на м н о ж е с т в е  ко нту ро в ,  но  т а к ж е  о т н о ш е н и е  с в я з а н 
ности:  чем б о л ь ш е  н ену ле вых  э л е м е н т о в  в ¿-и ст р о к е  ( с т о л б ц е ) ,  
тем т о п о л о г и ч е с к и  с л а б е е  1-й к о н т у р  с в я з а н  с о с т а л ь н ы м и .  Е с л и  
все э л е м е н т ы  ст ро ки  ( с т о л б ц а ) ,  
к ром е  д и а г о н а л ь н о г о ,  отличны 
от нуля,  к о н т у р  К,  автономен .
Н а  р а с с м о т р е н н о м  вы ш е пр и м ер е  
контур  Л'4 ав то но м ен .  Чем б о л ь 
ш е  нулей »з г-й строке  м ат р и ц ы

1'аблни.1 ■{./

Т а-2 , тем с и л ь н е е  /-и контур с в я 
зан  с о с т а л ь н ы м и :  н ап ри м ер .

н а и б о л е е  1 "  ^

0 1» 1 -  /\4 1 -  К-,

О п 0 1

1 -  А'4 0 • о 1 -  /<:

— А.' 1второй ко н ту р  св я з а н  
силь но  с о с т а л ь н ы м и  к о н ту ра м и
г р а ф а ,  что и с л е д у е т  из р а с с м о т р е н и я  вто ро й  строки  ( в т о р о 
го с т о л б ц а ) ,  с о д е р ж а щ е й  е д и н с т в е н н ы й  о тл и ч н ы й  ог  н ул я  э л е 
мент.  П о  в и д у  м а т р и ц ы  Тд‘  м о ж н о  вы я в и т ! ,  т а к ж е  а в т о н о м н у ю  
кон ту р н ую  ч а с т ь  из  н е с ко л ь ки х  к о н т у р о в .

Чу в ст в и т е л ь н о с т ь  оп ре д е л и т е л я  к  ду г е .  Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  
7э*  п е ре да чи  к о н т у р а  Кк к п е р е д а ч е  д у г и  от в е р ш и н ы
t к в е р ш и н е  п э то г о  ж е  к о н ту ра  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  всех  п е р е 
да то ч н ы х  ф у н к ц и й  дуг  к о н ту ра  Кн з а  и с к л ю ч е н и е м  дуги  ЧР¡ =
—  т. е. р а в н а  п е ре да че  пути  Р)9 о т  к о н ц а  дуги  ( в е р ш и н ы  
о)  к  ее  н а ч а л у  ( вер ш ин е  0  в д о л ь  к о н т у р а  Кк.■

г ? ? ( ч - ) =  п  г ,  ( * ) - * • „ ( * )  г . ,  ( * ) - / > ? , ( * ) .  ( 3 . 4 0 )

; I

Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  п е рв ог о  п о р я д к а  о п р е д е л и т е л я  А к д у г е  
в х о д я щ е й !  в сос та в  о д н о г о  и ли  н е с к о л ь к и х  к о н т у р о в  

А*, к =  1, 2. . . . :

'Г  ха  =  —  с*А (А'* ( №75,)). д  \Х '\, 

с учетом (3.32)  и (3.40) р ав на

V  р ;;чл , д 4г . ^  
л-

( 3 .4 1)

В а ж н ы м  с в о й с т в о м  ч у в ст в и те л ь н о ст и  7’^  о п р е д е л и т е л я  Л к  д у г е  
\У; яв л я е т с я  то.  что 7 ' г,  не  с о д е р ж и т  XV^

П о с к о л ь к у  :1\  т ; Р* к/; >.ть ко нтур ; ]  К к с о д е р ж и т  н т о ч -



н о с т н  те  ж е  в е р ш и н ы ,  что и са м  к о н т у р  Л*. т. е.  м н о ж е с т в а  
в е р ш и н  Р “  =  А'*,  т о  Д (А'*/- , У } я в л я е т с я  м и н о р о м  &-го пути  
Рц , : А/* =  А ¡А* г  Ж \ . С л е д о в а т е л ь н о ,  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  о п р е д е 
л и т е л я  к  д у г е  в с о о т в е т с т в и и  с  в ы р а ж е н и я м и  ( 3 . 4 )  и ( 3 . 4 1 )  
р а в н а  в з я т о м у  с о б р а т н ы м  з н а к о м  ч и с л и т е л ю  ф о р м у л ы  М э з о т  
д л я  п е р е д а ч и  г р а ф а  о т  в е р ш и н ы  5 ( к о п н а  д у г и  й ^ , )  к в е р 
ш и н е  I  (н а ч а л у  д у г и ) :

(3.42;

т.  е. ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  о п р е д е л и т е л я  к ду г е  м о ж е т  быть  з а п и 
с а н а  в иной ф о р м е :

71,~=  Ф , А  (3.43)

о т к у д а  с л е д у е т  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  м е ж д у  чу в ст ви те льн ост ью  
о п р е д е л и т е л я  п п е р е д а ч е й  г ра ф а .

О т н о с и т е л ь н а я  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  о п р е д е л и т е л я  к дуге

s i ,  =  П,  И” Л (3.14)

с  учетом в ы р а ж е н и и  (3 .43)  м о ж е т  бы ть  з а п и с а н а  в виде

5 - =  (3.4Г,)

Т аки м  о б р а з о м ,  д л я  лю бо г о  
г р а ф а  С о т н о с и т е л ь н а я  ч у в с т в и 
тельность  о п р е д е л и т е л я  к дуге  
р а в н а  п е р е д а ч е  н еко тор ог о  э к в и 
ва л ен тн о г о  к о н ту р а ,  о б р а з о в а н 
ного д у г а м и  - -  Ф,* п №'.„7, к а к  это 
п о к а за н о  па рис.  23.

И с п о л ь з у я  п о нят ие  а б с о л ю т 
ной чув ст ви те ль н о ст и  о п р е д е л и 
тел я  к дуге ,  о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а

Рис. 23.

м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в с л е д у ю щ е м  виде:

A =  Л„ - f  SA =  А ( W it =  0) +  Tt ,  W „  ( \ 4 6 )

или в ви де  р е к у р р е н т н о г о  соотн ош ения

Ai;- + n —  A(i) +  f, А(, :, ,  — à (i) -(- 7 tiV ’ lf U",  (3.47)
о т р а ж а ю щ е г о  и т е р а т и в н у ю  пр оц еду ру  сб о р к и  кон тур но й  части  и 
ф о р м и р о в а н и я  о п р е д е л и т е л я .  Сл е ду е т  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  на то. 
что в с ил у  л и н е й н о с т и  Д (Ж)  относ ите ль но  в ы р а ж е н и е  T w t l+' ! 
fie с о д е р ж и т  W t и м о ж е т  б ы т ь  выч ислено  по г р а ф у  GU)> если  и з 
ве с т н ы  в е р ш и н ы  с ъ е м а  с и г н а л а  t и с у м м и р о в а н и я  s.
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Соо т н о ш ен и е  (3 .47)  я в л я е т с я  а л г о р и т м о м  и т е р а т и в н о ю  в ы 
ч и с л е н и я  о п р е д е л и т е л я .  П р о и л л ю с т р и р у е м  э т о т  пр оцесс  па п р и 
м ер е  г р а ф а ,  и з о б р а ж е н н о г о  па рис.  22.

11а п у л е в о й  и т е р а ц и и  ( /  = 0 )  им ее т  
м ест о  н у л ь - г р а ф  (ри с .  2 4 а )  п А(о,‘ 1.
Н а  п ер в ой  и т е р а ц и и  ( / — 1) вв оди тс я  
д у г а  IV’, •--- и’ пр и  э т о м  пи о д н о г о  
к о н т у р а  не о б р а з у е т с я :  ¿Д(П - ~ 0 ,  Д<п: •- 
=  Д,о) 1 (рис.  1146). Т а к и м  о б р а з о м ,
Д (1 )г - 1  и л ю б о м  с л у ч а е ,  а в ы ч и с л е 
ния  п р и р а щ е н и и  о п р е д е л и т е л я  с л е 
д у е т  н ач и н ат ь  с ¿ — '2. Д л я  р а с с м а т 
р и в а е м о г о  п р и м е р а  па в т о р о й  и т е р а 
ции вв оди тс я  д у г а  IV’. ,--- 117,. (рис.
24  в),  к о т о р а я  в м е с т е  с ^ И ” , о б р а з у е т  
ко н т у р .

ô
: ?

Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  . 7"îrjJ
— а п р и р а щ е н и е  о п р е д е л и т е л я  

W’i l v 2. Т р е т ь я  и ч е тв ер та я

- j

JK"

г л а, ,г=
и т е р а ц и и  и л л ю с т р и р у ю т с я  на рис.  24 <, 
д\ ч у в с т в и т е л ь н о с т и  Т\гл  ~  7 ' Î n '  0, 
т а к  к а к  о т с у т с т в у ю т  пути  М,:. и 
На  пятой  ит е р а ц и и  в в о д и т с я  д у г а  W ,
- ’■ (Р ||(-'- ч у в с т в и т е л ь н о с т ь
/'«/г,1 =  - а п р и р а щ е н и е
о п р е д е л и т е л я  SA1'0 —  \ \ ' \  И"., W x 1Г-.
На  ш ес то й  и т е р а ц и и  в в о д и т с я  п о 
с л е д н я я  д у г а  W u --- 1Г;:.1 (р ис .  24 ж)\ 
от  к он ца  д у г и  ( в е р ш и н а  •?) к ее  н а 
ч а л у  ( в е р ш и н а  4) и м ее т ся  п у ть  /-^1: ——
=  W i , мннор  к о т о р о г о  Л ‘м “ 1 — IV7,
W». Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  Т[; —  IV7 ,

(1 —  IV7, \Г.) ,  а п р и р а щ е н и е  о п р е д е 
л и т е л я  оЛ(1; , ~ — Uv;U”i ; ( l  — II", U’\ ) .  В р е з у л ь т а т е  о п р е д е л и 
т е л ь  rpai | )a равен

7 v \ .  J 1,
О--------— *-Z О с

IV;-

о ^ — — ^  о с

И .

W,

; . / ^ х  iV -
V .. -

v \ .

1Д.

Л '  ; V -. -

W j

щ Л'л

l,Vo ' /

C tv - ^ L ;  л 'г  :

Рис. 21.

Л 1 +  1  ==-• 1 “  IV , —  11" 1 1Г3 IV'. —
I I

-  и'Л 1^ . (1  - и ' \  11'-,).

Алгори тм  ос об енн о  э ф ф е к т и в е н  д л я  п е р е с ч е т а  о п р е д е л и т е л я  
при  введен ии  повои дугн,  н а п р и м е р  с ц е л ь ю  ко рр ек ц и и .

О тм ет и м ,  что а н а л о г и ч н о  ф о р м и р о в а н и ю  о п р е д е л и т е л я  р а з 
бо рк ой  по к о н т у р а м  (см.  ф о р м у л у  ( 3 .1 9) )  .можно  со с т а в и т ь  р е 
к ур ре н тн ы е  с оо т н о ш ен и я  д л я  ф о р м и р о в а н и я  о п р е д е л и т е л я  п о 
с л е д о в а т е л ь н ы м  у д а л е н и е м  дуг.  В обоих  а л г о р и т м а х  по сле дова-
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те льн ог о  н а р а щ и в а н и я  или р а з б о р к и  вы б ор  по рядки  вв еде ни я  
дуг  п р о и з в о л е н ;  при утом н ек о то р ы е  п о сл е д о в а т е л ь н о с т и  могу т  
бы ть  о п т и м а л ь н ы м и  в том или и но м  смысле .

П р и  н е о б х о д и м о с т и  изуч ения  сов ме ст но г о  вл иян ия  на с в о й 
ст ва  к о н т у р н о й  ч а с т и  в а р и а ц и й  о п е р а т о р о в  дв у х  и б о л е е  дуг  
м о ж н о  п о л у ч и т ь  и и с с л е д о в а т ь  в ы р а ж е н и я  д л я  ф у н к ц и й  ч у в 
с т в и т е л ь н о с т и  в т о р о г о  и в ы с ш и х  п о р я д к о в  о п р е д е л и т е л я  к д у 
гам.

3.6.  О п р е д е л и т е л и  в ы р о ж д е н н ы х  систем

С в о й с т в а  к о н т у р н о й  части,  с у щ е с т в е н н о  в л и я ю щ и е  па вес 
п е ре да чи  с и с т е м ы  у п р а в л е н и я ,  о п р е д е л я ю т с я  в з а и м н ы м  р а с п о 
л о ж е н и е м  к о н т у р о в  и о п е р а т о р а м и  их передач .  П р е д с т а в л я е т  
интерес р а с с м о т р е н и е  н ес кол ьки х  х а р а к т е р н ы х  с л у ч а е в  п р е 
д е л ь н ы х  п е р е д а ч  конту ро в :  у си ле ни и  к о т о р ы х  ст р ем ят с я  к п у л ю .  

к б е с к о н е ч н о с т и  и к  единице.  К р о м е  того,  необ хо ди м о р а с с м о т 
реть о б р а щ е н и е  в п у л ь  о п р е д е л и т е л я  к а к о г о - л и б о  п о д г р а ф а ,  
т а к ж е  с л у ч а й ,  к о г д а  о п е р а т о р ы  д в у х  ко н ту р ов  р а в н ы  по в е л и 
чине,  но о б р а т н ы  но знаку .  Во всех пер е чи с л ен н ых  с л у ч а я х  с и 
стемы с у щ е с т в е н н о  м е н я ю т  свои  с в ой ст в а ,  что п о з в о л я е т  го в о 
рить  о них к а к  о п р е д е л ь н ы х  пли « ы р о ж д е  и н ы : :  с и 
стемах .

Г.слн п е р е д а ч а  не к о то ро г о  к о н т у р а  Д\  о б р а щ а е т с я  в нуль 
в с л е д с т в и е  р а з р ы в а  с в яз и  пли ст р е м и т с я  к нулю пз - за  о с л а б 
л ени я  у с и л е н и я  п е р е д а ч и  дуги,  п р и н а д л е ж а щ е й  этому  кон тур у  
на всех  р а с с м а т р и в а е м ы х  ч а ст от ах ,  то  о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а  р а 
вен о п р е д е л и т е л ю  п о д г р а ф а ,  н о л уч е п н ог о  у д а л е н и е м  ¿-го к о н 
тура :

П т  Д - -  Ц ш
А" • И )  Л  . • п

- 1 -  V
Л- [Ж ^

1 —  V  д ; д  [ж< ч,\!\ К,
ж

!\! \  х К /}  Д \Ж

П р и  это м  с в о й с т в а  кон тур ной  част и  и всех  св я з а н н ы х  с ней п е 
р ед ач  о б я з а т е л ь н о  и зм е н я ю т с я ,  пр иче м степень  и д и а п а з о н  с у 
щ е с т в е н н о г о  и з м е н е н и я  з а в и с я т  от  се  то п ол ог и че ски х  о со б е н н о 
стей.  К о л и ч е с т в е н н о  и зм ен е ни е  св о й ст в  кон тур но й  ча сти  о п р е 
д е л я е т с я  с о м н о ж и т е л е м  Д ^ - ^ О  в вид е  & { К & Ж Щ  в в ы р а ж е н и и
(3.19) .

Е с л и  вс е  к о н т у р ы  г р а ф а  р а з м ы к а ю т с я ,  то Д = 1 .  Е сл и  у с и 
л е н и е  к о н т у р а  Д ,  г р а ф а  ст ре м ит с я  к бесконечности ,  то  о п р е д е 
л и т е л ь  т а к ж е  с т р е м и т с я  к  б е ск о н еч н ос т и  н ез ав и с и м о  от  в з а и 
м о св яз ей  к о н т у р а  К,  с д р у г и м и  ко н ту ра м и .



\\ том  с л у ч а е ,  к о г д а  к  б е с к о н е ч н о с т и  с т р е м л т с я  у с и л е н и я  
н е с к о л ь к и х  к о н т у р о в ,  п о в е д е н и е  Л з а п и с и  г о т  о т н о ш е н и й  с о 
п р и к а с а н и я  к о н т у р о в :  liui У  о,  г а е  Ж \ 0 —  п о д м н о ж е с т в о

A'j-* аэ 
■ егйГда

к о н т у р о в  с б е с к о н е ч н ы м  у с и л е н и е м ,  v — м а к с и м а л ь н о е  ч и с л о  
п о п ар но  п с к а с а ю щ п х с л  ко нту ро м из Ж ’т, т.  с.  м а к с и м а л ь н ы й  
и н д е к с  множеств; )  j? ,  п.) Х & .  П а н р п м е р ,  е с л и  тр и  к о н т у р а  /С,, 
К )  н Kk и м е ю т  б е с к о н е ч н ы е  у с и л е н и и  и в с е  о н а  п о п а р н о  не

к а с а ю т с я ,  то  (/.  / ,  к  * = ^ 3  и | А — ; ес л и  псе три  к о н 
т у р а  по п ар н о  к ас аю тс я ,  то  v _: ], Д -о . , .

Г.ели ус и л е н и е  не к о то р о г о  к о н т у р а  /С,- с т р е м и т с я  к еди нице ,  
т. с. г р а ф  системы  пм се т  б е з ы н е р ц и о н н ы й  к о н т у р  с п о л о ж и т е л ь 
ной единичной  п ер е д а ч е й ,  это  с у щ е с т в е н н о  о т р а ж а е т с я  па в ы 
р а ж е н и и  д л я  о п р е д е л и т е л я .

П р е ж д е  всего з а м е т и м ,  что р а в н о с и л ь н о  I — А’. - ’-О,
т. е. при этом с т р е м и т с я  к ну л ю  ми н о р  о п р е д е л и т е л я .  Б е з  п о 
т ер н  общн ос ти  п о л о ж и м ,  что ( = 1 ,  т. с. A'i —► 1 или 1 — A’i -*-(). 
В о с п ол ьз уе м с я  п р е д с т а в л е н и е м  о п р е д е л и т е л я  г. ф о р м е  (3 .19) .  
Т а к  к а к  К\ в х о д и т  т о л ь к о  в пер вы й о т л и ч н ы й  от  едни.чии член,  
то  о п р е д е л и т е л ь  п р ед ел ь н ой  си ст ем ы р а в е н

■1,,,-- lim л  1 • 1 -л  - V  K \ \ K f X " '  |,
Л , ►1 лтЛ

отку да

Лм;, - Л  \ Ж  А',! - Л  ; А ' , г  Ж  !.

З а м е т и м ,  что  из в ыр аж ен и й  (3. 4S) и (3. 4 П  с л е д у е т  l im \
_  А', ► 1

=•  l im Л — Л ,! \, г  Ж’}. М о ж н о  д о п у с т и т ь ,  ч т о  к е . тинице  с т р е -
К. -О • ‘

мится  у с и л е н и е  п о с л е д н е г о  по н о м е р у  к о н т у р а  А ’, = А 'л .  Т о г д а  
н е о б х о д и м о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  ф о р м о й  о п р е д е л и т е л я  (3. 19а)'.

V m \ ^  =  ± \ x  . А - , . ; - л ; а - . п Г |А|). (З.гх»

В ы р а ж е н и е  (3.  49) д л я  п р е д е л ь н о г о  о п р е д е л и т е л я  п р е д с т а п -  
л е н о  в виде р а з н о с т и  д в у х  о п р е д е л и т е л е й  на п е р е с е к а ю щ и х с я  
м н о ж е с т в а х  \ Ж ' ' . К Х) п ! К х г  ?![}, п о э т о м у  с о д е р ж и т  р я д  с о к р а 
щ а е м ы х  плен ок .  П у с т ь  к о н т у р ы  у п о р я д о ч е н ы  т а к и м  о б р а з о м ,  
чт о  э л е м е н т а м  п о д м н о ж е с т в а  А\ г Ж  п р и с в о е н ],1 п о с л е д н и е  н о 
м е р а .  Т о г д а  о п р е д е л и т е л ь  ± { К \ Г Ж \  б е з  единиц]»! в то ч н о ст и  
р а н е н  п о сл е дн и м  ч л е н а м  о п р е д е л и т е л я  Л ^ / Л х А ^ 1. и в ы р а ж е -



нис д л я  о п р е д е л и т е л и  п р е д е л ь н о й  енсгсм¡л  с у ч е т о м  [Л Г 'чА 'ПП 
П  \ К хг Ж )  —  \ К у г Ж )  з а п и ш е т с я  так :

А,,,, =  1 -  ^  КА {КгХ'-') -  1 +

V  ^ ( А У К г Л Г 1' 1! ) » -  V  К А \ К , г Х [‘]}. (3.51)

¿о { ?Ж ! I

И з  него,  в ч а с т н о с т и ,  сле дует ,  чт о  в с л у ч а е  а в то н о м н о го  к о н т у 
ра К\,  т.  е. п р и  К \ г Ж = 0 ,  Дпр =  0. Э т о т  ф а к т  о б ъ я с н я е т с я  т а к 
ж е  тем,  что о п р е д е л и т е л ь  г р а ф а ,  а в т о н о м н а я  к о н ту р н ая  часть  
ко торого  с о с т о и т  из е д и н ст ве нн ог о  к о н т у р а  К\,  п р е д с т а в л я е т с я  
в ви де  п р о и з в е д е н и я  о п р е д е л и т е л е й ,  один  и:> ко то р ых  Л 1 =  
==(1 —  АО  с т р е м и т с я  к  пу л ю  при А'1- ^ 1.

В а ж н ы м  п о л о ж е н и е м ,  у с т а н о в л е н н ы м  ф о р м у л а м и  (3.49)  — 
(3.51) ,  я в л я е т с я  то ,  что  при А [ - И  о п р е д е л и т е л ь  си ст ем ы в ы 
р о ж д а е т с я :  (3 .51)  у ж е  не я в л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  д л я  о п р е д е л и 
т е л я —  он о  не  с о д е р ж и т  единицы.

П р е д с т а в л я е т  ин те ре с  о п р е д е л е н и е  м н о ж е с т в а  Ж \ф контуров ,  
в х о д я щ и х  в в ы р а ж е н и е  (3.51) д л я  А[ф: Ж с о д е р ж и т  все к о н 
туры ,  к а с а ю щ и е с я  К и  и о б ъ е д и н е н и е  ко нту ро в ,  пе к а с а ю щ и х с я  
[ К \ г Ж ) :

Х Щ - \ К * Ж \  и  !К , г Х 'п ]. 2)
"  К'ГЖ

Т а к и м  о б р а . ю м ,  пртг А*1—»-1 или 1 —  К\^*~ 0  из в ы р а ж е н и я  
д л я  о п р е д е л и т е л я  и с ч ез ае т  е д и н и ц а  [I р я д  членов,  с о д е р ж а щ и х

п е р е д а ч и  ко нту ров ,  не в х о д я щ и х  в 
м н о ж е с т в о  Ж , П). К о н т у р ы  м н о ж е с т 

в а  Ж \ Ж {1р х а р а к т е р н ы  тем,  что,  не  
к а с а я с ь  н еп ос ред ст вен но  е д и н и ч н о 
го к о н т у р а  А ь  с о п р и к а с а ю т с я  со 
всеми  к о н т у р а м и ,  к а с а ю щ и м и с я  К\ 

Р а с с м о т р и м  пр им ер  в ы р о ж д е н и я  
о п р е д е л и т е л я  г р а ф а ,  к о н т у р н а я  
час т ь  к ото рог о  х а р а к т е р и з у е т с я  гра -  

1>||С- 25 ф о м  к а с а н и я  и з о б р а ж е н н ы м  па
рис.  25, при А)—*-1. Контуры,  не с о 

п р и к а с а ю щ и е с я  с К\,  и м ею т  по сл е дн и е  номера :  К \ г Ж  =
— {3, 4, 5, б}. П о  в ы р а ж е н и ю  (3.52)  м о ж н о  о п ред ели ть ,  к а к и е  
конт уры  б у д у т  с о д е р ж а т ь с я  в Д,ф :

Ж щ ~- \2) у  \К ,7Х Щ} =  ¡2 у  !•>, (¡' =  ¡2, 5. 6!.
’с (“!

В Ж  1ф не вх одит  контур А’<; он не касается  А’1 , по касается  всех 
контуров м н о ж е с т в а  К\ г Ж.  Вы ра ж ени е  д ля  вырожденного  о п р е 
делителя  н а п и ш е м  по (3.51):



Д41|) =  ~ Л ' , Д  ¡5, 6 | - Л ' :!А (5 ,  6 |  =  — (А'г -f- К л) (1 —  А', —  А' ;).

И в о б щ е м  с л у ч а е  о б р а щ е н и е  в н у л ь  о п р е д е л и т е л я  н е к о т о 
ро го  п о д г р а ф а  ( м и н о р а )  вс е г д а  п р и в о д и т  к  к а ч е с т в е н н о м у  и з 
м ен ен и ю  о п р е д е л и т е л я ,  к о то р ы й  в ы р о ж д а е т с я ,  т е р я я  ед и н и ц у  и 
р я д  с л а га ем ы х .

Н а к о н е ц ,  р а с с м о т р и м  с л у ч а й ,  к о гд а  д в а  р а з л и ч н ы х  к о нт ур а  
г р а ф а  Ki  и К} и м е ю т  в п р е д е л е  п е р е да чи ,  р а в н ы е  по ве л ич и не  
и о б р а т н ы е  по зн а к у :  +  A' j -*-0.

Б ез  потери о бщ н о с ти  м о ж н о  п о л о ж и т ь ,  чт о  / - • - ] ,  j =  2 и 
К 2- + . . - К 1ш О п р е д е л и т е л ь  в со от вет ст вии  с ф о р м о й  п р е д с т а в л е 
ния (3.19) з а п и ш е т с я  т а к :

Д т п  1 —  А',Л [К,7ж'м } - К А \ К ^ Ж т \ 
V  К А { к / ж ]1г]). 

i AV А'*!1

П р е д е л ь н ы й  о п р е д е л и т е л ь  п р е д с т а в л я е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а зо м :

д , — 1 ми д =  1 —  А", Гд I/C.FJ?"1) -  д lA V J f
А'. -  А',

V  (.4.53)

fr(-1 )/ '  . ; a’i, ¡<*))

В част но м сл уч ае ,  к о г д а  кон тур ы А |  и Аг и м е ю т  од но  и то 
ж е  п о д м н о ж е с т в о  н е к а с а ю щ и х с я  с н и м и  ко н ту р о в ,  т. е. 
{Kir  Ж [1]} =  { К г Ж Щ ,  п р е д е л ь н ы й  о п р е д е л и т е л ь  р а в е н  о п р е д е л и 
т е л ю  п о д г р а ф а ,  п ол у че н н ог о  р а з м ы к а н и е м  к о н т у р о в  К\  и Аг:

А1ф= 1  -  V  AfcA \ K k7 X {k"h

П у с т ь  в г р а ф е  к а с а н и я  ко нту ро в ,  и з о б р а ж е н н о м  iia рис.  20,
Кг-*- - К\.  Л е г к о  ви дет ь ,  чт о  К \ г Ж =  {4, 5, 6,  7} =  A V X [21, по
этому

Д,,,, =  1 -  К-Л ¡5, о,  7 \ - А, А ¡75 -  к , - К А  ¡7! -  /vV

Очевидно ,  при К 2 ^ ~ ~ К \  у м е н ь ш а е т с я  ч и с л о  чле нов  о п р е 
д е л и т е л я  и в о б щ е м  с л у ч а е  по ря д о к  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  по л и
номов.

В ы р о ж д е н и е  о п р е д е л и т е л я  в с л ед ст в и е  п о т е р и  ед и н и ц ы и 
ум е н ь ш е н и я  чи с л а  чл е н ов  п ри во д и т  к с т р у к т у р н ы м  и зм ен е н и ям  
системы.  П р и  неточной к о м п е н с а ц и и  у с и л е н и й  ко н ту ро в ,  неточ
ном со бл юд ен и и  K i —  1 н е к о т о р ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  х а р а к т е р и с т и 
че ск их  поли но мов  б у д у т  м е н я н ,  зна к ,  чт о  о з н а ч а е т  нег рубость  
системы.



3.7.  То п о л ог и ч ес ки е  осо б ен но ст и  г р а ф а  
и св о й ст в а  п е р е д а ч  системы

О п т и м а л ь н а я  по  с л о ж н о с т и  и д и н а м и ч е с к и м  х а р а к т е р и с т и 
кам  к о н т у р н а я  ч а с т ь  я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м ,  но н ед ост ато чн ым  
у с л о в и е м  у д о в л е т в о р и т е л ь н о г о  ф у н к ц и о н и р о в а н и я  п одс ист емы  
или с и с т е м ы  у п р а в л е н и я  в ц ело м :  в конечном счете  к ач ес т в о  
п ро це ссо в  у п р а в л е н и я  о ц е н и в а е т с я  по х а р а к т е р и с т и к а м  п е р е 
д а ч  и п о в е л е н и ю  вы х о д о в  при а д е к в а т н ы х  з а д а ч а м  и с с л е д о в а 
ния и р е а л ь н о й  с р е д е  м о д е л я х  с и г н а л ь н ы х  и п а р а м е т р и ч е с к и х  
или о п е р а т о р н ы х  воз д ей с тв и и  на систему.

М н ог и е  п р и н ц и п и а л ь н ы е  с в о й с т в а  пе ре да ч  к а н а л о в  и всей 
си с те м ы  у п р а в л е н и я  могуч б ы т ь  в ы я в л е н ы  па топ о л ог и че ск ом  
р а н г е  м о д е л е й  - - н а  основе  а н а л и з а  г р а ф о в  или с т р у к т у р н ы х  
схем,  п р е д с т а в л я ю щ и х  в з а и м о с в я з и  пер е ме н н ых  или зве н ье в  
сис I ем 1л. 11рн а на л  п зе мл пиния то п о л о г и ч е ск и х  особен  посте ¡1 i ра • 
ф а  (J па с в о й с т в а  п ер е да ч  (Dv,. м е ж д у  в е р ш и н а м и  г п у,  в о с о 
бенности  пр и  ф о р м и р о в а н и и  т р е б у е м ы х  свойств  передач ,  в а ж 
ное з н а ч е н и е  и м е ю т  т а к и е  х а р а к т е р и с т и к и  св язн ос ти  о р г р а ф о в ,  
к а к  н а л и ч и е  пу те й  l yv  , число путей ,  н а л и ч и е  контурной части,  
н ал ич и е  и ч и с л о  ко нтуров ,  к а с а ю щ и х с я  и не к а с а ю щ и х с я  о т 
д е л ь н ы х  путе й ,  наличие- а в т о н о м н ы х  кон ту рн ых  частей и т. д.

Р о л ь  и з н а ч е н и е  путей,  к он ту ро в ,  к о н т у р н ы х  частей,  а т а к ж е  
о т д е л ь н ы х  д у г  г р а ф а  при ф о р м и р о в а н и и  передач  системы  м о ж 
но в ы я в и т ь  из р а с с м о т р е н и я  з а р а н е е  со с т а в л е н н ы х  т о п о л о г и ч е 
ских  ф о р м у л  д л я  пе р е да ч  г р а ф а ,  с о д е р ж а щ и х  в ы р а ж е н и я  д л я  
пе р е да ч  пу тей ,  о п р е д е л и т е л я  и м н и о р о в  путей.  О д н а к о  в д е й с т в и 
т е л ь н о  с л о ж и ) , 1х си с т е м а х  о б щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  о п р е д е л и т е л е й  
г р а ф о в  и л и  д л я  пе р е д а ч  п о л у ч а ю т с я  в е с ь м а  гро мо зд к и ми ,  и з б ы 
т о ч н ы м и  и и н о г д а  с о д е р ж а т  о г р о м н о е  к оли чес тво  членов,  в с и л у  
чего п р а к т и ч е с к и  не м<мут бь ' ть  с о с т а в л е н ы  и п р о а н а л и з и р о 
ваны.

В ы я в л е н и е  к а ч е с т в е н н о г о  х а р а к т е р а  и степени в л и я н и я  к а 
кого-либо  э л е м е н т а  г р а ф а  на о п р е д е л и т е л ь  и пер едачи  м о ж е т  
бы ть  о с у щ е с т в л е н о  н еп о с р ед ст ве н н ы м  а н а л и з о м  р а с п о л о ж е н и я  
п г р а ф е  или ,  к а к  е щ е  говорят ,  п о з ш ш п ,  дуги,  пути или кон тура .  
Д л я  этого  т р е б у е т с я  з а р а н е е  и зуч ить  р а з л и ч н ы е  тин ы по зиц ии  
э л ем ен т о в  г р а ф о в  и о п р е д е л и т ь  х а р а к т е р  их в л и я н и я  па п е 
редачи.

Н и ж е  р а с с м о т р е н ы  не к о то ры е  особ енн ос ти  топологии  и п р о 
яв л е н и й  с в я з н о с т и  с и г н а л ь н ы х  г р аф о в ,  о п р е д е л я ю щ и х  к а ч е с т 
вен вы е  х а р а к т е р и с т и к и  п е р е д а ч  систем у п р ав л ен и я .

П р е ж д е  в с е г о  з а м е т и м ,  что  п е р е д а ч а  м е ж д у  в е р ш и н а м »  г 
и у 1,0 т о ж д е с т в е н н а  пу л ю т о л ь к о  при н а л и ч и и  в’ г р а ф е  О путей 
м е ж д у  э т и м и  в е р ш и н а м и .  Е с л и  в г р а ф е  со о тв ет ст вую щ ий  путь  
отсу тст вуе т ,  то  п е р е м е н н а я  //,, а б с о л ю т н о  и н в а р и а н т н а  к в о з д е й 
стви ю f r. Э т о т  вы в о д ,  п о л у ч а е м ы й  по  м о де ли  М ( П  то и оч о-

#*м-' ’
гнческого  р а н г а ,  не м о ж е т  и з м е н и т ь с я  при д о б а в л е н и и  ст ру кт у р -  
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нон или параметрической определенности операторов д у г  гра 
фа. Следует  т а к ж е  ск а за ть ,  что такой способ абсолютного по
давления возмущений п помех устранен нем путей практически 
редко реализуется.

Если утверждение о тождественности нулю передачи при 
отсутствии п у т и  пе требует  особых до ка зательств ,  т о  ут ве р ж д е 
ние о том, что при наличии единственного пути с ненулевой 
передачей соответствующая передача динамических  систем без 
изменения топологии принципиально не м о ж е т  быть  сделана  
fождсствсипои пулю, не я в л я е т с я  столь ж е  очевидным [(И].

Если меж ду  вершинами г  и у  имеется более одн ою  пути, то 
в соответствии с принципом д вух каи а лы ю сти  (пли мпогоканаль- 
постн ) 13. II. Петрова принципиальных затруд нений при фор
мировании передач пе во шикает  и при условии невырожденно
сти передач дуг  графа.  Если рассматри ваются  линейные систе
мы, то па характеристики передачи (1 пе о к а з ы в а ю т  влияние 
свойства путей м е ж д у  другими парами вершин графа,  если, ко
нечно. передачи этих путей пе формируются за  счет дуг ,  общих 

/) ̂с п у т я м и  Гу .
В частном случае  автономного от контурной части пути пе

редала  капа ла  совпадает  с передачей пути. Это вы тека ет  из 
того, что в соответствии с формулой Л\эзопа мппор нуги совпа
д а е т  с определителем,  и они взаимно со кра ща ю тся .  Контурная 
часть системы 0 'о в целом или некоторая а вто н омная  контурная 
часть (VU ока зывают влияние па передачу к а п а л а  'юлько при 
условии связанности с путем.

Вычисление передач графов следует начать  с выделения а в 
тономных контурных частей.  В противном с л у ч а е  результат  со
держит избыточность и виде  одинаковых на уровне общих вы 
ражений сомножителей,  которые впоследствии при уточнении 
параметров из-за ошибок вычислений могут  с т а т ь  различными, 
что приводит пе только к избыточности, по в р я д е  случаев  и к 
принципиальным ошибкам.

Отдельно взятый контур К,  участвует  в формировании пере
дачи ка пала  Ф?г , если принадлежит связанной с путем P v  
контурной части. Поэтому наиболее существенны дв е  позиции 
контура Ki  относительно пути:  контур с в я з а н  с путем пли не 
связан .  Если контур К,  с в я за н  с путем P v  , то он м о ж ет  ка с а т ь 
ся его непосредственно пли пет. От этого зависит  качественный 
характер влияния контура на передачу,  что о т р а ж а е т с я  в вы 
ражении для  передачи к а н а л а :  в первом сл у ч а е  входит толь
ко в знаменатель,  а во втором в составе минора пути и в числи
тель.

Характер и степень влияния передачи ду ги  W¡, на передачу 
ка н а л а  определяется позицией дуги по отношению к пути 
Р кг . .Множество дуг  графа по отношению к  выбранно му пути 
Р и. г можно разбить на пять подмножеств в зависимости от того,
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в ка ки е  из составляющих формулы Мэзоиа • - путь,  определи
тель или минор пути — входит передача  дуги Позиции д у г  
графа по отношению к пути сведены в табл.  3 .2 .

Д л я  сильно связного графа могут  иметь место только первые 
три позиции [08,  82 ] .  В книге [82 ]  рассмотрен топологически! !

подход к задаче  ну.юной ч у в 
ствительности передачи к в а 
риациям оператора дуги и 
приведено исследование отно- 
ептел ьнон чувствительности 
передачи для этих позиций 
дуги по отношению к пути:
1 -  д у г а  входит в путь, 2 - - 
д у г а  не входит в путь п ни в 
один из контуров,  пе к а с а ю 
щихся пути, 3 - - - д у г а  входит 
хоти бы в один контур,  не к а 

сающийся пути,  пели рассматр ивать  позиции дуг  относительно 
передач,  образо ванн ых несколькими путями,  а т а к ж е  учесть 
возможность  нескольких автономных контурных частей, то чис
ло позиции д у г  увеличивается.

Пе р е д а ч и  г рафа ,  с о д е р ж а щ е г о  д у г и  с  нуле вым ¡к пленном,  
определяются тем,  в каких позициях по отношению к путям 
Л  г в выбранной передаче Ф у, находятся  эти дуги.

Если д у г а  № ¡ 1  с нулевым коэффициентом усиления по от
ношению к  пути Р-г  находится в первой позиции, то передача 
ка н а л а  т а к ж е  стремится к пулю.

Если д у г а  с оператором и ^  =  0 имеет вторую иознцпю, т. е. 
пр инадлеж ит  только ка сающим ся пути Р*г контурам,  то пере
дача  к а п а л а  изменяется в результате  изменения определителя 
графа.

Если д у г а  — 0 входит хотя бы в один контур, пе к а с а ю 
щийся пути Р  , то изменяются минор пути н определитель г р а 
фа. Если по отношению ко всем путям Я* , к — 1, 2 ...........д у г а
№,  ̂=  0  з а н и м а е т  одну и ту ж е  позицию, сказанное выше спра 
ведливо пе только для  ка нала ,  по и для  передачи графа Ф 7 в 
целом.

Л е гк о  определит!» изменение передачи при наличии несколь
ких путей с различными позициями дуги №¡¿ =  0 , а т а к ж е  изме
нения к а н а л о в  н передач при наличии нескольких д у г  с нуле 
вым усилением.  В частности, если пуп ,  содержит V д у г  с 
нулевой передачей,  то передача  ка нала  Ф ; Г -* -0\

П е р е д а ч и  г р а фа  Ф г,„ с о д е р ж а щ е г о  д у г и  с  б е с к о н е ч н о  б о л ь 
шим у с и л е н и е м , т а к ж е  определяются позицией этих д у г  по от
ношению к  путям Р ’г; е , И— ], 2 .............

Тоб.шца .'{.2

Полиции
О п р е д е л и 

те.1ъ П у  1 ь ,М и и (111

1 +
+ . . . —

3 + —
4
. > - -



Предположим,  что все  дуги с бесконечным усилением при
н а д л еж а т  контурном части.

Нели дуга  и7( ; ->оо имеет первую позицию по отношению к
пути Р-?г, Т О  передача к а п а л а  Ф*г определяется  из следующего 
выражения :

Ф'  =  Пш (3.54)

где  — /-Г! путь  от вершины / к ьершино у ,  Ду, — минор этого 
пути.

Д л я  примера рассмотрим гриф, 
изображенный на рис. 26. Пусть 
усиление дуги Ц ^ — и требуется  ̂
определить предельную передачу 
ф3[. Воспользуемся формулой 
(3 .54) ,  положи» у  =  3, г — I, ¿ — 2,
; = 1 :

Ц/-,..-1 • 1

Р и с . 26 .

Ф :и  со - -  _  , и- 12 +  Ц ",з  Ц";;..)
-  1*%.,

II ]о -г  И’]з IV ;ц'

Нслп для  того же  графа №32— то
1 • 1Г.„-1

Ф-,, IV';., IV

со но  о т п о ш е -  
к

Пусть  д у г а  с бесконечным усилением XV¡} 
нию к пути Р*г находится  во иторо»! позиции,  т. е.  путь Р^г 
охвачен обратной связью с бесконечным усилени ем .  Предель
ная передача капали при этой о п р е д е л я е т с я  следующим 
образом:

Пш
/>’ у¡г-'тг — 0.

Нели д у г а  Ц"I! —> со принадлежит хотя бы одному контуру,  
не ка саю щ ем уся  пути Р'-\г, то ее передача  входи т в минор. 
Предельная  передача  при этом оп р е д ел я е т с я  та к :

Ф?, Р  (Г Нш
\ло-1 11”. т^гк л :г • и ч 1 IV V

Д ; г к »"/ г

ч и 7;

г д е / 'г -  V  я ! Х , ■¡■-у'1 —I и ; У -

причем / — номера конт уров ,  со держ ащ их  д у г у  Ю'/у, з — номера 
только  тех  из них, которые не касаются  пути 1> г . Нслн все



контуры, с о д е р ж а щ и е  И/,г  не касаются  Р*, ,  но касаются  всех 
касающихся  это го  пути коп туров,  то W‘rj) ~  f>ur- это объясняется  
тем,  что н связанной контурной части бесконечно большими 
обратными с в я з я м и  оказываются  охваченными контуры, к а с а ю 
щиеся пути. В результате  этою все обратные связи пути Р*г 
р азмыкаю тс я ,  а передача  ка нала  становится равной передаче 
пути. С л е д уе т  заметить ,  чго именно и изменении существующих 
обратных связей ,  к а к  правило, заключается  опосредованная 
корректирующая роль к о т  урон, непосредственно не ка сающих 
ся данного пути.

Например, пусть в графе, изо
браженном па рис. 27. усиление дуги 
W —► оо. В соответствии с форму
лой (3.5(>) предел !. пая передача 
равна

1Г., Г , ;Ф — ______ 'г "
1Г„+ и у ,1Г.Д'м ■

Ьелн граф имеет  несколько д у г  с бесконечным усилением,  
кроме того, ч ас ть  д у г  с нулевым усилением,  то число различных 
комбинации позиций увеличивается ,  т а к  к а к  необходимо р а з 
личать не то лько  позиции д у г  относительно пути, но т а к ж е  п\ 
взаимные позиции, т. е. принадлежность дуг  касающимся кон
турам,  пскасаю щ им ся  парам,  тройкам и т. д. При этом трудно 
получить обобщенное аналитическое  выражение для  предель
ных передаточных функций, но можно разработать алгоритмы 
определения порядка  л- нуля или бесконечности, к которым мо
же т  стремиться  выбранная  передаточная функция графа в р е 
зультате  совместного влияния д у г  с пулевыми и бесконечными 
усилениями.  Постано вка  этой з ада чи  формулируется следующим 
образом. Пусть  передаточные функции некоторых дут графа 
имеют со множи тель  kv, /г—>- оо, причем дл я  дуг  с пулевым уси 
лением v <  0, а д л я  д у г  с бесконечным усилением v >  0. Необ
ходимо определить  степень v-,r сомножителя  kv ¡r передаточной 
функции графа Ф уг (s ) .

Аналогична постановка задачи определения кратности пуля
пли полюса So"' , т. е. кратности сомножителя  (.s — s 0) у  пере
даточной функции Ovr(s ) ,  если передаточные функции Wa  не
скольких д у г  граф а имеют сомножители (s — so) в положитель
ной или отрицательной степени

Т ак  к а к  нули илп полюсы s a> кратность  которых предстоит 
определить,  м о г у т  рассматр иваться  ка к  корни соответствующе
го полинома d( . s ) ,  то обобщением обсужда ем ых  выше задач 
являетс я  с л е д у ю щ а я  постановка:  определить степень vvr поли
нома d ( s ) ,  входящего  множителем передаточной функции 
Ovr( s ) ,  если передаточные функции ряда  д у г  UPjj(s) графа име*



ют указанный полином различных степенен в виде сомножи
теля.

При ¿ ( х )  = х  решение поставленной з а д а ч и  может  быть ис
пользовано, например,  д л я  определения п о р яд к а  астатпзма пе
редачи. Действительно,  в случае  я0 =  () и передаточной (функции 
Ф уг(^) ,  имеющей смысл передачи по ошибке,  искомая  степень 
\-уГ >  0, т. е. кратность нуля  в начале координат  означает поря
док астатпзма системы по этой передаче.

Алгоритм решения поставленной задачи ,  базирующийся на 
структурно-топологическом анализе графов,  приводится и еле* 
дующей главе.

Пере дачи  графа,  с о д е р ж а щ е г о  е д и н и ч ны й  контур,  т. е. кон
тур,  передача которого равна  плюс единице,  представляют осо
бый интерес. Это объясняется  тем, что при этом определитель 
графа вы рожда етс я  (см. § 3.6).

Как  следует из формулы Мэзопа дл я  к а п а л а  передачи (3.2) ,  
обращение в единицу передаточной функции некоторого контура 
Д; прежде всего с к а з ы в а е т с я  на передачах  тех  ка налов ,  которые 
образованы п у т я м и ,  пе соприкасающимися только  с  контуром 
К[. Миноры таких путей равны ( 1 -  Д () и ст рем ятся  к нулю 
при Д-,- —*■ 1, что вы зы вает  обращение в пуль  передачи ка : : ала  

независимо от передач»  пути, а сл едовательно,  приводит 
к абсолютной инвариантности составляющей выхо да  и\г к воз
действию /,. Однако при этом вы рожда етс я  определитель  графа, 
ка к  это показано в § 3.0.

3.8. Чувствительность передач графа

При исследовании чунгтвите .п,ногти передач ; )  к, ;нала Ф*г 
или системы в цлчом Ф;,- соответствующие передачи  рассмат
риваются как  функции передач  путей,  ко н т у р о в  млн д у г  в з а 
висимости от того,  влияние каких с о с т а в л я ю щ и х  на Ф.',- или 
Ф ;г исследуется .

Абсолютная чувствительность  передачи Ф г пути Р*г 
опр еделяется  просто:

=  л. (з.г,7)

Отсюда следует ,  что вклад  передачи пути в п е р е д а ч у  системы 
в целом определяется  соотношением числа ко н т у р о в ,  касаю
щихся  и не касающихся  пути :  чем больш е кон т уров  графа, 
пе касающихся  пути,  те м  сильнее  вл иян и е передачи собст 
венно пути:  если все контуры  пе ка саются  пути ,  то

Абсолютная чувст вит ел ьность  передачи ка н а л а  Ф' ,  к кон- 
гур\- определяется  сл едую щ им образо м :



(3.58)

причем,  если ко н т у р  Д'(. по связан  с путем ,  то Т'Р/* — В том 
случ ае ,  к о г д а  Д^ ка сается  пути Р и.г , имеем

(3,59)

М о ж е т  оыть  получено  вы раж ение дл я  относительной ч у в ст в и 
тельности п ер ед а чи  канала к передаче  контура «Й?* =  - 5 а 7- 
Ьслп контур Д I не ка са ет ся  пути Р^г, по принадлежит к с в я 
занной с п утем  коптч*рнон части,  то

т. с. разности относительных чувствительностей минора и опре
делителя.

Преж де  чем рассматр ивать  чувствительности передач к  д у 
гам графа,  с л е д у е т  определить вспомогательные понятия чув 
ствительностей передач контуров и путей к дуге.  Чувствитель
ность контура  к  д у г е  была вв едена  ранее и в ы р аж а ется  форму
лой (3 .40) .  Чувствительность  пути Р*г к дуге

равна  произведению путей от вершины г  к началу  дуги п 
от конца д у г и  к  вершине у  вдоль пути Р*г.

Относительные чувствительности передач путей и контуров 
к д у г е  р авн ы  единице.

Чувствительность  передачи графа Ф уг к дуге  ИГ,;, н а х о д я 
щейся в любой позиции, может  быть  получена с использовани
ем моделей или графов чувствительности [24, 40, 41 ] ,  обобща
ющих метод М.  Л. Быховского [13 ] .

Пусть  з а д а н  граф (? (рис. 2 8 а ) ,  чувствительность передачи 
(IV которого к  д у г е  тр ебуется  определить.  Предположим, 
что передача  ду ги  получила приращение что вызовет 
приращения переменных 6х?, бх,- и б*; (рис. 286) .  Вместо графа,

,,к т^гк 
‘  7Г А /

(3.60)



изображенною на рис. 286,  можно рассмотр ет ь  эквивалентным 
ем у  граф с д в ум я  вершинами-истоками (рис.  28 а ) .  В силу л и 
нейности графа основные составляющие переменных х ,, .г,, ху 
вызваны воздействием /г, а до полнительн ые— Ла,, 6х-; — 
сигналом +  приложенным к графу через  л у г у  с переда
чей (рис. 28с*) •

к .

Р и с. 28.

Дополнительные движ ен ия переменных можно получить с 
помощью модели чувствительности,  граф которой изображен на 
рис. 29.

Р и с . 29 . I

По определению чувствительность передачи Ф уг к передаче 
дуги равна

?>Ф

6 и”(.у -г О
1111

►(! ''У- 1/ /г Ч
(3 .6 ! )



Из графа чувствительности (рис. 29) следуют уравнения:

ол*т =  «I'./-! XV 1} (Л/ Н- ^ ),
^  +  3* ,  =  ^  +  Ф,.,3 И '-у ;л'у - ] - ^ у),

" V / м

решая которые,  получим

____[  ' У ‘У
г,1Р,7 ' /г' 1 ■

Подставив з ю  вы раж ение в (3 .61) ,  получим искомое в ы р а ж е 
ние дл я  чувствительности передачи к дуге

Т Р>> (3.02)

I « - » - р а з и м ,  чувствительность  передачи графа к д у г е  
ра:шл произведению двум передач графа: передач; ;  Ф., иг  конца 
ду ги  к в ы х о д у  графа и передачи Ф;> от входа к началу  ду ги .

Ч ' ’. :етвитс'льш)сть ¡второго порядка  ».7 , : :сре щчп Ф^
к" и -̂ н Ц /1П х ар а к т е р и зуе т  совместные влияние передач
д в у х  д у г  на п ер ед ачу  систем])’ и определяется  дифференци
рованием У ^¿/ или У ¡'7', по 1Г/от |13|.
Обще«* в ы р а ж е н и е  дли чувствительности « - г о  порядка  пере
дачи Ф.л к л у г а м  ........... IV., опр еделяется  следую щим  о б 
разом:

г 1 г ; г . . ^ п  V  п ф-  <:^ 3>

где Ф у.х пер ед ача  графа м е ж д у  вершинами у  и х, которые в 
ка ж д о м  произведении (3.63) я вл яю тс я  одной пз возможных 
последовательностей передач от г  к у  м е ж д у  концами н н а ч а л а 
ми д у г  ({, }), . . ($, I).

Основную формулу  дл я  чувствительности передачи к ду ге  
(3.62) можно  получить и дифференцированием формулы Мэзо- 
на по передаче  дуги:

р  ,' д а?

где  через  ^ ( № ^ )  обозначена линейная функциональная  завн-
и

симость чис лит ел я  формулы Музона от дуги 117 ..
Относит ел ьная  чувствительность  передачи Ф.г к д у г е  

^ 1} с со о тветствую щ ей  абсолютной чувствительностью связана  
следую щим  образом:



Подставляя  вы раж ение для  передачи графа к (3.64) ,  полу
чаем

•V (7 — п"|/, ( 3 . 0 5 )

где  Ли',/, Л’и-,/ — относительные чувствительности  числители 
формулы Мэзопа и определителя графа к  д у г е

В силу линейности (аффинности) числителя  формулы М э з о 
па и определителя графа к а к  функции передачи дуги в ы р а 
жение для  передачи запишется так :

ф,- ^  • (•'«•««) а • \\ а I и7 -

Если воспользоваться представлением (3.66) для  иерадачи 
графа,  то вы раж ени е для  относительной чувствительности по
лучается в виде формулы Линча [ 8 2 ] :

Л - ^  V .

В 1>1ражеппя дли абсолютных п относительных чувствитель
ностей в сл учае  передач,  заданных дробно-рациональными пе
редаточными функциями,  т а к ж е  получаются  в виде дробно-ра- 
циональпых выражений.

Представляет  интерес зада ча  н ах о ж д ен и я  графа 0\у и его 
вершин т п п, таких ,  чтобы передаточная  функция (]>„,„ граф?« 
О'н- м еж д у  вершинами т  и п была р авн а  относительной ч у в 
ствительности 5 ? г /7 передачи Ф уг графа О к д у г е  Решение 
-/гой задачи дл я  различных позиций ду ги  W¡J с использованием 
понятия диполя чувствительности приведено в работе [82] .



4.1.  З а д а ч и  а н а л и з а  топологии 
систем уп р а в ле н и я

Под ан али зом  топологии, или топологическим анализом,  си
стем упр ав ления  понимается выявление некоторых свойств с и 
стем и процессов управления с помощью моделей топологиче
ского ранга  неопределенности М ( 1 ) ,  т. е. на основе исследова
ния вз аим освяз ей переменных или звеньев,  иначе говоря,  р а з 
личных проявлений соединимости или связности ориентирован
ных графов.

Как  у к а з ы в а л о с ь ,  выводы, полученные по рангу неопреде
ленности М ( 1 ) ,  не изменяются при увеличении определенности 
моделей путем  конкретизации структур  операторов д у г  или их 
параметров ,  т. е. при переходе к моделям М ( 2) или М ( 3 ) ,  кро
ме тех, к а к  правило,  негрубых,  вы рождающихся  или неустойчи
вых предельных систем,  когда сочетание типов структур опера
торов и значений параметров приводит к изменению структуры 
выражении д л я  определителей или передач систем. Если иссле
дователя  не у с т р а и в а е т  какой-либо рез ул ьтат  анализа  модели 

( I ) ,  то тр еб уем о е  изменение свойств обычно может  быть по
лучено только соответствующим изменением топологии систе
мы.

Анализ сл о ж н ы х  расширенных систем, включающих в себя 
модели среды и связей системы со средой, может  быть прове
ден при раз личных  уровнях неопределенности,  т. е. в случае  
комбинации различ ны х рангов неопределенностей отдельных 
подсистем, с вя зей  или среды.  Именно в силу этого становится 
возможным и им еет  смысл раздельный анализ контурных ч а 
стей, передач н расширенной системы в целом, ка жды й  из р е 
зультатов которого имеет важное самостоятельное значение. 
При этом справедливо  положение,  заключающееся  в большей 
значимости р ез ул ьтато в ,  полученных при большей неопределен
ности моделей.



Связь  м е ж д у  особенностями топологии систем и свойствами 
систем управления устанавливаетс я  с помощью выражений д л я  
определителей систем и топологических формул дл я  п е р е д а ч - -  
формул Мюона [ 5 3 ] ,  а дл я  соответствующих графов формул 
Коутса [9 5 ] ,  Анисимова |4]. Одпако,  к а к  показано в пред ыду
щем разделе,  ряд  основных свойств систем можно  выявить не
посредственно из анализа  особенностей графов:  наличия ко нт у 
ров и сильно связных подграфов,  числа контуров,  их касания 
и связанности,  позиции д у г  относительно путей передач и д р у г  
друг а  и др. Сказанное приобретает особое значение в сл учае  
анализа  действительно сложных систем с большим числом ие- 
касающнхся контуров,  когда индексные вы р а ж е н и я  для  опре
делителей н операторов передач приобретают чрезвычайно гр о 
моздкий, избыточный с позиции конкретных  задач  анализа  и 
трудно обозримый вид.

Топологические особенности автомати че ских  систем у п р а в л е 
ния с относительно простой вз аимосвязью  переменных или 
звеньев легко выявляю тс я  по геометрическим образ ам !  рисун
к а м )  моделей - г р а ф а м  пли структурным сх ем ам ,  представлен
ным в привычной и удобной для  а н а л и з а  форме. Например,  
непосредственный об.:ор графа,  и зо браж ен ною  па рис. 15, по
зволяет безошибочно папгн пути, контуры, определить отноше
ния их соприкасания,  выделить сильно с в я з н ы е  подграфы и т. д.

Одпако если граф системы содер жит  значительное число 
вершин, дуг  и контуров,  то поиск наиболее удобного для  топо
логического анализа  геометрического о б р а з а  (диаграммы г р а 
фа) представляет  собой самостоятельную з ад а чу .  Д а ж е  в с л у 
чае доетмгочио наг лядною  г р а 
фа большой сложности бесси
стемный 'мшологичеек' ! ' !  а пали • 
крайне за трудняется  пра
вило, сопр И'.о/Кдаетсл ошгбками 
Уже для  о ; ноентельно неслож
ных систем управления ,  графк 
которых ’ ¡ ¡поражены па рне. пО 
31, попек (яЧ'\ путей коптуро'; .  
пекасаюшм.чся пар, троек н т . , 1.. 
контуров требует бол1.пюп пип- Р;|..\ зп.
матслыюсти.

Изложенное з а с тавл яет  р а зр аб а ты ва ть  и исполь ¡опать спе 
циальные алгоритмы анализа  топологии.

13 традиционных постановках задач  расчета  и проектирова
нии автоматических систем управления п регулирования м е 
тоды и алгоритмы топологического а н а л и з а  применялись редко,  
хотя в ряде  см еж н ых  областей,  например при проектировании 
электронных цепей, широко используются ве сьм а  развитые м е 
тоды п алгоритмы анализа  сигнал! ,пых и полюсных графов [4, 
70, 73, 74] .



Алгоритмы топологического анализа  з ависят  от формы пред
ставления информации о взаимосвязях  системы и условно мо
гут  быть раз биты  на тсоретлко-мпожествснные [43, 44, 56, 71, 
79 ] ,  основанные на операциях па множес твах  и методах комби
наторики, н ал гебраич еские  (матричные) ,  основанные па м а т 
ричных операциях  п теоремах теории графов [43] и др.

В силу конечности множеств,  задающих конечные графы, 
все гда  имеется очевидный подход к решению задач анализа  то
пологии. за клю чаю щий ся в переборе всех элементов пли их ком
бинаций, удовл ет воряющих определенным условиям.  Однако 
характерным д л я  комбинаторных задач являетс я  то, что д а ж е  
просто ф ормал изуем ые задачи могут дл я  своего решении по
требовать перебора чрезвычайно больших множеств [56] .

Материал  третьей главы,  посвященной топологическим осо
бенностям спетом управления ,  а т а к ж е  обзор некоторых задач  
анализа  позволяют выделить  ряд  основных алгоритмов анализа  
сигнальных графов,  представляющих собой модели систем 
управления.  К ним относятся следующие алгоритмы:

— поиска путей;
— удаления  вершин графа,  заведомо  не принадлежащих 

контурам:
• -  поиска контуров;
- - п о и с к а  нар пекасающихся  контуров;
- - в ы д е л е н и я  контурных частей;
— формирования множеств пекасающихся  троек, четверок 

и т. д. контуров.
К этой группе алгоритмов анализа  топологии тесно примы

кают алгоритмы структурно-топологического анализа,  предназ
наченные дл я  в ы яв л е н и я  влияния па передачи графа дуг ,  пере
даточные функции которых равны нулю или бесконечности, со
де р ж а т  интегрирующие пли дифференцирующие звенья,  чисто 
мнимые нули и полюсы и т. д.

С помощью перечисленных алгоритмов можно написать про
граммы  д л я  Э В М ,  позволяющие автоматизирован,  топологиче
ский анализ  с л о ж н ы х  систем управления .

Ниже приведены некоторые важнейшие алгоритм!,I анализа  
орграфов, основанные на теоретико-множественном задании 
графов, операциях  па множествах  и модификации комбинатор
ного метода «перебор с возвратом»  [44,  56] .

4.2. Алгоритмы поиска путей

Путь я в л я е т с я  одним из основных понятий, харак те ризую 
щих связность  (достижимость)  орграфов и определяющих в а ж 
ные свойства систем,  которые они моделируют.

Алгоритмам поиска путей посвящены многие работы [10. 
43, 56. 5 9 ] ;  предложено  большое число различных алгоритмов 
[6, 44. 86, 87, 96 ]  и др.



Важность  алгоритмов поиска путей след ует  т а к ж е  из того ,  
что па пх основе с небольшими модификациями могут  б ы т ь  
получены алгоритмы поиска контуров,  сильно связных п о д г р а 
фов и т. д. Ни ж е  приводится дна в ар и а н т а  алгоритмов поиск а  
всех путей ;/%,•= {Я1*,,}, k =  I, . . . ,  qyr, м е ж д у  двум я  вер шин ам и 
графа г  и основанных на эффективном переборе.

Исходными данными дл я  этих ал горитмов являются  гр аф  
G и номера г  и у начальной и конечной вершин искомых путей .  
В результате  действии, предусмотренных алгоритмами поиск а  
путей, заполняются массивы,  элементам и которых являются  но
мера вершин, принадлежащих путя м  Р и[Г ■

В первом алгоритме граф G з а д а е т с я  отображениями Г ( 0 .
i = l .............. V. На нервом шаге ал горит ма начальная вершина г
включается в формируемое множество /\,,  эл е м и и а м м  ко то р о 
го будут  вершины искомого пути. З а тем  в Руг добавляетс я  л ю 
бая  из вершин i отображении Г ( г ) ,  после чего ана лиз ируется  
множество Г ( 0  и любая  его во зм о ж н ая  вершина д о б а в л я е т с я  
в Руг H т . д .  Под ^нозможиой» понимается  верпиша, еще но 
включенная в /Л,,..

На некотором шаге / может  возникнут! » ситуация,  когда о ч е 
редной шаг  вперед не дел ается .  Это б ы вает ,  во-первых,  при н а 
хождении одного из искомых путей и, во-вторых,  при отсутствии 
хотя бы одной возможной вершины, которую можно д обави ть  в 
Рут. В первом случае  найденный путь,  т. е. содержимое Р уг . 
фиксируется,  после чего осуществляется  возврат,  а во втором 
производится только возврат.

Возврат состоит в удалении из Руг последней введенной в 
пего вершины и в выборе па пред ыду щем  шаге  ( у -  1) д р у го й  
возможной вершины.  Если таковой не существует ,  го д е л а е т с я  
возврат к (/ — 2 ) -му ш агу  и т. д.

Поиск путей заканчивается  тогда ,  когда  множество Руг со 
стоит только из начальной вершины г  и не существует  никакой 
возможной вершины, которую можно доб авить  к

Программа ,  реализующая описанный алгоритм на я з ы к е  
АНАЛИТИК, приведена ниже.  С т а н д а р т н а я  ипформатпва:
“П У Г Г П У Т  ” Р A 3P"P N;  Л = 1 ;  1К| .1 ] - - 1 ;  ”Д . ; П  - - Г П Г  Г  Д О  
*’NG”B ЫГГ  Г Д Л ,' К - - И ’Ч 1 Г Г ,Д О ’^ Р ” 1 Ш П ' , "К' ’ 1 8 [ 2 х К ]  =  
=  Г Т О ” ( .4 К [Л] —'  I S f i ’ X К — 1 j ; .1 Л 1 ) ; ! К [ I-Г 1 j -=Л); J 4 
=  0; I =  M1;  Л = 1 ;  1 2 -  1 К [1 + 1 ]  — 1; I l  = I К [ 11; ”Д Л ” К =  П 
”1 1 Г Г Д О ” 12” В Ы П ”М[ К| — МК| К| ; 1Л j Л | -= М 1 ; 1 ”Д Л ” К-- 
=  I ) ”П Г ' Г Д О ' , 12” ВЫИ” ( ,Т ”Л'\[ К| > ( Г Т О " ( Л 2 - -  M [ K j ;  "MA" 
L2(j) ) : ”ПА” Е25; L2(i. М | ' К ] = 0 ;  1 А [ Л ] - Л ;  1А[Л •{-1 j = J 2 ;  "\Г  
Л г ^ Х М ’Т О ' Ч !  — J2 :  . 1 - Л  +  1; 11 =  tJ< f 11 ; 1 2 =  ! K f I - ! - 1 ] 1; 
МД Л ”К — I I” 111” 1 " Д О "Е ГВ Ы ГГ ’ (M fK ]  -- MK | К j ; МД Л ” К : { -  
Г И Г Г Д О ’Т ’В Ы П ” ( ”E”M [ K ]  = -  ! A f Î<3| "TO^M f K| -=■ 0; ” Ï Ï A ” 
1,24)): Л 4 = Л 4 + 1 :  ” В Ы В ”01, J4 ,  Л- j - l .  ’ ’М А С С ” IA; J A f J + 1 |  0; 
• 'ЛЛ"К =  1Г ’11Г'Г’ДО"12' ,В Ы П ” "Е "MfKl >  П'ТО‘” 'ИА” 1.24;



Ь25. ”Е’\ 1 > Г Т 0 ' \ 1 = ^  I; [Л [Л Н -1 ]= 0 ;  1 = 1 Л ^ ] ;  П = -1 К | [ ] ;  
12 =  IК [ I -Ь 11 - - 1 ; ” Нм1 ^ М 1 ”ТО” ” НЛ” 1.24; ”Д Л ”К = 1  Г'1П” 1 
" Д 0 ” 12” ВВ11" Д-;”А ' \ [ К ] Х Г Т О ’ ”НА” Ь24; 1 =  1” К 0 1 Г

Рабочая  информатива  вводит в Э В М  следующие исходные 
данные:  число вершин графа N 0 ;  число д у г  N1-*; одномерный 
массив типологии 1Ь пар номеров вершин дуг ,  где 1-й ду ге  со
ответствуют дна  эл ем ента :  (2/)-й, равный номеру начальной, и 
(2/— 1)-й, равный номеру  конечной вершины;  номера ЛИ н ¿VI 
начальной н конечной вершин, м е ж д у  которыми ищутся пути; 
а т а к ж е  рабочие м ассивы :  МК,  М с числом элементов,  равным 
ЫР, и 1К и 1Л с числом элементов (N0-}-  1).  В директиве у к а 
зы вается  разр ядно сть  счета Р1М.

В данной про гр ам ме  предварительно по массиву  форми
руется эквивалентное  задание графа одномерными массивами 
МК,  1К. В массив М К  последовательно записываются  элементы 
Г (1) ,  Г ( 2 ) ,  •••.  Г ( \ 0 ) ,  а в /-й элемент массива  П\ заносится 
номер элемента  М К ,  с которого начинается запись множества
1 4 0 .

Исходной информацией для  второго алгоритма является  
множество дуг  граф а (}, з ад аваем ое парами вершин, п номера 
л и у  начальной н конечной вершин искомых путей Р \г , к =  1,
2,   В рез ульта те  поиска путей заполняется  матрица в
строках  которой за писываются  номера вершин в том порядке,  
в каком они вх одя т  ¡5 пути. Первый столбец этой матрицы со
держит  одно и то ж е  число г.

Алгоритм пр едусматривает  направленный перебор массива 
д у г  графа и заполнение ряда первых строк матрицы путей 5  
отрезками путей, имеющих совпадающие начальные участки.  

Программная  реализа ц ия этого алгоритма приводится ниже.

" р л з р ' ч .  д о = 04- 1) д  '’д л ” 1=  г ’ш ” г ’д 0 ”д 0” в ы г г  • • д л ,,л =
- Г Т 1 Г Т 'Д О ”Р ” В Ы Г Г 8 [ 1 ,  и] - 0; Б Г1, 11 I; К = 0; К1 -  1; 
М1. К =  К -г  I ; М М .  ’’Е ’Ъ [К,  1] =  0”ТО” Г Н А ”М В ) ; ”Д Л ”У =
— 1” Ш ’Т ' В Ы П ’” Н’,5 [ К ,  V]  = 0 ”ТО” (\  —Б [ К ,  V — 1]; МНА”М2) ;  
М2.  ”Д Л ” 1 =  У ”ИГ, Г ' В Ы П ” (”Н”Х = Г Т О ” ( ’Т1Л' ’М1) ;  =  
= ()”ТО” (”Д Л ’ '11 — 1 , ’Щ ” Г ,Д О ”Р ” В Ы П " ( Б [ К ,  11] ~ Б [ К 1, I I ] ; 
в  [К1,  II ]  ”  0 ) ;  И =  1; К1 =  К1 - • 1; ”НА ”М М ) ;  1-^=0; .1 -  0: М3. 
Л =  Л +  1; ’Т ’М >  д ”ТО” (”НА”М 5 ) :  ” К”М5[Л ,  2| - Х ' Т ( ) ’Ч"НЛ'  
М4)  ” ИНЛ” ( ”Н А ”М З ) ; М4. У = М 8 [Л ,  I ] ;  ’ Д Л ”и  -  Г И Г  Г Д О ”
1 - Г В Ы П ”” Г ’8 [ К .  и ] - У ”ТО,’ ( ”НА ,,МЗ) :  ” Г ’1- ' - (ГТО” (1 '=1 ;
2  — У: Ь | К , I] =  '¿) ”ИНА” (К1 =  К1 -Ь 1; ” Г ’К1 >  0 О ”ТО" 
Г В Ы В ’" У В Е Л И Ч И Т Ь  0 0 ’ ; ’’СТОП”) ;  ’*ДЛ’Т -  Г Ш ’Т Д О ’Т — 
- - Г В Ы Г Г 8 [ К 1 ,  Т]  =  Б [К,  Т|; 5 [ К 1 ,  1] =  У ) ;  ”НЛ”МЗ; М5. 
”Е’Т =  1"ТО” (Х =  2 ) ) ;  МВ.  К = 0; М В 1. К — К +  1; ”П” 
5 [ К ,  I] =  0 ”ТО” (” Е” К =  Г Т О ” ( ”В Ы В ’”К ~  О’) :  ’ ’СТОП” ):

В Ы В ””СТРО” , К. " П Р О Б ” ; ”Д Л ” 1 = Г И Г Г В Ы П ” (Л = Ь| К, I ; 
"ВЫЕ5””З Н ’’Л; ” Е”Л = Г Т О ” ( ”В Ы В ” ’; ’ ; ”Н Л ”МВ 1); ” В Ы В ”\ ’).



Описательная часть п рограм мы имеет вид: ’Т Д Ь * ’ Р — /?;
<3 =  ,/; и  =  г ;  г = у ;  ю у  =  . . . ;  М Б [ 9, 2 ]  = ................. ; 5[</-ИХЭ, р]
’ ’КОН” . Здесь  приняты сл едующ ие  идентификаторы^ Р • чи
сло вершин графа,  — число д у г ,  И — начальная ,  I ко н е ч 
ная вершины искомых путей,  М5[г/,  2 ] -  массив д у г  г р аф а ,  

р]  — двумерный массив путей,  являющийся резу л ьт а т о м  
поиска.  Исли число путей м е ж д у  вершинами г п у  п р е в ы ш а е т  
число дуг ,  то программа предус ма три вает  вывод информации о 
необходимости увеличить число строк матрицы 8  и;: величину
о д .

В качестве  примера па рис. 30 представлен граф с Р = 1 4  и 
(  ̂=  25. Описательная часть програм мы  для  этого графа  з а п и 
шется следующим образом: " Г Д Е ” Р =  14; (¿ =  25; 1 =
-  7- ПО -  О- МЯ [25, 2] — 2, 1, 11, 2, 3. 11, 3. 2, 9. 2. 8. 2, 9, 8, 8,
10 4 3 3, 5, 13. II. 12. 13, 14. 13. 12, 4. 5, 4, 4, 9. 10, 9, 4, 
10, 6, 5, Г., 10, 7, 10, 6, 12, 7, 6, 12, 7, 12, 14; $|25,  11 1 ’ ’К О М ” 
В результате  работы ал горитма отыскиваются  и р а с п е ч а т ы в а 
ются в впт,е строк матрицы 5  все  18 т л е н :  К1: 1. 2, 11, 3, 4, 12, 
6 7' К2- I 2, 3, 4, 12, 0, 7; КЗ: 1, 2, 9, 4, 12. <1. 7; К4: 1. 2. 8, 9.  4, 
Г> 0 7- Ко- 1 2. 11. 13. 12, 6,  7; Кб: 1, 2. 11, 3. -1. Г, 6, 7;  К7:
1 0 3 4 5 6 7- К8: 1. 2. 9. 10, 7;  КО: 1. 2. 9. 4. 5. и, /; КЮ: 1,
0 в ’ 9 10. 4. 12, 6, 7; К И :  К 2. 8. 9, 4. 5, 0, 7; К 12: 1. 2. 1 1, 13, 
И  12 (к 7; К 13: 1. 2, 9. 10. 4. 12. 6. 7; К14: 1. 2. 9. 10. (к 7;  К 15:
1 2, 8, 9, 10. 6, 7; КН>: 1, 2, 8, 9, 10. 7; К 17: 1, 2. 8. 9. 10, 4.  5,
0, 7; К18:  1, 2. 9, 10, 4, 5, 0, 7.

Описательная часть про
грам мы д л я  поиска путей от 
вершины 1 до вершины 9 в г р а 
фе, изображенном на рис. 31, 
имеет вид:  ’ ’ Г Д Е ” Р==17; 0=-  
= 28; И = 1 ;  Г = 9; 1X  ̂=  0; МЯ 
[28. 2]  = 2 ,  1, 3, 2, 4. 3, 5, 4, 6,
5, 7. 6, 8. 7, 9, 8. 1. 9. 3. 5, 2,
16, 16, 5. 17, 2. 10, 17. 11, 10, 12,
И ,  13, 12, 14, 13, 15, 14, 15. 12, , т™ т„
10. 12, 13, 7, 6, 14, 8, 14, 8, 15, 8, 9,  17, 12, 7, 5; $ [ 2 8 ,  17] КОП . 
Р езул ьта т  счета для этого примера  печатается в сл едующ ей 
форме: К1:  1. 2, 3, 4. 5. 6, 7, 8, 9; К2:  1. 2. 17, 10. 11. 12. 13 14 
15 8 9- КЗ- 1 2. 17. 10. 11. 12. 13, 14, 8. 9; К4: 1, 2, 3. 4. 5. 7. 8 , 9 ;  
К5: 1, 2, 3. 4. 5, 6. 7. 13, 14, 15. 8, 9; Кб: 1, 2. 17, 10. 11. 12. 15, 
8, 9; К7:  Г, 2, 17, 10. 11. 12. 13. 14. 6. 7. 8. 9; К8: 1. 2, 3, 4. 5. 7,
13, И ,  15. 8. 9; К9: 1. 2. 3. 4, 5, 6, 7, 13, 14. 8. 9; КЮ: 1, 2. 3 . 4 ,  
5. ’ 7, ’ 13, '  14, 8, 9.

4.3. Н ек о тор ы е  ал го р итм ы  
упрощения а н а л и з а  топологии

Эффективность алгоритмов поиска путей может  бы ть  уне -̂ 
лпчена,  если от графа О перейти к гомеоморфпому ! р аф у О ,

[’иг. 31



с о д е р ж а щ е м у  меньшее число д у г  п вершим, но такое  же  число 
путей м е ж д у  вершинами,  общими для  а  и О'.

Д в а  1рафа О и О на з ыва ю тся  гомеоморфиыми, если их 
можно получить из одного графа последовательным подразби
ением д у г  ]84 ] .  Например,  графы,  изображенные па рпс. 32, 
гомеоморфпы,  т а к  к а к  граф О получается подразбиением цуг 
(3,  ! ) ,  (5, -3), (3, 6) и (8, 6)  графа С'. }

После отыскания путей в графе (V с меньшим числом вер 
шин можно  легко определить  пути а исходном графе С;  тля 
этого массивы путей дополняют рапсе удаленными вершинами 
М о ж н о  составить простой алгоритм перехода к гомеоморфпо- 
м у  графу и получения путей исходного графа по массивам,  ко
дир ую щим  пути гомеоморфпого графа.

При исключении вершин с единичной полустепепью и исхо
д а  и з ах од а  н переходе к гомеоморфному 1рафу с мепышш чи
слом вершин и ду г  сл ед ует  учитывать  возможности появления 
кр а т н ы х  д у г  и нетель, т. е. получения мультп- или неевдографов.  
Поэтому ,  если принятый способ кодирования графов и исполь
з у е м ы е  алгоритмы не рассчитаны па класс мультп- или псевдо- 
графов,  то при разраб отк е  алгоритма перехода к гомеоморфпо- 
м у  графу с меньшим числом д у г  что обстоятельство юлжпо 
у ч и ты ваться  особо.

Гомеоморфные графы с о д е р ж а т  одно и то ж е  число конту
ров,  причем соответствующие контурам массивы совпадают с 
точностью до удаленных  вершин. Следовательно,  переход к гра
фу с меньшим числом вершин и д у г  в общем сл учае  повышает 
эффективное! I,  поиска контуров вслсдствис Уменьшении объе
м а  перебора.

При поиске контуро.в имеется  еще одна возможность сокра 
щения перебора,  з а к л ю ч а ю щ а я ся  в удалении тех вершин графа, 
которые заведомо не могут  войти в состав контуров.  Необходи
м ы м  (но недостаточным) условием принадлежности вершины 
граф а контуру являетс я  отличпе от пуля полустепенеп исхода 
и за х од а ,  о. вершина не до л ж н а  быть источником пли стоком.



Р и с .  33 .

Например,  Ei графе, условно изображенном на рис. 33.  вершины 
I. 4. 5, !с 10 не могут п р и н а д леж ат ь  контурам.

П р ежде  чем искать и графе G 
контуры,  целесообразно перейти к 
подграфу (7<'\ не с о д ер ж ащ ем у  пер- 
шин, заведомо не входящих а состав 
контуров.  Поскольку при удалении 
вершин!.( удаляются  н инцидентные 
i'ii дуги,  полученный подграф GU) мо
жет  з свою очередь содержась  стоки и 
истоки. Например, из рис. ¡>4 видно, что после у д а л е н и я  вер- 
шнпи / п инцидентной си ду ги  ( 1 , 2 ) ,  полученный подграф им е
ет B'.'Oinnnv 2, подлежащую удалению.  Процесс п осл едовате ль 
ного удаления вершин (и д у г )  завершается ,  если на к-й  и тера
ции подграф 0' :‘' не содержит пн одной вершины типа сток  или 
( I . : ок.

П р о гр а м м а  удаления вершин и ду г ,  не 
у  пр инадлеж ащ их  контурам,  имеет  вид:

" P . \ 3 P ”4.MNP| 1 ] -=MS| 1, 1] ;  U - l ;  II 
=  1; 1 1 =  1: \Ш. I ^ I - И ;  ’Т П  > Q ’T O ” 
Г Н ” 11 = ГТСГ(1-----0; 11 =  2; ” ПЛ”МП ) 
’HI 1Л” ( ” I LV’M I I B ) ) ;  A =  M S [ I ,  IIJ;  
"Д  JY'S = Г П Г Г Д О ' Ч Г В Ь П Г  
[.¡1 A”TC)” ( ” l l A ’M I I ) ; 11 =  114-1;  MN P 

TJ л 41 [111 -A;  "H A ’ MI l ;  Ml  IB. Q 1 = Q ;  P l  =
lHC- 3*- = p -  PD — P 4- DP: 1 —0; M. I =  I - Ы ;

"[•"’ I >  Р Г Т О ( ”НА"М В) ;  N P  =  M N P | I ] ;  J  =  0; М Ф .  J  =  J - H ;  
” E”J  >  Q l ”TO' i ”HA”M ) ; ” E”M S f J ,  11 = NP ’’TO” (Ф = 2: Ф1 = 1;

НА”М Ф 1 ) :  ’ E"MS|J ,  2] —=NP”TO” (Ф =  1: Ф 1 - 2 ;  ’’ a V M O l ) ;  
” ИА”МФ- МФ1.  J1 =  J ;  М Ф 4 .  J [ =  J I  -f- 1; ” E”J1 <  Q I ”TO” 
( ”E ”M S [ J 1  Ф j =  NP”TO” C ’H A ’ M ) ; ” 11Л"МФ4) :  Л1 = J ;  МФ2.  
-|-;’*M S[ J1 .  Ф IJ =  N P ’TO ' ’ (XP =  M S  1J 1, Ф1;  M S j J I ,  1J =  
- M S [ Q 1 ,  11; M S [ J l ,  2] = M S [ Q 1 ,  2 ] ;  J1 =  J 1 - 1 ;  Q l  = Q 1  — I; 
- Д Л ’МЛ =--= I +  Г Ш  Т Д О ” Р Г В Ы П  ' ”E’' M N P [ J J ]  =  X P ”TO” 
Г Н А ”М Ф З ) :  P1 =  PI -h 1: ” E” P1 >  [’ О ' Т О ' Т ' В Ы В  ' У В Е Л И 
ЧИТЬ D P ” ; ’’СТОП”); M N P [ P 1 J -  
=  X P ) :  МФЗ.  J l  =.11 -  1; ” F / ' J l iC Q  
Г Т О ” ("ПА" МФ2) ;  "HA" M;  MB.
"J i J l "  W I ”ПГ 1 ”Д О ” ”Q 1 ’ ’ВЫГ1 • „
( ” ВЫВ"'Ч :ТРО- ,  w ,  ’ ’П РОВ";  " В Ы В "  '
”3 H ”MS|\V, I j ;  " В Ы В " ’, •; "В Ы В "
•'3H"MS|\V. 2|).

Д л я  rpaib i, предстаг :онпо;о •;■■ 
рис. 35, описательная часть  про
гр ам мы запишется следующим образом:
M S  [20. 2] = 7 ,  5. 22. 7, i>, 7. 12, 7. G, 12.
4, 22, 24. 4, 14, 2-1, П,  24, II .  14, ! .  14, 1,

7 7  7  х

^ 7 7

Рио. З ‘э.

У

’Т Д Н ” Р — 13; Q =  20; 
12, 9. 9, 6. 22, 6, 22, 14, 

3. 1, 3. 9, 9, 14, 19,
3; MN P[2( ) j  ” KOI Г ’. Здесь  Р — число вершим. Q - - ч и с л о  дуг ,



МЭ[<7, 2 ]  — массив ду г  граф а С,  Л Ш Р [ 2 6 ] в с п о м о г а т е л ь н ы й  
массив .

Р е з у л ь т а т  удаления вершин и дуг  из графа, изображенного 
па рис. 35, использованием приведенного алгоритма печатается 
в виде  массива  дуг нового граф а:  9, 14- 24 4- 14 24'  4 22- 6 
12; 12. 9: 9, (>; 22, Г»; 22,  14. .........................................

4.4. Алгоритмы поиска контуров

Дли  поиска контуров в графе т ак же могут быть применены 
различные модификации метода  перебор;! . Ниже приводятся 
д в а  ал го ритма  поиска контуров,  основанные па различных под
ходах к поиску.

4.4.1.  Контур в графе предста вляет  собой замкнутый пуп., 
поэтому дл я  нахождении контуров можно модифицировать а л 
горитмы поиска путей, и частности алгоритмы, рассмотренные 
выше.

В общем сл учае  можно  зафиксировать любые1 д ве  вершины 
графа 7 и г  и искать нугп ,Р[Г — \Ри, ] . т г к и пути --
=  1^ п !  I к г.  Контуры графа соответствуют элементам д е 
картова  произведения , Л Г X  множеств нуге! ! ,  а число най
денных при этом кон туров равне прон введению мощностей 
м н о ж е с т в  ¡ ./VI-|.Л-( |. Очевидно,  что все пп коптуры образуют 
г р у п п у  соприкасающихся  контуров ,  т. е. полны:: подграф графа 
касания /<*к.

В частном случае вершины у  и г  выбираются смежными,  т. с. 
фиксируется д у г а  графа (г,  у ) = Р гу н ищутся пути . / 7Г= { Р ' ; / ,  
з а м ы ка ю щ и е  ду г у  (г, у)  до контура.  При этом число найденных 
контуров равно числу путей Поскольку все контуры, со
д е р ж а щ и е  д у г у  (г. у ) ,  о ка зы ваю тся  найденными, то д у г а  (/", у) 
м ожет  быть  удалена  пз графа,  п результате чего получается 
подграф,  вершины г н у  которого могут ока заться  стоковыми 
или петоковымн.  Прежде чем приступит!» к поиску следующей 
группы соприкасающихся контуров,  целесообразно ' удал ить  сто
ковые и нстоковые вершины со всеми инцидентными нм д у 
гами.

Если необходимо найти все множество контуров графа Ж,  то 
описанные процедуры применяются до получения нуль-графа.

Совместное поочередное применение алгоритмов поиска пу
тей п удал ения  вершин м о ж ет  дать  существенный эффект при 
отыскании всех контуров графа.  Этот эффект может  быть уси
лен,  если на каждом  этане фиксируется дуга ,  входящая в со
став  наибольшего числа контуров.  Поэтому, если имеется ин
формация о таких ду гах ,  ее целесообразно использовать в на
чале  поиска.

Коптуры могут быть найдены т а к ж е  поочередной фиксацией 
вершин и поиском путей от вершины г к пен же.  После отыска-



Ш1Я всех контуров, содерж ащ их вершину г, последняя  может  
бьпь удалена  из графа вм есте  со всеми инцидентными ой д у г а 
ми. Если полученный подграф содержит вершины тина стоков 
или истоков, они удал я ю т с я  до последующего этапа  поиска кон
туров.

За  вершину г, фиксируемую па ка ж д о м  эта пе  поиска конту
ров, следует выбрать  ту,  которая входит в м а кси ма льн о е  число 
контуров.  Поскольку текущ ую  информацию о числе контуров,  в 
которые входят те или иные вершины 1рафа,  получить сложно, 
то на ка ждом  этапе поиска можно фиксировать  вершину [, име
ющую максимальное число инцидентных д у г ,  т. с. степень $*. 
Вершина максимальном степени легко опр едел яетс я  по заданию 
графа. В силу скаамшого  алгоритм поиска кон гурок целесооб
разно базировать именно па фиксации единственной вершины, 
а не различных вершин г  и у пли д у ш .

Очевидно, все контуры Ж ( 0 ,  найденные при фиксации г-й 
вершины, соприкасаются.  Если следующую ( г - М ) - ю  вершину 
выбрать  из подмножества вершин, принадлеж ащ их  контурам 
Ж (/), то подмножество контуров Ж ( 1 - г  1) б у д е т  к а саться  хотя 
бы одного из контуров .У' (7). и множества  Ж  (/) и Ж ( / +  1) 
о к а ж у т ся  связанным:] .  Следующую (/’ +  2 ) -ю вершину можно 
т а к ж е  выбрать  пз множества  вершин, п р и н а д ле ж ащ и х  конту
рам Ж ( 0  и  Ж [/ -•)- ! ) ,  что обеспечит на хож дение  подмножества 
^ ( / - ¡ - 2 ) ,  связанного с ранее  найденными контурами .  Хотя т а 
кой выбор верш пн несколько уменьшает  эффективность поиска 
всех кошуров графа,  однако обладает  большим преимуществом,  
заключающимся в выделении автономных контурных  частей, 
т. е. ca. i i .no свизпыч подграфов о;шовременно с поиском конту
ров. Все контуры Ж т= и Ж т (1), найденные за  один т-к  цикл

фиксации вершин, и только они, п рина длеж ат  ш-н автономной 
контурной части О'".

Вывод информации о найденных в процессе поиска конту
рах  производится так ,  что некоторым образом вы ¡.еляются под
множества  заведомо касающихся  контуров Жт (1) и контуры 
т -й автономной контурной части Жт = \ З Ж т {1).

Заметим,  что число вершин я т = |  {Жт (1)} |, которое понадо
билось фиксировать для  полного выделения т -й сильно связной 
компоненты графа, являетс я  верхней оценкой Т7„ числа искаса-  
ющихся контуров данной автономной контурной части.

После полного выделения одной автономной контурной ч а 
сти и удаления вершин и д у г  типа истоков и стоков новая  фик
сируемая  вершина выбир ается  и.ч оставшихся  к а к  вершина с 
максимальной степенью.

Программная реализация описанного ал го рит ма  поиска коп- 
туров Ж---  и •%’т, групп заведомо  касающихся  контуров Ж ,п( 0

т



и контуров одной контурной части приведена в следующем па 
раграфе.

4.4.2. В данн ом алгоритме поиска всех контуров графа ис
пользуется  т а  ж е  техника,  что п и первом алгоритме поиска пу
тей, опшеанном в §  4.2.

Алгоритм работает  следующим образом.  Выбирается  н а 
чальная  вершин а е номером /. Если в множестве Г ” |(1) от
сутствуют вершины ( Г _1( 1 ) = 0 ) ,  то выбирается начальная  
вершина с номером 2. В противном случае  из вершины 1 начи
нается поиск контуров методом перебора с возвратом,  который 
отличается  от метода  поиска путей,  оипсапиого в п. 4.2.1, тем,  
что в м н о жес тво  Л", где накапливаются  номера вершин, не за но
сится н а ч а л ь н а я  вершина.  По окончании поиска контуров из 
мно жества  1 ( 0 .  исключается вершина I п выби
рается  н а ч а л ьн а я  вершина с номером 2. Если в множестве  
Г ' ( 2 )  отсут ствую т иернпшы, номера которых больше 2, то в ы 
бирается  н а ч а л ьн а я  вершина 3. В противном случае  из верши
ны 2 начин аетс я  поиск контуров,  по окончании которого из мно
жест в  V(i),  2 исключа ет с я  вершина 2, выбирается 
нач ал ьн ая  вершина о  п т. д. Поиск всех контуров в графе закаи-  
Ч ^ ^ ^ с я  то гд а ,  когда  за в ерш ается  поиск контуров из вершины

Анализ м н о жес тва  Г ' (т)  д о  начала поиска контуров из 
вершины гп, а  т а к ж е  исключение вершины т  из отображений 
Г(7).  по окончании ь.-мека приводят к сокращению
необходимого времени вычислен' !-".

С т а н д а р т н а я  нпформатива программы поиска контуров па 
я зы ке  А Н А Л И Т И К ,  реализующей описанным алгоритм,  имеет 
вид:

” ПУСТ”КОН. ”P A 3 P ”PN! ; ”Д Л " 1  =  Г Ш ,Т ’Д О ,'ЫО,,В В П ””Д Л ” 
J  =  Г 'Ш ” 1 ”Д О ”ЫС” В В П ”М К [ I ,  J1 = 0 ;  ”Д Л ” 1 =  Г П Г Г Д О ” 
К Р ' ’В В П ”М К [ I S f 2 x  I ] ,  IS [2  X I — 1Ц =  1; ” В В В ’,,,М А С С ”МК- 
КОН1.”Д Л ’’ 1 ^ Г ’Ш’' Г ’Д О ”МО” В В П ” {1А[11 =  0; M.UI l  =  0)- 
NK =  0; 1 4 = 1 ;  1 = 1 ;  П - 1 ;  " Д Л ”К -  Г Т 1 Г Т 'Д О ”\ С Г В В П ” 
М2 f К] =  М К [ 1 .  К ] ;  LI6.  ’Д Л ”К =  Г П Г Т ’Д О ’\\Ю” В В П ” 
( ’’Е”М 2 [ К ]  -  Г  ТО” ( J 2 =  К; ”11A”L 15) ) ; "IIA”L14; LI5.  M21J21 -  
=  0; ”Д Л ” К =  Г ’Н Г ! ”Д О ” К(}” В В Г Г М [1 .  К| = M 2 f K  I • ” KVJ 2 <  
< 1 4 ’ТС)” ’ 'H \” Ll( i :  ’E”J 2  =  I A [  1 ] ”TO” ( I A [ 1 11 =  I; "i IA ’H 7 )  • 
”Д Л ”К -  Г ,И Г 1 ”Д О ,’КО” В В Г Г М 2 Г К | = М К 1 Л 2  Kl- МЗГЛ21 = 
“  I • M P  ГГ1] = J 2 ;  ”Д Л ”К =  Г ,Ш ” Г ’Д 0 ,’ . \ 0 ’ ,ВВ1Г ’ Г Е ’’М2'|К +  
+  М З [ К ] = 2 ,,Т ( Г М 2 [ К ]= = 0 ;  M [ J 2 ,  K ] - M 2 [ K | ) ;  1АГ11} = h  
11 =  11 +  1; I -  J2 ;  ”HA ”EIG; L17. NK =  N K +  I; '’R B B ””C T P ” 
NK. I l ,  ”M A C C ” IA; " Д Л "  К =  1 ”Ш ” I ”Д О ” NG ” В В П ' ’ ( ” Е’’ 
М 2 [ К ]  =  r ’TO” ” HA”L16) ; 1,14. ”£ ” II >  Г Т О ' ( 1 А Г 1 1 | = 0 -  11 =  
=  11 — 1) ;  ”Д Л ” К =  ГТ1Г  r y i O ”NG, ’B B IT , (” H”M 3 [ K j  =  Г 'ТО” 
”HA ’ L 1 9 ) ;  ” 1 ÎA”L18:  Ш .  М З [ М Р [ П 1  1 =0;  1 - ! А П 1 1  ” ' У Г ' К  = 
=  Г ’Ш ” r ^ O ”NG”B B n ”M 2 [K J  =  М[1,  К] ”E”I >  I4 ’T 0 ”” HA”



L1G; мД Л " К = Г ’Ш мГ Д О ”ЫС’' В В Г Г ( ” Е”М 2 [ К ]  == Г Т О "  НА"
1.16); L18.14— I 4 + 1 ;  1 =  14; ”E’'NG — 1 4 >  Г Т О ” ( ,-Д Л " К - Г ' Ш "  
Г ’Д 0 ’Ж Г В В 1 Г ( М 2 | К )  =  МК[1 ,  К ] ;  M [ I ,  К| -  M 2 [ K ] ;
M3[  K] ==()); 11 =  1; IA [ 11 ] = 0 ;  "U/VLIG) ;  1 =  Г К О ! Г

В рабочем"! ииформативе описываются походные данные:  N:G, 
NP, IS, аналогичные числам и массивам рабочей информациям 
для  поиска путей (см. и. 4.2.1) ,  а т а к ж е  рабочп-- массивы 
МК,  М [NG, NO] ;  М2,  Д\3, МР,  IА [ N 0 ]

В директиве ’ ’В Ы И ” PN — . . .; ” i l .\"KOI Г 'КОИ" . с д а с т с я  
разрядпост: .  счета PN.

4.5. Алгоритмы анализа  отношений 
ка сания контуров

Решение многих задач  анализа  и синтеза  топологии, пь;яв- 
лепне различных ciioi'icTit систем снизаны с ус та : . овле ; 1ием огно-

М / У lit _шсипн касания контурон, т. е. с выделением пар У : , троек У:?, 
и т. д. иекасающпхся контуров,  п р и н а длеж ащ и х  ш-й автопом- 
пои контурной части (/().

4.5.1. Частично 'информация о заведомо  касающихся  конту
рах получается при их поиске путем фиксации вершин графа; там  
ж е  получается верхняя оценка числа некасающихси контуров 
анализируемой автономной контурной части.  Поэтому поиск 
всех пар иекасаюшихся ко нтур ов// :  одной и той же  автоном
ной контурной части сл едует  вести только на нарах  контуров из 
различных подмножеств,  т. е. па {J/m (i) Х Ж т Ц)}, ¿ = 1 ,  . . . .
п т — 1, j  — i +  1.......... л,„. При этом множество  всех  некасающих-
ся пар контуров 3?2 графа с несколькими автономными контур
ными частями дополнительно к с о д е р ж и т  множество всех

///
пар из различных контурных частей, однако  в сл учае  известных 
У'-‘ пет никакой необходимости их объединения и формирова
ния У?ч- К а ж д а я  автономная контурная часть  до лжн а  исследо
ваться  отдел!,по; определитель всей систем! , !  \ легко получается 
к ак  произведение определителей автономных контурных частей.

Поскольку при поиске контуров резул ьт а т  представляет  со 
бой массивы номеров вершин значительного объема и, кроме 
того, при поиске контуров но алгоритму ,  рассмотренному з
и. 4.4, получается значительная информация о группах к а саю 
щихся и иекасаюшихся контуров,  имеет см ыс л  объединение 
программ поиска контуров и пар некасающихси коитуроз.  Т а 
ка я  объединенная программа приводится ниже:
' РАЗР'Ч.ГчТ — 0; Q 1 — Q; NA — 0; NA1 = 1; LK -  Р +  2; СГ = 
- Р  +  3; СА =  Р +  4; КГ =  0; ”Д Л 'Т  =  Г ' П Г Т ’Д О ' ' д 2 ' ’ВЫП" 
" Д Л ’М = Г Ш ,Т ,Д О , 'СА” В Ы П ’’5 [1 ,  J ]  = 0 ;  M V [ 1 ,  l ] = M S f l ,  1],  
I = 1 ; P 1  =  1; 1 1 = 1 ;  М2. 1 =  1 +  1; ” Н’Т >  Q ”TO’” T’ ”M = Г 'ТО” 
(I = 0; Н = 2; ”НА' ,М2) ;  X =  MS [1 .  Н] ;  ”Д Л ’М =  Г И Г Г Д С Г Р 1



” В Ы П ”” Е”М У [  1, J ]  = X  T 0 ’”TIA”M2;  P 1 - - P 1  +  |- M V [ I  P I ]  — 
=  X; ”H” P l = P ”TO””HA”M3;  ”HA”M2;  М3. ”Д Л ”.1 -  Г 'Ш ” | 
’• Д 0 ”Р Г ’В Ы П ” (Х =  М У [1 ,  J ] ;  У - O ;  Z =  0; ”Д Л ”Л  -  Г Ш ” 1 
* ^ 0 , ' Q l ”H b i r i ” ( ’ ,H, ' M S [ J J ,  1] Х”ТО”У — У + I ; T:”M S | J J  2 1 -  
=  X”TO”Z =  Z +  1);  M V [2, J ]  = У; M V [ 3 ,  J ] = Z ) ;  ’B b IB ”P l ;  
M4.  U — 0; 1 =  0; M5.  1 =  1 + 1 ;  ” E” I >  P l ”TO” (”E ’U =  l ”TO” 
"H A”M3;  "I IA”M 10) ; ”E”M V [2 ,  I } =  0 ”М Л И”М У [3 ,  I] — 0”TO” 
(U = 1: W =  M V [  1, I ] ;  MV|1,  I] =  MV|1,  P I ] -  M V 1 2 I ] -  
=  M V [2 ,  P I ] :  MV|3,  j j = M V [ 3 ,  P I ] ;  I — I — 1; P U - . P 1 -  ! 
”E”P1 =  Г ’Т О " , 'Н Л ”М40; 11 = 0; M6.  11 = 11 +  1; T ’ l l  > Q l ”TO’ ' 
"НА" M7;  ”E ” M S [ I I ,  1] -  \\"ИЛ И” M S  111, 2] =  \V"TO” (MS 
t i l ,  1J= M S [ Q 1 ,  11; M S [ I l ,  2 ] = M S [ Q 1 ,  2 ] ;  Q = Q1 I; ’В Ы В ” 
g i ;  ”E”Q1 =  1”TO””IIA”M40:  II =  II---  1 ) ;  ”HA ”M(r \\7 ” !•” 
NA =  N A r ’TO” ( ”Ä J I ”T =  Г'1П” Г ’Д О ”Р 2 ”В Ы П ” ’К’ Л Ш Т !  =: 
= \Y”T O " ( M R [ T j  —r M R [ P 2 ] ; P 2 = P 2 - I ;  ”H”P2 =  0”TO” (NГ 
= 0; S (K1\ C A ]  =  NA; N A 1 -  NA1 +  1) ): ”HA”M 5 ) ) :  ”HA”M Гг 
MIO. ,’1',,1\А1>ЫЛ”Т 0 , , (мД Л , ,1 - 1 ”Ш мГ ’Д 0 ”Р Г ' В Ы 1 Г М Р [ 1 | г= 
=  MV[ 1, 1J; P 2 — P I ;  ”В Ы В ”Р 2 ) ;  M i l .  1 ) ^ 0 ’ I -  0- M I 2 1 -  
= 1 + 1 ;  *T.” I >  P 2 ”TO” ,,H A ’M13;  C = MR|I1;  ”Д Л ”.1 =  1” III” I 
"ВЫГГ*”1 Г М У [ 1 ,  J I  =  C T O ' ’ (A =  MV [2 .  J ] + M V [ 3 ,  J ]  - ”EM-\^ 
>  D 'T O ” (PI  — C; B =  J ;  D = A ) ;  ’TIA”M12) ;  M13. ’ B b l B " P i ;  
1- =  1: К " К Г ;  Kl  =  K + 1; НГ =  К + 1 ;  S f  Kl ,  I | - P 1 ;  S [K l ,  
I.KJ =--= 1 ; 151. К — К +  1 ; ” В Ы В ” К; MB.  ”E”S [K .  1 [ -= 0”TO” 
”ПА”М18;  1C) =  S [ K ,  L K ] ;  X =  S [ K ,  1 0 ] ;  Ь2. ”Д Л ” 1 -  1 0 +  П И "  
Г ’ВЫГГ’ Г 'Е ’Ч ^  3 ”Т 0 ’” ’Е' ’Х=^ P r ’TO” (S  [ К, LK] - - 1 2- "H A ” 
151): ”Е’Т  =  2 ”Т 0 ” (”Д Л ”11 — 1 " 11Г"Г’Д ( ) " L К ”В Ы I Г ' t S IК, I I ]  ~
— SJK1.  I l ] ;  S [ K 1 ,  11] = 0 )  ; F =  l ;  Kl Kl - 1; " П А ’ М Б ) ;  
F — ü: J - - 0 :  БЗ. J = J +  1; ”F.”J >  Q l ”TO””HA”bf>; " i r M S U ,
2] =  Х”Т ( Г  С’Н А ”Б4 ) ”ИНА” (” J 1А”БЗ) ; В А У — M S N  1]- "Ъ'\" 
Я =--2” Ш" 1 ”Д О ” 1 l ” B b i n ' ” ’E”S [ K  Я ] -  У’*ТО””НЛ‘‘( 3- ” F/’K -  
=  ()”Т 0 ” ( I' =  ] ; Z — У; S [К,  I] = Z) ”ИН А ” (К 1 -  К 1 +  1 ; "Г.” 
Kl >  Q 2 'T O ” ( ’ ’ВЫ В ” ’УВЕ ЛИЧ ИТ Ь Q2':  ’ ’СТОП” )'  ’ Д Л ' Т - з
-  Г И Г Г ’Д 0 ” 1- - l ” B b i n ”S [ K l ,  Т]  =  S I К, Т ] ;  S | К 1, I] — X 
S [К 1 » 1.К) — I) ; ” 11А”БЗ; Б5. "E”F =  Г ТО” (X -  Z) ) ; М18 К Г -  
=  К— 1; N Г “  N Г +  1 ; S [K F ,  C r j — NT; М20. ”F ”NA 1 >  XA’T O ” 
( P 2 = 0 ;  NA =  NA +  1);  M21. ”Д Л ”1 = Н Г ”Ш ” 1”Д О ' ,К Г ”В Ы П ” 
(LL = S [ I ,  LK]  ; ”Д Л ”Л = 2 ”Ш Т ’Д О ” 1Л/’В Ы П ” {Н =  8 [1 ,  J ] • 
”Д Л  \IJ I”Ш ” Г ’Д О ”Р 2 ”В Ы П ” ”E”M R [ J J ]  =  R”TO” ” HA” 
М22; Р 2 = Р 2 + 1 ;  M R [ P 2 ]  =  R; М22.  R =  0 ) ) ;  МЗО. ”В Ы В ” Р2; 
М\ [2, В]  = 0 ;  ”Н А ”М4;  М40. LM =  K F ; S [ K r ,  CAI - - NA; ”Д Л ” 
I =  1”Ш’Т ’Д О ' ,Е М ” ВЬ1П” (”В Ы В ” ”CTPO ” ; ”Д Л ”.1 =  1”UI"1 
”Д О ”СА” В Ы П ” (X =  S [I, J ]  ; ” В Ы В ””З Н ”Х; ” В Ы В ” ’. ’ ) )П П К.  
”Д Л ”1 = 1 ”Ш ” 1”Д О ”Е2М”В Ы 1 Г т 2 [ 1 ,  3]  = 0 ;  L2 = 0; КГ =  0 ‘
1 =  1; МАА.  ” E” I >  L M — Г ’ТО” ”НА”В Ы В ” ; ’ ’Д Л ’М -•-= Г Ш ” 1 
'В Ы П ” "\l"S [ J ,  C A ] ^ 0 ”T O ’ ( A L - S [ J . C A ] ;  AK = J ;  ” IIA”M A 1 ) ;

MAI.  "E"\ >  A K ’TO” (M L2[L2 ,  3 ] = A L ;  ” IIA”M AA) ;  НГ =  К Г +  
+  1; ”ДЛ 'М  =  Н Г ” Ш ” Г 'Д О ”А К ”ВЫГГ’ E”S [ J .  ( T j ^ O ’TO” 
(КГ — J ;  " H A ”MA2)  ; MA2. I =— 11Г— 1 - MA3 1 = 1 +  ]• ” E’T >



>  К Г ”ТО” "Н А,’МЛ1;  ZU.A =  S [ l ,  LKJ ;  Л =  КГ; MA4. J = J - f  1; 
”E”J  >  AK’T 0 " " H A " M A 3 ;  Д Ь В  =  S [ J ,  L K J ;  ’Д Л " П  =  Г П Г Ч  
" Д 0 " Д 1 . Л " В Ы П "  "ДЛ"ЛЛ =  Г ’Ш” Г ,Д О " Д Ь В ,,В Ы 1 Г  "E" S [ I ,
II] = S í Л, J J | ' T 0 ” ’TIA”MA4;  L 2 = L 2  +  1; " E ”L2 >  L2M ”T O ” 
',В Ы В ,” У ВЕ Л ИЧ ИТ Ы -2 М ’; ML2|L2,  I ] - -  I : ML2 [L2 .  2 ] - = J ;  
’ ’H A ’MA4;  В ЫВ.  "ВЫВ"’ " M A C C ' M l ^ .

Описательная  часть про
граммы дл я  примера,  изобра
женного на рис. 36, имеет вил 
"Г Д Е "  Р =  19, Q = 3 4; M S  
[34, 2| -2 ,  1, 3, 2, 4, 3, 5, 4, 6,
5, 7, 6, 8, 7, 9, 3, 10, 9, 11, 10,
8, 11.6,  11, 10,7,  9, 10, 9, П.З .
5. 3. 4, 5, 6, 7, 8, 3, 8, 13. 2, 7,
19, 13, 12, 14, 13, 15, 14, 16, 15,
17, 16. 18, 17, 19, 18, 13, 14, 15,
16. 15, 17, 15, 19, 18, 19; Q2 =
—-34; S [34, 231; M V [3 ,  19]; MR [19]; L 2 M - 5 0 ;  ML2 [50, 3] " К О Н " .

Здесь приняты следующие идентификаторы: Р, Q - -чис ла  
вершин и д у г  графа;  MS|Q, 2 ] -  массив д у г  графа;  S [ Q2 ,  Р -f- 
-j- 4 ] - - рабочий массив,  в строках  которого буд ут  записаны п е 
речислением вершин найденные контуры:  число Q2 строк м а с с и 
ва S полагается  равным Q и при необходимости может  б ы т ь  
увеличено; MV|3,  Р ] ,  M R [ P ]  — вспомогательные м асси вы ;  
ML2 [Í.2M. 3| - -рабочий массив,  в котором будут  перечнечей к  
пары номеров некасающихся контуров,  число строк L2M м а с 
сива ML2 выбирается  достаточно большим и может  у в е л и ч и 
ваться.

В каждой строке  массива S па трет ьем  от копка месте з а 
писывается число вершин, входящих в со став  соответствующего 
контура.  Второй от копна столбец м ас с и в а  S предназначен д л я  
отделения групп контуров,  найденных при фиксации одной в е р 
шины. Последний столбец сл ужит  дли отделения др\ч от д р у 
га автономных контурных частей. Д л я  этой ж е  цели п р е д н а з н а 
чен и третий столбец, массива .WI.2.

Результат  работы алгоритма д л я  описанного иримера п р и 
водится ниже:

•\КЧ-1: L 1: 3, 4, 5, G, 7, 8. 3; L2: 3. 9. 10, 11, 8, 3; L3: 3, 4, 3; 
L4- 3 4 5 3; 1,5: 3, 4, 5, 6, 7, 10. 11, 8. 3; L6: 3. 9. 10. 11, 6, 7, 
8 3- L7- 3, 9. !0 ,  11, 6, 5, 3; L8: 11. 8, 7, 10, 11; 1.9: 11, 6. 7, 10, 
П- 110'  11 9 10, И ;  L 1 1: 7, 8, 7; L12 :  10, 9, И); L13: 6. 5, 6;

’ дКЧ-2 :  L14:  15, 16, 17. 15; 1Л5: 15. 16, 15; LI6:  !5.  !6.  17. 1«. 
19. 15; L17: 19, 18, 19;

АКЧ-3:  L 18: 14, 13, 14.
Некасающпеся  контуры:
ЛКЧ-Р 1 10; 1, 12; 2, 13; 3, 8; 3, 9; 3. 10; 3. 11; 3, 12; 3. 

13- 4 8- 4 . 9 ;  4, 10; 4, И; 4, 12; 7, 11; 8, 13; 10, 11: 10. 13: 11, 12:
11, 13; 12, 13;



ЛКЧ-2:  14, 17; 15, 17.
Ьслп при поиске контуров не выделяются  подмножества з а 

ведомо касающих ся  контуров,  а т а к ж е  автономные контурные 
масти, то поиск пар (г, / ) е ^ 2 осуществляется  перепори:.: и:, 
всем множестве  Ж , причем в случае лексикографического по
р ядка  номеров (г, /) п множества  1Съ проверку соприкасания 
(наличия общих ве]шшп) контура /(,• сл едует  осуществлять 
только для  А\, / >  I. Однако после этого возникает  задача  в ы 
явления автономных контурных частей путем анализа  па с в я з 
ность графа касании

4.5.2. Д л я  'исследования влияния нескольких д у г  и контуров 
на свойства контурной части графа,  для  формирования опреде
лит ел е»  автономных контурных частей кроме множеств пар 
пекасающпхся конт уров необходимо найти множества  некасаю- 
щпхея троек , четверок ,(./ ; 'п  т. д. При этом в соответствии 
с выражениями (3.10)  множество г£ г  формируется по элемен
там  множества  ¿¡Гг, а У̂  по , / 3 п т. д., причем в силу лексико
графического упорядочения элементов переборы осуществляют
ся только па подмно же ст вах ,  мажорирующих стар’т н е  номера 
контуров пар, троек  п т. д.

эффективность перебора при выборе элементов мо- 
ж е т  быть повышена,  если до перебора ил $[% удалить  те пары, 
которые заведомо не могут  войти в тройки. Необходимым усло 
вием существования тройки (/, /, /г), включающей в ссбя помер 
/. является  наличие в ;Т2 по крайней мере д в ух  пар (г‘, /) п {¡, 
к) ,  т. е. вхож дение номера  I по меньшей мерс н две  пары. По
этому из м н ожес тва  .с/ '2 можно удалить  часть  элементов п осу
ществлять  поиск троек  в массиве 9?-> с меныппм числом эле
ментов. Аналогично сказ ан но му поиск четверок целесообразно 
ограничит!,  перебором множества  2 получеппого и;: у д а 
лением тех троек,  которые заведомо не входят  п четверки, и т. д.

Ниже приведена программа ДИСК дл я  поиска пекасаюпшх- 
ся /¡-к контуров ( г с ^ З ) ,  т. е. формирования множеств на 
основе множества  пекасающпхся  пар

’■РАЗР”4. Ш  =  Ы +  1; 1 =  0; I. Р =  0; I -  I +  1; "Е"1 >  [ М ”ТО” 
(”ИА”2 ) ; ”Д Л ”Л =  Г ’11 ГТ ,Д О ”Ь2М”В Ы П ” ( ’Т ’’М1,2ГЛ 11 =  I 
” И Л П ”МЬ2[Л, 2] =  Г 'ТО’ЧР =  Р - Ы ;  ЛЛ =  Л); ”Е’Т  -  2 ”ТО" 
("11Д” 1) ) ;  ’ ! - Г Т =  Г Т О ” (М1,2(ЛЛ, П = 0 ) ;  ”ПД” 1; 2 К =  0* 
" Д / П  = I” П Г Г Д О ” Р 2 М ”В Ы П ” ”Е”МЕ2[1 ,  1] ^  Г Т О ” (К =  

К - г  1; БЫ [К.  ч  =  МЬ2[1,  1] ;  БЫ[К,  2] - - - М1.2П, 21)- 3 
Б>}[1. \ N J - - 1 ;  К 8 — 1; " Д Л ” ! = 2”Ш” Г ,Д О ' ,К ”В Ы П ’' Г ’К’^ЫГI
11 ^ § N [ 1 — 1. 1 ] ”Т О ” (К8 = К8-|-1)’ 'ИПА” ( К 8 =  1);  Г1, N N 1  = 

К 8 ) ; 4. N1 =  2; Ш = 1 ;  КХ = К; К1 -  0; К5 -  К- 9 N ( - N 1 ^  
Н- 1: \ТЛ =  Ш +  1; К7 =  0; 10. К2 =  К1; 11. К2 -  К2+1-  *’Е” К 2 >
>  К5 " Т О "(”11А”3 0 ) ;  ”Е”8Ы [К 2 +  1. NN1 =  Г Т О ” (”НА ” 11)- 
12. К З = К 2 ;  К4 = 0; 13. К З = К З +  I; ”К” К З >  К5”ТО” Г Н Л ’Ч 1);



'Е”8 К [К З ,  NN"1 =  Г'ТО” (”НА ” 11);  К 4 ~ К 4 +  1; ”Е " К 4 ^ 2 ,,ТО*’ 
( К 7 = 1 ) ;  14. Х =  8М [ К2, NJJ ;  У =  БЫ [КЗ,  ЫЛ]; ”Д Л ”1 =  Г ’П Г  
Г Д О ” К”В Ы П ” Г Е ”81Ч[1. 1] > Х ’Т О ” (”Н Л ” 13);  ” Е’\8М[1. | ] =  
=  Х”И”8Ы[1.  2| =  У”ТО’ ' ( " Н Л ”21 ) ) ;  ” Н Л ” 13: 21. КХ =  К Х + 1 ;  
”Е’’ КХ >  БК М ”ТО” (пВ Ы В ” ’У В Е Л И Ч И Т Ь  БХ М’ ; ’’С Т О П ” )- 
’ ’Д Л ’Ч =  Г Ш ,Т ,Д О ’’К Г В Ь 1 П ,'8Г\т[КХ,  I]  =  |К2, 11; 8 \ | К Х ’ 
N11 -  У; Б Щ К Х ,  NN] =  К4; ”НА ” 13; 30. КО — КХ -К 5;  ” В Ы В ” 
”СТРО”2, ’I/; ” В Ы В ” ’31Г!\Ч, ’М =  ’ ; ” В Ы В ”,,З Н ” 1\(г ’ -ЕМК(>= 
= 0 ”ТО” ( ' ’СТОП”) ;  , ' Д Л ” 1 = К 5 + Г ' Ш ’Т ,Д О ”КХ”ВЫ П ” ( , ,В Ы В ” 
"СТРО” ; ,’В Ы В ’”,ЗН'81Ч [I,  1] ;  " Д Л ”Л =  2 ”Ш " Г ,Д ( ) ’ ’1МГ’ВЫ1 Г'  
( " В Ы В ” ; ”В Ы В ” ’31Г’8Ы[1.  Л] ) ) ;  К 1 = К 5 ;  К 5 = К Х ;  ” Е” К 7  =
-  Г ’ТО” ( ”Н А ”9 ) ;  2  =  Ы1 +  1; ” В Ы В ” ”С Т Р ( Г 2 ,  '1/;,,В Ы В ” ”31 Г  

2 ,  \\1 =  0*
Описательная часть программы Л П С К  графа для  1-й а в т о н о м 
ной контурной части, изображенного и,-: рис. 3(>, имеет ви д  
”ГД1ГЫ =  5; ЕМ =  13; Е2М =  21; М Ь 2 [2 1 ,  2]  = 1, И), 1, 12, 2, 13, 
3, 8. 3, 9. 3. 10, 3, 11, 3. 12, 3. 13. 4, 8. 4. 9, 4. 10, 4. 11, 4,
12, 7. 11, 8, 13. 10, 11, И), 13, II,  12, 11, 13, 12, 13; БЫМ =  30;  
8\т[30, 0]  ” КОН” .

Здесь приняты следующие идентификаторы:  N - р а з м е р 
ность максимально ьозможной и-ки пекасающихся  контуров ;  
ЕМ---число контуров;  Ь 2 М — число пар пскасаюпшхся к о н т у 
ров; М1.2 [Ь2М,  2] —■-массив пар номеров пскасаюпшхся к о н т у 
ров; 8 М [ ^ М ,  N +  1] -в спомогательный массив,  в строки к о 
торою записываются  искомые п-кп пекасакнцихся  контуров,  п  =
=  3, 4 ...........Т ак  к а к  заранее общее число всех л-к п р е д с к а з а т ь
невозможно, то число строк мнссппа SN гь'бпраетс'Л про
извол 1.11 ым и при необходимости увеличивается .

В результате  работы программы печатаются  тройки н ч е т 
верки иекасающихся  контуров:
ЕЗМ— 10: 3, 8, 13; 3, К), 11; 3, 10, 13; 3. П.  12: 3, 1! ,  13; 3. 12. 
13; 4, 10, II ;  4, 11, 12; 10, 13, 13; !1,  12, 13; Е 4 Д Ь -2 :  3, 10, 11, 
13; 3, 11. 12. 13; Е5М^=0.

Множество пятерок пекасающи.хея контуров п у с т .

4.П. Алгоритм определения кратности нулей 
или полюсов передаточных функций 

топологически сл о жн ы х  систем

Как ук а зы в ал ос ь  в третьей главе ,  особый интерес при и с 
следовании представляет  определение влияния на те или иные 
передаточные функции сложных систем дуг ,  передаточные ф у н к 
ции которых имеют пулевые (преиебрежпмо малые )  или б е с к о 
нечные усиления,  интеграторы или дифференциаторы,  чисто 
мнимые пули и полюсы п т. д. Алгоритм определении к р а т н о 
сти нулей или полюсов, а и общем с л у ч а е с т е п е н и  пол ином а 
с1(з)  заранее  заданного типа, в передаточной функции Ф-.,(л‘ ) 
может  быть разработан па основе формулы Мезона (3.4) .



Подчеркнем,  что алгоритм должен позволять  определить 
искомую степень vv,- заданного  полинома d ( s ) ,  входящего в 
Ф т,-. из-за наличия т а к и х  полиномов и числителях или зн а мен а 
телях  передаточных функций некоторых д у г  графа,  а не вслед
ствие соответствующего выбора параметров системы.  Именно 
поэтому рассматриваем ! . ! ! !  алгоритм относится к типу с трук ту р 
но-топологических.

Числитель п зн а м е н а т е л ь  формулы (3.4) представляют собой 
с у м м у  дробпо-раипопальных выражении,  соде ржащ их  заданный
сомножитель d ( s )  различных  степеней: ^üd'1 ( ü)\' ; (s).  На основе 
соотношения '

1  d ‘l s )  I / («)  =  d ‘ (.V) ^  d { ■ (s) l ;.*), (4.1)
- t

гд е  v;. и i i h 4 ’;.
i

из выражений д л я  числителя и знаменателя  передаточной функ
ции (3.4) можно вынести за  знак  суммы сомножитель d ( s )  в 
степени \^.г и va соответственно.  Искомый показатель  степени 
v«i,vr сомножителя  d ( s )  передачи графа равен разности соответ
ствующих показателей числителя vsvr и знаменат ел я  у* форму
лы  (3.4):

V ,  “ V - V  (4-2)

1аким образом,  решение поставленной зада чи  сводится к 
нахождению на основе соотношений (4.1) степеней va h vvvr з н а 
менателя  и числителя формулы Мэзона.

Вычисление уд осуществ ляется  с использованием выражения 
д л я  определителя графа,  содержащего в качестве с л а г а е 
мого единицу,  т. е. член, в котором любой полипом d ( s )  имеет 
нулевую степень v/ =  0,  a V'i(s) — I.

Поскольку в силу  выполнения (1.1) имеет место

л  -  (4.:i)

то при определении ул представляют интерес только те с л а г а е 
мые  A ( s ) ,  которые с о д е р ж а т  полином d ( s )  в отрицательной сте 
пени. Отсюда,  в свою очередь,  следует вывод о необходимости 
учета только м ножес тва  контуров Ж~ =  {/(/г} с передачами,  им е
ющими сомножитель d ( s )  в отрицательной степени. Последнее 
обстоятельство позволяет  существенно сократить объем ана ли
за ,  т а к  к а к  поиск контуров графа можно ограничить только т е 
мп контурами,  которые со держ ат  хотя Гия одну ду гу  с переда
чей, имеющей отрицательную степень d ( s ) .  Из соотношения 
(4.1) с учетом н ер ав ен ст ва  (4.3) можно записать  выражение 
дл я  по казателя  степени \д сомножителя d ( s )  определителя 
Л 0 0  графа:



v ( =  ininjO,  ui in Jv*.|............. min j v ^ j  1 , (4 .4)

КН' Ж~ i 'r ' & r J

где  ноль ссютрк'тствует одмнши1 о п р ед ел и тел я ;  — (/•я’}. 
IR — 1 , 2 , . . .  — множество сочетаний ил /? ¡> 2 некасающихся  
контуров А '*£ .У" ,  выражении которых с о д е р ж а т  сомножитель 
¿/{s) в отрицательной степени. Некасанпе  означает  отсутствие  
одинаковых вершин.

При вычислении показателен степени v£Vr полинома ¿ ( ' s ) ,  
¡’.ходящего сомножителем в числитель формулы (3 .4) .  с учетом 
выражения  (4.1) получим

V ^ r n ' i n j v j . ^ - j - v '  ¡, (4 .5)
i 1

где  показатель степени v*.<r сомножи теля  d  (s)  ал гебраич еско го
дополнения пути Р\г вычисляется аналогично  на подмноже-
стпе контуров,  не касающихся  пути Р\,, а показатель  степени 
't'p.г пути находится как ал ге бра ическа я  с у м м а  показателей
степени м1П, передач д у г ,  вх одящи х  и п у т ь  P l r-

Поскольку  числитель ( 3 . 4 )  можно представить  в виде

^  р\ г (s) у ,  ( s )  =  ^  p\r  (S) ^  /. ‘ ( s )  =  2Ü К  (* ; /.;<*),
i  ' j ‘  J

где L'j(s)  — сл а г а е м о е  ал ге бра ич еского  дополнения /-го пути 
(включая  единицу) ,  то с учетом  вы р а ж е н и я  (4. 1) имеет место 
соотношение

.̂.; г =  min min jvp.[r -1- v'Lj\- (4 -6 )

Отсюда следует,  что для  определения vvvr достаточно найти т а 
кой путь и пекасающееся его слаг аемое определителя  с у м 
ма показателен степеней сомножителя d ( s )  которых минимальна 
(условно полагаем,  что единица не к а с а е т с я  любого пути) .

Исходными данными для  алгоритма определения  по ка за теля  
степени ^  „  заданно го  сомножителя  d  ( s )  передачи графа я в 
ляются  X — конечное непустое м н о жес тво  вершин графа 
(переменных системы),  |,Y| =  /V; W-~ ‘ U7iy’; — конечное м н о 
жество д у г  графа (з вень ев  системы),  | U” | — Q; U^ÇI  1Г-— п о д 
множество д у г ,  передачи которых имеют ненулевые  п о к а з а 
тели степени заданного сомножителя  d{ s ) ,  номера вершин г  
и 7 , м е ж д у  которыми исследуется  п е р е д а ч а  Фтг.

Алгоритм определения v [ivJ., базирующи йся на испо льз ова
нии соотношений (4.2), (1.4) и (4.6?. им еет  следующий вид 
(рис. 37):
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}) па основе заданных показателем п ен ем ен  v дуг Wi f (- 
(: \Г1} выделяется подмножество дуг U / ^ .C  IV', с передачами, 
имеющими отрицательную  степень vlv... сом нож ителя rf(s );

_!) если то согласно вы раж ен ию  (* .4 ) п о казатель
степени сом нож ителя d  (.s) определители ^  =  ( б :и ж  23), м 
работа алгоритма продолжается с п. !);

3) находится подмножество контуров Ж',,., о д е р ж а т  и х 
хотя бы одну д угу  W¡¡(-  и для каж д ого  к-¡»тура о п р е 
деляется показатель степени V' сом н ож и теля d  (я);

4) если Ж,,-—- т )  >л -— О, п работа алгоритма продол
ж ается с п. Í);

о ) на основе i r ..[ученных р езультатов (и. ■'>) вы деляется  
подмножество контуров ;/Л С  передачи которыч им ею т
сомножитель d ( s )  и отрмпачельн.)!! с reno пи v '- .M J;

6) если Ж‘~ — 0 ,  то vj --• О, н работа алгоритма продол
жается с п. 9;

7) находятся м но ж ео н а  &¡f сочетании из R' . ] -2 некасам-  
щ нхся контуров К ,С(:_Ж , и для каж д ого  сочетания оп ред е
ляется показатель степени сом нож ителя </(>');

8) по (формуле (4.4) jíi.i ¡ic. i su* геи показатель < тепенп vA 
сомножителя d ( s )  определителя графи;

9) находится множество путем м еж д у  вершинами г  и
j ' v  {/^г} , 1 , ..........V I I ,  и для каж д о го  пути определяется
показатель степени сом нож ителя d{s)\

10) если при наличии я гра ре дуг с отрицательными с те п е 
нями d \ s ), т. е. Wtf_^= 0 ,  есть пуп», у которого показатель с т е 
пени сомножителя d ( s )  ранен сумме всех отриц атезьп :ix п о ка 
зателей сомножителем дуг \V¡, (_- , т. <■. ч\

=  то иоказатечь сгеменп v, сомножителя d i s )Ai) '  - ,  Г '  '

в числителе формулы (3.4) равен v,..r ; , (блок 20),
и работа алгоритм .1 продолжается с и .  17;

11) па основе полученных показателе!! степей : *,..г путем
Р\г £ &v  (и. 0) определяется их минимальное vy>.,rmi., ~
—  min {>'. „■ 3'i::'ie.i'ie;

12) если U’\  -- или Ж(/.. ■ 0 ,  или Ж , ¡о п си лу  
ьып¡лнепия (4 .4), (4.6) v- “  7/. г (бло к  21), работа а л го 
ритма продолжается с п. 17;

13) определяется мип;!малы;.<е возм ож ное Мочение v„ ; ;io 
очевидному вы ражей ::ю:

I Л --- , ! v _  если Л . г..v __ | !’, г InI]L 1 Д ’ *
' гг ! ' t если Л . V ,,,;, :



14) множество  с л а г а е м ы х  определителя  С ' = [ 1 т1 =  1 и  
и  Ж и  • - • и  разбивается  на пепересекающпеся  подмно-
ж с с т в а  {С, , . .  . , , . . .[ с одинаковыми показателями ст еп е 
ней V,,, ............ч**. . . . сомножителя </(*•);

15) множество  путей ,/к  разбивается на непересекающиеся  
подмножества  {&1Г, ■■■ , ¡^1-, . . . )  с одинаковыми показателями 
степеней . . .  , V . . .  сомножителя  й  (я);

16) на основе формулы  (4.6) н по лученных результатов  
(пн. 13 — 15) о п р е д е л я е т с я  показатель степени _̂~г сомножителя  
¿/(5) числителя ф о р м ул ы  (3.4) (блоки 16 — 19), где  у ,  А — но
мера  подмножеств  мно жеств  .А{Г и С'- ;

17) но формуле (4.2)  подсчитывается искомый показатель 
степени \-<1>уГ с о м н о ж и теля  с1(.ч) исследуемой передаточной функ
ции системы (бл ок 2 2 ) .

При определении показатели стспсчш \’Фтг сомножителя  ¿ ( в )  
нескольких передач пп. 9 13, 15 -17 (блоки 9 -13, 15— 19) в ы 
полняются д л я  к а ж д о й  передачи, пп. 1 —8, 14 (блоки 1—8, 14) 
выполняются один раз ,  что сокращает объем вычислений.



5. А Л Г О Р И Т М Ы  П О Л У Ч Е Н И Я  П Е Р Е Д А Ч  
И Ф У Н К Ц И И  Ч У В С Т В И Т Е Ь Н О С Т И  

С И С ТЕ М  У П Р А В Л Е Н И Я

5 . ! .  Об а л г о р и т м а х  полу чен ия  передач  
и функции чу вс тв ит ел ьн ост и

1> основе многих задач расчета систем управления л е ж и т  по
лучение различных частных моделей и характеристик М'^и( г ) :  
определителей д ,  операторов передач Ф уг м е ж д у  заданными в х о 
дами ¡г и выходами уу, функции чувствительности оп редели те 
лей и передач к контурам пли д у г а м .  Перечисленные х а р а к т е р и 
стик!!  систем могут  быть получены по моделям с раскр ытой то- 
иоло! пей, к ак  прянило, путем >етрапеиня избыточности в р е 
зультате  исключения ряда внутренних переменных,  т. е. с в о р а -  
чивания графов,  решения соответствующих уравнений.  Н а п р и 
мер, получение операторов передач Ф уг, у =  1, . . ц ; г = 1, . . /, 
связано с переходом к описанию системы со св язями с в н е ш 
ней средой в виде двудольного граф а,  имеющего м а к с и м а л ь 
ную неопределенность относительно топологии системы.

Модели с 1! с1 ем управления с раскрытой топологией, ка к 
было показан?) в иер'юн главе,  папболее часто п р ед ста вл яю тся  
в нескольких формах: 1 графы,  2 - - с тр укту рн ы е  схем ы ,  3 - 
системы уравнении различных порядков ,  записанные в причин
но-следственной форме, и 4 системы алгебраических и д и ф 
ференциальных уравнений первого порядка  {оообшенная нор 
мальная  форма) .  Эти формы описания моделей э кв и вал ен тн ы  
в смысле количества информации о топологических и иных 
свойствах систем,  однако с к а ж д о й  из них связаны  свои м е т о 
дики и алгоритмы решения различных з ад а ч  анализа  и синтеза .  
При этом оказывается ,  что один л те ж е  по см ыслу  з а д а ч и  
теории управления и регулирования в зависимости от формы 
представления топологии модели имеют различную степень 
сложности.  Например,  з а д а ч а  получения функций чувс т в и т ел ь 
ности пли передач системы с небольшим числом контуров р е 
шается просто и наиболее н а г л яд н ы м  образом,  если и сходн ая  
информация представлена в виде графов,  но в сл учае  системы  
со значительным количеством путей и некасающнхся  к о н т у 



ров те ж е  .чад&чи целесообразно решать численно пи основе 
матричного предст авл ения  систем уравнений.  Следует  с к а 
з а ть ,  что, используя вз аим ные переходы от одних форм пред
ставления  топологически сложных  систем к  другим ,  можно з н а 
чительно повысить гибкость  п эффективность методического, 
алгоритмп к-ского и программного обеспечения з а т а ч  расчета си
стем управлении.

ß  том с' -учае.  ко гда  модели систем з а д а н ы  графами или 
с . руктуриыми с хем ам и ,  характеристики получаются  па основе 
т а к  на з ыва емы х  экв ивалентны х  преобразовании их топологи
ческих формул,  например,  выражении д л я  определителя чере;; 
передаточные функции контуров,  формул!,!  М-иона,  выражений 
д л я  функции чувствительности определителя пли передач и т .д .  
Если модели предста вл ены системами уравнении,  то дл я  тех 
ж е  целей попользуются методы решения систем алгебраических 
уравнении:  исключения переменных, правило Крамера  обра
щение матриц. к

Алгоритмам и п р о гр а м м а м  получения передач сложных  си
стем,  зад авш их  в различной форме, посвящено большое котн- 
чество работ (см. ,  например,  [3, 4, 5, 73, 8 6 ] ) ;  в данной главе  
приводится несколько алгоритмов получения определителей,  пе
редач и функций чувствительности сложных систем,  заданны х 
графами или системами  уравнений в обобщенной нормальной 
форме.

Если моде., . ,  топологически сложной системы за д а н а  в виде 
структурно: :  с; . . ‘мы, то по ней можно предварительно построить 
граф, т. е. записать  массивы,  кодирующие соответствующий 
i раф, и далее  получить необходимые характеристики по граф)-.

Модели сл ожных систем в виде дифференциальных уравнений 
различных порядков,  за писанных в причинно-следственной фор
ме, представляют,  по существ у ,  граф Мэзона.

5.2. А л го ри т м ы  и п р о г р а м м ы  получения  передач  
на основ е  топологических формул

По линейным м одел ям  /1?,ч (1 ) ,  Ai ( I )  чисто топологиче
ского ранга,  т. е. по граф ам  с полностью неопределенными опе
раторами передач дуг ,  на основе формулы Мэаона (3.4) м о ж 
но получит!,  индексные в ы р аж е н и я  д л я  определителя и передач.  
При далыимипем раск рытии  неопределенности модели путем 
введения информации о структуре  операторов появляются  сим
вольные выражения .  Наконец,  подстановкой численных зн аче 
ний параметров операторов передач получаются полностью или 
частично определенные в ы р аж е н и я  для  определителя н пере
дач .  Таким о П ; ; о м ,  топологический подход и использование 
г ( ‘иолоп;ч, .ск1‘\ уе то до в д аю т  возможность последовательно р а 
ботай. .  с моделями различных рангов неопределенности и из-



Алгоритмы получения определителя  и передач в индексном, 
символьном,  численном или смешанном видах  имеют различные
реализации. ,
‘ 5.2.1. Индексные выражении д л я  конкретных передач г р аф а  
наиболее удобно представить в виде массивов,  коди рующи х 
.»предел пт ель графа Л и числитель формулы Мэзона [3 ] .

Кодирование определителя графа  Л может  быть о с у щ е с т в л е 
но С помощью ДВУХ массивов:  М К Э  дл я  записи состав а  к о н 
туров и МО — д л я  сложных с л а г а е м ы х ,  представляющих сооои 
произведения передаточных функции пекасающихся  контуров .  
Введение д в у х  массивов для  з а д а н и я  индексного в ы р а ж е н и я  
опрелелителя обусловлено со ображ ением  однородности эл емен-  
ю в  массивов.  Массив МКО зап олняе тся  номерами д у г  граф а,  
входящих в /-11 контур, по группам  в порядке  возрастания но
меров контуров /, / = 1 ..........ЛГА, где М , ч и с л о  контуров.  К о н 
туры К  нумеруются в порядке  их отыскания но со ответс твую 
щим ал горит мам  (см. гл. 4 ) .  Группы  номеров д у г  различных,  
контуров К;  в массиве МКО р а з д е л яю т ся  м е ж д у  собой н ул ям и .

Анализ множества  контуров Ж д а е т  множества  пар т р о е к  
'£■, и т. д.  пекасающихся контуров,  элементы которых со ответ 

ствуют сл ож ны м слагаемым определителя  и нумеруются  т а к ж е  
в порядке их выявления ,  начиная  с Л ^ + 1 .  Ка ждое  сложное с л а 
гаемое определителя можно пр едставить  к а к  произведение д в у х  
слаг аемых с меньшими номерами,  поэтому все группы номеров 
в массиве сложных  слаг аемых  МО состоят из д ву х  номеров и 
1-ег необходимости в разделителе м е ж д у  группами.

Ч п с ш т е л ь  формулы АЬзоиа 1Р*г  кодируется о д н о м е р 
ный массивом ММ, заполняющимся но группам в по рядке  воз- 
оастаная  их номеров к =  1, 2, . . . ,  N11. где N 0  -число п утей  от 
вершины входа  к вершине вы х о д а  (номер группы равен н о м е 
ру пути) .  Группу с номером к образуют индексы с л а г а е м ы х  
определителя,  составляющих минор к -го пути, ноль, номера  
луг,  входящих в к -й путь, и ноль.  Числа элементов мас сивов  
НКО, МО, М М  будем обозначать ТК,  ТО, ТМ соответственно 

Итак,  формула Мэзона,  т. е. индексное выражение  д л я  кон 
кретиоГ: передачи,  кодируется т р е м я  целыми числами ТК,  1. и  
ТМ и тр ем я одномерными целыми массивами МКО, м и ,  м м  
!•■(»топые с помощью соответствующих алгоритмов за п ол н яю тся  
но резу штатам  поиска контуров,  пекасающихся  нар,  т р о е к  и 
г г  контуров,  путей и тех с л а г а е м ы х  определителя,  которые 
образованы некасающнмися путей контурами.

5.2.2. Диалоговый алгоритм и пр ограмма получения п е р е 
даточных функции на структурно-параметрическом  ур о вн е  
(в символьно-численном виде) предназначены дл я  вычисления  
апологическим методом передаточных  функций Ф уг($> с л о ж 
ных стационарных линейных систем управления с несколь кими



входами г = 1 ..........I, и выходами у у, у =  1, . . ц По е 1с т а т о н
ных конечными сигнальными графами с весами д у г  в виде '

V
Ц/ (л) /

V "  / ’ \'Ь4 «чЧ**/ и

ы о  £0 и а,  -числа  или символы (простые вы раже н и я )
Програм ма на я з ы к е  А НА ЛИ Т ИК предполагает  вычисление 

передаточных функции в символьном,  численном или символьно- 
численном виде (о.1) ,  что имеет важное значение при дальней
шем использовании полученного выражения в программах р а 
счета  частотных харак теристи к ,  показателей качества  оптими- 
Ф О Р Т Р Д ' ц Г^  и а 1,1 *с а 1111 ы х 113 языка х  А НАЛИТИК, АЛГОЛ,

Вычисление передаточной функции ф , , , ^ )  производится на
'ил\°Ве ИИлек~11.'1х масси,юн определителя М К Э ,  МО,  числителя 
М М  и чисел 1 К, ТО, ТМ,  полученных на этапе  топологического 
ана лиза ,  ^и с п о л ьз о в а н и е м  информации о передаточных функ
циях дуг .  ' )та информация зада ет ся  д в у м я  массивами В » ( ’ 
коэффициентов полиномов числителей / = 0, 1, . . щ,  и з н а 
менателей и, 2 =  0, 1, . . п дробно-рациональных выражении 
вида  ( о . ! ) .  В массив ах  В и С коэффициенты различных поли
номов разделяются  буквой К.

При расчете по формуле Мазоиа осущ ествляется  сложение,  
ум ножение и деление дробно-рациональных функций; при этом 
01ЛЦИМН для всех операций являются  алгоритмы сложения и 
умно жения двух  полиномов,  которые реализованы с учетом иоз- 
можпостел языка  А Н А Л И Т И К .

Во пзоежаиие з авы ш ен и я  порядков результирующих полино
мов прп слож иш л п делении двух  дробно-рашюпальных функ
ции делаетс я  проверка состава  их знаменателей на наличие оди
наковых сомножителей.  По этой же причине прп составлении 
исходных данных рекомен дует ся  заменить дуги ,  знаменатели 
весов которых п р ед ставл яю т собой произведение полиномов, по
следовательным соединением нескольких д у г  с весами, не име
ющими в зна менат ел ях  произведений полиномов.

В режиме ди алога  можно вычислять несколько передаточ
ных функций; прп этом в очередном расчете используются ре
з у л ь т а т ы  первого вычисления ,  что сокращает вр емя счета и я в 
л я ется  одним из достоинств  топологического метода расчета.

Д л я  получения передаточной функции топологически с л о ж 
ной системы к стандартной ннформативе, приведенной ниже, 
необходимо дописать рабочую информатику и директиву.

Стандартна я  ннформатнва :



" Д Л ” 1 = Г И Г Г Д О ”\'Р’' В В П ” ( 3 [ 1 ] = 0 ;  ”Д Л ”Л =  Г Н Г Т ’В В П ” 
<G =  G +  1; ‘ E”C[G] =  K”TO,,” H A ”L l l ”H I I A " 3 [ ] ]  =  3[\] +• 
+ С fG] X S f  ( J — 1) ) ;  LI 1.);  T = 1 0 ;  ”Д Л ”1 =  1” П П ”Д О ”1\тР 
”В В 1 Г Э [ Г ]  =  1; ”Д Л ”1 = Г Т 1 П ”Д О ”ЫР”В В П ” ( У = Э [ 1 ] ; ”Д Л ”
.1 =  1 +  Г 1 1 П ”Д С Г К Р ” В В 1 Г  ( ”Е” У ф  Э [Л ]”Т 0 ” 3 f У]  =

3  £Э [ J ]  1 ”ТО”Э [Л] =  У ) ) ) ;  Г « 1 ;  N = 1; Ш = 0 ;  Г Ц 1 ] - ! ;  ” Е” 
ТК = 0 ”Т 0 ” ( Б = 1 ;  Ы =  0; ” 1 1А” Е К ) ; ”Д Л ’Т  =  I ”Ш ” Г Д О ”ТК 
“ В В 1 Г ( 0 — M K D [ F ] ; ”E”G > 0 ”TO” ( r  =  r x 4 [ G ] ;  111 =  111 + 1 ;  
0 [ Ш ]  = 3 [ G ] ) ”HHA” (”B 3 H ” ( - Г ) ;  ” П Р И В ” !!; Л [ Ы ] = Р З ;  N =  
=  N + 1 ;  I ' i [N] =  111+1; Г - 1 ) ) ;  Ф =  0; ”Д Л ”Р = Ш Г Г Д С Г Т П )  
”B B i r ( G  =  M D [ F ] ;  Г =  Г X Л [ G J ; ,,Д Л ” 1 =  И [ 0 ] ” Ш ” Г ,Д О "  
r i [ G - f - l ]  — Г В В П ”(Ш = Ш + 1 ;  0|  III] = 0 ( 1 ] ) ;  Ф - Ф - j - l ;  ’Т Г Ф -  
=  2”Т ( ) ” ( ’’В З Я ’Т :  " П Р И В ” !! ;  Л  [N]  = Р З :  N = N + 1; I I | N ] =  
=  III-f l ;  Г = 1 ;  Ф = 0 ) ) ;  F = l ;  Е1.Г =  Л [ Р ] ;  Ы 11 [ F +  1J 

И| F ] ; X =  I I [F]  — 1; ”Д Л ” 1 = Г ’Ш ” Г Д О ”Ы” В В П ”М [ I] =
— С)|X - (-1] ;  ”Е”Т = ()”T0*YT---1; " I 1А” 1.4); ” Е”Х F= -  I” T O ,” , IIA*’ 

L ' . > :  F  =  F + l :  i . 2 . Q = 0 :  ”Д Л ” 1 =  Й LF ]”L i n  ”Д ( Г П  [ F  +  1J 
l , ,B B n ” (Q =  Q + l ;  И [Q]  =  О [ I j ) ;  R =  Q;  Б = 1 :  ” Д Л ” 1 ^ Г ’Ш ” 
) " Г1 0 ” ЬГ ’В В П ’Ч Я  =  М11]- ”Д Л ”Л -  Г ,1 1 Г Г ,Д О ” 1 Г В В Г Г > ( ”Е” 
Я — l I [ J j ’ ’TO ” ( H [ J ]  — 0;  " П А ” ! ) ) ;  Б - = Б х З [ Я 1 :  1 ) ;  Л =  Ы ;  1 Г -
— 1; ”Д Л ” 1 = Г Т 1 Г Г ’Д 0 ”К” В В П ” (Я — И [1 ] ;  , ,Н’* Я # ( ) ,Т О , , (Л = 

J + 1; М [ Л ] = Я ;  11 =  Н х З  [ Я ] ) ) ;  Ы = J ;  ’’В З Я ’Т х П  \ - Ъ Х
• Л [ Е ] ;  ” П Р И В ” !!; Г = Р З ;  ” Е”Т =  Г Т 0 ””Н А ”Е4; F = F + 1 ;

‘ i ; ,,F ^ N - l ’T O ””HA”l.2; L 3 . 5 =  1; ”Д Л ” 1 =  Г Н Г Г Д О ” Ы
• В В 1 Г Т > = Б Х З [ М [ 1 ] ] ;  ” E”T =  2 ”T 0 ””HA”L6; " В З Я ’Т  +  Б; 
“П Р И В ” !!: Г = РЗ;  LK.”E”T -  Г ’ТО” ( Т = 0 ;  Л = Ы; " H A ’ E 5 ) ;  Ф -
—- \  +  1; Л  [ N] = Г ; X = I I [ N ] 1; ”Д Л ” 1 =  Г И Г Г Д 0 ” Ы ” В В П ” 
OfX + l j  = М 11 ] ;  N = \  + 1; FI[N] -  Х + Ы + 1 ;  I М .” Р А З ” РС;
11 =  0 ;  \  =  ф; т  =  ():  Е 4 . Ц - Ц + 1 ;  F  = M M [1 1 ] ;  ’Т / Т Х Г Т О ” 
(”Е”Т =  0 ”Т 0 ” “IIA’ LI ” И1I A ””I IA” L2) ”ИНА” ( ”Е”Т =  О’Т О ” 
( Г — I : Л =  0 ;  ”1 LY‘1.5) ”11! IA”” I 1 А”Е З) ; L5.II -  1 1 +  1; F  —
— -М М [ I  {\: ,,E”F > 0 ”T 0 ,' ( J  =  J +  1; M [ J ] = 3 [ F ] ;  Г - Г Х Ч [ Е ] ;  
” 11А”Е 5 ) ; Ы — J ;  ” ВЗЯ” Г: ’’П Р И В ” !! ;  Л [ Ы ] = Р З ;  Х =  Й[Ы1 1;

Д Л ” 1 П 1 Г Г Д О ' Ъ Г В В 1 Г О | Х  +  11 =  М [ I] ;  N =  N +  1; 
Г11N ] — X +  Ы +  1; "Е H < T M ”T ( ) ” ” IIA”L4; Т - 2 ;  Е=*Ф;  ” П А ” 
L 1; 1.б.” Е”ТК — О’Т О ” ”Н А ” Е9: В — Г; ”Д Л Л = П [ Ф  1 ] '  III" 
1”Д О ”И [ Ф ]  Г ’В В Г Г ( Я  = 0 [ 1 ] ;  ”Д Л ”Л =  Г Ш ’Т ’Д О ’Ъ Г В В П ” 
"Е”Я =  (М [Л ] “ТО” (M [J  J — 0; “ 1 IA’T . 7 ) ; Б = Б х З [ Я ] :  ” В З Я ” Г>; 
“ П Р И В ” !!; Б = РЗ;  L7.1; Л [N]  = 13; Б - Л [ Ф  — 1];  “Д Л ' Т — 1” П Г  
1”Д 0 ”Ы ”В В П “ (Я = М11] ;  ”Е” Я # 0 ”ТО” (Б =  Б х З [ Я ] ; ” В З Я ” Б; 
" П Р И В ” !!; Б - Р З ) ) :  Г =  Л [ N ] ; Б =  Б; L9.”P A 3 ” PB ;  ” В З Я ' Т ;  

П Р И В ” !! ;  Г — РЗ:  “В З Я ”Б;  ”П Р И В ” !!; Б =  РЗ;  Л =  0 ;  F =  Г. 
В В В ” ,Ч ;Т Р ” , [Ч И С Л И Т Е Л Ь ] ;  I J I . S =  1; ”Д Л 'Т  = О Л П ” 1” В В 1 1“ 

( " В З Я ’Т /S; ”П Р И В ”!!; ”П А З ”У; S ~ 0 ;  ”В В Ч ”У; ”C T E ””3I  I”S;  
’ В В В ””З П ””С Т Р ”, У. [ S f l ,  I; ” Е”Р З  =  У”Т 0 ' ”Т1А”ЕВ;  F  —
— Р З —У ) ; L B .”B B B ’” ' 3 H ””C T P ” , [П О Р Я Д О К ] ,  I; J  = Л  + 1; 
“Е”Л < 2 ”Т 0 ” ( ”В В В ””С Т Р ” , [З Н А М Е Н А Т Е Л Ь ] ;  F - Б ;  ” П А ”
1. П) ; 1.8.Л =  0 ”К 0 1 Г ’ 0



В рабочей информативе д олжн ы  быть з а д а н ы :  число дуг 
\ Р ,  массивы М К О [ Т К ] ,  М О ( Т О ] ,  Л1М[ТМ],  кодирующие зна- 
м с п а т е л ь  и числитель формул ы  Мэзоиа, длины ТК,  ТО и ТМ 
эти х  массивов,  массивы В, С коэффициентов числителей и з н а 
менателей передаточных функций дуг ;  рабочие м а с с и в ы  
М | М Р ] ;  Н[1\Р];  Э [\ ’ Р|;  Ч f N P ] ;  3 [ К Р ] ; Л [ Р ] ; О Г Т К - Ы К ь  
+  ( ГО/2+ЫП +  1)ЫР] ;  И [ Р ] ,  где Р =  Мч-КШ/2 +  Ж1 + 2.

Гели контуров нет, то Г К - 0, и массив МК.0  не составляется.  
Нел и пет пекасающихся  контуров,  то ТО =  0, и массив МО не 
с о с т ав ля ется .  При р авенст ве  единице алгебраического дополне
ния &-го пути в сооответствующеп группе массива  М М  отсут
с т ву ю т  номера с л а г а е м ы х  определителя.

В качестве  символов в весах  дуг  рекомендуется  использо
ван »  идентификаторы из д в у х  и более знаков,  не встречающие
с я  в рабочей нпформатпве и директиве и не начинающиеся с 
б у к в ы

В директиве д о л ж н ы  быть заданы:  РС — разрядность  м а 
шинных вычислений; Р В  разрядность при выводе  результатов.  
Д и р е к т и в а  оканчивается  оператором ”ПА” ФГК.

После вычисления первой но порядку передаточной функции 
и сл учае  необходимости определения других передаточных 
функций в ЭВ М  вводится н о ва я  директива,  в которой задаются  
число ТМ и массив М М | Т М ] ,  кодирующие числитель формулы 
М эзопа.  При этом могут  бы ть  изменены разрядности вычисле
нии РС и вывода  РВ.

Д иректи ва  оканчивается  оператором "Н А” 131.
Во избежание переполнения массивов Л, О, И при повтор

ном счете рекомендуется  первым рассчитывать ка н а л  с макси
м а л ьн ы м  числом путей м е ж д у  его входом [I выходом. На печать 
в ы во д ят с я  коэффициенты полиномов числителя и знаменателя  
передаточной функции в по рядке  возрастания степеней 5 . Могут  
бы ть  выведены вы р а ж е н и я  числителя и зн амен ат ел я  передаточ
ной функции, для  чего перед  оператором вы во да  фразы Ч И 
С Л И Т Е Л Ь  вставляется  оператор ”ВЫВ” ”С Т Р ”, Г, ”С Т Р ”, Б.

Г.слп необходимо получить  определитель графа,  то перед 
меткой ЬМ помещается  оператор ” ВЫВ””С Т Р ”, Г, ’’М А С С ”, М, 
по которому выводится  в ы р а ж е н и е  числителя (Г)  и номера дуг ,  
з н а мен ател и  весов которых образуют знаменатель  определителя 
(м а с с и в  М ) .

Ьслп исследуется отдельно числитель формулы Мэзона,  то 
после метки 1.6 помещ ается  оператор ”В Ы В ”"СТР '\  Г, ”СТР",  
В, который выводит в ы р а ж е н и я  числителя (Г)  и знаменателя  
( В ) .

Рассмотрим процесс кодирования и результаты вычисления 
но описанному ал горит му  символьно-численных передаточных 
функций ф 41 н ф2| от вершины 1 к вершинам 4 и 2 графа,  изо
браж енного  на рис. 38.



Передаточные функции д у г  имеют вид:  )X\(s) =  2J/s ,  W2 = 
=  - k it \V3 =  k2, W ¡ ( s ) - S , i / s y U: 3 =  — k2. Составим в ы р а ж е н и я  
дл я  определителя графа без уч ета  наличия д в у х  ав то номных кок- 
гуриых частей:  A(s)  — 1—•

Ц"Д 75 — л ч : i с •
лмгелеп форму .11 ы Мюона vv5 
для  передачи ф 41 :
,( для  передачи Ф м: ( 1 -  Рис. 38.

Раб очая  информатика имеет нид:
• n y C T " N P  = 5; ТК = (>; ТО —2; Т М = 5 ;  В [10]  « 2 . 7 ,  К,  — К1,  К, 
К2, К. 3.1, К, - - К З ,  К; С|1 2 ] - 0 ,  1, К, ! ,  К. 1. К, 0, 1, К ,  1, К; 
\\К016] =  1, 2, 0, 4, 5, 0; MD |2] =  1. 2: М М  [5 ]  =  0, 1, 3, 4,  0:
I [ 3 ] ,  П [ 5 ] ;  Э [ 5 ] ; Ч [ 5 ] ; 3 [ 5 ]  ; Л  [ 6 ] ;  0 ( 1 9 ] :  й [ 6 ]  ” К О И ” . 

Д иректива :  ” В Ы 1 Г Р С  =  8: Р В = 6 :  T iV ' O T R  ’ К О Н ” 
Резу льта ты  счета:

Ч И С Л И Т Е Л Ь 
S37000lol X K 2  S|0 
П О Р Я Д О К о 
ЗНАМЕНАТЕЛЬ 

.837000ю1 ХК1  Х К З  SfO 
/270000КЛ X К1 -Ь.310000[01 X КЗ S f  1 
1 S f  2
П О Р Я Д О К  2 
Зремя счета - 14 с.

Дир ектива  дл я  вычисления передаточной функции Ф 21Г5 )-' 
" В Ы П ” РС — 6; Р В = 4 ;  Т М = 4 :  "Н А ” I.M " Г Д Е ” М М  |4] =  
= 2, 0, 1, 0 "К О И ”

Резу льта ты  счета:
Ч ИС Л ИТ ЕЛ Ь 
-8370¡fi1 X К З  S I 0  
: ’ 700, о 1 S f l  
П О Р Я Д О К  1
ЗНАМЕНАТЕЛЬ 
л370ю1 XК1  Х К З  S|0 
.2700,o l X K H - .3100;, ,1ХК З S f l  
I S f 2
П О Р Я Д О К  2 
Время счета 3 с.

5.2.3. Алгоритм ”Ф ГК” предназначен дл я  получения п е р е д а - 
: . )чных функции в индексном и численном виде с а в т о м а т и ч е 
ским заполнением массивов MKD, MD,  ММ , кодирующих фор
мулу У ьз о н а  в результате поиска контуров,  сочетании нек ас аю - 

щнхея контуров и путей с их алгебраическими дополнениями.  
Алгоритм реализован в виде п рограм мы  на я зы ке  АЛГОЛ-бО



(тра нсля то р  ТА-1М) .  L  помощью этой программы можно иссле
д о в а т ь  системы,  представленны е графами, содержащими не бо
л е е  45 вершин. Это объя с няется  тем, что граф в Э В М  предста
вл я е т с я  матрицей смежности,  к а ж д а я  строка которой хранится 
в одной ячейке памяти,  состоящей из 45 двоичных разрядов.

Укрупненная  блок-схема алгоритма получения передаточных 
функции сложных  систем на основе последовательного исполь
зова ния моделей M s ( l ) ,  .1? ,7Ч/.(1),  (2 ) ,  Л* (3) при
веде на  па рис. 39.

В блоках  1 — 13 производится топологический анализ  граф; ,  
в рез ульта те  которого на ходятся  контуры, сочетания несопри- 
ка саю щ ихся  контуров,  пути с их алгебраическими дополнения
ми и составляются  массивы MKD, MD, ММ. кодирующие фор
м у л у  Мэзопа ;  в блоках  14- 24 осуществляется  расчет переда
точной функции на параметрическом уровне,  заканчивающийся 
определением порядков и коэффициентов полиномов числителя 
и зн а м е н а т е л я  передаточной функции м е ж д у  зада нными верши
нам и входа  г  и выхода  у.

Алгоритмы поиска путей и контуров, определения сочетаний 
и ск асающ нх ся  контуров приведены в гл. 4; правила  формирова
ния массивов MD,  MKD и М М  описаны в и. 5.2.1.

Вычисление передаточной функции на параметрическом 
уровне  (в численном виде )  начинается с формирования масси
вов М,  IB, N, IA, М Р .  описанных в работе [ 3 ] ,  (блок 16).

При расчете по формуле  Мэзона осуществляется  сложение,  
умно же ние и деление дробно-рациональных функций, при этом 
общими д л я  всех операций являются  алгоритмы сложения и 
у м ножения двух  полиномов.

В алгоритме вычисления передаточных функций особо вы де 
л яю тся  следующие случаи:  1) ТК = 0 (отсутствие контуров в 
графе) ,  на печать выводи тся  фраза "КОНТУРОВ НЕТ” * (бло
ки 7, 8 ) ;  2) TD = 0 (все  контуры касаются ) ;  3) ТМ —0 (меж ду 
з ад а н н ы м и  вершинами графа  пет путей),  на печать выводится 
фраза  П ЬР Е Д Л ЧП  II LT ” (блоки 14, 15) п численный анализ 
не производится;  4) алгебраическое дополнение путч равг '  
единице.

Исходные данные програм мы приведены в порядке  ввота в 
Э В М ;  1

\ 0 -  число вершин графа;
NP - - число дуг ;
\ В ,  NA- - числа элементов массивов В и А;
1S-  - массив топологии, в котором Mi д у г е  соответствуют 

д в а  элемента :  (2 i 1)-и,  равный номеру конечной вершины, и 
2Mi ,  равный номеру начальной вершины Mi дуги;

М ] ,  X I — номера вершин,  м е ж д у  которыми ищется пере
д а ч а ;



Определение л- [■jemoHuú hSKüca-o 
м х е  я  к о ч щ р о д .'м и х ся  контура.  

уРоомипоВаг'ие 
Х и я с с т  * 3 ___

-1 2

дополнения . v ,J-

г 17-----------
Эасчет и запо
минание пере
дои комтуроЗ 

Ш  V)
г 10----1-------
Рйсчет и запо
минание слож  
них слагае
ма-  (W J)

. , у -----1--------
Расчет и >7-
njvu*!}*-je ^

г 20----1-------
Расчет и ano- 
vjHjhue 

Л, -Р,
[<ПП

(  Конец )

Рис. 39.



В.  А — массивы коэффициентов полиномов числителе": ;» з н а 
менател ей  весов дуг ;

М А В  число, строго большее коэффициентов всех полино
мов,  используемое при составлении массивов В и А;

1А1 - - вспомогательное число, вводимое в коде  с единицей 
во втором слева  разряде ,  используемое для надежности форми
рования  массива  N при топологическом анализе.

Выходн ые данные  п рограм мы разбиты на три части.
1. Топологический анализ :  ]\К — число контуров:  КП -  - чис

ло путей;  ТК,  ГО, ТМ, МК О ,  ДАО, ММ — числа и массивы,  ко
дирующие  формулу Мэзона.

2. Стр уктурный анализ :  порядки числителя и знаменателя  
искомой передаточной функции.

3. Численный (параметрически й)  анализ :  В 1 ,  А1 — массивы 
коэффициентов полиномов числителя и зн аменателя  искомой 
передачи.

В ы р а ж е н и е  передаточной функции выводится на печать в 
удобном д л я  использования виде.

При необходимости могут  быть дополнительно выведены на 
печать  в ы р а ж е н и я  дл я  определителя  графа и числителя форму
лы  М эзо н а .

В каче стве  примера расчета  по программе рассмотрим граф, 
изображенный на рис. 40. Пусть  требуется получить передаточ

ную функцию м е ж д у  первой и тринадцатой вершинами í r —\ 
у = 1 3 ) .

Передаточные ф у н к ц и и  д у г  и м е ю т  в и д

Р и с . 4 0 .

и/.

11,7X5 -ь 0,3« -  0 , 0 ^ 4  
1,38

- -  С,854;<».92 +  0,54- - -  0,П4'\- ’ 
-  0,374

(».0035:



И” . —  0 . 8 4  ! ; Г п  =  -
• 4 . * М \  '

"  - 0 , 7 7 1 ; 1 Г , -  -
— 4 . о.п.ч '

\Г- “ 0 , 0 0 2 0 ; ^ с  =  -
(1,^1.1 

1 : 0 . 1 7.ч *

1Г<
8 « , г,

) -1- 0 . »  ’ 1 Г 1 ; =  1 ; и-''’ , , -

1
1 г • н - 'р  - 1

И с х о д  н ы с д  а и н ы о:

\ 0  — 13; Х Р = 1 9 ;  .\В = 38;  N,4 = 49;
1811 : 38]  = 2 ;  1; 3; 2; 7; 2;  2;  7; 6, 3; 4;  3; 8; 5; У; 8;  5; 4; 4; 9; 10, 
9; 6; 5;  10; 5; 12; 11; II;  12; 10; 6; 13; 12; 8; 7; I I ;  10;
. 4 1  =  }; N1 =  13;
В [ 1 : 3 8 ]  = 0 ,4 59 ;  1 ю + 17; 1 , 2 ;  1 , о+ 17; 1 , 3 8 ;  1 ,о + 1 /; - - 0 , 3 74 ; 
1 , 0 + 1 7 ;  0 , 8 4 1 ;  110+ 1 7 ;  - - 0 , 7 7 1 ;  110+ 1 7 ;  0 , 0 0 2 6 ;  1 , „ + 1 7 ;  8 8 , 5 ;  
) ,о-г 17; 1; 1 , о + 17; 0 , 217 ;  1 , 0 +  17;  0 , 0 16 3 ;  1,0Ч* 17;  0 , 8 5 4 ;  1,0+ 1 7 ;

0,0035;  1ю+17;  1; 1,0+ 17; — 0,142; 1,0+ 1 7 ;  0 ,261;  1ю+17;  
1; 1,о+17;  1; 1 ю + 17; 1; 1ю+17;
Л [  1 : 4 9 ]  =  1; 1 , 2 ;  1,0 + 17 ;  0 , 7 8 3 ;  0 , 3 ;  0 , 0 2 3 8 ;  110+  17 ;  0 , 9 2 ;  
0 , 5 ;  0 , 0 4 6 ;  1 ю +  1 /; 1; 0 ,1 ;  1 ю +  17 ;  1; 1 ю +  17;  1; 1 ,о +  17 ;  1; 1 ю +  17;  
1 : 0 , 2 3 9 ;  1 , 0 + 1 7 ;  1; 5 , 0 4 2 ;  1 , 0 + 1 7 ;  1; 1 ,0+ 1 7 :  1; 1 , 0 + 1 7 ;  1; 
1 ю + 1 7 ;  1; 1 , 0 + 1 7 ;  1; 4 , 8 8 4 ;  1 , о + 1 7 ;  1; 4 7 5 , 6 ;  1 , 0 +  17;  I ;  0 , 1 7 ;  
1 ю +  17;  1; 1 , о + 1 7 ;  1; 1 , о + 1 7 ;  1; 1 , о + 1 7 ;
МА В =  1 ю+ 17;
1ЛI =  0  0317 200 0000 0000 0000

Результаты  счета но п рограм ме  "ФП^"
Топологически ¿1 анализ

КОНТУРОВ 3 
ПУТЕЙ 7
1 К =  11 ТО =  8 ТМ =  78
М А С С И В  МКО
3, 4. 0, 9, 7, 8. 10, 0, 14, 15, 0.
М А С С И В  МО
1,2 ,  1. 3, 2, 3, 4, 3.
.МАССИВ ММ
0, 1, 2, 6, 9. 12, 16, 19, 14, 17. 0, 0, I, 2, 6, 9, 7, 8, 11. 19, 14, 17,
0. 0, I. 2, 6, 9, 13. 19, 14, 17, 0, 2, 0, 1, 2. 5, 16, 19. 14. 17. 0, 0.
1. 3. 18, 8, 10, 9, 12. 16. 19, 14, 17, 0, 0, 1, 3, 18, 8, 10. 9. 13. ¡9.
14, 17, 0, 0. 1 ,3 ,  18,8,  И, 19, 14, 17, 0.

Стр уктурны й анализ 
Порядки:  числителя 6 з н а м ен а т е л я  11

Численный анализ
282 364 + 01 Я|0 
134 858 + 04 Я Ж1



269 3 7 6 + 0  } S 12
147 777 +  04 8 | 3  
335 926 + 0: ’) 8 14
334 278 +  02 8 | 5
12 0540  +  01 8 | 6

122004 + 01 Я|0
522 7 4 1 + 0 3  8|1
646 450 + 04 8 | 2
268 064 +  05 8 | 3
429 7 9 1 + 0 5  .814
321 987 + 05 8 | 5
134 7 0 1 + 0 5  Я|6
342 822 +  04 8  } 7 
544 400 4-03
525 440 + 02 8 | 9
279 939 + 01 Я 1 10
625 149 01 8 1 11

5.3.  Ал горит мы в ы ч и с л е н и я  операторов передач  
по у р а в н е н и я м  систем

Если модель топологически сложной системы представлена  
в обобщенной нормальной форме (1.15),  (1.16) ,  т. е. матрицами 
Л, Н, В, I}, О, Ь. то искомые операторы передач от входов ¡ г. 
г — 1........... /, к выходам л:у, у  = 1..............Р. наиболее удобно пред
стави ть  в нормальной форме:

,/у Л Л
А у +  ВГ

х — С у +  бг,
(5.2)

полученной в результате  исключения переменных х из первой 
системы дифференциальных уравнений.  Ил сопоставления вы-

/Л ✓Ч

раж ен ий  (1 .15 ) ,  (1.16) и (5.2)  л егко  видеть,  что матрицы А, В,
С и О вычисляются  по сл ед ую щ им выражениям,  являющимся 
ал гори т мам и  перехода к нормальной форме:

С -  О К. 

б — й  I ,
/Ч /V

А А Ч- НС.

И В - н б

Уравнения  (5.2) с в я з ы в а ю т  векторы входа !  и выхода  х. 
Если треб уется  получить только  одну из связей м е ж д у  входом



¡г и выходом .v; , го вместо (5.2) с л е д у е т  записать:

<!\

~dt Av -I It J f

x r - C tv H- d (r.

строка м ат рицы|де В,- г-\[ столбец матрицы В. С - ' , - и  
/\ /\
С. элемент матриц!,I П.

Д л я  перехода к нормальной форме вида  (5.2) от обобщен
ной нормальной формы ( М 5 а ) .  ( 1 . 1 0 а ) ,  (1.106) ш  второй с и 
стемы уравнений (1.10а) следует  явно выделить  х и подставить  
это выражение  в первую систему уравнений для  переменных 
с о с т я н н я  п в третью систему уравнени я дл я  переменных в ы х о 
да;  ь результате  вместо выражений (5.3)  получаются более о б 
щие;

С С С , < Г ’ 1!,

п---и - с,<; ь,
А - - Л - П С ' 1!*,

:> 15 — Н(. L.

Если операторы передач м е ж д у  входами н выходами д о л 
жны быть приведены к форме передаточных функций Ф уг(5 ) --=

Л  А л
=  Oyr ( s )/l ) ( s ) ,  то но матрицам Л. Вг, С„ и коэффициент' '  обхо-Л
да d yr вычисляются  коэффициенты полинома числителя ( i y r ( s )

/\
и характеристического полинома l ) ( s )  = d c l ( s E  — А ) .

На основе матриц обобщенной нормальной формы волмож-  
ио численное определение коэффициентов полиномов числителя  
и знаменателя  определителя Л ( s )  соответствующего графа.  К а к  
показано ранее (см. гл. 3 ) ,  определитель  графа A (s)  п р е д с т а в 
ляется  к а к  отношение характеристических полиномов D ( s )  и 
Dp(s )  замкнутой и полностью разомкнутой систем- Л ($ )  =  

!>(s)j j - r r j■ ■ Характеристический полином замкнутой системы D ( s )  
получается по матрице А нормальной формы: D (5 ) =  del  (s  Е - -

А

- А ) .  Ясно, что характеристический полином Dp (s)  полностью 
разомкнутой системы равен произведению знаменателей п е р е 
даточных функций всех ду г  графа (в сех  звеньев структурной 
схемы)  или определяется но матрице А обобщенной н о р м а л ь 
ной формы: Dv (s)  = d e t ( s E  А).

В ряде  сл учаев  представляет  интерес в ычи с л е ни е  статиче 
ских ко эффициентов  п е р е д ач  <1>V,.(0) .  Решение этой задачи ле г-



ко найти по у р ав н ен и ям  статики,  полученным пз (5.2) прирав
ниванием пулю все х  производных:

0 =  А у — ВГ, 

у  с у  ; ш .
/\ ГЧ

Подставив во второе уравнение'  значение вектора  V - -  А 'В?.
Л А  Л  Л

имеем у — (— С А ' 1В — Г)) ?, т. е. матрица статических коэффн-
А Л  Л Л

цнентов равна Ф (0)  =  СА 'В +  Г) Отдельно взятый коэффи
циент усиления Ф*г (0)  м о ж ет  быть вычислен следующим обра
зом:

Ф , г ( 0 ) =  С.А ' § ,  +  <?,„ (5Г,>

Л  \̂ /\ /\
где С7 - \--я строка  матрицы С, В... г-н столбец матрицы В.

А  л

а (1уг — элемент О.
Статический коэффициент передачи м о ж ет  быть вычислен 

т а к ж е  по массив ам ,  кодирующим топологические формулы длк 
передач,  в рез ульта те  подстановки вместо операторов дуг  к\ 
коэффициентов усиления.

5.4. Вы числен ие  чувствительности  опреде лит еля  
и передач  графа

Топологическая формула  (3.43) для  чувствительности 77/ 
определителя графа А к  д у г е  представляет  собой взятый с 
обратным знаком числитель формулы Мэзоиа дл я  передаточной 
функции от конца д у г и  к  ее началу,  т. е. от вершины [ к вер
шине /. Следовательно,  д л я  вычисления Гг/у — /̂у могут быт:, 
использованы алгоритмы ,  которые обсуждались  в н.н. 5.2 и 5.3.

В случае  получения чувствительностей определителя к дуге  
по топологическим формулам  па основе модели первого ранга 
неопределенности индексное выражение дл я  Г г/у кодируется 
одномерным массивом М М ,  заполняемым в результате  поиска 
путей м е ж д у  вершинами £ и /, контуров подграфов и отношении 
их соприкасания.

После подстановки в индексные в ы р а ж е н и я  д л я  Гг/у пере
даточных функций д у г  графа,  входящих в пути Р Нц  и их а л 
гебраические доп олнени я ,  можно получить символьные,  чис
ленные или см еш ан ные вы раже ния  дл я  функций чувствитель
ности Т ц-’/у*

Функции чувствительности определителя графа Д можно в ы 
числять с помощью пр ограммы ”ФГК” (см. п. 5.2.3) .  Сущест
вуют два  варианта  использования программы.



1. Без изменения программы.  Во входных данных целые чи
сла М 1, ЛП б уд ут  номерами конечном п начально)!  вершин д у ги ,  
к  которой вычисляется  чувствительность  определителя.  Н е д о 
статком этого варианта являетс я  определение избыточного чи
сла сл а г аем ых  определителя:  контуров,  нар, троек м т . д .  иска-  
сающпхея контуров.

2. Этот недостаток отсутствует  во втором варианте,  который 
связан с исключенном из графа дуги ,  к которой ищется ч у в с т 
вительность.  Суть  алгоритма исключения дуги з ак лю чае тся  в 
обнулении д ву х  элементов массива  топологии 18, со ответствую 
щих исключаемой дуге.  При необходимости массив топологии 
может  быть восстановлен.

Чувствительность  определителя  графа Д к д у г е  ХС7Ч м о ж н о  
вычислить и несколько избыточным образом как  пе реда точн ую  
функцию Ф;,-(.ч) гра<Ьа без д у г и  XVГг у м н о ж е н н у ю  на о п р е д е -

• I • лЬлитель со знаком  минус: Т Wl/ (s)  г= - Ф'1,- (S) Л \() , {/, /)! Нели 
учесть ,  что

'V . (> )  n ^ s )  (Г,.!})
и Л s — I)  ( .S - )  / )/t (s),  ¡О 

I  ‘Л !/ (.V) ~  Л j i  (.9) [ ) v (.s'). (-J./ )

Из с равнения выражений (5.6) и (5.7)  следует ,  что ч увстви тел ь 
ность определителя к дуге  можно получит!» заменой полинома 
знаменателя  передаточной функции (T>/,(s) на х ар актер и сти ч е 
ский полином полностью разомкнутой системы.

При полностью определенной модели топологически сложной 
системы, содержащей значительное число некасающихся  к о н т у 
ров, чувствительность определителя к д у г е  целесообразно в ы 
числить матричными методами.

11 мен алгоритмы он реле лен и я ч у ветви те.тьи ости он ре ч е л ; i - 
тела  к д )  1 е, можно реализован,  способ коррекции о п р е д е л и 
теля  граф)  при добавлении поной д у г и  И” \[' : Д(; 1} Л(/) }-

I  «Л; U к .
Обозначим через i ) U), П(1 л  „• / Л {,-„ ¡ ) , и 1 ) ^  

номы числителе. !  и знаменателей . „ м ц ; .  Тогда ,  у ч и 
тывая (формулу (5 .7) ,  получим

Л ,}и : 1)
...........  » ¿ u p 7*- -

Реализация алгоритма вычисления определителя Л(1.И) в ы 
раженного фор мул oii (5.8) ,  приведена  ниже:

" Р Л З Р ” 30.KN = UK [ N K + 1 ] ;  ”Д Л ”1 = 1 "IH’T \ U O " N K +  Г ’ВЫ I Г  
(U K [I ]  = UKfI ]/K N ;  ’T:” I ^ M \ V K + r T O ”\VKM|I| - - W K M I  I I/ 
/KN); ”Д Л ”1 - Г Ц ] ” Г ’Д О ”Ы -f- Г ’В Ы П ” (Ь! 111 -  ()• D i l l  — ()• 
MB|I]  0 ) ;  ! . ! .  — (); *,Д Л ,,1 =  Г ' И Г Т ' Д О ’ТЧ'К +  Г В Ы П " | В 1



= и к п х ч -  1] ;  ”Д Л ”Л = Г Т 1 Г Т ’Д 0 ”ЫИ +  Г В Ы Г П 1 ,  -  и . +
I Л; и ! Ь  1 = и [ М + В 1 Х и И Ш ;  0 [ Ь 1  =Г»1Ь] +  В 1 Х 0 П [ Л ] ) ;  1Х = 

I X  =  0; ”Д Л ” 1 =  Г ’Ш ' т ,Д О ' ,М Р +  Г ’В Ы Г Г(В1  = 
=  Р Г 1 Х +  1];  ”Д Л ’М =  Г Ш ” Г ’Д О ”М\УК +  Г В Ы П М(Ь =  ь ь  +  
+Л;  М В Г Ь 1 = М В | 1 . l - f - B I x W K M I . i l ) ;  Ы . - 1 Л .  И ) ;  " Д Л ”
I = Г И Г Г Д О ’^  +  ! " В Ы 1 Г ’ ( 0 [ 1 1 = 0 [ П  - М В [ I ] ; \УРМ|1] =
-  0Г1] - - и [ I ] ) ;  ”Д Л ”М =  Ы + 1  МШ” — 1”ДС)” 1 ,,В Ы 1 Г ( ” Г ' ’ 

Л В 5 ( \ У Р М [ М | ) < Е Р 8 ,Т О ”\\ РМ|Л\] -  С ГИ П Л ” ” НЛ” Ц ) ; Ц . М  = 
==М 1- " Р А З Р ”6; ”В Ы В ” "М АСС"! ) ;  " В Ы В ” " М А С С ’и ;  
" В Ы В "  "СГРС Г.  М;  " В Ы В "  "МЛОСЛУРМ

Алгоритм т а к ж е  реализу е т  вычисление коэффициентов поли
нома Мкмп числителя передаточной функции скорректирован
ной эквивалентной разомкнутой системы \Г;,1И,, Р( *) - -
— А(|'4 1)(л') — 1 •

Описательная часть  программы имеет вид:  ’ Г ДГ: 1ЧИ' . . . ;
ПИ [N11 + 1 ]  =  ••• ; и И [ Ы И +  1] ^  ; П К [ Ы К + 1 |
ЫК = ' М\УК = . • •; \̂ гК М ^ Ш К + 1 ]  ~ • : М Р - . . . ;  Р [ М Р +  
+  1 1 — . . . ;  ЕР Б = 0 [ М  +  1];  11[ N 4 -1 ] ;  \ У Р М ^ +
4 - 1 ] ;  М В [ М + 1 1 " К О П ” .
Зде сь  приняты сл едующ ие идентификаторы:
»МИ, ЫК, М\\'К, М Р  - етененп полиномов А п, Оц-.  Л'»»-. А'., со
ответственно. Д а н н ы е  идентификаторы программы обозначают 
следующие полиномы:  ОИ = 1Ж = Ом-, \УКМ = Л/»'. Р = 
=  N¿1, I) = /)(,+!). и  =  Ор(,-+1,, \\'РМ =  Л'а( ,иь Рабочие масси
вы О, и ,  \\ФМ имеют размерность Ы = МИ +  К К ,  МВ -в сп о 
могательный рабочий массив — размерность ЛЛ

Чувствительность Тр!/ передаточных функций ФуГ(я )  графа 
к дуге  И/,, осуществ ляется  но формуле (3 .62) ,  но алгоритмам 
получения передаточных функций.



6. И С С Л Е Д О В А Н И И  У С Т О Й Ч И В О С Т И  
С Л О Ж Н Ы Х  М Н О Г О К О Н Т У Р Н Ы Х  С И С Т Е М

6.1.  О некоторых о со б ен н о ст ях  исслед ова ни я  
устойчивости с л о ж н ы х  систем

При исследовании автомати че ских  систем уп рав лен ия  в по
д ав ляю щ ем  большинстве с л у ч а е в  приходится имен» дело  с мно- 
гокоитурпыми системами. Оми образуются  за счет включения 
местных корректирующих цепей и в первую очередь  обратных  
связей,  обеспечивающих устойчивость,  заданные п о ка зател и  к а 
чества,  малую чувствительность к возмущениям п к  изменениям 
параметров отдельных элементов системы и т. д.

В более сложных с л уч аях ,  когда  приходится иметь  дел о  с 
многосвязным и системами, дополнительные контуры м огу т  бы п. 
образованы внутренними с в я з я м и  в самом объекте пли м е ж д у  
объектами,  а т а к ж е  специально вводимыми с вя зям и ,  обеспе
чивающими автономность отдельных подсистем или их пеоохо- 
дпмое взаимодействие,  устойчивость  и качество и т. д.

С лед ует  заметить,  что проблема устойчивости с л о ж н ы х  мио- 
гоконтурных систем не м о ж е т  н не должна расс м а т р и ва т ьс я  
только с точки зрения устойчивости все !1 системы в целом.  Ке
ловне устойчивости всей системы,  я вл яя сь  безусловно необхо
димым,  ока зывается  в целом ряде  случаев  недостаточным из- 
за того, что в реальных система х  наряду  с устойчивостью всей 
системы т а к ж е  необходимо обеспечить устойчивость отдельных 
ее подсистем при широком диапазоне  настроек свя зей  м е ж д у  
подсистемами пли д аж е  полном нарушении этих связен ,  напри
мер при частичном разрушении топологии системы в с л у ч а е  не
исправностей.

При исследовании устойчивости сложных епстем уп рав лен ия  
необходимо т а к ж е  учитывать ,  что они могут вклю чат ь  в себя 
автономные,  слабо связанные контурные части, а т а к ж е  ряд  
контурных частей, объединенных м е ж д у  собой с л аб ы м и  конт у 
рами,  т. е. контурами с м а л ы м и  передачами и т. д..

Применение критериев Гурвица ,  Р а у с а  и Ми ха йлова  д л я  ис
следования устойчивости сл о жн ы х  систем связано  с исследова -



пнем характеристических полиномов контурном части всей си
с т е м ы  или в тех случ аях ,  ко гда  они выделены,  отдельных авто 
номных контурных частей п не требует наличия информации о 
с т р у к т у р е  системы, т. е. позволяет исследовать устойчивость 
с и с т е м ы  при полной неопределенности ее с трук туры  (тоноло- 
М(и) д л я  исследователя .  Од нак о  потеря информации о с т р у к т у 
ре приводит к значительным дополнительным затруднениям  при 
последующем анализе и синтезе  сложной системы.

В общую процедуру а н а ли з а  устойчивости топологически 
с л о ж н ы х  систем упр ав ления  п их связей до лжен обязательно 
вклю ч аться  этап топологического анализа моделей первого ранга 
неопределенности с целью выделения автономных контурных 
частей ,  т. с. сильно с в я з н ы х  подграфов и дуг ,  не входящих в 
контуры.  Соответствующие алгоритмы анализа  топологии при
веде н ы  в гл. 4. Поскольку  устойчивость д у г  связей  подсистем 
м е ж д у  собой н со средой,  пе входящих в контурную часть,  и 
всех  автономных контурных частей подсистем являетс я  усло 
вием  устойчивости всей системы,  то анализ топологии есть со
с т а в н а я  часть анализа  устойчивости топологически сложных  си
ст ем ,  позволяющая пе только  упростить з ад а чу  путем декомпо
зиции, но и дающ ая необходимую информацию об основных ди 
намич еских  свойствах отдельных  составляющих сложной систе
мы.

Применение частотных критериев устойчивости т а к ж е  с в я 
за н о  с необходимостью иметь  полную топологическую опреде
ленность  сложной системы д л я  установления влияния отдельных 
з в е н ье в  на устойчивость,  построения соответствующих частот
ных характеристик п выполнения заданной критерием последо
вательности вычислительных процедур.

Широкое применение Э В М  для  анализа топологии вычисле
ния и построения частотных характеристик сложных систем по
з в о л я е т  все  шире применят] ,  частотные критерии д л я  исследо
ван и я  устойчивости п ка чества  многоконтурных систем любой 
сложности.

Все отмеченные выше особенности требуют не только оцен
ки существующих критериев по их эффективности при исследо
вании устойчивости с л о ж н ы х  систем управления,  по и поиска 
новых форм критериев и вычислительных процедур.

0.2. Исследование устойчивости 
по характеристическим полиномам и матрицам

\стойчивость системы, представляющей собой контурную 
час и, графа,  может  быть установлена  по характеристическому 
полиному D( s )  пли матрице коэффициентов Л нормальной фор
мы  записи дифференциальных уравнений. В разд.  5 приведены 
необходимые алгоритмы получения .характеристического поли
нома D( s )  пли матрицы коэффициентов А по моделям с рас



крытой топологией, заданным в ннде графов,  ст руктурных  схем 
пли уравнениями в обобщенной нормальной форме.

(к 2. 1. Если определены коэффициенты a,-, i — 0, 1........... п,
характеристического полинома D ( s ) ,  то для  исследования у с 
тойчивости системы могут бы ть  применены критерии М и х а й 
лова (при s — уо»), Гурвица и, что особенно эффективно при ис
пользовании ЭВМ, — критерий устойчивости Ра уса .

В разд .  2 приведена програм ма ,  позволяющая получить з н а 
чения полинома D{s)  при s  = /со, па основе которой можно по
строить годограф Михайлова.

Алгоритм Рауса  т а к ж е  позволяет  определить п р и н а д л е ж 
ность всех  корней полинома

=  +  ■ +  ««■■>'" ( , i l )

левой полуплоскости.  Операторная часть программы, р е а л и з у ю 
щей алгоритм Рауса  на я з ы к е  А ЛМ ИР-65 ,  вы гл яди т  с л е д у ю 
щим образом:
”Р А З Р ”6. ” Е’ ,\[ 1 ] ^ О ’Т О ” ( " Н А ” 1 ) ;  ”Д Л " К  -  Г Т 1 Г Г Д О ” М 
" В Ы П ” ( ”E'\\ I К - М ]  ^ 0 ”TO” C’H.V’ l ) ; ALFA ---- Л [ К] /АIК H- 1 ] : 
Kl = К +  2: ,,Е”К 1 < М ’’ТО” ( ”Д Л ” 1 = К Г ’Ш"2”Д ( ) ”Ы” В Ы П ” 
Д [ Ц =  А [ I] A L F A x A [ I + l ]  ) ) ; ” НА”2; 1. МВЫ1Г *Н Е’ ; 2. 
••ВЫВ’”У С Т 7 . ’’ПРОБ”, ’CI ICTEM A’

В описательной части про граммы :  ’’ Г Д Е ” N = п\ А [п  +  1] — 
_ ............... ' 'КОН" массив коэффициентов А заполняется  от коэф
фициента а п при старшей степени.

В рез ул ьтате  счета на печать  вы да ется  код "УСТ. С И С Т Е 
МА ” пли ’’НЕУСТ. С И С Т Е М А ” .

П р и м е р .  Пусть требуется  определить,  устойчива ли си сте 
ма, имеющая характеристический полином D(s)  — 0,035s' ’ -*- 
_u 1.242s4 +  14.527s3 +57 ,9 55 s2 -h 1 18.9s +  21.

Описательная часть програм мы запишется:  ' Т Д Е ”М = 5; 
А[(>] =  .035. 1.242. 14.527, 57.955.  118.9, 21 ” КОП” . Р е з у л ьт а т  
счета:  ’ ’УСТ.С'Л 1СТЕМА” .

(>.2.2. При необходимости определить устойчивость системы 
по матрице коэффициентов Л можно пойти д в у м я  путями.  Во- 
первых,  по матрице А вычисляются  коэффициенты х а р а к т е р и 
стического полинома D ( s )  =  <let(sE -А) (см. разд.  2 ) ;  д а л ее  
применяется алгоритм Р а у с а .  Во-вторых,  для  определения при
надлежности собственных значений матрицы А левой по лупло
скости может  быть использован прием [30, 89) .  за клю чающ ий ся 
в отображении левой полуплоскости в круг  единичного радиуса  
и соответствующем преобразовании матрицы:

В — ( А - - Е) (А — Е> 1 - Е  +  2 (А  — Е Г 1. (6.2)

Если все собственные значения А принадлежат  левой по лу
плоскости,  то собственные значения  В принадлеж ат  едшшчно-



му круг у .  Алгоритм дробно-линейного преобразования ((¡.2) 
л егко  реализуется  с использованием подпрограммы обращения 
матриц.

N становление принадлежности собственных значений матри
цы В единичному кр у г у  основано га том, что при возведении 
матрицы в любую степень в ту же  степень возводятся  ее соб
ственные значения.  При этом,  если все собственные значения 
В по модулю меньше единицы,  то при возведении их в степени 
к - * - о о они уб ывают до пуля ;  убывают и элементы степеней м ат 
рицы B?i. Убывание В'* при /¿-*-оо можно установить по после
довательности

К i B  I, B 'J ,  В \ .  (fi.3)

образованной нормами матрицы В. Сходимость последователь
ности (6.3) к пулю рекомендуется  проверять но убыванию ее 
элементов ,  начиная с k» ^  I ['16|. Для ускорения работы алго 
ритма целесообразно использовать достаточное условие 
|SpB*| > r t ( S p  В;‘ — сл ед  матрицы В ' ) ,  при выполнении кото
рого собственные значения В не принадлежат единичному кру
гу,  и достаточное условие ||В/.[|<1 принадлежности единично
му кругу .

Програм ма для  определения принадлежности собственных 
значений матрицы единичному кругу,  реализующая описанный 
выше алгоритм па я з ы к е  АЛЛШР-65,  приведена ниже:
" Р Л З Р " 6 .  1. К = I ; 2. М  = 0; ”Д Л ”1 = ГТ1Г’ 1”Д О ”Ы”ВЫ1 i" 
( H | 1 1 = I ( J ^ . -  1, N, А В S ( В j I, J ] ) ) ; ” i:"111 If > M ”TO' <A\=-
-  n i l ] ) ) ;  3. ’ i ;  ’M <  1 ”TO” ( ”В Ы В ”М; ”HA” 13)- 4 S P  -  i l ( l  -
- I . N,  В 11, 11 ) ; ¡V ’E”S P  >  N’T O ” ( "ВЫ B”S P ;  ” IIA” 12)- (Г 'Ч .Т '  
I- 1”Ш ” Г ’Д О ”№ В Ы П ” ”ДЛ"Л = Г ’Щ”Г ’Д ( ) ”Ы'’В Ы П ” \| I ||
- Z ( Q = \ , \ .  B|I. д ] х В [ д . Л 1 ) ; 7 . ’,Д Л ’Т = Г ’Ш” 1”Д О ,,Ы"ВЫ1Т' 
" Д Л ”Л= I"1Н"Г’Д О ”Ы”В Ы II” В fI. J ]  = A [ I, .11; 8. K = K+I -  «) 
"F:  К <  KH”T ()” ( ”HA ”2 ) ;  10. M 1 = 0 ;  ”Д Л ” 1 -  Г Ш ’Т ’ДСГЫ 
” ВЫГГ’ (П[1| -  V ( J  =  1, N? A B S ( B [ I ,  J ] ) ) ;  1 Г Щ 1 ]  > М Г Т С Г  
( M l  =  H [ I| )  ); 11. ME”M1 > M ”TO' ’ ( ”HA” 12) ”1-11 iA ” ( ” I I V ’ 13 )• 
12. ' ’В Ы В  ’ [ I l l : ) : 13. ” В Ы В ” |УСТ|

Описательная  часть пр ограммы имеет вид:  '’ Г Д Е ” N —/г 
КМ --- ku; В [и, п ] - ................; к\п,  п] ;  Qfn,  п ] ; Н | п ]”КОН” .

В связи с тем. что характеристический полипом D( s )  пли 
м атрица А не со держ ат  информации о принадлежности конту
ров,  д у г  и параметров той или иной автономной контурной ча
сти, д а  и вообще пе с о д е р ж а т  информации о наличии'автоном
ных контурных частей,  применение любого критерия к D(s )  
или А, позволяя с той или иной степенью сложности решить з а 
д а ч у  исследования устойчивости,  не даст  четких представлений 
о том,  к а ки е  автономные контурные части, контуры,  дуги и па



раметры ока зывают наибольшее влияние па устойчивость  всей 
системы » целом и отдельных ее контурных частей.  В ыявл ение 
этого влияния значительно за т р у д н я е т с я  и тем,  что коэффици
енты характеристического полинома 
D( s )  и элементы матрицы Л могут  
сложным образом зависеть от п а р а 
метров всех контуров,  входя щих  в М 
автономных контурных частей.

Если контурная часть веем снсчемы 
включает  в себя Ai автономных кон
турных частей (рис. 41) ,  х а р а к т е р и 
стический полипом системы I ) ( s )  мо
ж ет  быть представлен в виде произве
дения характеристических полиномов

Р я с .  41.

■ а. ) л. (6.4)

отдельных контурных частей, т. е.

; и )  i Г

(Следует з а м е н и  ь, что в общем случае ,  когда  модели з а д а 
ны без раскрытия топологии, з а д а ч а  разложения полинома D( s )  
па мпо/Kim.ïH т. е. выделения автономных контурных
частей. явл : : е . я  достаточно сложной,  а в ряде  сл уч аев ,  напри
мер, когда  система уравнении з а д а н а  в о б т е м  виде ,  и просто 
невозможной из-за потери информации о струк турных (тополо
гических) особенностях системы.

Раскрытие  неопределенности относительно отдельных а в т о 
номных контурных частей, т. е. представление /)(.s’ ) в виде
(6.5) ,  позволяет осуществить декомпозицию всей контурной ч а 
сти системы на М автономных контурных частей Dm {s) мень 
шей размерности.  При этом исследование устойчивости или з а 
пасов устойчивости каждой автономной контурной части значи
тельно упрощается  благодаря  снижению порядка по
линома '  Dm ( s ) ,  полностью снимается  неопределенность 
относительно устойчивости пли запасов  устойчивости к а ж д о й  
из автономных контурных частей,  уменьшается  избыточность во 
всех зависимостях,  определяющих влияние пар ам ет ров на у с 
тойчивость или запас устойчивое' ! ! !  ка ждой  автономной конт ур 
ной части.

Однако и в этом случае  з а д а ч а  исследования устойчивости 
к ак  бы отрывается  от всех ост ал ьных задач ан ализа  и синтеза 
конкретной системы или из-за отсутствия у  исследователя  пол
ной информации (определенности) о топологии системы,  пли 
из-за сложной связи коэффициентов полинома Dm (s )  с тополо
гией системы д а ж е  при наличии такой информации. С.ледуст



з а м е т и т ь ,  что в послед нем  с л у ч а е  т а к а я  с в я з ь  м о ж е т  быть  в ы 
я в л е н а  зна чител ьн о  проще,  если д л я  этого широко применять 
оцен ки  функций ч у в с т в и т е л ь н о с ти  первого п более  высо ких  по
р я д к о в  Dm ( s )  к  п а р а м е т р а м  q-.

6.3.  Обобщение  ч ас то тно го  критерия устойчивости 
на  м н ог ок о н т у р н ы е  системы

Неп ос ред ст вен ное  п р им ен ен ие  частотного к ритер ия  у с т о й 
чивости  Н а и к в и с т а ,  п о з в о л я ю щ е г о  по ам пли тудно -ф азо вой пли 
л о г а р и ф м и ч е с к и м  ч а с т о т н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  ра з о м к н у т о й  с и 
с т е м ы  с у д и т ь  об уст ойч иво ст и  замкну той ,  д л я  исслед овани я  
м н о г о к о н т у р п ы х  систем  обыч но  св яза но с необходимостью д о 
п о лн и т е ль н ы х  ис сл ед ова ни и ,  позволяющих уст анови т ! ,  число по
л ю с о в  передаточно й фу нкц ии  раз ом кнуто й си ст ем ы ,  л е ж а щ и х  в 
прав ой  полуплоскости .  Эти полю са  могут  быт ь  обу с ло в л е н ы  к а к  
не у с т ой ч и в ы м и  зв е н ь я м и ,  т а к  и неустойчивыми внутренними 
к о н т у р а м и ,  и опред елен ие  их числа  д л я  передаточной функции 
р а з о м к н у т о й  в к а к о м - л и б о  мест«1 многоконтурной си ст ем ы  о к а 
з ы в а е т с я  часто  не м ен ее  с л о ж н о й  зад ачей ,  чем исследование  
ус то йч и во ст и  всей с и стемы .  П о э т о м у  применение час тотны х к р и 
т е р и е в  устойчивости  д л я  с л о ж н ы х  многоконтурпых систем с в я 
з а н о  с р аз р а б о т к о й  о п р е д е л е н н ы х  процедур ис с ле д о в а ни я  и по
с т р о е н и я  с о о тв ет ствую щ и х  частотных  х а р а к т е р и с т и к .

Об общен ие  частотного  к р и т е ри я  устойчивости на многокон
т у р н ы е  системы,  осн ова нн о е  на исследовании совокупности

I)  ч ас тотны х х а р а к т е р и с т и к  о б р а з о в а н н ы *  в р е 
з у л ь т а т е  п о сл ед ова те л ьн о го  з а м ы к а н и и  (.V,. - 1 )  контуров  дано
в р а б о т а х  (17,  8 0 ] .

Т р у д н о с т ь  и с л о ж н о с т ь  исслед ова ни я  устойчивости  зависит  
от  топологии многоконтурной  системы и п о р я д к а  з а м ы к а н и я  
к о н т у ро в .  Более  прост ые  ча с т о т ны е  х ар а к т е ри с т и к и  р а з о м к н у 
той с и с т е м ы  Wp i (j(ù) и п р о ц е д у р а  исслед овани я  устойчивости 
п о л у ч а ю т с я  в том с л у ч а е ,  к о г д а  исходный граф 6'0 контурной 
ча с т и  с и с т е м ы  и м ее т  р е г у л я р н у ю  с т р у к т у р у  G* или з а р а н е е  
п р и в о д и т с я  к г раф у G(l с упорядоченной с т р у к т у р о й  контуров.

Н а  рис. 4 2 а  п о к а з а н  г р а ф  Go с регулярной с тр ук туро й ,  об-



р аз о ва п н ы й  Л'/; с о п ри к а с а ю щ и м и с я  к о н т у р а м и  Л',, з а м к н у т ы м »  
единичными отриц ательными о б р а т н ы м и  с в я з я м и ,  общей в е р 
шинок (0)  и общими д у г а м и  W „ / • = / = { ! ,  . . Nh).

На рис. 42Ô показан  граф 6\> с ре гу ляр ной  с т р у к т у р о й ,  о б 
раз ова нный  /. с о при ка са ю щим ися  к о н т у р а м и  Ki  и общей вер -  
шиной (0 ) ,

Д л я  этих  графов  6\> с р е г у л я р н о й  ст рук тур ой  им ею т  м е с т о  
сл ед ую щ и е в ы р а ж е н и я  д л я  п е р е д а ч и  t-ro ко нтур а :

м - о - п ;  ( « . в )

оп ределители графа при з а м ы к а н и и  î-контуров:

Л/ f-s') “  {-s') +  А',- (\) ,  ( в . 7)

передаточной функции ра з о м к н у т о м  системы,  о б р а з о в а н н о й  и ! 
¡ - контуров  г раф а :

1Г ( " I -  Л’" ' м  -  [1 '  ' №’ ,(Л) - -  A-' ( s ’ И- °)

П р е д с т а в и в  определитель  г р а ф а  С и в виде

=  l ) l s )  -М*)  А(Д)
-М * )  А; _ 1(м

и у ч и т ы в а я ,  чго An(.s’ ) =  l .  н

Л. (Л) V ,(>•)-- I !- «■”„,(.*). (i i .10)

к а к  это с л е д у е т  из в ы раж ен ий  ( 6 . 8 ) — (6 .1 0 ) ,  м ожно  у с т а н о в и т ! ,  
с в я з ь  м е ж д у  ха р ак тер и сти ч ес к им и  полиномами з а м к н у т о й  с и 
сте мы D ( s ) ,  полностью р а з о м к н у т о й  си стемы  Dp (s )  и п е р е д а 
точными функц иям и  Û p; ( s )  :

^  п;>+ .̂(*>1- <«■")
Пр ивед ен ие  графа контурной част и  (70 общего  в и д а  к о д н о м у  

из графов  с ре гулярной с т р у к т у р о й  G<> обычно я в л я е т с я  д о в о л ь 
но сложной з а д а ч е й  и приводит  к потере части св я з е й  м е ж д у  
ст р у к т у ро й  и свойствами,  п о э т о м у  целесообразно р а с с м о т р е т ь  
прямой п уть  п ред ста вл ения  о п р е д е л и т е л я  любого гр а ф а  в в и 
де  произ вед ения  (6.11)  с п е р е д а т о ч н ы м и  фун кциями  WPi ( s ) .

К а к  п о к а з а н о  в третьей г л а в е ,  к о н т у р н а я  часть  г р а ф а  м о 
ж е т  б ы ть  о б р а з о в а н а  п о с л е д о в а т е л ь н ы м  вв едением  к о н т у р о в ,  
т.  е. з а м ы к а н и е м  обр атных  с в я з е й ,  под которыми п о н и м а ю т с я  
дуги  или пути,  с о с т а в л е ш ш е  из н е с к о л ь к и х  д у г  граф а ,  п р п в о д я -



щ и е  к иоявлсшпо в г р а ф е  .хоти бы одного дополнит ельного  кон
т у р а .

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  \^г,, (.?) р аз омкнуто й эквивалентной 
одно контурной с и ст ем ы ,  получаемой па /-и пте ра ш ш  сборки 

г р а ф а ,  т. е. при р а з м ы к а н и и  г'-н обратной 
с в я з и  — и-'/, .г ($) м е ж д у  в ер ш пп ам п  2 , /г, 
к а к  это показано па рис. 43,  опре д ел я ет ся  
в ы р а ж е н и е м

и7„ ; М -  К  „ ( -  1 П . - . - М ) ] ,  (6.12)
в  ко торое  входит пе р е д а т о ч на я  функция 
Ф*./, (5)  м е ж д у  ве рш ин ам и  г  и /г, об разо 
в а н н а я  при за м ы к а н и и  вс ех  п редыду щих  
/— 1 обрат ны х  связей .

'И*,г У ч и т ы в а я ,  что

р.*.  43. ч»:-: ¿ о о = - — , ■ <| и з >

м о ж н о  л ег к о  п о к а з а т ь  с п р а в е д л и в о с т ь  в ы р а ж е н и я  (0 .1 0 ) ,  а с л е 
д о в а т е л ь н о ,  и (6 .11)  в  д а нн о м  случае.

В к а ч ес тв е  и лл ю с т р а ц и и  рассмотрим пример п о сл ед ова те л ь
ности з а м ы к а н и я  о б р а т н ы х  св я з е й  в системе,  граф которой по
к а з а н  па рис. 44ж\ П е р е д а т о ч н ы е  функции №]„• ( я ) . Ф'-, /, (я) и 
о б р а т н ы е  с в я з и — ^'/,. .-(5 ) уд о б н о  х а р а к т е р и з о в а н ,  после д ов а
т ел ьн ост ью  вершин г р а ф а ,  если пркпн'и» с л е д у ю щ у ю  с о к р а щ е н 
ную форму записи:

=  |• ! • ; . * (* )  ( ч7; , . л - ) | |

1~. *  (л.  и  / ы ............. (<; .и)

В к а ч ест ве  одного  из в ар и ан то в  послед ова тельности  з а м ы 
к а н и я  обратны х с в я з е й  д л я  системы, показанной на рис. 44яс, 
м о ж н о ,  например ,  п р ин ят ь  в а р и а н т  {№>¿(5 )} = { [ 2 .  1 (1,  2 ) ] (1) 
[ 2 ,  1 (1,  5, 4,  3, 2 ) Ц 2>, [4 ,  3 (3, 4 ) ] |3>, [5,  4 (4,  10, 9.  5 ) ] ' 4'. [10,  
9 ( 9 .  8,  7, (., 10 ) ] <г", [8 ,  6 (6 ,  8 ) ] ( 6>, [3,  8 (8, 3)]<7>, |7. 3 (3, 7)]<в)}1 
соответствующ ий  послед ова тельности  з а м ы к а н и и  копту рои 
(рис.  44 ) .

При т а к о м  подход е  к формированию всех  и7, . , -^)  и с к лю ча 
ет с я  пр оц ед ура  п р е о б р а з о в а н и я  графа контурной части (70 в 
граф Со с ре гу ляр ной  с т р у к т у р о й ,  по зн ач ител ьн о  у с л о ж н я е т с я  
процесс  определения  п е р е д а т о ч н ы х  функций Фг./Л*).  а с л е д о в а 
тел ьно ,  п №,, ¡ (5 ) .  При иссл ед ован ии  устойчивости  с л о ж н ы х  си
ст ем  п о с л е д о в а т е л ь н ы м  з а м ы к а н и е м  об р а т ны х  св я з е й  д л я  по
лу ч е н и я  частотных  х а р а к т е р и с т и к  э к в и в а л е н т н ы х  р а з о м к н у т ы х  
систем необходимо и с п о л ь з о в а т ь  приведенные в гл.  5 а л го р ит 
мы,  позволяющие а в т о м а т и з и р о в а т ь  расчеты.



Д л я  графой с регулярной с т р у к т у р о й  в процессе ф о р м и р о 
вания  с е м е й с т в а  U?,,i(s) пр ои сх оди т  п о сл ед ов а те льн о е  н а к о п л е 
ние информации,  поэтому все  п р е д ы д у щ и е  р е з у л ь т а т ы  п о лн о 
стью и спольз ую тся  для п о с л е д у ю щ е г о  ш а г а .  Это п о з в о л я е т  д л я  
ср авн ит ел ьн о  простых сист ем  п р и м е н я т ь  н о м о г р а м м у  з а м ы к а 
ния [ 8 0 ]  и проводить г р а ф о а н а л и т и ч е с к и е  расчеты.  И при и с 
сл едо ван ии  устойчивости п р ои з во л ь н ы х  ми ог око н тур п ы х  с и 
стем ч а ст о тны м  методом,  о п и р а ю щ и м с я  па п о с ле д ов а те л ь н о е  з а 
м ы к а н и е  контуров ,  н а к а п л и в а е т с я  информация  о с в о й с т в а х  т о 
пологически  с л о ж н ы х  систем ,  роли о тд ел ьн ы х  к онтуро в .  Д л я  
формир ова ния  частотных х а р а к т е р и с т и к  WPi(j tú)  т а к ж е  м о г у т  
быт ь  р а з р а б о т а н ы  алгорит мы ко ррек ци и  х а р а к т е р и с т и к  ( ( -  1 ) -й  
итерации.

Рис. 44.

П е р е й д е м  к  рассмотрению ч а с т о т н ы х  условий и к р и т е р и е в  
устойчивости ,  позволяющих в р а м к а х  описанной в ы ш е  п р о ц е 
д ур ы  проводить  исследование  уст ойч ивост и  с л о ж н ы х  с и стем .



Н а  основе принц ипа  ар гу м е н т а  »  соотношения 
1 +  (см .  (6 .1 1 ) )  м ожн о  у с т а н о в и т ь  с в я з ь

м е ж д у  числами  п р а в ы х  полюсов  Р з1 и полиномов  О  и )  и 
/>рг(5). П у с т ь  поря дк и  полиномов  числителей передаточных 
фун кций  об р а т ны х  с в я з е н  не п р евы шаю т поря дк и  зна менито  чей
'Т'Л» Т' П . 1  л  .т » . .  .  ^  * _  * •т о г д а  по ряд ки  п „  и поли но мов  /),(6-) п одинаковы  и
р а в н ы  щ.  Тогда

:' 5 „ (>>) - а ° р /  О )  =  * < Р „ , - Р . , )  ( 0 .15)  

н л " - / > „ ) .  -'6.1«) 

З а п и с а в  (6 .16) в форме 

[ ' V 1ГК„ (1 +  « < > »  | р  =  (Г, =  -Р, 2, (6.17)

м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж д е н и е :  число о х в а 
т о в  Iодографом  (1 +  И̂ 'р,•(/(!))) н ач ала  ко орди на т  равно полу- 
р а з н о с т и  п рав ы х  полюсов  передаточных функцнп разомкнутой  
и з а м к н у т о й  систем.  В частности ,  для  устойчивости  замкн уто й 
на /-и итерации с и с т е м ы  ( Р ;|1- =  0) необходимо и достаточно 
ч т о бы  годограф (1 +  (/©)) о хв ат ы ва л  н а ч а ло  координат 
I рг/2  раз .

Н а  основе  в ы р а ж е н и я  (6 .9 )  можно за п и с а т ь  усл ов ие ,  при в ы 
полнении которого з а м к н у т а я  система  б уде т  уст ойч ива ,  т с не 
б у д е т  им ет ь  полюсов в п рав ой  п о л у п л о с к о с т и ' в  том с п у ча е  к о 
г д а  полностью р а з о м к н у т а я  си с т е ма  имеет />() полюсов в правой 
п олуп лоскости :

аЛ  " ( > )  ~  ' ' аг -  < »  =  Л Т - -  2 Р . )  Т  ~  <6Лв)

■Ч
* *  I ’ +  г >.¡ 0 ) 1 -  У Р , = Р,-. {«.1!))

ИЛИ ' -у /. \
V

С л е д у е т  за м ет и ть ,  что Р 0 обы чно известно или м о ж е т  быт ь  с р а в 
н ит ел ьн о  просто о п ре д е ле н о  по виду  отд ел ьн ых  з в ен ье в  х о д я 
щ и х  в систему .  ’ '

В м е с т о  условий ( 6 . 1 6 )  —  ( 6 . 1 9 ) ,  уч иты ваю щих изменение а р 
г у м е н т а  функции 1 +  №’|п-0'ю) относительно н а ч а л а  координат,  
м о ж н о  перейти к о п р е д е ле н и ю  изменения а р г у м е н т а  функции 
« М / ю )  относительно то ч ки  ( - 1 ,  /0), к а к  это  п о к а з а л о  па рис.

В  этом с луч а е  ч а с т о т н ы й  критерий устойчивости  д л я  много
к онту рн ой  системы м о ж н о  сформ улиро ват ь  с л е д у ю щ и м  об р а
зом .  ■ ^

Д л я  того чтобы м н о г о к о н т у р н а я  система ,  х а р а к т е р и с т и ч е 
ски й полипом £>р( р )  ко торой  ц полностью р а з о м к н у т о м  состоя-
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пни и м е е т  Р 0 корней в правой полуп лоскости ,  б ы л а  у с т о й ч и в а ,  
необходимо и достаточно,  ч т о бы  с у м м а р н а я  р а з н о с т ь  м е ж д у  чи
слом п о ло ж и те льн ы х  ( с в е р х у  в низ )  и 
о т р и ц а т е л ь н ы х  (снизу в в е р х )  п е р е х о 
дов  о т р е з к а  вещественной оси ( — оо,
— 1) (или число охва тов  точки ( - I ,
/0) в  положител ьном н а п р а в л е н и и  — 
против часовой ст релк и )  всех  
а м п ли т у д н о -ф а з о в ы х  х а р а к т е р и с т и к  
^р» (/ ®) ,  / е / = { 1 ............./?}, о б р а з о 
в а н н ы х  при после дов ате льном з а м ы 
кании (в  определенном п о р я д к е  д л я  
графа с ре гулярной с т р у к т у р о й  или 
в произвольном порядке  д л я  гр а ф а  
общего  в и д а )  обратных с в я з е н ,  при 
изменении частоты от 0 д о  оо р а в н я 
л а с ь  О.БЛ).

В с л у ч а е  исследования  у с т о й ч и в о 
сти с л о ж н ы х  систем по л о г а р и ф м и ч е 
ским х а р а к т е р и с т и к а м

/ . , » =  2 0 1 - !  & • ■ „ ( » : ,  (6 .20)  
<М1'») -= ап?  \Г;, . (у.и),  /£ /

частотный критерий устойчивости  м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  с л е 
д ую щ и м  образом.

Д л я  того чтобы м п о г о к о п т у р п а я  (Л’/ .-контурная)  с и с т е м а  
б ы л а  ус то йч и ва ,  необходимо и достаточ но ,  чтобы при и з м е н е 
нии ч а с т о т ы  (о от 0 до со р а з н о с т ь  м е ж д у  числом п о л о ж и т е л ь 
ных (с низу  вв ер х )  л о т р и ц а т е л ь н ы х  ( с в е р х у  вниз )  перехо до в
вс ех  ф а з о в ы х  х а р а к т е р и с т и к  <р, (со), / е = / = { 1 ,  2 .............Л\)
р а з о м к н у т ы х  контуров,  о б р а з о в а н н ы х  при п о с л е д о в а те л ь н о м  
з а м ы к а н и и  (в  определенном п о р я д к е  д л я  гр а ф а  с  р е г у л я р н о й  
ст р у к ту ро й  или в произвольном п о р я д к е  д л я  г р а ф а  о б щ е г о  в и 
д а )  о б р а т н ы х  связен ,  через лпнн п ±  ( 2 6 + 1 ) д ,  к  — 0, 1, 2, 
в  области  частот ,  где  со о т в е тс т в у ю щ и е  л о г а р и ф м и ч е с к и е  а м п л и 
т у д н ы е  х ар ак тер ист ики  р а з о м к н у т ы х  ко нтуро в  / . ¿ ( м ) > 0 ,  р а в 
н я л а с ь  О.БРо-

П о д в о д я  итоги р асс мотрен ия  проц ед ур  и с с л е д о в а н и я  у с т о й 
чивости мпогоконтурпых систем по час тотн ы м х а р а к т е р и с т и к а м  
р аз о м кн уто й  системы па основе  частотного  к р и т е р и я ,  с л е д у е т  
отметить :

1) рассмотренн ый  подход к  и с сл ед ован ию  уст ойчи вости  мпо- 
г око н ту рп ы х  систем в своей  основе  им еет  боль ш ую  и з б ы т о ч 
ность, что с л е д у е т  из п р е о б р а з о в а н и я  (6 .9 ) .  Д о п о л н и т е л ь н а я  
т р у д о е м к о с т ь  а н ал из а ,  о б у с л о в л е н н а я  этой избы точн остью ,  
л ег к о  п р ео д о лев ае тся  при гр а ф о а н а л и т и ч е с к и х  м е т о д а х  и с с л е 
до в а н и я  ср авн ительно простых си с те м ,  к о гд а  в процессе  с а м о г о



и сс лед о ва ни и  п о с л е д о в а те л ь н о  определя ютс я  и х ар а к т е ри с т и к и
* (/а>), а т а к ж е  при а в т о м а т и з а ц и и  расчетов ;
2)  п р оц е д ур а  построе ни я  сем ей ст ва  и^р, (/о») ,  / ^  I в случа е  

г р а ф а  с ре гу ляр ной  с т р у к т у р о й  п тем более в с л у ч а е  графа о б 
щ его  в и д а  т а к ж е  и м еет  б о л ь ш у ю  избыточность н, с л е д о н а т е л ь 
но, с в я з а н а  с з н а ч и т е л ь н ы м  объемом вычислении,  ко торые  д о 
с т а т о ч н о  просто в ы п о л н я ю т с я  на Э В М  (см .  гл.  5 ) ;

3)  в зав иси мост и  от п о р я д к а  преобразования  контуров  ис
х од но го  гр аф а контурной ч ас ти  системы к к о н т у р а м  гр аф а с 
р е г у л я р н о й  ст рукт ур ой  пли от по рядка  з а м ы к а н и я  контуров  15 
о б щ е м  с л у ч а е  м ожн о  полу чить  различные ,  в о з м о ж н о  и очень 
си ль н о  р а з л и ч а ю щ и е с я  а м п ли т у д н о -ф а з о в ы е  №р(/и>) или л о г а 
р иф миче ск ие  1 , , (о) ) ,  <Р|>(о>) частотные  х ар ак те ри ст и ки .  Поэтому 
л ю б а я  из утих час то тны х  х а р а к т е р и с т и к ,  однозначно опред еля я  
у с то йч иво ст ь ,  б у д е т  д а в а т ь  свои зап асы  устойчивости  но м о д у 
лю и по фазе ,  п о к а з а т е л ю  колебательности  и т. д . ,  т. е. з а д а ч а  
о п р е д е л е н и я  з а п а с о в  ус тойч ивост и  и п о к а з а т е л я  к о л е б а т е л ь н о 
сти  с л о ж н о й  системы без  с п ец и ал ь н о  определенного к а ж д ы й  раз 
п о р я д к а  з а м ы к а н и я  к о н т у р о в  с выделением  последнего  контура  
в эт ом  с л у ч а е  р е ш а е т с я  неоднозначно;

4 )  в м е с т е  с тем  д о ст оинс тв ом  рассмотренной в ы ш е  проце
д у р ы  исс ле д о в а ни я  ус тойч ивост и  мпогоконтурпых систем я в л я 
е т с я  а в т о м а т и ч е с к о е  в ы д е л е н и е  автономных ко н т у рн ы х  частей,  
и при п р ав ил ьн ом  в ы б о р е  п о р я д к а  за м ы ка н ии  ко нтуро в  можно 
оцепить  в лия ни е  о т д е л ь н ы х  обратны х св я з е й  па  устойчивость 
всей  авт ономн ой  контурной част и  или только  к ако й -л иб о  се  с о 
с т а в л я ю щ е й .

6.4. Ч а с т о т н ы е  м ет оды  исследования  
устойчивости  контурных частей 

сл ожной с и с т е м ы  по определителю гр аф а

К а к  б у д е т  п о к а з а н о  н и ж е ,  наиболее э коном ны е мето ды ис
с л е д о в а н и я  устойчивости  с л о ж н ы х  миогокоитурных систем мо
г у т  б ы т ь  получены на основе  исследования  не о п ре д ели тел я  До 
г р а ф а  Со всей ко нтурн ой  части  системы

До М  -  П  (■'•>. (Р-21)
т Л

а о п ред ел и тел ей  Ат  гр аф ов  0 ,п автономных ко нтурных  частей:

Л,„ ( . V ) - 4 - ^ = 1  -  V  /у-, (.4) 4 -' у1' т '.•V
М-.Д'

V  А' , (4-)Л>(*) —  V  (6.22)
('• Ум- С£., ('  1 С£л



И сс лед ование  устойчивости а в т о н ом н о й  контурной ч аст и .
Автономную к о нтур ную  часть  си с т е м ы  м о ж н о  предс тав ить  в  в и 
д е  э кв и ва ле н тн ого  графа е рег ул яр н о й  с т р у к т у р о й ,  к а к  это п о 
к а з а н о  на рис. 46  пли 47. Это  д а е т  в о з 
можность  оценить  вл ияние  контуров  и 
передач с о с т а в л я ю щ и х  их д у г  па о п р е 
де лител ь  А п пер едаточну ю функцию
II7,, экв ива ле нтн ой  раз ом кнуто й еп 
стемы.

В вед ем  понятие  обобщенном перс* 
даточной функции ра зо мкн ут ого  г р а 
фа (),„ автономной контурной части

\\"v m U ) = L \ m { s ) - \  (f».2;i)

н обобщенной частотной х а р а к т е р и 
стики р а з о м к н у т о г о  графа автономной 
контурной части

ГС',, , „ ( > > -  - V »  1. (б.-М)

В дальнейше.л ,  где это не пр иво 
дит  к неопределенности,  ав тоном ную 
контурную ч ас ть  бу д е м  н а з ы в а т ь  п р о 
сто контурной частью.

Перейдем к определению ч а с т о т 
ных условий и критери ев  у с тойч иво 
сти,  позволя ющих ис сл ед ова ть  у с т о й 
чивость по оп ред ели тел ю графа 
\„, (/<.)) пли обобщенной частотной 
х а р ак те ри ст и к е  р а зо м кн уто й  к о н т у р 
ной части Wpm(j<ü).

Пусть  ха р ак тер и сти ч ес к ий  полипом Dpm(s )  полностью р а 
зо мкнутого  г р а ф а  Gm имеет  Рот полю сов  в правой п о л у п л о с к о 
сти. К о нт у р н а я  ч а с т ь  системы б у д е т  у с т о й ч и в а ,  если при и з м е 
нении частоты cd от 0 д о  оо в ы п о л н я е т с я  ус лов ие

'* - Ч Л »  ^  a r g  Д в ( »  — 5 a r g  D vm ( »  =  P 0m- ,  (6.2,1)
i 1 ... er 0 u i - , оо 0 -1. cn

т. е. ча ст отн ая  х а р а к т е р и с т и к а  Дто(/(■>) о х в а т ы в а е т  начало  к о о р 
д и н ат  Р ш л  р а з  в  положительном н а п р а в л е н и и  (против  часовой 
стр елки )  при изменении частоты ы о т  0 д о  оо.

В место  у с л о в и я  (G.25),  у ч и т ы в а ю щ е г о  изменение  a r g A m (/o>) 
относительно н а ч а л а  координат ,  л е г к о  перейти к условию,  у ч и 
т ы в а ю щ е м у  изменение  ar gWpm( j by )  = Ф р т ( о ) )  относительно т о ч 
ки (— 1, /0).

В этом с л у ч а е  усл ови е  устойчивости  б у д е т  иметь  вид

S?P т Н  "  3 :1ГК т О О  =: ! \ > (6 . ‘2fi )0 ,to

II___I

Рис.  46.

Рис.  47.



т. с. а н а л о ; ; ; : н о  о б ы ч н ом у  ус.юшпо в критерии Нанкине. . - ,  д л я  
одноконт урных  сист ем .

Таки:-? ^ р а з о м ,  частотным критерии устойчивости  д л я  мпо- 
roKOHTVpir'-'H ' -истомы м о ж н о  с ф о р м ул ир о в ат ь  сл еду ющ им обра-  
зом.

Д л я  того чтобы  м ног оконтуриаи с и с т е м а  б ы л а  устойчива ,  не
обходимо и до ст ат о ч но ,  чтобы ра зность  м е ж д у  числом п о ло ж и 
тельны х ( с в е р х у  в н и з )  и отри цат ельн ых  (сни зу  вв ер х)  перехо
до в  от рез ка  ве щ е с т в е нн о й  оси ( - - о о ,  — 1) (или число ох ват ов  
точки (— 1. /0) в  п оло ж и тел ьн ом  напра вл ен ии,  т. с. против ч а 
совой с т р е л к и )  обобщенной ам пли туд но-ф азо вой  х а р а к т е р и с т и 
ки р а з о м к н у т о й  ко нту рн ой  части Wpm(jb>) при изменении ч ас то 
ты о) от 0 д о  оо р а в н я л а с ь  0,5Рот.  гд е  Рот — число полюсов в 
правой п о луп л оск ост и  в х а р а к т е ри с т и ч ес к и х  полиномах всех  
ду г ,  в х од я щ и х  в  к о н т у р н у ю  часть  графа.

Т а к ж е  л е г к о  с ф о р м у л и р о в а т ь  критерий д л я  исслед овани я  у с 
тойчивости с л о ж н ы х  многоко нтур ных  систем  по обобщенным л о 
гарифми ческим а м п л и т у д н ы м  и фазовым х а р а к т е р и с т и к а м  р а 
зомкнуто:*? к о н ту рн о й  части:

При и с с ле д о в а н и и  устойчивости автономной контурном ч а 
сти по о б о бщ е н н ы м  ча ст отны м х а р а к т е р и с т и к а м  ра зом кнуто й 
автономной к о н ту рн о й  части:

1) и с к л ю ч а е т с я  б о л ь ш а я  избыточность  расс мотрен ных  вы ш е 
ча стотны х к р и т е р и е в ,  по тому  что устойчив ость  автономной к о н 
турной части  с л о ж н о й  си сте мы о п ре д е ля ет с я  по одной об общ ен 
ной х а р а к т е р и с т и к е ,  построение которой т а к ж е  проводится при 
минимально)4; избыточности ;

2) однозначно по обобщенным ч а с т о т н ы м  х а р а к т е р и с т и к а м  
оп ред еля ют ся  з а п а с ы  устойчивости по м о д у л ю  и фазе,  п о к а з а 
тел ь  к о л е б а те л ь н о с т и  и т. д .  д л я  автономной контурной части 
сложной си стемы .

Исс ле д ова ние  устойчивости  контурной части всей системы.  
Ра с с м о т р и м  г р а ф  Оо контурной части с и ст ем ы ,  вкл ючающий в 
себя  М  а в т о н о м н ы х  ко нтур ны х  частей (см.  рис. 41 ) .

В в е д е м  п о н я т и я  обобщенной передаточной функции и обоб 
щенной частотно ! :  х а р а к т е р и с т и к и  р а з о м к н у т о г о  графа Со кон
турной части с л о ж н о й  системы

которые  в vtqm с л у ч а е  имеют только фор мальный,  а не физиче
ский смыс.".

, (w) -  L>.') |L. | \\,'v ш ( /(,)) J, 

¡и (<•>)=: а г к  Wllm ( уш).
( « .27 )

(0 .28 )
((>.29)

»



П у с т ь  .характеристические  полиномы D[UI, к а ж д о г о  полностью 
р а з о м к н у т о г о  гр аф а авт оном ной  контурно]"; ч а с т и  G имеют  по 
Ро,„ полюсов в i ipaBoii полуп лоскости .  Т о г д а  к о н т у р н а я  часть 
все/) си ст ем ы  б у д е т  ус то йч и ва ,  если при изм ен ении  част оты  <•> 
от 0 до  оо вы полняетс я  ус лов ие

í  artr \  (>>) — ■: ür^  Д ,  Г > , )  — Í a r g  D?ll (_/»«) .=

■ V  V  m u
ш i III I

Если ко нтур ная  част;» с и с т е м ы  устойчива ,  то Р'ат = 0  при ш — 
=  1. 2 ...........Ai, т. е. к а ж д а я  а в т о н о м н а я  к о н т у р н а я  ч а с т ь  не д о л 
ж н а  им ет ь  нолюсои Р,<„; , л е ж а щ и х  в правой по лу плос к ос ти .

С лед о ват ел ьн о ,  ус лов ие  устойчивости  ко н тур н о й  части  им е
ет  вид

г
« e r t í  ■ ' , ( > ' )  -■ V  Р,т-= 1\ г „

III 1

и по этому  критерии устойчи вости ,  с ф о р м у л и р о в а н н ы е  д л я  а в т о 
номной контурной части,  м о г у т  б ы ть  и с п о л ь з о в а н ы  и д л я  этого 
с л у ч а я ,  если пользо ват ься  обобщенными ч а с т о т н ы м и  х а р а к т е 
ри с ти к а м и  \Vv0(j iú) или ¿„о( (п ) ,  <рро(<|>) с у ч е т о м  Р0 —
=  S„V , Рш.

При исследовании устойчи вости  системы по о б о б щ е н н ы м  ча
стотны м х а р а к т е р и с т и к а м  ко нтурной  части в сей  с и с т е м ы  возни
к а ю т  проб лемы неопределенности  п а р а м е т р о в .  о к а з ы в а ю щ и х  
вл ия ни е  на устойчивость всей  контурной ча с т и  с и с т е м ы  и ее 
ав то ном ных  частей,  с т а н о в я т с я  нео пр еде ленн ым и понят и я  з а п а 
са устойчивости,  к о л еб а те л ь н о ст и  и т. д.  В эт ом  с л у ч а е  в ре 
з у л ь т а т е  объединения в с е х  ко н т у рн ы х  частей  в н о с и т с я  неопре
д елен но ст ь  относительно а в т о н о м н ы х  ко н т у рн ы х  част ей  и в м е 
сте с тем  вводится  б о л ь ш а я  избыточность  в о п р е д е л и т е л ь  графа 
из-за большого  числа пес о пр п к а с а ю щ и х с я  к о ш у р о к ,  о б р а з о в а н 
ных ав тоном ны ми к о н г у р н ы м п  частями.

6.5. О н ек о тор ы х  особенностях  
и сс ле д о ва ни я  устойчивости 

по час тотн ы м х а р а к т е р и с т и к а м  
раз ом кнутой  си ст ем ы  н обобщенным ч а с т о т н ы м  
х а р а к т е р и с т и к а м  авт оном ной  контурной части

В ы ш е  были с ф о р м у л и р о в а н ы  частотные  кр и тер и и  устойчи
вости и расс мо трены особенности применения  р а з л и ч н ы х  крите
риев.

В  н а ст о ящ ем  п а р а г р а ф е  целесооб разно на пр осте йш их  при
м е р а х  п о к аз ан »  р я д  д о п о лн и т е л ь ны х  особенностей  ¡ ¡ сследоиа-



имя у с т о йч и в о с т и  но ч а ст о тны м  х а р а к т е р и с т и к а м  р аз о м кн ут о й  
•системы №р,(/б)) и о б общ ен ны м  частотным х а р а к т е р и с т и к а м  
№рт(/м) авт ономн ой  ко нтурной  части.

Р а с с м о т р и м  в к а ч ест ве  иллю стр ац ии  простейшие примеры 
и с с л е д о в а н и и  устойчивости  по ча ст отны м х а р а к т е р и с т и к а м  р а 
з о м к н у т о й  с и с т е м ы  ^ р ,  (/со) и обобщенным часто тны м х а р а к т е 
р и с т и к а м  ра з о м к н у т о й  ко нтур ной  части И7Рт (/ о ) ) .

•vvu -Ми

Г раф  контурной части д в у х к о н т у р н о й  си сте мы п о к а за н  на 
рис. 48 .  П е р е д а ч и  д у г  о п р е д е л я ю т с я  в ы р а ж е н и я м и

U", ( s )  - I 1 S

Г . .  ( . s )  =  — - V  ,V !  s  -<г \

S'1 I +- I

и", ( .ч>= 1.

л п ер ед ач и  контуров  имеют  ви д

Л ', (,ч) ^  -  II/', (\ )  W. .  ( s ) -  100s

К> ( s )  =  W,  (.v) UT. (.v) U>'4 ( s )  —

(s -f- it (U,l.v f- l) ’ 
-  10

(iV + 1) (0.1.S -+- i)

О пр е д е ли т е . ! ! ,  гр аф а з а п и ш е т с я  с лед ую щ им  обра зом :

Л (-S) =  I — A'* (S)  — д: ,  (.Ç) 1 +
1 (Юл- ю

( . 4 -f I )  (0 ,l.s- +  I )  • Л- (Л- -f- I )  (0,1 Л- i -  I )  '

Х а р а к т е р и с т и ч е с к и й  полипом системы п р е д с т а в л я е т  собой 
чис л и т е ль  о п ре д ел и те ля  г р а ф а  D{s)  —s 2(s  -}- 1) ( 0 , 1 s - { - 1 ) +  
-f- 100s3 +  10 =  0. l s 4 + 101,1s3 +  s 2 +  10 и со отв е тс т в у е т  не
уст ойч ивой  си стеме ,  т а к  к а к  коэффициент при -ч рав ен  нулю. 
Корни п о л и н о м а  D ( s )  в ы ч и с л е н ы  на Э В М  и име ют сл еду ю щ и е 
з н а ч е н и я :  s t.2 =  0 , 2 2 8 ±у  0 ,400 ;  s 3 = — 0,446;  s 4 =  — 1010,99.



И сс лед о ва н ие  устойчивости  по полиному D i s )  л е г к о  пров о
дится  с помощью а л г о р и т м а  Р а у с а  (см.  6 .2 ) .  И с с л е д о в а н и е  у с 
тойчивости  по .х ар акт ер исти ческ ому  полиному вс ей  с и с т е м ы ,  по
з в о л я я  ответить  на коночный вопрос,  вмес те  с том не д а е т  чет 
ких пред ста влени й о том, к а к и е  контуры,  д у г и  п п а р а м е т р ы  о к а 
з ы в а ю т  наибольшее  вл и я н и е  па устойчивость  и з а п а с ы  у с т о й 
чивости си стемы  в целом и о т д е л ь н ы х  ее к о н т у р н ы х  частей .  По 
чтой причине во многих с л у ч а я х  целесообразно и с п о л ь з о в а т ь  ч а 
ст отны е  критерии устойчивости ,  с в я з а н н ы е  с п о с л е д о в а т е л ь н ы м  
у с л о ж н е н и е м  контурной ч ас ти .

6.5.1.  Непосредственное применение  час тотно го  к рите ри я  у с 
тойчивости Найкниста д л я  а н а л и з а  мн огоконтур ной  си сте мы 
с в я з а н о  с выбором места  р а з м ы к а н и я ,  причем от  этого  с у щ е с т 
венно з а в и с и т  к а к  в з а и м о с в я з ь  п а р а м е т р о в  с ч а с т о т н ы м и  х а 
р а к т е р и с т и к а м и ,  т а к  и с л о ж н о с т ь  решения  з а д а ч и .  Н и ж е  д л я  
иллюстрации зависимости ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  от м е с т  
р а з м ы к а н и я  рассмотрены вс е  три в а р и а н т а  р а з м ы к а н и я  графа ,  
и зо браж ен но го  на рис. 48 а .

При исследовании п е р е д а т о ч н ы х  функций р а з о м к н у т ы х  си 
стем W j n ( s )  п с оответс тв ую щ их  частотных х а р а к т е р и с т и к  у д о б 
но полож ить ,  что они п р е д с т а в л я ю т  собой п р я м ы е  передачи,  
з а м ы к а е м ы е  единичными о тр и ц а т е л ь н ы м и  о б р и т ы м и  с в я з я м и .  
П о э т о м у  н иж е  везде  ttPp i ( s )  б е р у т с я  со з н а к о м  ми нус .

П е р е д а т о ч н а я  функция р а з о м к н у т о й  с и с т е м ы  при р а з м ы к а 
нии т о л ь к о  второго контура  в першнне 2— 2'  (рис .  4 8 6 )  опре д е
л я е т с я  в ы р а ж е н и е м

, м Г :,П", _________[00£:_________ /Г '?01
U  >■" i s  ! г  - s - ' U ’ - î  ¡ K 0 . L v  ; i ,  •• ¡ 0  • 1

П е р е д а т о ч н а я  функция р а з о м к н у т о й  си ст ем ы  в с л у ч а е  р а з 
м ы к а н и я  первого ко н т у ра  той ж е  системы в в е р ш ин е  3 —'У 
{рис. 48rt) определяется  иным в ы р а ж е н и е м

ц*> / \ ÏÏ •;№ ,U J 10 _________ //• о 1 \

U  i1- (-s ) - - I ... Г ,  U” 7 '  .V - Itiu .v  - I ) I V +  1) - 1'Ч1й | '  ̂ ^

Н ак онец ,  передато чна я  ф ун кц ия  р аз о м кн ут о й  с и с т е м ы ,  по
лу ча е м о й  в рез ульта те  р а з м ы к а н и я  в у з л е  1 — Г  о б е их  к о н т у 
ров с р а з у  (рис. 48с) ,  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :

(s , -  Г ,  ( 117, +  VF.0 =  • <A S 2 >

В ы р а ж е н и я  (0.30) — (6 . 3 2 )  д л я  трех  в а р и а н т о в  п е р е д а т о ч 
ных функций р а з о м к н у т ы х  си с т е м  одной и той ж е  дву х ко нт ур - .  
нон си ст ем ы  (рис. 48 а )  су щ е с т в е нн о  раз л и чн ы .

При исследовании уст о йч и во ст и  за м к н у т о й  с и с т е м ы  ч а с т о т 
ным кр итерием  Н а й к в н с т а  п р е ж д е  всего  нео бх о д и м о  установить ,  
число Pi  правы х полюсов ( s ) , i = l ,  2,  3.



К а к  п о к а з ы в а е т  а н а л и з  в ы р а ж е н и я  (6.30) д л я  ÏPp i ( s ) ,  д а ж е  
д л я  п р ос т е й ш е го  приме ра  д в у х к о н т у р н о й  си сте мы при н е у д а ч 
ном в ы б о р е  м е с т а  р а з м ы к а н и я  ко нтур а  определение  усто йч иво 
сти  не уп р ос ти лись  — х а р а к т е р и с т и ч ес к и й  полином р аз о м кн ут о й  
с и с т е м ы  Ôjn ( s )  = s 2 (s  -f- 1 ) ( 0 , 1 s + 1 )  + 1 0  имеет четвер ты й  по
р я д о к  и оп ре д ел ен и е  числа  Р {, е го  правых  корней — з а д а ч а  H t - 

б оле е  п р о с т а я ,  чем оп ре д ел ен и е  устойчивости з а м к н у т о й  си с т е 
м ы  по п о ли н о му  ü ( s ) .  П о д с ч и т а н ы  корни Dp \(s ) :  s i .2 =  0,835 ±  
± / 1 , 7 1 9 ;  л'з = — 2,786;  $4 =  - - 9 , 8 8 5 ,  о тку да  с л ед уе т ,  что Р\ =  2.

LM

В ы р а ж е н и е  д л я  х а р а к т е р и с т и ч ес к о г о  полинома р аз о м кн ут о й  
с и с т е м ы  ^ р г (А-)Ор2( 5 ) = А - г [ ( 0 . ! . 9 4 - 1 ) ( 5  +  1)-Ь 1005] проще,  т а к  
к а к  с о д е р ж и т  в к а ч ес тве  с о м н о ж и т е л я  полипом второго  п о р я д 
ка .  П о с к о л ь к у  все три коэффициента  полинома поло ж ител ьн ы ,  
р а з о м к н у т а я  с и с те ма  не с о д е р ж и т  правых  полюсов Р 2~ 0.

В с л у ч а е  тр ет ье го  в а р и а н т а  разомкнутой с и с т е м ы  
к о г д а  р а з м ы к а ю т с я  оба к о н т у р а ,  т. е. система  р а з м ы к а е т с я  пол
ностью {р:к\ 4 8 ’) .  з н а м е н а т е л ь  Л Рз(б’ ) имеет  п р ед ел ьн о  пр о
ст ую  с т р у к т у р у  !! п р е д с т а в л я е т  собой произведение  полнномоз



зн а м е н а т е л е й  передаточных функции ко нтур ов  г и ( л  и /(2 (5 ),  
которые,  в езою очередь,  я в л я ю т с я  п р о и з ве д е н и я м и  с о о т в е т 
ст вую щих  полиномов пе р е д а ч  д у г ,  о б р а з у ю щ и х  л и  ко нтур ы :  
Я,,з(>')  =  5“ ( 0 , 1 5 + 1) ( 5 + 1 ) .  В этом с л у ч а е  л е г к о  зчд-.-ть, что 
р а з о м к н у т а я  система  не и м е е т  п р а в ы х  корней </^ =  0 ; .

О д н а к о  третий ва р и ан т  р а з м ы к а н и я  в о з м о ж е н  т о л ь к о  то гд а ,  
к о гд а  граф имеет  р е г у л я р н у ю  с т р у к т у р у .  Д а ж е  з  с л у ч а е  про
стои д в у х ко нт ур ной  си ст ем ы  л е г к о  видет ь  п р а к т и ч е с к у ю  н е в о з 
м о ж н ост ь  применения час тотно го  критерия  в т р а ди цио нной  фор- 
м е.

На  пне. 49а  показаны а м п л и т у д н о - ф а з о в ы е  х а р а к т е р и с т и к и  
«/„•(/о)), а па рис 496-  л о га р иф м ич ес к и е  ч а с т о т н ы е  х а р а к т е 
ристики ¿ ^ ( с и ) ,  Ч'р<(и>) Д Л Я  т р е х  в а р и ан то в  р а л м у к й к п я .  И з- з а  
наличия  д в у х  нул ев ы х  полюсов  (ин тег рир ую щи х ¿зен; .  з )  ^ ¿ ( ь ' )  
з а м к н у т а я  си ст ем а  с т р ук ту рн о -н еу ст о йч и в а  н им еет  д в а  полюса 
п правой полуплоскости (Р з  =  2 ) ,  что п видно и.; .\ар'.; : тсрпстик  
па рис. 49 :  ДФХ №¡,*(/0)) не и м е е т  переходов  ’К'ре ' >1' ;ч-зик ( — оо, 
- - 1 ) ,  т. е. не о х в а т ы в а е т  т о ч к у  ( — 1, /0) ,  с л е д о п з т е т ь н о ,  из 
(6 .1 6 ) :  Р 3= Р ,  =  2; АФХ \^р2(/с>) и ТГ,*(/<*) име 'от  од ному  
о т р иц а т е л ь н ом у  переходу  че рез  отрезо к  ( — ос, - 1) ,  с л е д о в а 
тельно,  /•>з =  Р  2(з> —■ ( —2) = 2 .

6.5.2.  Проиллюстрируем д а л е е  применение ч а с т о т н ы х  кр ите 
риев устойчивости сл ож ны х  систем  на основе х а р а к т е р и с т и к ,  по
л у ч а е м ы х  при по сле д ов а те льн ом  з а м ы к а ш г и  к о н т у р о в  д в у х к о п -  
турной си сте мы (см .  рис. 4 8 а ) ,  к о гд а  происходит  н ак опл ен ие  
информации о сво йствах  к о н т у ро в ,  в частности ,  о числе  п р а в ы х  
полюсов з а м ы к а е м ы х  си сте м .

Д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  п р и м е р а  в о з м о ж н ы  ;ш а  з а ^ - п ч т а  по
след овате льн ост и  з а м ы к а н и я  о б р а г н м х  с вяз ей :

|рафы которого и з о б р а ж е н ы  на рис. 51.
В ы р а ж е н и я  д л я  п е р е д а т о ч н ы х  функций с о о т в е тс т в у ю щ и х  

р а з о м к н у т ы х  систем им еют  в и д

I

Рис. 50.

{№' ,*}-{{2 .  1 О- 2 ) ] (,)’ [2.1 (1.  3. 2)

\х\ (6-) Г ; ( \ )  \ г , ( л - ) ^
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Pnc. 51.

В н а ч а л е  рассмотрим  п е р в ы й  вариант п о сл ед ов а те льн ост и  
з а м ы к а н и я .  Ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  ? (pV ( l") р а з о м к 
нутом систем) . !  и з о б р а ж е н ы  па риг.  о_\ Ч а с :  »тнгп«

и ь

Рис. 52.

х а р а к т е р и с т и к а  (w) с о в е р ш а е т  один отри цат ел ьн ый  п е р е х о д ,

п о э т о м у  при з а м ы к а н и и  U/pV (5 ) отрицательном обратной с в я з ь ю  
( к о н т у р  К х) з а м к н у т а я  с и с т е м а  б у д е т  иметь дв а  п р а в ы х  п о л и с а :  
Р ^  — 2.  Э т а  ннформ а ц и я  и с п о л ь з у е т с я  д л я  поел е д у  ю щ ег о  
з а м ы к а н и я .  Ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  11' '^ (/•>) =  и^р1(/<и) изо 
б р а ж е н ы  на  рис. 49.  Ч и с ло  п е р е х о д о в  равно н ул ю ,  с л е д о н а 



тел ьно ,  з а м к н у т а я  си ст ем а  ( с м .  рис.  60а)  и м е е т  д в а  п р а в ы х  
полюса ,  т. е .  неуст ойч ива .

Из  а н а л из а  частотных х а р а к т е р и с т и к  /.¡¿' («>) и («>) у с т о й -
чином р а з о м к н у т о ! !  си стемы  и з о б р а ж е н н ы х  на рис.  Г>2,
ясно ,  что при ее  за м ы ка н ии  ед и н и чн о й  отр иц ат ел ьн ой  обратно й 
с в я з ь ю  ( к о н т у р  К->) п о л у ч а е т с я  у с т о й ч и в а я  с и с т е м а .  П о с к о л ь к у  
п е р е д а ч а  не и м ее т  п р а в ы х  полюсов,  то Р :1' — 0 .  Ч а с т о т 
ные  х а р а к т е р и с т и к и  N7$  (/«») =  и з о б р а ж е н ы  па рис.  49 ,
о т к у д а  видно,  что они с о в е р ш а ю т  одни о т р и ц а т е л ь н ы й  п ер ех о д  
через отрезо к  ( - - о о ,  1) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  з а м к н у т а я  с и с т е м а  
¡ ¡меет  д в а  п р ав ы х  полюса.

Т а к и м  обр азо м,  на основе  а н а л и з а  час тотны х х а р а к т е р и с т и к  
посл ед ов а те льн о  з а м ы к а е м ы х  сист ем  и с сл ед ова ни е  у с т о й ч и в о 
сти многокоитурнон системы л е г к о  д ово ди тся  до  к о н ца  при при
менении Э В М .  Избыточность этой пр оцедуры,  з а к л ю ч а ю щ а я с я  
в необходимости построения ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  (/со), 
компен си рует ся  дополнительно полу чае мой  инфо рмаци ей  о в л и 
ян и ях  о т д е л ь н ы х  д у г  и к о н т у р о в  па  устойчивость  с и с т е м ы  при 
в а р и а ц и я х  их операторов.

6.5.3.  К а к  показано вы ш е ,  наи бо л ее  экономичный час тотн ы й  
ме тод  исслед ова ни я  устойчивости  мп ог оконтур пых  си с т е м  осно 
ван  на  использовании об общенной передаточной фу нкц ии  п ол 
ностью ра зо мкн ут ой  ко нтурной  част и  (6 .23 ) .

Д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  п р и м е р а  об общенная  п е р е д а т о ч н а я  
функция  опреде ляется  в ы р а ж е н и е м

« " , » < * > -  <‘ > -  ! =  8. „ 10+(Г м о п Д . У  • <«•*»>

Очевидно ,  в этом с л у ч а е  д о в о л ь н о  просто о п р е д е л я е т с я  ч ис
ло п р а в ы х  полюсов р а з о м к н у т ы х  систем ,  т а к  к а к  зн а м е н а т е л ь -  
и7[ , т ( 5 )  п р е д с т а в л я е т  собой прои зве д ен ие  по линомов  з н а м е н а 
телей переда ч  контуров,  к о т о р ы е ,  в свою очередь,  я в л я ю т с я  про
изв ед ениям и  со ответс тву ющ их  полиномов  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к 
ций д у г ,  об разующих ко н т у ры .

В общ ем  с л у ч а е  п е р е д а т о ч н а я  функция  $ > „( . * )  о п р е д е л я е т 
ся  формулой (6 .23 ) .  Т о ль к о  д л я  г р аф а системы с р е г у л я р н о й  
ст р у к т у ро й  (рис.  44} в о зм о ж н о  единственное  р а з м ы к а н и е ,  р а з 
р у ш а ю щ е е  все  контуры,  к о г д а  полу ч а е т с я  №'рЛ1( я ) .  В р а с с м а т 
р и в а е м о м  примере показа н  г р а ф  с  регу лярно й с т р у к т у р о й ,  по 
ЭТОМУ 1Урз(5) =  ГСрт(.5)-

Н а  рис. 49 приведены ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  ХРрт {}<я) 
(рис.  4 9 а ) ,  1 рт (<•)), <ррт(<») (рис .  4 9 6 ) ,  которые  п о к а з ы в а ю т ,  что 
при з а м ы к а н и и  единичной о т р иц ат ел ьн ой  обратно ! !  с в я з ь ю  с и 
с т е м ы  ($) бу д е м  иметь  н еус той чи вую  с и стему  с д в у м я  п р а 
в ы м и  к о р ня м и  х а р а к т е р и с т и ч ес к о г о  полинома .



7. П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К А Я  Ч У В С Т В И Т Е Л Ь Н О С Т Ь  
И И Н В А Р И А Н Т Н О С Т Ь  С И С ТЕ М  У П Р А В Л Е Н И Я

7.1. Ч у в с т в и т е ль н о с т ь  переменных 
сист ем  управ ле ния

С и с т е м ы  \ 1ф ; ч !л е1ши о б л а д а ю т  целым рядо м особ ых свойств,  
им е ю щ их  опред еленн ую о б щ и о с п .  и о к а з ы в а ю щ и х с я  р а з л и ч 
ны м и  п роя вле н и ям и  не за в и с и м ос т и  (слабой за ви си мости ,  не 
чув с т в ит е л ь н о с ти  или м а л о ч у в е т в н т е л ы т е т н )  пер еменн ых  или 
н е к о т о р ы х  функц ио нал ов  от переменных си стемы  01 с и г н а л ь 
ных или (и) оп ера тор ных  воздействии ср еды  на си ст ем у .  Я в л е 
ние не за ви си мос ти  в ы н у ж д е н н ы х  со ставл яю щих основных  д в и 
ж е н и й  с и с т е м ы  от внешних воздейстшш н а з ы в а е т с я  и н в а р и а н т 
ностью.  П а р а м е т р и ч е с к а я  инв ариантность  о зн а ч а е т  н е чув стви 
т е л ь н о с т ь  доп олн ител ьн ы х  д в и ж е н и и  к в а р и а ц и я м  нараметрон ;  
и о б щ е м  с л у ч а е  можно  р а с с м а т р и в а т ь  нечувствительность  к в а 
р и а ц и я м  с т р у к т у р  опер а то р о в  или д а ж е  топологии системы.  Об 
а в т о л о м  п о п  и подсистем с л о ж н о й  систем 1.1 го ворят  при н е з а в и 
с и м ос т и  вы х о д о в  подсистем от переменных или воздействий 
д р у г и х  и о д е п п е м .  По нятия  инвариантности  и автономности 
тес но  с в я з а н ы  с понятием не у пр ав л яе м о с ти ,  к о гд а  некоторые 
п е р е м е н н ы е  инвариантной с и с т е м ы  « н е у п р а в л я е м ы »  по со отве т 
с т в у ю щ е м у  вх од но му  в о зд ей ст ви ю .  В р я д е  с л у ч а е в  свободные 
д в и ж е н и я ,  в ы з в а н н ы е  н е н у л е в ы м и  пред нач ал ьн ым и  ус лов и ям и ,  
я в л я ю щ и м и с я  о т р а ж е н и е м  предыстории системы,  сф о р м и р ова н 
ной п р ил о ж е н ны м и  р ан ее  во зд ей ст ви ям и ,  по неко то ры м пере
м е н н ы м  с и с т е м ы  м огут  б ы т ь  ск омпенсир ованы  изм енением п а р а 
м е т р о в  или возд ей ст ви ям и .  Н ез ав и си м ост ь  дв и ж е н и и  от п а р а 
м е т р ов  м о ж е т  быть  д о с т и г н у т а  за  счет взаимной компенсации 
в а р и а ц и й  нескольких  п а р а м е т р о в ;  возможно построение с и с 
т е м .  в  ко торых  и нва ри ан тн о ст ь  дости гае тся  вз аи мной  к о м п ен 
с а ц и е й  неско ль ки х  возд ей ст вий ,  а т а к ж е  воздействий и п а р а 
м е т р о в  и т. д.  н т. п.

В то в р е м я  к а к  о т д е л ь н а я  компенсация  того пли иного в и 
д а  привод ит ,  к а к  правило ,  к  ч а с т н о м у  эффекту ,  в принципе о б е 
с п е ч и в а я  полную н е з а в и с и м о с т ь  (нулевую ч ув ств ительн ость )



от одного воздействия  пли п а р а м е т р а ,  с п е ци а л ь н а я  о р г а н и з а 
ция топологии систем,  з а к л ю ч а ю щ а я с я  в наличии о б р а т н ы х  
с в яз ей ,  о б раз ую щ их  контуры,  пр ив од ит  к у н и в е р с а л ь н о м у  эф
фекту  одновременного  о с л а б л е н и я  за висимости м н ог их  п е р е 
менных си ст емы  от целого р я д а  воздействий н у м е н ь ш е н и ю  
чувствительн остей  к в а р и а ц и я м  н ес ко ль ки х  п а р а м е т р о в .  М о ж 
но у т в е р ж д а т ь ,  что именно н а л и ч и е  этих свойств ,  п р о я в л я ю 
щихся  при специальной о р г а н и з а ц и и  топологии и с о о т в е т с т в у ю 
щем в ы б о р е  с тр ук тур  о п е ра то р о в  и значении п а р а м е т р о в ,  п р е 
в р а щ а е т  дин ам иче ск ую  с и с т е м у  в с и с т е м у  у п р а в л е н и я .

Д л я  изуч ен ия  с единых позиций всех  проявлений н е за вп еи -  
мост;; .  сл аб ой  зависимости,  н еч увс тви тельности  и м а л о ч у в с т в и -  
юльноети  в си ст ем а х  у п р а в л е н и я ,  р а с к р ы т и я  в сех  в о з м о ж н ы х  
форм ;> услови й инвариантности  [47 ,  49,  93 ] .  н о лиипв а рп антп о -  
стп l * ^ ] .  автономности в м п о г о с в я з н ы ч  [2 3 ]  п с л о ж н ы х  с и с т е 
мах. п ар ам етри ческ ой  и д в у к р а т н о й  инвариан тности  [ 6 2 ] ,  фп- 
¡пческои реализуем ости  и н в а р и а н т н ы х  систем [ 6 1 ]  в  р а б о т а х  
| 19, 20} пр ед лож ено  а н а л и з и р о в а т ь  ч ув ств ител ьн ости  п е р е м е н 
ных п а р а м е т р а м  системы у п р а в л е н и я  и к сп е ци а л ь н о  в в е д е н 
ным п а р а м е т р а м ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м  передачи к а н а л о в  в н е ш 
них воздействий .  Анализ м а т р и ц  чувств ительности ,  у с т а н а в л и 
ваю щих  причинно-следственные с в я з и  м е ж д у  п е р е м е н н ы м и  и 
п а р а м е т р а м и  системы, и к а н а л о в  передачи в о з д е йс т в и й ,  т.  с. 
а н а л и з  некоторой совокупности  ч а с т н ы х  моделей ,  п о л у ч а е м ы х  
по топологически  сложной м о д е л и  системы,  п о з в о л я е т  в ы я в и т ь  
•зее в о з м о ж н ы е  формы в за и м н о й  компенсации и а б со лю тн ой  
:м1вар иан ти ост н  одной пли н е с к о л ь к и х  перемен ных  с и с т е м ы - -  
в ы я в и т ь  у с л о в и я  инвариантности,  полн пнз ар нантн остн ,  и н в а 
риантности линейной формы пер ем ен н ы х ,  авт оном ности  п о д 
систем с л о ж н ы х  систем,  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д в у к р а т н о й  и н в а 
риантности,  компенсации н а ч а л ь н и к  условий п т. д.

Ра сс м о тр ен ие  моделей с и с т е м ы  уп р ав лен и я  с м а к с и м а л ь н о й  
~чно.:ц>; пческоп определенностью позв оля ет  у с т а н о в и т ь  в з а и м -  
нооди.' щ а ч н ую  св яз ь  м е ж д у  у с л о в и я м и  инвариантности  и то по 
логией с и ст ем ы ,  сф о р м у л ир о в ат ь  у с л о в и я  физической р е а л и 
зуемости абсолютно и н в а ри а н т н ы х  систем  в виде  т р е б о в а н и й  к 
п е р е д а ч а м  путей  и минорам о п р е д е л и т е л я  графа ,  у ч и т ы в а ю щ и х  
число и особенности путей п е р е д а ч и  воздействий ,  а  т а к ж е  п е р е 
дачи и в з а и м н о е  распо ложение  к онтур ов .

У равн ения  систем и их реш ение .  П у с т ь  поведение  одн ой  из 
вы б р ан н ы х  переменных xv ( t )  о п и с ы в а е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  
'■равнением //-го порядка  с  по стоянными коэф ф иц иен там и  
11.18):

i
D t p ,  í/ I/v.MO,  _

Г 1 t • • )

.v<;7 — p :x  í/)|, 0, i  — 0,  1.............. / / - - ! :  p d ’d t ,



г д е  коэффициенты п о л и н о м о в  1 ) { р ,  q)  и Л ': r {p. q)  ст епенен п 
и т Лг з а в и с я т  от п а р а м е т р о в  системы </•, /'— 1, . . . , к.

С л е д у е т  сию р а з  з а м е т и т ! . ,  что совокупно сть  (7.1» пр: 
Y = l ,  . . |i не я в л я е т с я  системой  уравнений:  к а ж д о е  ил -лп\ 
у р а в н е н и й ,  будуч и част ной  .моделью системы со с в я з я м и  , 
вн е ш н е й  средой или расширенной системы Л/*, иолпоегь:

х а р а к т е р и з у е т  поведение  одной из физических пер еменн ых  сис
т е м ы ,  наприм ер  о ш иб ку ,  в ы х о д н у ю  переменную и т.  д.

П р е о б р а з у я  обе част и  у р а в н е н и я  (7.1) по Л а п л а с у ,  м о ж к  
п о л у ч и т ь  в ы р а ж е н и е  д л я  изо бр аж ении пер ем ен ных  систетш:

.v,(s) =  V î >  ,(s ,  v ) ? , / , ( s ) + V « . , ( v ,  q ) x $ ,  ( 7 : 2 ,
■ 1

г д е  (1>тг (.s, q) =  \ v (s ,  q) D{s .  q)  — п е р е д а т о ч н а я  ф ун кц и и  с и с 
т е м ы  о т  в о з д е й с т в и я  / * ( £ )  к переменной д - . ( 0 ,  /У*,-(s ,  <yj =  
=  D l); ( s ,  q) D( s ,  q) — и з о б р а ж е н и е  с о с т а в л я ю щ е й  д в и ж е н и я  
п е р е м е н н о й  л т ( 0  при н а ч а л ь н о м  условии .v;7.

П о в е д е н и е  переменной XvfO во времени при з а д а н н ы х  внеш
них во з д е й с т в и я х  и н а ч а л ь н ы х  условиях  о п р е д е л я ет с я  ■* ре
з у л ь т а т е  применения  к (7 .2 )  обратного  п р е об р а з ов а н и я  Л а п 
л а с а :

х  ( 0  =  ! х .  ( S ) ;  V  %Ç£ ' (Ф..г (V,  q - i j ,  (.V)) +
Г |

>1 - \

V  .y‘.Ü 2' '  ‘ \Н{1 (\, q)\ ■ (7.3)

Ч у вс тв и тел ьн о сть  п е р е м е н н ы х  систем.  При з а д а н н ы х  внеш
них во з д е й с т в и я х  па с и с т е м у  ]'г ( 1) ,  r =  1...........  /, изо браж ен ие
пер емен ной  xv ( s )  я в л я е т с я  функцией п а р а м е т р о в  си сте мы q , 
к а н а л о в  во зд ейств ия  рг и н а ч а л ь н ы х  условий л'1!/,. Нели jp i ip ; : -  
щ ен ие  п а р а м е т р о в  с и с т е м ы  \ q . считать .малыми и учесть  л и 
н ейную  з ав иси м ост ь  функц ии  (7.2)  от а р г у м е н т о в  (V и л*",', 
то  в ы р а ж е н и е  (7.2)  д л я  и зо б р а ж е н и я  переменной м ожн о  р а з 
л о ж и т ь  в р я д  Тейлора  в окрестности  след ую щ их  значении а р 
г у м е н т о в :  рнь г - - \ ,  . . . .  /; q-,u / =  1, . . k\ .v(! ’ , i =  0, 1...........
п — 1 :

i
х ,  (.'■) -  Л >  (S )  - f  \ <r;  (s)  »  V  ~  -i, +" Y



п — \

, I)

П р и б ли ж е н н ое  в ы р а ж е н и е  (7.4)  при =  ? г0 +  Д/^
— х -^0 +  Д-^‘7 \читыиает  ч лен ы ,  с о д е р ж а щ и е  п р о и з в е д е н и я  
^ Ьд ,  х'{> Л(/; , т а к  как  Д^г и Дл' ( ;  не я в л я ю т с я  м а л ы м и ,  и не 

ч и т ы в а е т  члены в ы с ш е г о  п о р я д к а  малости ,  и к о т о р ы е  н х о д я т  
п р о и з в е д е н и я  Л</у.

Коэффициенты в ы р а ж е н и я  (7 .4 )  я в л я ю т с я  с о о т в е т с т в у ю т » -  
ли функц иям и  ч ув ствител ьн ости  и з о б р а ж е н и я  переменной 

а именно:

V сть ч ув ств ител ьн ость  к п а р а м е т р у  к а н а л а  в о з д е й с т в и я  рг, или 
чувс тв ит ел ьн ость  к воздействию;

-•сть чувст вительность  к п а р а м е т р у  си стемы  ц
У ч и т ы в а я  принятые  о п ре д е ле н и я  функции ч у в с т в и т е л ь н о с ти  

(7 .5 )  — (7 .7 ) ,  совокупность  в ы р а ж е н и й  (7 .4 )  при у =  К 
ч м о ж н о  пр ед ст ав ить  в виде

дх. (ч, </„) ---Ф;Г ( ч, (б‘) (7.5)

дх I* </и)
=  Н ">1 (Л'- Чч) =  Т’1!  (*) (7 .6)

г  гь чувств ительно сть  к н а ч а л ь н ы м  ус л ов и я м ;

г 1

к п I

1Лп в матричной форме

х г т т т у р  +  т ^ ч  +  т, ; , (7 .9)

де х, ^ п Ля — векторы р а з м е р о в  и, / п к со о твет ст ве н н о ;



' 7 ,1 _,1  ,г I =

■'/V,1 Тй . . . I !/ ; 

Г [  п  . . .  г\-  .
......................................I

а  7,•

м ат р и ц ; !  Ч У В С Т ВИ Т е Л Ь НО С Т П  ^ р г М С И Н Ы Х  системы К ппр; ; 
к а н а л о в  воздействий р а з м е р о м  ц X /;

— 
1

7 '1'• 1, . '  • • • / ,/К
! г ,;; Т Х11 ч'2 ■ • ‘  ч ц

_у Т х-;‘  ч- ■ ■ 'Л;--

Г.1м,

страх:

' 7 . 1 1

м а т р и ц а  чувс твительно сти  переменных  к пир ; :метрам системы 
р а з м е р о м  р X к;

Т.; --=

т;;„ Х,о

т.:::. Х,(| (7.12)

л Х;,я_

иХ  1. онредел я ю ш ая приращение
* '  .  . . . .  - ................. ...... .  .  V- .  V .  < Ч I И / » Л 1 / Х  1И П ,  1 * | М  1 ' 1  Ч. .» ■

Т, !о  -— м а т р и ц а - с т р о к а  р а з м е р о м  \ \ п  ч ув ст ви тел ьн о е ! : :  пере
менном ху к со бств енным  н а ч а л ь н ы м  ус ловиям.

Ф у н к ц и я  чу вс твптел  ьност и ( 7 . 7 )  мо же т  б ь п ъ  определена  
через  функции ч у в е т ш п е л ь н о е тц  второго п о ря дк а  и зо браж ен ие  
перемен ной  Ху(.ч) к п а р а м е т р а м  к а н а л о в  воздействий |-1. и к п а 
р а м е т р а м  си стемы  </,;

• 4  7' 7  ,л' ) =  П У Ш А »  =  ^ - ^ -

а т а к ж е  к н ач ал ьн ы м  у с л о в и я м  и п а р а м е т ра м  с/,, 

д Т у1 ( с \ -  т п >Чл дИ у ( з , ц и)ы  =  — ^ ------ .

7 . 1 3 ;

(7 .14)

Ч\ вс  I щи ел ы ю ст ь  передаточной функции системы к п а р а м е т 
р а м

(7.15;



при г =  I, 2,  . . I; / = 1 ,  2, . . к ;  у  — 1. 2. . . м о б р а з у е т  
п р остр ан ствен ную матр ицу  р а з м е р о м  / X к X  Ц.

С в я з ь  функции чувс твительно сти  с топологией с и с т е м ы .
Функци и чувствительности  не с о д е р ж а т  информации о т о п о л о 
гии си ст ем ы  и я вл яю тс я  ча ст н ы м и  м о д е л я м и ,  х а р а к т е р и з у ю 
щими вл и я н и е  л;] ныораиньк'  п е р е м е н н ы е  параметром с и с т е м ы  
и к а н а л о в  передачи воздействий .  Р е з у л ь т а т ы  теории л и н е й н ы х  
н а п р а в ле н н ы х  графов  и и с с л е д о в а н и я ,  провед енны е в р а з д е л е  3, 
позволяют у ст ан о ви ть  с в я з ь  м е ж д у  фу нкц иям и  ч у в с т в и т е л ь н о 
сти и топологией с п о  ем ы .

Ф у н к ц и я  чувствительности  и з о б р а ж е н и я  переменной 
к п а р а м е т р у  р,. к а п а л а  в о зд ейст ви я ,  т. е. ч увс т в ит е л ь н о с ть  к 
возд ействию /г, з ависит  от топологии системы,  а п е р е д а т о ч н а я  
функция ,  т. о. передача  графа м е ж д у  у г л а м и  у н г, о п р е д е л я 
ется формулой ЛЛ^.зоп<1 (3 .4 ) .

П е р е д а ч а  гр аф а м е ж д у  у з л а м и  у  п г  рапи.ч с у м м е  п е р е д а ч  
всех  капало]} м е ж д у  этими у з л а м и  ( 3 . 1 ) ,  а е ь я з ь  ч у в с т в и т е л ь 
ности к возд ействи ю е п е р ед ач ам и  к а н а л о в  оп ре д ел я ет ся  в ы р а 
жением

V  Ф‘;, (.ч-, (/). (7 . 1 0 )

Ф ункц ия  ч у в с т в и т е л ! . п о с т и  и з о б р а ж е н и я  пе ре мен ной  к п а р а м е т 
р у  с и с т е м ы  (/; или ч у в с т в и т е л ь н о с т и  к п а р а м е т р у  (7.7)  п р и н у 
л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х

д.,) — V  T)¡i í s ,  д и). (7 . 1 7 )

г д е  T'í/j (.s. </0« — У, T;J  {s, g , > ) = ' ? r f r ( s )  V  T ri {.ч, </„), (7 . 1 8 )

зав иси т  от внешних воздействий \>rí r ( s )  и функций ч у в с т в и т е л ь 
ности Т}п  ( s ,  c/o) к п а р а м е т р у  д ,  в с е х  к а н а л о в  передачи от  в х о 
дов  /V, г  — 1..........  I, к в ы х о д а м  .v...

Чу вс т в и т е ль н о с т ь  /-го к а н а л а  п е р е д а ч и  возд ействия  от в е р 
шины j г к ве рш ине  ху> к п а р а м е т р у  <{,:

r y ( s ,  ?„) =  ; ч. ./ ,,) -

T' r^i s ,  </„) T p ri (,v, <7„1 I й LS. <h )
^ У'*) / 4 '{ ¡ ¡ ,q ti) Л'.г ,.S -, r/ „ ) <h)

<}0)\S ’r r t (s. (/nb - ! - . V ; ^ ' ( v  -  .S-r (V, qa)\ ( 7 . 1 9 )



м о ж е т  быть  о п р е д е л е н а  по абсолютным Т ^ г‘ , Т р г‘ , Т* ид к 

л о га р иф м ич е с к и м  5 у 1Л', 5у  ', п , Л’/ ф у н к ц и я м  чувс твительности  
/•го пути  Р\г , минор а  А '^ и  о п р е д е л и т е л я  гр а ф а  А к п а р а м е т р у

7.2. И н в а р и а н т н о с т ь  переменных си сте мы

Инвар иантность  п е р е м е н н ы х  к возд ейств иям .  При р а с с м о т р е 
нии инвариантности  п ер е м е н н ы х  системы к возд ейс тви ям  б у 
д е м  считать ,  что п а р а м е т р ы  системы не и зм е н я ю т с я  ((¡¿ — Яя ) .  
а  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  —  н у лев ы е .

Под абсолютной инв а риантностью  пе рем ен ных  системы л\..
у = 1 >  2 ...........ц, к в о з д е й с т в и ю  /г, г =  I, 2. . . ., /, понимается
т о ж д е с т в е н н о с т ь  нул ю  эти х  переменных

* к ( * )  - о  

или линейной формы от них

V  а-х. г  (л) _ " 0

т.  с. понятие и н ва ри ан тн о ст и  используется  в с а м о м  широком 
с м ы с л е .  Анали з  э л е м е н т о в  матрицы ч ув ствител ьн ости  (7.10) 
поз во ля ет  на основе  еди ного  подхода р а с с м о т ре т ь  различные 
формы инвариантности  п ер ем ен н ы х  к воз д е йс т в и я м  п определит! ,  
у с л о в и я  и нва ри ан тност и  в виде  требований,  которым д о л ж н ы  
у д о в л е т в о р я т ь  функ ци и чувствительности  пер еменн ых  х7 к п а 
р а м е т р а м  к а н а л о в  п е р е д а ч и  воздействий }г.

В табл .  7.1 п о к а з а н ы  разл и чн ы е формы и у с л ов и я  а бсо лю т
ной инва риантности  п е р е м е н н ы х  и линейной формы от них к 
во зд ейств иям .

При кл ас си че ск ой  форм е  абсолютной инвариантности  [49 ]  
ус л ов и е  (7.20)  в ы п о л н я е т с я  б л а г о д а р я  с в о й с т в а м  системы,  о б е 
спечивающим

(7.22)

т. е. т о ж д е с т в е н н ос т ь  п у л ю  одного пли в с л у ч а е  нолинпнариант-  
ности [ 4 5 1 с о о т в е т с т в у ю щ е г о  числа эл е ме н т о в  матрицы ч у в с т 
вительности  (7 .1 0 ) ,  что  при любых  ограниченн ых  возд ействи ях  
э к в и в ал е н тн о  у с л ов и ю  р а в е н с т в а  нулю в ы с о к , !  полинома  в п р а 
вой части у р а в н е н и я  с и с т е м ы .

В р я д е  с л у ч а е в  м о г у т  иметь большие пр ак тич ес ко е  з н а ч е 
ние п д р у ги е  формы инвариантн ости ,  при ко торых  са ми  пере
м ен ны е  си сте мы не и н в а р и а н т н ы  к к а ж д о м у  из воздействий,  
о д н а к о  у с л ов и я  и н ва ри ан тн о ст и  переменных пли их линейной

<7.20)

(7.21:



формы в ы п о л няю тся  дли некоторой с о в о к уп н о ст и  з а д а н н ы х  в о з 
действии на си ст ем у .

11ри изв ест ных  воздействиях  и н в а р и а н т н о с т ь  п е р е м е н н ы х
(7.20)  может  о ы т ь  достигнута  путем  в з а и м н о й  к о м п енса ц и и

Т а б л и ц а  7.1
Абсолютная инвариантность к воздействиям

Формы
ншшрнипгносш
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систем!,!

При нлнсстпых 
ногш'йствиих :ш с11ст 

их совмес пшго 
нлнинни на пере

менные

Услонни инва
риантности т у  0 V  .. 0

г ' ! а1т?/?г о о
I г

Переменной х(, 
к низдепстпию 
/ь

7 =  ".
г  - -• Ь — — —

Переменных х. 
к ноздейстиию 
/1>

4 = 1 . 2 . . . . ,
Г — 1) — 7 =  1.2 .........

г =  й —

11 орс мен но н хи 
к но:*лейст-
нним /г

7 ; ".
Гг.: 1, 2, ...

7 = а,
г -1,2,  . . . — —

Переменных х- 
к иоэденст- 
нинм /г

7 = 1 . 2 .......
г =  1, ■>

7=1.  2........
г =  1, . . .

7 - 1 - 2 . . . .  
Г =  1,2,.. .

1, 2..........
г •- 1 , 2 , . . .

('електинпан нн- 
нариангность 7 г 1,2,... — у -- - г  1, ‘2, . . .

Условия анто-
НОМНОСТН 110Д-
снстем

•• г
7 - ' . 2 .......
г  -1 ,2 , , . .

- — 'П; о,
7. /'“ 1 , 2 , . . , .

вл ияния  этих  воздействий на р а с с м а т р и в а е м ы е  пер еменн ые  
си стемы при выполнении ус лов ия



И нвар иан тность  линейной формы от ко орди на т  (7 .21) мо же т  
быт ь  обеспечен«' ! с в о й с т в а м и  системы, т. е. стр укт урой ,  типами 
элемент ов  п з н а ч е н и я м и  п ар ам етров  при одном произвольном 
воздействии /,, ес ли  в ы п о л н я е т с я  условие

V  «//■;; (.ч) ? г - 0 ,  (7 .21)

плп при и з в е с т н ы х  в о зд еп ствп ях  - с о вм ес тн ы м  влиянием на 
переменные с и с т е м ы  при

V « , -  V  '/^( .ч) ;5г 0 .  (7.2Г,)

И многосвязпоп си ст ем е ,  включающей в себя р яд  нодспегем.  
выполнение у с л о в и й  инвариантности в ы х о д н ы х  переменных под
систем к в о з д е й с т в и я м ,  приложенным к д р у г и м  подснс ;ч ж :  у :

Г?} {*)'?, О, ;  г ,  ( 7 . 2 0

обеспечивает  а в т о  ном ноет ь подсистем.  ) П т а р н а п т п о с т ь  л ¡ ¡пен
ной формы к о о р д и н а т  автоном ных  подсистем имеет место при 
выполнении ус л ов и й  ( 7 .2 5 ) ,  (7.2(>).

У с л о в и я  а в т о н о м н о с т и  подсистем многосвязной системы 
уп р а в ле н и я .  М п о г о с в я з п а я  система  ав т о м а т и ч е с к о г о  у п р а в л е 
нии в кл ю ч ае т  в с е б я  р я д  подсистем,  у п р а в л я е м ы е  переменные 
которых и з м е н я ю т с я  не только  в зависи мости  от своих во зд ей 
ствий ( у п р а в л я ю щ и х  и в о зм у щ а ю щ и х ) ,  но п от воздействии,  
пр ил оженных к д р у г и м  подсистемам.

В р е з у л ь т а т е  в ы д е л е н и я  переменных ,  воздействий подсис
тем и п о сл ед ую щ его  упоряд оче ния  строк  м а т р и ц ы  (7 .10 ) ,  м о ж 
но путем р а с с е ч е н и я  при помощи гориз онт альных  и в е р т и к а л ь 
ных лпппп п р е д с т а в и т ь  ее  1$ виде  к в а д р а т н о й  блочной м а т 
рицы:

" Т „ Т 1= . т• • 1 1 м
Г 1 Т„ т -  . т• 1 2Л1

Т ,„ Т  . т■ • 1 .и.и .

Блоки Ттт, т = 1 ,  . . ., Л1 главной д и а г о н а л и  матр ицы (7.27) 
я в л я ю т с я  м а т р и ц а м и  чувствительности  пер еменн ых  подсистем 
к своим в о з д е й с т в и я м .  О ст ал ьн ы е  блоки 7\„/, I — 1. • • •• 1П К 
П1+ 1...........  М,  пг -й строки я вл яю тся  м а т р и ц а м и  чув ств ител ьн о 
сти подсистемы к ч у ж и м  воздействиям ,  т. е. х а р а к т е р и з у ю т  с в я 
зи м е ж д у  п о д с и с т е м а м и .  Обращение  в н у ль  одной пли н еск оль
ких мат риц  с в я з е й  прив од ит  к одной из форм автономности 
подсистем.



Полная  автономн ость  подсистем,  т. г .  п п п а р п а т и о с т ь  п е р е 
менных всех  подсистем к ч у ж и м  в о з д е й с т в и я м ,  имеет м ес то  
при превращении блочной матр ицы (7 .2 7 )  в д и аг онал ьн ую .

В за и м н а я  автономность ,  т. е. и н в а р и а н т н о ст ь  пер еменн ых  
подсистем к ч у ж и м  воздейст виям  и п е р е м е н н ы х  д р у ги х  п одс ис
тем к во зд ей ст ви ям  р а сс м ат р ив а ем о ! !  по д с и с т е м ы ,  имеет  месте) 
при тожде ст ве нном  обращении в н у ль  м а т р и ц  св язе й  в с т р о к е  
и столбце подсистемы.

Односторонняя  автоиомпост : ,  имеет  м ес то  нрн т о ж д е с т в е н 
ном обращении в нуль  Ma i pnn  свя зе й  в с т р о к е  подсистем,  к р о 
ме блока па главной диаг он али .  При односторонней а в т о н о м 
ности подсистемы на пес не вл ия ю т  ч у ж и е  возд ействи я ,  по 
воздействия  подсистемы о к а з ы в а ю т  в л и я н и е  на пер емен ны е 
других  подсистем.

Абсолютна»  инва риан тно сть  при н е н у л е в ы х  и а ч а . п н ы х  у с л о 
виях.  При выполнении условий абсо лю тной  ипнарпап ; п ч"; п 
переменной .vv (7) к воздействию ' г , к а к  видно i ; в ы р а ж е н и и
(7 .8 ) ,  требова ние  тожлеетвенпостн  иу .по переменно!": не м о ч е г  
быт-,  выполнено,  если сист ем а  имела  неиулевы- -  н а ч а л ь н ы е  
условия .  Ф о р м а л ь н о  можно ввести г р а с с м о т ре н и е  у с л о в и я  
абсолютной инва риантности  переменно, !  к п а 1:;:, г  гы м  у с л о 
виям

V  l.s) 0. (7.28)

Олнако  ус лов ие  (7.28)  нельзя в ы п о л ни ть ,  т а к  к а к  оно т р е 
бует  понижения п о ря д ка  систем], : .  В то ж е  в р е м я  м о ж е т  о к а 
з ат ьс я  в о з м о ж н ы м  способ компенсации дв и ж е н и и  из-за 
непулевого н а ч а л ь н о т  у сл ов ия  х¡» с помощ ью специал ьн о  
полобранно!  о компенсирующего  воздействии

пол\ченпо; о из о б щ е ю  ус лов ия  к о м п ен сац и и  воздействий

V - / ' . у м : ) ,  V  г ; ; , , ( Х)л ' ; ;  о. (7 . : «»
*и *I \ /О

.\\ожио т а к ж е  п р ед ст ав и ть  случаи  в -ап мной компенсации д о 
бавочных дв и ж е н и й  вы ¡ ванн ых  гн мспеп нем  н а ч а л 1,ш,!.х 
\ е л ' ч: и1! н ва риацией  пар ам ет ро в .  Т а к ,  н ап ри м ер ,  при о т с у т с т 
вии внешних воздейс'пшм. одном н е н у л е в о м  нач ально м ус лов ии  

ф ( )  и ва ри ац ии  одного п а р а м е т р а  (/ в з а и м н а я  к о м п е н с а 
ции вочможиа  пни выполнении \елонпн



/■:!;<» ( 5 ) ^ - 1  ^ П Ы * ) Ч  ".

И н ва р иан тн о ст ь  пер еменн ых  к в а р и а ц и я м  па р а м е т ро в  системы.
Анали з  элементсш м а т р и ц ы  чувствительности  (7.11) позво ляет  
при н у л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  у сл ови ях  р ас см о трет ь  различные фор
мы и нва ри ан тн ост и  коор динат  ху к в а р и а ц и я м  п ар ам етров  
и опред елить  со о т в е тс т в у ю щ и е  ус лов ия  инвариантности.

Инвариантность к на

Формы |1|Г'1а|и(Л11 мос | ц

1 (пи.||)|1Л1 гноегь переменных:

вслслспше кулсноП чуиспш- 
к'лышегн к параметрам

при любом лоэлоктнин и н.шест- 
пых параметрах неделе шме 

н.шнмной компенсации ИЛЛИНИИ 
к тсненпи парамефои 1и 

переменные систем»

У с ж ж н я  нннлрнанг-  
постн

1  -п п (.,. 0
Чо) 0.

/ /

^  т у 1 (*■, </„) о
'

П ер ем ен 
ной х а 
к п а р а 

метру  цс

ОЛНО [103-
д е н с тн н е  /¿,

1

н
•

>■> 
11

. 
II —

н е с к о л ь к о  
н о здепс  гн.

'( — а, У = * г ,  
г  1, *’  / 1, 2, . . -

П ер ем ен 
ной х а 
к п а р а 

метрам

ОДНО 1НМ- 
д е й с т н н е  /¿,

•> = а ,  г Ь, у  1 . 2 , . . .
/ — 1, 2 ___

Ч =  а, г =  Н. 1, 2 . .  .. 
/ — 1, ■>

н е с к о л ь к о
ноздеистн .

7 — а, г -  1, 2 ............
У- 1 , 2 ............/. 1 , 2 . . . .

т — а , г  =  1, 2,  . . .
У — 1, 2 ............/ = 1 , 2 . . . .

П ер ем е н 
ных X
к п а р а 

м е тр у  цс

одно ноз- 
л ен стн и е

7 = 1 . 2 ............г-.-.-Ь,
/ =  с, / =  1, 2, . . . —

н е ск о л ь к о
ио здейств .

7 1 . 2 ,  . . .  г 1 .2 , . .  . 
/ = 1 .  2,  . . . —

П еремен
ных х у

к пара
метрам <])

одно 1103- 
д е н с т н п е  / ь

г -  А. 7 — 1. 2 
у  =  1 , 2_____/=. 1 , 2 , . . .

г -  - Ь, 7 - 1 , 2  
У - - 1, _ ( — 1 , 2 . . . .

н е с к о л ь к о  
но 1деп стн .

V 1 . 2 ............г  1 , 2 ...............
У — 1 , 2_____/ -  1 .2 , . .

7 =  1 , - .......... г =  1. 2 ...............
1 . 2 ............ / — ! , ->



Абсолютная  инва риа нтно сть  п е р е м е н н ы х  к  в а р и а ц и я м  п а р а 
метров  пони мае тся  и широком с м ы с л е ,  к о г д а  в окрестности  
точки =  о при м а л ы х  в ы п о л н я е т с я  у с л ов и е

Л--, (»•) 0  или V  7-; ;  (.с, ?„ )  -  0  ( 7 .3 1 )
У

д л я  этих к оорди на т  пли усл ов ие
Т а б л и ц а  7.2

риацинм параметров
А-

г : < 7 ( 5 )  и ,  У  г * :  ( Л ,  0 , ) Ь Ц )  0

п р и  Ш М О Н О И И Я Х  и а р . ч м  СТ| )ОМ н  известны х 
пи 1Д1-йсгнинх вследсгш н- н.итмиой ком кек- 
С И Ц И П  ВЛ НМ МНИ  ПО:|ДС 'НС 'П11 !М М<| ц е р е м о н н ы е  

гне гемм

при п .т е с т н ы х  нопд ей сж ии х н парам етрах 
нслед стш к- ш иим иоП  компенсации 

их илН511111)1 и >1 переменные

т у ‘ (*, </о) -  О,
Г 1

^  т у ‘ (.*. </„) о У  7 'У ' (.V, /;„) о

V =  ч ,  У =» с .  
г  =  1, 2 /— 1. 2, . . .

ч =  а, г =  1, 2.........
У =  1, 2..........  ¿ = 1 . 2 ,

1 =  й, г * 1 , 2 ..........
7 =  1, 2........../ ^  1, 2, .

7 =  1, 2..........г  — 1, 2_____
У — с, / =  и 2, .. .

. г =  I, 2,
, * = 1 . 2 ,

7 = 1 -  2 , .  
у = 1, 2,



V  П пл»  ^  Ь - У  Т'я)(*,  '/„) А</; г(> ( 7 .32 )

д.|И лппеппоп <|)о[)мы координат.
В т аб .к  1:2 п о к а з а н ы  ра зл ичн ы е  формы инвариантности  п е 

ременных. к в а р и а ц и я м  параметром.
Инвар иа нтн ост и  пер еменн ых  к в а р и а ц и я м  параметром при 

отсутствии априорно] !  информации об изменени ях  воздействий 
п параметром и м е е т  место ,  если вы по л ня е т с я  условие

^  7 Г  (Х, </о)^о.  (7 . з з )

т. е. м с л у ч а е  пудепон чувствительности  системы к п а р а м е т р а м .
Вольшое п р а к т и ч е с к о е  значение  имеют формы ппварпа и гно- 

стп,  которые- не требуют 1 пулевой чувствител ьности  к п а р а 
метрам .

При любом во зд ей ствий  па си стему  инвариантность  пере
менных к и з в е с т н ы м  в а р и а ц и я м  п а р а м е т р о в  .может быть д о с т и г 
нута  путем в ш н м п о н  компенсации их вл ия ни я  па переменные 
при

V  \? (  V  Я.)  V* 7 Т '  (•■>’, //.,) -АО. (7 .31 )млшЛ
1 ‘

Инва риантность  пер емен ныч  !■ в а р и а ц и я м  па р а м е т ро в  м о ж е т  
быть  обеспечена  при пззеепплч возде/клвня.х путем взаимной 
компенсации в л и я н и я  возденст/ин па пер еменн ые  системы,  если 
вы по л ня е т с я  у с л о в и е

V  ? , / , ( * >  V  •/.) V  7 (.V. </.,) 0 .  ( 7 . 35 )
г I <

I ! ш ; а р п а п т н о с 11. перемечщых к вариации  па р а м е т ро в  при из 
вестных в о з д е й с т в и я х  до с т и га е т с я  путем г. ¡апмпоп компенсации 
их вл пяппя  па п е р е м е н н ы е  систем! . ;  при

У.  Ч , х ’  Ы г  (*)  V  К ч „ )  о, V  7 ( . 4 .  ч „) ,  О, (7 .зп)
) I ' <

V  д с// V  Г]]  (.V, </„) / О, V  Гл. г\ (.4) V  гУ, (х, г/„) О.
/ >

В к а ч е с т в е  иллю стр ац ии  па рис. 53 и зо б р аж е н  граф, позво
ляющий в не рвом  приближении определит ' ,  приращения  п е р е 
менных

А' / 1 , г

Ал-, ( я  =  V  Д(/, V  (V) V  / ;■; (у,
; ; г 1 I 1

при у =  I. 2; к =  2 ;  / =  2; Л . , ^  1.



Д в у к р а т н а я  инвариантность .  Т реб ова ния  абсолютной пнв а *  
опантпости пер еменн ых  л*у при о дн о в р е м ен н о м  изменении в н е ш 
него возд ействи я  к вариации п а р а м е т р о в  у д о в л е т в о р я ю т с я  при 
са м ы х  общих предположениях ,  если в ы п о л н я е т с я  условие

V  7 7  (.V. ?„) +  V  Ау, Х  7-Ж * .  ?о) 0 <7-37)

пли условия

V  Т\; (X, -О, V  Л,/;. V  ?о) I'- (7 -3 8 ) 
Т - / '

Условие (7 .38 )  требует  инв а ри ан тност и  переменных 1$ о т д е л ь 
ности к во з д е йс т в и я м  и к в а р и а ц и я м  п а р а м е т р о в  ( см.  т а б л .  7.1 
н 7 .2) ,  а у сл ов ие  (7.37) о т р а ж а е т  в о з м о ж н о с т ь  взаимной к о м 
пенсации приращений переменной,  в ы з в а н н ы х  внешними в о з 
действиями н в а р и а ц ия м и  п а р а м е т р о в ,  а след ова те льн о ,  т р е б у 
ет взаимной . : авпспмостп возд ей ст ви я  п вариаций  п а р а м е т р о в .

Рис. 53.

В простом с л у ч а е  одного вн еш нег о  во зд ейств ия  /, и 0 Д Н 0 1 0  

изменяюще гося  независимо от /,• п а р а м е т р а  ц,  ап е о лю тп а я  ип- 
варпаптп ость  иеремешюй ху ( 1 ) и м ее т  м е с т о  при

о, т: , ; ^ )  о.  ( 7 . 3 9 )

Учитывая  в ы р а ж е н и е  ( 7 .7 ) ,  у с л о в и я  (7 .39 )  при ^ м о ж н о  
предст ави м,  в виде

Г п (ч) ^  _ ^ _ у  . 7 ( 5 ) 0.  ( 7 . 4 0 )
°ч /

Условия (7 .40)  обеспечивают д в у к р а т н у ю  и нва ри ан тн о ст ь  в 
системе,  т. е. инвариантность  неременной к воздействию и и н 
вариантн ость  условий и нвар иан тн ости  к м а л о м у  и з м е н е н и ю  
п арам етра .



В общем с л у ч а е  при нескольких  в о зд ей ст ви ях  и в а р и а ц ия х  
нескольких  п а р а м е т р о в  (7 .38 )  могут  б ы ть  получены более с л о ж 
ные  формы д в у к р а т н о й  инвариантности.

7.3.  Ф и з и ч е с к а я  реа л из у е м ос т ь  
у с л о в и й  абсолютной инвариантности

Л ю б а я  д и н а м и ч е с к а я  система  д о л ж н а  у д о в л е т в о р я ть  у с л о 
в и я м  устойчивости п грубости .  П о .т о м у ,  предп рин им ая  те или 
иные  меры по обеспеч ению абсолютной инвариантности  пере
менны х си сте мы к с и г н а л ь н ы м  или п ар ам ет ри ческ им  (в общем 
с л у ч а е -  о п е р а т о р н ы м )  во здействи ям с р ед ы ,  п р е ж д е  всего т р е 
б у е т с я  проверить,  не н а р у ш а ю т с я  ли при этом необходимые 
ус л о в и я  устойчивости  и грубости .  -н'-ходимыс

Ин ва риа нтн а  я  с и с т е м а  б у д е т  устойчива ,  если ее передаточ*

г к п ^ УНКШИ,» 1К'дС0ДСрЖаТ 1,олюсов* е ж а щ и х  в правой полупло
скости  корней.  А н а л и з  передаточных функций графа (3 4)
м е ж д у  всеми в е р ш и н а м и  лЧ, „ /г, к а к  это  п о к а з а н о  в и 3 2 по
з в о л я е т  с д е л а т ь  в ы в о д ,  что инвариан тн ая  с и с те ма  б уд ет  уст ой 
чивой, если о п р е д е л и т е л ь  гр аф а Д ( 5, ц )  не с о д е р ж и т  пулей 
л е ж а щ и х  в правой полу пл оск ости ,  п. к р о м е  того,  е сл и  п е р е д а 
точные функции в с е х  д у г  графа ,  не в х о д я щ и х  в контуры не 
и м ею т полюсов,  л е ж а щ и х  т а м  же.

ПР"  - . п о л п е н н и  ус л ов и й  абсолютной инвариантности  при
х од ит ся  с т а л к и в а т ь с я  с необходимостью решения  проблемы 
грубости  системы.  Н е г р у б о с т ь  очень часто  об ус ло вл ива ет ся

ч е с к о ^ Де,ШСМ С,,СТСМ’ Т' с * П0Ш,ЖС,,,№М п о р я д к а  ха рактеристп-  
полинома ,  п рои сх одя щ и м  при стремлен ии  выполнить 

у с л о в и я  абсолютной ин ва ри ан тн ости .  Ясно,  что н ег руб а я  си сте 
м а  не м о ж е т  б ы ть  ф изи ческ и  реа лиз ована .

Н и ж е  р а с с м о т р е н ы  нек отор ы е  ус лов ия  физической р е а л и з у е 
мости  абсолютной и нвар иан тн ости  в с и с т е м а х  уп р а в ле н и я  в 
за висимости  от то по логи че ск их  свойств этих  систем При этом 
в ы д е л и м  общие у с л о в и я ,  которым д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  спс- 

е м ы  во всех с л у ч а я х ,  а т а к ж е  некоторые  дополнительные  
у с л о в и я ,  которые  с в о й с тв е н н ы  тем пли иным формам инва ри 
антности .  *

Абсолютная  и н в а р и а н т н о с т ь  переменных к лю бым  во з 
д е й с т в и я м  /г д о с т и г а е т с я  при то ждес тве нн ости  нулю чувс тви 
тельности  переменной к  п а р а м е т р у  к а п а л а  во зд ейств ия  рг:

' * ' $(*)  ^ М х ' ) Л ( х )  ; 0.  (7 .41 )
Т о ж д е с т в о  (7 .41 )  в ы п о л н я е т с я ,  если I) /г =  0 ( Ф„, .#( ) ;  2) \т

Первый случаи у к а з ы в а е т  па возм ожн ость  реал из ац ии  пива- 
рнантности  в с и с т е м е  п у т е м  ус транения  источников внешнего  
во зд ей ст ви я ,  а  второй —  п редс тав ляющ ий наибольший интерес 
с  точки зрения  с и н т е з а  ав то м ат иче ск их  систем уп равл ен ия ,



и нв а ри ан тн ы х  к воздействиям прои зво льно го  вида ,  т р е б у е т  т а 
кого в ы б о р а  топологии,  с т р у к т у р  о п е р а то р о в  н п а р а м е т р о в  с и с 
темы.  чтобы соответствующие п е р е д а т о ч н ы е  функции с и с т е м ы  
были т о ж д е с т в е н н ы  нулю.

При f r ( s )  =  0 абсолютная  и н в а р и а н т н о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  р е а 
л из о в ан а  з а  счет свойств с и с т е м ы ,  если вы по л ня е т с я  у с л о в и е

V  V
=  д)  V  s-, (/)Л'Г(5, q) 0.  (7 . 4 2 )  

<1 ; ;

Если в графе системы у п р а в л е н и я  имеется  е ди н ст ве нн ы й  
путь  от в ер ш ин ы  г  к вершине  у ,  то  у с л о в и е  (7.42)  абсолютно] ' )  
инвариантности  переменной a v, имею щей  с м ы с л  ошибки ,  к л ю 
бо м у  во зд ей ст ви ю  /\ запишется т а к :

- ^ L ^ P ¡ r (s ,  i/) A-,, (s,  </) 0.  (7 .43) .

Тождество  (7 .43 )  дости гае тся  при ус л ов и и

Я. ,  (а. у)  Л.г (х, q)  О, Л (л*, q)  , 0  ( 7 . 4 4 )  

или Д (.S-, </) - > со, Р [Г (.V, q )  \..r (.S-, q)  t e .  ( 7 . 4 5 )

Условие тождественности  н у л ю  P-,>r¿\yr в ы п о л няе тс я ,  в о - п е р 
вых ,  в т рив иал ьн ом  случае  о т с у т с т в и я  пути,  что в ы я в л я е т с я  па  
топологическом ра нге  по а л г о р и т м а м  поиска  путей (см .  г л . 4 ) ,  
или при нулевой  передаче пути P y r ( s ,  q) ,  что у с т а н а в л и в а е т с я  
на п ар а м е т р и ч е с к о м  уровне  з а д а н и я  модели .

Если п у л е в а я  передача  пути о бес печ и вае тс я  в с л е д с т в и е  
ослаблени я  пер едачп  дуги ,  п р и н а д л е ж а щ е й  контурной ча с т и  
О'о, то м е н я ю т с я  определитель  г р а ф а  A (s ,  q)  и х а р а к т е р и с т и ч е 
ские  полиномы. При этом о п р е д е л и т е л ь  гр аф а с т а н о в ит с я  р а в 
ным о п ре д ел ител ю  подграфа ,  полученно го  у д а л е н и е м  д у г и  с  и с 
чезающей передаче! ) ,  и вопросы ус тойч ивости  и грубо сти  д о л ж 
ны р е ш а т ь с я  с учетом ко нкр етн ых  с т р у к т у р  оп ераторов  и з н а 
чений п а р а м е т р о в  д.

Во -вторых ,  ус лов ие  (7 .44)  в ы п о л н я е т с я  при о б р а щ е н и и  в 
нуль  минора  пути

A , r ( s ,  q)  0 .  ( 7 . 4 6 ’)

К а к  это  с л е д у е т  пз с к а з а н н о г о  в ы ш е  (§  3 .0 ) ,  о б р а щ е н и е  в 
нуль  любого  минора  приводит  к ка ч е с т в е нн о м у  изм ен ен и ю  
свойств  контурной части - - в ы р о ж д е н и ю  о пре д ели те ля ,  т. с.  к 
ум ен ьш ению числа  его членов,  что в ы з ы в а е т  во всех  п р а к т и ч е 
ски в а ж н ы х  с л у ч а я х  понижение п о р я д к а  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  
полинома ,  и с и с т е м а  становится  негр убой .  П о с к о л ь к у  при э т о м  
не в ы п о л н я е т с я  одно пз основных тр ебова ний  к д и н а м и ч е с к и м  
си с т е м а м ,  т а к а я  система  я в л я е т с я  неработоспособной.



С л е д о в а т е л ь н о ,  р е а л и з а ц и я  абсолютной инвариантности  в 
с и с т е м е  за  счет  вы п о л н е н и я  условия  (7.46)  н е во зм о ж на ,  т а к  
к а к  приводит  к не гр убои  системе .

Р а с с м о т р и м  в к а ч е с т в е  прим ера  граф (рис.  5 4 ) ,  контур А', 
которого ,  о б р а з о в а н н ы й  д у г а м и  (2.1{) и (3 .2 ) ,  имеет передачу

+  1. Пут ь  от в озм ущ аю щ ег о  
воздсГк'Твпя /1 до  в ы х ода  си 
стемы //, не к а с а е т с я  единич
ного ко нтур а ,  следовател ьно ,  
выход //[ абсолютно инва ри ан 
тен К /;  при абсолютно точной 
реализации у сл ов ия  
=  èo3/e3^ = l .  О д н а к о  при этом 
происходит в ы р о ж д е н  не о п ре
дел ителя  графа ,  т.  е. п о н и ж а 
ется поря док  полинома  числи
теля.  Из в ы р а ж е н и я  (3.51)  

с л е д у е т  Д,ф=  —1\.,--К:, =  1)л где 1) (T-24s -\-1 ),
( Т’54S — 1 ) , Д ,  щ, =  k'>[k^Ji^krA ( ^ 24*s‘ "h 1 ) Г  ^52̂ 4:^24̂  (T + 1 ) • I 1орЯ- 
д о к  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  по линома  /): !„,» р ав ен  д в у м ,  т. е. о б р а 
щение  в единицу  п е р е д а ч и  к о п и  ра /\, приводит к понижению 
п о р я д к а  полинома .

I ф а к т и ч е с к и  а б со лю тно  точно р е ал из о ват ь  усл овие  Д' ( 1 
н ев озм ож но ,  по этому  п о ло ж и м ,  что I - Л', =  }-\ где !•* — сколь  
уг о д н о  м а л а я  вел ич ина  неопределенного  ш а к а .  Х а р а к т е р и с т и 
ческий полипом неточно реализованной си ст ем ы  имеет вид

/л =  ч- (̂7 7̂-̂ -f- T . i T , J \ s '  -

■! [k2ik J ! j t :J ' , i +  /?:V;k ^ , ,  +  U T ^ +  Г2 ! +  7’.,.).v +
-i- ( î  +  k , tk , , k M -

При к - >0 происходит  пониже ни е  порядка  и одни корень у х о 
д и т  и бесконечность.  О д н а к о  полученная абсолютно пнг.арпапт- 
пая  система  н е г р у ба ,  т а к  к а к  при неточной реал из ац ии  си сте 
м ы  раз н и ц а  е м о ж е т  с т а т ь  отрнцатс 'лыюн, один корень полино
м а  Д ,  с о т р и ц а т е л ь н ы м  коэффициентом при старшей степени 
о к а ж е т с я  в правой полу пл оск ости ,  и си с т е ма  с т а н е т  неустой
чивой.

Теоретически  абсолют нам инвариантность м о ж е т  быть д о с 
т и г н у т а  при вып олнении у с л о в и я  (7.45) или у с л о в и я  более о б 
щего ,  к о гд а  о п р е д е л и т е л ь  гр аф а стремится  к бесконечности б о 
лее  высо ког о  п о р я д к а ,  чем чиелпгел! . :

AtH"r ' -■ , а \ Л , г ) ‘ ' - -о ,  V - .  1. (7 .47)

При выполнении у с л о в и я  (7 .47)  передача к а н а л а  Ф * г. а ц с л у 
чае  одн окан ал ьности  и с и с т е м ы  Ф г ст р ем итс я  к н\лю по
р я д к а  v:

Рис. 54.



!) р е з у л ь т а т е  чего в ы н у ж д е н н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  переменной в ы 
хода ¡/у, имеющей смысл о ш иб ки  пр еоб р аз ова ни я ,  т о ж д е с т в е н 
ны пулю при воздействиях  ур о в е н ь  которых р а в е н  б е с к о н е ч 
ное'!]! ( у  1 ) -го порядка .  При этом по ан ал огии  с ас тат п . змо м  — 
нивариан тноетыо  на пулевой ч аст оте  - м ожн о  говорит! » оо а б 
солютной инвариантности у - го  п о р я д к а .

Вопросы влияния  д\т с бес ко неч н ы м  ус плспн ем  на п е р е д а 
чи гр аф а реш аю тся  но м о д е л я м  стр ук турн о -т о п о ло ги ч еск о го  
ур овня  определенности (см .  §  3 . 7 ) .  В гл. 4 приво дит ся  а л г о р и т м  
определения  кратности пулей и полюсов п е р е д а т о ч ны х  ф у н к 
ции, который в частном с л у ч а е  м о ж е т  быт ь  и сп о л ь зо в ан  д л я  
определения  кратности у пер еда точно й функции Ф г , ( я ) .

При реал иза ции  абсолютной инвариан тности  за  счет  б е с к о 
нечно большого  коэффициента уеплепии во з н и к а е т  п р о о л е м а  
устойчивости.  В ' л ом  нахо дит  св о е  о т р а ж е н и е  одно из пр ин ци
пиальн ых  противоречий си ст ем  с обратной с в я з ь ю  п р о т и в о 
речие м е ж д у  качеством в ы н у ж д е н н ы х  и со бств енных  д в и ж е н и и .

Р я д  теоретических  з а д а ч ,  с в я з а н н ы х  с р а з р а б о т к о й  одно- и 
м погосвяз пы х систем у п р а в л е н и я ,  у ст ойч ивых  при бесконечно 
большом коэффициенте у с и л е н и я ,  р еш а е т с я  в р аб о те  [ о 2 ] .  О д 
нако при практическом исп ользов ании  утих р е з у л ь т а т о в  с . : . ' чует  
помнить,  41 о модели систем у п р а в л е н и я  а д е к в а т н ы  р е а л ь н ы м  
ус т р о йст ва м  только  па о п ре д еле нном  конечном и н т е р в а л е  ч а с 
тот. Г.с.тн коэффициент усилени и 15 ка к о м -л и бо  контур» '  с у л е 
мы неограниченно во з р а с т а е т ,  то с у щ ес тв ен н ы м и  в с м ы с л е  
устойчивости становятс я  х а р а к т е р и с т  пкн си сте мы при т а к и х  
в ысо ких  част отах ,  где м о д е л ь  не со от в е тс т в у е т  р е а л ь но с т и  и не 
м о ж е т  с л у ж и т ь  предметом иссл ед ован ий  в с в я з и  с ц ел ям и ,  
п остав лен ным и перед системой уп рав ле нии .  П о в ы ш е н и е  д о о е с -  
кш кч по ст н  коэффициента у с и л е н и я  системы с ц ел ью  д о с т и ж е 
нии абсолютной инвариантности ,  т а к и м  обр азо м,  д о л ж н о  с о п р о 
в о ж д а т ь с я  непрерывным у то чн ен и ем  модели с и с т е м ы  15 об лас ти  
все боле е  и более  высоких  ч а с т о т  с соответству ющим у с л о ж н е 
нием операторов  д у г  ко ррек ци и ,  что реально  не м о ж е т  б ы ть  
сделано .  (Следовательно,  а б с о л ю т н а я  и нва ри ан тн о ст ь  за  счет 
бесконечно большого  коэффици ента  усилении п р а к т и ч е с к и  ие- 
р е а л н з у е м а .

Обеспечение  абсолютной ппва рн ап  I пости в о д н о к а н а .т ь н ы х  
с и с т е м а х  из-за введении к о н т у р а  А : 1 с еди ничным уси ле нием ,  
не с о при ка са ю щег ос я  с п у т е м ,  приводит  к и е г р у б ы м  р еш ен и ям  
в с л ед стви е  в ы рож де ния  о п р е д е л и т е л я  - с о к р а щ е н и я  единицы.  
М о ж н о  попы татьс я  с к о м п ен с и р о в а т ь  в ы р о ж д е н и е  еди н и цы  о п р е 
д е л и т е ля  дополнительным в в е д е н и е м  еще одного к о н т у р а  А ' с  
единичным отриц ательным ус и ле н и е м ,  к а с а ю щ е г о с я  пути и 
всех о ст ал ь ны х  контуров.  О д н а к о  по с у щ е с т в у  это  с л у ч а й  с и с т е 
мы с д в у м я  контурами,  у с и л е н и я  которых с т р е м я т с я  к е д и 
нице, а зинкп противоположны (см .  §  3 .6) .  Н е т о чн а я  р е а л и з а 
ция услови й А 1 1 =  1, А" ' =  1 приводит к изменени ю з н а к а



коэф ф иц иен та  при с т а р ш е й  степс  пи х а р ак тер и сти ч ес к ого  поли
н о м а ,  т. е. к потере устойчи вости .

Р а с с м о т р и м  граф с и с т е м ы ,  и зоб раже нны й  па рпс. 55а.  Пусть
требуетс я  обеспечить  аб солю т
ную инв ариантно сть  перемен-

М и н о р  пути Лб4=; 0 т а к ж е  не измелится ,  по ск ол ьк у  контур  Л'2 
в ы б р а н  к а с а ю щ и м с я  пути.  С ле д о в а т е л ь н о ,  по лученная  система  
а б с о л ю т н о  и нва ри ан тн а ,  о д н а к о  она пс б уд ет  работоспособной 
из - з а  негрубости .

З а м е т и м ,  что по луч ен на я  с и с т е м а  п р е д с т а в л я е т  собой экви-  
в а л е т '  си ст ем ы  с « к о с в е н н ы м  измерением в о з м у щ е н и й »  [42 ]  
Д е й с т в и т е л ь н о ,  15 систе ме  с ко св ен ны м измерением возмущений 
(рис.  55 е )  у слов ия  р а в е н с т в а  переменной вершины 6* в о з м у щ е 
нию }\ и комп енсации  р е а к ц и й  на  /] и л'с в в е р ш и т -  3  обуслов-

иой вершины 5 к возмущению 
/ь От воздей ствия  /, к ве рш и 
не 5 имеется  единственный 
путь /-*54, минор которого р а 
вен единице.  Если ввести  в 
граф д у г у  (2, 3 ) ,  а тем  с а м ы м  
контур К \ =  {(2, 3 ) ,  (3, 2 ) } ,  и 
обеспечит] .  А ' г -И ,  то минор 
пути Р 54 ст ан ет  р а в н ы м  нулю: 

I - - АI =  0. О дн ак о  при 
-у г о м  абсолютно ин ва ри ан тная  
система  ст ан ет  негрубой (рис. 
55,  о ) ,  т а к  к а к  происходит  в ы 
рождение  о п ре д ел и те ля  из-за 
потерн единицы, сокращаемо] ]  
с А, :

 ̂ ц а т е л ы ш м  уси ле нием :  Аг-*-— 1, 
который к а с а е т с я  и пути Р 54< 
и контура  А] (рис.  5 5 в ,  г , д ) .  
В со ста ве  определ  ителя за  
счет А2 появится  -4-1, а д р у 
гих дополнит ельны х с л а г а е 
мых не будет ,  т а к  к а к  А? к а 
саетс я  всех  контуров :

Введем в с и с т е м у  еще один 
контур А:- с единичным отри-

Рис. 55.

д .ф “  П т (1 — А', — А'. — А’.,) — 1 — А',.к | - ► +1л + 1  
л-Г > - I

л и в а ю т  А|-»- -И п А--*-— 1. О т с ю д а  след уе т  иная  интерпретац ия



свойств  си сте мы с к о св ен ны м  измерением в о з м у щ е н и и ,  о п и р а 
ю щ а я с я  на топологическую ф о р м у л у  д л я  п е р е д а ч и  и сво йст ва  
контуров  п путей графа.  О дн овр ем ен н о  п о лу ч е н ы  несколько  
э к в и в а л е н т н ы х  но сво йст ва м  топологии систем.

В а ж н о  т а к ж е  отметить,  что у к а з а н н а я  с х е м а  м о ж е т  обеспе
чить и иолиинвариаптность ,  т. с. и нв а ри ан тиост ь  переменной 
вершины к нескольким в о з д е й с т в и я м ,  п р и л о ж е н н ы м  к системе  
т а к и м  обр азо м,  что пути от их точек  пр ил о ж ен ия  д о  вершины
5 не к а с а ю т с я  контура Д’ |—► + !  и к а с а ю т с я  к о н т у р а  /v>—►— 1 
(рис. 55 t » ) .

В ы ш е  рассмотрены р а з л и ч н ы е  в озм ож ност и  реа л из ац ий  
условий абсолютной и нвар иан тн ости  в о д н о к а н а л ь н о м  с л у ч а е  и 
ус тан овлено ,  что во всех  в а р и а н т а х  а б с о л ю т н а я  и н в а р и а н т 
ность п е р е а л п з у с м а  из-за не гр уб ост и  или потери устойчивости.  
(Следует иметь в виду ,  что х о т я  при единстве нно м к а п а л о  аб с о 
л ю тн ая  инвариантность н е д о с т и ж и м а ,  р а с с м о т р е н н ы е  ср е д с т в а  
(о сл аб лен и е  воздействия ,  п ер ед ачи  пути, у м е н ь ш е н и е  минора  
пути и увеличение  о п р е д е л и т е л я )  широко п р и м е н я ю т с я  д л я  
обеспечении м а л ы х  ошибок ,  т.  е. и нвар иан тн ости  до  к [50,  
65.  8 8 ] .

Д о п о л н и ( с ль н ы е  к а н а л ы  переда чи  во здейств ий  в сис т е м а х  
у п р а в л е н и я  могут  быть полу чен ы  в р е з у л ь т а т е  и зм е н е н и я  с в я 
зей си ст ем ы  со средой п у т е м  измерения  в о зд ейст ви й ,  к  которым 
тр е б у е тс я  обеспечит! ,  инв а ри а н т н о ст ь ,  что имеет  м ес то  в к о м 
бинир ованных  системах,  а т а к ж е  за  счет и зм ен ени я  топологии 
са мой  си сте мы  путем в в е д е н и я  необходимых в н у т р е н н и х  с в я 
зей, что возможно,  напри мер ,  в м ногосвяз ны х с и с т е м а х  у п р а в 
ления .

При \1Г (s ,  ц ) ф 0 в с и с т е м а х ,  имеющих конечн ое  з н а ч е 
ние коэффициентов передач  д у г ,  выполнение  у с л о в и я  (7.42)  
во зм о ж н о  при ^ 2 ,  т. е. при наличии не м е н е е  д в у х  к а н а 
лов  плн путей передачи д л я  к а ж д о г о  в о з д е й с т в и я  (принцип 
многока нальпости  В. Н. П е т р о в а ) .  Если д л я  к а ж д о г о  из в о з 
действий вы д ел ить  один ко мпенсир ую щий  к а н а л ,  то  п е р е д а т о ч 
ная функция  прямого  к о м п ен си р ую щ его  пути,  о б р а з у ю щ е г о  этот 
к а п а л ,  д о л ж н а  быть  физически  осу щ ес тв им а .

Д л я  получения тр еб уем ой  передаточной функц ии  ко м п енси 
рующ его  к а п а л а  дли ко м п е н с а ц и и  основного (н е и з м е н я е м о г о ) ,  
во-первых ,  могут  це ле н а п р а в л е нн о  и зм ен ят ьс я  с т р у к т у р а  и п а 
р а м е т р ы  передачи путей з а  сч ет  изменения  п ер ед ач  д у г ,  не в х о 
д я щ и х  в контурную часть,  т. е. изменения  п е р е д а ч  с в я з е й  с и 
с т е м ы  со средой.  В этом с л у ч а е  определитель  г р а ф а  А и его  м и 
норы не претерпевают изменени й.  Устойчивость инвари антной  
си стемы  опреде ляется  ус то йч иво ст ью  системы д о  ф о рм иров а ни я  
переда ч  компенсации и ус то йч иво ст ью  ее дуг .

Во -вт оры х ,  передачи к о м пен си рую щ их  к а н а л о в  м о гу т  быть 
изменены путем изменения оп ер а торов  п п а р а м е т р о в  д у г ,  в х о 
д я щ и х  в контуры,  что и з м е н я е т  опред ели тел ь  г р а ф а .  Эт от  спо



соб р е а л и з а ц и и  абсолютной инвариантности  з а т р а г и в а е т  ус то й 
чиво сть  си ст ем ы .

И н в а р и а н т н о с т ь  к о о р д и н а т  к известным в о зд ейст в и ям .  Эта
фо рм а  инвариантно сти  к о о р д и н а т  может  быть р е а л и з о в а н а  п” - 
тем  в з а и м н о й  компенсации вл и я н и я  воздействии при

1 1 ; Г

v î , î , ( S) V î) ; , ( M ) a ; , ( S, о, (7.4»)
Г 1 I \
* \г

V /^ ; , (s, ,/)д',(Х, </) ,, о, /;;-2, t y - \ ,

/ 1

т. е. т р е б у е т  наличия полной информации о в о зд ей ст ви ях  и сне- 
1 е м а х .

П а р а м е т р и ч е с к а я  и нв а ри а н т н о ст ь  при нулевой ч у в с т в и т е л ь 
ное n i .  И н ва р иан тн о ст ь  п е р е м е н н ы х  к неизвестным м а л ы м  в а 
рил и ним п а р а м е т р о в  при произ вольных  возд ей ст ви ях  р е а л и з у 
ет ся  и с и с т е м а х  с нулевой чувствительностью,  если в ы п о л н я е т 
ся  у с л о в и е

^  v  ~̂S’ (?о) (/о) ¡-'Ъ +

+  ? . ) - « / ( * ,  i„)| "• (7.50)

У сл ови е  (7 .50 )  м о ж е т  в ы п о л н я т ь с я  в одно- и мн ог ока нал ьн ы х  
с и с т е м а х ,  если п ар ам ет р  q,  не входит  в со ответс твую щие  пути, 
м иноры и о преде ли тел ь  г р а ф а ,  а  т а к ж е  в тех с л у ч а я х ,  ко гда  
д л я  к а ж д о г о  из к а н а л о в  в ы п о л н я е т с я  условие

[ * V 'п (« .  <7о) +  Л'у7" ( я ,  </«) — -s’ î ( s .  </„)] 0. (7.51)

В м н о г о к а н а л ь н ы х  с и с т е м а х  в о з м о ж н а  н у л е в а я  ч у в с т в и т е л ь 
ность к п а р а м е т р у  в с л е д с т в и е  взаимной компенсации вл ияния  
о т д е л ь н ы х  к а н а л о в  (7 .50 ) .

В с и с т е м а х  с беск онечн ым коэффициентом передачи со 
о т в е т с т в у ю щ и х  д у г  гр аф а при Л (s,  q0) ->oo  имеет  место н у л е в а я  
ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  к и зм енен иям  параметро в .

П а р а м е т р и ч е с к а я  и нв а ри а н т н о ст ь  из-за вза им ной ко м п е нс а 
ции. В  т а б л .  7.2 п о к а з а н ы  раз л и чн ы е  формы пар ам етри ческ ой  
нив а р и а н т н о с т и  всл ед ст ви е  вз аи мной  компенсации вл ия ни я  из 
менений п а р а м е т р о в ,  в о зд ей ствий  пли п ар ам ет ро в  и воздействии 
од н о в р е м ен н о  при ненулево й чувствительности к п а р а м е т р а м .

Н а и б ол ь ш и й  интерес п р е д с т а в л я ю т  формы инвариантности  
за  счст  взаи мн ой  к омпен са ции  известных изменении н ес ко ль
ких п а р а м е т р о в  системы при выполнении у слов и я  (7 .3 4 ) ,  к о 
т о р ы е  р е а л и з у ю т с я  в целом  р я д е  с а м о н а с т р а и в а ю щ и х с я  сис 
тем .



7.4. Цели систем и т р еб ов а ни я  
к пр оцесса м уп р ав лен и я

К а ж д а я  система  у п р а в л е н и я  в ы п о л н я е т  с а м о с т о я т е л ь н ы е  
функции и обеспечивает  д о с т и ж е н и е  з а д а н н ы х  целей у п р а в л е 
ния в усл ов иях  ее причинно-следственного  в з а и м о д е й с т в и я  с 
внешней средой и во з м о ж н о г о  изменения  р я д а  п а р а м е т р о в  в 
процессе эксплуат  ацпи.

На  к а ж д ы й  у п р а в л я е м ы й  процесс в о з л а г а ю т с я  с а м о с т о я 
т е л ь ны е  функции« с в я з а н н ы е ,  на пример,  с ге н е р и р о в а н и е м  и 
преобр аз ова ние м я к р г н н ,  переносом потоков ж и д к о с т и  п г а 
зов,  Формообразованием т в е р д ы х  тел .  перед ач ей  и пр ео браз о 
ванием информации п т. д.

Цели упра вл ен ия  о п р е д е л я ю !  необходимое  повед ен ие  систе 
мы уп р а в ле н и я ,  т. е .  необхо дим ый закон и зм ен ен и я  з а д а н н ы х  
перемен ных  или некоторых х а р а к т е р и с т и к  с и с т е м ы  у п р а в л е 
ния в у с л о в и я х  еч'  п р чч ь н п о- с ле д е г в е иного в з а и м о д е й с т в и я  с 
внешней средой.

В р я д е  с л уч а ев  па первом у ю н е  п р о е к т и р о в а н и я  можно 
определим»  идеальные  цели управле ни и,  н а п р и м е р  воспро изв е
дение  с нулевой ошибкой у п р а в л я ю щ и х  в о зд ейст ви й  или неко
то рых  функций от них. п у л е в у ю  ч у в с т в и т е л ь н о с ть  к в о з м у щ а ю 
щим во здействиям н п о м е х а м ,  ав тоном ность  о т д е л ь н ы х  пере
менных системы уп р а в ле н и и  к некоторым в о з м у щ е н и я м ,  п у л е 
вую чувствительн ость  к и зм ен ен и ям  п а р а м е т р о в  о б ъ е к т а  у п р а в 
ления ,  вы пус к  всей прод укц ии выс шего  к а ч е с т в а  п т. д.

К а к  правило,  и д е а л ь н ы е  цели у п рав ле нии  не м о гу т  быть 
до ст игн ут ы в си сте мах  у п р а в л е н и я  пз-за физической нереали- 
з у е м о с т ’и так их  систем,  большой мощности у п р а в л я ю щ и х  у с т 
ройств,  высокой их стоимости ,  большого  ве са ,  г а б а р и т о в  п т. д. 
Ч а с т о  идеа льные  цели у п р ав лен и и ,  н ап ри мер  и д е а л ь н ы е  вос
произведения  у п р а в л я ю щ е г о  во зд ейств ия  п п у л е в а я  ч у в с т в и 
тельность  системы к п о м е х а м  па этом ж е  в х о д е  о к а з ы в а ю т с я  
противоречивыми и по эт о м у  принципиально но м о г у т  быть  одно
временно реализованы в да нно й системе  у п р а в л е н и я .

М о д е л и  целей у п р а в л е н и я  М* ц е л е с о о б р а з н о  п р е д с т а в и т ь  
в в и д е  идеальной (э та лонно й )  матрицы ч у в с т в и т е л ь н о с т и  п е р е 
м е н н ы х  си сте мы к п а р а м е т р а м  к а н а л о в  п е р е д а ч и  во здействий :

М 5 - > 7 ; Г -
Т а к и м ^ о б р а з о м ,  э л е м е н т а м и  ТЦ , *; — 1.............;«■; г  — 1, . . .  , /,

м ат рицы  Т Т  я в л я ю т с я  и д е а л ь н ы е  ре ак ции  с и с т е м ы  на о т д е л ь 
ные  во зд ей ст ви я .  В о б л а с т и  изо б р аж ен ий  элемент) . !  матрицы 
Т ? 1 (£г)« гд е  £  .л' в с л у ч а е  п р е об р а з ов а н и я  по Л а п л а с у  ф у н к 
ции непреры вного  в р е м е н и ,  ¿¡' ~ в с л у ч а е  ^ - п р е о б р а з о в а н и я  
фу нкц ий  д и ск рет н ог о  в р е м е н и ,  п р е д с т а в л я ю т  собой п рои з ве 
д е н и я  изобра жен ий в о з д е й с т в и й  па э т а л о н н ы е  о п е р а то р ы  пре
обр аз о ва н ии .  Напр имер ,  е с л и  с т а в и т с я  з а д а ч а  во с п ро и з в е д е ни я



во з д е й с т в и и  / г в ы х о д о м  с о о т в е т с т в у ю щ и й  э л е м е н т  и д е а л ь 
ной м а т р и ц ы  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  б у д е т  т о ж д е с т в е н  и з о б р а ж е 
нию в о з д е й с т в и я :  7 У  ( £ ) - ' - / ,  ( £ ) ;  если т р е б у е т с я  п о да вл ен ие  
в о з д е й с т в и я  / г на в ы х о д е  у . (, то Т;Х В том с л у ч а е ,
к о г д а  п е р е м е н н а я  у^  д о л ж н а  п р е д с т а в л я т ь  собой з а д а н н о е  н е 

т р и в и а л ь н о е  п р ео б р аз ова ни е  Ф тг в х од а  / , ,  э л е м е н т  идеал ьной  
м а т р и ц ы  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  и м е е т  вид

Ц ? ( ё ) & г { ё ) / г ( ё ) ,  

г д е  Ф 1Л м о ж е т  обозначать  о пера ци ю  инт егр ир ования ,  д и ф ф е 
ренцирования  и т.  п. Если 
на не к о т ор у ю  функцию 
ч увс тв ител ьн о ст и  си ст ем ы  
Т 1г, т. е.  реакцию в ы х о д а  
у т на во зд е йс т в и е  / , ,  не 
н а к л а д ы в а е т с я  н ик ак их  
ограничений,  м о ж н о  пр и
н я т ь  ТЦ*

Т а к и м  образо м ,  м а т р и 
ца и д еа л ьн ы х  функций 
чувствительности  я в 
л я е т с я  ф ормализа ци ей  це
лей уп р а в ле н и я  и х а р а к 
тер изу ет  и д е а л ь н у ю  р а с 
ширенную си ст ем у .  К а к  
у к а з ы в а л о с ь ,  при р а с 
смотрении моде ли  целей 
уп р ав лен и я  нас  не б у д у т  
интересовать  пр об лем ы 
физической р е а л и з у е м о 
сти системы.

Д и н а м и ч е с к и е  с во й ст 
ва  а в то м ат и ческ и х  систем 
уп р ав лен и я  ц е ле с о о б р а з 
но д л я  всех  в ы х о д н ы х  пе
ременных оцени ва ть  по 
процессам,  имеющ им 
с м ы с л  ошибок,  а не по в и 
д у  реакции с и с т е м ы  на 
то или иное во зд ейств ие  
[ 6 5 ] .  В к а ч ест ве  и лл ю с т 
рации на рис. 56 п о к а 
за н ы  перехо дны е процес- 

„„„ сы  у у ( 1)  и ош ибки в
с и ст ем е  у п р а в л е н и я  при о т р а б о т к е  ступенчатого у п р а в л я ю щ е г о  
в о з д е й с т в и я  (рис.  5 6 а ) ,  о т р а б о т к е  уп р а в ля ю щ е го  во зд ейств ия
192

Рис. 56.



с  постоянн ыми  скоростью 1Г( 1 ) = 1 Г[1 (рис.  566 )  и у с к о р е н и е м  
/ , ( 0  =  0,5 /гг*2 (рис.  56в) без  у с т а н о в и в ш е й с я  ошибки и при 
наличии ее.

Ф из ич еск и е  переменные р е а л ь но й  а в т о м а т и ч е с к о й  с и с т е м ы  
у п р а в л е н и я ,  соответст вую щие о ш и б к е  еуг, м о гу т  б ы ть  в ы д е л е н ы  
толь к о  в простейших с л уч а ях ,  н а п р и м е р  в о дн о ко нту р н ы х  с и с 
т е м а х  с едиидчной отрицательной об рат но й  с в я з ь ю  или в д р у 
гих с и ст ем а х ,  пр иводящих ся  к ним.  Д а ж е  в простейшей о д н о 
контурной с и с т е м е  с  неединичной о б р ат но й  с вяз ью  в я в н о м  
виде  о т с у т с т в у е т  переменная ,  х а р а к т е р и з у ю щ а я  п е р е х о д н у ю
ош иб ку  в у г ( 0 -

Рнс, 57.

С уч ет ом  ск аз а нн ого  при р а с с м о т р е н и и  пр ичи нно -следствен-  
ных мо де лей  систем уп р ав лен и я  в м е с т е  с  и д е а л ь н ы м и  ц е л я м и  
у п р а в л е н и я  целесообразно вве с т и  п оня тие  мат рицы  ч у в с т в и 
тельности  ошибок ,  получаемой в р е з у л ь т а т е  ср а в н е ни я  м а т р и 
цы функций чувствительности  п е р е м е н н ы х  расширенной с и с т е 
мы у п р а в л е н и я  к п а р а м е т р а м  к а н а л о в  передачи в о з д е й с т в и й  
Т$1’ и ид еал ьн ой  матрицы ч у в с т в и т е л ь н о с ти  (рис.  5 7 ) :

П \ = П ? - Т Ц ,  т =  1 ..............14 г  =  \.................I. ( 7 .5 2 )
С у ж д е н и е  о качест ве  си ст ем  у п р а в л е н и я  по п е р е м е н н ы м  

ош ибок  и на основе  их функц ий  ч ув с т в и т е л ь н о с ти  Т$,  н о сит  
общий х а р а к т е р  и об е с пе ч и в а е т  о д н о з н а ч н о с т ь  оцен ок  с и с т е м  
при р а з л и ч н ы х  в о зд ей ст ви ях .

В том с л у ч а е ,  к о г д а  и м е е т с я  н е н у л е в а я  у с т а н о в и в ш а я с я  
с о с т а в л я ю щ а я  ошибки ,  п е р е х о д н а я  с о с т а в л я ю щ а я  ошиб ки р а в н а  
разности с у м м а р н о й  ошибки £тг и у с т а н о в и в ш е й с я  ош ибк и  57густ: 
®7гп«р ( 0  =  ©тг(^)  — у с т ( 0 .  В ы д е л е н и е  у с т а н о в и в ш и х с я  е 7 Г уст 
или в частном  с л у ч а е  с т а т и ч е с к и х  е7/. (сю)-ошибок  в м а т р и ц а х  
функций чувс тви тельн ос ти



7**7__ Г*Т I т ‘7l  рг —  t  ç r уст “г  / ¡Зг пер (7.53)

п о з в о л я е т  отдел ьно р а с с м а т р и в а т ь  критерии к а ч е с т в а  систем 
в у с т а н о в и в ш и х с я  и п е р е х о д н ы х  р еж и м ах .

Д л я  количест вен ной  оценки свойств U% систем . у п р а в л е 
ния  ( ф = 5 ) ,  си стем  со с в я з я м и  с внешней средой  (<р— 2FSF)  
и р ас ш и рен н ы х  си с т е м  (<р =  /?) испол ьзуются  оценки частных 
моде лей  и х а р а к т е р и с т и к  М^и  — р а з н о о б р а з н ы е  п о ка за тел и  и 
кри те ри и  к а ч е с т в а  J t [ M u9u  ] и обобщенные критерии (ф ун к
ц и о н а л ы )  J j ,  п о ст р о ен н ы е на  частных к р и т е р и я х  /,-. Н а  к р и т е 
рии к а ч е с т в а ,  в ы ч и с л е н н ы е  на основе ч а с т н ы х  моделей  и х а р а к 
т е р и с т и к  р а з л и чн ы х  р а н г о в  неопределенности ( г ) ,  г  =  1, 
2,  3,  р а с п р о с т р а н я е т с я  понятие  ранга .

По час тны м  м о д е л я м  М “и  оценивают с в о й ст ва  U s  с ам их  
си с те м :  по м н о ж е с т в у  к о н т у р о в  Ж и м н о ж е с т в а м  2? з, 
и н д е к с н о м у  в ы р а ж е н и ю  д л я  опред елител я  оп ре д е ля ю т  число 
к онту ро в ,  особенности их  соп рикаса ни я  и св яз а нн ост и ;  по 
ч а с т н ы м  м о д е л я м  в т о р о г о  р а н г а  типа с и м в о л ь н ы х  вы р а ж е н и й  
д л я  Определителей,  х а р а к т е р и с т и ч ес к и х  по линомов  у с т а н а в л и 
в а е т с я  с т р у к т у р н а я  ус то йч иво сть ,  о п ред еля ет ся  поря док  систе 
м ы ;  по т а к и м  полн остью  определенным х а р а к т е р и с т и к а м ,  к а к  
о п ред ел и тел ь  Д ( $ ) ,  х ар ак те ри с ти ч ес к ий  полином D ( s ) ,  м а т р и 
ц а  коэффициентов  А,  ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а  э кв ивалентной  
одноконтурной р а з о м к н у т о й  системы W3( j i o )  =  &( j i ù)~\  оцени
в а ю т с я  степень  и з а п а с ы  устойчивости.  Ф ун к ц и и  ч у в с т в и т е л ь 
ности  T# и T w  о п р е д е л и т е л я  Д к оп е ра то р а м  контуров  и д у г  
по зв о ля ю т оценить  в л и я н и е  особенностей топологии системы и 
ва р и а ц и й  операто ров  на с в о й ст в а  к онтур ны х  частей.  По оцен
к а м  част н ы х  м о де л ей  M s u  м о гу т  быть у с т а н о в л е н ы  ф ак ты  не- 
груб ост и  системы.

Ч а с т н ы е  м оде ли  M ug- sFU (  1) позволяют опред ели ть  число 
к а н а л о в  передачи в о з д е й с т в и й  и р е а л и з у е м о с т ь  абсолютной 
инвариантн ости ,  н ай ти  части  системы,  ко то ры е  полностью не
у п р а в л я е м ы  и н е н а б л ю д а е м ы  по различн ым  в х о д а м  и в ы х о д а м ,  
у с т а н о в и т ь  позиции о т д е л ь н ы х  д у г  по отношению к п утям  
и т.  д .  П о к а з а т е л и  к а ч е с т в а ,  вычисленные по ча с т н ы м  м о де л ям  
M y s F u ( 2)  типа  с и м в о л ь н ы х  вы р а ж е н и й  д л я  передаточны-м 
функций систем O v, f s ) ,  х а р а к т е р и з у ю т  физич еск ую о сущ ест ви 
мо с т ь  услови й а б со лю тн ой  инвариантности ,  а с т а т и з м  к ан ал о в .  
По час тн ы м  м о д е л я м  M ^ - sfu (3 )  вы числя ю тся  точность,  к о л е 
бател ьн ост ь ,  р е з о н а н с н а я  ч аст ота ,  полоса п роп ус ка ния ,  п р я м ы е  
п о к а з а т е л и  к а ч е с т в а  и др .

Критерии к а ч е с т в а ,  выч ислен ные  на основе част ны х м о д е 
лей  M aRU ( 3 ) ,  н а п р и м е р  функций чу вс тв ит ел ьн ост и  выходо в  к



п а р а м е т р а м  к а н а л о в  воздействи й ,  по зв о ля ю т оценить  основные 
и дополни тел ьны е  процессы.

В пр ак ти чес ки х  п о с т а н о в к а х  з а д а ч  в а ж н о й  с о с т а в л я ю щ е й  по
ня тия  к а ч е с т в а  систем я в л я е т с я  с л ож н о с т ь  с и с т е м  уп р а в ле н и я .  
М о ж н о  говорить об о ц е н к а х  сложности  то пол огии  (например,  
число д у г  ко ррек ци и ) ,  с т р у к т у р ы  оп ер а торов  ( н а п р и м е р ,  поря
д о к  дифференциального  у р а в н е н и я ) .  Н е к о т о р ы е  до полн ител ь
ные  оценки сложности  в в о д я т с я  и на п а р а м е т р и ч е с к о м  ранге 
моделей  (например ,  пас сивно сть  ко ррекции ,  поло са  частот 
и т. д . ) .

В  к а ж д о й  конкретной з а д а ч е  а н а л и з а  или с и н т е з а  систем 
у п р а в л е н и я  исходя  из поста нов ки  з а д а ч и ,  т р е б о в а н и й  к  о тд ел ь
н ым  п о к а з а т е л я м ,  в ы ч и с ли т е л ь н ы х  особенностей ,  а т а к ж е  учи
т ы в а я ,  что р я д  кр итери ев  х а р а к т е р и з у ю т  пр иб л и зи те льн о  одни 
и те  ж е  стороны к а ч е с т в а  процессов,  в ы б и р а е т с я  свой в е к т о р 
ный критерий к а ч е с т в а  1, ко мпон ен там и  к о т о р о г о  я в л я ю т с я  те 
или иные  част ные  критерии /„ подробная  с х е м а  получения  к о 
то рых  о б с у ж д а е т с я  ниж е .  З а д а н и е  ве кт о р но го  к р и т е ри я  I с 
у к а з а н и е м  э к ст рем из ац ии ,  наприм ер  м и н и м и з а ц и и  всех  ч ас т 
ных критери ев  /*, з а в и с я щ и х  от п а р а м е т р о в ,  с т р у к т у р  о пер а
торов  и топологий систем ,  п р е д с т а в л я е т  з н а ч и т е л ь н у ю  опре де 
ленность  требований к к а ч е с т в у  процессов у п р а в л е н и я ,  т. е. к 
степени д о ст и ж ен ия  и д е а л ь н ы х  целей с и с т е м ы  и к а ч е с т в у  сис
т е м  в  целом.

В с л у ч а е  единственного  кр итерия  / или и нт е г р а л ь н о г о  кри
тер ия  / лучшей сч ит а ет ся  т а  из с р а в н и в а е м ы х  м е ж д у  собой 
систем ,  у  которой з н ач ен ия  I  или /, н ап р и м е р ,  меньше.

Вве де н ие  векторного  к р и т е р и я  к а ч е с т в а  I д л я  оценки оши
бок систем вносит  оп ред елен н ую  сп еци ф ику  ^при с о п ост ав л е
нии систем с о д и н а к о в ы м и  це ля ми  м е ж д у  собой.  С у щ е с т в е н н ы м  
отличием векторного  с л у ч а я  я в л я е т с я  то, что д в е  си ст ем ы  м о 
г у т  быть  не с р а в н и м ы м и  гю в ек торно м у  к р и т е р и ю ,  к о г д а  одна 
из них  лу чш е  по одним,  ч а с т н ы м  к р и т е р и я м ,  а д р у г а я  — по 
др у г и м .  М н о ж е с т в о  вс ех  си сте м ,  н е с р а в н и м ы х  по век то рно му  
критерию,  о б р а з у е т  м н о ж е с т в о  (о б л ас ть )  П а р е т о .

Требования к качеству  процессов и инвариантность до е. 
П о л н а я  определенность  тр еб ов а ни й  ( м о д е л и  тр ебов а ни й  М т ) 
до с т и га е т с я  послё у с т а н о в л е н и я  д о п у с т и м ы х  зн ачен ий  принятых 
час тн ы х  критериев  /<. Если д о п у с т и м ы е  з н а ч е н и я  ч а с т н ы х  кри
териев  обозначить  /¿т , то  тре б ов а ни я  к к а ч е с т в у  процессов в ы 
р а ж а ю т с я  в виде  си ст ем ы  н ер ав ен ст в :

к<;;
(7 .54 )

Т а к и м  образом,  м о д е л ь  т р е б о в а н и й М т к с и с т е м а м  у п р а в л е 
ния  о к а з ы в а е т с я  описанной в т ер м ин ах  к р и т е р и е в  кач ес тва ,



о г р а н и ч и в а ю щ и х  степень  отк ло нен ия  процессов от и д е а л ь н ы х  
целей у п р а в л е н и я .  К а к  говорил ось  в ы ш е  (см.  §  1.6) ,  особенно
стью т а к о г о  описан ия  систем я в л я е т с я  то.  что при этом с о х р а 
н я ется  б о л ь ш а я  неопр еделенность  относительно топологии,  
с т р у к т у р ы  о п е ра то р о в  и п а р а м е т р о в  тех  систем,  которые  при
н а д л е ж а т  М т.

М о д е л ь  т р е б о в а н и й  к с и с т е м а м  уп р а в ле н и я  М т м о ж е т  в ы р а 
б а т ы в а т ь с я  постепенно и ут о ч н я т ь с я  в процессе синтез а  и про
е к т и р о в а н и я .

Т р е б о в а н и я  к  с и с т е м а м  у п р а в л е н и я ,  в ы р а ж е н н ы е  в виде  
(7 .5 4 ) ,  в  п р о с т р а н с т в е  ч а с т н ы х  критери ев  /* п р е д с т а в л я ю т с я  
м н о г о м е р н ы м  п а р а л л е л е п и п е д о м  с  вершиной ~в н а ч а л е  к оорди 
нат.  Н а  рис .  58  илл ю ст р и р уе тс я  част ный  сл уч а й  требований,  
ф о р м а л и з о в а н н ы х  в ви д е  ограничений на компоненты Л и /г 
век торно го  к р и т е р и я  р аз м е р н о с т и  р = 2. Все  системы,  ч ас тн ы е  
критерии к о т о р ы х  /1 и ¡2 п р е д с т а в л я ю т  векто р  с концом в п р я 
м о у г о л ь н и к е  0 < / 1< / , т , 0 < / 2^ / г т .  у д о в л е т в о р я ю т  тр е б о в а н и я м ,  
п р е д ъ я в л я е м ы м  к  их проце сса м у п р а в л е н и я .

М о д е л и  М ф(3 )  на п ространств о  критери ев  о т о б р а ж а ю т с я  в 
ви д е  точки .  К а к  это  с л е д у е т  из гл .  1, моде ли  Л1(1) ,  М ( 2 ) ,  а 
т а к ж е  м о д е л и  с м е ш а н н ы х  р а н го в  неопределенности  п р е д с т а в 
л я ю т  собой м н о ж е с т в а  боле е  оп ред елен ных ,  а в конечном сч е
т е — м н о ж е с т в а  { М ( 3 ) }  — полностью определен ных  моделей .  
Эти м о д е л и  н а  простр анств о  к р и т е ри е в  о т о б р а ж а ю т с я  в виде  
не о б я з а т е л ь н о  с в я з н ы х  об ласт ей .  Д л я  приме ра  на рис. 58а  
п р ивед ен а  г е о м е т р и ч е с к а я  и лл ю с т р а ц и я  модели си ст ем ы  
М(2 ,  3 ) ,  о д и н  из оп ера торов  которой с о д е р ж и т  п а р а м е т р ы  и 
<?2, з н а ч е н и я  ко то ры х  п р и н а д л е ж а т  м н о ж е с тв у  ( ¿ = { ( 4142) '■



с? П р е д п о л а г а е т с я ,  что п а р а м е т р ы  ц\ и Цг в а рьи р у ю тся  в 
сти 0  что я в л я е т с я  причиной д о п о л н и т е л ь н ы х  д в и ж е н и й  с^ с т  
МЫ в окрест нос ти  основных д в и ж е н и й  при н о м и н а л ь н ы х  з н а ч е -  

л п яп ям ет оов  В  э т о м  с л у ч а е  ва р и а ц и и  ч а с т н ы х  к р и  
териев  оцен°\в а ю т ^ о п о л н и т е  л ь н ы е  д в и ж е н и я ,  а р а з м е р ы  о б л а с т и  
№  на плос кости  критериев  -  в л и я н и е  ва ри ац ии  п а р а м е т р о в  н а  
к ач ес тво  основ ных  процессов.

О т о б р а ж е н и е  моделей М я (3 )  3 3)0 д н 0 з н а ° :
гтп ян гти о  ч а с т н ы х  критериев  ( / ь  • • •> * р )  я в л я й с я  ид 
ным т ё  к а ж д о й  полностью оп ред елен ной  си сте ме  с о о т в е т с т 
в у е т  единст венное  значение  к о н кр ет н о го  честного  к р и т е р и я  
/ Г М Н М  1 = 1  Р О д н а к о  о б р а т н о е  не имеет  м е с т а ,  т .  .
т о ч к е  пр ост р ан ст ва  к рите ри ев  м о г у т  с о о т в е тс т в о в а т ь  с к о л ь к о  
угодно системР отлич аю щихс я  топо ло гией ,  с т р у к т у р о й  о п е р а т о 
ров  “  з н ач е н ия м и  п а р а м е т р о в .  Со ответ ств енн о ,  о б л а с т и  М т 
в  п р ос тран ст ве  критериев  о т в е ч а е т  объед инение  м н о ж е с т в  с и 
стем ,  я в л я ю щ и х с я  о т о б р а ж е н и я м и  т о ч ек  М т .

В ы бор  единственного в а р и а н т а  из этого  м н о ж е с т в а ,  и н а  1е 
у с т р а н е н и е  неоднозначности или неопределенности ,  с о с т а в л я е  
Г п е д м е т  си нтез а  систем -  о п р е д е л е н и я  значении п а р а м е т р о в ,  
с т р у к т у р  опера тор ов  или в о б щ е м  с л у ч а е  фо рм иров а ни я  топо-
Ж  Именно в силу сказанного  за да чи  синтеза (обратн ые
з а д а ч и ) ,  во обще  говоря,  более  т р у д н ы  д л я  решения  чем  з а д а 
чи а н а л и з а  Решение  з а д а ч  с и н т е з а  о с л о ж н я е т с я  из - з а  о т с у т  
с твия  общих  ал горитмов  о т о б р а ж е н и я  точек  пР0СТРа п с т в а „ * Р ” 
т ер пев  на  об ласти  значений п а р а м е т р о в ,  с т р у к т у р  о п е р а т о р о
и топологий систем.  и

Н е о б х о д и м о с т ь  в веде ни я  оценок ,  п о к а з а т е л е й  к а ч е с т в а  или 
ия гт н ы х  кв и те р ие в ,  численно х а р а к т е р и з у ю щ и х  п р о ц е с с ы  
Гп о а в ле н и я  и системы в цело м ,  о б ъ я с н я е т с я  тем ,  что к  п е р е д а 
чам  Ф тг систем не вс е гд а  п р е д ъ я в л я е т с я  тр е б ов а ни е  с о в п а л  
ния  с  э т а л о н о м  ОС — т р е б о в а н и е  абсолютной и нв а р и а н т н о ст и .

систе мы ит абсолютной инва ри ан тн о ст и .  Из а н а л и з а  п р о ц е д у р  
ф ормир ова ния  част ны х к р и т е р и е в  с л е д у е т  что “ Р"
все  они р а в н ы  нулю, Ьсли ж е  иФО, I -  1, • • -  I '  у д о с . 
нопяются  у с л о в и я  (7 .5 4 ) ,  м о ж н о  говорить ,  что в с и с т е м е  до с  
т и г н у т а  инвариантность  до  е, г д е  в е к т о р  д о п у с т и м ы х  ° ™ о н е -  
™ й  ч а с т н ы х  критериев  1т к о л ич е с т в е н но  о п р е д е л я е т  п о н я т и е

« д о  е» .



7.5. Формирование критериев качества 
и некоторые алгоритмы их вычисления

При решении з а д а ч  а н а л и з а  и синтеза  с л о ж н ы х  систем 
у п р а в л е н и я  вопросы в ы ч и с л е н и я  формал изо ван ны х  оценок к а 
ч е с т в а  систем  о с т а ю т с я  одним и из ц е нт рал ьн ы х ,  поскольку  
с н и ж е н и е  времени в ы ч и с л е н и я  отдельных час тн ы х  критериев  за  
с ч е т  испо льзо ван ия  Э В М  ко мпенси руетс я  ув ел ич ен и ем  числа 
ч а с т н ы х  критериев .  Н и ж е  приводится ф о р м а л и з о в а н н а я  сх ем а  
в ы ч и с л е н и я  кр итер иев  к а ч е с т в а  по час тн ы м  м о д е л я м  т р е т ь 
его  р а н г а  неопредел енности  М ф  ( 3) .

7.5.1.  Нал ич ие  м а т р и ц  функций чувс твительности  ошибок  к 
п а р а м е т р а м  к а н а л о в  п е р е д а ч и  воздействии (7 .53 )  при р а з л и ч 
н ы х  в и д а х  а р г у м е н т а  g  п о з в о л я е т  получить (п р ак ти ч еск и  с из 
б ы т к о м )  полный набор п о к а з а т е л е й  ка ч е с т в а  процессов УуГ(£),  
к а ж д ы й  из которых  п р е д с т а в л я е т  функционал  (в том числе 
н о р м у  в с о о т в е тс т в у ю щ е м  функциональном простр ан стве )  от 
с п е ц и а л ь н ы м  о б р а з о м  сформированной с к а л я р н о й  функции 
^ р (В)  1*°]-

Рнс. 59.

Р а с с м о т р и м  с х е м у  (рис .  59 )  формирования  ч а с т н ы х  по к а з а  
т е л е и  к а ч е с т в а  систем  у п р а в л е н и я  по м а т р и ц а м  функций ч у в с т 
витель ности  ошибок  Т Цё )  к  п а р а м е т р а м  к а н а л о в  пе ред ач »

п р с № в " о й ИмолРе. а р , у м е " т  8  йТРа ж а е т  в и д  п р е д с т а в л е н и я  не- пр ер ы вн ой  модели во вр ем ен ной  (/?==/) частотной ( а — ; \
или ко мп лексной  ( g s s s )  обла стя х .  Полу”  п ^ т е

пнн;г°^До ^ = а,:г
£ рй »пг  1ЫЛ “ атрицеи функ ци й чувствительно сти  T i f < r ) : п1[. 
неиного  п р ео б р аз ов а ни я  Р  в  с к а л я р н у ю  функцию Р  <е) '  игл  
неш ,о го  п р е об раз ов а ни я  Я „ .  вычисления  ф у н к ц и о н а ^ в  ' R и
н ы е  кпитХ0Д" М; СТ" пРе о б Р“ з о в аНня функционалов  /?,■ в  ч а с т 

ы е  критерии и м е ю щ ие  с м ы с л  потери к а ч е с т в а
Ли ней н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Р„ н а д  матрицей Т ;  по зволяет  

о л уч и т ь  с к а л я р н у ю  ф у н к ц и ю  P „ ( g )  к а к  ли ней ную  комбина- 
ц ию  эл е м е н т о в  м а т р и ц ы  Т< ( g ) :

p p ( S )  =  A p [ g ) T ¡ ( g ) B Si( g ) _

С у т ь  п р ео б р аз ов а ни я  (7 .5 5 )  состоит  в у м н ож ен и и  м а т р и цы  Т5 
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при Г =  1, 2, /; / = 1 .  2 ...........к:  у  -- 1. 2 ..............  и о б р а з у е т
простран ств енную матрицу  р а з м е р о м  / X к  X  11-

С в я з ь  функции чувствительности  с топологией с и с т е м ы .  
Функции чувствительно сти  не с о д е р ж а т  информации о т ополо -  
I иИ си стемы  и я вл яю тс я  частн ым и  м о д е л я м и ,  х а р а к т е р и з у ю 
щими в лия ни е  па в и ( 'рапные п е р е м е н н ы е  па р а м е т ро в  с и с т е м ы  
и к а н а л о в  передачи воздействий.  Р е з у л ь т а т ы  теории л и н е й н ы х  
н ап ра в лен н ы х  графов  п и с сл ед о ва ни я ,  проведе нны е в р а з д е л е  3,  
позволяют ус т а н о в и т ь  с в я з ь  м е ж д у  ф ун кц и ям и  ч у в с т в и т е л ь н о 
сти и топологией системы.

Ф у н к ц и я  чувствительности  и з о б р а ж е н и я  переменной л'у ( . ^  
к п а р а м е т р у  р,- к а н а л а  в озд ей ст ви я ,  т. е. чувс твит ельн ост ь  к 
воздействию ¡ т, з ависит  от топологии с и ст ем ы ,  а п е р е д а т о ч и з п  
функции, т . е. передача  графа м е ж д у  у з л а м и  у и г, о п р е д е л я 
ется формулой Мчзопа (3 .4 ) .

П ер ед ач а  гр а ф а  м е ж д у  у з л а м и  у  11 г  Р‘,|? 11:* с у м м е  п е р е д а ч  
всех к а н а л о в  м е ж д у  чтим и у з л а м и  ( 3 . 1 ) ,  а св яз ь  ч у в с т в и т е л ь 
ности к воздействию е п ереда чами  к а н а л о в  оп ре д ел я ет ся  в ы р а 
жением

7 " / ( ч ,  (/) —  / г (х) V  ‘ I * ' , .  (■ '•'. </>■ { ” - И ' )

Ф ун кц ия  чувствительности  и з о б р а ж е н  и 51 переменном к п а р а  мс т- 
ру системы ц или чувствительности  к п а р а м е т р у  1/.7) при н у 
лев ы х  н а ч а л ь н ы х  условиях

^  т:,г} (.ч, (/„). ( 7 . 1 7 )
г

г д е  'Г],) и .  ,}0) Т- ;  (\, д (,)~~ ^Г. М Л') ^

зависит от внешних воздействий рЛгСл') и функций ч у в с т в и т е л ь 
ности Т}п  (.5, (¡о) к п а р а м е т р у  ц,  в сех  к а н а л о в  передачи от  в х о 
дов  г  =  1..........  I. к в ы х о д а м  .V-..

Чу вс т в и т е ль н о с т ь  /-го к а н а л а  п е р е д а ч и  во' си пствпя  от в е р 
шины ! г  к ве рш ине  л\, к п а р а м е т р у  с/ :

/ ‘ й ' -V. </„)

т т т т ^ Г
.

■ ^ ( х ,  <}а)\ ( 7 . 1 9 )

Т У  (V, ‘/о)

Ф / К  (¡и)
Т)  ■ "  ( V . , » „ )

/у<*.  <{„I

Г ; » " ( у .  д„\ 
У г .ч\



м о ж е т  быть  о п р е д е л е н а  по абсолютным Т ^ Г1, Г , 7'Л или 

л о га р иф м ич еск и м  $ '^ Г1, Л'/'",  Л’ * ф у н к ц и я м  чувствительно сти  
/•го пути Р\г , м и но р а  Д ^ и  оп ре д е ли т е л я  гр аф а Л к п а р а м е т р у  г?..

7.2. И н в а р и а н т н о с т ь  переменных системы

Инва риантность  п е р е м е н н ы х  к во зд ей ствиям .  При р а с с м о т р е 
нии инвариантности  пер еменн ых  системы к воздействи ям б у 
д е м  считать ,  что п а р а м е т р ы  системы не и зм ен яю тс я  ( ц  
а нач аль ны е  у с л о в и я  —  нуле вы е .

Под абсолютной инв ариантностью пер ем енных  системы л-.
у = 1 ,  2, . . .. к в о зд ей ст в и ю  /V, г — 1, 2 ........... /, понимается
тождественное 'п .  н у л ю  эти х  переменных

О»') - 0  (7.20)

пли линейной фо рмы от них

V  (.у) . 0 .  (7 .21;

I. е. понятие и нва ри ан тн о ст и  используется в с а м о м  широком 
с м ы с л е .  Анали з  э л е м е н т о в  матрицы чувс твительности  (7.10)  
по зв оля ет  на осн ове  един ого  подхода р а с с м о т ре т ь  различны«.* 
формы инв а ри ан тност и  пер еменн ых  к в о з д е й с т в и я м  и определить 
у с л о в и я  и нв а ри ан тност и  н виде  требований,  которым д о л ж н ы  
уд овлетв ори  п. функ ци и чувствительности  пер еменн ых  .гу к п а 
р а м е т р а м  к а н а л о в  п ер ед ач и  воздействии

В габл.  7.1 п о к а з а н ы  различн ые  формы и \'словпя а б с о лю т 
ной инвариантности  п ер емен н ы х  и линейной формы от них к 
во зд ейств иям .

При кл асс ической  форм е  абсолютной инвариантности  [ И>| 
ус л ов и е  (7.20)  в ы п о л н я е т с я  б л а г о д а р я  с в о й с тв а м  системы,  о б е 
спечила Ю1ЦНМ

(/) _^0,  (7.22)

т.  е. т о ж д е с т в е н н о с т ь  н у лю  одного или в с л у ч а е  нолниивариант-  
пости [ 4 5 1 с о о т в е т с т в у ю щ е г о  числа элемен тов  матр ицы ч у в с т 
вительности  (7 .1 0 ) ,  что при любых  ограниченных возд ействи ях  
э к в и в а л е н т н о  ус л ов и ю  р а в е н с т в а  нулю вы соты  полинома  в п р а 
вой части у р а в н е н и я  с и с т е м ы .

В р я д е  с л у ч а е в  м о г у т  им еть  большое прак тич еск ое  з н а ч е 
ние н др уг ие  фо рмы инвариантности ,  при которых са ми  п е р е 
менные  системы не и н в а р и а н т н ы  к к а ж д о м у  из воздействий ,  
о д н а к о  у слов ия  и н ва ри ан тн о ст и  переменных пли их линейной



формы выполняют ся  д л я  некоторой с о во ку пн ост и  з а д а н н ы х  во з 
действие!  на систему .

При известных возд ей ст ви ях  и нв а ри а н т н о ст ь  переменных
(7 .20 )  м о ж е т  быт ь  до с т и г н у т а  путем в з а и м н о й  компенсации

Таблица 1.1
А б с о л ю т н а я  и н в а р и а н т н о с т ь  к  в о з д е й с т н и я м

1 1IIМII рил 1 Г НОС II. Н''|1'.".Ц'Ш]|4Х. 
Д1Г ..

11 ||||;фпантносг 1> лнщЧшой форми 
церемонных 

-  « Гг Т'  и
Формы 

ч:т,1|жап тис! н
При .мпГшх

НЮДСИС ( |*11НХ 
.1.1 ОПТ 1‘»"¿1С 11« 

111С 1 1*М!.Г

При И ГИЮ г гмык
НО (Д01К ЖНИ\

1.1 счет 1и;шм* 
цпн кпмсюисицки 

их илимнмя ил 
переменные

При лн)Гк>м 
шмлсйс ГНИ II 

:и сче г снопе 1 и 
системы

При ИЗНОС Г1114 X 
похаейстиня к .и си т  

их сониес того 
н.митнпн на пере

менные

У слоим и т ж а -  
риантпости т; ;  о г

0
V

2  « , 2 %  о
; !

1 {оремеппо!! л„
К НОЗДС Н С'1 НИК)
/ь

■{ =  и ,  
г . - ,Ь — — —

П ерем енных  л\ 

к иозденстимн) 
/ь

г =  Ь — 7 =  I. ^ .............
Г =  /» —

П еременной  х„ 
к н о з д е й о • 
пням /г

7 ’ а < 
г - 2, . . .

7 (/.
г = I , ' 2, . . . - —

П еременных -г . 
к п о з д е т ч -  
ниям /г

!■ =  Г, 2 , . .
- ; = \ . 2 ........
г  =  1 . 2 .  . . .

V ! .  .........
г -  1 , 2 , . . .

Селектиинаи ни- 
нарнантпосп . - ■ Г - ' '  1 , -\  . . .

У о о н н и  аито- 
номностипод-  
1 ис гим

7 •' г
7 . .
г - 1 . Л  . . .

— Ч  «•
Г - -- 1. 1*.............

в лияния  этих воздействий на р а с с м а т р и в а е м ы е  переменные 
системы  при выполнении у с л о в и я

12 3;1К. 4Г> 177



И н в а р и а н т н о с т ь  линейной формы от координат  (7 .21) может 
быт ь  об е с пе ч е н а  сво йства ми  системы,  т. с. стр уктурой ,  типами 
элем ен то в  и з нач ен ия м и  па р а м е т ро в  при одном произвольном 
воздействии /,, если вы полняетс я  у с л о в н о

(), (7 .21)

пли при и з в е с т н ы х  во зд ействиях  совмест ным  влиянием н:: 
пе рем ен ные  с и с т е м ы  при

V « ,  V  Г?' (*)'?, 0.  {1.27))

В мн ог ос вя з иой  системе ,  включ аю щей  в себя ряд иодсмсюм.  
выполнение  _\1МО!')1:! ¡ ¡ ¡ ¡ вариантности  вы хо дн ых  переменных по> 
систом к в о з д е й с т в и я м ,  приложенны м к другим подепс ¡ч ма м :

/ 7  (х) >, " .  ;  г ,  (7л>(1)

о бесп еч ивае т  ав тоном но сть  поде иск-м .  I ¡пварнапт  иость л иней - 
ноГ[ формы к о о р д и н а т  а в ю п о м н ы ч  подсистем имеет место  при 
выполнении ус л ов и и  (7 .25 ) ,  (7.2(>).

У с л о в и я  а вт он омн ости  подсистем многосвязной системы 
уп р а в л е н и я .  ДА но госвя зна  я система  ав то м ат и ческ о го  у п р а в л е 
нии в к л ю ч а е т  в се бя  р яд  подсистем,  у п р а в л я е м ы е  переменные 
которых и з м е н я ю т с я  не только в зависимости от своих в о з д е й 
ствии ( у п р а в л я ю щ и х  и в о з м у щ а ю щ и х ) ,  но и от воздействий,  
п р ил о ж е н ны х  к д р у г и м  по дсистемам.

В р е з у л ь т а т е  выделении переменных ,  воздействий подсис
тем и п о с л е д у ю щ е г о  уп оряд очения  стр ок  матрицы (7 .10 ) ,  м о ж 
но нутом р а с с е ч е н и я  при помощи горизонтальных'  и в е р т и к а л ь 
ных линий п р ед ст ав и т ] ,  ее в ви д е  к вад ра тн о й  блочном м а т 
рицы:

Тп т „  . т' • ! м

г ' Т-л Т , . т• • '  2.11

Т„> Т :г, • т' • 1 .и.и _

Блоки 7'„„л, т = - 1............ Д1 главной  ди а го н ал и  матр ицы (7.27)
я в л я ю т с я  м а т р и ц а м и  чу ист вите лы ю ст н  переменных подсистем
к своим в о з д е й с т в и я м .  О ст а ль н ы е  блоки Тт1, /--- 1...........  т  !,
т + \ ...........  М ,  т-н  строки я в л я ю т с я  м а тр и цам и  ч ув ст в ител ь н о 
сти подс ист ем ы  к ч у ж и м  в озд ей ствиям ,  т. о. х а р а к т е ри з у ю т  с в я 
зи м е ж д у  п о д с и с т е м а м и .  О бращен ие  в нуль  одной или н ес ко ль
ких м а т р и ц  с в я з е н  приводит к одной из форм автономности 
подсистем.



Полили автономность подсистем,  т. с. и н в а р и а н т н о с т ь  пере
менных всех подсистем к ч у ж и м  в о з д е й с т в и я м ,  имеет  место  
при превращении блочной мат рицы  ( 7 . 2 0  в д и а г о н а л ь н у ю .

В з а и м н а я  автономность ,  т. е. и нв а ри а н т н о ст ь  переменных 
подсистем к ч уж и м  во з д е йс т в и я м  I! п ер ем ен н ы х  д р у г и х  по дси с
тем  к воздействиям р а с с м а т р и в а е м о й  п о д с и с т е м ы ,  имеет  место  
при тождественном  обращени и в пуль  м а т р и ц  с в я з е й  в строке
и столбце подсистемы.

Односторонняя автономное- ; - ,  имеет место  при ' о ж д с с т в е п -  
пом обращении в пуль  м ш р п ц  связен  в с т р о к е  подсистем ,  к р о 
ме блока  па главной д и а г о н а л и .  При одн осторонней а в т о н о м 
ности подсистемы на нее  не влияют ч у ж и е  в о з д е н с г в п я ,  по 
воздействия  подсистемы о к а з ы в а ю т  вл и я н и е  па переменные
др у ги х  подсистем.

Абсолютная  и нв а ри антн ост ь  при н е н у л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  усло-  
пинх. При выполнении услови и абсолютной и ш ьл ж а пгп о ст  и 
иеречниной х~(1) к во зд ей ствию  ¡1 , к а к  ви дн о  из в ы р а ж е н и я
( 7 .8 ) ,  требование  т о ж л е е  гвепмост и нулю переменной не мо-чет
быт . ,  выполнено,  если с и с т е м а  мме ш пе ну л е ш . ' “ нач ал ьн ы е  
усл ови я .  Ф ор мал ьн о  м о ж н о  в ве .ч ч  г рассмотри : : ье  условия  
абсо.тютпой п и в а рп а и т п о с ’-п ис р с ^ ч ;■ ыо,: : ;7 к п п ч : м : 1’ым \сло- 
вням

V  У. :1,,, (.4) 0 .  (7.^4)

Одн ак о  условие  (7 .28 )  нельзя  вы полнить ,  т а к  к а к  оно т р е 
бу ет  понижения поря дка  си ст ем ы .  В то ж е  и р е м я  м о ж е т  о к а 
з а т ь с я  во зм ож ны м  способ компенсации д в и ж е м  пн л->(7) п.,-за 
ненулевого  начального  у с л о в и я  .г'" с помо щ ью  специально 
подобранно!  о ко м пенси рующ его  возд ействи я

/ и * ) - -  ^ (7 .29)

по. ]\чеыю;  О из о б щ е ю  у с л о в и я  компенсации  поздепствий

Х Т , 1/ (.%•)?, , V  '/*•: ¡г.,- (.4) л*Уо О. (7.30)

.Можно т а к ж е  п р е д с ' я ь ч т ь  случа й  взаи мн ой  ком пенсац ии  д о 
бавочных  движе ни й вы ¡ ва нн ых  и $мепенпем на чал ьн ы х  
условий И варнамней п а р а м е т р о в .  Т ак ,  н а п р и м е р ,  при отсу тс т 
вии внешних воздействий,  одном нену левом н а ч а л ь н о м  условии 
л-!/,* ^=0 и вариации одн ого  п а р а м е т р а  </ в з а и м н а я  к о м п е н с а 
ция во зм о ж н а  при вып олнении условия



И н в а р и а н т н о с т ь  пер еменн ых  к в а р и а ц и я м  па р а м е т ро в  системы.
А н ал и з  э лем енто м  мат рицы  чувс твительно сти  (7.11)  по зв оля ет  
при н у л е в ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х  расс мотреть  разл ичн ые  фор
м ы  и н в а р и а н т н о ст и  ко ординат  а'у к в ар и ац ия м  па р а м е т ро в  
и о п р е д е л и т ь  с о ответ ст ву ю щ ие у сл ов и я  инвариантности.

И н в а р и а н т н о с т ь  к в а

Формы 111(11.1 |)Н,111 1 1НК 11!

Пшыриангнос п> перенсиных.

вследствие куленоП чунепш- 
к-лькосгн к параметрам

при .мпбом НОЗЛС1НТ/1ИИ II И ЦЮСГ-
ных параметрах нслстпио 

план мно11 компенсации 11.1 тиши 
и 1\1С11о||Ий параметров «а 

иоремешшо системы

У словии  инн.-фианг- 
нос гн ^  ТТ  <*■ *■> 0

^ Л , ; 0, 
/ 1

^  т у  (4-, </„) / 0

П ер ем е н 
ной х а 
к п а р а 

м етру  цс

ОДНО [103-
д е й с т и и е  )'ь

т ~ а < г---*ь, у  =  г, 
1 =  1, ‘2, . . . -

н е ск о л ь к о  
и о здепс  гн.

V ---• а. /  =  с,
г 1. -  / 1, 2, . . -

М срем ев-  
НО{| х а 

к п а р а 
м етр ам  !]у

о д н о  по.»- 
д е й с т н н е

у =  а , г Ь, у  1 2 
/ — 1. 1»___

1 ~  а, г =  /> / = \ 
/ — 1, 2,  . . . '

н е с к о л ь к о
вспдейстн .

Т =  " .  г ^  1 . 2 , . . .
У* - 1 , 2 ............1 ,2 _________

7 =  г =  1, 2.  . . .  , 
У — 1, 2 ............ / ^  1, 2,  . . .

П е р е м е н 
ных X
к п а р а 

м е тр у  Яс

о дно  в о з 
д е й с т в и е

Т -  1. 2 .........г =  Ь,
/ — с, / - 1, 2, . . . —

н е с к о л ь к о
и о здейств .

Т 1, 2,  . . .  г  1 2 , .  
с.  с =  1, 2,  . . . —

П ер ем е н 
ных X
к п а р а 

м етр ам  (¡1

ОДНО 1103-
д е й с т п и е / й

г *=.(>, 7 =  1 , 2 ,
У =  1, 2 ............ 1 , 2 , . . .

Г г . :  0, V = ] . 2. . . . .
У — 1, 2 , / — 1, 2, . . .

нес к о л ь к о  
но »действ .

Г 1 . 2 ............ г  1 . 2 ..............
У =  1. 2. . .  . , / = 1 , 2 , . . .

7 =  1 , 2 ...........г =  1. 2 ...............
/=■■■■ 1 , 2 . . . . ,  / =  1 , 2 , . , .



Абсолютная  и нвар иан тн ость  пер емен ных  к в а р и а ц и я м  п а р а 
метров  по нимается  в широком см ыс ле ,  к о г д а  н окрестности 
точки =  при м а л ы х  А^- вы по л ня е т с я  у с л о в и е

л-..„ (.V) 0  или V  ТЦ (.V, <7„) \ д } - 0  (7 .31)
]

д л я  этих ко ординат  или у с л ов и е
Таблица 7.2

р и а ц и я м  п а р а м е т р о в

к

Г 7 ' / ( Л )  —  Г 1 ) { 5 '  °  
/  1

п р и  м : 1ч е н е н и н м  п а р а м е т р о м  и  и з в е с т н ы х  

м п л с И с г н н н х  о с л е д с ш т -  п . и ж м н о й  к о м п е н 
с а ц и и  В Л И Н И Ш 1 п о  1Д 1- Н С Т 111Н 1 II . )  п е р е м е н н ы *1 

г н е г е у ы

11|>н 11 m e C T i n . i - N  п и  * д е и г  г и и м х  и  п а р а м е т р а х  
ш ' л е п с г н и е  н з а и м п п й  к о м п е н с а ц и и  

и \  н л и я н н м  м л  п е р е м е н н ы е

< h )  0 ,

Г I

v  1 ' У  ( s ,  , / „ )  ,  0

I

^ ^ j ^ r f r ^ T y U s .  q t t )  - 0 ,

J  r  ‘

V r ^ l i V / , , )  n

i

— —

-  =  II, /  т а  с. 
г  =  1 . 2 , . . .  ¡ - - -  1 . 2 , . . .

-

-
—

V  Г =  1 .  2 ----------------

/ =  1 ,  2 ........................ / =  1 , 2 , . . .

1  a, r  =  1 ,  2 .......................

j  —  \ ,  2 ,  . . .  ,  < =  I .  2 ,  . . .

— —

7 - 1 .  - ....................... ' = ' •j  -  -  с, i  = -  1 .  2 ,  . . .
—

—
-

•• =  1 ,  2 ............. г  = ■  1 ,  2 .........................

1 ,  2 ......................  ¿ «  1 . 2 ,  . . .

•i  =  1 ,  2 r  •- = 1 . 2 .......................

j =  1 ,  2 __________ /  ■= 1 ,  - \  • •  •



V ft .A -H  (,.) О или V Í V j J j l ^ j . V ,  ¡O (7.32)
, -t i

дли .'iiiiUMüioii ф о р м ы  координат.
В та ол .  i . 2  п о к а з а н ы  разл ичн ые  формы ппиарпаптnoe in  п е 

ременных к в а р и а ц и я м  парамет  pon.
I l i i B a p i i a n n i o c n ,  переменных к п ар на цп ям  п ар ам етро в  при 

о к л  ictbimi аи рпо рп ой  информации oó изменениях  воздействий 
и п а р а м е т р о в  и м е е т  место,  сели вы по л ня е т с я  условие

^  7" г'<-4’ '/о) - о ,  ( 7 .:í;i)

т. с. и с л у ч а е  пу ле вой  чуиекштол ьиоети  си стемы  к п а р а м е ф а м .
Во лынок  п р а к т и ч е с к о е  апачепме имею г формы инв а ри ан тн о 

сти.  ко торы е  не т реб ую !  nv/ienon чувст шп ел i,пости к п а р а 
метрам .

При лю о о м  поздеис  i ани па с и ст ем у  ппна[)па!Г1 нос i т. пере
менных к и м е с т н ы м  в а р и а ц и я м  п а р а м е т р о в  м о ж е т  оы г i, дос тиг
нута путем в з а и м н о й  компенсации пх вл ияния  па переменные 
прп

V  \í/: V  7 Г  (Ч </«,) !), V  T' i r i (s ,  (/.,) М ) .  (Г. ;И)

I !и:; арпан т постт. пер емен ных  к в а р и а ц и я м  параметром м о ж е т  
Гшть обеспе чена  ii[):i п ш е с т ы х  волдеист впи.х путем т м п м н о и  
i o Mne ik a i iüü  в л и я н и я  :ю • uvxtí ' üh па перемен ные  систем! . !  если 
в ы полня ется  у с л о в и е

^  ■' f r  (л‘) ^  'Л' " (V. ,/„) О, V  I J "  (s,  ,/„) п. (7 .35)

Паи а рн ап . .юс 11, перемен ных  к парна цпп и а раме' !  рои нрп и;;-
в. и н ы х  по ¡д е й с т в и я х  до сти га ет ся  путем и ;аимпоп компенсации 
их влияния  па п е р ем ен н ы е си сте мы прп

2Ü Л(Л ^  л Л ( ■• ' ■) T¡ ' {^  '/.») о,  v  •/; ;  (.v, ,/й) - о, (7.: ifi)
> Т

Í  Л'А ^  Ч  (•'•. •!•) ■ "• V  гл ,/ г ( . „  V  Tl ' j l s ,  </»> "•

В клчесиче нллюе i рации пи рис. и зо браж ен  ¡раф,  позво
ляющий в пе рво м  прпо.тпжеппн определит-', приращении п е р е 
менных

\.vv ( . v ) = V  V/ V  U , ( ^ ) V / ' f ( , ,  <U
/ • Г 1 , ¡

при у — i, 2; /г =  2;  1 =  2 ; 1.



Д в у к р а т н а я  инва риантно сть .  Т р еб о в ан и я  абсолютной шиш- 
'нкпппости перемен ных .V., при одн овременном  п :шсие.пш вне - 
него воздействия  к ,(принцип параметр. ) , ,  у д - п ^ о т в о р я . а с я  при 
с а м ы х  общих пр едп оло же ниях .  к л п  в ы п о л п я е к я  ус .шши

V  Г' ;  (х. ? „ ) ? , +  4 1 - Ч ^  Г й ( '%  4«) 0  (7 -3 ‘ )

4.111 У С Л О В И Я

V - / У К * ) ? ,  о.  V \(/; V 7 ; , ' ( х ,  </„) 0 . ( 7 .38 )
т  "Г

\ 'П „:>||0 ( 7 : 18)  т р е б у е т  и н в а р и а н т н о с т и  п е р е м е н н ы х  и о т д е л ь 
ности к в о и е п е т в п я м  п к в а р и а ц и я м  п а р а м е т р » »  ( см .  т а о л . / Л  
„ 7 " )  у с л о в и е  (7. :17) о т р а ж а е т  в о з м о ж н о с т ь  в за и м н о й  к о м 
пенсации  п р и р а щ е н и и  пе р ем ен но й ,  и и з в а п п ы *  |!ме1и;‘ [’^ И 
ю ч е т в п я м п  и в а р и а ц и я м и  п а р а м е т р о в ,  а с д е д о и а  гс льпо ,  т р е о \ -  

" V  г ' а п м п о н  ¡ а и и с п м о с т п  в о з д е й с т в и я  п в а р и а н т ,  п а р а м е т р о в .

Р и с . 5:5.

В иросюм с л у ч а е  одного  вн е ш н е ю  в о з д е й с т в и я  /, и ° .  > 
и м е н я ю щ е г о с я  нез ави симо  от /, п а р а м е т р а  я , аоеолютпал  ии-
г.арпантпость перемешюГ! л%.(/) имеет м е с т о  при

П ]  (-Ч-) о, 7’;,;(л-) ". (7.39)
N читывай в ы р а ж е н и е  (7 .7 ) ,  ус лов ия  (7.:И)> при р,=И=0 м о ж н о  
предст ави ть  и виде

7":; (,ч) (/ --Ю)

\ е ю в п я  (7 40)  обеспечивают д в у к р а т н у ю  ипнарпантиость  в 
системе , т. е. инва риантно сть  переменно ! !  к воздействию и пн- 
иарпапти ос !ь  условий инвариантности  к м а л о м у  изменению 
параметра .



н е с ™ Г „ а% УГс™ овР% И3 ^ : * : : Г  и . а р „ аЦ11ях
" « ф „ р Ми  п“ у т с " “  —

7.3. Ф изи ческ ая  реа л из у е м ос т ь  
у с л о в и й  абсолютной инвариантности

у - о -

§ 1 = Ш Ш гусл ови я  ус то йч и во сти  и грубости необходимые
И п в а р п а п т п а я  си с т е м а '  б уто т  угтгш.п,.,..

м е ж д у  веч'мп . « Ф .п„ амп V I / Т -  ФУ" КЦ" "  Графа ( 3 -4)

имеют п т ю с о в ,  л с ж а п Л т а м  « с  ° АЯ‘ЦПХ “ К° 1,ТуРЫ* 1,с

* о д ! п ^  с” ^ ^  нпварпаптностн  ири-
грубости  с и с т е м ы  П е г о у б о Д ч ' Олпмостыо Р в е н и я  проблемы 
в ы р о ж д е н и е м с с т . м  * ° Ч1‘11Ь часто  ^ У с .ю н л и и а с т с я

: £ ^ Е — ^ ! = • '

“г ^ г ^ - г л  - ■
у с =  КО..Р,,,, . с и о й с - в е н , ; , ;  тем  Г З Е

Абсолютная  и нва ри ан тн о ст ь  пепемрниму  *- . « де йст ви ям  Г ПА,.™,. переменны х лу к лю бым  воз

У » ' ( ! ) - = ф . ' М / , М  о. ( 7.41)
(10,кдестВО (/ .41 ) выполняется, ос.',и I )  Ф ^ О ;  2 ) /,.^ (),

с т о , * , ,  з р е „ „ я  с Г ” .1а " ^ “ с ™ : " ' 1 ™  ь̂ з ;
] 84



инва риантных  к во з д е йс т в и я м  произвольного  в и д а ,  т р е б у е т  т а 
кого  выбо ра  топологии,  с т р у к т у р  опе ратор ов  и п а р а м е т р о в  с и с 
т ем ы .  чтобы соотве тствую щ ие пе ред ат очны е фу нкц ии  си стемы  
были то жде ст ве нны нулю.

При ¡ r ( s )  =  0 а б с о л ю т н а я  и нв а ри ан тност ь  м о ж е т  быть  р е а 
л и з о в а н а  з а  счет свойств  си стемы ,  если в ы п о л н я е т с я  ус лов ие

V  < ( ■ ' ' .  =  W : , ( . s \  ? ) Д ' Г(5, 0) 0 .  (7 .42)
í 1 I \

Если в графе системы у п р а в л е н и я  и м е е т ся  единственный 
путь  от вершины г  к ве рш ине  у,  то у с л ов и е  ( 7 .4 2 )  абсолютной 
инвариантности  переменной .vv, имеющей с м ы с л  ошибки ,  к л ю 
бом у  воздействию /V з а п и ш е т с я  т а к :

^ ^ / > . , ( . 4 ,  </). 'V(s, </) 0 .  (7.43).

Т о ж д е с т в о  (7.43)  д о с т и г а е т с я  при условии

P ¡r(s, </) 0,  A i s ,  q) , 0  (7 .44 )

или A (.v, </) - > о°,  (.*♦ <]) AVr (б\ q)  ( 7 .45 )

Условие  тож де ст веп иос ти  пулю /JVrAvr в ы п о л н я е т с я ,  во-пер- 
вых ,  в  тривиальном с л у ч а е  отсут ст ви я  пути,  что в ы я в л я е т с я  на 
топологическом ранге  но а л г о р и т м а м  поиска  путей  (см .  гл .4 ) ,  
или при нулевой п ер еда че  пути P^r(s, q),  что у с т а н а в л и в а е т с я  
на парам етри ческ ом  у ровн е  з а д а н и я  модели.

Если н у л е в а я  п е р е д а ч а  пути о б е с п е ч и в а е т с я  всл ед ст ви е  
осла блени я  передачи ду ги ,  п р и н а д л е ж а щ е й  ко нтур ной  части
О о, то меняются  опре д ел итель  гр аф а A (s, q)  и . х ар акт ер исти че
с к и е  полиномы.  При этом оп ре д ел ител ь  г р а ф а  с т а н о в и т с я  р а в 
ным определителю по дгр афа ,  полученного  у д а л е н и е м  д у г и  с ис
чезающей передачей,  и во про сы  устойчивости  и г р уб о ст и  д о л ж 
ны р е ш а т ь с я  с учетом к о н к р ет н ы х  с т р у к т у р  о п е р а то р о в  н з н а 
чении па р а м е т ро в  q.

Во-вторых ,  у сл ов ие  ( 7 .4 4 )  вы по л ня е т с я  при об ращ ен ии  в 
нуль  минора пути

Д t r i s ,  q) 0.  (7 .46)

К а к  это с л ед уе т  из с к а з а н н о г о  выше (§  3 . 0 ) ,  о бращ ени е  в 
пуль  л ю б о ю  минора приводит  к к а ч е с т в е н н о м у  изменению 
свойств  контурной части - -  в ы р о ж д е н и ю  о п р е д е л и т е л я ,  т. е. к 
ум ен ьш ению числа его члено в ,  что в ы з ы в а е т  во  всех  п рак тиче 
ски  в а ж н ы х  с л у ч а я х  п они ж ен ие  п о р я д к а  . х ар ак тер истич еск ого  
полинома ,  и система  ст а н о в ит с я  пегрубон.  П о с к о л ь к у  при этом 
не вы по л ня е т с я  одно из основ ных  требований к д и н ам и чес к и м  
с и с т е м а м ,  т а к а я  система  я в л я е т с я  неработоспособной.



С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ал из ац ия  абсолютном инвариантности в 
системе  з а  счет  выполнения  у с л о в и я  (7.4(>) нев озм ожн а ,  т а к  
к а к  пр иво д ит  к пегрубой системе .

Р а с с м о т р и м  г. к а ч ес тве  пример ; !  граф (рис. 5 4 ) ,  контур А'| 
которого ,  о б р а з о в а н н ы й  д у г а м и  ( 2 ..4) и (3 .2 ) ,  имеет  п ер едачу

-|-1. Пу ть  от в озм ущ аю щ его  
воздействия  /: до вы х о д а  с и 
ст ем ы  у\ не к а с а е т с я  един ич
ного контура ,  следо ва тел ьн о ,  
в ы х о д  //| абсолютно и н в а р и а н 
тен  к /; при абсолютно точной 
реализа ции  условия  №03 ̂ з а  — 
=  ¿ 23^32=  !• Однако  при этом 
происходит  в ы р о ж д ен и е  опре
де л и т е ля  графа,  т. е. п о н и ж а 
ется  порядок  полинома числи 
тел я .  Из в ы р а ж е н и я  (3.51) 

с л е д у е т  Л,„,-= • А 2—А,; =  Д ,  |1Р/ Д „  где Я , , =  (7 ' , :;.ч •}-1) (Т-2А$-\-1).
( 7'54'5-|~ 1 ) . Ол Щ| — ̂ 21^32^43^54 ( Т24л' "!“ 1 ) “Г ̂ 52̂ 43̂ 24'*»’ ( 77, Л' +  I ) - Поря - 
до к  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  по линома  1ф равен д в у м ,  т. е. о б р а 
щение в е д и н и ц у  передачи к о г п у р а  А’ , приводит к понижению 
п о р я д к а  по ли нома .

П р а к т и ч е с к и  абсолютно точно ре ал из оват ь  усл овие  К\=- 1 
не в о з м о ж но ,  поэт ому  по ложим ,  что 1 - ~ А ’ |— к. где — сколь  
угодно м а л а я  величина  неопределенного  з н а к а .  .Характеристи
ческий полипом неточно реал изо ванно й системы имеет вид

■! +  +  7’а , 4 -  7’. , Ь  -
(а

При р—►О происходит  пониж ени е  порядка  п одни кореш» у х о 
дит  в беско нечно сть .  О д н а к о  по лученная  абсолютно инвариант-  
пая  с и с т е м а  н е г р у ба ,  т а к  к а к  при неточной реализации си сте 
мы р а з н и ц а  к м о ж е т  с т а т ь  отрицательной,  один корень полино
ма  Д ,  с о т р и ц а т е л ь н ы м  коэффициентом при старше ! !  степени 
о к а ж е т с я  в правой полуплоскости ,  п система  станет  неу стой
чивой.

Теор етичес ки  а б со лю тн ая  инв ариантно сть  м о ж е т  б ы ть  д о с 
т и г н у т а  при выполнении у с л о в и я  (7.45) или ус ловия  боле е  о б 
щего,  к о г д а  опре д ел ител ь  граф а ст рем ится  к бесконечности  б о 
лее  в ы с о к о г о  п о р я д к а ,  чем ч п е л п т е л 1.:

(¡>,Ау)1 1 - -о,  V; - I. (7 .47)

При вы п о лнен и и  у сл ов ия  (7 .47 )  передач а  к а п а л а  Ф ’’,-, а в с л у 
чае  о д п о к а п а л ь п о с т и  и с и с т е м ы  Ф..г стремится  к нулю по
р я д к а  г :

Рис. 54.



ü р е з у л ь т а т е  чего в ы н у ж д е н н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  переменной в ы 
хода иу , имеющей смысл ош ибки п р еоб р аз ова ни я ,  т о ж д е с т в е н 
ны пулю при воздействиях  /,, у р о в е н ь  которых  рав ен  б е с к о н е ч 
ности (у  1 ) - го  порядка .  При этом по аналогии с а с т а т п л м о м  — 
инвариа нтно стью  на  пулевой ч а с т о т е  - м ожн о  го ворит ь  оо  а б 
солютной инвариантности  v -го п о р я д к а .

Вопросы вл ияния  д у г  с б е с к о н е ч н ы м  уси лением па п е р е д а 
чи графа р е ш аю тся  по м о д е л я м  с т р у к т у рн о -т о п о ло ги ч е с к о го  
уровня  определенности  (см .  § 3 . 7 ) .  В гл. 4 приводится а л г о р и т м  
определения  кратности пулен п полюсов  перед ат очны х  ф у н к 
ций, который в частном с л у ч а е  м о ж е т  б ы ть  испо льзо ван  д л я  
определения  кратности  у пер еда точно й функции Ф 7,( .ч) .

При реа л из ац ии  абсолютной и нвар иан тн ости  за  счет  б е с к о 
нечно больш ого  коэффициента у с и л е н и я  возн ика ет  п р о б л е м а  
устойчивости.  В этом находит  св о е  о т р а ж е н и е  одно из п р и н ц и 
пиа льных прошворечий систем с обратной с вя зь ю  п р о т и в о 
речие м е ж д у  качеством в ы н у ж д е н н ы х  и собственных д в и ж е н и и .

Р я д  теоретических  з а д а ч ,  с в я з а н н ы х  с р аз р аб о тко й  одно-  н 
многосв яз ных  систем у п р а в л е н и я ,  ус тойч ивы х  при б ес к о неч н о  
большом коэффициенте у с и ле н и я ,  р е ш а е т с я  в работ«'  Од-
ппко при практическом исп ользов ании  этих р е з у л ь т а т о в  с . : . -чуе т  
помнить,  что модели систем у п р а в л е н и я  а д е к в а т н ы  р е а л ь н ы м  
у с тр о йс тв ам  тольк о  па о п ред ел ен н о м  конечном и н т е р в а л е  ч а с 
тот.  Нели коэффициент ус иле ния  в ка к о м -л и бо  контур*'  с и с т е 
мы неограниченно возра стает ,  и> су щ е с т в е нн ы м и  в с м ы с л е  
ve i ойчипое!  п ст ан овят ся  х а р а к т е р  нет пкп системы при т а к и х  
высоких  час то тах ,  где моде ль  не с о о т в е тс т в у е т  р е ал ьн ост и  п но 
мо ж е т  ел у  ж и т ь  предметом и ссл ед о ва ни и  в связи  с ц е л я м и ,  
поста вленн ыми  перед системой у п р а в л е н и я .  П овы ш ен и е  д о  occ-  
koi  к  чпоетн коэффициента у с и л е н и я  системы с целью д о с т и ж е 
ния абсолютной инвариантности,  т а к и м  образом,  д о л ж н о  с о п р о 
в о ж д а т ь с я  непрерывным ут очн ением  модели си стемы  п о б л а с т и  
все более  п более высоких ч а с т о т  с с о о тв ет ст ву ю щ и м  у с л о ж н е 
нием опе ратор ов  д у г  коррекции,  что реально не м о ж е т  о ы т ь  
сделано .  С лед овате льно ,  а б с о л ю т н а я  инвари ан тн ость  за  сч ет  
бесконечно большого  коэффициента  ус иле ни я  п р а к т и ч е с к и  ие- 
р е а л п з у е м а .

Обеспечение  абсолютной и нва ри ан тн о ст и  в о д п о к а н а л ь п ы х  
си с т е м а х  из-за введения  к о н т у р а  К ' с единичным у с и л е н и е м ,  
не с о п ри ка саю щ ег ося  с пу тем ,  прив од ит  к п ег руб ы м  р е ш е н и я м  
вслед ст ви е  в ы рож де ния  о п р е д е л и т е л я  — со к р а щ е н и я  е д и п н ц ы  
М о ж н о  по пыт ать ся  с к о м п ен с и р о в а т ь  в ы р о ж д е н и е  е д и н и ц ы  о п р е 
де ли теля  дополнительным в в е д е н и е м  еще одного к о н т у р а  К  ’ с 
единичным отрицате льным  у с и л е н и е м ,  к а с а ю щ е г о с я  пу ти  и 
всех о с т а л ь н ы х  контуров.  О д н а к о  по с у щ е с т в у  это с л у ч а й  с и с т е 
мы с д в у м я  контурами,  у с и л е н и я  которых  с т р е м я т с я  к е д и 
нице, а зн ак и  противоположны (см .  §  3 .6) .  Н ет очн ая  р е а л и з а 
ция ус лов ий  А' 1 =  1, К ‘ =  1 приводит  к изменению з н а к а



коэффициента  при с т а р ш е й  степени х а р ак тер и ст и ч ес к ого  поли
н о м а ,  т. е. к потере ус тойчи вости .

Р а с с м о т р и м  граф с и с т е м ы ,  изображе нны й на рис. 5 5 а. Пусть  
в гребустся обеспечить  а бсо лю т

ную инв а ри ан тност ь  перемен 
ной вершины 5 к возмущению 
/1. От во зд ейств ия  /, к  вер ши
не 5 и м еет ся  единственный 
путь Я54, мипо]) которого  р а 
вен единице.  Пели ввести  в 
граф д у г у  ( 2 , 3 ) ,  а тем  с а м ы м  
контур К\= {(2 , 3 ) ,  (3, 2 )} ,  и 
обеспечить то минор
пути Р 54 ст а н е т  р а в н ы м  нулю: 
Л- ,4=1— К\=0.  О дн ак о  при 
•лом абсолютно инвари ан тн ая  
система  ст а н е т  пегрубой (рис. 
55, о ) ,  т а к  к а к  происходит в ы 
рожден ие  о п ре д ел и те ля  из-за 
потери единицы,  со кр ащ ае мой  
с Л',:

ЛИ|>=  Нш (1 -  Л', —К*).
А |-*1

Вве де м  в с и с т е м у  еще один 
контур /\2 с еди ничным отри
цательным ус и ле н и е м :  Д 2-*-— 1. 
который к а с а е т с я  и пути Р 54. 
и контура  К\ (рис.  5 5 в , г , д ) .  
В составе  оп ре д е ли т е л я  за  
счет 1\2 появится  |-], а  д р у 
гих дополи ител 1,и 1.1 \ с л а г а е 
м ых  не будет ,  т а к  к а к  К-2 к а 
сается  всех  кон туров :

Рис. 55.

А,,,, — Нш {1

А’ , - -  1

А', —  — Д '3) =  1 -  К , .

М и н о р  пути Д54 =  0 т а к ж е  не изменится ,  п о с к о л ь к у  контур  Д 2 
в ы б р а н  к а с а ю щ и м с я  пути .  Сле до ват ел ьн о ,  получен на я  система  
аб с о лю т н о  и нва ри ан тн а ,  о д н а к о  она не б у д е т  рабоюспособпой 
и з - з а  негрубостн.

З а м е т и м ,  что п о л у ч е н н а я  сист ем а  п р е д с т а в л я е т  собой э к в и 
в а л е н т  си сте мы с « к о с в е н н ы м  измерением в о з м у щ е н и й »  [42 ] .  
Д е й с т в и т е л ь н о ,  в с и с т е м е  с косвенным измерением возмущении 
(рис.  55 е )  у сл ов и я  р а в е н с т в а  переменной вер шины 0 в о з м у щ е 
нию / 1 и компенсации р е а к ц и й  на /, и л'б в вершине  3 о б у с л о в 
л и в а ю т  Л'|-*+! и К«-*— 1. Отсю да  след уе т  и на я  интерпретация



свойств  с и с т е м ы  с косвенным и з м е р е н ие м  возмущений,  о п и р а 
ю щ а я с я  па топологическую ф о р м у л у  д л я  передачи и с в о й с т в а  
контуров  п путей  графа .  О д н о в ре м е н н о  получены н е с к о л ь к о  
э к в и в а л е н т н ы х  по сво йства м топологии систем.

В а ж н о  т а к ж е  отметить,  что у к а з а н н а я  с х е м а  м о ж е т  о б е с п е 
чить и нолнпнварпантность ,  т. е. и нва ри ан тн о ст ь  п е р е м е н н о й  
вершины к нескольким в о з д е й с т в и я м ,  п р ил ож ен ны м  к с и с т е м е  
т а к и м  о б р аз о м ,  что пути от их то чек  прил ожен ия  до  в е р ш и н ы  
5 не к а с а ю т с я  контура  п к а с а ю т с я  контура  Д'2—>— 1
(рис. 55с*).

В ы ш е расс мотрены  р а з л и чн ы е  в о зм о ж н о с т и  р е а л и з а ц и й  
условий абсолютной инва риантности  в о д п о к ан ал ь но м  с л у ч а е  и 
установлено ,  что во всех в а р и а н т а х  аб с о лю т ная  и н в а р и а н т 
ность и е р е а л п з у е м а  из-за не грубостн  пли потери у стойчи во ст и .  
С л е д у е т  им ет ь  в виду ,  что х от я  при единстве нно м к а н а л е  а б с о 
л ю тн ая  инва риантно сть  н е д о с т и ж и м а ,  р ас см отре нны е с р е д с т в а  
(ос лабл ени е  воздействия ,  пер еда чи  пути,  уменьшен не м и н о р а  
пути и ув елич ен ие  о п ре д ели те ля )  ш иро ко  примен яю тся  д л я  
обеспечения м а л ы х  ошибок,  т. е. инвариантности  до  к [ 5 0 ,  
65 ,  88 ] .

Дополни к м ь н ы е  к а н а л ы  п ер ед ач и  воздействий в с и с т е м а х  
уп р а в ле н и я  м о г у т  быть получены в р е з у л ь т а т е  изменения  с в я 
зей си сте мы со средой путем и зм е р е н и я  воздействий,  к к о т о р ы м  
тр еб уе тс я  обеспечить  ин ва ри ан тн ость ,  что имеет  место  в к о м 
би нированных  системах ,  а т а к ж е  за  сч ет  изменения  то по л о ги и  
самой  си стемы  путем введе ни я  н е о б х о д и м ы х  внутренних с в я 
зей, что в о з м о ж н о ,  например ,  в м н о г о с в я з н ы х  си ст ем а х  у п р а в 
ления.

При Луг (х, (/)Ф0  в с и с т е м а х ,  и м ею щ их  конечное з н а ч е 
ние коэффициентов передач д у г ,  вы п о л н е н и е  ус ловия  ( 7 . 4 2 )  
во зм ожн о  при (.у ^ 2 ,  т. с. при налич ии  не менее д в у х  к а н а 
лов  пли путей передачи д л я  к а ж д о г о  во зд ейств ия  (п ринци п  
мног ока нал ьностн  Б. II. П е т р о в а ) .  Ес ли  д л я  к а ж д о г о  из в о з 
действий в ы д е л и т ь  одни к о м пен сирую щ ий к ан ал ,  то п е р е д а т о ч 
ная функция прямого  к о м пен си рую щ его  пути ,  о б раз ую щ его  э т о т  
ка н ал ,  д о л ж н а  б ы ть  физически о с у щ е с т в и м а .

Д л я  получения  требуемой перед ат очно й  функции к о м п е н с и 
рующего  к а н а л а  д л я  компенсации основного  (н е и з м е н я е м о г о ) ,  
во-первых ,  м о гу т  целенаправл енно и з м е н я т ь с я  с т р у к т у р а  н п а 
р а м ет р ы  пер едачи  путей за  счет  и з м е н е н и я  передач  д у г ,  не в х о 
д я щ и х  в ко нтур ную  часть,  т. е. и з м е н е н и я  передач  св я з е й  с и 
стем ы со средой .  В этом с л у ч а е  о п р е д е л и т е л ь  графа Л и его  м и 
норы не пр ет ер п ев аю т изменений.  Устойчи вость  и н в а р и а н т н о й  
системы о п р е д е л я е т с я  устойчивостью с и с т е м ы  до ф о р м и р о в а н и я  
передач  ком пенсац ии  и уст ойчивостью ее  д у г .

Во-вторых ,  передачи к о м п е нс и р у ю щ и х  к а н а л о в  могут  б ы т ь  
изменены путем изменения о п е ра то р о в  и па р а м е т ро в  д у г ,  в х о 
дя щ и х  в контуры ,  что изменяет  о п р е д е л и т е л ь  графа.  Эт от  с п о 



соб реал из ац ии  аб солю тной  инвариантности  з а т р а г и в а е т  ус то й 
чивость  системы.

И нвар иан тность  к о о р д и н а т  к известным в озд ей ст ви ям .  Эта
фор ма  инвариантно сти  ко о р д и на т  м о ж е т  б ы ть  ре а л из о в а на  п у 
тем взаимной ко м п е н с а ц и и  вл ияния  воздействий при

/ 1 ; Г

^ , / , ( s ) ^ ; , ( M ) 4 ( M i  -0,  (Г.49)
г 1 i I

V
? ) * ' „ ( * .  9 )  /•<>. I > 2 ,  t . r  >  1,

/ l

т. e. тр еб уе т  нал ичи я  полной информации о в о зд ейст ви ях  п сис 
т ем ах .

П а р а м е т р и ч е с к а я  инвариантности  при ну ле во й  ч у в ст ви тел ь
ное!  и. 1 i i ¡ в а р и а н т н о с т ь  перемен ных  к неизв ест ным  м а л ы м  в а 
риац иям  п а р а м е т р о в  при произвольных во з д е й с т в и я х  р е а л и з у 
ется  и си с т е м а х  с ну ле вой  чувствительностью, если в ы п о л н я е т 
ся  условие

- - ; Л('Х| V )  l y v  { S ,  г/„) Л-;г (л\ 4 {)) [ S j i n  i s ,  </„) +

4 - . v ; 7' v .  г/» )-Л' ;Чч\ </„)l í7. í)0)

Условие  (7.5Ü) м о ж е т  в ы п о л нят ьс я  в одно- п мн ог оканальн ых  
сист ем а х ,  если п а р а м е т р  q, не входит  и соотве тс тву ю щ ие  пути, 
мииоры i: о п р е д е л и т е л ь  граф а ,  а т а к ж е  в тех  с .тучаях ,  к о гд а  
д л я  к а ж д о г о  из к а н а л о в  в ы полня ет ся  усл овие

( s ,  q0) +  S j r ' ( s y q,t) — S j ( s t </0)] 0 . (7 .51)

В м н о г о к а н а л ь н ы х  с и с т е м а х  в о з м о ж н а  н у л е в а я  ч у в с т в и т е л ь 
ность к п а р а м е т р у  в с л е д с т в и е  взаимной компенсации вл ияппя  
о тд ел ьн ы х  к а н а л о в  ( 7 . 5 0 ) .

В си ст ем а х  с бе с к о не ч н ы м  коэффициентом передачи k*, со
ответств ую щих д у г  г р а ф а  при A(¿\ (¡0)-*-оо и м ее т  место ну ле в а я  
чувствительность  к и зм ен ен и ям  пар аметров .

П а р а м е т р и ч е с к а я  инва риантно сть  из - з а  вз аи мной  к ом пен са
ции. В табл .  7.2 п о к а з а н ы  различные формы параметрической 
инвариантности  в с л е д с т в и е  взаимной компенсации вл ияния  из
менений п а р а м е т р о в ,  воздействии пли п а р а м е т р о в  и воздействии 
одновременно при ненулево й чувствительности  к п а р а м е т р а м .

Наибольший интерес  п р ед ст ав л яю т  формы инвариантности 
за  сч(.т вза имно й к ом пен са ции  известных изменений н еск оль 
ких п а р а м е т р о в  с и с т е м ы  при выполнении у сл ов и я  (7 .34 ) ,  ко
торые  р е а л и з у ю т с я  в целом р я д е  с а м о н а с т р а и в а ю щ и х с я  сис 
тем .



7.4. Цели систем и т р ебов а ни я  
к процессам у п р а в л е н и я

К а ж д а я  сист ем а  упра вл ения  в ы п о л н я е т  с а м о с т о я т е л ь н ы е  
функции н обеспечивает  д о с т и ж е н и е  з а д а н н ы х  целей у п р а в л е 
ния в у с л о в и я х  ее причинно-следственного  в з а и м о д е й с т в и я  с 
внешней средой п возможного и з м е н е н и я  ря да  п а р а м е т р о в  в 
процессе экс плуатац ии .

На к а ж д ы й  у п р а в л я е м ы й  проце сс  в о з л а г а ю т с я  с а м о с т о я 
т ел ьн ы е  функции,  св яза нные ,  па пр им ер ,  с ген ер ир о ван и ем  и 
пр еобраз ов а ни ем  '-.якргпп, переносом потоков ж и д к о с т и  п г а 
зов,  (Ьормообразопапы м т в е р д ы х  т е л ,  передачей ц п р е о б р а з о 
ванием информации п т. д.

Цели у п р а в л е н и я  опре де ляют н е обх оди м ое  поведение  с и с т е 
мы у п р а в л е н и я ,  т. е. необходимый з а к о н  изменения  з а д а н н ы х  
пе ременных  или некоторых х а р а к т е р и с т и к  си сте мы  у п р а в л е 
ния в у с л о в и я х  ее причинно-следственного в з а п м о д е й п в и я  с 
внешней средой.

Б р я д е  с л у ч а е в  па пе р в ом  э т а п е  п р о е к т и р о в а н и я  м о ж н о  
о п р е д е л и т ь  и д е а л ь н ы е  цели  у п р а в л е н и я ,  н а п р и м е р  в о с п р о и з в е 
д ен и е  с н у л е в о й  ошибкой  у п р а в л я ю щ и х  в о з д е й с т в и й  пли н е к о 
т о р ы х  ф у н к ц и й  от  них,  н у л е в у ю  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  к в о з м у щ а ю 
щ и м  в о з д е й с т в и я м  и п о м е х а м ,  а в т о н о м н о с т ь  о т д е л ь н ы х  п е р е 
м е н н ы х  с и с т е м ы  у п р а в л е н и я  к  н е к о т о р ы м  в о з м у щ е н и я м ,  п у л е 
в у ю  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  к  и з м е н е н и я м  п а р а м е т р о в  о б ъ е к т а  у п р а в 
л е н и я .  в ыпуск  в сей  п р о д у к ц и и  в ы с ш е г о  к а ч е с т в а  п т.  д.

К а к  правило ,  иде альные  цели у п р а в л е н и я  пе м о гу т  б ы т ь  
до сти гнуты  в системах  у п р а в л е н и я  пз -за  физической н е р е а л п -  
зусмо сти  т а к и х  систем,  большой мощно сти  у п р а в л я ю щ и х  у с т 
ройств,  выс окой  пх стоимости,  б о ль ш о г о  ве са ,  г а б а р и т о в  п т.  д .  
Ч аст о  и д е а л ь н ы е  цели у п р а в л е н и я ,  наприм ер  и д е а л ь н ы е  в о с 
прои зведения  у п р а в ля ю щ е г о  в о з д е й с т в и я  и п у л е в а я  ч у в с т в и 
тел ьность  си ст ем ы  к по ме х ам  па э т о м  ж е  входе  о к а з ы в а ю т с я  
пр отиворечивыми п поэтому пр ин ципи ал ьн о  не м огут  б ы т ь  о д н о 
временно р е а л и з о в а н ы  в да нно й с и с т е м е  у п равл ен ия .

М о д е л и  ц е л е й  у п р а в л е н и я  М* ц е л е с о о б р а з н о  п р е д с т а в и т ь  
в в и д е  и де ал ьн ой  (эталонной)  м а т р и ц ы  ч у в с т в и т е л ь н о с ти  п е р е 
м е н н ы х  с и с т е м ы  к п ар ам ет ра м  к а н а л о в  п е р е д а ч и  в о з д е й с т в и й :

Т а к и м ^ о б р а з о м ,  э л е м е н т а м и  ’/’>/ , ^ — 1, . .  . , ¡ч г — 1 , . . . , / ,  
матр ицы  ТГ  я в л я ю т с я  и д е а л ь н ы е  р е а к ц и и  си с т е м ы  па о т д е л ь 
ные в о з д е й с т в и я .  И области и з о б р а ж е н и й  э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  
Т Т(£ Г) ’ г д е  £  в с л у ч а е  п р е о б р а з о в а н и я  по Л а п л а с у  ф у н к 
ции не пр е р ы в н о го  вр емени ,  £ -  в  с л у ч а е  ¿ - п р е о б р а з о в а н и я  
фун кций  д и с к р е т н о г о  в р е м е н и ,  п р е д с т а в л я ю т  собой п р о и з в е 
д е н и я  и з о б р а ж е н ии  во з д е й с т в и й  на э т а л о н н ы е  о п е р а т о р ы  п р е 
обр аз о ва н ии .  Например ,  если с т а в и т с я  з а д а ч а  в о с п р о и з в е д е н и я



где

в о з д е й с т в и я  / ,  в ы х о д о м  у^. соо т в е тс т в у ю щ и й  э л е м е н т  и д е а л ь 
ной мат рицы  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  б у д е т  т о ж д е с т в е н  и з о б р а ж е 
нию в о з д е й с т в и я :  ?  $ ( g ) - - - -  f r [ g ) ;  если т р е б у е т с я  подавление  
в о з д е й с т в и я  / г па в ы х о д е  v( , то Tg* В том с л у ч а е ,
к о г д а  пер емен н ая  _ут д о л ж н а  пр ед ст ав лят ь  собой з ад ан но е  н е 

т р и в и а л ь н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф’ , вх од а  f r, э л е м е н т  идеальной 
м а т р и ц ы  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  и м е е т  вид

м о ж е т  о б о з н а ч а т ь  операцию и нт е гр и р о в а н ия ,  д и ф ф е
рен ци рова н ия  и т. и. Если 
на н е к о т о р у ю  функцию 
ч у в с т в и т е л ь н о с т и  си сте мы 
ТЦ, т.  е .  реакцию в ы х о д а  
у т па в о з д е й с т в и е  / г, не 
н а к л а д ы в а е т с я  ник аких  
о гр ан ич ен ий,  м о ж н о  при
н я т ь  Т р/ ^  7>У.

Т а к и м  образо м ,  м а т р и 
ца и д е а л ь н ы х  функций 
чувст вительности  Т,Г я в 
л я е т с я  форма ли зац ией це
лей  у п р а в л е н и я  и х а р а к 
т е р и з у е т  и д е а л ь н у ю  р а с 
ширенную систему .  К а к  
у к а з ы в а л о с ь ,  при р а с 
смотре ни и модели целей 
у п р а в л е н и я  нас  не б у д у т  
и нт ересо ва ть  проблемы 
физической р е а л и з у е м о 
сти си ст ем ы .

Д и н а м и ч е с к и е  с во йст 
ва  а в т о м а т и ч е с к и х  систем 
у п р а в л е н и я  ц елесо образ 
но д л я  вс ех  в ы х о д н ы х  пе
р ем ен н ы х  оценивать  по 
проц есс ам ,  имеющим 
см ы с л  ошибок ,  а  не по в и 
д у  р е ак ц ии  системы на 
то или иное воздействие  
[ 6 5 ] .  В к а ч е с т в е  иллю ст
рации на рис. 56 п о к а 
з а н ы  п ер ех о дн ы е процес
сы y v( t )  и ошибки в 

с и с т е м е  у п р а в л е н и я  при о т р а б о т к е  сту пенчатого  у п р а в л я ю щ е г о  
в о з д е й с т в и я  (рис.  5 6 а ) ,  о т р а б о т к е  у п р а в л я ю щ е г о  возд ействия
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Рис. 56.



f с  постоянными скоростью f r ( t ) = f rlt (рис.  5 6 6 )  и уско рение м 
1 f r ( i )  =  0,5 frit2 (рис.  56 а )  без  у с т а н о в и в ш е й с я  о ш иб ки  и при 

наличии ее.
| Ф изические  перемен ные реа льной  а в т о м а т и ч е с к о й  си сте мы
Г у п р а в л е н и я ,  соотве тст ву ю щ ие  ошибке  eVr, м о г у т  б ы т ь  в ы д е л е н ы  

т о ль к о  в простейших с л у ч а я х ,  н априм ер  в  о д н о к о н т у р н ы х  сис
т е м а х  с единичной отр ицательной  обратной с в я з ь ю  или в д р у 
гих  си ст ем а х ,  п р иво д ящ их ся  к  ним. Д а ж е  в простейшей одно
контурной системе  с  неединичной обратной с в я з ь ю  в явн ом  

, ви д е  от су тст ву ет  пе р е ме н н ая ,  х а р а к т е р и з у ю щ а я  переходную 
о ш и б к у  &уг(0-

Рис. 57.

С учетом ск аз а нн ого  при расс мотрен ии  пр ич инно -сл ед ствен 
ны х  моделей систем у п р а в л е н и я  в м е с т е  с  и д е а л ь н ы м и  це ля ми  
у п р а в л е н и я  целесообразно вв ест и  понятие  м а т р и ц ы  ч у в с т в и 
тельности  ошибок,  п о луч ае м о й  в р е з у л ь т а т е  с р а в н е н и я  м а т р и 
цы функций чувс твительности  пер ем ен ных  расш ире нной  си сте 
м ы  уп р а в ле н и я  к п а р а м е т р а м  к а н а л о в  п е р е д а ч и  воздействий 
ТЦ- и идеальной м а т р и ц ы  ч ув ст ви тел ьн о сти  (рис .  5 7 ) :

т =  1............. 14 / - = 1 ,  (7.52)
С у ж д е н и е  о к а ч е с т в е  сист ем  у п р а в л е н и я  по п е р е м е н н ы м  

ош иб о к  и на основе  их  фу нкц ий  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  Т*£г носит 
общий х а р а к т е р  и о б е с п е ч и в а е т  о д н о з н а ч н о с т ь  о ц ен о к  сист ем  
при ра зл ичн ы х  в о з д е й с т в и я х .

В том с л у ч а е ,  к о г д а  и м е е т с я  н е н у л е в а я  у с т а н о в и в ш а я с я  
со с т а в л я ю щ а я  ошибки ,  п е р е х о д н а я  с о с т а в л я ю щ а я  ошибки равна  
разности с у м м а р н о й  о ш иб ки  е1г и у с т а н о в и в ш е й с я  ош ибки уст;

пер ( 0  =  б7г ( 0  уст (¿) .  В ы д е л е н и е  у с т а н о в и в ш и х с я  г7Густ
или в частном с л у ч а е  с т а т и ч е с к и х  г т г (со )  о ш и б о к  в матрицах  
функ ци й ч у в с т в и т е л ь н о с ти



Т ‘1 __  Т*Т _1_ т ‘1• р г —  / рг у с т  “г  * Рг пер (7.53)

по з в о л я е т  о тд ел ь н о  р а с с м а т р и в а т ь  критерии к а ч е с т в а  систем 
в у с т а н о в и в ш и х с я  и перех одн ых  р е ж и м а х .

Д л я  ко лич ест вен ной  оценки свойств  1)% систем . у п р а в л е 
ния ( ф = 5 ) ,  сист ем  со с в я з я м и  с внешней средой ( ( р = ^ ' 5 / 7) 
и р а с ш и р е н н ы х  систем (<р =  /?) испол ьзуются  оценки час тн ы х  
моде лей  и х а р а к т е р и с т и к  М$и — ра зн ообра зн ые  п о к а з а т е л и  и 
критерии  к а ч е с т в а  Л [ М £ у  ] и обобщенные критерии (ф ун к 
ц и о н а л ы )  построенные на  ч а с т н ы х  критериях  Н а  к р и т е 
рии к а ч е с т в а ,  вы чи сл ен н ы е на  основе  част ны х моделей и х а р а к 
т ер ист и к  р а з л и ч н ы х  ра нго в  неопределенности  М“и (г ) ,  г  =  1, 
2, 3,  р а с п р о с т р а н я е т с я  понятие  ра н г а .

По ч а с т н ы м  м о д е л я м  М^и  оценив аю т свойства  и $  с а м и х
си стем :  по м н о ж е с т в у  ко н ту ро в  Ж и м н о ж е с т в а м  % 9 ? ............
и н д е к с н о м у  в ы р а ж е н и ю  д л я  оп ре д е ли т е л я  о преде ляют  число 
ко н ту ро в ,  особенности их с о п р и к а с а н и я  и свя за нн ости ;  по 
ч а с т н ы м  м о д е л я м  второго  р а н г а  типа си мвольн ых  в ы р а ж е н и й  
д л я  Опр еделителей ,  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  полиномов у с т а н а в л и 
в а е т с я  с т р у к т у р н а я  уст ойчивость ,  оп ре д ел я ет ся  по ря до к  си сте 
мы;  по т а к и м  полностью о п ре д ел ен ны м  х а р а к т е р и с т и к а м ,  к а к  
о п р е д е л и т е л ь  Д(Х)> х ар а к т е ри с т и ч ес к и й  полином £>(Х), м а т р и 
ца  коэфф ици ентов  А, ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а  экв ива ле нтн ой  
одн око нт ур ной  р а з о м к н у т о й  с и с т е м ы  =Д (/со)  — 1 оцени
в а ю т с я  с т е п е н ь  и з а п а с ы  устойчивости .  Функци и ч у в с т в и т е л ь 
ности Та- и Т 1г  оп ре д е ли т е л я  А к о пера то рам  контуров  и д у г  
позв оля ю т  оцепить  вл ияние  особенностей  топологии си с т е м ы  и 
ва р и а ц и й  о п е р а то р о в  на  с в о й с т в а  ко нтурных  частей.  По оцен
к а м  ч а с т н ы х  м о д е л е й  М%и м о г у т  быть  ус т ан овл ен ы  ф а к т ы  не- 
грубости  с и с т е м ы .

Ч а с т н ы е  м о д е л и  М ид-$ри  ( 1 )  по зво ляют определить  число 
к а н а л о в  п е р е д а ч и  воздействий и реа л из у е м ос т ь  абсолютной 
ин ва ри ан тн о ст и ,  найти части  с и стемы ,  которые  полностью не
у п р а в л я е м ы  и н е н а б л ю д а е м ы  по р а зл и чн ы м  в х од а м  и в ы х о д а м ,  
у с т а н о в и т ь  позиции о т д е л ь н ы х  д у г  по отношению к  п у т я м  
и т. д .  П о к а з а т е л и  к а ч е с т в а ,  в ы числ ен ны е по част ны м  м о д е л я м  

2)  т и п а  с и м в о л ь н ы х  в ы р а ж е н и й  д л я  пе ред ат очны е  
функций с и с т е м  (в ) ,  х а р а к т е р и з у ю т  физическую о с у щ е с т в и 
мость  у с л о в и й  абсолютной инв ариантно сти ,  а с т а т и з м  к а н а л о в .  
По ч а с т н ы м  м о д е л я м  (3 )  вы числя ю тся  точность,  к о л е 
б ат ел ьн о сть ,  р е з о н а н с н а я  ч а с т о т а ,  полоса пр опускания ,  п р я м ы е  
п о к а з а т е л и  к а ч е с т в а  и др.

Крит ерии  к а ч е с т в а ,  вы чи сле н н ы е на  основе час тн ы х  м о д е 
лей Мри  ( 3 ) ,  н а п ри м е р  функций чувствител ьности  вы х о д о в  к.



И Д°В °п рак тиче с  ки х ^ п о с т а н о в к а х  з а д а ч  в а ж н о й  с о с т а в л я ю ^ ,  по
няти я  к а ч е с т в а  систем я в л я е т с я  сл ож но ст ь  си с т е м  > п р ав лен и я .  
М о ж н о  говорить об о ц е н к а х  слож но ст и  топологии (н ап ри м ер ,  
число д у г  ко рр екции ) ,  с т р у к т у р ы  оп ераторов  ( н а п р и м е р ,  поря- 
ло т  дифференциального  у р а в н е н и я ) .  Н е к о т о р ы е  д о п о л н и т е л ь 
ные  оценки сложности в в о д я т с я  и на п а р а м е т р и ч е с к о м  ра нге  
модел ей  (напр имер ,  пасс ивн ост ь  коррекции,  п о ло с а  часто

П Т В к а ж д о й  конкретной з а д а ч е  а н а л и з а  или с и н т е з а  си с т с ”  
у п р а в л е н и я  исходя  из по ст а но вк и  за д ач и ,  т Ре б о в а , ' иитяКк ^ ^ . '  
н ы м  п о к а з а т е л я м ,  в ы ч и с ли т е л ь н ы х  особенностей,  а  т а к ж е  у ч и 
т ы в а я  что р я д  критериев  х а р а к т е р и з у ю т  п р иб л и з и т е ль н о  одни 
и те  ж е  стороны к а ч е с т в а  процессов,  в ы б и р а е т с я  свои В^ ™ Р  
нын критерий ка ч е с т в а  1, к о м п он ен там и  ко торог о  я в л я ю т с я  те 
или иные  част ны е  критерии /¿, подр обн ая  с х е м а  полу чен ия  к о 
то р ы х  о б с у ж д а е т с я  ниже .  З а д а н и е  ве кто рно го  к р и т е р и я  1 с  
у к а з а н и е м  экс тр ем из ации ,  н ап ри м ер  м и ни м и з а ц и и  всех  
ш х  кр итер иев  /,. з а в и с я щ и х  от п а р ам ет ро в ,  с т р у к т у р  опера- 

торов  Т и п о л о г и й  систем,  п р е д с т а в л я е т  з н а ч и т е л ь н у ю  опреде- 
ченность требований к к а ч е с т в у  процессов у п р а в л е н и я ,  т  е к 
степени д ост иж ен ия  и д е а л ь н ы х  целей си ст ем ы  и к а ч е с т в у  снс-

Т6МВВ с л у ч а е  единственного к ритер ия  / или интегрального.  к р и 
терия  / лучшей сч ита ется  т а  из с р а в н и в а е м ы х  м е ж д у  
систем у  которой значения  / или /, наприм ер ,  м ен ьш е.

В в е д е н и е  векторного  к р и т е р и я  к а ч е с т в а  I д л я  оценк и оши
бок  систем вносит о п ре д е ле н н у ю  специфику  ^при сопос™|^е-  
иии систем с о д и н ак о в ы м и  ц е л я м и  м е ж д у  собой.  С у щ е с т в е н н ы м
отличием векторного  с л у ч а я  я в л я е т с я  то, что д в с  с “ ^ д Т о д н а  
г у т  бы ть  не с р а в н им ы м и  по  в е к т о р но м у  к р и т е ри ю ,  к о г д а  одна 
из них  л у чш е  по одним,  ч а с т н ы м  кр и т е р и я м ,  а ДРУ™* ™ 
др у г и м .  М н о ж е с т в о  всех  с и с т е м ,  н е с р а в н и м ы х  по ве к т о р но м у  
критерию,  о б р аз уе т  м н о ж е с т в о  (о б л ас ть )  П а р е т о .

Т ребован ия  к к а ч е с т в у  процессов  и и н в а р и а н т н о с т ь  до  е. 
П о л н а я  определенность  т р е б ов а н и й  (м од ели  требова нии ; * )  
д о с т и г а е т с я  послб у с т а н о в л е н и я  до п у с т и м ы х  зн а ч е н и и  принят ых  
ч а с т н ы х  критериев  /,. Ес ли  д о п у с т и м ы е  з н а ч е н и я  ч а с т н ы х  кри 
териев  обозначить  /¿т, то  т р е б о в а н и я  к к а ч е с т в у  проц ессов  вы 
р а ж а ю т с я  в виде  си сте мы н е р а в е н с т в :

С7-54,

Т а к и м  образом,  м о д е л ь  т р е б о в а н и й М т к с и с т е м а м  у п р а в л е 
ния  о к а з ы в а е т с я  описанной в те р м и н а х  к р и т е р и е в  к а ч ес тва ,
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о г р а н и ч и в а ю щ и х  степень  отк ло нен ия  процессов от и д е а л ь н ы х  
целей у п р а в л е н и я .  К а к  го во р ило сь  вы ш е (см.  §  1 .6) ,  особенно
сть ю  т а к о г о  описания  си ст ем  я в л я е т с я  то, что при этом с о х р а 
н я е т с я  б о л ь ш а я  неопр еделенн ость  относительно топологии,  
с т р у к т у р ы  операто ров  и п а р а м е т р о в  тех  систем,  ко торые  при
н а д л е ж а т  Мт.

М о д е л ь  требова ний  к с и с т е м а м  уп р авл ен и я  м о ж е т  в ы р а 
б а т ы в а т ь с я  постепенно и у т о ч н я т ь с я  в процессе синтез а  и про
е к т и р о в а н и я .

Рнс. 58.

Т р е б о в а н и я  к  с и с т е м а м  у п р а в л е н и я ,  в ы р а ж е н н ы е  в виде  
( 7 . 5 4 ) ,  в  п р ос тр ан ст ве  ч а с т н ы х  критериев /,• п р е д с т а в л я ю т с я  
м н о г о м е р н ы м  п а р а л л е л е п и п е д о м  с  вершиной~п н а ч а л е  к оорди 
нат.  Н а  рис.  58 илл ю с т р и р у е тс я  частный случа й требований,  
ф о р м а л и з о в а н н ы х  в ви д е  ограничении на компоненты /[ и /2 
в е к т о р н о г о  к ритери я  р а з м е р н о с т и  р = 2. Все  системы,  ч аст ны е  
кр и тер и и  к о т о р ы х  /[ и /2 п р е д с т а в л я ю т  вектор  с концом в п р я 
м о у г о л ь н и к е  0 < / ! ^ / 1т, 0 < / 2^ / 2т, у д о в л ет в о ря ю т т р еб ова ни ям ,  
п р е д ъ я в л я е м ы м  к их проц ес са м  уп рав ле н и я .

М о д е л и  М ф(3)  на п р ос т р а н с т в о  критериев о т о б р а ж а ю т с я  в 
в и д е  т очки .  К а к  это  с л е д у е т  из гл .  1, модели М ( 1 ) ,  М ( 2 ) ,  а 
т а к ж е  м о д е л и  с м е ш а н н ы х  р а н г о в  неопределенности п р е д с т а в 
л я ю т  собой м н о ж е с т в а  боле е  оп ределенных ,  а в  конечном сч е 
те  — м н о ж е с т в а  ( М ( 3 ) }  — полностью определенных моделей ,  
^ т и  м о д е л и  на  простр анств о  к р и т е ри е в  о т о б р а ж а ю т с я  в виде  
не о б я з а т е л ь н о  с в я з н ы х  о б л а с т е й .  Д л я  примера  на  рис 58я  
п р и в е д е н а  ге о м е т р и ч е с к а я  и лл ю ст рац и я  модели си сте мы 
М{2, 3 ) ,  о ди н  из операто ров  которой с о д ер ж и т  п а р а м е т р ы  и 
Цч, з н а ч е н и я  которых п р и н а д л е ж а т  м н о ж е с т в у  :



от нуля элементом ву(8)> т. е.
Р р ( г )  =  а ,  т ш ь л е ) -

В самом общем случае в р е з у л ь т а т е  „ я ¿ 7 . 5 5 )
можно получить скалярную функцию Р р ( в )  к ’ 
бинацию всех  элементов матрицы Т ( ё ) ,  т. е,

I
Р , ( г )  =  ^ * Л г )

г ■■ 1

V O ;  ( g )

V f l T (g> Ц) (g )
1=1

> > r ( g )  T ï r ( g ) (7 .56)

ovmMT л и н е й н а я  «форма р е а к ц и й  в с е х  в  в ы р а ж е н и е  7.56) в х о д и т  л и н е и  ^  Л с п и е  М й ) :
п е р е м е н н ы х  t v \gh f  — i ,  . г»
[ У “ или л и н е й н а я  ф о р м а  реакций м н о й  к о о р -

1шнаты ^ r ( g )  на все в о з д е й с т в и я  f r ( g ) ,  — ------ -- -
I V *  h ( г 1 Г ? , ( г ) | .  Н е о б х о д и м о с т ь  и ц е ле с о о б р а з н о с т ь  в в е д е -  
Ь ^ р а з л ^ ч н ы х  ко нстру кц ий

а Ют а к ж е И' Д з л и ч 111? х ^ ф о р м ' и н в а р и а н т н о с т и  и к о м п е н с а ц и и  в

с и с т е м а х  у п р а в л е н и я  119, 201 привед ены п р и м е р ы
В к а ч е с т в е  иллюстрации в т а о л . . р г о о т в е т с т -

н ес ко ль ки х  конкретных типов  п рео браз ов а ни и  /„  и с о о т в с т с
вуюший им в и д  « а л я р и о и  функц ии  РАЮ-  л я т ь  собой

Э л е м е н т ы  матриц \(g)  к  ü ( g )  й о г у !  1 я т а к ж е  в ы б р а н -  
нули,  постоянные ,  единицы с Ра з '1Ы“ ^_ с 'е  - вы числения  мо- 
ные в е с о в ы е  функции, н ап ри м ер  f  у  л и н е й н ы х
ментов  /-го п о ря дк а  переходной о ш иб ки  bvrneP(U
комбинаций ошибок.  , 9  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  ф у н к -

циюПР/ А ( Г ° п “ " “С ( » ‘ - а с т и о с г и ,  л и н е й н о г о )  и р е-
о б р а з о в а н и я  функции Р р ( g ) :

/ M * )  =  / M P , ( f f ) l .  2 .............  А  ( 7 ' 57 )
в  к а ч е с т в е  примеров  нелинейных преобразований^ ф у н к ц и и

PAg)  м о ж н о  привести о пера ци и  в о з в с д  i ^ т  д
== 1Л>(£)1** о п р е д е л е н и я  м о д у л я  HTi{g) — moü



ф у н к ц и о н а л ^ о ц е н к у ^ / ? !  —  п о з в о л я е т  полу читьI ц с н к у ;  К) — К} \Н^)\,  н ап ри м ер ,  за  сч ет  ос ред -

на [ ^ гр, с о ) .  =  |  Н гЛ ё)й ё ,  поиска  э к с т р е м у м а

=  е х и н 11(ё), о ц е н о к  с в е р х у  и л и - с н и з у ,  о п р е д е л е н и е  нулей 
И т .  д .  3

— Т а б л и ц а  7.?
Тип пре- 

сбраэовани
Р Р А («■) в (g) ' У * > “ РР ( т £ ^ ) |

Л ^ ( £ ) = 1 ,  7 =  а;  

л т (-?) =  0, т *  а
Ьт ( ? )  =  1, г  =  Ь-
ЬГ ( ? )  =  о , г  + Ь 4 1  ( е )

/'2 I a [̂ l 8 )  =  g ,  т =  а ;  

а 7 ( ? )  — 0, ф  а
Ьг ( ? )  =  1, Г =  А; 

ЬТ ( ? )  =  0, г  -+ Ь е т $ ( Е )

Л ^ { £ )  =  Г =  а;  
в т ( г )  =  о, 7 = ^ я

М ? )  =  1, г  =  6; 

ЬГ ( ? )  =  0, г  ф  Ь ? 2^ ( ? )

Л  * а т ( ? )  — 1, т = л ;  

а т ( ? )  =  о ,  7  *  й
ЬГ ( ? ) = * ,  
Г = 1 .  . . .  / Т “ (Я)

г - 1

■ Рь а т ( ? )  =  1, 7 =  а ;

ЛУ <̂ Г) =  о,  ;  ^  а
Ьг  ( ? )  =  *, .

1 4  (г)
Г -1

Р 6
« т ( £ > = 1 ,  7 =  д,  

Л, ( ? )  =  0, - ¡ ф  а
Ьг ( Я )  =  цЬ г ,
г  =  \............./

1

е ^ ь ^ и е )
г -  1

Л « т ( ? )  — 1,

7 =  1. ■ [л
М ? )  =  1, Г = й ,

&г ( ? )  =  0, г = & (г) .
т -1

^  ф орм ируетс я  ч а с т н ы й  критерий к а ч е с т в а  I — I (Р \ 

Мерную м а г р и и .  .......... Ем е о н у ю  м я т п ч т /  ■ * *' уп ири доч иваю тся  в пяти-

ПР ^  ® ^ ^ ' м ^ ^ п р а в л е 1 ? „ я МаТ^ ИЧНЫМ Ч ’ ИТе'” “  “

ОЛЛ



рицы л  Н а п р и м е р ,  если р а с с м а т р и в а ю т с я  о р и г и н а л ы  ( g  —  О 
\ в преобразовании Р  пр иняты м а т р и цы  с  о т л и ч н ы м и  от н у л в  
эл е ме н т а м и  =  1, Р 9= Т Ш  а  в а р ь и р у ю т с я  ви ды  п р е -  . 
образований k ,  при //,(/>,) =  />„). то
м о ж н о  п о л у ч и т ь  л ин е й н у ю  и н т е г р а л ь н у ю  о ц е н к у ,  поиском  
на \t со) — э к с т р е м а л ь н ы е  з н а ч е н и я  п е р е х о д н ы х  о ш и б о к  
е е гр' и с о о т в е т с т в у ю щ и е  им м о м е н т ы  в р е м е н и  t u 
п о и с к о м ' нул ей  -  в р е м я  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  t pt пе рво го  со -  
? 1 г о в а н и я  i  ч а ст о ту  /„ и число п о л у к о л е б а н и й  и д р .  В т о м  
с л у ч а е  к о г д а  aAt)  =  t b , =  1, п р е о б р а з о в а н и е  Я ,  с у т ь  в ы ч и 
с л е н и е ’ м о д у л я ,  a R ) — осре дн ен ие ,  п о л у ч а е т с я  и н т е г р а л ь н а я

со

о ц е н к а  с весом

По описанной* с х ем е  м о ж н о  получи ть  м а т р и ч н ы й  к РитеР“ и 
ка ч е с т в а  систем вмес те  со с в я з я м и  со с р е д о й  MgrsF,  если воз -  
д “ я не опред елены.  Р о л ь  м а т р и ц ы  функ ци й ч у в с т в и т е л ь 
ности ошибок в  эт ом  с л у ч а е  играет  м а т р и ц а  передач  {<Pvr}.

В том с л у ча е ,  если не определен ы с в я з и  си с т е м ы  со средой ,  
т  е з а д а н а  м о д е л ь  си ст ем ы  М*  п р е д с т а в л я ю щ а я  собой сильн о 
связн ый граф или к о нтур ную  часть ,  то  о ц е н и в а ю т с я  ск„а^ я Рна5* 
функция Д - ‘ ( £ ) ,  м а т р и ц а  А  коэффициентов  норма льной форшл 
ил и ха  р а кте р ис т и ч е с к  н й полином D(s ) ,  п а  основе  в т о р ы х  м о ж 
но получить р я д  е ди ны х  д л я  всей с и с т е м ы  ч а с т н ы х  кр ите ри ев ,  
не з а в и с я щ и х  от комб ина ци й вершин в х о д о в  и вы х о д о в  и от д у г  
г р а ф Г  где  р а з м ы к а е т с я  к о н тур н ая  ч а с т ь .  В  частности ,  пб ч а с 
тотной х а р а к т е р и с т и к е  э кв и ва ле н тн о й  р а з о м к н у т о й  сис^ е м “  
W Г/со) =  ДГ/ад) — 1 м ожн о  получить  з а п а с ы  устойчивости 
модулю А *  И ф а зе  Ар. Отме тим,  что д л я
мы с передачей A“ 1 ( s )  м ожно  получи ть  в с е  те  п о к а з а т е л и ,  
что и д л я  с л у ч а я  полностью оп ред еленной си стемы .  Ч а с т о т н ы е  
характеристики^ Д-><7<*) и ( A ( j c o ) - l ) Д - 1 ( / « )  по зво ляют вы чис-  
1ш 1  ̂ п о ка за те л и  ко леба тельности  М,  М -  а  т а к ж е  рез он ан сн ы е

ЧаСП°оТказ“  телГ* к а ч е с т в а  и част ные  к р и т е р и и ,  полученные по 
х а р а к т е р и с т и к а м  контурной части с и с т е м ы  УПР ™ ® НИ*Г 
юте я наибо лее  у н и в е р с а л ь н ы м и  и о т р а ж а ю т  общ■ СТВИЯх
системы,  пр ис ущ ие всем п ер ед ач ам  при л ю б ы х  во здеистви  х.

Алгорит мы вычислени я  у с т а н о в и в ш и х с я  ошибок  при в о з д е и  
с т в и я х  полиноми ального  типа.  Пп*пптяиляю-

За пишем  и з о б р а ж е н и е  о ц е н и в а е м о »  ошибки ,  предс 
щей собой с у м м у  ус т а н о в ив ш е й с я  и п е р ехо дн ой  с о с т а в л я ю т  -

Е (s )  =  ЯУСТ (s) +  £,*р <*) =  ф‘ (*) F
л  # , *Ч?Я <*) S-(bms”' + bm^ ' + ... + bïs+b,± {7 5S)

г д е  Ф£ (s)  =  “  ansn +  вя_,5я' 1 +  ---  +  ^  +  ао)
есть  пе р е д а т о ч на я  функция  з а м к н у т о й  с и с т е м ы  по о ш и б к е ,

201



( )  ’ 2 ,  — 1, О, 1, 2 , . . .  ( 7 .59 )
—  и з о б р а ж е н и е  типо вого  возд ействи я .  В в ы р а ж е н и и  (7 58)  пн 
полняются  с л е д у ю щ и е  соотношения:  г  + т ^ п ,  Ь0ф 0, 10фО  

' ' < ' ’ ' поР яДок а с т а т и з м а .  И з о б р а ж е н и е  ( 7 5 9 )  обпб '  
щ а е т  и з о б р а ж е н и я  6 -функций р а з л и чн ы х  п о р о к о в  и полиио ’

“ !б<’ -ГА0 3 / - ' " " ' / " ' «  а "  - 2 - в ^ \ нк щ ,я  п о р я д к а
с т у п е н ч а т а я ' ф у н ^ ^ П т  ( ‘  еДГ " , Н а я[(¿)  =  / и т . д .  — Ц / ; ,  / = 1 — линейная  функция

У с т а н о в и в ш а я с я  с о с т а в л я ю щ а я  ошибкп р *7 } Пп„ 
на  вх од  с и с т е м ы  6-функций ( , < 0 )  р“ в н а  " у л ^ ^ а к £ к и\ Ц

в н а ч а л е ^ т о р д и н а т . ДаТ° Ч,,аЯ ФуНКЦИ* ( ?  5 8 >
с т е п е н и ы х тнп ° в ы х  в о зд ейст ви ях  ( / > 0 )  ¡(1) — 11И\

в д в г я а — - ~ — *«*
еу„ ( ( )  =  С0/(П  +  С , / '  ( 0  +  . . . +  С ,/ ‘> (I), ( 7 .60)  

г д е  С„, С,  С „  . . .  —  коэффициенты ош иб ок ,  

нулю  С -  Г  1 е с к о ^ кг°  пеРв “ х коэффициентов  ошибок  рав ны 

т о л ь к о  ко э ф ф и ц и е н т ы ” с ' ~ с Ц ^ , ’. . П0ЭТО“ У СЛ6Дует в ы ч и с л я т ь

ош иб ок  ЧСИСЛеНН0? ) о п р с д е л е " ия р  н е н у л е в ы х  коэффициентов  
м у л а  |8 1) . ..............  С‘+р~1 н аи бо лее  у д о й н а  р е к у р р е н т н а я  фор-

С , " * = ( й * — *  =  0,  1............. / , - 1 ,  (7.61)

причем 6 А =  0 при к > т ,  аг =  о при г > п

в о д и т с 7 н и ж е : ’ РеаЛКЗуЮщая <7 6 »  " а  « ь ж е  А Л М И Р - 6 5 ,  при-

’ ’Р А З Р 'б .  р  =  М + 1 ;  АМ =  АГП-  ’ ’Д Л ’Ч — Г ’П Г Г ’ ПГУ'п-

Д О Р ”В Ы Г Г Г Е ' ^ : м + 1 - т о -\2  =  , 2 ' , Я  с^ Ц Т вУ ш -
’’М А С С ’Т Л  ( п  Х С [ [ — К ] ) ) / А М ) ;  Г ' В Ы В "

п  '  (7.62)
Описатешзиан часть -п рограм мы (7.62) :  Т Д Е ” М - л ;  М  = т ;

СГ п 1 ’’’ к о н "  — ■ • - ■ • ВГ^[л-{-р] ;
п п п т и п п , '  п р и н я т ы  сл ед ую щ и е идент ифи кат оры :  N. М —

коэффициентов0 о ш и б о к !  ¿ [ * + 1] ” ° 'В ^ Т п - Т *  иенул.е в * х 
фициентсв по ли номо в ,  з а п о л н я е м ы е  в п о р я д к е  возрСастанияЬ стс-

Вычисление н а ч а л ь н ы х  значений ошибки и ее  производных
Дача  на в х о д  с и с т е м ы  типового во з д е йс т в и я  (7 .59) при ну-



л е в ы х  п р едн ач ал ьн ы х  у с л о в и я х  в за ви си м о ст и  от  соотношения  
степеней полиномов п и т ,  п о р я д к а  а с т а т и з м а  V и степени воз- 
д ей ст ви я  / в ы з ы в а е т  п о я в л е н и е  н е н у л е в ы х  п о с л е н а ч а л ь н ы х  
условий  е ( 0 +) ,  е' ( 0 +) ...........  е< "-» (0+ ) ,  а  в н е к о т о р ы х  с л у ч а я х
и й-функций тех  или иных п о р я д к о в .  ^

П р е д с т а в л я е т  интерес в ы ч и с ле н и е  п ло щ ад е й  6 - функц ии  (если 
они имеют место) и в е к т о р а  пр ир ащ ен и я  н а ч а л ь н ы х  условии ,  
в ы з в а н н ы х  приложением т и по во го  во з д е йс т в и я  ( 7 . 5 9 ) ,  посколь 
к у  п е рех одн ая  с о с т а в л я ю щ а я  процесса  м о ж е т  Р ас см ат риват ься  
к а к  свободное  д в и ж е н и е  с и с т е м ы  при этих  н а ч а л ь н ы х  услови 
я х  Н а ч а л ь н ы е  у сл ов ия  н а р я д у  с к орня ми  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  
полинома  определяют пр оц ес сы ,  по этому  в р я д е  с л у ч а е в  м огут  
р а с с м а т р и в а т ь с я  к а к  н е к о т о р ы е  из к о с в е н н ы х  п о к а з а т е л е й  к а 
ч ест ва ,  х а р а к т е р и з у ю щ и х  н а ч а л ь н ы й  у ч а с т о к  пр оцессов .  Кро 
ме  того,  имея  достаточно б о ль ш о е число п р о и з в о д н ы х  е (0 ) ,  
м о ж н о  вычислить  ор д и н а т ы  процессов ( см .  п. ¿.¿.3).

Ппи выполнении у с л о в и я  т  +  * >  л  + 1  - г  1 
и з о б р а ж е н и е  ошибки Е (з )  п р е д с т а в л я е т  собой неп р ав и л ьн ую  
дробь ,  ко т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в с л е д у ю щ е м  виде .

, £ ( * ) = £ „ ,  (5) +  Я„г (5) =  0 ,5 '  +  . . .  +  О , Л - О 0 +  0(5) ;>1„(5 ) .  (7 .64 )
П е р в о е  с л а г а е м о е  Ет (в )  с о о т в е тс т в у е т  б - ф у н к ц и я м  О 06 ( 0 .  
п  а ' ^ )  ОгЬ(г)(1), г  =  т + у — ( п+1— 1) в н а ч а л е  координат .
В т о р о е ’ с л а г а е м о е  Еа2( з )  -  и з о б р а ж е н и е  перехо дн ой  с о с т а в л я 
ющей процесса ;  поря док  п оли нома  в  (б) по к р а й н е й  мере
ед иницу  меньше п. __ „ .

Алгори тм  вычисления  коэффициентов  и ь I и, 1, . . . ,
на я з ы к е  А Л М И Р - 6 5  и м е е т  в и д
" Р А З Р ”6 1? =  ЫЮ—Ь— 1; Р = К  +  М + 1 ;  ” Д Л ” 1==Г Ш
1”Д О ,’Р , ’В Ы П ” ВЫ[1]  =  ” Е ” 1 > Н ”ТО ” ( В [ I И] ) ’ ’ И Н А  ( 0 ) ;
А Ы = А [ы + 1 ] ; С - М + р т  + 1 ] - В 1 ; Ц П , О Т ”0  = 
0 ”Т О ” ( ” Н А ”5) ; ”Д Л ’ Т =  д  Ш - 1  Д °  1 В Ы П  , (  Д  
^ ' Ы ”ТО ,Ч У = 0 __И - П ’^ Н А ’ ( Ё I ^  — N-(-1 ТО  (У
О — 1 - Н ) ’,И Н А ” (У==1''0 ) ;  У ’(7 65)
А [ К — К + 1 ]  X О [I +  К ] ) ) / А Ы ) ; 5.  В Ы В  М А С С  О (7 .65)

В  описательной части  к  п р о г р а м м е  (7 .65 )  Должно б ы т ь  у к а 
зано-  ’’ Г Д Е ” N =  /1; М = т ;  Ь = / ;  N 1 0 = ^ ;  А [п+  1 ] =  - - „  • >
В Г т + 1 1  = ................ . П [ m - Ь v — п — /]; В Ы [ у  +  т — /] КОН .

Вычисление  п о с л е н а ч а л ь н ы х  значений о ш иб к и  е и ее  произ- .  
водной лю бых  поря дко в  в е с ь м а  быс тро осУщ е с т в л " е™ " " “ Р®' 
ку р р е нт н ы м  ф ормулам ,  п олу чен ны м  из т еорем  о ^ ! ФФ®Р®“ Ц1 р 
в аи ии  и о начал ьн ом  зн ачен ии  о р иги н а л а .  ,П Р^гРа м м ^  “ 
А Л М И Р - 6 5  д л я  вы ч и с ле н и я  н а ч а л ь н ы х  з н ач ен ии  ошибки 
г— 1 производных имеет  в и д
”РАЗР"6. г = А ^  +  1];  у [ Ч = С [ ^ ] / 2 ;  ”Д Л ” 1 =  2"Ш” 

П 0 ” Ы” В Ы П ” У [ I ]  =  ( в  [ N - 1  +  1 ] - £  К =  1;
а 1 X У [ I —К ] ) )/г; ” Д Л ” 1 =  Ы+1 111 1 Д О  и ВЫП



" А а Г Г " У л ( К = 1, N’ A tN— K-t-l]  Х У [ 1 —K ]) ) /Z ;  " В Ы В "
Л y  о  „ (7.66V

В о п иса тел ьн о м  части  к ( 7 .6 6 )  д о л ж н о  быть  у к а з а н о 1 ’ ’Г Д Е ”
Ы = я ;  R =  r; А [ л + 1 ] =  .................; G t « ] =  . . . .  . ,  Y [ г ]  "КОН”.

П о л у че н и е  и з о б р а ж е н и я  переходной с о ст ав ляю щ ей  ошибки .
В ы ч и с л е н и е  р я д а  прямых- и к о с в е н н ы х  оценок перех одн ых  оши
бок  Епер(*) т р е б у е т  в ы д е л е н и я  из процесса е ( 0  устойчивой сис 
т е м ы  з а т у х а ю щ е й  переходной с о с тав л яю щ ей ,  что м о ж е т  быть  
с д е л а н о  п у т е м  в ы ч и т а н и я  из е ( 0  ус т ан овивш ей ся  с о с т а в л я ю 
щей и у с т р а н е н и я  в о з м о ж н ы х  ô -функций в н а ч а л е  координат .
o i y  о п е р а ц и ю  наи бо лее  просто  осу щ ест ви ть  в области  изобра-  
ж  е н и и .

П о л у ч е н и е  и з о б р а ж е н и я  переходной ошибки Enert( s )  с в я з а 
но с в ы ч и с л е н и е м  и з о б р а ж е н и я  у с та н о вивш ей ся  ошибки

£yct (s) =  ( V  Cis" j  F (s) =  (C0 + C,s + . . .  +  c / y  s>"

при V <  /-f- 1 или и з о б р а ж е н и я  8 -функций ElU( s ) - -  ' l i a  Dks* 
при m  +  n  +  /-J-1 С п о с л е д у ю щ и м  вы читан иё м  др о б н о- р а-  

в ы Ра ж е н и й  Для  п о л у ч е н и я  коэффициентов  поли- 
u q Ü  £ в  ч и с л и т е л е  t n2(s ) .  В ы ч и с л я т ь  полином Л (s)  з н а м е 
н а т е л я  ¿ п2(5)  н е т  н е о б х о д и м о с т и ,  т а к  к а к  это ес ть  з н а м е н а т е л ь

П р о г р а м м а  опред еле ния  и з о б р а ж е н и я  переходной ошибки с 
а н а л и з о м  соотношений м е ж д у  п. m,  v и I п р е д с т а в л е н а  ниж е :
” Р А З Р ”6. R =  NiO— L — 1; ,JE ”R ; > 0 ”TO, ’ r H A ” l Г ’И Н Д ” 

1M" B b I B ”E P S B b I H  =  0\ Ч т Р О Б ” ; F = R + M + 1 ‘ 
? + l < N T ° T ,! IA’ ,3) ” H H A ’T W ' 4 ) ;  3. ” B b I B ’”D==

— 9т: n ,  Д Л  1 = 1  Ш ,Т ’Д О ”Р ” В Ы П ’ЧЗП] s = ”E” I > R ”T O ”
И Н А  >( ° ) ; ”Е ,т < ы ”т о м ( ”Д Л ” 1 = р + г ’ш м

Р * п ы т т * п м г п ,О Ш . Т 0 ) :  ” H A ’7 :  4 - ”Д ^ ” Г =  1” Ш " 1 ”Д О ” 
L ? r Î P ,  I > R ” TO” ( B [ I — R ] ) ” MHA” (0); AN =

=  ° r Q - h l ]  = B N [ F ] / A N ;  ”E"Q =  .
^ n ° t y y v v  , Д  I =  Q " U I ” — 1”Д О ” Г ' В Ы П ” ( ,,Е ’ ,д <  
г ?  т ТО ( У — Q — I - f  1 ) ”ИН А” ( ” E” I >  Q—N + r T O ” ( y =
? ~ Т1-Ь О  И Н А ” (У  — N ) ) ;  D [ I J  =  (BNT I4-  N1— 2 ( K = 1  У

5  " В Ы В ” ”M A C C ” D; ”Д Л ’’’ 
dxtÏÎ-i ^  N В Ы П  ’ r E MI < Q - f  l ” TO” (U =  I)- G f i l  ==

Г р - [ V ^ (M =sA h i u , . . n ? . [. îc l x A [ I  +  1 _ K ] ) ) :  ’ ” H A " 7 ;2. P  R t AM, — A f l l ;  Д Л  I =  1 ” Ш ” 1" 1 " H O ’N 4- P ” R h i n ”

Æ i  м = ! , 7 0 ” ( ” н А ’ '6 ) ;  " Д Л ” 1 =  2” Ш ” 1”Д О  Р ” ВЬ1П"
( E I ^ N - f l  ТО ( 2 — 1— 1); C f l l = i B N Î I l = — __i 7

6 ' s  =  p - ,,Д л ” 1= Р ' Ш ” 1”Д О ,:
i l  Р Й  ( E  P + 2 ” TO” (S  =  N —1 +  ! ) •  G f l l  = B N
Щ “ о (О в 1 5  S ’ C fp - K + 1 ] X A [ I  +  K ] ) ) : 7. в ь / в



В р е з у л ь т а т е  работы п р о г р а м м ы  в ы ч и с л я е т с я  м а с с и в  к о э ф ф и 
циентов полин ома  G ( s )  ч и с л и т е л я  Еи2 ( s )  (7 .64}.  При  в ы п о л 
нении у с л о в и я  х>1 п р о г р а м м а  в ы в о д и т  на печать :  Е Р Ь  УСЛ - U ,  
при соблюдении (7.63) в с о о т в е тс т в и и  с в ы р а ж е н и е м  ( 7 .6 4 )  д о 
полнительно вы во д ится  м а с с и в  коэффициентов  D'• 
н ая  ч ас ть  п р о г р а м м ы  (7 .67 )  и м е е е т  вид :  Г Д Е  N — п, М  т ,
NIO = v;  L =  /; . А [ л - * - 1 ] --------- - •• •; B [ m  +  П = :  ■
[ m a x { v  +  m — /, n + í + l - v } ] ;  G [ n ] ;  D [ m + v - n - / ] ,  C [ / + l — v ]

^  А л г о ри т м ы  вычисления и н т е г р а л ь н ы х  п о к а з а т е л е й  к а ч е с т в а .  
Интегральные квадратичные о ц е н к и  ( И К О )  я в л я ю т с я  в а ж н ы 
ми п о к а з а т е л я м и  ка чес тв а  проц есс ов  и и спольз ую тся  при р а з 
личных с п е к т р а х  входных в о з д е й с т в и й  в больш ин стве  м е т о д и к  
си нтез а  систем  ав т о м а т и че с к о го  у п р а в л е н и я  и р е г у л и р о в а н и я .

И н т е г р а л ь н а я  к в а д р а т и ч н а я  о ц е н к а  м о ж е т  б ы ть  о п р е д е л е н а  
с  помощью след ую щ ег о  в ы р а ж е н и я :

1 / = Г  =  J  £ „ 2 ( s ) £ „ 2 ( - s ) * ,  (7 -68 )  .
о -У®

г д е  en¡ ( 0  — перехо дна я  с о с т а в л я ю щ а я  ошибки с и с т е м ы ,  
£„9( s ) — е е  изобр аже ние  по Л а п л а с у .

С у щ е с т в у е т  большое число способов  получения  зн а ч е н и и  
И К О  д л я  линейн ых систем;  д л я  и з о б р а ж е н и й  о п и с ы в а е 
м ы х  др обно-р ацион альны ми  в ы р а ж е н и я м и  в и д а  (7 .Ь4) ,  ц е л е с о 
о бразн о применить описанный в р а б о т е  [58]^ а л г о р и т м ,  к о т о 
рый з а  конечное число э л е м е н т а р н ы х  операции п о з в о л я е т  о п р е 
д е л я т ь  точное значение оценки .  О п е р а т о р н а я  ч а с т ь  п р о г р а м м ы ,  
ре а л из у ю щ е й  этот  ал горитм н а  я з ы к е  А Л М И Р - 6 5 ,  и м е е т  в и д

” Р А З Р ”6. А1ГП =  АГN +  1 ] ;  ” Д Л ” 1 =  Г ’Н1 1 Д О  N 
" В Ы П ” í A l  11 +  11 =  AFN — 1 +  П ‘. G 1 [ I ] = G [ N — 1 + 1 ] ) ;
V = 0 ;  ” Е ”А 1 [ 1 ] < ( Г Т О "  ( ” Н А ” 1 ) ;  ” Д Д " К = 1” '
,'Ы” ВЫП” (”Ь' ,А1 [ К + 11 ^  0 ”Т 0 ” ( НА 1); A L F A — A1 
[ К ]  / А  1 [ К  +  11; B E T A = G 1 [ К ]  /А  Ц К  + 1  ] ;  V = V + 1(В ЕТА Л2)/
A L F A ;  К 1 = К + 2 ;  ”E” K l ^ N ’TO  ( 2 ДО
” N” B b i n , , ( A l [ I l = A l [ I ] — A L F A  X  A l [ I  +  1 ] ;  G i l í ]  —
0 1  [ I ] — B E T A X  A l  [1 +  1 ] ) ) ) ;  V  =  V/2; HA 2; 1. . В Ы В  
’Н Е У С Т ’ ; 2. ” B b I B ”V O  ’ ' ЛЬУ)

Д л я  применимости а л г о р и т м а  (7 .69 )  необходимо,  ч т о б ы  с т е 
пень полин ома  числителя  б ы л а  м ен ь ш е степени п о л и н о м а  з н а 
м е н а т е л я .  Из  изложенного  в ы ш е  с л е д у е т ,  что д р о б н о - р а ц и о н а л ь 
ное и з о б р а ж е н и е  ошибки E„2( s )  э т о м у  усл ови ю у ^ о м е т в о р я е т .  
О п и с а т е л ь н а я  часть п р о г р а м м ы  ( 7 r6 9 ) :  1 Д Ь  „■
А [ п + 1 ]  = .................; G[n) =  . . . ,  A l [ n + l J ;  G l [ n ]  К О Н  .

С л е д у е т  отметить  о д н у  о со б ен н о ст ь  в ы ч и с л е н и я  H K U  по 
и з о б р а ж е н и ю  переходно й о ш и б к и .  Если при о п р е д е л е н н о м  
в х о д н о м  воздействии 1 ; s l"  и з о б р а ж е н и е  п е р е х о д н о й  о ш и б к и
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и м е е т  в и д  Еп2 (s)  — <Зт (5 )  Л л ($),  т < л ,  то при изм ен ении  с т е 
пени в о з д е й с т в и я  / =  что с о о т в е т с т в у е т  у м н о ж е н и ю  
£ n {s) на 5, п о лу ч и м  И К О  от производной ел (t).  Д е й с т в и т е л ь н о ,  
И К О  в ы ч и с л я е т с я  в с е г д а  по д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о м у  отношению 
при т  <  п.  Пр у  у м н о ж е н и и  е г о  на в о з м о ж н ы  д в е  ситуации-  
1) s £ ' n (^) =  5 7{en ( 0 )  при /и +  1 < п ,  2 )  s £ 11( s ) = S ’ [<] ( 0 } + ^ - , / û , ;
при m + l  =  w. Отношен ие  ô„_,/an к а к  р а з  п р е д с т а в л я е т  собой 
п л о щ а д ь  6-функции в н а ч а л е  координат,  к о т о р а я  вы ч и с ля е тс я  
о тд ел ь н о  и в со ст ав  И К О  не входит .

Интегральные лин ейны е  оц енки  (м о м е н ты )  м о г у т  б ы ть  по
л у ч е н ы  по в ы р а ж е н и я м :

СО *

¡ r =  J  tThYi{t)dt =  ( — i n > m ^ E ll2( s)  =  ( -  1 )r¿ „  (7 .70)

г д е  LT коэффициенты,  в ы ч и с л я е м ы е  ан алогичн о коэффици
е н т а м  ошибки с той л и ш ь  разницей ,  что в к а ч е с т в е  исходной 
инф ормации  и с п о л ь з у е т с я  изо браж ен ие  En2( s ) ,  а не d>e ( s ) .  
П о э т о м у  д л я  их п о луч ен ия  м о ж е т  быть непосредственно поиме- 
нен  а л го р ит м  (7 .62 ) .

Д л я  обеспечения ги б к о с ти  формирования  косвенного  в е к т о р 
ного  к р и т е ри я  п р е д с т а в л я е т с я  цел есо образны м ск онструиро
в а т ь  еди ный  ал го рит м ,  ко т о р ы й  позволил бы с р а з у  получить 
ж е л а е м у ю  ком бин ац ию из расс мотрен ных  в ы ш е  критери ев  к а 
ч е с т в а .  И схо д ны м и  д а н н ы м и  д л я  этого а л г о р и т м а  я в л я ю т с я  
м а с с и в ы  полиномов B ( s )  и A (s )  передаточной функции систе-  
Mi j  по ошибке  0 8 ( s ) .  В  за в и с и м о с т и  от к о н к р ет н ы х  т р е б о в а 
нии з а д а е т с я  число р  в ы ч и с л я е м ы х  коэффициентов ошибки ,  с т е 
пень  во зд ей ст ви я  I, у к а з ь ы з а е т с я  на  необходимость  вычисления  
и з о б р а ж е н и я  переходной ош ибки (в  с луча е  т р е б о в а н и я  полу
ч ить  полином числ ите ля  En2( s )  и (или) и н т е г р а л ь н ы е  оценки) 
у к а з ы в а е т с я  на н е о б х о д и м о с т ь  вычисления  интеграл ьной  к в а д 
р ат ичн ой  оценки V и т р е б у е м о г о  числа мо мен то в  LT.
u u  /7 fi°oC¡ i0B/7 j e f ° ГД  í í ! 1H? ro  а л го р ит м а  пр ин и м аю тся  ал горит 
м ы  ( 7 .6 2 ) ,  (7 .65 ) ,  ( 7 .6 8 ) ,  (7 .6 7 )  и (7 .69) .  П р о г р а м м а  Б В К ,  р е а 
л и з у ю щ а я  объе дин енн ую  с и с т е м у  алгоритмов ,  п р ивед ен а  ниже :

7 m 1 Pi”6 ' Г м  7 " Ч К ° < Г Т О ” ( " н а ” К 1 ) ;  Д = Ч К О ;  Ф  =  М О  +
+  М + 1 ,  A M  =  А [  1J ; Д Л  1 = Г ’Ш " Г Д О ”Д ” В Ы П ” В1ГП = 

E I  ^  NK )”TO ” ( 0 ) ” H H A ” ( ” E ” I ^  Ф ”ТО ” ( В Г П ) ”И Н А  (ОН-
Ж ^ . В, ! Ф /АМ; ”Е " Д - 1 ”Т О ^ ,т " 9 ) " д Л А! й 2 ”Ш” 1"дУ"
Д  В Ы П  ( Е ’I < N + l ”T O ” (Z =  I— 1) ;  КОГ11 =  ( B l f i l __2 ( К =

9 - " В Ы В ” ’’М А С С ’ КО; К1 
Е H B E P S <  1 ТО ( ”Н А ” Б Ф П )  ; Ц Ь  =  0; K2.LLL =  1IL- J -1 • ”Е ” 

Ц Е > Ч С В ”ТО ” ( ”Н А ” Б Ф П )  ; L  =  C B f U L l *  ” В Ы В ” ” С Т Р О ” I 
"ПРОБ' ' ;  М3. R=NK>—L — I; ’ 'Е”К > Ь ' Т а ' Г Н А ” 1ГИНА^ 
( " Н А ”2) ;  1. ”BbIB '" E PSBbIH = 0\  ’’ПРОБ'’; F = R + М - f  U Н’’
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M  +  R < N ” T O , , ( ,,H A ” 3 ) ” H H A ” ( ’,H A ,,4 ) ;  3. ,,B b I B ,” D = 0 ,; ” Д Л ” 1 
=  Г ,Ц Г Т ,Д 0 ’Т ” В Ы П ” 0 [ 1 ]  = ” E ” I > R ’' T O ”  ( B [ I — R ] ” H H A ” ( 0 )  ; 
” E ” F  <  Ы ” Т 0 ” ( ” Д Л ” 1 =  F  +  1 " Ш ” Т ’Д 0 ” Ы ” В Ы П ”  G [ I ]  = 0 ;  
” H A ’7- 4. ^ r ’I - r ,m ” r ^ O ” F ” B b i n ” B N ” [ I ] = ,,E ” I > R ” T O ”  
( B f l — R 1 ) ” H H A ” ( 0 ) ;  A N  =  A [ N  +  1 ] ; Q  =  M  +  R — N ;  D [ Q + i ] = =  
=  B N [ F ] / A N ;  ” E " Q  =  0 ” T O ” ( ” H A ” 5 ) ; ” Д Л ” 1 =  д ” Ш ’ — Г  Д О  
l ” B b i n ” ( ” E ” Q '  <  N ” T O ” ( y = Q — I H - 1 ) ’’H H A ” ( ” E ” I > Q — N + l  ’ 
” T O ” ( y  =  Q — l + l ) MH H A , ' ( y = N ) ) ;  D [ I ]  =  ( B N f I + N ] — 2 ( K =  1, 
y ,  A [ N - K + l ] X D [ I - b K ] ) ) / A N ) ;  5. ’ ' B b l B ' ” ’M A C C ” D ;  ” Д Л ”
1 =  Г ,Ш ” Г ’Д О ” Ы, ,В Ы П ” ( ”Е , ,1 ^ р + Г ,Т О ” ( U  =  I ) ;  G [ I ]  = B N  
[ I l — 2  ( K =  1, U ,  D [ K ]  X A f  1 + 1 — K] ) ) ; ” H A ”7; 2. P = — R ;  
”Д Л ” 1 =  l ' ’m , , r ^ O ” N +  P , ,B b I i r ,B N [ I ]  =  ” E” I ^ M - f l ” T O  
( В [ 1 ] ) ” И Н А ” ( 0 ) ;  С [ 1 ] =  B N [ 1 ] / A M ;  ” E ’’P  =  Г Т 0 ” (” Н А ” 6 ) ; 
" Д / Г 1  =  2 ” Ш Г Д О ’’Р ” В Ы П ” ( ” Е ' , 1 <  N + l ” TO” (Z =  I - l ) ;  
С П ]  =  ( B N Ï 1 ] — 2 ( K  =  1, Z, A f K  +  1] X C [ I — K ] ) ) / A M ) ;
(i S =  P ;  ”Д Л ” 1 =  Г ,Ш ' , Г ’Д О ’,Ы, ’В Ы П ” ( ” Н” 1 >  N - P  +  2 ” T O ” 
( S  =  N— 1 + 1 ) ;  G [ I ]  =  B N [ I  +  P ] — 2 (K  =  1, S ,  C [ P - K + 1 ] X A  
f l  +  K D ) ;  7.  ” B b I B ” ”M A C C ”G; M4.  ” E ” H B V < Г Т О ” ( ” Н А ” К З ) ; 
A l f l ]  =  A [ N  +  1 ] ;  ”Д Л ,,1 =  1” Ш ” 1”Д 0 МЫ,,В Ы П ” ( A l [ I - H 1] =  A  
Г N— I +11 ; G1 [ I ]  =  G [ N — 1 +  1] ; V  =  0;  ” E ‘’A1 [ 1 ] < 0 ’ T 0 ” 
( ” H A ” 12) ; ”Д Л ” К =  Г Ш ' ’ Г Д 0 ” 1 ' Г В Ы П Г Е ’,А 1 [ К  +  1 ] <  
0 ”TO” (” H A ” 12) ; A L F A  =  A1 [K]/A1 [ K  +  1] ; B E TA  =  G1 [ K ]/ A 1  
Г К + П -  V  =  V + ( B E T A f 2 ) / A L F A ;  K l  =  K + 2 ;  ”E ” K 1 < N ”T C T  
”Д Л ” 1 — К 1 ”Ш ”2 ”Д 0 ”Ы” В Ы П ” (А1 [ I ]  =  A l  [ I j — A L F A  X A l  [ 1 4-
11 ; G 1 [ I] =  G 1 [ I ] — B E T A X A l  [1 +  1 ] )  ) ) ; V = V / 2 ;  ” N A "13 ;  12. 
” В Ы В  Н Е У С Т ’ , ’’П Р О Б ” ; 13. ” В Ы В ” ” С Т Р О '\  V;  КЗ. ” Е ” 
Ч Л М < Г ’ТО ” ( ” Н А ” К 2 ) ; Л  =  Ч Л М ;  А М  =  А [ 1 ] ;  ”Д Л ” 1 =  Г Ш ” 1 
”Д О ”Л ” В Ы П ,,В 2 [ 1 ]  =  ” Е, ' 1 ^ М + Г ,Т О ” ( G [ I ] ) ’’И Н А ” ( 0 ) ;  Л М  
[11 =  В2Г11/АМ;  ”Е” Л  =  Г 'Т О , , ( ” Н А ” 2 1 ) ;  ”Æ J r i  =  2 ” i i r T ’ 
, ’Д О ”Л ” В Ы П ” ( ” Е ” 1 < М  +  Г ’ТО ” ( г  =  1— 1 ) ;  Л М [ 1 ]  =  ( В 2 [ 1 ]  —  
— S ( K =  1, z ,  А [ К  + 1] X Л М [ 1  — К ] ) ) / А М )  ; 21.  ”В Ы В ” ”М А С С ” 
Л М ;  ”Н А ” К2;  Б Ф П .  ’’С Т О П ” О

О п и с а т е л ь н а я  часть  п р огр а м м ы  и м е е т  вид :  ” Г Д Е ”А [ п + 1]  =  
=  ; В [ т + 1 ]  =  . . .  . •; ЫЮ =  . . . ;  Ч К О  =  . . . ;  Ч С В  =
=  • Ч Л М  =  . .  .; H B E P S  =  . . . ;  H B V = . . . ;  С В  [ Ч С В ]  =
= ................. ; КО I Ч К О ] ; В 1 [ Ч К О ] ;  B N [ m a x { v  +  m — /, л + / + 1  —
v } j ;  G i n ] ;  D [ m - f v —n— /]; C [ / + l + v ] ;  A l [ n + 1 ] ;  G l [ n ] ;  Л М  
[ Ч Л М ] ;  В 2 [ Ч Л М ] ”К О Н ” .

При использовании п р огр а м м ы  Б В К  необходимо у т о ч н я т ь ,  
к а к и е  з а д а ч и  р еш аю тся .  И д е н т и ф и к а т о р  Ч К О  у к а з ы в а е т  ч и с л о  
коэффициентов  ошибок ,  п о д л е ж а щ и х  вы числе нию  (ЧКО =  0,  1 , 2 ,  
. . . ) ;  Н В Е Р 5 = 1  у к а з ы в а е т  на н е о б х о д и м о с т ь  в ы ч и с л я т ь  и з о 
б р а ж е н ие  переходной ошибки ЕП2 \ Ч С В  — число степеней в о з 
действий,  прм которых  т р еб уе тс я  в ы ч и с л я т ь  Епг; Н В У =  1 у к а 
з ы в а е т  на  необходимость  в ы ч и с л е н и я  И К О ;  Ч Л М  — чи сл о  л и 
нейных и нт е г р а л ь н ы х  оценок ( м о м е н т о в ) ,  при Ч Л М = 0  м о м е н 
т ы  не вы ч и с ля ю т с я .



Алго ри тм ы в ы ч и с л е н и я  корневых п о к а з а т е л е й  к а ч ес тва .  
.Некоторые о г р а н и ч е н и я  и у сл ов ия  на р а с п о л о ж е н и е  корней х а 
р а к т е р и с т и ч е с к и х  поли номов  D(s)  или со бств енных  значений 
м а т р и ц  А  м о д е л е й  си с т е м  у п рав ле ния ,  при выполнении ко то 
р ы х  имеет м ес то  оп ре д ел ен н ы й  кл а с с  д в и ж е н и й  при типовых 
н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х ,  н а з ы в а ю т  ко рневы ми  п о к а з а т е л я м и  к а ч е 
с т в а .  К о рн ев ы е  п о к а з а т е л и  качес тва ,  к а к  правил о ,  д а ю т  н ек о 
т о р ы е  п а р а м е т р ы  о б л а с т е й  на комплексной плоскости,  в  к ото 
р ы х  р а с п о л о ж е н ы  корни х а рак тер и ст и чес к ог о  полинома.  Го во 
р я  о л о к а л и з а ц и и  ко рне й ,  целесообразно р а з л и ч а т ь  д в е  за д ач и :  
1 ) ус т а н о в ле н и е  п р и н а д л е ж н о с т и  корней об лас ти  с з а р а н е е  з а 
д а н н ы м и  формой п п а р а м е т р а м и ;  2 ) опред елени е  па р а м е т ро в  
о бласти  з а д а н н о й  фо рмы,  которой п р и н а д л е ж а т  все  корни. С л е 
д у е т  отметить ,  что р еш ен и е  первой з ад ач и  им еет  качественный  
а  второй — к о л ич е с т в е н ны й  х а р а к т е р .  П р и м е р о м  первой з а д а ч и  
я в л я е т с я  о п р е д е л е н и е  того,  имеет  ли с и с т е м а  з а д а н н у ю  степень
устойчивости  г), с т е п е н ь  з а т у х а н и я  ф и т. д . ,  а  решение в т о р о й __
позволяет  найти  ч и с л е н н ы е  значения  п о к а з а т е л е й  п, it и т. д 
ко торыми о б л а д а е т  с и с т е м а  [ 1 6 ] .

Корн евы е  п о к а з а т е л и  к а ч ест ва ,  р а з у м е е т с я ,  м огут  у с т а н а в 
л и в а т ь с я  по з н а ч е н и я м  корней,  выч исленным  по тем или иным 
а л г о р и т м а м  п о и с к а  корней  полиномов или собственных з н а ч е 
нии с о п р о в о ж д а ю щ и х  матр иц.  Однако  при этом п олуч ает ся  
и збы точн ая  и н ф о р м а ц и я  из-за значительного  об ъем а  вы ч и с 
лении.

В р аз ли чн ы х  п р и л о ж е н и я х  реш аю тся  з а д а ч и  л о ка ли за ци и
roEi г г ИЛИ с о б с т в е н н ы х  значений о б л а с т я м и  разл ичн ых  форм 
189J .  При этом р а з р а б о т к а  алгорит ми ческог о  обеспечения о к а 
з ы в а е т с я  с в я з а н н о й  с  вопросом:  к а к и е  фо рмы областей  с л е д у 
е т  вы б р а т ь ,  т. е. к а к и е  а л г о р и т м ы  с л е д у е т  р а з р а б а т ы в а т ь ?  П р е 
ж д е  чем о т вет ить  н а  него,  необходимо с к а з а т ь  о возможности 
отображ ений  к о м п л е к с н ы х  плоскостей.

П у с т ь  на п ло с к о с т и  s  з а д а н а  область  Г и необходимо оп ре
д е л и т ь ,  п р и н а д л е ж а т  ли  ей корни полинома  или собственные 
з нач ен ия  м а т р и ц ы  А. П о л о ж и м ,  что нет  а л г о р и т м а ,  р е ш а ю щ е 
го д а нн ую  з а д а ч у  д л я  этой формы области ,  но имеются а л г о 
р и т м ы  д л я  д р у г и х  ко нфи гур ац ий  областей ,  наприм ер  д л я  о б л а 
сти  А.  В в е д е м  о т о б р а ж е н и е  s = f ( X ) ,  п е р е в о д я щ е е  точки Г  в 
точки об ласти  А ,  и с о г л а с н о  э то м у  в ы ч и сл и м  коэффициенты 
полин ома  H(X) =  D(f (} , ) )  или эл е ме н т ы  h o r o iI  мат рицы  В. 
1 о гд а  и сх о д н ая  з а д а ч а  о к а з ы в а е т с я  трансформ ированной в д р у 

гу ю:  определить ,  п р и н а д л е ж а т  ли корни f i (\ )  области  Л.  О т 
с ю д а  с л ед уе т ,  что и м е ю т с я  д в а  пути о п ре д еле н и я  п р и н а д л е ж 
ности корней з а д а н н о й  об ласти  Г: I) применение  ал горит ма  
л о к а ли з а ци и ,  р а з р а б о т а н н о г о  д л я  области  фо рмы Г; 2) о т о б р а 
ж ен и е ,  п е р е в о д я щ е е  о б л а с т ь  Г в д р у г у ю  фо рму  Л,  обеспечен
ную ал гори тм ом .  Р а з у м е е т с я ,  при этом необходим дополни
те льн ы й  а л го р ит м  со о т в е тс т в у ю щ е го  п ер есч ета  коэффициентов 
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полиномов или элемент ов  м атр иц,  который м о ж е т  б ы ть  д о с т а 
точно с лож ны м .

Д л я  примера,  если нео бхо дим о у с т а н о в и т ь ,  о б л а д а е т  ли по
лином D(s )  з аданной степенью устойчивости  ц, ч ас ть  левой 
полуплоскости  R e s s £ ) | < 0  м ожно  о то бр аз и ть  н а  л е в у ю  п о лу 
плоскость  / . = s + ï ] .  При этом В =  Л +  п Е- а коэффициенты с м е 
щенное«) полинома Н {}.) в ы ч и сл я ю тся  по обобщ енно й с х ем е  
Горнера .  П р о г р а м м а  па я з ы к е  Л Л М И Р - 6 5  [ 5 5 ]  и м е е т  вид

" Р А З Р ”6. ”Д Л ” 1 =  Г 1 1 Г Г Д О ” 1 ' Г В Ы П " ( д 1  =  Р [ 1 ] ;  ”Д Л ”
J  =  2 ” lIJ” r ^ O ” N +  2 — Г В Ы Г Г ( С ? 2  =  Р [ J ]  - f  Q1 X С;
Q1 =  Q2;  P [ J ]  =  Q2) ) ; ’’ Б Ы В "  ” М А С С Р  0  (7 71)

О пи сат ел ьн ая  часть п р о г р а м м ы  (7 .7 1 ) :  ’ ’Г Д Е ” N =  л ;  С = 
=  ц\ А[/гН-1 ] = . . .  . .; ’’ КОМ ”, где С - - ст е п е н ь  устойч иво
сти,  N — порядок  полином а,  Л---  м асс ив  коэффициентов ,  з а п о л 
н я е м ы й ,  начиная  со с та р ш ег о .  Применив  к НО.) ал го рит м  Р а 
у с а  ( см .  гл. 6 ) ,  у с т а н а в л и в а ю т  п р и н а д л е ж н о с т ь  е го  корней л е 
вой полуплоскости,  что одн овременно  о з н а ч а е т  н а лич ие  у  ис
ходного полинома D(s)  степени устойчивости г|.

Если необходимо у с т а н о в и т ь  п р и н а д л е ж н о с т ь  собственных 
значений Л к р у г у  (и, R),  г д е  а - д е й с т в и т е л ь н о е  число,  м о ж н о  
в осп ол ьзо ват ься  о т о б р а ж е н и е м  / .= (s  a)IR  к р у п ,  (a, R) в  
к р у г  единичного р а д и у с а  с центром в н а ч а л е  к о о р д и н а т  к о м п 
лексной плоскости / , [89 ] .  Д а л е е  к матр ице

В — (А — üE) R  ( 7 .72 )

прим ен яет ся  алгоритм опред ел ен ия  п р и н а д л е ж н о с т и  собствен
ных значений мат риц  е д иничн ом у  к р у г у  ( с м .  гл .  6 ) .  Алго ритм 
преобра зов ания  м ат р и ц  (7 .72 )  л егк о  р е а л и з у е т с я  пр ограммно.

В р я д е  за д ач  м о ж е т  б ы т ь  использовано о т о б р а ж е н и е  левой 
полуплоскости  на п р а в у ю  л = —s. При эт ом  В — — А, а коэф
фициенты полинома  Н(к)  от со о т в е тс т в у ю щ и х  коэффициентов  
D(s )  отличаются  з н а к а м и  минус  при нечетн ых  степенях .

Напомним,  что а л го р ит м  определения  ус то йчи вости  по м а т 
рице Л, рассмотренный р а н е е  (см.  гл.  6 ) ,  т а к ж е  я в л я е т с я  при
мером  решения за д а ч и  л о к а л и з а ц и и  с п омощ ью  о т о б р а ж е н и я  
левой полуплоскости и к р у г  единичного  р а д и у с а .

Более  'полно вопросы о т о б р а ж е н и я  плоскос тей  пр имени
тельно к м ат р и цам  ра с с м о т ре н ы  в раб оте  [ 8 9 ] .

Т а к и м  образом,  р а з р а б о т к а  ал го р итм о в  л о к а л и з а ц и и  корней 
о к а з ы в а е т с я  связанной с вопросом р а з р а б о т к и  а л го р ит м о в  ото
б р а ж е н и я .  И ответ  на вопрос :  стоит ли с о з д а в а т ь  ал горит м ло 
к ал и за ц и и  д л я  повой конкретно й ко нф игурации области  или 
проще р еа л из о ва ть  а л го р ит м  о т о б р а ж е н и я  на  обла с т ь ,  обеспе
ченную готовым ал г о р и т м о м ,  — д о л ж е н  б ы т ь  получен в к а ж 
дом  с л у ч а е  до полн ительны ми  и сс ле д ова ни ям и .

Д р у г и м  сильн ым с р е д с т в о м  рас ш ире ния  в о з м о ж н о с т ей  а л г о 
ритм ов  ло ка ли за ци и  я в л я е т с я  использование  в з а и м н ы х  перехо



д о в  м е ж д у  м а т р и ц а м и  и полиномами.  Если и м еет ся  полипом 
D(s)  ( м а т р и ц а  А)  и н уж н о  отве тит ь  на вопрос о п р и н а д л е ж 
ности в с е х  е г о  корней (со бствен ны х значении) области  Г,  но 
нет эфф ек тив ного  а л г о р и т м а  д л я  полинома ( м а т р и ц ы ) ,  то с л е 
д у е т  з а п и с а т ь  с о п р о в о ж д а ю щ у ю  м ат рицу  (вычислить  коэффи
циенты х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  по линома)  и применить с о о т в е тс т 
вующ ий  а л г о р и т м  ло ка ли за ци и  д л я  матрицы  (п ол ино ма) .

В о п р о с ы  в з а и м о с в я з и  а л го р ит м о в  лока ли за ци и  корней б о 
л е е  полно р а с с м о т р е н ы  в раб оте  [ 1 6 ] .

Р е ш е н и е  второй за д ач и ,  св яз а нн ой  с н ах ож д ени ем  числен
ных зн ач ен ии  ко рневы х п о к а з а т е л е н  к ач ест ва ,  м о ж е т  б ы ть  о с у 
щ ес твлен о  на  б а з е  ал го рит мов  решени я  первой з а д а ч и  л о к а л и 
заци и ко рне й ,  к о г д а  о п р е д е л я е т с я ,  о б л а д а е т  ли с и с те ма  н а п е 
ред з а д а н н ы м  ка честв ом .  Вычислени е  фактических значений 
ко р н е в ы х  п о к а з а т е л е й  при этом строится  к а к  поиск путем  ц е л е 
н а п р а в л е н н о г о  перебора  по одной из известных схем [ 8 5 J .

А л г о р и т м ы  вычислени я  час то тны х  п о каз ате лей  к а ч е с т в а .  
Ш иро кое  пр им ен ен ие  в трад ицио нных  м ет ода х  рас чет а  л и н е й 
ных си с т е м  а в т о м а т и ч е с к о г о  у п р а в л е н и я  нашли час тотны е  х а 
р а к т е р и с т и к и  и выч исленные па их основе частные  критерии.  
Это  о б ъ я с н я е т с я  относительной простотой пх получении и х о 
рошо п р о с л е ж и в а е м о й  с в я з ь ю  с п о к а з а т е л я м и  к а ч е с т в а  про
цессов.

Д л я  п р о с т е й ш и х  о д н о к о н т у р н ы х  п пр иво д им ы х  к  ним 
си с т е м  н а и б о л е е  часто  и с п о л ь з у ю тс я  с л е д у ю щ и е  к о с в е н н ы е  
ч а с т о т ны е  п о к а з а т е л и  к а ч е с т в а :  п о к а з а т е л ь  к олеб а те льн ост и  
Л1 =  ш а х  | Ф-г ( yVi) ¡, г д е  Ф-., — п е р е д а ч а  по к а н а л у  в о с п р о 

и зв ед ен и и :  или п о к а з а т е л и  к о л еб а те л ь н о ст и  по о ш и б к е :  
М Е =  ш а х  | Ф к  (усп) |; р е зо н ан сн ы е  частоты ш|( и »•>(>; м а к с и м у м

О)
в е щ е с т в е н н о й  частотной х а р а к т е р и с т и к и  Р ш8ч: частота  по ло 
ж и т е л ь н о с т и  в е щ е с т в е н н о й  частотной х а р а к т е р и с т и к и ;  ч а с 
т о та  с р е з а  о>С{>; з а п а с ы  у с т о й ч и в о с т и  по м о д у л ю  Д/?, Д/. и по 
фа зе  Дер и д р .

З н а ч е н и я  о р д и н а т  част отны х х а р а к т е р и с т и к  в общем с л у ч а е  
в ы ч и с л я ю т с я  г о р а з д о  бы ст рее  о р д и н ат  переходных процессов,  
в р е з у л ь т а т е  чего бы ст рее  в ы ч и с ля ю т с я  и частотные  п о к а з а т е 
ли,  н е с м от р я  па то,  что д л я  пх опре де ления ,  к а к  правило ,  т р е 
б у е т с я  п р ивл еч ен ие  ал го р итм о в  поиска  э кс т р е м ум о в  пли нулей 
нели ней ны х функций.

Н а п о м н и м ,  что  по час тотн ы м х а р а к т е р и с т и к а м  э к в и в а л е н т 
ной о д н о к о н т у р н о й  р а з о м к н у т о ! !  с и с т е м ы  W, ( /<«) — Д (_/ч>)— 1 
в с л у ч а е  м н о г о к о н т у р н ы х  с и с т е м  м о г у т  быть  оценен ы е д и н ы е  
д л я  всей  с и с т е м ы  п о к а з а т е л и  к а ч е с т в а  w* А ? 3 — а нал оги
час то тны х  п о к а з а т е л е й  о д н о к о н т у р н ы х  р а з о м к н у т ы х  си стем  [22J .



8 . ! .  О з а д а ч а х  н а л г о р и т м а х  
а н а л и з а  линейн ых  систем

1> $  1.0 приведена  о б щ а я  с х е м а  а н а л и з а  с и с т е м  у п р а в л е 
н и я — д а н а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  основ ных  д е й с т в и й  по в ы я в 
лению  разл ичн ых  св о й с тв  С", « - - 1 , 2 , . . . ,  то п о л о г и че с к и  
с л о ж н ы х  систем  А1 + (г).  ;7“л7~', /?, на о с н о в е  м н о ж е с т в а
ч а с т н ы х  моделей  и х а р а к т е р и с т и к  ¡/И^ ( г ) !  или зн ач ен ий  част 
н ы х  11 \ Л и о б о б щ е н н ы х  J j к р и те ри ем ,  п о л у ч е н н ы х  по 
м о д е л я м  т о п о л о г и че с к о г о  (/" — : 1) ,  с т р у к т у р н о г о  (Г — 2 )  или 
п а р а м е т р и ч е с к о г о  ( г = - 3 )  р а н г о в  н е о п р е д е л е н н о с т и .  В с о о т в е т 
ствии с этой сх емой р е ш е н и е  з а д а ч  анализа  с и с т е м  с р а с к р ы 
той топо логи ей  т р е б у е т  р аз р а б о т к и  д в у х  о с н о в н ы х  подсистем 
ал г о р и т м о в :  по лу чен ия  ч а с т н ы х  мо челеп  М-, ( г )  -> {М“у(г)}  и
в ы ч и с л е н и я  к ритер иев  к а ч е с т в а  М'‘и (/•)-> |/,}.

Моде ли  а н а л и з и р у е м ы х  систем  п пх ч а с т н ы е  мо де ли ,  но ко- 
т о р ы м  непосредственно в ы я в л я ю т с я  сво йст ва  с и с т е м  пли вычис
л я ю т с я  оценки кач ес тв а ,  к а к  правил о ,  имеют р а з л и ч н ы е  формы 
п р едс та вл ен и я .  -Модели си с т е м  уп р а в ле н и я  с р а с к р ы т о й  тополо
гией М Ф, ф = 5 ,  Т  ЯР, Я, м о г у т  быть  з а д а н ы  в ф о р м е  графов,  
с т р у к т у р н ы х  схем,  систем у р ав н ен и й  р а з л и ч н ы х  п о ря д к о в  в 
причинно-следственной фо рме  и в обобщенной н о р м а л ь н о й  фор
ме,  т.  е. в специальной ф о р м е  Коши с д о п о л н и т е л ь н ы м и  а л г е б 
р аи ческ ими  ур ав н ен и ям и  с в я з е н  внутрен ни х п е р е м е н н ы х  и в ы 
ходов,  сохра няющ ей  информ ацию о топологии с и с т е м  и с т р у к т у р  
о тде льн ы х  операторов.  С у щ е с т в о в а н и е  этих  и, в о з м о ж н о ,  д р у ги х  
форм о б ъ яс н яе тся  тем,  что,  во-п ервых ,  д л я  постр оен ия  моделей 
прим ен яю тс я  р аз н ы е  с п осо бы  и ал го р ит м ы ,  д а ю щ и е  р е з у л ь т а т  
в той пли иной форме,  во -в т о р ы х ,  д л я  р а з л и ч н ы х  ал го ритмов  
получения  частных мо де лей  п х а р а к т е р и с т и к  о к а з ы в а ю т с я  
у д о б н ы м и  соотве тс тв ую щ ие формы п р е д с т а в л е н и я  исходной ин
формации о топологически  с л о ж н ы х  с и с т е м а х ,  а ,  в -треть их ,  на 
выбо р формы моделей о к а з ы в а ю т  вл ияние  в к у с ы  и привы чки  ис-



с л е д о в а т е л е й ,  со о б р а ж е н и я  у д о б с т в а  кодир ования  и в в о д а  в 
Э В М  инф о р м ац и и  и т. д .  Г и б ко ст ь  алгоритмического  об еспече
ния  а н а л и з а  лин ей ных  систем  в значительной степени б уд ет  
о п р е д е л я т ь с я  в озм ож н ост ью  и простотой переходов  м е ж д у  р а з 
л и ч н ы м и  ф о р м а м и  п р е д с т а в л е н и я  моделей систем с  р ас кр ы той  
топ ол огией .  По этой причине в с о с т а в  ко м п лек са  ал го р итм о в  
а н а л и з а  с л е д у е т  в кл ю чат ь  и п одс ист ем у  ал го ритмов  переходов  
м е ж д у  ф о р м а м и  з а д а н и я  модел ей .

Ч а с т н ы е  модел и и х а р а к т е р и с т и к и  {.И .V) опред елители ,  опе
р а т о р ы  п е р е д а ч ,  функции ч увст вител ьн ости  н т. д .  — в з а в и с и м о 
сти от в ы я в л я е м ы х  свойств  Vй пли от форм з а д а н и я  исходных 
м о д ел ей  с р а с к р ы т о й  топологией п р е д с т а в л я ю т с я  в ви д е  дробно-  
р а ц и о н а л ь н ы х  в ы р а ж е н и й  или полиномов  от ко мплексного  а р г у 
мен та  5, м а т р и ц ,  временных ,  ч ас т о т ны х  х ар ак т е ри с т и к ,  а т а к ж е  
и н д е к с н ы х ,  с и м в о л ь н ы х  или с м е ш а н н ы х  массивов  и в ы р аж ен и й .  
С л е д о в а т е л ь н о ,  в к ом пле кс е  а л г о р и т м о в  д о л ж н а  быть  подсисте 
м а  а л г о р и т м о в  в з а и м о с в я з и  э т и х  форм п ред ст ав лен ия  част ны х 
м оде лей ,  что во многих  с л у ч а я х  уп рощ ае т  получение  х а р а к т е р и 
с тик  н у ж н ы х  форм, о п р е д е л я е м ы х  теми ра зн ообра зн ым и  св ой ст
ва м и ,  н а л и ч и е  кот орых  в а н а л и з и р у е м о й  системе  т р е б у е т с я  вы- 
я  вить.

Из  приве д ен н о го  неполного перечисления основн ых  а л г о р и т 
мов д а ж е  б ез  р а с к р ы т и я  их с о д е р ж а н и я  ст ан овится  ясно,  что 
з а д а ч и  а н а л и з а  с л о ж н ы х  систем уп р а в ле н и я  могут  б ы т ь  у с п е ш 
но р е ш е н ы  т о ль к о  при наличии с л о ж н о г о  ко м п лек са  а л горит м ов ,  
п р е д с т а в л я ю щ е г о  собой с о во ку пн о сть  в з а и м о с в я з а н н ы х  по дс и 
ст ем ,  и м е ю щ и х  достато чно  с а м о с т о я т е л ь н ы е  функции.

11о с у щ е с т в у ,  основными а л г о р и т м а м и ,  об еспечивающими 
а н а л и з  с и с т е м  у п р а в л е н и я ,  я в л я ю т с я  ал го р итм ы  пер ехо да  м е ж 
д у  р а з л и ч н ы м и  форм ами п р е д с т а в л е н и я  информации об а н а л и 
з и р у е м ы х  с и с т е м а х  Мч(г) ,  ф =  6’,.(Г  SF, /?, м н о ж е с тв а х  { . И ' г ( г ) } ,
« ~ 1 ,  2 ........... ч а с т н ы х  моделей н х а р а к т е ри с т и к  н о св ойств а х
О'“ с и с т е м  у п р а в л е н и я  р а з л и ч н ы х  рангов  неопределенности 
(/'=1 , 2,  3 ) ,  о ц е н и в а е м ы х  в е к т о р а м и  с а м ы х  р а зн о о б ра зн ы х  ч а 
с т н ы х  к р и т е р и е в  /,- пли об общ ен ным и  кр итери ями  При этом 
в а ж н е й ш и м  о к а з ы в а е т с я  вопрос о возможности тех  или иных пе
рех од ов  м е ж д у  ра зл ичн ы ми  ф о р м а м и  п ред ст ав лен ия  ин ф орма
ции о м о д е л я х ,  т а к  к а к  от о т в е т а  на этот вопрос за виси т ,  к а 
кие а л г о р и т м ы  а н а л и з а  в принципе  могут  б ы ть  р а з р а б о т а н ы .

В этой с в я з и  в а ж н о й  я в л я е т с я  з а д а ч а  н а х о ж д е н и я  способов 
о п исан и я  нлп перечисления  вс его  м н о ж е с т в а  принципиально в о з 
м о ж н ы х  а л г о р и т м о в  подго товки  д а н н ы х  д л я  зак лю читель ного  
э т а п а  а н а л и з а .  О дн овременно  с л е д у е т  определить  подс исте мы  
а л г о р и т м о в ,  обесп еч иваю щих решение  з а д а н н ы х  п о д к л а с с о в  з а 
д а ч  а н а л и з а ,  минимально н е о бх о д и м ы е  д л я  этого ал го р ит м ы ,  
у к а з а т ь  н а и б о л е е  р ац ио н ал ьн ы е  н у г и  р азв ити я  и с о в е р ш е н с т в о 
в ан и я  а л г о р и т м и ч е с к о г о  обеспечени я .



8.2. М н о ж е с т в о  форм 
представления  м о д е л е й  систем

Д л я  у д о б с т в а  да льнейшего  и з л о ж е н и я  любую инф ормац ию  о 
си ст ем а х  у п р а в л е н и я  будем н а з ы в а т ь  моделью,  особо в ы д е л я я  
п ш о с и и м ь н у ю  определенность  р а з л и ч н ы х  форм п р е д с т а в л е н и я  
моделей.  В епл\’ этого м оде лью б у д у т  н а з ы в а т ь с я  не т о л ь к о  
модели с р а с к р ы т о й  топологией {Ai4 (V)} или част ные  м о д е л и  
{М“г ^ Л -  но т а к ж е  различные ч а с т н ы е  {/,} и о б о б щ е н н ы е  
[У.} критерии.

G лслыо  четкого выделени я  э т а п о в  п осл ед ова тельн ого  р а с 
крытия  неопределенности  и с с л е д у е м ы х  систем у п р а в л е н и я  в 
кервой г л а в е  в ве д ен ы  понятия  м о де л ей  Ai4 ( r ) ,  систем (ф =  5 ) ,  
систем со с в я з я м и  (с|=£Г.Ь’/-) и р а с ш и р е н н ы х  т о по л о ги чес к и  
с . ю ж н ы х  систем ( ц=Я)  « ч и с т ы х »  и с м е ш а н н ы х  рангов .  В с е  э т и  
модели,  с о д е р ж а щ и е  информацию о топологии систем у п р а в л е 
ния,  м ожн о  объединить  в одну  г р у п п у :  .Ка = {Mv (r) ,  М^(г, р ) ,  
\lti(r. p . q ) :  (( - , S .  .TSf :. R; r  =  0.  1, 2. 3;  p =  1, 2, 3;  </ =  2,  3 ;  
- ¡>P>r) .

В д р у г у ю  г р у п п у  J(<i> в х о д я т  не  с о д е р ж а щ и е  и нф о р м а ц и ю  
-I топологии част ные  молели и х а р а к т е р и с т и к и  {М“г  ( г ) )  с а м и х  
систем Ms  (/•) — о пре д ел ител и  А. х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  п о л и -  
помы D . м ат рицы  коэфф ициентов  А нормальной ф о р м ы  
записи ди ф ф ер ен ци ал ьн ых  у  р ав н ей  ni l .  частотные  х а р а к т е р и 
стики И'ч(Л'>) э к в и в а л е н т н ы х  о д н о к о н т у р н ы х  с и ст ем ,  ф у н к ц и и  
чу в с т в ит е л ь н о с ти  оп ре д е ли т е л е й  и д р . ;  систем со с в я з я м и  
• И ^ 5/Г( г ) -  - п е р е д а т о ч н ы е  ф ун к ц и и  Ф7, ( х ) ,  матрицы  <А,В,  С ,  D>, 
вр е м е нн ы е  и частотны е  х а р а к т е р и с т и к и ,  функ ци и ч у в с т в и т е л ь 
ности перед ач  и др . :  р а с ш и ре н н ы х  си с т е м  Л1д (/•) — ф у н к ц и и  
чу вствит ельн ост и  7 J7 выход<ш v- к п а р а м е т р а м  систем  и с п е 
циально в в е д е н н ы м  п а р а м е т р а м  рг с в я з е й  со средой на в х о д е  
/; . м а т р и цы  коэффициентов А н с б л о к а м и  ди ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
уравнений генератор ов  воздейс тви й ,  ос нов ные  и д о п о л н и т е л ь 
ные процессы и др.  Х а р а к т е ри с т и к и  {Af“ r ( V) } ,  полу чен ны е  по 
неполностью оп ределенным м о д е л я м ,  м о г у т  иметь ви д  р а з л и ч -  
|.ых в ы р а ж е н и й ,  списков и м а с с и в о в :  инд ек сных ,  если они п о л у 
чены по м о д е л я м  Л1,г (1 ) ,  с и м в о л ь н ы х ,  в с л у ч а е  М Ф( 2 ) ,  и с м е 
шанных ,  если модели имели с м е ш а н н ы й  ранг  неопред ел ей  п о 
с т .

Третью гр у п п у  модемен J ( i  о б р а з у ю т  в с е в о з м о ж н ы е  о ц е н 
ки, п о к а з а т е л и  к ач ест ва ,  ч аст ны е  (/¿} и обобщенные {/;} к р и т е 
рии. Э л е м е н т ы  м н ож ес тв а  J ( i  не с о д е р ж а т  информации ни о 
с ф у к т у р е ,  нп и топологии систем у п р а в л е н и я ,  но з а  счет м а к с и 
мального у с т р ан ен и я  избыточности по зв о ля ю т к о л ич е с т в е н но  
( « х ар ак тер из ов а ть  именно те  с в о й с т в а ,  к оторы е  т р еб уе тс я  и с с л е 
до ва ть .  В этой группе  д а н н ы х  о с и с т е м а х  можно  в ы д е ли т ь  с л е 
дующие п о д м н о ж е с т в а  оценок:  топологии ,  с т р у к т у р ы ,  а  т а к ж е



свойств  с а м и х  с и стем ,  п ер ед ач  и процессов по полностью опре 
д е л е н н ы м  м о д е л я м .  Оцен ки ,  критерии к а ч е с т в а  полностью 
оп ре д еле нных  си ст ем  приня то  р а з д е л я т ь  на  корневые ,  в р е м е н 
ны е  или пр я м ы е ,  ч а с т о т н ы е  и интегральные .

На  рис. 60 у с л о в н о  в виде  пр ям оу го льн ико в  и з о б р а ж е н ы  р а з 
лич н ы е формы п р е д с т а в л е н и я  информации о м о д е л я х  систем.  
С ущ ест вен ной  о со бенность ю взаимного  р а с п о л о ж е н и я  по ур овням  
и г руппи ровк е  этих  форм я в л я е т с я  учет их относительной опре 
делен ности :  па с а м о й  верхн ей  плоскости р а с п о л о ж е н ы  модели 
Жо  с р ас кр ы то й  топол огией ;  на средней плоскости  сг р у п п и р о в а 
ны частные  мо дел и , ! (ф , не с о д е р ж а щ и е  полной информации о 
топологии систем у п р а в л е н и я ;  ниж няя  плоско сть  о твед ен а  под 
м н о ж е с тв о  Ж/ оц енок  и критериев  к а ч е с т в а  систем и процес
сов.  М е ж д у  п л о с к о с т я м и  . к о »  „ ^ . ш т р и х о в о й  линией вы де лен о 
мн ож е с тв о  .Ко*  м о д е л е й  с частично свернутой топологией,  по
л у че н н ы х  за  счет  и ск лю чен и я  внутренних переменных ,  знсньен 
или уравнений с с о х р а н е н и е м  экв ивалентно сти  вы б р ан н ы х  х а 
ра кт ер ис тик .  Д л я  с л у ч а е в  {Л/ч (3)},  {.И", (3)} и { Л [ М “и ( 3 ) ] )  на 
рис. 60 т а к ж е  в ы д е л е н ы  плоскости,  па которых  р а з м ещ аю тс я  
ч ас тн ы е  модели и оц енки ,  х а р а к т е ри з у ю щ ие  уст ан ови вш иес я ,  и 
частности  р а в н о в е сн ы е ,  д в и ж е н и я  (модели с т а т и к и ) .

Па  с ам ом  в е р х н е м  ур о в н е  Л С, У кроме мо де лей  М * ( 3 ) .  «р“ 5 .  
РЭР, Я с полностью и з ве стн ы м и  топологией,  с т р у к т у р а м и  всех 
оп ера торов  и з н а ч е н и я м и  па рам ет ро в ,  р а з м е щ е н ы  модели с т р у к 
ту рно го  Л1<1(2) и топо ло гического  М,, .(1) р ан го в ,  а т а к ж е  м о д е 
ли  нулевого  р а н г а  Л4Ч( 0 ) ,  пр ед став ляю щ ие м н о ж е с т в а  пе рем ен 
ных ,  воздействий п в ы х о д о в .  В штриховых п р ям оуг о л ьн и ка х  
из о б р а ж е н ы  модел и с м е ш а н н ы х  рангов в соответствии с  их 
определенностью отно сител ьно  моделей « ч и с т ы х »  рангов .  Д л я  
к а ж д о г о  из ра нго в  неопределенности  на плоскости  .Ко  р а з м е 
щены модели систем М.ч,систем со св я з я м и  М/тч/ и расш ирен
ных систем с у к а з а н и е м  формы з а д а н и я  топологическ] :  
сл ож ной  си ст ем ы :  1 - - - г р а ф ы ,  2 — с т р у к т у р н ы е  сх емы ,  3 ди ф 
ференциальные  у р а в н е н и я  различных по ря дк ов ,  А обобщен
н а я  но рм а л ь н а я  фо рма .

Средний ур о в е н ь  р а з м е щ е н и я  моделей на рис. 60 отводится  
под частные  моде ли  и ха рак тери стики .  В с л у ч а е  полной оп ре
деленности  ч а с т н ы е  м о д е л и  з а д а ю т с я  в форме  дро бн о-рацио
н а л ь н ы х  в ы р а ж е н и и ,  м а т р и ц ,  временных и ча с т о т ны х  х а р а к т е 
ристик.  Ч а с т н ы е  м о д ел и ,  по лу ч а е м ы е  по и схо дн ы м  описаниям 
МФ(2 ) ,  имеют ви д  с и м в о л ь н ы х ,  а по М Ф(1) -  -индексных в ы р а 
ж е н и й  или масс ивов .  С м е ш а н н ы е  ранги модел ей  систем с р а с 
крыто й топологией со ответ ст ве нно  да ю т с м е ш а н н ы е  в ы р а ж е н и я  
или масс ивы,  о п и с ы в а ю щ и е  частные модели или х а р а к т е р и с т и 
ки:  си мво льн о -ч исл ен ные  — д л я  Л)"г (2, 3 ) ,  инд екс но- символь 
н ы е — д л я  Ми_г (1,  2 ) ,  индексно-снмвольно-чиеленпые — д.');1
М‘ г  (1, 2,



а



8.3. О тно сительная  определенность 
форм п р е д с т а в л е н и я  моделей

У р о в е н ь  определенности  или информативности ра зл ичн ы х 
форм п р е д с т а в л е н и я  моделей м о ж е т  б ы ть  различн ым.  В  с л у ч а е  
одного  и т о г о  ж е  р ан га  модели Же, с о д е р ж а т  больше инф орма
ции, чем  э л е м е н т ы  .Л'фпли .Лал>, а последние более и нф ормат ив 
ны по с р а в н е н и ю  с оценками  и критериями Ж/, вычисленн ыми  
па их ос нов е .  Моде ли  у с т а н о в и в ш и х с я  процессов,  в частности 
ст а т и к и ,  б о л е е  бедны по сравн ени ю с динами ческими  мо де лям и .  
В с л у ч а е  с о в п а д е н и я  ран гов  моде ли  расширенных систем — 
Мц(г)  и М цп( г ) ,  модели си ст ем  со с в я з я м и  — - ( г )  и
М<зг8Уи(г), м оде ли  с а мих  систем М,ч(г) и р а с п о л а 
г а ю т с я  в п о р я д к е  у б ы в а н и я  информативности.  Относительна/!  
о п ре д е ле н н о с т ь  моделей ;М«( одного  типа ,  но различн ых  раигон 
т а к ж е  о ч е в и д н а .

Не д л я  л ю б ы х  д в у х  форм мо де лей  м ожн о  ус тан ови ть  относи
тел ьн ую  опре д ел енност ь :  это и м е е т  место  д л я  моделей ра зно го  
типа,  р я д а  с л у ч а е в  с м е ш а н н ы х  рангов ,  разл ичн ых  критери ев  
к а ч е с т в а  и т.  д .

Д л я  ф о р м а л и з а ц и и  и полно ты описаний всех  с л у ч а е в  отно
сительной определенн ости  м о д ел ей  на м н ож ес тв е  Ж= [./(а, Жф , 
Ж/, . . .} р а з л и ч н ы х  форм п р е д с т а в л е н и я  моделей с р а с к р ы 
той топо логией ,  ч аст ны х модел ей ,  оценок и т. д. удобно ввести  
бинарное  отн ош ение  И — «н е  б о л е е  инфор мат ивн а» ,  в  р е з у л ь т а 
те чего из м н о ж е с т в а  Ж 'Ж в с е х  упорядо ченных  пар в ы д е л я 
ется  п о д м н о ж е с т в о  Ж — р-*)] С  Ж X  Ж. При этом зап ись  
(р.*, р ’ ) е  о з н а ч а е т ,  что м о д е л ь  р '  не более инф ормативна ,  
чем

М н о ж е с т в о  л# и бинарное  отношение £2 на Ж п р е д с т а в л я ю т  
собой о р ие н т и р ов а нн ы й  граф относительной определенности  мо- 
д е л е й Ж = < Ж ,  £}>, ве р ш и н а м  которого  со ответствуют р а з л и ч 
ные ф о р м ы  м о д е л е й  р ' ,  а д у г а м  ( р 1, р - 0 — принципиально в о з 
м о ж н ы е  п е р е х о д ы  м е ж д у  м о д е л я м и .  Очевидно,  переход м е ж д у  
д в у м я  р а з л и ч н ы м и  формами п р е д с т а в л е н и я  моделей во з м о ж е н  
тольк о  в с л у ч а е  одинаковой информативности  пли если и с х о д 
на я  ф орм а  б о л е е  инфор мативна ,  ч е м  конечная.

В  г р а ф е  Ж м о ж н о  вы д е ли т ь  неско лько  в а ж н ы х  по дграфов ,  
п остроен ных  н а  п о д м н о ж е с т в а х  модел ей .  Это в первую очередь  
подг раф ы Жф и Ж}, построенные на тех  вершинах  Ж,  к о 
торые  с о о т в е т с т в у ю т  м о д е л я м  с р ас кр ы той  топологией Жо,  ч а 
ст ны м  м о д е л я м  Жф и о ц ен ка м  Ж/ . Д а л е е  в ы д е л я ю т с я  п о д г р а 
фы м о де л ей  д л я  у с т а н о в и в ш и х с я  дв и ж е н и й  и моделей с ч а с т и ч 
но с ве р н ут о й  топологией .  В  п р е д е л а х  этих  подграфов,  в  свою 
очередь,  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  п о д гр аф ы  д л я  ф — 5 ,  ЗГБР, /? и 
д л я  м о д ел ей  одного  типа  и од и н ак о во го  ранга  н ео пред елен 
ности.
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Рис. 61.

Граф относительной оп ре д ел ен н ост и  моделей  «Ж я в л я е т с я  
односторонне с в я з н ы м ,  т а к  к а к  он не с о д е р ж и т  д у г ,  н а п р а в л е н 
ных от Ж*  к Жо,  от Ж / к  Ж ф  и к  Жо ■ О дн ост ороння я  с в я з 
ность Ж в ы р а ж а е т с я  т а к ж е  и том ,  
что в п о д г р а ф е =  <Жо, Q > ,  в 
свою очередь,  в ы д е ля ю т с я  по д
граф ы,  ко торы е  • принципиально 
д о с т и ж и м ы  т о ль к о  в одну с т о 
рону,  наприм ер  по модели р а с ш и 
ренной с и с т е м ы  М л  легко  пе рей 
ти к  м о д е л я м  Ms  или М д - s/--, по 
м о д е л я м  с полностью раскрыто й 
топологией тр ет ье го  ранга  н е 
определенности  М ( 3 )  легко  п о 
лучи ть  моде ли  Л1(2 ) ,  М (1)  или
М ( 0 ) ,  о д н а к о  об р а т ны е  пе рех оды  т р е б у ю т  пр ивлечения  д о п о л 
нительной информации.

В то ж е  в р е м я  след уе т  о т м е т и т ь  н ал ич ие  в Ж> п о лн ы х  п о д 
графов  ( к л и к ) .  К  ним,  в частности ,  о т н о с я т с я  подг раф ы н а  в е р 
шинах  М ф( > ) е  Жо,  со ответс твую щих  ч е т ы р е м  ф орм ам  п р е д с т а в 
лен ия  топол огически  сл ож ны х  с и с т е м  (ф =  5 ) ,  систем со с в я з я 
ми и расширенных с и с т е м  (<р==/?) одн их  и т е х  ж е  
ранго в  неопределенности г — 1, 2, 3 (рис .  6 1 ) .  Если ч а с т н ы е  м о 
дел и  систем  {М^и (3)} в форме  в р е м е н н ы х  и час т о т ны х  х а р а к -  

'  теристик  з а д а ю т с я  точно, то в с е  ч е т ы р е  р а с с м о т р е н н ы е  в ы ш е  
формы п р е д с т а в л е н и я  опре де лит елей  си с те м ,  опера тор ов  п е р е д а ч  
и функций чувствительности  т а к ж е  о к а з ы в а ю т с я  инф ормац ионно  
э к в и в а л е н т н ы м и ,  что в ы р а ж а е т с я  в налич ии  в с о с т а в е  г р а ф а  
дц$Ф = <  Жф, Ü> со ответс тву ющ их  п о л н ы х  подграфов .

П о дг раф  Ж/, построенный н а  в е р ш и н а х ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
раз личн ы м  оц е н к а м ,  к а к  пр ави ло ,  о к а з ы в а е т с я  н у л ь - г р а ф о м ,  т а к  
к а к  в общ ем  с л у ч а е  не с у щ е с т в у е т  однозначной с в я з и  м е ж д у  
ра зл ичн ы ми  п о к а з а т е л я м и  к а ч е с т в а ,  и точные с в я з и  м е ж д у  н и 
ми м о гу т  б ы т ь  ус тан овлен ы т о л ь к о  д л я  простейших с и с т е м .  
Тем не менее  в а ж н ы м  фа кторо м,  и с п о л ь з у е м ы м  при а н а л и з е  и 
синтезе си ст ем  с типовыми х а р а к т е р и с т и к а м и ,  я в л я е т с я  в о з 
мо жн ость  на  основе одких к р и т е р и е в  к а ч е с т в а  процессов  и с и 
стем пр иб лиженн о  оценить з н а ч е н и я  д р у г и х .

В е р ш и н ы с о о т в е т с т в у ю щ и е  м о д е л я м  М н ( 3 ) ,  о б р а з у ю т  в е р 
шинную б а з у  этого  орграфа — из них  д о с т и ж и м а  л ю б а я  в е р ш и 
на  Ж

П е р е х о д ы  м е ж д у  формами п р е д с т а в л е н и я  модел ей ,  с о о т в е т 
ст вую щие р а с к р ы т и ю  неопр еделенн ости  относительно топо логи и ,  
с т р у к т у р ы  или пар ам ет ро в  с и с т е м ы ,  с р е д ы  или св я з е й  не м о г у т  
быт ь  о с у щ е с т в л е н ы  без п р ивлеч ен ия  дополнительной и н ф о р м а 
ции. При а н а л и з е  т а к а я  д о п о л н и т е л ь н а я  информаци я  м о ж е т ,  
например ,  о з н а ч а т ь  принятие д о о п р е д е л е н н ы х  м о д ел ей  с р е д ы



А А
Мр  или св язе й  с и с т е м ы  со средой MSF. M$-s  з а  счет перехода  
к  типо вы м  в о з д е й с т в и я м  или с в яз ям .

В отли чие  от  з а д а ч  ан а л и з а  синтез  си ст ем  в с е г д а  о з н а ч а е т  
п е р е х о д  от м е н е е  о п р е д е л е н н ы х  м о д ел ей  к б о л е е  о п р е д е л е н 
н ы м  за  сч ет  п р и в л е ч е н и я  информации о ц е л я х  у п р а в л е н и я  и 
т р е б о в а н и я х  к с и с т е м а м  и проц есс ам .  При этом ,  к а к  б ы л о  
с к а з а н о  в §  l . b ,  в ы д е л я ю т с я  зад ач и  синтез а  то пол огии  — пеое«= 
х о д ы  от  М , ( 0) ,  М ? ( 0 ,  р),  / 7 = 1 ,  2,  3,  М л 0,  /г а) р =  1 2 -

л Г п  М Л ° ’ '■ 2l 3) К -W i (1 ) - ^  Р =  2 ' З'г/ • M l ,  2, 3),  с т р у к т у р н о г о  си нтез а  п е р е х о д ы  от  М.  ( 1) A i . i l  ы
р ~  2 ,  3 ,  2,  3 )  к  A i v (2 ) ,  -Vif (2. 3) и п а р а м е т р и ч е с к о г о
с и н т е з а  — п е р е х о д ы  к  ЛТ*(3) систем ( ?  =  5 ) ,  си ст ем  со с в я з я м и  

=  и р а с ш и р е н н ы х  систем (© =  ft).
П олучен ие  м о д е л е й  с бо льш ей  определенностью,  т. е. р а с к р ы 

тие неопределенности  м оде лей ,  происходит при построении м оде 
лей  з а  счет  иде н ти ф и ка ц ии  объектов,  ср ед ы или использования 
информации,  с о д е р ж а щ е й с я  в различных  прин ци пиа льных  с х е 
м а х ,  и д р у г и х  т е х н и ч е с к и х  д а н н ы х  устройств ,  объекто в  и си 
сте м .

8.4. Граф ал го р итм и ч ес ко г о  обеспечения з а д а ч  
а н а л и з а  л ин е й н ы х  непрер ывн ых  систем уп р ав лен и я

Очевидно ,  м о г у т  б ы т ь  р а з р а б о т а н ы  то ль к о  те  а л го р ит м ы  а н а 
л и з а  линейн ых  с и стем ,  ко торы е  со ответствуют принципиально 
в о з м о ж н ы м  п е р е х о д а м ,  т.  е.  э л е м е н т а м  отношения  или д у г а м  
г р а ф а  Ж .

Если из г р а ф а м  = < . # ,  £Э> вы де лит ь  неко торый  подграф, 
д у г а м  (ц», ц.') которого  припи сат ь  ал го рит м  п ер ехо да  а и или 
н е с к о л ь к о  в а р и а н т о в  а л г о р и т м о в  а?/,  А= 1 ,  2, . .  то п о л у ч а е т 
с я  м у л ь т и г р а ф  а л г о р и т м и ч е с к о г о  о б е с п е ч е н и я ^ .

Г р аф ы  ¿Ф \\ Ж н еи з омор ф ны  — граф с о д е р ж и т  м ен ьш ее  
коли чес тво  д у г ,  но н е к о т о р ы е  из них м о г у т  б ы т ь  крат ным и.
I а з в и т о е  а л г о р и т м и ч е с к о е  обеспечение о п р е д е л я е т с я  э к в и в а 
лен тн остью  г р а ф о в ^  и Ж в  см ыс ле  д о ст и ж и м ост и ,  т. е. р а з р а 
б а т ы в а я  новые  а л г о р и т м ы ,  с л е д у е т  стр емиться  к  р а в е н с т в у  м а т 
риц д о с т и ж и м ос т е й  Ж& и графов и Ж.  В  м ат ри це  до ст и 
ж и м о с т е й  э л е м е н т  в г-й с троке  и /-м сто лбц е  рав ен  единице,  
если вер шин а  £ д о с т и ж и м а  из вершины у, и р а в е н  нулю в про
тивн ом  случае .

В  м а т р и ц а х  ра с с т о я н и й  х а р а к т е р и з у ю щ и х  ориен тирован 
н ы е  гр а ф ы ,  (¿, I) - й  э л е м е н т  равен  расстоянию из вершины / в 
в е р ш и н у  /; если из в е р ш и н ы  / в вершину £ нет  пути ,  со ответст 
в у ю щ и й  эл е ме н т  п о л а г а ю т  р а в н ы м  бесконечности.  Гр аф ы  и Ж 
и м е ю т  ра зл ичн ы е м а т р и ц ы  расстояний и ®Ж'- э лем енты  
м а т р и ц ы  к а к  п р а в и л о ,  бо льше (или р а в н ы )  соотве тс тв ую 
щ и х .  эл е м е н т о в  Д е й с т в и т е л ь н о ,  р ас см отри м  по дгр афы отно-



сительной определенности  р а з л и ч н ы х  форм п р е д с т а в л е н и я  топо
логически  с л о ж н ы х  систем или подг раф ы д л я  фо рм  п р е д с т а в л е 
ния  операторов  передач ,  к о т о р ы е  я в л я ю т с я  п о л н ы м и  (рис.  6 1 6 ) .  
О д н а к о  .минимально н е о бх о д и м ы е  наборы а л г о р и т м о в  пер ехо дов  
м е ж д у  формами п р е д с т а в л е ни й  систем с р а с к р ы т о й  топологией 
или оп ераторов  перед ач  д о л ж н ы  обеспечить  л и ш ь  сильную с в я з 
ность этих  подграфов а л го рит м ичес ко г о  о б е с п е ч е н и я  (см. ,  н а 
пример ,  рис. 6 1 а ) .  Д а л е е ,  гр аф  Ж и м еет  д у г и ,  н а п р а в л е н н ы е  
от вершин Жо  к в ер ш ин ам  Ж!,  одн ако ,  р а з р а б а т ы в а я  а л го р ит 
мы,  соответст вую щие до с т и ж и м ос т и  м о ж н о  обес пе чить  за  счет 
боле е  дли нны х  путей,  со ст о ящ их  из н е с к о л ь к и х  д у г  д у г  от 
¿ ¿ о  к  неско лько  д у г  М*  и, наконец]  д у г  от к ' в е р ш и 
н а м  частных критерие в  и оценок.

В соответствии со с в о й с т в а м и  графов  Ж и (>$ из г р аф а а л г о 
ритмического  обеспечения М  в ы д е л я ю т с я  н е с к о л ь к о  подграфов ,  
ина че  подсистемы ал г о р и т м о в ,  имеющих с а м о с т о я т е л ь н ы е  фун к
ции и цели в р а м к а х  общей з а д а ч и  лин ейног о  а н а л и з а .  В к а 
честве  т а к и х  подсистем с л е д у е т  н а з в а т ь  с л е д у ю щ и е :  а л г о р и т м ы  
по лучения  част ны х мо де лей  и х а р а к т е р и с т и к  топологически  
с л о ж н ы х  систем,  т. е. а л г о р и т м ы  с в о р а ч и в а н и я ,  ал го р итм ы  
вычислени я  оценок систем и процессов,  а л г о р и т м ы  переходов  
м е ж д у  формами п р е д с т а в л е н и я  топологически  с л о ж н ы х  систем,  
а л г о р и т м ы  в з а и м о с в я з и  опер а то р о в  п е р е д а ч  и т.  д .

При ан а л из е  систем особую роль и г р а ю т  и з л о ж е н н ы е  частич
но в г л а в е  5 а л г о р и т м ы  по лу чен ия  ч а с т н ы х  м о д е л е й  и х а р а к т е 
ристик  з а  счет с в о р а ч и в а н и я  топологически  с л о ж н ы х  моделей .  
С в о р ач и в ан и е  по зв оля ет  исклю чит ь  вн у тр е н н и е  перемен ные ,  не 
интересующие и с с л е д о в а т е л я  при вы я в л е н и и  т е х  или ины х кон
к р ет н ы х  свойств  системы.  В за ви си м о ст и  от р а н г а  неопр еделен
ности исходной модели а л г о р и т м ы  с в о р а ч и в а н и я  м о г у т  быт ь  
численными, символьно-численн ыми  или инд ек сно-с имвольно-  
1'исленными,  индексн ыми  и т. д.

Н аибол ее  изу ченными я в л я ю т с я  вопросы р а з р а б о т к и  ал го рит 
мов численного типа ,  обеспечи ваю щих  п е р е х о д ы  м е ж д у  полно
стью определенн ыми  м о д е л я м и .  С и м в о л ь н о -ч и с л е н н ы е  ал горит 
м ы  позволяют получить  в ы р а ж е н и я  д л я  о п р е д е л и т е л е й  передач  
и функций чувствительно сти  с л о ж н ы х  си ст ем  с м е ш а н н о г о  р а н г а  
неопределенности М ф(2, 3 ) ,  с о д е р ж а щ и е  с и м в о л ы  — обо зна че 
ния  некоторых п а р а м е т р о в  систем .  Инде кс по -с им вольн о -ч ис лен -  
ные  ал го р итм ы  я в л я ю т с я  е щ е  более о бщ им и  и д а ю т  в ы р а ж е 
ния ,  с о д е р ж а щ и е  инд екс ы (н о м е р а )  о п е р а то р о в  с неопр еде лен
ной ст рукту рой ,  с и м в о л ы  н е к о н к р е т и з и р о в а н н ы х  п а р а м е т р о в  и 
числ овые  да нные .  Чисто и нд е к с н ы е  а л г о р и т м ы  с во р ач ива н и я  
о с н овы ва ю тся  на то по логическом а н а л и з е  м о д е л е й  первого  р а н 
га  неопределенности и д а ю т  инд ек сн ы е  м а с с и в ы  или в ы р а ж е н и я ,  
ко дир ую щие  общие в ы р а ж е н и я  д л я  о п р е д е л и т е л е й ,  передач  и 
функций чувствительности .

13 состав  индексных  ал г о р и т м о в ,  к а к  это с л е д у е т  из г л а в  4 и



5. в х о д я т  а л г о р и т м ы  поиска ко н ту ро в  графа ,  н е к а с а ю щ и х с я  
пар  и п -к  к о н т у ро в ,  в ы д е л е н и я  сильно с в я з н ы х  подграфо в или 
к о н т у р н ы х  ча ст ей ,  поиска  путей  м е ж д у  в ы б р ан н ы м и  вер шин ами,  
п о д м н о ж е с т в  к онту ро в ,  не к а с а ю щ и х с я  за д ан ного  пути,  с о с т а в 
л е н и я  м а с с и в о в ,  коди рую щ их  оп ред ел и те л ь  графа и числитель  
ф о р м у л ы  М э з о н а ,  ч увс твительности  ра зл ичн ы х п оря дк ов  оп ре
д е л и т е л я  и п е р е д а ч . к  д у г а м ,  с о с т а в л ен и я  матр иц  позиций д у г  
от но сительно путей  и д р у г  д р у г а  и т. д.

А л г о р и т м а м ,  оп ерирующи м раз н ородн ы м и  ти па ми  д а н н ы х :  
чис лам и ,  с и м в о л а м и  и инд е к с ам и ,  в м е т о д и к а х  а н а л и з а  а в т о м а 
тических  с и с т е м  у п р а в л е н и я  у д е л я л о с ь  недостаточное вн имани е ,  
о д н а к о  з н а ч и т е л ь н а я  роль э ти х  ал го р итм о в  о п ре д е ля ет с я  тем ,  
что с их п о м о щ ь ю  сущ ес тв ен но  у с к о р я е т с я  решение з а д а ч  си нт е 
з а  и и с с л е д о в а н и е  вл и я н и я  о т д е л ь н ы х  з в ен ье в  и п а р а м е т р о в  на 
с в о й с тв а  с и с т е м  в целом.

А н а л и з  с и с т е м  часто о з н а ч а е т  сопоставление  п о к а з а т е л е й  
или к р и т е р и е в  к а ч е с т в а .  Выч исление  критери ев  к а ч е с т в а  про 
цессов  по полн остью  о пре д ел ен ны м  м о д е л я м  о с у щ е с т в л я е т с я  на 
основе м а т р и ц  функций ч увс твител ьн ости  выходо в  {Т У) ,  п ере
дач .  {Фуг} или опреде лит елей  Д систем ,  привед енных  в с о о т в е т 
с т в у ю щ у ю  ф о р м у  п р е д с т а в л е н и я .  К а к  пока за но  в се дь м ой  г л а 
ве ,  п о луч ен ие  п о к а з а т е л е й  к а ч е с т в а  проводится  по некоторой 
униф ици рова нно й  с х ем е  (рис.  5 9 ) ,  которую условно м о ж н о  п р ед 
с т а в и т ь  в в и д е  п о сл ед ов а те л ь н о ст и  операций,  позволя юще й фор
м и р о в а т ь  м а т р и ч н ы й  критерий к а ч е с т в а  систем вмест е  со с в я з я 
ми со с р е д о й  М # - 5/-(3) .  Если з а д а н а  мо де ль  си ст ем ы  Ма ( 3 ) ,  
п р е д с т а в л я ю щ а я  собой сильно с в я з н ы й  граф или ко нтур ную  
часть ,  то о ц е н и в а е т с я  с к а л я р н а я  функция  8 —1, 5, /со,
м а т р и ц а  коэффициентов  но рм ал ьн ой  формы А или х а р а к т е р и 
стический п о ли ном  £(■$), функции чувствительности ,  на  основе 
ко торы х  м о ж н о  получи ть  целы й р я д  е ди ны х  д л я  всей си ст ем ы  
ч а с т н ы х  к р и т е р и е в .

В з а и м н ы е  п е р е х о д ы  м е ж д у  р а з л и чн ы м и  формами п р е д с т а в 
л ен и я  п рич инно -с лед ст ве нных  моде лей  (рис.  6 1 а )  обеспечи
ва ю т  у д о б с т в о  з а д а н и я - исходной информации о топологически  
с л о ж н ы х  с и с т е м а х  и гибкость  ал го ритмическ ог о  обеспечения в 
целом.  Эт и  п е р е х о д ы  тр еб ую т  р а з р а б о т к и  соотве тст ву ю щ их  а л г о 
ри тмов ,  в о о б щ е  говоря ,  з а в и с я щ и х  от форм п р ед ст ав л ен и я  э л е 
ментов  с л о ж н ы х  систем .

В а ж н у ю  п о д с и с т е м у  о б р а з у ю т  численные а л го р ит м ы  в з а и м о 
с в я з и  форм п р е д с т а в л е н и я  опер а то р о в  (с м . - р и с .  14) ,  И х  роль 
о п р е д е л я е т с я  и т ем ,  что с  их по мо щью  опера торы топологиче
ск и  с л о ж н ы х  си с т е м  могут  б ы т ь  при вед ены к  единой форме,  
что н е о б х о д и м о  д л я  посл ед ую щ ег о  св о р ач ива н и я .  Этой подси
с т ем е  а л г о р и т м о в  б ы л а  п о с в я щ е н а  гл.  2.

В с и л у  прин ци па  п о сл ед ова те л ьн о го  р а с к р ы т и я  нео пр ед е
ленностей  и прин ят ого  способа  з а д а н и я  моделей  р аз ли чн ы х  
ранго в  н ео пр ед елен нос тей  получение  менее  опред еленн ых  м о 



деле й из б оле е  опред еленн ых  с в о д и т с я  к прос тому  и г н о р и р о в а 
нию ча с т и  информации. Н а п р и м е р ,  мо де ль  М ф(3 )  полн остью  
определенной си сте мы  в ф о р м е  г р а ф а  з а д а е т с я  м н о ж е с т в а м и  
пар  вершин  ( д у г ) ,  типов с т р у к т у р  операто ров  и з н а ч е н и й  п а р а 
метров .  Если ус тр ан ить  з н а ч е н и е  к ак о го -л ибо  о дн ого  или вс ех  
п а р а м е т р о в ,  то получится м о д е л ь  с м еш ан но го  Л4Ф( 2, 3 )  или в т о 
рого  р а н г а  неопределенности.  Если ж е  не п р и н и м а т ь  во  в н и м а 
ние информацию о с т р у к т у р е  одного ,  н е ск оль ки х  или в с е х  оп е
рато ров ,  то получится м о д е л ь  с м е ш а н но го  Л1ф(1, 2 ) ,  или п е р в о 
го р а н г а .  Аналогично ,  и м е я  м о д е л ь  расшире нн ой  с и с т е м ы  М *  
любого  р а н г а  неопределенности,  л е г к о  получить  м о д е л ь  МпХэг 
си ст ем ы  со с в я з я м и  со с р е д о й  или м о д е л ь  с и с т е м ы  При 
этом в с л е д с т в и е  ус тр ан ени я  н ео пр ед ел ен н ы х  в о з д е й с т в и й  или 
св я з е й  по лу ч ен на я  част ичн ая  м о д е л ь  м о ж е т  и м е т ь  б о л е е  в ы с о 
кий ран г ,  чем модел ь  рас ш и рен н о й  системы.  П о л у ч е н и е  м о д е 
лей с т а т и к и  из с оотв ет ст ву ю щ их  ди н а м и че с к и х  м о д е л е й  т а к ж е  
не т р е б у е т  разр аботки  сп е ц и а л ь н о г о  а л г о р и т м и ч е с к о г о  об е с 
печения.

В р я д е  с л у ч а е в  п р е д с т а в л я ю т  интерес  оценки то пол огии  и 
с т р у к т у р ,  по лу ч а е м ы е  по м о д е л я м  первого  и вт орог о  р а н г о в  не
определенности .  В а ж н о с т ь  э т и х  оценок ,  р а с к р ы в а ю щ и х  то п о л о 
гические  и ст р у к т у рн ы е  особенн ости ,  о п р е д е л я е т с я  т е м ,  что  они 
на  ранни х э т а п а х  п р оек ти р о ва н ия  по зв оля ю т  в ы б р а т ь  н аи бо л ее  
пер сп ек ти вны е  ва риан ты  с и с т е м .

А л г о р и т м ы  и п р огр а м м ы  р еш ен и я  з а д а ч  лин ейног о  а н а л и з а  
систем  у п р а в л е н и я  при гр аф ово й  инт ерпретации а л г о р и т м и ч е 
ского  обеспечения п р е д с т а в л я ю т с я  п у т я м и  Р кц  м е ж д у  д в у м я  
р а з л и чн ы м и  вершинами и р,* г р а ф а  ¿Ф. Если при д а н н о м  н а 
боре а л го р ит м о в  путь  Рц  с у щ е с т в у е т ,  то из г о т о в ы х  п р о г р а м м 
ных м о д у л е й  возможно с о с т а в л е н и е  п р о г р а м м ы  р е ш е н и я  з а д а ч и  
п р еоб р аз ов а ни я  форм м о д е л и  в форм у  ц 1, к о т о р у ю  п р о е к т и 
р овщ ик  признал  к а к  более с о о т в е т с т в у ю щ у ю  д л я  с о п о с т а в л е н и я  
с т р е б о в а н и я м и  или с д р у г о й  системой.  В  с л у ч а е  н а л и ч и я  не
с к о л ь к и х  путей  з а д а ч а  м о ж е т  б ы т ь  реш ена  р а з л и ч н ы м  о б р а з о м ,  
и п о я в л я е т с я  возм ожн оос ть  с р а в н е н и я  р е з у л ь т а т о в .  З а д а н и е  на  
а н а л и з  с  помощью а л го р ит м и ч е с к ог о  обеспечения ,  п р е д с т а в л е н 
ного г р а ф ом  сводится  к  у к а з а н и ю  исходной в е р ш и н ы ,  в в е д е 
нию соответс тву юще й ин ф ормац ии  и у к а з а н и ю  конечной в е р 
шины (к оне чных  вершин) .  М о ж е т  б ы ть  т а к ж е  к о н к р е т и з и р о в а н
путь ,  рели путей  несколько .

Н а  рис. 62 и зо браж ен  в а р и а н т  по дг р аф а алгоритмиче<;кого  
обеспечения ,  построенный н а  п о д м н о ж е с т в е  полн ость ю о п ре д е 
л ен н ы х  моделей .  К а к  б ы л о  с к а з а н о  вы ше,  пути  н а  э т о м  гр аф е 
п р е д с т а в л я ю т  некоторые п р о г р а м м ы  решения  т е х  или и н ы х  з а 
д а ч  а н а л и з а .  Д л я  прим ер а  у к а ж е м  не ско ль ко  т и п о в ы х  з а д а ч :  
1 — получение  коэффициентов полиномов  п е р е д а т о ч н ы х  ф у н к 
ций СО м е ж д у  в ер ш ин ам и  г  и у  топологически с л о ж н ы х  си 
сте м ,  з а д а н н ы х  у р а в н е н и я м и  в причинно-следственной форме ,  с
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Рис. 62.



переходом к  г р а ф у  и с по сл ед ую щ им  и сп ольз ован ием  ф о р м у л ы  
Мэзо на  (рис.  6 3 а ) ;  2 — получение  ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  м а т 
ричными м е т о д а м и  (рис. 6 3 6 ) ;  3 — о п ре д ел ен и е  у с т о йч и в о с т и  
слож но й  с и ст ем ы ,  заданной си ст ем ой  ур а в н е н и й  в причинно-  
сл ед ствен но й  форме  (рис. 6 3 в ) .
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Рис. 63.

8.5.  Системат иза ция  а л г о р и т м о в  и р а з р а б о т к а  
программного  о бесп еч ен ия  а н а л и з а

Зна чен ие  си стемат из ации  а л г о р и т м о в  д л я  р а з р а б о т к и  а л г о 
ритмическо го  обеспечения з а д а ч  лин ейной  теории у п р а в л е н и я  
о п р е д е л я е т с я  тем ,  что в в е д е н н ы е  п о н я т и я  графов  о тн оси тел ьн ой  
оп ределенности  моделей Ж> и а л г о р и т м и ч е с к о г о  о бесп еч ен ия  
по зво ляют найти мн ожество  в с е х  а л г о р и т м о в ,  о п ред ел и ть  м и н и 
м ал ьн ы й  набор алгоритмов ,  о б е с п е ч и в а ю щ и х  решение  з а д а н н о г о  
кр у г а  з а д а ч ,  у к а з а т ь  наиболее  р а ц и о н а л ь н ы е  пути  р а з в и т и я  и 
с о в е р ш е н с т в о в а н и я  а л го рит мичес ко г о  обеспечения ,  а  т а к ж е  п о 
з в о л я ю т  сопос та ви ть  з а т р а т ы  н а  р а з р а б о т к у  ка к о го -л и бо  н о в о г о  
а л г о р и т м а  с его значением в с и с т е м е  а л го рит м ичес ко г о  о б е с п е 
чения.  Н а  основе исслед овани я  г р а ф а  ¿Ф можно  найти  с в о е о б 
р аз н ы е  « у з к и е »  мест а  с у щ е с т в у ю щ и х  н аб оро в  п р о г р а м м  а н а л и з а  
и п р е д л о ж и т ь  способы их у с т р а н е н и я .  По м н о ж е с т в у  фо рм  п р е д 
ст а в л е н и я  моделей  и по г р а ф а м  ^ и р ^  л е гк о  у с т а н а в л и в а е т с я ,  
к а к и е  а л г о р и т м ы  принципиально не  м о г у т  быт ь  р а з р а б о т а н ы »  а 
к а к и е  из в о з м о ж н ы х  ал го р итм о в  к  н а с т о я щ е м у  вр ем ен и  не  р а з 
р а б о т а н ы ,  по м о гу т  быть п о л е з н ы м и  или в а ж н ы м и  при р е ш е 
нии з а д а ч  а н а л и з а  систем у п р а в л е н и я  по лин ейным м о д е л я м .

Если д в е  формы моделей ц* н ц* д о с т и ж и м ы  в г р а ф е  с Я ,  но 
путь  Pi,={( i,  к ),  (к, I), . . . ,  (т ,  /)} является^ д ост ат очно  д л и н 
ным ,  то в с л у ч а е  типичности с о о т в е т с т в у ю щ е й  э т о м у  пу ти  з а д а 
чи а н а л и з а  целесообразно с о к р а щ е н и е  дл ины пути ,  н а п р и м е р  
за  счет  д о б а в л е н и я  а л г о р и т м а  а* ; ,  т.  е. о б р а з о в а н и я  п у т и  е д и 
ничной д л и н ы .  Алгоритм ссг] м о ж е т  б ы т ь  р а з р а б о т а н  с а м о с т о я 
тельно на  н о вы х  принципах или м о ж е т  п р е д с т а в л я т ь  со бо й п р о 
стое объеди нение  ал горитмов  из и м е ю щ е г о с я  н а б о ра .  Н а п р и м е р ,



гпягЬИ3 У" 0ЙЧНВ0СТН т о п о л о г ически с лож но й  си ст ем ы  зад ан но й  
Гои? 62> и “ “/ ’ М° ЖеТ ° сУщес™ я т ься  по с л е д у ю щ е м у  пу?н 
д е л а х  4? \ • )  п е р е х о д  к  обобщенной н о рм ал ьн ой  форме (в  пре
д е л а х  , # 0 ) ,  2) п е р е х о д  к  нормальной форме,  т.  е к Ж л ■ пе 
р е х о д  к х а р а к т е р и с т и ч е с к о м у  полиному  0 ( 5 )  в п р е д е л а х  « л- 

* Л ” Г у т Г Х 1 , Т  РаУС3' "  "  «  “ " - - уд ‘ 1Ина пУти при эт.ом получа етс я  равной четыо ем Роли 
пр им енить  а л г о р и т м  о п р е д е л е н и я  устойчивости  по матр ице  ко 
эфф.щнентов  А н о р м а л ь н о й  формы, то этот  п у т ь  имее?  д л и ™  
р ную трем .  Из  п о д п р о г р а м м ,  реал из ую щ их  у к а з а н н ы е  атго*

Г с =  ™Сп аВИТЬ 0ДНУ " Р0ГМММУ ш1РеДе л ™ия устойчи- вости  си ст ем ы  у п р а в л е н и я ,  заданной  граф ом М э з о н а  Т о гл а

в и л е ^ г п / Г 1 МСЖДу ИСХ°ЛН0Й формой п р е д с т а в л е н и я  модели в 
в и д е  гр аф а к к о н е ч н о м у  п у н к т у  — в ы я в л е н и ю  устойчивости —
м п г ! п  £авнои е д и н ш 1е. О тмети м ,  что и с сл ед ован ие  устойчивости
Г с м П  к ?  п р ов ед ен о  и построением ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к
гпяЖр I  н а п р и м е р  по ал го ритму ,  с о о т в е т с т в у ю щ е м у  пути па 
г р а ф е  , отдел ьно п о к а з а н н о м у  на рис, 636.
в и Д стл у ч а с  р ав ной  эффективности ,  н а д е ж н о с т и ,  б ыс тр оде йст
в и я  т  » а л г о р и т м о в  расширени е  а л го рит мичес ко г о  обеспече- 

' Гя ^ олюц " ю г Р а Фа -^ * -в  рез у л ь т а т е  д о б а в л е н и я  новых 
д у г  ( а л г о р и т м о в )  н а и б о л е е  естественно о с у щ е с т в л я т ь  по кои-

НеК0Т0Р0Г0 “ Р ^ о г о  расс то ян ия  
" о с т Роенного разности  м атр и ц  р а с с т о я 

нии Я  & и о р г р а ф о в  ¿4 и Ж с уч етом  вес ов  N относитель-  
ной ч ас то ты  и с п о л ь з о в а н и я  ал горитмов  или типичности з а д а ч .  
Ес ли  ж е  исходный г р а ф  ¿6 не обеспечивает  д о с т и ж и м о с т ь  экви-  
“ Г  г р а ф у  вы б о р  к а ж Д°г0 вно вь  р я з р а б а т ы в а е м о -
нии п и г ЛИ™ а М0ЖеТ Ь осУществлен п°  крите ри ю  м а кс и м из а -  
с т е й ^ ж  и да12 ' ЛеВл Х э ™ м е н ™ в Разности м а т р и ц  дос ти жимо-  стеи  Л ж  и г р а ф о в  Ж и зФ.

При ра звитии а л г о р и т м и ч е с к о г о  обеспечения с л е д у е т  т а к ж е  
у ч и т ы в а т ь  то о б с т о я т е л ь с т в о ,  что в р я д е  с л у ч а е в  а л го р ит м ы  не 
я в л я ю т с я  рав н о ц е н н ы м и  по некоторым о ц е н к а м ,  д л я  раз л и ч 
ны х  исходных д а н н ы х  (число уравнений,  п о р я д о к  и т. д . )  что 
т р е б у е т с я  у ч и т ы в а т ь  пр и  в ы б о р е  наиболее рац ион ал ьн ог о  в а р и 
а н т а  эволюции .90. Н а п р и м е р ,  во многих с л у ч а я х  при формиро
в а н и и  и ра звитии п о д с и с т е м ы  ал горитмов  у ч и т ы в а е т с я ' д о п о л 
нит ел ьн ое  тре б ов а ни е  н а л и ч и я  нескольких  р а з л и ч н ы х  в а р и а н 
тов  нек отор ы х  а л г о р и т м о в  и программ  решения  одной и той ж е  
з а д а ч и  с целью у в е л и ч е н и я  достоверности р е з у л ь т а т о в .

Р а з в и т о е  а л г о р и т м и ч е с к о е  обеспечение д о л ж н о  б ы ть  гибким,  
д о л ж н о  д о п у с к а т ь  р е ш е н и е  з а д а ч  ан алйз а  не с к о ль к и м и  путям и.  
Н а и б о л е е  р а ц ио н а л ь н ы й  п у т ь  решения конкрет ной з а д а ч и  при 
э т о м  м о ж е т  с п омощ ью  сп е ц и а л ь н ы х  п р о г р а м м  оптимизации 
н а х о д и т ь с я  а в т о м а т и ч е с к и ,  если ка ж д о й  д у г е  г р а ф а  ¿Ф , т. е. 
а л г о р и т м а м  а н а л и з а ,  п о с т а в и т ь  в соответствие  некоторое  число,  
о ц е н и в а ю щ е е  а л г о р и т м ы  с определенной стороны.



С о п о с т а в ля я  задачи- а н а л и з а  л и н е й н ы х  н е п р е р ы в н ы х  и д и с 
крет ных  систем (см. ,  нап рим ер ,  гл .  2 ) ,  м о ж н о  л е г к о  у б е д и т ь с я  а  
том,  что д л я  к л а с с а  лин ейны х д и с к р е т н ы х  си с т е м  а л г о р и т м и ч е 
ское  обеспечение  имеет  т у  ж е  с а м у ю  о р г а н и з а ц и ю ,  т. е. г р а ф ы  
Ж и ¿Ф те  ж е ,  что и д л я  непрер ыв ного  с л у ч а я ,  с точностью д о  
интерпретации вершин,  причем м о д е л и  чисто  топологического '  
р а н г а  д л я  н епр ер ы вн ы х  и д и с к р е т н ы х  с л у ч а е в  о ди н ак овы .  П о 
э то м у  т а м ,  г д е  это  не т р е б у е т  особ ых з а т р а т ,  р а з р а б о т к у  а л г о 
ритмического  обеспечения линейного а н а л и з а  целесообразно в е 
сти одновременно д л я  н е пр е р ы в н ы х  и д и с к р е т н ы х  м о д е л е й .  
В пользу  этого  говорит  т а к ж е  то, что р е а л и з а ц и я  н е п р е р ы в н ы х  
моделей на Ц В М  с в я з а н а  с их д и с к р е т и з а ц и е й  и что р я д  с о о т 
вет ств ую щи х а л го р ит м о в  переходов  д л я  об о их  к л а с с о в  с о в п а д а 
ет.  При совместной р а з р а б о т к е  а л г о р и т м о в  а н а л и з а  л и н е й н ы х  
непреры вных  и д и с к р е т н ы х  моделей д о п о лн и т е л ь но  к у к а з а н н ы м  
в ы ш е  п о дс и ст ем а м  тр еб ую тся  п о д с и с т е м ы  а л го р ит м о в  д и с к р е 
тизации н еп р ер ы вн ы х  моделей (см.  п. 2 . 2 . 1 3 ) ,  а  в общем  с л у 
ч а е — а л г о р и т м ы  пр иб ли же ни я  д и с к р е т н ы х  моделей  н е п р е р ы в 
ными с до полн ительны ми  ус л о в и я м и  их  применимости .

Р а з р а б о т к а  пр огр ам м н о го  об еспечения  з а д а ч  а н а л и з а  с и с т е м  
уп р а в ле н и я  прох оди т  р я д  этапов ,  н а ч и н а я  от эпиз оди че ск ого  
применения  п р о г р а м м  д л я ‘решения  о т д е л ь н ы х  з а д а ч ,  н а п р и м е р  
определения  устойчивости ,  построения ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  
и т. д. ,  до  б ибл иотек  и па к е т о в  п р о г р а м м ,  о рие н ти ров а нн ы х  н а .  
решение з а д а ч  некоторого к л а с с а ,  с ф о р м у л и р о в а н н ы х  в с о д е р 
ж а т е л ь н ы х  т е р м и н а х  теории у п р а в л е н и я  [ 7 8 ] .

П а к е т ы  п р о г р а м м  с о д е р ж а т  п р о г р а м м н ы е  мо ду ли ,  из к о т о 
рых  в соответствии с з а д а н и я м и  с о с т а в л я ю т с я  п р о г р а м м ы  р е ш е 
ния з а д а ч ,  а т а к ж е  определенные с в е д е н и я  о р е ш а е м ы х  п а к е т о м  
к л а с с е  з а д а ч ,  о б ъ е д и н я е м ы х  те рмин ом  « м о д е л ь  пр едметной о б 
ласт и» .

Одним из основных требова ний  к  п р ин ц и пу  и форме  с и с т е м а 
тизации а л г о р и т м о в  в ы с т у п а е т  прос то та  и н а г л я д н о с т ь  и н т е р п р е 
тации процесса  с о с т а в л ен и я  п р о г р а м м  р е ш е н и я  к о н к р ет н ы х  з а 
д а ч  а н а л и з а  систем уп р а в ле н и я  с и с п о л ь з о в а н и е м  да нно го  к о м 
п ле кс а  п р о г р а м м н ы х  модул ей .  П р и в е д е н н ы е  вы ш е гр аф ы  в з а 
имной определенности  моделей  Ж и ал г о р и т м и ч е с к о г о  о б е с п е 
чения ¿Ф мо гут  с о с т а в л я т ь  основу  или о к а ж у т с я  полез ны ми  при 
р а з р а б о т к е  я з ы к а  п а к е т а ,  выб оре  фор м п р е д с т а в л е н и я  м о д е л и  
предметной о б л а с т и  и пла ни рован ии  выч ислен ий .

При р а з р а б о т к е  прог рам много  об е с пе ч е н и я  в а ж н е й ш и м  я в 
л я е т с я  выбор форм описания  о б ъ е к т о в  иссл ед ова ни й .  П р и в е д е н 
н а я  в первой г л а в е  ф орм ал и за ц и я  м о д е л е й  систем ,  с р е д ы  и с в я 
зей систем со средой р аз ли чн ы х  р а н г о в  нео пр еделенн ости ,  
п о з в о ля ю щ а я  в в о д и т ь  в Э В М  инф о р м ац и ю  поэтапно ,  я в л я е т с я - 
одной из у д о б н ы х  форм, м о гу щ их  с о с т а в и т ь  основ у  р а з р а б о т к и  
я з ы к а  описаний линейн ых  с т а ц и о н а р н ы х  сист ем  в п а к е т а х  п р о 
г р а м м  и б а н к а х  да н н ы х .



В граф е а л г о р и т м и ч е с к о г о  обеспечения  ¿Ф вер ш ин ам  соот
в е т с т в у ю т  ф о р м ы  п р е д с т а в л е н и я  информации о мо де лях ,  а  д у 
г а м — а л г о р и т м ы  переходов .  В о з м о ж н о  построение реберного 
о ргр аф а ¿.(¿Ф) [ 8 4 ] ,  кот орый им еет  м н о ж е с т в о  д у г  ¿Ф в  к а ч е с т 
ве  вершин. Т о г д а  д у г а м  ф) б у д у т  со от в е тс т в о в а т ь  р е з у л ь т а т ы  
р а б о т ы  а л г о р и т м о в  — в с е в о з м о ж н ы е  с в е д е н и я  о м о д е л я х  систем.  
Э т а  г р а ф о в а я  и н т е р п р е т а ц и я  подсистем и к омпле кс ов  а л г о р и т 
мического о б е с п е ч е н и я  в р я д е  с л у ч а ев  я в л я е т с я  более удобной.
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