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П Р Е Д И С Л О В И Е

Вычислительная математика и программирование (ВМП) зани
мают важное место в общеобразовательной подготовке будущего 
инженера. Соответствующие курсы читаются в различных вариантах 
во всех втузах страны.

Однако при всем разнообразии методик преподавания можно 
выделить два принципиально различных направления: 1) вычисли
тельная математика и программирование читаются как отдельные 
курсы; 2) В М П — единый курс. При написании книги автор при
держивался второго направления. Настоящая книга написана в соот
ветствии с программой курсов «Основы программирования» и «Ос
новы математического моделирования».

Специфика книги состоит в следующем: программирование 
и вычислительная математика не изла1 аются как самостоятельные 
науки с обязательной концентрацией внимания на особенностях 
каждой дисциплины в отдельности. Главная цель пособия 
научить решать на ЭВМ задачи математического моделирования 
технических процессов. Для достижения этой цели следует кроме 
программирования и численных методов освоить операционную 
систему ЭВМ. связать оба предмета общими задачами, научиться 
пользоваться промышленными библиотеками. При этом некоторые 
тонкости языка программирования, а также доказательства оценок 
погрешности, сходимости некоторых алгоритмов вычислительной 
математики пришлось опустить.

При выборе языка программирования, операционной системы, 
численных методов, типа ЭВМ в первую очередь учитывались 
потребности специалистов, которых готовят вузы политехнического 
профиля. Рассматривается язык высокого уровня— фортран. Изло
жение архитектуры, операционной системы ведется с ориентацией 
на применение ЭВМ типа СМ. Выбор конкретного типа машин 
обусловлен их распространением и возможностью использования 
в расчетах по математическому моделированию физических, хи
мических, технологических и т. п. процессов. Операционная система 
реального времени ОС РВ предоставляет возможность решать 
одновременно задачи управления приборами, технологическими 
установками, стендами и т. д. Эти задачи могут успешно решаться 
после изучения машинно-ориентированного языка макроассемблера.
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Если курс ВМП организуется на базе другой вычислительной 
техники, например ЕС, с другой операционной системой, то 
следует соответственно заменить содержание 1.4 1.7; 4.3. Изучение 
остального материала книг и не зависит от специфики используемых 
ЭВМ. Численные методы и состав библиотеки фортран-программ 
отобраны на основе анализа распространенных библиотек для 
научно-технических расчетов в объеме, достаточном для начального 
этапа обучения.

Минимальный объем курса ВМП включает содержание глав
3, 4, 6— 11 в соответствии с профилем специальности студента. 
Главы 2 и 5 ориентированы на углубленный подход к предмету, 
их содержание поможет в проведении типовых расчетов, выпол
нении курсовых работ и т. п.

Изложение программирования строится на основе алгоритмов 
численного анализа. Начальным итогом обучения является умение 
написать самостоятельно программу (по данному алгоритму) 
и отладить ее на ЭВМ. Далее акцент перетки тся  на использование 
библиотечных программ и анализ собственно численных методов. 
Курс завершается решением на ЭВМ задачи технического содер
жания, которая является типичной для будущей специальности 
студента.

Автор приносит глубокую благодарность академикам Ю. А. Оси- 
пьяну, А. А. Самарскому. А. Н. Тихонову, профессором В. Ф. Буту
зову, А. Б. Васильевой, Ю. А. Дубинскому, В. П. Кутепову, С. А. Л о
мову. Н. X. Розову. В. А. Тупчиеву, А. Б. Фролову, доцентам 
А. А. Амосову, Н. В. Копченовой, В. Г. Сушко. чей научно-педаго-
I ичсскнй опыт был явно и неявно использован в работе над книгой.

Все замеченные недостатки, предложения просьба направлять 
автору в адрес изд-ва «Высшая школа». 101430, Москва, ГСП-4, 
Неглинная ул., 29/14.

Автор



ВВЕДЕНИЕ

Во все времена человек стремился расширить свои возможности, 
создавая разнообразные орудия труда, познания мира, средства 
существования. Так. например, недостаточность зрениия компенси
руют микроскоп, телескоп, радиолокатор. Ограниченные возмож
ности передать информацию друг другу расширяются телефоном, 
радио, телевидением.
4 Вычислительные машины «дополняют» возможности человечес
кого мозга, расширяют его возможности но обработке информации, 
позволяют увеличить скорость принятия решения в ходе выполне
ния какой-либо работы. ■«

В конце 40-х годов XX в. работы в области ядерной физики, 
баллистики управляемых снарядов, аэродинамики и т. д. потре
бовали такой вычислительной работы, которую уже было невоз
можно выполнить с помощью арифмометров основного вычисли
тельною  инструмента тех лет. Наука и техника были поставлены 
перед дилеммой: или всем сесть за арифмометры, или найти 
новый эффективный инструмент вычислений. Анало1 ичныс про
блемы уже не раз возникали и будут еще не раз вставать перед 
учеными и инженерами: экстенсивный путь развития далее непри
емлем, необходим новый, интенсивный путь. Проблема была 
решена созданием универсальной вычисли гельной машины. Термин 
«универсальная» использован не случайно: специализированные 
машины (например, для обработки банковских счетов, инвен
таризации на перфорационных машинах) существовали и ранее, 
но не было машины, команды для которой, записанные в память, 
можно было быстро заменить новыми.

Кроме арифметических вычислений ЭВМ может выполнять 
и логические, т. е. делать выбор между вариантами (ветвями) 
продолжения действий в зависимости от выполнения некоторых 
условий. Таким образом. ЭВМ это нечто большее, чем «быстрый 
арифмометр».

Краткая характеристика различных поколений ЭВМ.
Первое поколете ЭВМ. Техническая основа элементной базы 

машин первого поколения электронные лампы. Максимальное 
быстродействие ~  102 арифметических операций в секунду (он.с), 
объем оперативной памяти 10г слов. Режим использования моно
польный. т. е. в распоряжении пользователя были все ресурсы 
машины и ее управление.

7



Второе поколение ЭВМ. Техническая основа — транзисторы. 
Максимальное быстродействие ~  104 оп/с, объем оперативной па
мяти ~  104 слов, внешняя память на магнитных лентах, дисках 
~ 1 0 7 слов. Режим использования— пакетная обработка. Задания 
для ЭВМ (на перфокартах или маг нитных лентах, дисках) собира
лись в пакет, который обрабатывался без перерыва между 
заданиями. Такой способ диктовался в первую очередь экономи
ческими соображениями.

Треты’ поколение ЭВМ. Техническая основа —большие интег
ральные схемы (ВИС), которые на малых полупроводниковых 
кристаллах реализуют большие схемы машин второго поколения. 
Максимальное быстродействие ~  106 оп/с, оперативная память 
~  Ю6 слов, внешняя память ~  109 слов. Метод использова
ния- режим разделения времени совместно с пакетной обработкой. 
Высокое быстродействие позволяет время обслуживания пользова
телей разбить на кванты, обрабатывая в течение кванта задание 
каждого, возвращаться к пользователю за такое малое время, 
что у него создается иллюзия за дисплеем, что только он один 
«владеет» машиной. Положение пользователя стало похожим на 
монопольное владение ЭВМ первого поколения.

Четвертое поколение ЭВМ . Техническая основа — сверхбольшие 
интегральные схемы (СБИС); на одном полупроводниковом кри
сталле реализуются основные элементы ЭВМ третьего поколения, 
наличие многих параллельно работающих устройств обработки 
информации. Имеется тесная связь аппаратурной и проф аммной 
реализаций в структуре машин, наличие элементов новой архитек
туры ЭВМ. Традиционная архитектура ЭВМ фон Неймана домини
ровала на протяжении трех поколений. Максимальное быстро
действие ~  10* оп/с, оперативная память ~  107 слов, внешняя 
память ограничена в основном экономическими соображениями. 
Метод работы доступ к ЭВМ. объединенным в сети; использо
вание пакетов программ с языками программирования, близкими 
к профессиональным.

Пятое поколение ЭВМ. Проекты ЭВМ пятого поколения 
находятся в стадии реализации. Но уже из этих проектов и первых 
опытных экземпляров ЭВМ можно заключить, что максимальное 
быстродействие арифметических вычислений дополняется здесь 
высокими скоростями логического вывода. Даже скорость предпо
лагается выражать в единицах лвс (логический вывод в секунду). 
Форма общения с ЭВМ на естественном языке и дисциплина 
программирования как наука для пользователя перестают в бу
дущем быть актуальными. Знания, накопленные в различных 
областях человеческой деятельности, хранятся в памяти ЭВМ 
в базах знаний, и с их же помощью они расширяются и попол
няются. Бумажные носители информации исчезают. Дальнейшее 
описание проектов было бы похоже на жанр научной фантастики.

Бурное развитие вычислительной техники предопределяется 
задачами, выдвигаемыми наукой и техникой, и, в свою очередь.
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оказывает непосредственное воздействие на области своих при
ложений. Космическая техника и атомная энер1етика, проектиро
вание сложных объектов машиностроения и управление быстро- 
протекающнми процессами, создание баз данных и знаний немы
слимы без применения ЭВМ. Сфера применения ЭВМ охватывает 
практически все направления человеческой деятельности и постоян
но расширяется.

Рассмотрим два важных направления использования ЭВМ: 
математическое моделирование и управление процессами. Именно 
здесь вычислительная математика и программирование имеют 
фундаментальное значение.

М а т е м а т и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е .  Имеется конкретная 
техническая задача, ищутся различные подходы к ее решению. 
Пусть, например, нужно спроектировать новую турбину ГЭС. 
Чтобы знать поведение турбины, следует решить задачи гидро
динамики. механики (динамика, прочность, устойчивость), управле
ния (переход с одного режима на другой) и т. д. В распоряжении 
специалиста имеются старые технические решения, которые час
тично можно использовать, возможно пойти по пути создания 
натуральной модели и, наконец, частично или полностью описать 
поведение турбины с помощью математической модели.

Если реальный процесс, возможно и стационарный (не зави
сящий от времени), описан достаточно точно математическими 
соотношениями, то говорят о построении математической модели 
данного процесса. Полная схема математического моделирования 
приведена на рис. В.1.

Для изучения математической модели необходимо разработать 
вычислительный метод (метод решения),. причем лишь в редких 
случаях удается найти метод, приводящий к точному решению, 
как правило, используются приближенные решения совместно 
с точными. Важнейшей задачей, сопутствующей выбору вычис
лительного метода, является оценка погрешности получаемого 
решения.

Процесс решения задачи сог ласно выбранному вычислительному 
методу описывается в виде алгоритма. На интуитивном уровне 
алгоритм определяется как процесс построения величин, идущий 
в дискретном времени, который позволяет из системы величин 
в предыдущий момент времени получить систему величин



в последую щ ий момент, для которого задается начальная система 
и сформулировано правило окончания процесса. Примерами могут 
служить известные алгоритмы Евклида нахождения наибольшего 
общего делителя двух положительных натуральных чисел и алго
ритм Гаусса решения системы линейных уравнений методом 
исключения, а также алгори тмы т р ы  в шахматы, перевода с одного 
языка на другой, сортировки и поиска в массивах информании.

Чтобы алгоритм был реализован гга ЭВМ, необходимо написать 
соответствующую этому алгоритму программу. Программа это 
совокупность команд, которые может выполнить машина. П рограм
мирование и состоит в работе по подготовке этой совокупности команд.

В ЭВМ первого поколения эта работа целиком выполнялась 
пользователем, который, зная систему команд ЭВМ (коды команд) 
и доступные ему ресурсы, готовил программу в кодах на языке 
машинных команд. Программу гга языке машинных команд ЭВМ, 
размешенную в памяти, машина может выполнить сразу же после 
команды запуска ее на счет. Однако npoi раммироваггие в машинных 
кодах очеггь трудоемкий процесс. Для упрощения программи
рования были разработаны языки программирования более высокого 
уровня ассемблер, алгол, фортран, бэйсик, паскаль и т. д. Прог рам 
мирование на языке высокого уровня, упрощая процесс подготовки 
программы, требует применения спепиальпой прог раммы (принадле
жащей математическому обеспечению ЭВМ )- транслятора с языка 
высокого уровня. Анало! ичные процедуры имеют языки с интерпре
таторами и ЭВМ с аппаратно реализованными трансляторами.

Таким образом, составление программы, готовой к исполнению, 
включает применение промышленного математического обеспечения 
ЭВМ. в частности операционной системы (ОС), и умение с ней 
работать.

«Стиль» программирования за время развития этой дисциплины 
значительно изменился. Про| раммироваггие в задачах технического 
характера все более походит на конструироваине программ из 
готовых программных модулей. За прошедшие годы накоплены 
обширные библиотеки программ как общего применения, так 
и специального, организованные в пакеты прикладных программ. 
В этой связи повышается внимание к возможности переноса 
программы с одной машины на другую, к формированию личных 
профессиональных библиотек пользователя, а в итоге к концентра
ции усилий инженера на главной цели решение научно-техничес
кой задачи.

Последним этапом работы на ЭВМ является запуск npoi раммы 
гга счет и получение числовых результатов. Затем пользователь 
должен соотнести их с поставленной технической задачей и, 
возможно, изменить модель, метод, алгоритм, программу. Цикл, 
изображенный на рис. B.I, повторяется до тех пор, пока цель не 
будет достигнута.

Проиллюстрируем описанную схему математического модели
рования на примере следующей технической задачи. Найти на
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интервале времени переходный процесс в системе управле
ния турбиной, описываемой вектором состояния jc(jc, , х ,0) 
с заданным начальным вектором

Математическая модель. Предположим, что поведение вектора 
состояния во времени можно описать обыкновенным дифферен
циальным уравнением

Чтобы получить уравнение (2), необходимо использовать методы 
теории управления, механики, выделить главные черты управля
емого движения и пренебречь второстепенными. Соотношения (1) 
и (2) и являются математической моделью процесса управления.

Вычислительный метод. Точное решение (1), (2) удается найти 
в исключительных случаях (линейные уравнения с постоянными 
коэффициентами, переменные разделяются, специальные уравнения). 
Как правило, используют приближенные методы. Простейший из 
них — явный метод Эйлера. Интервал [ /0, /„] покрывается дискрет
ным множеством l, = {l0+ ih}, где h — шаг интегрирования, /= 0 ,
1, 2, ..., N. Будем искать приближения дс, к вектор-функции x(t) 
на множестве /,, следуя методу Эйлера:

Формулы (1), (3) представляют собой вычислительный метод, 
который может дать некоторые приближения х„  /= 1 , 2, ..., N, 
к точным значениям *(/,) на множестве Важнейшей задачей 
выбора вычислительного метода является обеспечение сходимости 
приближений к точному решению ( ||х ,—*(f,)|| -*0, Л-»0) и оценка 
погрешности приближений (||дс(—дс(/,)|| =?).

Алгоритм. Алгоритм метода Эйлера без контроля точности 
можно описать следующим образом.

1. Задать числа /«, Л, вектор д:0.
2. Вычислить jV = [(/д, — /0)/Л].
3. По вектору x t вычислить вектор дС|+1, следуя формуле (3), 

и выдать его значение на дисплей.
4. Закончить процесс вычислений после определения вектора x N.
Программа. Возможный вариант программы на фортране при

веден ниже. Перевод английских слов можно найти в словаре 
(см. Приложение 1):

( 1)

(2)

x (+ i= x t+ h f(x „  /,), д г о ^ 10’. (3)

REAL X(10),F(10),TC), 
REAL TN ,H ,X  
INTEGER N .l.J

SUBROUTINE S(F,X,T) 
REAL X(10),F(10).T 
F(1) =  T + X(2)**2

READ (5,1) TO ,TN ,H ,X  F(2) =  X (3 )-X (1 ) 
FORM AT (F7.4) ................................
N =(T N  — TO)/H 
1Ю 3 1=1.N F(10) = COS(X(9))

I I



CALL S(F.X.TO)
DO 2 J =  1,10

2 X(J) =  X(J) +  H *F(J)
W RITE (5,1) X

3 T O = T O + H  
END

В правом столбце представлена часть программы, вычисляющая 
правую часть (2):

/ ,  =  /+ * § . f 1= x 3- x l ......  / , 0 = cos.v,.
Работа на ЭВМ. Пользователь ЭВМ должен быть зарегистри

рован в ОС РВ администратором, ему присваивается код 
идентификации, например [231, 1 ]. он должен иметь пароль, 
например TOR. Работа на ЭВМ заключается в наборе следующих 
команд на клавиатуре дисплея (каждая строка заканчивается 
нажатием клавиши возврата каретки). Подчеркнутые символы 
выдаются на экран дисплея ОС, пропущенный текст заменен 
многоточием:
>  HELLO
>  [231.1 J
> PASS WARD: TOR

>  EDI UPR.FTN

INPUT
набор текста программы, приведенного выше

два нажатия возврата каретки
* ЕХ
>  FOR U PR.U PR = liPR
> Т К В  U P R /C P = U P R ,[I ,I  ] FOROTS/LB
>  RUN UPR
набор чисел TO .TN .H , вектора X

выдача на дисплей результатов вычислений
>  Т Т :------STOP
>  BYE

Здесь приведен вариант дисплейного сеанса от входа в ОС 
по команде HELLO (здравствуйте) до выхода из ОС по команде 
BYE (до свидания) в предположении, что пользователь не совершал 
ошибок. Реально работа на ЭВМ состоит в устранении различных 
ошибок в программе (отладка программы) с помощью диагностики 
ошибок, которая выдается на экран дисплея программами ОС.

Укажем те элементы математического моделирования, которые 
находятся в центре внимания настоящей кнши. Это вычислительный

RETURN
END
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Рис. В.2

метод, алгоритм, программа, работа па ЭВМ. Частично затра
гиваются вопросы, связанные с математической моделью, но лишь 
в аспекте выбора той модели, которая может быть оптимально 
реализована на ЭВМ. технические задачи приводятся для иллюстра
ций и пояснения происхождения математических моделей.

Схема рис. B.I представляет собой способ применения ЭВМ 
изолированно, в автономном режиме (O FF LINE) o r  какого-либо 
реального процесса, который модель описывает.

Наиболее общая форма применения ЭВМ в технических зада
чах— это одновременное использование ЭВМ для математического 
моделирования реального процесса, объекта и управление этим 
процессом, объектом в реальном времени — режим связи ЭВМ 
с объектом (ON LINE).

ЭВМ в с и с т е м е  у п р а в л е н и я  п р о ц е с с о м .  Применение 
ЭВМ для управления технологическими, экспериментальными 
и т. п. процессами, установками подразумевает наличие модулей 
связи между объектом управления и ЭВМ. Это объясняется тем, 
что информация с объекта поступает в аналоговом виде (сила 
тока, напряжение и т. д.), а ЭВМ обрабатывает информацию, 
представленную в цифровом виде. Сигналы управления из ЭВМ 
на объект должны быть преобразованы из цифровой формы 
в аналоговую. Программа моделирования и управления размеща
ется в памяти машины. Схема управления изображена на рис. В.2. 
Стрелками показан путь реализации задачи управления и модели
рования. Здесь необходимо программировать работу модулей 
связи, а также учитывать время исполнения различных фрагментов 
программы на ЭВМ. Важно, чтобы временные характеристики 
объекта были согласованы с временем исполнения программы. 
Программа управления переходным процесом не должна работать 
дольше, чем длится сам этот процесс.

Программирование в реальном масштабе времени работы 
модулей связи, как правило, ведется на машинно-ориентированных 
языках типа ассемблера, которое требует более глубокого знания 
возможностей ЭВМ, ее аппаратуры и ОС, чем программирование 
задач моделирования на фортране. Однако нельзя утверждать, 
что ассемблер вообще лучше фортрана, так как каждый язык 
имеет свой круг алгоритмов, для которых он наиболее удобен. 
Для программирования задач в реальном масштабе времени



идеальным является владение по крайней мере двумя языками 
типа ассемблера и фортрана.

С т р у к т у р а  к н и г и . Содержание книги можно условно разбить 
на две части. В первой части (гл. 1— 4 и 12) излагаются архитектура 
ЭВМ. работа за дисплеем, программирование. ОС, библиотека 
фортран-программ. Во второй части (гл. 5 11) представлены 
вычислительные методы. Каждая глава этой части независима. 
Предполагается, что сведения из курса высшей математики, 
лежащие в основе этих глав, читателю уже известны.

С о в е т ы  п о  п р и м е н е н и ю  
к у р с а  ВМП н а  п р а к т и к е

1. Задачи рекомендуется решать не только в дисплейном классе 
на ЭВМ коллективного пользования, но и на персональной 
вычислительной технике (персональные ЭВМ. программируемые 
микрокалькуляторы).

2. При постановке технической задачи прежде всего следует 
ознакомиться со всеми методами ее решения на ЭВМ (модели, 
алгоритмы, программы), известными в данный момент, например 
в фондах алгоритмов и программ.

3. «Ближайшая» решенная задача, как правило, служит хорошим 
тестом для проверки решения поставленной задачи, а ее решение 
(аналитическое или численное) может быть использовано в вы
числениях (см. 5.1 5.4).

4. Решение задачи на ЭВМ, полученное без оценки погрешности, 
не имеет практического смысла.

5. До начала решения задачи следует оценить возможности 
ЭВМ: точность представления чисел должна быть достаточной 
для ее решения, объем памяти должен соответствовать задаче, 
время вычислений не должно превышать требуемый предел, 
средства ввода — вывода информации должны обеспечивать потреб
ности задачи.

6. Сведения, выходящие за рамки настоящей книги, можно 
найти: по архитектуре ЭВМ — [5. 28]; по структуре алгоритмов 
и программ — [1, 17, 28]; по операционным системам— [5, 7, 12, 
14]; по программированию на фортране [3, 6, 13, 15, 17, 32]; 
по методам вычислений -  (2, 4. 8— 11, 15, 16. 18— 25. 29— 33]; 
тексты фортран-программ— [3, 6, 9. 13, 15, 26, 27, 30, 32].



Г л а в а  1 

АРХИТЕКТУРА ЭВМ

•  1.1. Введение

1.1.1. llo.ibioBaie.ib и ЭВМ. На вычислительную машину, как 
и на любой объект, различные специалисты смотрят по-разному. 
Конструктор вычислительной техники, инженер-электронщик, видит 
в ЭВМ набор электронных узлов (плат, интегральных схем, 
кристаллов) и технологию их изготовления. Разработчика про
граммного обеспечения, инженера-программиста, интересует набор 
команд, выполняемый ЭВМ, временные характеристики всех ус
тройств. Эксплуатирующие ЭВМ инженеры-электрошцики и про
граммисты работаю т на ЭВМ совершенно в другой манере, 
нежели разработчики, поскольку они имеют дело с готовым 
объектом.

Разработчики и специалисты по эксплуатации являются профес
сионалами в вычислительной технике, для них ЭВМ основной 
объект приложения профессиональных знаний.

В то же время имеется большая группа людей, пользователей 
ЭВМ, для которых вычислительная техника инструмент решения 
разнообразных задач (учебных, научно-технических, информацион
ных и т. п.). Естественно, что внутри этих групп: разработчиков, 
специалистов по эксплуатации, пользователей есть своя иерархия 
(тонкая структура), которую легко понять поработав в этой группе.

Отмеченные три группы специалистов возникают практически 
во всех технических областях человеческой деятельности. Например, 
автомобиль раньше, чем ЭВМ, также «породил» три группы 
связанных с ним людей: разработчиков, специалистов по эксплуата
ции и водителей.

Аналогия между водителями и пользователями поможет выяс
нить состав этих групп. Водители не однородны по своему 
составу; имеются профессиональные водители и автолюбители, 
гонщики-спортсмены как среди профессионалов, так и среди 
любителей, спортсмены, в свою очередь, также не однородны 
(различные виды машин, виды гонок), наконец, есть каскадеры. 
Аналогичную неоднородность состава представляет группа пользо
вателей: «каскадеры», виртуозно владеющие ЭВМ; пользователи, 
выжимающие из машины больше, чем заложено ее создателями 
(спортсмены), пользователи-профессионалы и рядовые пользователи 
(автолюбители).
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Очевидно, что водить автомобиль можно зная только правила 
дорожного движения и назначение трех педалей, руля и рычага 
переключения передач. Точно так же можно пользоваться ЭВМ 
зная элементы какого-нибудь языка программирования, назначение 
клавиш терминала и несколько команд операционной системы. 
Однако такой уровень владения техникой приводит пользователя 
(водителя) в беспомощное состояние из-за малейших пустяков. 
Недаром, чтобы получить права, следует сдать экзамены по 
материальной части автомобиля.

В настоящей главе рассматривается «материальная часть» ЭВМ, 
называемая архитектурой.

1.1.2. Архитектура ЭВМ. Под архитектурой машины понимается 
ее логическая организация, структура, ресурсы, которые может 
использовать программист. Описание ЭВМ в виде логических 
элементов (а не физических) и их взаимодействия друг с другом 
освобождает пользователя от необходимости знания физической 
организации элементов ЭВМ.

Иметь представление об архитектуре полезно, а часто и не
обходимо пользователю на любом этапе вычислительного про
цесса от формулировки математической модели до проведе
ния вычислений. Архитектура определяет те ресурсы, кото
рыми располагает пользователь для решения своей задачи. 
Возможно, что на этапе формулировки модели окажется, что 
архитектура ЭВМ не обеспечивает решение поставленной задачи, 
и тогда для ее решения следует выбрать машину подходящей 
архитектуры.

•  1.2. Архитектура фон Неймана

1.2.1. Основные элементы. Структура, присущая большинству 
современных ЭВМ. была принципиально описана в конце 
40-х годов фон Нейманом. Ее иногда называют классической 
или традиционной. Общая организация ЭВМ представлена на 
рис. 1.1.

Центральное место среди функций, выполняемых машиной, 
занимают арифметические и логические операции. Для этой цели 
служит блок, называемый арифметическим и логическим устрой-

Рис. 1.1
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к
ством. Второй блок — устройство управления. Э тот блок обеспечи
вает последовательность управляющих сигналов для арифметичес
кого и логического устройства.

При выполнении арифметических операций возникает необходи
мость в сохранении промежуточных результатов. Роль хранилища 
информации, доступной как арифметическому и логическому ус
тройству. так и устройству управления, выполняет оперативное 
запоминающее устройство или память.

Для того чтобы использовать машину для обработки необходи
мой информации и получения результатов, нужно вводить и вы
водить информацию. Эти операции обеспечивают устройства ввода 
и вывода (рис. 1.1).

1.2.2. Арифметическое и логическое устройство. Это устройство 
в ЭВМ фактически и выполняет все вычисления. Операции 
выполняются с помощью электронных схем, каждая из которых 
состоит из нескольких тысяч элементов. Микросхемы имеют 
высокую плотность и быстродействие. На современном техноло
гическом уровне все арифметическое и логическое устройство 
можно разместить на одном кристалле полупроводникового элемен
та размером с конторскую скрепку.

1.2.3. Устройство управления. Этот блок управляет работой 
всей ЭВМ. Здесь оценивается поток входной информации и реша
ется вопрос: когда, как и какими средствами выполнять обработку. 
Устройство управления указывает арифметическому и логическому 
устройству последовательность работ, источник получения инфор
мации, а также приемник результатов.

Управляющие сигналы вырабатываются на основе интер
претации последовательности команд. Команда содержит ин
формацию о том, что нужно делать (код операции) и где 
расположены данные (адреса операндов в памяти). Последователь
ность команд для устройства управления хранится в памяти 
и называется собственно программой. Это программа в машинных 
кодах.

Команды выполняются последовательно во времени в порядке, 
который определяет либо сама команда, либо специальный счетчик 
команд. В некоторых машинах совмещается во времени выполнение 
текущей команды с выборкой из памяти следующей. Но эта 
процедура «не видна» npoi раммисту, она выполняется на электрон
ном уровне.

Устройство управления совместно с арифметическим и логичес
ким устройством называют центральным процессором.

1.2.4. Оперативная память. Этот блок хранит информацию для 
устройства управления (команды) и арифметического устройства 
(данные). Идея размещения в памяти команд и данных является 
фундаментальной, лежащей в основе ЭВМ архитектуры фон 
Неймана. Содержимое ячейки памяти, на которую указывает 
счетчик команд, может интерпретироваться как команда или как 
данные.



БИТЫ БАЙТЫ
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Рис. 1.2

Оперативная память собирается на ферритовых сердечниках 
или полупроводниковых микросхемах и состоит из отдельных 
ячеек. Каждая ячейка может содержать элемент данных (числа), 
часть команды или полную команду.

Простейшей единицей измерения данных является двоичный 
разряд бит. Бит имеет представление «О» или «I» и запоминается 
как определенное направление намагниченности ферритового сер
дечника либо определенное состояние электронного переключателя. 
Отдельный бит обрабатывается и изменяется только в центральном 
процессоре.

Многие ЭВМ имеют байтовую архитектуру. Байт это по
следовательность битов, образующих единицу передачи инфор
мации. Обычно байт состоит из 8 бит (рис. 1.2). На ЭВМ 
с байтовой архитектурой предусматривается обращение к отдель
ным байтам.

Упорядоченная совокупность битов (байтов) образуют слово. 
Количество битов в слове изменяется от 8 (для микро-ЭВМ) до 
64 (в супер-ЭВМ). В машинах с байтовой архитектурой слово 
представляется 2. 4, 8 байтами. Машинное слово — это основной 
объект данных в языке фортран (см. гл. 3).

Каждое слово (ячейка) имеет свой адрес, связанный с расположе
нием в памяти. Следует отличать адрес от содержимого (рис. 1.3).

1.2.5. Opi uiiii tauiiu памяти. В любой ЭВМ. даже в калькуляторе, 
существует несколько уровней памяти. Важной особенностью 
иерархии уровней является обратно пропорциональная зависимость 
емкости ог стоимости (скорости доступа). Чем больше емкость 
памяти, тем медленнее к ней доступ (рис. 1.4). Время доступа это 
время, необходимое для выборки из памяти или записи в нес 
информации. Характеристики шести уравнений памяти приведены 
в табл. 1.1.

Самую быструю часть памяти представляет собой часть 
центрального процессора — регистры. Регистры образуют два набо
ра: pei истры команд и pei истры данных. В зависимости от 
характера данных регистры организованы в группы. Имеются 
адресные регистры и pei истры данных различных типов.

АД РЕС  СО Д ЕРЖ ИМ О Е ЯЧЕЙКИ
3 о о # о о * * о

4 * о о * * о о о

Рис. 1.3

18



Р Е ГИ С Т Р Ы РЕГИ С ТРЫ
КОМАНД ОПЕРАНДОВ

Б УФ ЕРН АЯ ПАМЯТЬ |

ОСНОВНАЯ ПАМЯТЬ

ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ПАМЯТЬ

ВТОРИЧНАЯ ПАМЯТЬ

М А С С О В А Я  П А М Я Т Ь

Рис. 1.4

Т а б л и ц а  1.1

Тип памяти Время доступа, с Емкость, бит

Региет ры 2 т  20) -10 _ 9 I0 J— 10*
Буферная 2 0 - 2 0 0 )  1 0 -4 I04— 105
О сновная 0.2 +  201-10"* Ю4— 10®
Д ополнительная 1 -г 10) 10 3 Ю7— 10е
Вторичная 2 0 +  100)-10“ 3 10’ — 10м
М ассовая 1 0 - 1 0 0 10“  — 10‘2

Д а н н ы е  и к о м а н д ы  п о с т у п а ю т в ц е н т р а л ь н ы й п р о ц е с с о р  с о
следующего уровня, доступного только через устройство управле
ния. Э тот уровень называется буферной памятью (кэш-памятью). 
Он служит для согласования скорости процессора и основной 
памяти, быстродействие буфера почти такое же, как и регистров, 
емкость значительно меньше основной памяти. Использование 
буфера обычно недоступно пользователю, и возникает иллюзия, 
что основная память работает почти со скоростью процессора. 
Техническое решение, лежащее в основе буферной памяти, известно 
как «предварительно просматриваемая память».

Основная (или оперативная) память расширяется двумя типами 
памяти: дополнительной и вторичной, реализуемой обычно на 
магнитных дисках. Диски дополнительной памяти имеют фиксиро
ванные головки чтения-записи, а вторичной памяти — подвижные 
головки.

Программа пользователя может обращаться к любой ячейке 
дополнительной памяти в диапазоне адресов, во много раз 
превышающем емкость основной памяти. Проведение всех опера
ций. необходимых для вызова информации в основную память, 
которая требуется центральному процессору или обратной пересыл
ке, выполняется операционной системой (гл. 4). Пользователь 
вообще не знает, где физически расположена ячейка с данным 
адресом. Такой адрес памяти называется виртуальным, а организа
ция п ам яти — виртуальной памятью. Истинный физический адрес
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каждого слова данных из виртуального адресного пространства 
известен только операционной системе.

Данные виртуальной памяти пересылаются из основной в до
полнительную память и обратно, согласно специальным алгорит
мам. порциями страницами. В основе этих алгоритмов лежиг 
идея сохранения в основном памяти только тех страниц, на 
которые наиболее часто ссылается центральный процессор.

Вторичная память требует от пользователя употребления спе
циальных команд ввода — вывода, имеющихся в языках програм
мирования, например фортране (гл. 3).

Наконец, массовая память предназначена обычно для архивных 
целей, реализуется на магнитных лентах, оптических дисках, 
микрофильмах и т. п.

Различные виды памяти применяются только из-за неодинако
вой стоимости устройств хранения информации. Если бы устройства 
с минимальным временем доступа были достаточно дешевыми, 
то следовало бы использовать только один уровень памяти. Из-за 
отсутствия в настоящее время быстродействующей дешевой памяти 
приходится сочетать доро> не устройства с дешевыми для обеспече
ния заданного быстродействия ЭВМ.

1.2.6. Центральный процессор. Как уже отмечалось, в централь
ном процессоре, объединяющем арифметические и логические 
устройства с устройством управления, выполняются команды или, 
что то же самое, программа пользователя. Центральный процессор 
представляет собой достаточно сложное электронное устройство, 
состоящее из нескольких функциональных блоков (например, блока 
сложения, блока умножения и т. п.).

Внутри функционального блока управление выполнением со
ответствующих операций может производиться аппаратно (элек
тронной схемой) либо нро1 раммой (микропро! раммно). Во втором 
случае управление блоком осуществляет программа, действующая 
на биты операндов (операнд-объект, над которым производится 
операция), что и приводит к выполнению операции, например 
умножения (операнды-сомножители). Эти npoi раммы пишут разра
ботчики-программисты. Технология микропрограммного управле
ния позволяет ле1 ко увеличивать скорость работы соответствующе
го блока благодаря применению более совершенных (коротких) 
программ без переделок аппаратуры.

Современные ЭВМ могут выполнять согни команд, которые 
все вместе образуют систему команд. Максимальное количество 
команд в данной машине офаничиваегся размером ноля, от
водимого под код операции. Если это поле занимает 1 байт, то 
возможны 28 = 256 команд. Система команд полностью отражает 
архитектуру ЭВМ. поскольку однозначно определяет работу це
нтрального процессора. Остальные части ЭВМ память, устрой
ства ввода вывода - должны обеспечивать работу центрального 
процессора: снабжать командами, операндами, сохранять резуль
таты. Причем при решении тех задач, для которых в основном
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применяется ЭВМ. центральный процессор должен активно ра
ботать.

Последнее очень важно для оценки производительности процес
сора и ЭВМ в целом, поскольку в задачах различно сочетание 
операций, необходимых для их решения. Например, в ЭВМ. 
применяемой для научно-технических расчетов, желательно иметь 
более быстродействующие арифметические блоки, нежели в ЭВМ 
для экономических расчетов. Иллюстрацией может служить типич
н ы й  набор команд (подробно представленные команды изложены 
в гл. 3) для двух классов задач:

Научно-техническая задача

15 умножений 
12 делений 
25 сложений 
22 вычитания 
12 записей в память 
2 ввода
2 команды печати 
8 условных переходов 
2 безусловного перехода 

100 команд

Экономическая задача

5 умножений
2 деления
25 сложений 
18 вычитаний 
14 записей в память 
8 вводов 
8 команд печати 
14 условных переходов
6 безусловных переходов 

100 команд

Несмотря на большое число команд ЭВМ. их можно разделить 
на четыре основных типа: арифметические и логические; команды 
управления; команды внутренней пересылки; команды ввода — вы
вода.

Команды, поступающие в центральный процессор, содержат 
следующую информацию:

1. Код операции.
2. Адреса операндов и результата.
3. Адрес следующей команды.
1.2.7. Архитектура адресации. В этом пункте рассматриваются 

различные архитектуры ЭВМ, связанные с формой адресации. 
Поставленной задаче (иметь в команде информацию о коде 
операции и адресах) удовлетворяет ЭВМ с четырехадресным 
форматом команды (рис. 1.5). Пусть код операции (символический):

сложения ADD 
вычитания SUB 
умножения MUL

X, Y, Z, W — символические имена ячеек памяти. Тогда команда
M UL X, Y ,Z,W

код АДРЕС 1-ГО АД РЕС  2-Г0 АД РЕС АДРЕС СЛЕД.
ОПЕРАЦИИ ОПЕРАНДА ОПЕРАНДА РЕЗУЛЬТАТА КОМАНДЫ

Рис. 1.5

21



означает: умножить содержимое ячейки X на содержимое ячейки 
Y, результат поместить в ячейку Z.

В большинстве машин адрес W не указывается, в них имеется 
указатель — счетчик команд (PC) — это регистр, хранящий адрес 
текущей команды. В нем во время выполнения текущей команды 
формируется адрес следующей команды.

Трехадресный формат команды

ADD А.В.С

означает: сложить содержимое ячеек А и В, результат поместить 
в С, а следующую команду взять по адресу, который содержится 
в регистре PC.

Ради экономии размера ячейки памяти можно пожертвовать 
одним адресом в формате команды, адрес результата совместить 
с адресом второго операнда и получить двухадресную машину. 
Однако, чтобы выполнить сложение С =  А +  В, теперь потребуется 
лишняя команда MOV — перемещение содержимого первой ячейки 
во вторую, а именно:

MOV А .С  ; (А)—(С>
ADD В,С ; (В )+ (С )-(С )

Двухадресные машины широко распространены, такой архитек
турой адресации обладаю т и малые, и большие ЭВМ.

Чтобы получить одноадресную машину, необходимо предусмо
треть в ЭВМ еще один регистр — аккумулятор (АС), где будет 
содержаться второй операнд для арифметических операций и по
требуются команды записи в аккумулятор LAC и чтения DAC. 
Сложение С =  А +  В в одноадресной машине имеет вид

LAC А ; (А )-(А С )
ADD В ; (А С )+(В )-(А С )
DAC С ; (А С )-С

Одноадресные машины также широко представлены, а идея иметь 
аккумуляторы на регистрах используется в двухадресных и трех
адресных машинах. Такие регистры, применяемые не только 
в качестве аккумуляторов, но и для индексации элементов массивов, 
вычисления числа повторений циклов и т. д., называются регистра
ми общего назначения.

Использование регистров для хранения операндов и команд, 
выполняющих операции с их содержимым, значительно повышает 
быстродействие ЭВМ.

# 1.3. Классификация архитектурных решений ЭВМ

1.3.1. Идея параллельных вычислений. Со времени появления 
ЭВМ в 40-е годы быстродействие процессора увеличилось на 
выполнение одной операции примерно с 10_ ' с до 10~8— 10"9 с. 
За время 10“ 9 с электрический сигнал (свет) распространяется на

22



30 см. Поэтому дальнейшее повышение быстродействия ограничено 
физическими процессами передачи сш налов и технологией. Нельзя 
в настоящее время рассчитывать на уменьшение времени срабатывания 
электронной схемы как на главный резерв ускорения работы процессора. 
А увеличивать быстродействие ЭВМ постоянно требуют практические 
задачи. При этом проявляется закономерность, состоящая в том, что 
для решения необходимых в данное время задач следует иметь ЭВМ, 
быстродействие которых в 10 100 ра з выше, чем у имеющихся машин.

Основной источник задач, требующих быстродействия 10~9 с 
и выше.— управление сложными объектами в реальном масштабе 
времени, прогноз погоды и др. В таких задачах требуется провести 
огромный объем вычислений за oi раниченный. заданный интервал 
времени.

Одно из важных направлений увеличения быстродействия про
ведение на ЭВМ параллельных вычислений для решения одной 
задачи. Эта идея высказывалась еще в XIX в., а в ЭВМ она 
имела некоторое начальное воплощение в рамках традиционной 
архитектуры фон Неймана. Так, в некоторые процессоры были 
введены блоки предварительной выборки команд, выполнение 
команд с перекрытием по времени и т. п. Но широкое развитие 
идеи параллельных вычислений потребовало разработки принципи
ально новых архитектурных решений, которые начали реализо
вываться в действующих ЭВМ в 70-е годы.

1.3.2. Классификации ЭВМ. Любую ЭВМ можно представлять 
себе как устройство, через которое организовано прохождение 
двух потоков: потока данных и потока команд. С этой точки 
зрения практически все новые архитектурные решения и клас
сическую архитектуру определяет табл. 1.2.

В ЭВМ классической архитектуры имеется одно арифметическо- 
логическое устройство (АЛ У), через которое проходит поток 
данных, и одно устройство управления (УУ), через которое 
проходит поток команд. Это однопроцессорная ЭВМ.

Наличие в ЭВМ нескольких (Р) процессоров, т. е. объединение 
АЛУ и УУ. означает, что параллельно может быть организовано 
много (Р) потоков данных и много (Р) потоков команд. Таким 
образом, параллельно могут выполняться несколько фрагментов 
одной задачи. Это многопроцессорная ЭВМ. Структура такой

Т а б л и ц а  1 . 2

Поток ланных н 
ЭВМ

Поток команд в 
ЭВМ

Одиночный Множественный

О диночный О днопроцессорная П араллельны й
ЭВМ процессор

М ножественный К онвейерный М ногопроцессорная
процессор ЭВМ
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Рис. 1.6

машины, имеющей общую 
оперативную память (ОП) 
и несколько процессоров, 
представлена на рис. 1.6.

Если несколько процес
соров, входящих в вычис- 

|  лительную систему, не 
имеют обшей оперативной памяти, а имеют каждый свою (локальную), 
то это многомашинная вычислительная система. Каждая ЭВМ 
в многомашинной системе имеет классическую архитектуру, и такая 
система применяется достаточно широко. Однако задача, решаемая на 
такой вычислительной системе, должна иметь очень специальную 
структуру: она должна разбиваться на столько слабо связанных 
подзадач, сколько ЭВМ в системе. Заметим, что если заботиться не 
только об увеличении быстродействия решения задач, но и о надежности 
вычислений, то преимущество многопроцессорных и даже многомашин
ных вычислительных систем перед однопроцессорными очевидно.

Работа нескольких АЛУ под управлением одного УУ означает, 
что множество данных может обрабатываться по одной програм
м е — одному потоку команд (фактически это параллельный процес
сор). Из четырех классов архитектурных решений это наиболее 
специализированный тип ЭВМ. Высокое быстродействие такой 
архитектуры можно получить только на задачах, которые удовле
творяют определенным требованиям, а именно:

1) в задаче имеется множественность наборов данных;
2) одинаковые вычислительные операции необходимо выпол

нить на всех наборах;
3) отсутствие непредвиденных ситуаций в потоках данных.
Структура ЭВМ подобного вида представлена на рис. 1.7.
Следующий тип организации параллельных вычислений идео

логически тесно связан с конвейерным способом проведения 
сборочных работ на производстве. Поясним аналогию на примере. 
Автомобиль собирают на конвейере 120 рабочих за 60 мин: первый
устанавливает шасси, второй закручивает 16 болтов........  120-й
отгоняет готовый автомобиль. Хотя сборка каждого автомобиля 
занимает 60 мин, каждые 30 с с конвейера сходит готовый 
автомобиль (после загрузки конвейера). Коэффициент ускорения 
может б>1ть определен отношением 60 мин к 30 с, равным 120, 
т. е. числу ступеней конвейера.

Аналогично работает вычислительный конвейер. Напри
мер, блок сложения 
двух чисел, пред
ставленных в фор
ме с мантиссой и по
рядком А = 0 ,375 -101; 
й =  0.124 - Ю '1, можно 
разбить на пять сту
пеней:

УУ

on

Рис. 1.7
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ФИКСАТОРЫ

Рис. 1.8

Вход: А , В.
1. Вычитание порядков: 1— ( —1)=2.
2. Сдвиг вправо мантиссы числа, имеющего меиыиий порядок 

на величину разности порядков: 0,00124-101.
3. Сложение мантисс: 375

+
001
376

4. Подсчет числа нулей в старших разрядах суммы: 0.
5. Сдвиг влево суммы на число нулей в старших разрядах 

с изменением порядка (нормализация результата): 0,376 • 10*. 
Выход: А + В.

Этот блок обычно реализуется на электронном уровне по 
схеме рис. 1.8, где фиксаторами обозначены элементы, препятст
вующие перескоку данных с одной ступени на другую, который 
может произойти из-за различия в количестве логических операций 
на каждой ступени или изменений временных характеристик 
логических элементов.
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Рис. 1.9

Рассмотренный пример — так называемая аппаратная реализа
ция арифметического конвейера.

Но как параллелизм, так и конвейерную организацию вычисле
ний можно рассматривать на различных уровнях, например:

1) уровень машинных слов: арифметический конвейер:
2) уровень команд: конвейер команд;
3) уровень программ: макроконвейер.
Отмеченные формы конвейерной обработки изображены в виде 

схем на рис. 1.9. Под конвейерным процессором, помешенным 
в табл. 1.2, понимается любое вычислительное устройство, имеющее 
в своей структуре какую-либо конвейерную организацию 1 3.

Ускорение решения задач на вычислительном конвейере опреде
ляется числом ступеней, а также характером решаемых задач. 
Как правило, задачи должны обладать следующими свойствами.

1. Решение задачи не зависит от предыдущих вычислений.
2. Вычисления могут быть представлены в виде одной и той 

же цепочки подзадач.
3. Подзадачи тесно связаны.
4. Время вычисления подзадач приблизительно одинаково.
Конечно, приведенная классификация ЭВМ в табл. 1.2 слишком

«груба» и в современных машинах присутствуют элементы всех 
четырех типов архитектурных решений. Но основные черты, 
доминирующие элементы такая классификация отражает.

1.3.3. Архитектура ЭВМ на основе потока данных. В вычисли
тельных системах, рассмотренных выше, порядок вычислений 
задается последовательностью команд. Этот порядок строго выдер
живается при выполнении программы на ЭВМ любой ор|аниэации, 
управляемой потоком команд. В 8()-е годы была практически 
реализована новая архитектурная идея управления ходом вычисле
ний— управление потоком данных.

В системах с управлением потоком данных вычисления упоря
дочиваются в соответствии с готовностью операндов для вычисле
ний. Программа на основе потока данных не является последова
тельным перечнем команд. Она может быть представлена блок-схе- 
мой. где в блоках указываются операции и связи (дуги), по
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которым могут перемещаться значения, 
называемые фишками. Например, фраг
мент программы на основе потока 
данных для вычисления по алгоритму

ввод A ,B ,C ,Y
X =  A *Y  +  B
Y =  X /(C *Y  +  B)

приведен на рис. 1.10.
Фишка, которая должна быть по

дана на несколько блоков, размно
жается. Элементарная операция может 
выполняться в любой момент при поступлении на се входы 
фишек. Операция поглощает входные фишки, и на выходе появ
ляется фишка, соответствующая выходной дуге операции.

В ЭВМ на основе потока данных «автоматически» используется 
внутренний параллелизм задачи, который в машинах с управлением 
потоком команд скрывается в навязанной последовательности команд.

Конфигурация процессора на основе потока данных представле
на на рис. 1.11. П рограмма хранится в командных ячейках, 
содержащих код операции, несколько значений для входных 
операндов и список ячеек, которые должны получить результат, 
когда она будет выполнена. Во время работы процессора каждая 
ячейка ожидает, пока на место всех входных операндов поступят 
данные. Тогда она срабатывает и запрашивает в блоке арбитража 
обслуживание операционного устройства.

Блок арбитража рассматривает одновременно много сработав
ших командных ячеек и копии их содержимого направляет 
к свободным операционным устройствам. Эти устройства, организо
ванные как конвейеры, выполняют операции. Результаты принимает 
блок распределения и направляет копии результатов в отведенные 
места тех командных ячеек, которые определены в списках пунктов 
назначения. Затем возможно срабатывание других ячеек и т. д.

ОПЕРАЦИОННОЕ
УСТРОЙСТВО

ОПЕРАЦИОННОЕ
УСТРОЙСТВО

mci м д ш т

-н Ч Т -

КОМАНДНАЯ
ЯЧЕЙКА

АРБИТРАЖ

Рис. 1.11
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Рис. 1.12

Более подробно с вычислительными системами, содержащими 
новые архитектурные решения, можно познакомиться в [28].

О  1.4. Вычислительные системы серии СМ

1.4.1. Введение. Семейство мини-ЭВМ, называемое серией 
СМ. представляет собой ряд вычислительных машин, совместимых 
друг с другом снизу вверх. Совместимость снизу вверх 
означает, что программы, разработанные для младших моделей 
серии, будут выполняться на старших без изменений. Аналогом 
соответствующего ряда за рубежом является серия ЭВМ 
фирмы «DEC» (Digital Equipment Corporation), содержащая 
ЭВМ типа PDP.

Выбор ЭВМ серии СМ в качестве реальной вычислительной 
системы для иллюстрации архитектуры ЭВМ объясняется широкой 
популярностью этой серии в решении учебных, научно-технических, 
информационных задач среднего класса сложности, которым они 
соответствуют по своим техническим параметрам. Большое разно
образие периферийных устройств, подключаемых к ЭВМ, разно
образие операционных систем (см. гл. 4). применяемых в этой 
серии, выгодно выделяют машины СМ среди других ЭВМ.

Кроме того, отличительными особенностями серии мини-ЭВМ 
типа СМ (СМ 3, СМ 1300, «Электроника 100/16». СМ 4, СМ 1400. 
СМ 4/20, СМ 1420, СМ 1600, «Электроника 100/25», «Электрони
ка 79») являются относительно невысокая стоимость, малая пло
щадь размещения, легкое сопряжение с техническими установками. 
Штат, обслуживающий ЭВМ, может быть минимальным и состоять 
из инженера-электронщика и программиста, которые работаю т по 
необходимости: профилактика, генерация системы под новые тре
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бования пользователя и т. п.; остальное время на ЭВМ пользова
тель может работать самостоятельно.

Н абор аппаратуры, который может быть включен в состав 
вычислительной системы (далеко не полный), показан на рис. 1.12. 
Центральный процессор, оперативная память и все внешние устройства 
подключаются к единой магистрали связи, называемой общей шиной.

М агистраль связи- общая шина — представляет собой набор 
проводов, передающих информацию, например данные, управляю
щие сигналы между устройствами, которые к ней подключены. 
Любое устройство, в том числе и центральный процессор, может 
поместить информацию в магистраль, и каждое устройство может 
выбрать се из магистрали. Таким образом, общая шина является 
средством обмена информацией между устройствами. К такой 
системе легко подключаются новые устройства (дополнительный 
б ’юк памяти или терминал).
'  Устройства могут обмениваться данными независимо от цен
трального процессора, что позволяет совмещать в одно и то же 
время выполнение нескольких работ. Дисплей может получить, 
например, информацию на экран из памяти, в то же время 
центральный процессор выполняет другую работу. Многие устрой
ства. подключенные к общей шине, являются одновременно 
вводными и выводными (диски, терминалы).

1.4.2. Центральный процессор. Блок-схема центрального процес
сора приведена на рис. 1.13. Арифметическое и логическое устройст
во принимает информацию из общей шины, восьми общих 
регистров. Обработав информацию, устройство может поместить 
информацию в те же источники и в регистр состояния процессора. 
Для арифметических операций используется двухадресный формат 
команд, поэтому нет необходимости в регистре-аккумуляторе.

Устройство управления, явно не обозначенное на рис. 1.13, 
состоит из регистра состояния, счетчика команд (регистр R7) 
и общей шины.

Регистр состояния процессора содержит информацию о резуль
тате последней выполненной операции. Он состоит из 16 однобито-

<XX3
АРИФМЕТИЧЕСКОЕ 

И ЛОГИЧЕСКОЕ УСТРОЙСТВО

] p s
РЕГИСТР состояния 

ПРОЦЕССОРА

ОБЩИЕ РЕГИСТРЫ

Рис. 1.13

□  R0

□  R2
□  R3

□
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□  R6
□  R7
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вых индикаторов, и в зависимости от содержимого каждого бита 
можно определить, что произошло в результате операции (на
пример. получен нулевой или отрицательный результат, имеет 
место переполнение и т. п.).

Счетчик команд (16-битовый регистр), как и в других 
ЭВМ, содержит адрес очередной команды, подлежащей вы
полнению. При обращении процессора к R7 для получения 
адреса ячейки (слова) оперативной памяти содержимое R7 
увеличивается на 2, так как (это показано в следующем 
пункте) адрес слова всегда четный. Если появляется команда, 
требующая изменения последовательного хода выполнения про
граммы, то в R7 устанавливается адрес передачи управления. 
Исходное содержание счеучика команд — стартовый адрес про
граммы в машинных кода*.

1.4.3. Оперативная память. П амять организована в виде пос
ледовательности слов-ячеек, каждое из которых содержит 16 бит. 
Состояние слова изображается диаграммой, приведенной на 
рис. 1.14. Все слова памяти пронумерованы. Номер слова называ
ется его адресом.

Таким образом, с каждым элементом памяти связаны адрес 
элемента и его содержимое — информация в виде комбинации 
битов.

Отличие ЭВМ типа СМ от других машин состоит в том, 
что не только слово имеет собственный адрес, но его имеет 
и полуслово — байт, адрес младшего байта-биты (0— 7 ) -  всегда 
четный, совпадает с адресом слова.

Максимальный объем адресуемой памяти составляет 64 К байт 
или 32 К слов, где К = 1024, и может быть расширен специальным 
устройством— диспетчером п ам яти — до 4 М байт на старших 
моделях СМ (М =  К 2).

Верхние (со старшими адресами) 4 К слов называются страницей 
ввода — вывода. Каждая ячейка в странице ввода вывода является 
регистром управления или регистром данных, связанных с внешним 
устройством.

Некоторые ячейки резервируются системой и не используются 
программами пользователя. Обычно они имеют адреса 0— 776. 
Верхние 4 К слов имеют адреса 160000— 177776.

Заметим, что адреса памяти записываются в восьмеричной 
системе счисления, а числа (содержимое ячеек)— в двоичной 
системе.

1.4.4. Дссшичная, восьмеричная, двоичная системы счисления.
Все рассматриваемые здесь системы счисления относятся к так
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называемым позиционным системам, в которых любое веществен
ное число представляется в виде

■v= ±«„«„-,...<*0- я - i .  а - 2..., 
где значение .v находится по формуле

* =  ±(а„</" +  « « - ,? " ‘ , + ... +  a 0 +  a - i « " 1 + Я -2 < Г 2 +  •••)•
Здесь целое число q > 1 основание системы счисления, а, — цифры 
</-нчной системы счисления.

Обычно в качестве младших цифр используют знаки 0 и 1. 
Основание системы записывают в виде 10. В десятичной 
системе: цифры 0. 1 ,2 , 3, 4. 5, 6, 7, 8. 9, основание 10, пример 
записи числа:

103,12-1 ■ 102+ 0 -1 0 1+ 3 -1 0 ° + 1 -Н Г Ч 2 -И Г * .
В восьмеричной системе: цифры 0, 1. 2, 3. 4. 5, 6. 7, основание

8 записывается в виде 10, пример записи числа:

103,12= 1 -8 Ч 0 - 8 1 +  3-8 °+  1 -8 " 1 +  2-8 2.

В двоичной системе: цифры 0, I, основание 2 записывается 
в виде 10. пример записи числа:

101,11 =  1-22+ 0 -2 ‘ +  1- 2 ° + 1-2_ , +  1-2"а.
Приведем примеры записи целых чисел (в скобках отмечено 
основание системы счисления):

3(10)= 3<8)= I 1(21’ Ю<10)=  I-18) =  1010,2,.
Использование двоичной системы, адекватной состояниям 

элементов ЭВМ. оказывается неудобным, так как трудно 
воспринимать двоичные числа из-за их громоздкой и непривычной 
записи. Перевод числа из десятичной системы в двоичную 
и наоборот выполняет машина. Однако, чтобы эффективно 
использовать ЭВМ, следует научиться интерпретировать слово 
машины. Для этого и используется восьмеричная система, 
числа которой читаются так же легко, как десятичные, 
и очень прост переход от двоичной системы к восьмеричной 
и наоборот.

Для перевода восьмеричного числа в двоичную систему необхо
димо каждую восьмеричную цифру заменить равным ей трехзнач
ным двоичным числом, например

70.26 l ((j) =  11000.010110001(2); 26.03(Я, = 010110.000011(2(.
Для перевода двоичных чисел в восьмеричные необходимо 

начиная от запятой влево и вправо разбить двоичные цифры на 
тройки цифр, каждое трехзначное число перевести в восьмеричную 
систему, неполные тройки дополняют нулями, например

11,011111)2) =  3,37(8); 1011100.0111(2)=  134,34(Я).
1.4.5. 11редс1ав.1ение чисел в памяти. Целые числа занимают 

в памяти ЭВМ байт или слово (2 байта). Возможный диапазон
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Рис. 1.15

изменения целых чисел без знака в формате слова 0 — 65 535, 
а со знаком — 32768— 32 767. Например, число 17 изобразится 
диаграммой, приведенной на рис. 1.15, при записи в формате 
слова. Вещественные числа имеют также два представления: 
одинарной и двойной точности. Вещественные числа одинарной 
точности занимают два слова, двойной—четыре слова памяти. 
Любое вещественное число дг можно записать следующим образом:

jc =  /п 10р.
где | m | <  1, р — целое, 10=10(2(. Множитель т  называется мантис
сой, р — порядком числа х. Запись числа х  называется нормализо
ванной. если

| < |  m |<  1.

При записи числа в ненормализованном виде количество 
значащих цифр, изображающих число, может быть значительно 
меньше, чем при записи в нормализованном, и погрешность 
в представлении числа может быть больше.

Нормализованное число в одинарной точности записывается 
в память следующим образом (рис. 1.16): знак числа— в 15-м бите 
первого слова (0— число положительное, 1 — число отрицательное), 
порядок р  размещается в битах 7— 14 первого слова, увеличенный 
на 128, мантисса занимает 23 бита в двух словах. Нормализованное 
число в двойной точности записывается в четыре слова памяти 
и отличается от одинарной точности только тем, что продолжение 
мантиссы размещается в п + 2, л + 4, и +  6 словах или 55 битах.

Диапазон представления вещественных чисел 2,939 • 10(1о? -;- 
-г 1,701 • 10,-к». Точность представления числа в одинарной точности 
соответствует примерно 7 знакам после запятой в десятичном 
представлении числа (0,1234567), в двойной точности— 17 знакам 
(0,12345678901234567).

1.4.6. Представление букв и символов в памя!и. Каждой бук
ве и символу клавиатуры терминала соответствует число. Коди
ровка удовлетворяет стандарту КОИ-7, который, за исключе
нием букв русского алфавита, совпадает с ASCII (American Standard

Code for Information 
Interchange, произносит
ся «эз-ки»). Символы, 
буквы и цифры терми
нала интерпретируются 
как восьмеричные числа 
от 0 до 177(8), например

1 5 7 6  0 АДРЕС

3 П О РЯД О К НАЧАЛО
МАНТИССЫ

! п

ПРОДОЛЖЕНИЕ МАНТИССЫ Г )  ♦ 2

Рис. 1.16
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0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Рис. 1.17

А 101 D — 104 X — 130 0 _ 60
В 102 Е — 105 Y — 131 1 61
С -  103 F — 106 Z — 132 2 — 62

Для хранения символов терминала используется один байт памяти. 
Например, символы ХО в памяти запишутся в два байта (рис. 1.17).

# 1.5. Память на магнитных дисках и лентах

1.5.1. Общая схема магнитных дисков. Устройство внешней 
памяти на магнитных дисках состоит из следующих основных 
элементов (рис. 1.18): /  — магнитный диск — носитель информа
ции— круглая пластинка, покрытая магнитным материалом. Диск 
устанавливается на шпиндель двигателя вращения 5. Информация 
записывается магнитными головками 4 на обе стороны диска. 
Магнитные головки перемещаются в радиальном направлении 
двигателем 6. Вся поверхность диска разбита на дорожки 2, 
равноудаленные от оси диска, а каждая дорожка делится на 
определенное число секторов 3. Каждый сектор содержит один 
блок информации объемом 512 байт. Часто сектор информации, 
равный одному блоку, используют как единицу объема информации. 
Для управления чтением-записью служат электронные схемы 7, 
которые вместе с 5, 6 называют дисководом.

Используются магнитные диски четырех типов: фиксированные, 
кассетные, пакетные, гибкие. В фиксированных диск не снимается 
с дисковода. Кассетный диск представляет собой одну пластину, 
закрепленную в кассете, этот диск снимается с дисковода. Пакетный 
диск содержит несколько пластин, закрепленных на одной оси 
в кассете. Гибкий диск представляет собой полимерную пленку, 
покрытую магнитным материалом, помешенную в картонный 
футляр.

1.5.2. У ар о й с 1во внешней намиiи на магнитных лисках 1ина 
CM 54(H). Устройство СМ 5400 в настоящее время является одним 
из основных устройств внешней памяти для ЭВМ СМ. Устройство 
включает два диска: фиксированный и съемный. Емкость каждого 
диска 2,4 М байт. Скорость об
мена данными с ЭВМ состав
ляет 300 К байт/с. К ЭВМ мо
жет быть подключено несколь
ко устройств типа СМ 5400.

На передней панели устрой
ства СМ 5400 размещены пе
реключатели и сигнальные ла
мпочки. с помощью которых 
можно включить устройство,
получить информацию о его р ис , 1;(
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Рис. 1.19

работе (рис. 1.I9). Подготовка устройства к работе состоит и» 
следующих операций: ^

1) Вставить рабочий сменный диск.
2) Включить питание (нажать переключатель «Сеть»), заго

раются лампочки «Сеть» и «Загрузка».
3) Включить двигатель, вращающий диски. (Нажать переклю

чатель «Старт»), Лампочка «Загрузка» гаснет. Подождать 20 с. 
Когда загорается лампочка «Готово», устройство готово к работе.

Если горит лампочки «Защита», необходимо отжать переклю
чатель с надписью «Защита». Лампочка погаснет. Если гориг 
лампочка «Неисправность», следует сообщить о неисправности 
устройства персоналу, обслуживающему ЭВМ. Нормальное со
стояние: горит только лампочка с надписью «Готово». Окончание 
работы с устройством состоит из следующих шагов.

1) Отключить двш атель, вращающий диски (отжать переклю
чатель с надписью «Старт»). Лампочка «Готово» гаснет. Подо
ждать, пока не загорится лампочка с надписью «Загрузка».

2) Отключить питание (отжать переключатель «Сеть»).
1.5.3. У с1ройс1Во внешней нами in на 1ибких машишых дисках 

1ина СМ 5608. Устройство СМ 5608 можег обслуживать два 
магнитных диска (им присваиваются номера 0 и I соответственно). 
Емкость одного магнитного диска примерно 256 К байт.

Переключатели на передней панели (рис. 1.20) обеспечивают: 
включение накопителя, замену дисков, выбор требуемой стороны 
данного диска. Подготовка устройства к работе:

1) Включить устройство.
2) Открыть защитную дверцу и вставить гибкий диск нужной 

стороной в соответствующее гнездо.
3) Установить переключатель сторон данного диска в положе

ние. соответствующее стороне диска, с которой будет производиться 
работа. (Переключатель сторон А/В в нажатом состоянии опреде-
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ляет сторону А, в отжатом состоянии— сторону В). В настоящее- 
время возможна работа только на стороне А гибкого диска, т. е. 
необходимо нажать переключатель сторон А/В для диска с нужным 
номером.

4) Включить двигатель, вращающий диски (нажать переклю
чатель с надписью «М»).

Устройство к работе готово. Защитные дверцы блокируются 
(нельзя открыть).

Замена диска состоит из следующих операций:
1) Деблокировать защитные дверцы (нажать и отжать пере

ключатель с надписью «М»), Подождать несколько секунд (до 
появления характерного щелчка). Двигатель, вращающий диски, 
отключается.

2) Открыть защитную дверцу и заменить диск.
3) Установить переключатель сторон данного диска в нужное 

положение.
4) Закрыть защитную дверцу. Двигатель, вращающий диски, 

включается. Устройство к работе готово.
Окончание работы:
1) Отключить двигатель, вращающий диски (отжать переклю

чатель с надписью «М»).
2) Отключить питание.
1.5.4. Память на магнитных лентах. Магнитные ленты приме

няются для длительного хранения большого объема информации, 
переноса информации с одной ЭВМ на другую, хранения копий 
важной для пользователя информации с магнитных дисков.

Информация записывается на полимерную ленту, покрытую 
магнитным составом, шириной 12,5 мм. Лента наматывается 
на катушки, вмещающие 80, 375, 750 м. Запись идет по 
девяти дорожкам: на восьми записывается информация, девятая —
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Рис. 1.21

контрольная. Плотность записи (количество битов на 1 мм по длине 
одной дорожки) — важный показатель маш итной ленты и устройства 
чтения-записи; возможные значения плотности: 8. 32, 64, 256 бит/мм.

Общая структура записи на ленту показана на рис. 1.21. Запись 
информации пользователя называется файлом , если ей присвоено 
имя. Структура информации: I — физическое начало ленты (свето
отражающ ая полоска на нерабочей стороне ленты), 2 — заголовок 
ленты. 3 — заголовок файла, 4 — разделитель группы записей, 
5 — записи файла, 6 — метка конца файла, 7— две метки конца 
файла конец ленты, 8 — физический конец ленты.

Рассмотрим устройство внешней памяти на магнитной ленте 
типа СМ 5300. Емкость одной кассеты около 10 М байт. Про
дольная плотность записи 32 бит/мм. Скорость обмена инфор
мацией с ЭВМ составляет 10 К байт/с. Для предотвращения 
случайной записи на маш итную  ленту используется кольцо разре
шения записи на кассете. При отсутствии кольца запись информации 
на магнитную ленту запрещена. На передней панели устройства 
размещены переключатели и сигнальные лампочки (рис. 1.22).

Подготовка устройства к работе состоит из следующих опе
раций:

1) Заправить ленту в устройство.
2) Включить устройство (нажать переключатель с надписью 

«ВКЛ»),
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3) Нажать переключатель «Загрузка». Магнитная лента уста
навливается на маркере начала ленты. Загорается лампочка «Ди- 
станц.». Устройство к работе готово.

Если отсутствует колыю зашиты записи, то также загорается 
лампочка «Защита записи».

После окончания работы лента должна быть перемотана на 
исходную катушку. Для этого необходимо нажать последовательно 
переключатели «Сброс», «Перемотка». Лента остановится на марке
ре начала. Повторно нажать переключатели «Сброс». «Перемотка». 
После перемотки магнитной ленты выключить устройство (отжать 
переключатель с надписью «ВКЛ»).

•  1.6. Алфавитно-цифровые печатающие устройства

Алфавитно-цифровые печатающие устройства (АЦПУ) служат 
для вывода информации на бумагу — документирования результа
тов работы пользователя. Рассмотрим два типа АЦПУ: парал
лельное и последовательное, которые отличаются скоростью вы
вода информации.

1.6.1. АЦПУ параллельное гина СМ 6315. Устройство СМ 6315 
предназначено для вывода информации на бумажный носитель. 
Скорость печатания 500 строк/мин. Ширина строки до 128 символов.

На передней панели устройства расположены переключатели 
и сигнальные лампочки (рис. 1.23).

Подготовка устройства к работе:
1) Включить устройство (нажать тумблер в нижней части 

устройства). Загораются лампочки «Сеть», «Авария». Через 40 с 
лампочка с надписью «Авария» гаснет. Загорается лампочка 
«Готов». Устройство находится в автономном режиме. В этом 
режиме нажатие переключателя «Прогон строк» вызывает переме
щение бумаги на одну строку, а нажатие переключателя «Прогон 
формата» вызывает перемещение бумаги на одну страницу.
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Рис. 1.24

В том случае, если лампочка «Авария» не гаснет, сообщить 
персоналу, обслуживающему ЭВМ.

2) Для подключения устройства к ЭВМ необходимо нажать 
переключатель с надписью «ЭВМ». Загорается соответствующая 
лампочка.

Окончание работы с АЦПУ:
1) Перевести устройство в автономный режим (нажать 

переключатель с надписью «ЭВМ»), Соответствующая лампочка 
гаснет.

2) Отключить устройство (отжать тумблер в нижней части 
устройства).

1.6.2. Последовательное нечаiаюшее устройство шиа DZM-180.
DZM-180 является печатающим устройством со скоростью печата
ния 180зн/с. Относительно низкая стоимость, надежность работы 
обусловили ее широкое применение в качестве устройства вывода 
для ЭВМ СМ.

На передней панели устройства расположены переключатели 
и сигнальные лампочки (рис. 1.24). Подготовка устройства к работе:

1) Включить устройство (нажать переключатель с надписью 
«SUPPLY»). Загорается красная лампочка (это автономный режим 
работы).

2) Перевести устройство в режим работы с ЭВМ (нажать 
переключатель с надписью «SEL»). Красная лампочка гаснет. 
Загорается зеленая лампочка. Устройство к работе готово.

Окончание работы:
1) Перевести устройство в автономный режим (нажать пере

ключатель с надписью «На»). Загорается красная лампочка.
2) Отключить устройство (нажать переключатель с надписью 

«SUPPLY»).

•  1.7. Алфавитно-цифровой терминал

Рассмотрим терминалы VDT («Видеотон») и «Электроника». 
Терминалы других типов могут иметь некоторые отличия (другое 
расположение клавиатуры, новые функциональные возможности).
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При работе с ними необходимо предварительно ознакомиться 
с соответствующим руководством.

Алфавитно-цифровой терминал предназначен для ввода выво
да символьной информации. Экран терминала делится на 16 (или 
24) строк по 80 символов в каждой строке.

Набор символов VDT (см. рис. 1.24):
26 заглавных латинских букв;
31 заглавная русская буква;
10 цифр:
28 специальных знаков.
После включения терминала в первой позиции первой строки 

появляется мерцающая метка (курсор). Для работы с терминалом 
необходимо знать назначение следующих клавиш.

Клавиша O FF  LINE. После включения устройства устанавли
вается режим O FF  LINE и на панели загорается индикаторная 
лампочка «O FF LINE». Если устройство работает, то при нажатии 
этой клавиши устройство переходит в режим O FF LINE. В данном 
режиме линия связи с ЭВМ отключена. Терминал «Электроника» 
не имеет такой клавиши.

Следующая клавиша ON LINE. Нажатие этой клавиши пере
водит терминал из режима O FF LINE в режим ON LINE. 
Терминал подключается в линии связи с ЭВМ. Загораются 
индикаторные лампочки «ON LINE» и «DPLX».

Рассмотрим действие клавиши SH IFT для терминала VDT 
и клавиш BP, HP для «Электроники». При совместном нажатии 
SH IFT с алфавитно-цифровыми клавишами вырабатывается код 
верхнего знака, изображенного на выбранной клавише В отжатом 
состоянии — код нижнего знака. При совместном нажатии алфа
витно-цифровой клавиши и клавиши «ВР» вырабатывается код 
верхнего знака (в случае «Н Р»— код нижнего знака).

Клавиша «CTRL» для VDT или аналогичная клавиша «СУ» 
для «Электроники» служит для генерирования управляющих кодов. 
Подробности использования этой клавиши излагаются в гл. 4.

Клавиша «LINE FEED» для VDT или ПС для «Электроники». 
При нажатии этой клавиши курсор переводится в первую позицию 
следующей строки.

Клавиша «ТАВ» для VDT или аналогичная клавиша ГТ для 
«Электроники». При нажатии клавиши курсор устанавливается 
в ближайшую позицию для тубуляции Обычно это позиции 
строки с номерами 8N +  I, где N =  0, I, 2. ... (номера позиций 
задаю тся аппаратно).

Клавиша «ROLL» служит для установления и отмены режима 
«бегущий экран». При записи символа в последнюю позицию 
последней строки метка не переходит в первую позицию первой 
строки, как в случае обычного режима, а вместо этого все строки 
сдвигаются на одну строку вверх, причем первая строка теряется, 
а на месте последней строки образуется пустая строка. Курсор 
устанавливается в первую позицию последней строки.
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Клавиша «RETURN» для VDT или ВК для «Электроники». 
Нажатие клавиши «RETU RN » служит признаком конца строки 
символов, введенной с терминала (при работе в операционной 
системе ОС РВ).

При нажатии алфавитно-цифровых клавиш вырабатывается код, 
соответствующий данному символу.

Подготовка терминала к работе (VDT):
1) Включить терминал. Загорается лампочка «O FF LINE» (авто

номный режим работы).
2) Нажать клавишу «ON LINE». Загорается лампочка 

«ON LINE» и DPLX (режим связи с ЭВМ).
3) Нажать клавишу «ROLL». Загорается лампочка «ROLL». 

(Установить «Бегущий экран»).
Окончание работы (VDT):
1) Нажать клавишу «O FF LINE». Загорается соответствующая 

лампочка.
2) Выключить терминал.



Г л а в а  2 

СТРУКТУРА АЛГОРИТМОВ И ПРОГРАММ

•  2.1. Семейства вычислительных алгоритмов

Ниже перечислены и кратко описаны основные семейства 
алгоритмов, которые применяются в инженерно-технических зада
чах. Каждый алгоритм семейства рассматривается как один-единст- 
вснный вычислительный блок. При таком подходе алгоритм есть 
отображение входных данных задачи на выходные данные. Как 
устроено это отображение, нас в данный момент не интересует, 
так же как и вопрос о его реализации на ЭВМ.

Можно представить, что имеется гипотетический калькулятор, 
содержащий клавиши и несколько кнопок, есть возможность ввести 
в него исходные данные задачи, нажать одну из клавиш и одну из 
кнопок и вывести ответ — выходные данные (рис. 2.1). Собствен
но, так и поступают, работая с калькулятором. Мы не задумываем
ся, что, набрав на индикаторе число 0,37, нажав клавишу «F» 
и кнопку «SIN», мы заставляем калькулятор выполнять цепоч
ку действий; нас интересует только ответ 0,36161543 на инди
каторе. Каждая из упомянутых клавиш отвечает какому-либо 
семейству алгоритмов, а кнопка — конкретному алгоритму из этого 
семейства.

Семейство алгоритмов будем обозначать буквой латинского 
алфавита и десятичной цифрой, например АЗ, В7, а конкретный 
алгоритм отмечать парой буква — цифра. Таким образом, обозначе
ние А5В2 означает: алгоритм В2 из семейства А5.

Ниже, если это специально не оговаривается, входными и выход
ными данными алгоритма могут быть как точные, так и приближен
ные значения решения математической задачи. Поэтому смысл, 
придаваемый выражениям «решение уравнения», «решение системы» 
и т. п., должен устанавливаться при описании конкретного ал
горитма семейства. Рассмотрим следующие семейства.

АО. Вычисление элемешарных функций. Обычный набор элемен
тарных функций: sin.x, cos.v, tg.v, arcsin.v, arccosx, arctgx, e*. y'Gt, 
ln.v, Ig.x, |jc |,  th x  дополняется часто встречающимися ) ’ =  max(.v,, 
.v2, ..., ), ^  = m in(x ,, * 2,

На вход любого бло
ка АО следует подать

ВЛОДНЫЕ
ДАННЫЕ

Рис. 2.1
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f z - T l O  П П  уС U | tv ^  ЧИСЛа И1 области очрелелеии" ФУН'
^  I л  J  кции (например, х  > 0  для y jx ,  In v,

lg.v), на выходе получается число 
ис' из области значений функции.

А1. Вычисление специальных функций. Блок семейства AI пред
ставляет собой полный аналог АО, и только исторически более 
позднее исследование этих функций закрепило за ними термин 
«специальные». К числу специальных функций относятся: интеграль- 
ный синус Si(.v), интегральный косинус Ci(.v), гамма-функция Г(.\), 
функции Бесселя У0(л), У,(.х), У'0(*)’ модифицированные
функ1ши Бесселя К0(\). AT, (.г), /„(.*). M-v), интегралы Френеля 
S(jc), C(.v), эллиптические интегралы, интеграл вероятности и др.

А2. Вычисление элементарных функций комплексного переменною. 
А лгоритмы семейства А2 для своей работы должны иметь 
на входе комплексное число г. На выходе алгоритм выдает 
комплексное число f ( z ) = u + iv  (рис. 2.2), при г =  0 вещественное 
число. Часто используются следующие функции: |г | ,  Inr, N/z ,  
sinr, cosr и т. п.

АЗ. Аппроксимация функций. Задача приближения заданной 
функции / ( дс) друю й функцией ф(.х) из некоторого класса функций 
решается алгоритмами семейства АЗ. Входными данными для АЗ 
являются требуемая точность приближения е и /(.v), заданная 
либо аналитической формулой, например. /(д ;) =  д:2 +  
+  sin(arctg.v+cos*), 0 < д г< 1 , либо таблицей значений

0.0 0,2 0.3 0.4 0.6 0.9 1.0

f(x j)  1,1 2.0 1,9 0.7 1.4 1,6 0.9

Выходные данные доетш нутая точность приближения е , и функ
ция ф(дс), 0 < х < 1 ,  которая также может быть представлена 
в аналитическом или в табличном виде (рис. 2.3).

А4. Н и т р и р о в а н и е .  В семействе А4 алгоритмы вычисляют 
определенные интегралы от функций f ( x )  одной или нескольких 
переменных. На вход алгоритмов подают точность е , пределы 
интегрирования, функцию f ( x )  в аналитическом или табличном
виде. На выходе получаем чисто S  приближенное значение 

ь
интеграла S  = |/(.v)</.v. Алгоритмы А4. рассматриваемые в книге,

а
решают задачу интегрирования методами численного анализа. 
Однако существуют на ЭВМ системы аналитических вычислений, 
которые имеют алгоритмы нахождения аналитических формул для 
неопределенного интеграла. На входе этих алгоритмов формула

для /(* ) ,  на выходе формула
----------- ------------- ------------  для \ j ( x )d x .  Поэтому блок А4
£ o . f ( * ) j —»| АЗ |—* ^ £ i,9 4 x )  J  следует рассматривать как блок.

^  ✓  вычисляющий определенные и не-
Рис. 2.3 определенные интегралы.
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А5. Суммирование рядов. Алгоритмы А5 на входе имеют 
формулы для общего члена ряда: числового а„, функционального 
д,(х) и точность с суммирования, на выходе получаем приближенное

00 СО

значение 5 =  £  а„ или S(.v)= £  a„(.v), S(.v) предствляется аналити-
я — 1 Я = 1

чески или таблично.
А6. Фурьс-анализ. Разложение функции f ( x )  в ряд Фурье в ве

щественной форме

1 *
/ ( . v ) ~ - « 0 +  £  (a. cos и х + Л. sin n.v),

2 я »1
I « | «

a , =  - \  f(x )c o s n x d x , b„=- j  /(.v jsinw tJ.v .
П -к * -«

или в комплексной форме

/ ( * ) ~  X  с„ =  -  ] / [ х ) е 'ШхЛх

составляет предмет Фурье-анализа. Фурье-анализ лежит в основе 
методов решения многих инженерно-технических задач, таких, как 
выявление скрытых периодичностей в динамических процессах, 
решение линейных уравнений математической физики методом 
Фурье и т. д. На входе алгоритмов А6 имеем f ( x )  в аналитической 
или табличной (часто называемой дискретной) форме, на выхо
де коэффициенты ряда Фурье. Заметим, что коэффициенты ряда 
Ф урье— это функция С = С[п) от целочисленного аргумента. Если 
п заменить вещественным о), то преобразование функции /(.v ) 
в С(ш) называют Фурье-преобразованием. Алгоритмы А6 выпол
няют также Фурье-преобразование.

А7. Дифференцирование. Вычислительный блок дифференциро
вания функции одной /(.v ) или нескольких переменных f ( x ) = f ( x t , 
jc,, —, -V,) имеет на входе аналитическую или табличную форму 
/ ( л ) ,  на выходе— аналитическую или табличную форму производ
ной /Й (х ) . Аналитическое дифференцирование представлено в си
стемах аналитических вычислений на ЭВМ. В этом случае блок 
А7 дает точную аналитическую формулу для / $ ( * ) .  Алгоритмы 
численного дифференцирования А7 на выходе имеют приближенную 
функцию <p(.t) к /£>(*), ф(дг) может иметь как аналитическую, 
так и табличную формы.

АЯ. Операции с матрицами и векторами. Алгоритмы этого 
семейства реализуют основные операции линейной ал 1ебры. На 
входе алгоритмов задаются матрицы и векторы, на выходе имеем 
результат операции. Примерами таких операций являются сумма, 
произведение матриц, обращение матрицы, скалярное произведение 
векторов, ортогонализация векторов и т. п.

А9. Решение систем .шнейных уравнений. На входе алгоритмов 
семейства А9 задаются матрица системы линейных уравнений
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А и вектор правых частей h системы уравнений A x  = h\ на выходе 
для матрицы с del А ^  0 получаем вектор х — решение системы.

ВО. С обственные ммчеиия и век горы. На входе алгоритмов ВО 
задается матрица А . на выходе выдается система собственных
векторов е„ 1 =  1, 2.........  т, и соответствующих собственных
значений удовлетворяющих уравнениям

/4^ = Х.(<'(, 1 < / < т .

BI. Линейная ошимимция. Входом канонической задачи линей
ной оптимизации является вектор c= (c t , с2, .... t„). определяющий 
скалярное произведение Ф(.\ ) с неизвестным вектором х, у которого 
координаты дс, ^ 0 , 1 ^  / <  я.

Ф(.г)=(с,

Матрица А имеет размер т х п ,  вектор Л=(/>,. .... Ьт). Они 
описывают ограничения типа равенств

А х= Ь .

На выходе алгоритмов В1 имеем вектор х, доставляющий ттФ (дс), 
либо сообщение о неразрешимости задачи.

В2. Решение линейных ниiei ральных > равнений. Интегральное 
уравнение общего типа можно записать следующим образом:

А х - к х = Ь .

Входом алгоритмов семейства В2 являются функции Л(/. л)— ядро 
интегрального оператора А

,4.v(f)= \  A(t, j).v(.v)</.«. i e D t ,
»0

область интегрирования D0, область значений D ,, число X, функция 
h(i). Выходом В2 является функция л ( /)— решение интегрального 
уравнения либо информация о неразрешимости или бесчисленном 
множестве решений.

ВЗ. Корни полиномов. Алгоритмы семейства ВЗ по входным 
данным коэффициентам а,. 0 < / < я ,— определяют корни дс,, 
K i ^ n ,  полинома

Р,(х) =  «о + <*i V +  а2х 2 +  ... +  аях*.

Следует заметить, чго до 4-й степени (и < 4) корни Р„(х) могут 
вычисляться по коэффициентам аналитически.

В4. Корни нелинейных \ равнений. Алгоритмы решения нелиней
ных уравнений В4 на входе имеют нелинейную функцию /(лг) 
одной переменной или систему нелинейных функций нескольких 
переменных / ( • * ) = / (v,.v2, ..., .v„), I ^ ^ л ,  в области П. точность 
определения корня, на выходе алгоритмы В4 выдают корни (один 
или несколько) уравнений /(.v) =  0 в области D.

В5. Нелинейная он i имшания. Входные данные алгоритмов В5 
нелинейная функция Ф(.\), .v=(.v,, ..., .v„) и область П переменных
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.V, где ищется минимум или максимум Ф(х). Область D может 
быть задана, например, неравенствами tp(.v)>0, и равенст
вами \|/(дг)= 0 , 1 На выходе алгоритмов — вектор д:, доставля
ющий min Ф(.х) или max Ф(л) в области D либо сообщение
о неразрешимости задачи.

В6. Решение обыкновенны\ .|нфференциа.1ьны\ уравнений, задача 
Коши. На входе алгоритмов В6 задаются вектор-функция /Ддс, 
y t , у„), интервал a ^ x ^ h  двумя числами a, h и началь
ный вектор У ° » = И , ....... .у?), точность е. На выходе
вектор-функция v(.v)=(.»•, (.v). у 2(х)........  >•„(.*)), а О  =?/>,— решение
задачи

В7. Решение обыкновенных дифференциальных > равнений, краевые 
задачи. Входом алгоритмов В7 являются вектор-функция /,(дг,
..., ). интервал а ^ х ^ Ь ,  заданный числами а. Л,
вектор-функция <р,(у,.......  v,,), 1 < /< л .  На выходе— >’(v )= (.r,(x ).......
ун(х ))— решение краевой задачи

или сообщение о неразрешимости или бесчисленном множестве 
решений.

В8. Решение уравнений с частными нрои (водными. На входе 
алгоритмов В8, как и В7, задаются функции, описывающие 
дифференциальное уравнение, например, вида

Здесь / — функция на входе В8. Кроме того, на входе задается 
область D изменения независимых переменных. Для рассматрива
емого уравнения область D может быть следующая:

где д:(, it— заданные числа. Входными данными алгоритмов В8 
являются дополнительные условия, однозначно определяющие ре
шение и(х. /) уравнения. Обычно это начальные и граничные 
условия, например

и(х, /0) =  ф(.г), дг0 <£

m(.v0, /) =  Цо('): м(* |.  /) =  Ц,(/),
где q>(.v), цо(0- Mil') заданные функции на входе алгоритма. 
Выходными данными является решение уравнения и(дс, /).

<P.0'i(fl)...... >•.(«))=О, 1 < д < я ,  

Vk(y i(/>)...... vK(h)) = О,

Р  = {(х,
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#  2.2. С тр у к ту р а  а л г о р и т м о в

В гл. 1 определено понятие архитектуры ЭВМ как набора 
ресурсов ЭВМ, их структура, доступные программисту. Програм- 
мист-пользователь может вообще не знать, как физически устроена 
и работает ЭВМ. Это знает инженер-электронщик. Для програм
мирования важна логическая организация машины. По аналогии 
с архитектурой ЭВМ можно ввести понятие архитектуры алгоритма.

Архитектура алгоритма — это набор элементарных вычислитель
ных блоков, их структура и логическая организация, необходимые 
для программирования задачи.

Программист-пользователь может не знать, как запрограм
мирован отдельный вычислительный блок и даже какой метод 
вычислений заложен в его основу, это должен знать инже
нер-математик. Хотя и не все инженеры-математики могут ответить 
на вопрос, по какому алгоритму вычисляются значения элементар
ных функций.

Естественно задать вопрос: что же должен уметь пользователь 
при построении алгоритма решения задачи и программировании?

Пользователю необходимо уметь:
1) Спроектировать алгоритм методом «сверху вниз»— от слож

ного к простому, используя готовые (базовые) вычислительные 
алгоритмы из семейств, перечисленных в 1.1, и применяя «базовые 
логические схемы».

2) Выбрать те вычислительные алгоритмы, которые удовлетво
ряют требованиям задачи.

3) В случае отсутствия готового вычислительного алгоритма 
необходимо его разработать, запрограммировать и включить 
в состав базовых вычислительных алгоритмов.

4) Наконец, необходимо запрограммировать весь алгоритм.
2.2.1. Проектирование алгоритма. Проектирование алгоритма

удобно сопровождать блок-схемами. В блок-схемах приняты стан
дартные графические средства, показанные на рис. 2.4. Внутрь 
графического знака записывается кратко действие алгоритма,

а в знак «связь» записывается 
метка, которая обозначает со
единение с другой линией, име
ющей кружок с такой же мет
кой. В ромб записываются ана
лизируемые условия, а возмож
ные результаты анализа 
обозначаются на выходящих из 
ромба линиях.

Имеются три базовые логи
ческие схемы, на основании 
которых можно спроектиро
вать любой вычислительный 
алгоритм.

ТОЧКИ ВХОДА И ВЫХОДА

-cm- ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИЯ 

ПРОВЕРКА УСЛОВИЯ

СВЯЗЬ (  ИЛИ'СЛИЯНИЕ ) 

Рис. 2.4
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Рис. 2.5

П о с л е д о в а т е л ь н а я  с х е м а  (рис. 2.5). Состоит из трех 
компонентов: входа в вычислительный блок /, вычислительного 
блока 2 и выхода из вычислительного блока 2.

А л ь т е р н а т и в н а я  с х е м а  (рис. 2.6). Состоит из проверки 
выполнения некоторого условия. Если условие выполняется, то 
вычисления производятся на блоке / , если нет, то на блоке 2. 
Заметим, что в схеме один из блоков может быть пустым (не 
содержит действий).'

С х е м а  п о в т о р е н и я  и л и  с х е м а  ц и к л а .  Состоит из узла 
слияния, проверки условия и вычислительного блока (рис. 2.7). 
В этой схеме после узла слияния происходит проверка условия: 
если оно выполняется, то происходят вычисления на блоке.

Рис. 2.6

если — нет, то происходит выход из схемы Таким образом, 
вычисления в блоке выполняются до тех пор, пока условия не 
будут выполняться. Поскольку условие проверяется до вычис
лительного блока, возможно, что действие блока не выполнится 
ни разу. С другой стороны, если условие всегда выполняется, то 
вычислительный процесс зацикливается, так как нет возможности 
попасть на выход схемы.

В качестве примера приведем блок-схему алгоритма суммиро
вания кубов целых чисел (рис. 2.8)

N

s =  I  к * .
*= 1

Число N  входное данное, S — выходное.
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П р о ек ти р о в ан и е  
алгоритма методом 
«сверху вниз» на осно
ве базовых логических 
схем и базовых алго
ритмов состоит из 
следующих шагов. Ис
ходный вычислитель
ный алгоритм пред
ставляется в виде од
ного блока нулевого 
уровня, на вход кото
рого подаются исход
ные данные задачи, на 
выходе получаются 
выходные данные. Ба
зовыми алгоритмами 
будем называть те из 
алгоритмов описан
ных выше семейств, 
которые могут быть 

реализованы пользователем на его вычислительной машине. Например, 
совокупностью базовых алгоритмов можно считать алгоритмы, для 
которых представлены в гл. 12 описания фортран-программ.

Если задача может быть решена с помощью одного базового алго
ритма, то проектирование на этом заканчивается, если нет, то нуле
вой уровень проекта алгоритма разворачивается в последовательность 
базовых алгоритмов (рис. 2.9), где вычислительные блоки можно 
обозначить по принятой схеме: А4А0, В1А1 и т. п. Не помеченные 
на рис. 2.9 вычислительные блоки отсутствуют среди базовых ал
горитмов и должны быть разработаны пользователем, обозначены 
в соответствии с принятой схемой и включены в состав базовых.

Таким образом, проект алгоритма первого уровня состоит 
в последовательном обращении к базовым алгоритмам и не 
содержит 2-й и 3-й логических схем в своей структуре.

Начиная со второго уровня проекта алгоритма используются 
все три логические схемы и базовые алгоритмы. Второй уровень 
представляет собой проекты отсутствующих алгоритмов на первом 
уровне (рис. 2.10). Непомеченные блоки второго уровня разраба
тываются на следующем, третьем, уровне проекта и т. д. до тех 
пор, пока на п-м уровне проекта все вычислительные блоки не 
будут состоять из базовых алгоритмов. Алгоритмы вычислительной

НУЛЕВОЙ
УРОВЕНЬ

ПЕРВЫЙ
УРОВЕНЬ

Рис. 2.9
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^  первы й  
~v j  УРОВЕНЬ

\ fc ____________________ ^____________________ /  УРОВЕНЬ

Рис. 2.10

математики, встречающиеся в инженерно-технических задачах, про
ектируются с помощью базовых алгоритмов с небольшим числом 
уровней проекта. Конечность этой процедуры (я конечно) следует 
из условия, что в число базовых алгоритмов естественно включа
ются арифметические действия над числами (рис. 2 .11).

Отличительной чертой нисходящего проектирования алгоритма 
является возможность контроля его работы с самого начала

О— +  | ~ ю  о~Н  — 1» о  О-»] X  | - х > о » |  - f -  | -» о

Рис. 2.11

проектирования. Это достигается тем, что неразработанные вы
числительные блоки заменяются так называемыми «заглушками». 
Заглушки — это блоки, имитирующие вход и выход неразработан
ных блоков (рис. 2.12). Заглушка нужна только для того, чтобы 
проверить алгоритм определенного уровня.

2.2.2. Пример проектирования алгоритма. Пусть требуется спроек
тировать алгоритм решения следующей технической задачи. По 
измеренному переходному процессу y(t) системы автоматического 
регулирования необходимо найти коэффициент к  одного из ее 
элементов, который лежит в некотором диапазоне к 0 
Переходный процесс может быть с требуемой точностью описан 
решением системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dXj
dt = 1 + х {х 2, дг,(0)=лг?,

^ = x t - k x 2, лг2(0) =  *$.

(2.2. 1)

Предположим, что математи
ческий метод решения этой за
дачи состоит в отыскании такого 
значения к , которое минимизиру
ет норму S отклонения теорети
ческого переходного процесса x(l)  
от измеренного >>(/):

В Х О Д  выход 

ЗАГЛУШКА

Рис. 2.12
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НУЛЕВОЙ
УРОВЕНЬ

Рис. 2.13

S=  max max | v ,(r)-> ’j(/)|.
0<1«ГКЧ2

Значение к , дающее min S , принимается в качестве решения
к0Кк£к,

задачи.
Пусть переходный процесс у (О может быть измерен в дискрет

ном числе точек tj, I ^ j ^ m ,  / ,= 0 .  im = T  интервала Тогда 
численный метод решения задачи может быть следующим: заменим 
минимизацию 5  по непрерывному интервалу 0 минимизацией 
на дискретном множестве точек:

5 ,=  max max
I </<m 1

В 5 , значения x ^ lj)  будем находить численным интегрированием 
системы дифференциальных уравнений с заданной точностью е. 
При фиксированном значении к величина S , есть функция к, т. е.
S , =S,(Ar). Приближенным значением k t  к точному к будем 
считать такое значение, которое минимизирует S,(/c):

min S', (А').
к0*к*к,

Обозначим алгоритм этой задачи Z0A0. Проект алгоритма на 
нулевом уровне представлен на рис. 2.13.

Входные данные'. к0, k lt  v?, дс®, tj (1 < /< » » ), XiOj)- 
Выходные данные: к 0 .
Обращаясь к библиотеке (см. гл. 12), находим, что среди базовых 

алгоритмов имеется два, которые можно использовать в проекте 
алгоритма, а именно: В5А0— минимизация функции S ^ k ) ,  В6- 
А0 интегрирование системы дифференциальных уравнений (2.2.1). 
Опишем действия алгоритма Z0A0, необходимые для перевода 
входных данных задачи в выходные.

1) Вычисление m inS,(A) блоком В5А0 и определение к 0 . Но 
для блока В5А0 требуется иметь алгоритм вычисления по значению 
к значения S,(Jt). Таким образом, первый уровень проекта можно 
представить в форме рис. 2.14. Здесь алгоритм В5А0 имеет в своем 
составе еще не разработанный блок вычисления значения .V,(к). 
Обозначим этот блок S1K0. Тогда второй уровень проекта 
алгоритма можно представить в форме рис. 2.15. Для представления 
блока SIK0 заметим, что в его действие входит:

п е р в ы й

у р о в е н ь

Рис. 2.14
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8Г0Р0И
УРОВЕНЬ

S 1 K 0 |

Рис. 2.15

2) Интегрирование системы уравнений (2.2.1) блоком В6А0, 
определение дс,(*Д l < / < 2 ,

3) Вычисление S , при фиксированном к.
Третий уровень проекта, представленный на рис. 2.16, есть 

блок-схема алгоритма S1K0. Здесь непомеченный блок производит 
следующие вычисления:

S ,=  max max |дс,(/7) - ^ , ( / ; )|.
I l < / <2

Но для блока В6А0 требуется иметь алгоритм вычисления правых 
частей дифференциальных уравнений и алгоритм определения 
значений хД/j) (см. гл. 12). Обозначим соответствующие алгоритмы 
через F0A0 и F0A1 соответственно, непомеченный блок рис. 2.16

( к , Х ° , Х ° л / ) -----») В б А ® |— >| H C s T ) ТРЕТИИ
УРОВЕНЬ

Рис. 2.16

обозначим F0A2. Тогда четвертый уровень проекта можно пред
ставить в форме рис. 2.17. Заметим, что алгоритмы четвертого 
уровня могут быть представлены с помощью базовых логических 
схем, базовых алгоритмов и элементарных арифметических дейст
вий над числами (см. рис. 2.11). Таким образом, проект рассмат
риваемого алгоритма исчерпывается пятью уровнями проектиро
вания. В качестве примера алгоритма пятого уровня приведем 
блок-схему F0A2 (рис. 2.18). Вычисление S, и S 2 на этой схеме 
осуществляется блоком А0В5 (см. гл. 12).

Итогом проектирования алгоритма является структурно-логи
ческая схема — объединение схем на рис. 2.13— 2.18.

Теперь программирование алгоритма состоит в программи
ровании:

1) обращений к базовым вычислительным блокам:
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2) базовых логических схем;
3) элементарных арифметических действий.
Проектирование алгоритма по указанным выше правилам будем

называть структурной алгоритмизацией. Для дальнейшего изучения 
рассмотренных в этом пункте вопросов следует обратиться к [ 1 ].

•  2.3. Поток данных

После того как алгоритм спроектирован, т. е. построена его 
структурно-ло1 ическая схема, необходимо описать поток данных, 
проходящих через него. Основные алгоритмы вычислительной 
математики имеют как на входе, так и на выходе данные в виде чисел. 
Внутри алю ритм а количество данных может изменяться, часть из 
них может запоминаться для дальнейших вычислений, часть 
затерта записью на их место других данных. Внутри алгоритма 
возможна ор 1анизация ввода и вывода данных. Если учесть, что 
размер памяти ЭВМ, имеющийся в распоряжении пользователя, 
ограничен определенной величиной, то станет понятной важность 
описания прохождения данных (потока данных) через алгоритм.

2.3.1. kapi а данных алгоритма. Полное описание потока данных 
алгоритм а— это представление всех данных на структурно-логи
ческой схеме алгоритма во всех точках входа в вычислительные 
блоки и выхода из них. Пусть имеется схема алгоритма (рис. 2.19), 
где цифрами от I до 10 обозначены все точки входа и выхода 
вычислительных блоков данного алгоритма. В каждой точке

I — 10 необходимо указать 
все данные, которые имеет 
алгоритм в этой точке для 
схем без повторений. Для 
схем с повторениями ука
зываются данные в точке
7 при входе в схему, в точке 
Л— перед выходом. В ка
ждой точке составляется ка
рта данных алгоритма. Т а
ким образом, алгоритм, 
приведенный на рис. 2.19, 
имеет 10 пронумерованных 
карт.

Алгоритм, приведенный 
на рис. 2.19, решает сле
дующую задачу: в точке
I вводится матрица А, ве
ктор Ь. В точке 2 имеем 
решение системы линейных 
уравнений

Рис. 2.18 А.Х = Ь,

S, *= mox (I x ^ t j ) - ( t  j ) I)

5,-max (lx i(tj)-y i(tj)l) 
W i «
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Рис. 2.19

поэтому в карте 2 добавляется вектор х  к входным данным. В точке
3 вычисляется значение нормы ||.v|| =  max|.v,|. Далее проверяется 
условие: если норма ||дг|| <  1, то переход на 4, если | |х |> 1 ,  то на 6. 
Пусть ||дг||<1; тогда в точке 5 имеем сумму вектора правых частей 
и решения z = x  + b. Поэтому в карте 4 добавляется вектор z. Если 
||*|| > 1 . то переход на б, где вводится вектор у. Схема повторений 
вычисляет скалярное произведение векторов х  и у:

so
q= 1  x j f .  

i- 1
Поэтому перед выходом из схемы повторений кроме данных 
карты 7 имеем еще число q. Полный набор всех карт алгоритма 
следующий.

К а р т а  1. Двумерный массив вещественных чисел — матрица

A tJ, К / ^ 5 0 ,  1<У<50, 

одномерный массив вещественных чисел Ь,, К 50.

К а р т а  2. A tj, bt, одномерный массив вещественных чисел jc,, 
K /s$ 5 0 .

К а р т а  3. A y, Ь„ х„  | х | .
К а р т а  4. Совпадает с картой 3.
К а р т а  5. A (J, b„ .v,, одномерный массив вещественных чисел 

z„ 1 < / ^ 5 0 .
К а р т а  6. Ац, b„ x h одномерный массив вещественных чисел 

у,, 1 ^ /'^ 5 0 .
К а р т а  7. Совпадает с картой 6.
К а р т а в .  A,j, ht, x h  у , — вещественное число q.
К а р т а 9. Совпадает с картой 8.
К а р т а  10. Совпадает с картой 5 или 9.
Поясним применение термина «карта» к способу описания 

данных. Во-первых, данные можно размешать на картах, пред
ставляющих память ЭВМ. графически, а не давать словесного 
описания, как это сделано выше, тогда термин «карта» адекватен 
способу описания. Во-вторых, термин «карта памяти» применяется 
при описании распределения памяти ЭВМ, необходимого для 
выполнения программы алгоритма.
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Таким образом, карта данных алгоритма играет ту же 
роль, что и карта памяти для программы алгоритма, но 
появляется на более ранней стадии решения задачи (на уровне 
алгоритма).

Карта данных алгоритма позволяет: 1) осуществить контроль 
структурно-лог ической схемы алгоритма; 2) документировать алго
ритм так, чтобы в нем мог разобраться каждый, а не только 
тот, кто его спроектировал.

Приведем простой пример контроля схемы алгоритма, приве
денного на рис. 2.19, описанием потока данных. Существуют 
распространенные вычислительные блоки решения систем линейных 
уравнений А х= Ь , которые вектор решения х  записывают на место 
вектора правых частей (затирают Ь). Если применить такой блок, 
то в точке 2 будем иметь следующую карту.

К а р т а  2. AtJ, одномерный массив х,.
Следовательно, ветвь алгоритма по точкам 3  4  Н уже не 

может быть реализована, если ||дс||<1.

#  2.4. Структура программ

Процесс создания команд для ЭВМ, следуя которым ЭВМ 
выполнит алгоритм, называется программированием алгоритма, 
короче— программированием.

Программа — это последовательность команд для ЭВМ.
Считая, что этапом, предшествующим программированию, яв

ляется проектирование алгоритма и описание потока данных, 
можно утверждать, что программирование — это перевод струк
турно-логической схемы алгоритма и потока данных на язык 
машинных ком анд— получение программы.

Программу создает пользователь ЭВМ, выполняет проф ам м у 
(обрабатывает команды) процессор.

Выполняемая программа называется вычислительным процессом, 
короче— процессом.

Программы существовали задолго до появления ЭВМ, например 
музыкальная партитура— это программа для музыканта, кулинар
ный рецепт— программа для повара. Можно обнаружить много 
общих свойств между любыми программами, выполняемыми одним 
процессором.

1) Команды выполняются последовательно, если нет других 
указаний, начиная с первой до последней. Указания могут нарушить 
последовательность выполнения программы, например, требова
нием повторить часть музыкального произведения.

2) Процесс должен иметь результат — выведенные на терминал 
числа и символы, звуки музыки.

3) Часто перед командами программ располагается описание 
объектов, которые программа обрабатывает. В кулинарных рецептах 
дается список продуктов для приготовления блюда. В некоторых языках 
программирования необходимо описать данные перед командами.
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4) Часто программы строятся так, что автор не знает, какие 
вычисления будет выполнять процессор,— это зависит от обра
батываемых данных, но всегда должен быть указан критерий 
выбора пути вычислений.

5) В программах применяются указания на необходимость 
повторения команды, или последовательности команд более одного 
раза. В этом случае указывается либо точное число повторений 
(например, 100 раз), либо критерий, который зависит от процесса 
(повторять, пока точность вычислений не достигнет заданной 
г.= 10~6).

Спецификой программ для ЭВМ является тот важнейший факт, 
что любая программа может быть построена с помощью сле
дующих четырех базовых конструкций:

1. Последовательность команд.
2. Принятие решения (альтернатива).
3. Повторение (цикл).
4. Процедура.
Первые три конструкции имеют тот же смысл, что и в 2.2, это 

базовые логические схемы, где вычислительный блок есть группа 
команд или команда (см. рис. 2.5— 2.7).

Процедура — это группа команд, которая заменяется одной 
командой. Например, кулинарная книга содержит процедуру при- 
готовления бульона, а затем ссылается на эту процедуру в каждом 
рецепте, требующем бульона.

Процедуры в программировании ЭВМ уменьшают размеры 
программы и придают ей иерархическую структуру «сверху 
вниз» — от сложного к простому.

В архитектуре алгоритма вычислительный блок можно рас
сматривать как процедуру.

2.4.1. Программирование структуры блоков алгоритма. Рассмот
рим общие вопросы программирования алгоритма, спроектирован
ного по принципам структурной алгоритмизации 2.2 на уровне 
готовых вычислительных блоков. Иными словами, будем считать, 
что весь алгоритм состоит из уже написанных процедур.

Тогда процесс программирования алгоритма состоит из прог
раммирования:

1) ввода и вывода данных:
2) обращения к процедурам;
3) программирования трех логических схем.
Для программирования применяются различные языки, которые 

облегчают трудоемкий процесс перевода алгоритма в машинные 
команды. Однако следует помнить, что алгоритм, записанный на 
языке программирования, отличном от языка машинных команд, 
не может быть выполнен на ЭВМ непосредственно. Он должен 
быть переведен с этого языка специальной программой ЭВМ 
(например, транслятором для языка фортран, паскаль и т. п.).

Профессиональные программисты, владеющие несколькими язы
ками программирования, твердо уверены, что лучше всего нужно

55



владеть русским языком. Если пользователь может изложить на 
русском языке структуру алгоритма так, чтобы другой пользователь 
смог ее понять, то у него не будет проблем с программированием 
на любом языке.

В различных языках программирования существуют свои пра
вила записи элементов программирования. Поэтому, чтобы на
писать программу на конкретном языке, необходимо в следующих 
ниже программах заменить элементы 1)— 3), написанные на русском 
языке, их соответствующими эквивалентами.

Для языка фортран соответствующие эквиваленты описываются 
в гл. 3.

Напишем программу алгоритма, приведенного на рис. 2.19, где 
схему повторений заменим одной процедурой вычисления скаляр
ного произведения (рис. 2.20).

Нумерацию точек входа, выхода сохраним (рис. 2.19).
1. Ввести вещественные матрицу Aijt вектор Ь„ 1</ ,  у‘^5 0 . 

Обратиться к процедуре решения системы линейных уравнений 
A.x = h, получить вектор дс,, 1 ^ /'< 5 0 . Обратиться к процедуре 
вычисления ||х|| = тах |д с(|, г 1 < /'^ 5 0 , получить ||дс||.

3. Если || дс || >  1, то выполнять 6, иначе:
Обратиться к процедуре вычисления вектора :  = .х+Ь, получить г.
5. Вывести А, Ь, дс, ||дс||, z.
6. Ввести вещественный вектор , 1 ^ / < 5 0 .  Обратиться к про-
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цедуре вычисления ц=  £  дс(>(, получить ц.
i - i

9 Вывести А, Ь, дс, ||дг||, </.
10. ...
В приведенной выше программе использованы команды про

граммирования ввода, вывода (1., 5., 6., 9.), обращения к про
цедурам (строки, начинающиеся словом «обратиться»), програм
мирование последовательной логической схемы между 1. и 3., 
программирование альтернативной логической схемы — команды 
между 3. и 10. Причем первой ветви (блоку 1) соответствуют 
команды между 3. и 5., второй ветви (блоку 2)— команды 
между 6. и 9.

Альтернативная схема (рис. 2.21) общего вида программируется 
следующим образом. Если условие выполняется, то вычисления:
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Рис. 2.21

на блоке 1, иначе: 
на блоке 2.
В записи команд вычислительного блока 2 для наглядности 

следует все команды смешать на несколько позиций вправо 
относительно блока 1.

Схема повторений с проверкой условия до выполнения блока 
(рис. 2.22, а) программируется следующим образом:

Пока условие выполняется, 
вычисления на блоке.
Программирование схемы (рис. 2.22, в) с проверкой условия 

после выполнения блока программируется следующим образом: 
Выполнять блок, пока 
не выполнится условие.
И хотя вторая логическая схема в) может быть сведена к схеме

а), во многих языках имеются адекватные средства и для той, 
и для другой схемы.

Заканчивая описание программирования на уровне готовых 
вычислительных блоков или процедур, можно отметить, что на 
этом уровне следует на конкретном языке программирования (в 
этой книге — фортран) реализовать следующие базовые команды, 
упомянутые на русском языке:
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Ввести ...
Вывести ...
Обратиться к процедуре ...
Если ... то, ... иначе
Пока ..........
Программирование структурированного алгоритма с использо

ванием только базовых ло| ических схем и базовых команд является 
характерной чертой структурного программирования.

2.4.2. Описание данных. В алгоритмах вычислительной мате
матики данные, представляющие различные совокупности целых, 
вещесг венных и комплексных чисел, являются сравни 1елыю  про
стыми объектами. Некоторые алгоритмические языки, например 
фортран, позволяют перед командами не давать описания данных 
(использовать неявное описание; см. гл. 3), другие, например па
скаль. требует обязательного описания.

Будем придерживаться строгого соблюдения правила: все данные, 
которые (юраоатывают вычислительные блоки алгоритма, должны 
быть описаны до первой команды.

Очевидно, что константы алгоритма могут иметь лишь только 
строго предписанный данному типу вид и не описываться (см. гл. 3).

Будем также строго соблю дать следующее правило:
все константы должны быть описаны так же, как и переменные; 

значения им должны быть присвоены до первого их употребления 
в алгоритме.

Более жесткие, чем позволяет фортран, правила работы с дан
ными. принятые нами, даю т преимущества при поиске ошибок 
и их устранении, при распределении памяти ЭВМ, а в конечном 
итоге повышают эффективность работы на ЭВМ.

Переменные и константы в алгоритмах вычислительной мате
матики описываются в виде скалярных данных и в виде массивов 
данных.

Скалярные данные: целого типа; вещественного типа; вещест
венного типа с двойной точностью; комплексного типа.

Примерами скалярных данных являются:
а) целого типа — число повторений цикла N = 20;
б) вещественного типа значение скалярного произведения при

веденного выше алгоритма;
в) вещественного типа с двойной точностью то же число </, 

что в п. б), только с увеличенной длиной мантиссы (см. гл. I);
г) комплексного типа корни z , .  z 2 квадратного уравнения 

с дискриминантом, меньшим нуля.
Массивы данных — это совокупности скалярных данных одного 

типа с указателем размерности массива.
Примерами одномерных массивов данных служат:
а) одномерные массивы х, h, z алгоритма (см. рис. 2.19) век

торы х„  />,, г*, 1 < /'^50 ;
б) массив значений функции / ( дг), вычисленных в точках дг(, 

1 < / < 1 0 0  (обозначается / ().
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Примерами двумерных массивов данных являются:
а) двумерный массив А алгоритма (см. рис. 2.19) — матрица А,.,

I < i, j * 50;
б) массив значений функции двух переменных /(.*, у),  вычис

ленных в точках плоскости (дс, у),  (х„ y j), 1 < /, 100, (обозначается
л л

Примерами к-мерных массивов данных являются значения 
функции к переменных / ( х 2, .., **), вычисленные в точках

лг2.(, .......х к к, 1< / ,  < jV ,, 1 < / 2< # 2, ..., \ ^ i k^ N k (обозначается
Л и ......(.)•

В различных языках программирования формы описания данных 
имеют некоторые различия, но в основном это форма следующая: 
указатель типа и список данных этого типа. Например,

Целый I, у, к ,
Вещественный q.
Вещественный с двойной точностью г.
Комплексный г,
Массив вещественный aiJy К / , у <50,
Массив целый /,, К / < 2 0 .
Такое описание дает возможность подсчитать необходимый 

объем памяти ЭВМ. который будет занимать данные алгоритма. 
Для приведенного примера с учетом представления чисел в памяти 
(см. гл. I) получаем, что для /', j , к необходимо 6 байт, для 
</ — 4 байт, г— 8 байт, z — 8 байт. ai }— 10000 байт, f l J k — 4000 
байт,/,— 40 байт; итого— 14066 бай г.

2.4.3. IIpoi раммированис вычислительных блоков для процедур. 
Как уже отмечалось выше, процедура может рассматриваться как 
готовая программа, к которой лишь нужно уметь обратиться. 
Однако многие из процедур для своей работы требуют наличия 
некоторых программ. Их обязан подготовить пользователь. Так, 
например, для процедур вычисления интегралов необходимо напи
сать программу вычисления подынтегральной функции (блок А4А0), 
для процедур численного интегрирования обыкновенных диффе
ренциальных уравнений (блок В6А0) необходимо написать про
грамму вычисления правых частей уравнений и т. п. Такие про
граммы часто называют внешними.

Кроме того, процедуры для своей работы могут требовать 
наличия ячеек памяти для промежуточных результатов. Поэтому, 
составляя список описания данных алгоритма, необходимо вклю
чать в него и те данные, которые требуют для своей работы 
все процедуры. Эта информация содержится обычно в описании 
соответствующих процедур.

Таким образом, даже когда спроектированный алгоритм со
держит готовые процедуры, программирование вычислительных 
блоков оказывается актуальной задачей.

Повторяя процесс проектирования алгоритмов этих блоков 
«сверху вниз», мы в конце концов придем к необходимости 
npoi раммировагь только элементарные вычислительные блоки.

\
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Рис. 2.23

2.4.4. Ilpoi раммирование ыемент арнмч вычислигельных блоков.
Алгоритмические языки программирования, ориентированные на 
вычислительные задачи, позволяют программировать элементарные 
блоки, обьединяя четыре арифметические операции в конструкции, 
по форме близкие к математической записи.

Переменные можно обозначать буквами; согласно принятым 
нами правилам, и константы следует обозначить буквами, например 
х, у„  z, а, Ь. \

Каждой переменной и константе в соответствии с описанием 
отводятся ячейки памяти ЭВМ, которые обозначают теми же 
буквами

Введем понятие оператора присваивания, который обозначим 
знаками : =  , чтобы отличить от математически привычного знака 
= . Запись

x:= (x  + t)x* t+ z
соответствует схеме, приведенной на рис. 2.23, и отвечает сле
дующим действиям ЭВМ: из ячеек .v и I выбирается содержимое 
и направляется на блок суммирования; полученный результат 
и содержимое ячейки I направляются на блок умножения; получен
ный результат и содержимое ячейки г направляются на блок 
деления; полученный результат посылается в ячейку х. Отличие 
оператора присваивания от математического равенства теперь 
легко понять. Кроме вычислений правой части выражения оператор 
присваивания засылает результат в ячейку, которая обозначается 
левой частью оператора, при этом затирается старое содержимое 
ячейки х.

Программирование любого элементарного блока выполняется 
с помощью трех базовых логических схем, которые используют 
следующие базовые команды, называемые операторами: ввода, 
вывода, альтернативы, цикла, присваивания, записи чисел, скобок, 
знаков арифметических операций и меток операторов.



Г л а в а  3 

ПРОГРАММИРОВАНИЕ НА ФОРТРАНЕ

•  3.1. Введение

3.1.1. История фортрана. История языков программирования 
тесно связана с историей развития вычислительной техники. За 
прошедшие с 40-х годов десятилетия были созданы тысячи языков 
программирования высокого уровня. Десятки из них нашли 
применение в узких направлениях применения ЭВМ. Большинство 
языков остались достоянием их создателей, и только некоторые 
стали широко распространенными и ш рают роль гораздо большую, 
нежели создание программ для ЭВМ. Такие языки программиро
вания, как фортран, алгол, си, пролог, паскаль, бэйсик, позволяют 
создавать программы, которые можно выполнить на различных 
ЭВМ, обмениваться программами и помогают общаться специа
листам в разных предметных областях и странах.

Среди языков высокого уровня в настоящее время нет языка, 
сравнимого с фортраном по долголетию, распространенности 
и эффективности получаемых программ для вычислительных задач 
научно-технического содержания. На фортране написано такое 
количество программ, что трудозатраты, по-видимому, можно 
оценить миллионами человеко-лет. Ни один производитель вы
числительной техники с ориентацией на научно-техническое при
менение не может игнорировать наличие в мире огромного 
накопленного программного продукта на фортране. Все ЭВМ 
такого типа оснащаются трансляторами с фортрана.

Первая версия языка была разработана фирмой «1ВМ» в конце 
50-х годов. Эта версия была ориентирована на устройства ввода 
с перфокарт и несет отпечаток архитектуры вычислительной 
техники 60-х годов. В первые годы отсутствовало стандартное 
определение фортрана, что отрицательно сказывалось на перено
симости программ с одной ЭВМ на другую, имеющую другой 
транслятор. Положение исправилось в 1966 г., когда был введен 
стандарт языка, известный как фортран 66. В результате улуч
шилась мобильность (переносимость) фортран-программ. П рограм
ма. написанная в рамках этого стандарта, без изменений (или 
с небольшими изменениями) может выполняться на различных 
ЭВМ, имеющих соответствующие трансляторы.

Трансляторы с фортрана для разных типов машин обычно 
дополняются расширенными возможностями по сравнению со
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стандартом. Однако следует всегда иметь в виду, что использование 
нестандартного фортрана может привести к трудностям при 
переносе уже написанных программ на другую ЭВМ.

За 10 лет (с 1966 по 1977 г.) фортран завоевал среди пользо
вателей ЭВМ большую популярность, сфера его приложений стала 
расширяться за пределы научно-технических расчетов. В это же 
время произошла смена поколений вычислительной техники. Тех- 
нолош я ввода-вывода с перфокартами утратила свои позиции, 
получили широкое распространение видеотерминалы. В результате 
появилась потребность в модификации фортрана. Была разработана 
новая версия языка, расширяющая возможности фортрана, которая 
учитывала новые приложения и вычислительную технику. В 1977 г. 
был введен стандарт языка, известный как фортран 77. В про- 
Iраммном обеспечении ЭВМ, как правило, имеются трансляторы 
с обоих языков. Причем старая версия фортрана практически 
является частью (подмножеством) новой версии. Поэтому написан
ные ранее программы без существенных изменений могут транс
лироваться новыми трансляторами.

Следующий десятилетний цикл обновления фортрана связан 
с учетом теории современных языков программирования, принципов 
структурного программирования. Новый стандарт фортрана, на
зываемый фортран 8х, выражает модульную структуру языка 
и утверждает принципы его развития. Эта концепция состоит 
в том. что язык должен состоят ь из нескольких модулей, важнейшие 
из которых следующие: 

модуль ядра фортрана; 
модуль архаизмов; 
модуль расширений.

В модуль расширений включаются средства программирования 
для ЭВМ с новой архитектурой. Например, широкое рас
пространение векторных процессоров потребовало включить 
в фортран средства работы с числовыми массивами как 
с отдельными числами— так называемое векторное расширение 
фортрана.

При всех обновлениях фортрана сохраняются два основных 
его достоинства: эффективность программ и простота применения.

3.1.2. Обучение iipoiраммированию на фортране. Цель настоящей 
главы — ознакомиться с основами техники программирования вы
числительных задач на фортране. Методика обучения програм
мированию включает знакомство с минимальным фортраном 
в объеме п. 3.2. Для некоторых пользователей это и максимум 
необходимых знаний. Изложение за небольшим исключением 
ведется на уровне фортрана 66 без дальнейших оговорок.

В минимальном фортране оставлены только те средства языка, 
без которых нельзя обойтись в несложной вычислительной задаче. 
Минимальный фортран можно было бы еще сократить, оставаясь 
верным структурному программированию (см. гл. 2). Это не сде
лано по той причине, что возможны трудности в понимании
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текста чужих программ. С первых шагов обучения программирова
нию необходимы работа на ЭВМ и решение учебных задач 
с использованием каждого изученного оператора фортрана.

После изучения минимального фортрана следует освоить приемы 
программирования основных блоков вычислительной математики 
(см 3.3). Умение запрограммировать достаточный набор таких 
блоков позволит решать уже более сложные задачи. Следуя идее 
структурной алгоритмизации (см. гл. 2), нужно сложный алгоритм 
представить в виде структуры простых блоков, а затем исполь
зовать программы, написанные для блоков.

Следующий этап обучения наступает тогда, когда пользователя 
уже не удовлетворяет «какая-нибудь» программа решения задачи. 
Возникает желание или необходимость написать в некотором 
смысле оптимальную программу (по быстродействию, с мини
мальными затратами памяти и т. п.). Некоторые приемы оптими
зации в программировании изложены в 3.4.

Наконец, появляется достаточный опыт, который позволяет 
применять широкие возможности фортрана. Некоторые расширения 
минимального фортрана, а именно на уровне фортрана 77, изла
гаются в 3.5.

Важным моментом обучения программированию на всех этапах 
является стремление написать простую по стилю программу. 
И хотя понятие простоты, как и красоты, определить довольно 
трудно, простая программа отличается тем. что ее работу можно 
понять в отсутствие автора. Такому стилю программирования 
отвечает концепция структурного программирования. Этот стиль 
не связан с конкретным языком. В более поздних, чем фортран, 
языках (например, паскале) заложены эти концепции. На фортране 
есть возможность писать плохие по стилю программы. Поэтому 
с начального этапа обучения следует избегать «дурных привычек» 
в программировании.

•  3.2. Основы программирования на фортране

3.2.1. Символы. При записи программ на фортране используются 
следующие символы:

1) Прописные буквы латинского алфавита от А до Z;
2) Цифры от 0 до 9;
3) Специальные символы;

-  пробел 
=  — знак равенства 
+  плюс
— — минус
♦ — звездочка 
/ — косая черта 
) правая скобка 
( — левая скобка
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, — запятая 
. — десятичная точка 
' — апостроф 
” — кавычки 
$ — денежный символ 
: — двоеточие.
Прописные буквы русского алфавита и другие символы могут 

встречаться в фортране только как часть текстовой константы 
или в комментариях, о которых сказано ниже.

Из символов языка образуются ключевые слова (например, IF 
(если), DO (делать), GO ТО (идти к) и т. п.), имеющие строго 
определенный смысл, и слова пользователя — идентификаторы. 
Идентификаторы — это последовательность (не более шести сим
волов) букв и цифр, начинающаяся с буквы.

Примеры.
1) Допустимые идентификаторы 

А 15, BETA, 1NDMAS, AIB2C
2) Недопустимые идентификаторы

С*ВЗ (содержит *)
5ALPHA (начинается с цифры)
Поскольку слова пользователя придется набирать на клавиатуре, 

целесообразно их выбирать по возможности короче.
3.2.2. Константы и переменные. Константы представляют собой 

неизменяемую величину в процессе вычислений. Рассмотрим сле
дующие типы констант: целые, вещественные, вещественные с двой
ной точностью, комплексные, логические, текстовые.

Целая константа имеет следующий вид:
SN 1N 2...

где N1N2 — последовательность десятичных цифр, a S — знак числа. 
Если константа не имеет знака, она считается положительной. 
Допустимая область значений для целых констант (в ЭВМ 
с 16-битовым словом) от — 32768 до +32767.

Примеры.
1) Правильная запись целых констант
О
-1 5 1 4  
+  31539 
275 
037

2) Неправильная запись целых констант 

50327 (слишком велика)
3.14 (присутствует десятичная точка)
Вещественная константа может быть записана двумя спо

собами.
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1. Вещественная константа без порядка имеет вид 

SN1N2.N1N2

где N 1N 2— последовательность десятичных цифр, a S — знак числа.
2. Вещественная константа с порядком записывается в виде 
К1ЕК2

где K I— вещественная константа без порядка, К 2— порядок (од
нозначная или двузначная целая константа).

Значение вещественной константы находится в пределах от
0 ,2 9 -10 -  38 до 1 ,7 -10+38 (в ЭВМ с 32 разрядами под запись 
числа, из которых 24 бит отводятся под мантиссу).

Примеры.
1) Правильная запись вещественных констант

3.14159
3734.
-0 .2134
28.Е31
2 .Е - 5

2) Неправильная запись вещественных констант

$25. 5 (специальный символ)
41.3Е51 (слишком велика)

Вещественные константы удвоенной точности задаются в виде 
вещественной константы с порядком. Вместо буквы Е используется 
буква D.

Пример.

+  131.5D +  2

Этот тип константы занимает в памяти 64 разряда. Точность 
представления числа с использованием 32 разрядов — порядка 7 
десятичных цифр после запятой (0,9345671), с использованием 64 
разрядов— 17 десятичных цифр (0,93456718013542166). Диапазон 
изменения констант этого типа такой же, как у вещественных 
констант обычной длины.

Комплексная константа представляет собой пару вещественных 
констант, разделенных запятой и заключенных в скобки. Первая 
вещественная константа представляет действительную часть комп
лексного числа, а вторая константа— мнимую часть. Комплексная 
константа имеет следующий вид:

(R l. R2)
где R l, R2 — вещественные константы.

Примеры.
1) Константа (25.236,— 1.3789) соответствует 

25,536— /*1,3789, где i — мнимая единица.

2) Константа ( + 17567.Е —4,0.) соответствует 1,7567.

3 Ю. П. Богласв 65



Логическая константа может принимать только два значения

.TRUE. — «истина»

.FALSE. — «ложь»
Ограничивающие точки являются обязательной частью каждой 
логической константы. Значения логических величин .T R U E .и .FAL
SE. представляются знаковым разрядом ячейки. Нуль в этом 
разряде соответствует .TRUE., а единица соответствует .FALSE.. 
Остальные разряды ячейки нулевые.

Текстовая константа— это последовательность символов, кото
рой предшествуют указатель их числа и буква Н, так называемая 
холлеритова константа:

N H C1C 2...C N

Примеры.
17НПРОГРАМ М А ПЕТРОВА
5HSTAR:
Максимальное число символов в константе — 255. Текстовые 

константы удобно применять для сопровождения ввода и вывода 
чисел, таблиц чисел, поясняющей текстовой информации.

Текстовая константа может быть определена без указателя 
длины. Такая константа имеет вид

'C 1C 2...C N '

(последовательность символов заключается в апострофы).
Примеры.
ПРОГРАМ М А ПЕТРОВА'
STAR:'

Переменная представляет собой изменяемую величину в процессе 
вычислений. Переменная обозначается идентификатором.

Пример.

ХО, X I, EPS1.

Переменные разделяются по типу, гак же как и константы, 
на целые, вещественные и т. д. Тип переменной может быть задан 
неявно. Если идентификатор начинается с букв

I. J. К. L. М, N, 

то переменная целого типа, с остальных букв— вещественного:

IRI. КАМ А, N — целый тип,
R I.A M A , AN вещественный тип.
Кроме того, тип переменной может быть задан явно операто

рами описания типа, которые приводятся ниже. Тип переменной 
нужно установить до начала употребления переменной в программе, 
так как транслятор в соответствии с типом распределяет память 
ЭВМ. Например, для переменной целого типа отводится одно
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слово— 16 разрядов, для вещественного ти п а— 32 разряда, для 
комплексного— четыре слова — 64 разряда.

Неявный способ задания типа переменной называется иногда 
соглашением по умолчанию. Мы не будем в практике програм
мирования использовать неявный способ, хотя фортран это и по
зволяет и его можно встретить в текстах программ.

Явное описание типа переменных заставляет провести контроль 
употребляемых переменных, проследить за распределением памяти, 
исключить двойное употребление переменных.

Явное описание осуществляется с помощью нсвыполняемых 
операторов: указателей типа переменных.

П рограмма на фортране состоит из последовательности опера
торов. которые делятся на выполняемые и невыполняемые.

Первыми невыполняемыми операторами, с которых следует 
начинать писать программу, являются указатели типа данных. 

Встречающихся в вычислениях. Указатели типа следующие:

Jj* INTEGER — целый тип.
REAL — вещественный тип,
DOUBLE PRECISION — вещественный с двойной точностью, 
COM PLEX — комплексный тип,
LOGICAL — логический тип.

Операторы описания типа отменяют соглашения по умолчанию, 
папример

|  INTEGER А. В 
REAL U. К 
COM PLEX G, D, I 
LOGICAL О

Операторы описания типа должны предшествовать любому 
первому употреблению в программе переменных, которые они 
определяют.

3.2.3. Массивы. Массив — это последовательность переменных 
одного типа, обозначаемая идентификатором с индексами, заклю
ченными в круглые скобки. Например, вектор и с вещественными 
компонентами м,, и2. ..., м„ представляется одномерным массивом

■  U(I), U U N .

Матрица А с компонентами — целыми числами A,j ,  1 <  / <  jV, 
представляется двумерным массивом

KA(I,J), K K N ,  U J s S M .

Значения индексов больше либо равны 1. Массив размещается 
в последовательно расположенных ячейках памяти. Размерность 
массива не более 3.

Массив, размерность которого больше 1, располагается так, 
что левый индекс меняется быстрее правого. Для матриц это 
соответст вует тому, что матрица А хранится в памяти по столбцам
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A ( l . l )  A (1.2) A (l,3 )
A (2 ,1) A (2 ,2) A (2 ,3)
A (3 ,1) A (3,2) A (3 ,3)

а именно: A ( l . l ) ,  A (2,1), A (3 ,l) , A (l,2 ), A(2,2), A(3,2), A (l,3 ), 
A (2 ,3), A (3 ,3). Для обращения к конкретному элементу массива 
должны быть указаны или вычислены значения его индексов, 
например U(3) — третий элемент массива U, A (2,J) элемент 
второй строки J-ro столбца матрицы А (массива А). Значение 
J предварительно должно быть вычислено. Размер массива и тип 
его элементов в программе должны быть описаны до первого 
употребления его элементов с помощью операторов описания 
типа, где указываются максимальные значения индексов. Например,

REAL U (20)
означает, что в программе будет использован одномерный массив 
вещественных чисел и,, К /< 2 0 , или

INTEGER А (5 ,7)
означает, что в программе будет использован двумерный массив 
целых чисел At j , 1 < /< 5 , К у '< 7 .

Размер массива может быть также определен с помощью 
невыполняемого оператора DIM ENSION по аналогии с выше
изложенным, например

DIM ENSION U (20), А(5,7)
Но чтобы описать массив А (5 ,7) как массив целых чисел, 
необходимо применить еще оператор описания типа

INTEGER А (5 ,7)
в противном случае соглашение по умолчанию устанавливает, что 
массив А состоит из вещественных чисел. Таким образом, если 
придерживаться строго описания типа всех переменных прш рамм, 
то оператор DIM ENSION оказывается лишним. В стандарте 
фортрана 8х этот оператор переведен в модуль архаизмов.

3.2.4. Лрифмс1ичеекие выражения и оиГмишечные функции. Ариф
метически выражение — это запись математ ической формулы с ис
пользованием констант, переменных, массивов, функций, соеди
ненных знаками арифметических операций и скобками по правилам 
фортрана.

Знаки арифметических операций:
+  сложение
-  вычитание
* умножение 
/деление
** возведение в степень.
Следует соблю дать следующие правила:
I) Нельзя опускать знак умножения:
АВ не есть А*В
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2) Нельзя подряд писать два знака операций:
нельзя писать А* —В, нужно А * (-В )  или — А*В
Порядок вычислений по старшинству операций, при равном 

старшинстве по порядку слева направо.
Порядок старшинства:
1) Вычисление функций.
2) Возведение в степень.
3) Умножение и деление.
4) Сложение и вычитание.
Выражения в скобках вычисляются в первую очередь и в порядке 

записи слева направо; в случае вложения скобок вычисления 
начинаются с внутренних. В вычислении выражений целого типа 
при делении дробная часть отбрасывается, а не округляется. 
Например, значение выражения 1/3+ 2/3 равно 0, а не 1. В ариф
метических выражениях могут участвовать величины четырех типов: 
целые, вещественные, с двойной точностью, комплексные. Здесь 
они записаны в порядке возрастания ранга. Тип выражения такой, 
как у элемента с наибольшим рангом. Например, тип результата

2 +  2. вещественный
.2Е —2/.3D — 1 с двойной точностью

Приведем примеры арифметических выражений.

Математическая запись Запись па фортране

Для вычисления индексов массивов допускаются следующие 
арифметические выражения:

целая константа * целая переменная ±  целая константа 
Например,

В программе можно обратиться к библиотечным функциям 
фортрана, указав имя и аргументы в скобках после имени (как 
в приведенном выше примере S1N(Y**2)). Аргументы при этом 
могут быть арифметическими выражениями. Пользователю не 
нужно писать программу вычисления таких функций, готовую 
(библиотечную) программу включит в нужном месте программы 
пользователя операционная система.

Приведем некоторые библиотечные функции (полный список 
см. в гл. 12).

Математическая запись Запись на фортране

А + В
~С ~  
л:2 +  sin

(А +  В)/С 

X**2 +  S1N (Y**2)

V (I — I) + V (2*1 +  3)

sin л;
ABS(X) 
SIN (X) 
EXP(X)
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3.2.5. Арифметический оператор присваивания. Как уже отмеча
лось, программа представляет собой последовательный набор 
операторов. Операторы делятся на невыполняемые и выполняемые. 
С некоторыми невыполняемыми операторами мы уже познакоми
лись (операторы описания типа переменных). Содержательная 
программа должна иметь по крайней мере один выполняемый 
оператор.

К выполняемым операторам относится арифметический опера
тор присваивания. Вид оператора присваивания

W = А
где W — идентификатор (имя) переменной, А — арифметическое 
выражение.

Оператор присваивания не эквивалентен математическому знаку 
равенства. Фактически этот оператор производит два действия:

1) вычисление арифметического выражения А;
2) присваивание значения арифметического выражения перемен

ной.
Например, оператор
Х =  Х + 1

означает, что вычисляется выражение X +1 и прежнее значение 
переменной X заменяется (затирается) на новое значение X + 1 .

С помощью оператора присваивания можно преобразовывать 
целые величины в вещественные и наоборот. Так, если справа 
имеем выражение, состоящее из целых констант и переменных, 
а слева — наименование вещественной переменной, то вычисления 
производятся по правилам действий с целыми числами, а результат 
преобразуется в вещественную форму и присваивается переменной 
левой части.

Примеры арифметических операторов присваивания:

А (I)= S**2 +  Q +  ALGOL (X)
F = F + B (I , К)*С(К, J)
Примеры неправильной записи:
Х =  А = 3 (двойное присваивание не допускается)
SIN (X )=1 (в левой части функция — часть арифметического 

выражения, а должна стоять переменная)

3.2.6. Структура iipoi раммы. Ф ортран-программа состоит из 
операторов. Каждый оператор печатается (набирается на клавиатуре 
дисплея) в строках длиной 80 символов. В строке не должно 
быть более одного оператора. Позиции символов в строке 
нумеруются слева направо начиная с 1:

1 2 3 4 5 6 7 8 ................. 72....... 80
Строки делятся на четыре поля:

позиции: 1 5, 6. 7 — 72, 73— 80
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Операторы фортрана печатаются в третьем поле в позициях 
7— 72, внутри этого поля расположение оператора произвольней;.

Любой оператор фортрана может быть помечен меткой — деся
тичным целым числом. Метки помещаются в первом поле 
в позициях 1— 5.

Если оператор не помещается в позициях 7— 72 или для удобства 
желателен перенос оператора на следующую строку, то в 6-й позиции 
строки продолжения следует напечатать любой символ, кроме пробела 
и нуля. Первое поле строк продолжения должно быть пустым.

Четвертое поле (позиции 73— 80) под запись операторов не 
используется. В эти позиции можно помещать, например, номера 
строк.

Если в первой позиции любой строки программы напечатана 
буква С
С КОМ М ЕНТАРИЙ

то такая строка транслятором полностью игнорируется, она 
рассматривается как комментарий. Текст комментария помещается 
в позициях

2— 80. Например.
С АВТОР ПРОГРАМ М Ы  2 ПЕТРОВ В Н.
С ВЕРСИЯ — 5, МАЙ 1990. ФОРТРАН 77
Правила заполнения строк, приведенные выше, распространяются 
только на операторы фортрана, но неприменимы к размещению 
данных. Ниже будет показано, что для данных используются все 
80 позиций.

Последним оператором любой программы должен быть 
оператор

END

Оператор
STOP

прекращает выполнение программы; если оператор STOP отсутст
вует, то выполнение пограммы заканчивается на операторе END.

В качестве примера структуры фортран-программы приведем 
следующую программу;
С ПРИМ ЕР СТРУКТУРЫ  ФОРТРАН-ПРОГРАМ М Ы  
С ВЫ ЧИ СЛЕН И Е ЗНАЧЕНИЯ Ф У НКЦИИ У(Х)
С В ТО ЧКЕ X 

REAL X. Y
х=о.з

10 Y = (SIN(X) +  COS(X)— 1.Е—4*Х**2) +
*(A L O G (X )/(X +  1))

END
3.2.7. Операторы ввода —  вывода. Вводить числа можно с по

мощью оператора присваивания, например
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К = 1
X =  3.1415

В тех случаях, ког да этот способ неудобен (прог рамма используется 
многократно с различными исходными данными), применяются 
операторы ввода. Вывести результаты вычислений можно только 
с помощью оператора вывода.

Запись операторов ввода — вывода такова:
ввод READ (U, F) А, В, ..., Z 
вывод W RITE (U, F) А, В, ..., Z 
F FORM AT (...)
Здесь U — номер устройства ввода — вывода, например дисплей, 
АЦПУ; А, В, ..., Z — список переменных, для которых нужно 
ввести (вывести) числовые значения; F — метка оператора

В скобках оператора FORM AT указывается спецификация 
(характеристика) позиций для каждой переменной списка А, В, 
..., Z. Это необходимо делать, поскольку вводимые или выводимые 
числа могут быть целыми, вещественными, вещественными с двой
ной точностью; вещественные числа могут представляться в форме 
с десятичной точкой или с порядком.

Если вводится (выводится) целое число, то в операторе 
FORM AT указывается спецификация I

Im
где т — число позиций, отведенное этому числу.

Если вводится (выводится) вещественное число с десятичной 
точкой, то в операторе FORM AT указывается спецификация F

Fm.n
где т — общее число позиций, отведенное этому числу, п — число 
позиций под дробную часть. Заметим, что  одна позиция из 
общего числа отводится под знак числа, одна— под точку, 
одна — под нуль, поэтому следует указывать /и ^ л  +  3.

Если вводится (выводится) вещественное число с порядком, 
то в операторе FO RM A T указывается спецификация Е

Ет.п
где т — общее число позиций, отведенное этому числу, п — число 
позиций под дробную часть. Заметим, что одна позиция из 
общего числа отводится под знак числа, одна— под точку, 
одна— под нуль, одна — под букву Е, о д н а — под знак порядка, 
две под порядок, поэтому следует указы вать т ^ п  + 1.

Для организации между числами р  пробелов между специфика
циями чисел указывается

РХ
Рассмотрим примеры ввода. Ввод с терминала (номер устройст

в а — 5) для переменных К, А, В(3) значений К =  37, А =0,375, 
В(3) =  25 • 1 0 осуществляет следующий оператор ввода:
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READ (5, 10) К, А, В(3)
10 FORM AT (12. F6.3, Е9.2)

Заметим, что набор на клавиатуре терминала чисел 37; 0, 375; 25 • 10“ 6 
или другой тройки чисел производится на этапе запуска задачи на счет. 
Когда по ходу выполнения программы встретится этот оператор ввода, 
выполнение программы прервется и задача будет стоять в ожидании 
ввода. Тогда на клавиатуре набираются число по заказанному формату:

позиции: 12345678901234567 
числа: 37 0.375 0 .2 5 Е -06
спецификации: 12 F6.3 Е9.2

При вводе встречающиеся внутри общего числа позиций 
пробелы считаются нулями, поэтому вводимые числа следует 
прижимать к правому краю своих позиций. Например, для другой 
тройки чисел К =  7, А =  7,5; —1,1 • 102 на клавиатуре следует набрать

позиции: 12345678901234567 
числа: 7 +7 .5  -1 .1 Е 2
спецификации: 12 F6.3 Е9.2

Если набрать по-иному, например 
позиции: 12345678901234567 
числа: 7 7.5 — 1.1Е2
спецификации: 12 F6.3 Е9.2

то введутся числа К =  70; А =  7,5; В(3)= —1,1 - Ю20
Прежде чем перейти к примерам вывода, следует отметить, 

что при выводе на устройства, требующие управления кареткой 
(дисплей, АЦПУ), первый символ выводимой информации не 
печатается, а используется для управления расположением строк 
по вертикали. Если этого не учитывать, то может произойти 
потеря информации. Поэтому при выводе в соответствующих 
операторах FORM AT всюду проставлены символы 2Х, что означает 
два пробела, из которых один пробел интерпретируется как 
управляющий — переход на новую строку перед печатью. Управ
ляющий символ задается в операторе формата символьной кон
стантой. Управляющие символы:

— переход на новую строку перед печатью,
0 — пропуск двух строк перед печатью,
1 — переход на новую страницу,

Н-----текущая строка печатается на предыдущей.
Оператор вывода может не содержать списка выводимых чисел, 
а только ссылку на оператор FORM AT. Таким образом выводятся 
текстовые сообщения на терминал или АЦПУ. Например, вывод

W RITE (5,1)
1 FORM AT (0',5Х , Т А Б Л И Ц А  ЗН АЧЕНИЙ )

приведет к пропуску двух строк перед печатью на терминале; 
начиная с 6-й позиции будет напечатано: ТА БЛИ Ц А  ЗНАЧЕНИЙ
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Рассмотрим пример вывода значений переменных К. А. В(3) 
на АЦПУ (номер устройства— 6). Оператор вывода может быть 
следующим:

W RITE (6. 3) К., А. В(3)
3 FORM AT (2Х, 14. 2Х. F6.2, 2Х. Е10.2)
Предположим, что значения этих переменных К = - 3 7 2 ;  А =  
=  3 .7 -10~2; В(3) =  2 .5-10“ 5. Тогда на АЦПУ выведется строка:

В примере показано, что при выводе значений переменных 
числа округляются так. чтобы они поместились в заказанный 
формат. Если число не может быть размещено в заданном 
формате, оно не выводится, а во всех его позициях печатается 
символ *. Если в примере значение К = —3721, то четырех позиций 
для вывода этою  числа недостаточно, поэтому на А Ц П У в первых 
пяти позициях были бы следующие символы:
позиции: 123456 
числа: ****
спецификации: 14

При вводе и выводе спецификации в операторе FORM AT 
можно повторять, указывая число повторений перед этой специ
фикацией. Например, вывод значений трех переменных А, В. 
С можно осуществить с повторением:

W RITE (5, 12) А, В. С 
12 FORM AT (2Х, 3EI1.4)
На терминал будут выведены три числа в 33 позиции одной строки.

Если при вводе (выводе) все спецификации оператора FORM AT 
уже использованы, но не всем переменным списка присвоено значение 
(не все выведены), то использование спецификаций в нем повторяется 
начиная с первой. Например, вывод значений трех переменных А, В. С

W RITE (5, 10) А, В. С 
10 FORM AT (2Х, Е11.4)
осуществится на терминал в строки по 11 позиций в каждой.

Вывод текстовой информации совместно с числовой более 
предпочтителен, так как поясняет смысл выведенных значений. 
Например, вывод значений. А, В, С таким образом, чтобы перед 
числами стояли символы А =  , В =  . С =  , осуществляется следующи
ми операторами:

W RITE (5, 1) А. В. С 
1 FORM AT (2Х. А = ', Е11.4. В =  \  E1I.4. С = \  Е11.4)

Ввод чисел с текстовой информацией часто называю т вводом 
с приглашением, который состоит в том. чтобы перед вводом

позиции:
числа:
спецификации:

1234567890123456789012345 
-3 7 2  0.04 0 .2 5 Е -0 4  

14 F6.2 Е10.2
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на терминале выводились символы тех переменных, для которых 
следует ввести значения, а затем на клавиатуре набиралось бы 
вводимое число. Это можно организовать при помощи четырех 
операторов, например

W RITE (5,1)
1 F O R M A T ( А = )

READ (5,10) А 
10 FORM AT (F6.3)

Если при вводе (выводе) необходимо перейти на следующую 
строку, то ставится знак/. Например, вывод в три строки 
предыдущего примера осуществляется операторами

W RITE (5.1) А. В. С 
1 FORM AT (2Х, А =  \  Е11.4/'В =  \  Е11.4/'С  =  ', Е11.4)
На терминал будут выведены три строки:

А = ...

Ввод (вывод) массива осуществляется разными способами. 
В простейшем варианте указывается имя массива (без индекса) 
в вводном (выводном) списке. Например, пусть необходимо ввести 
двумерный массив вещественных чисел

REAL В(2.3)

Тогда операторы ввода могут быть, например, такими:
READ (5,1 )В

1 FORM AT (2F4.1)

Пусть необходимо ввести матрицу

При вводе с терминала согласно приведенным выше операторам 
(и вспоминая, что в памяти ЭВМ матрица размещается по 
столбцам) необходимо напечатать числа следующим образом:

2-я строка: - 3 . 0  4 .0
3-я строка: 5 .0  —6 .0

Простейшая форма ввода (вывода) массива крайне неудобна, 
когда размерность массива может быть переменной. В этом 
случае применяется ввод (вывод) с помощью неявного цикла 
(см. п. 3.2.8).

Место оператора FORM AT в структуре программы строго не 
определено, он может находиться в любом месте, а не обязательно 
в следующей строке за оператором ввода (вывода). Заметим

В
С

позиции: 1 234 5 678
1-я строка: 1.0 2 .0



также, что один оператор FORM AT могут использовать несколько 
операторов ввода (вывода), например

READ (5. I) А
1 FORM AT (2Х, Е13.6)

W RITE (6. 1) В
3.2.8. Опера юры передачи управлении, циклы. Операторы выпол

няются в программе последовательно, однако часто необходимо 
в алгоритме изменять естественный процесс выполнения програм
мы. Этой цели служат операторы передачи управления. Таких 
операторов несколько.

1) Оператор безусловной передачи управления
GO ТО N

Здесь N — метка оператора, который должен выполняться следую
щим.

Пример.
Х =  0.5 
GO ТО 3 
Y = l .  г

3 Х =  0.5*Х

В этом фрагменте показан переход выполнения программы на 
оператор с меткой 3.

2) Арифметический оператор условной передачи управления
IF  (W) N1. N2, N3

Здесь W — арифметическое выражение. N1. N2, N3 метки операто
ров (могут совпадать). Этот оператор изменяет последовательный 
ход выполнения программы, но управление может быть передано 
в три места программы в зависимости от знака арифметическою 
выражения.

Если W < 0 , то передача управления на оператор с меткой N1.
Если W = 0, то передача управления на оператор с меткой N2.
Если W > 0 , то передача управления на оператор с меткой N3.
Арифметический оператор IF является устаревшей конструкцией 

фортрана, более употребителен логический оператор IF, описывае
мый ниже.

Кроме того, применение грех различных меток в этом операторе 
нарушает принятое в гл. 2 соглашение об использовании только 
ло 1 ической схемы с двойным ветвлением. Однако противоречие 
снимается, если всегда в арифметическом операторе IF употреблять 
две совпадающие метки, что мы и будем делать.

Пример.
D =  В **2-4.*А *С  
IF (D) 2. 1. I
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2 ALPHA = 3.

I ALPHA =  26.

С помощью операторов передачи управления GO ТО и IF 
или IF можно организовать в программе цикл.

Цикл это совокупность операторов, которые выполняются 
в программе несколько раз.

Пример. Найти N1= 1*2*...*N, N задано.
Обозначим NF результат

NF = 1
1 =  1

1 NF = NF*I
2 IF ( I - N )  3, 5. 5
3 1 =  1 +  1
4 GO TO 1
5

Операторы 1—4 — цикл. Выход из цикла дает оператор с меткой
2 при I =  N.

Цикл можно организовать с помощью специального оператора 
цикла.

3) Оператор цикла

DO N I =  М 1, М2, М3

Здесь N — метка последнего выполняемого оператора цикла, I це
лая переменная. M l. М2, М3 целые константы и выражения 

Первый оператор цикла DO, последний помечен меткой N. 
Цикл повторяется при различных I. Начальное значение I равно 
M l, конечное М2, шаг изменения I равен М3. Если М3 =  1, то 
можно записать оператор цикла короче:

DO  N l =  M I, М2 
Значение шага М3 не должно быть равным 0, но может быть 
отрицательным.

Пример. Предыдущая задача вычисления N! с помощью операто
ра цикла решается так:

NF = 1
DO 5 1=1, N 

5 NF = NF*I

Последний оператор цикла не должен быть оператором передачи 
управления, так как сам оператор DO управляет передачей 
управления на начало цикла. Иногда это правило не дает 
возможностей выйти из цикла. Тогда последним оператором цикла 
ставят оператор продолжения
N CO N TIN U E

где N — метка, цикл записывают так:
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DO N I-M I.M 2 .M 3  

N CO N TIN U E
В области действия одного оператора DO может содержаться 
другой оператор DO со своей областью действия — вложенные 
циклы, например

DO N I =  М 1.М2.МЗ 

DO К J =  N1,N2,N3 

К CO N TIN U E 

N CO N TIN U E
Проиллюстрируем действие оператора DO на двух примерах.

1. Вычисление конечной суммы числовой последовательности. 
Пусть необходимо найти сумму S:

зо
S =  I  exp ( — и).

я- 1
Программа решения этой задачи может иметь вид

REAL S.X 
INTEGER N
N =  30

С ПЕРЕД ЦИКЛОМ  СУМ М ИРОВАНИЯ ПЕРЕМ ЕННОЙ, 
С В КОТОРОЙ БУДЕТ ПРОИЗВОДИТЬСЯ НА КО П ЛЕН И Е 
С СУМ М Ы , ПРИСВАИВАЕТСЯ НУЛЕВОЕ ЗНАЧЕНИЕ 

S =  0.
DO I 1=1, N
X =  FLOAT(I)

1 S = S +  E X P (-X )
С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ ЗН А ЧЕН И Я СУМ М Ы  

W RITE (5.2) S
2 FORM AT (2X,'S =  ',E13.6)

END

2. Вычисление произведения W двух матриц U и V. Формула 
произведения матриц

т
Wi.J = X  Ui.k  У к -J' 1 1 < у < w.

k- I
Пусть известны значения т  =  /= я  =  3. Программа вычисления 
элементов матрицы и’ может иметь вид

REAL U(3,3),Y(3,3),W(3,3)
С ВВОД М АТРИЦ U.Y 

READ (5,1) U.Y
1 FORM AT (3F4.1)
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С ВЫ ЧИСЛЕНИЕ W(I.J)
DO 10 1 = 1,3 
DO 10 J =  1.3 
W(I.J) =  0.
DO 10 K = l,3

10 W(I,J) =  W (I.J)+  U(1.K)*Y(K,J)
С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ М АТРИЦЫ  W 

W RITE (5.100) W 
100 FORM AT (2X.EI3.6)

END

Для ввода — вывода элементов массива применяется конструк
ция фортрана, которая называется неявным циклом. Эта конструк
ция аналогична действию оператора цикла DO.

4) Неявный цикл записывается в форме

(А(1), 1 = М1. М2. М3)

для одномерного массива А,

((А(I.J), 1 =  M l,М2,М3), J =  N1,N2.N3)

для двумерного массива А, где M l, М2. М3, N1. N2. N3 имеют 
тот же смысл, что и в определении цикла.

Ввод (вывод) с помощью неявного цикла программируется, 
например, следующим образом:

READ (5.1) (W(l). 1 =  1.3)
I FORM AT (F4.1)

неявный цикл удобен для ввода элементов массива с переменными 
размерами. Например,

REAL А (10 5)
С ВВОД ЧИСЛА СТРОК И СТОЛБЦОВ М АТРИЦЫ  A (U ) 

READ (5,1) M.N
1 FORM AT (212)
С ВВОД ЭЛЕМ ЕНТОВ М АТРИЦЫ  A(I.J)

READ (5,2) ((A(I.J). I =  l.M ),J = l,N)
2 FORM AT (F4.1)

3.2.9. Логические выражения, условный jio i ический онера юр.
Логические выражения состоят из следующих компонентов: выраже
ний отношения, логических операций, логических переменных 
и констант.

Выражения отношения имеют вид

W1CIW2

где W l, W2 — арифметические выражения, □  знак операции 
отношения — один из следующих:
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.LT. меньше <

.LE. меньше или равно <

.EQ. равно =

.NE. не равно ф 

.GT. больше >

.GE. больше или равно ^

Примеры.
1. 3 > 4 . Запись на фортране 3.GT.4.
2. (A +  B )< (G  +  D).. Запись на фортране (А + B).LT.(C +  D). 
Значением выражения отношения может быть либо «истина»—

.TRUE., либо «ложь» .FALSE..
В примере 1—.FALSE., в примере 2 — зависит от входящих 

параметров.
Логическая переменная — величина, принимающая в процессе 

вычислений два значения: .TRU E, либо FALSE.
Логические выражения имеют вид

Z1AZ2AZ3...
Здесь Z l, Z2, Z3, ...— логические элементы: переменные, константы, 
выражения отношения, Д — знак логической операции.

Л о г и ч е с к и е  о п е р а ц и и
Знак операции Д Пример Значение операции
.AND. A.AND.B Выражение истинно, когда А и В

истинны
.OR. A.OR.B Выражение истинно, когда истин

но либо А, либо В, либо они оба 
.NOT. .NOT.A Выражение истинно, когда ложно

А

Примеры логических выражений:

1.A.AND.B.OR.C
2.X.LT.Y.AND.Y.LT.Z
Логическое выражение в примере 2 истинно, если переменная

Y принадлежит интервалу X < Y < Z .
Логическое выражение
A.GT.I.O.AND..NOT.C.EQ.D.OR.B.LT.C

иллюстрирует две особенности. Во-первых, две логические 
операции не могут стоять в выражении рядом, кроме 
случая, когда вторая операция .NOT.. Во-вторых, в логическом 
выражении имеется неоднозначность. Приведенное выражение 
может означать

A.GT. 1.0.AND..NOT.(C.EQ.D.OR.B.LT.C)
а может

(A.GT.I.O.AND..NOT.C.EQ.D).OR.B.LT.C

80



\

Такую неоднозначность можно устранить применяя скобки, так 
же как и в арифметических выражениях. Когда неоднозначность 
не устраняется скобками, выражения отношения и логические 
операции выполняются в порядке старшинства. В порядке убывания 
старшинства (вместе с арифметическими операциями) эта после
довательность имеет вид 

возведение в степень 
умножение, деление 
сложение, вычитание 
выражения отношения 
.NOT.
.AND.
.OR.

С учетом этой иерархии приведенное выше логическое выражение 
означает второй вариант расстановки скобок 

Логический оператор присваивания имеет вид

Q =  R,
где Q — логическая переменная, R — логическое выражение. 

Условный логический оператор IF. Вид этого оператора

IF (R) S

Здесь R — логическое выражение. S — выполняемый оператор, кроме 
двух операторов: DO и IF. Если R истинно, то выполняется 
оператор S, если R ложно, то выполняется следующий за IF  
оператор.

Примеры.
1. Вычисление функции в точке х

Y=F(X)  =
-д г+ 2 ,1 , х < - 2 ,  

1+2дг\ — 2 $ х < 2 ,  
лг+3,5, х> 2

с помощью логического IF запрограммировано в следующем 
фрагменте:

IF (X .LT.(—2)) GO ТО 2 
IF (X.LE.2) GO TO 1
Y =  X +  3.5 
GO  TO 3

1 Y =  l. +  2.*X**3 
GO TO 3

2 Y =  ( —X) +  2.1
3 CO N TIN U E

2. Выход на печать при достижении заданной точности и засылка
XI в ХО, если точность не достигнута. Текущая точность Е1, 
заданная Е.
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IF  (E l.L E E ) GO TO 10 
X0 = XI

10 W RITE (6,11 )XI
11 FORM AT (E13.6)

3. Определение максимального элемента матрицы W(l,  У), 
1 < / ,  10:

АМАХ = W (l,l)
DO 5 1 =  1.10 
DO 5 J =  1.10
IF (W (I.J)G T.A M A X ) AMAX = W(I.J)

5 CO N TIN U E

3.2.10. Ф>нкция-форм>ла, ф\нк'цня-ио inpoi рамма, no uipoi рамма.
Если в программе необходимо несколько раз вычислять значение 
функции, которой нет среди библиотечных, и эта функция может 
быть определена одним арифметическим выражением, то можно 
использовать конструкцию фортрана, которая называется функция- 
формула. «,

1. Функция-формула определяется арифметическим выражением 
в начале программы до первого выполняемого оператора

F(P1.P2....,PK) =  W

где F — индентификатор (имя функции), P I .....Р К -  идентификаторы
формальных аргументов, W арифметическое выражение — после
довательность операций над аргументами.

После определения функцией-формулой пользуются так же, как 
и библиотечной функцией.

Аргументы в обращении к функции называются фактическими 
параметрами. Количество, последовательность и тип формальных 
и фактических параметров должны совпадать. Фактические парамет
ры могут быть константами, переменными, функциями, арифметиче
скими выражениями.

Тип данных функции-формулы определяется явным образом 
в операторе описания тина (либо неявным образом по первой 
букве идентификаторов).

Примеры.
Определения: A N O RM А(Х,Y.Z) =  SQ RT(X *.2 +  Y .*2 +  Z *.2) 

F (X )=  — l. +  X**2 + X +  0.01*SIN(X)
Обращения: Y =  ANORM  A(2.,COS( B),0.3) +  1.

Z =  F(X0)

При появлении в программе имени функции-формулы выполня
ется подстановка фактических параметров на место соответствую
щих им формальных в определении функции-формулы. После 
этого вычисляется арифметическое выражение, определяющее фун
кцию. а затем результат используется для вычисления выражения, 
содержащего обращение к функции.
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Перед обращением к функции-формуле всем фактическим пара
метрам должны быть уже присвоены значения.

Обращение к функции-формуле может быть только в той 
программной единице (это понятие вводится в этом разделе ниже), 
где она определена.

2. Функция-подпрограмма применяется тогда, когда вычисление 
значения функции не сводится к одному арифметическому выраже
нию. Определяется функция-подпрограмма следующим образом:

[ТИП] FUNCTION F(PI,P2.....РК)

RETURN

END

где ТИП — указатель типа данных результатов (значения функции); 
знаки [...] означают, что этот указатель может отсутствовать, 
F — имя функции, Р1.....РК — идентификаторы формальных пара
метров, R E T U R N — оператор возврата в вызывающую программу, 
END — оператор конца самостоятельной программной единицы.

Пример.
Функция-подпрограмма, выбирающая меньшее из двух чисел:

REAL FUNCTION SMALL(A,B)
REAL А,В
IF (A.LT.B) G O  TO 1 
SM A L L =B  
GO TO 2

1 SM A L L =A
2 RETURN 

END

Обращение к этой функции в вызывающей программе может 
быть, например, таким:

R =  2. +  SMALL(X,Y)

В этот момент вызывающая программа передает управление 
функции-подпрограмме SMALL, происходит замена формальных 
параметров А, В на фактические X, Y (им уже должны быть 
присвоены значения). После этого выполняются операторы функ
ции-подпрограммы. Результат вычислений присваивается имени 
функции, в рассмотренном примере: SMALL. Затем управление 
возвращается в вызывающую программную единицу и происходит 
вычисление R.

Программа на фортране может состоять из главной программы 
и множества FU N CTIO N -подпрограмм, каждая из которых заклю
чена между заголовком FUNCTION и оператором END. Это 
самостоятельные программные единицы. В отличие от функ
ции —формулы FUNCTION не определяется в другой программной 
единице, а вызывается из нее.
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При трансляции функция-подпрограмма рассматривается отдель
ной программой, т. е. ее можно транслировать без главной 
программы, вызывающих ее и вызываемых ею проф ам м . Это 
дает следующие возможности в программировании. Большую 
программу, разбивая на отдельные небольшие подпрограммы, 
можно отлаж ивать на ЭВМ отдельно, а затем собирать в единую 
программу.

Используемые в функции-подпрограмме переменные являются 
локальными, если они не объявлены в операторе COM M ON (см. 
ниже). Поэтому переменная А в одной подпрог рамме совершенно 
отлична от переменной А в другой программе (занимаю т различные 
ячейки памяти). Локальным переменным можно присвоить значения 
только в той программной единице, где они определены, если 
они не передаются как фактические параметры в другую про
граммную  единицу.

Как и в функции-формуле, должно соблюдаться соответствие 
фактических и формальных параметров по количеству, последова
тельности, типу.

В качестве примера рассмотрим программу вычисления поли
нома

2.x4 —Здг2 +  х — 1

в точке дг=0,3 по схеме Горнера. Схему Горнера реализуем в виде 
функции-подпрограммы. В главной программе осуществим ввод, 
вывод числовой информации и вызов функции-подпрограммы 
Напомним, что вычисление значения /*я (дс)

P„{x)^a0x m+ alx m~l + .. .+ a ,. lx+ a ll 

в точке х  по схеме Горнера выполняется по формуле

С ГЛАВНАЯ ПРОГРАМ М А 
R EA L X.A(5).Y 
R EA D  (5.1) Х.А

1 FO R M A T  (6F4.1)
Y =  P(5,A.X)
W R ITE (5,2) Y

2 FO R M A T  (2X,'Y = '.E l3.6)
E N D

С Ф У Н КЦ И Я-П О ДП РО ГРА М М А  
FU N C TIO N  P(M.A.X)
R EA L A(M),X 
IN T E G E R  M 
P =  A (I)
D O  I J =  2,M 

1 P =  P*X +  A(J) -  
R ETU R N  
E N D
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Н соответствии с числовыми данными задачи следует. со1 ласно 
заказанному формату, набрать на клавиатуре терминала числа.

3. Подпрограмма обладает более широкими возможностями, 
нежели функция-подпрограмма. В качестве результата подпро
грамма может передавать в вызывающую программу либо несколь
ко числовых значений, либо ни одного.

П одпрограмма оформляется следующим образом:

SUBROUTINE S(P1.P2.....РК)

RETURN

END

Первый оператор подпрограм м ы — SUBROUTINE. S имя под
программы, PI, Р2, ..., РК формальные параметры. Формальные 
параметры, являющиеся идентификаторами массивов, описываются 
внутри подпрограммы. Последний оператор END. Возвращение 
к вызывающей программе осуществляется через оператор RETURN.

Обращение к подпрограмме (вызов) производится в вызывающей 
программе посредством оператора CALL в форме

CALL S(QI.....QK)

Здесь S имя вызываемой подпрограммы, Q l, Q2.....QK факти
ческие параметры.

Пример. П одпрограмма транспонирования квадратной матрицы

SUBROUTINE TRANSP(N.A.B)
REAL A(N.N),B(N.N)
DO  10 I =  I.N 
DO 10 J =  l.N 

10 B(I,J) =  A(J,I)
RETURN 
END

Транспонированная матрица располагается в массиве В. 
В вызывающей программе необходимо иметь следующие 
операторы:

REAL Q(8,8).R(8,8)

CALL TRANSP(8.Q.R)

После работы подпрограммы TRANSP в двумерном массиве 
R размером 8 x 8  будет расположена транспонированная матрица
О Элементам массива О должны быть присвоены числовые 
значения до вызова TRANSP.
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Список формальных параметров подпрограммы может быть 
пуст. Например,

SUBROUTINE ER 
W RITE (5,1)

1 FORM AT (E R R O R )
RETURN
END

В таком случае при вызове подпрограммы указывается 
только имя

CALL ER
Имени подпрограммы в отличие от функции-подпрограммы не 
присваивается значение. Значения переменных передаются в под
программу через входные параметры (при замене формальных 
параметров на фактические) и возвращаются в вызывающую 
программу через выходные параметры. Один и тот же параметр 
может быть и входным и выходным.

В приведенном выше примере
входные параметры: N.A
выходные параметры: В
Соответствие фактических и формальных параметров по количе

ству, порядку и типу — взаимно однозначное как в функции-формуле, 
так и в функции-подпрограмме. Заметим, что аргументы функций 
и подпрограмм не подвергаются неявным преобразованиям, поэтому 
несоответствие типа параметров является грубой ошибкой. Трансля
тор этот факт не отмечает в диагностике ошибок, поэтому на этапе 
вычислений, как правило, происходит аварийный останов.

Функция-подпрограмма и подпрограмма называются процеду
рами фортрана.

Поясним общую структуру произвольной программы. Про
граммы могут иметь простую и модульную структуру. Программа 
простой структуры представляет собой последовательность невы
полняемых и выполняемых операторов, из которых хотя бы один 
должен быть выполняемый, последний оператор END. Имеем

51
52

SN
Оператор SN есть END. Программа модульной структуры 

состоит из нескольких самостоятельных единиц (подпрограмм, 
функций-подпрограмм), одна из которы х— главная программа. 
Главная программа может обращаться к подпрограммам, эти 
подпрограммы — к другим и т. д. Выполнение программы начина
ется первым выполняемым оператором главной программы и закан
чивается в главной программе.

Следует отметить, что предпочтительнее писать программы 
модульной структуры. Накапливая подпрограммы, пользователь
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в дальнейшем, как из кирпичиков, строит здание npoi рам мм 
в узкой, специальной области, все меньше и меньше затрачивая 
усилий на программирование. Таким образом, мы приходим 
к организации личной библиотеки программ пользователя, а также 
к использованию уже ю товых библиотек и пакетов npoi рамм.

Описание библиотеки фортран-программ по основным разделам 
вычислительной математики приведено в гл. 12.

3.2.11. Невыио.шясмые онера юры. Как уже отмечалось, про
грамма состоит из последовательности невыполняемых и выполняе
мых операторов.

Выполняемые операторы приводят к определенным действиям, 
нсвыполняемые служат для описания величин, массивов, формата 
ввода и вывода, распределения памяти. Выполняемые операторы 
это операторы присваивания, управления, ввода, вывода.

Невыполняемые операторы'.
1) Операторы описания типа (IN TEG ER. REAL. DOUBLE 

PRECISION, LOGICAL. COM PLEX)
2) EXTERNAL
3) DIM ENSION
4) COM M ON
5) EQUIVALENCE
6) Оператор начальных данных DATA
7) Оператор FORM AT
8) Оператор определения функции FUNCTION
9) Оператор определения подпрограммы SUBROUTINE
Порядок следования в программе невыполняемых операторов

с 1) по 6), указанный выше, желателен при программировании. 
Операторы с 1) по 6) должны быть расположены до первого 
выполняемого оператора.

Некоторые из невыполияемых операторов уже были определены. 
В этом пункте описываются четыре невыполняемых оператора:

COM M ON, EQUIVALENCE, EXTERNAL. DATA 
Как уже отмечалось, переменные в самостоятельных npoi раммных 
единицах (главная программа, функция-подпрограмма, подпрограм
ма) имеют локальное определение.

Чтобы переменные различных программных единиц имели 
глобальное определение во всей npoi рамме. употребляется оператор 
COM M ON (общий).

Иногда говорят, что через оператор COM M ON передают 
значения переменных из одной программной единицы в другую. 
Один из способов передачи через список входных и выходных 
параметров рассмотрен в предыдущем пункте.

Оператор имеет следующую форму записи:
COM M ON PI.P2.....РК

Здесь Р 1, Р2...... РК наименование глобальных переменных. Этот
оператор должен стоять в каждой подпро! рамме и главной 
программе до первою  выполняемого оператора. Размерность 
массивов можно указать в списке переменных.
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Пример.
в вызывающей программе

COM M ON A,B,C(10),Q(15,15)

END
В подпрограмме или функции-подпрограмме 

COM M ON A.B,C(10),Q(I5,15)

END
Если размерность массива описана в операторе описания типа 

или DIM ENSION, то в операторе COM M ON этого делать не нужно. 
Например, описание

REAL W(9),T(14)
COM M ON W,T

и описание
COM M ON W(9),T(14)

эквивалентны. t,
Программа может содержать любое количество операторов 

COM M ON. Но в этом случае каждому блоку глобальных перемен
ных, кроме, возможно, одного, следует присвоить имя — идентифи
катор— и заключить между двумя наклонными чертами.

Пример.
Оператор
COM M ON/STAR1/A,B,C(10)/STAR2/Q(5,5)

в одной программной единице и оператор

COM M ON/STARI/T,R,Z(l())/STAR2/D(5,5)

в другой определяют одни и те же переменные, так как транслятор 
отводит для них одни и те же ячейки памяти. Нужно следить 
только, чтобы тип, размерность и длина соответствующих перемен
ных совпадали.

Один из возможных способов экономии памяти — это использо
вание одного и того же места памяти для хранения разных 
величин, участвующих в выполнении данной программной единицы 
не одновременно. Этой цели служит оператор EQUIVALENCE. 

Ф ормат оператора:
EQUIVALENCE (список),..., (список)
В скобках (список) идентификаторы разделены запятыми. На

пример,

EQUIVALENCE (A,B,C),(L.M)
Элементы А, В, С будут запоминаться в одном месте памяти 
(32 разряда), элементы L, М также займут только одну ячейку 
(16 разрядов).
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Чтобы установить эквивалентность массивов одинаковой раз
мерности, нужно установить эквивалентность, например, их первых 
компонент:

REAL X(10),Y(10)
EQUIVALENCE (X (l),Y (i))

Если в функции-подпрограмме или подпрограмме в качестве 
фактического параметра используется идентификатор (имя) другой 
функции-подпрограммы или подпрограммы, то в вызывающей 
программе этот идентификатор должен быть описан с помощью 
оператора EXTERNAL (внешний). Вид оператора

EXTERNAL F1.F2.....FN

где F I, F2, ..., FN наименование функций, подпрограмм, которые 
в данной программе могут передаваться в качестве фактических 
параметров другим функциям и подпрограммам.

Пример.
Функция-подпрограмма

FUNCTION R(X,Y,Z)
R =  X*Y*Z(X)
RETURN
END

Функция-подпрограмма

FUNCTION ST(X)
ST =  X +  SQRT(X«*2)
RETURN
END

Вызывающая программа 

EXTERNAL ST

X =  2.
C =  D +  R(X,X,ST)

Если в операторе EXTERNAL стоит имя библиотечной функции 
фортрана, то оно становится именем функции, написанной пользо
вателем. и подавляет вызов библиотечной.

Например, пользователь написал, по его мнению, более эффек
тивную программу вычисления sin(.v). Тогда в главной программе 
следует указать

EXTERNAL SIN

и присоединить программу, реализующую эти вычисления:
FUNCTION SIN(X)

SIN =  ...
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RETURN
END

Тогда при обращении в головной программе

Y =  SIN(X)
будет вызываться программа пользователя, а не библиотечная.

Ранее было показано, что числовые значения переменным 
можно присвоить с помощью оператора присваивания. Однако 
если переменных много, то удобнее начальные значения присвоить 
до выполнения программы с помощью оператора DATA, который 
имеет следующий вид:

DATA P I.....PN /C I......CN /'.Q I.....QM /Z1..... ZM /

Здесь P I .....PN имена переменных; С 1.....C N — соответствующие
константы; Q l .....QM переменные; Z1.....ZM соответствующие
константы и т. д. Перед константами можно ставить множитель 
N, указывающий число повторений этой константы в списке 
констант.

Пример. t,

DATA X.Y,Z/3*2.05/.M( 1,2)/3/

Э тот оператор эквивалентен следующим операторам присваивания:

Х =  2.05
Y =  2.05 
Z = 2.05 
M (l,2) =  3

Место оператора DATA в программной единице— после всех 
нсвыполнясмых операторов, за исключением, возможно, оператора 
FORM AT, который может находиться в любом месте программы.

Все переменные, используемые в программе, перед вычислениями 
должны быть каким-либо способом инициализированы, т. е. им 
следует присвоить значения (операторы присваивания, ввода. 
DATA). Плохим «стилем» программирования является отказ от 
инициализации и предположение, что ячейки памяти перед входом 
в программу будут очищены (хотя на некоторых ЭВМ так 
и происходит).

•3 .3 . Программирование элементарных 
вычислительных алгоритмов

3.3.1. Введение. В настоящем пункте рассматриваются приемы 
npoi раммироваиия на фортране элементарных вычислительных 
алгоритмов. Элементарными эти алгоритмы называются потому, 
что дальнейшее разбиение их на более мелкие вычислительные 
процедуры практически нецелесообразно. Л о 1 ика таких алгоритмов 
сравнительно проста.
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Рассмотрение ведется в соответствии с разделами библиотеки 
фортран-программ (см. гл. 12). Программы оформляются 
в виде подпрограмм или функций-подпрограмм с именами, 
согласованными с библиотечной системой имен. Например, 
имя программ A4S1, B5S2 означает, что они относятся 
к разделам А4 «Интегрирование» или В5 «Нелинейная оп
тимизация», SI, S2— «простая» программа номер 1 или 2.

Естественно, что «простые» программы для элементарных 
алгоритмов могут быть также включены в библиотеку программ 
и использоваться наряду со «сложными» программами. Отличие 
элементарных вычислительных алгоритмов связано в основном со 
значительно меньшей универсальностью в сравнении с библиотеч
ными алгоритмами. Их область применения более узкая; как 
правило, нет возможности автоматического контроля погрешности 
вычислений, нет диагностики возможной ошибки и т. п. Однако 
при всех недостатках элементарные программы имеют и преиму
щества, которые могут «перевесить» недостатки: 1) эти элемен
тарные программы малы по числу операторов, т. е. занимают 
меньше ячеек памяти ЭВМ, чем универсальные; 2) элементарные 

I программы пишет пользователь для своей задачи, а никто лучше 
: него самого не знает алгоритм и данные.

Элементарные или «простые» алгоритмы и программы не 
I означают, что они плохи. Их эффективность может быть значи- 
I  тельно выше универсальных алгоритмов, но для специальных 

классов задач.
Наконец, имея опыт программирования элементарных алгорит

мов, можно, следуя идее структурной алгоритмизации (см. гл. 2), 
Спроектировать достаточно сложные алгоритмы и программы из 
‘ элементарных.

3.3.2. Табулирование функций. Составление таблиц функций 
называют табулированием. Предварительно вычисленные таблицы, 

I хранимые в памяти ЭВМ, могут затем значительно сократить 
дальнейшие вычисления.

Пусть необходимо иметь таблицу значений функции f ( x )  
i с заданным постоянным шагом h в п точках x0 + ih, 0 ̂  <  я — 1, 

начальное значение дг0 задается.

Входные данные задачи: f (x) .  Л, дг0, я;
выходные данные: f ( x 0) , f ( x l )...... / ( * . - 1 ).

Подпрограмме присвоим имя Z0S0. Поскольку в библиотеке нет 
|  раздела табулирования, введен новый индекс Z0.

Для вычисления выходных данных — массива yi= f ( x i)— исполь- 
| зуется следующий фрагмент:

Х =  Х0
DO 1 1 =  1,N
Y (I)=  К Х )

1 х=х+н
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Здесь используется F имя функции-подпрограммы, которая долж
на вычислять /(.v). Теперь, следуя правилам фортрана, оформим 
подпрограмму Z0S0. Имеем

SUBROUTINE Z0S(HF,H.X0.N.Y)
REAL H.XO.Y(N),X 
INTEGER N
x = xo
DO I 1 =  1. N 
Y (l)=  F(X)

I X =  X +  H 
RETURN 
END

Пусть требуется составить таблицу функции 
/ ( x )  =  e - * +  arctg.x 

в интервале [0. 1 ] с шагом h = 0, 01. Программа может иметь 
следующий вид:

REAL XO.H.Y(IOO)
INTEGER N
EXTERNAL F
DATA XO.H.N/0..0.01.100/
CALL ZOSO(F.H.XO.N.Y)
END

С ВНЕШНЯЯ Ф УНКЦИ Я-П О ДП РО ГРА М М А . ВЫЧИС- 
С ЛЯЮ Щ АЯ F(X)

FUNCTION F(X)
REAL X
F =  E X P (-X )+ A T A N (X )
RETURN
END

Пусть необходимо иметь таблицу значений функции / (л )  
в точках х„ 1 < /< и , шаг А( =  дг,+, — х,, вообще говоря, переменный 
В этом случае:

входные данные задачи: л., К  /'< п, /(л );
выходные данные: /( .v ,) ,/( .v 2), ...,/(.v„).
Подпрограмме табулирования с переменным шагом присвоим 

имя Z0S1:
SUBROUTINE ZOSl(F.X.N.Y)
REAL X(N).Y(N)
INTEGER N 
DO 1 I =  l.N

1 Y(I) =  F(X(I))
RETURN 
END

3.3.3. Аппроксимация функций. Простейшим способом приближе
ния функции /( .v ) , заданной в п точках х,, является  
линейная интерполяция по двум точкам.
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Для лю бого х, х , ^лг^лг,, значение f ( x )  приближенно заменяется 
формулой

описывающей прямую, которая проходит по двум точкам (х„ /(дг() 
И ( V, + ,. /(.V , + , )) плоскости (х,у).

Напишем программу линейной интерполяции в двух вариантах:
I) когда /(.v) задана таблично с постоянным шагом; 2) с пе
ременным.

В а р и а н т  1.
Входные данные: /(.v (), ,т0, Л. .v;
выходные данные: р (.v).
Основным моментом алгоритма линейной интерполяции явля

ется поиск интервала [дс,, дг,+1], которому принадлежит точка х, 
где производится вычисление />(дг). Чтобы найти номер /, следует 
вычислить целую часть дроби [(дг—лг,)/й]. Среди библиотечных 
функций фортрана есть соответствующая функция INT(X), реали
зующая выделение целой части. Поэтому программа может иметь 
следующий вид:

С ИН ТЕРП О ЛЯЦ И Я 
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ
С  A 3S0-П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Е  ЗН А ЧЕН И Е Ф У Н КЦ И И  В 
С ТО ЧКЕ X

M =  IN T ((X -X 1)/H )
ХМ =  Х1 + М*Н 
Х М 1 = Х М + Н
Р = (Y( М ).(Х М  1 -  X) +  Y( М +  I )*(Х -  ХМ ))/Н
A3S0 =  P
RETURN
END

В а р и а н т  2.
Входные данные'. лг„ f ( x t), 1 <  i <  w, z;
выходные данные: p(z). Будем предполагать, что : ф х я. В этом 

варианте поиск интервала [х(, х1 +, ], содержащего точку г, можно 
провести различными способами. Воспользуемся простым перебо
ром. а именно: в цикле по /, используем логический 
оператор IF. Когда выражение в скобках станет истинным, цикл 
прекратим. Имеем соответствующий фрагмент

С
С
С
с
с

FUNCTION A3S0(Y.N.XI.H.X) 
REAL Y(N),X1.H,P.XM.XM I 
INTEGER N.M 
ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ
Y(N) МАССИВ ЗН А ЧЕН И Й  Ф УНКЦИИ 

N -  РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА 
Н -  ШАГ ТА БЛИ Ц Ы
X — КООРДИНАТА. В КОТОРОЙ ПРОИЗВОДИТСЯ
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1 IF  (Z.GE.X(I).AND.Z.LT.X(I +  1)) GO TO 2 
1 =  1 +  1
GO TO 1

2
Теперь полная программа может быть полностью представлена 
следующим образом:

FU N CTIO N  A3SI(X,Y,N,Z)
REAL X(N),Y(N),P.Z 
INTEGER N,1 
1 =  1

1 IF  (Z.GE.X(I).AND.Z.LT.X(I +  1)) GO TO 2 
1 =  1 + 1  
GO TO 1

2 P =  (Y(I)*(X(I +  I ) -  Z) +  Y(1 +  1 )*(Z -  X(I)))/(X(I +  1 ) -  X(I)) 
A3S1 = P
RETURN
END

3.3.4. Интегрирование. В качестве элементарного алгоритма 
численного интегрирования примем формулу Симпсона

e * 5 ( / o + 4 i / „ . 1+ 2 " £ I/2 J+ / J -  
j \  i - i  i - i  /

Здесь Л— шаг по оси дг,/ ,= / (* ,) ,  0 < / < 2 т ,  дг(+1—x ,= /i (см. 
рис. 7.7). Для написания программы вычисления Q по значе
ниям функции / ,  заметим, что она может быть представлена 
в виде

@ =  X  ( /м + 4 /м + 1 + /м +2^-

Каждое слагаемое в сумме имеет вид
/(дс)+ 4 /(*+ Л )+ /(дг+ 2А ),

где x = x 2t, х0=а. Поэтому для вычисления суммы можно использо
вать следующий фрагмент:

0 = о .
X =  А
DO 1 I =  2,N,2
Q =  Q +  F(X) +  4.*F(X +  H) +  F(X +  2.*H)

1 Х =  Х +  2.*Н
Здесь N =  2w, Н =  й, А = а . Теперь уже не представляет труда 
оформить соответствующую программу.

FUNCTION A4S0(A ,B,N ,F)
REAL A .B .H .Q  
INTEGER N 

С ВХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ

1=1
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С А Н ИЖ НИЙ ПРЕДЕЛ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
С В — ВЕРХНИЙ ПРЕДЕЛ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
С' N -  ЧЕТНОЕ ЧИСЛО ОТРЕЗКОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
С F ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У НКЦИИ ВИДА 
С REAL FUNCTION F(X)
С REAL X
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ ЗН А ЧЕН И Е ПОДИ Н ТЕГРА ЛЬН О Й  
С Ф УНКЦИИ
С A4S0 П РИ БЛ И Ж ЕН Н О Е ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛА 

Н = (В — А )/N
Q = 0.
Х = А
DO I 1 =  2 ,N,2
Q = Q +  F(X) +  4.*F(X +  H) +  F(X  +  2.*H)

I Х = Х +  2.*Н 
Q = Q *H /3  
A4S0 = Q 
RETURN 
END

В гл. 7 показано, что оценка пог решности приближенного 
значения интеграла может быть получена вычислением Q, с шагом 
Н. затем Q 2 с шагом Н /2 . а абсолютная погрешность е определя
ется выражением (по правилу Руиге)

е =  - 0 ,1 /1 5 .
Вычислим

2
J exp(sin.v)</.v
о

с числом отрезков разбиения интервала [0, 2], равным N = 100, 200. 
Результаты (приближенное значение интеграла Q 2 и ошибку е ) 

будем выдавать на терминал:

REAL А ,В ,E,Q1.Q2 
INTEGER N 
EXTERNAL F 
DATA A .B .N /0 .,2 ., 100/
Q1 =  A4S0IA.B, N,F)
Q2 =  A4S0(A. B,2*N.F)
E =  ABS((Q1 — Q 2 )/15.)
W RITE (5,1) Q2.E

1 FORM AT (2X,EI3.6,2X,E13.6)
END

С ВНЕШНЯЯ Ф УНКЦИЯ F(X)
FUNCTION FIX)
F =  EXP(SIN (X))
RETURN 
END



3.3.5. Суммирование рядов. Суммирование конечной числовой
последовательности

S =  £  а,
1-1

выполняется с помощью оператора цикла DO тремя операторами:

S =  0.
DO 1 1 =  1,N 

1 S =  S + А(1)

где А — имя функции-подпрограммы, вычисляющей а,. Например.

REAL FUNCTION A(I)
INTEGER I

RETURN
END

Суммирование бесконечных числовых рядов
* 00

S =  £  ai 
(« i

выполняется обычно с помощью цикла, организованного логичес
ким оператором IF и оператором безусловной передачи управления 
GO  ТО. Выход из цикла осуществляется при достижении значения 
вычисляемой точности е , заданной е.

Рассмотрим программу суммирования сходящегося знакопере
менного ряда, для которого легко вычислить оценку погрешности; 
она меньше модуля первого отброшенного члена ряда

| S - S N| =  s - X > ,  
i - 1

Приведем соответствующую программу:

FUNCTION A 5S0(E,А)
REAL E,S 
INTEGER N 

С ВХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С Е — ЗАДАННАЯ А БСОЛЮ ТНАЯ ПОГРЕШ НОСТЬ 
С А - И М Я  ВНЕШНЕЙ Ф У Н К Ц И И -П О ДП РО ГРА М М Ы ,
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ ОБЩ ИЙ ЧЛЕН ЗНАКОПЕРЕ-
С М ЕННОГО РЯДА
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ
С A5S0 — П РИ БЛ И Ж ЕН Н О Е ЗН А ЧЕН И Е СУМ М Ы  РЯДА 

DATA N ,S /1 ,0 ./
1 S =  S +  A(N)

IF (ABS(A(N)).GT.E) GO TO 2 
GO TO 3

2 N = N + 1  

%
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GO ТО 1
3 A5S0 =  S 

RETURN 
END

В качестве иллюстрации применения этой программы рас
смотрим суммирование ряда

s = i  ( - n j (/2+ i ) - *  
i-1

с точностью e = 1 0 ~ 4. Программа может иметь вид
REAL E,S 
EXTERNAL А 
DATA E / l .E —4/
S =  A5S0(E,A)
W RITE (5,1) S 

I FORM AT (2X,'S =  \ E l  1.4)
END

fc
FU N CTIO N  A (I)
INTEGER I
IF (M OD(I,2).EQ.I) G O  TO 1 
A = I /( I* I  +  1)
RETURN 

I A = ( — 1)/(I*I +  I)
RETURN
END

Суммирование функциональных рядов

S (* )=  Z  ° i ( x )
( - t

В области сходимости x, с точки зрения программирования, 
приводит к незначительным усложнениям по сравнению с число
выми рядами. Действительно, пусть требуется найти S(x)  в точках 
Xj, 1 < /< m , из области сходимости с заданной абсолютной 
точностью е. Тогда эта задача сводится к суммированию т чис
ловых рядов

S(xj)=  I  a,(xj) 
i - i

С точностью е, т. е. к задаче, рассмотренной выше. Поэтому 
иведенная программа является небольшой модификацией A5S0:

SUBROUTINE A5S1 (X ,S,E ,A ,E1,M )
REAL X(M ),S(M ),E 
INTEGER N.M  

С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ
С Х (М )— МАССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЗНА ЧЕН И Я Х.В
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С КОТОРЫ Х ВЫ ПОЛНЯЕТСЯ СУМ М ИРОВАНИЕ
С РЯДА
С Е — ЗАДАННАЯ АБСОЛЮ ТНАЯ ПОГРЕШ НОСТЬ
с  А -  ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У Н КЦ И И . ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ 
С ОБЩ ИЙ ЧЛЕН РЯДА. ДОЛЖ НА ИМ ЕТЬ ВИД
С REAL FUNCTION A(I,X)
С REAL X
С INTEGER 1
С El -  ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У Н КЦ И И . ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ 
С ДО СТИ ГН УТУ Ю  ПОГРЕШ НОСТЬ, ДОЛЖ НА 
С ИМ ЕТЬ ВИД
С REAL FUNCTION Е1(1,Х)
С REAL X
С INTEGER 1
С М РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА X.S
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ
С S(M) МАССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ СУМ М Ы  РЯДА В 
С ТОЧКАХ X(J)

DO 3 J =  1.M 
N =  1
s(J)=o.

1 S(J) =  S (J)+ A (N .X m )
IF (El (N,X(J)).GT.E) GO TO 2 
GO TO 3

2 N = N + 1  
GO TO 1

3 CO N TIN U E 
RETURN 
END

Отличие этой прог раммы от A5S0 состоит в том, что добавлен 
цикл по J — перебор по точкам Xj и предполагается, что пользователь 
должен написать внешние функнии-подпро! раммы А(1,Х), Е1(1.Х). 

Применим программу A5S1 для суммирования ряда

с-i \ -<Г л* ** х2’ *1 ! S ( , ) . 2 | * + T + T + ...+ S T T + ...J

с абсолютной погрешностью е = 1 0 ~ 5 в точках X j= — 0,5; - 0 ,3 ;  
+ 0 ,4 ; + 0 ,7 . Известно, что сумма этого ряда

5(дг) =  1п((1+дг)/(1-х));
область сходимости | .v | <  1, оценка остатка

П рограмма может иметь вид
REAL X(4).S(4),E 
INTEGER М 
EXTERNAL A.EI
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DATA Е, М /1 .Е -5 , 4 / ,Х / - 0 .5 . - 0 .3 ,0  4,0.7/
CALL A5S1 (X,S, E.A.E1.M )
W RITE (5,1) S 

1 FORM AT (2X.4E12.5)
END

С
FUNCTION A (I,X)
REAL X 
INTEGER I
IF (M O D (I,2).EQ .l) GO TO 1 
A = 0.
RETURN

1 1 =  2*1 +1
A =  2*X **I/I ,
RETURN
END

С
FUNCTION E l(I.X )
REAL X 
INTEGER I
IF (M O D (I,2).EQ .l) GO TO 1 
E l =  1.E10 
RETURN 

1 1 =  2 .1  +  1
El =(ABS(X))»»I/(I*(1 -X * X ))
RETURN
END

На примере этой программы можно заметить, что она далеко 
не универсальна. Действительно, если в массив Xj внести значение 
лг= 1, 3, лежащее вне области сходимости, то программа A5S1 
зацикливается (нет выхода из цикла операторов с метками 1 - 3 )  
и заканчивается аварийно переполнением. Однако если пользователь 
знает область сходимости ряда и может оценить скорость сходимос
ти, то применение программы A5S1 может быть оправдано.

С другой стороны, программа A5S1 служит для суммирования 
рядов общего вида, поэтому она более громоздка, чем программа 
суммирования конкретного ряда, например, приведенного выше.

3.3.6. Фурье-анализ. Под Фурье-анализом обычно понимается 
процедура определения коэффициентов ряда Фурье функции /(* ) .  
В зависимости от того, в каком виде задается / ( * )  (аналитически 
или таблично, в вещественном виде или комплексном) существует 
несколько процедур Фурье-анализа. Однако в основе всех процедур 
лежит вычисление интегралов по формулам

Я

а м =  ( 1 / л ) J f ( x ) c o s m x d x ,  т  =  0, 1, 2, ...,
— Я 

Я

Ь т- ( \ / п )  |  /(;t)sinw .v</x, т =  1, 2, ....
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Будем предполагать, что для вычисления /( .у ) может быть написана 
функция-подпрограмма. Количество коэффициентов ат, hm, под
лежащих определению, задастся параметром М. ( )< w ^  М.  Для 
вычисления инте!рала воспользуемся программой A4S0 с числом 
отрезков интегрирования я =  2А(ш+1), где коэффициент к будем 
задавать:

SUBROUTINE A6S0(F, M .M I.K .A .B )
REAL A(M I), В(М ).Pl.Q . R1.R2.R3 
INTEGER М .M l .К .I I .N

С
С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ 
С F ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У Н К Ц И И -П О ДП РО ГРА М М Ы ,
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ F(X)
С М РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА В 
С M l РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА А. М1 = М +  1 
С К КОЭФ Ф ИЦИЕНТ, ОПРЕДЕЛЯЮ Щ ИЙ ЧИСЛО 
С ОТРЕЗКОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С А -М А С С И В  КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ АП)
С В -  МАССИВ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ В(1)
С

DATA P I/3 .1415929/
С ВЫ ЧИСЛЕНИЕ МАССИВА А 

Н = Р1/(К * М 1)
N =  2*K *M I 
DO 2 1 =  1,Ml 
Q = 0.
X =  -  PI 
11= 1 - 1  
DO I J =  2.N ,2 
R l= F (X )* C O S (Il* X )
R2 = F X +  H ) .C O S ( ll .(X  + H))
R3 =  F(X +  2.*H)*CO S(II*(X  + 2.*H))

1 Q =  Q + R 1 + 4 .* R 2 + R 3
2 A(I) =  Q *H /(3.*PI)
С ВЫ ЧИ СЛЕН И Е МАССИВА В 

IX) 4 1 =  1. М 
0  =  0.

X =  -  PI
DO 3 J = 2,N ,2
R1 = F (X )*S IN (I*X )
R2 =  F X +  H ).S IN (I .(X  +  H))
R3 = F(X +  2.*H)*SIN(1*(X +  2.*H))

3 Q =  0  +  R I+ 4 .* R 2  + R3
4 B(l) =  Q *H /(3.* PI)

RETURN
END
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Так как в программе A6S0 отсутствует контроль точности 
вычисления интегралов, а следовательно, и значений ат, Ьт, то 
необходимо будет дважды обратиться к A6S0 с различными 
значениями к и 2к и воспользоваться для оценки погрешности 
правилом Рунге, например

F, 10.11.10, А. В) 
F, 10, II , 20, А, В)

CALL A6S0 
CALL A6S0

Погрешность (массивы ЕА(1), ЕВ (I)) затем определяется в циклах 
типа

IX) 1 1 =  1.Ml
1 ЕА (1)=ABS(A1 (1)—A (I))/15

Алгоритмы Фурье-анализа при больших значениях т  (и соответ
ственно и), основанные на общих квадратурных формулах, на
пример формуле Симпсона, оказываются неэффективными.

В этом случае применяются разработанные специальные быс
трые алгоритмы, учитывающие специфику тригонометрических 
функций. Эта группа алгоритмов обычно называется быстрым 
преобразованием Фурье. Если обычные алгоритмы имеют порядок 
роста числа арифметических операций 0 ( т 2), т - * оо, то быстрые 
алгоритмы имеют порядок роста 0 ( т log2/w), т - * оо, что указы
вает на их более высокую эффективность. Текст фортран-про- 
граммы быстрого Фурье-преобразования приводится, например, 
в [30. с. 166].

3.3.7. Численное дифференцирование. Пусть функция v(.v) задана 
таблично с постоянным шагом h

/(.v,), 1 < / < и ,  х < + , - . * (  =  Л.

Тогда для приближенного вычисления первой и второй производной 
можно использовать формулы

4 ,  2 < к . - 1 .
их , in

ах И

Программа вычисления производных j ’(.v) по приведенным выше 
формулам является простой иллюстрацией использования опера
торов цикла:

SUBROUTINE A7SO(N,N2.Y.H.D1.D2)
REAL Y(N),D1 (N2),D2(N 2),H .H 1,H 2 
INTEGER N, N2

fc ------------------------------------------------
С  ВХОДНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
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С N — РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА Y
С N2 — РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВА D 1 ,D 2 ,N 1 = N -I
С Y — М АССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЗНА ЧЕН И Я Ф У НКЦИИ
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ
С D 1 -  М АССИВ, СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЗН А ЧЕН И Я ПЕРВОЙ 
С ПРОИЗВОДНОЙ
С D 2— МАССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЗН А ЧЕН И Я ВТОРОЙ 
С ПРОИЗВОДНОЙ

Н1 =  2.*Н 
Н 2 = Н * Н  
DO 1 1 =  2 ,N1
D1 (I)= (Y (I +  I)—Y(I — 1))/Н1 

1 D2(I) = (Y(I +  1 ) -2 .* Y (I )+ Y (I -1 ) ) /H 2  
RETURN 
END

3.3.8. Операции с матрицами и векторами. В этом пункте 
приводятся некоторые программы операций с матрицами 
и векторами.

1) Сложение матриц: cij = a i j +bij ,  1 < /  < m, l ^ j ^ n .
SUBROUTINE A 8S0(A ,B.M .N ,C)
REAL A (M ,N ),B (M ,N ),C (M ,N )
INTEGER M .N 
DO I 1 =  1, M 
DO 1 J =  1,N 

1 С  (1, J )= A (I, J ) + В (I, J)
RETURN 
END

m

2) Умножение матриц: cik = £  а1}Ь1к, 1 < 1 < /, К А г^ л .
к -  1

SUBROUTINE A8S1 (A ,B ,L ,M ,N ,C )
REAL A (L ,M ),B (M ,N ),C (L ,N ),S  
INTEGER M ,N ,L  
DO 2 1 =  1, L 
IX) 2 K = 1 ,N
s = o .
DO 1 J =  1,M

1 S =  S +  A (I,J)*B (J,K )
2 C (I,K ) =  S 

RETURN 
END

3) Транспонирование квадратной матрицы А с размещением 
транспонированной А ', на месте A: a l j  = aj„  1 < / ,  у < л .

SUBROUTINE A8S2(A,N)
REAL A (N ,N ),S
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INTEGER N.N1,11 
N1 = N  — I 
IX) I 1= I , N I 
11=1+1 
DO I J =  11. N 
S =  A (I, J)
A (I,J) =  A (J.I)

I A(J.I) =  S 
RETURN 
END

4) Транспонирование прямоугольной матрицы А переходом к од
номерным массивам.

SUBROUTINE A 8S3(A .M .N .M N .A 1)
REAL A (M N ),A I(M N )
INTEGER M .N .M N .L1.L2
MN — РАЗМ ЕРНОСТЬ ОДН О М ЕРН Ы Х  МАССИВОВ. 

СОДЕРЖ АЩ ИХ М АТРИЦУ А 
И ТРАНСПОНИРОВАННУЮ  А1 

DO 1 1 =  1.М 
DO I J =  I.N  
LI = ( I -  1)*N +  J 
L2 = (J — 1)* M + 1 

I A I(L 2)=A (L 1)
RETURN 
END

5) Скалярное произведение вектора x  на вектор у

s = i  x iyI-I» 1
REAL FUNCTION A8S4(N,X.Y)
REAL X(N),Y(N),S 
INTEGER N
S = 0.
DO 1 1 =  1,N

1 S =  S +  X(I)*Y(1)
A8S4 =  S 
RETURN 
END

6) Вычисление нормы матрицы A

M ||=  max j ]  \a, j \ .
}= l

REAL FUNCTION A8S5(N,A.S)
REAL A (N .N ).S(N ).R  

С S — РАБОЧИЙ МАССИВ 
INTEGER N
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DO 1 1 =  1. N
R =  0.
DO 1 J =  l. N 
R = R +  ABS(A(I. J))

1 S (I)= R
С ВЫ БОР М А КСИ М А ЛЬН О ГО  ЭЛЕМ ЕНТА ИЗ S(I)

R =  S(J)
DO 2 1 =  2, N 
IF (R.LT.S(I)) R =  S(1)

2 C O N TIN U E 
A8S5 = R 
RETU RN  
END

3.3.9. Решение систем линейных алгебраических уравнений. Одним 
из методов решений системы уравнений вида

х=  Bx+d,
где норма матрицы В меньше 1, является метод простой ите
рации (см. гл. 8)

* (‘ + 1> =  Дх<*> +  </, Лг=0, 1 ,2 ...... х (О,=0.

Итерации прекращаются, когда

где е — заданная точность приближения к решению, норма вектора

11*11= max | ЛГ| |. Программа может иметь следующий вид (для

сокращения программы условие прекращения итераций принято 
в виде е ,< е ) :

SUBROUTINE A 9S0(N ,В.D ,Е ,X ,Y)
REAL B (N ,N ),D (N ),X (N ),Y (N ),E ,S  
IN TEG ER N 

С ВХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С N — РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВОВ B,D ,X ,Y  
С В — М АССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЭЛЕМ ЕНТЫ  М АТРИЦЫ  
С В
С D — М АССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ЭЛЕМ ЕН ТЫ  СВОБОД- 
С НОГО ВЕКТОРА
С Е — ТО ЧН О СТЬ 
С Y — РА БО ЧИ Й  МАССИВ 
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С X — П РИ БЛ И Ж ЕН Н О Е РЕШ ЕНИЕ

С П О Л У ЧЕН И Е ПЕРВОГО П РИ БЛ И Ж ЕН И Я X 
DO 1 1 =  1, N

1 X (I)=D (1)
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С УМ Н О Ж ЕН И Е М АТРИЦЫ  В НА ВЕКТОР X 
100 DO 3 1 =  1, N

S =  0.
DO 2 J = l ,  N

2 S =  S +  B(I,J)*X (J)
3 Y (1) =  S
С СЛО Ж ЕН И Е BX +  D — П О Л У ЧЕН И Е НОВОГО ПРИ- 
С БЛИЖ ЕНИЯ

DO 4 1 =  1, N
4 Y (I)= Y (I) + D(I)
С О П РЕДЕЛЕН И Е НОРМ Ы РАЗНОСТИ Y — X 

S =  ABS(Y (1)—Х(1))
DO 5 1 =  2, N
IF  (S.LT.A B S(Y (I)-X (I))) S =  ABS(Y(I) — X (I))

5 CO N TIN U E
С ЗАСЫ ЛКА НОВОГО П РИ БЛ И Ж ЕН И Я В СТАРОЕ 

DO 6 1 =  1, N
6 X (I)= Y (I)
С СРАВНЕНИЕ С ЗАДАННОЙ ТО ЧН О СТЬЮ  

IF (S.LT.E) GO ТО 7 
GO ТО 100

7 RETURN 
END

3.3.10. Решение линейных интегральных уравнений. Одним из 
численных методов решения интегрального уравнения 

ъ
у (* ) = /  К(х, s )y(s)J . i+f(x) ,  a ^ x ^ b ,

а

является его приближенная замена системой линейных алгебраичес
ких уравнений

Л

y ( x i)= X  ■*>)■>’(*>)+/(*«). 1
j - 1

дг, =  а  +  ( /— 1 /2) /», Sj =  a +  {J— 1/2)/», h = (b-a) /n.  

Обозначим матрицу K=(Ki J)=hK(x„ Sj), векторы у, f

.V =  (.y<). / = ( / » ) .  / i = /(*<)■
Будем предполагать, что || А ' | | < <  1. Тогда систему алгебраических 
уравнений

у = К у + /

можно решать с помощью программы A9S0, а центральным 
Моментом следующей программы оказывается вычисление матрицы 
К  и свободного вектора / .  Значение элементов вектора у  принимает
ся в качестве приближенных значений точного решения у(х)
* точках х,.
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SUBROUTINE B2S0(N.K .F,A0. ВО. В. D.E.X .Y )
REAL AO, BO. B(N.N). D(N), Y (N ).X 0.S,E ,X (N )
INTEGER N

С
С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ  
С N РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВОВ B.D.Y 
С К ВНЕШНЯЯ Ф У Н КЦ И Я-П О ДП РО ГРА М М А ,
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ АЯ K(X,S)
С REAL FUNCTION K(X,S)
С REAL X,S
С АО Н ИЖ НИЙ ПРЕДЕЛ ИНТЕГРАЛА 
С ВО -В Е Р Х Н И Й  ПРЕДЕЛ ИНТЕГРАЛА 
С В РАБОЧИЙ МАССИВ 
С Е — ТО ЧН О СТЬ РЕШ ЕНИЯ СИСТЕМ Ы  УРАВНЕНИЙ 
С X РАБОЧИЙ МАССИВ 
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ 
С Y ВЕКТОР П РИ БЛ И Ж ЕН Н Ы Х  ЗНАЧЕНИЙ 
С РЕШ ЕНИЯ 
С -------------------
С ВЫ ЧИСЛЕНИЕ ЭЛЕМ ЕНТОВ МАТРИЦЫ K (I,J),F (I) И 
С ЗАПИСЬ В МАССИВЫ B(N.N).D(N)

Н = (ВО — АО) / N 
Х0 =  АО 
S = АО
ЕЮ 2 J =  I.N  
DO 1 1 =  1,N 
B(I.J) =  K(X0,S)

1 X0 =  X 0+ Н /2 
D (J)= F (S )
S =  S +  Н '2

С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е A9S0 
CALL A 9S0(N .В .D .Е .Y.X)
RETURN
END

3.3.11. Корни полиномов и нелинейных \ равнении. Существует 
множество алгоритмов определения корней нелинейных уравнений, 
в частности полиномов. Рассмотрим наиболее простой алгоритм, 
применимый для полиномов и скалярных уравнений вида

/( .v )= 0  или Р„(х)=0,

где / ( * )  непрерывная функций; /*„(д:) полином я-й степени; 
х  скаляр, принадлежащий заданному интервалу a ^ x ^ h .

П е р в ы й  э т а п : вычисление перебором значений f ( x )  с шагом 
Л, в точках дс, =  в +  /Л,, 1 < /< я , Л ,= ( /> -а ) /я , вывод на терминал 
граничных точек интервалов [дг(, дс(+1], где / ( х | )/(дгн. , ) < 0  или 
/(.*,.) =  О, / ( . t j+ , ) =  0. Указанные интервалы заведомо содержат по 
крайней мере один корень.
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В т о р о й  э т а п :  повторение первого этапа с более мелкими 
ц ш ам и  на выделенных интервалах с целью обнаружения нескольких 
корней на интервалах [лг(, *,+ ,] . Э тот этап можно опустить, если 
пользователь имеет дополнительную информацию о расположении 
корней уравнений.

Т р е т и й  э т а п :  в предположении, что на заданном интервале 
уравнение имеет единственный корень, определение его с заданной 
точностью методом бисекции (см. 9.4).

Первый и второй этапы реализуются в следующей программе:

SUBROUTINE B4S0(A.B.H,F)
REAL A .B .H ,X 1,X 2,Y 1.Y 2,Y 3.Y 4 
INTEGER K I,K 2,K 3 
DATA K1.K2.K3, Y 4/3*0, 1./

С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ
С А — ЛЕВЫ Й КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА
С В ПРАВЫЙ КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА
С Н — ШАГ ПЕРЕБОРА
С F — ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У Н КЦ И И -П О ДП РО ГРА М М Ы .
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ ЗНА ЧЕН И Я F(X) ИЛИ Р(Х)

XI =  А
1 Y1 = F(X1)

Х2 = Х1 +  Н 
Y2 = F(X2)
Y3 = SIGN(Y4, Y 1 )*SIGN(Y4, Y2)
IF (YI.EQ.O.) K l =  l 
IF Y2.EQ.0.) K 2=  1 
IF Y3.LT.0.) K 3 = l 
IF (K l.OR.K2.OR.K3).NE.0) GO TO 3

2 IF  (X2.GT.B) GO TO 4 
X 1=X 1 +  H
G O  TO I

3 W RITE (5, 5) X I, X2, K l, K2, КЗ 
G O  TO 2

4 W RITE (5, 6)
5 FORM AT (2X, 'X I = ',  E13.6, 'X2 =  ', E13.6, 2X, 312)
6 FORM AT (10X, КО Н ЕЦ  ПЕРЕБОРА )

RETURN
END

Приведем программу метода бисекции по схеме алгоритма 
п. 9.4.2:

SUBROUTINE B4S1 (А ,В ,E.F.C )
REAL А. В, E,C,S,Y.Y1 
DATA S /1 ./
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С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ 
С А ЛЕВЫЙ КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА 
С В ПРАВЫЙ КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА 
С Е — ТО ЧН О СТЬ О П РЕДЕЛЕН И Я КОРНЯ 
С F — ИМЯ ВНЕШНЕЙ Ф У Н КЦ И И -П О ДП РО ГРА М М Ы .
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ ЗНАЧЕНИЯ F(X) ИЛИ Р(Х)
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ 
С С — ЗН А ЧЕН И Е КОРНЯ 
С
1 С = (А  + В)*0.5

Y = F (С)
IF (Y.EQ.O) GO ТО 2 
Y I= F (A )
IF (SIGN (S. Y)*SIGN (S. YI).GT.O) A = C 
Y I= F (B )
IF  (SIGN(S. Y)*SIGN(S. YI).GT.O) B =  C 
IF ((B -A )*0.5 .G E .E ) GO TO I

2 RETURN 
END

3.3.12. Нелинейная оптимизация. В основе многих алгоритмов 
поиска минимума (максимума) нелинейной целевой функции Ф(лг) 
(.V, вообще говоря, вектор) лежит минимизация функции одной 
переменной. Одним из возможных алгоритмов минимизации функ
ции одной переменной является алгоритм метода золотого сечения 
(см. 9.7).

Приведем программу, соответствующую схеме алгоритма мето
да золотого сечения (см. п. 9.7.3):

SUBROUTINE B5S0(A,B.E.F.C)
REAL А.В.Е.С.Т

С ------------------------------------------------------------
С ВХОДНЫЕ ПАРАМЕТРЫ 
С А — ЛЕВЫ Й КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА 
С В ПРАВЫЙ КОНЕЦ ИНТЕРВАЛА 
С Е ПОГРЕШ НОСТЬ О П РЕДЕЛЕН И Я ТОЧКИ M1N 
С F — ИМ Я ВНЕШНЕЙ Ф У Н КЦ И И -П О ДП РО ГРА М М Ы , 
С ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ЕЙ ЗН А ЧЕН И Е М ИНИМ ИЗИРУЕ-
С МОЙ Ф УНКЦИИ
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ
С С П РИ БЛ И Ж ЕН Н О Е ЗН А ЧЕН И Е ТО ЧКИ  MIN
с -----------------------------------------------------------------

DATA Т/0.6180339/
XI = В —(В —А )*Т  
Х2 =  А + (В  —А )*Т  
Y1=F(X1)
Y2 = F(X2)

1 IF (Y2.LT.Y1) GO TO 2 
B = X2

I OS



X2 =  XI 
Y2 =  Y1
XI =  В —(В — А)*Т 
Yl =  F(X1)
GO ТО 3
Л =  X 1
XI =Х 2

Рис. 3.1
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Y I = Y 2
X2 =  A +  (B —A )*T  
Y2 =  F(X2)

3 IF ((B -A ).G T .E ) GO TO 1 
C = (A  +  B)*0.5 
RETURN 
END

Алгоритм метода градиентного спуска поиска минимума функ
ции Ф (Х |, х я) нескольких переменных задается формулой 
(9.6.2). Дополним его процедурой дробления шага (А/2), если 
Ф (х>к * 11) >  Ф (дг*). Схема алгоритма изображена на рис. 3.1.

Программа, соответствующая схеме, приведенной на рис. 3.1, 
имеет следующий вид:

SUBROUTINE B5S1(N.X,Y,G.H,F,F1.X1,J.K)
REAL X(N),G(N),Y,H.E.XI(N),Y1,S 
INTEGER N,K,J 

С ВХОДНЫЕ ПАРАМ ЕТРЫ  
С N — РАЗМ ЕРНОСТЬ МАССИВОВ X.G 
С X — МАССИВ. СОДЕРЖ ИТ ЭЛЕМ ЕНТЫ  НА ЧА ЛЬН О ГО  
С ВЕКТОРА
С Н — Н А ЧА ЛЬН Ы Й  ШАГ СПУСКА 
С Е — ТОЧНОСТЬ, ОПРЕДЕЛЯЮ Щ АЯ КО Н ЕЦ  ПРОЦЕДУ- 
С РЫ СПУСКА
С F — ИМЯ ВНЕШНЕЙ П ОДПРОГРАМ М Ы , ВЫ ЧИСЛЯ- 
С ЮЩЕЙ ЗН А ЧЕН И Е ЦЕЛЕВОЙ Ф УНКЦИИ
С SUBROUTINE F(X,Y)
С REAL X(N),Y
С F1 — ИМ Я ВНЕШНЕЙ ПО ДП РО ГРА М М Ы , ВЫЧИС- 
С ЛЯЮ Щ ЕЙ ЗН А ЧЕН И Е ВЕКТОРА ГРАДИЕНТА ЦЕ-
С ЛЕВОЙ Ф УНКЦИИ
С SUBROUTINE F1(X,G)
С REAL X(N),G(N)
С XI — РАБОЧИЙ МАССИВ
С К — М АКСИ М А ЛЬН О Е ЧИСЛО ШАГОВ СПУСКА 
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С Y — ЗН А ЧЕН И Е ЦЕЛЕВОЙ Ф УНКЦИИ 
С G  — ЗН А ЧЕН И Е ГРАДИЕНТА ЦЕЛЕВОЙ Ф УНКЦИЙ 
С X — МАССИВ. СОДЕРЖ ИТ ЭЛЕМ ЕНТЫ  ВЕКТОРА. 
С М ИНИМ ИЗИРУЮ Щ ЕГО ЦЕЛЕВУЮ  Ф У Н КЦ И Ю
С J — ЧИ СЛО  ШАГОВ СПУСКА
С .........................................................................................................................

J =  0
CALL F(X,Y)
CALL FI (X.G)

С ВЫ ЧИ СЛЕН И Е КВАДРАТА ЕВКЛИДОВОЙ НОРМ Ы G
S = 0
DO 2 1=1, N
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2 S =  S +  G (I)* G (I)
С  ----------------------------------------------------------------------------

IF (S.LT.E) G O  TO 7 
J= J +  1 

С ШАГ СПУСКА
3 DO 4 1=1. N
4 XI (l) = X (I)—H *G (I)
С --------------------------------------------------------------------------

CALL F (X l.Y I)
IF (YI.LE.Y) GO TO 5 
H = H *0.5 
G O  TO 3

5 IF (J.GT.K) G O  TO 7 
DO 6 1= l.N

6 X(I) =  X I(I)
Y = YI 
GO TO 1

7 RETURN 
END

В качестве иллюстрации применения программы B5S1 рас
смотрим минимизацию целевой функции

Ф(лг,. -*2 )=(•*, —2)4 +  * j .

Положим максимальное число шагов спуска к =100, точность 
е = 1 0 " 5, начальный вектор дг =  (1, 2), начальный шаг Л = 0,5. 
Программа этой задачи может быть представлена в форме

REAL X(2),Y,G(2),H.E.X1 (2)
INTEGER N.K.J 
EXTERNAL F.F1
DATA X /I..2 ./.E .H /L E — 5,0.5/,K,N/100,2/
CALL B5S1 (N .X .Y .G .H .E .F .F l.X l.J.K )
W RITE (5,1) X.Y.J

1 FORM AT (2X,2E13.6,2X,E13.6,2X.I3)
END
SUBROUTINE F(X.Y)
REAL X(2),Y
Y=(X(1) 2.)* * 4 + X (2 )* X (2 )
RETURN
END
SUBROUTINE F l(X .G )
REAL X(2),G(2)
G ( l)= 4 . *(X(1) 2.)* *3 
G(2) =  2. ♦ X (2)
RETURN
END

III



3.3.13. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений; за
дача Коши. Рассмотрим два алгоритма решения задачи Коши: 
метод Эйлера и метод Рунге— Кутта 4-го порядка. Один шаг 
метода Эйлера задается формулой (10.2.5). Пусть у ( х ) —  вектор 
с п компонентами, заданный в точке дг; тогда один шаг 
интегрирования методом Эйлера — это вычисление вектора y ( x + h )  
в точке дг +  Л по формуле

y ( x + h ) = y ( x )+ h f { x ,  у ( х )),
где f ( x ,  у ) — вектор-функция правых частей дифференциального 
уравнения (в векторной форме)

S-4. л
П рограмма одного шага метода Эйлера:

SUBROUTINE B6S0(N,Y,X,H,R.D)
REAL Y(N),X .H ,D(N)
INTEGER N 

С ВХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С N — РАЗМ ЕРНОСТЬ ВЕКТОРА Y.D 
С Y — МАССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ВЕКТОР Y(X)
С X — Н А ЧА ЛЬН О Е ЗН А ЧЕН И Е АРГУМ ЕНТА 
С Н — ШАГ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
С R — ИМ Я ВНЕШНЕЙ ПОДПРОГРАМ М Ы . ВЫ ЧИСЛЯ- 
С ЮЩЕЙ ПРАВЫЕ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ
С SUBROUTINE R(X,Y,D)
С REAL X,Y(N),D(N)
С D — РАБОЧИЙ МАССИВ. СОДЕРЖ ИТ ПРАВЫ Е ЧАСТИ 
С УРАВНЕНИЙ
С ВЫ ХОДНЫ Е ПАРАМ ЕТРЫ  
С X ЗН А ЧЕН И Е АРГУМ ЕНТА Х +  Н 
С Y — МАССИВ. СОДЕРЖ АЩ ИЙ ВЕКТОР Y(X +  H)
С .........................................................................................................................

CALL R(X,Y,D)
DO 1 1 = 1 .N

1 Y(I) =  Y(I) +  H ♦ D(I)
X = X +  H 
RETURN 
END

Применим программу B6S0 для интегрирования методом Эйлера 
с постоянным шагом Л =  0,1, на интервале 0 < х < 5  системы 
дифференциальных уравнений

^ - s i n O ' , + > , ) .  y t (0)= 1,

^  = cos(yl + x y 2), у 2(0) =  2.
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Чтобы решить эту задачу, следует выполнить 50 шагов 
(50 обращений к B6S0) для получения векторов

(уЛ 0.1) \  />.(' 0. 2)\ />.(5.0) V
Ш 0 . 1 ) / ’  v j ( 0 .  2 ) / .......................  V 2 < 5 .  0 ) /

«стартуя» с начального вектора, на каждом 5-м шаге будем выво
дить на терминал значения (дг, у, (.*)). Соответствующая программа:

REAL Y (2),X,H,D(2)
INTEGER K,N,M
P V T F R M A I  R
DATA Х/O./.Y/1,,2./,H/0.1 /,K ,N/50,2/
DO 1 1 =  1,К
CALL B6S0(N,Y.X,H,R,D)
M =  MOD(I,5)
IF (M.NE.0) GO TO I 
W RITE (5.2) X,Y

1 CO N TIN U E
2 FORM AT (2X,'X =  ',E9.2,2X,2E 13.6)

END
SUBROUTINE R(X,Y,D)
REAL X,Y (2),D(2)
D (1)=SIN (Y (1) +  Y(2))
D (2)=C O S(Y  (1)—X * Y (2))
RETURN
END

По аналогии с программой B6S0 составим программу одного 
шага метода Рунге— Кутта 4-го порядка, который задается для 
скалярного случая формулой (10.2.12). Описание входных и вы
ходных параметров здесь почти такое же, как в B6S0, поэтому 
текст программы приводится без дополнительных комментариев:

SUBROUTINE B6S1 (N.Y.X.H.R.D)
REAL Y (N),X,H.D(N),K(4,N),Y1 (N)
IN TEG ER N

С К (4,N)— РАБОЧИЙ МАССИВ, СОДЕРЖ ИТ 
С КОЭФ Ф ИЦИЕНТЫ  К1, К2, КЗ. К4
С Y1 (N )— РА БО ЧИ Й  МАССИВ
С ................................................................................................

CALL R(X,Y.D)
DO I I - l . N  
K(1,I) =  H * D(I)
Y1(I) =  Y (I)+0.5*K (1,I)
X =  X + 0.5*H  
CALL R(X,Y1,D)
DO 2 1=1, N 
K(2,I) =  H *D(I)

2 Y1(I) =  Y (I)+0.5*K (2,I)
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CALL R(X .Y l.D )
DO 3 1 =  1, N 
K (3.1)=H *D (1)

3 Y l(l) =  Y(I)-f K(3.l)
X =  X + 0 .5*H  
CALL R(X.Y1,D)
IX) 4 1 =  1, N
K (4,1)=  H*D(1)

4 Y (I)=  Y(l) +  0.166667*(K (l,l) +  2. *K(2,I) +  2. *K(3,I) +  K(4,1)) 
RETURN
END

Чтобы проиллюстрировать применение программы B6S1 для 
интегрирования с постоянным шагом Л =  0,1 на интервале 0 < д г< 5  
приведенной выше системы уравнений, следует сделать всею лишь 
одно исправление— заменить B6S0 на B6S1.

3.3.14. Краевая задача; мегод прогонки. В основе решения 
линейных краевых задач для уравнений второго порядка разност
ными методами лежит алгоритм решения грехдиагоиальных систем 
линейных алгебраических уравнений метод прогонки (см. п. 
10.4.2). Будем предполагать, что прогонка для заданной трех
диагональной системы осуществима и устойчива (см. теорему 
10.6). В общем виде трехдиагональная система записывается 
в форме

^ V f - i + C j i + e . v  , = /?,; U i ' U  Л, = Д„ = 0.
где коэффициенты А,, С], R, (заданные массивы) входные 
параметры. (искомый век ю р) выходной параметр. Формулы 
прогонки можно представить в следующей форме: 

прямая прогонка:
я ,= 0 .  Р, = 0 ,

_______ Д|-1______  п _  1
— (С| | + l®i - |) ~ 1 + 1 ai |) 

обратная прогонка'.

у- - ж ^ к у
В следующей программе реализованы формулы проюнки, 

коэффициенты Р, размещаются в массивах Е. D соответственно:
SUBROUTINE A9S1(N.A,B,C.R.E,D.Y)
REAL A(N),B(N).C(N).R(N),E(N).D(N),Y(N),S 
INTEGER N. J 

С ПРЯМ АЯ ПРОГОНКА 
E (l)= 0 .
D( 1) =  0.
IX) 1 1 =  2,N
S =  — (C (I— 1) +  A(I — 1)*E(1 — 1))
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E(I) =  B(I — 1)/S
1 D(I) =  (A (I— 1)*D(I — 1)— R(I — 1))/S 
С ОБРАТНАЯ ПРОГОНКА

Y(N) =  (A (N )* D (N )-R (N ))/( -C (N )  +  A(N )*E(N ))
DO 2 I =  2,N 
J = N +  2 —I

2 Y (J -1 )  =  E(J)*Y(J) +  D(J)
RETURN
END

Рассмотрим разностную схему краевой задачи (10.4.9) с более 
простыми, чем (10.4.10), условиями

*0 =  0, z„ =  0,
(г( +1 — 2г ,+ г, _, )/А2+ = / , ,  1 < 1 < т + 1 .

Здесь 0, <7, =  ?(.х,), / ,= / ( * ,) ,  x, = a + ih, h = {b-a) /m.
Программа решения этой разностной схемы состоит из вычисле

ния элементов массива А, В, С, R и обращения к программе 
A9S1. Имеем соответствие

y , = z , . l , Ю '< т + 1 ;  л = /и + 1 , О 2;
A,= l / h \  /?, =  1/А2, С ,=  —2/h2 + qi. i ,

Краевые условия z0= zm= 0 приводят к равенствам
А, =  Д, =  Л ,= 0 , С , =  1; /4. =  йя =  /г„ = 0. С. =  1.

Входными параметрами задачи являются: п — размерность вектора 
у, левый а и правый b концы интервала решения краевой задачи, 
формула функций q(x), /(дг)— коэффициента и правой части диф
ференциального уравнения.

SUBROUTINE B7S0(N,A0,B0,Q,F,A,B,C,R,E,D,Y)
•REA L A0.B0.A(N),B(N),C(N),R(N),E(N),D(N),Y(N),

H.H2.X  
INTEGER N

С АО.ВО —ЛЕВЫ Й, ПРАВЫЙ КОНЦЫ  ИНТЕРВАЛА 
С РЕШ ЕНИЯ
С Q .F  ИМ ЕНА ВНЕШ НИХ Ф У Н КЦ И Й -П О ДП РО - 
С ГРАМ М . ВЫ ЧИСЛЯЮ Щ ИХ Q(X), F(X) СООТ-
С ВЕТСТВЕННО
С ВЫ ЧИ СЛЕН И Е ВХОДНЫХ ПАРАМ ЕТРОВ ПРО- 
С ГРАМ М Ы  A9S1

А (1)=0.
В( 1)=0.
R (1)=0.
С(1)=1.
A (N )=0.
B(N) =  0.
R(N) = 0.
C (N )=  1.
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Н = (ВО — AO)/(N — 1)
Н 2 = Н * Н
DO 1 1=2, N — 1 
X = A0 + ( I -1 )* H  
A (l)=  1./Н2 
B (l)=  1./Н2 
C(1) =  Q (X )—2./Н2

1 R(1) =  K X )
С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е A9S1 

CALL A9S1(N.A.B.C.R,E,D.Y) 
RETURN 
END

•  3.4. Оптимизация программ

3.4.1. Введение. Программирование занимает в технологии вычи
слительного процесса определенное место. Оптимизация всего 
цикла вычислений от составления математической модели до 
получения числового реЧультата — очень сложная задача. Под 
оптимизацией понимается, например, минимизация или максими
зация некоторого критерия — целевой функции Ф. Критерием может 
быть стоимость, надежность, быстродействие вычислений. Решение 
задачи оптимизации необходимо проводить сразу по всей совокуп
ности возможных элементов вычислительного процесса, т. е. искать 
оптимальные математическую модель (М). вычислительный ал
горитм (ВАЛ), программу (П) для заданной вычислительной 
системы. Если есть возможность выбирать ЭВМ. то в число 
свободных элементов, подлежащих определению, включается ар
хитектура ЭВМ (АР). Если имеется выбор операционной системы, 
то появляется еще свободный параметр — тип операционной си
стемы (ОС).

Таким образом, для решаемой задачи может быть, в принципе, 
определена зависимость критерия качества решения задачи Ф от 
применяемых элементов вычислительного процесса

Ф = Ф(Л/, ВАЛ , / /. ОС, АР)

и тогда задача оптимизации состоит в определении пнпф или
п

т а х ф  на множестве D возможных значений элементов М, ВАЛ,
о

П, ОС, АР. Решение этой, как уже отмечалось выше, очень 
сложной задачи выходит за рамки данной книги. Однако следует 
всегда иметь в виду, что улучшение только программы или 
только вычислительного алгоритма представляет собой фактически 
попытку оптимизации Ф по одному элементу при фиксированных 
остальных. Поэтому и результат может быть весьма далек от 
оптимального по полному набору элементов.
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В нашем подходе к улучшению программ мы будем исходить 
из того, что из определенного опыта в предметной области 
уже выбрана математическая модель, а из анализа методов 
вычислений выбран вычислительный алгоритм. Выбранный ал
горитм либо уже запрограммирован, либо может быть запро
граммирован на фортране. Так как программа на фортране 
не может быть выполнена на ЭВМ, фортран-программа пре
образуется (транслируется) на машинный язык. Программа на 
машинном языке называется объектной программой или объектным 
кодом.

Основными критериями эффективности программы будем счи
тать время выполнения и объем оперативной памяти для реализа
ции объектного кода. При этом часто время выполнения можно 
сократить увеличивая объем необходимой памяти. Поскольку для 
решения средних по сложности задач объем оперативной памяти 
не представляет ограничений, мы в целях улучшения программ 
в основном будем стремиться к их максимальному быстродействию.

Наконец, необходимо отметить, что существующие трансляторы 
с фортрана имеют оптимизирующие блоки. Однако не следует 
думать, что неэффективную проф ам м у такой транслятор преобра
зует в эффективную. Он лишь улучшит некоторые доступные ему 
фрагменты программы. Поэтому для написания эффективных 
программ пользователь должен самостоятельно по ходу програм
мирования осуществлять оптимизирующие преобразования. Более 
подробно с оптимизацией программ можно познакомиться в [17].

3.4.2. Исключение повторных вычис.к-ний. Это преобразование 
предусматривает исключение из программы избыточных команд. 
С  этой целью, просматривая текст фортран-программы, исключают 
выражения, которые производят выполненные ранее вычисления.

Например, в последовательности операторов

Х =  A * (l. +  COS(B))
Y =  А —С/В
Z = C /B + l .  +  COS<B)

слагаемые

C/B +  (l.+ C O S (B ))

в последнем операторе производят уже выполненные ранее вычисле
ния. Поэтому вместо приведенного фрагмента следует использовать 
более эффективную последовательность операторов

U = l .  +  COS(B)
Y =  C/B
X = A *U
Y =  А —V
Z = V +  U

Хотя новый фрагмент длиннее старого, но он эффективнее по 
времени выполнения и объему используемой памяти.

\
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Следующий, более сложный, пример указывает на то, что 
рассматриваемое преобразование необходимо выполнять осторож
но, так как присутствие в программе похожих выражений не 
означает, что они вычисляют одинаковые значения. Например, 
в последовательности

X = Y *Z —U
V =  Y
Y =  Y +  2 .- Y * Z  
W =  Y*Z +  Z*V

нельзя заменить Y *Z одной переменной, поскольку в третьем 
операторе происходит изменение значения Y. С другой стороны, 
в первом и четвертом операторах непохожее выражение Z*V на 
Y *Z вычисляет (из-за второго оператора) то же самое значение. 
Здесь повторные вычисления исключаются следующим образом:

T = Y*Z 
X =  T - U
V =  Y
Y =  Y +  2 .—Т 
W =  Y * Z + T

3.4.3. Замена медленно выполняемых операций на более быстрые.
Время выполнения арифметических операций различно, оно воз
растает в следующем порядке: 

сложение или вычитание, 
умножение, 
деление,
возведение в степень.

Поэтому для небольших целых чисел N выражения вида
A*N ; A **N

целесообразно заменять на
А +  А + .. .  +  А; А *А *...*А

одновременно исключая повторные вычисления. Операцию деления 
целесообразно заменять умножением на обратную величину. По
ясним эти рекомендации на примере:

где слева— фрагмент программы до преобразования, справа — пос
ле него. Затем из правого фрагмента, исключая повторные 
вычисления, получим более эффективную программу

С =  А *2 +  В;
D =  X .* 2 + (X * * 3 + 4 .) /Y ; 
Е =  (А +  В)*(1. +  Х**4);

С = А + А + В
D = X * X + (X * X * X + 4 .)/Y  
Е = (А + В)*(1. +  Х *Х *Х *Х )

Т = А +  В 
С =  А + Т
s=x*x
R =  S*X
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D =  S + (R + 4 )/Y  
E = T*(I +  R*X)

Замена операции деления иллюстрируется следующим примером:

Х = А /Y; Т =  1./Y
Z = (A + B)/Y +  SIN(1./Y); Х = Л .Т
V = Z/Y; Z =  (A + B)*T + S1N(T)

или V = Z *T
А = В/2; А = В *0.5

3.4.4. Применение коне ■ ап ■ в арифметлескшх выражениях. Если 
значения некоторых переменных в процессе вычислений не изменя
ются и они известны, то замена переменных константами в ариф
метических выражениях позволит увеличить быстродействие. Од
нако, как уже упоминалось выше, изменение значения такой 
константы может потребовать значительных усилий при исправле
нии текста программы.

Пример.

Л - 1 ;  А =  1
В = 2: В =  2
C = (A +  B)*2 + Z; C =  6 +  Z
D = A * A - Z ;  D =  1 —Z

Если необходимо будет заменить значение А =  1 другой константой, 
то в старом варианте следует исправить один оператор, а в но
в о м — три.

3.4.5. Сокращение нреобраюваний данных. При вычислении ариф
метических выражений, в которых участвуют переменные и кон
станты разных типов (целые, вещественные, с двойной точностью, 
комплексные), происходит преобразование данных к одному типу, 
а затем выполнение операций. Поэтому, если позаботиться о том, 
чтобы в вычислениях как можно меньше смешивались типы 
данных, можно ускорить выполнение программы. Например, замена 
оператора

А =  I

следующим

А = 1.0

исключает преобразование данных, если А имеет вещественный гип.
3.4.6. Сокращение индексированных переменных. Любое обра

щение к индексированной переменной (элементам массива) связано 
с выполнением команд, вычисляющих значение индекса и адрес 
переменной. Время на выполнение операции можно сократить, 
если удастся заменить в некоторых операторах индексированные 
переменные на переменные без индекса. Например, замена левого 
цикла на правый
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ЕЮ 1 1=1,100;
A(I) =  X(I) + COS(X(l)); 
B(1) = X(I) +  S1N (X(I)); 
CONTINUE;

DO 1 1 = 1,100
T = X(I)
A(I) = T +  COS(T) 
B (I)=T  +  SIN(T)

в четыре раза сокращает время на вычисление адреса переменной

Однако этот пример может привести и к отрицательному 
эффекту: если вычисления производятся на ЭВМ с векторным 
процессором (так проявляется оптимизация без учета архитектуры 
ЭВМ), то левый цикл, как правило, будет предпочтительнее 
правого.

В дальнейшем рекомендации по преобразованию программ 
относятся к ЭВМ традиционной архитектуры с последовательным 
выполнением команд.

3.4.7. Улучшение структуры циклов. 1) Объединение циклов 
сокращает время на управление операторами цикла и необходимый 
объем памяти. Приведем два примера объединения.

Первый пример объединенные циклы

2) Развертка цикла сокращает время на организацию цикла. 
Например, развертка левого цикла в правый сокращает вдвое 
число операций приращения управляющей переменной и контроля 
на завершение:

Но при этом увеличивается необходимый объем памяти.
3) Вывод из цикла неизменяемых выражений производится, 

если эти выражения постоянны внутри цикла. Например, замена

сокращает время выполнения цикла на время, необходимое для 
выполнения 1000 умножений.

Х(1).

DO 1 1=1,100;
1 A (I)=  1.;

DO 2 J = 1,100;
2 B(J) =  X(J);

DO 1 1 =  1,100

1 CONTINUE

Второй пример

DO 1 1 = 1,100;
1 A (I)=  1.;

DO 1 1 = 1,100
1 •»

DO 2 J = 1,150; 
B(J)=X(J);

2 CONTINUE;
DO 2 J = 101,150

2 B(J) = X(J)

DO 1 1 = 1,100;
A(l)= l.; 
CONTINUE;

DO 1 1 =  1,99,2

DO 1 1 = 1,1000; 
A (I)=X (I) +  R *T ; 
CONTINUE;

S = R *T  
DO I 1 = 1,1000

I A (I)=X (I) +  S
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4) Разбиение цикла противоположно объединению. Разбиение 
целесообразно делать, если внутри цикла есть условный 
оператор с проверяемым условием, которое не изменяется 
в цикле. Например,

DO 1 1=1,100 
IF (A.GT.O.) X (I)=  Y(I)
x(i)=o.

1 CONTINUE

Условный оператор IF выполняется 100 раз, хотя можно пре
образовать программу так, что он будет выполняться только 
один раз

IF  (A.GT.O.) GO ТО 1 
GO ТО 3

1 DO 2 1 =  1,100
2 X (I)=Y (I)

GO TO 5
3 DO 4 1 = 1,100
4 X(I) =  0.
5 CONTINUE w

Время выполнения этого фрагмента уменьшается за счет увеличения 
необходимой памяти.

5) Правильное вложение циклов может увеличить быстродей
ствие программы за счет уменьшения числа операций инициирова
ния цикла. В следующем примере

DO 1 1=1,100; DO 1 1 =  1,10
DO 1 J =  1,10; DO 1 J =  1,100

1 A(I,J) =  0.; 1 A(J,I)=0.

левый внутренний цикл инициируется 100 раз, а в правом— 10 раз.
Наконец, следует придерживаться простого правила: короткие 

циклы применять нецелесообразно, так как затраты на их органи
зацию сравнимы с выполнением операторов цикла.

3.4.8. Ускорение на передачах управления. Различные операторы 
передачи управления:

безусловный оператор GO ТО, 
логический оператор IF, 
арифметический оператор IF

I— отличаются по своему быстродействию. Выше приведен список 
в порядке убывания быстродействия. Однако для некоторых ЭВМ 
последние два оператора меняются местами. Кроме того, для 
некоторых ЭВМ в условных операторах перехода сравнение с нулем 
выполняется значительно быстрее, чем с другим выражением. Это 
связано с использованием какой-либо быстрой команды. Поэтому 
оператор
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IF  ( I.G T .J ) X =  I.

будет выполняться медленнее следующего оператора

IF (I —J.GT.O) X =  I.

Ускорение на передаче управления можно получить, разбивая 
логическое выражение на составляющие, в том случае, когда 
результат ло1 ического выражения может бьпь уже известен, но 
оно продолжает вычисляться. Например, оператор

IF (A.GT.B.OR.C.LT.D) GO ТО 1

разложенный на два оператора

IF (A.GT.B) GO ТО 1 
IF (C.LT.D) GO TO 1

в том случае, когда А > В , не требует выполнения второго 
оператора.

3.4.9. Ускорение перемани api >мешок в ф>нкини-ио uipoi раммы 
и no.iiipoi раммы. Фортран содержит два основных способа обмена 
информацией между подпрограммами: через COMMON-блоки 
и через аргументы. Ниже приведены два указанных варианта:

COMMON /BLOC K/A.B.C.D; DATA А.В.С/0.,1.,2./
DATA А.В.С/0.,1.,2./; CALL S(A.B.C.X)
C ALL S(X); Y = SIN(X)
Y = SIN(X);

В зависимости от трансляции эти два способа передачи мо
гут сильно отличаться по затратам времени и требуемой памя
ти. Как правило, первый способ предпочтительнее второго, по
этому целесообразно минимизировать число элементов в спис
ке аргументов, размещая часть аргументов в COMMON- 
блоки.

Причина преимущества передачи аргументов в первом варианю 
заключается в том, что в вызывающей программе сначала 
накапливаются требуемые аргументы для замены формальных 
параметров (так же как и COMMON-переменных), но затем 
необходимо выполнить дополнительную работу, чтобы построим, 
таблицу адресов аргументов и указатель на эту таблицу. В вызыва
емой программе таблица восстанавливается для определения места 
аргументов.

3.4.10. Он I имитация ввода —  вывода. Обратим внимание на сле
дующие аспекты ввода вывода, которые повышают эффектив
ность этих операций.

1) Простота списков ввода вывода. Каждый элемент списка 
требует обращения к программе ввода — вывода библиотеки 
фортрана, которая, в свою очередь, вызывает системные про
граммы. Поэтому, например, вывод на печать с помощью 
операторов
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• ' REAL А(100).В(100); REAL А(100),В(100)
WRITE (6 ,*) А,В; WRITE (6 ,. )(A(I),B(I),I =

= 1,100)
в варианте слева потребует двух обращений к программе вывода, 
в варианте справа — 200 обращений.

2) Учет формы хранения массивов в памяти. Эффективность 
ввода — вывода массивов резко падает, если список не соответствует 
принятому способу хранения массивов в памяти на фортране. 
Например, вывод

WRITE (6 ,*) ((A(I,J),J = 1,20),I =  1,20)

будет менее эффективным, нежели

WRITE (6 ,*) ((A(I,J),I =  1,20),J = 1,20)

поскольку в памяти двумерные массивы запоминаются по столбцам, 
а не по строкам.

3) Бесформатный ввод— вывод промежуточных результатов. 
Бесформатный ввод — вывод определяется в 3.5. Он служит для записи 
и чтения данных на внешней памяти без всяких преобразований (во 
внутреннем машинном представлении). Форматный ввод— вывод 
нужен только для пользователя, но не для программы. Так как 
преобразования в соответствие с форматом сопряжены со значитель
ным числом операций и с увеличением необходимой памяти, то от 
него следует отказаться, если данные имеют смысл промежуточных.

Напри%тер, для хранения вещественного числа без формата 
требуется 4 байт, с форматом Е15.7 необходимо 15 байт.

Наконец, при форматных преобразованиях может теряться 
точность представления чисел, а этого всегда следует избегать.

4) Экономия бумаги. Если при работе на дисплее возможен 
вывод по одному значению в строке, то такая манера выдачи 
на бумагу АЦ П У достойна осуждения, поскольку приведет к боль
шому расходу бумаги. Следует познакомиться с числом позиций 
в строке АЦПУ, доступных для вывода (обычно 128 или 132), 
а затем, используя список вывода и оператор FORMAT, так 
расположить информацию, чтобы максимально использовалась вся 
доступная площадь бумаги.

•  3.5. Расширение возможностей фортрана

3.5.1. Введение. В 3.2 рассматривались некоторые конструкции 
языка фортран, которые в основном соответствуют стандарту 
фортрана 66.

Особенности версии фортрана 77 с расширенными возмож
ностями (по сравнению с фортраном 66) приведены в Прило
жении 2.

Перечислим новые конструкции языка фортран 77, отсутство
вавшие в фортране 66. Список новых элементов следующий:
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PROGRAM;
CHARACTER;
IM PLICIT;
PARAMETER;
INTRINSIC;
P R IN T *;
R E A D *;

ENTRY
SAVE
OPEN
CLOSE
INQUIRE
•EQV.
NEQV.

структурный логическим оператор 

IF ... THEN

ELSE ... THEN

ELSE ... 
END1F

и управление вводом — выводом файла.
Таким обратом, в 3.2 рассмотрены не все элементы н фортрана 

66. Если при решении задачи (чтении чужих программ) окажется 
необходимым освоить элементы, не рассмотренные в настоящей 
книге (см. Приложение 2), то следует обратиться к [13].

Из новых элементов фортрана 77 отметим три наиболее 
существенных, которые принципиально расширили возможности 
фортрана 66.

Это символьный тип данных CHARACTER и операции с ним. 
Символьный тип данных наиболее часто употребляется в про
граммах обработки текстов, создании текстовых процессоров. 
В программах научно-технических расчетов символьный тип данных 
обычно используется в комментариях, для которых вполне до
статочно средств фортрана 66. Поэтому этот элемент фортрана 77 
здесь не рассматривается.

Следующий принципиально новый элемент (который часто 
называют основным отличием этой версии фортрана) это струк
турный логический оператор. Неудобство старого логического 
оператора состоит в том, что после логического выражения

IF (лог. выр.) выполняемый оператор 
может стоять лишь один выполняемый оператор, что влечет за 
собой частое применение оператора GO ТО. Программа с большим 
количеством операторов GO TQ, как правило, плохо читаема 
и не удовлетворяет современным требованиям к стилю програм
мирования. Структурный лшический оператор значительно умень
шил частоту употребления в программах оператора GO ТО.

Наконец, третьим, существенно новым, элементом являются 
средства управления вводом выводом файла. В 50 60-е годы 
основными носителями информации для ввода данных и профамм 
были перфокарты, вывод результатов производился на АЦПУ 
или на перфокарты. Это наложило отпечаток на конструкции 
ввода вывода фортрана 66. В настоящее время перфокарты
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практически вышли из употребления, используются магнитные 
Носители ленты, диски разнообразной конструкции. Ввод про
грамм и данных производится с терминалов в файлы на магнитных 
носителях, непосредственно связанных с ЭВМ. Вывод результатов 
может быть произведен также в файлы, либо на терминалы. 
Такой ввод— вывод потребовал создания гибкой системы управле
ния вводом — выводом файла, что и нашло свое отражение 
в фор фане 77.

3.5.2. Структурный логический опера юр. Структурный логический 
оператор имеет следующий вид:

IF (ло!ическое выражение) THEN

На месте многоточия может находиться любое число операторов, 
которые должны выполняться, если логическое выражение истинно. 
Если выражение ложно, то управление передается на следующий 
за END1F оператор.

Пусть, например, требуется найти максимальный элемент по
следовательности дс,, дг2, ..., дг,00 и определить его номер 
в последовательности. Фраг мент программы, решающей эту задачу, 
может быть таким: -

1М = 1
ХМ = Х(1)
DO 1 I = 2, НК)
IF (XM.LT.X(I)) THEN
IM  = I
XM =  Xf!)
ENDIF 

1 CONTINUE
Следующей конструкцией структурного логического оператора 

является
IF (логическое выражение) THEN
1-я группа операторов

ELSE
2-я группа операторов

ENDIF
Первая группа операторов выполняется, если логическое выражение 
истинно, вторая группа если ложно. Эта конструкция полностью 
отвечает 2-й базовой логической схеме (см. гл. 2).

Например, вычисление функции

ENDIF

можно оформить с помощью этой конструкции так:
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REAL FUNCTION Y(X)
REAL X
IF  (X.GE.O.) THEN
Y =  EXP( —X *X )

ELSE
Y = EXP(X)

ENDIF
RETURN
END

«Хорошим стилем» в оформлении программ является сдвш 
операторов, принадлежащих своему IF или ELSE, как это сделано 
выше в примере.

Наконец, последней конструкцией является вложенные логичес
кие операторы. Простейшей такой конструкцией является

IF (логическое выражение) THEN 

ELSE IF  (логическое выражение) THEN 

ELSE ^

ENDIF

ENDIF
Заметим, что каждый оператор IF  должен иметь закрывающий 

его оператор END IF, а после операторов IF, ELSE, ELSE IF 
могут отсутствовать операторы.

Например, вычисление функции

е*, х ^ 2 ,  
sin*, 0 < * < 2 ,  
cos.v, х < 0 ,

можно оформить с помощью этой конструкции так:
REAL FUNCTION Y(X)
REAL X
IF  (X.LT.2) THEN 
ELSE IF(X.GE.O) THEN
Y = SIN (X)
ELSE
Y = COS(X)
ENDIF
ELSE
Y = EXP(X)
ENDIF
RETURN
END
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Структурные логические операторы, образующие один уровень 
I вложения, сдвигаются вправо на одинаковое число позиций. 

Например, если имеется три уровня вложения, го следует операторы 
представлять в форме

Заметим, что приведенная структура операторов эквивалентна 
логической схеме рис. 3.2, где L логические выражения, g— опера
торы. истине логических выражений соответствует: да. Если, 
например, логическое выражение L1 ложно, то выполняется группа 
операторов g7 и затем происходит выход из всей схемы.

На основании приведенного примера можно заключить, что 
на фортране 77 можно написать достаточно сложные логические 
схемы, используя удобные структурные логические операторы.

_Р В качестве основного ограничения использования вложенных
■ логических операторов выступает следующее правило: недопустима 
ВПередача управления извне IF или ELSE оператору, находящемуся 
I (внутри, т. е. без проверки логического выражения.

Ни один из операторов группы g l не может быть 
[оператором GO ТО, передающим управление какому-либо опе
ратору группы g2.

IF (L I) THEN 
g l

IF (L2) THEN 
g2

IF (L3) THEN 
g3

ENDIF

ELSE
g7
ENDIF

ELSE
g6
ENDIF

g4

g5
ENDIF

ELSE IF  (L4) THEN

ELSE



3.5.3. Расширение возможностей ввода— вывода. Единицей вво
да вывода в фортране 77 является запись. Физическое представле
ние записи зависит от конкретной ЭВМ. Записью может быть 
строка печати или строка файла на магнитном диске.

Записи делятся на форматные и бесформатные. Последняя запись 
файла называется записью конца файла. Файлу можно дать имя. 
связать с определенным каналом ввода — вывода с помощью 
логического номера устройства. Запись в файл можно ввести, вывести 
в двух режимах: в последовательном доступе, в прямом доступе. 
В последовательном доступе N  записей переписывается в файл 
последовательно начиная с 1-й: 1, 2, ..., iV, записи считываются также
последовательно в том же порядке 1, 2......N. В прямом доступе
можно ввести или вывести любую запись, указав номер п, \ ^ n ^ N .

Файл имеет указатель, который при первом обращении к нему 
или при открытии файла устаналивается на запись номер 1. При 
каждом следующем обращении указатель передвигается по записям 
до встречи записи конца файла.

В последовательном файле записи должны быть либо только 
форматные, либо только бесформатные, длина записей может 
быть различной. В файле прямого доступа записи должны быть 
еще и одинаковой длины.

Обращение к файлам последовательного и прямого доступа —  
различное.

Общий вид операторов READ и WRITE в фортране 77 
следующий:

READ (<управляющий список» (список ввода),
WRITE ((управляющий список» (список вывода),

где управляющий список может состоять из элементов
UN IT =  , FM T = , REC = , END = , ERR =  , IOSTAT =

или в переводе на русский язык
устройство = , формат= , запись =  , конец файла = , ошибка = , 
статус вв-вы =  ;

в правой части равенства помещаются элементы согласно При
ложению 2.

Частным случаем ввода, вывода форматной записи является 
рассмотренный в 3.2. пример

READ (UN IT =  5, FMT = I) X. Y 
1 FORMAT (2F6.3)

WRITE (UN IT = 6, FM T = 1) А. В, С
где опускались левые части равенств управляющего списка

READ (5, 1) X, Y 
1 FORMAT (2F6.3)

WRITE (6, I) А, В, С
Эта форма правильна и в фортране 77, но если в управляющем 
списке отсутствует U N IT  = , то номер устройства должен стоять
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на первом месте, если отсутствует FM T = , то метка формата 
должна быть на втором месте списка. Например,

READ (5, 1, REC = 15, IOSTAT = I, ERR =10, END = 20) X
означает ввод на устройстве 5 по формату с меткой 1 записи 
15. в случае ошибки переменной I будет присвоено положительное 
значение, равное индексу ошибки ввода, или отрицательное, если 
обнаружен конец файла, при безошибочном вводе или если не 
найден конец файла переменная I будет равна нулю.

Меткой 10 помечен оператор, на который передается управление 
в случае ошибки, меткой 20 — оператор, которому передается 
управление, если обнаружен конец файла.

Если ввод осуществляется из бесформатного файла, то простей
шая форма оператора READ (без контроля ошибок ввода и конца 
файла) может быть такой:

READ (5) А
Здесь 5— логический номер устройства, с которого будет считана 
очередная запись для элемента А.

При бесформатном вводе — выводе экономится время выполне
ния этих операций за счет отказа от преобразования данных, 
обеспечивается большая точность в выведении данных и, как 
правило, экономится место, требующееся для хранения файла. 
Бесформатный ввод— вывод обычно используется, когда вывод 
данных из некоторой программы впоследствии должен быть 
вводом в эту или другую программу.

3.5.4. Операторы OPEN, CLOSE. Прежде чем файл окажется 
доступным для операторов ввода — вывода (READ, WRITE) на 
логическом устройстве, файл должен быть создан и связан с этим 
устройством. Обычно это можно сделать вне фортран-программ, 
в рамках операционной системы: устройство 5 связывается с вво
дом— выводом на дисплее, 6— с АЦПУ. Поэтому операторы 
READ, WRITE будут передавать данные по этим каналам (5, 6) 
без каких-либо усилий со стороны пользователя.

Однако если требуется несколько каналов ввода — вывода 
в программе, то необходимо уметь управлять связью файлов из 
самой программы. Это, например, делают, чтобы сохранить 
промежуточные результаты программы в файле данных для 
дальнейшего продолжения вычислений.

Оператор OPEN (открыть) создает новый файл и связывает 
его с устройством либо связывает с устройством уже существующий 
файл. В любой момент один файл должен быть связан только 
с одним каналом.

К  концу выполнения программы все открытые файлы програм
ма должна сама закрыть (хотя закрыть может и операционная 
система, но это плохой стиль программирования).

Оператор OPEN имеет следующий вид:
OPEN «список открытия»
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Список открытия может состоять из элементов
U N IT  = , FILE = , STATUS = , FORM = , BLANK 
IOSTAT;

ERR

здесь в правой части равенств помещаются элементы согласно 
приложению 2. определяющие список открытия. Например,

U N IT  ==8
FILE = 'IN TE G R A L '

STATUS =  OLD '

ACCESS = SEQUENTIAL'

FORM = FORMATTED

RECL = 80

BLANK = ZERO

ERR = 10, IOSTAT = I

— номер устройства,
— имя файла, который должен 

быть связан с устройством 
8; если файла не существует, 
то он создается;

—  файл существует; если не су
ществует— указать «NEW»; 
если создается временный с 
удалением после закрытия 
— указать «SCRATCH»;

— файл последовательного до
ступа; если прямого — ука
зать «DIRECT»;
доступ с форматным вво
дом— выводом; если с бес
ф о р м а т н ы м  у к а з а т ь  
«UNFORMATTED»;

—  длина записи в символах 
для файлов прямого досту
па, для последовательного 
доступа описатель опустить;

— все пробелы в числовых по
лях будут интерпретиро
ваться нулями; если нужно, 
чтобы пробелы игнорирова
лись. указать «NULL»

—  имеют тот же смысл, что в 
п. 3.5.3.

Этот файл может быть прочитан с помощью форматных операто
ров ввода — вывода, например таких;

READ (8. 1) (A,(J), J = I, 16)
1 FORMAT (F5.3)

Файл отсоединяется от устройства с помощью оператора 
CLOSE. Оператор имеет следующий вид:

CLOSE (<список закрытия»

Список закрытия может содержать следующие элементы:

U N IT = , IOSTAT = , ERR = , STATUS =
Все элементы, кроме последнего, уже были определены.
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STATUS = KEEP'— файл сохраняется после закрытия;
«DELETE», если файл должен быть 
удален; если этот элемент опущен, то 
будет использован «КЕЕР».

Например, закрытие файла (без контроля ошибок) с сохране
нием на устройстве 8 можно выполнить оператором

CLOSE (8)
3.5.5. Вычисления с двойной точностью. Для оценки вычислитель

ной погрешности бывает необходимо преобразовать программу, 
выполняющую вычисления с одинарной точностью, в программу, 
вычисляющую с двойной точностью. Для этого следует:

1) преобразовать все вещественные константы в константы 
с двойной точностью, например

I .E - 6 - 1 . D - 6
2) Описать все вещественные переменные, массивы как перемен

ные двойной точности, например
REAL А, X (8)-*DOUBLE PRECISION А, Х(8)

3) преобразовать спецификации форматов ввода— вывода 
к двойной точности; данные двойной точности вводятся и выводят
ся с помощью спецификации формата

D т.п

где т — общее число позиций, я — число цифр после десятичной 
точки. Эта спецификация аналогична формату Ет.п с учетом 
того, что теперь увеличивается возможное количество знаков после 
десятичной точки до 17; например, возможно задать такой формат

D20.13
4) Использовать во всей программе функции двойной точности, 

для этого библиотечные функции необходимо заменить на стандарт
ные функции двойной точности, такие, как

DSQRT, DEXP, DCOS 
а функции-подпрограммы употреблять с описанием типа, например

DOUBLE PRECISION SM ALL(A . В)
3.5.6. Обобщение описания размерност и. В фортране 77 размерность 

можно описывать задавая верхнюю и нижнюю границы. Например, 
для одномерного массива А можно описать размерность в форме

DIMENSION А (л,: п2)

где л ,, п2 могут быть целыми арифметическими выражениями. 
[ Если я, опускается, то, как и в фортране 66, нижней границей
■ считается 1.

Так как я,, п2 — выражения, то они могут принимать отрица
тельные, нулевые и положительные значения: должно быть только 
n2> n t.

\
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Например, оператор
DIMENSION Л ( — 2:2)

описывает массив из пяти элементов
А ( —2), А (— 1), А(0), А(1), А(2),

а оператор
DIMENSION A(0:2*N  +1)

при N = 2 описывает массив из шести элементов
А (0). А(1). А (2), А(3), А (4). А (5)

Последний пример указывает, что такое расширение описания 
удобно в алгоритмах вычислительной математики, где часто 
нумерацию элементов массива начинают с нуля.

Фортран 77 допускает употребление семимерных массивов 
в отличие от трехмерных фортрана 66.

3.5.7. Оператор цикла. Запись оператора цикла DO следующая:
DO я, i = m x, т 2, т 3

здесь п — метка последнего оператора цикла, i — переменная целого, 
вещественного типа или двойной точности; ш ,, т 2, т 3 — арифмети
ческие выражения над величинами целыми, вещественными или 
двойной точности. Например, возможен такой оператор цикла

DO 2, X = X0. X I, - Н
Еще одним важным отличием оператора цикла фортрана 77 

является то, что цикл может ни разу не выполняться. В фортране 
66 цикл по крайней мере выполняется один раз, так как проверка 
значения переменной / цикла производится в конце цикла (не 
превышает ли /' значение т2), поэтому в фортране 66 цикл

DO 2 1 =  1, 0
один раз выполняется. В фортране 77 такая проверка осуществляе
тся перед выполнением цикла, а выход из цикла происходит, 
если i> m 2.

Кроме того, переменная »' сохраняет свое значение после 
выхода из цикла и может использоваться в следующих операторах. 
Таким образом, операторы

DO 2 1 = 1, 100

2 CONTINUE 
M =  I

приведут к тому, что переменной М будет присвоено значение 
М = 101.

Запятая в операторе после метки п не является обязательной, 
но она оберегает пользователя от некоторых возможных ошибок, 
которые не просто обнаружить.
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Г л а в а  4

СИСТЕМНЫЕ И ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ 
ПРОГРАММЫ

•  4.1. Введение

4.1.1. Три типа программ. Все используемые на ЭВМ программы 
могут быть разделены на три типа:

1) прикладные программы;
2) системные программы;
3) инструментальные программы.
Прикладные программы разрабатываются для решения на 

ЭВМ конкретных научно-технических задач, как правило, специ
алистами той предметной области, где используются результаты 
вычислений. Например, прикладные программы решают задачи 
тепломассоперсноса в реакторах АЭС, устойчивости системы упра
вления летательных аппаратов, надежности строительных конст
рукций. управления объектами в реальном масштабе времени 
и  т. п. Прикладные программы создаются на различных языках 
программирования, в частности на фортране.

Разработка прикладного программного обеспечения решения 
задач — наиболее массовый вид программирования, которым заня
ты большинство специалистов — непрофессионалов в программиро
вании.

Два других типа программного обеспечения (системные и ин- 
I струментальные программы) разрабатываются профессиональными 
программистами.

Системные программы выполняются вместе с прикладными 
программами и служат для управления ресурсами ЭВМ централь
ным процессором, памятью, вводом— выводом. Это программы 
общего пользования, которые предназначены для всех пользовате
лей ЭВМ. Системное программное обеспечение разрабатывается 
так. чтобы ЭВМ эффективно могла выполнять различные приклад
ные программы. Оно состоит из двух больших групп программ:

1) операционные системы (ОС);
2) системы управления базами данных (СУБД).

Вторую группу системных программ (СУБД) мы не рассматриваем; 
основные задачи ОС излагаются ниже.

Инструментальные программы — это программы, которые не 
участвуют на этапе выполнения прикладной программы, но служат 
Для разработки прикладных (и системных) программ. К инструмен- 

ьным программам, например, относятся:
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1) редакторы;
2) трансляторы;
3) программа-библиотекарь;
4) отладочные программы;
5) графические пакеты программ;
6) построители блок-схем.

Наиболее широко из инструментальных программ используются 
редакторы и трансляторы с языков фортран, паскаль и т. п.

4.1.2. Операционная система. Название большого набора про
грамм— операционная система— связано с тем, что до появления 
таких программ соответствующую работу выполняли операторы 
ЭВМ. Перечислим основные задачи, решаемые ОС.

1. Управление ресурсами ЭВМ: регистрация и реакция на 
аппаратные сбои, распределение заданий разных пользователей, 
реакция на прерывания: составление расписаний работ; распределе
ние памяти, внешних устройств.

2. Дополнение к прикладным программам: загрузка прикладных 
программ; связь различных частей программ; управление вводом—- 
выводом.

3. Управление хранением данных и программ: хранение данных 
и программ, не зависимое от физических устройств.

4. Управление связью между программами, выполняемыми на 
различных вычислительных устройствах.

5. Взаимодействие пользователя и ОС через терминалы (алфа
витно-цифровые дисплеи, графические дисплеи и т. п.).

6. Защита программ и данных от несанкционированного 
доступа.

7. Диагностика аппаратуры, данных и программ, восстановле
ние, дублирование программ, данных и аппаратуры.

Следует заметить, что ОС выполняют фактически коллективное 
обслуживание различных пользователей с основной целью — макси
мально загрузить ЭВМ. Эта цель, как правило, вступает в про
тиворечие с целью пользователя, который предпочитает моно
польно владеть всеми ресурсами машины. Поэтому следует ясно 
представлять, что за услуги ОС необходимо платить пользователю 
уменьшением оперативной памяти на величину, где размещается 
ядро ОС, уменьшением размера внешней памяти, где располагается 
остальная часть ОС. Очевидно, что уменьшается быстродействие 
прикладной программы, поскольку часть времени работы ЭВМ 
тратится на выполнение программ ОС. И все же эти издержки 
обходятся пользователю гораздо дешевле, чем разработка собствен
ных программ, выполняющих некоторые функции ОС.

Пользователю ЭВМ важно знать характеристики различных 
ОС, которые могут работать на одной и той же аппаратуре, 
чтобы выбрать (если имеется такая возможность) наиболее под
ходящую для решения своих задач. Пользователь должен иметь 
достаточную информацию об ОС, которая применяется на машине, 
чтобы знать, почему, как и когда что-либо происходит в системе
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ФАЙЛ 1 ИНСТРУКЦИЯ К  ПРОГРАММЕ B 0 A 0  |

Ф АЙ Л  2 НАБОРЫ НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ К ПРОГРАММЕ B 0 A 0  |

Ф АЙЛ 3 ТЕКСТ ФОРТРАН-ПРОГРАММЫ B 0 A 0  |

Ф АЙ Л  А ТЕКСТ ГЛАВНОЙ ФОРТРАН-ПРОГРАММЫ, 1 
ИСПОЛЬЗУЮЩЕЙ B 0 A 0  1

Рис. 4.1

4.1.3. Инструментальные программы. Рассмотрим программу 
редактор и программу-транслятор.

Программа редактор служит для формирования, исправления 
и хранения файлов, которые могут представлять собой наборы 
текстовой информации, наборы числовой информации, программы 
на алгоритмических языках (рис. 4.1). Процесс редактирования 
состоит из нескольких этапов:

1) открытие файла:
2) запись в файл;
3) редактирование (исправление) файла.
Если программа редактор готова принять команды редактирова

ния файла, то она отводит рабочую область в оперативной 
памяти ЭВМ, называемую буфером. Информация, хранящаяся 
в буфере, не остается по окончании сеанса связи с ЭВМ. Для 
длительного хранения ее необходимо записать в файлы на дисках, 
лентах и т. п.

По командам пользователя можно открыть файл для редактиро
вания— это входной файл. Информация по командам редактора 
поступает из входного файла в буфер редактирования, там 
обрабатывается и направляется в выходной файл (рис. 4.2). Есть 
специальные команды, по которым один и тот же файл объявляется 
как входным, так и выходным.

Существуют разнообразные редакторы, которые отличаются 
командами ввода информации, исправления ошибок (редактирова
ния). но принципиального отличия они не имеют. Основные 
команды типичного редактора рассмотрены в 4.3.

Программа транслятор— это вторая из инструментальных 
программ, с которой пользователь работает после редактора.

Рис. 4.2
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ФАЙЛ ФОРТРАН-ПРОГРАММЫ j
ТРАНСЛЯТОР

ОПЕРАТИВНАЯ
\ Ч

Ф АЙЛ ОБЪЕКТНОГО КОДА !

ПАМЯТЬ
\ ,

N Ф А Й Л  ЛИСТИНГА |

Рис. 4.3

Основной задачей транслятора является перевод программы, напи
санной на алгоритмическом языке, например фортране, в последова
тельность команд, почти готовых для выполнения ЭВМ. Оттрансли
рованная программа называется объектным кодом.

Часто вместо транслятора употребляется инструментальная 
программа компилятор. Отличие программы компилятора от 
транслятора состоит в том, что компилятор кроме трансляции 
добавляет еще в программу нужные подпрограммы.

Транслирующая программа не может перевести исходную 
фортран-программу в форму, готовую для выполнения, хотя бы 
потому, что исходная программа может состоять из нескольких 
самостоятельных программных единиц, которые можно транслиро
вать независимо. Следовательно, необходима еще программа —  
компоновщик или, что то же самое, редактор связей, построитель. 
Работа с типичным построителем описана в 4.3.

Транслятор на входе имеет файл, содержащий текст фор
тран-программы, на выходе он может иметь два файла. В одном 
файле содержится объектный код, другой файл, называемый 
файлом листинга, содержит текст фортран-программы с указа
телями допущенных пользователем ошибок (рис. 4.3).

Транслятор обнаруживает как синтаксические ошибки (наруше
ние правил записи операторов), так и семантические (смысловые). 
К  семантическим ошибкам относится, например, применение опера
тора GO ТО п с отсутствующей меткой п в тексте программы

После трансляции, если есть ошибки, обнаруженные транслято
ром, пользователь выводит на терминал или АЦ П У файл листинга 
Затем следует возвратиться на этап редактирования, исправить 
ошибки и вновь уже исправленную фортран-программу трансли
ровать. Весь описанный процесс: редактирование и трансляция —  
повторяется до тех пор, пока не будет получена безошибочная 
(с точки зрения транслятора) фортран-программа.

Таким образом, две инструментальные программы— редактор 
и транслятор— помогают пользователю подготовить прикладную 
программу для дальнейшего выполнения, т. е. проведения вычисле
ний.

Не следует думать, что успешная трансляция программы— за
лог ее успешного выполнения. Программа будет выполняться 
с заданными входными числами, которые могут привести к ошибоч
ным операторам, например, с точки зрения операций над числами
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в ЭВМ: извлечение квадратного корня из отрицательного числа, 
выход за допустимый диапазон представления чисел (переполнение), 
логарифм отрицательного числа и т. п.

В этом случае необходимо тщательно проверить соответствие 
программы блок-схеме алгоритма. Поиски ошибок в программе 
и алгоритме составляет ту часть технологии вычислений, которую 
обычно называют отладкой.

Мног ие трансляторы предоставляют возможность специальным 
образом вводить отладочные операторы (например, операторы 
вывода), которые легко убрать из программы после отладки 
(см. 4.3).

ф 4.2. Элементы операционных систем

4.2.1. Введение. В настоящем пункте рассматриваются следую
щие вопросы: почему, что и как происходит в операционных 
системах. Изучаются только основные задачи ОС из тех, что 
перечислены в п. 4.1.2, а именно управление: памятью, процессором, 
устройствами, файлами, системой.

Изложение ведется на уровне общих понятий, для изучения 
деталей можно обратиться к специальной литературе [12, 14].

4.2.2. Управление памятью. Оперативная память — это тот 
ресурс ЭВМ. без которого нельзя выполнить программу. В любой 
момент времени, за исключением нескольких, все ячейки не 
используются. Они служат для хранения данных и программ 
одного или нескольких пользователей. Программы, которые 
ожидают выделения оперативной памяти, расположены во внешней 
памяти (например, на дисках). Часть оперативной памяти занята 
ядром ОС. Ядро О С — набор управляющих программ, постоянно 
расположенных в оперативной памяти и обеспечивающих фу
нкционирование ОС.

Существует несколько стратегий распределения памяти, являю
щихся важной характеристикой ОС. Мы рассмотрим одну из 
наиболее простых стратегий, а именно распределение разделами 
с фиксированными границами.

Пусть вся оперативная память содержит 256 К байт, ядро ОС 
занимает 32 К. Тогда можно оставшуюся часть памяти разбить, 
например, на четыре раздела (рис. 4.4), которые содержат: 1 раз
дел— 32 К, 2— 4 раздела— 64 К. С каждым разделом связывается 
очередь задач, которые соответствуют по размеру памяти раздела. 
Затем специальная программа — загрузчик считывает программу 
задачи, программы библиотеки, необходимые для нее, и настра
ивает (устанавливает физические адреса) на раздел выполнения.

Программа, подлежащая загрузке и настройке, как раз и есть 
программа в объектном коде, которая получается в результате 
работы транслятора.

Режим работы, при котором в оперативной памяти может 
находиться несколько программ, называется мультипрограммирова-

X
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Рис. 4.4

нисм. Основная цель мультипрограммирования максимально за
грузить процессор. Действительно, если некоторая программа 
перейдет в неактивное состояние (например, ждет ввода), то 
в памяти всегда есть программа, готовая к выполнению, а следова
тельно. процессор будет хорошо загружен.

Важной проблемой мультипрограммирования является зашита 
системных программ, а также программ пользователей в своих 
разделах от возможных обращений к ним из соседних разделов, 
что приводит к порче программ и данных. Некоторые виды 
защиты реализуются аппаратно, некоторые выполняет ОС. На
пример, если из программы произойдет обращение к элементу 
массива, который при расчете его адреса оказывается в соседнем 
разделе, то ОС аварийно прерывает вычисления и выдает соот
ветствующее сообщение.

4.2.3. Управление процессором. Процессор- ресурс ЭВМ. без 
которого нельзя выполнить программу. Выполнение программы 
называется процессом. Мультипрограммное использование одного 
процессора может создать иллюзию, что каждый процесс использу
ет процессор независимо от остальных. Эту иллюзию создают 
программы управления процессором ОС, а именно: п.шнировщик 
задай; диспетчер.

Планировщик выбирает из очереди задач программу и создает 
процесс, готовый к выполнению: выделяется оперативная память, 
внешняя память, файлы. Затем диспетчер управляет очередями 
готовых к выполнению процессов, выполняющегося процесса (только 
один) и заблокированных процессов, которые находятся в ожидании 
некоторого события (например, ввода или вывода). Наконец, 
планировщик завершает процесс после его полного выполнения.

Существуют различные процедуры организации работы диспет
чера. Рассмотрим сравнительно простую и популярную цикличес
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кую процедуру. В ней каждому процессу о очереди выделяется 
одинаковый квант времени Д г (0,1 — 1 с), в конце которого, если 
процесс не завершился и не заблокирован, он снимается с процес
сора и ставится в конец очереди. В конец очереди ставятся 
появившиеся готовые и разблокированные процессы. Существенно 
влияет на управление очередью квант времени А/ и смесь процессов 
(короткие или длинные по времени выполнения).

Для совместного функционирования диспетчера, выполняющего
ся процесса и ввода вывода в ОС организуются прерывания. 
Прерывание— это передача управления из выполняемого процесса 
на процесс обработки прерываний. Прерывание происходит по 
сигналу от таймера, когда истек квант времени At или по сигналу, 
что ввод — вывод завершен; это внешние прерывания. Прерывание 
может происходить из-за переполнения, деления на нуль, обращения 
к запрещенным ячейкам памяти т. п.

В момент прерывания аппаратура ЭВМ выполняет следующие 
действия:

1) в некоторую ячейку памяти заносится характеристика преры
вания;

2) запоминается состояние прерванного процесса;
3) в счетчик команд заносится адрес, характерный для типа 

прерывания.
Затем выполняется программа обработки прерываний ОС, 

а также действия, соответствующие конкретному прерыванию, 
и возобновляется нормальная работа. В зависимости от тина 
прерываний процесс может быть продолжен, либо заблокирован, 
либо поставлен в конец очереди.

4.2.4. Управление устройствами. Управление работой устройств 
ЭВМ (алфавитно-цифровой дисплей, графический дисплей, магнито
фон, АЦ П У и т. п.) осуществляется путем передачи им управляю
щих сигналов. Многие из устройств электромеханические, не 
электронные и поэтому работают значительно медленнее, чем 
процессор, и. кроме того, асинхронно с ним. Эта несогласованность 
приводит к тому, что некоторое время процессор и устройство 
могут не быть в состоянии готовности обмениваться информацией. 
Операционная система должна сохранить в оперативной памяти 
данные, переданные процессором или устройством, но еще не 
полученные устройством или процессором. Такие области памяти 
называются буферами.

Чтобы согласовать работу быстрого процессора с медленными 
устройствами ввода вывода (они должны работать параллельно 
с процессором), применяются аппаратные средства, называемые 
каналами или периферийными процессорами Схема связи оператив
ной памяти (ОП) с устройством ввода вывода (ВВ) через канал 
(К ) показана на рис. 4.5, где У У  — устройство управления соот
ветствующего ввода — вывода. Е.ли канал могут попеременно 
использовать несколько медленных устройств, то он называется 
мультип. Iексным.

X
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Рис. 4.5

Программы ОС, которые выполняют алгоритмы управления 
вводом — выводом, называются драйверами. Для каждого запроса 
ввода — вывода из выполняемой программы драйвер строит каналь
ную программу или только ее часть, если тип устройства был 
известен транслятору (указали явно номер канала 6 в операторе 
WRITE (6, 1). 6— АЦПУ). Драйвер составляется для каждого типа 
устройства; эта программа обрабатывает прерывания возникающие, 
в частности, при ошибках ввода— вывода. Аппаратная часть 
системы ввода— вывода из-за присутствия механических деталей 
подвержена износу и приводит, как правило, к более частым 
сбоям в работе, чем электроника. Поэтому в драйвере предус
матриваются повторные обмены, если обнаружена ошибка ввода — 
вывода, или прекращение процесса в случае неисправимой ошибки 
с предоставлением информации о виде ошибки.

Контроль правильности ввода вывода осуществляется различ
ными способами. Рассмотрим простейший контроль записи — чте
ния байта. К каждому байту добавляется информационный бит, 
который принимает значение 0 или 1 в зависимости от содержимого 
байта, но всегда так, чтобы сумма битов была нечетной для 
любого байта (рис. 4.6). С помощью суммирования проверяется 
четность каждого байта в процессе чтения. Нарушение четности 
свидетельствует об ошибке, а драйвер должен прервать ввод — 
вывод и отреагировать на ошибку.

4.2.5. Управление файлами. Система управления файлами являет
ся частью операционной системы, которая освобождает пользовате
ля от трудностей, связанных с хранением файлов вне ЭВМ. 
а также предоставляет возможность нескольким пользователям 
обращаться к одному и тому же файлу. Файловая система 
обеспечивает; I) независимость от процессора и внешнего устрой

ства хранения файла,
< :--------------- Б А Й Т  ---------------- > и

О

О О 
Рис. 4.6

возможность обраще
ния к файлу по сим
волическому имени;
2) защиту информа
ции от сбоев техничес
ких средств и про
грамм, от несанкцио
нированного доступа
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Рис. 4.7

|

к файлам; 3) простые средства общения пользователя с системой 
и эффективно распределяет внешнюю память под файлы.

Основные функции системы управления файлами делятся на 
два класса: пользовательские и автоматические.

По командам пользователя файл можно:
ПРОЧИТАТЬ: ЗАПИСАТЬ;
СОЗДАТЬ; УНИЧТОЖИТЬ;
КОПИРОВАТЬ; ПЕРЕИМЕНОВАТЬ.

Автоматические функции (без участия пользователя):
ПЕРЕМЕЩЕНИЕ ФАЙЛА

■ к которому редко обращается пользователь, во внешнюю (более 
I медленную) память;

Д АМ П ФАЙЛОВ
| (сброс файлов на внешние носители для предотвращения потери 

информации);

Ь1 ВЕДЕНИЕ КАТАЛО ГА ФАЙЛОВ
тоит в организации системы файлов и хранении информации 
них и их расположении в памяти.
Каждый файл в операционной системе должен иметь уникальное

■ имя. Это имя присваивается системой путем добавления к имени 
i фай I а пользователя некоторых атрибутов самого пользователя 
I  (его кода) либо добавлением времени создания файла (в одно- 
| процессорных системах).

Доступ к информации в файле осуществляется в два этапа:
1) определение по имени его расположения;
2) поиск записи по ее позиции в файле.
Первый этап выполняется с помощью каталогов, которые 

| могут быть организованы различными способами. Например, при 
(древовидной организации каждая часть имени файла определяет 
Ветвь, по которой следует перейти на следующий уровень дерева
I  (рис. 4.7). Каждая вершина каталога является справочником соот- 
fb e ic iвмощего уровня, например, имя файла в двухуровневом
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каталоге В; а на рис. 4.7. однозначно определяет путь по имени 
файла до его расположения.

Управление доступом к файлам осуществляется системой с по
мощью разбиения всех пользователей на классы. Обычно исполь
зуются следующие четыре класса:

I. Владелец файла.
II. Друг владельца.
III. Назначенный пользователь.
IV. Рядовой пользователь.

Пользователи разных классов имеют разные права доступа к файлу 
Типичный список прав:

1. Нет прав.
2. Знание о существовании файла.
3. Можно выполнить программу, нельзя скопировать.
4. Можно прочитать файл, выполнить программу, скопировать.
5. Можно добавить данные в конце файла.
6. Корректировка файла.
7. Изменение защиты файла.
8. Уничтожение файла.
Обычно каждое право включает все права, предшествующие 

в списке. Защита файла устанавливается указанием верхнего уровня 
прав для каждого класса. Можно установить, например, соответ
ствие: I — 8, I I— 5, I I I— 4, IV — 3. Некоторые операционные системы 
право доступа к файлам определяют паролями, которые не 
разглашаются пользователями.

4.2.6. Управление системой. Операционные системы берут на 
себя большую часть той работы, которую раньше выполнял 
оператор, но не всю. Соотношение между объемом, выполняемым 
на ЭВМ оператором, и операционной системой для разных систем 
сильно отличается.

В некоторых системах оператор включает ЭВМ, устанавливае i 
носители информации, а остальное выполняет ОС; в других на 
оператора возлагается множество функций по поддержанию вы
числительной системы.

В любом случае пользователь должен взаимодействовать либо 
с операционной системой, либо с оператором. Эти взаимодействии 
осуществляются на языке команд системы.

В диалоговом режиме запросы пользователя на языке команд 
обрабатываются при йх появлении интерпретатором языка команл 
иногда называемого оболочкой (в отличие от ядра). С помощью 
языка команд пользователь задает операционной системе програм
му действий. Такой язык может быть одновременно и языком 
программирования (как в системе UNIX). Большинство ОС 
предоставляют пользователю помощь по языку команд, которую 
можно получить командой HELP— «помоги».

Всюду в этом пункте предполагалось, что в памяти ЭВМ 
находится несколько программ, по крайней мере ядро ОС 
Программы в память помещаются загрузчиком. Однако сам
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память с помощью начального загрузчика. Эта процедура называет
ся загрузкой ОС.

Потребность в загрузке ОС возникает: 1) после включения 
ЭВМ; 2) после обнаружения ошибок в работе ОС, которые не 
удается устранить другими способами. Число перезагрузок ОС 
в день определяет качество используемой системы.

Начальный загрузчик обычно реализуется аппаратно, вызывает
ся нажатием клавишей в оперативную память и начинает выполне
ние программы вызова в память основного загрузчика. В функцию 
начальной загрузки входит очистка памяти («обнуление» содер
жимого всех ячеек).

4.3.7. Разработка операционных систем. Разработка операцион
ных систем, как можно заключить из краткого описания решаемых 
ОС задач, довольно трудоемкое занятие, требующее высокой 
квалификации программиста. Небольшую ОС с ограниченными 
возможностями вполне по силам написать одному программисту. 
Для сравнения с ОС ЭВМ IBM-360, 370 приведем затраты на 
их создание, которые оцениваются несколькими миллиардами 
долларов в течение 25 лет.

Как правило, разработку ОС обеспечивают создатели серии 
ЭВМ, поскольку без ОС машина не найдет широкого применения 
у пользователей.

В следующем пункте рассматривается ОС реального времени, 
устаналиваемая на серию мини-ЭВМ. Зарубежным аналогом являет
ся ОС RSX И М  фирмы «DEC».

В последнее время получает все большую популярность опера
ционная система U N IX  (аналог ИНМОС), разработка которой не 
была связана с производителями ЭВМ. В ней нашли отражение 
последние достижения в теории программирования. Она может 
быть установлена на ЭВМ различных классов от микро- до 
супер-ЭВМ.

Возможно, что широкое распространение этой ОС в ближайшие 
годы потребует изучения именно этой системы уже на начальном 
этапе обучения. Подробнее познакомиться с ОС U N IX  можно 
в [14].

•  4.3. Система реального времени

I. 4.3.1. Введение. В этом разделе рассматриваются системные 
и инструментальные программы, которые обычно входят в операци
онную систему реального времени ОС РВ. Это одна из нескольких 
операционных систем, устанавливаемых на ЭВМ серии мини-машин 
СМ Архитектура и состав технических средств таких машин 
описаны в гл. 1.

Как отмечалось в 4.2, инструментальные программы не отно
сятся к операционной системе. Однако, если понимать под 
системой реального времени ОС РВ объединение системных
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и инструментальных программ, т. е. систему программирования 
(вычислительную среду) ЭВМ, то обосновано совместное рас
смотрение этих программных средств в 4.3.

Не все обшие понятия, введенные в 4.1 и 4.2, нашли свое 
отражение в этом разделе. Более подробно с системой програм
мирования ОС РВ, а также с другой системой ОС РАФОС для 
мини-ЭВМ можно познакомиться в [5, 7).

4.3.2. Обшие сведения о системе. Операционная система реаль
ного времени ОС РВ предназначена для работы с вычислительными 
комплексами на базе серии микро- и мини-ЭВМ: «Электроника 60», 
НЦ-80, Д В К1— ДВКЗ, СМ З. СМ 1300, «Электроника 100/16», 
СМ 4. СМ 1400, СМ 412, СМ 1420. СМ 1600, «Электроника 100/25», 
«Электроника 79».

Система рассчитана на работу с разнообразным оборудованием. 
Версия системы генерируется в зависимости от применения системы: 
от небольших систем для лабораторных исследований до больших 
систем обработки данных и управления.

Система ОС РВ ориентирована на магнитные диски и использует 
их как для сохранения системы и системных задач, так и в качестве 
основного носителя данных.

ОС РВ— мультипрограммная операционная система. Параллельное 
выполнение многих задач в режиме реального времени обеспечивается 
благодаря диспетчеризации, разбиению памяти на разделы, временной 
выгрузке задач на магнитный диск. Задача выполняется в разделе.

Система ОС РВ обеспечивает обслуживание многих терминалов, 
причем любой из них можно использовать в качестве командного 
терминала и вводить с него команды запуска, приостанова, отмены 
задачи.

Задачи в системе ОС РВ могут быть написаны на следующих 
языках программирования: макроассемблер, фортран, паскаль, 
бэйсик, кобол, си и др.

Минимальный комплект оборудования, необходимый для функ
ционирования ОС РВ: центральный процессор, алфавитно-цифровой 
терминал, начальный аппаратный загрузчик, оперативная память 
(емкость 32 К  байт или 48 К байт в зависимости от типа 
процессора), магнитный диск кассетного типа, таймер.

Максимальный размер оперативной памяти, например, для СМ
4 составляет 256 К  байт, для «Электроники 79»— 4 М байт, из 
них 8 К байт отводится для адресации внешних устройств.

Система ОС РВ позволяет работать с гибкими дисками, 
перфоленточным устройством ввода — вывода, магнитной лентой, 
а также с другими устройствами из номенклатуры СМ ЭВМ.

4.3.3. Наименование внешних устройств. Во время генерации системы 
все внешние устройства, закрепленные за системой, полностью 
описываются. Каждому устройству дается двухбуквенное имя 
и обязательный одно- или двузначный восьмеричный номер устройства 
(Например, DK3: — магнитный диск с номером 3). Если номер 
устройства опускается, система использует номер 0 по умолчанию
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Имена внешних устройств:
ТТ: — терминал,
LP: — АЦПУ,
М Т:— магнитная лента,
D K :— магнитный диск кассетного типа,
РР: — устройство вывода на перфоленту,
PR: — устройство ввода с перфоленты,
DP: — пакетный магнитный диск.

Вводятся также пссвдоустройства SY: и TI:
SY: — системное устройство. Обычно ему соответствует 

физическое устройство DK0:
TI: — терминал пользователя, за которым он работает.

4.3.4. Спецификация файла. Файл в ОС РВ. как и в любой 
файловой системе, имеет свое уникальное имя. Чтобы отличить 
файлы разных пользователей, вводится код идентификации пользо
вателя (КИП), который состоит из двух восьмеричных чисел, 
разделенных запятой, каждое в диапазоне от 0 до 377.

Пример.
1,15

234,3
27,153

Каждый КИ П  связывается с каталогом (справочником) 
пользователя, который содержит имена файлов данного пользо
вателя.

Любая системная программа в ОС РВ, которая обращается 
к файлам, делает это с помощью стандартной командной строки 
следующего вида:

ВЫВФ 1.......  ВЫВФ N = ВВФ 1.......  ВВФ N
где ВЫВФ -спецификация (характеристика) выводного файла, 
ВВФ— спецификация вводного файла.

Каждая спецификация файла (вводного или выводного) имеет 
следующий формат:

УСТР: (К И П ] ИМЯ ФАЙЛА. ТИП; ВЕРСИЯ/КЛЮ Ч 1 
.../КЛ Ю Ч  N

где УСТР: — физическое устройство, которое содержит файл, 
например DK1:
КИ П  — код идентификации пользователя.
Имя — может содержать до 9 буквенно-цифровых символов. 
Имя файла и тип всегда разделяются точкой.

Пример.
PROG I 
TEST
BIGMACCMD
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ТИП —  может содержать до трех буквенно-цифровых символов, 
является средством для различения файлов с одним и тем 
же именем. Например, программа на фортране может 
быть названа TEST.FTN, в то время как файл, содержа
щий объектный код этой программы, может быть назван 
TEST.OBJ. Тип файла и версия всегда разделяются 
точкой с запятой.

ВЕР- — восьмеричное число, используемое для обозначения раз- 
СИЯ личных версий файла. Когда файл впервые создается, ему 

приписывается номер версии, равный 1. Номер версии 
находится в диапазоне от 1 до 77777 (восьмеричное).

Пример.

TEXT. F1N;5
TEXT.OBJ;21

К Л Ю Ч — двухбуквенное имя в символьном коде идентифициру
ющее тип ключа. Пусть ключ обозначается SW. Тогда SW 
устанавливает действие ключа. / — SW или /NOSW 
отменяют действие ключа. За ключом могут следовать 
значения.

Пример.

/Т 1 :25: M AR . 84
/СР
/ L I : 3

Примеры спецификаций файлов:
1) DK0: [230,15 ]TEXT.FTN;3
Третья версия файла TEXT.FTN находится на магнитном диске 

D K 0 : b каталоге 230.15.
2) МТЗ: [1,200]DAN158.BIN;1
Первая версия файла DANI58.BIN находится на магнитной 

ленте МТЗ: в каталоге 1,200.
Если какие-то элементы спецификации файла пс указаны, то 

операционная система присваивает этим элементам определенные 
значения. Ниже слева указана отсутствующая спецификация, спра
ва значение, присвоенное системой.

УСТР — SY0: (системное устройство),
КИП — КИП, с которым пользователь вошел в систему,
ИМЯ — нет умолчания. Должно быть указано имя.
ФАЙЛА *  (неявное имя),
ТИП — умолчание устанавливается в зависимости от вызванной 

системной задачи,
ВЕР- — для вводных файлов— самый последний номер версии. 
СИЯ Для выводных файлов — последний номер версии +1, 
/КЛ Ю Ч  умолчание устанавливается в зависимости от вызванной 

системной задачи.
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Пример.
Пусть пользователь вошел в систему с КИ П , равным 3,162, 

и с помощью программы EDI (редактор текста) создал файл 
с именем TEXT.FTN. Тогда использование спецификации 
TEXT. FTN эквивалентно следующему:

SY0: [3,162]TEXT.FTN;1
В спецификации имени файла часто используется символ * ,  

который означает любой элемент. С помощью этого символа 
пользователь может одной командой задавать действие для 
нескольких файлов.

11 римеры.
1) * .F T N  означает все файлы с типом .FTN, такие, как 

TEXT.FTN, PROG.FTN и т .п .
2) PROG1.* означает все файлы с именем PROG1 и любым 

типом, такие, как PROG1.FTN, PROGl.OBJ и т. п.
3) PROG1.FTN; *  означает все файлы PROG1.FTN с любой 

версией, такие, как PROGl.FTN;12, PROGl.FTN;3 и т. п.
4) [ * ,  *  ]ТЕХТ. * ;  *  означает файлы во всех каталогах 

с именем TEXT с любым типом и любой версией.
4.3.5. Ввод с терминала. Имеется три типа отзыва, которые 

указывают, что терминал ожидает ввода:
1) Отзыв по умолчанию « >  ».
2) Отзыв задачи «TSK >  », где TSK — трехсимвольное имя 

задачи, например F O R > , Т К В > .
3) Отзыв программы связи с оператором «MCR > ».
Программа связи с оператором (интерпретатор команд MCR)

обслуживает команды пользователя, вводимые с терминала.
Терминал, готовый принять незапланированный ввод, выводит 

символ « >  ». Понятие «незапланированный ввод» предполагает, 
что нет специальной задачи, требующей ввод с терминала. Ввод, 
следующий за отзывом по умолчанию, всегда неявно предназначен 
для программы связи с оператором «MCR». Ввод после отзыва 
«TSK» предназначен задаче, выдавшей этот отзыв. Например, 
транслятор с фортрана выдает отзыв FOR > .

Для того чтобы явно передать управление программе связи 
с оператором, необходимо ввести C TRL/C  (одновременно нажать 
клавиши CTRL и С). Выдается приглашение MCR > ,  т. е. 
программа MCR требует ввода.

Ввод для программы MCR есть командная строка, которая 
содержит имя команды и требуемые параметры. Достаточно 
указать первые три буквы команды. Исключение составляет 
команда HELP. Имя команды отделяется от ее параметров 
пробелом. Параметрами команд MCR могут быть имя задачи, 
имя файла, спецификация устройства.

Примеры.
1) Вызвать транслятор с языка фортран

>  FOR <  C R >

N
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Здесь < CR > — нажатие клавиши возврата каретки.
2) Распечатать на терминале текущие время и дату

> T IM  < CR >

Для управления терминалом используются специальные симво
лы. В табл. 4.1 приведены некоторые клавиши или комбинации 
клавиш терминала VDT (Видсотон). Ввод кода, как уже выше 
отмечалось, с помощью комбинации клавиш, например «CTRL/Q», 
производится путем одновременного нажатия двух клавиш: «CTRL» 
и «Q». В скобках указано наименование клавиш для терминала 
«Электроника».

4.3.6. Вход и выход в системе. Каждому пользователю, желающему 
работать в ОС РВ. администратор системы назначает КИП и пароль. 
Вход в систему осуществляется по команде HELLO программы 
MCR. Система запрашивает ввод КИП и пароля.

Т а б л и ц а  4.1

Ввод с клавиатуры Действие

CTRL С
(СУ С)

Вызывает передачу управления программе MCR

TAB
(ГГ)

Вызывает перемещение к следующей позиции табуляции

C TRL/O  
(СУ О)

Используется для подавления и возобновления вывода 
на терминал

RFTURN
(ВК)

Вызывает окончание ввода строки и возврат каретки 
к началу строки

LINF. 
FEED 
(Г1С')

Вызывает перемещение к первой позиции на следующей 
строке

DEL
(ЗБ)

Удаляет последний введенный символ

CTRL S 
(СУ Q)

C TR L/Q  возобновляет вывод, приостановленный по 
rT R L /S

CTRL S
(('У  S)

Во время вывода вызывает приостанов вывода. Можно 
продолжить вывод по CTRL/Q

CTRL /U
(С У /U )

Вызывает удаление вводимой строки до символа « > ». 
Сопровождается на экране как "| U

CTRL г
(СУ Z)

Используется для завершения задачи. Сопровож
дается на экране ") Z
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Допустим, пользователю назначили КИ П , равный 3,162, и 
f пароль DIMA5. Тогда он может войти в систему следующим 
I  образом:

I  >  HEL 3,162 < CR >
I  PASSWORD: D IMA5 < CR >

Текст, выданный системой, здесь и ниже подчеркнут. Во время 
I  ввода пароля символы не отображаются на экране терминала.

После регистрации системой входа на терминал будет выведено: 
I  ОС РВ M U LTI — USER SYSTEM 
I COOP MORNING
I  Д ам  время LOGGED ON TER M IN AL имя терминала

Щ
Вывод подсказки « > » означает, что система готова к работе 

и ожидает ввод от пользователя.
После окончания работы выход из системы осуществляется по 

команде BYE программы MCR:

| >  BYE < CR >
На терминал выводится сообщение о завершении работы 

, данного пользователя:

HAVE A GOOD MORNING
Д ата время имя терминала LOGGED OFF

[ Для того чтобы снова начать работать в системе ОС РВ 
с данного терминала, необходимо задать команду HELLO и т. д.

Процесс регистрации входа и выхода позволяет системе хранить 
информацию о каждом пользователе.

4.3.7. Подготовка программы на фортране для выполнения. 
Процесс подготовки программы можно представить в виде схемы 
рис. 4.8. Из схемы видно, что процесс подготовки состоит из 

[нескольких шагов:
1) С помощью редактора текстов создается файл, содержащий 

[исходный текст программы на фортране.
: 2) Транслятор с языка фортран преобразует исходный файл 

в файл в объектном коде.
„ 3) Построитель задач преобразует файл в объектном коде 

в файл образа задачи, готовый к выполнению.
4) По команде RUN программы MCR файл образа задачи 

запускается на выполнение.
1  Для иллюстрации схемы прохождения фортран-программы рас
смотрим программу вычисления значения функции

/(дг)=дг2+0,0! sin(.v)
в точке х0, значения дс0 подлежит вводить с терминала. f (x 0) — вы
водить на терминал.

\
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РЕДАКТОР ТЕКСТА ( E D lT |

ИСХОДНАЯ ПРОГРАММА 
НА ФОРТРАНЕ

T ^ H C /W O H F O R )J

ОБЪЕКТНЫЙ КОД

I ПОСТРОИТЕЛЬ ЗАДАЧ (ТКВ) 

i  _ i
1

ОБРАЗ ЗАДАЧИ j КАРТА ПАМЯТИ

1
КОМАНДА MCR

----------- ± _
ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рис. 4.8

Э та п  1. Вход в систему. Схема прохождения фортран-програм- 
мы состоит из следующих этапов:
>_ HEL 3,162 < CR >
PASSWORD DIM A5 < CR >
ОС РВ M U LT I - USER SYSTEM 
GOOD MORNING

Э та п  2. Вызов программы «Редактор текста» (EDI), ввод 
текста программы:

_> EDI PROG. FTN <  CR >
CREATING NEW FILE
PAGE 0
INPUT
REAL XO.FX < CR >
READ (5,Ю)ХО < CR >

10 FORMAT (E13.6) < C R  >
FX = XO * *2+0.01 *SIN(XO) < CR >
WRITE (5,10) FX < CR >
END < CR >
<  CR >

1EX  <  CR >
EXIT

___  ____________
РАСПЕЧАТКА ПРОГ(*ММЫ 

( листинг)

СИСТЕМНАЯ БИБЛИОТЕКА |
ч1



Э та п  3. Вызов транслятора с фортрана (FOR):

>  FOR PROG, LP: =PROG < CR >
Э та п  4. Вызов построителя задач (ТКВ):

> ТКВ PROG = PROG < CR >
Э та п  5. Запуск задачи на выполнение:

_> RUN PROG < CR >
После запуска задачи PROG на выполнение произойдет прерывание 
и задача перейдет в ожидание запланированного ввода значения 
х 0 по заказанному формату Е13.6. Пусть требуется вычислить 
значение /(0,3). Тогда можно набрать на терминале

З ОЕ—01 < CR >
После нажатия клавиши возврата каретки задача PROG выполня
ется и на терминал будет выведено значение /(0,3).

Чтобы вычислить значение /(0,5), потребуется новый запуск 
задачи на выполнение

_> RUN PROG <  CR >
ввод с терминала значения 0,5 и т. д.

Завершается работа в системе выходом из ОС РВ.
Э та п  6. Выход из системы

^  BYE < CR >
HAVE A GOOD MORNING

Дата время имя терминала LOGGED OFF 
Рассмотренные этапы 1— 6 представляют собой простейший 

дисплейный сеанс пользователя в ОС РВ.
4.3.8. Редактор. Текстовый редактор в режиме диалога позволяет 

создавать или корректировать исходные программы и другие 
текстовые материалы в символьном виде.

Инструментальная программа текстовый редактор вызывается 
командой EDI программы MCR:

_> EDI < CR >
EDI >

В ответ на подсказку «EDI > » пользователь должен ввести 
спецификацию редактируемого файла, которая имеет вид 

УСТР: [КИ П ) ИМЯ ФАЙЛА. ТИП
Пусть пользователь вошел в систему с КИП, равным 3,162, 

и системным устройством является D K 0 :. Тогда для создания 
в каталоге 3,162 на DK0: файла TEXT.FTN или для редактирования 
существующего файла с таким же именем в ответ на подсказку 
«EDI >  » необходимо ввести следующую строку:

EDI > TEXT.FTN < CR >
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Если создается новый файл, то редактор печатает

CREATING NEW FILE 
INPUT
и переходит в режим ввода текста с терминала. Если файл 
с указанным именем существует, то текстовый редактор считывает 
в оперативную память (в блочный буфер) первый блок текста 
из файла (весь файл можсг состоять из одного блока), печатает

PAGE 4)

и в режиме команд ждет ввода первой команды.
Редактор текста допускает два режима работы: режим команд 

и режим ввода. Переход из режима команд в режим ввода 
осуществляется командой INSERT. Все строки, вводимые с этого 
момента, будут добавлены к файлу как новый текст, следующий 
за текущей строкой. Для перехода из режима ввода в режим 
команд необходимо ввести символ < CR > как первый символ 
в строке. Текстовый редактор выводит при этом символ подсказки 
« *» , который означает, что установлен режим команд.

Указатель текущей строки всегда указывает на первый символ 
в строке. После считывания в блочный буфер первого блока 
текста из редактируемого файла указатель текущей строки устанав
ливается на начало первой строки. Некоторые команды редак
тирования могут перемещать указатель текущей строки.

Редактор можно вызывать укороченной командой, после кото
рой не будет подсказки xEDI», например

>_ EDI TEXT.FTN <  CR >

О сн о в н ы е  к о м а н д ы  т е к с т о в о г о  р е д а к т о р а

* Все команды вводятс" в ответ на приглашение « *» . Имя 
команды отделяется пробелом от ее параметров, каждая команда 
заканчивается символом < CR >  .

Команда PRINT (напечатать)
Формат: Р [N ]
Команда распечатывает текущую строку и следующие за ней 

N -1  строк на терминале. Последняя распечатываемая строка 
становится текущей. Если N не указано, то значение N под
разумевается равным I. Ввод CR эквивалентно команде Р 1. 

Пример.
* Р10 < CR >
Распечатать на терминале 10 строк начиная с текущей. 

Команда DELET (удалить)
Формат: D [N ]
Команда вызывает удаление текстовых строк следующим 

образом:
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1) Если задается « +  N», то текущая строка и N —1 строк, 
следующих за текущей, удаляются. Текущей строкой становится 
строка, следующая за последней удаленной строкой.

2) Если задастся « —N», то удаляются N строк, предшеству
ющих текущей строке. Указатель текущей строки остается неиз
менным.

Если N не указано, то значение подразумевается равным +1.
Пример.
* D12 < CR >
Удалить 12 строк начиная с текущей.

Команда LOCATE (определить место)

Формат: [N ] L подстрока.
Команда исследует блочный буфер начиная со строки, следу

ющей за текущей строкой, и ищет строку, содержащую заданную 
подстроку (подстрока — часть строки). Числовое значение N, пред
шествующее команде, запрашивает поиск N-ro появления заданной 
подстроки. Указатель строки устанавливается на строке, содержа
щей указанную подстроку. Если N не указано, то значение 
N подразумевается равным +1.

Пример.
* L (A I.CT.X) < CR >
IF  (A l.C T.X ) GO ТО 25

Команда CHANGE (заменить)

Формат: С/ПОДСТРОКА 1/ПОДСТРОКА 2
Команда осуществляет поиск подстроки 1 (часть строки 1) 

в текущей строке, и если находит ее, то заменяет на подстроку
2. Начальным и конечным ограничителем подстроки может быть 
любой символ, который не содержится в указанной подстроке, 
например, наклонная черта.

Пример.
Пусть исходный текст программы содержит строку 

Х = Х —FI * ALPHA 

тогда после выполнения команды

C /- F 1 /  +  BETA < CR > 

получим следующий результат:

Х = Х +  BETA * ALPHA 

Команда LINE CHANGE (заменить строку)

Формат [N ] L С/ПОДСТРОКА 1/ПОДСТРОКА 2
Команда заменяет подстроку 1 на подстроку 2 в текущей 

строке и N —1 строках за ней. Если N не указано, то значение 
N подразумевается равным +1.
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Формат: I
Команда устанавливает режим ввода. Может быть введен ряд 

новых строк, следующих за текущей строкой. Каждая вводимая 
строка заканчивается символом < CR >  . Символ < CR > в качест
ве первого символа в строке вызывает возврат текстового редактора 
в режим команд и печать символа « *» .

Пример.
Пусть исходная программа содержит строки

А =0.5 * SIN(ALPHA)
B = X + Y +  A*COS(BETA)

и указатель строки установлен на первой строке. Тогда после 
выполнения команды INSERT
*

I < C R  >
X = SQRT(TETA) < CR >
Y = 3.15/A + I. <  CR >
< CR > l
•

получим
A = 0.5 * SIN( ALPHA)
X = SQRT(TETA)
Y = 3.15/A + 1.
B = X + Y +  A *  COS(BETA)

Команда NEXT (следующий)
Формат: N [M ]
Команда передвигает указатель строки на М строк вперед или 

назад от текущей строки. Если М не указано, значение М под
разумевается равным +1.

Пример.
* N 15 < CR >
Переместить указатель строки на 15 строк вперед относительно 

текущей строки.

Команда OVERLAY (перекрыть)
Формат: О [N ]
Команда вызывает удаление N строк и замену их на любое 

количество строк, введенных пользователем. После удаления строк 
текстовый редактор переходит в режим ввода (см. команду 
INSERT). Если N не указано, то значение N подразумевается 
равным +1.

Пример.
Пусть исходная программа содержит строки 

А — 1.

Команда IN SERT (вставить)
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В = 3.1415 * R1 
C = SIN(BETA)

и указатель строки установлен на 2-й строке. Тогда после 
выполнения команды
* О < CR >
D = 8. <  CR >
E = D*SIN(R1/R2) < CR >
< CR >
*

получим следующий текст:
А =  1.
D = 8.
E = D *S IN (R I/R 2 )
C = SIN(BETA)

Команда BEGIN (начинать)

Формат: В
Команда устанавливает указатель текущей строки на начало 

блочного буфера.
Пример.
• В <  CR >

Команда READ (читать)

Формат: REA [N ]
Команда позволяет считать следующие N блоков текста из 

файла в блочный буфер. Указанное число блоков не должно 
превышать емкость буфера. Если в буфере уже есть блоки, то 
новые блоки добавляются к ним. Если N не указано, то значение 
N подразумевается равным +1.

Пример.
* REA 3 < C R  >
Считать три блока текста из файла в блочный буфер. 

Команда W RITE (записать)

Формат: W
Команда записывает содержимое блочного буфера в выводной 

файл. Содержимое блочного буфера очищается.
Пример.
W < CR >

Команда RENEW (обновить)

Формат: REN (N ]
Команда записывает текущий блочный буфер в выводной файл 

и считывает новый блок из выводного файла. Процесс повторяется 
N раз. Последний блок остается в блочном буфере. Если N не 
указано, то значение N подразумевается +1.
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Команда EXIT (выход)

Формат: EX ВЫВ Ф
Команда передает все оставшиеся строки из блочного буфера 

и вводного файла (в том же порядке) в выводной файл, 
закрывает файлы и завершает редактирование. Если указана 
спецификация файла, то выводной файл переименовывается 
в соответствии с ней. В том случае, если спецификация 
не указана и редактировался существующий файл, выводной 
файл создается с тем же именем, что и вводной, а номер 
версии увеличивается на 1.

Пример.
1) «ЕХ PROG.ETN < CR >
Закончить редактирование и записать результат в файл с именем 

PROG.FTN
2) * EX < CR >
Закончить редактирование и записать результат в файл с тем 

же именем, что и вводной, с номером всрсии на единицу больше.
4.3.9. Транслятор с фортрана. Транслятор с фортрана пред

ставляет собой инструментальную программу, вызываемую коман
дой FOR программы m £*R. Он создает из исходного файла, 
содержащего текст программы, файл в объектном коде.

_> FOR < CR >

FOR >

В ответ на подсказку «FOR > » пользователь должен ввести 
командную строку, которая имеет вид

FOR > объектный, файл =  исходный < CR > 
файл листинга файл

Транслятор можно вызвать укороченной командой
> FOR объектный, файл = исходный <  CR > 

файл листинга файл
Огличие этой команды и других аналогичных укороченных (в 

одну строку) команд состоит в том, что вызванные программы 
(FOR, ТКВ  и т. п.) после выполнения работы удаляются из 
оперативной памяти. В то же время первый вариант команды 
оставляет транслятор в памяти и можно его использовать сразу 
же для трансляции других программных единиц.

Файл листинга содержит распечатку программы на фортране 
с указанием ошибок, которые были обнаружены в результате 
трансляции. Этот файл обычно выводится на терминал или АЦПУ.

Допускается указание одного или двух файлов вывода и только 
одного файла ввода.

Если явно не указан тип файла, то транслятор с фортрана 
ищет входные файлы с типом .FTN. а файлы в объектном коде 
создает с типом .OBJ.
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Примеры.
Пусть пользователь работает в системе с КИ П , равным 3,162, 

и файл TEXT. FTN содержит исходную программу.
1) FOR > TEXT.LP: =ТЕ Х Т < CR >
В результате трансляции файла TEXT. FTN в каталоге

3,162 образуется файл TEXT.OBJ; листинг программ выдается 
на АЦПУ.

Данная командная строка эквивалентна следующей:
FOR > SY0: [3,162[TEXT.OBJ.LP: =SY0: [3,162[TEXT.FTN
2) FOR > TEXT = TEXT < CR >
Создается только файл TEXT.OBJ. а листинг не выводится.
3) FOR > ,LP: =TEXT < CR >
Файл в объектном коде не создается, а листинг выводится 

на АЦПУ.
Если заменить LP: на T I:, то листинг будет выводиться на 

терминал пользователя. „
В случае появления ошибок при трансляции программы необхо

димо исправить их (с помощью редактора EDI) и повторить 
процесс трансляции снова. Это процесс продолжается до тех 
пор, пока файл в объектном коде не будет содержать ошибок. 
Теперь файл в объектном коде можно обрабатывать построителем 
задач.

Для выхода из транслятора с фортрана (передача управления 
программе MCR) необходимо ввести C TR L/Z  (VDT) или С У /Z  
(«Электроника») в ответ на подсказку «FOR».

4.3.10. Построитель задач. Построитель задач представляет со
бой системную программу, вызываемую командой ТКВ программы 
MCR. Он объединяет файлы в объектном коде для построения 

i  файла образа задачи.
> Т К В  < CR >
ТКВ >

Г вВ ответ на подсказку «ТКВ > » пользователь должен ввести 
командную строку, которая имеет следующий вид:

Г-  >  файл образа, файл карты = объектный <  CR > 
задачи памяти файл(ы)

(возможен также укороченный вариант команды).
Файл образа задачи содержит задачу, готовую к выполнению. 

Файл карты памяти содержит распределение оперативной памяти 
Для данной задачи. Файл карты памяти обычно выводится на 
терминал или АЦПУ.

Допускается указание одного или двух файлов вывода и одного 
или нескольких файлов ввода.

Если явно не указан тип файла, то построитель задач ищет 
входные файлы с типом .OBJ, а файл образа задачи создает 
с типом .TSK.



Примеры.
Пусть пользователь работает в системе с КИП, равным 3,162, 

и файл TEXT. OBJ — файл, полученный в результате трансляции 
файла TEXT.FTN.

1) Т К В >  TEXT/CP.LP: =ТЕХТ < CR >
В результате работы построителя задач из файла TEXT.OBJ 

в каталоге 3,162 образуется файл TEXT.TSK; карта памяти 
выводится на АЦПУ.

Данная команда эквивалентна следующей:

Т К В >  SYO: [3,162]TEXT.TSK/CP, LP: =
= SY0: [3,162]TEXT.OBJ < CR >

Ключ /СР означает, что задача выгружаемая, т. е. в процессе 
решения данной задачи система может выгрузит ь ее из операт ивной 
памяти на магнитный диск, чтобы предоставить место задаче 
с более высоким приоритетом. Рекомендуется всегда указывать, 
что задача выгружаемая, если она таковой и является.

Для построения образа задачи из двух (и более) объектных 
файлов их имена перечисляются после знака равенства в командной 
строке, например

ТКВ  >  TEXT/CP.LP: =ТЕХТ1,ТЕХТ2,ТЕХТЗ < CR >

В ОС РВ имеется FTB более быстрый, чем ТКВ, построитель 
задач, однако с ограниченными возможностями. Для применения 
этой программы следует всюду заменить ТКВ гга FTB.

Для того чтобы построитель задач начал работу, после ввода 
командной строки в ответ на приг лашение «ТКВ > » необходимо 
ввести две наклонные черты //, что означает «Конец входных данных» 

Окончательный вид командных строк следующий:

Т К В >  TEXT/CP.LP: =  TEXT < CR >
Т К В >  /I <  CR >
2}
ТКВ > TEXT/СР = TEXT < CR >
ТКВ II <  CR >
Построение образа задачи; карта памяти не выводится.
3)
Т К В >  ,LP :=T E X T  < CR >
ТКВ >  // <  CR >

Образ задачи не строится; карта памяти выводится на АЦПУ 
Для вывода карты памяти на терминал пользователя символы 

LP: необходимо заменить на Т1:.
Пекле окончания работы ТКВ управление передается программе 

MCR.
4.3.11. Программа работы с файлами. Программа выполняет 

следующие функции:

158



1) копирование файлов с одного устройства на другое;
2) удаление файлов;
3) распечатка каталога файлов пользователя и др.
Программа работы с файлами вызывается командой PIP

программы MCR.

^  PIP < CR >
P IP >

Возможен укороченный вариант команды.
В ответ на подсказку «Р1Р > » пользователь должен ввести 

командную строку для программы PIP. Формат командной строки 
может быть различным в зависимости от фупкпий, которые 
выполняются по этой команде. Выход из программы PIP осу
ществляется вводом CTRL/Z.

Во всех командах, описанных ниже, «ВВФ» и «ВЫВФ»— специ
фикации вводных и выводных файлов вида:

УСТР: [К И П ] ИМЯ Ф АЙЛА.ТИП; ВЕРСИЯ/КЛЮ Ч

К о п и р о в а н и е  фай л о в  с о д н о г о  у с т р о й с т в а  на д р у г о е
Формат командной строки:
ВЫВФ = ВВФ1.ВВФ2, .. .BBФN 
Примеры

•) Р1Р> DXO: PRIM .DAT = D K 2:TE X T.D A T < CR >
Копирование последней версии файла TEXT.DAT с DK2: в файл 

PRIM .DAT на гибком диске DX0:.

2) P IP>  M T I : NEWT. FTN = DK0: NEWTON. FTN <  CR >
Копирование последней версии файла NEWTON. FTN с диска 

DK0: в файл NEWT.FTN на магнитной ленте МТ1:.
3) PIP > LP:=PRO G .FTN < CR >
Печать на АЦ П У последней версии файла PROG.FTN.

4) Р1Р> TI: =  * . LST < CR >
J Печать на терминале последних версий всех файлов с типом 
.LST.

У д а л е н и е  файлов  
Формат командной строки:
ВВФ1.ВВФ2......В В Ф ^О Е
В спецификациях файлов номер версии должен быть указан 

явно или через * .
Примеры.
1) Р1Р> DK2:TEST.DAT;5/DE < CR >
Удалить версию 5 файла TEST.DAT на DK2: из каталога по 

умолчанию.
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2) PIP > * .OBJ; * ,*  TMP; ♦ /D E  < CR >
Удалить все версии всех файлов типа .OBJ и ТМР из каталога 

по умолчанию на устройстве по умолчанию.

П е ч а т ь  к а т а л о г а

Формат командной строки
ВЫВФ =  ВЫ ВФ1.ВЫВФ2......ВВФГ'J/LI

Если спецификация выводного файла не указана, то распечатка 
выводится на терминал пользователя. Распечатка каталога содер
жит следующую информацию о каждом файле: имя файла, 
количество блоков, занимаемых файлом на магнитном диске, дата 
и время создания файла.

Примеры.
1) P IP> /L I <  CR >
Распечатка на терминале текущего каталога пользователя.
2) Р1Р > * .FTN/L I  < CR >
Распечатка на терминале всех файлов из текущего каталога 

пользователя с типом £TN на устройстве по умолчанию (SY0:).

О ч и с т к а  к а т а л о г а

Формат командной строки:
ВВФ1 ВВФ2......ВВФГМ/PU

Удаляются все версии файлов, кроме последней.
Примеры.
1) Р1Р> DK.1: * .FTN/PU < CR >
Удаление всех версий, кроме последних, файлов типа .FTN 

из текущего каталога пользователя на устройстве DK1:.
2) PIP > * . * / P U  < CR >
Удаление всех версий, кроме последних, для всех файлов из 

текущего каталога пользователя на устройстве по умолчанию (SY0:).
О п р е д е л е н и е  с в о б о д н о г о  п р о с т р а н с т в а  на д и с ке
Формат командной строки:
У С Т Р /FR < CR >
Распечатка свободного пространства (в блоках) на магнитном 

диске (выводится на терминал).
Примеры.
1) Р1Р> D K 1 / F R  < CR >
Распечатать свободное пространство на DK1: .
2) PIP > /FR < CR >
Распечатать свободное пространство на системном устройстве 

(SY0:).
4.3.12. Диа1 ностика. исправление ошибок. Во время работы 

пользователя в ОС РВ возможны различные ошибки, которые 
система обнаруживает и выводит соответствующую диагностику 
на терминал.

16(>



Ошибки, связанные с неверным употреблением команд для 
интерпретатора MCR или других программ системы (FOR, ТКВ, 
PIP), сопровождаются обычно информацией

ILLEG AL CO M M AND неверная команда
Чтобы получить сведения о правильном синтаксисе и семантике 

команды, применяется команда HELP— единственная, которую 
пользователь может выполнить до входа в систему. Формат команды

HELP параметр 1, ..., параметр 9
где список параметров определяет список команд, о которых 
пользователь желает получить информацию. Например, команда

HELP HEL. ABO. BYE
требует сообщить информацию о командах:

H E L— вход в систему.
АВО — снятие задачи с выполнения.
BYE выход из системы.

Выяснив правильные синтаксис и семантику команды, пользователь 
должен повторить ее на терминале.

Сообщения об ошибках транслятор с фортрана делит на два 
класса. Сообщения первой фазы трансляции выводятся в листинге 
сразу после ошибочного оператора и имеют вид

* * * * *  Т
где Т — буквенный индекс ошибки (табл. 4.2). Ошибки первой 
фазы трансляции обнаруживаются просмотром части программы.

Т а бл и ц а  4.2

т Ошибка

в Позиции 1 -5 строки продолжения не пусты
С Недопустимое продолжение
Е Отсутствует оператор END
Н Слишком длинная текстовая константа
I Недопустимый символ
К Недопустимое определение метки
М Многократное употребление метки 

Несоответствие скобокР
S Синтаксическая ошибка
и Недопустимый оператор

После просмотра всей программы обнаруживаются ошибки 
второй фазы. Сообщения об ошибках второй фазы выводятся 
в листинге после текста программы перед картой памяти 
и имеют вид

IN LINE п MSG # да текст
где п — номер ошибочного оператора, да — номер ошибки, текст —  
краткое описание ошибки.
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Если во время трансляции, например, главной программы
и подпрограммы PROG 1 были обнаружены ошибки и имеются
предупреждения, то на терминал будет выведено сообщение, 
например, такого вида

M AIN . ERROS: 3 W ARNINGS:2 
PROG 1 ERROS: 1 W ARNINGS: 1

или
в главной программе ошибок : 3, предупреждений : 2 
в PROG I ошибок : I, предупреждений : 1

Предположим, что команда для транслятора имела следующую 
форму:
> FOR PROG.PROG = PROG
Тогда после получения на терминале сообщения о наличии ошибок 
трансляции пользователь должен вывести листинг, например, на 
терминал
>PIP TI: =  PROG.LST
Просматривая такой текст листинга, пользователь получает инфор
мацию о допущенных ошибках, переходит в режим редактирования
> EDI PROG.FTN
и исправляет их.

Диагностика построителя задач, указывающая на ненормальную 
форму завершения компоновки файла задачи, запрещает дальнейшее 
выполнение программы. Для простых по структуре задач, как 
правило, это связано с отсутствием достаточного непрерывного 
пространства на диске для образа задачи. В случае такой ситуации 
необходимо проверить свободное пространство командой
> PIP /FR
и, если необходимо, осуществить очистку диска командами PIP 
удаления файлов.

После запуска задачи на выполнения командой
> RUN PROG
где PROG — имя файла, содержащего образ задачи, возможно 
появление ошибок вычислений.

Если выполнение программы продолжается сверх ожидаемого 
интервала времени без диагностики ОС РВ, то, возможно, 
произошло зацикливание, т. е. в программе имеется ошибочное 
условие выхода из цикла, которое с имеющимися данными не 
может быть истиной. В такой ситуации следует прервать выполне
ние программы командой
> ABO PROG
где PROG — имя прерываемой задачи. Затем следует проверить 
фра! менты программы, связанные с организацией циклов.
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Диагностика ошибок во время выполнения программы имеет 
следующий формат:
PROG — EXITING DUE ТО ERROR я
текст
AT PC = адрес 
FCS: файл
IN PROG1 AT т I 
FROM PROG2 АТ m2

FROM PROGK АТ тк

где PROG — имя выполняемой задачи; я — номер ошибки, которую 
объясняет краткий текст;
EXITING DUE ТО ERROR — выход по ошибке
AT PC = адрес в счетчике команд во время прерывания арифмети
ческих операций с плавающей точкой (деление на нуль, переполне
ние и т. д.) FCS: файл — имя файла, с которым связана ошибка 
ввода-вывода, если ошибка связана с вводом — выводом.
IN PROG1 AT m l
— ошибка произошла в программной единице с именем PROG1 
в операторе номер т 1, далее указывается цепочка вызовов 
программных единиц, приведшая к ошибке
из PROG2 вызов в операторе m2

из PROGK вызов в операторе тк

По этой цепочке вызовов можно пытаться найти причину появления 
ошибки, анализируя текст программы и требуемую логику ее 
работы.
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Г л а в а  5 

МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

ф 5.1. Примеры

5.1.1. История и содержание предмета. Вычислительной матема
тикой называют раздел математики, в котором изучаются разно
образные проблемы получения числовых результатов решения 
математических задач.

Если обратиться к истории математики, то можно заметить, 
что вычислительная математика превратилась в самостоятельную 
ветвь сравнительно недавно, где-то в середине нашего столетия. 
Этот факт в любом направлении науки связывается с появлением 
собственных внутренних задач, которые могут стимулировать 
исследователей этого направления практически без взаимодействия 
с соседними.

Вычислительная математика как часть математики имеет столь 
же древнюю и богатую историю, как и сама математика. Можно 
утверждать, что почти все результаты математики, которые носили 
конструктивный, формульный характер, ложились «в копилку» 
вычислительной математики. Евклидова геометрия и механика 
Ньютона, теория электромагнитного поля и квантовая теория 
построена на математической основе и дают мощные инструменты 
вычислений. Есть математические результаты, которые не могут 
быть прямо использованы в вычислениях; например, теорема
о неразрешимости в радикалах общего алгебраического уравнения 
выше четвертой степени, теорема существования решения уравнения 
без предъявления алгоритма его построения и т. п. Следует все-таки 
признать, что деление математики на «чистую», прикладную, 
вычислительную отвечает скорее узкой специализации математиков, 
а не задачам, которые математика призвана решать. Для решения 
проблем естествознания, техники математика должна рассматри
ваться единой и неделимой. Только в этом случае использование 
результатов математики и ее неотъемлемой части — вычислительной 
математики— будет плодотворным и эффективным.

С появлением ЭВМ начался золотой век вычислительной 
математики, она бурно развивается. Ее приложения в науке 
и технике расширяются с каждым годом. Однако появилась 
реальная опасность отождествления с вычислительной математикой 
численных методов математики, как наиболее приспособленных 
к работе на машинах первых четырех поколений.
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И до появления ЭВМ инженеры и ученые проводили довольно 
сложные вычисления и весьма успешно: была построена Эйфелева 
башня, были рассчитаны положения планет Плутон, Нептун, велись 
аэродинамические расчеты в самолетостроении. В чем же причина 
успехов вычислительной математики в те времена? Ответ здесь 
однозначный: причина успеха в применении всего арсенала матема
тики того времени для решения заДачи, в гибком сочетании 
аналитических и вычислительных методов. Прежде чем считать, 
необходимо было выполнить большую аналитическую работу — ин
струменты для вычислений не могли компенсировать, как сейчас, 
слабые методы вычислений.

Обратившись к периоду развития вычислительной математики 
после появления ЭВМ, можно увидеть, что наиболее яркие 
достижения в решении задач были получены именно теми учеными 
и инженерами, кто работал на ЭВМ. применяя все имеющиеся 
средства математики: «чистой», прикладной, вычислительной.

С точки зрения техники вычислений математика дает в ее 
распоряжение методы, которые условно можно разбить на следую
щие четыре группы: качественные, аналитические, методы возмуще
ний и чи^лешу)1е^методы.

5.1.2. Примеры качественных методов. Примером качественных 
методов может служить следующая теорема алгебры:

всякий многочлен степени п^1 с любыми числовыми коэффициен
тами имеет п корней, считая корень столько раз, какова его кратность.

Эта теорема не дает подходов для нахождения корней, но 
позволяет вычислителю определить число корней алгебраических 
уравнений.

Для отыскания замкнутых траекторий (предельных циклов) на 
плоскости применяется следующая теорема Бендиксона:

пусть в кольцевой области G нет точек д:,, х 2 таких, что 
f i ( x t , jc2) =  0. f 2(x t , Jf2) =  0,— точек покоя системы

Пусть все траектории этой системы, начинающиеся при 1 =  0 на 
границе G, остаются внутри G при всех Г>0. Тогда в G имеется 
по крайней мере один цикл.

• Эта теорема относится к качественным методам исследования 
дифференциальных уравнений.

Теорема линейной алгебры о приводимости матрицы оператора 
А, действующего в w-мерном пространстве, имеющего п линейно 
независимых собственных векторов с собственными числами X.,, 
Х2, ..., Я... к диагональному виду

относится также к качественным методам линейной алгебры. 
Эта теорема указывает канонический (простейший) вид матрицы



оператора в базисе из собственных векторов, но не дает метода 
построения этого базиса.

5.1.3. Примеры ана.ипических методов. Примером аналитических 
методов являются формулы решения квадратного уравнения х2 +  рх +

"7 +0лг=О: ----—
x i . i - - P l2 ± y j { p l2 )2- q

— или формулы Кардано решения кубического уравнения.
Примером аналитических методов решения дифференциальных 

уравнений является метод разделения переменных. Например, 
решая этим методом задачу

d-j-=xv\  >’(0)=1, 0 < х < 1 ,  
ах

имеем формулу
>’ = 2 / ( 2 —.V2).

Решение общих линейных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений в виде конечного числа формул может быть получено 
для систем не выше четвертого порядка (и ̂ 4 )

a ij)'j+f(x l  0^дс<  1. Vi (0) =  0
j - 1

и только для тех правых частей /Дх), которые интегрируются 
аналитически с множителями д^ехр^лс). Это легко понять, если 
учесть, что для получения формул решения необходимо найти 
собственные числа матрицы Л = ау, т. е. решить алгебраическое 
уравнение det (̂ 4 — Х.£) = 0 и-й степени, а это можно сделать 
в конечном виде только для л ̂ 4 . Не следует при этом забывать, 
что для частных линейных систем может оказаться возможным 
представить решение конечным числом формул и для п >  4.

Однако аналитические методы не ограничиваются рассмотрени
ем алгоритмов с применением конечного числа формул, вводятся 
бесконечные процессы, предельные переходы, т. е. весь арсенал 
математического анализа.

Так, например, аналитическим является метод последовательных 
приближений Перрона решения рассмотренной выше задачи Коши 
для системы линейных уравнений

>'*+1М  = Z  ачУ*1к* (Л) + /i(v, j ds, Аг=0, 1.......
О

> Г ( * М ,
если правые части /Ддг) допускают аналитическое интегрирование 
бесконечное число раз, т. е. известны формулы для интегралов

Ш *о)Ж о. - ] d s 0 \dsx... I  f,(sk)dsk.
О О О  О О О
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Например, это могут быть многочлены, тригонометрические функции 
и т. п. Тогда решение j '((x) записывается в виде (если существует предел)

у ,(х )=  lim Vi(.v), Osgx^l .
к—сс

Аналитическим методом решения систем линейных уравнений
Ах =  Ь

с определителем det/4#0 является правило Крамера
d2 d, 

х ' = 7 '  ........ Х' х 1 \

где d — определитель матрицы А ;

« 1.1 ••• <*\.j — « 1., 
а1.1 •• аг.) — а2.ч

а11,1 ••• Ц|.*
определитель dj получается из d заменой у-го столбца столбцом 
из свободных членов.

В тех случаях, когда правило Крамера легко применить (и 
мало), оно дает явное выражение решения системы через коэф
фициенты— элементы матрицы А и вектора Ь. При больших 
значениях п практически оно неприменимо и провести вычисления 
с его помощью не-представляется возможным, так как количество 
слагаемых в определителях с ростом п растет как я!.

Это один из многочисленных примеров, когда аналитический 
метод не может быть положен в основу вычислений.

5.1.4. Примеры методов возмущений. Следующая группа методов, 
названная методами возмущений, занимает промежуточное положе
ние между методами, дающими точное и приближенное решение 
задач. Хотя методы возмущений относятся к аналитическим 
методам, они выделяются в особое направление как по большому 
и разнообразному математическому аппарату, так и тому месту 
в методах вычислений, которые они занимают.

Фактически методы возмущений представляют собой промежу
точное, связующее звено между аналитическими и численными 
методам^

Термин «возмущение» обусловлен тем, что рассматривается 
обычно задача Ut, зависящая от малого параметра | е | с  1 (е 
может быть вектором), которая является возмущением предельной, 
невозмущенной (е=0) задачи U0. Решение задачи U0 предполагается 
известным. Методы возмущений дают различные подходы к реше
нию Ut, при этом используется малость параметра возмущения 
е и информация о решении предельной задачи U0.

Приведем пример одного из методов возмущений, широко 
использующегося в вычислениях. Будем рассматривать невозмущен
ное уравнение, иллюстрирующее аналитические методы.
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Пусть требуется решить алгебраическое уравнение
Ut : cxs+ x 2+ p x + q =  0. (5.1.1)

где е— малый параметр. Пусть невозмущенное уравнение
U0\ x 2+ p x + q  =  0, (5.1.2)

не имеет кратных корней (р2/4) - ? # 0
Л 0)=  -p/2 +  s/p2/ 4 -q , .vS0)= - p l 2 - y j p 2l4 -q .

Для двух из пяти корней уравнения (5.1.1) можно найти формулы 
в виде рядов по с (рядов возмущений), в пределе при е-*0 
дающие корни невозмущенного уравнения (5.1.2): x\0), aV -

Метод возмущений сводится к представлению двух корней
i,(e ), x2(e) (5.1.1) в виде рядов

х , (е)= .г',01+ cjcV ’ + е2дУ '+ с М 3> + ..., (5.1.3)
_*2(б) = .^0’ +  е.гУ, +  е2.^2' +  е3.т}»3)+ ... (5.1.4)

с неизвестными коэффициентами х'(\ д^', 1  =  1, 2, .... Подставим
(5.1.3), (5.1.4) в (5.1.1), приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях малого параметра е и. таким образом, получим выражения 
для последовательного определения лгУ'. Например, при е1 имеем

е (.Л01)5+ е lv \0,.v\l *+ врх\11=0,

е (лГ)5+ в2 х<10,дсУ ’ + е рхЦ * = 0.
Отсюда находим

г (11  ( - 0  ^ ) 5 

1 2 Л ° ' + Р [ - 1 ’ '

r , . ,= _ H L (v (p » v =  ( - p n - s / p 'n - q ) '
2L t f '+ Z * 1 ’ 2^/p^Tq  ’

Эти формулы дают выражения для двух корней (5.1.1) в первом 
приближении

х, (е )- -р ц + - е(~^/ 2 + о (ед), (5.1.5)
Ч Р  214 -  q

х2(с)= -р / 2 + J p 2H - q  -  Е ( ~ р12~ / ^ . !* Г ч)- + О  (е2). (5.1.6)
Ч Р ‘74-<?

Можно доказать сходимость рядов (5.1.3), (5.1.4) для достаточно 
малых значений | е |. Однако формулы для приближений выше 
первого становятся громоздкими и на практике редко применяются.

Ряды (5.1.3), (5.1.4) определяют аналитическую функцию по с, 
а методы возмущений, приводящие к таким рядам, называются 
регулярными методами возмущений.

Заметим, что оставшиеся три корня (5.1.1) не могут быть 
определены функциями без особенностей по е. Три оставшихся
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кормя . V j ( e ) .  лг4(е), х 5(е) по е должны иметь особенность при
е = 0, т. е.

lim jTj(e) = оо, 7  =  3, 4, 5.
с—*0

Чтобы найти характер этой особенности, произведем в (5.1.1) 
замену

I
*  = ?>’•

Получим

^ / + ^ /  + [-* ’+<7 = 0. ‘ (5.1.7)

Найдем показатель особенности v из условия, чтобы коэффициенты 
при старших степенях у в (5.1.7) имели одну и ту же 
особенность, т. е.

5 v -  1 = 2 v, v = I /3.
Тогда замена приведет уравнение (5.1.1) к уравнению

У.: ys+ y 2 +  t llipy +  z2llq =  0, 

для которого невозмущенное уравнение имеет вид
У о : у>+у*ш  0.

Выбирая из решений У0 ненулевые, находим

у ^ ш -  1,

Теперь к задаче У, можно применить регулярный метод возмуще
ний. Ищем три корня (е), .v4(e), j 5(e) в виде рядов по 
степеням е1/3:

Уз (е)= >'S0' +Е1/М ‘ 1+ е2/М 2’ +  £3/М 3) + ...,
у4 (б)=>♦”  +  £1,3у4 ' +  е2/3У* ' +  е3/V 43' + ...,

(е) =  >’!?' +  Е1 / 3 * +  Е2,3 v̂ 2' +  E3,3>V* + ....
Так же как и выше, подставим эти ряды в V,, приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях е|/3 и определим у%\ 
уФ, i = l ,  2.......  При е,/3 имеем:

Е,/3 • 5 ( у Г ) М  ' + е‘ '32.^°>уУ' + ср у Т  = О,
Е,/3 •5tK,4O’M ,+ 6 ,/J2>-iM ,)+ e l/sM o,*=0, 
е,/3 • 5 ^ ° ’)4Д'У,+ е1/32 ^ М 1,+ б1/3М о,=0.

Отсюда находим



Учитывая связь между х  и у, запишем приближения для трех 
корней уравнения (5.1.1) с точностью до 0 ( е 1/3):

Ряды вида (5.1.8)— (5.1.10) определяют функции дг3 (е), х а (е), .х5 (е) 
с особенностью по е. Методы возмущений, приводящие к таким 
рядам, называются сингулярными методами возмущений.

Прием, который сводит сингулярный метод возмущений к ре
гулярному, называют регуляризацией. Замена .* =  е ” vj  есть регуля
ризация.

Можно доказать сходимость рядов в (5.1.8)— (5.1.10) для 
достаточно малых |е|.

Итак, методы возмущений позволили для алгебраического 
уравнения 5-й степени (5.1.1) записать при малых значениях |е| 
приближенные формулы всех пяти корней (5.1.5), (5.1.6), (5.1.8)—

Таким образом, методы возмущений расширяют возможности 
аналитических методов и включают в сферу приложений те классы 
задач, которые могут быть приближенно решены аналитически.

Наконец, когда в уравнении (5.1.1) значение |е| не мало, 
методы возмущений неприменимы. Точное значение е0, при ко
тором метод возмущений перестает работать, связано с оценкой 
погрешности формул для корней х ((е), К < < 5  и с требуемой 
точностью вычисления корней.

В диапазоне изменения е, в котором не могут применяться 
методы возмущений, используются численные методы.

5.1.5. Пример численного метода. Численные методы —  это такие 
методы решения задач, которые сводятся или могут быть сведены 
к арифметическим действиям над числами.

Рассмотрим задачу

для которой невозмущенная (е = 0) задача имеет аналитическое 
решение, приведенное выше. Для малых б м о ж н о  найти ряд 
возмущений по аналогии с задачей (5.1.1):

(5.1.10).

=  ху1 +  еsinх, >»(0)=1, O ^ x ^ l , (5.1.11)

у (х, е) =  у и*' ( .v )+ Е у 11'  (х ) + О  (е2). (5.1.12)
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где v«°»(.v) =  -— j ,  >,ш (лг) определяется решением задачи 

^ = I v y 0' (х )у " ' + sin .х, v«"  (0) =0,

откуда

У м(дг)= I 2—j, 'sin.w/v.
о

Последний интеграл можно вычислить аналитически, используя 
элементарные функции. Но если возмущающая функция еи(дг, >’) 
такова, что интеграл для не выражается через известные
функции, то для вычислений у(х, е) по формулам (5.1.12) в какой- 
либо точке лг0е [0, 1] необходимо применять численные методы. 
Это пример сочетания аналитического метода и метода воз
мущений.

При е  = I к задаче (5.1.11) методы возмущений уже не применяются. 
Задача (5.1.11) является типичным объектом численного анализа. К ней 
можно применить, например, известный из курса высшей математики 
явный метод Эйлера. Приближенные значения у, к точному решению 
в точках x, =  ih, i = 0, 1, 2, ..., N, h =  l /N находятся из соотношений

>’(+ i=> ’i +  A(.vi>-lJ -l-sinxi), 0< /< iV ,  >-о=1. (5.1.13) 
Погрешность приближений имеет оценку

max Ь(-х,)-у,| = 0(Л), Л-»0.
ОС 1CN

Обратим внимание на то, что метод Эйлера (5.1.13) сводит задачу 
приближенного определения точного решения у(.х() в точках jc, 
к арифметическим операциям и вычислению элементарной функции 
sin x t, т. е. это действительно численный метод, так как вычисление 
sin х, также можно свести к арифметическим операциям над 
числами.

5.1.6. Общие замечания. Подводя итог введению, следует 
заметить, что, как правило, на практике приходится иметь дело 
с задачами. Зависящими от одного или нескольких параметров, 
начальных данных и т. п., которые лежат в некоторых интервалах 
своего изменения.

Для одних параметров, возможно, удастся применить регуляр
ный метод возмущений, для других— сингулярный, третьих — чис
ленный метод. Наилучший эффект достигается при сочетании всех 
рассмотренных подходов. Во-первых, результаты применения долж
ны совпадать с учетом точности вычислений в общей области 
действия методов: >то хороший контроль правильности проведен
ных вычислений. Во-вторых, к любой задаче следует подходить 
по принципу «сверху вниз», так же как в алгоритмизации 
и программировании. Сначала математическая задача изучается



качественными методами, затем аналитическими, далее методами 
возмущений и. наконец, численными методами.

Численным методам в данной книге уделено основное внимание. 
Как отмечалось выше, успех численных методов объясняется их 
сравнительно простой реализацией на ЭВМ.

Однако представляется целесообразным перед тем. как 
применять численные методы к задаче, ответить на следующие 
вопросы:

1. Какая «ближайшая» задача решается аналитически?
2. Нельзя ли рассматриваемую задачу считать возмущенной 

«близкой», решаемой аналитически?
3. Какая «ближайшая» задача решается успешно численно 

и каким методом?
Частичным ответом на первый вопрос является само определе

ние «близкой» задачи; что под этим термином понимается 
в конкретной математической модели подробнее см. в п. 5.2. 
Следующей частью является фактическое построение аналитичес
кого решения.

Затем, если параметры модели и требуемая точность вычислений 
позволяют применить метод возмущений (положительный ответ 
на второй вопрос), то его применяют, приняв аналитическое 
решение за нулевое приближение для решения исходной задачи. 
Если метод возмущений нельзя применять, то «близкая» задача 
(аналитическое решение) может служить тестовой задачей для 
контроля разрабатываемого численного метода.

Если «близкая» задача решается только численно и известен 
метод ее решения (получен ответ на третий вопрос), то следует 
пытаться решать исходную задачу, сочетая численный метод 
и метод возмущений. Если эту комбинацию не удается применить, 
то «близкая» задача (численное решение) может служить тестом 
для контроля разрабатываемого численного метода.

Все эти «меры предосторожности» кажутся излишними, тем 
более что численные методы просто реализовать. Но эта простота 
часто имеет обманчивый вид. так как возникает очень трудная 
практическая оценка погрешности вычислений.

Поэтому искусство вычислений состоит фактически не столько 
в предъявлении числовых результатов в виде таблиц чисел, графиков, 
сколько в обосновании того, что эти результаты получены 
с заданной точностью.

•  5.2. Масштабирование и замена переменных

5.2.1. Анализ размерностей. Безразмерные переменные. Выше 
использовались термины «близкая» задача, параметр возмущения. 
Покажем, как определяется параметр или параметры возмущения, 
выясним, какая задача является «близкой» к данной задаче, что 
следует сделать с конкретной прикладной задачей еще до этапа 
ее решения каким-либо методом.
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Конкретная техническая задача при своей 
математической формулировке записывается 
в виде соотношений, которые содержат пе
ременные, константы в обозначениях и раз
мерностях, принятых в той области техники, 
к которой эта задача относится.

Пример I. В механике свободное движение 
массы т, закрепленной на пружине с коэф
фициентом жесткости к и демпфером с ко
эффициентом вязкости р (рис. 5.1), описыва
ется уравнением

Рис. 5.1

mS+p*+̂-° <52л»
Пусть в момент времени г= 0  заданы начальное смешение у (0),

начальная скорость ^ “ (0)= 0- Тогда найти движение на интервале

времени 0^1  означает проинтегрировать уравнение (5.2.1) 
с начальными условиями

.v(0)=>’o, 0)«0. (5.2.2)

В конкретной задаче масса m может выражаться в граммах 
(г), у — в сантиметрах (см), t — в секундах (с), Р— в г/с, к — в 
г/с1. Например. у0 =  5см. ш = 50г, 7’=20с, р = 10 г/с, к =  200 г/сJ. 
В размерных переменных I, у трудно обнаружить, какая задача 
близка к рассматриваемой— та, в которой можно пренебречь 
демпфированием, или та, где можно пренебречь собственными 
колебаниями.

Перейдем к безразмерным переменным т, х  с помощью замены

т =  J T jm l,  х = у !у 0. (5.2.3)

Для этого введбм величину ш0 =  у/к/т, равную собственной частоте 
колебаний без демпфирования. Смещение х  теперь выражается 
в единицах начального смещения. Замена по формулам (5.2.3) 
дает

dy d (yox)dx dx d 2y d 2x  2 2

и приводит к уравнению в безразмерных переменных х, т

^  +  Ц ^  +  ДГ = 0, 0<т«£(ооГ, (5.2.4) 

где ц = Р /(тш 0), с начальными условиями

*(0 )=1 , £  = 0. (5.2.5)
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Для рассматриваемых значений параметров имеем ц = 0,1. Поэтому 
можно попытаться на интервале 0 ^ т ^ 1  приближенное решение
(5.2.4) находить методом возмущений, считая невозмущенной задачу
(5.2.4). (5.2.5) с ц = 0  (т. е. близкая задача — это задача без 
демпфирования). Заметим, что этот факт обнаруживается не по 
значению коэффициента вязкости р, а по комбинации трех 
параметров ц = р/(ша>0). Кроме того, важна длина интервала 
изменения т; при больших значениях й)07 >  1 задачу без демпфирова
ния также нельзя считать близкой. Подробно этот факт рассматри
вается ниже.

Фактически безразмерный параметр ц является параметром 
подобия. Системы (5.2.1) с разными значениями р. т, ю0. но 
с одинаковыми р ведут себя одинаково и могут быть исследованы 
интегрированием одного и того же уравнения (5.2.4).

Пример 1 носит иллюстративный характер, поскольку решение 
задачи (5.2.1), (5.2.2) выражается в элементарных функциях, но' 
следующее небольшое изменение задачи и приведение ее к безраз
мерному виду уже имеет содержательный смысл.

Пример 2. Пусть сила упругости пружины нелинейно зависит 
от смещения

F =  - k y - k s ) '1,

где к, к3 — постоянные. При этом движение массы т описывается 
уравнением

m ~ + p ‘j i + k y + k 1y i » 0  (5.2.6)

с условиями (5.2.2).
Если ввести те же безразмерные переменные, что и в примере 

1 с помощью замены (5.2.3), то получим уравнение

^ + ц ^ + * + е х 3 = 0, (5.2.7)
dx1 d т

Р , ,  ,где р = ----- , е = -у —, с начальными условиями (5.2.5).
Ш0о к

В уравнении (5.2.7) имеем еще один безразмерный параметр 
с, который характеризует влияние нелинейности. Если параметр 
е  мал, то при определенных условиях можно применять метод 
возмущений по с.

Как уже замечено выше, в задачах (5.2.4), (5.2.7) присутствует 
важный безразмерный параметр щ Т ,  характеризующий длину 
интервала наблюдения или интегрирования, от значения которого 
зависит возможность применения методов возмущений. От этого 
параметра можно освободиться масштабированием — переходом 
к новой независимости переменной

/,=т/((о0Г).
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Тогда интервал наблюдения в переменных дг, /, будет единичным.
Но при этом уравнения (5.2.4), (5.2.7) примут вид

1 d2x ц dx
— r i T T -*-----т- ~Т~ х  ~<о0Т  a l i  ш0Та11

I d 2x  и dx j
— "•— ~  +  д :+ £ г  = 0, 
со0T l dt\ WgTdl,

или после введения новых параметров ц2=(о)0Г )-2, ц, =ц(о)0Г)" 
— следующий вид:

d 2x dx 

' dt,•, ’ л Т + " ' А  +  ' " 0 ;  + , , ‘  S 7 + J r + s

Теперь вся характеристика задачи, например (5.2.7), содержится в трех 
безразмерных параметрах е, ц,, ц2, в то время как в исходной 
формулировке имеется шесть размерных параметров: >’0, m, Т, р. к, 
к  у Это первое преимущество использования безразмерных пере
менных и масштабирования. Второе состоит в возможности по 
параметрам е, ц „  ц 2 определить, можно ли применять метод 
возмущений или нет и какая задача близка к рассматриваемой. Если 
возможно применение только численных методов, то эти же 
параметры могут определить, какой из методов следует использовать.

Пример 3. Установившееся обтекание пластины потоком вязкой 
несжимаемой жидкости описывается уравнениями

ди Sv _

’  ?и л Д  а

' dv dv\ dp 

\“ Sx +  Vd y )  ду

(5.2.8)

с граничными условиями (рис. 5.2)

Г и(х, 0) = 0, v(x, 0) = 0. x> 0 ,
{ lim и ( х , у ) = и*, lim 1>(дг, у)=0.

(5.2.9)

где и(х, у), »(лг, у )— проекции 
вектора скорости жидкости 
в точке (дс, >•) на оси х н у  соот
ветственно, р (х , у ) — давление, 
р— постоянная плотность, ц — 
коэффициент вязкости жидко
сти.

Приведение задачи (5.2.8),
(5.2.9) к безразмерному виду 
осуществляется выбором харак
терного размера L  — расстояния

Н
Рис. 5.2
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от передней кромки пластины до точки на пластине, где изучается 
течение: 0 < .v $  L.

Безразмерными переменными являются независимые и,, г ,, p t, 
зависимые jcj, у, и вводятся с помощью формул

и v п х у
u i -  —  , vi ~  —  ' P i —r jT *  а‘ >_ 7 '  * l ~ 7 'I?» Pgc P̂ ot ^  ^

Соотношения (5.2.8), (5.2.9) в безразмерных переменных принимают 
вид

^ + £ ^ 1 = 0 .  
гх , <>>•,

+ 0 |
ди.

dxx Re'4yi

11 а».
■+р,

dvt

ч . dx, Re

и, (* ,, 0)=0. » ,(* ,, 0) = 0, 
lim I. lim г, ( x „  > ,)=0.

X,—•- ao JCj—♦“  aD
где присутствует лишь один безразмерный параметр

R . - p t 1 ,
М

называемый числом Рейнольдса. Теперь в зависимости от значений 
Re в конкретной задаче близкими уравнениями могут быть: при 
больших значениях Re— уравнения пограничного слоя (параметр 
возмущения (Re)-1), при малых значениях Re— течение Стокса — 
Озеена (параметр возмущения Re).

Если в конкретной задаче Re не мал и не велик, то применяется 
численный метод, но контроль результатов осуществляется сравне
нием вычислений при малых и больших Re с известными течениями. 
В случае их совпадения в пределах точности вычислений можно 
надеяться на правильность результатов и в промежуточном 
диапазоне значений Re. В заключение дадим практическую рекомен
дацию: исходная задача должна быть преобразована к безразмерному 
виду, выделены безразмерные параметры, изучены решения для 
предельных значений этих параметров. Часто предельные решения 
можно получить аналитическими методами.

5.2.2. Замена переменных. Рассмотренные выше преобразования 
уравнений к безразмерному виду и масштабирование— простейшие 
линейные замены переменных, которые выполняются в первую 
очередь. Затем для упрощения вычислений следует пытаться 
выполнить более сложные нелинейные замены. Наибольшие вычис
лительные трудности вызывает наличие у искомых решений y(x)

областей с большими значениями модуля производных ^  или
их
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|| gradv(.x) || для функций многих 
переменных y ( * i,  •••» *■)
(рис. 5.3). Можно определенно ут
верждать. что переменные у, х  не 
являются наилучшими для пред
ставления решения. Более подходят 
для таких функций переменные 
у, s, где 5— длина дуги кривой 
у (х ), т. е.

ds2= (d x )2+(</»-)2, £ = ч/1 + (у ',)2.

Например, задача

j x = \ + y \  >(0)=0.

имеет решение y (jt)= tg jr, у которого в точке х=п /2  особенность. 
В то же время это уравнение в переменных у, s, имеет вид

i +  v2
ds dx ' ds 1 + y J

или
dy_  l + y 1 _  1+y1

и та же задача с условиями >’(0)=0, 0 < ж о о  имеет решение 
_у=_у(л) без особенностей по s.

В более общей форме рекомендуется переход к параметрическо
му представлению решений ч

y = y (s , t ) ,  *  = \|/(s,/),
который при надлежащем выборе <p, v|/ может упростить вычисления 
в задаче.

Во многих технических задачах приходится решать уравнение 
Лапласа

А . г г 
&~ г Р + г Р

в некоторой области D  с условиями на границе D. Имеется 
много методов решения этих задач, но не следует забывать 
и старый метод конформных преобразований (фактически замен 
переменных) области D  на другую, например единичный круг, 
для которой известно аналитическое решение. Тогда решение 
исходной задачи сводится к поиску замены переменных

x =  x(s, I ), y = y ( j ,  t).

Методом конформных преобразований великолепно владел 
советский математик М. В. Келдыш (1911 — 1978), который

X
Рис. 5.3
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5.3.3. Вычисление специальных функций. Если аналитическое 
решение задачи выражается через специальные функции (S i(x ), 
/0(дг) и т. п.) и в библиотеке программ есть программы их 
вычисления, то обращение к ним не отличается от вычислений 
элементарных функций.

Если же в библиотеке отсутствует соответствующая программа, 
то следует рассмотреть два возможных варианта организации 
вычисления. Первый заключается в том. чтобы ввести в память 
ЭВМ таблицу этой функции в интересующем нас диапазоне 
значений аргумента. Затем вычисления осуществляются по таблице 
с помощью интерполяции. Второй вариант состоит в представлении 
этой функции через имеющиеся в библиотеке элементарные и специ
альные с заданной точностью в аналитическом виде, а затем 
программировании полученных формул. Различные приближения 
для специальных функций представлены в [22, 23).

5.3.4. Вычисление элементарных функций комплексною перемен
ного. Эти функции вычисляются либо прямым обращением к биб
лиотечным с соответствующим описанием аргумента и значения 
функций как комплексных переменных, либо (в случае отсутствия 
их в библиотеке)— программированием вычислений. Так как фун
кция комплексною переменною и = / ( г )  может быть представлена 
в виде (и = u + iv , z =  x + iy )

то определение и (х ,у \  v (x ,y ) сводится к разделению вещественной 
и мнимой частей заданной функции; они выражаются через 
элементарные функции вещественных аргументов, и программирова
ние не вызывает затруднений. Например, функция Жуковского

вычисляется разделением на вещественную и мнимую части

и объединением двух вещественных величин в комплексную с по
мощью библиотечной функции

Выделение действительной части дг у комплексного числа z произ
водится функцией X = REAL(Z) мнимой части — функцией Y = 
= AIM AG(Z).

5.3.5. Аппроксимация функций. Приближение функций, заданной 
в аналитической форме другой или другими функциями, определя
ется в основном необходимостью ускорить процесс вычислений 
функций с заданной точностью.

W = CMPLX(U, V).
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Например, время вычисления функции
, . sin jf+ c o s .t

* | - ?ТЙТТ7) (5'3"
в точках 0<д:^0,1 с точностью е можно значительно уменьшить, 
если заменить j ’(.v) приближенно полиномов

Р ,(v) =  a0 + a i-,f+ " + a«v"-
Коэффициенты и погрешность можно найти, например, из ряда 
Тейлора для >(х). Допустим, что е таково, что полином третьей 
степени обеспечивает точность е , т . е.

m a x  I,v (-v ) Р j ( . v )  | <  е.
0<х<0,1

Тогда для вычисления v(.v) в любой точке х е  [0,01 ] с помощью 
Р3(х )  требуется три операции сложения и три умножения. Этот 
вычислительный процесс займет гораздо меньше времени счета 
на ЭВМ, чем вычисление по исходной (5.3.1) формуле для j(.v).

На интервалах большой длины целесообразно приближать >'(дг) 
рациональными функциями

/ > _ Яо + я ,х+ ...+ а ях '
Ь0+ Ь 1Х+ ...+Ьях я'

Можно область изменения v разбивать на интервалы и на разных 
интервалах аппроксимировать и(дг), либо /*„(*). либо и„ м(дс).

5.3.6. Интегрирование. Методы аналитического интегрирования 
подробно изучаются в курсе высшей математики. Зная таблицу 
основных интегралов и правила интегрирования, путем замены 
переменных, интегрирования по частям и т. п. можно вычислить 
точно интеграл  ̂ 4

J v (x ) dx =  F (b )—F{a),
а

зная первообразную F (x ) для широких классов функций. Причем 
если F {x )  выражается через элементарные или специальные функ
ции, для которых можно найти F (a ), F (b )  с заданной точностью, 
то считается, что аналитическое интегрирование выполнено. На
пример,

1

f.re*<ftr=l, fe~* </.v =  ̂ erf( 1), Г^^</.v = Si'(l). (5.3.2)
о о 2 J х

О
В то же время интеграл от простой функции



не выражается в конечном виде через значения известных эле
ментарных и специальных функций. Тем более это будет правилом 
для более сложных подынтегральных функций.

Интеграл можно вычислять численно. Но здесь, как и в ап
проксимации функций, возможно, удастся ускорить процесс вычис
ления. если сначала подынтегральную функцию приблизить с точ
ностью е полиномом Р,(х) или рациональной функцией н„,т(х),

а затем аналитически вычислить известным образом J Ря(х)&х или

5.3.7. Суммирование рядов. Аналитические методы не ограни
чиваются только конечными вычислительными процессами, до
пускается предельный переход, а также суммирование бесконечных 
рядов. Например, интеграл от у(х) можно заменить интегралом 
от ряда Тейлора

тогда задача интегрирования сводится к задаче суммирования 
бесконечного числового ряда.

Представление решения в виде ряда имеет преимущество по 
сравнению с другими методами решения тогда, когда оценка

отброшенной части ряда £  Ак легко определяется. Например,
**м+1

для знакопеременного ряда с монотонно убывающим |/ l t | по
грешность вычисления e<|>4N + 1|. Чтобы вычислить

с точностью до восьми верных знаков, достаточно взять один
надцать слагаемых в сумме

Так и следует поступать, если в библиотеке нет программы 
вычисления erf (.г) с двойной точностью, поскольку одинарная 
точность не дает восьмой верный знак; следовательно, формулой 
из (5.3.2) воспользоваться нельзя.

Если ряд сходится быстро, то трудности при вычислении 
суммы ряда не возникают. Если же ряд сходится медленно, то 
суммирование ряда можно пытаться выполнить методом Куммера 
Суть этого метода состоит в том, чтобы медленно сходящийся

ряд £  Ак аппроксимировать рядом ]Г Вк, для которого известна
Л ■= О |>0
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сумма 5, =  Y. Вк* а скорость сходимости рядов одинакова, т. е.
4 = 0

найти такие Вк, чтобы

lim
к—ао

Ак— Вк
Ак

=  0 . (5.3.3)

Тогда S — ]Г можно записать в виде 5 = 5 , +  ]Г (Ак — Вк) и.
к шО 1-0

таким образом, суммирование исходного ряда сводится к сумми
рованию ряда с общим членом Ск=(Ак- В к), который, согласно
(5.3.3), сходится быстрее исходного.

Предложенный подход можно повторить, если удается аппрок-
0D

симировать ряд £  Ск рядом с известной суммой и т. д.
к = 0

Для ускорения сходимости рядов по методу Куммера необ
ходимо иметь таблицу рядов с известными суммами. Подробные 
таблицы рядов представлены в [21— 23].

Например, для медленно сходящегося ряда

*« о  К + э
можно для аппроксимации подобрать ряд с известной суммой 

® 1

Теперь имеем

S - S . +  X
г °

к 2 + 52'
(5.3.4)

Заметим, что ряд в (5.3.4) является быстросходящимся, но и его 
сходимость можно ускорить методом Куммера. Запишем

* е-*' I Д  е-*’ *  _ l (  1 1 ^
± 0 к 2 +  52 52 +  к^  к 2 W  \ к 2 +  52 к 2) '

00

Ряд S2 = X  е * ‘к 1 имеет известную сумму S2=0,37247207. Отсюда
* = 1

искомая сумма ряда представляется следующим образом:

[  s-s'+w+s> - i p m -
где ряд сходится быстрее, чем в (5.3.4).

5.3.8. Фурье-ана.1из. Под аналитическим Фурье-анализом будем 
понимать: 1) аналитическое определение коэффициентов ряда Фурье 
по заданной аналитически (т. е. формулой) функции / ( х )  периоди

ческой с периодом 2л, 2) аналитическое суммирование рядов Фурье, 
т. е. восстановление f(x ) ,  заданной тригонометрическим рядом.
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Фурьс-аналт (аналитический и численный) широко применяется 
в науке и технике. Отметим две области приложений.

1. Разложение сложного колебания на отдельные гармонические 
колебания.

2. Решение задач математического анализа, дифференциальных 
уравнений методом Фурье, т. е. с помощью разложений в ряды 
Фурье.

Напомним, что коэффициенты Фурье вычисляются по формулам

Для определения коэффициентов ая . Ьт достаточно абсолютной 
интегрируемости /(.v ) на интервале [ — л,л]. Для сходимости ряда
(5.3.6) достаточно, чтобьт f (x )  была кусочно-монотонна на ( - л .я ]  
и имела конечное число точек разрыва. Тогда для точки непрерыв
ности дг0

Как отмечалось в п. 5.3.6, аналитическое интегрирование (5.3.5) 
связано с возможностью представить первообразную через из
вестные элементарные или специальные функции. Этот вывод 
остается в силе и для определения коэффициентов Фурье ат, Ьт.

Приведем пример определения ат . Ьт для функции е“ ,
— ж .х < л ,  а /0 .  Имеем:

1 "ат = -  J f(x)cosmxdx, т =  0,1,2.....
я (5.3.5)
I

bm= -  f f(x)sinmxdx, т =  1,2,..., 
л

а затем составляется ряд Фурье функции / ( * ) :

А х) "  I  K c o s w . v H  hmsinwi.v).
* m = 1

(5.3.6)

/ ( * o ) = y  +  I  (umcosmx0 + ha sinmx0);
^  m — I

для точки разрыва

/(xo + 0 )-/ (.v o - 0 )  _  a0
2

Я

Я

a e“  cosmxdx = n (ctJ+mJ) e
I icosmx + msinrnx г

- я

я

e“  sin mxdx= -1 asin/идг—mcosmx tx ’  ( —1)"~12mshan

(a2+m2) ‘ _ K n(a2 + ni2)



Таким образом, для /(.г), у которых интегралы в (5.3.5) можно 
вычислить аналитически, коэффициенты Фурье определяются вы
числением известных функций, зависящих от номера гармоники 
т как от параметра.

Рассмотрим суммирование рядов Фурье. При этом будем 
считать, что факт сходимости ряда (5.3.6) установлен, а наша 
задача — найти в конечном виде сумму ряда, выразив ее через 
элементарные функции, если она в таком виде может быть 
представлена.

Изложим метод Эйлера суммирования некоторых тригоно
метрических рядов с помощью аналитических функций комплексной 
переменной.

Предположим, что имеем два ряда
j оо ао
-а0 + £  «„cosw.v; £  «„sinw.t.
2 m = 1

которые всюду, за исключением конечного числа точек на интервале 
[0,2л], сходятся: первый — к функции р(х), второй — к q(x). 

Рассмотрим степенной ряд
I- а 0 + 1  ат: я ,
L m * 1

(5.3.7)

где г — комплексная переменная.
На окружности |г |= 1 . г = е “  этот ряд сходится по предпо

ложению. за исключением конечного числа точек, т. е.
1p(x)+iq(x) = - a 9 +  I  a„zm =
1 т= 1

1 *= -а 0 + I  am(cos/>tx + j'sinm.v).
*  +1

(5.3.8)

Но, согласно известному свойству степенных пядов (5.3.7) сходится 
при |z |< l,  г =  ре '\ 0 ^ р < 1 , к некоторой функции <р(г). Тогда 
имеет место

1 ®
ф(ре'*) = -а 0 + I  атрте1кх.

1 «=1
Если ряд (5.3.8) сходится, то по теореме Абеля его сумма 
находится предельным переходом

lim ф(ре'х)*/>(дг)+^(дг). 
р-1

Как правило, lim ф(реи ) = ф(е'*), а отсюда уже р(х), q(x) можно 
р-»1

получить в конечном виде.
Просуммируем методом Эйлера два ряда:

00 | 00 |
л(дг)=1+ I  — cosw.v; q(x)=  I  — sinw.v. 

m! ml
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Очевидно, что
00

Отсюда
и

ф(е<д‘)=ес =е, coex + isin х = eco,x(cos(sin.v)+/sin(sin.v)).
Следовательно,

^(jc)=eco**cos(sinx), ^(.v) =  ec‘M,Jtsin(sin.v).
5.3.9. Дифференцирование. Процедура аналитического дифферен

цирования функций одного или нескольких переменных, заданных 
формулами, является основной во многих вычислительных методах. 

Построение рядов Тейлора в окрестности точки

требует вычисления / ‘" '(х ) в точке х0. Поиск экстремумов функции 
/(дг,......дг.) может быть связан с решением уравнений

!;<*■..
и проверкой знакоопределенности </*/• Вычисление преобразования

часто необходимо при заменах переменных. В задачах дифферен
циальной геометрии — определение касательных поверхностей, вы
числение кривизны поверхности и т. п. аналитическое дифферен
цирование служит основным элементом вычислений. В механике 
вывод уравнения движения связан с дифференцированием функции 
Лагранжа L = L ( i ,y t, у\), 1 где у,, у[ — обобщенные коор
динаты и скорости механической системы. Действительно, урав
нения Лагранжа имеют вид

следовательно, для получения уравнений движения в виде

необходимо провести аналитическое дифференцирование функции 
L. Заметим, что при больших значениях л эта задача становится 
очень трудоемкой. Именно в таких задачах при больших л ис
пользуют системы аналитических вычислений на ЭВМ.

Для аналитического дифференцирования необходимо знать таб
лицу производных элементарных функций и правила дифферен
цирования. Все это входит в курс высшей математики.

Л = /< (* ,......* .).

^r =  <P(tvl, У „  *),
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5.3.10. Операции с мшрицами и векторами. Конечное число 
матричных и векторных операций представляет собой простые 
комбинации элементарных арифметических операций. Например, 
сумма двух прямоугольных матриц

А=(аи ), B = (b ,j), С =(см ), 1 s?/ < m. l^y'sSn,

С — A + В, Cij—di'j+bi'j',

произведение двух прямоугольных матриц

А =(аи ), B=(b tJ ), K i< m ,  К у '< я ,
Я

С=АВ, c , j=  I  altlb , j ,  1 lsSy'</c;
J *  1

произведение квадратной матрицы A = (ai J), на вектор
*  = (*,). I «S/^ л ,

Я

ушАх, у ,=  I  UijXj 
J - 1

и т. д. Исключением является операция обращения квадратной 
матрицы А с det Л #  0, аналитические методы выполнения которой 
рассматриваются в п. 5.3.11.

Если элементы матриц и векторов— числа, то конечное число 
операций с матрицами и векторами следует отнести к численным 
методам. Если же допускается бесконечное число операций, то 
в этом случае могут применяться аналитические методы. Важным 
классом бесконечных процессов с матрицами является процедура 
определения функций от матриц рядами^

Для определения сходимости последовательности матриц и мат
ричных рядов напомним понятие нормы.

Пусть имеется и-мерное пространство £ ". Если для любого 
вектора х е Е п существует число ||.v|| такое, что:

1) || qlv || =  | ас 11| дг || для любого числа х ;
2) I I д г | |  ^  ||-VII 1|>’ II для любых дг, y e t " ;
3) ||дг||=0, если дг=0,

то ||дг|| называется нормой вектора v = (х, ..., дг,). Например, нормой 
вектора х являются следующие:

а) евклидова норма ||дг||2 = ^

б) || дг и, = Z |дг,|;

в) 11*11,= max (|.Vj|).
1

Пусть А — матрица, х — любой вектор £", ||л ||#0 , нормой 
атрицы || А || называется наименьшее из чисел с в неравенстве

II /< л с К с |д с | | .
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В зависимости от применяемой нормы вектора будут получаться 
различные значения нормы матрицы. Из определения || А || имеем

IIЛ д гК М И  IIдг||.
В дальнейшем будем применять норму вектора || х || в и опускать 
индекс ао:

|| лг || = max (| дг(|).
К К к

Соответствующая этой норме матричная норма || А || может 
вычисляться по элементам at j следующим образом:

||Л 11 = max (  £  \аи \
I </<» V j- i

Определим последовательность матриц задавая п хп  число
вых последовательностей

{S}*J}, *  =  1.2. 3, ... .
Последовательность {S(M} сходится к матрице S с элементами 
Sjj, если сходятся п#п  числовых последовательностей:

при к-*со
или

|| S,k)- S ||-+0 при к-*ао.
Напомним определение собственных чисел Х( и собственных 

векторов е, матрицы А. Собственные числа Х,(Л) матрицы 
А и соответствующие векторы удовлетворяют равенству

Aei = k i(A)el, е^О.
Пусть функция /(X ) разлагается в степенной ряд в круге сходимости
| X — Х.0 1 <  г

/ (Х )=  £  Я|(Х—Х0)',
1-0

где а, — числовые коэффициенты (возможно, и комплексные). Сопо
ставим этому ряду последовательность частичных сумм — матрич
ную последовательность

S<4>- £  at(A -X oEy. (5.3.9)
1-0

Теорем а 5.1. Для сходимости S ik)-*S необходимо и достаточно, 
чтобы все собственные значения Х,(Л) лежали внутри круга 
сходимости |Х,(Л) —Х.0|< г.

Пусть выполнено условие теоремы 5.1; тогда Sik)-*S , т. е. 
сходится матричный ряд

£ a,(A-XoEY;
<-0
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его сумму (матрицу S ) обозначают /(Л ),

/( /< )=  £  а Д Л -К Е )1.
i * О

Так по функции /(.*) определяется функция /  от матрицы А, 
которая обозначается /(Л ).

Для применения теоремы 5.1 важно уметь оценивать расположе
ние собственных значений Х((Л) на комплексной плоскости. Прос
тейшую оценку можно получить из следующей теоремы. 

Т е о р е м а  5.2. Собственные числа Л.((Л) имеют оценку

max | Я, (Л )КМ|. (5.3.10)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения собственных значений 

и векторов имеем

Ае, = \,{А)е,.
Отсюда для любого /'

|| Ае{ 1 = || X,(Л)е, || =  |X,(Л)11| е, ||.

С другой стороны, по определению нормы матрицы.

II Ае, К  М И  Ik, ||.
Сравнивая два последних соотношения, получаем (5.3.10).

Например, в круге сходимости |Х |<1 имеет место разложение

/ ( x ) - ( i - x ) - » - f x .
1 = 0

Пусть имеем матрицу А

л (  0,3 —0,1\
V-0,1 0,2/

Определим М П  =0.4. Используя (5.3.10), находим

шах | Х,(Л) |^0.4.
00

По теореме 5.1 матричный ряд £  А‘ сходится к сумме— матрице 

(Е -А )~Ч

( £ - Л ) - * =  £  А‘.
<•0

Если радиус сходимости для /(>.) равен бесконечности, то можно 
получить функцию / (А ), определенную для любых матриц А. Имеем

е ^
оо | со / <w ®  I

= Х  V ;  c o s ^ = I (- l i f ^ 2'; s h ^ = Y
i -о»! i -о (2i)! ,tb(2/+1)!
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5.3.11. Решение систем линейных уравнений. Как уже упоминалось 
в п. 5.1.3, аналитическим методом решения систем линейных 
уравнений

Ах = Ь, (5.3.11)

где A=(aij), 1 />=(/>,....../>„). х — вектор неизвестных
■х=(х,, .... л„) с определителем det А ф0, является правило Крамера. 
Однако для больших п оно неприменимо, так как становится 
громоздким.

Другим аналитическим методом решения системы (5.3.11) явля
ется формула Фробениуса для обращения блочных матриц.

Определим блочную матрицу. Пусть дана прямоугольная 
матрица

A =(atJ), Ц /^m . 1 < /^ я .

Представим ту же самую матрицу в виде

Л =(/»,.,), К ' О ,

где каждый элемент А ^  может быть прямоугольной матрицей. 
Например,

А =

« 1.1 « 1.2 « 1.3 « 1.4 « 1.5

«2.1

1 
а

1 
£ «2.3

—
«2.4 «2.5

«3.1 «3.2 «3.3 «3.4 «3.5

.«4.1 «4.2 «4.3 «4 .4 «4.5 .

=  / Ч . «

W i
^1.2
^2.2

(5.3.12)

где

« 1.3 « 1.4 « 1.5

«2.3 «2.4 «2.5 ,

«3.3 «3.4 «3.5

,«4.3 «4.4 «4.5

Действия над блочными матрицами производятся по тем же 
правилам, как и в случае, когда вместо блоков имеются числа. 
Необходимо только, чтобы разбиение на блоки было одинаковым. 
Пусть имеем матрицу /?=(/>,;), 1 ^ /< т ,  К у '^ и ,  разбитую на 
блоки тех же размеров, что и А, т. е.

S = (fi(|r), U r O .

Сумма С в блочном представлении получается сложением соответ
ствующих блоков

С = А + Д = (Л ,,+  Я, г).

Для умножения блочных матриц А и В необходимо, чтобы все 
горизонтальные размеры в разбиении А совпадали с соответствую-
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ч

шими вертикальными размерами в разбиении В. Тогда формула 
для блочного представления

C = ( C J =  I  Ач.кВк,  
к -  1

аналогична формуле для матриц, состоящих из чисел, 
имеем матрицу

Пусть

Д =

Г *... * 1.2 * 1.3 * 1.4 * ..» !
* 2.1 * 2.2 * 2.3 * 2.4 * 2.5

* 3.1 * 3.2 * 3.3 * 3.4 * 3.5

*4.1 *4.2 *4.3 *4.4 *4.5

1 * 5.1 * 5,2 *5.3 * 5.4 * 5.5 J
( * "  в  ‘ \V 2.1 »2.2/

(5.3.13)

где

'1.4 * 1.5\
'2.4 * 2.5 У
>3.4 * 3.5\
>4 .4 *4.5

>5.4 * 5,5

'* 3,1 * 3.2 * 3 .3 '

При таком разбиении матриц А, В блочное представление матрицы 
С=АВ, равное произведению (5.3.12) и (5.3.13), находится по 
формулам

V Q . С гл)  V А1 л Вхл+ А г л В1л | /
Представим формулу Фробениуса обращения блочной матрицы. 

Пусть в (5.3.11) матрица А — квадратная. det/4#0 и разбита 
на блоки

/4 . 1  А1Л\
V<2.. *1.1 У

матрица Л, , — квадратная, det Л , ,  / 0 .  Определим матрицу

В —*2 .г~  ̂ 2.1 И м ) 1.2-
Предположим, что d e tfi#0 . Тогда блочное представление обратной 
матрицы А ~1 задается формулой Фробениуса

/  M i . i )  ' + M i . i )  ' ^ i . 2 ®  1 ^ 2.1 ( -^ i . i )  1 I — ( ^ i . i )  1АВ  Ч  

■  --------
—  В  ^ ц ( ^ ц )  1 I В  1

которую можно проверить прямым умножением матриц А и А~ 
в блочном виде.

Решение исходной системы уравнений (5.3.11) получается умно
жением блочной матрицы А ~1 на вектор правых частей, разбитый 
на блоки в соответствии с разбиением {А ' ' ) .
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Главное достоинство формулы Фробениуса состоит в том. что 
обращение матрицы размерности я сводится к двум обращениям 
матриц А, , и В меньшей размерности, а это может позволить 
найти аналитическое решение (5.3.11).

Можно продолжить процедуру обращения Фробениуса. разбивая 
на блоки матрицы Л, , и В и т. д.. но, как обычно, с каждым 
шагом увеличиваются трудности, поскольку приходится манипу
лировать громоздкими формулами.

Например, матрицу 16-го порядка за три шага можно свести 
к обращению матриц 2-го порядка, для которых легко применить 
правило Крамера и. таким образом, получить при условии 
выполнимости этих шагов аналитическое решение системы линейных 
уравнений (5.3.11), выраженное через элементы матрицы А и вектора Ь.

Как отмечалось выше, решая систему (5.3.11), необходимо 
знать, обращается или нет в нуль определитель матрицы А, А1Л, В. 
Матрица А называется вырожденной, если определитель det/4=0, 
и невырожденной, если det Аф 0.

Иногда можно по элементам матрицы легко определить, что 
матрица А невырождена. Это случай диагонального преобладания 
Адамара.

Т еорем а 5.3. Если для матрицы А выполняются п неравенств
п

I«1,11 X  Iai.j  1> (5.3.14)
1 4
1*‘

то матрица А невырождена.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: при выполнении 

(5.3.14) det /4 = 0. Тогда существует ненулевой вектор лг=(дг1, ..., х„) 
такой, что

Я

Y, ai.jx j = о. к « < я .
j - 1

Выберем число к, соответствующее шах |дг,| =  |.г*|>0. Из послед- 
него равенства для выбранного к получаем

п
ак.кХк =  ~  X  ° k . ]XJ'

J -  1 
J#*

откуда
п п

i a t . * i  1 * * 1 ^  X  i a * . y i i x j i ^ i - v» i  X
J - l  J - l
j o t  J+t

Сокращая на |jcJ ,  получим противоречие с (5.3.14). Теорема 
доказана.

Обозначим А’ транспонированную матрицу к A, A'=(ajt), 
К  У, /<я . Так как

det A =det А',
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то достаточные условия Адамара (5.3.14) для строк, заменяя А на 
А', могут быть преобразованы в условия для столбцов. Матрица 
А невырождена, если

Л

K i l >  Z  1 
j - 1 
j +i

Условия Адамара перенумерацией строк (столбцов) можно 
сформулировать в виде det /1 /0 , если в каждой строке (столбце) 
А имеется преобладающий элемент и эти элементы расположены 
в различных столбцах (строках).

Пример, det АфО для следующей матрицы:

15 1 2 -4 1 15> 1 + 2 + 4 ,
2 3 -1 0 4 10>2 +  3+4,

-1 7 0 1 7> 1 + 0 +  1,
1 1 2 10 10> 1 + 1 + 2 .

Те же элементы (15, —10, 7, 10) являются преобладающими и по 
столбцам.

5.3.12. Определение собственных значений и векторов. Аналити
ческое определение А.,(Л) собственных значений матрицы А и соот
ветствующих собственных векторов е, в конечном виде для 
произвольных матриц А порядка и >5  невозможно. Это следует 
из того факта, что X., удовлетворяют алгебраическому уравнению 
и-й степени

det (А -Х £ )= 0 ,

которое в развернутой записи имеет вид
Х" + а1Х - - , +  а2Х "-2-|-...+а||- ,Х + а . = 0. (5.3.15)

а (5.3.15), как уже упоминалось, в радикалах неразрешимо при п >5.
Поэтому аналитические методы нахождения собственных значе

ний и векторов, т. е. их определение через элементы матрицы 
А, существенно зависят от и.

Для 1< п < 4  можно использовать известные формулы для 
корней X, алгебраических уравнений, а зарм  аналитически решить 
систему линейных уравнений

Ae^Xfi, (5.3.16)
и определить соответствующие собственные векторы.

Для п ̂  5 аналитические решения могут дать методы возмущений 
(см. 5.4).

Однако если отказаться от желания найти точные формулы 
для X., и ограничиться поиском их оценок или, как говорят, 
решать задачу локализации собственных значений, то здесь 
имеются простые аналитические методы для произвольных по
рядков матрицы А. Часто в технических задачах достаточно 
иметь именно оценку для Х.(, а не точные значения. Например, 
в задачах устойчивости дифференциальных уравнений, систем
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автоматического управления определяются знаки ReX(, а отсюда 
делается заключение об устойчивости без точного определения X, (̂ 4).

Критерии локализации собственных значений могут применяться 
и для задачи локализации корней полиномов, поскольку по любому 
алгебраическому уравнению (5.3.15) можно выписать матрицу, для 
которой это уравнение является характеристическим, т. е. 
det (А — Х£)=0, а именно:

0 1 0 ... 0 о '
0 0 1 ... 0 0

0 0 0 ... " о
....

- « . - J -0 . -2 - а 2 -® 1.
Первым критерием локализации собственных значений является 

формула (5.3.10). которая дает оценку модулей собственных чисел. 
Второй критерий является следствием теоремы 5.3.3.

Все собственные числа матрицы А содержатся в объединении 
кругов

я

|X.— X  \aij\' 1 i? j ,
J - t

или
я

IX—a,JI < £ \аи\, 1 </<», ivy,

на комплексной ^.-плоскости.
Докажем первое неравенство. Пусть оно не выполняется для 

какого-либо собственного числа к, и всех 1 < /$ и ; тогда
Я

j - I 
< * j

следовательно, по теореме 5.3. матрица

А -к .Е
невырождена, т. е. det (А-Х ,£ )# 0 . а это противоречит предположе
нию. что к, — собственное число матрицы А.

S.3.I3. Решение линейных интегральных \ равнений. В этом пункте 
представлены некоторые типы интегральных уравнений, которые 
можно решать аналитически. Это значит, что можно: I) представить 
явную формулу для решения в виде интегралов от заданных 
функций или их преобразований; 2) свести задачу к решению 
системы линейных алгебраических уравнений и интегрированию 
заданных функций: 3) представить решение сходящимся рядом, 
каждый член которого определяется интегрированием заданных 
функций.

Рассматриваемые интегральные уравнения можно записать сле
дующим образом:
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\

ay (дг)+ J К (x, s) v ( t) ds= f  (x), x e D,
d,

где y(x )— искомая функция, стоящая под знаком интег рала, отсюда 
и название интегральное уравнение; / ( * ) ,  К l.v, л) — заданные функции; 
/ ( х )— неоднородность уравнения; К (лг,.?)— ядро уравнения; а — 
константа, если я=0, то имеем уравнение первого рода, если 
аф 0 — второго рода; D, — область интегрирования по переменной 
s; D— область изменения аргумента х.

Обобщением рядов Фурье на непериодические функции явля
ются: интегральное преобразование Фурье — косинус-преобразова
ние функции у (jc)

Эти интегральные преобразования при заданной функции /(.г) 
можно трактовать как интегральные уравнения первого рода 
относительно неизвестной функции у(х).

Если f (x )  абсолютно интег рируема в каждом конечном проме
жутке и при х-> ± оо монотонно стремится к нулю, то можно 
применить простые формулы обращения: для косинус-преобразования

о
синус-преобразование функции у(дг)

+ 00

О
комплексное преобразование у(х)

+ 00

оо

00

О
для синус-преобразования

о
для комплексного преобразования

+ 00

7 *
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Рассмотрим уравнение, в котором К (дс, я) зависит от разности 
аргументов: Af.v, s)=  А"(.v-л )  интегральное уравнение с разност
ным ядром K (x —s)

ау(х)+  { K (x -s )y (s )d s» f(x ) .  (5.3.17)
— 00

+ 00
Интеграл J K (x—s)y(s)ds называется сверткой функций А и у.

— 00
Применим к обеим частям уравнения комплексное преобразование 
Фурье; допуская, что применима теорема об умножении Фурье- 
образа свертки [29], находим

[<1-^/2* А (*)]> '(*) = /( * ) .
Здесь знаком ~  обозначено преобразование Фурье функции. 
Предположим, что функция [а — ̂ 2п  A(.v)] " 1 ограничена на всей 
оси — оо <  дг < +  оо. Тогда получим следующую формулу для 
решения (5.3.17):

, Л  1 Г eta/(x ) j  у (х )= —— ------  ' ds.
v  2 я  J в - ч  2 k R ( s )

-  ао
Уравнения вида (5.3.17) часто имеют место в задачах определения 
сигнала у(х), подверженного преобразованию (ядро А(.г-л)), по 
экспериментально наблюдаемой функции /(дс) (измерения).

Другим интегральным уравнением с известным аналитическим 
решением является уравнение Абеля

X

0<а<| ( 5 3  | 8 )

а

Если f (x )  непрерывно дифференцируема при х ^ а , то решение 
уравнения Абеля можно записать в виде

X

Ы

 sin о т  d  С f ( s )
= —

а

Эта формула получается заменой х на л умножением уравнения 
(5.3.18) на (д:—л)*"1 и интегрированием по л от а до дг. При 
этом используем формулу

1
Г ^  _  п

•»)'” • sinajt
о

Аналитическое решение следующих интегральных уравнений, 
которые называются вырожденными, можно свести к аналитичес
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кому решению системы линейных алгебраических уравнений. Вы
рожденные уравнения

ау (х )+  J A' (.v, .v)у (s) ds =/(.v), xeD . (5.3.19)
о

имеют ядро К (.х,.?), представимое в виде

fi(x, s)=  £  а » М М 4  
*=■1

Функции ак(.v), bk(s) линейно независимы, аф 0. Определим постоян
ные ск:

С* =  S (*) У (0 . к =  1,2......п.
о.

Тогда исходное интегральное уравнение запишется в виде

ау(х)+  X скак(х)~Дх).
»= 1

Умножая это соотношение последовательно на Ь,(х) и интегрируя 
по области D. получим систему линейных алгебраических уравнений 
относительно с/.

п
acj+  X  Ak.ick=dj, \<j<Zn, (5.3.20)

*» j
где

Ak.j=\ak{x)bj(x)dx, d j= \ f(x )b j{x )dx .
D D

Если матрица Ak J- и вектор dj могут быть определены аналитически, 
а затем (5.3.20) также решается аналитически относительно 
то решение интегрального уравнения находится по формуле

[ *  М  “  J М  Д  “к М f * )  •

Наконец, рассмотрим метод последовательных приближений реше
ния (5.3.19), который при определенных условиях может дать 
аналитическое решение. Построим по (5.3.19) последовательность 
функций >„ (v) таким образом:

Ук(х)='-(/(х)~  |  A(.v, s)yk. i { s ) (5.3.21) 

о,
k  =  1, 2, ...; у0 (х) =  0. Если последовательность функций {.у* (.t)} 
имеет предел у (.v) в некотором функциональном пространстве, 
возможен предельный переход под знаком интеграла в (5.3.21)
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и при любом к интегралы в (S.3.21) можно взять аналитически, 
то формула

>•(*)= lim ук(х)к—ы
дает аналитическое решение (5.3.19).

5.3.14. Корни полиномов. Как уже отмечалось, точное аналитичес
кое решение алгебраического уравнения

Р„(х)ша0х в+ а 1х"~1+ .. .+ f l„_ , jf+ a ,= 0
для произвольного полинома Р„{х) возможно при п^4 . Однако для 
многих приложений, связанных с исследованием устойчивости 
динамических систем, важно показать, что корни Р„(х) имеют 
отрицательные вещественные части, а не определять их точные значения. 
В данном пункте рассматриваются необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы полином / ’„(x) с вещественными коэффициентами имел 
корни с отрицательными вещественными частями.

Обозначим корни Рщ(.v): вещественные х,, 1</^А:; комплексные 
zy= a y+ / p y, l < y ' < ( w - A j / 2 .

Теорем а  5.4. Для того чтобы выполнялись неравенства дг( < 0 ,  
Яу<0 необходимо, чтобы все коэффициенты а, (1 < |< л ) имели 
тот ж е  знак, что и а0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим Р„(х) разложением на множи
тели следующим образом:

а0
... (х - оц. /р , .  _»,/2) (дг -  О,, _4)/2 +  _ 1(/2) = (дс- дг,) ... 

...(дг—дг*)(д:2 — 2a ,jc  +  a ?  +  p f ) . . . ( x 2 — 2оц._т д с + а £ - |у1 +  р £ _ п/2).

Поскольку х4<0, о^сО, в правой части знаки при степенях дг строго 
положительны, а следовательно, все коэффициенты в Р„(х) имеют 
знак, совпадающий со знаком а0, что и требовалось доказать. 

Введем определители Гурвица

«1 «3 «5
а0 02 «4а, а3 

а0 а2

II< 0
0

«1
ао

«3
«2

...................... а.
Справедлив критерий: для того чтобы полином Ря(х) при ао >0  
имел все корни с отрицательными вещественными частями, необ
ходимо и достаточно, чтобы:

1) а ,> 0, 1< /< л ;
2 )   

5.3.15. Корни нелинейных уравнений. Элементарные трансцендент
ные функции (sin.v, tg.v и т. п.) имеют на вещественной оси
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— оо<дг<+ос бесконечное число нулей. Однако если ограничиться 
конечной областью D изменения независимого переменного х и за
данной точностью вычислений корней, то при достаточной глад
кости функции f (x )  в Я можно для отыскания корней уравнения

использовать аналитические методы определения корней полинома.
Заменим (5.3.22) отрезком ряда Тейлора с центром в дг„ 

с остаточным членом в форме Лагранжа

где <=c(.v)— точка между д: и ,v0. Затем в ( 5 . 3 . 2 3 )  следует 
отбросить остаточный член, найти аналитически корни полинома 
я-й степени, оценить ошибку в определении корней, связанную 
с заменой f(x )  на Рл (.v), т. е. показать, что удовлетворяется 
заданная точность вычисления корней в области D.

Например, если уравнение c o s a = 0  в  области 0 < . v < 5  заменить 
уравнением РА (.v)= О

(отрезок ряда Тейлора с центром в точке ,г0=0), то точный 
первый корень — .v,, =  Jt/2 определяется формулой

Если разложить cos.v в ряд Тейлора с центром в точке х0 = к 
и оставить слагаемые до четвертой степени включительно, то 
получим уравнение

откуда первый и второй корень определяются с погрешностью 
- 0,02:

Как и при аппроксимации функций, полином Р„(х) может выби
раться не только на основе ряда Тейлора, но и любым другим 
способом. Важно только уметь оценивать погрешность замены 
/(.*) на Р„(х)— соответствующую погрешность определения корней. 
Кроме того, можно заменять /(л )  дробно-рациональной функцией 
И'я.т (-V) и искать нули числителя.

5.3.16. Нелинейная ошимигация. Поиск минимума или максимума 
нелинейной функции /(дг) в некоторой области D — простейшая

/ М = о (5.3.22)

( 5 . 3 . 2 3 )

1 —х 2/2+ х*/24= 0
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задача нелинейной оптимизации. Аналитические методы решения 
этих задач связаны с решением уравнений, вытекающих из 
необходимого условия экстремума.

Пусть f ( x )— дважды непрерывно дифференцируемая функция
переменных v = (x,, х2......дг_) в открытой области D. Тогда, если
в точке x ,eD  функция f (x )  достигает минимума или максимума, 
в этой точке

j f ( x i ......- О " 0....... ( * i.  О = 0 - (5.3.24)

Соотношения (5.3.24) дают уравнения для определения искомых 
точек экстремума. Затем следует проверить знак второго дифферен
циала d 2f  в точках эстремума. Если d 2f >  О, то в этой точке 
локальный минимум, если d 2f <  0 — максимум. Если локальных 
минимумов или максимумов несколько, то из них выбирается 
точка х„ которая доставляет наименьшее значение /( * .) ;  эта точка 
называется точкой глобального минимума, аналогично определяется 
точка х, глобального максимума.

Рассмотрим случай, когда /(.v) является следующей функцией:
л п

/ ( * ) ■  I  ai.jxixj+  Z  V . - + c ’ i.j-1 / -1
a,j, b,, с — вещественные константы, т. е. f ( x )— сумма константы

П П
с, линейной формы £  btх, и квадратичной формы £  а, д̂с(д:;, 

1=1 м -1
где A{a,j)— симметричная матрица. В этом случае уравнения
(5.3.24) в матричной записи имеют вид

А х+Ь=0,
где b = (b t......b„).

Допустим, что систему линейных уравнений можно решить 
аналитически. Тогда остается проверить знакоопределенность квад
ратичной формы, поскольку d r f>  0 тогда и только тогда, когда 
квадратичная форма положительно определена.

Для положительной определенности квадратичной формы необ
ходимо и достаточно, чтобы все главные миноры матрицы А были 
положительны:

а и  >0, «11 «12 >0, ... «11 • ; «1..
«21 «22 «.л !•• ,п

> 0.

5.3.17. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ). Задача Коши. Многие задачи естествознания могут быть 
сформулированы как задача Коши для ОДУ. Определение поведе
ния механической системы во времени с заданными начальными 
условиями и функцией Лагранжа, а также концентраций реагирую
щих веществ с заданными уравнениями химической кинетики 
и начальными концентрациями и многие другие проблемы сводятся
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к задаче Коши для ОДУ. Часто роль независимого переменного, 
обозначаемого нами * , играет время.

Задача Коши для системы ОДУ формулируется следующим 
образом: требуется найти вектор-функцию у[х )—{у\ (х), у 2(д:),
.... у,(дг)), непрерывно дифференцируемую на интервале а^ х ^ Ь ,  
удовлетворяющую системе уравнений

^ mf ( x , y i , y 2......K i< n ,  (5.3.25)

и начальным условиям

У,(а)-У?. (5.3.26)
Заметим, что условия (5.3.26) могут быть заданы в любой точке 
интервала [а, b ]. важно, чтобы все компоненты у (л) были заданы 
в этой точке.

Известны условия, обеспечивающие существование и единственность
решения задачи Коши, например такие: если / ( х, у) непрерывна
в некоторой окрестности D точки (а, у 0) и существуют в D ограниченные

d f  г  
производные —-  (дг, у), 1 <  /, j  <  и, то для достаточно малых интервалов

[а, Л] ((Ь — а) мало) существует единственное решение задачи Коши.
Условия, приведенные выше, а также им аналогичные обеспечи

вают лишь локальное существование непрерывно дифференцируе
мого решения.

Простой пример задачи Коши

£ = 1  + у \ > ( „ )= о,

имеющей решение > = tgx , показывает, что непрерывно дифферен
цируемое решение существует лишь на интервале (0, п/2), так что 
локальные условия существования имеют небольшую практическую 
ценность.

Для линейных систем ОДУ

X  ai.j(x ) y j+ f ( x l  (5.3.27)
1- 1

с непрерывными функциями (iM (x ),/,(х )  на интервале [а, 6 ] задача 
(5.3.27), (5.3.26) имеет единственное решение для любого интервала 
[а, b ] (глобальное существование решения). В этом факте заключа
ется глубокое различие между линейными и нелинейными ОДУ 
общего вида.

Существует большое число аналитических приемов решения 
частных ОДУ, которые можно найти в [11]. Рассмотрим только 
методы, применимые для широких классов ОДУ, а именно:
1) систем линейных уравнений с постоянными коэффициентами;
2) систем линейных уравнений с переменными коэффициентами;
3 )систем нелинейных уравнений.
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1) Рассмотрим задачу Коши

(5.3.28)
у,(а)= у°, а^ х ^ Ь ,

где естественная матрица Л =(ам) постоянна. Аналитическое 
решение этой задачи можно записать по аналогии со скалярным 
уравнением в виде

где е-4* — матричная экспонента (см. п. 5.3.10), у 0=.у?, _v2, —, У*.
/ W * ( / iW ....../ -  (*))•

Однако аналитическое представление с через элементы мат
рицы А в конечном виде возможно лишь для матриц простой 
структуры, в частности, диагональных. Поэтому систему (5.3.28) 
предварительно приводят к системе с матрицей простой структуры.

Предположив, что все собственные значения матрицы А различ
ны, обозначим вещественные собственные значения 
комплексные у / = о 1 ^  j  ^ (п -к)/2 . Тогда существует невы
рожденная вещественная матрица Т такая, что замена

X
у (х )= е /Ш а)у 0 +  } еAix *'/(.v) ds. (5.3.29)

y= T z
приводит (5.3.28) к системе уравнений

~  = Т~1 А Т:+  Т~ 7 =  В :+ Т ~  » / (5.3.30)

с матрицей В простой структуры вида
о

в= а,Р, 
- P i * . .

0 *«-*/2 011-*/2
— Ри-*/2а«-*/2,

для которой матричная экспонента легко определяется:



Решение (5.3.30) с начальным условием
z (а)*=Т~ху° 

записывается аналогично (5.3.29):

Z (х) -  е ' (* ■*» Т~ 1 у0+ ) е В { х Т~ lf(s )  ds
а

с известной матричной экспонентой е Вх, а отсюда искомое решение 
З’ (дг) находится умножением на Т:

y(x)=Tetix- * T - ty °+ ]T e BiI- ,'T -lf(s)ds. (5.3.31)
а

Если неоднородность f(x) такова, что интегралы в (5.3.31) берутся 
аналитически, и матрица Т известна, то формула (5.3.31) дает 
аналитическое решение задачи Коши (5.3.28). Для применения 
формулы (5.3.31) должна быть решена задача определения собствен
ных значений матрицы А, которая, как известно, для больших 
п аналитически практически неразрешима.

2) Задача Коши для системы линейных уравнений с переменными 
коэффициентами (5.3.27), (5.3.26) может быть сведена к (5.3.28) 
следующим образом.

Запишем (5.3.27) эквивалентным образом:

j g - А п У + /(х )+ (А (-v )-^o ) V.

где А0 — постоянная матрица с различными собственными значе
ниями такая, что

шах |М (дс)-Л0 К К ,  
aix^ b

и для матрицы А0 известно преобразование Г  к матрице 
простой структуры В с известной матричной экспонентой. Тогда, 
согласно (5.3.31), исходная задача Коши эквивалентна инте
гральному уравнению

y(x)=TcB'*-‘'T -ly°+ ) TcB* -" T -'  (f(s)+(A[s)-A0)y(s))ds,
а

которое можно решать методом последовательных приближений: 

>-*+ , (* )=  TeBix~t*T~ly0+ ] TtB{x~*T~x (f{s)+
а

+ /4 ( j) -y 4 0)^ ( j) )< * , (5.3.32)
*  = 0, 1, 2, ...; у0 (дг)гО.

Можно показать, что для любого интервала [а, Ь ] последователь
ность {>’* (дс)} сходится в пространстве функций С [а, А] с нормой

||>-11= max II у (дс) II =  max max (|у,(лс)|) 
а<дг<Д I </<л

\

203



у(х)=  lim ук ( 4
к — ас,

Скорость сходимости определяется константой К, она тем выше, 
чем меньше К.

Задача Коши для линейных систем ОДУ может быть записана 
в виде интегрального уравнения

у {х )= у °+  ](А (s)y(s)+/(.?)) А ,
а

которое также можно решать методом последовательных прибли
жений

Л+1 (-«)=У0+ 1 М (* )Л (* )+ /( * ) )Л . (5.3.33)

А = 0, 1.2*...; y0(v )=y°.
Т еорема 5.5. Последовательность {yt (.v)}, определяемая 

(5.3.33), сходится к точному решению у (.г) задачи Коши (5.3.27)
(5.3.26) в пространстве <С [a, by.

у ( 4 - Urn ук(х).
к— at

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем существование предела {у»(4}* 
Для этого докажем сходимость ряда

>’o+ 0 'j -> 'o)+ 0 -2 -> ’i ) +  - + C > » - ^ - i ) +  -  (5.3.34)
Так как к-я частичная сумма ряда sk=yk, то отсюда последует 
существование предела {>’»(*)}• Оценим нормы членов ряда. Имеем

II У\ -У о  II “ И  М  (s) У0 +/(•?)) ds || Ц М (х -  а),
а

где константой М обозначена оценка

|| A (.v)у 0 + /( .v )К М  ( 4 II ИУ° II +  I / M II < М. 
Пусть || A (.t) || ^  Л /,. Тогда

II Уг ~У\ II =  II ] A ( j)(y , (л)-УоЫ ) ds К  } М  (*) II II >’i (s)-.V'o (•*) II ds<
а а

< |  MlM (s-a)d'i = ^ Y ^ -(x -a)2.
а  ^

Аналогично.

II »’з - у 2 К  J II А (л) II IIУ2 И - У 1 W II d s ^ ^ Y ^ (x -a )\

Отсюда по индукции можно показать, что

1л - л - 1 К  - -к— -(■*-«)•

к точному решению задачи Коши у ( х )
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Из (5.3.34) следует, что каждый член ряда начиная со второго 
по норме С [а, Л] меньше соответствующего члена числового ряда 
с положительными членами

L 4 t z £ t + . . . ,
2! 3! к\

который сходится к сумме
5 =  л/е* .  <*-«>.

Следовательно, в силу критерия Вейерштрасса ряд (5.3.34) сходится 
равномерно для всех ,ve[«. Л]. Каждый член ряда (5.3.34) — непре
рывная функция от .v, так как интеграл есть непрерывная функция 
верхнего предела, а поэтому предел существует и является

непрерывной функцией дг. Покажем, что предел у(х)=  lim у*(лг)
к—

удовлетворяет (5.3.27) (начальное условие (5.3.26) для >’ (.v), очевид
но, выполнено). Для этого в (5.3.23) перейдем к пределу в левой 
и правой частях равенства при к -ю о . Причем из равномерной 
сходимости {ук} следует возможность перейти к пределу под 
знаком интеграла и получить

У (х)=У° + ] (Л ( j)у (.v) +/(.9)) ds. ,
а

Таким образом, у (дг)— решение задачи Коши, что и требовалось 
доказать.

Заметим, что доказана не только сходимость последователь
ности {>’*(*)}, но и оценена скорость сходимости; {_)’»(*)} сходится 
к пределу не медленнее ряда для экспоненты в точке Л/, (Ь—а).

В том случае, когда А/, (Ь—а) велико, применяется более 
сложный для вычислений метод (5.3.32), который при определенных 
условиях может дать более высокую скорость сходимости.

3) Метод последовательных приближений для задачи (5.3.25),
(5.3.26), аналогичный (5.3.33), определяется формулой

У и  (*)=.*’? +  ] f  (•*. y t л ('), у2Л (.v)......уяЛ (s)) ds, (5.3.35)
a

k = 0 ,1 ,2 ,...; yik (v)s .v?.
*

Если все интегралы в (5.3.35) для к= 0 , 1. 2, ... вычисляются 
аналитически, то решение у,(дг) находится в аналитическом виде 
как предел

у, (дс) = lim Уд ( 4к—аь

Аналогично доказательству теоремы 5.5 можно доказать существо
вание предела при условиях, обеспечивающих существование и един
ственность решения задачи Коши.
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Для примера решим задачу

1 =1  + у \  у(0)« 0.

Имеем
X

Ук+! (*) = f Г1 +yi I-5))ds- Уо (•*)=О,
о

V,(.v) =  X, у2(х)= J ( 1 + 5 ) M ?  = .V +  T , 
о J

Таким образом, получаем правую часть следующего тождества 
(при /г—* оо):

получаем точное решение задачи.
Вторым аналитическим методом решения нелинейной задачи 

Коши является метод разложения решения в ряд Тейлора. Если 
метод последовательных приближений основан на процедуре интег
рирования. то метод рядов Тейлора основан на дифференцировании.

Пусть / ( х, >■) имеет т непрерывных производных по всем 
аргументам в области D. Решение у((х) ищется в виде отрезка 
ряда Тейлора:

Остаточный член ряда Тейлора дает погрешность приближения 
у, т (дс) к точному решению з'Ддс) задачи Коши.
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где Вк— числа Бернулли} ряд сходится для х<п/2, т. е. при к-*со

(5.3.36)

Из исходной задачи получаем

Затем из (5.3.25) находим

с последующей подстановкой х = а , у?, затем



Для примера решим методом рядов Тейлора задачу

!= л - + е ’ ' ,  ,(0) =  0,

где « — параметр. С точностью до 0 (х * )  получаем

Обратим внимание на то, что аналитическое решение дает 
приближенную формулу для произвольных значений параметра а; 
такой результат нельзя получить в рамках численных методов.

5.3.18. Решение ОДУ. Краевые задачи. Краевые задачи отлича
ются от задачи Коши тем, что дополнительные условия для 
дифференциальных уравнений задаются не в одной точке, а в двух: 
на краях интервала а^ х ^ Ь , т. е. в точках х = а , х =/>.

Покажем, как в приложениях возникают краевые задачи.
Пример I. Найти траекторию механической системы, связываю

щую начальное и конечное состояния системы, задаваемые обоб
щенными координатами qh в момент времени t = t0: 

в момент времени / =  / , :  qi(ti ) = q\. Эта задача экви
валентна решению уравнений Лагранжа

Роль независимой переменной х здесь играет время /, на концах 
интервала (/0, /, ) задаются дополнительные условия для опреде
ления решения системы О Д У — уравнений Лагранжа.

Пример 2. Найти химическую кинетику реакции с заданной 
концентрацией некоторых исходных и конечных продуктов реакции 
(кинетика реакции — это решение системы ОДУ <•,(/), удовлетво
ряющее краевым условиям).

Уравнения химической кинетики записываются в виде

с начальными условиями для концентраций с,

<j(*o)=c° ’ I 1 ^/с;=л- 1,
и конечными условиями для концентраций с,

cl(l l)=‘c l ■> Л -/с + 1 < /< И .
Число дополнительных условий на левом и правом концах 
интервала [/0, /, J равно порядку п системы ОДУ.

Другим важным источником краевых задач является метод 
разделения переменных решения уравнений с частными производными

с дополнительными условиями

<7.('о) =  <7®. <7i('i) =  </.'. К » < я -
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(п. 5.3.19). Во многих случаях метод приводит к решению линейного 
дифференциального уравнения вида

+  ь (х ) ^  +  Ф ) У + * Ф ) У ШЛ * )  (5.3.37)

на интервале a < x < b  (Я.— параметр) со следующими условиями 
на краях интервала:

P o M  + P . ^ M - P i .  (5.3.38)

где at,, Р,— заданные константы, aio + a f / O ,  Ро +  Р i /0 .
Если однородное уравнение ( / ( * )= 0 ) ,  соответствующее (5.3.37), 

имеет коэффициентами а(х), h(x), с(дг), g ( * )— полиномы, то 
для некоторых из них общее решение выражается через специальные 
функции (см. [11]). В таких случаях аналитическое решение краевой 
задачи (5.3.37), (5.3.38) сводится к вычислению интегралов от 
произведения / ( * )  на комбинации специальных функций и решению 
системы линейных алгебраических уравнений второго порядка.

Пусть, например, в (5.3.37) a(jc)=g(.x)= 1, Ь(х) = с (х )= 0, к — ве
щественный параметр, А.<0. Обозначим X = - v 2 и положим 
в (5.3.38) а, =  Р, =  1. /=1,2,  а = 0, 6=1. Имеем краевую задачу

g - v W M ,

M 0) + ^ ( 0)-I; Л 0 + | ( 1) - 1-

Решение у(дг) ищем в виде суммы
^(х)=и(х)+н-(дг),

где м(дг) является решением краевой задачи

d*u 2 п 
Их* — 0>

» ( о ) + £ ( о ) - 1 , » 0 ) + ^ 0 ) - 1 - » ( 1 ) - ^ ( 1 )

с однородным 'уравнением и неоднородными краевыми условиями, 
vv(jt)— решением задачи Коши

^ y - v 2 «■=/(*), н(0) = 0, £ (0 )= 0 .

Решим последнюю задачу методом вариации произвольных по
стоянных. Имеем

и’(лг) = с,(дг)еУХ+ с 2(л:)е~“ .
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Тогда

Положим

7 "  ( v ) =  ~ r  cVX +  “ Г  е  ~vx +  с  1 w '*  ~  с 2 wdx' dx dx

следовательно.
d 2w dcx

^ i e vx +  ^ e - vx = 0; dx dx

dc-,2 . \

(5.3.39)

2 - - v x-j-2 = — ve',x- —i ve~vx+ clv2evx+c2v2e dx1 dx dx

Отсюда и из исходного уравнения для w находим

T ive ,x - T iv e ' vx= / ( 4dx dx
Из (5.3.39), (5.3.40) определяем

(5.3.40)

^ с \ _  .  -  Д ух  d c 2 

dx d x ’

( -  e - 2v* ve,x -  ve - ¥X) ̂  =/(дг),

откуда

= W / ( 4  (*)=<•? +  J e - ”f(s)ds.dx 2v 2v

Значения констант с?, с® находим из начальных условий для w(.v):
X X

о =  и'(0) =  [г?  -  1 1  е - v,/(.v) ds\ е« + [с$ _  J l  t”f{s) ds] e -  с?+ c$ .

° - ^ ( ° ) - И -  J  ̂ ■ ^ ) ] v e y* - [ c 5 -  J  ̂ е - Л * ) Л ]

0 0 
Получаем c? = 0, c$ = 0. Окончательно имеем

X X

и(х)=  +e ” |  ^ е " Л * ) А .
0 0

x  x

£ ( * ) -  + * ”  J ^ e - " / ( ^ ) * + e - "  f  Jc” / ( # .

су v —cjv.
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Для функции м(дс) краевое условие в точке х= 1  перепишем 

с учетом формул для Идс), так:

1

о

Решение краевой задачи
м(дг) = г ,е ул +  г 2е~,д

сводится к определению констант г , ,  г2 из краевых условий
с , + с 2=1,

1

с, vev- c 2ve_v = 1 + j * ^ [  — (1 +  2v)e-v<*_1)—

о

- ( l - 2 v ) e v(*_1>]/(j)<fc. (5.3.41)
Отсюда находим с,, с^  и искомое решение j(.v):

- у(еС-' Г^ «) | - уе' т- 1 (1 + 2v)e -><,- |)- ( l  -2 v )e y<,- |>]  х
О

I

■ / И * ) *  _ у(' Т + . . ) { - ^ Ч - ' * 1 (I +2v)t - ' -
О

X X

-  (1 -  2v) ev<* ~' ’] / (л )Л  J -  evx J 1  е - ”A s)d s+ е" ”  |  ̂ e"f(s)ds.
о о

Рассмотренная краевая задача имеет единственное решение. Этот 
факт связан с тем. что определитель системы линейных уравнений 
(5.3.41) отличен от нуля:

— v(e_v+ey) / 0 ,  v#0.
Можно привести примеры неразрешимых краевых задач, а также 
краевых задач, имеющих бесчисленное множество решений. Эти 
свойства задач определяются системой линейных алгебраических 
уравнений типа (5.3.41), так как неразрешимость или бесчисленное 
множество решений системы приводит к аналогичному свойству 
исходной краевой задачи.

В том случае, когда решение однородного уравнения, со
ответствующего (5.3.37), не выражается в известных элементарных 
и специальных функциях, можно применять эффективный метод 
решения (5.3.37), (5.3.38) — метод прогонки. Суть этого метода 
состоит в сведении краевой задачи к некоторым задачам Коши.
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Для простоты изложения рассмотрим уравнение

d* y I h l r \ dy
dx1 ' ' dxт + b {x)T + c (x )y = f(x )  (5.3.42)

с краевыми условиями

^ (а )  = а0.у(а)+а2; (5.3.43)

= +  (5-3.44)

Будем искать линейную комбинацию

d£  = A (x)y+ B (x) (5.3.45)

(с неизвестными пока функциями Л(х), В(х)) такую, чтобы при 
подстановке (5.3.45) в уравнение (5.3.42) оно стало тождеством. 
Для этого в соотношении

^ у+А  (Ау+ f i)+  ^  +  В{Ау+ B )+ c y = f

приравняем отдельно коэффициенты при у х, у 0. Получим уравнения 
для Л(х), В (х)(а< х< Ь ) с начальными условиями из (5.3.43):

~  = - А 1- Ь А - с ,  /<(а) = а0;*‘ (5.3.46)
ч

^  = - A B -b B + f,  В (а)= а ,. (5.3.47)
dx

Предположим, что решение задачи Коши (5.3.46) А (я) существу
ет на интервале а ^ х ^ Ь  и может быть определено аналитически. 
Тогда решение (5.3.47) записывается явно

В{:с)= «2е-!< /,(,)+Л<, )А + { е - { у,(,)+6(,)4/(5 )Л .
а

Предположим, что А(Ь)—Ро#0. Тогда из (5.3.44), (5.3.45) находим

*Н)йЭ| , 5 '3 '4 8 )

На этом завершается прямая прогонка, смысл которой состоит 
в перегоне условия (5.3.43) слева направо от точки х = а  в точку 
х= Ь  и в определении ^(й).

Обратная прогонка— это решение второй задачи Коши: уравне
ния (5.3.45) с условиями (5.3.48) на правом конце интервала 
а^ х ^ Ь . Окончательно получаем решение исходной краевой задачи

> > ( д с ) * a ^ x ^ b .  
ь
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В том случае, когда принятое предположение не выполняется, 
краевая задача либо неразрешима, либо имеет бесконечно много 
решений.

Из аналитических методов решения нелинейных краевых задач 
рассмотрим метод сведения к интегральному уравнению. Пусть 
имеем краевую задачу

^ '= / ( * . 1 - ) .  > (0) = .у(Л) =  0. (5.3.49)

Если бы правая часть была известной функцией от лг, например
п*)>

j p m Fix )' >’(°) =  v(ft)= ° -

то с помощью подстановки проверяется, что решение краевой 
задачи имеет вид

>•(*) =  J К(х, , v ) F ( . v ) A .
О

где
' x (s-b ) и

К(х, s)

Используя эту формулу, сводим задачу (5.3.49) к решению 
следующего интегрального уравнения:

J АГ(дг, s )/(y (*), s)ds.
О

Если метод последовательных приближений

Ук+1 ( * )=  1 * ( * .  * ) / Ы Л)« s)ds
о

(к= 0 , 1, 2, ...; v'0 (дг) — заданная функция) сходится к точному 
решению д’(.х) и для любого к интеграл в правой части можно 
вычислить аналитически, то точное решение

v(.t)=  lim >■*(.*)•
к— ао

Вопрос о единственности требует специального рассмотрения. 
Обычно он снимается в результате анализа прикладной задачи. 

Например, для краевой задачи

dx
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\

метод последовательных приближений

У к ♦ I ( * )=  (-V -  1) J л [  -  У * +  у» s2 + 2 -  s2 (л -  1)] ds + 1 (.v-  1) [  -  у i  +  у»* 2 +

4 - 2 - j 2( j -  1) ]А,  к = 0. 1, 2........ yo(.v) = 0,
дает первое приближение

отличающееся от точного решения

у(дс)=дг(лг— 1) 
не более чем на величину

max |j'(at)-,V i (.v)|=  max
0 * д с « 1  0 < х < 1

X X  X

- 30+ Т2 ~ 20 ~0,02.

Заметим, что эта точность достигнута в результате небольшого 
объема вычислений, а приближение найдено в виде формулы. 
Для сравнения «вычислительных затрат» можно рекомендовать 
решить эту задачу разностным методом (см. 10.4) с той же 
точностью.

5.3.19. Решение уравнений с частными нрои(водными. Из анали
тических методов решения задач для уравнений с частными 
производными рассмотрим метод Фурье (метод разделения перемен
ных) на примерах основных линейных уравнений математической 
физики и метод подобия для нелинейного уравнения тепло
проводности. Для дальнейшего изучения рассматриваемых вопросов 
рекомендуется [31 ].

1. В о л н о в о е  у р а в н е н и е . /М а л ы е  поперечные колебания 
однородной струны описывают^ уравнением

di2
1 д1 и г . .

,в  j p + A ')■ (5.3.50)

где независимые переменные (д;, i ) e £> = { 0 < х < / ,  0 ^ / ^ / , } ,  решение 
и(лг, I)— это отклонение от положения равновесия (и=0) струны 
в точке х в момент времени t (рис. 5.4). Здесь константа а 2 
определяется формулой 1

а 2 = 77 р.
I

где Т— сила натяжения струны, р — ее 
плотность.

Неоднородность / ( * ,  i)= F (x , /)/р;
F(х, i)— нагрузка, действующая на 
струну в точке х в момент времени /.

Дтя определения решения м(дг, /) 
задаются начальные условия

t

,гятГГГП-ГП1 j

I
Рис. 5.4
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hu ( * . y , t )  м ( х ,  0 )  =  <po ( * ) ,  O s S x s S / ,
U (X ,y ,t) -J .  ди, . . , (5.3.51)

T r X' °) = (p,' x )-

Здесь <p0(.v)— начальная форма стру
ны. q>i(*)— начальная скорость. 
Кроме того, следует задать гранич
ные условия. Например, если левый 

конец струны закреплен, а правый свободен, то граничные условия 
следующие:

и(0, 0= 0 , г£ (1 , /) = 0;

если закреплены два конца, то

м(0, f )=0, м(/, г)=0. (5.3.52)

Уравнение (5.3.50)— одномерное волновое уравнение, так как в нем 
одна пространственная переменная х.

Малые поперечные колебания мембраны описывает двумерное 
волновое уравнение

Здесь (д:, y )eD 0, 0 ^ / < / , ,  м(дг, у, / )— отклонение мембраны от 
нуля (положение равновесия мембраны) в точке х, у  в момент 
времени t (рис. 5.5).

Распространение волн в трехмерной однородной среде (а2 = 
= const) описывается трехмерным волновым уравнением

д 2и i ( d 2u д2и д 2и\ ..
Г  у' х'

2. У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  или диффузии .  
Процесс распространения тепла или диффузии частиц в одномерном 
случае описывается уравнением

ди , д 2и ,  .. .
- m a* j p + f ( x ,  f), (5.3.53)

где (дг, t)e D = {0 ^ x ^ l,  }. Решение и(х, / )— это температура
бесконечно тонкого стержня в точке х в момент времени / (для 
задачи теплопроводности). Коэффициент

а 2=к/(ср),
где к — коэффициент теплопроводности, с — удельная теплоемкость, 
р — плотность материала стержня. Функция

/ ( * ,  /) =  ̂ 1 ), ср
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где F(х, i )— плотность тепловых ис
точников в точке х в момент времени 
/ (рис. 5.6).

Для однозначного определения ре
шения задаются начальное условие

и(дг, 0) = фо(дг), 0 ( 5 . 3 . 5 4 )
(<po(.v)— начальное распределение тем
пературы в стержне) и граничные уело- рис- 5 5 

вия. например вида

м(0, /)*Ц о (0 . "(/• О - М О  (5.3.55)
(Но. ц, — заданные температурные режимы на краях стержня) или

|  я ' 0-
(задан тепловой поток на левом конце стержня); возможны 
различные комбинации краевых условий.

Двумерное уравнение теплопроводности или диффузии имеет вид
ди г ( д г и дг и \  . .

т г а & ) +{{х - >■ '>■

Здесь (х, у )е  D— плоская область, 
Трехмерное уравнение

ди i (  д1 и д2 и д2и \  ..
Т Г а ( ^ + гР +г!г ) +f̂ x' у' Z, I).

Здесь (дг, у, z )eD , D0 — трехмерная область, где ставится задача 
определения температуры и(х, у, г, /) в момент времени I. Для 
выделения однозначного решения задаются дополнительные усло
вия. аналогичные (5.3.54), (5.3.55).

Волновое уравнение и уравнение теплопроводности — примеры 
нестационарных уравнений, описывающих нестационарные процессы 
(есть зависимость решений от времени /).

3. С т а ц и о н а р н ы е  у р а в не ни я .  Стационарные процессы 
описывают решения уравнений с частными производными и = и(х, 
у, г), в которых отсутствует зависимость от времени /. Если 
в волновом уравнении и уравнении теплопроводности положить

и(х, у, г, /)=м(дт, у, l), f (x ,  у, z, t)= f(x , у, z)
и считать, что граничные условия не зависят от I, то приходим 
к стационарному уравнению вида

или

*

Гж

д2и дги д2и .
у'

Лм=/,

— оператор Лапласа.

(5.3.56)
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В отличие от нестационарных уравнений начальные условия
для (5.3.56) не задаются, остаются лишь граничные.

Уравнение (5.3.56) называется уравнением Пуассона. Однородное 
( / =  0) уравнение Пуассона

Ди = 0 (5.3.57)
является уравнением Лапласа.

Решение (5.3.56) или (5.3.57) ищется в области D. Для 
однозначного определения решения задаются на границе Г области 
граничные условия

и|г =  Фо(*. У< *)
(задача Дирихле) либо

ди
дп

= ф,(дг, у, z)
' г

(задача Неймана) или их комбинация.
Перечислим физические процессы, изучение которых сводится 

к решению уравнений (5.3.56), (5.3.57): распределение стационарного 
температурного поля в однородной среде, стационарная диффузия, 
электростатика однородной изотропной среды, магнитостатика, 
распределение поля постоянного электрического тока, потенци
альное течение несжимаемой жидкости [31 ].

4. К о р р е к т н о с т ь  п о с т а н о в к и  задач для у р а в н е н и й  
с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и .  Задачу называют корректно 
поставленной, если решение:

1) существует в некотором классе функций;
2) единственное в некотором классе функций;
3) непрерывно зависит от входных данных задачи (начальные, 

граничные условия, коэффициенты в уравнении и т. д.).
Это определение корректности распространяется и на другие 

математические задачи. Смысл его состоит в том, что класс 
корректно поставленных задач составляют только те задачи, 
решение которых «мало» изменится, если задачу «мало» изменить 
(возмутить). Математические задачи являются идеализацией есте
ственных явлений, они получаются отбрасыванием многочисленных 
«не важных» деталей. Поэтому, решая конкретную задачу, не
обходимо быть уверенным, что она корректно поставлена, а значит, 
ее решение «близко» к естественному процессу.

Условия, обеспечивающие существование, единственность ре
шения задачи Коши для ОДУ (см. п. 5.3.17) определяют корректно 
поставленные задачи.

Ниже рассматриваются краевые задачи для уравнений с частны
ми производными также корректно поставленные.

Приведем пример некорректно поставленной задачи для ура
внения Лапласа (пример Адамара). Рассмотрим уравнение

д2 и В2и
гР +'гр =
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с условиями

м(0. у) = 0, |^(0, j )  =  ̂ sinA:v.

Если перейти в условиях к пределу при К -ю о ,  то предельная 
задача имеет решение

и(х, >’) =  0.

Решение исходной задачи

м(дг, у, A") =  -^sh  Alvsin Ку.
А

Заметим, что при К-* оо

и(х, у, К )~ 0 ,

а это означает, что нарушено условие непрерывной зависимости 
решения от входных данных задачи (от К), т. е. задача некорректно 
поставлена.

Может сложиться впечатление, что решать некорректно по
ставленные задачи вообще не имеет смысла, а их постановка 
свидетельствует о неадекватной математической модели изучаемому 
явлению. Это мнение, широко распространенное до 60-х годов 
нашего столетия, было опровергнуто в работах советского мате
матика А. Н. Тихонова, который показал естественные источники 
некорректно поставленных задач и предложил эффективные методы 
их решения [29, 30).

5. М е т о д  Ф у р ь е  для у р а в н е н и я  с в о б о д н ы х  к о л е 
б а н и й  с т р у н ы .  Рассмотрим задачу (5.3.50), (5.3.51), (5.3.52) 
с неоднородностью f =  0, т. е. свободные колебания закрепленной 
на концах струны с начальным профилем <p0(.v) и начальной 
скоростью <Pi(*).

Ищем частные решения, не равные тождественно нулю, уравне
ния (5.3.50) в виде

и(х, t)= X (x)T (l).

Подставляя в уравнение это выражение, найдем

г ;а(г) лг-,(*)

равенство для функций переменных / и дг возможно только тогда, 
когда X— постоянное число, откуда получаем два дифференциаль
ных уравнения:

T ",+ a2\T=0; (5.3.58)

Х"х, + \Х=0. (5.3.59)

\
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Чтобы получить нс равные тождественно нулю функции Х(х) 
с условиями

ДГ(0) =  0, * ( / )  =  <), (5.3.60)

вытекающими из (5.3.52), следует решить задачу (5.3.59), (5.3.60)— 
задачу на собственные значения (задачу Штурма— Лиувилля): 
определить те значения X, при которых она имеет нетривиальное 
решение. Эти значения называются собственными, а соответ
ствующие решения X (х)— собственными функциями.

Рассмотрев значения Х<0,  Х = 0, Х>0, можно найти, что 
собственные значения

К = {т)2' кш]' 2..
а соответствующие собственные функции

„  , . . кпх . , ,Xk(x) = sin— , к =  1, 2........

Отрицательные значения к приводят к собственным функциям, 
отличающимся множителем ( — 1), поэтому ниже рассматриваются 
лишь положительные к.

Для значений X = Xt общее решение уравнения имеет вид (5.3.58):
_  / V knal . . knal
Tk(l)~ ak cos —— + hk sin —-—,

где ak, bk — произвольные константы. Функция

i \ v  / v т. / v I knal , . knal \  . knx uk (.t. / ) =  Xk (x) Tk (t) =  I ak cos —  +  hk sin —  1 sin —

удовлетворяет уравнению
д2и , д 2и

и граничным условиям
и(0, /) =  0, и(1, Г) =  0

при произвольных ак, Ьк. Это же верно и для конечной суммы 
решений ик(х, /), а также для ряда

00
m(.v, / )=  X  "* (* . ')- 

»= 1
если ряд сходится и его можно почленно дважды дифференцировать
по .V и I.

Определим константы ак, hk. чтобы удовлетворить начальным 
условиям (5.3.51). Для этого следует положить

. кпх , v Д  кпа ._ кпх ди



т. е. найти коэффициенты разложений функций ф0(*), 4>i(*) в ряд 
Фурье; получаем

Окончательно решение поставленной задачи записывается в виде

Если начальные функции <р0 (л г), ф , (jc)  удовлетворяют условиям

то возможно почленное дифференцирование ряда и полученные 
ряды сходятся абсолютно и равномерно при 0 и любом
I. Если указанные условия нарушены, то может не существовать 
дважды непрерывно дифференцируемого решения (задача некор
ректно поставлена в классе дважды непрерывно дифференцируемых 
функций; в этом случае решение определяется по-другому [31]).

Предположим, что интегралы в (5.3.61) можно взять 
аналитически, а ряд просуммировать; тогда гюлучим аналитическое 
решение поставленной задачи методом^ Фурье. Очевидно, 
что если <р0, ф, представляют собой конечные суммы

синусоид вида s in ^ ^  (m— целое), то ряд (5.3.61) сводится

к конечной сумме.
Методом Фурье, по аналогии с рассмотренной задачей, ис

следуются [31]: вынужденные колебания струны ( / / 0 ) ;  радиальные 
колебания газа в сфере и цилиндре; колебания прямоугольной 
и круглой мембраны и другие задачи. При этом собственные 
функции задачи Штурма— Лиувилля могут* выражаться через 
специальные функции, например функции Бесселя.

6. М е т о д  Ф у р ь е  для  у р а в н е н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и .  
Рассмотрим задачу определения температуры в однородной тонкой 
пластине, контур которой поддерживается при температуре и = 0. 
Начальное распределение темпера
туры задано— ф(х, у) (рис. 5.7). Эта U

0* = 7f<Po(*)s> n Ькш ^ -[^ х(х)лп^-(1х.
I о I kna  q /

Ф о ( * ) е С 3 [ 0 ,  / ] ,  ф , ( . х ) е С 2 [ 0 .  / ] ,

Ф о ( 0 )  =  Фо(/) =  0 ,  Ф о ( 0 )  =  Ф о ( / )  =  0 ,  ф , ( 0 )  =  ф , ( / )  =  0 .

задача сводится к пешению vna- 
внения

У

в области Do =  {0< jc^p ,  O ^ y ^ q}, О 
с начальным условием

Р X
Рис. 5.7
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m(.v, у, 0) = «p(.v, v), x, y e  D0 (5.3.63)

при граничных условиях

u(x, у, /)|x, 0 =  m(.v, у, f ) U p = 0, 0 ^ y < g ,  
м(дг, >•, /)|у=о =  w(.v, у, f)lr=« = °> O ^x^p. (5.3.64) 

Согласно методу Фурье, частные решения (5.3.62) ищем в виде

u= X (x)Y {y)T (l).
Для определения X, Y, Т получаем уравнения

А ':2 +  Х2я = 0 ,  
г ; , + ц 2>-=о, 

г ; + а 2(х2+ ц 2) г = о ,
где X2, ц2 — константы. Общие решения этих уравнений:

ДГ(.х)=с , cos X.v + с 2 sin X.v,
Y{y)=c3 cos (i.v +  <4 sin цл,

Граничные условия приводят к следующим собственным значениям: 

,  m я пк . - . IХя = — , Ц. = —, ш, /1=1, 2, 3 ....
Р Ч

Частные решения, удовлетворяющие (5.3.62) и (5.3.64), таковы:
. J m 1 п>\

— Я ( —Т ̂  —3 I 
^ т .  я « т  .я ® \  Р Я )

Образуем ряд

/ . пт . кп 
sin —  .vsin— у. 

Р Ч

ч(х, у, I ) =  X  "я ..я(*. ')•
1*1, Я =  1

Неизвестные коэффициенты яя „ определим из начального условия

, \ г- ■ пгпх . ппу
4>(v- Л =  L  « » . .я * п ------s in — ,

1*1. я = 1 Р Ч
т. е. ат н— коэффициенты двойного ряда Фурье:

4 J !  . . . ткх . ппуат _ = — | I ф(х, V’) sin-----sin— dxay.
РЧЪо Р Ч

Окончательно решение поставленной задачи записывается в виде

и(х, у, /)=  £  — f  И  ф (я, j'Js in— xs in— dxdy 
я». я»= 1 РЧ \  о о р ч ' /
—а 1п*1т1/р*+п*/о2)1 * пт flit хе ' ^ * ’ sin —  .vsin—v.

Я
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Если ф  (-V, у )  представима в виде 
конечной суммы слагаемых вида 
. тп . ппsin —  .vsin—у, то аналитическое ре-

Р Я
шснис также сводится к конечной 
сумме элементарных функций. Ме
тодом Фурье, по аналогии с рас
смотренной задачей, исследуются 
[31]: неоднородное уравнение теп
лопроводности; задачи распространения тепла в бесконечном 
цилиндре и цилиндре конечных размеров; задачи распространения 
тепла в однородном шаре и др.

7. М е т о д  Ф у р ь е  реш ени я  за д а ч и  Д и р и х л е  для у р а 
внения  Л а п л а с а  в кру ге .  Рассмотрим уравнение (5.3.57) 
в круге

Рис. 5.8

с условием

.r2+>'2<rg

м1г — Фо’ (5.3.65)

где Г — граница круга (рис. 5.8).
Введем полярную систему коордийат (г, <р) и запишем уравнение 

Лапласа в полярных координатах

\ д (  1 й1 у . . .  ,
Ам = - - г — +-1Т_ 2 = ()- (5.3.66)

г д г \  d r )  r z t>ф 2 

Ищем частные решения (5.3.66) в виде

м= Л(г)Ф(ф).

Для определения функций R(r), Ф(ф) получаем уравнения

Ф ^  + Хг Ф =0,

R* °

I Общее решение первого уравнения

Ф(ф) =  с-1С05Хф +  С28Ш>.ф.
■  Функция Ф(ф) должна быть периодической с периодом 2л, т. е.

Ф(ф +  2л) = Ф(ф).

Последнее равенство влечет условие
Х = л,

где п— целое число. Общее решение второго уравнения

Л(г) =  с ,г" +  с4г"".
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Поскольку ищется решение и (г, ф) дважды непрерывно дифференци
руемое в круге (т. е. и при г=0), следует положить сА = 0. Итак, 
частные решения

м„(г, (p) = r"(ancosmp + b„sinn(p), 0 < r < r 0, 0<ф<2л,  
где аи, Ьп— произвольные константы. Образуем ряд

неизвестные коэффициенты а,, Ь„ определим из граничного условия 
м(го» ф) =  Ч>о(ф)’ 0 < ф < 2 я ;  ф 0 — заданная функция. Имеем

Последняя формула дает аналитическое решение для функций ф 0 ( ф ) ,  

представимых конечным отрезком ряда Фурье, а также в том случае, 
когда интегралы берутся в явном виде и ряд суммируется аналитически.

Приведем некоторые общие замечания относительно метода 
Фурье. Основная идея метода— свести решение уравнения с част
ными производными к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений, решение которой выражается в элементарных или 
специальных функциях. Однако для успешного применения аналити
ческого метода необходимо, чтобы область пространственных 
переменных была ограничена координатными поверхностями тех 
систем координат, в которых переменные рассматриваемого уравне
ния разделяются. Именно поэтому выше рассмотрены прямоуголь
ник и круг (более подробно см. [31]). Кроме того, аналитический 
метод эффективен в случае начальных и граничных условий, 
представляемых в виде конечной суммы по собственным функциям 
однородной задачи для данной области.

U (г, ф ) =  X  и„(г, ф ) ;

ф<>(ф) =  Z  ( « „ с о Б Н ф  +  ^ „ s i n / г ф ) .

Отсюда находим
Я  я

Окончательное решение поставленной задачи имеет вид
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Если имеется возможность в технической задаче выбирать 
область, начальные и краевые условия, то следует принимать во 
внимание, что разумным их выбором можно получить аналитически 
решаемую задачу.

8. М е т о д  п о д о б и я  в н е л и н е й н о й  задаче т е п л о п р о 
в о д н о с т и .  Рассмотрим уравнение теплопроводности или диффу
зии в том случае, когда коэффициент теплопроводности зависит 
от температуры, т. е. k= k(u ):

ди д ( ,  ,ди\
‘ •Р 7 7 = ^  * ( » Ы  (5.3.67)

в области 0^дг<оо, 0 ^ f < o o  с начальным условием
и(х, 0 )=ио (5.3.68)

и граничным условием
м(0, / ) = и „  (5.3.69)

где м0, м, — константы. Это задача определения температуры 
тонкого полубесконечного стержня с начальной температурой и0, 
к которому на границе (.v =  0) подключен тепловой резервуар, 
обеспечивающий на конце стержня температуру, равную и,.

Заметим, что уравнение (5.3.67) не изменяется при преобразо
ваниях независимых переменных:

x { = qx , tx= q 2l .
т. е. остается подобным себе, если масштаб длин изменить в q раз, 
масштаб времени — в q 2 раз. При этих преобразованиях не изменяются 
и дополнительные условия (5.3.68), (5.3.69). Поэтому для решения 
поставленной задачи при любых .v, /, q должно выполняться равенство

и(х, t) = u(qx, q 2t). < (5.3.70)

Положим q= \ ly /t. Тогда из (5.3.70) получим, что и(х, / )— функция 
одной переменной z = x /K/rt

и(х, t)= u [x ly fl , l )  = t? (z ).

Отсюда находим
ди_ d v (—\)x ди_  1 dv д _  I d 
dt dz 2til2 ' dx l ll2dz' dx t ll2dz 

Подставим эти выражения в (5.3.67), получим уравнение

d 1 1 / \dv\ 1 dv . . .
< 5 '5 '7 1 )

с дополнительными условиями из (5.3.68), (5.3.69)
и(0) = м,, t?(oo)=M0. (5.3.72)

Таким образом, исходная задача для уравнения с частными 
производными свелась к краевой задаче для ОДУ. Аналитическое

223



решение задачи (5.3.71), (5.3.72) дает аналитическое решение 
исходной задачи.

(5.4.1)

ф 5.4. Методы возмущений
В методах возмущений важную роль играют такие понятия, как 

асимптотические формулы и ряды: определим их предварительно.
5.4.1. Асимптотические формулы, оценки и ряды. Пусть функция 

/ ( дс) определена на множестве D изменения переменной дг, пусть 
точка а — предельная точка D. Напомним понятие символов 
порядка о и О. Соотношения

/(дг) = о(ф(х)), х-*а , x eD ,
/ ( х )~ф(х) ,  х -*а , x eD ,
/ ( * )  = О (ф (.*)), xeD ,
/(лг)=0(ф(дс)), х -*а , x eD ,

эквивалентны следующим:
f ( x ) /ф (*)-*0, х-*а , xeD ,
/(лг)/ф'(дг)-* 1, х->а, x eD , 
| / (дг) /ф( .г ) |^с<®,  xeD , 
|/(лг)/ф(дс)|^с<оо, х-*а , x eD , 

где с — константа. Например, при дг-*0, дс> О

sh-  = 0 ( е |/х), е_ | / * = о(1), sinAc—дс, cos.v = 0 ( l ) ,

Inin

для комплексной переменной г

г-*  оо, l - e ' *  =  0(z), Rer>0;

для натуральных чисел п
1пл!~л1пи, п-*со.

Формулы (5.4.1) называют асимптотическими формулами или 
оценками.

Пусть имеется последовательность {м„(л:)}, x eD , /1 =  0 ,1 ,..., 
такая, что

lim

такая последовательность называется асимптотической.
Будем говорить, что ряд

00

я *  О
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(не обязательно сходящийся) является асимптотическим рядом 
функции /( .г )  по асимптотической последовательности {« „ ( * ) } ,  
если для любого п

я

/ ( * ) “  I  = х->а.
* = 0

Хотя асимптотический ряд может быть расходящимся, его 
применение в вычислениях оказывается эффективным, поскольку 
можно фиксировать п и использовать его при х-*а . Таким 
образом, при фиксированном п вопрос о сходимости асимп
тотического ряда не имеет смысла, так как имеем конечную 
сумму п слагаемых.

Если асимптотическая последовательность фиксирована и асимп
тотическое разложение f (x )  существует, то оно единственно и его 
коэффициенты определяются формулой

: lim

Этот факт записывается следующим образом:

f ( x )~  t  a.U'(x).
я = О

Сравним характер поведения членов трех типов рядов: а) ряд 
сходится в теоретическом и практическом смысле; Ь) ряд сходит
ся в теоретическом смысле и «расходится» в практическом; 
с) ряд сходится в теоретическом смысле, являясь асимптотичес
ким (рис. 5.9). ,

Пример ряда а) для малых значений х
я

,5-4'2)

Пример ряда Ь): тот же ряд (5.4.2) для больших значений 
х, так как если х велико, то велико и число больших членов 
ряда. На практике этот ряд для вычислений erfдг при больших

Un

0  1 2  3 4 5

а)

Un

\ Т т .  Г
п 0 1 2  3 4.

Ь)
Рис. 5.9

П 0 1 2 34 - .

С)
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значениях х не применяется. Более удобен следующий асимп
тотический ряд пример ряда с):

— ,54-5' 
Заметим, что ряд (5.4.3) расходится, но если оборвать ряд. 
например на втором члене, то получим формулу

> 0 0 ,

которую удобно использовать для достаточно больших х.
Впервые асимптотические ряды в вычисления ввел французский 

математик Пьер Лаплас (1749 1827). Современная теория асимпто
тических разложений берет начало с работ французского математи
ка Анри Пуанкаре (1854— 1912). Методы возмущений очень часто 
используют в качестве рядов по параметру возмущения е асимпто
тические ряды

t  / ( е )~  t  аяс\
я -  О

где асимптотическая последовательность— степенная {е"}, е-*0, 
е>0. Поэтому очень важно понимание свойств этих рядов.

Над асимптотическими рядами можно производить некоторые 
операции. Приведем основные свойства степенных асимптотических 
рядов:

Т еорема 5.6. Если
00 со

/ ( е ) ~  X  а-е"- я (Е)~  X  Л»е*> Е->0’ е>0 '
я - 0  я =  0

то
00 00 

/ ( е )+я (е )~  £  С'С", /(e)j?(e)~  £  d„e\ е - 0 ,  е>0,
я = О я = О

я

где с„= ая + Ь„ J„=  £  акЬл_к.
4 = 0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем справедливость формулы сум
мирования. По определению имеем (для jV ^ I )

/ ( « ) “  X  a„E"+0(E*), g (е)=  £  Л„е" + 0 (е 'у).
я -  О я =  О

Складывая, находим

/ ( е) + х (е)=  £  К  + * . ) е" +  0 ( бл'),
я *= О

отсюда, обозначая с„=ая + Ья, получаем формулу суммирования. 
Аналогично доказывается формула умножения.

Введем понятие равномерности асимптотических формул, оце
нок, рядов. Пусть в формулах (5.4.1) функция f —f ( x , y ) зависит
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еще от одной переменной у, пусть также y e  D ,. Тогда, если 
в соотношениях (5.4.1) предельный переход выполняется равномерно 
по у, а константу с можно выбрать не зависящей от у, будем 
говорить о равномерных асимптотических формулах, оценках для 
f ( x , у) по у. Например,

равномерная оценка, если /(.v, у)-*0 , х -* а , x e D  равномерно 
по y e D x.

Приведем теорему об интегрируемости и дифференцируемое™ 
степенных асимптотических рядов, которая использует равномер
ность оценок.

Теорема 5.7 .  Пусть

Пусть функция / ( б , х )  дифференцируема по и имеет место

При е-»0 ряд в правой части равенства — равномерный асимптоти
ческий ряд на интервале а^ х ^ Ь , где а не зависит от е, а > О, 
и неравномерный на интервале 0 < х< Ь . Для неравномерного 
асимптотического^ ряда утверждение теоремы 5 .7  может быть 
неверным, что можно проверить на приведенном примере.

5.4.2. Асимптотическое разложение интегралов, содержащих пара
метр. Простейший пример асимптотического разложения интеграла 
дает первая часть теоремы 5 . 7 .  формула ( 5 . 4 . 4 ) .  Такое разложение 
можно трактовать как ряд возмущений по параметру возмущения 
е, причем это регулярный ряд возмущений. Таким образом, если 
подынтегральная функция разлагается в равномерный по х асимпто
тический ряд при е - > 0 ,  в > 0 ,  то асимптотическое разложение 
получается почленным интегрированием этого ряда.

Например, для приведенного выше примера при а>0  имеем

f ( x ,  _у)=о(1), *->я, x eD , y e D t,

/ ( е , х ) ~  £  ая(х)г", е - » 0 ,  е > 0 ,  а^ х ^ Ь ,
я «О

равномерно по х. Тогда

— у -’-— £  Ья(х)б", £-»0, е>0, a^ x ^ h .
"X „ - n

Рассмотрим пример

ь
$ ^ / x + e d x = ( x 3 l 2 + E x 112) + 0 ( е ) 2 , е - » 0 ,  е > 0 .
а а
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но интеграл

J У7+г.</.г =  ̂ (дг+е)3/2 =  ̂ (Л + е)3/2- ? е3/2 =  ̂ Л3/
п 3 п * * * НГ-

- | « " 1- 1 ‘ , я ( 1+ Н +?гт 2 р + - ) - ! * " 1 «5-45»
2

уже имеет нерегулярный по е член - е  /2 (дробную степень б ).

Этот пример свидетельствует, что важнейшим моментом в асим
птотическом разложении интегралов по параметру е является 
определение асимптотической последовательности м„(е) такой, что
бы выполнялось соотношение

J/(.V, e)</.V~ X  а-М. ( Е)- Е-*0- Е>0.
а л - 0

Из (5 .4 .5) следует, что {м .(е )} =  {е ° . е 1, е 3/2, е 2....... е", . . .} .  Часто
не удается определить всю последовательность {м„(е)} (а на 
практике это и не нужно) и тогда ограничиваются поиском первых 
ее членов {и , (е), и2 (е), .V., mn (e)} и  доказательством соотношения

\ f(x,t)dx=  £  а ,м .(Е )+ 0 (м ЛГ(Е)), Е - 0 .
а л - 0

Одним из простейших способов получения асимптотических 
разложений интегралов является метод интегрирования по частям. 
Найдем для примера асимптотику по е следующего интеграла 
Л'(е) для /(.vJeC^fO, оо):

f  (е)= { e~x'* f(x )d x =  -Ее х/,/ ( х) +е J e~xl,f ( x ) d x  =

=  е / ( 0 ) —E2e * * /‘ / ( .v ) + е2 f  e 'J' ,,/ '(.t)< /.t =  E/ (0)+E2/ ( 0 ) +

+  Е3/ ” (0) + ... -Ье^/^- * (0) +  ЕЛ j  с *llf N(x)dx.

Асимптотический характер получающегося ряда устанавливается 
оценкой остаточного члена

| Л)Ч(е)| =  6а' \ e~xltf fl{x)dx <еNc J е х1‘ d x = cz*  + *,

где константа с оценивает /*(дг): | / * ( х ) К с  на интервале 0 ̂  х < оо.
Рассмотрим асимптотические разложения интегралов от быст- 

роосциллирующих функций. Численное интегрирование таких функ
ций гем сложнее выполнить, чем выше частота осцилляций (см. 
гл. 7). Пусть (p(.v)eCN[tf, А], тогда интеграл

h х

F(E) =  J e i l 4>(.x)</.v (5.4.6)
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<Р(х) У *  <J>(x)cos(-jh)

а b х с b х
■>

Рис. 5.10

(здесь / — мнимая единица) представляет собой интеграл от быстро 
осциллирующих функций (рис. 5.10):

По сравнению с численными методами асимптотические методы 
обладают свойством: чем выше частота (о(е), тем меньше нужно 
брать членов асимптотического ряда для достижения одинаковой 
точности.

Этот ряд получается также интегрированием по частям. Имеем

Так как функция ф^д;) непрерывна, то в силу леммы Римана

подынтегральной функции. Вычисление асимптотического разложе
ния Л'(е) при е-»0 производится методом стационарной фазы. 
Идея этого метода состоит в том, что главные члены асимптотики

<p(.v)cos(jс/е), ф (дг) sin (.v/e), е->0, е>0. 
Частота осцилляций и)=(о(е)

ш =(2я/е)-ю о; е-*0.

Ь х

/ ? * ( е ) = /л£* { е‘ * ty"(x)dx.

Ь х

J е '1 ф*(дс)</дс-»0 при е-»0.

£(e) = Je' * <p(x)dx. (5.4.7)
а

В (5.4.7) функция ф(дс) называется амплитудой, -/(дс)— фазой
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F ( f. )  определяются малыми окрестностями 
точек а, b и тех точек х, интервала (а, Ь),

где фаза - / ( * )  стационарна (рис. 5.11),

т. е. / '( * ,)= ( ) .
| | |___ ^ Рассмотрим конечное число стационар

ов х, х 2 Ь х ных точек таких, что /"(дг,)#0. Очевид- 
Рис s 11 но, что [а, Л] можно разделить на конеч-

f(x)

-J—>

a) b)
Рис. 5.12

ное число замкнутых интервалов, в каждом из которых / ( * )  
или не обращается в нуль, или обращается в нуль в одном из 
концов этого интервала. Рассмотрим эти три случая отдельно 
(рис. 5.12).

Теорем а  5.8.  С л у ч а й  а). Пусть fix )  не имеет стационар
ных точек на [а , Р]. Пусть f ( x ) e С 1 [a, jjjj, ф(дс)еС‘ [а, Р]. Тогда

ft
/ V  Г , \ е Г  ф(Р) I ®  ф (at)

а

С л у ч а й  Ь). Пусть f(x ) имеет одну стационарную точку 
х = а. на [а. Р]. Пусть / ( j t ) e C 3 [а, р], ф(х)бС* [а, Р]. Тогда

г /  (*> Г *р Т /а /<*>*«'
С ( Е ) = ] е ' “ Ф( * ) ^  = | ^ у  ф(«)е'-« - **  + 0 (е).

где знак плюс соответствует / " (а )> 0 , знак минус— / ” (а)<0 
С л у ч а й  с) .  Пусть / (х )  имеет одну стационарную то* 

х = Р на [а , р]. Пусть / (дг)еС3[«, Р], ф(дг)еС‘ [а, р]. Тогда

Г Ш  
G ( e ) =  е' * ф(д:)dx -Г-^ГL±r*(p)J ф (р)

/  U) .««
е1 « * * +  О ( е ).

где знак плюс соответствует / ” (р)>0, знак минус— / ” (р)<0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем наиболее простую часть теоре
мы случай а). Интегрируя по частям, получаем

удовлетворяет тем же условиям, что и ф (л), поэтому интеграл

5.4.3. Теорема Пуанкаре. Как отмечалось в п. 5.1.4, имеется 
два основных типа рядов возмущений и соответственно два типа 
методов возмущений: регулярные и сингулярные. Теорема Пуанкаре 
относится к регулярным методам возмущений решений обыкновен
ных дифференциальных уравнений. Полученные ниже ряды возму
щений по е  оказываются не только асимптотическими, но и схо
дящимися. Асимптотическая последовательность, используемая для 
построения рядов, степенная {е*}.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

Здесь у — вектор {у х,-уг, а^ х ^ Ь , е— параметр возмущения.
Для (5.4.8) задаются начальные условия

Будем предполагать, что функция f (y ,  х, е ) является аналитической 
функцией всех своих аргументов в области

0  = а^ х ^ Ь , О^е^Ео},

где i y ° H d .
Рассмотрим невозмущенную систему уравнений, соответствую

щую (5.4.8),

Очевидно, что G ( е ) имеет порядок 0 ( e ). Функция

Я

есть величина 0 ( e ), ч т о  и  доказывает первую часть теоремы.

(5.4.8)

(5.4.9)

(5.4.10)
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с начальными условиями (5.4.9). Предположим, что решение
(5.4.10), (5.4.9), j ’o(.v) существует на интервале a ^ x ^ h ,  ||у0 1|^d. 

Будем искать решение (5.4.8), (5.4.9) в виде ряда

■И*. е)=  Е  Л ( * ) е‘ - (5.4.11)
* = о

Для определения vt (.v), к = 0 , 1 ,2 ..., подставим (5.4.11) в (5.4.8) 
и, сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е , получим 
системы уравнений для определения неизвестных вектор-функций

Л ( * ) “ (л .1 (* )» л .а (4 ......Ук.Л*))' *  = °- 2.......
В нулевом приближении (е°) имеем

% - f b o . X '  0).

т. е. невозмущенную систему уравнений. Зададим для у0 (v ) началь
ное условие (5.4.9); тогда в силу единственности решения задачи 
Коши найдем, что _y0(.v)— невозмущенное решение (5.4.10), (5.4.9). 
В первом приближении (е1) имеем

В к-м приближении (е \ к^ 2 )  имеем

% =  X  3 7 (>'о(Л)- * . 0) V’t.j + Ф * ......>4- .  (v), -v),
“ v j-1  c>i

1<1<л, к = 2,3, .. . .  (5.4.13)

Функция Ф*(.Ко(*)> ••• >’» - i (*)• *) получается разложением в ряды 
по у, е функции f ( y ,  х, е) и последующей подстановкой в них 
(5.4.11).

Для систем уравнений (5.4.12), (5.4.13) зададим нулевые началь
ные условия

v » = 0 ,  *«1 ,2 . ......  (5.4.14)

Заметим, что к-е приближения к ̂  1 определяются линейными 
системами ОДУ с одной и той же матрицей

т^(.У0, х, 0), IsS/, у л,

и различными Фк, причем в к-ю функцию Фк входят только 
предыдущие приближения _у0(х), ..., ■ (х). Таким образом, после
довательно можем определить все >'*(*) и ряд (5.4.11). Теорема 
Пуанкаре решает вопрос о сходимости полученного пока формаль
ного ряда (5.4.11); сформулируем ее без доказательства.

Т еорема 5.9. Пусть / (у ,  х, е)— аналитическая функция своих 
аргументов в области D. Пусть также невозмущенное решение

232



v0(х)е D. Тогда ряд (5.4.11) сходится при достаточно малых 
е  (0< е < £0) к решению (5.4.8), (5.4.9) и имеет место равенство

N -  1

у(х, б) =  X  _Vt (.t)E* + 0 ( E N), Ё-*0, Б>0.

Покажем, что в том случае, когда известен общий интеграл
(5.4.10), т. е.

>’|(л:)=£|(дг, с,, ..., с„), (5.4.15)
где произвольные постоянные, задача определения любых 
yk(x), 1, сводится к процедуре дифференцирования функций F, 
и интегрированию.

Матрица
г)

дс,
определяет фундаментальную матрицу решений однородной систе
мы, соответствующей (5.4.12), (5.4.13). Действительно, имеем

k = l c r k cc) к=1 СУк 

Пусть выбраны константы с? так. чтобы
y f  = Fi(a, с°х......<■?);

тогда

При этом можно показать, что

d e t ^ ( o ,  с?, ..., с?) /О 
дс,

и, следовательно, R(x)— фундаментальная матрица решений одно
родной системы (5.4.12), (5.4.13).

Теперь, используя R(x), можно записать решения для >*(*), 
1. Например, для к ^ 2  получаем

>’»(-*•)= Л(лг) J Л ' , (л)Ф»(>-о(л)......yk. x{s))ds. (5.4.16)
i

Таким образом, действительно, определение ук (х) сводится к про
цедуре дифференцирования F, для определения R (х) и интегри
рования по формулам вида (5.4.16).

В качестве примера рассмотрим уравнение колебаний тела 
массы т

i  d2 у .
т —-j+ +  Р v = 0, 0 < х< Ь ,
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притягиваемой к положению равновесия упругой силой а у + Р у 3, 
а>0.  Р>0, начальные условия имеют вид

у(0 )= у°, ^ (0 )= 0 ;  (5.4.17)

переменная дг имеет смысл времени. Обозначим со2=о//и, е =  Р/т. 
Исходное уравнение приведем к виду

^  +  <о2у + Еу3 = 0 (5.4.18)

и будем искать асимптотику задачи (5.4.18), (5.4.17) в виде 
ряда по с:

у(х, е)= £ Ук ('f)e*- 
» = о

Запишем приближение с точностью до 0 ( е 2). Имеем

0. л ( 0 ) - г ° .  £ < 0 > -0 .

откуда находим
y0(jc)«y°coso)jc, 

у , (л;) =  -  - ^  (у 0)3 .v sin m.v +  (cos 3 w.v -  cos со.t ).
SO) 320)

Следовательно,
Г(V )J

у(х, e)=y°cos(o.v+F. I (cos 3 w.v -  cos w.v) -

— ̂ (ц°>- *s in(0 .v j + O(e2). (5.4.19)

Формула (5.4.19) содержит слагаемое

—e —— — л* sinco.v,
8(0

которое соответствует бесконечному росту (при увеличении .х) 
амплитуды колебания и находится в противоречии с законом 
сохранения энергии

1 Л /Л 2 1 , р .
2  4 * const-

поскольку из этого равенства следует, что
y 2<2const/ot.

Таким образом, формула (5.4.19) справедлива только на интервале 
О<дг<Л, длина Ь которого не зависит от е.
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На интервалах длины порядка 0 (  1/е) уже применяются иные 
асимптотические разложения, нежели (5.4.11), и отличные от метода 
Пуанкаре асимптотические методы [19].

•  5.5. Численные методы

Рассмотрим некоторые общие вопросы численного анализа. 
Численные методы в конкретных классах математических задач 
изучаются в гл. 6— 11.

Как уже отмечалось в 5.1, численным мы называем метод 
решения задачи, который сводится только к арифметическим 
действиям над числами. В этом сострит их существенное отличие 
от аналитических методов и методов возмущений, которые могут 
иметь дело с объектами, отличными от чисел, например с фун
кциями.

Заметим, что аналитические методы после этапа манипулирова
ния с формулами на этапе получения численного результата также 
сводятся к численным методам. Действительно, если результат 
представлен в виде конечного числа или бесконечной последователь
ности формул, а необходимо получить числовое значение результа
та, то обязательно приходим к этапу арифметических действий 
над числами. После аналитического представления решения задачи 
(получение формул) следует провести вычисления с числами, 
оценить погрешность результата, а это уже область действия 
численного метода. Таким образом аналитические методы ведут 
к численным. Поэтому роль численных методов в вычислительной 
математике столь значительна.

5.5.1. Реализация численных методов. Так как в ЭВМ числа 
записываются конечным набором двоичных разрядов, то можно 
сделать следующие выводы:

1) на ЭВМ существует возможность представить лишь ограни
ченное количество чисел;

2) на различных ЭВМ множество этих чисел может быть 
различным из-за отличия количества разрядов и формы пред
ставления числа.

На ЭВМ с двоичным представлением чисел есть такие числа, 
как 1/2, 1/8, но нет таких, как 1/3, 2/5. Эти числа заменяются 
в вычислениях приближенно теми близкими числами, которые 
могут быть представлены в ЭВМ.

Кроме того, в различных ЭВМ может быть по-разному 
реализована арифметика чисел, например округление после выпол
нения операций, что также следует учитывать при реализации 
численных методов.

Таким образом, имеет смысл говорить о теоретическом 
численном методе и реализации численного метода.

Теоретический численный метод строится на бесконечных мно
жествах целых и вещественных чисел и арифметике, его реализация 
основана на конечном множестве чисел ЭВМ и арифметике ЭВМ.

\
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В дальнейшем будем рассматривать теоретические числениые 
методы, опуская при этом термин «теоретические». Особенности, 
которые появляются при реализации численных методов, обсуж
даются в 5.6.

5.5.2. Прямая и оорашаи вычислительная задачи. В матема
тической постановке задач можно выделить два класса, к ко
торым относятся многие из рассматриваемых задач в численном 
анализе.

1) П р я м а я  в ы ч и с л и т е л ь н а я  задача:  по заданному эле
менту у, принадлежащему некоторому пространству У и оператору 
F, переводящему элементы Y в элементы пространства Z. найти

г = Н»)- (5.5.1)
Например, нахождение интеграла от v(.v)eC’[0, 1 ]— прямая 

вычислительная задача. Здесь

F{y)miy(x)dx,
О

z это число, K=C’[0, I] ,  Z = R \
2) О б р а т н а я  в ы ч и с л и т е л ь н а я  задача:  по заданному 

элементу z e Z  и оператору F, переводящему элементы Y в элементы 
Z, найти такое у, чтобы выполнялось (5.5.1), т. е. следует решить 
уравнение (5.5.1).

Например, решение уравнения

z(x)=>’(x)+J.v(j)<£r, 0< . г<1 ,  (5.5.2)
о

при заданной функции r(.v)eC[0, 1], т. е. определение v(.v)e 
е С [0, 1] — обратная вычислительная задача. Здесь

Y =Z =C\0. I].
о

Заметим, что если известен обратный к F  оператор /Г" ‘ ( г)=^,  
то обратная задача является прямой вычислительной задачей.

Например, в задаче (5.5.2)

,v(.v) =  z(.v)-e‘ A je*z(.v)</.v = F  1 (z). (5.5.3)
О

В том случае, когда F ~ l неизвестен, решение обратной задачи 
состоит в построении F~x или его приближении с помощью 
комбинации прямых вычислительных задач. Например, если бы 
мы не знали явный вид обратного оператора в (5.5.2), то 
приближения к F 1 можно найти методом последовательных 
приближений:

X
v .4 i(-v) =  z(.v)-fj.(.v)</5. п = 0. I...; v0(v) =  z(.v).

О
236



откуда
.Vi(.v) = 4 v ) - f  г(.ф/л,

О

> 2 ( v) =  -(.v) -  j  z(s)ds +  ] \ z(.v, )ds, ds,
О 0 0

М * ) = - ( * Ы  *(*№ *+/ ) -(*1 ) * |  ds+ ••• + ( - ! ) * ■ 11 ••• J 2 " ( -V 1 ) * . - 1  •
О О О  0 0

Меняя порядок интегрирования, находим

f(b(*i)AiW"f *(*,)(i л) Ai •]{x -s )z (s )ds ,o \o  /  0 \ i ,  /  0

0 0 0 

Следовательно,

x i  шп _ 2

JJ- I
Г я ~ - i k

> .(v )  =  -(•'•)- X  (* ^ - ' ( . ' ) Л  =  Ф„(г). 
J fc*0 A* о «

(5.5.4)

Таким обратом, обратная вычислительная задача свелась к последо
вательности (/1 = 1, 2, ... ) прямых вычислительных задач— интегри
рованию по формулам (5.5.4). Одновременно мы построили 
приближения к оператору F ~ l, а именно Ф„, а также приближения 
ув(л;) к точному решению (5.5.2).

Если заданная функция г(дг) такова, что интегралы в (5.5.3) 
или (5.5.4) аналитически не берутся, то применяется численный 
метод интегрирования.

Вообще в численных методах решения обратных вычислительных 
задач обязательно присутствует этап сведения к прямым вычисли
тельным задачам: одной или последовательности. Способы сведения 
могут быть различными, что порождает и разнообразие численных 
методов в конкретных задачах.

5.5.3. Дискрегишжя в непрерывной задаче. Многие вычисли
тельные задачи, прямые и обратные, имеют в качестве элементов 
у, :  в (5.5.1) элементы бесконечномерных пространств К, Z. 
например функции г(дг), r(.v)eC[0, 1]. как в примере (5.5.2). 
Такие задачи будем называть непрерывными в отличие от 
дискретных, где у, :  в (5.5.1) — элементы конечномерных про- 

гранств. К дискретным задачам можно отнести вычислительные 
задачи линейной алгебры. Например, решение системы линейных 

•авнений
Луш z,
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где векторы у = (у ,........ y j ,  r  =  ( - i ........  zK), матрица А = (а,,),
1 <  /. j  <  л,— дискретная задача.

Аналитические методы и методы возмущений могут оперировать 
с такими объектами, как функции. Численные же методы, если 
предполагается их реализация на ЭВМ, не могут оперировать 
с объектами, для описания которых требуется бесконечный набор 
чисел из-за конечного запаса чисел ЭВМ.

Действительно, функция у(дг), отличная от полинома, раз
лагающаяся в ряд Тейлора с центром в точке дс = о, т. е.

у ( * ) « у ( в ) + ^ ( * - а ) + ^ ( * - < . ) *  + ... +  ̂ ( * - « ) * + ....

требует для своего точного описания бесконечного числа значений 
{>»(<*), у'{а), у  "(а), ..., у" (а), ...} и не может быть представлена 
конечным набором чисел. Поэтому важнейшим элементом числен
ного анализа непрерывных задач является замена исходной задачи
(5.5.1) последовательностью других, в некотором смысле «близких» 
дискретных задач

{ * 1 « Г |Ы } | .  ......  (5.5.5)

Процедура перехода от (5.5.1) к (5.5.5) называется дискрети
зацией непрерывной задачи. Замена должна быть такой, чтобы 
решения (5.5.5) аппроксимировали в некотором смысле, который 
следует определить, точное решение (5.5.1) тем точнее, чем больше 
членов последовательности берется.

Заметим, что в предложенном подходе к численному анализу 
содержится предположение: исходная задача, если она обратная, 
имеет решение, т. е. вопросы существования, единственности реше
ния (5.5.1) мы не затрагиваем, а занимаемся построением последо
вательностей {г ,,  F,, у , },, которые дают сходящиеся по некоторой 
норме решения (5.5.5) к точному решению (5.5.1).

Методы дискретизации непрерывных задач весьма разнообразны 
Некоторые из них рассматриваются в гл. 6— 11.

Для примера рассмотрим один из способов перехода к дискрет
ной задаче в уравнении (5.5.2). Разобьем интервал 0<дс<1 на 
N интервалов точками xt = ih, O ^i^N , h=  \/N. Вычислив в точках

функцию z(x), получим вектор z(xl), О
По теореме Вейерштрасса непрерывную функцию у(х) можно 

с любой точностью приблизить полиномом N-й степени при 
N -*oo  в норме пространства СТО, 1]. Поэтому есть надежда.

N

что если в (5.5.2) выполнить замену у(дг) —* £  с,х‘, само уравнение
/ = о

заменить системой равенств

2(*Л “  Z  Е  (c^ 'ds, Os£y'sSA\ (5.5.6)
<«0 ( 3 о о
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решить систему линейных уравнений (5.5.6). т. е. найти коэффици
енты (с0, с ,, .... су), то при Л/ —* со полином

Л *(*)=  I  cix ‘
(-0

будет равномерно сходиться к точному решению (5.5.2). а именно 

max |/\(л г)—j'(x)! -»0, N -*ao . (5.5.7)
0<лг«1

Переход от (5.5.2) к (5.5.6) и есть дискретизация непрерывной 
задачи.

Сравнивая (5.5.6) с (5.5.5), находим, что z, =(г(лг()), _>■, =  / \ ( jc), 
О О п е р а т о р  /•', представляется матрицей с элементами 

( , } + £ ) .

В развернутой форме (5.5.6) имеет вид

|  ‘ (0) = со.

И2 h"+lz(h)=c0+ clh + ...+ cNhN+c0h+ cl j  +

z(2A)=c0+ c ,2 A +  ... +cM(2 k)T +  с0(2Л) + с, +  ... +  cN (- ^ ,

\

I  z (^/») =  t o +  r , ( ^ / 0 + . . . + c w(^/ i)N +  Co(Ar/i) +  c I (- ^ + . . . + c N(- ^ i y - .

Обоснование сходимости приближений (доказательство (5.5.7)), 
оценка скорости сходимости (зависимость от /V), обоснование 
разрешимости системы линейных уравнений (5.5.6) и определение

i способа решения (5.5.6)— вот круг вопросов, которые решаются 
в рамках численного анализа.

Как правило, способ перехода от непрерывной задачи к дис-
I кр о  ной и отличает один численный метод от другого в одном 

и том же классе задач.

•  5.6. Оценка результатов вычислений

Обращая внимание на схему решения технической задачи (см. 
рис. В.1), замечаем, что результаты вычислений на ЭВМ необхо- 
димо оценить с точки зрения поставленной задачи. В первую 
очередь необходимо иметь оценку допущенной погрешности в вы
числениях. Роль этого этапа в вычислительном процессе сильно 
зависит от характера принимаемых решений в технической задаче 
на основе результатов вычислений. Если ошибка в третьем знаке 
после запятой некоторого числа может привести к тому, что
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вычислитель «взлетит на воздух», то, по-видимому, он должен 
уделить большое внимание оценкам возможных погрешностей 
и провести вычисления с пятью верными знаками.

Оценка погрешности, которая может быть получена до проведе
ния вычислений, называется априорной, после проведения — апосте
риорной.

5.6.1. Три типа погрешностей. В процессе решения задачи 
возникают следующие погрешности:

1) погрешность математической модели;
2) погрешность численного метода;
3) погрешность вычислений на ЭВМ.
Рассмотрим три типа погрешностей на примере. Предположим, 

что решается задача определения одномерного движения мате
риальной точки массы т. которая сводится к интегрированию 
уравнения Ньютона

у' x ) + z ( £ ' у' * }  а * х * ь ' (5-6 | )  
с начальными условиями

у{а)шУо, <£ с(а )жУ о  (5.6.2)

здесь у — координата точки, х — время.
В правой части (5.6.1) сила, действующая на тело, которое 

идеализированно заменено точкой, разделена на два слагаемых: 
/  и е. Первое слагаемое— это учитываемые силы, второе 
неучитываемые, они фактически отбрасываются, и математическая 
модель описывается уравнением

Если считать, что реальный процесс y(.v) дает решение задачи
(5.6.1), (5.6.2), то, обозначая решение модельной задачи (5.6.3).
(5.6.2) через _>',(*). получаем

М * ) - И * ) - л ( * ) »  a ^ x ^ h'
где 8 ,(х )— погрешность математической модели.

Предположим, что точное решение задачи (5.6.3), (5.6.2) пред
ставляется сходящимся степенным рядом

.М * )  = £  (5.6.4)
к = 0

где коэффициенты Ак определяются функцией /  и могут быть 
найдены для любого к по известным формулам.

В качестве численного метода предложим нахождение Ак. 
\ ^ k^ N , по этим формулам и определение N-й частичной суммы 
ряда (5.6.4) (дискретизация)

rj(-v )=  X  Ak( x - a f .  (5.6.5)
k*0
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Таким образом появляется погрешность

(v) =  v, (v)— (.v),
где 82(х)— погрешность численного метода.

Если в задаче требуется найти значение v(jc)— положение тела 
в точке х, то следует реализовать вычисления Ак, суммирование 
и возведение в степень на ЭВМ по формулам

М * * ) =  I  A t® (x > Q a*f. (5.6.6)
к - 0

В (5.6.6) звездочкой отмечены числа ЭВМ, которые, как уже 
известно, записываются с округлением в конечное число разрядов 
и отличаются от точных в (5.6.5), хотя и близки к ним. Знаки 
® , ©  соответствуют арифметическим операциям х ,  —, ре
ализованным на ЭВМ. Результаты арифметических операций ЭВМ 
также могут отличаться от точных. Эти вопросы подробнее 
рассматриваются в п. 5.6.5.

Сравнивая (5.6.6) с (5.6.5), находим

$э ( * ) = V j  ( v) ~  >’з (v *).
где 53(.г)— погрешность вычислений на ЭВМ.

Полная погрешность 8(х) численного решения задачи на ЭВМ 
это сумма трех указанных выше погрешностей:

Ф ) = М * ) + М * ) + М * ) ш> (* )— X  Л * ® (**©«*)*•
*  *»о

Чтобы оценить погрешность, вводят какую-либо норму для 
функций S,(.v), например равномерную С'[а, Л], затем оценивают 
каждую погрешность отдельно и используют неравенство

IIЦ х ) || < | * , ( х ) |  +  (8 ,(х ) | +  |8,(дс)Ц. (5.6.7)
Для 8, обычно находят априорную оценку, используя специаль

ные технические знания. Получение оценки 82, априорной или 
апостериорной,— одна из основных задач создания методов вы
числений и является составной частью метода. Оценка 83, как 
правило, получается апостериорно.

Из (5.6.7) вытекает следующая практическая рекомендация: при 
решении задачи величины погрешностей (нормы) трех типов 8,, 
82, 83 желательно, чтобы были одного порядка. Действительно, 
значительная разница в 8, и 82, а именно ||821| с  ||8, ||, может 
привести к бессмысленной трате машинного времени, так как 
точность решения задачи лимитирует величина ||8, ||.

Несколько сложнее обстоит дело с выполнением соотношения 
|| 831| ~ || 82 1|. В некоторых вычислениях оказывается, что ||831| •« 
« | | 8 2 || из-за характеристик ЭВМ, имеющих большое число 
разрядов для хранения чисел, а следовательно, приводящих к из
быточной точности вычислений. Создается впечатление, что по
вышенная точность вычислений «дастся даром», а ситуацию нельзя
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изменить. Но это не так. Лишние разряды машинного слова 
могут использоваться для более плотной упаковки в памяти ЭВМ 
чисел или перехода к целочисленной арифметике— все эти операции 
приводят к ускорению вычислений, но техника таких вычислений 
выходит за рамки настоящей книги.

Если оказывается, что || 53 1| >  || 62 1|, то обычно переходят 
к вычислениям с двойной точностью, т. е. к использованию 
описания чисел типа DOUBLE PRECISION. Это дает возможность 
в представлении чисел держать ~  17 десятичных разрядов после 
запятой, но при этом увеличивается время вычислений.

5.6.2. Абсолютная и относи и  льная i i o i  рсшшнми чисел. Резуль
татом вычислений на ЭВМ являются числа. Поэтому погрешность 
вычислений— это погрешность чисел, полученных в результате 
вычислительного процесса.

Для записи чисел и указания их погрешности часто применяются 
понятия абсолютной и относительной погрешностей. Пусть а — точ
ное значение некоторой величины, — приближение к а.

Абсолютной погрешностью приближения называется величина 
Д(дф), удовлетворяющая неравенству

Относительной погрешностью приближения </„ называется вели
чина 5(а ф), удовлетворяющая неравенству

Абсолютная и относительная тмрсш ности записываются в виде 
чисел с одной или двумя значащими цифрами, нри этом произво
дится округление с избытком. Абсолютная и относительная 
погрешности указываются в записи чисел следующим образом:

|а * - а |  *£Д(а J .  
Например, а = п, а „ =  3,14; тогда

|3 ,1 4 - я | <0,002 =  Д(3,14); 
пусть а ш = 3,141, тогда

13.141 - я |  ^ 0,0006 =  Д(3,141).

".
В качестве 6(at ) можно взять

Имеем

5(3,14) =  ^  а; 0,064%,

5(3' 141) = Т П Г  i 0  0°2%.3,141

я =  я ф+Д; я =  я„(1+5) .
Например,

л =  3,14+ 0,002; л =  3,141(1 +0.002%).
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Значащие цифры десятичного числа — это все его цифры начиная 
с первой ненулевой слева.

Например, в записи числа 0,002306 подчеркнуты значащие 
цифры.

Значащая цифра в записи числа верна, если абсолютная погреш
ность числа меньше или равна пяти единицам разряда, следующего 
за этой цифрой.

Например, в записи чисел

0,002306 ±0,00001; 0,002306 ±  0,00006

подчеркнуты верные значащие цифры.
5.6.3. Потеря верных значащих цифр при вычи1ании Гмижих 

чисел. Это явление легко продемонстировать на примере. Пусть 
имеем два близких числа

х , =0,01234, х 2 = 0,01231

с абсолютной погрешностью 0,000002 (подчеркнуты верные знача
щие цифры). Разность чисел

у =  х , —х 2 =  0,00003

имеет только одну верную значащую цифру с абсолютной 
погрешностью 0,000004 (см. п. 5.6.4). Произошла потеря трех 
верных значащих цифр. Этот факт следует учитывать при составле
нии алгоритма. Можно пытаться избежать потери точности 
с помощью алгебраических преобразований.

Например, решение квадратного уравнения

x 2+px+q=<±

при малых q

X i . i = - p 4 ± s / p 1l * - q
следует представить в эквивалентном виде

* i =  - W 2 - v V /4 -< 7 ,  * 2 =  — — 7 = = .
p/2 + J p 21 Л- q

чтобы в вычислениях не содержалось вычитание близких чисел
р/2 и J p H - q .

Изменение последовательности вычислений также может при
вести к повышению точности результата. Например, расстановка 
скобок в выражении

у = ( а —Ь)+ с= а+(с — Ь)

во втором варианте предпочтительнее при близких по значению 
числах а и Ь.

5.6.4. Оценка погрешности функции по погрешности аргументов.
Пусть для простоты изложения имеется функция двух переменных
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у
у .*д у

У.
у.-ду

X .  + ДХ

m(.v, у), значение которой вычисля
ется в точке (лг, у), заданной при
ближениями (дс*,у*), а именно

* = .v , ±А х, > '=У * ±  Ду.
т. е. аргументы задаются с абсолю т
ной погрешностью Д.г, Ас, а сле
довательно, областью неопределен
ности точных значений (х, у)  явля-

X .  ДХ X,

Рис. 5.13

ется область (/ =  {(*, у) : х , — Д.х +  Д.\\ у * - Д у  < у  < у ф+Д у}
(рис. 5.13). Требуется оценить абсолютную погрешность функции

Д м (д:,,у ,),
удовлетворяющую неравенству

|и(дс, у ) - м ( х , ,  y j |  < Д и (х ,,  у ,) .
Т е о р е м а  5.10. Пусть функция и(х, у) непрерывна вместе со 

своими первыми производными по .V, у  в области G. Тогда

Дм(дгф, у ф) =  т а х
с^*

(*. v) Д х + т а х
с ду (v ,y ) Ду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим функцию м(дг, у) формулой 
Тейлора

и (д г ,у ) = и ( д г * ,у ,) + £ ( х ,+ 0(х -д г ,) , у , + 0(у -у * ) )

( - « - * * ) + > ’* -ь0С» —>*))(>—>*К

где 0 <  0 < 1. Переходя в этой формуле к оценкам, получим
ди

\
|и(дс, y)-M(-v* -y * ) l < max

G дх 1-Х-ДС.1 +

ди ди ди
+  шах

с ду \ y ~ y j  < т а х
G дх

Д.г+ max
с ду А>'.

что и требовалось доказать.
Из теоремы 5.10 следует, что для функций и(х, у ) = х ± у  

абсолютная погрешность Дм =  Д.v +  Ду, т. е. абсолютная погреш
ность суммы и разности двух чисел равна сумме абсолютных 
погрешностей этих чисел.

Вычислим относительную погрешность функции:
и(х, у ) - х у .

Из теоремы 5.10 находим

5 и=
А и

l * . n l

шах |у  | Д.х +  шах | х  | Ду , 
с ________ с________ (ly, I + Аг)А.у+(|.у. | + А\)Ау _

l * , y , |  l w * l
=  6.v +  6y +  26.v6y.
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т. е. относительная погрешность произведения двух чисел с точ
ностью до членов второго порядка малости равна сумме относитель
ных погрешностей этих чисел, а именно

5и а  8.v +  S>\

5.6.5. В.жянис ошибок округления. Большинство задач вычисли
тельной математики сводятся к четырем арифметическим опера
циям над целыми и вещественными числами.

Заметим, что сложение, вычитание и умножение целых чисел 
выполняется точно. Деление целых чисел осуществляется с округле
нием по следующему правилу: результат деления двух целых 
чисел, состоящий из целой и дробной частей, заменяется целой 
частью, например 20/7 =  2, 1 /3= 0 , 9/3 =  3. При таком округлении 
возникает абсолютная ошибка е, которая имеет оценку |е | <  1 
и имеет знак, противоположный знаку округляемого числа. За
метим. что такой способ округления может давать по сравнению 
с общепринятым правилом округления в десятичной системе 
счисления ошибку почти вдвое большую.

Если в вычислениях на ЭВМ присутствует большое число 
операций деления в арифметике целых чисел, то это может 
привести к существенному искажению результата— большой по
грешности из-за ошибок округления.

В арифметике вещественных чисел на ЭВМ все четыре действия, 
как правило, выполняются с округлением. Исключение составляют 
те числа и такие операции, которые не выводят исходные числа 
и результат операции за рамки 32-разрядного слова ЭВМ (в 
арифметике одинарной точности) двоичного представления чисел.

Продемонстрируем возникновение ошибки операции сложения 
на следующем примере. Пусть производится сложение чисел
0,1234011 и 0,1234067-10"3. При сложении^на ЭВМ предварительно 
выравниваются порядки чисел до большего, а затем мантиссы 
суммируются. Второе число при выравнивании порядка пред
ставится в виде 0,0001234067. Учитывая, что в 32 разрядах 
точность представления чисел ~  7 знаков после запятой, замечаем, 
что подчеркнутые цифры выходят за рамки 32 разрядов, они 
округляются и сумма 0,1235245 имеет погрешность ~  10~8.

Операция округления осуществляется в двоичном представлении, 
где точность определяется 24 двоичными цифрами мантиссы. 
Обозначим точное число .V, округленное— х. Тогда относительная 
ошибка округления 6 имеет оценку

|5 | <  2 “ 25 ~  3 • 10“ 8;

следовательно,

i  =  .v(l +  6).

Получить априорную оценку погрешности округления для 
сколько-нибудь содержательных вычислений крайне трудная 
задача.

\
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Апостериорная оценка погрешности во многих задачах может 
быть найдена повторением всего процесса вычислений в арифметике 
двойной точности и сравнением результатов с полученными 
в одинарной точности.

•  5.7. Особенности серийных вычислений

В этом пункте рассматриваются особенности методов вы
числений. связанные с тем. что задача может решаться многократно 
(серийные вычисления). При многократном использовании одной 
и той же программы решения задачи требуется обратить присталь
ное внимание на ее эффективность, в частности время решения 
одного варианта.

Пусть время выполнения одного варианта равно Т, количество 
повторений вычислений — N, стоимость единицы времени Э В М — q. 
Тогда стоимость всей серии qNT.  Если удается снизить время 
Т  на А Г, то экономия стоимости вычислений q N A T  при больших 
N  может быть значительной величиной.

В серийных расчетах вводится понятие предвычислений. Это 
вычислительная работа, которая поизводится для подготовки 
вычислений одного варианта. Если серия большая (N  велико), то 
можно проводить и большие предварительные вычисления. Пусть 
время предвычислений Г,; тогда общее время вычислений серии

Т, + \ ( Т - Ь Т ) .
Пусть также &Т=сТп, c= const, т. е. снижение времени вычисления 
варианта пропорционально Тя. Тогда общее время вычислений 
серии

Тя + Щ Т - с Т я)
и уже при длине серии N, удовлетвряющей неравенству

TK—NcTm < 0 , N > 4 e ,
целесообразно проводить предвычисления.

Для примера рассмотрим задачу интегрирования уравнения

^ = ( s i n  х ) у 2+М х),  v(0) =  0, 0 < х < а ,

на интервале [0, а] для серии функций /*(.v), методом
Эйлера с шагом А. Имеем

У\ + 1 = yt +  A[(sin *,)>-, + Л  (*,)], Уо =  О-
.г,= /А, 1 < / < [ а / А ] .

Если серия велика, то целесообразно составить таблицу функции 
sin.v в точках x t заранее, вычисления вариантов уже вести 
не обращаясь к функции sin.v, а только к таблице. Пусть 
[а/А] =  1000. Время

Тя=  1000Г,,,,
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где Г,|п время вычислений sin.v в одной точке. Пусть Т„ время 
выборки числа, взятое из таблицы. Получаем

Л Г = 1000[ГЛ  —Г .] аг Г„,
поскольку 7 . « :  7’sjn. При серии =  1000 сокращение времени 
вычислений 106 Г,1я.

В большинстве случаев смысл предвычислений состоит в со
ставлении таблиц чисел, обращение к которым значительно со
кращает вычислительное время варианта. Может оказаться, что 
даже таблица умножения окажется предпочтительнее арифметичес
кой операции в какой-либо конкретной задаче.

Программирование алгоритмов серийных вычислений также 
обладает рядом особенностей:

во-первых, возможна оптимизация фортран-программы (см. 
п. 3.4);

во-вторых, написание часто повторяющихся фрагментов про
граммы на машинно-зависимом языке типа макроассемблера;

в-третьих, аппаратная реализация некоторых фрагментов про
граммы.

Последние два указанных приема относятся уже к более 
высокому уровню владения вычислительной техникой, нежели тот, 
который принят в данной книге.
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Г л а в а  6 

ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕНИЙ

•  6.1. Введение

Если понятие «приближение» трактовать в широком смысле этого 
слова, то большая часть методов вычислений окажется элементами 
теории приближений. Однако в этой главе под теорией приближений 
понимается узкий круг вопросов, связанных с приближением функций 
одного или нескольких переменных с помощью других функций. 
Часто этот круг задач называют задачами аппроксимации функций.

Рассмотрим некоторые практические задачи, приводящие к ап
проксимации функций.

6.1.1. Ускорение времени вычислений функций на ЭВМ. Пред
положим. что решение задачи требует многократного вычисления 
функции / ( дг) в различных точках интервала а ^ х ^ Ь .  Функция 
f ( x )  задана громоздким аналитическим выражением, например

/(jc) = cos^2sin^ Jх 2 + I. cos2/c jc^ , я ^ x ^ b .

Тогда естественно стремление заменить функцию /(.* ) в некотором 
смысле близкой функцией g(x)  (аппроксимировать /(дг)) так, чтобы

1 /( * ) -я ( * )И < е '
где е — точность аппроксимации. При этом вычисление g(x)  должно 
быть значительно более быстрой процедурой, нежели /(дг). Воз
можно, удастся найти полином 4-й степени />4(дг)=а0 + а ,д г + я 2дг2 +  
+  а3дг3+ я 4.х4 такой, что

max |/ ( .v ) - P 4(jf)|< e , (6. 1.1)
а<дг</>

с удовлетворительной точностью е аппроксимирующий /(дг). Тогда 
вычисление /(дг) заменяется вычислением /)4(.х)=^(дг);

/(* )~ я (* )-  (6-1.2)
Количество арифметических операций при этом сокращается в со
тни раз.

6.1.2. Экономия памяти ЭВМ. Предположим, что функция /(дг) 
задается своими значениями в узлах дс(, 1< /< я ,  интервала а ^ х ^ Ь :

х, х. .V, ... х„
__________ 1 _  (6.1.3)

Л*() Л * |)  /(*з) -  /(*.)•
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Рис. 6.1

Далее в вычислительном процессе используется эта таблица. При 
больш ом числе п хранение таблицы (дг,, /(* ,) )  в памяти ЭВМ 
может оказаться слишком обременительным либо вообще невоз
можным. Тогда естественно возникает задача аппроксимации / ( х)  
близкой функцией g(x),  зависящей от небольшого числа параметров, 
например от пяти (а0, а , ,  а 2, а 3, а4)

так, чтобы выполнялось условие (6.1.1). При этом в памяти 
хранится только пять чисел— значения параметров. Значения 
/ ( х )  теперь не хранятся, а вычисляются приближенно по формуле
( 6 . 1 . 2 ).

6.1.3. Поиск эмпирических закономерностей по экспериментальным 
(табличным) данным. Экспериментальные результаты обычно 
представляются в виде таблиц типа (6.1.3). Экспериментатор на 
основе практического опыта предполагает, что полученная табли
ца f ( x )  является реализацией эмпирического закона #(х, а) 
с неизвестным параметром а, параметр может быть вектором. 
Тогда возникает естественная задача определения такого параметра
а, при котором эмпирическая закономерность, т. е. g(x,  а), 
наилучшим образом аппроксимировала экспериментальные данные, 
т. е. f (x ) .

Например, при исследовании состава вещества на основе 
спектрального анализа может быть получена таблица функции
(6.1.3), изображенная на рис. 6.1. Можно предположить, что спектр 
(дг(, / (* ,) )  получается суперпозицией спектров двух веществ. Каждое 
вещество дает спектр вида (рис. 6.1)

яДх, а) =  а 2 /'*= 1, 2.

Возникает задача поиска параметров ( а „ ,, а , ,, а 2 ,) таких, что 
* 2 

|| I  а 2.,е ‘ ' ‘-'и "*°-'> - / ( * , ) | | - m in .  (6.1.4)
i - i

Решив эту задачу, можно получить разложение экспериментального 
спектра на составляющие, т. е. найти оценку вклада каждого 
компонента в результирующий спектр, а отсюда можно сделать 
вывод о содержании каждого компонента в веществе.
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6.1.4. Классификации «алач теории мриГ). жжении. Простейшая 
классификация содержит следующие две основные характеристики 
задачи:

1) норму, в которой осуществляется аппроксимация ||/( .v )— 
- # ( * .  в) II;

2) вид зависимости от параметров а в семействе функций #(.г, а).
Мы будем рассматривать только два типа норм:
а) равномерную непрерывную норму

11/Ц =  шах |Д х ) | ,

б) среднеквадратичную интег ральную норму

1 /1 Н Г / * ( * ) * ) ш

или дискретную норму

1Л <

согласованную с интегральной в том смысле, что
/  I <* \  1/2 / I  \  1/2

.:.U /,WA) ■

когда предел существует.
Задачи аппроксимации, использующие норму а) в качестве меры 

близости, называются задачами равномерного приближения. Осно
вополагающие работы в этом направлении принадлежат русскому 
математику П. Л. Чебышеву (1821 1894).

Задачи аппроксимации, использующие норму б) в качестве меры 
близости, называются задачами среднеквадратичного приближения. 
Первые работы этого направления связывают с именем немецкого 
математика К. Гаусса (1777 1855).

По второму признаку задачи теории приближений делятся на 
линейные и нелинейные. В линейных задачах параметр а = 
=  ( а , .......ат) входит в семейство j?(jc, а) линейно, т. е.

т

ф .  « )=  I  ajgj(x),
J- 1

при этом функции gj(x) нелинейны. Например,
т

g(x, а)=  I  aj.xJ~ \
I - 1

т

j?(.v, а ) =  I  a;sin(/v).
J - i
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В нелинейных задачах параметр а входит в семейство нелинейно, 
например

Если в семействе (6.1.5) параметры а , ,  а2 известны, то задача 
приближения становится линейной.

В этой главе в качестве семейств функций g(x, а ) рассматри
ваются полиномы /\,(дс) на всем интервале [а, b ] либо функции 
5„(дг), являющиеся полиномами на подынтервалах дг(<дг<дг(+, 
(дг,е [а, А]), так называемые сплайны.

Пусть в задаче приближения заданной функции /(дг) семейсгвом 
g(x, а) определяется элемент, реализующий условие

и выбирается равномерная норма, то полином, который доставляет

называют полиномом наилучшего равномерного приближения; если 
выбирается среднеквадратичная норма, .т о  полином, который 
доставляет

называют полиномом наилучшего среднеквадратичного дискретного 
приближения.

Приближение заданной функции /(дг) полиномом п-й степени 
Ря(х)  можно выполнить множеством способов.

Например, если /(дг) разлагается в ряд Тейлора на интервале 
а ^ х ^ Ь ,  то отрезок р яда— многочлен Тейлора л-й степени— дает 
полином, аппроксимирующий /(дс):

Оценка погрешности аппроксимации следует из формулы остаточ
ного члена отрезка ряда Тейлора

g(x, a ) = a Je~*><J‘"*i,\
я»

g(x ,a) = I  sin (а;.*). (6.1.5)

min ||/(.v )—g(.t; в)И,

тогда этот элемент называется наилучшим. 
Например, если

Я

g(x, </) =  />„(*)= £  а,х ‘

min max \ f ( x )— £  a,:t ' | ,

•  6.2. Интерполяция

/ ( * )  - / И  + ^ у г  ( * - а ) +  -  +  ~ г ( х - а ) " = рАх )-
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Рис. 6.2

X m -, x

Та же функция может быть представлена многочленом Тейлора 
с центром в любой точке с е  (а, Л], а именно

+  т г ( * - ‘ )+  -  +  ~ г ( * - < Г -

Пусть известны значения f ( x )  в узлах х,  интервала \а, Л], 
x0< x l < . . . < x m, а = х 0. b — л'т , а именно: f ( x 0), /( .« ,) , ... f ( x j .  
Задача интерполяции с о с т о и т  в  т о м , чтобы найти приближенное 
значение /(дс) в точке .v/ х ,  (рис. 6.2). Можно предложить метод 
решения этой задачи, в основе которого лежат ряды Тейлора 
с центрами в узлах х,.

Положим

(6-2Л)

где Xj— ближайший к дг узел. Ф ормула (6.2.1) дает пример 
интерполяционных формул. Основной ее недостаток состоит в том, 
что используются значения производных функции / ( х )  в узлах, 
которые могут быть неизвестны, например, если /(д г ) задана 
таблично.

6.2.1. Интерполяционный полином Лагранжа. Свободным 
от указанного выше недостатка является полином Лагранжа 
/ ’„(дг), который определяется только значениями /(д г ,)  из усло
вия

P.(xj)=f(Xj),  0 < у < и . (6 .2.2)

Условие (6.2.2) означает, что график полинома w-й степени должен 
проходить через точки плоскости (дг, у)  с координатами (дг; , f i x , ) )  
(рис. 6.3).

Покажем, что условие (6.2.2) обеспечивает существование и един
ственность интерполяционного полинома / ,я(дс) =  а0 +  а 1х + ...

Т е о р е м а  6.1. Для любых значений f (X j ) и различных узлов x jt
О существует единственный интерполяционный полином.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что условие (6.2.2) эквивалентно 
системе линейных алгебраических уравнений относительно коэф
фициентов полинома а=(а0, а , .......а„) с определи гелем, отличным
от нуля. Действительно, (6.2.2) в развернутом виде

п
X  XjC / i  =f(xj),  О s£i, j ^ n ,  

i -0
представляет собой систему уравнений относительно вектора а

Х а = у , (6.2.3)

где матрица X  имеет элементы Xi j =x),  вектор y = ( f ( x 0), f ( jc, ). 
,..,f(x „)). Определитель матрицы X — это определитель Вандермон- 
да

Рис. 6.3

1 * 0 * 0 - -х ' о

d e t  А  =
1 -V?. ..х\

1 V , x l . .Xя,

П ( x j - x , ) * 0 .

равный произведению П всевозможных разностей узлов. В силу 
то ю  что узлы различны, detA '/O . Поскольку detAVO, решение 
системы уравнений (6.2.3) существует и единственно, а отсюда 
следует утверждение теоремы.

Интерполяционный полином Лагранжа можно записать, не 
решая систему (6.2.3), в виде

, . (дс-л„)(.г-лгд)...(лг-лг.)
‘ (-^1 — JC0 )(-Vi — дг2) . . . (х ,  —-V»)

(дс-дс0)(дс-дг,)...(дг-х..,)
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Легко видеть, что Ря(х ) — полином n-й степени и что выполняется
(6.2.2), тогда из теоремы 6.1 следует, что это интерполяционный 
полином Лагранжа.

Определим полином (и+1)-й степени:

Оценка погрешности интерполяции / ( х)  с помощью полинома 
Лагранжа даст следующая теорема.

Т е о р е м а  6.2. Пусть / ( л ) е С ("+ 11 [a, b ], х, Xjе [а, b ]. Тогда

Л 4  =  л . ( 4  +  CD. + 1 (5), (6.2.4)

где точка ^ =  ̂ (д )е  [a, b ].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим функцию

(6 2.5)

здесь к — не известная пока константа. Заметим, что и(х) имеет 
на [а, Л] по крайней мерс л + 1  нулей, а именно:

С м(.х>) = 0,

Покажем, что число к можно выбрать так, чтобы 

м(3с)=0, x ^ x j ,  х е (а , Ь).
Для этого следует положить

А х ) - Р . { х ) ~ к ы я+1{х)=0.

Поскольку to,,t l 0 c )# 0 , можно найти

Выразим к через производную /(дг). Функция и(х) имеет на [а,Ь] 
п+2  некратных нулей, функция м '(* )— п + \  нулей, ..., м(я+1,(дг)— 
1 нуль. Обозначим его значение \  зависит от точки х, т. е. 
^ = ^ (х ) . Имеем

м<" +|,(^ )= 0

или

+1 »(У = / * ♦ - 1»? ♦ “ ft) -  * Шf +V ‘f t ) = 0 .

Но для любого полинома w-й степени Р\?*1)=0, для полинома 
(л+1)-й  степени (dLVi1, =  (w+ 1)!. Из последнего соотношения на
ходим

(л + 1)! •

Из (6.2.5), (6.2.6) следует утверждение теоремы. 
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Таким образом, погрешность аппроксимации f (x)&P„(x)  имеет 
оценку

(n + 1 "
Если нет необходимости находить интерполяционный полином 

Р„(х), а следует вычислить лишь его значение Ря(х), то применяется 
вычислительная схема Эйткена. По этой схеме вычисляются
последовательно в точке дг полиномы

^i.i+l(x ) ~  

^U  + l.i + 2v*) =

I

I

х ,~ х  
дс( + ,-д с

М )

/(■*!♦ l)

^ i.l + l(-*)

+ 1 . 1 + а С ^ )  v (  +  2 ~  х

X f - X

Х,*2-Х,

и г. д. Можно показать, что

/ ,, ( х ) - £ 0. 1.2....*(*)■
Вычисления проводятся до тех пор, пока не будет выполняться 
неравенство

| / - о л ......k(x ) ~ ^ o , i .......2 < А < я ,  ( 6 .2 .7 )

где е — заданная точность, т. е. в процесс вычислений не вовле
каются лишние узлы, а используется лишь столько узлов, сколько 
обеспечивает заданную точность е.

6.2.2. Пример нос (роения шиерполянионного полинома . lai ранжа. 
Рассмотрим таблицу

х) - 1 2 3 5

J \ x i) - 1 3 2 4
I Следуя формуле (6.2.3), находим 

(x-2)(.v^3)(.v-5)
+ {з)^ -! ! Н ё -~ Д +f— 1 — 2)(— 1 — 3)(— I — 5) '  (2+ 1 )(2 — 3)(2 — 5) 

р Лдг+1)(дг-2)(х-5) (дс-Н)(дс-2)(дс-3)
1 (3+ 1)(3 —2)(3 —5) ' ( 5 + 1)(5 —2)(5—3)’

Можно вычислить приближенное значение / ( х )  в точке х =  2.5 по 
формуле

/(2 ,5 )~  Р  з(2,5).
Однако, не зная оценки модуля четвертой производной | / , 0 (v)| 
на интервале [—1 ,5 ], нельзя оценить погрешность полученного 
интерполяционного значения. Более того, легко привести пример 
функции /(дс), имеющей те же табличные значения и неограниченной 
в точке дг=2,5:

/(Дс) =  Р , (дс)+ a>4(*) (— •
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Этот пример покатывает, что, хотя для формального построения 
интерполяционного полинома достаточно иметь лишь таблицу 
значений функции /(дг), оценка погрешности требует дополнитель
ной информации о поведении /(.* ) и ее производных на интервале 
интерполяции. Без оценок соответствующих производных интер
поляция практически лишена смысла. Другие формы интерполя
ционных полиномов можно найти в [2, 4, 24].

6.2.3. Применение программы АЗАО. Для вычисления значения 
интерполяционного полинома Лагранжа в точке х  по схеме 
Эйгкена можно применять программу АЗАО. Пусть функция f (x)  
задана таблицей

X 1.0 l.i 1,3 1.5 1,6

/ м 1,000 1.049 1.140 1.225 1,265

Требуется вычислить приближенное значение /(1 ,15) с точностью 
е = 1 0 ~ л. Программа может иметь следующий вид:

INTEGER N, I 
REAL X (5).Y (5)£,E ,F(5),P  
DATA Х/1., 1.1, 1.3, 1.5, 1.6/
DATA Y /l., 1.049, 1.14, 1.225, 1.265/
DATA Z/1.15/, E/0.001/
N =  5
CALL A3A0(N,X,Y,Z,E,F,P,1)

С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ 
W RITE (5,1) I,P

1 FORM AT (2X,'I =  ',I2,2X,)F =  ',E10.3)
END

•  6.3. Сплайны

Оценка погрешности интерполяционного полинома указывает на то, 
что с ростом числа узлов п и соответственно степени полинома />„(х) 
может увеличиваться погрешность из-за роста Я/^Ч*)!! (ухудшение 
гладкости /(* )) . Кроме того, с ростом п возрастает вычислительная 
погрешность определения Ря(х ). Эти соображения приводят к другому 
способу приближения функций— с помощью сплайнов.

6.3.1. Определение сплайна. Пусть интервал (а, Л] разбит узлами 
Xj, как и выше, на п отрезков, O ^ j ^ n .

Сплайном 5я(х) называется функция, определенная на [а, Ь], 
принадлежащая С* [а, Л] и такая, что на каждом интервале 
[Xj, Ху+1], 1,— это полином п-й степени

Sm(x)s*aitj + a l' j x + ... + a „ jx \ x j ^ x ^ x j+l .
Дефектом сплайна d  называется разность между степенью, 

определяемых его полиномов и порядком гладкости к , т. е.
d= n —k.
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Рис. 6.4

Примеры сплайнов: S,(.v) с дефектом d=  1, S 2(х)  с дефектом 
</=2 — приведены на рис. 6.4. Наиболее распространены сплайны 
дефекта 1, ниже рассматриваются только такие сплайны.

6.3.2. Параболическая сплайн-ишерполяция. Рассмотрим задачу 
аппроксимации функции f ( x ) ,  заданной таблично в узлах х,, f ( X j ) ,  
сплайном S 2(x) дефекта 1. Определим S 2(x) следующим образом: 

^ 2(x ) = s 2.j(x)=a0j + a l j { x - x j ) + a 2j ( x - x j ) 2 (6.3.1)
на каждом интервале [Xj, .vy+1 ]. Формула (6.3.1) определяет 
полином 2-й степени — параболу. Потребуем выполнения во всех 
узлах условий

^2. j (Xj ) =f ( Xj)' ^2.]{XJ* 1 ) =f ( Xj+ 1 ) '  (6.3.2)

и дополнительно условий непрерывности первой производной во 
внутренних узлах, т. е.

, ) =  dtr‘̂ 2J+ *[x i+ >)’ (6.3.3)

0 ^ j ^ n - 2 .
Для определения сплайна 5 2(х) по формуле (6.3.1) необходимо 
найти 3w неизвестных:

•До./- и\.)> а2щ1, 0 < / < л - 1 .  (6.3.4)
Условия (6.3.2), (6.3.3) даю т З л -1  соотношения для определения 
коэффициентов (6.3.4). Для того чтобы найти коэффициенты, 
требуется задать еще одно дополнительное условие. Это может 
быть, например, условие

£ s 2. о Ы - £ ( * о )  (6.3.5)

либо аналогичное условие на правом конце интервала [а, Ь ].
Т е о р е м а  6.3. Условия (6.3.2), (6.3.3), (6.3.5) достаточны для 

определения единственного сплайна S2(x).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что указанные условия дают 

возможность определить все коэффициенты (6.3.4). Из (6.3.5) 
находим

_ d f .  .
'•о - * '  °)’
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ao.jx f ( xj)< 0 ^ j ^ n - \ ,  
ao.i+ai.j(xj* , - X j ) + a 2 J x j . , - Xj)2 = / ( v ,).

Отсюда получаем
au (x j+ 1- X i ) + a 2J x J+, - X j ) 2 = f (x j +, )—f(xj).  (6.3.6) 

Из (6.3.3) имеем
ai j + 2<j2j(jc j+ , — .Xj)=a,_y+| ,

откуда

а*-* = 2 1 х ' ~ йх \ ’ ° ^ П~ 2- <6 1 7 >
Подставляя (6.3.7) в (6.3.6), получаем формулу

_  2(J\xji . , —f[xj))  _  (6 3  8)

которая последовательно дает возможность определить все значения

а , , ,  al 2.......a\.n-i по известному коэффициенту 0 = ̂ \ х 0). Затем по

формуле (6.3.7) находим значения а10, а2Л, а2 „_2. И, наконец, из
(6.3.6) находим ^

_ / \ x . ) - f ( x„ - ,) а , . .- ,
2'" _l (х .-дс .-,) '

Таким образом, все коэффициенты (6.3.4) определяются однозначно, 
что и требовалось доказать.

Построенный сплайн S 2(x) можно теперь использовать для 
решения задачи интерполяции, а именно определения / ( дг), x ^ x j .  
Положим f ( x ) ^ S 2(x). Справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а  6.4. Пусть / ( .х ) е С 3 (а, А], хе(а ,  Ь). Тогда
\ y ( x ) - S 2( x ) \ ^ c h \

где Л= max |xJ + l—.Х у | ,  константа с не зависит от Л.
O i i i n — 1

6.3.3. Кубическая сплайн-ишсршмяция. Интерполяция кубически
ми сплайнами наиболее популярна в настоящее время. Имеется 
большое число фортран-программ, реализующих такие алгоритмы 
[9]. По аналогии с п. 6.3.2 сплайн S3(x) дефекта 1 задается 
следующим образом:

Sj(-v)=  =  “o.j +  «1 J x  -  Xj) +  a2 j ( x  -  XjY + a3 J x  -  Xj)3
на каждом интервале [ху, xJ+1). Дополнительные условия, опре
деляющие коэффициенты а0 t , а х j, а2 j, а3 t , O ^ j ^ n — 1, следующие: 

S 3(x})=f{Xj), S 3(xjt l )=/(x j t l l  OsZj^n; 
во внутренних узлах

Из (6.3.2) имеем
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Общее число неизвестных 4п. число дополнительных условий равно 
4п — 2. Недостающие условия задаю т обычно на краях интервала 
при х = х 0, х = х „ . Полученная система линейных уравнений при
водится к специальному, так называемому трехдиагональному виду. 
Такие системы эффективно решаются методом прогонки (см. гл. 10). 
Пусть задаются следующие краевые условия:

d ‘S „  . d1f .  , d ‘S, ,  . J ' f .  .

При этом сплайн 5 3(дг) определяется единственным образом. 
Справедливо следующее утверждение.
Т е о р е м а  6.5. Пусть /( .v )€ C 4 [a, Л], хе(а,  Ь). Тогда

| / ( . r ) - S 3 ( x ) K f / i4,

где h =  max | xj+ 1 —х,\, константа с не зависит от Л.
1

Заметим, что главное отличие интерполяции сплайнами от 
интерполяции полиномами состоит в том, что повышение точности 
связано не с повышением степени полинома, а с уменьшением 
расстояния Л между узлами. Кроме того, повышение точности 
не влечет за собой требования существования у f (x)  производных 
все более высокого порядка.

Кубические сплайны дефекта 1 нашли широкое распространение 
из-за того, что это сплайны минимальной степени, которые 
в узловых точках имеют непрерывную вторую производную, 
а следовательно, непрерывную кривизну:

d 2S
dx2

ЯП
3/2-

f(xi. yj)

Непрерывность кривизны является обычным требованием при 
проектировании кривых и поверхностей различных технических 
объектов. Проектирование поверхностей связано с двумерной 
интерполяцией и применением двумерных сплайнов.

6.3.4.. Применение программы АЗЛ1. Двумерная поверхность 
задается набором точек, напри
мер, на прямоугольнике D плос
кости (х , у) (рис. 6.5). Задача ин
терполяции, как и в одномерном 
случае, состоит в приближенном 
определении /(дг, у), где (дг, у) ф 

>’.)•
Двумерный сплайн — функция,

«сшитая» из кусков двумерных 
полиномов. Пусть область 
D = { x 0^ x ^ x „ -  y0 ^ y < y j  разби
та на ячейки Рис. 6.5

<5.У>
D
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A j =  { ■ * ! < * < * ! + ь  y i < y ^ y j + i } >  0 < / < m — l .

Двумерный бикубический сплайн определяется на каждой ячейке 
Dtj  в виде произведения одномерных кубических сплайнов:

5(л\ у) =  Лз(лг)Я3(.1-).

А3 (х) = а0 +  a , jc +  а2х 2 +  a 3.v3,

Я, tv) =  />0 +  Л1 v+ />2.v2 +  byV1.

Такое представление позволяет, сопоставляя функции J \х, у), задан
ной таблицей, интерполяционный бикубический сплайн, конструиро
вать его на основе одномерных сплайнов.

В программе АЗА1 реализована интерполяция (приближенное 
определение / ( х, у) по таблице f (x„ y j  с помощью одномерной 
интерполяции с двумя последовательностями шагов.

П е р в а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь :
фиксация у,, определение S , (х, yjj, S0. 1 (x, j ) .

В т о р а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь :
фиксация дг(, определение S0 (.v„ у), S lt0(x, у).
Значения S0.i(x , у)< S i.o (* ,y )  можно принять в качестве прибли

жения к f ( x ,  у). Модуль разности |S 0, i ( i ,  у )— Si.o(*> у) служит 
оценкой вычислительной погрешности.

В качестве примера применения программы АЗА1 рассмотрим 
задачу определения /  (0,15, 0.25) по таблице /(* ,, у^):

/(-Vj, >J/) =  (sin -v,)(sin y^).

Xj =  0, 11, O ^/'^ IO , yj=0,2j, 0<y '<5.

Программа может иметь следующий вид:

REAL XC.YC.S01,S10.X(11),Y(6),F(1I,6).HX.HY,
* W l(l 1).W2(1 l).W3(l 1).W4(11)

INTEGER I.J.M.N
DATA I.J.M .N /0.11,6.11/.XC.YC/0.15.0.25/
H X =0.1 
HY = 0.2

С ВЫ ЧИ СЛЕН И Е ЭЛЕМ ЕНТОВ МАССИВА X.Y.F 
DO 1 11 = 1,11

1 X(11) = HX*(11 — 1)
DO 2 Jl =  1.6

2 Y(J 1) = HY*(J1 — 1)
DO 3 11 =  1.11 
DO 3 J1 =  1,6

3 F( 11. J 1) =  (S1N(X(I I )))*(SI N( Y(J 1)))
С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е АЗА1

CALL АЗА 1(XC,YC.X,Y.F.SOl,SI0.I.W  1,
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* W2.W3.W4.J.M.N)
С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ 

W RITE (5.4) S01.SI0
4 FORM AT (2X.S01 = ',EI3.6,2X ,'S10 =  '.EI3.6)

END

•  6.4. Равном ерны е приближ ения

В 6.2 и 6.3 в качестве критерия выбора из класса 
функций (полиномов или сплайнов) рассматривалось совпадение 
в узлах .к, функции /(.v) и аппроксимирующей функции g(x.  «). 
Получаемая при этом погрешность как в равномерной норме, 
так и в среднеквадратичной, вообще говоря, может быть 
уменьшена.

Уменьшить погрешность можно, во-первых, за счет специально
го распределения узлов интерполяции х,  на интервале [дс0, .v„], 
если есть возможность выбирать узлы. Ниже будет показано, как 
следует располагать узлы для интерполяции полиномами.

Во-вторых, можно заменить критерий выбора из класса 
функций, а именно искать элемент наилучшего приближения, 
т. е. доставляющий

min ||/(дс)—#(дс, а) ||.
а

В этом пункте рассматривается равномерная норма.
Другими словами, интерполяция состоит в требовании совпаде

ния /(дг) и #(*, а) в заданных узлах х,, погрешность аппроксимации 
такая— «какая получится»; поиск элемента наилучшего приближе
ния состоит в минимизации погрешности аппроксимации, совпаде
ние /(дс) и g (.V, а) в некоторых точках такое — «какое получится».

Важную роль Ь теории равномерного приближения играют 
полиномы Чебышева. Рассмотрим их основные свойства.

6.4.1. Полиномы Чебышева. Определим полиномы Чебышева
исходя из тригонометрических функций cos и 0, и = 0, 1. 2.........
Примем в к;1нсстве

О =  arccos .v, — 1^ д с < 1.
Обозначим

Тя (дс) = cos (и arccos дг). (6.4.1)

Покажем, что 7'я(дс) полином от .г, т. е. полином Чебышева. 
Действительно, по формулам Муавра и бинома Ньютона имеем

и

coswO + /sin/jO = (cos0 +  /sinO)"= ]Г C jc o s" “*0/‘ sin*0.
* о

Отсюда, приравняв действительные части, получим
И/21

cosn0  = £  C ^ 'co s"* ;!'O /2's in J ,0.
1 =  0
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Заменим

sin2 0 =  ( 1 — cos2 0).

Окончательно имеем

cos/i0  = X  C ^ c o s " -2 '©/21 (1 —cos2©)1. (6.4.2)
i-o

Из (6.4.2) следует, что co s /i0 — полином степени п от cos0, но 
cos(arccos.v )= x  Поэтому

I-/2I
T„(x)=cos(ndTccosx)=  £  C i ' x " ~ 2l(x2-  1)* 

i -о
— полином л-й степени от х,  — K x < l .

Связь полиномов Чебышева и тригонометрических функций 
приводит к соотношениям ортогональности полиномов Чебышева 
на непрерывном интервале и дискретном множестве точек:

С , , dx С Г ° .
/"„(х) Г. (* )—= = : =  cos л /Geos л 0 с/0 =  •< я/2, w = / i / 0 ,  (6.4.3)

J J \ - x 2 J  I л, /и = / i = 0;
-1 о
n  — i  n  - 1 Г О ,  т ф п ,
Z  Tm{xj) Тл(х]\= X  cosт 0jcos л 0; =  < N12, m =  л /  0, (6.4.4) 

j-o  j*о [  N, m = n = 0,

здесь x . =  co s0;; Qj = KjIN,  Q ^ j ^ N — I.
Из (6.4.3) следует, что полиномы Чебышева ортогональны на 

интервале [—1, 1] с весовой функцией

" W - T r b -
Известна замечательная роль ортогональных систем функций, 

в частности тригонометрических, для представления функций ря
дами Фурье.

Ортогональные полиномы, в частности полиномы Чебышева, 
обладают рядом дополнительных свойств: они удовлетворяют 
трехчленному рекуррентному соотношению, их легко вычислять 
и преобразовывать с их помощью степенные ряды.

Трехчленное рекуррентное соотношение

л > 1 , (6.4.5)

является следствием тождества

cos(/i+  l ) 0 + co s(/i— l )0  =  2 co s0 cos л0 .

Из (6.4.5) можно последовательно определять Тя(дс), и > 2 , Т0(х)= 1; 
Tt (x)=x; 7'2(х) =  2дг2- 1; Г3 (х)= 4.v3 — 3jc; Тл (х)= 8.v*—8лг2 +  I ; 7"5 (л)= 
=  16.vs —20дг3 +  5дг; Г6(*) =  32.х6- 4 8 И  +  18л3 -  I; ...

(»/21
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Г рафики полиномов 
7 'о (х ) -7 ,(х )  на интер
вале [—1. 1] приведены 
на рис. 6.6.

Можно выразить 
степени переменной 
дг в виде линейных ком
бинаций полиномов Че
бышева

(«/21
* ■ - ^ 1  0 .-л ( .х ) . 

i  *-0
(6.4.6)

Отсюда для первых сте
пеней получаем:

I =  T'o(v); v = r,( .v ) ; jcJ =  - ( r 2(x )+  Г0 (дс)):

•V3 =  ̂ (Г, (дг)+ 3Г, (.г)); .И «1(Г4 (дг)+АТг (*)+ ЗГ0(.х));...

Используя соотношение (6.4.6), полином

Р,(х) = а0 + а1х  + ... + аяхя
можно выразить через полиномы Чебышева (разложить по 7'„(.v)). 
Например, /*2(х )=  1 — 2 x + 3 x J имеет вид

Р2 (дг) =  Го -  27 , +  ̂ (Г2 + T0) J  Т0 ( х ) - 2  Тх (х) +  |  Т2 (х).

Определим нули и точки экстремумов Т„(х) на интервале 
[ —1, 1]. Нули Т„(х) определяются из уравнения

'cos (п arccos .v) =» 0 .

Отсюда

w ^rc c o s  .v =  я / 2 +к  я ,

/л ( 2* + 1)\
.vt = co sl — — — 1, * = 0, I........ л - 1.

Точки экстремума Тя(х) определяются из уравнения
cos (п arccos .v) =  ±  1.

Отсюда л arccos v= я m.
пт

л_ =  cos— , m =  0, 1, 
n

п.

Итак, Г, (х) на интервале ( — 1, 1) имеет п вещественных нулей 
и п -1-1 точку экстремума, при этом экстремальные значения, 
равные ± 1 , чередуются. На оси х  эти точки получаются проекцией
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пересечения полукруга с мно
жеством прямых, имеющих 
между собой равные углы. На 
рис. 6.7 представлен вариант 
/1= 4, знаком * обозначены ну- 

К  ли Г4(дг), знаком 0 — точки эк- 
2г> стремума.

-1 | >1 х Заметим, что старший ко-
Рис 6 ? эффициент (при х") у полинома

7;(.v) равен 2 " " 1.
6.4.2. Теорема Чебышева. Из всех полиномов Р„(х) n-ii степени 

со старшим коэффициентом, равным единице, у  полинома

Т.{х )я ф ? Т.(х )

максимальное абсолютное значение на интервале [ — 1, 1 ] наименьшее, 
т. е.

m a x  1 Л Л * ) 1 >  m a x  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное:

шах |/>я(д г) |< _ !_  (6.4.7)

Рассмотрим полином (/i — 1 )-й степени

В силу (6.4.7) в точках экстремума Тя(х)—х я, m = 0, 1, ..., п, 
полином _ ( (дся) принимает поочередно разные знаки. Следова
тельно, между соседними точками дг„ полином Л. _ i (дг) имеет по 
крайней мере один нуль, а их общее число равно п, что невозможно 
для полинома (л—1)-й степени. Противоречие доказывает утвер
ждение теоремы.

Другими словами говорят, что полиномы Чебышева Тя(дг)—- 
наименее уклоняющиеся от нуля в равномерной норме на интервале
1- 1, И-

Теперь очевидным образом решается следующая задача: пусть 
/(дг)=0, — 1 < х < 1 . Найти полином фиксированной п-й степени

к(х, а) = Ря(дг) =  а0 + а,дг + ... +  ая - ,дг*" ‘ +  .г"

наилучшего равномерного приближения к /(дг), т. е. доставляющий

min шах |Л,(лг)|.
а - 1«1<|

Теорема Чебышева сразу дает ответ: это полином Г„(дг).
Для произвольных непрерывных /(дг) неизвестны формулы для 

полинома наилучшего равномерного приближения. Для некоторых 
классов функций, например рациональных, соответствующие форму
лы можно найти в [2 ).
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Рис. 6.8 Рис. 6.9

Произвольный интервал [я, b ) линейной заменой
1х—(Ь+а )

х,  =
Л—в

приводится к интервалу — К д г , < 1, где затем и решается задача 
равномерного приближения.

Важным критерием, устанавливающим свойство полинома наи
лучшего равномерного приближения, является критерий Чебышева. 
Сформулируем его без доказательства.

Критерий Чебышева. Для того чтобы полином был
полиномом наилучшего равномерного приближения к непрерывной 
функции / (* ) ,  я < *< /> , необходимо и достаточно существование 
на [ я , />] по крайней мере п + 2 точек дг0, дг,, ..., .v,* j таких, что

f(x,)  -  P„ W  =  ± ( -  1У ||/(дг)-  Р„(дг) ||. (6.4.8)
Точки х„ в которых выполняется (6.4.8), называются точками 

чебышевского альтерната.
Пример 1. Для любого п

Р,(х) = а0 + а 1х  + ... + аях" 
наименее уклоняющимся от нуля на [д. h ] полиномом является 
Р„(х) = 0 (нет ограничения я„ =  1).

Пример 2. Для /1 =  0 полином Р0(х)=а0 наилучшего равномерно
го приближения к непрерывной /(дг) есть

Ро(х ) = т+. ^ , т — min /(.*), М  =  max /(.*).
1«|<1 !«<<>

Точки чебышевского альтернанса отмечены на рис. 6.8.
Пример 3. Для /1=1 полином Рх (х )= а 0 +  я,дг наилучшего 

приближения к непрерывно дифференцируемой выпуклой на [я, b ] 
функции / ( х) строится согласно рис. 6.9. Это прямая, параллельная 
хорде, соединяющей / ( я )  и /(А), которая делит пополам расстояние 
между этой хордой и касательной к / ( дс), параллельной хорде.

6.4.3. Минимишция оценки погрешности ишерполяции за счет 
выбора узлов. Рассмотрим интерполяцию функции /(дг) на интервале 
[—1, 1]. Согласно формуле (6.2.4) имеем

Д х )  =  Р„ (х) ш. ♦, (*),
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где £ =  £(.х), х  принадлежит интервалу [—1, I]. Отсюда оценка 
погрешности интерполяции следующая:

шах | / ( . х ) - Л , ( * ) 1 < Г Г П |  max т а х  !«*♦  »(*)!•

Заметим, что полином o)n + i(.x) имеет старший коэффициент при 
.х"+ |, равный 1. Из теоремы Чебышева вытекает, что

шах |о ) .м  ( х ) \ ^ —.
- 1 « х « 1  *

Если взять в качестве узлов интерполяции нули полиномов 
Чебышева 7’,+ i(.x)

л(2* + 1)
' “ “ “ “ t r i p  к - ° -  ' ..........." •

то полином
W.+ 1 (x)=TK t l (x)

и оценка погрешности интерполяции будет минимальной, а именно

шах | / ( * ) - А и( х ) | < _ '  шах | / " +‘»(дс)|.
1 - к *«1

Таким образом, получаем следующую практическую рекоменда
цию: если интерполяция может выполняться с произвольным 
выбором узлов на интервале (—1, I]. то целесообразно в качестве 
узлов выбрать нули полиномов Чебышева. •

6.4.4. Экономи 1аиин степенных разложений. Многие вычисления 
основаны на использовании степенных разложений функций / ( х)

Д х ) =  £  «*.х*. (6.4.9)
к = 0

При этом бесконечный ряд (6.4.9) заменяется конечной п- й 
частичной суммой:

Л * ) -  t akxk = S„(x). (6.4.10)
»-о

Пусть ряд сходится на интервале — 1 ^ .х < 1 . Замена (6.4.9) на
(6.4.10) приводит к погрешности. Частичная сумма S,(.v) приближа
ет /(.х) на интервале (— 1. 1 ] с точностью б, если

шах |/(.х) — 5 ,,(.х) | ^ 6 < е.
- к *<1

Пусть существуют точки .х, на интервале [—1, IJ такие, что 
( и - 1)-я частичная сумма 5 „ - i  не приближает /(.х) в этих точках 
с точностью е, т. е.

1/ ( х . )—.V. - 1 (-х.) | >  е.
Можно поставить следующий вопрос: есть ли полином (п — 1 )-й 
степени 1 \ - х (.х) такой, чтобы он приближал /(.х) с точностью е . 

и как его построить? Ответ дает следующее утверждение.
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Т е о р е м а  6.6. Пусть выполняется неравенство

8 + ^ i < e .  (6 .4 .11)

Тогда существует потном аппроксимирующий f ( x )  с точ-
ностью е: •

шах | / ( л ) —/ >, - i ( . v ) |< E ,  (6 .4 .12)

/>„_i(jc) может быть представлен формулой

/>„.t (.v) =  51, - 1(Jr) +  a^ . v * - J rTr (1( .v ) | (6.4.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим разность /( .х )—/*„_,(*) в виде
А х)~ Л -|(* )= И -v)-  S,(.vj)+(5„(х)—/*„_ х (дг)).

Из (6.4.13) получаем

/ ( * ) - /> ._ ,  (x)={f (x)~ 5я(х)) + Щ а я.

Отсюда и из (6.4.11) получаем цепочку неравенств

шах | / ( д г ) - / >„ _ , ( х ) | ^  max +  < 8 +  ̂ Т < е -
- к *«1 , * *■

т. е. полином (6.4.13) (п— 1)-й степени удовлетворяет неравенству 
(6.4.12), что и требовалось доказать.

Процесс перехода от аппроксимации /(.х) полиномом /i-й степени 
к аппроксимации полиномом ( л - 1)-й степени с сохранением 
точности равномерного приближения называется процессом экономи
зации степенного разложения. Этот процесс можно продолжать 
до тех пор, пока выполняются условия типа (6.4.11).

Для примера найдем полином наименьшей степени, аппроксими
рующий sinx, — 1 < х < 1 , с точностью е =  1(Г3. Имеем ряд 
Маклорена

s i n x = x - —+ — + ... .

Погрешность S f (^) не больше максимума модуля первого отбро
шенного слагаемого (так как ряд знакопеременный):

|я о х - ( д с - ^ + ^ ) « ^ < 2  ю — .

Проверим условие (6.4.11):

2 - ! ( Г 4 + ^ ~ - 7 - 2 - 1 0 ~ 4 < 1 0 “ *.

Находим

\

W - — V -\  2 4 1 6 /  ^6 6 16 /
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Здесь рассмотрим приложение широко распространенного мето
да вычислений метода наименьших квадратов в теории прибли
жений.

6.5.1. Срелнсквалра i ичнос м и тральн ое приближение. Поставим 
задачу аппроксимации непрерывной функции /(дг) на интервале 
я ^ х ^ р  элементом семейства #(.*, а), a = ( a 0, а,, .... а„):

</) =  a0g0(.v) +  « 1j?1(.v) +  ... +  «Î .(.v), (6.5.1)

где j?,(.v) линейно независимые на [я. р ] непрерывные функции. 
При этом выберем #(дг, а) таким, чтобы норма отклонения

« ) ll= (J ( /(v ) -g ( .v , a))2d \ ) 112 (6.5.2)
9

была минимальной, т. е. найдем элемент наилучшею среднеквадра
тичного интегрального приближения к /(дг).

Бери jfi(.v)— полиномы степени /, например £, =  {*', 0 < /< я }  
или #, =  {Г,(дс), 0 < /< н } , то это задача поиска полинома наилучшего 
среднеквадратичного приближения; если £, =  {cos/.v, 0 < /< и } , то 
ищется тригонометрический полином, минимизирующий (6.5.2), 
и т. д. Основное требование к набору линейная независи
мость функций.

Заметим, что при фиксированных функциях /(дг), &(дг), 0 < /< я ,  
норма отклонения R является функцией коэффициентов (а0, а ,.  
..., а„) в линейной комбинации (6.5.1):

Я=Л(а0. «1....... ая).

Выбрать наилучший элемент (6.5.1)— значит найти такие числа 
а = (а 0, а , ,  ..., а„), которые доставляют минимум (6.5.2). Следова
тельно, в точке а с необходимостью должны выполняться соот
ношения

£ - 0 1  £ = 0 ........  ? - 0 .  (6.5.3)са0 са1 с а.

Выполняя дифференцирование по а, в (6.5.2) и подставляя в (6.5.3).
получаем систему линейных алгебраических уравнений (я-Н )-го
порядка относительно неизвестных а„, а , ........  а„:

Р
I  (Ах ) -  аоКо ( д с ) - в , * ,  ( * ) - . . . - « . * ,  ( * ) )  К о  (x)dx  =  О ,
1
Р
1  ( / ( * ) -  « о Я о  ( ■ * ) “  a tgi  ( * ) - . . .  -  а д ,  (дг)) Я ,  (дг) dx =  0,

(6.5.4)

#  6.5. С р е д н е к в а д р а ти ч н ы е  приближ ения
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Вводя обозначения для скалярного произведения
Р

(и, и) = J м(.х)г(.v)</.v.
я

перепишем систему (6.5.4) в виде

0?о- f f o K  +  ( t fo .  £ i ) « i  + - + 0 ? o .  £ „ K  =  ( t f o . / ) •  

( j? . -  l? o )« o  +  ( t f i .  £ i K + - + U i .  tf„ )a .= (g„  f ) .

\

0?„. f f o K  +  (tf,. + • • •+ ( * „ •  K*)U' = {Xn- fY

Т е о р е м а  6.7. Пусть систе ма функций £, (•*) линейно независи
ма на [а, Р ). Тогда для любой непрерывной функции f [x)  существует 
единственный элемент наилучшего среднеквадратичного интегрально
го приближения вида (6.5.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что решение системы (6.5.5) 
существует и единственно. Действительно, определитель этой 
системы

(« о . К о )  ( f fo .  S i ) - ( £ o .  Я .)

(tfi- Ы  0?». £i) - (j?i-Я.)

(jf„. Яо) (jf,- Я.)

является определителем Грама системы функций Можно
показать [8 J, что определитель Грама равен нулю тогда и только 
тогда, когда система функций #,(.*) линейно зависима. Следователь
но, в силу предположения определитель системы (6.5.5) не равен 
нулю, т. е. решение а существует и единственно.

Покажем, что в точке а=(а0, а , ,  ..., а„) достигается именно 
минимум. Заметим, что

Л 2= ( / - я ( .* ,  “)• f ~ g ( x ,  a ) )= ( f - a 0g0-...-a j>„, f ~ a ^ - . . . - a ^ , )  =

'  = ( / . / ) +  t (&• ^.)«<- (6.5.6)
l , k -0 i = 0

Правая часть в (6.5.6) квадратичная форма относительно коэффи
циентов а,; причем в силу того, что для любых форма 
в точке экстремума достигает своего неотрицательного минимума; 
следовательно, и v R 2 достигает в точке а минимума, что 
и требовалось доказать.

В качестве примера найдем среднеквадратичную интегральную 
аппроксимацию функций

f ( x ) = y /x ,  O ^ .v ^ l ,  

полиномом первой степени

*(* . a)=a0+ a tx, *0 (дг)=1, £i (*)=*•
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Имеем

U o -  S o ) =  f  l 2 < / - t = l ;  (/?o, g i ) = \ x d x = X- ,
0 0 L

J; (*0. f )= \s T x d x  = \ ’
0  ■* 0  3

1 -  2

(j? i . =  ^  ( j fo .  / ) = ! > / * < * * = t -
0 J 

1
(/fi. f )  = f x y/ x d x  =

5
Система (6.5.5) принимает вид

I 2 
a o  +  2 f l i = 3 ’

1 I 2
2«„ +  3« . =  5-

Находим: a0 = 4 /1 5 , a , = 4 /5 .
И с к о м а  решение

(6-5-7)

Для этой же функции найдем полином первой степени наилучше
го равномерного приближения по схеме примера 3 п. 6.4.2 
(рис. 6.10). Точка чебышевского альтернанса .v, находится из 
условия f  (х)=  I. Имеем 1 / 2^/jc =  1; дг, =  1/4. Полином наилучшего 
равномерного приближения

Л  (* )= £ + * •  (6.5.8)

Сравнивая (6.5.7), (6.5.8), легко заметить, что полином g(x )  
минимизирует среднеквадратичное отклонение о т / ( х ) ,  но допускает 
отдельные ошибки, большие чем />i(.v), например при дг=0. 
Наоборот, полином Pt (x) минимизирует наибольшую ошибку, 
допуская большее среднеквадратичное отклонение, чем g(x).

Наиболее простую форму уравнения (6.5.5) имеют в том случае, 
когда система функций gh 0 < /< и ,  ортогональна, т. е.

ь

(gi. =  '* * •  
a

В этом случае коэффициенты 
dj записываются из (6.5.5) в яв
ном виде:

(№• ft)
Поэтому, решая задачу средне
квадратичного приближения, це-
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лесообразно выбирать в качестве аппроксимирующих системы 
ортогональных функций.

Пусть непрерывная функция /(.v) задана на интервале [0, л]. 
Возьмем в качестве системы функций

»
gj(х )= co s ix, О ^ / '^ я ,

, ГО, /V /с,
(ft> f t)  =  |  cos ix cos kxdx  =  •< л /2. /V k # 0,

о [л . i= k  = 0 .
Получаем

/Y  •* ) -“-  +  X  «(COS/Л,
Z i* 1

2 f  (6-5.9)
a, =  ~ /Yx)cos/.v</.v, 0 ^ /< n .

о
Формула (6.5.9) наилучшего среднеквадратичного интегрального 
приближения по cos/'.v оказывается представлением f ( x )  рядом 
Фурье на интервале [0. л].

Погрешность аппроксимации для ортогональных систем функций 
gi получим из формулы (6.5.6), которая принимает следующую 
<{юрму:

Л 2 = (/. / ) +  X  (ft. ft)« 2~2 X  (ft. ft) «2 = l l / l l2-  X  lljf i ll2«(2.
J« О i -  О i * о

Для ортонормированных систем ( II j? , | |2 =  1) формула погрешности 
упрощается:

/?2= и / и 2- Х « 2-
1=0

Если функция f ( x )  задана таблично или интегралы в правой 
части (6.5.5) аналитически не вычисляются, то переходят к сре
днеквадратичной дискретной аппроксимации.

6.5.2. Среднеквадратичное дискретное нрио. жжение. В качестве 
нормы аппроксимации фуйкшТи f  (x)  семейством функций #(л, а) 
на заданном интервале переменного х  принимаем

“ » ' )  • <6-510) 
где хj — фиксированные узлы интервала. Заметим, что эта норма 
функций определяется следующим скалярным произведением:

("’ 1’) = »ГТ7 £  И“ 112 = ~ ,  I  (•';)■ (6-5.11)т  1 J*  о 1 j »  о

Формула (6.5.10) может быть записана точно так же, как и (6.5.6), 
а именно

R 2 = U ( x ) - g ( x .  «). / ( х ) - ц ( х ,  а)).

\
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Здесь только нужно помнить, что скалярное произведение задается 
в w -мерном пространстве векторов (и(.*„), м(.х,)), .... и(хя)) формулой
(6.5.11).

Так же. как в п. 6.5.1, поставим задачу аппроксимации функции 
f ( x )  элементами семейства g(x, а), а={а0, а , ,  ..., «„). При этом 
выберем элемент #(.x, а) таким, чтобы норма отклонения от f  (х)

R = l f ~ g ( х,  а) II, 
заданная формулой (6.5.10), была минимальной в семействе 

g{x,  a) =  a0g o ( * ) + « i f t ( * ) + - + fl»ft(*).
т. е. найдем элемент наилучшего среднеквадратичного дискретного 
приближения.

Повторяя рассуждения п. 6.5.1, получим, что коэффициенты ah 
O ^ i ^ n ,  должны удовлетворять системе линейных алгебраических 
уравнений (6.5.5). Справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  6.8. Пусть п ^ т ,  узлы Xj, O ^ j ^ m ,  таковы, что 
определитель матрицы

С|.* = (&, &). 0 < i ,  k ^ n ,
отличен от нуля. Тогда для .иобой функции f  (х) существует 
единственный элемент наилучшего среднеквадратичного дискретного 
приближения в семействе g(x, а).

Коэффициенты я, определяются решением системы (6.5.5).
При наличии п = т  и различных узлов х} элемент наилучшего 

приближения является интерполяционным полиномом, в этом 
случае Я = 0 .

Рассмотрим некоторые примеры выбора семейств функций
£(-*, 4

Пример 1. Семейство #(дс, а )— полиномы л-й степени

g(x, а) = а0 + а 1х  + а1х 2 + ... + аях 1'. (6.5.12)

Из (6.5.12) определяем g/(x), О ^ /'^ л ,

ft> (* )= l; (*)=**• g 2(x )= x 2; ...; g .(x )^ x " .
Скалярные произведения

1 "
(ft. ^ ) = — т I  * W f t Ww + 1 j* о

( f t. / ) т - T 7  I  *<(x j) A x j)
1 Jm О

с учетом того, что принимают вид

G u = (ft . f t ) = ~ r T  Е  x J*k'
" '  +  • j - 0

b,=(gi. / ) = Z T T  I  * № &  O M a .  
j a 0
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Можно доказать, что если все узлы дг0. дг,, различны, п ^ т .  то
d c t6'i t # 0 .

Систему (6.5.5) представим в форме
Я

£  Gi.kUk = hb 0 (6. 5. 13)

Решение (6.5.13)— (а0, а ,,  ..., а„)— определяет полином, наилучший 
в смысле среднеквадратичного дискретного приближения.

Пусть функция f ( х ) = у / х  задана таблично:
Xj 0 0,1 0,2 0.4 0,6 0,9 1,0

\

f(xj)  0,000 0,316 0.447 0,632 0,775 0,949 1.000 
Из (6.5.13) найдем полином первой степени:

я(дс, а) =  а 0 +  а,дг.
Имеем

7а„ +  3,2а, =4.119,

3,2а о +  2,38а, =  2,693;
отсюда ао=0,185, а , =0,883, искомый полином

Р, (* )= 0 ,185+  0,883*.
Следует обратить внимание на тот факт, что при больших 

и определение полинома наилучшего приближения вида (6.5.12) 
становится практически невозможным. Это связано с тем, что 
строки матрицы G,,* оказываются почти линейно зависимыми, 
а определитель Gl k имеет значение, близкое к нулю.

В качестве иллюстрации этого явления запишем две последние 
строки матрицы G,.» рассматриваемого примера при л =  5. Имеем

h* =  I x jaо +  Z -Ф « +  2 '*Та2 +  X x7ai + 1  + 1

h5 = Z x i aо +  X x J a l + X * 7 fl2 + 1 + 1  +  £  x}°as. 
Вычисляя суммы, получим .

Л4 = 1.81 За0 +  1.679a , +  1 ,582л2 +  1,508a3 + 1 ,448a4 +  1,397a, =  1,739, 

bs =  1,679a0 +  1,582a, + 1 ,508a2 +  1,448a, +1,397a4 +  1,354a} =  1,627. 
Нетрудно проверить, что

/>4 =  1,06Л5+ 0 ,0 3 ^  £

где числа а, имеют порядок 1, т. е. с точностью до 0,03 эти 
строки линейно зависимы.

Решение таких систем линейных уравнений приводит к большой 
вычислительной погрешности. Чтобы избежать этого, при больших 
и рекомендуется применять другие семейства #(.v, а), в частности
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разложения по полиномам Чебышева, которые рассматриваются 
в примерах 2 и 3.

Пример 2. Пусть аппроксимируемая функция f ( x )  задана на 
интервале [—1, 1]. Пусть имеется возможность выбрать узлы Xj, 
О н а  которых минимизируется среднеквадратичное дискрет
ное отклонение g(x, a )—f ( x ) .

Выберем в качестве узлов Xj те, на которых ортогональны 
полиномы Чебыцюва (см. (6.4.4)), а именно:

.t j= c o s 0/, 0 . = - —̂ 0 
; ‘ ’ т + 1

В качестве семейства g(.v, а) возьмем

к{х, </)= £  а,Т,(дг), n ^ m ,  (6.5.14)
1*0

т. е. g((дс), — полиномы Чебышева

J?1(-’f )= 7 ’((.v), 0 < /^ л .

Скалярное произведение, вычисленное с помощью (6.4.4), (#(, 
gk) = 0, i ^ k ,  указывает, что система функций gt(x) ортогональна. 
Следовательно, как и в интегральном случае, находим ко
эффициенты а, элемента наилучшего среднеквадратичного при
ближения в явном виде:

0 «Si<n.
(ft, %1>

Из (6.4.4) следует, что

[1, 1= 0,
[1/ 2, !ф0.

Таким образом, получаем формулы

а о =  —nt+i j . „

ai = - ^ r , t  Ti(xj)Ax t l

Пример 3. Пусть функция f ( x )  задана на интервале [ - 1 ,  1] 
таблично в произвольных узловых точках xf, 0 ^  т. В качестве 
семейства функций #(дг. а) возьмем (6.5.14). Теперь система функций 
£ ((д), вообще говоря, не является ортогональной и необходимо 
решать систему линейных уравнений (6.5.13).

Однако в отличие от примера 1 при больших значениях п не 
возникает трудностей с решением этой системы.

6.5.3. Применение программы АЗЛ2. Определение коэффициентов 
элемента наилучшего среднеквадратичного дискретного приближе
ния в случае примера 3 можно выполнить с помощью программы 
АЗА2. В качестве таблично заданной функции возьмем таблицу
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из примера 1. Найдем элемент семейства (в обозначениях описания 
программы АЗА2):

Л (*) = ̂ 7 о(*)+06.27’1 (л)+аб.з7'1(дг)+...+в6,6Г5(дс),

или в обозначениях (6.5.14)
tf(x, a) = a0T0(x) + a l T i (x) +  ... +  a 5r 5(.v), 

минимизирующий (/и =  6)

I  °),!) ■
или (в обозначениях описания программы)

[ Еб = ̂ 1  И|(у,-/»5(д:())2̂  .

Заметим, что интервал задания f ( x )  должен быть [—1, 1 ]. 
Сравнивая Ps{x) и g(x , a), R и е6, получаем соответствие:

а 0 ~ а Ь.\ /2, 6̂,2* 2̂ 6̂,3. •••* ^5— ̂ Ь .Ь '

И/ =  ̂ , /=  1, 2........  7, >’,= /7 * 1 - ,) ,

/=  1, 2........  7.
Кроме того, следует выполнить преобразование х , к интервалу
I I. 1)
|  ^ - 2 * , . ! - ! .  /= 1 , 2........  7.

Программа может иметь следующий вид:

INTEGER M,K1,N,I
REAL X(7),Y(7).W(7),W 1(3,7),W2(2,6),A(6,6),E(6)
DATA X/0.,0.1,0.2.0.4.0.6,09,1.0/
DATA Y/0.,0.316.0.447,0.632,0.775,0.949,1.0/
DATA M ,Kl,N ,I/7,6,6,0/

С ПРИВЕДЕНИЕ МАССИВА К СТАНДАРТНОМ У ИН- 
С ТЕРВАЛУ
С ЗАДАНИЕ ВЕСОВЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

DO 1 L - 1 ,7  
X(L) =  2. * X (L )- 1.

1 W (L)= L/7.
С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е АЗА2 

CALL A3A2(M,K,N,X,Y.W,W1,W2,A.E,I)
С ВЫВОД НА АЦПУ

W RITE (6,2) (A(6.I).I=1,6),E(6)
2 FORM AT (2Х.6Е10.3,2Х,Е10.3)

END



Г л а в а  7 
ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

)

•  7.1. Введение
7.1.1. Численное нитрирование. Во многих научных и техни

ческих задачах интегрирование функций является составной частью 
решения полной проблемы. Вычисление площадей и объемов, 
определение центра и моментов инерции тел. вычисление значения 
работы, произведенной некоторыми силами, и многие другие 
задачи приводят к интегрированию функций. Геометрический смысл 
простейшего определенного интеграла

l  = \ f ( x ) d x  (7.1.1)
а

от неотрицательной функции / ( дг)^0, как известно, состоит в том. 
что значение / — это площадь, ограниченная кривой _у=/(дг), осью 
абсцисс и прямыми х - а , х - b  (рис. 7.1).

Заметим, что неопределенные интегралы от элементарных 
функций могут уже не выражаться через элементарные функции, 
например

I sin х ,
•dx.

Г sin х

Тогда, если нет возможности выразить интеграл в известных 
специальных функциях, для которых имеются таблицы или про
граммы вычисления на ЭВМ, то применяется приближенное 
численное интегрирование (7.1.1). Кроме того, если / ( х )  задана 
таблично, то приближенное определение интеграла (7.1.1) также 
выполняется численно.

Напомним определение 
интеграла Римана от /(дг). 
формально записываемого 
в виде (7.1.1). В этом опре
делении фактически уже за
ложена основная идея чис 
ленного интегрирования.

Пусть вещественная фун 
кция /(.v) определена и огра
ничена на замкнутом интер
вале [а. Л]. Разобьем [a. h ]
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на п частичных интервалов [.v(, .V|+i]< 0 < / < я — 1. х„ =  h, х0 = а. 
Выберем в каждом частичном интервале произвольную точку

1, и составим интегральную сумму (рис. 7.1):

« - " £ / & ) ( * ♦ . - * i ) .  (7 12)
1 = 0

Если существует предел S  при стремлении длины наибольшего 
частичного интервала к нулю и произвольных то этот предел 
называется интегралом Римана от /(дг)

/ =  lim S. (7.1.3)
шах |дс(+, — дс,| -»0

I
Интеграл Римана существует (существует предел (7.1.3)), напри

мер. для непрерывных функций /( .v )e C [« , Л].
Вычисление суммы (7.1.2). если не переходить к пределу (7.1.3). 

дает простейший пример численного интегрирования. А верхняя 
S 2 и нижняя S | суммы Дарбу определяют величину погрешности 
S, а именно:

| / — —S,
Я- I

■$1=  I  "»,(дг,+ ,-д г,); т,=  min f ( x ) ,
( = 0 (7-,4 )  
я -  1

s 2= Y. М .(*i+ 1 -  v. )• M i = max /(дг).
i = О

Разнообразные формулы численного интегрирования, по существу, 
отличаются от (7.1.2) только явным указанием способа:

1) выбора д:(, £(;
2) ускорения сходимости в (7.1.3);
3) оценки погрешности, использующей дополнительную инфор

мацию о поведении /(дг) (например, информации, что / ( дс)е 
е С 2 [а.  Л]).  ” %

Если же об н и тр и р у е м о й  функции /(дг) ничего не известно, 
кроме того, что /( .г )  непрерывна, то вычисление суммы (7.1.2) 
и оценка погрешности (7.1.4) являются наиболее естественной 
формулой численного интегрирования.

7.1.2. Определение квадратурной формулы. Обобщим понятие 
интегральной суммы (7.1.2).

Точки в которых вычисляются значения /(.г), назовем 
узлами, а коэффициенты (дгц.,—дг,) в (7.1.2) заменим некоторыми 
числами </(. не зависящими от /(дс), называемыми весами. Тогда 
формула (7.1.2) заменяется следующей:

/ <?= I  f , / f e ) . (7.1.5)



f f ( x ) d x =  £  q J ( \ i ) + R .  (7.1.6)
а <-0

Формула (7.1.5) называется квадратурной формулой, R в (7.1.6) 
погрешностью квадратурной формулы.

Каждая конкретная квадратурная формула считается заданной, 
если указано, как выбирать соответствующие веса </,, а также 
оценка погрешности R для определенных классов функций.

7.1.3. Точные квадратурные формулы. Для некоторых классов 
функций можно записать квадратурные формулы с погрешностью

Л = О

сразу для всего класса. Такие квадратурные формулы называются 
точными.

Запишем точные квадратурные формулы для полиномов степени
т. т. е. для

Pm(x )x a o+ aiX+. . . +amx M
на интервале [а, />]. Определим на [а, А] произвольные попарно 
различные узлы 0 < / < т .  Найдем веса qt такие, что

{ ( 7 - 1 - 7 )
а < >0

Перепишем Рт(х) в виде интерполяционного полинома:

Р  Ы =  У  Р IE \ - -

Условие (7.1.7) приводит к следующим значениям для весов
О <  I <  т :

ь
„ _ Г (•*““ £<>) ••• * )(•* — 1) ••• (•*"”£■«) i1 1

а

Итак, если взять произвольные различные узлы ^  на [a, ft], 
вычислить значения весов по формулам (7.1.8), то для любого 
полинома степени т квадратурная формула

1 -0

является точной, т. е. справедливо соотношение (7.1.7).
Может оказаться, что формула (7.1.7) точна для полиномов 

степени, большей чем т. Это произойдет, если специальным 
образом на интервале [а, />] выбирать узлы £(. Соответствующие 
квадратурные формулы построены Гауссом (см. 7.5). Можно так 
расположить узлы O ^ i ^ m ,  что квадратурная формула Гаусса 
будет точна для полиномов степени 2т+\.

где я Запишем интеграл (7.1.1) в виде
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Очевидно, что применение точных квадратурных формул для 
интегрирования полиномов не имеет смысла, так как для них 
легко находится первообразная Рт +1 (х) и интеграл

/ - Л . ♦ » ( * ) - Д . ч  (в)
определяется вычислением полинома Рт+1(х) в точках а и Л.

Практический смысл точных квадратурных формул проявляется 
при интегрировании таких классов функций /(дг), которые могут 
быть хорошо аппроксимированы полиномами на интервале [а, 
Л]. Тогда, применяя такую формулу к /(дг), есть надежда получить 
малую погрешность R в (7.1.6) для рассматриваемого класса 
функций.

7.2. Простейшие квадратурны е формулы

Приведе.н квадратурные формулы для одною  интервала [дг,, 
дг( + 1] , которые затем обобщаются на весь интервал [а. А] в виде 
составных квадратурных формул (см. 7.3).

7.2.1. Формула прямоугольников. Пусть рассматривается интер
вал [-А /2 , Л/2], где А >0 (рис. 7.2). Предположим, что подынте
гральная функция /(дг) дважды непрерывно дифференцируема 
на [ — Л/2, Л/2],, т. е. / ( д ^ е С 2 [ —A/2,, A/2J. Запишем соотношение
(7.1.6) в виде

V  f ( x ) d x = h f ( 0 ) + R , (7.2.1)
-*12

где взят один узел £ =  0, соответствующий вес q=h.  Получаемая 
квадратурная формула

Q =  Л/(0) (7.2.2)

называется формулой прямоугольников для одного шага.
Название оправдывается тем, что (7.2.2) является (для /(0 )> 0 )  

формулой для площади прямоугольника с высотой / ( 0) и осно
ванием А.

ft t рис. 7.2 можно заметить, что если интервал Л достаточно 
мал. а функция /(дг)— гладкая (мы 
уже потребовали, чтобы /( .v )e  С 2 [-А /2 ,
А/2], то погрешность R будет стре
миться к нулю при А-»0. Точный 
результат докажем в следующей те
ореме.

Т е о р е м а  7.1. Пусть ' f ( x ) e  
е С 2 [ —А/2, А/2]. Тогда погрешность 
квадратурной формулы прямоугольников 
R(h, / )  имеет вид

/  /,*<
/ ) “ £ / ' ( & >  (7.2.3)
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/ ( Л ) / * ’ дг1 Л  * _ Л /(0)4Л /(Л)Л
+  2* ^ T * T AJ  _ - A ~ h ) i  + —  + ~

и получаем правую часть (7.2.12).
Приведем без доказательства утверждение об оценке погреш

ности R в (7.2.11).
Т е о р е м а  7.3. Пусть /(дг)е С 4 Г — Л. Л J . Тогда погрешность 

квадратурной формулы Симпсона R(h, f )  имеет вид

(7113)

где \  — некоторая точка интервала [ — Л. А].
Из (7.2.13) следует, что квадратурная формула Симпсона точна 

для полиномов третьей степени.
Применение простейших квадратурных формул требует вычисле

ния значения подынтегральной функции /(дг):
в одной точке для формулы прямоугольников, 
в двух точках— для формулы трапеций, 
в трех точках— для формулы Симпсона.
Однако, несмотря на малый объем вычислений, область практи

ческих приложений простейших формул ограничена лишь малыми 
интервалами, поскольку при увеличении А погрешность становится 
значительной. Это следует из формул (7.2.3), (7.2.10) и (7.2.13).

На конечных интервалах интегрирования обычно применяют 
составные квадратурные формулы.

•  7.3. Составны е квадратурны е ф ормулы

Если длина интервала [а. Л] велика для применения простейших 
квадратурных формул, то поступают следующим образом:

1) интервал [а. А] разбивают точками х„  0 на п ин
тервалов по некоторому правилу;

2) на каждом частичном интервале [х „  .vi+1] применяют 
простейшую квадратурную формулу, находят приближенное значе
ние интеграла

*!♦!
J f ( x ) d x ^ Q i, 0 < / s S w ;
х,

3) из полученных выражений (?, составляют (отсюда название 
составная) квадратурную формулу для всего интервала [а. А];

4) абсолютную погрешность R составной формулы находят 
суммированием погрешностей /?, на каждом частичном интервале.

7.3.1. С ос1авные квадратурные формулы с носюянным шагом. 
Одним из наиболее простых правил разбиения интервала [а. А] 
на частичные интервалы [дс,, дг(+1] является условие

дс,+ , —дс( =  А, 0 < 1< и —1, л0 =  а, дг„ =  А.
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\

—*—0—1—0 —t— 
х о х , * г * i  * i+ i Xn- 1  *n

Рис. 7.5

Шаг определяется равенством
h=(b —a)/n.

Пусть /(д г)е С 2[а, 6 ]. Обозначим значение функции /(дг) в се
редине интервала [.V,, дг,+ 1] (рис. 7.5)

/ ( х,+ Л /2 ) = /  + 1/2.
Тогда можно переписать (7.2.1) для каждого интервала в виде

Y / ( . vW.v= a / ;+ > + ^ / " ( U

(7.3.1)
дг,«^,«:дг,+ 1 .

Суммирование по / (7.2.14) приводит к составной формуле 
прямоугольников с постоянным шагом

(.3 «-*
№ ) * « * £ / . ♦ ! + 5  ! /■ ( * . ) .  а i*0

В силу равенства

i " i V f e ) - m
Я i = О Я

составная квадратурная ф ормата прямоугольников с погрешностью 
R принимает окончательный вид

\ f ( x ) d x  = h £  / + ‘ +R,
1 = 0

R =
h2(b—a) 

24

(7.3.2)

/" f t) -

Обозначим (рис. 7.6) значение 
функции /(дг) в точках дг, ^

/(* ,)= / ,•
Тогда по аналогии с формулой 
прямоугольников из (7.2.8) по
лучим составную квадратур- — 
ную формулу трапеций с по
стоянным шагом:

? f i

x i

Рис. 7.6

283



\ f ( x ) J x  =  h- ( f 0 +  2 f  + /„  j + R ,

R = - k ^ a ) m
(7.3.3)

Здесь ^ — некоторая точка интервала [a, ft].
Для построения составной формулы Симпсона разобьем интер

вал [a, ft] на четное число частичных интервалов 2т (рис. 7.7):
2m=(b—a)/h.

Суммируя (см. (7.2.11))

} /(-v)</.v= ^(/21 +  4/ 21+1 +/21+ 2)' O ^ i ^ /и—1,
*и

по / от 0 до т — 1, получим составную квадратурную формулу 
Симпсона с постоянным шагом:

] f ( x )d x  =  -  ( и + 4 I  Л , - , +  2 1х ‘ / 2, + / 2т)  +  Л.
а 3 \  1=1 1-1 /

(7.3.4)

Здесь ^ некоторая точка интервала [a, ft].
Введем обозначения для квадратурных формул. Формула прямо

угольников

(7-3.5)
i = О

Формула трапеций

Ql=\ (/о+ 2 !/.+ /■ )■

<?!i =  * ( / o + 4  Я£ / и - ,  + 2 " ] £ / м + Л . ) -  ( 7 .3 .7 )

Формула Симпсона

Для примера вычислим интеграл

с помощью трех квад
ратурных формул и 
сравним ответ с точным 
значением У =е — 1 =  

••• x 2m-zx 2m-ix zm * =  1,7182818. Пусть Л = 0.1. 
Рис. 7.7 Тогда
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0 S., = 0.1 (е005+ е 0Л5+ e 0-25+ е 0-35 + е 0-45+ е 0 55+ е 065+ е 0Л5 +  

+е°-85+ е ° ',5 )=  1.7176;

Q S., =  0.05(со,° + 2(е°*1 +  е0-2+ е03 +  е0-4+ е°-5 +  е0-6 + еол + 

+ е 0-8+ е 0, , ) + е ‘)=  1,7197;

0S. 1 =  у  (е00 +  4(е°-' +  е0-3+ е0-5 + с0-7+ е09)+ 2(е°2+ е04 +
+ е °'6 + е°’8) + е 1)=  1,7182828.

Тонное значение /  в соответствии с (7.2.15)— (7.2.17) определяет 
точки £ в формулах для погрешностей R:

/ = е ? . . + ^ е < ,  £ =  0,365;24

/=С?ог. , - ^ е \  £ =  0,532;

/ = e S . . - ~ ^ e t , £=0,588.

На практике значение £ в формулах для R неизвестно, поэтому 
шаг интегрирования /» выбирается по заданной абсолютной точности 
е вычисления интеграла из следующих условий: 

для формулы прямоугольников

J -(b - a ) max |/" (.v )| =  e;

для формулы трапеций

уЛ Ь -а )  max |/* (дг)|=е;IL • а^х^Ь

для формулы Симпсона

Таким образом, шаг /», а следовательно, число точек п, в которых 
вычисляется f (x) ,  определяется значениями х  с наихудшим поведе
нием / ( х )  с точки зрения погрешности R.

Такое правило выбора разбиения интервала может приводить 
к избыточным вычислениям, если /(дг) имеет частичные интервалы 
с «плохим» поведением малой суммарной длины относительно 
длины [а. Л] (рис. 7.8).

Примером функции такого типа является /(дг)=е~*/в, 0 ^ .v < l .  
Выбирая шаг по наихудшей точке для формулы прямоугольников 
при а < 1 ,  имеем значение Л =  стч 24е, малое для всего интервала 
[0, 1]. Почти на всем интервале величина этого шага излишне 
мелкая для обеспечения заданной точности, а следовательно, будут 
произведены избыточные вычисления.

\
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1 X X

Рис. 7.8 Рис. 7.9

Чтобы освободиться от указанного недостатка составных ква
дратурных формул с постоянным шагом, исходный интервал 
разбивают на частичные интервалы различной длины. Причем длина 
частичных интервалов определяется локальными свойствами /(дг) (на 
данном частичном интервале) и заданной точностью интегрирования.

7.3.2. («плавные квалрамрные форм\лы с переменным шагом. 
Рассмотрим интегрирование функций /(д г)е С 2[а, Л] с дополнитель
ным OI раничением: Г  (х)— монотонная знакоопределенная функция 
на интервале [а, Ь\. ^

Пусть для определенности f "  (.v) монотонно убывающая поло
жительная функция (рис. 7.9). Положим х0 = а. Определим наи
большее значение дг, из условия, чтобы погрешность простейшей 
квадратурной формулы прямоугольников R0

не превышала заданной величины е. Очевидно, что для этого 
достаточно решить относительно л:, уравнение

Следующие границы частичных интервалов определяются анало
гично. Длина частичных интервалов монотонно возрастает. Общая 
формула такова:

Количество интервалов к заранее не известно, оно определяется 
как точностью е. так и поведением f " ( x )  на интервале [а, />].

(7.3.8)

Имеем

(7.3.9)
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Однако верхняя оценка для к легко 
наименьшего частичного интервала:

определяется по длине

, _ | > - а ) ( г ы П
(24е)1/3 j

Суммируя (7.3.8), получим составную квадратурную формулу 
прямоугольников с переменным шагом:

Ь

f t

* /I
дг)<£с=(24е)|/3 £

/-о (T(x()),/J + R '
(7.3.10)

где .г, определяется рекуррентно формулами (7.3.9). Для погрешности 
R имеем оценку | ЛХ&е.

Если f  (х)— монотонно возрастающая положительная функция, 
то частичные интервалы определяются справа налево от точки 
h к а. Д тя отрицательной функции f  (дг) и монотонно возрастающей 

t частичные интервалы определяются слева направо от а  к А, для 
t убывающей справа налево от b к а.

В качестве иллюстративного примера рассмотрим задачу инте- 
S грирования на интервале [0 , 1] функции

f ( x ) = e ~ xle, а -  10"2

с точностью е =  10~4 на каждом частичном иигервале. Определяя 
границы интервалов по формуле (7.3.9), получаем: х0 = 0,000; 

, .г, =0,00621; jc2=0,0138; лг3 = 0.0237; .v4 =0,0374; vs = 0,0590; ,v6 =0,103, 
■ ,v7= 0,299; дг8=  1.000. Таким образом, общая погрешность составной 
г квадратурной формулы прямоугольников с переменным шагом, 
j, полученная на восьми частичных интервалах, имеет оценку R <  8 х 
I  х 10 ~4. Такую же погрешность с помощью составной квадратурной 
I формулы прямоугольников с постоянным шагом можно получить 
, на 721-м частичном интервале

1

*

: — 721,

ги выбирать шаг

a^24R

И на всем интервале из условия 

^ ( 1- 0 ) шах ( е 'ж/” )" =  Л. *

Н е л и  Г  (дг) па всем интервале [«, Л] не удовлетворяет принятому 
I Дополнительному ограничению, то следует сначала разбить интервал 
в{«, А] на частичные интервалы, на которых /"(дг) монотонна 

и знакоопределенна, а затем на каждом из них построить составную 
Н радратурную  формулу с переменным шагом (рис. 7.10) по приве

денным выше формулам.
I Квадратурные формулы (7.2.19), (7.20.20) были построены 

на основе простейшей формулы прямоугольников. Аналогичные



У | формулы можно вывести и для
простейшей формулы Симпсона 
с той лишь разницей, что нуж
но интервал [о, />] разбить на 
частичные интервалы, на кото
рых / 1V (,v) монотонна и зна
коопределенна. Более общие ме
тоды интегрирования с пере
менным шагом изложены в (2 ].

Наряду с достоинствами 
квадратурных формул с пере

менным шагом, проиллюстрированными на примере, отметим их 
недостатки.

1. В формуле (7.3.9) или (7.3.10) необходимо вычислять значение 
/ " ( .г ) — это дополнительная работа по сравнению с (7.3.2).

2. Получение информации о поведении /"(дг)—определение 
интервалов монотонности и знакоопределенности— это также до
полнительная вычислительная работа.

Поэтому, прежде чем отказываться от постоянного шага 
интегрирования и персчцддить на переменный, следует убедиться, 
что достоинства превосходят недостатки. Как правило, допол
нительная вычислительная работа оправдывается при серийных 
вычислениях (см. гл. 5).

•  7.4. Оценка погрешности численного интегрирования

7.4.1. Общая lim pcuiHocib численною ин ш  рнрованин. Формула 
численного интегрирования имеет вид

ь
l= $ f ( x ) d x  = Q + R'  (7.4.1)

где

<?= I  q , f & ) (7.4.2)

квадратурная формула, R — погрешность квадратурной формулы. 
При вычислении по формуле (7.4.2) вносится погрешность из-за 
погрешности задания значений весов и погрешности вычисления 
/(£ ,) , связанной с погрешностью задания узлов.

Таким образом, абсолютная погрешность численного опре
деления интеграла по формуле (7.4.2) может быть представлена 
(см. гл. 5) в виде

Д/ =  X  (д< /,та
( «О \

т а х | / ( £ 0)| +  <у,тах « Ш
dx )  +  | Л | , (7.4.3)

где — абсолютная погрешность весов, Ас,г  
грешность узлов.

абсолютная по-
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При вычислении иа ЭВМ 
можно считать

A?, S A ^ate» , 0 < i < i t - l ,

где еь— точность представле
ния вещественных чисел (в 
одинарной точности е „ ^ 10’ 7, 
в двойной е42г10-17). Всюду 
в 7.4 будем считать, что 
функции / ( х )  по крайней мере 
дважды непрерывно дифференцируемы. Однако уже из формулы
(7.4.3) следует, что для оценки погрешности А/ важно иметь 
числовую оценку модуля функции и ее производных.

Предположим, что

Рис. 7.11

шах | / ( х ) |< А /0, шах
а^х^Ь а^х^Ь У х { '

(7.4.4)

Учитывая оценки (7.4.4), перепишем (7.4.3): 

А /= л е |>(А/ 0 + А / ,)+ | /? |.

Предположим, что

d±f, 
dx

max Z l M 2 *
max

Тогда из (7.3.2)— (7.3.4) получим выражения для А/ формул 
прямоугольников, трапеций, Симпсона:

М п = пгь(М0 + \ ( , ) + {Ь. ^ 2М\

А /т = л е (, ( Л /0 +  А /,)+^— т̂ -2—2 < (7.4.5)
12л2

,5 ,
A /c = w > (A/0 + A fl) + ( * - ^ .

I Из (7.4.5) можно заключить, что существует абсолютная по- 
I  грешность A/min для любой квадратурной формулы, которую 
1  нельзя уменьшить увеличивая число шагов л (рис. 7.11). Конкретное 
I  значение A/mi„ зависит от величин М 0, А /,, М 2, Л/4 , а, Ь, еь.
I „ Например, для формулы Симпсона получаем:

dA,C - т  w  \ (* -я )5Л/ 4 л .= е,, (Л/ о — Л /, ) ------- —  =  0;dn 45л
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Пусть (А —</)=!, Л/0 +  А/, =  1, Л/4 =  45, еь= 1 0  7, тогда пт~ 25,

Далее рассматривается только погрешность квадратурной формулы 
R. однако всегда следует иметь в виду наличие второй компоненты 
в h o i  решнос! и. которая офаничивает число разбиений интервала 
интег рирования на частичные интервалы. Для проверки влияния этой 
компоненты погрешности переходят к вычислению с двойной точностью, 
если определение констант Л/, оказывается более трудоемкой задачей.

7.4.2. Правило Рунге оценки  м<нрешнос i и квалрапрной формулы.
Приведенные выше формулы для пог решности квадратурных формул 
Л (Л, / )  выражаются через значения производных /(.v) в некоторой 
точке £,е[а, А], которая практически неизвестна. Получение оценок 
констант А/, требует дополнительных вычислений и особенно для 
таблично заданных функций. В связи с этим получило распространение 
практическое правило оценки погрешносги Рунге. суть ко ю рою  состоит 
в том, чтобы, организовав вычисления двух значений интеграла 
по двум семействам узлов, затем сравнить результаты вычислений 
и получить оценку погрешности. Наиболее популярное правило 
связано с вычислением интеграла дважды: по шагу А и А/2 (рис. 7.12).

Чтобы вывести правило Рунге, предположим, что функция 
/(л г )еС 4 [а. Л] для квадратурных формул прямоугольников и тра
пеций, / ( . t ) e C 6 [o, А ]— для формулы Симпсона. Тогда можно 
показать, что погрешности Я (А ,/)  имеют следующее представление 
при Л-»0: ь

Объединив формулы (7.4.6) и (7.3.5) (7.3.7), запишем точное 
значение интеграла /  по любой из трех квадратурных формул в виде

Здесь с — константа в главном члене погрешности; к = 2, т = 2

(7.4.6)

/= е » + с Л Ч О (Л * +") , А -0 . (7.4.7)

а ь
для прямоугольников 
и трапеций. £ =  4, т = 2

а Ь

х для формулы Симпсона. 
Т е о р е м а  7 .4 .

Пусть подынтегральная
х функция f ( x )  такова. что

2 сф 0. Тогда имеет место
Рис. 7.12 соотношение
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем (7.4.7) для шага Л/2, имеем 

/=<?*,: +  <-£ +  0 (Л ‘ + "), Л - 0 .  (7.4.9)

Последнее слагаемое записано в том же виде, что и в (7.4.7) 
в соотвествии с понятием символа О. Из (7.4.7), (7.4.9) определим 
неизвестную константу с. Вычитая из (7.4.7) равенство (7.4.9), 
получим

Подставляя выражение для с в (7.4.9), получаем (7.4.8), что 
и требовалось доказать.

В основе правила Рунге лежит соотношение (7.4.8). Для оценки 
погрешности значения любой квадратурной формулы (7.3.5) — (7.3.7) 
Qh 2 с шагом Л/2 следует вычислить Qh с шагом Л; тогда 
погрешность Rh!2 имеет величину

с точностью до величин порядка Л*+", т. е. членов более высокого 
порядка, нежели главный член погрешности в (7.4.6).

Для формул прямоугольников и трапеций

для формулы Симпсона

Заметим, что формула прямоугольников неудобна для примене
ния правила Рунге, так как узлы формул с Л/2 и Л не 
совпадают и приходится дополнительно вычислять значения f ( x )  
(по сравнению с формулами трапеций и Симпсона).

Вычисления двух значений квадратурной формулы Qhl2 и Qh 
Позволяют оценить главный член погрешности и уточнить прибли
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женное значение интеграла. В основе уточнения лежит экстрапо
ляция Ричардсона, которая применяется не только к квадратур
ным формулам, но и к другим задачам численного анализа 
[16].

Идея экстраполяции Ричардсона состоит в том, чтобы из 
значений Qhll и Qh составить такую линейную комбинацию

Qhn.k = c \ Qh/г +  (7.4.10)
чтобы погрешность приближения /  с помощью * была более 
высокого порядка по Л, нежели Qhj2 и (?» в отдельности.

Т е о р е м а  7 .5 .  Пусть точное значение интеграла I представля
ется в виде (7.4.7). Тогда линейная комбинация (7.4.10) с коэффициен
тами

2* - I
С |_ 2^ Ч ; — 2*—Т

имеет погрешность приближения интеграла 0 (А* + "), а именно

/= (? » ,2.* + 0 (Л‘ + ").

Доказательство следует из прямого сравнения соотношений
(7.4.8) и (7.4.10).

7.4.3. Применение нро|раммы А4Л0. Изложенный выше подход 
к вычислению интеграла с удвоением числа частичных интервалов 
и уточнением реализован в программе А4А0; вычисления проводят
ся по формуле трапеций.

Пусть необходимо вычислить интеграл
4

|  exp(sinx2)</jf
з

с абсолютной точностью е =  10 *. Программа может иметь следую
щий вид:

INTEGER N.I 
REAL А,В, E.Y,W(10)
EXTERNAL F
DATA А ,В ,E ,/3 .,4 ., l.E  — 4 / ,N /10/

С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е А4А0 
CALL А4А0(А.В, E ,N ,F , Y.I.W )

С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ 
W RITE (5,1) Y.I 

I FORM AT (2X,'Y =  ',E I3.6.T  =  ',I2)
END

С ВНЕШНЯЯ Ф У Н КЦ И Я -П О Д Ы Н Т Е Г Р А Л Ь Н А Я  
С Ф УНКЦИЯ

FUNCTION F(X)
F =  EX P(-S1N (X *X ))
RETURN 
END
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Квадратурные формулы прямоугольников, трапеций и Симпсо
на. рассмотренные выше, применяются для инти рирования функций 
/(.v ) невысокой степени гладкости, для первых двух /(д с)еС  [о. Л]. 
Причем в составных формулах обнаруживается следующий общий 
дефект: при увеличении числа узлов, в которых вычисляется / ( х ) ,  
для функций высокой степени гладкости ( / j .v ) e C ‘ [a , />], к >2)  не 
повышается точность с ростом к. Например, для погрешности 
формулы трапеций из (7.3.3) можно получить оценку снизу

min I/ ”(•*)|Л \
11 a*x*h

которая показывает, что при уменьшении шага Л (увеличение 
числа узлов) и бесконечно дифференцируемых функций погрешность 
все-таки определяется второй производной /(дг).

Указанный дефект называется явлением насыщения численного 
метода и встречается не только в задачах численного интегриро
вания.

Формулы Гаусса, которые будут ниже определены, являются:
1) квадратурными формулами без насыщения; 2) точными на 
полиномах максимальной степени 2т +1 с узлами

Следует отметить, что достоинства формул Гаусса проявляются 
только при интегрировании функций достаточно высокой степени 
гладкости.

Для определения формул Гаусса необходимо ввести понятие 
полинома Лежандра степени т.

7.5.1. Полиномы Лежандра. В гл. 6 было показано, что полином 
Рт(.v) со старшим коэффициентом, равным единице, наименее 
уклоняющимся от нуля на интервале [ - 1, 1] в равномерной 
норме, является полиномом Чебышева.

Определим полином /’„(дг) со старшим коэффициентом, равным 
единице, наименее уклоняющийся от нуля на интервале [ - 1. 1] 
в среднеквадратичной норме. Это*и будет полином Лежандра /„(дг).

Для определения коэффициентов /„(дг)
lm(x) = a0 + a t x  + . с" " 1 + .vm

чисел («0, a t , ..., а „ _ , ) требуется найти минимум 
1

5 =  J [ а0, + а , х + . . . v" 1+ .v " ]2</.v 
-1

по всевозможным значениям а,, 0 < / С w — 1. В точке минимума 
необходимо

•  7.5. Ф орм улы  Гаусса

что эквивалентно соотношению
ч >

J x ‘lm(x)dx= 0, 0 < i < w  —1,
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т. е. полином Лежандра 1я (х) ортогонален любому многочлену 
степени т — 1. Приведем формулы 1„{х) для 0 < /и < 4 :

/o(.v)= 1,

М * )= * .

/2(x) =  l(3 .v J - l ) ,

/3 (^ )= |(5 д г3 —Здг),

М * ) =  (35.v4 -  ЗОдс2 +  3).
Общая формула 1т(х) следующая:

/ Ы  - г » м (м -1 )  . . - -2  . w ( w - l)(w -2)(w -3 ) 4 
*'■ ' 2 (2m — 1) 2-4(2т— 1)(2т —3)

Полиномы Лежандра 1„(х) образуют ортогональную систему 
функций на интервале [  —1, 1J:

\  L (* ) l . ( x )d x  = 0, тФп\

их корни просты, вещественны и расположены на интервале [ —1, 1].
7.5.2. Квадратурная формула Гаусса. Сформулируем задачу, 

которую решает квадратурная формула Гаусса.
Требуется для заданного числа узлов, а именно (ш+1)-го, 

найти такие узлы 0 < / < т ,  и соответствующие веса qt, чтобы 
квадратурная формула

} f ( x ) d x =  I  q , № ) + R  (7.5.1)
-1 i-0

была точной ( Л = 0) для всех полиномов степени 2т + 1.
Т е о р е м а  7 .6 . Не существует таких узлов и весов </,, 

О < /< т ,  чтобы формула (7.5.1) была точной для любого /, 2m + 2(.v).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, т. е. существо

вание </, для любого таких, что /?= 0 . Выберем для 
проверки полином (2/п +  2)-й степени следующего вида:

^ , .  + 2W = ( x - £ o ) 2( ^ - £ i ) 2 -(^-£™ )2-
Тогда

1 т

f Р2m + l ( x )dx > Q' X  4iP2m + 2 (£i)
-  1 1 = 0

следовательно, для этого полинома ЯфО. Полученное противоречие 
доказывает теорему.

Теорема 7.6 устанавливает тот важный факт, что квадратурной 
формулы, точной на полиномах P 2mt 2(.v), не существует, а сле
довательно, формула Гаусса должна быть точной на полиномах 
максимально возможной степени.
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Построим формулу Гаусса следующим образом. Будем опреде
лять веса </( в соответствии с (7.1.8):

I

4i J fc  - W- f e - Ь - 1 ’ 
-1

где %(— пока произвольные, различные узлы на интервале [ —1, 1]. 
Тогда квадратурная формула (7.5.1) будет точной, по крайней 
мере на полиномах степени т.

Если теперь взять в качестве узлов нули полиномов Лежандра
L+i{x)

/-,+ i(^) = 0. о ss»<w.
то по ним можно вычислить веса </, в соответствии с (7.5.2). 
Затем по ^ (, <7, можно определить формулу (7.5.1). Справедлива 
следующая теорема Гаусса.

Т е о р е м а  7 .7 .  Если в качестве узлов £(• O ^ i ^ m  взяты 
нули полинома Лежандра lm f , (.v), веса вычислены по формуле
(7.5.2), то квадратурная формула (7.5.1) точна для полиномов 
степени 2т + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим произвольный полином 
Plm+l(x)  в виде

^ . . 1  (v )= P „ (- t) /m4 ,(* )+ Л ,(х ) ,  (7-5-3)
где Р„{х), Яя (дг)— полиномы степени т. Подставим (7.5.3) в левую 
часть (7.5.1); получим

1 1
\  Pim+\(x)dx=  j  r m(x)lM+x(x)dx +

-1 -1

+  J K { x ) d x =  J p m(x)dx  (7.5.4) 
-i

в силу ортогональности полинома /т + 1(дг) любому полиному
степени т. Подставляя (7.5.3) в правую часть (7.5.1), имеем

i -  О <«0

+  ̂ ( а + Л - 1 ? , ^ ( 5 . ) + Л  (7.5.5)
1 = 0

в силу выбора узлов Таким образом, приравнивая (7.5.4) 
и (7.5.5), находим, что формула (7.5.1) эквивалентна формуле

S K (x )d x= ‘ £  < 7 (Л .(и + Л (7.5.6)
- 1  1 =  0

Но если qt выбранЦ согласно (7.5.2), то формула (7.5.6) точна 
для любого полинома Рт (,v) степени т\ следовательно, Л =  0, что 
и требовалось доказать.
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Можно показать, что корни полиномов Лежандра расположены 
симметрично относительно нуля, соответствующие веса совпадают, 
все веса положительны. Приведем значения с тремя знаками для 
нескольких т узлов и весов qt формул Гаусса:

= 0 (£,0 = °. <7о = 2);
т = 1 (^0=  —0,577, q0 = 1,000), (£, =0,577, </0 =  1.000); 
т = 2 (£„ =  -0 ,7 7 5 , q0 = 0,555), ($, =0,000, =0,889).

(£2 =0,775, </о =  0,555);
/и =  3 (£о= -0 .8 6 1 , ^0 =  0.348), (£, =  —0,340, q x =0,652),

(^2 =0,340, ^2 = 0,652), (^ j =  0,861, =  0,348).

Например, квадратурная формула Гаусса по четырем узлам 
запишется следующим образом:

j  /(дг )dx =  0 ,3 4 8 (/(—0,861)+ /(0 ,861 ))+ 0 ,6 5 2 (/(—0,340)+/(0 ,340))+  R. 
-1

7.5.3 Оценка iioi рсшноон форму.цд Г аусса. Пусть используется 
квадратурная формула Гаусса с узлами §(, Будем предполагать,
что подынтегральная функция f ( x ) e C 2im*l) на интервале [ —1, 1]. 
Тогда можно показать, что погрешность R(m, / )  (7.5.1) имеет вид

Rim  / ') — 22<" "  ‘ И2 т + | )!]* f 2(m* n /g \ (7 5 7)
( [ 2 ( т + 1)!]* [ 2 ( я + 1)+1Y

где — К  4 ^  1. Выражение (7.5.7), так же как аналогичные соотноше
ния для простейших и составных квадратурных формул, имеет 
в основном теоретическое значение.

На практике широко применяется сравнение результатов вычис
лений на нескольких семействах узлов. Произвольный интервал 
интегрирования [a, ft] разбивается шагом А на п частичных 
интервалов [дс(, x j+1], O ^ i ^ n — 1. Каждый из частичных интервалов 
заменой независимого переменного сводится к интервалу [ —1, 1], 
затем производится вычисление по квадратурной формуле (7.5.1) 
с т+  1 узлами. Результаты суммируются. Это алгоритм составной 
квадратурной формулы Гаусса.

Варьируя параметрами /и, п и сравнивая результаты вычислений, 
можно оценить погрешность составной квадратурной формулы 
Гаусса.

7.5.4. Применение программы А4А1. В программе А4А1 реализо
ван алгоритм составной квадратурной формулы Гаусса со значени
ем w =  9 и перебором по п от 1 до 10. Производится контроль 
заданной абсолютной и относительной точности вычисления инте
грала. Пусть необходимо вычислить интеграл

з
J sin (е~"’)</.*
О

с абсолютной точностью 10-5 и относительной 10~4. Программа 
может иметь следующий вид:
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REAL А ,В ,E,D,Y,E1 
EXTERNAL F
DATA A ,B ,E ,D /0 .,3 .,1 .E  5,1.E 4/

С ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРОГРАМ М Е A4AI 
CALL А 4А 1 (F ,А, В, Е, D ,Y ,Е 1)

С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ 
W RITE (5,1) Y,E1

I FORM AT (2X,'Y =  ',E13.6,'E1 =  ',E13.6)
END

С ВНЕШНЯЯ Ф УН КЦ И Я-П О ДП РО ГРА М М А  
FUNCTION F(X)
F =  SIN (EX P(-(X *X )))
RETURN 
END

•  7.6. Интегрирование функций двух переменных

При численном интегрировании функций двух переменных 
/( .г , у)  по некоторым областям D часто применяются квадратурные 
формулы, которые получаются комбинацией одномерных квадра
турных формул.

7.6.1 Формула Гаусса для квадрата. Рассмотрим интегрирование 
/(.V, у) по областям D:

/ ) = { - К х < 1 ,  1}. (7.6.1)
Произвольный прямоугольник [а^дс^А , c ^ y ^ d }  заменой дс, у  сле
дует привести к стандартному квадрату (7.6.1). Возьмем по 
переменной .v узлы и соответствующие веса qt, 
квадратурной формулы Гаусса одной, переменной, по у — узлы п, 
и соответствующие веса г,, 0 < /< л .  На рис. 7.13 показан вариант 
т  =  3, л =  2. Составим квадратурную формулу

0 . , . =  I  W j / f t i .  Л  у) ( 7 - 6 .2 )
о 1

и представим интеграл от /(дс, v) по области D в виде

f J f ( * ' y ) d x d y = Q m , + RM ' ( f ) ,  (7.6.3)

где погрешность R зависит от т, . 1 1 .
я  и свойств гладкости /(дс, >) по 
Йеремснным дс, у.

Заметим, что квадратурная 
формула (7.6.2) является точной на "  "  —<»— о— ^—►
полиномах от двух переменных:

2п + 1. 2а+1 --------  "1
У)ш X. ------- * - - / -------L -

(7.6.4) Рис. 7.13
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Отмеченный факт является следствием теоремы 7.7. Для примера, 
изображенного на рис. 7.13, это полиномы

P7S(x, у) = аол + а иох + а 2Лх 2+ а уох 3 + . . .+а1Лх 1 + 

+а0'1у + а 1,1х у + а 1,1х 2у + а з л х 3у + ...+ а 1лх 1у+

+ ........................................................................................+
+ao i y i +al i x y i +a2'Sx 2y 5+a3'Sx 3y i +.. .+a1'i x'7y i

Т е о р е м а  7 .8 .  Пусть подынтегральная функция /(дг, у) аппро
ксимируется полиномом (7.6.4) и выполняется неравенство

max | / ( * ,  у ) - Р2 т , , 2в +, (.v, у ) |< е .

Тогда погрешность формулы (7.6.2) на этой функции имеет оценку
I * - . „ ( / ) К 8е. (7.6.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, представим из (7.6.3) 
Кт.Л/)  в ви^ е

1 1
f ( / “  ̂ 2я« + 1.2* + 1 + ?2т + 1.2* +

-  1 -  1
т.п

~  X  Л ^ )  2*.  + 1 . 2 * +  1 ( ^ | >  Т1 > ) + / >2 я +  1 . 2 и  +  l ( ^ j -  П ; ) ) -
1 . 7 - 0

Отсюда

I * . . . ( / ) ! <  } } \ f - P 2m+l.2 '+ l \d x d y+
- 1  - 1

т.п т.п

+  I  4 J , \ f  ~ Р 2т  M .2.M  1 < 4е +  Б I  4 i r J- 
l ' J - 0  i . j  = 0

Формула (7.6.2) точна на константах, поэтому

f  \ dxdy= £  <//у =  4;
- 1  - 1  1.7 = 0

следовательно, учитывая последнее неравенство, получаем (7.6.5), 
что и требовалось доказать.

7.6.2. Область со сложной i ранинсй. Рассмотрим задачу числен
ного интегрирования /(дг, у)  по области D:

0 » { q > i ( y ) < * < q > 2 ( y ) ,  c u y ^ d } ,
где часть границы определяется непрерывными функциями ф , (у), 
4>2(у) (рис. 7.14).

Требуется вычислить интеграл

l = \ \ f ( x , y ) d x d y = \ d v  j f (x ,y )dx .  (7.6 .6)
о <• ».(>)
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Сведение двойного интег
рала к повторному (7.6.6) 
позволяет дважды приме
нить одномерные квадра
турные формулы (напри
мер, формулы Гаусса). 
Исходный интеграл запи
шем в виде

v(y)= ' / ( * ,  }’)dx ,(7.6.7) 

y= fv (y )dy .  (7.6.8)

Интеграл (7.6.8) вычислим с помощью одномерной формулы Гаусса:

(7.6.9)

веса rj и узлы г|, определяются, как указывалось выше, приведением 
к стандартному интервалу [ — 1, 1]. Затем каждое значение р(п>) 
вычислим, используя (7.6.7), также по одномерной формуле Гаусса:

»(Л ;)=  Л\ ‘] 4j ) dx= £  qi.jf&i. j '  П ,)+ Я 2. (7.6.10)
Ч». (ПУ) i-0

где веса </, , и узлы j зависят от выбора узлов rij. Объединяя 
формулы (7.6.10), получим формулу Гаусса для рассматриваемой

/ = е + / ? .

области D:

< 2 = 1  г, I  f c j / f t , . , .  п Д *  (7.6.11)
j - o  (-о

где К общая погрешность, зависящая от числа узлов и свойств 
гладкости функции f ( x ,  у).

7.6.3. Применение программы А4Л2. В программе реализован 
алгоритм вычисления интеграла (7.6.6) по формуле (7.6.11) с вы
бором числа узлов по заданной абсолютной погрешности вычис
ления /.

Пусть необходимо вычислить
1 t i n y  + 1

l = \ d y  J exp(*2+ > '2)<fa
О cos у -  2

с абсолютной точностью 10 " 4. Программа может иметь следующий 
вид:

REAL A .B ,E,Z 
INTEGER N.I 
EXTERNAL F 1 .F 2 .F  .
DATA A ,B /0 .,1 /,E /L E V —4 /,I/O/

ч
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ОБРАЩ ЕНИЕ К П РО ГРА М М Е А4А2 
CALL Л4А2(А, В, F 1,F2, F ,Е ,Z, N , 1)
ВЫВОД НА ТЕРМ И Н А Л 
W RITE (5 .1) Z ,N ,I
FORM AT (2X,’Z =  ',E I3 .6 ,'N  =  \  I5 ,'I =  12) 
END
ВНЕШНИЕ Ф УН КЦ И И -П О ДП РО ГРА М М Ы  
FUNCTION F1(Y)
F = C O S (Y )-2 .
RETURN
END
FUNCTION F2(Y)
F2 =  S IN (Y )+ 1.
RETURN
END
FUNCTION F(X,Y)
F =  EXP(X*X + Y*Y)
RETURN
END
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Г л а в а  8

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА. 
ЛИНЕЙНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

•  8.1. Оценки погрешности решения 
задач линейной алгебры

8.1.1. Введение. Численные методы линейной алгебры и линей
ной оптимизации играют особую роль в численном анализе. Это 
обусловлено по крайней мере двумя причинами.

Во-первых, многие линейные задачи математического анализа, 
дифференциальных и интегральных уравнений после дискретизации 
сводятся к решению задач линейпой алгебры. Таким образом, 
численные методы линейной алгебры оказываются инструментом 
численного решения обширного круга математических, а следова
тельно, научно-технических задач.

Во-вторых, можно сформулировать следующее нестрогое утвер
ждение: большинство нелинейных задач «в малом» линейны, т. е. 
нелинейные модели в малой окрестности некоторого решения 
могут быть описаны линейными. В основе конечномерных линейных 
моделей лежит линейная алгебра; следовательно, первым шагом 
решения нелинейных задач является исследование линеаризованных 
моделей, их дискретизация и численные методы линейной алгебры.

Однако, как нельзя недооценивать роль линейной алгебры и ее 
численных методов, так и не следует' переоценивать ее среди 
инструментов решения научно-технических задач. Реальные матема
тические модели все-гаки нелинейны, обычно необходимо изучить 
модель «в целом», а не «в малом». Следовательно, полный арсенал 
методов вычислений должен содержать нелинейный численный анализ.

В гл. 5 отмечалось, что потребность в численных методах ли
нейной алгебры связана в основном с размерностью задачи. Для 
малых размерностей п конечномерного пространства (п ̂ 4 )  задачи 
линейной алгебры решаются аналитически на уровне формул.

Естественно, что численные методы применимы как для размер
ностей /1^ 5, так и для малых размерностей и =  2, 3. Поэтому все 
основные проблемы численного решения линейных задач можно 
и нужно представлять наглядно, геометрически, на плоскости или 
трехмерном пространстве. Численный метод, представленный гео
метрически в малой размерности, имеет все основные черты, 
присущие ему и в большой размерности, отличаясь лишь меньшим 
объемом арифметических операций. Есть, конечно, проблемы, 
связанные именно с размерностью и (ограничение памяти ЭВМ, 
ошибки длинных вычислений); их следует рассматривать отдельно.
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Рис. 8.1

8.1.2. Оценка ik>i peiuHociH решения сисгем линейных уравнений.
Система линейных уравнений с матрицей вещественных коэффициен
тов A=(a, j), и вектором свободных членов />=(/>,...... Ля)
относительно неизвестного вектора х  =  (х ,, .... х„) записывается 
следующим образом:

a 2.l-v l + Я2.2Х2 +  —+  а 2 л * * -^ 2 <  (8.1.1)

а .л *i + '\ г х г + •••+ « м * . = 
или в матричной форме

Ах=Ь.  (8.1.2)

Каждое уравнение (8.1.1) описывает прямую (и =  2), плоскость 
(и =  3), гиперплоскость (л > 4 ) в вещественном пространстве £", 
поэтому решить (8. 1. 1) — значит найти точку х е Е " их пересечения. 

Например (рис. 8.1):
1) 2х,=*3;
2) х , + х 2= 1; 

х , - х 2 =  1;
3) лг,+дг2 +  дг3 =  1,

2х , + х 2 =  1
х 2 +  х 3 = 0 , 8 .

На рис. 8.1, 3) показана первая плоскость и на ней следы двух 
других плоскостей.

Прежде чем оценивать погрешность решения (8.1.1), оценим 
погрешность операции умножения матрицы на вектор:

у= А х .  (8.1.3)

Будем предполагать, что матрица А задана точно, а вектор х — с 
погрешностью Ах такой, что

II Ах || <  г. (8.1.4)
Множество точек х = х 0+ Д х , удовлетворяющих (8.1.4), называется 
шаром в Е " радиуса г с центром в х0. На рис. 8.2 приведены 
примеры шаров для некоторых норм в Е 2.

Чтобы найти абсолютную погрешность Д>' вектора у, запишем
(8.1.3) в виде

у + \ у = А  (х+Д х).
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Рис. 8.2

Отсюда получаем связь вектора погрешности А у  к точному 
значению у  с вектором погрешности Ах вектора дг:

Ьу =  A A.v.
Из определения нормы матрицы находим

ЦД>-| « М Л *  К  М И  II Л *  И М И  г. (8-1-5)
Напомним, что норму матрицы А можно задать формулой 
(эквивалентной определению п. 5.3.10)

М  11= max || A x j .
1*1-1 )

Геометрическая интерпретация нормы матрицы максимальная 
норма вектора, получаемого преобразованием А единичной сферы 
|| .г ||= 1  (рис. 8.3). Неравенство (8.1.5) показывает, что радиус шара 
погрешности вектора у  изменяется в М П  раз.

Т е о р е м а  8.1. Пусть система линейных уравнений (8.1.2) для 
любого вектора b имеет единственное решение. Тогда имеет место 
неравенство

HAjcI K M -1 И! А Л | .  (8.1.6)
где А Л, Аде— векторы абсолютной погрешности Ь, х  соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предположения однозначной раз
решимости (8. 1.2) для любого b существует матрица А ~ \  обратная 
матрице А. Используя А ~ 1, запишем решение (8.1.2):

х = А  1Ь. (8.1.7)
Применяя к (8.1.7) неравенство (8.1.5), получаем (8.1.6), что 
и требовалось доказать. »

В качестве примера рассмотрим систему уравнений (8.1.2) 
с двумя матрицами второго порядка



А ш ( Ю Л  А = ( ° Л Л1 \ о  ю /  2 v о о , 1 /
для которых легко определить обратные матрицы 

/0,1 —0,03\ /10  -3 0 0 \
1 V 0 0,1 у ’ ' 2 \ 0  1 0 /

В качестве векторной и соответственно матричной нормы возьмем
я

II * II® = max I, || А ||Л = max £  I ai . jI
ККл у* 1

Погрешность решения первой системы имеет оценку
Ц Д хК 0,13Ц Д 6||,

второй— оценку
II Дх | <  310 ЦДЛ ||,

причем знак равенства достигается на векторе Дb с координатами 
разных знаков (рис. 8.4).

Для характеристики чувствительности системы линейных уравне
ний (8.1.2) к погрешностям правых частей вводятся числа обуслов
ленности.

Число обусловленности системы ц определяется как максималь-
г I А* ||ное отношение относительной погрешности решения од —

Цх|

к относительной погрешности правой части &ь = IIАЧ
т '

ц = m ax—.

Число обусловленности системы ц можно выразить через || Л ~11|. 
Действительно, имеем

| Лл || || /> | \\Ь\\ || Д.v || „ ,  „||/» || 
р = max -  -  -- - -  = —  max — = || А — .

| х  || || Д / > Ц  f l . v | |  | | А / > | |  I I  - V I

Заметим, что ц =  ц(/>) зависит от вектора в правой части и решения 
л:, соответствующего Ь. Второе число обусловленности характеризу
ет только матрицу системы А.
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Число обусловленности v матрицы А есть максимальное по 
всем векторам b значение ц(/>):

v=max ц(/>). 
h

Число обусловленности v можно записать в следующей форме 
(с учетом |  А И Н Н  1 * |) :

v=max IM II =  ^ - l  HIM II- 
ь I х Н

Из цепочки соотношений

1 = | |£ |  =  1М _1л K I M _| II IM  II =  V.
где Е — единичная матрица, следует, что v >  1.

Для приведенных выше примеров v, =  l,69, v2 =  961. 
Рассмотрим задачу решения системы уравнений с матрицей 

А2 и  различными векторами b = ( h ,, h2), компоненты которых 
задаются с пятью верными значащими цифрами. Тогда значение 
v2=961 =  103 указывает, что решение х  этих систем можно 
вычислить лишь с двумя верными значащими цифрами.

Для конкретной правой части, например />=(1,0), имеем 
дг=(10,0), число ц2 =  31. Оно указывает, что решение дг этой 
системы можно вычислить не менее чем с тремя верными 
значащими цифрами.

Оценим теперь погрешность решения исходной системы уравне
ний (8.1.2) в том случае когда матрица системы А задается 
с погрешностью АА,  а вектор b — точно.

Т е о р е м а  8 .2 . Пусть система линейных уравнений (8.1.2) для 
любого вектора b имеет единственное решение. Пусть

М ''Д Л К а < 1 .  (8.1.8)
Тогда (8.1.2) однозначно разрешима с матрицей (А +  А А ) и имеет 
место неравенство ,

,«.1.9,
1*11 1 - > М 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим уравнение (8.1.2) в виде 
(А +  АА )(дг + Ах)=Ь.

( 8 . 1. 10)

Из этого равенства находим
А ( Е + А ~ ' А А ) ( х + А х ) - Ь ,

( Е + А ' А А ) ( х  +  Ах) =  А - ' Ь .

Из условия (8.1.8) следует существование обратной матрицы 
(£+ ,4  ~1А А ) ~ ‘ и ее представление (см. гл. 5)

( Е + А - ' А А ) - ' * :  £  ( А - ' А А ) .  (8.1.11)
1 = 0

/
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дг +  A.v=M ~ 'Л +  ]Г (А ~ХА А )' А _1/>,
1-1

отсюда

Лх = А ~ ' А А  X ( А - 1А А ) ‘А ~ 1Ь.
( = 0

Переходя к оценкам норм, получаем

|| Ддг И  \ л  - ■111| Д/I || (  t  IM " 1 АЛ II'J  II -v II

< II .V HIM Ml II АЛ II =  II Л-HIM - 'Ml  Л П &111
1 -а  (1-<*)МИ

откуда следует (8.1.9), что и требовалось доказать.
Можно получить оценку относительной погрешности решения

(8.1.2) в общем случае, когда матрица А и вектор Л задаются 
с погрешностью ДЛ и Ah соответственно.

Формулировка теоремы 8.2 остается прежней, а оценка (8.1.9) 
заменяется следующей:'

(8.1.12)
II х || 1 —ot V IM II IIЛ || /

Неравенство (8.1.12) показывает, что влияние погрешности матрицы 
А н вектора b на noi решность решения связано с двумя 
числами a, v.

Число а определяет допустимую погрешность матрицы А, 
которая еще сохраняет однозначную резрешимость систем (8.1.2). 
Для рассмотренных выше примеров 0,131| АА || = а ,,  3101| АА || =  а 2. 
Отсюда получаем ограничение на допустимую погрешность матри
цы системы: для первой системы ЦДЛ, ||<  13, для второй ||Д Л 2 ||< 
<(310)- 1, или в относительных погрешностях

ЦДЛ, II , I II I I 
I А, |Г ’ IM2II 310 3.1 961 

Естественно задать вопрос: что делать, если величина v ( l - a ) -1
|| Л.г ||

столь велика, что погрешность - —— не удовлетворяет заданной
II х II

точности вычислений? В этом случае необходимо обратиться 
к постановке той задачи, которая привела к решению такой 
системы линейных уравнений (малые погрешности исходных данных 
могут приводить к неприемлемо большим погрешностям в реше
нии), учесть дополнительную информацию в задаче так, чтобы 
величина в правой части (8.1.12) стала приемлемой.

В гл. 6 мы, в принципе, так и поступали, когда предлагали 
заменить в алгоритме среднеквадратичного приближения семейство 
полиномов {дг'} полиномами Чебышева {УДд:)}.

Подставляя (8.1.11) в (8.1.10), находим

306



Если матрица А и вектор Ь определяются из экспериментальных 
данных, то оценка (8.1.12), возможно, станет приемлемой, если 
провести измерения с более высокой точностью.

Заметим, что в приведенных выше оценках погрешности не 
учитывались ни погрешности метода решения системы, ни погреш
ности вычислительного процесса по выбранному методу.

Фактически это оценки погрешности математической модели, 
описываемой системой (8.1.2).

8.1.3. Оценка iioi решносш определения собственных шачений 
и собственных векгоров. Пусть задача определения собственных 
значений и собственных векторов вещественной матрицы А реша
ется в том случае, когда матрица А задается с погрешностью 
А А. Оценим погрешность собственных значений и собственных 
векторов через погрешность ДА.

Пусть матрица А имеет различные собственные значения Х„ 
Х2, ..., Х„ и соответствующие им собственные векторы е ,, е2, •••,<'„• 
Известно, что {е(}, l ^ / '^ л , образуют базис в £", а матрица Т, 
столбцами которой являются компоненты векторов е,

приводит исходную матрицу А к диагональному виду, а именно

Собственные значения и собственные векторы, соответствующие 
матрице А + А А ,  обозначим Х| +  ДХ(, е,+Д е„ 1 < /< л . Если приме
нить к матрице А + & А  преобразование Г, то получим

Известно, что матрица Т ~ Х(А + А А ) Т  имеет те же собственные 
значения, что и {А +  ДЛ). Воспользовавшись критерием локализации 
собственных значений (5.3.15), получим из (8.1.14) неравенство

I (X, +  АХ,)—diag (X,)—diag (Г _ 1ДЛ Г) | < £  К Г ^ Д Л Г у ,  1<1<£л,

Здесь || || =  || || „. Обозначим число обусловленности v матрицы Т

(8.1.13)

/^•1 0 \  
diag(X,) =  )=  Т~ АТ.

Vo

Т~'{А  +A/4)7’=diag(Xi) + 7 '-1A /ir. (8.1.14)

Я

или

| АХ, | <  || Г -1 АЛ Г || <  |  Г -1 || || Г || || А А II,

v ( r ) =  || 7’-1 || |  Г ||.

Окончательно имеем оценку

IАХ,-1 «;у(7-)||ДЛ ||, (8.1.15)
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а)

«I

b )

?J
которая покатывает, что абсо
лютная погрешность определения 
собственных чисел зависит от 
числа обусловленности матрицы 
Т  преобразования А к диаго
нальному виду.

Рис. 8.5 Заметим. что неравенство 
(8.1.15) получено только при пред

положении существования различных собственных значений. Точных 
значений X,, векторов е{ знать не обязательно.

Для произвольных матриц величина v ( T )  может принимать 
большие значения, если имеются собственные векторы А, близкие 
к линейно зависимым (рис. 8.5, а).  Для симметричных матриц 
А собственные векторы е, образуют ортонормированный базис 
(рис. 8.5, />), и если ( А + А А )  также симметрична, то можно 
надеяться на хорошую устойчивость задачи определения собствен
ных значений симметричных матриц относительно погрешностей, 
которые не нарушают симметричности матрицы.

Рассмотрим задачу определения поправок к собственным 
значениям и векторам симметричной матрицы А, связанных 
с погрешностью А А. как задачу возмущений (см. гл. 5). Для 
этого представим

где е — параметр возмущения, характеризующий погрешность, В 
симметричная матрица. В этом случае собственные значения 
и векторы матрицы (А + еВ)  есть функции от е вида

где ряды сходятся для достаточно малых е (при наличии различных 
собственных значений X, матрицы А ). Доказательство сходимости 
рядов выходит за рамки настоящей кнши.

Т ео р е м а  8.3. Пусть вещественная симметричная матрица 
А имеет собственные значения Х(, и векторы е,. Тогда,
если В — симметричная матрица, собственные значения 
Х,(е), 1 ^ / ^ л ,  и векторы е,(е) матрицы (A + t;fi) имеют при е-*0 
представление

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем главную часть поправки в (8.1.16), 
(8.1.17) к невозмущенным собственным значениям и век горам 
et матрицы А, т. е. Х\1>, е \и. Имеем

(А -4-ев)е,(е) = X,-(e)ef(e), 1 < / <я.

АА = е  В.

Х1(е)= Х , +  гЛ (|, +  £2Х!2'+
е1(е)=е( +  Е<’!п + е 2<’!2,+ ...,

(8.1.16)
(8.1.17)

Х Д е ) =  Х | +  е ( й <>(, < ? , ) + 0 ( е 2) ; (8.1.18)

(8.1.19)
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(A + z B )(e ,+ e e }l ,+ 0 ( e J))=»(X< +  EM1)+ 0 ( e 2)) х
х  (e ,+ e < ’ i l ,  +  0 ( e J)), 1 < / ^ л .

Следуя общей идее методов возмущений, сравним коэффициенты 
при одинаковых степенях е.

При е°

А е, = X/et, 1 <  / ^  и.
При е1

A e P + B e t - X f P + W b , ,  (8. 1.20)

Умножим обе части последнего равенства скалярно на eh а также 
учтем, что векторы ei образуют ортонормированный базис, а мат
рица А — вещественная, симметричная. Находим

{Ае\и,е , )+(Ве„  е,)=>.1(<*}1’, е,)+*.}*’(«/. е,),

(Ае\", ^ )  = (е}'», А е ,)= \,{е \1\  е(),

откуда

( В е „ е , ) = \ 1°, 1 < /< я .
Следовательно, (8.1.18) выполняется.

Умножим обе части равенства (8.1.20) на eJt j Ф /, получим

et )+(B e„  e,)=Xj(* |1), et ),

(A e\l>, eJ) = (t>lu, Aej) =  \ j ( e \ l), еД

откуда

(et11, еД  i* j .  (8.1.21)

Формулы (8.1.21) определяют коэффициенты разложения векторов 
e l11 по базису l ^ j ^ n ,  для всех векторов, кроме случая /=/', 
Для определения коэффициента (е}1*, е,) воспользуемся условием 
нормировки векторов е,(е):

( e j + e r j ^ + O f e 2), ?1 +  е<’ } | ,  +  0 ( б 2) ) =  1.

Сравнивая члены при степенях е в этом равенстве, находим

(<•1", <?,)+(г(Л ’}1,)* 0 ,
или

И " ,  <’,) = 0. (8.1.22)
Объединяя (8.1.21) и (8.1.22) в одну формулу, получаем

j .  | j=i  а-i
j* I

\

или с учетом (8.1.16). (8.1.17)
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Следовательно, справедливо соот
ношение (8.1.19), что и требова-

Л  Д) Л лось доказать.
Практически формулы (8.1.18),

Рис. 8.6 (8.1.19) используют при конечных
значениях е, а не при е -»0. Допустимые значения е определяются 
такими значениями, при которых возмущенные собственные значе
ния Х,(е) не пересекаются (рис. 8.6). При этом поправки к со
бственным векторам должны быть такими, чтобы имело место 
неравенство

что следует из (8.1.19) (знак «  означает, что левая часть 
значительно меньше правой).

8.1.4. Вырожденные матрицы н крашые собственные шачения.
Выше, рассматривая оценки погрешности решения систем 
линейных уравнений, мы предполагали, что система линейных 
уравнений

имеет единственное решение для любой правой части. Это 
предположение эквивалентно тому, что матрица А невырождена.
т. е.

Оценка погрешности определения собственных значений про
водилось при условии, что собственные значения Х„ 1< /'<я, 
различны, т. е. нет кратных Х(, а именно

Рассмотрим вопрос о том, насколько обоснованы эти предпо
ложения. Не отбрасываются ли при этом важные прикладные 
задачи с вырожденными матрицами или кратными собственными 
значениями? Заметим, что любая вещественная матрица А размера 
я х я может рассматриваться как элемент вещественного прост
ранства £ " \  Каждая точка £ "  задает некоторую матрицу А.

Вырожденные матрицы А*  в Е" выделяются условием

Матрицы А, удовлетворяющие (8.1.23), представляют собой 
множество в £" размерности, меньшей я 2.

Например, для матриц второго порядка

вырожденные матрицы А*  в пространстве £ 4, образованном 
векторами ( а , ,, а , 2, я2 , ,  а2 2), выделяются условием

е(Всi, | X, — Х;-|,

A x = b

Xj Ф Xj, / Ф).

det^  *=0. (8.1.23)

< * f . i e f . 2 - e f . 2 « ! . i  = 0 .
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сколь угодно малое возмуще
ние матрицы А*  в £ "  должно 
приводить к нарушению усло-

Таким образом, произвольное, Qn п
А* + л А ‘ d e t  А - О

вия (8.1.23) (рис. 8.7).
Следовательно, можно ут

верждать, что вырожденные 
матрицы в семействе матриц 
п х п представляют собой ис- di.i
ключение, свойство вырожден- Рис g ;
ности является неустойчивым.
Поэтому большинство технических задач приводится к уравнениям 
с невырожденными матрицами.

Если же математическая модель задачи оказалась связанной 
с вырожденной системой линейных уравнений или близкой к ней, 
то следует изменить модель. Если оказывается, что математическая 
модель в рамках принятых предположений все-таки определяется 
матрицей, близкой к вырожденной, то, видимо, техническая модель 
находится к неустойчивой ситуации со всеми вытекающими отсюда 
последствиями. Это является сигналом к изменению технического 
решения.

Кратные собственные значения X имеют матрицы А , у которых 
характеристическое уравнение

/*Я(Х) = del (Л -  Х£) = О

с кратными корнями. Но если полином Р„(К) имеет — кратный 
корень, то с необходимостью должно выполняться условие

Условие (8.1.24), так же как (8.1.23), из пространства £ "  выделяет 
множество матриц А * меньшей размерности.

Например, для матриц второго порядка

Поэтому относительно матриц А с кратными собственными 
значениями справедливы тс же замечания, что и для вырожденных 
матриц.

(8.1.24)

корни

кратны при условии (8.1.24), которое принимает вид 

(a,.! + fl2.2)2-4 d e t/ l= 0 .
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•  8.2. Прямые методы решения систем 
линейных уравнений

Рассмотрим точные методы решения систем линейных уравнений. • 
Метод решения называется точным, если за конечное число 
арифметических операций с точными числами можно получить 
точное решение системы уравнений. В противном случае метод 
приближенный. Заметим, что точные методы— это не настолько 
идеализированные алгоритмы, что на ЭВМ их нельзя реализовать. 
Для систем линейных уравнений с матрицей А и вектором Ь, 
состоящих из целых чисел, используя на ЭВМ арифметику целых 
чисел, можно с помощью точных методов находить точные решения.

8.2.1. Метод исключения Гаусса. К числу точных методов 
решения систем линейных уравнений относится широко применяе
мый в вычислительной практике метод Гаусса.

Рассмотрим систему уравнений (8.1.1). Алгоритм исключения 
состоит из последовательности шагов.

1-й ш аг . Исключение неизвестной х, из всех уравнений 
системы (8.1.1), кроме первого. Пусть а хл Ф 0. Тогда из первого 
уравнения выражаем х ^

* i  =  —  ( « 1 . 2 * 2  +  -  + « i . . * „ )  +  * > ,  ( 8 . 2 . 1)

« 1.1
через остальные неизвестные и подставляем (8.2.1) во 2-е, 3-е, 
.... п-е уравнение системы (8.1.1). После подстановки получаем 
преобразованную исходную систему вида

« 1 . 1 * 1 + « 1 . 2 * 2  + - + « i  .пХ'~ Ь х,
«УЛ*2 +  -  + в$ .}тХтш Ь $ \ (8 2.2)

где элементы матрицы а \) \  2 < /,у < и , и вектора />}", 2 ^ /< я ,  
после первого шага получены по формулам

«!.V=«M-------
°l. I

b \ " = b , - — aiAhx.
« i . i

2-й  ш аг. Исключение неизвестной х 2 из всех уравнений 
системы (8.2.2), кроме 1-го и 2-го. Пусть аЗД /О . Тогда из 
второго уравнения выражаем х2

* 2 « Щ ( « Й * 3+ -.. +«У.)л )+ * У >  (8.2.3)“ 1.2
через остальные неизвестные и подставляем (8.2.3) в третье,
четвертое........ п-е уравнения системы (8.2.2). После подстановки
получаем преобразованную исходную систему
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+ в | . Л - * 1 .  

a!,2!,x3 +  ...+a!,3J.т1, = Л!I2^

(8.2.4)

где элементы матрицы я $ ,  3 и вектора Л|2), 3 ^ /< и , 
после второго шага получены по формулам

а\2) =  а \ ! ) - ~ а Ы ) ,

ь р ' - ь - ^ т " .

Продолжая этот процесс исключения при условии, что
а ^ з # 0 ...... #0 ,

после (и—1)-го шага исключения получим преобразованную исход
ную систему

а + а иахя

«5?Л*2+- + «У .!л  =ЛУ , (8.2.5)

•W[»-»)

с верхней треугольной матрицей V

V--

а 1,1а 1.2......а 1.«
аУЛ

0

и преобразованным вектором правых частей

А

В матричной записи система уравнений (8.2.5) примет вид
Ux= g.  (8.2.6)

Преобразование исходной системы линейных уравнений к систе
ме (8.2.6) с треугольной матрицей U— п р я м о й  х о д  исключения.
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На этом этапе мы еще не вычислили ни одной компоненты 
вектора решения *, но эквивалентными преобразованиями привели 
систему к такой форме, для которой легко вычислить все 
компоненты решения х.

Пусть 0, Тогда осуществляем о б р а т н ы й  ход: вы
числяем компоненты вектора решения в обратном порядке. Из
(8.2.5) находим

I
х.  _1 =

1 .И- 1

. . .- а , . 2х 2).

Для примера решим систему уравнений

' * , - 2 * 2 +  3*3 =  1.
2 *, +  3*2 +  * 3 = 2, 
- х , -  х 2+  .v3 =  3.

Первый шаг прямого хода исключения

* , —2*2 +  3*3 =  1, 
7х2 — 7х3 = О, 

- 3 * 2 +  4*j = 4;

второй шаг

* , - 2 * 2 +  3*j = 1. 
7х2 — 7х3 =0, 

*з= 4;

обратный ход:

*з = 4.
* 2 = 4,
*, = —3.

Определим нижнюю треугольную матрицу L с единичной 
главной диагональю формулой



Прямой подставкой можно проверить, что справедливо разложение 
исходной матрицы А в произведение:

A =  LU. (8.2.8)
Представление матрицы А в виде (8.2.8) называется LU-разло

жением матрицы. Очевидно, что решение исходной системы 
уравнений эквивалентно решению двух систем с треугольными 
матрицами

Lg =  h, (8.2.9)
V x = g .  (8.2.10)

Таким образом, рассмотренный вариант метода исключения Гаус
с а — это определение вектора g  решением (8.2.9) и затем опреде
ление вектора х  решением (8.2.10).

Справедливо следующее утверждение.
Т е о р е м а  8.4. Для существования LU-разложения матрицы 

А необходимо и достаточно, чтобы у  матрицы А все главные 
миноры были отличны от нуля.

У произвольной невырожденной матрицы А главные миноры, 
т. е.

« 1.1 ••• « 1.»

1
« 1.1 « 1.2

■ ,
« 1.1 1 . « 2.1 « 2.2 « . . 1  •

вообще говоря, могут обращаться в нуль. Например, матрица

невырожденная, а се первый главный минор равен нулю.
Чтобы применить метод Гаусса к таким матрицам, или. что 

то же самое, получить L (/-разложение, необходимо произвести 
перестановку строк (или столбцов) так, чтобы главные миноры 
стали отличными от нуля.
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Т е о р е м а  8.5. Произвольная невырожденная .матрица переста
новкой строк (столбцов) может быть приведена к .матрице 
с главны ми минорами, отличными от нуля.

Обычно перестановку строк (столбцов) не производят отдельно 
от процедуры исключения, а соединяют эти два процесса в один.

Если я , ,1=0. переставим строки матрицы А так, чтобы в левом 
верхнем углу оказался ненулевой элемент. В первом столбце такой 
элемент всегда найдется, иначе det/1=0. Если после первого шага 
получим яУ,2 =0, то выполним, как и выше, перестановку; во втором 
столбце всегда найдется ненулевой элемент, иначе два первых столбца 
были бы линейно зависимы и det Л =0. Поместим строку с ненулевым 
элементом во втором столбце на место второй строки, тогда «УЛ #0. 
Продолжая этот процесс исключения и перестановки строк (если 
элемент я ^ '^ О )  до к = п ,  получим /.{/-разложение матрицы 
А с дополнительной матрицей /'-матрицей перестановок строк:

РА = LU. (8.2.11)
Матрица Р получается из единичной матрицы Е перестановкой 
тех же строк. Например, перестановке 2-й и 4-й строк матрицы 
соответствует

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

Заметим, что матрица Р это и есть та матрица перестановок, 
существование которой утверждается в теореме 8.5.

8.2.2. Вычисление определителя и пора то й  м;нрииы с помощью 
/.(/-разложения. Напомним формулу для определителя произведения 
двух матриц:

det А = det L det U.
Заметим, что определитель треугольных матриц равен произве
дению диагональных элементов. Следовательно,

det /- = 1, 
d e tt/= fllil

Отсюда значение определителя матрицы А вычисляется по формуле
del/4=01,, •аУ Л -...'яЙ ;|) .

Если матрица А представлена в форме (8.2.11) с перестановками, то
det /'det А = det L det U.

Но так как матрица P получается перестановкой строк единичной 
матрицы £, то

«.let Р — I * ПРИ четном числе к перестановок.
~  ( — 1 при нечетном числе к перестановок.
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Окончательно определитель матрицы А равен
det А = ( -  1 )* а ,,, • а У. >2... а !,"; " .

Напомним формулу для обратной матрицы, представленной 
произведением двух матриц:

A =  LU, A ' l =  U - l L - 1.

Матрицы L, / / — треугольные. поэтому вычисление элементов L “ 1 
и U ~ l не представляет труда (см. (8.2.7)). Если матрица А пред
ставлена в форме (8.2.11) с перестановками, то

A ~l Р ~l =  U ~ l L ~ l , A ~l =  U ~1 L ~ l Р.

матрица Р ~1 есть матрица обратной перестановки, возвращающей 
строки на их прежние места. Можно заметить, что

Р

где Р ' — транспонированная к Р матрица.
В реальных вычислениях обратная матрица А ~1 находится 

решением п систем линейных уравнений методом исключения
Г аусса:

А х= е , ,  1 ^ /^ л ,
где <*,— /-столбец единичной матрицы Е. Полученные векторы 
решений .V,, х , ,  ..., .г, образуют п столбцов матрицы А “ \  
поскольку А А ~ = £ .

8.2.3. |*аиюжеши на треугольные множители еиммеi ричной по
ложительно определенной мафицм. Симметричные положительно 
определенные матрицы А очень часто связаны с изучением 
поведения механических систем в окрестности устойчивого поло
жения равновесия. Матрица А трактуется тогда как матрица 
квадратичной формы в записи энергии W\

"
W =(Ах,  х ) =  Z UijXfXj,

1.У-1
где .Vj— обобщенные координаты.

Для положительно определенных матриц выполняются детер- 
мннантные неравенства Сильвестра

\

« 1 .1  ••• « 1 . .
« 1 , 1  « 1 . 2 > 0 ,
« 2 . 1  « 2 . 2

«я .1  •

откуда в силу теоремы 8.4 сразу же следует существование 
/.(/-разложения.

Однако для рассматриваемого класса матриц, если не требовать, 
чтобы на диагонали L стояли единицы, справедливо следующее 
разложение:

A = L L \  (8.2.12)
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где L ' -  матрица, транспонированная к L. Действительно, опре
делим элементы матрицы L, сравнивая каждый элемент матрицы 
в левой и правой части (8.2.12). Имеем

« . л  • • '• а . . .

О
О

1 .п

откуда получаем равенства для первого столбца

/ | 1г ( в | . | ) , / 1 . A , i = K i ) / / i , m  

Аналогично находим соотношения
1

*i.l ■

которые приводят к

£  / ?. *, Ojj- 
к- 1
формулам

к - 1

/  <-1 \  1/2 
А.1=( «1.1- ^  Ад ) » 1

lt.]= ^al.J~ ^  li.k̂ l.k̂ jlА .1» У + 1</<Я .

После того как выполнено разложение (8.2.12), решение системы 
линейных уравнений Лх=/> получается решением двух систем 
с треугольными матрицами:

Lg=*b,
L ' x = g .

В отличие от случая общих матриц изложенный метод разложения 
требует меньше памяти ЭВМ, так как хранится только треугольная 
часть матрицы А и не нужна перестановка строк.

8.2.4. Вычисликмьнан погрешность метода Гаусса и выбор ве
дущего элемента исключения. Выше отмечалось, что метод исклю
чения является точным методом. При этом предполагалось, что 
арифметические операции выполняются над точными числами. 
Если же метод исключения реализуется на ЭВМ, то появляется 
вычислительная погрешность, связанная с конечным числом раз
рядов ЭВМ для представления вещественных чисел, ошибками 
округления, реализацией на ЭВМ арифметических операций.

Вычислительная погрешность метода исключения может быть устра
нена в арифметике целых чисел. При этом если деление на элементы

аУЛ...... С "  (8.2.13)
производится с остатком, то оно не выполняется, а запоминаются 
числитель и знаменатель. Компоненты вектора решения опреде
ляются в виде дробей. Метод Гаусса в арифметике целых чисел для 
общих матриц А требует определенного искусства масштабирова
ния. чтобы избежать переполнения после арифметических операций.
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Пусть метод исключения реализуется в арифметике веществен
ных чисел. Тогда естественно поставить вопрос об уменьшении 
вычислительной погрешности за счет модификации алгоритма 
исключения. Фактически идея такой модификации уже была 
использована выше. Вводились матрицы перестановок Р. чтобы 
избежать деления на нуль. Деление привело бы к бесконечно 
большой вычислительной погрешности.

Элементы (8.2.13), на которые производится деление в методе 
Гаусса, называются ведущими элементами исключения.

Уменьшение вычислительной погрешности производится путем 
перестановки строк и столбцов матрицы так, чтобы ведущий 
элемент на к-м шаге исключения был наибольшим по модулю 
из коэффициентов, участвующих в дальнейшем исключении:

| * * |  =  max \ ^ к ^ п ,  (8.2.14)
я

где a\°) =  at J.
Выбор ведущих элементов по формуле (8.2.14) называют 

методом исключения с полным упорядочением.
Полное упорядочение требует большой дополнительной вычис

лительной работы, поэтому часто останавливаются на методе 
исключения с частичным упорядочением по строкам. Выбор 
ведущих элементов производится согласно формуле

«пах (8.2.15)
*</£я

Например, для сиртемы уравнений
4.*, +  5лг2+  12х3= 1,

* , -3 * 2 +  -Vj = 2,
10.*,+ .*2- *3 = 3

перед первым шагом исключения требуется согласно алгоритму 
с полным упорядочением поменять первый и третий столбцы 
системы уравнений:

12.*j+ 4дг, +  5*2 =  1, 
дг3+  .*, -3 * 2  = 2,

— * з +  1 0 .*, +  дг2 =  3;

согласно алгоритму с частичным упорядочением поменять первую 
и третью строки системы уравнений:

1 0 . * ,+  * 2  — * з  =  3 , 

* , - 3 * 2 +  * з  =  2 ,

4 * ,+  5*2 +  12*з= 1.

Затем выполняется 1-й шаг исключения.
Решая конкретную систему уравнений, трудно, вообще говоря, 

априори оценить по матрице А и вектору погрешность как



системы уравнений (найти число обусловленности), так и вычис
лительную погрешность. Поэтому можно предложить следующие 
практические рекомендации:

1) для оценки числа обусловленности следует численно решить 
несколько систем уравнений с близкими правыми частями к задан
ному вектору Ь;

2) для оценки вычислительной погрешности следует решить 
систему уравнений с двойной точностью.

8.2.5. Оценка числа арифмсшчсских операции метода Гаусса. Процесс 
исключения Гаусса запишем на фортране, используя обозначения 
/, , = L(I. К), a , j = A (I.J), />, = В(1), дг, = Х(1), n = N, массив L должен быть 
описан как вещественный. Имеем следующую программу

С ПРЯМОЙ ХОД 
DO I К = 1,N — 1 
DO 1 l = K + l,N  
L(1.K) = A(1,K)/A(K,K)
DO 10 J = К + 1,N

10 A(1.J) = A (I.J)- L(I.K)*A(K,J)
1 B(l) = B (l)- L(I.K)*B(K)
С ОБРАТНЫЙ ХОД

DO 3 K =  N ,1 ,-1  
X(K) = 0.
DO 2 J = K +  1,N

2 X(J) = X(J) + A(K,J).X(J)
3 X(K) = (B(K)-X(K))/A(K.K)

Здесь элементы матрицы записываются в память на место 
исходной матрицы в , ,, элементы Ь\к)— на место вектора Ь, (см. 
формулы (8.2.5), (8.2.7)).

Обратившись к тексту программы, замечаем, что при больших 
значениях порядка системы уравнений п основная вычислительная 
работа сосредоточена в трех вложенных циклах DO I. Число 
арифметических операций при л-*ао есть 0 (п 3), и основное время 
затрачивается на приведение матрицы к треугольному виду.

Для примера число арифметических операций решения системы 
уравнений с матрицей размером 100x100 (т. е. п =100) имеет 
порядок 106. На ЭВМ с быстродействием 105 оп/с время решения 
такой системы будет порядка 10 с.

Если приведенный выше алгоритм дополнить выбором ведущего 
элемента исключения с частичным упорядочением, то между 
циклом по К и циклом по I появится еще один цикл

DO 1 К = 1.N — I 
DO 11 M = K,N

11 CONTINUE
DO 1 I =  K +  1, N
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В этом цикле производится выбор ведущего элемента А (К, К), 
что потребует 0(п)  арифметических операций (вычитания). Общее 
число арифметических операций при п-*сс подсчитаем следующим 
образом: в циклах по I, J операций 0 ( л 2) плюс в цикле по М: 
0(п),  откуда суммарное число операций

0 ( Я) ( 0 Ю + 0 ( П)2) = 0 ( л 3)
остается того же порядка, что и в алгоритме без упорядочения 
и основное время затрачивается на приведение матрицы к треуголь
ному виду.

Наконец, легко понять, что при полном упорядочении затраты 
на выбор ведущего элемента исключения сравниваются по порядку 
величины с приведением матрицы к треугольному виду.

8.2.6. Применение библиотечных программ. Вычисление определи
теля вещественной матрицы А с помощью программы A8AS 
выполняется следующим образом. Для примера пусть

-О :)■
Тогда программа может иметь вид

REAL A(2,2),D,W(2)
INTEGER K,N,I 
DATA A/L,2.,3.,4./,K.,N,I/2,2,0/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ А8А5 
CALL A8A5(A,K,N,D,W,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ 
WRITE (5,1) D,I

1 FORMAT (2X,'D = ',E13.6,'I = ',I2)
END

Решение системы линейных уравнений с симметричной положи
тельно определенной матрицей

- ‘ ■ О  4}  л х - ь ■

и набором правых частей

с помощью программы А9А0 выполняется следующим образом:
REAL A(2,2),B(2,3),W(2),X(2,3),W(2,3)
INTEGER K.,L,N,M.J,L,I 
DATA A/3.,I .,1.,4./.В/1 .,2.,3.,4.,5.,6./
DATA K,L.N,M,J,Ll,I/2,2,2,3,2,2,0/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ А9А0 
CALL A9A0(A,K.B,L,N,M.X,J,W.W1,L1,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ
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WRITE (5,1) X,I
1 FORMAT (2X,'X = ',/,6E3.6,/,'I = ',I2) 

END
9  8.3. Итерационные методы решения 

систем линейных уравнений

8.3.1. Введение. Рассмотрим итерационные методы решения 
систем линейных уравнений. Эти методы, вообще говоря, не дают 
возможности найти точное решение за конечное число итераций 
даже при отсутствии вычислительной погрешности. С их помощью 
строится последовательность {дг(*’} такая, что

lim х <1| =  х,
к—СС

где х — точное решение.
Область широкого применения итерационных методов— это 

системы уравнений, к которым приводят численные методы 
решения дифференциальных уравнений с частными производными. 
Матрицы таких систем имеют большое число нулевых элементов, 
и в отличие от прямых методов итерационные не увеличивают 
число ненулевых элементов матрицы в процессе вычислений. 
Эффективность итерационных методов определяется скоростью 
сходимости последовательных приближений л'*’ к решению. 

Пусть ищется решение невырожденной системы уравнений
Ах=Ь.  (8.3.1)

Первым шагом в итерационном методе является преобразование 
исходной системы к виду

Cx =  B x + d , (8.3.2)
где матрицы С, В и вектор d  определяются по матрице А и вектору
Ь. Причем системы (8.3.1) и (8.3.2) являются эквивалентными, 
т. е. их решения совпадают, а построение обратной матрицы С -1 
проще, чем А ~ 1.

Вторым шагом является расстановка индексов или номеров 
приближений в (8.3.2) и задание нулевого приближения. Например.

Cx{l+l)= B x w + d ,  * = 0 ,1 ,2 .......  (8.3.3)
где х ,0)— заданный вектор дf,0,=(.v\0,...... xj,0’).

Третьим шагом итерационного метода является обоснование 
сходимости последовательных приближений {х№)}, полученных из
(8.3.3), к точному решению х  системы (8.3.1) и оценка погрешности 
£-го приближения

|д г * - х |< с .  (8.3.4)
Оценка (8.3.4) при заданном е позволяет остановить итерационный 
процесс (8.3.3).

Различные итерационные методы отличаются первыми двумя 
шагами, а выбор конкретного метода должен производиться на 
основании оценки (8.3.4).
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8.3.2. Метод простой итерации. В методе простой итерации 
матрица С (8.3.2) выбирается единичной:

С = Е .

Итерационный процесс описывается формулой
x ik+l)- B x {k)+ d ,  к ш 0 ,1 .......  (8.3.5)

где х ,0)— заданный вектор. В координатной записи (8.3.5) имеет вид
х Г ' ' - Ь ^ х Г + . . . + b ^ t ' + d t ,  
x 4 * l) =  b2Ax 't '+ .. .+ b 2'„ x t'+ d 1,

\

х 'У " = Ь Я'1х Р + ...+ Ь ''Ях?>+<1я.

Т е о р е м а  8.6. Для сходимости последовательных приближений 
{*“ >} (8.3.5) к точному решению х системы уравнений

x = B x + d  (8.3.6)
достаточно, чтобы

II « II <1. (8.3.7)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х<0>— произвольный вектор. Из

(8.3.5) находим
х (|)«= Bxi0)+d,
x i2) =  Bxil) +  d = B ( B x ' ° ' + d ) + d =  B2x i0) +  B d+d, 
x i3)= B x {2)+ d = B ( B lx°  +  B d + d ) + d = B 3x'0)+ ( B 2 +  B + E ) d ,  (8.3.8)

x'k* u = B k + ix i0)+ ( B k + Bk- l +  ... +  E)d.

Покажем, что последовательность {дг'*’} имеет предел, если выпол
нено условие (8.3.7). Действительно, в правой части (8.3.8) первое 
слагаемое имеет своим пределом нулевой вектор, поскольку

1Д?+,дс‘0> К |Л |* +1 j*0.

Второе слагаемое в (8.3.8) имеет предел, если сходится матричный
00

ряд J] В1. Но из (8.3.7) следует, что собственные числа матрицы 
i -о ф

В удовлетворяют неравенству (см. теорему 5.2) |Х (/?)|<1. Тогда 
из теоремы 5.1 последует сходимость матричного ряда к сумме — 
матрице

( Е - В ) - ' =  £  В1.
1-0

Переходя в (8.3.8) к пределу при к-*<х>, получаем
х - ( Е — B)~ld,

а это есть решение (8.3.6), что и требовалось доказать.
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Для иллюстрации итерационного процесса рассмотрим систему 
уравнений

.V, = 0.1*, —0 , l t 2+ I,

.*2 =0 ,05*, +  0,1*2 — 1.
Здесь

|| В ||=  max £  1 М = ° .3 < 1 -

Итерационный процесс
х ?  + 1'= 0 ,1*Г -0 ,2лг <?'+!,
* ? + |,»0,05дг?, +0,1дг?‘- 1

с начальным вектором *\°’ = 0, *^°'=0 дает следующие приближения:
*V’= 1.0: jcV**=0,1 -1,0—0,2 (—1, 0 )+ 1 ,0=  1,3; * \3, = ...;
лгУ‘= —1,0; *£ '= 0 ,05• 1,0+ 1,0(— 1 .0 ) -  1,0= -1 ,05; *<,3'= ...  .

Оценим число арифметических операций, выполняемых за один 
шаг итерационного процесса. Запишем (8.3.5) на фортране, исполь
зуя следующие обозначения: вектор *'* + |)-*Х1 (1), </-*D(I), 

*Х(I), матрица Z*-»B(I.J), 1^1. J < N . Имеем
DO 2 1 =  1, N
S = 0.
DO 1 J = l.N

1 S = S + B(I,J)*X(J)
2 X(I)= S +  D(I)

Таким образом, при л-»оо число арифметических операций
О (л2). Если заданная точность вычислений е достигается за 
К итераций, то общее число операций О (АГл2). Сравнивая с вычисли
тельными затратами метода исключения О (л3), можно сделать 
вывод, что при больших л метод простой итерации будет менее 
трудоемким.

Слабым местом метода простой итерации, да и других 
итерационных методов, является отсутствие единого практического 
подхода к поиску преобразования (8.3.1) в систему (8.3.6), чтобы 
выполнялось условие сходимости (8.3.7) для любых невырожденных 
матриц А , хотя для некоторых частных видов А такое преобразова
ние и можно указать, например для матриц А с преобладанием 
диагональных элементов Я

I«мI>  X К ; ! ’
J- 1
i+J

Каждое из уравнений системы (8.3.1)
а1Лх 1 +  .. .+ а 1лхя=Ь„ 1</5£л.

разделим на аи  и перенесем члены с * ,, х2, ..., * , - , ,  * ,+ ,,..., дг. 
в правую часть. Получим

ai. I <*/1 _ | аи  +1 atm b



Нетрудно проверить, что матрица правой части В имеет норму 
меньше I. В обозначениях

лм = ~ — - 1+ 1  Лм =0;
аи аи

итерационный процесс (8.3.5) сходится.
8.3.3. Оценка iioi рсшности метода простой терапии. Возьмем 

в качестве вектора дг,0) нулевой вектор.
Т е о р е м а  8.7. Пусть ||/? ||< 1 . Тогда имеет место неравенство

* > 1. (8.3.9)
где х 1к)— к-с приближение, полученное из (8.3.5), х  — точное решение
(8.3.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Приближение дг<м определяется из (8.3.8) 
*<*> = (Д‘ -* + Вк- 2 +  ... +  E)d.

Точное решение:
.v = (Я‘ ' 1 + Вк' 2 +  ... + £')</+ (Д‘ + Вк f 1 +  ...)d.

Вычитая из первого равенства второе и оценивая нормы, получим 
|| х * ' - х  II = II Вк + Вк *1 + ... II II d  KOI В I '‘ +  II В II1‘ ♦1 +...) II d  |  (8.3.10) 

Сумма (|| В ||* +1| В ||* +1 +  ...)— это сумма бесконечной геометричес
кой прогрессии со знаменателем ||/? ||; она равна

i i t i i ‘/ ( i - m ) .
Отсюда и из (8.3.10) следует (8.3.9), что и требовалось доказать.

Оценка (8.3.9) называется априорной оценкой погрешности, так 
как, не проводя вычислений, по | |£ | |  и || d  || можно оценить 
погрешность Аг-го приближения дг**’, а по заданной точности 
е легко определяется необходимое число итераций. Действительно,

| |Д | ‘ М И « е (1 - ||/> ||) ,

Т е о р е м а  8.8. Пусть || В || <  1. Тогда имеет место неравенство

II H r z r b  II II- t8-3-1')I -ajl в  II
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что

*<*>—jc=S(jc“ _ I,- jr ) .  (8.3.12)
Прибавим к левой и правой части этого равенства х '*"1’ и перепи
шем его следующим образом:

Приравняв нормы левой и правой части и воспользовавшись 
неравенством треугольника, получим

II ДГ(* '1,-ЛГ II S* II II + II в II II xik~l,- x  ||.

\
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Отсюда следует неравенство

Из (8.3.12) имеем

|Х « - Х К 1 * 1  II х <4_1)- х | | .
Последние два неравенства дают оценку (8.3.11), что и требовалось 
доказать.

Оценка (8.3.11) называется апостериорной оценкой погрешности, 
так как ее получают по известной || В || и вычисленным приближе
ниям дг'*'11 и х (*'. Целесообразно получать как априорную, так 
и апостериорную оценку погрешности, поскольку их сравнение 
дает возможность оценить вычислительную погрешность итераци
онного процесса.

8.3.4. Метод Зейделя. Отличие метода Зейделя от простой 
итерации состоит лишь в том, что при вычислении (к +  1)-го 
приближения полученные х'**1' компоненты вектора х ,к+|’ сразу 
же используются в вычислениях. В координатной записи итераци
онный процесс Зейделя имеет вид

начальный вектор х (0,=(х\0'...... xi0’) задается; к = 0 ,  1, 2......... В мат
ричной записи (8.3.13) можно представить так;

л«‘ + ,»=С/х'‘' + 1 х ,4 + 1,+ </,

где матрицы U, L получены разложением В в сумму:

B = U + L ;

матрица V — верхняя треугольная часть В, включая диагональ; 
L — нижняя поддиагональная часть В\

Таким образом, метод Зейделя можно записать в форме (8.3.3), 
если принять C = ( E —L), В - U .  Имеем

Заметим, что построение матрицы, обратной ( E - L ) ~ l , не представ
ляет труда, так как это нижняя треугольная матрица.
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(8.3.15)
тогда последовательные приближения {.г1*1}, полученные из (8.3.14), 
сходятся к точному решению системы

* = Bx +  d

при любом начальном векторе * (0).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что метод Зейделя (8.3.14)— это 

метод простой итерации для системы

которая эквивалентна исходной x = B x  +  d. Обозначая (E—L)~l U =  
= В |, (£ — L ) ' 1 d = d x, запишем (8.3.14) следующим образом:

Теперь утверждение теоремы следует из теоремы 8.6.
Заметим, что оценка погрешности k-то приближения метода 

Зейделя в случае выполнения (8.3.15) вытекает из (8.3.9), (8.3.11) 
при условии замены В на Вх:

Выше приводились достаточные условия сходимости последователь
ных приближений (|| в  || <1, || в , || <1). Заметим, что области сходи
мости метода простой итерации и Зейделя лишь пересекаются: 
существуют матрицы В, для которых метод Зейделя сходится, 
а метод простой итерации расходится, и наоборот.

Для иллюстрации итерационного процесса Зейделя рассмотрим 
систему

* = ( £ - / . ) '*  U x + { E - L ) - ' d

x ik* l) =  Blx ,k)+ d l.

J* , = t),l* , -0,2дг2 + 1, 
j x j ”  0,5*i+0,1*2-  !•

*, =0,1 * , — 0.2*2 +-1. 
*2 =  0,5* ,+ 0.1*2 — 1-

Здесь

B=»U+L;

Итерационный процесс
*\M1I=0,1*?> -0 ,2*?»+ 1, 
* y ^ 1» = 0 ,0 5 * r " + 0 ,l* j» - l
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с начальным вектором х\о,=0. х{[0,= 0  дает следующие приближения: 
1,00; х \2' =  1,2900; *\3, =  ... 

хУ’= —0,95; х Ч ' = - 1,0305; х? '  =  ...

•  8.4. Вычисление собственных значений 
и векторов

8.4.1. Введение. Большинство алгоритмов определения собствен
ных значений и векторов матрицы А основаны на приведении 
А с помощью невырожденных преобразований к такой матрице 
А’, для которой проблема собственных значений является простой. 
Например, если А — вещественная матрица с различными вещест
венными собственными значениями X,, ..., X., то матрица преоб
разования Т, которая приводит А к диагональному виду, полностью 
решает проблему. Действительно,

Столбцы матрицы Т  образуют полную систему собственных 
векторов матрицы А, а диагональные элементы А ’ суть собственные 
значения А.

Чтобы определить собственные значения матрицы (при тех же 
предположениях относительно Х(), не обязательно приводить ее 
к диагональному виду. Достаточно привести ее к треугольному 
виду, поскольку на диагонали будут расположены собственные 
значения матрицы А:

откуда следует, что собственные значения А *

M ^ ) - K u , e b ......
Остается показать, что Х(Л) = Х(Л*). Это вытекает из равенств

del (А * -  ХЕ) = del (Г " 1А Т -  ХЕ) = det (7” 1 (А — ХЕ) Т) =
= det Г ' 1 det (А -  ХЕ) det Т =  det (А -  ХЕ).

Определение собственных векторов е* треугольной матрицы А ’ 
является простой задачей, так как она эквивалентна решению

«1.1 ••• я  1л

/Г  = - Т ~ х АТ.

Действительно, характеристическое уравнение А

det (А’ —Х£)=0
представляется в форме

(а\л -Х)(а-2,2- Х ) ... « „ - > . ) = 0 ,
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системы однородных уравнений А V, = а'_,е„ К  / <  и, с треугольной 
матрицей и каким-либо дополнительным условием, однозначно 
выделяющим собственные векторы, например <’!,(= 1, 1 < /< л . Зная 
собственные векторы матрицы А \  можно получить собственные 
векторы А с помощью матрицы преобразования Г

е>=Те1

поскольку из равенства
Т - 'А Т е:  =  аЪе’,

следует соотношение
А(Те;) =  а-и (Те').

Заметим, что вещественная матрица, если она имеет комплекс
ные собственные значения, не может быть приведена к треугольной 
матрице А’ с помощью вещественного преобразования. Матрицей, 
к которой можно привести любую матрицу А с помощью 
вещественного и даже ортогонального преобразования, является 
почти треугольная матрица А':

Г * ь  - ........... а \я
II•т а  *2,1 •• .......... а*2.»

Г О а'щя- \а \ ,я

(8.4.1)

В задаче определения собственных значений и собственных векторов 
первым шагом является приведение матрицы А к форме (8.4.1). 
Эту процедуру целесообразно выполнить для того, чтобы даль
нейшие вычисления вести с ненулевыми элементами А \  которых 
при больших п почти вдвое меньше, чем у исходной матрицы 
А. Для симметричных матриц А форма (8.4.1) принимает вид

А' =

<*1.101.2

«2.1^2.202.3
О

О а , . , - 1
’ 1."

(8.4.2)

А' называется трехдиагональной матрицей; для нее a , j = 0, если 
Й -У |> 1 .

8.4.2. Приведение мазрицы к почти треугольному виду. Приведе
ние матрицы А к виду (8.4.1) будем осуществлять с помощью 
ортогональных преобразований Т, которые, как известно, сохра
няют длину векторов, т. е.

II 7*12 = 11 *112 или (7х, 7х) = (х, х).
Напомним, что матрица ортогонального преобразования Т обла
дает свойством

Т~' =  г ,
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Рис. 8.8 Рис. 8.9

где Т  — транспонированная к Т матрица; кроме того, произведение 
ортогональных матриц есть ортогональная матрица.

В качестве матриц Т  будем рассматривать матрицы отражения.
Матрица отражения Т, порожденная вектором </=(</,, d2......d„),
определяется формулой

T = E - 2 d d

Гd i d \d 2 •• d td„
d2dt d i .. d2dK

d A djd2 .. d i

(8.4.3)

где =
Геометрически матрица Т  задает отражение вектора х  относи

тельно плоскости с единичным нормальным вектором d  (рис. 8.8).
Заметим, что матрица Т  симметрична, ортогональна: T d = —d; 

если вектор х  ортогонален d, то Т х = х .
Построим элементарное отражение Т, которое переводит задан

ный вектор a = ( a i , а2, ..., ая) в вектор, коллинеарный вектору 
/, =(1, 0, ..., 0). Таких отражений два (соответствуют ниже знакам 
± )  (рис. 8.9):

Г а = ± Ц о |2е,.
Вектор d, порождающий искомое отражение, задается формулами

d =  с (а, ТII а || 2, а....... ая), (8.4.4)
где константа с определяется из условия

U l i - 1 .  (8.4.5)
Объединяя (8.4.4), (8.4.5) и (8.4.3), получим искомое отражение Г.

Для однозначного приведения вещественной матрицы А к виду
(8.4.1) обычно используют дополнительное требование, состоящее в том, 
чтобы значения поддиагонали в (8.4.1) были одного знака, например

a’u . i ^ 0, 2 < /< л . (8.4.6)
Это условие выделяет определенный знак в (8.4.4) и единственное 
элементарное отражение.

Алгоритм приведения к почти треугольной матрице следующий.
1-й ш аг. Определим матрицу п-го порядка:

'■-с. ;>
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где Т , — матрица (п — I )-го порядка — отражение, переводящее 
вектор

с::)
в вектор, коллинеарный /, =(1, 0, .... 0). Матрица 

имеет вид

А '  =

* * *

* * *
о * *
о * *

о • ’ *

* *
* *
* *
* *

где знаком * обозначены элементы, которые могут отличаться 
от нуля.

2-й ш аг. Определим матрицу и-ro порядка:
( \  0 о \

5 2 = 1 0 1 0 I,
\ о  о tJ

где Т2— матрица (я—2)-го порядка— отражение, переводящее 
вектор

('ОV . . 2 '
в вектор, коллинеарный /, =(1, 0 ,... 0). Матрица 

имеет вид .

А'--

* * * * *

* * * * *

0 * * * *

0 0
*♦

* * *

0 0 * * *

1 «3.2^0,

Продолжая этот процесс, после п — 2 шагов получим

A = S„ -2  S t A S t ... 5„_j,
где А ’— матрица (8.4.1), для которой выполняются неравенства
(8.4.6).

Если на каком-либо шаге /' получился нулевой вектор, для 
которого строится отражение, то полагают S, =  £. Окончательно 
ортогональное преобразование Т матрицы А к почти треугольному 
виду определяется произведением ортогональных матриц S,:

Т =  SK-2 -  S,.
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Если матрица А симметрична, то промежуточные матрицы 
и конечная оказываются также симмет ричными; следовательно, почти 
треугольная форма таких матриц является трехдиагональной (8.4.2).

8.4.3. Раг-южснис ма'рицы в проиинмснис оркн«виной и греуголь-
1и>н Maipmi. Будем считать, что матрица А приведена к почти тре
угольному виду (8.4.1). Найдем разложение матрицы А в произведение:

A = QR. (8.4.7)
где Q ортогональная матрица. R -  верхняя треугольная матрица:

•  *

О

Определим матрицу элементарного вращения:
I

Г 1

Л=

о

1
sinO,cos0, 

—cos0,sin0,
О 1

1
Можно проверить, что Р„ 1 < |< л — 1, — ортогональные матрицы. 

Умножая матрицу А вида (8.4.1) на матрицу Л,, получим
sin0,cos0, « 1 .1  -  « 1 .»

— cos0,sin0, 0 a2.l — а 2.я
1 '  . '■

0 0
1 «я.*  -  1«я,я

а, , sin0, + д 2 , cosO, 
—а, , cos0, + a 2,i sin©,

<»Э.2

я, „sinO, + а 2 „cosO, 
-а, „cos0, + а 1яsinO,

а 3..

Выберем угол 0, таким, чтобы поддиагональный элемент в первом 
столбце обратился в нуль:

- а 1л cos0, +  а2л sin0, =0, 0, =  a rc tg (a ,,/a 21).
В результате умножения матрицы А на /*,, Р2. .... Рп- \  и соответ
ствующего выбора углов вращения 0, все поддиагональные элемен
ты матрицы А можно обратить в нуль. Таким образом, получим

... P XA =  R, (8.4.8)
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где R — треугольная матрица. Из (8.4.8) имеем
A =  QR.
Q = P \ P \ . . .  /% -ь

т. е. (8.4.7). Матрица Q ортогональная как произведение ортого
нальных матриц.

8.4.4. 4М?-ал1оритм определения собственных значений и векторов.
Пусть матрица А приведена к почти треугольному виду (8.4.1). 
Если бы поддиагональ в (8.4.1) обладала свойством

т. е. в матрице А отсутствовали бы соседние ненулевые поддиаго- 
нальныс элементы, то матрица А имела бы блочно-треугольную 
форму

Здесь A h — квадратные блоки порядка 1 или 2. Блоки второго 
порядка соответствуют ненулевым элементам поддиагонали.

Так как А ’ и А имеют одни и те же собственные значения, то 
блоки А ц  первого порядка— это собственные значения А. Собствен
ные значения блоков А ^  второго порядка — это также собственные 
значения А, но среди них могут быть комплексные числа.

Таким образом, приведение матрицы А к форме (8.4.9) пол
ностью решает проблему собственных значений. Собственные 
векторы после приведения к (8.4.9) также легко определяются.

Однако для матрицы А , вообще говоря, не существует конечного 
вычислительного процесса над ее элементами, приводящего А к форме
(8.4.9). Рассматриваемый здесь ^/{-алгоритм дает последовательность 
матриц Л<м почти треугольного вида (8.4.1) таких, что

Когда сходящиеся к нулю поддиагональные элементы матриц А ,к> 
будут иметь величину меньше заданной точности, £>Я-алгоритм 
завершается.

Каждый шаг QR алгоритма состоит в переходе от матрицы 
A ik) к матрице Л,г+1\  к - 0 , 1...... А ,0) =  А по следующему правилу.

1. Матрица A ik> разлагается в произведение ортогональной 
и треугольной матриц

по схеме (8.4.3).
2. Матрица A(t*l> определяется перестановкой сомножителей 

в (8.4.10):

a u - ia *+ и**0, 2 ^ / ^ я -  1,

(8.4.9)

(8.4.10)

Л“ + *=0,  1, 2, ... (8.4.11)
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Из (8.4.10) определим

Отсюда

или
/ 4«*+ ‘ > = ( ^ ' * > ) - > . . .  ( е « ° ' ) - ^ е <0>. . .  0 <м.

Обозначим Pik) =  Q i0>... Q ik>. Тогда @Я-алгоритм можно записать 
в форме

Это соотношение указывает, что собственные значения матриц 
А(к) и А совпадают.

Сформулируем утверждение о сходимости QR алгоритма.
Т е о р е м а  8.10. Пусть матрица А невырождена, имеет различные 

собственные значения 1 < /< л , модули |Х, | которых, за ис
ключением комплексно-сопряженных, также различны и упорядочены 
в порядке невозрастания, тогда при к-*со

8.4.5. Применение библиотечных программ. Рассмотрим следую
щую задачу: определить собственные значения матрицы

Матрица А — симметричная, поэтому для решения поставленной 
задачи применяется программа B0A0:

REAL A(3,3),G(3).W(3)
INTEGER К ,N.I
DATA A /l.,2.,3.,2.,4.,5.,3.,5.,6./
DATA K,N.I/3,3,0/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ B0A0 
CALL B0A0(A.K,N,G,W,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ 
WRITE (5,1) G

1 FORMAT (2X.3E13.6)
END

Рассмотрим задачу определения собственных значений и собст
венных векторов матрицы А:

Для ее решения применим программу B0A3:
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REAL A(3,3),G 1(3),G2(3),X 1(3,3),Х2(3,3)
INTEGER K,N,L1,L2,J(3),I 
DATA A/l.,4.,7.,2.,5.,8.,3.,6.,9./
DATA K ,N ,L I,L 2,I/3 ,3,3,3,0/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ B0A3
CALL В0АЗ(А.К,N,G 1,G2,X 1,L 1,Х2, L2,J, I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
WRITE (5.1) (G(I),G2(I),1 =  1,3)

1 FORMAT (2X,'RE',E13.6,2X.'IM',E13.6)
С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

WRITE (5,2) ((X(J,I),X2(J,I),J = 1,3)1 =1,3)
2 FORMAT (2Х,Е13.6,2Х,Е13.6)

END

•  8.5. Линейная оптимизация

Рассмотрим задачи, которые в математической литературе 
обычно называют линейным программированием. Термин «линейное 
программирование» появился до широкого использования ЭВМ 
и в этой книге не употребляется из-за его несоответствия 
современному пониманию смысла программирования.

8.5.1. Постановка канонической задачи. Каноническая задача 
линейной оптимизации формулируется следующим образом: найти 
вектор * = (* 1, ..., x j ,  доставляющий

m inO(.v)=c,*, +C j*2+  — (8.5.1)
при условиях

в 1 Л -* 1 + в 1. 2 - * 2 + - + в 1 . Л  =  * 1 ,  (8  5 2 )
° г .1 х  1 + а 1шг,дс, + ...  +  а2'Щ.хя = Ь2,

a„.i + а Я' 2х 2+. . .  +  атяхя =  Ьт,
- * , ^ 0 ,  1< 1< л , bj^O,  (8.5.3)

Задача (8.5.1)— (8.5.3) сокращенно записывается в матрично-вектор- 
ной форме так:

min(c, х),
Ах =  Ь, (8.5.4)
х  ^ 0 , Ь ^0 ,

где вещественные матрица А =  (aLJ), векторы с(, bJy 1
заданы; строки матрицы А линейно независимы, откуда, в част
ности, следует т <  п. Неотрицательность элементов вектора b легко 
получить, умножив, если это необходимо, соответствующие не
равенства в (8.5.2) на —1.

В общей постановке задача линейной оптимизации может не 
иметь каноническую форму. Однако, как будет показано ниже, 
введением дополнительных переменных в вектор х  каждая задача 
сводится к канонической.
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Функция Ф(дс) называется целевой функцией задачи, система
(8.5.2), (8.5.3) — системой ограничений.

В обшей постановке задачи линейной оптимизации, возможно, 
ищется максимум целевой функции тахФ(дг). Тогда замена целевой 
функции на -Ф (х) сводит исходную задачу к минимизации 
тш(-Ф (дс)). Кроме того, в соотношениях типа (8.5.2) могут 
присутствовать неравенства, например условие

о ,дс ,+ а2дс2+ .

или
а 1х 1 +  а2х 2 +  . . . + а ях„2Ь.

Тогда каждое неравенство можно заменить двумя соотношениями 
вида

а,дс, + а 2х 2 +  ... + a , x ' + x „+, =  />,

*■+1 ^ 0 ,
или

а,дс, + д 2дс2 + ... + а лхщ- х я+2 =  Ь,

хя + 2 ^0*
целевую функцию — записать в форме

Ф(дс) - с, дс, + ...  +  с„х,+ Оде. +, +  0лг„+2
и таким образом привести общую задачу линейной оптимизации 
к каноническому виду.

8.5.2. Примеры задач линейной оптимизации. Следующая задача об 
определении максимальной прибыли производства является типичной 
задачей линейной оптимизации. Пусть для изготовления п видов 
продукции в количестве дс,, дс2, ..., х. расходуется т видов сырья. 
Расход сырья /'- го вида на единицу j- го вида продукции равен atj ,  запас 
сырья /'-го вида ограничен величиной bt. Каждая единица продукции 
/'-го вида дает прибыль с, руб. Задача поиска вектора * = (* ,,  .... 
дс,)— количества продукции каждого вида, дающего максимальную 
прибыль,— принимает следующую форму: найти дс, доставляющий

тахФ(дс)=с,дс, + с 2дс2 + ... +с.дс,
при ограничениях

И
£  at jX j^ b , ,  1 < /'< /л ,

7-1
дс(^ 0 , 1 < /'< //.

Таким образом получили задачу линейной оптимизации, которая 
введением дополнительных переменных легко приводится к канони
ческой форме.

Второй пример линейной оптимизации дает так называемая 
транспортная задача. Пусть в /-м пункте, l ^ / ' ^ /я, отправления

336



имеется d( количество груза, в j -м пункте, 1 назначения
требуется bj количество этого груза. Пусть c , j — стоимость пере
возки единицы груза из /'-го в j -й пункт. Предположим, что

т п

I 4 - I  V
1 - 1  J - 1

т. е. весь груз должен быть вывезен на пункты назначения.
Транспортная задача состоит в поиске x = x , j ,  1<у'<л,

доставляющего
т .п

тш Ф (х )=  £  Ci'jXi'j
i.J“ »

(минимизация транспортных расходов) при естественных условиях
Л

1 “  1 
т

I xu =b j ,
I - 1

Xf.j ^  0.
Размерность неизвестного вектора х  в транспортной задаче равна 
тп. Нетрудно заметить, что получается каноническая форма задачи 
линейной оптимизации.

8.5.3. Геометрическая интерпретация. Рассмотрим каноническую 
задачу линейной оптимизации на плоскости: найти

minO(.v)=(r,JC, + с 2х2)
при ограничениях

в 1.1*1+в 1.1*2 =  ̂ 1» 
а 2 . 1 Х 1 +  а 2 . 2 * 2  =  ^ 2 »

■* ДГ, >0, Х2 ^0 .
Заметим, что линейная функция Ф(х) = с ,х , + с 2х2 на плоскости 
задает семейство прямых (рис. 8.10) уравнением

Ф(*)«/>.
Неравенства х, ^ 0 , х2 ^ 0  выделяют I квадрант плоскости (* ,, х2) 
(рис. 8.10).

• Xt

| х ,> 0  
^ x j >0

'7 7 7 7 7 7 7 7 7 /7 \

Рис. 8.10
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Ограничения в форме равенств могут быть следующего вида:
1) отсутствуют;
2) одно ограничение;
3) два ограничения.
Предположение о линейной независимости строк матрицы 

А эквивалентно в случае двух ограничений существованию един
ственного решения системы уравнений

Ах =  Ь.

Обозначим решение *=(.* ,, х 2). Если выполняются неравенства
х, SsO, х2 ^0 ,

то это и есть решение задачи линейной оптимизации, а оптимальное 
значение равно

Ф (*)=с, х ,+ с 2х 2.
Если выполняются неравенства

х , < 0  или х 2 <0,
то задача неразрешима (рис. 8.11). Заметим, что два линейно 
независимых ограничения типа равенства (в многомерном случае т = п )  
приводят к тому, что исходная задача оказывается неоптимизационной. 
Ограничения однозначно определяют единственное решение х, 
а целевая функция Ф(.г) принимает «навязанное» ей значение Ф(.г).

В случае одного ограничения типа равенства, описывающего 
множество точек на прямой

a i x i + a 2x 2=b,
возможны следующие варианты пересечения этой прямой с осями 
координат I квадранта (рис. 8.12):

1) прямая отсекает два отрезка;
2) прямая отсекает один отрезок;
3) прямая не пересекается с осями.
Если прямая не пересекается с осями координат I квадранта, 

то задача неразрешима.
Если прямая отсекает один отрезок, то возможны три варианта. 

Проекция вектора градиента целевой функции £га(1Ф(.*)=(с,, с2):
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1) направлена внутрь квадранта;
2) направлена вне квадранта;
3) равна нулю.

Так как вектор градиента направлен в сторону возрастания Ф(дг), 
то нетрудно понять, что в случае 2) целевая функция Ф(дс) не 
ограничена снизу; вдоль прямой а ,* ,+ а 2х2 = 6 значения Ф(лг) 
убывают и Ф(дс)-»—оо (рис. 8.13). В случае 3) вектор (с,, с2) 
коллинеарен вектору (а ,, а2). Следовательно, для того чтобы 
выполнялось ограничение, необходимо совпадение прямых Ф(х)=/> 
и а,дг, + а 2х 2 =  Ь. Отсюда получаем: оптимальными являются все 
точки пересечения прямой ограничения с прямой Ф(дг)=р, лежащие 
внутри I квадранта (рис. 8.13). В случае 1), поскольку вектор 
вгаёФ(дг) направлен в сторону возрастания Ф(х), целевая функция 
Ф(х) достигает минимального значения, когда прямая Ф(х)=/> 
проходит через точку х  пересечения прямой ограничений с осью 
координат I квадранта (рис. 8.13). Следовательно, оптимальной 
является единственная точка х.

Если прямая a l x l + a 2x 2= b  отсекает два отрезка на осях 
координат I квадранта, то в зависимости от направления проекции 
градиента на ''эту прямую возможны (рис. 8.14) три варианта:
1) Проекция направлена в сторону точки пересечения с осью О х 2; 
тогда оптимальная точка— точка пересечения с осью О дг,. 2) Проек
ция направлена в сторону точки пересечения с осью O x t ; тогда 
оптимальная точка— это точка пересечения с осью О х 2. 3) Проек
ция равна нулю; следовательно, прямая Ф{х)=р  должна совпадать

Рис. 8.13
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Рис. 8.14

с прямой ограничения, отсюда оптимальными являются все точки 
прямой ограничений, лежащие внутри I квадранта (рис. 8.14).

Наконец, если ограничения в форме равенств отсутствуют, то 
возможны (рис. 8.15) следующие оптимальные решения в зависи
мости от направления вектора grad Ф(х):

1) единственная оптимальная точка jc, = 0, х 2=0;
2), 3) бесконечное множество оптимальных точек (оси координат);
4) целевая функция в 1 квадранте не ограничена снизу.
Результатом геометрических рассмотрений задачи линейной

оптимизации на плоскости являются следующие выводы, которые 
справедливы и в многомерной задаче.

Линейная целевая функция Ф(х) может достигать единственного 
минимума в точке х  только на границе области х ,^ 0  (рис. 8.13, 
/); функция не достигает минимума (рис. 8.13, 2; 8.15,4). а значит, 
задача линейной оптимизации неразрешима. Наконец, возможна 
ситуация наличия бесконечного множества решений (рис. 8.13, 3; 
8.14, 3; 8.15, 2, J).

Мы не будем рассматривать неразрешимые задачи, поскольку 
в этом случае следует обратиться к технической постановке 
проблемы, а также задачи с бесконечным множеством решений, 
так как они неустойчивы. Возмущение коэффициентов с, целевой 
функции Ф(.*) приводит такую задачу либо к единственной точке 
минимума, либо к неразрешимой задаче.

8.5.4. Симплекс-метод. Допустимым решением задачи (8.5.1)—-
(8.5.3) назовем вектор лг=(д:,, ..., *„), удовлетворяющий ограни
чениям (8.5.2), (8.5.3). Допустимое решение, минимизирующее Ф(х), 
является оптимальным. Напомним, что ранг матрицы А равен т.

Рис. 8.15
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Предположим, что решение задачи существует и единственно. 
Тогда оптимальное решение может быть получено из каких-то 
п --/и уравнений (8.5.2) и каких-то п —т равенств

.V, =  0 ,  1 < А '< л .

Но каких именно, неизвестно. Симплекс-метод представляет собой 
алгоритм решения этого вопроса.

1-й ш аг: выбор базисного решения. Выберем п—т свободных 
f  неизвестых в (8.5.2), а остальные т переменных (базисные) выразим 

через них. Пусть отличный от нуля минор «i-то порядка расположен 
в левом верхнем углу матрицы А. Тогда из (8.5.2) можно найти

*2 +  «2.» + Г 1 +  -  +  *2..*, = 02. (8.5.5)

(8.5.8)

♦ 1 *я ♦ 1 +  -. +  ая>.дг. = .

Предположим, что
frSsO, 1 < / < т .  (8.5.6)

Подставляя (8.5.5) в (8.5.1), получим

*(•*■♦!......x. ) = y m+ixm+1 + ...  +7,дг,+Ф0, (8.5.7)
где константы у(, Ф0 вычисляются по с„ р(. Условие (8.5.6) 
позволяет принять вектор х  с компонентами

fPi. U K m ,
1 |0 ,  т +  1 < / <л, 

в качестве допустимого базисного решения.
Выбор таких базисных переменных, чтобы выполнялось условие

(8.5.6), нетривиален. Соответствующая процедура описана ниже. 
Если в (8.5.7) все у(>0, т + 1 < / '< л ,  то (8.5.8)— единственное 
оптимальное решение, оптимальное значение Ф = Ф0.

Пусть среди коэффициентов у, есть отрицательные числа, у 
минимальное из них. Тогда выполняется второй шаг.

2-й ш аг: замена допустимого базисного решения (8.5.8) новым 
с уменьшением целевой функции.

Рассмотрим числа

— , K i ^ r n ,  л т + К У ^ л .

Выберем из них положительные, а среди положительных — наиболь
шее Пусть это число

д с • (8.5.9)
* i . j

Новое базисное решение определяется формулой (8.5.9) (Xj вводится 
в базисные переменные) следующими соотношениями:

( - “ /.у-*/^0 .
» » + 1 < /< л , /#У.
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Заметим, что дг, =  0 (дг, выводится из базисных переменных). 
Целевая функция на этом решении равна

и в силу выбора J, I ее значение на новом базисном решении 
меньше, чем на старом.

Вводя в (8.5.5) строку

ных переменных.
Повторяем второй шаг до тех пор, пока все коэффициенты 

при свободных неизвестных в целевой функции не примут поло
жительные значения.

8.5.5. Первый шаг симплекс-метла. Симплекс-метод, как указы
валось выше, предполагает на первом шаге выбор базисных 
переменных * 1, .... хя таким образом, чтобы выполнялись условия
(8.5.6). Для такого выбора можно вводить дополнительные пере
менные. Этот подход позволяет установить существование до
пустимых решений. Однако для его реализации требуется решать 
еше одну задачу линейной оптимизации тем же симплекс-методом.

Рассмотрим исходную задачу (8.5.1)— (8.5.3). Для нее построим 
вспомогательную задачу: найти

для неизвестного вектора х  с т дополнительными переменными

..., хпЛт— за базисные, получаем базисное допустимое решение 
вспомогательной задачи:

Затем, применяя последовательно второй шаг симплекс-метода, 
находим оптимальное решение вспомогательной задачи. Если это 
решение таково, что оптимальное значение *1> = 0, то оно определяет

*/./

получаем каноническую форму задач^ относительно новых базис-

min \|/(.v,+1...... дг,+J  = *„+, + * „+2 + ...  +х„+т

и условиями

e i , i* i+ « i .2 * a + - + « i . .* .+ * .+ i= * i .  
«2.1 *1 +  «2.2*2+  -+«2,..*.+  ■*.♦» =*>2.

« -.1* 1+««.2*2+  ■■•+ая.яхя +  х ^ я =  Ьт, 

х( ^ 0, 1 < /< л + т .

Принимая дг,, х 2.......  х„ за свободные переменные, а дс.+ 1, jc<+2.

Хщ+, =  Ь,>  0,
jc, = 0,



допустимое решение исходной задачи; если \|>>0, то исходная 
задача не имеет допустимых решений.

8.5.6. Применение программы В1А0. Решим задачу линейной 
оптимизации

max Ф(дг) =  10.*, -лг2 -  9.*3—8дг4
при ограничениях

-2лг, + * 2 +  Здг3+ дг4 =  2,
-  5.v, +  2дг2 +  Злг4 = 5,

7.t, -  4.х2 +  х 3+ 4.v4 < 1,
3.x i  +  2jc2 +  5jcj +  6.v4 <  10. 
х, >0, 1</«£4.

Предварительно приведем задачу к каноническому виду, дополнив 
вспомогательными переменными ,v5, х6. Получим

т т Ф , ( х )  = -  Юдг, +дг2+9.Хз +  8дс4+ 0 -х 5+ 0  х6
при ограничениях

-  2 х , +  х 2 +  3 х  j + х 4 + Ox j + 0дс6 =  2,
-  5.т, +  2х 2+ 0дг3 + J.v4+ О.г 5+ 0х6 = 5,

7дс1-4лс2 +  дг3+ 4л4 + х 5+0дг6= +1,
Зх, +  2х2 +  5х3+ 6х4+ 0 х 5 +  х6 = 10,

х, ^  0, 1 ^  / < 6.
I Зададим абсолютную точность выполнения неравенств х ,^ 0 , 

равную 10 ~5. Программа может иметь следующий вид:
REAL W(24), U(36), Х(6), Е, V(6),А(4,6)
REAL В(4),С(6)
INTEGER M,N,K(4).I
DATA А /-2 .,-5 .,7 .,3 .,1 .,2 .,-4 .,2 .,3 .,0 .,1 .,5 .,

* l.,3.,4.,6.,0.,0., L ,0.,0.,0.,0., 1./
DATA В/2.,5., L, 10./,Е /1.Е — 5/
DATA С /-10 .,1 .,9 .,8 ..0 .,0 ./
DATA M .N .I/6.6.0/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В1А0 
CALL B1A0(W ,M.U,N,X,K,LE,V.A.B.C)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ЗНАЧЕНИЙ ОПТИМАЛЬНЫХ 
С КООРДИНАТ.
С НОМЕРОВ КООРДИНАТ. ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕ- 
С НИЯ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 

WRITE (5.1) (X(L).L= 1,4)
1 FORMAT (2Х.6Е12.5)

WRITE (5,2) К
2 FORMAT (2X,4(I2,2X))

WRITE (5.3) X(5)
3 FORMAT (2X,'FI1=',E12.5)

END



Г л а в а  9

НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
НЕЛИНЕЙНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

•  9.1. Введение

9.1.1. Сравнение линейных и нелинейных уравнений. Важнейшим 
свойством линейных функций у=/(дг) является следующее: f (x )  
удовлетворяют принципу суперпозиции. Принцип суперпозиции 
заключается в том, что если аргумент дг есть линейная суперпозиция 
(комбинация) двух точек

х - с  ,Х, +  C2X2,
с ,, с2 — константы, то значение у  есть линейная суперпозиция 
значения У(дс,) и / ( х 2). а именно

У = Л *) = f ( c  1 *! +  с 2 х 2)=  c i / ( x , )+ с2/ (  х 2 )• (9.1.1)
Например, пусть х, у — векторы. /(дг)=Лл\ где А — матрица 
размером п х п .  Тогда свойство (9.1.1)— следствие свойств матрич
ных операций

/4(с, дг, +  с2х 2) = с , А х 1 + с2Ах2 .
Нелинейные функции y = f ( x )  не удовлетворяют принципу супер
позиции, например для у = х 2 (9.1.1) не выполняется:

(с, дг, +  с2.г2)2 ф с, х \ +  с2х§.
Этот факт лежит в основе различия линейных и нелинейных 
уравнений.

Наиболее общий вид нелинейных уравнений, изучаемых в насто
ящей главе, следующий:

f \  (* i» х 2......* . ) - * ! ,  (9.1.2)
f l\X  1 .*2 ......=

/■(*!• Х2......*„) = >’„.
или в векторной записи

f ( x ) ~ y ,  (9.1.3)
здесь / — функция (или отображение) с областью определения 
D € Еп и областью значений QeE",  вектор у  задается.

Частным случаем (9.1.3) являются линейные уравнения
А х = у .  (9.1.4)
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Первое отличие (9.1.3) от (9.1.4) состоит в том, что область 
определения D в (9.1.3) может не совпадать с £". Например, функция

ln.v=_y (9.1.5)
имеет область определения D = { 0 < x  <  оо}е£* = { — оо <дс < оо}. По
этому решение уравнения (9.1.5) следует искать только в области D.

Второе отличие (9.1.3) от (9.1.4) состоит в том, что в области 
определения D при заданном у  может существовать несколько 
решений. Такой ситуации не было в линейных уравнениях.

В линейных уравнениях возможны следующие варианты. Име
ется:

1) единственное решение;
2) бесконечное множество решений;
3) решений нет.
Линейные уравнения являются частным случаем нелинейных, 

поэтому для нелинейных уравнений возможны упомянутые выше 
три варианта, а также:

4) имеется п решений, 2 < ж о о .
Примером четвертого варианта могут служить задачи определе

ния корней полиномов

а д - о .  (9.1.6)
Если полином /’„(дг) можно представить в виде

где х,— вещественные числа, то уравнение (9.1.6) имеет п решений 
в £ ' .

9.1.2. Геометрическая интерпретация решения системы уравнений.
Каждое уравнение в системе

/ l ( *  1. *2- •... дгя) = 0 ,
f l ( x I, *2 . ■... лс„) =  0.

/ . ( * 1 . * 2 .  •... д с , ) = 0

определяет некоторую (не обязательно непрерывную) поверхность 
в £". Следовательно, решениями (9.1.7) являются точки пересечения 
этих поверхностей.

Для примера рассмотрим систему двух уравнений с двумя 
неизвестными

/ l = * l — * 2  +  3  =  0 ,

/ 2= -дс, +х^ +  а = 0,

где а — вещественный параметр, +  1 < я <  —1. Если изменять 
а в указанном интервале, то имеют место следующие случаи 
(рис. 9.1):

а =  1 — решений нет, 
а  = 1 /4 — решение единственно,
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Рис. 9.1

0£= 0  — два решения, 
а =  — I — четыре решения.

Система уравнений
/ ,= . r , s i n x ,—дс: =0, 
f i —x \ —x l + 1 = 0  

имеет в Е 1 бесконечное множество решений (рис. 9.2).
Корень дг, скалярного уравнения Д х )= 0  интерпретируется как 

точка пересечения кривой y = f(x ) с осью абсцисс (рис. 9.3).
Если нелинейное уравнение записывается в виде

* = ф(*),
то корень л:, такого уравнения представляет собой точку пересече
ния прямой

у ш  х

и кривой
у = ф(дг)

(рис. 9.4).
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Рис. 9.4

9.1.3. Существование решения
и линеаризация. Вопрос о существо
вании решения системы уравнений
(9.1.2) в окрестности точки (дс°, >>0) 
решает теорема о неявной функции, 
известная в математическом анализе.

Т е о р е м а  9.1. Пусть функции 
/ ( дг,, ..., х„), 1 < /< л , непрерывно 
дифференцируемы в окрестности 
точки дг°=(х?, ..., дг?)

fi(x°i...... *?)=.>'?,
Пусть матрица

I  д х 'У * '" "  *?)
4 * ° М  .....................................................................................

\ ^ ? , . . . , л - : ) . . . ^ к ...... х !) ,
невырождена. Тогда существуют непрерывные функции

*1=Ы>’1. ••• Д'.).
в окрестности точки >’° = (>’?, .... >"?), обладающие свойствами

/ifc ilV i.....>'.), .... z„{ylt ..., y,))=yt
г,tv?......>-!?) = *?, 1

Теорема 9.1 дает подход к решению нелинейных систем 
уравнений, основанный на линеаризации системы (9.1.2), т. е. 
замене (9.1.2) на «близкую» линейную систему.

Будем предполагать, что фукции /,(д:,, хт) дважды непрерывно 
дифференцируемы в £". Представим левую часть (9.1.2) отрезком 
ряд Тейлора с центром в какой-либо точке х°:

/< * • )+  Z  II ’ w r .
j - 1 0XJ

Если отбросить в этой формуле остаточный член, то получим 
линеаризованную в окрестности дг°, у 0 систему уравнений (9.1.2), 
которую запишем в матричной форме:

У(лг°)-»-^(д:0)(лг —jc° )= jk°. (9.1.8)
Поскольку точное решение исходной системы уравнений неизвестно, 
в общем случае

А х °)Фу°.
Пусть

deM (jc°)/0 .
Тогда численно решаем систему линейных уравнений (9.1.8), 
получаем решение линеаризованной системы

.х = /Г , (х0) ( / )- / ( х 0))+ х 0. (9.1.9)
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Погрешность численного решения (9.1.8) и погрешность, связанная 
с отбрасыванием остаточного члена, дают полную погрешность
(9.1.9), если принять решение линеаризованного уравнения за 
приближенное решение (9.1.2).

Очевидно, что погрешность линеаризации определяется числом 
обусловленности матрицы Л(.х°) и выбором нулевого приближения 
х°.

Грубое приближение к х°  обычно получают из анализа 
научно-технической задачи.

Линеаризация лежит в основе итерационного метода Ньютона 
(см. 9.3).

В скалярном случае линеаризация эквивалентна замене не
линейной функции /(дс) на линейную, проходящую через точку 
/(.v°) и касательную к Д х ) в точке ,х° (рис. 9.5). Невырожденность 
А(х ) эквивалентна условию Г ( х ° ) ф 0.

•  9.2. Сжимающие отображения

9.2.1. Определение сжимающею отображения. Рассмотрим линей
ное и-мерное вещественное пространство £"; определим в £" 
какую-либо норму ||х || элемента * = (* , , . . . ,  дг„).

Пусть задано, вообще говоря, нелинейное отображение у=<р(дг), 
например, с помощью п функций

.Vi=<Pi(*i> •••. * .) .
>’2 = Фг(*1. *.).

Л  = Ф.(*1...... *»)-
определенное на всем пространстве £".

Отображение <р(дг) переводит £" в себя, если для любого 
элемента дг, принадлежащего £ \  элемент у=«р(дг) также при
надлежит £". Например, отображение y =  sin.v переводит £ 1 в себя, 
отображение y = v/sinx  этим свойством не обладает.
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Отображение cp(.v), переводя
щее £" в себя, называется сжима
ющим в £", если для произволь
ных двух элементов х х е Е "  имеет 
место неравенство

| | < p ( j t ) - < p ( i ) | | « * | | j c - J j | ,  (9  2 .1 )

где коэффициент сжатия а удов
летворяет неравенству

0<<х<1. (9.2.2)
Например, ф(дг)=0,1 sinx— сжимающее отображение в £ 1 с нор

мой || дг || =  |дг |. Покажем, что ф(х) удовлетворяет (9.2.1), (9.2.2). 
Действительно, X

|ф (.г)-ф (х)| = |0 ,1 sinJc—0,1 sin.v| =0,1 |sin.v—sin.f |.
Но из теоремы о среднем имеем

|sin.v-sinjc| =  |cos£ ||x—jf|,
Из двух последних соотношений получаем

|ф (*)-ф (*)| *S0,1 | x - i | ,
т. е. неравенство (9.2.1) с коэффициентом сжатия а = 0,1. 

Действие сжимающего отображения иллюстрирует рис. 9.6. 
Для нелинейных функций <р(.г) требование, чтобы ф(.г) было 

определено на всем пространстве £", оказывается слишком огра
ничительным. Поэтому отображение ф(дг) часто рассматривают 
локально, только в шаре 5, принадлежащем области определения 
D отображения. Шар S — это совокупность элементов хеЕ"  таких, 
что ||х -д :0 ||

S = { x :  |д с-лг° | <г}.
Здесь дг°— элемент, £ "— центр шара, г— положительное число — 
радиус шара (рис. 9.7).

Отображение ф(лг) переводит шар S  в себя, если для любого 
x e S ,  элемент >’= ф(.у) также принадлежит шару S. Например, 
отображение >’= v/sinx  переводит шар |дг—л/2| < я /2 с центром 
в точке дг° = я/2 и радиусом л/2 в себя.

Отображение ф(дг), переводящее шар 5  в £", называется 
сжимающим в S, если для произвольных двух элементов х, x e S  
имеют место неравенства (9.2.1), (9.2.2).

9.2.2. Метод простой июрации. Сжимающие отображения пред
ставляют собой замечательный ipiacc отображений, определяющих 
нелинейные уравнения вида

лг =  ф (лг). (9.2.3)
Для этих уравнений легко ответить на вопрос о существовании 
и единственности решения (9.2.3), а также построить последова
тельность приближений {дс<к|}, сходящихся к решению.
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H U  2

Рмс. 9.7

Если уравнение имеет вид
Д х )= 0 , (9.2.4)

то оно предварительно должно быть преобразовано к форме
(9.2.3), причем таким образом, чтобы ф(дс) оказалось сжимающим 
отображением. Общего приема для перехода от (9.2.4) к (9.2.3) 
не существует, и здесь важен предварительный анализ задачи, 
например исследование линеаризованного уравнения.

Построим последовательность {*“ '} по формуле
,»+1>«ф(*й>), к = о, 1,2,..., (9.2.5)

где х°  — начальный элемент, который следует задать. Если последо
вательность {дс***} сходится к х, т. е.

||дс<4' —дс||-*0 при к —* оо,
а ф(х)— непрерывное отображение, то, переходя в (9.2.5) к пределу

при к -*  ао, получим, что предел х =  lim дг<1)— точное решение
к -*оо

уравнения (9.2.3). Таким образом, решение нелинейного уравнения
(9.2.3) может быть получено как предел последовательности 
итераций {jc1**}.

Приближенное решение (9.2.3) с помощью (9.2.5) называется 
методом простой итерации.

Сравним (9.2.5) с методом простой интерации в системах 
линейных уравнений (см. 8.3). Метод простой итерации (9.2.5) 
является соответствующим методом решения линейных уравнений, 
если обозначить

<р(дс) = Ядг + </,

350



где В — матрица, дг, d — векторы соответствующих размерностей. 
Аналогом достаточного условия сходимости простых итераций 
в линейном случае (||А || < 1) оказывается условие сжимаемости (а < 1) 
в нелинейных уравнениях. Этот факт устанавливает следующая теорема.

Т е о р е м а  9.2. Пусть <р(х)— сжимающее отображение Е" в себя. 
Тогда существует единственное решение уравнения (9.2.3), к кото
рому сходится последовательность {дг1*1}, получаемая методом 
простой итерации (9.2.5) с любым начальным элементом дг(0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что последовательность {дг'*'} 
имеет предел. Это имеет место, если выполнен критерий Коши

Цд:'"’ — дг'"0 || -»0 при я, т -* 0. (9.2.6)
Положим для определенности п > т  и оценим Цдс'*’—дг""’ II- Имеем 
(в силу сжимаемости ф)

Цдс'"’ —дс0"’ || =  Цф(лг(и“ ,))—ф(лг‘" -1,)Ц <at ||jc‘" “ I)—дг'"-1’ Ц =
= а || ф(д:("" 2|) — ф(дг,я- 2)) Ц ^  а 2 1| дг<я~ 21 — х ,я~ 2* || =

« . . .  <«"Ц х<* -")- Л (0>||. I
Отсюда следует, что

|* М _  х (т) у ^  а» ||JC(.-«>_Jf<0) ц

Оценим ||дг," -и)—х (0) Ц. Имеем следующую цепочку соотношений:
||х*-">_*«» Ц = |  ... +
+  || ^ | х (0)_х (»)| +  | х ( » _ ^ М |+ . . .+

+ 1 »- *<"- • > ц ^  Цл<0’—дг(1) Ц (1 + а  +  а 2 + ... ^
„  ll-У101 —-У(1> II 

I - а
Отсюда следует, что

jjpW—ХМ | ^  Ujc,0>—ЛГ<1»||.
I - а

Так как 0 < « < 1 , то при т -*ао получаем
| х м _ х м  || _*о,

т. е. выполняется критерий Коши (9.2.6), а следовательно, после
довательность {дг**1} имеет предел при любом начальном дг10’:

v = lim *<*>.
k ао

Можно показать, что сжимающее отображение ф(дг) является 
непрерывным. Тогда, переходя в (9.2.5) к пределу, получим, что 
предел х — решение уравнения (9.2.2). Таким образом, существо
вание решения доказано.

Единственность решения докажем от противного. Предположим, 
что существует два решения х  и х, т. е.

х = ф ) ,  * =  ф(*),

\
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при ЭТО М  ||X -J? ||# 0 . 
С одной стороны, имеем

||ф (*)-ф (1)|| = | * - 5 1 .
С другой стороны, в силу 
сжимаемости ф(х)
№ф(*)-ф(х)Ц
Из последних двух соот
ношений находим

Я(?-1 II 
что при значениях 

0 < а < 1  и | |х - х | |  # 0  невозможно. Теорема доказана полностью. 
Для иллюстрации теоремы рассмотрим два примера.
1) Уравнение

дг=0,1 sin дг
имеет в качестве ф(дс) сжимающее £ '  в себя отображение

ф(дг) = 0 ,1 sin*.
Единственное решение этого уравнения дс = 0 получается как предел 
последовательности {дс'*'} с любым начальным значением дг(01: 

дг<* + *> = 0,1 sinx'*’, к = 0, 1, 2......
Пусть

х <0,=  1,0,
х п ’ = 0,1 sin 1,0, х <2> = 0,1 sin (0,1 sin 1,0)......

Ход итерационного процесса изображен на рис. 9.8.
2) Уравнение

я . х =  -  sinx

имеет в качестве ф(дг) несжимающее в £ '  отображение ф(х) = л/2 sinx. 
Это уравнение имеет три решения: дг=0, л/2, —л/2 в £ '  (рис. 9.9). При
чем, как бы ни было близко к нулю начальное приближение дс'01, 
последовательные приближения не сходятся к корню jc= 0. Если х<0) >0,
то lim дс№,=л/2, если х<0,<0, то lim jc(** = -  л/2 (рис. 9.9).

*-•00 *-*00
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Последний пример показывает, что сходимость последова
тельных приближений метода простых итераций к решению мо
жет быть и тогда, когда <р(дг) — несжимающее отображе
ние во всем пространстве £". Справедливо следующее утвер
ждение.

Т е о р е м а  9.3. Пусть <р(дг)— сжимающее отображение шара 
S пространства £":

S={*: ||л -д г<0>|| <г}.

Пусть также

|ф (х (0' ) _ х ,0,|  < ( 1 - а ) г .  (9.2.7)

Тогда в шаре S  существует единственное решение уравнения (9.2.3), 
к которому сходится последовательность {дг**1}, получаемая ме
тодом простой итерации (9.2.5) с начальным элементом ,vt0).

Условие (9.2.7) достаточно для того, чтобы ф(дг) отображало 
шар S  в себя.

9.2.3. Оценка погрешности метода простой итерации. Дока
зательство следующих ниже оценок аналогично соответствую
щим доказательствам для метода простой итерации в линейных 
системах уравнений (см. 8.3). Пусть выполнены условия теоре
мы 9.3, тогда справедливы оценки для нормы разности k-ro 
приближения дг'*', полученного из (9.2.5), и точного решения 
х  уравнения дс=ф(х).

Априорная ’’оценка погрешности

||х <к>—дс || ^  зс*г.

Апостериорная оценка погрешности

||д:**’ —дг || ^  ||дг<к) — дг(‘ - , ) ||.
I —а

Если задана абсолютная точность вычислений е, то итера
ционный процесс прекращается по достижении такого значения 
к, при котором правая часть приведенных выше неравенств 
становится <с. Из априорной оценки можно найти требуемое 
число итераций

а*г=е, Ar = ln(e/r)/lna,

для достижения заданной точности е.
9.2.4. Метод простой т е р а п и и  для скалярных и векторных

функций ф(лг). Выше уже приводились примеры отображений ф(дг), 
определяемых скалярными функциями ф(дг). В настоящем разделе 
приводятся достаточные условия, которым должны удовлетворять 
скалярные и векторные функции ф,(дг,, ..., дг„), чтобы они
определяли сжимающие в S отображения.

Рассмотрим нелинейное уравнение

дг =  ф(дг).
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где ф(лг)— скалярная функция. Норму в Е определим ЦдсЦ =  |лг|, 
шар S={x: |дг-дг(0,| <г}.

Т еорема 9.4. Пусть функция ф(дс) непрерывно дифференцируема 
в шаре S. Пусть в шаре S

< а <  1 (9.2.8)

(9.2.9)|ф(.г,0» ) - х (0,| < (1 — а)г.
Тогда справедливо утверждение теоремы 9.3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение б 'дет следовать из теоремы
9.3, если мы покажем, что выполняются ее условия. Очевидно, 
что_ (9.2.7) следует из (9.2.9). По теореме о среднем для 
.V, x e S  имеем

ф ( * ) . - ф ( * ) - ^ ( в ( х - Д

где %eS. Отсюда следует, что

dtp
|ф(*)-ф(.?)| =

dx U ) |дг—Jc| < а |д г -х |,

а так как из (9.2.8) имеем а < 1 , то отображение ф(х)— сжимающее
в шаре S. Все условия теоремы 9.3 выполнены, что и требовалось 
показать.

Для иллюстрации этой теоремы рассмотрим определение поло
жительного корня уравнения

х =  -sm.v

методом простои итерации

* < * + ! > _  - s in . V * * ’ * = 0 ,1 ,2 , . . . ;  дг<0,= 1.5

в шаре 5={дг: |дг—1,5| <0,1}. Определим коэффициент сжатия:

1  = шах
1.4<дг < 1.6

я
- C O S *
2

= 0,267.

Проверим условие (9.2.9):

* sin 1,5 —1,5 0,0667 < (1 -0 ,267)0,1 = 0,0733.

Таким образом, оно выполнено. Согласно утверждению теоремы
9.4, последовательность {.v“ ’} сходится к единственному решению 
уравнения в S. Вычислим два первых приближения:

*<*' = " sin 1,5 = 1.56686; дг12» =  " sin 1,56686 = 1,57078.
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Точное значение корня х = п / 2  с шестью верными знаками после 
запятой 1,570796 показывает, что дг'21 дает четыре верных знака 
после запятой. Ожидаемая погрешность второго приближения, 
следующая из априорной оценки

|* (2,- х |  ^(0.267)2 • 0,1 S 0,007,

оказывается более пессимистической. Это обычное явление, по
скольку при получении оценок берутся завышенные значения 
в правых частях неравенств. Из апостериорной оценки находим 
неравенство

| лг —х |
0,267 

1 -0,267
3,98 • 10 =0,001,

означающее, что в х {2) по крайней мере два верных знака после 
запятой.

Обычно точное значение корня неизвестно, а единственная 
информация о погрешности может быть получена только из 
оценок, поэтому следовало бы продолжить итерации дальше, 
чтобы гарантировать четыре верных знака после запятой у при
ближенного решения х 'Ч

Рассмотрим нелинейное уравнение x=(p(jc), где <р— непрерывно 
дифференцируемая векторная функция, т. е. рассмотрим систему 
п уравнений j :  п неизвестными

*i=<Pi(*i.......-О.
= .......*.)•

Зададим в £" норму х  (например, ||х || = шах |х ,|), шар 5= {х : ||дг—
l < J « n

—х (0>||<г}, определим матрицу:
V

В(х) =
д х '/* 1.......*■)••• a j j f o ........ ^

^ ( * i ....................................*•)

Верно следующее утверждение.
Т ео р ем а  9.5. Пусть функция cp(.v) непрерывно дифференцируема 

в шаре S. Пусть также в шаре S

II в (л г ) |* а < 1

II <р(*<0>)—х '0' || <(1 —а)г.
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Тогда справедливо утверждение 
теоремы 9.3.

Для иллюстрации теоремы 
используем метод простой ите
рации для приближенного реше
ния системы уравнений 

x ,= 0 ,0 5 e- *,Jtj, 
лс2 = 0,05е_^ ,+дг^' 

Определим шар S =  шах |х ( —
КК2

— 0,11 <0,1 (рис. 9.10), а также 
матрицу

. /  -0,05лг2е _ДС|Х1-0,05.x,е- *1*2 \
В ' х >*  ̂  _  0,05e-(v* -  0,05е + *>>/'

Вычислим коэффициент сжатия:
а = шах(0.05(дг, + x 2)e_Jt| **, 0 ,le -(*,-Jri))= 0 ,l.

5
Проверим условие (9.2.7), имеем

|| ф (х,0>)—лг<0' || = тах ( | 0,05е _ <0-' ̂ —0,11, 10,05е '  02 -  0,11)=

= т а х (5 • 10“ 2, 6 - 10"2)<(1 - a ) r  = 9 - 10’ 2.
Условие выполнено. По теореме 9.5 последовательные приближения 
{*<*>} сходятся к точному решению

♦»»—0,05с—<*■*?’; Мо>=0,1
.v? +‘ ^O .O S e-W 4 ^ ;  лг̂ о> =  0,1; *  =  0, 1, 2......

Вычислим два первых приближения:
.vV, =0.05e_ <ol)J = 4,950249-10 ' 2; jc\2,=0.05e**,'l,Jt*’ = 4,989878• 10~2, ... 

>=0.05е"f0,2̂ =4,093654 • 10“ 2; *£> =* 0 , 0 5 е ') = 4,56765 • 10 2.

•  9.3. Метод Ньютона

В основе метода Ньютона, как уже отмечалось в 9.1, ле
жит линеаризация нелинейного уравнения. Рассмотрим сна
чала метод Ньютона для скалярных уравнений, а затем для 
векторных.

9.3.1. Метод Нькпона для скалярных уравнений. Пусть имеется 
нелинейное уравнение

/(-х)=0. (9.3.1)
которое будем рассматривать в 5 = { х : |х  —х,0,|<г}. Предположим, 
что / ( . х ) / 0  в S. В точке дг<0) произведем линеаризацию (9.3.1), 
т. е. заменим в (9.3.1) функцию /(дг) линейной функцией, проходящей
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\

У*

( х (0,- г )

f ( x ‘0,)+ f(x (0,K x -x<0))

X(V х0) х <о) 

Рис. 9.11
(Х < ° )+ Г )  *

через .г'0» и имеющей производную, равную /'( .v ,0)) (рис. 9. II). 
Получим линеаризованное уравнение , .

f (x'0)) + / '  (,v<0') (v -  .v'0')=0. (9.3.2)
Найдем корень уравнения (9.3.2). Обозначая его дс'11, имеем

Г,0> — -
f i x '<Olt (9.3.У)

Теперь произведем линеаризацию (9.3.1) в точке дг'1*, повторим 
все этапы получения формулы (9.3.3), заменяя при этом дг10’ на 
дг*1», а дг'1’— на дг<2) (см. рис. 9.11). Таким образом, для произ
вольного к получим формулу

, / т к =  0, 1. 2........ (9.3.4)
Г Щ -

метода Ньютона приближенного определения корня уравнения
/(.v)=0.

Метод Ньютона называют еще методом касательных, что 
вполне соответствует геометрическому смыслу линеаризации на 
одном шаге.

Метод Ньютона является методом простой итерации
* .V«* + "  = (P(.V<‘ »), * = 0, 1, 2........

со специально подобранной по /(дг) функцией ф(дс), а именно

ф > ~ х ~ т
исходное уравнение при / ' (х )фО  эквивалентно уравнению

*= ф (*).
Следующий пример показывает, что метод Ньютона может 

не давать последовательность {дг**’}, сходящуюся к корню (нару
шено условие сходимости). Уравнение

arctgx= 0
имеет единственный корень х = 0. Итерационный процесс Ньютона
(9.3.4) примет вид

*<* + п = *«*>_( | a rc tg t<*> (9.3.5)
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Рис. 9.12
ЛО) ,

и для достаточно боль
ших значений |дс<0,| из
(9.3.5) получаем расходя
щуюся последователь
ность {х'*’}. Напри
мер, х (0, =  2, дс,п =  —3,5, 
ЛГ<2>= 13,9, дг,3,=  —279 
(рис. 9.12). В то же время 
для малых значений |дг<0,| 
из (9.3.5) получаем схо
дящуюся к корню после-

1, * “ > = -0 ,57 , дг<2) = 0,17,довательность {дг'*’}. Например, х 
JC<3)=  —10-3 , дс<4’ = 9 ■ 10"®.

9.3.2. Достаточные условия сходимости метода Ньютона. Выведем 
достаточные условия сходимости метода Ньютона в предположе
нии, что f (x )  дважды непрерывно дифференцируема, из соответст
вующих условий метода простой итерации (см. теорему 9.4). 
Условие (9.2.8), учитывая вид <р(х), запишем так:

(93,6)(А (■*))
Условие (9.2.9) принимает вид

Лх'°»)

dx

< ( l - a ) r . (9.3.7)

Окончательно, если в области 5={дс. |дг— выполнены усло
вия (9.3.6), (9.3.7), последовательность {х'*’}, получаемая методом 
Ньютона (9.3.4), сходится к решению уравнения /(дс)=0 в S.

Скорость сходимости jc,A) к решению находится из априорной 
оценки метода простой итерации | jc<k*—х |^ а кг. Однако эта оценка 
для метода Ньютона оказывается слишком грубой, при приближе
нии дг'*1 к корню скорость сходимости является квадратичной.

Этот факт вытекает из следующих достаточных условий сходи
мости метода Ньютона, которые приводятся без доказательства.

Определим числа:

Ро — / Ю
Г ( х П

Г М
Г  И

h=PoPi< '■=(1 - J \ - 2 h ) p 0h l .
Если

а = 2Л <  1, (9.3.8)
то последовательность {дс(“ } метода Ньютона сходится к корню 
х  уравнения /(* )= 0  в области S и имеет место оценка погрешности

\х {к)- х \ ^ а 2‘2 ' кр0Н~1, к =  0, 1, 2........
9.3.3. Применение программы В4А1. Для определения корня 

скалярного уравнения /(дс)=0 методом Ньютона может служить
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библиотечная программа В4А1. Например, для уравнения arctg.v = 0 
поиск корня с точностью е (смысл е поясняется в описании 
В4А1) можно выполнить с помощью следующей программы:

EXTERNAL F ^
С ВВОД НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ К КОРНЮ ХО 
С ВВОД ТОЧНОСТИ Е. ВВОД МАКСИМАЛЬНОГО ЧИС- 
С ЛА ИТЕРАЦИЙ N 

READ (5.1) X0.E.N
1 FORMAT (2F9.6.15)
С ОБРАЩ ЕН ИЕ К ПРОГРАММЕ В4А1 

CALL B4A1(X,R,D,F,X0.E,N,I)
С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ЗНАЧЕНИЯ КОРНЯ X И 
С ИНДЕКСА ОШИБОК 1 

WRITE (5,2) X.I
2 FORMAT (2Х,'Х = ',Е 13.6,1= ,12)

END
С ПОДПРОГРАММА F, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ ЗНАЧЕНИЕ 
С ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНОЙ 

SUBROUTINE F(X.R.D)
REAL X.R.D 
R = ATAN(X)
D =  l./(l. +  X*X)
RETURN
END

9.3.4. Метод Ньютона для векторною уравнения. Пусть имеется 
векторное уравнение

которое -эквивалентно системе п скалярных уравнений

/ . ( * ! •  х 2, . . . ,  Х ' ) = 0 .
Будем рассматривать (9.3.9) в шаре S={x: || дс-.х(0) ||<г}. Предполо
жим, что в любой точке x e S  матрица А ( х ) с элементами

невырождена.
Тогда метод Ньютона для (9.3.9) по аналогии с (9.3.4) 

записывается следующим образом:

REAL X,R,D,X0,E 
INTEGER N.I

Л * )= ° .

* 2 .........-v«) =  0.

Л(*1. *2.......*.) = 0- (93.9)

x‘k t l >=x(k)- A - l (x(k>)flx(k)). k = 0 ,  1........ (9.3.10)
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На каждом шаге к итерационного процесса (9.3.10) решаются 
линеаризованные уравнения, полученные из (9.3.9).

Условия сходимости последовательности {дг***} к решению (9.3.9) 
можно получить из теоремы 9.5, рассматривая (9.3.10) как метод 
простой итерации с

Здесь Е единичная матрица. При этом следует потребовать, 
чтобы функции / ,(дг,.......х„) были дважды непрерывно дифферен
цируемы по своим аргументам в шаре S.

9.3.5. Применение программы В4А2. Для определения корней 
системы уравнений (9.3.9) методом Ньютона может использоваться 
библиотечная программа В4А2. Например, пусть имеем систему 
уравнений

Точность вычислений е определена в описании В4А2. Поиск 
приближенного значения корня * = (*,, х2) с точностью е можно 
выполнить с помощью следующей программы:

С ВВОД ТОЧНОСТИ Е 
READ (5.1) Х,Е

1 FORMAT (3F9.6)
С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В4А2 

CALL B4A2(R,N,X.F,E,W,K,I)
С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ЗНАЧЕНИЙ КОМПОНЕНТ 
С КОРНЯ И ИНДЕКСА ОШИБОК I 

WRITE (5.2) Х,1
2 FORMAT (2X,2E13.6,'I-',I2)

END
С ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ ЗНАЧЕНИЯ 
С ФУНКЦИЙ

SUBROUTINE R(N,X,F,J)
REAL X(2),F(2)
INTEGER N,J 
DATA J/0/
F( I) = X( 1)—0.05* EXP( -  X( 1 )*X(2))
F(2) = X(2) -  0.05* EXP(—(X( 1) +  X(2)))
RETURN
END

4>(x) =  E x - A  - ‘ (x)f(x), 

x ,k + l, = q>(x(t>).

x, — 0,05e_Jt,Jtl =  o, 

x2 -  0,05c~(*‘+ =0.

REAL X(2),F(2),E,W(10) 
INTEGER N,K,I 
EXTERNAL R 
DATA I/0/,N/2,K/10/

С ВВОД НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ К КОРНЮ
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В программе В4А2 не
обходимые значения про-

3/,изводных —  для опреде-
дх,

ления матрицы А вычисля
ются с помощью формул 
численного дифференциро
вания (см. гл. 10).

•  9.4. Метод бисекции

Метод бисекции (или метод деления отрезка пополам) отличается 
от рассмотренных выше способов приближенного определения корня 
уравнения /(дг)=0 тем, что для его сходимости не требуется, чтобы 
f[x)  была дифференцируемой, достаточно только непрерывности Дг).

9.4.1. Алгоритм метода бисекции. Пусть задана непрерывная 
на интервале [я0, Ь0) функция /(.г). Пусть известно, что на [а0, 
М  имеется единственный корень уравнения

Л * )= 0 . (9.4.1)
Тогда в силу непрерывности /(дг) значения f {a0) и f (b0) имеют раз
ные знаки (рис. 9.13). Разделим отрезок [а0, А0] пополам точкой 
с0 =  (do+ Ь0)12. Сохраняем для дальнейшею деления ту половину от
резка, на концах которого /(дг) имеет разные знаки. Введем следующие 
обозначения:

с0, если f (a 0)f(c0) > 0, 
а0, если /K ) /(< o )< 0;

fc0, если f (b o)f(co)>0 ,

1 (/>0, если/(/»о)/(со)<0-
Разделим оставшийся отрезок [o i.b il  пополам и повторим 
приведенную систему обозначений. Для произвольного к-го деления 
имеем

k m l t  2, ... 

fc4, если f (ak)f(ck)>0 ,
W  если f ( a k)f(ck)<0;

= ff4, если/(Л,)/(с»)>0,
‘ + ‘ (/>», если f (hk)f(ck)<0.

Алгоритм завершается, если для какого-либо к оказывается /(с*) = 0. 
Тогда значение корня х = с к. Если задана абсолютная точность 
определения корня е, то алгоритм завершается при условии

Ьк—ак Ь0—а0
— “ <«•
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b i  « - ■ bo

Ь, <—  Со |

стоп 
Со -  КОРЕНЬ С 

ТОЧНОСТЬЮе )

Рис. 9.14

В этом случае за приближенное значение корня х  принимается 
значение ск; очевидно, что

1 * - * * Н ^ г г г < е -
9.4.2. Схема алгоритма бисекции. Отличительной особенностью 

алгоритма метода бисекции является его логическая структура.
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В блок-схеме, представленной на рис. 9.14, имеется четыре логичес
ких элемента типа альтернативы (см. гл. 2). Концы интервала до 
деления пополам обозначаются а0, />0, после деления — а ,, />,.

9.4.3. Применение библиотечной программы В4Л0. Для определе
ния корня непрерывной функции / ( х) методом бисекции можно 
использовать программу В4А0, которая реализует схему алгоритма, 
приведенного на рис. 9.17, с ограничением на допустимое число 
делений пополам исходного интервала [а, b ]. Пусть ищется корень 
уравнения

х —е * '= 0

на интервале [0, 1 ] с точностью е= 1 0 ~ 5, максимальное число 
делений интервала пополам положим равным 20. Тогда программа 
может иметь следующий вид:

REAL X,R,A,B,E 
< INTEGER N,I 

EXTERNAL F
DATA A,B,E,N/0.,1.,1.E —5,20/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В4А0 
CALL B4A0(X,R,F,A,B,E,N,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ПРИБЛИЖЕННОГО 
С ЗНАЧЕНИЯ КОРНЯ И ИНДЕКСА ОШИБОК 

WRITE (5,1) Х,1
1 FORMAT (2Х,'Х = ',Е13.6,'1 = ',12)

END
С ФУНКЦИЯ-ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ 
С ЗНАЧЕНИЕ F(X)

FUNCTION F(X)
REAL X 
F —X —EXP( —X)
RETURN
END

9  9.5. Поиск минимума функции

Поиск оптимальных инженерно-технических, экономических и на
учных решений -основное поле деятельности инженера и ученого. 
Задачи минимизации функций одного или нескольких переменных 
принадлежат к этому важному направлению.

Функция Ф(.х,, ..., х.), подлежащая минимизации, называется 
целевой функцией.

Задача поиска максимума Ф(дс1, ..., дс„) сводится к минимизации 
функции — Ф(х,, ..., ,х„), поэтому, не ограничивая общности, будем 
рассматривать задачу поиска минимума.

Примерами целевых функций могут служить: расход топлива 
Ф, необходимый для вывода космического аппарата на орбиту 
(за счет выбора параметров аппарата и траектории х =  (х,, ..., х„)
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стараются минимизировать величину Ф); вес Ф механической 
конструкции с заданной прочностью; стоимость Ф выпускаемой 
продукции предприятия и т. п.

Наибольшие трудности поиска минимума Ф(дг) возникают, когда 
размерность п вектора х  велика. Поэтому важнейшей является 
проблема уменьшения размерности вектора целевой функции на 
этапе построения математической модели технической задачи. 
В модели следует сохранить только те переменные х„ которые 
сильнее других влияют на изменение целевой функции. Естественно, 
что такая информация обычно связана с опытом и знаниями 
в конкретных предметных областях.

9.5.1. Решение уравнений и минимизация. Покажем, как поиск 
корня системы нелинейных уравнений можно свести к задаче 
минимизации и. наоборот, минимизацию — к решению системы 
уравнений.

Предположим, что в области D пространства £" необходимо 
решить систему уравнений

/%1хч *2.......v.)=0,
f i ( * i. * 2 ........* - .М .  / 0 < : n

/ .( * i .  v2........x„)=0.

Пусть известно, что в D существует решение (9.5.1). Определим 
целевую функцию Ф(лг) формулой

Ф(*1.......- 0 = / i ( * i ........ * , )+ / ! (* , ........ *.)+•■•+/;} (*i........ *„)•
(9.5.2)

В области D целевая функция Ф(лг)^0. Минимальное значение 
Ф(.х) достигает на корне (9.5.1) — векторе .v=(.v,, ..., который 
обращает все f ,(x )  в нуль. Поэтому решение системы (9.5.1) 
эквивалентно поиску минимума Ф. определенной формулой (9.5.2): 
найти

ттФ (* ). (9.5.3)
о

Если минимальное значение Ф(х) в D строго больше нуля, то 
это свидетельствует, что в D система уравнений (9.5.1) не имеет 
решений.

Теперь рассмотрим задачу (9.5.3) как исходную с функцией 
Ф( v), непрерывно дифференцируемой в открытой области D. Пусть 
известно, что в D существует х. доставляющий минимум Ф(дг), 
тогда в этой точке х=(дс,, ..., х„) с необходимостью должны 
выполняться соотношения
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дФ
г72(Х' .......*J  = 0’ (9.5.4)

£ < * . ........* - ) = 0’

/  *£(*>...... ^ - 0 .
Система уравнений (9.5.4) имеет форму (9.5.1). Решение (9.5.4) 
позволяет определить неизвестные экстремальные точки. Затем, 
используя достаточные условия минимума, следует выделить точки, 
в которых достигается локальный минимум, затем, сравнив 
значение гелевой функции в точках локального минимума, надо 
выбрать точку (одну или несколько) с минимальной величиной 
локального минимума, т. е. определить глобальный минимум Ф(лс) 
в области D.

В качестве первого примера рассмотрим систему уравнений

J.v, —0,05e_ j t , j r ,= 0 ,

{.t2—0,05e-<t|+JC>>=0
в области D = { |x ,— 0,11<0,1, |.v2 —0,11<0,1}. Решение этой системы 
эквивалентно поиску минимума Ф(л,, .v2):

min Ф(лг,*2)=[(.V, -0 ,0 5 e_Jt'Jtl)2+ (x 2-0 ,0 5 e_ (Jr' +JriV ].

В качестве второго примера найдем в области /) = {|дг,|<1, 
|.г2|<1} минимум Ф(дГ|, х 2):

min Ф (.v,jc2)= .vf +  .v2 - .v J -  х 2.
D

Система уравнений (9.5.4) принимает вид
(2.x?—дг, =0,
|2.г * - * 2 = 0.

Отсюда получаем точки экстремума с координатами (дс\|) = 0,
х \ 2 ) = \ / у / 2 ,  .т,,3,=  - 1 / ч/2)(дг<!| , =0, х Ч ) = \ 1 у/ 2 ’ Jfi3>= - 1  1у/ ^ \  всею 
девять точек. Из них четыре точки дают локальный и одновременно
глобальный минимум, а именно: (Ч у/2 , 1/^/2); ( — 1/^/2, 1/у/2); 
( — l/y /2 ,  —1 /у/2)', ( \ /у /2 , —\/у /2 ). Минимальное значение целевой 
функции в этих точках Ф = —1/2.

9.5.2. Поиск минимума функции перебором. Идея алгоритма 
перебора крайне проста. Вычислим в конечном числе точек х <к) 
области D значения Ф(дс) и сравним их между собой. Точку дг(*', 
которая дает минимальное значение целевой функции, назовем 
приближенным элементом х, минимизирующим Ф(дг).

Точность определения точки минимума, причем глобального, 
зависит от плотности заполнения области D дискретным множест
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При большой размерности вектора п реализовать на ЭВМ 
алгоритм перебора невозможно из-за огромного объема вычисли
тельной работы.

Пусть область D — гиперкуб

в котором ищется пипФ(дг). Точность определения координат 
вектора, минимизирующего Ф, положим равной 0,1. Тогда интерва
лы 0 < * |< 1  следует разбить на 10 частей с шагом Л=0,1 
плоскостями, ортогональными х, (рис. 9.15), и вычислить во всех 
точках пересечения плоскостей значения Ф(дг). Всего потребуется 
вычислить Ф(.г) в 10" точках. Пусть для нахождения Ф в каждой 
точке требуется, например ~  102л арифметических операций. Тогда 
общее число арифметических операций алгоритма перебора ~  10" + 2я 
и при л =  10 на ЭВМ с быстродействием 106 оп/с требуется 107 с, 
т. е. ~ 4  месяца непрерывной работы ЭВМ.

При небольших размерностях п вектора х  перебор является 
наиболее эффективным методом поиска минимума Ф(х) в случае 
сложного поведения Ф(дс) (наличие многих локальных минимумов). 

Приведем пример программы поиска минимума перебора
пппФ(л;,, х 2)

в области Z)={0< jc, <  1-, 0^дг2<1}:
REAL H,X1,X2,F.FM 
INTEGER N

С ВВОД ЧИСЛА ТОЧЕК ПЕРЕБОРА N ПО КАЖДОЙ 
С ПЕРЕМЕННОЙ 

READ (5.1) N
1 FORMAT (16)
С ВЫЧИСЛЕНИЕ ШАГА Н ПЕРЕБОРА 

Н = 1/N
С АЛГОРИТМ ПЕРЕБОРА

FM =  FI(0.,0.)
XI =0.

Рис. 9.15
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Х2 = 0.
DO 3 I = l.N + 1 
DO 3 J = l.N + 1 
F = FI(H*(I — 1 ),H*(J — 1))
IF (F.LT.FM) GO TO 2 
GO TO 3

2 FM = F
XI =H*(I — 1) f  
X2 = H*(J — 1)

3 CONTINUE
С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ МИНИМАЛЬНОГО 
С ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ FM;
С ТОЧКИ С КООРДИНАТАМИ XI, Х2, В КОТОРОЙ 
С ДОСТИГАЕТСЯ FM 

WRITE (5.4) FM,XI,X2
4 FORMAT (2X,'FM =',Е13.6,2Х,2Е13.6)

END
С ФУНКЦИЯ-ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ 
С МИНИМИЗИРУЕМУЮ ФУНКЦИЮ 

FUNCTION FI(X1,X2)
REAL Х1.Х2
FI = ...
RETURN
END

•  9.6. Методы спуска
Идея всех мЬ годов спуска состоит в том, чтобы исходя из 

начального приближения— точки дг<0,=(дг\°\ х ^ \  ..., дт!,01) € D пе
рейти в следующую точку дс<1,=(дс\1), . . . ,x [ l))eD  так, чтобы 
значение Ф(дг̂ 0>, ...» ^я0>) уменьшилось:

Ф(л, |>)<Ф(*‘0').
9.6.1. Метод покоординатною спуска. Пусть в области D задано 

нулевое приближение

х '° '= (х\°\ *<?>, ...,.v«0»).
Рассматриваем функ

цию Ф (^ 0), хУ \  *<?>, ...
..., .vj,0>) при фиксирован
ных значениях дг̂ 01, Д 0), ...
..., дг!,01 как функцию од
ной переменной дг,
(рис. 9.16). Находим

min ф(д „  .*<?>.......xi,0’).
x,eD

Значение дг,, доставляющее 
минимум, обозначаем х \и :
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Ф(х\". *<?\ .... Х«°>)<Ф(х\°». Х<,°>.......дгН-
Далее при фиксированных значениях дг\и, хф \ ..., jcJ,0* рассматриваем 
Ф(дс\1), х 2, *^01, , *<0') как функцию одной переменной х 2■ Находим

min Ф(х\1\ х 2, х Г .......х П
х2еО

Значение х 2, доставляющее минимум, обозначаем х ^ \  получаем
Ф (х\'\ х ? \  х Т .......*<°>)<Ф(хУ, х?>, х?>........ *<°>)

и т. д., после п шагов получаем
ф (х\", ...,*< ‘>)<Ф(х\1\  х<?>........*<0’).

В результате одного шага покоординатного спуска происходит 
переход из начальной точки дс<0> = (xY , .... vj,0’) в точку дг,и =(дг\1,) ..., 
x i ’). Если при этом оказывается, что

ф (*\1>,.......*<!,)= Ф (* Г ........ *<°').
то начальный элемент :с<0)— точка, доставляющая экстремум Ф(х). 
Если Ф(х“ »)<Ф(х(0»), то выполняется следующий шаг покоординат
ного спуска, в котором за начальную точку принимается дг0 ’, 
получаем jc*2> и т. д. Этот процесс продолжается до тех пор, пока 
не выполнится какое-либо условие окончания алгоритма, например 
такое:

|ф (х » * ‘> )-ф (х « ) |< е , (9.6.1)
где е — заданная точность.

Заметим, что центральным звеном рассматриваемого алгоритма 
является поиск минимума функции одной переменной (см. 9.7).

9.6.2. Метод градиентного спуска. Напомним, что градиент 
функции Ф(х) определяется формулой

«“ • • « - ( s f w  .....
Вектор §гаиФ(дс) ортогонален линиям уровня Ф(дг)=с = соп51, его 
направление совпадает с направлением максимального роста Ф(х) 
в заданной точке (рис. 9.17). В точке минимума функции grad Ф = 0. 

Определим итерационный процесс:
лг‘*+1» =  лд*) —Л8ГааФ(дг<к>), (9.6.2)
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где Л> 0 — шаг спуска, дг(0)— заданное начальное приближение 
к точке минимума.

Заметим, что если grad 0, то для достаточно малых
значений Л

...<Ф(д:(‘,)<...<Ф(х<,>)<Ф(х<0»)-
Формула (9.6.2) представляет собой метод градиентного спуска 
с постоянным шагом И спуска. Итерационный процесс (9.6.2) 
продолжается до выполнения какого-либо условия окончания 
алгоритма, например (V.6.1), либо следующего:

|| g ra d Ф (д c <4+1)) || < е , (9.6.3)

где е — заданная точность.
Для примера рассмотрим поиск минимума

4
(9.6.4)

методом градиентного спуска. Согласно (9.6.2), имеем

с\*>

Пусть нулевое приближение х <0)=(х\0,=  1, xi0,=  l), шаг спуска 
Л=0,1. Первые три шага спуска дают следующие приближения

*\"=0,95; х\2' = 0,9025; х \3)=0,8574;
*£" = 0,80; *£> = 0,6400; * £ ' = 0,5120.
За три шага Ф(^) уменьшилась с 1,25 до 0,446. Естественно 
поставить вопрос: нельзя ли увеличить шаг спуска так, чтобы 
быстрее спуститься к точке минимума (в примере— дг = (0,0))? 
Оказывается, что увеличивать h можно только до определенного 
предела. Слишком большой шаг может привести к увеличению 
Ф(х). В рассматриваемом примере Л = 2 приводит к jc*1* = (дс^ж>= 0, 
дсу(= —3) и значению Ф(х(1,) = 9> Ф (х ,0)) (рис. 9.18). Таким образом, 
наиболее важным моментом в методе градиентного спуска ока
зывается выбор шага. Формула (9.6.2) с постоянным шагом 
Л практически не применяется.
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Рис. 9.20

Различные стратегии выбора шага h = h(k) определяют разные 
варианты градиентного спуска.

Далее рассматривается вариант спуска, называемый наиско
рейшим градиентным спуском.

9.6.3. Метод наискорсйшы о градиентного спуска. Из (9.6.2) можно 
определить значение Ф(дг) в точке .v“ +

Если дс'*’ определено, то значение целевой функции Ф в следующей 
точке х«*+1> оказывается функцией только шага спуска (рис. 9.19).

Будем выбирать А =  Л, из условия, чтобы функция Ф за этот 
шаг максимально уменьшила свое значение:

Выбор шага А, сводится к поиску минимума функции одной 
переменной.

В примере п. 9.6.2 выбор шага в точке дс'0’ сводится к следующей 
задаче:

откуда определяется шаг А наискорейшего спуска А* = 10/9.
Заметим, что методы градиентного спуска, вообще говоря, 

определяют локальный минимум целевой функции Ф(х). Это связано 
с зависимостью всего пути спуска х ,к) от начального приближения 
x <0’. Можно привести примеры, когда различные дг<0) дают пути, 
приводящие к различным точкам локального минимума (рис. 9.20). 
Поэтому очень важно в задачах минимизации использовать всю 
имеющуюся информацию о зависимости целевой функции Ф от 
вектора х  для правильного выбора начального приближения х <0’.

9.6.4. Применение программы B5AI. Используем программу В5А1 
для поиска минимума функции (9.6.4) по заданному начальному 
приближению лг,0*=(1,1). спуск прекращается по условию

в евклидовой норме. Программа может иметь следующий вид:

Ф (.*'*+1') = Ф (дс*** — A grad Ф (дс<4))).

Ф (.v(‘ +1') = min Ф ( д г -  A grad Ф (.v'*‘)).

II Х ,* + ‘ ) - Д С ,‘ ) II
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REAL X(2),R,G(2),S,E.W(4)
INTEGER N.I,К 
EXTERNAL F
DATA X/L, 1 ./,N/2/,K/ 100/.Е/1 .Е-4/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ B5AI 
CALL B5A1(F,N.X.R,G.S,E,K,I,W)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ВЕКТОРА X, ДОСТАВЛЯ- 
С ЮЩЕГО MIN F,
С ЗНАЧЕНИЯ MIN F, ИНДЕКСА ОШИБОК I 

WRITE (5,) X,S,I 
1 FORMAT (2X,2E13.6,'MINF=',E13.6,'1 =  ',12)

END \
С ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ F(X), ВЕКТОР 
С GRAD F(X)

SUBROUTINE F(N,X,Y,G)
REAL X(2),Y,G(2) ,
INTEGER N
Y = X (l)*X (l)/4.+ X(2)*X(2)
G (l)-X (!)/2 .
G(2)=2. ♦ X(2)
RETURN
END

•  9.7. Метод золотого сечения

Выше, рассматривая покоординатный спуск и наискорейший 
градиентный спуск, мы отметили, что важным элементом этих 
методов является минимизация функций одной переменной. В на
стоящем разделе рассматривается метод деления интервала поиска 
минимума точками (метод золотого сечения), вычисления значения 
Ф(х) в них, сравнения значений и отбрасывания той части 
интервала, на которой заведомо отсутствует минимум. Такой 
подход аналогичен методу бисекции определения корня как по 
логической схеме, так и по минимальному требованию к гладкости 
минимизируемой функции Ф(х). Для метода золотого сечения 
даже не требуется непрерывности функции, могут существовать 
разрывы первого рода. Достаточно, чтобы Ф(х) была уни
модальной.

9.7.1. Унимодальная функция. Функция Ф(х), заданная на интер
вале а ^ х ^ Ь ,  называется унимодальной на [а, А], если существует 
единственная точка х* минимума Ф(х)

Ф (х ,)=  min Ф(.х)

и если для любых двух точек x t , х 2 е [а, А] выполняются соотношения: 
из неравенств х ,< х 2$ х ,  следует

Ф(лг,)>Ф(дс,),
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9 ? из неравенств
х 2> х , ^ х ,  следует9 9

а х, х, b 
а)

а х, х, ь а х .
Ь)

Ч r>wt Ф (х,)<Ф (х2).
х г bX2 b

Рис. 9.21

Пусть известно, что 
Ф(х) унимодальна на 
[а. Л]. Тогда по любым

двум значениям Ф(д:,), Ф(х2) можно указать интервал, в котором 
находится точка х*, минимизирующая Ф(х), причем этот интервал 
имеет длину, меньшую первоначальной. Пусть для определенности 
х, < х 2, возможны следующие три варианта (рис. 9.21):

В случае а) следует отбросить интервал [а, х,1, в случае Ь)— 
[х2. А], в случае с)— интервалы [я, х ,] ,  [х2, А], поскольку на 
этих интервалах не может находиться х*, в противном случае 
нарушается предположение об унимодальности Ф(х).

В зависимости от стратегии выбора двух точек х , ,  х2 на 
интервале имеются различные методы поиска минимума унимо
дальной функции, отличающиеся скоростью стягивания интервала 
неопределенности, содержащего х , ,  к точке х ,.

9.7.2. Метод золотого сечения. Золотое сечение, открытое Евкли
дом, состоит в разбиении интервала [а. А] точкой х , на две 
части таким образом, чтобы отношение длины всего интервала 
к большей части было равно отношению большей части к меньшей:

Легко проверить, что золотое сечение производят две точки:

Значение т~0,618.
Алгоритм метода золотого сечения следующий:
1) вычисляют значения х ,,  х2;
2) вычисляют Ф(х,), Ф(х2);
3) если Ф (х,)<Ф (х2), то для дальнейшего деления оставляют 

интервал [я, x2J;
4) если Ф (х,)>Ф (х2), то для дальнейшего деления оставляют 

интервал [х ,,  А].
Процесс деления продолжают до тех пор, пока длина интервала 

неопределенности не станет меньше заданной точности е.
Заме тим, что точка х, производит золотое сечение интервала 

[я, х2], точка х2— интервала [х ,. А]. Поэтому на оставшемся

a) Ф (Х |)>Ф (х2);

b) Ф (х,)<Ф (х2);

c) Ф(х,) = Ф(х2).

Ь—а Ь —х,
/>—х , х , — а
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Рис. 9.22
V

интервале нужно определить одну точку, производящую золотое 
сечение. После этого процесс повторяется. На каждом шаге длина 
нового интервала неопределенности равна =0,618 длины старого 
интервала.

9.7.3. Схема алюритма метода золотого сечения. Представим 
блок-схему алгоритма в следующем виде (рис. 9.22).

9.7.4. Применение npoi раммы В5А0. Для минимизации функции 
одной переменной можно использовать библиотечную программу 
В5А0. Пусть необходимо найти минимум функции

Ф(дг)=дг2 +  е*

на интервале [ — 1, 0] с относительной точностью определения 
дг*, равной 0,001, и абсолютной точностью 0,00001. Программа 
может иметь следующий вид:
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REAL E,E1,A,B,X.R 
INTEGER N,I 
EXTERNAL F
DATA E,E 1,А.В/1.E3,1.E5,1 ,,0./,N/100/
DATA 1/0/
ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ B5A0 
CALL B5A0(F,E,EI,A,B,N,X,R,1)
ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ ТОЧКИ МИНИМУМА X И 
ЗНАЧЕНИЯ F(X),
ИНДЕКСА ОШИБОК 
WRITE (5,1) X.R.1
FORMAT (2Х,'Х = ',Е 13.6,'F(X)= ',Е 13.6/1 = ',  12)
END
ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ ЗНАЧЕНИЕ 
ФУНКЦИИ
SUBROUTINE F(X1,F1)
REAL X I,FI
FI = XI ♦ XI +  EXP(X1)
RETURN
END

№
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ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Г л а в а  10

•  10.1. Дискретизация

10.1.1. Введение. В этой главе рассматриваются обыкновенные 
дифференциальные уравнения, наиболее общий вид которых — 
система дифференциальных уравнений

■£“ /<(** У \........ л ) .  (Ю.1.1)

определенная на интервале а ^ х ^ Ь .  Если дополнительные условия 
для однозначного нахождения решений у,(х) задаются в одной 
точке (для определенности х=я> интервала [я, />], то это задача 
Коши, если в нескольких (двух краевых точках интервала [а, />] 
(х = я , х = />)), то это краевая задача.

Далее задачи для дифференциальных уравнений (Коши, краевые) 
делятся на два класса: линейные и нелинейные.

Линейная задача определяется линейными дифференциальными 
уравнениями и линейными дополнительными условиями. Поста
новка нелинейной задачи содержит либо нелинейное уравнение, 
либо нелинейное условие,v либо то и другое.

Всюду ниже предполагается, что решение поставленной задачи 
у(х)  для (10.1.1) существует и единственно.

В гл. 5 были описаны некоторые аналитические методы решения 
задач для (10.1.1), конечная цель которых — получение явной формулы 
точного решения у(х). Заметим, что решение у (х), вообще говоря, 
является элементом бесконечномерного пространства; для непрерыв
ных по своим аргументам правых частей /Дх, у), например, >’(х)е 
е С 1 [а, Ь \  В реализации численных методов имеют дело только 
с элементами конечномерных пространств, поэтому необходимо 
перейти от систем уравнений (10.1.1) к системам алгебраических 
уравнений, в которых неизвестными являются векторы конечной 
размерности,— произвести дискретизацию исходной задачи.

Дискретизация линейных задач приводит к системам линейных 
алгебраических уравнений (см. гл. 8), нелинейных — к системам 
нелинейных алгебраических уравнений (см. гл. 9).

10.1.2. Этапы дискретизации. Для простоты изложения будем 
рассматривать одно уравнение

£ “ / ( * ,  У)  (Ю.1.2)
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y t с начальным условием
у ( а ) = /0). (10.1.3)

Пусть решение задачи
(10.1.2), (10.1.3) 
е У = С ‘ [а. Ь \

Первый этап дискре-
_  q l___ ___ L _ J _________ 1 > тизации состоит в пере-

Х0 X, Хг X, . . .  Xm_,Xm X ходе к конечномерному 
рис пространству функций

Ym, которое приближает 
любой элемент пространства решений Y = C l [а, А] тем точнее, 
чем больше размерность т конечномерного пространства.

Например, пространством Ym может быть: 1) пространство 
полиномов (т — 1)-й степени

Выбирая коэффициенты at, можно по теореме Всйерштрасса при 
т~*ао сколь угодно точно приблизить любую непрерывную 
функцию д'(дс);

2) пространство кусочно-постоянных функций

При т-*ао длина частичного интервала стремится к нулю и вы
бором а, можно аппроксимировать непрерывную функцию ^(дг) 
как угодно точно (рис. 10.1);

3) пространство параболических сплайнов (см. гл. 6)

Размерность пространства М  определяется числом свободных 
параметров, при фиксированном т оно равно Л/ = З т  — 2(т — 1) = 
= т + 2.

Второй этап состоит в замене исходной задачи (10.1.2), (10.1.3) 
для функции д’(дг) другой задачей, «близкой» для функции _у(х), 
но уже поставленной для ут(х). Фактически это задача нахождения 
чисел а,, определяющих элемент Ym. Различные численные методы 
решения дифференциальных уравнений отличаются именно этими 
двумя этапами дискретизации.

Третий этап — решение полученной системы линейных или 
нелинейных алгебраических уравнений, т. е. определение чисел а, 
или, что то же самое, элемента (дг).

'я , ,  Xq< дс< .v,, х 0=а,

< дг <  vm, хт = Ь.
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Четвертый этап — восстановление по элементу ve (.t) «близкой» 
функции v(.v), принадлежащей Y. Функцию у(дг) называют прибли
женным решением исходной задачи.

Пятый этап — оценка погрешности приближенного решения у  
в норме Y, т. е. оценка нормы

Четвертый и пятый этапы часто заменяют следующими: опреде
ление проекции решения >>(дг) на Ym— определение >’(дг)е Ym. Затем 
производится оценка погрешности

II >'«.(*)- Я * )  Иг
т

в норме Ym. У
10.1.3 Примеры дискретизации. 1) Рассмотрим задачу (10.1.2),

(10.1.3) в предположении, что

а =  0, _у,о, =  0,

Л*. y ) = M x ) + f x(x)y, 
где функции f ( x )  являются полиномом не выше к -й степени;

/< (* )= Л о + /и У +  ••• + / u * ‘. '= ° .  1- 
Проведем дискретизацию с помощью пространства полиномов, т. е.

■V«.+ i(* ) =  ao +  a i * +  ••• +атх я. (10.1.4)

Для того чтобы получить систему уравнений, определяющую а„ 
подставим (10.1.4) в (10.1.2), (10.1.3) и приравняем в левой и правой 
частях равенств коэффициенты при одинаковых степенях х. Из
(10.1.3) определяем V

яо =  0. (10.1.5)
Из (10.1.2) находим

Oi+2a2x  +3а}х 2 + ... +тал х я ~1 = /0.0+ /o .i*  +  -  +/о.**‘  + 

+ ( / | .о + / | .1* +  -  + fi.kxk){aix + a 1x 2+ ... +аях я ).
Отсюда получаем соотношения для коэффициентов а, полинома:

а \ = /о,о>

ai = 2W°'1

a 3 = ^ ( / o , 2 + / l . O  ° 2 + / l . l  f l l ) ’ ( 1 0 . 1 .6 )

a »  =  - ( / 0 . « . - I + / l . 0 a » . - l + / l . l a « - 2 +  ••• + / l . * - 2 a l) -  tn
Уравнения (10.1.5), (10.1.6) и есть дискретная задача—система 
уравнений для а,. Из вида этой системы следует, что для любого
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т числа а, могут быть последовательно определены. Причем если 
т - 2 > к ,  то общая формула для яя (ш>& +  2) следующая:

a m ^ ~ { f \ , O a m - l  + / l . l  а я -  2 +  ••• + f \ . k a m -k - I )•ш

Пусть для примера
/о (д г)= 1 -х , / , ( д с )= 1 + х  

Тогда соотношения (10.1.5), (10.1.6) принимают вид 

а„ = 0, а, = 1, а2= I, a 3 = j( l  +  l) = j .

1 /  2 \  5 1 /2  5 \  13
Й4 =  4 \  3 / 1 2 ’ 0 , ~ 5 \ 3  1 2 /  60*

~  - 1 - 2 )•П\
Из последнего равенства находим оценку

ms=3’ 4' »ш

Откуда получаем
2 ‘  1 ^

° 1к ^  Г 2 -4  . . . ( 2 * ) " * Г  ’ .......

aj‘ + , S-3'57(2*T f)’ * = 1’ 2......
Эти оценки показывают, что последовательность ут(х)  при /и-» оо 
равномерно сходится для любого Л в интервале 0<дг к точному 
решению исходной задачи Коши.

Четвертый этап дискретизации в данной задаче тривиален, 
можно положить

.v(*Kv„(.v).
Оценка погрешности у(х) выполняется следующим образом. Вво
дим функцию

E ( . v ) = y ( . v ) - T M(.v ).

Для функции е (.т )  получаем сходящийся ряд

Ф ) =  £  <»***.
к тт + 1

где ак определяются формулами (10.1.6). Абсолютная погрешность 
в равномерной норме С [0. b ] равна

е =  шах | ф ) |  =  £  X Г г
0<л Sfc *«я+ 1 к-я+  1 * !

2) Рассмотрим ту же задачу с « = 0 , .у<0,=  1, но в качестве 
пространства Ym возьмем пространство кусочно-постоянных фун
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кций. Поскольку в точках разрыва у функций уя( х ) не существует 
производной, перейдем от задачи (10.1.2), (10.1.3) к эквивалентному 
интегральному уравнению

>’( * ) = 1 + f( /o M + /,(-* M i)]A . (10.1.7)
о

Подставляя функцию >„(дг) в (10.1.7), получаем систему 
соотношений X

a i “ l+ f [ /o ( * )+ / i ( J )<*i]<fr. 0<дг<дг„

а 2 = «1 +  \  №  ) + / l ( *  ] ds, x t < x ^ x 2,
*1

« * = « * - ! +  \  \fo(S ) +f i S )arn]ds, ХЯ . Х< Х ^ Ь .
_ xm- 1
Эти соотношения противоречивы, поскольку слева в равенствах— 
константы, а справа— функции. Если | х ( — дг,_ ,  | достаточно малы, 
то можно эту систему соотношений заменить «близкой», но такой, 
что полученная система однозначно будет определять я,. Положим

a i =  l + J  [/о(*)+ /:(* К ] ^ -  
%

a 2 = a i +  f [ / & ) + / , (5)в,]Ж , 
*i

a-  =  a« - i  +  \  [/о(5)+/,(5)ая ]Л . 
хт- 1

Отсюда определяются посд-довательно все я,. Действительно,



Интегралы здесь можно вычислить с помощью квадратурных 
формул. Положим / 0(.v )s0, h = / ,(* )  = >. = const. Тогда при
условии, что |ХЛ|<1, получаем явную формулу

“' - ( г а ? -  U i < m '
Заметим, что h = x m/m, отсюда

“■ - ( , - хё )  "  (1 0 '- 8) 
Точное решение исходной задачи в данном случае

;( .v )= e bl.
Заметим, что при т-*ао  в точке х  = Ь из (10.1.8) следует 
существование предела, равного

е кЬ= lim

совпадающего со значением точного решения в точке х = Ь.
Определим кусочно-постоянную функцию >’ (дг) по точному 

решению
дг,_, <дг

Погрешность Ym(:х) в равномерной норме равна

max ( 1 _ х т )  l ~ e 'Xk f l - X - )  "-€>"*
l<t \  4 V m)

10.1.4. Дискрсгизация по формулам численною дифференнирова-
ния. Дискретизация упрощается, если ограничиться поиском реше
ний дифференциальных уравнений в конечном числе точек интер
вала [a, b 1.

1) Разобьем интервал [а, Л] точками х, с постоянным шагом 
Л= ( ls£ /< m ), ,v0 = а, х к = Ь.

2) Точное решение д’(дг) дифференциального уравнения

в точках дг( принимает значения
>’(*,), К /

а дифференциальное уравнение приводит к равенствам

£ (* ,)= /(* ,.  И -v,)). (10.1.9)

Если в формуле (10.1.9) значение производной



заменить на «близкое» 
выражение, которое опре
деляется через у(х,), то 
получим систему т урав
нений с т неизвестными, 
являющуюся дискретной 
задачей, которая соответ
ствует исходной задаче.

Например, можно по
ложить (см. ниже форму
лы численного дифферен
цирования)

±  м . И * .. ■)-/(«,)+ 0  w
dx h

Тогда уравнение (10.1.9) принимает вид
У (*<+ I) - У (*.) = Л /(*,. у (*,))+ о (и 2).

Отбрасывая слагаемое О (Л2), получаем «близкое» уравнение
y i+ i-y i= h f(x „  у,). (10.1.10)

Здесь у , — точное решение дискретной задачи (10.1.10). Пусть 
найден вектор у„ O ^ i ^ m .  Это у есть приближенные значения 
для величин ^(.v,) (рис. 10.2).

Множество точек х,, 0 < /  < т, называют сеткой, х ,— узлами 
сетки, Л— шагом сетки. Уравнение (10.1.10)— это разностное урав
нение или разностная схема.

Для оценки погрешности вводится норма вектора >’=()V 
0 < ;</»), которая называется сеточной нормой, например: 

равномерная норма
V

Ц_у|» max |>>(|,
0 < /< т

среднеквадратичная норма

II >-11
/" •  \  1/2

- м  ■
Ниже рассматривается только равномерная норма. Погрешность 
решения дискретной задачи задается величиной

I*
10.1.5. Формулы численного дифференцирования. Пусть х — любой 

из узлов .v, интервала [а. А]. Тогда другие узлы могут быть 
вычислены по формулам

x+ kh , к —0, ±1, ±2, ... (10.1.11)
Приближенное вычисление производной функции (дг)
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в узле л; по значениям функции в узлах >-(х+/сА) называется 
численным дифференцированием.

Предположим, что ^(дг)еС2 [ а , /»], х<Ь. Разложим _у(дг+Л) 
в ряд Тейлора до членов второго порядка. Имеем

y ( x + h )= y (x )+ ^ (x )h  + 0 ( h 2).

Отсюда находим, что

± [х), у ± Щ г М + о щ .dx И
Учитывая, что х — это узел дс,, получаем двухточечную формулу 
для первой производной — дифференцирование вперед:

d_l( v = у fo+t  ) - * (*.)+ 0 а ) ,  (10.1.12)
dx h

Обычно под формулой численного дифференцирования понимают 
приближенное равенство

♦  /_ i _■?(*!♦ iH y ta )
----------А •

Разность

d x '  "  h
вычисленная на функции ^(jcJeC 2 [а, Ь \  называется погрешностью 
аппроксимации. Для (10.1.12) имеем

R = 0(h), Л -0 .
Точностью (или порядком точности) аппроксимации называется 

порядок степени А, с которым R(h) стремится к нулю при Л-»0. 
Для (10.1.12) порядок точности — первый.

Аналогично выводится двухточечная формула для первой произ
водной— дифференцирование назад:

Q (x ,)= y M ~ f i ' lK o(h), \ ^ К т .  (10.1.13)
dx h

Более точной является двухточечная формула для первой производ
ной — центральная разность

$ (х,)» у -- 1) + 0 ( h 2\  1. (10.1.14)dx ' 2 h
Формула (10.1.14) верна, если у (л )е С 3 [а, 6].

Для первой производной можно выписать многоточечные фор
мулы, например трехточечная формула имеет вид

d i (X,>-------------------- 2h +  CM" >■
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В общем виде многоточечная формула имеет (при достаточной 
гладкости у(х)) вид

? (* < )=  f 4ak} ( x k) + 0{hp),
и л  к = О

где коэффициенты ак выбираются так, чтобы порядок точности 
формулы был р. Аналогичный подход применяется и для высших 
производных.

Т е о р е м а  10.1. Пусть у (х )е С 4 [а, А]. Тогда для второй произ
водной справедлива формула численного дифференцирования

,10.1.15)

для внутренних узлов 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разложим у(дс + Л), y ( x - h )  в ряд Тейлора 

до членов четвертого порядка

^(.v+ A ) ^ ( x ) + ^ W A + i ' g ( j c ) A 4 g g w / , 3 +  0 ( n

y ( x - h ) - y ( x ) - d£ ( x ) h + \  g ( x ) A 2- i  g ( * ) A 3 +  0(A«).

Подставляя правые части в выражение
y(x+ h)-2y(x)+ y(x-h)

А1
получаем формулу (10.1.15), что и требовалось доказать.

10.1.6. Простейшие рашостиые схемы задачи Коши. Аппроксима
ция. устойчивость, сходимость. Рассмотрим исходную задачу Коши 
на сетке х,, O ^ i^ m :  V

у Ы ). у Ы = у{0)-

Заменяя левую часть дифференциального уравнения формулами
(10.1.12)— (10.1.14), получаем:

У fo.t 1 h ^ .L / ( .V|,у  (Л-.))+ о  (А), 
h

; > Ы -У  (*1 - I) = f{Xi y  (-r f))+ о  (А),

У t/ fa- 11 = / ( * „ у(*,)) + О(A2), U i 4 m - I .2 n
Если отбросить погрешность аппроксимации производных в этих 
соотношениях, то получим разностные схемы:

X

^ y ^ ~ f ( x „ y , ) ,  0 ^ / < m - l ,  >о=.»',0); (10.1.16)
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yj- T — = f(x „ y ,) , K K m ,  y0= y i0>\ (10.1.17)П

У,), K K m - l ,  > -0= /°'. (10.1.18)

Разностные схемы (10.1.16), (10.1.17) аппроксимируют исходную 
задачу Коши для достаточно гладких функций на сетке с первым 
порядком точности, схема (10.1.18)— со вторым порядком точности. 

Схема (10.1.16) называется явной разностной схемой, схемы
(10.1.17), (10.1.18) — неявными. Термины связаны с тем, что формула 
(10.1.16) дает возможность вычислить значение у 1+1 в следующей 
точке сети л:(+1 по явной формуле

y ,^ l = yi+ h f{xi, yt),
если известно значение у,, в то время как формулы (10.1.17),
(10.1.18) задают значения в следующей точке как неявную функцию 
от значений в предыдущих точках.

Схема (10.1.18)— незамкнутая разностная схема в том смысле, 
что система уравнений (10.1.18) имеет т + 1 неизвестное yt, 0 
и только т уравнений. Замкнуть систему можно по-разному. 
Чтобы не потерять второй порядок точности аппроксимации, 
обычно заменяют

f ( x t, >’, ) = ^ [ / ( х, + /(* ,

шаг сетки увеличивают вдвое и получают следующую неявную 
схему:

[/(* .- * )+ /(* !♦ ! . Л м )] . (10.119)

В качестве примера построения разностных схем рассмотрим 
модельную задачу

^ = \ у ,  > (0 )= /° »,  0 ( 10.1.20)

где X— константа. Точное решение (10.1.20):
>’(дс)=>’<0,еХд.

Разностная схема (10.1.16) примет вид
Л+1 =^+ЛХ>-(, 0 < / < т - 1 ,  >о=У 0). (10.1.21)

Разностная схема (10.1.17)
Л в Л -1+Л \У |, 1 .Уо3' / 0’. (10.1.22)

Разностная схема (10.1.19)

У 1 + 1 = У 1 + ^  [.V i+^i+ i]. У о = У {0)- (10.1.23)
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Точные решения уравнений (10.1.23) — (10.1.23) следующие:
У1+1 = (1 + h k)y f, Vj =  (l +ЛЯ.)'>’<01, 0< /'^ /и ;

у‘ -т Ь л у'- "

/ I  +  A X /2 V  „  .

при условии ЛХ#1;

1+ЛХ/2 
■У,+ 1“ |-ЛХ/2-

при условии И\ф2. Точное решение (10.1.20) в узлах сетки 
принимает значения

^ ■ г ^ е ^ 'У ^ е ^ У 0', O K i^m .
Отсюда находим погрешность решения соответствующей разност
ной схемы:

г»((1 +ЛХ)'—еш )У 0), 
г = ( ( 1 + / .Х ) - '- е ш )У°>, hky= 1,

“ ( ( З Д г * “ ) Л  ЛХ’12'
Обозначим P(hX) коэффициент преобразования y t в _у(+, при 
переходе из узла сетки v, в следующий узел. Для трех рассматривае
мых схем имеем:

/>(ЛА.)=(1-ЛЛ), 

/ * ( A X ) - ( I - A X ) ~ 1I

P(hXf=(\ +ЛХ/2)(1 —ЛХ/2)~ ‘.
Тогда погрешность решения разностных схем запишется в форме

г=_у<0* (Р —е**,)(/> |-1 + />,-2е*1 + ... + Ре**** -
1 < /< т .  (10.1.24)

В этом выражении первый сомножитель связан с начальным 
условием, второй — с погрешностью аппроксимации дифференци
ального уравнения разносгным на одном шаге, третий— с накопле
нием погрешности по шагам /= 1 ,2 , т.

Разностная схема называется устойчивой на модельной задаче
(10.1.20), если накопление погрешности по шагам не зависит от 
числа шагов, т. е.

i
у  p i  - k g h U k -  1)

4=1
1 < /< т ,  (10.1.25)

где константа с не зависит от т.
Разностная схема называется сходящейся на модельной задаче

(10.1.20), если
max l^ ,—v(.v,)I —»0 при Л-*0,
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max 1 л - Н г |) |  =  0(Л '), Л-*0.
1

Т е о р е м а  10.2. Если разностная схема устойчива на модельной 
задаче (10.1.20) и имеет р-й порядок точности аппроксимации 
дифференциального уравнения на шаге, то схема сходится с р-м 
порядком к точному решению.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию.
/>—ew = О (//').

Но тогда, переходя в (10.1.24) к оценкам модуля г и учитывая
(10.1.25), получаем

max |г |< |У 0,| | />-е * 1|с  = 0 (Л р),

что и требовалось доказать.
Коротко утверждение теоремы формулируется так: аппроксима

ция и устойчивость схемы дают ее сходимость.
Пусть в модельной задаче Х<0; пусть, кроме того,

' \P (h X )\^q < \.  (10.1.26)
Тогда схема устойчива. Действительно, в этом случае ( 1 ( « т )  
имеем

| Р‘ - 1 +  Р‘ - V 4 ...+ е * " ‘- "  | < | Р‘~1 + Р1' 2 + ... +1 к  ~  -  с,

т. е. выполняется неравенство (10.1.25). Для рассматриваемых трех 
схем условие устойчивости (10.1.26)— ограничение на выбор шага 
Л — принимает вид

сходящейся с р-м порядком, если

11 + h k \^ q <  1;
I

1 -А Х
1+ЛХ/2
1-ЛХ/2 < q < \ .

Заметим, что при больших значениях X эти условия ограничивают 
шаг h только для первой разностной схемы.

Пусть в модельной задаче Х>0. Тогда все рассматриваемые 
схемы неустойчивы. Действительно, в этом случае для достаточно 
малых Л имеем Р> 1, далее

\P ,- l + P l- 2ckk+ ...+ ckktl- l)\> \P , - l + P i- 2+... +  1 1 = ^ 3 ^ ,  2

Но правая часть этого неравенства стремится к бесконечности 
при i=m~*оо.

Не следует считать, что неустойчивые схемы нельзя применять 
для вычислений. Важным является не свойство устойчивости, 
а свойство сходимости разностной схемы. Поэтому если в (10.1.25) 
с (И)-* оо, Л-*0, но при этом

(/>(ЛХ)-е',х)с(Л)-»0, Л -0 .
то схема является сходящейся.
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В качестве примера рассмотрим схему (10.1.21) при j ’(0)= l ,  
/> =1 для двух уравнений:

dy
dx~ У'

здесь Х.= — 1, схема устойчива;

здесь Х= + 1, схема неустойчива.
Для устойчивой схемы при Л = 0,1; 0,01 разность между точным 

решением в точке дс=1 и разностным соответственно равны:
е “ 1 —(1 —0,1)10=0,019 при Л = 0,1; 
е ~1 — (I — 0.011*°°=0,0018 при А—0,01.

Для неустойчивой (но сходящейся) схемы

е - (1 + 0 ,1 )1О=0,12 при Л = 0,1,
е -(1  -ь0,01)‘00 = 0.013 при Л = 0,01.

Из приведенных числовых значений легко заметить, что скорость 
сходимости устойчивой схемы на порядок по А выше, чем 
сходящейся, но неустойчивой схемы.

•  10.2. Задача Коши. Методы Рунге — Кутта

В 10.1 приведены разностные схемы, которые имеют невысокий 
порядок точности аппроксимации по шагу А. Такие схемы на 
практике используются \<едко, поскольку они обладают медленной 
сходимостью к точному решению. Однако при построении более 
точных разностных схем необходимо, чтобы правые части диффе
ренциальных уравнений были достаточно гладкими. Обычно число 
непрерывных производных правой часги уравнения должно быть 
на единицу больше порядка точности. Поэтому недостаточная 
гладкость правых частей уравнений может быть главной причиной 
использования разностных схем невысокого порядка точности.

10.2.1. Применение рядов Iсидора в нос■ роении разностных схем. 
Покажем, как с помощью рядов Тейлора можно построить схему 
произвольного порядка точности аппроксимации дифференциаль
ного уравнения на шаге.

Рассмотрим задачу Коши

( 10.2 . 1)

на интервале [а. Л]. Разобьем интервал на т отрезков узлами 
дс, с постоянным шагом Л. Точное решение задачи (10.2.1) в точке 
дс,+ 1 на любом из частичных интервалов (х,, х|+1], 0 < /< w —1, 
можно представить в виде ряда Тейлора с центром в точке дс,.
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Имеем для функций f ( x ,  у) (/>+1 раз непрерывно дифференциру
емых по обоим аргументам) формулу

Производные в (10.2.2) вычисляются согласно дифференциальному 
уравнению (10.2.1) следующим образом:

Здесь следует положить /= > ’(*)— точное решение (10.2.1), а затем 
подставить х = х,.

Если отбросить в (10.2.2) остаточный член, то получим 
дискретное уравнение

где O ^ i'^ m —1, y0= y W) задано в (10.2.1). Уравнение (10.2.4) 
определяет двухточечную явную разностную схему. По формуле
(10.2.4) можно последовательно определить все значения у, 
(рис. 10.3), начиная с у х и кончая _v„.

Погрешность аппроксимации (10.2.1) разностным уравнением
(10.2.4), очевидно, равна величине отброшенного остаточного члена, 
т. е. О (Л',+ | ) при Л—♦ 0. Если взять р=  1, то получаем схему

совпадающую с (10.1.16). Это явный метод Эйлера. Если взять 
р = 2, то получаем схему

/ ( * ) - / ( * .  у).

(10.2.3)

(10.2.5)

j i+1 = л + л [ / ( а д ) + * ( / ; ( а д ) + / И ^ ) /  (*л))]. (ю.2.6)

которой О (Л3). Это так 
называемый исправленный 
метод Эйлера.

порядок аппроксимации

Для получения раз
ностных схем методом 
рядов Тейлора необходи-

Х0 Х ," - Х (  Х-1 + 1 

Рис. 10.3



мо иметь аналитические выражения полных производных по .v от 
функции /(дг, >’), а именно (10.2.3). Это может быть достаточно 
громоздкой задачей. В таком случае ряды Тейлора не применяются, 
а используются методы Рунге — Кутта.

10.2.2. Ме.о ц.. Р>ше Кл 11а. Идея методов Рунге Кутта 
состоит в том. чтобы представить дискретную задачу, соответ
ствующую (10.2.1), в виде

Д'/+1а“Д'|+Лф(х|, у„ Л), 0 < I< hi — 1, (10.2.7)
где функция ф (.v, у, И) приближала бы отрезок ряда Тейлора
(10.2.2) с точностью и в то же время не содержала бы
производных /( .х ,у). Таким образом, в основе методов Рунге 
Кутта лежит подгонка ряда Тейлора.

Заметим, что метод Рунге Кутта первого порядка (р = 1) это 
метод Эйлера, так как 4десь в вычислениях используются только 
значения /(дг, у).

Покажем на пример» метода Рунге— Кутта второго порядка, 
как выводятся формулы, т. е. определяется функция ф (л\ у, /») 
в (10.2.6). Будем искать ф в следующем виде:

ф(*. У> Л)=с,/(дг, y ) + c j ( x + h a 2, y+ hb2lf ( x ,  v)). (10.2.8)
В формуле (10.2.8) с,, c2f a 2, Ьи  — пока неизвестные константы, 
которые находятся из сравнения с рядом Тейлора. Разложим 
второе слагаемое в (10.2.8) в ряд Тейлора с центром в точке 
(.V,. y t) до членов порядка О (Л2); получаем

Ф (*i, У г b )= c j(x „  y ) + c j ( x t, у,) + с2 ~  {х„ у,) ha2 +

+ с г | ;  (*<• y i)hb2 i f(x„  y ,)+ 0 {h 2). (10.2.9)

Соответствующий отрезок ряда Тейлора (10.2.2), (10.2.3) имеет 
вид (10.2.6). Отсюда, подставляя (10.2.9) в (10.2.7) и приравнивая 
коэффициенты при соответствующих слагаемых в (10.2.6), получаем 
систему равенств

С,+С2=1,
с2а2 = 1/2,
c2h2i = 1/2.

Эта система грех уравнений с четырьмя неизвестными имеет 
решение с, =  1 — ot, с2 = а, а2=Ь2, =  1/2а, зависящее от произвольного 
параметра афО. Обычно применяется значение а = 1/2. Тогда метод 
Рунге — Кутта второго порядка можно записать в следующей 
форме:

.Vi +i =.»•( +  * (* !+ Ы  0 < i < m - l ,

- Л .- Л х ь л ) .  (Ю.2.10)
к 2= /(х ,+ А, у,+/гк,),

\
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где y 0 =ayt0). Заметим, что метод 
второго порядка имеет погреш
ность аппроксимации 0(А Л), для 
перехода из точки х, в точку дг(+, 
требует дважды вычислить пра
вую часть дифференциального 
уравнения /(.v, j) , чтобы опреде
лить k t , к 2.

Например, пусть имеем задачу 
Коши

^ = х 2+ у 2, ,у(0) = 1, 0 < х < 0 ,2 . (10.2.11)

Выполняя два шага в соответствии с (10.2.10) при А=0,1, получаем 
(рис. 10.4):

>’о = 1.

,  y t =  1 + 0 ,0 5 ^ , + А:2) = 1,111,
* . - 1 .

I к2 = 0 ,12+(1 +0,1)2 =  1,22;

, у 7 = 1,111 +0 ,05(А:, + * 2) = 1,2515307,
i it, =(0,1)1+(1,1H )J =  1,244321,
1 к 2= (0,2)2+(1,111 +  0 ,1244321)2 = 1,5662924.

Подчеркнуты предполагаемые верные значащие цифры точного 
решения v (0,1), >' (0,2).

Для метода Рунге — Кутта произвольного порядка р  по аналогии 
с (10.2.7), (10.2.8) формула записывается в форме

г р 
Л+1 =■=>’( + А £  c jkj ,  0 < / < m - l ,

J - 1

* к i = f(x„  у,),

kj= f(x ,+ ha j, y t + h £  hj,k,), 2< > < m .
1*1

Для конкретного значения p соответствующие константы Cj, а., 
bj, находятся по той же схеме, которая использовалась при р= 2. 
Популярным среди методов Рунге — Кутта является метод четвер
того порядка. Метод имеет погрешность аппроксимации О (Л ), 
соответствующие формулы имеют вид
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>’i +i * Л + т(* 1  +  2А2 +  2А3 + А4). Os? 1 I.
О

*1 = Л * 1 . .Vi).

* 1 - / ( * . + 5 .й + 5 * , ) .  "0.2.12)

*4 = /(* , + А, >( + ЛА3).
На каждом шаге необходимо четыре раза вычислить правую 
часть дифференциального уравнения. Выполним один шаг для 
задачи (10.2.11). Имеем

'  >’о = 1 .

(/{У{ = 1 + 4 - (А, + 2А2 +  2А3 + А4) = 1.1114629.
?

" Ai=»l,
А2=(0,05)2+(1 +0,05)2 = 1,105, 
к3 = (0,05) 4 ( 1 +  0,05 • 1.105)2 = 1,1160525, _ _

. А4 = (0,12) + fl +0,1 1,116)2=  1,2456663.

Подчеркнуты предполагаемые верные значащие цифры точного 
решения .у (0,1).

Если рассматривается задача Коши для системы дифференци
альных уравнений

у Ч М * .  . V i . . V . ) .ах

V< («)=v}°>,
то формулы Рунге Кутта четвертого порядка аналогичны скаляр
ному случаю. Отличие в записи следующее: индекс / указывает 
теперь номер компоненты вектора, а индекс j — номер узла x jv 
0 < y < m —1, в котором соответствующий вектор y {i) имеет компо
ненты y iJi= (yV \ у Ч ...... .У Л  векторы к имеют также п компонент,
например А,=(А, А, 2, ..., А, „). Формулы Рунге — Кутта четвертого 
порядка для системы дифференциальных уравнений следующие:

У> + , >=У »+^(А 1+2А2+ 2 * ,+ А 4),6
х р  yV! ............../Л 1

* ' 4
y V ' + \ k t ,1. •••• > • + 2 •

Аз.1= /(^ >V’a2.„  . . •* )  * >2 i»*» 1’

А4.1 —f i  ( .Vj+A. yV '+ h ky 1* •••* ) *  ^2 3J
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10.2.3. Оценка погрешно
сти. Погрешность аппрок
симации дифференциаль
ного уравнения разностным 
для метода Рунге — Кутта 
р-го порядка есть О (И”* '), 
поэтому погрешность мето
да на одном шаге (ло
кальная погрешность) дает
ся оценкой

1*+.-.И * < +. ) К 0 ( Л '+').
если в точке дг, значение 

точного решения совпадает с у„ т. е.

У,~У(Х()< (Ю.2.13)

при условии, что правая часть дифференциального уравнения 
/(дг, у) р +1 раз непрерывно дифференцируема в окрестности 
решения у(дс). Интервал [«.Л], на котором ищется приближение 
к решению, содержит т=?{Ь-а)/Н шагов. Но только на первом 
шаге выполняется равенство (10.2.13). На следующем шаге равен
ство можно сохранить, причем под > (*,) следует понимать точное 
решение, но не с условием Д’(дг0)=>’<0)> а с условием 
и т. д. (рис. 10.5). Погрешность на всем интервале [а, А] (глобальная 
погрешность) определяется формулой

max |у,-у(дг,)|.
1</<т

Чтобы оценить эту величину, необходимо уметь выражать разность 
решений дифференциальных уравнений через их разность в началь
ной точке дг,.

Т е о р е м а  10.3. Пусть У, (.*) и У2(-*)— решения дифференциаль
ного уравнения

Пусть также функция / (х ,  у) непрерывно дифференцируема. Тогда

^2 (*1 +1)— (-̂ i ♦1)=

(-V*)) exp ^ J f y(x< у (*))</*), (10.2.14)

где у  (х)— функция, расположенная между У, и У2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку К,, У2— решения, имеем

S-л**•>»■
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Вычитая из второго равенства первое и применяя теорему Лагран
жа, находим

£ ( У г - У х Ы ( У г ) ~ / ( х ,  2 " Ы

где >»(х) расположена между К, (дг) и К2 (х). Решая полученное 
линейное дифференциальное уравнение относительно z(x)=  Y2— У, 
с начальным условием Y2 (лг4) — К, (дс,), получаем

- (v)= г(х()exp^j / ; (х, у  (v))d x \ .

Из последнего равенства при .v = х, м  имеем (10.2.14), что и тре
бовалось доказать.

Обозначим решение дифференциального уравнения с условием 
y(-vo)= >'<01 через У0(х); с условием У(х,)=.»’, — через Y{ (х) и т .д ., 
с условием y (xm- i )= y mJi через У„_,(х). Тогда погрешность 
в любом узле х, можно представить в виде

Я» = У \-У Ы  = I  (У (х ,)-  У, - ,  (х.)exp (  j / ; (х, у (х))dxY (10.2.15) 
f- i \*i /

Т е о р е м а  !0.4. Пусть погрешность на шаге h .истода Рунге — 
Кутта имеет оценку

l>’i+ i“ >'(X|+1)K cA ,+ 1 
с условием (10.2.13); пусть также

/ ; ( х ,  y )^ L (x ) ,  L (x)> 0, (10.2.16)
в некоторой окрестности v решения у  (х). Тогда для достаточно 
малых h глобальная оценка погрешности следующая:

max |.у,—̂ (х ,) |^ [(Л -в )сЛ ,’]е х р П  L (x )d x \ .  (10.2.17)
1</<т \« /

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что

max I (х,)|=  max |Л*|. 

где Rk определяется (10.2.15). Но в силу (10.2.16)
I *4

I Л» I < I  I Y, (х .)- Y,_, (х.) | exp |  / ,  (х, у  (х)) dx ̂
1-1 х‘

^  £  (<ЛР+1)exp /  L (x )d x ^  X (c /i'* l )e x p (fL (x )d x )~
I* 1 Xj 1“ 1 \fl /

= cmhr +1 exp Z- (x) d.\^j.

Учитывая, что m = (h -a)/h . получаем

max | Л1|^ г (Л -« )Л ,’е х р А L(x)</.v\
Vo /

что и требовалось доказать.

393



Неравенство (10.2.17) дает оценку погрешности методов Рунге — 
Кутта порядка р и указывает, что при h -*0 решения разностных 
схем методов сходятся к точному решению.

Однако если L(.v)>0 и интервал интегрирования [«, А] велик, 
то коэффициент при Ар в (10.2.17) может быть столь большой, 
что для достижения заданной точности придется брать очень 
малый шаг Л. При этом вычислительная погрешность (например, 
округления) может превосходить погрешность метода Рунге— 
Кутта.

Заметим, что если в (10.2.16) Z-(.v)<A.<0, т. е.

f , ( x ,  у)«*Х<0, а < .V< А, 

то оценка | Rk | в доказательстве теоремы примет вид 

I А * |< с (А —а)Нрсхр (Х(А—</)). 

а так как функция .veu  на всей полуоси 0 < * < о о  ограничена
I* 1 - tде < -—е . то оценка погрешности

I Л. I

max |Л » |< -^ у Г Ар
U U m  11

оказывается не зависящей от длины интервала нитрирования.
10.2.4. Оценка iioi решжмпи по прави.1) Рунге. Правило Рунге 

уже использовалось при оценке погрешности численного интег
рирования (см. п. 7.4.2). Обобщим это правило на интегрирование 
дифференциальных уравнений. Заметим, что численное интегрирова
ние можно рассматривать как интегрирование дифференциального 
уравнения в том частном случае, когда

/ ( . V ,  у ) = / ( л ) .  £ = / ( 4  г И = о

Ь
для определения значения y (b )= \f(x )d x .

а
Если не удается получить для функции /(.*, у) значения с, 

L ( v), необходимые, чтобы применить оценку погрешности (10.2.17), 
то применяют правило Рунге.

Для оценки погрешности сравнивают приближенные решения, 
полученные при различных шагах сетки. При этом используется 
следующее предположение: глобальная погрешность метода порядка 
р  в точке .х, представляется в виде

у , - у  (х ,)= и• (*,) Л'  + О (Л'  +1); (10.2.18)

здесь x i = a+ih. Если провести вычисления тем же методом порядка 
р . но с шагом, вдвое меньшим, то, согласно (10.2.18), получцм

У i t - у  (*2.)=«• Ы  ~ + О (I,"*1); (10.2.19)
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здесь .r2J= a  + 2/^=*,. Эти два соот

ношения позволяют найти, вычшая 
(10.2.19) из (10.2.18) значение h (.v 2i),

й -г »  - “■(•«») [*’ - j j l  + О (*'*').

»ы=̂ г!у+0»
Подставляя последнее выражение 
в (10.2.19), получаем

Рис. 10.6

>’2 ,~ .Ф 2() =  ̂ + 0 ( Л ' + ‘).

Таким образом, с Точностью до 0(А ,,+ | ) при А-*0 погрешность 
метода имеет вид

Уи~У  (*2i) =

где у (— приближенное значение, полученное в точке лс2( с шагом 
Л; у 2i— с шагом А/2; р  — порядок метода. Например, для метода 
Рунге — Кутта второго порядка

1 Л |- .У (* а |) |Ц |Л -Л |1 ;

для четвертого поргдка

Правило Рунге лежит в основе алгоритмов интегрирования 
дифференциальных уравнений с автоматическим выбором шага 
по заданной локальной точности. На каждом шаге при переходе 
от jc,- к х ( | |  вычисления производятся дважды: с шагом А и шагом 
Л/2 (рис. 10.6). Полученные значения у, и у т служат для сравнения 
достигнутой точности на этом шаге

\ y . - y j5 = -
2r— I

с заданной е; в случае систем уравнений модуль заменяется 
нормой (|у,—̂  Н. Если величина 5 больше е , то шаг Л уменьшается 
вдвое и процедура повторяется; если 5 значительно меньше 
е (указывается предел), то шаг А увеличивается вдвое, если 
5 меньше е, но незначительно, то переходим в точку дс(+2 с тем 
же шагом А.

Автоматический выбор шага для специальных систем дифферен
циальных уравнений сопровождают более совершенной стратегией 
контроля точности (не на каждом шаге), чем описанная выше [20].

395



10.2.5. Применение программы В6А0. Пусть необходимо про
интегрировать систему уравнений

^  = sin (.х + > ^2).

^  = cos(.v2- j , + > '2)

на интервале 0<дг<1 с заданной абсолютной точностью е= 1 0 ~ 4 
и начальными условиями >'1(0)=2, у2(0)=(1). Вывод на терминал 
значений A’i(.v). y2(.t) необходимо производить с шагом # = 0 ,1 . 
Программа может иметь следующий вид:

REAL X,B.Y(2),E,W(2,7),R(2)
INTEGER N.J.1 

" EXTERNAL F.O 
со - DATA X.B/0., 1 ./,Y/2.,L/,E/1 Е-4/

DATA N.J.I/2,1.0/
‘ С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В6А0 

r» 't CALL B6AO(X.B,N,Y,E,J,F,O.W,I)
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА. ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ ПРА- 
С ВЫЕ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ 

SUBROUTINE F(X,Y,R)
REAL X.Y(2).R(2)
R(I) = S1N(X + Y(1)*Y(2))
R(2) = COS(X*X -  Y( 1) + Y(2))
RETURN
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА. ОСУЩЕСТВЛЯЮЩАЯ 
С ВЫВОД ЗНАЧЕНИЙ Y(X)

SUBROUTINE 0(X,Y)
REAL X.Y(2).H 
DATA Н/0.1/
WRITE (5.1) X.Y(I).Y(2)

1 FORMAT (2X,'X = ',F4.1,'Y(1) = ',E13.6,'Y(2)=\E13.6)
X = X +  H 
RETURN 
END

#  10.3. Ж есткие уравнения

10.3.1. Примеры жестких уравнений. Понятие жесткого уравнения 
связано с жестким условием устойчивости разностных схем для 
таких уравнений. Рассмотрим модельную задачу Коши на интервале
0<X4Sl:

^ = \ у + а ,  у (0 )= у(О).
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Пусть X— достаточно большое отрицательное число. Разобьем 
интервал [0,1 ] постоянным шагом /» и запишем схему Эйлера
( 10. 1.21):

J'/+1 = >’ 1 + hkyl+ah, 0 < /< m —1, Л» 1/т.
Для нее условие устойчивости (10.1.26) принимает вид

11 + ЛХ|^</< I.
При больших значениях |Х| это условие ограничивает выбор шага 
Л величинами порядка

‘'ill- "о-3"
Условие (10.3.1) — жесткое условие на шаг Л, отсюда и возник 
термин «жесткие» уравнения.

При отом уравнения с большими Х>0 не относятся к классу 
жестких по той причине, что условие типа (10.3.1) практически 
не играет роли. Выбор шага обусловлен требованием хорошего 
приближения к точному решению. Действительно, задача

, — = 100v+ 100. v(0)=0
ах

имеет точное решение v= exp (100.v) — 1. Для того чтобы приблизить 
(1) с точностью до двух верных значащих цифр, в схеме следует 

взять А=Ю ~6, тогда получим

>’1О.= ( 1 + Л 100)1/‘ —1= 2,67-Ю43,
V >,(1)=2,69 • 1043,

в то время как условие типа (10.3.1) рекомендует выбирать шаг 
10-5 .
Совершенно по-другому обстоит дело в случае больших отрица

тельных X. Задача

£ =  -  100.»-+ 100, > (0)=0

имеет точное решение у  = 1 — ехр(— 100лг) (рис. 10.7), из вида кото
рого следует, что при значениях дг£0,05 точное решение отличается 
от у=  1 в третьем знаке. Решение разностной схемы

_у(= 1 - ( 1 - Л 1 0 0 ) '
описывает приближенно точное 
решение только если
11 -  Л ■ 1001 < 1, откуда следует, 
что должно быть выполнено 
жесткое условие Л <0,02. Если
оно нарушено, например f— у (х) — 1 — е х р  ( -  100х)
Л = 0,05, то будем иметь следу
ющие значения .Vj: >’о = 0, >'i=5,
^2= 1 5 ,..., ничего общего не
имеющие с точным решением. Рис. 10.7



Рис. 10.8

Сравнивая точное и 
приближенное решения, 
отмечаем, что в прибли
женном решении слага
емое ( I — Л -100)*, кото
рое аппроксимирует 
ехр(—lOO.v), не позво
ляет увеличить шаг, хо
тя для значений дг>0,05 
вклад этих слагаемых

в решение оценивается третьим знаком.
Этот факт демонстрирует общую ситуацию, характерную для 

жестких уравнений: решение содержит слагаемое, вклад которого 
мал почти на всем интервале интегрирования, но для сохранения 
устойчивости методы, не ориентируемые на эти уравнения, требуют 
аппроксимировать это слагаемое достаточно точно, выбирая малый 
шаг Л. Для точности представления решения, как будет видно 
из дальнейшего, такой маленький шаг не нужен.

Более содержательный пример жестких уравнений дает система 
линейных уравнений

= 0 < * < 1 , >(0)=У°>, 

где у , / — векторы, /( — постоянная матрица, у
собственные 
части такие.

значения
что

X, имеют отрицательные 

ЯеХ(<Я.о<0, 1 < /< л ,

которой все 
вещественные

min |К е).( |~ 1 , max |R e X , |» l ,  max | ImX,|a: 1. (10.3.2)
1<<<» 1</<л

В этом случае решение у(х)  содержит быстропеременные слагаемые 
вида ехр(Х,лг), у которых ReX.,<C — 1, и медленно изменяющиеся 
слагаемые, у которых Re X, х  — 1.

Здесь возникает та же ситуация, что и в первом примере: 
условие устойчивости в явной схеме Эйлера не дает возможности 
интегрировать с шагом Л, определяемым точностью медленно 
изменяющихся слагаемых для тех значений х, где ехр(Х^г) 
с R e X j d  мало отличаются от нуля (рис. 10.8).

В технических задачах роль независимого переменного обычно 
играет время. Тогда быстро протекающие процессы (затухающие 
во времени) на фоне медленно протекающих порождают явление, 
описываемое жесткими уравнениями.

Для общих систем нелинейных дифференциальных уравнений 
понятие жестких уравнений вводится по аналогии с приведенными 
выше примерами. Пусть имеем задачу

У\......У.), 0 < х < 1 ,dx
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точное решение которой y(.v)=(v1 (v), y„(.v)). Вычислим якобиан:

А ^  = (ду, У' ^ ......Уи ' 1 *  '•j  *  "•

Если матрица A (дг) при некоторых .v е [0,1 ] обладает свойствами
(10.3.2), то исходная система уравнений относится к классу жестких.

Для характеристики уравнений относительно явления жесткости 
вводится коэффициент жесткости

min Re( — Aj(jr);

где ХДлг)— собственные значения матрицы A (,v). На практике 
система считается жесткой, если S(.v)>10, однако в задачах 
химической кинетики, управления, электрических цепей коэффи
циенты S(.t) достигают величин ~  106 и более.

В качестве примера рассмотрим известную модельную задачу 
химической кинетики:

-0 ,0 4 ,,  +  10 у х (0)= 1,

^  = 0 .0 4 » ,- 1 0 ^ - 3 - 1 0 V i,  у2(0)=0, (10.3.3)

% - у ю ' Я  У3 ( 0 )= 0 .

Эта система имеет интеграл, равный

v >’|+Г2+.»,3=1,
поэтому сводится к системе второго порядка, для которой 
коэффициент жесткости S (x )~ 104 на интервале 0 < х < 1 .

Не случайно в этом разделе интервал интегрирования 
строго фиксирован единичным 0<дс^1. Большая длина интервала 
а ^ х ^ Ь  интегрирования может привести к тому, что система 
уравнений должна рассматриваться как жесткая, хотя S(.v) 
и не велик на [и, Л].

Это легко понять из простого примера. Пусть имеем задачу

%ш-у* ИоН/0’. 0
Коэффициент жесткости S  (.*) = 1 на всем интервале [0, Л]. Но 
если привести заменой переменной л, —x/h  эту задачу к нор
мированному интервалу О^дг, <1, то получим

Y ~=  —by, >'(0)=УО), 0 < д :,^ 1 , 
о*,

при /> »1  жесткое уравнение.
Отсюда целесообразно сделать следующий практический вывод: 

интегрирование задачи Коши на длинных интервалах может
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привести к явлению жесткости, которое следует учитывать при 
выборе метода решения.

10.3.2. Неявные методы решении жестких > равнений. Покажем 
на примере, как неявная разностная схема (10.1.22) позволяет 
интегрировать жесткое уравнение с шагом А, выбираемым по 
заданной точности, а не из соображений устойчивости. Рассмотрим 
задачу

^ =  -lOOv+lOO. >(0)=0, 0 < х < 1 ,

для которой схема (10.1.22) следующая:
>’(= ^ -1  + Л( — 100^,+ 100), 1 A =l/w .

Эта схема безусловно устойчива при Х<0, так как выполняется 
неравенство (10.1.26). Решение разностного уравнения

у =  1 —.--------- -,

' (1 + 100Л)'

указывает, что точное рещение y(.v)= 1 — е х р ( - IOO.y) будет аппрок
симировано с желаемой точностью без ограничений на величину 
шага Л. Например, при А=0,2 имеем:

Уо = 0, у 1 =0,952, у 2 =0,997, у 3 = 0,999,
у(1) = 0, у  (0,2) = 0,999, у  (0,4) = 0,999, у  (0.6) = 0,999;

наихудшую относительную точность представления решения на 
первом шаге (порядка 5%).

Общий подход к решению жестких уравнений состоит в ис
пользовании неявных методов (неявных разностных схем). 

Аналогом схемы (10.1.22) для нелинейного уравнения

является неявная схема Эйлера

Л “ Л - 1 +/(*<> >()’ (10.3.4)

которая на каждом шаге требует решения нелинейного уравнения
(10.3.4) относительно yh что представляет, вообще говоря, не 
простую задачу. Эта задача еще более усложняется для системы 
нелинейных дифференциальных уравнений (см. гл. 9). Естественно, 
решение нелинейных уравнений связано с большими затратами 
машинного времени на каждом шаге, чем в явных методах. Но 
за счет возможности значительно увеличить шаг А общий объем 
вычислений в случае использования неявных методов может быть 
существенно меньше, чем явных.

10.3.3. Применение прот раммы В6А1. Для иллюстрации примене
ния программы В6А1 рассмотрим задачу Коши для жестких 
уравнений (10.3.3) на интервале 0 < х < 1 . Зададим относительную
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точность Е=10~3. Будем выводить на терминал значения у, (х), 
у 2 (х), у 3 (х) с шагом //=0,05. Программа может иметь следующий 
вид:

REAL X,B.Y(3),E.W(3,2I),R(3),Z(3,3) f
INTEGER N.J.l.M.K L
EXTERNAL F.O.P 
DATA X,B/0.,1./,Y/I.,0.,0./,E/LE —3/
DATA N.J.I.M,K/3,0,0,1,21/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В6А1 
CALL B6Al(X,B,N,Y,E,J,F,M.P,O.W.K,I)
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ 
С ПРАВЫЕ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ 

SUBROUTINE F(X,Y,R)
REAL, X.Y(3),R(3),A.B,C 
DATA А.В,С/0.04,1.Е4,З.Е7/
R(l) = — A*Y(I) +  B*Y(2)*Y(3)
R(2) = A* Y( 1) -  B*Y(2)*Y(3) —C*Y(2)*Y(2)
R(3) = C*Y(2)*Y(2)
RETURN 
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ОСУЩЕСТВЛЯЮЩАЯ 
С ВЫВОД ЗНАЧЕНИЙ Y(X)

SUBROUTINE 0(X,Y)
REAL X,Y(3),H 
DATA Н/0.05/
WRITE (5,1) X,Y(1),Y(2),Y(3)

1 FORMAT (2X,'X = ',F5.2,3E 13.6)
X = X + H 
RETURN 
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ 
С ЯКОБИАН

SUBROUTINE P(X,Y.Z)
REAL X.Y(3),Z,(3,3),A.B,C 
DATA A,B,C/0.04,I.E4,3.E7/
Z( 1,1) =  — A 
Z (l,2)=  B*Y(3)
Z(l,3)=  B*Y(2)
Z(2,l) = A
Z(2,2)= — B*Y(3)—C*Y(2)»2.
Z(2,3)= — B*Y(2)
Z(3,l) = 0.
Z(3,2) = C*Y(2)*2.
Z(3,3) =  0.
RETURN 
END
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10.4.1. Линейное дифференциальное сравнение вюрою порядка. 
Ражосшая схема Рассмотрим линейное дифференциальное уравне
ние второго порядка

“ ( х ) ^ р + ь W  % + с  ( * Ь = А х )  (10.4.1)

на интервале а<дг</> с условиями на краях интервала

« о И « )+ * 1 $ (в)ш“ а»
(10.4.2)

РоУ(А) + Р .^(/> ) = Р2.

Будем предполагать, что функции a (.*), Ь (дг), с (дг), /(.v) достаточно 
гладкие на [а, />], а ( .г ) /0  на [в. Л], константы а,, р, ^таковы, 
что a£ + a f * 0 ,  p,-, + p f# 0 .

Прежде чем заниматься численным решением исходной краевой 
задачи, целесообразно привести дифференциальное уравнение к про
стейшей форме. Для зтого разделим (10.4.1) на a (.v). Получим

н а дdx1 a{x)dx а (дг) а(х)
Введем новую искомую функцию z(.v) с помощью замены

X

( |0 '441
а

Тогда для г(дг) из (10.4.3) имеем уравнение

^ + q { x ) z - r { x ) ,  (10.4.5)

#  10.4. К р а ев ы е  за д а ч и

где

1 Л ( Х)У  1 d ( b^ \
9 'х > Щ  4^а(х)У 2dx\a(x)J'

и краевые условия

а 0г(«) + а ,£ ( а )  = а 2, 

V0:(b )+ fit £ (b )m  р2
(10.4.6)

со значениями а(, р,, отличными от тех, которые заданы в (10.4.2). 
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Если интеграл

iw-Jjg*
а

не берется аналитически, то 
тогда функция /(дг) может 
быть определена с помо
щью численного интегриро
вания (см. гл. 7). Мы же будем предполагать, что известна формула 
для /  (дг), а следовательно, краевая задача, которую необходимо 
решать,— это уравнение (10.4.5) с условиями (10.4.6).

Например, для частного случая краевых условий
z{a) = a, z(6 )= p  (10.4.7)

задача называет^ краевой задачей первого рода или задачей 
с закрепленными концами (рис. 10.9). Пусть функция </(.*) удов
летворяет неравенству

q (x )^0 , а ^ х ^ Ь .  (10.4.8)
Условие неположительности q(x) обеспечивает существование и еди
нственность решения некоторых краевых задач, в частности задачи 
с закрепленными концами. Справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а  1 0.5. Пусть функции q (дг), г (х) дважды непрерывно 
|  дифференцируемы на [«, />]; пусть также q(дг)<0. Тогда краевая
I задача (10.4.5), (10.4.7) имеет единственное решение z (,v) и 

г (л )е С 4 [а. Л].
Перейдем fT непрерывной задачи к дискретной, заменив произ

водную в уравнении и производные в краевых условиях по 
формулам численного дифференцирования на сетке:

дг, =  а+ /'Л , 0 < i < m ,  Л =  - —-.
т

Для внутренних узлов х,, 1 < / < т —1, имеем

для краевых узлов аппроксимируем первые производные с т о ч 
н о с т ь ю  д о  0 (h 2) (см. (10.1.5)), из (10.4.6) получаем

„ \ ^ - Ф г М Ф . Ы Ф о )  . -« o ^ (^ o )+ « i------------- jh-------------+ 0{h  ) = а 2,

П \ I П ^l(-**) + 4z (дСи_ ,)+ Г (дГя_ 2)Ро-(■<«) + Р , --------------- 2ц---------------+ 0 (h  )= р 2.

Если отбросить слагаемые порядка О (Л2), то получим разностные 
уравнения (разностную схему)

г<м-2 г , + г , .1+ ^  =  ̂  ()()49)
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Рис. 10.10 — систему (m+ I )-го уравнения с m +  l 
неизвестным z0, г t , z„. Здесь 
Я

Заметим, что на функциях z(.v)e С* [а. Л] разностная схема 
(I0.4.9), (10.4.10) аппроксимирует непрерывную краевую задачу 
с точностью О (Л2) (отброшенные слагаемые).

Если решить разностные уравнения — определить z,, 
то полученные значения z, при выполнении условий устойчивости 
являются приближениями с точностью О (Л2) к значениям г (д:,) 
решения краевой задачи.

Например, пусть требуется решить краевую задачу

Выберем шаг сетки Л=кJ /3  (рис. 10.10). Разностная схема запишется 
следующим образом:

Эта система уравнений легко решается. Находим: zo =  0, Zj =0,2893, 
z2=0,6107, z3 = l. Сравнение с точным решением в узлах сетки 
z(.vo)=0, z(.v,) = 0.2889, z(.v2)=0,6102, z(.v3)= l  указывает на хорошее 
приближение решения разностной схемы.

Преобразуем уравнения (10.4.10) так, чтобы исключить z2 из 
первого уравнения и zm_2 — из второго (при этом естественно 
считать, что а ,# 0 ,  Р ^ О ). Для исключения z2 выразим z2 через 
Zj, z0 из (10.4.9). Имеем

Подставляя правую часть равенства в (10.4.10), найдем

zo = 0.

z2 = r ,//2- 9 ,/j2z ,+ 2 z 1- z 0.

®ог° + ^ ( — + qt h2z l —2z t +z0 + 4 zl — 3z0) * a 2,

(10.4.11)



Для милых значений И знаменатель не равен нулю, так как я ,^ 0 .  
Аналогично из (10.4.9) находим

-т - 2 j Л (]т - ,  j 4" 2 -w _ j -ж.

Подставляя правую часть этого неравенства в (10.4.10), получаем

Po2» +  2 ^ ( i r  m - 4 z m . x + r m _ l h 2 - q M_ xh 2 z H . l  +  2 z m . x - z m) * ^ i . 

Отсюда

где константы Q, S  соответственно равны 

Q ^ i + ^ Ч т -У .

(10.4.12)

2Р. + 2  р0Л 2Р .+2М

Для малых значений Л знаменатель не равен нулю, так как р, #0 .
Окончательно разностная схема краевой задачи представляет 

собой систему линейных алгебраических уравнений (10.4.11), (10.4.9),
(10.4.12) относительно z= (z0, г , ,  zm). Запишем ее в развернутой 
форме: t

1

b (-И  h-
' ■ V  ( “ F + ,‘)

0

1
P .

• 1
■ h1 ( -

2
- 2 +qm-

1

f  *\ 
Z0

- Q

r *\ 
0 .  
r1

zi rt

-  1 
“m

rm-  1
S

(10.4.13)

в матричной форме:
Az — b,
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где Л — матрица системы (10.4.13), Ь — вектор правых частей 
/> =  (/),, г ,. гг, гт _ 1, S). Матрица А имеет ненулевые элементы, 
расположенные на грех диагоналях, т. е. это трехдиагональная 
матрица.

Рассмотренные методы решения линейных систем в гл. 9, 
ориентированные на матрицы общего вида, оказываются крайне 
неэффективными, если использовать их для решения систем 
с трехдиагональными матрицами. Например, метод исключения 
Гаусса, требующий для своей реализации 0 ( т ъ), т -* оо, ариф
метических операций, фактически будет обрабатывать основное 
время нулевые элементы, так как ненулевых элементов в матрице 
А всего О(т).

Для решения систем линейных уравнений с трехдиагональными 
матрицами используется вариант исключения Гаусса, в котором 
принимают участие только ненулевые элементы А, так называемый 
метод прогонки. Число арифметических операций, необходимое 
для его реализации, оказывается равным О(т). Следует отметить, 
что метод прогонки в системах линейных алгебраических уравне
ний— это дискретный вариант непрерывного метода прогонки, 
изложенного в п. 5.3.18. в»

10.4.2. Метод прогонки. Рассмотрим трехдиагональную систему 
уравнений более общего, чем (10.4.13), вида, а именно состоящую 
из (10.4.11), (10.4.12) и следующих уравнений:

А ,г(. ,-С ,г ,4 -В ,г 1+1= г„  1 < / < т - 1 .  (10.4.14)

В (10.4.13) побочные диагонали являются константами, а здесь 
Ah В, могут зависеть от /'.

Для вывода формул прогонки представим зависимость г, от 
2j+1 по аналогии с (10.4.11) в виде

r, = £ ( + , r (+,-l-Di+,,  0 < /< д а -1 ,  (10.4.15)

где £ , ,  / ) , — известные константы, а (£ 2, ..., £ m- i ) ,  (D2, ..., £ „ - , ) — 
пока неизвестные константы. Из (10.4.15) получаем соотношения

Z/-i — EjZ/'hDj = £,■(£*+ ,2 ,+, + Dt t , ) + Dj =

= £ ,£ / + 1z,+, +£,£>(+1 +  £>,, 1 < / < т - 1 .  (10.4.16) 

Подставляя (10.4.15), (10.4.16) в (10.4.14), имеем

At £ j£ i+ 1г1+1 +  -^/£| Д  +1 +  С |£ ( + , z(+ 1 —

- C ,D ,+ 1+  Д,2,+ 1—г, =  0,

Приравнивая в этом соотношении отдельно коэффициенты при 
zl+1 и свободные члены нулю, получаем

Л (£ ,£ ,*1-  C ,£ j + j +  B j—0,
AiElDl+l + A iDl—ClDl+, — г(=0,
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откуда выразим £,«.,, 0 , + , через £ (, Df, а именно:

£<+1 ~~р.— Т Т '  U « < w - I .
' ‘ ' (10.4.17)

°* + 1ш г  °'л  g » U '^ w - 1 .С f —Л|А|

Формулы (10.4.17)— это формулы прямой прогонки. Они позволяют 
по заданным значениям £ , ,  Ь , последовательно определить (если 
знаменатели не обращаются в нуль) (£ 2, / )2), (£ 3, 0 3), (£„, £>т ).

Определив £„, Пп . подставляем эти значения в (10.4.12), 
в результате получаем

Предполагая, что

:„ ¥ Q (E mzm+D M)+ S.

(1-С?£я ) / 0 ,

находим

(10.4.18)
I -Q E .

Обратная прогонка это вычисление неизвестных г(, »=m —1, т —2, 
..., О, по формуле (10.4.15). Вычисления можно осуществить, как 
только из (10.4.18) получено значение :ш.

Прогонка устойчив/, если
|£ i+1|< l ,  (10.4.19)

в этом случае ошибки, возникающие в ходе вычислений, не 
накапливаются, т. е. не зависят от т. Этот факт следует из (10.4.15).

Т е о р е м а  10.6. Прогонка осуществима и устойчива, если выпол
нены неравенства

(Л (>0, Bt>0, C ^ A i+ B j ,  1, /104201
( 0 < £ ,  < 1, О ^ 0 < 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для £ , неравенство (10.4.19) следует из 
условия теоремы. Для /=  1, 2, ..., т - I  неравенство нулю знаме
нателя в формулах прогонки и (10.4.19) вытекает из следующей 
цепочки соотношений:

Е _ Д . ___________ 4 ___________
1+1 С , - Л Л  (C,—A ,-B t) + (Ai + Bt)—Al El

= _________ J , _____
(Cl - A l - B l) + B, + (\-E,)Al -

Действительно, поскольку числитель и все слагаемые знаменателя 
положительны, а знаменатель больше числителя для /= 1 ,
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утверждение теоремы верно для Ег . Аналогично можно показать, что 
оно верно для 1 = 3, ... ,т  — 1, а условие 0<@ <1 обеспечивает 
неравенство нулю знаменателя в (10.4.18), что и требовалось доказать.

10.4.3. Метод нроюнки в ратное гной схеме краевой задачи. 
Разностная схема рассматриваемой краевой задачи (10.4.13) имеет 
следующие значения коэффициентов в формулах прогонки:

/4, = 1/А2, в, = 1/Л2, С, = 2/А2- ^ .
Если а ,= 0 ,  р, = 0  (что соответствует задаче с закрепленными 

концами), то
£ , = 0 .  D ,  = а 2 /О о , <? =  0 , 5 = р 2 / р 0 .

В силу неравенства (10.4.8) прогонка для разностной схемы 
устойчива, поскольку неравенства (10.4.20) все выполнены.

Если рассматривается краевая задача общего вида и а , #0 , 
Р, / 0 ,  то для достаточно малых А из формул для Е, и Q находим

£ , =  1 + ^ Л  + 0 (Л 2).
«I

1 -  j r h + 0 ( h 2).
Pi

откуда следует, что прогонка устойчива, если
« о /а ,< 0 ,  Ро/Р , > 0 . (10.4.21)

Выше уже упоминалось, что разностная схема аппроксимирует 
краевую задачу с точностью О (И2). Но аппроксимация и устой
чивость дают сходимость со скоростью, определяемой порядком 
аппроксимации (см. п. 10.1.6) решения разностного уравнения к точ
ному решению краевой задачи. Теперь можно сформулировать 
следующее утверждение.

Т е о р е м а  10.7. Пусть q(x), r ( x )e C 2 [a, A], <y(.v)<0 на интервале 
[а, Л), пусть выполнено условие (10.4.21). Тогда решение г, разностной 
схемы (10.4.13). полученное методом прогонки, сходится к точному 
решению краевой задачи (10.4.5), (10.4.6) и имеет место оценка

max |г,-г(.Г()| < 0 (Л 2), Л-* 0.
0 </«*я

10.4.4. Краевая задача для системы линейных дифференциальных
уравнений. Система линейных дифференциальных уравнений, как 
правило, возникает после этапа линеаризации исходной нелинейной 
системы в окрестности некоторого решения. Поэтому, решая 
линейные уравнения, следует всегда помнить о их происхождении. 
Например, норма решения системы линейных уравнений во многих 
случаях должна быть малой, иначе рассматриваемая линейная 
модель окажется неверной (большая погрешность математической 
модели).

Обширный класс технических задач, приводящий к краевым 
задачам для систем линейных уравнений, представляют собой
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проблемы автоматического управления. Многие из этих задач 
можно записать в виде

=  «г(0)’ •<*’<*, 1 < г < т .
Здесь </,— обобщенные координаты управляемой системы, I время 
(О ^ /^ Г ) ,  q — производная по времени, иг(1) — управляющие воз
действия на систему. Простейшей задачей управления является 
следующая: при заданных управляющих воздействиях иг(1) на 
систему найти траекторию qt( l ), переводящую систему из заданного 
начального положения

в заданное конечное '
q \T )= q \X), u / a  

Например, задача определения траектории управляемого снаряда 
принадлежит этому классу. Действительно, в плоской модели 

: полета обобщенные координаты </, = х, q2 =у, уравнения движения 
в линеаризованном виде записываются в форме

i  = ) i  + M2(/).v+M3(f),

[ где g — ускорение свободного падения, и ,(/), и2(г), и3( / ) — управ- 
Е ляющие воздействия, определяемые тягой двигателя и сопротив
л е н и е м  воздуха. Начальное положение— это координата старта, 
Оконечное — координата цели (рис. 10.11). Таким образом, краевые 
Кусловия

.v(0)=jc,o\  х (Т )= х {" ;

1 v(0)=.y<0\  > (Г )= У » .
Если условие в начальный момент /= 0  дополнить еще двумя, 
определяющими угол 0 запуска снаряда (0~arctg(p ,/#<,)),

i(0) = uo, >’(0) = v1,
то получим на интервале O ^ i ^ T  задачу Коши, которая имеет 
единственное решение, но, вообще говоря, траектория (.г(/), .у(О) 
не проходит через цель при I - Т  (рис. 10.11).

Если теперь будем задавать различные значения (р0, vt ), т. е. 
изменять угол стрельбы 0, то будем получать различные решения 

|задачи Коши, и, возможно,
'среди значений (г0, и,) найдем 
такой угол 0, при котором 

аекгория с заданной точно- 
ыо проходит через цель.

Метод решения краевых 
дач путем сведения их к за

даче Коши с последующим 
поиском начальных значений
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таких, чтобы выполнялись краевые условия, называется методом
стрельбы.

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений

Е  ai.i(x )yi+ fi{x )' К Н л ,
1

с линейными краевыми условиями
п п
X G tj)’j(a) +  ]Г 1 <  / <  л,

)= 1 j - i
где а ,,(х ), / ( х )  — элементы переменных матрицы А (дг), вектора 
/(дг); G,j, D, j, с,— элементы постоянных матриц G, D, вектора 
с. В матричной записи краевая задача имеет вид

Jx = A (x )y+ f, (10.4.22)

Gy(fl) + Av(/>) = c. (10.4.23)
Для примера запишем матрицы С и D вектор с в следующих 

условиях:

Имеем

G =

Для условий

У\ («)■= 0; У: («)= 1; л (* )= = 2; У* (/,)=3.

1 0 0 0 0 0 0
>

0
г

0
0 0 0 0 ; о 0 1 0 0 2
0 0 1 0 = 0 0 0 0 ; с - 1
0 0 0 0 0 0 0 1 3

У\ (о) = 0 У зН  = 1, V, (Л)=2, >’з (/>)= з
имеем

1 0  0 0 
0 0 0 0 
0 0 1 0  
0 0 0 0

; 0 =
0 0 0 0

г ч 
0

1 0 0 0 2
0 0 0 0 ; с= 1
0 0 1 0

>
3

Метод стрельбы в приложении к краевой задаче (10.4.22) 
состоит из следующих этапов:

1. Задают начальное приближение для вектора
y{a)= yl0'(a). (10.4.24)

2. Решают каким-либо численным методом задачу Коши
(10.4.22), (10.4.24) на интервале а ^ х ^ Ь ,  в результате получают 
вектор .v<0,(/>).

3. Вычисляют
/•<0) =  Gy(0> (а)+ Dy(0> (Ь)—с.
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Вектор r= G y(a)+ y(b)—c называется вектором невязки краевых 
условий, этот вектор зависит от >,<0)(а). Вычислим норму вектора 
невязки число S:

S  (>< °> (а)) = || Gy™  (а) + D yi0) (Ь) -  с ||.
4. Если 5(>(О,(а)) = 0, то краевая задача решена, если нет, то 

изменяют начальное приближение (10.4.24) так, чтобы целевая 
функция 5(>’<0)(а)) (см. гл. 9) уменьшилась.

Процедуру 1— 4 продолжают до тех пор, пока S не станет 
меньше заданной точности.

Вопросы существования точного решения краевой задачи устой
чивости  метода стрельбы выходят за рамки этой книги. Практичес

ки алгоритм метода > стрельбы следует применять только для 
матриц A ( v), собственные значения которых на нормированном 
интервале 0^дг<1 и^еют небольшие модули, т. е. |Х(|~  1.

, Метод стрельбы является при определенной дискретизации 
краевой задачи фактически одним из способов решения полученной 
системы линейных алгебраических уравнений. В общем случае 
способ решения полученной системы линейных уравнений опреде
ляет характер поведений собственных значений матрицы А (система 
уравнений, например, может быть жесткой).

Пусть интервал [а, />] разбит постоянным шагом Л узлами 
X j= a+ jh, 0 < j< m , h= (b—а)/т. Точное решение >’(*) в узлах 
представляет собой матрицу неизвестных

t >’( (хj), I <  / < л, 0
т. е. всего (т + 1 )п неизвестных. Заменим краевую задачу (10.4.22),
(10.4.23) разностной схемой с аппроксимацией второго порядка. 
Для внутренних узлов

краевое условие дает

Gy0+ D ym = c.
Добавим для замыкания разностной схемы уравнение

где 0 ̂  о  <  1. Полученная система разностных уравнений является 
системой линейных алгебраических уравнений (ю+1)л-го порядка 

«относительно неизвестных y i Jt 1 < /< л , O ^ j^ m .  Решив эту систему, 
получим приближенные значения y t , к точному решению в узлах

| Имеются разнообразные методы решения таких разностных 
схем, с которыми более подробно можно познакомиться в [25].



10.4.5. Применение программы В7Л0. Для демонстрации примене
ния программы В7А0 решения краевой задачи рассмотрим систему 
уравнений

- ± = х у1+ у2-ь т х ,

d)’i 1 
Т х ’ * ' - *  , ‘ + у >-

^= .l'2+ (C 0S .t)> ',+  l

на интервале 0 ̂  .v <  1 с условиями
V, (0 )+ у2(0) = 0.
Уг (0)—>’з (1)= 1, 
Л О Н Л О ) - *

Пусть требуется точность вычислений е = 1 0 ~ 2. Программа может 
иметь следующий вид:

REAL A.B.E,G(3.3).D(3,3),C(3),X(32),Y(3,32),W(1610) 
INTEGER N,M,N1,L.J(227),K,I 
EXTERNAL Q.F 
DATA А,В /0.,1./,Е/1.Е —2/
DATA G/1.,1 „0.. 1 ,,0.,0.,0.,0..0./
DATA D/0.,0.,0.,0.,0„ 1 „0. — L. 1./
DATA C/0.,1.,2./
DATA X/0.,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0/
DATA N.M.N I,L.K.1/3,32,6,1610,227,110/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В7А0
CALL B7A0(A,B.N.E,Q,F,G,D,C.M,X,Y,N1.W,L,J,K,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ УЗЛОВ X И ВЕКТОРА Y 
WRITE (5,1) (X(D(Y(J.I)J = 1.3)1= 1 ,N 1)

I FORMAT (2X.'X= ,F6.3,3E13.6)
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ 
С МАТРИЦУ СИСТЕМЫ 

SUBROUTINE Q(X,Z)
REAL X,Z(3,3)
Z(1,D = X 
Z( 1,2)=1.
Z(1.3) = 0.
Z(2,l) = 1.
Z(2,2)= — X*X 
Z(2,3) = 0.
Z(3,l) = 0.
Z(3,2)= 1.
Z(3,3) = COS(X)
RETURN
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ F(X)
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SUBROUTINE F(X.R)
REAL X,R(3)
R( 1) = —SIN(X)
R(2) = 0.
R(3)= 1.
RETURN
END

10.4.6. Краевая задача для c h c ic m  нелинейных дифференциальных 
уравнений Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных 
уравнений

~Ь=М Х> Уи •••> (10.4.25)

на интервале а ^ .х ^ Ь  с краевыми условиями 
i у,(в)-у‘0\  \ * i * k , k < n ,

У \ ( Ь ) = у " \  А  +  К  /  <  л. ’
Подход к численному решению задачи (10.4.25), (10.4.26) аналогичен 
изложенному выше для систем линейных уравнений.

Метод стрел ь(у>1 состоит в том, что вектор у (а) полностью 
определяется в точке .v= а, т. е. дополнительно задаются

нулевое приближение для недостающих до полного вектора 
координат. Затем каким-либо численным методом решается задача 
Коши для системы дифференциальных уравнений (10.4.25) и опре
деляется вектор у (А). Следующим этапом является минимизация 
целевой функции, например

V i = k+ 1

каким-либо методом нелинейной минимизации по переменным
yl% , ..., у«°>.

Метод стрельбы обычно устойчив, если на точном решении якобиан

У Ах)........ у,(х))

имеет собственные значения (дг) на нормированном интервале 
0<дг<1 такие, что

1М *)|2:1.
Другой подход состоит в переходе к разностной схеме и реше

нию полученной нелинейной системы уравнений одним из способов, 
изложенным в гл. 9.

На сетке x t=a + ih, 0 m = (b—a)h заменим дифференциаль
ное уравнение конечно-разностным выражением. В векторной записи 
имеем во внутренних узлах

yt * \ kyt - l - f ( x j ,  у Д
2 h
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Л),
в краевых узлах

2^ /v*«» .'я/-

Полученная система нелинейных уравнений совместно с условиями
(10.4.26), если она разрешима, дает приближения Ду, 1 < /< я , 

к точному решению исходной краевой задачи в узлах yi(xj).
10.4.7. Применение пр<н рам мы В7А1. Рассмотрим краевую задачу 

для системы уравнений 
dy,
—— = X)'i +  Sin V] — sin.x,

“V2 1
Л + « * Л .

~ = sin>’2 + (cosx)>-3 +  1

на интервале 0<дг<1^« условиями
У\ (0)=>»j(0) = 0, >’3(1)=1.

Пусть требуемая точность вычислений е = 1 0 -2 . Программа может 
иметь следующий вид:

REAL U(3,2),V(3,2),A.B,E,X(32),Y(3,32),W(17I2)
INTEGER N.M.N 1,L,J(247),K.I 
EXTERNAL F
DATA U( 1,1 ),U(2,1 ),U(3,1 )/0.,0.,0./
DATA U( 1,2),U(2,2),U(3,2)/0.,0., 1./
DATA V( 1.1).V(2,1),V(3,1 )/0.,0„ 1./
DATA V( 1,2),V(2,2),V(3,2)/L, 1 .,0./
DATA X/0.,0.2,0.4,0.6,0.8,1,0/,A.B,E/0., 1 „1 .E—2/
DATA N,M,N 1.L.K, 1/3,32,6,1712,247,110/

С ОБРАЩЕНИЕ К ПРОГРАММЕ В7А1
CALL B7A1(U,V,N,A.B,E,F,M.X,Y,N1,W.L,J,K,I)

С ВЫВОД НА ТЕРМИНАЛ УЗЛОВ X И ВЕКТОРА Y 
WRITE (5,1) (X(l)(Y(J,I)J = 1,3)1= 1.N1)

1 FORMAT (2X,X = \F6.3,3E13.6)
END

С ВНЕШНЯЯ ПОДПРОГРАММА, ВЫЧИСЛЯЮЩАЯ
С F(X.Y)

SUBROUTINE F(X,Y,R)
REAL X,Y(3),R(3)
R( 1) = X* Y( I) + SIN(Y(2))—SIN(X)
R(2) = Y( 1) -  X*X* Y(2)+ COS( Y(3))
R(3) = SIN(Y(2))+(COS(X))*Y(3)+ 1.
RETURN 
END



УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Гл а в а  11

•  11.1. Введение

11.1.1. Ограниченное!ь применения аналитических методов. В гл. 5
рассматривались аналитические методы решения уравнений с част
ными производными В основе успеха применения этих методов 
лежала возможность приведения уравнения с частными производны
ми к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Обыкно
венные дифференциальные уравнения также должны быть доста
точно простыми, чтобы их решения можно было записать в извест
ных функциях, т. е. таи)х, для которых имеются таблицы значений 
или программы вычисления значений.

Как правило, аналитические методы в линейных уравнениях 
связаны с разделением переменных (методом Фурье). Использование 
этого метода встречает большие трудности, если область независи
мых переменных, где ищется решение, отличается от простейших 
(прямоугольник, кр/i и т. п.). Вторым препятствием для применения 
метода Фурье является зависимость коэффициентов линейного 
уравнения от времени и пространственных переменных. Например, 
зависимость коэффициента а =  а (/, дг) в волновом уравнении с 
функцией a(l, .v) достаточно общего вида

уже не позволит разделить переменные.
Аналитические методы решения нелинейных уравнений исполь

зуют глубокие внутренние свойства д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений, 
их применение требует высокой математической квалификации, 
а виды уравнений, доступных решению, весьма ограниченны. 
Поэтому без большого преувеличения можно сказать, что нелиней
ность в дифференциальном уравнении не позволит инженеру 
использовать аналитические методы в практической работе.

Итак, имеется три основных «источника неприятностей» для 
аналитических методов в уравнениях с частными производными:

1) сложная область в линейных уравнениях с постоянными 
коэффициентами;

2) переменные коэффициенты в линейных уравнениях:
3) нелинейность.
Примером трудностей первого типа является уравнение Лапласа
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в области D (рис. 11.1) с каким 
либо условием на границе D.

Рис. 11.1

Пример второго типа— урав
нение поперечных колебаний ме
мбраны

д2и_  Т fd 2u <Э2и\ 
St2 р(х, ^ ) \ д х 2 + ду2) '

где Т — коэффициент натяжения, р (jc , — плотность мембраны. 
Неоднородность мембраны р(дг, у)ф  const и есть источник трудно
стей в аналитических методах.

Примером трудностей третьего типа служит уравнение теплопро
водности в случае, когда коэффициент теплопроводности зависит 
от температуры:

Отмеченные ограничения применения аналитических методов 
привели, особенно с развитием вычислительной техники, к широкому 
распространению численных методов решения уравнений с частными 
производными. Опыт решения многих сложных задач науки 
и техники численными методами подтверждает их эффективность.

11.1.2. Дискретизация. Первым этапом в численном* решении 
дифференциальных уравнений, как обыкновенных (см. гл. 10), так 
и с частными производными, является переход от непрерывной 
задачи к дискретной.

Способ дискретизации задачи— это «визитная карточка» числен
ного метода. Получаемые после дискретизации конечномерные 
задачи могут быть похожи для разных методов и решаться 
практически одинаково. Рассмотрим три метода дискретизации, 
которые связаны с наиболее популярными методами решения 
уравнений с частными производными, а именно: вариационные 
методы; методы прямых; конечно-разностные методы.

11.1.3. Вариационные методы. В основе вариационных методов 
лежит переход от задачи для уравнения с частными производными 
к задаче минимизации функционала. Этот прием обобщает идею 
перехода от решения уравнений к задаче минимизации целевой 
функции, построенной по исходным уравнениям (гл. 9).

Функционалом называется оператор, который ставит число 
в соответствие функции.

Примером функционала является оператор
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который любой функции и(х, у), 
непрерывно дифференцируемой 
в области D, т. е. и(х, у ) е С 1 [£>], 
ставит в соответствие ее площадь 
поверхности.

Далее будем рассматривать 
функционал вида Рис. 11.2

> 'и' r / i y ) dxdy

-  U(x,y)

(I 111)

на функциях u(x, >’) e C ' [/)] таких, что на границе Г области 
D функция и принимает заданные значения (рис. 11.2)

**(*.*)“ *(*. Н  (*  ^ )« Г  (11.1.2)
Пусть функционал /(и) д в и г а е т  на функции и(х, у)  своего 
минимального Т значения 1(й). Это означает, что на «близких» 
функциях к й(х, у)  функционал имеет значения, не меньшие Т. 
Близкие функции к й(х, у)  определяются следующим образом:

и(х, у)=и(х,  у)+ат)(х, у), 
где а — малые числа, г|(дг, y ) e C l [D ],

Л(*. J ')—0, (х, >-)еГ.
На близких функциях м?жно определить функционал (11.1.1):

Разложим /(а )  в ряд Тейлора по а  с центром в нуле. Получим

# ( - ) - г + 2 ( 0 ) « + 1 £ ( 0 ) « * + ...

Первой вариацией функционала /(и) называется величина

8/ ^ ( 0)

второй вариацией — величина

Т е о р е м а  11.1. Если функционал 1(и) достигает на функции 
и(х, у )  минимального значения, то

5 /= 0 , 52/S*0.
Доказательство этой теоремы аналогично соответствующему 

доказательству для минимума функции одной переменной /(и) 
(рис. 11.3). Запишем разложение 1(a) для функционала (11.1.1)
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в предположении, что функция

V

/ F дважды непрерывно дифферен-
У  л  цируема по аргументам и,

*  „ м« м
дх Су

0 U+o( * 
Рис. 11.3

+ а

Отсюда определяется первая вариация функционала:

‘М([(1)Чё)(ёМШН
Здесь черта сверху означает, что выражение берется на функции 
m(.v, у). Преобразуем Ы с учетом формулы интегрирования по 
частям в двумерной области (формула Грина):

\ ^ - ~ F 2dxdy = - J j F , 8-^ d x d y +  j FxF2cos(n, ,х)</Г,
D 0 X  D c x  Г

где n — нормаль к границе. Аналогичная формула справедлива 

для j - .  Получим

8'- »[(£)-Е Ш)-Г, (£)] *** *
+ f [ ( ^ ) c o s ( n .  .v) + ^ ^ ^ c o s ( / i ,  >•)J  n(- .̂ у ) dr.

Но последнее слагаемое в правой части равно нулю, поскольку 
г|(лг, у )= 0  при (дг, > )еГ . Окончательно первая вариация функцио
нала принимает вид

6/- »[(s ■-к (Shi (^)]л|д:-y)dxdy
Необходимое условие минимума 8 /= О означает, что интеграл 
в правой части должен обращаться в нуль для любой функции 
r|(.v, у), обращающейся в нуль на границе Г, но отсюда следует 
(это можно строго доказать), что

ди дх  ду  \3 « г /
(11.1.3)

на функции й(х, у).
Уравнение (11.1.3) это уравнение Эйлера, оно является необ

ходимым условием минимума функционала (11.1.1) с условием
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(11.1.2). Заметим, что (11.1.3) — уравнение с частными производ
ными, а условие (11.1.2)— условие Дирихле, которое служит для 
однозначного определения решения (11.1.3). В основе вариационного 
метода лежит следующее утверждение.

Т е о р е м а  11.2. Пусть функция и(х, у) доставляет минимум 
функционалу (11.1.1) на функциях и(х, у ) е С 2 [D ], удовлетворяющих 
на границе условию и(х, y) =  <p(jt, у). Тогда й(х, у ) — решение диф
ференциального уравнения (11.1.3) с условием (11.1.2).

Справедливо и обратное утверждение (при условии, что 62/^ 0 ): 
решение й(х, у) задачи (11.1.3), (11.1.2) минимизирует функционал /.

Вариационным методом решения краевой задачи (11.1.3), (11.1.2) 
называется метод сведения ее к поиску минимума соответствующего 
функционала, для которого данное уравнение является уравнением 
Эйлера.

Следует отметить, что собственно вариационный метод не 
является численным методом, он широко применяется и в ана
литических построениях. Как видно из изложенного выше, мы 
еще не ввели дискретизацию задачи.

Приведем примеры уравнений (11.1.3) и соответствующих функ
ционалов:

\dxdy\w +шd 2U д2и „
^  ^  +  V  7М =  J f

d 2 U д 2 и  . .  V е е

2 ) гГ‘ + ё ? ~ и'- ' W - U

Последний пример определяет функционал задачи Дирихле для 
уравнения Пуассона. Для приведенных функционалов можно пока
зать, что 82/ > 0 на любой функции и(дг, у ) е С 2 [Л ].

Функционал может содержать производные от и(х, у) более 
высокой степени, нежели первая. Например, нагруженная пластина 
с заделанным краем

и(х, у) = 0, ^ = 0 ,  (дг, у )еГ ,

описывается уравнением
д*и  - д*и д*и  .
JT*+ d ^ d P  +  V  К^ Х' у }'

где f ( x ,  у ) — нагрузка на пластину. Соответствующий функционал

'<“>* » ! [ ( £ ? )  + I£ rr +( j p )
Будем предполагать, что задано однородное краевое условие 
и(лг,у)=0, (х, у )е Г ; если это не так, то замена переменных
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v = u — ф(х, у) приводит к однородному краевому условию. Будем 
предполагать, что функционал /(и) имеет положительно опреде
ленную вторую вариацию, т. е. 6 2/(м )> 0  для любых и #0 , на 
которых /(и) определен.

Отличительной чертой вариационного метода является более 
слабые требования к гладкости решения. Функционал /(и) в при
мерах определен на функциях, имеющих первые производные, 
квадратично интегрируемые в области D. Таким образом, при
надлежность и(х, у ) е С 2 \D J не требуется. Это важно в тех задачах, 
где граница П имеет угловые точки (например, прямоугольник) 
и, как правило, вторые производные решения в углах разрывны.

11.1.4. Дискретизация Р и та . Перенесем дискретизацию непре
рывной задачи для уравнения (11.1.3) с условием (11.1.2) на 
эквивалентную вариационную задачу

пнп/(м), (11.1.4)
ие Н

где Н — пространство функций и(х, у), заданных на области D, 
для которых определен функционал /(м). Будем предполагать, 
что решение (11.1.4) м(хЛу) существует. и (х ,у )е Н ', если t/(.v, > )е 
С 2 [D J, то это решение дифференциального уравнения (11.1.3) 
с условием (11.1.2). В том случае, когда решение (11.1.4) и(х, у) 
не принадлежит С 2 [D ], ею  называют слабым решением исходной 
краевой задачи.

Пусть функции е,(х, у)

{^1- ...... •••}
образуют базис пространства Н.

Метод дискретизации Ритца состоит в том, что вариационная 
задача (11.1.4) решается не на всем пространстве Я, а только 
на w-мерном подпространстве, состоящем из всевозможных линей
ных комбинаций элементов {е,, е2...... ет}, т. е. решение и(х, > )
задачи (11.1.4) ищется в виде

ия = t  « Л . (П .1.5) 
i * 1

где а,, 1 ^ w — неизвестные коэффициенты. При этом задача
(11.1.4) переходит в дискретную задачу

m in/l I  )
a Vi-» /

минимизации функционала на множестве векторов о,,)
размерности т. Необходимое условие минимума

^ = 0 ,  1 (11.1.6)
с л,

дает т уравнений для определения пт. Если система уравнений
(11.1.6) разрешима, то полученное решение а определяет ит по
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формуле (11.1.5) приближение к точному решению исходной 
задачи. Очевидно, что ит дает оценку точного минимального 
значения функционала

min /(m )</(m J. 
иеН

В полном пространстве Н точное решение (11.1.4) получается 
предельным переходом

и= lim ит.
т-+ас

Для примера рассмотрим нелинейную краевую задачу
Р2и с 2и . 
дх2 ду2 '  '

в области D = { 0 < .v < l, 0 < у < 1 }  с условием и(Г)=0. Соответст
вующий функционал

Дискретизацию по методу Ритца проведем с помощью тригоно
метрического базиса. Ищем решение^в виде

т

ит(х, >)=  I  i p ils\npnxs\nqny. (11.1.7)

Для иллюстрации ограничимся в.шим слагаемым 

и,(дг. j ’)= a ,  ,sinn.vsinn.v.
Найдем коэффициент а , , из условия

1 I
m in /(a , ,) = J J [ a 2.,n 2cos27i.vsin2Jiv +
« . . .  ’ 00

+ a J, i n2 sin2 it.vcos2 ny +  i  (a , , sin iLvsinnу  -  1 )4 ] dxdy =

9
:256°t

16 „з , (*  , Л „ г  < ,1 
, ' , “ ( W 0 t , i + V2+ T ; a , -, _ ^ a , , + v

Определим точку минимума, отбросив слагаемые выше 2-й степени 
a t ,,.  Получим

а ‘ - ^ Г 3’, 5 И г 2 -
Погрешность аппроксимации дифференциального уравнения на 
функции и ,(.*, »•) в точке лг= 1/2. >’=1/2 равна

+  —(И1 — 1 )3 = — 3.15- 10*2-2л2-(3 .1 5 -1 0 "2 -  1)3=г0,2.
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Чтобы повысить точность аппроксимации уравнения внутри D, 
следует взять больше слагаемых в сумме (11.1.7). Но с ростом 
т увеличивается количество гармоник sinpn.v, sin</7ty, участвующих 
в вычислениях интегралов, что в значительной степени затрудняет 
реализацию вариационного метода.

Отмеченного недостатка лишен специальный вариант метода 
дискретизации Ритца — метод конечных элементов.

Методом конечных элементов называют метод Ритца с выбором 
базисных кусочно-полиномиальных функций е,(х, у), отличных от 
нуля, в малой окрестности некоторых точек области D.

Точность приближения в методе конечных элементов повыша
ется не за счет увеличения числа различных видов базисных 
функций (в примере — различных гармоник), а за счет уменьшения 
размера окрестности, где базисная функция отлична от нуля. Сам 
же вид базисной функции сохраняется. Здесь имеется полная 
аналогия со сплайн-аппроксимацией функции (см. гл. 6). С методом 
конечных элементов можно познакомиться в [18].

В методе дискретизации Ритца существенную роль играет 
выбор базиса функций, учитывающих специфику задачи. Фактически 
хороший выбор связан -с достаточно большой предварительной 
работой по учету симметрии области, построению собственных 
функций дифференциального оператора и т. д. Естественно, что 
такая работа затем должна окупиться на серийных вычислениях.

#  11.2. Разностный метод 
решения стационарных уравнений

11.2.1. Стационарные уравнения. Уравнения с частными произ
водными для функций и(х, у, z), зависящих только от пространст
венных координат, называются стационарными уравнениями. Такие 
уравнения могут иметь естественное происхождение и описывать 
не изменяющиеся во времени процессы различной природы. 
Примеры стационарных процессов и уравнений приведены 
в п. 5.3.19. Многие стационарные линейные уравнения имеют вид

div(/)(.v, q, z)gradw(x, у, z))+q(x, у, z )u = f(x , у, z).
Это уравнение при р, q =const является уравнением Пуассона

Д и=/,
а при / = 0 — уравнением Лапласа

Ды = 0.
К стационарным уравнениям приходят и при решении нестационар
ных уравнений. Пусть например, в волновом уравнении

внешнее возмущение / ( х , у, z, I) представляется в виде

/= /о (* . У> z)e '“ .
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Если искать решение
и(х, у, г, I) с той же часто
той и неизвестной ампли
тудой м„(дг, у, г)

и = и0(дг,>\ ^е'"*,
то для функции и„(лг, у, Z) 
получим стационарное урав
нение

/оAM0 + -jM0= - - j .  а а
Это так называемое уравнение Гельмгольца.

11.2.2. Дискре1изация счапионарных уравнений конечно разност
ным методом. Идея дискретизации задач для уравнений с частными 
производными с помощью разностных схем (или методом сеток) 
та же. что и в обыкновенных дифференциальных уравнениях 
(см. гл. 10). Продемонстрируем ее на примере решения задачи 
Дирихле для уравнения эллиптического типа

/  v €/ и  f /  v С/ U  .  v (  H

° ( * - г ) з ? + Ч * . у ) 1 р + Ф . у ) Гх+

+  d (x' + y )u = f(x ,  v). ( 11.2 . 1)

/ .*  = 0. ±1. ± 2 ......

заданного в односвязной области €) с границей Г (рис. 11.4). 
Коэффициенты в уравнении, правая часть и граница Г достаточно 
гладкие: а(х, ,v)>0. f>(x, v)>0, g(x, >’)< 0  в D. Пусть для уравнения 
(11.2.1) ставится краевая задачц Дирихле

и(х, у )= у (х , у), (дг, _>)еГ, (11.2.2)
где ф(.х, у ) — гладкая функция на Г.

Покроем область D плоскости (дг, у)  сеткой параллельных 
прямых (рис. 11.5)

x ,= x 0+ih,
Уш=Уо+Ы ,

Точки пересечения этих прямых называются узлами. Будем рас
сматривать только узлы, расположенные внутри области D. Два 
узла (дС|, vt ) называются соседними, если расстояние между ними 
по оси х  или по оси 
у  равно А.

Узлы, которые имеют всех 
четырех соседей, расположен
ных внутри области D, на
зываются внутренними. Мно
жество всех внутренних узлов 
называется сеточной об
ластью (на рис. 11.5 они 
обозначены кружком).
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Узлы, у которых хотя бы один соседний узел не принадлежит D, 
называются граничными. Множество всех граничных узлов называется 
границей сеточной области Г» (на рис. 11.5 они обозначены звездочкой).

При сделанных выше предположениях существует точное реше
ние краевой задачи (11.2.1), (11.2.2). Это функция и(х, у ), а если 
коэффициенты, правая часть, граница и <р(.х, у ) достаточно гладкие, 
то можно предположить, что м(х, у ) имеет непрерывные произ
водные по х, у  до 4-го порядка включительно, т. е.

u (x ,y )e C * [D  ]•
Заменим во внутренних узлах производные в (11.2.1) раз

ностными отношениями второго порядка точности аппроксимации 
по формулам

ui_ .. , sm l и----*------ Ti----------- + С' 1Л) .

— ^ х „у к) ^ ----------- -2----------- + 0 (Л) .

Подставляя эти соотношения в (11.2.1), отбросив погрешность 
аппроксимации производных, получим разностные уравнения для 
неизвестных uik

t + i — 2i<j ,»+И| ,»-i
------ F ------+b“ ------ h‘------ +

+ + 1 и * л - / и . (П.2.3)

где введены следующие обозначения значений коэффициентов 
и правой части в узле (х,, у*): al k, bi k, с1Л, di k, gik , f k, например

f .k mA x „y k)' (xh yk)eDk.
Соотношения (11.2.3) содержат кроме неизвестных и1к во внут
ренних узлах еще и неизвестные и, к на границе сеточной области. 
Для граничных узлов запишем соотношение

либо

« (,„  0 (Л|!
04* I

в зависимости от того, какая точка, (дг,±0Л, у») или (х(, yk±Qh), 
О<0<1, пересечения непрерывной границы Г  с линиями сетки
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и(Х’У)с £ ^ Е - ^ Х1’УК)
U  А 1,К

находится ближе к граничному узлу (рис. 11.6). Эти соотношения 
означают, что значение м(х(, ук) при (х,, .v»)er„ получается линейной 
интерполяцией значений и(х, у ) во внутреннем узле и в точке 
пересечения Г  с сеткой. Отбросив в последних соотношениях 
погрешность аппроксимации, получим выражения для неизвестных
и, к в граничных узлах

ul.k =  j0+ jj (Омj ± , , * +  «р| t e.» ),
или (U.2.4)

1 <
ul.k “  (в + Т )(в|<',‘ *  1

где введено обозначение <р(±, t = (p(jt,±0/i, у4) аналогично <p(t±e. 
Заметим, что в (11.2.4) дробная часть шага И (величина 0) зависит 
от узла 0 = 0(,». Чтобы не усложнять запись в (11.2.4), индексы 
i n k  опущены.

Присоединяя уравнения ^ 1.2.4) к (11.2.3), получаем систему 
линейных алгебраических уравнений относительно uik . В этой 
системе число уравнений равно числу неизвестных и равно числу 
узлов в D, и Г,.

Система уравнений (11.2.3), (11.2.4)— это разностная схема 
непрерывной задачи (11.2.1), ( 11.2.2).

Решения разностной схемы uik— приближения к точному реше
нию и(х(, у*) в узлах х(, ук (рис. 11.7). Перепишем систему уравнений
(11.2.3) в следующем виде:

(П.2.5)
Lhui.k = * i .k ui.k- l + B i.kui- l.k +  С|.»М|,» +  А . * м( + 1,* +  £ j.4Mi.* + I , 
где коэффициенты задаются формулами

a bik dik aik cit

_ 2(а,,к+ь,к)
*~i.k u2 ' 6i,k»

n —a‘ k _i_ it bt.k dttk
'*  h2 2h' h2 2Л'

По предположению, гладкие функции а(х, _у) > 0, Ь(х, у)<0,
j?(.v, у)<0, поэтому
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£(.*^0, Л ,4>0. Bik >0. Cu <0, Dlk >0, £(.*>0 (11.2.6) 
для достаточно малого шага Л. Заметим, что имеет место равенство 

,*+ flu+ Ci.*+ A,* + £i.t-£<.*• (11.2.7)
Будем предполагать выбор Л столь малым, что сеточная область 

остается односвязной, т. е. из любого узла Dk в любой 
другой можно перейти на сетке по пути, который связывает 
только соседние узлы. Важным фактом разностных уравнений
(11.2.5) является следующая теорема, которая называется принципом 
максимума. На принципе максимума основано доказательство 
мног их теорем существования и единственности теории разностных 
схем.

Теорема 11.3. Пусть для значений uik на множестве внут
ренних узлов выполняется неравенство

тогда на Dk значения ui k не могут иметь положительного 
максимума: если

то  на Dk значения uj k не могут иметь отрицательного минимума, 
за исключением случая uik = const.

Д о казател ьство . Допустим, что и1кфconst и во всех внут
ренних узлах Lkui k'&0. Предположим противное, т. е. что ui k 
достигает положительного максимума (/>0 в некотором внутрен
нем узле. Тогда можно найти такой внутренний узел (/,, к0), 
в котором м(> к = U >0 и хотя бы в одном соседнем с ним узле 
uLk< U  (это следует из допущения ulk /const). Запишем

= ̂ 1..* . «1.-1 + +
+ А .. * ,“ (.+ !.*,+  1^ 0.

Из неравенств (11.2.6) следует, что замена значений ui k в соседних 
с Л, узлах на U приведет к строгому неравенству

но из (11.2.7) следует

что противоречит условию t <0 в Dh. Следовательно, сделанное 
предположение неверно и первая часть теоремы доказана, вторая 
часть доказывается аналогично.

Упростим выражения в граничных узлах (11.2.4), полагая 0=0, 
что соответствует перетку значения <p(.v, у ) с непрерывной границы 
в узел Г*. Погрешность такой аппроксимации 0 (h ).

Теорема 11.4. Пусть 9 = 0, тогда система линейных уравнений
(11.2.5), (11.2.4) имеет единственное решение.

Д о ка за тел ьство . Теорема будет доказана, если показать,
что соответствующая система (11.2.5), (11.2.4)— однородная линей-
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пая система — имеет только нулевое решение (м( 4 =0). Однородная 
система получается из (11.2.5), (11.2.4), если положить

Л *= 0, ф(Д=0.
Таким образом, получаем значения и,к = 0 для граничных узлов 
из условия ии =ф(4. Пусть хотя бы в одном внутреннем узле 
и,' к'> 0  (<0), но тогда по принципу максимума (теорема 11.3) 
максимальное положительное (или отрицательное минимальное) 
значение uik достигается на границе Г*, что невозможно, так как 
ии  = 0 на границе Г*. Противоречие доказывает теорему.

В общем случае, когда в уравнениях (11.2.4) 0/0, также 
справедливо аналогичное утверждение.

Теорема 11.5. Система линейных уравнений (11.2.5), (11.2.4) 
имеет единственное решение.

Д о казател ьство . Покажем, что однородная система (11.2.5),
(11.2.4) имеет только нулевое решение. Если хотя бы в одном 
внутреннем узле uit k<>0 (< 0), то, согласно принципу максимума, 
максимальное положительное (минимальное отрицательное) значе
ние и1к достигается на границе, что противоречит (11.2.4), поскольку 
на границе Г* имеем

0
« и “ 7+0 М1±П»±1

Полученное противоречивое неравенство > 1 и доказывает 
теорему.

11.2.3. Решение разностных уравнений. Для решения системы 
линейных уравнений полученной разностной схемы могут при
меняться методы, изложенные в гл. 8, например метод простой 
итерации. Перепишем систему уравнений (11.2.5), (11.2.4) в виде, 
удобном для применения метода простой итерации: для внутренних 
узлов

и - - — и - — и - —  и - — и +—  u i . k ~  r  г  « 1 - 1 .»  7 T ~ “ f+ l.*  г  “ i . *  + l T  «*-(.» ч.* L l.* ч.»
( 11.2.8)

для граничных узлов
0 I

“ '•‘ "Т + е " '* 1-*11 +т^ 0 (Р,±в**®' (11.2.9)

Предположим, что £(,»<0 и выполняются условия (11.2.6). Будем 
решать систему уравнений относительно ui k методом простой 
итерации согласно следующему итерационному процессу: для 
внутренних узлов

и К 1)= - ^ и П > 1 - ^ и Р 1.к- ^ и \ '\ . к- ^ и П > 1+ ^ ,Ц * ч.»
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и\% задано.
Теорема 11.6. Пусть £,»<0 и выполнены условии (11.2.6). 

Тогда последовательные приближения мЭД сходятся к точному 
решению разностной схемы и,.* или системы уравнений (11.2.8), 
(11.2.9) и имеет место оценка

для граничных узлов

i.k
где

______ (  ®i. t Alk +Blk + Dlk + E, k ^

c<* ) '
Доказательство этой теоремы состоит в проверке условия 

сходимости метода простой итерации для систем линейных уравне
ний (см. гл. 6), при этом подразумевается, что неизвестный вектор 
г образуют элементы и, к. Например, компоненты вектора v можно 
занумеровать следующим образом: пусть , I ^ k ^ JV 2; тогда

1>, =  И , 1 ,  р 2 =  м2. , ,

°Н1 + 1~и2. 1» vNt*2 = u1.2'
VN { ~  UH l . 1 >

» 2 N , “ N|. J ’

' |. ‘ 1 Г "2
Относительно вектора v разностная схема — это система линейных 
уравнений в матричной записи

Av=h,
где матрица А имеет в каждой строке не более пяти ненулевых 
элементов:

А = ....
....

(11.2.10)

Это связано с тем, что производные в каждом внутреннем узле 
(/, к ) аппроксимировались по пяти соседним узлам (рис. 11.8).

Узлы в аппроксимации производных дифференциального уравне
ния называются шаблоном.

На рис. 11.8 изображен пятиточечный шаблон, который ис
пользовался при построении разностной схемы во внутренних 
узлах исходного дифференциального уравнения.
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Матрица А вида (11.2.10), у которой •
достаточно много нулевых элементов, 
называется разреженной. Для решения
систем линейных уравнений с такими • ----- Ф ----- •
матрицами разработаны достаточно эф- ^
фективные прямые методы решения— I \
формы исключения Гаусса со специаль- •  (Х^ , у к)
ным хранением матрицы (упаковкой) 
в памяти ЭВМ  и специальной обработ- Рис. 11.8
кой. Подробности можно найги в [25].

11.2.4. Оценка погрешности и сходимость решений разностных 
уравнений. Можно показать, что принцип максимума, справедливый для 
системы разностных уравнений, эквивалентен устойчивости разностной 
схемы. Но тогда, так же как и для обыкновенных дифференциальных 
уравнений, решения разностных уравнений при Л-»0 сходятся к точному 
решению краевой задачи со скоростью, определяемой порядком 
аппроксимации уравнения и краевых условий. Таким образом, для 
точного решения ( m (.v , у )еС 4[/)]) имеем оценку погрешности

max|и, * — !<(*,, у»)| = 0 (Л2). Л-»0. (11.2.11)
i.k

0

Оценка погрешности (11.2.11) справедлива, если точное решение 
четырежды непрерывно дифференцируемо в области D. Для 
областей с угловыми точками, например прямоугольника, вообще 
говоря. и(.х, у)ф С* [й ]. Однако если граничная функция, т. е. 
<р(.у, у), удовлетворяет в углцд специальным условиям согласования, 
то точное решение и(х, у )б ( '4 [/)] и является верной оценка 
( 11. 2. 11).

Для прямоугольной области D= {x0<.v<.x,, y o ^ y ^ y i} такими 
условиями согласования могут быть:

1) достаточная гладкость ф(.х, у),
2) функция ф (.V, у) должна удовлетворять в углах прямоугольни

ка дифференциальному уравнению.
Например, функция ф(л% у) = .*2+ у2 удовлетворяет условиям 

согласования для уравнения
д2и д2и
г ^ +г р =

в углах D.
Оценка погрешности (11.2.11) имеет в основном теоретическое 

значение, поскольку содержит константу с, которую практически 
трудно определить:

тах|и( 4-w(.v,, yk)\ = ch2+o(h2), h-*0.
i.k

Поэтому в реальных расчетах используется правило Рунге оценки 
погрешности, аналогичное тому, которое применяется в численном 
интегрировании и решении обыкновенных дифференциальных

\
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уравнений. Проводятся два варианта расчета и** с шагом 
Л и и*Ц с шагом Л/2, тогда погрешность имеет вид

шах | иЩ - и {х „ у, )| = \ шах | иЩ -  и* к \ + о (Л2)
I.k  i  I. к

и главная часть погрешности определяется на совпадающих узлах.
11.2.5. Пример носIроении рашосмюй схемы. Для примера рас

смотрим уравнение
д 2 и д 2 и _ . д и  . ( 11.2.12)

в квадрате £) = {0< х ^ 1, 0< v< l} с краевым условием
и(х, Д’)=ф(*- >’) = ехр(.х— у ) (11.2.13)

на сторонах квадрата D.
Чтобы функция <р(дс, у) удовлетворяла условиям согласования, 

подставим (11.2.13) в (11.2.12) и таким образом определим функцию 
f (x , >’). Имеем

/4*. у)=е-Ме1+1). (11.2.14)
Следовательно, точное решение ура
внения ( 11.2.12) с краевыми услови
ями (11.2.13)— это и есть функция 
(11.2.13), определенная внутри об-

У
1,0

1/3

О

|<4.1) „/4,2) (4,3) „,(4,4)

.,(3,1) ,(3,2) /3,3) ( .(3,4)

n(2r1) /2-3 ) , .(2,А)

,^>  i (1.2)1---- 1,1,3) (1,4) |—>

Рис. 11.9

1 ,0  X

Метод построения этого примера 
с известным точным решением кра
евой задачи является традиционным 
при отладке программ решения рас
сматриваемого класса задач.

Выберем шаг Л = 1/3. Занумеруем 
узлы так, как показано на рис. 11.9.

Для значений и1к в граничных узлах из (11.2.13) получаем

1,0, Mi.2=exp(l/3), и,. , = ехр(2/3), м1-4 = ехр(1),
“ 2.4 = ехр(2/3), м3 4=ехр(1/3), и4 4 =1,0, м4 3 = ехр (-1/3),
«4.2 = ехр(-2/3), иА , =ехр(— 1), иу  , =ехр( —2/3), и2л = ехр(-1/3).

Для значений во внутренних узлах из (11.2.12), (11.2.14) получаем 
систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными:

и 2 . ) ~ 2 и 2.2 +  и 2.1 ! ц3.2~2«<2.2+“ |.2  ̂ g - 1/3 (« 2 . 3 ~ “ 2. I ) 2 = е ~ Ч 3 (е 1 ,3 + \ )

(1/3)2 (2/3)

и 2 . * ~  2"2, 3 +  u2 . 2  , u3 . J- 2 «2 .J +  “ i. J  , 2/3 (U2.4- u 2. 2 ) .. __^.-2/3 /„2/3 , 1 \
(Щр + P F  + (2/3) (е + ,)’

U3.4- 2«j.3  + “ 3.2 , “ 4 . 3 - 2 i ij ,  1 +  И2 .З  , _ - 2 /з ("з .4  — “ 3 . 2 ) .. __-2/3/„2/3  , t \

(Т/зр + Р й  +с — Щ  м,-3“ е (е +1)'
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Решив эту систему уравнений относительно и2 2, и2 3, и3 3, м3 2 ̂ ■< • Л, Л’ J ’ J, J ’ J ,  * ’
определим приближенные значения к соответствующим точным 
значениям решения и( 1/3, 1/3), и(2/3, 1/3), и(2/3, 2/3), м(1/3, 2/3).

11.2.6. Применение npoi раммы ВИЛО. Программа решает разност
ные уравнения, которые получаются при аппроксимации дифферен
циального уравнения на пятиточечном шаблоне. Область решения 
краевой задачи -прямоугольник. Если задана другая область, то 
ее можно заключить в прямоугольник и на нспересекаюшейся 
части области с прямоугольником задать специальным образом 
краевую задачу. Затем используется программа В8А0. Более 
подробно с изложенным приемом, который называется методом 
фиктивных областей, можно познакомиться в [16].

Напишем программу решения задачи (11.2.12), (11.2.13) на сетке 
с числом узлов 8 x 8, т. е. с шагом Л= 1/7. Приведем формулы 
для вычисления коэффициентов разностной схемы (11.2.5) для 
внутренних узлов 2</<7, 2^к^7 :

Зададим точность выполнения разностных уравнений е, = 10 3, 
точность для прекращения итераций е2=10 .

Программа может иметь следующий вид:
REA L H,X(8),Y(8),A(8.8),B(8,8).C(8,8),D(8,8) 
REA L E(8,8),F(8,8),U(8,8),G,EI.E2 
REA L E3(20),E4(20),W1(8,8),W2(8,8),W3(8,8) 
IN TEG ER  N1,N2,N,I1.12,I3,N3,I4,I5,I 
DATA H/0.142857/,N1,N2,N,I1,I2,N3,I4,I5,1 

♦ /8,8,8,20,0,0,0,0,0/

Здесь *, = (/— 1)й; г»=(Аг-1)Л.
Для внешних узлов 1</, к <8

Формулы f  к для внутренних узлов
/|.* = е 'г»(е*.+1), 2</, A-sS7.

Формулы f  к для внешних узлов
Л .- * * " * .  Л . - e * '* . /..*=е*'-Л, /..»= е**Л, и / . *< 8.
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DATA Е1.Е2/1.Е —3,1-Е—4/
ВЫ ЧИ СЛ ЕН И Е ЗНАЧЕНИЙ УЗЛОВ И КО ЭФФИ Ц И ЕН 
ТОВ РАЗНОСТНОГО УРАВН ЕН И Я 
DO 1 1=1,8

DO 2 1 = 2,7 
DO 2 К  = 2,7
АП,К)= 1./(Н * Н) 
B(I,K)=  1./(Н * Н )—(Е) 
С(1,К)= -4.ДН * Н )- 1

-(ЕХР( — Х(1))/2. * Н)
1.

d (i,k )=  1./(Н * Н )+ (ЕХР( —Х (1))/2. * н) 
E(I,K)=  1./(Н * Н)
F(I.K ) = EX P (-Y (K ))*(EX P (X (I))+ L ) 
DO 3 1=1.8 

(1.0 - 0.

А(8.1 1 = 0.
8,! = 0.
(8,1 = 1.
(8,1) = 0.

Е 8,1]=0.
F 1.1 = ЕХ
F L8 = ЕХ
F 1,1 = ЕХ

3 F 8,1 = ЕХ

\ - т- Y 8
, , Г Т(X (8)- Y (I)

ОБРАЩ ЕНИЕ К ПРО ГРАМ М Е В8А0 
C A LL B8A0(N 1,N2,N,A.B,C,D,E,F,U,G,11,12,13, 
N3,I4,I5,E1,E2,E3,E4,W1,W2,W3,I)
ВЫВОД НА АЦПУ РЕШ ЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ
НЕНИЙ
W R ITE (6.4) U
FORM AT (2Х,8Е13.6)
END

УРАВ-
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•  11.3. Разностный метод решения 
нестационарных уравнений

11.3.1. Нестационарные уравнения. Уравнения с частными про
изводными. у которых одна из независимых переменных является 
временем, называются нестационарными. Решения таких уравнений 
u(t, х, у, z) описывают изменяющиеся во времени и пространстве 
процессы различной природы. Примеры нестационарных уравнений 
(волнового и теплопроводности) приведены в п. 5.3.19.

Особая роль времени в нестационарных уравнениях обусловлена 
i также тем, что нестационарные процессы часто бывают необрати- 
: мыми во времени. Это связано с диссипацией (рассеиванием) 

энергии, происходящей во время процесса. В диссипативных 
i уравнениях неэквивалентность положительного хода времени и от- 
i рицательного проявляется в том, что преобразование t{ = — I не 

сохраняет вида уравнений.
11.3.2. Волновое уравнение. Рассмотрим смешанную задачу (т. е.

I заданы начальные и краевые условия) для волнового уравнения
д2и 2д3и п  \ ,,, , ,v
г ? ш а г Р + Л с- ') ( | |3 | )

в области D = {0<jc</, с начальными условиями

и(х, 0) = фо(дг), “ (.V, 0) = ф, (дг) (11.3.2) 

и условиями на краях
м(0, f)=0, м(/, /)=0. (11.3.3)

Будем предполагать, что f(x, /), ф0(дг), Ф( (* )— достаточно гладкие 
В,функции, причем выполнены условия согласования в двух углах 

обл асти D (дг=0, 1=0), (х =/, /=0), обеспечивающие существование 
и единственность решения м(дг, /)еС4[£>].

Tji Для дискретизации исходной задачи покроем (рис. 11.10) область 
сеточной областью Dht:

Dk.i={x,=iht 0</<m, t} = jт, 0</</>},
| где m =l li. p = t jx . Заменим производные во внутренних узлах 

J \ t конечно-разностными отношениями
г 2 “ / „  .  И ( 0 + 1 *  X l ) ~ M ‘j> * . )  +  “ ( ' > - I-  * l )  , r><.2\
7̂1 lj ) ------------ ~  + <ЛТ b

;с<)=и(0.дг<„ ) - 2̂ ,.У ,)+ ^ .^ - ,) + о(Аэ)

по шаблону, указанному на рис. 11.10. Подставим эти выражения 
в (11.3.2); отбрасывая погрешность аппроксимации, получим

^i(Uj+ М ~  2MJ,( + My-l,()=^2(M;,l+ i~-U j,i + U jj- l )+ f jl (11.3.4)
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— систему разностных уравнений для внутренних узлов. 1 ^ 
</»-!, U / < m - 1. Начальные условия (11.3.2) заменяем раз

ностными соотношениями

И|.1-Фо(*/) + *Ф г(*|)+ у(Л о  + « 2 

Краевые условия заменяем

И(.о =  Ф о (*|)-  0 < / 4 т ,

<Po(-*oi)-2q>o(-v,)+<Po(.v, (11.3.5)

условиями в узлах
mo j=0, ия ] =0, 0<у</>. (11.3.6)

Система линейных алгебраических уравнений относительно uUJ
(11.3.4)— (11.3.6) является разностной схемой смешанной задачи 
(11.3.1)— (11.3.3). Погрешность аппроксимации замены дифференци
ального уравнения и начального условия 0(И2 + т2).

Заметим, что как в стационарном уравнении, так и в волновом 
использовался одинаковый шаблон. Но на границах области заданы 
различные условия. Смешанные условия (11.3.5), (11.3.6) позволяют 
явно записать формулы для решений разностных уравнений на 
(/+ 1)-м временном слое, если известны u ,j, т. е. явно
решить систему разностных уравнений.

Схемы, позволяющие явно записать решения систем уравнений 
разностной схемы, по аналогии с обыкновенными дифференциаль
ными уравнениями называются явными.

Из (11.3.4) для 
находим формулу

значений uiJ+ t на (/+1)-м временном слое

ui.j * 1 — 2м,j —U jj- i + -jjj-(ul+i j —2u/j+ul- l j)+ T 2fi'j, (11.3.7)

которая совместно с (11.3.5.), (11.3.6) позволяет вычислить значения 
решения на втором слое

и0.2< и|,2* •••> ит.2 (11.3.8)
по значениям на нулевом и первом. Затем по формуле (11.3.7) 
совместно с (11.3.8), (11.3.6) можно вычислить значения решения

на третьем слое и0 3; м,_3;
ит з по значениям на 

первом и втором слоях 
и т. д. Процесс вычислений 
завершается после достиже
ния /ыо временного слоя.

Аналогично явным схе
мам для обыкновенных диф
ференциальных уравнений 
(см. 10.1) схема (11.3.7) усло
вно устойчива. Поэтому 
описанный выше процесс 
следует применять с учетом 
условий устойчивости.

V

I
t
T ’

С

; I

ь X

0 - 1)

j

(i- l) L (L+1) 
Рис. 11.10
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Ui.j

l l l l u
0 h2h ...

Формулы явных разност- U f 
ных схем лег ко программи
руются. Некоторые времен
ные слои обычно выдают 
на терминал, АЦПУ или 
графопостроитель, напри
мер, третий слой в виде, Рис. 11.11 
представленном на рис. 11.11.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 11.7. Пусть м(х, /)еС4[£>]— решение задачи (11.3.1) — 

(11.3.3). П усть такж е  выполнено условие устойчивости разностной 
схемы

- г <1-
Тогда решения разностной схемы и, j при Л, т -♦0 сходятся 
к точному решению в среднеквадратичной норме на временном 
слое и имеет место оценка

шах
о */</>

/ и-1 \ 1/2
у 1 I  (ut.j~ u(xi< 0 )2J  = 0 (h2 + т2).

11.3.3. Одномерное уравнение теплопроводности. Рассмотрим од
номерное (одна пространственная переменная дг) уравнение тепло
проводности

ди
Т Г ° ' г ? +Лх-'» (11.3.9)

в области Z)={0< jc</, 0< f< /,} со следующими смешанными 
условиями: начальное условие

и(х, 0)=фо(х) (11.3.10)
и краевые условия

м(0, /)=ц0(/), и(/, |)-=ц,(/). (11.3.11)
Будем предполагать, что f(x , г) и условия (11.3.10), (11.3.11) 

|  согласованы в двух углах прямоугольника так, что и(х, /)е 
еС 4[С ]— точное решение задачи (11.3.9)— (11.3.11). Проведем 

■Шискретизацию задачи на сеточной области Dh t, той же, что и для 
■Волново1 о уравнения на трех шаблонах: 1) явном. 2) неявном, 3) неявном 
■Шести I очечном (рис. 11.12). Начальное условие (11.3.10) в дискретном 

виде запишется следующим образом (для трех шаблонов):

И/. o=<Po(*i).
OtZi^m. (11.3.12) 
Краевые условия

"o.j=Ho('A 4.j=Mo)>
O ^J^p. (11.3.13)

2)
Рис. 11.12

3)
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Для внутренних узлов в соответствии с тремя шаблонами заменим 
в (11.3.9) производные следующими разностными отношениями:

I  а 1

1) - К  j + 1~ии )= р  (“ | + и ~ 2«и+  " (- 1 .j)+ f.j- (11.3.14)

2) “ (MiJ+  1 — Ui.j)— /р(М' + > I I +

I
3) -(«M+1-И м )*  2р[(и|+и-2м (.>+«/<-!.>)+

+ (Mi + l.y+1 —2«iJ+l +«<-!../♦ I )]+/u-

(11.3.15)

(11.3.16)
Заметим, что правая часть (11.3.16) является полусуммой правых 
частей для явной и неявной четырехточечных схем. Нетрудно 
проверить, что если и(х, /)еС4[/)], то на и(х, () погрешность 
аппроксимации для схем 1), 2) в узлах х „ t, такова: 0 (т + Л2); для 
схемы 3) 0 (т2 + Л2).

Разностные схемы t), 2), 3) исходной смешанной задачи для 
уравнения теплопроводности — это выражения (11.3.12), (11.3.13) 
совместно с разностными уравнениями для внутренних узлов 1),

Разностная схема 1) устойчива, если выполнено неравенство

Разностная схема 2) безусловно устойчива, но известный 
вычислительный принцип: погрешности должны быть одного 
порядка малости при вкладе в полную ошибку (см. гл. 5)— 
также требует, чтобы т = 0(Л2). Указанные жесткие ограничения 
на выбор шага т по времени делают схемы 1), 2) неэффективными 
для практики. Например, при абсолютной точности e s lO -2 следует 
выбрать Аё0,1, т ё 0,01, совершив примерно в 10 раз больше 
вычислительной работы, чем по схеме 3) на одном и том же 
временном интервале.

Наиболее употребительна для рассматриваемой задачи 
схема 3), которую называют схемой Кринка— Николсона. Эта 
схема лишена отмеченных двух недостатков четырехточечных схем.

Рассмотрим ход вычислительного процесса по схеме 3) на 
примере перехода с нулевого временного слоя на первый. На

2), 3).

0 I _
Рис. 11.13

нулевом временном слое 
и, о заданы (рис. И. 13). 
Чтобы найти м,,,
0 < / < т . необходимо 
решить систему линей
ных уравнений, которая 
получается из (11.3.16) 
при /=0, а именно:
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~(и/, 1 ~ ui.o)~ 2р  [(м(+ i.o ~ 2м(.0 + и(_ 1,о) +

+(м1 + 1. , - 2«<.1+и<_ 1Л )]+/|>0; 
имеем еще два соотношения для краевых значений из (11.3.13): 

“ о.1=Ио(т), »'m.l=Hl(T)- (11.3.17)
Перепишем систему уравнений для значений м, , во внутренних
узлах (1< /< т —1) в следующем виде:

та 2 I  та 2 \  ха2
2̂ 1 ui- 1.1 — ( ~̂ Т + * ) wi. 1 ~  2Л*И|_ 1,1 (11-3.18)

где
_  г ха2. .  .
м.о---T''.0- 2AT'M,+ I0 _2M '-0 + Mi-

известные величины, вычисляемые по нулевому слою. Теперь 
ясно, что (11.3.18), (11.3.17)— это трехдиагональная система линей
ных уравнений, которую можно решать методом прогонки (условия 
устойчивости прогонки здесь выполнены). Решив методом прогонки 
(11-3.18), (11.3.17), найдем значения м, ,, 0^<<т. Чтобы найти 
решение разностной схемы на втором временном слое м, 2, заменим 
(11.3.17) из (11.3.13): и0 2 = ц0(2т), ия1 = ц, (2т), а в (11.3.18) индекс
1 заменим на 2, 0— на 1. Решив полученную трехдиагональную 
систему относительно и, 2, определим значения на втором времен
ном слое и т. д. Вычислительный процесс продолжаем до достиже
ния р-го временного слоя.

Сходимость решений разностных уравнений к точному решению 
и(х, /) устанавливает следующее утверждение.

Теорема 11.8. П усть и(х, /)еС4[/ )]— решение задачи (11.3.9) — 
(11.3.11). Тогда решение разностной схемы 3) — uLj при Л, т-»0 
сходится к точному решению и имеет место оценка

шах шах |м, ,—и(х„ /,)|- 0 (h 2 + x2).

11.3.4. Двумерное уравнение тмопроводшнчи. Уравнение гепло- 
проводности с двумя пространственными координатами лежит 
в основе моделирования многих реальных задач тепло- и массо- 
псрсноса. Вычислительные затраты решения таких задач выше, 
чем одномерных. Но если задача существенно двумерна, то 
одномерное уравнение уже нельзя использовать при построении 
модели.

Пусть, например, требуется найги распределение температуры 
в плоской квадратной пластине, на границе которой поддерживается 
заданная температура, с плотностью распределения на пластине 
тепловых источников / (х, у, г). Начальное распределение темпе
ратуры задано. Тогда эта задача в линейном приближении может 
быть записана в виде

\
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( м ' 5 | 9 )

в области £> = {0<дс<1, 0^ у < 1, 0</</,} с начальным условием
и(х, у , 0)=фо(дг, >■) (11.3.20)

и краевыми условиями
и(х, у, /)=ц(дг, у, /), (*,.у)еГ. (11.3.21)

Решением задачи (11.3.19)— (11.3.21) является функция трех пере
менных и(х, у, l). Приг фиксированном / = /ф обычно сгроят либо 
трехмерное представление и(х, у, /), либо на плоскость выводят 
линии уровня и(х, у, f)=const (рис. 11.14). Чтобы построить раз
ностную схему для двумерного уравнения, покроем область сеткой 
с шагом Л по переменным х, у и шагом х по времени t (рис. 11.15).

Получим сеточную область
<

А -  *

5
* - + -

f y  1

У ' S '
{ L .

Рис. 11.15

где 0 О ^ к ^ т , 0<у</>; 
m = I /Л, p = ijx .

Наиболее экономичный по 
числу арифметических опера
ций метод решения двумерных 
задач — это метод переменных 
направлений (или, что то же 
самое, метод расщепления, ме
тод дробных шагов). Переход 

с одного временного слоя j  на другой j + 1 разбивают на два этапа:
1) переход на промежуточный временной слой 7+ 1/2 с шагом 

т/2, решение методом прогонки трехдиагональной системы в на
правлении оси х ;

2) переход на (/+1)-й временной слой с промежуточного 
(/+1/2)-го с шагом т/2, решение методом прогонки трехдиагональ
ной системы в направлении оси у.

Шаблон метода переменных направлений 
рис. 11.16. Система разностных уравнений для 
сеточной области имеет следующий вид:

~U lJ*(xJi) ' к* **Л*[(М|+ l -k J* */2“ 1/2 + « i - т )+

представлен на 
внутренних узлов
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+ (Mi.l + l.J~ ~ Ui.k.j+Ul.k- 1 ,j)]+/l.».y+ 1/2’ (11.3.22)

(11.3.23)

(11.3.24)

(t/2) JlL M .t+ M + l * ul.k.)+ l +Mi.*-i.y+ +

+  (Mi+ 1 .M  + 4 2 ~ 2ui.k,J+ l/2 +  Ml-  1.1.J+ 1/2 ) ]  + / l,* J+  1/2•

Здесь введено обозначение /(,*,;+1/2*=/(•*<» Л> ^+т/2). Кроме 
уравнений для внутренних узлов задаются значения нулевого 
временного слоя

“ i.t.o  = < Po(*„ >»). 0 < / , А- < /и, 

и значения на границе сеточного квадрата
| "о.*./ =  И °. Л ,  l j) ,  m-iM  =  h(1, У*, 0),

В (11.3.24) на дробном времен
ном слое следует заменить 
на л +1/,~^+ т/2.

Теорема 11.9. Пусть ре
шение задачи (11.3.19)—
(11.3.21) и(х, у, /)еС4[/>]. Тог
да решения разностной схемы 
.метода переменных направле
ний uik j при Л, т —►О сходятся 
к точному решению в среднеквадратичной норме на временном 
слое и имеет место оценка

( т -1 \ 1/2
Л2 I  О»2) = 0 (h2 + т2).

l,km0 J

Оценим объем вычислительных затрат и необходимой памяти 
ЭВМ  для реализации метода переменных направлений. Для того, 
чтобы перейти с нулевого временного слоя на следующий (1/2)-слой, 
необходимо решить для l^ k ^ m — 1 трехдиагональную систему:

ui.k,4 2 ~ ut.k.O а
(t/2) [(Mi + 1 1/2 — 2м, ». 1/2 +  И/ - 1 д . , 2 ) +

+ (Mi.l + 1.0 — 2 u i.k.0 + u i.k- l.o)]+/l,».l/2. 
или в традиционной записи

ха
h

12 ( 2а2х \ ха2 _
T Ui~l.k. 1/2 1 “ J3- I М,>*-1/2'*"ТГМ< + 1.*. 1/2 *(.».1/2<

к где
ха

Pi.к, 1/2 — ~ Tf.k. 1/2“  TjT'M|-*+ ••0_ 2М<.1.0 + и1,*-1.о) —2И|Д>0

ч— известные величины, вычисляемые по нулевому слою. Чтобы 
для каждого к , 1, выполнить прогонку, требуется 0 (т )
арифметических операций; таким образом, общее число операций

439



для определения по и, * „ значений и, к ,/2 составляет m0 (m) = 0 (mJ ). 
Для вычисления р временных слоев потребуется ~ р О {т 2) арифме
тических операций. Например, при т= 102, />=103 число операций 
~ I07 и на ЭВМ  с быстродействием 106 оп/с требуется ~ 10 с 
на все вычисления.

Однако, для того чтобы оценить погрешность вычислений 
(применить правило Рунге), потребуется повторить вычисления 
с шагом Л/2, т/2, а это увеличит число операций в 8 раз. Это 
составит ~ 80 с и общее время вычислений одного варианта 
с контролем точности ~ 90 с.

Теперь оценим необходимые ресурсы памяти ЭВМ . Очевидно, 
что если хранить значения u, l j  во всех узлах сеточной области 
£>м „  потребуется (^+ l)(m + lj ячеек памяти. Это составит ~ 107 
слов, что для небольших ЭВМ  превышает объем оперативной 
памяти. К  тому же все временные слои в расчетах хранить не 
требуется. Обычно в памяти хранят только предыдущий и сле
дующий временные слои, т. е. индекс j  опускают, 
старый временной слой обозначают uik, новый Тогда объем 
необходимой памяти для хранения значений ul k, vl k равен 2(ю + 1)2. 
Это составит ~ 2-104 ^ячеек, что приемлемо и для малых ЭВМ . 
Для анализа результатов некоторые временные слои (заданные 
tj) выводят на терминал, графопостроители и т. п.

•  11.4. Метод прямых

11.4.1. Введение. Рассматриваемый в этом пункте метод прямых 
относится к полудискретным методам. В основе полудискретных 
методов лежит следующая идея: провести дискретизацию дифферен
циального уравнения с частными производными не полностью по 
всем независимым переменным, а лишь частично. Например, 
можно провести дискретизацию только по пространственным 
переменным (в нестационарных уравнениях), время I оставляется 
при этом как непрерывная переменная.

Для иллюстрации такого подхода рассмотрим смешанную 
задачу для уравнения теплопроводности

f Т Г а11Гг' 0<r«Sl,
|  м(дс, 0) = фо(дг), и(0, /) —м(1, /) = 0. (11.4.1)

Пусть {/0(дг),/,(дг), ...,/я(дс), ...}- базис пространства функций 
С [0, 1], обращающихся на концах интервала 0<х<1 в нуль. 
Будем искать приближенное решение (11.4.1) в виде

0 е  Z  “ «(ОМ*)- (11.4.2)
1-0

Чтобы записать уравнения для <*,(/), разобьем интервал 0<дг^1 
узлами дг, с постоянным шагом Л (рис. 11.17), Л=1/п. Потребуем,
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чтобы на прямых х=х, функция (11.4.2) 
удовлетворяла точно дифференциально
му уравнению, т. е.

i  £',<*,)-«■ f  i«0 1*0 “ •*
O ^j^n .

Предположим, что матрица
L  = li (xj), 0</,у<л,

невырождена; тогда для функций а,(/) 
получаем систему линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которую запишем в матричной форме;

Хо X. X, Хп
Рис. 11.17

d i . -т = Аь, dt (11.4.3)

где вектор а= (а0, а,, а„), а матрица А определяется формулами
d1!A = L  l B, B  = --{(x j), O ^ ijtin .

Потребуем, чтобы функция ия(х, /) при f = 0 в узлах хj совпадала 
с Фо(х), т. е. удовлетворяла начальному условию. Тогда получим

t  «|(0)М^)“ Фо {xj),<-О
или с учетом существования обратной матрицы L ~ l

a (0 )= L- 'b , (11.4.4)
где вектор Ь=(ч>0(х0), ф0(*,), ..., Ф0(.О).

Итак, исходная задача сводится к решению задачи Коши для 
системы линейных уравнений (11.4.3), (11.4.4) с непрерывным 
временем /, которая получена дискретизацией только по пространст
венной переменной х.

Если бы система уравнений для а,(/) была решена аналитически, 
то функция и„(х, /), определенная формулой (11.4.2), давала бы 
л-е приближение к решению исходной задачи. Практически система 
дифференциальных уравнений по времени / (из-за большой размер
ности л, а для нелинейных задач из-за нелинейности) должна 
решаться численно. Поэтому все-таки придется вводить дискретиза
цию по /; следовательно, термин «полудискретные методы» не 
совсем точен. Сама идея сведения уравнений с частными производ
ными к системе обыкновенных дифференциальных уравнений весьма 
полезна. Это объясняется тем, что к полученной системе можно 
применять разнообразные эффективные процедуры решения обыкно
венных дифференциальных уравнений. Например, можно использо
вать методы с автоматическим выбором шага по точности, 
которые для обыкновенных дифференциальных уравнений раз
работаны гораздо глубже, а соответствующие программы входят
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в стандартное математическое обеспечение ЭВМ . Последнее замеча
ние может ввести в заблуждение (метод прямых лучше метода 
конечных разностей) при выборе численного алгоритма решения 
задач. Следует всегда помнить следующую мысль: нет ни одного 
метода решения, который был бы хорош для любой задачи; 
задача выбирает метод, а не метод— задачу.

11.4.2. Метод прямых с консто-раикклной аппроксимацией. Для 
дискретизации по пространственной переменной можно использовать 
конечно-разностные аппроксимации. Рассмотрим задачу (11.4.1). Ра
зобьем интервал 0<дг^1 узлами х, с шагом И (рис. 11.17). Вдоль 
прямых х=х, точное решение задачи— это функция только от I:

По формуле численного дифференцирования для внутренних линий. 
1 < / < п — 1, получаем

Подставляя эти выражения в исходную задачу и отбрасывая 
погрешность аппроксимации, получаем систему уравнений метода 
прямых

Система линейных дифференциальных уравнений (11.4.5) имеет 
трехдиагональную матрицу А правых частей

вектор ..., р . - i ). Найдем собственные значения к, матрицы

где матрица Т  имеет своими столбцами собственные векторы 
матрицы А, соответствующие собственным значениям X,. Элементы 
матрицы Т равны

(11.4.5)

с начальным условием
*’|(0) = Фо(-х|)» К / ^ я - 1. (11.4.6)

; Х,= —I 2cos —+2 I, 1</'<л— 1. Отсюда следует, что — 4<Х,<0.

Аналитическое решение задачи (11.4.5), (11.4.6) имеет вид

(11.4.7)

Тк 1 =  sin(itA//n), 1.



Прямой подстановкой можно убедиться в справедливости формул 
[для X, и Ти .

Самым важным результатом представления решения в форме 
(11.4.7) является возможность провести анализ коэффициента 

■жесткости 5 системы уравнений (11.4.5). Как следует из 10.3, 
коэффициент жесткости определяется в нашем случае формулой

, . тах|Х,| X, cos(n/n)+l l+cos(я/л)
min | X. I X ... я (я — 1) I — cos(>i//i)cos —----J+lп

При больших значениях п

■  С/ \ 2 4 2
* W “ p / ip p g - ? "  •

Таким образом, чем мельче шаг Л (больше я), тем выше точность 
приближения метода прямых, но в то же время тем больше 

коэффициент жесткости системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений метода прямых.

Рассмотренная модельная задача теплопроводности, имеющая 
точное аналитическое решение метода прямых с конечно-разностной 

роксимацией, содержит основные черты этого метода, которые 
являются в более сложных нелинейных задачах. Важным 
йствоч^ в этом подходе является высокая жесткость системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений, а следовательно, 
№ необходимость решения этих систем при больших п специальными 

методами (см. 10.3). Более подробно с вопросами сходимости 
метода прямых и приложениями к другим классам уравнений 
можно познакомиться в [4, 20].

11.4.3. Применение программы B8AI. Для иллюстрации примене
ния программы В8А1 рассмотрим задачу для одномерного нелиней
ного уравнения теплопроводности

ди д , ,J5u Iди\— = — (1 +и +sinJ / + x 2h-+cos I — ) dt дх 'дх \дх)
в 1 области /) = {0^дс<1, 0< f^ l} с начальным условием

и(х, 0) = 0
и краевыми условиями

sin/u(0. /)+cos/^(0, /)=е_*>,

Щ  (1+ г)н(1, i)+ e“ '/ )= s in (/ + n ) .

Прочность интегрирования на одном шаге по времени 10“ 4 (см. 
ВЬвисанис В8А1). Шаг выдачи на терминал по времени зададим 

А/= 0,1 по х, — через десять точек. Число прямых х, = const зададим 
Нрввным 100. Полный контроль точности требует повторного

\
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вызова BXAI с удвоенным значением N (этот фрагмент алгоритма 
здесь опускается). Программа может иметь следующий вид:

REA L A, B.T0,T1,U(101),E,W(I657),DT 
IN TEG ER  M .N .K .L .I 
EXTERN A L PD EF.BN D Y 
DATA A.B.T0.T1 /0., L.O., L/.W/101 *0./,E/1.E— 4/
DATA M .N.K.L.I/O. 101,1657.0,0/,DT/0.1/

С ВЫ ЧИСЛЕН ИЯ ВРЕМ ЕН Н Ы Х СЛОЕВ С ПОМОЩЬЮ 
С ПРОГРАМ М Ы  B8AI 

DO 1 J = 1,10 
T I = T0 + DT
C A LL BXA1(M .A.B,T0,T1,U,N ,E.W .K,L,I)
1=0

С ВЫВОД НА ТЕРМ ИНАЛ ВРЕМ ЕННОГО  СЛОЯ 
W R ITE (5.2) T I.(U (I),I = 1.100.10)

2 FORM AT (2X.'T = '.F4.1.10Е13.6)
1 CONTINUE 

END
С ВНЕШ НЯЯ ПОДПРОГРАММА. ВЫЧИСЛЯЮ Щ АЯ 
С ПРАВУЮ  ЧАСТЬ ДИФФ. УРАВН ЕН И Я 

SUBRO UTIN E PD EF(X ,T ,U ,D U ,F.Q )
REA L X .T .U .D U .F.Q
F=1. + U *U  + SIN (T ).S IN (T ) + X *X
Q = COS(DU)
RETURN
END

С ВНЕШ НЯЯ ПОДПРОГРАММА. ВЫЧИСЛЯЮ Щ АЯ 
С ФУНКЦ И И  В КРА ЕВЫ Х  УСЛОВИЯХ 

SUBRO UTIN E BN D Y(T ,U ,I,S.G .R )
REA L T .U .S.G .R  
IN TEG ER  I 
IF  (I.EQ .l) GO TO 1 
S = SIN(T)
G = COS(T)
R = E X P (—U .U )
GO TO 2

1 S= l. + T
G = E X P (—T)
R = SIN (T+ U )

2 CONTINUE 
RETURN  
END



Г л а в а  12 

БИБЛИОТЕКА ФОРТРАН-ПРОГРАММ

В настоящей главе описывается библиотека, 
программ, входящих обычно в стандартные 
научно-технических расчетов. Отличием представленных программ 
является их полная независимость друг от друга. Описание 
выполнено для простейших вариантов применения программ. Вся 
библиотека имеет объем ~512 К байт.

•  12.1. Каталог библиотеки

В каталоге приводится список разделов библиотеки. Слева от 
названия раздела дается обозначение его индекса.

А (у. Вычисление элементарных функций 
Al. Вычисление специальных функций 
А2. Вычисление элементарных функций к о м 

плексного переменного 
АЗ. А ппроксимац ия  функций 
А4. Интегрирование  
А5. С ум м ир ование  рядов 
А6. Фурье-анализ
А7. Численное дифференцирование 
А8. Операции с матрицами  и векторами 
А9. Решение систем линейных алгебраических 

уравнений
ВО. Вычисление собственных значений и векто

ров
В1. Линейная  оптимизация
В2. Решение линейных интегральных уравнений 
ВЗ. Корни  полиномов 
В4. Корни нелинейных уравнений 
BS. Нелинейная оптимизация  
В6. Решение обыкновенных дифференциальных 

уравнений;  задача Кош и  
В7. Решение обыкновенных дифференциальных 

уравнений:  краевая задача 
В8. Решение уравнений с ча стными  производ

ными

'v

составленная из 
библиотеки для
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Библиотека состоит из 19 разделов. Каждый раздел содержит 
подпрограммы, которым присвоено имя. состоящее из индекса 
раздела и индекса программы в нем, например имя программы 
А1А2 означает: раздел А1, программа А2. Исключение составляют 
библиотечные функции фортрана, которые приводятся и с их 
обычными именами. Всюду, кроме некоторых программ раздела 
АО, вещественные значения берутся с одинарной точностью.

•  12.2. Содержание разделов

ДО. Вычисление элементарных функций
A0A0:ABS(X)
A0A1:IABS(I)
A0A2:DABS(X)
AOA3:FLOAT(I)

A0A4:IFLX(X)

A0A5:SNGL(X)

A0A6:DBLE(X)

A0A7:AINT(X)

A0A8:INT(X)

A0A9:1DINT(X)

AOBO:AMOD(X,Y)

AOB1:MOD(X,Y)

AOB2:DMOD(X,Y)

A0B3:AMAX0(1.J,...)
A0B4:AMIN0(I,J,...)
A0B5:AMAX(X, Y,...)
A0B6:AM IN(X,Y,...)
A0B7:MAX0(I.J,...)
A0B8:MIN0(1,J,...)
A0B9:M AX(X,Y,...)
A0C0:M1N(X,Y,...) из списка вещественных чисел 
A0C1:DMAX(X,Y,...) максимальное (минимальное) значение с 
A0C2:DMIN(X,Y,...) двойной точностью из списка чисел с двой

ной точностью

вещественное абсолютное значение |х| 
целое абсолютное значение |/| 
абсолютное значение с двойной точностью 
преобразование целой величины в вещест
венную
преобразование вещественной величины в 
целую
преобразование величины с двойной точ
ностью в вещественную величину с одинар
ной точностью
преобразование вещественной величины с 
одинарной точностью в величину с двойной 
точностью
выделение целой части вещественной величи
ны с представлением результата в вещест
венном виде
выделение целой части вещественной вели
чины
выделение целой части величины с двойной 
точностью
вычисление вещественного остатка от деле
ния вещественных чисел х/у 
вычисление целого остатка от деления целых 
чисел х/у
вычисление остатка с двойной точностью от 
деления чисел с двойной точностью х/у 
максимальное (минимальное) вещественное 
значение из списка целых чисел 
максимальное (минимальное) вещественное 
значение из списка вещественных чисел 
максимальное (минимальное) целое значение 
из списка целых чисел 
максимальное (минимальное) целое значение
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A0C3:SIGN (X.Y.)
A0C4:ISIGN(I.J)
A0C5:DSING(X.Y)

A0C6:DIM (X.Y)

A0C7:ID IM (I.J)
A0C8:EXP(X)

A0C9:DEXP(X)

AODO:ALOG(X)

AOD1:ALOGIO(X)

AOD2:DLOG(X)

AOD3:DLOGIO(X)

A0D4:SQRT(X)

A0D5:DSQRT(X)
•»

A0D6:SIN (X)

A0D7:DSIN (X)

AOD8:COS(X)

AOD9:DCOS(X)

AOEO:TANH(X)

AOEl:ATAN (X)

A0E2:DATAN(X)

вещественное присваивание знака ( | дг | sign.v) 
целое присваивание знака (| /|signy)

.присваивание знака с двойной точностью 
( 1*1 sign.»)
вещественная положительная разность 
(дс-пнп(дс,у))
целая положительная разность (/-min (/,_/')) 
вещественное значение е* от вещественного 
аргумента
значение е1 с двойной точностью от аргумен
та с двойной точностью 
вещественное значение In.v от вещественного 
аргумента
вещественное значение lg.v от вещественного 
аргумента
значение In.v с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью 
значение lg.v с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью 
вещественное значение ч/л от вещественного 
аргумента
значение v/х с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью 
вещественное значение sin.v от вещественного 
аргумента
значение sin.v с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью 
вещественное значение cos.v от вещественного 
аргумента
значение cos* с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью 
вещественное значение th.v от вещественного 
аргумента
вещественное значение arctg.v от веществен
ного аргумента
значение arctg.v с двойной точностью от аргу
мента с двойной точностью

A I. Вычисление специальных функций

А1А0: интегральная показательная функция Ei(x )
А1А1: гамма функция Г(дс)
AIA2: функция ошибок erf(.v)
AIA3: функция Бесселя Y0(x\
А1А4: функция Бесселя К, (.v)
А1А5: функция Бесселя J „ Ы
А1А6: функция Бесселя У, (х)
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А1А7 
А1А8 
А1А9 
А I ВО

А2. Вычисление
A2A0:CABS(Z)

A2A1:REAL(Z)

A2A2:AIMAG(Z)

A2A3:CMPLX (X,

A2A4:CLOG (Z) 
A2A5:CSQRT(Z)

A2A6:CSIN(Z)
A2A7:CCOS(Z)
A2A8:CONJG(Z)

A3A0:
A3A1:

A3A2:

функция Бесселя K „Где!
функция Бесселя К , (л)
функция Бесселя /0 (х)
функция Бесселя /,(дг)

элементарных функций комплексною временною

Y )

абсолютное значение комплексной у/х2+ у2 
величины z= (x ,y)
выделение действительной части у  комплекс
ной величины z
выделение мнимой части у комплексной вели
чины Z
объединение двух вещественных величин в 
комплексную x+ iy 
логарифм комплексного аргумента Inz 
квадратный корень из комплексного аргумен
та y/z
комплексный синус sin г 
комплексный косинус cosz 
комплексное сопряжение x—iy

АЗ. Аппроксимация функций
одномерная интерполяция по схеме Эйткена 
двумерная интерполяция бикубическими 
сплайнами
аппроксимация функции одной переменной 
полиномами методом наименьших квадратов

А4А0:

А4А1:

А4А2:

А5А0
А5А1
А5А2

А4. Интегрирование
интегрирование одномерных функций на ко
нечном интервале, метод трапеций с уточне
нием
интегрирование одномерных функций на ко
нечном интервале, метод Гаусса 
интегрирование двумерных функций

А5. Суммирование рядов
суммирование числового ряда 
вычисление предела последовательности 
суммирование рядов Чебышева

А6А0:
А6А1:

А6. Фурье-анализ
Фурье-преобразование N вещественных чисел 
Фурье-преобразование N  комплексных чисел
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А7. Численное дифференцирование

А7А1:

А7А2:

А8А0:
A8A I:
А8А2:
А8АЗ:
А8А4:

А8А5:

А9,
А9А0:

А9А1:

ВОАО:

В0А1:

В0А2:

ВОАЗ:

В1 АО:

В2А0:

А7А0: дифференцирование таблично заданной функ
ции с переменным шагом 
дифференцирование таблично заданной функ
ции с постоянным шагом 
диффренцирование функции, заданной под
программой

А8. Операции с матрицами и векторами
сложение двух матриц 
матричное умножение 
транспонирование матрицы 
скалярное произведение векторов 
вычисление определителя вещественной сим
метричной положительно определенной 
матрицы
вычисление определителя вещественной 
матрицы

Решение систем линейных алгебраических уравнений
„ решение вещественной системы линейных

уравнений
решение вещественной системы линейных 
уравнений с симметричной положительно 
определенной матрицей

В(). Вычисление собственных значений и векюров
вычисление собственных значений веществен
ной симметричной матрицы 
вычисление собственных значений и собствен
ных векторов вещественной симметричной 
матрицы
вычисление собственных значений вещест вен
ной матрицы
вычисление собственных значений и собствен
ных векторов вещественной матрицы

В1. Линейная оптимизация
решение задачи линейной оптимизации симп- 
лекс-методом

В2. Решение линейных интегральных уравнений
решение линейного интегрального уравнения 
Фредгольма второго рода
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ВЗАО: определение корней полинома с веществен
ными коэффициентами

В4. Корни нелинейных уравнений
В4А0: поиск корня непрерывной функции одной пе

ременной без вычисления производной 
В4А1: поиск корня функции одной переменной ме

тодом Ньютона 
В4А2: решение системы нелинейных уравнений

В5. Нелинейная оптимизация
В5А0: минимизация функции одной переменной
В5А1: минимизация функции нескольких перемен

ных

Решение обыкновенных дифференциальных уравнений; 
задача Коши

интегрирование системы обыкновенных диф
ференциальных уравнений методом Рунге — 
Кутта
интегрирование системы жестких обыкновен
ных дифференциальных уравнений

В7. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений; 
краевая задача

В7А0: решение краевой задачи для системы линей
ных обыкновенных дифференциальных урав
нений

В7А1: решение краевой задачи для нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений

В8. Решение уравнений с частными производными
решение эллиптического уравнения в прямо
угольнике разностным методом 
решение одномерного параболического урав
нения методом прямых

•  12.3. Описание программ
12.3.1. Вычисление элементарных функций. Программы АОАО —  

А0Е2 являются библиотечными функциями фортрана, обращение 
к которым осуществляется с учетом значений аргумента (целое, 
вещественное, с двойной точностью) и функции. Например;

В8А0;

B8A I:

В6.

В6А0:

B6A I:
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1) REAL  X.Y 2) IX )U B LE  PRECISION X,Y 3) REAL  X 
X =0.4 X = 1.0 + D — 03 IN TEG ER  К
Y = EXP(X) Y = D EXP(X) X = 3. 4

K = INT(X)
12.3.2. Вычнс.н-нис специальных функций. Определение специаль

ных функций и формулы для их вычисления можно найти в [22,23].

А1А0: интегральная показательная функция Е/(дг) 

Программа вычисляет

£/(х)« l(c~4s)ds, х>0,
X

FUNCTION А1А0(Х,1)

Парам етр ы  входные:

X — вещественный аргумент функции.
I — целое число— индекс ошибки, до обращения следует 

положить 1=0;

выходные:

А 1А0 — значение £/'(дг);

\

нет ошибок,
аргумент А'̂ О, для которого функция E i(x ) не определена.

А1А1: гамма-функция Г(дг) 

Программа вычисляет

Г(дг) =
}  {e~,/s‘ l )ds, дг>0,

0 я! л*-1lim ------т, любые х.л(дс+ 1)...(дг+л-1)

FUNCTION AlAl(X. I)

П араметры  входные:

X  вещественный аргумент функции,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:

15

А1А1: — значение Г  (.*);
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0 — нет ошибок,
1 — аргумент слишком велик,
2— аргумент слишком большое отрицательное число,
3— аргумент близок к нулю,
4— аргумент— целое отрицательное число.

А1А2: функция ошибок erf (дс)
Программа вычисляет

erf(.v)=

х

|е х р (- 52)Л ,

FUNCTION А1А2(Х,1)
Параметры  входные:

X — вещественный аргумент функции,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:
А1А2— значение erf(x);
1 = 0 — нет ошибок.

А1АЗ: функция Бесселя У0(дг)
Программа вычисляет К0(х) для х>0

FUNCTION А 1 АЗ(Х,1)
Парам етр ы  входные:

X — вещественный аргумент функции,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:

А1АЗ: — значение У,, (х);

{0— нет ошибок.
1 — аргумент слишком велик,

2— аргумент отрицателен, Y0(x) не определена.

А1А4: функция Бесселя К, (jc)
Программа вычисляет К, (.v) для х>0.

FUNCTION А I А4(Х.1)
Парам етр ы  входные:

X — вещественный аргумент функции,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;
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I = <

выходные:
A 1A4: — значение y { (x);

f
0— нет ошибок,
1 аргумент слишком велик,
2— аргумент отрицателен, у, (х) не определена,
3 — аргумент близок к нулю.

А1А5: функция Бесселя У„(х)
Программа вычисляет У0(х) лля -О 0, в интервале х<0 следует 

использовать тождество J 0( - x ) = J 0 (х).

FUNCTION A1A5(X.I)
Параметры  входные:

X — вещественный аргумент функции.
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:

1 =

А 1А5: — значение У0 (.v);

0— нет ошибок,
1— аргумент слишком велик.

А 1А6: функция Бесселя У, (х)
Программа вычисляет У, (х) для х^О, в интервале ,v<0 следует 

использовать тождество У, (-х )= -У ,  (х).
FUNCTION А1А6(Х,1)

П а рам етр ы  входные:
X — вещественный аргумент функции.
I индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:

А 1А6: — значение У, (х);

нет ошибок,
аргумент слишком велик.

А1А7: функция Бесселя /С0(х) 
Программа вычисляет К 0(х) для х>0.

FUNCTION АIА7(Х,1)
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П арам етр ы  входные:
X  — вещественный аргумент функции,
1 — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:

А1А7: — значение /С0(х);

I _  J  0— нет ошибок,
- ] 1— аргумент меньше нуля,А^(х)— не определена.

А1А8: функция $есселя К { (х)

Программа вычисляет А\(х) для х>0.
FUNCTION А 1 А8(Х,1)

П арам етр ы  входные:
X  — вещественный аргумент функции,
1 — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:

А 1А8: — значение (х);

{0— нет ошибок,
1— аргумент меньше нуля, К { (х)— не определена,

2— аргумент близок к нулю.

А1А9: функция Бесселя /0(х).
Программа вычисляет /0(х) для х^О, в интервале х<0 следует 

использовать тождество /0(-х)  = /0(х).
FUNCTION А1А9(Х,1)

Парам етр ы  входные:
X — вещественный аргумент функции,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:

А1А9: — значение /0 (х),л0— нет ошибок,
1 — аргумент слишком велик.

А1В0: функция Бесселя /, (х).
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Программа вычисляет /, (дг) для дг>0, в интервале дг<0 следует 
использовать тождество /, (—дг)= — /, (дг).

FUNCTION A1B0(X.I)
Параметры  входные:

X — вещественный аргумент функции.
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:

А 1 ВО: — значение /, (.г)

I _  J  0— нет ошибок,
J 1— аргумент слишком велик.

12.3.3. Вычисление элементарных функций комплексного перемен
ного. Программы А2А0 — А2А8 являются библиотечными функция
ми фортрана, обращение к которым осуществляется с соответ
ствующим описанием типа аргумента и функции, например:

COM PLEX Z.W REAL  W 
Z = (1.7,— 3.2) CO M PLEX Z
W = CCOS(Z) Z =(1.7, — 3.2)

W = A IM AG(Z)
12.3.4. Аппроксимация функций

A3A0: одномерная интерполяция по схеме Эйткена
Программа вычисляет по таблично заданной функции у(=/(х,) 

в узлах х, з н а ч е н и е  функции f (z ) в точке г/дг, по схеме 
Эйткена с заданной точностью е .

SUBRO UTIN E A3A0(N,X,Y.Z,E,F,P,I)
Параметры  входные:

N — количество узлов,
X — одномерный массив дг(, 1</<ЛГ,
Y — одномерный массив yt, 1 ^/ ̂  jV,
Z — значение г, где функция вычисляется интерполирова

нием,
Е — заданная точность б,
F — одномерный рабочий массив F ,,

выходные:
Р значение /(г),
I — индекс ошибки,

{0— нет ошибок,
I — количество узлов N недостаточно для достижения заданной 

точности.

\
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АЗА1: двумерная интерполяция бикубическими сплайнами
Программа интерполирует в точке плоскости (х, у) двумер

ную функцию /(дг, у), заданную таблично на прямоугольной сет
ке, бикубическими сплайнами. Интерполирование по схеме: при 
фиксированных yf, 1 <7^ Л/, для х „ 1 < / < /V, определяют
ся интерполяционные кубические сплайны S, (дг,. y j) и интерполяци
онные значения S, (х, уД 1 Л/; затем находятся интерполяци
онный сплайн 50 , (х, yj) и интерполированное значение S0 , (х, 
у). Та же схема повторяется с изменением порядка координат: 
сначала фиксируются х „ находится S0(x „ у), затем значение
S|.o(*. у У
SUBRO UTIN E A3AI(XC,YC,X,Y,F,S01,S10,I,W1,W2,W3,W4,J,M,N)
П арам етры  входные:

Х С — вещественное, значение х,
Y C — вещественное, значение у,
X — вещественный одномерный массив, размерность N, 

содержит х ,<x2< — <xN,
Y — вещественный одномерный массив, размерность А/, 

содержит
F — вещественный двумерный массив, размерность (N, 

М ), содержит значения /(х,, уД 
I — целое, индекс ошибки перед обращением положить 

1=0, W l, W2, W3, W4— вещественные одномерные 
массивы, размерность У, рабочие массивы,

J  — целое, max(W, М )
М — целое, число узлов по оси у,
N — целое, число узлов по оси х;

выходные:
S01 — вещественное, интерполяционное значение S0, 1,
S 10 — вещественное, интерполяционное значение S i,0;

I _  , 0— нет ошибок,
- I — нарушено условие х, ^х^х*. у, ^у^ум-

АЗА2: аппроксимация функции одной переменной полиномами 
методом наименьших квадратов

Программа определяет методом наименьших квадратов полином 
вида

i
/»,(д:) = 0.5а1+ ^ ( х ) *  £  а| + 1>>+, Tj(x),

J- i
( 0 — 1<х< + 1, Tj(x )— полиномы Чебышева), аппроксими
рующий таблично заданную функцию у(х):
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аргумент х дс, хг ... х „
значение у(х) У\ Уг - Ум

Если аргумент дс лежит в интервале а^ х ^ Ь , следует выполнить 
замену

х = (2х — b — a)/(b — а), — 1^х< + 1.
Невязка, подлежащая минимизации, задается формулой

Z  . О < КА ,
i- i /

где н’(— весовые коэффициенты, н,>0; если М = /'+1, е( + 1=0.
На входе программы задаются: максимальная степень полинома 

А, массивы у,), веса и»,; на выходе получаются массивы 
коэффициентов ai + 1,j+, (0</'<А, 0 и массив погрешностей 
e<+i(0</<£). Вычисление Р({х) с полученными коэффициентами 
в любой точке х,— 1<дс< + 1, можно выполнить с помощью 
программы А5А2.

SUBRO UTIN E АЗА2(М .КI,N,X,Y.W,W1 .W2.A.E.I)
П арам етр ы  входные:

М — целое, число точек в таблице, Л/^2,
К Т — целое, равное А+1, где А — максимальная степень 

полинома,
N — целое, число строк массива A, N ^ K  1,
X — вещественный одномерный массив, размерность А/.

содержит массив (дг,, дг2, дгм),
Y — вещественный одномерный массив, размерность М,

содержит массив (у,, у2.......ум),
W — вещественный одномерный массив, размерность М. 

содержит массив весовых коэффициентов (w,, и’2,
. . . .  И'м ),

W1— вещественный двумерный массив, размерность (3, М ).
рабочий массив,

W2— вещественный двумерный массив, размерность (2, АТ), 
рабочий массив,

I — целое, индекс ошибки, перед обращением положить 
1=0;

выходные:
Е — вещественный одномерный массив, размерность АТ.

содержит невязки е(+1; Е(1 + 1)=е, + 1 (0$/'< А),
А — вещественный двумерный массив, размерность (N, р). 

р ^ К \  содержит коэффициенты ai+i.j+t; -4(1 + 1. J + 
+ 1) = Я|+1.;+11

0— нет ошибок,
1 — параметры лежат вне допустимых интервалов.
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A4A0: интегрирование одномерных функций на конечном 
интервале, метод трапеций с уточнением 

Программа вычисляет приближенное значение

y  = \f{x )d x
а

последовательно по формуле трапеций с удваиванием числа узлов 
и уточнением

SUBRO UTIN E A4A0(A.B,E,N.F,Y,I.W)

Параметры  входные:
А — нижний предел интегрирования а,
В — верхний предел интегрирования Ь,
Е — абсолютная погрешность,
N — максимальное число делений пополам отрезка [а, Л] 
F имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей 

/ (* )
W — рабочий одномерный массив, размерность N\

выходные: '

Y — значение интеграла у,
I — индекс ошибки;

{О— нет ошибок.
1 — точность не достигается,

2— точность не достигается, требуется увеличить N.

А4А1: интегрирование одномерных функций 
на конечном интервале, метод Гаусса

Программа вычисляет приближенное значение

y= \f(x )dx
а

по формулам Гаусса с выбором числа узлов по заданной 
абсолютной и относительной точности.

SUBRO UTIN E A4A1(F,A.B.E,D.Y,E1)
П араметры  входные:

F — имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей
Л 4

А — нижний предел интегрирования а,
В — верхний предел интегрирования Ь,
Е — заданная абсолютная погрешность,
D — заданная относительная погрешность;

12.3.5. Ин ie i рированис
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выходные:
Y — значение интеграла у ,
Е1 — достигнутая абсолютная погрешность \у— Y|<E1. 

Если Е 1 > max (£.\£)| У|), заданная точность не дости
гается с максимальным числом узлов.

А4А2: интегрирование двумерных функций
Программа вычисляет приближенное значение

» <р2(у)
2 = jdy f  f(x ,y )d x .

• ф.С*’)
ь

Внутренний интеграл i!(y) = j f(x , y)dx и внешний z= jv(y)d y
Ф1 O’) *

вычисляются по формулам Гаусса с выбором числа узлов по 
заданной точности.

SUBRO UTIN E A4A2(A.B,F1,F2,F,E,Z,N,I)
П арам етр ы  входные:

А — нижний предел а интегрирования по у,
В — верхний предел b интегрирования по у,
F I — имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей

Ф1М .
F2 — имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей

ф2(у),
F — имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей

Л *. У\
Е — заданная абсолютная погрешность,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:
Z — значение интеграла,
N — число узлов, в которых вычислялась f(x , у)',
)— нет ошибок,I:

точность не достигается с максимальным числом узлов.

12.3.6. Суммирование рядов

А5А0: суммирование числового ряда
Программа вычисляет сумму ряда

00
S=  £  uk 

*= 1
по заданной относительной точности посредством преобразования 
Эйлера, ускоряющего сходимость.
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SUBRO UTIN E A5A0(U.S.N.E,I)
П арам етр ы  входные:

U — имя внешней функции-подпрограммы, вычисляющей 
/с-й член ряда по заданному к 
REAL FUNCTION U(K)
IN TEG ER  К.

N — целое, максимальное число слагаемых в частичной 
сумме ряда, N ^  1,

Е — вещественное, относительная погрешность вычисления
5;

выходные:
S — вещественное приближенное значение суммы ряда,
I — индекс ошибки;

I (0— нет ошибок
(1 — точность не достигается с заданным N.

А5А1: вычисление предела последовательности 

Программа вычисляет предел последовательности
S  = lim ик

к—*ао

с помощью ускоряющего сходимость преобразования по заданной 
относительной точности.

SUBRO UTIN E A5A1(U,N.S.E.I)
П арам етр ы  входные:

U — вещественный одномерный массив, размерность N, 
содержит (и,, и2, ..., иу),

N — целое, размерность массива и, N ^  10,
Е вещественное, относительная погрешность вычисле

ния S;
выходные:

S — вещественное, приближенное значение предела.
I — индекс ошибки;

I _  (О— нет ошибок
11 — точность не достигается с заданным N.

А5А2: суммирование рядов Чебышева

Программа вычисляет сумму отрезка ряда Чебышева в заданной 
точке х, —1< + 1, по заданным коэффициентам а(, К  / < N. 
следуя формулам
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т  = 1 соответствует общему случаю, т  = 2—сумма полиномов 
четной степени. /и = 3— нечетной.

FUNCTION A5A2(X.A,N,M)
П арам етр ы  входные:

X  — вещественное, аргумент х,
А — вещественный одномерный массив, размерность N, 

содержит коэффициенты (я,, а2, ..., aN),
N — целое, размерность массива А,
М — целое, индекс типа ряда т ;

выходные:

А5А2 — вещественное, содержит значение S.

12.3.7. Фурьс-анализ. В этом разделе представлены программы, 
вычисляющие дискретное Фурье-преобразование N комплексных 
чисел

Zj=Xj+iyj, OsSy^yV-l
по формулам

|  = ^  ZjeXP( _ , ^ V ^ ) ’ (12.3.1)

или в вещественной форме
и* = ак + ibk,

Обратное дискретное Фурье-преобразование задается формулой

Отсюда следует, что комплексно-сопряженные величины i j  есть 
прямое дискретное Фурье-преобразование от и*. Следовательно, 
обратное дискретное Фурье-преобразование для wk получается 
переходом к комплексному сопряжению й4, выполнением прямого
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преобразования и. наконец, комплексным сопряжением результата. 
Поэтому ниже рассматривается только прямое преобразование. 
Используются алгоритмы быстрого Фурье-преобразования.

А6А0: Фурье-преобразование N вещественных чисел

Программа вычисляет Фурье-преобразование N вещественных чисел 
х,, I по формуле

П арам етр ы  входные:
X  — вещественный одномерный массив, размерность N, 

компоненту X (j+ \ ) должна содержать х,,
N — размерность X , целое число, N = 2', />< 20,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:
X — содержит ак, ЬК для *vk, причем ak = X (k ), O^k^N/2, 

bk- X (k ), N /2 < k^ N -  1; остальные компоненты полу
чаются из равенств aN-k=ak, bN-k= ~ b k,

 ̂ | 0— нет ошибок,
(1 — N  слишком велико, />>20.

А6А1: Фурье-преобразование N комплексных чисел

Программа вычисляется преобразованием чисел zJf 0</<ЛГ—1, по 
формулам (12.3.1).

SUBRO UTIN E A6A1(X,Y,N,I)
П арам етр ы  входные:

X  — вещественный одномерный массив, размерность N, 
должен содержать X (j+  1)= Rezj*=Xj, O ^ j^ N - 1,

Y — вещественный одномерный массив, размерность N ,
должен содержать Y {j+  1)=1тг,=уу, O ^ j^ N — 1,

N — размерность, целое число N = 2', р ^  20,
1 — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:
X — содержит Л'(А:+ П = R enk = ak, O ^ k ^ N — 1,
Y содержит Y(k + l) = Im wk=bk, O ^ k ^ N — 1;
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Величины wk комплексные, обладающие свойством
Н>-» = Н’*.

SUBRO UTIN E A6A0(X,N,I)

(12.3.2)



I J O -
j l - J

I— нет ошибок,
-N слишком велико, />>20.

12.3.8. Чис.тонное дифференцирование

А7А0: дифференцирование таблично заданной функции 
с переменным шагом

Программа вычисляет численно первую производную .y(.v), 
используя интерполирование по трем последовательным точкам 
таблицы (х „ у,):

аргумент х, х2... дт*
значение функции у, у г ...yN 
значение производной г, z2... zN

Ошибка аппроксимации е  следующая:

е= max
1 « I«N

dy . V
- w

SUBRO UTIN E A7A0(X.Y,Z.N.I)
Параметры  входные:

X — вещественный одномерный массив, размерность N, 
содержит массив дг,-

Y — вещественный одномерный массив, размерность jV, 
содержит массив у ,

N — целое, размерность массивов X, К, Z;
выходные:

Z — вещественный одномерный массив, размерность N, 
содержит массив zf,

I — индекс ошибки,

{0— нет ошибок,
— 1 — Л^<3,

>0— совпадают узлы x,=xj, /' фj.

А7А1: дифференцирование таблично заданной функции 
с постоянным шагом

Программа вычисляет численно первую производную >’(*), 
используя интерполирование по пяти последовательным точкам 
таблицы (х„ yt), дГ|+1—д:(=Л; по массиву у,, шагу А находится 
численное значение г, производной в узлах. Ошибка аппроксимации 

с следующая:
е = max 

i
h* max
5

Ошибка округления е , $11 у/Л. где у— абсолютная ошибка 
округления при представлении чисел у, в памяти ЭВМ .
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SUBRO UTIN E A7A1(H,Y,Z,N,I)
Парам етр ы  входные:

H — вещественное, шаг таблицы Л,
Y — вещественный одномерный массив, размерность N, 

содержит у„
N — целое, размер таблицы;

выходные:
Z — вещественный одномерный массив, размерность N, 

содержит массив г,
I — индекс ошибки;

N — целое, порядок производной 0< 14,
Н — вещественное, задаваемый шаг для вычисления произ

водных,
F — имя внешней функции, вычисляющей значение Дх)

D — вещественный одномерный массив, размерность 14, со-

Е — вещественный одномерный массив, размерность 14, со
держит абсолютные погрешности в вычислении i-й 
производной;

А7А2: дифференцирование функции, 
заданной подпрограммой

SUBRO UTIN E A7A2(X,N,H,D,E,F,I)
П арам етр ы  входные:

df. .X  — вещественное, значение х, в которой вычисляется —(х)

REAL FUNCTION F(X )
REAL X
индекс ошибки, перед входом положить 1=0;

выходные:

держит D (I) = ̂ (x ),

Г=0.
12.3.9. Операции с матрицами и векторами

А8А0: сложение двух матриц 

Программа выполняет сложение матриц в  и С по формуле
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A i j = B ij+ C t'j, l^ /'̂ Л/, l^ j^ N
SUBRO UTIN E A8A0(A,B,C,M,N,I)

Парам етр ы  входные:
В — вещественный двумерный массив, размерность (А/, JV),
С — вещественный двумерный массив, размерность (Л/, N), 
М — число строк М  матриц В к С,
N — число столбцов N  матриц В  и С,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:
А — вещественный двумерный массив, размерность (Л/, N ), 

сумма матриц В  и С;

I: ■г— нет ошибок,
М  или N  меньше либо равны 0.

А8А1: умножение двух матриц

Программа выполняет умножение матриц В  и С и, в зависимос
ти от заданного варианта, результат помещается в А или В  или С. 

м
Аи  = X  B ikCk.j, \ ^ i^ N , \< jH P. 

k- 1
SUBRO UTIN E A8A1(A,B,C.N,P,M.Z,K,L,I) 

П а р ам етр ы  входные:
В — вещественный двумерный массив, размерность (N, М ), 
С — вещественный двумерный массив, размерность (А/, Р ),  
N — число строк массивов В  и А,
Р — число столбцов массивов А и С,
М — число строк массива С и столбцов массива В,
Z — вещественный одномерный массив, размерность К,
К  — целое, если L - 1, то #Г=1; в других случаях К  = М  
L — целое, номер варианта, определяет, куда поместить 

результат, если:
L=  1, ВС-* А,
1 = 2, ВС->В.
L = 3, ВС-*С,

I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;
выходные:

А — результат умножения, если £,= 1,
В — результат умножения, если L -  2,
С — результат умножения, если L -  3;
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0— нет ошибок.
1 — N или Р  или 0.
2 — L  = 2 и М * Р ,
3 — L  = 3 и N * M .
4— L=  1 и К< М .

А8А2: транспонирование матрицы
Программа производит транспонирование матрицы А размером 

Л/ х N, записанной в одномерный массив по столбцам. Результат 
А ' содержится в исходном массиве.

SUBRO UTIN E A8A2(A.M ,N.K.L,J,I)
Параметры  входные:

А — вещественный одномерный массив, размерность 
(М . N ),

М — целое, равное Л/— число строк А,
N целое, равное N — число столбцов А,
К  целое, равное М  х N,
L — целый одномерный массив, размерность У, рабочий 

массив,
J  — целое, до обращения присвоить [(A/+jV)/2],
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:
А — вещественный одномерный массив, размерность 

(Л/, N), содержит транспонированную матрицу, запи
санную по столбцам;

J 0 — нет ошибок,
( I — K * M x N

А8АЗ: скалярное произведение векторов
/V

Программа вычисляет у — £  a,hi— скалярное произведение век-
i ■ 1

торов а и Ь.
FUNCTION A8A3(A,B,N)

Параметры  входные:
А — вещественный одномерный массив, размерность jV, со

держит вектор а,
В вещественный одномерный массив, размерность N.

содержит вектор b,
N — целое, размерность векторов;

выходные:
А8АЗ — значение у.

А8А4: вычисление определителя вещественной симметричной 
положительно определенной матрицы
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Программа вычисляет определитель матрицы А разложением 
ее в произведение A = L L ', где L — нижняя треугольная матрица, 
L ' — транспонированная к L. Определитель есть сумма квадратов 
диагональных элементов L.

SUBRO UTIN E A8A4(A,K,N.D,W,I)
П а рам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность К х Р , 
где P ^ N , для вычислений нужна только верхняя 
треугольная часть, нижняя подаиагональная часть 
используется как рабочий массив,

К  — целое, число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N ; в простом варианте положить 
P= K = N ,

N — целое, порядок матрицы А, для которой вычисляется 
определитель,

W — вещественный одномерный массив, размерность N, 
рабочий массив,

I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;
выходные:

D — значение det Л;
О— нет ошибок,

. _  I — матрица А не положительно определена,
2— определитель слишком велик,
3 — определитель слишком мал.

А8А5: вычисление определителя вещественной матрицы

Программа вычисляет определитель матрицы А с помощью 
разложения на множители A = LU .

SUBRO UTIN E A8A5(A,K,N,D,W.I)
П а р ам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (К , Р ), 
где P ^ N , содержит матрицу А,

К  — целое число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N ; в простом варианте положить 
P= K = N ,

N — целое, порядок матрицы А, для которой вычисляется 
определитель,

W — вещественный одномерный массив, размерность N , 
рабочий массив,

I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;
выходные:

D — значение det А;
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О— нет ошибок.
1 матрица А особенная, полагается /5 = 0, 
2— определитель слишком велик,
3 — определитель слишком мал.

12.3.10. Решение систем линейных алгебраических уравнений.
Программы этого пункта вычисляют приближенные решения 
системы линейных уравнений

А Х= В.
где матрица А — матрица системы. Матрица В  образована набором 
векторов правых частей систем, в простейшем случае В  есть один 
вектор Ь, матрица X  образуется из решений х систем

Ax = h
с правыми частями, входящими в Д. в простейшем случае X  есть 
один вектор дг.

Алгоритмы основаны на различных вариантах метода исключе
ния Гаусса. %.

А9А0: решение вещественной системы линейных уравнений 
с симметричной положительно определенной матрицей

SUBRO UTIN E A9A0(A.K.B,L,N ,M ,X,J,W .W I.L1,I) 
Параметры  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (А, Р ), 
где P ^ N , содержит матрицу А, используется только 
верхняя треугольная часть,

К  — целое, число строк массива А. описанное в вызываю
щей программе, K ^ N ; в простом варианте положить 
P= K = N ,

В — вещественный двумерный массив, размерность (L, Р ), 
где Р ^ М , содержи! элементы М  векторов Ь, записан
ные по столбцам,

L — целое, число строк массива В, описанное в вызываю
щей программе, L ^ N ; в простом варианте положить 
L = N.

N — целое, порядок матрицы А.
М целое, число векторов В,
J целое, число строк массива X, описанное в вызываю

щей программе. J~^N\ в простом варианте положит!» 
J= N ,

W — вещественный одномерный массив, размерность N.
L1 — целое, число строк массива W I, описанное в вызываю

щей программе, L l^ N ,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;
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IT-выходные:
X — вещественный двумерный массив, размерность (У, Р ), 

где Р ^ М ', содержит М  векторов решений системы,
W1 — вещественный двумерный массив, размерность L x P , 

Р>М; содержит матрицу невязок В - А Х ;

{О — нет ошибок.
1 — матрица А не положительно определена,

2— матрица А плохо обусловлена.

А9А1: решение вещественной системы линейных уравнений 

SUBRO UTIN E A9Al(A .K.B.L,N .M .X,J.W .l)
■ П арам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (А'. /’ ), 
где P ^ N ; содержит матрицу А,

К — целое, число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N \  в простом варианте положить 
Р=  K  = N,

В - вещественный двумерный массив, размерность (L , Р ), 
где Р ^ Л/; содержит элементы М  векторов Ь, записан
ных по столбцам,

L — целое, число строк В. описанное в вызывающей 
программе, L^ N \  в простом варианте положить 
L  = N ,

N — целое, порядок матрицы А,
М — целое, число векторов В,
J — целое, число строк массива Л", описанное в вызываю

щей программе. J^ N ;  в простом варианте положить 
J= N ,

W — вещественный одномерный массив, размерность N.
I — индекс ошибок; до обращения положить 1=0;

выходные:
X — вещественный двумерный массив, размерность J  х  Р. 

где P 'zM ', содержит М  векторов решений системы;
I _  |0  — нет ошибок,

1 1 — матрица А — особенная.
12.3.11. Вычисление co6c iвенных шаченни и векторов. В настоя- 

Вцем пункте представлены программы, определяющие собственные 
значения матрицы А. т.с. ненулевые к, удовлетворяющие равенству 
Л г = >. л, и соответствующие X векторы х— собственные векторы

Егрицы А. В основе алгоритмов лежит: приведение исходной 
?ицы к трехдиаг опальной (симметричные матрицы) или к почти 
угольной (в общем случае) и применение QL- или (^-алгорит
мов.

469



ВОАО: вычисление собственных значений 
вещественной симметричной матрицы

SUBRO UTIN E BOA(XA,K,N,G,W,l)
П арам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (К , Р ), 
где P^ N \  содержит матрицу А, для вычислений 
нужна нижняя треугольная часть,

К  — целое, число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N ; в простом варианте положить 
P = K = N ,

N — целое, порядок матрицы А,
W — вещественный одномерный массив, размерность N, 

рабочий массив,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:
G — вещественный одномерный массив, размерность N, 

содержит Хц Х2, X., в порядке возрастания;

{0— нет ошибок,
1 — алгоритм медленно сходится из-за близости 

собственных значений.

В0А1: вычисление собственных значений и собственных векторов 
вещественной симметричной матрицы

SUBRO UTIN E B0A1(A,K,N,G,X,L.W ,I)
Парам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (К , Р ). 
где P^N \ содержит матрицу А , для вычислений нужна 
нижняя треугольная часть,

К  — целое, число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N ; в простом варианте положим. 
P= K = N .

N — целое, порядок матрицы А,
L — целое, число строк массива Х\ описанное в вызываю 

щей программе, L ^ N ,
W — вещественный одномерный массив, размерность N.

рабочий массив,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

выходные:
G — вещественный одномерный массив, размерность Л 

содержит X,, Х2, , Х„ в порядке возрастания,
X  — вещественный двумерный массив, размерность (L, S) 

где S ^ N ; содержит нормированные собственные вектора



(в евклидовой норме), расположенные по столбцам 
с соответствием

X(J,I)«-*G(I), J = 1. 2....... N;

{О— нет ошибок,
1 — алгоритм медленно сходится из-за близости 

собственных значений.

В0А2: вычисление собственных значений 
вещественной матрицы

SUBRO UTIN E B0A2(A,K.N,G1,G2.J,I)
П арам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (К , Р ), 
где Р ^  N; содержит матрицу А,

К  — целое, число строк А, описанное в вызывающей 
программе, K ^ N ; в простом варианте положить 
P= K = N ,

N — целое, порядок матрицы А,
J  — целый одномерный массив, размерность N, рабочий 

массив,
I — индекс ошибки; до обращения положить 1=0; 

выходные:
G 1 — вещественный одномерный массив, размерность N ; 

содержит вещественные части Re 1 < /' < N. собствен
ных значений.

G 2 — вещественный одномерный массив, размерность N ; 
содержит мнимые части ImX,, 1 N, собственных 
значений,

{0— нет ошибок,
1 — алгоритм медленно сходится из-за близости 

собственных значений.

B0A3: вычисление собственных значений 
и собственных векторов вещественной матрицы

SUBRO UTIN E B0A3(A.K,N,G 1 ,G2,X 1 ,L 1 ,X2.L2,J,I) 
Парам етр ы  входные:

А — вещественный двумерный массив, размерность (К , Р ), 
где P^N \ содержит матрицу А,

К — целое, описанное в вызывающей программе число 
строк A, K ^ N , в простом варианте положить 
P= K = N ,

N — целое, порядок матрицы А,
L1 — целое, число строк массива X I, описанное в вызываю

щей программе, L I ^ jV,
L2 — целое, число строк массива Х2. описанное в вызываю

щей программе, L2 ̂  N,

\
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J — целый одномерный массив, размерность N, рабочий 
массив,

I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0; 
выходные:

GI  — вещественный массив, размерность N; содержит ве
щественные части Re 1 < / ̂  УУ, собственных значений 

G2 — вещественный массив, размерность N; содержит мни
мые части IrnXj, iK i^ N ,  собственных значений,

X I вещественный двумерный массив, размерность (LI, S ), 
где S^N-, содержит вещественные части собственных 
векторов. Соответствие Xl(J,I)«->G(I) + iG2(I),

Х2 — вещественный двумерный массив, размерность (L2, S), 
где S^N;  содержит мнимые части собственных век
торов. Соответствие X2(J,I)«-+G(I) + iG2(I);

{0 — нет ошибок,
1 — алгоритм медленно сходится из-за близости 

собственных значений.

12.3.12. Линейная оптимизация. Рассматривается каноническая 
задача линейной оптимизации: найти вектор дс=(х1, ..., х„), дающий 
минимум линейной функции

Я

£.(*)=(с, дс)= £  с,х,
I= 1

при ограничениях
Ах=Ь, х^О , 1</^л; 

матрица A= (A i j ), 1 К у '^ л , вектор /> = (/>,, ..., bm).

В 1А0: решение задачи линейной оптимизации 
симплекс-методом

SUBRO UTIN E BIA0(W .M ,U.N,X,K,I,E,V,A,B.C)
Парам етр ы  входные:

W — вещественный одномерный массив, размерность 
(Л/, N ), рабочий массив,

М — целое, равное т + 2, т  — число строк массива А,
U — вещественный одномерный массив, размерность 

(М , М ), рабочий массив,
N — целое, равное и, п — число неизвестных xt,
Е — абсолютная точность выполнения неравенств х,^0,
V — вещественный одномерный массив, размерность М, 

рабочий массив,
А — вещественный двумерный массив, размерность 

((М -2 ), N), содержит матрицу А,
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В — вещественный одномерный массив, размерность 
(А/ —2), содержит вектор Ь,

С — вещественный одномерный массив, размерность N, 
содержит вектор с= (с„ с.)

выходные:
X — вещественный одномерный массив, размерность М, 

содержит оптимальное решение,
К  — целый одномерный массив, размерность М -2 , содер

жит номера переменных в массиве X.
Если
К (\ )= К Х, К (2 )= К 2.....К (М - 2 )= К п,
А'(1) = а 1, X (2) = а2.....Х(М-2)=<хя,
то

......
Оптимальное значение L  содержится в X (М — 1). Если АГ,> 10®, 

то номер переменной 106 —
Значения переменных х„ номера которых отсутствуют в массиве 

К, равны нулю.
I — индекс ошибки;

1 — найдено оптимальное решение,
2 — задача не имеет решения,
3 — функция L(x ) не ограничена.

12.3.13. Решение линейных интегральных уравнений. Рассматрива
ется интегральное уравнение Фредгольма второго рода 

ь
у(х)=Х |G (x, s).V’(s) <fr+/(.i), a^ x ^ b .

а

Решение >■(*) при фиксированном X ищется в виде отрезка ряда 
Чебышева одной из форм

0,5с, + £  с, Г ,_ , (дг),
‘ н2

>-(*)=-̂ 0,5с, + £  с ,Г21. г (дг), четная у (х), 
/v (-2
£  с,Г2(_1 (х), нечетная у(дс)

(на приведенном интервале — 1<х< + 1). Исходное уравнение 
сводится к системе линейных алгебраических уравнений относитель
но вектора с=(с,, с2, ..., cN). Факт сходимости выясняется путем 
сравнения решений систем с несколькими разными N  и сравнения 
результатов вычислений с дополнительными данными о точном 

( решении. Если известно, что решение _у(дс) — четная функция 
I  относительно середины отрезка [а, Л], то ищется разложение по



полиномам Чебышева четной степени, если — нечетная, то — по 
полиномам Чебышева нечетной степени.

В2А0: решение линейного интегрального уравнения 
Фредгольма второго рода

SUBRO UTIN E B2A0(G,F,P,A.B,R.D.N,W.V,Z.K,L,Y,C,I)
П а р ам етр ы  входные:

G — внешняя вещественная функция, вычисляющая по ве
щественным аргументам х, s значение ядра G (дг, s). 

F  — внешняя вещественная функция, вычисляющая по ве
щественному аргументу дг значение /(дг),

Р — вещественное, значение X,
А — нижний предел интегрирования а,
В — верхний предел интегрирования Ь,
R — логическая переменная. Значение

.TRUE.— рассматривается четное или нечетное 
решение в зависимости от D,
.F A L S E R  рассматривается общий случай,

D — логическая переменная. Значение 
.TRUE.— четное решение у(дг),
.FALSE.— нечетное решение у (jc),

N — целое, длина отрезка ряда,
W — вещественный двумерный массив, размерность (К , М). 

М ^ К , рабочий массив,
V — вещественный двумерный массив, размерность (К , N).

jV^ I ,  рабочий массив,
Z — вещественный двумерный массив, размерность (2, Р).

P ^ L , рабочий массив,
К  — целое, описанное в вызывающей программе число 

строк массива W , V, K ^ N ;
L — целое, L  = 2 N + l,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0; 

выходные:
Y — вещественный одномерный массив, размерность N, со

держит приближенные значения у(дг() в первых N  из 
Л/+1-Й точки

если R = .TRUE. и D = .TRU E„ M=2N 
если R = .TRUE. и D = .FALSE., M = 2N-1 
если R = .FALSE., M = N-1

С — вещественный одномерный массив, размерность N. 
коэффициенты с, К  /'< N;
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rO — нет ошибок,
1 = <М— A Z B ,

(.2 — Р  близко к собственному значению интегрального уравнения.
12.3.14. Корни полиномов

ВЗАО: определение корней полинома с вещественными 
коэффициентами

Программа вычисляет корни полинома
PN (х) = а0 + а , х + а2 х 2 +... + aN х ".

SUBRO UTIN E B3A0(A,W,N.X,Y,I)
П арам етр ы  входные:

А — вещественный одномерный массив, размерность N+  1, 
содержащий коэффициенты полинома, A (i+ l)= a h
О

W — вещественный одномерный массив, размерность N+  1, 
рабочий массив,

N — порядок полинома
выходные:

X — вещественный одномерный массив, размерность N, со
держит действительные части корней,

Y — вещественный одномерный массив, размерность N, со
держит мнимые части корней,

I — индекс ошибки;

1= <!

О— нет ошибок,
1 — Л̂ < 1.
2 — ЛГ>36,
3 — корень не определяется за допустимое число итераций, 
4— aN=0.

12.3.15. Корни нелинейных уравнений

В4А0: поиск корня непрерывной функции 
одной переменной без вычисления производной

Программа вычисляет приближение к корню уравнения
/ (* )= О

по заданному интервалу Га, А], на котором локализован единствен
ный корень, т. е. /(<*)•/(/>)<0.

В основе алгоритма метод бисекции.
SUBRO UTIN E B4A0(X,R,F,A,B,E,N,I)

Па рам етр ы  входные:
F — имя внешней вещественной функции для вычисления

т
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А — вещественное, левый конец интервала неопределен
ности корня, равен а,

В вещественное, правый конец интервала неопределен
ности корня, равен Л.

Е — вещественное, абсолютная точность определения кор
ня е,

N — целое, максимальное значение числа итераций; 
выходные:

X — вещественное, приближенное значение корня.
R — вещественное, значение /(*),
I — индекс ошибки,

{О— нет ошибок.
I — точность е  не достигнута за N  итераций,
2— нарушено условие/ (а ) ■/(/>) ̂ 0.

В4А1: поиск корня функции одной переменной 
методом Ньютона

Программа реализует метод Ньютона

по заданному дг0 с условием прекращения итераций по заданной 
точности е. Процесс прекращается, если

Параметры  входные:
F — имя внешней подпро1рамы, вычисляющей по заданному 

вещественному аргументу х вещественное значение 
R и производной D, список ее параметров (X , R. D). 

Х0 — вещественное, начальное приближение к корню,
Е — вещественное, заданная точность е,
N — целое, максимальное число итераций;

выходные:
X вещественное, приближенное значение корня,
R — вещественное, значение /(дг),
D — вещественное, значение /'(.v),
I — индекс ошибок;

5<б и  |/(дг* + 1) | < 1 0 2 е ,

где

§ = { l 'V* +1 — -v*I/I-v* +11’ если
если | дс * +, К 1 - 

SUBRO UTIN E B4A1(X,R.D.F.X0,E,N,I)
{!

0— нет ошибок,
1 — точность е  не достигнута за N итераций. 
.2— значение/ '(лг) близко к нулю.
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В4А2: решение системы нелинейных уравнений
г В основе алгоритма — метод Ньютона для векторного уравнения 
/ (* )= О

f ( x t.....-v,)=0.
По заданному начальному приближению .v(0' = (.y\°\ .г',0’) к корню 

К определяются последовательные приближения .г<4,=(дг\ *, .... х!,*'), 
К it =1.2, к корню. Процесс прекращается по заданной точности 
R е, если

И •**-**♦ J
I  в евклидовой норме.

Описание
SUBRO UTIN E B4A2(R,N.X,F,E.W ,K.I)

■ Парам етр ы  входные:
R — имя внешней подпрограммы, вычисляющей значения 

/( по вектору .V, список параметров (N, X, F, J), где 
N — целое — число уравнений.
X - вещественный одномерный массив, размерность N,
F - вещественный одномерный массив, размерность N, 

должен содержать f ,
J  — индекс ошибки, если положить J=  — I вычисления 

прерываются, это значение присваивается I,
N — то же, что и в Л.
X — то же, что и в Л, перед обращением присвоить

____  значения (.v\°\ ..., xj,01),
F — то же, что и в / ? ,
Е — вещественное, значение е,
W - вещественный одномерный массив, размерность К.

рабочий массив.
К  - целое, размерность массива W, A^N (3A ,+3)/2,
I — целое, индекс ошибки, положить до обращения 1 = 0;

выходные:
X — содержит приближенное значение к решению системы 

уравнений, вектор (дг,, ..., *„),
F — содержит значение /,(хх, ..., дгя),

Го — нет ошибок,
— 1 — прерывание в подпрограмме R,

I = <( 1 — jVs£0, £<0, A'<jV(3jV+3)/2,
2 - выполнено 200(N + \) итераций,
3 — слишком мало е.

12.3.16. Нелинейная оптимизация

В5А0: минимизация функции одной переменной
■  Программа минимизирует функцию f (x ) в заданном интервале 
[в. Л] (определяет локальный минимум).



SUBRO UTIN E B5A0(F,E,EI,A .B.N .X.R.I)
П арам етр ы  входные:

F  — имя внешней подпрограммы, вычисляющей значение 
/(.г). Список параметров подпрограммы (XI, F1), где 
Л = / (  ДГ1),

Е  — вещественное, относительная точность определения 
точки минимума,

Е1 — вещественное, абсолютная точность определения точки 
минимума,

А — вещественное, значение левого конца интервала, рав
но а,

В — вещественное, значение правого конца интервала, рав
но Ь,

N — максимальное число итераций поиска минимума,
I — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:
X — вещественное, приближенное значение точки минимума 

с точностью £ 1X 1+ £ 1,
R — вещественное, значение f (X ),

ГО— нет ошибок,
\ = h — A + E> B . iV<3,

(.2 — число итераций для достижения заданной точности >N.

В5А1: минимизация функции нескольких переменных

Программа определяет локальный минимум функции f (x )= f (x t, 
..., х„) по заданному начальному приближению x °= (x i, ..., дг®). 

В основе алгоритма — градиентный метод.
SUBRO UTIN E B5A1(F,N,X,R.G.S,E,K,I,W )

П арам етр ы  входные:
F  — имя внешней подпрограммы, вычисляющей значение 

/(дг) и grad /(дг). Список параметров подпрограммы (N, 
ДГ, Y, G),

N — целое, размерность вещественного массива X,
X  — вещественный одномерный массив, размерность N,
Y  — вещественное, значение /(дг),
G  — вещественный одномерный массив, размерность N, со

держит вектор градиента,
N — целое, размерность вектора дс,
X — вещественный одномерный массив, размерность N, до 

обращения элементам массива присвоить значения (*?,. 
дг®)•••> Лп /»

S — вещественное, оценка минимального значения функции 
Е — вещественное, абсолютная погрешность в евклидовом 

норме.
478



К — целое, максимальное число итераций,
W — вещественный одномерный массив, размерность 2N, 

рабочий массив;
выходные:

X — содержит вектор дг, доставляющий минимум / ( д г ) ,
R — вещественное, содержит значение /(дг),
G — вещественный одномерный массив, размерность N, со

держит компоненты вектора градиента,
1 — индекс ошибки;

0 — нет ошибок.
1 — точность не достигается за К  итераций,
— 1 — ошибка в вычислениях grad / ( д г ) ,
2 — нет минимума.

12.3.17. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений; >а- 
дача Коши

\

В6А0: интегрирование системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений методом Рунге — К у т т а

Программа определяет решение системы уравнений 

^  = У\.....У.)- а^ х ^ Ь ,

удовлетворяющее начальным условиям у( (а)=у?, 1</<л, с выбо
ром шага интегрирования по заданной точности методом Рунге — 
Кутта. Для вывода значений Vj (дг) в точках интервала [а, />], следует 

Sсоставить программу вывода (см. ниже), в этих точках у,(дг) 
находится интерполированием в программе В6А0.

SUBRO UTIN E B6A0(X,B,N,Y,E,J,F,O,W ,I)
П арам етр ы  входные:

X — вещественное, значение независимого переменного дг, 
перед обращением присвоить Х= а,

В — вещественное, значение правого конца интервала интег
рирования, равно b,

N — целое, число уравнений системы, равно я,
Y — вещественный одномерный массив, размерность N, со

держит значения у, (дг), у2(дг).....у. (дг) перед обращением
присвоить элементам массива начальные значения (у?,
А  .... у?).

Е — вещественное, значение задаваемой погрешности е,
J — целое, индекс контроля погрешности, до обращения 

положить
О— если контроль по условию 5<е шах [ 1, |уt (дг)|..... ly .M l].

I J  = ̂  1— если контроль по условию 5^е,
где 6— вычисленная оценка погрешности на шаге,

479



F  — имя внешней подпрограммы, вычисляющей правые 
части системы уравнений f  (х, _>•),

Список параметров (X, Y, R):
X — то же, что в В6А0,
Y — то же, что в В6А0,
R — вещественный одномерный массив, размерность /V, на 

выходе должен содержать значения ( f {(X , Y ),f2(X , Y ), 
..../.((ДГ. Y)),

0  — имя внешней подпрограммы вывода результатов вычи
слений. Список параметров подпрограммы (XI , Y1),

X I — вещественное, перед обращением к подпрограмме
О содержйт текущее значение лс; на выходе из 
подпрограммы X I должен содержать следующее 
значение дг, при котором будет вызов О,

Y 1 — вещественный одномерный массив, размерность N, 
содержи г у, (X 1), 1 ^ / < N,

W — вещественный двумерный массив, размерность (N, 7), 
рабочий массив,

1 — индекс ошибки, до обращения положить 1 = 0;

выходные:

Y  — содержит значения (y t(b), y2( b уя(Ь))\

{0 — нет ошибок.
1 — £ ^0, N  <0, У #0 или 1,

> I — заданная точность не может быть обеспечена.

В6А1: интегрирование системы жестких обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Программа служит для решения системы жестких уравнений

с начальными условиями

SUBRO UTIN E B6A1(X,B.N,Y,E,J,F.M .P,0,W .K.I)

Параметры, кроме W, одноименные с параметрами программы 
В6А0, имеют тот же смысл. Поэтому опишем только дополни
тельные параметры входные:

М — целое, индекс формы вычисления якобиана
df



Г1 — по ВНС1П11СЙ подпрограмме Р,
М = <

(О — внутри В6Л1,

Р имя внешней подпрограммы, вычисляющей якобиан по 
значениям (дг, у , , С п и с о к  параметров подпро
граммы (X, Y, Z),
Параметры X, Y, имеют тот же смысл, что и в В6А0 

Z вещественный, двумерный массив, размерность (N, N), 
на выходе должен содержать значения

?(,.> • ). к ; ,  j

W — вещественный, двумерный массив, размерность (N, К), 
рабочий массив.

К  целое число столбцов массива W, необходимо 
K Z N  + 18.

12.3.18. Решение обыкновенных дифференциальных \ ратаний; 
краевая задача

В7А0: решение краевой задачи для системы 
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

Программа определяет приближенное решение системы 
уравнений

T = i  Q iM )>’• +/<(*)' a <x< b, |< » <л,ах

с краевыми условиями
п п
X  с и У А а ) + X  D i.j>'i(h ) = ci- 1 < i  < я.

i- i /= I
где Q ij(x ) — матрица, fj(x ) вектор, зависящие от дг, матрицы GitJ, 
D ,j, вектор с,— постоянные. 1</, j^ n . В основе алгоритма — 
метод конечных разностей. Интервал [а, b ] разбивается узлами .v„, 

Приближенное решение определяется в узлах .v„(.v, =а, 
хЯ{=Ь, ^я <дгя41) по заданной точности с. Если выполняется 
условие

max max |у,(дги)- л Л | <е,
ISmSb,

то процесс вычислений должен прекратиться, здесь у1я— решение 
разностных уравнений, .УД**) значение точного решения в узлах.
16 Ю. П. Богласв 481



SUBROUTINE B7A0( A.B.N,E,Q,F.G.D,C.M,X.Y,N I.W .L.J.K .I)

П араметры  входные:
А вещественное, значение левого конца интервала инте

грирования, равен а,
В — вещественное, значение правого конца интервала инте

грирования, равен Л,
N — целое, число уравнений в системе, равно и.
Е вещественное, абсолютная точность, равно е,
Q — имя внешней подпрограммы, вычисляющей матрицу 

Q ij(x ) в точке .V. Ее параметры (X , Z ),
X вещественное, значение х,
Z — вещественный двумерный массив, размерность (N, N ), 

на выходе должен содержать элементы массива Qitj(x ),

z  ( U ) = e , » ,

F имя внешней подпрограммы, вычисляющей вектор 
f (x )  в точке х. Ее параметры (X . R ),

X — вещественное, значение jc,
R — вещественный одномерный массив, размерность N, 

на выходе должен содержать элементы массива /j(.v),
R (i )- / ,(* ),

G — вещественный двумерный массив, размерность (N, N ), 
содержит элементы матрицы G, ;,

D — вещественный двумерный массив, размерность (N, N ), 
содержит элементы матрицы Dt j,

С — вещественный одномерный массив, размерность N.
содержит элементы вектора с,,

М — целое, максимально допустимое число узлов, должно 
быть М  ^ 32,

X — вещественный одномерный массив, размерность М. 
содержит начальные узлы

А =А'(1)<ДГ(2)< ... <Af(W)=fl,

N 1 целое, на входе содержит начальное число узлов. 
N1^4.

W — вещественный одномерный массив, размерность L, 
рабочий массив,

L — целое, размерность W, L ^ M (3 N 2 + 5N + l )  + iN 2 + 5N. 
J — целый одномерный массив, размерность К , рабочий 

массив,
К целое, размерность J ,  J  ^ М (2N +1) + N,
1 — индекс ошибки, на входе присвоить 1 = 110 

выходные:

X содержит значения узлов сетки, обеспечивающих за
данную точность.
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Y — вещественный двумерный массив, размерность (N, М )
содержит массив y , j— приближенное решение в уз
лах Xj, Y (l, J )= y ,j,  1 /^./<N1,

N 1— содержит число узлов сетки, обеспечивающих задан
ную точность,

/•
О — нет ошибок,

I _  1 — входные параметры лежат вне допустимых пределов.
2— одна из матриц, G или £), нулевая,
3— точность е не может быть достигнута.

В7А1: решение краевой задачи для системы нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений

Программа определяет приближенное решение системы 
уравнений

^  Л ....Л)» а < х'
с условиями

) ’Л а ) = Уе• 1 к < "'
У,(!>)=> ',’ к < р^п,

у ” , Ур — заданные числа. В основе алгоритма метод конечных 
разностей с дальнейшим решением системы нелинейных уравнений 
методом Ньютона. Для начального приближения необходимо 
задать свободные компоненты вектора у в точках а и Ь (грубое 
приближение), т. е.

y (a )= {y °i..... у», yf+i...... у2),
у(/>)=(у}.....Уi, У 1 + 1 ...... у !) ,

вычисления заканчиваются при достижении точности е так же, как 
в В7А0.

SUBRO UTIN E B7A1(U.V.N,A,B,E,F,M .X,Y.N1,W .L,J,K,I)
Парам етр ы  входные:

U — вещественный двумерный массив, размерность (Лг, 2), 
перед обращением следует присвоить

1/(1, \ )- у ?, 1/(1, 2)-у/ ,  U K * .
V — вещественный двумерный массив, размерность (N, 2),

перед обращением следует присвоить
V(I,1 )= 0„ U U K ,  V (I,1 )= 1„ K ^ l + U N  
V(l,2)=  1., U U K ,  V(1,2)=0., K ^ l + U N

N — целое, число уравнений, равно п,
16* 483



А -  вещественное, значение левого конца интервала инте
грирования. равно а,

В вещественное, значение правого конца интервала инте
грирования. равно h,

Е вещественное, абсолютная точность, равно е,
F имя внешней подпрограммы, вычисляющей вектор

/,(.v..v,......  г.), ее параметры (X. Y. R),
X вещественное, значение .г,
Y — вещественный одномерный массив, размерность 
N, содержит вектор ( у , , ..., у я),

R — вещественный одномерный массив, размерность N,  на
выходе должен содержать вектор (/\(дг, у ) .......f„(x,  у ))

М целое, максимально допустимое число узлов. Л />32, 
X -  вещественный одномерный массив, размерность Л/, 

содержит начальные узлы
Л = Л '(1 )< А '(2 )< ...<А '(Л '1 ) =  Д.

N 1 целое, содержит начальное число узлов N 1 >  4,
W — вещественный одномерный массив, размерность L, 

рабочий массив.
L — целое, размерность W. М ( 5 N 1+ 6 N +  1) + 4 N 2+4N ,  
J — целый одномерный массив, размерность К, рабочий 

массив.
К целое, размерность J. A ^A /(2 /V +  1) +  Лг2+4Л^+2.
I индекс ошибки, до обращения присвоить 1 =  110

в ы х о д н ы е :
X содержит значения узлов сетки, обеспечивающих за

данную точность
Л =  * ( ! ) <  * (2 )< ...< A '( jV l)= f i .

Y — вещественный двумерный массив, размерность (N, А/), 
содержит массив y , j — приближенное решение в уз
лах Xj,
К(/. y )= r i К У < Л \

N1 содержит число узлов сетки, обеспечивающих задан
ную точность;

0 — нет ошибки,
1 входные параметры лежат вне допустимых пределов,

1 =  ^ 2  нет сходимости метода Ньютона,
3 — слишком мало е,
4 — мало М.

12.3.19. Решение уравнений с частными производными

В8А0: решение эл.шптического уравнения 
в прямоугольнике разностным методом

Программа находит решение разностной системы уравнений

a I . J u I . J - l  М  +  с 1.Ум ( , / +  d i . J u l * l . j + * ( .  J UI . J *  I
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которая получается при решении эллиптических уравнений (Лап
ласа, Пуассона и т. д.) методом сеток. Будем считать, что 
краевая задача сведена к решению разностной системы урав
нений

c , j *  0, \ ^ j ^ n 2

Метод решения— итерационный, для начала вычислений следует 
задать начальное приближение м ,;, 1 <  / <  и ,, 1

SUBROUTINE B8A0(N I,N2.N. A. B.C.D.E.F.U.G.11,12,13, 
N3.14.I5.E I .E2.E3.E4.W I. W 2.W 3.I)

П а р а м е т р ы  в х о д н ы е :

N 1 — целое, число узлов по первой координате.
N2 целое, число узлов по второй координате,
N — целое, число строк в массивах A.B.C.D.E.F.V.W I, 

W2.W3: NSsNl ,
А — вещественный двумерный массив, размерность (N, 

Р ). P ^ N 2 на входе должен содержать массив ai t , 
причем А(1, 1) =  0,

В — вещественный двумерный массив, размерность (N, 
Р). P ^ N 2, на входе должен содержать массив Л, 
причем В(1,У)  =  0,

С вещественный двумерный массив, размерность 
(N, Р), Р ^  Л/2, на входе должен содержать мас- 
сив ctJ,

D вещественный двумерный массив, размерность (iV, 
Я), P ^ N 2, на входе должен содержать массив d( j, 
причем D( i VI , / )  =  0.

Е — вещественный двумерный массив, размерность (N, 
Р), P ^ N 2, на входе должен содержать массив eLj, 
причем E( l ,  /V2) = 0,

F — вещественный двумерный массив, размерность (iV, 
Р), P ^ N 2 ,  на входе содержит массив f  jy 

U вещественный двумерный массив, размерность (N , 
Р), P ^ N 2 ,  на входе должен содержать начальное 
приближение м}?],

G вещественное, коэффициент ускорения итераций, 
обычно полагают G =  1, если сходимость медлен
ная положить G = 0 .1,

11 целое, максимальное число итераций,
12 целое, перед входом присвоить 12 =  0,
N3 — целое, перед входом положить N 3= 0 ; если N3 # 0 . 

то это признак неединственности решения разност
ных уравнений, такую ситуацию мы не рассматри
ваем.
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14, 15 — целое, если N3 =  0. то эти параметры не имеют 
значения,

Е1 — вещественное, задаваемая точность выполнения ал
гебраических уравнений е,

е, =  max | аи ии . , +  . . .+e iJui J + , - / м |/ |  см |,
и

Е2 вещественное, задаваемая точность изменения реше
ния при переходе от к -й итерации к (к+  I )-й

е2 =  т а х | к '7 1,-м!*]|
и

вычисления прекращаются при достижении точности 
Е1 и Е2.

W l, W2, W 3— вещественные двумерные массивы, размер
ность (N, Р), P ^ N 2 ,  рабочие массивы,

I — индекс ошибки, до обращения положить 1=0;

в ы х о д н ы е :

U — содержит решение и, jt
12— содержит общее число итераций при нескольких вызо

вах В8А0,
13 — целое, содержит число итераций в данном обращении 

к В8А0,
ЕЗ — вещественный одномерный массив, размерность II, 

содержит е'*' погрешность после *-й итерации.

ЕЗ (Аг) =  е<,*), * = 1 ,  2...... 11,

Е4 — вещественный одномерный массив, размерность II, 
содержит е ? ’— погрешность после к-й итерации

E4(*) =  e<?>, * - 1 , 2 ...... И;

г0 — нет ошибок,
I =  < 1— 4 — параметры вне допустимых пределов,

(.5 — сходимость не достигается за 11 итераций.

В8А1: решение одномерного парабо лического 
уравнения методом прямых

Программа интегрирует уравнение

^ /  т / » дЦ\  г (  <1и\

в области {/0< / ^ Г , ,  а ^ х ^ Ь } .  Показатель m  =  0, 1, 2 соответствует 
трем координатным системам: прямоугольной, цилиндрической, 
сферической соответственно. Ищется решение m(jc, f), удовлетворя
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ющее начальному условию и(дг,/0) =  м0 (.т), а ^  v <  />, и граничным

* о ( 'М а ' ')  +  Я о ( ') ^ ( й- 'Н М '-  “)'

■V, (/)м(Л. f)+ffi ( ' ) ^ ( л- ' )  =  r i (*> “ )•

Исходное уравнение дискретизацией по пространственным пере
менным (метод прямых) сводится к системе обыкновенных диффе
ренциальных уравнений, которая затем интегрируется по I с пере
менным шагом, определяемым заданной точностью. Сетка по 
х — равномерная.
Д о п о л н и т е л ь н ы е  о г р а н и ч е н и я :

1) q(x ,  t, и ) > 0 ;
2) если ц, /  разрывны по дг, точки разрыва следует включать 

в узлы сетки по .г,
3) если ю # 0 ,  то 11^ 0 , если </=0, то граничное условие в этой

ди
точке — =0;

4) sf { t )+ g f  (/)/0;
5) если то r,(t, u ) - r , ( l ) .

SUBROUTI NE B8A1(M.A,B,T0,T1,U,N,E,W.K,L,1)

П а р а м е т р ы  в х о д н ы е :

М — целое, определяет координатную систему, равно т.
А — вещественное, левый конец пространственного интер

вала. равно а,
В вещественное, правый конец пространственного интер

вала, равно А,
ТО— вещественное, на входе должен содержать значение /0, 
Т1 — вещественное, конечное значение f,,
U вещественный одномерный массив, размерность N  на 

входе должен содержать массив — начальный времен
ной слой М0 (дг,)

д г ,= а + ( |— 1)Л, Ы  1, 2 , ..., N, h = ( b - a ) l ( N -  1)

N — целое, число узлов пространственной сетки, N~& 3,
Е — вещественное, задает точность интег рирования по вре

мени I на одном шаге. Вычисленная погрешность е, 
должна удовлетворять условию

с , ^ Е ( 1  + max | U (/)|).
/

W — вещественный одномерный массив, размерность К, 
рабочий массив,

\
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К — целое, размерность массива W, необходимо К>  
>16jV +  40.

L целое, индекс типа интегрирования;

{О — интегрирование с началом в 10,
1 — интегрирование с момента выхода из В8А1, в этом 

случае следует перед вызовом B8AI задать Т1 и I.

I — индекс ошибки, перед входом положить 1=0;

в ы х о д н ы е:

ТО— значение текущего I, если нет ошибок; если есть ошиб
ка— значение I, при котором возникла ошибка,

Т 1— значение / , ,  если нет ошибок; если есть ош ибка— зна
чение I, при котором возникла ошибка,

U —: значение временного слоя в момент I,
L — если нет ошибок, L - 1;

ГО — нет ошибок,
I =  < 1 3 интегрирование по I невозможно с заданной точностью, 

(.4 — параметры выводят за допустимые пределы.

Для применения программы В8А1 следует написать две под
программы, определяющие функции в дифференциальном уравнении 
и краевых условиях.

Вычисление значений функций / ,  q должна выполнять

Вычисление значений функций (f), g,(/), г((/, м) должна выпол
нять

П а р а м е т р ы  в х о д н ы е :

Т — вещественное, содержит I,
U — вещественное, содержит граничное значение и(дг, /) в

SUBROUTINE PD EF(X,T,U ,DU,F,Q)

П а р а м е т р ы  в х о д н ы е :

X — вещественное, содержит х ,
Т  — вещественное, содержит /,
U — вещественное, содержит решение и(х,  f),

DU — вещественное, содержит ^  ( v, /);
д х

в ы х о д н ы е :

Q — вещественное, должен

F — вещественное, должен

SUBROUTINE BNDY(T,U,I,S,G,R)

момент /,



I — целое, индекс границы, на входе;

0 — должны вычислять v0, g0, г0,
1 — ДОЛЖ НЫ  ВЫЧИСЛЯТЬ 5 | ,  g, ,  г , ;

в ы х о д н ы е :

S вещественное, должен содержать 5о (0> сч;ли 1=0; либо
5, (f), если 1 =  1,

G — вещественное, должен содержать g0 (*)» если * =  ли®° 
если 1 = 1,

R — вещественное, должен содержать г0 (/, и), если 1=0; либо 
г, (f, и), если I =  1



ЗА ДАЧИ  И УПРАЖ НЕНИЯ

Задачи и упражнения разделены на гри уровня в зависимости от 
необходимого уровня подготовки.

I у р о в е н ь  (минимальный) соответствует массовому обучению 
в группе. Задачи распределены на 32 задания, что может соответст
вовать 32 неделям двух семестров. Завершающим этапом является 
типовой расчет «Исследование переходного процесса и оптимизация 
системы управления». Это достаточно типичная задача инженерно- 
технического содержания.

II у р о в е н ь  (средний). Задачи распределены по главам.
I I I  у р о в е н ь  (углубленный). Задачи распределены по главам. 

Для решения предлагаемых задач и упражнений необходима работа 
с дополнительной литературой.

Темы всех 32 заданий представлены в следующем списке.
I Y P O K t . l l b

Номер
талания

Тема

1.
2.
3.
4.
5.
6. 
7. 
К.
9.
10. 

II.

Начальные сведения об операционной системе. 
Арифметические выражения фортрана.
Ввод вывод.
Операторы передачи управления, циклы. 
Массивы.
Функция-подпрограмма.
Подпрограмма.
Логические выражения.
Аппроксимация. Интерполяция.
Аппроксимация. М етод наименьших квадратов.

12.
13.

Численное интегрирование.

14
15.

Системы линейных уравнений.

М.
17.

Решение нелинейных уравнений

Нелинейная оптимизация.
18.
19.

211. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Задача Коши.

490



\

Продолжение табл.
Номер

задания
Тема

21.1
ОДУ. Краевая задача. М етод прогонки.

23.

24. •
Задача Дирихле для уравнения Пуассона.

25. Смешанная задача для одномерного уравнения теплопровод
ности.

26. Смешанная задача для двумерного уравнения теплопровод
ности.

27. Постановка задачи типового расчета (ТР).
Построение математической модели.

28. Выбор численного метода. Блок-схема алгоритма ТР.
29.

30.
Программирование. Отладка программ ТР

31.

32.
Проведение вычислений на ЭВМ ТР.

Задание 1. 1) Представить клавиатуру дисплея. Отметить назна
чение основных клавиш.

2) Ф ортран-программа состоит из операторов
К = 10
WRITE (5, 1)К

1 FORM AT(I2)
END

написать процесс прохождения фортран-программы в ОС РВ 
с полными спецификациями файлов и с сокращенными.

3) Заменить в 2) букву К на L, удалить две средние строки 
программы.

4) Распечатать содержимое каталога. Вывести на терминал файл 
листинга. Удалить файлы типа OBJ, LST, TSK.

5) Как войти в ОС РВ, выйти из ОС РВ?
6) Как вызвать файл для редактирования? Как выйти из 

редактора? В упражнениях 2 )— 6) пользователь задает имя файла, 
совпадающее с тремя первыми буквами его фамилии.

7) Привести примеры символов фортрана.
8) Привести примеры констант.
9) Привести примеры переменных.
Упражнения 2 )— 6) оформляются в виде дисплейной карты, 

а затем выполняются в дисплейном классе.
3 а м е ч а и ие. Если работа на ЭВМ выполняется в операционной 

системе, отличной от ОС РВ, упражнения 2)— 6) соответственно 
заменяются аналогичными действиями используемой ОС.

Задание 2. Написать программу вычисления значения функции 
F(x) в точке х0. Значение .v0 = 0,5 ввести оператором присваивания. 
Результат у 0 = / ( х о) вывести двумя операторами 

WRITE (6. 1)Y0
1 FORM AT(2X,EI3.6)
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Номер
вариаша

Функции F(v)

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8. 

9. 

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18. 

19.

2».

Ve*35- sin
к х

.v 4-2/3
+1,7

v / ^ ^ / c 4 -* + ln | JC—20.51

(^/v sin.v1-  1.3)—■=------?----------
y x + e 2* + |cos.v|

v /e“* ’ +  2 ln3 .v+ ^

2 5 I 
1.6 + In 4 -  tg s i^ -.v

l ,le " *  +  |c o sv  л .т | — 3/8

у/ | sin.v | y 'c ° 'l ! '

2it.v —I sin v  I0,5.v| —— -------
V * * + l/7  

1 п (У |2 -Л| + 1 . 2 ) ^ + ^

v * У л-Ч х*  + 1п |х-3.14 |

( J a n ^ + V c , J*+e
I

|дг +  5 /2 |

(|дс1п х —4 | v/jc)-

r  .v+ 1 /3
|cos2.5.v |

т э 4
- ^ - c ' l n l  l.3 J +  .v3 | + -
V  3  3

| 7 .2— lO.v| 4( v/3)
arctg

j / x 1 + 'c “ у / \ , 1 *  +  Х 2 

3 +  1/x  v
_________  ДГ 1

(V ln^Jt + lgcosn.v) ln ^ + j
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Подготовить дисплейную карту и провести вычисление в дисп
лейном классе. Те же вычисления провести на персональной 
вычислительной технике (ВТ).

Задание 3. Написать программу ввода чисел с приглашением 
и вывода их с текстом. Сопроводить выдачу фамилией пользова
теля. Вывод организовать в столбец и в строку.

Номер
вари
анта

1.
2.

4.
5.

6.
7.
М.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

IX.
19.

20.

1= — 37 А 
J =  5765 В

=0,3 -к г *
= 1.7 Ю - '5

К = 24 C = 3.4-I0~J

L - - 3 7 5  D 
М = 0 Е =

N -  - I475F = 
IR = 10 G 
JA = 245 Н

К А - X 
- - 3 I 0 0 I  
L l- 1 5  Y =
МI =* — 175Z =

- —1.2-10"
. - 2 .3 7  10*

= 0.27 10“
«-0 .15 -10  1 
-274,1-10*

Числа

EPS = 0,001 
Q = 0.273

D E L - 14.745

QOR = 285.15 
F I - -1,235

P S U  3.412 
TAU = 0.01 
AKOR = -27.13

-0,1 10 10 SOL= 14,11

0,146 1 0 '5 
14.1 I0J

SW = 1.234 
SQ « -99,11

Kl =13 
L2 = 56

M = 123

N = 54 
I = -7 4 8

J = 0 
К = —10 
L = 265

M = 100

N = - 1 4  
1 = 697

N1 -  152U -  -  1,23 10"14 DER 0.001 J = —18

1=11 V = 
J= 1 0 l W

= 0.999 10“  
= —1.2 10lfc

K = -3 1 4 5 0 =  1,0 10

L -2 7  P = 
M - - 9  R -

N = 526 S = 
II T =
= -10101 
JJ = 2 XI

-2 ,5  1013 
= 75.1 10 4

30.1 I01’ 
2.01 0* 6

ARM =  -0 ,02  
SOR = 9,743

TOR = 1456,1

T IR  = 27.27 
AQ = 0,034

BF.Q= 15.37 
BEL = 0,0995

К = 1000 
L =  I

M = -2 0

N = 3
1 = 175

J=  10000
К = - 2 7

«-4 .0-10 5 REQ = -  14,1 L = 3421

CR = 0,27345-10 5 
QW 1.37654 x 
x Ю 10
AB= -2.97927 x 
x 10 *
BC = 3,84046 103 
C D = -4.73054 x 
x 104
DE = 5,62033-10* 
EF= -6,51027 10‘ 
FG — -7.46035 x 
x 10

OH = 8,35048 1 0 -'

110 =  9.24059 102 
O P - -0.13064 x 
x 10“
P Q = - 1.02037 x 
x 10 1
QR = 2,91082-I0~5 
R S - -  3,00039 x 
x 10 6
S T * -4,75095 x 
x 10u

TU = 5,66046-10 J 
U F - -6,49048 x 
x 10‘
FX -7,37099-10- 7 
X Y = -8,20010 x 
x 10*
YZ = 9,I0015 10”

Подготовить дисплейную карту и провести сеанс в дисплейном 
классе.

Задание 4. Написать программу:
1) табулирования значений функции f ( x )  (задание 2) на интерва

ле [jc0jc0+ / / J ,  с шагом Л

Л  =  / (* о  +  »Л)- i=°-  1...... [Н/Н],
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дс0, Н, h задаются вводом, на терминал вывести таблицу 
с текстом х =  , > =

Номер
варианта

*0 И Л Номер
варианта *0 И h

1. 0.3 2 0,1 11. 0.3 0.7 0,02
2. 0.5 1,5 0,05 12. 0.4 0.8 0,02
3. 0,4 0,7 0,01 13. 0.2 0.5 0.01
4. 0,2 0,5 0,01 14. 0,6 0.9 0,01
5. 0.6 0.9 0,05 15. 0,2 0.6 0,02
6. 0,5 0.9 0.01 16. 0.3 0.6 0.025
7. 0,5 0.8 0.05 17. 0.4 0.7 0.025
К. 0,1 0.5 0,025 18. 0,5 0.8 0,02
9. 0,2 0,6 0,025 19. 0,5 0.9 0.01

10. 0.3 0,6 0,01 20. 0,2 0.6 0.02

2) Написать программу определения максимального и мини
мального значений у,  с выдачей на терминал.

3) Написать программу вычисления суммы S  ряда с точностью 
е, значение е ввести. Вывести S  и число слагаемых Л, при котором 
достигнута точность е;

s = i ( - i r 4 .я=* 1

Номер
вари
анта

Номер
вари
анта

о. Номер
вари
анта

Я. Номер
вари
анта

1. 1 cos(я /л) 1 1
6. И . 16. —

л л л1п(л+ 1) п 2
2. 1 1 . л (  ■ « V7. 12. s in - 17. arcsin -  1

л! 1п (л + 1) п
Ч  а3. 1 1 к

8. 13. tg - 18. I tg - )
2я л(л +  2)(л + 3) п V « /

4. 1 1 п In л
9. 14. arcsin - 19. --

л (л + 1) \ / я п п

5. sin (я /л ) 1 1 с "
10. _____ 15. ,  и ■ - 20. _—

п 3 chn я 3

Следует учесть, что в знакопеременном ряде точность £ опреде
ляется первым отброшенным членом.

П одготовить дисплейную карту и провести вычисления в дисп
лейном классе.

Задание 5. Написать программу вычисления матрицы X  и сво
бодного вектора Ь в системе уравнений Xa = h
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N

A = 0

A=(/>,) =  X  *».»'», 0 </</>».
t-o

по заданным массивам л*. yk. (A' =  0. 1, 2, .... N);  массивы вводить 
с терминала; матрицу X,  вектор Л выводить на терминал.

1.

2.
3.

4.

5.

6.
7.

8.

9.
10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

** 0.1 0.3 0.4 0.6 0.7 0.9
Ук - 1.0 0.5 0,8 1.7 2.5 2.1
V» - 1 - 0 .5 0.1 0.4 0.8
Ук 1.0 2.2 1.7 0 ,8 0.3

1.1 1,2 1.4 1.7 2.0 2.1
Ук - 2.0 - 1.8 -1 .3 - 1.0 - 0 .5 - 0 .6
*к - 1 - 0 .5 0 .0 0.3 0.7
Ук 0.9 0.7 0.4 0.8 1.0
•ч 3 3.2 3.4 3.7 3.9 4.0
Ук - 1 4 - 1 0 - 8 - 1 2 - 1 6 - 1 8
Хк 1.0 3.0 7.0 10.0 14.0
Ук 0.3 0.7 0.9 1.0 2.0
Хк - 10.0 - 8 .0 - 5 .0 - 2.0 0 .0 1.0
Ук 6.0 3.0 0 .0 - 4 .0 - 2.0 0 .0

Хк 2.0 3.0 5.0 6 .0 8.0 9.0
Ук 0.7 1.2 2.2 3.0 2.0 3.0
Хк 0.7 1.2 2,2 3.0 3.1
Ук 0.8 1.0 1.3 1,2 1.4
Хк 100 ПО 125 130 140 150
Ук 0.01 0.03 0.08 0,12 0 .10 0.09
*к - 1 0 - 8 - 5 - 2 1
Ук 3 4 0 - 2 - 1
Хк 1 4 9 15 17 20
Ук 0.1 - 0 .2 - 0 ,3 0 .0 0.1 - 0.2
Хк 2.0 3.1 4.2 5.6 6.4
Ук - 1 5 - 1 0 - 8 - 6 - 7
Хк - 4 - 3 - 2 0 1 2
Ук 3 4 5 4 3 1
х к 10,5 11.5 12.5 13.0 14.0
Ук - 6 - 7 - 5 0 2
Хк 2 4 6 8 10 12
Ук - 3 - 2 0 0 2 3
Хк - 0 .3 - 0.1 0 .0 0.4 0,5
Ук 5 5 3 5 5
Хк -7 .1 0.2 3.4 5.6 7.2 8.3
Ук - 4 - 2 - 2 0 1 2
Хк 1 2 3 4 5
Ук 10 20 15 20 10
Хк - 5 - 4 - 2 0 1 3
Ук 0.2 0.25 0.23 0.19 0.16 0.12

Подготовить дисплейную карту, провести вычисления в дисплей
ном классе и на персональной ВТ.

Задание 6. Написать функцию-подпрограмму, определяющую по 
матрице Л'=(А'( ; ), l < i , j < m ,  вектору /> =  />,, 1 = 1 , 2 ...... т.
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Продолжение табл.

К.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16. 
17. 
IX.
19.
20.

Ь < 2 )  или '( Д + М < 1 )  
) и (|х| + |у |>1)
}

|дг|< I. OsS.i

.v2+>,2^ 4 . .v^O) и (внешность |дг|^1. — l^ .v ^ 0 )  
vJ +  v,2^ 4 l  и (внешность |л |< 1 .  U 'l^ l )УСt J + y 2^ l i  и 1.т>0, у ^ 0, I 
. tJ +>,J ^ 4 )  и (внешность и ( |х |$ 1 )
. t J + >,J/4) и ( |v |< l )
|х |+ Ь |< 2  и '(|дг|<1)
|х | +  Ы < 2 )  и (|>>|«I)

Решить задачу графически, построив фигуру на плоскости. 
Подготовить дисплейную карту и провести вычисления в дис
плейном классе.

Задание 9. Построить интерполяционный полином Лагранжа Llx)  
по таблице задания 5. Вычислить приближенное значение F ( x )

с помощью L (x )  в точке х  — *—̂  выполнить вычисления на

персональной ВТ.
Оценить погрешность вычислений, если известно, что все 

производные F(x)  имеют оценку

\F'k' (x) \<\ .

Принять, что абсолютная погрешность всех чисел таблицы зада
ния 5 равна 0,001.

Задание 10. Приблизить функцию, заданную таблично (задание 5) 
полиномом P 2(-v) и Р}(х ) методом наименьших квадратов. Вы
числить приближенное значение /- (х )  с помощью Р2(х)  и Р3(х)

в точке х  = —  ̂  выполнить вычисления на персональной ВТ.

Написать программу, определяющую коэффициенты Р3(х), Рл (х) 
методом наименыних квадратов (вычисление нормальной системы 
Гаусса, обращение к библиотечной программе решения системы 
линейных уравнений) и вычисляющую с помощью Р3(х) и Р4 (х)

приближенное значение /•'(.г) в точке =  .

На терминал выдать значения коэффициентов полинома, значе
ния F(x).  Подготовить дисплейную карту и провести вычислении 
в дисплейном классе.

Задание II . Проинтегрировать функцию /(.v) на заданном 
интервале [а. />] с точностью е. Точность оценивать по правилу Рунге
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Номер
/<*)

Используемый
варианта а А е метод

1. - 1 0 10 2 xcosx П. С
2. 0 1 0,5 10“2 х т х т. с
3.
4.

1
- 1

2
0

1 0 '2
10~2

V  1 + .Г
1 + JC 2

П, т
т , с

5. 2 3 0,5 • 10~2 In Л п , с
6. 0 1 Ю '2 tg* т. с
7. - 2 - 1 Ю '2 sin .г cos дг П. Т
8. 3 4 0.5 10-2 е _ж т. с
9. -0 .5 0.5 10 2 х 2е* т, с10. 1 2 0 .5 -1 0 '2 (In.x)2 

sin (In дг 1
п . с

11. 4 5 10~2 п . с
12. 0 1 10~2 cos (In x) т , с
13. - 1 0 10~2 x*c * п. т
14. 0 1 © ъ» , о

K
J

J l + X 2 т. с15. -1 0 1<Г2 sin .v cos x т. с
16. 2 3 10~2 sin3 x п. с
17. 1 2 10~2 X2COSX п, с
18. 0 1 0,5 • 1 0 2 x 2 sinx т, п
19. -1 0 10 2 tg2x т. с20. 3 4 Ю '2 ctg t п. с

Вычислить точное значение интеграла по таблицам интегралов. 
Определить точность приближенных вычислений. Сравнить с прави
лом  Рунге.

Написать программу вычисления интеграла по формуле тра
пеций. закончить вычисления по условию

\ J „ - J kl2\ < \ 0 - 2z.

[Структура программы — три модуля.
1) В главном: ввод а, Ь, е; вывод Л /2, если достигнута 

точность 10"2е; обращение к подпрограмме вычислений формулы 
трапеций:

2) подпрограмма вычислений формулы трапеций;
3) функция-подпрограмма вычисления /(дг).
П одготовить дисплейную карту.
Задание 12. Провести вычисления в дисплейном классе интеграла 

по программе задания 11, а также с использованием библиотечной 
программы по методу Гаусса.

Задание 13. Решить с точностью е = 10~3 систему линейных 
уравнений методом простой итерации на персональной ВТ

Г — O.l.v, — 15.Xj +0,1дг3 =Л, ,
< 10.х,+0,1дг2 —0,05.Vj =  />2,
^ Л', — 0,02.x2 +  20.Vj =/>3.

Оценить погрешность решения, если элементы матрицы и сво
бодного вектора заданы с абсолютной погрешностью 0,01.
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Номер
варианта л, л, Номер

вариаша />,

1. 5.0 7,0 17,0 II. 6,0 8.0 16.0
2. 5.1 7,1 16.9 12. 6.1 8.1 15.9
3. 5,2 7,2 16.8 13. 6,2 8,2 15.8
4. 5,3 7,3 16,7 14. 6,3 8,3 15,7
5. 5.4 7.4 16,6 15. 6,4 8.4 15,6
6. 5.5 7,5 16,5 16. 6,5 8.5 15.5
7. 5.6 7.6 16.4 17. 6,6 8.6 15.4
8. 5.7 7,7 16,3 18. 6,7 8.7 15.3
9. 5,8 7.8 16,2 19. 6,8 8.8 15,2

10. 5,9 7.9 16.1 20. 6,9 8.9 15,1

Задание 14. Написать подпрограмму решения систем линейных 
уравнений методом Зейделя. Подготовить дисплейную карту для 
решения системы уравнений задания 13 методом Зейделя и библио
течной программой решения систем линейных уравнений. Про
вести вычисления в дисплейном классе, оценить погрешность 
полученных решений.

Задание 15. Решить систему нелинейных уравнений методом 
простой итерации и методом Ньютона с точностью е, выполнить 
вычисления на персональной ВТ

Номер
варианта Система уравнений

Точность r.

1. * =0.25 sin (0.3.V>)+2; *2 =0,5cos0,5л;, I0 " 3
2. X =0,5 sin (0.3.v2 + 2; *2 = 0,5 cos 0.3*, I0 “4
3. X = 0,5 sin (0.2*, + 2; *2 = 0,5cos0,5*, 10 5
4. X =0.5 sin (0,2.v2 + 3; * 2 = 0,5 cos 0.5*, I 0 ' 5
5. X = 0,25 sin (0,3* ,)+2; ,v2=cos0,3дгi I 0 J
6. X = 0,25 sin (0,3* ,1 +  3: *, = 0,1 cos 0,25л:. 10~4
7. -V = 0,5  sin (0 ,3* ,)+ 1 ; *, =  0,2cos0,25x. 10 *
8. X =0,5sin(0,2*2 +  3; х 2 =0.3cos0,25.t, I 0 ' 5
9. X = 0,25 sin (0.3* ,)+ 1 ; .*2 = 0.5cos0,3.t, 10**

10. X =0,5sin(0,3*2 +  2; X2 =  0 ,5cos0,5.v2 10 4
II. X = 0.5 sin (0,2дг, + 3; л;, =  0,1 cos0,2л:, 10 4
12. X =0,25 sin (0 ,25*,)+1; * ,  =  0,2 cos 0,4 л, 10~5
13. X = 0,3 sin 0.1 лг2 + 2; *2 = 0,3 cos 0,4*2 1 0 °
14. X =  0.4 sin 0.2*: + 3; *2= 0.1 cos 0,1*2 10 4
15. X = 0.3 sin 0.5.V, + 1; * j=0,2 cos 0,3*2 10 3
16. X = 0,2 sin 0.25.x :)+2; *2 = 0,3cos0,1 *2 10“5
17. X =  0,4 sin 0.1 * 2 -1- 2; *2 =  0,1 cos 0,2*2 10 4
18. .г =  0,1 sin 0,2лс2 + 3; *2=0.1 cos 0,3*2 10 4
19. X = 0,2 sin 0,3.Vj +  2; * j =0 .4  cos 0,3*2 10”*
20. X = 0,3 sin 0,4.v2 +  1; * j =0 ,3  cos 0,2*2 I 0 '4

Задание 16. Написать программу решения задачи задания 15
с помощью библиотечной подпрограммы. Провести вычисления 
в дисплейном классе для трех значений начальных векторов

(.v\°' =  0, *<?> =  0); (дг\0) =  2, .v<,°>=-3); (дг\°'=Ю2, л^°>=102).
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Предусмотреть выдачу на терминал последовательных приближений
(\1 , v5). н =  0. I, 2........

З а д а н и е  17. Минимизировать функцию ^(д:,, х 2) методом 
перебора в квадрате ( 0 < . v , ^ l ,  0 ^ .г 2<1) с точностью определения 
точки минимума е =  10~2. Ту же задачу решить методом гради
ентного спуска в квадрате ( |х , |< 2 ,  |.*2|< 2 )

\

F(x  1, х 2) = Лдг, +  В х 2+ ex p (o r? +  D.v2).

Номер
варианта А В С D Номер 

вариан1 а А в С D

1. 1,2 - 1 ,4 0.01 0,11 II. 11.2 - 0 ,4 1.00 0,21
2. 2.2 - 1 ,3 0,04 0.12 12. 12,2 - 0 ,3 1.21 0.22
3. 3,2 - 1 ,2 0.02 0.13 13. 13.2 - 0 ,2 1.44 0.23
4. 4.2 -1 .1 0,16 0,14 14. 14.2 -0 ,1 1.69 0.24
5. 5,2 - 1 ,0 0.25 0.15 15. 15.2 0.0 1.96 0,25
6. 6.2 - 0 .9 0,36 0.16 16. 16.2 0.0 1.99 0.26
7. 7.2 - 0 .8 0,49 0,17 17. 17.2 0.1 2.56 0.27
Я. 8.2 - 0 .7 0.64 0,18 18. 18,2 0.2 2,89 0,28
9. 9,2 - 0 .6 0,81 0.19 19. 19.2 0.3 3,24 0.29

10. 10.2 - 0 .5 0.94 0.20 20. 20.2 0.4 3.81 0.30

1) Написать npoipaMMy перебора, реализующую два этапа: 1-й 
перебор— определение точки минимума с точностью е = 1 ( Г 1; 2-й 
перебор (в окрестности найденной точки минимума) — определение 
точки минимума с точностью е = 1 0 -2.

2) Написать программу минимизации градиентным спуском 
с помощью библиотечной подпрограммы. Подготовить дисплейную 
карту.

Задание 18. Провести вычисления в дисплейном классе по двум 
программам. В качестве начальных приближений для градиентного 
спуска взять четыре различные точки и точку, найденную перебо
ром. Все точки спуска вывести на терминал.

Задание 19. Дано дифференциальное уравнение, описывающее 
линейный колебательный процесс

■V +  (l)2 * = / ( / )

с вынуждающей силой / ( / )  на интервале [а. Л]. В точке / =  а 
задаются начальные условия дг(а) =  лг0, х ( а ) = у 0-

1) Записать аналитическое решение x(t) .
2) Разбить интервал [а. Л] узлами /, с шагом /? =  (/> —я)/'10.
3) Используя формулу аналитического решения, вычислить точ

ное решение в узлах на персональной ВТ. Построить график 
точного решения.

4) Найти приближенное решение в узлах .v*, .v2j2 методом 
Эйлера. Найти погрешность в точке i = b сравнением с точным 
значением и по правилу Рунге. Построить график приближенного 
решения.
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5) Написать прог рамму интегрирования для нелинейного колеба
тельного процесса

х  +  со2х  +  8.V3 = / ( '/ ) ,  / ( 0  =  sinco,/.

Номер
варианта а h *0 Уо ш 0>| 8 е

1. - 1 1 1,0 - 1 .0 2 я 1 0.1 10~*
2. 0 1 - 1 ,0 0.0 1.5п 1 - 0 .2 10 «
3. 1 2 0.5 - 0 .5 1.8 it 2 0.2 10-*
4. - 1 0 - 0 .5 1.0 0.5п 3 0.8 10 1
5. 2 3 2.0 0.0 л 2 -0 .3 10-*
6. 0 1 0.0 - 1 .0 2п 1 0.6 10"*
7. - 2 - 1 1,0 1.0 l.5it 3 1.0 10“
8. 3 4 - 2 ,0 1.0 1.8 it 1 -1 .0 10 1
9, - 0 ,5 0,5 0.1 0.3 0.5 я 2 0.7 10 *

10. 1 2 -0 ,6 1.0 я 1 0.4 10 ■*
II. 4 5 2.0 3.0 2я 3 0.2 10~4
12. 0 1 -3 ,0 0,0 1,5я 2 0.1 10‘ *
13. - 1 0 1.0 2.0 1,8я 2 -0 .3 10 3
14. 0 1 2,0 3.0 0,5я 1 -0 .1 10 3
15. 2 3 - 0 .2 0.1 я 1 -0 ,5 10“4
16. 1 2 0,8 1.2 2я 4 1.0 1 0 -3
17. 0 1 2.1 - 3 ,0 1.5я 3 0.6 10 4
18. - 1 0 0.5 0.5 1.8я 1 0.7 и г 3
19. 3 4 - 1 .0 - 1 .0 0,5я 1 -0 .8 10’ *
20. 0 1 0.4 0.8 я 1 0.2 10-*

Использовать библиотечную программу. Задать начальный шаг Л, 
точность е . Подготовить дисплейную карту.

Задание 20. Провести вычисления по программе задания 19 
в дисплейном классе. Для выдачи графика нелинейного колебатель
ного процесса на терминал (АЦПУ) использовать программу типа 
PRPLOT (Отнес Р.. Эноксон Л.  Прикладной анализ временных 
рядов,— М.: Мир. 1982. С. 387).

Задание 21. Дано дифференциальное уравнение, описывающее 
процесс управления

y ”+ p (x )y ”+ q ( x ) y - u ( x ) ,

где и(х)— функция управления на интервале [а. Л]. Требуется найти 
управляемый процесс у(.\) такой, что

y ( a ) - d 0, v (h)=d l .

Здесь х  играет роль времени.
1) Разбить интервал [а, />] узлами х,  с шагом h - ( b - я)/5, 

построить разностную схему для определения приближенного 
решения в узлах х , - * y t .

2) М етодом прогонки решить полученную трехдиагональную 
систему линейных уравнений для /» и Л/2. Найти погрешность по 
правилу Рунге. Выполнить вычисления на персональной ВТ. 
Построить график для у ? 2.
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Номер
нармаша а h do />(*) ?(*) Ф )

1. -1 0 1 1 sin л - ( I + * J) &■
2. 0 1 2 3 ln(l+ .t) - t 1 1
3. 1 2 3 1 cos.г - 5 v sin.t
4. -1 0 -1 2 2* -(» + * * ) 2
5. 2 3 2 3 X1 — xlnx .v2 cosy
6. 0 1 3 4 \ + x - 4 sin(2 + At)
7. - 2 -1 2 1 1 +e* — 5 —sinJx 3
К. 3 4 3 2 sin.v - 4 3
9. -0 .5 0.5 0 - 2 ■V -1 0 3*

10. 1 2 1 1 COSJAT — 7 +  cos.t ln( l+. t J)
11. 4 5 2 1 —сл - 6 sin.t
12. 0 1 1 4 vcos.v - e * l+ *
13. -1 0 3 2 sin.t cosjf—5 1
14. 0 1 - 1 -1 c* - 2 X
15. 2 3 2 3 X3 - 6
16. 1 2 - 3 2 ln(l+.r) sinx —8 1
17. 0 1 - 2 1 ( l+ * )J, - 3 2 cos 2*
IX. -1 0 3 1 l n( l +*J) - ( I+.V3) - 3
19. 3 4 2 2 X2 - l O  + .v e ж
20. 0 1 3 3 sin* - 4  ■ COS.V

3) Написать программу решения краевой задачи с использованием 
библиотечной подпрограммы. Подготовить дисплейную карту.

Задание 22. Провести вычисления по программе задания 21 
в дисплейном классе. Оценить погрешность вычислений по правилу 
Рунге. Построить график приближенного решения.

Задание 23. Найти стационарное распределение температуры 
в прямоугольной пластине, все стороны которой поддерживаются 
при нулевой температуре. Пластина нагревается постоянным током, 
выделяющим в единице объема тепло Q. Задача сводится к реше
нию уравнения Пуассона в прямоугольнике (0< дг< а, О ^ у ^ Ь )

д2и д2и Q 
дх2 ду2 к

(где к коэффициент внутренней теплопроводности) с условиями 
Дирихле

м(0, .v) =  0. м(Л, ,г) =  0. и(у, 0) =  0. и(у, а )= 0 .

Здесь м(х, _v) температура пластины в точке х, у. Аналитическое 
решение задачи (см. гл. 5)

. (2я+1)я.г . (2л + 1)я(Л — 2 v) —.
sin -------------  c n ----------------------

а 2 а
(2/т+ I)1 ' (2л+ 1)яЛ ~сп----------  J2 а

1) Разбить область G сеткой с шагом А* = 7 з -  Аг =  */3. Построить 
разностную схему. Найти приближенное решение в узлах. Вычисле
ния выполнить на персональной ВТ. Построить график в оксоно- 
метричсской проекции.
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2) Вычислить в одном из узлов значение точного решения, 
используя аналитическую формулу.

Номер
вариаша а Ь Q/k Номер

варианта и ь Qlk

1. 0.5 0.5 1.0 II. 0,4 0.5 2.0
2. 0.8 1.0 1.1 12. 0.8 0.1 1.9
3. 1.0 0.2 1.2 13. 0.4 0.3 1.8
4. 1.0 0.8 1.3 14. 0.6 1.0 1.7
5. 0.2 0.3 1.4 15. 0,2 1.0 1.6
6. 0.8 0,1 1.5 16. о.х 1,0 1.5
7. 0.2 1.0 1.6 17. 0.3 0,2 1.4
К. 0.3 0.4 1,7 18. 1.0 0.8 1.3
«>. 0.5 0.5 1.8 19. 1.0 0.2 1.2

10. 1.0 0.2 1.9 20. 0.2 0.5 1.1
3) Написать программу решения задачи с помощью библиотеч-

ной подпрограммы. Положить, что изменение мощности источни
ков тепла от координаты пластины описывается законом

* ~ *£?(•*. у )= а ( х 2+ у 2)+Ь.
Абсолютная погрешность вычислений е = 1 0 ~ 2.

Задание 24. Провести вычисления по программе задания 23 
в дисплейном классе. Построить график приближенного решения.

Задание 25. Найти изменение распределения температуры со 
временем в тонком однородном стержне. На концах стержня 
задаются температурные режимы. Начальная температура всего 
стержня постоянная.

Задача сводится к решению уравнения теплопроводности

ди -,дг и
з 7 = х  д ? '

где х 2 коэффициент температуропроводности, 0 0

и(х, 0) =  ко, м(0, f ) =n„( f ), и(а, / )=Ц, ( / ) ,

0 < / < / | ,  где и(х,  I ) — температура стержня в точке х  в момент 
времени /;

й о ( 0 ) = Ш ( 0 )  =  м „ .

Аналитическое решение задачи (см. гл. 5) имеет вид 

и(х, /)= Ц о(0 + ^ (й |(0 ~ И о (0 )+

+ - .И I е («) xl('_t,sin—x«in— 
a o o « « i  а а у  а )

где |i означает дифференцирование по т.
I) Построить двухслойную явную схему, приняв А, =  в / 10; А, 

выбрать из условия устойчивости. Вычислить два временных слоя 
на персональной ВТ. Построить графики.
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\

2) Вычислить точное значение температуры в пятом узле на 
втором временном слое, используя аналитическую формулу. Взять 
в сумме 3 4 слагаемых, результат сравнить.

Номер
варианта а X1 «0 Ио(') Mi(')

1. 1,2 2.0 1.1 10 «о +  0.1 sin2n/ «о +  0,2 sin4n /
2. 1.1 2.1 1.2 II м0 + 0,2 Г « „—0,3 fc” '
3. 0.8 2.2 1.3 12 ио + 0 .1 /е" ' Mo —0.l sin2n /
4. 0.6 2.3 1.4 13 Мо + 0.4/ «о + О.З sin n i
5. 1.4 2.4 1.5 14 «0 - / «0 + sin2n/
6. 1.6 2,5 1.6 15 «0 +  sin4jt/ « о - 2 /
7. 0.9 2.6 1,7 16 “о «о +  sinn/
8. 0,7 2,7 1.8 17 « 0 е ' M0 C ' '
9. 1.3 2.8 1.9 18 u0 +  sin3n/ «0

10. 1.2 2.9 2.0 19 «о +  sinn/ «0 с 21
II . 1,1 3.0 1,9 20 "o +  2f «0 - 3 /
12. 1.2 2,9 1,8 21 и0с «о + sinn/
13. 1.3 2.8 1.7 22 «„ «0 - 4 /
14. 1.4 2,7 1.6 23 «о +  ' с  ' «о
15. 1,5 2.6 1.5 24 « 0 - 3 / « 0 с '
16. 1,6 2.5 1.4 25 « 0 +  4sin4n/ «0 — 6 sinn /
17. 1,5 2,4 1.3 24 ио «ое '
18. 1.4 2.3 1.2 23 «0 +  3sinn / «оС '
19. 1,3 2.2 1.0 22 «ое ~21 «0С 11
2». 1.2 2.1 0.9 21 «0 +  5sin2n/ «0

3) Написать программу решения задачи с помощью библиотеч
ной подпрограммы. Выдачу на терминал организовать через пять 
временных слоев. Абсолютная погрешность вычислений е = 1 0 - 4 .

4) Провести вычисления в дисплейном классе. П остроить гра
фики временных слоев.

Задание 26. Найти изменение температуры u(.v, у, /) во времени для 
однородной квадрагной пластины; на сторонах поддерживаются 
заданные температурные режимы. Начальное распределение темпе
ратуры задано. Задача сво;штся к решению уравнения теплопроводности

ди 2 f  t*1" <*2« \

в области { 0 ^ . v < l ,  О ^ / ^ f , } .  Начальное распределение
для и: и(х, у,  0) =  дс+д'. Краевые условия

')lv .o  =  m(.v, V, / ) | г_, =(дг+ 1)е " ,
0<*<1 <Кл<1

и{х,у,  г)|х_о **ус~а , и ( х ,у ,  / ) |ж_, = ( у +  1)е- **.
0<^<1 0<><1

1) Построить явную и неявную разностные схемы (м етод 
дробных шагов). Принять hx, =  0,1; 0,01; в явной схеме Л, вы брать 
из условия устойчивости и заданной точности. Значения параметров 
х 2, / , ,  а взять из таблицы задания 25.
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2) Составить блок-схему алгоритма для явной и неявной схем.
3) Написать программу решения задачи по явной схеме с точ

ностью Е =1 0 ~ 3.
4) Провести вычисления в дисплейном классе. На терминал 

выдавать каждый 5-й временной слой. Построить график рас
пределения температуры при i = l t в оксонометрической проекции.

Задание 27. Постановка технической задачи типового расчета 
принадлежит доценту МЭИ Ю. Ю. Зуеву.

Для перемещения захвата автоматического манипулятора батис
кафа применяется следящая система, упрощенная схема которой 
показана на рис. Т.1. Система состоит из следующих основных 
частей: рукоятки управления (РУ). блока формирования управля
ющего входного сигнала (БФУС). электронного усилителя (ЭУ), 
электромеханического преобразователя (ЭМП),  золотникового гид
роусилителя (ЗГУ), гидроцилиндра (ГЦ), шток которого соединен 
с захватом автоматического манипулятора (ЗАМ), а также цепи 
обратной связи (ОС), включающей датчик обратной связи (ДОС), 
блок усиления сигнала обратной связи (БУОС) и сумматор (СУМ).

Система работает следующим образом. При отсутствии управля
ющего входного сигнала #(/) равно нулю, перемещение входной 
тяги БФУС г (/), входное напряжение сумматора «„(/), входное 
напряжение ЭУ м,(/), ток ЭМП /(/), смещение золотника дг(/). 
Золотник занимает среднее положение относительно втулки ЗГУ. 
К средней расточке втулки ЗГУ от насоса подводится жидкость 
с высоким давлением Ри. Левая и правая проточки втулки 
соединяются с трубопроводом низкого давления Р , по которому 
жидкость поступает в гидравлический бак. При .v(f)=0 давления 
в обеих полостях гидродвигателя равны друг другу и их разность 
/*(/)=0. Поршень неподвижен и находится в положении, которое 
считается исходным: у (/)= 0 . Напряжение мдос(г), снимаемое с дат
чика обратной связи, пропорциональное перемещению штока y(l) 
с коэффициентом пропорциональности £дос, а также напряжение 
БУОС иж(1), являющееся усиленным маос(/) с коэффициентом 
усиления кж, равны нулю. Система неподвижна.

При появлении входного управляющего сигнала, т. е. пере
мещении РУ, входная тяга БФУС перемещается на величину г(/), 
пропорциональную #(/), с коэффициентом пропорциональности 
Выходное напряжение БФУС « ,,(/) вследствие значительного быст
родействия усилителя допустимо считать пропорциональным k 2:(t). 
Рост тока управления ЭУ при увеличении и ,(/) подчиняется 
соотношению

Tyl + l = k Yu l (t),

где Ту, ку соответственно электромагнитная постоянная времени 
и коэффициент усиления ЭУ по току.

Наличие тока управления приводит к появлению электро
движущей силы А,МП/. действующей на золотник. Эта сила, 
преодолевая инерционную составляющую силы сопротивления Т \ х ,
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составляющую силы вязкого 
трения Г, х  и силу, пропорци
ональную смещению золотни
ка. обусловливает перемещение 
последнего на величину x(f)
(например, вправо, как показа
но на рис. Т. 1). Под действием 
давления Рн жидкость через 
щель, образованную кромками 
проточки во втулке и буртов 
золотника, поступает в полость 
гидроцилиндра (левую на 
рис. Т. 1). В результате давле
ния в этой полости, дейст
вующего на площадь поршня 
F, последний перемещается 
(вправо на рис. Т. 1) с коор
динатой y(l), скоростью у  и ус
корением >!(/), выдавливая жид
кость из другой полости гидро
цилиндра (правой на рис. Т. 1) 
в ЗГУ и далее через щель (правую на рис. Т. 1) в трубопровод 
низкого давления Рс„. Количество жидкости, поступающее из ЗГУ 
в гидроцилиндр за единицу времени и равное величине 
х k iyJ  Рш—Р  — Р, частично расходуется на движение поршня со 
скоростью £(/). Часть расхода, определяемая как Т3Р, тратится на 
заполнение объемов в трубопроводах и гидроцилиндре, которые 
образуются в результате изменения давлений жидкости при ее 
прохождении по гидравлическому тракту системы. И наконец, часть 
расхода из ЗГУ, пропорциональная Р с коэффициентом пропорци
ональности А'4, уходит через уплотнения, сальники, зазоры в трубо
провод низкого давления.

При перемещении поршня и соединенного с ним ЗАМ пре
одолеваются инерционная составляющая силы сопротивления, про
порциональная массе подвижных частей т ,  и другие составляющие 
внешней нагрузки, объединенные в функционал, имеющий в данном 
случае вид

R.» = k sy + k by + k 1y 2 + k sy 1.
Одновременно ДОС, входное звено которого соединено со штоком 
Iидроцилиндра. вырабатывает напряжение датчика ияж, которое 
затем усиливается БУОС до значения им , поступающей на 
сумматор системы, где происходит ее вычитание из Напря
жение uoc(t) пропорционально мдос(/), а последнее— смещению >>(/), 
поэтому разность напряжений идос(/) обращается в нуль при условии 
M.«(, ) =  Moc(, )> т - е- ПРИ перемещении захвата на некоторую величину, 
пропорциональную #(/) и r(f). Уравнения, описывающие динами
ческий процесс системы, имеют следующий вид:

\

-g(t)

[У < _ z ( t ' Б Ф У С
VVW<

u*»(t>

fw t)

Рис. Т.1
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уравнение РУ r(/) =  /c,#(f); 
уравнение БФУС и (/) =  it,z(/); 
уравнение СУМ м, (/) =  »/„(/)—мос(/);

уравнение ЭУ + / = А ум,(г);

_ , t / J .x _  dx , 
уравнение ЭМ П / 2-^-5- + Г, — +j r

уравнение ЗГУ k 3x J ~ P n- P eA- P =  + Т3^ + к л Р;

d 2 у  (  d y \  
уравнение гидроцилиндра P F = m - ^  +  Л»„1 /, у, — I;

dy ,  f d y V
уравнение /?„„ R„ = k sy + k b — + k 1y 2+ к я 1 —  I ;

уравнение ДОС ищое= к ажу,  
уравнение БУОС м„с =  Aot мяос.
Ориентировочные значения параметров таковы:

/>„ = (10ч-20)- 10h Н / м 2; * , =  0,14-0,5; £ ,  =  5 - 103ч-5- 104 Н /м:

^ = ( 5 -4-20)■ 10’ 4 м3 ; к 2= 1 - г Ю В / м ;  к„ =  0 -Н 0 3 Нс/м;

w =  5 0 -5 0 0  кг; Т2= 103-  10 ' 2 с; * 7 =  0 -  105 Н / м 2;

А-у =0,01 -0 ,0 5  а/в; Г, =0.2 10“ э - Ю " 3 с; * g =  0 - Ю5 Нс2/ м 2;

7', =  10‘ 5- 1 0 “  с ;  к1МП = 10~2 —5 • 10~2 м /а; кяж= 1 - 1 0  В/м;

*з =  1 0 '4 - 1 0 " 6 м 3 Н 1/2 /с ; А4 =  0 -  10~12 м 5 /Н с ; ^  =  1 - 10 ;

g (0 = « o “ 0 - 0 ,5  м.

Величины входных сигналов «„„(/)=0,01 —0,1 в.
Порядок установившихся значений переменных определяется по 

математической модели для I -* со.
Характерный вид получаемых сходящихся переходных процессов 

управления изображен на рис. Т. 2.
Критерии динамического качества системы (рис. Т. 2):
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Номер
варианта Критерий Парамет ры Номер

варианта Критерий Параметры

1. ст F. Р. II . л Ря,
2. 1„ F, к , 12. еS Р к ,
3. п F. 13. а Г .,  к 2
4. 6 F, *, 14. ' . *в.
5. о F кя * Л 1МП 15. л к в. *i
6. 'п F  к , 16. * к к * 8 »  у » м п
7. II F, к , 17. о Л щ  V
Я. 4 Р .-  *« 18. tn А*. к \
9. а Р .. 19. л

10. Р.. к х 20. к к ДОС ’ IM II

ст%-перерегулирование, а  = ' так У а 100;

1„ время переходного процесса (время, за которое процесс 
полностью «входит» в ±  5%-ную трубку около j* ) ;

и — число переходов процесса через асимптоту у,, до «входа» 
в 5%-ную трубку;

£ =  1п — — декремент затухания.
"I

Т е х н и ч е с к а я  з а д а ч а :  исследовать качество переходного 
процесса в зависимости от параметров системы управления. 
Провести оптимизацию системы. При выполнении расчетов следует, 
варьируя заданные параметры, добиться сходящегося процесса 
и минимизировать какой-либо из заданных частных критериев 
качества: а , п или %.

1) Определить входные и выходные данные задачи: константы, 
переменные. Указать их возможный диапазон изменения.

2) Привести уравнения, описывающие динамический процесс 
системы управления (переходный процесс), к каноническому виду

J t
v2....... У ,, I ),

-Vi(0) =  V(. lsS/'</J. 0 ^ / ^ / , ,  /, — задать.

3) Привести каноническую систему дифференциальных уравне
ний к безразмерному виду, выполнить масштабирование.

4) Интегрируя систему дифференциальных уравнений и варьируя 
параметры системы уравнений, найти значения параметров, при 
которых имеет место сходящийся переходный процесс.

Расходящийся переходный процесс определяет решения, для 
которых существует

1»'(/*)| > К, 0 < / , < / , ,  Y —  задать.

5) Построить графики сходящихся переходных процессов v(/), 
0 ^ / < / , .  в зависимости от параметров системы управления (от двух 
параметров).
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6) Найти значение критерия качества переходного процесса для 
нескольких значений параметров системы управления.

7) Вычислить оптимальное значение критерия качества, варьируя 
двумя параметрами системы управления.

8) Построить график оптимального переходного процесса.
9) Точность вычислений— относительная, равна 3%.
К отчету по типовому расчету следует представить:
1. Анализ технической задачи.
2. Постановку математической задачи: приведение ее к кано

нической форме.
3. Обоснование выбора метода интегрирования системы обыкно

венных дифференциальных уравнений, выбора начального шага 
интегрирования.

4. Обоснование выбора метода оптимизации.
5. Блок-схему алгоритмов.
6. Ф ортран-программы.
7. Распечатки с выдачей результатов.
8. Графики переходных процессов.
З а м е ч а н и е .  1) Исследование переходного процесса (построение 

графика) рекомендуется проводить по безразмерной величине

— , где у а =  lim y( t )— установившееся положение захвата. Для
У® I -  х
нахождения у х  нужно решить систему нелинейных уравнений, 
получающуюся из системы дифференциальных уравнений заменой 
всех производных нулем.

2) Грубый выбор параметров сходящихся процессов из заданных 
диапазонов осуществляется решением линеаризованной системы 
уравнений переходного процесса.

Задание 28. Найти установившийся режим, решая нелинейную 
систему уравнений. Решить линеаризованную систему уравнений 
переходного процесса, определить грубо параметры сходящихся 
переходных процессов. Выбрать численный метод интегрирования 
дифференциальных уравнений с учетом значения коэффициента 
жесткости. Представить полную блок-схему алгоритма, используя 
приемы структурной алгоритмизации.

Задания 29 —  30. Написать программу в соответствии с блок-схе- 
мой задания 28, придерживаясь технологии структурного програм
мирования. Провести отладку программы на ЭВМ.

Задания 31— 32. Провести вычисления по программе заданий 
29 — 30 на ЭВМ и подготовить отчет.

II У Р О В Е Н Ь  

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  1
*

II. 1.1. Описать архитектуру используемой вычислительной ма
шины.
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II.1.2. Каковы технические характеристики центрального процес
сора. оперативной памяти и других уровней памяти используемой ЭВМ?

II. 1.3. Какие устройства ввода-вывода применяются на ЭВМ?
11.1.4. Описать систему адресации используемой ЭВМ.
11.1.5. Какие элементы новых архитектурных решений при

сутствуют в Вашей ЭВМ?
11.1.6. Какова стоимость аренды 1 ч процессорною времени 

и дисплейною времени на Вашей ЭВМ?
11.1.7. Каким образом можно осуществить перенос результатов 

вычислений, данных, программ с Вашей ЭВМ на другую. Что для 
этого необходимо выполнить?

II. 1.8. Может ли работать Ваш терминал в автономном 
режиме? Каковы его возможности в этом режиме?

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  2

Спроектировать алгоритм указанного ниже численного метода, 
взяв за основу элементарный алгоритм гл. 3 так. чтобы он обладал 
некоторыми универсальными свойствами Для этою  следует вклю
чить в структуру алгоритма по крайней мере два блока: блок 
диашостики возможных ошибок (деление на ноль, зацикливание 
и т. п.) и блок контроля точности вычислений.

11.2.1. Метод градиентного спуска.
11.2.2. Метод Симптона численного интегрирования.
11.2.3. Метод прогонки.
11.2.4. Метод Рунге— Кутта 4-го порядка.
11.2.5. Метод прогонки решения краевой задачи для линейного 

дифференциального уравнения 2-го порядка.
11.2.6. Фурьс-анализ.
11.2.7. Метод Ньютона решения нелинейных уравнений.
У к а з а н и е .  В качестве ориентира для создания проекта универ

сальною  алгоритма можно взять тексты фортран-программ соот
ветствующих методов, входящие в стандартные библиотеки или из 
[15. 26. 27, 32].

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  3

11.3.1. Решить задачи 1 57, представленные в [6. с. 25 44).
11.3.2. Написать прог рамму, придерживаясь правил структурного 

программирования, реализующую проект алгоритма II.2.1 II.2.7. 
Комментарии в программе должны полностью описывать алгоритм 
и программу.

11.3.3. Написать программу с тестовой задачей для II.3.2.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  4

11.4.1. Описать все этапы прохождения фортран-программы 
в операционной системе Вашей ЭВМ. Подготовить краткую 
инструкцию для работы на машине.

\
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11.4.2. Представить структуру файловой системы. Какова специ
фикация файлов системы. Указать соглашения, принимаемые по 
умолчанию.

11.4.3. Какие команды следует применить, чтобы переписать 
информацию с магнитной ленты на магнитный диск (кассетный, 
гибкий), магнитную ленту.

11.4.4. Представить основные команды текстового редактора. 
Подготовить краткую инструкцию для работы на машине.

11.4.5. Описать последовательность Ваших действий, если диа
гностика транслятора с фортрана указывает на допущенные ошибки.

11.4.6. Описать последовательность Ваших действий, если обна
ружены ошибки во время выполнения программы.

11.4.7. Какие действия следует предпринять, если есть подо
зрение, что Ваша программа зациклилась.

11.4.8. Какие средства отладки фортран-про1 рамм имеются в Ва
шем распоряжении.

11.5.1. Найги координаты, в которых у функции ,у= х /(х 2+ е2)|/2, 
|б | ■« 1 в окрестности х  =  0 устраняется особенность по е производ-

11.5.2. Произвести масштабирование координат так, чтобы силь
но вытянутый по оси г  эллипсоид

преобразовался в сферу. Каков смысл этого преобразования 
в задачах оптимизации?

11.5.3. Каков смысл перечисленных ниже чисел в математических 
моделях технических задач? Выбрать из них то число, которое 
встречается в Ваших моделях, дать его определение. Число: Маха, 
Рэлея. Пекле, Нуссельта, Струхала, Кнудсена.

11.5.4. Привести пример точно решаемой задачи и ее аналитичес
кое решение из следующих семейств:

1) корни полиномов (степени п ^  5);
2) суммирование рядов;
3) решение СЛУ (порядка п ^  10);
4) решение ОДУ (краевая задача).
11.5.5. Показать, что:

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  5

ной -/-(х/е). 
ах

x 2+.y2 +  e2z 2=  1, 6 < | ,

о
е -* 0;

Г  J/4e ~г<//= 4 х 1/4 -  ^ х 5/4 +  0 ( х 9'4 ), х  -  0.
О
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11.5.6. На основе аналитического решения задачи 11.5.4 построить 
два первых приближения к решению методом возмущений в со
ответствующей возмущенной задаче.

11.5.7. Как можно использовать аналитические решения предыду
щих задач при построении численных методов в той области 
параметра возмущения, где методы возмущений неприменимы? 
Привести пример.

11.5.8. Перечислить методы оценки погрешности суммирования 
сходящегося ряда, выполняемого на ЭВМ. Как найти вклад 
погрешности вычислений в общую погрешность?

И.5.9. Привести пример ускорения серийных вычислений за счет 
предвычислений.

11.5.10. Привести пример ускорения серийных вычислений за счет 
перехода к целочисленной арифметике. Оценить вычислительную 
погрешность, связанную с таким переходом.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  6

Задана функция
100

j (jc)=  £  exp(cos(/j- 1 *)), 0<дг<1.
1

11.6.1. Построить интерполяционный параболический сплайн 
с погрешностью аппроксимации в равномерной норме е = 1 0 ~ \  
е = 1 0 ~ 4. Оценить ускорение вычисления значения >>(*) с помощью 
сплайна в сравнении с исходной формулой.

11.6.2. Решить задачу 11.6.1 построением кубического сплайна.
11.6.3. Построить для »’(.v) полином 1-й степени наилучшего 

равномерного приближения. Найти оценку погрешности в равно
мерной норме.

11.6.4. Построить для _у(дг) полином наилучшего среднеквадратич
ною  приближения с погрешностью аппроксимации e = I 0 ~ \  
е = 1 0 ~ 4 .

11.6.5. Чем определяется выбор нормы в задачах аппроксимации 
функций?

11.6.6. Используя библиотечную подпрограмму аппроксимации, 
написать программу вычисления значения функции >’(х) в произ
вольной точке л: с заданной точностью е.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  7

11.7.1. Привести пример функций /(* ) ,  я(*), имеющих в узлах х, 
квадратурной формулы совпадающие значения /(* ,)= # (* ,) , точные 
интегралы которых отличаются на сколь угодно большую величину.

11.7.2. Определить наименьшее из возможных значений шага 
h интегрирования методом Симпсона на Вашей ЭВМ в арифметике 
одинарной точности.
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11.7.3. Написать программу вычисления несобственных интегра

лов вида f® /(.v)</.v, в основу которой следует положить
о

библиотечную подпрограмму вычисления [л f ( x ) d x  и алгоритм
о

увеличения предела А с остановом по заданной точности. Провести
вычисления для интегралов

е"* ' dx.
о

I +АГ
: dx.

11.7.4. Как оценить погрешность численного интегрирования 
в задаче II.7.3?

11.7.5. Определить, какая из библиотечных подпрограмм позволя
ет максимально далеко продвинуться по со. ш-*оо, при вычислении 
интеграла

« .—

У0 (w) =  -  J*cos^co sin 0) </0 ~  cos ^(0 -  ̂

с заданной относительной точностью 1%.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  К

Задана матрица

11.8.1. Показать, что число обусловленности матрицы не изме
нится, если ее умножить на ненулевую константу.

11.8.2. Определить число обусловленности матрицы А.
11.8.3. Найти /.(.'’-разложение матрицы А.
11.8.4. Определить погрешность решения системы линейных урав

нений А х = Ь  с вектором />=(1, 2, 3), компоненты которого заданы 
с абсолютной погрешностью 0,05: 1) матрица А задана точно;
2) матрица А имеет абсолютную погрешность элементов 0,01. 
Погрешность вычислений не учитывать.

11.8.5. Решить СЛУ А х = Ь  задачи II.8.4 методом простой 
итерации, погрешность в евклидовой норме е = 1 0 ~ 2.

11.8.6. Решить СЛУ А х = Ь  задачи 11.8.4 методом Зейделя, 
погрешность в евклидовой норме е = Ю ~ 2.

11.8.7. Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы А, применяя библиотечные подпро! раммы. Записать 
решение ОДУ

d4 = A x - b , х  (0) =  0. 
dl ' '
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11.8.8. Найти, используя библиотечную подпрограмму, минимум 
целевой функции

5.x ,  + 2 .v 2 - 3 . y , + x 4

при ограничениях

2 x , - . t 2 +  x 3+ x 4 ^ 5 , 
х , + х , - д:3- л-4 < 2 ,
5 лг, — 8.v 2 +  2.v 3 +  4 .v4 < 3 .

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  9

11.9.1. В основе активационного анализа состава вещества лежит 
поиск показателей экспонент </,, 1<  / <  т,  и коэффициентов г„ 
минимизирующих невязку

II/(•*)“  Е  с(ехр (а,х) ||,
(-1

где f ( x ) — экспериментально измеренная функция. Вывести систему 
уравнений, определяющих искомые с,, а,, если || | |— дискретная 
среднеквадратичная норма на узлах x t, 1 < j ^ n .

11.9.2. Сколько вещественных, комплексных решений имеет систе
ма уравнений

. V i + x j - 4  =  0, дг,- x 2+0 , l  sinjc2=0?
11.9.3. Найти вещественные решения системы уравнений задачи

11.9.2. методом простой итерации с абсолютной точностью е =  10 ~3. 
Уточнить решения (точность е = 1 0 ~ 6) методом Ньютона.

11.9.4. Найти комплексные решения системы уравнений задачи
11.9.2.

11.9.5. Привести задачу 11.9.2 к задаче минимизации целевой 
функции и решить ее, применяя библиотечную подпрограмму 
минимизации.

11.9.6. Показать, что метод градиентного спуска минимизации 
Ф(дГ|, х я) эквивалентен методу Эйлера для системы ОДУ

^  =  — grad Ф (х), х  (0) =  дг°.

11.9.7. Показать, что целевые функции Ф(х), поверхности уровней 
которых имеют вид сильно вытянутых эллипсоидов, приводят 
к жестким системам ОДУ (см. гл. 10) в задаче 11.9.6.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  10

Задачи М.10.1— 11.10.5 входят в типичный пакет тестов программ 
интегрирования задачи Коши для ОДУ. Требуется проинтегриро
вать уравнение или систему с заданной относительной локальной 
точностью 5 = 1 0 ~ 2, 10 ~4 на интервале 0 ^ .v < 2 0  двумя библиотеч
ными подпрограммами, дополнив их просчетом числа Q вычисле-
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кий правых частей уравнений на веем интервале интегрирования. 
Сравнить эффективность подпрограмм по числу Q.

II. 10.1. Одно уравнение

1 у (о) = 1;
2) у ' ш - у * Л ,  >• (01=1;
3) v' =  vcos v, у (0) = I ;
4) v '= (v-.v)/(v+ .v), v(0) =  4;
5) v' = C»/4)(l -> /20). у  (0) =  I .

11.10.2. Система малой размерности

•) (У| = 2 (у , — .Vi)- Vi°’= l ,  
lv '2 = - t v 2- . v , r 2). у Г  =  3 

(рост двух враждующих популяций);

O i =  - v , + v 2. Г, (0) = 2 
} v 2 =  v, - 2 v’2 у г (0) =  0. 
0 's  шУг ~ У и  Уз (0)=^)

2)

(линейная химическая реакция);

3 )  p  =  ( 0 ) =  1.
< »’ 2 =  V . — > 1 .  V , ( 0 ) = 0 .

1 й - Д л ( Ч - о
(нелинейная химическая реакция);

4) У'\ =  +  Vi v3/0  I + Г 2)1 2. .» i (0)=3. 
У2 =>1  - У г У з /Ь  * + .г2) 1/г, v2 (0) = 0. 
/ э - Л / 0 ' ? + Я ) 1/2.л ( О ) - О  
(интег ральная поверхность тора);

5) У I =У2у 3. (0) = 0.
У г - - У 1У»,Уг (0) = 1. 
г з =  -  0,51 V, v2. г , (0) =  1.
(эйлеровы уравнения движения твердого тела).

II.10.3. Система умеренной размерности

1
0

6

11.10.4. Уравнение орбиты
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у 'I = .v3. у, (0)= 1 - е .
Уг тУ** У2 (°) =  0.
У з “  —У , / 0  I + y i ) J/2. У3 (0) =  0.
У*= - .V j /O 'i+ y 2)3'2, У4 (0)=(1 + е )ш /(1 —е)|/2, 
е =  О.Г эксцентриситет орбиты.

II. 10.5. Уравнение второго порядка, приведенное к системе

У\ =  1'2, у х (0) =  2.
/ 2 = ( 1 - у 2)у2- у „ у 2 (0) = 0

(уравнение Ван дер Поля, описывающее процессы в электронных 
схемах).

II.10.6. Для систем уравнений задач II. 10.2 11.10.3 поставить 
краевые задачи, которые решить численно, используя библиотечные 
подпроф ам м ы , с точностью 6 = 1 0 " 2.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  II

11.11.1. Найти форму равновесия однородной прямоугольной 
мембраны, закрепленной по краям, если к ней приложено нормаль
ное давление /*(.х, у) на единицу площади. Указать те функции 
Р(.v, у), для которых задача решается аналитически, численно. 
Решить задачу численно с относительной точностью 1%. Профиль 
мембраны представить в графической форме.

11.11.2. Задача об управлении тепловым процессом в стержне 
состоит в определении функции #(/) такой, чтобы решение уравне
ния теплопроводности м(/, дс)— распределение температуры

Ри Р2!! 
dl д х2

с условиями

m(.v, 0) =  sin.v +  cos.t, O ^ . t ^ l .

- М - е Л  g ( l ,  / )= * ( ') ,  0 ^ 1 .

в момент времени I =  1 совпадало с заданным распределением 
температуры

и (1, * ) = е " 1 (sin х + cos дг).

1) Найти точное решение задачи.
2) Найти численно решение, используя явную схему, с абсолю т

ной точностью 10 3 в равномерной норме.

\
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11.11.3. Задача об определении критической температуры детони 
рующего стержня описывается уравнением

в области 0 < .х < 1 , О с , ,  с2 константы с условиями 
и'(х, 0 )= и ,; м(0, t ) = u 0. и ( 1 , / ) = и „  м0, ы, — константы (м0>м,). 
Критическая температура ик определяется так, что при и0 <ик 
решение при / - * оо стремится к стационарному м (о о , дг)^м0 для всех 
точек 0 < л < 1 ,  в то время как прн Uo>uk в некоторой точке 
J t.e  (О, 1) имеет место неравенство u ( l , x j > u 0 (происходит зажига
ние). Пусть с, = с 2 =1,  и, =0,1.

1) Найти величину «0, приводящую к зажиганию, считая t x ~ T .
„ 82и

Использовать метод прямых с разностной аппроксимациеи

Точность вычислений — относительная и составляет 1%. Интегриро
вать систему ОДУ библиотечной программой для жестких урав
нений.

2) Определение м„ выполнить перебором и методом деления 
отрезка [0, м ,] пополам.

111.1.1. Предложить архитектуру ЭВМ, наиболее подходящую 
для решения задач Вашей предметной области. Обосновать выбор 
и указать близкую по параметрам ЭВМ (из имеющихся на мировом 
рынке).

111.1.2. Указать недостатки грубой классификации архитектур, 
представленной четырьмя типами ЭВМ из 1.3.

111.1.3. Какие средства графического отображения информации 
имеются на Вашей ЭВМ. Описать их возможности.

111.1.4. Каким образом можно расширить вычислительные ресур
сы Вашей ЭВМ (подключение специальных процессоров (каких?); 
дополнительной памяти (какой?)). Обосновать экономическую целе
сообразность предлагаемого расширения.

Спроектировать алгоритм указанного ниже численного метода, 
взяв за основу алгоритм (текст) соответствующего метода, входя
щего в стандартную библиотеку, так, чтобы он удовлетворял 
требованиям серийных вычислений. Для этого необходимо: 1) заме
нить по возможности наиболее емкие вычислительные блоки

III У Р О В Е Н Ь

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  1

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  2

S18



\

блоками прелвычислений (см. гл. 5); 2) описать структуру алгорит
ма; 3) описать поток данных алгоритма; 4) описать структуру 
программы.

111.2.1. Метод градиентного спуска.
111.2.2. Метод проюнки.
111.2.3. Метод решения жестких ОДУ.
111.2.4. Метод типа Ньютона решения нелинейных уравнений.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  3

111.3.1. Написать программу в соответствии с проектом алгорит
ма II 1.2.1 III.2.4. придерживаясь правил структурного программи
рования на языке фортран 77 в двух вариантах: 1)в  одинарной 
точности; 2) в двойной точности.

II 1.3.2. Написать программы с тестовой задачей для II 1.3.1.
111.3.3. Провести вычисления на ЭВМ для теста и сравнить 

эффект ивность Вашей программы с библиотечной, сравнить объем 
необходимой памяти.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  4

111.4.1. Объем Вашей программы и/или данных превышает 
выделяемый пользователю ресурс памяти. Какой режим работы 
позволяет в Вашей ОС выполнять некоторые программы такого 
сорта? Привести пример программы, требующей больших ресурсов, 
и показать, как готовится ее выполнение.

111.4.2. Какие средства Вашей ОС позволяют составить цепочку 
команд (трансляция, компоновка, загрузка, исполнение и т. п.), 
а затем запустить всю цепочку одной командой?

111.4.3. Собрать из стандартных библиотек или из литературы [3,
9. 15, 26, 27, 30, 32], тексты фортран-программ, наиболее часто 
применяемых в Вашей работе по специальности в форме, удобной 
для ввода в ЭВМ. Подготовить личную библиотеку объектных 
файлов отобранных фортран программ.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  5

111.5.1. Какие нсвозмущенные решения используются в Ваших 
моделях, когда следующие числа велики (малы): число Маха, 
Рэлея, Пекле, Нуссельта. Струхала, Кнудсена и т. д. Привести 
пример.

111.5.2. Привести пример точно решаемой задачи и ее аналити
ческое решение из следующих семейств:

1) нелинейные системы уравнений;
2) собственные значения и собственные векторы матриц:
3) решение уравнений с частными производными.
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111.5.3. Покачать, что

о
i

о

где Y=  — J e * In .*</*.
о

111.5.4. На основе аналитического решения III.5.1 построить 
первое приближение к решению методом возмущения.

111.5.5. Арифметика с подсчетом числа значащих цифр состоит 
в указании после арифметической операции верных значащих цифр 
результата по числу верных значащих цифр операндов. Как можно 
реализовать программно такую арифметику на ЭВМ? В каких 
вычислениях она может 6 i , iT b  полезна?

111.6.1. Написать программу одномерной параболической сплайн- 
интерполяции, предназначенную для серийных вычислений. За 
основу взять программу из |9].

111.6.2. Написать программу одномерной кубической сплайн-ин
терполяции для серийных вычислений. За основу взягь программу

III.6.3. На основе библиотечной подпрограммы двумерной ап
проксимации написать программу графического вывода поверхности 
по заданным узловым точкам. Это элемент проектирования 
в диалоговом режиме поверхностей сложных форм [3).

111.7.1. Вычислить интегралы следующих функций с интегриру
емой особенностью, применяя аналитические и численные методы 
и используя библиотечные подпрограммы.

Абсолютная точность вычислений е = 1 0 -4 , е = 1 0 ' 5.
111.7.2. Правило Рунге применяется с фиксированным шагом 

Л. Привести пример функции, для которой оценка погрешности 
по правилу Рунге неприменима для / » ~ 1 0 " 2 и применима для

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  6

из [9 ].

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  7

о

й ~ 1 (Г 6.
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111.7.3. Написать программу вычисления интеграла с выбором 
локального шага по заданной точности в соответствии с алгорит
мом, изложенным в 7.3. Показать (на тестах) примеры функций, для 
которых программа оказывается эффективнее библиотечных под
программ интегрирования (каких?).

111.7.4. Используя библиотечную подпрограмму интегрирования 
функций двух переменных, написать программу вычисления ко
ординат центра масс, моментов инерции неоднородных плоских 
фигур.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  8

111.8.1. Привести пример СЛУ, для которой м етод простой 
итерации сходится, а метод Зейделя расходится.

111.8.2. Привести пример СЛУ, для которой метод Зейделя 
сходится, а метод простой итерации расходится.

111.8.3. Написать программу метода исключения Гаусса с выбо
ром ведущего элемента по строкам на языке фортран 77 в ариф
метике двойной точности.

II 1.8.4. Написать программу задачи II 1.8.3 в арифметике целых 
чисел.

111.8.5. Написать программу определения областей локализации 
собственных значений матрицы А с выводом границ областей на 
графический дисплей или графопостроитель.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  9

111.9.1. Определить, какой сложности целевые функции Ф(дг) 
(размерность х, объем арифметических операций) и с какой 
точностью определения точки минимума можно оптимизировать на 
Вашей ЭВМ перебором.

111.9.2. Написать программу минимизации целевой функции, 
объединяющую алгоритм грубого перебора с дальнейшим уточне
нием точки минимума наискорейшим градиентным спуском.

II 1.9.3. Написать программу поиска тшФ(лс) интегрированием 
системы ОДУ

^  =  -  grad Ф(х), дг0 =  лг°

с контролем коэффициента жесткости (см. гл. 10) и выбором 
соответствующего метода интегрирования.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  10

Задачи 111.10.1— 111.10.5 входят в типичный пакет тестов про
грамм интегрирования задачи Коши для жестких О ДУ. Требуется 
проинтегрировать уравнения с заданной локальной относительной

521



точностью 8 = 1 0  г, 6 = 1 0 ~ 4 на интервале 0 < .v ^ .v , с начальным 
шагом /i0 двумя библиотечными подпро! раммами. одна из которых 
ориентирована на жесткие уравнения. Определить число Q вы
числений правых частей уравнений на интервале О^дг^дг, .  Сравнить 
эффективность подпрограмм по числу Q.

111.10.1. Линейные системы с вещественными собственными 
значениями:

|)  у', =  — 0.5>1, у,(0) = I. х , =20. Л0 =  10~2,
у'2=  - у 2, у 2(0)=1,
у ',=  -1 0 0 у „ у з (0 )= 1 ,
У'* = - 9 0 » ч ,  v4(0)= 1;

2) у', =  -  1800.1, + 900у2, у,(0) =  0, дг, =  120, Л„ =  5 • 104,
.»’!= Г, - 1  — 2у ,+у ,  + , ,  у,(0) =  0, 2 <  / <  8, 
у ', =  1000у, -  2000у„ +  1000. у9(0)= 0 .

111.10.2. Линейные системы с комплексными собственными зна
чениями:

1) У I ” - У i + У г .  У t (0) =  1. -V, =  20, Л0 =  7• 10 - J , 

у'2 *  -  100у, - у 2, y j(d jf= 0 , 
у 'з = - ! 0 0 у 3+ у 4, у 3(0)=1,
y i =  -  lOOOOOi’j — 100y4, y4(0) = 0;

2) y'i =  -10y+Q ty2,y , ( 0 ) = l ,  x , =  20. Л0 = 1 ( Г 2,
y'i =  -  «У, -  10>’j , y 2 (0) =  1, 5 =  3; 8; 25; 100,
/ з = - 4 у з , у 3(0)=1, 
y'*=  - y 4, V4(0) =  1, 
y'i — — 0.5ys , y 5(0)= 1,
Уь= -0 ,1  у,,. yh(0)= 1.

III. 10.3. Нелинейные системы, эквивалентные линейным:
1) У \ =  - А + у З + У з + У д .  у ,(0 )=  I; .t, =  20; /»„=10~2,

У2 =  -  10у2 +  1 0 (y i+ y i) , у 2(0)= 1,
у ', =  -  40у3 +  40уI , Уз(0) =  1, 
y i =  — 100у4 +  2, у4(0)= 1;

2) У1 =  —у , +  2, у ,(0 )=  1; дг, =20; Л0 = Ю*2,
Уг -  — 10у2 +  P.v 1. У2 (0) =  1; Р =  0.1; I; 10; 20, 
у'3=  — 40yj +  4р(уJ + у 2). у 3(0)= 1,
У 4  = -  100у4 +  Юр(у2 + y 2+ y j ) ,  у4(0)= I.

III.10.4. Нелинейные системы с вещественными собственными 
значениями якобиана:

1) у ', =  0,2(у2 - у ,), у , (0) =  0; д;, =  400; Л0 =  1,7 • 10 -  2,
Уг =  Юу, -  (60 -  0,125уз)у2 +  0.125у3, у г(0) = 0.
У з=  1. Уз(0) =  0
(моделирование атомного реактора);
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2) / ,  =  -0 .0 4 у , +0,01 v2^ j ,  v , (0)=l ;  дг, =40; /»0 =  10 5,
/ 2 - 4 0 0 *  -  100v2j '3 — 3000vI , J 2(0) =  0,
/э = З0.у2, >’з(0)=0 
(химическая модель)

3) / ,  =  -0,013>-, -  1000v,j>„ .v,(0)= 1; .v, =50; Л0 =  2,9 • 10 \
>’2=  — 2500v2j ’3, V2(0) =  I,
/э = -0 ,0 1 3 > - , -  lO O O ^ ,^ -2500>-^з, j-3(0) =  1 
(химическая модель)

111.10.5. Нелинейные системы с комплексными собственными 
значениями якобиана:

1) У\ —Уг- >’i (0)=2. .V| =  I , Ло= 1 0 " \
/2  =  5(1-> 'f)> '2 -> ',,> '2 (0 ) = 0 
(уравнение Ван дер П о л я )

2) у \  =  -  (55 +> з )>-, +  65_у2, >•, (0) =  1, дг, =  500, Л0 =  0,02, 
> '2=0,0785(^1—>’2), y 2(0 )e  I,

/з=0.1*,л(0)=0
(физическая модель)

111.10.6. Для систем уравнений III. 10.1— III. 10.5 поставить крае
вые задачи, которые решить численно с точностью 5 = 1 0 " 2.

З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я  к г л а в е  II

III.11.1. Подстановка
и(/, дг) =  —2а2 1пг(/, д;) 

сводит нелинейное уравнение
ди I ( t?uV г д2и 

= °  дх2
к линейному

dv 2d 2v
Jt = a д72'

Указать, какие задачи для нелинейного уравнения можно решить 
аналитически, численно и каким образом, используя указанную 
подстановку.

III.11.2. Тримолекулярная модель химической кинетики (брюс- 
селятор) описывается системой уравнений

ii I v I j д2и— = a - ( b + l ) u  + u 2c + d l — =,
dt ' дх2
dv , 2 i
— = h u - u * v  + d2 — j ,di 2дх2

где а, b, d x, d2 — константы. Решение u(t, х),  |?(/. дг) ищется 
в области ( 0 0<дг<1) .  Граничные условия м(/, 0) =  м(/, 1) =  а ;  
v(l, 0) =  i>(/, I ) - Ь / а .
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1) Линеаризовав уравнения заменой
и = я + М|, v = b /a  + v t ,

найти для линейных уравнений относительно м,, V, условия, при 
которых

м,(/, д ) -»0.  г , (/, х)  -* 0, / - »ао,
для любых начальных условий м,(0, .v), t '^ 0 , .v).

2) В области параметров (а, Ь) потери устойчивости численным 
интегрированием найти предельные ( / - ю с )  решения (м(оо, дс), 
г(оо, .v)) для различных начальных условий и(0, х),  г(0. .г).

Значения констант в расчетах принять a s 2, </, =  1,6• 10~ \  
d2= 6  1<Г3.



ПРИЛОЖЕНИЕ 1

АНГЛО-РУССКИЙ СЛОВАРЬ

ACCEPT 
принять, ввести

ACCESS
доступ

ACCESS M ODE 
режим доступа
ADDITION
сложение

ADDRESS
адрес

ALLOCATION
распределение памяти
.AND.
логическая операция .И.
APPLICATION PROGRAM
прикладная программа
ARGUM ENT
аргумент
ARRAY
массив
ARRAY REFERENCE
ссылка на массив
ASSIGN 
назначить

BACKSPACE

BATCH PROCESSING 
пакетная обработка

BIT
биг

BLOCKDATA
блок данных

BLOCK SIZE
размер блока

BUFFER
буфер

BYTE
байт
CALL
вызвать
CHARACTER
символ
CLOSE
закрыть
COM M AND
команда
COM M ON
общий
COM PILER
компилятор
COM PLEX
комплексный
CONTINUATION LINE 
строка продолжения
CONTINUE
продолжить
CONTROL CHARACTER 
управляющий символ
COUNTER
счетчик
CPU
центральный процессор
CURSOR
курсор
DATA
данные
DEBUGGING
отладка
DEFINE FILE
определение размера и 
файла

DELETE
удали Iь

возврат к началу предыдущей записи

структуры
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DIAGNOSTICS
диагностика
DIM ENSION
размер

d i r e c t  a c c e s s
прямой доступ

DIRECTORY
каталог

DISK
диск

DISPLAY
терминал с электронно-лучевой 
трубкой
DIVISION
деление
DO
делать
DOUBLE PRECISION
двойная точность
KDIT
редактирование

EDITOR
редактор

ELSE
иначе
ELSEIF... THEN 
иначе, если ... то
END
конец
ENDF1LE
признак конца файла
ENDIF
конец если
END O F BLOCK (EOB)
конец блока
END O F FILE (EOF)
конец файла
ENTRY
вход

FO
операция отношения .равно.
EQUIVALENCE
эквивалентность
.EQV.
логическая операция .равно.
ERASE CHARACTER
символ удаления

ERROR
ошибка
ERROR MESSAGE
сообщение об ошибке
EXECUTE
выполнение
EXIT
выход
EXPONENT
порядок
EXTERNAL
внешний
FALSE
ложь
FILE
запись
FIND
найти
FLOATING-POINT OPERATION
операции с плавающей точкой
FORM AT
формат
FORM AT SPECIFICATION
спецификация формата
FUNCTION
функция
.GE.
операция отношения .больше или 
равно.
GO ТО
идти к
.GT.
операция отношения .больше чем. 
HARDWARE
аппаратное обеспечение ЭВМ 
IF
если
IF ... THEN
если ... то
IM PLICIT
неявный
I/O
ввод — вывод
INPUT
ввод
INQUIRE
опросить
INSTRUCTION
команда
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INTEGER
целый
INTERRUPT
прерывание
INTRINSIC
внутренний
J l  Ml*
переход к другой команде
LABEL
метка
.I.E.
операция отношения .меньше или 
равно.
I . IBRVRY
библиотека
LIST
список
LISTING
распечатка
LOCATION
ячейка
LOGICAL
логический
LO O P
цикл
LO O P NESTING 
вложенные циклы
LOSS
потеря
•LT.
операция отношения .меньше чем.
MAIN
главный
М АР
карга, схема 
MARK
маркер, знак 
MEGAELOP
мегафлоп =  Ю6 оп/с с плавающей 
точкой
MEMORY
память
MESSAGE
сообщение
M ULTIPLICATION
умножение
NAME
имя
.NE.
операция отношения .не равно.

.NEQV.
логическая операция .не равно. 
.NOT.
логическая операция отрицание .не.
NUMBER
число
O B JEC T CODE
объек гный код
OPEN
открыть
.OR.
логическая операция .или.
OUTPU T
вывод
OVERFLOW
переполнение
PAGE
страница
PARAMETER
параметр

PARANTHESES
скобки
PASSW ORD
пароль
PAUSE
паута
PERM ISSION
разрешение

PRECISION
точность
PRINT
печатать
PRINTER
печатающее устройство
PRIORITY
приоритет
PROGRAM
программа
READ
читать
REAL
вещественный
REAL-TIME
реальное время
RECORD
запись
RECORD FORMAT
формат записи
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r e t u r n ТАРЕ
возврат лента
REWIND TIM E
возврат к началу файла время
ROOT TIM E SHARING
корень разделение времени
ROUNDING TRANSLATION
округление перевод
ROUTINE TRAP
стандартная, системная программа * прерывание
RUN TRUE
прогон, запуск (программы) истина

SAVE TYPE
сохранять напечатать
SEQUENCE UNDERFLOW
последовательность потеря точности

SIGN UNIT
знак, символ, признак устройство
SOFTWARE USER
программное обеспечение ЭВМ пользователь
STATEM ENT VALUE
оператор значение, величина
STO P VARIABLE
стоп переменная величина

STORAGE VOLUME
память том
STRING WARNING
строка п реду прежден не
SUBROUTINE W ORD
подпрограмма слово
SUBTRACTION W RITE
вычитание писать
SYMBOL ZERO
символ, знак нуль
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Фортран 77

Текст программ на фортране состоит из строк.
Операторы занимают позиции 7 72 в строке.
Символы: буквы верхнего регистра A Z, цифры 0 9, спец. символы 

=  +  — * /  ( ) ' . $ , :  пробел.
Символы С или * в первой позиции обозначают строку комментарий. 
Символ, отличный от нуля и пробела в 6-й позиции, означает, что 

строка есть продолжение предыдущей.
Метка оператора помещается в позиции I S.

Применяемые обозначения

( . . . )  =  (элемент, включаемый в программу пользователем)
[...1 =  [необязательная часть оператора]
{ ...^ [п оследовательн ость  из нуля или более элементов}

(список) =  <элемент списка, элемент списка........ элемент списка)

К о н с т р у к ц и и  ф о р т р а н а  

Программа

PROGRAM  (им я программы)

!невыполняемый оператор} 
выполняемый оператор}

END

/ /еиы по.ш исчы с онера горы

INTEGER (список)
REAL (список)
CHA RACTER [•(д л и н а))
LOGICAL (список)
DOUBLE PRECISION (список) 
COM PLEX (список)
IM PLICIT (список)
PARAM ETER ((список описания)) 
DIM ENSION (список описания) 
EQUIVALENCE (список эквивалент.) 
EXTERNAL (список имен) 
IN TRINSIC (список имен)
DATA (список имен)/(спиеок 

констан)/
{[, [(список имсн)/(список конст.)/} 
(м етк а) FORM AT ((список специ
ф икаций» 10 FORM AT (F6.2.I3)

П р и м е р ы

PROGRAM  TRAP 
EXTERNAL FI 
CALL S[(...)]
END

INTEGER K(I5).N 
REAL X,Y(I0)
CHA RACTER .60W O R (I6) 
LOGICAL BOOL 
DOUBLE PRECISION Z(8).W 
COM PLEX Z(6),U(8) 
IM PLICIT R F.A L (A -Z ) 
PARAM ETER (E = 2.7) 
DIM ENSION K(15),Y( 10) 
EQUIVALENCE (A.B.C) 
EXTERNAL FI.AIAO 
IN TRINSIC DSIN 
DATA M .N /I.3/X /0.1/
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Ныпо. IHUV4I.IV ш ири Iо р и

<имя> =  (выражение)
PRIN T *, (список вывода)
RF.AD • , (список ввода)
PRIN T (м етка ф орм ата), (список 

вывода)
READ (м етка ф орм ата), (список 

ввода)
IF  ((л о 1 ич. в ы р .»  THEN

{(выполняемый оператор)}
ELSE IF  ((логич. в ы р .»  THEN 

{(выполняемый оператор))
[ELSE]

{{(выполняемый оператор)}}
ENDIF
DO (м етк а ) [.) (диапазон  индекса)

{(выполняемый оператор)}
(м етка) C O N TIN U E I
CALL (им я подпрогр) [((список 

факт, п ар .)))
G O  ТО (м етк а ) ^
IF ((логич. вы р.)) (выполи, оператор)
IF ((ариф м. вы р.)) (м етк а ), (м етк а),

(м етк а)
ASSIGN (м етк а ) ТО (и м я )
G O  ТО (и м я )

Процедуры
SUBRO UTIN E (и м я )

[((список форм, п а р .))J 
{(невыполняемый оператор)}
{(выполняемый оператор)}

F.ND
[(ти п ) 1 FU N CTIO N  (и м я )

[((список форм пар .))]
{(нсвыполняемый оператор)}
{(выполняемый оператор)}

END
ENTRY (им я входа) [((список 

форм, пар))]
SAVE [(список локальных 

переменных) ]

От ри т р и  нно /а — ии н ч  ш  с  фин. к т н

W RITE ((управляю щ ий список)) W RITE (3,1) Y,(X(I).I =9,1, — 2) 
(список)

READ ((управляю щ ий сп исок»  READ (N,'(A)’) К 
(список)

OPEN ((устр-во), (список откры тия)) OPEN (3 ,F IL E =  DATA') 
CLOSE ((устр-во), (список CLOSE (3)

закрытия))
INQUIRI ((устр-во), (список IN QU IRE (2.EXIST =  LOG)

о п р о са»

Y =  A .  SQRT( В) + 0.3 
PRINT ..M .X  
READ *.C 
PRINT I0.X.Y

READ 5.R.T.I

IF  (M .EQ .I) THEN 
X = Y .Y - 2 .
ELSE IF (M.EQ.2) THF.N 
X =  SIN(Y)
ELSE
X =  C OS(Y)+ I.
ENDIF
DO 1,1 =4»K.ABS(A), — I 
X (I)= X (I)+ I .
CON TINU E 
CALL SIM(X,0.5)

GO TO 10 
IF (M .G T .I) X =  X + I  
IF (W) 1.10.100

ASSIGN 10 TO К 
CiO TO К

SUBROUTINE SIM(A.B) 

REAL A .В
IF (B.LT.0.) RETURN 
F.ND
REAL FUNCTION S(A)
REAL A
S = ABS(COS(A))
RETURN
END
ENTRY V(X.Y)

SAVE /TOR .1
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INQUIRE « ф а й л ) , (список onpoca))IN Q U IR E  (V A P.O PEN ED = L)
BACKSPACE (устройство) 
END FILE (устройство)

Л правление нно ю ч  — в ы в о ш м  фай.
Э .н 'ч с н ш  (управ.ш ю ннчо  списка)  
ВВП м  — вы во. ш

Элем еи i и  < списка о / кры  / и я '

).1 сч сн 1 Ы  списки т к р ы / н и

) .1с ч с н 1ы  < списка опроса >

BACKSPACE 5 
EN D FILE 3

[UNIT =  ) (целое выражение)
[FM T =  ] (текстовое выражение) 
или
[FM T =  ] (ф орматная метка)
REC =  (целое выражение)
END = (м етка)
IOSTAT =  (им я целой переменной) 
[UNIT =  ] (целое выражение)
FILE =  (текстовое выражение) 
ACCESS =  (текстовое выражение) 
STATUS “ (текстовое выражение) 
FORM = (текстовое выражение) 
RF.CL=» (целое выражение)
BLANK =  (текстовое выражение)
ERR =  (м етка)
IOSTAT = ( h m h  целой переменной) 
[U N IT = ] (целое выражение) 
STATUS =  (текстовое выражение) 
F.RR « (м е т к а )
IOSTAT =  (им я целой переменной) 
[UNIT =  ] (целое выражение)
FILF. =  (текстовое выражение)
ЕХ18Т =  (им я ло1 ичсской пере

менной)
O PEN ED  =  (им я логической пере

менной)
NUM BER =  (им я целой переменной) 
N AM ED  =  ( h m h  логической пере

менной)
NAM E =  (имя текстовой переменной) 
ACCESS =  ( h m r  текстовой перемен

ной)
SEQUENTIAL =  (им я логич. перемен

ной)
DIRF.CT =  ( h m r  логической перемен

ной)
FORM =  (им я текстовой переменной) 
FO RM ATTED  =  ^ w  логической пе

ременной)
U N FO R M A T T ED ® (им я логич. пе

ременной)
RECL =  ( h m h  целой переменной) 
NEXTREC =  (им я целой переменной) 
BLANK = (им я текстовой перемен

ной)
ERR =  (м етка)
IOSTAT =  ( h m r  целой переменной)
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(список спецификаций ф орм ата)

неоо.ч jame. гьные элементы

повторяемые

неповторяемые

1<кол-во позиций) 415 
1<кол-во позиций>.<цифры) 16.3 
А<кол-во позиций) А6 
Ь<кол-во позиций) L2 
Е(кол-во позиций).< цифры) F6.3 
Е<кол-во позиций).<цифры) Е13.6 
1)<кол-во позиций).(циф ры ) DI0.5 
О<кол-во позиций).(циф ры ) G10.3 
(масш табный множитель) Р 3PEI3.6 
(текстовая константа) 'VARIANT' 
(холлеритова константа) 

7I1VARIANT 
Т (иом ер позиции) Т8 
ТЬ(число позиций) TL5 
T R (4H cio позиций) TR6 
(число позиций) X ЗХ 
S
SP
SS
BN
BZ
/

Опре юление глобальных данных

COM M ON [ имя общего блока/] COM M ON STAR X.Y(IO) 
(список)

BLOCK DATA [(имя блока данны х)] BLOCK DATA D EF 
{(невыполняемые операторы)} COM M ON S/I.J.K 

END DATA I,J,К /3,4,5,
END

О иераю ры  но три т . паузы , ос/анова

RETURN [(целое выражение)] RETURN I 
PAUSE [...) PAUSE 5
STOP
Прочие консгрукции
(и м я ) 1 6 букв и/или десят. цифр, начинается с буквы 
(м етк а) последовательность I 5 дссят. цифр 
(целое выражение)

(арифм. выражение) 

арифметические операции

текстовая операция

выражение, содержащее арифм. опера 
ции нал целыми 

выражение, содержащее арифм. опера 
ции над числами 

+  сложение
— вычитание
* умножение 
/ деление
*« возведение в степень
II объединение
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подцепочка 

операции отношения

логические операции

.1отческие коне ш и ш  

Чис. юные конеiян / ы

текстовая константа 
хо. I. wpumoea константа

(описание массива) 
(границы размерности) 
(элемент массива) 
(неявное описание) 
(диапазон индекса)

(неявный цикл) 

(эквивалентность)

(им я текстовой псрсменной)((целос 
выражение>:(целос выражение)) 

.EQ. равно 

.NE. не равно 

.LT. меныпе чем 

.GT. больше чем 

.LE. меньше или равно 

.GE. больше или равно 

.NOT. отрицание 

.AND. истина, если оба истина 

.OR. истина, если один или оба истина 

.EQV. истина, если значения операн
дов одинаковы 

.NEQV. истина, если значения операн
дов различны 

.TRUE.

.FALSE.
целая
вещественная 
двойной точности 
комплексная
'(последовательность символов)' 
(целое)Н (последователы ю сть 

символов)
((целое) длина последовательности) 
(им я)((список границ размерности)) 
(нижняя граница):(всрхняя граница) 
(им я)((список индексов)) 
(тип)((буквы . диапазон б у к в »
(им я целой перем.) =  (целое выра

жен.),
(целое выражение) [.(целое выраже

ние)]
((список выражений),(диапазон ин

декса»
((список имен))
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П РЕДМ ЕТН Ы Й  УКА ЗАТЕЛЬ

Абсолютная погрешность 242 
Автоматический выбор шага 395 
Адрес 18

виртуальный 19 
Адресация 21 
Алгол 10 
Алгоритм 9. 11
— базовый 48

QR определения собственных 
векторов 333

значений 333 
Алфавитно-цифровое печатающее 

устройство (А ЦП У) 37 
Алфавитно-цифровой терминал 38 
Альтернативная схема 47 
Анализ размерностей 172 
Аналитические методы 165, 166 
Англо-русский словарь терминов 

525
Апостериорная оценка погрешно

сти 326 
Аппроксимация 248, 383 
Априорная оценка погрешности 

325
Арифметическое выражение 68 

и логическое устройство 17 
Архитектура адресации 21 

алгоритма 46 
ЭВМ 16

на основе потока данных
26

Асимптотические разложения интег
ралов от быстроосциллирующих 
функций 228 

формулы 224 
Асимптотический ряд 225

Ассемблер 10

Вазовые логические схемы 46 
Базовый алгоритм 48 
Вайт 18 
Бейсик 10
Библиотечная программа 69 

функция 69 
Бит 18
— операнда 20 
Блок-схема 46 
Буфер 19

Вариационные методы 416 
Ввод вывод 37, 39 
Ввод с терминала 147 
Вводной файл 145 
Вектор невязки краевых условий 

411
собственный 188 

Вес в квадратурной формуле 277 
Вещественное л-мерное простран

ство 187 
Виртуальный адрес 19 
Влияние ошибок округления 245 
Внешняя программа 59 
Второе поколение ЭВМ 8 
Вход в систему ОС РВ 148 
Выбор ведущего элемента исклю

чения в метоле Гаусса 318 
Выводной файл 145 
Выполнение программы 149 
Выполняемый оператор 67 
Выражение арифметическое 68
—  логическое 80 
Вырожденная матрица 192
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Выход из системы ОС РВ 148 
Вычисление обратной матрицы 316
— определителя матрицы 316
—  произведения двух матриц 78
— специальных функций 42 

элементарных функций 41
— — комплексного переменного 

42
Вычисления параллельные 23
— с двойной точностью 131

— серийные 246
Вычислительная задача обратная 

236
—  — прямая 236 

математика 164
Вычислительный конвейер 24
—  метод II
— процесс 54

Глобальный минимум 365 
Граница сеточной области 424

Дамп 141
Дефект сплайна 256 
Диагностика 160 
Диск магнитный 33
— — гибкий 34 
Дискретизация непрерывной зада

чи 238
— обыкновенного дифференциаль

ного уравнения 375
— Ритца 420

уравнения с частными произ
водными вариационным мето
дом 420

—  — — — — конечными 
разностями 423, 433
— — — методом 
прямых 440
Диспетчер 138
Доступ последовательный 128
— прямой 128 
Драйвер 140

Евклидова норма 187

Жесткое уравнение 396

Загрузчик 143 
начальный 143 

Задача возмущений 308
вычислительная обратная 236

— прямая 236 
Дирихле 216 
интерполяции 252 
корректно поставленная 216 
Коши для линейного дифферен

циального уравнения второго по
рядка 402

обыкновенного диф
ференциального уравнения 375 

системы линейных 
дифференциальных уравнений 
408

—  — — — нелинейных 
дифференциальных уравнений 
413

линейная 250, 375
—  линейной оптимизации канони

ческая 335
—  нелинейная 251, 375
—  равномерного приближения 250 

среднеквадратичного приближе
ния 250

Замена переменных в модели зада
чи 176 

Значащая цифра 243 
Золотое сечение 372

Идентификатор 64 
Инструментальные программы 133 
Интеграл Римана 277 
Интегральное уравнение 195

— вырожденное 196 
Интегрирование численное 276

функции двух переменных 297 
Интерполяция 252
— линейная 92 

полиномами Лагранжа 252
— сплайнами 257 
Интерпретатор языка команд 142 
Искусство вычислений 172 
Исправленный метод Эйлера 388 
Исходный файл 149
Итерация Зейделя 326 

простая 323
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Канал 139
мультиплексный 139 

Каноническая задача линейной оп
тимизации 335 

Карта данных 52 
памяти 53 

Каталог библиотеки фортран-про
грамм 445 
файлов 141 

Качественные методы 165 
Квадратурная формула 278 
Квант времени 139 
Классификация архитектуры 'ЗВМ 

23
задач теории приближений 250 

Кол иленшфикапии пользователя 
145

Команды текстового редактора 152 
Компилятор 136 
Константа ф ор i рана 64 

вешест венная 64 
двойной точности 65 
комплексная 65 
логическая 66 
текстовая 66 
целая 64 

Корректность постановки задачи 
216

Ко)ффиниснт жсс 1 косIи 399. 413 
Фурье I84 

Критерий локализации собствен
ных значений 194 

Чебышева 265 
Кубический сплайн 258

«I
Линеаризация 347 
Линейная задача 250, 375 

оптимизация 335, 337 
Линейное профаммирование 335 
Логические выражения 80 

операции 80 
переменные 80 

Локальный минимум 365

Магнитная лента 35 
Мантисса числа 32 
Массив 58, 67 
Масштабирование 172

Математическая модель II 
М атрица вращения 332 

вырожденная 192 
невырожденная 192 
отражения 330
положи гслыю определенная 317 
почти треугольная 329 
разреженная 428, 429 
симметричная 317 
трехдиагональная 329 

Метка 71
М етод аналитический 165. 166

решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений 
200

систем линейных ура
внений 190

уравнений с частными 
производными 213

суммирования ряда 182 
Фурье-анализа 183 

бисекцин решения нелинейных 
уравнений 361 

вариационный 416 
возмущений 165, 167

в линейной алгебре 308 
вычисления интегралов 227 
ре!улярный 168

— — решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений 
231

сингулярный 170 
ф адиенгного спуска 109, 368, 

370
дробных шагов 438 
Зейделя 326 
золотого сечения 372 
исключения Гаусса 312

с полным упорядочением
319

итераций решения нелинейных 
уравнений 350

систем линейных ура
внений 322 

касательных 357 
качественный 165 
конечных элементов 422 
Куммера 182
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\

наименьших квадратов 268 
Ньютона решения нелинейных 

уравнений 356 
перебора 365 
подобия 213, 223 
покоординатного спуска 367 
полудискретный 440 
приближенный 312 
прогонки дискретной 114. 406

— — непрерывной 210 
прямой решения систем линей

ных уравнений 312
прямых с конечно-разностной 

аппроксимацией 442 
Рунге Кутта 389

четвертого порядка 113,
391
сведения к интегральному урав

нению 212
стационарной фазы 229 
стрельбы 411 
точный 312
Фурье решения уравнений 

с частными производными 213, 
217, 219. 221 

численный 165. 170 
теоретический 235 

Эйлера решения дифференци
ального уравнения исправленный 
388

— _  — — явный 112, 
388
суммирования тригонометри

ческих рядов 185 
Минимум глобальный 365 

локальный 365 
Мультиплексный канал 139 
Мультипрограммирование 137, 138

Насыщение численного метола 293 
Невыполняемый оператор 67, 87 
Невырожденная матрица 192 
Нелинейная задача' 251, 375 

оптимизация 108, 363 
Нестационарное уравнение 215 
Неустойчивые схемы 386 
Неявный никл 79 
Норма вектора 187

—  евклидова 187
— матрицы 187
— равномерная 250 

сеточная 381 
среднеквадратичная 250

Нормализованная запись числа 12

Обратная прогонка 114 
Обратный ход 314 
Общая шина 29 
Объектный файл 149 
Оператор ввода — вывода 

R E A D -W R IT E  71 
внешней процедуры EXTER

NAL 87
—  возврата RETURN 83 

вызова подпрограммы CALL 85
—  выполняемый 67

конца программы END 71 
начальных данных DATA 87

— невыполняемый 67, 87 
общих блоков COM M ON 84, 87 
описания типа 67

— COM PLEX 67
-D O U B L E  PRECISION 67

INTEGER 67
— — LOGICAL 67

REAL 67 
передачи управления GO TO 76

— IF  арифметический 76
— IF логический 81 

присваивания 60
логический 81 

продолжения CO N TIN U E 77 
структурный логический 125 
формата FO RM AT 72 
цикла DO 77
эквивалентности EQUIVALEN

CE 87
Операторы фортрана 77, 124, 529 
Операционная система 134 
Операция арифметическая 68 

логическая 80 
Описание библиотечной програм

мы А1А0 451
А IА 1 452 
AIA2 452 
А 1 АЗ 452
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Л1А4 452
AIA5 453
Л1Л6 453
AIA7 453
AIA8 454
AIA9 454
А1В0 454
Л ЗАО 455
A3AI 456
АЗА2 456
А4А0 458
A4AI 458
А4А2 459
А5А0 459
A5AI 460
А5А2 460
А6А0 462
Л6Л1 462
А7А0 463
A7AI 463
А7А2 464
А8А0 464
А8А1 465
А8А2 466
А8АЗ 466
Л8А4 466
А8А5 467
А9Л0 468
A9AI 469
ВОАО 470
В0Л1 470
В0А2 471
В0ЛЗ 471
В1 АО 472
В2Л0 474
B3A0 475
В4Л0 475
В4А1 476
В4А2 477
В5А0 477
В6Л0 479
В6Л1 480
В7А0 481
В7Л1 483
В8Л0 484
ВХЛ1 486

данных 58
потока данных алгоритма 52

Оптимизация ввода вывода 122 
линейная 335

в геометрической интерпре
тации 337

— нелинейная 108, 363 
программ 116 

Организация памяти 18 
Ортогональные полиномы 262 
Особенности версии (|ю р|рана 77, 

123
Отладка программы 137, 160 
Относительная погрешность' 242 
Оценка по1 рсшности квадратурной 

формулы 279. 281. 282
метода простой итерации

325
определения собственных 

векторов 308
шачений 307.

308
решения обыкновенного 

дифференциального уравнения
392

—системы линейных 
уравнений 303

уравнения с частными 
производными 429, 437 

числа операций метода Гаусса
320

Ошибка округления 245 
П амять ЭВМ 18 
Параболический сплайн 257 
Параллельные вычисления 23 
Параметр фактический 82 

формальный 82 
Пароль пользователя 148 
Паскаль 10
Первое поколение ЭВМ 7 
Переменная безразмерная 173 

до) ичсская 80 
фортрана 66 

Планировщик задач 138 
Повторная схема 47 
Погрешность абсолютная 242 

аппроксимации 382 
вычислений 241 

функции 244 
модели 240
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округления 245 
относительная 242 
численного метода 240 

П одпрограмма 85 
Поиск минимума методом гради

ентного спуска 109. 368. 370
золотого сечения 372 
перебора 365 
покоординатного

спуска 367 
эмпирических закономерностей 

249
Полином Лежандра 293

наилучшего равномерного при
ближения 251

— среднеквадратичного диск
ретного приближения 251 

наименее уклоняющийся от 
нуля 264 

Чебышева 261 
Полудискретный метод 440 
Пользователь 15 
Порядок числа 32 
Последовательная схема 47 
Построение разностной схемы 383.

403. 423 
Построитель задач ОС' РВ 157 
Почти треугольная матрица 329 
Правило Крамера 167 

P y H ic  290 
Прсдвычислсния 246 
Представление букв и символов в 

памяти 32 
Прерывание 139 
Приближение равномерное 261 

среднеквадратичное 268 
дискретное 271 
интегральное 268 

Приведение матрицы к почти тре
угольному виду 329 

Прикладные программы 133 
Применение библиотечной про

граммы A3A0 256 
АЗА1 259 

- А З А 2  274 
А4А0 292 
A4AI 296 
А4А2 299

А8А5 321
— А9А0 321

ВОАО 334
— МАЯ 335

BI АО 343
В4А0 363

— B4AI 359
В4А2 360
В5А0 373
B5AI 370
В6А0 3%
B6AI 401

— В7А0 412
B7AI 414
В8А0 431
B8AI 443

рядов Тейлора 387
Пример некорректно поставленной 

задачи 216
Примеры задач линейной оптими

зации 336 
методов аналитических 166

— возмущений 167
— качественных 170 

численных 165
Принцип максимума 426
Прогонка обратная 114 

прямая 114
Программа 10, 11 

библиотечная 69 
внешняя 59 
инструментальная I33

— компилятор 136 
модульной структуры 86 
прикладная 133 
работы с файлами 158

— редактор 135
— системная 133
— транслятор 135, 136 

элементарная 90
— — аппроксимации 92

градиентного спуск.i 109
— золотого сечения 108
— н и тр и р о ван и и  94 

интерполяции 92 
матричной ал 1ебрь1 102 
метода бисскции 107

— прогонки 114
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Рунге — Кутта 113
— Эйлера 112

— — решения интегрального 
уравнения I0S

краевой задачи 115 
нелинейного уравне

ния 106
системы линейных 

уравнений 104
— суммирования рядов %  

табулирования 91
— — Фурье-анализа 99

— численного дифференциро
вания 101

Программирование S4 
структурное 58 

Проектирование алгоритма 48 
Процедура 55 
Процесс 54

вычислительный 54 
экономизации 267 

Прямая прогонка 114 
Прямой ход 313 
Пятое поколение ЭВМ 8

Работа на ЭВМ 12 
Равномерное приближение 261 
Равномерность асимптотических 

формул 226 
Раздел памяти 137 
Разложение асимптотическое 225

— интегралов 227
матриц на треугольные множи

тели 317 
LU матриц 315 
QR матриц 332 

Размерность массива 67 
Разностная схема 383 
Разреженная матрица 428, 429 
Реализация численного метола 235 
Регистр 18, 29
Регулярный метод возмущений 168 
Редактор 135, 151 

связей 136 
Ресурс ЭВМ 16
Решение разностных уравнении 427 

Свертка функций 1%

Семейство вычислительных алго
ритмов 41
Серийные вычисления 246 
Сетка 38I
Сеточная норма 381 

область 423 
Сжимающее отображение 349 
Символ О большое 224 

«м алое 224 
Симметричная матрица 317 
Симплекс-метод 340 
Сингулярный метод возмущений 

170
Система ограничений канонической 

задачи линейного программиро
вания 335, 336

— операционная 134 
реального времени 143, 144

— счисления 30
восьмеричная 31

— — двоичная 31
— — десятичная 31 

управления базой данных 133
— файлов 140 
Системные программы 133 
Слабое решение краевой задачи

420
Собственная функция 218 
Собственное ш.пенис 188, 218 
Собственный иск ю р 188 
Советы по применению курса 14 
Спецификация 72 

файла 145 
Сплайн 251, 256 

кубический 258 
параболический 257 

Справочник файлов 141 
Сравнение линейных и нелинейных 

уравнений 344 
Среднеквадратичная норма 250 
Среднеквадратичное приближение 

268
Стационарное уравнение 215 
Структура проф ам м ы  70 
Структурная алгоритмизация 52 
Структурное программирование 58 
Схема альтернативная 47 

базовая логическая 46
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Горнсра 84
Кринка Николсона 436 
повторная 47 
последовательная 47 
ра шостная 383

для двумерного уравнения 
теплопроводности 437

— уравнений с частными 
производными нестационарных 
433

стационарных 422 
v — задачи Коши для обыкно

венного диф<|к’ренциально1о ура
внения 383

краевой задачи для обык
новенного дифференциального 
уравнения 402

— неявная 384 
явная 384

— Эйткена 255
Сходимость разностной схемы 

383. 385

Теорема Пуанкаре 232 
Чебышева 264 

Тип данных 67 
Типы погрешностей 240 
Точка чебышевского альтернанса

265
Точность аппроксимации 382 
Транслятор 135, 136 
Третье поколение ЭВМ 8 
Трехдиагональная матрица 329

Узел в квадратурной формуле 277 
интерполяции 252 
сетки 381. 423

внутренний 423 
|раничный 424 
соседний 423 

Улучшение структуры циклов 120 
Унимодальная функция 371 
Управление памятью  137
— потоком данных 26 

процессором 138
— устройствами 139 

файлами 140

Уравнение волновое 213 
Гельмгольца 423 
жесткое 396 
интегральное 195 
Лапласа 216

—  нестационарное 215 
обыкновенное дифференциаль

ное 375
Пуассона 216
разностное трехточечное 405 
стационарное 215 
с частными производными 115 
теплопроводности двумерное 

437
одномерное 214. 435 

Ускорение на передачах управле
ния 121 

Устойчивость прогонки 407 
разностной схемы 383. 385 

Устройство арифметическое и ло
гическое 17

— управления 17

Файл 36
вводной 145 
выводной 145
готовый к исполнению 149 
исходный 149 
листинга 156 
объектный 149
с последовательным доступом 

128
прямым доступом 128 

Формула асимптотическая 224 
квадратурная 278 

Г аусса 278
для квадрата 297 

простейшая 279 
прямоугольников 279 
составная 282 
с переменным шагом 286 

постоянным шагом
282

Симпсона 281 
точная 278 
трапеций 281 

Фробениуса 191
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численного дифференцирования
382

интегрирования 228 
Фортран 10, 61 

66 61
— 77 62
— 8х 62 
Функционал 416 
Функция библиотечная 69

комплексного переменного 180
— специальная 180 

унимодальная 371
— целевая 336. 363
— элементарная 178 
Функция-подпрограмма 83 
Функция-формула 82 
Фурье-анализ 43, 99, 183

Ход обратный 314
— прямой 313

Целевая функция 336, 363 
Центральный процессор 20, 29 
Цикл 77
— неявный 79 
Цифра значащая 243

верная 243

Четвертое поколение ЭВМ 8 
Численное дифференцирование 382 

интегрирование 276 
Численные методы 165 
Число верных значащих цифр 243 

нормализованное 32 
обусловленности 304

— матрицы 305
— системы 304 

Рейнольдса I76

Шаблон 428 
Шаг сетки 381

симплекс-метода 341 
Шар нормированного простран

ства 302

Экономизация степенных рядов
266

Экстраполяция Ричардсона 292 
Элементарные программы 90 

функции 178 
Этапы дискретизации 375

Явный метод Эйлера 388 
Ядро операционной системы 137 
Язык команд системы 142 

программирования 10

Учебное издание
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