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П Р ЕД И С Л О В И Е

П р е д л а г а е м а я  книга нап ис ан а  в соответствии с у ч еб н о й  
программой по теории систем автоматического  у п р а в л е н и я  и 
предназ нач ена  в качестве учебного пособия для  с т у де н т о в  в у 
зов по специальности „ А втоматиз ац ия  технологических п р о ц е с 
сов и производств” (2103),  и зу ч а ю щ и х  курс „Теория  а в т о м а 
тического у п ра влени я” . О н а  м о ж е т  быть  т а к ж е  и с п о л ь з о в а н а  
студентами вузов других эле ктр оме ханич еских сп ец и аль н осте й  
(например,  „Автоматика и у п р а в л е н и е  в технических с и с т е м а х ” 
(2101),  "Электр опр ив од  и а в т о м а т и з а ц и я  пр омы шл енн ых  у с т а 
новок и технологических пр оце ссов” (2105) и т. д.) и с п е ц и а 
листами,  занимающимис я  во пр ос ам и исследования и п р о е к т и 
рования систем автоматического регулировании и у п р а в л е н и я  
различного  назначении.  П р е д л а г а е м а я  книга о т р а ж а е т  о с н о в 
ные вопросы теории систем автоматическог о  управления,  н е о б 
ходимые специалистам,  р а б о т а ю щ и м  в области а в т о м а т и з а ц и и  
производственных процессов, пр о м ы ш л ен н ы х  установок и с о 
здания  систем автоматического у пр авлени я  (САУ).

Современные САУ различного  технологического  о б о р у д о в а 
н и я — сло ж н ы е  динамические  системы,  что обусловлено в ы с о 
кими треб ов ан и ями к производительности и точности р а б о т ы  
таких систем, а т а к ж е  ра зн ооб ра зи ем  выполняемых ими ф у н к 
ций. Но независимо от наз начения  САУ обычно строят ся  на 
определенных принципах и о б щ и х  полож ени ях  с и с п о л ь з о в а 
нием типовых элементов,  устройств  и их комбинаций.

При проектировании высококачественн ых  САУ нахо дя т  п р и 
менение методы анализа  и синтеза ,  р азр або танн ы е  в т е о р и и  
автоматического регулирования  и управлении.  Н аиб олее  ш и р о 
кое распространение  получили час тотные методы и с с л е до в а н и я  
замкнутых систем, на основе кот ор ых  р аз р або тан ы  у д о б н ы е  
инженерные способы синтеза к о р р е к ти р у ю щ и х  цепей и п р и 
ближенного  построения переходных процессов в САУ. О с н о в 
ными достоинствами частотных методов  являются  их унипер-



с а л ь н о с т ь  и простота.  К  т о м у  ж е  исходные д ан н ы е  д ля  ан ал и 
з а  систем (в виде час тотны х  характеристик)  могут  быть полу
ч е н ы  не только расчетным ,  но и экспериментальным путем. 
И н ж е н е р н ы е  методики р а с ч е т а  САУ, и зл агаемые  в настоящей 
кн иге ,  т а к ж е  базируют ся  на частотных представлениях.

П особи е  состоит из семи глав ,  в которых рассмотрены ос
н о в н ы е  вопросы а н а л и з а  и  синтеза  линейных, нелинейных,  ц и ф 
р о в ы х ,  оптимальных,  и н вари ан тн ы х и самонастра ив ающ ихс я  
С А У .  Особое  внимание  у д е л е н о  плавной ра бо те  САУ в р е ж и 
ме низки х скоростей в с в я з и  с возникновением автоколебаний 
{как  релаксационных,  т а к  и гармонических) ,  обусловленных не

л и н е й н о с т ь ю  изменения  мом ент а  трения. П оя влени е  автоколе
б а н и й  на выходе САУ,  ра бо таю щ ей  в р еж и ме  низких скоро
стей, отрицательно с к а з ы в а е т с я  па качестве работ ы и д и н а м и 
ческой точности авт о м а т и зи р у е м о го  технологического  оборудо
в а н и я .  Это приводит к необходим ости определения  условий воз
н и к н о в е н и я  и устойчивости автоколебаний,  а т а к ж е  средств их 
п о д а в л е н и я  при про ек ти рова ни и САУ.

В  ка ж до й  гл аве  книги подробно излагаются  л иш ь вопросы, 
д о с т а т о ч н о  общие или типовые,  которые могут сл уж ит ь  осно
в о й  д л я  ра зра бот ки  ан ал о ги ч н ы х  новых САУ разны х типов. 
М а т е м а т и ч е с к а я  т р а к т о в к а  рассмат рив аемых вопросов позво
л я е т  проследить п о рядок  образовани я  расчетных ф орм ул  или 
гр аф и ч еск и х  методов расчета.



Глава 1

В В Е Д Е Н И Е  В Т Е О Р И Ю  СИСТЕМ  
АВТО М А ТИ ЧЕС КО ГО  У П Р А В Л Е Н И Я

1.1. ОСНОВНЫЕ п о н я т и я  
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

При  управлении к а к им -либ о  объектом без у ч ас т и я  человека  
обеспечивается  постоянство определенной физ ической  величи
ны, характеризующей состояние  объекта,  или из мен ен ие  этой 
величины в соответствии с некоторым за кон ом на основании 
конкретной информации.  Осущ ествляет ся  это с п о м о щ ь ю  си> 
стемы автоматического у п р а в л е н и я  (САУ),  к о т о р а я  состоит  из 
двух основных частей: о б ъ е к т а  управления  и у п р а в л я ю щ е г о  
устройства .  Объектом у п р а в л е н и я  может  быть  л ю б о е  у п р а в 
ляемое  техническое устройство  или какой-либо технологиче
ский процесс.  Состояние о б ъ е к т а  зависит  от п р и л о ж е н н ы х  к не
му воздействий (g { t ) )  и от собственных п а рам етро в ,  поэтому х а 
рактеризуется  выходной величиной у  ( / ) .  Воздействие  g ( t ) ,  посту
паю щее  на вход уп р ав л яю щ его  устройства и с о д е р ж а щ е е  ин фор
мацию о требуемом зна ч ен ии  y { t ) ,  н а з ы в а е т с я  з а д а ю щ и м  
воздействием.  Воздействие,  пос тупающее от у п р а в л я ю щ е г о  уст
ройства — z ( i )  — на вход о б ъ е к т а  д ля  обеспечения в нем ж е 
лаемого  процесса,  наз ывае тся  у п р а в л я ю щ и м  воздействием.  
Воздействие,  приложенное к объекту  — f ( t )  — и в ы з ы в а ю щ е е  
отклонение  управляемого п а р а м е т р а  от з а д ан н о г о  значения ,  
наз ываетс я  во зм ущающим  воздействием.

Н а  рис. 1Л представлена  одна из ф у н к ц и о н а л ь н ы х  схем 
САУ, на которой показаны основные элементы у п р а в л я ю щ е г о  
устройства  (УУ).  З а д а ю щ е е  воздействие,  ко торое  являе тся  
входным сигналом САУ и о пр ед еляе т  требу емый за ко н и з м е 
нения выходного сигнала,  поступает  на чувст вит ельны й эле 
мент  (ЧЭ) .  Кроме того, на эт от  элемент  п од аю тс я  с и г н а л ы  об
ратной связи у (i) и в о з м у щ аю щ ег о  воздействия  f ( 0 -  З а т е м  
с выхода  чувствительного эл е м е н т а  сигнал лг(^), кот орый я в л я 
ется функцией воздействия  .г, у, f  и х а р а к т е р и з у е т  ош ибку 
САУ, усиливается  усилителем (<У) и поступает на исполнитель 
ный механизм ( И М ) .  П о с л е д н и й  вы ра ба т ы в а е т  и по дает  на



о б ъ е к т  уп р а в л е н и я  (ОУ) у п р а в л я ю щ е е  воздействие.  Иногда  
при  ф о р м и р о в а н и и  у п р а в л я ю щ е г о  воздействия кр оме сигнала 
о ш и б к и  учитыв аю тся  его производные и интеграл.  Часто для  
о б ес п е ч е н и я  требуемых стат ич ески х  и динамических х а р а к т е 
р ист ик  системы используются  корректирующие устройства — 
п о с л е д о в ат е л ь н ы е  (КУ1)  и п ар ал л ель н ы е  (КУ2) .  В некоторых 
с л у ч а я х  в состав  САУ могут  входить еще и специальные э л е 
м ент ы ( д л я  согласования  от дел ьн ы х  частей системы)  и вычис
л и т е л ь н ы е  устройства  (д ля  реализации алг оритма работы 
у п р а в л я ю щ е г о  устройства).

С и с т е м а м  автоматического  управления присущи статическая 
и д и н а м и ч е с к а я  ошибки.  Статической ош ибкой  называется  
у стан о в и в ш е ес я  значение разн ос ти между зад ан ны м и конеч
ным зн а ч е н и я м и  уп ра вляемог о  пар аметра  при постоянном з н а 
чении з а д а ю щ е г о  или во зм у щ аю щ его  воздействия.  Д и н а м и ч е 
с ко й  о ш и б к о й  называется  зна ч ени е  разности м еж ду заданным  
и т е к у щ и м  значениями уп р ав л яем о го  сигнала.  Величины ста 
тическ их и динамических о ш и б о к  управления в большой сте
пени з а в и с я т  от структуры упра вляющ его устройства,  опреде
л я ю щ е г о  т а к  называемый з а к о н  управления .  Система,  у кото
рой с т ат и ч еска я  ош ибка  не равна нулю, называется 
статической,  а с нулевой статической ошибкой — астатической. 
С т а т и з м  или астатизм САУ определяется  относительно з а д а ю 
щ его  или во зм ущаю щего воздействия.  В одной и той ж е  САУ 
эти св ой ства  могут с о вп ад ать  или не совпадать.

П а р а м е т р ы  САУ обусловлены  свойствами отдельных ее э л е 
мент ов  (например,  инерционностью,  коэффициентами усиления,  
трения  и т. д .) .  П а р а м е тр ы  систем могут быть постоянными  и 
п е р е м е н н ы м и .  В том случае ,  когда  параметры постоянны или 
и з м е н яю тс я  по линейному за ко н у,  САУ называется  ли н ейн ой  
системой,  в противном с л у ч а е  — нелинейной системой.  Ни в к а 
кой реа л ь н о й  САУ па р а м е т р ы  никогда не бывают постоянными



или изменяются по линей ном у закону,  но часть  их м о ж н о  счи
тать  таковыми с большей или меньшей степенью точности.

1.2. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я
СИСТЕМ А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Классификацию САУ м о ж н о  производить  с с а м ы х  ра зны х 
позиций. Это связано со сложностью структ ур  САУ,  их р а з 
личной физической сущностью,  назначением, о б ластью  п ри м е
нения и т. д. По в и д у  ис п о л ь з уе м о й  у п р а в л я ю щ и м  устройст
вом  информации  р а зл и ч аю т  разомкнутые  и зам кн утые СЛУ.

В разомкнутых системах отсутствует о б р а т н а я  связь  м е ж 
ду  выходом объекта упр авлени я  и входом у п р а в л я ю щ е г о  уст
ройства.  В таких системах уп р а в л я е м а я  в е лич ин а  не к о н тр о 
лируется .  При наличии обратной связи о б ъ е к т  у п ра влени я  и 
уп равляю щее  устройство о б р аз у ю т  з ам кн ут ы й  контур,  обеспе
чивающий автоматический контроль  за  состоянием объекта  
управления.

П о  характеру из мене ния  за да ю щ его  воздействия  САУ м о ж 
но разделить  па следующие системы:

автоматической стабилизации,  в которых з а д а ю щ е е  возд ей
ствие постоянно; они пре дназначены д ля  п о д д е р ж а н и я  посто
янства некоторого физического  па ра ме тра  (темп ер ату ры,  д а в 
ления ,  скорости вращения и т. д . ) ;

программного управления ,  в которых з а д а ю щ е е  воздейст
вие изменяется по какому-либо зар анее  известном у з а к о н у  (на
пример,  по определенной п рогра м м е  може т  о с у щ ест вл ять ся  из
менение скорости вр ащ ен ия  эле ктропривода ,  изм енение  т е м 
пературы изделия при его термической о б р а б о т к е  н т. д . ) :  

следящие,  у которых з а д а ю щ е е  воздействие  из меняе тс я  по 
произвольному, заранее  неизвестному закону;  они использу
ются при дистанционной записи переходных процессов*,  для  
согласования  каких-нибудь пар аметров  об ъ е к т о в  уп ра вл ен и я  
при изменении внешних условий и т. д.

В последнее время бо ль шое значение п р и о б р е т а ю т  САУ, 
которые называют адаптивными  или сам о п р и с п о с а бл и в а ю щ и -  
мися.  Системы эти характ ериз ую тс я  наличием в них какого- 
либо абсолютно неизвестного действующего ф а к т о р а .  Они мо
гут приспосабливаться  к изменению внешних условий работы,  
а т а к ж е  улучшать свою раб о ту  по мерс н а к о п л е н и я  опыта.  
Х арак тер ны м примером адаптив ной  системы м о ж е т  явиться 
автоматически управл яемый снар яд ,  пре следу ю щи й цель,  а не
известным фактором — ст ратегия  уклонения  це ли от встречи.

В свою очередь,  ада п ти вн ые  системы д ел ятся  на оптималь
ные,  которые обеспечивают автоматическое  п о д д е р ж а н и е  в к а 

* В результате изменения за д а ю щ е г о  или в о зм у щ а ю щ его  воздействия в 
САУ наблю дается  процесс, который возникает при п ер ех о д е  от  одного  уста
новившегося состояния к другом у.



к о м - л и б о  о б ъ е к т е  н а и в ы г о д н е й ш е г о  э к с п л у а т а ц и о н н о г о  р е ж и м а ;  
самонастраивающиеся ,  у  к о т о р ы х  п а р а м е т р ы  н е  о с т а ю т с я  н е 
и з м е н н ы м и ,  а  п р е о б р а з у ю т с я  при и з м е н е н и и  в н е ш н и х  у с л о в и й ;  
с а м о о р г а н и з ую щ и е с я ,  у  к о т о р ы х  а л г о р и т м  р а б о т ы  н е  о с т а е т с я  
н е и з м е н н ы м ,  а  п р е о б р а з у е т с я  п р и  и з м е н е н и и  в н е ш н и х  у с л о в и й ; 
с ам ообу чаю щ ие ся ,  к о т о р ы е  а н а л и з и р у ю т  н а к о п л е н н ы й  о п ы т  
у п р а в л е н и я  о б ъ е к т о м  и н а  о с н о в а н и и  э т о г о  а в т о м а т и ч е с к и  с о 
в е р ш е н с т в у ю т  с в о ю  с т р у к т у р у  и с п о с о б  у п р а в л е н и я .

П о  характе ру  действия  САУ  различают системы не п р е р ы в 
ного  или дискретного действия.  Система непрерывного дейст
вия  состоит толь ко  из звеньев,  у  которых выходной сигнал из
меняется  п л а в н о  при таком ж е  изменении входного сигнала .  
Система дискретного  действия  содерж ит  хотя бы одно звено,  
у которого выходной сигнал изменяется  дискретно д а ж е  при 
не пр еры вн ом  изменении входного сигнала.

П о  ха ракт ер у  пр е о бр а з о в а н и я  сигналов  САУ можн о под
ра з д ел и ть  на л и н е й н ы е  и нелинейные .

П о  характе ру  зависимости параметров  САУ во времени  
р а з л и ч а ю т  стационарные  и нестационарные  системы.

П о  кол ичеству  у п р а в л я е м ы х  параметров  САУ могут быть 
о д н о м е р н ы м и  и многомерными.

В основ у кл асси фик ац ии  С А У  можно положить и другие  
признаки.  Т ак ,  например,  их мож н о  классифицировать по ф и 
зической сущности системы или ее основных звеньев,  по м ощ 
ности исполнительного  мех ан из ма и т. д.

1.3. П Р О Г Р А М М Ы
И ЗАКОНЫ УПРАВЛЕНИЯ

С ис тем а  автоматического управ ления  осуществляет  поддер
ж а н и е  постоянного значения управл яемого  сигнала у  или его 
изм енение  по определенной программе.  При этом программа 
ли бо з а р а н е е  задается,  л и б о  изменяется  во время эк с п л у а та 
ции системы в зависимости от конкретных условии. П р о г р а м 
мы у п р а в л е н и я  могут быть вре менными,  т. е. у  =  у{1),  и пар а
метрическими,  т. е. з а д а в а т ь с я  в текущих координатах:  
у = у { Б ь  яг, . . 5Н).  где Яь яг, . . . ,  Яд — некоторые физические 
п а р а м е т р ы ,  х а р акт ери зу ю щ и е  те кущее  состояние объект а  в про
цессе у пр авлени я .

З а к о н  управ лени я ,  т. е. алгор итм  формировани я  наиболее 
ц елесоо бр азн ог о  сигнала уп равлени я  г,  должен обеспечивать  
т р е бу е м у ю  точность,  устойчивость и качество процесса уп р а в 
ления.  М атем атич ески  за ко н управл ени я  определяется  ур авне
нием у п р а в л я ю щ е г о  устройства .  Р азл и ч аю т  ли н е й н ы е  и н е л и 
н е й н ы е  з а к о н ы  у п р а в л ен и я .  Лин ейн ы е  законы определяются  
л и н е й н ы м и  уравнениями,  д л я  которых разра бот аны  многочис
ленные п р и к л а д н ы е  методы исследования  устойчивости,  точно
сти и кач еств а  процесса управ ления .  Д л я  формирова ния  л и 
нейных з а к о н о в  управления  применяются  конкретные схемы



технических устройств.  Нелинейные з а к о н ы  определяются  
разнообразными нелинейными у р авне ни ями .  Несмотр я  на о т 
сутствие общей теории нелинейных з а к о н о в ,  исследования  и 
опыт применения отдельных частых видов  нел инейн ых законов  
показывают,  что их использование  в С А У  знач ительно  р асш и 
ряет  возможности целесообразного  и з м е н ен и я  точности и к а 
чества процессов управления.  Н елин ей ны е з а к о н ы  управления  
можно сгруппировать  следующим образ ом:

а) функциональные,  при которых у п р а в л я ю щ е е  воздействие 
на объект  вы ра ж а е т с я  в виде нелинейной ф ун кц ии  от откл о
нения упр авляемой величины,  поступающей на вход САУ;

б) логические,  при которых у п р а в л я ю щ е е  воздействие и з 
меняется по сложному логическому алг о р и т м у ;

в) оптимизирующие,  при которых у п р а в л я ю щ е е  воздействие 
способствует опт имальному управлению о б ъ е к т о м  по какому-  
либо параметру,  х а р а кт ери зу ю щ ем у  С Л У  или  объект  упр ав 
ления;

г) параметрические,  когда  закон у п р а в л е н и я  вы раж ается  в 
виде нелинейной функции текущих к оо рд ин ат ,  в которых з а 
дается  пар ам етрическая  программа.

Следует  отметить,  что нелинейные з а к о н ы  управления  мо
гут быть связаны как  с изменением п а р а м е т р о в  СЛУ, так  и с 
изменением ее структуры.

1.4. З А Д А Ч И  ТЕОРИИ
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Теории автоматического  управления  и з у ч а е т  общие прин
ципы построения СЛУ  и методы исследования  процессов  в этих 
системах.  Перед пей ставятся  задачи р а з р а б о т к и  методов син
теза ,  анализа ,  коррекции,  эксперим ент ально го  исследования  и 
на ладки СЛУ. С помощью методов синте за  м о ж н о  осущест
влять  выбор  схемы взаимодействии эле мент ов  СЛУ, а т а к ж е  
параметров  и характерист ик  этих элементов  та ким  образом,  
чтобы система в целом удовлетворя ла  з а д а н н ы м  требованиям 
к ее поведению в статике и динамике . М е т о ды  а на лиз а  позво
ляю т  определить качественные показатели СЛ У ,  а в случае их 
отличия ог  зад ан ны х  — ука за т ь  пути у луч ш ен и я  статических и 
динамических свойств системы.  Измене ние  ж е  статических и 
динамических свойств осуществляется  е по м о щ ь ю  методов ко р
рекции. Методы экспериментального ис следо ван ия  и наладки 
СЛУ дают  возможность  наиболее  р а ц и о н а л ь н о  и оптимально 
исследовать и настроить систему в р е а л ь н ы х  условиях работы.

В настоящее  время ра зр аб от к а  и п р о е к ти ровани е  САУ пред
ставл яет  собой довольно сл о ж н у ю  задачу ,  р еш ен и е  которой мо
ж е т  быть достигнуто разны ми путями.  Ч то бы  спроектировать 
САУ, уд овлетворяющую всем требо ваниям технического з а д а 
ния, обычно приходится просчитывать  и с р а в н и в а т ь  м еж ду со



бой несколько  вари ант ов  поэлементной и принципиальной схе
мы. М но гозн ачн ос ть  решения д ел ае т  проектирование САУ твор
ческой и н ж е н е р н о й  задачей.  С лож но сть  ее решения в зн ач и
тельной степени зависи т  от вида диф фер енц иал ьны х уравнений,  
опи сывающих статические  и динамические  характеристики 
САУ. О д н а к о  современный уровень  ра зви тия  математики ч а 
сто о к а з ы в а е т с я  недостаточным для  разре шени я некоторых 
задач  теории автоматического  управления.  Тогда  используют 
экспе рим ент альн ое  исследование  и моделирование ,  которые о б 
легчают р а с ч е т ы  и способствуют созданию приближенных ин
женерных  м ето дов  решения задач .



Глава  2

Л И Н Е Й Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

2.1. У Р А В Н Е Н И Я
Т И П О В Ы Х  З В Е Н Ь Е В  И СИСТЕМ

При синтезе и ан ал и зе  СДУ ее р асчл ен я ю т  па типовые з в е 
нья, которые различают ся  динамическими свойствами.

Типовые динамические  звенья  о п и сыв аю тся  определенными 
диффе ренциал ьны ми уравнениями.  Это п о зв ол яет  ра ссма три 
вать качественные показатели САУ вне завис имо сти от ф и з и 
ческой природы ее элементов.  Поэтому в осно ву  кла ссификации 
звеньев кладется  вид диффер енц иал ьно го  уравнен ия ,  которым 
могут описываться весьма разно об раз ные  устройства  как по 
своей функции,  т ак  и по своему конструкти вно му  оформлению.

В теории автоматического  управления  ш иро ко пр и мен я
ется операторная  (символическая)  ф о р м а  за пи си д иф фе ре нц и
альных уравнений.  В операторной ф ор м е  д иф ф ер енц иа льн ы е  
уравнения приобретают более простой вид, уменьшается  объем 
записи,  а при исследовании СДУ по многих сл у ч а я х  с о к р а щ а ю т 
ся промежуточные математические пре об ра зо вани я .  В такой 
ф орм е операцию дифференцирования  о б о з н а ча ю т  следующим 
образом:

а операцию интегрирования  — обратной величиной:

л /

о о о

Используя  операторную форму записи, можн о,  например,  диф 
ференциальное  уравнение



представить  в виде

а 0х р г +  а }хр*  +  а * х р  +  а ъх  =  f { t )

или
( а У  +  а хр 2 +  а,гр  +  а 3) х  =  }  { t ) .

В общем ви де  диффе ренциал ьны е уравнения звеньев С А У  
записыва ют ся  к а к

d ( p ) x B 1лх =  !гхвх

или
d { p ) x u„  =  m ( p ) x Bxt (2.1)

где x ax и х ВЬ1х — соответственно входной и выходной па р а м е т 
ры звена  САУ; k  — к о э ф ф и 
циент  пропорциональности;  
d ( p )  и т ( р ) — операторные 
полиномы (многочлены) 
от р.

Если диф фе ренц иал ьны е / 
уравнен ия  составлены при 
нулевых на ча льных  ус лови
ях,  то символ р  можн о р а с 
с м атр и вать  как  а лгеб ра ич е
ское число. Это позволяет  
д л я  решения диф ференци
альн ых  уравнений использо
ва т ь  алгебраические  методы.
В дальнейшем,  когда  потре
буется учет ненулевых н а 
ч альны х условий,  будут сде
ланы  специальные оговорки.

Основной хара кт ерис ти
кой динамического  звена  я в 
ляе тся  его пер ед аточная  
функция,  которая находитс я  
из диф фе ренциал ьно го  у р а в 
нения  при нулевых н а ч а л ь 

ных услов ия х к а к  отношение  из ображе нии по Л а п л а с у  выходно
го и входного сигналов:

^ ( Р ) ~ - х в|ЛХ(р). *„*(/>)■ (2.2)

З н ая  пе реда точ ную  функцию звена,  мож н о  определить выход 
ную его величину,  переходя от изображении к оригиналам,  из 
в ы раж ен и я  x Bhlx= W ( p ) x Bx.

Д л я  оценки динамических свойств звеньев используют в р е 
менные и частотные характеристики.  К временным х а р а к т е 
ристикам зв ень ев  относятся их переходные функции.  П е р е х о д 

Рис. 2.1.



н а я  функц ия звена  h{t )  опр е д е л яе т  его ре акц ию на еди ни чн ую  
•ступенчатую функцию л*Вх = 1 ( 0  (рис.  2.1, а )  и х а р а к т е р и з у е т  
переход зв ен а  от одного устан ови вш егося  состояния  к д р у г о м у  
(рис. 2 . 1 , 6 ) .  Выражение  ф унк ц ии  k ( t )  можно получить  п о с р е д 
ством решения диффере нциал ьно го  уравнении,  ко торы м о п и с ы 
вается ди н ам и к а  данного зв ен а  при .vBX= l ( / )  и н у л е в ы х  н а 
чальных условиях.

З а  единичную ступенчатую ф у н к ц и ю  принимают с к а ч к о о б 
разное  воздействие  с величиной с к ачка ,  равной единиц е  при 
¿ > 0 :

V * =  /  0 ПР" f  <  (2.3)
Л“  { 1 при 0. 1 }

Ступенчатый сигнал — весьма распрост ранен ный  вид вх одного  
воздействия в САУ, например мгновенный поворот  з а д а ю щ е й  
оси следя щ его  привода,  мгновенное  изменение мо мент а  н а 
грузки эле ктропривода  и т. д.

А

Р и с .  2.2.

Д р у г и м  т а к ж е  распространенным видом входного в о з д е й с т 
вия в САУ являе тся  единичная и мп ульсн ая  входная  ф у н к ц и я  
или дельта -функция,  п р е д с та в л я ю щ а я  собой производную е д и 
ничной ступенчатой функции:

8 ( 0 =  Г ( 0 .  (2.4)

Дел ь та -ф у н к ц и и  свойственна то жд ест венн ость  нулю повс юду ,  
кроме точки t = 0 ,  в которой он а  стремится  к бесконечности 
(рис. 2.2, а) ,  т. е.

> / / \    (со При ¿ =  0,
при ¿ : : 0 .

+ <»
П л о щ а д ь  дельта-функции р а в н а  единице ,  т . е .  / 6 ( г } < ^ =  1. П р и -

—со
мером импульсного воздействия м о ж е т  быть к р а т к о в р е м е н н ы й  
ток короткого  замыкания ге н е р а то р а ,  который о т к л ю ч а е т с я



п л а в к и м и  п ре дохра ни теля ми ,  кратковременный удар  нагрузки 
н а  в а л у  э л е кт ро двиг ате ля  и т. д.

Р е а к ц и я  дина мич еског о  звена ка единичную импульсную 
ф у н к ц и ю  на зывается  ф у н к ц и е й  веса о;(7) (рис. 2.2, б).

С в я з ь  м е ж д у  переходной и весовой функ ц ия ми линейных 
з в е н ь е в  аналогично ф о р м у л е  (2.4) вы раж ается  как

■к ' (* )= А '< 0 ,  
и наоборот ,

/ г ( 0  =  1 т ф Ш .  (2.5)
о

У ч и т ы в а я  это простое соотношение  между переходной и весо
вой функц иям и,  в д ал ь н е й ш ем  будем использовать  в основном 
п е р в у ю  из них, имея в виду,  что вторую всегда  можно полу
чить  из выраже ни я  (2.5).

Ра ссм отр и м  частотную функцию, которая являе тся  в аж н ей 
ш ей  характеристикой динами ческого  звена.

П р и  подаче на вход звена  гармонического воздействия 
Хвх =  х вх5\п(})1 (дгвх — а м п л и т у д а;  со— угловая  частота  этоговоз-  
дей ств и я)  на выходе  этого  звена  в установившемся  режиме 
будет  получена т а к ж е  гармониче ска я  функция вида х ВЫх =  
—  Хвыхбт (и^ +  ср), о т л и ч а ю щ а я с я  от входной по ам плитуде  н по 
ф а з е .  Предс тави в  вход ну ю и выходную гармонические  ф у н к 
ци и в символической записи:

■ х ^ ~ Х вхе ^ ‘,
Лимх  ИЫХ0 1

получим частотную пе ред аточную  ф\нкц ию  » виде

1 Г ( »  =  Л ( ш ) ^ -  (2.6)

или
Г ( > )  =  Р Н  +  У О Ы .  (2.

г д е  Л (со) и ф(о>) — м о д у л ь  (т. е. амплитуда)  и аргумент  (т. е. 
ф а з а )  частотной пере да точ ной  функции; Р{(о) и (3(о>)— веще
с твен на я  и мнимая  части  частотной передаточной функции.

Поско льк у  частотная  передаточная  функц ия №(уа)) почти 
всегда  дробн о -р а ц и о н а л ь н а я ,  то ее модуль  ра вен отношению 
м о ду л я  числителя к  м о д у л ю  знаменателя ,  т. е. отношению а м 
п л и т у д  выходного с и г н а л а  к входному. Аргумент  или ф а з а  этой 
ж е  функции УУЦю) р а в н ы  разности аргументов  числителя и 
з н а м е н а т е л я ,  т. с. сдвигу  ф а з  выходного сигна ла  относительно 
входного.

Д л я  нахождении вещественн ой и мнимой частей передаточ
ной функции № {}ь)) н еобходи мо освободиться от мнимости в ее 
зна мена теле .  Д л я  этого  следу ет  числитель и зн амена тель  ч а 
стотной передаточной ф унк ц ии  умножить на сопряженный з н а 



менателю множитель .  Например,  если частотная  п е р е д а т о ч н а я  
функция ра вна  ^ ( / о ) )  =  ̂ / [ /й) (1+/о>7 ' ) ]  (к  — коэффициент  п е р е 
дачи;  Т — постоянная  времени) ,  то,  у м н о ж а я  числитель и з н а 
менатель и^(/ы) на сопряженный зн а м е н а т е л ю  комп лек с ,  п о 
лучим ЧУ [}&) =  /е/ со (1—/£о7) /[— о>2(1-|-о)27'2) ^  откуда посл е  р а з 
деления  на вещественную и м н и м у ю  части будем иметь

Р ( ш ) —  -  £ 7 7 ( 1  7 '“ >,

д ( ш) =  - / г  [ш (1 -{- ог 7'2)[.

Д л я  наглядного  представления частотных свойств д и н а м и 
ческих звеньев  используются так  н а з ы в а е м ы е  частотные х а р а к 
теристики:  во-первых,  ам пл иту дная  частот ная  х а р а к т е р и с т и к а  
(АЧХ),  ко торая  определяет  за вис и мо сть  амплитуды в ы х о д н о г о  
сигнала от частоты колебаний при постоянстве а м п л и т у д ы  
входного сигнал а  (рис. 2.3, а ) ;  во-вторых,  ф азов ая  ч а с т о т н а я  
ха ракте рис тика  (ФЧ Х),  п о к а з ы в а ю щ а я  фазо вы е сдвиги,  в н о с и 
мые звеном на разных частотах (рис.  2.3, б)-, в-третьих, а м п л и -

тудно-фазовая  частотная  ха рак терис тика  (А ФЧ Х),  которая  о б ъ 
единяет ампл ит удну ю и фа зо вую  частотные  х а ракт ери стик и 
при использовании их в качестве п о л я р н ы х  координат  (рис .



2 . 3 , 0 ) .  К а ж д а я  точка  А Ф Ч Х  соответствует определенному з н а 
ч ен и ю  частоты м. Эту  характе рис тику можн о построить и в пря
моугольной системе к о о р д и н а т  — в комплексной плоскости.  
П р и  этом ко о р д и н ата м и  будут  показанные на рис. 2 .3 ,0  про
ек ц и и  P h D  вектора  А на соответствующие оси.

Иногда  строятся  т а к ж е  вещественная Р(ь>) и мнимая  Q (со) 
час тотные х ар ак тер и сти к и  (рис. 2.4).

Согласно ф о р м у л а м  (2.6) и (2.7) связь  м е ж д у  названными 
частотны ми х а р а к т е р и с т и к а м и  определяется следующими вы
р аж ени ям и:

А  (о , )  =  У Р -  (ш )  Q-  i w ) ,

(р («>) =  arctg (Q(w)  P ( w ) I ,
Р ( ш )  =  A  (w) ros y (w),

Q  (со) =  A (w) sin  <p (w).
Ч а сто тн ая  п е р ед ато ч на я  ф ункция звена мож ет  быть непосред
ственно получена из его передаточной функции (2.2) путем 
з а м е н ы  оператора  р  на / (со),  т. е. K’’(/w) =  W ( p )  Iр«=/м-

П р и  исследовании САУ
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а мпл итудную и фазовую 
частотные характеристики 
удобно строить  в л о г а 
рифмич еских  коорди на
тах.  Это дае т  в о з м о ж 
ность построить л о г а р и ф 
мические частотные х а 
ракт ери стик и (ЛЧХ) д а 
ж е  д л я  сложн ых  у с т 
ройств исключительно 
просто.  П р о л о г а р и ф м и р у 
ем в ы р а ж е н и е  частотной 
передаточной функции 
(2.6):

1и V/  ( / ш )  =  1п А  (ш)

- Ь уХ ш)-
И з  этого  в ы ра ж ени я  вид 
но, что член 1пЛ(ш)  оп р е 
дел я е т  логарифмическую 
ампл итудную частотную 
хара кт ер ис ти ку  (Л А Х ) ,  а 
ф(ш) —  логарифмическую 
фа зо ву ю  частотную х а 

рактеристику ( Л Ф Х ) . Д л я  построения Л А Х  находится  величина 
(со) — 20 ^ Д ( ш ) ,  к о т о р а я  вы ража ется  в децибелах* и строится

* Д ец и бел  равен о д н о й  десятой  бела. Б ет  п редставляет  собой логариф 
мическую единицу, к о то р а я  соответствует десятик р атном у  увеличению иощ-

0,01 С, 1

Рис. 2.5.
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так же ,  как и в логариф мическо м масшта бе  частот.  Поско льку  
мощность  сигнала пропорцио на льн а  к в а д р а т у  амплитуды,  
а 1 £ Л 2 =  2 ^ Л ,  то  усиление  в белах,  вы р а ж е н н о е  через  отно
шение амплитуд Л, равна  2 1 ^ Л .

На  рис. 2.5 изображена  с тан дар тн ая  сетка,  ис п ол ьз уемая  
для  построения ЛАХ и Л Ф Х ,  По оси абсцисс о т к л а ды в а е т с я  
угловая  частота о» в логариф мическо м м асш табе ;  отрезки  оси, 
соответствующие изменению частоты в од ин ак овое  число раз,  
ок азы ваю тся  равными.  И н т е р в а л  частот,  о т л и ч а ю щ и х с я  друг 
от друга  в 10 раз,  наз ываю т  декадой  и обычно пр и н и м аю т  за 
единицу логарифмического  м а с ш т а ба  частот. Ось  о р д и н а т  мо
жет  пересекать ось частот  в произвольном месте, т ак  
как точка,  соответствующая о> =  0, находится  с л е в а  в беско
нечности (1 0 —- о о ) .  Ве ртик альн ую  ось обычно пр о в о д я т  так,  
чтобы справа от нее о к а з а л с я  диапазон частот,  существенных 
для  данного  устройства. П о  оси ординат  о т к л а д ы в а е т с я  модуль 
частотной передаточной ф у н к ц и и  Д(<и) в л о г а р и ф м и ч е с к и х  еди
н и ц а х — децибелах.  Ш к а л а  децибел  по оси ор дин ат ,  к а к  вид
но из рис. 2.5, равномерна .  Отношение  ам пл ит уд  выходного  и 
входного сигналов,  равное  ед и шщ с,  соответствует ну лю  д е ц и 
бел (так  как  201^1  =  0), через  эту точку проходит ось частот.  
Т о ч к и  амплитудной характеристики,  л е ж а щ и е  н и ж е  оси частот,  
соответствуют усилению, ме н ь ш е м у  единицы, т. е. ослаб лен и ю 
(затуханию)  сигнала.  Н и ж н я я  половина гр а ф и к а  п р е д н а з н а ч е 
на для  построения ЛФХ.  Ось  частот этой части г р а ф и к а  повто
ряет  верхнюю горизонтальную ось. По оси о р д и н а т  о т к л а д ы 
вается величина сдвига ф а з ы  ф ( м ) в  градусах,  в обычном 
масштабе .  Как увидим дале е ,  точку  нуля дец иб ел  удобно сов
местить с ср =  — 180°; по лож ит ельн ые значения  ф а з о в о г о  сдви
га от кла дываю тся  по оси о р д и н а т  вниз.

Гл ав ны м достоинством логар ифмическо го  м ето д а  являе тся  
возможность  построения час тотны х  хар акт ерист ик  неп осредст
венно по виду передаточной функции.  Кром е того ,  использо
вание  логарифмического  м а с ш т а б а  позволяет  и з о б р а з и т ь  ч а 
стотные характеристики уст рой ства  в очень ш и р о к о м  д и а п а з о 
не частот и усилений (так  к а к  изменению велич ин ы в 10 раз 
соответствует изменение л о г а р и ф м а  лишь на е д и н и ц у ) .

Рассмотрим  временные и частотные х а р а к т е р и с т и к и  основ
ных динамических звеньев.

Безынерционное звено опи сывается  уравнением

•*вых

где к  — коэффициент передачи (усиления)  звена .  П е р е д а т о ч 
ная функция этого звена постоянна:  VI7(р) =

ности, т. е. 1 бел соответствует усилению  мощности с  10 раз,  2  бела  —  
в 100 раз,  3  бела — в 1000 раз и т. д.



К  безынерци онным зв ень ям мож но  отнести (рис. 2.6, б) де
л и т е л ь  н а п р яж е н и я ,  электр онн ый или полупроводниковый уси
лит ель ,  п остоян на я  времени которого пренебре жимо  мала ,  н 
т. д.

П
£

¡..ль

>

С)

Рис. 2.6.

П е р е х о д н а я  функция безынерционного звена являе тся  сту
пенчатой (рис. 2 .6 ,в ) :  д'ных =  /1 ( 0  =  И ( ' 0 .  а логарифми чес кая  
а м п л и т у д н а я  хара кте рис тик а  представляет  собой прямую, про
х о д я щ у ю  п а р ал лель но  оси частот  на выходе в дец ибе
л а х  (рис.  2.6, г ) .

Ф а з о в ы е  сдвиги в безынерционном .звено отсутствуют при 
любой частоте  входного с и гн ал а ,  т. е. (р =  0. Поэтому  Л Ф Х  это
го з в е н а  совпадает  с осью частот  и, следовательно,  может  не 
у чи т ы в а т ь с я  при расчетах.

Апериодическое  звено описывается  уравнением

•^вих --
где Т  —  постоянная  времени звена.  Передаточная  функция 
этого зв е н а  запи сывается  к а к

\ Р { р ) = к  (1 +  Тр).  (2.8)
П р и м е р а м и  такого  типа зв ена  могут быть цени Н С  и ИЬ,  изо
б р а ж е н н ы е  на рис. 2.7, а, б.

П е р е х о д н а я  функция апериодического  звена  описывается 
у р авне ни ем  экспоненты (рис.  2.7, в)

* И1«  —  А {/) =  /г (1 — е 1,г).
Велич ин а  отрезка ,  о т с ек а е м ая  на асимптоте касательной к экс
поненте  при / = 0 ,  ра вна  постоянной времени Т. Прич ем  к аса 
т е л ь н у ю  м о ж н о  провести из любой точки экспоненты, перенося 
в эту ж е  точку  начало коорди на т .



Практич ески время пе реход ног о  процесса счи тае тся  р а в н ы м  
примерно трем постоянным времени,  т. с. Т, а в более  
точных расчетах *п — 4Т-г-57\

б
С г.

° *-—1 в а

с ==. и. и

>(*1 т.рс к-1 и  ь/ч

Р ис .  2.7.

Д л я  построения логари фми че ск их  характе рис тик  этого  з в е 
на найдем частотную функцию из выр аж ен и я (2.8) ,  под ста ви в  
в него р =  /о :

У / и * ) ^ 1 Ц \ + ] ф Т ) .
Лог ари фмическ ую а м пл ит уд ну ю  характ ерист ику ,  о п и с ы в а е 

мую вы раж ени ем

Л («>) =  20 =  201(?А — 2 0 1 ( з У Й - о > 27 ' \  (2.9)

строят  приближенно.  Д л я  этого  с н а ч а л а  находят  с о п р я г а ю щ у ю  
частоту ( 0 = 1 / 7 ’ и наносят ее  на ст андартную сетку  (см.  рис.  
2.5). При малых частотах <»>< 1/7' и о)27 2«с1 в ы р а ж е н и е  (2.9) 
можн о заменит ь  приближенным:  / , ( о ) ) ^ 2 0 к о т о р о м у  со от
ветствует на рис. 2.7, г пр ямач  А В , п а р а л л е ль н а я  оси частот.  
При  больших частотах, когда с о> 1 /7 ’ и о 27'2> 1 ,  в м есто  в ы р а 
жения (2.9) получают п р и б л и ж е н н о е  в ы р а ж е н и е  ¿ ( а > ) ^  
^¿201^  А— 201й’ со7’, которому на  рис. 2.7, г соответствует  п р я 
мая  В С  с отрицательным н а к л о н о м  20 д Б  на д ек аду ,  п р о х о д я 
щая  через точку с ко о р д и н ата м и  ¿ . ( о ) ) = 2 0 1 § £  и « > = 1 / 7 \  
Л о м а н а я  линия А В С  и есть п р и б л и ж е н н а я  ЛАХ,  ко т о р у ю  о б ы ч 
но используют при расчетах. Д е й с т в и т ел ь н а я  ЛАХ ,  и з о б р а ж е н 



н а я  пун ктиром,  отличается  от приближенной самое  большее 
н а  3 д Б  в точке  В.

Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф а з о в а я  характеристика  такого  звена  опи
сы в а е тс я  выраж ени ем  ср(ы) = — а п ^ ю Г ,  из которого видно, 
чт о  при  сопр ягающ ей частоте  фазовый сдвиг с р = — 45°. Д л я  
час тот ы о*= 0  сдвиг  по ф а з е  равен нулю, а при о)-*-оо 
ф->»— 90°. К рив ая ,  п р е д с т а в л я ю щ а я  ЛФХ, симметрична отно
сит ельно  сопрягающей час тот ы (см. рис. 2 .7 , г ) .  Построение  
Л Ф Х  м о ж н о  произвести с помощью шаблона ,  сделанного  по 
то ч к а м  относительно о р д и н а т ы  сопрягающей частоты:

П о с т р о и в  одну ветвь, втор ую проводят на основании условия 
сим метрии.

Ко л ебател ьн о е  звено описывается  дифферен циальны м ур ав 
нением

где  с  — па рам етр  за т у х а н и я ,  0 < с < 1 .  Передат очн ая  функция 
этого  зв ена

] У { р )  =  к Ц ] + 2 с Т р +  7 У ) .

П р и м е р о м  колебате льног о  звена  могут быть РЬС-и,епя  
(рис.  2.8, а, б ) .

П е р е х о д н а я  функция колебательного  звена  (рис. 2.8, в) опи
сы в а е т с я  выраже нием

Ч а с т о т н а я  функц ия его и м еет  вид 
IV (уш) =  й/(1 - [ -2 с / ш Т  — о}~Т2).

Постро ен ие  Л А Х  т а к о г о  звена делается в соответствии 
с в ы р а ж е н и е м

П р и  м а л ы х  частотах,  к о г д а  а ) < \ / Т  и о>27 2*С1, вместо  в ы р а ж е 
ния  (2.10) пр и бл иж енн о будем иметь ¿ ( ( о ) ~ 2 0 ^  к,  чему бу
д е т  соответствовать  на рис.  2.8, г  пряма я  А В ,  п а р а л л е ль н а я  оси 
частот .  П р и  больших час тот ах ,  когда <о>1/Г и ы2Т 2^$>[, вме
сто в ы р а ж е н и я  (2.10) по луч им  приближенное вы ра ж ени е

I  («>) —  2 0 V —

Частота, дек . Фапа. град.

0
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[ Т 2р - +  2сТр  +  1 ) х вых =  Лдс

I  (ш) =  20 \ g k - 2 0  \% ] / { \  ~  м - Т - у  +  4г2ш2Р . ( 2 . 10)



Этому выражению соответствует  пр я м а я  С£> (рис.  2.8, г ) ,  имею
щ а я  отрицательный наклон  40 дБ  на д ек ад у .  Л о м а н а я  линия 
А В С Д  представляет собой при ближе нную Л А Х ,  которой м ож 
но воспользоваться при изменении п а р а м е т р а  з а т у х а н и я  в пре
де лах  0 , 5 < с < 1 , 2 .  П р и  зат ухани ях ,  меньших или  больших у ка 
занных пределов,  дей ств ительная  ЛА Х будет  знач ительно  от
личаться  от приближенной.

5

и”‘”  *’ Ф ' —

г

Л огариф мическ ая  ф а з о в а я  характе рис тика  колебательного  
звена,  описываемая  вы ра ж ени ем

ср (ш) =  — \2 сы Т  (1 — и2У2)],

построена на рис. 2.8, г д л я  разных значений п а р а м е т р а  зату
хания:  0 < с < 1 .

Интегрирующее звено описывается диф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  
уравнениями

с1хвых!(Ц —  к х 9Х или р х Вш  =  к х „ .

Выходной параметр  можн о определить  из ур ав н ен и я  с помо
щью интегрирования:

г

П ередат очн ая  функция этого звена  за пи сывается  как  IУ{р)  =  
— к! р.



К  и н те гри ру ю щ и м  звеньям можн о отнести примеры,  приве
денные на  рис.  2.9, а, б: ЯС-цепъ,  интегрирующий операцион
ный у си л и тел ь  и т. д. П ер ех о дн ая  функция рассматриваемого  
звена  (рис.  2.9, в)  записывается  к а к

л аых =  А(^) =  АЛ 

Част от на я  его ф ункция имеет следующий вид:
\ ¥  ( /ш) =  £ (у'ш).

Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ам п л и ту д н ая  характеристика  интегриру
ющего з в е н а  строится  в соответствии с выражением

£  (ш) =  2 0 (А/ш),

которое  я в л я е т с я  уравнением прямой (см. рис. 2.9, г)  с н а к л о 
ном — 20 д Б  на декаду ,  проходящей через точку 201 при
о ) = 1  и пер есека ю ще й ось абсцисс  при частоте, равной к. 

а 5

Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф а з о в а я  характеристика  этого звена  пред
с т ав л я е т  собой прямую ф = 9 0 ° ,  которая па раллель на  оси ч а 
стот (см. рис.  2 . 9 ,  г ) .

Д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е е  звен о описывается уравнениями

41 с

г
дБ

д

О
*-
ь О ,-1

Рис. 2.9.

^аых —’ к(1хлх ( I — к р Х ах.
П е р е д а т о ч н а я  функция этого звена  записывается как 

№ ( р )  =  кр .

(2.М)

(2 . 12)



Д и ф ферен ц ир ую щи е  звенья  с такой п е ре дато ч но й функцией 
называю тся  идеальными.  Ре а л ь н о  д и ф ф е р е н ц и р у ю щ и е  звенья 
ч ащ е  всего применяются в СЛУ в качестве  корректирующих 
цепей и имеют в большинстве  случаев п е р е д а то ч н у ю  функцию 
следующего вида:

\Х^р)  =  к р ^ \ ^ Т р ) .

К  та ким  звеньям можно отнести (рис. 2.10, а, б )  диф фе ре нц ир у
ю щ ие  #С-цепи,  диф ференц иру ющ ие т р а н с ф о р м а т о р ы  и т. д.

SS

\ N. ^
\ \  <
V
\ ^

t

Рис. 2.10,

Нетрудно заметить,  что р е а л ь н о е  д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е е  звено 
представ ляет  собой два последовательно вк л ю ч е н н ы х  звена:  
идеально е  диффер енц иру юще е (2.19) и апе рио дич еско е  (2.8).

Рассмотрим динамические  характеристики р е а л ь н о г о  диф фе 
ренцирующего звена.  Ь>о переходная  ф у н к ц и я  оп ис ывает ся  в ы 
р аж ен и ем

x BIAX =  h ( í )  =  k e - ,:T}T.

(Кри вая  переходного процесса  представлена  на  рис. 2 .10 ,в.) 
Ч а с то т н а я  функция диффер енц иру ющ его зв е н а  записывается  
как

W  ( у  w ) =  k j w  {1 -f~ y'u) Т ) .

Т о г да  Л А Х  можн о построить в соответствии с в ы р аж ен и ем

L (<■>) 20 lg k  -  20 Ig У  \ Н- ш*7\



Д л я  м а л ы х  ч ас то т  (при о»<  1 /7") имеем со2Г2- с 1 ,  поэтому моле
но в о с п ольз ов атьс я  следующим приближенным выражением:  
I  (со) ~ 2 0 1  к  &(о, которому соответствует на рис. 2.10, г пр ямая  
линия А В  с по лож ительны м нак лоном 20 д Б  на декаду ,  пере
с ека ю щ ая  ось абсцисс  при частоте о> =\ /к .  Д л я  больших частот  
(<!)>1/Т и (о27 2^>1) в этом с л у ча е  ¿ ( ( о ) ~ 2 0 1  ̂ (А/7' ) , чему на 
рис. 2.10, г соответствует пр я м а я  ВС,  пар ал лель на я  осп абс 
цисс. Л о м а н а я  линия Л В С  есть пр и ближ енн ая  ЛАХ,  от ли ча ю 
щ ая ся  от дей ствительной (пунктирная  линия)  в точке излома 
на 3 дБ.

Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф азов ая  характерис тика  дифференц иру ю
щего  зв ен а  строится  в соответствии с выражением

сс (ш) =  +  90 — а!ч^и>7\

т. е. п р е д с т а в л я е т  собой сумму двух  слагаемых: =  и
ф2 — — агс 1£ о)7\ Ре зу л ьт и р у ю щ ая  Л Ф Х  при <0=1/7’ имеет ф а 
зовый сдвиг,  р ав н ы й  45°.

Если д иф фер ен ц и р у ю щ ее  звено описывается уравнением 
(2.11),  то  Л А Х  определяется  прямой А В ,  а Л Ф Х  — < р ] = +90°.

Из  расс мотр енн ых  типовых з ве н ье в  элементарными  я в л я 
ются безынерционное ,  интегрирующее и дифференцирующее.  
Все д руги е  зве нь я  можно сф ор ми ров ать  из элементарных пу
тем соответ ст вую ще го соединения их между  собой.

Звен ья ,  у  которых переходная  функция со временем за ту 
хает,  н а з ы в а ю т с я  устойчивыми.  Типовые звенья всегда устой
чивы. И х  дей ств ие  описывается линейными диф фе ре нц иа льн ы
ми у р а в н е н и я м и  с пол ожительными коэффициентами.  И с к л ю 
чение с о с т а в л я е т  интегрирующее звено, которое исходя из усло
вий устойчивости наз ываю т нейтральным.  В неустойчивых  
звеньях перехо дный процесс является  расходящимся.  Дейс твие  
этих з вен ье в  описывается линейными дифференциальными у р а в 
нениями с отрицательным и коэффициентами.  Прим ерами не
устойчивых зв ень ев  являю тся  звенья  с передаточными ф у н к 
циями:

*<.р) =  т т т р '
Д л я  устойчи вы х и неустойчивых звеньев одного типа АЧХ оди
наковы,  а Ф Ч Х  различны. На  одной и той же  частоте в ы н у ж 
денных к о л е б а н и й  сдвиг ф а з  в устойчивом звене по абс олют 
ной вел ич ин е  меньше,  чем в неустойчивом,  поэтому устойчивые 
звенья я в л я ю т с я  минимально-фазовыми,  а неустойчивые — не
ми н и м альн о-ф аз ов ы м и .  В а ж н о  т а к ж е  отметить, что ФЧ Х ти
повых з в е н ь е в  не зависит от коэффициентов передачи этих 
звеньев.

Способы соединения звеньев системы. При исследовании 
САУ ее м о ж н о  разбить  на комбинаци ю динамических звеньев  
с о п р ед елен ны м и передаточными функциями.  Будем считать ди- 
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намические звенья  направленными и не зав и си мым и,  т. е. т а к и 
ми, сигналы которых проходят только  от  входа  к выходу.  П о д 
ключение последующих 
звеньев не влия ет  на 0 
характер  переходных 
и устан авлив аю щихс я  
процессов в пр е д ы ду 
щих звеньях.  С л е д о в а 
тельно, исходные у р а в 
нения звеньев и их пе
редаточные функции 
останутся не из менн ы
ми. В системах а в т о м а 
тического управл ени я  
используются с л е ду ю 
щие соединения д и н а 
мических звеньев:  п о 
следовательное,  п а р а л 
л ел ьн о е  и соединение  
обратной связью.

При по сл ед овате ль 
ном соединении зве нь
ев (рис. 2.11, а) в ы хо д
ной сигнал п ре ды ду щ е
го звена являе тс я  
входным сигналом по
следующего.  Р е з у л ь т и 
р у ю щ а я  передаточная
функция равна  произведению передаточных функции отдельных: 
звеньев:

V  (р) =  ( р )  №■, (р) IV3 (р) . . .

или УУ(р) =  ( \ (2.13>

!=-1

При параллельном  соединении (рис. 2.11,о) на вход всех з в е 
ньев подается общий сигнал,  на выходе  образуется  сигнал,,  
являющийся  суммой выходных сигна лов  звеньев.  Р е з у л ь т и 
рующа я передаточная  функция равна  с у м м е  передаточных 
функций звеньев:

И '3( Р > + . . .\У ( р ) ~  и ^  (/ ; )+• \V-Ap)
п

и л и  Ц7 ( р )  =  V  X V( (р ). (2.14)

При соединении обратной связью (рис. 2.11, в)  выходной сиг
нал первого звена  является  входным д л я  второго.  Причем'  
входной сигнал первого звена образуется  в резу льт ат е  с л о ж е 



ния или вычи та н ия  входного и выходного сигналов второго 
звена .  Р е з у л ь т и р у ю щ а я  передаточная ф ункция будет описы
ваться  в ы р а ж е н и е м

УГ(р) =  Ф г ( р )  [1 - - И М р )  К-Лр)}.  (2.15)

З н а к  минус в этой ф о рм ул е  ставится при положительной об
ратной связи,  т. е. при сложении сигналов,  а зн ак  плюс — при 
отрицательной обр ат н о й  связи,  т. е. при вычитании сигналов.  
Если второе звен о отсутствует в цепи обрат ной  связи, то пере
дат оч на я  ф у н к ц и я  пр и мет  вид

W { p ) =  Щ { р ) , \ \  - : ^ Л р ) I-

Д л я  С Л У  с ко мбинированны м включением звеньев следует 
использовать  ф о р м у л ы  (2.13) — (2.15).

Методика  соста в л е н и я  структурных схем систем. Д л я  с о 
ставления  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений,  которые х а ра кт ери 
зуют процессы в СЛУ, требуется ра зд ели ть  систему на типо
вые звенья  с определенной комбинацией их включения,  т. е. 
составить ст р у кт у р н у ю  схему. Количество типовых звеньев,  
к которым своди тся  СЛУ, определяется  необходимой точно
стью ее описания .  Напр име р,  при наличии двух  разных аперио 
дических зв ень ев  с разными постоянными времени, в случае 
отличии  последних др уг  от друга  на п ор яд ок  или более, м о ж 
но заменит ь  их одним  апериодическим звеном с большей по
стоянной времени.  Если ж е  необходимо уточнить расчет,  то 
следует  о т к а з а т ь с я  от этого упрощения и включить в струк
турную схему оба  исходных апериодических звена.  В большин
стве случаев С Л У  м ож н о  привести к последовательному соеди
нению типовых звеньев ,  образующе му замкн утую цепь. Такие  
С Л У  на зы в а ю тс я  одноконтурными.  Д р у г и е  СЛУ приводятся к 
комбинации посл ед овате льно и пар аллельно соединенных типо
вых звеньев и на зы в а ю тс я  многоконтурными.

М ног ок опт урп ая  система путем преобразований може т  быть 
приведена  к эквив алентной одноконтурной.  При этом пользу
ются рядом пр ави л.  К их числу относятся и те, которые схе
матически п о к а з а н ы  па рис. 2.12 — п р а в и ла  замены групп по
сл едовательно и пар ал лель но  соединенных звеньев,  а т а к ж е  
звена с обрат ной  связью  одним эквивалентным звеном. Кроме 
того, пр им еня ют ся  прав ила  переноса воздействий из одной точ
ки системы в д р у гу ю  с условием неизменности сигналов на вы
ходе схемы при выполнении соответствующих преобразований.  
Так ,  на рис. 2.12 показано перенесение суммирующего элемен
та, т. е. выхода  п араллель но й ветви, вперед (рис. 2 . 1 2 , 6 )  и н а 
за д  (рис. 2 . 1 2 , « )  относительно направленности действия основ
ного контура.  В первом случае в ветвь добавляется  фиктивное  
звено с передаточной функцией \С\{ р) ,  равной передаточной 
функции обойденного  звена  основного контура .  Во втором слу-
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чае д о ба в л я е тс я  зв ен о с обратной передаточной функцией 
\ j W \ i p ) .  Д л я  с х е м ы  рис. 2.12, г показано перенесение точки 
разветвления ,  т. е. входа парал лельной  ветви, вперед (рис. 
2.12, д) и н а з а д  (рис.  2.12, е) .  В первом случае  в ветвь д о б а в 
ляется  звено с об р ат н о й  передаточной функцией 1/11^ (р) обой
денного звена ,  а  во втором — звено с передаточной функцией
яЧ р )-

Рассмотрим п р им ер  преобразования структурной схемы САУ, в которой  
устраняются п ерекрещ иваю щ иеся  прямые и обратные с в яз и  (рис. 2.13, а) .

П р ео б р а зо в а н и е  начинается с переноса н а з а д  в х о да  нижней параллель*  
мой ветви и п ер енос а  в пер ед  выхода ветви обратной связи {рис. 2.13,  б ) .  
Д а л е е  объ ед и н я ю тс я  в о д н о  звено цепи, параллельные звеньям И М р ) .  ^ ( р ) .  
^ 3(р) ,  № «(р) ,  и в д р у г о е  звено —  ветвь звена №5(р) с цепью обратной св я 
зи. П осле этог о  м о ж е т  быть написано вы ражение общ ей передаточной функ
ции САУ, приведенной  к одном у  эквивалентному звену  (рис. 2.13, б) .

Методи ка  соста вл ени я  диф фе рен ц иа льны х уравнений и пе
редаточных ф у н к ц и и  систем. После  составления  структурной 
схемы САУ р е а л ь н ы е  элементы этой системы, представленные 
в виде к ом бин ац ии  типовых звеньев, могут быть описаны д и ф 
фере н ц и альн ым и  уравнениями,  которые о т р а ж а ю т  связь м е ж 
ду выходным и входным сигналами этих звеньев.  Общее чи
сло таких ура в н е н и й  будет соответствовать числу звеньев или,  
■что то ж е  самое ,  числу переменных,  характ еризу ющи х САУ. 
Из  составленной системы уравнений звеньев  необходимо ис
ключить все з а в и с и м ы е  переменные,  кроме одной. Удобнее это 
начинать с у р а в н е н и я  д ля  последнего звена  системы. З а т е м  
подставляют полученн ые  значения  переменных и их производ
ных в д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  уравнения пре дыдущих звеньев.  Т а 

ким образом,  дойдя  до пер
вого звена  САУ, получают 
дифференциальное  у равн е 
ние с одной переменной, 
при этом порядок у равн е 
ния будет соответствовать 
числу переменных в САУ. 
Об ычно звенья в структ ур
ной схеме располагаются  
так,  чтобы оставшаяся  пе

ременная  х а р а к т е р и з о в а л а  отклонение  управляемой величины.
Следует  за мети ть ,  что в зависимости от сигналов,  принятых 

за  входной и выходной,  а т а к ж е  от принятых при составлении 
ди ф фе р е н ц и а л ь н ы х  уравнений допущений один и тот ж е  эле 
мент САУ м о ж н о  описать разными уравнениями,  а значит,  и 
отобразить  р а з л и ч н ы м и  типовыми звеньями.  Например,  если
для  эл ек т р о д в и га те л я  постоянного тока  (рис. 2.14) за  входной
сигнал пр ин ято  н а п ря ж ени е  на якоре  и я ( и возб — на п р яж е н и е



возбуждения дв иг ате ля ) ,  а за  выходной —  угол поворота а  в ы 
ходного вала  и если такой эл ек т р о д в и га те л ь  считать б е з ы н е р 
ционным,  то он будет отобра жен  ин тег рир ую щим звеном:

(/>) =  *(/>) и к {р) =  к 1 р.

Если д ля  этого ж е  электродвигателя  за  выходной сигнал п р и 
нять скорость вращения О. — о., то он будет  уже  п р ед ста в л ен  
безынерционным (пропорциональным)- звеном:

№.ЛР) =  ?-(Р) и„ (р) —  к л.

Если ж е  при тех  ж е  входных и в ы х о д н ы х  сигналах  уч ест ь  
инерционность электродвигателя,  то он д о лж е н  быть о т о б р а 
ж ен  либо д ву мя  последовательно в к л ю че нн ы м и звеньями —  и н 
тегрирующим н апериодическим;

№3 (р)  =  л ( р )  и я {р) =  к д [/>(1 +  7 » ] .

л и б о  одним апериодическим звеном:

(Р) =  ь { р у и л р )  =  к л {\ +  тлр).

В зависимости от сложности диф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я  
элемента СЛУ  последний может  быть  представлен одним и л и  
несколькими типовыми звеньями,  оп р ед ел ен н ы м  образом с о е д и 
ненными м е ж д у  собой.

З н а я  передаточные функции э л ем ен тов  САУ, можно п о л у 
чить передаточную функцию, а по ней час тотные и в р е м е н н ы е  
характеристики всей системы.

Составим передаточные функции д л я  следящей системы,  
принципиальная  (а)  и структурная (б)  схемы которой и з о б р а 
ж ен ы  на рис. 2.15.

При несогласованном положении д в и ж к о в  потенциометров  
( П 1 и П2)  возникае т  сигнал ошибки,  поступающей в виде н а 
пр яж ен ия  на исполнительный д в и г а те л ь  ( И Д )  через у си л и тел ь  
(У).  Д ви г а те л ь  через редуктор (Я) пов ор ач ив ает  д в и ж о к  п о 

тенциометра  П 2  (а следовательно,  и н а г р у з к у  (Н ) )  в с т о р о н у  
уменьшения рассогласования  з а д а ю щ е й  и исполнительной осей .

Звенья  сл едя щ ей  системы опи сываю т следую щие п е р е д а т о ч 
ные функции:  1) чувствительный эле мент

(р) =  и ( р ) ! В 1(р) =  к 1;

2) усилитель * 

^ 2(р)  =  и 1(р)  ¿/</>) =  М 1  +  7 > ) ;

3) исполнительный двигатель с пере да точ ной  функцией по сиг-



Рис. 2.15.

налу  рассогла сования

W* ( Р)= (р)  ¿Л (р)  = * ,,[^ 0  -h T-iP)]

и передаточной ф унк ц ие й но во зм ущ аю щ ему воздействию (мо
менту нагрузки)

(р)  -  *м (р) М„ (р)  =  k,  \ р { \  +  Т2р ) J;

4) редуктор

U7, (Р) —  (>2(Р).  * ( P ) = k :,.

Здесь  ki. — ко э фф иц ие нт ы  передачи соответствующих звеньев 
системы; Т\ и Т 2 —  постоянные времени соответственно усили
теля  и дв игателя .

Д л я  раз о м кн у то й  следяще/» системы передаточная ф унк ци я  
по за д аю щ ем у  воздейс тви ю записывается как

W ( p )  =  b2( p ) . : ù i ( p ) =  Wy { p )  UУ..(р) w 3(p) w :, (p)  

или с соответс тв ующ ими  значениями передаточных  функций:  

W  (/?)— Кя \р (1 +  ЛР)0 +7 гР)\> 
где Ku —  k ^ i k t k r ,  —  коэффициент  передачи следящей системы, 
а д ля  зам кнутой сист ем ы как



ф( р)  =  0 № { р )  [\ +  № ( р ) \  (2.16}
или ф {р) =  \р  (1 +  т,/>) (1 +  т2р )  +  Ас1-

Д л я  разомкнутой системы передаточная  ф у н к ц и я  по возму
щаю щ ем у  воздействию записывается  как

И М Я ^ М Р )  М н (Р) (9 ,7 ,

или Н'/ (/г) =  / г ^ 5 \р  {\ +  7 » ] ,

а д ля  замкнутой — как

Ф/<Р) =  М Р ) ' Л М / * ) =  ® / ( р ) (1 г И ' Ы ]
. , ,  М : . ( 1  +  Тхр)______

и -,и Ф / ( / ;) “  Р(\ -Г Т ]Р) ^  К и  •

И, наконец, д ля  зам кнутой системы п е р е д а то ч н а я  функция о т 
носительно ошибки по за дан но м у воздействию описывается в ы 
ражением

<М/>) =  ДО(/ | )0а < / О ~ 1  П +  К ( р )}
Л  , V /^(1 +  Т,Р){ 1 4- 7\Р)

или фх {р)  — р (1 ф  7|/;) (1 +  т̂ 0) ^  .

При использовании логарифмического  час тотного  метода 
можно сравнительно просто построить ло г а р и ф м и ч е с к и е  х а р а к 
теристики для  слож ны х С Л У  по ло гар и ф ми ческ и м  х а рак тер и
стикам отдельных звеньев.  Так,  в общем в и д е  передаточная  
функция СЛУ имеет вид

’ т Р ) = _________________________________________
V  п ; . ! с  +  г аР) П ' ; , ( 1  +  7>Р +  т--р=) •

Подставив  р =  !о» и найдя модуль | и 7 ( / ы ) | ,  м о ж н о  написать  в ы 
ра же ни е  для построения логарифмической ам п ли туд н ой  х а р а к 
теристики системы:

Л (ш) =  20 1к! и? ( М  | -  20  к  -  V 2 0 1ё  «> +

-  V  2 0 1г 1 1  +  г у — V  20 1д V’ 1 +  Т~ У  —
( 1  о 1

I

—  V  2 0 1% У Т у  +  ( Т ^ Т р р " ,  (2.18)
\-~1  л

д л я  л о г а р и ф м и ч е с к о й  ф а з о в о й  х а р а к т е р и с т и к и  с и с т е м ы :

Ш

<? («О =  аг£ 1 Г ( / ш ) =  — ~  - г  V 1 а г с ^  («Г,)  —

—  V  а а Ч ^ ( ш 7 \ , )  — агсЦ ?

( -1

<■> Г

1 " 7 :
(2.19)



И з  в ы р а ж е н и я  (2.18) следует» что д л я  построения ЛА Х си
с т ем ы  н у ж н о  сл о ж и т ь  с соответствующими зн ак ами Л А Х  от
д ел ь н ы х  зве нье в .  Аналогичное построение Л Ф Х  системы сле
д ует  из в ы р а ж е н и я  (2.19).

Р ассм отрим  на примере порядок построения Л Ч Х  для САУ, которая в 
.разомкнутом состоянии  имеет частотную передаточную  функцию следую щ его  
вида:

W  ( »  =  /г/ [(1 + > 7 ' , ) ( 1  + y w 2) (1 + > П ) ] ,  (2.20)
г д е  k = k \ ,  k 2, —  коэффициент передачи системы, равный произоедению ко
эффициентов п ер ед а ч и  трех  апериодических звеньев; Т и Тъ Т3 —  постоянные  
времени этих  апериодических звеньев. П олож им , что выполняется у с ло ви е  
l > T i'>T2>Ti. Т о г д а  д л я  сопрягающих частот, равных =  1 /7*i, С02=1/Г2, 

Ч1)3= 1/ 7’3> б у д е т  вы полнено условие 1 < о ) | < о ) 2< « з .  Построение Л А Х  делается  
в соответствии с  вы раж ением L (w )  = 2 0  i g  <4(ю), т. е. а данном случае

L (ш) — 20 1 я  /г У  [\ o -7 ' i ) (1 + ^ 7 1 ) ( 1  (2.21)

Н а ста н д а р т н о й  сетке (рис. 2 .16) наносятся вертикальные прямые при 
«сопрягающих ч а с т о т а х  сои со2 и щз- Как правило, построение Л А Х  начинают  
£  области низких частот. При частоте,  меньшей первой сопрягающей, т. е.

L

Рис. 2.16.

<0 < ( 0и в ы р а ж е н и е  (2 .2 1 ) примет внд / , ( ( о ) ^ 2 0  1^ А, котором у соответствует  
прямая А В ,  параллельная оси частот на высоте 201  %1г (дБ )  в точке м = 1 .  
Э т у  п р я м у ю  н е о б х о д и м о  провести в низкочастотной области д о  первой с о 
прягающ ей частоты с)1 (точка Б ) .  В диап азон е  частот ш ( о>2 на х о д  общей



характеристики Л А Х  начнет оказывать влияние а п е р и о д и ч еск о е  звено с п о 
стоянной времени Т\. Поскольку постоянная времени н а х о д и т с я  в зн ам ен ате
л е частотной функции (2 .20 ) ,  то  Л А Х  «изламывают» на 2 0  д Б  на д ек а ду  
вниз. Если постоянная времени находится и числителе частотной функции, 
то  Л А Х  «изламывают» на 20  д Б  на д ек а ду  вверх. С л едовател ьно ,  в точке В 
общий наклон Л А Х  б у д ет  20  д13 на декаду . В д и а п а з о н е  частот о>2ч-ыг% н а 
чиная с точки С, общий наклон Л А Х  будет  равен — 4 0  д Б  на д ек аду .  И  по
следняя высокочастотная часть общ ей Л А Х  б у д е т  иметь отрицательный н а 
клон 60  д Б  на декаду . Л о м а н а я  линия А В С Д Е  п р е д с т а в л я е т  собой  прибли
ж енн ую  результирующую Л А Х  рассматриваемой системы.

В данном примере система была статической. Если  ж е  н еобходим о  по
строить результирующ ую Л А Х  астатической системы регулирования, то о т 
личие будет  заключаться в наклоне первой низкочастотной  части Л А Х  (в 
примере он равен нулю —  прямая А В ) ,  причем наклон д о л ж е н  быть равен  
« • 2 0  д Б  на д ек а ду  (п —  порядок астатизма).

Логарифмическая фазовая  хар а к тер и сп ж а  системы регулирования опре
деляется  выражением

у  (ш) =  — а гс I ¿г ш 7\ — а г с ^  ш7\  — агс1#

К а ж д о е  слагаемое этого выражения представляет с о б о й  о д н у  и ту ж е  зави
симость фазового сдвига апериодического звена, п о э т о м у  достаточно п о 
строит!» зависимость о д н о го  звена, например (а)) = — а с ч ^ < о 7 \ .  Остальные
слагаемые получаются простым сдвигом фазовой х а рактеристики  ф [ (со) так, 
чтобы при соответствующей сопрягаю щ ей частоте и м еть  ф азовы й сдвиг 4 5 \  
З а т ем  производят геометрическое суммирование Л Ф Х  апериодических звень
ев  п получают результирую щ ую  системы:

9  (си) ср._> 4 - («) .

2.2. УСТОЙЧИВОСТЬ
Л И Н Е И Н Ы Х  СИСТЕМ

Л ю б а я  СЛУ хар акт еризу ется  переходным процессом,  кото
рый возникает  в ней при нарушении сост оя н ия  равновесии 
вследствие какого-либо воздействия.  П ер е х о д н ы й  процесс х (/) 
зависит  как от свойств системы, так  и от в и д а  возмущ ающего  
воздействия.  Б  переходном процессе р а з л и ч а ю т  д ве  состав ляю
щие:

л - ( 0  =  * „ ( 0  +  *сДО>
первая  из них в ы р а ж а е т  вы нуж денны е д в и ж е н и я ,  определяе
мые возмущающим воздействием и с вой ствам и  системы;  вто
рая  — свободные дв иж ени я  системы, о п р е д е л я е м ы е  н ач аль ны 
ми условиями и свойствами самой системы.

Основной динамической характеристикой С Л У  являе тся  ее 
устойчивость. Под устойчивостью понимается  свойство  системы 
возвращаться  к состоянию установившегося  р авно веси я  после 
устранении возмущения,  которое  вывело ее из этого  состояния.  
Физическую трактовку  понятия  устойчивости м о ж н о  пояснить 
следу ющи м примером.  Если шар  помещен в верхн юю точку 
возвышенности (рис. 2.17, а ) ,  то система неустойчива ,  посколь
ку при малейшем отклонении ш ара  от н а ч а ль н о г о  положения 
он скатится  по склону поверхности и не в о з в р а т и т с я  в исход-
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ное полож ение .  Если ж е  ш ар  помещен во впадине  (рис. 
2 . 17 ,6 ) ,  то си стем а  устойчива:  после отклонения шар о б я з а 
тельно в о з в р а т и т с я  к пер воначальному положению. В обеих 
ситуациях устойчивость  и неустойчивость системы ие зав(к:ят 
от величины н ач аль н ы х  отклонений ш ара .  Однако воз можн ы 
случаи,  когда  система при малых  отклонениях будет устойчи
ва, а при б о л ь ш и х — неустойчива,  например,  если шар на ход ит 
ся во впадине ,  а впадина ра спо лож ен а  на вершине выпуклой 
поверхности (рис.  2.17, б).  Пр инято  считать,  что такая  система 
устойчива в м а л о м  и неустойчива в большом,  поскольку устой
чивость с в я з а н а  с величиной начального  отклонения.

:  5 /*■

Рис. 2.17.

Система автомат ическог о  управления  будет устойчива,  если 
в переходном процессе свободная  со став ляю щ ая  с течением 
времени стрем и тс я  к нулю, т. е. если Ilm A'C B (f) —► 0. При  невы-

! - *  «»
полпенни этого  условия  САУ считается  неустойчивой.

Сво бод н ое  д в иж ени е  системы определяется  однородным 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  уравнением

я » ^  ' • • • г  «„-■ ^  +  Я Л  -  0. (2.22)

Здесь  Ха, — свободное  движ ен и е  системы, которое определяет  
динам ическую ошибку;  «о, • • ., а п — постоянные ко эф ф иц и
енты, кот орые  определяются  п а р а м е т р ам и  системы. Уравн ение
(2.22) имеет  решен ие  в виде

(t)  =  С , е * ‘ +  С 2с'** +  . . .  +  (2.23)

где Си Cj ,  . . Сп — постоянные интегрирования ,  о п р е д е л яе 
мые из н а ч а л ь н ы х  условий; р и рг,  . . ., р п — корни х а р а к т е р и 
стического у р а в н е н и я  системы

« 0/?4 +  r t iP"_1 +  +  я и =  0,  (2.24)

полученного на  основании дифференциального  уравнения
( 2 .2 2 ) .

Если д л я  разомкнутой С А У  известна  передаточная  ф у н к 
ция W ( p ) ,  т о  д л я  замкнутой системы передаточная функция 
будет иметь  ви д  Ф( р )  —  1Г(/г)/[1-{-№ ( ? ) ] ,  откуда,  прнравни-



вая  зна менатель  к нулю, получим ха ракт ери ст ич ес к ое  уравне
ние системы:

1 +  № ( р )  =  0 .

В зависимости от вида корней уравнения (2.24) переходный 
процесс в системе будет за тухаю щ им  или ра схо дя щ им ся .  Р а с 
смотрим случаи,  когда корни — вещественные,  комплексные и 
чисто мнимые.

Вещественные корни. Если нее корни я в л я ю т с я  веществен
ными и отрицательными, т. е. Р, =  — а :, то  к а ж д о е  слагаемое 
уравнения (2.23) С, ехр(— а ,О  с течением вр ем ен и будет стре
миться к нулю, а следовательно,  и весь переход ный  процесс 
будет затухающим,  устойчивым (рис. 2.18) .  Н о  если среди ве
щественных отрицательных корней есть один вещественный 
положительны]! корень р*— +  а/ь то соответс твую щее  слагаемое  
/4*ехр(  +  а * 0  при ¿-»-со  будет беспредельно увеличиваться.  
Поэтому, хотя все слагаемые,  кроме одного,  будут  затухать,  
процесс будет расходящимся,  неустойчивым (см. рис. 2.18).

Комплексные корни.  П р е д п о 
л ож и м,  что при решении у р а в 
нения (2.23) мы получим два  
комплексных сопряж ен ных  к о р 
ня, а все остальные корни — ве
щественные,  отрицательные.  О с 
тавим  в стороне влияние  в е щ е 
ственных корней, о чем только 
что было сказано.  Тогда ,  если 
комплексные корни будут иметь 
отрицательную вещественную 
часть /;/,,*+! =  — то с л а 
гаемые  уравнения (2.23), опр ед еляемые  э ти м и  корнями,  пред
станут  в виде

1 №  +  С к ^ е -  ~ г - ) А е ~ а1 вш ($£  +  4 ),

где А и — новые постоянные интегрирования ,  полученные 
в результате  преобразований слагаем ых  с п о м о щ ь ю  формул 
Эйлера:

е т  ~  с о я  ^  у  8 ) п

е ~ №  =  с о «  ^  —  у  3*.

Нетрудно заметить ,  что сумма  слагаемых,  соответствующая 
комплексным корням,  представ ляет  собой с о с т а в л я ю щ у ю  в ви
де  гармонической функции с угловой частотой р и амплитудой 
Ле"**. П арам етр  а  является  показателем з а т у х а н и я  огибающей 
¿-кривой переходного процесса (рис. 2 . 19 , а ) .  П р и  по л о ж и тел ь
ной вещественной части комплексных корней р к, *н-1 =  +  а ± / р  
колебания  переходного процесса будут не з а т у х а ю щ и м и ,  а р ас 
ход ящимися  (рис. 2 . 19 ,6 ) .



Чисто м н и м ы е  корни. В этом случае а  — 0, а корни Рк,к+\ =  
=  ± / р .  С л а г а е м ы е ,  опр еделяемые этими корнями в уравнении
(2.23), будут  пре дста вл ять  собой

С* е+л  +  С л+1е - я  =  Л зш ( ^  +  *).

Из  этого р ав ен ств а  видно, что сос та в л я ю щ а я  переходного про- 
и цесса представляет  со

бой незатухающие ко ле 
бания с угловой частотой 
и постоянной амплитудой 
(см. рис. 2.19, е ) .

Следовательно,  для 
устойчивости линейной 
САУ необходимо и до 
статочно, чтобы веще 
ственные корни и в е щ е 
ственные части комплекс
ных сопряженных корней 
характеристического  у р а 
внения были от риц атель
ными. Если хотя бы один 
вещественный корень или 
вещественные части к а 
ких-нибудь комплексных 
сопряженных корней по
ложительны,  переходный 
процесс в целом будет 
расходящимся,  и САУ 
ока ж етс я  неустойчивой.

Д л я  большей н а г л я д 
ности значения  корней х а 
рактеристического у р а в 
нения можно представить  
в виде точек на к о м 
плексной плоскости с ко
ординатами с и  и /р,- (рис. 
2.20).  Д л я  устойчивости 
линейной САУ необходи
мо и достаточно, чтобы 
все корни ха ра кте рис ти
ческого уравнения  л е ж а 
ли слева от мнимой оси 
плоскости корней. Если 

хотя бы один  из корней о к а ж е тс я  спр ава  от мнимой оси, систе
ма будет неустойчива .  Мни мая  ось представляет  собой границу 
устойчивости.  Если один из корней л е ж и т  в начале  координат,  
т. е. имеется  нулевой корень,  систему называют нейтрально-  
устойчивой.  В этом случае она безразлична  к значению самого



управляемого  сигнала  и устойчива относительно скорос ти  ег о  
изменения.  Если на границе устойчивости леж ит  па ра  к о м 
плексных корней,  то система будет  им еть  не затухающие г а р м о 
нические к о лебани я  с постоянной ам п л и т у д о й  (см. рис. 2.19, в ) .

Следует обратить  внимание, что все реальны е САУ я в л я ю т 
ся нелинейными.  Линейные х а р а к т е р и с т и к и  звеньев и л и н е й 
ные диф фе ренциал ьны е ур а
внения м ож н о  получить пу
тем лин еари за ци и реаль
ных хара кт ери ст ик  и урав
нений. Обоснование  закон
ности лин еари за ци и нели
нейных САУ содержится  в 
теоремах А. М. Ляпунова.
Суть этих теорем за к л ю ча
ется в следующем:

1. Если линеаризов анн ая  
система устойчива , то ус
тойчива исходная  нелиней
ная система.

2. Если линеари зованная  
система неустойчива , то не
устойчива и исходная  нели
нейная система.

3. Если лин еари зов анн ая  система находится на г р а н и ц е  
устойчивости,  то д ля  определения  устойчивости исходной н е л и 
нейной системы необходимо про извести  дополнительные и с 
следования по исходным нелинейным ура вне ни ям  системы.

Эти теоремы справедливы для  ис следован ия  устойчивости 
САУ в малом,  а т а к ж е  по отношению к несильно в ы р а ж е н н ы м  
нелинейностям.  К нелинейностям р елей н ого  типа эти т е о р ем ы  
неприменимы.  Ме тоды исследования нел ин ейных  САУ будут р а с 
смотрены в гл. 3.

Критерии устойчивости.  Определение  устойчивости САУ п у 
тем вычисления корней характеристического  уравнения не в с е г д а  
приемлемо из-за  высокого порядка  р е ш а е м ы х  ал геб р аи ч ески х  
уравнений.  П оэтом у на практике исполь зу ют разные к р и те р и и  
устойчивости, позволяющие без вы числени я  корней судить о б  
устойчивости исследуемой системы. Р а з л и ч а ю т  алгебраич еские  и 
частотные критерии оценки устойчивости.

Алгебраические  критерии устойчивости основаны на и с с л е 
довании зависимости между к оэ фф иц ие нт ам и ха ракт ери ст ич е 
ского уравнения и характером р а с п р е д ел е н и я  корней этого  
уравнения в комплексной плоскости.  Н а и б о л е е  р а сп ро стра н ен 
ным является  критерий Г у р в и ц а  (он был с ф о рмул и ро ван  
в 1895 г. немецким математиком А. Гу р в и ц е м ) .  М а т е м а т и ч е 
ское обоснование  этого критерия  д о в о л ь н о  сложно,  п оэ то м у  
приведем его без доказательства.  К р и т е р и й  Гурвица  м о ж е т



быть сф о р му л и р о в ан  следую щим образом:  система с х ар акт е 
ристическим у р авне ни ем

а 0р>' +  а гр л~1 +  . . .  +  а п. , р  ~\~ а п =  О

будет  устойчивой,  если определитель Гур вица  и все его д и а 
гональные миноры положительны,  т. е. если А я > 0 ;  Л«_[> 0 ;

Д | > 0 .  О п р е д е л и т е л ь  Гурийца имеет вид

: а ,  | а Л а , . . .  0
\а~о а-у а х . . .  0

0 а , <h . . .  0

и составляется  с л е д у ю щ и м  образом. П о  главной диагонали 
в порядке  в о з р а с т а н и я  индексов выписываются  все ко эф фи
циенты от О] до  а„. З а т е м  каждый из столбцов пополняется  
вверх  коэ фф иц ие нт ами  с возрастающими индексами,  а вниз — 
с убывающими.  В сл уч ае  отсутствия коэффициентов подстав
ляются  пули. Д и а г о н а л ь н ы е  миноры состав ляют ся  по следу ю
щ ем у правилу:

и т. д. Условия  н а х о ж де н и я  САУ на границе  устойчивости 
можно получить,  п р и р а в н и в а я  к нулю последний определитель:  
Д „ = 0 .  При этом все остальные определители долж ны  быть 
положительными.

Р а с к р ы в а я  о п р еделит ел и Гурвица, м ож н о получить в виде 
частных случаев  кр и тер ии  устойчивости д л я  систем первого, 
второго, третьего и более  высоких порядков .  Д л я  системы пер
вого порядка ,  и м ею щ ей  уравнение а 0р +  а i =  0, условия устой
чивости следующие:

« о  >  0 ,  Д ,  =  « ,  О,

т. е. коэ ффициенты уравнения долж ны  быть положительны.  
Д л я  системы втор ого  порядка ,  описываемой уравнением а0р 2-{- 
OiP +  fl2 =  0, условия  устойчивости —

¡ 0 0  о о  I

а 3 а :, 
а 0 а-, а,J 
0 i¡\ а 3

а0 >  0, Л,=а,> 0, á,— а> 0 I =  £*!«,> 0,
# 2 1



т. е. необходимым и достаточным условием устойчивости,  как 
и в предыдущем случае,  являе тся  по л о ж и тел ь н о сть  всех коэф
фициентов  уравнения.  Д л я  системы третьего  по р я д к а  будем 
иметь уравнение «оР:,+ а 1/)2+ а 2р +  а? =  0. У с л о в и я  устойчивости 
определяются  здесь следую щи ми нерав енс твами:

д , = = а, > 0 ,

а . 0
Л, — а 0 а 2 (J

0 <*х Аз

Д ,= а,
а 0

а 3
й ;

~ а ха-. — а 0а л >  О,

«1
а »

a 3
а-,

~ а л ( а 1а-> — « иа ;1) >  О,

т. е. помимо положительности коэффициентов  у р а в н е н и я  требу
ется еще,  чтобы произведение  средних к о э фф иц ие нт ов  ( а ^ г )  
было больше произведения  крайних (а0а 3).  Д л я  системы чет
вертого порядка,  имеющей уравнение  аоР4 +  « 1/03+ а 2р 2+ а з Р  +  
+  а 4 =  0, условия устойчивости вы ра ж а ю тс я ,  кр ом е пол ож и
тельности всех коэффициентов,  в виде не равенс тва

Д( =  а ха-,ал — a j a .  — а 0а* =  а 3 (а^а-, — а 0а 3) — а \ а х • 0.

Д л я  системы более высоких порядков, кр итерий  Гурвица  
требуе т  анал иза  очень громоздк их в ы раж ени й.  П о эт ом у им це
лесообразно пользоваться при исследовании систем не выше 
пятого порядка.

Частотные критерии устойчивости осно ваны на изучении 
связи  м еж ду  формой частотной ха рак терис ти ки  С Л У  и х а р а к 
тером распределения  корней характе рис тичес ко го  уравнения.  
Рассмотрим некоторые час тотные критерии,  ко торые на п р а к 
ти к е  нашли наибольшее  применение.

В 1938 г. советский ученый Л. В. М и х а и л о в  предложил 
гра фический критерий устойчивости,  суть кото рого  з а к л ю ч а е т 
ся в следующем.  Если характеристическое  у р а в н е н и е  замкнутой 
СЛУ имеет вид

а 0Рп +  <*\Рп 1 +  . - •  +  «„  1 /> -М« =  0, 
то, представив левую часть  этого уравнения  в виде функции 
от

D  {р) =  а пр ” +  а ^ " -1 +  • ■ ■ +  <*п-\Р  +  (~-25)

п заменив р  па /<», получим уравнение ко м п лек сно го  вектора

О(Уш) =  « 0 (у'ш)"+  a , fym)n Ч . . . | й л , { »  +  «„,

конец которого при изменении угловой частоты  колебаний от 
нуля  до бесконечности опи шет  на комплексной плоскости не
которую кривую — годограф,  эта кривая  н а з ы в а е т с я  кривой  
М и х а й л о в а .

Д л я  построения кривой Михай лова  не обходи мо в функции 
D( p )  (см. формулу (2.25))  заменить  р  на ¡ а  и разд ел и ть  дей
ствительную и мнимую части D(/n>):



О  О )  =  + у  У  («о), 

где в е щ е с т в е н н а я  частотная  часть  содержит четные 

X  (<») — а п +  « л-ги)! 
а мни мая  —  нечетные:

К («)  =  «„_,«> — я я_3«>3 +  . . .  .
Д а л е е ,  з а д а в а я с ь  разн ым и значениями о»|, 

а тУ
4

(2.26)

степени:

(2.27)

н о
мулам и

фор- 
:2.27)

-5 =3

СО 2, - - 
( 2 .2 0 )

вычислим координаты 
точек годографа.  При 
со-*>оо функция £> (/<«)) то
ж е  неограниченно в о з р а 
стает.

Критерий М и х а й л о в а  
формируется следующим 
образом.  Система п-го  
порядка  будет устойчива,  
если годограф ¿) (/<■>), н а 
чинаясь на действитель
ной положительной полу
оси, огибает  против часо
вой стрелки начало  ко
ординат,  проходя после
довательно п квадрантов.  
На  рис. 2 .2 1а  и з о б р а ж е 
ны кривые Ми хайлова  
при разных зна че ния х п 
для  устойчивых систем. 
Д л я  устойчивых САУ 
кривая Михай лова  всегда 
и меет пл а ж [ у ю сн и р а ло
ви дную форму,  уходя
щую в бесконечность в 
квадранте  комплексной 
плоскости, помер которо
го соответствует степе
ни характеристического  
уравнения.  Больше,  чем 
п  квадрантов,  кривая  
Михайлова  вообще не 
может  пройти. Неустой
чивость системы всегда 
связана  с нарушением по
следовательного обхода 
квадрантов  кривой М и 
хайлова (рис. 2 .21 ,6) .



Условием нах ож дения  СЛУ на гр а н и ц е  устойчивости я в л я 
ется прохождение  кривой М их ай ло ва  ч ерез  начало  к о о р д и н а т  
(см. рис. 2 . 2 1 ,6 ) .  Если х ар ак те ри ст ич еск ое  уравнение  и м еет  
нулевой корень,  т. е. свободный член этого  уравнении a,i =  0, т о  
начало кривой М их ай ло ва  будет в н а ч а л е  коорди на т  (к р и в а я  /  
на рис. 2.21, в ) .  Б  случае получения  в решении уравнения ч и 
сто мнимых корней кривая  М их ай ло ва  будет  соответствовать  
кривой 2 па рис. 2.21, в. Последнее  о з н а ч а е т  наличие в С А У  
незатухающих колебаний с частотой ию, т. е. нахожде ни е  этой 
системы lia границе  устойчивости. Н е зн ачит ель ны е  изме нен ия  
параметров  системы могут сделать  ее л и б о  устойчивой, либо н е 
устойчивой. В зависимости от этого к р и в а я  Ми хайлова  п р и 
мет вид пунктирных линии: ¿а  - - д л я  устойчивой системы и 
26 — для  неустойчивой па рис. 2.21,«.

Д л я  оценки устойчивости зам кнутой С Л У  при известной а м 
плитудно-фазовой частотной ха ра к т е р и с т и к е  разомкнутой с и 
стемы применяют критерий, пре длож енн ый  в 1932 г. а м е р и к а н 
ским ученым Г. Найквистом.  Н ео бх о д и м а я  Л Ф Ч Х  может  б ыт ь  
получена как аналитически,  так и экспериментально.  П о с л е д 
нее обстоятельство выгодно отличает  рассм ат ри ваемы й к р и т е 
рии устойчивости от уже названных.

Отметим,  что разомкнутая  СЛУ м о ж е т  быть устойчивой» 
неустойчивой пли находиться па гр ан и ц е  устойчивости.  Е с л и  
СЛУ состоит из устойчивых звеньев,  то она будет устойчивой 
в разомкнутом состоянии. При наличии хотя бы одного не ус
тойчивого элемента разомкнутая  система будет неустойчивой. 
При наличии одного  интегрирующего зв е н а  разо мкн ута я  С Л У  
находится на гран иц е  устойчивости.

Сф ормулируем теперь критерий Пайкаиста.  Чтобы з а м к н у 
тая  СЛУ была  устойчивой,  необходимо и достаточно с о б л ю д е 
ние следующих условий:

1) при устойчивой разомкнутой С Л У  (или находящейся  на  
границе устойчивости)  ЛФ ЧХ  при изменении м от 0 до оо не 
долж на  охв атывать  точку с ко ор дина там и — 1, /0;

2) при неустойчивой разомкнутой С Л У  Л Ф Ч Х  при из ме н е 
нии о) от — оо до  —j— оо д ол ж на  о х в а т ы в а т ь  точку — 1, ;0 сто ль
ко раз,  сколько корней характе рис тич еск ого  уравнения р а з о м 
кнутой системы л е ж и т  справа  от мнимой оси плоскости к о р 
ней.

На  рис. 2.22 приведены примеры Л Ф Ч Х ,  которые соответ
ствуют устойчивой (а)  и неустойчивой (б)  замкнутой СЛУ д л я  
случая,  когда в разомкнутом состоянии система устойчива.  
Амплитудно-фазовые частотные х ар ак тер и сти к и  построены в 
плоскости W ( j w ) = z U - \ - j V ,  где U =  Re lF  ( / о ) — вещественная часть  
разомкнутой частотной передаточной функции,  о т к л а ды в а е м а я  
но оси абсцисс;  V7 =  1 mU7(/<о) — мни мая  ч аст ь  этой же  п е р е д а 
точной функции,  от кл ады ваем ая  но оси ордина т .  Примеры,  с о 
ответствующие случаю,  при котором р а з о м к н у т а я  СЛУ неустой



чива и п  корней л е ж а т  справа от мнимой оси плоскости кор
ней, приведены на  рис. 2.22, в, г. Здесь  при п = 2 хара кте риз у
ется устойчивая С Л У  (рис. 2.22, в) ,  а на рис. 2.22,г — неустой
чивая.

6

Ш = оо ш=0 1] 0Г \ Ш= ОО 0
0 У  V о 7  и

Рис. 2.22.

Проведем о к р у ж н о с т ь  с единичным радиусом до пересече
ния с ЛФЧХ и через  точки Л и нулевую — прямую линию (см. 
рис. 2.22, и ) .  Т о г д а  величины / п у будут определять  запа с  
устойчивости но а м п л и т у д е  (!)  я фа зе  (у).  Чем больше эти п а 
раметры,  тем устойчивее  СЛУ.

Отметим,  что в некоторых случаях  критерий Найквиста пр и
менять нец елесообразно,  поскольку у многоконтуриых СЛУ, осо
бенно с пе ре кр ест ны ми связями,  определение числа п о л о ж и 
тельных корней (л)  может  оказаться затруднительным.

В инженерной пр ак ти ке  широкое применение  получил спо
соб определения  устойчивости СЛУ  по ло га риф мическим  ча
стотным характеристикам.  В основу этого способа положен кр и
терий Н а йк вис та ,  по строится при этом не амплитуд но-фазов ая  
характеристика ,  а логарифми чес кая  ам пл итудная  частотная 
ха ра кте рис тик а  ( Л Л Х )  и логарифми чес кая  ф азо в ая  частотная  
характерис тика  ( Л Ф Х )  разомкнутой системы. Построения  
ЛА Х и Л Ф Х  д е л а ю т с я  к соответствии с вы ра же ни ями (2.16) и 
(2.17) на с т ан да р т н о й  сетке (см. рис. 2.5).  Критерий устойчи
вости, основанный на рассмотрении логарифмических частот
ных ха ракте рис тик ,  формулируется  следую щим образом.



Если разомкнутая  САУ устойчива,  то д л я  устойчивости з а 
мкнутой СЛУ необходимо и достаточно, чтоб ы во всех о б л а 
стях положительных Л А Х  [ Л ( ( о ) > 0 ]  разн о с т ь  м е ж д у  числом 
положительных и отриц ательны х переходов  ф а з о в о й  х а ра кт е 
ристики ф (о») через линию — 180° р авня лас ь  пулю.  На  рис. 2.23 
.показаны примеры логарифмических х а р а к т е р и с т и к  устойчивой 
;и неустойчивой системы, если раз ом кнутая  си стем а устойчива.

з с

Система будет абс олютно устойчивой, если точк а  а пересе
чения ЛАХ с осью частот л е ж и т  левее  точки Ь, в которой ф а 
зовый сдвиг достигает з н ач ени я  — 180° (рис.  2.23, а ) .  Н а  рис. 
-2.23,0 изображен случай неустойчивой системы (точка и лежит  
пр авее  точки Ь).  Если ж е  Л А Х  и Л Ф Х  п е ре сека ю тс я  в одной 
точке а (рис. 2.23, в ) ,  то система находится  на границе  устой
чивости. И, наконец, на рис.  2.23, г из о б р аж ен  случай условно
устойчивой системы. Здесь  точка а л еж ит  л е в е е  точки Ьу но 
фазовый сдвиг достигает  значения — 180° в о б ла сти  пол ож и
тельных ЛАХ д в а ж д ы  (точки e n d ) .  Зн ач ени е  ф а з ы ,  имеющей 
место при пересечении амплитудной х а ра кт ери сти ко й  L  (<.») 
оси частот (точка а па рис.  2 .23 ,и) ,  оп р е д е л яе т  за п ас  устой
чивости по ф а зе  (у).  Зн аче ние  амплитуды,  и м ею щ ей  место при 
пересечении .фазовой характеристикой ф (го) л и н и и  — 180° (точка 
Ь на рис. 2.23, а ) ,  определяе т  запас  устойчивости по ампли ту 
де <!).



В боль ш и н с тв е  случаев  д ля  нормальной работы САУ з а 
пас устойчивости по фа зе  составляет  около 30°ч-60°, а запас  
по а м п л и т у д е — (6Н-20) дБ .  П р и  оценке устойчивости может  
считаться  доста точным,  если отрезок  характеристики,  пересе
ка ю щей ось  частот  с наклоном — 20 д Б  на декаду,  охватывает  
область  ч ас то т  не менее 0,75 декады .

И с с л ед о в а н и е  устойчивости многоконтурных систем. Б о л ь 
шинство р е а л ь н ы х  САУ имеют не один, а несколько контуров  
обратной связи ,  которые у л уч ш аю т  динамические  свойства этих 
систем. С ис тем а ,  таким о б раз ом ,  становится многоконтурной.  
У п р а в ле н и е  несколькими п а р а м е т р ам и  т а к ж е  может  быть реа 
лизо вано  мно гоконтурными системами.  Кроме того, с много
ко н ту рн ы ми сис темами ст ал к ив аю тся  при проектировании 
с л о ж н ы х  СЛУ ,  состоящих из нескольких взаимодействующих 
друг  с д р у го м  следящ их систем и систем стабилизации.  Ана
лиз  устойчивости многоконтурных СЛУ обычно сложнее ,  чем 
одноконтурн ых.  Одна из основных причин этого — то, что пере
даточные  ф унк ц ии  многоконтурных САУ с разомкнутой г л а в 
ной о б р ат н о й  связью не яв ляю тся  произведением простых со
множителей .

Весьма часто  многоконтурные СЛУ можно упростить,  пре
о бра з ован  их структурные схемы с помощью приемов,  рассмот
ренных ранее .  В этом случае  исследование  устойчивости м о ж 
но про из вести  упомянутыми методами.  Однако более общий 
метод исс ледо ва н ия  устойчивости многоконтурной САУ осно
ван на том,  что сначала  система анализируется  известными 
ме тод ами в полностью разомкнутом состояния,  а затем  — при 
п о с ледоват ельн ом  включении ка ж до й  из обратных связей,  име
ющихся  в системе.

Н е о б х о д и м о  подчеркнут!), что возможны случаи,  при кото
рых САУ,  устойчивая  в своем окончательном рабочем состоя
нии, м о ж е т  быть неустойчивой, если некоторые из ее внутрен
них о б р а т н ы х  связей разомкнуты.

И н о гд а  оценить  устойчивость СЛУ можно по ее структуре.  
Это и с к лю ч а е т  необходимость составления и решения х а ра кт е 
ристического  уравнения системы.  Если система имеет струк- 
туру,  при которой невозможно обеспечить устойчивость ни при 
каких з н а ч е н и я х  па раметров  ее элементов,  то она наз ывается  
структурно-неустойчивой.  П р и м ер о м  таких систем могут быть 
системы, ко торые имеют два  интегрирующих звена.

П р е д п о л о ж и м ,  что система,  состоящая из одного апери о
дического  и двух  интегрирующих звеньев,  имеет передаточную 
функцию

1У( р)  =  к 1 \ р Ц \  + 7 » 1 ,  

а ха рак терис ти ч еск ое  уравнение замкнутой системы 

7>3 +  уг +  А =  0.



Д л я  этого уравнения  необходимое условие  устойчивости не в ы 
полняется при л ю б ы х  значениях п а р а м е т р о в  Т и к .  С л е д о в а 
тельно,  система будет структурно-неустойчивой.

Структурно-неустойчивую систему м о ж н о  превратить  в 
устойчивую, только  лишь изменив ее структ ур у,  т. е. введением 
дополнительных обратных связей.  С л е до в а т е л ь н о ,  в ря де  с л у 
чаев при ан ализе  и синтезе СЛУ м о ж н о  з ар ан ее  отбросить  
варианты со структурно-неустойчивыми системами.  Это ос о
бенно существенно при проектировании с л о ж н ы х  СЛУ.

2.3. И С С Л Е Д О В А Н И Е  КАЧЕСТВА  
Л И Н Е И Н Ы Х  СИСТЕМ

Показатели качества  работы систем. Устойчивость САУ я в 
ляетс я  необходимым,  но недостаточным условием ее технич е
ской пригодности. В конечном резу льт ат е  качество  САУ о п р е 
деляется точностью ее работы в р е а л ь н ы х  у сло ви я х ,  т. е. при 
непрерывном изменении уп равляю щ их  и воз мущ аю щ их  в о з 
действий. Точность работы однозначно о це н ив ается  величиной 
ошибки,  равной разности м еж ду  т р е б у е м ы м  и действительным 
значениями управл яемого  сигнала:

л  (*) =  * ( * ) - . У  (О-
Однако мгновенные значения  о ш иб ки  не могут быть о п р е 

делены при проектировании,  т ак  как  во в р е м я  работы С А У  
входной сигнал и возм ущ аю щ ие во зд ей ств и я  могут изменяться  
во времени случайным,  неизвестным з а р а н е е  образом.  П о э т о м у  
качество работы САУ приходится о ц ен и вать  с помощью к ос 
венных пок азателей (критериев к а ч е с т в а ) ,  которые х а р а к т е 
ризуют процесс управления  раздел ьн о в ус тан ови вш емся  и пе
реходном типовых режимах.  В н астоя щ ее  время  для  ис следо 
вания качества линейных САУ п р и м ен я ю т  следующие осно в
ные косвенные критерии:

1) а лг ебр аич еские  критерии,  осно ван н ые на знании р а с п р е 
деления  корней характеристического  ур ав н ен и я ;

2) интегральные критерии,  основанные на  интегральных х а 
рактеристиках;

3) частотные критерии,  основанные на  частотных х а р а к т е 
ристиках.

Широкое  распространение получили час тот ны е  методы,  п о
ско льку  с их по мощью сравнительно про сто  и без изли шне 
громоздких вычислении можно исследов ать  ра б о ту  б ол ьш инст 
ва реальных САУ.

Точность работ ы систем в устан овив ших ся  р еж и мах .  Тип овы е 
законы изменения во времени входного с и г н а л а  (или в о з м у щ а ю 
щего воздействия) долж ны  быть дос таточн о простыми и по в о з 
можности близкими к  реальным вхо дны м с и г н а л а м  (или в о з 
мущениям)  системы. Н а  пра кти ке  д л я  о ц е н к и  устан овивш ихс я



ре жи мов  ч ащ е всего  используются  следую щи е четыре типовых 
закона.

1. Н еи зм ен н ость  упр авл яю щ его и в о зм у щ аю щ и х  воздействий. 
В качестве первог о  типового  режима рассмотрим установившее
ся состояние С Л У  при

g ( t ) ~  Аго =  cons t ,  f i  ( 0  = / ( . .  =  const,

где f i ( t )  — к а ж д о е  из возмущений,  действующих на СЛУ. О ш и б 
ка  системы в этом р е ж и м е  называется статической. Она не ме
няется во времени,  но может  зависеть от величины входного и 
возм ущ аю щих  воздействий:

Х „  =
я.» 1

т
V

1 +  W,p) //-»0 1 +  W(pt *;.г +  < г. (2.28J
р -и

Здесь №’(/?) — пе р е д а то ч н а я  функция разомкнутой системы но 
у пр а в л я ю щ е м у  воздействию;  ^ ’¡(р)  — пер ед аточная  функция р а 
зомкнутой системы по ¿-му возмущению;  т  — число действую
щих на систему возмущений.  Пергюе слагаемое  в астатических 
САУ равно нулю.  Оно  може т  отличаться от нуля только  в с т а 
тических (по у п р а в л я ю щ е м у  воздействию) системах.  Н о  и при 
статическом у п р а в л е н и и  эта сос та вляю щ ая  может  быть сведена 
к нулю при п о м о щ и  масш табирования  входного сигнала или 
при использовании неединичной обратной связи.  С ледователь 
но, статическая  о ш и б к а  СЛУ в основном определяется  вторым 
с лагаемым в ы р а ж е н и я  (2.28),  т. е. возмущениями,  действующи
ми на систему (а  т а к ж е  внутренними нелинейностями) .  К числу 
основных в о з м у щ а ю щ и х  воздействий м ож н о отнести следующие 
факторы:

статическую н а г р у з к у  исполнительного механизма САУ; со
с тав л яю щ ая  стати че ско й ошибки,  вызванная  нагрузкой,  обычна  
наиболее  велика ;

ко нс труктивные и технологические погрешности чувствитель
ного элемента  СЛ У ,  при водящие к ошибке  нулевого положения,  
т. е. к п оявлен ию  си гна ла  па выходе чувствительного элемента 
при равенстве  т р е бу ем ог о  ( # ( 0 )  и действительного (¿ / (0 )  з н а 
чений у п р а в л я е м о го  сигнала  или к равенст ву  пулю выходного 
сигнала чувст вит ельно го  элемента  при '¿'(О ¥ = у ( 0 ;

люфт механической передачи между выходным валом испол
нительного м е х а н и з м а  и осыо чувствительного элемента;

медленные к о л е б а н и я  напряжения и частоты питающей се
ти, следствием к о т о р ы х  является снижение  передаточных ко э ф
фициентов  э л ем ен тов  системы (отклонения частоты сети от н о 
минального зн а ч е н и я ,  кроме того, приводят  к фа зовым сдвигам,  
что может  доп о л н и тел ьн о  уменьшить передаточный коэ фф иц и
ент с и с т е м ы ) ;

изменения темп ер ату р ы  внешнем среды,  приводящие к ко ле 



баниям передаточного коэффициента ,  д р е й ф у  нуля  и ф а з о в ы м  
сдвигам в усилительном элементе  САУ;

помехи (в частности, к в а д р а ту р н ы е )  и временной д р е й ф  н у 
л я  усилительного элемента системы.

2. Д в и ж е н и е  САУ с постоянной скоростью.  Второй т и п о в о й  
установившийся режи м осуще ствляет ся  путем изменения в х о д 
ного сигнала САУ во времени по л и н е й н о м у  закону;  в о з м у щ а 
ющие воздействия при этом остаю тся  неизменными:

g ( t )  =  a t ,  f t (t )  = / „  =  cons t

(Q =  c o n s t — скорость изменения  входной величины С А У ) .  
Ошибка  системы в таком р еж и ме  м о ж е т  быть п р е д с та в л е н а  
суммой двух составляющих:

Г И р , г (p)fu> i
dills! -- 1 -Г U" (/>) 1 -t- lV{p) р *о

+  Кт-

( 2 .2 9 )

Второе слагаемое  выраже ния (2.29) —  это статическая  о ш и б к а ,  
вызванная  возм ущ аю щим и во зд ей стви ями (в том числе и с о б с т 
венной погрешностью чувствительного э л е м е н т а ) ;  причины е е  
появления  были рассмотрены ранее.  С л е д у е т  отметить,  что ч л е н  
х сг в реж им е движени я САУ с постоянной скоростью .может о т 
личаться  от того  ж е  режима,  но при неи зменном входном с и г 
нале,  например в результате скоростной ошибки ч у в ст в и т е л ь 
ного элемента САУ. Первое  сла га е м о е  стремится  к беск он еч но 
сти в статических (по у п равл яю щ ем у воздействию)  САУ и о б 
ращает ся  в нуль в системах с а с та т н з м о м  вы ш е первого п о р я д 
ка. При астат из ме  первого поряд ка  в ы р а ж е н и е  (2.29) м о ж е т  
быть записано в виде

с(ш̂ ( =  Ха Хп. =  9  А л ' см

где Ка  — передаточный коэффициент  ра зм ок н уто й САУ с а ста -  
тизмом первого порядка но у п р а в л я ю щ е м у  воздействию ( д о 
бротность но скорости) ;  л'«--=
=  Й/Л'й —с о п я ! — установившееся 
значение скоростной ошибки.
Скоростная  ош ибка  или опреде
ляемая  ею добротность системы 
по скорости Ка-=£>1ха (в 1/с) мо
гут служит ь  удобным критерием 
качества д ля  САУ с астатнзмом 
первого порядка .  Н а  рис. 2.24 
представлены зависимости в ы 
ходного сигнала  у( { )  астатиче
ской системы от времени при из
менении входного  сигнала # ( / )  Рис. 2.24.



с  постоянной скор остью.  К ри в а я  / соответствует отсутствию 
в о з м у щ аю щ и х  воздействий,  а кривая 2 — случаю постоянства 
возм ущ аю щ их  воздействии.

3. Д в и ж е н и е  С А У  с постоянным ускорением.  Д л я  оценки 
качества  САУ с а с т а т и з м о м  второго поряд ка  удобен режим 
установившегося  д в и ж е н и я  САУ с постоянным ускорением: 
к —  const .  В озм ущ ения,  к а к  и в предыдущем случае,  по лагают 
ся  неизменными:

Я ( 0  — £¿2 2 - f t  V )  — fji) =  a ) n s t - 
У с тан ови вш аяся  о ш и б к а  такой системы

х.-с<.пм =  xs +  л-"г =  е /С, +  л ' т .

Здесь  К к — пе ре дато чны й коэффициент  разомкнутой системы 
с  астатизмом второг о  пор ядка  (добротность системы по уско
рени ю ) .  Ош иб ка  л'е или определяемый ею коэффициент доброт
ности по у с к о р е н и ю  /Се= в / л ' £ (в 1/с2) являю тся  критериями к а 
чества  СЛУ в этом типовом режиме.

4. Д в и ж е н и е  С Л У  по синусоидальному закону.  Синусоидаль
ный закон наи бо лее  бл и зо к  к реальному изменению входного 
па р а м е т р а  многих САУ.  Исследование  поведения  системы в си
нусоидальном у с тан ов и вш емс я  режиме работ ы позволяет,  как 
будет  показано д ал ее ,  оцепить и многие характеристики пере
ходного р еж и ма .  Б о л ь ш и н ст в о  воз мущ ающ их воздействий в 
этом режи ме  ост аю т ся  неизменными*.  В первом приближении 
все возмущения м о ж н о  считать неизменными,  т. е. при

g  ( 0  =  £шах s in  <akt,  f t  ( t )  = / ílt =  const

(gmax — ампл ит уд а  входного  синусоидального  воздействия; 
со* — его час тота ) .  В линеаризованной САУ составляющ ая 
ошибки,  о б у сл ов лен н ая  входным синусоидальным воздействием, 
в установившемся  р е ж и м е  т а к ж е  будет меняться  по гармониче
ск о м у  закону:

= =  ^ s ln  m;tx К /  “Ь* У)*

Е е  максим альн ое  зна ч ени е  может  быть найдено подстановкой 
p  =  j a k в в ы р а ж е н и е  передаточной функции замкнутой систе
мы по ошибке:

ф ^ ( уЧ )  =  -)с(уЧ ) . ,5 , 0 |а) =  1 ' [ 1 +  W 4 M ) 1 -

Отс юда

l * ( > f c ) l  =  *si„„,a. =  £ n m / [ l  +  ]■ (2 -3°)

* О днако в больш инстве САУ одно пз основных в о зм у щ е н и й — статиче
ский момент нагрузки реактивного типа (момент сил су х о го  т р е н и я ) — ме
н яе т  знак при изм енении  направления движ ения выходной оси. Учет изм е
нения знака статического м ом ента д а ж е  в простейших САУ приводит к гро
м оздким расчетным вы раж ениям .



Модуль  знаменатели в ы р а ж е н и я  (2.30) зна чительно б о л ь ш е  
единицы, п е т о м у  можно з а п и с а т ь  с очень малой п о г р е ш н о 
стью:

тч; , \ -  “  Й ш а х  I ( - А ' 1* )  1 й " т ;<х Л ( ( , , * ) >

где Л( о > , ) — модуль частотной передаточной функции р а з о м к 
нутой системы при со =  а)/г. П о л н а я  м а к с и м а л ь н а я  о ш и б к а  уста- 
по ви вш его ся  синусоидального  р еж и м а  определяется  п р и б л и 
женной суммой:

Л'м'п =•(.-,,1,»1 ”  ^ 51П ПК1Х 4" х ст == ¿"шах Л (и»*) 4"  * . Г (2 .31)

и являе тся  удобным критерием качества  системы с а с т а т и з м о м  
любого порядка .  С помощью этого  критерия  можн о о р и е н т и р о 
вочно оцепить и максимальное  знач ени е  ошибки устойчивой 
СЛУ в реальных условиях, п о д о б р а в  синусоидальный р е ж и м  
§ ( 0  =#тах5 Н1  <о*£, приближенно эквивалентный  дей ств и те льн о-  
му изменению входного си г н а л а  системы. Условием э к в и в а 
лентности является  равенство м а к с и м а л ь н ы х  значений с к ор ости  
и ускорения  действительного изме нен ия  управ ляемого  с и г н а л а  
и синусоидального  режима:

$  т . 1 х 0 , £  ~  - - и х .  т а \  1 ¿ Т т и х 1,'у? = =  £ п ч  т л х  • ( 2. 32)

Из  системы уравнений (2.32) н а х о д и м  амплитуду (ц ш;)х) и ч а 
стоту (соа.) эквивалентно» синусоиды:

/у —— ()  *■ г ¡С}
&  и м х  —  — и \  ян11х I !\ . I и л  \  • —  ' - [■ л .  ш а х  /  ••их. I I I а х «

По величине ошибки э к ви вален тн ого  режима,  о п р е д е л яе м о й  
равенством (2.31),  можно ориен тировочно  судить о м а к с и м а л ь 
ном значении реальной устан ов ив шейс я  (динамической)  о ш и б 
ки системы.

« • .V • 7 4

На рис. 2.2Г) представлены за ви си мост и от времени в ы х о д 
ного сигнала  у(1)  и ошибки л-(г') С А У  при син усоидальном и з 
менении входного сигнала ${1)  в условиях отсутствия  во зм у-  
ща ющ и х в оз де й ст в и 11.

Оценка  качества  работы систем в переходных р е ж и м а х  
целесообразна либо по кривой переходного  процесса в з а м к -
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ну той  системе,  в о з н и к а ю щ е г о  при типовом, ч ащ е всего скачко
о б р а з н о м  изменении во в р е м е н и  входного или возмущ ающ его  
в оз дейс тв и я ,  либо по амплитудно- фазовой частотной х а р а к т е 
р и с т и к е  системы в р а з о м к н у т о м  состоянии.

у / у {со!

Временные п о к а з а те л и  качества . По переходной х а ракт ери
с тик е  замкнутой САУ —  р еак ц и и  на скачкообразный входной 
си гна л ,  математически опис ываемый в ы ра ж ени ями (2.3),  м о ж 
но  определить  таки е  п о к а з а т е л и  качества переходного режима,  
к а к  склонность системы к  кол еба ния м  и быстродействие си
стемы.

Склонность  системы к колебаниям (а д ля  большинства  си
ст ем  и зап ас  устойчивости) характеризуется  числом колебаний,  
к о т о р ы е  наблюдают ся  в течение  переходного процесса (рис. 
2 .26 ) ,  и так  н а з ы в а е м ы м  перерегулированием:

З д е с ь  £/тах — м а к с и м а л ь н о е  значение выходного сигнала  в те 
чен ие  переходного про ц есс а ;  у ( о о ) ф 0  — установившееся  з н а 
чение  выходного си г н а л а  после завершения переходного про
цесса.

Быстродействие сис темы оценивается длительностью пере
х о д н о г о  процесса {(П),  т. е. временем, пр отека ющи м от момен



та при ложения ска ч к о о б р а з
ного воздействия до м о м е н 
та,  когда выходной сигнал 
будет отличаться от у стан о
вившегося  значения не б о 
лее  чем на Л =  0,03 у  (<х>).

В аж н ы м  показателем к а 
чества переходного р еж и ма  
являе тся  время нарастания  
((>,). т. о. интервал м еж д у 
точкой пересечения оси в р е 
мени с касательной,  которая 
проведена  к осреднеппой 
кривой переходной х а р а к т е 
ристики вточке  г/ =  0,5_у(оо), 
и точкой пересечения угой 
касательной на абсциссе с 
горизонталью у  =  у ( ° о) (см. 
рис. 2.26).  Передний фронт 
кривой переходного процес
са осредняется  в том с л у 
чае, когда  на него н а к л а д ы 
ваются  высокочастотные к о 
леба н ия  (в системах высо
кого п о р я д к а ) .

Частотные показатели к а 
чества замкнутой СЛУ в п е 
реходном режиме могут 
быть определены по ЛФ ЧХ  
системы в разомкнутом с о 
стоянии. Особенно удобны 
д л я  этой цели л о г а р и ф м и 
ческие амплитудная  и ф а з о 
вая  характеристики.

Склонность системы к к о 
ле ба н и я м  (а для  больши н
ства систем и запас  устой
чивости) оценивается п о к а 
зателем колебательности 
( М )  — максимальной орд и
натой АЧХ замкнутой с и 
стемы при единичной н а 
чальной ординате  (рис. 2.27,

Величина  показателя  ко леб ате льн ос ти  м о ж е т  быть  най дена  и 
по ЛЧ ФХ  системы в разо м кн ут ом  состоянии. Д ейс т в и т ел ь н о ,  го
ризонтал ьн ая  прямая ,  пр оведе нна я  на плоскости амплитудной  
характеристики замкнутой системы N  (а)  на высоте  М  (пря-
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м а я  1 на  рис.  2.27, а ) ,  о т о б р а ж а е т с я  на комплексную пло
скость (V, С/) частотной ф у н к ц и и  разомкнутой системы №(/&>) 
в виде  о к р у ж н о с т и  радиусом г = Л 4 / ( А 7 2— 1), центр которой 
см ещен в л е в о  от начала  к о о р д и н а т  на расстояние с = М 2/ ( М 2— 
— 1).  Н а ч е р т и в  семейство окружнос тей,  соответствующих р а з 
ным з н а ч е н и я м  М,  и отметив  наи меньшую из них, которой к а 
са етс я  Л Ф Ч Х  разомкнутой системы,  найдем пок аз ате ль  ко ле 
б ат ельн ос ти ■■этой системы в замкнутом состоянии. На  
рис.  2 . ’2 7 , а  Л Ф Ч Х  ч точке о> к а сается  окружности,  ко ю р а  я со
ответст вует  М = 1 , 4 .

О д н а к о  построение  А Ф Ч Х  УРЦю) на комплексной плоскости 
требу ет  бо ль ш о го  об ъе ма  вычислительной работы (особенно 
д л я  с л о ж н ы х  систем) .  Поэтол*у в инженерной пр ак ти ке  п о к а 
з а т е л ь  ко леб ате льн ост и системы находят  по ее ло га р и ф ми ч е 
ским  частота ым х а р а к т е р и с т и к а м  разомкнутого состояния,  
с т р о я щ и м с я  без  громоздких вычислений.

Д л я  о п ределен ия  п о к а з а т е л я  колебательности с помощью 
Л Л Ч Х  и Л Ф Ч Х  семейство окружнос те й разных М  (точнее, полу
о к р уж н ос тей ,  распо ложен ных  н и ж е  оси V)  перестраивают на 
л о г а р и ф м и ч е с к у ю  плоскость в в и д е  криволинейных зон, за п р е т 
ных д л я  ф а з о в о й  ха ракт ерис тик и .  Чтобы получить запретную 
зо ну в ы б р а н н о г о  п ок азате ля  колебательности,  измеряют длины 
векторов ,  соединя ющи х н а ч а л о  координат и несколько точек 
п о л уок ру ж н ости ,  и находят  предельно допустимые фазовые 
сдвиги,  при  которых АФХ системы может коснуться (извне) 
этой о к р у ж н о с т и  (например,  Л,- и <р, на рис. 2.27, б ) .  Найд енн ые  
вел ич ин ы ф/ о тк л ад ы в аю т  на логарифмической плоскости в со
ответствии со значениями о р д и н а т  амплитудной частотной х а 
р а к т е р и с т и к и  исследуемой системы,  равными взятым Л; (в де
ц и б е л а х ) ,  и соединяют нан есенные точки плавной кривой 
(рис. 2 . 2 7 , о ) .

Е с л и  л о г ари ф ми че ск ая  ф а з о в а я  характеристика  коснется 
одной из за п р е т н ы х  зон (на при мер,  зоны М =  1,4 па рис. 2.27,
в ) ,  то  это значит ,  что Л Ф Ч Х  разомкнутой системы на комплекс
ной пл ос кос ти  касается  о кр уж но сти с тем же индексом (М =  
=  1,4 на  рис.  2 . 27 , 6 ) ,  а а м п л и т у д н а я  характеристика  з а м к н у 
той сис тем ы  — соответствующей горизонтали (М =  1,4 на 
рис. 2.27, а ) ,  т. е. система в замкн утом состоянии имеет по ка 
з а т е л ь  колебател ьно сти,  ра вн ый М.

В устойчивой СЛУ б о л ь ш а я  величина показател я  ко л е б а 
тел ьн ости  будет  соответствовать  меньшему за па су  устойчиво
сти системы.  Пр и М —*■ оо высо та  резонансного пика ЛЧХ 
за м к н у то й  системы стремится  к бесконечности, окружности па 
плоскости Л Ф Ч Х  разомкнутой системы стягиваются  в точку  (— 1, 
0 ) ,  а з а п р е т н а я  зона — в точк у  (<лСр, 0) ,  т. е. условие  М  сви де 
те льству ет  о том, что система находится  на границе устойчи
вости.

Количественно]!  оценкой второго показателя качества систе



мы в переходном р еж и ме  — быстродействия  — являе тся  т а к  н а 
зы ваем ая  полоса  п р о п уска ни я  — д и а п а з о н  частот, п р о х о д я щ и х  
через замкнутую систему без  о с л а б л е н и я .  Ч а с то т а  <оп, ко то р ая  
ограничивает  полосу  пропускания,  о п р е д е л яе т с я  точкой пе ресе 
чения горизонтали (прямая  2 на рис. 2 . 2 7 , а ) ,  проведенной на  
высоте N  (о)) =  1, с АЧХ замкнутой системы.

Расчетное  или экспериментальное  пос троение  АЧХ з а м к н у 
той системы намного  сложнее ,  чем р а з ом кн уто й .  Поэтому  по 
лосу пропускания зам кнутой системы ц ел ес о о бр азн о  от ы ск и 
вать по логарифмической АЧХ системы в разо мкн утом сос то я 
нии.

Во многих СЛУ частота среза  « ср, при  которой Л А Ч Х  
разомкнутой системы пересекает  ось абс ц ис с  (см. рис. 2.27, в ) ,  
близка  к частоте резонанса  <оР, ко торая ,  в свою очередь,  м а л о  
отличается  от шп (см. рис. 2.27, а).  С л едо вател ьн о ,  по ве лич и
не (1),-р можно судить (с небольшим з а п а с о м )  о полосе про пу 
скания замкнутой САУ, т. е. количественно оценить  ее бы ст ро
действие.

Таким образом,  качество САУ в пе реходном режиме м о ж е т  
быть оценено как  по временным, гак и по частотным х а р а к т е 
ристикам.  Оба  эти способа в наст оящее  в р е м я  имеют бо ль шое 
распространение . Использование  того ил и иного способа о п р е 
деляется  удобством его применения в конкретной системе.  
Однако  в большинстве случаев пре дпоч тение  отдается  ч аст от 
ным методам оценки по следующим пр ичинам:  во-первых, о с 
новным инженерным методом расчета д и н а м и к и  САУ в н а с т о я 
щее время являе тся  частотный; исходные д ан н ы е  при его ис
пользовании удобно з ад ав ать  в частотной форме; во-вторых,  
частотный способ позволяет  оценить св ой ства  замкнутой систе
мы по ее характ ерист икам в разо мкн утом состоянии;  в-третьих,  
гармоническое воздействие па входе б л и ж е  к реальным у с л о 
виям работы многих САУ, чем ск а ч к о о б р а з н о е  изменение в х о д 
ного сигнала.

Хотя временные и частотные оценки свойств  переходного р е 
ж и ма  обычно используются  независимо д р у г  от друга ,  но и н ог 
да  ока зывается  необходимым сопоставить  их межд у собой.  
Связь  м еж ду  временными и ч аст отны ми характ ери сти ка ми  
САУ очень сл о ж н а  и в общем виде м о ж е т  быть определена  
только  для  простейших систем. О д н а к о  пе реда точ ная  ф ун кц ия  
многих зам кн утых  САУ, показатель  колебател ьно сти  которых 
М > 1 ,  может  быть приближенно п р е д с та в л е н а  в виде

Ф(/7)^1 (1 + 2 с7 > + ГУ ).
Д л я  таких систем можно сравнительно просто найти связь  
межд у временными и частотными п о к а з а т е л я м и  переходного 
режима:  частота  среза  (ог.Р и время д о с т и ж е н и я  первого м а к с и 
мума на переходной ха ракт ерист ике  с в я з ы в а ю т с я  п р и бл и ж е н 
ным соотношением (см. рис. 2.26) /шах~ л / ( о Ср, а длительность



переходного  процесса ,  зака н чи ва ю ще го ся  после одпого-двух пе
ре регулирований:  (т,са{\ч-2)

Св язь  м е ж д у  за ту х ан и ем  (с),  перерегулированием (о, %)  и 
по ка зателем  ко лебате льн ос ти {М)  для  этого случая  представ
л е н а  на рис. 2.28. В более с лож н ы х случая х  д ля  связи времен
ных и частотных показате лей следует пользоваться специалг.- 
ными н о м о г р а м м а м и .

Оценка  п о к а з а те л е й  качества по вещественной частотной х а 
рактеристике  Р {ш )  мож ет  быть сделана  на основании сущест
вующей связи м е ж д у  этой характеристикой замкнутой системы 
и кривой переходного  процесса х ( ( ) = Н ( 1 )  (для единичного 
внешнего воз дей стви я  при пулевых начальных условиях 
САУ).  Св язь  эта описывается  следующим выражением:

» ( 0  — —М  У 1"  * ц„.  (2.;!:!)

Однако  вычисление интеграла  в правой части этого уравнения 
представляет б о л ь ш и е  трудности.  Поэтому обычно использует
ся пр иближ енн ое  решен ие  задачи.

Анализ и н т е г р а л а  (2.33) даст  возможность  выявить сл еду 
ющие по лож ен ия  оценки качества переходного процесса:

1. Мал о отли ча ю щ и м ся  вещественным характеристикам со
ответствуют п р и м ер н о  одинаковые переходные процессы. С л е 
довательно,  м о ж н о  определить  форму кривой переходного про
цесса, если в е щ ествен н ая  характеристика  мало отличается  от 
типовой, д ля  которой переходный процесс известен.

2. На  ф о р м у  кривой переходного процесса значительное 
влияние  о к а з ы в а е т  л иш ь область так на зы ваем ых сушествен-



ных частот вещественной х а р а к т е р и с т и к и  ыс, т. е. частот ,  п р и  
которых ордина ты  Р(<о) имеют с р а в н и т е л ь н о  большие з н а ч е н и я  
(рис. 2.29).  Используя  это свойство,  м ож н о ог ранич ива ться  п р и  
исследовании С Л У  интервалом с у щественн ы х частот. З а м е т и м ,  
что область  несущественных частот  (о)>сос) влияет  г л а в н ы м  
образом на нач альную часть пе реходног о  процесса,  а н а ч а л о  
вещественной частотной х а р а к т е р и с т и к и  определяет  в о с н о в 
ном конечную его часть. Та ки м  о б р аз о м ,  пренебрежение  э т и м и  
фа кт ор ами  д ел а е т  оценку переход ног о  процесса более г р у б о й .

3. Если вещественная х а р а к т е р и с т и к а  Р((о)  п р е д с т а в л я е т  
собой по ложител ьн ую нсв оз растаю щ ую  функцию {кривая 1 на 
рис. 2.30),  то величина пе р ер егу л и р о в ан и я  а  не будет п р е в ы 
шать  18%.

4. Если вещественная х а р а к т е р и с т и к а  Р(со) с ув елич ен ие м  
о) монотонно убыв ает  (кривая  2 на рис.  2.30),  то п ер ех о д н ы й  
процесс будет протекать без пе ре регулир овани я .  При эт ом  в р е 
мя затухания  процесса о п р ед ел яе тся  неравенством ¿п> 4 л / ( о с-

5. Если значение  вещественной ха ра кт ер ис ти ки  Р(о) )  п р и  
каких-нибудь значениях (о больше Р ( 0) (кривая  3 на рис. 2 . 3 0 ) ,  
то перерегулирование  будет не б о л ь ш е  значения ,  о п р е д е л яе м о г о  
в ыраже нием  [1,18 Ртих(о))— Р ( 0 ) ] / Р ( 0 ) .

6. Если вещественная х а р а к т е р и с т и к а  Р(о>) пе ресекает  ось 
абсцисс при частоте <i> =  о»„ (см. рис.  2.29),  то время з а т у х а 
ния переходного процесса опр е д е л яе т с я  неравенством

~Ч< •  ̂ t u <  4гс>„.

И нтервал  частот О с о х ш п ,  в котор ом Р ( т ) > 0 ,  н а з ы вается  и н 
тервалом положительности вещественной частотной х а р а к т е р и 
стики замкнутой системы.

7. Если вещественная х а р а к т е р и с т и к а  Р(со) в какой-то  т о ч 
ке со терпит разрыв,  т. е. Р{(о ) о о  (кри вая  4 на рис. 2 .30 ) ,  
то система находится па границе устойчивости.



8. Если две ве ще с т в е н н ы е  характеристики,  сходные по ф о р 
ме: Pj  (со) и Р 2 (о>), о тли ча ю тс я  лишь масшт або м по оси о>, т. е. 
Р] (п (си)) =  Р 2 (ю), то переходный процесс l u ( t ) ,  соответствую
щий характерис тике  Р i (со), будет затухать  в п  раз  быстрее, 
чем переходный проце сс  /¡■■(t), который определяется  характе 
ристикой Р 2((й).

9. Необходимым, но недостаточным условием стремления 
переходного процесса / / ( / )  к установившемуся значению я в л я 
ется выполнение не ра в е н с тв а  |Р(<о) | < Р ( 0 ) .

Н а  основании перечисленных признаков мож но  грубо оце
нить качество переход ног о  процесса h{ t )  в замкнутой САУ по 
в и д у ее вещественной частотной характеристики Р { со).

До ка за но ,  что е с л и  дне  функции Л  (о )  и Р 2 {ю) совпадают 
в ин тервале  частот  0 < w < t o , p (<,>,Р — частота  ср еза) ,  а при 
а>><0ср их разность f>(to) =  (со) — (со) имеет N  экстремумов,  
то  д ля  того, чтобы д в е  переходные функции X]( t )  и x 2( t j ,  со
ответствующие Р i (со) и Р 2 (со), отличались не более чем на «о 
при t > t и т. е. у д о в л е т в о р я л и  неравенству \ X\ ( t ) — л * 2 ( 0 | ^ е о .  
достаточно выполнить  неравенство

где  М  — наибольшим экстремум;  Лг =  (»«,.р /̂гс — наименьшее це
л о е  число. П о к а з а н о ,  что если, начиная  с некоторого гоп, 
| Р ( с о ) / Р ( 0 )  | <  (0,1-М),2 ) ,  то при практической оценке качест
в а  вид функции Р(<а) при с1> о ) п можно не принимать  во вни
мание.

П ри  синтезе С А У  целесообразно вводить дополнительный 
з а п а с  по фазе .  Это поз вол и т  учитывать в расчетах  влияние ма
л ы х  постоянных времени.  Д л я  удобства можн о установить одно 
и то ж е  значение  с у м м ы  малых  постоянных времени для всех 
типов  Л  АХ. Н а п р и м е р ,  1 «  1 т т = 0 , 1 .  В этом случае  необходи
мый запа с  по ф а з е  Л т =  (5-1-6).

По виду переход ног о  процесса п средней его части переда
точн ая  функция типа

м о ж е т  быть сведена  к эквивалентной передаточной функции 
вида

W ( p )  =  K*( \  +  Т , р )  \ р (  1 +  7 » 0  +  7 > ) ( И - 7 > )

W { p )  =  K * { \  +  7 »  Р ( \  +  Г 1Р) { \  + р  v r M
m 1

или,  если поло жить  \ T m= T - ¿ , - -  к передаточной функции
вида



и7{р)  --= К в (1 +  Ь>р);[р{\  +  Т,р)  (1 +  / » ] .

Аналогичные рассуждения мож н о сделать  по о т н о ш ен и ю  к 
передаточным функциям д р у г и х  видов.

Построение кривой переходного  процесса  у  =  ср(£) з а м к н у 
той САУ при единичном ск ач к о о б р азн о м  возд ейс тви и уд обно 
делат ь  с помощью метода тра п е ц е и д а л ь н ы х  час тот ны х  х а р а к 
теристик.  Д л я  этого необходимо построить ве щественн ую  ч а 
стотную характеристику Р ( ы )  замкнутой по л о г а р и ф м и ч е 
ским частотным характе
ристикам разомкнутой си
стемы, воспользовавшись 
ном ограм мами,  приведен
ными на рис. 2.31, где по 
оси орд ина т  отложены 
значения модуля  коэффи
циента передачи разом
кнутой системы ¿(и») в 
децибелах ,  а по оси абс
цисс — значении фазы 
<1' (ш) коэффициента  пере
дачи, и в этой системе ко
ординат  построены линии 
равных значений Р ( <•>) =
=  сопб1.

О пре де лив  по логариф
мическим частотным ха
ра кте рис тикам  значения 
Ь( ац)  и ср(о)г) для  ча
стоты о),-, можно найти по 
н ом ограммам соответст
вующее значение  Р(<о,) и 
построить таким образом 
вещественную частотную 
характеристику  Р (си). З а 
тем вещественную частотную хар ак терис ти ку  Р(со) исследуемой 
системы (рис. 2 .32,а) апп роксимир ую т тра п е ц е и д а л ь н ы м и  ч а 
стотными характеристиками так ,  чтобы при сл ож ени и о рд ин ат  
всех трапеций (рис. 2.32,6)  пол уч ила сь  исходная х а р а к т е р и с т и 
ка. Д л я  каж до й трапеции опр ед еляе тся  коэффициен т  на к ло н а  
X — <01,7(1)оI (рис. 2.32,о*) и по не му из табл .  2.1 берутся  з н а ч е 
ния /г-функций.

К ри в а я  переходного процесса получается  с у м м и р о в а н и ем  по
строенных /г-функций с учетом пересчета масшт або в ,  посколь ку  
для  ка ж до й  трапеции зна чения  Ро,- и о)о, отличны от единицы.

* Н а рис. 2 .32 ф аиснии  обозначены  цифрами 1— !.



X
0,00 0.05 0,10 0,15 0,20 0,25 О..Ч0 0,35 0,40 0,45

0 ,0 0 ,0 0 0 0,000 0,000 0 ,0 0 0 0 ,0 0 0 0,000 0,000 0 ,000 0,000 0,000
0 ,5 0 ,1 3 8 0,165 0,176 0 ,1 8 4 0 ,1 9 2 0,199 0,207 0 ,215 0,223 0,231
1,0 0 ,3 1 0 0,301 0,340 0 ,3 5 6 0 ,371 0,386 0,401 0,417 0,432 0,447
1.5 0 ,4 4 9 0,469 0,494 0 ,5 1 6 0 ,5 3 8 0,560 0,594 0 ,603 0,617 0,646
2 ,0 0 ,5 7 2 0,597 0,628 0 ,6 5 5 0 ,6 8 3 0,709 0,681 0,761 0,786 0,810
2 ,5 0,674 0,705 0 ,797 0 ,8 3 3 0 ,8 6 7 0,833 0,839 0,891 0,938 0,943
3,0 0 ,775 0,790 0,828 0 ,863 0 ,896 0,928 0,958 0 ,9 8 7 1,013 1,038
3 ‘5 0 ,783 0,853 0,892 0 ,9 2 8 0 ,9 6 3 0,994 1,024 1 ,050 1,074 1,095
4 ,0 0 ,8 5 7 0,896 0,938 0 ,9 7 4 1,008 1,039 1,060 1 ,090 1,107 1,124
4,5 0 ,883 0,923 0,960 0 ,9 9 7 1,029 1,057 1,080 1 ,100 1,115 1,129
5 ,0 0 ,896 0,936 0 ,978 1,012 1,042 1,067 1,087 1,103 1,112 1,117
5 ,5 0 ,9 0 0 0,940 0,986 1,019 1,046 1,067 1,083 1,093 1,095 1,097
6.0 0,904 0,942 0,981 1,013 1.037 1,054 1,065 1,070 1,068 1,062
6 ,5 0 ,9 0 4 0,943 0 ,980 1,009 1,030 1,043 1,050 1,043 1,043 1,033
7,0 0 ,9 0 4 0,944 0,978 1,006 1.024 1,035 1,037 1,033 1,023 1,009
7,5 0,907 0,945 0 ,980 1,006 1,019 1,025 1,025 1,017 1,005 0,989
8,0 0 ,9 1 0 0,951 0,985 1,008 1,020 1,024 1,021 1,012 0,995 0,981
8,5 0 ,918 0,956 0,989 1,010 1,021 1,022 1,018 1,007 0,992 0,977
9 ,0 0 ,924 0,965 0,996 1 0 1 6 1,025 l,02ö 1,018 1,006 0,992 0 ,978
9 ,5 0 ,9 3 2 0,972 1,004 1,022 1,029 1,027 1,019 1,006 0,993 0,982

10,0 0 ,939 0,978 1,009 1,025 1 .0 3 1 1.027 1,019 1,006 0,993 0  987
10,5 0 ,9 4 4 0,985 1,013 1,028 1,033 1,028 1,017 1,005 0.993 0,991
11,0 0,947 0,988 1,015 1,029 1,031 1,025 1,014 1,002 0,993 0 ,989
11.5 0 ,949 0,988 1,016 1,027 1,028 1,021 1.010 0 ,999 0,991 0,987
12,0 0 ,9 5 0 0,988 0,015 1,025 1,024 1,015 1,004 0,994 0,988 0,986
12,5 0 ,9 5 0 0,988 1,013 1,022 1,019 1,1-10 0,999 0 ,990 0,986 0,987
13,0 0 ,9 5 0 0,989 1,012 1,019 1,015 1,005 0,994 0 .986 0,985 0 ,987
13,5 0 ,950 0,990 1,011 1,017 1,011 1,000 0,990 0 ,983 0,984 0,988
14,0 0 ,952 0,990 1,011 1,016 1,009 0,997 0.988 0,983 0,985 0,991
14,5 0 ,954 0,990 1,012 1,015 Í,0Ü8 0,996 0,987 0,985 0.988 0 ,996
15,0 0,956 0 993 1.012 1,014 1,007 0,995 0.988 0 ,987 0,991 1,000
15,5 0 ,959 0,995 1,014 1,014 1,006 0,995 0,98') 0 ,988 0,996 1,004
16,0 0,961 0,997 1,015 1,014 1,006 0,995 0.991 0 ,992 0,998 1,007
16,5 0 ,9 6 4 0,999 1,016 1,014 1,005 0,995 0,993 0,995 1,002 1,009
17,0 0 ,9 6 5 1,001 1,016 1,013 1,005 0,995 0.994 0 ,997 1.005 1,010
17 ,5 0 ,9 6 6 1,002 1,015 1,012 1,003 0,995 0.994 0 ,9 9 8 1,006 1,010
18,0 0 ,9 6 6 1,002 1,015 1,011 1,002 0,995 (1,995 1,001 1,008 1,010
18,5 0 ,9 6 6 1,001 1,015 1,009 1,001 0,994 0,995 1,001 1,007 1,009
19,0 0 ,967 i , ООО 1,015 1,008 0 ,99# 0,992 0,99,5 1,001 1,006 1,006
19,5 0,967 1,000 1,014 1,006 0 ,996 0,991 0,995 1.001 1,005 1,004
2 0 ,0 0 ,9 6 7 1,000 1,013 1 ,0 0 5 0,995 0,991 0,955 1,001 1,005 1.003
2 0 ,5 0 .968 1,002 1,012 1,004 1,994 0,991 0.996 1,002 1,004 1,001
2 1 ,0 0 ,968 1,002 1,011 1,003 0,994 0,992 0,997 1,003 1,004 1.ГОО
2 2 ,0 0,971 1,002 1,011 1.002 0,995 0,993 1,000 1,005 1,004 0,999
2 2 ,5 0 ,9 7 3 1,002 1,011 1 002 0 ,996 0,995 1,002 1,006 1,004 0,999
23,0 0 ,974 1,005 1,011 1,002 0,996 0,996 1,004 1,007 1,003 0,998
23,5 0 ,975 1,005 1,010 1,002 0,996 0,998 1,004 1,008 1,003 0,998
2 4 ,0 0 ,975 1,005 1,010 1,001 0,996 0,999 1,005 1,007 1,002 0,997
24,5 0 ,9 7 5 1,005 1,009 1 ,000 0,996 0,999 1,005 1,006 1,001 0,997
25,0 0 ,9 7 5 1,005 1,008 1,000 0,995 0,999 1.005 1,004 1,000 0,996



\ \ ^ о„->о 0,55 0,60 0.С5 0,71) 0.75 0,80 0,85 0,90 0,95 1

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0 ,000 0,000 0 ,000 0 ,0 0 0 0 ,0 0 0 0,000 0,000
0 .5 0 ,240 0,248 0 ,255 0,259 0 ,267 0 ,275 0 ,2 8 2 0 ,2 9 0 0 ,2 9 7 0,304 0,314
1.0 0,461 0,476 0,490 0,505 0 ,519 0,534 0,547 0 ,5 6 2 0 ,5 7 5 0,593 0,603
1,5 0,665 0 ,685 0,706 0,722 0 ,7 4 0 0,758 0 ,776 0 ,7 9 4 0 ,8 1 3 0,832 0,844
2,0 0,833 0,856 0,878 0,899 0 ,9 1 9 0,938 0 ,956 0 ,9 7 4 0 ,9 8 6 1,003 1,020
2 .5 0,967 0,985 1,010 1,031 1,042 1,060 1,078 1 ,098 1,113 1,125 1,133
3,0
3.5

1,061 1,082 1.100 1,117 1.130 1,142 1,154 1 ,164 1,172 1,176 1,178
1.115 1,132 1,145 1,158 1,181 1,166 1.171 1 ,174 1,175 1,175 1,175

4 ,0 1,142 1,152 1,158 1,159 1,60 1,161 1,156 1,149 1,141 1,131 1,118
4,5 1.138 1.134 1,134 1,138 1,132 1,127 1,111 1,099 1 ,085 1,071 1,053
5,0 1.11К 1.115 1.107 1,098 1.084 1,069 1,053 1.037 1,019 1,001 0,986
5.5 1.092 1,083 1 070 1.050 1,032 1,016 0 ,994 0 ,9 7 9 0 ,9 6 2 0,951 0,932
(1,0 1,051 1.037 1,021 1.003 0 ,984 0,956 0,949 0 ,934 0 ,9 2 2 0,920 0,906
6.5 1,018 1 001 0.982 0,946 0,948 0,936 0 ,920 0 ,9 1 0 0 .9 0 3 0 .903 0.905
7.0 0.993 0,975 0,957 0,941 0 ,927 0.917 0.911 0 ,9 0 8 0 ,9 0 9 0,915 0,925
7,5 0,974 0,958 0.944 0,926 0 .922 0,911 0,920 0 ,9 2 7 0 ,9 3 4 0,946 0,958
8,0 0 .9 6 6 0,951 0.941 0,935 0 ,932 0 ,930 0 ,944 0 ,9 5 5 0 ,9 7 0 О.ЭЯб 1,004
8,5 0,970 0,949 0,944 0,94^ 0,951 0,958 0,974 0 ,9 9 0 1,006 1,023 1,041
9,0 0,975 0 .960 0,961 0.966 0 ,976 0,990 1,006 1 ,023 1,039 1,053 1,061
9.5 0,982 0.972 0.980 0,987 1,000 1,015 1,033 1 ,048 1,059 1,066 1,066

10,0 0,987 0.985 0.993 1.006 1,020 1,036 1,049 1 059 1,063 1,062 1,056
10,5 0,993 0,996 1,007 1,017 1,033 1,046 1,054 1 .058 1,055 1,048 1.033
11,0 0,997 1.002 1,014 1,027 1,039 1,047 1.048 1 ,044 1.034 1,021 1,005
11.5 0,977 1.006 1,017 1.029 1,037 1 (143 1,034 1 .024 1,010 0.994 0,977
12,0 0,997 1,006 1.019 1,026 1,027 1.0'25 1.015 1 ,000 0 ,9 8 4 0 ,969 0,9.58
12.5 0,997 1.006 1,018 1,019 1,017 1.010 0  995 0 .9 7 9 0 ,965 0 ,954 0,949
13,0 0/198 1,006 1,914 1,012 1,005 0.993 0,980 0 .9 6 4 0 ,9 5 5 0 ,950 0,955
13,5 1.000 1,006 1,010 1,005 0  995 0 ,9 8 2 0,968 0  958 0 ,9 5 4 0 ,9 5 8 0,970
14,0 1.002 1.006 1,008 0  999 0 ,9 8 7 0,974 0,965 0 ,9 6 1 0 ,965 0 ,976 0,990
14,5 1,005 1.1)06 1.005 0,994 0 ,983 0,970 0,969 0 .971 0 ,981 0.997 1,010
15.0 1,008 1,007 1,002 0,993 0 .983 0,976 0,978 0 ,9 8 7 1,001 1.017 1,030
15,5 1.011 1 007 1 001 0,993 0 ,9 8 5 0  984 0,991 1 .003 1,019 1,032 1,040
16,0 1 .0 1 1 1,008 1.(100 0,996 0 ,995 1,001 1,014 1 ,027 1,036 1,039 1,039
16.5 1.012 1,008 1.000 0.996 0 .9 9 5 1,001 1,014 1 ,027 1,036 1,038 1,028
17.0 1,009 1,007 0,999 0,997 0 ,999 1,008 1.020 1 ,030 1 ,032 1,027 1,012
17,5 1,008 1.005 0.997 0,998 1,002 1,012 1,023 1,027 1,023 1,013 0,988
18,0 1,006 1,002 0 .997 0,998 1,004 1.014 1,020 1,018 1 ,038 0,993 0,979
18,5 1,001 0,9^9 0.995 0,998 1 003 1,012 1.014 1 0 0 7 0 ,9 8 1 0,978 0,959
19,0 0.998 0,995 0  993 0,997 1,004 1,009 1,006 1 .007 0 ,9 8 1 0,969 0,956
19,5 0,996 0,992 0 992 0.996 1,003 1,005 0 ,998 0,'»85 0 ,9 7 3 0 ,967 0,973
20,0 0.996 0,991 0,992 0 ,995 1,093 1.001 0,991 0 ,9 7 9 0 ,972 0,974 0,985
20,5 0.995 0,991 0,994 0 ,996 1,001 0.996 0 .986 0 ,9 7 6 0 ,9 7 4 0,990 1,001
21 ,0 0 ,995 0,993 0,997 0 ,9 9 6 0 /999 0  993 0,983 0  975 0 ,9 8 1 1,092 1,016
21,5 0,996 0,995 1 ООО 0 ,9 9 5 0 ,998 0.992 0 .986 0  988 0 .9 9 7 1,013 1.024
22.0 0,996 0,у96 1.000 0,997 0  ,997 0.991 0,991 0 ,9 9 7 1 ,012 1,024 1,029
22,5 0,997 1,000 1,004 1,000 0 ,9 9 6 0,992 0,998 1,008 1,022 1,028 1,026
23.0 0.998 1,001 1,005 1.001 0,997 0,994 1,002 1 ,015 1 ,025 1,027 1,016
23,5 0,999 1,002 1.008 1,002 0 .998 0,997 1,007 1 .017 1 ,023 1,023 1,002
24 ,0 1,000 1,002 1,007 1,003 0 ,999 1,000 1,008 1 ,017 1 ,015 1,012 0,988
24,5 1,000 1,002 1,006 1 .ооз 1.004 1,002 1,005 1,014 1 ,0 0 5 0,995 0  979
25,0 1,000 1,004 1,002 1,003 1,001 1,003 1,005 1,008 0 ,9 9 1 0,985 0,975



Д л я  этого  з н ач ени я  функции увеличиваются  в Р 0; раз,  а зна ч е
ние а р г у м е н т а  уменьш ается  в с»>о» раз.  Д а н н ы е  приведены ниже:  

- ............................................0 ,0  0 ,5  1.0 1,5
Н .........................
>¡(0 -- У ’о,.................
¡̂ = Т/С0о ;...................

по ним с тр о и тся  графи к переходного процесса.  Полученная  
с у м м а р н а я  к р и в а я  гу2 ( 0  (рис. 2.33),  где п —  число

трапеций,  будет  пре дс тав лять  собой искомую п ри бл иж енн ую  
х а р а к т е р и с т и к у  переходного процесса.  Точность построения 
кривой переходного  процесса зависит  от точности аппрокси
мации т р а п е ц и я м и  площади,  ограниченной кривой Р(о>).

2.4. М ЕТ О Д Ы  УЛУЧШ ЕН И Я
К А Ч ЕС Т В А  РАБОТЫ Л И Н ЕЙ Н Ы Х  СИСТЕМ

Д л я  об еспечения  требу емых статических и динамических 
х а р а к т е р и с т и к  САУ применяется  различная  коррекция .  Кор
рекция  С А У  относится к области синтеза систем, поскольку 
при расчет е  коррекции необходимо выяснить,  какие  дополни
тельные зв ен ья ,  выполняющие функции корректирующих 
устройств,  д о л ж н ы  быть введены в систему для  обеспечения 
з а д ан н ы х  характеристик .  З а д а ч а  синтеза корректирующих 
устройств  не является  однозначной.  Один и тот же  результат 
може т  б ыт ь  получен разны ми техническими средствами.  Р а з 
личают три  способа включения корректирующих устройств  в 
систему: последовательное ,  п а р а л л е л ь н о е  и цепь местной (кор
р ек ти р у ю щ ей )  обратной связи.

П о с л е до в а т е ль н о е  корре кти рую щее устройство включается  
в г л авн ую  це пь  последовательно с нескорректированной частью 
системы (рис.  2.34, а) ,  где 11''„к (р)  =  №0лв(р) ГС'о ( р ) - - переда-



точная  функция нескорректированной системы;  №п.к ( р ) — п е р е 
даточная  функци я корректирующего устройства .  Следует  о т м с 
тить, что последовательное кор рек ти рую щ ее  устройство м о ж е т  
со де рж ать  п ар ал л ель н ы е  цепи или местные обратные связи.

Рис. 2.34.

П а р алле льн ое  корректирующее устройс тво  №к (р) ,  к а к  в и д 
но из рис. 2.34, б, включается  п а р а л л е л ь н о  части системы 
^ о х з ( р ) ,  состоящей из одного или неск ольк их  звеньев.  С и г н ал  
на выходе пар аллельной коррекции алгеб раически с у м м и р у 
ется е выходным сигналом охваченной части  системы.

Корректи рующее  устройство,  выпо лне нное  в виде д о п о л н и 
тельной обратной связи (как пра вило,  отрицательной) ,  о х в а 
тывает  часть нескорректированной сис те мы (рис. 2.34, в, гд е  
^ о ч в ( р ) — пер ед аточная  функция з ве нь ев  системы, охв аченных 
обратной связью;  1Г0 ( р ) — пер ед ато ч на я  функци я звеньев,  не  
охваченных обрат ной  связью; УРк.0шС{ р ) — передаточная  ф у н к 
ция корректирующего устройства в цепи обратной связи) .

К орректирующие устройства одного  типа  могут быть з а м е 
нены эквив алент ным и устройствами дру го го  типа.  Д л я  по луч е 
ния формул перехода достаточно п р и р а в н я т ь  передаточные 
функции последовательного,  п ар а л л е л ь н о г о  соединений зв ень ев  
и соединения типа  обратной связи:

^ \ . Л Р) ч^о»»(р ) =  и ,пхв(р)  +  » ' . М ° 1 + Г м ^ 1 ( я  •

(2 .34 )

И з  выра же ни я (2.34) легко найти ф о р м у л ы  перехода от одного



типа  коррекции к другому :
Ц7П. ,  (р)  =  [ и / охв (р)  +  (р)} (р)-

№п . к. ( р ) = 1 , : [ \ +  № 0м ( р ) П К' П' С{р)\;

№ к ( р ) = * \ У т я [ Ч Г п . к . ( р )  ~  Ч ;

№к (р)  =  — и'2)Х|) (р)  и / ,  „ , ( Р )  [1 -  ^ к -.о -с  кр I; (^.35)

И ^ к . о . с ( У ? )  =  [ 1  -  ^ . . к . ( Р ) | / [ ^ ’п х н ( Р )  ^ „ . к .  ( р ) | ;

№к. о. с ( я  -  -  и / к ( Р )  ¡ 1 1 1 ,  ( / > )  +  и 7 0Х11 ( я  I V ,  ( / > ) ] .

Д и н ам и че ски е  свойства  линейных з ам кн уты х СЛУ при ис
пользовании э к в и в а л е н т н ы х  корректирующих устройств р а з 
личного типа  будут  одинаковыми.  О д н а к о  реальные СЛУ 
всегда  с о де р ж а т  эле менты с нелинейными статическими х а 
ракте рис тикам и (насыщение,  люфт, зона  нечувствительности 
и т. д. ),  у х у д ш а ю щ и м и ,  как правило,  качество  системы. От ри
цательные о б р а т н ы е  связи уменьшают влияние  нелинейностей 
охватыва емых  звеньев .  Поэтому использование корректирую
щих от риц ательн ы х  обратных звеньев в большинстве  систем 
более цел есообразно,  чем включение последовательных или па
раллел ьн ых к о р р е к ти р у ю щ и х  устройств. Кром е того, ввод ко р
ректирующих о б р а т н ы х  связей обычно не требует до полнитель
ного усиления,  т а к  к а к  на вход звена обратной связи подается 
сигнал относительно большой величины с выхода  ох ватыва е
мых звеньев.  О т р и ц а т е л ь н ы м и  сторонами применения этого 
вида коррекции я в л я ю т с я  трудность суммирован ия  сигналов 
обратной связи и п р я м о й  цепи системы и возможность неустой
чивости з ам кн ут ого  контура ,  образованного  охватываемыми 
звеньями и к о р р е к ти р у ю щ е й  обратной связью.

1/* ф
г-J  I k l j  ** МJ  j-----

Рис. 2.35.

П осл едо ва тель ну ю  коррекцию удобно применять,  если з 
главной цепи С Л У  есть участок постоянного тока ; в этом слу 
чае ко рр ек тир ую щее  звен о может быть несложным ЯС-конту- 
ром. В системах,  р а б о т а ю щ и х  на переменном токе, участок д л я  
включения простой последовательной коррекции образуют ис
кусственно с п о м о щ ь ю  схемы, представленной на рис. 2.35. 
Мо дулированный сиг на л  переменного т ок а  поступает на д ем о 
дулятор  ( Дм) ,  з а т е м  после выпрямления на фильтр  (Ф)  и д а 
лее на п ос ледовате льно е  корректирующее звено ( КЗ ) .  Выход
ное на п ряж ен ие  корректирующего звена  преобразуется  с по
мощью мо ду лятор а  ( М)  в переменное. Если усиление сигнала 
после его кор рек ци и ведется на постоянном токе, то из схемы 
(рис. 2.35) и с к л ю ч а ю т  модулятор.
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П а р а л л е л ь н ы е  к о р рек ти рую щ ие  устройства обычно приме
няют при необходимости осуществления  сложны х законов ре
г у л и р о в а н и я  (ввод ди ф ф ер ен ц и р у ю щ и х  или интегрирующих 
з в е н ь е в  с передаточными фу н кц и ям и  высоких пор ядков) .

И с п о л ь з о в а н и е  по сл ед ов ательн ых  или па р а л л е ль н ы х  ко р
р е к т и р у ю щ и х  пассивных схем часто  требует включения допол
ни те л ь н ы х  ка ск адо в  усиления,  чтобы сохранить нужное  зн ач е
ние пер едаточного  ко э фф и ц и ен та  системы. Применение  корре к
т и р у ю щ и х  устройств ко !ж ретного  типа в основном о п ре деля 
ется  у д о бствам и  их технического  осуществления  в системе. 
В н ек о то р ы х  СЛУ приходится  использовать одновременно не
с к о л ь к о  видов  коррекции.

Н а п о м н и м ,  что при в кл ю че н и и  в схему САУ кор ректи рую
щ и х  устройств  любого типа  необходимо обеспечить правильное  
с о п р я ж е н и е  их с остал ьн ыми элементами системы; в против
ном с л у ч а е  действие ко рр ек тирующ ей цепи может  быть ну
л е в ы м .

С х е м ы  наиболее  распространенных корректирующих 
ус тройс тв  и их ха ра кт ер ис ти ки  приведены в табл .  2.2.

П р и н ц и п ы  выбора  схемы и расчета пар аметров  корректи
р у ю щ е г о  устройства  методом логарифмических характеристик .
Ч то б ы  оценить  качество нескорректированной С Л У  и устано

вить необходимость кор
рекции, следует  постро
ить на логарифмической 
плоскости амплитудную и 
фазовую частотные х а р а к 
теристики разомкнутой 
основной цепи системы. 
Поскольку  необходимая  
величина передаточного 
коэффициента  САУ на 
данном этапе  расчета  не
известна, то положение  
амплитудной х а ра кт ери
стики £(<о) по высоте 
фиксируется контрольны

ми т о ч к а м и  А к] и Л К2, к о ор дин аты  которых определяются  требо 
в а н и я м и  к точности работ ы С А У  (рис. 2.36). Ордин ату  Ц  пер
вой контрольно й точки А к1 находят  по допустимой величине 
стат ич еско й или скоростной ошибки: 1. \ ^  2 0 1£  К,, где К —
~ К йп, Кр, Кч.э, К*.у, К у — передаточный коэффициент  р а зо м к 
нутой системы,  равный произведению коэффициентов передачи 
э л е м е н т о в  СЛУ:  двиг ате ля ,  редуктора,  чувствительного эле 
мент а ,  вспомогательных устройств,  усилителя.

П е р в у ю  контрольную точк у откладыв аю т па частоте 
ш = 1 ,  т а к  к а к  орд ината  первой (низкочастотной)  асимп
тоты  Л Л Х  разомкнутой системы любого порядка  астатизма

Рис. 2.30.



при этой частоте равна передаточному к о э ф ф и ц и е н т у  си
стемы (в децибелах) .  В т о р у ю  контрольную т о ч к у  строят,  
исходя из требований к динам ической  точности.  Д л я  ее по
строения  МОЖНО воспользоваться  фор м ул ам и СО/е =  е т а х /& т а х ,

•¿-2 (&>*;) =  20 ]§ йтах / (Ктах-^^+е—м-опя)) (-^Ц+е—гог*!, тах МЭКСИМЭЛЬ-
ная  ампли туда  ошибки установив шегося  р е ж и м а ) .  Обла ст ь ,  
на хо д я щ а я с я  ниже контрольной точки Л*2 и дву х  п р я м ы х  с н а 
клонами — 20 и —40 д Б / д е к ,  являе тся  за п ре тн ой  обла стью  
для  Л А Х  замкнутой системы с астатизмом л ю б о г о  по р я д к а  
(см. рис. 2.36).  Если система рабо тает  со ско ро стью  и у с к о р е 
нием не более й та х и ет а х, то  ош ибки системы не будут  бо ль 
ше .*чне=соп51, шах при условии непрохождсния Л А Ч Х  системы 
через запретную область.

После  нанесения па ло гар и ф ми ч еск у ю  пло скость  ко н тр о л ь
ных точек  А к 1 и Аи2 строят  ампл ит уд ну ю и ф а з о в у ю  частотные 
характерист ики разомкнутой основной цепи н е с к о р р е к т и р о в а н 
ной системы. П ерва я  (низкочастотная )  асимптота  ам пл ит удно й 
характеристики должн а про ходить  не ниже первой ко н тр о л ь 
ной точки; в то ж е  время в т о р а я  контрольная  то ч к а  не д о л ж н а  
быть выше амплитудной хара кте рис тики .  В за и м н о е  р а с п о л о ж е 
ние амплитудной и фазовой характерис тик  д а е т  в оз м ож н ос ть  
оценить устойчивость и к а ч е с тв о  нескорр ект иро ванной системы.  
Если показатели качества будут  отличаться  от з а д а н н ы х  в худ 
шую сторону, то переходят к следую щему ш агу  расчета .

Построение  желаемых Л А Ч Х  и Л Ф Ч Х .  Мн огоч ис ленн ыми 
теоретическими и экспериме нта льным и и с с ледо ван ия м и у с т а 
новлено,  что логарифмическая  амплит удная  х а р а к т е р и с т и к а  
разомкнутой системы регу л и 
рования ,  устойчивой в з а м к н у 
том состоянии, почти всегда  
пересекает  ось частот уч ас т 
ком, имеющим наклон 20 
дБ/ дек .  Случаи пересечения 
оси частот  участком ам п л и т у д 
ной характеристики с н а к л о 
ном 40 или 60 дБ/дек ,  хотя  и 
возмо жны,  но практически не 
встречаются ,  ибо та ка я  систе
ма останется устойчивой л и ш ь  
при очень низком ко эф фициен 
те усиления.  Наклон 20 д Б / д е к  
очень редко  может быть с о х р а 
нен неизменным на более низки х частотах,  т а к  к а к  при этом 
затруднительно получить нео бходимую точность  отработки.  
Н акл он  высокочастотных уч ас тко в  характе рис тик и т а к ж е  пр е 
вы ш ает  20 дБ /д ек  (в системах,  описываемых ур авн ен и ями  
поря дка  выше первого).  Т а к и м  образом,  н а и б о л е е  р а ц и о 
на льная  форм а лога риф мическо й частотной х ар ак тер и сти к и

Рис. 2 .37 .



р а з о м к н у т о й  системы, устойчивой в замкнутом состоянии,  имеет 
вид,  п о к а з а н н ы й  на рис. 2.37. Накл он первой (низкочастотной)  
ас и м п т о т ы  характ ерист ики определяется  порядком астатизма  
сис темы и може т  быть ра вен 0; 20 и 40 дБ /дек .  Участок х а 
ра к т ерис тик и,  сопря гающ ей среднечастотную часть  с низкоча
стотной асимптотой,  м о ж е т  иметь наклон 20, 40 и 60 дБ/дек;  
и з л о м у  Л А Х  вверх в конце  соп рягающего участка  соответствует 
по л о ж и т ел ь н ы й  сдвиг ф а з ы  в районе частоты среза  соСр (ха
р а к т е р н ы й  выем на Л Ф Ч Х ) .

Ж е л а е м ы е  Л А Ч Х  и Л Ф Ч Х ,  как правило,  имеют описанную 
ф о р м у  и строятся  на гр а фи к е ,  на котором нанесены контроль
ные т оч к и А к\ и А т  и построены ЛА ЧХ и Л Ф Ч Х  нескор рек
т и р о в а н н о й  системы. П р и  построении ж е л а е м ы х  Л А Ч Х  и 
Л Ф Ч Х  исходят  из с л е д у ю щ и х  требований:  во-первых,  скорр ек
т и р о в а н н а я  система д о л ж н а  удовлетворять  з а д ан н ы м  по к а за 
т е л я м  кач еств а  (допустимые значения ошибок установившихся 
р е ж и м о в ,  требующийся  з а п а с  устойчивости и быстродействие) ;  
во -вторых,  ж е л а е м ы е  Л А Ч Х  и Л Ф Ч Х  долж ны  по возможности 
м ен ьш е  отличаться  от х а ракт ери сти к  нескорректированной си
стемы;  в-третьих,  следует  стремиться  к тому, чтобы ж е л а е м а я  
Л А Ч Х  на  высоких частотах  не проходила выше Л А Ч Х  нескор
ре к т и р о в а н н о й  системы более  чем на 20—25 дБ .

П о стр о ен и е  ж е л а е м ы х  Л А Ч Х  и Л Ф Ч Х  удобно вести в опре
де л е н н о м  порядке.  С н а ч а л а  строится низкочастотная  часть 
Л А Ч Х  с учетом условий тре буе мой  точности, определяемой д о 
пус тим ой  величиной установившейся  ошибки; наклон  ее опре
д е л я е т с я  порядком а с т а т и з м а  системы, а положение  по в ы 
с о т е —  кон трольными т оч к ами А к\ и А м.  Затем  строится  сред
н еч асто тн ая  часть Л А Ч Х  с учетом требований к устойчивости 
н быстро де йстви ю системы. Д л я  этого через точку  на оси ч а 
стот, соответствующую частоте  среза  (или, если это возможно,  
пр а в е е  этой точки) ,  проводится  пряма я  с наклоном — 2 0 дБ/дек .  
Ж е л а е м а я  частота среза  определяется  по ф о рм уле  (оСр.ж> 
>-ал!1 а, где — заданное  в р е м я  переходного процесса при еди
ничном скач коо бразн ом  вх од ном  воздействии и нулевых н а 
ч а л ь н ы х  условиях САУ; а  —  коэффициент ,  определяемый по з а 
д ан н о й  величине  пере регулир ова ния  а:

Ч а с т о т ы  излома о /  и о / '  среднечастотной части Л А Ч Х  м о ж 
но оп р е д е л и ть  из п р и бл и ж е н н ы х  соотношений

С р е д н е ча с т о тн а я  часть ж е л а е м о й  Л А Ч Х  сопрягается  с ни зко 
частотной  пря мыми,  и м ею щи ми наклон —20, —40 или (в к р а й 
нем с л у ч а е ) — 60 дБ/ дек .  Высокочастотная  часть Л А Ч Х  стро
ится с учетом простоты технической реализации ко ррек тирую
щ его  устройства .

а
15 20 25 30

1,7 2,2 3,0 4,0

— (2 ~~ 4) (1>ср. ж,



Следует  иметь в виду, что за  пр еделам и об ласти  (рис.  2.38) 
¿ ( ш ) < — 20 д Б / д е к  корректирование .  Л А Х  бесполезно.  Н и ж е  
указанного  уровня ж е л а е м а я  Л А Ч Х  системы д о л ж н а  полностью 
совпад ать  с Л А Ч Х  нескорректированной системы.

идо

Р н с. 2.38.

Построение же лаем ых Л А Ч Х  к Л Ф Ч Х  м о ж н о  с чи та т ь  з а 
конченным,  если удовлетворены все требов ани я  к к а ч е с тв у  с и 
стемы. В противном случае следуе т  вернуться к  стат ич еск ом у 
расчету и изменить па р а м е т р ы  элементов  основной цепи,  в ы 
брать более мощный или менее  инерционный д виг ате ль ,  и сп о ль
зовать  усилитель с меньшей постоянной времени,  вкл ю чи ть  
же стку ю  отрицательную о б р а т н у ю  связь,  о х в а т ы в а ю щ у ю  н а и 
более инерционные элементы системы,  и т. д.

Построение  ЛАХ кор рек ти рующ его  устройства  Л о г а р и ф м и 
ческая  амплит удная  ха рак т е р и с т и к а  пос ледовательной к о р р е к 
ции находится вычитанием о р д и н а т  Л А Х  неск ор рек ти ро ванн ой 
системы и желаемой ЛАХ:

201й А , . к Н  =  2 0 М 1К(«.) —  2 0 1 8 А , к (Ш). (2.36)

Действительно,  при вклю чении  пос ледовательно в осн ов н ую  
цепь привода  устройства с частотной фу нкцией И̂ п.к(А'») о б щ а я  
частот ная  функция будет

^ „ ( / Ъ ) * ^ ( у ш ) ^ и.к. (У«*),

Л с . Н ^ Л И ^ Л - .  к .  И ,  ( 2 - 3 7 )

где \^ ск(/о)) и Лск(м) — ч ас т о т н а я  функция с к о р р е к ти р о в а н н о й  
системы и ее модуль; ХРЦы)  и Л (со)— ч астотна я  ф у н к ц и я



основной цепи исходной системы и сс модуль.  Из  равенства  
(2 .37) ,  записыв аемог о  в логарифмическом м асш та бе  как

2 0  1<* А ск ( ш )  =  2 0 1д А  (ш )  +  2 0  1р А и. к ( « 0 ,

неп осредственно получаем вы ра ж е н и е  (2.36) при Л ск(о)) =  Л ж (о>)» 
т.  е. при условии совп ад ени я  Л Л Х  скорректированной системы 
с Л Л Х  жела емой.

П р и м е р  построения Л  АХ последовательного  корректирую
щ ег о  устройства  п ок аза н  на  рис. 2.38 (пунктирная  линия) .

Н а и б о л е е  простой способ построения логарифмической а м 
пл иту дной ха ракте рис тики корректирующей обратной связи ос
но ван на использовании ф о р м у л  эквивалентного перехода
(2.35) от одного вида к оррек ц и и  к д р у г о м у 4:

к (/>) =  1 П  +  ^ о х а  (Р)  И 'к .  о. с (/О].
П е р е х о дя  к ам п л и ту д н ы м  частотным харак теристикам,  мо

ж е м  зап исать

Л„, к . Н — 1 [ 1 +  \^охв( »
Д л я  д и а п а з о н а  частот,  в котором

^ 0X8 ( »  и ' к . с  0*1») =  Л охв ( ш )  Ак. о. с ( »  >  1 ,  ( 2 . 3 8 )

А п . х ( и )  —  1/’А > хв (шМ к . о . с ( « 0 ,  

в ло гариф ми че ск ом  м а с ш т а б е

20 1д Л,,. к («О — — [20 Л ояв(ш) +  20 I% А к. 0. с («*>)].
Отс ю д а

2 0 1 е ^ ОХ1, н - - [ 2 0 1 {? д 1. к . ( ш ) + 2 0 1 8 л » Н 1 .
П о г р е ш н о с т ь  пр и бл иж ен но го  равенства  (2.39) не превышает  
3 д Б ,  если неравенство (2.38) ,  записанное в логарифмическом 
м а с ш т а б е ,  имеет вид 20 1£ Л охв(со) + 2 0  1£/1к.0.с (со) >  11 дБ,  если 
ж е  20 1й Лохв(ю) + 2 0  1£ Л к.о.с (и>) > 3 3  дБ,  то погрешность р а в е н 
с т в а  (2.39) меньше 1 дБ .

Следов ательно ,  д л я  построения  ЛД Х кор ректирующей об
р а т н о й  связи  (¿к.од),  п р и д а ю щ е й  системе требуе мое  качество,  
н у ж н о  сл ожи ть  Л А Х  последовательного  корректирующего 
у стр о й ст ва  ( ¿ п.к), на йденн ую описанным ранее способом,  с ЛА Х 
з в е н ь е в ,  которые п р е д п о л а г а ет с я  охватить обратной связью 
(¿охв) ,  и в соответствии с равенством (2.39) найти зеркальное  
о т о б р а ж е н и е  суммарной характерист ики относительно оси час
т о т  (рис.  2.39).  Д л я  оце н ки  диа паз она  частот,  в котором по
г р е ш н о с ть  построения  ДЛк.о.с не превышает  допустимой вели
ч ины (обычно ДЛк.о.с -<3дБ),  следует зер кально отобразить  от
н о с и те льн о оси частот Л А Х  последовательной коррекции и вы

* Н апом ним , что эти ф орм улы  справедливы  для линейны х систем.



делить частоты,  на которых ор дин аты  этой Л Л Х  больше 11 д Б .  
В найденной полосе частот (он^-(ов (см.  рис. 2.39) Л Л Х  к о р р е к 
тирующей обратной связи можн о с чи та ть  построенной д о с т а 
точно точно. Д л я  частот, л е ж а щ и х  за  границами д и а п а з о н а

Рис. 2.39.

<он н- о)в, Л Л Х  корректирующей об р ат н о й  связи при ходится  
строить но точкам,  используя точную ф о р м у л у  эк вив алент ног о  
перехода (2.35):

Л к . о .  с ( « )  —  [ 1  —  к ( / ш )  ] ( Л о х в ( ш )  А п .  к  ( ‘ » ) ) -

Во многих случаях,  однако,  удастся  обойтись  без вычислений,  
если из физических соображений ус тан ов лен возможный пид 
Л АХ кор ректирующей обратной связи  вне полосы (Он-г-Шв- Н а  
высоких частотах,  например,  звенья ,  охв атываемы е  о б р ат н о й  
связью, имеют, к а к  правило,  очень низкий коэффициент  п е р е 
дачи;  кор ре к ти рующ ая  обратная  свя зь  почти не ок азы вает  в л и я 
ния на работу привода ,  и се Л А Х  на высоких частотах м о ж е т  
быть практически любой фо рм ы (точе чная  линия / , к. о. е. на  
рис. 2.39).



Если к о р р е к т и р у ю щ а я  обратная связь содержит хотя бы 
одно ди ф ф е р е н ц и р у ю щ е е  звено, то на низких частотах ее ЛАХ 
т а к ж е  может  идти дост аточн о произвольно,  т а к  как  сигнал на 
выходе  д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е й  цепи на низких частотах может 
быть настолько м а л ы м ,  что его влияние на работ у  системы о ка 
ж е т с я  ничтожным.

'-,дб

Рис. 2.40.

Иногда Л А Х  последовательной коррекции или корректирую
щей обратной с вязи  получается сложной,  и ей соответствует 
технически трудно реализ уемое  устройство.  В этом случае  це
лесообразно п о п ы та тьс я  упростить найденную характеристику,  
исключая,  нап ример,  рядо м  находящиеся изломы  вверх и вниз 
( о /  и со" на рис. 2.39) и изломы на очень высоких или низких 
частотах ( о / " ) ,  л и б о  представить  сл ож ну ю Л А Х  в виде суммы 
двух  более простых (рис.  2.40);  кор ректирующее устройство,  
имеющее одну из полученных характеристик  (например 1 па 
рис. 2.40),  -включить последовательно в основную цепь системы, 
а по второй х а р а к т е р и с т и к е  (2) найти эквив алент ную ЛА Х кор
ректирующего зв е н а  в цепи обратной связи.  После  упрощения 
характеристики необходи мо  обратным построением найти 
Л А Ф Ч Х  ско ррек ти рованн ой системы и убедиться,  что по к а за 
тели ее качества п о -п реж не му  удовлетворяют заданию.

Определение  с х е м ы  и параметров  корректирующего устрой
ства .  Схему ко р р е к ти р у ю щ е го  устройства ( ча щ е  всего па ссив 
ной электрической ц еп и) ,  соответствующую найденной частот
ной характеристике ,  мож н о отыскать при помощи общих мето
дов  теории эл ек тр и ч еск и х  цепей. Эти методы,  однако,  сл и ш 
ком сл ожны д л я  использовани я  их в ин жен ерных  расчетах.  
Поэтому для  опр е д е л ен и я  схемы цепи по Л А Ч Х  последнюю з а 
меняют суммой пр ос тых характеристик,  к а ж д о й  из которых со
ответствует известное  звено,  либо находят  схему цепи, соответ
ствующую исходной ЛА Х ,  по табл.  2.2. П о сл е  того как  схема 
устройства,  им ею щего дан ну ю  частотную характеристику,  опре 
делена,  расчет п а р а м е т р о в  обычно нетр\-ден. Ход расчета по 
к аза н  на п р и м ер ах  в литературе .

Зам етим ,  что д л я  обоснованного выбора  типа кор ректирую
щего  устройства необходи мо  не только  учесть факторы, пере



численные ранее,  но часто требуется  на йти Л  АХ, схему и п а р а 
метры последовательной коррекции и н аи бо л ее  удобной о б р а т 
ной корректирующей связи. Ср ав не ни е  реализ аци й позволит  
сделать  прави льный  выбор вида коррекции.

После  расчета необходимо уточнить коэффи циент  передачи 
усилителя  САУ (/(у).  Д л я  этого сле ду е т  измерить  ор д и н ату  
первой асимптоты Л А Х  ско рректи ров анн ой системы на частоте 
со=1: LCK =  20 lg Ктп, найти коэффи циент  усиления  усил ителя

К  у =  А' треб ( К ^ , К ,  Жу.  м/с», у)

и, если д ля  коррекции системы т реб уе тся  активное по сл ед о в а 
тельное  кор ректирующее устройство,  ув еличить  его в соот ве т 
ствующее число раз .  Например,  д л я  к ор рек ц и и  системы, х а р а к 
теристики которой изображены на рис. 2.39, требуется а к т и в 
ное кор ректирующее устройство по следовательног о  типа с Л А Х  
( ¿ п . к ) ,  под нимающейся  над  осью частот  на 12 дБ .  Значит ,  к о 
эффициент  усиления  усилителя системы необходимо уве личить  
в пять раз.  По сле  этого в систему м о ж н о  включать  пассивное  
корректирующее устройство,  внос ящ ее  зат ух ани е  на ч астоте  
о = 1 ,  тоже равное  12 дБ;  передаточный коэффи циент  р а з о м к н у 
той системы останется  равным требуемом у.



Глава 3

Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  С И СТЕМ Ы  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

3.1. О СОБЕННОСТИ Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Х  СИСТЕМ

К нелинейным относятся  системы, в которых связь м еж ду 
выходным и вх одны м сигналами одного или нескольких основ
ных элементов з а д а е т с я  нелинейными уравнениями.  Л ю б а я  р е 
альная  САУ всегда  содерж ит  нелинейности вследствие н ал и 
чия люфтов,  трени я ,  ограниченной мощности исполнительных 
элементов  и д р у ги х  факторов .  Если влияние  нелинейностей на 
систему несущественно,  то ее можно лин еари зовать .  Это позво
ляет  свести расс мо тр ени е  динамических свойств САУ к реше
нию линейной за д ач и .  Од на ко  на практике  часто приходится 
встречаться с САУ,  которые имеют существенные нелинейные 
характеристики,  в л и я ю щ и е  на динамические  свойства системы.

Нелинейности,  встречающиеся  в САУ, либо являются  не
отъемлемыми ф из ическим и свойствами элементов (например,  
сухое трение,  лю ф т ,  прилипание,  насыщение и т . д . ) ,  либо пред
намеренно ввод ят ся  в систему д ля  получения  требуемых п о к а 
зателей качества  САУ (например,  релейные усилители, нели
нейные к о р р е к ти р у ю щ и е  устройства и т. д. ) .

Нелинейные системы могут обла дать  качественными осо
бенностями,  ко торы е  несвойственны линейным системам.  К т а 
ким особенностям относятся,  например,  возникновение  перио
дических кол еб ан ий  (на зы ваемых авт око лебан ия ми ) ,  в о зм о ж 
ность нескольких равно весны х состояний, только  часть которых 
устойчива,  пере ход  системы из одного установившегося  д в и ж е 
ния в другое  под дей ствием внешних сил и т д.

Обычно в л ю б о й  нелинейной САУ можн о выделить группу 
линейных э л ем ен то в  ( Л Э )  и один или несколько нелиней
ных (НЭ) .  При  одно м нелинейном элементе  структурная схе
ма  САУ може т  быть  представлена  как  одноконтурная ,  состоя
щ а я  из по сл е д о в ат е л ь н о  включенных лин ейных и нелинейного 
элементов (рис. З .1. ) .  При  других видах включения линейных 
и нелинейных частей  САУ ее т акж е  м ож н о  привести к схеме,



показанной на рис. 3.1, с помощью с т р у к т у р н ы х  п р е о б р а з о в а 
ний. При составлении структурной сх емы нелинейной САУ 
вместо нелинейного элемента обычно у к а з ы в а ю т  его не лин ей
ную статическую характеристику  или, если это  возможно,  з а п и 
сывают аналитическое  вы раж ени е  не линейн ой функции э л е 
мента.  Нелинейные статические х а р а к т е р и с т и к и  могут быть 
разбиты на две  группы: одн означные  и неодно зна чны е.

Рис. 3.1.

Нелинейные элементы с однозначной нелинейной х а р а к т е 
ристикой имеют однозначную зависимость  м е ж д у  входным и 
выходным сигна лами как  при увеличении,  т а к  и при уме ньш е
нии входного сигнала .  Элементы с не однозн ачной нелинейной 
характеристикой имеют разны е завис имо сти м е ж д у  входным и 
выходным сигналами,  которые о п р ед ел яю тс я  зн а к о м  изменения  
входного сигнала .  Ук азанн ые  группы нел инейностей можно к л а с 
сифицировать  и по другим признакам.  В т абл .  3.1 приводятся  
некоторые типовые нелинейные х а р а к т е р и с т и к и  и ана лит иче
ские зависимости м еж ду  входным си гн ал о м  х  и выходным у. 
Нелинейности типа  насыщения,  зоны нечувствительности и р е 
лейного переключения имеют однознач ные  и симметричные х а 
рактеристики,  а нелинейности типа л ю ф т а  и насыщ ения с пет
лей гистерезиса — неоднозначные и, к а к  прави ло,  несиммет
ричные.

Следует отметить,  что к нелинейным С А У  в отличие от л и 
нейных неприменим метод суперпозиции,  кото рый  дает  воз 
можность определить  движен ие  линейной САУ под воздейст
вием возмущения к а к  сумму частных с о с т а в л я ю щ и х  от отд е л ь 
ных компонентов возмущения.  Так,  на п р и м е р ,  определенные 
сведения о переходном процессе в нелине йной САУ  при подаче 
единичного входного воздействия  не п о з в о л я ю т  оценить р е а к 
ции системы на ска чкообр азн ое  воздействие  большей или мень
шей величины. Н е в о з м о ж н о  т а к ж е  пр ед ви деть ,  какова  будет  
реакция системы на линейно в озр аст аю щ и й  сигнал,  д а ж е  если 
известна реакция  на скачкообразное  воздействие .  Таким о б р а 
зом, нельзя использовать  известную р е а к ц и ю  САУ на сигнал  
одного вида д ля  определения  реакции на си гна л  другого вида.  
Причем реакция  системы на определенный сигнал  зависит  так-
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ж е  и от вида  нелинейности,  присущей д анной системе. На  
рис.  3.2 показан о из менен ие  гармонического сигнала в завис и
мости от вида нелинейности.  Обычно при гармоническом вход
ном возмущении на  выход е  нелинейного эл емент а  появляются

сложн ого  вида периодические  колебания.  Кром е основной гар
моники они с о д е р ж а т  т а к ж е  высшие гармоники (которые на 
рис. 3.2 не п р и в о д я т с я ) .  Следовательно,  ан ал и з  и синтез не
линейных С Л У  о к а з ы в а е т с я  значительно сложнее,  чем л и 
нейных.



3.2. И С С ЛЕД О ВА Н И Е ДИНАМ ИКИ  
Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Х  СИСТЕМ

При анализе  нелинейных САУ п р е ж д е  всего определяются  
возможные состояния  равновесия  системы и исследуется их 
устойчивость, определяются  периодические д в и ж е н и я  и иссле
дуется их устойчивость,  изучаются  процессы перех ода  от одного 
к другому установившемуся  состоянию при р а з н ы х  нач аль ных  
условиях.  На ча лом  анал иза  нелинейных С А У  обычно являе тс я  
определение устойчивости системы и н а л и ч и я  автоколебаний.

Возможные состояния равновесия .  И з - з а  нали чия  нелиней
ных характеристик  выходной сигнал не линейн ой САУ не будет 
пропорционален входному,  поэтому ф о р м а  реак ц ии  системы на 
скачкообразное  воздействие будет за вис еть  от величины этого 
воздействия.  Д л я  некоторых нелинейных С А У  применение  вход
ного воздействия может  превратить  устойчив ый переходный 
процесс в неустойчивый,  и наоборот.  (В то  в р е м я  как устойчи
вость линейной САУ зависит  только  от ее  п а р а м е т р о в  и не з а 
висит от внешних воздействий.)

В нелинейной САУ статические и д и н а м и ч е с к и е  процессы 
значительно разнообразнее ,  чем в линейной.  Х ар акт ер  переход
ного процесса в нелинейной системе част о  з а в и с и т  от величины 
начального отклонения,  вызванного в о зм ущ ен ие м .  В связи 
с этим для  нелинейных САУ упо тр ебл яю тс я  понятия  устойчи
вости в малом,  бо ль ш ом и в целом.  С и с т е м а  устойчива в м а 
лом,  если она устойчива при бесконечно м а л ы х  отклонениях 
от исходного р еж и ма .  Система устойчива в большом,  если она 
устойчива при конечных отклонениях,  в о з м о ж н ы х  в данной си
стеме  по условиям ее работы.  Система у с той чи ва  в целом, если 
она устойчива при неограниченных отк лон ен и ях .

Д л я  нелинейных систем характерен р е ж и м  нез атухающих 
колебании,  которые возникают в них при отсутствии периоди
ческих внешних воздействий вследствие вну тренн их свойств си
стемы. Эти колебания  могут быть к а к  уст ойчив ым и,  так и не
устойчивыми. Устойчивые колебания н е л и н е й н ы х  САУ н а з ы 
ваются  автоколебаниями.  Если ко леба ни я  в нелинейной САУ 
устанавливаются  в результате  периодических внешних во здей
ствий, то они н азы ваю тся  вынуж ден ным и.  Следует  заметить ,  
что при за ту ха ющ их  колебаниях пе реход ног о  процесса проис
ходит изменение периода колебаний.

Нелинейные диф фе рен циальны е у р а в н е н и я ,  к которым п р и 
водит исследование  САУ, часто имеют д о в о л ь н о  высокий п о р я 
док.  В настоящее  время большинство груп п нелинейных у р а в 
нений не может  быть решено в общем виде.  В конкретном с л у 
чае  иногда можно исследовать нелинейную систему точными 
аналитическими методами.  Д л я  этого необходимо,  чтобы н ел и 
нейные характеристики были в ы р аж ен ы  посредством а н а л и т и 
ческих зависимостей.  Но так  как в б ол ь ш и н с тв е  случаев  это
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невозможно,  т о  при исследовании нелинейных СЛУ большую 
роль п р и о бр е т а ю т  различные  пр иближ енн ые  методы.

И сп о л ь зо в ан и е  прибл иженн ых методов,  как  правило,  не 
дает  достаточн о полного представления  о всех динамических 
свойствах СЛУ.  П о эт ом у  применение нескольких методов в к а ж 
дом конкрет ном  случа е  часто даст более  полную картину а н а 
лиза.  Тем не мене е  использование к а ж до г о  из приближенных 
методов п о з в о л я е т  исследователю ответить на ряд отдельных 
существенных вопросов,  например об устойчивости,  наличии в 
системе авт о к о л е ба н и й ,  характере  каких-либо режимов и т. д. 
В наст оящее  в р е м я  разр або тано большое количество методов 
исследовании нелинейных СЛУ. Многие из них пригодны толь 
ко для  огра ни ч енн ог о  круга задач  и л иш ь некоторые имеют до
статочно о б щ е е  применение  в области исследования нелиней
ных СЛУ.

И с сл ед ова ни е  нелинейных СЛУ м о ж н о  такж е  производит!» 
методами м ате мат ич еск ого  моделирования ,  которые могут быть 
реализованы с по мощью аналоговых или вычислительных эле 
ментов. Э фф е к т и в н о с ть  их в том, что динамику сложной и до
рогостоящей реальн ой СЛУ можно исследовать с помощью 
сравнительно простои электронной аппаратуры.  Применение 
электронных моделей предпочтительнее при исследовании си
стем, о п и с ы в а е м ы х  сложными нелинейными д и ф ферен ц и ал ь
ными ур а в н е н и я ми ,  математическое  решение  которых о к а з ы 
вается н е в о з м о ж н ы м .  Однако использование  электронных мо
делей д ля  исследо вания  СЛУ не исключает необходимости 
аналитических методов  расчета,  как точных, так  и пр и бл иж ен
ных, п о з в о л я ю щ и х  получать об общ аю щ ие  результаты.

Метод Л я п у н о в а .  Наиболее общие результаты по исследов а
нию устойчивости лю бы х нелинейных СЛУ могут быть полу
чены с п о м о щ ь ю  метода Л. М. Ляпун ова .  Д л я  этого необхо
димо п о д о б р а т ь  некоторую зн а к о о п р с л е л е н н у ю  функц ию 
l'(.Yi, х>, . . . ,  л'„) и вычислить производную по времени от этой 
функции

t t v  V  ^  ( t x ,  U ’/
- 1 7 =  =  • • •  • *">

/ 1

с учетом у р а в н е н и я  движения системы dx¡!dí = f ¡ ( x i, х 2,
(г =  1,' 2, . . . ,  t i ) ,  где x¡ — координаты системы; /, — известные 
функции,  з а д а н н ы е  в пространстве этих  координат.

З н а к о о п р с д с л е н н о й  ф у н к ц и е й  называется  та ка я  функция,  ко
торая во всех т о чк а х  некоторой области  вокруг начала  коор
динат  с о х р а н я е т  один знак и нигде, кроме начала  коо рдин ат ,не  
об р ащ ается  п нуль.  Если ж е  функция сохраняет знак  по в сох 
точках этой о б ла ст и ,  но обращ ается  в пуль и в других точках 
области,  то она наз ывается  знакопостоянной функцией.

Если при Г > ( )  имеет место W < 0 ,  то СЛУ называется а с и м 



птотически устойчивой.  Если при У > 0  им еет  место 1^ =  0, то 
СЛУ называется устойчивой.  С ф о р м у л и р о в а н н ы е  условия 
устойчивости составляют основу метода Л я п у н о в а ,  который з а 
ключается в отыскании д ля  исследуемой нелинейной САУ ф у н к 
ции V', удовлетворяющей выдвинутым т р е б о в а н и я м  и н а з ы в а е 
мой функцией  Ляпун ова .

Трудность использования этого метода  б  т о м ,  ч т о  отсутст
вуют общие пра ви ла  отыскания функции Л я п у н о в а .  Д а н н ы й  
метод позволяет  получить достаточные у с лови я  устойчивости,  
которые не всегда будут необходимыми. Д р у г и м и  словами,  при 
выполнении условии устойчивости система будет  устойчивой, 
но у т и  условия могут не охв атывать  всей о б ла сти  ее устойчи
вости. От удачного подбора  функции Л я п у н о в а  будет зависеть 
степень близости полученных условий устойчивости к необхо
димым и достаточным.

Если при исследовании устойчивости нелине йной САУ ме
тодом Л яп ун ова  получены условия устойчивости,  не завис ящ ие 
от формы нелинейной характеристики,  ко то р ая  ограничена в не
которой области,  то они называются  у с л о в и я м и  абсолютной  
устойчивости. В связи  с этим принято  считать ,  что абсолютно  
устойчивая н е л и н е й н а я  С А У  устойчива пр и  л ю б ы х  н а чал ьны х  
отклонениях д л я  л ю б о й  формы н е л и н е й н о й  характеристики,  
при надлежащей к некоторому о п р е д е л е н н о м у  классу .

Метод В. М. Попова.  Ра ссмотрим  и ссл едо в ан и е  абсолютной 
устойчивости нелинейных САУ частотным методом  румынского  
м атемати ка  В. М. Попова.  З а д а ч а  эта  в о з н и к а е т  в случаях  не
стабильности нелинейных характе рис тик  з ве н ье в  системы.

Обычно в САУ вы дел яю тся  линейная  и нелинейн ая  части. 
При  известной частотной функции линейной части системы 
№Л (/<■>) и заданном значении па раме тра  К,  который является  
некоторым предельным пар аметром нелинейной характерис ти
ки ф ( о ) ,  произвольно распо лагающе йся  в з а д а н н о й  области,  
необходимо определить,  обеспечивается ли а бс о л ю тн а я  устой
чивость данной СДУ для  любой х аракт ерис тик и ср(о), удовле
творяющей следующим условиям: 0 < с р ( о ) / о < К  при о ф  0, 
ср(0)—0. Тогда критерий абсолютной устойчивости д л я  нели
нейных САУ формулируется  следующим о б р а з о м :  д л я  абсолют
ной устойчивости не л и н е й н о й  системы достаточно, чтобы при  
з а д а н н ы х  №л (/со) и К  существовало такое ко не чн ое  действи
тельное число  д, при котором д л я  всех  о ) > 0  выполняется нера
венство

1 ? е [ ( 1 + У < Н  !ГЯ( » ] +  I К > 0 . (3.1)

Первое  слагаемое  неравенства  (3.1) м о ж н о  привести  к виду

[(1 + У-? “ ) (/**>)] =  [ ^ . , (У ‘Н) — '/ш 1 т  (/«>)] =
■= Л ' —  (/У,
где Л’^ Р е [ № \ , ( / с о ) ];  }' =  <о 1 т [ №’л (/о»)]. У ч и т ы в а я  эти преобра



зования,  н ер авен ство  (3.1) примет вид

X  ~ ц У +  \ К > 0 .  (3.2)
П р и р а в н и в а я  в ы р аж ен и е  (3.2) к нулю, получим ур авн ен ие

пря мой  ( так называемой п р я 
мой П опова )  X — ^ К + 1 / / (  =  0, 
проходящей через точку ( - -1  /К;  
/0) и имеющей угловой ко э ф 
фициент  1Д/ (рис. 3.3, а) .

Рассмотренный критерий 
имеет более удобную геомет
рическую формулировку:  не
линейная  САУ абсолютно ус
тойчива,  если в плоскость 
И?.* (/(.)1) =  Х + / У  можно про
вести прямую, проходящую че
рез точку (— !//(; /'()) так,  что
бы вся частотная х а ракт ери 
стика  (/«и) находилась от 
нее спр ава  (см. рис. 3.3, о) .  
Если такую прямую провести 
нельзя,  то это значит,  что а б 
солютная  устойчивость д ля  
данной системы невозможна 
(см. рис. 3.3, б).  Величина д, 
св яза нн ая  с угловым ко э фф и 
циентом, определяется  из ус
ловия  (3.2) так,  чтобы при из

вестных п а р а м е т р а х  САУ неравенство  соблюдалось д ля  всех 
частот.  Ви доиз мен ен на я  характ ерист ика  (¡м)  связа на  с
и?л (/со) ра в е н с т в а м и

И е ^ О ) ]  = Н е [ И М у < » ) ] ;

1,п [ Г ,  (>, )] .

Н а и б о л е е  ш иро кое  практическое применение для  исследов а
ния нел ин ейн ых  САУ получили фазовый метод и метод г а р м о 
нического б ал а н са .

Ф азо вы й мето д  основан на понятии о фазовом п ростран
стве. В при нц и пе  фазовым методом можн о исследовать систе
мы, ко торые описываются  диф ференциал ьны ми уравнениями 
любого  п о р я д к а .  Суть метода сводится к следующему.  Если 
САУ о п и с ы в а е т с я  диффе ренциал ьны м уравнением п-го порядка ,  
то ее состояние  может  быть за д ан о п  числами,  которые можн о 
р а с с м ат р и в а т ь  как  задан ие  некоторой точки в «-мерном про 
странстве.  П р и  этом каж до й точке «-мерного пространства бу
дет  соответс твовать  одно определенное  состояние (опроделен-



пая ф аз а )  системы.  Поэтому такое  м н огом ерно е  пространство 
называется фазо вы м пространством.  Вв и д у  затруднений,  в о з 
никающих при рассмотрении я- м ер н о го  пространства  при 
п > 3 ,  применение фазового  метода о г р а н и ч е н о  системами не 
выше третьего порядка .

Д л я  САУ, которые описываются  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в 
нениями второго порядка ,  фазовое  п р о с т р а н с т в о  является  д в у 
мерным, т. е. пр евращ ает ся  в фазов ую плоскость .  На  фазовой 
плоскости (рис. 3.4) по оси абсцисс о т к л а д ы в а е т с я  значение 
исследуемой переменной х  (обычно о т к л о н е н и е  управляемого  
сигнала от заданн ого  зна чения) ,  а по оси о р д и н а т  — скорость 
изменения этой переменной у  = х. Со стоян ие  САУ второго по
рядк а  в ка ж ды й момент времени х а 
рактеризуется  значениями координат  х  
и у, что соответствует определенной 
изо бр ажа юще й точке на фазовой пло
скости, например точке М  на рис. 3.4.
При изменении состояния  системы 
и з о б р а ж а ю щ а я  точка на фазовой пло
скости перемещается  по кривой, кото
рая называется  фазовой траекторией.
Направление  движени я и з о б р а ж а ю 
щей точки об означают  на траектории 
стрелками.  Н апр авление  движения 
изо бражаю щей точки в верхней полу
плоскости всегда може т  быть только  слева  нап рав о ,  т. е. в сто
рону увеличения д\ а в нижней по лупл ос к ост и— справа  налево.
Фазо вая  траектория  пересекает  ось абсцисс  всегда под прямым 
углом. Это следует из того, что в точке пересечения производ
ная у ~ (1x1(11 — 0, и поэтому координата х  д о л ж н а  быть экстре
мальной.

Фазовые траектории устойчивой САУ д о л ж н ы  стремиться 
к началу  координат  при неограниченном возра стан ии  времени. 
А фазовые траектории неустойчивой САУ д о л ж н ы  неограничен
но удаляться от на ч ала  координат  ф а з о в о й  плоскости.  З а м к н у 
тым фазовым тра ект ори ям  соответствуют периодические п р о 
цессы.

Д л я  получения уравнения фазо вы х  т ра ек торий  исходное 
уравнение  системы преобразуют та ким  о б р аз о м ,  чтобы м ож н о  
было исключить время.  Если САУ опи сы вается  д и ф фер ен ц и 
альным уравнением второго порядка ,  то его следует свести 
к двум уравнениям первого порядка:

с1х с1( — / Х{х,  у \  йу  с11 = / 2(л, _у), (3 3)

где ¡ 1  и ¡ 2  — в общем случае  нелинейные ф ункци и координат  
х  и у.

Диффе ре нц иа льн ое  уравнение ф а з о в ы х  траект орий в п л о 
скости х у  получается при исключении вр ем ен и из уравнений

у - й х / с Л

Рис. 3.4.



(3.3).  Д л я  эт ого  второе  уравнение д ел я т  на первое:

йх (¿у === /■> (л, у ) , / 1(х, у).
Решением этого  уравнения  будет нек оторая  функция у  = Р( х ) ,  
графическое  и з о б р а ж е н и е  которой да ст  фазовую траекторию 
на плоскости ху .

Ра с с м о тр и м  типичные виды фазо вых  траекторий,  одновре
менно с в я з ы в а я  их построение с ан а л и зо м  переходного про
цесса.

З а т у х а ю щ и й  кол ебательный процесс. Если начальные усло 
вия переходного  процесса ненулевые (рис. 3 .5 , а ) ,  т .с.  л' =  л'о, 
х  = хо = у,  то на ф азо вой плоскости (см. рис. 3 .5,6)  начальная  
и з о б р а ж а ю щ а я  точка  М 0 будет иметь координаты .г о и у  о. 
В начале  пе ре ходного  процесса значение  координаты д- ув ел и 
чивается до  точк и / ,  а координаты у  =  х  уменьшается.  И з о б р а 
ж а ю щ а я  точка  на фазовой плоскости будет перемещаться  по 
траектории от точки М 0 до точки /, в которой имеет место м а к 
симум величины .V и у  =  х  =  (). На  участке  / -? процесс в системе 
идет с у ме нь ш ен ие м координаты х, т. е. с отрицательной про
изводной у  =  д*< 0 .  Аналогичным о б ра з ом  можно построить 
остальные точк и (3, 4, 5 и т. д.) ф азо вой  траектории.  В ре
зул ьтате  на ф а з о в о й  плоскости получим фазовый портрет зату
ха ю щ ег о  ко ле бат ель но го  процесса,  который изобразится  в виде 
спирали,  св е р ты в а ю щ е й ся  к началу координат.  Начал о коор
динат  ф аз ов ой плоскости соответствует устойчивому установив
шемуся р е ж и м у  в системе,  где л* =  0 и у  =  х  = 0. В данном случае  
начало  к оордин ат  наз ывается  устойчивым фокусом  (рис. 3 .5 ,6 ) .

Р а с х о д я щ и й с я  колебательный процесс. Ра с с у ж д а я  анал огич
ным образом,  м о ж н о  построить фа зов ый портрет для  расходя 
щихся  к о л ебани й переходного процесса (рис. 3.6, а ) . Фа зо вая  
траектории будет  иметь вид спирали,  удаляю щейся  от начала  
координат  (рис.  3 . 6 , 6 ) .  Если такой фа зов ый портрет возникает  
при сколь угодно малом начальном отклонении,  то система бу
дет неустойчива в равновесном состоянии (д' =  0 и «/---О). На ча ло 
координат  ф а з о в о й  плоскости в этом случае называется не
устойчивым фоку сом.

Периодический колебательный процесс.  Если кол ебате ль
ный процесс в системе периодический (рис. 3.7, а ) ,  то он на 
фазовой плоскости изобразится в виде замкнутой кривой,  ко
торая  н а з ы в а е т с я  ц и к л о м  (рис. 3 . 7 ,6 ) .  Д л я  синусоидальных ко
лебаний ф а з о в а я  траект ория  имеет вид эллипса,  а для  несину
соидальных кол еб ан ий  — вид произвольной замкнутой кривой.  
Н а ча л о  к о орд ин ат  фазовой плоскости называется центром.

Апериодический затухающ ий процесс, разновидности кото
рого и з о б р а ж е н ы  па рис. 3.8, а, на ф азовой плоскости будет 
и з о б р а ж а т ь с я  в виде кривой, вливающейся  в начало  координат  
(рис. 3 . 8 , 6 ) .  П р и  этом и зо б р а ж а ю щ а я  точка,  двигаясь  по ф а 
зовой тр аек тори и,  асимптотически пр иближ ается  к началу  ко



ор динат  при t - * - o o .  Нача ло к оо рд ин ат  ф а з о в о й  плоскости н а 
зывается  устойчивым узлом.

Апериодический расходящийся  процесс ,  варианты кот ор ого  
представлены па рис. 3.9, а, на ф а з о в о й  плоскости и з о б р а з и т с я  
в виде кривой,  удаля юще йся  от н а ч а л а  координат  (рис. 3 . 9 , 6 ) .  
В случае,  когда  процесс расходи тся  при сколь угодно м а л о м  
начальном отклонении,  начало  к о о р д и н а т  фазовой пл оскос ти  
на зывается  неустойчивым узлом.

Устойчивые автоколебания .  Ес ли на  фазовой плоскости с у 
ществует за м к н у та я  фазовая  т р а е к т о р и я  (рис. 3.10),  к  к о т о 
рой в пределе  стремятся все ф а з о в ы е  траектории пло скости,  
то  така я  за м к н у та я  кривая н а з ы в а е т с я  устойчивым п р е д е л ь 
ным циклом.  Все фазовые тр аек то р и и ,  находящиеся  в н у т р и  
предельного цикла ,  соответствуют расход ящ ем уся  процессу’ и 
в пределе сл ив аю тс я  с за мкн утой ф а з о в о й  траекторией ( п р е 
дельным ц и кл ом ) .  Фазовые тр аек тори и,  находящиеся  с н а р у ж и  
предельного цикла ,  будут соответс твовать  сходящемуся  п р о 
цессу и в пределе  также сольются  с зам кнутой фазовой т р а 
екторией.

Неустойчивые автоколебания .  Е с л и  па фазовой пл оско сти 
существует  за м к н у та я  ф азов ая  т р а е к т о р и я  (рис. 3.11),  от к о 
торой внутрь и наружу ра схо дят ся  ф а з о в ы е  траектори и,  то 
т а к а я  за м к н у та я  кривая наз ывается  неустойчивым п р е д е л ь н ы м  
ц икл ом .  Ф а з о в ы е  траектории,  н а х о д я щ и ес я  внутри этого п р е 
дельного цикла ,  соответствуют с х о д я щ е м у с я  процессу, а н а х о 
дящиеся  с н а р у ж и  — расходящемуся  процессу.  С л едо ва тел ьн о ,  
если н ач аль н ая  точка процесса Мо{лго, i/о) находится в н у т р и  
предельного цикла ,  то система устойчива .  Если ж е  эта т о ч к а  
находится вне его, то система бу де т  неустойчива.  Т а к а я  с и 
стема  на зыв аетс я  устойчивой в м а л о м  и неустойчивой в  
большом.

Таким обр азом,  устойчивость н е л и н е й н о й  СЛУ мо ж ет  з а в и 
сеть т а к ж е  и от начальных условий.

Периодический режим,  который соответствует н е у с т о й ч и 
вому пре дельному циклу, в р е а л ь н ы х  САУ не может  д о л г о  с у 
ществовать,  поскольку любое с луч ай н ое  воздействие в ы з о в е т  
изменение ф азо вой  траектории.

Определим фазовый портрет д л я  точки, которая с о в е р ш а е т  
гармонические колебания по з а к о н у  , v = / l  sin со/ (см. рис. 3.7,  а ) .  
Д л я  построения  фазового портрета  на й де м  скорость и з м е н е н и я  
координаты л*. В рассматриваемом примере

у  =  d x j e i t  —  шА cos (,)t.

Исключив время / из уравнений д л я  х  н у, получим у р а в н е н и е  
ф азо в ы х  траекторий

je3 А 2 +  у * '(»?№) =  I.

Из  последнего выражении следует ,  чт о  периодические к о л е б а -
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ния на  ф азо вой  плоскости имеют замкнутые траектории — эл
ли п с ы  (см. рис. 3 .7 ,6 ) .  П р и  этом разным ам пл ит уд ам  колеба
ний на  ф азо вой плоскости соответствует семейство эллипсов.

П о с т р о и м  фа зов ый портр ет  для  точки, совершаю щей за ту 
х а ю щ и е  колебания:

х  =  A e k‘ s in mí.

В д а н н о м  случае скорость изменения  координаты х оп ределя 
ется  ур авне ни ем

у  =  =  Аые~к‘ ^cos ш /  sin wíj.

И с к л ю ч и в  время t из уравне ни й для  .v и //, получим уравнение 
д л я  ф а з о в ы х  траекторий,  ко торые  определяются с в ерт ы ваю щ и 
мися  спиралями :

( у  +  k x f  +  1»2л-  =  С е х р  (2  j.

Г р а ф и к  за ту хаю щих  к о л ебани и точки и ее фа зов ый портрет 
д л я  расс мат ри ваемого  пр и ме ра  изображены на рис. 3.5.

М етод  гармонического б а л а н с а .  Одним из ва ж н ей ш и х  при
б л и ж е н н ы х  методов являе т с я  метод гармонического баланса,

или эквивалентной линеаризации,  р а з
работанный II. М. К рыл ов ым и Н. Н.

 ЯЭ ---------1 Боголюбовым.  Он получил на практи-
I_________ I ке очень широкое распространение

с, * вследствие  исключительной простоты
(_________  вычислении и, в большинстве  случаев,

 ¡ ^____  удовлетворительном точности.  Метод
примен им к нелинейным системам лю-

1--------------  бого порядка ,  но годится только лишь
Рис. 3.12. д Ля исследования колебательных про

цессов.
О с н о в н а я  идея метода за клю чае тс я  в линеа ри зации  нели

нейностей САУ в р еж и ме  автоколебаний,  которые предпо ла
гаю тся  близкими к синосоидальным.  Это предположение  бу
д ет  с п раведли во д ля  больш ин ств а  САУ, поскольку  линейная 
часть  их обычно является  низкочастотным фильтром,  зн ач и
т е ль н о  о с л а бл я ю щ и м  высши е гармоники.

Р а с с м о тр и м  САУ с одним нелинейным элементом.  F.e м о ж 
но привести  к схеме, в которой нелинейный элемент  выделен,  
а все линей ные  элементы объединены в одну линейную общую 
ч аст ь  системы (рис. 3.12).

П о л о ж и м ,  что на вход нелинейного элемента,  уравнение ко
торо го  имеет  вид

пост упа ет  гармонический сигнал



x  =  A  sin wt. (3.5)

где А  и (о — ампли туда  и угловая  частота.  Т о г д а  на выходе не
линейного элемента сигнал  будет пр ед с та в л я т ь  некоторую пе
риодическую фу нкц ию времени,  вид которой определяется  х а 
рактеристикой конкретного нелинейного э л е м е н т а .  Под ставляя  
вы ра ж ени е  (3.5) в за д ан н у ю  нелинейную ф у н к ц и ю  (3.4), по
лучим

Р а з л о ж и в  вы раж ени е  (3.6) в ряд  Фурье  и от бросив  все выс
шие гармоники (считая,  что они не пр о п у с к а ю т с я  линейной 
частью системы),  кроме первой,  получим

y ~ A 0 - j - A l sin wt  4- Л j cos <i)/.

Считая ,  что в искомых кол ебани ях  отсутствует  постоянная  со
с т ав л я ю щ а я ,  т. е. А — 0, и приняв  о»/ — ф , имеем

Тогда  приближ енн ая  эквивалент ная  пе р е д а то ч н а я  функция 
нелинейного элемента,  кот орая  опр ед еляе тся  к а к  отношение 
ам пл ит уд ы первой гармоники выходного с и г н а л а  нелинейного 
эле мента  к амплитуде  его входного гармон ическог о  сигнала и 
в общем случае пр едста вляет  комплексную величину,  имеет 
следующий вид:

где а (А)  и Ь( А)  — коэффициенты гармонической линеаризации,  
опре де ляе мые вы ра ж ени ями

2к

Амплитуда эквивалентной передаточной функции,  показы
вающа я,  во сколько  раз первая  гармоник а  на входе нелиней
ного элемента  больше амплит уды А  сину сои дал ьно го  входного

со
у  —  F(A  sin wt)  =  А 0 H- X 1 ( A t sin k&t  -{- A 2 cos font).  (3.6)

O-

J { A )  =  ^  +  & - = a { A ) + j b ( A ) (3.7)

и (3.8)

b (A) =  ^  i F { A  sin '-?) eos (p dy.



сигнала ,  р а ссч и ты в ается  по ф о рм уле  

Ч ( A)  =  \ J ( A ) \  =  V a ‘ ( A)  +  b■‘ (A).

Ф а з а  эк в и в а л е н тн о й  передаточной функции,  опр еделяю ща я  
разность  ф а з  м е ж д у  первой гармоникой на выходе нелиней
ного эл е м е н т а  и синусоидальным входным сигналом,  находится  
по ф о р м у ле

<? [А) =  а т с ^ [ Ь  {А)!а ( А ) ] .

П о л у ч е н н ы е  фо рм ул ы пок азы вают ,  что эквивалентная  пере
дат оч на я  ф у н к ц и я  нелинейного эл емент а  зависит  от амплитуды 
входного с и г н а л а  и не зависит  от его частоты. Величину / ( А)  
т а к ж е  н а з ы в а ю т  ко м пл ек сны м  коэффициентом усиле ния ,  или 
амплитудной характеристикой н е л ине йн ого  элемента.  Метод 
ли н еар и за ц и и  нелинейного уравнения  (3.7) носит название 
г а рм он ич еско й  ли н еар иза ции.

Н а  п р а к т и к е  часто используется величина,  обратная  э к в и 
валентной передаточной функции нелинейного элемента:

г н ( Л ) =  и  {А) .  (3 9)

По льз уя сь  ф о р м у л а м и  (3.7) и (3.8),  можно найти эквива лент 
ную пе р ед ато ч н у ю  функцию нелинейных элементов,  имеющих 
разные ха ракт ерис ти ки .

Ино гд а  б ы в а е т  удобным пользоваться так  называемой н о р 
м и р о в а н н о й  эквивалентной передаточной функцией.  Д л я  этой 
цели / ( / 4 )  в ы р а ж а е т с я  в функции от безразмерной амплитуды 
входного с и г н а л а  Л /а ,  где а — какой-либо параметр нелиней
ной х а р акт ери сти ки ,  который влияет  на величину / ( Л ) .  В з а 
висимости от типа  нелинейности за  па раметр  а  может  быть 
принята  л и б о  ширина  гистерезисной петли, либо ширина зоны 
нечувствительности,  либо величина насыщения и т. д. После  
ли н еар и за ц и и  нелинейности системы полученное линейное д и ф 
ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение  исследуемой СЛУ решается с по
мощью изв ест ны х критериев устойчивости линейных систем. 
О т ы ск и ваю тс я  значения  амплит уд ы и частоты, при которых 
возм ожн о суще ст во ван ие  в рассматриваемой САУ устойчивых 
автоколебаний.

Типы нелинейностей,  встречающиеся  в САУ наиболее  часто,  
были п р и веде ны  в табл .  3.1. В ней кроме аналитического  опи
сания  этих нелинейностей дапы т а к ж е  и формулы коэффиц иен
тов гарм они ч еско й лин еари зац ии  а {А) и Ь{ А) .  Д л я  одно зн ач 
ных нелинейностей (типа насыщения,  зоны нечувствитель
ности, ре лейн ого  переключения)  коэффициент  гармонической 
л и н еар и за ц и и  Ь{ А)  равняется  нулю,  для  многозначных (типа 
люфт а ,  н а с ы щ е н и я  с петлей г и с т е р е з и с а ) —-отличен от нуля. 
С ледовательно ,  эк вив алент ная  передаточная  функция нелиней
ных элемент ов  с однозначной характеристикой являе тс я  чисто 
вещественной,  1{а)  =  Л (а) и ф ( Л ) ~ 0 .



Введем понятия  устойчивости н е л и н е й н о й  С А У  и устойчи
вости автоколебаний.  Под устойчивостью нелинейной САУ с л е 
дует понимать отсутствие в ней а в т о к о л е ба н и й  и устойчивость 
обычного равновесного  состояния.  П о д  устойчивостью а в т о к о 
лебаний в системе следует понимать  тако й режим а в т о к о л е б а 
ний, который физически выполним в С А У  и устойчиво с у щ е с т 
вует при воз мож н ых  отклонениях п а р а м е т р о в  этих кол еб ан ий  
как но амплитуде ,  так  и по частоте,  возни каю щих  по ка к о й  
угодно причине.

Р и с. 3 .1 3 .

Следует  отметить,  что многоконтурную нелинейную С А У  
перед началом а на лиз а  динамики необходим о привести к о д н о 
контурной системе с помощью с т р ук тур ны х  преоб разов ани й,  
виды которых представлены на рис. 3.13. Передаточная  ф у н к 
ции замкнутой систем]»! для  первой схем ы (рис. 3.13, а) им еет  
вид

Ф( Л,  /«>) =  1 Г О ' У ( Л )  [1 +  ^ ( у ш ) У ( Л ) ] ,  

для  второй схемы (рис. 3.13, б)

Ф<Л, » = № ' ( »  [1 +  1 П » . / ( Л ) ] ,  

а для  третье]"! (рис. 3.13, в)

Ф(Л,  / . • ■ ) -  . / ( Л)  |1 +  1 Г ( » , / ( Л ) | .



В этих в ы р а ж е н и я х  / ( Л ) — эквивалентная  функция нелиней
ного элемента ;  и?(/и>)— частотная перед аточн ая  функция л и 
нейной части системы.

Анализ  устойчивости этих систем выполняется  с помощью 
характеристическо го  уравнения 1 -Ь IV'(/<■>)/ (Л) = 0 ,  откуда 
№’(/м) ==1 / / ( Л )  или,  учитывая  вы раже ни е  (3.9),

ху{м = -гя{А). ( З . ю )

Это уравнение  м о ж н о  решить графически,  построив отдельно 
амп лит уд но -фазо вую  характеристику нелинейного  элемента,  
взятую с о б р ат н ы м  знаком .  Если характерист ики (годографы)  
М'О’ю) и — ¿„{ А)  системы пересекаются в точке М  на ком
плексной плоскости (рис. 3 .14,а ) ,  то в исследуемой системе 
возмо жны а в т о ко леба н ия ,  поскольку удовлетворяется  равен
ство (3.10). Ча с то т а  о>лг автоколебаний определяется  в точке 
пересечения М  по от м ет к ам  текущей частоты <о на годографе 
№(/<()}, а ам п л и ту д а  А  находится  в точке пересечения М  но 
отметкам текущей ам пли туды  А на годог ргфе — I *  (/1). Если 
ж е  эти годо графы не пересекаются,  то автокол еба ни я  в систе
ме отсутствуют (рис.  3 . 14 ,6 ) .  И, наконец,  если годографы со
прикасаются  в точк е  М,  то система находится  на границе авто
колебаний (рис. 3.14, в ) .

Р ис. 3.14.

Д а л е е  необходимо решить  вопрос об устойчивости автоколе
баний, для  чего по льзу ю тся  следующим приемом.

З ад ает ся  нек оторое  приращение  ± А Л  ам плитуде  в о зм о ж 
ных автоколебании Л.\г. Амплитуда становится  равной А — 
=  Л,м±АЛ (рис. 3 .15) .  Д л я  устойчивости автоколебаний требу
ется,  чтобы при п ол ож ит ельн ом  АЛ колебания  становились з а 
тухающими,  т. е. а м п л и т у д а  их ум еньшалась  во  времени, а при 
отрицательном АЛ к о лебани я  становились расходящимися .  При



этом первичные приращения ам пл ит уд ы  ДЛ сводят ся  к нулю, 
и система возвращается  в точку  Л1 (см. рис. 3.15).

11а рис. 3.16 изображен случай,  когда годо графы W(j (ü)  и 
2 Н(Л) пересекаются  в точках  ЛЬ и ЛЬ. Это в о з м о ж н о  при н а 
личии и системе неоднозначной нелинейности.  С о г л а сн о  пр и в е 
денному пра вилу точка Ait соответствует  устойчивому р е ж и м у  
автоколебании,  а точка ЛЬ — неустойчивому.

lm  W j
! т> W

А ш ' Ь Ь
АУ(АМ,ШМ)

0 8е w

-*„(А) /
/Г

Ш
i
1

W( jeu)

Рис. 3.15. Рис. 3.16.

Н аиб олее  просто и на глядно ан ал и з  устойчивости н е л и н е й 
ных СЛУ может  быть выполнен с помощью метода л о г а р и ф 
мичес ких  частотных характеристик.  В основе этого м етода  л е 
жит  способ гармонической л и н е а р и з а ц и и  нелинейностей.

В системе возникают пер иодические  режимы ра бо т ы ,  если 
одновременно выполняются условии гармонического  б а л а н с а  
амплитуд и фаз:

2 0 1ц/■/(..!) =  2 0 1р|1 ' / И ) ] ;
* («>) =  - - ?  (Л).  (3 .11)

получающиеся  при подстановке в уравнен ие  (3.10) з а в и с и м о с т е й  
№ '( / ' ( „ )= / / (  о ) ) е х р ( ^ ( ( о ) ) ,  У ( Л ) = < / ( Л ) е х р [ / ф ( Л ) ] ,  где  Н  ( ю ) —  
ам пл итуд ная  частотная х а р а к т е р и с т и к а  линейной части с ис те 
мы; 1| - (о ) )— ф азо вая  частотная характ ери стик а  линей ной  части  
системы; (¡{А),  <р(Л)— э к в и в а л е н т н ы е  ам плитуда  и ф а з а  н е л и 
нейного элемента.

Д л я  систем электроприводов  с однозначными н е л и н е й н о 
стями ф ( Л ) =  0, поскольку ко э фф и ц и ен т  гармонической л и н е а 
ризации ¿>(Л)=0.  И тогда у с л о в и я  гармонич еского  б а л а н с а  
( З . И )  примут  следующий вид:

201к / / ( 1О) =  201р |1  <1{А) |, =  (З Л 2)

Одновременность выполнения условий (3.11) или (3.12) з а 
ключается  в том, что точки пересечения  амп лит удны х  х а р а к 



т е р и с т и к  2 0 1 ^ Я ( ш ) ,  20 ^ { 1 / [ < ? ( Л ) ] }  и фазовых характеристик  
-ф((о), л — ф (/4) (для  мно гозначных нелинейностей) или гр(зт), л 
•(для однозначных нелинейностей) л еж ат  на одной вертикали.

о 
- 6 0

- п о  
- ’50

10 0.? 0,01

0 9-

- 5 0

- 1 2 0

-1в0
С/а

Рис. 3.17.

Д л я  определения периодических процессов в нелинейной си
с т е м е  следует  ло гар и ф ми ч еск и е  характеристики линейной части 
по строить  на по лулогариф мическо й бумаге,  а об ратн ые значе
ния  эквивалентных а м п л и т у д  и фаз  нелинейного элемента  — 
на  полулогариф мическо й прозрачной бумаге в виде шаблона  
того  ж е  масштаба ,  что и характеристики линейных систем. На 
рис. 3.17 из ображе ны ш а б л о н ы  для однозначных (а, б) и мно
гозн ач ны х (в, г) нел ин ей ны х элементов,  характеристики кото
рых приведены в табл .  3.1.

Р ассм отрим  пример о п р едел ен и я  автоколебаний в нелинейной САУ с не
лин ей ностью  типа люфт.

Н а  логариф м ические частотны е характеристики линейной части САУ, 
представл енн ы е на рис. 3 .18 , наклады вается ш аблон (рис. 3 .17 , г) так, чтобы



его ось совпала с осью часто!. П ерем ещ ая ш аблон в дол ь  оси  частот, о п р еде
ляю т точки пересечения кривых 20  lg { l/[< ? (C A 4 )l}  с  И { м )  н 180°— ср(С/Л) 
с Ф(о»).

Рис. 3.18.

При персом полож ении  ш аблона (рис. 3 .18 , а ) точки пересечения Л1| и 
ЛГ| не л еж ат  па одной вертикали. Значит, при эт и х  п ар ам етр ах  нелинейной  
части в системе отсутствую т периодические к олебан и я. П ри дальнейш ем пе
ремещ ении ш аблона вправо точки пересечения М 2 и W2 ок аж утся  на одной  
вертикали (рис. 3 .18 , б ) .  Э то второе п олож ен ие ш абл он а  соответствует  воз- 
ннкновеншо в систем е периодического процесса с частотой  М|. П ерем ещ ая  
ш аблон вправо, снова получаю т д в е  точки пересечения М$  и N з (рис. 3 .18 , е ) ,  
которы е такж е бу д у т  соответствовать периоди ч еск ом у процессу  с ч асто
той 102. II, наконец, при сам ом  крайнем п олож ен ии  ш абл он а  (рис. 3 ,18 , г )  
пересечение ам плитудны х и ф азовы х частотны х харак тери сти к  отсутствует.

Таким обр азом , мы получили д ве частоты к олебан и й  (о, и ш2- Чтобы  
определить, какая из них соответствует устойчивы м к олебан и ям , а к а к а я —■ 
неустойчивым, сл едует  дать  приращ ение ДА  а м п л и туде входн ого  сигнала Д. 
Если с ростом амплитуды  Л +  Д /Л  точка пересечения характеристик  
20 1g { 1 /М С /Л ) ] }  и 20 1 ц //(ü » ), леж ащ ая  на одной  вертикали  с точкой пере
сечения характеристик 180° — ((.(С /Л ) к \р(<о), н ах о ди т ся  вне области , о б р а 
зованной линиями 20  1g //(û>) и осью  частот, то  в нелинейной систем е в о з
никнут устойчивые колебании автоколебания. И , н а о б о р о т , если с увели че
нием амплитуды точка пересечении б у д ет  н аходи ться  внутри  указанной о б 
ласти, то п нелинейной систем е возникнут неустойчивы е колебания.

Д ав ая  приращ ение ам плитуде Л на АЛ в точке A i2 (рис. 3 .18 , б ) и в точ- 
ке i\ij  (рис. 3.18, а ) ,  соответственно получим точки М 2 (рис. 3 .18 , б)  и Af3
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(рис. 3 .1 8 , в ) .  И з ск азан ного  ранее сл ед у ет , что точка М 2  характеризует  
устойчивы е к о л ебан и я  (авток олебан и я) в си стем е с частотой Ш| и ам плиту
дой  А и а точка М 3 в сочетании с  парам етрам и щ  и Аз  соответствует не
устойчивы м к о л ебан и ям  в системе,

И зм е н е н и е  п а р а м е т р о в  автоколебаний или полное устране 
ние их в С А У  м о ж н о  осуществить с помощью корректирования  
линейной час ти  системы или изменения  пар аметров  нелиней
ностей. Д л я  у стр ан ен и я  авто кол еба ний корректирующие устрой
ства в ы б и р а ю т с я  таким образом,  чтобы пересечение л о г а р и ф 
мических ч ас то тн ы х  характерис тик  линейной части с л о г а р и ф 
мическими ха р а к т е р и с т и к а м и  об ратны х эквивалентных ам п л и 
туд и ф а з  нелинейного  эле мента  было невозможным.

3.3. К О Р Р Е К Ц И Я
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ

Д л я  у дов ле тво рени я  требуемых пок азателей качества САУ 
применяются  кор ре к ти ру ющ ие  устройства,  которые можно р а з 
делить на д в а  типа :  ли н е й н ы е  и нелинейны е.  Возможности ли 
нейных к о р р е к ти р у ю щ и х  устройств в нелинейных САУ дост а
точно огран ич ен ы.  Напр име р,  в САУ с лю фтам и в механиче
ских п е р е д а ч а х  могут возникнуть автоколебания .  При исполь
зовании л и н е й н ы х  корректирующих устройств подавление авто 
колебаний в т а к и х  системах воз можно в очень ограниченном 
д иа паз оне  изм ен ен ия  параметров ,  в то время как  применение  
нелинейных кор ре к ти ру ющ их  устройств  устраняет  а вток олеба 
ния в ш и рок ом  д и а п а зо н е  изменения  параметров .

Н елин ей ны е  ко рре кти рующ ие устройства  используются  не 
только  д л я  по д а в л е н и я  автоколебаний,  но и для  улучшения 
качества  процесс ов  управления  и повышения точности САУ. 
Напри мер ,  при включении двух-трех  однозначных нелинейных 
элементов в п а р а л л е л ь н ы е  кор ректирующие устройства  САУ 
можно ув елич ит ь  зап асы ее устойчивости по фа зе  без из ме
нения частот ы среза .  В этом случа е  уменьшается  влияние по
мех на сис те му  при сохранении высоких показателей качества 
переходного  процесса.

С л о ж н о ст ь  современных высококачественных САУ приво
дит к у с л о ж н е н и ю  т а к ж е  и нелинейных корректирующих 
устройств,  ко тор ы е  могут состоять из двигателей,  усилителей,  
аналоговых и ц и фровы х вычислительных устройств и т. д. Все 
нелинейные к о рр ек ти рую щ ие  устройства,  которые встречаются 
в САУ, м о ж н о  ра зд ел и ть  на три основные группы:

нелинейные четырехполюсники последовательного и п а р а л 
лельного дей ств и я;

устройства,  р е а л и з у ю щ и е  нелинейные законы управления;  
нелинейные устройства ,  вк л ю чаю щ и е  в себя элементы неиз

меняемой час ти  системы.
Н елин ей ны е  четырехполюсники могут быть получены путем



включения нелинейного элемента ,  во-первых, м е ж д у  д в у м я  л и 
нейными фильтрами (рис. 3 . 1 9 , а ) ,  во-вторых,  в о б р а т н у ю  связь  
таким образом,  чтобы она совм естно  с д и н ам и ч ески м и  э л е м е н 
т ами №\ ( р)  и и^2(р) прямой цепи системы о б р а з о в а л а  внут 
ренний контур (рис. 3 .1 9 ,6 ) ,  в-третьих,  путем в к л ю ч е н и я  л и 
нейного фил ьтра  так,  чтобы он совместно с д и н а м и ч е с к и м и  
эле мент ами и ^ М р )  об р аз о в ал  внут ренн ий конту р
(рис. 3 .19 ,5) .  Нелинейные эл ем ент ы  п р ед ста в л я ю т  собой че
тырехполюсники,  выполненные из диодов,  сопротив лени й и по
лупроводниковых операционных усилителей.

в

Р ис. 3 .19 .

Устройства , реализую щие '  нелинейные за ко н ы управления ,  
по виду функциональных пре об раз овани й д ел я т с я  на  ф у н к ц и о 
нальные,  логические,  опт имиз ир ую щ ие  и параметрические .  
Фу нкциональные примен яют ся  д ля  компенсации в л и я н и я  не
линейностей в САУ, для  у лучш ен и я  их устойчивости и повы
шения точности работы системы.  Логические  исп ол ьз ую тся  для  
повышения устойчивости и улучшения качества  САУ.  Они поз
воляют изменять  па раме тры или структуру систем.  Т а к и е  опти
миз ирующие устройства обеспечивают  в САУ на ив ыгоднейш ий 
режи м работы по определенн ому по к аза те лю  кач еств а  си
стемы или по его какому-ли бо параметру.  Об ы ч н о  эти оптими
зир ую щие устройства ре а л и зу ю тс я  с помощью соче тани я  функ
циональных и логических.  И,  наконец,  р а с с м а т р и в а е м ы е  п а р а 



метри чес ки е  устройства  обеспечивают управление  системами 
по откл он ени ям  от з а д а н н о г о  закона  или заданной программы.

Рис. 3.20.

Н а  рис.  3.20 приведена  струк ту рна я  схема,  реа л и зу ю щ ая  л о 
гический нелинейный за ко н управл ени я  вида

У

+  1 при х  >  С ь  л: >  — Сг\
0 при х > С л\ х ~  — С.г;

0 при х  <1 С\; л: >  С 2;
— 1 при х  <  С, ;  х  <  С 2.

Э та  схема состоит из диффе ре нц ир ую щ его звена  ( Д З ) ,  двух 
н е л и н е й н ы х  элементов (Г1Э1 и НЭ2)  и логического блока (Л Б ), 
с  п о м о щ ь ю  которого и з м ен яе тся  сигнал управления  у. Н е л и 
н ей н ы е блоки имеют х ара кт ерис тик и типа зоны нечувствитель
ности С[ и С-¿. Величины эт и х  зон устанавливаются  в з ав ис и
мости от требований,  п р е д ъ я в л я е м ы х  к СЛУ.

Н е л и н е й н ы е  к о р ре к ти ру ю щ ие  устройства,  использующие 
эл е м е н т ы  неизменяемой части  системы, меняют коэффициенты 
у с и л е н и я  в устройствах,  к о т о р ы е  находятся в прямой цепи в 
проце ссе  работы СЛУ, или перестраивают ее структуру,  или 
п е р е с т р а и в а ю т  програм му р е ж и м а  работы самой системы.

Н а  рис.  3.21 п р ед ста вл ен а  структурная  схема следя щег о  
эл е к т р о п р и в о д а  с нелинейным демпфированием,  поз во ляю щая  
по лучить  высокое  быстрод ействие  и малое перерегулирование  
при пе рех одном  процессе. Ко ррект иру ю ще е устройство состоит 
из д в у х  тахоге нер аторов  ( Тг1  и Т г ‘2),  сидящих на общем  валу 
э л е к т р о д в и г а те л я  [ До) .  Тахогеие ратор  Тг1 обеспечивает ско
рос тную о б рат ну ю  связь,  а тахогеиератор  Тг2  — д ем п ф и р о в а 
ние с пе ременным коэффициентом.  Переменное  д ем п ф и р о в а 
ние д о ст и гается  за  счет под ачи  на обмотку возб ужд ени я Тг2  
сиг на ла ,  пропорционального  ош и б ке  рассогласования.  Якорные 
обмо тк и тахоге нер аторов  Т г 1 и Тг2 включены встречно отно
сительно  д р у г  друга .  Усилители У !  и У2  с л у ж а т  д л я  усиления 
сиг на лов ,  поступающих на их вход.



При больших сигналах р асс о гласо в ан и я  д е м п ф и р о в а н и е  в 
следящей системе почти отсутствует .  Это обеспечивает  м а к с и 
мально во змо жн ую  скорость н а р а с т а н и я  переходного п роц есса .  
По мере уменьшения сигнала рассогла сов ани я  д е м п ф и р о в а н и е  
увеличиваетс я  и в системе про ис ходит  активное з а т у х а н и е  пе
реходного процесса.

е _  9.

Рис. 3 .21 .

Логарифм ическ ие  ам пли тудные  частотные х а р а к т е р и с т и к и  
системы при отсутствии д е м п ф и р о в а н и я  и при его н а л и ч и и  по
каз ан ы на рис. 3.22. Хар акт ерис тик а  £(о>) соответствует р а б о т е  
системы при больших уг лах  рассогла сования ,  а (о>) — при 
малых.  В этом случае полоса про пускания  частот з а в и с и т  от 
величины демпфирования .  Ч е м  больш е величина  д е м п ф и р о в а 
ния, тем меньше частота среза ,  т. е. со* < о ) Ср.

На  рис. 3.23 изображены к р и в ы е  переходных пр оце ссов  в 
следя щ ем электроприводе.
Кр и в а я  1 соответствует пе
реходному процессу при о т 
сутствии в системе нелиней
ного корректирующего уст
ройства,  а кри вая  2 — при 
наличии нелинейного демп
фирования .  Переходный про
цесс в первом случае имеет 
по срав нен ию  со вторым бо
лее з а т я ж н о й  характер и 
большое перерегулирование.

Изменен ие  формы пере
ходного процесса в следя-

Рис. 3.22.



щ е м  электро при воде  м о ж е т  быть достигнуто с помощью нели
не й ны х ко рр ек ти ру ю щ их  устройств  ( Н К У ),  включенных после
д о в а т е л ь н о  в основную цеп ь  системы. На  рис. 3.24 изображен 
с л е д я щ и й  эл ектр опр ив од  с нелинейным пассивным интегрирую

щим звеном, которое  включено 
между усилительными к а с к а 
дами У /  и У2 и состоит из 
ЯС-элементов,  полупроводни
ковых диодов  Д 1  и Д 2  и д о 
полнительных источников по
стоянного тока  Е1  и Е2.  П о 
следние о п ре деляю т  момент 
работы в системе нелинейного 

Рис. 3 .23 . демпфирования .  Если сигнал
рассогласования  по величине 

м е н ь ш е  н ап р яж ен и я  допо лни тельн ых  источников питания  Е1  и 
Е2,  то в системе эл е к т р о п р и в о д а  осуществляется  нелинейное 
д ем п фи ро ва ни е .  И,  на обо рот ,  при сигнале рассогласования,  
б о ль ш е м  по величине н а п р я ж е н и я  этих источников,  нелинейное 
д е м п ф и р о в а н и е  отсутствует.  Н а  рис. 3.25 приведены соответст
в у ю щ и е  ло гариф ми че ск ие  амплитудные ха ракте рис тики для 
б о ль ш о го  угла  р а с с о г ла с о в а н и я  — кривая ¿(со) и для  малого 
у г л а  рассогласовани я  —  к р и в а я  1*(со).

Р ис. 3.24.

Р а с ч е т  САУ с не лин ейн ыми корректирующими устройствами 
м е то д о м  гармонической лин еари зац ии  в основном аналогичен 
р а с ч е т у  обычных нел ин ей ны х  систем.



Следует отметить,  что применени е  нелинейных к о р р е к т и р у ю 
щих устройств в САУ д ля  у лучш ен и я  переходного п р о ц е с с а  
при входных воздействиях одного в и д а  (например,  с туп е н ч а ты х

Рис, 3.25.

возмущений)  м о ж е т  привести к  у ху дш ени ю  переходного'  п р о 
цесса в системе при других по ти пу  входных воздействиях  ( н а 
пример,  при синусоидальных во зд ей ств и ях) .



Глава 4

Ц И Ф Р О В Ы Е  С И С Т ЕМ Ы  
А ВТ О М А Т И Ч ЕС КО ГО  У П РА В Л ЕН И Я

4.1. О СН О ВН Ы Е ХА РА КТЕРИ С ТИ КИ  
Ц И Ф РО ВЫ Х  СИСТЕМ

В настоящее  в р е м я  ^ р и  автоматизации технологического 
оборудования  ш иро кое  применение  находят  цифровые системы 
управл ени я .  И с п о л ь з о в а н и е  в этих системах цифровых вычис
ли тельн ы х устройств ( Ц В У )  обеспечивает реализ ац и ю доста
точно сложн ых  а л г о р и т м о в  (законов) управления ,  а т ак ж е  вы
сокую точность вычислений,  связанных с коррекцией дин ами
ческих свойств САУ. Ц и ф р о в ы е  САУ относятся  к классу д и 
скретных систем, в ко то р ы х  квантование  си гна ла  осуществля
ется  одновременно по времени и по уровню.  При  малом коли
честве  уровней кв а н то в а н и я  цифровая САУ становится  сущест
в енн о нелинейной и сводится  к  релейной, а при большом ко
личестве  уровней к в ан то ва н ия  — к импульсной системе, по
с к ол ьк у  дискретностью по уровню можн о пренебречь.

При синтезе ц и фровы х САУ можно использовать  либо циф
ро ву ю вычислительную машину (Ц ВМ ),  либо отдельные ци ф
ро вые  устройства (ЦУ)  в виде сумматоров,  интеграторов  и т. д. 
В нервом случае  м а ш и н а ,  к а к  правило,  выполняет  функции 
у п р а в л я ю щ и х  вы чи слит ельн ы х машин, во втором цифровые 
устройства  обеспечивают необходимые вычислительные н л о 
гические операции в к а ж д о м  канале уп ра вл ен и я  одномерной и 
многомерной систем. Использование  цифров ых устройств поз
в о л я е т  во многих с л у ч а я х  упростить САУ путем применения 
прос ты х и н а д е ж н ы х  модулей,  расположить  цифровую вычис
л ит ельн ую  часть системы в непосредственной близости от 
ос но вн ых  элементов к а н а л а  управления.  Ис по льз овать  ци фр о
в у ю  вычислительную м а ш и н у  в САУ цел есообразно в случаях  
с л о ж н о й  обработки по ступаю ще й информации или при реше
ни и нескольких з а д а ч  об служ ив ан и я  разных ка на лов  упр авл е 
н и я  с разделением по  времени поступающей д л я  обработки 
информаци и.  Вк лючение  в контур управл ени я  тако й машины 
тре бу е т  наличия  в С А У  вспомогательных элементов ,  осущест



■) Ц ВМ
*0 У

вляющих преобразование  непрерывных процесс ов  в дискр ет 
ные и обратно.  Но это окупается  в о з м о ж н о с т ь ю  реализ аци и 
практически любого  алгоритма управ ления .  В зависимости от 
способа включения цифровой вычислительной маши ны ц и ф р о 
вые СДУ могут быть трех типов:

с машиной,  включенной вне замкнутого  ко н тура  у п рав лен и я  
(рис. 4.1, а ) ;  а этом случае  машина с л у ж и т  д л я  фо рм ир овани я  

на основании н а б л ю д а е 
мого процесса .V опти
мального з а д аю щ ег о  воз
действия  .*(, на входе 
упра вляемой системы 
(УС);

с машиной,  включен
ной в замкнутый контур 
управл ени я  (рис. 4.1, б);  
при этом улучшения ди 
намических свойств  СДУ 
достигают бла го д аря  воз
можности формирования  
практически любого  алго 
ритма уп ра вл ен и я  и изме
нения его в процессе р а 
боты; точность такой САУ 
ограничивается не пр еры в
ным сравнив аю щим уст
ройством,  включенным в 
цепь управления  до ци ф
ровой машины;

с машиной,  в которой 
происходит сравнение  з ад аю щ ег о  воздейс тви я  *о с выходным 
сигналом у  (рис. 4.1, в ) .  Т а к а я  САУ о б л а д а е т  всеми качествами 
предыдущей системы и к тому ж е  я в л яе тся  б о ле е  точной за  счет  
увеличения  ра зр е ш а ю щ е й  способности ц и ф р о в о г о  с р а в н и в а ю 
щего устройства.  С точки зрения  структуры он а  охватывает  обе  
предыдущие системы.

Па  рис. 4.2 представлена структурная  схе ма  цифровой САУ, 
где в качестве вычислительного  устройства  используется  м а 
шина,  которая  в зависимости от ошибки ( е * ) :1:, за дан ной  в ц и ф 
ровом виде, формиру ет  требуемый ал го р и тм  управл ени я  {и*).  
Сигнал  управления поступает на об ъект  (О)  через  преоб ра 
зователь  дискретных данны х в неп рерывны е ( П р ) .  Д л я  ф у н к 
ционирования вычислительной машины на ее  входе сигналы 
долж н ы  быть представлены в цифровом виде.  Поэтому в си
стеме  управления имеются два  п р е о б р а з о в а те л я  непрерывных

Р ис. АЛ.

* Напомним читателю, что п непрерывных с и с т е м а х  ош ибку принято  
обозначать через х.



величин в д и скр етны е :  первый преобразует  входной сигнал  х  
в дискрет ный  х*,  а второй — выходной сигнал объекта  у  в у*.

Лр1 Ц В У пр

П р 2

Рис. 4.2.

П р и  а в т о м а т и з а ц и и  технологического оборудования выбор 
конкретного  тип а  вычислительной маш и ны  определяется  в пер
вую очередь  те ми  функциями,  которые ей приходится вы по л
нять  в САУ.  Это  могут  быть об раб отка  поступающей и н ф о р м а 
ции, ко то р ая  тр е бу е т  вычислительных или логических о п е р а 
ций, ул учш ени е  динамических свойств САУ путем введения 
к о р р е к ти р у ю щ и х  программ, операции оптимизации САУ по не
которым статиче ски м и динамическим параме трам,  операции 
контроля,  поиск неисправностей и т. д. Основным методом ис
следо вания  ц и ф р о в ы х  САУ является  их моделирование  на уни
версальных ц и ф р о в ы х  вычислительных маши нах  и на аналого-  
цифровых вы чи слительн ых комплексах.  Однако моделирование  
обычно п р о в о д я т  совместно с аналитическими исследованиями,  
при помоши кот ор ых обосновывают структуру проектируемой 
цифровой САУ,  опр ед ел яю т основные ее параметры и качест
венные по к а за те л и .

Теоретичес кой  базой д ля  аналитических исследований ц и ф 
ровых САУ я в л я е т с я  теория дискретных систем (точнее им
пульсных) ,  в основ у  которой положены функциональные пре
о б р а з о в а н и я —  дискретное  преобразов ани е  Л а п л а с а  и 2 -пре
образование ,  исполь зу емые д ля  синтеза  и анал иза  дискретных 
САУ при д ете р м и н и р о в а н н ы х  и случайных воздействиях.  Б о л ь 
шую роль в теор ии  дискретных и непрерывных САУ играют 
широко и сп о льз у ем ы е  на практике  метод логарифмических х а 
р акт ер ис ти к  и час тотные методы.  Б  настоящее  время теория  
дискретных сис тем достаточно хорошо разр або тана  примени
тельно к им п у ль с н ы м  и релейным САУ,  но практически еще не 
создана  д л я  ц и ф р о в ы х  систем. Это объяс няе тся  сложностью 
возн и каю щи х  процессов  при одновременном квантовании ин
формации по времени,  что относит цифровые САУ к классу 
импульсных систем, и по уровню,  что д ел ает  эти САУ нелиней
ными. П о э т о м у  д л я  исследования ци фровы х САУ мы восполь
зуемся м е то д а м и  расчета,  которые основаны на рассмотрении 
л и н е а р и з о в а н н ы х  импульсных систем с учетом влияния,  о к а з ы 
ваемого к в а н то в а н и е м  по уровню.



Импу льсна я  САУ может быть п р е д с т а в л е н а  в виде со е д и н е 
ния импульсного  элемента  (И Э ) н неп рер ыв н ой части сис те мы 
(Н Ч С )  (рис. 4.3, а ) .  Импульсный э л е м е н т  преобразует  н е п р е 
рывный сигнал в последовательность м од ули ров анн ых и м п у л ь 
сов (рис. 4 .3 , 6)  с парам етрами  А  ( а м п л и т у д а  импульса) ,  у Т  
(длительность импульса)  
и Т  (период чередования 
импульсов).  В общем  слу
чае  импульсный элемент  
м о ж е т  быть за мене н по
следовательным соедине
нием идеального импульс
ного элемента  11 специ
ально выбранного  непре
рывного ф ил ьтра ,  кото
рый на зывается  экстрапо-  
лятором,  или ф о р м и р у ю 
щ и м  элементом . И д е а л ь 
ный импульсный элемент  
преобразует  непрерывный 
сигнал  в мгновенные им
пульсы в виде 6-функций, 
а экс трапол ят ор  ф орм и
рует  импульсы заданной 
формы из 6-импульсов.

В простейшем случае 
импульсное звено  можко 
выполнить в виде ключа,  
который з а м ы к а е т с я  с пе
риодом Т. Если время 
зам ыкан ия ключа мало по сравнению с Т  и постоянными в р е 
мени непрерывной части системы, а си гна л  на входе к л ю ч а  
^ с о г Ы  при замкн утом его состоянии,  то  последовательность  
модулированных импульсов на входе к л ю ч а  м о ж н о  заменить  п о 
следовательностью 6-функций:

5 , ( 0 =  2  3 ( * - л ' 0 .
/1— —00

Значение к а ж д о й  6-функции п роп орци он альн о величине с и г н а л а  
на входе кл ю ча  в момент его з а м ы к а н и я .  Н а  выходе и м п у ль с 
ного элемента  получают сигнал 

00

=  V  е { п Т ) Ъ у  —  пТ) .  (4.1)
п—О

Импульсный элемент  на структурной схе м е  обычно и з о б р а ж а 
ется в виде прямоугольника  (рис.  4.3, в) или к л ю ч а  
(рис.4.3, г ) .

/
п _

1 Т

\ <|

е( 1) е*(0 е(0 т е Ч о

Рис. 4.3.



Сигналы в и м п уль сн ы х СЛУ могут быть представлены в 
виде дискретных  (или  т а к  называемых решетчатых) ф унк ций  
времени,  з н ач ени я  котор ых определены д л я  дискретных момен
тов t^=nT (п  —  ц елое  число, а Г — период повторения) .  М е ж д у  
этими зн ач ениям и независимой переменной дискретная  ф у н к 
ция равна нулю.  Лю бу ю  непрерывную функцию f ( t )  
(рис. 4.4, а) м о ж н о  заменить дискретной (решетчатой)  
(рис. 4.4, б ) :

f [ {iT\  —  f  { t) \ t=nT .

Ординаты,  о п р е д е л я ю щ и е  дискретные значения  решетчатой 
функции в о д и н а к о в ы е  моменты времени, называются  д искр е 

тами. Д и с к р е т ы  f ( t )  могут быть 
т а к ж е  опред елены  н д ля  см ещен
ных моментов t  =  n T - \ - k T  (рис. 
4.4, в).  Это позволяет просма три
вать  процессы внутри периодов с 
дискретностью Т. Смещение  Д7’ =  
=  const  м о ж е т  иметь п о л о ж и 
тельное значение  (как показано 
на рис. 4.4, в)  или отрицатель
ное — при выполнении условия  
| А?' |  <  Т.

Р е ш ет ч ата я  функция мож ет  
формир овать ся  не только  из к а 
кой-либо исходной непрерывной 
функции. Л ю б а я  числовая  после
довательность  некоторой величи
ны, ко торая  определена  в дис 
кретные одинак овые моменты вре
мени, т а к ж е  может  быть пред
ставлена  в виде решетчатой 
функции. Аналогом д иф ференци
алов  непрерывной функции для  
решетчатой являю тся  разности,  а 
аналогом интегралов  — суммы. 

П ер в ая  разность ,  т.  е. разность первого порядка ,  решетчатой 
функции опр е д е л яе т с я  выраже нием

b f \ n T ] = f [ n T + T ] - f [ n T l  (4.2)

Вторая разность,  т. е. разность второго порядка ,  определяется  
к а к  первая  ра зн ост ь  от  первой разности:

t f f l n T } = : b f [ n T + T \ - b f \ n T } ,  

а учитывая  в ы р а ж е н и е  (4.2) ,

t f f \ n T \ = f \ n T  +  2T]  - 2 / [ л Г + Г ]  + / [ л 7 ] .

о



Разность  k-vo  порядка

Дк/ [ я 7 ' ]  = Д к- ,/ [ / г 7 ' + 7 ' ] - Д к ' f  [ п Т \ .  (4 .3)

Д л я  решения разностных ур авне ни й (4.3) удобно в о с п о л ь 
зоваться опе рационным методом,  осно ва нн ым на д и с к р е т н о м  
преобразовании Л а п л а с а  в соответствии с формулой

F * ( p )  =  ^ f \ n T ] e - ^ \  (4 .4 )
л=0

где F* (р) — изображение  о р и г и н а л а  дискретной ф у н к ц и и  
' ¡[nij .  Эта ф о р м у ла  является об общ ени ем  на дискретные ф у н к 
ции обычного преобразования  Л а п л а с а

F { p )  =  L [ f { t ) \  =  (4.5)
о

где Г ( р ) — изобра жение  оригин ала  неп рерывной функции f ( t ) .
К ак видно из формулы (4.4),  диск рет но е  пр ео б р а зо в а н и е  

устанавлив ает  функциональную свя зь  м е ж д у  решетчатыми ф у н к 
циями (сигнал ами)  и их и з о б р а ж е н и я м и ,  которые я в л я ю т с я  
функциями величины е~рт. По существу ,  вы раж ени е  (4.3) есть  
сумма из об раж ени й всех ó-функций,  в х о д ящ и х  в ф ор м ул у (4 . 1 ) .

Д л я  исследования  импульсных С А У  на практике  в е с ь м а  
распространено 2 -преобразование ,  ко торо е  получается из д и 
скретного пре образования  Л а п л а с а  путем подстановки z  =  e,,T:

F ( z )  =  Z \ f { n T ] \  = y ¡ f [ n T \ z » ,  (4 .6)
Л =  0

где / : ( г ) — изображение  в соответствии с ¿ - п рео бразо вани ем .
При исследовании динамических свойств  САУ в перву ю о ч е 

редь  необходимо определить ее п ере дато ч ны е  функции.  Р а с 
смотрим сн ачала  передаточные ф у н к ц и и  импульсных САУ. П е 
редаточная  функц ия разомкнутой импульсной системы —  уто 
отношение  изображени й (в соответствии с дискретным п р е о б 
разовани ем Л а п л а с а )  выходного и входного импульсных с и г 
налов (см. рис. 4.3, а )  при нул евых  н ач аль н ы х  условиях,  т. е.

W * ( p )  =  Y * ( p )  'Е*(р) .

Аналогично определяется  эта пе р е д а то ч н а я  функция в с о о т в е т 
ствии с ^ -преобразованием:

W ( z ) = r { z ) I E ( z ) .

Д л я  определения  передаточной ф у н к ц и и  tty (z) по из вест ной  
передаточной функции приведенной непрерывной части С А У  
W (р) необходимо сначала  с по м о щ ь ю  обратного  п р е о б р а з о в а 



ния Л а п л а с а  на й тй весовую функцию непрерывной части си
стемы:

w ( t )  =  L ~ ' [ W ( p ) ] .

З а т е м  по этой ф у н к ц и и  определяют соответствующую ей ди 
скретную (р ешетч ат ую )  весовую функцию w[ n T ] ,  по которой, 
используя  г -п р е о б р аз о в ан и я ,  находят искомую передаточную 
функцию:

W ( z )  =  Z \ ( w ) [ n T } } ,

Последн яя  ф о р м у л а  пок азывает ,  что пе редаточ ная  функция р а 
зомкнутой импульс но й системы равна  и з об раж ени ю  выходного 
сигнала ,  который пре дста вляет  собой решетчатую приведен
ную весовую ф у н к ц и ю  w [ n T ]  и отличается  от обычной его ф у н к 
ции д ля  неп рерывной части системы дополнительным м но ж и
телем,  имеющим р а з м е р н о с т ь  времени.

Передат очн ая  ф у н к ц и я  замкнутой импульсной системы, оп
ред ел яем ая  в соответствии с уравнением за м ы к а н и я  через ди 
скретную пе ред ато ч ну ю  функцию разомкнутой САУ 
(см. рис. 4 .3 ,а)

0 { z ) ~ y ( z ) I X ( z )  =  W{ z ) ; [ \  +  W( z )  1, (4.7)

позволяет  вычислить реакцию замкнутой САУ на зад аю щ ее  
воздействие.  Если пер едаточную функцию (4.7) представить в 
виде отношения д вух  полиномов относительно переменной г:

Ф (z) =  ^ кг>1 ^¡z J ~ 0̂
v 1 атгп +  am.xzm- » +  . . .  +  atz +  <70 ’

где a.j, a m и b o ,  . . . ,  6 * некоторые постоянные ко эф фи
циенты,  то мо ж н о з а п и с а т ь  следующее уравнение:

[amz fn + . . .  +  a xz  +  а 0] У  (г) =  [bkz k +  . . .  +  b xz  -f- b 0] X  ( z) .  
( 4 . 8 )

П р и р а в н и в а я  л евую  часть  этого уравнения к нулю, получаем 
ха рактеристическое  у равне ни е  замкнутой импульсной САУ:

М  (z) =  a mz m +  a m. xz m~1 +  . . .  - f  a , z  +  a0. (4.9)

При переходе в урав не ни и (4.8) от из ображе ний к  оригина
л а м  запи сываем р азн ос тно е  уравнение САУ:

а тУ [п Т + т Т ] +  . . .  +  а , у  [ п Т  +  Т ]  - \ - а 0у [ п Т \  =

=  Ькх  [ п Т +  кТ]  +  . . .  +  Ьхх  \ п Т  +  Г] +  Ь0х  [пТ] .
П ереда точн ая  ф у н к ц и я  ошибки импульсной системы опреде

л яетс я  через д и ск р етн у ю  передаточную функц ию разомкнутой 
С А У  по формуле

<bt (z )  =  E ( z y X ( 2 ) =  y b  +  W( z ) ] .



П о  этой передаточной функции при известном з а д а ю щ е м  в о з 
действии мож н о оценить д и н а м и ч е с к у ю  точность им п у ль сн о й  
СЛУ,  на йдя  решетчатую фу нк ц ию  ош ибки.

Основным звеном цифровой С Л У  я в л яе т с я  в ы чи с л и те л ь н а я  
машина,  ко торая  преобразует дис к р е т н ы е  сигналы,  п о с т у п а ю 
щие на ее вход,  в дискретные сиг на лы  выхода.  П р е о б р а з о в а н и е  
дискретных сигналов  осуществляется  в соответствии с о п р е д е 
ленной пр ограммой работы м а ш и н ы .  П е р еда точ н ая  ф у н к ц и я  
цифровой вычислительной маши ны  —  это  отношение  и з о б р а ж е 
ний входного и выходного си гн ал о в  {см. рис. 4.1),  к о т о р ы е  
взяты в безразмерной (цифровой) форме:

О  (г ) - - - . . ь’ + + ■ ■ ■ + ь'г*~' + ь«*‘ , (4.10)
£  ак +  д й _ , г  +  . . .  +  ахг к~ 1 4 -  я 0г

где Е* (г)  и и *  ( г ) — и з о браж ени я  (¿ -преобраз овани я)  р е ш е т 
чатых функций е*[пТ]  и и * \ п Т \ .  Н а  пра кти ке  обычно к>-$.
Переходя  от изображений к о р и г и н а л ам ,  из в ы р а ж е н и я  (4.10)  
можно получить разностное у р авне ни е  д л я  машины:

а ке* \ п Т  — АТ-] +  . . .  +  а хе* [п Т  — Т] -{- а 0е* [п Т ] —
=  [ п Т  — зТ\  +  . . . - \ - Ь хи * [ п Т  —  Т\ +  Ьйи * \ п Т ) ,  (4 .11)

которое соответствует линейному алгор ит му ее ра бо ты.  И з  
уравнения (4.11) следует, что зна ч ени е  выходного с и г н а л а  о п 
ределяется  предыдущими его зн а ч е н и я м и  и настоящи ми и п р е 
дыдущими значениями входного сиг на ла ,  следова тельно,  на  
практике пр огр ам ма машины м о ж е т  быть реализована .

Переда точ н ая  функция ра зо м кн у то й  цифровой С А У  (см. 
рис. 4.2) мож ет  быть определена  к а к  произведение п е р е д а т о ч 
ных функций машины и неп рерывной части системы, к о т о р а я  
объединяет  преобразователь и о б ъ е к т  управления:

\У{г) =  0 (г )  и М г ). (4.12)
Тогда  зависимость  между и з о б р а ж е н и я м и  входного  с и г н а л а  
у [ пТ]  и входного е [ п Т ] будет иметь  вид

У ( г ) = ] У ( г ) Е ( г ) .  (4 .13)

Учитывая,  что Е ( г ) ~ Х { г ) — У ( г ) ,  из в ы р а ж е н и я  (4.13) п о л у 
чаем

Г ( г )  =  Щ г ) Х ( г ) , 1 \ +  Ж ( 2 ) ] = Н ( г ) Х ( г ) ,  (4 .14)

Е ( г )  =  Х  (л)/[1 +  №(г)]  =  И е (г) X  ( г ) ,  (4 .15)

где Н { г ) =  +  (4 .1 6 )

— дискретная  передаточная ф у н к ц и я  замкнутой ц и ф р о в о й  
САУ, а



—  диск ретна я  п е р е д а то ч н а я  функция ошибки замкнутой цифро
вой СЛУ.

П ер ед аточн ые ф ун кц ии  W{ z ) ,  H{ z )  и / /« (z )  используются 
д л я  оценки д и н а м и ч е с к и х  свойств и качества  цифровых си
стем.  Фо рмулы (4.12) —  (4.17) относятся к простейшей одно- 
к а н а л ы ю й  цифровой С А У  с единичной обратной связью. Ана
логично пере даточ ные  ф ункции могут быть определены и для  
др уги х ст руктурны х схем более  сложного вида.

Р ассм отри м част отны е передаточные функции цифровых 
САУ.  П од ад им  на вход системы (см. рис. 4.2) решетчатую 
функц ию,  которая п р е д с та в л я е т  собой синусоидальную^ после
довате льнос ть

<?с [пТ]  = а  sin ( я ш 7 ' +  <р) (/г =  0 Т 1, 2, . . .), (4.18)

где  а  — амплиту да;  ср —  н ачаль н ая  фаза ;  Т  — период повторе
ния;  о  — угловая  ч аст ота ;  7*i =  2тс/о> — период синусоидальной 
последовательности.  В об щ е м  случае  си н усо и д а л ьн а я  последо
ват ельность  (4.18) в отличие  от непрерывной гармонической 
функци и является  непериодической функцией п.  Она  будет пе
риодической функцией толь ко  при соизмеримости периода по
вторения  (7“) и пер ио да  гармонической функции (Т, ) .  В сим 
волической записи синусоида льная  последовательность (4.18) 
з а м е н я е тс я  по след овате льнос тью комплексных чисел:

ec [fiT] =  a e ^ <nu>r+̂  ~ a e ^ ‘úT,

где a —a c — ко мп лек сно е  число.  Если обозначить  ei(¡yr = z,  то 
получим

ес [ п Т \  = d z nt

гд е  z  — произвольное  комплексное  число с модулем,  равным 
единице .  Тогда к а ж д о й  частоте  будет соответствовать  опреде
л е н н а я  точка на о к р у ж н о с т и  с единичным радиусом,  которая 
ра сп о л о ж ен а  на ком п лек сно й плоскости (рис. 4.5).

Часто тные  пе ре дато ч ны е  функции цифровой САУ можно 
на й ти  из дискретных передаточных функций посредством под
становки в в ы р а ж е н и я  (4.12) ,  (4.16), (4.17) z  =  e¡í"T\ д ля  р а 
зом кн утой системы

W ( e ¡ ¡aT) =  D ( c ^ T) \VQ{ e ^ r), 

д л я  замкнутой системы

Н { е ^ т)^= W { e ^ r ) ! [ \ - f  W { e ^ r)\, 

д л я  ошибки за мкн ут ой системы

Э т и  частотные пе ре д а то ч н ы е  функции характе риз ую т цифро-



ную СЛУ со структурной схемой, изо браж ен н ой  на рис.  4.2. 
Аналогично м ож н о получить час тотные передаточные ф у н к ц и и  
и для  других структур САУ. З н а я  частотные п ер ед ато ч н ы е  
функции,  м ож н о  построить различ ные  час тотные х ар ак тер и ст и к и  
С А У  в функции круговой ч а 
стоты (о. Но построение их ос
л о ж н яе т с я  трансцендентностью 
исходных выра же ни й,  содер
ж а щ и х  (о, и периодичностью 
всех характ ерист ик ,  поэтому 
на практике при синтезе и а н а 
лизе  цифровых САУ применя
ются  частотные передаточные 
функции и частотные х аракт е 
ристики с использованием так 
называемой псевдочастоты.  П е 
реход к псевдочастоте  делается 
на основании со-преобразова
ния, при помощи которого 
окружность  с радиусом г =
=  е>аГ= \  от об ра ж ае тся  на 
мнимую ось плоскости комплексной вел ич ин ы о>.

Комплексные величины о  и г  с в я з а н ы  м еж ду  собой б и л и 
нейными преобразованиями:

г  — {\ +  ж) (1 — к-), (4.19)
™ =  (х —  1 )/(г +  1). ( 4 .2 0)

Подставив  в вы раже ние  (4.20) г - с ' " >Г, получим

к* =  (е*,иТ —■ \) (е^"'т 1) — у 2) =  ]/.,

где л =  (^( (о7/2)  — относительная пс.евдочастота.  А б со л ю тн а я  
псевдочастота определяется из в ы р а ж е н и я

— 2 [ 7’^  (ш7’ 2)] = 2  '(Х7). (4 .21 )

В случае воздействия  на входе ци фр ов ой САУ медленно м е 
няющегося  гармонического сигнала  (что  соответствует р а б о т е  
ытои систем]»! на низких скоростях)  1;£((>>Г/2)~(,)Г/2 и п с е в д о 
частота Следовательно,  при м а л ы х  частотах час т о т н ы е
характеристики,  построенные в ф у н к ц и и  псевдочастоты,  п р а к 
тически сов пад аю т с частотными ха ра кт ери стик ам и ,  п о с т р о е н 
ными в функции обычной круговой частоты.  Подст авл яя  в в ы 
ражении д ля  частотных передаточных функций Щ г ) ,  / / ( г )  и 
И с[г)  значения  г  из выра жения  (4.19) и за меня я  к; =  / ( Г / 2 )  X, 
получаем частотные передаточные ф у нк ц ии :  для  р а з о м к н у то й  
цифровой САУ

Г *  (у>.) =  1Г |1 + у Ч 7 * 2 ) Х ] / [ 1  - У  ( Г  2 ) 1 1
8  Заказ .V? 11111 }]3



д л я  замкнутой ци фр о в о й  САУ

Н *  (it.) =  Я  [ 1 -f-У (7 / 2 )  X] / [ 1 -  ;  (7 2) /-],

д л я  ошибки за м к н у то й  цифровой СЛУ 

И* (И)  =  Я . [ 1  +  / (  7 7 2 )  Í .1. 11 —  /  í Т  2 )  /■].

П остроение  частот
ных характерис тик  в 
функции абсолютной 
иссвдочастоты X не в ы 
з ы в а е т  каких-либо тру д 
ностей.  Например,  пусть 
р а з о м к н у та я  цифровая  
САУ имеет дискрет
ную передаточную функ
цию в виде И7 (г) =  
T= kT ¡( z— 1), где k  — 
коэфф ициен т  передачи 
системы;  Т  — период дис
кретности.  Частотную пе
редаточную функцию при 

использовании кр уговой частот!»] определим после подстановки 
2  =  ехр(7'(.)7'_);

W(/>h'T\ —  к Т   ___________kL __________ ___' ' е)"'Т   1 COS <а'Г —1.-1-/sill «»Г
к Т  Л Т  . 0>7

=  CtfT - 2 - ,

ф*, града*, дБ

а при использовании абсолютной псевдочастоты л — после под
становки в ы р а ж е н и и  ('1.19) в исходную передаточную функцию 
W ( z )  и замены w  =  j (T¡2)},:

к'Г кТ (1 — w
^  (1 w)l( 1 — w) - 1 2w

k \ \ - j ( T ¡  2)M 
У*

П ос ледн яя  ф о р м у л а  совпа д ает  с обычной формой выражений 
передаточных ф у н к ц и й  непрерывных САУ. Это позволяет  легко 
построить ло г а р и ф м и ч е с к и е  частотные характеристики:  ам п л и 
тудные  (ЛАХ) и ф а з о в ы е  (ЛФХ)  для  передаточной функции 

(/а) в функции иссвдочастоты.  Обе эти характеристики пред
ставлены на рис. 4.6, где  и ср* — Л А Х  и Л Ф Х  цифровой 
САУ соответственно.



4.2. И С С Л ЕД О ВА Н И Е ДИНАМИКИ  
Ц И Ф РО ВЫ Х  СИСТЕМ

Ва жнейш ей характеристикой кач ес тв а  цифровой СЛУ я в л я 
ется ее устойчивость.  Известные из теор ии  автомат ическог о  
управления  основные определения  устойчивости н еп р ер ы вн ы х  
САУ применимы и к цифровым сис темам ,  по с учетом их о с о 
бенностей.

Ц и ф р о в а я  САУ устойчива, если ее собственные процессы 
с течением времени затухают.  О це н ку  устойчивости ци фр ов ой 
СЛУ, как и непрерывной,  обычно п р о и з в о д я т  на основании и с 
следования характеристического  ур ав н ен и я  (4.9),  которое м о ж 
но получить, при равни вая  к нулю з н а м е н а т е л ь  пер едаточной 
функции зам кнутой системы (4.16):

] +  и / ( г ) = 1  4-/ ->(*) 1Г() =  0.
Поскольку перемен ная  г появилась  от  подстановки 2  =  ег,Г> то  
ка ж ды й корень г, связан с корнями р,- на плоскости р з а в и с и 
мостью г , ~ с > ,т. Нетрудно заметить ,  что нулевому корню ( н а 
пример,  р 1 =-0 ) соответствует корень 2 1 = 1 , а отрицат ельны м в е 
щественным корням р { соответствуют корни | 2 , | < 1  (1 = 1 , 2, 
3, . . . .  пг),  где пг -порядок характе рис тич ес к ого  уравн ени я .  
Таким  образом,  цифровая  С АУ будет устойчива,  если  все  к о р - 
ни характеристического у р а вн ен ия  лежат внутри окружности  
с единичн ым радиусом,  построенной 6  н а ч а л е  координат к о м 
пле ксн ой  плоскости  2  (рис. 4.7, а ) .  П р и  наличии корней |г<|  > 1  
система неустойчива.

1 т  р

0 рер

Рис. 4.7.

Д л я  определения  расположения корней хара кт ери стич ес к о 
го уравнения относительно единичной окр уж нос ти мож н о  и с 
пользовать алгебраический критерий устойчивости Р а у с а — Гу р-  
вица, н а к лады ва ю щ ий  ограничения на  коэффициенты х а р а к т е 
ристического уравнения замкнутой сис те мы  (4.9):

М  (г) =  а щг т +  а т^ Л +  . .  . +  а хг  +  а 0.



Практич ески этот  алгебраический критерий устойчивости при
меняют при т ^ . 3, т а к  к а к  для  уравнений более высокого по
р я д к а  исс ледование  устойчивости резко усложняется .  В табл .  
4.1 приведены ус ловия  устойчивости цифров ых  СЛУ для  р а з 
ных значений т.  Д л я  облегчения определения  устойчивости 
цифровой С Л У  исп ользуется  введенное ранее  до-преобразова
ние (4.20),  с п о м о щ ь ю  которого единичная  окружность (см. 
рис. 4.7, а )  о т о б р а ж а е т с я  на мнимую ось {рис. 4 . 7 ,6 ) .  О б л а 
стью устойчивости в первом случае являе тся  внутренняя  часть 
круга,  а во втором — л е в а я  полуплоскость.  Во втором случае 
об ласть  устойчивости аналогична  области  устойчивости в пло
скости величины р  =  с +  /со (рис. 4.7, в ) ,  где границей устойчи
вости является  ось мни мы х  значений. П оэ тому для  передаточ
ных функций с ^ -п р е о б р а з о в а н и е м  могут использоваться обыч
ные критерии устойчивости исследования непрерывных СЛУ.

Т а б л и ц а  4.1

т Условия у с  1п й 'ж п о сги

1 Со +  а \ >  0 .  Дч —  а \ <  0

2 ¿ 0  +  а { +  а 2 > 0 .  (¡а ~  и2 0 ,  - |-  а-, >  0

3
Д о -4- Я] +  02 +  ^ > 0 ,  Ли —  Д ] Ц - и_■ —  й з  <. 

3  ( л 0 +  Д 3 ) —  « 1  —  о 2 . 0 .  аи (а 1 —  а2) +  а3 ( а ,  -

0 .

-  в я)  <  0

Следует отметить ,  что  об устойчивости цифров ых СЛУ пред
л агае м ы м  способом м о ж н о  судить лишь в дискретные моменты 
1— п Т  ( « = 1 ,  2, . . . ) ,  т. е. в моменты з а м ы к а н и я  импульсного 
элемента .  В б о ль ш ин ств е  случаев  при исследовании цифровых 
С Л У  этого бы вает  достаточно.  Тогда же ,  когда  на выходе ци ф
ровой системы могут  возникнуть скр ыты е колебания между 
моментами з а м ы к а н и я  импульсного элемента ,  можно восполь
зоваться  методами,  пре длага емыми н ли тературе .  Возможность 
возникновения  т а к и х  ск рыт ых  колебаний в цифровой СЛУ обус
ловлена ,  например,  наличием  в системе колебательных и кон
сервативных зв ень ев  с частотами свободных колебаний,  к р а т 
ными л / Т  или п ! ( Т у \ — ‘у 2) (у — коэффициент  затухания ко ле 
бательного  з в е н а ) .

Основные п о к а з а т е л и  качества процессов цифровых СЛУ 
аналогичны п о к а з а т е л я м  непрерывных САУ — пок азателям к а 
чества переходного процесса  (время переходного процесса (а, 
перерегулирование  о, число перерегулирований п  или п о к а з а 
тель  колебател ьно сти  М )  и точности работ ы системы в устано
вившихся р е ж и м а х .  Переходный процесс в цифров ых  САУ мо
ж е т  быть определен с помощью обратного  г -преобразования  
или частотных методов .  Оценку показателей качества  переход
ного процесса п р о и зв о д я т  по импульсной переходной функции



САУ у [ пТ] ,  являюще йс я  реакцией на  единичную сту п е н ч а ту ю  
дискретную функц ию Х[ пТ]  =  1[пТ] .

И зо б р а ж е н и е  выходной величины С А У  относительно 2 - п р е 
образования  определяется  с учетом (4.7) :

К ( г )  =  Ф ( г ) Х ( г ) .

Поскольку из ображ ени е  единичной ре шетчат ой функции Х ( г ) = =  
—  1 { \ [я7']} =  г / ( г — 1), то и з о б р а ж е н и е  дискретной п е р ехо дно й 
функции системы будет иметь сл еду ю щ и й  вид: У ( г )  =
=  2 { у [ п Т ] } = Ф ( 2 ) г / ( 2 — 1 ). В общем  с л у ч а е  это и з о б р а ж е н и е  
можно представит!) как  отношение д в у х  полиномов.  З а т е м  п о  
этому и з обра ж ени ю  определяют о р и г и н а л  у [ п Т ] ,  т. е. о с у щ е с т 
вляют операцию обратного г -п р е о б р аз о в ан и я .  Д л я  этого  и с 
пользуют р а з л о ж е н и е  в ряд  по степ еня м  г -1 и з о б р а ж е н и я  в ы 
ходного сигна ла  (делением по лин ома  числителя  на п о л и н о м  
з н а м е н а т е л я ) :

по
У (г) =  К,  +  У, г ' 1 +  У,:-'- +  . . . =  V  У „ г" .

Л п

Коэффициенты полученного степенного  р я д а  равны д и с к р е т н ы м  
значениям импульсной переходной ф у н к ц и и  в моменты £= п Т . 
Если периоды дискретности малы,  что имеет  место в САУ,  то  
степенной ряд  сходится медленно и о б ъ е м  вычислительной р а 
боты весьма велик.

Н аиб олее  рациональным методом расчет а  переходного п р о 
цесса в цифровой САУ является  час тотный г р а ф о а н а л и т и ч е 
ский метод, который позволяет  опр е д е л и ть  переходный п р о ц е с с  
по логарифмическим частотным х ар ак тер и сти к ам ,  з а д а н н ы м  
графически,  и аналогичен методу,  пр и м ен я ем о м у  в н е п р е р ы в 
ных САУ. С н а ч а л а  по вещественной частотной х а р а к т е р и с т и к е  
находится  импульсная  переходная ф у н к ц и я  замкнутой ц и ф р о 
вой САУ:

1Г
к [ п Т ] — у  | *Р(ш)го.чшяа(ш, (4 .2 2 )

о

где о) =  со7\ За тем ,  используя метод трап ец еи дал ьн ых  х а р а к 
теристик,  г р а ф и к  вещественной частотной  ха ракте рис тики м о ж 
но представить  в виде суммы э л е м е н т а р н ы х  трапеций:

т

я й  =  2 я ' (“,)- (4-23)
/-1

Типовая трапе цеи дальная  х а р а к т е р и с т и к а  и ее па рам етры  п р и 
ведены на рис. 4.8. Подставив в ф о р м у л у  (4.22) в ы р а ж е н и е  
(4.23), после преобразований получим



А[л7'1=1 V  А,-sin '¡¡гг sin a¡-{,n
. n a,7¿n (4.24)

A, =  P.01 cp i a, — «>p i, wcp U — Cp i-

З д е с ь  tucp¿= (íon,-l-cúo¿)/2; coP, =  (сош— ©о/)/2. Коэффициент  ai из
меняется  в п р е д е л ах  от 0 до  1.

По льз уя сь  д а н н ы м и  таб л .  4.2, в которой приведены значения
функции sin у/у,  или но-

Рис. 4.8.

мограммои,  представлен
ной па рис. 4.9, и ф о р м у 
лой (4.24),  рассчитывают 
импульсную переходную 
функц ию СЛУ,  с по
мощью которой можно 
построить кривую пере
ходного процесса при л ю 
бом воздействии.  Д л я  
единичного у п р а в л я ю 
щего  ступенчатого воз
действия переходный иро-

цесс находится  в р е з у л ь т а т е  суммирования импульсной х а р а к 
теристики:

у \ п Т ]  =  У к \ к Т \ .
А-—0

(4.25)

Вещественная  ч ас т о т н а я  характеристика  цифровой САУ 
Р  (К) може т  быть оп р е д е л ен а  по Л Ч Х  разомкнутой системы 
( Л А Х  L ( l )  и Л Ф Х  ф ( / . ) )  с помощью но мограммы P ~ F { L ,  ф), 
приведенной на рис.  2.31, где А (о>) и ср (со) соответствуют L(K)  
и ф (?.). Та м ж е  построены линии равны х значений Я (?*)•-= 
=  const .  Опре делив  по Л Ч Х  значения L{).¡) и ф (/ . ; )  для  псевдо
частоты мож н о  на й ти  по номограмме 2.31 соответствующее 
значение  P(X¿)  и по строить  вещественную частотную х ара кт е 
ристику Я (Я). Х а р а к т е р и с т и к а  Р (  м) оп ред еляется  по х а р а к т е 
ристике  Р(К)  с учетом фо рмул ы (4.21) путем замены псевдо
частоты }. па о) =  2 а г с 1 £  (Я7'/2).

Рассмотрим пример построения  переходного процесса  в цифровой САУ,  
имеющей Л Ч Х  ¿(Я.) и ф (А ) ,  изображенные па рис. 4.10. Вещественная ч а 
стотная характеристика Р Щ  получена с помощью номограммы 4.9 и пере
строена  в функции частоты о> =  2  а г ^  (Х7/2) (рис. 4.11, о ) .  Затем веществен
н у ю  частотную хар ак тер и сти ку  Р(о>) исследуемой системы аппроксимируют  
трапецеидальными частотны м и характеристиками, чтобы при сложении всех  
трапеций получилась и с х о д н а я  характеристика. Д а н н ы е сведены в табл. 4.3.
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П о  ним на основании выражения (4.24) вычисляем импульсную переходную  
ф ункцию  Ь [ п Т ]  САУ (рис. 4.11, б ) ,  по которой с помощью формулы (4.25)  
.находим п е р е х о д н у ю  характеристику у [ п Т \  (рис. 4.11, в) .

В ц и ф р о в ы х  СЛУ, к а к  и в непрерывных,  можно использо
вать косвенные методы 
оценок процесса уп р ав 
ления,  т. е. можно ввести 
понятия запа са  устойчи
вости и степени ко леб а
тельности или воспользо
ваться ана логами инте
гральных оценок пере
ходного процесса.  Так,  
например,  показате ль  ко
лебательности цифровых 
САУ, определяющий 
склонность системы к ко- 

”с' лебаииям,  представляет
♦собой вы сот у  максим альн ого  пика амплитудной частотной ха-



Номер
трапеции ‘"о шп “ср Р Ро А

I 0,20 О.Рп 0,58 0,ЗЯ 1,50 0,86
II 0.03 0.15 0,0) 0 Об -0,15 0,01

III 1,45 2,75 2,10 0,65 -0,35 0,74

рактеристики замкнутой системы, отнесенного  к его на ч аль ной  
ординате,  т. с. М  =  Л тах/Л 
пых СЛУ, при получении 
заданной величины М  
ампл итудно- фазова я  ха
рактеристика  ра зо мкн у
той системы д о л ж н а  на
ходиться вне запретной 
области,  окр уж аю щей 
точку (— 1, 0) (рис.
4 . 1 2 / о ) .

Д л я  оценки устано
вившейся точности циф
ровой СЛУ используют 
установившуюся ошибку 
при разных типовых воз
действиях.  И зо браж ени е  
ошибки цифровой СЛУ 
(рис. 4.13, где /  — возму
щающее воздействие)  в 
дискретные моменты /

Рис. 4.12.

=  п Т  описывается выраже ни ем

Е  (*> =  . +  =  ^  ( г )  +  Е> <2)’ ( 4 '26)

где  №  {г) =  ! ) ( : )  и7, (г)  Г ,  (г).
Фо рмул а  (4.26) содержит две  с о с та в л я ю щ и е  ошибки в ви де
г -из ображения.  П е р в а я  из них об ус ловлена  уп равляю щим  в о з 
действием л-, а вторая — во з м у щ аю щ и м  воздействием [. И с 
пользуя теорему о конечном значении дискретной ф унк ц ии ,
значение установившейся  ошибки м о ж н о  за пи сат ь  в виде

е[п' Г]  = П т  {(2 — \ ) Х  (г) [г{ \  +  ( г ) ) | Ц -
П - У Х  2 - *  1

о (рис. 4.12, а ) .  К а к  и для  непрерыв-  

о

д



- M i m { ( z — l ) F { z )  W 2 { z ) i \ z (  1 +  W'(z))]|  ^ e x \ n T \  + e f \ nT] .
2-»l n-»-oo fi-*-co

Если / ( ¿ ) = 0 ,  то  установивш аяся  ош ибка  описывается в ы р а 
жением

е [ п Т \  — lim { ( 2  -  l )A ' ( . z )  ' [ z ( l  +  W  ( ^ ) ) | }. (4.27)

При подаче  на вход СЛУ  ступенчатой функции х ( { ) ~  
~ Л о 1 ( ,  г -и з о б р а ж е н и е  которой Х ( г ) = А а г / ( г — 1), установив
ш ая ся  ошибка ,  н а з ы в а е м а я  ош ибкой С А У  по положению,  в со
ответствии с ф о р м у л о й  (4.27) вы ра ж а е т с я  как

е \ п Т \  =  Иш [ А 0; [  1 +  № { г ) \ \ .
/¡-»оо г-* 1

Если входное во здейс тви е  изменяется с постоянной скоростью- 
х { ( ) = А \ (  и имеет  г -из об ра ж епи с  А'(г) =  / 1 | 7 г / ( г - - 1 ) 2, то у ст а 
новившаяся  о ш и б к а ,  н а зы в аем ая  о ш и б к о й  СА У по скорости,  
с учетом в ы р а ж е н и я  (4.27) находится по ф орм уле

е$ [пТ\  — 11 и1 \ А Х 7 [ ( г - 1 )  XV [г \
п -на г -1

П ри  изменении входного воздействия с постоянным ускорени
ем а ' ( 0 = / Ь * 2/2! и г -изображением А ( г )  = / 1 27'2г ( г +  1 ) / 2 ( г — 
— I ) 2 у стан о в и в ш аяся  ошибка ,  н а зы в аем ая  ош ибк ой  С/1 У /го

£(z) w;(z)
X

н чс

_J

Рис. 4.13.

уск о р е н и ю , согласно  выр аж ени ю (4.27) рассчитывается  по ф о р 
муле

e t \ n l  | =  l im \ A { l ~ j \ { z  —  \ f W  { z j \ \ .
n ■ со Z-f l

В общем виде,  если входное воздействие  можно представить 
в виде степенной ф ункци и времени x{ t )  = A k t kjk\,  то его z -изо- 
браженис

X{ z )  =  A kl * z N k { z ) , { z - \ r \  (4-28)'
гд е  N k ( г )  =  ( a , z k‘ l +  а %г* - +  a h^ z  - f  a,t) :k\,

является  полиномом входного  воздействия.
Если п е р едато ч на я  функция разомкнутой цифровой СЛУ



где №0 (2 ) не имеет полюсов при 2 = 1 , то при \- =  0 ц и ф р о в а я  
■система будет с астатнзмом ну левог о  порядка  (т. е. с т а т и ч е 
ской) ;  при \ ,==: 1 — с астатнзмом первого  порядка;  при \  =  2  —  
•с астатнзм ом второго порядка  и т. д.

При подстановке выражений (4.28) и (4.29) в (4.26) ус та-  
-новившаяся ошибка  может п р и ня ть  следую щие значения:

е  \ п Т ] =  0  при к
л -*-©о

е [пТ\  =  А кТ к1 1 Уа(г) при /г =  V;
п-+~о

е [ п ' 1 \ —  со при к >  V.
П - *  СО

С л едо вател ьн о ,  д ля  реализации в цифро вых САУ н у л е в о й  
установившейся  ошибки по у п р а в л я ю щ е м у  воздействию н е о б 
ходимо было  к < \ ,  т. е. п о ря док  а ста тиз м а  САУ д о л ж е н  п р е 
вышать  степень полинома входного  воздействия .  В о б щ е м  с л у 
чае, если входное воздействие а*(/) имеет  произвольную ф о р м у ,  
то аналогично непрерывным САУ,  начиная  с некото рого  м о 
мента времени,  установившаяся  о ш и б к а  цифровой САУ м о ж е т  
быть предста влена  в виде ф у н к ц и и  уп равляющ его в о з д е й с тв и я  
и ее производных,  получающейся  при разл оже ни и п е р е д а т о ч 
ной ф ункци и САУ по ошибке  /Уе (г)  (4.17) в ряд  М а к л о р е н а  
по степеням

е \ п Т \  =  С 0х  \ п Т \  +  С :х  [«Г]  - \ - ~ С 2х \ п Т \  +  . .  . 

. , ^ А- С пх ^ \ п Т 1

где Со, С и  С 2 , . . ., С п — к о э фф и ц и ен ты  ошибок,  о п р е д е л я е м ы е  
при / —*-оо, т. е. при р-*-  0, в ы р а ж е н и е м  С * =  \с1пН г ( с ^ т)}  
/й р п | п-*о- Зн ач ен ия  коэффициентов за в и с я т  от схемы С А У  и ее 
пар аметров .  Коэффициент С о ф О  м о ж е т  быть толь ко  в с т а т и ч е 
ских системах;  в астатических с и стем ах  Со =  0.

Д л я  повышения качественных пок азателей работ ы ц и ф р о 
вых САУ м ож н о  пользоваться мето д ам и как неп рерывно й,  т а к  
и импульсной коррекции. Д в а  в и д а  коррекции р е а л и з у ю т с я  
с  помощью введения в не п р ер ы в н у ю  часть цифровой С А У  д о 
полнительных корректирующих устройств.  Кроме того,  и м п у л ь с 
ная  коррек ция  может быть р е а л и з о в а н а  с помощью в в е д е н и я  
дополнительных импульсных цепей (импульсных ф и л ь т р о в ) ,  
пре об разую щих входные д ис к р е т н ы е  сигналы в соотв етс твии  
с требу ем ым законом преоб разов ани я .

4.3. РА С ЧЕ Т  Н Е П Р Е Р Ы В Н О Й  К О Р Р Е К Ц И И  
М Е Т О Д О М  Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Х

ЧАСТОТНЫ Х Х А Р А К Т Е Р И С Т И К

Построение Л Ч Х  цифровой С А У  осуществляется  по ч а с т о т 
ным передаточным функциям ра зом кнутой системы в з а в и с и 



мости от псевдочастоты,  определяемой из в ы р а ж е н и я  (4.21). 
Д л я  упрощения это пос троение  делается отдельно для  о б л а 
стей  низких (со<1 /Т)  и высоких (о>>1/7') частот.  Пер еда точ 
н а я  функция разомкн утой  цифровой СЛУ мож ет  быть представ
л е н а  в виде Ф ( г ) = О ( г ) У Р 0 ( г) .

В области низких частот  передаточную фу нк ц ию  непрерыв
ной части системы включающей в себя экстраполятор
л ю б о г о  порядка ,  м о ж н о  представить  в виде

=  W u [ n T  —  т|  —  /г, « ■ „ ( /  — d t  =  k x W u ( р ) е -p - -  .

п - U (•

(4 .30)

З д е с ь  к] — коэффициент  передачи дискретного сигнала ,  р а в 
ный отношению цен м л а д ш и х  разрядов  выходного и входного- 
п ре об ра зо вате лей (см. рис.  4.2) ,  =  ö/öi ; / — пор ядок экстра-
п о л я т о р а ;  а ь а 2, . . ., а/ -1 — постоянные коэффициенты;  Т — 
п е р и о д  повторения;  W H(p)  —  передаточная функ ц ия  неп рерыв
ной части системы (см. рис.  4.2);  т — постоянная  времени з а 
п а з д ы в а н и я :  иУи {t— т) — весовая  функция непрерывной части 
сис темы с учетом с у м м а р н о г о  запаздывания.  Из  выраже ния 
(4.30)  следует,  что в о б л а с т и  низких частот передаточные 
ф у н к ц и и

W u ( е " 0  |р —у<о =  W it ( e W ) ,  \ V U ( р )  е - * '  \p , Jt0 - \ V a (у«>) « - / ■ *

с о в п а д а ю т  друг с др угом.  К ром е  того, поскольку и этой о б л а 
сти  псевдочастота  пр ак ти че ски  совпадает с реальной частотой, 
т о  Л Ч Х  можно строить  r функции от <к либо от

Т а к и м  образом,  д л я  об ласти  низких частот  (со<  1/7') по
строение  Л Ч Х  сводится  к построению ЛД Х и Л Ф Х  исходной 
неп ре ры вн ой  части С Л У  с добавлением м нож ителя  к {\

¿¡¡(Ь ) « Л и И  =  2 0 l g |  (4.31)
То W  '  ru И  — =  a rg  W H (уш) -  шт. (4.32)

В ы р а ж е н и я  (4.31) и (4.32) показывают,  что при синтезе ци ф
р о в ы х  СЛУ можно д е ф о р м и р о в а т ь  низкочастотную часть Л Л Х  
мето дами,  используемыми д л я  непрерывных СЛУ.

Д л я  построения Л Ч Х  в области высоких частот ( (о > 1/ 7 )  
в в о д я т с я  следующие ограничения:  во-первых, передаточная  
ф у н к ц и я  непрерывной части  С Л У  совместно с экстра пол ят ором 
д о л ж н а  быть пр едста влена  в виде



т I Г "
\Ъ'(р) =  к  | ~ | ( 1  +  - ,р)  />’ П < 1 +  7»  

}~1 / .  '=  1
(4.33)'

где /г — общий коэффициент усиления;  V — степень аста ти зм а ;  
во-вторых,  постоянные времени числителя  пере даточ ной  ф у н к 
ции (4.33) долж ны  удов лет ворять  условию т,-<о>~ , а с а 
ма частота  среза д олж на  быть  < 2 / 7 ’; в-трегьих,  Л Л Х  в о б л а 
сти Мер д о л ж н а  иметь наклон — 20 дБ/дек,  а при пересечении 
вертикальной прямой ш =  2/7' — либ о наклон — 20 д Б /д ек ,  л и 
бо наклон — 40 дБ/дек.  Тогда в области высоких частот  при 
отсутствии временного з а п а з д ы в а н и я  пер ед ато чна я  функция 
Г „ ( / / . )  имеет вид

1К„(р . )  =  „,ср(1 _  ^  1 +  А . Т12~ . т - \ , 
Н Ч ;  1 \ 2 )  ул. (1 -+-УЛ7/2)

где Г" — сумма малых постоянных времени, ч аст от ы с о п р я 
же н ия  которых больше частоты м —  2 ;Т,  7'^ =  1 Д , / ^  Г,-. Это'  
вы ра ж е н и е  можно использовать  для  построения Л Л Х :

- - -  201в к , у  Г +  />'(/; 2 -  т^]
Па частоте л - 2 / 7 ’ происходит  сопряжение  низкочастотной и 
высокочастотной частей ЛЛХ.

В общем случае ре зу льтир ую щее  вы ра ж е н и е  передаточной 
функции при объединении в ы р а ж е н и и  д ля  низки х и высоких 
частот  имеет следующий вид:

1^0 (/'•) =  (р) \p- jxW,  ( А )  =  Н ' н (ул) (//-) =
„  к  (1 +  У^т |)  ■ ■ ■ (1 +  У А.т ' ух.7’/2) [ 1 -Ь У Л- ( 7'/ 2 Т",,)] ^

Т А Г (1 +  ' А т , ) . . . ( Г +  УАТ^) 1 +  / А т а

где постоянные времени Ть . . ., Т я имеют с о п р я ж е н н ы е  ч асто 
ты меньше частоты м =  2;Т. Р е з у л ь т и р у ю щ а я  Л Ф 1 \  в этом слу 
чае  описывается  выражением

ш д

%  (*) =  —у ■ 90° +  ^  агс18  х'л  — ^  агсг^ А 1 \  —
/ г - 1 I- 1

  О X т
агс:^ -тг ! - а г с ^ Т-,

П р и  наличии временного з а п а з д ы в а н и я  в сис те ме  т =  1гТ +  
+  рТ  (6 =  0, 1, 2, . . . ;  е— постоянное  число в ин те р в а л е  0 ^ е ^ 1 )  
передаточную функцию (4.34) м ож н о  представить  к а к

/ ¿ ( 1 + 7 7 . 1 , ) . - . ( 1  - Ь / Х т * , )  (I - у л Г ; 2 ) * + 1
и м А )  =

+ У Ч т - Ъ
т (4.35)



И н о г д а  на практике для  большей простоты влияние  малых 
»постоянных времени з а м е н я ю т  эквивалентным за па зд ывани ем  
т Экв=Г>: .  В этом случае приближ енн ое  вы ражение  для  частот
ной передаточной,  функции (4.35) с учетом того, что

¡примет вид

( А )  ■- 

+  . / ' 4 0 - 2 ; ,

=  : 4 -  V  Т. V
и 1

П А ,

к (1 +  ) . . .  1 \
(У'л)'Ч1 + А Т Ч)\ 1 -1- ул 7’;2

(4.36)

В ы р а ж е н и я  (4.34) — (4.36) пред ста вляют  собой произведение 
.передаточных функций э л ем ент арн ы х  типовых динамических 
з в е н ь е в  САУ, поэтому с их пом ощ ью можно построить Л Ч Х  си
с т е м ы .  П р и  расчете корр ек ции  цифровой САУ методом Л Ч Х

п р е ж д е  всего необходимо опред елить  ж елаемую  Л  АХ, удовлет
в о р я ю щ у ю  з ад ан ны м  п о к а з а те л я м  качества.  Расчет  коррек ти
р у ю щ и х  устройств  знач ительно  упрощается при использовании 
типовы х ж е л а е м ы х  АЧХ. П р и  этом САУ считается ско рре кти 
рованной,  если Л Ч Х  с о в п а д а ет  с желаемой логарифмической 
х арак т е р и с т и к о й  в существенном диапазоне  рабочих частот. 
Н а  рис.  4.14 из ображе ны основные типовые ж е л а е м ы е  ЛАХ



С т е п е н ь
э т а т и з м а

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  
н е п р е р ы в н о й  ча с т и

Д и с к р е т н а я  ч а с т о т н а я  п е р е д а т о ч н а я  
ф у н к ц и я

1 1у;1еваи
А.' (1 +  уз)

К О + у к х )  (1 —  ух Г/2)
а  +  ] к Т л \ ( 1  1кТ.Л ( 1  4 -  а г , 2 ъ  л

( 1  ■+- h Р)  О  - г  Т . р ) . .  . (1 +  Т„р)

t  - , - f k ( - ¿ - - T i )

П ервого
порядка

К  и  i l  +  т Р)

/ Ч  - h  Т\Р) ■■■ (1 - Г  Т„Р)

^ ( 1  

/ А ( 1  -

X

+  ( 1  —  j 'k T ;2\ 

- / A T , )  ( 1 + / А Г , 2 ,

1 + / x ( 4 - - 7 - s j

- X

Второго
порядка

К . ( 1 4  --Р) 

р - ( 1  +  1 \ р ) .  . .  ( 1 f тпр )

к . ( 1

и

X

4 - y ' A x )  ( 1  ~ j k T j 2 )

\ y  { \ ^ j a , 2 )  

1 + > * ( ! ■ - 7 V )

-  X

цифровых СЛУ  с астатизмом нулевого,  пер вого  и второго по
рядков соответственно,  а в табл .  4.4 пр и ведены типовые ж е л а е 
мые передаточные функции цифров ых С Л У  с экстраполятором 
нулевого порядка .  Пр и использовании эк с тр а п о л я т о р а  первого 
порядка  в д искретных час- о 
тотных передаточных функ
циях у последнего  м н о ж и 
теля  в скобке ( Т/ 2 -Ту:) 
первый член Г/2 следует з а 
менить на Т. В области низ
ких частот, где / , < / . Ср и

ж е л аем ы е  Л Ч Х  циф- ; 
ровых САУ совпад ают  с х а 
рактеристиками неп рерыв
ной части. П а р а м е тр ы  ж е 
лаемой Л Л Х  в этом случае 
выбираются с учетом требо
ваний, пр ед ъя вля ем ых к точ
ности работы системы в 
установившемся  режиме,  
как  и для  непрерывных 
САУ. Положение  ж ел аем о й  ЛА Х о ж на логарифмической 
плоскости фиксируется  контрольными т оч к ами / 1*1 и Л *2 
(рис. 4.15, а ) . Первую контрольную точку Ак\  находят 
с учетом допустимых статической или скоростной ошибок.  
Ее ордината  ¿ 1  =  201 ̂ К ,  где К  — передато чный коэффициент



разомкн утой системы.  Абсциссу точки от кл ады ваю т  на часто
те Х = 1 ,  т а к  к а к  ордина та  первой (низкочастотной)  асимптоты 
Л АХ разо м кн у то й  СДУ любого  порядка  астатизма  на частоте 
Я = 1  ра вна  пер ед ато ч но му коэффициенту  разомкнутой системы. 
Вторую ко н тр ол ьн ую  точку А (¿2 строят  с учетом требований 
динамической точности.  Д л я  ее построения можно воспользо
ваться ф о р м у л а м и

где вшах? ^ т а х  — ма кс им альн ые  значения  ускорения и скорости 
воздействия х{1)  (см. рис. 4.12);  и7*(/>. )— частотная пер еда 
точная  ф ункци и разомкн утой СДУ при псевдочастоте /. =  /.*; 
Хтах — а м п л и т у д а  гармонического входного воздействия,  изме
няющегося  по зависимости л*(/) = л ’1Пах ( Б т  в которой
(р* — н а ч а ль н а я  ф а з а ;  (.'щах — максим альн ое  значение ошибки

Область ,  н а х о д я щ а я с я  ниже контрольной точки /1*2 и двух  п р я 
мых с н а к л о н а м и  — 20 и — 40 дБ /дек ,  являе тся  запретной об
ластью д л я  Л А Х  астатических цифровых САУ (см. рис. 4.15, а ) .  
Если система р а б о т а е т  со скоростью и ускорением не более 
Йгпах и Бшах соответственно,  то ошибка  системы будет не больше 
<?тах- При  этом вся запр етна я  область д о л ж н а  находиться левее 
псевдочастоты / . =  1/7’.

После  на нес ен ия  на логарифмическую плоскость контроль
ных точек Ащ  и А >{2 строят ж е л а е м ы е  амплитудную и фа зов ую 
частотные х аракт ери стик и разомкнутой СДУ. П ерва я  (низко ча
стотная)  а сим пт от а  ж ел аем о й  ЛА Х д о л ж н а  проходить не ниже 
первой контрольной точки;  в то же  время вторая  контрольная  
точка не д о л ж н а  быть выше амплитудной характеристики.

Д л я  статических цифровых САУ зап рет на я  область т а к ж е  
находится н и ж е  контрольной точки Л к2, но ограничивается тр е 
мя от резками п р я м ы х  линий (см. рис. 4 .1 5 , 6 ) :  слева от точки 
А 112 прямой с н ак ло н ом  0 дБ /дек ,  справа  от точки Лиг о т р е з 
ком прямой с на к ло н ом  — 20 дБ/дек ,  которая,  в свою очередь, 
ограничивается  при частоте Аи\ отрезком прямой с наклоном 
— 40 д Б/ д ек .  В этом случае координаты точки /Ъ>2 рассчи
тываются па основе выражений л* -0 .^ах1 х т^',  (аа) ^ 
=  20 ( Л Г щ а х / ^ т а х )  > а  З Н З Ч С Н И С  ЧЭС ТО ТЫ  /.*. 1 “  Р т а х / £ - т о х -

В области средних частот все типовые ЛАХ имеют о д и н а 
ковый наклон;  — 20 дБ /дек .  Д л я  же лаемой ЛА Х в этой о б л а 
сти частот п р от яж енн ос ть  участка  характеристики с наклоном 
— 20 д Б / д е к  и значение  частоты среза  ?.Ср ^ о ) Ср выбираются 
с учетом тр ебо ва н и й  к устойчивости и быстродействию СДУ.

Д л я  ц и ф р о в ы х  САУ, которые имеют типовые передаточные 
функции (см. д а л е е  табл .  4.5),  показа тел ь  колебательности не 
превышает з а д а н н о г о  значения  М , если при формировании ж е 
лаемой Л А Х  в ы по лня ю тс я  следующие условия:

¿ 2  (Хл) —  20 \ц I [V* { / к) ) =  2 0 1к { х тйХ £1пах),

(4.37)
(4.38)

САУ.



(4.39>
А = 1 / г . 1

2) для  частот, больших,  чем частота  с р е з а  лср^ о ^ Р> 

7 2 +  II ^  М  ( М  1) Хср. (4.40)

Условие  (4.39) полностью совпадает с ана логич ны ми ус ловия ми 
д ля  непрерывных СЛУ.  Это объяс няе тс я  тем,  что в области ни з
ких частот Л Ч Х  дискретных и непр ерывн ых систем одинаковы,  
в то время как е) области высоких частот  Л Ч Х  существенно 
различаются.  Следовательно,  условие  (4.40) пригодно толь ко  
лишь при расчете дискретных СЛУ.

В области высоких частот типовые Л Л Х  имеют наклон О 
дБ/дек .  При этом значение  псевдочастоты,  при которой происхо
дит сопряжение  средиечастотной Л Л Х  с высокочастотной ч а 
стью (см. рис. 4.13),  определяется  в ы р а ж е н и е м

где Г -  период повторения;  — с у м м а р н о е  время з а п а з д ы 
вании. Из выр аж ен и я (4.41) следует,  что зна ч ени е  псевдочасто
ты лт зависит  от значений Т и Т$, которые,  в свою очередь,  
определяются  допустимыми значени ями п о к а з а те л я  к о л е б а 
тельности М  и частоты среза  лс-() из условия  (4.40).  Р е к о м е н 
дуемый показатель  колебательности н а хо дит ся  в д и а п а зо н е  
1 , З ^ У И ^ 1 , 7 .  В тех случаях,  когда С Л У  д о л ж н а  быть хо ро шо  
задемифиров ана ,  принимают диа паз он 1,1 1,3. Иногда
принимают М =  1. При М >  1,7 резко  в о зр астае т  склонность 
СЛУ  к колебаниям.  Слишком низкие  з н ачени я  М приводят  
к трудностям при синтезе кор рек ти рую щ их  устройств.

При использовании непрерывной кор рек ци и д л я  при дания  
цифровой СЛУ требуемых динамических х а ра кт ери сти к  с п о м о 
щью корректирующих устройств изм ен яю т  характерист ики не- 
гтрсрынпой части системы. Основные способы включения непре 
рывных корректирукнцих устройств в системы были р ассм о т 
рены ранее (см. с. 00 —68 и рис. 2.34).

Тин корректирующего устройства  в основном определяется  
удобством его технического осуществления  в СЛУ. В некото
рых цифровых системах приходится исп ол ьз ов ат ь  од нов ремен
но несколько типов корректирующих устройств.  При вк лю че 
нии в схему цифровой СЛУ ко рр екти рую щ его устройства  л ю б о 
го тина следует обеспечить правильное  со п р я ж е н и е  их с о с т ал ь 
ными элементами системы, так как в против но м случае д е й 
ствие коррекции м о ж е т  быть сведено па нет.

Схемы наиболее  распростраирнных ко рр ек ти р у ю щ и х  уст
ройств,  их Л Л Х  и передаточные ф ункци и бЕ.гли приведены 
в табл.  2.3.

, . , =  1 {Т 2 — (4.41)



П ри  расчете  непрерывных корректирующих устройств сле
дует  иметь в виду,  что Л Ч Х  цифровых САУ, построенные в 
функции абс олю тн ой  псевдочастоты X, д ля  частот к > 2 ¡ Т  п р а к 
тически с л и в а ю т с я  с Л Ч Х  непрерывной части системы. При п о
строении ж е л а е м ы х  Л Ч Х  непрерывной части д ля  частот 
а > 2 ¡Т це лесо обр азн о  выбирать  малые постоянные времени так,  
чтобы с о п р я г а ю щ и е  частоты нескорректированной и жел аемой  
Л Ч Х  непрерывной части совпадали.  В этом случае коррек ти
ру ющ ее  устройство  получается  наиболее  простым. При этом 
необходимо,  чтобы суммарное  з а п а з д ы в а н и е  (тг) в ж ел аем о й  
непрерывной части  системы не превосходило максимально д о 
пустимой величины,  определяемой вы раж ени ем  (4.40). В про
тивном сл уча е  потребуется  уменьшить период повторения Т 
или ввести допо лни тельн ые  корректирующие устройства в об
ласти  высоких частот  д л я  компенсации м а л ы х  постоянных в р е 
мени. В об ласти  низких частот Х<21Т  методы коррекции,  при 
меняемые д л я  не пр еры вн ых САУ, практически являются  точны
ми и для  оп ре дел ен ия  непрерывных корректирующих устройств 
цифр ов ых  САУ.

4.4. Р А С Ч Е Т  Д И С К Р Е Т Н О Й  К О Р Р Е К Ц И И  
М Е Т О Д О М  Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Х  
Ч А С Т О Т Н Ы Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К

Д и ск р етн ы е  ко ррек тирующ ие устройства  могут быть р е а л и 
зо ваны либо на  Ц В М , включенной в контур управления систе
мы, либо на ди скр етны х фильтрах ,  построенных на различных 
я че йках  па мяти .  Способы включения дискретны х ко рре кти рую
щих устройств в цифровую САУ по ка заны  на рис. 4.16. Они 
аналогичны спо собам включения непрерывных корректирующих 
устройств.

О пре де лим  в ы р а ж е н и я  д ля  передаточных функций р а з о м к 
нутой ци фр овой  САУ:  1) с последовательным дискретным ко р
ректир ую щим устройством, имеющим передаточную функцию 
Ai.it (г) (рис. 4 . 1 6 , о ) :

=  ЧГ2 ( р ) } П а. к (г); (4.42)

2 ) с п а р а л л е л ь н ы м  дискре тным кор ректирующим устройством,  
имеющим пер едато ч ну ю  функцию Оп (г)  (рис. 4 .16 ,6 ) :

Ц7 ( г )  =  г  I ^  ( Р )  Щ ( р ) \  +  А ,  ( г )  ^  ^  (р ) } ;  (4.43)

3)  с дис кр ет ны м кор ректирующим устройством,  имеющим пере- 
даточпую ф у н к ц и ю  Ь 0.с (г) и включенным в цепь обратной св я 
зи £>п к (г) (рис.  4.16, в ) :

■и ‘ г)  =  г \ Ш 1 ( р ) № 2 ( р ) \ Ц \ + О 0 Л г ) У А ™ п ( р ) ) ) .  (4.44)

бое ко р р е к ти р у ю щ е е  устройство одного типа может  быть 
з;.м . ю эк в и в а л е н т н ы м и  устройствами другого типа.  Ф о р м у 



лы перехода получают аналогично в ы р а ж е н и я м  (4.42) и (4 .43)  
из выражений (4.42) — (4.44).

В* ¿ г ) *,<р) - и/г(р)

Рис. 4.16.

Расчет дискретных корректирующих устройств ц и ф р о в ы х  
САУ методом Л Ч Х  совпадает  с методикой расчета п о с л е д о в а 
тельного корректирующего устройства  непрерывных САУ. О п р е 
деление ЛА Х дискретного ко рре кти рую ще го  устройства о с у щ е 
ствляется как  разность между  ж е л а е м о й  Л А Х  / .* (>„) и Л А Х  
нескорректированной системы 1 .1, ().),  т. е.

По характеристике  дискретного последоват ельно го  к о р рек ти рую 
щего устройства  определяют сто час тотную передаточную ф у н к 
цию Ю7,,. к (//.).  После  подстановки /л  =  2оу/7’ получают п е р е д а 
точную функцию №и.к{2 & / Т ) , а после  за м е н ы  ш =  ( г— 1) ( г + 1 )  
по формуле  ( 4 . 2 0 ) — передаточную ф у н к ц и ю  №п. к ( г ) — Ь п. к { г ) .  
При этом следует  учитывать при сущие ц и фр ов ым САУ осо б ен 
ности, которые на к ла д ы ва ю т  некоторые ограничения  на в и д  
желаемой передаточной функции з а м к н у то й  системы Н ж{ г ) ,  
а именно: необходимо,  чтобы эта пе р е д а то ч н а я  функция с о д е р 
ж а л а  в качестве своих нулей е̂ сс нули передаточной ф у н к ц и и  
№0 ( г ) = г { Ш 1 {р)УР2 {р)},  модуль ко то р ы х  равен или б о л ь ш е  
единицы.  Кром е того, необходимо, чтобы ж е л а е м а я  передаточ-
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н а я  функция о ш иб ки  за мкн утой системы H en<(z)  соде рж ала  в 
качестве  нулей все по лю сы  передаточной функции Wo( z ) ,  мо
д у л ь  которых равен единиц е  или больше единицы.  Невыполне
ние этих условий д е л а е т  цифровую САУ «негрубой» и вы зы ва 
ет  ее неустойчивость.

В табл.  4.5 п р е д с та в л е н ы  некоторые виды дискретных ко р
рект иру ющих  устройств,  которые можно р еализ ов ать  на ЦВМ. 
ил и с помощью д и с к р е т н ы х  фильтров.  Б олее  полные сведения 
о  дискретных к о р р е к ти р у ю щ и х  устройствах содер жа тся  в лите
ратуре.

В общем случае  передаточную функцию корректирующего- 
устройства  можн о пр едста ви ть  в виде

D ( z ) =  Ь" + + ' "  * Н г ~‘ , (4.45)
1 +  atz i  +  . . .  +  akz k

а соответствующее этой передаточной функции разностное у р а в 
нение

Ь0е [ п Т ] ± Ь , е \ п Т  —  Г]  +  . . .  - f  V \ п Т —  k T\  =
=  g  [п7]  4- a , g \ n T — T\  +  . .  . - \ - a kg \ п Т  —  к 'Г \ , (4.46)

где  е[пТ] ,  g \ n T \  — реше тч аты е функции входного  и выходного 
сигналов  звена ци фр о в о й  САУ соответственно,  описываемого 
передаточной ф унк ц ие й D ( z ) .  Д л я  практической реализации 
дробно -рац ионально й передаточной функции D ( z )  необходимо,  
чтобы степень з н а м е н а т е л я  была  выше степени числителя.



Глава  5

О П Т И М А Л Ь Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

5.1. О С Н О В Н Ы Е  ПОНЯТИЯ
ОБ О П Т И М А Л Ь Н О М  У П Р А В Л Е Н И И

Синтез любой САУ выполняется  на основе задач и у п р а в л е 
нии, которая  определяет  основную цел ь  при разра бот ке  с и с т е 
мы управления.  Ма темати ческая  ф о р м у л и р о в к а  цели у п р а в л е 
ния ( за дан ная  точность, быстродействие  и т. д.) и н а з ы в а е т с я  
задачей уп р а в л ен и я .  Часто пол уч енн ая  САУ не выполняет  п о 
ставленную з а д ач у  с наилучшим ре зу льтат ом .  Система,  к о т о р а я  
обеспечивает наилучшие пок азатели качества  при з а д а н н ы х  
реальных условиях работы и ограничениях,  наз ывается  опти
мальной.  Напр име р,  система мож ет  м ак си м ал ьн о  точно в ы п о л 
нять возложенную на нее за д ач у  уп р а в л е н и я  конкретным т е х н о 

логическим оборудованием;  м о ж е т  осуществля ть  наиболее  б ы 
стрые переходы из одного за д ан н о го  состояния  в другое  ил и 
вообще из любого  начального состоя ния  в требуемое при о г р а 
ниченной мощности;  может по требл ят ь  минимальное  ко л и ч еств о  
энергии д ля  выполнения задачи  у п равлен и я  при з а д а н н ы х  
внешних условиях и т. д.

Критерии оптимальности.  При  оп тим из аци и САУ в к а ж д о м  
отдельном случае  должен быть п ра ви ль н о выбран к р и те р и й  
оптимальности,  выраженный в матем ат ическ ой форме.  О б ы ч н о  
для  определения его требуется интег рир оват ь  во времени к а 
кую-либо функцию, которая зависи т  от текущего со ст о ян и я  
объекта,  т. е. критерий оптимальности является  ф у н к ц и о н а л о м ,  
значение которого определяется з а д а н и е м  функции.  Ф у н к ц и о 
нал,  как правило,  составляется так ,  чтобы условием о п т и м а л ь 
ности системы как  в случае м ин им ума ,  т а к  и в случае  м а к с и 
мума требуемого показателя  качества  системы был и м е н н о  
минимум этого функционала ,  а не его максимум.

В общем случае  функционал з а в и с и т  от координат  в ы х о д 
ного сигнала *, (? ),  управления «,-(/) и возм ущ аю щих  в о з д е й 
ствий / ,{/)  и може т  быть пр едста влен в виде интеграла



с,
, / =  |  / ( • * ! .  Х>, 

»1
Х п\ Ци и-, и,п\ / „  / 2, . . .  , / к)еИ

шли в векторной ф о р м е
I,

У =  у / (X, и, Е)аГЛ

где X, и ,  Р — векторы координат  выходного сигнала,  управ ле 
ния и возмущений соответственно;  [^ ,  /г] — интервал  времени.

Критерий оптима льнос ти  часто за дае тся  в виде интегрально
го квадратичного  ф у н к ц и о н а л а  от нескольких функций:

где с, и Xi — весовые коэффициенты функций; I — время (или 
лю бая  другая  ф из и ч е с к а я  независимая пер еменн ая) .

Функционал,  мин им ум  которого необходимо найти, может 
пред ставлять  собой л ю б у ю  желаемую комбинаци ю различных 
качеств  проектируемой САУ.  Выбор критерия оптимальности 
является  творческой инженерной задачей,  которая  может  быть 
реше на  на основе всестороннего  изучения управ ля емого  техно
логического об ор удовани я .  Трудности выбора  критерия  опти
мальности об ъясн яю тся  тем,  что требования,  пр ед ъявляемые  к 
работе САУ, часто о к азы в аю тс я  противоречивыми.  Например,  
высокоточные САУ имеют ограниченное быстродействие,  а бы
ст р о д ей ству ю щ и е— ограниченную точность. Кром е того, с л о ж 
ность решения з а д ач и  зависит  от сложности принятого крите
рия.  Если п о к аза те л ь  качества  соответствует большому количе
ству  требований к САУ, то синтез ее возмож ен лишь числен
ными методами для  ка ко й-л ибо частно]”! задачи.  Д л я  на хож де 
ния решения в явной ф о р м е  должны быть использованы про
стые показатели качеств а ,  которые не о т ра зя т  многих требо
ваний.

Рассмотрим  нек оторы е  типы критерия оптимальности в з а 
висимости от их при на дл еж но сти  к переходному или установив
шемуся  р е ж и м а м  рабо ты  одномерных и многомерных САУ. Д л я  
дост иж ени я м а к с и м а л ь н о й  точности работы САУ в постоянном 
реж и ме  мож но  пол ьзо ва тьс я  критерием минимальной ошибки, 
который опр ед еляет ся  интегралом

где  х ( 1 ) — отклон ени я  управляемого  па р а м е т р а  от заданного 
значения;  [О, Т ] — рассм атрива ем ый  интервал  времени. Мин и
м из ац ия  ф у н к ц и о н а л а  физически означает  ограничение  сум м а р 

J  =  или J  =  \̂ сИ,
о 1-1

г
(5.1)

о



н о й  ошибки отклонения выходной координаты С А У  и д л и т е л ь 
ности ее  существования.  Д л я  обеспечения м а к с и м а л ь н о й  точ
ности работы САУ при случа йн ых  воздействи ях  критерием 
оптимальности может  сл у ж и ть  с р е дн екв адрат и ч н ая  о ш и б к а  си
стемы:

т
J  - е -  =  lim е'  (¿) d t  —  min ,

Т • со  1 ,}
О

где е ( 0 — реализация  стациона рн ого  случайного  процесса ,  ко
т ор ая  используется при на хо ж де ни и оптима льной  пере даточ 
ной функции САУ и ее п а р а м е т р о в  с учетом у с ловия  минимума 
среднеквадратичной ошибки.  Д л я  обеспечения макс им альн ой 
точности работы в динам ическом  реж им е при вл и я н и и  ко н кр ет 
ных возмущений f ( t )  критерий оптимальности м о ж е т  в ы р а ж а т ь 
ся интегралом

J  =  \ g ( t ) f ( t - l ) d t ,  (5.2)
Ö

где g ( t )  — импульсная пе реход ная  функция. Е с л и  ф ункц ионал  
(5.2) равен нулю, то обеспечивается  инв ари ант нос ть  САУ  к 
во зм у щ аю щ и м  воздействиям.

Д л я  достижения м ак с и м а л ь н о го  быстродействия  САУ м о ж 
но воспользоваться критерием минимальности вр ем ен и  переход
ного процесса при зад ан ны х ограничениях д л я  координат :

ti
J  =  ^ \ d t  — 12 — t x =  min.

Теория  оптимальных по быстродействию систем в настоящее  
время разр або тана  наиболее  полно. Р езу льт аты  ее м о ж н о  рас
пространить  и на другие  кри терии оптимальности.

Создание  оптимальной С А У  по усл о в и я м  инвариантности ко- 
ординаты Xi ( t )  к ф унк ци и в н еш н ег о  воздействия f k { t )  можно 
осуществить,  минимизируя  функционал,  н а з ы в а е м ы й  критер и
ем инвариантности,  в виде

J = \ x ] ( t  +  z ) f l ( t ) d t .  (5.3)
О

При  наличии многомерного объекта  для  обеспечения  нез а
висимости координат  Xi(l )  и xj { t )  друг от д р у га  используется 
критерий автономности,  ко торы й ха ракт еризу ет  со ответствую
щ и е  взаи мн ые  корреляционные функции:  

т
J  =,  +  (5.4)

о



П о с л е д н и е  две  оптимальные системы реализуются  при ра ве н
стве  н у л ю  функц ионалов  (5.3) и (5.4). При оптимизации САУ 
по к а к о м у - л и б о  п а рам етру  качества  необходимо учитывать 
р е а л ь н ы е  ограничения  других свойств системы в виде зад анной 
мощности исполнительных элементов ,  заданн ых  пределов  из
менения  пар аметро в  технологического оборудования и т. д. 

О г р а н и ч е н и я  рассмат рив аю тс я  совместно с уравнениями д и н а 
мики САУ.

О п т и м и з а ц и ю  САУ мож н о  выполнить двумя способами. 
В первом случае  известна структура  системы, на основании 
которой на хо дятс я  оп тим альны е значения ее пар аметров ,  обес

печивающих экстремальное  
значение заданного показате-  
ля качества.  Во втором случае 
структура САУ неизвестна и

  се требуется найти,  а т а к ж е  и
параметры,  чтобы система бы- 

Рис- 5.1. ла оптимальна  д ля  принятого
критерия качества.  В больши н

стве с л у ч а е в  на практике  з а д а н  объект  управления  (ОУ) .  З а д а 
ча синте за  сводится к опред елени ю структуры и па рам етров  опти
мальн ого  регулятора  (О Р )  (рис.  5.1, где д'ьх и х ВЫх — коорди
наты входного  и выходного сигналов  соответственно; и  — сиг
нал у п р а в л е н и я ;  /  — в о зм у щ а ю щ е е  воздействие) .

О с но вн ые  положения оптимал ьно го  синтеза.  Стремление  п р о 
е к т и р о в щ и к о в  при синтезе С А У  удовлетворить многие т р е б о в а 
ния вы д в и н у л о  проблему оптимального  синтеза,  при котором 
все нео бходи мые  требования  могут быть выполнены простей
шим о б р аз о м .  В качестве критерия  простоты обычно в ы бир а 
ется ф у н к ц и о н а л  в частотной области:

СО

J  ~  | ‘о2'  [ (/ш )|- (5.5) ■
о

где V —  степень астати зма  системы; Щ / о > ) — частотная  пере
д ат о ч н а я  ф ун кц ия  разо мкн утог о  канала  управления.  Этот  ф у н к 
ц и она л  о пр ед ел яе т  полосу пропускания  рабочих частот САУ. 
М и н и м и з а ц и я  значения  полосы пропускания при выполнении 
к аче с тв е н н ы х  требований по точности,  быстродействию,  запасу  
устойчивости по фазе  и ам п л и ту д е  упрощает  реализ ац и ю САУ. 
Ф у н к ц и о н а л  (5.5) являе тся  критерием оптимальности синтеза 
САУ  по  з а д а н н ы м  качественным показателям.

Е с л и  необходимо обеспечить наилучшую работу  САУ в наи
менее бла гопри ятн ых условиях,  то используются критерии опти
мальнос ти ,  наз ывае мы е  м и ни м ак сны м и,  например получение 
м и н и м а л ь н о г о  значения  ма ксимально го  отклонения (перерегу
л и р о в а н и я )  упр авляемой переменной от заданной функции во 
времени.

ор  |



При синтезе оптимал ьных  САУ обычно приходится при ни 
мать  к учитывать разно об раз ные  ограничения .  Координаты д в и 
ж ен ия  системы всегда  ограничены по модулю :  естественно и 
условно.  Естественные ограничения к о о р д и н а т  |*г|  < Х / т а х о б у с 
ловлены принципом работы объекта.  Н а п р и м е р ,  частота в р а щ е 
ния выходного в ал а  исполнительного эл е к тр о д в и га те л я  в д в и г а 
тельном режиме не может быть больше частот ы вращения х о 
лостого хода;  выходные сигналы ус ил ит ельн ы х устройств т а к 
ж е  ограничены из-за явления  насыщения.  У с ло в н ы е  о г р ан ич е 
ни я  координат вводятся  преднамеренно: ограничение  сигна ла  
управления  обусловливается  ограничением всех координат  с и 
стемы. Примером может  служить  ограничени е  мощности источ
ника питания.

Кроме изложенных,  на практике  могут  встретиться  и други е  
случаи.  В зависимости от оптимизации р е ж и м а  работы о б ъ е к 
т а  управления рассматриваются  ура вне ни я  статики и д и н а м и 
ки объекта,  которые являются его мате ма ти ческ ой моделью.  
В статических р е ж и м а х  работы объекта  у пр ав лен и я  все ко ор ди
наты,  хар акт ер из ую щи е этот режим,  будут  постоянными во 
времени. Простейшие объекты с одним входом и выходом опи
сываютс я  уравнением статики

А',ш, =  / ( А ' ВХ). (5.6)

Д л я  линейных статических характе рис тик  уравн ен и е  (5.6) и м е 
е т  вид Л'ВЫХ =  6Л'ВХ { к — коэффициент  пропорциональности) .  
Если ж е  однозн ач ная  статическая х а р а к т е р и с т и к а  нелинейна 
и ее можно вырази ть  аналитически,  то  ур авне ни е  статики м о 
ж е т  иметь, например,  одну из следующих форм :

А"них ~  к ц  “Ь ^ \ Х и х  Н" ^ ||Ы* = 1  ^  ^НЫХ —

где £, ко, к х, к 2 — некоторые постоянные коэффициенты;  а  —  
постоянная величина.  Д л я  объектов  у п р а в л е н и я  с несколькими 
входами и одним выходом уравнение ст ат ик и мо ж ет  быть л и 
нейным:

П
■А них == ^  к ¿X |1Х I

ЛшЛ
1 - \

л и б о  нелинейным:

Х вых -  У к {Х вх1+  V  кн и Х вя1Х ^  (5.7)
¿-1 ' , /=1 

(£«, к п ц — некоторые постоянные к о э фф иц ие нт ы ) .
Д л я  объектов  управления  нелинейных,  многомерных,  а т а к 

ж е  систем с несколькими входами и вы х о д ам и  уравнение с т а 
тики при наличии линейных и к в а драти че ск и х  зависимостей 
будет  иметь следующий вид: в скаля рно й ф о р м е



п
Л’вых/ =  ^  к а ¿¿А'пх I (¿ — 1, 2, . . .  , п),

1 -1

в векторной ф о р м е

^ВЫХ   ВхКцХвх,

где £,у и ка  — коэ ффициенты пропорциональности,  х а р а к т е р и 
зующие ли н ей н ы е  зависимости /-го выхода,  /-го входа и не ли
нейные зависи мости  ¡'-го выхода,  /-го входа соответственно;

VЛ вых ~

|| у! Л  ВЫХ 1 

■‘̂ вых-2 ; у
V вх, Л НХ --  1 ,

| к Г1 . 
к 22 ■

. . /?1 п
■■ Ъп

У! Л вых п \к п\ к п . . .  Кп

К н =

А,.»1 0
0  1ги , г

. . .  0  1 

. . .  0
, ^киу.

“̂114 1 ^
„  0  х ах2. .

. 0
0

0  0 • • • пп

оо V , • -'•вхя

Если к„ =  0, то  получим уравнение  статики многомерного л и 
нейного о бъект а  упр авления:  в скалярной форме

П

А'вых ; = 2  к их нх / ( ¿ = 1 , 2 , . . . ,  //);
У - 1

в векторной ф о р м е  

Х ВЬ|Х КХвх.

При к =  () у р а в н е н и е  статики нелинейного объекта  будет х а р а к 
теризоваться то ль к о  квадратическими зависимостями выходных 
и входных сигнал ов:  в скалярной форме

•^"вых I '==: 1 нх ;»

в векторной ф о р м е

Х вых ^  ^х  ПХ^нХцх.
Ра ссмотри м уравнения  динамики объектов  управления.  

В простейшем случае ,  когда объект  управления  имеет один 
вход и один выход,  его динамика  характеризуется  д и ф фер ен 
циальным у р авне ни ем  п -го порядка:

Р ( х ,  х ,  х ,  . . . ,  *<"); и, и,  и , и<т ) ) =  0, (5.8)

где х, и — сиг на лы  выхода  и входа соответственно; т ^ . п .
При поступлении на вход объекта управления  за время [/о, 

!У| сигнала  и ( ( )  =  и \ 1 п, / 1] па выходе его будет наб людаться  
сигнал х{1) ,  /<=[/о,  t^\.  Выходной сигнал будет зависеть не 
только от входного ,  но и от начальных условий. Нача льн ое



значение вектора  выходной коо рд ин аты  соответствует н а ч а л ь 
ному состоянию объекта  управл ени я  Х{^о] в момент /о-

Обозначим через Х ^ )  состояние  детермин иро ванного  о б ъ 
екта управления  в момент М н о ж е с т в о  состояний э т о г о  
объекта назовем пространством состояний.  Величииа Х(7) б у д е т  
от ра ж ать  состояние  объекта у п ра вл ени я  при выполнении с л е д у ю 
щих условий: во-первых, выходной сиг на л  х ( / )  будет о д н о з н а ч 
ной функцией входного сигнала  и ( 1 ) и начального  со сто ян и я  
объекта управл ени я  Х(/о),  во-вторых,  лю бым значениям « ( Л )  
й в момент  (,■ будет соответствовать  некоторое состоя ние
Х(7(), которое принадлежит про стран ст ву  состояния о б ъ е к 
та управления,  в-третьих, некоторому состоянию Х( / , )  б у д у т  
соответствовать значения  и \ 1 1, 1 1 и х \1, ,  {\.  Тогда у р а в н е н и е  
(5.8) динами ки объекта,  п р е д с та в л я ю щ е е  математическую м о 
дель общего вида,  можно выразить  эквивалентной сис темой 
уравнений первого порядка,  о п р еделяю щ ей м ате м ати ч ес к у ю  
модель в виде системы нормальных уравнений:

*1 ( 0  = / , ( * ! ,  
■*••(*)= А  х , ч

и);
: и)

.......................  (5 .9)

Х п ( * ) = / п { * и  ■*:............. Хп- “ )•
Если уравнения линейные и имеют постоянные коэффи циент ы,  
то

( 0  =  а и х х ( 0  +  « 12х>(О 4 - . . .  +  а 1 пх п {1 ) 4  М  (¿); 

а-, (Г) =  си,хх ( 0  4  аг,х, ( /)  4 -  • • • +  а гчхп (¿) 4 -  Ь2и Щ \

х п (() —  ап, х 1 (¿) - \ - а п2 х 2 ( 0  4  • • - 4-  а ппх п {1 ) +  Ьаи {¿). 

Эту систему уравнений можно пр едста ви ть  в виде
П

■ * « ( 0 =  У , а и хЛ1)-\-Ь,11{1)  ( / — 1, 2, . . . , л )
1  1

или в векторной форме 

X — АХ 4-  В  и (/) ,

X, ( 0 I * 1 (0!!
!е X = Х 2 ( 0 х  = \х.. ( Щ

( 0 \*п (*){

 ̂ а п а у .  а 1 п А.
: а-п й2 2 • . а ■ш ; В — 1 ь г

««1 .  а пп Ьп

(5.10>

( 5 .1 1 )



ш.{1 ) — с к а л я р н а я  ве личина  для  объекта  управления  с одним 
р е гул и рую щ и м  органо м.

Если объект уп р а в л е н и я  имеет несколько регулирующих 
•органов,  то ур авне ни е  динами ки в векторной форме

X — АХ +  Ви, (5.12)

где В — ма трица  раз мер но стью  ( п Х г ) \  и - векто р ,  состоящий 
из г уравнений,  11(0 =  11^1(0, а 2 (1),  . . . .  и 2 (1) II7' ( 7 -  знак 
транспонирования ,  т. е. перестановки элементов  матрицы 
в с т о л б е ц ) .

Н а  практике не всегда  удобно использовать  уравнения ди 
на мики (5.10) — (5.12) ,  поскольку  коэффициенты а имеют 
в большинстве с л у ч а е в  сложные  зависимости от коэффициен
тов  исходного у р а в н е н и я  (5.8).  Кроме того, при скачко образ
ных функциях « / (О производные координаты х ( ( )  претерпева
ют разрыв и и з о б р а ж а ю щ а я  точка будет совершать  скачки в 
ф азо в о м  пространстве .  Поэтому  математически более рацио
нально представить  мо де ль  объекта управления  либо в виде 
норм ализо ванных  уравне ни й состояния, в ы ра ж енн ы х через ф а 
зовые координаты и коэффициенты а,-, ли бо в канонической 
ф о р м е  уравнений,  л и б о  иначе.  Независимо от принятой формы 
записи математич еск ой модели объекта управл ени я  она д о л ж 
на наилучшим о б р а з о м  от ра ж ать  статические и динамические  
свойства объекта ,  а т а к ж е  быть удобной д л я  решения задачи 
оптимального  синтеза  СЛУ.

Если д ля  р е а л ь н ы х  объектов управления  уравнения неиз
вестны или ж е  их составление  чрезвычайно сложно,  то дли 

•определения математи ч еск ой  модели используют методы иден
тификации,  которые основаны на анализе  характерист ик  о б ъ е к 
тов  управления,  по луче нных в результате  эксперимента.  При 
решении задач и иден тиф ик ац ии  объекта управ ления  определяют 
степень и ф ор му  взаим од ейс тв ия  м еж д у входными и выходны
ми переменными; качественно оценивают степень идентичности 
модели об ъе кт у- ор иг ин алу  и нелинейность получения  линеари
зованной модели с достаточной точностью, а т а к ж е  стацион ар
ность и эргодичность  исследуемых случайных процессов. Д л я  
простейших о д н о м е р н ы х  объектов ответ на некоторые из этих 
вопросов може т  быть  получен на основе физического,  техноло
гического или д ру гог о  ана лиз а .

Наиболее  с ов ерш ен ны м  средством математического  описа
ния объекта  у п р а в л е н и я  являются экспериментально-статисти
ческие  методы, к о т о р ы е  основаны на р а з р а б о т к е  эксперимен
тально го  м ате р и ал а ,  полученного непосредственно на действую
щ ем  объекте.  П р и  этом существуют два  способа накопления 
исходного статистич еског о  материала:  пассивный и активный 
эксперименты.  П а с с и в н ы й  эксперимент основан на регистрации 
контролируемых п а р а м е т р о в  процесса в р еж и ме  нормальной 
работы объекта  без внесения каких-либо преднамеренных воз



мущений.  Активный  эксперимент  основан па исп ол ьз ов ан ии  ис
кусственных возмущений,  кот орые  вводятся  п о б ъ е к т  у п р а в л е 
ния но за ран ее  спланированной программе.

Д л я  обработки эк спе рим ент альны х дан н ы х  исполь зу ют а п 
пар ат  математической статистики (регрессионный и диспе рси
онный а н а л и зы ) ,  позволяющи й получить простой вид м а т е м а 
тических описаний. Приме нен ие  статистических мето дов  тре бу 
ет большого объема вычислений,  но зато  п о з в о л я е т  решить  
з а д ач у  идентификации д а ж е  в тех случаях ,  когда  об ыч ны е  д е 
терминистические  методы непригодны.  Ра с с м о тр и м  два  ос нов 
ных метода идентификации статических х а р а к т е р и с т и к  од но
мерных и многомерных об ъе кт ов  управ ления  в р е з у л ь т а т е  пас
сивного эксперимента.

Определение статических характ ерис тик  о б ъ е к т а  по плот
ности вероятности.  Этот м етод мо ж ет  быть и сп оль з ов ан  при 
исследовании безынерционных одномерных объе кт ов .  П р и  пас
сивном эксперименте одновременно н а блю д аю т  и регистрируют 
ряд  значений входной *(/ , )  и выходной */(/,) пе ре м енн ы х  о б ъ е к 
та. В процессе нормальной экспл уа та ц ии  о б ъ е к т а  эт и  пе ремен
ные изменяются  случайным образ ом.  П о эт ом у мгновенные 
значения  их можно расс мат рив ать  как  р е а л и з а ц и и  случайных 
величин Л' и К. Связь  м еж ду  р е а лиз аци ям и х н у  т а к ж е  имеет 
случайный характер.  Из  пассивного  эксперимента  удобнее  опре 
делят ь  не у = [ ( х ) ,  а оператор ,  хара кт ер из ую щи й м а те м а т и ч е 
скую зависимость  между д в у м я  функциями,  в д а н н о м  сл уч ае  — 
преобразую щий характ ерист ику  х ( 1 ,) случайной величины  X  и 
соответствующую хара кт ери стик у у ( 1 ^  случайной величины У. 
Тогда ,  используя  найденный оператор ,  можно по з а д а н н о й  х а 
рактеристике  входной переменной определить х а р а к т е р и с т и к у  
выходной.

Одной из достаточно пол ны х  вероятностных с тат ич ески х  х а 
рактеристик  объекта  является  к ри вая  условной пло тности ве 
роятности Р { у ! х ) .  Д л я  оценки условной вероятности у ( р ( х { у ) )  
появления у  при данном х  и р( у ( х ) ,  а  т а к ж е  п о я в л е н и я  .V при 
данном у  можно воспользоваться  следующими ф о р м у л а м и :

Р ( х  У) = р ( у . х ) р  ( у ) ; р  ( у  х )  р  (у, х )  р  ( х ) .

Поско льку  плотность вероятности р{х \ )  есть вероя тность  того, 
что д а н н а я  величина .гг находится  в интервале  х { +  с1 х,  то  пр и
нимаем найденные значения  р ( х ( у )  и р ( у ) х )  за  оценки пл отно
сти вероятностен Р ( х ! у )  и Р { у ! х )  д л я  значений х  и у,  которые 
соответствуют середине р а с см ат р и в аем о го  и н те рв ала .  Обычно 
условные плотности вероятности Р ( у ! х )  пр и ни маю т  за  полные 
статические характеристики о б ъ е к т а  управления.  Эти х а р а к т е р и 
стики из о б р а ж а ю т  в пространстве  координат  \х ,  у , Р ( у ( х ) ]  (рис. 
5.2).  Они позволяют опред елить  вероятностную статическую  
характ еристику объекта  у п р а в л е н и я  по м а к с и м а л ь н ы м  з н а ч е 



ниям ус ловно й плотности вероятности (например,  на рис. 5.2 
д л я  точк и Л  определим Х л  и УА ). В результате  найдем на и
более в е р о я тн ы е  значения у  при заданных значениях х , кото

рые соответствуют вероятност
ной статической характеристике  
о бъект а  у  =  Ц х ) .

При исследовании сложны х 
многомерных объектов г р а ф и 
ческая  интерпретация статиче
ских характеристик  становится 
затруднительной из-за повыш е
ния размерности пространства  
переменных.  В этом случае  ис
пользуют наиболее удобный и 
наглядный математический а п 
пар ат  корреляционного  и регрес
сионного анализов,  

характерист ик  о б ъе кт а  методом 
к ор реляци он но го  анал иза .  Н а  практике требуется за дан ие  на
чального  условия  м атематич еск ого  о ж и да ни я  случайной в ы ход 
ной переменной У относительно случайной входной перемен
ной X:

М [ У / Х \ ~

где  ф ( л г ) — некоторая  фун кц ия ,  связы вающ ая  среднее зна че 
ние велич ин ы ¥  относительно случайной величины X  с к а ж 
д ы м  д а н н ы м  значением х.

Д л я  одномерного  о б ъ е к т а  наиболее  распространенным ви
дом ф у н к ц и и  ф(х)  является  линейная  регрессия

М  [ У X ]  = а 0 +  а {х ,

где  «о, Д1 — коэффициенты регрессии, рассчитываемые через 
м ате м а т и ч е ск и е  о ж и да ни я  Л1(У),  М[ Х] ,  среднеквадратичные 
от к л о н е н и я  ау, а х и ко эф фициен т  корреляции величин у  и 
х  к а к

а 0 —  М  [У] — а х М  \ Х\ ;  а х =  ах .

У р а в н е н и е  и коэффициенты регрессии можно получить в ре
з у л ь т а т е  об раб отки дан н ы х  пассивного эксперимента.  П ре дп о
л о ж и м ,  что в результате  эксперимента  получено поле корре 
л я ц и и  (рис.  5.3, а ) .  Р а з б и в  весь диапазон изменения  входной 
пе ременн ой .V на ряд  р авн ы х  интервалов,  отнесем к середине 
к а ж д о г о  ин те рв ала  л\- все точки,  находящиеся в нем. Получим 
т р а н с ф о р м и р о в а н н о е  поле кор реляции (рис. 5 .3 ,6 ) .  За тем  под
счи та ем полученные эксперимента льно частные средние  а р и ф 
мети чес кие  у,  д ля  к а ж до г о  значения  по ф ор муле

Рис. 5.2. 

О п р ед ел ен и е  статических



.У »ксп / —  2  У/Ь 
А—I

где п , — число точек, о к а з а в ш и х с я  в интервале.  П р и  этом сум-  ̂
марное  число точек на всех  интервалах  р а в н о  чи сл у  из мере 
ний, т. е. =  П о с л е д о в а 
тельно соединяя линией точ- 0 
ки, определяемые величинами #
*/эксп 1, получим эмпирическую 
линию регрессии у  по Ужсш =
=  / ( * )  (Р51С' 5.3, в) .  Эта линия  
по ка зывает  изменение у  в 
функции от .г. Чем большее  
число измерений, тем точнее  
от р а ж а е тс я  закономерность  
полученной эмпирической л и 
нии регрессии. Предель но е  
положение ,  к которому эта  
линия стремится при Л’- ^ о о ,  
назы вается  предельной теоре
тической линией  регрессии.

З а д а ч а м и  корреляционного 
ан али за  являются  опред еле
ние линии регрессии при к о 
нечном числе измерений и р а 
счет коэффициентов  регрессии 
Яо и я,-, например способом 
наименьших квадратов.  П р и  
нормальном законе  распре де 
ления  выходного сигнала б о 
лее  точные значения к о э ф ф и 
циентов уравнения линейной 
регрессии можно получить 
при выполнении условия

Л/

Д  =  V ,^'эксп I Утеор/ ] —

“ 1 П 1 П ,

т. е. сумма квадратов  о т к л о 
нений экспериментальных зн а -  Рис. 5 3.
чений (¿/экспг) и теоретических
(Утеор 7)  д о лж н а  быть наименьшей.  Из  гра фи ка  вероятно стн ой 
статической характеристики о б ъ е к т а  управл ени я  (см. рис. 5.3, б ),
которая  получена методом корреляц ио нного  а н а л и з а :  у твор =  
=  а 0 +  а,л-, видно, что а 0 =  //теоР (0) и а 1=^ а .



Р а с с м о тр е н н ы й  метод спр а в е д ли в  н дли многомерных о б ъ 
ект ов  управ лении,  у которых уравнение  линейной регрессии

-Vieop — а О "h a l X i ~Ь а гх -1 +  - - • +  (1’1Х а • (5.13)

где .V/ — не зав иси мые входные  переменные объекта  упр авле 
ния.

Д л и  м н о ж е н  венной кор ре ляци и рассматривают обычно иг 
лин ию  регрессии,  а плотность пли гииерплотпость регрессии.  
К о э ф ф и ц и е н т ы  уравнения (5.13) можно определить как

a i =  °.v/' «о =  М [ У \  - -  V  a j M  [ я у| ,
>=*■1

где р , —  коэффициенты стандартизированного  уравнения ре
грессии;  (Ту, а , ,  — сре дн екв адрат ич ны е значения  отклонении 
пер ем ен н ых;  М [ Т ] ,  M|.v/]  — математические  о ж и да ни я  сред
них зн ач ен и й  переменных У и х/.

Д л я  оцен ки достоверности связи  переменных на входе н в ы 
ходе уст рой ства  вводится коэффициент множественной к о р р е л я 
ц и и  ( R) ,  зна чен ие  которого  изменяется  от единицы до  нуля. 
Е с л и  R  =  1, то связь м е ж д у  переменными у  и х  функциональна  
и о п р е д е л я е т  вероятностную статическую характеристику мно
гомерног о  объекта .  Если /? =  (), то корреляционная  зависимость 
м е ж д у  переменными отсутствует.  Следовательно,  чем выше з н а 
чение  R,  тем точнее но з н ач ени ям  хц  можно рассчитать  у. У к а 
з ан н ое  изменение  R  м ож н о  объяснить  либо тем,  что в ы б р ан 
на я  ф о р м а  уравнения регрессии (5.13) не учитывает всех ре
а л ь н ы х  фа к то р о в  и всех входных переменных, либо действи
т е л ь н а я  зависимость  явля ет ся  нелинейной и существенно отли 
ч ает ся  от выбранной линейной регрессии (5.13).  В последнем 
с л у ч а е  следу ет  использовать  уравнение нелинейной регрессии,  
н а п р и м е р ,  вида

п п

Утео р  —  " О  Т  2  ( !<Х ‘ +  2  a i!X iX r
/-1 /, /=1

Достоверн ос ть  полученной вероятностной статической ма те 
мати че ск ой модели о бъе кт а  управления  зависит  от о р ган и за 
ции и метод ики проведения  эксперимента.

В н астоя щ ее  время существует  большое количество  методов 
эк спе рим ент ально го  о п ределен ия  динамических характеристик  
о бъ е к т о в  управления.  В качестве  динамических характеристик  
л ин ей ны х  объектов с постоянными парам етрами  можн о р ас 
с м а т р и в а т ь  частотные характеристики,  импульсные переходные 
ф у н к ц и и  g { t ) t передаточные функции и т. д.

М ет од  эксперим ент ально го  определения частотных х а р а к т е 
ри стик  м о ж е т  быть .использован д ля  обработки данны х акти в
ного и пассивного экспериментов .  В первом сл уч ае  на вход



объекта уп ра вл ен и я  подается доп о л н и тел ьн о е  воздействие в в и 
де гармонического  сигнала

x ( t )  =  Х 0 s in i')¿,

при котором выходной сигнал л ин ей но го  объекта  т а к ж е  б у де т  
гармоничсским:

у  (í) Л 0Л (ш) sin [mí +  (р (u>)J, (5 .14)

где Л(со) и ср((о)— амплитудная  и ф а з о в а я  частотные х а р а к 
теристики объекта  управления.  И з  ур ав н ен и я  (5.14) п осле  и з 
вестных математических пр ео б р азо в ан и й  можно получить  в ы 
ражения,  определяющие вещес твенн ую Р ( со) и мнимую Q(o>) 
частотные характеристики объекта :

т
р  (10) — ~ 1 - 1  ros 9 (о>) j* s in 2 w¿ dt ;

о
т

Q (та) “  2-11' — sin 9 (о>) I* eos2 w t d t .
•sl)

В настоящее  время существуют методы эк спе ри ме нт альн ог о  
определения  частотных хара кт ери стик  с помощью с п е ц и а ль н ы х  
приборов.  П о  виду полученных час тотных характе рис тик  м о ж 
но определить  выражения частотных функций объекта  у п р а в 
ления.

Методы идентификации.  Активный эксперимент  м о ж е т  б ы т ь  
невозможен в реальных условиях ф ун кц ионир ования  о б ъ е к т а ,  
так как  по дава емы е  па вход гар мо ни че ски е  сигналы в л и я ю т  
на режим его работы.  Поэтому ч астотные характеристики м о ж 
но рассчитать по сигналам,  которые о б у с л о в л е н ы  в системе  
с л у ч а й н ы м и  помехами.  Это приведет  к обрабо тке  р е з у л ь т а т о в  
у же  пассивного эксперимента.  Н а п р и м е р ,  на входе о б ъ е к т а  
имеется помеха  и виде стац ио на рн ого  случайного п р о ц е сс а  
л'(/) ,  математическое  ожидание  которого  равно пулю. Т о г д а  на 
выходе об ъек та  будет т акж е  сл уча йн ый процесс / ; ( / ) .  Е с л и  эти 
случайные процессы — стационарные,  то  д л я  расчета ч а с т о т 
ной функции объект а  можно исп ол ьз оват ь  уравнение  В и н е р а  — 
Хопфа:

СО

/?„(-)-  С«,(•->■■)?('■)*, (5-15)
Ó

где R Xy — в за и м н ая  корр еляци онн ая  функ ц ия  межд у в х о д н ы м  
и выходным сиг налами;  R x (r)  — к о р р е л я ц и о н н а я  функция в х о д 
ного сигнала;  ^'(Х) — импульсная  фу нк ц ия .  Используя  п р е о б 
разование  Фурье ,  получим



г д е  S ^ w ) — в з а и м н а я  спектральная  плотность м е ж д у  выход 
н ы м  и входным с и г н а л а м и ;  W Q ( / ш ) — частотная  функция о б ъ 
е к т а  упр авления;  5 * ( о > ) — спектральная  плотность входного 
сиг на ла .  Из  ур ав н ен и я  (5.16) следует, что

оо
W 0 ( М  =  j  g  ( t )  e - i " ' < d t  =  S x y  (ш)/<.’,  (ш).  ( 5 . 1 7 )

О

В  данном  случае  основной задачей идентификации объекта  
у п ра влени я  являе т с я  экспериментальное  определение  спектраль 
ных- плотностей и ап п рок сим ац и и полученной частотной ф у н к 
ции объекта  по ф о р м у л е  (5.17).

Д руг ой метод экспериментального  определения  импульсной 
переходной ф ункци и основам на том, что п р и  подаче на вход  
объекта и м п уль са  с м а л о й  длительностью, б л и з к о г о  к дельта
ф у н к ц и и ,  п о л у ч и м  в ы х о д н о й  сигнал в ви де  ' g( t ) :

у  {t) §  о {t — ?) g  (*) dx  —  g( t ) .  
о

П р о д о лж и т е ль н о с ть  и м п уль са  не д олж на  пр евышать  1/4 от 
на и ме н ьш и х  пос тоянн ых  времени объекта  управления,  П о 
ско л ьк у  применение  дополнительных воздействий в виде им
пульса  не всегда ж е л а т е л ь н о ,  то на пра кти ке  применяют мето
д ы  определения  и м п ул ьс н ы х переходных фу нкций при прои з
вольном  входном сигна ле ,  а также и по случайны м сигналам 
помех,  используя  у р а в н е н и е  (5.15), но в этом случае возни
к а е т  трудность пр ед вар ит ельн ого  определения  R x (т) и R xy (т),  а 
т а к ж е  интегрирования  (5.15).  Поэтому д ля  решения таких з а 
д а ч  широко исп ользу ютс я  вычислительные машины.

Е щ е  один м етод определения  передаточных функций 
W 0 {p ) при ид ен ти фик ац ии  объекта управл ени я  основан на ис
п о л ь з о в а н и и  частотной ф у н к ц и и  (5.17). П р и н яв  p =  j(£> или из 
в ы р а ж е н и я  импульсной функции §'(0» к кот орому следует при
м е н я т ь  пр еобразо вание  Л а п л а с а ,  получим

w oiP) =  e - p ‘d t .
о

В результате  а к т и в н о го  эксперимента при скачкообразном 
воздействии X Q(t)  на  вхо де  объекта может  быть  получена пере
х о д н а я  х а р акт ери стик а  y ( t )  на его выходе,  по которой можно 
п ри бл и ж ен н о  оп р е д е л и ть  выражение  передаточной функции 
Й'о (р)-  Если пе ре ход ную  характеристику о бъект а  привести к 
н о рм и ро ван н ом у  виду,  то, сравнивая ее со стандартными нор
м ир ов анн ы м и х а р а к т е р и с т и к а м и ,  можно определить  с т ан д а р т 
н у ю  W 0 (p)  и р а ссчи та ть  ее коэффициенты.

Таки м  образом,  и сп ользу я  методы идентификации,  можно



получить математическую модель  объекта  у п р а в л е н и я  в виде 
уравнений пространства состояний к а к  в статике ,  т а к  и в д и 
намике.

П ри  синтезе оп тим альны х С Л У  объект  будет  полностью 
упр авляемым,  если из лю б о го  начального  состоя ния  X(¿0) e r o  
можно перевести в любое конечное  состояние X ( í )  при помо
щи некоторого входного си гна ла  u( t )  в течение конечного  ин
терв ал а  времени t o ^ l ^ T .  С упр авляемостью  о б ъ е к т а  с в я з а 
на за д ач а  наблюдаемости его. Об ъе кт  у п р а в л е н и я  будет  н а 
б л ю д а е м ы м  полностью,  если воз мо жн о  опр еделен ие  состояния  
Х(0)  по выходному сигналу X(¿),  за дан но м у на конечном ин
тер вал е  времени 0 ^ . t < z T  при « ( / )  = 0 :  З а д а ч а  н а б л ю д е н и я  с в я 
за на  с определением нас тоя щ его  состояния  Х (т )  rio данн ым 
выходных сигналов в прош лом:  X( í )  при

Следует  отметить, что, во-первых,  реш ать  з а д а ч у  синтеза 
оптимальной СЛУ по тем к оо рд ин ата м  уп равлени я  Ui(t), отно
сительно которых модель о бъе кт а  не уп равляема,  н е ц ел е с о о б р а з 
но; во-вторых, реально н а б л ю д а е м ы м и  будут  то ль к о  те  пере
менные, которые можно непосредственно измерить.  Если ка ка я-  
либо переменная  есть ф у н к ц и я  физически н а б л ю д а е м ы х  пере
менных или времени, но д л я  ее расчета  необходимы сло ж н ы е  
вычислительные устройства,  то та кую  переменную не считают 
практически наблюдаемой.

5.2. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я  О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М

Кл ассиф икацию опт им альн ых  СЛУ можн о пр ои зво дить  по 
разным признакам. Это обусловл ен о назначением САУ,  с л о ж 
ностью их структуры,  разной физической сущностью и т. д.  В 
зависимости от выбранного кр итерия  опти мальнос ти С Л У  р а з 
д ел яю т  на следующие основные классы:

оптимальные по точности {критерий ми нимум а ре г у л и р у е 
мой о ш и б к и ) ;

оптимальные по быстродействию (критерий м и н и м у м а  вре 
мени переходного процесса);

оптимальные по у с л о в и я м  инвариантности  ( кри тер ий  н е з а 
висимости выходных координат  системы от вне ш ни х  в озд ейс т 
вий или других ее коорд инат) ;

оптимальные экстремальные  (критерий м ин им ум а  о т к л о н е 
ния пок аза те ля  качества от экст ре му ма в у с тан ови вш и хс я  р е 
ж и м ах )  ;

оптимальные по рас ходу  э н е р ги и  (критерий м и н и м у м а  р а с 
хода энергии на выполнение  упр авляемо го  пр оц есса) .

Кром е того, можно р а з л и ч а т ь  оптима льные  С Л У  по х а р а к 
теристикам у п р а в л яе м ы х  объектов,  требованиям,  п р е д ъ я в л я е 
мым к объектам, характеру и н ф о рм ации  об  объекте,  ко то р ая  
поступает  в упр ааляюп 1ее устройство.

По характеристикам у п р а в л я е м ы х  обектов о п т и м а л ь н ы е  c h 
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ст ем ы могут  быть р азд ел ен ы  па линейные и нелинейные,  а т а к 
ж е  неп рерывн ые ,  дискр етно-непрерывные и дискретные. Вход 
ные  и вы хо дны е  коо рдинаты в непрерывных системах не кв а н 
т о в а н ы  ни по времени,  ни по  уровню, в дискрстпо-непрерывпых 
сист емах  кв ан тован ы по времени,  но не квантованы по уровню, 
наконец,  ¡з дискретны х сис темах  квантованы и по времени,  и по 
уровню.  К х а р ак тер и сти к ам  объект а  можно отнести т а к ж е  х а 
ра к т е р и с т и к и  в о зм у щ аю щ его  воздействия,  действующего на 
о б ъ е к т  из внешней среды.  В о з м у щ а ю щ и е  воздействия  называют 
аддитив ным и,  если они с к л а д ы в аю т ся  с другими воздействиями,  
п о с т у п а ю щ и м и  па вход об ъе кт а ,  и не изменяют характеристик  
об ъ е к т а .  Если ж е  эти воз м ущ ен ия  вызывают изменение ко эф ф и
циентов  ура внений о бъект а  или их параметров ,  то такие  возм у
щ а ю щ и е  воздействия  н а з ы в а ю т с я  параметрическими.  В о з м у щ а 
ю щ и е  воздействия  могут быть т а к ж е  случайными величинами 
или сл у ч ай н ы м и  процессами.  В первом случае возмущения мо
гут счита ться  постоянными в течение одного процесса,  проте
к а ю щ е г о  в СЛУ. Во втором случае  возм ущ аю щее воздействие 
я в л я е т с я  случа йными ф у н к ц и я м и  времени, изменением которых 
за  в р е м я  одного  процесса в С Л У  нельзя пренебречь.

П о  требовани ям,  п р е д ъ я в л я е м ы м  к объектам,  определяется  
ко н е чн ая  цель управления .  В зависимости от типа критерия  
оп ти м ал ьн о сти  системы по д ра зд еляю тся  на несколько видов: 
равн омерн о-о пти мал ьны е  (когда  ка ж ды й отдельный процесс я в 
л я е тс я  о п т и м а л ь н ы м ) ; статистически-оптимальные  (когда не
в о з м о ж н о  р еализ ов ать  на и лу ч ш и е  режимы работы системы 
в к а ж д о м  отдельном процессе,  а критерий оптимальности име 
ет  статистический ха р а к те р  из-за  наличия случайных воздейст
вий;  об ычно таки е  системы в среднем являются  наилу чш ими) ;  
миним ак сно -о пт имал ьны е  (когда  какой-либо панхудший р е з у л ь 
т а т  все ж е  лучше,  чем под обный результат  в любой другой си
стеме)  .

П о  х а р а к т е р у  информац и и об объекте,  поступающей в упра в
л я ю щ е е  устройство,  о п т и м а л ь н ы е  САУ под раздел яются  па си
ст ем ы  с п о л н о й  и не п о л н о й  информацией.  И н ф о р м а ц и я  об о б ъ 
ект е  я в л я е т с я  сводной ин форм ац и ей  о состоянии объекта ,  з а в и 
си мости  м е ж д у  его вход ны ми и выходными переменными,  з а 
д а ю щ е м  и в о з м у щ аю щ ем  воздействиях,  цели управления  
(фу н к ц и о н а л е ,  оп р ед ел яю щ ем  критерий опт и м а л ь н о с т и ) . П о 
с к о л ь к у  в ре альны х САУ информ ацию об объекте  нельзя 
счи та ть  полной, то в р я д е  случаев  при синтезе оптимальных 

"систем необходимо пр и м ен ять  статистические методы.  Неполно
та  и н ф о р м а ц и и  об об ъекте  тр ебу ет  изучения его во время про
цесса  у п равлени я  д л я  обеспечения  принятого критерия опти
м альн ости .  При неполной информации САУ д о л ж н а  обла дать  
свой ством  самона строй ки (адаптивности)  и учитывать  измене
ния  и н фо р м а ц и и  оГ) объекте.



5.3. М Е Т О Д Ы  СИНТЕЗА
О П Т И М А Л Ь Н О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  
В С ТА ТИЧЕСК ОМ  Р Е Ж И М Е

В статическом режиме рабо ты  о бъе кт а  при п о с т о я н с т в е  
внешних в оз м ущ аю щ их  воздействий ( / , ( / )  = с onst )  п е р е м е н н ы е  
состояния пе меняются  во времени (ATi(/) =  cons t ) ,  п оэ то м у в е к 
тор состояния  объекта  неизменен во времени,  т. е. Х  =  c o n s t .  
Конечной д ел ы о  задачи синтеза  о п т и м а л ь н ы х  САУ я в л я е т с я  
определение сигналов  уп р а в л е н и я  Ui(t), которые о б е с п е ч и 
вают эк стр ем ал ьн ое  значение к р и те р и я  качества,  х а р а к т е 
ризующего оптимальный р еж и м  р а б о т ы  объекта.  П р и  р а з р а 
ботке САУ в статических р е ж и м а х  при известном а н а л и т и ч е 
ском вы р аж ен и и  статической х а р а к т е р и с т и к и  объекта  у п р а в л е 
ния для  опр еделения  экстремума этой характеристики и с п о л ь 
зуют методы диф ференциал ь
ного исчисления.  Значение  
входной переменной,  соответ
ствующей экстре мум у на ст а
тической характеристике  о б ъ 
екта,  явля ется  искомым опти
мальным управлением.

Р ассм от ри м  методы опреде
ления  оп тимальных  значений 
входных переменных объекта,  
которые соответствуют экстре
мальны м значения м функций, 
х а р акт ери зу ю щи х  оптималь
ный статический режим объекта.

Метод определения оптимального управления, соответствую
щего экстремуму статической характеристики объекта. П у с т ь  
статическая характеристика  о б ъ е к т а  //, =  ср(л:) непрерывна  в и н 
терв але  от .Vmin по л'птк (рис. 5.4) .  Нео бх одим ым условие м с у 
ществования  экстремума функции одной переменной я в л я е т с я  
наличие производной этой ф ункции в некоторой точке,  в к о т о 
рой она будет равна  пулю:

Рис. 5.4.

d y  ' d x  =  d -f (л-) d x  — ( 0  =  0. (5 .18)

Р е ш а я  уравнен ие  (5.18), находим знач ение  входной п е р е м е н 
ной х°, кот орая  является о п т и м а л ь н ы м  сигналом у п р а в л е н и я  

—  х° в статическом режиме р а бо т ы  САУ. Ил рис. Г).4 п р е д 
ставлены три функции в виде кр ив ых,  которые уд о н л е тв о р я ю т  
условию (5.18) при значениях а р г у м е н т а  я ” (для кривой /  —- 
точки м а к с и м у м а ) ,  х'\ (для кривой 2 — точка ми н им ума )  и 

л- (для  кривой 3  — точка п е р е г и б а ) .  Д л я  последнего с л у ч а я  
помимо выполнения условия (5.18) следуе т  произвести д о п о л 
нительную проверку по второй про изводной функции Ф*(*) .



П р и  максимуме 0, а при минимуме ( ^ ( л ^  > 0 .  Значения
ф ун кц ии  в точках,  в ко т о р ы х  производится ср*(* )  =  (), в зав иси 
мости от наличия  в них экстремума на зы ваю тс я  стационар
н ы м и .  Функция н е с к ол ьк их  независимых переменных у  =  
=  * 2, . а*« ) — ф ( X ) имеет стационарное  значение  в точке
( х \ ,  хЧ, . . . ,  х?,) =  Х-, где  частные производные этой функции р а в 
ны нулю ( ¿ = 1 ,  2 , . . . ,  п ) :

д ^ ‘дх1 —  0. (5.19)

Р е ш е н и е  системы ур авне ни й (5.19) определяе т  составляющие 
вект оры  оптимального  управл ени я  а ;;' = л ^  при наличии экстре
м альн ог о  значения ф у н к ц и и  ф ( Х ) .  Д оп о л н и те л ь н а я  проверка 
полученного опт им альн ог о  управления производится  по вторым 
производным ф ункции ф ( Х ) .  При большом значении п — это 
весьма с лож на я  з а д ач а .

Следует обратить  вн им ани е  на принципиальное  различие  
м е ж д у  стационарным и экстремальными значени ями функции.  
Д л я  стационарного зн а ч е н и я  требуется лиш ь обращение  в нуль 
первой производной,  а д л я  эстремальных значений помимо 
этого требуется вы по лне ние  дополнительных условии д ля  вто
рых производных.  П р и  нахождении экстремума функции мно
гих переменных вместо  решения уравнений (5.19) можно вос
пользоваться  методом градиента,  который д а е т  возможность 
выполнить расчет па Э В М . Суть этого метода состоит в том, что 
гр ади ент  функции я в л я е т с я  вектором, на п равленн ым  в сторону 
наи большего  во зр а с т ан и я  функции,  а дл и на  его пропорциональ
на скорости н а и бо льш его  возрастания  функции в данной точке.

Предположим,  что <р(Х)  непрерывна и диффер енц иру ема по 
всем переменным лг,. То гда

где  I), ¡2, . . ., in — о рты  осей в пространстве  переменных; 
(0<p/dxi)o — частные производные функции ф ( X ) , вычисленные 
в точке,  соответствующей начальным значения м перемен
ных х '1.

Уравнение  прямой,  проходящей через точку  с координатами 
л** и имеющей н а п р а в л е н и е  градиента,  имеет  вид

г  =  г 0 —|- е grad 9 о, (5.20)

где г — радиус-вектор  произвольной точки; го — радиус-вектор 
точки с ко о р д и н ата м и  .v'i; е — параметр смеще ни я по градиен
ту. Значению е =  0 соответствует нач аль на я  точка.  Значениям 
е’> 0  соответствуют т очк и  прямой, смещенные от точки с коор
дина тами д-1' в сторону возрастания  функции ф ( Х ) ,  а значени
ям в < 0  — в сторону у б ы ва н ия  функции ф ( Х ) .



Если требуется  определить м а к с и м у м  функции,  то е > 0 ,  и 
новое значение  радиус-вектора будет  равно

'■] =  ' ‘0 +  £0grad<p0.

Зн аче ния м г 0 и г } соответствуют зн аче ния  функции <р( г 0) <  
< ф 1 (Г]). Пр о и зв о д я  расчеты по у к а з а н н о й  методике,  п о л у ч и м  
возр астаю щ ую  последовательность

Т ^ о Х  'Р (п )  <  ?(/*а) <  •• ■ <  ? ( 0  <  . ■ • , (5 .21)

которой отвечают последовательности г  о ,  г ,, . . . .  г п и ео, е ь  • • •» 
Еп, . . .  Последовательность  (5.21) являе т с я  монотонно в о з р а с 
тающей и ограничена сверху пр е д е л о м  ср*, поэтому д л я  с к о л ь  
угодно м алог о  значения  е н а б л ю д а е т с я  такое  малое  в е щ е с т 
венное число 6, что |cp(rn+l) — <р(гп) | < 6 .  Из этого н е р а в е н с т в а  
при достаточно большом п следует,  что \ r n+i— г п \ будет т а к ж е  
мало.  Н а  основании выражения (5.20) запишем

I гП¥Х — г я \ — | g rad  <ря | <  е0 ( grad  срп |,

откуда,  переходя к пределу при получим

grad ®* =  0. ( 5 .2 2)

Равенство  (5.22) показывает,  что в предельной точке п о л у ч е н о  
экстремально-максимальное  зна чени е  функции ср*. Ан ал о ги ч н о  
можно определить  и минимальное  знач ени е  функции.  Д л я  о п 
ределения экстремального  значения  ф ункции многих п е р е м е н 
ных методом градиента  не требует ся  производить  д о п о л н и т е л ь 
ных проверок по вторым про изводным .  Од на ко  при этом н е о б 
ходимы расчеты при разных н а ч а л ь н ы х  значениях x°it п о с к о л ь 
ку функция мож ет  иметь несколько экстремумов.

Методы определения оптимального управления  на основе 
множителей Л а г р а н ж а  и линейного (нелинейного) программи
рования. Д р у г а я  группа методов опред елени я  о п т и м а л ь н ы х  
управлений,  соответствующих эк с т р е м а л ь н о м у  значению к р и т е 
рия качества  статических режи мов ,  основана на и с п о л ь з о в а 
нии методов множителей Л а г р а н ж а  и линейного  и нел ин ейн ог о  
прог раммиро вани я .  Эти методы п о з в о л я ю т  найти э к с т р е м а л ь н о е  
значение не только  линейных ф ункций,  но и нелинейных:

J  —  F ( X ,  и). (5 .23)

Н ахо ж дени е  экстремального з н ач ени я  связано с д о п о л н и т е л ь 
ными условиями,  определяемыми ур авн ен и ями  статики о б ъ е к т а :

| ф, ( * , ,  х 2,'. а и и-2, . . . ,  и„) | =  Ф (X, и) =  0, (5 .24)

где Ф  (X, u)  =  | [cpi(A,> и)II — лтр ица-столб ец р а з м е р н о с т ь ю  
( r t X l ) .

Д л я  определения  экстремума нелинейной функции (5.23) 
при условиях (5.24) методом м н о ж и т ел е й  Л а г р а н ж а  с о с т а в л я е т 



ся  функция Л а г р а н ж а
Л (Х , и, >.) =  /’(Х, и) +  1тФ { Х ,  и), (5.25)

где  \ г =  Н / Л — вект ор-строка  (1 Х '0 - м н о ж и т е л е й  Л а г р а н ж а .  З а 
тем определяется  э к с тр е м у м  функции (5.25),  условием сущест
вовани я  которого я в л я е т с я  равенство нулю частных производ
ных этой функции по всем независимым переменным:

Щ  =  Щ  +  У - ' .  *
| “ 1

=  + V X, ^  0  (* =  1 , 2 , . . . ,  тп)\ (5.26)дик дик 1 ^  Ч иь  '  ’ •' v ’

д1_
в ц

i - i

-  ф, (X,  и) ■-= 0 ( i  =  1, 2, . . .  , я ) .

Р е ш ен и е  системы урав нен ий  (5.20) позволяет пайти оптим аль
ное уравнение  и .

Д л я  решения з а д а ч и  оптимального управл ени я  с помощью 
м етода  пр о гр ам м и р о в ан и я  рассмотрим дна с лу ча я .  В первом з а 
д а ч а  решается  с п о м о щ ь ю  линейного программирования .

Пусть  имеются сис те ма  линейных уравнений статики объ
екта:

А X  —  В (5 . 27)

и лин ей ная  функция,  х а р акт ери зу ю щ ая  статический режим р а 
боты объекта,  т. е. кр и терий  качества:

У =  СХ. (5.28)

З д е с ь  A — lia,/II—■ м а т р и ц а  условий размерностью т Х п  при 
т < п \  Х=| | . \ - | ,  л*2, х-п\\г — вектор размерностью « X I ;
=  11&ь Ь2, Ьп\\г — м а т р и ц а  размерностью отХ 1; С =  \\с\, с2, . . . .  
. . . ,  с,Л — матрица  разм ерн ость ю I X « .  Экс тремум критерия к а 
чества  (5.28) об условлен решением системы уравнении (5.27) 
в  виде та к  на зы ваемой про граммы оптимал ьных  уравнений о б ъ 
ек т а  в статике:  x t ^ ( ) ;  л ^ ^ О ;  . . . ;  х п ^ 0 .  К а ж д о м у  статическо
м у  р е ж и м у  объекта  соответствуют определенные значения  м а т 
р и ц  А и В, поэтому п р о г р а м м а  оптимальных уравнений,  состоя
щ а я  из набора  чисел х,  при / - -  1 , 2 , . . . ,  п. которые удовлетворя
ю т  условиям (5.27) и критерию качества (5.28),  будет непо
стоянна.

Д л я  нах ож дения  п р о г р а м м ы  оптимального управления  при
меня ю т  метод посл едо ва те л ьны х  у л у ч ш е н и й  этой программы,  
который из-за бо ль ш ог о об ъема вычислений, к а к  правило,  вы
полня ет ся  на ЭВМ. В стр еч аю тс я  ситуации, когда  за дач а  линей
ного пр о гр ам м и р о в ан и я  не имеет решения,  т. е. экстремальное  
значени е  критерия ка ч е с тв а  определить невозможно.



З а д а ч а  определения  оп тимально го  уп р а в л е н и я  мож ет  ре
шаться  с помощью нелинейного пр о гр ам м и р о ва н и я ,  которое  ис
пользуется,  если критерий качества  / ( X )  или нек оторые  у р авн е 
ния об ъек та  <р/(Х) являю тся  нелинейными ф у н к ц и я м и  коорд и
нат.

Решение  задач  нелинейного  про граммир овани я  осущ ествляют 
разноо бразным и методами.  П р и  использовании р а с п р о с т р а н е н 
ного на практике  метода последов ате льных  улучш ени й пр о гр ам 
мы предусматривается з а м е н а  полученной з а д а ч и  нелинейного 
программирования  последовательностью з а д а ч  квадратичес ко го  
программирования .

За д ач и  нелинейного п р ог рам м ир ова ни я  в за ви си мос ти  от 
типа нелинейных функций F (X)  и / ( X )  могут иметь  разную 
сложность.  Если нелинейной функцией являе т с я  критерий каче
ства / ( X ) ,  а условия з а д ач и  /Г(Х) линейны,  то д л я  решения 
за дач и можно использовать  метод ли н е й н о й  аппрокс имации .  
При этом нелинейная ф ун кц ия  / ( X )  за м ен яетс я  линейной отно
сительно новой переменной Y д ля  допустимой фиксированной 
точки X ' i ^ O ,  т. е.

Л ( У ) — J (х !) +  g r a d .1 (Х°)г (Y -  X,").

Б  результате  этого н ах о ж ден и е  экстремума нелинейной ф у н к 
ции / ( X )  при заданн ых  лине йных огранич ени ях  А Х = В  и Х ^ О  
заменяетс я  нахождением эк стремума линейной функции:

/ *  (Y) =  grad  /  (X?) г Y

при линейных ограничениях AY-—В и Y ^ O .  О п р е д е л яе т с я  пер
вое приближение  оптимального  решения Y ^ O  д л я  принятого 
X? '0. Затем  производится проверка  выполнения неравенства

grad  У (X 1) 7 (Yi — Xi)  - - 0, (5.29)

при удовлетворении которого условие Х̂ 1 ^ 0  я в л я е т с я  о п т и м а л ь 
ным решением нелинейной задач и Х ° ^ ( ) .  В в ы р а ж е н и и  (5.29) 
знак  больше берется при мин имизации ф унк ц ии  У(Х),  а зна к  
меньше — при максими зации  функции / ( X ) .  П р и  невыполнении 
неравенства (5.29) с учетом полученной ра зн ости Y — Xi пр и
нимается новое при ближение  допустимой фик с и р о в а н н о й  точки:

x ’2 =  x ! +  e (y 5 — y ?),

где р — сколь угодно малое  число. Д а л е е  р еш ен и е  з а д а ч и  по
вторяется при новом ф икси рованн ом  значении  Х >, и после 
определения Y? проверяется  условие  (5.29).

Если нельзя применить лин ейную а пп рок сим ац и ю ,  д л я  р еше
нии задач и используют д р у ги е  методы нелинейного  п р о г р а м м и 
ровании.



5.4. М Е Т О Д Ы  СИ Н Т Е ЗА
О П Т И М А Л Ь Н О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  
В Д И Н А М И Ч Е С К О М  Р Е Ж И М Е

В дин а м и ч е с к о м  р еж и ме  работ ы объекта переменные состоя
ния и з м е н яю тс я  во времени.  Этот режим характеризуется  н а 
ч ал ьн ым зн ач ением  вектора с-остояиии (до приложения внешних 
воздействий Х(/о.) =  1кю, л'20, • • • ,  -Vnoll'J. текущим значением 
вектора  состо ян ия  X ( t )  и интервалом времени [/о, / 1] ,  где 
t\ — конечный момент  времени.  Кроме того, ди на мик а  объекта  
х а р а к т е р и з у е т с я  коорди на тами управления и, и координатами 
выхода  о б ъ е к т а  .V,- или //¡. Координаты управления — это внеш 
ние воздействия ,  которые п р и кл ады ваю тс я  к объекту  р е а л и з а 
ции проце сса  управ ления  и могут  изменяться произвольным об 
разом.  В отличие  от иих выходные координаты Xi(i )  изм ен яют 
ся  с ограниченной скоростью, поскольку  они всегда п р ед ста в л я 
ют собой выход ные  сигналы реальны х динамических элементов.  
П а  п р а к ти к е  все координаты управления  и выхода ограничены 
(во многих случа ях  при оптимал ьном  управлении предельные 
зн аче ния  пр и ни маю т  лишь координат!.! управления,  а выходные 
к о ор дин аты  ограничений не достигают) .

Д л я  изучения  переходных процессов в САУ можно восполь
зо ватьс я  функц ио на лом ,  в ы р а ж а е м ы м  некоторым определенным 
интегралом:

J  = .  f / 7 ^ ,  х ,  t ) d t ,  (5.30)

где x  =  x ( t ) — тра ект ория  д ви ж ени я ;  x  =  x ( t )  — скорость д в и 
жения;  t\, 12 —  нач альный и конечный моменты времени.

З а д а ч а  оптимизации д ин ам ик и САУ сводится к математ ич е 
ском у оп ределен ию экстр емума .  Д л я  этого следует дат!, пр и ра 
щени е  а р г у м е н т у  фу нк ц ио на ла  и выяснить, как  изменится его 
значение .  П р и р а щ е н и е  (или ва риа ци я)  fi.v аргумента  x ( t )  изме
ня ю щегос я  произвольно фу нк ц ио на ла  У [ х ( 0 ]  есть разность ме
ж д у  Д В у М Я  б Л И З К И М И  ф у Н К Ц И Я М Н :  bx = X2 ( t )  —  X[( t) .

Не сл е д у е т  смеши вать  понятие вариации 6.v с понятием 
д и ф ф е р е н ц и а л а  dx.  Оба  понятия  содержат  бесконечно малые 
измен ени я  ф ункции .г. Р а з л и ч и е  их в том, что d x  поро ждается  
бесконечно м а л ы м  изменением d t  независимой переменной t, а 
Ьх  своим возникновением о б яза н  новой функции х ? ( t ) = X \ ( t ) - \ -  
4-6*.  П р и  этом варьируется  л и ш ь  функция x ( U )  при постоян
стве  t;, т. е. Ы — 0. В а р ьи ров ан ие  функции есть переход ее от 
пе р в о н ач а л ь н о й  функции X \( t )  к  близкой, мало  отличающейся  
от нее ф у н к ц и и  Х г ( 0  и сравне ни е  их значений при определен
ных з н а ч е н и я х  независимой переменной t.

Н а х о ж д е н и е  экстремумов функцион алов  производится мето
д а м и  в ариа ци он но го  исчисления.  Рассмотрим некоторые из них.



Классический метод вариа ционного  исчисления.  О п р е д е л и м  
условие существования  экстремума ф ун кц и он ала  (5.30).  Д л я  
этого проварь ир уем подынтегральну ю функц ию х(1)  и се п р о 
изводную х ( ( ) ,  т. е. образуем ф ун кц ии  * + 6 л ‘ и .г+б.г.  П р и р а 
щение интегр ала  (5.30) можно опр ед елит ь  разложе ни ем  его  в 
ряд  Тейлора:

*} ■

— ] /'(хн-ох; л +  ох; I )  ( } 1 — ^ Р ( Х ,  х ,  ¿) (11 =

* д[-'(х, х,  ^  ,  , ( '  др{х.  л ,  О  »  •  .
' ьхйЬ ~Ь  \ —  - Ъ Х ( Ндх Ох

Г  №£'(х, х,  () I Ь к)*
Ох* 2 (5.31)

Отб рас ыв ая  в правой части в ы р а ж е н и я  (5.31) из-за м а л о с т и  
величин б* и блг все члены, кроме п ервы х двух линейных,  п о л у 
чим та к  на зы ваем ую  перву ю в а р и а ц и ю  д л я  ф у н к ц и о н а л а  (5 .3 0 ) :  

и
оУ

РИ(х, х,  о  
дх

Ьх *• <> г. А м
дх  ]

(5.32)

Необходимым условием су ществов ани я  экстремального  з н а ч е 
ния интеграла  (5.30) является рав енс тв о  нулю его первой в а р и а 
ции: 6 /  =  0. Д л я  нахождения э к стр ем у м а  функцион ала  (5.30) при 
заданн ых  граничных условиях Х\(1) —  0 и Х2 ^ ) —^  п р и р а в н я е м  к 
нулю вы ра ж е н и е  (5.32): 

и

дх оХ
^ ( Х ,  х, О 1Х 

дх
сИ =  0. (5.33)

Это равенство  до лж но  выполняться  д л я  любой вариации,  к о т о р а я  
удовлетворяет граничным условиям  6л:(7]_) =  0 и 6 . г ( ' ^ ) = 0 .  У ч и 
тывая  их и интегрируя  по частям второе  слагаемое ,  п р е д с та в и м  
равенство (5.33) в виде

л, ^
в р ( х '

0х

0Н{х, х,  ()

дГ(х,  х,  О 
дх

0Р (х, х,  Л

дх

дх
± (  дР(х,  х,  О  

(/[ Ьх(1Ь —  0,

ЪхсИ

(5 .34)

Так  как 6 г  выб ирается  произвольно и мож ет  быть не ра в н о  н у 
лю, равенство (5.34) возможно л и ш ь  при условии

0 Р ‘.х, х,  л  

0х



У равн ени е  (5.35) н а з ы в а ю т  диф фер ен ци альн ым ура в н е н и ем  Э й 
лер а .  Постоянные ин тег рир ов ан ия  этого уравнении определяются 
из граничных условий.  Р е ш ен и е  уравнения Э йл ера  является  не
обходи мы м и доста точн ым  условием экстремума  интеграла 
(5.30) при за д ан н ы х  гранич ных  условиях. Если граничные усло
вия  не фиксированы и представлены в виде кривых,  то д ля  ре
ш ен ия  уравнении (5.35) используются условия трансверсальн о
сти.  Д л я  опре делен ия  соответствия экст ре му ма функциона
л а  минимуму или м а к с и м у м у  можно ограничиться численной 
проверкой значения ф у н к ц и о н а л а  около найденной экстремали 
или  проверить зна к  второй производной вдоль эк стрем али (усло
вие Л е ж а н д р а ) :  при д 2Г/дх'2^ 0  будет минимум,  а при
д 2Р/дх'2^ . ( )  — макс им ум  функционала.

Использование  кл асси че ско го  метода вариационного  исчисле
ния предполагает ,  что искомые функции оп тимальных  процессов 
яв л яю т ся  непрерывными и па координаты выхода  и управлений 
не н ак ла д ы ваю тся  ограничения .  Поскольку на практике обычно 
обратное  — различные ограничения  на к ла д ы в а ю т с я  не только на 
о б ъект  управления,  но и па СДУ,  то возможности использования 
рассмотренного  метода ограничены.

Метод д инамич еског о  программирования .  В основу этого 
метода,  пре дл оженного  американским ученым Р.  Веллманом,  
поло жен  принцип опт имальности,  согласно которому оптималь
но е  у п р а в л е н и е  системы не  зависит от предыстории самой си
стемы. Метод д и на м ич еско го  программирования  дает  в о зм о ж 
ность найти опт им ал ьн ы е  управления и ° ( 0  и траектории Х(/)  
из условия минимума фун кционала  

г
J  =  \| F ( X ,  и, ( ) ( 1 1 ~  пни (5.36)

/о
д л я  зад ан ны х  ура внений объекта

X =- АХ -1- Ви =  Ф  (X, и), (5.37)

нач аль ны х н конечных значении X (/0) и Х.(1) и интервала вре
мени при наличии ограничений вида Х ( / ) ^ М  и
и ( 1 ) ^ 1 1  (М, II — з а д а н н ы е  допустимые области  д л я  координат 
выхода  и уп равлени я) .  Если необходимо обеспечить условия 
ма кс им ума  ф ун кц и он ала  (5.36),  следует принять  минус перед 
интегралом.

Д л я  решения з а д а ч  оптимизации объектов  используется 
вспомогательная  ф ункции Веллмана:  

т
|  F ( X ,  и,  О Ш . (5.38)•£(£, X) =  1п 1п

и 6  ( ’

Поскол ьку минимум ф ун кц и он ала  (5.36) завис ит  от момента 
/о +  А/, значения Хд* и конечного  момента Т, то  функция Велл
м а н а  преобразуется  в в ы р а ж е н и е



¿»(¿o-f-Af,  T, Х д 7') — min
и QU

Г /-’ (X, и, 1)сН , (5.39)
[.М-Л/

где ¡о +  М — момент времени в интервале  /<><¿<7' ;  ХЛ, =  
=  X(¿0) А Х - - вектор координ ат  выхода в мом ент  /о +  АЛ

Если ¡о — фиксированный момент  времени,  а А /  — малое  по
ложи тел ьно е  число, то  м о ж н о  пре образовать  ф у н к ц и ю  (5.38) 
к виду

т
|  ^ ( Х ,  и ,  ( ) сИ- 1- |  / - ' ( X ,  и ,  ¿) (ИS  (/ ,  X) — min

и gi; /в+д/

и л и  с учетом выраже ния (5.39) 

S  (t, X) =  min
и QU

F ( X ,  u,  t) d t - \ - S { t  T ,  Х д,) (5.40)

На  основании функции (5.40) выводится нелин ейное  д и ф фер ен 
циальное  уравнение Б е л л м а н а  в частных п р о и з в о дн ы х  относи
тельной функции 3  (/, X):

min | t ' ( X ,  u, t) +  
мС-ü

/ v  *\ l> —  <p,(X, u,  O +  i rdti =  0 (5.41)
и /-1

при следующих условиях:

¿ , ( 0  =  ? | ( Х ,  и, 0; Х ( 0 6 ^ ; 11(0 6^; ^ < ¿ < 7 ’.
И з  решения уравнения (5.41) находим о п т и м а л ь н о е  уравне 

ние и0(¿). Соответственно полученной величине и ° ( 0  по урав
нению (5.37) определяем оптимал ьну ю т р а е к т о р и ю  вектора 
выхода  Х ° ( 0 -  Если уравне ние  (5.41) не возм ож но  решить  ана
литически,  то применяют численное решение  в ви де  многоша
гового процесса. Это решение  приближ енн о и выполняется  
обычно с использованием Э В М .  Д л я  этого з а м е н я ю т  исходные 
уравнения объекта (5.37) конечно-разностными ур авнен ия 
ми:

ДХ* =  Ф(Х*_1( и*)Д^; Хц =  Х 4_, 4  ДХА; Х 0 =  Х ( 0 ;
Хд' =  X (7) ;  И/; =  и л_! +  Аи,(; М  =  ( Т ~ ^ ) Ы -  

функцион ал  (5.36) пре образуют  к виду

J = \ F ll( X i_u и к) Ы ,
лее*к^  1

где к =  1, 2, . . . ,  N  (Л/ — число принятых расч етны х шагов  (ин
тервалов)  ).



О п т и м а л ь н ы й  процесс опр ед ел яю т после нахождения зна ч е 
ний о п т и м а л ь н ы х  управлений на  ка ж до м шаге  , и$) ,
{при у с л о в и я х  и и  Хо =  Х(*о)) и после обеспечения мини
м у м а  ф у н к ц и о н а л а  (5.36) и выполнения условий Х0 =  Х ( / 0), 
Ха/ =  Х(7 ’) .  П р и  решении з а д а ч и  оптимизации участки процесса 
р а с с м а т р и в а ю т  в обратной последовательности,  т. е. от конца 
процесса  к  его началу.

М ет од  динами ческого  пр ограмми ров ани я  весьма успешно 
п р и м ен я ю т  д л я  оптимизации дискретных САУ. В таки х з а д а 
чах у р а в н е н и я  динами ки предста влены  в виде конечных р а з 
ностей.  Э т о  позволяет  сочетать принцип оптимальности и воз
можн ост и ЭВМ. При оп тимиз ации объектов  с н а п р ав л е н 
ными п роц есс ам и возникает  необходимость ди ффе ре нц ир уе 
мости вспом огат ельно й ф ункции Б е л л м а н а  (5.38) во всех точ
к ах  ф а з о в о г о  пространства.  Это требование не всегда выпол
нимо д а ж е  в простых зад ач ах .  Трудность  решения за дач и опти
м из ац ии методом динами ческого  программирования  обуслов
лен а  т а к ж е  тем,  что ф у н к ц и я  (5.38) зар анее  неизвестна,  
а у р а в н е н и е  Б е л л м а н а  (5.41) содержит частные производные.  
В н а с т о я щ е е  время не сущест вуе т  общего способа определения 
вспо мог ател ьн ой функции Б е л л м а н а  (5.38) в явной а н а л и т и 
ческой ф о р м е.

М етод  при нц и па  м а к с и м у м а  раз работ ан советским ученым 
Л .  С. П о н т р я г и н ы м  и являе т с я  расширением классического ва 
р и а ц и о н н о го  исчисления на случай,  когда упр авляющ ие  воз
действ ия  ограничены и опи сываются  кусочно-непрерывны ми 
ф у н к ц и я м и .  З а д а ч е й  опт им и за ци и тогда является  определение  
о п т и м а л ь н ы х  управлений и 0 (/) и траектории Х°(/ )  из условия 
н а х о ж д е н и я  экстремума ф у н к ц и о н а л а  (5.36) д л я  задан ны х  
ур авнен ий  о б ъе кт а  (5.37) при нач аль ных  и конечных значениях 
Х(^0) и Х(^) ,  а т а к ж е  з а д а н н о м  интервале  времени 
с учетом ограничений Х ( / ) е М  и и ( / ) е ( У .

Д о к а з а т е л ь с т в о  принципа  макс им ума  основано на понятии 
игольчатой ва риа ции,  ко торая  представляет  собой приращение  
ва р ь и р у е м о й  функции оптимал ьно го  управления и 0 ( 0  на бес
конечно м а л о м  отрезке вр ем ен и е (и предельном случае  — 
в точк е ) .  П р и р а щ е н и е  ф у н к ц и о н а л а  при игольчатой вариации 
у п р а в л е н и я  будет бесконечно малы м.  Оно обращ ается  в нуль, 
если в а р и а ц и я  берется относительно оптимального  управления  
ы ° ( 0 -  И з  этого  условия в конечном счете и следует принцип 
м а к с и м у м а .  Сущность  при нци па  максимума состоит в следую
щем.  П у с т ь  м ате мат ическ ая  модель  объекта оптимизации з а 
д а н а  в ви д е  уравнений состояния:

х 1 =  / 1{х  1 , л;а, . . .  , х п\ и ъ и-,, , и г) ( ¿ = 1 ,  2, . . .  , п)
(5.42)

или в в ект орн ой  форме:

Х = / ( Х ,  и),



где г — количество координат  управления.  С и г н а л ы  у п р а в л е 
ния могут иметь ограничения  д ля  всех г к о ор дин ат  ¡г*/ |<£Л.  
При  оптимизации объекта требуется  определить  вектор  уп р ав 
ляю щ его  воздействия и( / )  с учетом ограничений из условия  
минимума функционала

В общем случае правые части  уравнения (5.42) и подынт е
гральна я  функция (5.43) могут  зависеть  от времени.  При  р ас 
смотрении задачи оптимизации вводится вектор  ва р и а ц и и  т р а 
ектории:

Закон изменения вариации,  я в л яю щ е й с я  бесконечно малой ве
личиной,  выводится из уравнения в вариациях

Вектор вариации б .г характе риз ует  изменение к р и те р и я  опти
мальности 6 / ,  который при / =  7’ описывается с к а л я р н ы м  произ
ведением вектора вариации 6 Х ( Т )  и вспом огательного  вектора  
9 ( 7 ) ,  т. е. 6 / = — 6 Х ( Г ) ' } ( Т ) .  С помощью ф у н к ц и и  Г а м и л ь 
тона для  неклассических вари ац и он ны х задач

системы (5.42) и (5.44) могут  быть записаны в виде  системы 
канонических уравнений Г ам и л ьт о н а  д ля  не к лассических ва 
риационных задач,  которые сп раведли вы  и для  классических:

Необходимые условия оптимальности у п рав лен и я  ф о р м у л и р у 
ются следующим образом: чтобы управление  и(£)  и соотв етст
ву ющ ая  ему траектория Х(1 )  были оптимальны,  необходимо 
существование  ненулевой вектор-фуикции г}; ( 0 ,  с о с та в л я ю щ и е  
которой (см. выражение  (5.46))  удовлетворяли бы системе у р а в 
нений (5.47),  чтобы при фу нкц ия Н*  из (5.45) д о 
стигла максимума при и0( 0 ,  т. е.

а в конечный момент ( =  Т выпо лня лис ь  бы т а к ж е  соотношения

т

(5.43)

п
(5.44)

/ ' ( Х ’ и , = * 7' ( 0 / ( Х ’ и ) ’
(5 45)

г де  ф '  ( 0  =  11 Фо (О Ф1 (^) ' М О П 7 ,
<•=0

(5.46)

йх,-    дН* dfyi

И  ’ ЧГ (5.47)

И *  [4-° (*), X 1 ( 0 ,  и0 (01 =  т а х ,

< М Г ) < 0 ;  т а х  [ Н * \  Щ Т ) ,  Х ( 7 ) ] } = 0
и«Ч0бУ

(5.48)

(при этом принимают г|-о =  — 1).



С л е до в а т е л ь н о ,  при реше н ии  задач  по принципу максимума 
с о с та в л я ю т  функц ию типа  (5.45) ,  записывают уравнения (5.47),  
из  ко т о р ы х  находят  о п ти м ал ьн ы е  управления  u ° ( i )  или и 0(А'). 
П р и  этом решение  за дач и оптимизации сводится к решению 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений в многомерном пространство.  
Р а с ч е т  макс им альн ой  ф ункци и Гамильтона  Я * ( и )  и опреде
л и л  н а з в а н и е  метода.  Этот  метол находит широкое  примене
ние при синте зе  макс им альн о  быстродействующих САУ.

5.5. П РИ Н Ц И П  ПОСТРОЕНИЯ
О П Т И М А Л ЬН Ы Х  ПО ТОЧНОСТИ СИСТЕМ

О п т и м а л ь н ы е  по точности САУ долж ны  обеспечивать в тре
буем ы х  р е ж и м а х  работы за д ан н у ю  точность. Р е ж и м ы  работы 
этих  систем могут  р а ссм ат р и ватьс я  либо при детерминированных,  
л и б о  пр и случа йных  сигналах .  В первом случае САУ имеют 
м и н и м а л ь н у ю  суммарную  (интегральную)  ошибку за  время пе
реходного  процесса.  П р и  этом обеспечивается мин имальное  от
кло нен ие  координ ат  о бъе кт а  от заданных значений с учетом 
ограничений сигн ала  упр авлени я .  Во втором случае  оптим аль
ные по точности САУ при случайных сигналах  имеют мини
м а л ь н у ю  средн екв адра тич ну ю ошибку при заданн ом входном 
случ ай н ом  сигнале.

П е р е д  синтезом опт им ал ьн ой  по точности САУ ставится 
з а д а ч а  н а х ож де ни я  за к о н а  оптимального  управления,  который 
с в я з ы в а е т  векторы координат  состояния  и управления  из усло 
вия  м и н и м у м а  функци она ла ,  характеризующего основной ре
ж и м  р а бо т ы  объекта .  Минимиз ир уемый функционал,  т. е. кр и
терий качеств а ,  с одной стороны,  должен соответствовать наи- 
лу чш ей р а бо т е  объекта ,  а  с другой — быть таким,  чтобы в а 
р и а ц и о н н ая  з а д ач а  р е ш а л а с ь  аналитически.  При синтезе опти
м а л ь н ы х  по точности систем широко применяют квадратичные 
и н те г р а л ь н ы е  критерии качеств а ,  содержащие координаты о б ъ 
екта  и у п ра вл ени я .  Н а  пра кти ке  возможны разн ые  задачи 
о п т и м и з а ц и и  объектов  по точности.  Рассмотрим некоторые из 
них в с л у ч а е  действия на САУ детерминированных сигналов.

О п т и м а л ь н а я  с таб и л и за ц и я  режимов объекта.  Пусть  м а т е 
м а т и ч е с к а я  модель  о бъе кт а  зап исывается  как

гд е  А —  м а т р и ц а  разме рно стью  ( п Х д ) ;  В — м атр и ца  ра з м е р 
ностью п Х г  при г коо рд ин ата х  управления,  а минимизируемый 
ф у н к ц и о н а л  имеет  вид

х  ä  А Х  -b Ви = / ( Х ,  и), (5.49)

или  в векторной  ф орм е



7 =  0 ,5 |  ( Х ГС*Х +  и г Яи)  ( И л (5.50)
о

где О, Я — диагональные м атр и ц ы  весовых к о э ф ф и ц и е н т о в  д л я  
<7<>0 и г /> 0  соответственно; Т  з н а к  тр а н с п о н и р о в а н и я  ве к
торов.  От  весовых коэффиц иен тов  за вис ят  ог р а н и ч е н и я  соот
ветствующих координат.  Е е л и  какой-либо к о э ф ф и ц и ен т  равен 
нулю, то соответствующая к оо рдин ата  ни каки х огр ани чени й 
не имеет.

При  решении поставленной за дач и принципом м а к с и м у м а  
находят за ко н  управления,  обесп ечивающи й м а л ы е  от кл оне ни я  
вектора  от заданного значения  при малой з а т р а т е  энер ги и на 
управление:

и ° ( Х ) =  — К ' 1 В г К Х ( 0 .  (5.51)

Здесь  К — матрица коэффиц иен тов  размерн остью п Х п ,  с ос то я 
щ ая  из постоянных коэффиц иен тов  6 ; / > 0 .  В ы р а ж е н и е  (5.51) 
минимизирует квадратичный функ ц ио на л  (5.50).  О п т и м а л ь н о е  
упр авление  являстся линейным,  если нет ог ранич ени й к о о р д и 
нат управления.  При наличии ограничений типа  и ( / ) е 1 /  по лу
чим нелинейный закон упр авления:

| +  « т «  При к 0, сд: ( 0  >
И ° ( 0  =  — «та* ПР И А о . с * ( 0

( ¿ о . с * ( 0  П р и  | А о . « * ( 0 1 < « т а х

[кох — коэффициент  обратной связи  САУ).
О п ти м ал ьн ая  стаби ли зация  выхода  объекта .  В этом  сл уча е  

уравнения  объекта рассмат рив аю тс я  с учетом в е к т о р а  ко орди
нат выхода:

Х  =  АХ +  Ви, У — СХ, (5.52)

а минимизируемый функцио нал  имеет вид
•О

у = 0 , 5
и

или, с учетом уравнения (5.52) ,

, / — 0 , 5  |  ( Х Та Т($СХ  +  и '  Ц и ) ( / ^
и

При полностью наблюд аемом об ъекте  ф ун кц ио на л  в ы р о ж д а е т с я  
в функцион ал (5.50).  З а д а ч а  стаб или зации  в этом  с л у ча е  сво
дится  к  рассмотренной р а н е е  стабилизации р е ж и м а  работы.  
З а к о н  управления  и°(Х) (5.51) обеспечивает м а л ы е  отк л о н е 
ния вектора  выходных пе рем енн ы х V. П о ско л ьк у  он в ы р а ж е н



через  вектор  состояния  X, то  решение задачи  стабилизации 
р е ж и м а  работы об ъек та  я в л яе т с я  более общим.

Оптимальное управление объектом по произвольному за
кону. П ус ть  объект  опи сыв ается  уравнениями (5.52).  На  в ы 
ходе  С А У  требуется  обеспечить  значение вектора  Утр с мини
мал ьн о й  за трато й энергии па управление.  Тогда минимизируе
мый ф ункц ионал  относительно вектора ошибки,  равного 
Д У ( / )  =  Vтр(/) — 'У ( / ) ,  будет  иметь вид

сс

7  =  0 ,5 | ' [ Л У ( / ) О Л У  +  и /' К и ] ^ .
о

или,  уч ит ыв ая  уравнения  (5.52) ,  получим

7 =  0,5 ]  1(Угр — С Х )7 О <Утр- С Х )  +  иг Ци] <11.
о

П о с к о л ь к у  данный ф у н к ц и о н а л  содержит вектор 'Утр (О тре
б уем ого  процесса ¡1а выходе,  то решение приводит  к тому, что 
т е к у щ е е  значение о п ти м альн ого  управления зависит  от буду
щ и х  значении  требуемого  выходного сигнала.  Р еал и за ц и ю  т а 
кого  опт им ально го  уп р авл ен и и я  можно осуществить лишь при 
зн а н и и  требуемого процесса  Утр(0-

Н а  пра кти ке  эту  з а д а ч у  иногда можно свести к задаче  
оп ти м а л ь н о й  стаб ил и зац ии  выхода  объекта.  Так,  например,  з а 
д а ч а  оптимал ьно го  уп р а в л е н и я  одномерным объектом по тре
бу ем о м у  з ако н у Xax.it), дифференциров анн ому п  раз  и удовле
т в о р я ю щ е м у  условию

-Ч ?  (О +  У , ( 0  =  0, (5.53)
I ■Л

состоит в оптимальном управлении выходным сигналом о б ъ 
ек т а  у( £ ) .  При  этом за ко н управления  £/°(Х) вы ра ж а е т с я  з а 
виси мостью (5.51) и обеспечивает  оптимальное упр авление  об ъ
ект ом  толь ко  при таких требу емых сигналах,  которые удовле
т в о р я ю т  уравнению (5.53).

Д л я  аналитического  синте за  оптимальных по точности р а 
боты С А У  можн о ис по льз овать  методы классического  в а р и а 
ци он ног о  исчисления,  динами ческого  прог раммиро вания  и прин
ц и п а  м акс и м ум а .  О д н а к о  в реальны х условиях на объект  опти
ми з а ц и и  по точности д ей ствую т разные случайные возмущения:  
н а ч а л ь н ы е  значения  ф а з о в ы х  координат неизвестны,  текущие 
з н а ч е н и я  координат  не всегда  могут быть измерены, парам етры  
о б ъ е к т а  измеряютс я  случа йн ы м  образом, поэтому теория д е 
тер ми ни ро ван но го  уп р а в л е н и я  в таких случаях  не применима.  
П р и  опт им из аци и этих об ъ е к т о в  необходимо использовать  ста 
тистичес кие  методы теории оптимал ьных  СДУ.

П р и  синтезе  САУ со случайными входными сигналами в



первую очередь р ас см атр ив аетс я  томность упр а в л е н и я .  Высо ко
точная  система может  быть со зд ан а  с ис п ольз ов ан ие м  с тат и 
стического критерия  оптимальности.  У страни ть  полностью 
ошибки в СЛУ, возникающие от случайных в ходны х  сигналов  
(помех) ,  практически не возм ож но.  Поэтому и став и тс я  з а д ач а  
синтеза  оптимальной по точности СЛУ, на х о д я щ е й с я  под в о з 
действием случайных сигналов.

Синтез  таких САУ м о ж н о  осуществить р а з л и ч н ы м и  спосо
бами.  Один из них з а к л ю ч а е т с я  в определении опт им ал ьн ой 
передаточной функции САУ из условия  м ин им ум а  либо ср ед 
неквадратичной ошибки, л и б о  статистического кр и те ри я ,  д р у 
г о й — в определении о п ти м альн ы х  значений п а р а м е т р о в  САУ 
с за данн ой структурой но минимуму с р е дн екв адра тич но й 
ошибки.

Рассмотри м часто пр и м ен яем ы й на пр ак ти ке  способ опре
делен ия  оптимальной  пер едаточной функции из у с лов и я  мини
мума среднеквадратичной ош ибки.  При  с л у ча й н ы х  воздейст
виях ош ибка  САУ такж е  я в л я е т с я  случайной ф у н к ц и е й  и опре 
дел яется  разностью фак ти че ск ого  * Вых(0 и з а д а н н о г о  х ( 0  з н а 
чений выходного сигнала.

Если входной сигнал САУ,  состоящий из п о л е з н о г о  сигнала 
* о ( 0  и помехи М О .  т - е - ф ( 0  = Л о ( 0  + М 0 »  я в л я е т с я  стац ио
нарным  случайным процессом, а ош и б ка  С А У  е ( 0  — 
=  . * ■ ( 0 — х вы х ( 0 ,  то ср едн екв адрат ич на я  ош ибка  в ы р а ж а е т с я  как

т

% (5.54)
~т

Т а к  к а к  выходная переменн ая  СЛУ записывается  к а к
со

* ВТ « ( 0 =  |  <? ( *  “  " )  * н ы г

то вы ра ж ени е  ошибки (5.56) м о ж н о  привести к вид у

П осле  математических пре образовани й получим
со

£'2 =  Я.г (°) — 2 |  Х вих (т) й хч (т) (И
о

СО СО

(5.55)
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Я ?  ( ^ )  =  Н П 1 ~  ( Т (/ —  ') «р (£ —  X,) ¿ 7 1;

Г- » “ / Л

^  — * -  }ч.
С и н те з  оптим ально й по точности САУ заключае тс я  в определе
нии частной передаточной ф ункции Щ /са )  зам кнутой системы, 
к о т о р а я  обеспечивает  минимум, значения е- 2. Минима льным  
зна ч ени е  среднеква дратичной ошибки, рассчитываемой по
(5 .55) ,  будет  в том случае,  если при т > 0  выполняется  условие

СО

( * )  -  С / г*  Ы  Х вых ( ) . , )  =  0 ,  ( 5 . 5 6 )

ко торое  наз ываетс я  у р а в н е н и е м  Винера  — Хопфа.  Реш ение  это
го у р а в н е н и я  определяет  значени е  х вых{1), которое связано 
с час тотной передаточной функцией №(/со) известным соотно
шением

№ О )  =  | * вых

Н а  осно вани и уравнений (5.54) с учетом условия физической 
осуществимости,  т. е. при К О  х аЫ\ ( 0 = 0 ,  было получено вы
р а ж е н и е  д л я  оптимальной частотной передаточной функции 
з а м к н у то й  САУ:

оэ со

^  (/■) = 7Щ7=Г У - т Ш е Ы ^ -
I) -  со

где ^ ( / < о ) — частотная ф у н к ц и я  фиктивного фильтра ;  5 , ф — 
в з а и м н а я  спе ктр альн ая  пло скость  для  #*ф(т) ;  гр*(/о>)— сопр я
ж е н н а я  частот ная  функция д л я  ф( / ю) .  При этом г|? (Уео)а^* (/о^) =  
=  | ( У ю )  12 =  5ф (о>), где гр (/со) — спектральная  плотность сиг
н а л а  ср (?) •

П р и  подстановк е  в частотную функцию Й7ОПг(/о)) Р =  !со по
лучим оп ти м ал ьн у ю  пе ре да точ ную  функцию IФ0ы (р)  системы в 
о п е р а т о р н о й  форме,  ко тора я  т а к ж е  обеспечивает минимум 
сре дн е к в а д р ат и ч н о й  ошибки при наличии на входе системы по
ле зн ог о  си г н а л а  и помехи в виде  случайных функций.

С и н те з  оптимал ьных  САУ рассмотренным методом приме
няе тся  в тех  случаях,  когда выполняются  следующие условия:  
точки  вход а  в САУ полезного  сигнала  и помехи, являю щихся



функциями стационарных случайных процессов ,  совпадают,  
т а к  как системы одномерны и выполняется  единственн ое  усло
вие осуществимости:  при ¿ < 0 ,  х Ви х ( О = 0 ст атиче ски е  х а р а к 
теристики случайных сигна лов  внешних возд ейс тв и й известны. 
Практически реализовать  полученное  в ы р а ж е н и е  передаточной 
функции №0пт[р) невозможно,  поэтому д ли  уп р о щ е н и я  прини
мают приближенное значение  № (р ) .

В общем случае для  нах ож дения  пер ед ато ч но й функции 
САУ по критерию минимума ср едн екв ад рат ичной  ошибки м о ж 
но воспользоваться уравнением

М [ { х от ( 0 ( 0 1  *1 ( 0 | = 0 .  (5.57)

Здесь  лгОПт ( 0  н * ( 0 — выходные переменные о пт им альн ой  САУ, 
имеющей и?0Пт(р) при действии полезного с и г н а л а  совместно 
с помехой п только одного полезного си гна ла  соответственно;  
■*ч(0 — выходная перемен ная  реальной С А У ,  передаточная  
функция которой будет оптимальной при вып ол не н ии  условия 
(5.57).

Если в реальной САУ д ' | ( 0 —Л'опт(0.  то  с учетом ур авне
ния (5.57)

4 ш  — М  [ - * о п т  ( 0 1  — М  [ X  ( / )  Х опт ( ^ ] .

Полученное уравнение  минимизирует  средн екв адра тич ну ю 
ошибку для  любого момента  времени. О п р е д е л и в  передаточ
ную функцию САУ, переходят  к ре ализ аци и ее звеньев.  На  
практике  большая часть элементов САУ з а д а н а  и не может  
быть измерена.  Поэтому д л я  реализации д и н а м и ч е с к и х  х а р а к 
теристик,  близких к опт имальным,  в систему вв одят  коррек ти
рующие устройства,  оп ред ел яем ые пере да точ ным и фу н кц и ям и  
зад анной части САУ и о п т и 
мальной №0пт (р) .  Решение  
этой части задачи можно осу
ществить разными известными 
методами,  в том числе и ч а 
стотно-логарифмическим.

Построение оптимальных по 
точности работы САУ при с л у 
чайных сигналах.  О б о бщ енн ая  Рис. 5.5.
структура  проектируемой о п т и 
мальной САУ представлена  на рис. 5.5. З д е с ь  О У — опт ими зи
руемый объект  управления,  описываемый на и н те р в а л е  времени 
[б, Т\  векторным уравнен ие м вида X —Ф (Х ,  и, I, / ) ;  У У — 
устройство управления;  Д О С  — датчик о б р ат н о й  связи;  
Х(0,  0 — случайный вектор начальных ф а з о в ы х  ко орди н ат  с з а 
данной плотностью вероятностей;  и — вектор упр авлен и й,  о г р а 
ниченный по значению ( и е б ' ) ;  X — вектор состо ян ия;  У — век
тор обратной связи, опр ед еляем ый  функцией У =  Ф 1 (Х, и, г>, / ) ;



7} — с л у ч а й н ы й  векторный процесс,  зависящий от ошибок изм е
рений в е к т о р а  У (при У =  X ) ; f — вектор случайного про
цесса возм ущ ен ий .

Синтез  в данном  случае  сводится  к определению вектора  
оп ти м ал ьн о го  управления  и° ,  при котором существует мини
мальное  м ате мат ическ ое  о ж и да н и е  интегрального функцио нал а

где Р — п о л о ж и т ел ь н а я  функция.  При  вычислении величины 
М [ ] \  ос редн ен ие  ф ун кцион ала  /  производится по мно жествам 
случ ай н ых нач аль ны х  значений X(О, I) пекторов обратной свя 
зи и возмущен ий.

О п р е д е л ен и е  оптимального  управления  1:0(Х, /) д л я  любого 
момента  вр ем ен и 0 < / < 7 ’ из условия  минимума статистиче
ского ф у н к ц и о н а л а  (5.58) при заданн ом уравнении объект а  и 
слу ча йн ых с и гна лах  можн о осуществить с помощью метода 
ди на ми ч еско го  про граммирования .  В этом случае обобщенное  
уравнен ие  В е л л м а н а  примет вид

цесса в о зм у щ ен и й  [ соответственно;  6,, — коэффициент,  равный 
единице при ¿ =  / и равный нулю при ¿Ф/  ( ¿ < / ' < я ) .

Р а с с м о т р е н н ы е  ва риа ционн ые  методы синтеза д а ю т  лишь 
общую х а р а к т е р и с т и к у  опт имальной САУ в целом. Д л я  получе
ния о п т и м а л ь н ы х  хара кт ерис тик  корректирующих устройств  в 
за мкн ут ой  системе необходимо дела ть  пересчеты с помощью 
методов те ор ии  автоматического  управления.  Эти пересчеты не
слож ны  л и ш ь  д л я  простых линейных стационарных САУ. Д л я  
систем высоко го  порядка  и д л я  неизвестных за ра не е  процес
сов л'вх ( 0  ук а за н н ы е  пути решения задачи синтеза становятся  
пр ак ти че ски  невыполнимыми. Оптимизация  объекта  в таких 
с л у ч а я х  д е л а е т с я  методом накопления  информации и последую
щего  ее применения в управлении объектом.  Некоторые с л о ж 
ные САУ р а с см ат ри ваю тс я  в литературе ,  но и там ч аще всего 
построение  оп тим альн ых  систем выполнено с помощью ЭВМ.

5.6. П Р И Н Ц И П Ы  П О С Т Р О Е Н И Я
О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  ПО Б Ы С Т Р О Д Е Й С Т В И Ю  СИСТЕМ

О п т и м а л ь н ы е  по быстродействию САУ д олж н ы  обеспечить 
о т р а б о т к у  за д ан н о го  перемещения,  переход с одной скорости 
измен ени я  п а р а м е т р а  на другую, выполнение зад анной работы

(5.58)

где т,- и о /  — среднее значение  и дисперсия случайного про-2



за минимальное время при соблюдении з а д а н н ы х  ограничений. 
Бр емя переходного процесса в любой р е а л ь н о й  СЛУ  не д о л 
ж но  быть меньше определенной ми н и м а л ь н о й  величины из-за 
ограничений, н а к ла д ы в а е м ы х  на коо рд ин аты  упр авлени я  и в ы 
хода. Оптимальные по быстродействию С Л У  являю тся  част
ным случаем оптимал ьных  систем.

В оптимальных по быстродействию с и стем ах  выполняются  
условия минимизации функционала:

( / о  — начальный момент управления  о б ъ е к т а ;  Т —  конечный 
момент, при котором выходные координаты о б ъ е к т а  принимают 
требуемые зна чения) .  Под  дли тельностью переходного  процесса 
понимают интервал времени Т— (о, в течение  которого  ошибка  
СЛУ и се производные ум еньшаются  д о  за д ан н о г о  значения.

Оптимальные по быстродействию С Л У  используют при об
работке  больших ошибок.  Это, как  п р ави ло ,  нелинейные си
стемы из-за наличия в них нелинейности т и п а  насыщения.  К р о 
ме того, следует принимать  во внимание  ограничения ,  которые 
накладыв ают ся  на координаты у п ра влени я  с учетом техноло
гических, экономических и других ф акт о р о в .  Если в течение 
процесса управления  все сигналы в системе удовлет вор яю т н а 
ложенным ограничениям,  то такое  уп р авл ен и е  наз ывается  д о 
пустимым.

Д л я  синтеза оп тимальных  по быстро действи ю СЛУ исполь
зуют методы вариационного вычисления.  Нели множество д о 
пустимых управлений является  открытым,  т. е. сигналы в си
стеме не могут принимать  граничных зна чении,  то лучше всего 
применять метод классического  вариа ци он но го  исчисления.  Если 
ж е  множество допустимых управлений я в л я е т с я  замкнутым,  
т. с. сигналы в системе могут принимать  гр ан ич ны е  значения ,  
то, поскольку применение  классического вариа ци онн ого  исчис
ления  вызывает  большие матем атические  трудности,  следует  
использовать д ля  нахо жде ния оп тим ально го  уп ра вл ен и я  п ри н
цип максимума.  В реальных СЛУ сигн алы всегда имеют г р а 
ничные значения,  поэтому множество  д оп усти м ы х управлений 
является замкнутым.  Синтез системы в этом сл уча е  сводится 
к составлению функции Гам ильтона  (5.54) ,  ко то р ая  при оп ти 
мизации объекта  управл ени я  из ус лови я  м акс им альн ого  б ы 
стродействия с учетом fo{X,  ») =  ! в ф у н к ц и о н а л е  (5.43) и 
i|'(i — — 1 примет вид

т

П
/ / * = -  1 +  У ' Ь ( 0 / , ( Х ,  и ) = - 1 + / / ( $ ,  X, и),

1
П

где Я ( ф , Х ,  и ) - = ^ ( 0 / , ( Х ,  и). (5.59)



Если м а те м а т и ч е ск а я  модель объекта  управления з а д ан а  в 
виде ура в н е н и й  состояния  типа  (5.49),  функцию Гамильтона  
(5.59) м о ж н о  привести к виду

Ж ф ,  X , и) =  фг ( ¿ И (Х ,  и) =  ' /  ( 0 А Х  +  
+  фг <*) В и -  $ г (* )А Х - |-В г ф (0  и.

У равне ние  вектора  вспомогательных переменных в этом 
случае  будет  следую щим:

ф ( * ) =  ~ д Н / д Х  =  — фг (¿) д /  (X, и)/е»Х, (5.60)

а условие  м а к с и м у м а  функции Гамильтона  (5.48) —

т а х  [ Н № ( Т ) ,  Х ( 7 ’)]} =  1, 4 * « ( П =  -  1- , , , п
и" (0 6 У ( э . Ы )

За тем  н а х о д я т  опт имальное  управление  с учетом ограничения  
координат  | и (*) < 1 )т а х  | из Условия максимума  функции (5.59):

и ° У )  =  и тахвё п ( И и)

И Л И  при ( У / т а х =  1 :

й° ( /)  =  1 ■$ё п ( И и ), (5.62)

где Н и = д Н ( $ ,  X, и ) /д и  =  В ' ф ( 0 ;  I — единичная  диа го н а л ь н а я  
матрица

1 0 0 * , 0
0 1 0 .  .  . 0

0 0 0 .  . . 1

Ур ав н ен ия  (5.49),  (5.60) и (5.62) составляют систему у р а в 
нений ва ри ац и он н ой  задач и синтеза  оптимальных по быстро
действию ур авне ни й с 2п +  г  неизвестными,  которые находят  
при известных нач аль ны х условиях л\(/о) и ^¿(¿о)- Обычно из
вестны т о л ь к о  на ч аль ны е  значения координат  состояния о б ъ 
екта и неи зве стны начальные значения.

В н а с т о я щ е е  время нет аналитических способов д ля  н а х о ж 
дения ^¿(¿о) в явном виде, поэтому д ля  их определения  исполь
зуют итераци онн ый  метод. Он основан на последовательном 
п ри бл иж ени и от  некоторого исходного начального набора  з н а 
чений ^ ( ¿ о )  к окончательной совокупности ^( ¿о )»  которая  со
ответствует решени ю оптимальной задач и.  Один из воз мож н ых  
способов т а к о г о  решения за клю чае тся  в том, что, взяв произ
вольное з н ач ен и е  ^ / ( ¿ о ) ,  находят  соответствующие им уп р ав 
ления  иу(/о) и траек тории  аг? (^о) • Если полученные лг°(0 сов
падают  с з а д а н н ы м и  конечными значениями при ¿ =  7\ т. е. 
если вектор  состояния  Х°(7’) равен за дан ном у вектору конеч
ного состояния  Х ( Г ) ,  то выбор нач аль ных  значений ф п(/о) сде-



л а н  правильно.  Если же  траектории д:?(/•) не проходят ч ер е з  
за дан ные  конечные значения *,•(7'), то необходимо в ы б р а т ь  
другие  значения  и повторить решение1 задачи.

На  пра кти ке  при синтезе оп т и м а л ь н ы х  САУ в ряде  с л у ч а е в  
не требуется определять  полностью вспомогательные ф у н к ц и и  
11?« (О I а достаточно лишь знать мо менты  (/у) изменения з н а к а  
величины Н и. В этом случае закон у п р а в л е н и я  являе тся  ре-  
лейн ым:

+  1 при V  ^  ( / ) > 0 ,

«5 (о  =  : 1
— 1 при V  ¿ ^ ( ¿ )  <  0.

/-1

Если объект  управления опи сывается  линейным д и ф ф е р е н 
циальным уравнением п -го поряд ка  с постоянными к о э ф ф и ц и 
ентами и корни его характеристического  уравнения д е й с т в и 
тельные,  то д л я  оптимального по бы стродействию уп р а в л е н и я  
необходимо н достаточно п ин тер ва лов  максимального з н а ч е 
ния управления  и тах с чередованием з н а к о в  на этих и н т е р в а 
лах  (п— 1) раз.  Зн ан ие  числа пер еключений дает  в оз м ож н ос ть  
сократить объем вычислений по опр ед елен ию о п т и м а л ь н ы х  
управлений.  Расче т  моментов пе ре клю чен ия ( ^ ) ,  который в 
общем случае  являе тс я  весьма слож но й задач ей,  возможен р а з 
ными методами.  Наиболее  просто эти вычисления про и зв од ятся  
при воздействии на объект лишь одного  уп ра вляю щ его с и гн ал а .

Например, если линейный объект с характеристиками, изм еняю щ им ися  
во времени, при отсутствии ограничений на коорди н аты  вектора состоя ни й  
объекта и возм ущ аю щ их воздействий с о д е р ж и т  только последовательно с о 
единенные инерционные и интегрирующие звен ья  и описывается д и ф ф е р е н ц и 
альный уравнением

/-1
то в случае, когда это  уравнение имеет п н улев ы х корней,  
ключения рассчитываются по формуле

моменты пере-

и =  4 | /  (̂ п  1)! х \ Т ) ~ х \ 0 )
4 г̂*и тах

вш*
мг
2п (5 .63)

Это выражение показывает, что моменты переключений зависят от начальны х  
и конечных значений координаты выхода об ъ екта ,  а такж е от величины  
Утах- Больш ую роль при расчете моментов переключения реле играет п р а 
вильный выбор знака сигнала управления на первом интервале V 1°. П р и  
установившемся начальном и конечном с о ст о я н и я х  объекта знак сигнала на 
первом интервале м о ж н о  выбрать по ф ор м ул е

«? =  [*  { Т )  — х  (0)]. (5 .64)



В общ ем случае вы р а ж ен и е  д л я  будет значительно сложнее,  чем (5.64).  
Е сли  ж е  линейный о б ъ е к т  с о д е р ж и т  только параллельно соединенные звенья 
и звенья с  обратны ми с в я з я м и  и описывается дифференциальным уравнением  

п т

х(п) ( 0 +  хГ1~ ‘ ^  ~  2 !  Ьк11к№ '  т < п ’
»■•=1 Л̂ О

которое для  простоты р асчета  моментов переключения / ,  представляется
канонической формулой

П
^ ( 0  — ^ ( 0  +  ^ «  ( 0 ,  * { 1 ) = У л г 1 (О,

1=1
то  моменты переключения последовательно м ож н о  найги из уравнения

^  е>' -  [г,  ( ( , )  -  2 , (¿,_,)] =  ( -  1)' 2 и тп  ^  ( / ‘ -  1),
1 — 1 ¿ —1

г д е  Я, =  р , — корни характеристического уравнения; ¿ ¡ ( / ) — канонические пе
ременные. Знак сигнала управления на первом интервале м ож но выбирать
по формуле (5 .64 ) .

В рассмотренных пр им ерах  оптимальное  управление  опре
дел ял ось  без непосредственного  использования  координат  век
то ра  состояния.  Это  обусловливает  р е ализ аци ю  законов  у п р а в 
ления  по принципу ра зом кнутой системы и предполагает ,  что 
вектор состояния Х(?) в конце процесса управл ени я  точно со
ответствует з а д а н н о м у  Х ( Т ) .  Поскольку  в реальных условиях 
на САУ воздействуют различ ные  внешние возмущения,  х а р а к 
теристики об ъек та  не постоянны, а сигнал  управления  не 
всегда равен ± £ У шах, то после окончания процесса управления 
при 1->Т вектор состо ян ия  Х(/ )  будет отличаться  от заданного  
значения  \ ( Т ) .  П оэт ом у ,  если величина  вектора ошибки 
Е(7)  =  Х„ х ( 0 — ( Хих ( 0  — вектор з а д а ю щ е г о  воздействия) 
допустима или если н евозм ож но  получить информацию о век
торе  состояния о б ъ е к т а  в процессе управления ,  то используют 
управление  по пр и нци пу разомкнутой системы.  Д л я  л и к в и д а 
ции ошибки в у п р а в л е н и и  из-за внешних возмущений можно 
выполнить д о п о лни тельн ы е  расчеты по уточнению моментов 
переключения реле  ((х ) в зависимости от внешних возмущений.  
Если внешние в о з м у щ ен и я  невозможно измерить,  то получают 
информацию о вел ич ин е  вектора  состояния Х ( / ) -  Д ал ее ,  вычис
л и в  отклонение от з а д а н н о г о  Х„х(/),  м ож н о  произвести корре к
цию моментов д л я  получения заданного состояния  Х ( 7 ) .  Это 
реализуется  в р а з о м к н у т ы х  системах только  с использованием 
ЭВМ.

Д л я  увеличения  точности работы САУ применяют принцип 
управления  по откло нен ию .  Закон оптимального  управления в 
этом случае ф о р м и р у е тс я  не в функции времени (см. в ы р а ж е 
ние (5.62)) ,  а в ф у н к ц и и  координат вектор а  состояния Х(/)



или сектора  ошибки Е(^). С ин те з  таки х опт им альн ых  по быст 
родействию СЛУ, имеющих з а м к н у т ы й  контур р е г ул и рован и я ,  
осуществляют обычно методом фа зо во го  пространства.  О н  н а и 
более хорошо разработан д л я  з а д а ю щ и х  воздействий Л'й х ( 0 ~  
=  Хвх-1(*) ,  т. е. для  автоматической стаб или зации  выходной 
координаты объекта:  х ы,п (t)  const .  П р и  этом за ко н о п т и м а л ь 
ного управл ени я  в соответствии с принципом м а к с и м у м а  ф о р 
мируется в виде нелинейной за ви си мости коор дина ты у п р а в л е 
ния от координат  вектора состояния:

И° [X  (01=  — sgn \ S ( X ) } .  (5.65)
З н а к  сигнала  управления на первом интервале  пе р ек лю чен и я  
определяется  выражением

tt;=-sgn(s[x(0), х m u ,
где Х(0)  и Х(7’) — начальное и з а д ан н о е  значения  в ект о р а  со
стояния соответственно.

С тр у кт у р а  оптимальной по  быстродействию С Л У  о п и с ы в а 
ется аналитическим выраж ени ем  фу нкции S ( X ) ,  ко то р ая  н а з ы 
вается ф у н к ц и е й  переключения ,  и релейным за кон ом  у п р а в л е 
ния (5.65).  Д л я  систем про грам мн ого  управления  и с л е дя щ и х ,  
имеющих з а д аю щ и е  воздействия  в виде любого  типово го  си г 
нала  (линейного,  гармонического и т. д . ) ,  структура ,  о п и с ы в а е 
мая  вы ра ж ени ем  (5.65), не в сегд а  обеспечивает  о п т и м а л ь н о е  
по быстродействию управление.  П о э т о м у  для  систем, у котор ых  
входной сигнал .vBX( 0  =  vario, з а к о н  оптимального  у п р а в л е н и я  
описывается  нелинейной зависимостью

« ° [ E ( 0 J = s g n [ 5 ( E ) ] .

При этом в большинстве п рак ти че ски х  случаев  синте з  о п т и 
мального управления,  выполненный методом ф а з о в о го  п р о 
странства ,  сводят  к определению ф а з о в ы х  тра ект ори й в п р о 
странстве или линий переключения нефазовой плоскости.

Следует  отметить,  что р а з р а б о т а н н а я  для  оп ред ел ен но го  
типа з а д аю щ ег о  воздействия .Vi,x( 0  оп ти мал ьн ая  по б ы с т р о д е й 
ствию СЛУ  может  не быть оп ти м а л ь н о й  при других з а д а ю щ и х  
воздействиях.  Поэтому синтез опт им ал ьн ой  С Л У  д о л ж е н  в ы 
полняться  с учетом типа и п а р а м е т р о в  з ад аю щ ег о  воздействия .



Глава 6

И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

6.1. И Н В А Р И А Н Т Н О С Т Ь
И Е Е  П РА К Т И Ч Е С К А Я  Р Е А Л И ЗА Ц И Я  
В СИ СТЕМ АХ А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Т еория  инвариантности — один из основных разд елов  общей 
теори и автоматического  управления,  который обосновывает 
си н те з  структуры и в ы б ор  параметров  СДУ, находящи хся  под 
воздействие м возмущений и помех. При выполнении условий 
инвариа нтн ости  достигается  или независимость (инвариант
ность)  регулируемой величины от внешнего во зм ущ аю щего  воз
д ей ств и я  и изменения  п а р а м е т р о в  системы, или точное воспро
изве де ние  упр авляю щ его воздействия .  Первый случай имеет з н а 
чение  д л я  систем стаб и л и за ц и и ,  второй — для с л едя щ и х систем.

Р е ш а я  задач и инвариантности,  различают САУ, созданные 
н а  основе  следующих принципов:  а) регулирования  по о ткл о
нениям;  б) регулир ования  по возмущениям; в) комбинирован
ного. Если СДУ со мног ими  регулируемыми пар аметра ми соз
д а н а  на основе принципа регулирования по отклонениям,  то вся 
си с т е м а  в целом будет  описываться  совокупностью д иф фе рен
ц и а л ь н ы х  уравнений с переменными

Яц (?) '* !  +  £ „  ( ? )  * !  +  . . .  +  «!/ (?) +  . . . + а 1я (?) х п~ ^ ) ,

а*Л я)*у  +  %•>(?) * 2 +  ■ • • •  +  «:>/ ( ? ) * /  +  • • . 4 - я ая(?) * « = / 2 (0 . 
  (6 . 1)

а и ( ? )  х , +  а п  (?)  х 3 +  . . .  +  а /у(?) х 1 +  . . .  +  а , я ( ? )  *„  =  / ,  (*),

а - п Л я ) х х + а п2{я) х., -(- . .  ( ? ) * , +  (?) * „ = / (¿),

где полиномы имеют, н ап ри мер ,  вид

Щ) <Л)~  ^ / 7 Э + #*;// +  г ф  2,

О п р ед ел и м  условия  инвариантности какой-либо /-й коорди
на т ы  х , ( ( )  от внешнего возмущения / , ( / )  произвольного вида. 
Д л я  решения за д ач  инвариантности раци она льно воспользо



ваться операционным исчислением,  а именно методом п р е о б 
разовани я  Л а п л а с а ,  п озв оляю щи м легко выявит ь  ро ль  н а ч а л ь 
ных условий в достижении полной инвариантности,  а т а к ж е  
простым путем перейти от исходной системы д и ф ф е р е н ц и а л ь 
ных уравнений к соответствующей им структурной схеме  ис с л е 
дуемой САУ. Кроме того, с по мощ ью  операционного  исч исле
ния удается легко  обна ружи ть  физический смысл с ам ог о  к р и 
терия  инвариантности.

Применив преобразования Л а п л а с а  к ур ав н ен и я м  (6.1) ,  по
лучим следующие выражения:

а и ( р ) Х 1 + а У1{ р ) Х . 1 -\- .•■ +  " . п ( Р ) ^ п  =  Р 1 (р)  +  Ы ^  ( р ) ,  

«21 (Р) *1  +  а 22 (р )  Х 2 +  . .  . +  а 2я (р)  Х П =  Р 2 (р ) +  £1?2(р ),
  (6-2)

а п\ (Р) х \ +  а п2 (Р) X ,  -Н . . .  +  а пп ( р ) Х п =  Ь \  ( р )  +  (/?)•
Здесь  вторые члены правой части ка ждого  из ур авн ени й ото
б р а ж а ю т  начальные условия.  Т ак ,  например,  д ля  первого  у р а в 
нения этот член имеет вид

У!?1 (р)  =  1и  [я, (0) р +  х , (0)1 +  т п х х (0) +
+  Л ■> [Х '2 (0) р  х-, (0)1 +  П1 1гх., (0) [ х я (0) р  - | -

+  А'/1 ((̂ )1 4" т \пХп (())-

Аналогично вводятся на ча льны е условия  и в д ру ги е  у р а в н е 
ния.

Д л я  определения  условий инвариантности Х , ( р )  от / ^ ( р )  
решим алгебраически систему уравнений (6.2) относительно 
и зо браж ен и я  переменной:

« п  (Р) ЛгЛР)  . . .  а и (р )  . . .  а 1п [р)  
а-:ЛР)<1-22 (Р) ■■■ а у  {р) . . .  а,’п(Р)

(р )  а йч (р) ■ ■ ■ а п; (Р)  ■ • ■ а пп(р )

Х ] { Р ) = -

«11 (р )  ■ ■ «1,7-1 (р У /•', (Р)  +  2 Ъ ( Р )
а 21( р ) . . ■ а,, )-1 (р)

X
^  (Р)  +  I / ? ,  (Р)

а п1 (р ) . • «Л./-1 {Р) / ' л ( / 0 + У Я я (Р)

X

Я1, /Н ( р )  . . .  Ч\п (р )
а ? . л 1 ( р )  . - . а , п {р) 

1 {р) . . .  а пп( р )

X

(6.3)

Р а с к р ы в  главный определитель  системы и о п ре д елит ел ь  п р а 
вой части выр аж ен и я (6.3) по эл емент ам  /-го столб ца  и опустив 
д ля  краткости записей букву р,  получим



О Х ]  { р )  =  \ а ^ }  Ж , / +  +  • • •  +  « / ;  +  • • •
. . .  +  а п]М п]] Х } (р )  =  М Ч {Ь\ +  ч ; / ^ )  +  М 2_, (Р 3 +
+  т )  +  ■ ■ • +  м и ( Л  +  УЯ<)  + . . .  +  М п} 4- 2 # в), (6.4)

где М и , М 2/, • • • .  Л1*/ — алгебраич еские  дополнения,  соответст
ву ющ ие  эл еме нт ам ац а,„ главного определителя  системы:

а п а 12. ■ а ч  . ■ «1/,
Й.цЯо2 ' . (¿2) • • ■ а 2п

О  ( р )  = а Па 11 • .  а 1}. . ■ а т

а пгап, . . . а п} . ■ • &пп

(6.5)

И з  в ы р а ж е н и я  (6.4) следует,  что для  достижения ин ва ри ан т 
ности А'/(?) относительно /,•(/) необходимо и достаточно,  чтобы

М ц  =

а ц #1, } - \  а\ ,  /-и «.я
а , } 0.2, ¡■■■л . . а , п

« г - 1 , 1 . . • ■ Йл-1’ п
1 , 1 . . • • Я̂ Ч-1, п

а пХ . . Оп, )—\ Оп, )-г 1 ■ ■ о пп

—  0.
(6 .6)

Этот критери й инвариантности дает  возможность  синтезиро
вать  ин вари ант ны е  САУ в классе  систем регулирования  по от
клон ени ям .

Анал огично решаются  з а д а ч и  определении условий ин вари
антности нескольких к о ор дин ат  относительно одного или не
с ко л ь к и х  в о зм ущ аю щ их  воздействий.  Однако по мерс роста 
числа  переменных и усл о ж н ен и я  постановки за дач и инва риа нт
ности резу льт ат ы  становятся  трудно обозримыми.  Д л я  получе
ния прос тых правил,  с по мощ ью  которых мо ж н о было бы легко 
п о л у ч ать  соответствующие условия инвариантности,  в этом слу 
чае исп ользуются  опер аци онное  исчисление и обычные пред
с т ав л е н и я  теории автоматического  регулирования и управления.

Е с л и  из в ы р а ж е н и я  (6.4) определить Х / ( р ) ,  то при нулевых 
н а ч а л ь н ы х  условиях

X ]  ( р )  = т  [ Ж , у  ( р )  У71 ( / > )  +  • * ■  Ч" М ц  ( р )  /■1 ( р )  +  . . .

. . .  +  М я } ( р )  Г я { Р ) ] , Ю ( Р ) .

С ч и т ая  все возмущения,  кр ом е / ¿ ( 0 .  равными нулю,  запишем 
в ы р а ж е н и е  д ля  передаточной функции УР (р)  м еж ду  точкой при
л о ж е н и я  внешнего  воздейс тви я  /,•(*) и точкой измерения  коор
д и н а т ы  Х / У )  как

И7 ( р )  =  X J ( р ) ^  ( р )  =  м , } ( р ) ! В  (р).  (6.7)



При выполнении условия а бсол ю тн ой  инв ари ант нос ти (6.6) из 
в ы р а ж е н и я  (6.7) получаем, что t t ? ( p ) = 0  при 0 ( р ) щ £ 0.

Таким образом,  д л я  достижения абсолютной инвариантности  
некоторой координаты Xj ( t )  относительно вн еш н ег о  воздействия  
fi(t) нео бх оди мо  и достаточно, чтобы передаточная  ф у н к ц и я  
U (р) между в н еш н им  воздействием  / , ( / )  и в х о д н ы м  с и г н а л о м  
измерительного  устройства X j ( t )  б ы л а  бы тождественно ра вн а  
нулю.  П р и  этом остальные воздействия  отсутствуют, а н а ч а л ь 
ные значения  всех координат  нулевые.

Д л я  САУ, созданных на основе  принципа  р е г у л и р о в а н и я  по 
отклонениям, практически н е л ь з я  добиться  абс олю тн ой  и н в а р и 
антности регулируемого п а р а м е т р а  x{ t )  относительно внешнего  
возмущен ия / ( / ) ,  действующего на сам объект  регулир овани я ,  
поскольку  при этом возника ет  затруднение  при нц и пи альн ог о  
хар акт ера :  д ля  удовлетворения  условия абсолютной и н в а р и а н т 
ности необходимо иметь ф из ич ески е  устройства,  в ы п о л н я ю щ и е  
операции идеального диффе ре нц ир ова ни я .  Это п р а к ти че с к и  не
достижимо.  Следует отметить,  что выполнение д и ф ф е р е н ц и р о 
вания,  весьма близкого к ид еальн ом у ,  не об еспечивает  условия  
абсолютной инвариантности.  Д а ж е  малое  откло нен ие  от  иде
альности приводит  к та кому ж е ,  хотя и малому,  но су щ е с т в е н 
ному отклонению от условий абс олютной инвариа нтн ости  (6.6),  
а при перекомпенсации,  д а ж е  если она очень м а л а ,  С А У  мо
ж е т  стать «негрубой»,  по оп ределен ию  А. А. А н дро но ва .  Это 
означает,  что в соответствующих ха ракте рис тичес ких у р а в н е 
ниях САУ могут появиться м а л ы е  отрицательны е член ы,  по
р о ж д а ю щ и е  неустойчивость системы.

Т а к и м  образом,  при о т к а з е  от идеализа ци и д и ф ф е р е н ц и а 
торов в САУ, созданных на  основ ани и принципа р е г у л и р о в а н и я  
по отклонениям, появляются неус трани мые про тивор еч ия  м е ж д у  
требо вани ями устойчивости и инвариантности.  П о э т о м у  и воз
никает необходимость отбора САУ,  которые при выпол нен ии 
условий абсолютной ин вариантности не п р е в р а щ а ю т с я  из «г ру 
бых» в «негрубые». Д и н а м и ч е с к и й  смысл  у с л о в и я  аб солютной  
инвариантности, т. е. п о лн ой  к о м п е н с а ц и и  в о з м у щ е н и й ,  з а к л ю 
чается в  том, что С А У  создает воздействие на объект у п р а в 
ления,  в  точности равное в н е ш н е м у  воздействию на  него,  но  
противоположно направленное ,  т. е. W{ p )  =  — F( p ) .

При  постановке задач  инвариантности  в о з м о ж н ы  случаи,  
когда  учитываются  действия вне ш ни х возмущений не т о л ь к о  на 
объект  управления,  но и на эл ем ент ы  САУ. П р и  этом у р а в н е 
ния, описыва ющи е динамические  свойства САУ, им ею т п р е ж н и й  
вид (см. (6 .1) ) .

М о ж н о  стремиться к д о ст и ж е н и ю  инвариантности одной  из 
координат  относительно всех внеш них  возмущений или к  д о 
стижению инвариантности всех координ ат  относительно одного  
какого-либо из возмущении.  Т а к и е  задачи  н а з ы в а ю т с я  з а д а 
чами полиинвариантности.



В рассмотренных с л у ч а я х  предполагалось,  что внешнее 
возм ущ ен ие ,  действующее на объект управления,  или помеха, 
д е й с т в у ю щ а я  на как ой-либо из элементов СЛУ, являю тся  не
и зв ест н ы м и  и произвольно изме няю щимис я  функциями времени. 
Е с л и  ж е  во зм ущ аю щ ее  воздействие  есть известная функция 
времен и,  то достигнуть инвариантности топ или другой коор
д и н а т ы  относительно этого  возмущения значительно проще. 
В с а м о м  общем виде п р о б л е м а  инвариантности при функцио
н а л ь н о  за д ан н ы х  в озм ущ ен и ях  рассмотрена в литературе .

П р о б л е м а  физической осуществимости САУ, которые удо
в л е т в о р я ю т  условиям абс олютной инвариантности,  является 
г л а в н о й  д л я  всей теории инвариантности в целом.  Сущность 
к р и те р и я  отбора  физически осуществимых абсолютно ин вари
а н т н ы х  С Л У  от нео суще ств имы х состоит в том, что для  дости
ж е н и я  абсолютной инвар иантн ости  координаты Л',(у) от возму
щ ен ия  / , ( 0  необходимо,  чтобы решение Хи л 2, . х п исходной 
сис темы уравнений

ац(<7) * 1 -!- а п {д) х ъ-\-. ..-'г а ч ( д ) к } +  . . .  ■\-а1п( д ) х п= / х (О 
а 2]( д ) х г ~а-,2(д)х.2 \ - . . .  \-а.г1(д)х} + . . . +  а 2п1 д ) х п = / , Ц )

(Я' х у '-аг.(д)х. ,  . . . + а , , ■(</)*, +  . . .  + а 1п(д) х п = / ^ )

{д)х1+а„2{д)х->+... + ап]{д)хГ г . . .+ апп{д)хп- ^ М

(6 .8 )

где  коэ ффициенты сщ{д) (I, /  =  1, 2, . . . ,  п)  являю тся  полино
м ам и ,  соответствующими системе уравнении (6.1) ,  совпадало 
бы с решен ием  л'ь х 2, . . .  д л я  этой САУ в раз омкнутом ее 
состоянии,  но при учете ус лови й абсолютной инвариантности,  
о тсутст вии  других внешних возмущений и нулевых начальных 
значениях,  всех координат.

С ледовательно ,  д ля  р еал и за ц и и  в СЛУ условий абсолютной 
и н вари ант но сти как  в за м к н у то м ,  та к  и в разо мкн утом состоя
нии необходимо убедиться в возможности компенсации внеш
них во зм ущ ен ий  при з а м к н у то м  и разомкнутом контурах  основ
ной об р ат н о й  отрицательной  связи системы. При достижении 
ин вариа нт но ст и у п р а в л я е м о го  параметра  относительно внеш 
него возмущения,  дей ств ую щего  на сам объект  управ ления ,  р а з 
р ы в а ю т  все связи на вых оде  объекта управления ,  а т а к ж е  и 
конту р основной обратной отрицательной связи.

Д о с т и ж е н и е  абс олютной инвариантности — это нахождение 
после  решения системы уравнений (6.8) вынужденной состав
л я ю щ е й ,  возникающей в резул ьт ат е  действия соответствующего 
в о з м у щ ен и я .  Пер ехо дн ая  со ст ав ляю щ ая ,  которая  обусло влива 
ется  н ач аль н ы м и  зн а ч е н и я м и  координат,  может  и не быть р а в 
ной нулю.  Например,  если в системе (6.8) только  первое у р а в 
нение  описывает  д ин ам ич ески е  свойства объекта  управления,  
а все остальны е уравнении о т р а ж а ю т  динамические  свойства



СЛУ, то при размыкании всех связен  на выходе С Л У  и о б ъ е к т а  
первые члены во всех у р авн ени ях (0.8) ,  кроме первого ,  с т а н о 
вятся ра вн ыми нулю. Тогда  сис тема  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
нении (6.8) принимает  следующий вид:

#11(?) (?)*2-Г.. .-\-ач {я) х ,  + . ■ + Яи(?) х п -= /х (0
0 \-сиЛ?)*2+- . + а ^ ( д ) х ; -  {- / , ( 0

0 : а, (?) *2+ ■• \-ап {ч)х,  ¡-. -• -Ь а М х п -/< (0

0 + аяЛя)х2 Ь. • +  ««;(?)*; ¡'■ ■ ((/) Хп- / « ( о
Если на систему действует т о ль к о  одно возмущение  / , ( 0 »  го 
выра ж ени е  изображения по Л а п л а с у  координаты .\'1 при н у л е 
вых на чаль ны х  условиях д л я  за м к н у то й  СЛУ имеет вид

Х Л Р ) - = [ М ^ ( Р ) , 0 Л Р ) \  Ъ ( р ),  (6.9)

где й о ( р )  — главный опр ед елитель  системы уравнений (6 .8) ,  к о 
торый зап исывается  в виде в ы р а ж е н и я  (6.5);  М а  — а л г е б р а и ч е 
ское дополнение ,  соответствующее элементу ( р ) . Усл ов ие м  
абсолютной инвариантности к о орд ин аты  х\(1)  относит ельно  в о з 
мущения М О  является

М Л р ) -  0. (6.10)

Д л я  разомкнутой СЛУ в ы р а ж е н и е  из ображен ия  по Л а п л а с у  
координаты .V] при перечисленных условиях будет иметь  вил

^ р { р ) ^ [ М , 1р{р). ) р (Р)\  /=-,(/;). (0.11)
Поскольку  всегда М Лр(р) = М ; \ ( р ) , условие ин вариа нт но сти 
(6.10) является  достаточным и д л я  СЛУ в ра зо м к н у то м  со
стоянии.

В ы ра ж ени я  (6.9) и (6.11) будут  одинаковыми при в ы п о л н е 
нии условий

О 0 (р)  /■■ 0, Г)р ( р ) - 0. (6 .12)
Первое из них в реальных СЛУ  выпол няется  фактически всегда .  
Исходя  из этого, можно сф о р м у л и р о в ат ь  критерий фи зи ческо й 
неосуществимости абсолютно инвариан тной СЛУ с л е д у ю щ и м  
образом; абсолютно инвариантная С Л У  не может выть ф и з и 
чески реали зо ван а,  если матрица системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
уравн ен ий ,  которая описывает по ве д е н и е  иссле дуе мой  С Л У  в 
разомкнутом состоянии, после  учета у с л о в и й  абс олютн ой и н в а 
риантности становится тождественно ровной н у л ю ,  т. с, 
£)р ( р ) =  0. Использование этого  критерия  весьма удобно при 
практическом отборе неосуществимых абсолютно и н в а р и а н т н ы х  
СЛУ.

Определение  условий ин вари ан тн ос ти  сводится к тому,  ч т о 
бы при 0 , , ( р )=£-0 в системе у п р а в л е н и я  можно было р е а л и з о в а т ь



к о р р ек ти ру ю щ ее  устройство,  вводимое в нее д л я  достижения 
у с л о в и я  абсолютной инвар иантн ости  (6.10). Если передаточная  
ф у н к ц и я  такого  ко р р е к ти р у ю щ е го  устройства мож ет  быть пред
с т а в л е н а  в виде р ац и он альн ой  дроби

ЬоРт +  Ьхр т-^ +  . . .  +  Ьт _1 р  +  Ьт / с  ю \
= + > (6ЛЗ>

т о  на зва нное  опр еделение  условий инвариантности сводится 
к  пр ов ер к е  условия

т < ^ п ,  (6.14)

где  т  и п  — пок азате ли степени полиномов в числителе  и зн аме
н а т е л е  передаточной ф у н к ц и и  (6.13). Условие (6.14) определяет  
возм о ж н о с ть  создания  на  практике идеально дифф ер ен ц ир ую
щ и х  звеньев.

Т а к и м  образом,  у с л о в и я  реализуемости абсолютно инвариант
н ы х  С А У  сводятся к п р о в е р к е  требований (6.12) и (6.14) д л я  
передаточной ф у н к ц и и  корректирующего  устройства, с помощью  
которого обеспечивается вы п о л н е н и е  у сло ви й  абсолютной и н в а 
риантности.  Т ак  к а к  ис хо дная  САУ состояла только  из физ и
чески реализу емых  ко рр ек ти ру ю щ их  устройств,  то и вся САУ 
ф и зи чески  реализуется  при выполнении условий абсолютной 
инвариантности.

У ж е  отмечалось,  что д л я  достижения инвариантности САУ 
необходимо,  чтобы пе р е д а то ч н а я  функция (6.7) м еж ду  внеш
ним воздействием и вх од ны м сигналом измерительного устрой
ств а  была  бы равна  нулю.  Ре ализ овать  это условие  можно,  если 
п ере даточ ную  функц ию (6.7) представить в виде разности не 
менее двух  передаточных функций №(р)  =  ^ ( р )  — $ ' 2(р).  Тогда 
кр и терии  реализуемости абсолютно инвариантных САУ можно 
с ф о р му л и р о в ат ь  сл е д у ю щ и м  образом:  д л я  физическо й  р е а л и 
зуемости абсолютно инвариантной С АУ  нео бх оди мо  нал ичие  в 
с х е м е  не менее д в у х  к а н а л о в  передачи во з м у щ а ю щ е г о  во зде й
ствия между точкой его при ло ж ени я  и той точкой, относительно 
которой достигается инвариантность.  Следует заметить ,  что ис
пол ьз ов ан ие  принципа  двух какальн ости — необходимое,  но не
дост аточн ое  условие физ ической  реализуемости абсолютной ин
в ариа нтнос ти САУ.

Н а  основании при нц и па  двухканальности при построении 
и н в ар иа нт ны х систем используют метод ко мб ини рован но го  
у п р а в л е н и я .  Суть его в том,  что при построении зам кн уты х САУ 
н а р я д у  с регулированием по отклонению или ошибке  исполь
з ует ся  регулирование по з а д аю щ ем у  или в о зм у щ аю щ ем у  воз
действи ю.  Следо вательно,  в системах комбинированного 
у п р а в л е н и я  ос уществля ется  регулирование  по за мк н ут ому и р а 
зо м к н у то м у  циклам.  К ом бинирован ны е системы по сравнению 
с сист емами упр авлени я  по  отклонению яв л яю т ся  «грубыми»,  
и при малых  откло нен ия х от условий абсолютной инвариант-



кости не возникает  противоречий м е ж д у  условиями и н в а р и а н т 
ности и устойчивости.

П р и  проектировании к о м б и н и р о в а н н ы х  САУ кр о м е  т о чн ы х  
средств измерения  возмущений необходимо р а з р а б о т а т ь  т а к ж е  
способы их дифференцирования .  Р е а л и з о в а т ь  вы сокий п о р я д о к  
диф ференц иро вания  практически трудно,  поэтому т р е б о в а н и я ,  
которые пре дъявляю тся  к н е в о з м у щ а е м о й  ин вари ан тн ой  САУ, 
могут быть выполнены пр иближ енн о,  с точностью д о  н ек ото ро го  
значения  е. Исследование усл ов ии  инвариантности этого  з н а ч е 
ния е следует  объединить с о ц ен ко й свойств и особенностей  п р о 
цессов х ннву ) ,  которые за вис ят  от степени близости к а б с о л ю т 
ной инвариантности.  И нв ари ан тн ость  до принятого з н а ч е н и я  е 
в САУ мож ет  быть связана  косвен ным и и п р я м ы м и  о ц е н к а м и  
*инв(0 на  конечном или бесконечном интервале  времени.  К о с 
венные оценки инвариантности определяются  в ы р а ж е н и я м и  
точности работы комбинированной САУ  в ус т ан о в и в ш е м с я  со
стоянии.  П р я м ы е  оценки ин вари ант но сти х а р а к т е р и з у ю т с я  ве 
личиной отклонений комбин иро ванно й САУ в за вис и мос ти от 
отклонений исходной САУ, р а б о т а ю щ е й  по при нципу о т к л о н е 
ний, Косвенные оценки ин вари ант но сти САУ в основ но м соот 
ветствуют инвариантности до  принятого  значения  к при 
а пр ям ые  оценки — конечному и н те рвалу  времени от  ну ля  до

Д л я  комбинированной С А У  при нулевых н а ч а л ь н ы х  у с л о 
виях .Гнив (/) можно записать к а к

1  I х »»» (41  1 1 /  ^ 1 '  <6 Л 5 >

где £)0 (р)  — глаипый опр ед елитель  системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
уравнений; М\ ( р) ,  А’2( р ) — соответс тв ующ ие а л г еб р а и ч е с к и е  д о 
полнения.  Преобразу ем в ы р а ж е н и е  (6.15) к виду

А’А р У^ Р ) И { р ) 1 —

Ь\(Р) (6 .16)¿ м / о

Зн ачение  е в случае пр и бл иж енн ог о  выполнения условий ин
вариантности принимаем р а в н ы м  г =  Ы\ ( р ) — Ы2(р) .  Т о г д а  в сл у
чае абс олютной инвариантности при £ =  0 и М {(р)  =  N 2 (р)  п о л у 
чим * „ н в ( 0 —0. Д л я  пр и бл иж енного  выполнения усл ов ий  и н в а 
риантности в САУ е ^ О  и А!1 ( р ) — ^ 2 { р ) ф 0 ,  с л е дователь н о
■̂ инв (¿)

Испо льз уя  теорему свертки и п ре дста вл яя  л‘лис ( 0  в виде 
функции от значений процесса х ( / )  системы и се производных ,  
из в ы р а ж е н и я  (6.16) находим

•*1ШП {£) ~  {Ь) с¡X СпХ (¿) +  . . .  -|- С пх п ,

(6.17/

где Со, Сь  Сг, . . . ,  Сп — т а к  н а з ы в а е м ы е  коэффициенты инва-



риантноста системы.  К о эф ф и ц и ен т  Со соответствует инва риа нт 
ности х ипв{1) системы (6.15) относительно внешнего  воздейст
вия  f (I) =  cons t  и х а р а к т е р и з у е т  связь м еж ду  статическими 
от к л о н е н и я м и  ком би н ир ов анн ой  САУ и системы, работающей 
по пр и нци пу отклонения.  В случае абсолютной статической ин
в ар и ан тн о сти  СЛУ к о э ф ф и ц и ен т  С о =  0. Коэ ффициент  Ci соот
ветств уе т  инвариантности С А У  относительно внешнего воздей
стви я  и х а р а к т е р и з у е т  связь м еж ду  установившейся
ско ро стью  отклонения комбинированной САУ и системы, р а б о 
т а ю щ е й  по принципу отклонения .  В случае абсолютной стати
ческой и кинематической инвариантностей САУ коэффициенты 
6’o =  Cj =  0. Ко эф фициенты С 2, Сз, С 4, Сп характеризуют 
соотв етс твующ ие связи  м е ж д у  установившимися значениями 
ус ко рени я ,  третьей,  четв ертой и другими высшими производ
н ы м и  функций в комбин иро ванной и пекомбипировапноп си
стемах.

Т а к и м  образом,  р е а л и з а ц и я  условий инвариантности до  не
ко торого  значения  е в комбинированных САУ осуществляется  
д о  величины,  оп ред ел яем ой техническими требованиями,  предь- 
я в л я с м ы м и  к системе у пр авл ени я .

6.2. К О М Б И Н И Р О В А Н Н Ы Е  СИСТЕМЫ

П р и  ра зр аб от к е  ко мб иниро ванных САУ основные трудности 
с в я з а н ы  с необходимостью вводить в нее дополнительные уст
ро йст ва ,  с помощью кот ор ых  реализуется  требуемое  число про
и зв од н ы х  от у п р а в л я ю щ е г о  (или возмущающего)  воздействия.  
В веден ие  осуществ ляетс я  с помощью устройств,  п ре д ста вляю 
щ и х  собой диф ф е р е н ц и а то р ы  высокого порядка ,  техническая 
р е а л и з а ц и я  которых в большинстве  случаев  затруднительна .  
П р и  практической р е а л и з а ц и и  комбинированных САУ во мно
гих с л у ч а я х  достаточно д л я  резкого повышения точности • вос
пр ои зве дения  у п р а в л я ю щ е г о  воздействия вводить  в систему 
ус тройства ,  обесп ечивающи е лишь первую и вторую производ
ные от этого воздействия.

В ком бини ров анных  с и стем ах  шире возможность  воздейст
вия  условий инвар иантн ости  на уменьшение ошибки системы в 
п ерех одном  процессе путем влияния нач аль ных  условий на 
из менен ие  коэффициентов  связи  по возмущению.  Комбиниро
в а н н а я  САУ не является  просто  суммой разомкнутой и за м к н у 
той систем,  а имеет свои характерные свойства , которые не 
п ри сущ и исходным сис те мам.  К  таким свойствам можно от
нести следующие:

1. Г л а в н а я  часть ош иб ки ,  вызываемой основными возму
щ ен и я м и ,  ликвидируется  разомкн утой  мастью системы,  так  как 
при проектировании р а з о м к н у то й  части комбинированной САУ 
в нее в л о ж е н а  вся а п р и о р н а я  информация об объекте.  Вслед
ствие  этого в ком би н ир ов ан но й САУ резко сни ж а ю тс я  на ч а ль 



ные отклонения системы от равновесного  состояния  на опти
мальной характеристике.  Это,  в свою очередь,  у м е н ь ш а е т  вре 
мя переходных процессов. В ин вариа нтных  САУ н а ч а л ь н ы е  от
клонения  равны нулю (т. е. отсутствуют) .

2. В зам кнутой части ко мбин иро ванно й САУ м о ж н о  з н а 
чительно уменьшить  коэффициент  усиления,  п о ск оль ку  осн о в 
ная часть  ошибки ликвидируется  разомкнутой частью. Э т о  п р и 
водит к сокращению времени переходных процессов  и повы 
шению устойчивости.

3. Мо щность  исполнительных элементов за м к н у то й  части 
системы уменьшается  в п ять-дес ят ь  раз,  т ак  к а к  о с н о в н ая  м о щ 
ность управл ени я  поступает от  разомкн утой части.  Это,  в свою 
очередь,  уменьшает  постоянные времени и п о в ы ш а е т  частоту  
собственных колебаний з а м к н у т ы х  контуров к о м б и н и р о в а н н ы х  
САУ, что т а к ж е  приводит к по вы шени ю устойчивости и быст
родействия  всей системы в целом.

4. Введение в систему у п р а в л е н и я  САУ сигнала ,  п р о п о р ц и о 
нального  производной внешнего  воздействия ( у п р а в л я ю щ е г о  
или возм ущ аю щего) ,  не в л и яет  на ее устойчивость.  П р и  этом 
пре образующее устройство, через которое вводятс я  вн еш ние  
воздействия ,  до лж но  быть устойчивым.

5. Перерегулирование  в к о м б ш ш ро ванн ой САУ нес к оль к о  
увеличивается.

6. Комбинир ованн ая  САУ м о ж е т  о тр абаты вать  некоторые 
виды входных сигналов с нулевой установившейся  ошиб кой ,  
т. е. она становится  не з а в и с я щ е й  от внешнего воз дей ств и я .

7. Комбинир ованная  САУ,  в которой выполнены у с лов и я  
полной инвариантности,  имеет  полосу пропускания  по частоте  
без ампл итудных  и фазовы х ис ка же ний ,  равную бесконечности.  
Л и н ейн ая  комбинированная  САУ, в которой вы п о л н ен ы  у с л о 
вия полной инвариантности по у п р а в л я ю щ е м у  воз д ей ст ви ю  у ,  
имеет структурную схему, и зо б р а ж е н н у ю  на рис. 6.1. Вы бор 
структуры и параметров  эл е м е н т а  №\ ( р)  следует  п рои зв оди ть  
с учетом реальных требований к точности отрабо тки  входного  
сигнала .  Поскольку  создать р е а л ь н у ю  САУ с так и м  свойством 
невозможно,  то речь может  идти л иш ь о частичном в ы п о л н е 
нии условий инвариантности.  П р и  этом полоса п р о п у с к а н и я  
системы будет ограниченной,  и могут возникнуть,  о собе н н о  при 
высокочастотных входных сиг на лах ,  ампли тудные  и 'ф а з о в ы е  
искажения,  В таких сл уча ях  цел есообразно с т р ем и ть с я  не 
к полному устранению ошибки,  а к ее уменьшению.

Преиму щ ества  комбинированны х САУ, как  п рави ло,  у в е л и 
чиваются с повышением тр еб о ван и й  к точности системы.  
Только  в очень простой сис теме  с большой допустимой о ш и б 
кой и вя л ы м и  переходными пр оце ссами ко мбин иро ванны й п р и н 
цип уп ра вл ен и я  может ок а за т ь с я  нерациона льным .  В С А У  к о м 
бинированное  управление це л есо о б р азн о  применят!),  к о г д а  тре-



бует ся  получить высокую точность управления  при больших 
з н а ч е н и я х  скоростей и уско рений входного воздействия.

Вв едем  понятие экви ва ле н т но й  передаточной ф у н к ц и и  к о м 
б и н и р о в а н н о й  САУ.  Р а с с м о т р и м  структурную схему системы 
с ком бин ир ованн ым у п р а в л е н и ем  (рис. 6.2),  где g  — у п р а в л я ю 
щ е е  воздействие; у — воспроизводимый сигнал;  х  — сигнал 
о ш иб ки ;  [р) и ^ М р )  — соответственно передаточные ф у н к 
ц ии  ра зом кнутой части и связи  по у п ра вляю щ ем у  воздействию.

П р и  отсутствии регу л и р о ва н и я  по упр а в л я ю щ е м у  воздейст
вию,  т. е. при 1^1 (р) =  0, у п р ав л яем ы й  сигнал у  св яза н  с у п р а в 
л я ю щ и м  воздействием £  через  передаточную функц ию з а м к н у 
т ой  части системы соотношением

У  =  *> { р ) £ = \ М { р ) : \ \  +  1 ^ М и -  (6.18)

П р и  введении регулиро вании  по у п равляю щ ем у  воздействию 
воспр ои зво димы й сигнал  у  описывается вы раж ени ем

у ^ { Ж ( р ) 1 [  1 +  \ У ( р ) \ \  ( 1  +  Н М / > ) 1  8  =  ( 6 Л 9 )

г д е  фэкв { Р ) ~  №  (Р)  [1 +  (Р) 1 П +  №  {Р)\

—  эк ви в а л е н т н а я  п е ред ато ч н ая  функция за мкн утой системы 
с учетом регулирования  по  упр авляющ ему  воздействию.

И з  сравнен ия  в ы р а ж е н и и  (6.18) и (6.19) следует ,  что вве
д ен и е  рег улирования  по у п р а в л я ю щ е м у  воздействию не изме
н я е т  характеристическо го  уравнения САУ, поскольку  з н а м е н а 
т е л ь  з  этих в ы р а ж е н и я х  одинаков:  [ 1 Ч- ^ г  (Р ) ] .  Следовательно,  
при  введении дополнит ельно го  регулирования  по у п р а в л я ю 
щ е м у  воздействию ус ловия  устойчивости САУ не нарушаются;  
к р о м е  того, сохра няю тся  оценки качества переходного про-



цесса в системе,  основанные на  использовании кор н ей  х а р а к 
теристического уравнения.

Э кв ив алентн ая  перед аточн ая  функц ия за мкн ут ой к о м б и н и 
рованной САУ по ошибке бу де т  иметь вид

Ф*эк„ (/>) =  ! “ ФЭкВ(Р) =  [1 — ^  ( р)  \ У ( р ) ] Ц \  +
(6 .20 )

а д л я  разомкнутой ком бинированной САУ

и 7, „ ( р ) - = ф „ „ ( / ’ ) / [ 1 - ф » ™ (р)\ =  м  (Р)  [1 +  И / < ( Р ) 1 / [ 1  -

- 1 Х ' 1 ( р ) \ ¥ ( р ) \ .  (6.21)

Переход  к эквивалентной пер ед аточной функции (6.21) по зв о 
л я е т  заменит ь  структурную сх ем у комбинированной САУ,  изо
бр аж енн ую  на рис. 6.2, э к вив алент но й ей обычной схемой САУ, 
которая  работает  по отклонен ию (рис. 6.3).

Из  в ы раж ен и я  (6.20) оп р е д е л яе м  условие а бсол ю тн ой  и н в а 
риантности САУ, приравняв  Ф ^ ™  <Р)к  нулю. Он о будет  иметь 
следующий вид:

=  (6 .22 )

Если вы р а ж е н и е  (6.22) р а з л о ж и т ь  а ряд  по в о з р а с т а ю щ и м  ст е
пеням оператора ,  то получим необходимый вид ф у н к ц и и ,  кото
рая  определяет  вводимый в систему сигнал от у п р а в л я ю щ е г о  
воздействия:

(/>) =  и в- Ьа 1Р-г < 1г Р2 +  • • . +  а„Рп ■ (С.23)

При реализации всех пр ои зво дных от у п р а в л я ю щ е г о  воз
действия в САУ, которая бу де т  иметь структурну ю схему,  по
ка зан ну ю на рис. 6.1, будет  осуществлена  а б с о л ю т н а я  и н в а 
риантность.  В большинстве р е альн ы * случаев  м о ж н о  точно 
ввести в САУ первую прои зво дную,  а все по сл ед у ю щ и е  про 
изводные получить приближенно.  Поэтому  пра к ти че ски  мож ет  
быть получена  инвариантность до  некоторого з н а ч е н и я  е. Это 
будет соответствовать вв ед ен ию  ограниченного числ а  п ервы х 
членов  ра злож ен и я (6.23).

Ино гд а  сигнал по у п р а в л я ю щ е м у  воздействию м о ж е т  по- 
.даваться не на вход САУ, к а к  это показано на рис.  6.2, а в не-



* , < р )

л'-(р) — 1 У

ь

Рис. 6.4.

к о т о р у ю  точку внутри к а п а л а  регулирования  (рис. 0.4).  Тогда 
э к в и в а л е н т н а я  пер ед ато ч па я  функция замкнутой комбиниро
в а н н о й  САУ будет иметь  вид

ф зк в ( / о  =  ^  </>) +  \ у 3 т \ \ +  и м / > ) 1 ,

а д л я  ра зом кнутой комбин иро ванной САУ —

УР9КЬ( р ) =  УР2 ( р )  [1У1 ( р )  +  ЪУ.л {р)}  [ 1 — 1^2 (/>) (/?)).
1^.24)

Э к в и в а л е н т н а я  п е р едато ч на я  функция замкнутой комбиниро
в а н н о й  САУ по ошибке  оп ис ывается  выражением

П (Р)  ^  ( Ж П  +  ^  (Р) № 2 ( р ) 1  (6.25)

о т к у д а  условие абсолютно]') инвариантности записывается  как

И'з =  Н е 
с т р у к т у р н а я  схема эквив алент ной  САУ, соответствующей 

п е редато ч но й функции (6 .24) ,  примет такой вид, как  показано

^ , ( р ) 0 — щ р )

%{р)

Щр)
WДp)

Рис. 6.5.

на рис.  6.5, а. П ереда точ н ую  функцию (6.24) м ож н о  записат:  
с л е д у ю щ и м  образом:



П" Ц^2^) Ц" (/>)
ЭМ,(^ ) 1 -  К'2 ( / » Г :л/>) 1 + ^ 9(Р) (6.26)

Это соответствует предста влени ю эквив алентной С Л У  в виде  
последовательного соединения эле мента  с пере даточ ной  ф у н к 
цией 1^1 ( р ) / ^ з ( я ) ,  замкнутого  положительной единичной п р я 
мой связью,  и элемента с пер едаточной функцией №2 (р)  №ъ( р) ,  
замкнутого  положительной единичной обратной связью.  С т р у к 
турная  схема эквивалентной С А У  с ^ кв(р) (6.26) и з о б р а ж е н а  
на рис. 6.5, б.

Таки м образом,  динамические  свойства к о м бин ир ова нн ой 
СЛ У (см. рис. 6.4) можно исследо вать  по э к вив алент но й с т р у к 
турной схеме СЛУ с упр авлением  только  по о ш и б к е  (см. 
рис. 6.5).

Одной из основных з а д а ч  реализации ко м б и н и р о в а н н ы х  
СЛУ являе тся  измерение возм ущ ений,  дей ствую щи х на систему 
управления ,  и создание к а н а л а  управления  по во змущ ени ю .  
Существует  непосредственное  и кос венное  и з м е р е н и е  в о з м у щ е 
ний.  Непосредственное  изм ерение  возмущений осущ ес т в л я ет с я  
с помощью разных датчиков  возмущений.  Нео бх о д и м о сть  кос
венного измерения  возникает л и б о  в связи с физической невоз 
можностью непосредственного измерения,  либо в связи  с т ех 
ническими трудностями при изготовлении соот вет ствующ его  
устройства непосредственного измерения  возмущений.  Системы 
с управлением по возмущению,  измеренному ко свен ны м путем,  
имеют свои отличительные особенности.  Б  за вис и мо сти от спо
соба реализации канала  уп р а в л е н и я  по косвенно из ме ренном у 
возмущению система уп равлен и я  мож ет  иметь свойства ,  а н а л о 
гичные свойствам систем с по
ложи те льн ой обратной связью, 
но мож ет  иметь и свойства,  
близкие к свойствам комб и
ни рованных СЛУ. На  рис. 6.6 
представ лена  структурная с хе 
ма косвенного измерения в о з 
мущений,  где / г — измеряемое  
возмущение ,  / — сигнал систе
мы косвенного измерения; х , 
у  — ср ав ни ваемые  координаты
системы; №: ( р) ,  \ ^ 2 (р) —  пер ед ато ч ны е функции э л ем ен то в  си* 
стсмы, в которой производится измерение в озм ущ ен ия ;  \Ух1(р),  
IV',.2 {р) передаточные ф ункции элементов системы косвенного 
измерения возмущения.

Вы ра ж ени е  для  сигнала системы косвенного измерения  
имеет вид

/ =  (р)  у - И ' , ,  (Р) х =  ( р ) у - ^ х2 { р ) № ( р )  -ь
+  IV., ( р )  и/, (р)  у] =  [ Г г1 (р )  -  И7, ( р )  И/2 ( р )  И7,, (/7)1 у  -  
-  (р)  IV„ (р)  /Л

Щ р)

и/т<Р>

Рис. 6.6.



П р и  соблюде нии условий инвариантности сигнала f  к коорди
нате  у  подучаем

w xl (р ) =  w #  (р ) W X{P)  U'/, (р).  (6.27)

То гда  сигн ал  [ будет за вис еть  только от возмущения F,  т. е. 
f — — W X2 ( p ) W 2 {p)F.  Ес ли выполним условие Wx2 (р) =  (р) ,
то по луч им  f — — F.

Т а к и м  образом,  с п о м о щ ь ю  системы косвенного измерения  
в о з м у щ е н и я  можн о получить  сигнал,  равный возмущению,  не 
п р и б е г а я  к  созданию и использованию специальных устройств 
непосредственного  измере ни я  возму щающ их воздействий.

В о б щ е м  виде пе реда точ ную  функцию элемента  W 2{p) 
м о ж н о  за п и сат ь  как

=  (6.28)

г де  N 2 — полином числителя;  Яг — полином зна менат еля ,  пр и
чем известно,  что степень полинома числителя в реальных 
у стр о й с тв а х  всегда м ен ьш е  степени полинома знаменателя .  
О д н а к о  при выполнении у с л о в и я  (6.28) получаем физически 
н е р е а л и з у е м о е  звено:

(p)  =  N x2iP x, =  P 2l N 2.

Если W 2 (p) = К 2 являе тся  безынерционным звеном,  то перед а
точ н ая  ф унк ц ия  элемента  W x2(p)  =  H K 2, и его можн о физиче
ски реализ ов ать .  С л ед о вател ьн о ,  чтобы произвести косвенное 
и зм ер ен и е  возмущения,  необходимо взять разность двух  коор
д и н а т  системы (д-, у ) ,  м е ж д у  которыми находится  точк а  прило
ж е н и и  возмущения,  и подстройкой соответствующих элементов  
[ W x\ (р ) ,  W X2 ( p) )  изм ерительно й системы добиться ,  чтобы сиг
на л  системы измерения бы л  функцией одного только  возму
ще н ия .

П р и  реализ аци и уп р а в л е н и я  по косвенно измеренному воз
м ущ ен ию  сигнал изм ерительной системы вводится в элемент,  
ко торый може т  быть р а с п о л о ж е н  до точки при лож ени я возму
щ ен и я  (рис.  6.7, а )  или после  нее (рис. 6 .7 ,6) .  Н а  рисунке  g  — 
у п р а в л я ю щ е е  воздействие; Wi { p) ,  W 2(p) ,  W 4 (p) ,  W s ( p) ,
W t ( p )  —  передаточные ф унк ц ии  элементов системы управления;  
U M p ) — передаточная  ф у н к ц и я  элемента,  через который сиг
на л  f  вводится  в систему управл ени я  (канал у п ра вл ени я  по кос
венно измеренному в о зм у щ ен и ю ) .

С ис те мы с введением сигнала  возмущения, измеренного 
ко свен ны м путем, и элемент ,  расположенный до  точки прило
ж е н и я  в о зм у щ аю щ его  воздействия ,  характеризу ютс я  следую
щ и м и  свойствами:  во-первых,  понижением пор яд ка  х а ракт ери 
стического  уравнения при выполнении условий инвариантности 
(6 .34);  во-вторых,  на лич ием  положительной обратной связи 
{ W Х{ (р)  W 3 ( р ) ) ;  в-третьих,  критичностью к настройке элемента



У х Л р )  измерительной системы при вы пол нен ии условия  инва
риантности (6.34).  Псреком пен сац ия ,  в о з м о ж н а я  при настройке  
Г „ ( р ) ,  приводит  к появлению о т ри ц ательн ы х коэффициентов 
при высших степенях р характе рис тичес ко го  урав не ни я .  Такие  
системы являются  «негрубыми»,  и чтобы пр и бл и зи ть  их д ин а 
мические свойства к динам ическим  свойствам «грубых»  систем, 
необходимо ввести ди фферен ц ир ующ ие  уст ройс тв а  в элемент  
' $х 2 (р) ,  в соответствии с (6.37) и (6.38).  Д и н а м и ч е с к и е  свой
ства  рассматриваемой системы не за вис ят  от  п а р а м е т р о в  изме
рительной системы (\^л[(/?),  (/?)), а т а к ж е  от параметров
к ан ала  управления  по косвенно из м ер ен н о м у  возмущению
( И М / * ) ) .

Рис. 6.7.

Чтобы ввести упр авление  по возмущ ению ,  измеренному 
косвенным путем, необходима специаль ная  си стем а  управления  
со своим двигателем,  кот орая  связана  с первой системой и на
грузкой через диф ференц иал .  Системы т а ко го  ро да  называют 
к ом бини ро ва нн ы ми двухдвигательными.  С ис тем а ,  упр авл яемая  
по возмущению, на зыв ается  силовой ,  а система,  у п ра вляем ая  
по отклонению, — корректирующей.  В д в у х дв и г а т е л ь н ы х  комби
нированных СЛУ с управлени ем по воз му щ ен ию ,  измеренному 
косвенным путем, измерение  возмущения пр ои зв од и тс я  в кор
ректирующей системе,  и сигн ал  системы кос венного  измерения



я в л яе тся  у п р а в л я ю щ и м  сигна лом д ля  силовой системы. В пе
редаточной ф у н к ц и и  силовой системы №з{р)  порядок поли
нома з н а м е н а т е л я  всегда больше порядка  полинома числи
теля.  П о э т о м у  создать  элемент  с передаточной функцией п р а к 
тически не пр едста вляетс я  возм ожн ым,  а значит,  не пре дстав 
ляется  в о з м о ж н ы м  и р е ализ ов ать  условия полной ин ва ри ант 
ности. О д н а к о  условия  частичной инвариантности вполне р е а 
лизуемы.  Р а с с м а т р и в а е м ы е  системы по своим динамическим 
свойствам ана лог ич ны  системам комбинированного управления.

6.3. С И Н Т Е З  К О М Б И Н И Р О В А Н Н Ы Х  СИСТЕМ  
НА О С Н О В Е  Т И П О В Ы Х  
П Е Р Е Д А Т О Ч Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

Д и н а м и ч е с к и й  синтез комбинированных СЛУ состоит в вы
боре ст р у к ту р н о й  схемы, пар аметров ,  характеристик  и способов 
их технической реализации.  При этом динамические  и э к спл уа 
тацио нные  свойс тва  всей системы в целом д олж н ы  обеспечи
ваться  ис п ольз ов ан ие м  в ней наиболее  простых и на дежных 
технических средств .  В процессе синтеза  можно выделить  сле
дующи е ос н о в н ы е  этапы:

а н а л и з  свойств  объекта  управ лени я  и определение  его ста 
тических и дин ам ических  характеристик:

выбор стру кту рно й схемы комбинированной САУ и техниче
ских сре дс тв  ее реализации;

выбор ' экв ив алент ны х передаточных функций комбиниро ван
ной САУ и опр ед еление  их па раметров;

о п ре д ел ен и е  условий инвариантности комбинированной САУ 
к в ы б р ан н ы м  воздействиям;

оп ределен ие  ко рре кти рую щих устройств,  обеспечивающих 
ж е л а е м ы е  ди на мич еские  свойства  всей САУ в целом;

выбор схемы,  способа технического осуществления  и п а р а 
метров ко р р е к ти р у ю щ и х  устройств;

а н ал и з  полученной схемы САУ с целью под тверждения р ас 
четным ил и эксп ерим ент альн ым путем удовлетворения  требо 
ваниям,  п р е д ъ я в л я е м ы м  к ком бинированной САУ.

В качестве  примера рассмотрим сл едящ ую  систему с комбинированным  
управлением по управл яю щ ем у воздействию, электромеханическая и стр ук 
турная схемы которой  изображены  на рис. 6.3 . С ледящ ая система состоит из 
чувствительного элем ента  (* /Э) ,  включающего в себя  датчик (Д )  и прием
ник ( П р ) ,  усилителя  (У ) ,  исполнительного двигателя ( И Д ) ,  конструктивно  
связанного  через  редуктор  (Р )  с  нагрузкой ( Я ) .  Введение в систему регу
лирования по первой производной от угла  поворота командной оси о су щ ес т 
вляется при п ом ощ и  тахогенератора (Тг ) .  В соответствии с общим случаем  
(см. рис. 6 .4 )  б у д е м  иметь

И ' ,  ( / > )  =  / Г ч . э ;

^ ( р )  =  Р1е + т — * Ы г > к „  ' ■ Ш Л р }  =  к "
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где Кч. я, К  1г —  коэффициенты усиления чувствительного элем ента  н т а х о ге -  
нератора соответственно; К .  — д о б р о т н о с т ь  следящ ей  системы по ск ор ости;  
Т„. Д| Ту  —  постоянные времени исполнительного двигатели н уси л и т ел я  
соответственно. Тогда эквивалентная пер едаточ н ая  функция з а м к н у т о й  с л е 
дящей системы б у д ет  иметь вид

Ф э к . ( / > ) т» . л тур'л ^  (7'н. д +  +Р-\-Кц
З д е с ь  7-( = Л ’гг/Л'.(. I —  постоянная времени цели  первой производн ой  о т  угла  
поворота командной оси следящей системы.

Определим эквивалентную п ер ед а то ч н у ю  функцию ком бинированной  с л е 
дящей системы но ошибке, используя ф о р м у л у  (6 .25):

ф  , ч Г и. д УУ Р 2 +  ( Ги. я +  ту ) Р ~ +  ~  т\Ки  )
ти_ д Тур* + {Т„' д +  Ту)р* + р + Кц •

Ошибка следящ ей системы по ск орости  б у д е т  равна нулю, если в чи сли 
теле последнего выражения будет  ранен н улю  коэффициент при о п е р а т о р е  р  
в первой степени, т. е. 1— Т\К% = 0 .  О т с ю д а  условие частичной и н в а р и а н т н о 
сти, обеспечивающей ликвидацию о ш и бк и  по скорости в системе

Л  =  !/*■„. (6.29)
Эквивалентную передаточную ф ункцию  разом кнутой  комбинированной с л е д я 
щей системы м о ж н о  найти из вы ражения (6 .29):

А'у (1 +  7',/л

И7“ " ( р )  та, 1 т,р> + { т „ ^ +  +  ■
При выполнении условия инвариантности (6 .29 )  эквивалентная п ер ед а то ч н а я  
функция разомкнутой комбинированной следящ ей  системы б у д е т  с о о т в е т с т 
вовать астатизм у  второго порядка:

1К, , ч Ка (1 +  7-1/=) /че (1 Ч Г1 р>
экиСЯ л тур*+{т1и̂ - т у)р* p H  1 +  т2Р) ’ 

где К г = К а / (Г и .  д + Г у ) — д обротность  комбинированной сл ед ящ ей  си стем ы



п о  ускорению; Т г = Т л, дТу/ ( Т и. Л+ Т у) — эквивалентная постоянная времени  
к ом бинированной следящ ей  системы.

V м«]

С леду ет  отметить,  что на практике воз можн о  использование 
к о м б ин ир ован ны х С А У  с введением ре гулир ован ия  по не
с к ольк и м  во з м у щ аю щ и м  воздействиям и получением абсолют
ной или частичной инвариан тно сти по к а ж д о м у  из них. Однако 
это приводит  к у с л о ж н е н и ю  схемы САУ.

В настоящее  вре мя  при автоматизации различного  техноло
гического обо рудовани я  широкое  применение находят САУ, 
р а б о т а ю щ и е  в р е ж и м е  низких скоростей. Основным д ля  этих 
систем являе тс я  обеспечение  плавного дви ж е н и я  их выходной 
оси. Неплавность  р а б о т ы  С А У  может быть вы зв ана  появлением 
на  выходной оси релакс аци он ны х  или гармонических авт о
колебаний .  Они в о з н и к а ю т  на низких скоростях  д а ж е  в том 
случае ,  если з а д а ю щ е е  воздействие изменяется  равномерно,

с постоянной скоростью. Воз- 
0 никновение автоко лебан ий свя

зано с нелинейным характером 
изменения момента  трения.

Д л я  увеличения  диапазона  
плавной рабо ты  САУ необхо
димо устранить  или уменьшить 
до допустимой величины авто 
колебания,  возника ющи е от н а 
личия в системе момента тре
ния. Существуют механические  
и электрические  способы в о з 
действия на появление  ко л е б а 
ний на выходной оси САУ. 
Устранение автоколебаний ме
ханическими способами — з а 
дача с л о ж н а я  и трудоемкая ,  
связанная  с большими конст
руктивными изменениями.  Ис
пользование электрических 
способов д ем п фи ро вани я  (кор
рекции) САУ исключает  авто
колебания  в системе и делает  
ее инвариантной к изменению 
момента трения  (М тр) в з а в и 
симости от скорости выходной 
оси (Й),  т. е. М Тр = ^ Й )  (рис. 
6.9, а, где Мо  — момент  трения 
покоя).  К ри в а я  Ж тр= / : ( ^ )  в 
зоне низких скоростей имеет 

у ч а с т о к  с от рицательны м наклоном.
Исклю чение  ск ач к о о б р азн о го  режима работы,  т. с. р елакс а 

Рис. 6.9.



ционных колебаний,  в СЛУ в о з м о ж н о  при опред еленны х со от 
ношениях пар аметров  (постоянных времени и ко э ф ф и ц и е н т о в  
передачи) .  Эти соотношения д л я  С А У  с астатизм ом нулевого ,  
первого и второго порядков о п р е д е л яю тс я  условиями,  пре дста в -  
ленными в табл .  6.1—6.3. Ус лов ие  бесскачкообразности в ы в е 
дено из условия монотонности переходных процессов в з а м к 
нутой системе.  Оно свидетельствует ,  что ск ач ко об ра зн ое  д в и 
ж ен ие  выходной оси САУ не возм ож но ,  если скорость вых одно й 
оси будет все время больше нули. Пос леднее  означает,  что с к о 
рость изменения  ошибки САУ посл е  н а ч а ла  дв иж ени я  выходной 
осп д о л ж н а  быть отрицательной.

Нели в системе не выполня ет ся  бесскачкообразный р е ж и м ,  
то в нее вводят  электрические ко ррек тирующ ие устройства .  
Выбор их определяется в о зм ож н ос ть ю  реализации.  Н а и б о л е е  
рационально применять ж естки е  и гибкие обратн ые св язи ,  
а т а к ж е  их комбинации.  В та бл .  6.1 и 6.2 мы пр ед ста ви ли у с л о 
вия бесскачкообразной работы С А У  с использованием ж ес т к о й ,  
гибкой и комбинированной о б р а т н ы х  связей с а с тати зм о м  ну
левого, первого (см. табл.  6.1) и второго  (см. табл .  6.2) п о 
рядков (р)  =  Ке ( 1 +  Тчр) [р2 (1 - \ - l \ p )  ] ' ) .  Д л я  САУ с а с т а 
тизмом первого порядка,  и м е ю щ и х  характеристическое  у р а в н е 
ние третьего порядка,  при оп ре дел ен ии  вида ко р р е к ти р у ю щ е го  
устройства  в табл .  6.1 ра ссм ат рив ается  реализ аци я  т о л ь к о  п е р 
вого условия  бесскачкообразности.  Второе  же  условие  п р о в е 
ряется с помощью номограммы,  представленной на рис. 6.10. 
П ра кт ик а  использования  этих кор рек ти рую щ их  устройств п о з 
воляет  д ать  следующие рекомендации;

наиболее рациональным я в л я е т с я  охват жесткой о т р и ц а 
тельной обратной связью апе рио диче ских звеньев системы;

аналогичное  воздействие о к а з ы в а е т  на САУ введе ние  в 
основную цепь системы диф фер ен ц и р у ю щ и х  звеньев;

охват жесткой отрицательной обрат ной  связью д и ф ф е р е н 
цирующих звеньев  не рационален,  поскольку в этом с л у ч а е  
глубина  обратной связи уменьшается ;

ма л а я  постоянная времени эл ект род виг ате ля  у с л о ж н я е т  
дем пфирование  системы, ее увеличение  достигается о х в а т о м  
электр одвигателя  гибкой обратной связью;

охват гибкой отрицательной обрат но й связью одного или 
нескольких апериодических зв ень ев  одинак ово влияет на с к а ч 
кообразный режи м работы САУ;

глубина  конкретного вида об р ат н о й  связи определима ,  что 
облегчает  синтез САУ по з а д а н н ы м  па р а м е т р ам  (по стоянны м 
времени,  добротности) ,

Бесскачко образны й режим р а бо т ы  САУ, опр еделяемый у с л о 
виями, которые представлены в табл .  6.1, возможен при п о с т о 
янстве пар аметро в  системы. Пели ж е  учесть, что при некотором 
низкой скорости (Я!) параметры передаточной функции и с п о л 
нительного д ви гател я  (Гдв и К лп) могут  неограниченно в о з р а -
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стать, а з а т е м  при дал ьн ейш ем  уменьшении скорости не ог ра 
ниченно п о н и ж а т ь с я  (рис. 6 .9 ,6 ) ,  то д л я  устранения  ска чко
образного  р е ж и м а  работ ы необходимо соблюсти условия , оп р е 
д ел яю щие  в этом  случае  парам етры системы (табл.  6.3).  При 
одновременном подчинении пар амет ров  условиям, ук азан ны м 
в табл .  6.1 — 6.3, движ ен и е  выходной оси системы будет бее- 
ска чко об разн ы м во всем диапазоне  низких скоростей.

О д н ак о  р е а л и з а ц и я  бесскачкообразного  реж им а работы во 
всем д и а п а з о н е  скоростей возмож на лиш ь при соблюдении 
т а к ж е  и условия

л  > 7 ,  (6.30)

где п  — ко ли чес тво  д иф ференц иру ющи х звеньев в основной 
цепи системы;  \> — порядок астати зма  системы. Если последнее  
условие  не вы по лня ется ,  то необходимое количество д и ф фер ен 
цирующих з вен ье в  можн о получить, при мен яя  в основной цепи 
САУ п ос ледоват ельн ы е  корректирующие устройства.  По лучен
ные р е з у л ь т ат ы  м о ж н о  распространить  и на САУ с иными 
пер ед аточными функц иям и,  не представленными в указ ан ных  
таблицах.

Д л я  ув елич ен ия  плавного  диа паз она  низких скоростей САУ 
вследствие  ум ен ьш ен и я  или ликвидации гармонических автоко 
лебаний (в о з н и к а ю щ и х  при работе системы на участке с от
рица тел ьны м н а к ло н о м  в зависимости момента  трения  от с ко 
рости д а ж е  в т о м  случае,  когда  ре лак сационн ые  колебания  в 
системе полно стью устранены)  можно использовать электриче-
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с кие способы коррекции,  ана логичные тем, к о т о р ы е  применя
ются  д ля  устранения релаксаци онных  ко леба ний .  Условия  обес
печения работы СЛУ на положительном у ч а с т к е  зависимости 
М тр = 1(О) во всем рабочем диа паз оне  низких скоростей совпа
д аю т  с условиями устойчивости системы в эт ом  ж е  диапазоне  
скоростей.  Поэтому ус ловия  отсутствии гарм они ч ески х автоко
лебаний отождествляют с условиями обеспечения  работы си
стемы на положительном участке у к а з а н н о й  зависимости.  
Б  дальнейшем они на зы ваю тс я  у с л о в и я м и  устойчивости САУ,  
работающих в режиме н и з к и х  скоростей.

При принятой форм е кривой зависи мости М 1Х>~ [(£2) (см. 
рис. 6.9, а) необходимо обеспечить устойчивость  системы, учи
ты в ая  переход ее на низких скоростях из мин им ал ьн о- фазо вой 
в неминимально-фазовую систему, а т а к ж е  из менен ие  в з а в и 
симости от скорости пар аме тро в  передаточной ф ункци и испол
нительного двигателя  С Л У  ( Т дв и /Сдв) в п р е д е л ах  от — оо 
до -Ьоо. Наличие  в за мк н уто й системе этих  ф а к т о р о в  при не
которой низкой скорости наруш ает  условие  устойчивости,  и в 
ней возникнут гармонические  автоколебан ия  д а ж е  в том слу
чае, когда ска чко образное  движен ие  выходной оси САУ при 
этой скорости можно уменьш ить  или вообще устран ить .

Методы определения  устойчивости низко ск ор ос тны х САУ не 
всегда  бывают пригодны д л я  количественной оценки работы 
системы. Т а к а я  оценка требуе т  знания  за в и с и мо с т и  М тр =  ^(Ф), 
что на практике  выз ывает  ряд  трудностей.  П о э т о м у  дал ее  сфо р
мулированы требования  (без количественного з н а н и я  характерн-
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стнки МтР =  Ц & ) )  к с трук туре  СЛУ низких скоростей,  которая  
будет  устойчи ва  при переходе  системы из минимально-фазовой 
в не м и н и м ал ьн о -ф азо ву ю ,  и наоборот,  а т а к ж е  при неограни
ченном изменении (к а к  возрастании,  т ак  и убывании)  п а р а м е т 
ров  пере да точ ной  ф ункци и исполнительного двигател и (Тла и 
Кдв).  О тно ш ен ие  Т лз к /Сдв при этом остается постоянным.

Теорети чес кий а н а л и з  и экспериментальная  проверка  СЛУ 
с а с та т и з м о м  разного  п о р я д к а  позволили сделать  следующие 
выводы:

1. Устойчивость  С Л У  низки х скоростей при неограничен
ном измен ении п ар ам етр о в  исполнительного д ви гател я  (Гд,, 
и /Сдв) обеспечивается  на ли чи ем  в структуре  системы д и ф ф е 

ренцирующих звеньев,  по
следовательно включенных в 
ее основную цепь.  При  этом 
количество д и ф ф е р е н ц и р у ю 
щих звеньев (п)  о пр ед еляе т 
ся степенью астат изм а  (\-).

2. Устойчивость немини
мально -фа зов ых САУ, р а б о 
тающих на низких скорос
тях, обеспечивается примс-

гос'О нением в структуре  системы 
жесткой отрицательной о б 
ратной связи,  глубина  кото
рой д о лж н а  способствовать 
выполнению условия  ЛГ0 «• >  
> 1 .

3. Д л я  ре ализа ции устой
чивости СЛУ во всем д и а п а 
зоне низких скоростей необ
ходимо выполнение  двух 
предыдущих условий.

П р е дл а г а е м ы е  эле кт рич е 
ские коррек тирую щие уст
ройства одновременно в ли
яют па релакса ционн ые  
автоколебания,  вызыв аю щ ие 
скачкообразное  движение  
исполнительной оси СЛУ, и 
па гармонические  автоко ле 
бания,  появл яющ иес я  в си
стеме при потере устойчиво
сти. При этом следует  иметь 

в виду,  что увеличение  гл уби ны жесткой обратной связи о д н о 
временно  умень ша ет  ам п л и т у д ы  релаксационных (Лр) и га р
мони чес ких (Лг) автоколебаний,  а рост глубины гибкой обратной 
связи  (К, .о.ч-1 о.с2</(|.о..-:)) увеличивает  амплитуду /1р (рис.

Й. а ,  я ,

* Ж .0. С= С С т 5 1  

о С ' *  О С 2 <  *Г ОСЗ

'¿-1 Р и с .  6.11.



6 .1 1 .а )  и одновременно у м е н ь ш а е т  амплитуду Лг (рис.  6 .11 ,6) .  
Ра бочие  диапазоны САУ, п л а в н о  раб о таю щ и х  на ни зк и х  скоро 
стях,  определяются  соот ветст вующи ми ве л и ч и н а м и  скоростей 

— £2б- Воздействие ко мб иниро ванной об р ат н о й  связи  на ре
л акса ционн ые  и гармонические автоколебан ия  з а в и с и т  от пре
о б ла д а н и я  влияния соответствующих к о р р е к т и р у ю щ и х  уст
ройств.  Част от а  р ел ак сац и о н н ы х  и гармонических  а в т о к о л е б а 
ний изменяется  обратно п роп орц ио н альн о их ампл ит уд е .

Следует  отметить случай,  когда  за дан ны ми  могут  быть  либо 
структурная  схема, либо пер ед ато ч на я  функция неи зменяемой 
части САУ. Тогда при неудовлетворении ус л о ви й  плавности 
динамический синтез системы достигается ана логич но.  В связи 
с тем, что изменение дин ам ических  свойств С А У  м о ж е т  быть 
осуществлено разными способами,  синтез ко рр ек ти р у ю щ и х  
устройств многозначен.

После  определения  ко рр ек ти рую щ их  устройств и их п а р а 
метров следует оценить, в какой степени р а с с чи та н н а я  следя 
щ ая  САУ удовлетворяет  по ставлен ным  требов ани ям.

Таки м  образом,  с по мощ ью  метода ди на мич еско го  синтеза 
можно рассчитать САУ с аста тиз мом нулевого,  первог о  и вто
рого порядков,  которые будут  плавно и устойчиво р або тать  и 
любом рабочем диапазоне  низких скоростей.  Этот  метод син
теза  можн о распространить т а к ж е  и на системы с ас тат изм ом 
более высокого порядка.  П р и  синтезе САУ этим методом не 
требуется  знания количественной зависимости M tp =  f ( Q ) ,  а до
статочно лишь информации о х ар ак тер е  ее измен ени я  в области 
низких скоростей.  Это является  одним из г л а в н ы х  и основных 
достоинств рассмотренного метода  динамического  син те за  САУ, 
поскольку  в настоящее в р е м я  практическое о п р е д е л ен и е  з а в и 
симости M rp —/ ( i i )  весьма слож но,  а теоретическое  — просто 
невозможно.  С помощью п р ед лага ем ог о  метода м о ж н о  т а к ж е  
провести анализ  СЛУ, определить  в них наличие п л авно го  ре
ж и м а  работы и (в случае его  отсутствия) не об хо ди мые  виды 
коррекции как с качественной,  так и с количественной стороны.

П р а к т и к а  расчета САУ п о к аза ла ,  что системы,  со д е р ж а щ и е  
толь ко  функционально необходимые элементы (чувствительный,  
элемент  сравнения,  усилительный,  исполнительный и др. ),  
обычно не обладают плавным ре ж и мом  работы па низки х ско
ростях.  Д л я  реализации этого  р еж и ма  в САУ ис п ользу ют  кор
ректир ую щие устройства в ви де  жестких,  гибких н ко м б и н и р о 
ванных обратных связей.

Н.4. С И Н Т Е З К О М Б И Н И Р О В А Н Н Ы Х  СИСТЕМ  
М Е Т О Д О М  Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Х  
ЧАСТОТНЫХ Х А Р А К Т Е Р И С Т И К

Расчет  комбинированных С А У  наиболее  просто производить  
методом логарифмических частотных х а р а к т е р и с т и к  ( Л Ч Х ) .  
При этом необходимо знать  передаточную ф у н к ц и ю  разомкну-



◦

Рис. 6.12.

той системы.  Поскол ьку  передаточную функцию комбинирован
ной С А У  составить непосредственно по структурной схеме не
в о з м о ж н о ,  следует  системы с комбинированным управлением 
з а м е н и т ь  эквивалентной системой с управлением только  но 
отклонени ю.

П у с т ь  передаточная  ф у н к ц и я  эквивалентной САУ в разомк-



нутом виде  представлена  в ы р а ж е н и я м и  (6.24) или (6.26) ,  но  
которым мож н о  построить Л Ч Х  эквив алентной С А У  (см. 
рис. 6 .5 ,6 ) ,  соответствующей ко м биниров анн ой системе (см.  
рис. 6.4).  Д л я  этого вы раж ени е  (6.26) следует п р е д с та в и ть  
в виде

У ' ™ ( Р )  =  Р1{Р)  =  Р?{Р),



F I п\ — \ ■ W^ P ]г д е  F , { p ) —  \ +  w ^ p ) t  F 2 {p) -  i _  W Ap)W a{ p)

П о ст р о и в  Л Ч Х  д л я  F i ( p ) и F 2{p) и пр осуммиро вав  их, полу
чи м Л Ч Х  эквив алент но й САУ.

Д а л ь н е й ш и й  а н а л и з  динамики и выбор корректирующих 
устройств  э к вив алент но й САУ производят обычным способом 
логари ф ми че ск их  хар ак т е р и с т и к .  Как правило,  сначала  в САУ 
приходится  вводить  промежуточную,  а за тем  выполнять окон
ч ательну ю  коррекцию.  В ид  промежуточной и окончательной 
корре кций зависит  от реальн ой  конкретной схемы САУ и воз
можн ости  ее технической реализации.

Д л я  построения Л Ч Х  эквивалентной САУ с передаточной 
функцией Fi{p)  м о ж н о  использовать номограмму,  приведенную 
н а  рис. 6 .12 ,а, где по оси ординат отложены значения ам п л и 
т у д ы  L f i, а по оси а б с ц и с с  —  значения ф а з ы  элементов с пе
редаточной функцией F \ ( p ) .  В этой ж е  системе координат  по
строены линии р а в н ы х  значений амплитуды (сплошные кри
вые)  и фазы  (пун кти рны е)  элементов с передаточной функцией 
W \ { p ) l W $ ( p ) .  О п р е д е л и в  по этой передаточной функции значе
ния  амплитуды и ф а з ы ,  д л я  частоты со; м ож н о  установить по 
но могр амме  соответ ствующи е значения ам пл ит уд ы  и фазы  и 
построить таким о б р а з о м  логарифмические  ампл итуд ную (ЛАХ) 
и фазо вую (ЛФХ)  х ара кт ери стик и элементов.

Д л я  построения  Л Ч Х  элементов  эквив алентной САУ с пе
редаточной функцией Р г ( р )  аналогично мож н о  использовать 
номограмму,  при веденну ю на рис. 6.12,6,  ко тора я  позволяет по 
зна ч ен ия м  ам пл ит уд но й и фазовой хара кт ери стик  элементов  
с  передаточной ф у н к ц и е й  U M p ) N M p )  получить значения  ЛА Х 
и Л Ф Х  элементов.

Следует  отметить,  что номограммы на рис. 6.12 могут быть 
использованы не т о л ь к о  д л я  рассматриваемого случая  построе
ния  Л Ч Х  ко м бинированно й САУ, по и во всех других случаях ,  
где могут встретиться  подобного вида структурн ые  схемы.

Д л я  построения С А У  на основе типовых Л Ч Х ,  плавно р а 
ботаю щи х в р е ж и м е  ни зк и х  скоростей, необходимо учитывать 
р я д  дополнительных условий,  на к лад ыв аемых  на ЛАХ.  Л о г а 
рифмические  ф а з о в ы е  час тотные характеристики в этом случае 
строят ся  обычным способом.  Данный метод динамического  син
т е з а  можно пр им еня ть  к  любым САУ непрерывного  действия.  
Но  наиболее р а ц и о н а л ь н о  использовать его д л я  расчета  САУ 
с астатизмом первог о  и второго порядков,  т а к  к а к  д ля  расчета 
статических САУ пр и мен ен ие  данного метода сопря же но  с не
которыми трудностями.  П р и  синтезе САУ на основе типовых 
Л Ч Х  исходят из усл ов ий  бесскачкообразного р еж и ма  их р а 
боты (см. табл .  6.1) .  А н а л и з  этих условий пок азывает ,  что для  
статических САУ они з а в и с я т  от нескольких переменных п а р а 
метров,  например,  К  —  f ( T i ,  T i) ;  К  =  f ( T \ ,  Т 2, Тз) ; Т 2 =



— f ( K  T it T 3) ;  T 2— f ( K ,  T 3, Та) и  т .  д .  П р и  этом к а ж д ы й  из  п а 
раметров  мож ет  меняться в широки х пр ед ел ах .  Количество  п е р е 
менных пар аметро в  определяется  к а к  количеством звеньев С А У ,  
так  и порядком диффер енц иал ьно го  ура вн ен и я ,  о п и с ы в а ю щ е г о  
эту систему, что приводит  к многозначности условий п л а в н о с т и  
и зависимости от пар аметров  системы.  Это ,  в свою очередь,  т р е 
бует изо браж ени я  Л Ч Х  не в плоскости,  а в многомерном п р о 
странстве.

Рассмотрим у ж е  названный метод дина мич еског о  с и н т е з а  
применительно к САУ с астат изм ом первого и второго п о 
рядков.

В простейшем случае пер ед ат оч на я  ф ун кц ия  раз о м кн у то й  
системы с астатизм ом первого п о р я д к а  при наличии б е з ы н е р 
ционного усилителя  вы раж ается  к а к

W ( p )  =  K * l p ( \  +  T í P ). (6 .31)

Здесь  Ка  — добротность  системы по скорости; T t — еди нс тве н
ная постоянная времени системы, р а в н а я  постоянной в р е м е н и  
исполнительного электродвигателя .  Асимптотическая  Л А Х  п о
добной системы имеет одну частоту  со п р яж ен и я :

(6 .32)
Плавность  ра бо ты  такой САУ о п р е д е л яе т с я  условием (см.  
табл .  6.1)

Т у <  0 ,25;Кя  ■ (6.33)

При подстановке этого в ы раж ени я  в ф о р м у л у  (6.32) ч ас т о т а  
сопряжения определяется  неравенством

® ! > 4  К я , (6 .34)
а граничная  величина  этой частоты  — уравнением пр я м о й  
линии:

и>1 =  4 К в ,  (6.35)
которая является  граничной характеристикой  соотношения п а 
раметров системы.

В плоскости со стандартной сеткой д л я  построения Л А Х  
этой граничной характеристики соответствует  п р я м а я  /  
(рис. 6.13) с наклоном + 2 0 дБ /д ек .  О н а  пересекает ось ч ас то т  
при с»1 =  4, что вытек ает  из уравнения  (6.35) при /Со =  1. Н е р а 
венства (6.34) выполняется  всегда  в об ласти ,  распо лож ен но й 
с правой (иезаштрихованной на рис. 6.13) стороны граничной 
характеристики.

Охватим САУ с передаточной ф у н к ц и е й  (6.31) же стко й ,  
обратной связью. Условие  плавной р а б о т ы  системы примет  в и д  
(см. табл .  6.1)

Г, ■„ 0 ,2 5( 1  + К о . с) К я .  (6.36)
Частота  со пр яже н ия  в этом случае  опр ед елится  неравен ством



Ш, >  4Лг /(1 Н -К о .с ) .  (6.37)

которое  получается  при подстановке условия  плавной работы 
(6.37) в ф о р м у лу  ((>.32), а граничная величина  оч — ур авне
нием

о),-.= 4 ^ / ( 1  +  Л"о.с). (6,38)
И з ан али за  изменения  граничной .характеристики разных 

значений Кох  видно,  что чем больше величина коэффициента 
Кол,  тем больше д и а п а з о н  изменения частоты ом при постоян
стве  добротности по скорости системы Ка-

Р и с .  6 . 1 3 .

Полож им ,  что асимптотическая  Л А Х  /-[(со) системы 
(рис. 6.14) п р е д с та в л е н а  в виде двух  пр ямы х с наклонами 
-  20 и — 40 д Б /д ек .  До бр отно сть  системы по скорости К<л опре 
деляется  при о )= 1  контрольной точкой А  к- Строим граничную 
характеристику при К о . с  =  0 .  Перенеся  точку А к в точку В и 
опустив ее на ось частот ,  получим допустимое  значение частоты 
сопряж ени я о)2 д л я  з а дан но й величины Ка.  Именно в этом слу 
чае  исполнительная  ось САУ работает  плавно,  без скачков.  
Л о г а р и ф м и ч ес к а я  ам п л и ту д н ая  ха ракт ерист ика  на рис. 6.14 
примет  вид ¿ 2  (о>) •

Д л я  сохранения  (при необходимости) частоты сопряжения 
неизменной и равной  ол уменьшим значение  Ка  до величины, 
определяемой точкой А к. В этом случае  на граничной х а р а к т е 
ристике получим т оч к у  В ' ,  которой соответствует частота ю. 
А м пл итудная  х а р а к т е р и с т и к а  примет вид ¿ з ( м ) .

И,  наконец,  д л я  сохранения  (при необходимости)  ЛА Х о х 
ватим систему ж е с т к о й  отрицательной обратной связью, глу
бина которой обеспечит выполнение условия  (6.37). В послед
нем случае постоянство  заданных величин А д  и он обусловли-



васт величину коэффициента  обратной с в я з и  /Со.с= 1 0 .  Вспо мо
гательная  точка  В"  — точка допустимого  соотношения м е ж д у  
пар аметр ами системы — находится на гранич ной  характеристике .

Рис. 6.14.

1-сли передаточная  функция разомкн утой САУ имеет вид

-4- 1\ Р ) {  1 +  у , р )  |, (6.39)
то асимптотическая  ЛАХ имеет две  ч аст оты  сопряжения:  сп 
и о):*, которые находятся  аналогично по ф о р м у л е  (6.32). П л а в 
ность работы такой системы о п ределяе тся  условиями (см. 
табл.  6.1)

¡1 +  / 2 <  0,375/А'!!; К%=2,ГЯКи ;
0,166 ( } \  +  Г , )  [1 -  [ Г 1 — 2,66 А"ы( 7\ +  Т .,) \ ;/ и  <  'Л 7*2 <

<  0 . 2 5 ( 7 ; +  Т2) \

Сначала  пытаются реализовать  первое  условие  бесскачкооб-  
разиости,  которое  в реальных СЛУ, к а к  правило,  не выпо л
няется. Поэтому в систему вводятся ко р р ек ти р у ю щ и е устрой
ства. Затем,  зн ая  сумму постоянных вр ем ен и 7\ и 7%, по номо
грамме,  представленном на рис. 6.10, на х о д я т  значения  этих 
постоянных, которые бы удовлетворяли второ му  условию бес- 
скачкообразности.

Выводы, сделан ны е для »ПАХ системы с передаточной ф у н к 
цией (6.31), справедливы д ля  САУ с пер едаточной функцией
(6.39).  Ра зи и на  л иш ь в том, что в пос леднем случае уч иты 
вается количественное соотношение м е ж д у  обеими постоянными 
времени САУ.

Использование  граничной хар ак терис ти ки  д л я  определения  
жел аемой ЛА Х системы с передаточной функцией (6.39) а н а 
логично использованию,  рассмотренному д ля  САУ с перед а



точной ф унк ц ие й (6.31) .  Если перед аточн ая  функция разо м к н у 
той САУ им еет  вид

W  </>) =  * «  (1 +  T2p ) i p  (1 +  Л  р \  (6.40)

то условие  п л а в н о й  работы системы опред еляется  неравенством 
(см. табл .  6.1)

Г х <  0 , 2 5 ( 1  + K * T 2y - i K v .  ( 6 . 4 1 )

П о д ст авл яя  в ы р а ж е н и е  (6.41) в ф о р м у л у  (6.32),  определим 
частоту с о п р я ж е н и я :

«,  >  4АГв / (1 - h  АГв / о».)2- (6.42)
Граничное  з н ач ен и е  ол находится  из уравнения

< ■> ,= 4/ ^ /0  + К а  Ы * .  (6.43)
П о л о ж и м  Т 2= \ ,  тогда  в логарифмической плоскости (L; со) 

уравнению (6.43) будет  соответствовать к ри вая  I I I  (рис. 6.15),  
п р и н а д л е ж а щ а я  семейству  гипербол.  Асимптоты гиперболы

ц д б

(прямые I  и / * )  пр охо дя т  через ее центр  wi и описываются  в ы 
ра жение м (6.35) с соответствующим знак ом:  одна  с наклоном 
И-20 д Б /д ек ,  а  д р у г а я  с наклоном — 20 дБ/ дек .  Центр  гипер
болы (к р и в а я  I I I )  находится  из фо р м у лы  (6.35) при /Со =  1 и 
Т 2= \  и л е ж и т  на  оси частот  в точке coi =  4. Вершина гиперболы 
О х р ассчи тывается  по  ф ор муле  (6.43) при тех ж е  начальных



условиях и ле ж и т  т а к ж е  на  оси частот в то ч к е  со о t — I. Н е р а 
венство (6.42) выполня ет ся  в области,  р а с п о л о ж е н н о й  с не- 
заштрихованной стороны граничной х а р а к т е р и с т и к и  (кри
вая  I I I ) .

При изменении постоянной времени д и ф фере нц ир ую щ его 
звена  Тч вершина гиперболы О] будет п е р е м е щ а т ь с я  по п р я 
мой N N ,  которая  проходит  через точку  o ) o i = l  с наклоном 
+  20 дБ/дек .  Пол оже ни е  вершины Oi на п р я м о й  N N  рассчи
т ы вается  по ф орм уле

u,oi =  l / 7 ’2 = aV  (6.44)
Рис.  6.15 и ф о рм ула  (6.44) показывают,  ч т о  большим по
стоянным временем 7^ соответствуют бо ль ш и е  ди ап азон ы изме
нения при постоянном  значении Ко-

Наконец,  если ра зо м к н у та я  САУ имеет  передато чную функ
цию (6.45)

р  ( 1 + 7 ^ 1 + а д  ’ ( М 5 >
то условия плавной работы системы имеют вид  (см. табл .  6.1)

Л  +  тг <  0,375 (1 +  Ка Тг) ' !КЪ , К%= 2 , 5 3  Ка  ;

{0,166(7-, +  Гя) ( 1 + А Г а 7~г) [1  —

-  V 1 -  2,66 (/■, +  Г М  1 -  Ка Т,)* ]} <  7 \  Г ,  <  0 ,25 ( 7\  +  Тг)К

Эти д ва  условия р еализ ую тся  в системе т а к  ж е ,  как  и д ля  
САУ с передаточной функцией (6.39).

Использование  граничной характ ерист ики д л я  построения 
Л А Х  систем с пер едаточными функц иям и (6.45) и (6.40) по
добно ее использованию с этими ж е  целя ми,  рассмотренному в 
ранее  приведенном примере  д ля  САУ с пер едаточной ф у н к 
цией (6.3).

Н а  рис. 6.16 показано,  что для  САУ, и м ею щ ей  в основной 
цепи управления дифференцирующее звено,  выполнения тре
буемых условий бесскачкообразного  р е ж и м а  работ ы (без ис
пользования об ра тны х  связей)  можно д о б и т ь с я  с помощью 
изменения  постоянной времени этого звена .  В данном  примере 
д л я  Л А Х  £(со) постоянная  времени д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е г о  звена 
д о л ж н а  быть Т 2>-0,05 с. Эта  постоянная у д о в ле т в о р я е т  двум 
значениям K q (на рис. 6.16 точки В '  и В' ), при которых вы
полняются  условия  бесскачкообразности при з а д ан н о й  постоян
ной времени апериодического  звена 7*1.

Рассмотрим САУ с астатизмом второго  по р я д к а ,  имеющую 
в разомкнутом состоянии передаточную ф у н к ц и ю

W { p ) = K t (1 +  T2 p ) i p * (  1 +  7 » .  (6.46)
где Кг. — добротность системы по ускорению.  Кстати,  наличие 
в данно м случае диффер енц иру ющ его зв ена  с постоянной вре 
мени Т2 в основной цепи  системы необходимо,  ибо без него



САУ с т р ук турно  неустойчива.  Асимптотическая  ЛА Х подобной 
системы и м еет  д ве  частоты сопряжен ия:  и о)2, которые р ас 
считываются  по  ф орм уле  (6.32).  Бесскачкообразный режи м р а 
боты такой си стем ы определяется  условием (см. табл .  6.2)

г ^ з ^  +  о д а д А г . г , ) ,
которое при  уч ете  формулы (6.32) мож но  представить в виде 

««г <  *»*/(3 +  0,222 в»2/АГ. )• (6.47)

Тогда г р а н и ч н а я  характерис тика  описывается уравнением 

«2=<*>1/(3 +  0,222 <аЦК*). (6.48)

Если п о л о ж и т ь  7*2 =  1, то в логарифмической плоскости (¿ ;  
о)) у ра вн ен и ю  (6.48) будет соответствовать  кривая,  пр и н адл е 
ж а щ а я  с е м ей ств у  гипербол (рис.  6 .17) .  Асимптоты этой гипер
болы ( п р я м ы е  /  и I I ) ,  проходящие через  сс центр О, пересе
кают ось ч астот .  П ер в ая  асимптота  — прямая  /, перпендику
лярна я  к оси частот,  пересекает  последнюю при ол =  3. Вто
р а я — п р я м а я  I I  с наклоном + 2 0 д Б / д е к  — пересекает ось час
тот при 011  =  5,5. Координаты вершин гиперболы О при Т 2 ;̂ 1 
находятся по ф о р м у л е  (6.48):  ¿ 0 =  8 , 5 д Б ;  (00 =  4,77 с-1. Н е р а 
венство (6.47) выполняется  в области,  расположенной со сто
роны г рани чно й характеристики,  не заштрихованной на 
рис. 6.17. П р и  изменении постоянной времени дифф ер ен ц ир ую
щего звена  Т 2 верши на гиперболы О  будет перемещаться  по 
прямой N N  (см.  рис. 6.17),  кот орая  проходит через точку



о )л - 2 , 5 2  с наклоном -  4 0 д Б / д е к .  П о л о ж е н и е  вершины О на 
прямой /У/У, учитывая полученные значения  ко орди н ат  гипер
болы и  и ш о ,  рассчитывают по форм уле  о > о  =  4,77/Г2 — 4,77 а ) 2 .

Рис. 6.17.

Рис. 6.17 и ф ор му ла  (6.48) показывают,  что большим по
стоянным времени Т 2 соответствуют боль шие д иа па зо ны  изме
нения (о при постоянном значении К v.

При использовании в системе жесткой об р ат н о й  связи,  ох ва 
тывающей апериодическое и одно и н тег ри рую ще е звенья,  вер
шина гиперболы О будет пер емещаться  по  пр ям ой  Р Р  (см. 
рис. 6.17),  которая проходит  через точку о> =  12 с наклоном 
- -20 дБ/дек .  Положение  вершины О на пр я м о й  Р Р  с учетом 
значений координат  гиперболы ¿о и еоо р ас счи ты ва ет ся  по ф о р 
мул е

1О0 =  4,77 ша/{1 +  /Со. t ). (6.49)

При изменении величины Ко.с вершина гип ерболы  О переме
щается  но прямой М М  (рис.  6.17),  ко торая  п а р а л л е л ь н а  оси 
частот и определяется координатой ¿ ^  =  ¿ 0  =  8,5 д Б .  Положен ие  
вершины О на прямой М М  находится  по ф о р м у л е  (6.49).

Анализ  граничных характерист ик  при р а з н ы х  значениях ко



э ф ф иц и ен то в  обратной связи К 0.с и неизменности постоянной 
времени Т 2— 1 пок азывает ,  что рост значений Ко.с соответствует 
увелич ению д и а п а з о н а  изменения  частоты coi при /Ce=const .  
П р и  этом,  если в первом случае  изменяются  обе координаты 
вершины г и пе рб ол ы  ( L 0 и шо), то во втором — лишь одна  к о 
ор д и н а т а  (Оо. Испол ьзо вание  обоих случаев позволяет очень 
сущ еств ен но  изменять  бесскачкообразный диапазон р а 
боты САУ.

И,  наконец,  если использовать  в системе жесткую обратную 
связь ,  о х в а т ы в а ю щ у ю  апериодическое  и д ва  интегрирующих 
звена ,  то при Ко.с> 0 граничные характеристики будут опре де 
л я ть с я  гип ерб ол ами,  которые сопряжены с гиперболой (6.43) 
и имеют те  ж е  асимптоты /  и II.

Н а  рис.  6.17 представлены граничные характеристики,  соот
в етств ую щие с о пр яж ен ны м  гиперболам  с вершинами О х и 0 2 
при К о с — 1- И зм ене ние  К 0.с соответственно изменяет коор ди
наты в ерш и н со пр яж ен ны х  гипербол.  Вершина гиперболы 0\  
будет  п е р е м е щ ат ь с я  по прямой QQ, перпендикулярной к  оси 
частот и пр оходящей через точку  g)q =  2g)2, а вершина гипе р
болы О 2 —  по прямой 5 5 ,  которая  проходит через точку 
o )s = 1 8 ,5  с на кло но м + 2 0 д Б /д ек .  При  изменении Т 2 точка cos 
п ере м ещ ае тся  по  прямой R R  с наклоном + 4 0 дБ /дек ,  которая 
т а к ж е  п ро хо дит  через точку  cos. Пол оже ни е  самой точки на 
этой пр ям о й  оп ред еляется  как  cos =  18,5 сиг- Положе ние  ве рши 
ны 0 1 на пр я м о й  QQ  описывается  выражения ми

а п о лож ен ие  вершины 0 2 на прямой 5 5  — выражением

Условие  бес ск ачкообразности выполняется  в области,  распо ло
ж ен ной  с не заш три хов анной стороны граничной характеристики.

Если в системе применяется  комбинированная  обрат ная  
связь,  то необходимо учитывать  влияние  каждой обратной с в я 
зи,  из котор ых состоит эта об щ а я  связь.  Например,  если она 
состоит из ж естко й обратной связи,  охватывающей одно ин
тегр и рую щ ее  звено,  и гибкой обратной связи, ох ватыв аю щей  
аперио диче ско е  и два  интегрирующих звена,  то граничная  х а 
р ак тер и ст и к а  определится  гиперболой (см. рис. 6.17),  в е р ш и 
на О которой соответственно глубине жесткой и гибкой о б р а т 
ных связей  пер емещ ает ся  по прямой М М ,  а затем по п р я 
мой Р Р,  пр оход ящей уже через новое значение вершины О на 
пр ямой М М .

И сп о л ьз о в ан и е  граничных характеристик  д ля  построения 
Л А Х  систем с астатизмом ' второго порядка  ана логично их 
использ ован ию с этими ж е  целями д л я  САУ с астатизмом пе р
вого поряд ка .

При неограниченном возрастании параметров  элект родви га 

¿ o ^ O l g / C o , ;  Л Ъ , = 2 . 5  К о с , (6.50)

о)0>= 6  66 Ко. с (6.51)



те л я  (постоянной времени 7 ДН и ко э фф иц ие нт а  передачи К лл) 
из-за  нелинейного х ар ак тер а  изменения  м о м е н т а  трения  н а 
кл адывают ся  ограничения  на па раметры  д и ф ференц ир ую щ их  
звеньев САУ, соотношения которых о п р е д е л яю тс я  т а к ж е  гра 
ничными характерист иками (последние рассч и ты в а ю т с я  по фо р
мулам,  приведенным в табл .  6.3) .

Если передаточная  функция ра зо мкн уто й С А У  имеет вид
(6.40),  то условие бесскачкообразной р а б о т ы  системы при 
Гдв-^оо и /Сдв-^оо опр ед еляется  условием (см. табл .  6.3) 
7,2>2/}7С* и л и ,  уч итывая  вы ра ж е н и е  (6.32),  условие м

<*>2 <  0,5 1/ к 1 , (6.52)

где КЗ — добротность по скорости СДУ при неограниченном 
возрастании пар аметров  д в и г а те л я  (см. пр и м еч а н и я  к табл .  6.3). 
Тогда  уравнение граничной характеристики будет  иметь вид

ш2= 0 , 5  У к 1 , (6.53)

ему в системе координат  (/.; со) соответствует  п р я м а я  (пря
м а я  А А  на рис. 6.18) с наклоном -Ь 4 0 д Б / д е к .  О н а  пересекает

ось частот при со.* =  0,5, что вытекает  из у р а в н е н и я  (6.53) при 
Кч  — 1. Неравенство  (6.52) выполняется  всегда  в области,  рас
положенной с левой {не заштри хов анн ой на рис.  6.18) стороны 
граничной характеристики.

П ри  использовании в системе жесткой об р ат н о й  связи,  охва-



т ы в а ю щ е й  ин тег рир ую щее  и апериодическое  звенья,  граничная  
х а р а к т е р и с т и к а  описывается уравнением

ш3= 0 , 5  ] Л С а ( 1  + ^ о . с )  . . (6.54)

И зм ене ни е  ко эф фиц иента  обратной связи  будет пе ремещ ать  
гранич ную ха ра кт ерист ику .  Пересечение се с осью частот в ы 
числяется  по ф о р м у ле  о)  ̂=  0,5У 14- /С0.с- Совершенно очевидно, 
что чем б о л ь ш е  коэффициент  К 0.с, тем больше диа паз он изм е
нения ч аст от ы  сúu при постоянстве добротности по скорости си
стемы /Са . Е с л и  ж е  передаточная  функция разомкнутой СЛУ 
опи сывает ся  в ы р а ж е н и е м  (6.45),  то условие бссскачкообразной 
работы системы при Тлв-*оо  и Клв—*-оо определяется условием 
(см. табл .  6.3) Т 2> 2 , б / у / С и л и ,  принимая во внимание  ф о р 
мулу (6.32) :

ш2 <  0 ,385 У  К* ■ (6 55)

В данном  с л у ч а е  граничной характеристике ,  описываемой у р а в 
нением

ш.г= 0 , 3 8 5 У / < 1  , (6.55)

соответствует  пр я м а я  (на рис. 6.18 пр яма я  В В )  с наклоном 
4-40 д Б / д е к ,  ко то р ая  пересекает ось частот  при а)л^0 ,385 ,  что 
следует  из уравнения  (6.56) при Кц  = 1 .  Изменение  з н а ч е 
ния Ко.v п е р е м е щ ае т  граничную характеристику,  пересечение 
которой с  осью частот опр ед еляется  по форм уле  й>д — 
=  0,385у 1 +  Ко.с аналогично предыду ще му  случаю, соответствую
щему в ы р а ж е н и ю  (6.54).

Если С Л У  в раз омкнутом виде имеет передаточную функцию 
(6.46),  то при Тдв-^оо и /Сдь—>-оо система будет устойчиво р а 
ботать л и ш ь  при вводе в основную цепь регулирования  еще 
одного д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е г о  звена  (см. форм улу  (6.30) ).  Тогда,  
если п о л о ж и т ь  постоянную времени ка ж до го  диффе ре нц ир ую
щего зв ена  равной  Т г (что практически не вызывает  з а т р у д н е 
ний) ,  то п е р едато ч на я  функция разомкнутой СЛУ примет вид

W { p )  =  K t {\ +  T , p Y \ p H \ - i r l \ p ) } .
В этом с л у ч а е  условие  бесскачкообразпой работы системы при 
7 дв^- оо  и Л'дв->о о записывается  как (см. табл .  6.3)

7 2> 1 , 1 4 5 / У  AÍ7 

или, уч и т ы в а я  ф о р м у лу  (6.32):

ш2 <  0 ,872  Y k ¡ , (6.57)

где К» - - д о б р о т н о с т ь  по ускорению СЛУ  при неограниченном 
возр астан ии пар аметро в  д ви гател я  (см. примечания



к табл .  6.3).  В этом случае  уравнение  гра нич ной  х а р а к т е р и 
стики имеет вид

ш, 0,872 / А ?  , (6.58)

и ему в системе координат ( ¿ ;  со) соответствует (на  рис. 6.18) 
прям ая  СС  с наклоном + 6 0  дБ /д ек .  Она пе ре сека ет  ось частот 
при о>с =  0 ,8 7 2 , что вытекает  из уравнения (6.58) пр и /С, = 1 .

Если в системе используется ж есткая  о б р ат н а я  связь ,  то из
менение Кох  перемещает гранич ную х а р а кт ери сти ку ,  пересече
ние которой с осью частот  находится  по ф о р м у л е  о>с =
- 0 , 8 7 2 У 1  +  / С о . с -

Выполнение  условия (6.57) осуществляется  подобн о усло
виям (6.52) и (6.54) всегда  с левой (не з а ш т р и х о в а н н о й  на 
рис. 6.18) стороны соответствующей граничной ха ра кте ри ст ики .  
Влияние  ж е  жесткой обрат но й связи на ее и з м е н ен и я  а н а л о 
гично влиянию такой же  с в я з и  на изменения г р а н и ч н ы х  х а р а к 
теристик,  описываемых в ы р а ж е н и я м и  (6.54) и (6.56) .

Р ис .  6.19.

Таки м образом,  при построении ж е л а е м ы х  л о г ариф ми че ск их  
амплитудных,  характе рис тик  С Л У  с бес ск а ч к о о б р а э н ь ш  р е ж и 
мом работы на низких ско рос тя х  можно и с п ол ьз оват ь  гранич
ные характеристики,  с по мощ ью  которых л егко  определяются  
граничные значения п а р а м е т р о в  системы (по стоянные времени, 
добротность) .  Д л я  ряда  систем эти х ар ак тер и сти к и  находятся  
с помощью формул,  вы веден ны х на основе усл овий  бесскачко-



о б р а з н о й  рабо ты  САУ. О н и  помогают установить необходи
мость  в в о д а  в САУ системы жесткой обратной связи,  ее глу
бину, а  т а к ж е  необходимость  ввода  в систему диф фер ен ц и р у ю 
щ и х  зв ень ев ,  пар аметров  этих  звеньев.

Д л я  целого  ряда  систем граничные характеристики можно 
п р е д с та в и ть  в виде шаб лоно в  (рис. 6.19),  по которым легко  
о п р е д е л и т ь  наличие в САУ бесскачкообразного  р е ж и м а  работы,  
а в с л у ч а е  его  отсутствия  — необходимые виды коррекции как 
с качеств ен ной ,  т а к  и с количественной стороны. Н а  рис. 6.19 
п р и в е д е н ы  пр им еры ш аб л о н о в  граничных характе рис тик  для  
системы с астатизм ом второго  порядка без коррекции (а) и 
при исп оль з ова н ии  жесткой обрат ной  связи без охвата  д и ф ф е 
р е н ц и р у ю щ е г о  звена  (б) .

Д л я  устране ния  ска ч ко об ра зн ого  движения САУ с астат из
мом пер во го  и второго п о р я д к о в  при неограниченном в о зр аста 
нии п а р а м е т р о в  передаточной функции исполнительного д в и г а 
те ля  сле ду е т  воспользоваться  граничными характеристиками,  
о п р е д е л я е м ы м и  ура вне ни ями  (6.53),  (6.56), (6.58) и изо бра 
ж е н н ы м и  на  рис. 6.18. П р и  трудности реализации значит ель
ных по  величине  постоянных времени дифференц иру ющи х 
зве нье в  следуе т  использовать  жесткую обратную связь  без 
охвата  эт и х  д и ф фер ен ц и р у ю щ и х  звеньев.

Ес л и  ж е л а е м а я  Л А Х  построена  при одновременном исполь
зо вани и ура вне ни й граничной характеристики (6.43),  (6.48) и 
(6.53),  (6.58) ,  то  САУ с передаточной функцией,  соответствую
щей эт им  характ ери стик ам ,  будет плавно работать  во всем 
д и а п а з о н е  низких скоростей.

Д а л ь н е й ш и е  этапы син теза  САУ существенно не отличаются  
от расс м о тр е н н ы х  ранее.  Пол уче нные  результаты можно р ас 
пр о с т р а н и т ь  и па системы с иными передаточными функциями.  
П р е д л а г а е м ы й  метод д инамич еског о  синтеза САУ достаточно 
на гл я де н  и универсален.



Глава 7

С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Е С Я  С И С Т Е М Ы  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

7.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Самонастраивающейся  н а з ы в а ю т  такую авто ма т и ч е с к у ю  си
стему, которая наилучшим об р аз о м  изменяет  д и н ам и ч еск и е  и 
статические свойства в за ви си мости от про и зв ольн о  м еня ю 
щихся  внешних и внутренних условий. Пр и р е а л и з а ц и и  та ки х 
систем необходимо использовать  логические  э л ем ен ты ,  вычис
лительные  машины и эл ем ент ы  поиска.  У п р а в л я ю щ е е  возд ей
ствие в них зависит не т о л ь к о  от координат о б ъ е к т а  у п р а в л е 
ния, по и от качества его х а рак тер и сти к  и си гн ал о в  внешних 
воздействий.  Необходимую ин фо рм аци ю  д ля  а л г о р и т м а  работы 
самона страивающиеся  системы получают в пр оц ессе  своего 
функционирования.  Характер ,  объем и ф о р м а этой инфор мации 
завися т  от совершенства  самонастройки .

Возникновение  с ам она стр аи ваю щ их ся  САУ я в и л о с ь  ре зу ль
татом нового подхода к о це н ке  о к р у ж а ю щ е й  среды ,  изменение  
которой заранее  полностью предусмотреть  н е в о з м о ж н о .  Основ
ными предпосылками появ ления  этих систем яви л и с ь  следу ю 
щие факторы:  критический пересмотр требу емой  точности и 
той, которая имеется в су щ еству ю щ их  системах и их э л е м е н 
тах;  глубокое  проникновение  в сущность фи зи ч ески х процессов 
и возможность  их анализа  б л а г о д а р я  новым ср е дс т в а м  вычис
лительной математики и техники;  результаты изучения  ф у н к 
циональной деятельности ж и в ы х  организмов и перенесение 
ва ж н ей ши х  из них из сферы ж и во й природы в те хн ик у в целях  
управления.

Причинами,  которые в ы з ы в а ю т  самона стр ой ку  систем,  я в л я 
ются либо отклонения п а р а м е т р о в  объекта  у п р а в л е н и я  или с а 
мой системы от их оп тим альн ых значений, л и б о  из менен ие  р а з 
личных воздействии на САУ.  Д л я  определения  этих  откл он е
ний обычно организуют автомат ические  пробные д в и ж е н и я  САУ 
с последующим анализом исходной и в ы р а б а т ы в а е м о й  инфор
мации.  Такое  сочетание соста в л я е т  авто матич еский поиск опти



Зыход

м а л ь н о г о  состояния .  И м ен но  он является  наиболее  х а р а к т е р 
ным п р и з н а к о м  самона стр аи ва ю щ их ся  СДУ, которые следует 
р а с с м а т р и в а т ь  как  д а л ь н е й ш ее  развитие  оптимальных систем, 
когда  п о к а з а т е л ь  опти мальнос ти обеспечивается при р а зл и ч 
ных вн еш ни х  условиях в резул ьт ат е  действия элементов сам о
настройки.  Испо льзование  в САУ элементов самонастройки 
о п р а в д ы в а е т с я  лишь при достаточно быстрой окупаемости си
стемы,  обеспечении макс им альн ой  производительности техноло
гического  оборудования ,  повышении качества изготовляемой 
прод укц ии,  снижении эк сплу ата ци онн ых расходов.  При синтезе 
с а м о н а с тр а и в а ю щ и х с я  САУ выполнить все эти требования  
пра к ти че ски  невозможно.  Ис пол ьзование  элементов са м о н а 
стройки,  как  правило,  у с л о ж н я е т  САУ и сни жает  надежность 
ее  ра бо т ы .  П оэтом у за критерии оптимальности для  са м о н а 
стройки в ы бир аю т  какое -либо одно наиболее важ но е  требо ва 
ние, обесп ечиваю ще е основные заданные показатели качества.

Основн ой задачей самона ст ра и ваю щ их ся  САУ является  ста
б и л и з а ц и я  динамических свойств  автоматизированного техно
логическ ого  оборудования,  д л я  которого переходные режимы

работы считаются  глав-
а I--------------------------------------- 1 ньши.  Наруш ен ие  этих

ре жи мов  возм ож н о из-за 
влияния случайных ф а к 
торов, а т а к ж е  изменения  
па раметров  са мой  систе
мы. Стаби ли зац ию  иере- 

г ходных ре ж и мов осущест-
; вляют путем сравнения
\ временных хар акт ерис тик
I объектов у пр авлени я  с
' некоторыми эталонным и

с обеспечением последую
щей минимизации их рас- 

| хождения.  П р и  этом ста-
|8о(*о(? вят задачи  получения  ли- 
1 бо оптимальной точности,
{ либо оптимального  быст-
т родействия при изменяю-
| щихся внешних условиях
] и ха ра кт ерис тик ах  объек-
;1 та управления.
] В общем случае  в с а 

монас траив аю щихс я  САУ 
можно выделить  основной 
контур регулирования  

( К Р )  и контур  самонастройки {КС)  (рис. 7 .1 , а ) .  Стру кт ура  кон
тур а  регул ир ов ани я ,  с о с т о я щ а я  из регулятора (Р)  и объекта  
у п р а в л е н и я  ( О У ) ,  о п р еделяе тся  критерием первичной оптимиза-
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цни при синтезе  оптимальной С А У  без учета изменения  п а р а м е т 
ров и хара кте рис тик  объекта у п р а в л е н и я  и внешних возм ущ ен ий .  
Обычно регулятор  содержит и зм е н яе м у ю  'часть системы,  на к о т о 
рую воздействует контур сам она ст ро й ки .  В последнем м о ж н о  в ы 
делить  контролирующую часть,  к о т о р а я  определяет  т е к у щ у ю  и н 
формац ию  об объекте и вн еш ни х  условиях,  и исп олн ит ельн ый 
элемент  (И Э ),  форсирующий тре буемое  воздействие на и з м е 
няемую часть  регулятора .  К о н т р о л и р у ю щ а я  часть  состоит  из 
ан а л и за то р а  воздействия ( А В ) ,  с л у ж а щ е г о  д л я  оце н ки  в н е ш 
них воздействий,  ан ализ атора  процесса  ( АП) ,  о п р е д е л я ю щ е г о  
динамические  свойства объект а  управления ,  и вы чи сл ител ьн ого  
устройства  (ВУ) ,  которое в ы р а б а т ы в а е т  необходимое у п р а в л е 
ние. При  решении сложных з а д а ч  самонастройки в качестве  
такого устройства используется Ц В М .  Д л я  повыш ени я н а д е ж 
ности работы СЛУ регулятор имеет  т а к ж е  не и зм ен яем ую  часть.  
В случае выхода  из строя контур а  самонастройки х а р а к т е р и 
стики системы могут отклониться  от оптимальных,  но си стем а  
сохранит  работоспособность. Возможен  в ариа нт  п ер ед ач и  сиг 
нала  управления  от вычислительного  устройства через  сп е ц и 
альный генератор  оптимал ьных  воздействий ( Г ОВ)  н е п о ср е д 
ственно на объект  управлении (рис.  7 .1 ,0 ) .

Перечисленные основные элементы с а м о н а с тр а и в а ю щ е й с я  
САУ не строго обязательны.  Количество  их за вис и т  от  степени 
совершенства самонастройки и выб ран ног о  критерия вторичной 
оптимизации.  Схемное решение  с а м о н а с тр а и в а ю щ е й с я  С Л У  н 
надежность  ее работы в б ольш ой степени за вис ят  от п р а в и л ь 
ного выбора  составных элементов.

При синтезе  самона ст ра и ваю щ их ся  СЛУ  п р еж д е  всего  т р е 
буется простота самонастройки.  Идеаль но й с а м о н а с т р а и в а ю 
щейся  была  бы система, ко то р ая  обеспечивает о п т и м а л ь н ы й  
режим работы технологического оборудования  при л ю б ы х  воз
можных условиях.  В действительности оке с а м о н а с т р а и в а ю 
щейся считается  СЛУ, с о х р а н я ю щ а я  оптимал ьны й р е ж и м  л иш ь 
в определенных пределах.  П о эт ом у в ка ж до м ко н кр етно м с л у 
чае синтеза сам он астраи вающ их ся  систем необходимо о п р е д е 
лить реальные  граничные ус ловия  ее уд овлет ворит ельно й р а 
боты относительно требуемых точности и пок азате лей кач еств а .  
С ам она ст раива ющ иес я  СЛУ яв л яю т ся  динамически у с т о й ч и в ы 
ми системами,  которые р а б о т а ю т  по принципу откл оне ни я  
уп равляемой переменной или с использованием к о м б и н и р о в а н 
ного принципа  управления.  О ни  о б ла д а ю т  с леду ю щ и м и  ос н о в 
ными особенностями:

наличием не менее д ву х  контуров:  основного и с а м о н а 
стройки;

наличием элементов с из м ен яе м ы м и непрерывно или д и 
скретно параметрами,  ха ракт ери ст ик ам и или структурой,  а т а к 
ж е  переменного в процессе работы алгоритма,  что д е л а е т  с а 
монастраивающуюся СЛУ нелинейной и нестационарной;



присутствием вы чи слит ельн ы х  устройстз (в общем случае 
Ц В М ) ,  что требует  р а з р а б о т к и  аналитических методов,  кото
р ы е  сочетают в себе  ме то д ы теории автоматического упр авле 
н и я  и вычислительной техники;

пов ышенн ой чувствительностью к изменению пар аметров  
с а м о й  системы и об ъек та  управления ,  а т а к ж е  к выходным сиг
н а л а м ,  поскольку  в б о ль ш ин ств е  случаев системы работают на 
гр а н и ц е  устойчивости или вб ли зи  нее (по основному контуру);

использованием с л у ч а й н ы х  помех для  ре ализа ции а в т о м а 
тического  поиска  о п ти м альн ого  режима работы системы.

7.2. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я
С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Х С Я  СИСТЕМ

К л а с с и ф и к а ц и ю  с а м он астр аи ваю щ их ся  САУ мож н о произ
в о д и т ь  по нескольким п р и зн ака м .  Это связано с их сложной 
с т рукт ур ой,  различной физической сущностью,  назначением,  
о б л а с т я м и  применения и т. д.  Рассмотрим основные из этих 
п ри зн ако в .

1. И с х о д н ы е  факторы самонастройки,  при ориентации на 
к о т о р ы е  вы деляются  с л е ду ю щ и е  основные виды САУ: сам о
н а с т р а и в а ю щ и е с я  по с и г н а л а м  внешних возмущений;  само на 
с т р а и в а ю щ и е с я  по д ин ам ич ески м  характ ерист икам объектов 
у п р а в л е н и я ;  ко мб иниро ванные САУ (т. е. с а м она стр аи ваю щ ие 
ся  по си гна лам  к а к  вн еш ни х  воздействий, т а к  и по д и н а м и 
ч еск им  х а р акт ери стик ам  об ъ е к т о в  у п р а в л е н и я ) .

2. Средства р е а л и з а ц и и  у с л о в и й  самонастройки,  в качестве 
ко т о р ы х  могут испо льз оваться  различные технические  сред
с тва :  применение  Ц В М  и моделей,  разных видов кор ректи рую
щ и х  устройств;  изменение пар аме тро в  и структуры регулятора,  
т и п а  нелинейности ре г у л ят о р а  и алгоритма (про грам мы)  уп р ав 
л е н и я .  В зависимости от применения этих средств с ам он астр аи 
в а ю щ и е с я  СДУ п о д р а з де л я ю т с я  на системы с автоматической 
н ас тро й к ой  пар амет ров  (собственно самонастраивающиеся)  и 
с т р ук тур  ( с а м о о р г а н и з у ю щ и е с я ) ,  а т а к ж е  с автоматическим 
из мен ени ем  алго рит ма у п равлени я  (само обу чаю щ ие ся ).  Кон
кр етн ы й  выбор средств  достиж ени я условий самонастройки 
за в и с и т  от типа  системы и сложности самонастройки.  Иногда  
на  пр а к ти к е  возникает необходимость  одновременного исполь
з о в а н и я  нескольких видов  перечисленных средств.

3. Способы  о ц е н к и  д и н а м и ч е с к и х  характеристик  СДУ или  
объекта у п р а в л ен и я ,  ко торые  могут быть полными и частич
ными.  Основное  тр ебо вани е  к оценке хара кте рис тик  з а к л ю ч а 
ется  в том,  чтобы время,  за траче нн ое  на оценку,  б ы ло  меньше 
в р ем ен и  изменения  п а р а м е т р о в  СДУ. Кроме того, оценка д о л 
ж н а  до пу ска ть  авт ом атиз ац ию ,  иначе ее невоз можно будет ис
п о л ь з о в а т ь  в с а м о н а с тр а и в а ю щ е й с я  САУ. Сущест вующи е спо
собы  оценки основаны на использовании ли бо толь ко  рабочих



сигналов,  которые имеются в системе,  либо рабочих и с п е ц и 
ально подобранных пробных сигна лов .

4. Способы р еа ли з ации  р е г у л и р у ю щ е г о  воздействия , из к о 
торых м ож н о  выделить способ по следовате льных  проб по и з м е 
нению структуры,  алгоритма,  нелинейности и т. д.; у п о р я д о 
ченный способ действия по к а к о м у -ли б о  опр ед еленн ом у з а 
кону (например,  по закону ариф ме ти че ск ой или гео метр и че ско й 
прогрессии, по методу наискорейш его  спуска) ;  способ с о  с л у 
чайным воздействием,  в основе  которого  леж ит не п р е д н а м е -  
решюе определенное  апр обирование  программ,  устав ок  и т. д., 
а вероятностное апробирование,  .жачепие  которого в ы б и р а е т с я  
до тех пор, пока  САУ не получ ит  нужную оценку;  спо соб,  
основанный па применении э л ем ен то в  с самообучением,  с у т ь  
которого зак лю ча ется  в ан али зе  п р е д ы ду щ их  резу льтат ов  с п о 
следующим самоулу чтением.

5. Степень совершенства самонастройки , которая  п о з в о л я е т  
оценить взаим осв язь  между обычн ыми и разными в и д а м и  
сам он астра и вающ их ся  САУ. С количественной стороны с т еп е н ь  
совершенства можно ::адавать ка к ой -л иб о  сравнит ельно й х а 
рактеристикой происходящих процессов  в САУ с с а м о н а с т р о й 
кой и без нее или косвенно — по количеству  контуров с а м о н а 
стройки,  вычислительных элем ент ов  и т. д.

Са монас траив ающ иес я  системы р а з д ел я ю т  т а к ж е  на  р а з о м 
кнутые и за мкн ут ы е  относительно контура  сам о н а с тр о й к и  и 
выхода  системы,  на аналитические- п оис ков ые  и к о м б и н и р о в а н - 
ные.  Бол ее  детальное  развитие  отде льн ых  видов к л а с с и ф и к а 
ций приводится  в литературе.

7.3. П Р И Н Ц И П Ы  ПО С ТРО ЕН И Я  СИ С ТЕ М ,
С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Х С Я  П О  С И Г Н А Л А М  
В Н Е Ш Н И Х  В О З Д Е Й С Т В И И

О пт им альн ы е  по точности или быстродействию САУ о б ы ч н о  
рассчитаны при определенных вн еш н и х  условиях на к а к о й - т о  
один тип входного  сигнала.  П о э т о м у  при изменении х а р а к т е 
ристик внешних воздействии т р е б у е м ы е  показатели к а ч е с т в а  
системы могут не обеспечиваться.  Д о б и ть с я  минимально го  з н а 
чения среднеквадратичной ош ибки или максимального  б ы с т р о 
действия  в САУ при изменяю щихся  внешних условиях м о ж н о  
при использовании контуров сам она стр ой ки ,  которые и з м е н я ю т  
па раме тры либо структуру р е г у л ят о р а  или объекта  у п р а в л е н и я .

На рис. 7.2 изображена  с т р у к т у р н а я  схема с а м о н а с т р а и 
вающейся  САУ,  которая  обесп ечивает  с помощью к о н ту р а  с а 
монастройки ( КС)  оптимальное  по дав лен ие  помехи Х и (1),  п о 
ступающей на вход системы вместе  с полезным си гн ал ом  Х^.  
Д а н н а я  само на стр аи ваю щ аяс я  САУ является  замкнутой.  О н а  
может  быть оптимальна  как  по точности,  т а к  и по б ы с т р о д е й 
ствию при разны х входных воз д ейс тв и ях  и помехах.



Если необходимо обеспечить  инвариантность п ок азате ля  к а 
ч ес т в а  САУ относительно во змущ ающ их воздействий F( t ) ,  то 
ис п ользу ют  с а м о н а с тр а и в а ю щ и е с я  системы, кот оры е ра зо мкн у
т ы  по  контуру с а м о н а с тр о й к и  {рис. 7.3).  Этот контур обеспечи
в а е т  в результате  а н а л и з а  возмущающего воздействия  измене
ни е  ли бо пар аметров ,  л и б о  структуры регулят ора  или объекта

Рис, 7.2, Рис. 7.3,

у п ра влени я .  Т а к а я  с а м о н а с тр а и в а ю щ а я с я  САУ будет оптим аль
но й при в озм ущ аю щ их  воздействиях разны х видов.  Н а  п р а к 
т и к е  не всегда м о ж н о  из мерить  сигналы внеш них  воздействий 
и произвести их а н а л и з .  В этом случае контуры самонастройки 
могут  использовать с и г н а л ы  выхода системы у(1)  или ош иб 
к и  Д. В результате  а н а л и з а  сигналов,  которые изменяются  под 
д ей ств и ем  внешних воздействий,  контур самонастрой ки обеспе
ч и в а е т  постоянство не к о то р ы х  показателей качества  САУ.

Н а  рис. 7.4, а и з о б р а ж е н а  структурная  схема  само на стр аи
в а ю щ е й с я  САУ, ко то р ая  обеспечивает м ин им альну ю ошибку на 
в ы хо де  САУ. Это д о ст и гается  путем воздействия  контура  с а 
монастройки,  испо льз ующ его  сигнал ошибки Д, на параметры 
и л и  на  структуру р е г у л я т о р а  (Р ) ,  объекта  упр авлени я  ( ОУ)  и 
г л а в н о й  обратной с вязи  ( О С ) .  В случае использования  конту
р о м  самонастройки выходного  сигнала стр ук ту рн ая  схема са 
мона ст раив аю щ ейс я  С А У  мо же т  иметь вид, представленный 
н а  рис. 7 .4,6.  Устройство  самонастройки (У С Н ) с помощью пе
р е к л ю ч а ю щ и х  устройств  (ПУ1  и ПУ2)  производит  переключе
ни е  неединичной г л а в н о й  обратной связи по выходной пере
менной ( а ь  . . . ,  а п) и се  скорости (р, . . . ,  р«) в функции ош иб 
к и  Д и ее скорости а та кже  выходкой переменной У и
ее  скорости <№¡(11. Д иф ф е р е н ц и р о в а н и е  соответствующих вели
чин осуществляется  дифф ер ен ц ир ующ им и звеньям и (Д 3 1 — 
Д З З ) ,  Переключение  с т р укт ур ы  регуляторз  на одну из з а д а н 
ны х  зар ане е  схем, а т а к ж е  изменение п ар ам етр о в  регулятора  
и об рат ны х связей о б ы ч н о  производится дискретно,  в зависи
мости  от вида и п а р а м е т р о в  внешних воздействий.  Д а н н а я  
с х е м а  са м о н а с тр а и в а ю щ е й с я  САУ позволяет  обеспечить по



стоянство  значений заданн ых  п о к а з а те л е й  качества  С А У  с до  
пустимой погрешностью.
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В настоящее  время в более  совершен ных  системах к о н ту р  
самонастройки может  изменять  па ра метры ,  структуру,  з а к о н  
управления  и осуществлять самопр ис п оса блив аемо сть  С А У  с з а 
поминанием результатов самона стр ой ки .

7.4. П Р И Н Ц И П Ы  П О С Т РО Е Н И Я  СИ С ТЕ М ,
С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Х С Я  ПО Д И Н А М И Ч Е С К И М  

Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А М  О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я

На пр ак ти ке  САУ, с а м о н а с тр а и в а ю щ и е с я  по д и н а м и ч е с к и м  
харак тер ис тик ам объектов,  исполь зу ют в случая х  н е п р е д в и 
денного изменения  этих х а р а к т е р и с т и к  под действием в н е ш н и х



у с л о в и й  при необходимости выполнения зад ан но го  критерия  
кач ест ва .  З адачи  с а м она стр ой ки  в таких системах могут быть 
с а м ы е  раз нообразные,  например:  наибольшее  приближение
п ро ц есс а  управления  технологическим оборудованием к неко
т о р о м у  за дан но м у в к а ж д ы й  момент времени,  минимизация 
с р е дн екв адра тич но й о ш иб ки  из условий наилучшей статисти
ческой фильтраци и и вр ем ен и управления,  обеспечение неизмен
ности определенной пер ед аточной функции СЛУ  и т. д. Д л я  
р е а л и з а ц и и  самона строй ки необходимо определять  динамические  
сво й с т в а  объекта  упр а в л е н и я .

Д л я  сохранения п ост оянс тв а  динамических характерис тик  на 
в ы х о д е  САУ при измен ении характеристик  объект а  управления 
ш и р о к о е  распрост ранение  получили методы, основанные на 
испо льз овани и моделей.  П р и  этом настройка пар ам ет ров  про
и зво дит ся  по эталону,  которы м могут быть параме тры или 
д ин ам ич ески е  х ара кт ерис тик и модели. Р ассм отри м основные 
способы построения сам он астраи вающ их ся  САУ с моделям,!.

Использование  вычислительного  устройства  д ля  расчета 
п а р а м е т р о в  объекта  упр а в л е н и я .  При построении са м о н а с тр а и 
в а ю щ и х с я  СЛУ с по следовательно включенными моделью и

вычислительным устрой
ством д ля  расчета  п а р а 
метров объект а  у п р а в л е 
ния теоретически можно 
осуществить полную к о м 
пенсацию влияния изме
няющихся  параметров 
объекта.  На  практике же 
из-за наличия  погрешпо- 

р 1-! I Вь.юд стен вычислений текущих 
1 ^ 1  т г*Т значений этих  параметров  

и возможн ых изменений 
характерист ик  модели т а 
кая компенсация  не мо
жет  быть абсолютно точ- 

рис 7 5  ной. В основу построения
ука за н ны х  САУ положен 

принцип инвариантности.  Эти системы имеют весьма сложные 
ко н ту ры  самонастройки.  П р и  построении системы с параллельно 
вк лю че нн ым и моделью и вычислительным устройством сигнал 
д л я  контура  самона стр ой ки  определяется в результате  сравнения 
вычисленных п ар ам етр о в  с па раметрами модели,  т. е. с эталоном.  
Осн ов н ым  недостатком т а к и х  СЛУ является необходимость вы
числ ен ия  текущих зна ч ен ий  параметров  об ъек та  управления,  
что увеличивает  время самонастройки.  Э'ш системы т а к ж е  от
л и ч аю тся  значительной сложностью контура  самонастройки.  
Д л я  определения тек у щ и х  значений пар амет ров  СЛУ  исполь
зу ю тс я  кор реляционные методы,  которые требуют осреднения
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соответствующих функционалов вр ем ен и входных и в ы х о д н ы х  
процессов на интервалах времени,  знач ительно  б о ль ш их  в р е 
мени переходных процессов системы.  Поэтому  с а м о н а с т р а и 
вающиеся  САУ с пар аллельным  вк лю чение м модели и в ы ч и с 
лительного устройства  для р асче та  п а р а м е т р о в  объекта  у п р а в 
ления используют в тех случаях,  ко гда  па рамет ры  с ис тем ы  и з 
меняются  медленно (по срав не ни ю  с длительностью п е р е х о д 
ных процессов) .

Применение  эталонных мо де лей  динамических х а р а к т е р и 
стик об ъек тов  управления На  рис.  7.5 изо б ра же на  с т р у к т у р 
ная схема самонас траив аю щейс я  САУ с эталонной м о д е л ь ю ,  
динамические  характерист и
ки которой сравниваются  с 
х аракт ери стик ам и объекта 
управления .  П р и  изменении 
п арамет ров  динамические  
характери стики  объекта 
уп ра влени я  (О У ) отклоня
ются  от опт им ал ьн ых харак-  вход 
тсристик модели (М) ,  Появ- —  
ляется  сигна л  *Усн(0 =
=  </м(0— У (0*  действующий 
на устройство самонастрой
ки (У С н ), которое  изменяет Рис 76
па рамет ры  ли б о структуру
регулятора  {Р ), объекта у п р а в л е н и я  или главной о т р и ц а 
тельной обратной связи (ОС)  системы.  Если,  например,  и з м е 
няется коэффициент  передачи о б ъ е к т а  управления  й<з.у, то  к о н 
тур самонастройки должен т а к  из мен ить  коэффициент  п е р е д а ч и  
регулятора  к р, чтобы коэффициент  пере да чи модели о с т а 
вался постоянным,  т. е. й0.у6р =  /гм =  соп51. При выполнен ии э т о 
го условия выходной процесс С А У  */(?) в устан овив шемся  р е 
жиме будет совпадать с вы хо дны м сигналом модели г/м ( 0 -  
В переходных ре жи ма х эти процессы т а к ж е  будут д о с т а т о ч н о  
бл изкн.

Д л я  контроля  вектора состояния  у(1)  используют и д е н т и 
фикатор,  выполняющий функции а н а л и з а т о р а  процесса (см. 
рис. 7.1).  Если в с а м о на стр аи ва ю щ ейс я  САУ ко н тр о л и р у ет с я  
только  одна  выходная  величина у ( ( ) ,  т о  нет необходимости и з 
мерять вектор состояния и в ы ч и с л ят ь  парам етры  о б ъ е к т а  
управления.  В этом случае и ден ти ф и к ат ор  в схеме не н у ж е н .

Р аб о та  самонас траив аю щейс я  С А У  в динамическом р е ж и м е  
характеризуе тся  устойчивостью и вре мене м  пр о д о л ж и т е л ь н о с т и  
процесса,  который зак ан чивается  пр и х с ( ( ) — 0. Конечной з а д а 
чей контура  самонастройки САУ я в л яе т с я  ликвидац ия  в л и я н и я  
изменений пар амет ров  объекта  уп р а в л е н и я  на выходной п р о 
цесс 1/ ( / ) .

Использование  ана лиз ат оро в  х а р а к т е р и с т и к  о бъе кт а  у п р а в -



л е н и я  и системы.  И з м е н е н и е  параметров  о б ъ е к т а  управления 
под воздействием вн еш ни х условий о т р а ж а е т с я  на его х а р а к 
теристиках ,  поэтому д л я  самонастройки САУ вместо модели 
м о ж н о  использовать  а н а л и з а т о р ы  характеристик .  В таких само
н астр аи ваю щ и х ся  САУ, которые основаны на контроле х а р а к 
теристик  з ам кн уты х систем, динамические характеристики их 
после  определения с р а в н и в а ю тс я  с за дан ны ми эталонными ха
рактерист иками .  В кач еств е  динамических хара кт ерис тик  САУ 
м о ж н о  использовать  пер едаточные и частотные функции,  пере
хо дн ые характеристики,  а д л я  их контроля м о ж н о  воспользо
ва т ь с я  ли бо естественными,  либо искусственно созданными ко
л е ба н ия м и.  На  рис. 7.6 представлена стр ук ту рна я  схема само
н а с траив аю щ ейс я  САУ,  в основе которой — ана лиз атор  х а р а к 
терис тик  ( АХ) .  Он про и зв од и т  идентификацию (методы иден
ти ф и к а ц и и  об ъек та  у п р а в л е н и я  см. на с, 149) характеристик 
САУ.  Структу ра  а н а л и з а т о р а  хара кте рис тик  определяется 
видом характерис тик ,  ко торые используются  д ля  контроля,  
а  т а к ж е  конкретным методом идентификации характеристики 
о б ъ е к т а  управ лени я  и при нятым критерием вторичной оптими
зации.  Сф ор мир ов анн ое  анализат оро м характ ерис тик  воздейст
вие  поступает  на у с тро йс тв о  самонастройки (У С н ) ,  которое из
меня ет  либо п а р а м е т р ы ,  л и б о  структуру регулят ора  или объ
екта  управления.

Возможно построение  комбинированных САУ, в которых 
об ъе дин яю тся  принципы самонастройки как  по внешним воз 
дей ствиям,  т а к  и по  динамическим хар акт ери стикам  с целью 
ре ал и за ц и и  оп т и м а л ь н ы х  динамических свойств  в условиях 
изменения  х а р а к т е р и с т и к  внешних воздействий и объектов 
уп ра влени я  в ши ро ки х  пределах.  При данно м способе построе
ния  систем э т а л о н н а я  модель  (см. рис. 7.5) или анализатор  
х а ра кт ери ст и к  (см. рис.  7.6) имеют дополнительную самона 
стройку по сиг нал ам  внеш них  возмущ ающи х воздействий F( t ) .  
В этом случае э т а л о н н ы е  динамические  характеристики не ст а
бильны, а. автомат ически изменяются  в функции сигналов внеш
них воздействий.

7.5. С И Н Т Е З К О Н Т У Р А  С А М О Н АСТ РО Й КИ

З а д а ч а  синтеза  сам он астраи вающ их ся  САУ решается  при
б ли ж енн о в два  э тап а .  Н а  первом рассматри вается  оптимиза
ция  основного ко н тура  системы,  а на втором — оптимизация  
контур а  самонастройки.  Синтез  основного контура  САУ выпол
няе тся  известными м ето д а м и  теории автоматического  регули
рован и я  и управления .  Р еш ен ие  задачи синтеза контура  с ам о
настройки известными метод ами невозможно из-за наличия  в 
оптим ально й САУ пе ремен н ых параметров  и характеристик  
объект ов  управ ления  и действующих на нес внешних воздей



ствий. Несм от ря  на это, при синтезе ко н тура  с а м она стр ой ки  
можно выделить  следующие стадии:

1) ана лиз  факторов ,  о б у сл о в л и в а ю щ и х  использование  с а 
монастройки;

2) форм ул и ро вани е  и обоснование кр и те ри я  с а м он астр ой ки  
и принципа построения  контура самонас тройки;

3) синтез ал го ри тм а идентификации;
4) определение закона  изменения на ст р а и в а е м ы х  п а р а м е т 

ров и техническая  реализация  ко н тура  самонастройки;
5) синтез модели или а н а л и з а т о р а  динамич еских  х а р а к т е 

ристик объекта  управления  и системы.
На  первой стадии делают а н а л и з  условии работы о б ъ е к т а  

управления и выясняю т влияние ф а к т о р о в ,  которые в ы з ы в а ю т  
отклонения от оптимального  р е ж и м а  ра бо ты  СЛУ, х а р а к т е р и 
зующегося  первичной оптимизацией.  З а т е м  определяется в о з 
можность организац ии самона строй ки .  Если ис п о льз о ван и е  
самонастройки обусловлено изменен ием  пар аметров  о б ъ е к т а  
управления,  то необходимо знать  д и а п а з о н  изменения  этих  п а 
раметров  и иметь возможность о п р е д е л ят ь  оценку этих и з м е н е 
ний по динам ическим  хара кте рис тик ам  САУ. Если ж е  п р и м е 
нение самонастройки обусловлено изменени ем  х а р а к т е р и с т и к  
внешних воздействий,  то необходимо зн а т ь  либо а н а л и т и ч е с к о е  
выраже ние  полезного  сигнала  на входе  САУ .г0(/) при и з в е с т 
ных его п а р а м е т р ах  и известных статистических х а р а к т е р и с т и 
ках помех xn {t) и возмущающ их воздействии F( t ) ,  либо и м е т ь  
возможность непосредственно из мерить  полезный сигнал хо ( í )  
и знать  статистические  хар ак терис ти ки  помех и воздействий.

Решение  вопросов,  р а с с м ат р и в а е м ы х  на второй ст ад и и ,  
в первую очередь  определяется типом критерия первичной о п 
тимизации.  В качестве критерия самона стр ой ки  могут б ы т ь  
приняты ра злич ны е показатели качеств а ,  которые о п р е д е л яю тс я  
фа кторами,  обусловливающими пр им ене ние  сам она стр ой ки .  
При первичной оптимизации рассчи ты вается  минимальное  с р е д 
нее значение  к в а д р а та  ошибки и н аход и тся  оптима льная  ч а с 
тотная  пер ед аточная  функция САУ в усл овия х  изменений х а 
рактеристик  входного случайного сиг на ла :  ."о(0 = х п( 0 .  ^ ( 0 = 0  
(см. рис. 7.2).  В качестве кр итерия  вторичной о п т и м и з а ц и и  
(т. е. критерия  самонастройки) следу ет  т а к ж е  принять м и н и 
мальное  среднее  значение к в а д р а т а  ошибки.  В этом с л у ч а е  
критерии первичной и вторичной оп тим и за ци и совпадают. С т р у к 
тура  контура  самонастройки будет опр ед елят ьс я  расчетами к а к  
оптимальных частотных передаточных функций для  р аз н ы х  з а 
данных ха ракте рис тик  входного случа йн ого  сигнала,  т а к  и т р е 
буемых пар ам ет ров  и структуры р е г у л ят о р а  или объекта.  Е с л и  
ж е  целью первичной оптимизации я в л яе тся  получение о п т и 
мального значения  быстродействия или точности при д е т е р м и 
нированном входном сигнале .Го(0> то ПРИ изменении х а р а к т е 
ристик объекта  управления  и этого сиг на ла ,  а т а к ж е  при н а 



личии помех и в о з м у щ а ю щ и х  воздейстгшй следует обеспечить 
минимальное  откл оне ни е  процесса на выходе  от заданного опти
мального.  Д л я  р а с ч е т а  этого отклонения мож н о  использовать 
принцип построения самона стр аи ва ющ ей ся  САУ либо с этал он
ной моделью, л и б о  с ана лиз ат оро м характеристик .  В первом 
случае  (см. рис. 7.5) качество  самонастройки определяется 
ошибкой

* С( * ) - К М( * ; - К ( * ) ,

поэтому критерий самона стр ой ки  можно вы ра зи ть  в виде инте
гральной оценки:  *

У =  С [ К ( * ) _ К и ( 0 ] 2 ^ -  (7.1)

Если контролируется  толь ко  выходной сигнал,  то в качестве 
критерия с а м он астр ой ки  можно взять минимальную к в а д р а 
тичную функцию ош ибк и:

У«-О,Л
/-.-О
У  < 7 , * ^  1 0  '  И ли  7 - 0 , 5  V * ,  [Л-?» « ) ] * ,

« =-0

где Лс ( 0  —У ( 0  — ̂ м ( 0 ;  — постоянные коэффициенты.  К р и 
терий самонастрой ки мо ж н о выразить т а к ж е  через настраи
ваемые  па рамет ры  р егул ят ор а  а,  при переменных пара метрах  
объекта  управления:

У = / ( <

П р и  этом мож н о став и ть  за дач у  нах ож де ни я  заданного  опти
мального зна чения  Ĵ J или минимального а } в результате 
оптимальной н астро йк и параметров  регулятора .  В зависи 

мости ог  выбранного  кри-

:с1

Г К

! . л . .
8 » о д \  _  г - * — \ к .

Рис. 7.7.

терия  самонастроики и 
способа формирования  
си гна ла  самонастройки в 
функции изменяющихся  
па р ам етр о в  или х а р а к т е 
ристик объекта  у п р а в л е 
ния и регулято ра  р еали
зуется  структу рна я  схема 

Выход контура  самонастройки с 
эт алонной моделью.

О сеювными способами 
ф ор м и ро ван и я  сигнала с а 
монастройки являются 
градиентный, основанный 
на теории  чувствитель-



ности, и способ возмущения па р а м е т р о в .  Примером по с т р о е н и я  
контура самонастрой ки с эталонной  модел ью при г р а д и е н т н о м  
способе фо рмир ован ия  сигнала,  кото рый  осуществляет  н а 
стройку п а ра м етро в  регулятора,  о б ъ е к т а  управления  или ц е п и  
главной обрат ной  связи, я в л яе т с я  схема,  и з о б р а ж е н н а я  н а  
рис. 7.5. П рин ци п построения к о н ту р а  самонастройки при ф о р 
мировании сигн ала  по способу в о з м у щ ен и я  некоторого п а р а 
метра ki п о к а з а н  на рис. 7.7. б д и н  из пар аме тро в  (£,-) р е г у л я 
тора  или цепи главной отрицательной об ратн ой  связи н а х о д и т с я  
ка к  сумма основного  (Со ) ,  ко р р е к ти р у ю щ е го  (k,-K) и в о з м у 
щающего сигнал ов  k iB = kos\n м t, с о з д ав а е м о г о  генератором ко-  
лебанин ( Г К ) :

k t —■ kiQ-\~km k iU.

В приведенной схеме с а м о н аст р аи в аю щ ей ся  САУ п р е д п о л а г а 
ется, что структуры модели и о б ъ е к т а  управления  идент ичны.  
Это позволяет получить с по мощью синусоидального  в о з м у щ е 
ния па раметра  модели р.м.в — fWo s in  Ы  синусоидальное  и з м е н е 
ние ошибки *,-(/)• Тогда  сигнал самонастроГ:ки будет ф о р м и р о 
вать корректирующий сигнал kiX, способствующий у м е н ь ш е н и ю  
усредненной в малом промеж утке  времени функции о ш и б к и  
/ [ • ^ ( О J — I ( О  Ift № — любое п о лож и тел ьн ое  число).

При настройке  нескольких п а р а м е т р о в  используют в о з м у 
щающие сигналы с разными час т о т а м и  д л я  контуров с а м о н а 
стройки р а з н ы х  параметров .  З а м е т и м ,  что структура  к о н т у р а  
самонастройки т а к ж е  определяется  принятыми а л г о р и т м а м и  
идентификации и выбранным способом воздействия  на и з м е 
няемую часть  САУ.

Во втором случае  при построении контура  с а м о н а с тр о й к и  
с ана лиз атором  характеристик м о ж н о  т а к ж е  использовать  р а з 
ные критерии самонастройки.  Если в качестве  Такого к р и т е р и я  
принять м акс им альн ое  отклонение ди на мич ески х  х а р а к т е р и с т и к  
СДУ от эталонных,  являющихся  опт има льны ми ,  то с т р у к т у р 
ная схема сам она страи вающ ейс я  С А У  будет со о тветст во вать  
схеме, изо браж ен н ой  на рис. 7.6.

Н а  рис. 7.8 показан принцип построения  с а м о н а с т р а и в а ю 
щейся системы, основанный на ко н тр оле  импульсной п е р е х о д 
ной функции g{l), которая пол ож ен а  на основу критерия с а м о 
настройки.  Д л я  объектов у п ра влени я ,  описываемых д и ф ф е р е н 
циальными уравнениями иторого п о р я д к а ,  характеристика  g  (t) 
не будет стабильной и может о т ли ча т ь с я  от эталонной д и н а м и 
ческой характерист ики £ э ( 0 -  Д л я  р асче та  действительного  з н а 
чения g(t) используется метод идентификации,  основанный на  
анализе  с л уж ебн ы х  процессов типа  «белог о  шума» h( t ) ,  к о т о 
рый формируется  генератором к о л еб ани й ( ГК) .  В соответ ствии  
с вы раж ени ем  (5.15) при k ( t )  в виде  белого шума и м п у л ь с 
ная пер еходная  характеристика  о п р еделяе тся  значениями в з а 
имных корреляци онных  функций.  Контур  самонастройки со-



стоит  из г ене ратора  колебаний,  взаимного  ко ррелят ора  (В К ),  
состоящего  из мн о го к ан а ль н о го  устройства временной з а д е р ж 
ки (У В З ) (ть т п — значения  временных з а д е р ж е к )  и мно
гока нал ьн ого  вычислительно го  устройства  (В У ) (£ ( т ) ,

— им п ул ьс н ы е  переходные хар акт ерист ики при соот
ветствующих т) ,  в ы п о л н я ю щ е г о  функции у м н о ж ен и я  и сумми
ров ания ,  а н а л и з а т о р а  характеристик  и устройства  самонастрой
ки. В рассмотренной схеме самонас траив ающ ейс я  САУ для  
идентификации д и н а м и ч е с к и х  хара кт ерис тик  применяется  
акти вн ый эксперимент .

Г

б ход Л(С)

КС

УСн ГК ЛХ

рувз 1—

9 К  1 
I 
I

ОУ

в к

Выход

Р и с . 7.8,

Аналогично м о ж н о  рассмотреть принцип построения кон
т у р а  самонастройки при использовании в качестве  эталонной 
динамической х а р а к т е р и с т и к и  частотной передаточной функции 
(5.17).

Н а  третьей с тад ии  синтеза  алгоритмов идентификации рас
считываются  т е к у щ и е  динамические  ха ракте рис тики объектов  
управ лени я  и си гн ал о в  внешних воздействий.  Т а к  к а к  р е а л ь 
ные объекты технологического  оборудования являю тся  неста
ционарными,  то  а л г о р и т м ы  идентификации д ол ж ны  дав ать  
возможность  о п р ед ел ят ь  переменные па р а м е т р ы  или динамиче
ские характеристики о б ъ е к т а  управления.  И н о гд а  на практике 
требуется производить  оценку параметров  сигналов  внешних 
воздействий.  К роме  того,  следует  учитывать  не только  требо
вание  точности ид ент ифи кац ии,  но и время,  необходимое для  
нее, а т а к ж е  удобст во  использования  ха ра кте рис тик  в алг о
ритме.

Алгоритмы и д е нт иф ик ац ии  объектов управления .  Д л я  ос у
ществления сам о н а с тр о й к и  САУ при переменных динамических 
характ ерист иках  о б ъ е к т а  управления необходимо иметь у р а в 



нение д инам ики и его коэффициенты.  В ря де  случаев  это у р а в 
нение объекта  известно,  и в процессе самонас тройки т р е б у е т с я  
только  оп ред елять  его коэффициенты.  Эту  зад ач у  мож н о  р е 
шить несколькими способами. Р а с с м о тр и м  некоторые из них.

Опреде ле н ие  коэффициентов у р а в н е н и я  ди на мики  путем  
изм ерения  координат выхода и в ход а объекта у п р а в л е н и я  и  и х  
интегрирования.  Пусть объект у п р а в л е н и я  описывается у р а в н е 
нием динамики с переменными к о э фф иц ие нт ам и

Считая па ра м етры  кусочно-постоянными,  а объект  у п р а в л е н и я  
кваз ис тац ионарным  на отдельных и н те р в ал ах ,  в интервале  в р е 
мени [¿и ( \ +  Т1\ примем ко э фф иц ие нт ы  постоянными.  Т о г д а  
уравнение (7.2) запишем в виде

где Ь{(Т1) =  л:(7\-)/и(7\-)— коэффициент ,  рассчитываемый по з н а 
чениям коорди на т  входа и выхода  о б ъ е к т а  управл ени я  в к в а з н -  
установившемся  режиме.  П р о и н те гр и р о в ав  уравнение  (7.3) ,  п о 
лучим

откуда  найдем значение ко э фф иц ие нт а  уравнения  д и н а м и к и

В ыраже ни е  (7.4) является алгори тмом  ра сче та  па раметра  ац- (7 \ ) .
Аналогично определяют ко э фф иц ие нт ы  уравнений более  в ы 

сокого порядка .
Недо статком этого способа н а х о ж д е н и я  коэффициентов  я в 

ляется  необходимость измерения ко ор дина т  выхода  о б ъ е к т а  
управления  и ее (п — 1)-производных в моменты и ( / Н - 7 \ ) .

Р ассм отри м определение коэ фф иц ие нт ов  уравнения д и н а 
мики с п о м о щ ь ю  дополнительных с и г н а л о в  с зара нее  изв ест
ными характеристиками  ^ ( ¿ ) .  П уст ь  объект  управления  п е р 
вого поряд ка  описывается уравнением

Считая  об ъект  управления кв а зи с та ц и о н а р н ы м  на о т д е л ь н ы х  
интервалах  времени [¿¡, /¿ +  7,-], пре д ста ви м уравнение  (7.5) 
в виде

(7.2)

а и ( Г {) х  ( 0  + • *  (*) =  М ' Л )  11 ( О , (7.3)

1, + Т

+  Т А - Х  (*,)!. (7.4)

« 1  (О х  ( 0  4 -  а 0 ( о  X (() =  и (I). (7.5)

(7 .6)



* 1 * *
г, — j  x { t ) v . , { t ) d t \  с 2Z ~  j" x ( t ) v 2 ( t )  dt \

П о ск о л ьк у  в этом ур авн ени и два  переменных коэффициента,  то 
применяем д ва  источника  модулирующих функций с известными 
х аракт ери стик ам и U i( 0  и v 2{t)- Умножив  уравнение (7.6) на 
V\ (t) и V2 ( t ) ,  получим

a u (T i) Vy { t ) x ( t )  +  a 0t [7'l) v i U) x  —  (t) и  (/);

a,  dTt )  v 2 (t) x  ( t )  -f- a 0[ { Tt) v 2 ( t ) x  {t) =  v.: (О и (t).  (7.7)

Если сигн алы v \ ( i )  и 0 2 ( 0  принять ра вн ыми  нулю на гр а 
ни цах  интервалов  /,• и (t, +  Ti ),  то после интегрирования  уравне
ний (7.7) в пр е д е л ах  от /,• до  {ti + Tt) получим

— ( T t) +  Cll a oi ( I ) )  =  (7.8>
— £21 «к  ( T t) 4 - c.,2a Q, 1 T t) b2,

‘i+Ti _ + T ;

гд е  c „ -  j  x  ( t )  z \  ( t ) d t ; cv, - -  J  x ( ( ) v 1 t ) d t \

‘i+Ti
bx =  f u { t ) i x [ t )dt -

i .
M i

Cv t —
/ 1 (

V / ,

=  j и {£) v 2 {t) d t .

U
Уравнения  (7.8) о п р е д е л яю т  алгоритм идентификации объекта 
управ лени я  первого п о р я д к а  с переменными пар аметрами .  Они 
д а ю т  возможность  найти неизвестные коэффициенты на интер
в а л а х  времени \ t i , t i  +  T i \ .  При наличии объекто в  управления  
более  высокого п о р я д к а  д л я  расчета коэффициентов  исполь
з ую т Ц В М . В этом сл уч ае  в контур самонастройки вводят  
соответствующее ко ли чес тво  источников моду ли рую щих функ
ций V : ( t )  .

Рассмотрим о п ре д елен и е  коэффициентов уравнения ди н а 
мики методом квадратической аппроксимации.  Пусть  уравне
ние динамики о б ъ е к т а  уп равлен и я  имеет вид

п m
V  а . « ) * < ’■>(0  =  V  i ,  ( i )  « " > ( < )  +  "  ( t ) ,  ( 7 . 9 )¿mi ЯвЛ
k-0 г ’1

где  йа (t) и br ( t ) — переменные коэффициенты.  П олож им  
(О = b о'= 1 =  const .
При аппроксим аци и об ъек та  управления  моделью с кусоч

но-постоянными п а р а м е т р а м и  получим уравнение  квазистацио- 
нарного объекта у п р а в л е н и я  на интервале времени [/,, 1, + Т :]:



где а>ч и — постоянные коэ ффициенты,  опр еделяемые из 
условия минимальности усредненного к в а д р а т а  разности п р а 
вой и левой частей уравнения (7.10).  Н а  интерв алах  вр ем ен и 

Т ;] при известных ( 0  и и \ г) ( 0  получим

Д ля определения / ( /  —я + 1 -\-т) н еи зве стн ых коэффиц иен тов  
и ЬгI (&01=  1 “ сопэ!) необходимо на  к а ж д о м  интервале в р е 

мени / раз  изм ерить  в моменты // к о ор дин аты  (¿/) и « ^ ( / / ) .  
Это дает возм ожн ость  составить / ал геб ра ич ес ки х уравнен ий  
с / неизвестными:

Уравнения  (7.11) определяют ал го рит м  идентификации кваз и-  
стационарного объек та  управления,  оп и сываем ого  ур авне ни ем  
(7.9) с переменными коэффициентами.

Аналогично м о ж н о  определить а л г о р и т м  идентификации н е 
стационарного  объекта ,  если предста ви ть  коэффициенты 0 ^ ( 0

и ЬГЦ)  в виде рядо в  типа * 0 ( т ) ~  X с,-\Мт) ( 0 < т < Г < Г 1 —  и н 

тервал  времени,  на котором пр ои зв од и тс я  вычисление с,-; 
1|1, ( т ) — линейно независимые за д а н н ы е  функции;  Т\ — и н т е р 
вал  времени, на котором спр авед лив а  апп рок сим аци я)  ч ер е з  
неизвестные коэффициенты а*, и Ь„, по стоянны е в ин те р в а л а х  
времени [¿,, ¿¡ +  Т 1 \ .  Решение а лгор и тма  идентификации (7.11) 
является  сложной задачей,  которую м о ж н о  решить  только с п о 
мощью Ц В М . П р и  отсутствии ана ли тич еско го  уравнения  д и н а 
мики объекта  управления  можн о пр едста ви ть  алгоритм и д е н 
тификации в виде нахождения импульсной переходной ф у н к 
ции или передаточной функции н естаци он арно го  объекта  у п р а в 
ления.

Алгоритмы оценки пар аметров  си гн ал ов .  Существует  б о л ь 
шое количество методов оценки п а р а м е т р о в  сигналов  вне ш ни х 
воздействий.  Ра ссм отр и м  некоторые из них.

П рямой метод. Пусть  на вход САУ пос тупают полезный д е 
терминированный сигнал а*о (/) и помеха  л „ ( / ) .  Если п р и ня ть  
полезный сигнал в виде непрерывной ограниченной ф ун кц ии  
времени на интер вале  [0, 1]

и П ' -I)г -О

О0.1) {7 \ ) !0ак1 =  О, 
б ^ ( Г , ) / ^ г, =  0. (7.11)

я

х п Ц) = а Ь п (7.12)

с неизвестными а и п,  изм еняющи мися  в пределах  — о о < а с



<  +  оо при а ф О и О с п с с ю ,  то для расчета  одного из неизвест
ных пар аметро в  в ф о р м у ле  (7.12) можн о воспользоваться сле
дующ ими  в ы р а ж е н и я м и :

/г =  ^с0 ( 0 / * о ( 0 ;

(7.13)

П ер в ая  и в т ора я  из этих  формул получены в результате  д и ф 
ф еренцирования  и интегрирования  фо р м у лы  (7.12) соответст
венно, третья  — в резул ьтате  возведения в кв ад рат  формулы 
(7.12) и и н тег ри рован ия .  Выражения (7.13) используются д ля  
составления а л г о р и т м а  оценки па раметра  п, с помощью кото
рого ос уществляетс я  самонастройка  опт имальной СЛУ по точ
ности при пе ремен н ых  характерис тиках  сигн ала  внешних воз
действий (см. рис. 7.2 и 7.3).  При наличии на входе САУ по
мех д ля  р е а л и з а ц и и  алгоритмов (7.13) вместо  сигнала  л'о(0 
следует исп ол ьз ов ат ь  сигналы ф(т) = д ' о ( 0  +а* , . (О. При этом вы
числение п а р а м е т р а  п  будет осуществляться  с ошибкой,  кото
рая  будет тем меньше,  чем меньше уровень  помех.

Метод л и н е й н о й  аппроксимации.  Д л я  неизвестного ана лит и
ческого в ы р а ж е н и я  полезного сигнала  Д'о(0 можно использо
вать линейную апп рокс им ац и ю

где 0 с т < 7 ’< 7 ’1, Т  —  интервал  времени вычисления с,; 7 ; — ин
тервал  времени,  на котором спр авед лив а  аппроксимация;  
1|э,-(т) — линейно нез ависи мые зад анные функции.  П а рам етр ы  
с,- находятся методом наименьших кв а д р а то в  из условия мини
мальности ф у н к ц и о н а л а

где т — на чало отсчета времени;  I — время н а 
ч ала  аппроксимации.  Ф орму лы  для  вычисления с,- определяются 
из системы ал г еб р а и ч е с к и х  уравнений:

П
(*)> (7.14)

I -О

л 2

О 11=0

п
и ) ! д с { —  2  > ]  с1 ( ' ) ' М ' ) ^  — |  -Мт: )</ -=0

(/ =  0, 1, . . .  , п).

При ортон ор мир ованн ых  функциях ^ ¿ (т ) ,  когда



b . (, ) * t W * = í °  п»и ^
J [1 при i = k ,o

д ля  определения  коэффициентов с, в момент  t = T мож н о в о с 
пользоваться  вместо  уравнений (7.15) ф о рм уло й

c¡ =  j  'h ( ' )  *о <*) d -  (¿ =  0, 1, . . . .  n) .  ( 7 .1 6)
и

На основании выражении (7.14) и (7.16) можно с о с та в и ть  
алгоритм оценки входного по ле зн ого  с и г н а л а  xo(¿). Этот а л г о 
ритм будет в ы р а ж е н  через орто н о р м и р о ван н ы е  функции \|з«(т), 
в качестве которых могут быть пр и н я ты  полиномы Ч е б ы ш е в а ,  
Л е ж а н д р а  и др.

Статистический метод используется тогда,  когда с и г н а л ы  
внешних воздействий определяются  случайными пр оц есс ами.  
Оценка  пар аметров  производится путем осреднения  во в р е м е н и  
текущих ре ализ аци й сигналов.  Пр и этом принимается  у с л о в и е  
квазистационарности процесса:

R { t ,  ? - т ) -  R ( t \  t ' - z ) ,

где [t— T ) < l ' < { t  +  T) \  Т>То ,  7 * 0 - - в р е м я  определения к о р р е 
ляционной функции.  Сама ж е  к о р р е л я ц и о н н а я  функция в х о д 
ного полезного сигнала  х0(О опр е д е л яе т с я  для  ра зл и ч н ы х  т,- 
выражением

R  ( í ,  t  — -су) =  t~ l х  (7j - - , )  dr¡.
и

Затем  эти корреляционные функции л и б о  непосредственно п р и 
меняются д ля  самонастройки САУ, л и б о  по ним находят  п о к а 
затели качества ,  которые удобно ис по льз овать  в ко нтурах  с а 
монастройки.

Четверта я  стади я  синтеза контур а  самонастройки с в я з а н а  
прежде всего с определением за к о н а  изменения н а с т р а и в а е м ы х  
параметров ,  влияюще го  на выбор и построение  структуры и с 
полнительного устройства САУ. П ус ть  основной контур с и с т е 
мы состоит из объекта  управления  и регулятора ,  с о д е р ж а щ е г о  
кор ректирующее устройство в цепи гл а в н о й  обратной связи  (см.  
рис. 7.4, а  и  рис. 7.5).  Уравнение  д и н а м и к и  объекта  у п р а в л е н и я  
в векторном виде

Х  =  л  {X, Х р, F ,  [b/--, (£)], a (Í)}, (7.17)

где X и X — вектор состояния о б ъ е к т а  уп ра вл ен и я  и его п р о и з 
водная соответственно;  Хр — вектор  состояния р е г у л ят о р а ;

— функция возмущ ающ его  воздействия  с п е р е м е н 
ными п а р а м е т р ам и  Ьр ( ( ) \ л (t) — м а т р и ц а  переменных п а р а м е т 
ров объекта  управления.



Х р ^ М Х ,  Х 0 l b x( t ) ] ,F 2 [ Ь « ( 0 1 .  Х р, Р ( О ) .  (7.18)

где  Х о [ Ь х ( / ) ] — вект ор  полезных входных сигналов  регулятора 
с переменными п а р а м е т р а м и  Ь*(/) ;  /Г2 [Ь Р2(0 3 — функция воз
мущ аю щ его в оз дейс тв и я  с переменными п а р а м е т р ам и  Ь^2( 0 ;  
ß ( / ) — матрица  пе рем енн ы х параметров  регулятора .

В общем с л у ча е  па р а м е т р ы  объекта  управления ,  регуля
то ра  и внешних воздействии переменны во времени и слу
чайны.

Определение з а к о н а  изменения нас тра ив аемы х  пар аметров  
закл ю ча ется  в с ос та влени и уравнения

М * )  =  / з  i X 0 | b v v¿V.- I b , ,  (í)], /-'2 \ b n { t ) l  X p i a ( í ) ,  r> U ) l -
(7.19)

Оно находится  из условии экстремума фу нк ц ио на ла  (7.11). 
Уравнение р егулят ор а  (7.18) соответствует первичной опт имиза
ции, а уравнение ( 7 . 1 9 ) — вторичной оптимизации объекта  
управлен ия.

Таким образом,  синтез исполнительного устройства С АУ б у 
дет определяться у р а в н е н и я м и  динамики объекта (7.17) и р е 
гулятора (7.18),  в ы б р а н н ы м  критерием самонастройки и п р и 
нятыми алгоритмами идентификации с и г н а л о в  в н е ш н и х  во зде й
ствий или объекта у п р а в л е н и я .  Эта з а д ач а  решается ра зл ич 
ными методами в за виси мост и от принципа  гостроения контура  
самонастройки.  Н а  пр а к ти к е  широко используются два  способа 
определения  за к о н а  изменения  настраиваемых пар аметров  регу
л я т о р а  САУ. Во-первых,  это делается по ха ракте рис тикам  по
лезного входного с и гн ал а .  Рассмотрим этот способ на примере  
самонастройки опт им альн ого  фильтра  из условия  мин има ль 
ности среднего з н а ч е н и я  квадрата  ошибки.  Пусть на вход 
фи льтра  поступают полезный сигнал xo{t )  и помеха  (рис. 7.9).  
Полезный сигнал я в л я е т с я  непрерывной ограниченной на ин
тер вал е  времени [0, í] функцией, а помеха  — стационарным 
белым шумом с у р о в н е м  спектральной плотности N 2. Условия
ми идеальной ф и л ь т р а ц и и  являются y ( t ) o ¿ x v ( t ) ,  а т а к ж е  мини
мальность среднего  значения  квадрата  ошибки ( f - 2 ( 0 — min)  
и отсутствие ди на мич еско й ошибки {?х„ Структурную
схему оптимального  ф и л ь т р а  определяют с помощью критерия 
первичной оп тим из аци и,  в качестве которого приняты условия 
минимальности экстр емума :

i
J  =  г- (¿) Л '2 \ h ( t , ' )  d i  —  min,

n
где h( t ,  т ) — им п у ль с н а я  переходная функц ия случайнего про
цесса па выходе ф и л ь т р а .  При этом вводятся следующие о гр а 
ничения:



ex0 ( t )  —  x 0 ( t )  —  y  (0  =  0; y ( t ) —  [ h { t ,  t ) .v0 ( t )  d~.
о

В резу льтат е  решения этой з а д а ч и  получаем в ы р а ж е н и е  о п т и 
мальной импульсной переходной функции

h { t ,  ^) =  x <i{ t ) x 0 {z) J  jcg (■=) i/x.
0

которое определяет  струк турну ю схему опт и м ал ьн о го  ф и л ь т р а  
с учетом n{ t ,  т ) —px( t ,  т). Т а к а я  структурная  схема будет  оп ти
мальна  при любом полезном си гна ле  х о ( /) .

Р ис .  7.9.

Во-вторых,  определение з а к о н а  изменения  н а с т р а и в а е м ы х  
па ра ме тро в  регулятора  пр ои зво дится  по перемен ны м п а р а м е т 
рам объекта  управления.  П о с к о л ь к у  закон уп р а в л е н и я  в опти
мальны х САУ зависит от стр укт уры  и п а р а м е т р о в  о бъе кт а  
уп ра вл ен и я ,  то при изменении пар аметров  об ъе кт а ,  принятых,  
если ре ал из ована  первичная оптимизация ,  р еж и мы  ра бо ты  о б ъ 
екта  будут отличаться от оптимал ьных .  Это об у сл о в л и в ает  не
обходимость использования самонастрой ки САУ. Н а х о ж д е н и е  
з акон а  изменения нас траи ва емых пар аметров  р е г у л ят о р а  осу
щест вляется  с учетом первичной и вторичной оптими заций ,  
а т а к ж е  алгоритма идентификации объекта  у п р а в л е н и я .  Пр и 
этом используют функции чувствительности и метод ст охасти че 
ской аппроксимации.

Д л я  определении ф у н к ц и и  чувствительности ра ссмотри м 
объект  управления  с переменными па раметрами а, ( /)•  П р и  м а 
лых ва ри аци ях  этих п а ра м етро в  (6а,) относительно на ч ал ь ны х 
значений а , 0 можно установить влияние переменных п ар ам етр о в  
на координаты объекта уп ра вл ен и я .  Д л я  этого з а п и ш е м  с л е ду ю 
щий ряд:

* ( / , « , . ) - *  (Л «,„ +  га ,) =  * ( Л  +  8 « , +

02 Х У' (117 \2 I
+  2 ,  д ( ] ,  ( 5 « , ) + . . . .



Коэффициент члена  этого ряда ,  который содержит ва ри ацию  
параметра  ôa, в первой степени , называется фун к ц и е й  чувстви
тельности:

в ,  ( t ) ~ d x  (t, a tо) û a t.
Ф у н к ц и ю  чувствительности можно такж е определить  из д и ф 

ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений чувствительности,  которые мож но  со
с т ав и ть  по исходным диффе ре нц иа льн ым \р а в н е н и я м  объекта 
у п р а в л е н и я  или с пом ощью преобразовании Л а п л а с а  (напри
мер,  д л я  линейного о б ъе кт а  управления,  описываемого  опер а
то р н ы м  уравнением

У  ( Р ,  (II) ~  И'0 (р,  a t ) X  (р),  (7.20)
где У( р , а , )  и Х ( р )  — и з о бра ж ени я  выходной и входной пере
менных объект а  уп равлени я  соответственно; Wa(pyat)- пере
д а т о ч н а я  функция объекта  управл ени я) .

П р и м е н и в  обратное  преобразова ние  Л а п л а с а  к выраже ни ю
(7.20) ,  получим

y ( t ,  а , ) - Г 1 [ W a ( p t a ^ X i p ) ] .  (7.21)
П р о д и ф ф е р е н ц и р о в а в  в ы р а ж е н и е  (7.21) по па ра мет ру  а,, п о л у 

ч и м  ф у н к ц и ю  чувствительности

ц  ( t ) = dx ( t ' а,Т1> — д \ я<> A'tP'l> (7 22)

Н а  основании свойств п рео бразо вани я  Л а п л а с а  имеем
[ \ dW0 (p,  a i0)!da,] X  ( p ) l

a в ф о р м е  из ображения  Л а п л а с а
Н ( р ) — \д W 0 ( р ,  а,.0) 'дщ] X  {р) .  (7.23)

И с п о л ь з у я  вы раже ние  (7.23) ,  можно составить передаточную 
функ ц ию ,  н азываем ую  вспомогательным оператором:

U^hci { р ,  а 10) =  Ъ ( р )  X  { p ) -  = d \V0 (/;, а 10) дщ.

В спо могательны й оператор  т а к ж е  используют д ля  определения 
ф у н к ц и и  чувствительности в ( 0 -

П ри м е н е н и е  метода стохастической аппроксимации для  ре
шен ия р ассм ат рив аем ы х  з а д а ч  делит  их на две группы. В з а д а 
чах  первой необходимо оп ре д ел ит ь  значения на ст раива емых п а 
р а м е тр о в  у ^  , которые обеспечивают заданное  значение по ка 
з а т е л я  качества  J о- При этом после самонастройки в САУ ус та 
новится  кв ази ста ци она рны й режим,  т. е. у?  ( 7 \ ) = c o n s t ,  а крите
рий самонас тройки / ,  я в л я ю щ и й с я  функцией па раметра  у,, бу
д ет  иметь  вид

У > У 0 при 7, ( / ' , )  >  7 ? (Tt);
J - r . J 0 при (Г;) < ^ ( 7 \ ) .



На практике точное изменение /  не возм ож но  из- за  действия по
мех па входе СЛУ x n {t) или объекта  у п р а в л е н и я  F ( t )  (см. 
рис. 7.2 и 7,3).

З ак он изменения  нас тра ив аем ых  п а р а м е т р о в  регулят ора  в 
этом случае записывается  в виде а л гор и тма  стохастической а п 
проксимации

d' i jdt— k (t) \ J0 ( t ,  т") —  •/ (Л  Ti) +  " ( O L
где k ( t ) — некоторый переменный коэфф иц иент;  п{1)  — погреш
ность в измерении из-за наличия  помех.  П а р а м е т р  у, будет 
стремиться  к значению у<> с единичной веро ятн ос ть ю  при в ы 
полнении следующих условий:

t
к t) 0; Um \ к'' (■) d~ const ;

I  ■ CD J0
t

?)ти условия удовлетворяют весьма широки]' ; класс  функций.  
Например,  к(1)  I при 0 < / < 1 ;  к(1) =  \/1 при  1 < Л

В зад ач ах  второй группы необходимо опр е д е л и ть  для  ква- 
зисганионарного р еж и ма  значения  п а р а м е т р о в  у? (7\-) —сопэ!, 
при которых критерий самонастройки /  имеет  экстремум (Уо).

Закон  изменения настраива емых  п а р а м е т р о в  регулятора в 
этом случае записывается  относительно частной производной 
показателя  качества в виде

±  к (Г.) \д.! ( - [ Д ( ¿ ) | .  (7.25)

Здесь  плюс берется при м акс им альн ом  зна ч ени и У0, а минус — 
при минимальном;  п, ( I ) п о г р е ш н о с т и  и з м ере ни я  из-за нали
чия в СЛУ помех. Д л я  обеспечения стр ем л е н и я  па раметра  у,- 
к значению у" с единичной вероятностью необходимо,  чтобы 
к о э ф ф и ц и е н т ^ / )  соответствовал  условиям,  ан алоги ч н ы м  (7.24).

Д л я  простейших случаев  нри отсутствии помех (считая 
/е--сопь1) уравнение (7.25) можн о заменит ь  прибл иженн ым:

Ш  (¿, '¡¿¡д7(.
Вычисление частных производных 01(1,  делает ся  либо
с помощью функций чувствительности (7.22) или (7.23),  если 
критерий самонастройки в ы р аж ен  через к о о р д и н а ты  СЛУ, либо 
с помощью ЦВ]Н, если критерий настройки в ы р а ж е н  непосред
ственно через н аст раив аемы е параметры.

Последняя  стадия  синтеза  контура с а м она стр ой ки  — созда
ние модели или а н а л и з а т о р а  динам ических  характеристик 
объекта  управления  и системы — может  ра сс м ат р и в а т ь с я  толь
ко применительно к конкретному техно логическому оборудова
нию, являю щем уся  объектом управления.



7.6. М Е Т О Д Ы  И С С Л Е Д О В А Н И Я
С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Х С Я  СИ СТЕ М

При и сследован ии  самона стр аи ва ю щ их ся  САУ оценивается  
качество  процесс ов  самонастройки,  которое  хар акт еризуется  
точностью обеспечения  зад ан но го  критерия самонастройки,  
ус тойчивостью и качеством переходных процессов.  Д л я  иссле
д ован ия  с а м о н а с тр а и в а ю щ и х с я  САУ можн о использовать соот
вет ствую щие ра сс м ат р и в а е м о м у  случаю инженерные методы 
теории автоматического у п р а в л е н и я  с учетом специфики с ам о
н а с т р а и в а ю щ и х с я  систем.

Спе ц иф ич еск ие  особенности самонас траив аю щихс я  систем 
следу ю щи е  — необходимость  обеспечения времени процесса са 
монас тройки зна чительно меньшего,  чем время изменения  п а 
рам етр ов  состоян ия  объекта  управления ,  необходимость учета 
зна чительног о  изменения пар аметров ,  которое вытекает из сущ 
ности р а бо т ы  с ам она стр аи ваю щ их ся  систем; проведение иссле
дования  д и н а м и к и  системы д ля  большого диапазона  изменения  
ее п а р а м е т р о в ;  за м ен а  при интегрировании бесконечных пре
д ел ов  конечными,  значения  которых определяются  пре делами 
рабочего и н те г р а л а ;  необходимость  учета существенных нел и
нейностей в системе;  потребность использования  статистиче
ских мето дов  расчета при учете ряда  явлений, возникающих 
в с а м о н а с т р а и в а ю щ и х с я  САУ.

В за в и с и мо с т и  от специфики работы самона страивающейся  
САУ м о ж н о  использовать  следую щи е методы исследования:  
г а р м о н и ч е с к о й  ли н еари за ци и ,  фазовый,  графоаналитический,  
л о г а р и ф м и ч е с к и х  частотных характеристик, статический, мате
матического м о д е л и р о в а н и я  и др.,  в той или иной мере удовле
творяю щ ие  у ж е  п еречи слешш м требованиям.

В обще м сл уча е  само на стр аи ва ющ ие ся  САУ являются  не
ст ац ио на рн ы ми и нелинейными системами.  Нестационарность  
об условлена  изменяемостью их па раметров  во времени, корре к
тировка  ко то р ы х  и является  целью самонастройки.  Не лин ей
ность о б у с л о в л е н а  прежде всего наличием связи через контур 
самон астр ой ки  настраиваем(>(х пар аметров  регулятора  с вы
ходными с и г н а л а м и  системы.

Н а  п р а к ти к е  само на стр аи ваю щ ие ся  САУ с переменными па
ра м етр ам и в большинстве  случаев  можно отнести к классу  
систем с ме дл е н н о  изменяющимися  пар аметрами .  Такие  систе
мы н а з ы в а ю тс я  квазистационарными.  Д л я  исследования квази-  
стац ио на рн ы х  самона стр аи ваю щ их ся  САУ часто применяют 
метод з а м о р о ж е н н ы х  коэффициентов.  При этом считают,  что 
с момент а  и  п а р а м е т р ы  САУ остаются  неизменными на интер
вале  времени [Л, ¿,4-7, ] .  В этом случае уравнения,  описываю
щие д и н а м и к у  САУ, будут иметь постоянные коэффициенты,  
что п о зв оляет  д л я  исследования системы использовать обыч
ные методы тео рии  автоматического управления.  Оценив д и н а 



мику САУ д л я  выбранного  момента  £,•» про вод ят  ан ал ог ич ны е 
исследования  д ля  значений коэ фф иц ие нт ов  в другие моме нты 
(¿/) и определяют свойства системы при д р у г и х  значениях к о э ф 
фициентов.

Основной за д ач е й  исследования с а м о н а с тр а и в а ю щ и х с я  С А У  
явля ется  опр ед еление  переходного проце сса  на выходе системы 
для  заданного  входного воздействия.

Д л я  исследования нестациоуарных С Л У  в общем с л у ча е  
удобнее всего воспользоваться  методом математического м о д е 
ли рова ния .  На  математической модели  набираются  основной 
контур у пр авлени я  системой с учетом переменных к о э ф ф и ц и 
ентов  звеньев и контур самонастройки системы.  Это по зво ляет  
провести всестороннее исследование сам о н а с тр а и в а ю щ и х с я  СЛУ.

Д л я  исследования  с ам она стр аи ваю щ их ся  систем, им ею щи х 
случайные па ра ме тры ,  используют статистические методы,  к о 
торые позволяют повысить быстродействие  СЛУ посредством 
ввода в нее апр иорной информации об  изменении ха ракте рис тик  
объекта  уп равлени я  на основании в е роятн остн ых п р е д п о л о ж е 
ний. На  пра кти ке  при анализе  сам о н а с тр а и в а ю щ и х с я  систем 
часто применяют различные чи сле нн ы е  методы  с решением в о з 
ника ющи х за д ач  на ЦВМ.



1. Алиев Р. А. Пром ы ш ленны е инвариантные системы автоматического  
управления. М., 1971.

2. Андронов А. А. и др. Теория колебаний. М., 1959.
3. Андрющенко В. А. Автоматизированный электропривод систем уп рав

ления. И зд.  2-е. Л . ,  1975.
4. Андрющенко В. А. Автоматика и автом атизация производственных  

процессов. Л., 1975,
5. Андрющенко В. А. Аппараты и устройства электроавтоматики. Л.,  

1975.
6'. Андрющенко В. А. Проектирование и расчет инвариантных систем  

автоматического управления. Л., 1979.
7. Андрющенко В. А. С ледящ ие системы автоматизированного с бор оч н о

го  оборудования. Л . ,  1979.
8. А н д р ю щ е н к о  В. А. Системы автоматического управления технологиче

ским оборудованием . Л.,  1983.
9. Андрющенко В. А. Динамический синтез САУ гибких производствен

ных систем. Л., 1986.
10. Атанс М., Фалб П.  Оптимальное управление. М., 1968.
П. Ахметжанов А. А. Системы передачи угла повышенной точности. М.,

1 9 6 6 .

12. Бесекерский В. А. Ц ифровые автоматические системы. М., 1976.
13. Воронов А. А. Основы теории автоматического управления. Л. Ч. 1, 

1965; Ч. 2, 1966; Ч. 3 ,  1970.
14. Гузенко А. И.  П остр оени е  логарифмических частотных характеристик  

систем с комбинированны м у п р авл ени ем / / Автоматика и телемеханика. 1960. 
№  1 1 .

15. Гусев В. Г.  М етоды  исследования точности цифровых автоматиче
ских систем. М., 1973.

16. Егоров К. В. Основы теории автоматического регулирования. М.,
1967.

17. Задачник по теории  автоматического управления / П о д  ред. А, С. 
Шаталова. М., 1971.

18. Зайцев Г. Ф. Теория автоматического управления и регулирования.  
Киев, 1988.

19. Куропаткин П. В . Теория автоматического управления. М., 1973.
20. Куропаткин П. В.  Оптимальные и адаптивные системы. М., 1980.
21. Нелинейные корректирую щ ие устройства в системах автоматического  

управления /  П о д  ред.  Ю. И. Топчеева. М ,  1971.



22. Н и к о л а е в  Ю. А. и др. Д и н а м и к а  цифровых сл ед ящ их с и ст ем .  М., 
1970.

23. Н о в о с е л о в  А. И. Автоматическое управление. Л.,  1973.
24. О л е й н и к о в  В. А . и др. Основы оптим ального  и экстрем ального  у п р а в 

ления. М., 1969.
25. П роект ирование  следящих си стем  /  П о д  ред. Л .  В. Р а б и н о в и ч а .  М., 

1969.
26. Расчет  автоматических систем /  П о д  ред. А. В . Ф атеева . М ., 1973 .
27. С б о р н и к  задач  по теории автом атическ ого  регулирования и у п р а в л е 

ния / П о д  ред.  В. А. Бесекерского. М.,  1978.
28. С к в о р ц о в  Г. В.  Синтез к ор ре кти рую щ их устройств су д о в ы х  с л е д я 

щих систем. Л . ,  1968.
29. Т е о р и я  автоматического регул и р ован и я  /  П о д  ред. В. В. С о л о д о в н и к о -  

ва. М., Кн. 1, 2, 1967; Кн. 3, 1969.
30. Т е о р и я  автоматического у правл ения  / П о д  ред. А, В. Н е т у ш и л а .  М.,

Ч. I, 1968; Ч. 2, 1972.
31. У л а н о в  Г. М .  Динамическая точность  и компенсация в о зм у щ е н и й  в 

системах автоматического управления. М.,  197!.
32. Ф е д о р о в  С. М., Литвинов А . П .  Автоматические системы с ц и ф р о в ы 

ми управляю щ им и машинами. М., 1965.
33. Ц ы п к и н  Я. 3.  Теория линейны х импульсных систем. М., 1963.
34. Ш иш к о в  Б. А .  Косвенное и зм ер ен и е  возмущений и синтез  систем  

у п р а в л е н и я / / Электропривод и системы управления. М.; Л.,  1966.
35. Я в о р с к и й  В. Н. и др. П р оек ти р ован и е инвариантных с л е д я щ и х  при

водов. М., 1963.



П р е д и с л о в и е ................................................................................................................................................ 3

Г Л А В А  1. В В Е Д Е Н И Е  В Т Е О Р И Ю  С ИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО У П Р А ВЛ Е Н И Я  5

1.1. Основные понятия и о п р е д е л е н и я ....................................................—

1.2. Классификация систем автоматического управления . 7

1.3. Программы и за к он ы  у п р а в л е н и я ......................................................8

1.4. Задач и  теории автоматического управления . 9

Г Л А В А  2 .  ЛИНЕЙН Ы Е С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  . . И

2.1. Уравнения типовых звеньев и систем . . . .  —

Типовые д инам ические  звенья (11 ) .  Способы  соеди не
ния звеньев систем ы  (24).  Методика составления  
структурных сх ем  систем (26 ) .  Методика составления  
диф ф еренциальны х уравнений и передаточных функ
ций систем (2 7 ) .

2.2. Устойчивость линейны х с и с т е м ..................................................... 33

Критерии устойчивости  (37). И сследование устойчи
вости (3 7 ) .  И с с л е д о в а н и е  устойчивости м ногоконтур
ных систем (4 4 ) .

2.3. И сследование качества линейных систем . . .  45

Показатели качества работы систем (4 5 ) .  Точность  
работы систем в установившихся р еж им ах  (45).  
Оценка качества работы  систем в переходны х р еж и 
мах (4 9 ) .  П остр оени е  кривой переходного  процесса  
(57).

2.4. Методы улучш ения качества работы линейных систем НО

Принципы вы бора схемы и расчета параметров кор
ректирующего устройства методом логарифмических  
характеристик ( 6 8 ) .  Построение ж елаем ы х Л А Ч Х  и 
Л Ф Ч Х  (6 9 ) .  П остроени е  Л А Х  корректирующ его  
устройства ( 7 1 ) .  Определение схемы и параметров  
корректирующ его устройства (74).



Г Л А В А  3. Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И  Я . 7 6

3.1. Особенности нелинейных с и с т е м .........................................................—

3.2. Исследование динамики нелинейных систем . . 81

В озм ож ны е состояния равновесия (8 1 ) .  М е т о д  Л я п у 
нова (82 ) .  М е т о д  В . М. П опова (8 3 ) .  Ф а з о в ы й  м е
т о д  (84 ) .  М етод гармонического баланса (9 0 ) .

3.3. Коррекция нелинейных с и с т е м ......................................................... 98

Г Л А В А 4. Ц И Ф Р О В Ы Е  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  .  . Ю 4

4.1. Основные характеристики цифровых си стем  . .  —

4.2. Исследование динам ики цифровых систем . . , 1 1 5

4.3. Расчет непрерывной коррекции м етодом  л о га р и ф м и 
ческих частотных х а р а к т е р и с т и к ......................................................125

4.4. Расчет дискретной коррекции методом л огар и ф м и че
ских частотных х а р а к т е р и с т и к ....................................................... 132

Г Л А В А  5 .  О П Т И М А Л Ь Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  1 3 7

5.1. Основные понятия об  оптимальном управлении . . —

Критерии оптимальности (1 3 7 ) .  Основные п олож ен ия  
оптимального синтеза  (МО). О пределение статических  
характеристик о б ъ е к т а  но плотности вероятности  
(145) .  О пределение статических характеристик  о б ъ е к 
та методом корреляционного анализа ( 1 4 6 ) .  М е т о д  
экспериментального определения частотных х а р а к т е 
ристик (148) .  М е т о д ы  идентификации ( 1 4 9 ) .

5.2. Классификация оптимальных систем . . 151

5.3. Методы синтеза оптимального управления в статиче
ском реж им е . . . . . . . . .  153

М етол определения оптимального управления, с о о т в ет 
ствующ его экстрем ум у статической характеристики  
объекта (153).  М етоды  определения оптимального  
управления на осн о ве  множителей Л а г р а н ж а  и л и 
нейного (нелинейного) программирования (1 5 5 ) .

5.4. Методы синтеза оптимального управления в ди н а м и 
ческом режиме . . . .  . . . . .  158

Классический м е то д  вариационного исчисления (159) .
М етод динамического программирования ( 1 6 0 ) .  М ето д  
принципа максимума (162).

5.5. Принципы построения оптимальных по точности си
стем ......................................................................................................................163

Оптимальная стабилизация  режимов о б ъ е к т а  (1 6 4 ) .  
Оптимальная стабилизация выхода о б ъ е к т а  (165) .
Оптимальное управл ение объектом по п роизвольном у  
закону (165) .  П остроение оптимальных по точности  
работы САУ при случайных сигналах (1 6 9 ) .

5.6. Принципы построения оптимальных по бы ст р о д ей ст 
вию систем . . . . . . . . .  i  70

Г Л А В А  С. И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я  170



6.1. Инвариантность и ее  практическая реализация в си
стемах автом атического управления —

6.2. Комбинированные с и с т е м ы ............................................................... 184

6.3. Синтез комбинированных систем на основе типовых  
передаточных ф у н к ц и й ......................................................................... 192

6.4. Синтез комбинированных систем методом логарифми
ческих частотных х а р а к т е р и с т и к .................................................... 207

Г Л А В А  7. С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ И Е С Я  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А 
В Л Е Н И Я  .............................................................................................................................................  2 2 3

7.1. Основные понятия . . . . . . . .  —

7.2 .  Классификация сам онастраиваю щ ихся систем . . 226

7.3. Принципы построения систем, сам онастраивающихся
по сигналам внешних воздействий . . . .  227

7.4. Принципы построения систем, сам онастраивающихся  
по динамическим характеристикам объектов уп равл е
ния ......................................................................................................................2 2 9

И спользование вычислительного устройства для расче
та параметров об ъ екта  управления (230).  Применение  
эталонных м одел ей  динамических характеристик о б ъ 
ектов управления (2 3 1 ) .  Использование анализаторов  
характеристик объекта  управления и системы (232).

7.5. Синтез контура с а м о н а с т р о й к и .................................................... 232

Алгоритмы идентификации объектов управления (236).  
Алгоритмы оценки параметров сигналов (239).

7.6. М етоды исследования самонастраивающихся систем 246 

Указатель л и т е р а т у р ы ..........................................................................248



Учебное издание

А н д р ю щ е н к о  В л а д и м и р  Ануфриеаич

Теория систем  
автоматического управления

У ч е б н о е  п о с о б и е

Редактор Т. В. М ы зн и к о ва  
Художественный редактор В. В. П ож идаев  
О блож к а  х у д о ж н и к а  С. В. А л ек се ева  
Технический редактор А. В. Б о р щ ева ,  Г. М .  М ат веева  
Корректоры Е. К. Терентьева, Т. Г. П а в л о в а



С д а н о  в н а б о р  11.12.S9. Подписано  » печать 13.08.90. 
Ф о р м а т  6 0 Х 9 0 ’/|«. Бумага тип. №  2. Гарнитура  
ли т е р а т у р н а я .  Печать высокая. Уел. печ. л. 16. 
Уел. кр .-отт . 10,25. Уч.-!!.)д. л. 15,1. Т ир аж  СОМ экз. 

З а к а з  Л'? ИИ». Цена 50 кон.  
И зда т ел ьств о  ЛГУ.  199034, Л енинград ,  

Университетская н аб . ,  7/0.

Т ипо гр а ф ия  Пад-ва ЛГУ.  199034. Ленинград,  
У м н в е р с т м с н а я  н а б . ,  7Л.



И З Д А Т Е Л Ь С Т В О  
Л Е Н И Н Г Р А Д С К О Г О  У Н И В Е Р С И Т Е Т А  

п 1990 г. выпускает п спет сл едую щ ие книги:

З а й ч е н к о  К. В. Чувствительные элем енты  со  
структурной избыточностью. ]2 л. —  2  р. 40 к.

Монография п освящ ена теории, принципам п о
строения, методам н результатам анализа чувствитель
ных элементов (Ч Э ) ,  или дискриминаторов, устр ойс тв  
оценки параметров случайных процессов в различны х  
системах. При высокой разрешающей с п о со б н о ст и  си
стемы показана целесообразность  применения си нтези 
рованных многоканальных ЧЭ. Р а зр а б о та н а  методика  
анализа и рассмотрены чувствительные эл ем енты  с о  
структурной избыточностью, и измерители пар ам етр ов  
сигналов на их основе, в частности на б а з е  различны х  
типов фурье-процессоров

Д л я  специалистов по теории и т ехн ик е  связи,  
радио- и гидролокации, системам управления и о б р а 
ботке информации.



Структуры сл ож ны х систем и алгоритмов управле
ния: М еж ву з .  сб. / П о д  ред.  Борцова Ю. А., Яковле
ва В. Б. —  12 л. —  (В опросы  теории систем автомати
ческого  управления; Вып. 8 ) .  — 2 р. 40  к.

В сборнике (вып. 7 вышел в 1987 г.) излагаются  
»оп р осы  теории систем и прикладные вопросы  
построения  сложны х систем управления. Большое вни
м ание  уделяется  структурным аспектам теории управ
ления, разработке алгоритм ов идентификации, управ
л ени я  и адаптации. П риводятся  материалы по приме
н ению  теоретических м етодов  к управлению сложными  
(ехннческими системами.

Д л я  специалистов в области  управления техниче
ским и системами.

З а к а з ы  направлять по адресу:

191186, Л енинград ,  Невский пр., д. 28. 

Магазин №  1 «Д ом  книги»

Отдел «Книга — почтой»


