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В книге рассмотрены инженерные методы анализа 
и синтеза дискретных систем автоматического уп рав ­
ления с использованием вычислительно» техники, изло­
жены ортогональные методы расчета, основанные на 
спектральном представлении сигналов и динамических 
характеристик.

Учебное пособие предназначено для студентов стар ­
ших курсов, изучающих теорию автоматического уп рав ­
ления, а т а к ж е  м о ж ет  быть использовано специалиста­
ми, занимающимися вопросами исследования и проекти­
рования систем управления.

Изложенный в книге материал оригинален, базирует­
ся па работах авторов и использует методы операци­
онного исчисления, функционального анализа, теории 
специальных функций и дискретных систей автомати­
ческого управления.
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П р е д и с л о в и е

В последнее время в связи с развитием вычислительной техни­
ки, особенно цифровых вычислительных машин, дискретные систе­
мы автоматического управления (ДСАУ) находят все большее 
применение в различных областях управления и реГулирЬвапия: 
системы передачи в радиосвязи,  телевидении, радиоуправлении,  сис­
темы управления подвижными объектами,  следящие системы им­
пульсных радиолокационных станций и т. д. Использование им­
пульсных и цифровых элементов в ДСАУ позволяет производить 
разделение по времени работы отдельных блоков системы и дает  
возможность использовать последние для выполнения нескольких 
функций. Информация, передаваемая  ДСАУ в виде импульсов,  мо­
жет быть легко закодирована и передана в виде цифрового кода,  
что обеспечивает почти безошибочную передачу информации д а ж е  
при наличии помех. Искажает  информацию только ошибка кванто­
вания, поэтому гибкость и универсальность цифровых вычисли­
тельных машин обуславливает улучшение характеристик ДСАУ.

В большинстве случаев цифровые вычислительные машины 
включены в контур управления и используются в качестве вычис­
лителя и управляющего элемента .  Это обстоятельство определяет 
основное направление в развитии современных методов исследова­
ния дискретных систем управления,  которые должны быть хорошо 
приспособлены для реализации на цифровых вычислительных м а ­
шинах. Поэтому построение методов анализа и синтеза ДСАУ, ос­
нованных на единстве математического я зы к а  и общности идеоло­
гии на всех этапах исследования и построения последних, является  
важным условием, позволяющим ослабить требования к  быстро­
действию и объему запоминающего устройства вычислительной 
машины.

Не менее важным фактором является  создание алгоритмов и
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получение информации в виде, удобном для практического исполь­
зования.

Математическая  модель ДСАУ в общем случае представляет 
собой матричное разностное уравнение с постоянными или пере­
менными коэффициентами соответственно для стационарных и не­
стационарных систем.

Отображение разностных уравнений в область комплексного 
переменного с помощью Дискретного преобразования Лапласа 
(D-преобразования) ,  z -преобразования,  ^-преобразования и дру­
гих дискретных преобразований позволяет ввести понятия ди­
намических характеристик, аналогичные указанным понятиям в 
теории непрерывных САУ [56], [66], [71], [78], [112], [114] и на их ос­
нове построить алгоритмы анализа и синтеза дискретных систем 
[61], [75], [77], [78], [92], [107J, [108].

В работах В. В. Солодовникова и его учеников при решении 
задач анализа и синтеза непрерывных систем автоматического уп­
равления (САУ) используются ортогональные разложения.  На их 
основе разработан спектральный метод, который в совокупности с 
аппаратом интегральных преобразований и классической проблемой 
моментов дает  возможность построить методику детерминирован­
ного и статистического анализа и синтеза широкого класса САУ, 
легко поддающуюся формализации и удобную для программиро­
вания на цифровых вычислительных машинах.

В книге рассматриваются задачи анализа и синтеза ДСАУ, ос­
нованные на использовании спектрального метода и аппарата тео­
рии ортогональных функций дискретного аргумента ,  определенный 
на равноотстоящих точках. В силу ряда замечательных свойств 
дискретных ортогональных разложений рассматриваемые методы 
дают возможность существенно сократить объем и повысить точ­
ность вычислений. Действующие сигналы и динамические характе­
ристики Д САУ представляются в удобном для расчетов и исследо­
ваний аналитическом виде. Принцип разложения динамических х а ­
рактеристик и сигналов исследуемой системы развивается  в доста­
точно универсальный метод решения задачи анализа и синтеза как 
по аналитическим,  гак  и по экспериментальным данным.



b
( x , y ) =  l im I xk (t )  y k (t) d t .

k-*oo a
В частности,

ь
(x, x) = l i m  £ xk2 (t ) d t  = l i m  || xk || 2.

k-+<x> a k-*Q£>

Вследствие непрерывности нормы

(x, x ) =  || л: II 2.

Можно показать,  что функционал (х, у )  удовлетворяет всем усло­
виям, определяющим скалярное произведение (коммутативно, дис­
трибутивно). Пространство L2, в котором норма порождается  с к а ­
лярным произведением, называется  с е п а р а б е л ь н ы м  г и л ь ­
б е р т о в ы м  пространством.

Изложенное выше позволяет ввести понятие ортогональных сис­
тем элементов дискретного переменного.

Конечная или счетная с и с т е м а  э л е м е н т о в  д и с к р е т ­
н о г о '  п е р е м е н н о г о  h p гильбертова пространства L 2 н а зы ­
вается о р т о г о н а л ь н о й ,  если h p±_h4 при p=j= q.  Если, 
кроме того, ii h p \\ < 1 при всех р,  то система называется  ор-  
т о н о р м и р о в а п н о й.

Ортогональная система элементов дискретного переменного н а ­
зывается п о л н о й ,  если в L2 не существует  элемента ,  отличного от 
В и ортогонального всем элементам системы.

Если функция дискретного переменного / (п)  Q L2, то д л я  того, 
чтобы ортогональные подпространства К  образовывали р а зл о ж е ­
ние ' f ( t i ) ,  необходимо и достаточно, чтобы система подпространств 
К  была полной.

Полная ортонормированная система элементов дискретного а р ­
гумента называется о р т о н о р м и р о в а н н ы м базисом гиль­
бертова пространства ZA

2. Общие свойства ортогональных многочленов 
дискретного переменного [36], [37], [40], [41]

Рассмотрим систему элементов в пространстве L2, представлен­
ную многочленами Ит (п)  степени т.

Многочлены Um (n )  называются ортогональными относительно 
«о, пи.. . ,  п n—г > если

2  Vm (n i) ^ ( « г) = 0  при т ф р .  ( 1. 1. 1)
1 =  0

Наибольший интерес при исследовании дискретных систем а в ­
томатического управления (ДСАУ) представляют многочлены,  оп-
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ределенные на системе равноотстоящих точек п  = а + £ = 0 , 1,
2, .... N — 1.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только таких мно­
гочленов.

ОБЩЕЕ ВЫ РА Ж Е Н И Е  ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 
Д И С К РЕТН О ГО  АРГУМЕНТА

Пусть .Fm-i (п ) — произвольный многочлен степени т — 1 и 
F m- 1 (я)  6  ^ 2- Разложим /“’m- i  (п)  в ряд  по ортогональному 
базису Um(ri).

Неопределенная сумма  произведения имеет вид [40]
Д- 1 [Fm- 1 (п) Um (n)] =  Fm- i ( n )  Д- 1 Um ( n ) ~ A F m_ l ( n )A-2 Um (n +  h )- f

+  Д2/Чп_, (п)  Д- 3 Uт {п +  2/г)+-----\- ( — I)"*-1 Д™-> х
X Fm- i  (п)  A - n Um (n +  m h ~ -  h) .  ( 1 . 1 .2 )

Произвольные постоянные в правой части выражения (1.1.2) выбе­
рем таким образом, чтобы

[Д-* Um (n -\-kh  — h) ]n. a = 0 ,  k < m ,
тогда получим

{Д-1 [ F m_ !  (Л) и т (п) ]} , г^а - 0 .

Д л я  того., чтобы сумма (1.1.2) стремилась к нулю при х = а  =
— Nh = e ,  необходимо, чтобы выражения (п—а )  и ( п —в )  были 
множителями &^'Um ( n ) ,  поскольку A11 Fm_i  (b)  =f= 0, v =  1, 2, ..., 

m — 1.
Таким образом,

A- 1 Um ( n ) = ( n — a)X(n) .
Применяя  к этому выражению формулу неопределенной суммы 
произведения,  имеем

^  ( - = = g ^ )  .У  >.<»>•v=̂0
Посредством последовательного суммирования, умножая &—m Um(n) 
на ( п  — a)m, h ,  получим Д—т Um (п)  =  т а ) г)з (п)  и, соответ­
ственно, для  множителя ( п — в )

Д- т а  {п) =  А ( " 1 - « )  ( « -  М ,  
mV ’ \ т )h \> т ; h

где А — произвольная постоянная.
Следовательно,  общее выражение для ортогональных многочле­

нов относительно п  = а  + g/i, | = 0, 1, 2,..., N— 1, в  = а + Nh  имеет 
вид

6  « М = - 4 Д ’  [ ( ” - О- 1- 3)



Применим формулу т -ой разности к выражению (1.1.3).  Полу­
чим общее выражение для ортогональных многочленов в виде

^ * - f (  : ) ( * „ - ?  <1 л -4>
Можно представить выражение (1.1.3) в виде разложения в ряд 
Ньютона по обобщенным биноминальным коэффициентам ( ” . ) 
Поскольку

А- 7  А'

при п = в  получим

Определяя т  — ю  разность последнего выражения при i = rn + v, 
имеем

Um {n) Ah'nm$ ( m + ' ' ) ( b~-u + m h ) ( п ~ Ь )mV ’ ,т"сЛ т т —ч //iVm +  v /л.

Можно показать,  что Um( n )  = 0 при N.
Учитывая, что £ —п ^ “ , получим

При этом
N

2  и т (п ) l /ц (л) = 0  при 111 ф  (А.

Определим величину последнего выражения  при т  Ф  |i, то есть 
сумму вида

£ [ С Л » ] 2 .
е=о

Неопределенная сумма произведения Um ( n ) U m ( n )  определяется  
выражением

A - 1 [Um ( n ) U m ( n ) ] = U m ( n ) \ - '  U J n ) - M J J n )  A - 2 Um ( n + h )  +
Н--------h ( — (л) A - m-> 1/я  (n  +  mh) .

Подставляя в вышеприведенное равенство п = а и п  = в  и  в ы ­
бирая произвольные постоянные так ,  чтобы ,

A- * Um (n  +  kh ~ h )  =  0 при /г — 1, 2 , ... , т ,



получим

A- О .
Д л я  суммы произведения из формулы (1.1.6) имеем

д — ' и м  -  i  [ ( * . - •  ) . c + f ) . - ( : i f  ) . ( " - ‘+n +
, ( п  — а \ ( f n —b+2h\ .____ |_/ 1\ m ( n- b+ mh\'
' \m — 2jh\V m.+3 Jh ' * V. 2m+l )и

Д е л а я  замену переменных на n  + mh ,  получим

л — и „ ( » + т / . ) = 4 [ | ‘ ( - 1 ) -  г ;л п

Отсюда с учетом в —a =^Nh имеем
[ д -™-1 Um (n +  m h ) ) n^b =  О,

m-И / / |

l A - ™ - ' U m ( n + m h ) ] n =a = A h * «  2  ( - l ) v (ml ( ) G ± - ; + i )  ==0

:Г ( - 1Г - ‘ М ‘ "Г£ {  ?  ) ( „ + ! + ,  ) = < -  1)m+1 О .  <••■•7)

Из выражения (1.1.3) при х = а  получаем

Д П/т ( а ) = Л / ^ ( 2™)_ • ( 1 . 1 . 8 )

Итак ,  окончательно имеем

: | ^ u - < » )p = ^ “ ( 2mm) ( L ++”;)- <L L 9 >
СИМ М ЕТРИ Я

| Д е л а я  в выражении (1.1.3) замену переменных на а + в—h —п , . 
поручим

т +1 , ,  , , , ,

И*- 2  1Т ) (i - ‘ +; ‘
Преобразуем последнее .выражение к виду

Обозначая в равенстве (1.1.10) т  — v = ц и сравнивая его с ра ­
венством (1.1.3),  замечаем ,  что

Um ( а +  b — h ~ п)  =  (— l )m Um (п).

РЕ К У РРЕ Н Т Н А Я ФО РМ УЛА

Разлож и м  функцию n U ( n )  в ряд по ортогональным многочле­
нам.  Учитывая свойство ортогональности, получим
H.U (ti) =  m—l Uт.—1 (я) -)- B mi т Uт {П) Вт< m-\-l Um+\ {п). (1. 1. 11)
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Определим коэффициенты В т> В т, т и Bm, i.
Умножая равенство (1.1.11) на Um+i ( n )  и суммируя на отрезке 

[а, в], имеем
ъ ь
'2l n Um ( n ) U m+i (n )  =  B m, m+l  2  [Um+\ (и)]2. (1-1.  12)

п-  а  п=*а

Сумма в правой части известна, поэтому, применяя формулу неоп­
ределенной суммы произведения, преобразуем равенство ( 1. 1. 12) к 
виду
A - 1 [nUm ( n ) U m + 1 ( n ) ] = [ n U m (n)] д - 1 Um + 1 (я) — A [я£У,п (л)] Д - 2Х

Х ^ т +1 ( л + А ) + - - -  + ( — 1)"*+1Д т +1 {nUm ( n ) ] h -™ -2 х
Xt/m+i ( п +  т Л + А ) .  ( 1 . 1 . 1 3 )

Произвольные постоянные в последнем выражении распределим 
гак, чтобы

A~k Um (n-\-kh — /г)= 0 , л =  1 ,2 ......... т
при п — а, п  = в.

Таким образом, все члены выражения  (1.1.13),  кроме последне­
го, равны нулю. Д ля  последнего слагаемого получим

[Д -™ -2 и т + , (л  +  m h  +  h) ] n а =  ( —  1 )mAm +1  /г2 т + 2 (W2 m + t 1 ) ’

[А т  2 ( n - j - m h - f  Л]„ * = 0.
Согласно формуле (1.1.9)

I
При п = а  получим

Ат +‘ [л£/т  (л)] =  h  (т +  1) А,n-U,n (п)  = A mh 2m+1 (ш +  1) ( )_

Тогда выражение (1.1.12) имеет вид

~ n U m (n) Um +i (п)  = A mAm+l  h 4m+3 ( т +  1) ( ) ( ^ + 1 ^  ) (1‘ 1Л4) 

и, с учетом равенств

i  W ,„ < « ) ] » =  ( 2” ) ( L + D ,  

n| j ( / m+.w p =  15>
получим значение коэффициента В т, т + i

Ат ("1+ 1)
hAm+l  2 (2m + l)

D . __ л т  l m T ‘ ) / 1  1 1 рлD m ,  m+1 hA • ( 1 .  1 . ID )

11
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Зам еняя  вуравнении (1.1.14) т  на т — 1, а в уравнении (1.1.15) 
на m—2, получим

Ъ { n U m - i  ( n ) U m (n)] = А т - 1 An h 4m- '  т  (2^ ™ ) ,
-а

Ъ

п — а

Из равенства (1.1.11) и последних двух  выражений определяем
d Amh2 (N2 Ш2) . . у ,
Вт' т~Х ~ ~ А ^ ' 2 ( 2 т  + 1)'  (1 .1 .1 7 )

Д л я  определения величины В т, т подставим в уравнение (1.1.11) 
значения п = в —И и п  = а.  Получим

( b ~ h ) U m {b — h ) = B m, m - i U m-\ ( b ~ h ) +  В т>ти т (Ь~Н)  +
+  5 m>rn-)-i Um-\-1 (b — h),  ( 1. 1. 18)

&Um  ( ^ )  &m,  m  —1 U m  —1 (&)  "Ь В т  , m  U m  (#) -|- B m i m  -J-l U  m - 4-1 (^ )* (1* 1» 19 )

Учитывая свойство симметрии многочленов Um(t i )  
U,n ( a ) = ( - ~ \ ) " ‘ Um ( b ~ h ) ,  

из выражений (1.1.18) и (1.1.19) получим
( b + a - h ) U m (b — h ) ^ 2 B m t m Um ( b - h ) .

Откуда

Вт,  т ~  ~2 ~ {Ь '4" ̂  )̂*

Таким образом, для дискретных ортогональных многочленов 
имеет место рекуррентная формула:

/ b + a —.h \ , ,  , . Amh 2 Л/2—т 2 ,
( 2 ) U'" П̂) ~  2 ( 2 т  +  1) Um ^  +

+  г Т ш + Л )  "■»+■ (">■ О ' - 20»

«Ц Е Н Т Р А Л Ь Н Ы Е  ЗНАЧЕНИЯ»

Если в выражении
Um (a +  b — h  — n ) =  { ~\ ) m Um (n),

п  =  -^~ (а +  Ь — И),

получим

^ 2»г+ 1 | ~ А) = 0. ( 1. 1. 21)

Определим значение U2m( n ) .  Д л я  э т о го  подставим в уравнение

( 1. 1. 11) m  = 2k + \ и п = а  N f l h  , тогда согласно равен-
12



ству ( 1. 1.21),  получим 
^2/4-1,

Обозначая

D I . Nh — h  \ гг и  I I Nh. — h \ 
°2/Ц-1, 2k U2k I a  -\-------2-----) =  e 2ft+l, 2fc-f-2 t/2* + 2 H-------- 2----- ]•

„  i . , Nh — h 
Uik (" + *  ,V — L- = F ( k ) ,

h*k A 2k 
получим

r  _ N2 (2n +1)2 p/ki /1 1 
—___ 4 (n+i)g—  ( 1 . 1 . ^ )

Решение разностного однородного уравнения следующее:
/ N + 1 \ I N— 1 \ 

с / / ч  Г1 - [ Л/2 —( 2 i  - И ) 2] п  ~~ 2 + ' М  2 
F <;,> " Д — f o w ' ...~  " Д ------------- «+1Х Н-1 ) ------------- ■

Отсюда получаем
• ( _N_ _1_ \ / JV____1_

F < A ) = « < - 1) * (  2 + * ) ( 2 * 2

Так как Г ( о )  — 1, то w  = 1, и искомое «центральное значение» 
равно

и „  ( а + ! ! = ! ■ } =  А „  * « ( - D* ( т г )  ( Т 1 / + ‘
или

^  (а+ “ ) =Л2̂ ( - 1 ) А ( 2 +Л)  (  2 7  2 )• (К  *■ 23
РАЗНОСТНОЕ УРАВНЕНИИ

Ортогональные многочлены дискретного аргумента удовлетво­
ряют разностному уравнению вида [5]

( п — а  +  2Л)(я — b 2 h ) h 2Uт(п) [2п  — а  — Ь +  3h  — т  ( т  +
+  1 ) h \ h M J r i ) —m ( m + \ ) h * U m (n) =  <). (1. 1.24)

ТЕОРЕМА О Н У Л Я Х  МНОГОЧЛЕНОВ

Корни ортогональных многочленов дискретного аргумента 
и „ , ( п )  действительные, простые и расположены внутри отрезка 
[н, в  — /г]. Каким бы ни было | внутри отрезка [a + g/i, a  + £,h + h], 
всегда расположен только один нуль многочлена Um ( n ) .

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ АН АЛ О Г Ф О Р М У Л Ы  Р О Д Р И Г А

Для дискретных ортогональных многочленов имеет место ко­
нечно-разностный аналог формулы Родрига [5]

Р к ( п ) = - ^ Ь п1 р ( п - к ) У - ( п ) Х ( п — \ ) . . . Х ( п ~ к + 1 ) ] ,  л — О, 1 , 2 ,  ... ,
(1. 1. 25)
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где р ( п )  — функция дискретного аргумента п,  состоящая из ком­
бинаций гамма-функций,

Х ( п )  — многочлен степени q, 
р ( п )  и Х ( п )  — независимы от k.

Покажем ,  что для  рассматриваемого нами класса  многочленов 
Um( n )  степень многочлена Х ( п )  не должна превышать значения 
<7 = 2.

Предположим,  что q ^  2. Из формулы (1.1.25) при k = 1 полу­
чим

P i  ( я ) = Р . Н - 1 Д [ Р: , (л -1 ) ]Х (л ) ] .
Откуда

? ( п — _  Х ( п  +  \ ) Р х(п)  , ,  , осч
р («) Х(п)  '

Преобразуем празую часть выражения (1.1.26) к виду

р (д—1) Л  п + а/
Р ( п ) j~.i  /г~ЬР/ ’

где га/ и |3/ — корни числителя и знаменателя в формуле (1.1.26). 
Решение этого уравнения равно

* Г ( я  + р , +  1)

/ =  , Г ( л + а/ +  1)‘ *

Подставляя  полученное значение р ( п )  в формулу (1.1.25), имеем

р  /п\ _  П + *) дй l.p| I (п + h  + 0  | /j j 2 7 )
П (/1 ) Д ,  Г (« + 3 / + 1) д Ь  1 Г ( п + а/ + 1) )• u г ‘>

Следовательно,
я

P i ( n ) = X ( n  +  l ) — П  (л + а , ) ,  ( 1 .1 .28 )

Р 2 (л) =  Х ( л + 1 )  A2 X + P i  (n) ДХ +
+  X (л +  1)Д/>! +  (я) Рх (л +  1). (1.1.  29)

Из равенства (1.1.29) видно, что многочлен Рг(Х) может иметь 
вторую степень лишь в случае,  когда q = 2 , поэтому значение 
q  >  2 выводит из класса  рассматриваемых многочленов.

Рассмотрим случай, когда q =  2. Из формулы (1.1.27) получим 
многочлёны
р  /.Л Г ( я + а 1 +  1 ) Г ( я + а , +  1) Kh  Г Г ( я + р 1 + 1 ) Г ( я  +  р« +  1) I 

Г  ( я  +  р !  - h  1)  Г . ( я  н-  р* н-  1) L Г ( л + а 1 +  1 ) Г ( я + « , - * + 1 )  J ,

или после преобразования

v  Г (л  +  Р! +  1 + '^ + Р )Г (я+ Р2 - + 1  + /г-р )Г(п+ а1 + 1)Г(/г+о=2+1)
Х  Г (л  +  Pi +  1) Г ( п + р 2 +  1) Г ( « + « ! +  1 - р ) Г  ( n + a 2 +  1 — О) •
14



Используя свойство гамма-функций

Г ( 2— р ) = (  — IV7 г (г) Г ( 1— г)Р) К Ч  Г (р +  1 — г) ’
р  — целое число, получим

р  ( п \ —  Г  ^  +  ftl +  1 +  £) Г (n  - f  +  1 +  £) у  /1 1 QQ'l 
1 к{п)  Г (я  +  рж +  1) Г (я  +  Р .+  1) Х

v  у  / k \ Г (—п —Pi—п)  Г (—n —fa—k) Г (—п —« ! +  р) Г (— п — а2 +  р) 
p~to\ Р > Г (—« —Э1—* +  Р) г  (—« —Ра—я +  р) Г (—п —ctj) Г (—п —*г)

Вводя обозначения гипергеометрических функций, получим
р  /п \ Г ( «  +  pi +  1 +  й) Г (я  +  р2 +  1 +  k) 
r kV4 Г (я +  р1 + 1) Г ( я + р1 +  1) X

Х з F 2{ — k, п  — я. 1, — п — а.2, — п  — P i— k, — п  — (?2— k\ 1). ( 1 . 1 . 3 1 )
Если в формуле (1.1.31) a i  = Pi = 0 и а 2 = Р г= —N, то р ( п )  = 1, и по­
лученные многочлены являются ортогональными многочленами 
Чебышева дискретного аргумента .

Пусть <7 = 1. Из уравнения (1.1.26) получаем

....±М____ с  П +Р П 1 32̂р (Я — 1) ~  С П + а ’
? ( п) С(Д +  Т). ( 1 . 1 . 3 3 )р(/1 —1)

Из фоцмулы (1.1.32) имеем

о (п ) — С" г   ̂+P W - L  г ( п + в  +  1) >

Л  (- *•  4-).
После преобразования получим

/„ Ч .Д  х

X ;  2F x ( — А, — /г— a ; i p — a + 1 ;  1— £-)•. ( 1 . 1 . 3 4 )

Последняя формула представляет собой многочлены Кравчука .  С 
учетом формулы (1.1.33) получим многочлены

pM= r y + t + i1) Л  Н ; - 4 )-
Это многочлены Шарлье.

При q — О аналогично можно показать,  что получаем т а к ж е  
многочлены Шарлье.

Изложенное выше систематизировано в таблице 1.1.1.
Ниже приведем определения, свойства ортогональности, таблицы 

коэффициентов и общий вид конкретных многочленов дискретного 
аргумента.
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Таблица 1.1.1.

Многочлены

> 2

2
1
О

3 ^ 2̂ 2 
1̂ 1 
^1

Особые случаи, Чебышева, 
Бейтмена

Кравчука ,  Мейкснера, Шарлье 
Ш'арлье

.М Н О ГО Ч Л ЕН Ы  Ч Е БЫ Ш Е ВА  ДИСКРЕТНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

Определение, функция веса и свойство ортогональности:

tk(n) =  kA Д* [ (  * ) ( " 7 * ) J ,  k =  0, 1, ... , N - \ ,  (1 .1 .35 )  

р(л) =  1.
N— 1

N— 1

2
n - 0
£  t 4 (л) t p (л)

£  (n) tp (n) =  О при q ^  p,
11 = 0

N (/V2— l 2) (A/2—2 2) • • • (A'2— fe2) bqp
при q — p,  (1. 1. 36)

2k+ \

q,  p =  0 , 1, 2 , ... , N — 1.
Рекуррентная формула:

(m - f  1) P m+i ( « ) — (2m +  l )nP,„(tt) +  m P I„_i ( л )= 0 ,
I?'/ / /i А/ ci bп  =  а  +  £,Н, h = — 11-------=  — 1—1 s n n

Д л я  многочленов Чебышева a  =  — 1, в  = 1.
Коэффициенты многочленов Чебышева для N = 20, k = 1, 2,-.. и 

общий вид многочленов приведены в [39].

м н о г о ч л е н ы  К р а в ч у к а  

Определение, функция веса,  свойство ортогональности:

*|! рп

p n q N - n + k

_{п— k) \ (N — п)\ (1. 1.37)

k —a, N — положительное целое,

p (л) =  ( Nn )  p n q N~n , p > 0, <7 > 0 , p + q  =  1,

*  | 0  при } ф й
Zi p (л) k, (n) k, (л) =  / n \ „ • • ,

„= 0 '  | ( л ) ^ 6л  при
( 1. 1.38)

Коэффициенты многочленов Кравчука  и их общий вид приве­
дены в [39].
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МНОГОЧЛЕНЫ ШАРЛЬЕ

Определение, функция веса, свойство ортогональности:
_,П— k

С к ( п ; а)=-У- А* , £ = 0 , 1 , 2 , . . . ,

р ( л )  =  е - “ — , а > 0 ,

“  1 0, 1 i,
2  Р (я) (л; а) С, (л; а) = ( .n=o \ а. ‘ ] \ Oj[t / — i.

(1. 1 .39)

(1. 1.40)

Д ля  многочленов Шарлье можно записать явное выражение 
k

C k (л, fl) =  J£ ~  ((~Д  *j л ( л -  1 ) •  ■ ( л - v +  1). (1. 1.41)

Выражение (1.1.41) преобразуем к виду
С к (л; а) = 1 — а1А (а) л +  a2* (а) л2—a3ft (а) л3 Н------ b

*

0
где

a ik { a ) — 2   ̂ ч , , а * —v (  l ) ft v>m=v а (к — v) 1 v !

(1. 1. 42) 

(1. 1 .43)

a i

®о =  1.
_  v ( v  +  l )

02 =  1*2—1------- ь 1-V 4-2-3 Н--------[-2-V+ • •• +  (v--- 1) V.

0ft_ v = 1 - 2  ... (Л — v ) +  1-2-3 ... ( k — v +  l) +  l -3  ... (k —  V +  1) +
+  . . . + v ( v  +  l) . . . ( £ _ l ) ,

0V =  v! (1. 1 .44)
Коэффициенты многочленов Шарлье и их общий вид представлены 
в [38].

МНО ГО ЧЛЕНЫ  М Е Й К СН Е РА

Дискретные многочлены Мейкснера определяются через гипер- 
гсометрическую функцию

‘*(я; Р, с) =  (р +  л)* t Fi  ( — к , — л, 1 — § — k — n, -^-) =т ь

=  (Р)* *Fi  ( - А ,  - я ;  р; 1 — i - ) .

Определение, функция веса,  свойство ортогональности:

m k (л; р, с)
(Р)«

- С~п-кДА С" (Р)„ ]
(.n - k )  ! J  ’

2—6267

(1. 1. 45) 
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р ( л ) = - ^

где

Ё  р(л) т , ( л ,  р, с) m (л, р, с) ^ 9 (Р)9с - « ( 1—с)-Ро„, ,, (1. 1. 46)
п =  0

р >  О, О <  с <  1.
Явное выражение имеет вид
т к (л; Р, с )  =  1 +  a lk (Р, с )  п  +  а2к (?, с )  л2 4------- |~ акк (р, с )  п» =

Ю\ v i  —1)V /IV (—,г) (—я+1) ... (—л+v—1)_
- 'W* < * - ' )  ! '  ! <P)v

=  2  с) л11 , (1. 1. 47)
v = 0 \

А =  1 -----с

а.* (Э, с )= (Р )* д  -( З Д т тт л ' — Ж — • (1 ■1 •48)
При р = 1, (р)„  = п\ получим

т п(п\ 1, с) -=с-п- *  Д j сп+к (п +  1) (я  + 2 ) . . .  ( л +  £)—

— р -  с"+*- '  л ( л  +  1) ... (/1 +  6 — 1)+ * ( 2V— с п+к- 2 Х

Х ( п — 1 )п ... (л +  k — 2)Н----- + ( — l ) ftcn ( л — £- f  1) (л— £ +  2) ... л"],

1 < л < М = 2 0 ,  с =  0,25; 0,5; 0,75.

Общин вид многочленов и их коэффициенты представлены в [38].

МНОГОЧЛЕНЫ ГАНА 

Ортогональные многочлены Гана можно определить, пользуясь 
функцией Клаузена

Р т (л; р, т , о ) = (^ (1)г‘ 3Р 2 ( - т ,  - л ;  p + Y + o  +  m; р, у,  1).

Определение, функция веса:

Р  (п 6 г  8) =  —__ п ! Ат I ___---------------1^т( п ,  р, т- о) т , (р)я(т)я А [  (я- m )  1(»)„_т ] ’

p ( " ) = - T W ' -  * ( L 1 , 4 9 )
Явное выражение

Р к (л; Р, у, 8) =  [  1 +  (~ * ) ( - g .<P+^T8+ * L  +

18



(—Д)а (—я) (—я + 1) (ЗН-Т—»+ *)« | ,
"*■ (3)* (г)а (1)а "| |“

I (— (—п){—п-\-1) ... (—n~\-k—1)(Э4-у—5+ft)& 1 (Ий(i)k _
Г (W* (Т)л (О* J k !

_  (P)ft (T)ft v  (-^)/ (- « ) • ■ • (- « + / - 1) (P + 7-8 + ft); ==
k ! ; =  0 ( ? ) t  U )l (1)«

k

, fg a/* (P> ■. ( 1 .1 . 5 0 )

_ /О r  S\ __ V  ( 3 ) * ( V ) a  ( — ft) i (P +  TI — S +  k) l  / 1 1 r n«/ft(p. T . 8) -  2j  ft, ■ -------- (P)l (7)z (1);--------- Oft-I. ( 1 . 1 . 5 1 )

При
P= 2, (P)„— 2-3 ... (я -)- 1) — ( n  +  1)! ,  
Y =  l> (Т)« =  Ь2  ... n = n \ ,
8 = 1, (5)„ = 1 -2 ... n  — ri\,

(5)„_fc ( n — k)\

многочлены имеют вид

р . < » ; * . ' •  ' ' 2 - ' ) = т т  o i r i 4 * Ы Ш & п  -
1 1 I (п + ft) ! (п + ft +  1) ! k ' (яЦ-ft — 1) ! (n+k)  !

— ft ! (» + 1 )  L n \ n\ 1 ! (я — 1) ! (я — 1) ! ^ "T-

„ n H n + l ) \  -[
4  (n—k) \(n—k) ! J"

Если P= 1, Y= *> й= 1. T0

P k{n\ 1, 1, 1) = - j j -  A _  k) , , j
_  I /1 (n 1 ft) I |a k |( H+ f t - l )  ! 12 | , (Я !)2 \

ft ! » I n ! I 1 1 1  (n — 1) ! I ' "i *■ ^ |(n—ft) 1]2 J ‘(n — 1) ! I 1 v 7 l ( «—ft) !]*
Значения коэффициентов многочленов Гана и их общий ьид 

представлены в [38].

ДИ С К РЕ ТН Ы Е  ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ЭКС П О Н Е Н Ц И А ЛЬ Н Ы Е  ФУНКЦ ИИ  

Определение:

ф1 (п)  =  Ьх {(п +  1) z\l — nz\l~l ], 

фг (я) =  Ьг [ ( «  +  1) 2? — пг" - 1 ],

fc_J
Фг*-|(л)=г»2*_1 п  г ;2 2  И Д « - 1К -2  + 4  z " - 1 ], 

£«1 i —1
2* 19



*-1

где

ф2*(л) =  йа*П г] S  [ Л Д « - 1 ) г " - 2 + Л ; г " - '  ], (1. 1.52) 
1=1 1=1

1

bik-\ — { ~2~( 1—• I г к I 2) [1 “K zft +  zfc*) +  I z*|2] } ,

Ьгк =  {-J- (1 — \z„ !2)[1— (zt +Zft*)+| z*|2]} 2 , 
zk =esftT = e ~ akT+ i h T ,

* — p s bT '■—a .T —/рьТZk —e  k — e  k k

л , „  =

k-\

(,г 2 — z)

k - \

d , 
dz

— 2) П  Zi2 (z_ --
t —1 \

П (2 - 2,)2

П (2 — г д 2 i - i  
i + m

1 \2

i - l  
i (-m

z, =  e—3 (1. 1.53)

Д л я  целей исследования ДСАУ спектральным методом целе­
сообразно определить экспоненциальные многочлены дискретного 
аргумента в виде

— к ~ _  ~ ' _  
ф2*-1(я)= А2к-1 2  [ А р е  ' ,П + А [ е

i = i

где

ф2*(я) = Л 2* 2  [At n e  + А/е  
1—1

Л] л г - 4 /
— - х , —2а.

(1. 1. 54)

_ (1. 1.55)

При рассмотрении методов анализа и синтеза ДСАУ необходи 
мо отображение рассматриваемых многочленов в область комп 
лексного переменного z. Оно имеет следующий вид:

* / \ А г2—2 П * (2 2; ) (Z Z;* )Ф » - ,  < * ) =  6 » - ,  П  г ,  z , *  ' -----------.----------------- > -1(г—г,-) (г—г,*)

гг,* / \ и 22-2 ГГ * (2 ~~ ~ ) (г ~~ 2i* )
Ы  (Z) -  2* ( z - z * ) ( z - 2**) г = 12г2' (2 - г , ) ( г - 21*) 1

ft= i

(1. 1.56) 

(1 .1 .57 )
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МНОГОЧЛЕНЫ Л А ГЕ РРА  ДИСКРЕТН О ГО  АРГУМ ЕН ТА п 

Определение, функция веса,  свойство ортогональности:

e-™lh(n) =  b " { e - ^ {  " ) }  ) ( 1 . 1 . 5 8 )

О, k Ф  т,  
e_feX(i—r i ) - i  ) k =  m,  ( 1 . 1 . 5 9 )Е  e l p lk (v) L (v)

p—о
k, m  = 0 , 1 , 2 , . . .  .

Рекуррентная формула:
(k 1) IkJf i (n ) — {(/г 1) e_>' 4 - k +  (e_A— 1) n)  Ik (n ) 4- ke~l /* _ i (n ) ■— 0 . 

Разностное уравнение:
e~x( n - j - 2 )  A2l k ( n ) — { ( 1 — e~x) n - j - ( k  — 2) e - x — ( k — 1)} Alk(ti) +  

+  k ( \ - e ^ ) l k ( n ) = 0 .

Явное выражение при =

11 ( n ) =  an e - n/2,
l 2 (n) =  <x12 e - ' 1/2-i- ctaa-n•£-"/*,

' h  (n ) — a ia e - n/‘i 4- a23 П£гп1г 4- а3,ч п Ч ~п/*,

l k(n) =  я 1ке~п/* -}-a2kn- e~n/2 -\----- 4-ай^я*-1 e- "/2, ( 1. 1. 60)
где _______

®n = }; 1 — ,

«12 = y  e~l ( 1— e~l ) ,

aM =  — ( e — 1) V e~‘ ( i ~ e ~ l ) ,

Таким образом, из вышеизложенного следует общая формула 
для ортогональных многочленов дискретного аргумента

т
и т (п ) =  ( 1 . 1 . 6 1 )

g=o

в которой значения коэффициента a g m ( n ) e i  для  соответствующего 
ортогонального базиса определяются формулами (1.1.43),  (1 .1 .48) ,  
(1.1.51),  (1.1.60).

3. Представление дискретных сигналов 
ортогональными многочленами

Рассмотрим функцию f ( n )  дискретного ар гумента п  т акую ,  что 
f ( n ) £ L 2. Представим ее в виде разложения в ряд  по ортогональ­
ным дискретным многочленам.
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Пусть f ( n )  — многочлен степени m < N .  Вышеуказанное разло­
жение имеет вид

W

/ (я) =  s  с<u i (n) ,  ( 1 .1 .62 )t=-0
где Ci — постоянные коэффициенты разложения.

т
Р яд  2с.ы,(/г) называется  д и с к р е т н ы м о р т о г о н а л ь ­но 11
II ы м р я д о м .

Конечная или бесконечная последовательность функций 
{ и т (п)} £ L5, которые удовлетворяют определению ортогональ­
ности ( 1.1. 1),  называется  д . и с к р е т н о й  о р т о г о н а л ь н о й  
с и с т е м о й  или д и с к р е т н ы м  о р т о г о н а л ь н ы м  б а з и ­
с о м .

Если дискретный ортогональный базис является о р т о н о р -  
м - а л ь н ы  м, то есть

N I 0 , т  Ф  [а,
2  “ «  ( « ; )  M « i )  =t=o у т  — !*>

то значения коэффициентов С, равны
ь

С/= S  /(« )  u i (п),  i =  1 , 2 , 3 , . . . .
n - 0

Величины вычисляемые по этой формуле, называются ко- 
э ф ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е  ) ' (п)  по  с и с т е м е {и,,(п)} [108].

Совокупность коэффициентов с, образует спектр функции 
f ( n )  по выбранному дискретному ортогональному базису и называ ­
ется о б о б щ е н н ы м  с п е к т р о м  функции f ( n ) ,  а преобразо­
вание (1.1.62) — д и с к р е т н ы м  с п е к т р а л ь н ы м  п р е о б р а ­
з о в а н и е м .

Определим скалярное произведение равенства (1.1.62) на Uk ( п )  
н просуммируем в пределах от п — а  до п  = в  (от | = 0 до g = N ) . 
Получим

Ст S  \Um(nW  2  f ( * ) U m (n).  (1. 1. 63)
Е О Е=--0

З ад ач а  ортогональной аппроксимации функции f ( n )  сводится к оп­
ределению коэффициентов разложения с т [59].

В общем случае ряд  (1.1.62) является  бесконечным. Однако 
согласно приведенным свойствам дискретных ортогональных мно­
гочленов можно утаерждать ,  что при значениях п = а + у г  ряд 
(1.1.62) ,  содержащий N— 1 членов, дает  такое же приближение, 
что и бесконечный ряд, поскольку каж дый член разложения,  в ко­
тором m ^ N ,  стремится к ну,лю. При значениях п, отличных от 
п = а -\- |Л, необходимо учитывать ошибку аппроксимаций функции 
f ( n )  конечным рядом.

П рав ая  часть выражения (1.1.62) может быть представлена в 
виде 
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2  / ( £ ) “ « , ( £ )  =  2  / ( « )  “ m f a ) .
5 =  0 «=*0

Учитывая равенство (1.1.5),  имеем
ь "•+ '/ т -4-v\ / m — N\

2 / < » К ^ ) - л л » | Ц  Д  ) x

X  S  ( 5 ) « < ■ + « ) •  ( 1 . 1 . 6 4 )
e=o \ v /

Последняя сумма в выражении (1.1.64) определяется б и н о м  п- 
а л ь н  ы м м о м е н т о м  б  порядка v (42].

Следовательно,
ь т+\ i т  4 - Л  ( tn — N\

( « ) / ( » ) - ) ( „ , _ > ■ •

В этом случае при большом N значения биномиальных моментов 
Вч быстро возрастают с увеличением порядка моментов v, а их 
коэффициенты остаются малыми величинами. Д ля  устранения по­
добной вероятности возникновения ошибок вычислений введем 
понятие б и н о м и а л ь н о г о  м о м е н т а  с р е д н е г о  з и а- 
ч о н и я У.

Д ( : )/<«+**>
N

£т
Заметим,  что порядок величины биномиального момента с р е д ­

него значения не изменяется с изменением v и N. Таким образом

^ Т Т Т -  <1- 1 - 66)
\ v + l  /

Подставляя величину /v из равенства (1.1.66) в уравнение 
(1.1.65),  получаем

ь / m + v \ / m — N \ i  N V
( » ) / ( » ) - и * - (  ) ( m ) ' ■ -

I N 4\m+l /m-f-v\//7i\ •/,

лА*"(", + 1> и + 1) д »■ Д . Ь т г -
Введем следующие обозначения:

V +  1 ’
т + 1
2  Р т » Л

v=0
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Таблица 1.1.2.

№ п.п. 0 1 2 3 4 5-

1
2

— 1 1
—3 2

3 —-1 6 — 10 5
4 — 1 — 10 30 —35 14
5 — J 15 —70 140 126 42
6 — 1 —21 140 —420 630 —462
7 _1 28 —252 1050 —2310 2772
8 — 1 —36 420 —2310 6930 — 12012
9 _] Л5 —660 4620 — 18018 42042

10 — 1 —55 990 —8580 42042 — 126126

№ п.п. 10

2
3
4
5
6 132
7 — 1716 429
8 12012 —6435 1430
9 - -60060 51480 —24310

10 240246 -291720 218790

Составляя  т аблицы коэффициентов

4862
-92378 16796

, для различных функции 
f ( n ) ,  можно быстро вычислять ортогональные моменты степени т  
функции f ( n )  по алгоритму

Ё  и т (л) / (п )
я= 0

Д л я  примера в табл.  1.1.2 приведены значения коэффициентов 
Pmv для  парабол десятой степени [42].

Учитывая уравнения (1.1.5) и (1.1.9),  получаем значение коэф­
фициентов разложения (1.1.62) в виде

( 2 т + 1 ) 9 „ ,  
т  . „ (N + т\

Ahim\ т
(1. 1.67)

П РО Б Л Е М А  НАИЛУЧШ ЕЙ АППРОКСИМАЦИИ

Пусть  f ( n )  £ L2, где п =  а  + g/г; ^=0,  1,_2, N; Nh =в\
{Uт(п)} — ортонормированная система элементов в L2.

Определим полином у ( п ) ,  аппроксимирующий функцию f ( n ), 
гак,  чтобы выполнялось условие минимума величины 

24



2  / ( « )— 2  ч щ  (л)2
п =О L 1 = 0

/(« )  — у ( п )  I! = 1 /  2  [/ (п ) — у  (п)]2> ( 1. 1. 68)V п=0
ь г *
2  /2 (п) — 2 2 /  (л) е, и, (л) +

п  = 0  L i= 0

(1. 1. 69)
N i b  N  N

+  2  £2 =  2  /2 (п) - 2  2  <^ +  2  *2-
£=0 -I п = а  1—0 (= 0

Выражение (1.1.69) преобразуем к  виду

V /*(„)
N

_  V (с< — е,)а
N
V 2с/. (1. 1. 70)

Из равенства (1.1.70) следует,  что условие минимума величины 
( 1. 1.68) будет выполнено только при е& = Си-

Итак, если функция f ( n )  разлагается  в дискретный ортогональ­
ный.ряд по системе элементов {и,„(л)}, то наилучшая аппрокси­
мация возможна только в случае,  если постоянные с; являются  ко­
эффициентами Фурье но системе {«ш(л)}.

Из выражения (1.1.70) получим дискретный аналог неравенства 
Бесселя:

2  2 /а («),/=0 п = а
Ь

t=0 п—а
Это определяет сходимость суммы коэффициентов разложении: 

П тс ;= 0 , /(л)£/А
/-«•оо

оо оо
Если 2  с;2< ° ° .  то 2  с , « .  (л) сильно сходится ,  т ак  к а к  при p > q

£= О £=0

У р ( п ) - у Л п )  п =  1 / 2  С/2 .V £ = ? + 1

M n) =  2  c i и М ) -£=0
Пусть {ф/(л)}, i =  1, 2, ..., q — произвольная система функций. 

я
Если 2  С;ф(- (л) — наилучшее приближение функции f ( n )  в смые-

i=0
ле минимума среднеквадратической ошибки, то разность

/(л )— 2  С;ф-Дл)=/г (л)
£ = 0

должна быть ортогональной ко всем’ {рг(Х).
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Система элементов {ит (п)} ^ L2, задан ная на отрезке [а, в], 
, называется  дискретной ортогональной на этом отрезке с весом 

р ( п ) ,  если
N
2  р (п) u m (n l) u v. (nt) =  0 ‘ при т ф \ I. ( 1 . 1 .7 1 )

1 =  0

При аппроксимации функции f ( n )  по системе многочленов, орто­
гональных с весом, к а к  и выше, можно показать,  что для того, что­
бы функция

N

У (п) — 2  с , и , ( п )
1 =  0

приближала функцию f ( n )  наилучшим образом, необходимо и до­
статочно, чтобы с, были коэффициентами Фурье функции f ( n )  по 
системе {ит (п)}, то есть чтобы

с , — 2  u i ( я ) / ( я )  р (л). ( 1 . 1 .7 2 )
п —а

Д л я  этого преобразуем формулу (1.1.69) с учетом функции веса 
р ( п )  к виду

b  _____  N _____

Ет =  ] £  |/(л) V р(л) — 2  V Р(") U‘ ( « )Г  •
п — а 1 =  0

Отсюда

2  \ / (п)  У  М л) и,  (п ) 2  Р (« )  / («) и, (п )

ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ С ВЕСОМ р(п)

2  [!■ Р (я) « » ( « ) ]  2  Р (л) иг2 (я)
л = а

Таким образом,  коэффициенты с,-, дающие минимум сумме 
являются коэффициентами Фурье функции / (л) j/"p (л) по системе 
многочленов {«,„ (л) У  р (л) }. Критерий оценки точности аппрок­
симации имеет вид

ь
Ет =  2  [ / (л) — г/(л)]2р(л). ( 1 . 1 .7 3 )

п = а

С другой стороны, к а к  указывалось  выше, в пространстве 1J 
норма определяется выражением

II а =  || а  =  л /  2  [/ (я )— г/(я)]2. ( 1 . 1 .7 4 )
V П—а

Если это среднее квадратическое отклонение а  мало, то разность 
l f ( n )  — У( п ) ]  тоже м а л а  при л = а  + %h.
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Пусть и  —заданное положительное число. Обозначим о = о\ + 
+  02 + ... + Ok максимальную систему непересекающихся отрезков 
из [а, в] таких, что

I f ( n ) — y ( n )  | >  а
при

П $
со — сумма длин этих отрезков.

Если а < 6, то

S2 >  2  \ f ( n ) ~  //(/г)]2 ..Л 2  l f ( n )  — У (я )]2 ^  а 2ш.
П е в  О

Отсюда и) <  то есть со — сколь угодно малое целое число,
если 6 достаточно мало.

Таким образом, за исключением множества точек ст сколь у го д ­
но малой линейной меры <о, выполнено неравенство

I f ( n ) ~ y ( n )  | <  а.
Вышесказанное' позволяет сделать вывод о том, что основные 

положения о выборе ортогонального базиса при решении задач  в 
области непрерывного аргумента [7], [59], [60], [107] остаются в си­
ле при выборе дискретного ортогонального базиса.  Система {и„, (п)}  
при решении конкретных задач выбирается из условий обеспече­
ния наилучшего приближения функции на различных участк ах  ин­
тервала,  на котором она определена. Кроме этого {ит( п ) }  должны 
выбираться так,  чтобы получить ж елаемую  степень аппроксимации 
при минимальном числе слагаемых т.

§ 1.2. МЕТОД РАСЧЕТА В Ы Х О Д Н Ы Х  РЕАКЦИИ 
Д И СКРЕТН Ы Х СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УП РА ВЛ ЕН И Я  
С ПОМОЩЬЮ КЛАССИЧЕСКИХ О РТО ГО Н АЛЬН Ы Х СИСТЕМ

Рассмотрим замкнутую ДСАУ, математическая  модель котором 
является разностным неоднородным уравнением

a t Д' х (п ) +  cti—1 А1' - 1 х ( п ) + .  . . + а а х (п)  - Ъг У  у 0 (п ) +

-'гЪг-\ У ~ х у 0 (п) +  . . . - И о  у а (п) ,  п  - 0 , 1,2......... ( 1.2 . 1)
Введем следующее обозначение:

У (п ) =- = Ьт Д" г/0 (п)  - f  6т _, Дт - Ч  (п)  +  . . . +  Ъ0 у п (л).
Тогда уравнение (1.2.1) преобразуется к виду

а,- Д‘ л: (п) +  щ - \ У ~ хх (п) +  . . .  -|- а 0 х (п)  — у  (п ).
Последнюю зависимость, используя известные выражения ,  с в я ­

зывающие разности со значением функции в точках 0 , 1, 2 , . . ,  
можно представить следующим образом:
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a t x (n — i) +  at -\ x ( n — i +  1) + . . .  + a0 x (n) =  у  (n ), ( 1.2 .2)
где коэффициенты й,, и йр, разностных уравнений ( 1.2 . 1) и ( 1.2 .2 ) 
связаны м еж ду  собой соотношениями [52], [78]

an~k =  v§>an-v (~ i)t_v G — v )•*

-  _  v(%П—k --  J —v I i
v—0 \ « ----V

При решении разностных уравнений в задачах  анализа дис­
кретных систем широко используется дискретное преобразование 
Л а п л аса

во

х  (q) =  2 ]  -V (п) е - * п. (1.2.3)
п = 0

Рассмотрим уравнение
а0 х (п ) +  a i  х  (п  +  1) +  . . .  +  а, х (п -|- t) ^  у  (ti) (1.2.4)

с граничными условиями
х ( 0 )  =  х0, х[(1) =  хи  . . .  , * ' ( i  — l ) =  * ;_i .  (1.2.5)

Преобразуем по Л а п л ас у  обе части уравнения (1.2.4) с учетом 
граничных условий (1.2.5).  На основании теоремы сдвига можно 
записать

к—1
D {х (n-\-k)} = e kQ X (q ) — 2 ! *  (О

r = О

Тогда операторное уравнение,  соответствующее исходному разно­
стному уравнению, принимает вид

(а„ +  й !  e ‘i +  а 2 е2? +  . . .  +  а,  е 1ч) X ( q )  =  Y (q) +
+  (a i  e'i +  a 2 e2" +  . . .  +  а,- б'1?) x0 +  (a2 +  a 3 e2" - f . .  . +

+  ) * i  +  . . .  +  а ге'?л:г_ 1. ( 1.2 .6)
Введем  следующие обозначения:

а0 -f- a i  a 2 e it] + . . .  +  e'1’/ =  jV (<7),
aie" +  a 2 e2« •+ . . .  +  a t e‘« =  Hi  (q),
a 2 e (‘ +  а з  e 2q +  . . .  +  a t е^—̂ ч — Нг  {q),

a,- e (* =  Hi (q) .  (1 .2 .7
С учетом обозначений (1.2.7) уравнение (1.2.6) имеет вид

W (q)  X ( q ) = Y  (q ) +  t f  i  (q) x0 +  H2 (q) X i + . . .  +  Ht (q) *п-ь  
Откуда  легко получить изображение выходного сигнала в виде
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Дальнейшая з адача  состоит в определении оригинала решетчатой 
функции х ( п )  по найденному изображению ( 1.2.8 ).

Применим дискретное спектральное преобразование для  иско­
мой реакции системы. Получим

оо
х ( « ) =  2  c t срг (п) ,  (1.2.9)

;=о
где срi ( n )  — выбранный дискретный ортогональный базис,  i — О, 
1,2.....

Совокупность коэффициентов {с,}, определяющих разложение 
реакций ДСАУ, называется  о б о б щ е н н ы м  с п е к т р о м  сигна­
ла.  _

Если выходной сигнал ДСАУ х(п )  ^  L 2, а дискретная ортого­
нальная система («рДя)}, i =  О, 1, 2 , ... я вляется  замкнутой в L2, 
то ряд (1.2.9), к а к  показано выше, сходится в среднем к ва д р а ти ­
ческом к функции х ( п ) .

Задача анализа ДСАУ сводится к вычислению обобщенного 
спектра выходного сигнала по изображению переходной х а р а к т е ­
ристики системы ( 1.2 .8). Общее выражение  для  коэффициентов с г-, 
согласно формуле (1.1.72),  имеет вид

ОО

c i =  2  х (п ) Р (я) ср( (я).  (1.2.10)
п = 0

Преобразуя это выражение с учетом разложения
i

<?1 (л) =  2  «VI /\ (п) ,  ( 1.2 . 11)

получим
оо I

С/ =  2  X (я) р (я ) 2  “vf Л  (п ).
л=0 v=0

Поскольку в последнем выражении обе суммы сходятся абсолютно 
на полубесконечном интервале, имеем

С со I

с£= 2  2  X (я) Р (я) F v (я) =  2  , (1.2.12)
v =зО ПзО v=sO

ОО

где |av =  2  х (я) р (я) F,  (я)— моменты функции х ( п )  относитель-
п = 0

непоследовательности функций {р (я) (я) =о, которые будем 
называть моментными функциями.

Таким образом, необходимо определить моментную функцию 
искомой величины по заданному изображению переходной х а р а к ­
теристики ДСАУ.

Рассмотрим решение поставленной задачи в случае,  когда дис­
кретным ортогональным базисом являются  классические дискрет­
ные ортогональные системы элементов {um ( r i ) }£L2 [17],  [18].
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1. Дискретный ортогональный базис — многочлены Шарлье

Пусть выходная реакция дискретной линейной системы удовлет­
воряет условию:

00
2  Р (я) I х (л)| 2 - ; оо.

п = 0

Кроме того, известно дискретное преобразование Лапласа (или 
Z-преобразование) для  функции

СО

А -*  (< ? )=  2  X ( л ) Р ( л ) е - « п . ( 1 . 2 . 1 3 )
п  — 0

Будем находить функцию х ( п )  в виде
т

х (п)  =  2  c i Ct (л, а).
г=о

Запишем выражение для  коэффициентов ортогонального разложе­
ния х ( п ) :

1 У х (л) р (л) Ck (л, а) =

1

a  * £ !п ^ о
СО Л

-  х (п ) р (л) av* (a) nv =
а  *£! n = 0  v=o 

11 V  / \ *_к ОСкч \&) •
а л/г! v=o

где

(х* =  2  (п ) Р (rt) п' •
п = 0

Согласно преобразованию (1.2.13),  справедливо равенство
dv X* (</)[А* — V  X (л )  р (л) п'1

п =  0 dqv ( 1 . 2 . 1 4 )

Окончательное выражение  для  коэффициентов разложения {с,} 
имеет вид

с L -  V  «  (a) d ' X* (ll)
Ск~  a~kkl ^  а , к (а ) о

( 1 . 2 . 1 5 )

В том случае,  если известно операторное выражение X( q ) ,  а не 
X * ( q ) ,  то искомая функция определяется следующим образом:

х ( п ) =  2  с, С, (л, а) р (л), ( 1 . 2 . 1 6 )
i—0

где
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Выходной сигнал системы будем определять в виде

х ( я ) = 2  сг m i (п,  р, с ) ,  (1.2.17)
1= 0

где элементы обобщенного спектра определяются из равенства 
1

2. Дискретный ортогональный базис — многочлены Мейкснера

k\ (Э )а с  * 0 — с)' 

1

- f  S  х (п) ?  (п ) тк («» Р> с)
/г=0

k i m „ c - k (i - с г э 2  Ckv с) (Av
(1.2.18)

в котором

(JL* =  X X (п)  р (п)  ГС
п = 0

Учитывая, что

1\  =
_  d- X*  ( q)

<,=0 ’
окончательно получим: 

1
k\ (P )*c~ * (1 — c)~

2  ( м
v =  0 a 4 q -  0

(1.2.19)

3. Дискретный ортогональный базис — многочлены Гана

Если для построения выходных реакций,  импульсных переход­
ных функций, переходных ошибок используется дискретное преоб­
разование Лапласа ,  то в ряде случаев оригинал удобно предста ­
вить в виде ряда ,  составленного из ортогональных полиномов Г а ­
на. Функцию х ( п )  представим в виде

X (п)= Ъ ~ Р М ,  Р, 7, 8]. 
£=0 Г1

( 1.2 .20)

Для определения элементов ортогонального спектра выходного 
сигнала, очевидно, необходимо воспользоваться формулой

k

cv =  2  еь  [Р. Т. 8] V-*. (1.2.21)
v = 0

где

2  X (n)  P (n ) n-  =  d '1
n = 0 q =  0 -

( 1.2 .22)
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Частным случаем предлагаемых разложений служит следую­
щее представление:

х ( п ) =  £  ct 9, (я) р (я), (1.2.23)
t= 0

где коэффициенты с; ( i =  0 , 1, 2, ...) определяются формулами:
а) для  многочленов Шарлье

оо о© к

с* =  - = * т :  2 d  х  (и) С * a ) =  T T W  2 d  2 d  х  И  (й) =
а  й ! п = 0  * ' ra=0 v= 0

а - в *1 v=o

б) для  многочленов Мейкснера
CD

ОО k

k\ (Р)лс - Л (1 -  СГЭ

1 k

k\ Ш  (1 -  с)->  — о

в) для  многочленов Гана

— — с*, (Р,  с ) ^ ,  (1.2.25)

к

V = 0

в которых

li, = 2  * ( « ) « v =  ( — l )v ^  Х ( ? )
n = 0  ' q 0

(1.2.27)

4. Дискретный ортогональный базис — многочлены 
Чебышева, Кравчука

Рассмотрим ортогональные многочлены дискретного аргумента,  
определенные на конечном интервале (многочлены Чебышева, 
К р а в ч у к а ) .  Д л я  решения задачи по изложенной выше методике 
при помощи этих многочленов необходимо интервал их существо­
вания N выбирать равным или больше времени переходного про­
цесса ,  исследуемой ДСАУ.

Предварительно определим дискретное преобразование Л а п л а ­
са  от периодической функции дискретного аргумента .
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Пусть имеем функцию с периодом N, то есть
х ( п Т -|-N) =  x  (п Т ).

Д ля  упрощения записи формул в дальнейшем примем Т=\ .  По 
определению дискретного преобразования Лапл аса  в области ком­
плексной переменной q имеем

оо

X (q) =  2  х (п)  е - ч п . '
п=о

Суммируя последнее равенство по отрезкам времени длиной N, 
получим

со оо N

Х ( я ) =  2 2  хЦп)  е - » " =  ^  V  JC (m -i- kN) e - u m+kNK
k—0^ n -= k N  /?=0 n>=0

Учитывая периодичность функции x( t i T) ,  определяем
оо N ___

■ х (</)=■ 2  в-- * * "  2  7^ (_ U -
k=Q m= 0 1 — e

Отсюда

X (q) =  X (q)  (1

где X(q )  — дискретное преобразование Лапласа  периодической 
функции *(7г), определенное на отрезке [О, N],

Пользуясь вышеизложенным,  выходной сигнал Д С А У  определя­
ем в виде разложения

m
V - f L

* ( " ) =  2 i  т т  (/г) ‘ еТо" 
< = ;0  П

для многочленов Чебышева,

х (п ) =  2  Т~ Ki  (п ) • е7° п
i= o  * '

— для многочленов Кравчука .
Обобщенный спектр выходного сирнала в этом случае  опреде­

ляется по формуле
k

c t =  2  ( — l ) v , (1.2.28)

гд е
v= 0

ix’ =  2  n” ■«“( « ) =
n=0 v То

(1.2.29)
л=0 4 q =  То
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— соответственно моментные функции для  многочленов Чебы­
шева и Кравчука .  Коэффициенты a,v в выражении (1.2.28) опре­
деляются из решения i систем алгебраических уравнений вида

U (0) =  a i0,
t -t ( 1) =  а ю -|- a, i  • 1 +  й;2 • 12 +  ■ • • +  Оц ■ 1‘>

t, ( i) =  a l0 +  a, i  • i +  a ;2 i 2 -f • ■ ■ -r  an i l ,

в которых значения'коэффициентов многочленов, стоящие в левой 
части, определяются в соответствующих точках интервала N по 
формуле (1.1.35).  Аналогичный вид имеет система для определе­
ния коэффициентов а гч в случае,  когда ортогональный базис — 
многочлены Кравчука .

5. Определение выходного сигнала в виде 
интегро-интерполяционного многочлена в моментах

Расмотренное выше позволяет найти выходную реакцию в виде 
разложения по дискретным ортогональным многочленам цц(п ) .  
Однако выходную реакцию можно представить в виде интегро-ин 
тсрполяционного многочлена в моментах [18]

k

* ( л )  =  2  К ЧРл ( « ) -  ( 1-2-3°)
1 = 0

Д л я  этого приведенные выше дискретные ортогональные много­
члены представим в виде многочленов по степеням п

<р0 (я)  ̂а00,
<pi (я) =  a0i +  * ц  я ,
ср2 (я) =  а02 +  «12 п  -\- «22 я 2,

cpft (п)  =  а0к +  а 1к я  +  а2* я 2 ~к . .  +  £*** я*.  (1.2.31)

С помощью простых преобразований получим
k

^ ! * (  п ) =  Х ^ Ь ( п ) ,  (1.2.32)
k\=.i

где a k i — определяются для  конкретного базиса по приведенным
в § 1.2 соотношениям.

Выражение  выходного сигнала имеет следующий вид:



В случае ,  если известна функция X( q ) ,  получим
k

(1.2.34)

6. Анализ многомерных дискретных систем 
автоматического управления

Задача анализа многомерных Д САУ состоит в определении пе­
реходных процессов систем при воздействии на них управляющих 
и различных возмущающих сигналов. При этом система обычно 
задается  динамическими характеристиками:  матрицей импульсной 
переходной функции или системой разностных уравнений (матри­
цей передаточной функции).

Уравнение связи входных и выходных величин многомерной 
ДСАУ в матричной форме представляет собой дискретный аналог 
свертки

где
х (п ) — II Xi (/г), х2 (п ) , . . . ,  x t (п)  И ' — матрица реакции системы, 

у  ( п — т)  --= II г/х (п  — т ), у г ( п  — т ) , . . .  , у г (п  — т ) || '

— матрица управляющих и возмущающих воздействий, 
k ( m )  =  || kjt (т)  || rXl — матрица импульсной переходной фуйкцни,
I и г  — число выходных и входных величин соответственно. 

Используя матричное дискретное преобразование Л ап л аса

где W( q )  — матрица передаточной функции многомерной ДСАУ, 
выражение (1.2.35) отображаем в область комплексного перемен­
ного. В результате этого получим

где X (q ) =  || Х х {q) , . . . ,  X* (<7) Ц' — матрица-столбец переходной 
характеристики,  элементы которой связаны с элементами матри­
цы х ( п )  преобразованием

ОО

х (п) =  2 1  к  (т ) У (п — т )- (1.2.35)
т = 0

оо

w  (я) =  £ (п) е~дп>

/г(/г) =  ТТГр. ! ’ W i.9 ) e q n dq ,
Г

X ( q ) — W (q)  Y (q), (1.2.36)

OO
хЛ я )  =  2  xx{ n ) e - « n ,

7 1 = 0

3* 35



*i (я) =  2  *i (л) *-*».
n = 0

Элементы матриц

W(q) =  || ^ й (9)||гх»,
=  11 г/i (<?),• ••> У г Ш '

определяются через Элементы матриц у ( п —т )  и к ( т )  соответст­
вующими выражениями

ОО
Wj, (q)=  S A j i W r * » ,

m = О

5/i ( 9 ) =  2  y i ( n  — m ) e - ^ n~mK
n —m = 0

УГ(Я)=  2  — m ) e - H n- m).
n —m = 0

Из уравнения (1.2.36) следует ,  что матрица выходных величин 
представляет собой оригинал переходной характеристики много­
мерной Д С А У  в комплексной области D{ х (п) } =  P ( q )  и задача з а ­
ключается в его восстановлении.

Пусть элементы матрицы выходных величин Xji(t i )  удовлетво­
ряют условию сходимости

ОО

2  I хн (п) | 2 8 (п ) <  оо, Xji (п)  £ ZA (1.2.37)
71=0

Кроме того

2  8 (п) <  оо,
« = 0

где 6 ( п )  — функция веса выбранной ортогональной системы эле­
ментов дискретного аргумента ,  то есть системы функций вида

(ф/ (я) Ф; («)) = ^ ]  <?1 («*) Ф, Ю  3 (л*) = 0 При i ^ j ,

где ( p i ( n )  — элементы матрицы q>( п )  указанной выше дискретной 
ортогональной системы.

Будем определять элементы искомой матрицы выходных сиг­
налов в виде разложения по элементам матрицы ортогональных 
многочленов дискретного аргумента <pi(n).

ОО

х ( « ) =  2  Cj <?j{n), (1.2.38)
/ = о

где C] =  \CjX, Cj2 , . . .  , Cji К1 — матрица дискретного обобщенного 
сп ектра  выходных величин.
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Элементы матрицы дискретных обобщенных спектров согласно 
равенствам (1.2.14),  (1.2.18), (1.2.22),  (1.2.27) связаны с элементами 
матрицы P ( q )  выражениями вида

i »

СЛ =  . 2  • (1.2.39)
£=0

Таким образом, для анализа многомерных Д САУ спектральным 
методом моментов определяются значения элементов матрицы пе ­
реходной характеристики системы в комплексной области при q =  0 , 
по формулам (1.2.39) находятся элементы матрицы дискретных 
обобщенных спектров выходных величин и затем по формуле
(1.2.38) — матрица переходного процесса исследуемой многомер­
ной ДСАУ.

Введем в рассмотрение матрицу, элементы которой определя­
ются через элементы матрицы ц>(п) по следующей рекуррентной 
формуле: \

i (п) -  ’!>/, 1-1 (П) +  aj; <fj (л),
’т>1, ‘ («) ^ аи Ь  («). 0 ^  у i — 1,

где — коэффициенты элементов матрицы выбранных дискрет­
ных ортогональных многочленов <pi ( n ) .
.Многочлены удовлетворяют условию:

£ ы ' * * ) “ (л*)*“ ,п*= j ° ’ e ¥ = i ’ 
к \ 1, £=/ ,

/ <  I, е >  0 .
Используя эти многочлены, уравнение (1.2.38) можно записать в 
форме пнтегро-иптерполяционного многочлена в моментах 

я
х ( п )  -  V  М, ф. (п), М. II (А1{, (Х2,'.......|xei|/ (1.2.40)

1=0

— матрица моментов выходных величин многомерной ДСАУ.
Выражение (1.2.40) позволяет решить з адачу  определения пе­

реходного процесса многомерной ДСАУ непосредственно по мо­
ментам выходных величин, не определяя элементов обобщенного 
спектра, то есть алгоритм вычислений несколько упрощается по 
своей структуре и состоит в следующем:

1. По значениям комплексного аргумента <7 = 0 определяется 
матрица переходной характеристики многомерной Д САУ в ком ­
плексной области P t .

2. Находится матрица моментов выходных величин
М. = Я £ .

3. Из выражения (1.2.40) вычисляется переходный процесс 
многомерной ДСАУ.

В следующем параграфе рассмотрим анализ многомерных
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ДСАУ при помощи ортогональных систем полиномов и функций 
Ла герра  и экспоненциальных многочленов дискретного аргумента.

§ 1.3. АЛГО РИТМ Ы  АНАЛИЗА Д И СКРЕТН Ы Х 
СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕН ИЯ 

С ПОМОЩЬЮ ЭКСПО НЕНЦИАЛЬНЫ Х МНОГОЧЛЕНОВ 
И ПОЛИНОМОВ Л А ГЕРРА  ДИСКРЕТНОГО АРГУМ ЕНТА

Пусть в качестве ортогонального базиса используются дис­
кретные ортогональные экспоненциальные функции, которые опре­
деляются формулами (1.1.54 и 1.1.55) [17]

Из выражения (1.3.1) следует,  что для определения элементов 
обобщенного спектра сигнала x( t i )  необходимо знать моменты 
функции х ( п )  вида (1.3.2).

В з адачах  анализа  дискретное преобразование Лапласа для 
выходного сигнала может быть определено из разностного матрич­
ного уравнения.  Тогда,  вычисляя к-ую производную от обеих час­
тей выражения

где q == с ,  где с  — масштабный коэффициент функции веса,  соот­
ветствующий применяемому дискретному ортогональному базису, 
получим 
38
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ср2 (п)  -  £  1А 1 П е~*1'г =  А‘

где At и Ai — const,
u; — действительные полюса.

Д л я  коэффициентов преобразования (1.2.9) будем иметь
оо *1 ,

С2*~1 =  ^  -у (л) у  [At • n e ~ ain - M i e  ^
п=̂0 1 — 1

к  on k оок оо

2 2  Ai 2 2  л х (п) e~°-i п +  2 2  Ai V  х (п ) e~*i п —

(1.3.1)
i=i (=1

где
СО оо

[х' —=2^  л х (п ) e~ai ", |j.9= ^  х (п) e~ai п. (1.3.2)

со

*(<7) =  2 * ( n ) e - * » , (1.3.3)



[ $ r x ^ ) ] q=c ( - 1)" 2  я * ^ ( " ) е ^ п- (1.3.4)
n — O

Таким образом, с учетом выражения (1.3.4) необходимые мо­
менты (1.3.2) определяются по формулам 

- , d X (д)
 ̂ ‘ d q . \ $ =  X(q ) ,

Q--H \Q
Реакция многомерной ДСАУ в этом случае определяется по фор­
муле

хи ( п ) =  +  2 /1' ' X ^ L » .  ) 0 - 3 . 5 )
* =  0 £ =  1 ‘ i =  I '

Рассмотрим определение элементов искомой матрицы выход­
ных сигналов в виде разложения по ортогональным полиномам и 
функциям Лагерра дискретного аргумента [27]

т
х (п)  =  2  С; /, (п ), ( 1. 3. 6)

i =  0

где с ,=  I! Сц, ... , Cji || — матрица дискретного обобщенного спектра 
(ДОС) выходных величин, 1,(п) - -  || 1ц(п) ,  /г, (л), ... , 1д (п)  ц ' — 
матрица дискретных ортогональных полиномов (функций) Л а г е р ­
ра. Элементы матрицы l i ( r i )  определяются формулой (1.1.60).  

Рассмотрим функции Л а герра  при ^,= 1
k П

4  1к ( я )  ”  2 d  *у* п ’ е  2 ’
/ =  0

где к — масштабный коэффициент веса,

У 1— е- 1

a0i = \ е~х ( 1— е~х ) ,

«и  =^(е— 1) V e~l ( 1— ) ,

Подставляя формулы (1.1.60) в выражение  для  элементов м а т ­
рицы С; ( 1.2. 10),  получим

«• «• П

Со =  2  x(n)q>0 {n) = a qo V  х („) е  2  ̂ 1 — i fx0,
n = 0 n = 0

•• •• п  оо п

С1 =  2  ■* (”) ф1 (я) =  «01 2  х ( п ) е  2 - f a n  2  п  х ( п ) е  2 =
п = 0 п  — 0 п  =О

— У e~l (1 — е-1) [U.Q — (е— l)(Ai],
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c k =  2  *' (") ^  (ra) =  °o* 2  *  ( " ) e  2 + a i * 2 nx ( " ) e 2 +
n = 0 n=0 

n
n=0

+  • • • + a *ft 2  nkx e 2 — ao^o +  <*1*1*1 -\----- +  a «*I1fc* ( 1 .3 .7 )
n  = 0

Д л я  данного ортогонального базиса,  с учетом выражения (1.3,4) 
моменты ^  определяются формулами

1*о =  X (<7)
d X (q )

1 ’ dq (Н dkX  ( q)
dq*

j . ( 1 .3 .8 )

Таким образом,  на основании формул (1.3.7) и (1.3.8) для об­
щего случая можно получить

с п  =  2  а »7 V-ч . £=0
(1 . 3 .9 )

где a=i.i — коэффициенты элементов матрицы дискретных ортого­
нальных полиномов (функций) Лагерра ,  определяемые формула­
ми (1.1.61),

(ае;- =  J ]  X j ( n ) g a  (п)  — элементы моментов матрицы
п=0

м г =  I I JM. !*е2. ... , (Аб/ I Г.
g u ( n )  — элементы моментной функции соответствующего ортого­

нального базиса.
Элементы моментных функций определяются следующими вы­

ражениями:  для  функций Л а герра  с функцией веса А=1

g u  (п)  =  п* е  2 ,

С функцией веса к ( п )  =  - ^ - е тп

g e i (n)  =  n m, т =  0 , 1, 2, . . . ,  
для  полиномов Лагерра

g Ei (п) =  п те - тп, т =  0 , 1, 2, . . .

(1.3.  10)

(1 .3 .1 1 )

(1.3.  12)

Используя последние зависимости, можно записать рабочие 
формулы для  определения элементов моментной матрицы Мг :

( — 1)£ а Е/ = ( — 1)£ 2  X j ( n ) n * e  2 =
7 1 = 0 dqs p (q) =_L (1 .3 .13)ч—

— для  ортогональных функций Лагерра  с весом А=1 и моментной 
функцией, определяемой выражением (1.3.10),

( — 1)£ Р./ =  (— 1)£ 2  xi  (п ) пг  =л=0 dq t Р(Я) (1.3 .  14)
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— для  моментных функций (1.3.11) и функции веса X (п) =  е тп,

( — 1)Е |хЕ/ = ( — 1)'  $ ]  Xj (п ) п г е - тп =
п = 0

— для  полиномов Лагерра дискретного аргумента с моментнон 
функцией (1.3.12).
В выражениях (1.3.13) (1.3.15) переходная характеристика обоз­
начена через Р ( q ) -

Таким образом, для расчета выходных реакций многомерных 
ДСАУ методом обобщенных спектров необходимо выполнить сле­
дующее:  1

1. В зависимости от выбранного дискретного ортогонального 
базиса (дискретный аналог полиномов или функций Л а герра )  по 
формулам (1.3.13) Ч- (1.3.15),  соответствующим данному базису,  
вычисляются значения моментной матрицы М .

2. По формуле (1.3.9) рассчитывается матрица ДОС.
3. По формуле (1.3.6) строится матрица выходных величин ис­

следуемой многомерной ДСАУ.

§ 1.4. Д ЕТЕРМ ИН ИРО ВАНН Ы Й  АНАЛИЗ Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Х 
ДИ СКРЕТН Ы Х СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УП РАВЛЕН ИЯ [28]

Реакция нелинейной ДСАУ на управляющие и возмущающие 
воздействия у ( п )  определяется дискретным аналогом ряда  Воль­
тер р а [33], [61]

00 СЮ оо

х{п ) =  2  2  ••• Л  kp ( t n i , m- i ........ tnp) y ( n  — i n i ) X
р=0 mi=0 тр— О

Х у ( п  — т 2) - - - У ( п  — т р)> ( 1 -4 .1 )
где &p (mi, ш».........т р) =  kp (tn{) kp ( т 2) - ■ -kp ( inp) — многомерная сеиа-

рабельпая импульсная переходная функция ДСАУ.
ов оо

2  ••• S  I М ш ь «1г...., <пр) I <  ар.
т х=  о т р = °

При решении конкретной задачи ряд  (1.4.1) ограничен и имеет 
следующий вид:

1 со оо

* ( « ) =  2  2  2  М Шь т-2, т р) у ( п  — t ) h )X
р= 0 mj=0 тр —®

Х у ( п  — т 2) . . . у ( п  — т р). ( 1 - 4 . 2 )

Применим к выражению (1.4.2) многомерное дискретное преоб­
разование Лапласа
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оо со оо
F ( qu q 2, ... qp) =  2  2  ••• ^  f  ( п ъ  п 2, ... , п )  е - « ^  . . .  ё~чр пр ,

«1 =  0 П2 =  0 пр =  0

11+/* 72+/* t p + i 1'-

f ( n u  п 2, ... , V  =  7Щу> \ [  ... 5 /7(<7ь q2’ -  ’ ?/') Х
7 1 -/ ' 72—/* тр —/7С

X e?ini е?2"2 ... е 9р np d g i d q 2 ... d g p. ( 1 .4 .3)
Получим

x(n) =  D r t{ W ( g 1) Y ( qi)}l + D-\W(qiq*)Y(qi)Y(q%)\l +

■1------ " ^ p 1  ̂ ^  <?2’ ■" ’ ^  ^  ^ 2)  •" ^  \ni- . . . - n p=n,
где .  (1 .4 .4)

CO CO

W ( q u  q 2, ... qp) =  2  2 — 2  kp ( m u rn2, ... tn ) X
m i= 0  т « = 0  m = 0

^ (?p) = 2  У (tip) e - « p  V
. np = 0

Многомерное дискретное преобразование Лапласа функции
vf/Zi, п 2....... t ip)  можно определить по заданной системе разностных
уравнений,  описывающих исследуемую ДСАУ (§ 1.2).

Выходную величину ДСАУ будем определять в виде разложе­
ния по ортогональной системе элементов {Um( n ) .  При этом иско­
м ая  функция x ( n ) ( ~ L 2<, то есть

оо оо
2  2  ••• 2  1*(«Ъ П2. ... n )|2 p(ni)f»(n2) ...р(л )<оо.  (1 .4 .5 )

ni =  0ri2==0 пр—0

Спектральное преобразование выходной величины имеет вид

оо оо оо ... in
х ( п и  п 2, . . . п  ) =  2  2  ••• 2  ~г------- -— х

>1=0 (2=0 ‘р—° ‘1 ‘2 ip
X u h (t i l )  Uh  ( n2) ... u ip (np), (1. 4. 6)

где
оо OO CO

c h h ... i„ =  2 -  - 2  ••• 2  * ( « ь  n 2> —>np) p (n0  p (n*) ... p (np) xp г>1=0 П2=0п^=0
X«£i (t i l ) Uit ( n 2) ... u i p ( np). ( 1 . 4 .7 )

Подставляя  в выражение (1.4.7) значение дискретного ортого­
нального базиса,  определяемого формулой (1.1.61),  получим

оо оо ОО
C i l h . . .  i =  2 2—2 x ( n i , n 2, . . . , п )  p (n i ) p (n 2) . . .р («р)Х

j»i=0 П2=0 »р=0
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t’l  Ip

X 2 Ogiii M Bl5 exp ( —ТЯ1П1) -  2 «g,(, (np)*/exp (— т^Л) = 
g l= 0  g p  =  0 

9

~  2  ■ "  2  n  !* * g i ga g,, > ( 1 - 4 . 8 )
e x = o  gp= 0 / = 1

где
oo 00 со

Рва» -  8» "•= 2 2" -2 * («1. "2, ... n ) P (n,) ... р(л„) X«1=0 na=0 n;,=0

X nf 0 ... «p'° exp (—y) (ЙГ1П1 + g2̂ H------bgpne) (1.4. 9)
— многомерный момент функции.
Из выражений (1.4.4) и (1.4.9) определяем

Р о в . . . * ,  =  ( - 1)" <«+«+■-+ М Х
д Г‘ (f il+ g 2 +  • В;,)

X , «и ,  «62 ,  tgP W *(CI1’ Яг, — » ЯР) 
dqx dq2 •■■dqp ‘ 4l = 0R\

</2=Sg2

4p=ogl,.

(1 .4 .  10)

В случае,  если известно многомерное дискретное преобразова­
ние Лапласа функции х ( п ь п 2. п р ) ,  взятой без веса

СО о о

W {qи  Яг, ••• , ЯР) =  2  • • ■ 2  /  ( п и  п-г , ... , п  ) е  qi'n е  ф1П'1 ... e~'q>n‘' ,1 ni=0 к ,;=0 1

введем в рассмотрение функцию

f ( n u  п г , ... п в) = ....------------------- / - г -  е - 7о'"1е - 1оа» г ... e - i ° >lnp. ( 1 . 4 .  И
'  v р/ p ( « i )  р ( « 2)  . . .  р ( « „ )

Тогда

^  (fl,i+ Y o /> </а+ То2, ••• ЯР +  7ор) =
оо оо оо '
2 2 ••• 2 r ftnir«!"! ...r¥/>r'го'ще-т(о*л2... е-то»'ия х 

Х х ( п и  п-г , ... , п р) =
гц=0 /12=0 пр=0

ОО «о
=  2  — ••• 2  г , 1 ’“ гИТ1г e-«i>np f  ( п и п г ,  ..., п ) о ( т ) . . .  р («/,)•

П1=0 п 2=0 пр—0

При этом многомерный момент функции / ( «ь  д2> •••, Пр) опреде­
ляется зависимостью

го оо ОО

Р Ш  ... kp  =  2  2  • • • 2  / ( « Ь  « 2 ,  . . .  , Пр)  Р ( / l i)  . . .  Р ( п р ) Х
П1=0 «2=0 Пр = ®

Х е -  п т  е- а.,пг _  е-  V iр n*i ^  _

43



=  ( ---- \)kl-\rkz-\-... + kp
Qkl-\-kz

dqf 1 dq*2 . . . dqR*
X

x w  (<7i +  y0', <72 -f v02( ... ; q -|_ f 0P)
Q l= 4

*/<•

(1.4.  12)

Искомая функция определяется из уравнения (1.4.11) по найден­
ным при произвольном весе f ( n it п 2, ..., п р) .

§ 1.5. РАСЧЕТ ВЫ Х О Д Н Ы Х  РЕАКЦИЙ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
Д И С КРЕТН Ы Х СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ОРТОГОНАЛЬНЫ М  МЕТОДОМ МОМЕНТОВ

Нестационарная Д САУ в зависимости от структурной схемы 
может  быть представлена разностными уравнениями с перемен­
ными коэффициентами вида [78].

Ап ( iT) 'Aaxm( iT) +  Ап-х&Т)  Д" - 1 x\(iT) +  ■■■+А0 (i T ) х (i T ) =
=  B k ( iT)  Ak у  ( iT)  +  B k- t ( iT)  у  ( iT) -\----- +  S 0 ( iT)  у  ( iT)  (1. 5. 1)
' — для  нестационарной цифровой системы,

Ап ( iT,  aT)  Anx ( iT  +  aT)  +  ^ „ _ i  ( iT,  оT) An~l x ( iT +  zT) +
+  •••-)- A0 ( iT, aT)  x ( iT  -f- aT)  =  B k ( i T , aT) Ahy  ( iT aT)  -)- 

+  B k_ j  ( i T , a T ) A k- !  y ( i T + a T ) + - - - + B 0 ( i T , * T ) y ( i T  +  aT)  ( 1 .5 .2 )
— для  импульсной системы с переменными параметрами,  где 

y ( i T  + аТ )  и x( i T  + о Т )  — соответственно входной и выходной 
сигналы нестационарной ДСАУ, 0 ^  о  С  1-

Рассмотрим метод расчета выходной реакции системы в случае,  
если переменные коэффициенты уравнений/(1.5.1) и (1.5.2) могут 
быть представлены разложением в степенной ряд. Не нарушая об­
щности рассуждений, рассмотрим решение задачи анализа на при­
мере нестационарной цифровой системы автоматического управ ­
ления,  описываемой уравнением (1.5.1), в котором для упрощения 
записи период квантования примем равным Т — 1. Тогда задача 
сводится к решению разностного уравнения

А„ (i ) Апх (0  +  Л„_ 1 (О Д”- 1 *  (0  +  ■-■ А0 (i) х (i) =

-  В к (О Л* у  (i) +  В к._2 (О А*- > у  (i) +  • • • +  В0 (0 у  (I). ( 1 .5 .3 )  
Коэффициенты этого уравнения определяются выражениями

Ар (i) =  Ар, n  iN -f- AP:n —i iN~1 H-----+  APt i i -f- APt о, ( 1. 5. 4)
Bq (i) =  Bqt М Iм +  Bq, M—1 i ' l~1 H------- У Bq t \ i B q t q, ( 1 . 5 .5 )

p =  1, 2 , . . .  n ,  <7 =  1 ,2 ,  . . .  , k.
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С учетом равенств (1.5.4) и (1.5.5) уравнение (1.5.3) приводится к 
виду

(An,  n i N +  Ап> лг—1 i N~l +  ••• +  An, o)j&nx . (0  ( ^ n—1, n i N +
+  Ап—1, n —1 i N~ 1 "Ь ’ Ч" Ап—1, о ) Ап—1 х ( i )  -)- • • •

+  ( ^ 0, n +  Ао, N—1 i N~ 1 +  • • • +  A q, о ) x t =  (Bk,  м £м Bk,  м — i 1 +

“Ь Bk, о) У  У (О “Ь (Bk—1, м t'M ~Ь Bk— 1, м—1 Iм - 1 -f- ' ' '  “Ь Bk—1 , о ) X  

X  А*-1  У ( 0  +  • • • +  (Во,  м t’M +  Во,  м—1 tM— 1 Ч-------- Ь Во, о )  У I- (1 . 5. 6)

Рассмотрим решение этого уравнения в области комплексного 
переменного q. Применяя дискретное преобразование Л а п л аса  и 
теорему об умножении оригинала на iN, после группировки членов 
уравнение (1.5.6) преобразуется к  форме

{Ап , о Я" ~Ь Ап—1, о Яп~ 1 -f- • • • +  Ао, о ) X (q)  —

— ЩГ 1 “t” Ап- 1 , 1 q n~ x -\------+  Ао,  1 ) X  (<7)Н------- +

-I- ( -  l ) ‘v  — N 1Ап. N Яп +  An - i ,  N Г - 1 +  • • • +  Ао, N ) х  (<7)1 =  
dq

=  ( В к, о Я к + В к- и о Як~ ' +  ••• + Д г , о ) Г  ( ? ) -  

— ^ [ ( В к, 1 Я к +  в ь-1,  . Як~ 1 +  • ■ ■ +  £о, 1) У  («7)1 -\------+  (—  1)м X

X ~d?r l B k ' м Ч* +  Вк~и  м ^  +  *'’ '’ +  Во' м) Y i q ) ] - (1* 5 ’ 7)
Пользуясь формулой Ньютона-Лейбница для  определения /-ой 

производной произведения двух  функций и обозначая

(р) dP
At (я ) — ~dqv ( ^ п> гЯ" Ч- А п-\ ,  г Яп~ х +  • — Ь Ао, i ),

В Г >((/) =  -Щ Г  ( & .  ' Як +  Bk - ,, , </*-• + -  + Во,  ,) , 

из уравнения (1.5.7)^ получаем

| Л0 ( q )  -  4 °  ( q) i  +  ■ A™ ( q ) +  . . .  +  ( - 1)*  A^\q ) }  X ( q )  +

+  [-Л х (< / )  + 2 A ™  ( q ) - 3 A ™  (<7) +  . . . + ( - l ) ^ C ^ _1 А % ~ % ) ]  X  

X  X M  ( q )  +  [ A,  ( q ) - 3 A ™  ( q )  +  б Л ^  ( q ) + . . .  +  ( -  1 ) "  X
N —2 (N _2) 1

X C N \q)\ X W ( q )  +  . . - + [ ( - l ) "  AN (q ) ] X W ( q )  =

=  [ B 0 ( q )  -  B\l) ( q )  +  В ™ ( я )  +  • • • + ( -  1)M < > ]  Y  ( q )  +

+  [ - В г ( я )  +  2 В ?  ( я )  -  3 В™ ( q ) +  . . . + ( - 1)« B ^ V l  X



XYO)  (q ) + 1 f i2 ( q ) ~  3B™ (q) +  6B™ (q) +  -  +

( - 1 ) “ С;)"2 B " - \ q ) ] Y W ( q )  +  . . . + \ ( - \ ) ' "  B sl (q)] Y W  (q),  ( 1 . 5 .8 )

где c i  =  ( у  •
Представим уравнение (1.5.В)4; обозначив предварительно выра­

жения в квадратных скобках ,  соответственно через A\0(q ) ,  Au ( q ), 
A\2( q ) ,  AyK( q ) ,  B m ( q ) ,  B n ( q ) ,  ..., B lM(q ) ,  в виде

Оо ОО оо
Ai0 (q)  2  x( i )  e - ^  — A u i q )  2  л- (/) 4 - A12(q) £  jc (t) 12е-«г +  

1=0 t= 0  1 =  0

H--------h (— l)'v ^i.v (q)  2  X (t) iN е - 0‘ =  B l 0 (q)  v  y ( i ) e - 4i ^
i = 0 i = 0

00 ©■*>
— B n ( q )  У, у  (i) i e~qi +  B 12 (q) 2  у  (i) 4------- 1-

1 = 0  1 = 0

+  ( - 1)" B M Q )  2  y ( i ) i Me -0K  ( 1 .5 .9 )
1 = 0

Величина

^  x ( i ) i f ’e - ‘>k=  ( 1 . 5 .1 0 )
i —0

в уравнении (1.5.9) представляет собой р -ый момент выходного 
сигнала ( р  = 1, 2 , ...; к = 1, 2 , ..).

П ридавая  комплексному аргументу q действительные значения 
q = 1, 2, 3, •.., / ..., и пользуясь понятием моментов (1.5.10),  из урав ­
нения (1.5.9) получим

"41о ( 1) !М—А ц  ( 1)^1 -+- Л 12 ( 1) 1*1 Н-----+ ( ~  1)N ^ i n  (.1) ^  =
оо оо

=  в ю (1) 2  У (0  er-t* — В ц  (1) 2  у  (i )  i e - v  +
1 =  0 1=0

00 •»
+ fii2(l) 2  y ( i ) i * e - i * +  + ( - l ) M fin,(l) 2  y ( i ) m e - i \

1 = 0  i== 0

Алс ( / ) [ V - A i  (/)|*/ +  Л 12 (/ > /  +  ••• + ( - \ f  Al K <j)v.jN =

=  -Sio (;') s  У (0 e-/‘ — fil l  (/) S  у  (i) i e - i ‘ +  
i = 0  <=0

+  * i a  ( ; )  2  у  (0  +  ••• +  ( -  1)M fi,M '(/) 2  у  (0  tM e-/‘, (1 .5 .11 )
i= 0  г=о
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Представим искомую выходную реакцию нестационарной ДСАУ 
на входной сигнал y ( i )  в виде разложения в ряд  по ортогональным 
многочленам дискретного аргумента [31]

* ( 0 = 2 < V P m( о, (1.5.12)
т  О

где с т — дискретный обобщенный спектр (ДОС) выходного сигна­
ла.

Фm( i )  — дискретные ортогональные многочлены.
Используя разложение (1.5.12),  выражение момента цир преоб­

разуем к виду

7*1=  S  2  Ст Ф т ( 0 ^ - ^  =/= О Q = 0

= 2  с , п% <tm (i ) iPe~9k =  2  с„-г1х/. (1.5.13)
т = 0  Г=0 т = 0

Подставляя выражение (1.5.13) в уравнения (1.5.11),  получим 

ЛюО) — ^ 1°— О)  2  СтР l ' +  ^ 12( 1) 2  СшИ2 +
771 =  0 т = 0  тп= 0

+  . . .  +  ( _ ! ) *  А М  2  C;n[llN =&(1)> 
т = 0

^ ю ( 7 )  2  Л и  ( / )  2  C m n /  +  i 4 i 2  ( / )  2  +
т  '■ 0 т =0 т =0

+  . . . + ( _ ! ) *  л 1Л, (/) V  Сда(1*  =&(/)f (1 .5 .  14)
т = 0

где

6 (1) =  Вю(1) 2  у  it) е ~ " ~  B 11( \ ) % y ( i ) i e - ' l +  
i=  0 *=°

+  . . . + ( _ ! ) «  В ш (1 ) g o y ( i ) i " e - “

ь  (/) = Д.о (/) 2  0У (i) е -<‘ — В п (]) | 0 У (0  +

+  . . .  +  ( _  1)М 5 1м (У) J o у (i) i« е->\ ( 1 • 5. 15)

Равенства (1.5.14) представляют собой систему неоднородных



линейных алгебраических уравнений, решением которых является 
обобщенный спектр искомого выходного дискретного сигнала.

Таким образом,  анализ нестационарной ДСАУ сводится к сле­
дующему:

1. По формуле (1.5.15) находятся правые части уравнений 
(1.5.14).

2. Из решения системы (1.5.14) определяются коэффициенты 
с  1, с 2, с п .

3. Вычисляются дискретные значения выходной величины по 
формуле (1.5.12).

Аналогично решается з адача  анализа импульсной нестационар­
ной системы автоматического управления. Однако решение не­
сколько усложняется ,  т ак  к ак  в уравнении (1.5.2) коэффициенты 
являются функцией двух переменных. Методика решения остается 
прежней.

Рассмотрим многомерную нестационарную ДСАУ с т входами 
и I выходами.  Математическая  модель такой ДСАУ представляется 
системой / уравнений вида (1.5.1).

В комплексной области матрица выходных величин определяет­
ся выражением

X ( q , n ) = W ( q : n ) Y [ { q ) ,  (Т. 5. 16)
где

оо

V ' ^ = п ? 0  Y  е ~ ЧП

— D — преобразование матрицы входных сигналов
У (п)  =  |! y i {n ) ,  у 2 ( п ) .........у г (п)  ||

W (q, я ) =  II W jS q f n )  II rxi

— многомерная параметрическая передаточная функция иссле­
дуемой нестационарной ДСАУ,
Wi j (q ,  п )  — многочлен, определяемый D—преобразованием левых 
частей исходных уравнений.
При этом под D—преобразованием матрицы понимаем матрицу 
D—преобразрваний ее элементов.

Восстановление матрицы выходных сигналов х ( п )  по известной 
матрице переходной характеристики классическими методами (ме­
тод вычетов, частотный и другие)  является трудоемкой задачей, 
кроме этого полученное решение сложно реализовать на физичес­
ких элементах.  Будем определять элементы искомой матрицы вы­
ходных сигналов в виде разложения

со
Xj (п) =  2  cjh (л ) ФА (я ), (1 .5 .1 7 )

п= 0

где  Cjh(n)  — элементы матрицы нестационарного дискретного обоб­
щенного спектра (ДОС) выходных сигналов многомерной ДСАУ 
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ck (я ) — II C l (я), C2[(n)........ct (я) II
(pjk — элементы матрицы ортогональных многочленов дискретного 
аргумента

Фа (л ) =  II Ф п(л). Фя[(л)......... ф; (я ) ||
Элементы матрицы ДОС реакции многомерной ДСАУ опреде­

ляются по матрице переходной характеристики выражениями
(1.2.39)

Cjo i n )  —  a (io\,-jo (я ),
Cji (я) =  a0i pjo (я) f a n  fi,i (я),

c J l (n) =  a0 l^j0 ( n ) + a 1^ J l (n) - ]------- |-а (л). (1 .5 .  18)
Величины моментов \ij0 элементов матрицы выходного сигнала 

Д САУ определяются равенствами
W  Y

И-ТО (« ) =-1*уо <л) ' **/0 »
W  У

tv  (л) =  Ид (я) • ,

• • • • • • •

V-ji ( « )  =  V% ( п ) ■ 1l Ji • О * 5 - 1 9 )

Элементы моментной матрицы параметрической передаточной 
функции нестационарной многомерной ДСАУ M w ( п )  в случае,  если 
ортогональным дискретным базисом являются  полиномы или 
функции Лагерра дискретного аргумента и экспоненциальная дис­
кретная ортогональная система элементов, определяются в ы р а ж е ­
нием (1.3.4)

C . W  =  О . » ) ! , * * * ,  ( 1 . 5 . 2 0 )
если же дискретным ортогональным базисом являются классичес­
кие дискретные ортогональные системы элементов, то

t V ( ra) =  ^ ' PV ’ " ) L o -  ( 1 - 5 . 2 1 )

. Элементы моментной матрицы входных сигналов Д САУ 

М У  =  II f y l ,  [А;-2, . . .  , II ' 

определяются равенствами

=  2  y J m ( n ) e - l m+c) n . ( 1 . 2 . 2 5 )
/mS n = 0

/ =  2  У]т (n ) п 1е~чп ( 1 . 5 . 2 3 )
jm n=0
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соответственно для случаев, определяемых формулами (1.5.20) и 
(1.5.21).

Таким образом, для анализа нестационарной ДСАУ необходн
мо:

1. Вычислить матрицу моментов параметрической передаточной 
функции системы M w (п) по формулам (1.5.20) или (1.5.21).

2. Вычислить матрицу входных моментов M Y для рассматри­
ваемого воздействия, пользуясь выражениями (1.5.22) или (1.5.23).

3. Вычислить моментную переходную матрицу многомерной 
Д С А У М (п )  по формуле (1.5.19).

4. По формуле (1.5.18) определить матрицу ДОС многомерной 
ДСАУ.

5. Построить матрицу выходных сигналов по разложению 
(1.5.17).

Отметим, что для различных входных воздействий решение 
задачи проводится по указанным выше пунктам, начиная со 2-го. 
ЛАатрица M w (п)  для  данной нестационарной многомерной ДСАУ 
вычисляется один раз и в последующих расчетах остается постоян­
ной.

Д ля  конкретности рассмотрим вычисление выходных сигналов 
нестационарной многомерной ДСАУ, когда дискретным ортого­
нальным базисом являются многочлены Лагерра дискретного ар­
гумента. В этом случае коэффициенты а , ;  в формуле (1.5.18) опре­
деляются зависимостями

аоо =  I 1 е~1 > 

aoi = V 6-1 О — О -
ап  =(<?— 1) |, е—1 (1 —е—1 ) ,

а элементы матрицы выходных сигналов имеют вид
т

Xj(n) 2  cjk lik{n). 
k=0

Дл'я многочленов Шарлье дискретного переменного элементы 
выходной матрицы определяются разложением

т
х (п) -  V с;. (п) С1т (п, а),

1=о
где

С/ (п) =  2  l*v (л)-a ! v=o
Коэффициенты ctfcv определяются формулой (1.1.43), элементы 
матрицы (ti) вычисляются по формуле (1.5.19).

Аналогичные выражения можно получить для выходной матри­
цы нестационарной многомерной ДСАУ, используя дискретные ор­
тогональные многочлены Гана, Мейкснера и другие.
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§  1.6. П Р И М Е Н Е Н И Е  М Е Т О Д А  П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И Б Л И Ж Е Н И Й  
Д Л Я  Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Г О  А Н А Л И З А  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  

Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Рассмотрим динамическую систему, которая описывается р аз ­
ностным уравнением
а,- (л) х (п +  i) -f- a i - i  (га) х  (га -f-1 — 1) --------b а0 (га) х  (га) =  у  (га), (1. 6. 1)
где у  (га) bF(n)y0 (n+ r)-\-br_ i ( n ) y 0 ( n + r —  1) Н--------УЬ0 (п)у0 (га),
п — дискретный действительный аргумент,

»
X(0) =  Xo, x(\) =  xi, ... , х ( п — \) =  х„ - 1

— начальные условия.
Пусть

ai l (n) =  ah +{3;i (га), h  = 0 ,1 ....... i (1.6.2)
Запишем формулу дискретного преобразования Л апласа  от произ­
ведения двух функций. Если (q) и F2 ( q ) —D — преобразования 
функций fi (n) и /г(я ) ,  то

С+/7С

D {/i (п) /г («)} =  F(q) =  - щ -  \ F L(k) F t ( q - ,\ )  йк,
С—/ТС

°С »  а С1 “ Н  °С-2 “С  3 > °С 1  <  С  <  0  а С2 •

С учетом равенства (1.6.2) разностное уравнение (1.6.1) приводит­
ся к виду

2 a v *(ra +  v ) +  2  pv ( n ) x ( n  +  v) =  y( n ) .  (1.6.3)
v = 0 *=o

Применяя к зависимости (1.6.3) преобразование и учитывая теоре­
му о смешении независимого переменного в области оригиналов

к
X ( q ) ~  S  егч' х (г)г=0 П-\-К — Г,

получим

s  a,
v=0

х  (q) — 2  e~qr x (f)
r = 0 2 nj X

<=+/* r i
I 2  B , ( q - l ) e *

c—fa \ >=0 r = 0
dX =  Y (q), ( 1 . 6 . 4 )

где
X  (q) — D {x (n)}, 
B (q )~  D (p (л)},

У (4) =  D 2  bk (n )y  (ra +  k) 
' *=o
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Вводя обозначения

С+/П

2  2  «V e - o r x ( r )  =  Y 1 { q ) ,
v = 0  г = 0

■ ^ г  i  { 2 Bv x) evX 2 e~x' * ( r ) } dx==F2(<7),
с—/л v = 0 ' г=0 ~ -

из уравнения (1.6.4) получим следующую рабочую зависимость:
С c~hiz i

2 « s ^ Х ( ? )  +  - ^ - -  \ ^ ( д - Х ) е ^  X  (l)d\ =
V =  0 С-/тс v = 0

=  Y ( q ) + Y 1 (q) +  Y 2 (q).
О ткуда

i \ — 1 
2  ^

У {д) + Уг (9)
2 л / X

с+ /и  £

х   ̂ VHs (<7-X)^X(X)dX.
С— /я V = 0

Обозначая

Y(q) -Y,{q)^Y2 (q)

2  «v *”« 
м = 0

2  bv ( < ? - m «v
v = 0

=  G2 ( 9 , a),
S

v =  0

получим следующее интегральное уравнение 2-го рода в области 
комплексного аргумента :

С+/Л

X ( q ) = G 1 (q) +  -±f  jj G2 (q , l )X ( k ) d \ .  ( 1 .6 .5 )
С—/л

Если на функцию G\(q) и ядро уравнения (1,6.5) наложить ог­
раничения, определяющие реальные системы, интегральное уравне­
ние (1.6.5) можно решить методом последовательных приближений.

Нулевое приближение зададим  непрерывной, функцией. Тогда 
из уравнения (1.6.5) получим

X 1 ( q ) = G 1 (q)+  2^  G z ( q , l ) X 0 (\)dl.  ( 1 .6 .6 )
с —/те

П родолж ая такой процесс, можно получить последовательность 
функций X2(q), Х г(q),  ...
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При сделанных предположениях относительно Gi(K) и Gi(q, к) 
последовательность [X„(q) ]  сходится при п—>-оо к решению X(q)  
интегрального уравнения (1.6.5). Рациональный выбор функций 
Х0(q) (нулевого приближения) природит к быстрой сходимости по­
следовательности [Хп(q)] к решению интегрального уравнения
(1.6.5).
На практике в качестве нулевого приближения часто выбирают 
функцию

X0(q) = G\(q),
a (k + 1) приближение определяется с помощью зависимости

С-{- /л

Х/Ч-> М = S ° 2 Х ь W d l■
С—j%

Общее решение уравнения (1.6.5) определяется выражением

X ( ? )  =  X 0 (<?) +  Xi(<7H----- +  ^ * ( ^ ) + -"  • ( 1 .6 .7 )
Оригинал функции X(q)  будем определять спектральным мето­

дом моментов по методике, изложенной в двух  предыдущих п ар а ­
графах. Выходной сигнал нестационарной ДСАУ представим в в и ­
ло ряда

I т
x ( n ) = k'ZQ X QCkiq>ki(n), ( 1 .6 .8 )

где {chi} — ДОС выходного сигнала исследуемой Д СА У , опреде­
ляемые по формулам § 1.2.

Фм(п)  — элементы ортогонального дискретного базиса,
/ — количество членов разложения (1.6.7).

В этом случае величины моментов выходной величины опреде­
ляются следующим образом:

а ,(п\=  d‘x * (9)
*' ' dql <7=о'

Ниже рассмотрим случаи, когда коэффициенты щ и в; разност­
ного уравнения (1.6.1) могут быть представлены в виде полиномов 
степени к, суммы экспонент, являю тся периодическими.

1. Решение разностного уравнения с полиномиальными 
коэффициентами

Коэффициенты линейного разностного уравнения (1.6.1) пред ­
ставим в виде

ai =  ^ 0 A iknk> / =  0, 1, . . .,  t,

b‘ = M o B‘*nk’ 1 =  0  ( L 6 - 9)
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Учитывая формулы (1 .6 .9), запишем уравнение (1.6.1) в виде 
i i i 

z?o "W) +  пг= 0 An x (n-^-1) ------- Ь ngl^ (j A lgx (n +/) =

= B[0y0 (n +  /) -\----- -f-rcSi \  Bigl y 0 (n -f- /). (1 .6 .1 0 )
i=o г =  о

Согласно теореме смещения в области оригиналов и теореме 
умножения на nh будем иметь

D | п* J o  Л 1*х (п +  ■О} -  ( ' -  1 ) * ^  { *  (q) Д № ^ }.. ( 1 . 6 . 1 1 )  

Обозначим

Dk (q)=^ 2  ' V ? ' ,  £ = -0 ,1 ......... £,
/~0

(ч) =■= 2  к Ь -  . gi-. I=о
Тогда формула (1.6.11) принимает вид

п\п*  2 / , * *  (п + /)}=(— 1)А | D ™ ( q ) X ( q ) +  с\ D? “% )  X (q) +  

+  ••• +  Ck~l Dk (q)X{k~l)(q)+ D°h(q) Х<*> iq)\, 

< = T T W = i ) -  d - 6- 12)

Применим к обеим частям  уравнения (1.6.10) дискретное пре­
образование Л апласа .  Учитывая выражение (1.6.12), получим

A, (q) X  (q) — Di (q) X  ( q ) - D x  (<?) X' (q) + Z V  (q) X  (q) +  

+ O tDa' (q) X'  (q) +  Dz (q) X" (q) +  • • • + ( -  1)* | (q) X  (q) +  

+  C\ D * ~ l) (q)X'(q)  +  - - +  d T l D k (q) X ^ i q )  +  Dk (q) X ^  (</)] +

+  ... +  (— 1)* | D f  (q)X(q)-\------ V Dg (q) X * (<?)] = H0 (q) V (q) +

+ . . . +(__!)* [Я ^ ( q ) Y ( q ) +  c' (q) Y l (q) +  

+  . . . + H„(q) F<*> {q) | +  . . . +  ( -  i f  [//‘f  (q) Y (q) +

+  • • •+  Hgl(q)Ysi  (<?)]. (1 .6 .1 3 )

Уравнение (1.6.13) преобразуем к виду

Ео (<7) X (<?) +  ••• +  Ek(q) +  -.. +  Eg ( q ) ^ ^ 1  =
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^ ! М + О д (Я  “и г ' ш
dq К dq

где

=  G0 (q) Y 0 (q) +  ■ •• +  G* (q) A I l M .  +  Ggl (q) , (1 .6 .  14)

£*(?)■--= 23 (-  i) 'c! * k b -S. l = k

Gk {q)= Ъ ( ~ ^ ) l Cl~h H(l~k) , k =  0, (1 .6 .1 5 )
l —k

Вводя обозначение
d ^ q )  

dq
Y (q) -  Go (q) F0 ( ? ) + • • •  +  Gk (q)- +  • • • +

+ Ggl (q) dS'Ŷ - , (1 .6 .1 6 )
dq* l

уравнение (1.6.14) можно представить следующим образом: 

E0 (q)X(q)  +  . . - +  Ek(q) +  ■ • • + £ , ( ? ) =  К (</).( 1. 6.17)

Применяя к последнему уравнению метод последовательных 
приближении, получим

X  (q) — Ха (?) + X i  (q) Н-------Ь^а(?)Н----  (1 . 6. 18)
Отсюда

i
х{п)=г 2  xk (п).

А=0

2. Решение разностного уравнения с периодическими 
коэффициентами

Коэффициенты уравнения (1.6.1) имеют вид 

в
а , =  2  А ш c o s  (k w 0r i ~ <pft) ,  / — 0 ,  1 , 2 ,  . . .  , t ,

А = 0

й ; =  2  B ik c o s  ( ^ « о Я  —  Ф * ) , 0 ,  1, 2 ,  . . .  , г .  ( 1 .6 .1 9 )
А = 0

Учитывая,что
j  (km0n —у А) _L e i (km0n—!fk)

cos (6u>on — Фа) = ---------- j ---------- ’ (1.6. 20)

выражения (1.6.19) можно представить в виде

a.i= 2  Glke>kw«n, 1 =  0 , 1 ..........I,
k = - g
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2  Hlk e * ”* \  / =  0 , 1 , . . . ,  г,  ( 1 . 6 . 2 1 )
fc=—gi

где
__ л p e c  rn р ~ ^ к П . __ ^ р ^ к( J l 0 — 'Ч о  СО® Фо# ^ lh 2 *  ̂ 2 ’

Л =  1 , 2 , . . . . ^  (1 ,6 .2 2 )

Я /о=  В,о ccrs ф0, Я ?А =  - ^ -  е -% ,  Я г <_*, =  - ^ -  е/ф*,

k = \ , 2 , . . . , g u  ( 1 . 6 . 2 3 )
Заметим, что

Gi(-k) =  Glk, H n - k ) = H tk- 
Учитывая формулы (1.6.21), уравнение (1.6.1) преобразуем к виду

x ( n  + i )  2  G(k eikw»n -j-x (n + t  — 1) 2  Gi-i, k e>km<>n -|----- -f-
* = —g k = —g

g  g i  
+  x(n)  2  G0k elk"'»n =  y (n  -fr) 2  Hrkeikm»n -\------- |-

* = — К *=— Ш1

+  У(п) 2  Hoke*'“«n. (1.6.24)
fe=—gi

Используя теорему смещения в области оригиналов и теорему 
сдвига в области изображений, получим

D [х\(п +  l)]Glbeik"'°n } =  G r f 4 * - i ka*>iX(q — jkw 0). (1 .6 .2 5 )
Применим дискретное преобразование Л апласа  к обеим частям 

уравнения (1.6.24). Принимая во внимание равенство (1.6.25), по­
лучим

2  Gikel ^-ikmor x ( q ~  jkw0) +  У G*_i, k «i-ika°>X 
g * = —g k = - g

X  X ( q — j k u)0)H------- b 2  G0k X (q — jku>0) =
k=—s

=  2  Hrke 'H -4 ‘»*)Y0 ( q - j k n 0) +  -~ +  v  H0kY 0(q— jkw0). (1 .6 .26 )  
« = —g i  k——gi 

Уравнение (1.6.26) представим в виде
d0 ( ? )  X  (9 ) +  dx (q) X[{q — 7ш0)-|------- |- d^(q)]Xt(q— jgw'0) +  *

+  d i (^) X  (q /<u0) +  • • • +  (9 ) X (<7 +  /£шо) — h0 (q)Y 0 (q) +
+  ̂  (Я) Y 0 (q— /u>0) +  • • • +  An  (? )  F 0 (<7—/gio>0) +  A-i (q) Г 0 (q +  /u>0) +

ф  • • • +  A_a  (<7) K0 (? +  jg i«o0), (1 .6 .  27)
где

■d0 ( 4 ) =  <**(?) =  2  Glke ' « - i k̂  ,
i =0 z=o
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d - k(q) =  2  G; i-k)el »>, 6 = 1 , 2 , . . . ,  g,
1 = 0

ho (?) =  £  н ю еЧ, К  (? )  =  £  H lhe< « - / * - >  ,
/=o /=o

h—k (q) =  S  Я, e* <*+/*->«>, k =  1, 2, ... , gi. (1. 6. 28)
i  =  0

Правую часть уравнения (1.6.27) обозначим

М ?) К0 (?)+ М ?) К0 (9 — /ЧН--- h (<7) (? ~  jg i«'o) + 
—■' + hi (q) K0 (я +/“>0) + --\~h—gi (q) Yо {q jg 1шо) =

=  Ф0 («7) +  Ф1 ( ? ) + Ф _ ,  (?) , ( 1 . 6 .2 9 )
где

'I’o (?) =  h0 (q) Y0 (q), Фа (?) =  £  (?) (?  — 7^u*0),A = 1

Ф- i  (?) =  2  /г-* (? )  Ко (?  +/Ли>0). (1 .6 .  30)
k=\

Таким образом, определение X(q)  сводится к решению разност­
ного уравнения в области q:

2  rf* (?) X  ( ? — /Ь>0) =  Ф0 ( ? ) + Ф 1 ( ? )+ Ф _ 1  (?)• (1 .6 .3 1 )
k = —s

Последнее уравнение можно решить методом последовательных 
приближений, для чего положим

X 0 ( q ) = X „;(</ —  j  ш0) =  X 0[(q +  j  ш0) =  • • • -  X 0 ( ?  —  />>„) =

=  X 0 (q +  jgw0) (1 .6 .3 2 )
Нулевое приближение легко найти из равенства

X 0 (q)=  • <1>o(v)+̂ + 1 (q) ф- ‘ (f/) t ( 1 .6 .3 3 )

2  dk (q) 
k = —g

(k + 1 j -o e  приближение находится из формулы

d0 (q)'Xk+i (?)4- S  ^ ( ? ) ^ ( ? - ) Н )  =  фо ( ? )  +
\Vog

+  Ф +1(?) +  Ф_,(<7). (1.6.34)

Ф0 (?) +  Ф +i (?) +  Ф- i (?) —

Откуда

Х *+г(?) =

<7
— 2  d k {q) X k (q —  ] Ы 0)

Л——g, кфО
( 1 .6 .  35)
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3. Решение разностного уравнения с экспоненциальными 
коэффициентами

Коэффициенты разностного уравнения представим в виде сум ­
мы экспонент

g

а,(п) =  2  A lke~kn, /=0,1, , i,
k^O
g l

=  2  Blke~kn, / =  0 , 1 .........r. (1 .6 .3 6 )
ft—о

He уменьш ая общности рассуждений, рассмотрим случай ну­
левых начальных условий.

Полагаем, что входное воздействие Уо(п) и выходной сигнал 
ДСАУ х(п)  преобразуемы по Л апласу . Обозначим

< D { x { n ) ) = X { q ) ,  D{y0 ( n ) } = Y 0 (q). (1 .6 .3 7 )
Принимая во внимание теорему смещения в области оригиналов 

и теорему сдвига в области изображений, получим
D { A lke~nk х(п-\- т ) )  = А 1кет  < »+*> X  (я + k),

D {В1ке - к y0 (n + m) } = Blk em (*+*) F 0 (q + k). (1 .6 . 38)
Уравнение (1.6.1) с учетом равенств (1.6.36) представим в виде

g  и

x ( n + i )  2  A ike~kn + x ( n + i — 1) 2  A i - i f k e - kn - f ----- b ,
ft=0 * = 0

+ x ( n )  2  A 0k e - kn = y 0 (n + r) 2  BrH e~k" + 
k=0 k—0

+  Уо(п Л- r — 1) 2  Br- \,k e - kn -\------- Yy0 {n) 2  B0ke-,kn. (1 .6 .3 9 )
k = 0 k = 0

Преобразуем по Л апласу  обе части уравнения (1.6.39). Учиты­
вая  равенства (1.6 .38), будем иметь

2  А 1Л ei <«+к) X ( q + k ) +  2  A{-i, * е«-‘> <*+*> X (q +  k) +
6 = 0 k=0

g , gl 
+ •••+ 2  A0MX ( q + k ) ~  2  В^пя+k) Yo( q + k )  +  

f e = 0  * f c = 0

+  2  Y0 ( q + k )  +  . . . +  V  B0kY0 ^ + k ) .  (1 .6 .40 )
k=0 k = 0
Уравнение (1.6.40) представим следующим образом:

ао (Я) X  (q) +oti (q) X  (q 1 )+-- f- <xg (q) X  (q -|-g) =
— Iq(Q) Yq (q) + / i (Я) Yo (Я +  1 ) + ----- b l&i (Я) Y 0 (Я (1. 6. 41)

i

а к(Я)= 2  A^k e* <«+*), k =  0, 1......... g,
vesO
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г
/t =  (? )  S  k =  0, 1, ... , gi.  ( 1 .6 .4 2 )

Если входное воздействие yo(n) задано, то правая часть у р а в ­
нения (1.6.41)
h  (я) Yo (q) +  h  (? )  r 0 (<7 +  1) +  • ■ • +  /gl (д) Y о (д +  gi) =  Y(g)  (1. 6. 43)
представляет собой известную функцию переменного qA

Итак, получим следующее разностное уравнение в области ком­
плексного аргумента:

«о (я) Х ( д ) + я , ( д ) Х ( д  +  \ ) + - - -  +  (д) X  (д + g )  =  Y (д). (1 .6 .  44)

Это уравнение можно решить методом последовательных прибли­
жений, при этом нулевое приближение находится из условия

Изложенный метод определения выходных реакций нестацио­
нарных ДСАУ не требует нахождения корней характеристического 
уравнения, легко поддается алгоритмизации и, таким образом, у д о ­
бен для случая, когда используются цифровые вычислительные 
машины. Выходной сигнал можно всегда найти с достаточной сте­
пенью точности, что достигается простым увеличением количества 
членов разложения. Это не вызывает сколько-нибудь существенных 
трудностей для реализации метода, так  к ак  для  всех дискретных 
ортогональных систем существуют удобные рекуррентные форму­
лы, позволяющие найти необходимое количество функций вы бран ­
ного дискретного ортогонального базиса-

В заключение отметим, что выходной сигнал нестационарной 
ДСАУ можно представить в виде интегроинтерполяционных м но­
гочленов в моментах

Хо(д) — Хо(д + 1 )  — ... = Хо(д + я)- (16 .45 )

Тогда

(1 .6 .4 6 )

Последующие приближения можно найти из формулы
“о (я) Х/г+1 (д)-\- «1 (д) Х к (д +  1) +  а г (д) X k (q +  2) -)—  +

+  ** (? )  Х ЛЯ + g )  =  Y(q). (1 .6 .  47)
О ткуда

X* + i ( ? ) = ^ W  П ? ) -  2 !  “* ( ? ) * * ( ?  +  *) • (1 -6 .4 8 )

Переходя в область времени, имеем

х(п)  = х0(п) +  Xi(n) + ... + xk(n)  +... (1.6 49)

оэ оо

х ( п ) =  2  XW(q)  * м И ) =  ( 1 .6 .5 0 )
А =  0 0 = 0  fe= 0
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§  1.7. С Т Р У К Т У Р Н Ы Й  А Н А Л И З  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С ТЕ М 
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Изложенные выше методы детерминированного анализа линей­
ных ДСАУ предполагают, что известно разностное уравнение 
з а м к н у т о й  с и с т е м ы .  При исследовании сложных систем, 
состоящих из множества элементов, динамические свойства кото­
рых задаю тся соответствующими разностными уравнениями или 
передаточными функциями, необходимо решить задачу определе­
ния зависимостей, связывающих элементы дискретных обобщен­
ных спектров импульсных переходных функций наиболее часто 
встречающихся соединений: последовательного, с обратной связью, 
параллельного.

Рассмотрим эти вопросы более подробно, при этом коэффици­
енты ортогонального разложения импульсных переходных функции 
звеньев сложной динамической системы будем называть элемента­
ми д и с к р е т н о й  о б о б щ е н н о й  с п е к т р а л ь н о й  х а ­
р а к т е р и с т и к и  (ДО СХ), поскольку они полностью характери­
зуют динамические свойства звена.

В дальнейшем будем рассматривать соединения п р и в е д е н ­
н ы х  д и с к р е т н ы х  ф и л ь т р о в ,  ДОСХ которых определяются 
г, зависимости от вида соединений непрерывных звеньев в каж дом  
из них по методике, изложенной в работах [9], [108] для непрерыв­
ных динамических систем.

1. Последовательное соединение элементов

В первую очередь рассмотрим наиболее важное с практической 
точки зрения соединение — последовательное соединение двух 
приведенных дискретных фильтров.

Последовательное соединение двух  фильтров, характеризуемое 
импульсной переходной функцией к (п),  полностью определяется ее 
обобщенной спектральной характеристикой {Ст } Фильтр с им­
пульсной переходной функцией К\(п) характеризуется обобщенной 
спектральной характеристикой {Ст '}, а фильтр с импульсной пе­
реходной функцией к2(п) — { Ст " }.

Предварительно докаж ем  дискретный аналог равенства Пар- 
севаля .

Пусть х\ (п)  и х2 (п)  — дискретные функции, преобразуемые 
по Л апласу ,  и пусть D {х{ (ti)} = Х\ (q), D { х2 (п) } = Х2 (q).

Тогда
00 "о -Н*

2  *1 (п) *2 (л) =  ~   ̂ X i ( q ) X 2 ( — q)dq,  ( 1 .7 .1 )
П =  0 оо —fit

где а о > т а х  (сп, о2) и 0 Ь о2 — абсциссы абсолютной сходимости 
функций х, (п ) и х2 (п).
И спользуя формулу обращения, получим 
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VJ JCl (л ) * 2  (л ) =  2  * 2 (л ) щ -  5  (9) e""d<7 :
га=0 п = 0  зо—/л

40+ /" , оо . <>0+/*
1 ' *

2 */ 90—/Л
что и требовалось доказать.

Представим

•с оо 0(>-{-/jt

0+/“ / °° \ °о+/л
5 *i(<7)( 2  ^ 2 (л) enq\dq=  2^7 S X 1 ( q ) X i (^ - q y d q ,

о—/л '  (1 = 0  '  30—/л

л (л ) =  м л ) =  2  с/ М га)>
т=0 /=0

ОО

&а(я) =  2  с"щ (л). ( 1 .7 .2 )
£=0

При последовательном соединении дискретных фильтров (л )  
и к2 (и) имеем следующую зависимость:

ОО

к ( п ) =  2 ^ х (п) к ц ( т  — л). ( 1 .7 .3 )
п=0

С учетом разложений (1.7.2) имеем
оо оо т

2  Ст ит  (Л) =  2  C/ UJ (Л) 2  С/"“ Д«)-
т=0 1=0 1=0

Преобразуя последнее равенство по Л ап л асу ,  получим
ОО ОО

2  Ст ит (Я) =  2  2  С/ С" U) (?) Ul М *  ( ! •  7* 4)
т = 0  /=0 £=0

Интегрируя выражение (1.7.4) в бесконечных пределах после 
умножения на ит  ( —q) и применяя дискретный аналог равенст­
ва Парсеваля (1.7 .1), определим

cm = 2  2  с{с['с~т  (1.7.5)
1 = 0  1 = 0  1

с?1= -щ ~\ um(— q ) “ j (q)ui (q)dq.  (1.7.6)
—со

Можно показать [108], что сц~т  =  0 при / и (или) t> m .
При решении конкретных задач  число элементов Д О СХ  конеч­

но. В этом случае
Г Г

ст = 2  Це/с1'с-т . (1.7.7)
I-о t-o '
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Анализируя формулы (1.7.5), (1.7-6) и (1.7.7.), можно сделать 
нажный вывод о том, что I элементов ДОСХ исследуемого соеди­
нения дискретных фильтров определяются / элементами ДОСХ по­
следовательно соединенных дискретных звеньев и не зависят от 
элементов ДОСХ, имеющих индекс больше /.

2. Соединение элементов обратной связью

Д л я  соединения дискретных фильтров обратной связью 
(рис. 1.7.1) справедливо равенство в области дискретного преобра­
зования Л апласа

u(tl~ i/Wr.-rm ,xtSl W (<?)= l + W M fM M ?) • O -7- 8)

4W l
Из выражения (1.7.8) получаем 

W(q) +  W(q) W 1 ( q )W 2 ( q ) ^ W 1 (q). (1 .7 .9 )  
Рис. 1.7.1. С труктур- Определим уравнения связи, выражающие 
элементов Т ^ о б о а т -  элементы ДОСХ замкнутой системы через 

ной связью  элементы ДОСХ дискретных фильтров W,(q)
II W2(q).

Обозначим
W i M q )  =  Wi(q) w 2 (q).

Тогда, согласно зависимости (1.7.5), (1.7.6) и (1.7.7 ) , получим

/=0 £=0
или

х.'' з 1—2 - т  „
+  l i X Ci Ci С/> (1 .7 .1 0 )

+  У  У с 3 ср с : т  = с р , (1 .7 .1 1 )
I  l 11 т

с3
т  ' /3> ~о 1 1 “

где {ск3} — элементы ДОСХ замкнутой ДСАУ,
— элементы ДОСХ разомкнутой ДСАУ,

{ск1-2} — элементы ДОСХ последовательного соединения двух 
дискретных фильтров.

3. Параллельное соединение элементов

При параллельном соединении

k (п) =  ki (п) +  ki (п).

Отсюда, учитывая п. 2, следует .

cm= f l/ + c A  (1 .7 .1 2 )
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4. Структурный ан а ли з по моментам

Приведем решение той ж е  задачи на основе понятия моментов. 
Этот случай является  важным тогда, когда объект управления х а ­
рактеризуется его импульсной переходной функцией, которая оп­
ределяется через моменты входного и выходного сигналов.

Рассмотрим ДСАУ с единичной обратной связью. П редставляя 
и выражении (1.7.9) при W2 (q) = 1 ядро дискретного преобразо­
вания Л апласа  в виде ряда М аклорена, получим

1 + V !
v = 0

+ 2  a w  i +  2 1)гг г ' 7'
|п = 0

X

х 2 * .  (л) 1 +
п-.-О '

2  ( -  !)” т  !
т ■ О

я т \ =

п  =  О /==0
(1. 7. 13)

Путем приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях
в обеих частях равенства ( 1 . 7 . 1 3 ) ,  получим
t V  : (1 +  Ро')>

fl i '  =  (* i (1  +  Р о ')  +  Р 0Р 1 '*

Ра' =  Р2 (1 +  fV ) +  2[ii[Ai' -j- ^0[a2' ,
Рз' =  H-s (1  +  Ро') +  3 (J .2 p i' -+- З^х^г' +  РоРз',
|х4' =  р.4 (1 -f- u0')  4(1з(Ах' +6^2рг' +4р.1(хз'
Р е ' = р б  (1  + | i o ')  -(- Ю р зЦ г' +  1 0 и 2(Аз' + 5 p i( X 4'  -f-(A0|AS ' ,

(J‘e ' = P e ( 1 : !J o ')  I 6 j i 8p i '  г 1 5 ;a4!a2'  +  2 0 р з р з '  i 1 5 [a2h-4 ' + 6 | A ip 6 '  +  p 0lV >

V-m= S  k {n ) n m, |A„/ =  ^  kx (n)nm, 
n=о n= о

к (n) — импульсная переходная функция замкнутой ДСАУ,
Ki (п) — импульсная переходная функция разомкнутой ДСАУ. 
Отсюда можно получить зависимости для определения момен­

тов разомкнутой ДСАУ по моментам замкнутой Д С А У

IV =  7 ^ ,  |W=1.

.. /_м-i ( 1+ (*</ )
111---------1= £Г~ ’
.. >_ 1̂2 (1+H-o')+2|iiViР а -------------г— ---------- ,

1— Н-о

.. '  _  Н-з (1 + М -о ')+  -)- 3(j.!(j.2'
^  “  1 -М о
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.. i _ !x4 О+(*</) +  4ji8(ii'+6(j.S(ia'+4fj.i(ij')
1X4 ~ ------------------- i= i^----------------------- ’

/ Иб (l+[*O,)+5(i.4(Xi' + 10|»8(»s' + 10(l2(J’8/ +
1X5 = ------------------------- ------------------------------------*
r __ (^6 (1  +  1Х0 /) +  6|Х6|Л1+ 1 5 (А 4|Д.2'+ 2 0 (» зЧ з '-| -1 5 [А 2 ^ 4 '- (-6 | Х 1(А5' n  n  1/|4

^  , (I- /• ' V

и моментов замкнутой Д САУ по моментам разомкнутой ДСАУ
tVРо

( (J.1

1 + Но' ’ 
[ У  (1 —Но')

1 + Но'
И г' (1  —  Mo) — 2 t * iV i

112 “  1+Цо'
Из' (1 — Но) — Зцгц1' — 3|iilV

^8~  1+(*о'
м _  м-4' (1 — Но) — 4|x3Pi' — 6цгц2' — 4|ii(is '

4 1+М-о'
( V  (1 —  М-о) —  5(J.4(j.i' —  10цз|»г ' — 1 OfXaH-e' — 5(ii(x4'

1 + N'
|Лв' (1 --  £Л0)— --  15 4̂̂ 2' --20ft3H3'’ --15 2̂̂ 4 Sfi-ifAg 7 1

~ ----------------------------------- H V ------------------------------------’ ( L 7 - 15)

Аналогичным образом могут быть получены зависимости, св я ­
зывающие моменты импульсных функций разомкнутой и зам кну­
той Д С А У  при неединичной обратной связи.

Д л я  последовательного соединения элементов зависимость 
м еж д у  моментами импульсных переходных функций следующая:

Но =  Нч> t̂ o 1

P i  =  P o ' V i '  +  P i ' V o ' .

р2= р0/р2' +  2f*i"in' "Ь .Рг^Ро*» (1 .7 .1 6 )

где

(Am=  2  k ( n ) n m, (!,„/= 2  ki (n)nm, (Xm" =  2  k i ( n ) n m.
n = 0  n = 0  n = 0



Г л а в а  II

С ТА ТИ С ТИ Ч ЕС КИ Й  А Н А Л И З  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С ТЕМ  
А ВТ О М А ТИ Ч ЕС КО ГО  У П Р А В Л Е Н И Я , З А Д А Н Н Ы Х  

А Н А Л И Т И Ч ЕС К И

§  2.1. А Л Г О Р И Т М  РАСЧЕ ТА  С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  
Л И Н Е Й Н Ы Х  С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  

А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Анализ ДСАУ, на которые действуют случайные сигналы, сво­
дится к определению корреляционной функции и спектральной 
плотности выходного сигнала. Д л я  таких ДСАУ с постоянными 
параметрами имеем

0 9  ОО

Rх (iT, я\Т, 02Т) — ^  ^ (ttiiT -j- c*iТ) k (tti2T -f- 02Т) X
mi-О та—О
X R y (iT — m 2T -\-niiT), (2. 1. 1)

где к ( т'Г + аТ) — импульсная переходная функция исследуемой 
ДСАУ,

Ry (iT — m2T + Ш\Т) — корреляционная функция входной вели­
чины.

y ( i T ) ^ f ( i T )  +  g(iT).

l( iT)  — полезный входной дискретный сигнал,
g (iT) — помеха, квантованная по времени с периодом Т, р а в ­

ным периоду полезного сигнала; Mg (iT) — 0 — стационарная сл у ­
чайная функция с нулевым математическим ожиданием; Rx (iT. 
fliТ. а2Т) — корреляционная функция выходного сигнала , a i  и 02 
для стационарного выходного сигнала, характеризуемого форму­
лой (2.1.1.), фиксированы.

Двойное суммирование в выражении (2.1.1) вносит значитель­
ные трудности в определение статистических характеристик р е а к ­
ции ДСАУ непосредственно из этого уравнения. Применим д л я  ре­
шения поставленной выше задачи спектральный метод момен­
тов [25].

Выбрав ортогональный дискретный базис ф* ( т Т  +  оТ),  им- 
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пульсную переходную функцию ДСАУ можно представить в ви­
де

СО

k { m T + ° T ) =  2  ctf iimT +  iT).
£m= 1

Обозначив т Т  + аТ = п, получим
СО

k ( n ) =  2  cffiin),  « > 0 .  ( 2 . 1 . 2 )
i=i

Д ля  автокорреляционной функции выходного сигнала разложение 
по многочленам rp; ( т Т  + аТ) имеет вид

ОО

R x (l )=  2  а / р , ( / ) ,  / > 0 ,
1 = 0

/?,(/) =  5  « / Р ; ( - 0 .  '<<>. (2- 1 .3)
/=1

Введем в рассмотрение эквивалентную ДСАУ с передаточной 
функцией

W ( q ) = W 1 (q)W2 ( - q )
где W\ (q) — передаточная функция импульсного формирующего 

фильтра,
^ 2  (q)  — передаточная функция рассматриваемой ДСАУ. 
Тогда выражение (2.1.1) в комплексной области принимает 

вид
R x ( q ) = W ( q )  W ( - q )  

или с учетом формул (2.1.2) и (2.1.3).
СО ОО

-  a j ( f j ( q )  +  2  a ^ j ( - q ) = r  2  ctck q>s (q) cp, ( — q). (2 .1 .4 )  
/=1 1 j=  1 i = l; *=1

Применяя к выражению (2.1.4) дискретный аналог равенства 
П арсеваля  после умножения левой и правой части на cpi (q), бу­
дем иметь

ОО

aj  =  2  СА  cJk > 
i, k 

со

~c\k = - Щ  2  Ь ( Ч ) Ь (  — Я)Фа(?)• (2- 1 • 5)
q*m---оо

Вы раж ение (2.1.5) определяет обобщенные спектры корреля­
ционной функции выходного сигнала (а следовательно, и корреля­
ционную функцию), которые являются важной характеристикой 
при исследовании системы.

Д л я  дискретного сигнала на выходе спектральная плотность
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5 т (ш) =  7  V  R(iT)e~i“'iT 
i--- -00

с учетом выражения (2.1.5) определяется равенством
оо \

»  I S  а‘ы  ) у* 

i=i
где фг — ортогональные системы дискретного аргумента.

Полученные формулы (2.1.5) и (2.1.6) можно использовать для 
расчета статистических характеристик выходного сигнала х (п ) в 
установившемся режиме.

Рассмотрим ДСАУ с г входами и I выходами [26], описывае­
мую системой разностных уравнений

flu,,- &lXi (п) —|— • * ■ — « 1 1 ,0 * 1 (п) а 1 2 4 ^ X 2 (п) -)-••■ +  a ia,0 х»(п) -)-

Н------- b ai„i^‘xi (п) Н------- b “ i/.oxi (л) = yi (П),
021 >1 '̂- l̂ (л) -(-••• +  Я21,0 Хх (П) 4" 022.,'Д‘ *2 (л) -{- • • • -}- а22,о*2 (л) f“

+  ••• +  а-11н\ %  (п) +  ••• +  а21,о Х1 (п) =  уг (п), .

<*r\,i ^  Хх(п) -{-••• 4"ari,o Xi (п) -\-а г2,- А‘лг3(лг) —|— •••-{- flr2io (л)

Н------- Ь «r/.iд/ -*7 (« )  Н--------Н а гг><Л (л) =  Уг (л),
& ( л )  =  ^ т д я У» ( л )  + 6£. «.-1  д т -1  У/ ( л )  Н------- Ь bi,о г/, (л),

1 =  1 ,2 ,  3, ... , г. ( 2 .1 .7 )
Запишем дискретный аналог свертки для рассматриваемой 
ДСАУ

оо

х ( п ) =  2  к ( т ) у ( п — //?), ( 2 .1 .8 )
т —- О

где х(п ) — || Xi ( n) ,  х 2 (п) , ... , x t (n) ц ' — матрица-столбец выходных
сигналов,

у(п  — т )  =|| г/t (п — т ),.. . ,yr (п — tn)'\\'— матрица-столбец входных
сигна лов,

к ( т ) — матричная импульсная переход­
ная функция ДСАУ.

Выражение для выходных сигналов ДСАУ имеет вид
Г  СО

М л ) =  2  2  kq(m )ypq{n^-m),  р =  1, 2 , ( 2 . 1 . 9 )
<7 = 1 т=0

где х р ( п) — элементы матрицы выходных сигналов,
к у (п) — элементы матричной импульсной переходной функ 

ции,
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ijvq (п — m) — элементы матрицы входных сигналов, 
q — номер входного сигнала.

Д ля  того, чтобы система (2.1.9) была определена, необходимо, 
чтобы число уравнений было равно числу выходных сигналов. Вы ­
ходной сигнал объекта равен сумме составляющих от действия 
каждого  входного сигнала y pq (п) :

Х Р  ( '0  =  2  хрд («)»РЯ '(7 = 1
оо

Хрд (п) =  2  k„ (т ) УРЧ (п — т ) .  (2. 1.10)
т--  О

Автокорреляционная функция выходного сигнала определяется 
выражением

N N со 

Rxpxp (n )=  ^  2
U - - 1 v = l  ГП1 =  0

GO

X 2  (m2) R y pquy  pq, ( m ~ t n 2 +  tth),
7П2 ~ 0

no-\~N

R yP4uy P,v 2ЩА  2  lXpu(n )- mXpu]X
N 00 1 n —no

X [xp, (n +  m) — mXpw I  (2 .1 .11 )

Используя, к ак  и выше, идею формирующихся фильтров для 
стационарного входного сигнала и дискретное преобразование 
Л апласа ,  получим

N N

1 /W<7)= 2  ^ W pgu(-q )W pqA4).
и  — 1 v==l

со

W „ J  (q) =  D {  2  k P G j  ( m ) k  P i i  ( n  —  m )
' m —0

(2. 1. 12)

Представим в виде разложений по ортогональному дискретно­
му базису следующие величины:

bpgJ ( т )  k'pqj (п — т )  =  2  сРц  <Рт (")» п >  °>
Т =  1

ОО

Rx1>Xp( n ) =  2  bpi<?i (m), т  >  0,
i= i
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Rxpxp ( « ) =  1  bpi  f t  (— m ) ,  m  <  0. (2. 1. 13)
>=i

Тогда выражение (2.1.12) можно преобразовать к виду

N

ОО

2  ь
i = 1 

оо

V V
g = 1 - 7 =  1

N
Cpqt 2

g = i

V
£=1 pi

<Рт ( - 9 )

P<7T

(2. 1. 14)

2  bpi Ф г (<7) +  2  V M  —  <7) ;
1 = 1 i = l

N N

= 1  2 c, ^ cw s (M - - < 7 ) (M<7)- 
7=1 g = l

(2. 1. 15)

Аналогично методике, изложенной для  г = I =  1, получим вы ­
ражение ДОС автокорреляционной функции выходного сигнала

N N
V  v  ~ ' 1

b p l ~  —J  Ср,{\ Cpq& C1 T >
7 = 1  g = l

Cg4

C+ / 0 0

- i f ]  Ф ,(? )Ф Т(9)Ф  я ( - Я ) . (2. 1. 16)
C0-/OO

Учитывая, что = 0 при i и (или) g  >  у, выражение (2.1.16^! 
можно использовать для определения автокорреляционной функ­
ции хр (п) ДСАУ в установившемся режиме.

Чрезвычайно трудной является  зад ач а  определения функций 
распределения на выходе указанного класса  систем, если извест­
ными являются соответствующий закон распределения на входе и 
динамические характеристики исследуемой системы. Этот вопрос 
просто решается только для нормальных случайных функций, по­
скольку многомерный закон распределения нормального случайно­
го процесса полностью определяется моментами не выше второго 
порядка [107].

Один из методов определения произвольного закона распреде­
ления на выходе линейной ДСАУ состоит в следующем. Произ­
вольный, то есть отличный от нормального, многомерный закон  
распределения представляется в виде многомерного дискретного 
ортогонального ряда, основанного на нормальном законе распре­
деления. В качестве базиса обычно выбираются дискретные орто-

69



тональные функции Эрмита. Известно, что для определения коэф­
фициентов разложения необходимо знать моменты высокого по­
р яд ка  исследуемого случайного процесса.

Рассмотрим вопрос определения моментов высокого порядка 
(М ВП ) выходных сигналов ДСАУ.

Выражение для момента /7-го порядка имеет вид [95]
ррХ[ ( « 1 , п 2........ ир) =  М {*/ (п1) х 1(п2) ... х 1(пр)} =

СО 09 с о

2  2  ••• 2  f  (xh ,riu x hi ............. Xi  np)xh x h . . . Xi  . (2. 1. 17)
I I I  =  — GO П2 ------СО П р = — CO

Д л я  центрального момента р-го порядка получим 
$Pxt (лх.ла, ... , пр) -  М  { [* ,  (щ ) —  ( « i ) l ... [x t (пр) —  \хрХ1 (n ,)]} -

=  M { x l (n1) . . . x l (np)}, (2 .1 .1 8 )
О

где x , (n) — центрированная случайная функция.
Согласно дискретному аналогу свертки

О ОО

x t (« )  =  2  кг (п — т )  у, ( т )
т —0 г

преобразуем выражение (2.1.18). Полупим

М  { * ; (« l)X ; («я) -  К ) }  =
ОС со оо

2  2 ' " 2  kr (tti — nil) k r (n2 — /иa) ... k,{np — mp) x
m i = 0  ГМ2— 0  m ^ — 0

X M t e i ,  (ffl,) y/r (m2) ... y , r (mp)i =
CO OO CO

= 2  2 ' " 2  kr (nx — mi) kr (n2— m2) . . .  k r (np — mp) x
m i = 0  m 2 * 0  m y,=»0

X 3„у (щ, ... , n„). ( 2 . 1 . 1 9
Основные трудности вычисления моментов |3рж (пи п2..., пр) по 

формуле (2.1.19) связаны с определением величины р-го момента 
r -го входного сигнала $Ру (п и п2..., пр).

Применим для определения fipy(tii,n2, - ;,Пр) численно-аналити­
ческий метод, основанный на понятии дискретных обобщенных 
спектров.

Согласно системе разностных уравнений (2.1.7) для моментов 
времени П\, п2..., пр получим

N N N2 2 2 a * i а - н  . . .  ctkp b kl x t (  r h  )  Л Ч * :г ( л 2) . . .  Д ^ < x t (пр) =  
k i  =  0  k-i — 0  k p  =  о

м м  м
=  2  2  ■ • • 2  ьп ьп — bi„ A/l Уг Ы  д/2 X

/i=o /2 = 0  ip= о
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Осредняя обе части равенства (2.1.20) по совокупности и меняя 
порядок осреднения и взятие разностей, имеем

N N N

‘ ‘ dki в-къ .•• CLkj, Рр*£ («Ъ « 2, •••, Лр) Д*2 Ррлг̂  («1, ••• > «/?)X
fel=0 /гг̂ О /е;,=0

М М  м

X • • ■ X а ** Рр», (Пь Па,..., V  =  2  2  • • • 2  bn bh Ч  Л/1 P/)V х
/1-0 /2=0 /„=о

X(ni, ... , пр).Ы2 рру (ni......... гар) ... д /р3ру (пи п-2, ... пр). (2. 1.21)

Используя многомерное дискретное преобразование Л апласа  
(1.4.3) и теорему о взятии Л'-ой разности в области оригиналов, 
получим

ОС ОО

BPxt (qi, Ц2» ... , q,,) =  2  2  Рр*г (П1> п*' •••> я , ) 6 - "”1
ni = 0 п̂ - 0

оо оо

Д,,у (<7i, 9а, .-  , <7,)= 2  ••• 2  М " 1’ Пг> - п р )  е~ЧП1 ••• е_,7М''’
Щ —О п/>=0

D ( 1̂> ^2i • 1 ••• (ftu ^2, • •• » ftp)}
=  (e‘l — l)*1 ... (e<i— \)kp BpXi (qu q2, ... , qp). (2. 1. 22)

С учетом зависимостей (2.1.22) и (1.4.3) преобразуем в ы р а ж е ­
ние (2.1.21) в области изображений к виду

м м  р .
. 2  • ■• . 2  ьп ■ ■ bh П (еч -  1)'

£ Ц  (<7ь ?а, ... , </,)= Л г -----V -------------- '-IT------------
^  акл ••• ак п  (еЧ —1)*1=о ft,,=o Ч = о

X B py{qu q2, ... , qp). (2 .1 .2 3 )

Если многомерная функция fiPxi(ni, Па, ..., я /;) ; L2, то есть
ОО со

2  ••• 2  IP/»*, («1. " 2, ...,  Пр) |2<оо, 
щ=.0 п,,= 0 '

то, применяя дискретное спектральное преобразование (1.1.62), 
искомую функцию можно представить в виде разложении по дис­
кретной ортогональной системе элементов

X У% («а) ... А>руг ( п р ).  (2. 1. 20)

$РХ1 («1» «2, ...,«уз) **• î'it2 ... ip ф£1 (« l )  X
fl =  l ip ~ 1

Хф|, (Ла) ... %p (пр), ( 2 .1 .2 4 )
71



где

41% . : 2  2  $рх, ( « 1 » « 2 , . . . ,  пр)<р(1 (ш )х
ni = 0 п̂ '-О

Xc?i2 (ni) ...<р;р (np), (2 .1 .2 5 )
Выбирая конкретный ортогональный дискретный базис и учи­

ты вая  представления (1.1.61), дискретный обобщенный спектр 
р-го момента для I-го выходного сигнала стационарной ДСАУ оп­
ределяется следующей зависимостью:

(2.1.26)

У  . . .  у-1112 . . .  i p  —  ^  « ц m i “ »2m2
mi=0 mp=0

••• ABpy(qu q2, . . . , q p) n  =o . . . »
<7̂ =0

M
V

M
V

/1 = 0  iv= о
. .  b, П ( е « — 1)

lp ,= i
/r

(2. 1.27)

2  ” • 2  П  ( e « -  1) kz
ki -0 t = l

Алгоритм (2.1.26) хорошо приспособлен для реализации на 
цифровых вычислительных машинах.

§  2.2.  А Л Г О Р И Т М  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  С Л У Ч А Й Н Ы Х  О ШИ БОК  
С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  

А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я .  Р А Б О Т А Ю Щ И Х
В У С Т А Н О В И В Ш Е М С Я  Р Е Ж И М Е  4

При поступлении на вход ДСАУ стационарных случайных про­
цессов представляет интерес метод вычисления случайных ошибок 
в установивш емся режиме ее работы.

Н азовем д и с к р е т н о й  о р т о г о н а л ь н о й  с ' п е к т р а л ь -  
н о й х а р а к т е р и с т и к е  й (ДОСХ) ДСАУ совокупность коэф­
фициентов разложения {ск} по ортогональному дискретному ба­
зису ее импульсной переходной функции. На основании этого по­
нятия можно построить метод анализа ДСАУ, отличающийся эф­
фективностью и удобством д ля  алгоритмизации вычисления случай­
ных ошибок сложных динамических ДСАУ с использованием 
ЦВМ.

Пусть па вход ДСАУ поступает сигнал
0 ( л )= / (п )+ ф ( п ) ,

где f (п ) 1— полезный стационарный случайный, сигнал,
Ф (п)  — помеха, стационарная случайная функция дискретных 

моментов времени,
/ (п)  и ср (п)  — приложены к одной точке ДСАУ.

Допустим, что
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S h (u>) =  S vf (d)) =  0.
Выражения для спектральных плотностей полезного входного сиг­
нала и помехи через передаточные функции формирующих фильт­
ров имеют вид

S ff(v) = S/0 | Wf (jw)\2,
S„(u ))  =  S f0l W<? (/«>) I2- ( 2 .2 .1 )

Среднеквадратическая ошибка определяется выражением

или н области времени

Vo

\ I Wf (M\2 \W, (/<•>) \2d<x> +
— оо

оо

j  (;u>) I2 I W (/«>)* d(..

2rc 6 i2 (n) 2л

(2. 2. 2)

(2. 2. 3)

1'де
ki (n) =  D_1 { ^ (< 7) №. (<7)},
6a („) =  D - 1 {U7? (?) Г  (</)}.

Представим импульсные переходные функции рассм атри вае­
мых ДСАУ

(и) и ki (п) (ki (п) £ L 2 и &2 (и) £ £ 2)
в виде конечного числа членов ортогонального спектрального пре­
образования по выбранному дискретному базису.

Получим
i

kl (п) =  кТо с* Ф* (д)’

k2 (п )*5> с*,ф*(,г)’ (2. 2. 4)

где ДОСХ {c/j} определяются производными функции W}- (q)  X 
Г ,  (<7) ,  а {с,/} — производными функции W f (q) W  (q).

С учетом разложений (2.2.4) из выражения (2.2.3) имеем

а* = >/0 V
2ж

п =О
2  си Ф* (п) 
fc=0

-  V  с 2
-  2* +* сь

fe=0

2л
71=0

I

V с/ Фа (« )
h =0

2тг 2 (О2.
/!=0

(2. 2. 5) 
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Алгоритм (2.2.5) дает  возможность вычислять значение а 2, когда 
применение классических методов становится громоздким. Приме­
нение дискретного обобщенного спектра во многих практических 
случаях  приводит к упрощению задачи, к уменьшению объема 
вычислительных работ.

§ 2.3. П Р И М Е Н Е Н И Е  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х  С П Е КТ Р ОВ  
Д Л Я  А Н А Л И З А  С Л У Ч А Й Н Ы Х  П Р О Ц Е С С О В  

В Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С ИС Т Е М А Х  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

При прохождении через нелинейные ДСАУ дискретного случай­
ного сигнала связь корреляционных функций входного и выход­
ного сигналов может быть представлена в виде

I ОО со

R Jt(n'T,n"T) =  V  V  . . . * \ l k pl(n1'T +  i 1' T , n 2'T +
p i — 0  m i ' «О  r n , p 1 3 0

l  оо x

+  W T ,  . . . , n p lT + i PlT ) -  V  V  " .  V  kpt(n1"T +  h uT , n f T  +
P 2 - 0 m i" - 0  т " г-2“ 0

+  i t 'T .........nn  T +  4  T) R y (n'T , n’ T, i'T, i"T), (2. 3. 1)
m =  txT -f- ITt

где Rx (nT)  и Ry (nT) — автокорреляционные функции выходной 
и входной величин соответственно.

З ад ач а  анализа случайного дискретного процесса в нелиней­
ной Д С А У  состоит в определении статистических характеристик 
выходного дискретного сигнала Rx (пТ) и S x (со), связанных м еж ­
ду  собой двусторонним дискретным преобразованием Лапласа

ОО

Sx ( u ) = T  z  R x (nT)e~lmTi.
i — —ОО

Поскольку непосредственное решение уравнения (2.3.1) во в р е ­
менной области представляет большие трудности, рассмотрим ме­
тод определения автокорреляционной функции и спектральной 
плотности выходного сигнала, основанный на применении дискрет­
ных обобщенных спектров [28].

Т ак  к а к  постановка задачи предполагает известными динами­
ческие характеристики нелинейной ДСАУ, то используя многочле­
ны ф (п ), которые удовлетворяют равенству
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где {фк (п)} — дискретный ортогональный базис обозначения 
(2.3.1), многомерное сепарабельное ядро рассматриваемой нели­
нейной ДСАУ можно представить в виде разложения

м
kp (mu т 2, ... . т р) =  V  Скр ц>к,, (пн, т 2, ... , т р), (2. 3. 2) 

kp—0
в котором

Ф(Ш1, т 2, ... , т р) =  tp (irii) ф (т>) ... ф ( т р)

— многомерная ортогональная сепарабельная функция дискрет­
ного аргумента.

Таким образом, выражение (2.3.1) приводится к форме
I I  со со оо оо м  М

R K(n'T,n"T) =  v  V  V  . . .  V  V  .. .  V  V  V  С ,  х-V ' ’ ' ЛЫ jmd Jbd М  JmJ f,
P l= 0  P i= 0  m J _ 0 т ^ _ 0 т " _ о  m " >= 0 f tp 1= 0  *” .,= 0  P l

х с к'  -ф/ (/л/, т 2 , ... , /и' ) (пн", т а" .........т  * ) R (in', т") =
PI Р1 Pl Р2 ' Р2 *

I I М М  €>о оо оо оо

V  V  v  v  с . сь" • V .. .  v  V  ... V  х
J m i  P l  P2

P 1 = 0  P i = 0  k ’ _ 0 k"  _ 0 '  '  0 m ”  0 "  _ 0
P l  P  2 1 P l  1 P 2

X Ф/ (»» i ' .  « s ' .  . . . ,  m’ ) фЛ" (пн", т /  ... , in" ) R (in', in"). (2. 3. 3)
P l  P l  P2 P  2

Обозначив в последнем равенстве
оо оо оо оо

^ 1 = 2  ••• 2  2  ••• 2  W p ("h’ , n i 2' , . . . , t n ' p )X
” •1 '= °  т ^ = о " Ч " = °  т " . ,= 0

Хф*"2 ( " 'Л  m-i"......... ni'p2) Ry (in', in"), (2. 3. 4)

окончательно получим
i i м  м 

R x (n 'T ,  n "T ) =  2  2  2  2  c*p1cV  Apip2' (2,3' 5)
P != o p 2= o  fe' i = 0  , » 2 = 0  P1

Б последней формуле дискретная ортогональная спектральная 
характеристика (ДОСХ) нелинейной ДСАУ определяется равен­
ством

скР — V  ... V kp(tnu т 2, ... , т р) q>kp(mi, trio............ tnp)X
rni=0 m^=О

Xb (пн) о ( т 2) ... Ь ( т р). ( 2 .3 .6 )
Д ля  конкретности задачи рассмотрим методику расчета ав то ­

корреляционной функции выходного сигнала, основанную на при-
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менении дискретных экспоненциальных многочленов. Общее вы­
ражение для  них имеет вид

t
Ф k ( m ) =  £ « „ в - ' т . (2 .3 .7 )

/=о
П одставляя выражение (2.3.7) в равенство (2.3.6), получим

«с CD i\

°hP=  2  2  .........mP) 1 ah h e - h m X
пц=0 rrip=0 /i=0

*2 i f)

e~Cl‘mP :
/2 =  0

i% ip oo oo

=  2  2  ■■■ X  2  ■■■ 2  M m i> m2> -  ’ m/, ) x
/1 = 0  /2 = 0  /p=0 mj=0 171̂ =0

X e—1(/i+ci)mi g—(/2+C2) m2 . . .  g—Up+c,,) mp _ (2. 3. 8)

Преобразуя по Л апласу  разностное уравнение, описывающее 
рассматриваемую  ДСАУ, аналогично методике, изложенной выше, 
определим функцию Wp (q u q2..., qp). Согласно (1.4.3) имеем

W p (qu <7а, ... , qp)-= 2 2 kP(nh, m2, ... tnp)X
пц—0 mj)=0

X r n mi r « m s' " r « r t .  ( 2 .3 .9 )
С учетом равенства (2.3.9) выражение (2.3.8) приводится к 

следующ ему виду:

"кр" V  V  . . .  V
/1=0 /2=0 /„=о

“W l а/2»2 ' ■ ' X

х  w p ( q и q*,..., q„) <7l=/l+ Cl 
<72 =  /2 +  C2

l'l £2

V  V V  a hi 1 X
/1 = 0  /2 = 0  i„ = 0

“ /212 v ' J'jpi p' !,-/i /2 />

где H/1/2 ... iP— обобщенный многомерный момент функции 
кр ( т и т 2..., т р), определяемый формулой

Р/1/2 ip ^/?[(?i» ••* * Яр) « l = / l + c i  • 
?2=/2+ с2

(2 . 3 . 10)

(2/3. 11)

Чр—
Таким образом, определение автокорреляционной функции вы­

ходного сигнала Rx (ti'T, п"Т) сводится к следующему: по форму-
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лс (2.3.11) определяется многомерный обобщенный момент по­
рядка (/) + /2 + ... + jp),  затем из выражения (2.3.10) находит­
ся ДОСХ нелинейной ДСАУ. Д ал ее  определяется множитель 
А Р1, р2 по формуле (2.3.4) и строится функция Rx (п'Т, п"Т).

Пусть па вход нелинейной ДСАУ действует сигнал вида
y(n)  =  m ( n ) + g ( n ) ,

где m (п) — полезный входной сигнал,
g (п) — помеха, стационарные случайные функции времени. 
Среднеквадратическая ошибка (СКО) нелинейной Д САУ оп­

ределяется выражением

е2= [/ л  (я )— х  (и)]2 =
оо со

m Г' ' Jm
v =  1 m i= 0  m v = 0

00 оо оо

= m2- 2  2  2  2  m2, , m,  )Х
v= sl m i= 0  m v = 0

oo оо ao oo

X y ( n  —  m l ) - -- y (n  —  mv ) m ( n )  + 2 2  2  2  X
v1==l V 2= l r n i~ 0  m v = 0

oo oo

X 2  ' " 2  ( « 1, m2, ... , mvl)-£n (mb m2) ... , mV2) x
mi'=0 ?h'=0

X y ( n  — in i ) . . . y (n  — tn x) у (n — m i )  ... у  (n — m, ) .  (2. 3. 12) 
Обозначим

aym(mi m.2, ... ш, ) = y { n  — m i ) . . . y ( n  — m ^ )tn (n ) ,  (2.3.13)
a?yy{mu m2, ... , mn> mi ' , ... , m\2) =

/
— y(n  — mi) ... у  (ti — m J  у  (n — m i )  ... y (n  — mV2) (2 .3 .  14)

— моменты высокого порядка.
Если у (п) и т  (п) — нормальные процессы с нулевым сред­

ним, то высшие моменты представляются следующими зави си ­
мостями через моменты второго порядка:

аh  (П1П2 ... «v) = у  (rti) ... У ( « 2v) = ЦПЯ (n;, nj),
где R (tii tij) = а уу2 (mi mj), а запись БП означает, что последова­
тельность (п\, п2..., пр) разбивается на произвольные пары, про­
изведение П берется по всем различным парам  этого разбиения, 
а сумма 2  берется по всем разбиениям. Нечетные моменты высо­
кого порядка равны нулю.
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Формулой (2.3.12) непосредственно можно пользоваться для 
вычисления случайных ошибок нелинейной системы. Вся труд ­
ность состоит в вычислении ядер k v (т.\, т 2,..., т , ) замкнутой 
нелинейной системы. Использование'временной области в этом 
случае не приводит к ж елаемы м результатам.

К ак  показали исследования, для определения динамических 
характеристик замкнутой нелинейной системы, заданной в виде 
соответствующей структуры или в аналитическом виде, целесооб­
разно воспользоваться многомерным дискретным преобразованием 
Л апласа .

Итак, пусть получены многомерные передаточные функции 
замкнутой нелинейной системы в виде

оо

UM<7i)= — k (ni) е - "1"1,
ni=0

ОО со

№2 (Я\ Я2) =  2  k (tii п *) е- *71"1 е_ИП2,
7 1 1 = 0  П 2 = 0

оо оо оо

q , )=  2. 2  2  k (th п2... п, )Х
щ = 0  П2 = 0  flv ==0

Х е- №  . . . e ~ * v  «» . (2. 3.15)
Находя обратное дискретное преобразование Л апласа функции 

(2 .3 .15), можно определить зависимости, входящие в выражение 
(2 .3 .12).

Подставляя к ( п ь п 2,..., ng) в виде ряда
оо оо оо

k (Пи ..............п ) ^  2  2  • • • v  Cilh  ... 1 ср1Ч (til) ... ф; (n ), (2. 3. 16)
11 = 0 1-2=0 iy= 0

выражение для  средпеквадратической ошибки можно преобразо­
вать  к виду

ОО ОО ОО 00

7» = т*—2 2  1  1  t Qhii...t +
v =  l 11 =  0 12=0 tv = 0  v v

00 00 00 00 00 00

I V  V  V  . .  у  у  . V  г . . . v  
\ jLJ jLJ —J  ^шт СЧ ‘2 ... tvx A

U =  i v2 =el 11= 0 ^  = 0  ^ '= 0  is '  =  0

Xc,yp,y ... /v' ... (2. 3. 17)

где
00 00 00

Qiifc ... 1, =  2  — • • • 2  ?ti (m i) (m 2) ... ф^ (m, )X
m i= 0  m 2 = 0  m v =  0

X y ( n  —  r t i i ) . . . y ( n — m v ) tn ( n ) , (2 .3 .1 8 )
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Gw* 2  2  ••• 2  ?/,' (mi) Ф<,.('п*) ... Ф 4  ( ' " ! , ) X
m i'= 0 m 2'= 0  m ' = 0

X|/(n —  /«i) ••• У (n —  nin )  У(п —  m i /) ••• У (n —  m '>) (2- 3 . 19)
Таким образом, формула (2.3.17) может непосредственно ис­

пользоваться для вычисления СКО дискретной замкнутой нели­
нейной системы.

Последовательность расчета следующая:
1. Находятся передаточные функции элементов нелинейной си­

стемы.
2. Определяется передаточная функция замкнутой нелинейной 

системы.
3. Спектральным методом моментов вычисляются коэффици­

енты дискретного ортогонального разложения многомерных ядер 
нелинейной системы но формуле (2.3.10) и коэффициен­
ты дискретного ортогонального разложения моментов высокого по­
рядка {Q(1 (2 . . . i v J и / } по формулам (2.3.18) и (2.3.19).

4. Рассчитывается значение СКО но формуле (2.3.17).
В заключение рассмотрим метод расчета ошибки системы с 

учетом случайного изменения ее параметров.
Дискретная зам кнутая  нелинейная система характеризуется 

многомерными передаточными функциями вида
W i ( q i )  ^ F x { q i , p i ,  P i ,  . . .  , P z  ) ,

(qi, q2) — Fi  (qi, 02, p i , . . . ,  p e ),

( ? 1 ,  0 2 ,  . . .  0 v  )  = / \  ( 0 1 ,  0 2 ,  . . .  ,  0 v  , p x , . . . ,  P i  ) ,

где pu Р2,—, Рг — параметры системы.
Воздействие на систему различных факторов, таких к ак  тем ­

пература, давление, влажность, радиация и других, а т а к ж е  тех ­
нологический разброс параметров приводят к изменению эталон­
ных значений параметров. В результате действия указанны х выше 
факторов параметры нелинейной системы получают приращения, 
то есть

P i  =  P io  +  Pu 

P i =  pio +  Pa ,

P* =P ;0  +  Pe •
Случайные разбросы параметров оказы ваю т существенное вли я­
ние на точность ее работы. Поэтому при анализе Д С А У  необхо­
димо учитывать указанные выше косвенные возмущения. В рас ­
сматриваемом случае необходимо учитывать работу целого к л ас ­
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са однотипных систем, а затем проводить осреднение по совокуп­
ности экспериментальных данных, отражающих характер разброса 
случайных параметров и их статистических характеристик.

Итак, пусть на систему действуют прямые воздействия, а имен­
но у  (п) = т  ( п) + g  (п).  Кроме того, исследуемая ДСАУ под­
верж ена влиянию косвенных возмущений. Параметры системы 
Р\, Р2, Р̂  имеют случайный разброс. В результате обработки 
экспериментальных данных определяем дифференциальный закон 
распределения системы случайных величин

f p i P u P i , . . .  , Рг ).
Запишем выражение для  СКО в виде

оо оо оо оо

£2= m a _ 2  2  2  2  ••• 2 j  Chh ...£v (Ръ Рг, ••• , P. ) Q»i<2 ... £v +
v =  l i 'i= 0  £2 = 0  i v = 0

00 00 00 00 00 00

I V 1 V  X"1 ХЧ V  / \ ,
“t~ ' ' ‘ J ■ ' ' l̂'l 12... £v (Pl> P%> ••• > Рг ) X

vl = l  v2 =  l  ! ' i = 0  *'V1= 0  t i ’ — O  £v2 ' = 0

X е;' /' ... i '2 (P i, P 2> ... , Pe ) Gi'i 12 ... iv2 >

где Ctl ,-2 ... (pi, p«,. . . ,  pe ) — члены, определяющие динамичес­
кие свойства анализируемой системы,

Q = G — элементы, имеющие постоянные значения при дан ­
ных входных воздействиях, их можно вычислить заранее.

Таким образом, для  СКО имеем

ь2, ~  Е (pi, рг, ... , р. , Q, G),
то есть получено выражение для дисперсии ошибки с учетом толь­
ко входных возмущений, но без учета случайных изменений п а ­
раметров.

Пусть параметры р ь рг, .., р£ отличаются от эталонных. В 
этом случае ошибка системы с учетом случайного изменения ее 
параметров определяется формулой

оо оо оо

D =  \ I ••• I Е ( р и р2, ... , Рг ,Q ,G )  X
—-ОО —ОО —00

X  fp (ръ Р2, ... , Pz ) dpi  Ьр2 ... d p B . (2. 3.  20)
Ф ормула (2 .3 .20)  значительно упрощается, если случайные па­

раметры р ь р2, ..., р £ независимы. В этом случае имеем
g

fp ( Р и  Р2........ Р . ) ~  П  {р.).
1=1
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§  2.4.  Р А С Ч Е Т  С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  
В Ы Х О Д Н Ы Х  С И Г Н А Л О В  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  

С И С Т Е М  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Д ля  нестационарных ДСАУ в случае, когда на входе действует 
стационарный случайный сигнал, корреляционная функция на вы­
ходе имеет вид [22]

I i
Rxx (i, о, 0  =  S  k (t, a, v) ^  k (/, а, ц) Ryy (i, /), (2. 4. 1)

V = — ОО |А = — ОО

где
R j cx  (** °> 0  =  II R-ХХj(i> О II > R y y  ( 1> 0  =  II R y y j V ,  О  II

— автокорреляционные матрицы-столбцы выходных и входных 
сигналов соответственно,

kin,  о, г) =  || kjs (п, о, г) !!

— импульсная переходная матрица ДСАУ с р входами и q выхо­
дами.

Матрица дисперсии выходных сигналов определяется зависи­
мостью

i i 
Dx {n,a)- R t x (n, о ) =  У  k (о, П —  v) 2  k ( а ,  П —  p.) # уу  (v —  J i ) .

V ОО (1= 5--- ОО

Д ля решения задачи статистического анализа нестационарных 
ДСАУ применим спектральный метод представления временных 
матриц. Под дискретной ортогональной спектральной характери ­
стикой (ДОСХ) матрицы сигналов будем понимать матрицу ДОСХ 
ее элементов.

Представим импульсную переходную матрицу и виде разл ож е­
ния

СО

k{n, о, г) =  2  с, (я) ф, (г)
i=О

или в реальных расчетах
S

k{n,<s,r) — 2  С/(я) ФИО» ( 2 .4 .2 )
£=0

где C i ( t i )  — матрица ДОСХ импульсной переходной матрицы, 
4>i(r) — многомерный дискретный ортогональный базис.

Число членов разложения (2.4.2) s  выбирается в зависимости от 
статистической структуры исследуемой системы, выбранного орто­
гонального дискретного базиса и заданной точности решения з а д а ­
чи.

С учетом выражения (2.4.2) дискретный аналог свертки для  
входной и выходной матриц можно преобразовать следующим об­
разом:



X (П, а, Г) =  2  2  Ск (П) ф* (г) у (п — Г, о) =  
г = 0  Л = 0

^ со j

“ 2  с* (и) 2  'ф* (г) у (п—г, а) = V ck (п) yk (п, о), (2. 4. 3)
fe= 0 г = 0  k=0

где х(п, о, г) и у (п —г, а )  — матрицы выходных и входных вели­
чин соответственно.

Д л я  автокорреляционной матрицы выходного сигнала с учетом 
зависимости (2.4.3) получим

i  S

Rxx (»'.а> 0 = 2  2  % (0 ф81 (v) х
v =  —оо g l= 0

г s
X 2  2  Cg2 (О фg2 (р) (V> р) =

| i=  — со g 2 =  0

s s i I
=  2  C gl ( 0  2  Cg2 ( 0  2  <Pgl v 2  Ф В2 ( p )  R y y  ( v ,  p )  -gl=0 g2 = 1 VSS—OO [J. = —oo

=  2 2  cgl(i)cS2(l)R.  (2 .4 .4 )
g l  =  0 g 2 = 0

Дисперсия выходной матрицы определяется формулой
S S

Dx (п, о) = 2  2  Са  (п) Cg2 (л) D, 
g l= 0  g2 =  0

0 =  2  < P g iM 2  фвЛ р) # ( v~ Iх)-
v = s — з о  [ j . = = — o o

Д л я  стационарного дискретного входного сигнала имеем

Я =  2  Ф а М  2  Ф82(р) R yy(L— i — (* +  '«)■ (2 .4 .5 )
V = — ОО (J. =  — о о

Используя дискретное преобразование Л апласа  для статисти­
ческих характеристик дискретного воздействия, выражение (2.4.5) 
можно преобразовать к виду

R =  2 2 9 g.W<Pg! w i S 5 w ( « » ) / ,Ttn- f + ’) w tld v , (2. 4. 6)
v  = — о о  [ j . = — в о  ’ *

п = I—i— 1,
где Syy(w)  — матрица спектральной плотности входного воздейст­
вия.

На основании формул (2.4.5) и (2.4.6) преобразуем выражение 
(2 .4.4). Получим

Rxx (*, а> 0  =  2  2  са  (I) cg2 (О-^гг \ 2  <Pn (v) e/“Tv dvx
g l  =  0 g2 =  0 ' J  v = —о»
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X 2  1»ga(v) ei'"T̂ d^-Syy (ш)е'"'Тп du>= 2  cgi (0  cg* (0 s >
p .= —ЭО g l= 0  g 2 = 0

где

5  =  '2^7'  §  ^  'Pei (v) e/<u:rv dv 2  9g2 (v) е/шТи- dp 5 yy (ш) e>"lTn du>.
* J  v = —oo fj.= —oo

§  2.5 . П Р И М Е Н Е Н И Е  М Е Т О Д А  П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И Б Л И Ж Е Н И И  
Д Л Я  С Т АТ И С Т И Ч Е С К О Г О  А Н А Л И З А  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  

Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Случайные процессы в нестационарных ДСАУ могут быть опи­
саны разностным уравнением вида

ai(n) mx ( n + i ) + a t - i  (п) mx ( n + i  — .1)4--------\-а0 (п) т х (п) =
=  Ьг (п) т уо (п +  г) +  Ьг- 1 (я) т Уй (я +  г — 1) +

4--------\-Ь0 (п) т У0(п). ( 2 .5 .1 )
Преобразуя уравнение (2.5.1) по Л ап л асу  согласно методике, 

изложенной в § 1.2, получим

м я (Я) =  - т У-(у)-  +  -Щ -  Ĉ G 2 (Я, I) М х (1) dX, (2. 5. 2)
av Сv<2

v = 0  , *
где

I
2  Л, (<7- М '

G2 (0, X) = ----------------------------  , a h (я) =  a , !  +  р(1 (я).
2  « eV« 
v = 0  V

Определение математического ожидания нестационарной ДСАУ 
сводится к решению интегрального уравнения (2.5.2).

Определение корреляционной функции выходного сигнала вы­
полняется в два  этапа. Вначале находится взаим ная корреляцион­
ная функция RXy(n, т ) ,  а затем  корреляционная функция Rx(n,m).

Получим уравнение для определения взаимной корреляционной 
функции RXy(n, т ) .  Вычитая из уравнения

о,, (я) x ( n + i ) +  fl(_i (я) х (я +  i — 1) 4--------1- о0 (я) *  (я) —
=  ът (и) Уо (п + г ) +  ft г- i  (я) у0 (я + г — 1)4--------Ь И  i/о (л) (2. 5. 3)

уравнение (2.5.1) получим для центрированных функций

dt (я) А‘х0 (я) Н--------b d0 (я) х0 (я) =  /у (я) Л' i/0 (я) +

+  • • • +^о (п) Уо (п)- ( 2 . 5 .4 )
Заметим, что при Zh(n) = Акх(п )  и zj = А1х(п)
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Rz 2 =  Д„*Д»т  * , ( « , » .  (2 -5 .5 )
k i

Умножим обе части уравнения (2.5.4) па у 0( т )  и возьмем м а ­
тематическое ожидание от обеих частей уравнения. Учитывая вы­
ражение (2 .5.5), получим

I dt (п) Л'п Rxy (« .  т ) Н--------h do (п) RXy (т , п )  =
=  h  V  ------- Н /0 («)1^г/м (л. "О. (2- 5. 6)

Аналогичным образом можно получить

dt (я) ±п‘ R x (п, т )  -)--------h d0 (я) R x (/г, m) =
=  l j  (п) Дл-' R yx (п, т )  -\------- \- /0 ( л )  (л, т )  (2. 5. 7)

Применяя изложенный в § 1.6 метод к операторным уравнени­
ям, соответствующим разностным уравнениям (2.5.1), (2.5.6) и 
(2.5 .7), получим решение задачи статистического анализа.

Рассмотрим решение поставленной задачи в случае, если коэф­
фициенты уравнения (2.5.1), а следовательно, (2.5.6) и (2.5.7) я в ­
ляются детерминированными функциями времени и представляют­
ся в виде конечной суммы экспоненциальных функций

a t (п) =  2  Dkl e~kn, / =  0 , l , 2 , . . . , t ,
f t = 0

bt (n) =  2  Ekl e~kn, / =  0 , 1 , 2 , . . . / .  ( 2 .5 .8 )
k = 0

Полагаем, что математические ожидания т у(п) и т х(п) преоб 
разуемы по Л апласу . Применим к обеим частям уравнения (2.5.1) 
дискретное преобразование Л апласа .  Используя теорему об изоб­
ражении разности и теорему смещения [114], получим 

g g

V  Dk‘ (e4+k— l ) i M r (q +  k ) + ‘ " +  2  Dk° M v( q + k )  =  
k =o ‘ k=o

=  2  Ehi{ ez+K -\ y  M y (q +  k) +  ••• +  2  Dk* M y { q + k ) ,  ( 2 . 5 .9 )  
*=o k=0

где
M x {q) =  D{ mx {n)}, M y (q) =  D {my(n)}.

Обозначив

rh(q)= 2  D ^ e ^ - iy ,  k — 0,\ ,...,g ,
1 = 0

M<7) =  i  Ehl { d ^ - \ y ,  k =  0 , l , . . . , g u  ( 2 .5 .1 0 )  
i=o

преобразуем уравнение (2.5.9) к  виду 
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r g (q) M x ( q + g ) + r e- l (q)Mx ( q + g  — 1)Ц------- f-

+  r0 (q)'Mx (t7)-Ф (<7). (2 . 5 . 1 1 )
где Ф (q) представляет собой правую часть уравнения (2.5.9)

^{Я) =  КЛЯ) уИ „ (?+ ^ ) -1 --------M o  (q) M y (q). (2. 5. 12)
Математическое ожидание Му(п) задано, поэтому <$>(q) — извест­
ная функция.
Уравнение (2.5.11) можно решить методом последовательных при­
ближений, при этом Мх (q) находится в виде

Mj\(q) — Мхо (я) +  Мх\ (q) -)------- У M xk(q)-\-----  ( 2 .5 .1 3 )
Переходя в область времени методом, изложенным в § 2.4, полу­
чим

т х (п) = т хо («) +  mxi (п) -1--------|- т хк (л)Н----- • Г(2. 5. 14)
Определим корреляционную функцию выходного сигнала 

Rx(ti, т ) .  Применив дискретное преобразование Л апласа  к обеим 
частям уравнения (2.5.7), получим

г к (Я) Rx (Я+ g > m )  Л------- V r 0 (q) R x (q, m) =
=  hsi (q) Ryx (q +  gi,m)-\--------h К  (Я) R yt (Я, "i), (2. 5. 15)

где коэффициенты ri(q) и hi(q) определяются равенствами (2.5.10). 
Таким образом, имеем

У  rv (q) Rx (q + ч  т ) =  У  К  (q) R y x (q+ ^, т ) .  (2.5.  16)
v = 0  v = 0

Неизвестную взаимную корреляционную функцию можно опреде­
лить, применив изложенную методику к разностному уравнению
(2.5.6). Применение метода последовательных приближений к 
уравнению (2.5.16) даст  решение поставленной задачи.

При этом нулевое приближение для  соответствующих х а р а к т е ­
ристик находится из условий

Мхо (q) =  'Муо (Я +  1) =  • •' =  М х0 (q +  g), 
Rx о (я)  ̂ Rx о (<7 +  1) =  • • • = Rx о (Я +g),
Rx«o (Я) Rxyo (я +  ! ) = • • • =  Rxyo (q +  g).

Тогда

Rx  о (Я) =  ~

Мх0 (q) = *  ( ? )

Ф (q, т )
r g  (^7)+ rg—i (<?) +  

Rxyo (я) =
■ +  г  о (q) 
Ф (q, т )

У  rAQ) V  ±
1=0 V=0 / =0

■Последующие приближения можно найти из формул

1 Ф (Я)—  2  r v (q) М х .  k(q +  v)
V =  1

1
V

(2 .5 .  17)

(2 .5 .  18)

Мх, *+i (<?) = r o (?)
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Rx, &+i ($) — ['Го {q) | ф (q, Ш) — Д  Г, (q) R x, k(q +  v)

1 I
Rxy, k + 1  ( q ) = 7 ^ j  ф (Я, m) — r* (q) Rxy, k ( q + v ) . (2.5. 19)

Рассмотрим определение автокорреляционной функции Rxy(n, т )  
выходного сигнала х(п ),  когда коэффициенты уравнения (2.5.7) 
удовлетворяют условию

dt (п) =  2  Dkl пк, / =  0 , 1 , . . .  , t ,  
k=0

g l
(«)=-- 2  Dkl n k, 1 =  0, 1, ... , /'.

л=о
(2. 5. 20)

Учитывая условие (2.5.20), преобразуем уравнение (2:5.7) к виду 
i i 

n g D gl Anl R xy (n , n i ) +  • • • +  n ^  D i l±nl R xy (n , m) +

+  2  D0l ±nl R xy(n, m) --- «gi 2  £gi V  (« . ' « H --------b
/=0

+  2  £</ V  Я уу (и, т) .1 = 0
(2. 5 .21 )

Применим к обеим частям уравнения (2.5.21) дискретное преобра­
зование Л апласа .  Учитывая, что

D\n* 2  V  R xy (п, m) = - ( - 1 )
/=о

dk
dqk [Pk (q) (q, m)],

1 = 0
(q) » , , ( ? ,  mil, ( 2 . 5 .2 2 )

где

1 — 0 
i

t k {q)■■= 2  ^ ( ^ - i y ,  k —0, 1, ... , gi,
1 = 0

получим

( - 1 ) *
d P g  (Q)

dq

+  P g (4)

—  (q, m ) + C

d* Rxy (q, m)

1 de 1 Pg (q) dRxy (q, m) 
8 dqs~l dq

d* Pk (q)
+  ( - l ) A*■ V7/ dq« dqk Rxy(q, m) “I" 

dk Rxy (q, m)
dq dq dq* + -------

86



dPl (<?) RXy (Я> tn) — Pi (q) dRxy^ '  m) + P Q (q) F>xy (q, m)

dgl ^  R „  (<7> m) +  c ;  dgl" 1-K̂ ‘ (7) • ^ 4' m)~7дБ. A y y w . - ; - r - g i  dq T

d ^ y j q . m )  dtl(q)
+  ^ ( a W )  d f l0  +  dq x

X #yy («7, m) — ^  (?) d/?'v^ (t/’ m) +  /0 (?) Я у , (9. »»)■ (2- 5 - 23) 

Уравнение (2.5.23) представим следующим образом:
de R  r „ ( ? ,  m) dR  (<7, m)

p « {q )-------aVg +  ■ ■ • +  Pi (<?) ' y q—  +  Po (я) R x y  (я, « 0  -

/„x dS1 Ry> (<l' m) , ,-  T g  1 ( ? ) ----------— ------------- 1----------h
dq1

d R vv (q, m)
+  Tv (q) +  T0 (q) Ryy (q, in), (2. 5. 24)

где

p > « )  " j S r - . - * - * 0 . 1 .
-*■- - ■ d l - kP t (q)

~ k  ' ' 1 d q 1 

si ni-bf
Тк(я)=  2  ( ~ \ y c l- k d ^  , k =  0 , 1 , ... , gi.  (2 .5 .2 5 )

/ =  * ‘ dq1

Обозначим правую часть уравнения (2.5.24)
^ 8 l D  ( q  f f l \

Tgl (q ) ----- TЧ г ^ -  + - - - + T 0 (q) R y y  (q, m) =  V (q i hi). (2. 5. 26)

Определим, далее, корреляционную функцию Rx(n, m).  Коэффи­
циенты уравнения (2.5.7), определяющего корреляционную функ­
цию Rx(n, пг), удовлетворяют условию (2.5.20). Выполнив преоб­
разования, аналогичные рассмотренным выше, получим следующее 
уравнение дли изображения корреляционной функции Rx(n, пг): 

d% R у (q, m)
Pz № --------’dqg----------1--------'гРо(Я) Rx (я, m) =  v 1 (Я, пг), (2. 5. 27)

где
dSl R yX (Я, m) 

dqei

Коэффициенты Рн(я) и Th(q) определяются формулами (2.5.25). 
Таким образом, математическое ожидание и автокорреляцион­

ная функция находятся из решения следующих уравнений:

2  Е . ( я ) - ^  М х (я) =  М у (я),
v = 0  d q
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1  P v Rxy (<?; m) =  V (q. m),v=o dq }

2  P . (?) - f r -  R* (<!• m) =  ^  (9, "0, (2. 5. 29)v=o dq

которые, к ак  н выше, решаются методом последовательных приб­
лижений по формулам, аналогичным формулам (2.5.17), (2.5.18) 
и (2.5.19).

В случае, если коэффициенты уравнений (2.5.1), (2.5.6) и (2.5.7) 
представляются в виде 

g
Щ= 2  4 IJkcos(fo>0n — <р*), / =  0 , 1 , 2 ......... I,

k = 0

g l
bt ------ 2  B lk cos (/гш0п — фй), / =  0 , 1 , 2 , : . . , / - ,  (2 .5 .3 0 )

fc=0
производя преобразования, подобные предыдущим, получим для 
определения математического ожидания, корреляционной функции 
выходного сигнала и взаимнокорреляционной функции выходного 
и входного сигналов зависимости, аналогичные уравнениям ' 
(2.5.29) в которых коэффициенты определяются следующими 
выражениями:

i

Р Л Ч ) =  2  Л/о cos ф0 <?'*,
г=о

i .
р„ (?) ^  2  е->4 е1 («-/*»#) ,

г=о z

Р —k (q) -  2  - Ф -  e/fk е1 <*f/*»o>, k =  1, 2 , . . .  , g ,  (2. 5 .31) 
/=0

г

T0 (q)=  2  S /o cos Ф0 e'?, 
i—o

Tk (q) ~ 2  /==0 z

7’-*(<7);= 2  ei k̂ el o*>, k =  1, 2, . . . ,  g i .  (2 .5 .3 2 )  
z=o z

Таким образом, реш ая полученные уравнения, определяем ста 
гистические характеристики выходной величины в комплексной об­
ласти. Применяя метод обращения к каж дом у слагаемому полу­
ченных решений, основанный на дискретном спектральном преоб­
разовании, по методике, изложенной в § 2.4, вычисляем искомые 
величины.
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Г л а в а  III

Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н Ы Й  И С Т А Т И С Т И Ч ЕС КИ Й  А Н А Л И З  
Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я  

ПО Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  Д А Н Н Ы М

§ 3.1. О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Й  М Е Т О Д  М О М Е Н Т О В  Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Г О  
А Н А Л И З А  Л И Н Е Й Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я

З адача детерминированного анализа дискретных объектов уп ­
равления (ДОУ) по экспериментальным данным заклю чается в 
определении динамических характеристик ДОУ но известным вход­
ным и выходным сигналам и сводится к решению дискретного ан а ­
лога системы уравнений Вольтерра первого рода в свертках  [29]

оо

х(/г)= 2  k{ tn)y (n  — т ) ,  (3. i .  1)
т —О

где х (п) ~= || Xi (п), Хч (п) , . . . ,  х ч (п), ... , х 1 (п) || ' — матрица-столбец
выходных сигналов,

у(п — т ) )  || г/i (я —т ) , . . . , у , (п — т ) , ... , у г(п—т)\\'— матрица-столбец
входных сигналов, 

к(п)  — импульсная переходная матрица ДОУ, 
г и / — соответственно число входных и выходных сигналов 

ДОУ.
Можно показать [26], что зад ач а  детерминированного анализа 

линейных многомерных дискретных объектов с несколькими входа 
ми и несколькими выходами сводится к задаче детерминированно­
го анализа объектов с несколькими входами и одним выходом. 
Тогда, согласно матричному уравнению (3.1.1), запишем для v-ro 
выходного сигнала

г “
хр (п) — 2  X  ke ( т ) у рг (п — т ) ,  р ~  1» 2 ... , г, ( 3 .1 .2 )« =  1 тп=0

где /сЕ ( т )  — элементы импульсной переходной матрицы, 
е — номер входного сигнала, 

р — номер эксперимента.
Д ля того, чтобы система (3.1.2) была определена, необходимо, 

чтобы число экспериментов было равно или больше числа входных
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сигналов. Выходной сигнал объекта х р(п) равен сумме составляю­
щих от действия каж дого  входного сигнала

Хр (П) =  ^  Хрг (п), / 7 = 1 , 2 ,  . . . Г,  ( 3 . 1 . 3 )

где 00
хрг (n) =  J ± o kz (т )  Ург {п — т ) .

Элементы импульсной переходной матрицы будем находить в виде 
[24]

оо оо

к, (я) =  . 2  С,. Ы(. (я ), С; =  к £ (я) U; (я), (3. 1. 4)

где ui,(n) — дискретная ортогональная система элементов.
В качестве дискретного ортогонального' базиса могут быть ис­

пользованы системы дискретных ортогональных многочленов Ш ар­
лье, Мейкснера, Гана, дискретных экспоненциальных ортогопал.ь- 
ных функций, функций Л агерра  и другие (§ 1.1).

Выбор базиса зависит от конкретной задачи и производится с 
учетом минимума и простоты вычислений и способа реализации по­
лученных динамических характеристик объекта управления.

Из формулы (3.1.4) видно, что динамика линейного многомер­
ного дискретного объекта управления полностью определяется эле­
ментами дискретной ортогональной спектральной характеристики 
(ДОСХ) ДОУ. Следовательно, задача анализа ДОУ по экспери­
ментальным данным сводится к  определению элементов ДОСХ 
объекта [17].

Согласно § 1.2 для элементов ДОСХ ДОУ получим следующие 
зависимости:

а) для  многочленов Ш арлье

Д  * w  (п’ “  ^ г г  «£> .5 .  *(")«■*<“)»• =
k

^ - 7  2  я л ( а ) р ,  , (3. 1.5)
а —

где
a ~ kk ! v= 0

(j., =  2*nk (я ) nv ,
n = 0

б) для  многочленов Мейкснера

1 - р  1  k(n) mk (n, Р,с) =
к • (Р)а c~k (1 -  C)~v n=0

k  I (P)a c ~ k ( ! —  C)~*  ” = o  ^
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f t !  ( j i ) * C- *  ( 1 - с Г ? *= o
■=*■ 2  *:k (P,  C) Ц*.

где

в )  д л я  многочленов Гана

где

k
Сц — £ 0 Ък($,Ъ  3) !xv ,

= 2  k (n) n" .
n = 0 '

(3. 1 .6 )  

(3. 1.7)

(3. 1. 8) 

(3. 1 .9)

Аналогичные зависимости можно получить и для  других орто­
гональных базисов.

На основании формул (3.1.5) -f- (3.1.9) замечаем , что процесс 
определения элементов ДОСХ сводится к вычислению элементов 
моментной импульсной переходной матрицы

« = 1, 2 , 3 ......... (3 .1.10)

к, (п)
Вычисление производится по известным в результате

VnE(nэксперимента моментам входных и выходных сигналов: и
[А ХР <п >1 н кг (п)Рассмотрим метод вычисления 
Из уравнения (3.1.8) согласно дискретному преобразованию Л а п ­
ласа  имеем

х „ (Я) -  кш (q) Y pi (у), р =■: 1, 2 ... , г. 

Р аскры вая  выражение (3.1.11), получим

(3.1.11)

2  х  (п) е-«п =  2  2  k t ( т )  е -« п 2  2  у р5 (п — т ) п - « п. (3.1.12)п=0 6 = 1 п=0 ,=\ "= ° '
Так к ак  функцию е~чп можно разложить в ряд  М аклорена, то есть

оо

е - ч п =  j  +  v  ( _ i ) v  «

' v = 0  V '  v I 1  ’

выражение (3.1.12) преобразуем к виду

J o * » V =  0

2  2  kt (m) 1 +  2  ( -  \)к^ ~ Я кn = 0 £ =  1 '  '  ft=Ov '  ft !

п
V

со

q* V
n  =
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X i +  2  ( _ 1
m=0 v '  ml (3

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
ражении (3.1.13) с учетом того, что ряд

4  -  I / < « )Г, =0 Г, I п=0 1 4

сходится абсолютно, получим
(п )

,(«) VUi' __ I U ‘
е=1 L ‘ £0

V I *5 (") (я)
= .Si I •‘.о - ! \ 2

v  <n) V < n)
6 =  1 ^ 0 ^eO •

Ур- Л» )
+

k. (n) УР е( « )  I
■ ы t*«l • м  j,

+  2 f ^
(n) У р М )

•H-.1
(n )

+  IAe2
=1

'р{п) — V fcE ( , !> У р г(" ) *Е ('»> Ур6('»> /г£ (и)
£= l L ^ 0  ^еЗ +  3‘а Е1Ь ' ^е2Р' +  3^г2С X

Уре ( "> , fcs ( " )  y ps <£)
Х|\Г + ^ з е0 (3.

где
•v„ (»)И*>  =  Z Qxp (И) п\

УР5(«)
=  „ “ о Ург ^  П*’ Р== 1’ 2, • " ’ Г- (3.

Представим выражение (3.1.14) в более удобной форме
Г

e=i аРо =  dp0'
Г

е = 1 I ^0 + ар0 1̂
г

[  ^ 2  ^ 0  +  2 « p l  f* ! + ' %  U2 ]  =  d P2,

Г

.S-1 1 a p3 i"o +  3 ap2 V-'l +  Зйр, - ь ^ 0 Из ] = d p3, (3.
где

92

1/pE <«) (n ) E k i n )

. 1. 13)

в вы-

1. 14)

1. 15)

1. 1 6 )



Рассмотрим последовательность расчета моментов импульсной 
переходной функции для случая е= 1 .

Из системы (3.1.16) определим моменты импульсной переход­
ной функции

Таким образом, если имеется экспериментальная запись вход­
ного и выходного сигналов ДОУ, то для  определения его импульс­
ной переходной- функции необходимо:

1. Найти моменты входного и выходного сигналов по форму­
лам (3.1.15) при

2. Определить моменты импульсной переходной функции по 
формулам (3.1.17).

3. Найти коэффициенты ортогонального разложения (элементы 
ДОСХ) импульсной переходной функции, а следовательно, полно­
стью определить динамику объекта управления, то есть найти его 
математическую, а если требуется, и физическую модель в виде

В связи с тем, что для вывода зависимостей, определяющих мо­
менты импульсной переходной матрицы, используется дискретное 
преобразование Л апласа , требующее определения соответствую ­
щих функций па полубесконечном интервале, встает з ад ач а  выбо­
ра интерпала записи входного и выходного сигналов. В р ас см ат ­
риваемом случае целесообразно, к а к  и в непрерывном варианте 
[108], ввести в рассмотрение функции

Введением функций (3.1.19) можно добиться выполнения сле­
дующих неравенств:

Причем множитель с следует выбирать таким  образом, чтобы 
функции х\(п) и у\(п) практически отличались от нуля лишь на 
интервале эффективной длительности импульсной переходной 
функции, то есть на интервале Гэф.

Рассмотрим определение динамических характеристик Д О У  при

d-2 --  Но • а2 --  2'J.j • Cly[i2 =

ь = (3. 1. 17)

е = р — 1.

(3. 1. 18)

xi (п) =  х](п) e~cn, \yiXn) =  y\(n)'e-cnt i  ki[(n) =  k (л) e~cn. (3. 1. 19)

I * i  («) I <  Ae~an , | y x (n) | <  Be~bn , А и В >  0,
а .и  b >  0. (3. 1. 20)



е = 1 ,  если дискретным ортогональным базисом являются функции 
и полиномы Л агер р а  дискретного аргумента.

Импульсную переходную функцию будем определять в виде

k ( n ) =  £ 0 сМп)-  . ( 3 .1 .2 1 )

Функции н полиномы Л агерра дискретного аргумента опреде­
ляю тся выражением

_  ___ п_ ___п_

lj (ti) =  &1- -j- 0.21 ^  “Н ' - ' ' 6 2 • (3. 1. 22)

В разложении (3.1.21) элементы ДОСХ определяются зависимо­
стями

ОО
с, =  k (п) /( (п) р (л), (3. 1. 23)

где
— Е .„

р ( п ) = е  2 ( 3 .1 .2 4 )
— для функций Л агерра ,

р (n) =  e~sn ( 3 .1 .2 5 )

— для полиномов Л агерра .
П одставляя формулу (3.1.22) в равенство (3.1.23), получим си- 

стему~уравнений, определяющих ДОСХ объекта в следующем виде:

Со='А), С! =|10—gtM, С2=(Х0 — 2Я(*1+-у|Г^2{А2»

3-------------------------------------------- 1 
Сз = ̂ 0—3^1 —1 2~Г" --- зТ g3 ^

С4 =  !)-о —  +  - j r g t\>-2 — - g V ^ V a  + - j y - g 4N .

м . JV-l

c« =  , Э  l( M -O H M I « * - *  P - '•  26>
где g  — масштабный коэффициент веса,

g =  s для дискретных многочленов Лагерра ,
£

g — ~2 ~ для дискретных функций Лагерра ,
М — количество членов в разложении (3.1.21).

Теперь рассмотрим метод расчета моментов импульсных пере­
ходных функций, по которым определяются ДОСХ ДОУ, для об­
щего случая

е = г. - (3.1.27)
Тогда согласно зависимостям (3.1.16) для одного эксперимента 
имеем .
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а о'\хо' + ° о 2[ао2 +  + f lo yIAo/+ ------ Ь ° о гРог =  d 0,

a i /|1o/ + a o, !)'i/ +  а 1 V o 2 +  • • • +  a i ; f V  +  Л------ + a i > o r +  =

+  2a]/[J.i/ -f- ô /ijV 4~ Й22̂ 02 +  2ai2;*ia -{- я02Ц22 4" ■ • • ~Ь Яя-̂ о̂  4~
4-2fll-/u•̂■, -\-a0j (Аг7 4~ "■ ~Ьа2г [*ог "Ь а1г Н,1г_Ьаог[,'2г ==̂2>

а я' U.Q1 4- З аг^ /  -(-Зах'^з' + а 0/р.з' 4“ a 3Vo2 "ЬЗаг2!*]2 4r 3a i2}*22 -f~ 
+  а02рз2 4~ ■1 • "Н a3j,!J-o; “Ь За2; i*х̂" —f-3ciiJ,"i*ay" -Ь а</(Аз; 4~ • • • 4~

-)- Азг (J-or ~Н Зй2Г(А1Г 4“ 3fll' |Л2Г 4~ й0г р.зг = с?з,

Но' Ч- ^аз1^ !1 —|— баг^г1 +  4ai,(i3/ -\ -й ^ 0г 4аз2(Ах2 4- баг2!^2 4~
-)- 4oi2]X32 -J- QoV*2 "Ь • ■ ■ 4_а4-/ 1ло; _Н4азу р-х̂  ~Н 6 0,4}  з̂- -̂Ь

-|- а0' (j-4̂  -f- • • • а, г̂ |V 4" 4a3r (iir -j- 6 fl2r ^2Г 4~ 4flir [*зг 4~ u0r ц.4г =  dn,

a5\xo' ~t- 5a4,|Ai/ 4~ Юйз'^2' “Ь lO f l ^ p V  + 5 i/|A4/ 4-а о/Р,5/4~ йб2^ 2 4~5q42|h2 i 

10a32|j 22 4~ Юаг^з2 +  5fli2|J.42 4~ OqVs2 +  • • • -)- <V ji0; -(- 5a4;|j.i/ 4~
-j- 10a3; [jV 4* Юа^ pV 4" 5fli; 4* °</ "I- ’ ‘ ‘ 4~ air\*-d ”b 5̂ 4r !l ir 4" 

4~ 10a3r jj.2r 4" Юа2г н-зг -\-5ciir jj-4r 4~ аог Рбг — d6,

*v* n ! ' ' . ' '  1 " y 1 n ! 2 2
I — m) ! a«—m l\i a0^ £ ± n m ! In—m\ 1 a «-m=o m I (n — tn) ! 1 *» n—n» 1 г « 0 1 m=o m ! (n—m) 1 r "» « —m 

1 n I / /
=0 m 1(п — /П)! «—m

2 2  nv * П I / / . j  i  . .
+  a 0 1 Ь r ^ n  т  \ ( п - ш  **m “n-m + ^n a 0 -̂  H

+  „ r iom  I1'(”:—ТЙУГ a n-m +  t"n a o =  d «> (3- 1 • 28)

Из рассмотрения системы уравнений (3.1.28) следует, что для 
получения решения этой системы необходимо провести минимум 
столько экспериментов, сколько каналов содержит исследуемый 
дискретный объект, то есть необходимо выполнить условие

р = г.

В противном случае система уравнений (3.1.28) неопределена. По 
результатам р экспериментов из первого равенства системы (3.1.28) 
с учетом обозначений (3.1.10), (3 .1 .15), (3.1.16) получим

О 1 - 2 2 . 1 J . , r r j
а 10 + а ю!А0 +  +  а ю1Ао+  ■■' +  a io^o~~dlO’

а 20^0 "I" °20 1̂0 а20 ^о”̂ - ■ ' ■ “Ь ^ о ^ о ” ^20’
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а г0 Н-о + 3 г 0  ^ 0 +  ■ "  +  а ло£о+ • '■ +  a r0 V-0 =  d r0- (3. 1. 29)

Реш ая последнюю систему уравнений, определяем моментную им­
пульсную переходную матрицу ДОУ нулевого порядка. Д алее  под­
ставляем  полученное решение в систему уравнений

«п  V-o + « 10 [а, +  ••• +  ап  и0 + а 1() !>•!+••• +  а „  !Ао +  а ,0

a2i +  а2о ' ’ +  а 2> ^  +  ‘ •• +  а 20 !xi “I-----+

“Ьа 21 :А0+ а20 К  =  ^21,

ар1 1̂ 0 + ар0 +  V  ^0 ^ ар0 !х1 +  +  ар1 1Ао + аро 1̂ =  dP1*

а рО ? 0  +  а р0 + a pi) 0̂+ ••■ + а рй 0̂ = d pO’

а ri !1о + а/-о h  + -----Ь ап И-о +  ar0 !Ai ”l------- ^

+  £Zrl “Ь а го =  dr l ’ ( 3 . 1 . 3 0 )

которая определяется вторым равенством системы (3 . 1 . 28 ) .  Реше­
нием системы (3 .1 . 30 )  является  моментная импульсная переходная 
матрица ДОУ первого порядка.

Продолжая этот процесс аналогичным образом, можно опреде­
лить моментную импульсную переходную матрицу ©-го порядка.

В том случае, если условия квазистационарности позволяют 
иметь количество экспериментов больше, чем число каналов. ДОУ

р > г ,  ' ( 3 . 1 . 31 )

системы алгебраических уравнений (3 . 1 . 29 ) ,  (3 .1 . 30 )  будут переоп­
ределены. Эту избыточную информацию можно использовать в це­
л ях  уменьшения влияния различного рода ошибок (ошибки изме­
рения, шумы, ошибки интегрирования и т ак  далее) на точность 
решения, решая выш еуказанные системы алгебраических уравне­
ний методом наименьших квадратов.

§ 3.2. М О Д И Ф И Ц И Р О В А Н Н Ы Й  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Й  М Е Т О Д  ' 
Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Г О  А Н А Л И З А  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  

О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я

В предыдущем параграфе разработан алгоритм расчета им­
пульсной переходной матрицы k(n)  в виде

оо

к  (n) =  { Z c : u t (л), ( 3 . 2 . 1 )
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требующий вычисления моментов [хо. Можно доказать ,  что с ув е ­
личением индекса 0  погрешности вычисления моментов импульс­
ной переходной функции быстро растут.  Это связано с тем, что 
обычно сигналы х(п)  и у(п)  снимаются с некоторыми ошибками, 
треугольная система алгебраических уравнений (3.1.17) приводит 
к тому, что ошибки определения моментов матрицы к (п)  значитель­
но превосходят ошибки расчета моментов сигналов х(п)  н у ( п )  [85].

С наибольшей точностью вычисляются моменты импульсной 
переходной функции нулевого порядка .  Поэтому рассмотрим моди­
фицированный метод определения импульсной переходной функции 
управляемого объекта.

Как  и прежде,  будем находить элементы импульсной переход­
ной матрицы дискретного объекта управления в виде дискретного 
ортогонального ряда  [32]

оо

ks (/г)= cti uei (n), (3. 2. 2)

где tii (a)  — дискретные ортогональные многочлены, определенные 
на полубесконечном интервале.

Представим равенство (3.1.12) в виде

Г  оо V  Хр ( я )  e ~ q n

У  2  Л. (п) его* =  — 1 = ^ ------------------ . (3. 2. 3)
6 =  1 / г= 0

Введем следующие обозначения:
00

V k. (п)е-*Г - 1* / ,  ( 3 . 2 . 4 . )П:~. О J
где ц — действительное число,

1 = 1 , 2 , . . . .
Преобразуем обе части равенства (3.2.2) по Лапласу  

00 00 00

kc (п) е- 1"1 — i  с, и, (п) e~qn (3. 2. 5)
(1 = 0  v '  п  = О  £ = 0  ' 1 w  . 4

Общее выражение для дискретных ортогональных многочленов 
имеет вид

uk (п) =  2 о « ,й п' , (3. 2. 6)

где конкретные зависимости для  постоянных а „ к ,  указанн ы х  выше 
ортогональных систем приведены в § 1.1.

Применив к  формуле (3.2.6) дискретное преобразование Л а п ­
ласа,  получим

»* <*> =  ,§„ «■»-  („ ^ |).+т ' я ’ е т ’ (3' 2 ' 7)
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где
\— еч О . . . О

2 ! 1 — е9 ••• О

/?,(*«) = v ! 2 ! О (3 . 2 . 8 )

1 1 2
(v—1)! (v—2)!

В качестве примера запишем шесть ортогональных дискретных 
функций и области времени

ио (п) =  «ПО.
U i (п ) ■—  О 0 ! -f- (Хц • Я ,

и2. (п) — «02 +  *12:.П +  а22 п2,
Мз (л) == а0з +  Зи-л+агз  п2 +  а 33-л3,
« 4 (л) =  а„1 +  а14• л +  а 24- л 2 +  а34■ л3 -f-ос44• л *,
и5 (л) =  а05 + a i 5-n + а 25-л2 +  а35 Л3 +  а45-Л4 + а 55-л5, (3. 2. 9)

и соответствующие функции в комплексной области

Д л я  дискретных функций Лагерра  преобразования по Лапласу 
имеют вид

f  (е/_411)Г, (в8» + 1 1 е 2« + 1 1 е «  +  1),

+  -( 7 ^ V  +  4е* +  1) +  (Р=Т)Г ( ^ + П ® * Ч - 1 1 в »  +  1) +

+  (~e/ - i ) 6  (е4?+  26е3Н  66e2l/ +  26eg +  0- (3.2.  10)

/i (<7) « п — __ , /г (<?) — « 12  теч— е 12 е'е? _  е-!/2
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Таким образом, уравнение (3.2.2) с учетом последних зависи­
мостей можно представить в виде

Придавая в последней формуле комплексному аргументу дей­
ствительные значения q = Ц\, q2. qz, ..., получим следующую систе­
му алгебраических уравнений:

решая которую можно найти неизвестные коэффициенты разлож е­
ния {сei} по нулевым моментам.

Подобный алгоритм в силу экспоненциального характера ядра  
дискретного преобразования Лапл аса  можно получить, если в к а ­
честве дискретного ортогонального базиса применить многочлены, 
составленные из системы линейно-независимых функций {е~сп}. 
Таким ортогональным базисом могут быть дискретные многочлены 
Чебышева и Кравчука (§ 1.2), определенные на интервале [0, jVJ, 
если в этих многочленах произвести замену переменной x =  Ne ".

Рассмотрим вопрос определения динамических характеристик 
ДОУ ортогональным методом моментов, когда ортогональным 
дискретным базисом являются многочлены Чебышева и Кравчука .

Предварительно определим, какое разложение дискретного пре­
образования Лапласа соответствует разложению к(п) в ряд

00
А,- ( ? ) =  Д j Q u . i  (</). (3. 2. 12)

{̂ 0 с и u ‘ i (Qj) — И;' > ./ — 1, 2 , ... v, (3. 2. 13)

(3. 2. 14)
00

Czk =  Д ор (п) К  (п) ик (л), (3. 2. 15)

00
r k =  „ Д  Р (п) I Uk (п) 12, (3. 2. 16)
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где р(п) — функция веса дискретного ортогонального базиса.  Для 
этого разложим функцию е~чп по выбранному базнсу. Получим

оо

ег-яп= ^ _ £ ! № L Uk{n)t ( 3 . 2 . 1 7 )

00

ск (q) =  о (П) е-4" ик (п). (3. 2. 18)

Учитывая зависимости (3.2.14),  (3.2.17) и свойство ортогональ­
ности дискретного базиса,  из определения дискретного преобразо­
вания Лапл аса  импульсной переходной матрицы будем иметь

оо 00

^  М  =  n S o р <"> {п) e~Qn ^  £ о-ТГ С* {Я)- t(3‘ 2 ‘ Ш)
Ряд  (3.2.19) сходится в правой части основной полосы плоскости 
q. Равенство (3.2.18) преобразуем к виду

с* (<7) =  ( — 1)*Т*<7№— 1)(<7 — 2) (<? — k +  l )a„(q — k +  1),
где а>, (q—&+1) определяется из явного выражения многочленов.

Следовательно,  интерполяционный ряд (3.2.19) можно привести 
к следующему виду:

Оо

К  ( q ) =  J o ( - l ) * Y* - y * - q ( q - l ) ( q - 2 ) . . . ( q - k  +  \) X

Х а к (q— k + l ) .  (3 .2 .20 )
Можно показать,  что ряд (3.2.20) т а к ж е  сходится.

Таким образом,  для определения неизвестных элементов ДОСХ 
{с гк} по моментам входных и выходных сигналов ДОУ необходи­
мо в интерполяционном ряде (3.2.20) принять 0 = 0, 1, 2, ... и вы­
разить {Сек} через значения k £ (q) в этих точках. Учитывая связь 
между  моментами функций и их дискретными преобразованиями 
Лапласа ,  значения k e (q) в точках 0 = 0, 1, 2, ... представляют со­
бой моменты нулевого порядка динамических характеристик ДОУ, 
которые определяются из системы алгебраических уравнений 
(3.1.29) по моментам нулевого порядка входных и выходных сиг­
налов.

§  3.3.  А Л Г О Р И Т М  Р А С Ч Е Т А  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  
Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я  

В Д Р О Б Н О - Р А Ц И О Н А Л Ь Н О М  В И ДЕ .
А П Р И О Р Н Ы Й  М Е Т О Д  МО МЕ Н ТО В

Рассмотрим дискретные объекты управления (ДОУ),  описывае­
мые системой разностных уравнений вида



Преобразуя эти уравнения по Лапласу ,  получим передаточную 
матрицу

К (я) =  II K i  (я), К 2 (я) , . . . ,  К А ч) ,  ••• . К г (я) II
элементы которой представляют собой дробно-рациональные функ­
ции

где

Рг (<7) =  v  bk qk, G (я) -  V  hk qk.
А = 0 * = 0

Предварительно рассмотрим решение задачи при
е = 1.

Тогда с учетом равенства (3.1.13) получим
х (а  +  j а>)

(3. 3. 1) 

(3. 3 .  2)

К ( Я ) -  К  ( ° +  ]»>) ■ у (а+/с>)

Р яд

оо
V

■пЭ) * +  J o ( ~ 1)VT T ^ V х (я) с- "*

00
V

П — О

00 пт  
| -1- (/ш>т  т = 0 т '

</('0е-зп .

v  (/«>У v
v=0 v ! п = 0nv | х (п) е~°п |

(3. 3. 3)

(3. 3. 4)

сходится абсолютно, поэтому из выражении (3.3.3) при v = т  по 
лучим

^  (hV  Yv
/( ( а +/(!))-■_----^ -------------- , v = 0 , 1 , 2 , . . . ,

^  (/<■>)'’ Pv
V =  0

(3. 3. 5)

где

То =  J Q х ( п ) е~*п , Yi : —  J 0nx (п ) е - з п  - •••

оо со

Tv =  - п  nV *  (п) Ро == -  „У ( « )  в"'  I ? 1 = 0  • п = 0

оо оо

^1= ~ п = о Пу^  е~1П ’ = - * Т Г -  у  (п)е~’гп =  О
(3 . 3 . 6)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях /ш в в ы ­
ражении (3.3.3) с учетом равенств (3.3.5) и (3.3.6),  получим соот­
ношения, определяющие коэффициенты многочлена Р (я ) ,  в виде
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Аналогичные соотношения можно получить для коэффициентов 
полинома G(q)

Рассмотрим определение динамических характеристик ДО\\ 
когда структура и вид разностных уравнений, описывающих иссле­
дуемые  ДОУ, априори известны.

Пусть передаточная функция ДОУ имеет вид

К  <* ) ” £ $ •  <3" 3' 8)
где

N ( q ) = b nqm +  bm_i  qm~' +  +  brf  +  1,
М (q) = ах ql + a x - i  <7Х~ Ч ------- \-<*i4 +  h  ( 3 . 3 . 9 )

Порядок многочленов N(q)  и M(q)  известен. В результате про­
веденного эксперимента необходимо определить величины коэффи­
циентов многочленов (3.3.9).  В данном случае задача решается 
априорным методом моментов, который заключается в следующем 
[26].

Обозначим
00 Оо

:’v “  ^ nk (п) е~ч)п , < X j =  ^ 0У (п) е-Ч}п ,
Оо

i , -=  ^  л: (п) e - qjn . (3. 3. 10)

Используя связь  моментов входных и выходных сигналов с момен­
тами импульсной переходной функции

00 00 оо

2  *  (п) e~qin =  У  у (п) ё~ч}п У  к (п) e~qin , (3. 3. 11)
п  =  0 п  — 0 п =  О

и равенства (3.3.8),  (3.3.9),  получим систему алгебраических у р а в ­
нений

f  ̂ т
- V r l ak <7/~ У  bk q f =  0, /= 1, 2 ......... т + }  +  2, (3. 3. 12)

;  k =  0 k = 0

которая определяет искомые коэффициенты ан и вь-
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Обобщим приведенный выше метод расчета для
г =  г.

При этом для реализации алгоритма (3.3.12) необходимо предва ­
рительно определить элементы моментной импульсной переходной 
матрицы

(3. 3. 13)

по формулам (3.1.14),  (3.1.29), (3.1.30).
Для реализации алгоритма (3.3.7) моменты составляющих вы­

ходного сигнала -хр, (3.1.3), определяющие соотношения (3.3.(>), 
находятся из уравнений (3.1.17) по моментам входных сигналов и 
элементам импульсной переходной матрицы (3.3.13).

§ ЛЛ. Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н Ы Й  А Н А Л И З  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  
О Б ЪЕКТОВ У П Р А В Л Е Н И Я  М Е Т О Д О М  О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х  С П Е К Т Р О В

Выше решалась задача определения динамических х арактери­
стик ДОУ ортогональным методом моментов, основанном на с в я ­
зи дискретного преобразования Лапл аса  с определением моментов 
функции. Однако в ряде случаев возможно решение этой задачи 
методом обобщенных спектров, то есть определение ДОСХ дискрет­
ного объекта по дискретным обобщенным спектрам (ДОС) вход­
ных и выходных сигналов [35].

При таком подходе решение можно провести следующим обра­
зом. Представим элементы импульсной переходной матрицы,  а 
т акже  элементы входной и выходной матрицы в виде следующих 
разложений:

00 СХ

УР. (л )  А ( ” )• хр " 2  cvi u i
i—Q

00

k, (п) -— V  c î Uj(n). (3. 4. 1)
/== о

Тогда, используя выражения (3.4.1),  дискретный аналог уравнения 
свертки для ДОУ

г *

хр (п) = 2  у pi (п — т )  kt (п)
= щ = 0

приводится к равенству
О3 р  оо 00 Оо

2  ср! ui (п) =  2  2  2  сР*ь uk (п ~  т ) 2  Cei ui (3 - 4 - 2) '
i  =  l е =  1 т = 0 f t = 0  / = 0

Преобразуем по Лапласу выражение  (3.4.2)
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2  cpi ui (я) =  2  2  2 ^ *  uft (?) “ /?)• (з. 4. з)
t = 0  s =  l  f e— 0  j  = s  0

Умножим обе части равенства (3.4.3) , на « , ( — и просуммируем 
в бесконечных пределах.  На основании дискретного аналога равен­
ства  Парсеваля получим

'  «  ® . <
V  V 1 " V  (

СП> 2 *  _  j^ C p tk  csj ct/ k ,
5 = 1 k =0 /=0

с о

СФ  =  2  “ ft (9) UJ (Я) Щ ( — q)- (3. 4. 4)
<7 = — o o

Так  к ак  в расчетах число элементов ДОСХ является  конечной ве­
личиной, то выражение  (3.4.4) для реальных расчетов дискретных 
объектов управления имеет вид

г I I

Cpi  =  2 2 2 СР‘ k c v i  Ct jk  •
= = i ft=o j =o

Величина c ‘P/-* = 0 при к и (или) j  >  i0.
Из формулы (3.4.5) следует важный для определения динами­

ческих характеристик вывод о том, что I элементов дискретных 
обобщенных спектров входной и выходной матрицы однозначно 
определяют I элементов ДОСХ импульсной переходной матрицы 
дискретного объекта управления,  и последние не зависят от эле­
ментов дискретных обобщенных спектров, индекс которых боль­
ше /. •

Таким образом, з ад ача  определения динамических характери­
стик дискретных объектов управления данным методом заключа­
ется в решении треугольной системы алгебраических уравнений 
(3.4.5).  Получая аналогичные системы алгебраических уравнении 
для  различных отрезков входного и выходного сигналов, имеем 
необходимое число алгебраических уравнений, решая которые 
можно найти ДОСХ всех каналов ДОУ.

§ 3.5. М Е Т О Д  Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Г О  А Н А Л И З А  
Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б Ъ Е КТ ОВ  У П Р А В Л Е Н И Я  

ПО Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  Д А Н Н Ы М

При проведении практических исследований нередко встреча­
ются случаи,  когда предположение о квазистационарности управ­
ляемого  дискретного объекта не является обоснованным, так  как  
за  время проведения эксперимента его динамические характери­
стики существенно изменяются.  В рассматриваемом случае опреде­
лять  динамические характеристики объекта необходимо в предпо­
ложении,  что анализируемый объект является существенно неста­
ционарен [11].
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Пусть ДОУ описывается системой разностных уравнений вида
(1.2.4). Процесс изменения коэффициентов cii(n) и в](п)  неизвес­
тен. Рассмотрим случай, когда г =  р =  1.

Из системы (1.2.4) получим
N М

2  at (п) Л‘ х (п) =  У  bj (п) AJ у  (п). (3. 5. 1)
1 =  0 1 = 0  

Предположим, что на исследуемом интервале времени процесс 
изменения коэффициентов о , (п )  и ej(n)  можно аппроксимировать 
степенным рядом. Тогда

О
ai (п) =  2  п‘ > i =  0, 1, ... , N, (3. 5. 2)

Е=0
Q

bj (п)=  2  bji п' , j  =  0, 1 . . . ,  М. (3. 5. 3)

С учетом разложений (3.5.2) и (3.5.3) из уравнения (3.5.1) полу­
чим

N Q N а

2  2  аи п ' х (п) — 2  2  b/v п '1 <У' у  (п). ( 3 . 5 . 4 )
1=0 t г - 0  j  =  0 v = о

Преобразуем уравнение (3.5.4) по Лапласу .  После группировки 
членов по порядкам разностей получим

(aN0 qN +  aN- 1. о qN~ u Н--------М 0, о) *  (<7)~
— А  [(ад/, 1 qN Л-аы-\, i qN~ x Ч---------(- «о, i ) X  (? ) ]  +

+  • • • + ( —  1)у А 0 [ац, Q qN +  ад'- i ,  q qN~x Н----------V ao.Q) X  (q) | =
=  (Ьм,о qM +Ьм-\, 0 qM~ 4 ----- -И,„о) ^  (? )  —

—  А [ф м ,  1 q M +  &>f _ i ,  i ? ЛЧ --------- (- bo, I ) V' (9)1 -4-

+  -i-(— l)r; Д'; [bMt<; q-v  -f- Ьлг c, qM~ 4 --------Vbo,r,)Y (?) ] .  (3.5.5)

Для  к-ой производной произведения двух функций на основа­
нии формулы Ньютона-Лейбница имеем

Dk [(a*, k qN - fa jv - i ,  k qN~l H--------\-a0<k) X  (q)) =  Dk [ A k { q ) X  (<?)] =
=  A k (q) X* (q) +  kA„' (q) (?) +  ••• +

+  Скт А к" (q) X*-™ (q) +  • • • +  A kk (q) X  (q), (3. 5. 6)
D*[(bu, k q u + b u - i ,  к qM~ l -\----- -\-b0, h)Y  (<?)] =

=  D* [Bk (q) Y  (?)] -= Bk (q)Yk (q) +  k B k' (q) Y <*-»> (q) +
H--------\-Сцт (q) (?) +  • • • +  s /  (q) Y  (q), (3. 5. 7)

Г, d
г л е °  =  - 1йГ-
Следовательно, из уравнения (3-5.5), учитывая ,  что
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Dk X (q) =  ( — 1)* У  x (n) e- i"  л* =  ( i/,  (3. 5. 8)
п = О

)
Dk Y(q) =  ( — 1)* ^  У («) e - *n n* =■■" (3. 5. 9)

n = 0

получим

£>o (<?) (J-ô — £11 (<7) txi'v+  ' • • + ( — 1)й E Ю (<7) !’ Q = 

= - - ^ o ( 4 ) tV - f i i (< 7 h u > '  + - -  +  ( - l ) t f/ri f i ( ^ ,  (3.5.  10)
где

E io (q) — E0 (q) -j- E\ (q) -f- E ^ (q) 4- • • • -f- ( — 1)° (q),

E n ( q ) ^ E 1 ( q ) + 2 E 2' ( q ) + 3 E a* ( q ) + -  +  ( -  1 )0C#"'lE ^ ~ l) (q),

E w ( q ) - - ( ~  1)0 Eqq (<1 ),
E *  {q) -  D k ( cln, i qN -f- Qn —i, i qN~x • • • -(-  Oo, i )■ (3. 5 .  11) 

Аналогично имеем

F i0 (q) =  F0 (q) +  TV (?) +  F a* (q) +  • • • +  ( -  I f  F <6 (q),

F u ( q )  F l (q) +  2Ft ' ( q ) - 3 F 3*(q)+ .. .  +  ( - 1 ) в  C%-'F%l-'\q),

F iG (q)--= ( - I f  F^iq), (3.5.  12)
где

F f  (q) =  D* (6m. / qM +  bM-i ,  / </M- ’ +  • ■ • +  b0tJ).

З а д а в а я с ь  значениями q =  0, 1, 2, .., из равенства (3.5.10) получим 
систему уравнений

Ею (1)[**0 — £ ц ( 1 )  JJ.1J + ----- ( -(— 1)° £ iq (1 )h*q =■--

-  Fiо(1) \ X o - F n  (I)  ^  +  - • ■ + ( -  1)« F Ui (I) l i , ,

£ , о (2) ц*0-  Еп  (2) ^  +  -  ■ +  ( -  1)0 £ i 0(2)p*0 =

= F 10(2)|tf0- f 11( 2 ) ^ 1 +  • • • + ( - l ) Gf i « ( 2 ) ^ G (3 .5 .  13)

Решением системы (3.5.13) является  искомый спектр процесса 
изменения коэффициентов разностного уравнения (3.5.1) на иссле­
дуемом интервале времени.

Если исследуемый ДОУ имеет г входов, по методике, изложен­
ной выше,  получим систему уравнений 
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X
ЕЮ (<7) ~ Eu  (?) H------- Hi— 1)0 £i<? I*iq =

^ F l0 ( g ) ^ +  F\У * +  . . .  +  К о ^ Г  +  Z7',, ( f l h >  +  ^ ,  h , 2i +

- !- ••■+ ^11 ■•• + ( - l ) ' f i , h ru + ( - l ) r ^ r h , 2‘ +

+  - . - + ( - l ) ^ l r u V ,  p=- 1, 2. . . . , r ,  ( 3 . 5 .1 4 )

решая которую можно найти параметры полиномов, характеризую­
щих процесс изменения коэффициентов разностных уравнений, 
описывающих динамику всех каналов ДОУ

§  3.6. А Л Г О Р И Т М  С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Г О  А Н А Л И З А  
Д И С К Р Е Т Н Ы Х  О Б Ъ Е КТ ОВ  У П Р А В Л Е Н И Я  
С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы М  М Е Т О Д О М  М О М Е Н Т О В

■’* В ряде случаев при исследовании ДОУ необходимо определить 
динамические характеристики объекта управления в установив­
шемся режиме ио статистическим характеристикам его входных и 
выходных сигналов [8].

При этом приходится решать дискретный аналог уравнения 
Фредгольма первого рода с разностным ядром. Рассмотрим реше­
ние этого уравнения спектральным методом моментов [ 3 4 ] .

Дискретный аналог уравнения Фредгольма первого рода для 
е = 1 имеет вид

ОО

Яху(п)~ k{n) R y y (n — m), ( 3 . 6 . 1 )
т — —оо

Rxu(n) — нзаимнокорреляционнан функция входного и выходного 
сигналов у(п)  и х(п)  соответственно,

R uii( h) — автокорреляционная функция входного сигнала,
к(п) — искомая импульсная переходная функция дискретной 

системы автоматического управления.
Импульсная переходная функция к(п)  определяется в виде раз ­

ложения в ряд по ортогональному базису дискретного переменного 
iii(ti) и может быть представлена так:

ОО

k ( n )~  У  с ,  и. (п). ( 3 .  6 .  2 )
I = 0

Как и выше, задача сводится к определению элементов ДОСХ ис­
следуемого дискретного объекта.

Таким образом, для решения этого уравнения необходимо при­
менить двустороннее дискретное преобразование Лапласа .  В ком­
плексной области уравнение ( 3 . 6 . 1 )  имеет вид [ 1 1 4 ]

Rxy (q) -- k (ii) Ryy 07). ( 3 .  6 .  3 )

Это выражение можно представить следующим образом:
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оо

■ 'jry V'"/ ^ ^  r b y i i f b  ^  * ' y y '
n  =  — OO n  =  —  CD n =  — oo

R xy (n ) e-*» =  У  k (n) e - * n V  /? (л) e-*» . ( 3 . 6 .  4)

Из выражения (3.6.4),  пользуясь разложением ядра дискретно­
го преобразования Лапласа  е- ®” в ряд  Маклорена

е-оп = 1 + 2  (— 1)*4 т  Я*
к =О

и приравнивая члены при одинаковых степенях q, можно получить 
зависимость моментов импульсной переходной функции от момен­
тов взаимной и автокорреляционной функции входного и выход­
ного сигналов

D0 D-у D-2— В» D3— 3Z>2M-i /q r- r-\
^  К  ’ ',i3== Do  ̂ )

В выражении (3.6.5) обозначено
Oo 00

!**= 2  nk k(n), Вк= 2  nk Ryy(n),
n = —oo n = —ao

oo

2  ( 3 . 6 . 6 )
n =  —oo

где |i/,, Bh и Dk — представляют собой вышеуказанные моменты. 
Уравнения (3.6.5) имеют простой вид, так  как

В\ ~ В$ = В$ = ... = О
вследствие четности автокорреляционной функции.

Решение задачи классическим методом моментов возможно при 
условии, что взаимная и автокорреляционная функции Rxy (п) и 
Ryv(n) быстро стремятся к нулю и не имеют постоянной или перио­
дической составляющих.

Дал ее  рассмотрим,  к ак  определяются моменты взаимокорре- 
ляционной функции Bk и моменты автокорреляционной функции 
Dh. Запишем выражения  для двухстороннего дискретного преоб­
разования Л а п л а с а  соответствующих корреляционных функций

00

Rxy (q)=  2  R*y(n) e~qn’ ( 3 . 6 . 7 )
n — —оо 
Оо

Ryy (Я)^ 2  Ryy (п) е~чп ■ ■ (3- 6- 8)
п = —<*>

Возьмем k-ю производную от обеих частей выражения (3.6.7).

к

[D* R xy {q)]q= c = D k

108

'*у
V

2  Я яЛ п ) е - « *
П —— 00
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dq ’
с — масштабный коэффициент функции веса,  соответствующей 

применяемой^’ дискретному ортогональному базису.
Производя в правой части выражения  (3.6.9) операцию взятия 

производной под знаком суммирования,  имеем
00

[D*Rxu(q)]q=с = ( - 1 ) *  2  nk Rx y (n)e~™.  ( 3 . 6 .1 0 )
п==—оо

Следовательно,
[D* Rx y (q)]q=c =  ( - \ ) *  Dk. ( 3 . 6 . 1 1 )

В этом выражении е~сп — функция веса выбранного базиса.
Аналогично определяется момент автокорреляционной функции 

входного сигнала системы автоматического управления из вы р а ­
жения (3.6.8)

[О* R yj  (у)}д=с =  ( -  1)* Bk. (3. 6. 12)
Таким образом, решение задачи сводится к определению по 

формулам (3.6.11) и (3.6.12) моментов взаимной и автокорреля­
ционных функций сигналов х ( п ) , и у(п) ,  затем по формулам
(3.6.5) определяются моменты импульсной переходной функции си­
стемы |Яц. По найденным моментам jxK находятся ДОСХ {с\} объ­
екта по зависимостям,  соответствующим выбранному дискретному 
ортогональному базису. Например, для  функций и полиномов Л а ­
герра дискретного аргумента элементы ДОСХ определяются по 
формулам

со ~  Ио> Ct =  [j.0 — g p i ,  Сг =  'А0 —  2gu.i +  у -p- £ 2|j.2 ,

3 1
с3 -=!*<)— 3#(Н +  - 2 Т £ 2 Р2 -----Г Г  ё 3

„ с4 :|i,0 — 4^14 +  -|у — g a Из +  - j y  g l {Ч, (3. 6. 13)

где g — масштабный коэффициент веса для  функций и полиномов 
Лагерра (3.1.24),  (3.1.25).

Разностное уравнение, описывающее динамику ДОУ по з а д а н ­
ным автокорреляционной функции входного сигнала и взаимно­
корреляционной функции входного и выходного сигналов дискрет­
ного эргодического стационарного случайного процесса, в ком­
плексной области имеем вид

р g
2  ft  4i Ryy (<7)= 2  m i У  R*y  (?)• 6 ‘ 14)£=0 i=0

где fi и mi — соответственно коэффициенты правой и левой час ­
ти разностного уравнения.



Коэффициенты выражения (3.G.14) связаны с моментами авто­
корреляционной функции (3.6.12) соотношениями

т  -  ( - 1)Г/ R т  -  я

г а
X1 ' ! I Я \ к/П:(i k) ! k !

Подобными выражениями определяется зависимость коэффи­
циентов /,• от моментов взаимнокорреляционной функции (3.6.11). 

Обобщим изложенную методику для случая
е = г.

Уравнение (3.6.1) преобразуется к виду
Г «
2  2  >> («  — "О кг (т ) == ЯхУ1,(п), (3. 6. 16)

£ = 1  1 7 1 = — СО

где/?уе )^(п) — элементы матрицы взаимной и автокорреляцион­
ной функции входных сигналов y g для соответст­
вующих индексов,

R Xyp {n) — элементы матрицы взаимнокорреляционной функ­
ции входных yg и выходного х сигналов, 

k, ( т )  — элементы импульсной переходной матрицы много­
мерной дискретной системы автоматического уп­
равления,

е — номер входного сигнала многомерной системы, 
р — номер реализации в системе (3.6.16).

Уравнения (3.6.16) целесообразно решать в области комплекс­
ного переменного. Д ля  этого, применяя двустороннее дискретное 
преобразование Лапласа ,  получим

R yy (q)K{q)-~ Rxy (Я), ( 3 . 6 .1 7 )

где элементы матриц имеют вид
оо оо

К Л я ) =  2  ^  (Л) e-<"4 R ye Ур (<?) = 2  Ryt УР е~яп >
« = —00 п — —оо

ос

Rxyp(4) = 2  Rxyp («) е~ чп ’ е= 1, 2...... г,
п  = —00

г — число входных сигналов многомерных ДОУ.
Из выражения (3.6.17) следует

Р . (Я)
К,  07) =  - £ ^ р  (3- 6- 18)
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где
Pyiyi 

Ry nit

(?)

(я)

Ryzyi (Я) ••

Ry-iUi (я) •••

R-Уг У1 (?) Ryr УУ (?)

Руг У1 (я) ••• R y m  (?)

р . (?) =
Ryi У* (?) Ру2Уг (?) •• Ryt 'yt {q) ... Ryry„ (q)

R-УхУг (я) Ryiyr (?) “ ■ Ryt уг ••• %угуг '(?)

Р-У1У1 (?) Ry-iyi (q) • Rxyi (я) • Ryryi (q)

Pyiy-Z (?) Ry-iyi (я) ••■ Rxy-Ля) • Р угу., (?)

P (q)  =
P y iy (Я) Руг yt (Я) ••• Rxy. ( я ) .•• R yry( ( ? )

R y i Ur (q) Ругуг (?) •*• R x y r (я) •• • .Vr'(?)
Переход но временную область осуществляется ортогональным 

методом моментов.
Введем следующие обозначения:

оо

-  1  n“ kЕ (") Р (п) (3 ‘ 6 ‘ 19)
п  = —ОО

— В-й момент элементов импульсной переходой матрицы,
00

А р» = 2  пн Rx4p (п) ^ (п) * (3. 6. 20)
/1 = — ОО

— В-й момент элементов матрицы нзаимнокорреляционной функ­
ции входных и выходных сигналов,

оо

Я р н  ■ 2  * у .  ур ( п ) р ( п )  ( 3 . 6 .  2 1 )
П = —  ОО

— В-й момент взаимной и автокорреляционной функции, соответ­
ствующий индексам входных сигналов,

р (п) — функция веса выбранного базиса.
Моменты указанных выше величин и соответствующие произ­

водные этих величин в области q связаны м еж ду  собой соотноше­
ниями [23].

( - 1 ) "  ие.  =  kt (q) |?=g , ( - I f  A pe =  D* Rxyp (q) |?=e ,

( - 1  r K «  =  D» R n  yp{q)\„= i , ( 3 - 6 . 2 2 )

g  — масштабный коэффициент веса для применяемых ортого­
нальных многочленов дискретного, аргумента .
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Таким образом, используя введенные понятия, решение прово­
дится следующим образом. По записям корреляционных функции 
входных и выходных сигналов определяются моменты элементов 
матрицы взаимной и автокорреляционных функций по выражени­
ям (3.6.20) и (3.6.21).  Далее ,  подставляя найденные значения Лр

D ^и Одр в выражение 'числителя и знаменателя матричного урав ­
нения (3.6.18),  можно определить элементы матрицы /(Е (q).

Беря производные по (-)-ую включительно от найденных выра­
жений Kt (q) и используя формулу (3.6.19), определяются мо­
менты элементов импульсной переходной матрицы.

Чтобы определить элементы импульсной переходной матрицы 
в виде разложения по ортогональным многочленам дискретного 
аргумента ,  то есть в виде

необходимо найти для конкретного базиса зависимость элементов 
ДОСХ от определенных выше моментов цн.

§  3.7. С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Й  А Н А Л И З  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  
О Б Ъ Е К Т О В  У П Р А В Л Е Н И Я  ПО О Б О Б Щ Е Н Н Ы М  С П Е К Т Р А М  

В Х О Д Н Ы Х  И В Ы Х О Д Н Ы Х  С И Г Н А Л О В

Определение динамических характеристик дискретных объек­
тов управления (ДОУ) по статистическим данным можно провес­
ти во временной области, то есть по обобщенным спектрам вход­
ных и выходных сигналов. Д л я  этого корреляционные функции 
Rxy (п)  и Rvv (п) представляются в виде разложения в ряд по 
ортогональной дискретной системе элементов.

Рассмотрим методику разложения указанных выше величин 
на примере автокорреляционной функции Ryy (п). Разложение 
взаимиокорреляционной функции Rxy (п) производится аналогич­
ным образом.

Д л я  эргодического стационарного дискретного случайного про­
цесса автокорреляционная функция входного сигнала описывает­
ся равенством [78]

Представим Ryy (п) в виде разложения в ряд  по ортогональ­
ным многочленам (п)  дискретного аргумента

СО

R y y {n) =  l im ^  У(п) y i n  т ) .
N-<-ao I л , _ 0 .

(3. 7. 1)

00
R y y  ( п )  =  2  Щ «,■ ( « ) •

i =0
(3. 7. 2)
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В выражении (3.7.2) коэффициенты разложения а* представляют 
собой спектр данной автокорреляционной функции и определяют­
ся из равенства

00
«,• 2  R y у (п ) U; (п). (3. 7. 3)

п = 0

Подставляя значение Ryy (п) из выражения (3.7.1) в равенство 
(3.7.3), получим

00 00

2  l im 2<vj i —  У(п)У ( n ~ m ) u i {n) =0 N—>oo Т n = = _ N

N 00

=  lim  va/ -д-i —  У ( п) —  y ( n  — m ) u j (n) =AUco „ ^ д г  л,—о
N

= W + T  ^  y ( n ) G ( n ) .  ( 3 . 7 .4 )
п=—N

В выражении (3.7.4) обозначено
00

G ( n ) =  у(п  — m)u i (n). ( 3 . 7 . 5 )
п =  о

Таким образом, по выражению (3.7.4) с учетом равенства (3.7.5) 
легко реализовать блок-схему вычислителя спектров данных сиг­
налов.

Итак,  применяя вышеуказанную методику,  корреляционные 
функции представляем в виде

i

Rxy ( « )  = 2  b i и) ( " )»  п >  °>
/=1 

I
R x У ( Я ) =  ^  dJ Uj  ( —  ")> « <

/ = 1|
^уу (я) =  а/ “/ (я)- п >  °- 

/ =1
i

Ryy(n)= У  ci jUj(— n), п < 0, ( 3 . 7 . 6 )
/=i

где
ы;- ( «) =  и</ +  Н--------[- UjinL (3. 7. 7)

С другой стороны корреляционные функции R yy (п) и Rxy (п)  
можно записать в виде степенных рядов

Rxy (п) =  Rxyo + Rxyl'n +  R Xy1~2y + + Rxy.l~fT' n
8— 6267 113



* * , w = - £ +  -  - п - .  ” < » .

Я у у  ( rt)  =  ЯууО +  ^ ? у у 1 'Я  +  / ?УУ2 ~ 2 Т +  ■' '  +  ^ y y i  7Т> п  >  О-

R yy (п) — R yyo -h R yyi ' n -h R yy2 ~j j  ~1------- Ь (— l)' tfyyi  т у .  п < 0 .  (3.7.8)

Коэффициенты выражения (3.7.8) однозначно связаны с коэф­
фициентами равенств (3.7.6).  Т ак  коэффициенты {Ryyj} опреде­
ляются через спектры {а;} по следующим соотношениям:

Яууо =  а о «о 0 +  W o 1 +  • • 'a i ио>

Ryyi =  a i t i i1 -f-Q2Mi2+  • • •

R yy2 = 2 ! [агНг1 -j-азИг2 ~Ь • — ha iu2'],

Ryyl = i \ a i ull. ( 3 .7 .9 )

Аналогичными соотношениями связаны коэффициенты {Rxyj} 
со спектрами {bj} и коэффициенты {R'xyj} с {d,}.

Импульсную переходную функцию /с (п) определяем в виде 
ряда

k ( n )=  k0 +  kin +  k2 - ^  +  . . .  +  ki - f r  +  --. . (3 .7 .10 )

Теперь, когда величины Rxy (п), R yy (п), к (п) представлены в 
виде разложений в степенные ряды, подставим эти разложения 
в выражение, связывающее корреляционные функции сигналов И' 
импульсную переходную функцию ДОУ. В результате этого для 
физически реализуемой системы с учетом свойства четности авто­
корреляционной функции получим

Rxyo Rxy 1 * n -\-Rxy,2-5- Г +  +Rxyi  -TT +  R rv0 — Rxv 1 ■" +xy? 2 ! ~  7 7  A .vy0 jryl

+  Rxy2 - J f  + ----- )- (— 1)‘ Rxyl —  =

oo

-  2 2 ( « „ . + * „ . - £ - +  ••• +  * , » т г )  X
m=0

X [k Q +  ki(n  — m) +  k2 ■ H----- • ( 3 . 7 .1 1 )

Из выражения (3.7.11) определяются коэффициенты разложе­
ния импульсной переходной функции {/Cj}. Приравнивая члены 
при одинаковых степенях п и д ел ая  соответствующие преобразо­
вания,  получим 
114



, х̂уй х̂уО , х̂у\ "Ь х̂у\
К° ~  2/?уу0 ’ 1 _  ZRyyo

Rxyl ^ху2 ^^хх2 '
у у окг ~  2R

По полученным составляющим {&*} определяется 
переходная функция ДОУ по формуле (3.7.10).

(3. 7. 12) 

импульсная



Г л а в а  IV

А Л Г О Р И Т М Ы  Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Г О  
И С Т АТ ИСТ ИЧЕСКОГ О СИНТЕЗА Д И С К Р Е Т Н Ы Х  

С ИС Т ЕМ А ВТ ОМАТ ИЧЕСКОГО У П Р А В Л Е Н И Я  
ПО А Н А Л И Т И Ч Е С К И М  И Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  

Д А Н Н Ы М

§  4.1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  ПО К Р И Т Е Р И Ю  М И Н И М У М А  
С Р Е Д Н Е - К В А Д Р А Т И Ч Е С К О Й  О Ш И Б К И  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  

Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  
У П Р А В Л Е Н И Я  ПО А Н А Л И Т И Ч Е С К И М  Д А Н Н Ы М

В сякая  дискретная система автоматического управления 
(ДСАУ) осуществляет преобразование совокупности входных сиг­
налов в совокупность выходных сигналов в соответствии с з ад ан ­
ным алгоритмом. З ад ач а  выбора динамических характеристик си­
стемы не представляет особых трудностей, если входные сигналы 
детерминированы. Однако на практике кроме полезной состав­
ляющей g (п) входные сигналы содержат случайные помехи 
т  (п).  В этом случае задача  определения динамических х аракте ­
ристик системы значительно усложняется ,  поскольку требует 
выполнения преобразования входных сигналов в выходные с з а ­
данной степенью точности при малых  случайных воздействиях.

Задача  выбора оператора преобразования указанных выше ве ­
личин из условия получения экстремальных значений заданных 
критериев называется  задачей синтеза оптимальных динамических 
характеристик дискретной системы. Широкое распространение, 
вследствие своей простоты, получил метод оптимизации, основан­
ный на критерии минимума среднеквадратической ошибки. Впер­
вые [106] задача  синтеза в смысле минимума среднеквадратичес­
кой ошибки поставлена и решена А. Н. Колмогоровым, к а к  з а д а ­
ча интерполяции и экстраполяции стационарных случайных после­
довательностей.  Затем Н. Винер распространил эту теорию на 
непрерывные случайные процессы и дал решение задачи опреде­
ления оптимальной импульсной функции системы, находящейся 
под влиянием стационарных случайных воздействий.

Ниже будут  приведены допущения, которые приняты при фор­
мулировке задачи определения оптимальных динамических х арак ­
теристик дискретных систем. Эти допущения в точности совпадают 
с допущениями,  на которых основана теория Н. Винера. Поэтому 
рассматриваемую зад ач у  определения оптимальной дискретной 
системы будем называть дискретным аналогом задачи Н. Винера. 
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Пусть на вход ДСАУ поступает сигнал вида 
У (л) + g  (я) +  т ( я ) , (4. 1. 1)

где
g (п) — полезный случайный сигнал,
т  (п) — случайный сигнал помехи.
Предположим, что обе составляющие входного сигнала я в л я ­

ются стационарными случайными функциями с нулевым м ат е м а ­
тическим ожиданием и корреляционными функциями

Rgg (л), Rmm (и), R gm (л) и R mg (л).
Искомую дискретную оптимальную систему будем определять 

в классе линейных- систем. Кроме этого необходимо выполнение 
условия физической осуществимости, то есть к (п) = О при п <  О, 
где к (п) — импульсная переходная функция оптимизируемой 
ДСАУ.

Работа оптимального самонастраивающегося фильтра заклю­
чается в том, что в процессе функционирования системы измеря­
ются значения входных и выходных сигналов и по ним вычисля­
ются характеристики корректирующего фильтра, соответствующие 
минимуму оптимизирующего функционала.

В процессе работы ДСАУ известна только сумма  полезного 
входного сигнала и помехи, а для определения оптимальных х а ­
рактеристик необходимо знание одной из составляющих g (п) 
или т  (п).

Рассмотрим решение задачи в случае ,  если возможно в некото­
рые моменты времени отключать полезный сигнал и производить 
запись помехи.
Разность

е (п) =  х (п) — f (п)  (4.1.2)
будем называть ошибкой преобразования.  В выражении (4.1.2) 
обозначено:

х (п) —• желаемый выходной сигнал ДСАУ,
f (п) — фактический выходной сигнал ДСАУ.

Математическое ожидание ошибки преобразования:
УИ[е(л)] =  0, з2=  R„  (0)->min, ( 4 . 1 . 3 )

где ст2 — дисперсия ошибки воспроизведения входного сигнала .
Из выражения (4.1.3) получим

о» =■ Rf f (0) +  Rgg (0) +  R mm (0) - R fg (0) Rg f (Q) +
+  Rfm (0) +  R mf (0) +  Rgm (0) +  Rng (0). ( 4 . 1 . 4 )

Для определения характеристик оптимальной дискретной си­
стемы требуется минимизировать функционал (4.1.4).  Учитывая 
в выражении (4.1.4) только члены, зависящие от характеристик  
корректирующего фильтра, условие оптимизации примет вид

32 = ( а )  _  Rfg + Rj m (4.1.5)



Будем представлять импульсную переходную функцию коррек­
тирующего дискретного фильтра в виде ортогонального ряда.  В 
работе [108] показано, что для  объектов высокого порядка (до 
8 - : -  16) достаточно точное представление функции веса достигается 
7 -ь9  членами ортогонального ряда.  Вместе с тем было показано, что 
эти семь — девять членов целиком определяют динамическую си­
стему и дают возможность провести ее полный анализ.

Поэтому логичной является  задача определения оптимальной 
ДОСХ, то есть таких коэффициентов {Ск}, которые обеспечили 
бы выполнение заданного критерия качества.

Представление импульсной переходной функции в виде орто­
гонального ряда является  полезным с той точки зрения, что такое 
представление позволит использовать прямые методы вариацион­
ного исчисления, с помощью которых задача оптимизации реша­
ется значительно проще, чем использование, предположим, мето­
да последовательных приближений в функциональном пространст­
ве. При использовании понятия ДОСХ автоматически решается 
з ад ача  реализации найденного оператора. В качестве дискретного 
базиса при рассмотрении вопросов построения аналитических са­
монастраивающихся моделей и систем выбираются функции, оп­
ределенные на интервале (0, оо ] и имеющие дискретное преобра­
зование Лапласа .  Эти функции легко физически реализуются с 
помощью RC  — элементов и ЦВМ.

Использование же функциональных пространств ставит в каче­
стве самостоятельной и достаточно серьезной задачи задачу реа­
лизации найденного оператора. Синтез аналитических самонаст­
раивающихся дискретных систем в первую очередь требует реше­
ния этой задачи.

Таким образом, импульсная переходная функция дискретного 
корректирующего фильтра определяется в виде

М п) =  2  ci ui ( n)- (4- i -б)
I =1

Элементы ортогонального дискретного базиса должны удов­
летворять  условию

оо

I M / O K Z 2. 2 l w; (n)\< 0 °- (4 . I . 7)
£ =0

Требуется определить величины с,- таким образом, чтобы дис­
персия (4.1.3) ошибки воспроизведения полезного сигнала g (п) 
на выходе системы была минимальной при данной структуре 
фильтра (4.1.6).

Согласно дискретному аналогу выражения свертки имеем
р оо

/ ( « ) =  2  С1 2  “i(n) У (k — n). ( 4 . 1 . 8 )
i = 1  п  — 0
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Таким образом, на основании представлений (4.1.6) и (4.1.8) 
для минимизируемого выражения (4.1.5) получим

N N о» .ов

«г =  2  2  ci ci 2  X R/f(п — k) ut ( « ) uj ( « ) —
i  =  1 / =s 1 n = 0  n  = 0

N 00 N

£ =1 (1 =0
Л/ ,V

£ =  1 n = 0 . 
N

=  2 2  ct cJ F i j — 2 l ci F i’
£= 1 /= 1 £ = 1

где

/"’/у = 2  2  R f f ( n  — k) Ut (ll) Uj (n ), 
WasO П  =  0 

oo

^ = 2  [ * „ ( » ) - * / , ( « ) ] « ,  (л).n=0

(4. 1.9)

(4. 1. 10)

(4. 1. 11)

Находя разности от выражения (4.1.9),  получим систему уравне­
ний относительно искомой ДОСХ корректирующего дискретного 
фильтра, которая имеет вид

$ l FtJcj = F l, i =- 2, . ( 4 . 1 .1 2 )
/=1

В процессе работы системы, пользуясь записью сигнала помехи 
т  (п), определяется величина F a  (п).

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Обозначая
к

st (n)=  2  y ( n ) u t (k — n), ( 4 . 1 . 1 3 )
п  =  0

покажем,  что

FU (п) =  4 -  2  si (") SJ w - (4. 1. 14)
n  = 0

Поскольку |у (n) | < А, то можно записать

| y (k  — n) у  (k — u) ut (n)Uj (n) | A p | ut (n) || Uj(n) | . (4. 1. 15\

На основании выражения (4.1.15) и указанных выше ограни­
чений получим [78]

N

1 V
~2jV—[-1 -

ч п  =  О
оо со

П т  У  V
п= 0  »=о

п =  О п  —О

2дГ+Т~ 2  y ( k  — n ) y ( k  — u)
п=О

Mi (и) Uj (п) ■■
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Оо ОО

- = 2  2  R yy (п - ^  и> ^ =
1 1 = 0  я  = 0

2Л/-И
(4. 1. 16)

Выражение (4.1.14) доказано.
Таким образом, дискретный автоматический фильтр будет реа­

лизовывать сдедующий алгоритм:

поскольку аналогично доказанному выше можно показать,  что

где величина т.\ (п) является  заранее записанной реализацией 
шума т  (п).

В общем случае система уравнений (4.1.12) имеет единствен­
ное решение, .при этом при k ->00 F,j (п) -»■ Fij и Fi (п) ->■ F,  
и, следовательно,  решение системы (4.1.12) стремится к реше­
нию системы при эталонном значении Fij и Ft.

Так к ак  решение системы (4.1.17) при фиксированном k можег 
сильно отличаться от оптимальных значений с,-, то на фильтр вмес­
то коэффициентов с* (k) можно подавать коэффициенты с\ (к), 
определяемые равенствами

са и с? — установленные заранее верхняя и нижняя границы

Структурная схема фильтра для N = 2 изображена на 
рис. 4.1.1.

В заключение заметим,  что в случае, если полезная и случай­
ная составляющие входного сигнала дискретной системы некор- 
релированы,  вычисление выражения (4.1.18) не требует записи 
реализации помехи. В этом случае для Fi получим алгоритм вида

N

2  Fij (п) ci =  Fi ( « ) .  / = 1
(4. 1. 17)

к k

F i (л) = - j  2  у  и  s ‘ ^  ~ Y  2 т 1 (п) si (п), ( 4 . 1 .1 8 )
п  = 0

с(. (k) =  ci (к) при с, (£ )<  Сз ,

С; (£) =  <?* При С; ( k )  <  Са ,

Ct(k) =  c? при ck ( k ) > c ? , (4. 1. 19)

где

изменения коэффициентов разложения (4.1.6).
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n=0 n  = 0

Д ля  выражения (4.1.20) т акж е  верны условия ограничения 
ДОСХ (4.1.19).

ияи|
шума
Rdt.

Е М
^бо9ротор\-^-~&ре9нитрц5&

т и а в т с т
(/**0*<ГГМ6рНп)

FJ№
foо

Ч(п1-т,/п1

^ у м ^ и тгЦ ^ и с̂ргдиитепь

UMpomop \-^ * \хреВиут»/1̂ 1̂ - 

\цнношитгл̂ ддл днит ш

Д_

Рис. 4././. Структурная схема оптимизирующего фильтра при
N = 2.

§  4.2.  А Л Г О Р И Т М  Р А С Ч Е Т А  О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  

У П Р А В Л Е Н И Я  ПО Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  Д А Н Н Ы М

Предположим, что свойства шума т ( п )  (4.1.1) неизвестны, а 
статистические свойства полезного сигнала определяются в ы р а ж е ­
нием

Я (л) =£i (nH-ga (n ) ,  ( 4 . 2 . 1 )
в котором

g\(n) — регулярная составляющая,  величина которой либо по­
стоянна, либо медленно меняющаяся на интервале настройки 
функция времени, такая ,  что ее можно считать постоянной;

8 2 (п) — случайная составляющая полезного сигнала,  которая 
является стационарной, эргодичной, с нулевым математическим 
ожиданием.

Запись одной из реализаций случайной составляющей g 2 (п) 
известна. Допустим, что шум стационарен, эргодичещ с нулевым 
математическим ожиданием.

Задача  оптимизации в этом случае формулируется так.  Найти 
минимум функционала

со оо '

2  — R mm (n — u ) k  (п) k (и) (4. 2. 2)
n = 0 «  =  U

при следующих ограничениях:
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H o ^ l — k(n), til =  ~  nk(n), ... ,
» n = 0 n=0

oo

H, =  ( — l ) r+1 2  n r fc(n). ( 4 .2 .3 )
n =  0

Импульсную переходную функцию корректирующего д искрет ­
ного фильтра будем определять в виде (4.1.6).

Предполагая,  что оптимальный оператор дискретной системы с 
достаточной степенью точности определяется координатами выб­
ранного базиса,  имеем

N N СО 00

i* =  2  2 2 с<с; 2  22 Я т *  (" — “) “ *(«) “у (")• ( 4 . 2 .4 )
i  = 1  / -j=1 n  — l) u = 0

Обозначая
оо оо

22  22  я»»«  (/г— и) и (") ^  Fu’п = 0 и = 0
оо

ио'= >] (л), -н' =  22  nui (п) .........
71=0 п=О

оо

р / =--■(-1)Г £ « Г «/(«)• (4.2.5)
п  =  0

получим следующую формулировку задачи:  
найти минимум функционала

_  N N
г2=  2  'ZctCjFu,  (4.2.6)

£ =1 /=1
если граничные условия имеют вид

N N

M l — Ио --- 1 +  i  С,' !х0 I ^ 2  — --- (*1 +  21. с; ••• >£ = 1 t = 1

М г= - р , +  5  с, а/. (4 .2 .7 )
t=I

Заметим,  что искомые элементы ДОСХ {с,} являются незави­
симыми. Д ля  отыскания экстремума функционала (4.2.6) приме­
ним, метод множителей Л а гр ан ж а  при ограничениях (4.2.7). Полу­
чим функцию Л а г р а н ж а  в виде

N N
Ф -  2  ^  ct CjFu +  h  Mi +  ).2M2 +  --- + \ M r. (4 .2.9)

i — 1 /=-= 1
Таким образом (N + г) неизвестных {с;} и Хг находятся из г 

уравнений, полученных из системы (4.2.7),  и N уравнений, полу­
ченных из условия минимизации функционала (4.2.9) и имеют вид 
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N N

(10 ----  1 +  2  С; Ц(/ =  0 ,  ---- Jj-l +  i .  С, ( l l '  =  0 ,  ,
I =1 t=l

N

—  !x r +  , - 2  , с ;

N
2 с,- Fц -f- Xi р./ -f- Xo [is’ ~ b Iх/ — 0, i — \ , 2 , ... , N. (4. 2. 10)

/=i
Повторяя рассуждения,  приведенные в § 4.1, найдем, что на 

практике параметры корректирующего фильтра {с*} будут  реше­
нием систамы

N
2 с j Fij (п , о) +  Xip,i' ц/ ----- +>. ц/ =  0,

/= 1
i — 1 , 2 .........N, ( 4 . 2 . 1 1 )

где
N

Fij («.  » ) ^  J  2  Si (П> °) SJ ('1> °)> (4 - 2 ‘ 12)
п =0 

N

si (п<3) =  2  у  ^  ~  т )- (4 - 2- 13  ̂
п=0

Анализируя систему уравнений (4.2.10),  можно заметить ,  что 
для определения оптимальных значений {с,} необходимо опреде­
лять Fij(n/ а).  Так  как  входной сигнал имеет постоянную состав ­
ляющую g (n ) ,  то для вычисления F ij(n ,  а)  необходимо с помощью 
ЦВМ проводить центрирование случайного процесса у(п) .

Таким образом, в результате реализации алгоритма (4.2.10) 
оптимальная модель корректирующего фильтра определяется р а ­
венством

N

*Ф ( « И  2  с« «/(«)• 
t= 1

Можно показать [62], что

l i m е/(2 =  е2.
п-* оо

На основе утверждения о том, что система (4.2.10) позволяет 
найти оптимальные значения ДОСХ динамической модели в выб­
ранном дискретном ортогональном базисе, можно сделать вывод,  
что среднеквадратическая ошибка на выходе фильтра, определяе­
мого коэффициентами {с,} и при k >  М (М — интервал времени, 
через который значения F ij(n , о)  достаточно мало отличаются от 
значений Рц) будет близка к величине средиеквадратичеекой 
ошибки на выходе оптимального фильтра, а динамическая ошибка
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воспроизведения регулярной составляющей g (n )  не будет превы­
шать  наперед заданной величины egmax-

Так  как  возможности аналогового фильтра ограничены, а т а к ­
ж е  при k <  М, при решении системы уравнений (4.2.10) могут 
иметь место значительные ошибки. На фильтр, реализующий опти­
мальный оператор, необходимо в этих случаях подавать значения 
Ci(n) в соответствии с равенствами (4.1.19).

§  4.3. М Е Т О Д  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  О П Т И М А Л Ь Н О Й  ПО К Р И Т Е Р И Ю  
М И Н И М У М А  С Р Е Д Н Е К В А Д Р А Т И Ч Е С К О Й  О Ш И Б К И  Д И С К Р Е Т Н О Й  

О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О Й  С П Е К Т Р А Л Ь Н О Й  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  
М Е Т О Д О М  Н А И С К О Р Е И Ш Е Г О  С П У С К А

Известно [83], что методы теории оптимальных процессов приво­
д я т  вариационные проблемы к решению некоторых других задач,  
таких к ак  решение разностных уравнений при наличии краевых ус ­
ловий и условий в промежуточных точках отрезков суммирования. 
Последние задачи оказываются достаточно простыми лишь в от­
дельных случаях.  Обычно ж е  нужное решение может быть найдено 
лишь в процессе численных расчетов последовательными прибли­
жениями.

Одним из таких численных методов решения оптимальных з а ­
дач является  метод наискорейшего спуска,  который состоит в по­
следовательном улучшении некоторого произвольно заданного опе­
ратора.  Основное в методе наискорейшего спуска заключается в 
установлении признаков наиболее подходящего исправления пара ­
метров динамических характеристик системы предыдущего прибли­
жения.

Пусть динамические характеристики искомого дискретного 
фильтра определяются импульсной переходной функцией (п) 
^ L2. При этом

то есть удовлетворяет условию физической реализации.
Будем определять &ф (п) в виде ортогонального разложения 

по дискретному базису

00
V

п = 0

00
(4.3.  1)

где дискретный базис {и* (п)}  удовлетворяет условию

2 j  | и,(п) | <  оо, / =  1 , 2 .........V (4.3.  2)
п=0
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Таким образом, задача оптимизации исследуемой Д С А У  сво­
дится к определению ее дискретной ортогональной спектральной 
характеристики (ДОСХ) [10].

Пусть на вход дискретной системы поступает сигнал
y(n)=-g{n)  +  m(n),  ( 4 . 3 .3 )

где
g (п) — полезный сигнал, который требуется воспроизвести; 
т  (п) — «почти» стационарная, эргодическая на рассматри­

ваемом интервале времени помеха.
Для корреляционных функций процессов g (п) и т  (п) 

справедливо условие

— I R i n) I < ° ° ,п=0
кроме того.

т ( п )  | <  А и | Я И  I А 2
для всех п.

В соответствии с постановкой задачи  необходимо найти опти­
мальные динамические характеристики корректирующего фильт­
ра, доставляющие минимум функционалу

N

7 2 = ~ 2 F f T  2  [ £ ( « ) - / W ’ (4- 3 - 4)
n = —N

где f (п) — реальный сигнал на выходе дискретной системы.
Применяя дискретное преобразование Лапласа  к  выражению

(4.3.1), перейдем в комплексную область. Далее ,  используя дис­
кретный аналог равенства Парсеваля ,  получим

n = - N

=  lim 
w-*- 2 W + 1

+ir-
-2V  \  y * u » > ) F  o«) ^

—/тс
(4. 3. 5)

а для ошибки воспроизведения входного сигнала g (п ) с учетом 
разложения (4.3.1) в области q будем иметь

+/п N

\ G (/to) — 2  ci ui 0'®) Y  (/co)

X G* (/<»)

X

V ci и *  (/co) Y* (/«>)
i =1 dio.

(4. 3. 6)

Определяя экстремум выражения (4.3.G), получим следующие з а ­
висимости:
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* 1 =  f
dc, J

— ui (/ш) у  (/<•>) G* (/(*) —  » ,*  (/ш) (;'o))X

XG (;'u)) +  ut (/ш) у  (/со) ^  ck uk* 0 'ш) (/ш) +
fe=l

w
+  « ;* (/со) г *  (/со) V  (/(О) г  (/о,)

А = 1

или согласно выражению (4.3.5),  и обозначая

dw

rf;2
dci- =  I

У. (/г) =  У] у  (п) щ (/г — /г),
п = 0

— И; (/(О) (/Ш)---U;* (/ О)) »  (/(0) +

(4. 3. 7) 

(4. 3. 8)

+  Vt (/ш) F *  ( /ш )+  У,* (/ш) F  (/m)dcu =  2 J (/to) F *  (/ш) d(D —
—00

00
- 2 X  Я у#г О К О '<»)]<*«> (4-3 .9)

Рассмотрим решение задачи в случае, когда необходимо вы­
делить полезный сигнал g (п) с известными статистическими 
свойствами.  При этом статистические свойства помехи изменяют­
ся в широких пределах.

Включая в структурную схему оптимизируемой дискретной 
системы генератор случайных воздействий, можно вычислять вто­
рое слагаемое выражения (4.3.9)

00

Bi ^  $ Ryg 0 Ш)—  оо
Итак, окончательно получаем выражение

dz 2 
dct =  2 1

L 2^+1 n^ - N V l { n ) n n ) ~ Bi.
(4. 3. 10)

V-Jn)

' ^ Ь^чиспитвт — .

Генератор 
случайных 
сигналов с 
заданными 
статисти­
ческими,со о О стром о

Рис. 4.3.1. Структурная схема фильтра оп­
тимизации методом наискорейшего спуска.
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которое реализуется
структурной схемой, при­
веденной на рис. 4.3.1, и 
является  блоком подст­
ройки ДОСХ корректиру­
ющего фильтра. Сигнал на 
выходе этого блока будет 
до тех пор, пока не будет 
выполнено условие

—  = Оdcj
то есть условие оптимиза­
ции.



В случае, если входной сигнал и помехи не коррелированы, з а ­
дача упрощается,  поскольку слагаемое {В;} можно вычислить з а ­
ранее по известным статистическим свойствам полезного входного 
сигнала.

В заключение заметим, что при использовании спектрального 
метода оптимизации автоматически решаются вопросы реализации 
корректирующего дискретного фильтра, поскольку алгоритм
(4.3.1) легко реализуется на цифровых вычислительных машинах 
и на аналоговых элементах.

§  4.4. А Л Г О Р И Т М  К О Р Р Е К Ц И И  И О Б Щ А Я  С Т Р У К Т У Р Н А Я  СХ ЕМ А  
Д И С К Р Е Т Н О Й  А Н А Л И Т И Ч Е С К О Й  С А М О Н А С Т Р А И В А Ю Щ Е Й С Я  С И С Т Е М Ы

Условия работы ДСАУ часто предъявляют к последним не 
только требование производить анализ существующих условий р а ­
боты, но и свой синтез на основании этого анализа из условий по­
лучения требуемых или оптимальных динамических характерис­
тик. Таким образом, и этом случае задачи ДСАУ можно сформу­
лировать следующим образом:

1. Определение текущих динамических характеристик системы.
2. Определение оптимальных динамических характеристик по 

какому-либо критерию оптимизации. В случае ДСАУ стабилиза­
ции эта задача упрощается,  т а к  к ак  оптимальные характеристики 
системы подаются извне, по заранее подготовленному алгоритму.

3. Определение динамических характеристик корректирующего 
фильтра на основании данных,  полученных в п. 1 и 2.

Будем называть дискретную систему автоматического управле­
ния, отвечающую указанным выше требованиям,  дискретной ан а ­
литической самонастраивающейся системой управления (ДАСНС).

Изложенное в главе ' I II  и настоящей главе позволяет решить 
задачи первых двух пунктов.

Задача  коррекции ДАСН С отличается своей спецификой, 
поскольку ее можно решать к а к  с помощью дискретных,  т а к  и с 
помощью непрерывных фильтров. В выборе метода коррекции час­
то приходится решать компромиссную задачу ,  т а к  к ак  дискретные 
фильтры гораздо сложнее при реализации, но отличаются просто­
той расчетов, непрерывные, наоборот, легко реализуемы,  по, к ак  
правило, точного расчета их сделать  не удается ,  и применяются в 
основном приближенные методы,  погрешность которых необходи­
мо учитывать для каждого конкретного случая.

Рассмотрим метод коррекции ДАСНС с помощью дискретного 
фильтра ортогональным методом.  При этом следует отметить, что 
динамические характеристики последнего, полученные ортогональ­
ным методом, имеют аналитическое выражение вида,  который лег­
ко реализуется на ЦВМ, а в случае отсутствия вычислительной 
машины в контуре ДАСНС могут быть легко формализованы на 
непрерывных элементах. Тем самым описываемый ниже метод со-
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вершенствует коррекцию Д А С Н С  с помощью дискретных фильт­
ров, повышает точность реализации всей ДАСНС, приобретает по­
ложительные качества метода коррекции с помощью непрерывных 
фильтров.

Определение характеристик корректирующего контура ДАСНС 
использует информацию, полученную в результате определения те­
кущих динамических характеристик системы и решения задачи 
оптимизации. Поскольку две последние задачи решаются ортого­
нальным методом, то, естественно, и задачу коррекции т ак ж е  ре­
шать ортогональным методом, что сохраняет единую методику ре­
шения всей задачи самонастройки [30].

Задача коррекции формулируется так:  по текущим и оптималь­
ным дискретным ортогональным спектральным характеристикам 
(ДОСХ) определить ДОСХ корректирующего фильтра, который 
бы обеспечил требуемый режим работы ДАСНС. Несколько кон­
кретизируем поставленную задачу .  Будем рассматривать коррек­
цию ДАСНС с помощью последовательно включенного дискрет­
ного фильтра в прямой цепи, обратную связь для простоты вы­
кладок  считаем единичной.

Представим импульсные переходные функции замкнутой и ра ­
зомкнутой ДАСНС в виде

Оо оо

M « )  = — c f u i i n ) .  к (л )=  1 c . i > u i (n), ( 4 . 4 .1 )
» = 0  £ = 0

где Ui (п) — ортогональные многочлены дискретного аргумента; 
{с,-3} и { с ;Р } — элементы ДОСХ замкнутой и разомкнутой сис­

темы соответственно.
На основании изложенного в § 1.7 для ДОСХ последователь­

ного соединения дискретных фильтров имеем 
«  50 ! + / ! : (

ск ^  ci cf ° k4 ’ ~СЧ \ ^  Uj ^  “* (  — ?) йя- (4. 4. 2)
£=0 / =0 .

ДОСХ соединения дискретных фильтров с обратной связью опре­
деляется  следующими зависимостями:

для  неединичной обратной связи
ОО ОО ОО 00

V 1 V 4  .к - k  V i  i —ОС <() —т  .
1  2  с/ с /  Сц =  Сз +  2 л  i  Cl С/ СЦ > ‘ {А- 4- 3)

i = 0  / = 0  i 0 /= 0

для  единичной обратной связи
оо оо оо оо

V  V  1 ,[l 1 V  V  1 Ф1 ~ т  , А  А АК

2 .  2 *  c i c i  CH =  +  2d  2 л  Ci с / с ц  • ( 4 - 4 - 4 )
1 =о /=о ; =о о

Таким образом,  по формулам (4-4.2) (4.4.4) можно опре­
делить ДОСХ корректирующего дискретного фильтра {с/I’} для 
решаемой задачи, то есть решить задачу коррекции ДАСНС.
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Д ля  вычисления интеграла (4.4.2) воспользуемся теоремой вы­
четов. Сделаем замену переменной L4 = z.
Тогда

271/
 ̂ 11 * , ( ~ г ) и; (*) U] (г)

dz =  V Выч
“ ft ( i )  Щ (г) U] (г)

L Z L  г

причем вычеты берутся по всем особым точкам функций UK (  -jr)
“/ (г) uj (г) 

или . ---------------- .

Отметим, что Сц =  с*,-.
Система уравнений (4.4.2) представляет собой алгебраическую 

линейную бесконечную систему уравнений с бесконечным числом 
неизвестных с/. Если в разложениях (4.4.1) выбрать конечное чис­
ло членов, то получим
Ci — Ci [C iV n 1 +  с22 C ia4------- \ - cr2Cirl ]-\------- 1- с/  [Ci2cri H --------h cr2crr1],

cl — Cl [Cl2 Cn' -f- C22 Ci2( + -----1- С 2 Cirl\ +  • • • +  с / [Cl2 Cri ' -[-----+  Cr2 crrl ],

c r — Г11 [Ci2 C l !  C22 Cl2r +  • • • " Ь  с 2 C i r r ] -f- • • • +  C,.1 [Cl2 Cr i r -\-Cr 2Cr r r ] ,

Если в качестве ортонормированной системы функций {Uj (п)}  
выбрана система экспоненциальных функций дискретного ар гу ­
мента, то коэффициенты а,/* удовлетворяют условию

а,7 = 0  при шах (/, i ) > k .
В этом случае система (4.4.2) имеет треугольный вид

C l  —C l С12 Си1,
с2 =  Cl' [Cl2 Си2 +  С22 Cn2],-}- [с-i [Cl2 C212 +  C22 C222],

Cr - C l 1 [Cl2 C n r +  •• • • +  C 2 C l / ]  -\------- h e , 1 [Cl2 Cr i r H ------- 1- С /  c r/].

Структура корректирующего фильтра представлена на рис. 4.4.1.
С учетом вышеизложенного на рис. 4.4.2 представлена п олная - 

структурная схема ДАСНС, в которой динамические характерис-

Р и с. 4.4.1. Структурная 
схема корректирующего 

фильтра.
9-6267

f E E f r f
k m .,'  I

Бпон У \4БлонЗ\{~Блон2

Р и с. 4.4.2. Структурная 
схема ДАСНС.
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тики вычисляются по статистическим данным, то есть по взаимной 
Rxy (п)  и автокорреляционной Rvy (п) функциям входного у (п) 
и выходного х (п) сигналов.

Блок 1 представляет собой дискретный ортогональный корре­
лятор, функция которого сводится к определению обобщенных 
спектров вышеназванных корреляционных функций {а,-}, {£>; } и 
{di}, то есть имеется в виду представление корреляционных функ­
ций в виде разложения в ряд  по ортогональным многочленам дис­
кретного аргумента

i
Rvy (п) =  a L ut (п), п>  0, я < 0 ,

;=о
/

R (п)=  2  ^  М«)> я > 0 ,
£ = 0

I
Rxy И  =  2  dt ut (п), п < 0. (4.4.  5)

i = 0

В этом блоке реализуется следующий алгоритм:
оо

«t =  -2А'_ 1 2  У(п) ° ( п)> ( 4 .4 .6 )
п ——N

оо

G (п) =  ^  У (п — т ) ui (п)- (4*4- 7)
i = о

Аналогичные выражения определяют значения {£*} и и {di }.
В блоке 2 производится вычисление текущей импульсной пере­

ходной функции ДАСПС, которая предварительно представляет­
ся в виде ряда

k (ri) =  k0 +  kin -{-••• kj - т у  -j- • • • . (4. 4. 8)

Коэффициенты этого ряда  {ki} выражаются через обобщенные 
спектры корреляционных .функций, поэтому блок 2 реализует з а ­
висимости

и _/о (*;)-г/о' (di) , _  /i (b() + fi' (di)
0 2ф0 (a,) ’ K l~  2'% (a.)

h —  /з (^) +/g' (dj) — |2фг (dj) k0 . .  .  q .

2ф0 (a,) ’ -  I*. 4 . y j
Д л я  простоты написания в последнем выражении при обозна­

чении функций опущены фигурные скобки у  аргументов.
Функции f0 (bi), f i ( b i ) f o '  (di),  (di), .... tp0 (a {),  4>i (a0  —

являются сравнительно не сложными и значения их легко вычис­
ляются.  ,

В блоке 4 по заданному критерию оптимальности производит­
ся вычисление оптимальных динамических характеристик ДАСНС, 
предварительно осуществляя анализ входной величины. Матема-  
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гическая модель оптимальной замкнутой ДАСН С определяется в 
виде

i
k3 (п) =  X  с,3 щ (л).

[=0
Д ля  разомкнутой 'системы аналогичное выражение имеет сле­

дующий вид:
оо

k (л) =  2  c f  фг (л).
£=0

Информация о ДОСХ текущей и оптимальной импульсных пе­
реходных функций ДАСНС поступает в блок 3, реализующий а л ­
горитм

v  v  с. 1 С;Ф скц =  с3 +
I =0 / =0

v  V  С ’ сл— ■
i =0 / =0 7Ф«* . (4. 4. 10)

по которому определяется ДОСХ дискретного корректирующего 
фильтра (Д КФ) .

В случае ДАСНС стабилизации з адача  построения ее, к а к  у к а ­
зано выше, несколько упрощается в связи с тем,  что программа 
изменения динамических характеристик такой системы задается  
заранее, исходя из требований, предъявляемых  к  ней, и поэтому 
в общей схеме исключается решение задачи оптимизации. Блок- 
схема ДАСНС стабилизации представлена на рис. 4.4.3. В этой 
системе решение задач самонастройки проводится по обобщенным 
спектрам входного и выходного сигналов

у  (л) =  с i и, (л), (4 .4 .  11)

X (п) =  2  cxl ut (л). 
( = 0

(4. 4.»12)

Обобщенные спектры {су!} и { cXi } определяются по алгоритму, 
реализуемому блоком 1.

В блоке 2 путем решения треугольной системы уравнений

xbpawpucmyHu | \ БШ 7 \

{бш З ^ блоуЦ*-----1 бпонг \

Рис. 4.4.3. Структурная схема 
ДАСНС стабилизации.

Йм\~"

БЛОК i
Е

1
f Б ПОН 5  1- — I БЛОК S

Рис. 4.4.4. Блок-схема ДАСНС, 
реализующая ортогональный 

метод моментов.
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1 1 -У I
ch =  2  2  c*i cj сц ( 4 . 4 .1 3 )

i =0 / =0
вычисляется текущая Д О С Х  системы {c j} .

■ Блок 3 может быть представлен заранее составленной про­
граммой,  задающей функцию изменения ДОСХ ДАСНС, соглас­
но исполняемым последней задачам.

В блоке 4 вычисляются ДОСХ дискретного корректирующего 
фильтра по заданным ДОСХ блоком 3 и текущим ДОСХ систе­
мы, определяемых в блоке 2. Решение этой задачи проводится по 
методике, реализующей выражения (4.4.3) или (4.4.4).

Реализовать ДАСНС можно по схеме, в которой общая мето­
дика расчета процесса самонастройки основана на ортогональном 
методе моментов, другими словами, алгоритм самонастройки ис­
пользует представление входного и выходного сигналов, а т а к ж е  
динамических характеристик системы через моменты соответст­
вующих величин. Блок-схема такой ДАСНС представлена на рис. 
4.4.4.

В этой системе в блоке 1 по формулам
00

|i" =  2  у (п) л й Р (л), (4 .4 .  14)
п  = 0

СО

fi* =  — х ( п ) п в р(п) (4.4.  15)
п = 0

определяются моменты входного и выходного fx® сигналов.
Данные в блоке 1 поступают в блок 2, где по ним производится 
расчет моментов импульсной переходной функции системы. Далее ,  
в блоке 3 определяются элементы ДОСХ {Сг} системы и в д а л ь ­
нейшем схема реализации не отличается от представленной на 
рир. 4.4.2.

Возможен несколько иной вариант данного метода реализации, 
отличающийся от рассмотренного тем, что из блока оптимизации 
4 информация поступает в виде моментов оптимальной импульс­
ной переходной функции. При этом целесообразно алгоритм вы­
числения блока 5 построить на результатах,  полученных из блока
2 и блока 4, и, получив моменты импульсной переходной функции 
Д К Ф ,  определить их в блоке вычисления ДОСХ ДКФ по форму­
лам

£ф0  ~  РФо» Сф1 == Н’фо ^ Ф Г ,

£ ф 2  Р'фо -| 2 J ё  ^ ф 2»

3 1
сфЗ = (Аф0 — 3 g t v  g2! V ---- д-j- §3(АФз, (4. 4. 16)
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Таким образом, применение дискретных ортогональных спект­
ров дает возможность решить задачу построения дискретных ан а ­
литических самонастраивающихся систем автоматического управ ­
ления. Основные задачи,  связанные с построением указанных в ы ­
ше систем, решаются в терминах одного математического аппара ­
та  — теории ортогональных рядов дискретного переменного, что 
приводит к единству в полном алгоритме самонастройки и к про­
стоте реализации этого алгоритма.

\
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