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В книге дано изложение основ современной теории автоматического 
управления. Особенностью книги является новый подход к изложению тео
рии линейных систем. За основу принята общая теория линейных систем, 
а теория стационарных линейных систем выводится из общей теории как 
частный случай. В связи с этим за основную характеристику линейной систе
мы принята весовая функция. При этом, в отличие от традиционного под
хода, операционное исчисление не применяется в качестве инструмента для 
развития теории, а играет лишь вспомогательную роль как удобное средство 
для определения передаточных функций стационарных линейных систем по 
данным весовым функциям, и наоборот. В качестве основного метода опре
деления весовых функций линейных систем дастся метод моделирования 
сопряженных систем. Подчеркивается, что аппарат теории дифференциальных 
уравнений принципиально недостаточен для теории автоматических систем 
вследствие того, что многие применяемые в них элементы не могут быть 
описаны обыкновенными дифференциальными уравнениями пли даже урав
нениями в частных производных.

Второй особенностью к н и г и  является статистический подход к исследо
ванию процессов управления. Большую часть книги занимают методы 
изучения поведения автоматических систем при случайных возмущениях. 
Особое внимание уделяется статистической теории оптимальных систем.

Книга содержит общую теорию линейных систем, включающую методы 
математического описания непрерывных и дискретных линейных систем, 
теорию их соединений и структурных преобразований, методы исследования 
устойчивости линейных систем, теорию их статистического анализа и методы 
определения нх оптимальных характеристик; методы математического опи
сания нелинейных систем, теорию их устойчивости, методы исследования 
автоколебаний в нелинейных системах, приближенные методы статистического 
апализа, основанные па обычной и статистической линеаризации, методы 
определения оптимальных характеристик нелинейных систем по различным 
статистическим критериям и элементы теории оптимального управления. 
В частности, излагается решение задачи оптимального обнаружения сигналов 
в шумах u дается постановка задачи оптимальной селекции сигналов из всей 
совокупности принимаемых системой сигналов. Даются краткие сведения 
об основных элементах автоматических систем и их характеристиках и крат
кое изложение основ теории информации. В заключительной главе книги 
рассматривается общая проблема управления при отсутствии полной инфор
мации и дается краткое изложение основных принципов построения само
настраивающихся систем.

Табл. 8. Илл. 385. Библ. 92 назв.
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113 ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Современный этап развития автоматики характеризуется зна
чительным усложнением задач теории автоматического управления 
в связи с переходом от автоматизации отдельных объектов к комп
лексной автоматизации производственных процессов, от управле
ния отдельными объектами к одновременному управлению боль
шим числом взаимосвязанных объектов. Вследствие этого тра
диционное содержание теории автоматического регулирования и 
управления стало слишком узким. Возникла необходимость включе
ния в теорию автоматического управления ряда новых вопросов, 
связанных с передачей и преобразованием информации в авто
матических системах. Так, например, для решения задач управ
ления многими объектами существенно уметь оценивать количе
ство информации, передаваемой по линиям связи между объектами 
и от объектов к элементам системы управления, а также пропуск
ную способность каналов связи. А так как передача информации 
но каналам связи неизбежно сопровождается действием шумов 
и помех, то возникает необходимость использовать в конструк
циях систем управления и для их расчета современные методы обна
ружения сигналов в шумах и выделения их из шумов, т. е. методы 
оптимальной статистической обработки информации. Эти методы 
необходимы также для автоматического контроля процессов управ
ления и своевременного обнаружения и устранения неисправ
ностей. Наконец, вследствие того, что для автоматизации слож
ных процессов решающую роль играет точность работы систем 
управления, одним из важнейших разделов современной теории 
автоматического управления являются методы исследования точ
ности автоматических систем.

В современных сложных автоматических системах для обра
ботки информации приходится применять вычислительные машины 
как непрерывного действия, так и цифровые. Поэтому процессы 
передачи и преобразования информации в современных системах 
могут протекать как непрерывно, так и дискретно. Отсюда сле
дует, что в современной теории автоматического управления необ
ходимо изучать не только непрерывные, но и дискретные процессы 
в автоматических системах.

На основании приведенных соображений излагаемые в книге 
основы теории автоматического управления включают методы
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определения динамических характеристик непрерывных и ди
скретных автоматических систем, исследования их устойчивости 
и качества, методы структурного анализа и синтеза, методы расчета 
точности автоматических систем, вопросы передачи информации 
и методы оптимальной обработки информации.

Теоретической основой методов исследования точности автома
тических систем, изучения вопросов передачи информации и ме
тодов оптимальной обработки информации являются теория 
вероятностей и математическая статистика. Кроме того, изучение 
общих динамических свойств автоматической системы с учетом 
всего многообразия возможных входных сигналов также невоз
можно без привлечения статистических методов. Поэтому изло
жение общей теории автоматического управления ведется в книге 
в значительной мере на основе статистических методов. Статисти
ческий подход к исследованию точности и оценке качества систем 
управления рассматривается в книге как фундамент для реше
ния основпых проблем современной теории автоматического управ
ления и ее дальнейшего развития.

В современных задачах автоматического управления часто 
приходится иметь дело с существенно нестационарными системами 
и процессами. Поэтому за основу в книге принята общая теория 
динамических систем, применимая как к стационарным, так 
и к нестационарным системам. Теория стационарных систем выво
дится из общей теории как частный случай. В связи с этим при
шлось отказаться от привычного для специалистов в области 
автоматики и радиотехники подхода к построению теории стацио
нарных линейных спстем, основанного на применении операцион
ного исчисления. Вся теория автоматического управления разви
вается в книге боз применения операциопного исчисления. По 
нашему мнению, изложение от этого только выигрывает, стано
вится более наглядным, теснее связанным с физическими пред
ставлениями и менее формальным.

Изложение теории автоматического управления, как при
кладной инженерной науки, было бы недостаточно конкретным 
и читатель не мог бы самостоятельно освоить практическое приме
нение излагаемых в книге методов, без практических примеров. 
Поэтому в книге уделено большое внимание иллюстрации изла
гаемых методов примерами. Некоторые примеры имеют общий 
характер и применимы к различным конкретным системам, состав
ленным из различных элементов, основанных па использовании 
разных физических явлений. Наличие таких примеров позволяет 
применять излагаемые в книге методы инженерам самых различных 
специальностей. Кроме таких общих примеров, в книге имеется 
еще некоторое количество конкретных технических примеров, 
в которых рассматриваются вполне определеппые автоматические 
системы, состоящие из определенных элементов. Эти примеры
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позволят читателю глубже вникнуть в техническую сущпость 
задач автоматики.

Всякая автоматическая система состоит из ряда элементов. 
Динамические свойства системы в целом определяются динамиче
скими свойствами входящих в ее состав элементов. Поэтому мы 
сочли полезным включить в книгу пекоторые сведения об основ
ных элементах автоматических систем. Однако при этом мы огра
ничились только основными принципами устройства элементов, 
знание которых необходимо для определения их динамических 
характеристик, имея в виду, что для расчета автоматических 
систем имеют значение только динамические свойства элементов, 
а но их конкретная физическая реализация. Поэтому вопросы 
расчета и проектирования элементов автоматики в книге не изла
гаются.

Изложение теории автоматического управления строится 
н книге следующим образом: сначала излагаются общие способы 
математического описания динамических систем и их динамиче
ских характеристик, затем даются некоторые сведения об эле
ментах автоматических систем и их динамических характеристиках 
н после этого рассматриваются структуры автоматических систем, 
методы определения их динамических характеристик по динами
ческим характеристикам входящих в их состав элементов и более 
простых систем, и изучаются методы анализа и синтеза автомати
ческих систем.

В настоящее время существует точная и достаточно полная тео
рия линейных систем. Нелинейные системы изучены пока еще зна
чительно меньше. В частности, не существует общей точной теории 
нелинейных систем. Между тем практически в любой системе 
всегда имеются нелинейности, более или мепее существенно влияю
щие на ее поведение. Поэтому для практики необходимо уметь 
исследовать и рассчитывать не только линейные, но и нелинейные 
системы. Для исследования нелинейных систем приходится, как 
правило, прибегать к приближенным методам, которые практи
чески все основаны на применении в том или ином виде линейной 
теории, и частности различных методов линеаризации. Вслед
ствие этого мы сочли целесообразным изложить сначала теорию 
линейных систем по вышеприведенной схеме, затем по той же схеме 
методы исследования нелинейных систем и после этого основы 
теории передачи информации и методы определения оптимальных 
алгоритмов обработки информации и нахождения оптимальных 
систем для обнаружения и выделения сигналов в присутствии 
шумов и помех.

При разработке содержания книги мы тщательно следили за 
тем, чтобы в нее попало только собственно то, что может быть отне
сено непосредственно к современной теории автоматического 
Управления, и избегали включения общих математических вопро
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сов, которые можно рассматривать как математический аппарат, 
леж ащ ий в основе соответствующих разделов теории автоматиче
ского управления. В частности, мы нарушили традицию и не 
включили в теорию передачи информации общие сведения о ве
роятностном содержании понятий энтропии, информации, коли
чества информации и' их основных свойствах, считая, что эти 
вопросы относятся к общей теории вероятностей н применимы 
не только к задачам теории управления и связи. Вследствие этого 
удалось добиться весьма компактного изложения элементов тео
рии передачи информации по каналам связи в рамках одной 
небольшой главы. Без такого отбора материала книги было бы 
невозможно изложить основные вопросы современной теории авто
матического управления в рамках одной сравнительно небольшой 
книги.

В окончательной подготовке к н и г и  к  печати деятельную помощь 
авторам оказал JI. А. Чульский, которому авторы приносят свою 
глубокую благодарность.

Авторы заранее благодарят всех читателей, которые сочтут 
возможным прислать в издательство свои замечания относительно 
содержания книги и замеченных недостатков и опечаток.

Октябрь 1962 г. Авторы

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Во втором издании книга дополнена несколькими новыми пара
графами, разъяснениями и примерами. Кроме того, в нее внесены 
необходимые исправления замеченных неточностей и опечаток. 
Глава о самонастраивающихся системах (глава 12 первого изда
ния книги) перенесена в конец книги, что дает возможность чита
телю глубже понять принципы применения оптимальных статисти
ческих методов обработки информации в самонастраивающихся 
системах.

Октябрь 1966 г. Авторы
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В третьем издании книга дополнена несколькими новыми пара* 
графами и одной главой. В частности, в главу 14 добавлен § 14.8, 
содержащий изложение теории оптимальных систем, описываемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями (фильтров Кал- 
мэна). Новая глава 16 содержит изложение элементов теории опти
мального управления детерминированными системами. В связи 
с этим глава 16 второго издания в третьем издании стала главой 17. 
Кроме этих дополнений, в книгу внесены исправления замечен
ных неточностей и опечаток, а также сделаны некоторые редак
ционные улучшения и необходимые добавления, связанные с со
временным развитием теории управления.

Книга содержит 17 глав и приложения. В главе 1 даются общие 
представления о процессе управления, о составе автоматических 
систем и об их математическом описании. В главе 2 рассматри
ваются общие характеристики линейных систем. В главе 3 даются 
некоторые сведения об элементах автоматических систем, которые 
с достаточной для практики точностью можно считать линейными. 
Глава 4 посвящена методам определения характеристик линейных 
систем. В частности, здесь излагаются методы определения харак
теристик линейной системы по характеристикам входящих в ее 
состав более простых систем (в частности, элементов), методы на
хождения и моделирования сопряженных систем, рассматриваются 
структурные схемы автоматических систем и правила их преобра
зования. В заключение главы 4 рассматриваются стационарные 
линейные системы и их исследование методом частотных характе
ристик. В главе 5 из общей теории линейных систем, развитой 
в главе 2, выводятся основы теории дискретпых линейных систем. 
I лава 6 посвящена основным методам исследования устойчиво
сти линейных систем. В главе 7 излагаются методы исследования 
точности линейных систем, имеющих заданные характеристики, 
работающих под действиом как управляющих сигналов, так и 
случайных возмущении. В главе 8 рассматриваются основные осо
бенности нелинейных систем, вводится понятие элементарного 
>озынорционного нелинейного звена и рассматриваются характе
ра тики нелинейных звеньев. В частности, излагаются методы гар
монической и статистической линеаризации, а также метод сов- 
•естной статистической и гармонической линеаризации. В главе 9
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излагаются некоторые сведения об основных нелинейных элемен
тах автоматических систем. Глава 10 содержит методы исследова
ния устойчивости нелинейных систем, методы исследования авто
номных систем второго порядка с помощью фазовой плоскости, 
в частности метод точечных отображений, и приближенные методы 
исследования автоколебаний нелинейных систем, основанные на 
гармонической и совместной гармонической и статистической 
линеаризации. В главе 11 излагаются приближенные методы иссле
дования точности нелинейных систем, основанные на обычной 
и статистической линеаризации нелинейностей. Кроме того, рас
сматриваются некоторые вопросы приближенного исследопания 
точности автоматических систем методом статистических испыта
ний. В главе 12 излагаются элементы теории передачи информации 
по каналам связи. Здесь вводится понятие канала связи, рассма
триваются статистические свойства каналов связи и передаваемых 
по ним сигналов и выводится основная формула, определяющая 
пропускную способность канала связи. В главе 13 дается поста
новка общей задачи оптимальной обработки информации, рас
сматриваются различные статистические критерии оптимальности 
и выводится основное уравнение, определяющее оптимальную 
систему по критерию минимума средней квадратической ошибки. 
Из этого уравнения выводятся уравнения, определяющие опти
мальную линейную систему. В последнем параграфе как част
ный случай выводятся уравнения, определяющие оптимальную 
дискретную линейную систему по критерию минимума средней 
квадратической ошибки. В главе 14 излагаются методы решения 
основного интегрального уравнения, к которому приводится 
задача определения оптимальных линейных систем по критерию 
минимума средней квадратической ошибки. В последнем пара
графе главы 14 изложены методы определения оптимальных 
систем, описываемых обыкновенными дифференциальными уравне
ниями (теория фильтров Калмэпа). Глава 15 посвящена общ ему 
методу нахождения оптимальных алгоритмов обработки инфор
мации по любым статистическим критериям и применении* этого 
метода для решения задач выделения полезных сигналов пз ш умов, 
обнаружения полезных сигналов, искаженных помехами, и селек
ции полезных сигналов, сопровождаемых ложными сигналами. 
В главе 16 изложены элементы теории оптимального управления. 
Здесь даны основные сведения о принципе максимума J1. С . Пон- 
трягина и его учеников и его применении к задачам оптималь
ного управления, а'также о методе динамического программиро
вания Р. Веллмана в применении к задачам оптимизации управ
ления. Последняя глава 17 содержит основные сведении о  так 
называемых самонастраивающихся системах. В приложениях даны 
таблицы и номограммы, необходимые для практического приме
нения излагаемых в книге методов.



Все главы книги взапмпо связаны и вместе составляют единое 
целое. Однако некоторые главы все же имеют известную авто
номность, что дает возможность пользоваться книгой не только 
в целом, но и по частям.

Так, например, читатель, желающий изучить общие осно
вы теории управления н не интересующийся конкретными эле
ментами автоматических систем, может без ущерба пропустить 
главы 3 и 9.

Читатель, желающий ознакомиться с основными понятиями 
теории управления н методами исследования линейных систем 
при определенных (не случайных) входных возмущениях, может 
ограничиться чтением глав 1—6 и § 7.3.

Читатель, желающий ознакомиться еще и с приближенными 
методами исследования нелинейных систем прн определенных 
входных возмущениях, может ограничиться чтением глав 1—6, 
§ 7.3 и глав 8, 10, за исключением §§ 8.5, 8.6 и 10.7.

Прочитав главы 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 и 14, за исключением §§ 7.5, 
13.7 и 14.7, читатель может изучить основы статистической тео
рии непрерывных линейных систем. Прн этом для понимания 
изложенного в главе 7 достаточно предварительно прочесть главы 
1 и 2. Для понимапня изложенного в главе 11 достаточно про
честь главы 1, 2, 4, 7 и 8. Глава 13 требует знания содержания 
глав 1, 2 и 4. Для чтения главы 14 достаточно знать содержание 
глав 1, 2, 4 и §§ 7.4, 7.6, 13.5, 13.6 и 13.7.

Чтобы получить основные представления об автоматических 
системах и принципах устройства самонастраивающихся систем, 
достаточно прочесть главы 1, 2, § 4.1 и главу 17. Главы 12 и 16 
можно читать отдельно и независимо от остальных глав книги. 
Наконец, для понимания изложенного в главе 15 достаточно про
честь §§ 13.1, 13.2 и 14.6.

Книга рассчитана в основном на инженеров и студентов, зна
комых с основами высшей математики, физики, электротехники 
и радиотехники в объеме программ высших технических учебных 
заведений, а также с элементами теории вероятностей в объеме 
книги В. С. Пугачева 154).

Для читателей, желающих перед чтением книги вспомнить 
основы  электротехники и радиотехники, можно рекомендовать 
книги Л. С. Касаткина, М. А. Перекалниа и П. С. Сергеева 1301 
и В. ф. Власова [13].

Ясно, что чрезвычайно обширный материал, затронутый в кпи-
1 е, невозможно изложить с исчерпывающей полнотой в малом 
о ъеме. Поэтому в книге даны лишь основы автоматического 
Управления. Для детального изучения различных разделов теории 
сом атического управления отсылаем читателя к специальной 

д , ; ; с »*«‘тУР°- И частности, для более детального изучения мето-
1 исследования непрерывных стационарных линейных систем

ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМ У ИЗДАНИЮ 15
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можно рекомендовать книгу Г. В. Боде [8), книгу Д. К. Ньютона, 
JI. А. Гулда и Д. Ф. Кайзера [46] или коллективный труд «Основы 
автоматического регулирования» 147], том 1, «Теория», главы 
I — X X I. Для изучения стационарных дискретных линейных 
систем можно рекомендовать книгу Я . 3. Цыикина 172). Прибли
женные методы исследования нелинейных систем читатель может 
изучить но книге Е. П. Попова и И. П. Пальтова 1491 или по 
книге «Основы автоматического регулирования» [47], том 1, 
«Теория», главы X X V I—X X X IX . Специальные методы исследо
вания релейных систем читатель может изучить по книге Я. 3. Цып- 
кнна [73]. Для более глубокого изучения статистических методов 
теории автоматического управления читателю рекомендуется 
обратиться к книгам В. С.. Пугачева [53] и И. Е. Казакова 
и Б. Г. Доступова [28]. Для изучения теории оптимального управ
ления можно рекомендовать книгу JI. С. Понтрягнна, В. Г. Бол
тянского, Р. В. Гамкрелидзе и Е. Ф. Мищенко [48], а для изуче
ния динамического программирования — книги Р. Беллмана [77] 
и Р. Беллмана и Р. Калабы [78]. Наконец, элементы автоматиче
ских систем можно изучить по книге Б. С. Сотскова [67]. Обстоя
тельное изложение основ современной теории автоматического 
управления читатель может найти в трехтомном труде А . А. Во
ронова [82].

Книга представляет собой коллективный труд. Ее авторы:
B. С. П у г а ч е в  — главы 1, 2, 4 (исключая § 4.5 и пример 

4.1.4), 6, 7 (исключая § 7.7), 11 (исключая §§ 11.3 и 11.4), 12, 13 
(исключая пример 13.3.2), 14 (исключая § 14.5), 15 и §§ 3.16, 9.13,
17.1 и 17.6;

И. Е. К а з а к о в — главы 8, 10, 16 и §§ 17.2, 17.3 и 17.4;
Д. И. Г л а д к о в  — глава 3 (исключая §§ 3.7, 3.15 и 3.16), 

§ 9.3 и часть § 9.8;
JI. Г. Е в л а н о в  — глава 9 (исключая §§ 9.3, 9.13, часть 

§ 9.7 и часть § 9.8), §§ 3.7 и 17.5;
C. В. М а л ь ч и к о в  — §§ 4.5, 7.7, 11.3, 11.4 и 14.5;
A. Ф. М и ш а к о в  — § 3.15, часть § 9.7, примеры 4.1.4 

и 13.3.2;
B. Д. С е д о в — глава 5.
В подготовке первого издания книги принимал также участие 

покойный В. И. Соколов.
Общий замысел книги н разработка ее .плана принадлежат 

В. С. Пугачеву, написавшему большую часть книги на основе 
читанных им на протяжении ряда -лет курсов лекций.

Март 1973 г. Авторы



Г л а в а  1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО
• УПРАВЛЕНИЯ

§ 1.1. Понятие об управлении. Основные 
принципы управления

В окружающем нас мире повсюду протекают различные про
цессы управления. В частности, человек в своей практической 
деятельности постоянно использует различные физические явле
ния, законы природы для достижения определенных целей. При 
этом он в известной мере управляет силами природы, заставляя 
их работать в необходимом направлении. Особенно ярко это выра
жается с появлением техники. Человек управляет различными 
средствами транспорта, машинами в различных отраслях про
мышленности, химическими реакциями и разными другими про
цессами. Процессы управления протекают также в других обла
стях деятельности человека. Так, полководец во время войны 
управляет боевыми действиями состоящих в его распоряжении 
войск н боевой техники. Руководитель предприятия, учреждения 
или отрасли промышленности управляет деятельностью подчинен
ной ему организации. Процессы управления непрерывно проте
кают и в живой природе. В результате этих процессов в живом 
организме поддерживается практически постоянным ритм сердца 
и дыхания, температура тела и вообще обеспечивается функциони
рование всех органов и жизнедеятельность всего организма.

Управление — это такая организация того или иного процесса, 
которая обеспечивает достижение определенных целей.

Бурное развитие автоматики, электроники и вычислительной 
техники в послевоенный период привело к внедрению автоматики 
буквально во все области деятельности человека. Автоматика 
и автоматизация становятся главным направлением развития 
всей техники. Совершается переход от автоматизации отдельных 
простейших производственных операций к комплексной автома
тизации средств производства и производственных процессов. 
Появляются различные автоматические производственные линии 
и даже целые автоматические заводы. Решающую роль в разви
тии автоматики сыграло появление математических машин. Если 
D прошлом машины предназначались для освобождения человека 
f)T тяжелого физического труда, то сейчас наступила эпоха соз
дания машин принципиально нового типа, выполняющих некото-

Под ред. в. С. Пугачева
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рые функции человеческого мозга, в частности осуществляющих 
управление различными сложными процессами. Роль человека 
при этом сводится к организации работы автоматических систем 
и средств вычислительной техники, такому их проектированию, 
соединению и использованию, которое обеспечивает получение 
необходимых результатов с наименьшими затратами. Для реше
ния этих задач необходима паука о процессах управления ,и их 
общих закономерностях — теория управления.

В связи с повышением требований к эффективности управле
ния всеми отраслями народного хозяйства в последнее десятиле
тие возникла необходимость научной организации всех процес
сов управления, в том числе и осуществляемых с участием людей. 
Это выдвинуло перед теорией управления новые задачи. Если 
раньше было достаточно уметь исследовать процессы автомати
ческого управления техническими устройствами, то теперь необ
ходимо исследовать и рассчитывать также процессы управления 
сложными системами, содержащими коллективы людей, с помощью 
систем управления, в которых главную роль играют люди — 
соответствующие руководители. Поэтому теория управления пере
стала быть только теорией автоматического управления. В ной 
появилось новое научное направление — теория автоматизиро
ванных систем управления (АСУ). Теория автоматического управ
ления стала лишь частью общей теории управления.

Чтобы понять основные принципы управления, рассмотрим, 
например, процесс управления автомобилем. Сидя за рулем, 
водитель видит перед собой дорогу и находящиеся на ней предметы, 
наблюдает, куда идет машина, и на основании этого принимает 
решение, надо ли изменить направление движения машины и если 
надо, то куда и насколько следует повернуть руль. Анализируя 
этот процесс, мы видим в нем следующие основные элементы. Во- 
первых, получение информации о направлении, в котором должна 
идти машина, т. е. информации о задаче управления. Эту инфор
мацию водитель получает при помощи зрения. Во-вторых, полу
чение информации о результатах управления. Водителю недоста
точно видеть перед собой дорогу, он должен видеть, куда идет 
машина. Эту информацию он также получает с помощью зрения. 
В-третьих, анализ полученной информации п принятие на основе 
этого анализа решения о необходимых управляющих действиях. 
Наконец, в-четвортых, исполнение принятого решения. Эти четы
ре элемента составляют основу всякого управления. Если исклю
чить хотя бы один нз них, то управление автомобилем станет не
возможным. Например, если завязать водителю глаза или вывести 
из строя его мозг или руки, то управление станет невозможным.

Рассмотренный пример показывает, что в общем случае про
цесс управления состоит нз следующих четырех элементов: полу
чение информации о задачах управления, получение информации



о результатах управления, т. в. о поведении объекта управле
ния, анализ полученной информации и выработка решения н ис
полнение решения, т. е. осуществление управляющих действии. 
В соответствии с этим для организации процесса управления необхо
димо иметь источники информации о задачах управления п резуль
татах управления, устройства для анализа получаемой информа
ции и выработки решения и исполнительные устройства, осуще
ствляющие управление объектом.

Из приведенного анализа процесса управления следует, что 
в организации процесса управления большую, а во многих слу
чаях и решающую роль играет получение информации о резуль
татах управления. При наличии этой информации решение об 
управляющих действиях существенно зависит от результатов 
управления. Иными словами, первичный элемент — управляющее 
действие — зависит от вторичного элемента — вызываемого 
управляющим действием поведения объекта управления. Полу
чается как бы замкнутый круг: причина, вызывающая изменение 
состояния объекта управления, ставится в зависимость от того, 
какой результат она вызывает. Такая связь причины и следствия 
называется обратной связью. Принцип управления с использова
нием информации о результатах управления называется прин
ципом обратной связи.

Принцип обратной связи лежит в основе подавляющего боль
шинства процессов управления. В частности, принцип обратной 
связи лежит в основе почти всей деятельности человека. Так, 
например, если человек протягивает руку, чтобы взять какой-либо 
предмет, то он смотрит на предмет и подсознательно непрерывно 
управляет движением руки, исправляя ошибки направления дви
жения руки к предмету. Чтобы убедиться в этом, достаточно 
и с к л ю ч и т ь  получение информации о результатах управления, завя
зав человеку глаза, u наблюдать движение его руки.

Однако в некоторых отдельных случаях принцип обратной 
связи использовать не удается из-за практической невозможности 
получить информацию о результатах управления. В таких слу
чаях управление сложными процессами становится невозможным. 
Например, управление автомобилем при отсутствии информации 
о том, куда он движется, совершенно невозможно. Одпако в неко
торы х случаях закон изменения состояния объекта управления 
во времени заранее известен и практически не зависит от резуль
татов управления, а зависит только от управляющих действии.

■•к, например, при автоматическом управлении токарным стан
е м ,  изготовляющим детали одпого определенного образца, чрез
вычайно трудно организовать измерение деталей в процессе 
"'•точки, т. е. получение информации о результатах управления.

следствие этого практически невозможно управлять движением 
I" т а  с учетом результатов этого управления, т. е. с пспользова-

{  i . l .  ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ УПРАВЛЕНИ Я 19

2*



20 ГЛ. i. ОСНОВНЫЕ п он я ти я

иием принципа обратпой связи. Однако закоп изменения поло
жения резца во времени в процессе обработки различных деталей 
весьма мало зависит от разброса параметров отдельных заготовок 
и является практически одним и тем же для всех деталей. Поэтому 
в данном случае можно задать положение резца как определенную 
функцию времени и осуществить автоматическое перемещепие его 
по этому закону.

Управление, обеспечивающее заданный закон изменения состоя
ния объекта управления во времени, независимо от результатов 
управлепия, называется программным управлением пли управле
нием по разомкнутому циклу. Закон изменения состояния объекта 
управлепия во времени при этом называется программой управле
ния. В отличие от управления по разомкнутому циклу, управление 
с использованием припципа обратной связи пазывается часто 
управлением по замкнутому циклу. Область применения про
граммного управления в чистом виде ограничена в основном про
мышленными автоматами (автоматическими станками). Значи
тельно более широкое распространение нашло такое программное 
управление, при котором сама программа изменения состоя
ния объекта управлепия осуществляется с помощью обратной 
связи. В таких случаях программа управления служит информа
цией о задачах управления, а состояние объекта управления опре
деляется с помощью измерителей, которые дают информацию
о результатах управления и тем самым осуществляют обратную 
связь. В подобных случаях управление по существу но является 
программным, а представляет собой управление с обратной связью. 
Так, например, при управлении ракетой сразу после пуска часто 
задается определенная программа изменения угла наклона ее про
дольной оси к горизонту с течением времени. Истинный угол 
наклона оси ракеты к горизонту измеряется и сравнивается с про
граммным, н на основе этого сравнения вырабатывается сигнал 
управления. Таким образом, принцип обратной связи является 
основным принципом управления. ♦

Совокупность всех устройств, обеспечивающих управление 
каким-либо объектом, называется системой управления. Изложен
ное показывает, что всякая система управления должна содержать 
источники информации о задачах управления и результатах 
управления, устройства, анализирующие информацию и вырабаты
вающие решение об управляющих действиях, и исполнительные 
устройства. Некоторыми из этих элементов или всеми сразу может, 
в частности, служить человек. Например, водитель автомобиля 
выполняет сразу функции всех перечисленных элементов. В та
ких случаях система управления включает человека и не является 
автоматической.

Если функции всех элементов системы управления выполняются 
различными устройствами без н е п о с р е д с т в е н н о г о  уча-
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Ст ил человека, то система управления называется автомати
ч еск ой . Примерами автоматических систем управления могут 
служить автопилот, управляющий полетом самолета, система само
наведения ракеты, следящая система, обеспечивающая автомати
ческое сопровождение самолета лучом радиолокатора, устрой
ства управления процессом вычислений в электронной цифровой 
машине и т. д.

Система управления, в которой решения об управляющих 
действиях принимаются людьми, а автоматические устройства 
используются только для сбора, обработки и представления 
информации о задачах и результатах управления и для сравни
тельного анализа различных возможных вариантов решений, назы
вается автоматизированной. Примером автоматизированной 
системы управления может служить система управления отраслью 
промышленности, содержащая устройства и вычислительные 
машины, автоматически осуществляющие сбор и обработку необ
ходимой информации, анализирующие различные варианты реше
нии и определяющие их сравнительные характеристики.

При изучении процесса управления приходится рассматри
вать совместную работу объекта управления и системы управле
ния и их взаимодействие. Только при этом условии можно изу
чить процессы управления, основанные на принципе обратной 
связи. Объект управления вместе с системой управления пред
ставляет собой сложную динамическую систему, которую мы бу
дем называть в дальнейшем для краткости просто системой. Сово
купность технического объекта и автоматической системы управ
ления им будем называть автоматической системой.

В некоторых случаях задачей управления является обеспече
ние постоянства некоторой физической величины. Такой частный 
вид управления обычно называется регулированием. Автоматиче
ская система управления, обеспечивающая регулирование значе
ния какой-либо физической величины, называется регулятором. 
Автоматическая система, состоящая из регулируемого объекта 
и регулятора, называется системой автоматического регулиро
вания. Процессы автоматического регулирования широко рас
пространены в живой природе. Примерами могут служить регули
рование ритма сердца, регулирование ритма дыхания, регулиро
вание температуры тела н т. д.

Простейшие автоматические системы управления, а именно
< нстемы автоматического регулирования, появились очень давно, 
по существу вместе с первыми машинами. Первые же попытки 
‘ издания машин показали, что никакая машина не может нор- 
м <льно функционировать без соответствующих регуляторов. Так 
"■•пример, для нормального функционирования паровой машины 
|" а.шлось необходимым поддерживать постоянное давление пара 

паровом котле и постоянную скорость вращения махового колеса.
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В качестве примера простейшего регулятора па рис. 1.1.1 
приведен схематический чертеж центробежного регулятора ско
рости вращения махового колеса паровой машины, который был 
изобретен в 1784 г. Джемсом Уаттом. Этот регулятор состоит из 
двух грузов 2, подвешенных на шарнирах вдоль оси вертикаль
ного вала 1. Рычаги грузов связаны с муфтой 3, которая может 
перемещаться вдоль вала 1. Муфта 3 в свою очередь связана ры
чагом с заслонкой (дросселем) 4, положение которой определяет

сечение отверстия, через ко
торое пар поступает из котла 
в цилиндр паровой машины. 
При определенной угловой 
скорости вала 1 грузы 2, 
муфта 3  и заслонка 4 нахо
дятся в определенном поло
жении. Конструкция рычагов 
и заслонки выбирается так им 
образом, чтобы при нужной 
угловой скорости сечение от
верстия для прохода пара 
было таким, чтобы машина 
вращала вал именно с этой 

скоростью. Тогда, если скорость вращения вала 1 превысит 
заданную величину, то центробежная сила грузов увеличится, 
вследствие чего грузы поднимутся и переместят муфту 3 и за
слонку 4. При этом подача пара в машину уменьшится, что вызо
вет уменьшение угловой скорости вала / ,  т. е. приближение ее 
к заданному значению. Если угловая скорость вала станет меньше 
заданного значения, то грузы опустятся и переместят заслонку 
вверх, вследствие чего подача пара в машину увеличится. В этом 
простейшем регуляторе грузы являются и измерителем отклоне
ния угловой скорости от заданного значения, и исполнительными 
устройствами, осуществляющими управление заслонкой, а устрой
ства для анализа информации полностью отсутствуют.

Простейшие регуляторы обеспечивают функционирование 
машин, управляемых человеком, и на протяжении многих десяти-- 
летий были достаточны. И лишь с развитием физики и особенно 
электроники, с развертыванием производства электронных при
боров, с появлением быстродействующих математических машин, 
могущих в течение коротких* интервалов времени выполнять слож
ные математические и логические операции, стало возможным 
создание сложных систем управления, осуществляющих управ
ление сложными процессами и одновременное управление боль
шим числом объектов.

Соответственно развитию техники и ее возможностей развива
лась и теория автоматического управления. Вначале, когда суще

Паровая 
машина 

'резулируемь/L 
|| объект) а

L Ь Центробежный 
• ГЧ регулятор

Подача
пара

Рир. 1.1.1.



s 1.2. СТРУ К ТУ РА АВТОМАТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 23

ствовали лишь простейшие регуляторы, теория автоматического 
регулирования была по существу лишь собранием примеров при
менения методов теории дифференциальных уравнений. Затем 
тали создаваться специальные методы исследования систем авто

матического регулирования, поведение которых описывается 
цифференциальными уравнениями, и теория автоматического регу
лирования стала специальной отраслью прикладной теории диф
ференциальных уравнений. В послевоенный период теория автома
тического управления стала бурно развиваться. Новые технические 
средства, новые задачи управления потребовали новых научных 
методов, привлечения различных существующих математиче
ских методов и разработки новых. В результате сейчас теория 
автоматического управления развилась в самостоятельную при
кладную техническую науку, располагающую своими специфиче
скими аффективными методами исследования автоматических 
систем, их расчета и проектирования.

Мы ограничимся в этой книге изложением оспов теории авто
матического управления, изучим общие методы расчета и иссле
дования автоматических систем и их составных частей, а также 
общие принципы решения задач управления.

§ 1.2. Структура автоматической системы 
и се составные элементы

Изложенное в предыдущем параграфе показывает, что автома
тическая система, как правило, состоит из объекта управления 
и системы управления. Система управления имеет в своем составе 
источники информации о задачах управления и результатах управ
ления, устройства для анализа вводимой в систему управления 
информации и выработки решения об управляющих действиях 
и исполнительные устройства, осуществляющие управление.

Источниками информации служат различные измерители, опре
деляющие различные физические величины, которые характери
зуют задачи управления и поведение объекта управления. Так, 
например, в системе самонаведения ракеты основным источником 
информации о задачах управления и результатах управления 
является локатор, определяющий положение цели относительно 
ракеты. В системе телеуправления источником информации о зада
чах управления служит локатор, определяющий координаты 
Цели, а источником информации о результатах управления слу
жит локатор, определяющий координаты телеуправляемой ракеты.

простейшей системе управления полетом самолета — автопило
те — источником информации о задачах управления является 

Рограммное устройство, определяющее заданное положение осей
1 М(,тета в пространстве, а источником информации о результатах
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управления служит гироскопический измеритель углов отклоне
ния осей самолета от заданных направлений.

Анализ информации в простейших системах управления состоит 
в сравнении требуемых и фактических значений величин, опре
деляющих состояние объекта. Разность между требуемым и факти
ческим значениями каждой величины, принятой за характери
стику состояния объекта, называется параметром управления, или

* рассогласованием, или сигналом ошибки. Однако вырабатывать 
управляющее действие только в зависимости от текущего значе
ния параметра управления без учета закона его изменения не 
всегда целесообразно. Так, например, если рулевой ведет лодку 
в заданном направлении таким образом, что при отклонении ее 
оси от этого направления влево держит руль направления повер
нутым вправо до тех пор, пока отклонение не станет равным нулю, 
и лишь тогда ставит руль в нейтральное положение, то лодка 
будет по инерции продолжать поворот направо и ее ось окажется 
отклоненной от заданного направления вправо, вследствие чего 
рулевой будет вынужден повернуть руль влево. В результате 
такого управления ось лодки будет совершать непрерывные коле
бания около заданного направления, а рулевой будет вынужден 
все время поворачивать руль то вправо, то влево. Очевидно, что 
для того, чтобы не допустить этих колебаний, рулевой должен 
ставить руль в нейтральное положение несколько раньше, до 
того, как отклонение оси лодки от заданного направления станет 
равным нулю. Иными словами, рулевой должен отклонять руль 
не только в зависимости от текущего значения отклонения оси 
лодки от заданного направления, но и с некоторым предвидением 
закона его изменения. Для автоматического осуществления такого 
управления необходимо определять некоторые параметры закона 
изменения параметров управления во времени, в простейшем слу
чае — их производные по времени, которые характеризуют тен
денцию их изменения. Для этого в систему управления необхо
димо ввести устройства, осуществляющие .дифференцирование 
параметров управления или более общее их преобразование, 
т. е. выработку решения об управляющих действиях с. учетом 
закона изменения параметров управления. Подобные устройства 
обычно называются функциональными преобразователями. Сово
купность функциональных устройств, предназначенных для про
стейших преобразований параметров управления, например для 
их приближенного дифференцирования, в простых системах управ
ления отдельными объектами называется корректирующей цепью. 
В сложных системах управления параметры управления подвер
гаются сложным преобразованиям, и совокупность устройств, 
осуществляющих эти преобразования, уже не сводится к простой 
корректирующей цепи, а представляет собой сложный комплекс 
преобразующих, а иногда и вычислительных устройств. Это
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особенно характерно для систем управления, в которых для ана
лиза информации и выработки решений используются вычисли
тельные машины.

Решение об управляющих действиях формируется в автомати
ческой системе управления в виде сигналов управления, приво
дящих и действие исполнительные устройства. Исполнительные 
устройства обычно представляют собой двигатели различных 
типов или источники энергии.

11а основании изложенного можно построить общую схему 
автоматической системы, изображенную на рис. 1.2.1. Из этой

Рис. 1.2.1.

схемы видно, что автоматическая система состоит из целого ряда 
элементов, имеющих различное назначение и выполняющих раз
личные функции. Типичными элементами автоматической системы 
управления являются: 1) измерители различных физических 
величин, называемые часто чувствительными элементами и датчи
ками, вводящие в систему управления информацию о задачах 
управления н результатах управления; 2) функциональные пре
образователи или вычислительные устройства, осуществляющие 
определение параметров управления и заданное их преобразова
ние пли более сложный анализ информации и вырабатывающие 
сигналы управления; 3) исполнительные устройства, осуществля
ющие управление.

усложнением задач автоматического управления становятся 
все более сложными и системы управления. Но, чем сложнее 
система, чем большее число элементов она содержит, тем более 
вероятны ее отказы из-за выхода из строя отдельных элементов. 
Отыскание неисправных элементов в сложных системах представ
ляет собой весьма сложную задачу п требует много времени. И чем 
сложнее система, тем труднее найти в ней причину отказа и выявить 
"тказавшнй элемент. Поэтому для нормального функционирова
ния сложной системы управления, для нормальной ее эксплуата
ции необходимо автоматизировать контроль состояпня всех ее 
•астей. Эту задачу наиболее целесообразно решать путем ввода
11 саму конструкцию системы, наряду с перечисленными основ-
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пыми элементами, соответствующих нрнборов и устройств для 
автоматического контроля состояния системы и режима работы 
всех ее элементов, а также для сигнализации о неисправностях 
и указания неисправных элементов. Такие приборы н устройства 
контроля должны органически входить в конструкцию системы 

41 составлять ее неотъемлемую часть. Поэтому такие входящие 
в конструкцию системы устройства контроля обычно называются 
элементами встроенного контроля. Встроенный контроль улуч
шает эксплуатационные качества автоматических систем, сокра
щает время регламентных работ но нх обслуживанию и повышает 
эффективность их применения. Поэтому задача проектирования 
автоматических систем с элементами встроенного контроля 
является важнейшей задачей современной техники.

Состояние объекта управления, особенно сложного, обычно 
характеризуется большим числом величин. Однако обычно лишь 
небольшое число этих* переменных существенно для процесса 
управления. Так, например, при управлении полетом самолета 
с помощью простейшего автопилота существенными переменными 
являются лишь углы, определяющие положение его осей в про
странстве, а все остальные переменные — координаты центра 
массы самолета, векторы его скорозти и ускорения — не вхо
дят в выражения параметров управления и не оказывают непо
средственного влияния на работу системы управления. Это обстоя
тельство, характерное для задач управления, определяет корен
ное отличие теории управления, например, от теоретической 
механики и многих других областей науки, в которых необходимо 
рассматривать все переменные, полностью определяющие состоя
ние изучаемого объекта в каждый данный момент времени. Из 
очень большого числа переменных, определяющих состояние 
объекта управления, лишь немногие существенны для организации 
процесса управления. А именно важны лишь те переменные, кото
рые измеряются в системе управления и используются для опреде
лений параметров управления.

Интересующие нас величины, характеризующие процесс управ
ления, называются выходными переменными, или выходными 
функциями, или выходными сигналами системы. Точки системы, 
в которых выходные сигналы могут наблюдаться в виде опреде
ленных физических величин, называются выходами системы.

На любой объект управления и на любой элемент системы 
управления всегда действуют различные внешние возмущения. 
Точки системы, в которых приложены внешние возмущения, 
называются входами системы, а сами внешние возмущения назы
ваются входными переменными, или входными функциями, или 
входными сигналами системы. В частности, входными перемен
ными автоматической системы являются сигналы измерителей, 
дающих информацию о задачах управления.
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Сигналы измерителей, вводящих в систему управления инфор
мацию о  задачах управления, которые действовали бы в случае 
абсол ю тн о точных измерений, представляют собой полезные вход
ные сигналы автоматической системы. Действительные сигналы 
этих измерителей всегда содержат ошибки измерений и помехи 
и поэтом у представляют собой полезные входные сигналы с нало
женными на них помехами, т. е. как бы смесь полезных сигна
лов с помехами. Полезные сигналы играют решающую роль в ор 
ганизацин процессов управления. Все прочие входные сигналы, 
не связанны е с источниками информации о задачах и результатах 
управления, так же как и ошибки источников информации, пред
ставляю т собой помехи и не играют положительной роли в про
цессе управления.

Следует заметить, что одни и те же сигналы в автоматической 
системе могут быть внешними возмущениями, т. о. входными сиг
налами одних элементов системы и одновременно выходными сигна
лами други х  элементов. Так, например, величипа, определяющая 
состоян ие исполнительного устройства, является входным сигналом 
для объекта управления и в то же время выходным сигналом 
системы управления. Для всей же автоматической системы в целом 
этот сигнал является внутренним и не может быть отнесен ни 
к входным, ни к выходным перемепным. Поэтому понятие входов 
и вы ходов является условным и относится всегда только к опре
деленной системе. Если рассматривается объект управления, то 
управляю щ ий сигнал системы управления будет входной пере
менной, а величины, определяющие состояние объекта управ
ления, будут выходными переменными. Если рассматривается 
система управления, то для нее входными переменными будут вели
чины, определяющие состояние объекта управления, и величины, 
он редели ющие задачи управления, а выходной переменной будет 
сигнал управления. Если же рассматривается вся автоматиче
ская система в целом, то входными переменными будут величины, 
определяю щ ие задачи управлепия, а выходными — величины, 
определяющ ие состояние объекта управлепия.

Системы с одним входом и одним выходом обычно называются 
одномерными. Системы с несколькими входами и выходами назы
ваются многомерными. В частном случае многомерная система 
может иметь несколько входов и один выход или один вход и не
скол ьк о выходов.

Встречаются и такие системы, у которых действующие входные 
возмущения распределены непрерывно вдоль некоторой липни, 
на поверхности и л и  в  пространстве. Такие системы можно рассма
тривать как системы с непрерывным множеством входов. Точно 
так же встречаются системы (или части систем), для описания 
которых необходимо определить некоторую величину во всех точ- 
' ах некоторой области. Такие системы можно рассматривать как
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системы с непрерывным множеством выходов, распределенных в 
соответствующей области. Системы обоих типов, так же как н 
системы, у которых и входы и выходы распределены непрерывно 
в некоторых областях, называются распределенными системами.

Следует заметить, что полезные управляющие сигналы вво
дятся в распределенную систему почти всегда только в конечном 
>1иеле определенных точек и выходные сигналы также снимаются 
в конечном числе точек. Поэтому распределенную систему прак
тически всегда можно рассматривать как систему с конечным чис
лом входов и выходов. Если ори этом, кроме конечного числа 
полезных сигналов, на систему действует непрерывно распределен
ные возмущения, то их можно рассматривать как внутренние 
шумы системы.

В дальнейшем, говоря о системе, мы будем подразумевать как 
произвольную автоматическую систему, так и любую часть или

У г.
г •*/

-  *  Г
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Рис. 1.2.2. Рис. 1.2.3.

элемент автоматической и л и  автоматизированной системы. При 
этом, интересуясь только функционированием системы и не инте
ресуясь ее устройством, мы будем изображать систему схемати
чески в виде прямоугольника со стрелками, указывающими входы 
и выходы (рис. 1.2.2 и 1.2.3). Очевидно, что, рассматривая много
мерную систему, можно одной буквой обозначить совокупность 
всех ее входных переменных и соответственно одной стрелкой 
показать все ее входы на схеме. Точно так же можно обозначить 
одной буквой совокупность всех выходных переменных системы 
и соответственно на схеме показать одной стрелкой все выходы 
системы.

Общие принципы исследования и проектирования автоматиче
ских систем применимы к любым автоматическим системам, как 
одномерным, так и многомерным. Однако изложение этих прин
ципов проще для одномерных систем. Поэтому в дальнейшем мы 
будем, как правило, рассматривать одномерные системы, имеющие 
одни вход и один выход, имея в виду, что вся излагаемая теория 
ирнмеиима и к многомерным системам. И лишь в некоторых местах 
будем показывать, как рассматриваемые понятия распростра
няются на многомерные системы.

Мы видим, какую большую роль для современной автоматики • 
играет вычислительная техника. Сложные системы управления, 
особенно системы, предназначенные для управления болыийм



количеством различных объектов или для управления сложными 
и разнообразно протекающими процессами, совершенно немыс
лимы без быстродействующих цифровых машин. Примером такой 
сложной системы, как мы уже отмечали, может служить система 
управления боевыми действиями войск или система управления 
сложным производственным процессом. Поэтому все развитие 
автоматики в настоящее время тесно связано с развитием вычисли
тельной техники. Вычислительная техника нужна для автома
тики как в качестве одного из главнейших элемептов сложных 
автоматических систем, так и для выполнения научных исследо
ваний по разработке принципов создания автоматических систем 
и изучению протекающих в них процессов.

§ 1.3. Детерминированные и стохастические системы

В современной теории управлепия приходится встречаться 
с двумя видами систем. Одни обладают полной определенностью 
поведения, т. е. ведут себя всегда одинаково в одинаковых усло
виях. Для других характерна некоторая неопределенность пове
дения; работая много раз в совершенно одинаковых условиях, 
они ведут себя в разных случаях различно. Поэтому необходимо 
различать системы по степени определенности их поведения, кото
рая может быть охарактеризована разбросом выходных сигналов 
при одном и том же входном сигнале.

Система, которая отвечает на однп н тот же входной сигнал 
всегда одним и тем же вполне определенным выходным сигналом, 
называется детерминированной. Система, отвечающая на один 
и тот же входной сигнал в разных случаях различными выход
ными сигналами, называется недетерминированной.

Примером детерминированной системы может служить идеаль
ный дифференциатор — система, осуществляющая дифференци
рование входного сигнала. Выходным сигналом этой системы 
всегда служит нронзводная входного сигнала. Примером недетер
минированной системы может служить человек, следящий осью 
оптического прибора за движущимся объектом, скажем самоле
том. Входным сигналом в данном случае служит закон движепия 
прямой, соединяющей глаз человека с движущимся объектом, 
а выходным — закон движения оси прибора. Легко понять, что, 
повторяя слежение при одном и том же законе движения объекта 
много раз, человек никогда не осуществит двух совершенно оди
наковых законов движения оси прибора. Другим примером педе- 
ч'рмннированной системы может служить завод. Продукция 
■*<>вода при одном и том же дневном плановом задании в разные 
дни оказывается различной.

() м»°гих случаях разброс выходных сигналов недетермнии- 
ванной системы при одном н том же входном сигнале подчи-
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и только тогда, когда линейной комбинации любых входных воз
мущений соответствует та же линейная комбинация соответствую
щих выходных функций. Эт.о свойство линейных систем, выра
женное формулой (1.5.1), обычно называется принципом супер
позиции. Поэтому линейные системы можно определить как такие 
системы, для которых справедлив принцип суперпозиции.

Для того чтобы система была линейной, необходимо и доста
точно выполнение следующих двух условий:

1) сумме любых itnyx входных возмущений соответствует сумма 
соответствующих двух выходных переменных;

2) при любом усилении входного возмущения без изменения 
его формы выходная переменная претерпевает точно такое же 
усилепие, также не изменяя своей форм^.

Необходимость этих условий очевидна. Так как формула 
(1.5.1) справедлива для любого п и любых чисел с,, . . ., сп, то, 
полагая п =  2, с, =  с2 =  1, получаем

А (х, (<) +  х 2 (0> =  A xt (t) - f  А х2 (t). (1.5.2)

Полагая п — 1, получим при произвольных с и x  (t)
А {сх (<)} =  сА х (t). (1.5.3)

Для доказательства достаточности условий (1.5.2) и (1.5.3) заме
тим, что из этих условий вытекают формулы
А {с,*, (0  +  с2х 2 (0 )  =  A (0 )  +  А {с2Х2 (0 )  =

=  с,Лх, (0  +  с 2А х 2 (<), (1.5.4)
п  п - 1

А ! 51 (0 ) =  А | 2  Сух? (t) спх п (<)} =
V = 1  V = 1

n - 1  n - 1

=  A { 2  cvxv (/)} +  >! {c „x n(*)} =  A{ 2  <\*v(0)+c„>4xn (*), (1.5.5)
V = 1  V — 1

справедливые для любых чисел п, c t, . . ., сп и для любых функ
ций X! (t), . . ., х„ (<). Формула (1.5.4) показывает, что из усло
вий (1.5.2) и (1.5.3) следует справедливость принципа суперпози
ции для случая двух слагаемых. Формула (1.5.5) показывает, 
что принцип суперпозиции выполняется для п слагаемых, если 
он выполняется для п — 1 слагаемых. Из этой формулы по индук
ции следует справедливость принципа суперпозиции при любом 
числе п слагаемых, поскольку он справедлив для случая двух 
слагаемых. Таким образом, принцип суперпозиции является след
ствием условий (1.5.2) и, (1.5.3), что и доказывает достаточность 
этих условии.

Подчеркнем, что для линейности системы необходимо, чтобы 
принцип суперпозиции соблюдался при любом числе слагаемых, 
при любом выборе постоянных c v и функций x v (<).



Примерами линейных операторов могут служить оператор 
дифференцирования

y ( t )  =  Dx( t )  =  ± x ( t ) ,  (1.5.6)

линейный интегральный оператор
t

у ( 0 =  ( g(t,  T )x (x )d t  (1.5.7)
5  *

и более общий линейный интегро-дифференциальный оператор
N t

у ( 0 = 2  J 8п (*. т) (x) dx- (1.5.8)
Р —0 to

К линейному интегральному оператору или к линейному иптегро- 
днфференцнальному оператору приводится оператор решения 
произвольного обыкновенного линейного дифференциального 
уравнения
я» (0  1/<п> (0  +  а„_, (/) ( / ) + . . . +  а, (<) у' (/) +

+  а0 (t) у  (t) =  Ьт (0  х ‘я> (0 +  bm. t (0  ( / ) + . .  . +
+  М < ) * '  (t) +  Ь0 (t) х  (t). (1.5.9)

Нелинейным называется любой оператор, для которого прин
цип суперпозиции не имеет места или справедлив только при 
некоторых вполне определенных функциях х, (t), . . ., х„ (<) 
и числах с*, . . ., сп.

Система с нелинейным оператором называется нелинейной. 
В качестве примеров нелинейных операторов можно привести 

нелинейный интегральный оператор
I

У (0 =  \ Ф (*(*)» т, t)d x ; (1.5.10)
to

где ф (х , т, t) — данная функция, нелинейная относительно пере
менной х, и оператор решения нелинейного дифференциального 
Уравнения

у ’  (<) +  к sin у (0 =  х  (0- (1.5.11)
Принцип суперпозиции значительно облегчает исследование 

линейных систем по сравпению с нелинейными. Благодаря прин
ципу суперпозиции теория линейных дифференциальных уравне
нии разработана в самом общем виде для уравнений любого по
рядка, в то время как теория нелинейных дифференциальных 
Уравпений по существу отсутствует, и мы можем решать в анали-

3*
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тической форме только нелинейные дифференциальные уравнения 
частных видов невысокого порядка. Вот почему для решения 
всех математических вопросов, возникающих в приложениях, 
обращаются в первую очередь к линейным методам. При этом 
даже нелинейные системы стараются приближенно рассматривать 
как линейные. В результате появились различные методы линеа
ризации нелинейных систем, т. е. приближенной замены нелиней
ных систем практически равноценными линейными.

Из справедливости принципа /суперпозиции для линейных 
систем при любом числе слагаемых и любом выборе функций х ч (/) 
и чисел с у следует, что он применим не только к суммам, но и к ин
тегралам. Другими словами, если входное- .возмущение системы 
представляет собой сумму бесконечно большого числа бесконечно 
малых элементарных возмущений, то выходная переменнЬя линей
ной системы представляет собой сумму соответствующих беско
нечно малых реакций на эти элементарные возмущения. Матема
тически это выражается формулой

Х.1 >.i
А, {  ( с (Х )x( t ,  \ ) d k }  =  j  c (\ )A ,x ( t ,  \)d\, (1.5.12)

M Xi

где индекс t у оператора А показывает, что этот оператор дейст
вует над функцией аргумента t, а к при этом рассматривается как 
фиксированный параметр. Эта формула выражает принцип супер
позиции в интегральной форме. Для доказательства достаточно 
представить интеграл в виде предела последовательности сумм. 
Для каждой суммы принцип суперпозиции справедлив. Таким 
образом, для любого члена этой последовательности справедлива 
формула (1.5.1). Следовательно, при переходе к пределу полу
чится формула (1.5.12), если интеграл в правой части существует.

Принцип суперпозиции дает возможность выразить реакцию 
линейной системы на любое возмущение через ее реакцию на опре
деленный вид элементарных возмущений. Для этого достаточно 
разложить произвольное возмущенно х  (<) на элементарные воз
мущения выбранного типа. Тогда, зная реакцию линейной системы 
па элементарные возмущения этого типа, мы можем при помощи 
п р и н ц и п а  суперпозиции определить ее реакцию на произвольное 
возмущение х  (t). Таким образом, для определения реакции линей
ной системы на произвольное возмущение достаточно знать ее 
реакцию на выбранный стандартный тип элементарных возмуще
ний. Иными словами, любая линейная система полностью харак
теризуется ес реакцией на какой-нибудь стандартный тип возму
щений. В зависимости от выбора стандартного типа возмущений 
мы получим разные характеристики линейной системы. Каждая 
такая характеристика будет исчерпывающей, так как знания ее



достаточно для нахождення реакции линейной системы на любое 
возмущение.

У равн ен и я, описывающие поведение линейной системы, всегда 
линейны. И наоборот, если все уравнения, описывающие поведе
ние систем ы , линейны, то данная система линейна. Если среди 
уравнений, описывающих поведение объекта управления и про
цессы в элементах системы управления, имеется хотя бы одно 
нелинейное, то система нелинейна.

§ 1.6. Стационарные и нестационарные системы

Система называется стационарной, .если ее реакция на любое 
данное возмущепие зависит только от интервала времени между 
данным моментом и моментом начала действия возмущения. Пусть 
х (t) — произвольная функ
ция. равная нулю при
<  t0- Т огд а , согласно дан
ному определению, реак
ция у  (t) стационарной си
стемы на возмущение x ( t )  
зависит только от интер
вала времени t — 10, у ( t ) =
=  /  (t — t0). Если то же 
самое возмущение будет 
действовать на стационар
ную  систему начиная с мо
мента *, =  t0 -f- а, то оно 
будет описываться функ
цией х  (I — а ), а реакция 
системы будет представ
лять собой фупкцию /  (t —
— *,) =  /  (t -  t0 -  а) =
~  У (t — а). Таким обра
зом , стацион арную  систему 
мож но определить как та
кую  систем у, у которой прн любом сдвиге во времени входного 
возмущ ения без изменения его формы выходная переменная 
претерпевает такой  ж е сдвиг во времени без изменения своей 
формы (рис. 1 .6 .1 , а и б). Нестационарные системы характерны 

ем, что при сдвиге входного возмущения во времени без измене- 
*и>| формы их выходные переменные не только сдвигаются во 
ремени, но и изменяют форму (1 .6 .1 , в).

■еГ та11ионаРные системы могут быть как линейными, так и нели- 
„ц  11Ыми* Нестационарные системы также могут быть как липей- 
стац1’ ТЭК И иелинейными. Линейные системы могут быть как

Ч,10нарнымн, так и нестационарными.
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Примером стационарной системы может служить обычный 
неизменяемый маятник (математический или физический). Неза
висимо от того, в какой момент на маятник, находящийся в покое, 
начнет действовать возмущенпо (сила) заданной формы, например 
синусоидальное возмущение заданной амплитуды и частоты, маят
ник будет совершать одни и те же колебания.

Примером нестационарной системы может служить математи
ческий маятник, длипа которого изменяется в зависимости от 
времени по заданпому закону. Такой маятник можно представить 
как материальную точку, подвешенную на нерастяжимой неве
сомой нити, перекинутой через ось и наматываемой на барабан 

часовым механизмом (рис. 1.6.2). Длина 
такого маятника в момент начала действия 
на него возмущения будет зависеть от мо
мента начала действия возмущения. Следо
вательно, и характер колебаний (в частно
сти, частота) такого маятника под действием 
возмущения заданной формы будет зависеть 
от момента начала действия возмущения.

Из теоретической механики известно, что 
колебания маятника точно описываются не
линейным дифференциальным уравнением 

второго порядка (1.5.11). Следовательно, математический маят
ник постоянной длины является стационарной нелипейной систе
мой, а математический маятник переменной длины является не
стационарной нелинейной системой.

Если ограничиться изучением только малых колебаний матема
тического маятника, т. е. таких его колебаний, при которых ли
нейные перемещения его конца малы по сравнению с его длиной, 
то колебания маятника можно приближенно описать линейным 
дифференциальным уравнением второго порядка

у" (0 +  ку (I) =  х (/). (1.6.1)

Следовательно, при малых колебаниях математический маятпик 
постоянной длины можно приближенно рассматривать как ста
ционарную линейную систему, а маятник переменной длины — 
как нестационарную линейную систему.

Рис. 1.6.2.

§ 1.7. Непрерывные н дискретные (импульсные) системы

Входные сигналы в автоматических системах могут действовать 
непрерывпо в течение всего времени работы системы или только 
в определенные моменты времени (точнее, в течение коротких ин
тервалов времени), разделенные промежутками времени, в течение 
которых они не действуют па систему. Системы первого тина назы
ваются непрерывными, а системы второго типа — дискретн



или импульсными. Примерами непрерывных систем могут служить 
регулятор Уатта, схематически изображенный на рис. 1.1.1, 
простейший автопилот, предназначенный для управления поло
жением осей самолетд в пространстве, или система управления 
пушечной установкой на самолете. Примерами дискретных систем 
являются импульсная система телеуправления полетом ракеты, 
передающая сигналы управления на ракету дискретно, в течение 
коротких промежутков времени, а также цифровая вычислитель
ная машина. В последнем случае не только входные сигналы вво
дятся в .машину дискретно, но и выходные переменные (результаты 
решения задачи) изменяются дискретно в определенные моменты 
времени. Ракета с дискретной системой управления может слу
жить примером дискретной системы с дискретным вводом входных 
сигналов н с непрерывно изменяющимися выходными перемен
ными.

Дискретное управление приходится неизбежно применять 
в сложных системах, содержащих вычислительные машины со 
сложной программой математических и логических операций. 
В таких системах высокую точность вычислений, связанпых с обра
боткой поступающей в систему информации и выработкой реше
ния об управляющих сигналах, можно получить только с помо
щью цифровых машин. Поэтому система неизбежно получается 
дискретной. В частности, без применения цифровых машин и дис
кретного управления невозможно обойтись в таких системах, как 
системы управления большим количеством объектов.

Дискретное управление иногда применяется также с целью 
повысить помехозащищенность автоматических систем, что имеет 
особенно важное значение для управления военной техникой. 
Так как в любой автоматической или автоматизированной системе 
управления объектами военной техники целью управления яв
ляется поражение объектов противника, то информация о зада
чах управления в таких системах представляет собой информа
цию о состоянии и действиях противника. Используя для полу
чения этой информации различные физические явления (например, 
электромагнитные волны в радиолокации или инфракрасное 
излучение военных объектов противника), мы всегда даем про
тивнику возможность использовать те же самые физические явле
ния для передачи ложных сигналов и помех, нарушающих работу 
ваших систем управления. Дискретное управление дает возмож
ность добывать и вводить в систему управления информацию

противнике лишь в течение коротких промежутков времени, 
разделенных относительно длинными интервалами времени, в те- 
. ние которых система управления остается «закрытой» для внеш- 
ш с,|гналов. Этим во многих случаях можно несколько умень-

Ь возм°жность для противника мешать работе системы управ-
11,1 ’ «водить в нее помехи.

§ 1.7 НЕПРЕРЫ ВНЫ Е И ДИСКРЕТНЫ Е (И М ПУЛЬСНЫ Е) СИСТЕМЫ 39
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Наконец, некоторые источники информации, как, например, 
радиолокаторы с импульсным излучением, по существу являются 
дискретными источниками входных сигналов систем управления. 
Системы с дискретными источниками информации неизбежно ока
зываются дискретными. Однако если импульсы дискретного источ
ника информации следуют друг за другом через короткие проме
жутки времени, т. е. с большой частотой, Как это имеет место 
в импульсных радиолокаторах, то такие источники информации 
с достаточной для практики точность^) можно считать непрерыв
ными.
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ЛИНЕПНЫХ СИСТЕМ

§ 2.1. Единичная импульсная функция. Разложение 
произвольной функции на элементарные импульсы

В общей теории линейных систем удобно пользоваться в каче
стве стандартных возмущений, па которые можно раскладывать 
любые возмущения, единичными мгновенными импульсами. Чтобы 
сформировать понятие единичного импульса и дать его матема
тическое описание, обратимся к известным понятиям теоретиче
ской механики. Как известно, импульсом постоянной силы назы
вается произведение величины этой силы на время ее действия. 
Согласно второму закону Ньютона изменение количества движе
ния точки равно импульсу действующей на нее силы. Следова
тельно, данной величине действующего на точку постоянной массы 
импульса соответствует вполне определенное конечное изменение 
скорости точки. Если мы будем неограниченно уменьшать время 
действия силы и пропорционально увеличивать величину снлы 
так, чтобы импульс оставался неизменным, то изменение скорости 
точки под действием этой силы будет оставаться постоянным, 
а время, в течение которого происходит это изменепне скорости, 
будет неограниченно уменьшаться. В пределе, при нулевой дли
тельности импульса, скорость точки будет мгновенно изменяться 
на величину импульса, деленную на массу точки. Ускорение 
точки при этом будет представлять собой такую функцию вре
мени, которая имеет бесконечно большое значение в течение опре
деленного бесконечно малого промежутка времени, равна нулю 
вне этого промежутка времени, а интеграл от которой конечен 
(равен мгновенному изменению скорости тела). Такими свой
ствами обладает импульсная 6-функция, впервые введенная 
в науку знаменитым английским физиком Дираком.

Пмпулъсной 6-функцией называется функция, равная нулю 
Всюду. кроме начала координат, принимающая бесконечное зна
чение в начале координат, и притом так, что интеграл от нее по 
любому интервалу, содержащему начало координат, равен еди
нице:

6 (<) =  О при / =^=0, б (0) =  оо, (2 .1 .1 )

J б (/) с// =  1 при любом е > 0 . (2 .1 .2)
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Функцию, обладающую такими свойствами, можно получить, 
например, как предел положительного прямоугольного импульса, 
имеющего единичную площадь, когда длительность этого импульса 
стремится к нулю (рис. 2.1.1). .Еще удобнее определить 6-функ
цию как предел при h -*■ оо функции

(2.1.3)

График этой функции представлен на рис. 2.1*2. Очевидно, что 
при любом t Ф  О функция 6>, (<) стремится к нул ю  при h -*■ оо *).

Рис. 2.1.1. Рис. 2.1.2.

При f =  0 эта функция неограниченно возрастает при Н~*~оо. 
Наконец, при любом е > 0

е е  he

j  6 „ ( 0 * - - М  =  j  e - “*du. (2.1.4)
-e  -e  -h t

При h -*• оо это выражение стремится к единице (см. [63), т. II, 
§ 8  и л и  [541).

Практически удобно еще потребовать, чтобы 6-функция была 
четной. В этом случае, кроме (2.1.2), имеют место равенства

0 е

j  6 ( t ) d t =  j  6(t)dt  =  ~  при любом е > 0 .  ,(2 .1 .5 )

•) Действительно, раскрывая неопределенность по правилу Лоппталя, 
получаем

= 0.
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Докажем, что для любой непрерывной функции х (t) и для 
любого е > 0  справедлива формула 

t+e t+e
 ̂ х (т )6 (*  — x)dx =  j  х ( т ) б ( т — t)dx =  x( t ) .  (2.1.6)

f - e  t -e
Для доказательства заметим, что подынтегральная функция в этой 
формуле на основании (2.1.1) равна нулю всюду, кроме одной 
точки т =  t, причем функция х  (т) равна в этой точке х  (t). По
этому интегралы в (2.1.6) не изменятся, если заменить в них 
функцию х  (т) ее значением х  (t) в фиксированной точке т =  t. 
Тогда можно будет вынести величину х (t) за знак интеграла, 
а интеграл будет равен единице вследствие (2.1.2): 
t+e t+e

x ( x ) 6 ( t  — x ) d x =  j  x ( t ) 6 ( t  — x)dx =
t - e  t -e

t+e e
=  x ( t )  | 6(t — t) dx =  x ( t )  j  6 (a)do =  x( t) .

t-e  -e
Таким образом, интеграл от произведения 6-функции на лю

бую непрерывную функцию равен значению этой функции при 
том значении переменной интегрирования, при котором аргу
мент S-функции обращается в нуль.

Так как подынтегральная функция в формуле (2.1.6) равна 
нулю при всех значениях т, кроме т =  t, то пределы интегриро
вания в (2.1.6) можно произвольно расширить. В результате для 
любого интервала (а, Ь), содержащего точку t, а <  t <  Ь, получим 

ь ь
j  x ( x ) b ( t  — x ) d x =  j  х (т )6 (т  — t )dx =  x( t) .  (2.1.7)
• a

Заметим, что формулы (2.1.6) и (2.1.7) справедливы и в слу
чае, когда точка t является точкой разрыва первого рода функции 
х (т), если ее значение в точке разрыва определить как среднее 
арифметическое ее значений справа и слева в этой точке:

r ( f )  * « - ° ) + * « + 0 ) _  И п1 x ( t - e )  +  x ( t + e )

Действительно, рассуждая так же, как и раньше, получим в
c»*iy (2.1.5)
‘ | е ‘  И-e
J х  (т) б (I — т) dx =  j  x ( x ) 6 ( t  —  x ) d x +  j  x ( x ) 6 ( t  — x )d x  =

• ‘_e ‘

^ * ( * - 0 )  j  6 (a) do +  x(t  +  0) j  6(o)do =  - i - x ( * - 0 ) + - i x ( <  +  0),
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что и доказывает высказанное утверждение. Таким образом, 
формула (2.1.7) может быть переписана в более общем виде:

 ̂ х (т) б (* — т) dx =  j  х (т )6 (т  — t)dx =  I(<~ 0> ■r(t4~0). (2.1.8)
а а

• N
при а <  t < Ь .

В практических приложениях удобно бывает пользоваться 
также производными импульсной 6-функции. Их можно опреде
лить, например, как пределы при h оо соответствующих произ
водных функции 6h (0* которая выражается формулой (2.1.3). 
Пользуясь производными 6-функции, мы можем формальпо диф
ференцировать равенства (2.1.7), являющиеся тождествами отно
сительно t при изменении t в интервале (а, Ь). В результате, пред
полагая, что фупкция х  (<) имеет непрерывные производные до 
п-го порядка, получим

ь ь
j  x ( T ) 6 '( f - x ) d T =  _  j  х  (т) 6' (т — t)dx^= х' (t) (2.1.9)
а а

и вообще
ь ь
j  X (т) 6<*> (/ -  т) dx =  ( -  l )k j  X (т) 6<*> (т — t)dx =  х<*> (t) (2.1.10)
а а

(А =  1, 2, . .  . ,п ) .

Эти равенства имеют место при любом значении t, заключенном 
в интервале интегрирования а <  t <  b.

Формулы (2.1.7) и (2.1.10) можно вывести совершенно строго 
путем предельного перехода при А оо в соответствующих фор
мулах, содержащих функцию б/, (t), определяемую формулой
(2.1.3), вместо 6-функции.

Формулы (2.1.7) и (2.1.10) дают возможность компактно запи
сывать в форме интегралов сложные выражения, содержащие 
интегралы и суммы. Пусть, например, мы имеем выражение

Ь N  п

I = $ g ( t ) x ( t ) d t + V  2  cpkx<P'(th), (2-1.1$)
о р = 0 fc=*l

где /|, . . ., tn — произвольные значения t в интервале интегриро
вания (а, Ь). Вводя функцию

g. (0  =  g.(t) +  2  S  cpkW  (th- t )  (2.1.12)
р*=0
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и пользуясь формулами (2.1.7) и (2.1.10), можно написать фор
мулу (2.1.11) в виде

ь
/ =  j (2.1.13)

а

Заметим еще, что б-функцию можно рассматривать как произ
водную единичной ступенчатой функции 1 (t), определяемой равен
ствами

( 0 при < <  О,
=  { 1 при * > 0 .

Действительно, на основании (2.1.1) и (2.1.2)

Г в ( х ) Л - / °  “ ри , < 0 ’
. 1  1 1  при /  > 0 ,

или
t
j  6 (T )d T  =  l ( * ) .

— ОО
Дифференцируя эту формулу, получим

б (о  =  Г  (t).

Таким образом, используя б-функцию, мы получаем возможность 
дифференцировать разрывные функции.

Формула (2.1.7) показывает, что любая функция в любом ин
тервале (а, Ь) может быть разложена на элементарные импульсы. 
Действительно, формула (2.1.7) представляет функцию х  (t) 
в виде суммы бесконечно большого числа бесконечно малых сла
гаемых вида х  (т) б (/ — т) d r. Каждое такое слагаемое представ
ляет собой бесконечно малый мгновенный импульс величины 
х (т) d т, действующий в момент времени t =  т, так как б (t — т) 
но  ̂ определению является единичным мгновенным импульсом, 
действующим в момент t =  т.

Если функция х  (t) задана при всех значениях f и мы хотим 
представить ее разложением на элементарные импульсы (2.1.7) 
иа^всей числовой оси, то мы должны положить в (2.1.7) а =  — оо, 

00■ Тогда получим, ограничиваясь только первым интегра-

оо
Х ( 0 =  j  х  (т) б {t — т) dt ( - 00< < < 00). (2.1.17)

— оо

Цниду большой важности этой формулы для всей теории авто- 
‘ Т||,,еского управления, мы дадим еще один ее вывод, более

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)
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наглядный и связанный с физическими представлениями. Для 
этого введем единичный прямоугольный импульс конечной дли
тельности А (рис. 2.1.1):

м о =
X  °Р И

О при

| < | < 4

| < | > 4 - .
(2.1.18)

Разобьем ось времени на равные интервалы длительности А и обо
значим середину А-го интервала через т* (к =  0, ±  1, ±  2, . . .).

Значение функции х  (t) в точ
ке тА; равноx ( x h) (рис. 2.1.3). 
Построим прямоугольный им
пульс длительности А, имею
щий высоту х  (тл), действую
щий в промежутке времени
(т*  — у .  тл + - | ) .  Очевид
но, что единичный прямо
угольный импульс, действую
щий в этом промежутке вре
мени, выражается функцией 

М
бд (* — тл) 
импульс

Высота этого импульса равна . Чтобы получить 
х  (т„), необходимо функцию бд (t — xh) раз-высоты 

1 и умножитьделить на д-
на х  (тй). Таким образом, 
один прямоугольный им
пульс, имеющий ту же ор
динату х  (тк), что и данная 
функция х  (t) в точке t =  
=  Th, действующий в интер
вале времени] ( т* — у  ,

т» + Т ) . математически
выражается функцией
х  (т*) бд (t — т*) А. Сумма таких импульсов, соответствующих 
интервалам, на которые мы разбили ось t, представляет сту
пенчатую функцию Яд (<), имеющую в каждом интервале постоян
ное значение, равное значению функции x(t)  в середине этого 
интервала (рис. 2.1.4):

л-д ( 0  > ■ S
А =  —  о

*(Т*)6Д( /— Th) Л. (2.1.19)
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При малой длине интервалов А эта функция может быть принята 
приближенно совпадающей с данной функцией х  (<). Чем меньше А, 
тем точнее будет совпадение. В пределе при А -* -0 ступенчатая 
функция х\ (t) стремится к x(t ) .  При этом функция 6д(* — т) стре
мится к 6-функции 6 (t — т), а сумма стремится к соответствую
щему интегралу. В результате переход к пределу при А -> 0  
в (2.1.19) даст формулу (2.1.17).

Формула (2.1.19) при любом А дает разложение соответствую
щей ступенчатой функции агд (/) на прямоугольные импульсы дли
тельности А. Следовательно, формула (2.1.17), являющаяся пре
делом формулы (2.1.19) при А -* -0, дает разложение функции х  (t) 
на мгновенные импульсы.

Для дальнейшего нам понадобится еще выразить импульсную 
6-функцию в форме интеграла Фурье. Для этого мы сначала пред
ставим интегралом Фурье единичный прямоугольный импульс 
6Д (0 , определяемый формулой (2.1.18), а затем переходом к пре
делу при А -*-0 получим искомое представление интегралом 
Фурье 6-функции.

Из анализа известно, что любая абсолютно интегрируемая 
функция /  (<) (т. е. такая функция, интеграл от абсолютной вели
чины которой в бесконечных пределах имеет конечное значение) 
может быть представлена интегралом Фурье 150]

Подставляя в (2.1.21) выражение (2.1.18) прямоугольного им
пульса, будем иметь

ОО

/ ( 0 =  j  ф ((о)е<ш‘ Ло, (2 .1 .20)

где

Ф (“ ) =  ^  j  /  (т) e- i “ Tdx. (2 . 1 .2 1 )

2
Д

д
“ Т 2

М 0 ]  =  ^ -  j
— оо

(2.1.23)
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Переходя к пределу при Д —»-0 н принимая во внимание, что
2 шА . при этом sin — >-1, получим

оо

6 (0  =  -^- j  е^Ч ш . (2.1.24)
— оо

Эта формула дает разложение мгновенного единичного импульса' 
на гармонические колебания всех возможных частот.

Заметим, что интеграл в (2.1.24) представляет собой расхо- * 
дящийся несобственный интеграл. Однако это не мешает формаль
но пользоваться формулой (2.1.24) и получать правильные ре
зультаты. В частности, для любой абсолютно интегрируемой 
функции х  (t) выражение 6-функцин (2.1.24) можно формально 
подставить в формулу (2.1.17). Изменив после этого порядок ин
тегрирования, получим на основании известной формулы Фурье 
в правой части х  (/).

§ 2.2. Весовые функции линейных систем

Рассмотрим линейную систему с одним входом и одним выхо
дом. Разложив действующее на линейную систему возмущение. 
х  (t) на элементарные импульсы, т. е. представив функцию х  (/)• 
в виде интеграла (2.1.17), воспользуемся принципом суперпози- | 
ции в интегральной форме (1.5.12). В данном случае параметром ’ 
к является момент действия очередного элементарного импульса т,

х  (t , к) =  6 (t — т), с (к) dk — х  (т) dr. 
Следовательно, на основании принципа суперпозиции (1.5.12) ! 
реакция у (<) линейной системы на произвольное возмущение ] 
х  (t) имеет вид

ОО

y(t )  =  A x ( t ) =  j  х  (т) i4/6 (< т) dx, (2.2.1)
— оо

где индекс t у оператора А показывает, что этот оператор дейст-;] 
вует над функцией б (t — т), рассматриваемой как функция t 
при фиксированном значении т. Формула (2.2.1) показывает, й 
что для нахождения реакции линейной системы на произвольное] 
возмущение х  (<) достаточно знать ее реакцию на единичный им* j 
пульс б (t — т), действующий на нее в произвольный момент т.] 
Эта реакция зависит от переменных t и т, т. е. от момента дей
ствия импульса т и текущего момента t:

* ( / ,  т) -  т). (2.2.2)
Функция g (t, т), определяемая формулой (2.2.2), является исчер
пывающей характеристикой линейной системы и называется ее 
весовой или импульсной переходной функцией. Таким образом,
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песовая и л и  импульспая переходная функция линейной системы 
представляет собой реакцию этой системы в момент t на единич
ный импульс, действующий на систему в момент т.

П ол ьзуя сь  понятием весовой функции, мы можем записать 
зави си м ость (2.2.1) между входной и выходной переменными 
п роизвол ьн ой  линейпой системы в виде

оо

i / ( 0 =  j g(t,  j ) x ( j ) d x .  (2.2.3)
—  оо

Таким образом, оператор любой линейной системы может быть 
представлен в форме линейного ннтегральпого оператора.

Выясним смысл термина «весовая функция». Для этого рас
смотрим рис. 2.2.1, где единичный импульс, действующий на 
систему в момент т, изобра
жен вертикальной стрелкой, 
а кривая g (t , т) изображает 
реакцию системы на этот им
пульс, т. е. ее весовую функ
цию, рассматриваемую как 
функция t при данном фикси
рованном значении т.

Согласно формуле (2.2.3) 
для определения значения 
выходной переменной линей
ной системы в момент вре
мени t необходимо значение 
х  (т), которое имело входное возмущение х  (t) в момент т, 
умножить на ординату весовой функции g (t, г) при данном зна
чении t (рис. 2.2.1) и все подобные произведения просуммиро
вать. Таким образом, весовая функция g (t, т) характеризует 
«удельный вес» возмущения, которое действовало в момент вре
мени т, в формировании выходной переменной системы в дан
ный момент времени t. Этим и объясняется смысл термина «весо
вая функция».

Весовая функция любой реально существующей системы равна 
нулю при значении второго аргумента, большем зпаченпя первого: 

g  (t, т) =  0 при т >  t. (2.2.4)
•)то свойство отражает тот факт, что никакая физическая система 
но может реагировать в данный момент на возмущение, которое 
"У Д ет действовать на нее позже. Это свойство мы будем называть 
условием физической возможности системы *). Никакая система,

*) Чаще это условие называют условием физической осуществимости, 
днако этот термин неточеп, так как осуществимость предполагает умение 

iiiv СИСТРМу сделать, а между тем далеко не всякую систему, удовлетворяю
щую условию (2.2.4), можно осуществить техническими средствами.

Под ред. в . с .  Пугачева
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весовая функция которой не удовлетворяет этому условию, физи
чески немыслима.

Теоретически мы можем рассматривать как физически возмож
ные, так и физически невозможные системы. Более того, в общей 
теории линейных систем, как мы увидим ниже, большую роль 
играет одип класс физически невозможных систем. Кроме того, 
часто приходится проектировать системы для решения таких 
задач,-которые не могут быть идеально точно решены физически 
возможными системами. В таких случаях приходится рассматри
вать идеальные физически невозможные системы для оценки точ
ности проектируемых физически возможных систем.

Рассмотрим теперь физически возможную линейную систему, 
находящуюся в покое до момента 10, предполагая, что возмуще
ние х  (t) действует на нее пачиная с момента t0. Для такой системы 
в формуле (2.2.3) подынтегральная функция равна нулю при 
т < ( 0 ц при т >  t. Действительно, возмущение х  (t) пе действует 
на систему до момента t0, что равноценно предположению з (т) =  0 
при т <  t0. При т >  t весовая функция g (t, т) равна нулю вслед
ствие условия физической возможности (2.2.4). Следовательно, 
для физически возможной системы соотношение (2.2.3) между 
входной и выходной переменными переписывается таким образом:

Имея в виду, что в возмущение х  (t) могут входить импульсы типа 
6-функции, условимся считать, что пределы интегрирования всегда 
включаются в интервал интегрирования, т. е. интеграл в (2.2.5) 
попимать как предел интеграла от t0 — е до t +  е при е -*-0.

Рассмотри»! типовые идеальные системы, осуществляющие 
элементарные операции анализа.

1. Система тождественного преобразования, или, что одно 
и то же, идеальная следящая система, представляет собой такую 
систему, у которой выходная и входная переменные тождественно 
равны друг другу: у (t) =  х  (t). Сравнивая формулы (2.1.17) 
и (2.2.3), видим, что весовая функция идеальной следящей 
системы есть 6-функция:

2. Идеальный экстраполятор представляет собой такую хп- 
стему, у которой выходная переменная опережает входную пере
менную на заданный интервал времени а > 0 :  у (t) =  х  U +  а). 
Для того чтобы найти весовую функцию идеального экстраполя- 
тора, заменим в формуле (2.1.17) t величиной t -f- а и сравним 
полученную формулу с (2.2.3). Тогда получим

ft  (*, т) =  6 (* — т +  а) =  6 (* — (т — а)). (2.2.7)

(2.2.5)

gc V, т) =  6 ( t —  т). (2 . 2 . 6)
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Эта формула показывает, что идеальный экстраполятор реаги
рует на единичный импульс, действующий в момент времени т, 
единичным импульсом в момент времени т — а, предшествующий 
моменту т. Следовательно, идеальный экстраполятор является 
физически невозможной линейной системой.

3. Идеальное запаздывающее звено получается из экстраполя- 
тора при а <  0. Поэтому, полагая в (2.2.7) а =  — I, получим 
весовую функцию запаздывающего звена:

g t (/, т) =  б (< -  т -  I) -  б (* -  (т +  /)). (2.2.8)

4. Безынерционный усилитель производит усиление входной 
величины. Прн этом коэффициент усиления в общем случае может 
быть функцией времени. Таким образом, для безынерционного 
усилителя у (t) =  к (<) х  (/)■ Умножая формулу (2.1.17) на к 
и сравнивая результат с (2.2.3), видим, что весовая функция без- 
ипбрционного усилителя имеет вид

gy (/, т) =  к (/) 6 (* — т). (2.2.9)
5. Идеальное дифференцирующее звено. Его выходная перемен

ная в каждый момент времени равна значению производной вход
ной переменной по времени в тот же момент: у (/) =  х' (t). Диф
ференцируя формулу (2.1.17) по t и сравнивая результат с (2.2.3), 
убеждаемся в том, что весовая функция идеального дифференци
рующего звена определяется формулой

£л (*, т) =  б ' (< -  т). (2.2.10)
Таким образом, весовая функция идеального дифференцирующего 
звена представляет собой производную 6-функции.

6. Идеальное интегрирующее звено дает на выходе функцию
<

1 /(0 =  J * ( т ) Л .  (2.2.11)
(о

Сравнивая эту формулу с (2.2.3), мы видим, что весовая функция 
идеального интегрирующего звена равна единице прн t >  т 
и нулю при t <  т, т. е. представляет собой единичную ступен
чатую функцию:

g» (t, *) =  1 (* — т). (2.2.12)
П р и м е р  2.2.1. Найдем в качестве вримера весовую функцию объекта

* Равления, представляющего собой двигатель, у которого управляющим
•-дпы м сигналом является вращающий момент М, выходным сигналом — 

у ловая скорость вала ш, а сопротивление вращепию вала пропорционально
угловой скорости со.
к п е«б03ПаЧИВ момент инерции вала двигателя вместе с присоединенными 
Шато'/ деталяШ| через J , можно наппсать дифференциальное уравнение вра- 

гельного движения вала:

j ’ut =  М — Ао), (2.2.13)
4*
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где Лю — момент сил сопротивления. Для определения весовой функции 
двигателя следует задать входной сигнал М  в виде мгновенного единичного 
импульса б (t — т). Тогда выходной сигнал со по определению и будет пред
ставлять собой искомую весовую функцию g (/, т). В результате для опреде
ления весовой функции g (/, т) получим уравнение

Jg +  hg =  б «  -  т), (2.2.14) .

где точка означает дифференцирование по (, а т рассматривается как фикси
рованный момент действия единичного импульса. Интегрируя уравне- ; 
ние (2.2.14) и учитывая, что двигатель является физически возможной систе
мой, вследствие чего g (t, т) =  0 при t <  т, получим при t >  т

„ (* ,  т ) - . ™ ^  j  . 7 *  (2.2.15)
—  ОО

П р и м е р  2.2.2. Если в условиях предыдущего примера за выходной
сигнал двигателя принять угол поворота вала <р, то будем иметь ш =  <р, - 
и дифференциальное уравнение вращательного движения вала примет вид

/ ф  +  йф =  А/. (2,2.16)

Для определения весовой функции зададим входной сигнал в виде единич-  ̂
пого импульса М =  б (< — т). Тогда получим для весовой функции gt (t, т) 
дифференциальное уравнение

/ V i + * i t  =  « ( « -* )•  (2-2.17) ‘

Интегрируя это уравнение, получим

О '  при t <  т,

1 - - тК«-т)
- j -  е J при < > т

и

< х * h Л
Р Г I f  — 1 — г(*-т)

g i ( t . r ) =  J g(o , i)do=>  JO-da +  y  J «  d(T=.-£-Il— e ]. (2.2.18)
to <o т

П р и м е р  2.2.3. Объектом управления является цилиндрический пагре- 
патель (рис. 2.2.2). Нагреваемое вещество находится внутри цилиндра. Управ- 
ляющпм входным сигналом является количество тепла q (/), подводимое 
к единице площади впешней поверхности цилиндра в единицу времени. Целью , 
управления является обеспечение заданного закона изменения температуры 
виутреппей поверхности цилиндрической стоики нагревателя. Эта температу- ! 
ра и является в данном случае выходным сигналом нагревателя.

Если толщина стенки нагревателя мала по сравнению с его диаметром, 
то можно пренебречь разностью площадей внешней и внутренней поверхно
стей стенки. Тогда, если выбрать начало координат О на внешней поверхно
сти стенки нагревателя и направить ось Ох по нормали к ней внутрь стенки 1 
(рис. 2.2.3), то закон изменения температуры в стенке О (/, х) будет опре- ' 
делиться одномерным уравнением теплопроводности (см., например, (63],

x ) = g ( t ,  т )= <
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II. § 21)
дв _fc_ дЧ  
dt ер дх2 ’ (2.2.19) 

а р -где к — удельная теплопроводность, е — удельная теплоемкость 
плотность материала стенки пагревателя.

Ддя полного описания процесса изменения температуры в стенке нагре
вателя необходимо добавить к уравнению (2.2.19) граничпыо условия — урав
нение подвода тепла к внешней поверхности стенки и уравнение отвода 
тепла от впутренней поверхности стенки:

т 4(t) (д ъ _ \  _  h
к ' I дх к д(< ’ 1)'

дЪ
*=о (2.2.20)

где в дополнение к предыдущим обозначениям А — коэффициент теплопере
дачи от стенки нагревателя к нагреваемому веществу.

Рис. 2.2.3.

Для определения весовой функции нагревателя следует принять входной 
сигнал q (I) равным 6 (I — т). Проинтегрировав урагнение (2.2.19) при гранич
ных условиях (2.2.20) при q (/) =  6 (t — т), найдем весовую функцию нагре
вателя как эначение температуры в  (/, х) на внутренней поверхности стенки:
к  ( t , Т ) =  О  ( / ,  / ) .

Легко проверить непосредственной подстановкой, что уравнению (2.2.19) 
и второму граничному условию (2.2.20) удовлетворяет функция

ОО

0  (<, х) =  ^ а  (со) /  (х, ш) е,ш* Ai), (2.2.21)
—  ОО

где

_  у й : - ~ 1 _  -У й ^ х~1
/  (х, со) =  (Дс У ib> -ah )e  а +  (* +  аЛ) е °  , (2.2.22)

° а о  (ш) — произвольная функция. Этой произвольной функцией
вн'Ж?о Р,сп оР"Днться так, чтобы удовлетворить и первому граничному усло- 
ч в*0 20). Полагая q (|) =  6 (t — т) и пользуясь представлением 6-функции
11 ,^ e HHTerPMa <̂>уРье (2-1 -24), перепишем первое граничное условие (2.2.20)

(£)_— кг ]
—  ОО
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Подставляя сюда выражение дд/дх, полученное дифференцированием форму
лы (2.2.21), будем иметь

ОО ОО

[  о  (О))/; (0, со) —-^ 7  j  eia>(‘ “ T)Ao.

Это условие обращается в тождество, если положить

а(о>)/;(0, • (2.2.23Г

Для определения /* (0, ш)'продифференцируем формулу (2.2.22) по х и поло
жим после этого х =  0. Получим

/ ;  (0, о )  =  -  <р (ко) У<аГ; (2.2.24)

где для краткости 'положено

( к \ V iu --  /  к \ — Т/
— У<«о +  л ) е  а — V<o) —h j  е ° .  (2.2.25)

Подставляя выражение (2.2.24) в (2.2.23) и решая полученное уравнение 
относительно а  (<о), будем иметь

а  (Ш) = ----------- ------—  #-*■* (2.2.26)
2лЦ> (ico)

Подставляя это выражение а  (со) в (2.2.21), получим
ОО

0 « . * )  =  -Л г  ( / ( % / -  ^ ‘ - т)do. (2.2.27)7 2л* J ф (<(1>) у  1Ш
—  ОО

Наконец, для определения весовой функции положим в (2.2.27) х =  Z. Тогда, 
припимая во внимание, что на основании (2.2.22) /  (2, со) =  2к \/ко, получим 
для искомой весовой функции нагревателя формулу

••

g ( t , т ) = д «.  1 • (2-2-28)
—  о»

Перейдем теперь к многомерным линейным системам, имеющим 
любое число входов и выходов.

На основании принципа суперпозиции действие каждого вход
ного возмущения на многомерную линейную систему можно рас-^ 
сматривать отдельно, а затем результаты действия отдельных' 
возмущений па каждом выходе просуммировать.

Для изучения реакции па к-м выходе линейной системы па 
возмущение, действующее на одном только h-м входе, можно рас
сматривать эту систему как систему с одним входом и одним выхо
дом. Тогда для вычисления реакции на к-м выходе линейной си
стемы на любое возмущение, действующее па h-м входе, достаточно 
будет знать соответствующую весовую фупкцию gkll (t, т). Эта 
весовая функция представляет собой реакцию на к-м выходе
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линейной системы на единичный импульс, действующий на А-м 
входе в момент т при отсутствии возмущений на остальных входах. 
С овок уп н ость  весовых функций gkh (t, т) (к =  1, . . т; А =  
=  1, . . ., л), соответствующих всем входам и всем выходам, 
явл яется  исчерпывающей характеристикой многомерной линей
ной системы.

Зная весовые функции многомерной линейной системы, соот
ветствующие всем входам и выходам, можно для вычисления ее 
реакции па каждом выходе на возмущение, действующее только 
на каком-нибудь одном входе, применить формулу (2.2.3) или
(2.2.5) (для физически возможных систем). Суммируя получен
ные результаты для каждого отдельного выхода по всем входам, 
пайдем все выходные переменные рассматриваемой линейной 
системы, соответствующие одновременному действию любых воз
мущений па всех ее входах.

Таким образом, изложепная теория примепима как к одно
мерным, так и к многомерным линейным системам.

Согласно изложенному выходные переменные линейной систе- 
мы, имеющей п входов и т выходов, выражаются через ее весовые 
функции ghh (t, г) (к =  1, . . ., т ;  А =  1, . . п) формулой

П  оо

Ум ( 0 = 2  ( (*» т) (т) dx (* — 1, • •., и ) . (2.2.29)
Л=1 -ОО

Для физически возможных линейных систем все весовые 
функции равны нулю прн т > / .  Поэтому для физически воз
можной многомерной линейной системы, находящейся в покое 
до момента t0, подынтегральные функции в (2.2.29) равны нулю 
при т <[ Iq и при т > t ,  вследствие чего формула (2.2.29) может 
быть переписана в виде

П t

Ум ( 0 = 2  j  (*. т) хк (т) dx (А =  1, . . . ,  т). (2.2.30)
Л —1 t о

•'Заметим, что если ввести матрицу весовых функций

g n  (*. *) t )  • • gin ( t ,  T)

g ( t ,  1 ) = g2l (*, T) g n  (<, * )  • • gin ( t , T)

gml U,  * ) gm2 ( t , T )  . • gmn ( t ,  Т) 1

11 векторные входной и выходной сигналы х  (<) и у (t) с составляю- 
Щими х, (/), . . ., х п (<) и у, (t), . . у т (t) соответственно, то 
ч>°рмулм (2.2.29) и (2.2.30) можно коротко записать в виде (2.2.3) 
". (*-2.5). Таким образом, формулы (2.2.3) и (2.2.5) справедливы 
ДЛЯ систем с любым числом входов и выходов.
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§ 2.3. Характеристика реакции линейной системы 
на показательное возмущение. Частотная характеристика

Взяв в качестве элементарных возмущений, па которые можно 
разложить произвольное возмущение, еднпичпые импульсы, т. е. 
б-функции, мы получили характеристику линейной системы — 
весовую функцию и выразили через нее реакцию линейной 
системы на любое возмущение.

Тип элементарных возмущений, на которые можно разложить 
произвольное возмущение, можно выбрать различными спосо
бами. В зависимости от выбора типа элементарных возмущений 
получаются различные характеристики линейных систем. Во мно
гих задачах практики удобно взять в качестве элементарных воз
мущений гармонические колебания всех возможных частот. 
Известно, что при весьма общих условиях любую функцию можно 
разложить в ряд Фурье или представить интегралом Фурье. По
этому, зная реакцию линейной системы на гармонические колеба
ния всех возможных частот и пользуясь принципом суперпози
ции, мы можем определить реакцию системы па произвольное 
возмущение.

Рассмотрим некоторую функцию х  (t). Если она абсолютно 
интегрируема, то ее можно представить интегралом Фурье:

оо

x ( t ) =  j  с (i'to) еш  dto, (2.3.1)
—  оо

где *
оо

j  x ( t ) e ~ im*dt. (2.3.2)
—  оо

Если возмущение х  (I) действует на входе линейной системы, 
то на основании принципа суперпозиции выходная функция 
системы будет равна

оо

y( t )  =  A x ( t ) =  j  с (i(a) A te,wt dw, (2.3.3)
—  ОО

где А — оператор системы. В этой формуле A tei(al представляет 
собой реакцию линейной системы па гармонические колебание 
частоты со. Эта реакция может быть принята за характеристику 
линейной системы. Зная эту характеристику, мы можем вычислить 
по формуле (2.3.3) реакцию линейной системы на произвольное 
возмущение, которое можно представить рядом или интегралом 
Фурье. Обычпо эту характеристику несколько обобщают и рас
сматривают в качестве элементарного возмущения показательную 
функцию е"1, где s — произвольный комплексный параметр.
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Если параметр s имеет чисто мнимое значение, то е '1 описывает 
гармонические колебания; если этот параметр имеет комплексное 
значение с отрицательной действительной частью, то е*1 представ
ляет собой затухающие гармонические колебания; если параметр 
s имеет комплексное значение с положительной действительной 
частью, то е '1 — расходящиеся гармонические колебания; нако
нец, если s — действительное число, то е'1 можно рассматривать 
как затухающие или расходящиеся гармонические колебания 
нулевой частоты. Таким образом, семейство показательпых функ
ций е*1 с комплексным параметром s охватывает гармонические 
колебания всех возможных частот, как с постоянными амплиту
дами, так п с амплитудами, изменяющимися со врсмепем по 
экспоненциальному закону.

Из физических соображений ясно, что любая система, которую 
мы будем возбуждать гармоническими колебаниями, будет реа
гировать на них тоже каким-то колебательным движением. Есте
ственно определить такую характеристику линейной системы, кото
рая сама не будет являться колебательным процессом, а будет 
характеризовать преобразование амплитуды и сдвиг фазы выход
ных колебаний по отношению к входным. Чтобы получить такую 
характеристику, можно разделить реакцию системы на само вход
ное показательное возмущение е‘ \ т. е. принять за характеристику 
линейной системы функцию

(2.3.4)

Функцию z (t, s) мы будем называть характеристикой реакции 
линейной системы на показательное возмущение. Таким образом, 
характеристикой реакции линейной системы на показательное 
возмущение называется отношение ее реакции на возмущение, 
представляющее собой показательную функцию времени, к этой 
показательной функции. В общем случае характеристика реакции 
линейной системы на показательное возмущение зависит не только 
°т параметра s, но и от времени t.

В частном случае прн чисто мнимых значениях параметра s 
м ы получаем так называемую частотную характеристику линей
ной системы:

2 <*. И  =  ̂ Л Г - -  (2.3.5)

Частотная характеристика линейной системы7в общем случае 
такяко зависит не только от частоты, но и от времени.
 ̂ Па основании формулы (2.3.5) реакция линейной системы на 

' ■*рмонические колебания данной частоты о  и единичной ампли- 
г>ды еш< равна произведению значения частотной характеристики

z (t, s) А/е*1
«»<



системы при данном значении частоты на входную функцию е ш :

A ,e iat =  z (t, Ш) еш . (2.3.G)

Найдем теперь реакцию линейпой системы па входные гармони
ческие колебания произвольной амплитуды и фазы

х  (0  =  а««“ ‘+»>. (2.3.7)

На основании принципа суперпозиции и формулы (2.3.6) выходная 
переменная системы при входном возмущении (2.3.7) определяется 
формулой

у  (0  =  A t (ae<<“ '+»)} =  ае^Л ,еш  =
=  ae^-z (t, Iсо) еш  =  az (/, ш )  (2.3.8)

Частотная характеристика линейной системы в общем случав 
является комплексной функцией. Как и всякую комплексную вели
чину, ее можно представить в показательной форме:

z (iI, Ш) =  | z (t, ica) | е{ аг« г<‘ . <“ >. (2.3.9)

Подставляя это выражение в (2.3.8), получим

у (t) =  а | z (t, i<o) | ex p  (i I(ot - f  ф +  arg z (*, ia>)]}. (2.3.10)

Эта формула показывает, что линейная система реагирует на гармо
нические колебания входной величины в общом случае колеба- 

. пиямн переменной амплитуды ,

Ь (0 =  а | z (t, ко) | (2.3.11)

и переменного сдвига фазы

Ч> (0  =  Ф +  arg z (*, но). (2.3.12)

Таким образом, модуль частотной характеристики линейцой 
системы определяет изменение амплитуды колебаний данной 
частоты при прохождении их через эту систему, а аргумент частот
ной характеристики определяет изменение фазы колебаний. А имен
но модуль частотной характеристики представляет собой коэффи
циент усиления амплитуды гармонических колебаний (в общем 
случае переменный) при прохождении их через линейную систему. 
Аргумент частотной характеристики представляет собой сдвиг 
фазы выходных колебаний по отношению к входным колебаниям. 
Вследствие этого модуль частотной характеристики линейной 
системы | z (t, i(o) | обычно называется амплитудной частотной 
характеристикой системы, а аргумент частотной характеристики 
arg z(t, i<o) — фазовой частотной характеристикой системы.

Пользуясь частотной характеристикой линейной системы, мы 
можем записать соотношение (2.3.3) между входпой и выходной

5 8  ГЛ. 2. ХАРАКТЕРИ СТИ КИ  Л И Н ЕЙ Н Ы Х СИСТЕМ



| 2.3. РЕАК Ц И Я СИСТЕМЫ НА П ОКАЗАТЕЛЬН ОЕ ВОЗМУЩ ЕНИЕ 59

переменными в следующем виде:
оо

y ( t ) =  j  c(iw)z{t, ш )  eiatcUi). (2.3.13)
—  д а

Сравним эту формулу с (2.2.3). Как в первом, так и во втором слу
чаях за характеристику системы принимается некоторая функция 
двух переменных: текущего времени t и какого-то параметра. 
В качестве такого параметра в формуле (2.2.3) принимается 
момент действия единичного импульса. В формуле (2.3.13) параме
тром  является круговая частота гармонических колебаний (о. 
Д ля того чтобы воспользоваться формулой (2.2.3), необходимо 
знать только весовую функцию g (t, т) и само входное возмущение. 
Д ля того чтобы воспользоваться формулой (2.3.13), нужно сна
чала найти преобразование Фурье с (|со) входного сигнала х  (t). 
Таким образом, для произвольных линейпых систем применение 
частотны х характеристик обязательно включает лишнюю опера
цию перехода к преобразованию Фурье. Очевидно, что это будет 
общ ей закономерностью. Какими бы элементарными возмущениями 
мы нп пользовались, кроме б-функции, мы обязательно должны 
будем находить какое-то преобразование входного возмущения, 
а потом уже определять выходную перемепную системы. И только 
использование в качестве элементарного возмущения б-функции 
дает существенное упрощение, так как при этом исключается 
необходимость дополнительного преобразования входного возму
щения. Таким образом, для произвольных лилейных систем при
менение частотных характеристик нерационально. Только для 
систем с медленно изменяющимися параметрами, когда можно 
считать на значительных отрезках времени параметры системы 
постоянны м и, использование частотных характеристик может 
представить некоторые выгоды.

Сделаем еще одно замечание о частотных характеристиках и ха
рактеристиках реакции линейных систем па показательное возму
щение. Если рассматривать эти характеристики для произвольных 
моментов включения системы, то они будут зависеть еще от мо
мента начала действия показательного возмущения t0 и, таким 
образом, будут фактически функциями трех аргументов: t, s, t0, 
а не двух. Чтобы избежать этого усложнения, частотные характе
ристики и характеристики реакции линейных систем на показатель- 
н°е возмущение обычно определяют для случая установившейся 
работы системы, т. е. такого режима работы, когда возмущение 
Девствует на систему неограниченно долго, т. е. для t0 =  — оо.
' т<> не мешает с помощью частотной характеристики находить 
реакцию системы на возмущения, действующие начиная с произ
вольного момента времени /„• Для этого при определении преобра
зования Фурье с (i(o) входного сигнала х  (<) следует положить 
Функцию х  (/) равной нулю при t <  t0.



Весовая функция, как мы видели, является полной, исчерпы
вающей характеристикой линейной системы. Частотпая характе
ристика и характеристика реакции системы на показательное воз
мущение также являются исчерпывающими характеристиками 
линейной системы. Естественно возникает мысль, что между весо
вой функцией и частотной характеристикой или характеристикой 
реакции системы на показательное возмущение должна существо-- 
вать связь. Чтобы найти эту связь, достаточно вычислить реакцию 
системы на показательное возмущение с помощью весовой функ
ции по формуле (2.2.3):

ОО

A tegt=  j  g(t ,  т)е*М т. (2.3.14)
—  ОО

Чтобы получить характеристику реакции системы на показатель
ное возмущение, нужно полученный интеграл разделить на вход
ное возмущение е*\ Тогда получим

оо оо

z (*. s) =  - t̂ j  £(*• t ) e n d x =  j  g( t,  т) <?-*<«-*> dt. (2.3.15)
— 00 — oo

Для физически возможной системы формула (2.3.15) приобретает 
вид

<
z ( t ,  s ) =  j  g(t,  т)е-**~хЫт. (2.3.16)

-во •»
Полагая в формулах (2.3.15) и (2.3.16) s =  i со, получим выраже
ние частотной характеристики через весовую функцию. В резуль
тате частотная характеристика физически возможной линейной 
системы выразится формулой

t
z(t ,  ш )  — j  g(t,  T) e“ ,“ <<-T)dT. (2.3.11)

—  OO

Выразим теперь весовую функцию линейной системы через 
частотную характеристику.Для этого нужно разложить б-функцию 
на элементарные гармонические колебания. Согласно формуле*- 
(2.1.24)

оо

б ( г - т )  =  - ^  j  е‘*|-т>dw. (2.3.18)
— оо

Сравнивая эту формулу с общей формулой (2.3.1) интеграла Фурье, 
приходим к заключению, что преобразование Фурье 6-функции 
определяется формулой

г ( Н  =  ^ Г « - “ ,т. (2.3.19)
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П о д с т а в л я я  это выражение в формулу (2.3.13), выразим реакцию 
с и с т е м ы  на 6-функцию, т. е. ее весовую функцию, через частотную
характеристику:

оо

g(t,  x ) = 2 j  j z(*, ico) du>. (2.3.20)
— oo

Таким  образом, зная весовую функцию системы, можно опре
делить ее характеристику реакции на показательпое возмущение 
и частотную  характеристику, и, наоборот, зная частотную харак
теристику системы, можно определить ее весовую функцию.

Заметим, что установившийся режим колебаний под действием 
гармонических входных колебаний существует не для всех линей
ных систем , а только для устойчивых систем (определение устой
чивости см- в гл. 6). Вследствие этого формулы (2.3.13) и (2.3.20) 
применимы только к устойчивым линейным системам.

С оверш енно так же определяются характеристики реакции 
многомерной лнпейной системы па показательные возмущения, 
действую щ ие на различных входах, и ее частотные характеристики. 
При этом характеристики реакции системы на показательные воз
мущения и частотные характеристики связаны с соответствующими 
весовыми функциями темп же формулами (2.3.16), (2.3.17) 
и (2.3.20).

§ 2.4. Стационарные линейные системы. 
Передаточная функция и частотная характеристика 

стационарной линейной системы

Изучим подробнее стационарные линейные системы. На основа
нии определения стационарной системы реакция стационарной 
линейной системы на единичный импульс зависит только от интерва
ла времени между моментом действия импульса т и данным момен
том t. Иными словами, весовая функция стационарной линейной 
системы зависит только от разности аргументов t — т:

g (t, т) =  w (t —  т). (2.4.1)

Вследствие этого формула (2.2.5) дает следующее выражение для 
Реакции физически возможной стационарной линейной системы на 
любое возмущение х  (t):

t
y ( t ) =  [  w (t — т) x  (t ) dx. (2.4.2)

— oo

Для общности мы полагаем нижпнй предел интегрирования рапным 
 ̂ оо , чтобы охватить случай неограниченно долго действующих 
Смущений. В частном случае, когда возмущеппе начинает
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действовать на систему в момент t0, в формуле (2.4.2) следует 
положить х  (т) =  0 при т <  <0.

Производя в формуле (2.4.2) замену перемепных £ =  t — т, 
приведем ее к виду

ОО

у ( < ) =  С w d ) x ( t - l ) d t .  (2.4.3)

Найдем характеристику реакции физически возможной стацио
нарной липейной системы на показательное возмущение. Под
ставляя выражение (2.4.1) в общую формулу (2.3.16), получим

t
z ( t , s ) =  j  w(t —  T)e- *<‘ -T>dT. (2-4.4)

— oo

Замена | =  t — т приводит эту формулу к виду
ОО

z {t, s) =  j  w (I) e - 4  <%. (2.4.5)
и

Правая часть этой формулы не зависит от времени t. Следова
тельно, для любой стационарной линейной системы характеристи
ка реакции на показательное возмущение, п в частности, частот
ная характеристика, не зависит от времени и представляет собой 
некоторую функцию параметра показательной функции s. Мы 
обозначим эту функцию через Ф (s). Тогда формула (2.4.5) примет 
вид

ОО

Ф (5 )=  (2.4.6)
о

В частном случае при s — г со получаем частотную характеристику 
стационарной линейной системы

ОО

Ф(1'о))= j  d%. (2.4.7)
и J

Согласно определению характеристики реакции линейной 
системы на показательное возмущение установившаяся реакция ста
ционарной линейной системы на показательное возмущение еи 
представляет собой произведение

y ( t )  =  Ф (s) е*. (2.4.8)
Таким образом, показательные функции времени проходят 

через стационарную лннейнун систему, не измепяя своей формы,
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а тол ь к о  умножаясь на постоянный коэффициент Ф («), зависл- 
щ вй от параметра показательной функции. Функции, обладаю
щие таким свойством, называются инвариантными функциями 
ш л ей н ой  системы. Формула (2.4.8) показывает, что показательные 
функции являются инвариантными функциями для любой стацио
нарной линейной системы. Множитель, на который умножается 
показательная функция е*‘ , проходя через стационарную линей
ную  систему, естественно назвать передаточной функцией 
системы. Вследствие того что семейство показательпых функций 
является общим семейством инвариантных функций для всех 
стационарны х линейных систем, передаточные функции особенно 
удобны  для исследования стационарных линейных систем.

Заметим, что для некоторых классов нестационарных линей
ных систем тоже можно определить инвариантные функции, кото
рые при прохождении через систему не изменяют своей формы, 
а лишь умножаются на соответствующие постоянные множители. 
Рассмотрим в качестве примера систему, поведение которой описы
вается линейным дифференциальным уравнением с переменными 
коэффициентами

2  ak ( t )vm ^  2  М О *** ’ -
h - Q  А— 0

Положив у =  Ajt, где А, — постоянный коэффициент, получим 
следующее уравнение для определения инвариантной функции 
х  (/) рассматриваемой системы:

2  \kth( t ) - b k(t)]xM(t)=o.  
к - 0

По теореме существования решений дифференциальных уравне
нии это уравнение имеет решение (и не одно), если функция 
)-ап (<) — bn(t) нигде не обращается в нуль на действительной 
оси. Изменяя параметр А,, мы получим семейство нпвариантных 
Функций рассматриваемой системы.

Однако, как легко понять, разные нестационарные линейные 
системы в общем случае имеют различные инвариантные функции,
11 пока еще не удалось найти достаточно широкого класса неста
ционарных систем, которые имели бы общее семейство инвариант
ных функций. Вследствие этого попытки распространения на неста
ционарные линейные системы простых алгебраических методов, 
ос нованных на использовании передаточных функций, которые ока- 
■>лись весьма плодотворными в теории стационарных линейных 
Нс1?м> пока еще не увенчались успехом.

1ак как частотная характеристика стационарной линейной 
,  стемы Ф (iw) не зависит от времени, то и ее амплитудная н фазо-

1,1 частотные характеристики | Ф (tco) | и arg Ф (ito) не зависят
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от времени. Поэтому, как показывает формула (2.3.10), стацио
нарная линейная система реагирует на бесконечно долго действую
щие гармонические колебания входной переменной с амплитудой 
а и фазой ф гармоническими колебаниями выходной переменной 
с  той же частотой, амплитудой

Ь =  а | Ф (/и ) | (2.4.9)
к фазой

гр =  <р +  arg Ф (iw). (2.4.10)1

Таким образом, амплитудная частотная характеристика стацио- 
нарной^лннейной системы представляет собой коэффициент изме

нения амплитуды гармони
ческих колебаний при про-1 
хождении их через данную | 
систему, т. е. отношение 
амплитуды гармонических 
колебаний выходной пере
менной к амплитуде гар
монических колебаний| 
входной переменной. Фа
зовая частотная характери
стика стационарной линей
ной системы представляет 
собой сдвиг фазы выход-1
ных гармонических колеба
ний по отношению к вход
ным гармоническим коле
баниям. Прн этом, если 
фазовая частотная харак
теристика arg Ф (<о>) поло
жительна, то колебания на 

выходе системы опережают по фазе входные колебания на вели
чину а ^ Ф  (i<o) (рис. 2.4.1); если фазовая частотная характеристика 
отрицательна, то колебания на выходе системы отстают по фазе 
от входных колебаний на величину | arg Ф (ito) | (рис. 2.4.2).

Найдем передаточные функции идеальных систем, осуществляю-; 
щнх основные операции анализа, рассмотренных в § 2.2.

1. Идеальная следящая система при входной функции е**\ 
дает ца выходе ту же функцию etl. Следовательно, передаточная 
функция идеальной следящей системы тождественно равна еди
нице:

Фс («) =  1. (2.4.И )
2. Идеальный экстраполятор при входной функции с*1 дает 

на выходе е*(‘ +а>. Следовательно,;его передаточная функция равна
Ф» (*) =  (а > 0 ) .  (2.4.12)

щФ(1и>)>0

агд ФЦш)

Рис. 2.4.1. 

агд Ф(1ш)<0

1

\агдФгш\

Рис. 2.4.2.

x(t) y(t)
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3. Идеальное запаздывающее звено при входной функции е‘ * даст 
на выходе е>(1~1'. Следовательно, его передаточная функция равна

ф,(*) =  «-*« ( / > 0 ) .  (2.4.13)

Полагая в (2.4.12) и (2.4.13) s =  * а», видим, что идеальные'эк- 
страполятор и запаздывающее звено не изменяют амплитуду гармо
нических колебаний. При этом экстраполятор дает опережение 
входных колебапий по фазе, пропорциональное частоте, а запазды
вающее звено дает отставание от входных колебаний по фазе, так
же пропорциональное частоте.

4. Безынерционный усилитель с постоянным коэффициентом 
усиления к при входной функции е*1 дает на выходе ке‘ 1. Следо
вательно, его передаточная функция равна коэффициенту усиле
ния к:

Фу (S) =  к. (2.4.14)

Усилитель с переменным коэффициентом усиления, очевидно, 
не является стационарной системой. Предоставляем читателю само
стоятельно найти для него характеристику реакции на показа
тельную функцию г (t, s).

5. Идеальный дифференциатор при входной функции ен дает 
на выходе sebl. Следовательно, его передаточная функция равна

Фд (s) =  s. (2.4.15)
Отсюда находим частотную характеристику:

<я
Ф д(tto) =  ко =  we 2 . (2.4.16)-

Таким образом, идеальный дифференциатор дает усиление гармо
нических колебаний, пропорциональное частоте, и опережение 
выходных колебаний по фазе л/2, независимое от частоты.

6. Идеальный интегратор при входной функции е*1 при s > 0
Дает на выходе у ? * 1. Следовательно, его передаточная функция
равна

Фи(«) =  | .  (2.4.17)

Полагая здесь s =  tto, находим частотную характеристику инте
гратора:

• м * » ) р-4-18)
Отсюда видно, что идеальный интегратор дает усиление гармони
ческих колебаний, обратно пропорциональное частоте, и отстава- 
И|,е выходных колебаний по фазе л/2, независимое от частоты.

Под ред. в . С. Пугачева
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П р и м е р  2.4.1. Формулы (2.2.15) и (2.2.18) показывают, что весовые 
функции двигатели, рассмотренного в примерах 2.2.1 и 2.2.2, зависят только 
от t — т. Следовательно, этот двигатель является стационарной линейной 
системой. Для определения его передаточной функции Ф (s) возьмем пока
зательный входной сигнал Л/ =  в*'. Тогда на выходе будем иметь по опре
делению (о =  Ф (s) е’ 1. Подставляя эти выражения в (2.2.13) и решая полу
ченное уравнение, найдем передаточную функцию двигателя:

Ф(*) 1
J , +  h

(2.4.19)

Аналогично находим передаточную функцию двигателя Ф| (») для случая, 
когда за его выходной сигнал принимается угол поворота вала:

Ф, (*) =
1

s(Js +  h)
(2.4.20)

Те же результаты получаются, если воспользоваться формулой (2.4.6), 
подставив в нее найденные в примерах 2.2.1 и 2.2.2 выражепнн весовых 
функций ш (< — т) =  g (<, т) и w, (/ — т) =  gt (/, т).

П р и м е р  2.4.2. Формула (2.2.28) показывает, что рассмотренный 
в примере 2.2.3 нагреватель является стационарной линейной системой. 
Для определения его передаточной функции зададим входной сигнал q (/) =  ег1 
и будем искать решение уравнения (2.2.19) в виде 0 (/, х) =  0(х, *) ег*. 
Подставив это выражение в (2.2.19), получим после сокращения на е*<

или
0(х , *) * =  аа9" (х, *) (а* =  */ср)

0 ;(х , *) — 0 (х, ,) =  0.

Общий интеграл этого уравнения выражается формулой

VTJL -У Г—
0(х, *)=*!* “ • (2.4.21)

Грапичные условия (2.2.20) при q (/) =  е»*, О (/, х) =  0 (х, *) прини
мают вид

° ; ( ° - * ) = - 4 - .  в;(<. * )= —4-в(1, *).

Подставляя сюда выражение (2.4.21), получим уравпения для определения 
постоянных сг и сг:

V s (в| — « * ) - — ! - ,

_  V iJ - -у г -Ц ha
V *  (с,е ° — сге ° ) = — —  (с,* 

Решая эти уравпения, находим

^ 4 -  -V 7 -L
+  С2*

к Y t — ah - V T - 7  * У * + а Л  V *-~
С‘ (*) V * * hf (г) Vi '
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где <р (*) — функция, определяемая формулой (2.2.25) с заменой по на *. 
П од ста в л я я  полученные выражения с, и с2 в (2.4.21), получим

VT—  _  -У Г —  
п ( Ч ( * У * — аН) е +  (*У Г + а А )«  ° 

* Ф(*)У*
Наконец, полагая х  =  I, находим передаточную функцию нагревателя: 

cl>(.) =  o (*, ») =  _ Н _  . (2.4.22)

Формулы (2.4.9) и (2.4.10) показывают, что коэффициент изме
нении амплитуды и сдвиг фазы колебаний прн прохождении через 
систему в общем случае зависят от частоты колебаний <о.

Обычные механические и электромеханические системы (вооб
ще любые системы, содержащие механические элементы) обладают 
инерцией, вследствие чего под действием колебаний очень высо
кой частоты такие системы практически остаются в покое. Грубо 
говоря, при большой частоте колебаний такая система не успевает 
еще начать движение в одном направлении, как входное возмуще
ние уже начинает «толкать» ее в противоположную сторону. Это 
свойство реальных физических систем дает основание ввести чисто 
практическое понятие полосы пропускания системы. Полосой 
пропускания системы называется диапазон частот гармонических 
колебаний, «пропускаемых» системой, т. е. проходящих через 
систему с практически заметными колебаниями выходной пере
менной. Гармонические колебания частот, лежащих вне полосы 
пропускания системы, практически не проходят через систему, 
т. е. колебания выходной переменной для этих частот имеют столь 
малую амплитуду по сравнению с амплитудой входных колебаний, 
что их можно не принимать во внимание и с достаточной для 
практики точностью считать, что они отсутствуют.

Подчеркнем, что понятие полосы пропускания системы является 
чисто инжеиерпым понятием и не имеет строгого математического 
определения. Физически любая система пропускает колебании 
всех частот. Однако для одних частот выходная переменная си
стемы совершает заметные колебания, а для других частот выход- 
ная переменная колеблется с едва заметной амплитудой. Поэтому 
в зависимости от того, какой величиной амплитуды выходных 
' олебаний по сравнению с амплитудой входных колебаний мы усло
вимся пренебрегать, полоса пропускания одной и той же системы 
'Удет иметь различные значения. Обычно считают возможным пре
небрегать амплитудой выходных колебаний, меньшей чем 5%  
•'^плитуды входных колебаний. В соответствии с этим полосой 

•’"пускания системы считают диапазон частот, за пределами кото- 
."’,0  амплитудная частотная характеристика системы меньше 

Че«  0,05.
5*
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Частота <ор, для которой амплитудная частотная характеристи
ка имеет максимум, называется резонансной частотой системы,

так как при этой частоте гармонические колебания, проходящие 
через систему, получают наибольшее усиление. В зависимости от

характера частотной характери
стики стационарная линейная 
система может совсем не иметь < 
резонансной частоты (рис. 2.4.3), 
иметь одну резонансную часто
ту (рис. 2.4.4) или несколько 
резонансных частот (рис. 2.4.5).^ 

Частота о)с, при которой 
амплитудная частотная характе
ристика, уменьшаясь, перехо
дит от значений, больших еди
ницы, к значениям, меньшим 

Рис. 2.4.5. единицы, и при дальнейшем
увеличении частоты остается 

меньше единицы, называется частотой среза системы (рис. 2.4.3, 
2.4.4 и 2.4.5).

Формула (2.3.20) дает следующее выражение весовой функции 
стационарной линейной системы через ее частотную характери
стику:

°° •
=  ±  j  (2.4.23)

— оо

Из этой формулы следует, что не существует нестационарной 
линейной системы, для которой показательные функции были би 
инвариантными, так как правая часть этой формулы зависит только 
от разности t — т, если первый множитель не зависит от t.
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Формулу (2.4.23) можно переписать также в виде
ОО

w (t —  т) = ^ -  j  Ф(*и))е-<<л(,-т)«&1), (2.4.24)

так как весовая функция w (t — т) действительна и, следователь
но, совпадает со своей сопряженной величиной.

Производя замену переменных £ =  t — т, можно переписать
формулу (2.4.23) в виде

П р и м е р  2.4.3. Полагая в формуле (2.2.28) примера 2.2.3 g (t, т) =« 
=  w (I — 1), (  =  t — т н сравнивая полученное равенство с (2.4.25), снова 
получим для передаточной функции нагревателя формулу (2.4.22).

Весовая функция w (£) физически возможной стационарной 
линейной системы равна нулю при отрицательных значениях 
аргумента £. Формула (2.4.6) показывает, что передаточная функ
ции стационарной линейной системы Ф (s) представляет собой пре
образование Лапласа ее весовой функции. Пользуясь терминами 
операционного исчисления, можно сказать, что передаточная 
ф у н к ц и я  стационарной линейной системы представляет собой изо
бражение ее весовой функции. Это обстоятельство дает возмож
ность пользоваться для определения передаточных функций ста
ционарных линейных систем по их весовым функциям и наоборот 
готовыми таблицами формул операционного исчисления и таким 
образом избежать вычисления интегралов (2.4.6) и (2.4.25) *).

При практическом применении частотных характеристик их 
часто изображают в логарифмическом масштабе, откладывая по 
оси абсцисс величину lg to, а по осп ординат величину lg | Ф (ito) | 
Для амплитудной характеристики и величину arg Ф (i(o) для 
фазовой характеристики. Построенные таким образом частотные 
характеристики обычно называются логарифмическими частотны
ми характеристиками системы.

Величина lg | Ф (ш ) | характеризует усиление амплитуды 
колебаний данной системой. Для измерения усиления пользуются 
°собыми единицами. За едипицу усиления принимают такое уси
ление, при котором мощность сигнала увеличивается в 10 раз. 
' Ti* единица называется белом. Таким образом, усиление системы 
Равно 2 белам, если она усиливает мощность сигнала в 100 раз, 

белам, если она усиливает мощность сигнала в 1000 раз и т. д.
соответствии с основным правилом десятичпой системы для

Читатель может найтн таблицу преобразований Лапласа, например,

ОО

w (£) =  j  Ф (i(t>) e,(0i do). (2.4.25)
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измерении усиления применяются также более крупные единицы: 
декабели, гектобелы, килобелы и т. д. — и более мелкие единицы: 
децибелы, сантибелы, миллибелы и т. д. В автоматике и радиотех
нике принято измерять усиление в децибелах (дБ).

Так как мощность сигнала пропорциональна квадрату его 
амплитуды (например, мощность электрического тока пропорцио

нальна квадрату силы тока), то при 
усилении амплитуды колебаний данной 
системой, равном 1 белу, величина 
lg | Ф (ico) | 2 =  2 lg | Ф (i со) | равна 
единице, прн усилении, равном 2 бе
лам, эта величина равна 2 и т. д. Сле
довательно, усиление амплитуды коле
баний данной системой, выраженное 
в белах, численно равно 2 lg | Ф (/со) |, 
а усиление, выраженное в децибелах, 
численно равно 20 lg | Ф (Iсо) |. Поэтому 
при практическом построении логариф

мических частотных характеристик обычно откладывают по осн 
ординат прямо величину 20 lg | Ф (t'co) |, которая выражает уси
ление в децибелах.

Изменение частоты в 2 раза обычно называется, согласно при
нятой в акустике терминологии, изменением частоты на октаву. 
Изменение частоты в 10 раз называют изменением на декаду.

Величина
L  (со) =  20 lg | Ф (ico) |, (2.4.20)

рассматриваемая как функция величины lg со, называется лога
рифмической амплитудной частотной характеристикой системы.

Величина
\|з (со) =  arg Ф (iсо), (2.4.27)

рассматриваемая как функция величины lg со, называется лога
рифмической фазовой частотной характеристикой системы.

В §§ 4.5 н 4.7 читателю станет ясно, почему логарифмические 
частотные характеристики особенно удобны для исследования ста
ционарных линейных систем.

Комплексное число Ф (ico) при каждом данном значении 
частоты со можно изобразить вектором на комплексной числовой 
плоскости (рис. 2.4.6). Прн изменении частоты со конец этого век
тора опишет кривую, которая называется годографом частотной 
характеристики или амплитудно-фазовой характеристикой си
стемы.

Амплитудно-фазовая характеристика системы представляет 
собой графическое изображение зависимости между амплитудной 
частотной и фазовой частотной характеристиками системы | Ф(^со) | 
и \|) (со) 'в полярной системе координат.
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При использовании логарифмических частотных характеристик 
а.мплитудно-фазовую характеристику системы удобнее строить 
н декартовых координатах, откладывая по осям координат вели
чины £  (со) в децибелах и 
у  (со) В градусах (рис. 2.4.7).

Комплексное число Ф (ico) 
можно выразить также в 
обычной алгебраической 
форме:

Ф (ico) =  Р  (со) +  iQ (со),
(2.4.28)

где / '  (со) и Q (со) — действи- 
тельные функции частоты со. 
функция Р  (со) называется 
действительной частотной
характеристикой, a Q (со)— мнимой частотной характеристикой
системы.

Подставляя выражение (2.4.28) в (2.4.25) и пользуясь известной 
формулой Эйлера, получим

ОО

u ,(5 )"B*^ r j  1/> (со) +  iQ (СО)] (COS соб +  i sin cog) rfco =
—  00

oo

=  -g— [ [P (со) cos cog — (со) sin o>£l (1ы -f-
— oo

oo

H— [ [P (со) sin cog-(- Q (со)coscog) dco. (2.4.29)
—  OO

Но весовая функция w (g) действительна. Следовательно, ее мни
мая часть равна нулю, и мы можем переписать полученную фор-
мУлу в виде

оо

w (l) =  - ~  [ [Р  (со) cos cog — (>(co)sincog]<fco (2.4.30)
— оо

Заметим теперь, что для физически возможной системы w (g) =  
Г  0 11 Рн I <  0. Следовательно, полагая g > 0  н заменяя в (2.4.30) 
? па — g, можем написать

оо

О =  -gj-  ̂ [Р  (со) cos cog -f-@ (со) siu cog) dco. (2.4.31)
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Складывая эту формулу с (2.4.30), получим
оо

w & ) =  - L  j  />(со)со.чсо£с/со ( £ > 0 ) .  (2 .4 .32)
— оо

Совершенно таким же образом, вычитая (2.4.31) из (2.4.30), полу
чим

ОО

K ,(6 )= « _ J L  [  ^((Ojsinco^do) ( £ > 0 ) .  (2.4 .33)
— оо

Формулы (2.4.32) и (2.4.33) показывают, что физически воз
можная стационарная линейная система полностью характери
зуется одной своей действительной частотной характеристикой 
или одной мнимой частотпой характеристикой. Зная действитель
ную или мнимую частотную характеристику такой системы, 
можно найти по формуле (2.4.32) или (2.4.33) ее весовую функ
цию, а следовательно, и любые другие характеристики.

Действительная и мнимая частотные характеристики системы 
связаны с ее амплитудной и фазовой частотными характеристика
ми очевидными соотношениями (рис. 2.4.6):

Р  (со) =  | Ф  (iw) |cosф((о), Q (со) =  | Ф (ico) | sin ф (to), (2.4 .34)

|Ф(*со) |2 =  />2 (<•>) + <?2 (ш), ^ ( (o) =  a r c t g - 2 g - ' .  (2.4.35)

При этом следует иметь в виду, что во второй формуле (2.4.35) сле
дует взять значение арктангенса в первой четверти, если Р  (со) >  
> 0 ,  Q (со) > 0 ;  во второй четверти, если Р  (со) <  0, Q (со) > 0 ;  
в третьей четверти, если Р  (со) <  0, Q (со) <  0 , и в четвертой 
четверти, если Р  (со) > 0 ,  Q (со) < 0 .  Это легко видно непосред
ственно из рис. 2.4.6.

Многомерная стационарная линейная система полностью харак
теризуется частотными характеристиками, определяющими про
хождение гармонических колебаний от различных входов к раз
личным выходам. При этом частотная характеристика многомер
ной системы, соответствующая А-му входу и к-му выходу, опреде
ляет изменение амплитуды (усиление) гармонических колебаний 
и сдвиг фазы при прохождении их от А-го входа к к-му выходу 
при отсутствии возмущений на всех остальпых входах.

§ 2.5. Определение характеристик стационарных 
линейных систем, описываемых 
дифференциальными уравнениями

Рассмотрим подробнее стационарные линейные системы, пове
дение которых описывается обыкновенными дифференциальны
ми уравнениями. Сначала докажем, что любая система, поведение 
которой описывается линейным дифференциальным уравнением
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с постоянными коэффициентами, является стационарной линей
ной системой.

Пусть х  — входная переменная системы, а у —  ее выходная 
переменная, связанная с входной переменной х  линейным диффе
ренциальным уравнением с постоянными коэффициентами

Из теории дифференциальных уравнений известно, что в случае, 
когда правая часть линейного уравнения, равная в данном
случае

представляет собой сумму нескольких слагаемых, интеграл этого 
уравнения равен сумме интегралов, соответствующих отдельным 
слагаемым в правой части. При умножении правой части на по
стоянную иптеграл линейного дифференциального уравнения 
умножается на ту же постоянную. Это означает, что для системы, 
описываемой линейным дифференциальным уравнением, выпол
нены условия (1.5.2) и (1.5.3), т. е. справедлив принцип супер
позиции. Следовательно, любая система, поведение которой 
описывается линейными дифференциальными уравнениями (без
различно, с постоянными и л и  перемепными коэффициентами), 
линейна. ”

Далее, рассматриваемая система стационарна, так как вслед
ствие постоянства коэффициентов уравнения (2.5.1) реакция этой 
системы на любое возмущение, изменяющееся по заданному зако
ну, не зависит от момента начала действия этого возмущения.

Для определения передаточной функции системы, описывае
мой уравнением (2.5.1), следует, согласно определению, найти 
реакцию этой системы на возмущение, представляющее собой пока
зательную функцию

Для этого необходимо проинтегрировать уравнение (2.5.1) для 
случая х  (<) =  е’1. Дифференцируя формулу (2.5.3), находим

(2.5.3)

и вообще

S - A *  ( * = * ......... гп) (2.5.4)
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Подставляя полученные выражения в правую часть уравнения
(2.5.1) и вынося за скобки показательную функцию, получим

dnu dn~lu du ,
° п ~diй" ° п- х d/n-i +  • * • +  flt rfT +  аоУ -

=  (bmsm +  bm-iSm 1 -j- . . .  bjS-(-6o) e’ {• (2.5.5)
Как известно из теории дифференциальных уравнении (см., на
пример, (681), если правая часть линейного дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами представляет собой 
показательную функцию, умноженную на постоянную величину, 
то частный интеграл этого уравнения следует искать в виде произ
ведения той же показательной функции на некоторую другую 
постоянную, если только параметр показательной функции s не 
является корнем характеристического уравнения

a„vn an .jv "-1 -f- . . . +  aiv +  а0 =  0. (2.5.6)

Следовательно, предполагая это условие выполненным, мы можем 
искать частный интеграл уравнения (2.5.5) в виде

у  =  се“ , - (2.5.7)

где с — неизвестная постоянная. Подставляя выражение. (2.5.7) 
в уравнение (2.5.5) и имея в виду, что

J l e , , e= * V ‘ (А =  1, . . . ,  п), (2.5.8)
dth

получим
(a„sn 4- On-iS""1 +  • . . +  ats +  а0) се“  =

«= (6msm +  bm . 1sm_1 +  . . . +  bts - f  b0) e*‘ . (2.5.9)

Сокращая это уравнение на показательную функцию н решая отно
сительно с, получим

Ьт*т +  Ьт- И”*-1 + . . .  +  ьо
an*n +  On-l*n' l + - - - + el* +  °o

(2.5.10)

Подставляя это выражение в (2.5.7), найдем частный интеграл 
уравнения (2.5.5):

bm«m +  6w_ ,« » - l + . . .  +  b,« +  fc0 e, t (2.5.11)
и ans +  an-i 'n~l + .  • • +  «1* + «о

Эта формула определяет реакцию рассматриваемой системы на по
казательное возмущение e,t. Для определения передаточной функ
ции системы остается разделить выражение (2.5.11) на Тогда 
получим

Ф ( , ) Д  bm*m+ b m- t,™-' +  . . .  +  bt, + b 0 ' (2.5.12)
“ п*п  +  в п - | * п _ 1 +  . . .  + « 1 *  +  « 0
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Формула (2.5.11) показывает, что характеристика реакции систе
мы, описываемой линейным дифференциальным уравнением с по
стоянными коэффициентами, на показательное возмущение е‘ 1 не 
зависит от времени t. Это еще раз доказывает, что система стацио
нарна.

Изложенное показывает, что для определения передаточной 
функции стационарной линейной системы, описываемой обыкновен
ным линейным дифференциальным уравнением с постоянными 
коэффициентами, следует заменить в этом уравнении оператор диф
ференцирования dldt параметром *, входное возмущение х  едини
цей, а выходную переменную у неизвестной передаточной функ
цией Ф (s) и решить полученное уравнение относительно Ф (s).

Формула (2.5.12) показывает, что передаточная функция 
стационарной линейной системы, описываемой обыкновенным диф
ференциальным уравнением, представляет собой дробно-рацио- 
нальную функцию параметра s. Корпи характеристического 
уравнения (2.5.6) являются значениями параметра s, при которых 
знаменатель передаточной функции системы (2.5.12) обращается 
в нуль. Такие значения аргумента, при которых знаменатель 
дробно-рациональной функции обращается в нуль, называются 
пи.лосами этой функции. Таким образом, корни характеристиче
ского уравнения (2.5.6) являются полюсами передаточной функции 
системы, описываемой уравнением (2.5.1). При значениях s, являю
щихся полюсами передаточной функции, уравнение (2.5.5) не 
имеет решения вида (2.5.7).

Итак, мы доказали, что любая система, поведение которой опи
сывается линейным дифференциальным уравнением с постоянны
ми коэффициентами, линейна и стационарна, и нашли ее переда
точную функцию.

Можно доказать и обратное положение: если поведение стацио
нарной линейной системы описывается линейным дифференциаль
ным уравнением, то все коэффициенты этого уравнения постоянны. 
Для доказательства достаточно заметить, что независимо от того, 
постоянны нлн переменны коэффициенты а0, аи . . ., ап, b0, bt, . . .
• • •> уравнения (2.5.1), уравнение (2.5.5) вследствие стацио
нарности системы имеет решение вида у  =  Ф (s) est, где Ф (s) — 
передаточная функция системы, не зависящая от времени t. 
Поэтому уравнение (2.5.5) будет удовлетворено, если положить в нем 
У =  Ф (s) е". Тогда, принимая во внимание (2.5.8), получим после 
сокращения на е*1
K s "  +  о п _,sn_1 +  . . .  +  a,s - f  a0) Ф (s) =

=  bmsm +  6m - f  . . .  - f  b,s -f- b0. (2.5.13)
1‘ешая это уравнение относительно Ф (s), мы снова получим фор- 
мулу (2.5.12). Так как левая часть формулы (2.5.12) не зависит от 
времени t, то н правая ее часть не может зависеть от времени.
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Следовательно, все коэффициенты а0, at, . . ., ап, Ь0, 6,, . . ., Ьт 
либо постоянны, либо представляют собой произведения постоян
ных величин на одну и ту же функцию времени. В последнем слу
чае исходное уравнение (2.5.1) можно сократить на эту функцию, 
после чего это уравнение будет уравнением с постоянными коэф
фициентами. Таким образом, мы доказали, что если поведение 
стационарной линейной системы описывается дифференциальным 
уравнением, то это уравнение представляет собой линейное диффе
ренциальное уравнение с постоянными коэффициентами.

В дальнейшем нам будет удобно записывать дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами сокращенно в опера
торной форме. Для этого введем полиномы

П
F  (s) =  ansn +  fln-js"-1 - f  . . .  - f  a,s +  a0 =  2  ahsh,

k-0
m

H  (s) =  bmsm -f- Ьт- $ т 1 - f - . . .  -f- +  bo — 2  Ь(,8Л.
k=0

(2.5.14)

Тогда дифференциальное уравнение (2.5.1) запишется коротко 
в операторной форме:

F  (D) у  =  Н  (D ) х , ’ (2.5.15)

где D  =  didt — оператор дифференцирования по времени. Фор
мула (2.5.12) для передаточной функции системы примет вид

(2 -5Л 6>
Для определения весовой функции системы, описываемой урав

нением (2.5.1), достаточно выделить в выражении (2.5.12) пере
даточной функции целую часть (если т >  и), разложить дробную 
часть на элементарные дроби и после этого воспользоваться таб
лицей преобразований Лапласа. В § 4.4 мы выведем общую фор
мулу для весовой функции стационарной линейной системы дру
гим методом.

Решая формально уравнение (2.5.15) относительно у, можем 
написать

х  <2-5-17»

или, принимая во внимание (2.5.16),
у  =  Ф (D) х. (2.5.18)

Эта формула показывает, что оператор стационарной линейной 
системы, поведение которой описывается линейным дифферен
циальным уравнением, можно символически выразить через ее 
передаточную функцию. Для этого достаточно заменить в выра
жении передаточной функции системы аргумент s оператором
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дифференцирования по времени D  =  d/dt. Обобщая этот резуль
тат, можно записать в виде (2.5.18) уравнение любой стационар
ной линейной системы. Таким образом, оператор любой стационар
ной линейной системы можно выразить как функцию оператора 
дифференцирования по времени, заменив в выражении передаточ
ной функции этой системы аргумент s оператором D .

Формула (2.5.12) формально определяет передаточную функ
цию стационарной линейной системы, поведение которой описы
вается дифференциальным уравнением (2.5.1), при всех значениях 
s, кроме совпадающих с корнями характеристического уравнения 
(2.5.6). Однако физически эта передаточная функция существует 
не при всех значениях s. Действительно, формула (2.5.11) опреде
ляет реакцию системы на показательное возмущение не при всех 
условиях. Эта реакция в общем случае представляет собой общий 
интеграл уравнения (2.5.5), а не частный. Для получения общего 
интеграла уравнения (2.5.5) следует к найденному частному инте
гралу (2.5.11) добавить общий интеграл соответствующего одно
родного уравнения

а" ~di"~ +  0n~l dt*~i '+••• +  а' ~ЯГ "** ~  (2-5.19)
Из теории дифференциальных уравнений известно, что если корни 
характеристического уравнения (2.5.6) v,, . . ., v„ все различны, 
то общий интеграл уравнения (2.5.19) представляет собой линей
ную комбинацию показательных функций ev*‘ , . . ., eVnt с произ
вольными коэффициентами. Если некоторые корпи характеристи
ческого уравнения совпадают, например v ft =  vfe+, =  . . . =  
=  vk+j, то функции eVfc+ 1* , . . ., е 'к+ 1‘ заменяются функциями
teVkt, . . «V**. Таким образом, в случае, когда характеристи
ческое уравнение не имеет кратных корней, общий интеграл урав
нения (2.5.5) определяется формулой

У =  «•» +  Clev,< +  . . .  +  c„«vn» (2.5.20)
an*» +  «„_, *»-> +  . ..-M i* +  e0 V '

где c „  . . ., cn — произвольные постоянные. Отсюда следует, 
что установившаяся реакция рассматриваемой системы на пока
зательное возмущение е*1, независимая от начальных условий, су
ществует только в том случае, когда все корни характеристиче
ского уравнения v t, . . ., v„ имеют отрицательные действительные 
части, а действительная часть параметра s отрицательна или равна 
нулю. Если это условие не выполнено, то реакция системы на воз
мущение е’1 неограниченно возрастает. Однако и в этом случае 
можно говорить об установившейся реакции системы на возмуще
ние е” , если первое слагаемое в правой части (2.5.20) растет при 
t -* -оо  быстрое, чем все остальные слагаемые. В этом случае при 
достаточно длительном времени работы системы t реакция ее па
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возмущение е8< будет практически выражаться одним первым сла
гаемым в правой части формулы (2.5.20).

Для определения передаточной функции системы разделим 
формулу (2.5.20) на е*':

У _  bm»m +  bm-l*m' 1+  - -+ b l« 4 -b o  | 
еЧ  Оп*п +  а п-1* ', - 1 + • • •+ а 1* +  а0

)«_!_ . . .  (2.5.21)

Если действительные части всех разностей V( — s, . . ., v„ — s 
отрицательны, то все показательные функции в (2.5.21) стремятся

к нулю при / —► оо. В этом случае 
передаточная функция системы, 
представляющая собой отношение 
реакции этой системы на беско
нечно долго действующее на нее 
возмущение е"1 к самому возмуще
нию е’ 1, определяется формулой
(2.5.12). Если хотя бы одно из 
чисел v, — s, . . ., vn — s имеет 
положительную действительную 
часть, то соответствующая показа
тельная функция в (2.5.21) неогра
ниченно возрастает при t -*■ оо, 
и, следовательно, передаточная 
функция системы не существует.

Таким образом, передаточная 
функция стационарной линейной 

системы, поведение которой описывается дифференциальным урав
нением (2.5.1), существует только в области значений s, дейст
вительные части которых больше действительных частей всех 
корней характеристического уравнения v,, . . ., v„. Иными сло
вами, передаточная функция этой системы существует только в по
луплоскости комплексного параметра s, расположенной справа 
от вертикальной прямой, проходящей через корень характеристи
ческого уравнения с наибольшей действительной частью (эта 
полуплоскость заштрихована на рис. 2.5.1). Левее этой прямой 
и на самой прямой передаточная функция не существует, несмотря 
на то что формула (2.5.12) формально определяет ее при всех зна
чениях s, кроме точек Vj, . . ., vn. Этот вывод справедлив и в слу
чае кратных корней характеристического уравнения, так как прн 
любом г > 0  произведение tre^h~s)l стремится к нулю при < —► оо , 
если действительная часть параметра s больше действительной 
части корня vfc характеристического уравнения, и неограниченно 
возрастает, если действительная часть параметра s меньше или 
равна действительной части корня vh.

Рис. 2.5.1.



{  2.6. ЭЛЕМ ЕНТАРНЫ Е СТАЦИОНАРНЫ Е ЛИНЕЙНЫ Е ЗВЕН ЬЯ 79

Из сказанного ясно, что частотная характеристика, представ
ляющая собой значение передаточной функции на мнимой оси 
s — i(o, существует для рассматриваемой системы только в том 
случае, когда действительные части всех корней характеристиче
ского уравнения отрицательны. В § 6.2 мы увидим, что это усло
вие необходимо и достаточно для устойчивости системы. Таким 
образом, в соответствии с общим утверждением в конце § 2.3, 
частотная характеристика физически существует только для устой
чивой системы, описываемой уравнением (2.5.1). Т1ри этом формула
(2.5.12) прн s — /о) формально определяет частотную характери
стику для любой системы, поведение которой описывается диффе
ренциальным уравнением (2.5.1).

§ 2.6. Элементарные стационарные линейные звенья

В современной теории линейных систем большую роль играют 
восемь типов простейших систем, обычно называемых элемен
тарными звеньями. В §§ 2.2 и 2.4 мы уже познакомились с четырь
мя типами элементарных звеньев, а именно с усилителем, диффе
ренциатором, интегратором и запаздывающим звеном *). В § 2.4 
мы видели, что усилитель с постоянным коэффициентом усиления 
к, дифференциатор, интегратор и запаздывающее звено являются 
стационарными линейными системами, передаточные функции 
которых определяются формулами (2.4.14), (2.4.15), (2.4.17) 
и (2.4.13). Изменив обозначения в (2.4.13), мы перепишем эти 
формулы в виде

Ф у(в) =  к, Ф„ (s) =  s, Фи ( * ) = - ! ,  ф 3 (*) =  * - «  (2.6.1)

где т — время запаздывания.
Кроме этнХ уже знакомых нам типов элементарных звеньев, 

рассматривают еще четыре типа элементарных стационарных 
звеньев, передаточные функции которых определяются формулами

Фф1(*) =  А(7,« + 1 ) ,  Фф,(*) =  Л(Р*2+ 2С Г *+ 1), 1

Фа («) =  Yi+Г ' Фк ^  3  7’2,«4-2;Г»+1 • J
Звенья, передаточные функции которых определяются первыми 
Двумя формулами (2.6.2), называются соответственно форсирую
щим звеном первого порядка и форсирующим звеном второго по
рядка. Звено, передаточная функция которого определяется 
третьей формулой (2.6.2), называется апериодическим звеном или

*) Для краткости мы отбрасываем прилагательное «идеальный» 
н «безынерционный», которыми пользовались в §§ 2.2 и 2.4, чтобы под
черкнуть, что эти элементарные звенья выполняют соответствующие опера
ции идеальио точно.
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инерционным звеном первого порядка. Звено, передаточная фун
кция которого определяется последней формулой (2.6.2) прн 
| С I <  1. называется колебательным звеном. Условие | С I <  1 
необходимо для того, чтобы квадратный трехчлен 7’2s4 +  2£7's -j- 1 
имел комплексные корни.

Из (2.6.1) и (2.6.2) следует, что передаточные функции диффе
ренциатора и форсирующих звеньев первого и второго порядка 
при k =  1 являются обратными величинами по отпошению соответ
ственно к передаточным функциям интегратора, апериодического

и запаздывающего звеньев. Вследствие этого логарифмические 
амплитудные и фазовые частотные характеристики первых трех 
звеньев только знаками отличаются от соответствующих харак
теристик остальных трех авеньев. Поэтому достаточно изучить 
только три последних звена и запаздывающее звепо.

Имея в виду, что наиболее удобным практическим методом 
исследования стационарных линейных систем является метод 
логарифмических частотных характеристик, найдем амплитудно
фазовые и логарифмические частотные характеристики интегра
тора, апериодического, колебательного н запаздывающего звеньев.

Согласно формуле (2.4.18) амплитудно-фазовой характеристи
кой идеального интегратора является мнимая ось. Логарифмиче
ские амплитудная и фазовая частотные характеристики опреде
ляются формулами

L„ (<о) =  - 2 0  lg to, г|„ ( « )  =  — £  . (2.6.3)

Таким образом, логарифмическая амплитудная характеристика 
интегратора представляет собой прямую с отрицательным накло
ном 20 дБ/дек, пересекающую ось абсцисс при частоте ы =  1, 
а фазовая характеристика — прямую, параллельную оси'абсцисс 
(рис. 2.6.1).



Перейдем к апериодическому звену. Величины к а Т в третьей 
формуле (2.6.2) называются соответственно коэффициентом уси
ления и постоянной времени апериодического звена.

Для определения частотной характеристики апериодического 
звена положим в третьей формуле (2.6.2) s =  ico. Тогда получим
/т. и \ k 1. 1 —ПшPa(ico)— Tlm +i — * i +  —

=  ехp f - i a r e t g  Гсо). (2.6.4)

Отсюда находим амплитудную и фазовую частотные характеристи
ки апериодического звена

Л а =  ^ =  ~ arctg Ти> *2,6,5) 

и его логарифмическую амплитудную частотную характеристику: 

La (со) =  20 lg ft— 20 lg V  1 +  Т*ы2. (2.6.6)
На рис. 2.6.2 представлена половина амплитудно-фазовой 

характеристики апериодического звена при Т > 0 ,  к > 0 ,  соот
ветствующая области положительных частот. Она представляет 
собой полуокружность радиуса к/2  с центром на действительной 
оси, оканчивающуюся при со =  оо в начале координат.

Из (2.6.6) видно, что при очень малых частотах
L a (со) «  20 lg к, (2.6.7)

а при очень больших частотах
L a (со) «  20 lg к — 20 lg | Т | со. (2.6.8)

Это значит, что логарифмическая амплитудная характеристика 
имеет асимптотами прямую, параллельную оси абсцисс, проходя
щую выше нее па 20 lg к, и прямую
(2.6.8), имеющую наклон — 20 дБ/дек 
ч пересекающую первую асимптоту 
при частоте со =  1/ | Г |, которая 
называется сопрягающей частотой 
звена. Прямая (2.6.7) является асимп
тотой логарифмической амплитуд
ной характеристики в области низ
ких частот, а прямая (2.6.8)— асимп
тотой в области высоких частот.
На рис. 2.6.3 представлепы логарифмические частотпые характе
ристики апериодического звена при к =  1, Т — 1.

Легко видеть, что логарифмическая амплитудная частотпая 
характеристика апериодического звена может быть приближен
но представлена в виде ломаной, состоящей из отрезков двух
® Под ред. В. С. Пугачева
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Т>0, ff>0
10=00

0 \ш-6

Рис. 2.6.2.
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пересекающихся при со — 1/ | Т | асимптот. Максимальная ошибка, 
равная 20 lg У 2 « 3  дБ, получится при со =  1/ | Т |.

Из (2.6.5) видно, что амплитудная характеристика апериоди
ческого звона не зависит от знака постоянной времени Т, а фазо
вая характеристика имеет знак, противоположный знаку Т.

Перейдем к колебательному звену. Величины к, Т и £ в послед
ней формуле (2.6.2), определяющей передаточную функцию колеба
тельного звена, называются соответственно коэффициентом усиле
ния, постоянной времени и коэффициентом колебательности (или 
декрементом затухания).

Для определения частотной характеристики колебательного 
звена положим в последней формуле (2.6.2) s =  ico:

A  / .  \ k j 1 —  — 2£7’ iw  /i) д
<DH (ico) =  j _|_ 2Г£/с) — 7’2со'г (1 -  ТЫ )* +  V

Отсюда находим амплитудную и фазовую частотные характери
стики колебательного звена

£

' j (2.6.Ю )

<М»)- J
и его логарифмическую амплитудную частотную характеристику

L K (со) =  20 lg к -  20 lg У (\  -  Г*со2)г +  4 С1 Г*со*. (2.6.11)
На рис. 2.6.4 представлена амплитудпо-фазовая дарактери- 

стика колебательного звена прн С > 0 ,  к > 0  (величииа Т для 
колебательного звена всегда считается положительной).



6*
Рис. 2.0.5.
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Из формулы (2.6.11) видно, что при очень малых о)

Ь к (со) «  20 lg к,

а при очень больших со

L H (со) «  20 lg к — 40 lg Гсо.

(2.6.12)

(2.6.13)

Отсюда следует, что логарифмическая амплитудная характери
стика колебательного звена имеет две асимптоты, пересекающиеся 
при частоте со =  1 IT, которая называется, как и в случае 
апериодического звена, сопрягающей частотой. При этом высоко
частотная асимптота имеет наклон — 40 дБ/дек.

Логарифмические частотные характеристики колебательного 
звена при к =  Т =  1 для различных положительных значений 
£ приведены на рис. 2.6.5.

Если приближенно представить логарифмическую амплитуд
ную характеристику колебательного звена в виде ломаной, 
состоящей из отрезков двух асимптот, то при £ <  Со» где £0 — 
положительный корень уравнения

при С =  Со такая же по абсолютной величине ошибка будет и при 
частоте о) =  МТ\ при С >  Со наибольшая ошибка, равная 
20 lg 2 | С I» получится при сопрягающей частоте со =  1/Г.

При малых значениях | С 1 замена амплитудной логарифмиче
ской характеристики асимптотической может привести к боль
шим ошибкам в окрестности сопрягающей частоты.

Из (2.6.10) видно, что амплитудная характеристика колеба
тельного звена не [зависит от знака С, а фаздвая характеристика 
имеет знак, противоположный знаку С (при Т > 0 ) .

Колебательное звено, у которого С =» 0, называют резонансным 
или консервативным звеном.

Рассмотрим, наконец, запаздывающее звено. Полагая в послед
ней формуле (2.6.1) s =  f(0, получим частотную характеристику 
запаздывающего звена:

20 l g 2 | C | K l- C 2,

получится при частотах

со =  (1 -  2 С*)

Ф3 (ice) = (2.6.14)



О тсю д а  находим амплитудную и фазовую частотные характери
ст и к и  запаздывающего звена:

(о)) =  1, ф3 (ю) =  — та) =  — тс,п“  =  — те2*3031« “ . (2.6.15)

Хаким образом, амплитудно-фазовая характеристика запазды
ваю щ его звена представляет собой окружность’ единичного радиу
са, центром которой служит начало координат.

| 2.6 ЭЛЕМЕНТАРНЫ Е СТАЦИОНАРНЫ Е ЛИНЕЙНЫ Е ЗВЕНЬЯ 85

• Iогарнфмическио амплитудная и фазовая частотные характе
ристики запаздывающего звена при т =  1 представлены на 
рис. 2.6.6.
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ЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

§ 3.1. Состав и назначение элементов автоматических систем

Как уже было сказано в § 1.2, информация, необходимая для 
управления объектом, вводится в систему управления с помощью 
соответствующих измерителей, которые часто называются также 
датчиками.

В автоматических системах удобно использовать в качестве 
носителей информации электрические сигналы. Поэтому выход
ными сигналами датчиков должны быть электрические сигналы. 
Электрическим датчиком принято называть устройство, преобра
зующее линейное или угловое перемещение в электрический сиг- 
н л. Однако входным сигналом системы управления может быть 
не только механическое перемещение. Для преобразования любого 
входного воздействия в электрический сигнал применяют чув
ствительные элементы или сочетания чувствительных элементов 
с электрическими датчиками. Под чувствительным элементом 
понимается такой элемент, который тем пли иным образом реаги
рует на данное возмущение. Электрический датчик является 
чувствительным элементом, но не всякий чувствительный эле
мент является электрическим датчиком. Если данная физическая 
величина, например давление воздуха, не может быть достаточно 
просто непосредственно преобразована в электрическую вели
чину, то выбирается такой чувствительный элемент, который пре
образует эту величину в перемещение, чтобы с помощью электри
ческого датчика преобразовать это перемещение в электрический 
сигнал. Например, давление воздуха может быть преобразовано 
в перемещение с помощью упругой спиралеобразной трубки с за
паянным концом. Трубка в этом случае является чувствительным 
элементом. Обычно чувствительный элемент конструктивно вы
полняется совместно с электрическим датчиком и все устройство 
называется датчиком величины, которая действует на вход. На
пример, комбинация спиральной трубки с электрическим датчиком 
называется датчиком давления.

В автоматических системах наиболее широкое п р и м е н е н и е  
нашли потенциометрические, индуктивные, т а х о м е т р и ч е с к и е  
и гироскопические датчики, фотоэлектрические, т е р м о э л е к т р и ч е 
ские, пьезоэлектрические, инерционные и пружинные ч у в с т в Я "  
тельные элементы.
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Исполнителъным устройством автоматической системы управ
ления служит двигатель, перемещающий орган управления (на- 
пример, руль самолета или ракеты) или сам объект управления 
(например, подвижную артиллерийскую установку на самолете) 
н соответствии с сигналом управления. Исполнительное устрой
ство часто называют также сервомотором или серводвигателем. 
Исполнительное устройство преобразует управляющий сигнал 
в механическое перемещение органа управления или самого уп
равляемого объекта. При этом используется либо энергия самого 
управляющего сигнала, либо энергия дополнительного источника. 
ГЗ последнем случае работа исполнительного устройства опреде
ляется положением так называемого управляющего элемента. 
Перемещение управляющего элемента осуществляется энергией 
управляющего сигнала.

В качестве исполнительных устройств в автоматических систе
мах используются электродвигатели постоянного и переменного 
тока, электродвигатели с электромагнитными муфтами, гидравли
ческие и пневматические двигатели.

Мощность сигналов, необходимых для приведения в действие 
исполнительных устройств, обычно значительно превышает мощ
ность, получаемую на выходе датчиков и функциональных пре
образователей. Поэтому для обеспечения работы автоматических 
систем необходимы промежуточные элементы — усилители.

Усилителем будем называть устройство, преобразующее энер
гию постороннего источника в выходной сигнал, который превос
ходит по мощности входпой сигнал, изменяется в соответствии 
с входным сигналом и имеет одинаковую с ним физическую при
роду. В принципе усиливаться могут электрические (ток, напря
жение) и механические (перемещение, давление) сигпалы. В зави
симости от сигнала различают усилители тока, напряжения, 
перемещения, давления и т. д. Выбор типа и схемы усилителя опре
деляется типом датчика входного сигнала, а также типом и мощ
ностью исполнительного органа. Если датчики сигналов электри
ческие, то, естественно, применяются усилители тока или усили
тели напряжения. И в том и в другом случае входной сигнал будет 
усиливаться по мощности. Но в первом случае выходным сигна
лом будет ток, а во втором — напряжение. Усилители напряже
ния используются при большом входном сопротивлении следую
щего за усилителем элемента системы, а усилители тока — при 
малом.

В автоматических системах используются магнитные, электро- 
''ащинные, релейные, ламповые, полупроводниковые и другие
Усилители.

Если датчик формирует сигнал в виде постоянного тока и испол
нительным устройством является двигатель постоянного тока, то 
Усиление может производиться усилителем мощности без специ
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ального преобразования сигнала. Если же датчик формирует сиг
нал в виде постоянного тока, а исполнительным устройством яв
ляется двигатель переменного тока, то наряду с усилением необ
ходимо преобразование постоянного тока в переменный. Ампли
туда полученного в результате преобразования переменного тока 
должна быть пропорциональна величине постоянного тока, а фаза 
неремепного тока должна определяться знаком (полярностью) 
постоянного тока. Устройство, выполняющее это преобразование, 
называется модулятором. В случае, когда датчик формирует сигнал 
в виде переменпого тока, а исполнительное устройство работает 
на постоянном токе, необходимо преобразование переменного тока 
в постоянный. При этом величина постоянного тока должна быть 
пропорциональна амплитуде переменного тока, а знак постоян
ного тока должен определяться фазой переменного тока. Устрой
ства, выполняющие эти функции, называются демодуляторами 
или фазовыми дискриминаторами. Обычно применяются лампо
вые, полупроводниковые и электромеханические модуляторы 
и демодуляторы.

Для работы некоторых схем фазовых дискриминаторов и в ряде 
других случаев необходимы одинаковые по амплитуде, но противо
положные по фазе сигналы переменного тока. Для получения 
таких сигналов в автоматических системах используются фазо- 
инверторы. Фазоинверторы выполняются на электронпых лампах 
и на полупроводниках.

В автоматических системах часто по конструктивным и л и  дру
гим соображениям элементы отстоят на значительных расстоя
ниях друг от друга. В связи с этим возникает необходимость ди
станционной передачи сигналов. Передача электрических сигна
лов может быть осуществлена по проводам или по радио. Для 
передачи сигналов, представляющих собой механические пере
мещения, применяют специальные электрические дистанционные 
передачи, в которых механическое перемещение преобразуется 
в электрический сигнал, подвергающийся после передачи по про
водам или по радио обратному преобразованию в механическое 
перемещение.

Для формирования управляющих сигналов по сигналам дат
чиков применяются различные функциональные преобразователи, 
входящие в состав корректирующих цепей и других устройств 
автоматических систем. В качестве функциональных преобразова
телей часто применяются интегрирующие, дифференцирующие 
и суммирующие операционные усилители, стационарные и неста
ционарные электрические цепи. В сложных системах роль 
функциональных преобразователей могут выполнять вычисли
тельные машйпы как непрерывного действия, так и цифровые.

На основании изложенного в § 1.1 элементами автоматических 
систем являются и объекты управления.
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§ 3.2. Потенциометрические датчики
Потенциометрический датчик (потенциометр) предназначен 

для преобразования перемещения в напряжение постоянного или 
переменного тока.

Простейший потенциометр (рис. 3.2.1) представляет собой 
активное сопротивление, выполненное в виде непрерывно намо
танной на каркас высокоомной проволоки, к которому приклады
вается переменное или постоянное напряжение и0. Входной сигнал 
(перемещение) задается с помощью контакт
ной щетки (движок), которая может пере
мещаться по потенциометру. Выходной сиг
нал (напряжение) снимается с движка потен
циометра.

При непрерывной намотке проволоки 
напряжение и0, подводимое к датчику, рас
пределяется равномерно по длине потен
циометра. Поэтому при разомкнутой выход
ной цепи (сопротивление нагрузки П „ =  оо), 
т. е. в режиме холостого хода, потенциал 
щетки пропорционален перемещению х:

их =  - ± х ,  (3.2.1)

где I — длина потенциометра, х  — перемещение движка. При 
включенной нагрузке (R„ ф  оо) напряжение, спимаемое щеткой 
потенциометра, не будет равно их. В самом деле, при включенной 
нагрузке полное сопротивление цепи равно

RxRaR =  R0 —  /?, (3.2.2)Я ,+ Л „
где 1{0 — сопротивление всего потенциометра, R x =  H qx/1 — 
сопротивление потенциометра, соответствующее перемещению х.
1 ок  i в той части потенциометра, которая не шунтирована нагруз
кой, равен Uq/H, а падение напряжения на этой части потенцио
метра равно i (R о — R x). Следовательно, напряжение, снимаемое 
с движка потенциометра, определяется формулой

___“ой*____u0— i (R0 — R x)
R0 +  J**H»

или Ли К»

и вых Но*1 (3.2.3)

1н /Ян
1'аким образом, зависимость выходного сигнала потенциометра 

"вых от входного сигнала х  в общем случае нелинейна. На
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рис. 3.2.2 графически изображены законы изменения напряже
ний и х и ивых в зависимости от £ =  R J R о =  х/1. При одном 
и том же значении £ разность напряжений и х — ывнх будет зави
сеть от отношения R J R „  =  а. Чем меньше а , тем ближе кривая 
“ вых к прямой и х. Практически при а  =  0,1 Ч- 0,01, т. е. когда 
сопротивление нагрузки превышает сопротивление потенциометра 
в 10-г- 100 раз, отклонение закопа изменения ииь1Х от линейного

пренебрежимо мало, и потенциометр можно считать липейным 
элементом. На рис. 3.2.3 представлены графики, показывающие 
зависимость относительного отклонения

их~ иовых = 6  (3.2Л )

от £. Из этих графиков видно, что при а =  0,1 максимальное от
клонение составляет примерно 1,5% от и0. Относительное откло
нение 6 имеет максимальное значение при х  «  21/Ъ. Таким обра
зом, для того чтобы характеристика потенциометра была близка 
к линейной, сопротивление нагрузки должно быть достаточно ве
лико по сравнению с сопротивлением потенциометра. 13 автомати
ческих системах это условие нетрудно выполнить.

Учитывая сделанные замечания, .заменим точную зависимость
(3.2.3) выходного напряжения потенциометра цвых от перемеще
ния движка х  приближенной линейной зависимостью

ивых — А"-Г * (3.2.5)

Следовательно, потенциометрический датчик, как звено автома
тической системы, можно приближенно считать идеальным линей
ным усилителем с коэффициентом усиления к =  u j l .  Однако по 
функциям, выполняемым в автоматической системе, потенцио
метр является датчиком, но не усилителем, так как физическая 
природа его входного и выходного сигналов неодинакова.

Следует иметь в виду, что, принимая формулу (3.2.5) в качестве 
динамической характеристики потенциометрического датчика, не-
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обходимо нагрузку рассматривать как самостоятельный динами
ческий элемент, который может быть как безынерцнопным, так 
ii инерционным.

Рассмотренный простейший потенциометр является однопо
лярным. Перемещение х  и напряжение иВЬ1х могут быть только 
од п огознака. Для преобразования 
н напряжение перемещения, ко
торое может быть как положи
тельным, так и отрицательным,

Iff
" I 
||

•ГгЦ

tjr

Vl
1

*

Рис. 3.2.4.

необходимы потенциометрические датчики, у которых знак выход
ного напряжения изменяется при изменении знака входного сигна
ла. К таким датчикам относятся двухтактные потенциометры, по
казанные на рис. 3.2.4.

В первом датчике па рис. 3.2.4 выходное напряжение сни
мается с движка л средней точки потенцпометра, которая 
принимается за начало отсчета перемещения движка. Если 
потенциометр питается постоянным током, то при прохождении 
движком средней точки потенциометра знак выходного напряже
ния изменяется. Если потенциометр питается переменным током, 
то прн прохождении средней точки фаза выходного напряжения 
изменяется на 180°. Амплитуда же выходного напряжения про
порциональна перемещению х.

Во втором датчике па рис. 3.2.4 выходное напряжение сни
мается с двух движков, перемещающихся симметрично относи
тельно средних точек двух потенциометров. Очевидно, что при дан
ном перемещении х  разность потенциалов между движками у вто
рого датчика на рис. 3.2.4 в два раза больше разности потенциалов 
между движком и средней точкой у первого датчика. Следователь
но, коэффициент усиления второго датчика в два раза больше 
коэффициента усиления первого датчика.

На рис. 3.2.5 представлены характеристики двухтактного по
тенциометрического датчика. При а  ф О  действительные характе
ристики датчиков пе будут совпадать с характеристикой холостого
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хода, соответствующей а — 0. При данном значении а  отклонение 
характеристики от линейной у второго датчика на рис. 3.2.4 

меньше, чем у первого.
К числу достоинств потенциометрических 

датчиков следует отнести простоту конструк
ции, малые габариты и вес, возможность 
питания как постоянным, так н переменным 
током. Благодаря этим достоинствам потен
циометрические датчики широко применяют
ся в автоматических системах. Основным 
недостатком потенциометрических датчиков 
является наличие скользящих контактов.

В потенциометрах, предназначенных для 
измерения углового перемещения, движок 
движется по некоторой окружности и 

каркас потенциометра должен иметь соответствующую форму 
(рис. 3.2.6).

Рис. 3.2.6.

§ 3.3. Индуктивные датчики

Индуктивные датчики также предназначены для преобразова
ния механического перемещения в электрический сигнал. Работа 
индуктивного датчика основана на изменении индуктивного со
противления катушки со стальным сердечником при перемеще
нии подвижного якоря.

На рис. 3.3.1 показана принципиальная схема простейшего 
индуктивного датчика. Обмотка 1 через сопротивление подклю
чена к сети переменного тока. Магнитный по
ток обмотки 1 проходит через стальной сердеч
ник 2, воздушный зазор н замыкается через 
подвижный якорь 3. Индуктивность L  катуш
ки 1, измеряемая в генри, определяется фор
мулой

L^— ~ > (3-3.1) у Т Ё

где w — число витков катушки, Ф — магнит- Рис. 3.3.1. 
ный поток в веберах, i — ток катушки в ампе
рах. Если х  — величина воздушного зазора в см, а 5 М — пло
щадь сечения магннтопровода в см*, то магнитный поток равен

-А -

ф 0,4л 1и> 
Яы

0,4 niur

Дст +
2х

(3.3.2)

где R M — магнитное сопротивление цепи, складывающееся из 
сопротивления стального магннтопровода /?ст и сопротивления
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(Вух воздушных зазоров, равного 2x /S u (считаем площадь воз
душного зазора S x =  S M). Подставляя выражение (3.3.2) в (3.3.1), 
получим

(3.3.3)0,4лш2
2х

Эффоктнвиое значение тока в катушке 1 определяется формулой

Т =  , (3.3.4)
y R *  +  <olL 2

где U  — эффективное значение напряжения сети, <о0 — частота 
питающего катушку 1 переменного тока, R  — активное сопротив
ление катушки 1. Подставляя 
выражение (3.3.3) индуктив
ности L  в (3.3.4) и учитывая, 
что сопротивление двух воз-

Е

+х
R

’ и °_1  и*ш  

Я

Рис. 3.3.3.

душных зазоров значительно больше сопротивления стального 
сердечника Яст, а индуктивное сопротивление обмотки w0L 
значительно больше ее активного сопротивления R , получим

1 ~  0,2ль>ош25м U  =  кх‘ (3,3-5)
I *а рис. 3.3.2 сплошной линией представлена характеристика 
индуктивного датчика, определяемая формулой (3.3.5). Пунктир
ной линией покааана точная характеристика датчика, построен
ная по формулам (3.3.4) и (3.3.3).

Простейший индуктивный датчик является однотактным, т. е. 
знаки его входного и выходного (начальная фаза тока) сигналов 
" е могут изменяться. Кроме того, для изменепия величины х 
к якорю простейшего датчика необходимо прикладывать боль- 
'пие и зависящие от х  усилия.

Широкое практическое применение находят двухтактные
II Дуктивпые датчики. Двухтактные датчики включаются по



94 ГЛ. 3. ЛИНЕЙНЫ Е ЭЛЕМЕНТЫ  АВТОМ АТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

дифференциальной или мостовой схеме. На рис. 3.3.3 представлена 
схема дифференциального индуктивного датчика, состоящего па 
двух одинаковых простейших индуктивных датчиков с общим 
якорем. Входным сигналом дифференциального индуктивного 
датчика является х  — перемещение якоря относительно среднего 
положения. На основании (3.3.5) токи в катушках 1 и 2  равны 
соответственно I t =  к (I +  х), / 2 =  к (I — х). Выходным сигна
лом датчика является напряжение, эффективное значение кото
рого равно

и.ы х =  Л Я — =  2 kRx. (3.3.6)

Изменение знака входного сигнала х  приводит к изменению фазы 
выходного переменного напряжения на 180°. Характеристика дат
чика линейна. Электромехани
ческие усилия, действующие па

якорь от двух катушек, в значительной степени взаимно компен
сируются практически на всем рабочем диапазоне измеряемых 
перемещений.

На рис. 3.3.4 представлена схема дифференциального индук
тивного датчика поворотного типа, который служит для преобра
зования угловых перемещении в электрические сигналы. При 
повороте якоря этого датчика изменяется индуктивность обмо
ток за счет изменения площади сечения воздушного зазора 5*. 
Изменение индуктивности приводит к связи угла поворота якоря 
с выходным сигналом.

На рис. 3.3.5 представлена мостовая схема включения про
стейших индуктивных датчиков. В качестве сопротивлений *  
чаще всего используются дроссели с постоянной индуктивно
стью. Сигнал на выходе появляется при разбалансе моста, к ко
торому приводит отклонение якоря от начального п о л о ж е н и я .

Работа всех рассмотренных датчиков основана на и з м е н е н и и  
индуктивности L. Существуют датчики, работа которых о с н о в а н а
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на изменении коэффициента взаимной ипдукции двух катушек М . 
Такие датчики называются трансформаторными или индукцион
ными.  На рис. 3.3.6 представлена схема трансформаторного индук
тивного датчика. Датчик имеет две обмотки питания 3  и одну вы
ходн ую  обмотку 2. Обмотки 3  включены 
так, что их потоки в сердечнике выходной 
обмотки 2  направлены в противополож
ные стороны. Если магнитные сопротив
ления обеих обмоток питания одинаковы, 
то потоки и наводимые ими э. д. с. в обмот
ке 2 взаимно компенсируются, вследствие 
чего выходной сигнал датчика равен ну
лю. Если магнитные сопротивления обмо
ток питания неодинаковы, т. е. неодинако
вы коэффициенты взаимной индукции этих 
обмоток с обмоткой 2, то выходной сигнал 
датчика будет равен

ив ы! =  ^2, (3.3.7)

где е, и е2 — э. д. с ., наведенные в обмотке 2  магнитными потоками 
обмоток питания. Учитывая, что

ev= - A f v 4 ,  =  (v =  i» 2),

где M i и M j — коэффициенты взаимной индукции обмотки 2 с пер
вой и второй обмотками 3, получим

=  (3.3.8)

где / f M, и R M2 — магнитные сопротивления обмоток 3, w2 и w3 — 
числа витков обмотки 2  и одной обмотки 3. При постоянном значе
нии магнитной проницаемости сердечников р. и постоянной длине 
магнитолровода 1М магнитные сопротивления определяются только 
величинами площадей сечений магннтопроводов обмоток 3:

~  " i l f r  '  / { “ 2 =  * (3.3.9)

Площади S | и S 2 могут изменяться путем поворота якоря 1. Если 
изменение площадей происходит пропорционально углу поворота 
якоря х, отсчитываемого от нейтрального (среднего) положения, 
то, как это следует из (3.3.8) и (3.3.9), амплитуда выходного сиг
нала будет пропорциональна входному сигпалу х.

Выбором ферромагнитного материала и величины амплитуды 
переменного напряжения и можно обеспечить синусоидальный 
•чакон изменения выходного сигнала в зависимости от х. Особенно
стью трапсформаторного датчика является отсутствие электри
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ческой связи между выходной цепью и цепью питания. Между 
ними существует только магнитная связь.

Основным недостатком индуктивных датчиков является силь
ная зависимость их характеристик от частоты источника питания. 
Недостатками являются также работа датчиков только на пере
менном токе и трудность их регулировки. Основное достоинство 
индуктивных датчиков — их высокая надежность, обусловленная 
отсутствием скользящих контактов. Положительными качествами 
индуктивных датчиков является также большой коэффициент 
усиления, высокая разрешающая способность (т. е. минимальное 
перемещение, при котором выходное напряжение датчика заметно 
отличается от нуля) и больший, чем у потенциометрических дат
чиков, коэффициент полезного действия. Коэффициент передачи 
дифференциального датчика, например, может составлять не
сколько сотен вольт на миллиметр перемещения. Разрешающая 
способность некоторых индуктивных датчиков при тщательной 
экранировке и регулировке их цепей может измеряться сотыми 
долями микрона. Благодаря этому индуктивные датчики особенно 
пригодны для измерения очень малых перемещений.

Изложенное показывает, что с точки зрения динамических 
свойств индуктивные датчики, так же как и потенциометриче
ские, являются безынерционными линейными усилителями. Одна
ко это справедливо только при условии, что входной сигнал (пере
мещение или поворот якоря) изменяется достаточно медленно по 
сравнению с изменением питающего датчик переменного напря
жения, что обычно всегда имеет место.

§ 3.4. Тахометры

Тахометром или тахогенератором (Т Г) называется малогаба
ритный генератор постоянного тока с независимым возбуждением, 
э. д. с. которого линейно зависит от числа оборотов якоря. Та
ким образом, тахогенератор является электрическим датчиком. 
Входным сигналом датчика служит угловая скорость вала. Вы
ходным сигналом является напряжение.

Если ротор генератора вращается с угловой скоростью о), 
а Ф„ есть поток возбуждения, то в обмотке якоря будет наво
диться э. д. с., равная е =  сФво>, где с — конструктивная постоян
ная тахогенератора. Прн постоянном потоке возбуждения Ф»
э. д. с. в обмотке якоря, а следовательно, и напряжение на выход
ных клеммах ненагруженного тахогенератора будут пропорцио
нальны угловой скорости о):

Иных — е =  ка. (3.4.1)

Однако нагрузка ТГ  искажает линейную зависимость напряжения 
ивых от скорости вращения ротора. Причиной искажения яв-
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лнстся роакция якоря, оказывающая влияние на магнитный поток 
возбуждения. Уменьшить реакцию якоря можно уменьшением 
тока якоря, т. е. увеличением сопротивления нагрузки тахогене- 
ратора. Чем меньше ток якоря, тем меньше искажается линейная 
характеристика датчика.

В целях компенсации реакции якоря иногда используют допол
нительную обмотку, расположенную на статоре, включенную по
следовательно с обмоткой якоря и с со 
противлением нагрузки Д „ (рис. 3.4.1). w  С Rg ив

Прн наличии нагрузки и компенса- Ч -—о ___
ЦИОННОЙ обмотки £

«пых =  е —  1пЛ я =  с (iBwB +

+  — *яюя) <о — 1ЯД Я, (3.4.2)

щ . с

г - О 1где i„ , i„  — токи в цепях возбужде
ния, компенсации и якоря, wB, w K — 
числа витков обмоток возбуждения и 
компенсации, w„ — зависящее от (о чис- Рис. 3.4.1.
ло витков фиктивной обмотки, эквива
лентной якорю, Д я— сопротивление якоря. Из рис. 3.4.1 находим

j _  “ пых ;  _  .• Я ш uBUI . u „  /Q  ,  04
я 0 ’ и н я н+ А ш ^ Г '  1ш~ И 7 '  1 } 

R0 =  R H +  - £ - f " -  , Д|« Д . . ДЯ ± Ли , (3.4.4)
л к т  71 ш

где Н в, R K — сопротивления обмоток возбуждения н компенсации 
Дн» Дш — сопротивления нагрузки и шунта. Полагая

а, =  wBIR B, а2 — w J R u а3 =  шя/Д 0, a t =  1 +  (Д я/Д 0)

н исключая из (3.4.2), (3.4.3) и (3.4.4) f„ , / в, i„ , i„, приведем фор- 
мулу (3.4.2) к виду

(3.4.5)cuBat to
а4 — с (в2 — а3) (о

При заданной нагрузке путем подбора сопротивления Д ш можно
11 Достаточно большом диапазоне изменения со обеспечить прибли
женное равенство а2 &  а3 и получить практически линейную 
зависимость входного напряжения от угловой скорости.

§ 3.5. Гироскопические измерители угловой скорости

Гироскопический измеритель угловой скорости состоит из 
•'"ухстепепного гироскопа, являющегося чувствительным эле
ментом, и потенциометрического (или какого-нибудь другого) 

Датчика (рис. 3.5.1). При вращении корпуса гироскопа вокруг
7

Под ред. В. С. Пугачева
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оси Y Y  со скоростью Q возникает гироскопический момент, при
ближенно равный

Л/г =  K Q , (3.5.1)

где К  — кинетический момент ротора гироскопа. Для уравнове
шивания этого момента используют пружину. Как известно, раз
виваемая пружиной сила пропорциональна деформации, которая 
в свою очередь пропорциональна углу поворота рамки гироскопа 
0 вокруг оси ZZ  (рис. 3.5.1):

М пг=  -  с/20, (3.5.2)

где с — жесткость пружнпы, а I — расстояние между точкой креп
ления пружины к рамке гироскопа И осью вращения рамки ZZ.

Прн длительном вращении кор
пуса гироскопа с постоянной 
скоростью Q колебания рамки 
затухнут, и рамка будет нахо
диться в равновесии под дей
ствием гироскопического момен
та Л/г и момента пружины М а. 
Приравнивая пулю сумму этих 
моментов (3.5.1) и (3.5.2), при
ходим к заключению, что угол 
отклонения рамки гироскопа от 
нейтрального положения 0 бу
дет пропорционален угловой 
скорости корпуса гироскопа £2 
относительно оси Y Y .  На этом 
и основано применение двух

степенного гироскопа в качестве чувствительного элемента из
мерителя угловой скорости.

Для определения динамических характеристик гироскопиче
ского измерителя угловой скорости составим уравнение движения 
рамки, гироскопа. Кроме гироскопического момента и момента 
пружины на рамку гироскопа действует момент усилия демпфера, 
обеспечивающего затухание колебаний рамки гироскопа. Усилие 
демпфера пропорционально скорости движения поршня, равной
угловой скорости рамки гироскопа 0, умноженной на расстояние 
h точки приложения усилия демпфера от оси вращения рамки. 
Следовательно, демпфирующий момент выражается формулой

(3.5.3)

где v — коэффициент демпфирования. Используя выражения
(3.5.1), (3.5.2) и (3.5.3) моментов, действующих на рамку гиро
скопа, получим следующее уравнение движения рамки гиро-

Рис. 3.5.1.

М  д =  -  v/i20,
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скопа относительно его корпуса, справедливое для достаточно 
малых значений угла 0:

/ е  +  v/i*0 +  cl2 0 =  A'fi, (3.5.4)

где J — экваториальный момент инерции гироскопа.
Таким образом, двухстепенной гироскоп, предназначенный 

для измерения угловой скорости, является колебательным зве
ном (см. приложение 1).

Для преобразования угла 0, являющегося выходной величи
ной чувствительного элемента, в электрический сигнал чаще всего 
используется потенциометрический датчик. Датчик устанавли
вается на корпус гироскопа. Движок потенциометрического дат
чика механически связывается с рамкой гироскопа (рис. 3.5.1).

§ 3.6. Акселерометры

VZZZZд и а в

оо

Е .
1

7 —%2
ивых

+

Акселерометром называется измеритель ускорения. Чувстви
тельным элементом акселерометра является груз 1 (рис. 3.6.1), 
подвешенный на двух пружинах 2. Датчиком, преобразующим 
механическое перемещение груза в электрический сигнал, может 
быть потенциометр 5. В некоторых 
акселерометрах применяются индук
тивные и другие датчики. Обычно 
акселерометр имеет демпфер 4 , успо
каивающий колебания гр у за /. Чувст
вительный элемент, датчик и демп
фер помещаются в корпус 3  акселе
рометра, который закрепляется вбли
зи центра массы объекта, ускорение 
которого измеряется. Осью чувстви
тельности измерителя является на
правление X X  перемещения груза от
носительно корпуса акселерометра.
При отсутствии ускорения, направ
ленного но оси'чувствительности, груз 
располагается в нейтральном поло
жении, при котором //вых =  0. При наличии ускорения вдоль 
оги чувствительности груз под действием силы инерции сместится 
(>т нейтрального положения в сторону, противоположную направ
лению ускорения, и займет такое положепие, при котором сила 
"нерции уравновесится силой упругости пружин. Вместе с гру
зом сместится от начального положения и движок потенциометра, 
|н.1сдствне чего на выходе измерителя появится напряженно 
'пых т^О. 1 ак как сила упругости пружин пропорциональна сме
шению груза х, а сила инерции пропорциональна ускорению, то

7*

' / / / / / / / / / .2Z2 • ш /г м /т
\х

Рис. 3.6.1.
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выходной сигнал акселерометра при движении с постоянным 
ускорением будет пропорционален ускорению.

Для нахождения точной зависимости смещения груза акселе
рометра от ускорения составим уравнение движения груза отно
сительно корпуса акселерометра. На груз действуют сила упру
гости пружин, усилие демпфера, направленные в сторону, проти
воположную перемещению х, и сила тяжести. Составляющая

полного ускорения груза вдоль
u-вьи оси X , очевидно, равна х  -+■ / х, где 
■о ) х — составляющая ускорения объ

екта вдоль оси х. Следовательно, 
уравпеиие -движения груза имеет вид 

• • • 
т(х +  j x) = — сх — xx-\-mgx, (3.6.1)

где m — масса груза, g x — состав
ляющая ускорения силы тяжести по 
оси X X , с — жесткость пружин, а 
v — коэффициент демпфирования. По

сле элементарных преобразований уравнение (3.6.1) принимает вид

X +  -J- *  +  — (/*  — 8х)- (3.6.2)

Это уравнение показывает, что акселерометр является колеба
тельным звеном (см. приложение 1).

Если объект движется так, что величина / х — g x постоянна, то 
уравнение (3.6.2) имеет иптеграл

* = — 7 - ( / « - * , ) •  (3.6.3)

Таким образом, при постоянной величине ) х — g x груз акселеро
метра после затухания колебаний установится в положении равно
весия, определяемом формулой (3.6.3).

Уравнение (3.6.2) и формула (3.6.3) показывают, что акселе
рометр измеряет всегда только разность между соответствующими 
составляющими ускорения объекта и ускорения силы тяжести. 
Поэтому любой акселерометр всегда работает с систематической 
ошибкой, равной соответствующей составляющей ускорения силы 
тяжести. Эта ошибка может быть компенсирована соответствую
щим смещением корпуса потенциометра относительно корпуса 
акселерометра. Для этого необходимо иметь на движущемся объек
те вычислитель составляющей ускорения силы тяжести но оси 
чувствительности акселерометра и соответствующие исполни
тельные устройства, смещающие корпус потенциометра. Однако 
обычно в системах управления полетом такая компенсация систе
матических ошибок акселерометров но применяется. Для исклю
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чения ошибок, связанных с ускоренном силы тяжести, акселеро
метры часто устанавливают на платформу, стабилизированную 
в горизонтальном положепни.

Аналогично устроены акселерометры, предназначенные для 
измерения угловых ускорений (рис. 3.6.2). В данном случае под 
действием момепта сил инерции груз поворачивается относительно

корпуса акселерометра. Уравнение вращения груза относительно 
корпуса акселерометра имеет вид

где и’е — угловое ускорение объекта относительно оси вращения 
груза, 2а и Ь* — коэффициенты, характеризующие соответственно 
демпфирование и жесткость пружин.

Точность и чувствительность акселерометра сильно зависят от 
конструкции подвески его груза. Подвеска должпа обеспечить 
движение груза только в одном направлении п с наименьшим тре
нием. Должна быть обеспечена также линейная зависимость уси
лий, действующих на груз со стороны элементов подвески, от 
перемещения и скорости груза относительно корпуса акселеро
метра. В акселерометрах, измеряющих линейное ускорение, наи
более целесообразной является подвеска груза на плоских пру
жинах, закрепленных с обоих концов (рнс. 3.6.3). В акселеро
метрах, служащих для измерения углового ускорения, может быть 
использована крестообразная пружина, работающая на кручение 
(рис. 3.6.4).

§ 3.7. Магнитоэлектрические чувствительные элементы

Магнитоэлектрическим чувствительным элементом называется 
Устройство, служащее для преобразования электрического 
напряжения в механическое перемещение (обычно угловое переме
щение). Магнитоэлектрический элемент состоит из подвижной 
катушки 1 и неподвижного постоянного магнита 2  (рнс. 3.7.1). 
входной переменной устройства является напряжение i/,x, 
подаваемое на катушку через спиральные пружины 3, которые

Рис. 3.6.3. Рис. 3.6.4.

0 +  2а0 +  Ьг 0 =  — we, (3.6.4)
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устанавливают подвижную систему в нейтральное положение при 
отсутствии входного сигнала. Выходной переменной является 
угол поворота а  катушки.

Катушка вращается под действием электромагнитного 
момента М а и момента пружин Л /„. Поэтому уравнение движения

катушки имеет вид

Ja  =  М а +  М п, (3.7.1)

где J — момент инерции катушки. Мо
мент пружин пропорционален углу по
ворота катушки:

* М „  =  — са, (3.7.2)

где с — жесткость пружин. Электро
магнитный момент пропорционален то
ку i в катушке и магнитному потоку 
Ф. Поскольку у постоянного магнита 
Ф == const, то

М , =  kti, (3.7.3)

где kt — постоянный коэффициент пропорциональности. Ток 
в катушке i определяется уравнением

Ь - £ -  +  т  +  кг - % -  =  ип , (3.7.4)

где ktft — э. д. с ., наводимая в катушке при вращении ее со ско
ростью a , R  и L  — соответственно омическое сопротивление и ин
дуктивность катушки.

Если величина индуктивности катушки мала, то приближенно 
можно считать, что L  =  0, и уравнение для .тока принимает вид

i =  - j f  ивх — -jj- (3.7.5)

Подставляя это выражение тока в формулу для электромагнит
ного момента (3.7.3), получим

М , =  ± - и вх- ± £ - а .  • (3.7.6)

На основании формул (3.7.2) и (3.7.6) уравнение движ ения 
катушки (3.7.1) принимает вид

Тга  +  21Та  +  а  =  кивх, (3.7.7)

Рис. 3.7.1.
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гдв т =  у J/c  — постоянная времени, £ =  ktk2/2 R  Y — коэф
фициент затухания, к — коэффициент усиления. Таким образом, 
но своим  динамическим свойствам магнитоэлектрический чув
ствительный элемент является колебательным звеном (см. прило
жение 1).

Магнитоэлектрические чувствительные элементы нашли широ
кое распространение в электроизмерительных приборах (вольт
метрах, амперметрах и т. п .), а также в автоматических системах 
управления как элементы согласова
ния различных типов электрических 
усилителей с гидравлическими и 
пневматическими исполнительными 
устройствами. В последнем случае, 
как правило, вместо постоянного 
магнита используется электромаг
ни т .  Типичная схема устройства по
казана на рис. 3.7.2. Якорь 1 может 
нращаться относительно оси 2. На 
ярме 3 намотаны четыре обмотки под- 
магнпчивания w„ , питаемые постоян
ным током. За счет тока в катуш
ках м’п ярмо приобретает свойства 
электромагнита с определенной п о
лярностью. На якорь намотаны 
обмотки управления wy, к которым 
приложено входное напряжение ивх.

При отсутствии входного напряжения устойчивым положением 
якоря является нейтральное положение, когда все воздушные 
зазоры между ярмом и якорем одинаковы и, следовательно, сопро
тивление магнитных цепей минимально.

Таким образом, роль пружины в данной схеме играет 
восстанавливающий момент, возникающий за счет изменения 
сопротивлений воздушных зазоров при смещении якоря. При 
ивх ф  0 н якоре н ярме возпикает магнитный поток управления. 
Взаимодействие полюсов электромагнитов ярма и якоря создает 
момент, поворачивающий якорь на угол, пропорциональный 
входному напряжению.

Рассмотренная дифференциальная схема устройства обеспе
чивает хорошую сбалансированность подвижных частей, что 
необходимо в условиях действия ускорений, широкий диапазон
• нпейностн и высокую чувствительность. По своим динамическим 

свойствам такой элемепт также является колебательным звеном, 
если пренебречь индуктивностью катушек и'у. Максимальный 
момент, развиваемый магнитоэлектрическим элементом, имеет 
порядок 100-;- 500 гс *см.

U<u
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§ 3.8. Ссльснны

Сельсинами называются специальные машины переменного 
тока, которые в зависимости от того, как включены их статорные 
и роторные обмотки, могут работать в качестве датчиков и л и  
в качество элементов дистанционной передачи. Датчиками являются 
сельсины, работающие в трансформаторном режиме. В дистан
ционных передачах используются сельсины, работающие в индика

торном режиме. Кроме того, су
ществуют так называемые диф
ференциальные сельсины, которые 
применяются как в сельсннных 
датчиках, так и в дистанционных 
передачах.

Сельсины, работающие в транс
форматорном и л и  индикаторном 
режиме, имеют по четыре обмот
ки. Три обмотки соединяются 
в звезду и имеют магнитные оси, 
сдвинутые друг относительно 

друга на 120°. Совокупность трех расположенных таким образом 
обмоток обычно называют трехфазной обмоткой. Если трехфазная 
обмотка располагается на статоре, то четвертая однофазная обмот
ка располагается па роторе, и наоборот. Первый вариант приме
няется в маломощпых сельсинах, второй — в сельсинах большой 
МОЩНОСТИ.

Обычно сельсины применяются попарно. Один называется 
сельсином-датчиком (СД), а другой — сельсином-приемником (СП).

На рис. 3.8.1 показаны сельсины, работающие в трансформа
торном режиме. Статорными являются однофазные обмотки. 
Роторные обмотки СД  соединены с соответствующими обмотками 
ротора СП . Статорная обмотка СД  питается переменпым током. 
Концы статорной обмотки СП  выведены к выходным клеммам. 
Пара включенных таким образом сельсинов является датчиком, 
преобразующим угловое перемещение ротора СД  в электрический 
сигнал, снимаемый со статорной обмотки С П . Входным сигналом 
датчика является угол поворота ротора СД  относительно ротора 
С П , т. о. разность в угловых положениях роторов. Выходным 
сигналом является напряжение, наводимое в статорной обмотке С П .

Для вывода приближенной формулы для выходного напряже
ния СП  пренебрежем активными сопротивлениями обмоток, 
учитывая, что они малы по сравнению с их реактивными сопро
тивлениями. Кроме того, пренебрежем э.д.с. самоипдукцни 
и э.д.с. взаимоиндукции обмоток, так как сумма этих э.д.с. мала 
по сравнению с э. д. с . , наведенной в обмотке потоком возбужде
ния. Тогда эффективные значения э.д.с. в обмотках ротора
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определятся формулами
E t =  E m cos а ,
Е г — Е т cos (а — 120°), 

— Ещ cos (а +  120°),
(3.8.1)

где Е т — эффективное значение э. д. с ., наводимой в обмотке 1 
потоком возбуждения при а  =  0. Обозначим через Z сопротивле
ние каждой фазовой обмотки ротора, считая, что онн одинаковы. 
Тогда, если пренебречь сопротивлением соедипнтельных проводов 
н учесть, что взаимное влияние обмоток роторов, расположенных 
на большом удалении друг от друга, отсутствует, а магннтопро- 
воды сельсинов работают в ненасыщенном режиме, то эффективные 
значения токов в фазовых обмотках выразятся формулами

Эти токи создают переменные магннтпыо потоки, которые в одно
фазной статорной обмотке СП  будут индуцировать электродвижу
щие силы, эффективные значения которых соответственно равны

где А*, — коэффициент пропорциональности. Эффективное значение 
выходного напряжения сельсипа приемника будет равно

Подставляя'сюда выражения (3.8.3.) и учитывая (3.8.2) и (3.8.1),
получим

гДе U m — амплитудное зпаченне напряжения прн нулевом рас
согласовании р — а. Эта формула показывает, что напряжение на 
"входных клеммах сельсинного датчика не зависит от абсолютного 
Углового положения роторов, а зависит только от их относитель
ного углового положения. Если положение ротора сельсина-прием- 
ннка зафиксировать, то по величине ( / вых можно судить об угле 
"«ворота ротора сельсина-датчика. При фиксированном значении

(3.8.2)

(3.8.3)

 ̂ пых — -j- Е г -f- Е 3. (3.8 Л)

Uъых =  к)^ т [cos р cos a  - f  cos (Р — 120°) cos (а — 120°) +

+  cos (Р +  120°) cos (а +  120°) 1 

пли, после тригонометрических преобразований,

t/вы* =  - 2 ^  COS (Р -  а ) =  U m cos ( Р - а ) ,  (3.8.5)
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Р =  у  выходное напряжение сельсннного датчика будет пропор

ционально cos ( у  — a )  =  sin а . При малых углах а  можно счи
тать U вых пропорциональным а.

На рис. 3.8.2 показаны сельсины, работающие в индикаторном 
режиме. В отличие от сельсинов, работающих в трансформаторном 
режиме, здесь статорная однофазная обмотка С П , так же как н ста
торная обмотка СД , подключена к источнику переменного тока.

электродвижущие силы. Прн одинаковом положении роторов СД  
и СП  по отношению к статорным обмоткам (а = Р ) эти э. д. с. в со
ответствующих фазовых обмотках равны между собой и противо
положны по направлению. Следовательно, результирующие э.ц.с. 
в каждой паре соединенных между собой фазовых обмоток равны 
нулю и ток в цепях роторов отсутствует ( /  =  / 2 =  / з  =  0). 
Если же ротор СД  повернут на некоторый угол относительно 
ротора СП , то э. д. с. в соответственных фазовых обмотках роторов 
окажутся различными по величине. Результирующие д. д. с. 
в фазовых обмотках роторов не будут равны нулю, и в цепи рото
ров возникнут токи / 1, / 2, / з- Взаимодействие результирующих 
магнитных потоков роторов с магнитными потоками обмоток 
статоров создает вращающие моменты. Поэтому, если ротор СД  
после разворота на заданный угол а  остановить, то ротор СП  под 
действием вращающего момента будет вращаться до тех нор, пока 
не станет в положение р =  а . При непрерывном вращении ротора 
С Д  с определенной скоростью ротор СП  будет вращаться с той же 
скоростью и следить за ротором СД. Вращающий момент обеспечи
вает синхронность движения роторов, поэтому его называют 
синхронизирующим моментом.

По апалогии с (3.8.1) для фазовых обмоток ротора сельенна- 
лриемника, работающего в индикаторном режиме, можно записать

Положение ротора СП  не фикси
руется, он может свободно вра
щаться на своей оси.

Рис. 3.8.2.

Переменное напряжение пита
ния создает в статорных одно
фазных обмотках обоих сельси
нов магнитные потоки, направле
ния которых совпадают с направ
лениями осей статорных обмоток. 
Эти магнитные потоки индуциру
ют в фазовых обмотках роторов

(3.8.6)
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Эффективные значения результирующих э. д. с. в обмотках рото
ров будут равны

Д £ , =  £ ; - £ „  \ E 2 =  E ’t — E 2, ДЯ, =  (3.8.7)

После подстановки сюда выражений (3.8.1) и (3.8.6) и тригономет
рических преобразовании получим

ДEi =  2Е т sin sin ''' ,

ДЕг =  2Е т sin ( - 120s) sin ,

ДЕ, =  2 £ m sin ( +  120°) sin 2 = 1 .

Отсюда следует, что результирующие э. д. с. одповремеппо обра
щаются в пуль лишь в случае а  =  р, т. е. при одинаковом поло
жении роторов СД  и СП.

Результирующий магнитный поток имеет составляющую, 
направленную по оси статорной обмотки (продольная составляю
щая), и составляющую, перпепдикулярпую оси статорной обмотки 
(поперечная составляющая). Продольная составляющая ослабляет 
магнитный поток обмотки статора, но не создает вращающего 
момента. Прн малых углах рассогласования р — а  влияние 
продольной составляющей незначительно. Поперечная составляю
щая создает синхронизирующий момент. Величина синхронизи
рующего момента определяется формулой

М спнх =  М т sin 0, (3.8.9)

где 0 =  р — а , М т — момент, действующий на ротор СП  при 
рассогласовании 0, равном я /2.

На ротор СД  будет действовать момент, также равный А/синх, 
так как обмотки роторов одинаковы н величины токов, текущих но 
соответственным обмоткам роторов, одинаковы; но знак этого 
момента будет противоположным, так как направления токов 
в соответственных обмотках противоположны.

Формула (3.8.9) показывает, что синхронизирующий момент 
равеп нулю при 0 =  0° и 0 =  180°, т. е. в пределах изменения 0 
от 0° до 360° в системе возможны два состояпня равновесия. Однако 
при 0 =  180° положение ротора СП  неустойчиво, так как при 
•побом 0 ф  ±  л момент, действующий па ротор приемника, 
увеличивает р и уменьшает а прн а  > р  и наоборот при а  <  р.

Практически вследствие наличия моментов трения в подшипни
ках и контактных кольцах, момента нагрузки, неточной баланси
ровки роторов, неодинаковости конструктивных и электрических 
параметров СД  н СП  и других факторов равновесное состояние 
сельсинной системы наступает при а ф  р, т. е. слежение ротора

(3.8.8)
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СП  за ротором СД  происходит с некоторой ошибкой. Ошибка 
слежения обычно определяется экспериментально и для сельсинов 
первого и второго классов точности не превосходит 1,5°. Ошибка 
может быть значительно уменыпепа, если входной сигнал подается 
в сельсинную систему через редуктор, а выходной сигнал сни
мается с помощью такого же редуктора.

Заметим, что выводы, полученные для случая, когда однофаз
ные обмотки расположены на статорах СП  и С Д , остаются в силе 
и для случая, когда однофазные обмотки расположены на роторах.

Дифференциальный сельсин имеет шесть обмоток. Три статор
ные обмотки, так же как и три роторные, соеднпены в звезду с маг
нитными осями, сдвинутыми друг относительно друга на 120°.

Дифференциальный сельсин включается между двумя обычными 
сельсинами и, по существу, обеспечивает возможность введения 
дополнительного входного сигнала.

На рис. 3.8.3. представлена схема, в которой дифференциаль
ный сельснн (ДС) работает в трансформаторном режиме и исполь
зуется в качестве датчика. Поворот ротора СД  на угол 0j вызы
вает поворот результирующего магнитного потока статора Д С на 
тот же угол, но в противоположную сторону. Если ротор Д С  зани
мает такое положение (пунктир), когда магнитные оси его обмоток 
параллельны соответствующим магнитным осям обмоток статора, 
то э.д .с., наведенные в обмотках 1\, Р г и Р 3 Д С , будут такими 
же, как э.д.с. в обмотках Р\, P't, Р'3, так как поток статора 
Д С  Ф1 занимает относительно обмоток ротора такое же положе
ние, как поток статора Ф; СД  относительно обмоток его ротора. 
Точно такие же э.д.с. будут наводиться в обмотках ротора СИ. 
Выходное напряжение С/Вых будет изменяться в соответствии 
с формулой (3.8.5) при р — а  =  0|. В этом случае Д С  реализует 
индуктивную (а не проводную) связь обмоток роторов СД  и С П .

Если ротор Д С повернуть на угол 02 относительно статора, то 
положение магнитного потока Ф| по отношению к обмоткам Р и  
Р 2, Рз изменится на угол 02. Магнитный поток роторных обмоток
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СП также изменит свое положение на угол 02. В соответствии 
с этим изменится выходное напряжение. Аналогичный результат 
можно было бы получить, не поворачивая ротор Д С , а дополни
тельно повернув ротор СД  на угол 02. Следовательно, с помощью 
Д С  организуется второй вход в сельсинный датчик. Фупкцня 
дифференциального сельсина отличается от функции обычпого 
сельсина-датчика тем, что Д С  является не только сельсином-дат
чиком, но н осуществляет передачу сигнала к сельсину-приемнику 
от другого сельсина-датчика.

На рис. 3.8.4 представлена схема управления положением 
ротора дифференциального сельсина при помощи двух обычных 
сельсинов-датчиков. На этой схеме дифференциальный сельсин

выделен пунктиром. Статорные обмотки Д С  обозначены буквами 
с, роторные — буквами р. Если ротор С Д Х повернут против часо
вой стрелки на угол 0lt то результирующий магнитный поток 
статора дифференциального сельсина Д С , соединенного с ротором 
С Д и повернется па тот же угол 6(, но по часовой стрелке и займет 
положение Ф(. При повороте ротора С Д  на угол 02 по часовой 
стрелке результирующий магнитный поток Ф2 ротора Д С , сое
диненного с ротором С Д , повернется против часовой стрелки 
на тот же угол 02. Взаимодействие потоков Ф| и Ф* создает 
вращающий момент, который развернет ротор Д С  на угол 0Л =  
^  0| +  02, т. е. до совпадения направлений потоков Ф[ и Ф '. 
Гакнм образом, угол поворота ротора 0Я дифференциального 
сельсина является алгебраической суммой углов поворота роторов 
Двух сельсинов-датчиков 0j и 02, которые являются входными 
сигналами. В рассмотренной схеме дифферепциальпый сельсин 
работает в индикаторном режиме и используется в качество сум
матора углов поворотов.

Использование дифференциальных сельсинов позволяет произ
водить управление объектами из нескольких пунктов.
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§ 3.9. Электронные усилители

Большое применение в автоматических системах -управления 
получили электронные усилители переменного и постоянного тока.

На рис. 3.9.1 изображен каскад лампового усилителя перемен
ного тока на сопротивлениях. Для этого усилителя справедливы 
следующие соотношения:

*'а =  » +  *!, i =  suBX- f - j^ -  , ua = — R 0ia,

uB4X =  Rlilt Ма =  ивых +  Uc, t'l — С i

где ia, i, ii — переменные токи, проходящие через анодную нагруз
ку, лампу и сопротивление R t 
соответственно, ивх,’ иа — перемен
ные напряжения на входе усилителя 
и аноде лампы, ис — напряжение на 
конденсаторе, s — крутизна сеточной 
характеристики, при работе лампы 
в линейном режиме (т. е. на линей
ном участке характеристики) — 
величина постоянная, R t — внут
реннее сопротивление лампы. Ос
тальные обозначения ясны из 
рис. 3.9.1.

Исключая из уравнений (3.9.1) 
переменные ia, i, it, иа, ис после 
алгебраических преобразований, по

лучим дифференциальное уравнение работы усилителя:

^ 11вых ~h МВЫ\ — — '̂ubxi (3 .9 .2 )
где

Т _ ( „ 1 + ^ К _ ) с .

Постоянная времени Т в усилителях имеет порядок 10-4 -т- 
-5-  10~® с. Поэтому усилитель иа сопротивлениях является прак
тически безынерционным элементом.

Представляет интерес определение динамических свойств уси
лителя по отношению к огибающей *) несущей частоты. Предпо
ложим, что па входе усилителя действует сигнал вида

ивх =  и cos (a0t, (3.9.3)

*) Огибающей высокочастотных колебаний (не обязательно гармониче
ских) называется их амплитуда, которая обычно представляет собой медлен
но изменяющуюся функцию времени, т. е. такую функцию, изменение кото
рой в пределах одного периода колебаний мало.

Рис. 3.9.1.

| (3.9.1)
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где и — огибающая. Решение дифференциального уравпепия (3.9.2) 
при входном сигнале вида (3.9.3) выражается формулой

где и, и и2 — также медленно изменяющиеся функции времени. 
Подставляя выражения (3.9.3) и (3.9.4) в уравнение (3.9.2) и срав
нивая коэффициенты при синусах и косинусах в левой и правой 
частях уравпения, получим уравнения для определения и, и и2:

Пренебрегая здесь производными медленно изменяющихся функ
ций и решая полученные алгебраические уравнения относительно
и, н и2, находим

Отсюда видно, что по отношению к медленно изменяющейся 
огибающей входного сигнала усилитель является безынерцион
ным элементом. В автоматических системах при использовании 
сигнала на переменном токе (в модуляторах, демодуляторах, 
двигателях и др.) обычно ограничиваются только одной составля
ющей и2 выходного сигнала лампового усилителя.

Усилители постоянного тока предназначены для усиления 
медленно изменяющихся сигналов постоянного тока, так называе
мых инфранизкочастотных сигналов. Управляющая сетка каждо
го каскада усилителя постоянного тока связывается непосред
ственно с анодом предшествующего каскада. Так как анод нахо
дится под высоким положительным потенциалом, а связанная 
с ним управляющая сетка должна иметь отрицательный потен
циал относительно катода, то возникает трудность создания необ
ходимого режима работы электронпых ламп в усилителях постоян
ного тока.

Вторая особенность электронных усилителей постоянного 
тока состоит в случайных изменениях выходного сигнала при 
нулевом значении входного сигнала. Это явление называется 
чрейфом нуля. Дрейф нуля вызывается нестабильностью источни
ков питания, медленными случайными изменениями электронной 
эмиссии ламп и другими причинами. Проблема борьбы с дрейфом 
пуля в усилителях постоянного тока является весьма острой.

усилителях переменного тока связь каскадов осуществляется 
через разделительные емкости. Для таких усилителей помехи, 
приводящие к дрейфу нуля, легко отфильтровываются, так как

«вых — Wi cos сo0t +  u2 sin о>0/, (3.9.4)

(77) +  1) Uj -f- T(OqU2 =  — kDu, 

- T ( a 0Ui-\-(TD-\- 1) иг =  кщ и.
(3.9.5)

(3.9.6)
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разделительные емкости являются для них сопротивлениями, 
близкими к бесконечности.

Третьей особенностью усилителей постоянного тока является 
необходимость применения мостовых или двухтактных схем вклю
чения нагрузки, которые способны обеспечить изменение знака 
выходного сигнала при изменении полярности сигнала на входе.

На рис. 3.9.2 показана принципиальная схема трехкаскадного 
усилителя постоянного тока. Необходимый режим работы ламп 
обеспечивается путем потенциометрической межкаскадной связи,

осуществляемой с помощью делителей напряжения Я в1, Иа1, Дсг> 
На г. R  п2> Нсз- С помощью регулировочного потепциометра И г 
производится настройка нуля усилителя.

На левой половине двойпого триода Л\ собран первый каскад 
усилителя, на пентоде Л г — второй. Третий каскад усилителя 
является выходным. Он собран по мостовой схеме на лучевом 
тетроде Л j,. На правой половине лампы JIt собрана схема компен
сации дрейфа нуля. Сущность компенсации состоит в автомати
ческом изменении смещения на левой половине лампы JI\ путем 
изменения тока в катодной нагрузке лампы. Изменение катодного 
тока производится с помощью правой половины лампы Л 1 в соот
ветствии со случайным изменением ее катодного напряжения. 
Конденсаторы СФ), Сф2, Сф3 совместно с сопротивлениями /? Ф 2 
и Лфз являются фильтрами высоких частот.
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Сопротивление нагрузки включено в диагональ моста, плечами 
которого являются сопротивление Я а3, лампа Л 3 и источники 
питания с напряжениями E t и /?4. Благодаря такому включению 
нагрузки и при соответствующем выборе рабочей точки на харак
теристике усилителя достигается изменение знака выходного 
напряжения прн изменении знака входного сигнала. Коэффи
циент усиления такого усилителя постоянного тока может иметь 
значение в пределах 40 000—50 000. Усилители постоянного 
тока находят широкое применение в моделирующих устройствах.

Иногда для усиления сигналов постоянного тока применяют 
усилители с предварительным преобразованием постоянного тока 
н переменный. После усиления сигнала на переменном токе произ
водится (если это необходимо) обратное преобразованием перемен
ного тока в постоянный.

Н последнее время в автоматических системах получили рас
пространение также усилители на кристаллических триодах. 
На рис. 3.9.3 показаны схемы включения полупроводниковых 
триодов, а также эквивалентные схемы, которые используются 
Для расчета основных характеристик усилителей, работающих 
в линейном режиме. Принцип действия полупроводниковых три
одов, их характеристики и эквивалентные схемы описаны в 113).

Основными параметрами кристаллических триодов являются: 
сопротивление базы гб, сопротивление эмиттера гя, сопротивление 
коллектора гк и генераторное сопротивление гг. Сопротивление 
базы гГ) обычно имеет порядок сотен Ом как для точечных, так 
и для плоскостных триодов. Сопротивление эмиттера г3 имеет
И Под ред. В. С. Пугачева
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порядок сотен для точечных и десятков Ом для плоскостных трио
дов. Сопротивление коллектора гк имеет порядок десятков кОм 
для точечных и единиц МОм для плоскостных триодов. Генератор
ное сопротивление гг равно нескольким десяткам кОм для точеч
ных триодов и около МОма для плоскостных [13).

Внутренние сопротивления кристаллических триодов могут 
считаться чисто активными до частот порядка десятков кГц. При 
более высоких частотах переменного тока, идущего через полупро
водник, начинает сказываться реактивное сопротивление. Кроме 
основных параметров, на схемах показаны сопротивление вход
ной цепи /?с, сопротивление нагрузки R „, входное напряжение ивх, 
выходное напряжение ивых.

Для усилителя с заземленным эмиттером, в соответствии с экви
валентной схемой, справедливы следующие соотношения:

Исключая переменные to, £„, £э, после преобразовании получим

Отсюда видно, что полупроводниковый триод с заземленным 
эмиттером является безынерционным усилителем. Наибольшее 
усиление по напряжению будет при Я „ =  оо, Rc =  0:

Величина ктах достигает 10* для точечных триодов и 2 - 103 для 
плоскостных триодов, что следует из приведенных выше порядков 
величии сопротивлений триодов.

Наибольший коэффициент усиления по напряжению имеют 
усилители с заземленным эмиттером. Усилители с заземленной 
базой имеют существенно меньший коэффициент усиления по 
напряжению, а коэффициент усиления по напряжению усилите
лей с заземленным коллектором меньше единицы. Последние 
аналогичны катодным повторителям. Наибольшим входным 
сопротивлением обладают усилители с заземленным коллектором 
порядка 1 МОм).

Электромашинный усилитель (ЭМУ) представляет собой гене
ратор постоянного тока, ротор которого вращается двигателем 
постоянного или переменного тока. ЭМУ предназначен для уси
ления маломощных электрических сигналов. Усиление входного

(3.9.7)

(г г — гэ) Ян и „ .  (3.9.8)ГЭ (гр — гэ) (Лс -+- Гб -Ь гэ) (г„—Гг+Г8 +  Я„)

§ 3.10. Электромашинные усилители
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сигнала производится за счет энергии двигателя, вращающего 
ротор ЭМУ.

Различают однокаскадные и двухкаскадные ЭМУ. Однокаскад- 
ный ЭМУ — это обычный генератор постоянного тока с независи
мым возбуждением, конструктивно выполненный совместно с дви
гателем, вращающим его ротор. Такой усилитель обеспечивает 
усиление по мощности в несколько десятков раз. Наиболее широ
кое применение в автоматических систе
мах нашли двухкаскадные ЭМУ. Рассмот
рим их подробпее.

Двухкаскадный ЭМУ (рис. 3.10.1) — 
это генератор постоянного тока с двумя 
парами щеток на коллекторе. Одна пара 
щеток располагается на нейтральной ли
нии, а другая — по линии, перпендику
лярной нейтрали. Щетки на нейтральной 
линии называются поперечными. Две дру
гие щетки называются рабочими. Попереч
ные щетки замкнуты накоротко. К рабо
чим щеткам подключается цепь нагрузки.
Обмотка возбуждения с числом витков wy 
н ЭМУ служит обмоткой управления, к 
которой подводится входной сигнал иу.

Принцип действия ЭМУ состоит в еле- Рис. 3.10.1.
дующем. Управляющий сигнал иу воз
буждает магнитный поток Ф у. При вращении якоря в этом 
потоке с постоянной скоростью Q в якорной обмотке наводится 
э. д. с ., которая снимается поперечными щетками. Вследствие 
того что поперечные щетки замкнуты накоротко, в их цепи воз
никает достаточно большой ток. Этот ток образует поперечный 
поток Фп, который сдвинут в пространстве на 90° относительно 
управляющего потока Фу. Неподвижный поперечный поток Ф п 
наводит э. д. с. во вращающейся якорной обмотке. Эта э. д. с. 
снимается рабочими щетками. Рабочие щетки не снимают э. д. с., 
наводимой потоком Ф у, так как установлены по оси, перпендику
лярной нейтральной линии, что приводит к равной нулю сумме
э- Д. с ., наведенных во всех проводниках якорной обмотки пото
ком ф у. Таким образом, в двухкаскадном электромашннном уси
лителе мощность усиливается в две ступени. Первая ступень — 
от обмотки управления до поперечной цепи. Вторая ступень — от 
поперечной цепи до рабочей. Каждая ступень усиливает мощ
ность примерно в 100 раз, и следовательно, полное усиление мощ
ности, которое дает ЭМУ, достигает 10 000.

При подключении нагрузки но рабочей цепи пойдет ток. В соот
ветствии с ним возникает поток реакции якоря Ф,„ действующий 
навстречу потоку управления Фу. Поток Фр будет искажать поток

8*
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Подставляя сюда выражения (3.15.13) постоянных с, и сг, полу
чаем окончательное выражение для передаточной функции Ф (s);

Ф («) = ---------------------- --------------------------------- Ш 1 ‘ (3-15.15)[1 +  г я (*) Y («)] е ^ 1- Ц - 2 я (*) у (f)] *"><*>' '

Выражение (3.15.15) передаточной функции Ф (s) показывает, 
что в общем случае однородная длинная линия представляет 
собой сложный динамический элемент, обладающий, в зависимо
сти от соотношения величин ее основных параметров R , L , С, G 
и вида нагрузки Z„  (s), в той или иной мере свойствами запаздываю* 
щего, колебательного и апериодического звеньев. Проанализи
руем, как изменяется передаточная функция Ф(х) в зависимости 
от изменения вида нагрузки и выбора определенных сочетаний 
основных параметров линии.

Нагрузка на конце длинной линии возникает только при сое
динении ее с каким-либо другим элементом автоматической систе
мы. Поэтому влияние нагрузки на динамические свойства линии 
можно изучить методами главы 4, в которой показано , как по дина
мическим характеристикам отдельных звеньев определяются дина
мические характеристики их соединений. Для изучения динами
ческих свойств самой длинной линии, ни с чем не соединенной, 
следует предположить, что нагрузка на конце липин отсутствует. 
Это равноценно случаю, когда сопротивление нагрузки R H беско
нечно велико, т. е. R n =  оо . Полагая в (3.15.15) Z„ (s) =  oot 
находим передаточную функцию длинной линии, рассматривае
мой как изолированное звено автоматической системы:

ф  И  =  -И Г  Д -Щ .). -  W w T  — °Ы> М  <• (3.15.16)

Практически влиянием нагрузки на передаточную функцию длин- 
пой липин можно пренебречь в случае, когда сопротивление 
нагрузки очень велико, например, когда коаксиальный или двух- 
проводный кабель применяется для подачи напряжения на сетку 
электронной лампы, обладающей большим омическим нагрузоч
ным сопротивлением (обычно порядка нескольких Мом).

Выбирая параметры длинной линии и нагрузку на ее конце 
соответствующим образом, можно получить линию с желатель
ными динамическими свойствами.

В системах автоматического управления обычно применяются 
только так называемые согласованные линии, т. е. такие линии, 
которые не дают отражения прямого сигнала, приходящего к кон
цу л и н и и , от нагрузки. Линия становится согласованной, когда 
нагрузка Z „  (s) выбирается равной волновому сопротивлению линии:

Z„(s) =  R„ +  sL a=  =  (3.15.17)



f  .4.15. ДЛИННЫЕ ЛИНИИ 137

](з этого равенства видно, что согласованности линии в общем 
случае можно добиться только при каком-нибудь одном значении s, 
так как это равенство не является тождеством относительно s. 
Поэтому для обеспечения согласованности линии обычно поль
зуются переменным током определенной частоты со0 и сопротивле
ние нагрузки выбирают из условия (3.15.17) при s =  i(o0- В этом 
случае при передаче сигналов перемепным током частоты о)0 линия 
будет работать в режиме бегущей волны. Полагая Р(<ю0) =  ц - f  
-\- iv, получим

Ф(4<о0) =  e-u'-ivJ. (3.15.18)

Длинная линия в этом случае работает как запаздывающее звено 
с временем запаздывания т =  xlli»0 и коэффициентом усиления 
к =  е~*1. Сигнал в такой линии распространяется со скоростью 
o)0/v и ослабляется в е•* раз на единицу длины линии.

Полной согласованности линии при любом значении s можно 
добиться, если выбрать ее параметры так, чтобы удовлетворялось 
условие R C  =  LG. Действительно, в этом случае R /L  — GIC, 
у (s) =  Y^C/L  и условие (3.15.17) принимает вид

R „  +  sL„ =  V~LiC. (3.15.19)

Этому условию можно удовлетворить, приняв 7?н =  Y L /C , L „  =  0. 
При этом выражение (3.15.15) для передаточной функции длинной 
линии примет вид

ф (8) =  e -iVHG.e -.iV IC ' (3.15.20)

Эта формула показывает, что в этом случае длинная линия пред
ставляет собой запаздывающее звено с временем запаздывания 
т =  l \ L C  и коэффициентом ослабления сигнала к =  
=  ехр {— lY R G ) .  Сигнал распространяется по такой линии без 
искажения со скоростью, равной M Y  LC, и ослабляется 
пехр ( У R G ) раз на каждую единицу длины линии. Такие линии 
обычно применяются в виде реальных линий задержки.

Чтобы получить значительное время задержки сигнала, необ
ходимо выбрать большую длину линии (десятки — сотни метров), 
что может привести к большим трудностям в выборе основных 
параметров линии, позволяющих выполнить условия RC  =  J/J. 
Кроме того, линия получается громоздкой. Поэтому для полу
чения значительных времен задержки выбирают линию специаль
ной конструкции, состоящей из последовательного соединения 
отдельных ячеек, имеющих значительные собственные индуктив
ности Ь я и емкости С„. Тогда т 3 =  n V Ь ЯС Я, где п — число ячеек, 
'•ходящих в линию задержки. Часто применяют непрерыв
ную спиральную линию задержки, у которой изолированный
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управления. Для устранения вредного влияния продольного 
потока в ЭМУ предусматривается компенсационная обмотка wK, 
которая включается последовательно с обмоткой якоря и нагруз
кой в цепь рабочих щеток. Компенсационную обмотку включают 
так, чтобы протекающий по ней ток нагрузки создавал компенса
ционный поток Фк, направленный против реакции якоря Фр. 
Когда поток Ф„ равен потоку Ф р, усилитель работает в режиме 
полной компенсации. Если Ф„ <  Ф р или Фк >  Фр, то усилитель 
работает соответственно в режиме недокомпенсации или переком- 
пенсации. Для регулировки ЭМУ и установления необходимого 
значения потока Фк компенсационная обмотка шунтируется 
переменным сопротивлением Н ш.

Магнитный поток в обмотке управления пропорционален на
магничивающей силе Ф у = c twyiy. При вращении якоря с угловой 
скоростью 12 на поперечных щетках создается э. д. л., равная 
е„ =  кФуИ. Если сопротивление короткозамкнутой цепи равно 
/?„, то в этой цепи потечет ток £п =  e „ /R „ . Этот ток создает магнит
ный поток Ф„ =  c2w „ia. Вращение якоря в потоке Фп приводит 
к появлению на рабочих щетках электродвижущей силы ер — 
=  кФ„И. Таким образом, зависимость напряжения на рабочих 
щетках ер от управляющего тока ty выражается формулой

‘ У ’  . (3.10.1)

Зависимость (3.10.1) является характеристикой холостого- хода 
ЭМУ. Так как все величины в правой части формулы (3.10.1), 
кроме iy, постоянны для данного ЭМУ, то характеристика холосто
го хода ЭМУ линейна. Линейность характеристики сохраняется 
до значений iy, при которых наступает насыщение магнитной 
системы усилителя.

Выходное напряжение ЭМУ ир определяется формулой
Мр — ер (р /1ВН, (3.10.2)

где ip — ток в нагрузке, Я вн — сопротивление участка рабочей 
цепи, в который входят: обмотка якоря, щетки и компенсацион
ная обмотка, зашунтированная сопротивлением R m. Величина 
е р в (3.10.2) в этом случае зависит не только от управляющего 
тока iy, но и от тока в нагрузке /р. Величина R BH зависит от доли 
сопротивления /? ш, подключенного к компенсационной обмотке. 
Зависимость ир от тока /р называется внешней характеристикой 
ЭМУ. При постоянном входном сигнале и соответственно подоб
ранном положении движка переменного сопротивления /? ш внеш
няя характеристика ЭМУ является линейной. Наклон прямой 
определяется степенью компенсации реакции якоря, которая 
в свою очередь зависит от сопротивления подключенного
к компенсационной обмотке. Обычно ЭМУ настраивают на недо-
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компенсированный режим. Этому режиму соответствует отрица
тельный наклон внешней характеристики.

Усилительные свойства ЭМУ обычно характеризуются коэф
фициентом усиления по мощности

(З-Ю.З)

где Я  — сопротивление рабочей цепи, Н у — сопротивление 
обмотки управления. Равенства (3.10.1) и (3.10.3) показывают, 
что коэффициент усиления по мощности кр пропорционален чет
вертой степени угловой скорости ротора. Поэтому угловая ско
рость ротора ЭМУ сильно влияет на его коэффициент усиления. 
Это накладывает жесткие требования на стабилизацию угловой 
скорости Q в ЭМУ, применяемых в автоматических системах 
управления. В современных ЭМУ й  =  3000 Ч- 8000 об/мин.

Определим динамические характеристики ЭМУ, предполагая 
для простоты, что он работает в режиме полной компенсации. 
Так как магнитная система усилителя не насыщена, то индуктив
ность цепей можно считать постоянной, а магнитные потоки — 
пропорциональными токам. Тогда э. д. с. самоиндукции ес будет 
равна ес =  — Ldildt. На основании этих замечаний можно напи
сать уравнения напряжений для рабочей, поперечной и управ
ляющей цепей соответственно в виде

к& Ь п1п -  Lp =  iP (Я»„ +  /?„), (3.10.4)

k2QLyi y - L nl i f -  =  iaRn, (3.10.5)

uy — L j - j f -  =  iyRy, (3.10.6)

где L n, L p, Ly —  индуктивности поперечной, рабочей (включая 
нагрузку) и управляющей цепей, R „  — активное сопротивление 
нагрузки, /?„, R y — активные сопротивления поперечной и управ
ляющей цепей, ки к2 — конструктивные постоянные ЭМУ, 
а ini ip, iy — токи в поперечной, рабочей и управляющей цепях.

В качестве нагрузки электромашинного усилителя обычно 
используется исполнительный двигатель постоянного тока с неза
висимым возбуждением. Скорость вращения вала такого двига
теля регулируется путем изменения напряжения на якоре. Следо
вательно, выходным сигналом ЭМУ следует считать выходное 
напряжение, которое прикладывается к нагрузке, т. е.

Ир =  *РД„. (3.10.7)
д. с. самоиндукции и падение напряжения на внутреннем 

сопротивлении в рабочей цепи пренебрежимо малы по сравнению
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внутренний кабель оплетается спиральным экраном. Такая линия 
имеет значительные собственные индуктивность и емкость при 
сравнительно короткой общей длине. Поэтому ослаблением ампли
туды сигнала в ней можно пренебречь (так как величины I, R  и G 
будут малыми, a L  и С  — большими).

§ 3.16. Объект управления как элемент автоматической системы

Как уже было отмечепо в §§ 1.1 и 1.2, объект управления 
является одним нз элементов автоматической системы, от кото
рого существенно зависят динамические свойства и поведение 
всей системы в целом. Поэтому, изучая элементы автоматических 
систем и их динамические свойства, нельзя не коснуться и объек
тов управления.

Объектом управления может быть любая физическая система, 
и вследствие этого переменными, определяющими состояние 
объекта управления, могут быть любые физические величины: 
координаты, определяющие положения механических частей 
объекта управления, давления, плотности, температуры н ско
рости течения жидкостей и газов, токи, напряжения и другие 
электрические и электромагнитные величины, световые потоки, 
химические величины и т. д. Поэтому для описания поведения 
объекта управления в общем случае необходимо составить урав
нения всех физических и химических процессов, связывающие 
интересующие нас величины, определяющие мгновенное состоя
ние объекта управления, с управляющими воздействиями. Ввиду 
большого многообразия возможных объектов управления прак
тически невозможно указать все возможные типы уравнений 
объекта и определяемых ими его динамических характеристик. 
Поэтому мы ограничимся здесь лишь рассмотрением некоторых 
объектов управления.

В некоторых случаях положение объекта управления одно
значно определяется положением выходного вала или штока испол
нительного устройства (т. е. объект управления практически 
жестко связан с выходной деталью исполнительного устройства). 
Так, например, положение подвижной пушечной установки на 
самолете полностью определяется углами поворота выходных 
валов исполнительных электродвигателей или гндродвнгателей, 
с которыми установка связана зубчатыми или червячными переда
чами. В таких случаях за уравнение, описывающее поведение 
объекта управления, можно принять уравнение движения выход
ного элемента исполнительного устройства, добавив к его массе 
(моменту инерции) приведенную массу (соответственно момент 
инерции) объекта управления и включив в число действующих 
на выходной элемент исполнительного устройства сил приведен
ные силы, действующие на объект управления. Приведенные
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массы, моменты ннсрцнн и силы определяю тся п о  известным 
формулам теории  механизмов 171.

Для примера рассмотрим один канал управления подвижной 
пушечной установкой в случае, когда исполнительное устройство 
представляет собой электродвигатель постоянного тока с управ
лением напряжением в цепн якоря. Согласно изложенному мы 
должны в этом случае добавить к моменту инерции ротора двига
теля в уравнении (3.13.5) приведенный момент инерции установки 
k2J ,/т), где к — передаточное число от выходного вала двигателя 
к установке, т] — коэффициент полезного действия передачи, 
а к действующим силам добавить приведенный к валу двигателя 
момент сил сопротивления, действующих на установку. Предпо
лагая, что момент сил сопротивления пропорционален угловой 
скорости установки kaQ, получим в результате следующее уравне
ние движения ротора двигателя с установкой:

Гй  +  й  =  ktuBX, (3.16.1)
где

j ________ V_____ Л ' /. _________стФп________
ЛцСх_}-<’вст (®5 ~\~I<q I {h * Л»1ст"|-сест*1*в

По многих случаях исполнительные устройства приводят 
в движение только управляющие органы объекта управления, 
например рули самолета или ракеты. В таких случаях необхо
димо составить уравнения, определяющие динамику объекта 
управления, а в уравнениях исполнительного устройства учесть 
приведенную массу управляющих органов объекта управления 
и действующие на них приведенные силы.

Одним из важнейших объектов управлении в авиации является 
летательный аппарат — самолет или крылатая ракета. Движе
ние самолета или крылатой ракеты описывается известными урав
нениями механики: уравнениями движения центра массы, уравне
ниями вращательного движения вокруг центра массы п кинемати
ческими уравнениями. В полете на самолет или ракету действуют 
сила тяжести, сила тяги двигательной установки, аэродинамиче
ские силы и моменты и в некоторых случаях момент силы тяги 
Двигательной установки. Вывод полных уравнений пространст
венного движения самолета или ракеты сложен и не входит в задачу 
этой книги. Поэтому мы ограничимся здесь выводом уравнений 
Движения самолета в вертикальной плоскости.

Обозначим через т массу самолета (или ракеты), v — скорость 
е‘ о центра массы, 0 — угол наклона вектора скорости к горизон
ту. в  — угол наклона оси самолета к горизонту, называемый 
обычно углом тангажа, J г — центральный момент инерции само
лета относительно оси, перпендикулярной плоскости его движе-
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с э. д. с ., наведенной внешним магнитным полем. Поэтому урав
нения (3.10.4), (3.10.5) и (3.10.6), описывающие работу ЭМУ, 
можно заменить приближенными уравнениями

Up — Е п P nia =  k2^iLjiy, L j —j j - - { - I { j i y = U j .

Исключая из этих уравнений £„ и iy, получим дифференциальное 
уравнение в операторной форме, связывающее входное напряже
ние иу и выходное напряжение ыр ЭМУ:

(T nD  +  i)(T yD  +  1) up =  каиу, (3.10.8)
где

=  Г» = 1 ? 7 ’ (3.10.9)

Величина ки представляет собой статический коэффициент усиления 
ЭМУ по напряжению, Т„ и Т у являются соответственно постоян
ными времени поперечной цепи и цепи управления.

§ 3.11. Линейные функциональные преобразователи

В качестве функциональных преобразователей в автоматиче
ских системах можно применять любые автоматические системы 
и вычислительные устройства. Функциональный преобразователь 
с данным оператором можно спроектировать из различных 
элементов, как непрерывных, так и дискретных. В частности, в авто
матических системах широко применяются в качестве функцио
нальных преобразователей пассивные электрические цепи, состав
ленные из омических сопротивлений, конденсаторов и индуктив
ностей.

Для определения динамических характеристик пассивной 
электрической цепи достаточно применить к каждому элементу 
цепи законы Кирхгофа и учесть, что ток i и напряжение и в ак
тивном сопротивлении R , емкости С и индуктивности L  связаны 
соответственно уравнениями

u =  flt, =  u =  L ± .  (3.11.1)

В результате получим дифференциальные уравнения цепи. Зная 
дифференциальные уравнения цепи, можно методом, изложенным 
в § 2.5, найти передаточную функцию цепи.

Можно также непосредственно найти передаточную функцию 
цепи, вычислив ее эквивалентное сопротивление и выходное напря
жение с учетом того, что эквивалентные сопротивления конденса
тора С и индуктивности L равны соответственно MCs н Ls.

Получив выражение передаточной функции электрической 
цепи и задав необходимые значения ее параметров (т. е. коэффи
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циентов при различных степенях s в числителе и знаменателе), 
можно подобрать сопротивления, емкости и индуктивности цепи 
таким образом, чтобы она имела заданную (или близкую к задан
ной) передаточную функцию.

Применим эти общие правила к цепочке, составленной из одного 
омического сопротивления R  и одного конденсатора емкости С 
(рнс. 3.11.1). Для этой цепочки имеем уравпения

«■ых =  М *  “ вх =  ие -\- R i, i =  Сис. (3.11.2)
Исключая из этих уравнений ие и f, получим дифференциальное 
уравнение цепи

Тивых +  ивых =  Тивх, T =  RC. (3.11.3)

Величина Т =  RC  называется постоянной времени цепочки RC.

H I—
с

1 • - ч  Н
R

R с  1 -  и>вых

т
Рис. 3.11.1. Рис. 3.11.2.

Для нахождения передаточпой функции цепочки R C  доста
точно вычислить ее сопротивление R  +  1 ICs и ток i =  uBt/(R  +
4- I Cs). Выходное напряжение ивих представляет собой падение 
напряжения на омическом сопротивлении ивых =  R i. Подставляя 
сюда найденное значение тока и положив ивх =  ел, ивых =  
=  Ф (s)e,t, найдем передаточную функцию цепочки R C :

ф М “ Т & Г -  (ЗЛ1-4)
Тот же результат получится, если определить передаточную функ
цию по дифференциальному уравнению (3.11.3) способом, изло
женным в § 2.5.

Прн достаточно малой постоянной времени Т второй член 
в знаменателе формулы (3.11.4) мал по сравнению с единицей и, 
следовательно, передаточная функция цепочки RC  близка к пере
даточной функции идеального дифференциатора s, умноженной 
на Т. Вследствие этого рассмотренная цепочка R C  обычно приме
няется для приближенного определения производной медленно 
изменяющегося сигнала и называется дифференцирующей.

Если за выход цепочки R C  принять напряжение на конденса
торе (рис. 3.11.2), то аналогично получим

GuBblx =  i, ивх — ивых -j- Rt- (3.11.5)
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Подставляя выражение i нз первого уравнения во второе, получим 
дифференциальное уравнение цепочки:

Гнвых-|-ивых = -нВх» Т — R C , (3.11.6)
и ее передаточную функцию:

Ф (*)=  Т П Т  ' <3 1 1 -7)
Таким образом, цепочка RC, изображенная на рис. 3.11.2, является 
апериодическим звеном (см. приложение 1). Написав формулу 
(3.11.7) в виде

Ф (*) =  - р —  , I
Т + '

убеждаемся в том,' что при достаточно большой постоянной 
времени Т передаточная функция цепочки RC  близка к переда
точной функции идеального интегратора 1/s, умноженной на 1 IT. 
Вследствие этого цепочку R C , собранную по схеме рис. 3.11.2, 

обычпо называют интегрирующей.
Ri В случае, когда требуется получить лн-

d - frw нейпую комбинацию сигнала и его производ
и м  f пой, можно применить цепь, состоящую из 

С П конденсатора и двух сопротивлений, изо- 
иах ^ | | * W  браженную на рис. 3.11.3. Для этой ценн 

имеем
-О

и пых — R 2ii Ubx — uc -f-u„MT, i —
Рис. 3.11.3. „  . , rR,li =  U c , ie = C u c.

Исключая из этих уравнений i, ис, ic, i lt получим дифференциаль
ное уравнение цепи

кхивых -|- ивых =  к (tuUx 4* ивх), к t  =  (3.11.8)

и ее передаточную функцию

ф ^ = к-Щ Ь--  <ЗЛ 1-9>

Если сопротивление R 2 достаточно мало по сравнению с R то ве
личина к будет малой и выходной сигнал цепи будет близок
к к (и вх -f- тивх), т. е. к линейной комбинации входного сигнала 
и его производной. Обычно берут Лот 0,1 до 0,3. Подбором величин 
R | и С можно обеспечить заданное значение отношения 1/т коэф
фициентов прн входном сигнале и его производной. Что касается
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абсолю тны х величии этих коэффициентов, то их можно сделать 
лю бы ми, соединив выход цепи, изображенной на рис. 3.11.3, 
с электронным усилителем с соответствующим коэффициентом
усиления.

Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что 
цепочки, составленные из одного омического сопротивления

Ugj, 

о-

• P i ic .  3.11.4. Рис. 3.11.5.

R и одной индуктивности L , изображенные на рис. 3.11.4 и 3.11.5, 
при LIR =  Т равноценны цепочкам R C , представленным на 
рис. 3.11.1 и 3.11.2 соответственно.

Кроме пассивных электрических цепей, в качестве функцио
нальных преобразователей в системах управления часто исполь
зуются активные цепи с электронными усилителями. Эти цепи

Рис. 3.11.6. Рис. 3.11.7.

называются активными потому, что они используют ие только 
энергию входного сигнала, но и энергию источников питания 
усилителей. Примеры активных цепей с усилителями даны на 
рис. 3.11.6 и 3.11.7.

Прн определении динамических характеристик активных цепей 
можно считать входные сопротивления усилителей достаточно 
большими, чтобы токи, ответвляемые в усилители, были пренеб
режимо малыми по сравнению с токами во внешних цепях. Тогда, 
имея в виду, что, согласно изложенному в § 3.9 (рис. 3.9.1), ниж
ний входной провод и нижний выходной провод усилителя иа 
рис. 3.11.6 и 3.11.7 имеют одинаковый потенциал, для определения 
Динамических характеристик активного функционального преоб
разователя достаточно будет, как и в случае пассивных цепей, 
написать вытекающие из основных законов электротехники соот
ношения для всех его внешних электрических цепей.

Применим изложенные общие правила к функциональному 
преобразователю с электронным усилителем, схема которого



представлена на рис. 3.11.6. Для этого преобразователя

ы»х +  «с +  Ш  =  “ вых. «вых =  — A (uBX +  Ri), Cue =  i.

Исключая из этих уравнений ис и f, получим дифференциальное 
уравнение преобразователя:

( 1 "b 'jf ) RCuaux -j- ивых — — ивх. (3.11.10)

В случае усилителя с очень большим коэффициентом усиления к 
членами с коэффициентом 1/А можно пренебречь. Тогда уравнение 
(3.11.10) примет вид

Мвых — — ~RC~Ubx' (3.11.11)

т. е. выходной сигнал функционального преобразователя будет 
пропорционален интегралу от входного сигнала.

Аналогично для активной цени с электронным усилителем, соб
ранной по схеме рис. 3.11.7, имеем

uBX +  uc +  Ri =  uBblx, itBbII =  — к (и вх +  ис), Cue — i.

Исключая из этих уравнений i и ис, получим дифференциальное 
уравнение цепи:

R C ив ы х ивых = — RCuBX. (3.11.12)

При очень большом коэффициенте усиления к в уравнении (3.11.12) 
можно пренебречь первым членом и единицей в знаменателе 
правой части. Тогда уравнение (3.11.12) примет вид

мВых =  — RCuBX, (3.11.13)
т. е. выходной сигнал цепи будет пропорционален производной 
входного сигнала.

Таким образом, усилитель постоянного тока с очень большим 
коэффициентом усиления, включенный по схеме рис. 3.11.6, 
является интегрирующим, а такой же усилитель, включенный 
по схеме рис. 3.11.7, является дифференцирующим. Такие усили
тели постоянного тока, называемые обычно операционными, широ
ко применяются в моделирующих устройствах.

Функциональные преобразователи на переменном токе приме
няются редко. Чаще всего производится предварительное преоб
разование переменного тока в постоянный, функциональное 
преобразование сигнала на постоянном токе, а затем, если необ
ходимо, обратное преобразование постоянного тока в переменный.

Аналогично можно построить нестационарные функциональ
ные преобразователи, используя переменные сопротивления, 
емкости и индуктивности. Для составления дифференциальных
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уравнений электрической цепи с переменными сопротивлениями, 
емкостями и индуктивностями достаточно применить ко всем 
элементам цепи основные законы электротехники, учитывая,
ЧТО ТОК / И няппяжйний и п гтпймпннпн омко-
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На рис. 3.11.8 показана пассивная цепь с переменными сопро
тивлением и емкостью. Для этой цепи справедливы уравнения

Исключая из этих уравнений i, ic, ис, q, получим дифференциальное 
уравнение нестационарной цепи:

Для определения весовой функции этой нестационарной цепи 
следует на вход ее подать единичный импульс, т. е. заменить вход
ное напряжение ивх единичной импульсной функцией 6 (t — т). 
Тогда получим для весовой функции g (t, т) уравнение

Искомая весовая функция g(t, т) представляет собой интеграл 
дифференциального уравнения (3.11.16), равный нулю при всех 
т <  /. Легко проверить непосредственной подстановкой, что этот 
интеграл выражается формулой *)

Формулы (3.11.17) и (3.11.18) определяют весовую функцию 
нестационарной цепи при известных законах изменения величин

*) Формула (3.11.17) является частным случаем формулы (4.4.30), 
которая будет вывсдепа в примере 4.4.1.

сти С и in 
ствепно ура

о
которыми следует в этом случае пользо
ваться вместо второго и третьего уравне- Гис. 3.11.8.
ний (3.11.1).

ивх — iR  -f- uc, ивых — uc, i — tcl ic — <j, ч — Cuc.

RCuB ых -}- (RC  1) ивых — Ивх* (3.11.15)

RCg't (t, T) +  (RC +  i ) g ( t , T )  =  b ( t - x ) .  (3.11.16)

при
при < > T , (3.11.17)

где

(3.11.18)
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С и Л со временем. Однако на практике часто возникает обратная 
задача. Весовая функция нестационарного линейного функцио
нального преобразователя задается в форме (3.11.17) и требуется 
определить законы изменения сопротивления Я и емкости С. Для 
решения этой задачи положим во второй формуле (3.11.18) t =  т, 
после чего прологарифмируем формулы (3.11.18) и продифферен
цируем полученные равенства. Тогда получим дифференциальные 
уравнения первого порядка для R и С, которые легко интегри
руются и в результате дают

(

л  =  ф7оехр {  If (л) ф dx]} • 
t

c = zrU)exv {  ~  J / Oi)ф ( л ) }  ,

(3.11.19)

где а — произвольная постоянная.
Формулы (3.11.19) определяют закон изменения (программу) 

сопротивления и емкости нестационарной цепи (рис. 3.11.8) по 
данным функциям /(/) и <p(f).

§ 3.12. Импульсные линейные элементы

В § 1.6 было отмечено, что в технике находят широкое приме
нение дискретные (импульсные) системы управления. Характерной

и

U-аыг

особенностью таких систем является наличие импульсных эле
ментов. Импульсным называется такой элемент, который преобра
зует непрерывный входной сигнал в последовательность кратко
временных импульсов.

Линейный импульсный элемент осуществляет амплитудную 
модуляцию, т. е. преобразует непрерывный входной сигнал в после-
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довательность импульсов, амплитуды которых пропорциопальиы 
значениям входного сигнала в дискретные моменты времени. 
При этом форма импульсов может быть различной, например 
прямоугольной или треугольной.

На рис. 3.12.1 показан линейный импульсный элемент с элек
тронной лампой. На управляющую сетку лампы поступает перио
дическая последовательность прямоугольных импульсов одина
ковой амплитуды и (пТп). На экранирующую сетку лампы наряду

Uex

ШПь
Рис. 3.12.2.

с постоянным напряжением, обеспечивающим необходимый режим 
работы лампы, подается напряжение uBX(t), являющееся входным 
сигналом. Импульсы, действующие на управляющую сетку, перио
дически отпирают и запирают 
лампу. Величина анодного тока 
открытой лампы определяется 
величиной входного сигнала 
ыВх(*)« приложенного к экрани
рующей сетке. Таким образом, 
на сопротивлении нагрузки 
будет получаться выходное 
напряжение ивых(пТп), пред
ставляющее собой последова
тельность импульсов, ампли
туды которых пропорциональны 
значениям входного сигнала 
н дискретные моменты вре
мени t =  riTn.

На рис. 3.12.2 приведена схе
ма другого линейного импульс
ного элемента, называемого фиксатором. Фиксатор предназначен 
для преобразования непрерывного входного сигнала uBX(t) в после
довательность прямоугольных импульсов или в ступенчатую функ
цию. Этот элемент фиксирует значения входпого сигнала в дис
кретные моменты t =  пТп и «помнит» каждое значение в течение 
периода Т„. Ключ К замыкается на короткий промежуток вре
мени с клеммой / ,  а затем с клеммой 2. В момент замыкания ключа 
с клеммой /  с конденсатора сбрасывается заряд, при замыкании 
ключа с клеммой 2 конденсатор заряжается до текущего значения

Рис. 3.12.3.
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uBX(t). В течение периода Т„ ключ находится в нейтральном состоя
нии, конденсатор сохраняет полученный заряд.

В моделирующих устройствах широкое применение нашли 
шаговые искатели, применяющиеся для реализации переменных 
коэффициентов уравнений или заданных возмущений. На 
рис. 3.12.3 представлен элемент, основой которого является 200-ла- 
мельный шаговый искатель. К обмотке электромагнита (шагового 
реле) подводятся импульсы тока, под действием которых электро
магнит дискретно с помощью храпового колеса переводит токо
съемную щетку с одной ламели на другую. Значения напряже
ний, подводимых к ламелям от делителя напряжений, могут быть 
набраны ступенчато по любому закону. На делителе имеется сто 
интервалов деления положительного напряжения и сто интервалов 
отрицательного. Коммутация клемм делителя и ламелей осу
ществляется на специальном наборном поле. На выходе устройства 
формируется ступенчатая функция, дискретные значения которой 
определяются номером импульса, поданного на реле, и величиной 
потенциала, подведенного к клемме делителя напряжения, с кото
рой в данный момент соединена токосъемная щетка искателя. 
Рассмотренное устройство с шаговым искателем является линей
ным импульсным элементом. Оно преобразует непрерывную функ
цию в последовательность импульсов с амплитудами, пропорцио
нальными дискретным значениям функции.

§ 3.13. Двигатели постоянного тока

В системах управления в качестве исполнительных устройств 
часто применяются двигатели постоянного тока.

Управление двигателем постоянного тока производится путем 
изменения напряжения ия, приложенного к цепи якоря, при неиз

менном потоке возбуждения (рис. 3.13.1) 
или путем изменения потока возбуждения 
прн неизменном напряжении ип, приложен
ном к цепп якоря.

Из теории электрических машин известно, 
что ток в цепи якоря i„, поток возбуждения 
Ф8, вращающий момент Л/вр, скорость вра
щения вала двигателя Q и противоэлек- 
тродвижущая сила еп, наводимая в обмот

ке якоря, в установившемся движении связаны следующими 
зависимостями:

еа =  сеФв£2, Л/вр — ^тФв1Ж ия — i яЯ я -f- (3.13.1)
где

PN.  Ю -* _ с,.
С е~  2ла ' Ст — 9 ,8 1 ’
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а jv — число проводников якоря, а — число пар параллельных 
ветвей, Р  — число пар полюсов, R „ — активное сопротивление 
цепи якоря. Исключая из уравнений (3.13.1) величины еа и i„,
получим

M BV =  - ^ 0 , U n - (3-13.2)

Эта формула определяет механическую характеристику двигателя 
постоянного тока.

При управлении путем изменения напряжения, приложенного 
к цепи якоря, поток возбуждения Фв постоянен, а управляющим 
входным сигналом является и„. В этом случае, как видно из
(3.13.2), вращающий момент двигателя линейно связан с управля
ющим сигналом. Это обеспечивает возможность плавного измене
ния скорости двигателя в широком диапазоне.

При управлении путем изменения потока возбуждения ия — 
=  const, а управляющим сигналом является Фв. В этом случае 
вращающий момент нелинейно зависит от управляющего сигнала. 
Однако практически при управлении двигателем с помощью 
потока возбуждения предусматриваются меры (в цепь якоря 
включается добавочное сопротивление), обеспечивающие незави
симость тока в якорной цепи от угловой скорости вала £2. Поэтому 
в этом случае можно пренебречь вторым слагаемым в правой 
части формулы (3.13.2) и принять линейную зависимость вращаю
щего момента от управляющего потока:

Л/1Р« - ^ Ф , и я. (3.13.3)

Для определения динамических характеристик двигателя 
составим уравнение движения ротора двигателя:

JQ  =  Л/вр -  СтЙ -  А/с, (3.13.4)

где J — момент инерции всех вращающихся масс, приведенный 
к ротору двигателя, ст — коэффициент вязкого трения, Л/с — 
момент сопротивления *). Подставляя в уравнение (3.13.4) выра
жение (3.13.2) вращающего момента, получим

Ш + ( с Т +  е- ^ Ф 1 ) П = ^ Ф вия- М е. (3.13.5)

Выходной величиной может быть или угловая скорость вала Я, 
или угол поворота ротора двигателя а, определяемый кинемати
ческим уравнением
________________ а =  Я. (3.13.6)

*) Относительно приведения масс см. любой курс теории механизмов, 
например [7].
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При управлении первым способом входным сигналом двигателя 
является напряжение и„. В этом случае уравнение (3.13.5) может 
быть представлено в виде

(TtD +  1) Q =  М я  -  М Л:, (3.13.7)
где

т . JR*____  и ______ сги̂ >в г . _______ Лн_____
* Лнет4-сггт Ф| 1 +

(3.13.8)
При управлении вторым способом входным сигналом двигателя 

является напряжение м„, приложенное к обмотке возбуждения. 
Управляющий поток Фв и управляющее напряжение и„ связаны 
уравнениями

Фв= ^ ,  um =  i.R a +  Lul ± .  (3.13.9)

Исключая из уравнений (3.13.3), (3.13.4) и (3.13.9) величины 
Ф„, i„, Л /„р и считая момент сопротивления М с постоянным, 
получим

( ToD +  1 )(TJ) +  1) Q =  кги , -  к»Ме, (3.13.10)
где

т , - ± .  T , - % ,  b - g f a ' .  (3.13.11,

Уравнения (3.13.7) и (3.13.10) написаны для случая, когда выход
ным сигналом двигателя является угловая скорость £2. Подставляя 
в эти уравнения выражение Q из уравнения (3.13.6), можно полу
чить уравнения для случая, когда выходным сигналом считается 
угол поворота вала а.

Из уравнений (3.13.7) и (3.13.10) следует, что двнгательностоян- 
ного тока с независимым возбуждением является линейной динами
ческой системой. Сравнение динамических характеристик двигате
лей при первом и втором способах управления позволяет сделать 
вывод, что быстродействие двигателя при управлении изменением 
потока возбуждения меньше, чем при управлении изменением 
напряжения на якоре. Это объясняется, во-первых, тем, что при 
управлении вторым способом на быстродействие двигателя оказы
вает влияние не только электромеханическая постоянная времени 
Т2, но и постоянная времени цепи возбуждения Т„. Во-вторых, 
электромеханическая постоянная времени двигателя при втором 
способе управления, как показывает сравнение формул (3.13.8) 
и (3.13.11), больше, чем при первом способе.

Кроме большего быстродействия управление путем изменения 
напряжения, приложенного к цепи якоря, дает более плавное 
изменение скорости вращения двигателя и больший диапазон
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изменения скорости. Эти обстоятельства позволяют отдать пред
почтение способу управления двигателем путем изменения напря
жения на якоре. При управлении этим способом требуется большое 
усиление управляющего сигнала по мощности, так как ток в якор
ной цепи должен иметь большую величину. Обычно для этих 
целей нсиользуется электромашинный усилитель. При управле
нии с помощью обмотки возбуждения в качестве усилителен могут 
использоваться усилители на электронных лампах, так как токи 
управления в этом случае малы.

§ 3.14. Двигатели переменного тока

Весьма широкое применение в качестве исполнительных 
устройств в системах управления находят двухфазные асинхрон
ные двигатели. Особенно широкое распространение получили 
двухфазные асинхронные двигатели с тонкостенным ротором. 
Этому способствует целый ряд достоинств таких двигателей: отсут
ствие щеток п коллектора, незначительный момент иперцни ротора, 
простота и стабильность усиления управ
ляющего сигнала при помощи усилителей 
переменного тока и т. д.

Ротор двухфазного асинхронного двигате
ли выполняется в виде «беличьего колеса», 
образованного несколькими параллельными 
проводниками, замкнутыми накоротко тор
цевыми кольцами, или в виде тонкостенного 
стакана, сделанного из немагнитного мате
риала. Статор двигателя имеет две обмотки, 
которые укладываются в пазы пакета из 
железных пластин так, чтобы магнитные оси нх были взаим
но- перпендикулярными (рис. 3.14.1). Одна из обмоток статора 
является возбуждающей и подключается к источнику пита
ния переменного тока с фиксированным напряжением. Вторая об
мотка является управляющей и обычно питается напряже
нием переменного тока той же частоты, что и напряжение воз
буждения, но через управляющий усилитель. Управляющее 
наряжение сдвинуто по фазе на 90° относительно напряжения 
возбуждения. Это приводит к вращению магнитного поля. Вращаю
щееся магнитное поле индуцирует в стенках ротора вихревые токи, 
которые, взаимодействуя с магнитным потоком, обусловливают 
появление вращающего момента, увлекающего ротор в сторону 
вращения магнитного поля. Для получения фазового сдвига 
в 90° последовательно с управляющей обмоткой включают емкость, 
как показано на рис. 3.14.1.

Если нагрузка на оси якоря отсутствует, то скорость враще
ния якоря S2 будет равна скорости вращения магнитного поля QM.Q

Под ред. В. С. Пугачева
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При наличии момента нагрузки скорость вращепня якоря замед
ляется до такой величины, которая необходима для создания вра
щающего момента, равного моменту нагрузки. Разность Ям — £5 
называется скольжением асинхронного двигателя. Прн постоян
ном моменте нагрузки скольжение постоянно и скорость враще
ния якоря также постоянна. Для изменения направления враще
ния ротора достаточно изменить фазу управляющего напряже
ния на 180°.

Намагничивающая сила вращающегося ротора взаимодей
ствует с намагничивающей силой статора так же, как намагни- 

11т чивающая сила неподвижного ротора,
le [Y ° и,в ° | если токи в неподвижном роторе оста-

. I ются по величине и фазе (относительно
э. д. с.) темн же, что и прн вращении. 
Это позволяет представить ротор в виде 
неподвижной двухфазной обмотки. Маг
нитная ось одной фазы такой эквива
лентной обмотки ротора параллельна 
магнитной оси обмотки возбуждения 
статора, ось другой фазы параллельна 
магнитной оси управляющей обмотки 

статора (рис. 3.14.2). Пользуясь, как и везде, стандартными обо
значениями для токов и чисел витков обмоток с соответствующи
ми индексами, можем написать следующее выражение магнитного 
потока, создаваемого обмоткой возбуждения и эквивалентной 
обмоткой ротора:

(3 .14.1)

где, в дополнение к стандартным обозначениям, i )p — ток в пер
вой фазе эквивалентной обмотки ротора, RM — магнитное сопро
тивление в цепи магнитного потока. Аналогичной формулой опре
деляется магнитный поток, создаваемый обмоткой управления 
и эквивалентной обмоткой ротора:

(3.14.2)

где «2р — ток во второй фазе эквивалентной обмотки ротора. 
Обычно Wy =  ivB =  wc, т. е. обмотки статора одинаковы.

Вращающий момент М вр является результатом взаимодействия 
тока i|р с потоком Фру и тока i2p с потоком Фрв:

Л1 вр =  М?р(*1рфру *2рФрв)*
Подставляя сюда выражения потоков (3.14.1) и (3.14.2), получим

Л/.Р -  М  (f,pi, -  i2piB), (3.14.3)
где М  — WpwJHy, — коэффициент взаимной индукции.
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Пренебрегая потоками рассеяния, реактнвпым сопротивле
нием обмоток статора п ротора, влиянием обмоток ротора на об
мотки статора н э. д. с., наведенной обмоткой управления в роторе 
при его вращении, и учитывая (3.14.1) и (3.14.2), можем записать 
уравнения, описывающие процессы в обмотках статора п ротора, 
в виде

ивх costo* == iyllc, U0siniat =  iBHc, I
w, div > (3.14.4)

=  iivRp, M  =  i2p/?p -  M Q i„  J
где mbxcos o)< и C/0 sin w* —  соответственно управляющее напря
ж ение, модулированное входным сигналом «„*, и напряжение 
возбуждения. Решая уравнения (3.14.4) относительно iB, fy, / )р, 
i2p и подставляя результат в (3.14.3), получим следующее выраже- 
пне для вращающего момента:

М

Учтем теперь, что ротор двигателя, вследствие своей инерцион
ности, практически не будет реагировать на колебания вращаю
щего момента удвоенной несущей частоты 2о). Вследствие этого 
в (3.14.5) можно пренебречь колеблющейся составляющей вращаю
щего момента. Тогда для вращающего момента получим выраже
ние, аналогичное выражению (3.13.2). Следовательно, работа 
двигателя переменного тока описывается уравнением (3.13.7), 
в котором

,  2 Л / г 0 )1 /0u „ = u BX, «, =  -2RvHlcT +  MW% ’ 
2R VR\ 2 У Д р Д »

ке ~  2RpR*Cj +  M4J\ ' 1 ~  2R vR\cT +  M W *  *

(3.14.G)

§ 3.15. Длинные линии

В современных системах автоматического управления отдель
ные блоки и агрегаты часто располагаются на значительных рас
стояниях друг от друга. Для соединения элементов в единую 
систему широко применяются специальные л и н и и  передачи сигна
лов. Для этого используются двухпроводные и л и  однопроводные 
линии, экранированные кабели, фидеры и волноводы. У подобных 
ЭЛементов основные электрические характеристики — сопротив
ление, емкость, индуктивность — не сосредоточены в каких-то 
отдельпых частях, а распределены непрерывно вдоль л и н и и . Такие 
элементы обычно называются элементами с распределенными

9*
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параметрами. К элементам с распределенными параметрами можно 
также отнести различные липни задержки.

Строго говоря, почти все реальные элементы, входящие в со
став систем автоматического управления, также представляют 
собою элементы с распределенными параметрами. Но в подавляю
щем большинстве случаев реальный элемент можно с достаточной 
степенью точности заменить упрощенной моделью — системой 
с сосредоточенными параметрами и идеальными линиями связи, 
в которых отсутствуют потери энергии и запаздывание при прохож
дении сигналов. Такая замена дает возможность определить дина
мические характеристики элемента с достаточной точностью лишь 
в том случае, когда эквивалентное сопротивление всех линий связи 
достаточно мало по сравнению с эквивалентным сопротивлением 
соединяемых ими деталей. Все перечисленные выше элементы 
характерны тем, что они представляют собой чистые линии связи, 
у которых распределение параметров вдоль линии существенно 
влияет на их динамические свойства. Подобные элементы, так же 
как и элементы, у которых параметры распределены непрерывно 
вдоль поверхности или по объему, необходимо рассматривать как 
системы с распределенными параметрами.

Проводные линии связи, кабели, фидеры, волноводы н линии 
задержки представляют собой различные типы так называемых 
длинных линий и описываются одними и теми же уравнениями. 
Поэтому мы будем определять динамические характеристики 
длинной линии независимо от ее конкретной технической реали
зации.

*,Всякая длинная линия характеризуется следующими распре
деленными по ее длине параметрами: активным сопротивлением, 
индуктивностью, емкостью и активной проводимостью между 
проводами линии, обусловленной наличием определенного конеч
ного омического сопротивления их изоляции н промежутка между 
н и м и . В общем случав эти параметры могут быть распределены 
по длине линии неравномерно. Такие линии называются неодно
родными. Если перечисленные параметры распределены вдоль 
линии равномерно, то линия называется однородной. На практике 
в подавляющем большинстве случаев применяются только одно
родные длинные линии.

Обозначим через R, L, С и G соответственно омическое сопро
тивление, индуктивность, емкость и межпроводную проводимость 
единицы длины однородной линии. Напряжение и ток в каждом 
сечении линии будут функциями времени t п координаты сечения х : 
и =  и (t, х), i =  i (t, х). Условимся считать, что началу линии соот
ветствует х  =  0 , а концу — х =  I, где I — полная длина линии.

Для составления системы дифференциальных уравнений, опи
сывающих длинную линию, представим ее бесконечно малый 
отрезок длины dx упрощенной моделью, изображенной на
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рис. 3.15.1. Изменение напряжения между проводами линии от 
течения х до сечения x-\-dx произойдет из-за падеппя напряжения 
на активном сопротивлении Я dx и на ипдуктпвностп L dx от
резка dx:

dlu(t, х dx) — и (t, x) — — iR dx — L ~jt-  dx.

С другой стороны, с точностью до бесконечно малых второго
порядка

u{t, x-\-dx) — и (t, z) =  4^ dx.

Таким образом, имеем
^ d x  =  - i R d x - L ^ d x .  дх dt (3.15.1)

Изменение тока, протекающего в линии между теми же сечениями,

и fat} u'du \2MfW I "\

Рис. 3.15.1.

вызывается утечкой тока через проводимость Gdx и током заряда
емкости С dx:

l(t, x  +  dx) — i{t, х) =  — Gu dx — C ^ -d x .

С другой стороны, с точностью до бесконечно малых второго по
рядка

i(t, x  +  dx) — i( t , х ) =  ^ jd x .

Таким образом,
? ^ d x = - G u d x - C ^ d x .  (3.15.2)

Сократив уравнения (3.15.1) и (3.15.2) на dx, получим систему 
Д“ ух линейных дифференциальных уравнений в частных произ
водных, описывающую процесс в длинной линии при действии 
па ее входе любого напряжения и при произвольной нагрузке
па ее конце (выходе):

и'х = — Ri — Lit, i'x = — Gu — Cu’t. (3.15.3)
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пия, х  — горизонтальное перемещение центра массы самолета, 
а у — высоту его полета (рис. 3.16.1). Уравнения движения центра 
массы самолета будем рассматривать в проекциях на касательную 
и нормаль к его траектории. Как известно из теоретической меха
ники, касательная и нормальная составляющие вектора ускоре-• •
ния точки в плоском движении равны соответственно v и г9. Поэ
тому уравнения движения центра массы самолета в проекциях на 
касательную и нормаль к его траектории имеют вид

mv =  Т cos а — X  — mg sin 0, 1 
mi>0 =  Т sin а +  Y  — mg cos 0, J (3.16.2)

где X  — касательная составляющая главного вектора аэродина
мических сил, называемая обычно силой лобового сопротивления,

Y — нормальная составляющая 
главного вектора аэродинамиче
ских сил, называемая подъемной 
силой, Т — сила тяги двигатель
ной установки, а а =  О — 0 — 
угол между вектором скорости 
центра массы самолета и его про
дольной осью, называемый углом 
атаки. При малых значениях 
угла атаки а можно принять в 
уравнениях (3.16.2) sin а — а, 
cos а =  1.

Для полного определения движения центра массы самолета 
необходимо добавить к динамическим уравнениям (3.16.2) кине
матические уравнения движения центра массы:

х  =  v cos 0, у =  v sin 0. (3.16.3)
Наконец, уравнепие движения самолета вокруг центра массы 

в вертикальной плоскости имеет вид

М г +  М Т (3.16.4)
где М г — аэродинамический момент, а М т — момент силы тяги 
двигательной устаповки.

Первое уравнение (3.16.2) определяет скорость полета самолета 
и поэтому должно рассматриваться отдельно как уравнение 
объекта управления в системе управления скоростью. Эта система 
обеспечивает такое управление тягой двигателя, при котором 
скорость v изменяется по заданному закону или, в частном случае, 
сохраняет определенное цостоянное значение. Поэтому для систе
мы управления полетом, обеспечивающей необходимое изменение 
направления полета, первое уравнение (3.16.3) роли не играет.
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и при исследовании процесса управления скорость полета v в 
о ст а л ь н ы х  уравнениях можно считать известной функцией вре
мени или постоянной.

Подъемная сила Y  и аэродинамический момент М г обычно 
выражаются формулами

где р — плотность воздуха, S — некоторая характерная площадь 
(для крылатых летательных аппаратов обычно площадь крыльев),
I — характерный линейный размер (для крылатых летательных 
аппаратов — средняя хорда крыла), а су и тг — безразмерные 
аэродинамические коэффициенты, определяемые экспериментально.

Аэродинамический коэффициент подъемной силы с„ при малых 
углах атаки можно приближенно считать пропорциональным 
углу атаки а:

Аэродинамический момент М г представляет собой сумму трех 
моментов: момента крыльев и фюзеляжа, который при малом угле 
атаки приближенно можно считать линейной функцией угла 
атаки, добавочного момента, создаваемого рулем высоты, при
ближенно пропорционального углу отклонения руля высоты б, и 
момента сопротивления, приближенно пропорционального угло-

•

вой скорости самолета u>t =  0. В соответствии с этим аэродина
мический коэффициент тг обычно выражают приближенной фор
мулой

На основании формул (3.16.5), (3.16.6) и (3.16.7) второе уравне
ние (3.16.2) и уравнение (3.16.4) при малых углах атаки а можно 
переписать в виде

Y  =  cvS ^ - ,  M z =  mzl S ^ ~ ,  (3.16.5)

(3.16.6)

тг =  т\-f  mfa +  ^  +  m«6. (3.16.7)

(3.16.8)

где

(3.16.9)
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Время t не входит явно в уравнения однородной лпнии (3.15.3). 
Поэтому процесс в ней при одном и том же входном напряжении 
протекает всегда одинаково, независимо от момента его начала. 
Это означает, что длинная линия представляет собой стационар
ную линейную систему. Следовательно, ее динамические свойства 
полностью определяются ее передаточной функцией Ф (s). Для 
определения передаточной функции Ф (s) приложим ко входу ли
нии напряжение, изменяющееся по показательному закону 
u(t, 0) =  e‘l, и будем искать решение системы уравнений (3.15.3) 
в виде

где <р (s, х) и ф (s, х) — некоторые неизвестные функции, не завися
щие от времени. При этом учтем граничные условия в начале 
и конце линии:

Второе граничное условие выбрано из соображения, что длин
ные линии, применяющиеся в системах автоматического управле
ния, обычно нагружены и л и  ч и с т ы м  омическим сопротивлением, 
и л и  последовательным соединением омического и индуктивного 
сопротивлений.

Подставляя выражения и (t, х), i(t, х) из (3.15.4) в уравнения
(3.15.3), после сокращения на est получаем для определения 
функций ф (s,' х) и ф (s, х) уравнения

Эти уравнения образуют систему двух обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, 
зависящими от параметра s. Применяя обычный метод интегриро
вания систем линейных уравнений с постоянными коэффициен
тами, составляем характеристическое уравнение:

u(t, х) =  ф(«, x )e st, i(t, х) =  ф(в, х)е‘ (3.15.4)

и(*,0) =  е, ‘ , и (<, I) =  /?„£ (t, I) +  LH • (3.15.5)

ф ;  (s , х )  =  — (R +  Ls) ф (я ,  х), 
ф ;  (s , х ) =  — (G +  Cs) ф (s, х). (3.15.6)

— к - ( R +  Ls)
- ( G  +  Cs) — к

или
к* —(R +  Ls)(G +  Cs) =  0. (3.15.7)

Отсюда, вводя обозначение

Р(*)' =  V (R  +  Ls)(G +  Cs), (3.15.8)

находим к =  ±  Р (s). Этим двум корням характеристического



уравнения (3.15.7) соответствуют два частных интеграла системы 
уравнений (3.15.6):

Ф ,(« ,  х) =  <?«*>*, t|?,(s, х) =

cp2(s, х) =  \f2(s, х) =  a2e-W*>*.

Для определения постоянных а, н а2 подставим эти частные интег
ралы по очереди в любое из уравнений (3.15.6) н потребуем, 
чтобы оно обратилось в тождество относительно х. Тогда, полагая 
для краткости

" Ш ’ <з  | 5 5 > >
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( • ) - ( /

получим at =  — у (s), a2 =  y(s). Таким образом, мы нашли два 
линейно независимых частных интеграла системы уравнений
(3.15.6). Общий интеграл этой системы уравнений определяется
формулами

Ф (s, х) =  с,еМ,)х -f- с2е~ w')x, 
г|з (s, х) =  — [с,еР<*)* — c2e-W*>*] у (s) }  (3.15.10)

Для определения постоянных интегрирования С\ и с2 восполь
зуемся граничными условиями (3.15.5). Подставляя в них выра
жения (3.15.4) и сокращая на е**, приведем этн условия к виду

<p(s, 0) =  1, <p(s, I) =  Z„(s)\p'(s, /), (3.15.11)

где Z„ (s) =  R „  +  sL„. Теперь остается подставить сюда выраже
ния ф (s, 0), ф](«, I) и ф*(5, /), вытекающие из (3.15.10).‘Тогда полу
чим следующую систему линейных алгебраических уравнений для
определения Ci и с2:

С1 Н" с2 — 1 *
c,eW*)i ^.c2e ~ W  — — Z„ (s) [C|ew,)/ — с2е~^,)1\ у (s).

Решая эту систему уравнений, находим с, н с2:

с ,=

) }  (3.15.12)

н с2:

H -Z „  (*)Y(«)1*~W,)I
[ 1 +  Z „ (*) у <*)| €*•>'■-11 -  Z „ («) у W 1« “  * *  ’

c = __________ [ l+ z „  (s)v(s)]efW__________
* |1 +  Z B ( .)  у (*)) - 11 -  Z „ ( .)  Y (•)) '

(3.15.13)

Передаточная фупкцин однородной длинной линии Ф (s) в слу
чае, когда выходной переменной является напряжение на конце 
линии и (/, I), па основании (3.15.4) будет равна

Ф (*) =  ~ (‘й П =  Ф (*• /) =  Cie«*>' +  p2c-«*)'. (3 .15.14
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Подставляя сюда выражения (3.15.13) постоянных с, и е2, полу
чаем окончательное выражение для передаточной функции Ф (s);

Ф(5) = ---------------------17;?, {S) Y ^ -----------------7йл1 • (3.15.15)[1+ Z, (») у («)] **•>' — [1—2,  (») Y (»)] «-«•>' v >
Выражение (3.15.15) передаточной фупкции Ф (s) показывает, 

что в общем случае однородная длинная линия представляет 
собой сложный динамический элемент, обладающий, в зависимо
сти от соотношения величин ее основных параметров R, L, С, G 
и вида нагрузки Z„ (s), в той или иной мере свойствами запаздываю
щего, колебательного и апериодического звеньев. Проанализи
руем, как изменяется передаточная функция Ф (s) в зависимости 
от изменения вида нагрузки и выбора определенных сочетаний 
основных параметров линии.

Нагрузка на конце длинной линии возникает только при сое
динении ее с каким-либо другим элементом автоматической систе
мы. Поэтому влияние нагрузки на динамические свойства линии 
можно изучить методами главы 4, в которой показано , как по дина
мическим характеристикам отдельных звеньев определяются дина
мические характеристики их соединений. Для изучения динами
ческих свойств самой длинной линии, ни с чем не соединенной, 
следует предположить, что нагрузка на конце линии отсутствует. 
Это равноценно случаю, когда сопротивление нагрузки /?,, беско
нечно велико, т. е. /?„ =  оо . Полагая в (3.15.15) Z„ (s) — оо, 
находим передаточную функцию длинной линии, рассматривае
мой как изолированное звено автоматической системы:

ф  =  е-&>1 =  chP(«)Z =  sch Р 1’ (3.15.16)

Практически влиянием нагрузки иа передаточную функцию длин
ной липии можно пренебречь в случае, когда сопротивление 
нагрузки очень велико, например, когда коаксиальный или двух- 
проводный кабель применяется для подачи напряжения на сетку 
электронной лампы, обладающей большим омическим нагрузоч
ным сопротивлением (обычно порядка нескольких Мом).

Выбирая параметры длинной линии и нагрузку на ее конце 
соответствующим образом, можно получить линию с желатель
ными динамическими свойствами.

В системах автоматического управления обычно применяются 
только так называемые согласованные л и н и и , т. е. такие линии, 
которые не дают отражения прямого сигнала, приходящего к кон
цу линии, от нагрузки. Линия становится согласованной, когда 
нагрузка Zn (s) выбирается равной волновому сопротивлению линии:

Z , ( s ) - R B+ , L a=  | /  £ £ £ = *  (3.15.17)
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Из этого равенства видно, что согласованности линии в общем 
случае можно добиться только при каком-нибудь одном значении s, 
так как это равенство не является тождеством относительно s. 
Поэтому для обеспечения согласованности линии обычно поль
зуются переменным током определенной частоты ы0 и сопротивле
ние нагрузки выбирают из условия (3.15.17) при s =  ito0. В этом 
случае при передаче сигналов переменным током частоты м0 линия 
будет работать в режиме бегущей волпы. Полагая р(<(*>0) =  ц -}- 
-f- iv, получим

O)(ico0) =  (3.15.18)
Длинная линия в этом случае работает как запаздывающее звено 
с временем запаздывания т =  \1/ш0 и коэффициентом усиления 
к =  е~*1. Сигнал в такой линии распространяется со скоростью 
d)0/v и ослабляется в е** раз на единицу длины линии.

Полной согласованности линии при любом значении s можно 
добиться, если выбрать ее параметры так, чтобы удовлетворялось 
условие RC =  LG. Действительно, в этом случае RIL =  G/C, 
y(s) — J^C/L и условие (3.15.17) принимает вид

Я„ +  sL„ =  У~ПС. (3.15.19)

Этому условию можно удовлетворить, приняв R H — V L/C, L„ =  0. 
При этом выражение (3.15.15) для передаточной функции длинной 
линии примет вид

<D(s) =  e-iV «c .e-.iVEc. (3.15.20)

Эта формула показывает, что в этом случае длинная линия пред
ставляет собой запаздывающее звено с временем запаздывания 
т =  iy L C  и коэффициентом ослабления сигнала к — 
=  ехр(—/У RG). Сигнал распространяется по такой линии без 
искажения со скоростью, равной 1 /Y ЕС, и ослабляется 
лехр {У RG) раз на каждую единицу длины линии. Такие линии 
обычно применяются в виде реальных линий задержки.

Чтобы получить значительное время задержки сигнала, необ
ходимо выбрать большую длину линии (десятки — сотпи метров), 
что может привести к большим трудностям в выборе основных 
параметров линии, позволяющих выполнить условия RC =  LG. 
*>роме того, линия получается громоздкой. Поэтому для полу
чения значительных времен задержки выбирают линию специаль
ной конструкции, состоящей из последовательного соединения 
отдельных ячеек, имеющих значительные собственные индуктив
ности L n и емкости Ся. Тогда =  n Y ЕЯСЯ, где п — число ячеек, 
"ходящих в линию задержки. Часто применяют непрерыв
ную спиральную линию задержки, у которой изолированный
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В случае полета, близкого к горизонтальному, угол наклона 
вектора скорости к горизонту 0 мал и можно принять cos 0 % 1, 
sin 0 «  0. Тогда, подставляя во второе уравнение (3.16.8) О =
=  0 +  0  и заменяя 0, 0 их выражениями из первого уравнения
(3.16.8), приведем уравнения (3.16.8) и второе уравнение (3.16.3) 
к виду

0 =  Лаа —у ,  а+-г^а +  саа =  с0 —с*б, y =  vQ, (3.16.10)
где

с . —а. Аа, са =  аа +- а- Аа +- Ла,а О О

. К К*’ с0 =  а0 +  < ь - г  — Т Г »  с6 =  а6.
(3.16.11)

Таким образом, прн полете с малым углом атакн а п малым 
углом наклона вектора скорости к горизонту 0 движение самолета 
в вертикальной плоскости приближенно описывается линейными 
уравнениями (3.16.10). Прн полете с переменной скоростью v, 
представляющей собой известную функцию времени, все коэф-

•

фнцненты уравнений (3.16.10) прн неизвестных а, а, б и 0 и сво
бодные члены g/v и с0 являются известными функциями времени. 
При полете с постоянной скоростью все эти величины постоянны.

В уравнениях (3.16.10) угол отклонения руля б является вход
ной переменной объекта управления, а выходной переменной 
может служить, в зависимости от задачи управления, любая нз 
величин 0, а, у пли любая их линейная комбинация. Так, напри
мер, если задачей системы управления является стабилизация 
оси самолета в заданном направлении, то за выходную перемен
ную объекта управления следует принять угол тангажа 0 = 0  +-а. 
При этом за параметр управления следует принять отклонение 
угла тангажа от заданного значения: Д =  О — О0. Если задачей 
системы управления является обеспечение полета самолета на 
заданной высоте Н, то за выходную переменную объекта управ
ления следует принять высоту полета у, а за параметр управле
ния — отклонение высоты полета от заданной:

А =  у -  Н.
В некоторых случаях ракету приходится стабилизировать 

относительно продольной осн. Для проектирования системы ста
билизации необходимо иметь уравнение движения ракеты вокруг 
продольной оси. Обозначая угловую скорость ракеты относительно 
продольной оси через (о* и принимая во внимание, что при враще
нии ракеты вокруг продольной оси на нее действует аэродинами
ческий момент, приближённо пропорциональный угловой ско
рости со*, и, кроме того, действует аэродинамический момент,
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пропорциональный углу отклонения элеронов б, можем написать 
уравнение двнжеппя ракеты вокруг продольной оси в виде

где I — размах ракеты. Уравнение (3.16.12) можно представить
в виде

Входной переменной объекта управления в уравнениях (3.16.12) 
н (3.16.13) является угол отклонения элеронов б, а выходной 
переменной — угловая скорость ракеты относительно продольной 
оси (о*. Уравнение (3.16.13) показывает, что ракета в движении 
вокруг продольной оси может рассматриваться как апериодиче
ское звено. Постоянная времени Т и коэффициент усиления этого 
звена к в общем случае при полете с переменными скоростью и 
высотой являются функциями времени. В частном случае при 
горизонтальном равномерном полете постоянная времени Т и 
коэффициент усиления к постоянны и, следовательно, ракета 
является стационарным апериодическим звеном.

Тшх-\-шх =  кб, (3.16.13)

где
(3.16.14)

< Х1



СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ И МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 4.1. Соединения систем и их элементов.
Структурные схемы

Каждая сложная система состоит нз ряда более простых систем, 
взаимодействующих между собой определенным образом. В зави
симости от характера взаимодействия этих систем они могут быть 
связаны между собой различными способами. Основными типами 
соединений систем в сложных системах являются последователь
ное соединение, параллельное соединение и обратная связь.

Последовательным соединением систем называется такое сое
динение, когда выход каждой системы связывается с входом 
следующей системы, т. е. когда выходная переменная каждой 
системы служит входной переменной для следующей системы 
(рис. 4.1.1).

Рис. 4.1.1. Рис. 4.1.2.

При этом предполагается, что соединяемые системы обладают 
направленным действием. Это значит, что при соединении выхода 
одпой системы с входом другой системы характеристики первой 
системы не изменяются, т. е. что при данном входном сигнале 
x(t) системы ее выходная переменная представляет собой одну 
п ту же функцию y(t) независимо от того, соединен или не соеди
нен выход этой системы с входом другой системы. Это условие 
далеко не всегда соблюдается на практике. Поэтому физическое 
последовательное соединение двух систем, как мы увидим дальше, 
является часто более сложным соединением, чем последовательное 
соединение в смысле данного определения.

Параллельным соединением систем называется такое соедине
ние, при котором входная переменная подается одновременно на
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несколько систем, а их выходные переменные суммируются 
(рис. 4.1.2)*).

Обратной связью называется соединение выхода системы с ее 
входом (рис. 4.1.3). Если выходная переменная системы непосред
ственно подается на ее вход без какого-либо преобразования, то 
обратная связь называется жесткой. Жесткая обратная связь 
может быть положительной или отрицательной в зависимости 
от того, суммируется выходная переменная системы с ее входной 
переменной или вычитается из нее. Если в цепь обратной связи

—н^>— — - ___

Рис. 4.1.3. Рис. 4.1.4.

ньлючена некоторая система, преобразующая выходную перемен
ную основной системы, то такая обратная связь называется гибкой 
(рнс. 4.1.4).

Для удобства мы всегда будем рассматривать отрица
тельную гибкую обратную связь, что, очевидно, не нарушает 
общности, так как перемену знака всегда можно включить в пре
образование, выполняемое системой, включенной в цепь обратной 
связи. Очевидно, чго жесткую обратную связь можно рассматри
вать как частный случай гибкой обратной связи, когда система, 
включенная в цепь обратной связи, представляет собой идеальную 
следящую систему (отрицательная жесткая обратная связь) 
или безынерционное усилительное звено с коэффициентом усиле
ния, равным — 1 (положительная жесткая обратная связь).

Очевидно, что при любых видах соединений линейных систем 
система, полученная в результате соединения, будет линейпой.

В предыдущей главе мы видели, что практически во всех слу
чаях, когда выходная переменная элемента представляет собой 
электрический ток или напряжение, подключение к выходу этого 
элемента другого элемента изменяет ток или напряжение на вы
ходе первого элемента. Это значит, что соединение элементов не 
является последовательным соединением в смысле данного в начале 
параграфа определения. Происходит это потому, что при соеди
нении выходных проводов одной электрической цени с входными 
проводами другой получается параллельное соединение электри-

*) Сумматоры изображаются на схемах кружком, разделенным па 
квадранты двумя наклонными диаметрами. Если сумматор производит 
вычитание, то квадрант, к которому подводится сигпал с обратным знаком. 
Делается черным, как на рис. 4.1.3 и 4.1.4.

Под ред. В. С. Пугачева



Г лава 4

СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ И МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 4.1. Соединения систем и их элементов.
Структурные схемы

Каждая сложная система состоит из ряда более простых систем, 
взаимодействующих между собой определенным образом. В зави
симости от характера взаимодействия этих систем они могут быть 
связаны между собой различными способами. Основными типами 
соединений систем в сложных системах являются последователь
ное соединение, параллельное соединение и обратная связь.

Последовательным соединением систем называется такое сое
динение, когда выход каждой системы связывается с входом 
следующей системы, т. е. когда выходная переменная каждой 
системы служит входной переменной для следующей системы 
(рис. 4.1.1).

Рис. 4.1.1. Рис. 4.1.2.

При этом предполагается, что соединяемые системы обладают 
направленным действием. Это значит, что при соединении выхода 
одной системы с входом другой системы характеристики первой 
системы не изменяются, т. е. что при данном входном сигнале 
x(t) системы ее выходная переменная представляет собой одну 
и ту же функцию y(t) независимо от того, соединен или не соеди
нен выход этой системы с входом другой системы. Это условие 
далеко не всегда соблюдается на практике. Поэтому физическое 
последовательное соединение двух систем, как мы увидим дальше, 
является часто более сложным соединением, чем последовательное 
соединение в смысле данного определения.

Параллельным, соединением систем называется такое соедине
ние, при котором входная переменная подается одновременно на
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несколько систем, а их выходные переменные суммируются 
(рис. 4.1.2)*).

Обратной связью называется соединение выхода системы с ее 
рходом (рис. 4.1.3). Если выходная переменная системы непосред
ственно подается на ее вход без какого-либо преобразования, то 
обратная связь называется жесткой. Жесткая обратная связь 
может быть положительной или отрицательной в зависимости 
от того, суммируется выходная переменная системы с ее входной 
переменной или вычитается из нее. Если в цепь обратной связи

— -

Рис. 4.1.3. Рис. 4.1.4.

нключена некоторая система, преобразующая выходную перемен
ную основной системы, то такая обратная связь называется гибкой 
(рис. 4.1.4).

Для удобства мы всегда будем рассматривать отрица
тельную гибкую обратную связь, что, очевидно, не нарушает 
общности, так как перемену знака всегда можно включить в пре
образование, выполняемое системой, включенной в цепь обратной 
связи. Очевидно, чго жесткую обратную связь можно рассматри
вать как частный случай гибкой обратной связи, когда система, 
включенная в цень обратной связи, представляет собой идеальную 
следящую систему (отрицательная жесткая обратпая связь) 
или безынерционное усилительное звено с коэффициентом усиле
ния, равным — 1 (положительная жесткая обратная связь).

Очевидно, что при любых видах соединений линейных систем 
система, полученная в результате соединения, будет линейной.

В предыдущей главе мы видели, что практически во всех слу
чаях, когда выходная переменная элемента представляет собой 
электрический ток или напряжение, подключение к выходу этого 
элемента другого элемента изменяет ток или напряжение на вы
ходе первого элемента. Это значит, что соединение элементов не 
является последовательным соединением в смысле данного в начале 
параграфа определения. Происходит это потому, что при соеди
нении выходных проводов одной электрической цени с входными 
проводами другой получается параллельное соединение электрн-

*) Сумматоры изображаются на схемах кружком, разделенным па 
квадранты двумя наклонными диаметрами. Если сумматор производит 
вычитание, то квадрант, к которому подводится сигнал с обратным знаком. 
Делается черным, как на рис. 4.1.3 и 4.1.4.
Ю  П од  ред . В. С. П угачева



146 ГЛ. 4. С ТР У К Т У Р Н Ы Е  СХЕМ Ы  ЛИНЕЙНЫ Х СИСТЕМ

ческих цепей, вследствие чего изменяется общая проводимость 
полученной сложной цепи, а следовательно, и токи, и падения 
напряжения в ее элементах. Мы видели также, что для уменьше
ния влияния присоединяемого элемента на выходной сигнал дан
ного элемента необходимо, чтобы входное сопротивление присое
диняемого элемента было велико по сравнению с выходным 
сопротивлением данного элемента, так как только в этом случае 
проводимость цепи данного элемента будет незначительно изме
няться при присоединении к нему другого элемента. Точно так 
же и присоединение масс к выходному валу исполнительного устрой
ства, например электродвигателя, изменяет его динамические 
свойства. И только при малом моменте нагрузки по сравнению 
с вращающим моментом двигателя присоединение к валу двигателя 
нагрузки не оказывает существенного влияния на его динамиче
ские свойства. При большом моменте нагрузки, как, например, в 
рассмотренном в § 3.16 случае, когда исполнительное устройство 
приводит в движение непосредственно объект управления, необхо
димо определять динамические характеристики исполнительного 
устройства совместно с присоединенными к нему массами.

П р и м е р  4.1.1. Рассмотрим последовательное соединение двух цепо
чек R C  (рис. 4.1.5), считая входной переменпой каждой цепочки напряжение, 
питающее эту цепочку, а выходной переменной — падение напряжения на 
конденсаторе.

Из чисто физических соображении ясно, что при данном входном напря
жении х  падение напряжения у на первом конденсаторе, т. е. на выходе 
первой цепочки, будет раз личным в случае одной первой цепочки и в слу

чае последовательного соединения 
двух цепочек. Действительно, под
ключение входа второй цепочки к 
выходу первой равноценно вклю
чению в цепь параллельно с  пер
вым конденсатором допо.мштель- 

Рис. 4 1 5  н»й линии, представляющей со
бой последовательно соединенные 
второе омическое сопротивление и 

второй конденсатор. При таком включении изменяется эквивалентное сопро
тивление всей цепи, а следовательно, и ток в нервом сопротивлении, и паде
ние напряжения на этом сопротивлении. Вследствие этого изменится и паде
ние напряжения па первом конденсаторе, т. е. па входе второй цепочки. 
Таким образом, последовательное присоединение второй цепочки к первой 
изменяет выходную переменную первой цепочки при данном входном напря
жении. Поэтому последовательное соединение двух цепочек R C  не являет
ся последовательным соединением систем в смысле данного выше оп
ределения.

Однако в случае, когда сопротивление /? 2 достаточно велико, ток, ответ
вляемый во вторую цепочку при ее подключении к первой, будет пренебрежи
мо малым и изменением падения напряжения на первом конденсаторе можно 
будет пренебречь. Следовательно, при достаточно большом входном сопро
тивлении второй цепочки по сравнению с выходным сопротивлением первой 
цепочки их последовательное соединение можно приближенно считать после
довательным соединением систем в смысле данного в начале параграфа 
определения.

*%Г
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Изложенное показывает, что для «развязки» соединяемых 
эл ем ен тов , чтобы динамические характеристики каждого из них 
о ста в а л и сь  при соединении неизменными, необходимо согласо
вать входные и выходные сопротивления соединяемых элементов 
(у си л и я  в случае механических входов и выходов). Если такое 
со гл а со в а н и е  оказывается практически невозможным и в нем нет 
п р а к т и ч е ск о й  необходимости, то следует рассматривать соединяе
мые элементы совместно и определять непосредственно динами
ческие характеристики соединения, как это мы делали, изучая 
д и н ам и ч еск и е  характеристики элементов в предыдущей главе 
п со ст а в л я я  уравнения работы элемента в целом. Однако во мно
гих сл у ч а я х  развязка соединяемых элементов необходима. Если 
это невозможно сделать согласованием сопротивлений, то приме
няю т специальные развязывающие элементы. В качестве таких 
элементов обычно применяются усилители с большим входным 
сопротивлением, катодные повторители, согласующие трансфор
маторы  и другие элементы, имеющие большое входное сопроти
вление.

Схема, показывающая, какие элементы входят в состав дан
ной системы и как они соединены между собой, называется струк
турной схемой данной системы. Для каждой данной системы, 
кроме естественной структурной схемы, показывающей ее факти
ческую структуру, можно составить много других структурных 
схем. Это дает возможность преобразовывать структурные схемы 
исследуемых систем н приводить их к виду, удобному для иссле
дования. В § 4.7 мы выведем основные правила преобразования 
структурных схем.

П р и м е р  4.1.2. Колебательное звено с передаточной функцией

Ф" (1) = 7^1 +  2;П +1
можно представить различными структурными схемами. Так, например, 
взяв дифференциальное уравнение колебательного звена, можно представить

Рис. 4.1.6.

с „ Г "0 как сис*®му, составленную из двух интеграторов и трех усилителей 
е г о ветствУ,оп1,,ми обратными связями (рис. 4 .1 .6). С другой стороны, 
Ф и " 0* » 0 представить как последовательное соединение усилителя с коиф- 

(иентом усиления к и идеальной следящей системы с двумя обратными
10 *
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ческих цепей, вследствие чего изменяется общая проводимость 
полученной сложной цепи, а следовательно, и токи, и падения 
напряжения в ее элементах. Мы видели также, что для уменыпе- 
ния влияния присоединяемого элемента на выходной сигнал дан
ного элемента необходимо, чтобы входное сопротивление присое
диняемого элемента было велико по сравнению с выходным 
сопротивлением данного элемента, так как только в этом случае 
проводимость цепи данного элемента будет незначительно изме
няться при присоединении к нему другого элемента. Точно так 
же и присоединение масс к выходному валу исполнительного устрой
ства, например электродвигателя, изменяет его динамические 
свойства. И только при малом моменте нагрузки по сравнению 
с вращающим моментом двигателя присоединение к валу двигателя 
нагрузки не оказывает существенного влияния на его динамиче
ские свойства. При большом моменте нагрузки, как, например, в 
рассмотренном в § 3.16 случае, когда исполнительное устройство 
приводит в движение непосредственно объект управления, необхо
димо определять динамические характеристики исполнительного 
устройства совместно с присоединенными к нему массами.

П р и м е р  4.1.1. Рассмотрим последовательное соединение двух цепо
чек RC (рис. 4.1.5), считая входной переменпой каждой цепочки напряжепие, 
питающее эту цепочку, а выходной переменной — падение напряжения иа 
конденсаторе.

Из чисто физических соображений ясно, что при данном входном напря
жении х  падение напряжения у на первом конденсаторе, т. е. на выходе 
первой цепочки, будет раз личным в случае одной первой цепочки н в слу

чае последовательного соединения , 
двух цепочек. Действительно, под
ключение входа второй цепочки к 
выходу первой равноценно вклю
чению в цепь параллельно с  пер
вым конденсатором дополнитель- 

Рис 4 1 Г> нон линии, представляющей со
бой последовательно соединенные 
второе омическое сопротивление и 

второй конденсатор. Прн таком включении изменяется зквивалентное сопро
тивление всей цепи, а следовательно, и ток в нервом сопротивлении, и паде
ние напряжения на этом сопротивлении. Вследствие этого изменится и паде
ние напряжения на первом конденсаторе, т. е. па входе второй цепочки. 
Таким образом, последовательное присоединение второй цепочки к первой 
изменяет выходную переменную первой цепочки при данном входном напря
жении. Поэтому последовательное соединение двух цепочек П С  не являет
ся последовательным соединением систем в смысле данного выше оп
ределения.

Однако в случае, когда сопротивление /? 2 достаточно велико, ток, ответ
вляемый во вторую цепочку при ее подключении к первой, будет пренебрежи
мо малым и изменением падения напряжения на первом кондепсаторе можно 
будет пренебречь. Следовательно, при достаточно большом входном соп р о
тивлении второй цепочки по сравнению с выходным сопротивлением первой 
цепочки их последовательное соединение можно приближенно считать после
довательным соединением систем в смысле данного в начале параграфе 
определения.
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Изложенное показывает, что для «развязки» соединяемых 
эл ем ен т ов , чтобы динамические характеристики каждого из них 
о ста в а л и сь  при соединении неизменными, необходимо согласо
вать входные и выходные сопротивления соединяемых элементов 
(усилия в случае механических входов и выходов). Если такое 
со гл а со в а н и е  оказывается практически невозможным и в нем нет 
практической необходимости, то следует рассматривать соединяе
мые элементы совместно и определять непосредственно дипами- 
ческие характеристики соединения, как это мы делали, изучая 
динамические характеристики элементов в предыдущей главе 
п составляя уравнения работы элемента в целом. Однако во мно
гих случаях развязка соединяемых элементов необходима. Если 
;)Ю невозможно сделать согласованием сопротивлений, то приме
няют специальные развязывающие элементы. В качестве таких 
элементов обычно применяются усилители с большим входным 
сопротивлением, катодные повторители, согласующие трансфор
маторы н другие элементы, имеющие большое входное сопроти
вление.

Схема, показывающая, какие элементы входят в состав дан
ной системы и как они соединены между собой, называется струк
турной схемой данной системы. Для каждой данной системы, 
кроме естественной структурной схемы, показывающей ее факти
ческую структуру, можно составить много других структурных 
схем. Это дает возможность преобразовывать структурные схемы 
исследуемых систем и приводить их к виду, удобному для иссле
дования. В § 4.7 мы выведем основные правила преобразования 
структурных схем.

П р и м е р  4.1.2. Колебательное звено с передаточной функцией 

ф" =  Г*** +  2;Г*+1
t  t '*  —• *1 ■ ч  . * •  * %

можно представить различными структурными схемами. Так, например, 
взяв дифференциальное уравнение колебательного звена, можно представить

Рис. 4.1.6.

с гпг, как СИС1емУ> составленную из двух интеграторов и трех усилителей 
его  W  TCTByKJIIU,MU обРатными СВЯЗЯМИ (рис. 4.1.6). С другой стороны, 
Фиии» Н0 пРедст*вить как последовательное соединение усилителя с ко;>ф- 

нтом усиления Ас и идеальной следящей системы с двумя обратными
10*
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связями, содержащими идеальные дифференциаторы и усилители (рис. 4.1.7), 
Накопец, изучив правила нахождения передаточных функций сложных 
стационарных линейных систем по данным передаточным функциям входя
щих в их состав более простых систем, изложенные в § 4.6, читатель может 
убедиться в том, что колебательное звено можно представить в виде после
довательного соединения интегратора, апериодического звена с постоянной

У

Рис. 4.1.7.

времени Г, =  772£ и коэффициентом усиления к, =  1/2£Г и усилителя с коэф
фициентом усиления к с  жесткой отрицательной обратной связью, охваты
вающей первые два звена (рис. 4.1.8).

II р и м е р 4.1.3. На*основании уравнений (3.16.10) самолет или крыла
тую ракету при полете с постоянной скоростью на заданной высоте можно 
рассматривать как стационарную линейную систему, входным сигналом

которой является угол отклонения 
руля высоты 6 (управляющее воз
действие), а выходной перемен
ной — высота полета у . Эту сис
тему можно представить в виде 
последовательного соединения ко
лебательного звена, соответствую
щего второму уравнению (3.16.10), 
безынерционного усилителя с ко- 

интегрирующего звена, усилителя

Рис. 4.1.8.

эффициентом усиления А „ ,  идеального
с  коэффициентом усилении v и второго интегрирующего звена (рис. 4 .1.9).

-Cg а
Дг х в

9 JL
<5

Рис. 4.1.9.

Величина — glv  в первом уравнении (3.16.10) и величина — c jc f ,  во втором 
уравнении (3.16.10) представляют собой постоянно действующие извест
ные возмущения.

При полете с переменной скоростью колебательное звено на схеме 
рис. 4.1.9 будет нестационарным вследствие переменности коэффициентов 
с ’а , са и сд, а коэффициенты усиления усилителей Ла и v будут известными 
функциями времени.

П р и м е р  4.1.4. Рассмотрим теперь более сложный пример построения 
структурной схемы. На рис. 4.1.10 представлена электрокннематическая схе
ма одного канала управления подвижной пушечной установкой на самолете. 
На основании этой схемы составляем сначала вспомогательную схему, пока
зывающую, из каких элементов состоит система и как передаются сигналы 
между ее элементами (рис. 4.1.11). После этого определяем динамические
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характеристики элементов системы. На основании изложенного в § 3.8 сель
сины мож но рассматривать как безынерционные линейные усилители

Рис. 4.1.11.

с постоянными коэффициентами усиления, а дифференциальный сельсин — 
пак сумматор. Из уравнения (3.10.8) находим передаточную функцию электро- 
ыашннного усилителя:

Ф ЭМУ ( * ) “  ( Г ^ - И М Т у - И )  ’
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а из уравнения (3.13.7) при Мс  =  0 и уравнения (3.13.6) — передаточную 
функцию двигателя постоянного тока:

* (Г д» + 1 )  -
Наконец, составляем уравнения, связывающие токи и напряжения в элемен
тах цепи гибкой обратной связи (рис. 4.1.10):

“ гОС =  Лз1'з, | Я4 - J - j  t3= /? , / , .  <1 +  <3 — ij, <1^1 +<1^2 “ “ вых.

где ивых — выходное напряжение ЭМУ •). Полагая киых =  «*», игос =  
=  Фгос (») е*1 и исключая токи i ( , i2 и I, ,  находим передаточную функцию 
цепи гибкой обратной связи:

Ф  (г\ >7 1. т И1н 31- т _ t  “ i R l  I о  , а \ г
r o c ( )  Ttt + \  ' 1 1  Я , +  А, *  V « , - b f l 2 )

После этого строим структурную схему» системы управления с указанием

л-/

передаточных функций ее звеньев (рис. 4.1.12, где через кс и кг обозначены 
коэффициенты усиления сельсина и электронного усилителя).

Для построения теории лишенных систем полезно ввести еще 
понятие взаимно обратных систем. Две системы называются вза

имно обратными, если в результате их 
^  последовательного соединения получа

ется идеальная следящая система, т. е. 
если при любом входном сигнале пер- 
вой системы выходной сигнал второй 
системы в каждый момент времени ра
вен входному сигналу первой системы.
Легко понять, что две взаимно обрат

ные системы остаются взаимно обратными при изменении поряд
ка их соединения (рис. 4.1.13). Действительно, если входному сиг
налу х  первой системы соответствует ее выходной сигнал у, то

*) Теоретически сопротивления R 3 и Л4 должны быть одинаковыми, 
чтвбы напряжения обратной связи на лампах JIt и Л г были равны. Однако 
практически для компенсации неодинаковости характеристик ламп сопро
тивления R s и R t делают регулируемыми. Регулировкой добиваются того, 
чтобы выходные напряжения обеих ламп усилителя были одинаковыми.

Рис. 4.1.13.
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,ю  определению взаимно обратных систем входному сигналу у 
„торой системы соответствует сигнал х  на ее выходе. Следова
тельно, при изменении порядка соединения систем входному сиг
налу у полученного соединения будет соответствовать его вы
ходной сигнал, также равный у, что и доказывает высказанное 
утверждение.

§ 4.2. Весовые функции соединений

Для исследования линейпых систем важно уметь определять 
весовые функции сложных систем по данным весовым функциям 
входящих в их состав систем. Для этого достаточно научиться 
находить весовые функции раз
личных соединений систем по 
данным весовым функциям со
единяемых систем.

Рассмотрим последователь
ное соединение двух линейных 
систем, весовые функции кото
рых gf(t,т) и g2(t, т) заданы (рис. 4.2.1). Найдем весовую функцию 
g (/, т) сложной системы, полученной в результате соединения. 
Для этого найдем ее реакцию на единичный импульс. В резуль
тате действия единичного импульса на входе первой системы ее 
выходная переменная будет представлять собой ее весовую функ
цию gt(t, т). Следовательно, входной сигнал второй системы вы
ражается формулой

Рис. 4.2.1.

xz(t) =  £i(*. т). (4.2.1)

При этом выходная переменная второй системы согласно общей 
формуле (2.2.3) выражается формулой

оо оо
Уг(0 =  j g i ( t ,a )x 1(a )d a =  j  g2 (<, о) g{ (а, т) da. (4.2.2)

Здесь переменную интегрирования мы обозначили буквой о, так 
как буквой т в данном случае обозначен момент действия на 
систему единичного импульса 6(t — т). Но выходная перемен
ная второй системы в данном случае представляет собой и вы
ходную переменную всего последовательного соединения рас
сматриваемых систем, т. е. весовую функцию полученпой в 
результате соединепия системы:

Уг(0 =  g(t, т). (4.2.3)

Сравнивая эту формулу с (4.2.2), получаем следующую формулу
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а из уравнения (3.13.7) при Мс =  0 и уравнения (3.13.6) — передаточную 
функцию двигателя ностоявного тока:

Фд(*)« з (Тд*-Ь 1)
Наконец, составляем уравнения, связывающие токи и напряжения в элемен
тах цепи гибкой обратной связи (рис. 4.1.10):

игос= з̂*з* ( Я3 +  Я4 + ~cj) +  <»д1 +  *1дг“ ивых.
г*е ивых — выходное напряжение ЭМУ *). Полагая ивых =  <?*', цгос =  
=  Фгос (*) и исключая токи i , ,  i2 и 13, находим передаточную функцию 
цепи гибкой обратной связи:

ф ** и Т т ( И 1«2 . „  , п \ гФ г о с ( * ) -  Гг, +  1 , Г1 ^ 3_ _ Н. +  Я ,+ Л 4 | С .

После этого строим структурную схему- системы управления с указанием

Л г п Чи»
(!„$+!)(r̂ S+Г)

к/7/5
TtS*I

s<bs'/)
9L

Рис. 4.1.12.

передаточных функций ее звеньев (рис. 4.1.12, где через кс и Ау обозначены 
коэффициенты усиления сельсина и электронного усилителя).

Для построения теории лишенных систем полезно ввести еще 
понятие взаимно обратных систем. Две системы называются вза

имно обратными, если в результате их 
последовательного соединения получа
ется идеальная следящая система, т. е. 
если при любом входном сигнале пер
вой системы выходной сигнал второй 
системы в каждый момент времени ра
вен входному сигналу первой системы.
Легко понять, что две взаимно обрат

ные системы остаются взаимно обратными при изменении поряд
ка их соединения (рис. 4.1.13). Действительно, если входному сиг
налу х  первой системы соответствует ее выходной сигнал у, то

*) Теоретически сопротивления R 3 и Д4 должны быть одинаковыми,
чтобы напряжения обратной связи па лампах Л х и Л г были равны. Однако 
практически для компенсации неодинаковости характеристик ламп сопро
тивления R з и Л 4 делают регулируемыми. Регулировкой добипаются того, 
чтобы выходные напряжения обеих ламп усилителя были одинаковыми.

'  н -
/Г '

К <  — А

Рис. 4.1.13.
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по определению взаимно обратных систем входному сигналу у 
второй системы соответствует сигнал х на ее выходе. Следова
тельно, при изменении порядка соединения систем входному сиг
налу у  полученного соединения будет соответствовать его вы
ходной сигнал, также равный у, что и доказывает высказанное 
утверждение.

§ 4.2. Весовые функции соединений

i(t-t) ! Г, д,Пл{ (7*
| УЗ 1
1_ ff 1

Рис. 4.2.1.

Для исследования линейных систем важно уметь определять 
весовые функции сложных систем по данным весовым функциям 
входящих в их состав систем. Для этого достаточно научиться
находить весовые функции раз- _____________________
лнчных соединений систем по 
данным весовым функциям со
единяемых систем.

Рассмотрим последователь
ное соединение двух линейных 
систем, весовые функции кото
рых и т) заданы (рис. 4.2.1). Найдем весовую функцию 
g (t, т) сложной системы, полученной в результате соединения. 
Для этого найдем ее реакцию на единичный нмпульс. В резуль
тате действия единичного импульса на входе первой системы ее 
выходная переменная будет представлять собой ее весовую функ
цию gi(t, т). Следовательно, входной сигнал второй системы вы
ражается формулой

Xi(t) =  gi(t, х). (4.2.1)
При этом выходная переменная второй системы согласно общей 
формуле (2.2.3) выражается формулой

Уг

ОО о о

(0= j gz(t, o )x 2(o )d o =  j  g2( t , o ) g l(a,-c)da. (4.2.2)

Здесь переменную интегрирования мы обозначили буквой а, так 
как буквой т в данном случае обозначен момепт действия на 
систему единичного импульса 6(1 — т). Но выходная перемен
ная второй системы в данном случае представляет собой и вы
ходную переменную всего последовательного соединения рас
сматриваемых систем, т. е. весовую функцию получеппой в 
результате соединения системы:

Уг(0 =  g(*. *)• (4.2.3)
Сравнивая эту формулу с (4.2.2), получаем следующую формулу
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для весовой функции последовательного соединения двух линей
ных систем:

оо

g(t, т)= f g2( t ,o )g i (o ,i )d o .  (4.2.4)
—  ОО

В частном случае физически возможных систем g\(o, я) =  0 при
о <  т, g2(t, о) =  0 при a > t .  Следовательно, для физически 
возможных систем подынтегральная функция в (4.2.4) отлична 
от нуля только в пределах т ^  о  ^  t, и формула (4.2.4) принимает 
вид

g ('. *) =  j  gz (t, a) gt (а, т) da. (4.2.5)
Т

Эта формула справедлива при t т. При t <  т подынтегральная 
функция в (4.2.4) равна нулю при всех о. Таким образом, мы 
приходим к выводу, что последовательное соединение физически 
возможных систем всегда дает физически возможную систему. 
Согласно принятому в § 2.2 условию пределы интегрирования 
в формуле (4.2.5) всегда включаются в интервал интегрирования.

Применяя фо'рмулы (4.2.4) и (4.2.5) последовательно, можно 
найти весовую функцию системы, полученной в результате после
довательного соединения любого числа линейных систем.

Заметим, что результат последовательного соединения линей
ных систем в общем случае зависит от порядка их соединения. 
Действительно, меняя местами соединяемые системы на рис. 4.2.1, 
мы должны будем поменять местами и весовые функции gt и g2 
в формуле (4.2.4). В результате весовая функция последователь
ного соединения двух систем будет

оо

£'(*. т ) =  j  gi(t, o )g 2(o, x)do. (4.2.<>)
—  OO

Это выражение в общем случае не совпадает с (4.2.4). Читатель 
легко может в этом убедиться на примере последовательного сое
динения усилителя с переменным коэффициентом усиления и ин
тегратора. Только в отдельных частных случаях выражение (4.2.С») 
тождественно совпадает с (4.2.4). В § 4.6 мы увидим, что таким 
важным частным случаем является случай стационарных линей
ных систем.

Рассмотрим теперь параллельное соединение линейных систем, 
имеющих известные весовые функции g, и g2 (рис. 4.2.2). Для 
определения весовой функции g(t, т) сложной системы, полученной 
в результате соединения, найдем ее реакцию на единичный 
импульс 8(1 — т). Имея в виду, что при подаче на входы соеднняе-
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мых систем единичного импульса б (t— т) их выходные перемен
ные равны соответствующим весовым функциям g,(t, т) и g2(t, т),
получаем

£(*, т) =  £,(<, т) +  g2(t, т) . (4.2.7)
Таким образом, прн параллельном соединении линейных систем , 
их весовые функции суммируются.

Для изучения систем с обрат
ной связью воспользуемся поня
тием взаимно обратных систем. ... '
Рассмотрим последовательное сое
динение двух взаимно обратных 
линейных систем (рис. 4.2.3).
Носовую функцию линейной си - ' д  
стемы, обратной по отношению 
к системе с весовой функцией Рис. 4.2.2.
g(t, т), будем обозначать символом
" (/, т). Весовая функция последовательного соединения взаимно 
обратных систем равна б(t — т). С другой стороны, весовую функ
цию последовательного соединения можно вычислить, применяя 
общую формулу (4.2.4). В результате получим

00
\ g~(t, a )g (a ,x )d a  =  6(t — j). (4.2.8)

— оо

• >то соотношение представляет собой основное свойство весовых 
функций взаимно обратных линейных систем. Изменяя порядок

соединения систем, получим 
другое соотношение:

—  I » -  ОО

( g(t, o )g -(o ,  T)do =  6(t — z). 
-оо (4.2.9)

Таким образом, весовые функции 
двух взаимно обратных линей

ных систем удовлетворяют двум интегральным соотношениям, 
которые в общем случае друг с другом не совпадают.

Для физически возможных взаимно обратных линейных систем 
формулы (4.2.8) и (4.2.9) могут быть переписаны в виде

1
( £“ (<> T)do =  8 (f— т), (4.2.10)

M D-.

Рис. 4.2.3.

\
j  g ( t ,  о )  g~ (о, т) do =  б (< — т). (4.2.11)
I
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Весовую функцию g(t, т) системы с обратной связью, изобра
женной на рис. 4.2.4, можпо определить тем же стандартным 
приемом, что и в предыдущих случаях, проследив прохождение 
через систему единичного импульса. Но такой путь сравнительно

Рис. 4.2.5.Рис. 4.2.4

сложен и приводит к интегральному уравнению относительно 
искомой весовой функции g(t, т). Значительно проще находится 
весовая функция обратной системы. Легко видеть, что системой, 
обратной по отношению к системе с обратной связью, является 
параллельное соединение системы, обратной но отношению к си
стеме, стоящей в прямой цепи, и системы, стоящей в цепи обрат
ной связи (рис. 4.2.5). Действительно, обозначив входное возму
щение рассматриваемой системы через х, выходную переменную

через у, а выходную переменную систе- 
j i мы в цепи обратной связи через г,

видим, что входной переменной системы 
в прямой цепи будет х— г, н ее вы
ходной переменной будет у. При- 
нодаче на вход параллельного сое
динения систем с весовыми функциями 

и #2 возмущения у мы получим на 
Р ис. 4.2.6. выходе первой системы величину х — z,

а на выходе второй системы, как и в 
основной системе, величину г. Суммируясь, эти величины дадут на 
выходе параллельного соединения величину х (рис. 4.2.5). Таким 
образом, последовательное соединение систем, изображенных па 
рис. 4.2.4 и 4.2.5, дает идеальную следящую систему. Следова
тельно, эти системы являются взаимно обратными.

Применяя формулу (4.2.7) для весовой функции параллельного 
соединения линейных систем, находим

g~(t, T) =  g7(<, *) +  &(<. *)• (4.2.12)
Эта формула определяет весовую функцию линейной системы, 
обратной по отношению к системе с обратной связью, изображен
ной на рис. 4.2.4.

Рассмотрим, в частности, безынерционный усилитель с обрат
ной связью (рис. 4.2.6). Так как системой, обратной но отношению
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к усилителю с коэффициентом усиления к, очевидно, является 
усилитель с коэффициентом усиления 1/к, то формула (4.2.12) 
дает для весовой функции обратной системы

g~(t, т) =  у б (<  — т )+ Ы < , ■»)• (4.2.13)
При очень большом коэффициенте усиления к первым членом 
н правой части формулы (4.2.13) можно пренебречь. Тогда получим

r ( t ,  т) » g 2(t, т). (4.2.14)
Отсюда следует, что

g ( t ,x )& g ; ( t , i ) .  (4.2.15)
Таким образом, систему, обратную по отношению к данной 

линейной системе с весовой функцией g2(t, т), можно приближеппо 
реализовать, включив данную систему в цепь обратной связи 
усилителя с большим коэффициентом усиления.

§ 4.3. Определение весовых функций методом сопряженных
систем

Наиболее естественным способом определения весовой функции 
данной линейной системы, особенно если эта система реально 
существует, является способ непосредственного эксперименталь- 
ноге определения ее реакции 
иа единичный импульс. Пода
вая на вход системы единич
ный импульс 6(<—т) или мо
делируя действие единичного 
импульса на входе системы, 
мы получим на выходе весо- 
вую функцию системы в за
висимости от первого аргу
мента t при данном фнксиро- 
ваннмо значении момента по
дачи единичного импульса т.
Для полного определения та
ким способом весовой функ
ции как функции двух пере
менных необходимо опреде
лить реакции системы на еди
ничные импульсы, действую
щие в различные моменты т. Рис- 4.3.1.
При этом мы определим по
верхность, изображающую весовую функцию системы, ее сече
ниями, параллельными оси t (рис. 4.3.1).

Обратим теперь внимание на следующее обстоятельство. 
Для вычисления по формуле (2.2.3) реакции линейной системы на
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произвольное возмущение в один определенный момент времени t 
необходимо знать весовую функцию системы как функцию второго 
аргумента т при фиксированном значении первого аргумента, 
т. е. как функцию момента действия на систему единичного импуль
са т при фиксированном рассматриваемом моменте времени t. 
Иными словами, для вычисления реакции линейной системы на 
произвольное возмущение в момент времени t необходимо знать 
одно сечение поверхности, изображающей весовую функцию систе
мы, параллельное оси т (рис. 4.3.1). Это сечение можно, конечно, 
приближенно определить, если найти достаточно большое число

Рис. 4.3.2.

сечений поверхности, параллельных оси t. Однако во многих 
задачах практики нас интересует лишь конечный момент работы 
системы, т. е. результат работы системы в один определенный 
момент времени. В подобных случаях для вычисления по формуле
(2.2.3) достаточно знать только одно сечение поверхности, изобра
жающей весовую функцию, параллельное оси т. Для приближен
ного определения этого сечепия по точкам путем непосредствен
ного моделирования действия на систему единичного импульса 
необходимо многократно производить моделирование для различ
ных значений момента действия импульса т, п при этом каждое 
моделирование дает лишь одну точку интересующего нас сечения 
поверхности, изображающей весовую функцию. Чтобы избежать 
многократного моделирования данпой системы при определении 
ее весовой функции, естественно попытаться заменить данную 
систему другой системой, имеющей ту же весовую функцию, но 
с измененными ролями аргументов. Иными словами, заменить 
данную систему такой системой, для которой весовая функция 
изображается той жо поверхностью, что и весовая функция дан
ной системы, но оси координат мепяются местами: ось t становится 
осью т, и наоборот (рис. 4.3.2). Если такую систему можно найти,



i  4.J. МЕТОД С ОП РЯЖ ЕН Н Ы Х СИСТЕМ 157

то, давая на ее вход единичный импульс, мы получим на выходе 
сечение поверхности весовой функции основной системы, парал
лельное оси т. Таким образом, основная идея заключается в том, 
чтобы в весовой функции поменять роли аргументов, заменить 
данную систему такой системой, которая имеет ту же весовую 
функцию, но с измененными ролями аргументов. Тогда первый 
аргумент стал бы играть роль момента подачи импульса, а второй — 
роль текущего момента времени и мы могли бы определить необхо
димое сечение поверхности, изображающей весовую функцию 
данной системы, параллельное оси т, одним моделированием дейст- 
ння единичного импульса на некоторую другую линейную систему.

Линейная система, весовая функция которой совпадаете весовой 
функцией данной линейной системы при изменении ролей аргумен
тов t и т, называется системой, сопряженной с данной линейной 
системой. Иначе это можно сформулировать так: линейная систе
ма, весовая функция которой получается из весовой функции 
данной линейной системы перестановкой аргументов, называется 
системой, сопряженной с данной линейной системой.

Весовые функции сопряженных систем мы будем отмечать 
звездочкой в виде верхнего индекса. Таким образом, если дан
ная линейная система имеет весовую функцию g(t, т), то весовая 
функция сопряженной системы будет g*(t, т). В этом обозначении 
первый аргумент, как всегда, представляет собой текущее время, 
а второй — момент действия единичного импульса. Согласно 
определению сопряженной системы

g* (*. т) =  g(x, t). (4.3.1)
!*то равенство выражает тот факт, что весовые функции двух 
взаимно сопряженных систем изображаются одной и той же 
поверхностью в координатах, различающихся обозначением осей
I и т  (рис. 4.3.2).

Очевидно, что система, сопряженная с физически возможной 
системой, является физически невозможной системой. На первый 
взгляд это кажется серьезным затруднением. Однако это затруд
нение легко преодолевается. Действительно, вследствие условия
(2.2.4) физической возможности данной системы сопряженная 
система в каждый данный момент t должна реагировать только 
на возмущения, которые следуют за данным моментом t, и не 
может реагировать на предшествующие возмущения. Если изме
нить направление течения времени на обратное (реверсировать 
время), то понятия «предшествующий» и «последующий» поме
няются местами и сопряженная система стапет физически воз
можной. Следовательно, сопряженную систему можно моделиро
вать, изменив направление отсчета времени, т. е. моделируя 
отрицательное время натуральным физическим временем. Это 
обстоятельство делает метод сопряженных систем исключительно
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ценным для практики. Моделируя сопряженную систему в отри
цательном времени, можно получить как раз то сечение весовой 
функции данной системы, которое необходимо для расчетов по 
формуле (2.2.3).

Для практического применения метода сопряженных систем 
необходимо уметь находить системы, сопряженные с данными. 
Для этого достаточно, во-первых, научиться определять системы, 
сопряженные с некоторыми элементарными системами, во-вторых, 
научиться находить системы, сопряженные с системами, полу- 
ченпыми из элементарных систем путем различных соединений.

Найдем сначала системы, сопряженные с элементарными звенья
ми. Будем по-прежнему обозначать входной сигнал системы бук
вой. х, а выходной сигнал — буквой у. Входную переменную 
сопряжепной системы будем обозначать буквой £, а выходную — 
буквой 1).

1. Усилитель с коэффициентом усиления k(t) имеет весовую 
функцию gy (t, т) =  k(t)b(t — т) (формула (2.2.9)). Согласно опре
делению (4.3.1) весовая функция сопряженной системы опреде
лится . формулой

gy (t, т) =  gy (т, t) =  k (т) б (т — t).

Поскольку б-функция равна нулю при t ф  т, можно заменить 
А'(т) на k(t), ничего не изменяя. Тогда, принимая во внимание 
четность б-функции, получим

g*y (t,x ) =  k ( t ) 6 ( t - x ) .  (4.3.2)

Таким образом, системой, сопряжепной с усилителем, является 
тот же усилитель. Иными словамп, усилитель представляет собой 
самосопряженную систему. В частности, идеальная следящая систе
ма, представляющая собой усилитель с к — 1, является само
сопряженной системой.

2. Дифференциатор имеет весовую функцию b'(t — т). Весо
вая функция сопряженной системы определяется согласно (4.3.1) 
формулой

* ;(< ,* )“ *«(*, о = « '( * - * ) •  (4.з.з)
Рассмотрим соотношение между входной и выходной перемен
ными этой системы. На основании общей формулы (2.2.3) имеем

ОО оо

ч (0 -  J * : ( « .* ) { ( * )* = •  j  б '( т - 0 5 0 0 *  (4.з.4)

или, пользуясь формулой (2.1.9),
, « > — г (4.3.5)
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Таким образом, операцией, сопряженной с операцией дифферен
ц и р ов ан и я  по времени, является дифференцирование по отрица
тельному времени. Или иначе: системой, сопряженной с идеаль
ным дифференциатором, является система, производящая диффе
ренцирование по отрицательному времени. При моделировании 
сопряженной системы в отрицательном времени систему, 
сопряженную с дифференциатором, следует моделировать тем же 
дифференциатором.

3. Интегратор имеет в качестве весовой функции единичную 
ступенчатую функцию, !(< —т). Следовательно, сопряженная 
система имеет весовую функцию

gS(t, т) =  gm(r, / ) = 1  (т — *). (4.3.6)
Рассмотрим связь между входной и выходной переменными этой 
системы. Па основании общей формулы (2.2.3) имеем

ОО ОО ОО

4 ( 0 =  J r f ( ' , T ) £ ( T ) d t =  j  1 ( т - < Н ( т ) Л -  jS (x )d T , (4.3.7)
— oo — 00 %

так как единичная ступенчатая функция равна нулю прн отри
цательном аргументе и единице при положительном аргументе. 
После замены переменной интегрирования т =  —а (4.3.7) примет
вид

-I
4 (0  =  j и - a )  da. (4.3.8)

—  ОО

Эта формула показывает, что операцией, сопряженной с интегриро
ванием по времени, является интегрирование по отрицательному 
времени. Таким образом, при моделировании в отрицательном 
времени интегратор в сопряженной системе сохраняет свою роль.

4. Запаздывающее звено с временем запаздывания / имеет 
весовую функцию ря (t, т) =  6(t — т — /) (формула (2.2.8)). 
Весовая функция сопряженной системы на основании (4.3.1) 
определяется формулой

gS (t, т) =  g, (т, 0  =  б (т -  / -  0  =- 6 (V-  т + 1) . (4.3.9)
( равнение этой формулы с (2.2.7) показывает, что запаздывающее 
звено и экстраполятор с тем же параметром I являются взаимно 
сопряженными системами. При моделировании сопряженной 
системы в отрицательном времени запаздывающие звенья и экстра- 
поляторы сохраняют свою роль.

Гаким образом, при моделировании сопряженных систем в 
Огрицательном времени усилители, дифференциаторы, интегра- 
Т0Ры и запаздывающие звенья сохраняют свои роли, т. е. усили- 
телн моделируются усилителями, дифференциаторы — диф-
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ферециаторами, интеграторы — интеграторами, запаздывающие 
звенья — запаздывающими звеньями.

Легко доказать, что и вообще любые стационарные системы 
при моделировании сопряженной системы при обратном течении 
времени остаются неизменными. Действительно, пусть g(t, т) =  
=  w(t — т) — весовая функция стационарной линейной системы. 
Весовой функцией соответствующей сопряженной системы будет, 
согласно определению, g* (t, т) =  w(т— t). Для моделирования 
сопряженной системы в отрицательном времени необходимо сде

лать замену переменных s =  t{ — t и 
соответственно о =  /, — т. Тогда будем 
иметь т — t =  s — о. При этом весо
вая функция сопряженной системы при
мет вид w(s — а), что н доказывает 
наше утверждение. В частности, фор- 

Рис. 4.3.3. сирующие звенья первого и второго
порядка, апериодические и колебатель

ные звенья при моделировании сопряженных систем в отрица
тельном времени сохраняют свою роль.

Таким образом, мы доказали, что прн моделировании сопря
женных систем в отрицательном времени все элементарные 
звенья, рассмотренные в § 2.6, и усилители с переменными коэф
фициентами усиления сохраняют свою роль, т. е. моделируются 
теми же самыми звеньями. При это.м, само собой разумеется, 
все переменные коэффициенты усиления следует программиро
вать в отрицательном времени.

Найдем теперь систему, сопряженную с последовательным 
соединением двух систем, имеющих весовые функции gt и g2 
(рис. 4.3.3). Весовая функция последовательного соединения 
выражается через весовые функции соединяемых систем форму
лой (4.2.4). Весовая функция сопряженной системы, по опреде
лению, получается перестановкой аргументов / и т:

оо

« ' ( < . ’ ) =  ( Ы т , О ) я, (о, /) da, (4.3.10)
- с о

или
оо

g * ( t , i ) =  j  g*(t, a) g*(a, i)da . (4.3.11)
— оо

Сравнивая эту формулу с (4.2.4), приходим к заключению, что 
системой, сопряженной с последовательным соединением линей
ных систем, является последовательное соединение соответствую
щих сопряженных систем, взятых в обратном порядке (рнс. 4.3.3).

При параллельном соединении линейных систем, как мы ви
дели, их весовые функции суммируются. Поэтому, переставляя
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аргументы / н т в  формуле (4.2.7), приходим к выводу, что систе
мой, сопряженной с параллельным соединением линейных систем, 
является параллельное соединение соответствующих сопряжен
ных систем (рис. 4.3.4).

Рассмотрим последовательное соединение двух взаимно обрат
ных систем (рис. 4.3.5). Согласно выведенному правилу сопря

женная система представляет 
собой последовательное соедине
ние соответствующих сопряжен
ных систем, взятых в обратном 
порядке. Но при последова-

9,

Яг

ff Г
___ .

(П *

Рис. 4.3.4. Рис. 4.3.5.

тельном соединении двух взаимно обратных систем получается 
идеальная следящая система, которая является самосопряженной.

— »- Л

Я
а) в)

* —  Я/‘  ■*— — (fffv —  —

— -  я: — I I— j яг - —
г> в)

Рис. 4.3.6.

Следовательно, системы, сопряженные с двумя взаимно обрат
ными системами, также являются взаимно обратными. Матема
тически это можно записать в виде формулы:

(Г )*  =(£*)"• (4.3.12)
Рассмотрим теперь систему с весовой функцией gu охваченную 

отрицательной обратной связью, в цепь которой включена система 
с весовой функцией g2 (рис. 4.3.6, а). Для нахождения сопряжен
ной системы применим следующий прием. Построим сначала 
обратную систему, которая по доказанному в предыдущем параг-
11 Под ред. В. С. Пугачева .
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рафе представляет собой параллельное соедипение систем с весо- 
вымп функциями g~i и gz (рис. 4.3.6, б). Системой, сопряженной 
с этой обратной системой, будет на основании полученных резуль
татов параллельное соединение соответствующих сопряженных 
систом (рис. 4.3.6, в). Система, обратная по отношепию к этому 
параллельному соединению, будет сопряженной с исходной систе
мой вследствие формулы (4.3.12). Но система, изображенная на 
рис. 4.3.6, в, отличается от системы, изображенной на рис. 4.3.6, б, 
только тем, что все элементарные системы заменены соответствую
щими сопряженными. Следовательно, и система, сопряжепная 
с данной системой, получается простой заменой в данной системе 
всех входящих в нее систем соответствующими сопряженными 
системами (рис. 4.3.6, г).

Таким образом, система, сопряженная с системой с обратной 
связью, получается из основной системы путем замены составляю
щих ее систем соответствующими сопряженными системами. 
Прн этом, изображая сопряженные системы с обратным направле
нием прохождения сигналов, как это сделано на рис. 4.3.3, 4.3.4, 
4.3.5 и 4.3.6, мы должны будем заменить точку разветвления 
сумматором и наоборот.

На основании изложенного можно дать следующую сводку 
правил построения сопряженных систем:

1. При моделировании сопряженной системы в отрицательном 
времени все элементарные звенья (усилители, дифференциаторы, 
интеграторы, форсирующие, апериодические, колебательные и 
запаздывающие звенья), а также все стацнопарные системы сохра
няют свои функции. Все прочие линейные звенья заменяются 
соответствующими сопряженными.

2. Направление всех связей на структурной схеме изменяется 
на противоположное. При этом точки разветвления заменяются 
сумматорами, а сумматоры — точками разветвления.

Эти правила дают возможность весьма просто и быстро нахо
дить сопряженные системы для любых систем, составленных из 
идеальных систем, осуществляющих основные операции анализа, 
н стационарных систем. А именно необходимо наложить на струк
турную схему данной системы лист прозрачной бумаги, перерисо
вать на него все системы, входящие в состав данной системы, заме
нить сумматоры точками разветвления и наоборот, а направленно 
всех связей заменить противоположным. В результате получим 
структурную схему сопряженной системы *).

*) Эти правила нахождения сопряженных систем были впервые выве
дены для частного случая систем, состоящ их из конечного числа идеальных 
интеграторов, усилителей и сумматоров, Лэнингом и Бэттином. Для про
извольных липейных систем эти правила были установлены А . В . Солодовым 
[66] и Н . М .  Сотским, получившими их независимо друг от друга различными 
методами.
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Итак, для определения весовой функции данной лннейной 
системы в зависимости от второго аргумента т при фиксирован
н о м  значении первого аргумента t следует построить структурную 
схему этой системы и, пользуясь выведенными правилами, постро
ить структурную схему соответствующей сопряженной системы. 
Найденную таким образом сопряженную систему следует модели
ровать в обрйтпом времени, начиная с интересующего нас момента 
/, модолируя при этом действие на систему в момент t единичного 
импульса. При этом все стационарные звенья исследуемой системы 
останутся в сопряженной системе неизменными. Это дает возмож
ность включать в схему моделирования сопряженной системы 
реальные стационарные звенья, входящие в состав исследуемой 
системы.

П р и м е р  4.3.1. Найти систему, сопряженную с системой, поведение 
которой описывается липейпым дифференциальным уравневием

• • •
агУ +  “ itf +  аоУ =  (4.3.13)

Составим для этой системы схему моделирования, после чего найдем струк
турную схему сопряженной системы, пользуясь выведенными правилами.

Легко проверить, что уравнению (4.3.13) соответствует структурная схема 
системы, изображенная на рис. 4 .3 .7 , где треугольниками обозначены инте
граторы, а кружочками—безынерционные усилители (блоки коэффициентов) 
и сумматоры. Согласно сформулированным выше общим правилам чертим 
те же элементарные звенья, которые входят в состав рассматриваемой систе
мы: два иптегратора и три блока коэффициентов, сумматоры заменяем точ
ками разветвления, а точки разветвления — сумматорами; направление всех 
связей изменяем па обратпое. В результате получим схему моделировании 
сопряженной системы, изображенную па рис. 4.3.8.

Для составления дифференциального уравнения сопряженной системы 
ооозпачнм через и отрицательное время: и =  — (, через £ — выходную 
переменную первого интегратора и через w — выходную переменную второго 
интегратора. Тогда из схемы рис. 4 .3 .8 будут следовать уравнения

dot ш
du

Дифференцируя вт0р0е уравнепие 
и а) их выражениями из

по и и заменяя п полученном равенстве 
остальпых двух уравнений, исключим

11*
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переменные £ и со и в результате получим уравнение

-^ г-(«гЧ ) +  -^-(<ЧП) +  «о»1= 5. (4.3.14)

Это п есть{урявпеиие, связывающее входную и выходную переменные сопря
женной системы при моделировании ее в отрицательном времени. Переходя 
к натуральному времени, получим уравнение сопряженной системы в виде

(<V ))--^7-(<*i4) +  <»on =  &- (4.3.15)

§ 4.4. Линейная система, описываемая одним 
дифференциальным уравнением

Применим изложенную в предыдущих параграфах общую 
теорию линейных систем к часто встречающемуся на практике 
случаю, когда поведение физически возможной системы описы
вается обыкновенным линейным дифференциальным уравнением *)

s  (4.4.1)
1,=0 л=о

или, в развернутом виде,
апУ(П) +  fln-ij/<n-1> +  . ..  +  а ,у '  +  а 0у  =

=  Ьтх'т> +  fem-|£<m_1) +  ... +  М '  +  box. (4.4.2)
Коэффициенты этого уравнения а0, а,, ..., а„ и Ь0, Ьх, ..., Ьт в об
щем случае могут быть произвольными функциями времени.

В дальнейшем нам будет удобно записывать уравнение (4.4.1) 
в сокращенном виде:

Fy =  Их, (4.4.3)
где через F и / /  обозначены линейные дифференциальные опера
торы:

F 2 ahDh, / / = S b „ D \  (4.4.4)
h = 0  fc=0

Эти операторы представляют собой полиномы относительно опера
тора дифференцирования но времени D =  d/dt, в общем случае 
с переменными коэффициентами.

Очевидно, что система, описываемая дифференциальным урав
нением (4.4.3), представляет собой последовательное соединение 
двух линейных систем: системы, осуществляющей линейную 
дифференциальную операцию И над входным возмущением х и

*) Естественно, что поведение линейной системы может описываться 
только линейными уравнениями, так как принцип суперпозиции применим 
только к линейным уравнениям.
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д аю щ ей  на выходе функцию
x t =  Нх, (4.4.5)

и системы, описываемой линейным дифференциальным урав
нением

Fy =  (4.4.6)
Определив весовые функции этих двух систем, мы можем найти 
весовую функцию системы, описываемой уравнением (4.4.3), 
по формуле (4.2.4).

Для определения весовой функции системы, осуществляющей 
линейную дифференциальную операцию Я  над входным возму
щением, достаточно заменить в уравнении этой системы (4.4.5)

входное возмущение х  единичным импульсом 6(< — т). Тогда 
получим для весовой функции h(t, т) этой системы формулу

h(t, т) =  Я ,б (« -т ) , (4.4.7)
где индекс t у оператора Я  указывает, что все коэффициенты этого 
оператора рассматриваются как функции t и дифференцирование 
осуществляется по переменной t при фиксированном т. Подставляя 
в формулу (4.4.7) выражение (4.4.4) оператора Я , получим развер
нутую формулу для весовой функции h(t, т):

h(t, т ) =  % b h(t)blh)( t -T ) .
А—О

(4.4.8)

Для определения сопряженной системы воспользуемся выведен
ными в предыдущем параграфе общими правилами нахождения 
сопряженных систем. Для этого начертим структурную схему 
системы, осуществляющей над входным возмущением линейную 
Дифференциальную операцию Я  (рис. 4.4.1). Сопряженная система 
получится, если мы заменим дифференцирующие звенья звеньями, 
выполняющими дифференцирование по отрицательному времени, 
3 мматор — точкой разветвления и наоборот и изменим направ

ление всех связей на обратное. Полученная в результате схема 
он ряженной системы представлена на рис. 4.4.2. Связь между
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переменные £ и ш и в результате получим уравнение

- ^ ( < ,гП) +  - ^ - ( ‘, 1П) +  ‘,оП = 5 . (4.3.14)

Это п ecTbJypaBiieHiie, связывающее входвую и выходную переменные сопря
женной системы при моделировании ее в отрицательном времени. Переходя 
к натуральному времени, получим ураввеиие сопряженной системы в виде

+  =  (4.3.15)

§ 4.4. Линейная система, описываемая одним 
дифференциальным уравнением

Применим изложенную в предыдущих параграфах общую 
теорию линейных систем к часто встречающемуся на практике 
случаю, когда поведение физически возможной системы описы
вается обыкновенным линейным дифференциальным уравнением *)

2  «»**> =  S  Ькх«> (4.4.1)
*=0 *=0

или, в развернутом виде,
апУ(П) +  «п-i У'"-1’ +  — +  Я| У' +  «о У =

=  Ьтх'т> +  6m. 1x«w-1' +  ... +  Ъхх ' +  йог. (4.4.2)
Коэффициенты этого уравнения а0, а,, ..., ап и b0, bt, ..., bm в об
щем случае могут быть произвольными функциями времени.

В дальнейшем нам будет удобно записывать уравнение (4.4.1) 
в сокращенном виде:

Fy =  Нх, (4.4.3)
где через F и Н обозначены линейные дифференциальные опера
торы:

F V  ahD\  / / = 2  b*D\ (4.4.4)
k=0 *=»0

Эти операторы представляют собой полиномы относительно опера
тора дифференцирования по времени D =  d/dt, в общем случае 
с переменными коэффициентами.

Очевидно, что система, описываемая дифференциальным урав
нением (4.4.3), представляет собой последовательное соединение 
двух линейных систем: системы, осуществляющей линейную 
дифференциальную операцию Н над входным возмущением х  и

*) Естественно, что поведение линейной системы может описываться 
только линейными уравнениями, так как принцип суперпозиции применим
только к линейным уравнениям. *
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чаю щ ей  на выходе функцию
х, =  Нх, (4.4.5)

п системы, описываемой линейным дифференциальным урав
нением

Fy =  Х\. (4.4.6)
Определив весовые функции этих двух систем, мы можем найти 
несовую функцию системы, описываемой уравнением (4.4.3), 
по формуле (4.2.4).

Для определения весовой функции системы, осуществляющей 
линейную дифференциальную операцию Н над входным возму
щением, достаточно заменить в уравнении этой системы (4.4.5)

1’ ис. 4.4.2.

входное возмущение х  единичным импульсом 6(/ — т). Тогда 
получим для весовой функции h(t, т) этой системы формулу

h(t, х) =  H M t-x ) ,  (4.4.7)
где индекс t у оператора Н указывает, что все коэффициенты этого 
оператора рассматриваются как функции t и дифференцирование 
осуществляется по переменной t при фиксированном т. Подставляя 
н формулу (4.4.7) выражение (4.4.4) оператора Н, получим развер
нутую формулу для весовой функции h(t, т):

h(t, т) =  2  bh(t)blk)( t - x ). 
к—о

(4.4.8)

Для определения сопряженной системы воспользуемся выведен
ными в предыдущем параграфе общими правилами нахождения 
сопряженных систем. Для этого начертим структурную схему 
системы, осуществляющей над входным возмущением линейную 
Дифференциальную операцию Н  (рис. 4.4.1). Сопряженная система 
"случится, если мы заменил! дифференцирующие звенья звеньями, 
“ ыполняющими дифференцирование по отрицательному времени, 
сумматор — точкой разветвления и наоборот и изменим направ
ление всех связей на обратное. Полученная в результате схема 
отряженной системы представлена на рис. 4.4.2. Связь между
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выходной переменной ц этой системы и ее входной переменной £, 
как следует из рис. 4.4.2, имеет вид

m

*1=  <4-4-Э)
k=0

Линейный дифференциальный оператор
m

Я * = 2 ( - 1 ) к - £ г ( М ,  (4-4.10)
*=о dt

где точкой заменена входная функция, над которой этот оператор 
действует, называется сопряженным с оператором Н. При помощи 
сопряженного оператора уравнение (4.4.9) перепишется в виде

Л = / / * £ .  (4.4.11)
Для определения весовой функции g(t,i) системы, поведение 

которой описывается линейным дифференциальным уравнением
(4.4.6), заменим входное возмущение х( этой системы единичным 
импульсом б (t — т). Тогда получим для весовой функции g(t, т) 
уравнение

Ftg(t, т) =  б(t — т), . (4.4.12)

где, как и раньше, индекс t у оператора F означает, что все коэф
фициенты этого оператора рассматриваются как функции t и диф
ференцирование производится по переменной t при фиксирован
ном т. Подставляя в (4.4.12) выражение (4.4.4) оператора F, 
можно представить дифференциальное уравнение (4.4.12) в раз
вернутом виде:

0 g ‘‘ >(<,T) =  6 (< -T ). (4.4.13)
А=0

Это уравнение представляет собой обыкновенное линейное диф
ференциальное уравнение, определяющее весовую функцию рас
сматриваемой системы как функцию первого аргумента t при 
фиксированном значении второго аргумента т. Весовая функция 
g(t, т) определяется как интеграл уравнения (4.4.12), равный 
нулю при всех t <  т.

Покажем теперь, что б-функцию в правой части уравнения 
(4.4.12) или (4.4.13) можно заменить соответствующими началь
ными условиями. Для этого заметим, что единичный импульс в пра
вой части уравнения (4.4.12) вводит б-функцню S(t—т) в с т а р ш и й  
член уравнения a„(t) g,,n> (t, т), что равноценно слагаемому

1
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к выражении п-н производной весовой функции g'tn' (t, т). Этому 
слагаемому соответствует скачкообразное изменение п — 1-й 
производной ((, т) при t =  т па величину 1/а„(т). При этом
производные &*-*• (t, т), g',(t, т) и сама функция g(t, т) оста
нься непрерывными в точке t — т. А так как при t <  т функция 
f,(t, т) тождественно равна пулю в силу условия физической
возможности, то функции g(t, т), g',(t, т).......gtn'*\t, т) равны
нулю при t =  т. Функция gtn~1}(t, т) также равна нулю при всех
I <; т. Следовательно, при t =  т она скачком изменяется от нуля 
до 1/Лп(т) вследствие действия на рассматриваемую систему еди
ничного импульса 6(* — т).

Изложенное показывает, что весовую функцию рассматривае
мой системы можно определить как интеграл однородного линей
ного дифференциального уравнения

Таким образом, действие единичного импульса на линейную 
систему, описываемую дифференциальным уравнением (4.4.6), 
можно моделировать начальными условиями (4.4.15) в точке t =  
= т , и все трудности, связанные с непосредственным вводом 
в систему единичного импульса, отпадают.

Для нахождения системы, сопряженной с системой, поведение 
которой описывается уравнением (4.4.6), достаточно заметить, что 
эта система является обратной по отношению к системе, осущест
вляющей над входным возмущением линейную дифференциаль
ную операцию F. Системой, сопряженной с этой обратной систе
мой, но доказанному выше является система, осуществляющая 
над входной переменной сопряженную линейную дифференциаль
ную операцию F*:

т) =  О,
удовлетворяющий начальпым условиям

g (т. т) =  g\ (т, т) =  . . .  =  g<"-2> (т, т) =  О,

(4.4.14)

(4.4.15)

где для краткости положено
(4.4.16)

П
(4.4.17)

ереходя к обратной системе, приходим к заключению, что 
истемой, сопряженной с описываемой уравнением (4.4.6), 
‘■1ЯРТСЯ система, поведение которой описывается линейным

Переходя к обратной
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диффере нцна л ьным ура вис нием
=  £• (4.4.18)

Это уравнение на основании формулы (4.4.17) может быть пере
писано в развернутом виде:

П
2 ( - l ) fĉ s(«*n) =  &. (4.4.10)
к=0

Уравнение (4.4.18) или (4.4.19) называется в теории дифферен
циальных уравнении сопряженным с уравнением (4.4.6).

Для определения весовой функции сопряженной системы 
достаточно заменить в уравнении (4.4.18) входную переменную £ 
единичным импульсом б(t — т). Тогда получим для весовой функ
ция сопряженной системы уравнение

т) =  б ( * - т ) .  (4.4.20)
Поменяв здесь местами аргументы' t и т, можно после этого 
заменить весовую функцию £*(т, /) сопряженной системы весовой 
функцией g(t, т) основной системы. Тогда весовая функция g(t, т) 
основной системы, как функция второго аргумента т при фикси
рованном значении t, определится дифференциальным уравнением

т) =**(/ — т), (4.4.21)
где индекс т указывает, что все коэффициенты оператора F рас
сматриваются как функции т и дифференцирование производится 
по переменной т при фиксированном значении t. На основании 
формулы (4.4.17) уравнение (4.4.21) может быть переписано в раз
вернутом виде следующим образом:

П
2  ( -  1)* ^  I ( т )  g(t, т)| =  б (< - т). (4.4.22)
*=о

Это уравнение представляет собой обыкновенное линейное 
дифференциальное уравнение относительно весовой функции 
g(t, т), рассматриваемой как функция т при фиксированном зна
чении t. Поэтому мы и пишем производные по т как обыкновен
ные производные, a t рассматриваем как параметр, имеющий 
данное фиксированное значение.

Импульсную б-функцию в правой части уравнения (4.4.22) 
также можно заменить соответствующими условиями в точке 
т =  t. Для этого заметил!, что если принять за независил!ую иере- 
менную — т, то старшил! членол! в уравнении (4.4.22) будет
д„(т) ^  d tj-  g(t, т). Следовательно, действие единичного импульса
б(t — т) согласно изложеннол!у выше равноценно с к а ч к о о б р а з -

rfn-1ному излшнению п — i -й производной ^ g(t, т) в точке
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т =  t на ——. . Поэтому, учитывая, что при т > t  функция g(t, т)ап\Ч
п все ее производные равны нулю, приходим к заключению, что 
действие еднннчного импульса на сопряженную систему равноценно 
скачкообразному изменению п — 1-й производной g '" '1' (/, т) от 
нуля до (— 1)п_1/а„(0 > когда т переходит через точку t, убывая, а
производные яУ-*>(/, т).......gx (t, т) и сама весовая функция g(t, т)
н еп рер ы вн ы  и равны нулю прн т =  t. Таким образом, весовая 
функция g(t, т), рассматриваемая как функция т при фиксиро
ванном  t, представляет собой интеграл однородного линейного 
дифференциального уравненпя|

fx g (t, т) = 0 , 
удовлетворяющий условиям

g(t,  t ) = g ’x(t, t ) = . . .  = g ^ ~ 2)(t, 0 = 0 ,

(4.4.23)

(4.4.24)

(4.4.25)
где, как и раньше, положено

Перейдем к определению весовой функции w(t, т) системы, 
поведение которой описывается уравнением (4.4.3). Как уже было 
сказано, эта система представляет собой последовательное соеди-

Рис. 4.4.3. Рис. 4.4.4.

дифференциальную операцию Н, и системы, описываемой 
дифференциальным уравнением (4.4.6). На рис. 4.4.3 эта вторая 
система обозначена Р~. Согласно результатам предыдущего параг
рафа сопряженная система представляет собой последовательное 
соединение системы, описываемой дифференциальным уравне
нием (4.4.18), и системы, осуществляющей линейную дифферен
циальную операцию Н* (рис. 4.4.3). Изменяя роли аргументов t и 
т и подавая на вход сопряженной системы единичный импульс, 
мы получим на выходе первой системы весовую функцию g(t, т), 
рассматриваемую как функция т при фиксированном t, а на выходе 
всего последовательного соединения — весовую функцию w(t, т) 
системы, описываемой уравнением (4.4.3), рассматриваемую как 
Функция т при фиксированном t (рис. 4.4.4). Следовательно,

w(t% i)=*H*g(t, т). (4.4.26)
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Подставляя сюда выражение (4.4.10) оператора Н *, получим
т

W(t, т) =  2  ( - 1  )hf - k[bk(x)g (t, т)]. (4.4.27)

Заметим, что формулу (4.4.27) можно получить и непосредст
венно применением формулы (4.2.4) для весовой функции после
довательного соединения двух линейных систем. В результате, 
принимая во внимание (4.4.8), получим

оо т о о

w (t, т ) =  j  g{t, а) Л (о, т) d o = V  j  g(t, a) bh (о) 6(fc) (а — т) da.
—  ОО к  —  0 -00

(4.4.28)
Отсюда, применяя формулу (2.1.10), получаем формулу (4.4.27).

П р и м е р  4.4.1. Найти весовую функцию линейной системы, поведение 
которой описывается уравнением

в| (<) У +  «о (О У =  *• (4.4.29)
Согласно изложенному весовая функция рассматриваемой системы опре

деляется как интеграл однородного линейного дифференциального уравнения

«I (0 g't (1. т) +  ао (О К (*, Т)=0,
удовлетворяющий условию

‘ " ■ ' “ - Ш -  I
Л егко проверить, что этот интеграл выражается формулой

г (tl т)=схр {“ I } • (4У‘-30)т
Эту весовую функцию можно также рассматривать как функцию второго 
аргумента т при фиксированном t н определить как интеграл сопряженного 
линейного дифференциального уравнения

— 57  I«i (*) е (*, т)1+ я 0(т)^(/, т)=о,

удовлетворяющий условию

*<*• - j  
Весовая функция обратной системы получится, если в уравнении (4.4.29) 

рассматривать у как входную переменную, а х как выходную переменную 
и заменить входную переменную у единичным импульсом 6 (< — т):

Г  (*. т) =  в, (Г) 6' U -  т) +  а0 « )  6 ( 1 -  т). (4.4.31)
В частном случае постоянных коэффициентов а0 и а,, полагая а0 =  1 /к, 

«1 — Т/к, приведем уравнение (4.4.29) к обычному виду уравнения апериоди
ческого звена:

Ту  +  у  =  кх. (4 .4 .3 2 )
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формула (4.4.30) примет в этом случае вид
t-t

g ( t , x ) = ± e ~ T . (4.4.33)

Формула (4.4.31) для весовой функции обратной системы, которая представ
ляет собой форсирующее звено первого порядка, примет вид

г  (t, т) =  - 1 - [ Г б ' ( » - т )  +  6 « - т ) 1 .  (4.4.34)

П р и м е р  4.4.2. Найти весовую функцию системы, поведение которой 
описывается липепным дифференциальным уравнением

у +  2ау +  Ьху  =  ке** (х +  Ьх), (4.4.35)
где а, Ь, к и у  — некоторые постоянные, 0 <  а <  Ь. Найти также весовую 
функцию обратной системы.

Согласпо изложенной теории находим сначала весовую функцию g ( /, т) 
системы, уравнение которой получается заменой всей правой части уравне
ния (4.4.35) возмущением х,:

• • •
у  +  2ау +  Ь*у =  *|.

Эта весовая функция может быть определена как интеграл однородного
уравнения

g"t (*, Т) 4- 2ag\ (<, т) +  b*g (t, т) =  0,

удовлетворяющий условиям g (т, т ) = 0 ,  g't (т, т) =  1.
Этот интеграл находится обычным способом интегрирования линейных 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. В результате,
полагая ш0 =  V& * — “ *» получим

*<*•т)= е~Ст)
или, в действительной форме,

g ( t ,  т ) = — e “ a(,,-T)sin ш0 (< — т). (4.4.36)ш0
Эти формулы определяют весовую функцию колебательного звена.

Для определения весовой функции ш (t, т) системы, поведение которой 
описывается уравнением (4.4.35), применим формулу (4.4.27). В результате
получим
W (t , т) =  _  к [*VT g (t) т)] +  kbeVT g (t) т) =

= = 2 ^  +  (4.4.37)

где о, =  о +  у*
Для определения весовой функции обратной системы будем рассматри

вать у в уравнении (4.4.35), как входное возмущение, а х  — как выходную 
переменную н применим тот же метод. Сначала находим весовую функцию 
Р (*. т) упрощенной системы, уравнение которой получится, если в уравне- 

ин (4.4.35) заменить всю левую часть одним возмущением у ,:

keytx  +  кЬе*1х  ■  yt.
■ho уравнение представляет собой частный случай уравнения (4.4.29), когда
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«о (0  =  kbey t,a ,  (/) =  Arev<. Поэтому для определения весовой функции р ( t , т) 
можно воспользоваться формулой (4.4.30). В результате получим

Р (<• т) =  - 1 е - ь,+ <ь-Т )т. (4.4.38)

Для определения весовой функции и>- (/, т) системы, обратной по отно- 
шенин) к описываемой уравнением (4.4.35),|воспользуемся формулой (4.4.27). 
Тогда получим

(<• т) =  р ;( « ,  т) — 2ар\ (/, т) +  b*p (t, т). (4.4.39)

При вычислении производных функции р  (/, т) необходимо учесть, что фор
мула (4.4.38) определяет ее только при t >  т, а при ( <  т она тождественно 
равна нулю. Тогда получим

Р;(/, т ) = 4 * “ Ь' IT  (' <b“ v)T ‘ « —*),=“
=  t z l e -b t-H b -y )x  ,  ( / _ т ) _  , (<_ т ) .

Учитывая, что 6 (I — т) =  0 при всех т Ф  I, можно заменить в последнем 
слагаемом множитель е(Ь—V)* величиной е(Ь—v)<> так как это ничего не изме
нит. В результате получим

p ; ( i .  T ) ^ ^ i e - w + ( « > - v ) T 1 ( t _ T )_ ^ e - v « 6 ( < _ T).

Дифференцируя эту формулу по т, получим

Р'х ('• T> =  -(fe7 'Y)1 « - M+(b- v )T l (< — Т)— 6 ( * _ , )  + - 1  б '  (< — т).

Подставляя полученные выражения р ’х т) и рх (*> т) в (4.4.39), после 
элементарных преобразований найдем следующее окончательное выражение 
весовой функции w~ (t, т) при / ^  т:

^ _ _ 1 b ( b - a ) - y ( Z b - 2 a - у) c _ M+(b_ v)T |

+ Т  *_V* 1(2л — * + Y) 6 (< — т) +  6 ' ( « _ т )1 . (4.4.40

Применим теперь изложенную теорию к стационарным систе
мам. В этом случае по доказанному в § 2.5 все коэффициенты 
а0, а,, ..., а„, b0, bt, ...,, Ьт операторов F и Я  постоянны. При 
этом удобно в явной форме показывать, что операторы F и Н 
являются полиномами относительно оператора дифференцирова
ния по времени D =  d/dt, и писать, как в § 2.5, F(D) и H(D) 
вместо F и Н. Тогда уравнение (4.4.3) примет вид

F(D)y =  H(D)x. (4.4.41)
Вследствие постоянства коэффициентов Ь0, Ь1( ..., Ьт формула

(4.4.10) дает следующее выражение линейного дифференциального 
оператора, сопряженного с оператором Н :

H *(D ) 2  ( - 1  )* Z / ( M )  =  S  bh{ - D ) '\ .  (4.4.42)
A=0 A -0
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Сравнивая эту формулу со второй формулой (4.4.4), прихолнм 
к выводу, что

H*(D) =  H (-D ) .  (4.4.43)

Таким образом, для нахождения оператора, сопряженного с ли
нейным дифференциальным оператором с постоянными коэф
фициентами, достаточно изменить знаки всех коэффициентов 
перед производными нечетных порядков.

Найдем весовую функцию w(t — т) стационарной линейной 
системы, поведение которой описывается уравнением (4.4.41). 
Сначала найдем весовую функцию g(t — т) упрощенной системы, 
уравнение которой получится, если заменить в уравнении (4.4.41) 
правую часть возмущением * t. На основании изложенной теории 
для этого достаточно найти интеграл уравнения (4.4.14), удов
летворяющий условиям (4.4.15). Уравнение (4.4.14) в данном 
случае представляет собой уравнение с постоянными коэффи
циентами:

=  (4 А 4 /‘ > 

Пусть v,, ..., v„ — корни полинома F(v), которые мы для про
стоты будем предполагать все различными, предоставляя читателю 
самостоятельно рассмотреть случай кратных корней. Тогда общий 
интеграл уравнения (4.4.44) выразится формулой

g (t — т) =  c,evi* -f . . .  + c nevn‘ . (4.4.45)

Для нахождения частного интеграла, удовлетворяющего усто- 
виям (4.4.15), подставим выражение (4.4.45) в (4.4.15). Тогда 
получим следующие уравнения для определения постоянных
с1* •••> п̂"

ciev,t +  c2ev,t +  • • •+CneVnt=-0, 
c,v,ev«T- f  c2v2ev*T-f- . . .  + c „ v nev" T =0,

(4.4.40)
C | v r V ' 4 f 2v r V ,T+  • •. + c „ v ” - V ’nt =  0,

C , v » - ' e v , T  +  C2 v « - « c v , T  +  . . .  +  c „ v " - , e VnT =  - i -  .
an

Для решения этой системы уравнений умножим предпоследнее 
Уравнение на v„ и вычтем из последнего. Этим мы исключим из 
последнего уравнения неизвестную сп. И вообще, если мы вычтем 
по очереди из каждого последующего уравнения предыдущее, 
умноженное на vn, то мы исключим сп из всех уравнений, начиная 
со второго. В результате получим следующую систему п — 1
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уравнений:
Cl (v. — V„) eV|T +  сг (v2 — v n) e**' +  . . .  +  спМ (v„_, — v„) ev"-n  =  0,
Ci (vi — v„) v,ev‘T - f  c2 (v2 — vn) v2ev»T +  . . .

. . .  +  e „ .t (vn_, — v„) v„_,ev"-‘T =  0 ,

Cl(v, — V „ ) v " “ V « T- f  C2 (v2 —  Vn)V 2 ' * e ^ T- f

Вычитая из каждого последующего уравнения, начиная с послед
него, предыдущее уравнение, умноженное на v„_,, мы исключим 
из полученных уравнений величину е„_,. При этом в коэффициен
тах при пеизвестных с,, с2, ..., сп. 2 появятся соответственно 
дополнительные множители v, — v„_,, v2 — v„_,, v„_2 —v„_,. 
Продолжая этот процесс, мы по очереди исключим все неизвестные 
сп, с„_г, с2 п получим в результате одно уравнение с одной 
неизвестной ct:

Для того чтобы убедиться в этом, достаточно разложить полином 
F(v) на множители, продифференцировать полученное выраже
ние по v и после этого положить v =  v,. Пользуясь формулой
(4.4.47), можем переписать полученную для с, формулу в виде

А так как уравнения (4.4.46) совершенно симметричны относи
тельно неизвестных ct, ..., с„, то нз полученной формулы выте
кает следующая общая формула для коэффициентов 'ct, ..., сп:

ci (v, — v„) (v, — Vn_|) . . .  (v, — vs) (v, — v2) <?V‘T =  .
n n

Решая это уравнение, находим

e - V l T  

С' ~  Г  ( V . )  •

(4.4.48)

Подставляя выражение (4.4.48) в (4.4.45), получим
П

г « ~ 4  =  2  Й йГ—1
(4 .4 .40)
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Для пахождепия весовой функции w(t — т) системы, описывае- 
ем ой  уравнением (4.4.41), воспользуемся формулой (4.4.26). 
Т о г д а , принимая во внимание (4.4.43), получим

При пользовании формулами (4.4.49) и (4.4.50) следует иметь 
в виду, что при т <Ln они определяют весовые функции g(t — т) 
н u'(t — т) только при * >  т, а при t «< т эти весовые функции 
равны нулю. Если т > л ,  то формула (4.4.50) выражает w(t — т) 
только при t > т .  Чтобы определить w(t — т) и при t — т, в этом 
случае необходимо добавить линейную комбинацию функций 
6(/ — т), б '(t — т),..., б'"~т) (/ — т) с соответственно определен
ными коэффициентами. Для нахождения этих коэффициентов 
достаточно применить общую формулу (4.4.27), выполнив в ней 
дифференцирования с учетом разрывов дифференцируемых функ
ций, как это сделано в примере 4.4.2.

П р и м е р  4.4.3. Найти по формуле (4.4.49) весовую функцию колеба
тельного звена. Подставляя в формулу (4.4.49) выражение

Это выражение при к =  1 совпадает с найденпым в примере 4.4.2. Полагая 
п соответствии с § 2.6 Ь =  1 /Г , а =  %JT и включая множитель Т-  в коэффи
циент к,  приведем формулу (4.4.51) к виду

П р и м е р 4.4.4. Найти весовую функцию стационарной линейной 
системы, поведение которой описывается уравнением

п

ш (* -т )  =  / / ( - - £ ) g (<_ T )  =  2  (4.4.50)
г - t

F(‘ ) =  4 - («* +  2л* +  Ь*)

и имея в виду, что корни этого полинома равны
V| =  — а +  i(i)0, Vf =  — а — ico0, где ш0 =  V ~  а%*

и что

получим

=  — е - ° (| т) sin (i>o (< — т). (4.4.51)

1 sin K y . ( t - T ) .  (4.4.52)

у +  2ay +  Ъгу =  к (х +  Ьх), (4 .4 .5 3 )

1Ди 6 >  а >  0. Замечая, что в данном случае
/ /  («) =  * (, +  Ь), /• (,) =  ,* +  2а,  +  Ь»,
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находим корни полинома F  (*):
V, =  — а  +  <(D0 ,  v 2 =  — а — ш 0, где ш0 =  —  в».

Так как в данном случае
F' (v,) =  2ia>0, F' (v*) =  —2ici>o»
Н  (V|) =  к (b — а +  io>0), Н (\г) =  к (Ь — а — <й)0), 

то формула (4.4.50) дает

w ( < - т )  =  —  « -« < « -*  |(6 — a-f-io>0) — (6 — а — <ш0) • — т)j (4.4.54) 

или, в действительной форме,

w (< —т) =  -^- |(ft_a) sin Шо (/ — т)-f Wo cos а)0 (/ — т)]. (4.4.55)0)0
Формула (4.4.54) является, конечно, частным случаем формулы (4.4.37), 

так как уравнение (4.4.53) получается как частный случай уравнения (4.4.35) 
при у =  0.

§ 4.5. Линейная система, описываемая системой 
дифференциальных уравнениН

На практике поведение линейной автоматической системы 
обычно описывается не одним обыкновенным дифференциальным 
уравнением, а системой таких уравнений. При этом каждое нз 
уравнений г-го порядка, входящее в систему, можно заменить 
системой г дифференциальных уравнений первого порядка. 
Такая замена удобна, например, при решении дифференциальных 
уравнений на аналоговых или цифровых вычислительных маши
нах. Таким образом, мы должны рассмотреть методы определе
ния весовых функций автоматических систем, описываемых систе
мой дифференциальных уравнений вида 

"
Ук =  £ ) аыУ1 +  *к (А = 1 ,  (4.5.1)1=1

Если автоматическая система описывается уравнениями (4.5.1), 
то ее можно рассматривать как систему с п входами и п выходами. 
При этом, конечно, не обязательно на все входы должны быть 
поданы входные сигналы и не обязательно все выходы могут интере
совать исследователя. Функция xv представляет собой входной 
сигнал на v-м входе, а — выходной сигнал на ц-м выходе.

Покажем прежде всего, каким образом можно заменить одно 
дифференциальное уравнение г-го порядка системой г дифферен
циальных уравнений первого порядка, не содержащих произвол 
ных от входного сигнала. Рассмотрим дифференциальное уравне 
вне
J/<r’ +  flr-t У ' 1’ +  а\У +  а0у =

= 6 Г -,х,г' 1) +  ... 4- b,x +  box (4.5.2)
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И этом уравнении коэффициент при старшей производной выход
ной переменной положен равным единице, что, очевидно, не 
уменьшает общности, так как если этот коэффициент но равен 
нулю, то на него можно разделить обо части уравнения. Положим 
у { =  у и запишем следующую систему г уравнений первого 
порядка:

•

У1 — Уг +  01х  «

Уг — У а +  Ягх »

(4.5.3)
У г-г — У г-i +  Яг-2Х>

Уг-1=Уг +  Яг-1Х,

Уг — — аоУ\—at Уг— • • • —°г-1Уг +  Ягх 1

где <7v(v =  1» •••» п) — неопределенные пока переменные или 
постоянные коэффициенты. Определим коэффициенты qv таким 
образом, чтобы система уравнений (4.5.3) была эквивалентна 
одному дифференциальному уравнению (4.5.2). Для этого исклю
чим из уравнений (4.5.3) все переменные, кроме y t =  у. Сначала 
исключим из последнего уравнения уг. Для этого подставим выра
жение уг из предпоследнего уравнения (4.5.3) в последнее урав
нение:

(/г-| -f- ат- {ут_1 - j-  a r_2j/r - i  =

= ~  айУ1 — Я|</г — • • • — Яг-зУг-г +  (Чг-ix) +  ar-flr-i* +  Чтх - (4.5.4)

Чтобы исключить переменную уГ. подставим в (4.5.4) выражение 
Уг-1 из третьего снизу уравнения (4.5.3). После этого из получен
ного уравнепня аналогичным способом можно будет исключить 
Уг-2- Продолжая таким образом исключать переменные, мы при
дем к следующему уравнению, содержащему лишь одну перемен- 
иую Ух =  у:

У* 1 ar-iyfr~ 1i\y -Ь Яо У —
dr~l / \ '

=  Tir=r («!*) +

+  «Г-1-ДЯ-(« !* )+  -Д^г(<?2Х) +

+  аг-2 (qtx) +  аг-\ г  (Ягх ) +  (<7*х) +

Под ред. В. С. Пугачева
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+  а г - j f  (Я\х )  +  а з - j f  (Ягх ) +  flt - j f  (Язт)  +  • • • +

+  Дг., (Яг-2х) +  (gr_,x) +  а,?,х +  

а гЯгх  а & зх  а т-тЯт-гх ~\~ а т-\Яг-\Х-\-qrx »  (4.5.5)

Левая часть атого уравнения тождественна левой части уравнения
(4.5.2). Теперь надо выбрать коэффициенты qv(\ =  1, п) так, 
чтобы правые части уравнении (4.5.5) и (4.5.2) также совпадали. 
Для этого следует приравнять коэффициенты прн производных 
входной переменной х одинакового порядка в правых частях (4.5.5) 
и (4.5.2) и решить полученные уравнення относительно неизвест
ных коэффициентов <7V(V =  1» «)•

Заметим, что х (Г_1) входит только в первую строчку правой 
части уравнения (4.5.5), х<г-2) — только в первые две строчки, 
х<г-3> _  в первые три строчки и т. д. Поэтому коэффициент </, 
определяется сразу: qt =  bT. t. После этого коэффициент q2 выра
жается через коэффициенты g,, ar _, и Ьг. г. Затем определяется 
коэффициент <7з и т. д. Таким образом, все коэффициенты 
qv (v =  1, . . ., п) определяются последовательно. При этом каж
дый последующий коэффициент определяется через предыдущие.

Полагая теперь в (4.5.3)

эквивалентной системой дифференциальных уравнений первого порядка. 
Согласно изложенному полагаем y t =  у  и пишем уравнения

Прправпивая коэффициенты при *  и х  в правых частях уравнений (4.5.7) 
и (4.5.9), получаем

5\х =  xv (v — 1, . . п), 
приведем уравнения (4.5.3) к виду (4.5.1).

П р и м е р  4.5.1. Заменить дифференциальное уравнение
• • • •

У +  OlV +  Оо У =  Ъхх  +  Ьгх

(4.5.6)

(4.5.7)

(4.5.8)

Исключая у 2 , получаем

V + e iiJ  +  ei!/ ’ -^ - (9 i* )  +  <Ii? i*  +  ?*I  =  9 i * + ( ? i  +  o 191+ f t )  х . (4.5.9)

(4.5.10)

Покажем теперь, как определяются весовые функции автомати
ческой системы, описываемой системой дифференциальных урав
нений (4.5.1). Так как такая система имеет п входов и"п выходов,
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то, согласно изложенному в § 2.2, для ее полного описания необ
х од и м о  определить совокупность п2 весовых функций gkh ( t , т) 

h =  1, . . ., п), соответствующих всем входам и всем выхо
дам. Для определения весовых функций ghh (/, т) (А =  1, . . ., п) 
необходимо проинтегрировать систему (4.5.1) при

Xh =  б ( t  — т), Ту, =  0 (v  =  1, . . h —1, h +  1, . . . ,  п).

При этом весовой фупкцией ghh (t, т) будет являться переменпая 
на к-м выходе системы. Импульсную б-функцию, входящую в Л-ю 
строку системы, можно заменить единичным начальным значе
нием Л-й переменной ул, так как прн интегрировании б-функцни 
возникает единичный скачок. Иными словами, для определения 
песовон функции ghh (t, т) как функции первого аргумента при 
фиксированном втором надо интегрировать однородную систему 
дифференциальных уравнений

П
^■ghhft, т ) = 2  ahi(t)'gih(t, т) (А =  1, . . п) (4.5.11) 

(-1
прн начальпых условиях

ghh (т, т) =  1, ghh (т, т) =  0 при к ф к  (4.5.12)
и наблюдать к-ю переменную.

Для определения весовой функции ghh (<, т) как функции вто
рого аргумепта воспользуемся методом сопряженных систем, 
изложенным в § 4.3. Для простоты рассмотрим сначала систему 
двух дифференциальных уравнений первого порядка

У1 =  0цУ1 +  я12!/2 +  Л'1, 1 , ,  _
\ (4.5.13)

У г ~  fl2lJ/l"bfl22i/2 +  ;r2- '

Структурная схема такой системы изображена на рис. 4.5.1. Поль
зуясь правилами, сформулированными в § 4.3, построим сопря
женную систему (рис. 4.5.2). Как показано в § 4.3, чтобы опре
делить весовую функцию системы как функцию второго аргумепта 
т, необходимо моделировать сопряженную систему в обрат
ном времени о =  t — т, подав на соответствующий вход единич
ный импульс б (о). Так, если нас интересует первый выход систе- 
ми’ То ,,аДо подать б-функцию б (о) па первый вход сопряженной 
( и< темы. Тогда переменная г, (а) на первом выходе сопряженной 
системы будет представлять собой весовую функцию gti (t, t — о), 
‘ "язывающук, первый вход с первым выходом системы, a z2 (о) — 

С0ВУК> функцию g \2 (t, t — о), связывающую второй вход с пер- 
» хо выходом системы. Если б-функцию б (о) подать на второй 

од сопряженной системы, то переменная z, (о) будет представ-
12*
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лять собой весовую функцию g2l (t, t — о), a z2 (о) — весовую 
функцию #22 (<. t —  о)- Естественно, что практически 6-функццц 
на входах сопряженной системы заменяются единичными началь
ными значениями переменных zt или z2 в зависимости от того 
для какого выхода требуется получить весовые функции.

Переходя от структурной схемы сопряженной системы к систе
ме дифференциальных уравнений в соответствии с рис. 4.5.2, полу
чаем

где коэффициенты а.ц рассматриваются как функции переменной
о =  t — т. На основании изложенного заключаем, что для опре
деления весовой функции grh (t, т) (г, h =  1, 2), т =  /  — а, необ
ходимо интегрировать систему дифференциальных уравнении
(4.5.14) при начальных условиях

zr (0) =  1, z* (0) = 0  (к ф г ) .  (4.5.15)
Прн этом переменная интегрирования о в системе (4.5.14) пробе
гает значения от 0 до t — t0, в то время как реальное время изме
няется в обратном’ направлении от t до *0. Если перейти от обрат
ного времени о к реальному т =  t]— о, то уравнения (4.5.14) 
запишутся в виде

О ^ '

l'ltc. 4.5.1. Рис. 4.5.2.

(4.5.14)
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, начальные условия (4.5.15) заменятся граничными условиями 

* , « )  =  1, * * ( 0 = 0  ( к ф г ) .  (4.5.17)

Система дифференциальных уравнений (4.5.16) называется 
гопряженной с системой (4.5.14). Сравнивая (4.5.14) и (4.5.16), 
видим, что сопряженная система получается пз исходной по сле
д ую щ и м  правилам. В исходной системе дифференциальных урав
нений отбрасываются входные сигналы хк, зпаки перед коэффи
циентами aht заменяются на обратные, а матрица коэффициентов 
транспонируется, т. е. коэффициенты, стоящие в к-й строке, заме
няются коэффициентами, стоящими в к-м столбце.

Покажем, что сопряженная система уравнений, построенная 
по этим правилам, определяет весовые функции исходной системы 
как функции второго аргумента и в общем случае, т. е. в случае 
системы п дифференциальных уравнений первого порядка. Систе
ма, сопряженная с системой (4.5.1), будет иметь вид

П
гЛ =  — 2  а.'**; (А =  1, . . . ,  п). (4.5.18)

i=i

Умножим к-е уравнение (4.5.18) на ghh (t, т), а к-в уравне
ние (4.5.11) на z* (0 , заменив для удобства дальнейших выкладок 
аргумент t на о, и сложим все полученные уравнения:
П

У\ [* *л (° . T) i Z* (<0+2* ( ° .  т) ]  =
k =  \

п  п  п  п

=  ~  2  2  а*  (° )  z‘ (° )  ( ° > т) +  2  2  ( ° ) г* (°) ( ° * т)- 
(>=1 h—i 1=1

(4.5.19)

Так как значения сумм не зависят от того, какой буквой обозна
чить индексы суммирования, то в одной из двойных сумм в правой 
части полученной формулы можно поменять обозначения I на к, 
а к на I. Тогда сразу будет видно, что обо двойные суммы тожде
ственны и вся правая часть формулы (4.5.19) равна нулю, и мы 
получим

п

2 i  Т) * (0)1 = 0. (4.5.20)
Интегрируем получонпое равенство в пределах от т до t:

П
Д  Ighh (t , т) zk (t) — gkh (т, x) Zft (т)1 =Ь 0. (4.5.21)
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Имея в виду, что система (4.5.11) интегрируется при начальных 
условиях (4.5.12), получаем из (4.5.21):

Теперь видно, что если сопряженную систему уравнений интегри
ровать при граничных условиях при т =  (:

Итак, мы доказали, что и в общем случае системы п дифферен
циальных уравнений первого порядка сопряженная система опре
деляет весовые функции как функции второго аргумента т при 
фиксированном значении первого аргумента t. Таким образом, 
для определения весовой функции системы grh (t, т) как функции т 
необходимо интегрировать систему дифференциальных уравнений

Интегрирование сопряженной системы с заданными граничны
ми условиями не представляет никаких практических трудно
стей, так как путем замены переменной интегрирования по фор
муле т =  t — о заданные конечные значения (4.5.23) переменных 
zj, . . ., гп прн т =  t заменяются начальными значениями (4.5.15) 
при о =  0.

П р и м е р  4.5.2. Найти весовые фупкции g,, (t, т) и ; |2 ((, т) как 
фупкции т при фиксированием t для системы, описываемой системой диффе
ренциальных уравнений

На основании изложенного искомые весовые фупкции определяются системой 
дифферепциальпых уравнений

П
Zh (т) =  2  Shh (t, т) zh (t).

А =  1
(4.5.22)

zr (0 =  1, z* {t) =  0 при к ф г , (4.5.23)
то будем иметь

z* (т) =  grh (t, т) (h =  1 n). (4.5.24)

П

— h ,T ) = - 2 a<»(T> ft i(f . T> (л =  1......... » )  (4-5.25)

при граничных условиях при т =  t:

grr {t, t) =  1, grh (t, t) =  0, когда h ф г .  (4.5 26)

(4.5.27)

dgii (<■ t) 
dx

dgl2 (<■ T)
dx «12 (T) g  11 ( / ,  T) — 022 (T) g n  (<, T)

- « 2 1  (* )* H  (t, T)
(4.5.28)
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ор и  граничных условиях при т =  I:
g„ (/, о  =  1, g,2 (I, t) =  0. (4.5.29)

Есчи сделать замену неремепной интегрирования по формуле т =  t —  а  
п рассматривать переменные как функции о , то будем иметь

rfo (4.5.30)

П этом случае условия (4.5.29) выполняются при начальном значении а =  0.

— -  =  e ,2 ( < - a ) g „ ( « ,  < - o ) + a 22(t

—  o ) g t 2 (<, < — о), "j

— о)  g u  [t ,  t — о). J

§ 4.6. Соединения стационарных линейных систем

В ы ведем  теперь зависимости между передаточными функциями 
соединений стационарных линейных систем и передаточными 
ф у н к ц и я м и  соединяемых систем.

Рассмотрим последовательное соединение двух стационарных 
линейных систем с передаточными функциями Oi(s) и 4>2(s) 
(рис. 4.6.1). Предположим, что 
на входе этого последователь
ного соединения неограниченно 
долго действует возмущение, 
представляющее собой показа
тельную функцию времени е‘ ‘ .
Это возмущение при прохожде
нии через первую систему умно
жается на передаточную функцию Ф, (s). Таким образом, на вы
ходе первой системы и на входе второй будет функция Ф, (s) е*'. 
В силу линейности второй системы ее выходная переменная будет 
равна произведению ее реакции на показательное возмущение е'1 
на постоянный множитель Ф| ( s ) ,  т. е. Ф, (s) Ф 2 (sje*1. Таким 
образом, последовательное соединение стационарных лннейпых 
систем дает стационарную линейную систему, передаточная 
Функция которой Ф (s) равна произведению передаточпых функ
ций соединяемых систем:

ф  (s)  =  ф , (s) Ф 2 (s). (4.6.1)

Формула (4.6.1) легко распространяется на последовательное 
соединение любого числа стационарных линейных систем. А имен
но, если перодаточные функции п соединяемых последовательно 
систем равны Ф, (s), . . ., Ф„ (s), то передаточная функция соеди
нения ф  (s) определяется формулой

Ф (s) =  Ф, (s) Ф2 ( s )  . . . ф „ (s). (4.6.2)

Гак как модуль произведения комплексных чисел равен про
изведению модулей сомножителей, а аргумент равен сумме аргу-

pit I
*— иII

0 ,(S )
Ф/з)й\‘  ~

Ф(5)

tys)

'1
\ф(з)е“

Рис. 4.6.1.
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ментов сомножителей, то из (4.6.2) вытекают следующие формулы 
для амплитудной и фазовой частотных характеристик последова
тельного соединения:

| Ф (М 1 = П  |Ф*(йо)|, (4.6.3)
* п

argtD (iio) =  2  argOfc (Uo). (4.6.4)
*=i

Логарифмируя формулу (4.6.3), получим

lg | Ф (iw) | =  2  lg | Ф* (ito) |. (4.6.5)

Формулы (4.6.4) и (4.6.5) показывают, что прн последователь
ном соединении стационарных линейных систем пх фазовые 
частотные характеристики и логарифмические амплитудные ча- 
стотпые характеристики суммируются.

Формула (4.6.2) показывает, что результат последовательного 
соединения стационарных линейных систем не зависит от поряд
ка их соединения.

Рассмотрим теперь две взаимно обратные стационарные линей
ные системы. В результате их последовательного соединения 
получается идеальная следящая система, передаточная функция

которой по доказанному в § 2.4 равна 
единице. Поэтому из формулы (4.6.1 
следует, что передаточные функции 
двух взаимно обратных стационарных 
линейных систем являются взаимно 
обратными величинами. Если данная 
система имеет передаточную функ
цию Ф (*), то передаточная функция 
обратной системы будет 1/Ф (s).

Для определения передаточной 
функции параллельного соединения 

стационарных линейных систем с весовыми функциями Ф ( (s) 
и Ф 2 (s) (рис. 4.6.2) предположим, что на входе этого соеди
нения неограниченно долго действует возмущение, представляю
щее собой показательную функцию времени е*1. В результате 
выходные переменные соединяемых систем будут равны соответ
ственно Ф, (s) е*' н Ф 2 («) е*‘ . Выходная перемепная соединения 
будет равна сумме этих выражений. Следовательно, передаточная 
функция параллельного соединения стационарных линейных 
систем равна сумме передаточных функций соединяемых систем:

Ф (*) =  Ф> (*) +  Фг (*). (4.6.6)
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Эта формула, очевидно, также распространяется на любое число 
соед и н ен н ы х  параллельно систем.

Переходим к определению передаточных функции стационар
ных линейных систем, замкнутых обратными связями. Рассмотрим

Рис. 4.6.3. Рис. 4.6.4.

систему, состоящую из стационарной линейной системы с пере
даточной функцией Ф| (s), замкнутой отрицательной обратной 
связью, содержащей стационарную линейную систему с пере
даточной функцией Ф 2 (s) (рис. 4.6.3).
Для определения передаточной функ- f  ______

обратную систему, которая по доказан- 
ному имеет передаточную функцию J I------

Ф/ s )цнн Ф (s) этой системы рассмотрим

1/Ф(«). На^ основании изложенного ------------------------ •
в § 4.2 эта обратная система представ
ляет собой параллельное соединение Р,|С- 4.6.5. 
системы с передаточной функцией 1/Ф, (s)
п системы с передаточной функцией Ф 2 («) (рис. 4.6.4). Поэтому, 
пользуясь формулой (4.6.6), получаем

* * , ф м -  1 +  Ф,(«)Ф»(«)
ф (s) Ф , (*) 2 { ) Ф( (*)

Отсюда находим передаточную функцию интересующей нас 
системы с обратной связью (рис. 4.6.3):

® < * > - т а Ь г  _ < 4 в 7 >
В частном случае жесткой отрицательной обратной связи 
(рнс. 4.6.5) Ф 2 (s) =  1 и формула (4.6.7) принимает вид

® м - г й й з - .  <4в-8>
Мы видим, что при любых соединениях стационарных линей

ных систем всегда получаются стационарные линейные системы, 
передаточные функции и частотные характеристики которых'опре- 
Деляются при помощи элементарных алгебраических действий 
по данным передаточным функциям (соответственно частотным 
характеристикам) соединяемых систем. Вследствие этого метод
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частотных характеристик получил широкое практическое распро
странение.

Вычисления по формулам (4.6.4) и (4.6.5) практически выпол
няются графически путем суммирования ординат логарифмиче
ских частотных характеристик соединяемых последовательно 
систем.

Для вычисления частотной характеристики системы с отрица
тельной жесткой обратной связью по формуле (4.6.8) обычно 
пользуются специальными номограммами, которые позволяют 
находить логарифмические частотные характеристики системы, 
замкнутой отрицательной жесткой обратной связью, по данным 
логарифмическим частотным характеристикам разомкнутой систе
мы. Такая номограмма дана в приложении 2.

Для нахождения логарифмических частотных характеристик 
системы с гибкой обратной связью можно пользоваться той же 
номограммой. Для этого представим формулу (4.6.7) в виде

Ф Ы =  ф» (*) фз (*) 1 /л с д\ф  W  -  1+ ф , (5) ф 2 (Т) ф 2 W • •

Таким образом, систему с гибкой обратной связью можно пред
ставить в виде последовательного соединения системы с переда
точной функцией Ф ( (s) Ф2 («), охваченной отрицательной жесткой 
обратной связью, и системы с передаточной функцией 1/Ф 2 (я). 
К этому же выводу можно прийти чисто структурными преобра
зованиями, которые будут рассмотрены в следующем параграфе.

Логарифмические частотные характеристики параллельного 
соединения двух систем также можно найти при помощи номо
граммы, определяющей логарифмические частотные характери
стики замкпутой системы по данным логарифмическим частотным 
характеристикам разомкнутой системы. Для этого достаточно 
перейти к обратной системе. Мы знаем, что системой, обратной 
по отношению к параллельному соединению систем с передаточ
ными функциями Ф| (s) и Ф 2 (s), является система, полученная 
в результате замыкания системы с передаточной функцией 1/Ф 1 («) 
отрицательной обратной связью, содержащей систему с передаточ
ной функцией Ф2 (s). Определив при помощи номограммы лога
рифмические частотные характеристики этой обратной системы 
и изменив у пих знаки, мы и получим логарифмические частотные 
характеристики параллельного соединения систем с передаточ
ными функциями Ф| (s) и Ф 2 (s). Применяя этот прием последова
тельно, можно найти логарифмические частотные характери
стики параллельного соединения любого числа стационарных 
линейных систем.

Практические приемы построения логарифмических частотных 
характеристик стационарных линейных систем будут изложены 
в § 4.8.
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Легко видеть, что прн всех возможных соединениях стацио
нарных линейных систем, описываемых обыкновенными диффе
ренциальными уравнениями, в результате всегда получаются 
стационарные линейные системы, поведение которых также описы
вается обыкновенными дифференциальными уравнениями. Дей
ствительно, в этом случае передаточные функции всех соединяе
мых систем представляют собой дробно-рацпональпыо функции s. 
Нее выведенные формулы для передаточных функций соединений 
п этом случае определяют передаточную функцию соединения 
*р (s) также в виде дробно-рациональной функции s. Представив 
эту функцию в виде отношения двух полиномов и заменив s опе
ратором дифференцирования по времени D ,  мы найдем операторы 
Г  (D ) и Я  (D ) и получим дифференциальное уравнение вида
(2.5.15), связывающее входную и выходную переменные х, у  рас
сматриваемого соединения стационарных линейных систем.

Заметим, что на основании доказаппого в конце § 2.5 опреде- 
. шемая любой из выведенных выше формул передаточная функция 
Ф (s) соединения стационарных линейных систем, описывае
мых обыкновенными дифференциальными уравнениями, суще
ствует при всех s, действительные части которых больше действи
тельных частей всех полюсов функции Ф (s). При этом в случае, 
когда рассматриваемое соединение содержит цепи обратных свя
зей, передаточные функции систем, входящих в соединение, могут 
н но существовать при всех значениях s, при которых существует 
Ф (s). Это, очевидно, не мешает пользоваться при вычислении 
Ф (.v) формальными выражениями вида (2.5.12) для передаточных 
функций всех соединяемых систем. Этим объясняется, в частно
сти, возможность пользоваться формальными выражениями 
частотных характеристик дифференциатора, интегратора, фор
сирующих звеньев и неустойчивых апериодических (Т •< 0) 
н колебательных (£ <  0) звеньев для получения частотной харак
теристики любого соединения стационарных лнпейных систем. 
Следует лишь помнить, что полученная в результате частотная 
характеристика соединения физически существует только в том 
случае, когда все полюсы передаточной функции этого соедине
ния имеют отрицательные действительные части.

П р и м е р  4.6 .1 . Физическое последовательное соединение двух цепо
чек ПС,  рассмотренное в примере 4.1 .1 , с  точки зрения теории автоматиче
ского управления представляет собой последовательное соединение этих 
Двух элементов, замкнутое обратной связью, содержащей дифференцирующее 
звено с передаточной функцией /?,С 2* (рис. 4.6.6). Действительно, вычислив 
изложенный в § 3.11 методом передаточную функцию физического последо
вательного соединения двух цепочек R C  (рис. 4 .1 .5 ), получим

1
ф  ______________ 1__________________ ( 7 > + 1 ) ( 7 У  +  1)

'  (7 'i* + 1 )(7 ’2* +  1) +  « iC 2S 1 , ’
"■ "(Г ,.+  1 ) ( Г , . - И )
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где Т , =  R iC t , Тг =  ЯгСг.  Сравнивая это выражение с (4.6.7) и принимая 
во внимание (4.6.1), убеждаемся в справедливости высказанного утверждения. 
И только при очень малой емкости С2 (и пропорционально большом сопро

тивлении П 2, чтобы произведение 
Т2 =  ЯгСг  оставалось неизмен
ным) это соединенно можно рас
сматривать как чистое последо
вательное соединение без обрат
ной связи.

Рис. 4.6.6.

Интересно отметить, что 
не только в рассмотренном 
примере, но и вообще физи
ческое присоединение лю
бого элемента к выходу 

любого другого элемента практически всегда добавляет к по
следовательному соединению ту или иную обратную связь. 
Иными словами, присоединение к выходу любого элемента другого 
элемента, представляющего собой нагрузку на выходе первого 
элемента, дает не только эффект последовательного соединения, 
но и дополнительный эффект обратной связи. Это легко просле
дить па примерах исполнительных устройств и длинной линии, 
рассмотренных в предыдущей главе. Учет сил, действующих 
на исполнительное устройство со стороны приводимого им в дви
жение механизма, в уравнениях работы исполнительного устрой
ства равноценен подаче па вход исполнительного устройства 
дополнительного сигнала, зависящего от его выходного сигнала, 
т. е. обратной связи. Точно так же учет нагрузки на конце длин
ной линии в уравнениях, описывающих процесс в длинной линии, 
равноценен охвату ее обратной связью, содержащей звено с пере
даточной функцией (еРс*1 — e ~ ^ ‘ )/2Z„ (s) у (s). Это непосред
ственно следует из выражений (3.15.15) и (3.15.16) для переда
точных функций длинной липни с учетом и без учета нагрузки 
и формулы (4.6.7).

§ 4.7. Структурные преобразования линейных систем

Мы видели, что структурная схема автоматической системы 
определена неоднозначно, одной и той же системе соответствует 
бесчисленное множество структурных схем. Это дает возмож
ность выбирать наиболее простые и удобные для исследования 
структурные схемы и тем самым значительно сократить объем 
необходимых вычислений. Для нахождения наиболее простых 
и удобных структурных схем линейных систем необходимо 
научиться преобразовывать структурные схемы линейных систем.

Так как всякая структурная схема представляет линейную 
систему в виде соответствующего соединения более простых 
липейных систем, сумматоров и точек разветвления, то любое пре
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образование структурной схемы сводится к поочередной попарной 
перестановке ее соседних звеньев. Поэтому достаточно научиться 
переставлять различные соседние звенья структурной схемы — 
точки разветвления, которые мы будем называть для краткости 
t/.лами, сумматоры и линейные системы.

Ясно, что все преобразования в структурной схеме и, в част
ности, перестановки соседних звеньев должны производиться так,

'X X
Рис. 4.7.1.

чтобы все входные и выходные сигналы каждого преобразуемого 
участка схемы оставались неизменными. В этом состоит основной 
принцип структурных преобразований, который обеспечивает 
равноценность исходной и преобразованной схем в том смысле, 
что обе они соответствуют одной и той 
же линейной системе.

Из сформулированного общего 
принципа вытекают следующие пра
вила структурных преобразований:

1) Два узла всегда можно менять 
местами (рис. 4.7.1).

2) Два сумматора всегда можно 
менять местами (рис. 4.7.2).

3) При переносе узла через сум
матор по ходу сигнала (или сумма
тора через узел против хода сиг
нала) следует добавить связь между 
линией второго входа сумматора
и ответвлением, направленную по ходу сигнала в прямой цени и 
содержащую усилитель с коэффициентом усиления — 1 (рис. 4.7.3).

4) При переносе узла через сумматор против хода сигнала (или 
сумматора через узел по ходу сигнала) следует добавить связь 
между линией второго входа сумматора и ответвлением, направ
ленную против хода сигнала в прямой цепи (рис. 4.7.4).

5) При переносе узла через линейную систему по ходу сигнала 
необходимо включить в ответвление обратную линейную систему 
(рнс. 4.7.5).

yz-xj+x2

Рис. 4.7.3.
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6) При переносе узла через линейную систему против хода 
сигнала необходимо включить в ответвление такую же линейную 
систему (рис. 4.7.6).

>>---------

хг \у

уг-Ах

У Г *

Рис. 4.7.4. Рис. 4.7.5.

7) При переносе сумматора через линейную систему по ходу 
сигнала необходимо включить в линию второго входа сумматора 
такую же линейную систему (рис. 4.7.7).

Рис. 4.7.6. Рис. 4.7.7.

8) При переносе сумматора через линейную систему против 
хода сигнала необходимо включить в линию второго входа сум
матора обратную систему (рис. 4.7.8).

9) Ветвп параллельного соединения можно менять местами 
(рис. 4.7.9).

10) В системе с обратной связью можно менять местами систе
му, находящуюся в прямой цепи, и систему, включенную в цепь 
обратной связи, заменив при этом обе системы соответствующими 
обратными системами (рис. 4.7.10). Это правило легко выводится 
нз предыдущего переходом к обратной системе.

Все выведенные правила структурных преобразований линей
ных систем являются абсолютно общими и применимы к любым 
линейным системам.
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Для стацнопарпых линейных систем па основании результатов 
преДЫДУЩего параграфа добавляется еще одно очень важное
правило:

11) Последовательно соединенные стационарные линейные 
системы можно менять местами.

Это же правило применимо к частному виду нестационарных 
линейных систем, а именно к усилителям:

12) Последовательно соединенные усилители, как стацио
нарные, так и нестационарные, можно менять местами.

Для произвольных нестационарных систем нельзя изменять 
порядок последовательного
соединения без ввода допол
нительных изменений в струк
турную схему.

Чтобы вывести правила 
перестановки нестационар
ных систем, заметим, что лю
бая нестационарная система, 
поведение которой описы
вается дифференциальными 
уравнениями, может быть со
ставлена из одних только 
дифференциаторов и успли-

X ,

A -t
х г . А

<*>♦

Ах\

у = А х ,+ х г

Рис. 4.7.8.

телей с переменными коэффициентами усиления или из одних 
только интеграторов и усилителей с переменными коэффициен
тами усиления (см. §§4.4 и 4.5), Поэтому достаточно научиться 
переставлять нестационарный усилитель с дифференциатором
и интегратором.

Рис. 4.7.9. Рис. 4.7.10.

Применяя сформулированный в начале параграфа общий прин
цип преобразования структурных схем, получаем следующие 
правила:

13) При переносе усилителя с коэффициентом усиления к (/) 
через дифференциатор по ходу сигнала необходимо параллельно
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с  дифференциатором включить усилитель с коэффициентом уси
ления k'(t)/k (t) (рис. 4.7.11).

14) При переносе усилителя с коэффициентом усиления к (t) 
через дифференциатор против хода сигнала необходимо парал
лельно с дифференциатором включить усилитель с коэффициентом 
усиления — к' (t)!k (/) (рис. 4.7.12).

х
Ь //| S

C s  г *Ф~н  ш > 

I
K<t>

у=кх+/сх X 

у̂ кх+кх х

S k (t )

k f t ) S

у-к х

г ш ц Лh ’(t)
Aft)

Рис. 4.7.11. Рис. 4.7.12.

Переходом к обратным системам получаем из этих двух пра
вил еще следующие правила:

15) При переносе усилителя с коэффициентом усиления к (t) 
через интегратор по ходу сигнала необходимо замкнуть интегратор 
отрицательной обратной связью, содержащей усилитель с коэф
фициентом усиления к’ (t)/k (t) (рнс. 4.7.13).

X nfC/ - Ls y=fkxdtо
y-k fxd t

О

k(t) |

Н'Ш yf"kxdt •r * w H p H  т  h - r

L_raz]J
Aft)

y=kfxdt

Рис. 4.7.13. Рис. 4.7.14.

16) При переносе усилителя с коэффициентом усиления к (/) 
через интегратор против хода сигнала необходимо замкнуть инте
гратор отрицательной f обратной связью, содержащей усилитель 
с коэффициентом усиления — к’ (t)lk (t) (рис. 4.7.14).

Эти правила структурных преобразований нестационарных 
линейных систем выведены В. И. Соколовым 164] и А. В. Солодо
вым 166].
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П р и м е р  4.7.1. Дли 
4.7 . 15 , а) меняем местами 
(рис. 4.7.15, б).

П р и м е р  4.7.2. Рас
смотрим перенос параллель
но включенной цени с од
ного звена на другое по 
линии последовательно сое
диненных стационарных 
линейных систем. Так как 
последовательно соединен
ные стационарные линейные 
системы можно как угодио 
переставлять, то взаимно 
обратные системы, вводи
мые при переносе узла 
п сумматора через одну и ту 
же" систему, компенсиру
ются. Вследствие этого при 
переносе параллельной 
цепи с п-го звена на первое 
узла через первое звено и

замены гибкой обратной связи жесткой (рис. 
узел и систему в цепи обратной связи А г

а)

А Аа 2Аг  ~|*~ Л?'

6)
Рис. 4.7.15.

или наоборот необходимо учесть только перенос 
сумматора через п-е звено (рис. 4.7.16).

И р и м е р 4.7.3. Совершенно так же убеждаемся в том. что при пере
носе цепи обратной связи с перрого звена на п-е или наоборот по линии 
последовательно соединенных стационарных линейных систем необходимо 
.'читывать только перенос сумматора через первое звено и узла через п-е зве- 
Но (рис. 4.7.17).
1 ч *П од ред. в . С. Пугачева



194 ГЛ. 4. СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

а)

в )

Л2

хг

X *4t

Аг

X ■*" А,

г*" Аг -

— LX

1г >
а2 -

X А/

‘ Т 1 •*> *1

rJ r  Лг^
А2 А,

Аз А4+1

б)
Рис. 4.7.18.
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II р и м е р 4.7.4. На рис. 4.7.18, а представлена схема системы с двумя 
входами и одним выходом. На рис. 4.7.18, б показана соответствующая пре
образованная схема.

П р и м е р  4.7.5. На рис. 4.7.19, а представлепа схема с  одним входом 
н двумя выходами. На рис. 4.7.19, б показана соответствующая преобразо- 
нанная схема.

Выведенные правила позволяют, в частности, выносить узлы 
„ сумматоры нз нетель параллельных соединений и обратных свя
зей. Для этого достаточно выполнить такие перестановки в петле, 
чтобы посторонние (подлежащие выносу) узлы оказались рядом 
с основным узлом, а посторонние сумматоры — рядом с основ
ным сумматором. Тогда после перестановки узлов и сумматоров 
нее посторонние узлы и сумматоры выйдут из петли.

П р и м е р  4.7.6. На рис. 4.7.20, а представлена схема с петлей парал
лельного соединения и добавочным узлом на одной из ветвей. На рис. 4.7.20, 6 
и 4.7.20, в показаны последовательные этапы выноса узла из петли.

П р и м е р  4.7.7. На рис. 4.7.21, а представлена схема с петлей обрат
ной связи, внутри которой расположен сумматор (посторонний). На рис. 
4.7.21, б и 4.7.21, в показаны последовательные этапы выноса сумматора 
нз петли.

§ 4.8. Метод логарифмических частотных характеристик

В § 2.6 было показано, что логарифмические амплитудные 
частотные характеристики усилителей, диффереш(иаторов, инте
граторов и запаздывающих звеньев представляют собой прямые 
линии, а логарифмические 
амплитудные характерис
тики форсирующих, апе
риодических и колебатель
ных звеньев могут быть 
приближенно представлены 
ломаной, образованной 
двумя прямолинейными 
лучами — низкочастотной 
и высокочастотной асимп
тотами. Вследствие этого 
логарифмические ампли
тудные характеристики 
л юбы х и ос.тедовател ьных 
соединений элементарных 
звеньев приближенно изо- 
"ражаются ломаными. Эти 
ломаные обычно называются асимптотическими логарифмичес
кими амплитудными частотными характеристиками.

Построение асимптотической логарифмической амплитудной 
характеристики последовательного соединения элементарных 
звеньев сводится к следующим простым операциям (рис. 4.8.1):

13*
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1) На оси абсцисс отмечаются (в логарифмическом масштабе) 
сопрягающие частоты всех форсирующих, апериодических и ко
лебательных звеньев, входящих в соединение, и через получен
ные точки проводятся вертикальные прямые.

2) В точке (о =  1 откладывается ордината L  (1) =  20 lg к, 
где к — общин коэффициент усиления соединения, равный произ
ведению коэффициентов усиления всех входящих в соединение 
звеньев. Через полученную точку проводится прямая с наклоном 
20 (т — п) дБ/дек, где т — число дифференциаторов, а п —- 
число интеграторов в системе. Отрезок этой прямой, располо
женный левее первой вертикальной прямой (первой сопрягающей 
частоты), представляет собой низкочастотную часть асимптотиче
ской логарифмической амплитудной характеристики системы.

3) При пересечении с каждой вертикальной прямой наклон 
асимптотической характеристики изменяется на 20 дБ/дек, если 
соответствующая сопрягающая частота относится к форсирую
щему звену первого порядка, на —20 дБ/дек, если она относится 
к апериодическому звену, на 40 дБ/дек, если она относится к фор
сирующему звену второго порядка, и на —40 дБ/дек, если она 
относится к колебательному звепу.

Чтобы избежать систематических ошибок при построении 
асимптотической характеристики, целесообразно вычислять ее 
ординаты L  (саг) в точках излома по очевидной формуле

L (<or) =  L  ((ог_,) -f- 20mr [lg wr — lg мг .,1, (4.8.1)

где 20mr — наклон асимптотической характеристики в интервале 
частот (o)r -i, (i>r).

Если желательно построить точную логарифмическую ампли
тудную частотную характеристику соединения, то следует доба
вить к полученной асимптотической характеристике соответст
вующие поправки. Эти поправки могут быть определены или 
по графикам логарифмических частотных характеристик аперио
дического и колебательного звеньев (рис. 2.6.3 и 2.6.5), или 
с помощью специальной линейки [65].

Фазовые частотные характеристики последовательного соеди
нения на основании формулы (4.6.4) получаются суммированием 
соответствующих ординат фазовых частотных характеристик вхо
дящих в соединение звеньев.

Для построения логарифмических частотных характеристик 
систем, полученных в результате замыкания систем с найденными 
характеристиками отрицательными жесткими обратными связя
ми, н параллельных соединений систем используются специальные 
номограммы (приложение 2). На этих номограммах по оси абсцисс 
откладываются значения фазовой характеристики разомкнутой 
системы ф в градусах, а но оси ординат — значения ее логариф
мической амплитудной характеристики L  в децибелах. В этой
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с и с т е м е  координат построены два семейства кривых: семейство 
кривых постоянного усиления амплитуды замкнутой системы 
п семейство кривых постоянного сдвига фаз замкпутой системы. 
Для вывода уравнений этих семейств кривых достаточно поло
жить в формуле (4.6.8) Ф, (iio) =  AeW  и приравнять постоянным 
величинам модуль и аргумент полученного выражения. В резуль
тате  получим уравнение первого семейства кривых|(т. е. кривых 
постоянного усиления амплитуды замкнутой системы):

L_
: =  const, А  =  Ю20, (4.8.2)

и уравнение второго семейства кривых (т. е. кривых постоянного 
сдвига фаз замкнутой системы):

sin ф
Д-t-cosi)) ■ const. (4.8.3)

Из номограммы видно, что при значениях амплитудной частот
ной характеристики разомкнутой системы, меньших —20дБ, 
амплитудная н фазовая частотные характеристики замкнутой 
системы практически совпадают с соответствующими характери
стиками разомкнутой системы, а прн ее значениях, больших 
20 дБ, амплитудная частотная характеристика замкнутой системы 
не превышает по модулю 1 дБ, фазовая же характеристика ие пре
вышает ± 5 ° ,  т. е. практически они совпадают с соответствующи
ми осями абсцисс. Поэтому номограмму замыкания практически 
необходимо использовать только в интервалах частот, в которых 
I L  (о ) | <  20 дБ.

П р и м е р  4.8.1. В качестве примера рассмотрим построение логариф
мических частотных характеристик системы, схема которой представлена 
на рис. 4.8.2. При помощи структурного преобразования выпосим звено иа

Цепи обратной связи и таким образом заменяем гибкую обратную связь 
Жесткой (пример 4.7.1). Преобразованная схема представлена на рис. 4.8.3.

Построим частотные характеристики системы, обведенной иа рнс. 4.8.3 
пунктирной линией. Общий коэффициент усиления этой системы к =  к2кзТ к— 

Определяем сопрягающие частоты в порядке их возрастания: и>1 =  1/Тг =  
го, ш2 =  1/7’4 =  50, Од =  1/7*1 =  125. При частоте ш =  1 откладываем
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ординату, равную 20 1ц к =  12,04 дБ, и через полученную точку А (рис. 4.8.4) 
проводим асимптоту низких частот с наклоном 20дБ/дек. В точке В  наклон 
становится равным 0, в точке С  — 20 дБ/дек и, наконец, в точке D 
—40 дБ/дек. Фазовая частотная характеристика этой системы получается 
путем суммирования фазовых характеристик элементарных звеньев.

Рис. 4.8.3.

С помощью номограммы (приложение 2) находим логарифмические частот
ные характеристики системы, полученной путем замыкания жесткой отри
цательной обратной связью системы, обведенной на рис. 4.8.3 пунктир
ным прямоугольником. Логарифмические частотные характеристики этой 
замкнутой системы отмечены на рис. 4.8.4 индексом «з».

Рпс. 4.8.4.

Совершенно так же строятся логарифмические частотные характеристика 
второй последовательной цепи элементарных звеньев, входящих в состав 
исследуемой системы. Эти логарифмические частотные характеристики пока
заны на рис. 4.8.5.

Наконец, логарифмические частотные характеристики всей исследуемой 
разомкнутой системы, отмеченные на рис. 4.8.5 индексом 0, получаются 
суммированием найденных характеристик второй последовательной цени 
и соответствующих характеристик замкнутой системы, изображенных на 
рис. 4.8.4.
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Изложенный метод позволяет быстро строить логарифмические 
ча стотн ы е характеристики любых стационарных линейных систем, 
и том числе и очень сложных. Прн этом, как мы увидим в главе 6, 
п о п р а в к и  к асимптотическим характеристикам практически необ
х о д и м о  вносить только в тех интервалах частот, в которых фазо
вая характеристика разомкнутой системы близка к ± л .

Впрочем, существует большой класс стационарных линейных 
систем, для которых можно обойтись без точного построения фазо
вых характеристик. А именно для систем, передаточные функции 
которых не имеют ни нулей, ни полюсов в правой полуплоскости 
комплексной переменной s, называемых обычно минимально-фазо- 
вими *), фазовая характеристика полностью определяется ампли
тудной характеристикой. Эта зависимость фазовой характери
стики минимально-фазовой системы от амплитудной может быть 
выражена различными уравнениями. Мы приведем здесь без 
вывода следующую формулу, справедливую для любой минималь
но-фазовой системы:

ц ( , .л -  я dL (<■>) , < F \ dL(y-) dL (<■>) 1 1 И +  о> (4 8 4)
4 К )  40  ̂Ыш 20я j LdlKfi rflKco J In|n-w| ц *

о
где фазовая характеристика (to) выражена в радианах, а ампли
тудная характеристика L  (ю) в децибелах.

*) Это название объясняется тем, что такие системы имеют минимальное 
отставание по фазе при любом значении частоты ири данном значении ампли
тудной характеристики. Подробнее об этом см. [8].
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Формула (4,8.4) показывает, что фазовая характеристика 
минимально-фазовой системы при любом значении частоты о> 
выражается через наклоп логарифмической амплитудной частот
ной характеристики dL (w)/d lg ш. Из этого можно сделать неко
торые интересные выводы.

1) Если в некотором достаточно большом интервале частот 
наклон логарифмической амплитудной частотной характеристики 
постоянен и равен 20п дБ/дек, то фазовая характеристика в этом 
интервале частот близка к пп/2.

2) Наиболее резкое изменение фазовой частотной характери
стики происходит в области тех частот, где наклон логарифмиче
ской амплитудной частотной характеристики изменяется интен
сивно, т. е. вблизи сопрягающих частот о>| =  \ /T t элементарных 
звеньев.

Класс минимально-фазовых систем очень широк. В частно
сти, оп включает, как нетрудно убедиться, апериодическое, коле
бательное и форсирующие звеиья первого и второго порядка 
с положительными постоянными времени Т и коэффициентами 
колебательности £. Поэтому во многих случаях можно выполнить 
большую часть расчетной работы по одной только логарифмиче
ской амплитудной частотной характеристике разомкнутой системы, 
которая, как было показано, строится исключительно просто 
даже для очень сложных систем.



Г л а в а  5

ДИСКРЕТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

§ 5.1. Дискретное (импульсное) управление.
Способы модуляции импульсов

В § 1.6 было показано, что входные возмущения, в частности, 
сигналы, несущие информацию о задачах управления, могут 
действовать в автоматических системах непрерывно или дискрет
но. Там же были приведены примеры непрерывных н дискретных
систем.

Изложенная в предыдущих главах, за исключением §§ 2.5 и 4.4, 
общая теория линейных систем применима к любым линейным 
системам, как непрерывным, так и дискретным. Хотя мы и рас
сматривали входное возмущение х  (/) как функцию непрерывно 
изменяющегося времени, однако нигде не делали предположения, 
что это входное возмущение воспринимается системой непрерыв
но, в течение всего времени работы системы. Поэтому все изучен
ные в предыдущих главах характеристики линейных систем 
и методы их исследования, кроме методов, изложенных в §§ 2.5 
и 4.4, относятся в равной мере как к непрерывным, так н к ди
скретным линейным системам. И лишь теория, изложенная 
в §§ 2.5 и 4.4, в которых изучались непрерывные линейные систе
мы, описываемые дифференциальными уравнениями, неприме
нима к дискретным системам. Однако дискретные линейные систе
мы, как частный вид линейных систем, обладают некоторыми 
специфическими свойствами, которые целесообразно изучить и учи
тывать при расчете и проектировании дискретных систем.

Для дискретного ввода входных сигналов в систему необходи
мо изменять некоторые параметры входных импульсов в зависи
мости от значения входных сигналов. Изменение какого-либо пара
метра импульсов в зависимости от входного сигнала называется 
модуляцией импульсов входным сигналом. Устройство, форми
рующее последовательность нмнульсов, зависящую от входного 
сигнала, называется импульсным элементом.

Обычно форма импульсов сохраняется прн модуляции неиз
менной. При этом в принципе возможно изменять в зависимости 
01 значений входного сигнала один из трех параметров импульса: 
•'мплнтуду, длительность или момент начала действия нмнульса. 

соответствии с этим различают три вида модуляции нмнульсов:
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Формула (4,8.4) показывает, что фазовая характеристика 
минимально-фазовой системы при любом значении частоты со 
выражается через наклоп логарифмической амплитудной частот
ной характеристики dL (w)/d lg <о. Из этого можно сделать неко
торые интересные выводы.

1) Если в некотором достаточно большом интервале частот 
наклон логарифмической амплитудной частотной характеристики 
постоянен и равен 20п дБ/дек, то фазовая характеристика в этом 
интервале частот близка к пп/2.

2) Наиболее резкое изменение фазовой частотной характери
стики происходит в области тех частот, где наклон логарифмиче
ской амплитудной частотной характеристики изменяется интен
сивно, т. е. вблизи сопрягающих частот со,- =  1 /Тх элементарных 
звеньев.

Класс минимально-фазовых систем очень широк. В частно
сти, оп включает, как нетрудно убедиться, апериодическое, коле
бательное и форсирующие звеиья первого и второго порядка 
с положительными постоянными времени Т и коэффициентами 
колебательности £. Поэтому во многих случаях можно выполнить 
большую часть расчетной работы по одной только логарифмиче
ской амплитудной частотной характеристике разомкнутой системы, 
которая, как было показано, строится исключительно просто 
даже для очень сложных систем.
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ДИСКРЕТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

§ 5.1. Дискретное (импульсное) управление.
Способы м о д у л я ц и и  импульсов

В § 1.6 было показало, что входные возмущения, в частности, 
сигналы, несущие информацию о задачах управления, могут 
действовать в автоматических системах непрерывно или дискрет
но. Там же были приведены примеры непрерывных и дискретных
систем.

Изложенная в предыдущих главах, за исключением §§ 2.5 и 4.4, 
общая теория линейных систем применима к любым линейным 
системам, как непрерывным, так н дискретным. Хотя мы и рас
сматривали входное возмущение х  (/) как функцию непрерывно 
изменяющегося времени, однако нигде не делали предположения, 
что это входное возмущение воспринимается системой непрерыв
но, в течение всего времени работы системы. Поэтому все изучен
ные в предыдущих главах характеристики линейных систем 
н методы их исследования, кроме методов, изложенных в §§ 2.5 
и 4.4, относятся в равной мере как к непрерывным, так н к ди
скретным линейным системам. И лишь теория, изложенная 
в §§ 2.5 и 4.4, в которых изучались непрерывные линейные систе
мы, описываемые дифференциальными уравнениями, неприме
нима к дискретным системам. Однако дискретные линейные систе
мы, как частный вид линейных систем, обладают некоторыми 
специфическими свойствами, которые целесообразно изучить и учи
тывать при расчете и проектировании дискретных систем.

Для дискретного ввода входных сигналов в систему необходи
мо изменять некоторые параметры входных импульсов в зависи
мости от значения входных сигналов. Изменение какого-либо пара
метра импульсов в зависимости от входного сигнала называется 
■модуляцией импульсов входным сигналом. Устройство, форми
рующее последовательность импульсов, зависящую от входного 
сигнала, называется импульсным элементом.

Обычно форма импульсов сохраняется прн модуляции неиз
менной. При этом в принципе возможно изменять в зависимости 
01 значений входного сигнала один нз трех параметров импульса: 
•• мплитуду, длительность или момент начала действия импульса, 

соответствии с этим различают три вида модуляции импульсов:
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1) амплитудно-импульсная модуляция (АИМ), при которой 
амплитуда импульсов а зависит от значения входного сигнала 
в момент начала действия импульса (рис. 5.1.1);

2) широтно-импульсная модуляция (ШИМ), при которой дли
тельность импульса Ти зависит от значения входного сигнала

в момент начала действия им
пульса (рис. 5.1.2);

3) временная импульсная мо
дуляция (ВИМ), прн которой 
временной сдвиг Тс (запаздыва
ние) импульса зависит от значе
ния входного сигнала в опре
деленный момент времени 
(рис. 5.1.3).

П рн амплитудно-импульсной 
и широтно-импульсной модуля
ции модулирующий сигнал изме
няет площадь (т. е. интенсив
ность) импульсов. При времен
ной импульсной модуляции пло
щадь импульса остается посто
янной.

Все рассмотренные типы мо
дуляции могут быть осуществле

ны так, чтобы модулируемый параметр импульсов изменялся в 
зависимости от значений модулирующего сигнала в дискретные мо
менты времепи. Амплитудпая модуляция может быть осуществлена

и таким образом, чтобы ордината каждого импульса изменялась 
непрерывно в зависимости от входного сигнала в течение времени 
действия импульса. Однако дискретные системы с такой формой 
амплитудной модуляции импульсов не обладают существенными
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специфическими свойствами, облегчающими их исследование, 
вследствие чего их следует изучать общими методами предыдущей 
главы. Излагаемая в этой главе теория к ним неприменима.

Зависимость модулируемого параметра вырабатываемых им
пульсным элементом импульсов от соответствующих дискретных 
значений входной переменной называется характеристикой 
импульсного элемента. Характеристика импульсного элемента 
может быть линейной или нелинейной. Импульсный элемент 
с линейной характеристикой является линейным элементом, а 
импульсный элемент с нелинейной характеристикой — нелинейным.

Импульсные элементы различаются также по форме и харак
теру модуляции импульсов, по частоте импульсов и их относи
тельной длительности.

Обычно импульсные элементы работают периодически, выра
батывая по одному импульсу за каждый период. Период следова
ния импульсов Т„ называется периодом повторения импульсов 
или тактом дискретной системы. Величина м„ =  2 п /Т „  пред
ставляет собой частоту повторения импульсов. Отношение дли
тельности одного импульса (средней в случае широтной модуля
ции) Т„ к периоду повторения импульсов у  =  Т „/Т „  представ
ляет собой относительную длительность импульсов. Величина
1 — у  называется скважностью импульсного элемента.

§ 5.2. Характеристики дискретных линейных систем

Гак как входная переменная х (/) действует на дискретную 
систему только в определенные моменты времени th (к =  О, 
± 1 ,  ± 2 ,  . . .), то ее выходная переменная является функцией 
времени и значений х (/*) (& =  0 ,± 1 ,  ± 2 ,  . . .) входной переменной.

Обозначим реакцию дискретной линейной системы на кратко
временное входное возмущение, равное единице и действующее 
только в течение времени действия к-го импульса, через gh (/). 
Тогда ее реакция на кратковременное возмущение, равное х (tk) 
п действующее только в течение времени действия к-ro  импульса, 
будет на основании принципа суперпозиции равна gh (t) х  (1к). 
Реакция дискретной линейной системы на всю последовательность 
импульсов, модулированных входным возмущением х (/), в силу 
принципа суперпозиции определится формулой

У (0 =  £  f t  <0 *(<*>. (5.2.1)
Л = — оо

'•то и есть основная формула, выражающая зависимость выход
ной переменной дискретной линейной системы от входного

Функции gh (t) полностью характеризуют дискретную линей- 
Ук> систему, так как, зная эти функции, можно вычислить реак-
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цик) днскретной линейной системы на любое входное возмущение 
х  (/)• Функции gh (t) определяют долю, или удельный вес, значе
ний входной переменной, действующих в различные моменты 
времени /»,, в формировании выходной переменной системы в лю
бой момент времени t. Вследствие этого функции gk (/) называются 
весовыми коэффициентами дискретной линейной системы.

Любая физически возможная система может реагировать 
в данный момент времени t только на возмущения, действующие 
на нее в предшествующие моменты времени. Поэтому для любой 
физически возможной дискретной системы

gh (0 =  0 при t <  tk (k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .)• (5.2.2)

Для физически возможной дискретной линейной системы, нахо
дящейся в покое до момента t0, формула (5.2.1) может быть пере
писана в виде

1 /(0 =  S  gh(t)x (th). (5.2.3)
to$th*St

где неравенство под знаком суммы показывает, что суммирование 
распространяется только на моменты действия импульсов th, 
заключенные в интервале [*<>»• *1-

Для определения весовой функции g (t, т) дискретной линей
ной системы достаточно найти ее реакцию на единичный импульс, 
действующий в момент т. Полагая в формуле (5.2.1) х  (<) =  
=  б (< — т), получим следующую формулу для весовой функции 
g (t, т) дискретной линейной системы:

g ( * , t ) =  2  gh(t)6(th— т). (5.2.4)
f c e -o o

Таким образом, весовая функция любой днскретной линейной 
системы представляет собой линейную комбинацию 6-функций. 
Наоборот, всякая линейная система, весовая фупкция которой 
является линейной комбинацией 6-функцнй, дискретна. Действи
тельно, подставляя выражение (5.2.4) в формулу (2.2.3) и при
нимая во внимание правило интегрирования б-функций, полу
чим формулу (5.2.1). Из этой формулы следует, что входное воз- 
мущение х  (/) действует на систему только в моменты времени 
т. е. что система дискретна.

Определив весовую функцию дискретной линейной системы 
формулой (5.2.4), можно найти по формулам § 2.3 ее характери
стику реакции на показательное возмущение и частотную харак
теристику. Полагая в формулах § 4.2 весовые функции равными 
линейным комбинациям б-функций, получим формулы для весо
вых коэффициентов различных соединений дискретных линейных 
систем. Наконец, формулы § 4.3 определяют системы, сопряжен-
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ныо с дискретными линейными системами. При этом ныведенные 
„ § 4.3 правила моделирования сопряженных систем дадут воз
можность определять значения всех весовых коэффициентов си
стемы в определенный момент времени t однократным моделирова
нием сопряженной системы.

ИЭ
гШ

Рис. 5.2.1

Рассмотрим дискретную х!>) 
линейную систему, представ- "
ляющую собой последователь
ное соединение импульсного 
элемента и непрерывной ли
нейной системы с весовой функцией g t (t, т) (рис. 5.2.1). 
Обозначим функцию, описывающую форму импульсов, выраба
тываемых импульсным элементом, через т] (/) (рис. 5.2.2). Тогда

« случае амплитудной модуляции выходной сигнал линейного 
импульсного элемента г (/) выразится формулой *)

ОО

* ( / ) =  S  x ( th) i \ ( t - t h). (5.2.5)
k=*—oo

Эта функция является входной переменной непрерывной линей
ной системы с весовой функцией g t (t, т). Следовательно, на осно
вании общей формулы (2.2.3) выходная переменная рассматри
ваемой дискретной системы выражается формулой

оо оо ас

У ( 0 =  j  g,(t, t )z ( t )< /t =  2  *(**) \ £• (*, т ) 11(т — fA)dx . (5.2.G)
_______—00 k=s — oo — 00

Очевидно, что без потери общности функцию  т) (I) можно выбрать 
« ° в и  при входном возмущении х  (/), тождественно равном единице, 

• пульсы, вырабатываемые импульсным элементом, были равны n (t — U)
<* =  0, ± 1, ± 2, . . .). 1
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Так как функция Т) (т — tk) отлична от нуля только в интервале 
th ^  т ^  th +  Т„, где Т„ — длительность импульса, то фор
мулу (5.2.6) можно переписать в виде

оо ‘ fc + TH

y(t)  =  2  х ((ь) J £i(*> x)ti(T — <*)dx. (5.2.7)
* = -“  - *k

Сравнивая эту формулу с (5.2.1), получаем следующую формулу 
для весовых коэффициентов рассматриваемой дискретной линей
ной системы:

‘к+тш
g k ( t ) =  ( gt(t, t ) t i( t  — tk)dr. (5.2.8)

*k

Производя замену переменпых о =  т — th, приведем форму
лу (5.2.8) к виду

т*
gk (0  =  J gi(t, th+  0 ) 4 ( 0 )  do. (5.2.9)

Эта формула показывает, что весовые коэффициенты последова
тельного соединения импульсного элемента и непрерывной линей
ной системы зависят от формы импульсов, вырабатываемых 
импульсным элементом, и весовой функции непрерывной части 
системы.

Из формулы (5.2.9) видно, что практически для любой физиче
ски возможной дискретной линейной системы начальные значе
ния весовых коэффициентов gh (I) равны нулю: gh (th) =  0 
(к =  0, 1 ,2 ,  . . .), так как при t =  th подынтегральная функция 
тождественно равна нулю в интервале интегрирования. Началь
ные значения весовых коэффициентов gh (th) могут быть отлич
ными от нуля только в случае, когда весовая функция непрерыв
ной части системы gt (t, т) содержит Линейную комбинацию б- 
функции и ее производных: б (t — т), б ' (t — т), б" (t —  т), . . 
или в теоретическом случае идеализированного импульсного 
элемента, вырабатывающего без запаздывания мгновенные им
пульсы: г] (о) =  б (о), если при этом gt (t, t) ф 0 .

В случае широтной модуляции мы будем для простоты счи
тать, что импульсный элемент вырабатывает прямоугольные 
импульсы постоянной величины а, длительность которых пропор
циональна значениям входного сигнала в соответствующие момен
ты времени. Тогда входной сигнал z (t) непрерывной части системы 
будет равен а в интервалах времени [/л, th +  хх (tk)] и нулю вне 
этих интервалов. Следовательно, применяя формулу (2.2.3), мы 
получим следующее выражение для выходной переменной рас
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сматриваемой дискретной линейной системы:

ОО Ч+,ОС<*#.>
y(t)  =  a 2  (  gt ( t ,x )d x .  (5.2.10)

л=.-оо tk

Очевидно, что система, у которой зависимость между входной 
и выходной переменными определяется формулой (5.2.10), нели
нейна. Однако при малой длительности импульсов ее можпо при
ближенно рассматривать как линейную. Действительно, при доста
точно малой длительности каждого импульса весовую функцию 
/*, (/, т) можно считать в каждом интеграле в (5.2.10) практически 
постоянной и равной ее значению gt (t, th) в начале интервала 
интегрирования. Тогда, вынося ее за знак интеграла, можем 
выполнить интегрирование и переписать формулу (5.2.10) в виде

у (<) « а х  2  * i (М * )*(**)• (5.2.11)
Л я - О О

Отсюда видно, что при широтной модуляции кратковременных 
прямоугольных импульсов последовательное соединение импульс
ного элемента и непрерывной системы с весовой функцией gi (t, т) 
можно считать линейной днскретной системой, весовые коэффи
циенты которой определяются формулой

gh (0  =  axgt (Л h)-  (5.2.12)
Величина ах , представляющая собой произведение амплитуды 
импульса на его длительность при единичном входном сигнале, 
определяет интенсивность импульсов.

Аналогично можно прийти к заключению, что при временной 
модуляции импульсов произвольной формы последовательное 
соединение импульсного элемента и непрерывной линейной систе
мы лишь приближенно можно рассматривать как линейную ди
скретную систему, если максимальный возможный временной 
сдвиг импульса достаточно мал, чтобы весовую функцию непре
рывной части системы gt (/, т) можно было считать приблизитель
но линейной функцией т в диапазоне возможных значений вре
менного сдвига.

В некоторых случаях выходная переменная дискретной ли
нейной системы интересует нас лишь в определенные моменты 
Цремени t\ (I =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .) или система дает выходную 
переменную только в определенные моменты времени t\. 
Полагая в формуле (5.2.1) t =  //, найдем значения выходной 
•■'“ременной системы в интересующие нас моменты времени

(I =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .): ^

* (« )= ■  2  gk(t\)x(th). (5.2.13)
h*= — оо
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Полагая для краткости
xk =  x ( t k), y t =  y(ti), gh(ti) =  gin, (5.2.14)

можем переписать формулу (5.2.13) окончательно в виде

У1 =  £  gik*k (1 =  о, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  (5.2.15)
Ь—— оо

Аналогично в случае, когда последовательность моментов фикса
ции выходной переменной системы совпадает с последовательно
стью моментов действия импульсов t\ =  t t (I =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .), 
формула (5.2.3) прн t =  t t даст следующее выражение значений 
выходной переменной физически возможпой дискретной линейной 
системы:

2  gik*k (1 =  0 , 1 , 2 , . . . )  (5.2.16)
А=0

Формула (5.2.16) п аналогичные формулы для дискретных 
систем с несколькими входами п выходами описывают, в частно
сти, работу цифровой математической машины в случае, когда 
результаты вычислений линейно зависят от исходных данных, 
т. е. цифровой машины с линейной программой. В этом случае 
исходные данные для вычислений, вводимые в каждом шаге вы
числений, являются входными сигналами, а результаты вычисле
ний — выходными переменными. Весовые коэффициенты g ,h опре
деляют программу вычислений.

Формула (5.2.16) на простейшем примере показывает, что 
динамические характеристики цифровой (так же, как и непре
рывной) математической машины полностью определяются про
граммой вычислений, т. е. решаемой задачей.

Легко сообразить, что при достаточно большой частоте повто
рения импульсов всякую дискретную систему можно приближен
но рассматривать как непрерывную. Действительно, реакция 
любой системы на кратковременное единичное возмущение, дей
ствующее в течение одного периода повторения импульсов Т а, 
прн бесконечно малом Т „ является бесконечно малой порядка Т„. 
Поэтому функцию gh (t) при малом" Ти =  \ t  можно выразить 
формулой

gh (t) ж  g (t, th) T n =  g (t, th) M ,  (5.2.17)

где g (t, th) — некоторая функция, не зависящая от Т а. Так, 
например, в случае последовательного соединения импульсного 
эле.мепта и непрерывной липейной системы с весовой функцией 
gt (/, т) мы можем выразить зависимость импульсов данной формы 
от периода повторения импульсов, приняв функцию ц (i) в виде

r](t) =  h ( ^ ~ ) , (5.2.18)
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где h (£) — функция, отличная от нуля только в интервале 0 ^  
^  T J T „ .  Тогда формула (5.2.9) даст

7 и У

g k ( o =  J g , v , t k + o ) h ( - f - j d o ^ r n j g l(t, tk+ i T a) h a ) d t .

При достаточно малом периоде повторения импульсов Т „ весовая 
функция #| н полученном интеграле будет практически постоян
ной в интервале интегрировании, близкой к своему значению 
?i (t< h  +  0). Вынося ее за знак интеграла и полагая

v
g (t, tk) =  gt (t , h  +  0) j  h (I) dl, (5.2.19)

мы и получим формулу (5.2.17).
Подставляя выражение (5.2.17) в (5.2.1), получим

оо
У ( 0 «  2  £(*. th) x ( l k) M ,  (5.2.20)

h— — oo

причем относительная ошибка этого равенства стремится к нулю 
при А / =  Т ц —► 0. Но при А < -* 0  сумма в (5.2.20) стремится 
к интегралу (2.2.3) Следовательно, при достаточно малом Т„  
дискретную линейную систему можно приближенно рассматри
вать как непрерывную линейную систему с весовой функцией
g (t, h )  =  f t  W T m

В частном случае последовательного соединения импульсного 
элемента и стационарной линейной системы, описываемой диффе
ренциальным уравнением, условие приблизительного постоянства 
весовой функции непрерывной части системы на протяжении 
периода повторения нмнульсов Т как показывает форму
ла (4.4.50), равноценно условию близости к единице всех величин 
е ' ,Тп, . . ., ev»T», где v „  . . ., v„ — корни характеристического 
уравпения непрерывной части системы. Но, разложив числитель 
и знаменатель выражения (2.5.12) на множители, мы представим 
передаточную функцию непрерывной части системы в виде (2.6.1). 
Гаким образом, непрерывная часть системы может быть пред
ставлена в данном случае в виде последовательного соединения 
интегрирующих или дифференцирующих, апериодических, коле
бательных и форсирующих звеньев. При этом корни характери
стического уравпеппя v „  . . ., v„ будут обратно пропорциональ
ны постоянным времени апериодических и колебательных звеньев, 
входящих в состав непрерывной части системы. Следовательно, 
условие малости величин v ,Т„, . . ., vnГ,, с физической точки 
•чрення является условием малости периода повторения нмпуль- 
Сов Т „ по сравнению с постоянными времени непрерывной части 
14 ■>Пол ред. В С. Пугачева



си стем ы . Т а к и м  о б р а з о м , п о сл е д о в а т е л ь н о е  со ед и н ен и е  и м п у л ь сн о 
г о  эл ем ен та  и н еп р е р ы в н о й  ста ц и о н а р н о й  л и н ей н ой  си стем ы  м о ж н о  
с ч и т а т ь  н еп р е р ы в н о й  ст а ц и о н а р н о й  л и н ей н ой  с и сте м о й , есл и  
п е р и о д  п о в т о р е н и я  и м п у л ь с о в  д о ст а т о ч н о  м ал п о  ср а в н е п и ю  
с  п о ст о я н н ы м и  вр ем ен и  н е п р е р ы в н о й  ч а сти  си стем ы .

П р и м е р  5.2.1. Найти весовые коэффициенты импульсного запазды
вающего звена, для которого у  (<() =  х  (tt — Т).

Импульсное запаздывающее звено можно представить в виде последова
тельного соединения импульсного элемента и непрерывного запаздывающего 
звена. Подставляя выражение g, (t, т) =  6 (I — т — Т) весовой функции 
запаздывающего звена в формулу (5.2.9), получим
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и

gh(t)= j  6(< — —о— r)t](o)da =  n(< —<k —Г). (5.2.21)

Таким образом, импульсное запаздывающее звено повторяет входные импуль
сы с запаздыванием Т.

В частном случае единичных прямоугольных импульсов rj (ст) =  1 при
0 <  a <  Т и. Если при этом запаздывание Т равно целому числу периодов 
повторения Т  =  п Т „ ,  то,.полагая в (5.2.21) t =  l t =  1Тп, th =  к Т п, получим

. (  1 при l =  k + n ,  
g i \ - g k V i ) = *  j  о  при 1 ф к +  П' (5.2.22)

П р и м е р  5.2.2. Найти весовые коэффициенты дискретной линейной 
системы, представляющей собой последовательное соединение импульсного 
элемента, вырабатывающего единичные прямоугольные импульсы длитель
ности Т „  с  периодом повторения Т „ ,  и апериодического звепа.

Подставляя в формулу (5.2.9) выражение (4.4.33) весовой функции апе
риодического звена и принимая во внимание, что tj (a) =  1 при 0 <  а  ^  Т „  
получим:

‘ - ‘ ft »-«>-« *-<*
*fc(0 =  ^ -  j  * Т da■=*(!—е 7 )

о
при < k < < < / f t  +  7’„ ,

Т" *-*» 1и
g h (t )  =  -!jr  f * г  do =  ke т , ( e T - i )

(5.2.23)

при t > t h +  T „ .  )

П р и м е р  5.2.3. Найти весовые коэффициенты последовательного соеди
нения импульсного элемента, вырабатывающего единичные прямоугольные 
импульсы, и непрерывной системы, описываемой дифференциальным урав
нением

У Ч- 2ау +  Ьгу  =  keyt (х +  Ьх),
Щ

где а, Ь, к, у  — пекоторые постоянные, 0 <  а <  Ь. Весовая функция этой 
системы была найдена в примере 4.4.2 и выражается формулой (4.4.37).
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Подставляя в (5.2.9) выражение (4.4.37) и учитывая, что i| (о) =  1 при 
О <  о  <  Т и, получим

к Г - a t + o A t .+ o ) .. .  . , .
gh (' ) ~ ’2ййЦ J * [ ( Ь - в ,  +  <«во)* -

— (6 — at — «аэ)е " j da
le - o t + a , t k f  <цги j- f t _ a ,4 - i ( i ) 0 <<i)o( * - ‘ * - Т и)

"З/шо* I *  L а , - <o>o
b — a| — /o)0 -i<Ml-th-T u) "I 6 — »u>o(l-**>

oj -f-i(i)0
"I o — flf 
J «1 — »0)0

b — aj — /o>o —<a>o<t—tfc) 
flj -j-/o>o

}  прн t > t k +  T„, (5 .2 .2 )

где o)o =  V  6s — a*, a, =  a - f  у .  Предоставляем читателю самостоятельно 
привести найденные выражения весовых коэффициентов к действительной 
форме, а также найти их выражения при 1к <  / <  th + , Г „ .

§ 5.3. Стационарные дискретные линейные системы

Строго говоря, никакая дискретная система не может быть ста
ционарной в смысле данного в § 1.6 определения, так как при лю
бом сдвиге входного возмущения во времени на величину, не рав
ную целому числу периодов пов
торения импульсов (кривая 2  на 
рис. 5.3.1), значения входного воз
мущения х  (/*), действующие на 
систему, изменяются (точки на 
кривой 2) н вследствие этого 
ниходной сигнал системы не только 
сдвигается во времени, но и изме
няет свою форму. Однако если 
пренебречь интервалами времени, 
меньшими периода повторения им
пульсов Т п, и рассматривать толь
ко сдвиги во времени, кратные 
периоду повторения импульсов, то 
можно говорить о стационарных 
или нестационарных дискретных Рис- 5-3-*
системах. В соответствии с этим мы
Дадим следующее определение стационарной дискретпой системы: 
Дискретная система называется стационарной, если при сдвиге 
1,0 времени входного возмущения без изменения его формы 
на интервал времени, кратный периоду повторения импульсов, 
выходная переменная сдвигается во времепи на такой же интер
вал без изменения своей формы. Из этого определения следует, 
что дискретная система может быть стационарной только в том

14*
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случае, когда действующие на систему значения входного возму
щения следуют друг за другом через равные промежутки времени. 
Если значения входной переменной вводятся в систему через 
неравные интервалы времени, то дискретная система нестацио
нарна.

Весовой коэффициент gh (t) линейной дискретной системы 
по определению есть ее реакция на кратковременное возмущенно 
(т. е. возмущение длительности, меньшей периода повторения 
импульсов Т п), равное единице в момент =  hT„. Если линейная 
дискретная система стационарна, то при сдвиге кратковременного 
единичного возмущения во времени на интервал к Т п ее реакция 
сдвинется во времени на тот же интервал к Т п, не изменяя формы, 
т. е. будет равна gh (t — к Т п). С другой стороны, реакция системы 
на единичное возмущение, действующее в момент <л+л =  
=  (h -f- к) Т а, будет равна ее весовому коэффициенту gh+h (t). 
Следовательно, для стационарной дискретной линейной системы 
прн любых к н h

g„+k (t) =  gH ( t -  к Т „). (5.3.1)

Полагая здесь h =  О, получим при любом к

gh ( O ' -  go (t -  к Т „) (к =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .). (5.3.2)

Таким образом, весовые коэффициенты стационарной дискретной 
линейной системы представляют собой одну и ту же функцию, 
сдвинутую во времени на интервалы, кратные периоду повторении 
импульсов. В частности, для дискретной линейной системы, пред
ставляющей собой последовательное соединение импульсного 
элемента, вырабатывающего последовательность равпоотстоящнх 
импульсов, и непрерывной стационарной линейной системы с весо
вой функцией w (t — т), формула (5.2.9) дает следующее выраже
ние весовых Коэффициентов:

gk(l) go(t —  k T „ ) =   ̂ w (t — kTn —  a)T](a)da. (5.3.3)
о

Полагая в (5.3.2), в частности, t =  t t =  IT п, получим

gik =  gk (tt) =  go ((I -  к) T„) (к, I =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .) (5.3.4)

Таким образом, весовые коэффициенты g ih для стационарной ди
скретной линейной системы зависят только от разности индексов. 
Мы в дальнейшем будем обозначать их wm (гп =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .). 
Для физически возможных стационарных дискретных линейных 
систем g0 (0  =  0 при / <  0 и, следовательно, %

w m =  0 при m <  0. (5.3.5)



При этом на основании изложенного в предыдущем параграфе 
практически для всех реальных дискретных линейных систем
п м’о =  0.

На основании формул (5.3.3) и (5.3.4) весовые коэффициенты 
и-т последовательного соединения импульсного элемента и непре
рывной стационарной линейной системы определяются формулой 

г«
wm=  j  w (m Ta —  o)r)(o)do  (m =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  (5.3.6)

о
Формула (5.2.15), выражающая последовательность значений 

выходной переменной через последовательность значений входной 
переменной, для стационарной днскретной липейной системы 
принимает вид

ОО оо

У 1 =  2  Wt-b X k =  2  (5.3.7)
f c = — 0 0  W =  — OO

Рассмотрим теперь действие на стационарную дискретную 
линейную систему показательного возмущения х  (<) =  е*1. В этом
случае

* ,-т  =  е‘ (' - т)Гп
1! формула (5.3.7) дает

у , =  2  wme « - m)Tn =  et,T п 2  wme - mTn. (5.3.8)
m » —оо то =  — оо

Таким образом, реакция стационарной дискретной линейной 
системы на показательное возмущение е“  в момент t — IT „ 
равна значению этого возмущения в тот же момент, умножен
ному на функцию

Ф (« )=  2  wme - m\  (5.3.У)
т = —оо

зависящую только от параметра s. Функция Ф (s) является пере
даточной функцией стационарной дискретной линейной системы.

Полагая в (5.3.9) s =  ico, находим частотную характеристику 
стационарной дискретной линейной системы:

сю

Ф (ito)=  2  ^ т в "<тГ““ . (5.3.10)
т = —оо

•)та формула показывает, что частотная характеристика стацио
нарной днскретной линейной системы является периодической 
Функцией частоты и> с периодом Q =  2л/7’ „. Формула (5.3.10) 
определяет частотную характеристику стационарной дискретной 
-■■шейной системы ее рядом Фурье. Коэффициентами этого ряда
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являются весовые коэффициенты системы. Следовательно, поль
зуясь известной формулой для коэффициентов ряда Фурье, мы 
выразим весовые коэффициенты стационарной дискретпой линей
ной системы через ее частотную характеристику:

2л
0 трWm = 4* | ф‘(‘0)) e‘mrn“do) = ё j Ф (<0}> « ,тГп“ <*(0. (5.3.11)

В случае физически возможной стационарной дискретной 
линейной системы интегралы в (5.3.11) равны нулю при тп ■< О 
и формула (5.3.9) принимает вид

Ф (« )=  S  “W? тТ°. (5.3.12)

Формулы (5.3.9) и (5.3.12) показывают, что передаточные функ
ции стационарных дискретных линейных систем являются функ
циями величины

z =  e,rn. (5.3.13)

Обозначая передаточную функцию физически возможной стацио
нарной дискретной линейной системы, рассматриваемую как 
функцию параметра z, через ¥  (г), можем переписать форму
лу (5.3.12) в виде

W(z) =  2  wmz - ra.
m=0

(5.3.14)

При этом, конечно, имеют место тождества

Ф (,)  =  ¥ (е ,гп), V ( t )  =  o ( ± \ n z )  . (5.3.15)

Легко понять, что все формулы § 4.6 справедливы и для пере
даточных функций соединений стационарных дискретных линей
ных систем.

В некоторых случаях передаточную функцию стационарной 
дискретной’линейной системы удобно рассматривать как функцию 
параметра

Подставив выражение z из (5.3.16):
1 + рz = 1 —у

(5.3.16)

(5.3.17)

в (5.3.15) и обозначив передаточную фупкцпю, рассматриваемую 
как функция V, через £2 (у), получим следующие соотношения



(5.3.18)

(5.3.19)
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между передаточными функциями й , Y  и Ф:

Я
И сп о л ь зу я  (5.3.16), получим еще соотношения 

Т М _ 0 ( 5 * ) ,  ф ( . ) , 0 ( ^ = 1 )

П р и м е р  5.3.1. Найти передаточные функции V  (*) u й  (о) запазды
вающего импульсного звена.

Весовые коэффициенты запаздывающего импульсного звена на основа- 
пни (5.2.22) определяются формулой

. (  1 при т — 1— к =  п , 
wm — 8b |) — | о  г|рп т =  1 — к ф  п.

Подставляя это выражение в формулу (5.3.14), получим

V  (*) =  i -п .  (5.3.20)

Подставляя сюда выражение (5.3.17) переменной г через v, найдем

0W “ ( r S ) " -  (5'3'2"
П р и м е р  5.3.2. Найти передаточную функцию замкнутой дискретной

системы (рис. 5.3.2), импульсный 
элемент которой вырабатывает х  
прямоугольные импульсы дли
тельности Т „  с периодом повто
рения Т„.

Найдем передаточную функ
цию Т , (г) разомкйутой системы.
Подставляя в формулу (5.3.14) 
выражение (5.2.23) для весовых
коэффициентов разомкнутой импульсной системы и учитывая, что ( — к =  т,
получим формулу для передаточпой функции У , (*):

v̂ n «, _ т т п
У , (г) =  к (е Т - 1 )  2  * Т z~m 

m =  1
или, сум мируя геометрическую прогрессию,

Г „
«гт- *
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иэ к
Ъ "  -

Рис. 5.3.2

«Г, (*) =  А*, *! =  «
• п 
Т (5.3.22)

Подставляя выражение (5.3.22) в формулу (4.5.8), найдем передаточную 
Функцию замкнутой системы:

(«) кг 1 (»ГУ~1) (5.3.23)

Замена переменной г переменной v по формуле (5.3.17) в (5.3.22) дает для 
разомкнутой системы

-,- |),-Л7,‘’+„>. ■ |5-3'24»



Передаточная функция Q (v) замкнутой системы определяется формулой

с ( , ) -  _________________fc»i ( i f V - l ) ( l - r ) _______________
1 + O lW  l — zj +  A-jz, (* fT— l) +  Il +  z, — l))i» ]

Для определения значении выходных переменных стационар
ных линейных систем с непрерывно изменяющимися выходными 
переменными в промежутке между импульсами можно пользо
ваться общей формулой (5.2.1), заменив в ней весовые коэффициен
ты gh (t) их выражением (5.3.2). При этом практически удобно 
определять момент времени t между двумя соседними импульсами 
относительным приращением времени после каждого импульса е. 
Иными словами, любой момент времени в интервале между 
импульсами 1Т„ < * < ( /  +  1) Т „  удобно определить формулой

t =  1Та +  г Т п (0 <  е <  1). (5.3.26)

Подставляя это выражение в формулу (5.2.1) и полагая для крат
кости

216 ГЛ. 5. ДИСКРЕТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

У (I T □ +  п) =  J/i (е ) ,  

gh (ITа +  ъТ„) =  go((l — к) Та гТп) , . | (5.3.27) 
=  wi-k (е), J

получим для физически возможной стационарной дискретной 
линейной системы

I
У<(е)= 2 wi-h(e) *h- (5.3.28)

h = S — ОО

Заменой индекса m =  I — к приведем эту формулу к виду
оо ' .

. У1 (е) =  2 Ц>т(е)х/-га ( 0 < е < 1 ;  1 =  О, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .
т= 0

(5.3.29)
В случае показательного входного возмущения х (t) =  e,t, 

Х/_т  =  «*(•-*")та, и формула (5.3.29) дает * •

у ,( г )  =  е,1Т°  2 wm( z ) e - ‘ mT° .  (5.3.30)
m=0

Функция
ОО

Ф (s, е) =  2 («) e~‘mTa ( 0 <  е <  1) (5.3.31)т=0
называется передаточной функцией стационарной дискретной 
линейной системы с непрерывным выходом. При s =  ico форму
ла (5.3.31) определяет частотную характеристику стационарной 
днскретной линейной системы с непрерывным выходом. Зависи
мость передаточной функции и частотной характеристики от е 
отражает тот факт, что дискретная система может быть стацио-
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парном лишь по отношении) к сдвигам во времени, кратным 
периоду повторения импульсов, и не может быть стационарной 
в полном смысле, т. е. по отношению к любым сдвигам во вре
мени.

Так как на основании второй формулы (5.3.27) wm (0) =  
=  g0 (т Т „) <= wm, то прн е =  0 передаточная функция стацио
нарной дискретной линейной системы совпадает с ранее введен
ной передаточной функцией, определяемой формулой (5.3.12):

Ф («, 0) е= Ф (s). (5.3.32)

Рассматривая передаточную функцию стационарной дискрет
ной линейной системы с непрерывным выходом как функцию 
параметра ъ =  elT°,  можно переписать формулу (5.3.31) в виде

оо

V (г, е )=  2  wm{ t ) z 'm ( 0 < е < 1 ) .  (5.3.33)
тп=0

Формула (5.3.12) может быть получена из общей форму
лы (2.4.6), если заменить в ней весовую функцию w (£) линейной 
комбинацией б-функций:

w (l)  =  2  wmb ( l — mT„) (5.3.34)
m=0

Иными словами, и для дискретной стационарной линейной систе
мы передаточная функция является преобразованием Лапласа ее 
весовой функции. Преобразование Лапласа линейной комбина
ции (5.3.34) б-функций, которое, само собой разумеется, является 
частным случаем преобразования Лапласа, называется дискрет
н ы м  преобразованием Лапласа числовой последовательности и>т. 
По аналогии функцию Y  (г), определяемую формулой (5.3.14), 
обычно называют z-преобразованием последовательности весовых 
коэффициентов wm. Для нахождения передаточных функций ста
ционарных дискретных линейных систем по нх весовым коэффи
циентам и наоборот можно пользоваться имеющимися таблицами 
Дискретного преобразования Лапласа и z-преобразования [72].

П р и м е р  5.3.3. Найти весовые коэффициенты wm (е) и передаточную 
Функцию Ч' (*, е) дискретной системы, рассмотренной в примере 5.2.2.

Полагая в формуле (5.2.23) t =  1Ти +  е Т в , t* =  k T n, I —  к =  т ,  полу
чим выражение для весовых коэффициентов wm (е):

шо (е) =  Hi, {kTa +  i T a) 

u’m(e) g* ( ^ „  + e r D) =  fcz™ + « ( * - V _ i )

| к (1 — *f) при 0 < e < y .  Л

i  ki\ (x f  v— 1) при Y < e < l .  >
=  fcZ™+*(*rv- l )  ( « - * ,  2, ...)• J

(5.3.35)



Подставляя эти выражеиия в формулу (5.3.33), находим передаточную 
функцию системы:

V (* , e) =  * ( l - * * )  +  fc*5(Zl- V _ 1) || 2m2-m =
т—{

=  f c ( l - * i )  +  fe»}+e Xj _ ~ 1 при 0 < e < Y ,

OO

v  (*, e)= kt\ (*,_v- 1 )  2  гГх_т= kli - *'-^ r l )  z-
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X - X ,  
m =0

при

(5.3.36)

Полагая в первой формуле (5.3.36) е =  0, получим ранее выведенную 
формулу (5.3.22).

§ 5.4. Стационарные дискретные линейные системы, 
описываемые разностными уравнениями

Рассматривая входную и выходную переменные дискретной 
системы только в определенные моменты времени =  кТ„  
(к =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .), мы лишаемся возможности давать времени 
бесконечно близкие значения и совершать предельные переходы, 
неограниченно сближая эти значения. Вследствие этого стано
вится неудобным характеризовать скорость изменения функции ее 
производной. Поэтому, изучая поведение дискретных систем 
лишь в определенные равноотстоящие моменты времени, целе
сообразно вместо производных ввести конечные разности 
функций.

Разностью первого порядка или первой разностью функции /  (t) 
называется ее приращение прн изменении аргумента иа данную 
величину Тв:

А/ (0  = f ( t + T n) - f  (11). (5.4.1)
Полагая здесь t =  kT „ и вводя для краткости для любой функции 
/  (t) обозначение

h  =  /  (*Г П) (* =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .), (5.4.2)
получим

А/* =  /*+1 -  U  (к =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .). (5.4.3)
Разностью второго порядка или второй разностью функции 

/  (t) называется разность первого порядка ее первой разности. 
Применяя формулу (5.4.3) к первой разности функции /  (*), полу
чим для ее второй разности формулу

А*/* =  Д/к+1 -  А/*. (5.4.4)
Таким образом, пользуясь понятием конечной разности функции, 
можно определить ее разности любых порядков рекуррентным
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соотнош ением

Д7* =  A'-Vk+i -  Л '-7* (I -  1, 2, 3--------). (5.4.5)
Очевидно, что все разности функции могут быть выражены 

через ее значения / л, / л+1, /*+2, . . . Действительно, из (5.4.4) 
п (5.4.3) следует, что

Д*/и — /к+2 — 2/ к+1 +  /к-
Подставляя это выражение в формулу (5.4.5) при 1 =  3, находим

Л*/н =  fh + 3  — 3/h+2 +  3 /ft+1 — f h.

Пользуясь методом полной математической индукции, легко 
получаем следующую общую формулу:

Л7 * =  53 ( - l ) ' ~ ftCf/k+fc, (5.4.6)
h= 0

где C f  — биномиальные коэффициенты.
Соотношение, связывающее значения неизвестной функции /*

11 ее разностей различных порядков A /h, А*/л» • • •» называется 
уравнением в конечных разностях или разностным уравнением. 
Если это соотношение линейно, то оно представляет собой линей
ное разностное уравнение.

Разностное уравнение может содержать или значения неиз
вестной функции и ее разностей различных порядков при одном 
и том же значении аргумента t =  k T п, или значения неизвестной 
функции при различных равноотстоящих значениях аргумента. 
При помощи формул (5.4.3), (5.4.5) и (5.4.6) можно преобразовать 
разностное уравнение из одной формы в другую.

Разностное уравнение, содержащее разности неизвестной функ
ции до порядка п или значения неизвестной функции от f h до 
/*+„> называется разностным уравнением п-го порядка.

Если поведение дискретной линейной системы описывается 
разностным уравнением, то на основании изложенного это урав
нение всегда может быть написано в виде I
а *Ук+п  +  а п-1Ук+п-1 +  • • • +  а 1Ук+1 +  а оУк =

=  bmXk+m +  ^m-l^k+m-l +  • • • +  Ь|Х*-И +  ЬоХк. (5.4.7)
Совершенно так же, как в § 2.5, легко доказывается, что для того, 
чтобы дискретная линейная система, описываемая разностным 
Уравнением (5.4.7), была стационарной, необходимо и достаточно, 
чтобы все коэффициенты уравнения (5.4.7) были постоянными.

Разностное уравнение (5.4.7) может быть записано в оператор
ной форме. Для этого введем оператор сдвига V* определяющий 
сДвиг функции на период повторения Т

V /  (/) =  f ( t + T „ ) .  (5,4.8)



Полагая в этой формуле t — кТ„,  получим V/л =  /*+1 и вообще
vVh =  fh+i (J =  1» • • •* п)- (5.4.9)

На основании этой формулы уравнение (5.4.7) можно предста
вить в компактной форме:

р  (V) y k =  Q (V) **, (5.4.10)
где Р  (V) и Q (V) — полиномы относительно оператора сдвига:

P (V ) =  anV n +  a„-,Vn- 1+ . . . + a 1V +  fl0, }
Q (у )  =  bmV m +  i>m-iVm-1 +  • • • +  b,V +  Ь0. J 1

Найдем передаточную функцию стационарной дискретной 
линейной системы, описываемой разностным уравнением (5.4.10). 
По определению передаточной функции У  (z) стационарной 
дискретной линейной системы ее реакция на показательное воз
мущение х  (t) =  е’ 1, х к =  елт°  определяется формулой

¥ k - V ( z ) * * V
Подставляя это выражение и соответствующее выражение входной 
переменной х к — е**1" в уравнение (5.4.10), приведем его к виду

¥  (z) Р  (V) =  Q (V) еЛТо. (5.4.12)
Но

у<?**т° =  =  e ’ (‘ fc+ T n> =  е‘ г п е кта
Щ

или, вследствие (5.3.13),

VertTn =  гелт*. (5.4.13)

Таким образом, применение операции сдвига к показательной 
функции сводится к умножению ее на величину z, и мы получаем

у 'е 1*7» =  zle,kTo (1 =  1 , 2 , . . . ) .  (5.4.14)
На основании формулы (5.4.14) мы можем заменить в уравне

нии (5.4.12) оператор сдвига V  величиной z. Тогда*получим сле
дующее линейное алгебраическое уравнение для искомой переда
точной функции Ч' (z):

ЧГ(ж)Р(к) e‘ATn =  (?(z)e**V

Сокращая это уравнение на е5ЛТп и решая его, получим следую
щую формулу для передаточной функции системы, описываемой 
разностным уравнением (5.4.10):

4' (2> =  W -  (5-4 1 5 )
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Таким образом, передаточная функция стационарной дискрет
ной линейной системы, поведение которой описывается разност
ным уравнением, всегда является дробно-рациональной функцией 
переменной ъ =  е*гп.

Мы видим, что передаточные функции стационарных дискрет
ных линейных систем, описываемых разностными уравнениями, 
определяются совершенно так же, как и передаточные функции 
непрерывных стационарных линейных систем, описываемых диф
ференциальными уравнениями. В случае непрерывной системы 
оператор дифференцирования в дифференциальном уравнении 
заменяется параметром показательной функции s, а в случае 
дискретной системы оператор сдвига в разностном уравнении 
заменяется величиной z =  е’тп. В обоих случаях в результате 
получается алгебраическое уравнение для передаточной функции 
системы. Заметим, что операторы дифференцирования и сдвига 
снизаны тем же самым соотношением, что и величины s и г. Для 
доказательства разложим функцию /  в ряд Тейлора с центром 
в точке

/*+. = / ( < * +  Т0) =  /  (tk) +  T „ f  (th) +  . . . +  -  j -  /(»> (th) + . . . ШШ

= [ 1 + г „ ^ + . . . + - 1 ( Г п 4 ) т,+  - . ] /( /fc )- (5-4 -16)

Рид в квадратных скобках можпо формально просуммировать. 
! ’> результате получим

*+»■. 4+...+тИг. ■£)*+... -
п формула (5.4.16) примет вид

fk »  =  eT^ f h. (5.4.17)

В данном случае eT" v  является сокращенной формой записи тех 
операций, которые необходимо произвести над значением функ
ции /  в точке th, чтобы получить ее зпачение в точке th+i — th +  
+  Т „. Сравнивая формулу (5.4.17) с формулой (5.4.9) при I =  1, 
получим формальное соотношение между операторами сдвига 
и дифференцирования!

V  =  еТа° .  (5.4.18)

Сравнивая эту формулу с (5.3.13), убеждаемся в том, что опера
торы сдвига и дифференцирования связаны тем же соотношением, 
что и величины г и s.

Определим теперь передаточную функцию *Р (г) стационарной 
Дискретной линейной системы, представляющей собой последова
тельное соединение импульсного элемента и непрерывной ста
ционарной линейной системы, описываемой дифференциальным



уравнением
F  {D) у  =  Н  (D) х, (5.4.19)

предполагая, что степень п полинома F  больше степени т поли
нома Я . Сначала находим весовые коэффициенты системы. При 
этом для простоты будем предполагать, что полином F (s) имеет 
только простые корни v ,, . . ., v„. В этом случае весовая функ
ция системы, описываемой уравнением (5.4.19), определяется 
формулой (4.4.50):

V»

г*»1

Подставляя это выражение в формулу (5.3.6), получим
п Ти

и>0 =  о, wm =  2  еУгПТа ( «~Vr0 Л (° ) do (m =  1 , 2 , . . . ) .
г—1 Г 0

Полагая для краткости
т

zr =  e*rT°,  хг =  j  e - Vr0ri(о ) da (г =  1, . . . , л ) ,  (5.4.20)
о

можем переписать полученную формулу в виде
П

ц,0 =  0, ( т - 1 , 2 , . . . ) .  (5.4.21)
Г=1

Зная весовые коэффициенты системы, можно воспользоваться для 
определения передаточной функции общей формулой (5.3.14). 
Подставив в нее выражение (5.4.21) весовых коэффициентов 
н изменив порядок суммирования, получим %

S  z? z~m- <5-4 -22>
Г— 1 Г Ш=1

Бесконечный ряд в этой формуле является геометрической про
грессией со знаменателем zrz_l и с первым членом zrz-1. Суммируя 
эту прогрессию, получим

xjr _ V  х Hjvr)__ «г* 1__
г -1

или

Т М - 2 ( 5'4 '23)
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Эта формула показывает, что передаточная функция последова
тельного соединения импульсного элемента и стационарной 
линейной системы, описываемой дифференциальным уравнением, 
является дробнорациональной функцией переменной г.

Если полином F (s) имеет кратные корни, то весовая функция 
непрерывной части системы представляет собой линейную комби
нацию показательных функций, умноженных на полиномы отно
сительно времени. В этом случае в выражении (5.4.21) весовых 
коэффициентов wm появятся еще слагаемые, пропорциональные 
величинам (т Т „)Лг” , где h — целое положительное число, ие пре
восходящее степени п полинома F (s). Эти слагаемые дадут в выра- 
жспии передаточной функции системы (5.4.22) дополнительные 
члены, пропорциональные рядам вида

5  ( т Г п) Л z ’? z ~ m.
т  =  1

Э ти  ряды легко суммируются. В самом деле, замечая, что 

(mT )hzm — ° h c 'rmT" ^  dhl™

находим

2  ( ю т у * « ? « - = . £  S  <5-4 -2/'>
m=l n  m=l r

В результате и в случае кратных корней полинома F  (s) мы полу
чим дробно-рациональную передаточную функцию рассматривае
мой системы.

Приводя дроби в (5.4.23) или в аналогичной формуле в случае 
кратных корней полинома F (s) к общему знаменателю, можем 
выразить передаточную функцию в виде отношения двух полино
мов (5.4.15) и написать соответствующее разностное уравнение. 
Следовательно, поведение стационарной дискретной линейной 
системы, представляющей собой последовательное соединение 
импульсного элемента и стационарной линейной системы, описы
ваемой дифференциальным уравнением, описывается некоторым 
разностным уравнением, которое легко находится по данному диф
ференциальному уравнению непрерывной части системы и данной 
Функции г] (t), определяющей форму импульсов, вырабатываемых 
импульсным элементом.

Передаточная фупкция Q (v) последовательного соединения 
импульсного элемента и стациопарной линейной системы, описы
ваемой обыкновенным дифференциальным уравнением,такжепред- 
^ а в л лет собой дробно-рациональную функцию параметра V, так 

'  формула (5.3.17) выражает z  как рациональную функцию V.
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П р и м е р  5.4.1. Найти передаточиую функцию V  (*) и разностное 
уравнение дискретной системы, представляющей собой последовательное 
соединение импульсного элемента и апериодического звена с постоянной 
времени Т и коэффициентом усиления к, предполагая импульсы прямоуголь
ными: т) (о) =  1.

Для определения передаточной функции 'К (г) воспользуемся форму
лой (5.4.23). Единственный в данном случае корень полинома

в уравнении (5.4.19) для апериодического звена равен v, =  — 1/У. Так как 
в данном случае / /  (s) tm к, F' (*) в  Т, то формула (5.4.23) дает

Остается определить коэффициент Xi. Вторая формула (5.4.20) в данном слу
чае дает

Разностное уравнение рассматриваемой дискретной системы имеет вид

П р и м е р  5.4.2. Найти передаточную функцию ’К (г) и разностное урав' 
пение последовательного соединения импульсного элемента, вырабатываю
щего нрямоугольпые импульсы т) (о) =  1, и колебательного звена.

Используя результаты примера 4.4.3, находим по формуле (5.4.23):

Формула (5.4.20) дает в данном случае следующие выражеппя для чисел 
Х| и

F  (*) =  Ts +  1

т (5.4.25)

о
Подставляя это выражение в (5.4.25), получим

(5.4.26)

(V —г,) !/* =  **, (*, v— 1)х*
ИЛИ

(5.4.27)

(5.4.28)

о

(о-<ио)Г.
а — 1Щ a — iw0 ’

И- 1  zfV— 1— —  гаг —*

/% ’
х 2=  j  e(a+ iu*>)a d o = -

(a+Uoo)T„_i z- v _ i

a-f/too a-fio)o
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Приводя дроби в (5.4.28) к общему знаменателю, приведем полученное 
выражение передаточной функции к виду

м  ,г (*!*< — *г«г) » +  (*i — X|) zti2
2iO)0|l2— (z,-b*2)*+ * i*2 ] '

Отсюда видно, что поведение последовательного соединения импульсного 
п-мента и колебательного звена описывается линейным разностным уравне

нием второго порядка с  постоянными коэффициентами:

(/Л+г — (*1 +  **) Ук+1 +  *1*гУк =
к

К**»*»— ‘**г») **+« +  (><*— * i) (5.4.29)

Легко видеть, что всо коэффициенты этого уравнения действительны вслед
ствие того, что <2 н Х|, у.2 являются парами сопряженных комплексных
чисел.



Г л а в а  6

УСТОЙЧИВОСТЬ II КАЧЕСТВО ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 6 .1 . Определение устойчивости. Общее условие устойчивости 
линейной системы

Всякая автоматическая система должна быть, прежде всего, 
работоспособной. Это значит, что она должна нормально функцио
нировать и быть нечувствительной к неизбежным посторонним 
возмущениям различного рода. В частности, она должна нор
мально функционировать при действии на нее случайных помех 
н шумов. Иными словами, автоматическая система должна рабо
тать устойчиво, несмотря на действие на нее различных посто
ронних возмущений. Чтобы научиться проектировать устойчивые 
автоматические системы, необходимо сначала дать определение 
устойчивости.

Линейная система называется устойчивой, если ее выходная 
переменная остается ограниченной при любых ограниченных 
по абсолютной величине входных возмущениях. На основании 
принципа суперпозиции, справедливого для любых линейных 
систем, это определение можно также сформулировать следую-i 
щнм образом: линейная система называется устойчивой, если ее 
выходная переменная остается сколь угодно малой при любых 
достаточно малых по абсолютной величине входных возмущениях.

Для того чтобы физически возможная линейная система была 
устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы ее весовая функция 
g (/, т) удовлетворяла при всех t0 условию

t
lim С |^(/, т )| с?т< с , (6.1.1)

£

где с — пекоторая конечная величина *).
Для доказательства достаточности условия (6.1.1) предполо

жим, что входное возмущение представляет собой функцию х  (/),

*) На практике встречаются только такие системы, весовые функция 
которых ограничены при всех t и т, кроме, может быть, дискретного ряда 
значении т, которым соответствуют линейные комбинации 6-функций. Для 
таких систем интеграл в (6.1.1) конечен при любых копечных t0 и t и условие 
(6.1.1) будет выполнено (или не выполнено),при всех 10, если оно выполнено 
(соответственно не выполнено) при каком-нибудь одном значении /0.



о гр а н и ч е н н у ю  по абсолютной величине: | х  (/) | ^  rj, где ^ — 
некоторая положительная величина. Тогда вследствие (6.1.1) 
будем иметь

|у(01 =
t t t

j  g ( t ,  t ) x ( t ) J t | <  j  Ig ( t ,  т ) I | х (т )| Л < л  j  |*(<, T)|dT<T|c.
<0 *0 <0

(6 . 1 .2)

Таким образом, прн выполнении условия (6.1.1) выходная пере
менная системы остается ограниченной прн ограниченном входном 
возмущении. Из (6.1.2) следует также, что выходная перемепная 
системы будет оставаться по абсолютной величине меньше любого 
з а д а н н о го  положительного числа е прн любых входных возмуще
ниях, не превосходящих по абсолютной величине rj =  г/с.

Докажем теперь, что условие (6.1.1) необходимо. Для этого 
предположим, что система устойчива и что для нее условие (6.1.1) 
не выполнено, т. е.

I
lim f | f(f, x )| d t=  оо. (6.1.3)
t — OO J <0

Вследствие предполагаемой устойчивости системы прн любых /„» 
/, / 0 <  t' ^  U справедливо неравенство

г

| j g ( * .  т )* (т )£ * т | < * (0 ,  (6.1.4)
<0

где к (t) — некоторая ограниченная функция, а х (I) — любая 
Функция, не превосходящая по абсолютной величине единицу:
I х  (О 1 ^ 1 -  Возьмем теперь произвольную неограниченно воз
растающую последовательность чисел а, <  а2 <  . . .  <  а„ ., 
Игл ап =  оо. Вследствие (6.1.3) для любого ri > 0  существует

п-+<х>

такая неограниченная последовательность моментов времени 
* < > < * ,<  . . .  < / „ < . . . ,  tn -► оо прн п —► оо, для которой

tn

J  |«(«», х ) ! * > * ( < „ ) + 1 а . (л = 1 ,  2, . . . ) .  (6.1.5) 
</»-1

I ассмотрим теперь входное возмущение вида *)
j M O  =  ц sgn g (tn, т) при т <  tn (n -  1, 2, . . .). (6.1.6)

8 p r y ! * ™ "  sgn x  (читается «сигнум икс») представляет собой знак 
при n„,r,f * ’ Т- е ‘ Равна + 1  при * > 0 и  — 1 при х  <  0. Вследствие этого 

°Ь1х х  имеет место тождество х  sgn х  =  | х  |.
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Это входное возмущение не превосходит но абсолютной величине 
произвольную величину 1) > 0 .  Выходная переменная системы 
в момент tn при входном возмущении (6.1.6) будет равна

tn- 1 tn
y ( t n ) =  j  g (tn, x )x (x )d x  +  j  g (tn, t) x (t) dx —

to  <Л-1
I/1—1 tn

=  j  g(< П. T)i(T)dx +  4 j  |g(*n, x) I dx. (6.1.7)
*0 */1-1 

Но из (6.1.4) следует, что
<П-1
j  g ( tn, x) x  (t) dt >  —■ t]& (tn), (6.1.8)
<0

так как в данном случае | х  (т) | =  rj. На основании (6.1.5) и (6.1.8) 
из (6.1.7) вытекает неравенство

y ( t n ) >  —  nM<») +  4 [ f c (< » )+ -^ - ]  =  a !.-* -oo . (6.1.9)

Таким образом, если условие (6.1.1) для линейной системы не вы
полнено, то существует сколь угодно малое входное возмущение, 
при котором выходная переменная системы неограниченно воз
растает при t -*■ оо, т. е. система не может быть устойчивой. Полу
ченное противоречие доказывает необходимость условия (6.1.1).

Из (6.1.1) следует, что для непрерывной устойчивой системы
lim g(* , т) =  0 (6.1.10)
t-*ao

при любом т. Однако это условие не достаточно для устойчивости 
непрерывной системы.

В теоретических исследованиях часто приходится рассматри
вать и такие системы, у которых выходной сигнал содержит 
линейную комбинацию производных входного сигнала. Мы будем 
называть такие системы дифференцирующими. Весовая функция 
линейной дифференцирующей системы содержит линейную комби
нацию 6-функции н ее производных. Дифференцирующие системы 
всегда неустойчивы в смысле данного выше определения. Поэтому, 
говоря об устойчивости дифференцирующей линейной системы, 
мы всегда будем подразумевать устойчивость системы, весовая 
функция которой получается из весовой функции данной диффе
ренцирующей системы путем отбрасывания 6-функцнн н ее* ‘про
изводных.

Можно также определить устойчивость дифференцирующей! 
системы как свойство иметь ограниченный выходной сигнал при 
любых входных сигналах, ограниченных вместе со своими п р о и з 
водными до соответствующего порядка.
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П р и м е р  6.1.1. Определить, устойчиво или неустойчиво апериодиче
ское звепо, весовая функция которого определяется формулой

_  *~т
g(l< =  Г •

1-т  _  l - i q
Г — I L I I i _п 1

В этом случае
( (
j  1«(«.  t)|rfT =  i | |  j  е т Л  =  | * | | 1 -е
t I to

Таким образом, при положительной постоянной времени Т интеграл (6.1.1) 
при любых (0 и ( не превосходит абсолютной величины коэффициента уси
ления апериодического звена к. При отрицательной постоянной времени Т 
интеграл в (6.1.1) неограниченно возрастает. Таким образом, апериодическое 
миено устойчиво прн положительной постоянной времени и неустойчиво при 
отрицательной постоянной времени.

П р и м е р  6.1.2. Определить, устойчиво или неустойчиво колебатель
ное зпено, поведение которого описывается дифференциальным уравнением

V* +  2ау' +  Ь*у =  х, | а | <  Ь.

Весовая функция колебательного звена определяется формулой (пример 4.4.2)

т) =  “7̂ — *-0<*_Т) ®in ̂  — т>’0)0
где (Оо =  У 6* — а*. Следовательно, в этом случае
I t - t o  “ 0<1 -<о)

j l» « .  T)|dt= j  |#( М - 6 ) К ~  j  | ф ‘ “ ^ ) | dn =
<0 О О

N hn _  gt) w o ( l - f o )  _  _orj^

=  2  j  e ш° |sin*i|<*4+-jjr j  « “* | sin T) I dT|=*

_ U o (< -* o )  _  at)

\ t “ ° | sin Л I dr], 
Nn

h=l(k-l)n
N _  a(ft— 1)я я 

e <Й> t  “ ° sin a da +

k = l о
(oj

где I f  =  [(o0 (t — t0)/n ] •). Выполняя интегрирование и суммируя геометриче
скую прогрессию, получим
I оя a(N+  1)я

t iM .. ч м . - . 1 + г — *•' -  .ап 1
Ь2(1 — е~ <0° )

/ _4\iV-1
' i----------щ ь г -------- e~ a<l~ lo) [a sin щ  ^ — 10)  +  щ с о я а ) 0 (< — <о) 1 - (6 .1 .11)

это» a ® правая часть этого равенства остается конечной прн <-*-оо (при 
очевидно, n J V -+  оо). При а <  0 правая часть равенства (6.1.11) пеогра-

Чмг ' '*°Рез I*] обозначена целая часть числа х , т . е. наибольшее целое
иг-ю, содержащееся в числе х.
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Это входное возмущение не превосходит но абсолютной величине 
произвольную величину т] > 0 .  Выходная переменная системы 
в момент tn при входном возмущении (6.1.6) будет равна

In-1 tn
y { t n ) =  j  g (tn, T )z (T )d x +  j  g (tn, x) x  (t) dx =

<0 ln-1
In—1 tn

g (tn, T )i(T )dT  +  Ti j  |g(*n, t) J dx. (6.1.7)
•o *n-l

Но из (6.1.4) следует, что
tn-1
j  g{tn, x ) x ( x ) d x > - 4 \ k ( t n), (6.1.8)
<0

так как в данном случае | х  (т) | =  т). На основании (6.1.5) и (6.1.8) 
из (6.1.7) вытекает неравенство

У (tn) > - r ] k  (tn) +  т) [Л (<„) +  - i i ]  =  а„ —  ос . (6.1.9)

Таким образом, если условие (6.1.1) для линейной системы не вы
полнено, то существует сколь угодно малое входное возмущение, 
при котором выходная переменная системы неограниченно воз* 
растает при t —► оо, т. е. система не может быть устойчивой. Полу
ченное противоречие доказывает необходимость условия (6.1.1). 

Из (6.1.1) следует, что для непрерывной устойчивой системы
lim g(t ,  т) =  0 (6.1.10)
f̂ ao

при любом т. Однако это условие не достаточно для устойчивости 
непрерывной системы.

В теоретических исследованиях часто приходится рассматри
вать и такие системы, у которых выходной сигнал содержит 
линейную комбинацию производных входного сигнала. Мы будем 
называть такие системы дифференцирующими. Весовая функция 
линейной дифференцирующей системы содержит линейную комби
нацию 6-функции и ее производных. Дифференцирующие системы 
всегда неустойчивы в смысле данного выше определения. Поэтому, 
говоря об устойчивости дифференцирующей линейной системы, 
мы всегда будем подразумевать устойчивость системы, весовая 
функция которой получается из весовой фупкции данной диффв-^ 
ренцирующей системы путем отбрасывания 6-функции и ее*‘про
изводных.

Можно также определить устойчивость дифференцирующей 
системы как свойство иметь ограниченный выходной сигнал при 
любых входных сигналах, ограниченных вместе со своими произ
водными до соответствующего порядка.



П р и м е р  6.1.1. Определить, устойчиво или неустойчиво апериодиче
ское звеио, весовая функция которого определяется формулой

1-Т
. . к ~ т

?(<. =  •
В этом случае

t t t - T  _  < — «0

j  T)|rfT=ilL j e'  T d t  =  | * n l _ e "  T |.

to to
Таким образом, при положительной постоянной времени Г интеграл (6.1.1) 
при любых tо и < не превосходит абсолютной величины коэффициента усп- 
тения апериодического звена к. При отрицательной постоянной времени Т 
иптеграл в (6.1.1) неограниченно возрастает. Таким образом, апериодическое 
звено устойчиво прн положительной постоянной времени и неустойчиво при 
отрицательной постоянной времени.

П р и м е р  6.1.2. Определить, устойчиво или неустойчиво колебатель
ное звено, поведепие которого описывается дифференциальным уравнением

У’  +  2ау' +  6*1/ =  х , | а | <  Ь.

Весовая функция колебательного звена определяется формулой (пример 4.4.2)

?(*. T) =  - i - « -0(‘_T)sin<i)o(<-T),
(1)0

где ш0 =  V b *  — в*. Следовательно, в этом случае
I * — *0 “ o(t-to)
j l r « .  т )|л - j  | » ( * , i - B I < - —  j  |*(*. ‘ - ^ - ) | dn=
(о 0 0

W Ля аг) wo(t-to) _ an

“ ТУ 2  J •" " Ч Л ч К П + д г  j  •" ** |8inT]|<fn=
°  M —= 1 ( k -  1)Я °  Nn

N _  a ( k -  1)я я ^ go Mo(t-fo) _ ot|
2  * f  < sin  ̂ e  | sin л I dr],

"  А = 1  о  °  Nn

гдеЛ’ =  [ о ,  (t — t0)/n] *). Выполняя интегрирование и суммируя геометриче
скую прогрессию, получим
I оя а(АГ+Ол

f  ) * « .  p u — l + r - - * ' "
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П
Э1

41

л>0
пл

Ь 2 ( 1 - е “ о )
vN-t

~г — J b̂2-----  « _ 0( , - 'o)[asin(o0 (< — <о) +  (йо cos (O0 (t — to)]. (6 .1 .11)

a >  0 правая часть этого равенства остается конечной прп /-* -с о  (прн 
м, очевидно, и JV -*■ оо). При а <  0 правая часть равенства (6.1.11) пеогра-

,,е рез [г] обозначена целая часть числа * , т . е. наибольшее целое
л° , содержащееся в числе х.
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ннченно возрастает при < -*• оо. Если а =  0, то правая часть равенства (6.1.11) 
неопределенна. Раскрывая эту неопределенность по правилу Лопиталя 
убеждаемся в том, что при а =  0 интеграл (6.1.11) также неограниченно воз
растает прн t - *  оо. Таким образом, колебательное звено устойчиво, если 
а >  0, и неустойчиво, если а ^  0.

§ 6.2. Устойчивость стационарных линейных систем.
Критерии Рауса и Гурвнца

Для того чтобы условие (6.1.1) было выполнено для физически 
возможной стационарной линейной системы, необходимо и доста
точно, чтобы все особые точки передаточной функции Ф (s) этой 
системы лежали в левой полуплоскости комплексной переменной 
s. В этом случае весовая функция стационарной линейной системы 
w (t — т) убывает при t-*~oo быстрее, чем е - Е<‘_т>, где г — некото
рое положительное число, и интеграл (6.1.1) оГрапичен прн t -*■ оо. 
Мы не будем доказывать здесь это утверждение в общем виде, 
а ограничимся частным случаем физически возможных стационар
ных линейных систем, поведение которых описывается обыкно
венными дифференциальными уравнениями.

Рассмотрим стационарную линейную систему, поведение кото
рой описывается обыкновенным линейным дифференциальным 
уравнением с постоянными коэффициентами

F (D) у  =  И  (D) х. (6.2.1)

Если все корни характеристического уравнения v,, . . ., v„ раз
личны, то весовая функция стационарной линейной системы 
определяется формулой (4.5.50):

П
g(t ,  т) =  ю ( < - т )  =  ^  - р & еМ1~ Г)- <6-2'2>

г*» 1 • I

Обозначим через a r, |Jr соответственно действительную и мнимую 
части корня vr характеристического уравнения. Так как нумера
ция корней характеристического уравнения безразлична, то мы 
предположим, что а , — наибольшее из чисел а ,, . . а г. Тогда 
будет а г — а, ^  0 (г =  1, . . ., п). Представим весовую функ
цию системы формулой

w{t — т) =  е«*1+е)<«-т) ф _  X) t (6.2.3)

где согласно (6.2.2)
П

г =  1

а е — произвольно малое положительное число. Так как пока
зательные функции в выражении функции <р все по модулю меньше
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единицы, то
п

Г=1
(6.2./.)

гЧе с — некоторая постоянная. Если характеристическое урав
нение имеет кратные корни, то весовая функция системы пред
ставляет собой линейную комбинацию произведении показатель
ных функций на полиномы. Обозначая и в этом случае через а, 
наибольшую из действительных частей корней характеристиче
ского уравнения, выразим весовую функцию системы форму
лой (6.2.3). При этом функция ф будет представлять собой сумму 
произведений полиномов на показательные функции с отрица
тельными действительными частями показателен и, следователь
но, будет непрерывной ограниченной функцией. Таким образом, 
весовая функция стационарной линейной системы, поведение кото
рой описывается дифференциальным уравнением, всегда может 
быть выражена формулой (6.2.3), где е — произвольно малое 
положительное число, а функция ф непрерывна и ограничена:

Пользуясь теоремой о среднем и выполняя интегрирование,
получим

j  1 w ( t - T ) \ d T  =  l<p(t)lc p e- - a iV e  '■ . (6.2.7)
<0

Прн любом а, <  0 положительную величину е можно выбрать 
меньшей, чем | а ! |, чтобы было а, -f- в ■< 0. Тогда интеграл (6.2.7) 
не будет превосходить величину с/| а , •+- е | при любых значе
ниях t0 и t.

Для исследования случая <xt ^  0 положим е =  0. В этом слу
чае функция ф (£) стремится к постоянной при £ -► оо, еслп харак
теристическое уравнение не имеет ни одного кратного корня с дей
ствительной частью а ,,  и неограниченно возрастает при £ —*-оо, 
если характеристическое уравнение имеет кратные корни с дей
ствительной частью GCf Следовательно, при е =  0 величина
I Ф (£) |Ср в формуле (6.2.7) не может неограниченно убывать при
1 —*■ °°- Но в таком случае из формулы (6.2.7) при г =  0 следует, 
'•то при любом a , 0 интеграл от абсолютной величины весовой 
Функции системы неограниченно возрастает при t —*■ оо *).
g  *) При а , =  е =  0 дробь в правой части равенства (6.2.7) равна I — /0* 
иосл°М Можио Убедиться, выполнив интегрирование в (6.2.6) при а ,  =  е =  0, 

•че выноса функции ф (£) за знак интеграла средним значением.

|ф ( * - т ) | < С . (6.2.5)
На основании (6.2.3) имеем

I______ «-<0 1-<о
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Таким образом, мы доказали, что стационарная линейная 
система, поведение которой описывается обыкновенным дифферен
циальным уравнением, устойчива тогда и только тогда, когда все 
корни ее характеристического уравнения имеют отрицательные 
действительные части <хг ^  а 4 <  0 (г =  1, . . п). Иными сло
вами, стационарная линейная система, описываемая уравне
нием (6.2.1), устойчива тогда и только тогда, когда все полюсы 
ее передаточной функции

=  (6<2-8> 
лежат в левой полуплоскости комплексной переменной s.

Доказанное утверждение позволяет свести задачу исследова
ния устойчивости стационарных линейных систем, описываемых 
дифференциальными уравнениями, к чисто алгебраической задаче 
нахождения условий, которым должпы удовлетворять коэффи
циенты полинома для того, чтобы все его корни имели отрицатель
ные действительные части. Такие условия были впервые найдены 
в 1877 г. Раусом 159]. Другая форма условии, которым должпы 
удовлетворять коэффициенты полинома для того, чтобы все дей
ствительные части его корней были отрицательными, была най
дена Гурвицем, работа которого была опубликована в 1895 г. (16]. 
Мы приведем здесь условия Рауса н Гурвица без доказательств.

Для того чтобы дать условия Рауса и Гурвица в общепринятой 
форме, мы несколько изменим обозначения коэффициентов, кото
рые мы применяли в §§ 2.5 и 4.4, и представим полином F  (s) в виде

F (») =  flos" +  а,*” "1 +  . . . +  a„.,s +  а„. (6.2.9)
Докажем прежде всего, что для того, чтобы полином F  (s) 

имел только корни с отрицательными действительными частями, 
необходимо, чтобы все его коэффициенты имели один и тот же 
знак. Так как от перемены знаков всех коэффициентов корни 
полинома не изменяются, то достаточно рассмотреть случай, когда 
я0 > 0 .  На основании известной теоремы алгебры полином F (s) 
может быть выражен в форме

F  (s) =  а0 (* — v,) (s — v2) . . .  (s — v„). (6.2.10)
Из алгебры известно, что корни полинома с действительными коэф
фициентами или действительны, или являются попарно сопря
женными комплексными величинами. Для отрицательного дей
ствительного корня vr =  —a

s —  v r =  s -J- a .
•» ’Для двух комплексных сопряженных корней с отрицательными 

действительными частями vr =  —a  ip, vr+1 =  —a  — ip
(s —  vr) (s — vr+1) =  [s — (—a  +  iP)] Is — (—a  — iP)] =

=  s* -j- 2as 4- a 2 +  P**
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Таким образом, полипом F (s) является произведением липейпых 
днучлеиов и квадратных трсхчлеиов с положительными коэффн- 
цнентами. Отсюда следует, что все коэффициенты полинома F  (s) 
положительны, что и требовалось доказать. Образуем теперь 
матрицу

1 * ■ ■ ' I
г* С3 Сь . . .
Ко с2 с4 . . .
ь, ь3 bf, . . .

Ьо Ь 2 к  . . .

Я) я3 я5 . . .
«0 пг (14 • • .

(G.2.11)

но следующему закону. Элементами нижней строки являются коэф
фициенты полинома F  (s) с четными номерами. Элементами второй 
снизу строки являются коэффициенты полинома F  (s) с почетными 
номерами. Элементы Ьг следующих двух строк определяются
формулами

Ъа =

Ь ,=

я, а3
, Ьг —

О» а2 а0 я4
Ьд Ь% Ь0 Ь*

, Ь3 =Я| а3 Я| аь

bnh — 

&2Л+1=

а\ Ягь+з
Яо a2h+2 ’ I
Ьо &2Л+2 I
Я1 aVi+3 )

(0.2.12)

Элементы ст определяются теми же формулами (6.2.12), в которых 
величины а и b заменены соответственно величинами Ь и с . И так, 
далее, элементы каждых двух последующих строк выражаются 
через элементы двух предыдущих строк формулами (6.2.12).

1’аус доказал, что для того, чтобы действительные части всех 
корней полинома F  (s) были отрицательными, необходимо п доста
точно, чтобы все элементы первого столбца матрицы (6.2.11) были 
п ол ож ител ьиымп:

«о  > 0 ,  я, > 0 ,  Ь0 > 0 ,  Ь, > 0 ,  с0 > 0 ,  с, > 0 ,  . . .  (G.2.13)
П р и м е р  6.2.1. В случае уравнения (6.2.1) первого порядка 

F (») =  во* +  «I.
все величины Ьг, сг, . . ., определяемые формулами (6.2.12), равны нулю
11 Условия устойчивости (6.2.13) сводятся к

о0 > 0 ,  в) >  0. (6.2.14)-
Гакам образом, для системы, поведепис которой описывается дифферен- 
! " а 1М1ым уравнением первого порядка, условие одинаковости знаков коэф
фициентов уравнения ве только необходимо, но и достаточно.

*1 р и м е р 6.2.2. В случае уравнения (6.2.1) второго порядка

F (*) =  По** +  °1* +  ®2.
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Ь0 =  а,а2, а вес остальные величины Ьг, ег , . . . раины нулю. Условия устой* 
чнвости (6.2.13) в этом случае нрнинмают вид

а0 > 0 ,  а, >  0, а2 >  0. (6.2.15)
Таким образом, для устойчивости системы, описываемой дифференциальным 
уравнением второго порядка, необходимо и достаточно, чтобы все коэффи
циенты этого уравнення имели одинаковые знаки.

П р и м е р  6.2.3. В случае уравнения (6.2.1) третьего порядка
F  (s) =  ао*3 +  « 1** +  а г* +  а,  

и формулы (6.2.12) дают
— OjOj — a0a3t 1̂ =  0̂fl 3*

Все остальные величины Ьг , ст, . . .  равны нулю. Условия устойчивости 
<6.2.13) в этом случае принимают вид

«о >  0, at >  0, а ,а г — а0а ,  >  0, а ,  >  0. (6.2.16)
Отсюда видно, что для устойчивости стационарной системы, описываемой 
линейным дифференциальным уравнением третьего иорядка, условие поло* 
жительиости коэффициентов необходимо, но не достаточно.

П р и м е р  6.2.4. В случае уравнения (6.2.1) четвертого иорядка
F (*) =  во*4 +  °i«* +  “2** +  а3* -f- а*

и формулы (6.2.12) дают

60 —  « 1 ^ 2  ------  « 0 а 3»  ^ 2  =  в 1 в 4 »  ^ 1  =  b g O g  —  ^ 2 ^ 1 1  С о  ~  b i b 2 .

Все остальные величины Ьг , сг , . . .  равны нулю. Условия устойчивости 
<6.2.13) в этом случае принимают вид
° о >  0, at >  0, а ,а2 — а о а з > 0 ,  в|ага3— а0о| — а|д4 >  0, а4> 0 .  (6.2.17)

Гурвнц доказал, что для того, чтобы действительные части всех 
корней полинома F  (s) были отрицательными, необходимо н доста
точно, чтобы определитель

Д„ =

«1 «& . . .  0 0

Яо a<i . . .  0 0

0 Я| а 3 . . .  0 0

0 0 0 О 
•

IX 
:

0

0 0 0 . . .  (1 п_2 а п

(0.2.18)

и все его диагональные миноры, отделенные в (6.2.18) пунктир
ными линиями, были положительными:

Д, =  а ,> 0 ,  Д* =
а, аз 

Яо
> 0 ,

д ,=
«1 а* °ь 

0 ai а3
> 0 ........Д „-,>0 , Д „ > 0 .

(6.2.19)
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р а ск л а д ы в а я  определитель (6.2.18) по элементам последнего 
ст о л б ц а , получим

Ди - в вАп- 1. (6.2.20)
Т а к и м  образом, условие положительности определителя Д„ может 
бы ть  заменено условием положительности последнего коэффициен
та а„. Тогда получим следующие условия устойчивости:

а, >  0, Д2
а, а3 
а о аг

> 0 ......... Д „ - !> 0 ,  я „ >  0. (6.2.21)

П р и м е р  6.2.5. В условиях примера 6.2.3 определитель Гурвица 
и его диагональные миноры выражаются формулами

а 1 а3 0

A s = а0 аг 0 , Aj =  0|, А 2 =
а, а3

а0 а2
0 а, а3

Условия устойчивости (6.2.21) принимают в этом случае найденную ранее
форму (6.2.16).

П р и м е р  6.2.6. В условиях примера 6.2.4 определитель Гурвица 
и его диагональные миноры выражаются формулами

aj а3 0 0 

°о °2 0 
0 a t а3 0 
0 а0 аг в4

A| =  ai,
<4 03 0

я, я3
. А3 = а0 а2 “ 4а0 о2

0 <ч «3

Таким образом, условия устойчивости (6.2.21) в данном случае, как нетрудно 
видеть, сводятся к найденным ранее неравенствам (6.2.17).

Приведенные примеры показывают, что критерии устойчиво
сти Рауса и Гурвица по существу равноценны. Однако вычисление 
величин Ьг, сг, . . . по формулам (6.2.12) обычно бывает значи
тельно проще, чем вычисление определителя Гурвица и его
миноров.

Легко видеть, что первые четыре диагональных минора опре
делителя Гурвица Д „ Д2, Д3, Д4 равны соответственно величинам 
а«» Ь0, 6,, Со/а,. Остальные диагональные миноры определителя
1 урвица также выражаются через элементы матрицы (6.2.11).

§ 6.3. Устойчивость стационарных линейных систем.
Критерий Найквиста. Запасы устойчивости

Изложенные в предыдущем параграфе аналитические методы 
исследования устойчивости Рауса и Гурвица удобны в случае, 
ьогда поведение стационарной линейной системы описывается 
дифференциальным уравнением сравнительно невысокого норяд- 
,ча- Для систем, описываемых дифференциальными уравнениями
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высоких порядков, исследование устойчивости по критериям 
Рауса и Гурвица требует громоздких и трудоемких вычислений. 
Кроме того, само нахождение дифференциального уравнения 
сложной системы связано с громоздкими выкладками и трудоем
кими вычислениями. Между тем, как мы видели в § 4.6, частотные 
характеристики легко находятся для любых сколь угодно сложных 
систем простыми графическими и алгебраическими операциями. 
Поэтому, естественно, возникает вопрос, нельзя ли непосредствен
но по частотным характеристикам системы определить, устойчива 
она или пет. Частотные критерии устойчивости стационарных 
линейных систем были найдены Найквистом и Михайловым. Осо
бенно удобным с практической точки зрения является критерий 
Найквиста [45]. Его мы здесь и изложим.

Очевидно, что при любых последовательных и параллельных 
соединениях устойчивых систем всегда будет получаться устой
чивая система. Если же среди соединяемых последовательно или 
параллельно систем имеется хотя бы одна неустойчивая, то и вся 
система, полученная в результате соединения, будет неустойчи
вой. Поэтому исследование устойчивости любой линейной системы, 
полученной путем последовательного и параллельного соедине
ния любого количества элементарных систем, сводится к исследо
ванию устойчивости отдельных элементарных систем, входящих 
в состав этой системы. Для элементарных звеньев эта задача 
решается совершенно просто изложенными в предыдущем пара
графе методами. При этом легко определяются все пули и полюсы 
передаточных функций элементарных звеньев. Зная полюсы 
передаточных функций элементарных звеньев, легко определить, 
какие полюсы в правой полуплоскости будет иметь передаточная 
функция системы, полученной путем последовательных и парал- 
лельпых соединений этих звеньев, в случае, если она неустойчива. 
Таким образом, для полного исследования устойчивости сложных 
стационарных линейных систем остается исследовать влияние 
на устойчивость обратных связей. При этом, очевидно, достаточно 
рассмотреть только случай жесткой отрицательной обратной 
связи, так как гибкая обратная связь по доказанному в § 4.7 
простыми структурными преобразованиями сводится к жесткой. 
Эту задачу решает критерий Найквпста, который позволяет, зная, 
какие полюсы пмеет передаточная функция системы в правой 
полуплоскости ц на мнимой оси, решить вопрос о том, устойчивой 
или неустойчивой будет система прн замыкании ее жесткой отри
цательной обратной связью.

Передаточная функция Ф (s) стационарной липейпой системы 
приводит в соответствие каждому значению ее аргумента s ком
плексное число ф =  Ф (s), которое может быть изображено на ком
плексной числовой плоскости ф. При изменении s изображающая 
это число точка будет описывать на плоскости комплексной пере-
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щепной s некоторую кривую С (рис. 6.3.1, а). При этом соответ
ст в у ю щ а я  точка ф =  Ф (s) будет описывать некоторую другую 
к р и в у ю  Г в плоскости переменной <р (рис. 6.3.1, б). Таким обра
з о м ,  передаточная функция Ф (s) устанавливает отображение 
комплексной плоскости перемеппой s на плоскость перемспной ф. 
Кривая, описываемая точкой ф =  Ф (s) на плоскости перемен
ной ф, является отображением 
к р и в о й , описываемой точкой s 
на плоскости переменной s. В ка
честве примера такого отображе
ния можно указать амплитудно- 
фановую характеристику систе
мы, которая, как следует из 
изложенного в § 2.4, является 
отображением мнимой оси пло
скости переменной s.

Предположим теперь, что 
точка s описывает некоторую
замкнутую кривую С по ходу часовой стрелки. На рис. 6.3.1 видно, 
что для любой точки а , лежащей вне области, ограниченной кри
вой С, изменение аргумента комплексного числа s — а  в резуль
тате обхода точкой s кривой С равно нулю. Для любой точки у, 
лежащей внутри области, ограниченной кривой С, вектор, изобра
жающий комплексное число s — у, поворачивается по часовой 
стрелке на угол 2л при обходе точкой s кривой С, и, следовательно, 
аргумент комплексного числа s — y изменяется прн этом на —2л.

Предположим теперь, что функция Ф (s) имеет внутри области, 
ограниченной кривой С, h нулей щ , . . ., ph и / полюсов v,, . . .  
• . v,, а на кривой С не имеет ни нулей, ни полюсов. В этом 
случае

Рис. 6-.3.1.

Ф =  Ф(*) = (s — щ) . . .  (« — щ)
(* — V,) . . .  ( I - V , ) ¥ (*), (6.3.1)

где V (s) не имеет ни нулей, ни полюсов в области, ограниченной 
кривой С, и на самой кривой С. При обходе точкой s кривой С 
по ходу часовой стрелки аргумент числителя в (6.3.1) получает 
приращение — 2лh, а аргумент знаменателя получает прираще
ние — 2п1. Следовательно, аргумент дроби в (6.3.1) изменится на 
-л  (I — hy  Аргумент функции *F (s) при этом не изменится. Таким 
образом, при обходе точкой s кривой С но часовой стрелке аргу
мент величины ф =  Ф (s) изменяется на 2л (I — Л). Это значит, 
что если h >  /, то точка ф =  Ф (s) обходит начало координат 
на плоскости ф по часовой стрелке h — I раз, а если h <  /, то точ
ка ф =  ф  (s) обходит начало координат против часовой стрелки 

~~ «  раз. Таким образом, мы доказали, что если функция Ф (s) 
'■меет внутри области, ограниченной замкнутой кривой С, h
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нулей и I полюсов и не имеет ни нулей, ни полюсов на кривой С, 
то  при обходе точкой s кривой С по часовой стрелке соответствую
щая точка ф =  Ф  (s) обходит начало координат по часовой стрел
ке Л — I раз.

Применим теперь доказанное предложение к передаточным 
функциям стационарных линейных систем с обратными связями. 
Рассмотрим стационарную линейную систему с передаточной 
функцией Ф (s), охваченную отрицательной жесткой обратпой 
связью. Передаточная функция замкнутой системы, согласно 
§ 4 .6, определяется формулой

Предположим сначала, что разомкнутая система устойчива, 
т. е. что передаточная функция Ф  (s) не имеет полюсов в правой

полуплоскости н на мнимой осн. Для устойчивости замкнутой 
системы необходимо и достаточно, чтобы знаменатель 1 -J- Ф  («) 
дроби (6.3.2) не имел нулей в правой полуплоскости и на мнимой 
оси. Очевидно, что началу коордннат плоскости переменной
1 -J- Ф (s) соответствует точка — 1 плоскости переменной <р =  
=  Ф  (s). П оэтому для определения числа нулей функции 1 4- Ф(*) 
можно пользоваться плоскостью переменной Ф (s), помня при 
этом, что роль начала координат в этом случае играет точка — i .  
Возьмем на плоскости переменной s контур CR, состоящий из отрез
ка мнимой оси (— г/?, iR) и полуокружности больш ого радиуса R  
(рис. 6 .3.2). Так как при любом R функция Ф (s), а следователь
но, и функция 1 -)- Ф (s) не имеют полюсов на контуре CR и в огра
ниченном им полукруге B R, то при обходе точкой s этого контура 
точка Ф  (s) обходит точку — 1 по ходу часовой стрелки столько 
раз, сколько нулей имеет функция \ -{- Ф  (s) в полукруге B R. 
А  так как это справедливо при любом R, то можно перейти к пре
делу прн R —► оо. Таким образом, число нулей функции 1 -4- Ф  («) 
в правой полуплоскости равно числу обходов по часовой стрелке

(0 .3 .2 )

О

Рис. 6.3.2. Рис. 6.3.3.
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.|МПлитудпо-фааовой характеристикой разомкнутой системы точ
ки — *•

Цз сказанного следует, что в случае устойчивой разомкнутой 
системы для устойчивости замкнутой системы необходимо и доста
точно, чтобы амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой 
системы не охватывала точку — 1 и но проходила через нее 
(рис. 6 .3.2). В этом и состоит критерий Найквиста для случая 
устойчивой разомкнутой системы. 11а рис. 6 .3.3  изображена 
амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы в слу
чае неустойчивой замкнутой системы. Амплитудно-фазовая харак
теристика разомкнутой системы в этом случае обходит точку — 1 
по часовой стрелке два раза. Следовательно, передаточная 
функция замкнутой системы имеет два полюса в правой полу
плоскости.

Перейдем теперь к случаю неустойчивой разомкнутой системы. 
Предположим, что передаточная функция разомкнутой системы 
Ф (s) имеет к полюсов в правой полуплоскости и не имеет полюсов 
на мнимой оси. В этом случае функция 1 -J- Ф  (s) также имеет к 
полюсов в правой полуплоскости. Следовательно, чтобы функция
1 +  Ф («) не имела нулей в правой полуплоскости, необходимо 
л достаточпо, чтобы кривая Ф  (fco) обходила точку — 1 против 
часовой стрелки к раз.

Таким образом, если передаточная функция разомкнутой систе
мы Ф (s) имеет к полюсов в правой полуплоскости, то для устойчи
вости замкнутой системы необходимо и достаточно, чтобы ампли
тудно-фазовая характеристика разомкнутой системы обходила 
точку — 1 против часовой стрелки к раз.

Заметим теперь, что амплитудно-фазовые характеристики всех 
систем с действительными параметрами, а только такие системы 
и встречаются в задачах практики, симметричны относительно 
действительной оси. П оэтому достаточно рассматривать только 
одну половину амплитудно-фазовой характеристики, соответст- 
вующую изменению частоты ы от нуля до оо и считать полуобходы 
амплитудно-фазовой характеристикой точки — 1.

Чтобы дать общ ую формулировку критерия устойчивости 
Найквиста, условимся считать каждое пересечение амплитудно- 
фазовой характеристикой разомкпутой системы отрезка действи
тельной осп (— оо, — 1) сверху вниз за + 1  пересечение, а каждое 
"•'ресечение снизу вверх — за — 1 пересечение. Тогда общее число 
"пресечений амплитудно-фазовой характеристикой разомкнутой 
системы отрезка (— оо, — 1) будет равно разности между числом 
пересечений сверху вниз и числом пересечений снизу вверх. При 
JTom условии каждому обходу амплитудно-фазовой характеристи- 
h" ‘ ‘ Разомкнутой системы точки — 1 против часовой стрелки
1 ^ответствует одно пересечение отрезка действительной оси

00 > — 1). Если амплитудно-фазовая характеристика разомкну
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той системы прн <о =  0  начинается на отрезке (— оо, — 1), то это
му будет соответствовать + 1/* или — V 2 пересечения отрезка 
(— оо, — 1) в зависимости от того, вниз или вверх от этого отрезка 
идет амплитудно-фазовая характеристика при возрастании о». 
Мы можем теперь сформулировать найденное общее условие

устойчивости замкнутой системы 
следующим образом. Если переда
точная функция Ф (s) разомкнутой 
системы имеет к полюсов в правой 
полуплоскости, то для устойчивости 
замкнутой системы необходимо и до
статочно, чтобы амплитудно-фазовая 
характеристика разомкнутой системы 
в диапазоне положительных частот 
пересекала отрезок действительной 
оси (— оо, — 1) к/2 раз. Д ля иллю
страции на рис. 6 .3.4  показана амп
литудно-фазовая характеристика ра
зомкнутой системы для случая, когда 

передаточная функция разомкнутой системы Ф (s) имеет один полюс 
в правой полуплоскости и замкнутая система устойчива. На рис. 6.3.5 
и 6.3.6 показаны амплитудно-фазовые характеристики разомкну
тых систем для случая, когда передаточные функции разомкнутых

Рис. 6.3.4.

систем имеют но д в а  полюса в правой полуплоскости и з а м к н у т ы е  
системы устойчивы.

Если передаточная функция разомкнутой системы и м е е т  
полюсы на мнимой оси, то контур в плоскости s следует д е ф о р м и 
ровать таким образом, чтобы обойти п о л ю с ы ,  лежащие на м н и м о й  
оси, по полуокруж ностям малого радиуса. Так как р а з о м к н у т а я  
система в этом случае неустойчива, то  м ы  условимся о б х о д и т ь  
эти п о л ю с ы  слева, т. е .  относить их к правой п о л у п л о с к о с т и  
(рис. 6 .3.7, а). При обходе слева п о л ю с а  iv , р а с п о л о ж е н н о г о  
п а  мнимой оси, аргумент комплексного числа s — iv у м е н ь ш а е т с я
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„а  я и, следовательно, аргумент дроби 1/(s — iv) увеличивается 
„а  я. Вследствие этого аргумент передаточной функции разомкну
той системы Ф (s) также увеличивается на я . Иными словами, 
обходу слева полюса передаточной функции разомкнутой системы, 
расположенного на мнимой оси, по полуокруж ности малого 
радиуса соответствует обход начала координат в плоскости Ф (s) 
но кривой, близкой к полуокруж ности больш ого радиуса, против

(

— 5 —  

iV \

) (Л)*0 |1 -V о (о~оо V  1

< -iv I

----- -------

а) б)
Рис. 6.3.7.

часовой стрелки (рис. 6 .3.7, б). После добавления такого обхода 
к амплитудно-фазовой характеристике разомкнутой системы для 
каждого полюса, расположенного на мнимой оси, сформулиро
ванный общий критерий устойчивости Найквиста будет приме
ним н к этому случаю *).

Посмотрим теперь, как можно подсчитать число пересечений 
отрезка (— оо, — 1) амплитудно-фазовой характеристикой разомкну
той системы по логарифмическим частотным характеристикам. 
Гак как фазовая характеристика системы определена только с точ
ностью до периода 2л , то, чтобы сделать ее однозначной, условим
ся считать ее значения заключенными в интервале (— 2л, 0 ).
I огда пересечению амплитудно-фазовой характеристикой разом
кнутой системы отрезка (— оо, — 1) сверху вниз будет соответ
ствовать пересечение фазовой характеристикой уровня — л снизу 
вверх при положительной логарифмической амплитудной харак
тери сти ке. Следовательно, пересечение фазовой характеристикой 
Уровня — л снизу вверх при положительной логарифмической 
■ 'мплитудной характеристике следует считать за + 1  пересечение,

й.,. *  ̂ При этом каждый кратный полюс следует считать за соответствующее
сло полюсов.

1од ред. в. С. Пугачева
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Рис. 6.3.10. Рис. 6.3.11.

со =  v. Прн этом перескок через уровень — л также следует 
считать за пересечение уровня — л. Считая такие перескоки 
по логарифмическим частотным характеристикам, следует не забы
вать и полюсы, расположенные в начале координат, которым соот*| 
ветствует значение lg ш =  — оо. Если фазовая характеристика 
асимптотически стремится к уровню — /л /2  при lg  с о -► — оо, 
где I — остаток от деления кратности полюса в начале координат 
на 4, то этот уровень следует считать достигнутым после скачко
образного увеличения фазовой характеристики на величину л /2 , 
умноясепную на кратность полюса, и, исходя нз этого, определять

Рис. 6.3.8. Рис. 6.3.9.

по которой обходится этот полюс, приходим к выводу, что логариф
мическая амплитудная характеристика стремится к бесконечно
сти, а фазовая характеристика увеличивается скачком на я  прн

а пересечение уровня — я сверху вниз при положительной лога
рифмической амплитудной характеристике следует считать за — 1 
пересечение.

Если передаточная функция разомкнутой системы имеет полюс 
на мнимой оси iv, то, устремив к нулю радиус полуокруж ности,
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-------- Lttut

О
фа1

*/. ш к
-71 ---

-2п

Рис. 6.3.12.

число перескоков фазовой характеристики через уровень — я
при lg <*> =

Таким образом, если передаточная функция разомкнутой 
системы Ф  («) имеет к полюсов в правой полуплоскости и на мни
мой оси, то  для устойчивости замкнутой системы необходимо 
п достаточно, чтобы число пе
ресечений логарифмической 
фазовой характеристикой ра 
замкнутой системы уровня 
_ л -с н и з у  вверх при поло- 
ж ител ьной л ora рнфмическ ой 
амплитудной характеристике 
превышало число пересечений 
сверху вниз на к/2. В частно
сти, если разомкпутая система 
устойчива, то для устойчиво
сти замкнутой системы необ
ходимо н достаточно, чтобы 
число пересечений логариф
мической фазовой характеристикой уровня — я снпзу вверх 
при положительной логарифмической амплитудной характери
стике было равно числу пересечений сверху вниз. На рис. 6 .3 .8 , 
6 .3.9, 6 .3.10, 6.3.11 и 6.3.12 показаны логарифмические частотные 
характеристики для случаев, для которых амплитудно-фазовые

характеристики представлены 
соответственно на рис. 6 .3 .2 , 
6 .3.3, 6 .3.4, 6 .3.5 п 6.3.6.

П р и м е р  6.3.1. Рассмотрим 
случай передаточной функции разом
кнутой системы

ф м - п т г -
При любых положительных к, Т ра
зомкнутая система устойчива. Ее амп
литудно-фазовая характеристика пред- 

Рис. 6.3.13. ставляет собой окруж ность, полови
на которой показапа на рис. 6.3.13. 
Рис. 6.3.13 показывает, что замкнутая 

система в этом случае всегда устойчива. При отрицательном Т разомкнутая 
истема неустойчива. Ее передаточная функция имеет один полюс — 1 /Г 
правой полуплоскости. Следовательно, для устойчивости замкнутой системы 
■jtom случае необходимо, чтобы число пересечений амплитудно-фазовой 
Гактеристи^й разомкнутой системы отрезка (— оо, — 1) действительной 

с ' ° ы-чо равно 1/2. На рис. 6.3.14 показана амплитудно-фазовая характери- 
иетКа ,,а:,('“ киУтой системы в случае, когда Т С  0, к <  — 1. Так как число 

а“ нлитудно-фазовой характеристикой отрезка (— оо, — 1) дей- 
11а *°льио* оси в этом случае равно 1/2, то замкнутая система устойчива.

Р!|с. 6.3.15 показана амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой
16*
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системы в случае, когда Т <  0, — 1 <  к <  0. В этом случае амилитудно- 
фазовая характеристика ие пересекает отрезок ( — оо, — 1). Следовательно, 
замкнутая система в этом случае неустойчива.

!и>=0

- * К Э

Т<0, -1 < к < 0

w=-oo
10=00

Рис. 6.3.14. Рис. 6.3.15.

П р и м е р  6.3.2. Передаточная функция разомкнутой системы

* (**+ 2<м +  Ь*) ' к > ° ’
при а >  0 имеет один полюс на мнимой оси. Следовательно, для устойчиво
сти замкнутой системы в этом случае необходимо, чтобы число пересечений

амплитудно-фазовой характеристикой разомкнутой системы отрезка (— оо, — 1) 
действительной оси было равно V*. При к <  2аЬг амплитудно-фазовая харак
теристика разомкнутой системы не пересекает отрезок ( — оо, — 1). Дополняя 
ее согласие изложенному полуокружностью большого радиуса, обходящей
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начало координат против часовой стрелки, видим, что часть этой полуокруж 
ности, соответствующая положительным частотам, начинается на отрез
ке (— оо, — 1) н идет вниз от него (сплошная линия на рис. 6.3.16). Следова
тельно, число пересечений амплитудно-фазовой характеристикой рааомкну- 
той системы, дополненной полуокружностью большого радиуса, отрезка 
(— оо, — 1) сверху равно */*, и замкнутая система в этом случае устойчива. 
При к >  2ab1 число пересечений отрезка (— оо, — 1) равно —V*, и следо
вательно, замкнутая система неустойчива. При а <  0 передаточная функция

разомкнутой системы имеет один полюс на мнимой оси и два полюса в пра
вой полуплоскости. Рис. 6.3.17 показывает, что в этом случае замкнутая 
система всегда неустойчива.

П р и м е р  6.3.3. Передаточная функция разомкнутой системы

Ф ( , ) _ ------- к ( ' + ' * ) ____
w  *2 (1 +  2 ; Г* +  7’2*2)

при положительных С, Т имеет один двойной полюс на мнимой оси. Следо
вательно. для устойчивости замкнутой системы в этом случае необходимо, 
чтобы амилитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы пересекала 
отрезок (— оо, — 1) в положительном диапазоне частот один раз. На рис. 6.3.18 
показаны амнлитудно-фазовые характеристики разомкнутой системы, допол
ненные окруж ностью большого радиуса, обходящей начало координат против 
часовой стрелки, для двух комбинаций значений параметров системы. Сплош
ная крипая пересекает отрезок ( — оо, — 1) один раз и, следовательно, соответ
ствует устойчивой замкнутой системе. Пунктирная кривая пересекает отре
зок (— оо, — 1) нуль раз и, следовательно, соответствует неустойчивой 
замкнутой системе.

Мы видим, что метод частотных характеристик дает возмож
ность сравнительно просто исследовать устойчивость любых ста
ционарных линейных систем. Приведенные примеры показывают, 
что по частотным характеристикам можно пе только судить 
об устойчивости стационарных линейных систем, по и подбирать 
некоторые их параметры так, чтобы обеспечить устойчивость. 
Предоставляем читателю самостоятельно проверить, что резуль
таты рассмотренных примеров совпадают с результатами иссле
дования устойчивости тех же систем по критериям Рауса и Гур
вица. Для рассмотренных простейших примеров это нетрудно
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Рис. 6.3.19.

сделать. Для более сложных систем такая проверка потребовала 
бы больш ого труда.

Совокупность значений параметров системы, прн которых 
система устойчива, называется областью устойчивости системы. 
Совокупность значений параметров системы, при которы х система 
неустойчива, называется областью неустойчивости. Совокуп
ность значений параметров, при которых соверш ается переход 
из области устойчивости в область неустойчивости и наоборот,

называется границей области ус
тойчивости. В примере 6.3.2 
областью устойчивости является 
отрезок 0  <  к <  2ab2, областью 
неустойчивости — отрезок 2ab2 <  
<  к <  оо, а границей области 
устойчивости — точка к =  2аЬ*. 
При проектировании автомати
ческих систем необходимо нетолько 
обеспечить устойчивость, но и вы
брать параметры системы в области 
устойчивости достаточно далеко от 
границы области устойчивости. 
Если параметры системы близки 
к границе области устойчивости, 
то  достаточно небольших измене

ний этих параметров, чтобы система стала неустойчивой. При 
изготовлепии элементов автоматических Лютем невозможно 
обеспечить заданные параметры элементов абсолютно точно. 
Параметры элементов всегда имеют некоторый разброс в пре
делах допусков производства. Вследствие этого, если выбрать 
параметры системы близко к границе устойчивости, то  может 
случиться, что одни экземпляры спроектированной системы 
будут устойчивыми, а другие неустойчивыми. Кроме того , в этом 
случае качество системы будет невысоким. Чтобы избежать этого, 
и следует выбирать параметры системы подальше от границы 
области устойчивости.

Для суждения о степени близости системы к границе области 
устойчивости обычно пользуются запасами устойчивости. Запасом 
устойчивости по фазе или избытком фазы устойчивой замкнутой 
системы называется увеличение запаздывания по фазе на частоте 
среза (т. е. при значении частоты о>, при котором амплитудно
фазовая характеристика разомкнутой системы входит внутрь 
круга единичного радиуса и в дальнейшем не выходит из него), 
при котором система доходит до  границы области устойчивости. 
Из рис. 6.3.19 видно, что запас устойчивости по фазе определяется 
формулой

Дф =  я — | ф (о)с) | (—я <  (а>с) <  0). (6.3.3)
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Запасом устойчивости по амплитуде называется относительное 
у в е л и ч е н и е  коэффициента усиления разомкнутой системы, при 
к о т о р о м  устойчивая замкнутая система доходит до границы обла
сти устойчивости (рис. 6.3.19). Запас устойчивости по амплитуде 
о б ы ч н о  измеряется в децибелах. В этом случае запас устойчивости 
н о  а м п л и т у д е  равен абсолютной величине отрицательной ордипаты 
л о г а р и ф м и ч е с к о й  амплитудной характеристики L  (а>) при той 
ч а с т о т е  о) =  <>)„, при которой запаздывание по фазе достигает — я.

На рис. 6 .3.20 показано, как определяются запасы устойчиво
сти по амплитуде н фазе по логарифмическим частотным харак
теристикам.

При проектировании автоматических систем рекомендуется 
выбирать запас устойчивости по фазе по меньше 30°, а в случае 
возможности — не меньше 45°. Запас устойчивости по амплитуде 
рекомендуется брать не меньше 6 дБ, чему соответствует допу
стимое увеличение коэффициента усиления разомкнутой системы 
без выхода из области устойчивости приблизительно вдвое.

П р и м е р  6.3.4. В условиях примера 6.3.2 запасы устойчивости по 
амплитуде и фазе равны соответственно приблизительно 3,3 дБ и 23,6° 
(рнг. 6.3.16). В условиях примера 6.3.3 запасы устойчивости по амплитуде 
11 Фазе приблизительно равны соответственно 6 дБ и 14° (рис. 6.3.18).

§ 6.4. Устойчивость дискретных линейных систем

()Сщий критерий устойчивости (6 .1 .1) применим к любым 
•“ шейным системам, в частности к дискретным. Очевидно, что 
51 Ри исследовании устойчивости дискретной системы достаточно 
Рассматривать только дискретную последовательность момен- 
г°в времени (моментов съема информации). Согласно изложен- 
пому в § 5.2 весовая функция дискретной линейной системы
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представляет собой линейную комбинацию 6-фупкцнй:
I

g(*i, т ) =  S  gih6(r — th), (6.4.1)h= —оо

где gik — весовые коэффициенты системы. Подставляя выраже
ние (6.4.1) в (6.1 .1), получим общее необходимое и достаточное 
условно устойчивости дискретной линейной системы:

i
lim  U f * l < c .  (6 .4 .2)l-+oo h=ho

Для стационарной дискретной линейной системы g lh =  w ,.h 
и заменой индекса суммирования т =  I — к условие (6.4.2) 
приводится к виду

ОО

(6 .4 .3)
m=0

Таким образом, необходимым и достаточным условием устойчи
вости стационарной дискретной линейной системы является абсо
лютная сходимость ряда, членами которого являются ее весовые 
коэффициенты.

Передаточная фупкцня стационарной линейной дискретной 
системы, согласно (5.3.14), определяется формулой

Y (z )  =  J  (6 .4 .4 )
я»=0

Из сходимости ряда (6.4.3) следует, что ряд (6.4.4) сходится при 
z =  1. Н о в таком случае он сходится и сумма его конечна и при 
любом г-1, по модулю меньшем единицы, т. е. прн любом z, по моду
лю превышающем единицу. Следовательно, передаточная функ
ция устойчивой стационарной днскретной линейной системы 
конечна всюду впе еднпичпого круга плоскости комплексной пере
менной z с центром в начале координат.

Таким образом, для устойчивости стационарной дискретной 
линейной системы необходимо и достаточно, чтобы все полюсы 
(и другие особые точки) ее передаточной функции ¥  (z) лежали 
внутри круга единичного радиуса с центром в начале координат.

Формула (5.3.16) показывает, что единичному кругу плоскости 
переменной z соответствует левая полуплоскость переменной v =  
=  (z — l) /(z  +  l ) ,  а окруж ности единичного радиуса плоскости z 
соответствует мнимая ось переменной v. Следовательно, для устой
чивости стационарной дискретной линейной системы необходимо 
и достаточно, чтобы все полюсы ее передаточной функции Й (v) =  
=  4f ((1 4 - f ) / ( l  — v)), рассматриваемой как функция комплекс
ной переменной V, лежали в левой полуплоскости. Отсюда' еле-
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дуот, что к стационарным дискретным линейным системам пол
ностью применимы критерии Найквиста и изложенные в преды
дущем параграфе частотные методы исследования устойчивости. 
Мри этом переменная v имеет чисто мнимыо значения v — ik, 
а роль частоты играет величина А., связанная с частотой (о очевид
ным соотношением

вытекающим из (5.3.16) при s =  ico, v =  ik.
Заметим, что критерий Найквиста и частотные методы иссле

дования устойчивости применимы также и в том случае, если 
пользоваться непосредственно частотными характеристиками ста
ционарных дискретных липейных систем и плоскостью парамет
ра s, так как единичному кругу Плоскости z =  е,т" соответствует 
часть левой полуплоскости переменной s, лежащая между двумя 
горизонтальными прямыми 1ш {s } =  ы 0 и Im {s } =  со0 -|-2л /Г п 
при любом о)0- При этом одному обходу единичной окруж ности 
точкой z соответствует перемещение точки s из точки i со0 в точку 
г <о0 4- 2лг'/7’ п. Следовательно, для устойчивости стационарной 
дискретной линейпой системы необходимо и достаточно, чтобы 
все полюсы ее передаточной функции Ф  (s) =  (е*т°), рассматри
ваемой как функция комплексной переменной я, лежали в левой 
полуплоскости. При этом вследствие периодичности передаточ
ной функции достаточно брать значения частоты ы в любом интер
вале длины 2п /Т п.

§ 6 .5. Переходные процессы в линейных системах

Рассмотрим стационарную линейную систему, поведение кото
рой описывается дифференциальным уравнепием (6.2.1). Общий 
интеграл уравнения (6 .2 .1) выражается формулой

у (0  =  c,eVl‘ +  c2ev*t . . .  + c neVn,- f  j  w{t — i)x (i)d x , (6.5.1)

где v ,, . . ., v„ — корни характеристического уравнения, пред
полагаемые для простоты различными. Формула (6.5.1) показы
вает, что общий интеграл уравнення (6 .2 .1) представляет собой 
сумму его частного интеграла, соответствующ его действию вход
ного сигнала х (t):

(6.5.2>
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и общого интеграла соответствующ его однородного уравнспия:
Уев ( 0  =  Ciev>‘  - f  с ^  +  . . .  +  с пеv« ‘ , (6 .5 .3 )

где постоянные с (, . . ., сп определяются начальными значе
ниями у (t0), у ' (t0), . . ., y<n-1> (t0) выходной переменной систе
мы у и ее производных у', . . .,

Формула (6.5.2) определяет движение системы, вызываемое 
действием только одной функции х (t). Оно отсутствует, если вход
ная функция системы х (t) тождествепно равна нулю *). Мы будем 
называть это движение невозмущенным движением системы.

Формула (6.5.3) определяет движение системы при отсутствии 
входпой переменной, вызываемое только начальными отклоне
ниями от состояния равновесия. В теории устойчивости начальные 
отклонения системы от состояния равновесия обычно называются 
начальными возмущениями. Движепие системы, определяемое 
формулой (6.5 .3), называется переходным процессом или возмуще
нием. Формула (6.5.1) определяет возмущенное движение системы, 
состоящ ее из невозмущенного движения и наложенного на него 
переходного процесса.

Из доказанного в § 6.2 следует, что стационарная линейная 
система устойчива тогда и только тогда, когда переходный про
цесс затухает при t-*- оо. Иными словами, стационарная линейная 
система устойчива, если при любых начальных возмущениях откло
нение возмущенного движения от невозмущенного стремится 
к нулю при t -*~оо. При этом отклонение возмущенного движения 
от невозмущенного будет сколь угодно малым, если начальные 
возмущения достаточно малы. Эти свойства устойчивой системы 
были положены в основу определения устойчивости А . М. Л япу
новым, который в 1892 г. впервые создал точную и строгую  теорию 
устойчивости любых систем, поведение которых описывается 
обыкновенными дифференциальными уравнениями 142]. Д о Л япу
нова существовали только методы исследования устойчивости 
стационарпых линейных систем, описываемых обыкновенными 
дифференциальными уравнениями, разработапные Раусом и Гур- 
вицем. Кроме того, классической работе Ляпунова по теории 
устойчивости предшествовала интересная работа Н. Е. Ж уков
ск ого  [24].

А . М. Л япунов дал следующее определение устойчивости 
любой системы, поведение которой описывается обыкновенными 
дифференциальными уравнениями: система называется устойчивой, 
если при всех t > t 0 отклонение возмущенного движения от невоз
мущенного сколь угодно мало при достаточно малых начальных

•) Мы говорим здесь не о механическом движении, а о движении в обоб
щенном смысле, понимая под словом движение любой процесс изменения 
состояния системы.
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возмущениях в момент / 0; система называется асимптотически 
устойчивой, если отклонение возмущенного движения от певоз- 
мущенного стремится к нулю при t -> о о .

Таким образом, стационарная линейная система устойчива 
в смысле определения § 6.1 тогда н только тогда, когда она асимп
тотически устойчива по Л япунову. Это распространяется на любые 
линейные системы и, как мы увидим в § 10 .1 , и на нелинейные 
системы, описываемые обыкновенными дифференциальными урав
нениями. Таким образом, определенно устойчивости, данное 
в § 6 .1 , равноценно определению асимптотической устойчивости 
по Л япунову.

Так как практически устойчивыми можно считать только асимп
тотически устойчивые системы, то  в дальнейшем, говоря об устой
чивости, мы всегда будем иметь в виду асимптотическую устойчи
вость по Л япунову или устойчивость в смысле определения, дан
ного в § 6 .1.

За невозмущенное движение системы можно взять любое 
ее движение, т. е. интеграл (6.5.1) уравнения (6.2 .1), соответст
вующий любым фиксированным значениям постоянных ct, . . .  
. . ., сп. Тогда возмущенным будет любое движение системы, соот
ветствующее другим значениям постоянных с,, . . . ,  с„.

Очевидно, что для устойчивой линейной системы прн любом 
выборе певозмущенпого движения возмущенное движение всегда 
стремится к невозмущенному при t оо.

С практической точки зрения важна не только устойчивость 
системы, но и характер затухания ее переходных процессов. 
Если переходный процесс длится долго и система совершает 
большие колебания, то  такая система хотя и устойчива, но не 
может считаться хорош ей. П оэтому кроме устойчивости необхо
димо исследовать также и качество системы.

Качество линейной системы принято оценивать по виду пере
ходного процесса. При этом за стандартный переходный процесс 
для стациопарной линейной системы принимают ее реакцию 
на единичную ступенчатую функцию 1 (t — т), называемую обыч
но переходной функцией. Так как 1 (t — т) есть интеграл от 
б (/ — т), то  переходную функцию данной линейной системы 
можно определить как весовую функцию последовательного соеди
нения интегрирующего звена и данной системы. Тогда, пользуясь 
формулой (4.2.5) и имея в виду, что весовой функцией интегрирую
щего звена является 1 (t — т), получим следующее выражение 
переходной функции h (t — т) стационарной линейной системы 
чороз ее весовую функцию w (t —  т):

t < i - t
h (t  — T ) = j w ( t  — o ) t ( o  — т) da =  j  w (t — о ) da =   ̂ w (£)
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Полагая здесь т =  0 и дифференцируя по t, получим выражение 
весовой функции стационарной линейной системы через ее пере
ходную функцию:

j w (0  =  h' (t). (6.5.5)

Подставляя выражение (6.2.2) весовой функции стационарной 
линейной системы в (6.5.4), придем к заключению, что разность 
между переходной функцией устойчивой стационарной линейной 
системы и ее установившимся значением при t -*■ оо выражается 
формулой (6.5.3) при некоторых значениях постоянных с,, . . сп,

т. е. является одним из возможных переходных процессов системы. 
П оэтому опа и может служить стандартом переходного процесса.

Подставляя в (6.5.4) выражение (2.4.32) весовой функции ста
ционарной линейной системы через ее действительную частотную 
характеристику Р  (со), выполняя интегрирование по £ и принимая 
во внимание, что для всех систем с действительными весовыми 
функциями Р (со) является четной функцией, получим

h(t) =  \  j  * »< «)r in *  jJ_J>Mrincrt d<a ( 6 5 6 )
— oo 0

Этой формулой обычпо пользуются для приближенного определе
ния переходной функции системы по ее частотной характеристике. 
При этом для вычисления интеграла удобно аппроксимировать 
кривую Р  (со)/о» ломаной по возможности с небольшим числом 
отрезков, начиная от некоторого достаточно малого значения хо0. 
В интервале же 0 ^  ш <  и 0 следует вынести Р  (со) за знак инте
грала средним значением и положить sin Ш «  со/.

Типичный характер переходных функций стационарных линей
ных систем показан на рис. 6.5.1 и 6.5.2. Значение h (оо) переход
ной функции представляет собой ее установившееся значение. 
Время tn от начала переходного процесса до момепта, когда раз
ность h (/) — h (оо) становится по абсолютной величине меньше, 
чем 0,05/г (оо), обычно называется временем переходного процесса.
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Если в течение времени переходного процесса <„ функция h (<) —
— h (оо) изменяет знак, то  каждый максимум абсолютной вели
чины этой разности называется перерегулированием. Число экстре
мумов разности h (t) — h (оо) в течение времени переходного 
процесса / п называется числом перерегулирований. Обычно при
нято считать переходный процесс удовлетворительным, если число 
перерегулирований за время переходного процесса t„ но превы
шает двух. Требования к величине перерегулирования могут быть 
различными в зависимости от конкретного характера системы. 
13 некоторых случаях перерегулирование вообще не допускается.

Понятие переходной функции можно обобщить и на нестацио
нарные линейные системы. П ользуясь формулой (4.2.5), получим 
следующее выражение переходной функции линейной системы 
h (t, т) через ее весовую функцию g (t, т):

I t
h(t,  т ) =  j  g(t,  a ) 1 (a — x ) d o =  j  g(t, a) da. (6.5.7)

t  T

Дифференцируя эту формулу по т, получим выражение весовой 
функции линейной системы через ее переходную функцию:

g(t,  т) =  ~ ~ Ч т Т> <6 -5 '8>

Формулы (6.5.4) и (6.5.5) являются частными случаями фор
мул (6.5.7) н (6 .5 .8 )]соответственно.

§ 6 .6 . Синтез линейных систем методом 
частотных характеристик

Мы видели в §§ 4.6, 4.8 и 6.3, что метод частотных характери
стик очень удобен для исследования стационарных линейных 
систем, особенно если пользоваться логарифмическими частотными 
характеристиками. Благодаря своей простоте метод логарифмиче
ских частотных характеристик оказывается также простейшим 

, методом синтеза стационарных линейных систем. В § 4.8 было 
отмечено, что для ш ирокого класса минимально-фазовых систем 
фазовая характеристика полностью определяется амплитудной 
характеристикой. А  так как все устойчивые стационарные линей
ные звенья являются минимально-фазовыми, то  практически 
и все проектируемые стационарные линейные системы оказываются 
минимально-фазовыми и, следовательно, полпостью характери
зую тся своими амплитудными частотными характеристиками. Это 
сильно упрощает задачу синтеза стационарных линейных систем.

В конце § 4.8 было отмечено, что если логарифмическая ампли
тудная характеристика минимально-фазовой системы имеет доста
точно длинный участок с  наклоном 201 дБ /дек, то ее фазовая
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характеристика в середине этого участка близка к 1л/2. Отсюда 
следует, что при проектировании стационарной линейной системы 
следует стремиться к тому, чтобы частота среза разомкнутой 
системы (ос приходилась примерно на середину достаточно длин
ного участка ее логарифмической амплитудной характеристики 
с наклоном — 20 дБ/дек. Это обеспечит запас устойчивости по фазе, 
близкий к л /2 , и достаточный запас устойчивости по амплитуде 
замкнутой системы. Достичь этого можно соответствующим выбо
ром корректирующих устройств и их параметров.

Чтобы облегчить определение основных характеристик проек
тируемых систем, составлены специальные номограммы для систем

с  типовыми асимптотическими характеристиками соответствую
щих разомкнутых систем. В приложении 3 даны такие номограм
мы для разомкнутых систем с  одним интегратором, имеющих 
типовую асимптотическую амплитудную характеристику, пока- 
занпую на рнс. 6.6.1. Передаточная функция такой разомкнутой 
системы определяется формулой

ф  _  * (Г г«  +  1) кТг » +  с°г (6  6  1)
1(Г ,« + 1 ) (Г ^ + 1 )  T J ,  (« +  » , )  <* +  «з> '  '

Номограммы дают возможность определять следующие динамотег 
ские характеристики замкнутых систем: время переходного про
цесса t„; максимум переходной функции Ато (рис. 6 .6 .2); время t\ 
достижения этого максимума; частоту со, колебаний переходной 
функции; максимум амплитудной характеристики А т\ частоту 
сот , прн которой достигается этот максимум. Для этого на номо
граммах представлены зависимости величин hm, А т, <ос*п/Ю , 
Wcfj/lO, (i)|/(oc н (от /о)с от отношений со,/о)с , co3/o>c и о р д и н а т ы  
асимптотической характеристики в первой точке излома (при 
со =  (0|). В приложении 3 эти графики даны для четырех з н а ч е н и й
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(os/(oc : 1, 2, 4, оо. Для каждого значения о)3/сос даны две серии 
графиков. На верхней части номограммы даны графики зависи
м ости  hm и А т от ю ,/о )с для пяти значений р ,: 20, 30, 40, 60 
л 80 дБ. На нижней части номограммы даны графики зависимо
сти величин а)с/ п/ 10 , coc/ i /10 , (i),/(oc н шт/шс от со,/о)с для тех же 
значений щ . Подобные номограммы имеются также для типовой 
разомкнутой системы с двумя интеграторами 131, 47).

Очевидно, что ордината p t асимптотической характеристики 
в первой точке ее излома связана с сопрягающими частотами 
ы,, о>2 и частотой среза о)с соотношением

lg —  =  +  2 lg —  . (6 .6 .2) 6 «ос 20 1 л о)с '  '
Поэтому задание величин p t и (о,/а)с определяет также величи
ну (02/ 0)с .

Применение номограмм основных динамических характеристик 
стационарных линейных систем с соответствующими типовыми 
асимптотическими характеристиками разомкнутых систем дает 
возможность свести проектирование системы управления для ста
ционарного линейного объекта к следующим простым операциям.

1. Задаются приемлемыми динамическими характеристиками 
проектируемой системы (tn, hm, /, и др.).

2. По этим характеристикам по номограммам определяют 
Допустимые значения параметров типовой амплитудной характе
ристики р ,, ь)|/(ос и (1>3/(ос . При этом, чтобы обеспечить достаточное 
Удаление частоты среза сос от концов интервала частот с наклоном 
амплитудной характеристики — 20 дБ/дек, рекомендуется выби
рать величину (1)3/ (ос от 2 до 4, а p t выбирать так, чтобы отпоше- 
пие <Од/<о2 было порядка 10.

3. Руководствуясь соображениями технического порядка, 
ыоирают необходимые элементы системы управления: измерите-

■1Н» Усилители, исполнительные устройства н другие необходи
мые элементы и задают допустимые параметры этих элементов.
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Д ля полученной таким путем разомкнутой системы строится 
амплитудная характеристика.

4. Если полученную характеристику не удается приблизить 
к типовой путем выбора параметров элементов системы управле
ния (что, как правило, и бывает па практике), то стремятся достичь 
этого путем ввода соответствующ их корректирующих звеньев. 
Прн этом, естественно, стремятся достичь наилучшего приближе
ния с помощью возможно более простых корректирующих уст
ройств.

5. После окончательного выбора корректирующих устройств 
и их параметров определяют динамические характеристики спроек
тированной системы путем поверочного расчета или моделирова- 
вания.

П р и м е р  6.6.1. Применим изложенный способ к задаче синтеза одного 
капала системы управления подвижной пушечной установкой на самолете. 
Объектом управления здесь служит электродвигатель, осущ ествляющ ий 
слежение установкой за выходным сигналом прицельного устройства. Пере
даточная функция двигателя имеет вид

Примем для определенности А-д =  1 с -1, Гд =  0,5 с.
Задаемся приемлемыми характеристиками системы: ta «  0,6 с , hm <

<  1,2 — и выбираем согласно рекомендации 0)3/ шс =  4, <оз/ш2 =  10. Кроме 
того, примем для упрощения ы, =  1/Гд =  2 с -1. По верхней номограмме 
(приложение 3) для ыз/шс =  4 находим для разных значений ц, приемлемые 
значения отношения Wi/co,., при которых hm <  1,2, а по нпжией номограмме 
находим соответствующие значения о)с<п:

Mi ~  20; со,/<ос ^  0,2; ^  5,5;
р , =  30; ш,/(ос <  0,09; шс<п <  7;
Mi =  40; ш,/сос <  0,04; шс /п <  7,2.

Отсюда видно, что, приняв Ц! =  20 дБ, u),/wc =  0,2 и, следовательно, шс =  
=  Oj/0,2 =  5g>i — 10 с -1, получим =  0,55 с, a>z/<oc *  0,4, Шз/<й2 ж  10, 
т. е. типовая характеристика будет удовлетворять поставленным требованиям 
(ломаная 1 на рис. 6.6.3).

Выбираем в качестве датчика параметра управления сельсины, рабо
тающие в трансформаторном режиме. Как было показано в § 3.8, пару сель
синов можно считать усилителем. Коэффициент усиления их обозначим Ар. 
В качестве усилителя напряжения выбираем электронный усилитель, коэф
фициент усиления которого обозначим ку . В качестве усилителя мощности 
выбираем электромашниный усилитель. Его передаточная функция, как 
мы видели в § 3.10, определяется формулой

Ф э(,)=  (Гу» + 1) (Г п* + 1) ' (6-6-4)
где Ту — постоянная временй цепи входной обмотки, Та — постоянная 
времени короткозамкнутой цепи. Исходя из характеристик электромашпнных 
усилителей, применяемых в авиационной технике, принимаем Тч =  0,008 с, 
Тп =  Т3 =  1/ш, =  0,025 с.

На рпс. 6.6.4, а представлена принципиальная, а на рис. 6 .6 .4 , б — 
структурная схема нолученпой системы. Ее асимптотическая амплитудная



Рис. 6.6.3.

17 Под ред. В. С. Пугачева

PilC. 6.6.4.
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и фазовая характеристики показаны па рис. 6.6.3 пунктиром (ломаная 2  
и кривая 3).

Из рис. 6.6.3 видно, что можно добиться совпадения характеристики 
системы с типовой с помощью корректирующего звена с передаточной функ
цией

Фк (*) =  Тг* +  1.
Такое корректирующее звено можно реализовать с помощью цепочки RC,  
включенной в цепь обратной связи электронного усилителя.

Действительно, звено с передаточной функцией, T 2s +  1 является систе
мой, обратной по отношению к апериодическому звену, которое легко 
реализуется цепочкой RC.  А систему, обратную по отношению к данной 
системе, как мы видели в конце § 4.2, можно приближенно реализовать, 
включив данную систему в цепь обратной связи усилителя с большим коэф
фициентом усиления. На основании сказанного в § 3.11 такое корректирую
щее звено можно также реализовать с помощью цепочки RC  во входной 
цепи электронного усилителя.



Г л а в а  7

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ 
ЛИН ЕЙ НЫ Х СИСТЕМ

§ 7.1. Случайные возмущ ения, действующие 
в автоматических системах

Всякая автоматическая система работает в реальных условиях 
под действием случайных возмущений. И если в простейших 
системах регулирования случайные возмущения малы и не ока
зывают существенного влияния на работу системы, то в сложных 
системах случайные возмущения в значительной мере, а иногда 
п полностью определяют весь процесс работы системы. Так, 
например, самолеты летают в реальной атмосфере, которая нахо
дится в состоянии непрерывного движения и изменения (турбу
лентность атмосферы). Вследствие этого самолеты всегда находят
ся под непрерывным действием случайных сил и моментов, вызы
ваемых движением атмосферы. Это знакомо каждому, кому слу
чалось попадать во время полетов на самолетах в «болтанку», 
которая представляет собой не что иное, как движение самолета, 
вызываемое случайными аэродинамическими силами и момен
тами. Случайные аэродинамические силы и моменты существенно 
влияют на движение самолета, а следовательно, и на работу его 
системы управления. Эти случайные возмущения заложены 
в самой природе физического явления, используемого для управ
ления полетом самолета,— аэродинамических сил и моментов, 
возникающих вследствие относительного движения воздуха 
и самолета. Если спроектировать систему управления самолетом 
(автопилот) без учета случайных возмущений, то может оказаться, 
что при высоком качестве этой системы с точки зрения теории 
устойчивости, изложенной в предыдущей главе, она будет очень 
плохо управлять самолетом во время «болтанки». Проектируя 
систему управления полетом, конструктор должен заботиться 
<»б удобствах пассажиров самолета, добиваясь наименьшего влия
ния на самолет «болтанки». А это можно сделать только тогда, 
когда  мы научимся оценивать влияние случайных сил и моментов 
па движение самолета и работу его системы управления.

Вторым примером системы, на которую существенно влияют 
случайные возмущения, может служить следящая система радио
локатора. Вследствие колебаний самолета, координаты которого 
“ •меряет радиолокатор, и электромагнитных процессов в атмо
сфере сигнал, отраженный от самолета, совершает беспорядочные

17*
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случайные колебания. Вследствие этого антенна радиолокатора 
принимает наряду с отраженным от самолета полезным сигналом, 
несущим информацию о его координатах, наложенные иа полез
ный сигнал случайные электромагнитные колебания. Полностью 
отделить полезный сигнал от случайных колебаний принципиально 
невозможно, так как случайные колебания возникают вследствие 
внутренних свойств того самого физического явления — отраже
ния и распространения электромагнитных волн ,— которое 
используется для получения информации о координатах самолета. 
Вследствие случайных колебаний отраженного от самолета сиг
нала исполнительное устройство следящей системы всегда полу
чает управляющий сигнал, искаженный помехой, что вызывает 
ош ибку сопровождения самолета радиолокатором. Кроме того, 
на антенну радиолокатора действуют случайные аэродинамиче
ские силы и моменты, которые также оказывают влияние на рабо
ту  исполнительного устройства и на ош ибку сопровождения.

В качестве третьего примера можно указать лю бую  промышлен
ную автоматическую систему. Любая такая система работает 
не изолированно, а в соседстве с  другими системами. Поэтому 
в элементах любой системы, кроме связанных с ее работой элек
тромагнитных полей и токов, работой других систем наводятся 
дополнительные электромагнитные поля и токи, которые являют
ся случайными возмущениями для данной системы. Такие внеш
ние помехи существенно влияют на работу промышленной автома
тической системы, особенно если по соседству с  ней имеются и с т о ч 
н и к и  мощных электромагнитных полей. Наконец, в самих эле
ментах любой автоматической системы всегда возникают посто
ронние «шумы», т. е. случайные колебания (флуктуации) токов, 
вызываемые тепловым движением молекул в сопротивлениях 
и бомбардировкой электронами электродов электронных ламп.

Приведенные примеры показывают, что случайные возмуще
ния, действующие на автоматические системы, могут быть внеш
ними и внутренними. Внешние случайные возмущения связаны 
со  средой, в которой работает система, и могут или действовать 
на объект управления, или поступать в систему управления 
через датчики информации (измерители) вместе с полезной инфор
мацией о задачах управления и о состоянии объекта управлепия 
(результатах управления).

В системах управления военного назначения, наряду с естест
венными внешними помехами, могут действовать и искусствен
ные помехи, специально организованные противником с  целью 
помешать работе систем управления и дезорганизовать управле
ние военной техникой и войсками. Особенно уязвимы для искус
ственных помех датчики информации, через которые и поступают 
в систему управления организованные противником помехи. При 
этом в качестве источника помех противник использует те самые
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, иЗИческие явления, которые заложены в основу устройства 
j- истем получения информации.

Из сказанного можно сделать вывод, что устранить влияние 
, тучайных возмущений — шумов п помех — на работу автомати
чески х  систем принципиально невозможно, так как они порож- 
таются темн самыми физическими явлениями, которые исполь
зуются для устройства автоматических систем. Можно говорить 
шшь о большей или меньшей степени влияпия случайпых возму

щ ений. Но в таком случае при проектировании автоматических 
систем необходимо стремиться к тому, чтобы свести влияние слу
чайных возмущений — шумов и помех — к минимуму. А для этого 
н еобх од и м о  научиться оценивать влияние случайных возмущений 
на работу автоматических систем, оценивать точность их работы 
под действием случайных возмущеппй. Это особенно важно для 
, втоматнческих систем военного назначения, которые должны 
получать и обрабатывать информацию о действиях противника 
на предельных дальностях действия источников информации 
п управлять при этом действиями своих войск и военной техни
кой, когда сигналы от датчиков информации весьма слабы п вслед
ствие этого сильно искажены шумами и помехами или когда 
противник применяет искусственные помехи.

Изучение работы автоматических систем под действием слу
чайных возмущений является предметом статистической теории 
(статистической динамики) систем управления. После первых 
работ советских ученых 14, 521 (см. также библиографию в [531) 
и американских ученых [12, 18), посвященных статистической 
теории автоматических систем, статистические (вероятностные) 
методы теории автоматического управления развивались быстры
ми темпами и в настоящее время являются одним из важнейших 
и наиболее перспективных разделов общей теории процессов 
управления.

§ ".2. Общие методы исследования точности линейных систем

Действующие в автоматических системах случайные возмуще
ния обычно накладываются на полезные сигналы. В результате 
■"•того входные переменные любой системы практически всегда 
представляют собой случайные функции времени.

всякая автоматическая система предназначена для работы 
различными полезными сигналами. Множество всех полезных 

'■'одних сигналов автоматической системы можно рассматривать 
'" 'к  множество возможных реализаций некоторой случайной 
функции S (t). Таким образом, и полезные входные сигналы авто
матических систем можно рассматривать как случайные функции. 

Дп.ако при исследовании точности автоматических систем часто
* 'Кно определить зависимость точности от условий их работы,
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т. е. от того, какой полезный сигнал действует на входе. Поэтому 
точность автоматической системы с известными характеристиками 
обычно исследуется для каждой данной реализации входного 
полезного сигнала. Иными словами, при анализе точности автома
тических систем обычно учитывается только случайность ошибок 
измерений, шумов и всех других видов помех, а полезные сигналы 
считаются определенными функциями времени. При таких усло
виях математические ожидания входных случайных функций 
обычно представляют собой полезные входные сигналы, если 
только измерительные элементы системы свободны от систематиче
ских ош ибок, которые, как правило, легко устраняю тся соответ
ствующ ей регулировкой. Случайные колебания входных пере
менных около их математических ожиданий, которые обычно 
называются флуктуациями входных переменпых, представляют 
собой помехи, нарушающие нормальную работу системы и приво
дящие к случайным ошибкам в выходных переменпых. Вследствие 
случайных колебаний входных переменных системы ее выходные 
переменные тоже совершают случайные колебания, т. е. пред
ставляют собой  случайные функции времени. При этом матема
тические ожидания выходных переменпых представляют собой 
выходные полезные сигналы системы.

Разности между фактическими полезными выходными сигна
лами системы и требуемыми выходными сигналами представляют 
собой  систематические ошибки системы. Случайные колебания 
(флуктуации) выходных переменных представляют собой случай
ные ошибки системы.

Задача исследования точности автоматической системы состоит 
в определении ее систематических ош ибок и вероятностных харак
теристик случайных ош ибок, т. е. элементов рассеивания выход
ных переменных. При этом обычно бывает достаточно определить 
дисперсии выходных переменных, а в случае системы с несколь
кими выходами иногда и корреляционные моменты выходных 
переменных, характеризующие степень вероятностной связи 
между ними. Изложенное показывает, что для нахождения систе
матических ошибок системы необходимо определить математиче
ские ожидания ее выходных переменных. Следовательно, задача 
исследования точности автоматической системы приводится 
к нахождению математических ожиданий, дисперсий и корреля
ционных функций ее выходных переменных. Для определения 
этих величин необходимо знать, как данная система преобразует 
входные переменные, т. е. необходимо знать оператор системы.

На основании изложенного общая задача исследования точно
сти одномерной системы формулируется следующим образом : 
на систему с известным оператором А действует возмущение X  (t), 
представляющее собой случайную функцию времени; зная вероят- 
ностпые характеристики случайной функции X (t ) ,  требуется
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найти математическое ожидание и дисперсию выходной перемен
ной системы Y  (<). Эта задача принципиально легко решается для 
линейных систем. При этом для определения математического 
ожидания и дисперсии выходной переменной линейной системы 
необходимо знать лишь математическое ожидание и корреляцион
ную функцию входного случайного возмущения. Зная эти харак
теристики, можно также определить корреляционную функцию 
выходной переменной линейной системы. Таким образом, мы при
ходим к следующей задаче: зная математическое ожидание тх (t) 
и корреляционную функцию K x (t,t') действующего на линейную 
систему входного случайного возмущения и оператор этой системы, 
найти математическое ожидание ти ( /), дисперсию D y (t) и кор
реляционную функцию К  у (t, t') выходной переменной систе
мы Y  (<).

Поставленная задача решается различными способами в зави
симости от того, какие характеристики линейной системы заданы 
(т, е. как задан ее оператор). Если известна весовая функция 
физически возможной линейной системы g (<, т), то ее выходная 
переменная на основании общей формулы (2.2.5) выражается 
({юрмулой

t
Y  (t) =  ^ g (I, т) X  (т) dr. (7 .2 .1 )

(о
Для определения математического ожидании выходной пере

менной системы заметим, что интеграл в (7.2.1) является пределом 
последовательности соответствующ их сумм, которые представ
ляют собой линейные комбинации значений случайной функции 
-V (t) в дискретном ряде точек. Как известно нз теории вероятно
стей, математическое ожидание линейной функции случайных 
величин равно той же линейной функции математических ожида
ний этих величин. Поэтому для вычисления математических 
ожиданий сумм, аппроксимирующих интеграл (7.2 .1), достаточно 
заменить в них случайную функцию X (I) ее математическим ож и
данием mx (t). Следовательно, и прн переходе к пределу случай
ная функция X  (/)  заменится в формуле (7.2.1) ее математическим 
ожиданием тх ( t), и мы получим

t
ти ( 0 =  j  8 (1’ т ) т я (т)£/т. (7 .2 .2 )

*0

'•та формула показывает, что операции математического ожида
ния и интегрировании практически всегда можно переставлять.

Для вычисления корреляционной функции выходной перемен
ной Y  (<) найдем соответствующ ую центрированную случайную 
Функцию Y°(t).  Вычитая формулу (7.2.2) почленно нз (7 .2 .1 ),
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п о л у ч и м
I

У  (t) — m,  ( 0 -  С g(<, т) [X  (т) — m* (х)] dr,
U

или
t

Y ° ( t ) =  Г g(t, x )X 9(x)dx. (7 .2 .3 )
<0

Давая здесь переменпой t значение t’  и измепяя обозначение 
переменной интегрирования, от  которого определенный интеграл 
не зависит, можем написать

f
x')X°(x' )dx' ,  (7 .2 /,)

<0

Перемножая формулы (7.2.3) и (7.2.4) почленно, будем иметь
* г

У ( 0 ^ ° ( < ' ) = { г ( Л  x ) X ° ( x ) d x - \  g ( t ' ,  х ' ) Х ° (x' )dx'  =
to  to

I t'
=  j  { j * ( < ' ,  T ' ) X « ( T ' ) d T ' } g ( / ,  x ) X ° ( x ) d x ~

to <0 
t t '

=  * ) * ( * ' ,  T ' ) X » ( T ) X » ( T ' ) d T ' } d T  =
to to 

I  t '

=  j  j  g( t ,  X ) g ( t ’ , x ' ) X ° ( x ) X ° ( x ' ) d x d x ' .
to to

Отсюда, пользуясь возможностью изменять порядок операций 
математического ожидания и интегрирования, находим

t t'
М  [ У  (О У * ( / ') ]  =  М  [ j  j g ( f ,  x)g(t\ х’) Х°  (т) Х °  (т ')  dx tft'J  =  

it it
i r

=  j  j  M\ g ( t ,  x ) g ( f ,  т ')  X е (t )  X ° ( t ') ]  dx dx' =
to *o 
t V

-  j  j  g ( U X) g ( t ' ,  x ' ) M [ X ° ( x ) X ° ( x ' ) ] d x d x ' .

(7.2.5)



Согласно определению корреляционной функции случайной 
функции

М  IX 0 (т) Х°  (т')1 =  К х (т , т ') ,  M [ Y °  (О Г °  (0 1  =  К и (t, t').

Подставляя ати выражения в формулу (7.2 .5), получим следующую 
зависимость между корреляционными функциями входпой и выход- 
ной перемспных физически возможной линейной системы:

t г
К , (t, 0 =  j  J g(t, *)g(t \  * ) К х ( т, x')dxdx'. (7 .2 .0 )

(о 1о

Для определения дисперсии выходной перемеппой линейной 
системы достаточно положить в формуле (7.2.6) t' =  t. Тогда 
получим

< I
Dy (t) =  K u (t, 0  =  j  (  g(*’ T)£(*> х ')А Г*(т, x 'JdT dx'. (7 .2 .7 )

<0 to

Эта формула показывает, что для вычислепня дисперсии выход
ной перемеппой линейной системы необходимо знать корреляцион
ную функцию входного случайного возмущении. Зпання диспер
сии входпой переменной недостаточно для определения дисперсии 
выходной переменной.

Общие формулы для математических ожиданий, корреляцион
ных функций и дисперсий выходных переменных любых лппейпых 
систем, в том числе и физически невозможных, отличаются 
от (7.2 .2), (7.2.6) и (7.2.7) только тем, что вместо интегралов 
в конечных пределах в них фигурируют интегралы в пределах 
от — оо до оо.

Таким образом, задача исследования точности линейных 
систем решается принципиально очень просто. Достаточно зпать 
математическое ожидание и корреляционную функцию входного 
случайного возмущения и весовую функцию линейной системы. 
Тогда определение математического ожидания и дисперсии выход
ной переменной системы сведется к вычислению интегралов, что 
может быть сделано любым известным способом, точным или 
приближенным.

Формулы (7 .2 .2 ), (7.2.6) и (7 .2 .7 ) справедливы для любых 
линейных систем. В частности, они справедливы и для дискретных 
линейных систем. Согласно изложенному в § 5 .2 весовая функция 
физически возможной дискретной линейной системы представляет 
собой линейную комбинацию б-функций:

i  7.2. ОБЩИЕ МЕТОДЫ И ССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ 205

g (*. т ) -  2  g h ( t ) 8 ( x - t h).



266 г л .  7. МЕТОДЫ  ИССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ Л И Н ЕЙ Н Ы Х СИСТЕМ

Подставляя это выражение в формулы (7 .2 .2 ), (7 .2 .6) и (7.2 .7), 
получим соответственно следующие формулы для математиче
ского ожидания, корреляционной функции и дисперсии выходной 
переменной дискретной линейной системы:

r»u( t ) =  2  gk (t) тх (/*), (7.2.8)

Ky(t,  t ' ) =  2  2  g * (0 g h (t ’ ) K x (tk, th), (7 .2 .9) 

Dy ( t ) =  2  gk(t)gh(t)Kx (tk,th). (7.2.10)

П р и м е  p 7.2.1. Найти математическое ожидание и дисперсию выход
ной переменной апериодического звена (например, цепочки RC),  предпола
гая, что на входе этого звена, начинав с момента /0. действует возмущение, 
представляющее собой стационарную случайную функцию с математическим 
ожиданием тх и корреляционной функцией

K x (t, 1 ' ) = * * ( < - * ' ) = Д « " в|<~П - (7.2.11)

Подставляя в формулу (7.2.2) выражение (4.4.33) весовой функции 
апериодического звена, находим математическое ожидание выходной пере
менной:

, I _  JzJL <-<«
г(0  =  - j r -  j  * Т d x ~ k m x ( l - e  Т ). (7.2.12)

<0

Подставляя выражение (4.4.33) весовой функции н выражение (7.2.11) кор
реляционной функции в формулу (7.2.7), находим дисперсию выходной пере
менной:

(7.2.13)
*о <о

Для вычисления этого интеграла разобьем интервал интегрирования по пере
менной т ' на две части: ( /0, т) и (т , <)• Тогда получим

№ 0 ~ -Ц- С Г [’  T~tT -а ( т - т ')  р -T tT-  - а ( т ' - т )  ■>
Dy(t) =  - j r e  т )  т  dT' + J e rfx' |  =

<0 to

k2D U r +<*)<«-1.)
{1 — aT  — 2e T +  (1 -}-a7’) e T } .  (7 .2.14)

Для исследования точности линейных систем можно так
ж е применить метод канонических представлений случайных 
функций. Если выразить входное случайное возмущение X  (/)
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каким-либо каноническим разложением •):

X ( l )  =  m .( < ) + S F v * v (0 .  (7.2.15)
V

то на основании принципа суперпозиции выходная переменная 
линейной системы выразится таким же каноническим разложе
нием:

y ( / )  =  m1/(0  +  S ^ v l /v (0 . (7-2.16)
V

где функции mv ( /), у х (<) представляют собой соответственно 
результаты преобразования рассматриваемой системой функций 
тпх (<), x v (/). Таким образом, обозначая оператор линейной систе
мы буквой А , можем написать

mu(t) =  A m x (t), (7.2.17)
у v (t) =  А х х (t). (7.2.18)

После нахождения координатных функций y v корреляционная 
функция и дисперсия выходной переменной Y  определяются 
по известным общим формулам теории случайных функций:

К у (Г, O - S f l v i f c W M * 7), (7.2.19)
V

^ ,(< )  =  S ^ v l ifv (< )P . (7.2.20)
V

Для нахождения функций my (t) и y v (t) можно пользоваться 
различными методами в зависимости от того, какие характеристи
ки линейной системы заданы. Если известна весовая функция 
системы, то математическое ожидание и координатные функции 
выходной переменной системы можно определить, пользуясь 
общей формулой (2.2 .5), связывающей входную и выходную пере
менные линейной системы. В результате получим для математиче
ского ожидания выходной переменной my (I) формулу (7.2 .2), 
а для координатных функций y v (t) получим аналогичную формулу:

t

0 v (O =  j  T ) x v ( T ) d t .  (7.2.21)
*0

Если весовая функция системы неизвестна и оператор системы 
задан уравнениями, описывающими поведение системы (диффе
ренциальными, разностными или любыми другими), то теми же 
самыми уравнениями на основании принципа суперпозиции опре
деляются математические ожидания и соответствующ ие коорди-

*) См. учебпик по теории вероятностей В. С. Пугачева [54], § 6.2 или
[53], гл. 9.
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ватные функции входящих в уравнения переменных. Иными сло
гами, для определения математических ожиданий выходных пере
менных линейной системы следует заменить в уравнениях этой 
системы все переменные, как известные, так и неизвестные, их 
математическими ожиданиями и решить полученные уравнения. 
Для определения координатных функций выходных переменных 
линейной системы следует заменить в уравнениях этой системы 
все переменные соответствующими коордипатными функциями 
н решить полученные уравнения.

При практическом применении этого метода необходимо иметь 
в виду, что если в уравнения, описывающие поведение системы, 
входят в виде слагаемых известные функции времени (т. е. дей
ствующ ие па систему неслучайные возмущения), то их следует 
рассматривать как случайные функции с пулевыми дисперсиями 
и нулевыми координатными функциями. Поэтому при составлеппн 
уравнений для определения координатных функций выходных 
переменных необходимо отбрасывать все песлучайные возмуще
ния, т. е. известные функции времени, входящие в уравнения 
системы в виде слагаемых. В уравнениях для математических 
ожидапий переменпых все такие неслучайные функции времепи 
необходимо сохранить.

П р и м е р  7.2.2. Движение самолета или крылатой ракеты в верти
кальной плоскости в режиме прямолинейного горизонтального полета с уче
том ветра описывается приближенными дифференциальными уравнениями

• • IV а у
y — vQ, Q = A aoi,-\-Aa ---------— ,v V

. .  • I А • \ W  W  ► (7 .2 .22)
а  +  с . а + е аа  =  ( —  » — са )  —----- л а _  +  е0 _ с 4б,

>
где W  — вертикальная составляющая вектора скорости ветра, а остальные 
обозначения — те же, что в § 3.16. При полете в неспокойной атмосфере 
(а она практически всегда неспокойна в той или иной степени) действующая 
на самолет или ракету вертикальная скорость ветра, вызывающая «болтанку», 
является случайной функцией времени •). Вследствие этого и все остальные 
переменные, входящие в уравнения движения (7.2.22), являются случайными 
функциями времени. Если скорость полета и считать известной функцией 
времени, что обычно всегда возможпо, то все коэффициенты при переменных
0, о ,  а , 6, W, W  в уравнениях (7.2.22) будут известными функциями времени 
(в частном случае при v  =  const — постоянными). Слагаемое —glv  во втором 
уравиении и слагаемое с0 — сдб в третьем уравпепин при полете с закреплен
ным рулем (6 =  const) будут также известными фупкциями времени, играю
щими роль неслучайных возмущений. Согласно изложенному, для матема-

*) Строго говоря, скорость ветра является случайной функцией времепи 
и коордипат точки пространства. Одпако при полете летательного аппарата 
его^координаты являются фупкциями времепи. Вследствие этого действую
щий на летательный аппарат ветер можно рассматривать как случайную 
функцию времени.
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тнческих ожидании элементов движения самолета млн ракеты получаем 
уравнения

т w gnig— vm Q, mg =  А ата -f- A0

. I Aa • \ mw . Ящ ..
ma4'c-mo"bcama —  ̂•—j— v— ca  J  ------Aa  —-— [-Cq — CflO.

► (7.2.23)

It уравнениях для координатных функций переменных y v ((). 0V (О, a v (О 
следует отбросить неслучайные воамущеиия —glv н с0 — с*6, так как их 
координатные функции равны нулю. В результате нолучнм уравнения

и\
V

av +  ̂ a »+ C e a v -= (-^ -P —«в ) ла ~  (v =  l ,  2, . . . ) .
► (7.2.24)

В случае, когда оператор системы задан уравнениями, для 
полного определения поведения системы необходимо задать еще 
начальные условия, т. е. начальные значения переменных и их 
производных или конечных разностей определенных порядков.

Если начальные условия заданы н не являются случайными, 
то их следует учитывать только прн решении уравнений, опре
деляющих математические ожидания переменных. А именно урав
пения для математических ожиданий переменных всегда следует 
решать при тех же неслучайных начальных условиях, при кото
рых рассматривается поведение системы. Уравнения для коорди
натных функций всегда должны решаться при нулевых начальных 
условиях. Это видно непосредственно из формулы (7.2.16). Началь
ные значения функции Y  (t) и ее производных или конечных разно
стей до определенного порядка в ‘момент t0 могут быть неслу
чайными только в том случае, когда начальные значения всех 
координатных функций y v (t) и их производных или конечных 
разностей соответствующ их порядков равны нулю.

Если поведение системы рассматривается при случайных 
начальных условиях, то движение системы в силу принципа супер
позиции можно рассматривать как сумму двух движений: движе
ния, вызываемого постоянным действием входных случайных 
возмущений, при начальных значениях переменных н их произ
водных или конечных разностей, равных математическим ожида
ниям случайных начальных значений соответствующ их пере
менных, и свободного движения, вызываемого случайными откло
нениями начальных значений переменных от их математических 
ожиданий.

Первое движение исследуется так же, как движение системы 
при неслучайных начальных условиях: уравнения для математи
ческих ожиданий переменных решаются при начальных значе
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ниях переменных, равных математическим ожиданиям случайных 
начальных значений соответствующ их переменных, а уравнения 
для координатных функций решаются при нулевых начальных 
условиях. После нахождения координатных функций корреля
ционные функции и дисперсии интересующих нас переменных 
вычисляются по формулам (7.2.19) и (7.2.20) соответственно.

Второе движение, вызываемое случайными отклонениями 
начальных условий от их математических ожиданий, исследуется 
путем решения соответствующ их однородных уравнений, 
т. е. уравнений, описывающих поведение исследуемой системы 
при отсутствии входных возмущений, с учетом случайных началь
ных условий. В результате все переменные, входящие в уравне
ния системы, определятся как линейные функции начальных 
значений переменных н нх производных или конечных разностей, 
которые являются обычными случайными величинами. Поэтому 
дисперсии и корреляционные функции интересующих нас перемен
ных легко вычисляются по известным формулам теории вероят
ностей для линейных функций случайных величин.

Для определения дисперсий и корреляционных функций 
переменных, соответствующ их суммарному движению системы, 
следует воспользоваться формулами для дисперсии и корреля
ционной функции суммы двух случайных функций. Так как 
случайные начальные условия в задачах практики обычно всегда 
независимы от входных случайных возмущений, то для вычисле
ния дисперсий и корреляционных функций интересующих нас 
переменных в суммарном движепни системы под действием вход
ных случайных возмущений и случайных начальных условий 
достаточно слож ить соответственно дисперсии и корреляционные 
функции переменных в движении под действием входных случай
ных возмущений и тех же переменных в движении, вызываемом 
случайными отклонениями начальных условий от их математи
ческих ожиданий.

П р и м е р  7.2.3. В условиях примера 7.2.2, рассматривая движение 
самолета или крылатой ракеты при заданных неслучайных начальных 

’ условиях
• •

t =  toi У— Уо< 0 =  0о. а = а о .  а  =  ао. (7 .2 .25 )
мы должны, согласно изложенному, интегрировать уравнения (7.2.23) для 
математических ожиданий переменных прн тех же начальных условиях:

< =  <0. niy =zy0, тв — % ,  т а =  о 0, т .  =  а 0. (7 .2 .26)
а

Уравнения (7.2.24) для координатных фупкцпй всегда необходимо интегри
ровать прн нулевых начальных условиях:

t =  <o. yv =  0v =  a v =  o » = 0  ( v = l ,  2, . . . ) .  (7 .2 .27)

Если начальные значения переменных у, 0 , а , а  случайны, то движение 
самолета или ракеты следует рассматривать как сумму двух движений: дви-
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женил, определяемого дифференциальными уравнениями (7.2.22) с заменой 
л них переменных у,  0, а  переменными у{1>, 0(1\ а (1> нрн начальных условиях

< =  <о. 1/<1) =  т „0. O(1) =  m0o, а(1> =  т ао, а<1> =  т . , (7.2.28)
«О

и свободного движения, определяемого соответствующими однородными 
уравнениями

’у> 2> =  1*)<2>, 0«2) =  /1аа«2), а*2) +  с .а «2> + с ва<г) = 0  (7.2.29)
а

нрн цептрированных случайных начальных условиях

» = < о . г/,2) = г /2 .  0(2>=е® , a<2> =  «», i< 2 > = i | j .  (7 .2 .3 0 )

Для исследования первого движения следует интегрировать уравне
ния (7.2.23) для математических ожиданий прн начальных условиях (7.2.28). 
II результате будут определены математические ожидания переменных у,  0, 
а в суммарном движении, так как математические ожидания переменных 

0<*>, а '1* в свободном движении прн начальных условиях (7.2.30) равны 
нулю. После интегрирования уравнений (7.2.24) для координатных функций 
при нулевых начальных условиях (7.2.27) дисперсии интересующих нас пере
менных, например, отклонения по высоте j/(1> (<), определяются по фор
муле (7.2.20):

V > ( , ) = S Dv|J /v (0 l2. (7.2.31)
V

Для исследования второго движения необходимо проинтегрировать урав
нения (7.2.29) при начальных условиях (7.2.30). В результате получим инте
ресующие нас переменные, например отклонение по высоте у,г> (<), как 
линейные комбинации начальных значений переменных:

уф  (0  =  080» (0  +  °%У0 №  +  «О0а (0  +  . (0 . (7 •2 • 32)а

где уи (0 . уо (0# Уа (О. У9 (0  “  некоторые вполне определенные функции вре- у а
мени /. Пользуясь известными формулами теории вероятностей для линей
ных функций случайных величин, находим дисперсию величины у'г> (/), счи
тая для простоты начальные значения i/g, 0J|, a[j, а ” некоррелированными:

^ . . ( О - ^ К О + ^ К О + ^ М + о . » * .  (0 . (7.2.33)
<хо а

Считая случайные начальные значения переменных у0, 00, а 0, о 0 незави
симыми от случайной скорости ветра W, найдем дисперсию отклонения по 
высоте в суммарном движении с учетом как действующего на самолет или 
ракету ветра, так и случайных начальных условий по формуле

0 B( O - J V i > W + * V „ ( l ) .  (7 .2 .34)

Совершенно аналогично, выразив входное случайное возму
щение интегральным каноническим представлением (ель (54), 
§ 6.5 или [53], § 67)

Х2
X (I) =  тх (<) +  j V (Я) л: (*, X) Л , (7.2.35)

>.1
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получим в силу принципа суперпозиции в интегральной форме 
аналогичное интегральное каноническое представление выходной 
переменной лииейнои системы:

У  (0  -  гпи (/) +  ( V (Я) у  ( /, Я) dk, (7 .2 .36)
).i

где у  (t, Я) при каждом данном значении параметра Я есть резуль
тат прохождения через данную систему соответствующ ей коорди
натной функции х  (t, Я):

у (I, Я) — A tx(t ,  Я). (7.3.37)
В зависимости от того, как задай оператор линейной системы, 

функции г/ (t, Я) определяются различными изложенными выше 
способами. В частности, если задана весовая функция системы 
g (<, т), координатные функции у ((, Я) определяются формулой

t
И * . Я) «= j  g(t,  т )х ( т ,  Я)с*т, (7.2.38)

<0
аналогичной формуле (7.2.21).

Если оператор системы задай уравнениями, то координатные 
функции у (t, Я) определяются теми же уравнениями, в которых 
все переменные заменены соответствующими координатными 
функциями при данном значении Я, при нулевых начальных 
условиях.

После нахождения координатных функций у (t, Я) корреля
ционная функция и дисперсия выходной переменной исследуемой 
линейной системы определяются на основании известных общих 
формул теории случайных функций (см ., например, [541, § 6.5) 
следующими формулами:

>•1
К и (t, О  =  j  G (Я) у (t, Я) у (Г , Я) dk, (7.2 .39)

>•1
Я-t

Dv (t ) =  J G (Я) | у  (<, Я)|*<*Я, (7.2.40)
bl

гдо G (Я) — интенсивность белого шума V (Я) в формуле (7.2.35).
При практическом применении метода интегральных кано

нических представлений для исследования точности линейных 
систем часто оказывается невозможным определить функции 
у (t, Я) аналитическими методами для всех значений параметра Я.
В таких случаях интегралы (7.2.39) и (7.2.40) приходится иаходить 
численными или графическими методами. При этом необходимо 
предварительно определить функции у (t, Я) для конечного числа
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значений параметра к, что можно сделать, пользуясь теми же 
методами, с п ом ощ ью  которых находятся координатные функции 
канонического разлож ения y v (t).

Метод канонических разложений дает возможность использо
вать для исследования точности линейной системы саму систему, 
или ее действую щ ий макет, или модель. Подавая на вход системы 
по очереди в достаточно большом масштабе функции тх (t) и x v (/) 
|нли х  ( /, А,)], получим на выходе соответствующ ие функции 
ти (0  и y v (t) (ил и  у ( /, Я)1.

Аналогично определяются функции mv (I), y v (/)  в случае 
задания других характеристик линейной системы. Так, например, 
если задана частотная характеристика линейной системы, то функ
ции ту (t), y v ( 0  могут быть определены по формулам (2 .3 .2) 
и (2.3 .13), в к о т о р ы х  функция x ( t )  должна быть заменена соответ
ствующей функцией m x (t), x v (t), а у  (t) — функцией т „  (<),
У\ (О-

Мы видим, таким образом, что функции ту (/) и j/v (0  опреде
ляются р а з л и ч н ы м и  способами в зависимости от того, как задай 
оператор исследуемой линейной системы.

П р и м е р  7 .2 .4 . Решить задачу, рассмотренную в примере 7.2.1, 
методом интегральных канонических представлений.

Входное случайное возмущение X  (<) в данном случае представляет 
собой стационарную случайную функцию времени t. Следовательно, оно 
может быть выражено интегральным каноническим представлением (см. (54], 
§§ 5.3 н 6.5)

ОО

* (< )  =  « * +  j  У(т )вш &,  (7.2.41)
— ОО

координатными функциями которого являются показательные функция е'ш1, 
выражающие гармонические колебания всех возможных частот. При этом 
интенсивность белого шума V (со), представляющая собой спектральную 
плотность случайной функции X  (<), определяется формулой

С ( » )  =  , Я(Ш) = ^ _ ^ _ .  (7.2.42)

Подставляя это выражение в (7.2.40) и принимая во впнмание, что частота <о, 
играющая в данном случае роль параметра к, изменяется в пределах 
( — оо, о'.), получим следующую формулу для дисперсии выходной перемен
ной системы:

п т _  Я* Г Ы *. w)|2rfo> „Л И О - —  j  a i  +  J£ -  , (7 .2 .43)
— ОО

где функция у (t , <•>) представляет собой реакцию рассматриваемой системы 
иа гармонические колебапня еш (, действующие на нее начнпая с момента t0.

Для определения функций у (1, со), соответствующих всем возможным 
значениям частоты ы, можно, согласно изложенному, применить различные 
методы. Подставляя в формулу (7.2.38) выражение (4.4.33) весовой функции

поп  ред. В. С. Пугачева
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g (I, т) и принимая во внимание, что х  (т, со) =  е‘ “ т, получим

к Р к le1**1__t  Ti + ‘<al0|
> Л - J --------- ---------------------- J -  (7 .2 .44)

0
Подставляя это выражение в (7.2.43), найдем дисперсию выходной перемен
ной У (<):

оо . ---" +toto

j  1w W i i + T v r ' i “ - (7-215>
— оо

Наконец, выразив показательные функции по формуле Эйлера через триго
нометрические функции, припедем формулу (7.2.45) к действительной форме:

а» '  *~!° -
п  / Л k2D a С (cos  col— е т cos(o<0)2+ (s in  cot — е т sin со/0)2

В О "  Я ) ---------------------------- (а2 +  й)2) ( 1+ 7-2ш2)----------------------------
-оо

t - t o  2 « - « о )

= _**£а_ Г 1 - 2 ,  '  ' " “ (‘ - ‘ p i -------- (7 .2 .46)
л  J (о ^ + с о 2) ( l- f-T ^c o 2) v '

— ОО

В результате вычисления интеграла в этой формуле снова получается фор
мула (7.2.14).

Координатные функции у (t , ы) на основании изложенного можно также 
определить как интеграл уравнения рассматриваемой системы, в котором 
входная и выходная переменные заменены соответствующими координатными 
функциями х  (t, со) и у (/, со). В результате получаем дифференциальное 
уравнение

Ty't (t, со) +  ! / ( / ,  Сй) =  *е‘ " ‘ . (7 .2 .47)

Функция у, U, со) представляет собой интеграл уравнения (7.2.47) при нулевом 
начально*) условии у (<„, со) =  0. Этот интеграл выражается формулой (7.2.44), 
выведенной ранее другим способом.

П р и м е р  7.2.5. Для изучения поведения системы, рассмотренной в пре
дыдущем примере, при случайном начальном условии У (<) =  У 0, т |/о =  О 
необходимо к движению системы, исследованному в предыдущем примере, 
добавить свободное движение, определяемое соответствующим однородным 
уравнением и случайным начальным условием

ГК<2> +  У(2> ==0, У<2> ( /0) =  У 0. (7 .2 .48)

Интеграл этого уравнения, удовлетворяющий начальному условию, опреде
ляется формулой

_

У<*> (/) =  y 0f  т  . (7 .2 .49)

Дисперсия этого интеграла определяется формулой
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Дисперсия D g, j, (<) выходной переменной системы под действием вход
ного случайного возмущения при пулевом начальном условии определяется 
формулой (7.2.45), выведенной в предыдущем примере. Суммируя дисперсии 
U,jiv и D y,n , получим следующее выражение дисперсии выходной^перемен
ной рассматриваемой системы при случайном начальном условии:

П р и м е р  7.2.6. Найти математическое ожидание и дисперсию выход
ной переменной апериодического звена, на которое действует нестационар
ное случайное возмущение X  (<). представляющее собой произведение данной 
функции /  (<) на стационарную случайную фупкцию времени (t) с  показа
тельной корреляционной функцией, которая выражается формулой (7.2.11), 
н математическим ожиданием т Х|. В данном случае легко находится интег
ральное каноническое представление входного случайного возмущения. Так 
как любая стациопарная случайная функция выражается интегральным кано
ническим представлением в виде интеграла Фурье (7.2.41), то случайная функ- 
пия X  (<) выражается интегральным каноническим представлением вида

Координатные функции этого интегрального канонического представления
определяются формулой

х « ,  о)) =  1 (I) еш , (7.2.53)

т. е. представляют собой произведения показательных функций на одну 
к ту же функцию /  (<)•

Подставляя выражение (4.4.33) весовой функции апериодического звепа 
и выражение mx J  (<) математического ожидания входной переменной в фор
мулу (7.2.2), находим математическое ожидание выходной переменной У :

Подставляя выражение (4.4.33) весовой функции и выражепие (7.2.53) коор
динатных функций х  (<, со) в формулу (7.2.38), находим координатные функ
ции выходной переменной У:

; , ги координатные функции можно также определить как интеграл диффе
ренциального уравнения

Удовлетворяющий нулевому начальному условию у  (<0, со) =  0.
Чтобы дать пример аналитического решепия задачи до конца, рассмотрим 

теперь частный случай, когда

k*Da
я

ОО

X(t) =  rnxif ( t ) +  j  Г ( с о ) / ( < ) * ‘“ 'сгсо. (7.2.52)

(7.2.54)

(7.2.53)

Ту\(1, со) +  у ( / ,  со) =  к! (7 .2 .56)

МО = (7.2.57)
18*
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Подставляя это выражение п формулы (7.2.54) и (7.2.55), получим

I  _  l l l l x . l l .

ктх, Г ----- , кт Ле^—ектх, С ----- т- +»1Т , kmxi * —е
” . « ) — н - r  л -------T+t JI---------------I '- 2-58»

to •

v d  ш) =  —  С Г  1T j  1 +  7 >  +  <(о)
(о

(7 .2 .59)
Подставляя последнее выражение в формулу (7.2.43), получим следующую 
формулу для дисперсии выходной переменной Y:

~  ~ *~<0 f(n+im)«o
о  m klDa Г l ^ +i0>)<- ^  г  I2 , _

" ( ' Л J (<** +  «* ) |(1 + 7 » * + Г*®*!
— ао

,  “  2uJ О ------ ST—+»*(*+<о) - 2 — +2|i*okV) а  Г < - > » « - & ___________ cos ш (< -< „ )+ < ?  '
я J (« 2  +  0 2) 1(1 +  7 » * + гад!] **• (7.2.60)

-00

Дисперсия выходной переменной системы характеризует слу
чайный разброс выходной переменной этой системы и может слу
жить мерой случайных ош ибок системы. Для оценки систематиче
ской ошибки системы необходимо вычесть из математического 
ожидания ее выходной переменной требуемый выходной полез
ный сигнал. Предположим, что система должна выполнять задан
ную линейную операцию L над входным полезным сигналом 
тх ( /). Тогда требуемым выходным сигналом системы будет 
Lmx (t) и систематическая ошибка системы определится формулой

е (0  =  ти (0  — Lmx (/). (7.2.61)

В частном случае следящей системы требуемый выходной 
сигнал системы тождественно равен полезному входному сигналу 
тх (<) и формула (7.2.61) принимает вид

е (<) =  ти (0  — тх (<). (7.2.62)

Изложенные методы исследования точпостн линейных систем 
применимы и к многомерным системам. Если на входах многомер
ной липейной системы действуют независимые случайные возму
щения, то следует определить одним из изложенных методов 
математические ожидания и дисперсии выходных переменных 
для каждого входного возмущения в отдельности. Тогда матема
тическое ожидание и дисперсия каждой выходной переменной
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при одновременном действии всех входных случайных возмущений 
будут равны соответственно сумме математических ожиданий 
п сумме дисперсий составляющих выходной переменной, вызван
ных действием различных входных возмущений.

Если случайные возмущения, действующие на различных 
входах, коррелированы, то, учитывая сказанное в конце § 2 .2 , 
векторный впходной сигнал Y  ( t) следует выразить через вектор
ный входной сигнал X  (/) н матрицу весовых функций системы 
g (t, т) той же формулой (7.2 .1). Отсюда следует справедливость 
формулы (7.2.2) для математического ожидания выходного сигнала 
для многомерных линейных систем. Повторив почти буквально 
выкладки, приведшие нас к формуле (7.2.6) (с учетом особен
ностей матричной алгебры), легко убеждаемся в том, что матрица 
корреляционных и взаимных корреляционных функций составляю
щих выходного сигнала многомерной линейной системы К в ( /, t') 
определяется формулой

I «*
Ky(t,  t ' ) =  j  j  g(t,  т) К х (т, т ' ) * ( < ',  т ')т А А \  (7.2 .63)

t to *0
где K x (t, t') — матрица корреляционных и взаимных корреля
ционных функций составляющих входного сигнала, а верхний 
индекс «т» означает операцию транспонирования матрицы 183). 
Как и следовало ожидать, в частном случае одномерной системы 
формула (7.2.63) совпадает с (7.2.6).

Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что 
формулы (7.2.6) и (7.2.63) остаются справедливыми, если замепить 
в них центральные моменты второго порядка К х (т, т ')  и К и (t, t') 
начальными моментами второго порядка Г* (т, т ')  и Г„ (t, t ) 
соответственно.

Аналогично обобщ ается формула (7.2.9) на многомерные 
дискретные линейные системы.

Совершенно так же убеждаемся в том, что формулы (7 .2 .17)— 
(7.2.19), (7.2.21), (7 .2 .37)— (7.2.39) справедливы для многомерных 
линейных систем, если попимать в пих векторные координатные 
функции x v (t), y v (I), х (t, Я), у (t, X) как матрицы-столбцы, а чер
ту как операцию транспонирования матрицы с одновременной 
заменой всех ее комплексных элементов соответствующими сопря
женными величинами.

Заметим в заключение, что все выведенные формулы легко 
распространяются на физически невозможные линейные системы. 
Для этого достаточно заменить интегрирование по переменным 
т. т '  по конечному интервалу интегрированием по всей число
вой оси.

Еолее полное изложение методов исследования точности 
многомерных линейных систем читатель может найти в книге 
В* С. Пугачева 1531.
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§ 7.3. Определение установившихся систематических ош ибок

Применим изложенный в предыдущем параграфе метод опре
деления математических ожиданий выходных переменных линей
ных систем к устойчивым стационарным линейным системам, 
работающим в установившемся режиме (т. е. когда переходный 
процесс закончился).

Для определения установившегося математического ожида
ния стационарной линейной системы следует положить в форму
ле (7.2.2) t0— — оо. Тогда, принимая во внимание, что весовая 
функция стационарной линейной системы зависит только от раз
ности ее аргументов, получим

Разложим функцию тх (t — £) в ряд Тейлора с центром в точке t:

обычно называются моментами весовой функции стационарной 
линейпой системы.

Покажем, что моменты весовой функции очень просто выра
ж аются через значения передаточной функции системы и ее произ
водных в начале координат. Для этого воспользуемся форму
лой (2.4 .6), на основании которой

Полагая здесь s =  0, находим момент пулевого порядка весовой 
функции стационарной линейной системы:

стационарных линейных систем

С оо

ту ( / ) =  ( w(t — x)mx (i)dx =  j  w (l )m x (t —  £)d£. (7 .3 .1)
и

Подставляя ато выражение в (7.3 .1), получим

„  , т<Г>(0 7 
ПУ ( 0  =  2  ( - 1 )  - Г Г 1  J (7 .3 .3 )

оо

(7.3.5)
О

оо

(7.3.6)



п„фференцируя формулу (7.3.5) г раз по s, получим
ОО

( - l ) r j  Г *  ( ! ) « - * <$=Ф (Г>(*)-
о

Полагая здесь s =  0, находим момент г-го порядка весовой функ
ции стационарной линейной системы:

оо

И г=  } Г « ’ ( 1 ) ^  =  ( - 1 ) ГФСГ>(0) (Г— 1, 2, . . . ) .  (7 .3 .7)
и

Подставляя найденные выражепия моментов весовой функции 
в формулу (7.3 .3), получим

оо

тв ( 1 ) = 2 — гГ 1 < > (* )•  (7-3.8)
г=0

Обозначим теперь через Ф т («) передаточную функцию идеаль
ной стационарной линейной системы, точно осуществляющей тре
буемое преобразование L входного полезного сигнала. Применяя 
к этой системе формулу (7.3 .8), получим следующее выражение 
требуемого выходпого сигнала:

00 Ф (Г| (0)
Lmx ( t ) =  2  - т г ^ т П О .  (7-3.9)

г =  0

Систематическая ошибка системы определяется согласно (7.2.61)
формулой

оо

e (0  =  mt ( 0 - L m « ( 0 “  2  7Г 1Ф<Г>(0) - ф *"( ° )1т * ’ (0- (7.3.10)
г =  0

Величины

Сг =  - * - [ ф < " ( 0 ) - Ф ; ” (0)1 ( г - 0 ,  1, 2, . . . )  (7.3 .11)

обиппо называются коэффициентами ошибок, формула (7.3.10) 
Для случая полезных сигналов, представляющих собой  полиномы 
не выше п-й степепи относительно времени, принимает на осно
вании (7.3.11) вид

е (< )=  S  crm T (t). (7.3.12)
г=0

Первые три коэффициента ошибок в соответствии с их физиче
ским смыслом имеют еще специальные названия.

Величина
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с0 =  Ф (0) -  Фт (0) (7.3.13)
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называется коэффициентом статической ошибки или коэффициен
том ошибки по положению. Системы, для которых с0 ^ 0 ,  отра
батывают постоянный сигнал с установившейся постоянной ошиб
кой, отличной от нуля. В самом деле, при тх (t) =  х0 =  const 
формула (7.3.12) дает в =  с,)Х0.

Системы, для которых с0 =  0, называются астатическими. 
Астатические системы отрабатывают любой постоянный сигнал 
в установивш емся режиме без систематической ошибки.

Величина
с, =  ф ' ( 0 ) - ф ; ( 0 )  (7 .3 .14)

называется коэффициентом ошибки по скорости. Если с0 ■= 0, 
с, т^О, то  система отрабатывает сигнал, изменяющийся с постоян
ной ск оростью , с постоянной установившейся ошибкой. Действи
тельно, при mx (t) =  х 0 -f- vt, с0 =  0 , С| ф 0  установившаяся 
систематическая ошибка системы согласно (7.3.12) равна е =  C\V.

Н аконец, величина

с2 =  1 [ ф '( 0 )  — Ф ; (0)] (7 .3 .15)

называется коэффициентом ошибки по ускорению. Если с0 =  
=  С| =  0 , с2 # 0 , то система отрабатывает сигнал, изменяющийся 
с постоянным ускорением, с постоянной установившейся ошиб

кой, так как при тх (t) =  х0 +  vt-\- ^  at2, с0 =  с, =  0 , с2 ^=0

установивш аяся систематическая ошибка системы согласно (7.3.12) 
равна с =  с2а.

Д ля следящей системы Ф т (s) =  1 и формулы (7.3 .13), (7.3.14), 
(7.3.15) и (7.3.11) для коэффициентов ошибок принимают вид

со =  Ф ( 0 ) - 1 ,  сг =  -^-Ф <Г)(0) ( г =  1 , 2 , . . . ) .  (7 .3 .10)

Отсюда видно, что для астатической следящей системы всегда 
должно быть выполнено условно Ф (0) =  1, т. е. значение переда- 
точпой функции (а следовательно, u частотной характеристики) 
р начале координат должно быть равно единице.

Ф ормула (7.3.12) показывает, что если первые k +  1 коэф
фициентов ош ибок равны нулю: c0 =  ci =  . . . =  с* =  0 , то систе
ма отрабатывает без установившейся ошибки любые входные 
сигналы, представляющие собой полиномы не выше чем.А'-й сте
пени. Чем большее количество первых коэффициентов ош ибок 
равно нулю , тем более разнообразные полезные сигналы система 
отрабатывает без установившейся ошибки, т. е. тем совершеннее 
система с  точки зрения передачи полезных сигналов при отсут
ствии помех. П оэтому среди астатических систем различают 
астатические системы различных порядков.
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Астатической системой первого порядка называется система, 
д ля  которой с0 =  0, с ( ф \ . Астатической системой второго 
порядка называется система, для которой с0 =  с{ =  0, с2 ФО.
II вообще астатической системой k-го порядка называется система, 
для  которой с0 =  с, = .  . . — С/,_ 1 =  0 ,  сА Ф  0. Астатические системы 
первого порядка отрабатывают без установившейся ошибки любые 
постоянные сигналы. Астатические системы второго порядка 
отрабатывают без установившейся ошибки любые постоянные 
сигналы и любые линейные функции времени. Вообще астатиче
ские системы А‘-го порядка отрабатывают без установившейся 
ошибки любые сигналы, представляющие собой постоянные или 
полиномы относительно времени не выше к — 1-й степени.

П р и м е р  7.3.1. Фильтр RC  с постоянной времени RC =  Т предна
значен для отфильтровывания от помехи различных полезных сигналов, 
представляющих собой постоянные величины, или линейные функции вре
мени, или квадратные трехчлены относительно времени. Найти коэффициенты 
ошибок фильтра и установившиеся систематические ошибки. Передаточная 
функция фильтра определяется формулой

Ф(’ > = Т Т 5 Т - <7А ,7>
Дифференцируя эту формулу и полагая после этого * =  О, получим

Ф (0) =  1, Ф ' (0) =  — Г, Ф" (0) =  2 Я .
По своему назначению рассматриваемый фильтр является следящей системой. 
Поэтому коэффициенты ошибок определяются для него но формулам (7.3.16). 
I! результате находим

с0 =  Ф (0) — 1 = 0 ,  е, = Ф ' ( 0 ) =  — Т, с , =  4 - ф '( 0 )  =  Г2. (7.3.18)

Таким образом, рассматриваемый фильтр является астатической системой 
первого порядка.'Д ля случаи полезных сигналов, представляющих собой 
квадратные полиномы относительно времени:

mx (t) =  х0 +  I’< +  а/а, (7.3.19)

где величины х0, v и а представляют собой соответственно печальное значе
ние, начальную скорость (т. е. начальное значение первой производпой) 
и начальное ускорение (т. е. вторую производную) полезного сигнала, фор
мула (7.3.12) дает следующее выражение установившейся систематической 
ошибки фильтра:

е (/) =  - Т  (у +  at) +  а Т*. (7.3.20)

П р и м е р  7.3.2. Найти коэффициенты ошибок по положению, скорости 
"  ускорению для следящей системы, исполнительное устройство которой 
представляет собой двигатель постоянного тока с электромеханической 
постоянной времени Т2, а корректирующее дифференцирующее устройство 
включено в прямую цепь. В этом случае система состоит из последовательно 
соединенных дифференцирующего звена с передаточной функцией

ф , м . * ,
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«периодического звена с передаточной функцией

*iФ2(«) =

и интегрирующего звена, охваченных жесткой отрицательной обратной 
связью  (рис. 7.3.1). Первое из этих звеньев преобразует параметр управления 
следящей системы, представляющий собой разность между входной и выход- 
ион переменными системы. Второе вырабатывает скорость изменения выход
ной переменной но данпому преобразованному (скорректированному) пара
метру управления. Третье звено вырабатывает выходной сигнал следящей

Рис. 7.3.1.

системы путем интегрирования скорости его изменения. Само собой  разу
меется, второе и третье звенья физически представляют собой одно целое — 
исполнительное устройство следящей системы.

Передаточная функция рассматриваемой следящей системы, согласно 
формулам § 4.6, равна

Ф W =  *1*2 (1 + т,«)+1 (И -JV) (1 +  Г2«) • (7’3,21)
Дифференцируя эту формулу дважды, полагая » — 0 и пользуясь форму
лами (7.3.16), находим коэффициенты ошибок рассматриваемой следящей 
системы:

с0= о ,  1 ^ г + т« - 7' » - г *) •

Наконец, пользуясь формулой (7.3.12), находим установившуюся системати
ческую ошибку рассматриваемой следящей системы для случая входного 
полезного сигнала, представляющего собой квадратный трехчлен (7.3.19) 
относительно времени I:

*{<)-=- *1*2 *1*2 V *1*2 (7.3.22)

Л егко видеть, что для того, чтобы замкнутая следящая система 
была астатической к-то порядка, достаточно, чтобы передаточная 
функция разомкнутой системы ct>t (s) имела в начале координат 
полюс к-го  порядка:

=  V , (0 )^ = 0 . (7.3.23)

Действительно, из (4.6.8) следует, что передаточная функция 
замкнутой следящей системы в данном случае выражается фор
мулой

1 (7.3.24)Ф ( * ) = - ^ >
‘k +  V i W  i  +

V, (I)
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Гак как 'F, (s) — аналитическая функция в окрестности начала 
координат и (0 ) ^ 0 , то  при достаточно малых s правая часть 
формулы (7.3.24) может быть представлена в виде сходящейся 
геометрической прогрессии

Ф (s) =  1 ~  +  ¥*17) “  • ’ '
Д иф ф еренцируя эту формулу к  раз и полагая в полученных фор
мулах н в (7.3.24) s = 0 ,  убеждаемся в том, что

Ф  (0) =  1. Ф ' ( 0 ) = . . . = Ф ,Л- 1>(0) =  0, ф<*>(0) =  1 ^ | 5 Г .

Подставляя эти выражения в (7.3.16), убеждаемся в том, что 
в данном случае с 0 =  с, =  . . . =  cft_, =  0, ch ф  0, что и доказы
вает высказанное утверждение.

Заметим, что для справедливости формул (7.3.8) и (7.3.10) 
необходимо, чтобы входной полезный сигнал тх (t) мог быть 
представлен рядом Тейлора (7.3.2), сходящимся при всех значе
ниях £. П оэтому практически формулы (7.3.8) и (7.3.10) приме
нимы только для сигналов, представляющих собой полиномы 
относительно времени. При этом ввиду того, что для сложных 
систем частотные характеристики обычно определяются прибли
женными методами, чаще всего графически, точное определение 
производных передаточной функции по сущ еству невозможно. 
Вследствие этого практическое применение формул (7.3.8) и (7.3.10) 
обычно ограничивается случаями постоянных полезпых сигналов 
или сигналов, представляющих собой полиномы первой или второй 
степени относительно времени.

Установившиеся систематические ошибки стационарной линей
ной системы можно вычислить также другим методом, если извест
на частотная характеристика системы.

Предположим, что входпой полезный сигнал тх (t) можно 
приближенно представить тригонометрическим полиномом

Т»
тх (t) =  я0 +  2  (аТ cos (ort +  br sin (ort). (7.3.25)

Г—1

Тогда на основании принципа суперпозиции установившееся 
значение математического ожидания выходной переменной систе
мы определится формулой

П
m, (t) =  Ф (0) я0 +  2  IФ (tor) I {ar cos [о)rt +  arg Ф  (icor)| -f-

+  br sin lo>r* +  arg Ф  (io>r)]}. (7.3.26)

Таким образом, зная амплитудную и фазовую частотные характе
ристики стационарной линейной системы, можно весьма просто



284 ГЛ. 7. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ Л Н Н ЕП Н Ы Х  СИСТЕМ

находить ее установившиеся систематические ошибки для любых 
входных полезных сигналов, которые могут быть приближенно- 
представлены тригонометрическими полиномами.

Формула (7.3.26) легко обобщается на случай сигналов, кото
рые можно с достаточной точностью представить суммой синусоид 
с амплитудами, изменяющимися по показательному закону*. 
В этом случае

П
тх (I) =  a0e*lot -f- 2  ^Цг< ( f lr cos cor< -f- b r sin cor<) (7 .3 .27)

r= 1

и на основании принципа суперпозиции установившееся значение 
математического ожидания выходной переменной системы опре
делится формулой

т„(1) =
П

=  Ф  (Мо) а0е ^  +  S  Iф  (Mr +  Шг) \ e»rl {at cos (cor* +  arg Ф (рг +  icor)] +

-f- br sin [(DrJ - f  arg Ф (pr -f- t(i)r)]}. (7 .3 .28 )

Для практического вычисления установившихся систематических 
ошибок стационарных линейных систем формулы (7.3.26) н (7.3 .28) 
во многих случаях оказываются удобнее, чем формула (7.3.8).

§ 7.4. Определение установившейся дисперсии выходной 
переменной стационарной линейной системы

Из теории случайных фупкции известно, что любая стационар
ная случайная функция X  (/) выражается интегральным канони
ческим представлением, координатными функциями которого  
являются функции еш , описывающие гармонические колебания 
всех возможных частот:

оо

X  (t) =  mx -\- j  V (со)еШ1 dco, (7 .4 .1 )
-о о

где V (со) — белый шум (т. е. случайная функция со с некоррели
рованными значениями прн различных значениях со), интенсив
ность которого равна спектральной плотности sx (со) случайной 
функции X  (t) (см. [54], §§ 5.2, 5.3 и 6.5 или 153], § 76). Вследствие 
этого для исследования точности стационарной линейной системы, 
работающей в установившемся режиме под действием входного 
возмущения, представляющего собой стационарную случайную 
функцию времени, естественно воспользоваться методом инте
гральных канонических представлений и методом частотных 
характеристик.
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Координатная функция у (/, со) выходной переменной, как 
установившаяся реакция стационарной линейной системы на гар
монические колебания еш , определяется формулой

у (t, со) =  Ф  (*to) еш , (7.4.2)

где Ф  (io>) — частотная характеристика системы. Подставляя 
выражение (7.4.2) в формулы (7.2.39) и (7.2.40) и принимая во вни
мание, что интенсивность G (со) белого шума V (со) в данном слу
чае равна спектральной плотности sx (со) стационарной случайной 
функции X  (<), получим следующие формулы для корреляцион
ной функции и дисперсии выходной переменной стационарной 
линейной системы:

ОО

T' v (f, / ' )  =  | sx (со) Ф (/со) е’и,Ф (ico) е~ш ' dco
— ОО 

оо

=   ̂ sx (со) | Ф (ico) |2е*® «-П  dco,
— ОО

оо

Du (0  =  j  «а (со) IФ  (ico) pdco.
— оо

Эти формулы показывают, что при неограниченно долгом дей
ствии стационарного случайного возмущения на стационарную 
линейную систему дисперсия ее выходной переменной постоянна, 
а корреляционная функция зависит только от разности аргументов. 
Следовательно, выходная переменная стационарной линейной 
с истемы, работающей неограниченно долго под действием стацио
нарного случайного возмущения, является стационарной случайной 
функцией времени. Из формул (7.4.3) к (7.4.4) следует, что спек
тральная плотность выходной переменной стационарной линейной 
системы равна произведению квадрата модуля ее частотной харак
теристики и спектральной плотности входного стационарного 
случайного возмущения:

su (со) =  sx (со) I Ф  (ico) I*. (7.4.5)

Для вычисления установившихся дисперсий выходных сигна
лов стационарных линейных систем по формуле (7.4.4) в случае 
рациональных функций sx (со) и Ф  (s) удобно пользоваться фор
мулой

Г Ьо(1ш)2п-2 +  М М г,‘ - 4+ . . . + Ь п-»(»сд)2 +  Ьп-1 . ,  , 'П Н  Я D n 
J |o0 ((o))" +  e 1 ( i c o ) " - » + . . . + o n_ 1(ico) +  a n I2 V > a0 Д „  ’

(7.4.0)

(7.4.3)

(7 .4 .4)
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где
Сц  С)2 • • • c in 0̂ 1̂2 • • • С\п

Л„ = С21 с%2 * • • ^2 п Ь\ С22 • • • Czn

Cni Сп2 • * ‘  Спп Ьд-1 Сп2 • • • Спп

— а2р-Ч п р и  
Cf,q =  0  при

0 < 2  /?—
2 p — q < 0  и при 2 p — q > n .

(7 .4 .7 )

(7.4.8>

Для применения ф орм улы  (7.4.6) следует представить знаменатель 
дроби sx (ш) | Ф  (f<o) |2 в виде квадрата модуля полинома относи

тельно ito с неотрицательным» 
коэффициентами (см. § 7.6), а 
числитель в виде полинома отно
сительно но (который всегда 
содержит только четные степени 
ito). При этом определятся коэф
фициенты а о, а ,, . . ., ап, 60, 
bt, . . ., &„_i, после чего мож но 
будет применить формулы
(7.4 .6)— (7.4.8).

В задачах практики стацио
нарная линейная система часто 
имеет полосу пропускания, уз
кую по сравнению с полосой 

частот входного возмущ ения. В таких случаях часто оказывается 
возможным считать спектральную  плотность входного возмущения 
sx (со) постоянной в пределах полосы пропускания системы п равной, 
например, ее значению  sx (о)р) прн резонансной частоте системы 
со„. Для иллюстрации на рис. 7.4.1 приведены графики функций
| Ф  (ito) |2 и sx (w) для эт о го  случая. В этом случае формула (7 .4 .4 ) 
может быть заменена приближенной формулой

D v ft- sx ((1>р) Лео, (7 .4 .9 )
где

Дсо =  j  | Ф (ico) I2 du>. (7 .4 .10)

Эта величина обычпо называется эффективной полосой пропускания 
стационарной линейной системы. Таким образом, во многих зада
чах исследование точн ости  стационарной линейной системы прак
тически сводится к определению ее эффективной полосы пропу
скания Дсо.

Заметим, что применение формулы (7.4.9) по сущ еству равно
ценно замене действую щ его на систему стационарного случайного 
возмущения белым ш умом  с постоянной спектральной плот
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ностью sx (top) н интенсивностью 2ns х (сор) *). Таким образом, 
при исследовании действия ш ирокополосного шума на узкополос
ную стационарную линейную систему мож но с достаточной для 
практики точностью считать широкополосный шум белым.

Заметим, что формула (7.4.2) справедлива только для сл'учая 
бесконечно долгого действия гармонпческнх колебаний еш  
на устойчивую стационарную линейную систему. П оэтому и фор
мулы (7.4 .3), (7.4.4) и (7.4.9) применимы только к случаю беско
нечно долгого действия стационарпого случайного возмущения 
на устойчивую стационарную линейную систему. Практически 
это означает, что формулы (7.4.2), (7 .4 .3 ), (7.4.4) и (7.4.9) можно 
применять только к устойчивым стационарным линейным систе
мам, проработавшим под действием стационарных случайных 
возмущений достаточно долго (в течение времени, превосходящ его 
время переходного процесса). К неустойчивым системам, а такж е 
к устойчивым стационарным линейным системам, работающим 
п переходных режимах, формулы (7.4 .2), (7.4.3), (7.4.4) и (7.4.9) 
неприменимы. В о всех подобных случаях следует пользоваться 
общими методами, изложенными и проиллюстрированными при
мерами в § 7.2. Прн этом, если поведение стационарной линейной 
системы описывается днфференцнальпыми уравнениями, то и коор
динатные функции выходной переменной у (t, со) будут представ
лять собой интегралы дифференциальных уравнений, полученных 
путем замены входного возмущения в уравнениях системы гармо
ническими колебаниями еш , удовлетворяющие нулевым началь
ным условиям. Эти интегралы будут представлять собой не чистые 
гармонические колебания, а результат наложения свободных 
колебаний на соответствующ ие гармонические колебания. При 
этом выходная переменная рассматриваемой системы, как мы 
видели на примерах § 7.2, уж е но будет стационарной случайной 
функцией. П оэтому теория стационарных случайных функций 
принципиально недостаточна для исследования точности стацно- 
нарпых линейных систем, работающих под  действием стационар
ных случайных возмущений. Это принципиальное ограничение 
теории стационарных случайных функции является ее существен
ным недостатком и вызывает необходимость изучения н практиче
ского применения теории нестационарных случайных функций.

П р и м е р  7.4.1. Решить задачу, рассмотренную в примерах 7.2.1
11 7.2.4, для случая неограниченно долгого действия возмущения (10 =  — оо). 
Подставляя в формулу (7.4.4) выражение (2.6.4) частотной характеристика 
апериодического звена и выражение (7.2.42) спектральной плотности tx (си).

*) Из теории случайных функций известно, что стационарная случайная 
Ч’Упкция с постоянной спектральной плотностью, равной *0, является ста
ционарным белым шумом времени I, интенсивность которого равна 2л<0 
<см. |54), § 5.4  илн |53], § 76, пример 1).
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получим

п  k' Da f _______— _______  ,7 i , „
и~  я  )  (а 2 +  о»2) (1 4- Т^ш2) '  (7.4.11)

— оо

Применим для вычислении интеграла формулу (7.4.6). Для этого представим
(7.4.11) в виде

. к21)а Г Ло
v я ~  J | Г(ш )2 +  (1+а7-)1ш +  а|2,

— ОО

Отсюда видно, что в данном случае п =  2, а0 =  Т, а, =  1 +  а Т , аг =  а , 
Ь0 =  О, bt =  1. Формулы (7.4.8) дают

Си =  в| =  1 +  о Г , сц =  а0 =  Т, Сц =  0, сг г =  а2 — а.

После этого по формулам (7.4.7) находим 
1 + о Г  Т 

0 а

Подставив эти выражения в (7.4.6), получим окончательно

„  я  - Т  k2D 
Т а ( 1 + а Г )  — 1 +  07" -

Л ,= I О Т\= а ( 1 + а Г ) ,  0 , =  ”  '  \ = - Т .

® » -Ч = ( - * ) т г ^ 7 Г С = т 5 = “ Г Т = ?  • (7-4 ,2>

Формулу (7.4.12), конечно, можно получить при Т >  0 из более общей 
формулы (7.2.14), полагая в ней t0 =  — оо. Однако в случае неустойчивой 
системы, когда Т <  0, формула (7.2.14) дает при <0 == — 00 бесконечную 
дисперсию выходной переменной. Этот факт иллюстрирует высказанное выше 
утверждение о неприменимости формул (7.4.3) и (7.4.4) к неустойчивым 
системам.

Формулы (7.2.14) и (7.2.51) могут также служить иллюстрацией нашего 
утверждения, что выходная переменная стационарной линейной системы, 
работающей под действием стационарного случайного возмущения в пере
ходном режиме, является нестационарной случайной функцией, так как ее 
дисперсия зависит от времепи I. Дисперсия выходной переменной практи
чески становится постоянной только при достаточно больших значениях

t — t0 и при Т >  0, когда показательная функция exp j — - ' т '° | мала
по сравнению с единицей. В этом случае дисперсия выходной переменной 
может быть приближенно вычислена по формуле (7.4.11) или (7.4.12). Прак
тически формулы (7.4.11) и (7.4.12) дают достаточную точность при t — t0 ^ 3 T .

П р и в ед ен н ы й  п р и м е р  п о к а зы в а е т , ч т о  и зл ож ен н а я  в ' § 7.2 
т е о р и я  д а ет  о б щ и е  м етоды  и ссл е д о в а н и я  т о ч н о с т и  л и н ей н ы х  си стем , 
в р е зу л ь т а т е  п р и м ен ен и я  к о т о р ы х  п о л у ч а ю т с я  то ч н ы е  ф ор м ул ы , 
п р и м ен и м ы е к  л ю б ы м  л и н ей н ы м  си ст е м а м , р а б ота ю щ и м  как  
в у ст а н о в и в ш и х ся , та к  и в п е р е х о д н ы х  р еж и м а х . В  ч а стн ом  сл у ч а е  
д л я  у ст о й ч и в ы х  ста ц и о н а р н ы х  л и н ей н ы х  си ст е м , р а б о т а ю щ и х  п од  
д ей ств и ем  ста ц и о н а р н ы х  сл у ч а й н ы х  в о зм у щ е н и й  в у ст а н о в и в ш е м ся  
р еж и м е , и зл о ж е н н а я  т е о р и я  д ает  п р о сты е  ф ор м ул ы  (7.4.3) и (7.4.4). 
Э ти  ф о р м у л ы  о п р е д е л я ю т  т о ч н о е  зп а ч ен и е  д и сп е р си и  в ы х о д н о й  
п ер е м е н н о й  си стем ы  д л я  с л у ч а я  б е с к о н е ч н о  д о л г о г о  д е й ств и я  
в о зм у щ е н и я  и м о г у т  с л у ж и т ь  дл я  п р и б л и ж е н н о го  о п р ед ел ен и я
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дисперсии выходной переменной системы для моментов времени, 
удаленных от момента начала действия возмущения t0 больше, чем 
на время переходного процесса.

П р и м е р  7.4.2. Найти установившуюся дисперсию выходной перемен
ной следящей системы, рассмотренной в примере 7.3.2, для случая, когда 
корреляционная функция помехи, накладывающейся на входной полезный 
сигнал системы, определяется формулой (7.2.11), предполагая, что велпчн- 
иа 1/а мала по сравнению с  постоянными времени Tj, Т,, Тг (т. с . нптервал 
корреляции входной помехи мал по сравнению с Т|, Г , , Т2).

Полоса пропускания рассматриваемой следящей системы имеет тот же 
порядок, что и величины x f1, T\l , T j l . Диапазон изменения частоты со, 
п котором спектральная плотность входпого случайного возмущения sx  (го), 
определяемая формулой (7.2.42), изменяется не больше чем на 10% , имеет 
порядок 0,3а. Так как но условию величины T f1, Т^х, 7 V  малы по сравне
нию с а , то спектральную плотность входного возмущения можно считать 
и данном случае практически постоянной и равной л а  в пределах полосы 
пропускания следящей системы. Следовательно, дисперсию выходной пере
менной можно вычислить ио формуле (7.4.9). Для этого находим но формуле 
(7.4.10) эффективную полосу пропускания следящей системы. Полагая 
п (7.3.21) s “  1(0 и подставляя полученное выражение в (7.4.10), после 
несложных преобразований получим

д<1>= f ____________ I I - if  (to)8) da
J I * i* * + (1  +  * i**ti) <® +(7 '| -}-2 '*) (iuI * i* * + ( l -| -* 1*2* 1) +  (*w)2-| -?'jr2 (la»)3 |2 "— oo

Воспользовавшись для вычисления интеграла формулой (7.4.6), получим

д , , _  „1- ь ________ 7* 1 +  ̂ »Ч-^|^2т1________ /7 #
Я ‘ *(1 +  M ix i) (Г, +  7’1) - * 1*1Г|7,1 • ( ’

Подставляя это выражение и выражение D J л а спектральной плотпости 
п (7.4.9), получим следующую приближенную формулу для установившейся 
дисперсии выходной переменной рассматриваемой следящей системы:

Д т М -2 _________ r « +  r » +  fcifc2T*------------  (7.4.14)

Для дальнейшего нам понадобится еще вывести формулу для 
в з а и м н о й  корреляционной функции выходной переменной Y  ста
ц и о н а р н о й  линейной системы с  другой случайной функцией Z. 
Предположим, что случайная функция Z стационарна и стацио
н а р н о  связана со  входной стационарной случайной функцией X  
с т а ц и о н а р н о й  линейной системы. Выразим случайные функции 
} и Z интегральными каноническими представлениями. Принимая 
в о  в н и м а н и е  (7.4.1) и (7.4.2), можем написать интегральное кано
ническое представление выходной переменной системы У  в виде

оо

Y  (t) =  my -\- ^ V ( io )0 ( io ) )e ib),dw. (7.4 .15)
— оо

Под ред. В. С. Пугачева



Интегральное каноническое представление стационарной случай
ной функции Z имеет вид

ОО

Z(t) =  mt +  j  £ / (со) dco, (7.4.16)
— ао

где U  (со) — некоторый белый шум аргумента со. Так как действи
тельная случайная функция Z совпадает со  своей комплексной 
сопряженной величиной, то на основании (7.4.16) можем написать

оо

Z(t) =  mt +  j  (7.4.17)
—  оо

Из (7.4.15) и (7.4.17) следует, что
Kyt(t, t ' )=M[V( t )z °  (01 =

оо оо

=  j  J Л /[К (ш )С Г(^7)]Ф (1а))е‘ ‘" ' - “ ''')^о)сг(о'. (7.4 .18)
— оо — оо

Н о взаимная корреляционная функция белых шумов V и U выра
жается через взаимную спектральную плотность sxz (со) случай
ных функций X  и  Z формулой (см. 154), § 5.6 и л и  1531, § 78)

Ягц(со, to') =  Л/ [К (со )Щ ы 7)! =  «XI(<о)б(ш — со'). (7.4.19) 
Подставляя это выражение в (7.4.18), получим

ОО оо

Kyi (If t') =  |  sxz (со)Ф (ico) eia,d(o j  e~i<0'r 6 (to — со') do/
— OO — oo

или, выполпяя интегрирование по со',
OO

Kyt (t, t') =  J sxz (со) Ф (ico) **•<•-«')Ло. (7.4 .20)
. — oo

Формула (7.4.20) показывает, что взаимная корреляционная 
функция случайных функций Y  и Z зависит только от разности 
аргументов t — t' н, следовательно, случайные функции У  и Z  
стационарно связаны.

Сравнивая (7.4.20) с  известным выражением взаимной корре
ляционной . функции стационарных и стационарно связанных 
случайных функций Y  и Z через их взаимную спектральную 
плотность ([54], § 5.6 и л и  [53], § 78):

оо

kl/I(t —  t ' ) =  |  svz((i))eil°( , - r >d(o,
— OO

получим
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Sy, (со) =  s „  (со) Ф  (ico). • (7.4.21)
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Таким образом, взаимная спектральная плотность выходной 
переменной У  стационарной линейной системы с  любой стацио
н ар н ой  (и стационарно связанной со  входной переменной X)  слу
чайной функцией Z равна взаимной спектральной плотности 
входной переменпой X  со  случайной функцией Z, умноженной 
на частотную характеристику системы. Аналогично находим

Формулы (7.4.20), (7.4.21) и (7.4.22) также примепимы только 
к устойчивым системам и к моментам времени, удалепным от 
начального момента больше чем на время переходного процесса.

Из формул (7.4.21) и (7.4.22) можно, в частности, получить 
нмражепия взаимных спектральных плотностей входной и выход
ной перемеппых стационарной линейной системы. Для этого 
достаточно принять случайную функцию Z  тождественно совпа
дающей со  входной случайной функцией X.  Тогда получим

§ 7.5. Определение установившейся дисперсии выходной 
переменной стационарной дискретной линейной системы

Все формулы предыдущего параграфа справедливы как для 
непрерывных, так н для дискретных линейных систем для значе
ний t н t', совпадающих с моментами действия импульсов tk =  
=  кТ„ (к =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .). Однако для определения устано
вившейся дисперсии выходной переменной стационарной дискрет
ной линейной системы удобнее воспользоваться интегральным 
каноническим представлением стационарной случайной функции 
X (t) в дискретном ряде равноотстоящих точек:

•До Vd (<а) — белый шум, интенсивность которого равна спек
тральной плотности (to) стационарной случайной последова
тельности X  (/*), а Т „ — период повторения импульсов (такт) 
исследуемой дискретной лнпейпой системы (см. [541, § 5.7). Д иск
ретные координатные функции входного случайного возмущения 
"Сражаются в данном случае формулой

$ги (<0) =  s tx  (<*>) Ф  (и») =  stх (ш) Ф  (— 1(1)).  (7.4.22)

(7.4.23)
sxy (<о) =  sx (со) Ф  (ito) =  sx (to) Ф ( — ito).

2л/т„

X ( t h) =  X (k T n) =  mx +  j  F d M e iekr“ da, (7 .5 .1)
о

(к =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) ,

хк (ы) =  х(1К,ы) =  е'шктп (*  =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .  (7 .5 .2 )
19*
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Коордипатные функции выходной переменной системы в устано
вившемся режиме выразятся аналогичной формулой

Vh. И  =  у  (<*, со) =  Ф (/со) ештп =  Y  (еШ7п) е,МХ7-  (7.5.3) 

(& =  0 , ±  1, ± 2 , . . . ) .

Подставляя это выражение в формулы (7.2.39) и (7.2.40) и прини
мая во внимание, что в данном случае

Х =  со, А., =  0, кг =  ~ ,  G (со) =  s* (со),1 П

получим следующие формулы для корреляционной функции 
и дисперсии выходной переменной дискретной линейной системы:

2я/Г„

ke (tk- t , )  =  kll( ( h - l ) T n) =  | ^ (со )| Ф (1со)Ре,'“ <',- ' )Тпс*о1 (7 .5 .4)

2я/Гп

Dy =  J s* (<о) | Ф (/со) |* Ло. (7.5.5)

io)Tn\ 1ыкТ„

Интегрирование в формулах (7.5.4) и (7.5.5) производится 
вдоль отрезка мнимой оси на плоскости комплексной переменной 
s от 0 до точки 2ni/T„.  При переходе к переменной z =  е‘тп этот 
отрезок перейдет в единичную окруж ность С, плоскости г. П оэтому 
прн замене переменных г =  е1(оТп формулы (7.5.4) и (7.5.5) при
мут вид

где

kl (mTa) =  !r [o i ( i ) \ V (z )\ * z ’*-'dz,
Ci

0 ,  =  j ° 2 ( z ) | 4 ' ( 2) P 7 T ,

oi(z) =  ± s i  { ± l n z )  ,

(7.5.6)

(7 .5 .7 )

(7.5 .8)

а пптегрпроваиие производится вдоль единичной окружности. 
Еслп перейти в формулах (7 .5 .4 )— (7.5.7) к переменной к =

=  vli =  (z — i ) / f  (z +  1) =  (ешТ“ — l ) / i  (е""т° +  1), то, учиты
вая, что единичной окруж ности плоскости комплексной перемен
ной z соответствует вся мнимая ось плоскости переменной V,
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п ол уч и м
оо

ки( т Т „ ) =  J **(^)|Я(^)12( т з Й Г т ^ 5  =
оо тпоо тп

=  {  ~sx (к)  IQ ( ik )  Р 2  С И  (<Х)2* . (7-5-0)(1+Л 2)т+1 ’ (? -5 -0)
ООоо

Dy =  J « . M I Q W j - p j j ,  (7-5.10)
где — оо

Формулы (7.5.9) и (7.5.10) в случав рациональных функций sx (к) 
и Q (v) удобны тем, что интегралы в них могут быть вычислены 
по формуле (7.4.6).

Формулы (7 .5 .4 )— (7.5 .7), (7.5.9) и (7.5.10), как н формулы 
предыдущего параграфа, применимы только к устойчивым дискрет
ным стационарным линейным системам для моментов времени, 
достаточно удаленных от момента начала работы системы.

П р и м е р  7.5.1. Найти установившуюся дисперсию выходной пере- 
мспной стационарной дискретной линейной системы, состоящей из импульс
ного устройства, вырабатывающего прямоугольные импульсы с периодом 
повторения Т„,  и апериодического л вен а, если входное возмущенно пред
ставляет собой стационарную случайную функцию, интервал корреляции 
которой меньше периода повторения импульсов Тц. В этом случае значения 
входного возмущения, действующие на систему, не коррелнровапы (т. е. вход
ное случайное возмущение представляет собой импульсный белый шум 
с периодом повторения ТП). В примере 5.4.1 была найдена передаточная 
Функция рассматриваемой системы:

Спектральная плотность стационарной последовательности некоррелирован
ных импульсов s j (to) постоянна и равна TnD/2n, где D — дисперсия каждого 
из этих импульсов. Следовательно, как показывает формула (7.5.8), функция 
°х  (г) в данном случае постоянна и равпа Д /2я . Подставляя это выражение 
спектральной плотности о£ (z) и выражение (7.5.12) передаточной функции 
системы в формулу (7.5.7), находим дисперсию выходной переменной 
еистемы:

(7.5.12)

Формула (7.5.5) в этом случае дает 
2я/Т„

(7.5.13)

(7 .5 .1 4 )

о
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К этому же виду приводится формула (7.5.10) заменой переменных 2 =1(1)7* •
— е п =  е ф. Выполняя интегрирование в формуле (7.5.14), получим

Dy =  D k 4 \ (l ' - ^ )Z . (7.5.15)

Если воспользоваться формулой (7.5.10), то, принимая во внимание, что 
в данном случае

° w - T  ( £ ; ) - * - « • ’ -■ >
получим

•)■ j  Р.5.17,
— оо

Применив для вычисления интеграла формулу (7.4.6), снова получим форму
лу (7.5.15).

§ 7.6. Применение теории линейных систем для нахождения 
интегральных каноннчееких представлений случайных функций

Из теории случайных функций известно, что для нахождения 
интегрального канонического представления случайной функции 
X  (t) в дапном интервале (t0, tt) изменения аргумента t достаточно 
найти три функции х (/, к), a (t, к), G (к), удовлетворяющие усло
виям (см. 1541, | 6.5 или [531, § 67)

j  x(t,  k)a(t, k')dt =  Ь ( к - к ' ) ,  (7.6.1)
i° . 1 
Kt
j  X (t, k) a (<', k)dk =  6 ( t - t ' ) ,  (7.6.2)
M »i

г ( / ,Х )  =  ̂ у  j  K x (t ,t ' )a( l ' ,k )d l ' .  (7.6.3)
<0

Если такие функции найдены, то случайная функция
»i

F (X )=  j  a(t, k)X°(t)dt  (7 .6 .4 )
(о

будет представлять собой белый шум, интенсивностью которого 
является функция G (А,), а случайная функция X  (t) выразится 
через белый шум V (к) интегральным каноническим представле
нием

•V( < ) - » » , ( / ) +  j > ( Х ) * ( / ,  X)dX (< „< * < * .)•  (7.6.5)
ii
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Корреляционная функция белого шума V (А) определяется фор
мулой

А% (Я., А') =  G (А) 6 (А — X'). (7.6.6)
В общей теории интегральных канонических представлений 

параметр А может быть произвольной величиной и в соответствии 
с этим V (А.) является белым шумом не в физическом, а в обобщен
ном, математическом смысле. Однако в приложениях часто оказы
вается возможным рассматривать случайную функцию времени 
как результат прохождения некоторого физического белого шума, 
представляющего собой случайную функцию времени, через 
некоторую линейную систему. В этом случае параметр А пред
ставляет собой время, а функцию х (t, А) можно рассматривать 
как весовую функцию системы, формирующей данную случайную 
функцию времени из белого шума. Функция a (t, А) в этом случае 
может рассматриваться как весовая функция обратпой системы, 
преобразующей данную случайную фупкцию в белый шум. Эти 
соображения наводят на мысль попытаться применить для нахож
дения интегральных канонических представлений случайных 
функций теорию линейных систем. Как будет видно из дальней
шего, это во многих случаях приводит к положительным резуль
татам.

В § 4 .2 было показано, что весовые функции двух взаимно 
обратных физически возможных линейных систем в любом интер
вале (t0, tt) связапы соотношениями (4.2.10) и (4.2.11), которые 
можно переписать в других обозначеппях в виде 

и
j  w(t,  А)иг(А', t)dt =  6 ( k - K )  (t0< K  А'<<,), (7.6.7)
to
t i

\ w(t,  А )и г(А , O d A - 6 ( / - 0  (t0< t , t ' < t l). (7 .6 .8)
to

Здесь мы произвольно расширили пределы интегрирования, имея 
в виду, что вследствие условия физической возможности подынте
гральная функция в первой формуле отлична от нуля только при 
А < А '  в интервале (А, А'), а подынтегральная функция во второй 
формуле отлична от нуля только прн t > t r в интервале (tr, t). 
Соотношения (7.6.7) и (7.6.8) по сущ еству не отличаются от (7.6.1) 
и (7.6.2). П оэтому, если известны весовые функции w и w~ двух 
взаимно обратных линейных систем, то, принимая во внимание, 
что эти весовые функции действительны, можно удовлетворить 
условиям (7.6.1) и (7.6.2), приняв

х (t, А) =  w (t, A), a (t, А) =  иг  (A, t). (7.6.9)
Таким образом, весовые функции двух взаимно обратных линей
ных систем всегда удовлетворяют двум условиям (7.6.1) и (7.6.2)
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в любом интервале (/„, tt), если у  одной из них первый аргумент 
рассматривать как независимую переменную, а второй — как 
параметр, а у  другой наоборот. Следовательно, для нахождения 
интегрального канонического представления случайной функции 
времени X  ( / ) 'достаточно среди всех известных пар весовых функ
ций взаимно обратных физически возможных линейных систем 
найти такую пару, для которой удовлетворяется и условие (7.6.3) 
в некотором интервале ( /0, (,). Критерием выполнения усло
вия (7.6.3), как это видно из формул (7.6.3) и (7.6.9), может слу
жить независимость от времени t выражения

- J - j - t ’ )(№ .
to

Если это выражение при некоторых значениях t0 и /, не зависит 
от времени t, то, полагая при этих t0 и

и

И Г х Г  i  (7-6.Ю )
<0

мы определим функцию G (А,), удовлетворяющ ую совместно с функ
циями (7.6.9) условию (7.6.3).

На основании формул (7.6.4) н (7.6.9) случайная ф у н к ц и я

<1
V(A) =  j  uT(A, t ) X 9(t)dt (7.6.11)

*0
будет при этом белым шумом параметра А, интенсивность которого 
равна G (А). Случайная функция X (I) выразится через этот белый 
шум интегральным каноническим представлением

<i
Х (< ) =  т * ( / ) +  j  W(t, A)V(A)rfA (/0< * < < i ) -  (7 .6 .12) 

*0
Корреляцнопная функция случайной функции X  (I) выразится 
соответствующ им интегральным каноническим представлением *) 

it
K x (t, t')=r j  С (A) w(t, X)w(t',  A)dA (/0< / , i ' < ( | ) -  (7.6 .13)

•) Для вывода формулы (7.6.13) достаточно воспользоваться форму
лой (7.2.6), расширив п ней пределы интегрирования и заменив верхние 
пределы обоих интегралов величиной tt, предполагая, что /, t' <  Тогда, 
принимая во внимание (7.6.6), получим 

М <1
K x (t, t ' ) =  j  j  u>(t, Ц и>(Г , * . ')C (\ )6 (X -X ')d k d X '.  t 

<0 I о
Выполняя здесь интегрирование no А', мы и получим формулу (7.6.13).
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П араметр А п данном случае имеет смысл времени. Поэтому 
белый шум V (А) в данном случае является случайной функцией 
времени, т. е. представляет собой белый шум в обычном, а не 
в обобщ енном смысле. Это дает возможность перейти в ф орму
лах (7 .6 .11), (7.6.12) п (7.6.13) к обычным обозначениям теории 
линейных систем. Тогда, учитывая, что весовые функции w и W  
удовлетворяю т условию физической возможности, перепишем 
формулы (7.6.11), (7.6.12) и (7.6.13) в виде

I
V (0  =  J ц г  (<, т) Х°  (т) dx, (7 .6 .14)

to
t

X(t )  =  mx ( t ) + ^ w ( t , T ) V ( x ) d T ,  (7 .6 .15)
*о

m ln fl, V)

J G(i) w(t,  x) w(t',  x )dx, (7 .6 .16) 
<0

где через min U, /'1 обозначено наименьшее из чисел t и t’ .
Таким образом, мы видим, что проблема отыскания интеграль

ного канонического представления случайной функции времени 
сводится к нахождению двух взаимно обратных физически воз
можных линейных систем, одна из которых преобразует данную 
случайную функцию в белый шум, а другая формирует эту слу
чайную функцию из белого шума. В соответствии с этим иногда 
пш енную систему с весовой функцией w (t, т), формирующую 

данную случайную функцию из белого шума, называют форми
рующим фильтром. Прн этом задачу нахождения интегрального 
канонического представления случайной функции времени ставят 
оолее конкретно как задачу нахождения формирующего фильтра.

П р и м е р 7 .6 .1 . В примере 4.4.1 мы видели, что функции

“ р"  • > ' ■т
О при I <  х

и

w~ (t, х) =  а, (I) 6' (I — х) +  во (0 в (1 — х)

инлнются весовыми функциями двух взаимно обратных линейных систем. 
Предположим теперь, что функции а, (/) п а0 (/) при всех ( положительны 
ч ограничены, и рассмотрим случайную функцию X (/), корреляционная 
Функция которой определяется формулой

(*. т )=  J

А- „  . ч -  /  Л ( 0 « * ( 0  ЯР» ‘ >
1 9. ( П  Чг ( 0  "Pi* * <

(7.6.17)
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где

„ ( 0  =  о*р { - j ^ g j d o } ,  
и

I

9* (0  — 9i (0  j  а* (т) (т) •

(7.0.18)

О данном случае при любых X <  t, и /  <  11 
>1 X
j  Кх (t, t') иг (X , t') dt' =  j  A ',  ( I , * ' )  w - (X ,  <’ ) * ' = ■

— oo —oo
X

- 9 * ( < )  j  91 (<')[«, (X) в '(Я -О  +  «0(Х)б(>.-<')1Л ' =  
t

= 9a (*) [«!(>•) 9i (X) +  a0 O') 9i (Ml при <<X.
«1 \

j  Kx ( t , t ' ) w - ( k , t ’)dt ’ =  (  Kx ( t , t ’) w - ( \ , t ’)dt’ =
—  OO - O O

X

=  9 i(0  j  9 2 ( O la iW e '( X - O  +  « 0 ( * ) 6 ( X - « ' ) l * ’ ~

=  9i (<) l« .  ( * ) 9 i ( X ) +  <»<,(*) 9* M  nP“  * > * •  
Н о из формул (7.6.18) следует, что

ЯI (Я.) d 1н <7i  ( X ) _____d_ f  a0 (g) ■ о о (X)
9i (X) rfX "  Л  J i| (a) ai (X) ’

qi (X) rf In (X) In 9i (X) , rf f  dx _ _ _
iT (X )— ~  dX + dX J aJ(T)g«(T)

-OO
«о (X) ._____________ 1_____________
a,(X )

»?(X)9l(X) j  a, (T) q} (T)

(7.6.19)

Др(Х) ■ _______ 1
=  и, (X) в} (X) (X) 92 M  * 

откуда 1
ai (X) 9i (X) +  «0 (X) 9 i (X) =  0 ,a j (X) q't  (X) +  a0 (X) Яг (X) =  ^ (^ Т Ы Х )

Следовательно,
U
j  K x (t, 0 » " ( X ,  t ’ ) d t ' = 0 - w ( t ,  X) при < < X ,

— OO 

'1
J * ,( * ,  Ц г ( Х ,  =  X) при < >X.
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Таким образом, функции х  (/, X.) =  w (/, X), а (/, Я.) =  w  (X, I) и G (X) в  1 
удовлетворяют всем трем условиям (7.6.1), (7.6.2) и (7.6.3), если принять 
tо =  Xj =  — оо, >.2 =  <|, где f| — произвольный момент времени. Следова
тельно, рассматриваемая случайная функция X  (<) выражается интеграль
ным каноническим представлением (7.6.15) при (0 = — оо в любом полубеско- 
нечном интервале времени ( — оо, <,).

К сожалению, в настоящее время не существует общих методов 
нахождения такой линейной системы, которая преобразует дан
ную случайную функцию в белый шум, и соответствующей обрат
ной системы — формирующего фильтра. Однако в некоторых 
частных случаях эта задача решается сравнительно просто. 
В частности, эта задача легко решается для любой стационарной 
случайной функции X  (<), спектральная плотность которой 
является дробно-рациональной функцией.

Предположим, что спектральная плотность стационарной слу
чайной функции X  (I) выражается формулой

<7  0 - 2 0 >

где Р  (со) и Q (со) — некоторые полиномы относительно со. Так как 
sx (со) — четная функция, то  полиномы Р (со) и Q (со) содержат 
только четные степени частоты со. При этом в задачах практики 
степень 2то числителя Р (со) всегда бывает меньше степени 
2п знаменателя Q (со), так как только в этом случае интеграл 
от спектральной плотности, определяющий дисперсию случайной 
функции X , может сходиться и дисперсия случайной функции 
X  может быть конечной. Кроме того, для сходимости интеграла 
от спектральной плотности необходимо, чтобы знаменатель 
Q (со) в выражении спектральной плотности (7.6.20) но обра
щался в нуль ни прн каком действительном значении часто
ты со. Наконец, вследствие того, что спектральная плотность 
сущ ественно положительна прн действительных значениях часто
ты со, полином Р  (со) обычно также не имеет действительных кор
ней и все коэффициенты полиномов Р  (со) и Q (со) действительны. 
Пз этих' свойств полиномов Р (со) н Q (со) следует, что корни 
каждого из пих являются попарно сопряженными комплексными 
величинами и каждому корню соответствует корень того же поли
нома, противоположный по знаку. Иными словами, корни каж
дого из полиномов Р  (со) и Q (со) расположены в плоскости ком- ' 
нлексной переменной со симметрично относительно действитель
ной и мнимой осей (рнс. 7.6.1).

Разложим теперь полиномы Р (со) и Q (со) на множители и отбе
рем в полученных разложениях множители, соответствующ ие 
корням, расположенным в верхней полуплоскости комплексной 
переменной со. Добавив к таким множителям в разложении поли
нома Р  (со) корень квадратный из коэффициента А 2т при со2'" 
в этом полиноме и множитель im, мы получим полином степени то
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относительно со, все корни которого расположены в верхпей полу
плоскости. Обозначим этот полином Н (ito). Легко видеть, что всо 
коэффициенты полинома Н (ico), рассматриваемого как полином 
относительно ico, положительны. Действительно, возьмем какой- 
нибудь один корень полинома Р (со), расположенный в верхней 
полуплоскости (таких корней полином Р (со) имеет /га). Пусть этот 
корень будет a - f ip ,  где Р > 0 .  Если а ф 0 ,  то полином Р  (со) 

1т{ш) по доказанному имеет корень 
—а +  /р, также расположенный 
в верхней полуплоскости. Сле
довательно, полином// (ico) пред
ставляет собой произведение по-

• ложительного числа на множи-
______________  тели вида

Рис. 7.6.1.

R e { w }  j  (о, _  а  _  ,р ) j (ш  4 . а  —  / Р )  

и
i (со — iP), 

где Р > 0 .  Но
i (о  —  а  —  ip ) i (со +  а —  i'P) =  

=  (ico)2 +  2р (ico) +  а 2 +  Р2,
i (со —  i'P) =  ico - f  р,

вследствие чего произведение любого числа таких множителей 
представляет собой полином относительно ico, все коэффициенты 
которого положительны.

Оставшиеся множители в разложении полинома Р  (со), соответ
ствующие корням, расположенным в нижней полуплоскости, 
умноженные на (—i)m и на У^А2т, образуют полином, который 
получается из Н  (ico) изменением знака у со, т. е. полином Н ( — ico). 
Действительно, каждому корню а  +  ip полинома Р  (со), располо
женному в верхней полуплоскости, соответствует корень а  — ip, 
расположенный в нижней полуплоскости. Поэтому каждому 
множителю вида

* (со —  а  —  iP) i (со +  а  —  iP) =  (ico)2 +  2р (ico) - f  а* - f  р2
или

i (со —  i'P) =  ico +  р 
полинома Н  (ico) соответствует оставшийся множитель вида 
— I (со —  а  +  iP) ( — i) (со +  а  +  *Р) =

=  ( — ico)2 +  2р ( - ic o )  +  а 2 - f  р*
или соответственно

—i (со +  iP) =  — ico +  р, 
что доказывает высказапное утверждение.
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Таким образом, отобрап в разложении полинома Р (со) множи
тели, соответствующие корням, расположенным в верхней полу
плоскости, и добавив множитель imY Л2т, мы можем представить 
полином Р  (<о) в виде

Р(ш) =  Н  (i(o) Я  ( -  i(o), (7.6.21)
где II (ico) — полином относительно i (о с положительными коэф
фициентами.

Совершенно так же, отобрав в разложении полинома Q (<о) 
множители, соответствующие корням, расположенным в верхней 
полуплоскости, добавив к ним множитель in Y В2п, где В2п — 
коэффициент при старшей степени (о в полиноме Q (ш), и обозна
чив образованный этими множителями полином через F (по), мы 
представим полином Q (са) в виде

Q {ы) =  F  (to>) F ( -  i(o), (7.6.22)
где F (ico) — полином относительно ico с положительными коэффи
циентами.

Пользуясь формулами (7.6.21) и (7.6.22), мы можем пред
ставить выражение (7.6.20) спектральной плоскости sx (ы) для 
действительных значений ю в виде

=  (7.6.23)

Заметим теперь, что функцию

Ф(«) =  Т $  (7.6.24)

можно рассматривать как передаточную функцию некоторой ста
ционарной линейной системы. Тогда функция

-J— =  F (7.6.25)
Ф (»)  H( S)

будет представлять собой передаточную функцию обратной систе
мы. Так как умножение комплексного числа на мнимую единицу i 
представляет собой поворот изображающего это число вектора на 
угол л/2 против часовой стрелки и все корни полиномов II (ico) 
и F ( i со), рассматриваемых как. функции со, лежат в верхней 
полуплоскости переменной со, то все корни полиномов II  (s) 
и F(s), рассматриваемых как функции переменной s =  iсо, лежат 
в левой полуплоскости переменной s (рнс. 7.6.2). Следовательно, 
Ф (*) и 1/Ф (s) являются передаточными функциями двух устой
чивых взаимно обратных стационарных линейных систем.

Сравним теперь формулу (7.6.23) с (7.4.5). Вспоминая, что 
стационарная случайная функция с постоянной.спектральной пло
тностью s0 представляет собой белый шум с интенсивностью 2л5„
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(см. примечание на стр. 287), приходим к заключению, что стацио
нарную случайную функцию с дробно-рациональной спектральной 
плотностью можно рассматривать как результат прохождения 
белого шума с единичной спектральной плотностью через устой

чивую стационарную линей
ную систему с передаточной 
функцией Ф(«), определяемой 
формулой (7.6.24). Эта систе
ма и представляет собой фор
мирующий фильтр, соответ
ствующий данной стационар
ной случайной функции X  (/)• 

Зная передаточные функ-  ̂
ции двух взаимно обратных 
стационарных лиинейных 

систем, одна из которых преобразует стационарную случайную 
функцию X  (<) в белый шум, а другая формирует ее из этого 
белого шума, можно по формуле (2.4.23) найти соответствующие 
весовые функции:

w

w

оо

=  — =  j  Ф(/а>)«1и(‘ -*>Жв, (7.6.26)
— оо

( / ,т )  =  ш - ( / - т )  =  ^ -  j  -ф с/со. (7.6.27)

Как мы видели в § 7.4, формула (7.4.5) применима только 
к устойчивым стационарным линейным системам, работающим 
под действием стационарных случайных возмущений бесконечно 
долго. Из этого условия следует, во-первых, что предыдущие 
заключения справедливы только в том случае, когда все нули 
и полюсы передаточной функции Ф (s) лежат в левой полуплоско
сти, что обеспечено изложенным способом построения этой 
функции. Кстати, это условие обеспечивает существование един
ственной такой передаточной функции (конечно, с точностью до 
произвольного постоянного множителя). Во-вторых, из условия 
применимости формулы (7.4.5) следует, что случайную функцию 
X  (0 можно рассматривать только как результат бесконечно долго
го действия стационарного белого шума V (t) с единичной спек
тральной плотностью па стационарную линейную систему с пере
даточной функцией Ф (s), а белый шум V (t) представляет собой 
результат бесконечно долгого прохождения стационарной слу
чайной функции X (t) через стационарную линейную систему 
с передаточной функцией 1/Ф (s). Поэтому для стационарной 
случайной функции X (<) в формулах (7.6.14), (7.6.15) и (7.6.16)
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необходимо ВЗЯТЬ tо =  — оо. Только при этом условии они будут 
справедливы. Таким образом, изложенный метод дает интеграль
ное каноническое представление любой стационарной случайной 
функции X  (0 , имеющей дробно-рациональную спектральную 
плотность, в любом полубесконечном интервале (— оо, *,).

Заметим еще, что поведение системы с рациональной передаточ
ной функцией Ф (s), определяемой формулой (7.6.24), на основа
нии § 2.5 описывается линейным дифференциальным уравнение» 
с постоянными положительными коэффициентами

^ ( 4 - )  ( ^ - )  ^  (7.6.28)

Из того факта, что все коэффициенты уравнения (7.6.28) действи
тельны, следует на основании сказанного в § 4.4, что весовые функ
ции w и иг этой системы и обратной системы действительными. Но 
в таком случае интегралы в формулах (7.6.26) и (7.6.27) действи
тельны и, следовательно, совпадают со своими комплексными со
пряженными величинами. Поэтому в формулах (7.6.26 )и (7.6.27) 
можно изменить знак у мнимой единицы /. Тогда, изменяя обозна
чение переменной интегрирования, получим

оо

ip(f — T) _ ^ L  j  Ф (-ф )е -* « -т )< * ц , (7.6.29)
— оо

-ST J <™-зо>
— OO

Практически для вычисления интегралов в этих формулах можно 
пользоваться таблицами преобразования Лапласа (см., напри
мер, (171).

В некоторых случаях бывает удобно выразить случайную функ
цию X (t) через белый шум, интенсивность которого тождествепно 
равна единице. Согласно примечанию на стр. 287 такой белый шум 
является стационарной случайной функцией с постоянной спек
тральной плотностью, равной 1/2я. Следовательно, для того чтобы 
выразить стационарную случайную функцию X (t) с дробно-рацпо- 
нальной спектральной плотностью через белый шум с единичной 
интенсивностью, достаточно в предыдущих рассуждениях вклю
чить в полипом II  ( iсо) дополнительный множитель У 2я или
11 полином F  (ico) дополнительный множитель i / У 2л. Тогда полу
чим вместо формулы (7.6.23)

** < • > -£ | т $ |  Г -  <7-°-31>

Вследствие того, что корреляционные функции н спектральные 
плотности случайных функций обычно определются по результатам
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экспериментов, они всегда бывают известны лишь прибли
женно. Поэтому практически любую спектральную плотность 
можно аппроксимировать дробно-рациональной функцией. Отсюда 
следует, что изложенный метод нахождения интегрального кано
нического представления применим практически к любым стацио
нарным случайным функциям.

П р и м е р  7.6.2. Найти интегральное каноническое представление ста
ционарной случайной функции X  (/), спектральная плотность и корреля
ционная функция которой определяются формулами

**<“ ) = - £ s q r p *  * * М - Я * “ в|т|. (7.6.32)

В данном случае числитель Р (со) является постоянной величиной (т =  0), 
а знаменатель имеет два чисто мнимых корня со =  ± < а . Следовательно, 
в данном случае можно принять

/ /  (/to) =  j / " ~ "  , F (iw) =  l(to — ia) =  ico +  a.

Тогда получим

** (ш) =  | Ф (ico) |*. Ф (f) =  • <7-6-33)

Таким образом, формирующим фильтром в данном случае является аиерио- 
днческое звено с постоянной времени Т =  1/а и коэффициентом усиления 
к =  ~[/D/па [см. формулу (2.6.4)]. Прн этом рассматриваемая случайная функ
ция X  будет представлять собой результат бесконечно долгого действия на 
это звено белого шума с интенсивностью, равной 2л. Полагая

II (/со) =  У 20а , F (ico) =  ico +  a, (7.6.34)
получим

** M = 2 j l ® (‘<o)P, ф (*) =  т ^ г -  (7-°-35)

Таким образом, случайную функцию X  в данном случае можно рассматри
вать как результат бесконечно долгого действия белого шума единичной 
интенсивности иа апериодическое звено с постоянной времени Т =  1/а 
и коэффициентом усиления к =  V  2D/а.

Определив по формулам (7.6.26) и (7.6.27) или (7.6.29) и (7.6.30) или по 
таблицам преобразований Лапласа весовые функции w и и?- , выразим рас
сматриваемую стационарную случайную функцию X  (/) интегральным кано
ническим представлением (7.6.15) при 10 =  — оо в интервале ( — оо, <,), где 
/ 1 — любой момент времени. Впрочем, как мы увидим дальше, для решения 
практических задач в данном случае нет необходимости определять весовые 
функции w и w~, а вполне достаточно знать передаточную функцию Ф («)• 

П р и м е р  7.6.3. Найти интегральное каноническое представление 
стационарной случайной функции X  (/), спектральная плотность которой
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определяется формулой

w2= fci- a2'
где 6 >  а >  0 •).

В данном случае числитель / ’  (со) имеет два корня со =  ±-ib, а знамена- 
тель Q (со) — четыре корня ±  (ш0 ±  ia). Отобрав из этих корней те, которые 
лежат в верхней полуплоскости, согласно изложенному методу, полагаем

(7.6.36)И (ico) =  V W a  i (со -  ib) =  y 2 D a  (ico +  Ь),
F (ico) =  i (со—  0)0— la) i (со+ы0—ia) — (ici))*+2a (ito) -f- b*. f  

Тогда будем иметь
II (ico) I2 1 I V2ZJa(ici)-fb) I2 
f(ico) I 2л I (ito)2 +  2a(ico) +  62 | *

Следовательно, стационарную случайную функцию X  в данном случае можно 
рассматривать как результат бесконечно долгого действия белого шума с еди
ничной интенсивностью на устойчивую стационарную линейную систему 
(формирующий фильтр) с  передаточной функцией

Д ^ = У ^ М 1±Ь) 
w  F( i )  *2 +  2 аг +  bt

Весовые функции этой системы и обратной системы можно в случае необ
ходимости вычислить по формулам (7.6.26) и (7.6.27) или (7.6.29) и (7.6.30) 
или по таблицам преобразовавня Лапласа.

Как уже было отмечено, изложенный способ нахождения инте
грального канопнческого представления применим практически 
к любым стационарным случайным функциям. Представляет инте
рес обобщить его на нестационарные случайные функции времени. 
Мы видели, что поведение системы, связывающей стационарную 
случайную функцию, имеющую дробно-рациональпую спектраль
ную плотность, с белым шумом, описывается линейным дифферен
циальным уравнением с постоянными коэффициентами (7.6.28). 
Поэтому естественным обобщением класса стационарных случай
ных функций с дробно-рациональными спектральными плотностя
ми является класс нестационарных случайных функций времени, 
связанных с белым шумом линейными дифференциальными урав
нениями с переменными коэффициентами вида

FX° =  HV, (7.6.37)
где F и Я  — линейные дифференциальные операторы вида (4.4.4) 
с произвольными достаточно гладкими переменными коэффици
ентами. Однако в настоящее время мы еще не умеем находить 
линейное дифференциальное уравнение, определяющее прибли
женную зависимость между любой данной случайной функцией

*) Предоставляем читателю самостоятельно проверить, что корреля
ционная функция этой случайной функции выражается формулой

кх (т) =  De~a 1 т 1 cos со0т.
20 Под ред. в. С. Пугачева
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и белым шумом. Для стационарной случайной функции, как мы 
видели, для нахождения такого дифференциального уравнения 
достаточно аппроксимировать ее спектральную плотность дробно
рациональной функцией и определить изложенным методом поли
номы Н  (s) и F (s). Поэтому применение изложенного метода 
к нестационарным случайным функциям времени пока еще огра
ничивается случаями, когда удается найти приближенную зависи
м ость между иптересующей нас случайной функцией и белым шу
мом в форме липейного дифференциального уравнения. В таких 
случаях весовые функции w и w~ могут быть определены метода
ми, изложенными в §§ 4 .3  и 4.4.

П р и м е р 7 .6 .4 . В есовы е функции w и w~ примера 7.6 .1 соответствуют 
с в я з и  м еж ду  случайной ф ункцией  X  и белым шумом V в ф орм е линейного 
д и ф ф еренци ал ьн ого уравнени я первого порядка (см. пример 4.4.1):

а, ( / )  X  +  в 0 (1) X  =  V. (7 .6 .38)

С л ед ов а тел ь н о , случайная ф ункци я X ,  имеющая корреляционную функцию 
вида (7 .6 .1 7 ) ,  всегда связана с  некоторы м белым шумом уравнением первого 
п о р я д к а  вида (7 .6 .38). Д ля  определения коэффициентов а0 (<) н а, (I) этого 
у р а в н е н и я  по данным ф ункциям д, (<). Чг (0  достаточно воспользоваться урав
н ен и я м и  (7 .6 .1 9 ), пз к отор ы х  следует формула

1  5т£К | < . н . ‘ о . ,< » ■ ,7'6 39’
О п р ед ел и в  отсю да функцию а , (<), мы найдем после этого функцию а0 (/) 
нз п е р в о г о  уравнения (7 .6 .1 9 ). Заметим, что эти операции имею т практиче
ск и й  см ы сл  только в том сл у ч а е , когда отношение q2 (t)/qi (<) является возра
ст а ю щ е й  ф ункцией, так как то л ь к о  в этом случае уравпеппс (7 .6 .39) опреде
л я е т  д ей стви тельн ую  ф ункцию  а, (<) * ). - *

§ 7.7. Определение моментов выходных неременных 
интегрированном дифференциальных уравненнй

Рассмотрим автоматическую систему, описываемую системой 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений конечного 
порядка, на которую действуют случайные возмущения, пред
ставляющ ие собой белые шумы. В § 4.5 было показано, что уравне
ния такой системы всегда можно привести к системе дифферен
циальных уравненнй первого порядка

П =  2  (А= 1 .........п), (7.7.1)
»=1

где a ht — переменные или постоянные коэффициенты, a F* — 
белые шумы.

* )  М ож н о показать, что это  усл ови е необходимо также для  того, чтобы 
ф у н к ц и я , определяемая ф ор м ул ой  (7 .6 .1 7 ), могла быть корреляционной 
ф у н к ц и ей  н екоторой  случай ной  функции.
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В § 7.2 показано, что математические ожидания выходных щ 
менпых рассматриваемой системы можно получить, если в сист 
дифференциальных уравнений (7 .7 .1 ) входные сигналы и пача 
ные условия заменить их математическими ожиданиями:

П
»»h= 2  ah,nii-\-m0 (к =  1, . . . ,  п). (7.:

/=1 я
Интегрирование системы (7.7.2) не представляет никаких пран 
ческих трудностей. Поэтому мы рассмотрим только центрирован] 
случайные составляющие выходных сигналов, определяемые с 
темой дифференциальных уравнений

П  =  2 « * < Н  +  П  ( * = 1 ,  . . . .  и), (7.:
(=.1

которая получается вычитанием из уравнений (7.7.1) соответств 
щих уравнений (7.7.2).

Продифференцируем попарные произведения всех выход] 
переменпых системы:

4  (У?У?)= у ? у ? + у ? у ?  а , )  - 1 .........п). (7 :

Подставляя в правую часть этого равенства выражения прс 
водных выходных переменных системы пз (7.7.3), получим

Г» П

4  (УГУ& =  2 “чУ'УЧ +  2  « я W T +  У,°П + У?к“ (7.‘
J=1 J=1

(i, /  == 1 , • • -, п).
Применяя к обеим частям равенства операцию математнческ 
ожидания и пользуясь возможностью нзмепять порядок опера 
дифференцирования и математического ожидания, получим

п п

~  м [у?у°]= 2  а“м I w i  + 2  +
+  М\УУ\\ +  М[ГЧУ°>\ ( * , /  =  1.........п). (7.

Входящие в эти уравнения математические ожидания М  [У 
представляют собой дисперсии (при i =  J) и корреляционные 
менты (при i Ф  j) выходных сигналов системы. Вводя обозначе

0 „= Д /[У !У ?) ( / , /* =  1......... « ), (7.
перепишем уравнения (7.7.6) в виде

+  a.)fin) +  Л/ [ У У Ч ]  +  М  [У°И°] (7.

(i, j  =  1 , . . . ,  и).
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и белым шумом. Для стационарной случайной функции, как мы 
видели, для нахождения такого дифференциального уравнения 
достаточно аппроксимировать ее спектральную плотность дробно
рациональной функцией и определить изложенным методом поли
номы Н  (s) н F (s). Поэтому применение изложенного метода 
к нестационарным случайным функциям времени пока еще огра
ничивается случаями, когда удается найти приближенную зависи
м ость между иптересующей нас случайной функцией и белым шу
мом в форме липейного дифференциального уравнения. В таких 
случаях весовые функции w и w~ могут быть определены метода
ми, изложенными в §§ 4 .3  и 4.4.

П р и м е р 7 .6 .4 . В есовы е функции w и и>~ примера 7.6 .1 соответствуют 
с в я з и  м еж ду  случайной ф ункцией  X  и белым шумом V в ф орм е линейного 
д и ф ф еренци ал ьн ого уравнени я п ервого порядка (см. пример 4.4.1):

п, ( /)  X  +  в0 (О X  =  V. (7.6.38)

С л ед ов а тел ь н о , случайная ф ун кци я  X ,  имеющая корреляционную функцию 
вида (7 .6 .1 7 ) ,  всегда связана с  некоторы м  белым шумом уравнением первого 
п о р я д к а  вида (7 .6 .38). Д ля  определения коэффициентов а0 (<) и а, (I) этого 
у р а в н е н и я  по данным ф ункциям д, (<). Чг (0  достаточно воспользоваться урав
н ен и я м и  (7 .6 .1 9 ), пз к отор ы х  следует формула

1 ш - . „ . „ . « . „ . . . г
О п р ед ел и в  отсю да функцию at ( t) ,  мы найдем после этого функцию а0 (/) 
нз п е р в о г о  уравнения (7 .6 .1 9 ). Заметим, что эти операции имею т практиче
ск и й  см ы сл  только в том сл у ч а е , когда отношение q2 (t)/qi (<) является возра
ст а ю щ е й  ф ункцией, так как то л ь к о  в этом случае уравпеппс (7 .6 .39) опреде
л я е т  д ей стви тельн ую  ф ункцию  а, (/) * ). < й

§ 7.7. Определение моментов выходных переменных 
интегрированием дифференциальных уравненнй

Рассмотрим автоматическую систему, описываемую системой 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений конечного 
порядка, на которую действуют случайные возмущения, пред
ставляющ ие собой белые шумы. В § 4.5 было показано, что уравне
ния такой системы всегда можно привести к системе дифферен
циальных уравнений первого порядка

+  П  (А = 1 .........п), (7.7.1)
i=i

где aht — переменные или постоянные коэффициенты, a F* — 
белью шумы.

* )  М ож н о показать, что эт о  у сл ови е необходимо также дл я  того, чтобы 
ф у н к ц и я , определяемая ф ор м ул ой  (7 .6 .1 7 ), могла быть корреляционной 
ф у н к ц и ей  н екоторой  случай н ой  функции.



В § 7.2 показано, что математические ожидания выходных пере
менных рассматриваемой системы можно получить, если в системе 
дифференциальных уравнений (7 .7 .1 ) входные сигналы и печаль
ные условия заменить их математическими ожиданиями:

П
n»h= 2  аыт 1 +  mvb (& =  1, . . . ,  и). (7.7.2)

i=i
Интегрирование системы (7.7.2) не представляет никаких практи
ческих трудностей. Поэтому мы рассмотрим только центрированные 
случайные составляющие выходных сигналов, определяемые сис
темой дифференциальных уравнений

П  =  2 « * < Н  +  П  ( k = i ........../I), (7.7.3)t=.i
которая получается вычитанием из уравнений (7.7.1) соответствую
щих уравнений (7.7.2).

Продифференцируем попарные произведения всех выходных 
переменных системы:

4 (У ?У 5)= = У ?У ?+ У ?У ? (£, / =  1, . . . .  »). (7.7.4)

Подставляя в правую часть этого равенства выражения произ
водных выходных переменных системы из (7.7.3), получим

Г» П

4 (YiYj) =  2  <*uY)Y\ +  2  а; ,У ?У ?+  У ?Ц +  У?К? (7.7.5) 
f=i /=1

( i , /  =  l ,  . . . ,  м).
Применяя к обеим частям равенства операцию математического 
ожидания и пользуясь возможностью изменять порядок операций 
дифференцирования и математического ожидания, получим

п п

~  М  [П УЛ =  2  а „м  [У*У?1 +  2  a j,M  [У?У?] +

+  M [Y T i] +  M [ Y n ri) (7.7.G)
Входящие в эти уравнения математические ожидания М  \ V\Vuj\ 
представляют собой дисперсии (при i =  j) и корреляционные мо
менты (при i Ф  j) выходных сигналов системы. Вводя обозначение

Ьч=М[У\У1\ ( < , / « ! ,  . . . , » ) ,  (7.7.7)
перепишем уравнения (7.7.6) в виде

=  2  («ifiji +  a jfl„ )  +  М  [y?F?] +  М  [y?Fj] (7.7.8) 

(i, j  =  1 , . . . ,  п).
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Найдем входящие в (7.7.8) математические ожидания М  1У£Уц|. 
На основании формулы (2.2.30) можно написать

П t

Y* ( 0 = 2  ( g*h (/, т) V°h (т) dx. (7.7.9)
Л-1 «о

Отсюда находим
n !

A f [ y S ( 0 V 2 W l - 2  ( (f . т) л / [VjUo 7® (t)1 dx. (7.7.10)
h -1  (о

Так как согласно принятым допущениям Vt, . . ., Vn являются 
белыми шумами, то

М  l K  (0  Ун (т)1 =  СйЛ (0 б (< -  т), (7.7.11)
где GMft (0  (ц, h =  1, . . ., п) — интенсивности и взаимные интен
сивности белых шумов Vt, . . ., V„. Подставляя выражение (7.7.11) 
в (7.7.10), получаем

П I
М  [У“ (<) (01 =  2  (0 $ gvA (<,т) б (< - т) dx. (7.7.12)

Л=1 to
Заметим теперь, что весовая функция g vv (<, т) терпит разрыв 
в точке т =  t. Поэтому для вычисления интегралов в (7.7.12) 
следует применить формулу (2.1.8):

j gv/, (t, х) 6 ( t -  т) dx =  !vh (l: 1~0) |Kvh (t’ *+ u). (7.7.13) 
•0

Для физически возможных систем gvh (t, t -+■ e) =  0 прн любом 
8 > 0 и ,  следовательно, g vh (t, t -f- 0) =  0. Что касается предела 
слева g vtl (t, t — 0), то его мы обозначали в § 4.5 просто через 
Svh (** 0 ’ Поэтому можно нанисать

I
j  gvh(*. т )б ( / - x ) d t  =  j g vh(t, t). (7.7.14)
*0

Но, как показано в § 4.5, g vv (t, 0 =  1, £Vh (*. 0 = 0  при v  ф к .  
Поэтому из (7.7.12) и (7.7.14) получаем

М [ У у ( 0 О 0 ) = у ^ ( 0  К и  =  1.........п). (7.7.15)

Подставляя выражение (7.7.15) в (7.7.8) и учитывая, что Glt (t) =  
=  Gji (0 , получаем окончательно:

П
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b i J - ^ a i f l u  +  a j f l d  +  G u W  ( /, /  =  1, . . . ,  п). (7.7.10)
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Систему уравнений (7.7.16) можно компактно записать в виде 
одного матричного уравнения. Для этого выходные переменпые
У .......... . У„ будем считать составляющими вектора У, а белые
шумы Vt, . . ., Vn — составляющими вектора V. Тогда, представив 
векторы матрицами-столбцами, можем записать систему уравне
ний (7.7.1) в виде одного матричного уравнения:

У =  АУ  +  V, (7.7.17)
где А — матрица коэффициентов уравнений (7.7.1):

1|«|| а 12 •• • ^1п |
л-\ |Я*1 Д«2 •• • #2п |

а,ч •• • &пп |

Вводя матрицы

011 012 0щ Gn Gtг . . . G*"!l
0  = 6*1 022 02п . G = G21 Gt2 . . G2n

0л1 0п2 • • 0ПП Gni Спг • • Gnnl
замечаем, что в силу симметричности матрицы 0  первая сумма 
в (7.7.16) представляет собой элемент i-й строки и j-го столбца 
произведения матриц Л в , а вторая сумма — элемент i-й строки 
и j-го столбца произведения матрицы в  на транспонированную 
матрицу А т. Поэтому систему уравнений (7.7.16) можно записать 
в виде одного матричного уравнения:

ё  =  л е  +  е л *  +  с . (7.7.18)
Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что 

если математические ожидания белых шумов V* (*) равны нулю, 
mVh =  0 (к =  1, . . ., л), то уравнения (7.7.16) и (7.7.18) остаются 
в силе, если заменить в них корреляционную матрицу 0  =  || 0^ || 
случайного вектора У  матрицей начальных моментов второго 
порядка его составляющих Г =  ||у̂ ||, V,} =  М\У tY  }1 (/, /  =
-  1, . . ., л).

Таким образом, мы получили систему обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений для определения дисперсий п корре
ляционных моментов выходных сигналов системы. Интегриуря эту 
систему аналитически, если это возможно, или с помощью вычис
лительных машин, можно получить статистические характеристи
ки сразу всех выходных сигналов как функции времени. Правда, 
за эту возможность приходится расплачиваться сильиым ростом 
порядка системы дифференциальных уравнений по сравнению 
с порядком исходной системы уравнений. Действительно, если
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поведение исследуемой системы описывается системой дифферен
циальных уравнений порядка га, то в систему уравнений (7.7.16) 
будут входить га уравнений для дисперсий и га (га — 1)/2 уравнений 
для корреляционных моментов выходных сигналов (0^ =  0у,). 
Следовательно, порядок системы уравнений (7.7.16) будет равен 
N =  га 4* п (и — 1)/2 =  га (га +  1)/2. В таблице 7.7.1 приведена 
зависимость порядка системы дифференциальных уравнений для 
дисперсий и корреляционных моментов выходных сигналов от 
порядка исходной системы.

ТАБЛИЦА 7.7.1

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

А 1 3 6 10 15 21 28 30 45 55 06 78 91 105 120

Следовательно, изложенным методом целесообразно пользо
ваться, только если порядок исходной системы невысок. В про
тивном случае следует пользоваться одним из общих методов, 
описанных в § 7.2.

Если исследуемая система и белые шумы на ее входах стацио
нарны, то для определения установившихся значений дисперсий 
и корреляционных моментов выходных сигналов следует в системе
дифференциальных уравнений (7.7.16) положить 0 ^ = 0 .  Тогда 
искомые характеристики точности работы системы определятся 
из системы линейных алгебраических уравнений

П
S  +  — — GtJ (i, /  =  1, га). (7.7.19) 
/=i

Заметим, что изложенный метод пригоден и в случае, когда 
входные сигналы не являются белыми шумами, но могут быть пред
ставлены в виде преобразования белых шумов некоторой линейной 
системой — формирующим фильтром,— описываемой системой обык
новенных дифференциальных уравнений конечного порядка. 
В этом случае к дифференциальным уравнениям, описывающим 
автоматическую систему, следует добавить дифференциальные 
уравнения, описывающие формирующий фильтр. При этом падо 
помнить, что заданный случайный процесс на выходе формирую
щего фильтра практически всегда устанавливается лишь цосле 
затухания переходного процесса в нем. Поэтому дифференциаль
ные уравнения для моментов выходных переменных формирующего 
фильтра следует начинать интегрировать раньше, чем уравнения 
для моментов выходных сигналов исследуемой системы и их кор- 
реляциопных моментов с выходными сигналами формирующего 
фильтра. И лишь спустя некоторое время, превосходящее время
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переходных процессов в формирующем фильтре, можно начинать 
совместное интегрирование всех уравнений.

Если входной случайный сигнал системы стационарен, то фор
мирующий фильтр п действующий на него белый шум стационарны. 
И этом случае дифференциальные уравпения для моментов выход
ных сигпалов формирующего фильтра в установившемся режиме 
превращаются в алебраические. Определив из этих уравнений 
моменты выходных сигналов формирующего фильтра, можно 
подставить их в дифференциальные уравнения для остальных мо
ментов.

П р и м е р  7.7.1. Определить дисперсию на выходе системы, описывае
мой дифференциальным уравнением первого порядка

где X  (/) — стационарная случайная функция, математическое ожидание 
которой равно нулю, а спектральпая плотность н корреляционная функция 
определяются формулами (7.6.32). Начальное значение У при t =  0 является 
случайной величиной с нулевым математическим ожиданием и известной дис
персией D v (0).

В примере 7.6.2 показано, что случайную функцию X  (t) можно рас
сматривать как результат бесконечно долгого действия белого шума еди
ничной интенсивности на апериодическое з вепо с постоянной времени Т =  I /o  
и коэффициентом усиления К  =  У  2D 1а. Следовательно, случайная функ
ция Л' (0  связана с белым шумом V’ единичной интенсивности дифферен
циальным уравнением

где К2 — белый шум интенсивности 2Da.
Чтобы получить уравнения для моментов второго порядка, положим 

в (7.7.16) п =  2, оц =  —а (I), ац  =  1, а2) =  0, а22 =  —а , Сц =  С|2 =  0, 
С2 2 =  2Da:

Так как вследствие стационарности X  (<) нас интересует только установив
шееся значение дисперсии случайной функции на выходе формирующего
фильтра, то в последнем уравнении нужно положить 022 =  0 , после чего 
получим, как и следовало ожидать, 022 =  D . Первые два уравнения (7.7.23)

у =  _ в (|) у  +  X (/), (7.7.20)

X  =  —а Х  +  У Ш х  V. (7.7.21)
Положим

У =  У „  X  =  У 2, У 2 0 а  V =  V.. 

Тогда уравнения (7.7.20) и (7.7.21) запишутся в виде

(7.7.22)

0ц =  — 2а (/) 0„  20|2, 

0jj =  —[а (0"Ьа 1 Oj2 +  022<
022= — 2oL022 +  2D a.

(7.7.23)
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(7.7.24)

ори этом примут вил

0и = - 2 а ( / )  +  2О12,

0)г *= —  (а  ( t) +  а ]  0J2 4*

Эту систему уравнений следует проинтегрировать при начальных условиях 
Ии (0) =  D v (0), 0,2 (0) =  0. Дисперсией па выходе рассматриваемой системы 
является величина В,,. Если коэффициент а (/) не зависит от времепи, а (Г) —а,• •
и требуется определить установившееся значение 0, , ,  то, полагая 0И =  0 ,2 =  
=  0 , получаем два алгебраических уравнения

— 2а0ц4- 20и =  О, .
1 1 (7.7.25)

+  20i2 =  0 , 1
i2 +  Z) =  0 . J—  (а  +  а )  0

Решая этн уравнения, получаем установившееся значение дисперсии выход
ной переменной системы:

D



Г л а в а  8

ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 8.1. Основные свойства нелинейных систем

Согласно данному в § 1.4 определению нелинейной системой на
зывается динамическая система, для которой не выполняется 
принцип суперпозиции. Система является пелинейной при нали
чии в ней хотя бы одного элемента, для которого не выполняется 
принцип суперпозиции. Из этого определяющего свойства нели
нейных систем вытекают другие присущие им характерные черты, 
связанные с тем, что процессы в нелинейных системах и собствен
ные их движения гораздо разнообразнее и сложнее процессов 
и движений в линейных системах. Так, в нелинейных системах 
возможны без впешних возмущений устойчивые колебания опре
деленной амплптуды и частоты, называемые обычпо автоколеба
ниями. Такие режимы невозможны в линейных системах. Система 
может иметь несколько различных видов устойчивых периодиче
ских процессов с разными частотами и соответствующими вполне 
определенными амплитудами. Такие режимы нелинейной системы 
являются результатом внутренних нелинейных свойств элементов 
системы. Появление и установление того или иного вида периоди
ческого режима зависит от начальных условий. Таким образом, 
в отличие от линейных систем, в нелинейной системе сам характер 
собственных движений (колебания, затухающие колебания, рас
ходящиеся колебания, апериодический процесс) зависит от началь
ных условий. Одна и та же система при различных начальных 
условиях может совершать различные по своему характеру движе
ния. Так, например, если маятнику в состоянии покоя сообщить 
в некоторый начальный момент толчок, т. е. начальную скорость, 
то при достаточно малой начальной скорости он будет совершать 
колебания, а при достаточно большой начальной скорости — 
апериодическое движение — вращение в одном направлении.

При периодическом внешнем входном возмущении в нелиней
ной системе могут наблюдаться особые случаи резонанса, несвой
ственные линейным системам и характеризующиеся неоднознач
ной зависимостью амплитуды вынужденных колебаний от часто
ты. Резонанс в нелинейной системе возможен и па дробной частоте, 
т- е. на частоте, равной некоторой доле частоты входпого воз
мущения. Наконец, некоторым нелипейным системам свойственны
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явления параметрического возбуждения и резонанса, заключаю
щиеся в том, что в системе возникают колебания при периодиче
ском изменении какого-либо ее параметра.

Особые свойства нелинейных систем широко используются 
в технике. На этих свойствах основано генерирование электро
магнитных колебаний, выпрямление переменного тока, умножение 
и деление частот и другие процессы. Существует большое число 
нелинейных автоматических систем, в которых рационально ис
пользуются нелинейные характеристики отдельных элементов и на 
этой основе получаются хорошие практические результаты. По 
динамическим качествам нелинейные автоматические системы во 
многих случаях превосходят линейные системы.

Однако в некоторых случаях нелинейпостн характеристик 
являются вредными факторами. Их надо либо устранять, либо 
выбирать режимы работы таким образом, чтобы нелинейности не 
оказывали существенного влияния на процессы в системе.

Особенности поведения нелинейных систем и многообразие 
процессов в них создают трудности точного их математического 
описания и теоретического изучения. Несмотря на это, задачи 
исследования нелинейных систем, несравненно более трудные, 
чем задачи исследования линейных систем, постепенно приобрета
ют в современной технике все более актуальное значение. Можно 
выделить две основные проблемы теории нелинейных систем.

Первая проблема — исследование влияния нелинейностей ха
рактеристик некоторых реальных элементов па процессы в сис
темах, которые в основном являются линейными и проектируются 
как линейные. В этих случаях наличие нелинейных зависимостей 
изменяет только количественные характеристики процессов в сис
темах. Необходимо учесть их влияние или спроектировать систе
му так, чтобы процессы в ней не выходили из грапиц линейности 
характеристик элементов.

Вторая проблема — исследование принципиально нелинейных 
систем, имеющих в своем составе нелинейные элементы, которые 
определяют характерные особенности динамических процессов 
в таких системах. Эта проблема включает задачи анализа процессов 
в нелинейных системах и синтеза систем, обладающих заданными 
динамическими характеристиками.

§ 8.2. Типовые нелинейности автоматических систем

Реальные элементы автоматических систем, строго говоря, 
в большинстве случаев нелинейпы, и лишь в известных пределах 
можно считать их линейными. Так, например, закон Ома дает 
линейную зависимость падения напряжения на сопротивлении от 
тока. Однако в действительности сопротивление проводпнка зави
сит от его температуры, которая в свою очередь зависит от протека
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ющего по проводнику тока. Вследствие этого зависимость падения 
напряжения от тока получается значительно более сложной 
и совсем не линейной. И лишь при допущении, что ток изменяется 
н достаточно малом диапазоне, чтобы можно было пренебречь 
изменением сопротивления, можно принять зависимость падения 
напряжения от тока в проводнике линейной. Точно так же, как 
мы видели в § 3.2, зависимость напряжения на выходе потенцио
метра от перемещения движка лишь приближенно можно считать 
линейной. И даже более точная нелинейная зависимость, получен
ная в § 3.2, является идеализированной и вследствие этого при
ближенной. В действительности напряжение на выходе потенцио
метра мало изменяется при перемещении движка до тех пор, пока 
имеется контакт движка с данным витком, и быстро изменяется 
прн разрыве контакта с данным витком и входе движка в контакт 
с новым витком. Вследствие этого действительная зависимость 
напряжения на выходе потенциометра от перемещения движка 
близка к ступенчатой кривой, и лишь при достаточно малой тол
щине проволоки можно пренебречь зубцами н считать эту кривую 
плавной, как это было сделано в § 3.2.

Таким образом, практически любая автоматическая система 
является нелинейной и лишь приближенно может считаться линей
ной. Однако нелинейности такого характера оказывают пренебре
жимо малое влияние на свойства системы, вследствие чего теория 
линейных систем, изложенная в предыдущих главах, дает хоро
шие результаты в применении к практическим задачам.

Как было отмечено в предыдущем параграфе, в состав автомати
ческих систем часто входят существенно нелинейные элементы, 
которые существенно измепяют характер системы и придают ей 
такие свойства, которые никак не могут быть исследованы в рамках 
линейной теории. Среди нелинейных элементов автоматических 
систем особую роль играют так называемые безынерционные нели
нейности, не обладающие заметным запаздыванием. Мы будем 
называть элементарным безынерционным звеном любую систему, 
выходная переменная которой в каждый данный момент времени 
зависит только от значения входной переменной в тот же момент 
времени и не зависит от того, как изменяется входная переменная 
до данного момента. Таким образом, оператором элементарного 
безынерционного звена является обычная функциональная зависи
мость между входной н выходной перемеипымн. Эта функциональ
ная зависимость называется характеристикой элементарного 
безынерционного звена.

Очевидно, что безынерционные усилители, входящие в состав 
линейных систем, являются элементарными безынерционными 
звеньями с линейными характеристиками.

В задачах практики обычно всегда удается все нелинейные 
свойства системы отнести к безынерционным звеньям, т. е. считать
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Рис. 8.2.1.

с достаточной точностью любую систему состоящей из ряда линей
ных систем и элементарных нелинейных безынерционных звеньев, 
соединенных различными связями.

Характеристики элементарных нелинейных звеньев можно 
разделить на слабые нелинейности и существенные нелинейности.

К первой группе относятся такие нелинейные характеристики, 
которые при малом диапазоне изменения входного сигнала или

при малом его отклонении от изме
няющегося среднего значения могут 
быть заменены линейными. Отклоне
ние от линейной зависимости между 
входным и выходным сигналами у 
таких элементов объясняется влия
нием особенностей нх устройства, 
естественным ограничением мощности 
источников энергии или насыщенпем. 
Такие характеристики можно аппро
ксимировать полиномами илп выра
зить через однозначные аналитические 
функции. На рис. 8.2.1 приведена 
типовая характеристика усилителя 

с насыщением. Насыщение наступает постепенно при больших 
значениях входного сигнала х. Такая зависимость может быть при
ближенно аппроксимировала печетным полиномом невысокой сте
пени или какой-нибудь другой дифференцируемой функцией, 
например линейной комбинацией сину
сов. Наличие подобных нелинейностей 
в системе часто мало сказывается на ее 
дппамике. а именно при малых значе
ниях входных сигналов таких нелиней
ностей система ведет себя как линейная 
п только при больших входных сигналах 
проявляются ее нелинейные свойства, 
которые необходимо учитывать.

Ко второй группе относятся нели
нейные характеристики, которые явля
ются существенно нелинейными функ
циями, например разрывными или близ
кими к разрывным. Зависимость между
входной и выходпой переменпыми для таких элементов чаще всего 
может быть приближенно представлепа в виде кусочно-линейных 
функций. Пример типовой существенно нелинейной характеристи
ки приведен па рис. 8.2 .2 .

Нелинейности второй группы чрезвычайно разнообразны, а эле
менты с такими характеристиками имеют широкое применение 
в автоматических системах. Преобразование любого входного
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сигнала этими нелинейными элементами всегда нелинейное. Типо
вые характеристики элементарных нелинейных звеньев приведены 
в приложении 5. Там же приведены формулы, показывающие 
зависимость выходной переменной у от входной переменной х. 
Для некоторых нелинейных звеньев выходная перемепная у зави
сит не только от значения входной переменной х, но и от направ
ления ее изменения, т. е. от знака скорости х. Характеристики 
таких звеньев оказываются неоднозначными функциями входной 
переменной х.

Мы будем обозначать характеристику любого элементарного 
безынерционного нелинейного звена буквой <р:

у =  Ф (*). (8 .2.1)
Однако каждый раз будем оговаривать, однозначна или неодноз
начна эта нелинейность или будем указывать в числе аргументов
функции ф величину sgn х.

Нелинейности 1, 2, 3, 4 в приложении 5 характерны для раз
личных усилителей. Нелинейность 5 характерна для устройств 
специального типа, применяемых для форсирования управляюще
го сигнала при больших рассогласованиях. Нелинейности 5 и 6 
являются идеализированными характеристиками многих электро
магнитных приборов и других устройств. Характеристики 7, 8 
п 13 являются неоднозначными. Характеристика 7 типична для 
трехпозиционных, а характеристика 8 типична для двухпознци- 
онных переключающих элементов. Нелинейность 13 характеризует 
обычно зависимость между входным и выходным сигналами 
и механических передачах. Нелинейности 9, 10, 11 характеризуют 
работу различных радиотехнических элементов, выпрямителей 
или других устройств, обеспечивающих выпрямление или функци
ональное нелинейное преобразование сигнала. Характеристика
12 типична для обыкновенного электромагнита или двигателя 
нерегулируемой тяги.

Следует отметить, что приведенные в приложении 5 типовые 
нелинейности характеризуют не только назвапные элементы. Одна 
н та же нелинейность может выражать зависимость между входным 
и выходным сигналами для ряда типовых нелинейных элементов, 
основанных на различных физических принципах. Иными слова
ми, одна и та же нелинейность может характеризовать функцио
нальные свойства различных реальных элементов. Пользуясь 
характеристиками нелинейных звеньев, можпо определить выход
ную переменную звена, если входная переменная задана как 
Функция времени.

Однако прн теоретических, а иногда и при экспериментальных 
исследованиях нелинейных систем не всегда удобно пользоваться 
реальными характеристиками нелинейных звеньев. Во многих 
случаях возможно и целесообразно заменить реальные нелиней-
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ностн некоторыми приближенными (в некотором смысле эк в и 
валентными) зависимостями между входной н выходной перем ен
ными. Особенно широкое распространение получили различные 
методы линеаризации нелинейностей, основанные на замене дей
ствительных зависимостей между входными и выходными перем ен
ными приближенными линейными зависимостями. Прн этом , 
само собой разумеется, линеаризацию необходимо производить 
так, чтобы учесть хотя бы приближенно, в среднем нелинейные 
свойства элементов (т. е. чтобы для линеарнзрйанпых элементов 
не выполнялся принцип суперпозиции).

§ 8.3. Линеаризация нелинейных характеристик 
путем разложения в ряд

Во многих практических задачах изменение входного си гн ал а  
нелинейного звена бывает настолько малым, что нелинейная 
характеристика в пределах изменения входного сигнала м ож ет

быть приближенно заменена линейной. 
Линеаризация нелинейности с о с т о и т  
в замене характеристики нелинейного 
звена приближенной линейной з а в и си 
мостью, определяемой первыми членам и 
разложения характеристики в ряд  Т ей 
лора. Это можно сделать только для 
однозначных дифференцируемых ф ун к 
ций ф (х).

Пусть нелинейная характеристика 
Ф (х) является дифференцируемой ф ун к 
цией. Если входной сигнал х нелиней
ного звена мало отклоняется от п еко- 

Рнс. 8.3.1. торого среднего значения х0, то , п ри 
меняя формулу Тейлора и отбрасы вая 

остаточный член выше первого порядка относительно Ах =  х —  Хо, 
получим приближенную зависимость

у да ф (х0) +  ф ' (xq)  ( х  — х0). ( 8 .3 .1)
Замена нелинейной зависимости (8.2.1) приближенной линейной 
зависимостью (8.3.1) с геометрической точки зрения представляет 
собой замену кривой у =  ф (х) касательной к ней в точке х 0 
(рис. 8.3.1).

Реально действующие в автоматических системах сигналы об ы ч 
но содержат помехи, представляющие собой случайные ф ункции 
времени. Поэтому входной сигнал нелинейного звепа в атоматиче- 
ской системе, как правило, является случайной функцией врем е
ни. Его можно представить в виде

X (0 =  тх (0 +  Х° (0, (8 .3.2)
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где mx (t) — математическое ожидание входного сигнала, включа
ющее н его регулярную составляющую (полезный сигнал), а 
Х° (<) — центрированная случайная составляющая входного 
сигнала, имеющая равное нулю математическое ожидание. В этом 
случае практически удобно производить лпнеарпзацпю пелппей- 
пой характеристики относительно центрированного входного 
случайного сигнала, т. е. взять за центр разложения математи
ческое ожидание входного сигнала. При этом нелинейную харак
теристику надо разложить в ряд Тейлора относительно центриро
ванной случайной функции Х° и отбросить члены ряда выше пер
вой степени. В результате получим приближенное равенство

У «  Ф (тх) +  ф' (тх) Х°. (8.3.3)
Замена нелинейной зависимости выходного сигнала от вход

ного приближенной зависимостью (8.3.3) при переменном матема
тическом ожидании входного сигнала равноценна замене кривой 
у =  ф (х) подвижной касательной к ней в точке х =  тх (t), кото
рая «обкатывает» кривую у =  q> (х) с течением времени. Таким 
образом, приближенная зависимость (8.3.3) линейна только 
относительно случайных колебаний (флуктуаций) Х° входного 
сигнала и остается нелинейной относительно полезного сигнала тх. 
Вследствие этого принцип суперпозиции для линеаризованной 
характеристики несправедлив.

Степень точности линейной зависимости (8.3.3) может быть 
оценена по максимально возможной величине отброшенных чле
нов в области практически возможных реализаций случайных 
сигналов (531.

§ 8.4. Гармоническая линеаризация нелинейных характеристик

В целом ряде практических задач, связанных с исследованием 
нелинейных систем, приходится рассматривать действие на 
нелинейное звено сигнала в виде синусоидальных колебаний 
постоянной амплитуды а:

х =  a sin wt. (8.4.1)

Выходной сигнал нелинейного звена в этом случае также будет 
периодическим. Этот периодический выходной сигнал для неко
торых типовых нелинейных звеньев с нечетными характеристиками 
показан на рис. 8.4.1. Однако при гармонических колебаниях 
входпой переменной колебания выходной переменной нелинейно
го звена уже не будут гармоническими.

Любая периодическая функция может быть разложепа в ряд 
Фурье. Поэтому выходной сигнал нелинейного звена прн синусо
идальном входном возмущении всегда может быть представлен
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формулой

где <р *, a v,

У (0 =ф* +  S  (®v sin vwf -|- bv соя viot), (8.4.2)
V“ 1

>v определяются известными формулами теории рядов 
Фурье 1501:

(8.4.3)ф * = 2̂  | ф(азтф)с*ф,

2я
Jav =  - i -   ̂ ф (a sin ф) sin уф йф,

б) г / f ~wt

У

в) О

-d
U J T

d
-cot

о
2я

йу =  | ф (a sin ф) cos уф с/ф 

(v =  l, 2, . . . ) .
(8.4.4)

Величина ф * представляет со
бой постоянную составляющую, 
или средпеезначение выходного 
сигнала. Амплитуды a v и bv гар
монических составляющих вы
ходного сигнала быстро умень
шаются по мере увеличения 
номера составляющей.

Мы видим, что в отличие от 
линейных систем, нелинейные 
звепья реагируют на гармони
ческие колебания одной опре
деленной частоты гармоничес
кими колебаниями различных 
частот (теоретически—бесконеч
ной последовательности частот). 
В сумме эти гармонические 
колебания дают негармоничес
кие колебания выходного сигна
ла. Эта основная особенность 

нелинейных систем присуща, как мы видим, даже простейшим 
нелинейным системам — элементарным безынерционным нелиней
ным звеньям. Именно вследствие этой особенности резонанс 
в нелинейной системе оказывается возможным, когда частота вход
ного возмущения не совпадает с резонансной частотой системы, 
а равна резонансной частоте, деленной на целое положительное 
число.
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Нелинейное звено в автоматической системе включается прак
тически всегда последовательно с линейными частями системы. 
Линейная часть является, как правило, фильтром низких частот 
и подавляет высокочастотные колебания. Вследствие этого часто 
оказывается возможным приближенно пренебречь гармониками 
иыше первой на выходе нелинейного звена. Тогда, принимая во 
внимание (8.4.1), нолучнм следующую приближенную зависимость 
выходной переменной элементарного безынерционного нелиней
ного звена от его входной переменной:

Прн неоднозначной характеристике нелинейного звена возра
станию и убыванию аргумента соответствуют разные ветви функ
ции ф. В этом случае интегралы в формулах (8.4.3), (8.4.4), (8.4.6) 
и (8.4.7) должны быть разбиты на две части, соответствующие

в интервале от у  до у .
Таким образом, пренебрегая высшими гармониками (обертона

ми), в разложении в ряд Фурье выходной переменной, мы получили 
приближенную линейную зависимость между входной и выходной 
переменными нелинейного звена. Иными словами, под действием 
гармонических колебаний нелинейное звено как бы линеаризуется 
п может рассматриваться приближенно как линейное звено.

Коэффициенты q и д' называются гармоническими коэффициен
тами усиления нелинейного звена. Они зависят от характеристики 
нелинейного звена и от амплитуды входного синусоидального 
сигнала.

Зависимость ф* и коэффициентов q и q' от амплитуды вход
ного сигнала а отражает нелинейные свойства звена. Вследствие 
этой зависимости принцип суперпозиции неприменим для линеа
ризованного звена.

Приближенное представление нелинейной зависимости (8.2.1) 
при синусоидальном входном сигнале линейной зависимостью 
(N.4.5) обычно называется гармонической линеаризацией. Основан
ный на этом приеме метод исследования нелинейных систем назы
вается методом гармонической линеаризации или методом гармо-

Под ред. В. С. Пугачева

у « Ф *  +  дх +  -^-х, (8.4.5)
где

2л
(8.4.6)

2л
(8.4.7)

возрастанию sin ф в интервале от — у  до и убыванию sin ф 
я Зя
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нического баланса. Основы этого метода заложены в работах 
Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова 135—37). Дальнейшее разви
тие метод гармонической линеаризации получил в применении 
к автоматическим системам в работах JI. С. Гольдфарба [151 
и Е. П. Попова и И. П. Пальтова [49).

Заметил!, что для любой нечетной характеристики <р функция ф* 
равна нулю: ф* =  0. Отметим также, что для любой однозначной 
характеристики ф второй коэффициент q' равен нулю: q' =  0 . 
Это соответствует отсутствию сдвига фаз между первой гармони
кой на выходе нелинейного звена и входным синусоидальным 
сигналом. На рис. 8.4.1, б, в изображена первая гармоника для 
таких нелинейностей. Если нелинейная характеристика неодно
значна, то первая гармоника выходного сигнала сдвинута по фазе 
по отношению к входному синусоидальному колебанию. Этот 
случай изображен на рис. 8.4.1, г. В этом случае оба гармониче
ских коэффициента усиления отличны от нуля.

Выражение (8.4.5) можно представить также в форме
у да ф* +  са sin (сot +  ф), (8.4.8)

где .
c =  V<f +  q'*, t|? =  arctg-^-arctg-^- , 1

ф =  д'. J (8.4.9)
с cos ф =  g, с sin ■

Величина с характеризует усиление амплитуды, а ф — сдвиг фазы 
гармонических колебаний нелинейным звеном. В отличие от ли
нейных систем, усиление амплитуды и сдвиг фазы гармонически 
линеаризованным нелинейным звеном зависят от амплитуды 
входного сигнала.

При теоретических исследованиях автоматических систем час
то удобно рассматривать гармонический входной сигнал в ком
плексной форме

х  =  аеш . (8.4.10)
Тогда первая гармоника выходного сигнала принимает вид

у — ф* =  сае{ (8.4.11)
Если ввести комплексный гармонический. коэффициент усиления 
или амплитудно-фазовую характеристику нелинейного звена для 
первой гармоники

Фн (а) =  се**, (8.4.12)
то зависимость между входным н выходным сигналами нелинейно
го звена можно паписать в форме

у — ф* =  Ф„ (а) х. (8.4.13)
Пользуясь формулами (8.4.9) н (8.4.12), получим для комплексного 

’ гармопического коэффициента усиления другое выражение:
Ф„ (а) =  q (а) +  iq' (а). (8.4.14)



Комплексный гармонический коэффициент усиления безынерцион
ного нелинейного звена или его амплитудно-фазовая характери
стика не зависит от частоты, но зависит от амплитуды гармониче
ских колебаний. В этом состоит основное отличие нелинейного 
безыперционного звена от линейного инерционного. Для линейного 
звена, как мы видели, амплитудно-фазорая характеристика не 
зависит от амплитуды, но зависит от частоты входных гармони
ческих колебаний.

Гармонические коэффициенты усиления типовых нелинейно
стей даны в приложении 6.

Если входной сигнал нелинейного звена представляет собой 
несимметричные колебания

х  =  *0 +  а s*n (8.4.15)
где :r0 — постоянный сигнал, то, учитывая только первую гармо
нику в соответствии с принципом гармонической линеаризации, 
получим следующее приближенное выражение для выходной 
переменной нелинейного звена:

у ж  ф* (а, х0) +  Я (а> х о) л sin at +  q' (a, i 0) а cos (ot, (8.4.10) 
где

2л
| (х0 +  a sin гр) dip, (8.4.17)
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Ф* =  ^  |ф !

2л

, - ± | , ( 8. 4. , 8,

1л
q' =  | ф (x0-f-asinij>) costfdrj). (8.4.19)

Для нечетных характеристик
Ф (— *) =  — Ф (*) 

и постоянную составляющую выходного сигнала ф * можно пред
ставить в виде

Ф* =  q0 (а, х 0) х 0, (8.4.20)
где qо — коэффициент усиления по постоянной составляющей, 
равный

2л

Яо =  2^Г0 J ф (-Го +  a sin i|>) dr|>. (8.4.21)

Формулу (8.4.16) можно переписать также в виде, аналогичном
(8.4.5):

у « Ф * ( а ,  х0) +  д(а, х0) ( х  —  *о) +  ~- *о) х .  (8.4.22)
21*
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П р и м е р  8 .4 .1 . На входе нелинейного звена с характеристикой, 
изображенной на рис. 8 .4 .2 , а, действует сигнал вида (8.4.15). Вычислим 
коэффициент усиления д0 но постоянной составляющей и гармонические

Рис. 8.4.2.

коэффициенты усиления q и q'. На рис. 8 .4 .2 , б показан входной сигнал 
х  (<), а на рис. 8.4 .2, в — выходной сигнал у =  <р (*). Применив для вычисле
ния коэффициента q0 формулу (8.4.21), получим

21 . х 0 • .----- arcsin —  при а >  х 0,
9 о =  < Т °  “  (8.4.23)

{ 'V х, * при о <  х 0. 
хо

(8.4.24)

Вычисляя по формуле (8.4.18) коэффициент q, получим

" ри ■>*«•
У 0 при а <  х 0.

Так как характеристика нелинейного эвена однозначна, то в данном случае 
q' =  0. В частном случае при х 0 =  0 из формул (8.4.23), (8.4.20) и (8.4.24) 
получаем

чо—~~ * « р * = о , • <8 -*-25>ла ла
П р и м е р  8.4.2. Вычислим гарморические коэффициенты усиления для 

неоднозначной характеристики, представленной на рис. 8.4.3, предполагая.
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что на входе звена действует сигнал вида (8.4.1). В этом случае <р*=0, 
а для вычисления коэффициента q интеграл в формуле (8.4.6) должен быть 
записан в виде

я
ф| 2

_л_
2

я+Ч>|

Ч>|
Зл
2

{  i  Is in ip d tji— ^ / sin ф d<J>

(8.4.26)

я+ti
Р и с. 8.4.3.

где первые два интеграла соответствуют ветви функции <р для случая воз
растания sin ф, а вторые два интеграла соответствуют ветви кривой <р для

• d
случая убывания sin ф, а ф( =  агс<чп—  . Вычислив интегралы, получим

4 I . A
™ К  х~ 1а при a > d '

при а <  d.
я а
О

(8.4.27)

Для коэффициента q’ имеем 

♦i

♦i

Я+*1
Зл
2

+ - ^ -  {  J  1сояф<1ф — С I cos i|- d\J-1 . (8.4.28) 
я Л-Ич

Отсюда получим

Ч’
Ш „р ., a > d ,  

О при а <  d.
(8.4.29)

§ 8.5. Статистическая линеаризация нелинейных характеристик

Изложенный в § 8.3 способ линеаризации нелинейностей непри
меним к нелинейным звеньям, имеющим характеристики с угло
выми точками и разрывами (т. е. существенно нелинейные харак
теристики). Такие функции не имеют в каждой точке производной 
и не могут быть разложены в ряд Тейлора. Однако в предыдущем 
параграфе мы видели, что нрн синусоидальном входном сигнале
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существенно нелинейные характеристики можно линеаризовать 
методом гармонической линеаризации, который учитывает основ
ные законы прохождения колебаний через нелинейные звенья. 
Поэтому, естественно, возникает мысль и при случайном входном 
сигнале попытаться линеаризовать существенно нелинейные

Рис. 8.5.1.

характеристики таким образом, чтобы учесть основные законы 
совместного прохождения полезных сигналов и случайных возму
щений через нелинейные звенья.

Метод приближенной замены нелинейных характеристик экви
валентными в вероятностном смысле линейными зависимостями 
называется методом статистической линеаризации *).

Чтобы уяснить сущность метода статистической линеариза
ции, рассмотрим совместное прохождение плавно изменяющегося 
полезного сигнала и помехи через нелинейное звено. На рис. 8.5.1, а 
изображена характеристика нелинейного звона. На рнс. 8.5.1, б 
кривая 1 показывает изменение полезного сигнала, который можно 
считать математическим ожиданием входного случайного-сигнала 
ш , (<), а кривая 2  — изменение полного входного сигнала тх (t) +  
+  Х° (t) с учетом помехи (флуктуаций) входного сигнала. На

•) Этот метод был разработан и опубликовав практически одновременно 
И. Е. Казаковым в СССР 126) и Бутоном в США 110]. (Прим. ред.)
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рис. 8 .5 .1 ,в кривая 1 показывает изменение выходного сигнала 
нелинейного звепа при отсутствии на входе помехи, а кривая 2  — 
полный выходной сигнал прн наличии па входе полезного сигнала 
п помехи. Пунктирной кривой 3 па рис. 8.5.1, в показано стати
стическое среднее значение (математическое ожидание) выходного 
сигнала. Из этих рисунков видно, что при малом уровне флуктуа
ций входного сигнала кривая 3 будет мало отклоняться от кри
вой 1. Прн большом уровне флуктуаций входного сигнала среднее 
значение выходного сигнала будет близко к нулю, так как выход
ной сигнал будет беспорядочно колебаться между крайними значе
ниями. Следовательно, полезный сигнал практически не будет 
проходить через пелинейное звено. Иными словами, флуктуации 
подавляют полезный сигнал в нелинейном звене, уменьшают 
эффективный коэффициент усиления нелинейного звена. Чем 
ныше уровень флуктуаций, тем сильнее подавляется полезный 
сигнал. При этом величина флуктуаций иа выходе рассмотрен
ного нелинейного звена также ограничивается.

Идея статистической линеаризации состоит в том, чтобы 
заменить истинную зависимость между входным н выходным 
сигналами нелинейного звена такой приближенной зависимостью, 
линейной относительно центрированного случайного входного 
сигнала, которая в основном учитывает рассмотренную физиче
скую картину совместного прохождения полезного сигнала и слу
чайной помехи через нелинейное звено. А именно статистически 
линеаризованная зависимость должна с достаточной точностью 
определять полезный сигнал и уровень флуктуаций на выходе 
нелинейного звена.

В результате статистической линеаризации зависимость меж
ду входной н выходной переменными нелинейного звена

Y  =  ф (X) (8.5.1)

заменяется приближенной зависимостью вида
U =  ф0 +  kiX°. (8.5.2)

Величина ф0 представляет собой выходной полезный сигнал нели
нейного звеиа, зависимость которого от входного полезного сигна
ла является статистической характеристикой нелинейного звена. 
Коэффициент kt представляет собой статистический коэффициент 
усиления нелинейного звена по случайной составляющей.

Для нелнпейных звеньев, имеющих нечетные характеристики, 
Функция ф0 может быть представлена в форме

Фо =  k(/nXi (8.5.3)
где к0 — статистический коэффициент усиления нелинейного 
звена по математическому ожиданию.
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Величина ф0 и статистические коэффициенты усиления нели
нейного звена к0 и kt определяются из основного условия сохране
ния величины полезного сигнала и уровня флуктуаций на выходе 
нелинейного звена. Так как полезный сигнал представляет собой 
математическое ожидание, а уровень флуктуаций характеризуется 
дисперсией выходного сигнала, то величины ф0, к0, kt можно 
определить из условия равенства математического ожидания ти 
и дисперсии D u случайной величины U, определяемой формулой 
(8.5.2), соответственно математическому ожиданию и дисперсии 
выходного сигнала У нелинейного звена:

ти =  mv, Du =  D,r  (8.5.4)
Так как случайная величина U представляет собой линейную функ
цию случайной величины X, то на основании известных свойств 
математических ожиданий и дисперсий математическое ожидание 
и дисперсия случайной величины U определяются формулами

та =  ф0, Da =  k\Dx. (8.5.5)
На основании первой из этих формул первое условие (8.5.4) дает

фо =  mv. (8.5.6)
Подставляя это значение ф0 в (8.5.3), находим коэффициент к0 для 
нечетной характеристики:

к0 =  — . (8.5.7)
тх %

Подставляя выражение (8.5.5) дисперсии величины U во второе 
условие (8.5.4), находим коэффициент А,:

(8.5.8)

где аи — V Dyi ах — V ^ x — средние квадратические отклонения 
выходного и входного сигналов нелинейного звена Y и X соот
ветственно. Знак коэффициента kt определяется характером функ
ции ф. Если функция ф (х) возрастает около точки х  =  тх, то 
следует взять kt > 0 , а если функция ф (х) убывает, то следует 
взять А, <  0 .

Условия (8.5.4) обеспечивают точный учет изменения нелиней
ным звеном полезного сигнала и уровня флуктуаций. Прн этом, 
конечно, закон распределения выходного сигнала нелинейного 
звена при статистической линеаризации искажается. В этом отно
шении метод статистической линеаризации вполне равноценен 
методу гармонической линеаризации, который обеспечивает пра
вильный учет первой гармоники на выходе нелинейного звена, но 
искажает характер колебаний выходного сигнала.
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Учитывая, что нелинейные звенья в автоматических системах 
работают совместно с линейными, для которых законы преобразо
вании случайных сигналов определяются не столько их дисперсия
ми, сколько корреляционными функциями, приходим к заключе
нию, что можно допустить при статистической линеаризации 
некоторую ошибку в дисперсии выходного сигнала с целью лучше 
приблизить его корреляционную функцию.

На основании изложенных соображений возникает идея поло
жить в основу метода статистической линеаризации другой прин
цип, а именно принцип минимума средней квадратической ошибки 
от замены нелинейной зависимости (8.5.1) приближенной линей
ной зависимостью (в .^ ) :

П =  М  [(У -  U)*] =  min. (8.5.9)
Подставляя сюда выражение для U из (8.5.2) и используя извест
ные свойства математических ожиданий, получим следующее 
условие:

Л =  М  [ У*) +  <pj +  k\Dx — 2цy n v -  2ktM [ УХ°] =  min. (8.5.10)
Прн известных ти, М  [У2], D x и М  1УХ°] величина т) является 
функцией параметров фв и kt. Приравнивая нулю) частные произ
водные этой функции по <р0 и к { , получим уравнения

фо — mv — 0, (8.5.11)
ktD x -  М  1УХ°] =  0. (8.5.12)

Уравнение (8.5.11) дает для ф0 ранее полученную формулу (8.5.6). 
Решая уравнение (8.5.12), получаем следующую формулу для 
коэффициента

*1 =  4-  Л/[УХ°]. (8.5.13)их
Легко показать, что найденные выражения ф0 и к , действитель

но обеспечивают минимум величины тр Для этого дадим величинам 
фо >■ kt в выражении (8.5.10) приращения, равные соответственно 
и о и ы,. Тогда получим 
4 =  М  [{У — фо — и0 — (kt -f-ut) X0}2] =

=  М  [(У -  Фо -  А-,Х°)2) +  u*0 +  u\Dx +
+  2u0 (<f0 - m u) +  2ui (klDx -M \ Y X 0]). (8.5.14)

Если ф0 и kt определяются уравнениями (8.5.11) и (8.5.12), то 
формула (8.5.14) принимает вид

Л =  А/ 1(У — Фо — * .*°)41 +  “ J +  U\D*- (8.5.15)
Отсюда видно, что т| принимает минимальное значение только при 
и0 ~  и 1 =  0, т. е. при фо и к,, определяемых уравнениями (8.5.11) 
п (8.5.12).
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Для вычисления величин к0, kt и ф0 по полученным формулам 
необходимо знать одномерную плотность вероятности /,  (х ; t) 
входной  случайной функции X  (<) нелинейного звена, которую 
мы будем обозначать сокращенно /  (х). Тогда формулы (8.5.6),
(8.5.7), (8.5.8) и (8.5.13) примут вид

оо

фо =  j  ф (х) /  (х) dx,
— ОО

оо

*0 =  - ^  j  Ф (х) /  (х) dx,
— оо

оо

A;“  =  ± J L {  j  ф*(х) / ( х)£*х - ф2 } ,/2
— оо

оо

Мг> — j  ( x - m x)q>(x)f(x)dx,
— оо

где индексы вверху у коэффициентов указывают способ линеа
ризации.

Пользуясь формулами (8.5.16)—(8.5.19), можно определить 
функцию ф0 и статистические коэффициенты усиления к0, А, для 
типовых нелинейных звеньев при заданной одномерной плотности 
вероятности /  (х) входной случайной функции. Однако при работе 
нелинейного звена в замкнутой системе плотность вероятности его 
входного сигнала заранее неизвестна. Даже и nocjie проведенного 
исследования системы часто удается определить только некоторые 
числовые характеристики входных случайных сигналов нелиней
ных звеньев. Выход из этого затруднения достаточно прост. Дело 
н том, что изменение формы закона распределения /  (х) в широких 
пределах не оказывает существенного влиянии на коэффициенты 
к0 и kt и функцию ф0. Кроме того, пелнпейные звенья* как прави
ло, соединяются в системах с инерционными линейными звеньями, 
а закон распределения выходной переменной инерционной линей
ной системы оказывается обычно близким к нормальному при 
любом законе распределения входной переменной. Закон распреде
ления выходной переменной тем ближе к нормальному, чем инер
ционнее линейная система (т. е. чем больше ее постоянные време
ни). Учитывая эти соображения, можно принять в фррмулах
(8.5.16)—(8.5.19) закон распределения входной переменной нели
нейного звена нормальным:

(8.5.16)

/
(8.5.17)

(8.5.18)

(8.5.19)

/ W “ a T 7 S “ P { - ^ } -  <8-5-2°>
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При этом статистические коэффициенты усиления нелинейного зве
на к0, к\1\ к'*‘ и его статистическая характеристика ф0 будут функ
циями математического ожидания тх и среднего квадратического 
отклонения ах входного сигнала.

При нормальном законе распределения входного сигнала функ
ция фо выражается формулой

оо (х - т х)«

Ф о =  \ dx. (8.5.21)у  2л ах

Если продифференцировать это выражение по тх и сравнить ре*
зультат с (8.5.19), то получим

(8.5.22)

Следовательно, при нормальном законе распределения входного 
сигнала нелинейного звена коэффициент к'*' можно вычислять по 
формуле (8.5.22).

Таким образом, в отличие от обычной линеаризации при помо
щи ряда Тейлора, статистическая линеаризация дает выходной 
полезный сигнал и коэффициент передачи случайной составляю
щей как функции не только полезного сигнала, но и уровпя флук
туаций входного сигнала. При этом, так же как и обычная лине
аризация, статистическая линеаризация заменяет характеристику 
нелинейного звена функцией, линейной только относительно цен
трированной случайной составляющей входного сигнала, но 
нелинейной относительно полезного сигнала. Вследствие этого 
принцип суперпозиции не выполняется для статистически линеари
зованных звеньев, и таким образом их основные нелинейные 
свойства сохраняются.

В случае неоднозначных характеристик нелипейных звеньев 
функция ф (х) в формулах (8.5.16)—(8.5.19) заменяется функцией
Ф (х, sgn х), одномерная плотность вероятности /  (х) входной слу
чайной функции X(i) заменяется совместной плотностью вероят- 

•

пости /  (х, х) значений случайной функции X  (t) и ее производной 
Л" (/) прн любом данном t, а интегралы заменяются двойными

•

интегралами по переменным х, х.
Как показывают расчеты, прн выборе Art по первому и второму 

способам в корреляционной функции выходного сигнала получа
ются односторонние ошибки разных знаков. Поэтому в качестве 
к оэф ф и ци ен та к{ целесообразно брать среднее арифметическое зна
чений этого коэффициента, полученных по первому и второму 
способам:

К'> +  к?> 
К,-------- -̂---- * (8.5.23)
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В приложении 6 даны расчетные формулы для статистических коэф
фициентов усиления к0, kt и статистической характеристики <р9 
типовых нелинейностей прн нормальном законе распределения 
входного сигнала *).

П р и м е р  8.5.1. Вычислим статистические коэффициенты усиления ка, 
А,11, *!*> для нелинейности 5 (приложение 5), представленной на рис. 8.4 .2, а.

Так как нелинейность в данном случае нечетная, то, применяя фор
мулу (8.5.17), находим статистический коэффициент усиления по полезному 
сигналу: ^

А' о = --------- f  схр | -  \ d x +
тх 1 /2 л  ах J I 2 ах )

:У 2пах _о

После замены переменных х  — тх =  tax получим

тх
оо I* Ос

{ J =  \ , ' Т й — '  С \ у  2я 3 у2л J /тх
Ох

или

‘•=1И^Ь (8-5'24’
где Ф (х) — известная в теории вероятностей функция. Таблица этой функ
ции дана в приложении 7.

Аналогично, применяя формулы (8.5.18) и (8.5.19) и производя ту же 
замену переменных, находим

*<i> =  - L j / r i_4 0> 2  (8.5.25)

I 2 /  1 т\ \
^ ’ “ a j y S r  СХР ‘ (8•5•2,i,

Формула (8.5.26) может быть получена также путем дифференцирования 
по тх равенства

Фо =  котх =  2/Ф (  )  . (8.5.27)

*) Здесь изложен метод статистической линеаризации И. Е. Казакова. 
Метод статистической линеаризации американского ученого Бутона основан 
на замене характеристики нелинейного звена линейной зависимостью U =  кХ  
с  одним общим коэффициентом усиления для полезного сигнала и помехи, 
который определяется из условия (8.5.9). Статистическая линеаризация 
И. Е. Казакова совершеннее статистической линеаризации Бутона, так как 
она точнее учитывает основные законы совместного прохождения полезного 
сигнала и помехи через нелинейности. Относительно дальнейшего развития 
метода статистической линеаризации см. |27]. (Прим. ред.)
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§ 8.6. Совместная гармоническая и статистическая 
лннеаризацня нелинейных характеристик

Входной сигнал нелинейного звена автоматической системы 
часто представляет собой сумму синусоидального сигнала опре
деленной частоты н амплитуды и случайной функции X (t):

Z (t) =  a sin wt -J- X (t) =  mx a sinw/ -f- Xе (t). (8.6.1)

Если применить в этом случае метод статистической линеаризации, 
то статистическая характеристика нелинейного звена и статисти
ческие коэффициенты усиления по математическому ожиданию 
п случайной составляющей будут периодическими функциями 
времени в силу периодической зависимости от времени математи
ческого ожидании входного сигнала. При применении метода 
гармонической линеаризации гармонические коэффициенты уси
ления будут случайными величинами в силу наличия случайной 
составляющей во входном сигнале. Поэтому в подобном случае 
целесообразно применить совместную статистическую и гармони
ческую линеаризацию, т. е. заменить характеристику нелинейного 
звена

У (0 =  ф (Z «)) (8.6.2)
н риближенной зависимостью

Y (t) w  фо 4-xasin(o<-|-x'acosci)< +  x,X0(/), (8.6.3)
линейной относительно синусоидальной и центрированной случай
ной составляющих входного сигнала. При этом, так же как в слу
чаях одной гармонической и одной статистической линеаризации, 
полезную составляющую ф* выходного сигнала нелинейного звена 
можно в случае нечетной характеристики ф принять пропорцио
нальной систематической составляющей входного сигнала (т. е. по
лезному входному сигналу) тх:

ф5 =  х „тх. (8.6.4)
Величины ф£, х, х ', х 0 и х, можно определить различными 

способами из условия правильного учета передачи нелинейным 
звеном полезного сигнала, первой гармоники и уровня флуктуа
ций выходного сигнала.

IIредположим, что математическое ожидание тх и дисперсия 
D x =  o j случайной части X (/) входного сигнала Z (/) нелинейного 
звена изменяются достаточно медленно для того, чтобы можно 
было считать их постоянными в пределах одного периода синусо
идальной части входного сигнала. Производя статистическую 
линеаризацию характеристики (8.5.1) нелинейного звена изложен
ным в предыдущем параграфе методом, получим следующую при
ближенную зависимость между входным и выходным сигналами



нелинейного звена:
Y(t) «  фо fax  +  a s*n ° х )  +  *1 (т * +  а s*n о*) Xе (<).

(8.6.5)
Здесь мы показываем в явной форме зависимость ф0 и от матема
тического ожидания тг =  тх +  a sin (ot и среднего квадратиче
ского отклонения аг =  о* входного сигнала нелинейного звена.

Вследствие наличия периодической составляющей в математи
ческом ожидании входного сигнала функции ф0 и /г, оказываются 
периодическими функциями времени. Следовательно, к ним можно 
применить метод гармонической линеаризации. Согласно этому 
методу представляем функцию ф0 при данном фиксированном зна
чении ах рядом Фурье и оставляем в этом ряде только постоянную 
(систематическую) составляющую и первую гармонику. В резуль
тате получаем
( Р о К + о ш ш / ,  ох) « ф 8 (а, тх, о*) +

+  х(а , тх, o*)asinco<-|-x'(a, тх, ах) a cos a>f, (8 .6.6) 
где согласно формулам (8.4.17), (8.4.18) и (8.4.19)

2л
фо (я. тх, о*) =  J фоСт*-basin g , ох)с?ф, (8.6.7) 

о
2л

х (а, тх, ° х) =  -^  | фо (wi* +  asini|>, о ,)  sin $  (8 .6 .8)
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2л
x '(a , тх, ах) =  - ^  j  Wo(mx +  asinip, a*)cosr|>dtJ\ (8.6.9) 

о
Разложив в ряд Фурье статистический коэффициент усиления не- , 
линейного звена по случайной составляющей kt в формуле (8.6.5), 
мы должны оставить только постоянную составляющую, чтобы 
избежать появления нелинейного члена — произведения синусо- j 
идальной и центрированной случайной составляющих. В результате > 
получим приближенную формулу

(m* +  а sin <*>*» ах) »  к, (а, тх, ох) =
2л

к\ (mx +  osin ф, (Jx)di[\ (8 .6 .10) I

Подставляя выражения (8 .6 .6) и (8.6.10) в формулу (8.6.5), мы 
и получим приближенную линеаризованную зависимость (8.6.3) 
между составляющими входного сигнала и выходным сигналом 
нелинейного звена.



функции фо И kt п (8.6.7)—(8.6.10) вычисляются по формулам
(8.5.16), (8.5.18), (8.5.19) и (8.5.21):

оо

Фо (тх +  а sin 'р. <*х) =  j  ф(х +  а зтф )/(х )«*х , (8.6.11)
—  ОО

А-, ( т х +  а в т ф , о х) =

=  у  [*;1, ( т х +  а 81п'ф, а*) +  к\"(тх +  а sin \|-, о ,)], (8 .6 .12) 

А-;*’ (тх +  а sin ф, ох) =
оо

J /2=  j  у* (mx +  as\ny!p)f (x)dx — ф£ (mx- f  а sin ф, ох)| *

(8.6.13)
ОО

A;l , (mx +  flsin ф, °х) =  -£г j (* — т , )  ф (х +  в sin Ц»)/ ( * ) * ?  (8.6.14)
—  ОО

для нормальной плотности вероятности /  (х), определяемой форму
лой (8.5.20). ^

В случае нечетной характеристики нелинейного звена формулы
(8.6.4) п (8.6.7) дают

2л
Ко (Я. о ж) =  [ фо(т« +  « 81пф, ах) с?ф.

* * о
(8.6.15)

Получеппые формулы показывают, что статистические коэффи
циенты усиления х 0 и х ( представляют собой усредненные за пери
од изменения гармонической составляющей статистические коэф
ф ициенты  усиления к0 и kt. Коэффициенты х и х ' являются 
гармоническими коэффициентами усиления для статистической 
характеристики фо, получаемой из функции ф статистическим ус
реднением, как это следует из (8.6.11). Наконец, функция ф? есть 
постоянная составляющая функции фо, вычисленная путем усред
нения ф 0 за период изменения гармонической состав.!яющей.

Другим способом определения фJ, х 0, х, х ', X) в (8.6.3) и (8.6.4), 
является применение сначала метода гармонической линеаризации, 
а потом метода статистической линеаризации. Прн этом получен
ные в результате гармонической линеаризации постоянная 
составляющая ф* и гармонические коэффициенты усиления q и q' 
г,удут вследствие формул (8.4.17) — (8.4.19) функциями амплитуды 
синусоидальной составляющей а и случайной составляющей X.
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Применяя к постоянной составляющей <р* метод статистической 
линеаризации и производя статистическое усреднение коэффици
ентов q и q', мы снова получим формулы (8.6.7) — (8.6.15). Центри
рованными случайными составляющими в коэффициентах q и q’ 
следует пренебречь, чтобы избежать появления произведения 
синусоидальной и центрированной случайной составляющих. Само 
собой разумеется, порядок интегрирования в формулах (8.6.7) —
(8.6.15) можно изменить и произвести интегрирование сначала 
поф, а затем по х.

Величины <pj, х 0, х, х ', можно также определить из уровня 
совпадения средних значений математических ожиданий и диспер
сий случайных функций Y  (I) и U (/) за период синусоидальной 
составляющей (первый способ) или из условия минимума среднего 
значения за период среднего квадрата ошибки (8.5.9) (второй спо
соб). При этом снова получатся формулы (8.6.7) — (8.6.15).

При теоретических исследованиях входной сигнал иногда 
удобно представить в комплексной форме, как и в § 8.4:

Z (t) =  тх -\- аеш  Х° (t). (8.6.16)
Тогда, применяя совместную гармоническую и статистическую 
линеаризацию, представим функцию Y  в виде

У (0  =  ф5 +  а ^ ,“ ‘ +  »‘ ,Х0, (8.6.17)
где

У,, =  х +  ix '. (8.6.18)
Выведенные формулы показывают, что совместная статистиче

ская и гармоническая линеаризация нелинейных характеристик 
дает приближенную линейную зависимость выходного сигнала 
нелинейного звена от синусоидальной и центрированной случай
ной составляющих входного сигнала и в то же время учитывает 
взаимодействие систематической, синусоидальной и случайной 
составляющих при их совместном прохождении через нелинейное 
звено. Это выражается в том, что коэффициенты линеаризованной 
зависимости определяются как функции амплитуды синусоидаль
ной составляющей н математического ожидаппя н дисперсии слу
чайной составляющей входного сигнала. Иными словами, совмест
ная статистическая и гармоническая линеаризация заменяет 
нелинейную зависимость между самими сигналами приближенной 
нелинейной зависимостью между их основными параметрами — 
постоянными (пли медленно изменяющимися) составляющими, 
амплитудами и фазами синусоидальных составляющих и диспер
сиями случайных составляющих,— а зависимость между быстро 
изменяющимися (синусоидальными и случайными) составляющими 
заменяет приближенной линейной зависимостью. В этом и заклю
чается сила методов статистической и гармонической линеаризации, 
причина их широкого распространения и практической эффектив
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ности. Заменяя нелинейные запнснмости между быстро изменяющи
мися составляющими сигналов линейными, методы статистической 
„ гармонической линеаризации дают возможность использовать 
ч |я приближенного исследования нелинейных систем хорошо 
разработанные методы теории линейных систем. Учитывая при
ближенно зависимость между основными параметрами постоянных, 
синусоидальны х и случайных составляющих сигналов, методы 
статистической и гармонической линеаризации с  достаточной 
,i большинстве случаев для практики точностью отражают нели
нейные свойства нелинейных звеньев и вследствие этого дают 
возм ож ность приближенно исследовать различные процессы 
п нелинейных системах.

В некоторых случаях при изучении] колебаний в нелинейных 
системах можно не интересоваться случайными составляющими 
выходных сигналов нелинейных звеньев, однако полностью пре
небречь случайными составляющими входных синалов не удается 
вследствие их значительного влияния на амплитуды и частоты 
колебаний. В таких случаях можно пренебречь последним, случай
ным слагаемым в формуле (8.6.3). При этом зависимость парамет
ров колебаний от случайных возмущений будет учтена в форме 
зависимости величин ф*, х 0, х и х ' от дисперсии случайной 
составляющей о*.

В приложении 6 приведены формулы для величин х, х, при 
отсутствии во входном сигнале постоянной составляющей для 
типовых нелинейных характеристик.

В главах 10 и 11 будет показано применение методов гармопи- 
ческой и статистической линеаризации для приближенного иссле
дования нелинейных систем.



Г л а в а  9

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Электролитический датчик является измерителем отклонения 
данного направления от вертикали. Конструктивно датчик выпол
нен в виде ограниченной частью сферы полости, заполненной 
токопроводящей жидкостью — электролитом (рис. 9.1.1). В кор
пусе расположены четыре электрода, изолированных друг от дру
га. Электролит не заполняет всего объема полости, и образую
щийся воздушный пузырек прн вертикальном положении датчика 
накрывает около половины площади каждого из четырех электро
дов. При отклонении датчика от вертикали изменяется соотноше
ние площадей перекрытия электродов электролитом и воздушным 
пузырьком. В результате изменяется проводимость электрической 
цепи и ток в ней. На этом основан принцип действия датчика.

Электрическая схема электролитического датчика показана на 
рис. 9.1.2. К электродам через обмотки трансформаторов Тр1, Тр2 
подведено переменное напряжение и. Через электроды датчика 
протекает переменный ток, величина которого определяется про
водимостью G участка электрод — электролит — корпус датчика:

где Gо — проводимость при полном накрытии электрода воздуш
ным пузырьком, S — площадь накрытия электрода электролитом, 
v — коэффициент пропорциональности.

Напряжения и,, и2 на вторичных обмотках трансформаторов 
Тр1 и Тр2 являются выходными сигналами и характеризуют углы 
отклонения а, Р оси датчика от вертикали в двух взаимпо перпен
дикулярных плоскостях. Амплитуды напряжений пропорциональ
ны величинам углов а и ($, а фазы определяют направления откло- 
непнй (знаки углов а и Р). Определим йавнсимость напряжения 
U) от угла а. Напряжение ut определяется разностью токов it и is 
в первичной обмотке трансформатора Tpl:

G — Gq -j- ViS, (9.1.1)

М| — Z (if — i3), (9.1.2)

где Z =  } ft2 +  w4L2 — полное сопротивление первичной обмотки 
Tpl. Токи i, и i3 определяются проводимостями цепей 1 и 3:

i'i =  uG 1 =  и (Gq -(- \S\), /3 =  uG3 =  и (G0 +  \S3). (9.1.3)



Подставляя эти выражения в (9.1.2), получим
ы, =  Z\ (Si — S3) и. (9.1.4)

Таким образом, амплитуда напряжения и,, равная Zx (St — S 3) а, 
где а — амплитуда питающего напряжения и, пропорциональна
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Рис. 9.1.1. Рис. 9.1.2.

разности площадей накрытия электродов электролитом. При верти
кальном положении датчика St =  S 3 и ut =  0.

Зависимость разности площадей A S = S i—S 3ot угла наклопа дат
чика, вычисленная для одного из промышленных образцов датчика, 
представлена на рис.9.1.3. Эта зависимость нелинейна, причем нели
нейность выражается в на
личии ограничения. Участ
ки ограничения соответ
ствуют полному перекры
тию площадей электрода 
воздушным пузырьком или 
электролитом. Такой же 
характер в силу формулы
(9.1.4) имеет зависимость 
амплитуды Я) выходного 
напряжения датчика и, от 
угла отклонения оси дат
чика от вертикали а:
fl,=Zva ( 5 , - 5 3). (9.1.5)

1’еальная характеристика датчика несколько отличается от вычис
ленной вследствие изменения формы воздушного пузырька при 
отклонении датчика от вертикали.

22* ,
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Нелинейную характеристику электролитического датчика мож
но приближенно представить в виде кусочно-линейпой характери
стики типа чистого ограничения (приложение 5, нелинейность 1). 
Кроме рассмотренной нелинейности, в электролитическом датчике 
имеется еще одна существенная нелинейность, обусловленная 
взаимным влняпием каналов. При наличии угла наклона датчика 
в другой плоскости Р изменяется крутизна характеристики, опреде
ляющей зависимость амплитуды выходного напряжения и, от уг
ла а. На рис. 9.1.4 представлено семейство характеристик датчика,

О
т

'соответствующих плоскости угла а, в зависимости от параметра р. 
Таким образом, параметры идеализированной кусочно-линейной 
характеристики датчика зависят от угла р. Точно так же пара
метры характеристики датчика, соответствующей наклону оси дат
чика в плоскости угла р, зависят от угла а. Эти зависимости необ
ходимо учитывать при вычислении гармонических и статистических 
Коэффициентов передачи электролитического датчика.

Изложенное показывает, что электролитический датчик можно 
считать безынерционным нелинейным звеном типа ограничителя 
с двумя взаимно связанными каналами.

Электролитические датчики нашли широкое распространение 
в гироскопических приборах как первичные датчики вертикали 
места. Простота устройства, небольшие габариты и высокая чув
ствительность (пороговая чувствительность порядка 1' —2') явля
ются цх положительными качествами.
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§ |9.2. Термосопротивления
Термосопротивление является датчиком температуры. Чув

ствительным элементом датчика служит платиновая или медная 
проволока 1 (рис. 9.2.1), намотанная на каркас из изоляционного 
материала 2. Каркас с проволокой помещен в защитную трубку 3 
из алюминия или латуни. При изменении температуры среды,

. te h
- м ■ «»■■■« « » » » 1

Г...Х— ...................../ 2 3 м и  ___ /
-у

Рис. 9.2.1.

в которой паходится датчик, изменяется сопротивление проводни
ка (проволоки). На этом основан принцип действия датчика.

Зависимость электрического сопротивления проводника от его 
температуры выражается формулой

П =  /?„ф (0 -  в0), (9.2.1)
где 0— температура проводника, R 0 — сопротивление проводника 
при температуре 0О, ф (0 — 0о) — определенная функция разности 
температур. В широком диапазоне температур функция <р (0 — 0 О) 
хорошо аппроксимируется экспоненциальной зависимостью

Ф (0 -0 о) =  е - “ (0- 0»). (9.2.2)
В узком диапазоне температур функция <р (0 — 0О) с достаточной 
точностью аппроксимируется полиномом

ф (0 _  0О) =  1 +  ct (0 -  0О) +  р (0 -  0О)* +  . . . (9.2.3)

Коэффициенты а, р, . . .  в выражениях (9.2.2) и (9.2.3) определяют
ся экспериментально.

Выведем зависимость температуры проводника 0 от температу
ры среды т, в которой он находится. Для этого вычислим измене- 
пне количества тепла dQ, содержащегося в проводнике, при изме
нении его температуры па dO:

dQ =  mcdO, (9.2.4)
где с — теплоемкость материала проводника, т — его масса. 
С другой стороны, согласно закопу Ньютона, количество тепла, 
получаемое датчиком от внешпей среды, пропорционально разпо- 
сти температур среды и датчика, площади поверхности датчика
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и времени:
dQ =  kS (т -  0).Л, (9.2.5)

где к — коэффициент теплопередачи. На основании закона сохра
нения энергии левые части в уравнениях (9.2.4) и (9.2.5) равны. 
Поэтому из (9.2.4) и (9.2.5) вытекает дифференциальное уравнение, 
связывающее температуру датчика 0 и температуру среды т:

ТО +  0 =  т, ф.2.6)
где Т =  ст/kS — постоянная времени термосопротивления. Та
ким образом, динамические свойства термосопротивления описы
ваются уравнениями (9.2.1) и (9.2.6), которые определяют зави
симость сопротивления датчика, а следовательно и тока в нем, от 
температуры среды. На основании этих 
уравнений термосопротивление можно 
представить в виде последовательного 
соединения апериодического звена и не
линейности с экспоненциальной или 
квадратичной характеристикой (рис.
9.2.2).

Термосопротпвлення обычно вклю
чаются в мостовые схемы. На рис. 9.2.3 
показапа возможная схема включения 
датчика. Термосопротивление Я 0 вклю
чено в одно из плеч электрического моста.

во)

Рис. 9.2.2.

Переменным сопротивлением Я 3 мост балансируется на определен
ную температуру 0О. При изменении температуры среды т и, сле
довательно, температуры датчика 0 мост разбалансируется и через 
сопротивление нагрузки Я и, включенное в диагональ моста, течет 
ток. Входной величиной датчика является температура окружа
ющей среды т, выходной — напряжение и на сопротивлении на
грузки Я н.

Термосопротивления нашли широкое распространение для 
измерения температур различных сред в пределах 200—1000° С. 
В авиационной технике они применяются для измерения темпе
ратуры в прецизионных гироскопических приборах, температуры 
водяной и масляной систем двигателя, температуры газов газо
турбинных двигателей и т. д. Параметры некоторых электрических 
термосопротивлений для случая, когда функция ф выражается
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формулой (9.2.3), имеют порядок П0 — 50 -j- 100 Ом; Т =  20 c-j- 
10 мин; а =  0,00428 град-1 для проводниковой меди в диапазо

не 0 -г 200° С; а =  0,00394 град'1, р =  — 5,8*107 град2 для 
платиновых термосопротнвлений в диапазоне 200 -j- 800° С; а  =  
= 0,0121 град-1 для теллуросеребряного термосопротивления.

Особенно широкое распространение в последнее время получи- 
.111 так называемые термисторы — полупроводники с большим 
отрицательным температурным коэффициентом. Температурный 
коэффициент у термисторов больше, чем у металлов, в 5— 10 раз. 
Поэтому схемы тепловых датчиков с термисторами обладают высо
кой чувствительностью. Термисторы имеют более высокие динами
ческие свойства, чем металлические проводники. Постоянная 
времени термисторов в зависимости от размеров и формы датчиков 
имеет значение Т =  0,01 -5- 50 с 147].

§ 9.3. Магнитные усилители

Магнитные усилители нашли широкое применение в системах 
автоматического управления как усилители мощности и как сум
мирующие устройства (см., например, 114] и ]60]). На вход магнит
ного усилителя действуют сигналы постоянного напряжения или

о—£

Wp
Я*

Wp и>р

— u A / j -------
-- n r v jr » ^  p fV y Jn A -.

Щ \ WY I

. U y  O -

ff)
Рис. 9.3.1.

тока. Выходным сигналом усилителя является переменный ток. 
Закон изменения этого тока зависит от режима работы усилителя. 
Часто в схему усилителя включаются выпрямительные элементы, 
с помощью которых переменный ток преобразуется в постоянный.

Простейший магнитный усилитель с одним входом представлен 
на рнс. 9.3.1, а. Он состоит из двух одинаковых дросселей насыще- 
И>‘я. На внутренние стержни сердечников дросселей намотана 
обмотка управления с числом витков 2wy, на внешние стержни 
намотана рабочая обмотка с числом витков 2wv. Рабочая обмотка 
питается переменным напряжением м„. В цепь рабочей обмотки 
включена нагрузка с сопротивлением /?„. К управляющей обмотке
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подается входной сигнал иу. Управляющая обмотка наматывается 
так, чтобы направления магнитных потоков Ф_, создаваемых ею во 
внутренних стержнях обоих дросселей,‘совпадали. Рабочая обмот
ка наматывается так, чтобы направления потоков Ф „, создаваемых 
ею во внутренних стержнях, были противоположны. На рис. 9.3.1, а 
потоки Ф_ показаны пунктирными стрелками, а потоки Ф_ — 
сплошными. На рис. 9.3.1, б показана условная схема простейшего 
магнитного усилителя.

Работа магнитного усилителя основана на связи и взаимном 
влиянии магнитных потоков, создаваемых входным и выходным

сигналами в ферромагнитной среде. 
Новейшие ферромагнитные материалы, 
используемые в магнитных усилителях, 
имеют кривую намагпнчнвання, близ
кую к прямоугольной. Поэтому при 
анализе физических процессов, происхо
дящих в дросселях, и выводе необходи
мых соотношений мы будем пользо
ваться идеальной кривой намагничива
ния, представленной на рис. 9.3.2. 
Вертикальный участок кривой соответ
ствует ненасыщенному состоянию сер
дечников. Горизонтальный участок, 
положепие которого определяется вели
чиной магнитной индукции В =  B HV, 
соответствует полному насыщению. 
Намагничивающая сила и магнитный 
поток дросселя складываются нз намаг
ничивающих сил и магнитных потоков, 

создаваемых обмотками, намотанными на его стержни. Состояние 
дросселя определяется токами, проходящими через обмотки. 
В соответствии с рис. 9.3.2 каждый дроссель магнитного усилителя 
может находиться только в одном из двух состояний: насыщенном 
или ненасыщенном.

Современные магнитные усилителия работают в режиме, прн 
котором за период изменения напряжения и „т каждый дроссель 
один раз переходит нз ненасыщенного состояния в насыщенное 
и наоборот. Для двух дросселей простейшего магнитного усилите
ля могут быть следующие сочетания состояний: оба дросселя не 
насыщены; один дроссель насыщен, а другой не насыщен; оба 
дросселя насыщены.

Ненасыщенное состояние дросселя возможно только прн рав
ной нулю намагничивающей силе. Следовательно, ненасыщенному 
состоянию одного дросселя соответствует равенство

Вкр

В

1 Реальная 
^кривая 
Г намагни- 
1 чивания

1
Н

О
1
1
11

Идеальная
/  кривая

1
1
1 *1

Рис. 9.3.2.

wvi р +  wyiy =  О, (9.3.1)
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а ненасыщенному состоянию другого — равенство
Wpip Wyiy — 0. (9.3.2)

Разные знаки в равенствах (9.3.1) и (9.3.2) объясняются тем, что 
направление управляющего тока в одном дросселе совпадает с по
ложительным направлением тока в рабочей обмотке, а в другом — 
с отрицательным. В случае, когда оба дросселя не насыщепы, при
веденные равенства должпы удовлетворяться одновременно. Это 
возможно только при ip =  iy =  0. Таким образом, в случае, 
когда оба дросселя не насыщены, ток в нагрузке равен нулю. При 
ненасыщенном состоянии дросселей напряжение компенси
руется противоэлектродвижущей силой е, наведенной в рабочей 
обмотке, т. е. +  е =  0. В соответствии с законом электромагнит
ной индукции

с/Ф
u ^ = 2 w p—j j -  . (9.3.3)

Если =  С/о sin (oi, то из (9.3.3) следует, что

Ф ^ = — ^ 2 - c o s  со*. (9.3.4)2wvu> '  '
Равенство (9.3.4) определяет закон изменения магнитного потока, 
действующего в магнитном усилителе. Переменный магнитный 
поток наводит э .д .с . в обеих частях обмотки управления. Одпако 
благодаря показанной на рис. 9.3.1 намотке обмоток э. д. с., наводи
мые в обмотке управления, взаимно компенсируются.

Рассмотрим теперь случай, когда один дроссель насыщен, 
а другой не насыщен. В насыщенном дросселе В =  Вкр =  const 
и ф  =  ф кр =  const. Неизменность магнитной индукции В при 
любом изменении напряженности поля И  свидетельствует о том, 
что магнитная проницаемость материала сердечника в таком состо
янии равна нулю. Вследствие этого и индуктивность обмоток 
сердечника равна нулю. Следовательпо, равно пулю сопротивле
ние обмоток переменному току. Таким образом, при насыщенном 
состоянии одного дросселя можно считать, что часть рабочей обмот
ки, приходящаяся на этот дроссель, замкнута накоротко. Нена
сыщенному состоянию другого дросселя соответствует равенство
(9.3.1) или (9.3.2). В этом случае при iy ФО рабочий ток ip=£ 0 и

=  ыр +  i\)B„, (9.3.5)
где Up — падение напряжения на рабочей обмотке)ненасыщенного 
Дросселя. Величина ир зависит от сопротивления цепп управляю
щей обмотки. Дело в том, что в случае, когда один дроссель насы- 
Щен, а другой нет, переменная э .д .с .,  наведенная изменяющимся 
магнитным потоком ненасыщенной части рабочей обмотки в обмот
ке управления, не будет компенсироваться, так как магнитный 
поток в насыщенной части рабочей обмотки постоянен и не
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наводит в обмотке управления противоэлектродвижущей силы. 
В результате в обмотке управления будет наводиться переменный 
ток. Так как для ненасыщенного дросселя сумма намагничивающих 
сил должна быть равна нулю, то ток обмотки управления повторя
ет форму тока рабочей цепи. Иначе говоря, ненасыщенный дрос
сель работает в режиме трансформатора тока. Сопротивление

обмотки управления явля
ется нагрузкой трансфор
матора. Следовательно, ыр 
зависит от сопротивления 
цепи обмотки управления. 
11ри небольшом сопротив
лении цепи управления

- величина ир будет прене
брежимо малой но сравне
нию с / РДН. Нри этом в 
соответствии с равенством 

б) (9.3.5) ток в рабочей цепи 
определяется сопротивле
нием нагрузки /?н и имеет 
форму отрезков синусоиды. 
Если сопротивление управ
ляющей цепи переменному 
току велико, то влияние 
наведенной в цепи управле
ния э. д. с. на входной сиг
нал незначительно, и нм 
можно пренебречь. В этом 
случае ток в рабочей об
мотке не зависит от напря- 

е ' жения ц„ и в соответствии 
с равенством (9.3.1) или
(9.3.2) целиком определя
ется током в цепи уп-

Рис. 9.3.3. равления.
В состоянии, когда оба 

дросселя насыщены, рабо
чая и управляющая цепи ие зависят друг от друга. Такой 
режим является нежелательным и практически не допускается.

Из произведенного анализа следует, что рабочий цикл магнит
ного усилителя состоит в переходе из состояния, когда один дрос
сель насыщен, в состояние, когда оба дросселя не насыщены, 
затем в состояние, когда другой дроссель насыщен, и т. д. Для 
всего рабочего цикла справедливо равенство

w yiy — d: (9.3.6)
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,1 котором iy и ip — мгновенные значения токов в управляющей 
и рабочей цепях.

На рис. 9.3.3 приведены диаграммы изменения напряжения, 
гоков  и потоков в цепи рабоней обмотки для случая, когда ыу =  
= const >  0. На рис. 9.3.3, в показано изменение тока в нагруз

ке при малом сопротивлении цепи управляющей обмотки, на 
рис. 9.3.3, г — при большом. При уменьшении время пребывания 
лросселой в насыщенном состоянии уменьшается, уменьшается 
ширина (по основанию) импульсов рабочего тока. Если изменить 
полярность управляющего сигнала, но не изменять его величину, 
ю изменится только порядок насыщения дросселей, характер 
изменения тока ip останется прежним, не изменится ни величина, 
пи фаза рабочего тока. Из рис. 9.3.3 видно, что ток в нагрузке 
является переменным, но не синусоидальным.

На основании изложенного можно записать
wy | / у | =  и>р/р, (9.3.7)

где / у — среднее значение тока в управляющей обмотке за период 
напряжения питания, / р — среднее значение тока ip рабочей обмот
ки. Равенство (9.3.7) является 
основным соотношением магнит
ного усилителя. На рис. 9.3.4 
показана зависимость / р от / у, _  
называемая статической характе- 
Iтстикой усилителя. Сплошной 
линией показана характеристика, 
соответствующая равенству (9.3.7), —  
полученному при допущении, что 
кривая намагничивания дросселей Рис. 9.3.4.
прямоугольна. Реальная характе
ристика магнитного усилителя показана пунктирной линией. 
Отличие реальной характеристики от теоретической обуслов
лено прежде всего отличием реальной кривой намагничивания 
<>т прямоугольной. В действительности при равной нулю намаг
ничивающей силе насыщение дросселя произойти не может. Поэ
т о м у  не могут, в частности, одновременно выполняться равенства 
('•'■3.1) н (9.3.2). Однако ввиду большой крутизны кривых на
магничивания современных материалов, из которых выполпяются 
сердечники усилителей, достаточно весьма малого тока iy, что- 
"ы возник постоянный управляющий поток Ф и дроссели по
переменно насыщались. Допустимость пользования идеальной 
прямоугольной кривой намагничивания оправдывается близостью 
реальной и теоретической характеристик усилителя в широком 
Диапазоне изменения входного сигнала (рис. 9.3.4).

Динамические свойства усилителя в сильной степени зависят 
0т сопротивления цепи управляющей обмотки переменному току.



348 ГЛ. 9. НЕЛИНЕЙНЫ Е ЭЛЕМЕНТЫ  АВТОМ АТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Если это сопротивление велико, то рабочая обмотка практически 
не оказывает влияния на входной сигнал. В этом случае статиче
ская характеристика усилителя описывает его динамические 
свойства, т. е. магнитный усилитель-можно считать безынерцион
ным нелинейным звеном. Если же сопротивление цепи управляю
щей обмотки мало, то рабочая обмотка оказывает сильное влияние 
на процессы, происходящие в цепи управления. Наводимые в обмот
ках э. д. с. приводят к запаздыванию рабочего тока относительно 
входного сигнала иу.

Выведем дифференциальное уравнение, характеризующее дина
мические свойства простейшего магнитного усилителя в случае, 
когда сопротивление цепп управляющей обмотки мало. Рассмот
рим наиболее типичный случай, когда длительность переходного 
процесса в усилителе значительно больше периода Т =  2п/ш 
питающего рабочую обмотку переменного напряжения. В этом 
случае переходный процесс можно характеризовать изменением 
средних значений тока и напряжения в рабочей обмотке и магнит
ных потоков.

Под средними значениями переменного тока и напряжения 
принято понимать средние значения их абсолютных величин за 
половину периода Т/2. Знак средних значений тока в обмотке 
управления и управляющего напряжения за время Т совпадает 
со знаком входного сигнала. За среднее значение магнитного 
потока в сердечнике одного дросселя приближенно принимается

ф к  =  Ф ш пх +  Ф ш .п s g n  U y  =  j ф т ц ж  _ Ф ш а х - Ф т . п  )  g g n

где Фшах и ФШ!п — соответственно максимальное и минимальное 
значения потока в течение периода. Множитель sgn U y  появился 
вследствие того, что при положительном управляющем напряже
нии Ф 1с> 0 ,  Ф гс< 0 , а при отрицательном, наоборот, Ф1с <Г О, 
Фгс >  О- Из рис. 9.3.3, б видно, что

Ф та х  —  Фщ1п =  Фд> Ф та х  =  Фцр» Ф гс =  —  Фю* 

Следовательно,

Ф1с = ( Ф к р - ^ ) з 8п и у, Ф2с = ( - Ф „ р  +  ̂ ) з дп U y .  (9.3.8)

Уравнение напряжений в цепи управляющей обмоткп имеет вид
иу =  еу i y R y .  (9.3.9)

Электродвижущая сила еу является результирующей э. д. с., 
наведенной в управляющих обмотках магнитными потоками двух 
дросселей:

е1 =  е г - е1=  - W y - ^ W z - O t ) .



Подставляя это выражепие в уравнение (9.3.9), получим

и7 =  - “>т-^-(ф 2- ф |)-ИуЯг . (9.3.10)

Проинтегрируем левую и правую части равенства (9.3.10) в пре
делах от 0 до Д* =  2л/(о =  Т:

д» Дфт д<
j u y d t  — — w7  ̂ £*(Ф2- Ф , )  +  Яу j  iydt.
0 ДФо о

Поделив левую и правую части полученного равенства на Д*, 
получим

ТТ __ ... А Ф т - А Ф о  , г> ги  у —  —  Wy \- K y l y

ИЛИ

| и  у  I sgn U y ~ - W y  АФт^ ^ Ф° +  Ry 11 у  13gn t /y, (9.3.11)

где Uy и I у  — средние значения мало изменяющихся за период Т 
напряжения и тока в управляющей обмотке, ДФо — значение 
разности магнитных потоков при t =  0, ДФТ — значение разности 
потоков при t =  At. Разность ДФТ — ДФ0 есть приращение раз
ности потоков за время At, т. е. за период. Если длительность 
переходного процесса значительно больше времени At, то прира
щения разности потоков, получающиеся в течение приода, можно 
заменять приращениями разностей их средних значений, изменя
ющихся во время переходного процесса, т. е.

ДФ, —ЬДФ0 =  1Ф2с -  Ф1с1д -  1Фгс -  ф ю)п-1, (9.3.12)
где 1Ф2С Ф)с1п и [Ф2С — Ф1с]„_1 — разности средних зпачепий 
магнитных потоков соответственно за п-й и (п — 1)-й периоды. 
Подставляя выражения (9.3.8) средних значений магнитных 
потоков в (9.3.12), получим

1Фгс — Ф1с1п — 1Фгс — Ф|с1п -1 =
=  (1Фд1п — 1Фд1„ -1) sgn{/„ =  ДФд sgn Uvt (9.3.13)

где ДФд — приращение разности Фд =  Фтах — Фт!п за период. 
Подставив получеппое из (9.3.12) и (9.3.13) выражение прираще
ния разности потоков в (9.3.11) и заменив отношение конечных 
приращений ДФд/Д< производной d<X>Jdt, после сокращения на 
sgn Uу, получим

|гм  =  * г ^  +  я у |/у |. (9.3.14)

Магнитный поток при ненасыщенном состоянии сердечника изме
няется в соответствии с формулой (9.3.4). Из рис. 9.3.3, б видно,
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что при небольших значениях управляющего сигнала Фт 1п =* 
=  Uо cos a/2wp(a, а максимальное значение потока равно Фкр =  
=  Uo/2wp(o и достигается в момент времени t =  t0. Угол а =  
=  (о/0 является углом насыщения. По формуле (9.3.4) определяем

Фд — Фкр — Фщ1п =  2w ы (1 — со.ч а).

Подставляя это выражение Фд в (9.3.14) и выполняя дифференци
рование, получим
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2irp0) dt 
или

l£,T l = - ja S ^ 3 ; T + J,T lM . (9.3.15)
Среднее значение рабочего тока / р при малых значениях управля
ющего сигнала Uy определяется формулой

/р =  _Н  ^  sin со* Л = = ^ ( 1  + cos a). ]
to

Отсюда видно, что

------ir-sina, 1 Г =  - Г Г ^ -  • (9.3.16)da пН „ dip t/0 sm a  '  '

Подставляя полученное выражение производной da/dip в (9.3.15), 
учитывая (9.3.7) и полагая оа =  2л/, получим дифференциальное 
уравнение, описывающее работу магнитного усилителя:

tTu/fu d t j, Wn

или

где
( T D + \ ) I p  =  k \ U y\, (9.3.17)

Т =  тт^га-  , * =  — . (9.3.18)WpRy '  7 

Таким образом, при малом сопротивлении управляющей цепи 
переменному току магнитный усилитель можно считать апериоди
ческим звеном, постоянная времени и коэффициент усиления кото
рого определяются формулами (9.3.18).

Магнитный усилитель обычно характеризуется коэффициентом 
усиления мощности:

. Я„/р R«” \
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Сравнивая выражения для Т и кр, замечаем, что
кр =  4/Г. (9.3.20)

Для повышения коэффициента усиления в магнитном усилителе 
часто используется положительная обратная связь. На рис. 9.3.5 
приведена схема магнитного усилителя с внешней положительной 
обратной связью. Положительная обратная связь осуществляется 
путем введения дополнительных обмоток обратной связи woct 
которые включены в схему так же, 
как и соответствующие части управ
ляющей обмотки. Выпрямитель В 
служит для преобразования выход
ного переменного тока в постоянный.
Постоянный ток, пропорциональный 
среднему значению тока нагрузки, 
протекает по обмоткам обратной свя
ли. При положительной полярности 
входного сигнала и,магнитные потоки 
обмоток управления и обмоток обрат
ной связи складываются. Это приво
дит к увеличению коэффициента уси
ления усилителя. Изменение поляр
ности входного сигнала вызывает 
изменение направления потоков в 
управляющих обмотках, но направ
ления потоков в обмотках обратной 
связи остаются прежними. Магнитные потоки обмоток управле
ния и обмоток обратной связи будут вычитаться. Это при
водит к уменьшению коэффициента уенлепия. На рис. 9.3.6

показана статическая характе
ристика магнитного усилителя 
с положительной обратной свя
зью. Как видно, магнитный уси
литель с обратной связью неоди
наково реагирует на входные си
гналы разной полярности. В 

1у реальных автоматических систе-
—  мах входной сигнал может коле

баться около пулевого значения.
Рис. 9.3.6. Для обеспечения одинакового

коэффициента усиления при из
менении полярности входного сигнала характеристику усилителя 
смещают относительно начального положения вдоль оси абсцисс. 
Смещение осуществляется с помощью специальных обмоток, назы
ваемых обмотками смещения, которые питаются постоянным током, 
полярность которого соответствует большей крутизне характери-
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стикн. Следует, однако, заметить, что введение положительной 
обратной связи приводит к некоторому смещению минимума 
статической характеристики в сторону отрицательных токов и без 
специальных обмоток смещения. Это объясняется тем, что в про
стейших усилителях при нулевом входном сигнале рабочий ток не 
равен нулю, следовательно, не равен нулю ток в обмотке обратной 
связи, не равно нулю подмагннчивающее поле п ток в нагрузке не 
является минимальным.

Прн наличии положительной обратной связи вместо равенства
(9.3.7) следует записать

WpI v  =  | W y l 7 +  W o J o c I.
где / ос — ток в обмотках обратной связи. Обычно »  / р. Тогда 
прн / у >  О

Шр/р (1 -  р) =  Wyly, (9.3.21) 
где Р =  w0Jwp — коэффициент обратной связи (обычно 0 <
<  Р <  1).

Дифференциальное уравнение, описывающее работу магнитно
го усилителя с обратной связью, получится, если в уравнение
(9.3.15) подставить производную daldlp из (9.3.16) и выражение 
/ у из (9.3.21). При этом постоянная времени магнитного усилителя 
с обратной связью определится формулой

Т =  A n / f l  *  • (9.3.22)4/ЛуШ* (1 — Р) '  '

Подставляя в (9.3.19) отяошепие / р/ / у из (9.3.21), получим 
формулу для коэффициента усиления магнитного усилителя с об
ратной связью:

ДцЦ>у 
Луш р(1-Р )2

Сравнивая формулы (9.3.22) и (9.3.23), находим

Г «= -^ (1 _ Р К  (9.3.24)

Из формул (9.3.22) и (9.3.23) следует, что положительная обратная 
связь увеличивает коэффициент усиления и одновременно приводит 
к увеличению инерционности усилителя. Однако прп одинаковых 
коэффициентах усиления постоянная времени усилителя с поло
жительной обратной связью меньше постоянной времени усилите
ля без обратной связи.

Из (9.3.18) и (9.3.22) следует, что для уменьшения инерционности 
магнитного усилителя необходимо повышать частоту /  источника 
переменного папряжепия и_. Инерционность магнитного усили
теля снижается также, если при заданном коэффициенте усилепия

кр=  п>-  (9.3.23)
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по мощности использовать несколько каскадов усиления. Пусть, 
например, двухкаскадный магнитный усилитель имеет по перво
м у  каскаду коэффициент усиления Ль а по второму к2 при общем 
коэффициенте усиления по мощности кр =  кхк2. Постоянную 
времени двухкаскадного усилителя можно приближенно опреде
лить как сумму

7\ Т2 =  (kt 4* ̂ ’2)1 (9.3.25)

где Т1 и Тг — постоянные времени первого и второго каскадов 
соответственно, определяемые по формуле (9.3.24). Постоянная 
премени однокаскадного усилителя Т, имеющего коэффициент 
усиления кр, также определяется равенством (9.3.24). Разделив 
почленно (9.3.24) на (9.3.25), получим

Т_______ *р
Т\ +  Тг 1̂ +  ̂ 2

Обычно кх > 1  и А-2 >  1. При этом кр =  ktk2 >  kt +  к2 и, следо
вательно, Т >  Т1 4- Тг.

Простейшие магнитные усилители без обратной связи и с обрат
ной связью обладают существенными недостатками: они нечувстви
тельны к полярности входного сигнала и не обеспечивают нулевого 
тока в нагрузке прн нулевом сигнале на входе усилителя. Эти 
недостатки устраняются применением мостовой и дифференциаль
ной схем включения простейших магнитных усилителей. Включе
ние двух простейших магнитных усилителей по дифференциальной 
схеме образует двухтактный дифференциальный магнитный усили
тель. Два простейших магнитных усилителя, включенных по 
мостовой схеме, образуют двухтактный мостовой магнитный 
усилитель.

На рис. 9.3.7 представлена принципиальная схема дифферен
циального магнитного усилителя. Каждый из простейших усили
телей имеет статическую характеристику, смещенную относитель
но оси ординат приблизительно до середины рабочего участка 
(рис. 9.3.8). Подобное смещение достигается, как уже отмечалось, 
включением специальных обмоток смещения. Обмотки управле
ния включены так, что в одном усилителе намагничивающие поля, 
создаваемые обмотками управления и смещения, совпадают по 
"вправлению, а в другом усилителе имеют противоположные 
направления. Благодаря этому ток управления увеличивает 
выходной сигнал в одном усилителе и уменьшает в другом, 
результирующий ток в нагрузке равен разности / „  =  1 х — / 2. 
Сопротивление Ясм служит для балансировки, в результате кото
рой обеспечивается прохождение через нуль характеристики диф
ференциального магнитного усилителя, показанной на рис. 9.3.8. 
Практически изменение знака среднего значения тока нагрузки
9*1

Под ред. в. С. Пугачева



354 ГЛ. » . НЕЛИ НЕЙ НЫ Е ЭЛЕМЕНТЫ АВТОМ АТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

дифференциального усилителя при изменении полярности тока 
управления означает изменение на 180° фазы выходного сигнала.

На рис. 9.3.9 представлена схема мостового магнитного усили
теля. Каждое плечо моста образовано одной из обмоток перемен
ного тока, причем в противоположных плечах находятся обмотки,

■ 1 О о — —
Ян

Г»см
—

Wp~"~
L £
KiT*-

WCM I
— О UCM°---------- M a j -1

WP

h g j
Wp

---- -----------------1
— Wy [

1---------U 4 W Г r t n
■ -  О Uv о-------------------------

+ -  
Рис. 9.3.9.

расположенные на одном сердечнике. При отсутствии входного 
сигнала мост уравновешен и выходное напряжение на нагрузке 
Л„ равно нулю. При подаче входного сигнала равновесие моста 
нарушается, так как в одной паре противоположных плеч ток
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уменьшается, а в другой — увеличивается. На нагрузке появляет
ся  напряжение, фаза которого будет определяться полярностью 
входного сигнала иу. Так же как и в схеме рис. 9.3.7, в мостовой 
схеме в одном из сердечников магнитные поля обмотки смешения 
и обмотки управления действуют в противоположных направле
н и я х , а во втором — в одном направлении.

Если от магпнтного усилителя нужно получить выходное на
пряжение, превышающее напряжение источника питания или

-\ --V'

■о и~°-

Рис. 9.3.10.

значительно меньше его, то применяется трансформаторная схема 
магнитного усилителя. Па рис. 9.3.10 представлена схема транс
форматорного магнитного усилителя. Первичные обмотки (четы
ре обмотки с числом витков wt каждая) соединены последовательно 
и создают магнитные потоки одного направления. Вторичные 
обмотки, в цепь которых включена нагрузка Н„, соединены тоже 
последовательно, но так, что потоки обмоток дросселей I  и II  
взаимно противоположны. При входном сигнале, равном нулю, 
потоки в сердечниках /  и II  одинаковы. Во вторичных обмотках 
сердечников I и II  паводятся равные э.д.с., которые взаимно 
компенсируются. Тока в цепи нагрузки не будет. Если входной 
сигнал иу отличен от нуля, то в сердечниках /  и I I  создаются 
Разные подмагничивающие поля, так как в сердечнике I поток
о >мотки смещения совпадает по направлению с потоком обмотки 
> правления, а в сердечнике I I  эти потоки направлены друг 
против друга. Магнитные потоки в сердечниках /  и II  не будут 
•минаковымн. В цепи вторичных обмоток наведется результирую- 
11,1 я э.д.с. В нагрузке появится ток, величина и фаза которого

23*
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будут зависеть от величины входного сигнала иу и его полярности 
соответственно. Величина выходного напряжения определяется 
соотношением чисел витков ir, и w2.

Если элементы автоматической системы, включенные после маг
нитного усилителя, работают на постоянном токе, то магнитные 
усилители делаются с выходом на постоянном токе. На рис. 9.3.11 
показан магнитный усилитель с выходом на постоянном токе. Он

-О и  у  о

Рис. 9.3.11.

имеет положительную обратную связь и дополнительное подмаг- 
ничивание, осуществляемое при помощи обмоток смещения. 
Когда входной сигнал иу равен нулю, в обмотках wp проходит 
переменный ток одинаковой амплитуды, вследствие чего по 
нагрузке /?„ протекают равные, но противоположно направленные 
постоянные токи i( и »2. При иу ФО один из сердечников под- 
магничивается сильнее, а другой в меньшей степени, так как 
в одном из них поле смещения и поле управлепия действуют в од
ном направлении, а в другом — в противоположных направ
лениях. Это приводит к тому, что амплитуды переменных токов 
в обмотках сердечников I и / / ,  а также токи i, и i2 в нагрузке 

не будут одинаковыми. Изменение полярности входного сигнала 
вызовет изменение направления постоянного тока нагрузки.
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Схема дифференциального усилителя, приведенная на рис. 9.3.7, 
применяется тогда, когда последующий элемент, например 
асинхронный двигатель, имеет лишь одну управляющую обмотку 
переменного тока. Мостовая схема усилителя имеет то же значе
ние. Коэффициент полезного действия мостового магнитного уси
лителя, вследствие меньших потерь в обмотках, несколько больше 
коэффициента полезного действия дифференциального усилителя. 
Преимуществом трансформаторного усилителя является простота 
согласования с нагрузкой.

Часто исполнительный элемент автоматической системы имеет 
две дифференциальные обмотки управления. В этом случае обмот
ки в качестве нагрузки включаются непосредственно в цепи про
стейших магнитных усилителей, составляющих двухтактный уси
литель, а питание усилителей остается общим.

Все рассмотренные схемы усилителей имеют одну управляющую 
обмотку и рассчитаны на один входной сигнал. Магнитный усили
тель может иметь несколько управляющих обмоток, являющихся 
его входами. В этом случае выходной сигнал будет результатом 
суммарного действия всех входных сигналов усилителя. Выбором 
чисел витков управляющих обмоток обеспечивается необходимое 
соотношение коэффициентов усиления слагаемых, входящих 
н суммарный выходной сигнал.

Магнитные усилители нашли широкое применение в автомати
ческих системах управления. Они надежны в эксплуатации, обла
дают большим сроком службы, нечувствительны к вибрациям, 
вследствие того что не имеют подвижных частей. Они допускают 
большие перегрузки, не нуждаются в предварительном разогреве, 
как, например, электронные усилители, и обладают более высоким 
коэффициентом полезного действия, чем электронные усилители.

Двухтактные магнитные усилители обладают большой зоной 
линейности, которая практически позволяет считать их линей
ными элементами. Коэффициент усиления магнитных усилителей 
достигает значения lO3-^ 10® на один каскад. Это позволяет уси
ливать слабые сигналы постоянного тока мощностью 1C- 1* 10-,? 
В-А [19].

Основным недостатком магнитного усилителя является его 
инерционность. Постоянная времени магнитного усилителя 
с большим коэффициентом усиления может исчисляться секундами.

§ 9.4. Нелинейные функциональные преобразователи на диодах

Различные нелинейные операции над сигналами можно осуще
ствить электрическими цепями с диодами. Основной характери
стикой диода является его волътамперная характеристика
i =  <р (и), показывающая зависимость тока i, протекающего через 
Диод, от приложенного к нему напряжения и. На рис. 9.4.1
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изображены вольтамперные характеристики для вакуумного 
(рис. 9.4.1, а) и нолполоводннкового (рис. 9.4.1, 6) диодов. Точка 
О на характеристиках является точкой покоя, т. е. точкой, харак
теризующей состояние системы прн отсутствии входного сигнала 
(ц =  0). При положительном напряжении на диоде его сопротив

ление невелико и поэтому 
через диод протекает ток 
г, зависящий от величины 
напряжения и. При отри
цательном значении напря
жения и сопротивление 
диода очень велико н через 
диод ток не протекает (в 

Рис. 9.4.1. случае вакуумного диода)
< или он очень незначите
лен (в случае полупроводникового диода). Зависимость сопро
тивления диода от знака приложенного напряжения и ис
пользуется для создания различных нелннейпых устройств и схем. 
Нелинейная вольтамперная характеристика диода обычно аппрок
симируется экспоненциаль
ной или кусочно-линейной l-f(u) j l-tpfu) 
функцией. На рис. 9.4.2 при
ведены кусочно-линейные ха
рактеристики для вакуумного X tg a-;' A  tg c e -y  
(рис. 9.4.2, а) и полупровод- ' * 
никового (рис. 9.4.2, б) дио
дов. Диод можно считать 
безынерционным нелинейным Рис. 9.4.2. 
элементом, если спектр ча
стот входного сигнала (напряжение на диоде и) не содержит 
частот выше 100 кГц. При больших частотах следует принимать 
во внимание межэлектродную емкость диода. Нелинейная харак
теристика диода позволяет реализовать большое количество раз
личных нелинейностей путем соединения нескольких диодов 
в простые схемы. Рассмотрим две схемы.

На рис. 9.4.3 изображена схема на диодах, дающая на выходе 
модуль входного напряжения. Напряжение инх приложено к дио
ду Д | и, после изменения знака на инверторе И (усилитель с ко
эффициентом усиления —1), к диоду Д 2. Прн иах > 0  диод Дх 
открыт и через сопротивление нагрузки R течет ток ij. Прн 
“ их <  0 диод Дх закрыт, а диод Дг открыт. Через сопротивление 
нагрузки R течет ток ix в том же направлении, что и при ивх > 0 .  
Считая за выходной сигнал напряжение ивых на сопротивлении R, 
получим следующую зависимость выходного напряжения от вход
ного:

«вых =  *  I и вх |, (9.4.1)

1-<р(и)

да-у
0 “
а) б.)
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где к — Ry/ (1 +  Пу) — коэффициент передачи, а у — крутизна 
вольтамперпой характеристики диода. При Ry ^  50, что обычно 
имеет место, коэффициент передачи к «  1. Характеристика (9.4.1) 
представлена на рнс. 9.4.4. Нелинейность такого тнпа называется 
модулем или двухполупериодным линейным детектором. Если

Дз

поменять входы и выходы диодов местами, т. е. перевернуть диоды, 
то схема будет давать на выходе модуль входного напряжения 
с отрицательным знаком:

и„ых =  — Л I ывх |. (9.4.2)

В системах управления иногда приходится решать задачу 
выбора наибольшей (наименьшей) из пескольких величии. На 
рнс. 9.4.5 изображена схема на 
диодах, осуществляющая нели- Д/
мойную операцию выделения и> 
наиболмней величины. Входные ' д2
напряжения uh(k =  1, 2 , . . ., п). иг о _ ^  ы 
приложены к диодам Д к. Если 1г.
все входные напряжения uh по- и3о— —  
ложительны, то открытым будет 
только тот диод, анод которого 
имеет более высокий потенциал.
Поэтому выходное напряжение U/p- 
ивых будет равно наибольшему
из входных напряжений ut, Рис. 9.4.5.
« 2i • . uh. Чтобы схема работала
и при отрицательных значениях входных напряжений, потенциал 
точки а (рис. 9.4.5) понижается за счет напряжения смещения — 
«с» которое выбирается из условия

— -М--
Дп

-I U -

U° H+HR„ |> l U*.naxl (fc =  l , 2, п). (9.4.3)

Зависимость выходного напряжения от входных в данной схеме
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выражается формулой
ивых =  шах {и,, • • * 1 (9.4.4)'

Схема выделения наименьшей величины получается нз преды-: 
дущей перевертыванием диодов и изменением знака напряжения 
смещения.

§ 9.5. Вращающиеся трансформаторы
Задачи, связанные с геометрическими преобразованиями (ре-] 

шенне треугольников, преобразование координат, разложение, 
и построение векторов и пр.), аффективно решаются с помощью 
вращающихся трансформаторов.

Вращающийся трансформатор представляет собой электри
ческую машину с неявно выраженными полюсами ротора и ста
тора, на которых размещаются по две обмотки со смещенными одна

относительно другой на 90е j 
электрическими осями.

Для разложения вектора 
на составляющие в прямо
угольной системе координат, 
н реоб раз ова ння н рямоуголь- 
ных координат вектора в по
лярные и наоборот служит 
синусно-косинусный вращаю
щийся трансформатор.

Для разложения вектора 
на составляющие необходимо 
подать на одну нз статор
ных обмоток переменное на
пряжение и (рис. 9.5.1). 

Переменный ток будет создавать магнитный поток, направлен
ный вдоль оси обмотки возбуждения и пропорциональный 
амплитуде переменного напряжения. Вторая статорная обмотка 
замыкается прн этом накоротко для уничтожения поперечной 
составляющей магнитного потока, которая может появиться 
за счет реакции роторных обмоток, работающих на нагрузку, или 
за счет электрической и магнитной асимметрии конструкции вра
щающегося трансформатора. Нулевым положением ротора счи
тается положение, прн котором ось одной нз его обмоток совпа
дает по направлению с осью обмотки возбуждения. При повороте 
ротора па угол а вектор магнитного потока индуцирует в обмот
ках ротора э. д. с., величины которых пропорциональны проек
циям вектора магнитного потока на оси обмоток ротора:

u, =  ku sin а , иг =  ки cos а. (9.5.1)
На плоскости, вращающейся с угловой скоростью со, соответст

вие. 9.5.1. 1*ис. 9.5.2.
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иующ ей частоте переменного напряжения и, величины и,', м2, и 
представляются векторами. Очевидно, что ut, и2 пропорциональ
ны составляющим вектора и (рис. 9.5.2).

Для решения задачи поворота координатных осой на обе ста
торные обмотки подаются переменные напряжения, совпадающие 
друг с другом но фазе н имеющие амплитуды, пропорциональные 
составляющим вектора в исходной системе координат (рис. 9.5.3). 
Продольная и поперечная составляющие магнитного потока

статорной обмотки, суммируясь, об
разуют результирующий магнитный 
поток, величина которого пропор
циональна модулю вектора (рис. 9.5.4). 
Вектор магнитного поля наводит в

Рис. 9.5.3. Рис. 9.5.4.

обмотках ротора, повернутого относительно нулевого положения 
на угол а, напряжения, пропорциональные проекциям вектора 
на оси обмоток ротора:

и[ =  fcuicosoc-f &u2sina, u't =  — & u,sina-f ku2cos<x. (9.5.2)
В данном случае синусно-косинусный трансформатор можно 

рассматривать как электромеханическую модель, в которой оси 
исходной координатной системы совпадают с осями статорных 
обмоток, а оси новой системы координат совпадают с осями ротор
ных обмоток. Уравнения (9.5.2) являются общими для синусно- 
косинусного вращающегося трансформатора.

Наиболее важным показателем качества работы вращающегося 
трансформатора является его точность. Если вращающийся 
трансформатор питается от сети, а обмотки ротора не нагружены 
(режим холостого хода), то погрешность его работы определяется 
эксцентриситетом воздушного зазора, влиянием зубьев на статоре 
н роторе и другими причинами технологического и конструктив
ного характера. При выполнении вращающихся трансформаторов 
но первому классу точности ошибки от этих причин не превышают
0,1%. При работе вращающихся трансформаторов в каскадных 
системах, т. е. при последовательном соединении их, погрешно
сти работы значительно больше. В схеме последовательного соеди



302 гл. 9. НЕЛИНЕЙНЫ Е ЭЛЕМЕНТЫ  АВТОМ АТИ ЧЕСКИХ СИСТЕМ

нения нескольких вращающихся трансформаторов питание статор
ных обмоток последующих трансформаторов осуществляется от 
роторных обмоток предыдущих. Поэтому амплитуда напряжения 
питания непостоянна и зависит от положения ротора. Вследствие 
нелинейности характеристики намагничивания магннтопровода 
вращающегося трансформатора изменяется его входное сопротив
ление, что приводит к появлению ошибки. Изменение входных 
н выходных сопротивлений вращающегося трансформатора часто 
приводит к нарушению симметрии сопротивлений в обмотках. 
Чем выше коэффициент трансформации, том больше сказывается 
ошибка из-за асимметрии и тем труднее она устраняется. Для 
уменьшения перечисленных ошибок применяют развязку каскадов 
вращающихся трансформаторов с помощью усилителен и исполь
зуют пермаллой в качестве материала для магннтопровода 147). 
Рассматривая вращающийся трансформатор как элемент автома
тических систем, можно представить его как звено, имеющее три 
входа и два выхода. Связь между входными н выходными сигна
лами описывается уравнениями (9.5.2).

Динамические свойства вращающихся трансформаторов ана
логичны свойствам индуктивных датчиков. Вращающийся транс
форматор можно считать безынерционным элементом, так как 
величина а обычно изменяется достаточно медленно, чтобы ее 
можно было считать практически постоянной в пределах несколь
ких периодов изменения входных напряжений.

§ 9.6. Гальваномагнитные элементы 
Среди новых физических принципов, используемых для реали

зации функциональных преобразователей, заслуживает внимания 
эффект Холла, который состоит в следующем. Рассмотрим полу- 
проводник в форме прямоугольного параллелепипеда с размерами

I, b, d (рис. 9.6.1), по которому 
"  течет ток I  в направлении осих. 
^ П р и  наложении магнитного поля 

с напряженностью Н  вдоль оси 
/  у ~ z на каждый электрон в полу- 
Г f  I К проводнике будет действовать
4 j l r  I____ сила Лоренца

F  =  е (v X / / ) ,  (9.6.1)

Рис. 9.6.1. где е — заряд электрона, V —
скорость электрона. Под дейст

вием этой силы электроны будут отклоняться вдоль оси у. Посколь
ку размеры полупроводника ограничены, то поверхность, к которой 
отклоняются электроны, получает отрицательный заряд, а про
тивоположная ей поверхность получает положительный заряд.
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Ути объемные заряды н создают в полупроводнике поперечное 
эл ектри ческое поле Е , называемое обычно полем Холла. Очевидно, 
что напряженность электрического поля Холла можно опреде
лить из условия равенства лоренцевой силы и силы отталкивания, 
возникаю щ ей за счет напряженности поля Холла:

еЕ  =  е ( V  X Н ), . (9.6.2)
откуда

Е  =  v  X Н . . (9.6.3)
Скорость движения электронов можно выразить через ток:

v  =  R H { j  Ю-», (9.6.4)

где Ян — Злц/8а — постоянная Холла,  ̂ — подвижность элек
тронов, а о — электропроводность пластинки полупроводника. 
Подставляя выражение (9.6.4) в формулу (9.6.3) и проектируя 
полученное равенство на ось у, получим

Ev =  Ю-*. (9.6.5)

lii.iражая ток /  через напряжение и,, приложенное к пластинке 
полупроводника: /  =  abdut/l, и учитывая, что разность потен
циалов, возникающая на боковых гранях полупроводника вдоль 
оси у (э. д. с. Холла), равна произведению напряженности поля 
Е„ на Ь, получим

ии =  кхихН, (9.6.6)
где кх =  Злцб •10~8/8J, величины иу, и, выражаются в вольтах, 
Я — в эрстедах, Ь и / — в сантиметрах, ц — в см2/В *с. Таким 
образом, напряжение на боковых гранях пластины полупровод
ника пропорционально произведению напряжения ut и напря
женности магнитного поля Н.

Эффект Холла может быть использован для создания различ
ных элементов автоматических систем, осуществляющих бескон
тактное измерение или функциональное преобразование пере
менных величин. С помощью этих элементов можно измерять 
напряженность переменных и постоянных магнитных полей, силу 
тока в электрической цепи, осуществлять модуляцию или детекти
рование сигналов, производить гармонический анализ сигнала, 
усиливать и генерировать сигналы различной формы.

Для измерения напряженности переменных и постоянных маг
нитных полей достаточно поместить пластину полупроводника 
11 исследуемое магнитное поле. В соответствии с формулой (9.6.6) 

Д- с. Холла при фиксированном напряжении и, будет пропор
циональна напряженности магнитного поля. Небольшие размеры 
Датчика э. д. с. Холла (изготовляются пленочные датчики разме
ром 0,01 0,02 мм) поаволяют точно измерять топографию маг-
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иитного поля в малых объемах и зазорах. Измерение напряжен
ности магнитного поля можно производить в очень широком 
диапазоне за счет нзмепення коэффициента усиления датчика с по
мощью постоянного напряжения м,. Малая инерционность дат
чика по отношению к напряженности магнитного поля позволяет 
измерять переменные магнитные поля с частотами до 10й Гц.

Для измерения больших токов, в десятки тысяч ампер, исполь
зуется магнитное ноле измеряемого тока. Прн постоянном напря
жении Ы| напряженность магнитного поля, создаваемого током,

пропорциональна току в 
проводнике. Бесконтакт
ный способ имеет большие 
преимущества перед спосо
бом непосредственного из
мерения тока, поскольку 
изготовление шунтов для 
токов в десятки тысяч ам
пер является трудной за
дачей.

На рнс. 9.6.2 представ
лена схема множительного 
устройства. Напряжение 
ы,, являющееся входным, 
приложено к пластинке 

полупроводника. Магнитное поле создается дросселем Д , в зазоре 
которого помещена пластина полупроводника. Напряженность 
поля можно изменять, увеличивая или уменьшая ток в катушке 
дросселя, поскольку Н  =  k2i, где к2 — коэффициент пропорцио
нальности. Ток в катушке связан со вторым входным напряже
нием и2 уравнением

Г -ЗГ +  < =  ТГ“ *’ Т =  Т '  <9-6-7>
где L — индуктивность катушки дросселя, a R  — активное 
сопротивление катушки. Постоянная времени Т имеет порядок
0,01 -г- 0,05 с. Выходное напряжение (э. д. с. Холла) снимается 
с боковых граней пластины полупроводника. Если ц2 — медленно 
изменяющаяся функция времени, то можно не учитывать инер
ционность связи между входным напряжением и током в катушке 
дросселя, т. е. положить Т =  0. Инерционность эффекта Холла 
но отношению к напряжению и, н напряженности / /  магнитного 
поля очень мала (постояппая времени имеет порядок 10~u -f- 
-т- 10“13 с.) Поэтому ее можно не учитывать. При сделанных 
допущениях связь выходного напряжения с входными выра
жается соотношением

ии =  kuiu2. (9.6.8)
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Электрическая схема включения полупроводниковой пластинки 
датчика э. д. с. Холла показана на рис. 9.6.3. Входами являются 
напряжения и, н и2. Выходное напряжение снимается с боковых 
граней пластинки датчика. Таким образом, схема, приведенная 
на рис. 9.6.3, может быть использована как множительное устрой
ство. Сомножители подаются на входы элемента в виде напряже
ний и, и и2. Точность вычисления в дан
ной схеме имеет порядок 0,1 0,3%.

Для модуляции переменного напря
жения необходимо несущую подавать в 
виде напряжения м|( а модулирующий 
сигнал в виде напряжения и2. В соот
ветствии с формулой (9.6.8) на выходе 
элемента получается модулированный 
сигнал.

Для построения квадратичного де
тектора нужно включить катушку дрос
селя последовательно с пластиной полу
проводника и подать на вход получен
ной цепи напряжение переменного тока, 
модулированного сигналом. При этом в силу формулы (9.6.8) 
выходное напряжение будет пропорционально квадрату тока, 
протекающего через катушку дросселя и одновременно через 
пластину полупроводника: ии =  cki*. Учитывая, что ток является 
переменным, имеем

иу =  ‘ /г скаг (1 - f  cos 2шt), (9.6.9)
где a — амплитуда тока, с — коэффициент пропорционально
сти. Составляющая двойной частоты может быть отделена филь
тром. В результате получим выходное напряжение, пропорцио
нальное квадрату амплитуды тока.

В настоящее время полупроводниковые пластины изготов
ляются из Ge, HgSe, HgTe, InSb и других материалов, характери
зующихся высокой электронной проводимостью. Для полупро
водниковой пластины из селеннда ртути HgSe основные параметры 
в формулах (9.6.6) и (9.6.8) имеют следующий порядок: Ь/1 — 0,4, 
к =  0,03-j- 0,05, р =  10 000, utfnm =  0,05 В.

Основными преимуществами гальваномагннтных элементов, 
основанных на эффекте Холла, являются высокая механическая 
прочность, малая инерционность н высокая точность [23].

§ 9.7. Реле
Реле представляет собой устройство, предназначенное для 

замыкания и размыкания электрических цепей. При этом часто 
входной сигнал, управляющий работой реле, имеет малую мощ
ность, а замыкаемая реле электрическая Цепь питается источни
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ком значительно большей мощности. В таких случаях реле играет 
роль усилителя мощности.

На рис. 9.7.1 представлена схема простейшего электромагнит
ного реле, состоящего из якоря 1 с пружиной 4, сердечника 2, 
катушки 3, ярма 5  и контактов 6. Входной величиной является

напряжение, подаваемое на
• катушку 3, а выходной — на-

_ /  \ ^ = = ==^ ff __  пряжение в цепи, замыкаемой 
[д- Р — контактами 6. При приложе

нии к катушке 3  входного 
напряжения через нее проте
кает ток, создающий в сер
дечнике 2, ярме 5, якоре 1 
и воздушном зазоре между 
якорем и сердечником маг
нитный поток. При этом воз- 

Рис. 9.7.1. пикает сила, притягивающая
якорь к сердечнику. Якорь 
начинает поворачиваться, 

преодолевая усилие возвратной пружины 4, и замыкает контакты 
6. При полном замыкании контактов дальнейшее движение якоря 
ограничивается упором 7.

В зависимости от назначения реле контакты роле могут быть 
разомкнуты при отсутствии входного напряжения пли замкнуты.

а)

б)

о)

х

■ Хт,
' m̂lrr

О

Рис. 9.7.2. Рис. 9.7.3.

Контакты первого типа обычно называются нормально разомкну- 
■ тыми, а контакты второго типа — нормально замкнутыми. По 
конструктивному оформлению контакты реле (рис. 9.7.2) бывают 
точечные (а), линейные (б) и плоскостные (в). Прн замкнутых кон
тактах поверхности контактных тел прижимаются друг к другу 
с некоторым усилием Fл, называемым контактным давлением:
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Для высокочувствительных реле применяются контактные давле
ния порядка 1 -г- 2 гс, для реле с меньшей чувствительностью 
5-f- 10 гс и для обычных малочувствительных реле (типа теле
фонных) 20-н 50 гс.

Кроме рассмотренного поворотного электромагнитного реле, 
называемого так вследствие поворотной конструкции якоря, 
широко распространены электромагнитные реле втяжного (плун
жерного) типа (рнс. 9.7.3) [671. Реле втяжного типа имеет те же 
составные части, что и поворотное реле. Поэтому номера частей 
реле на рис. 9.7.3 соответствуют номерам частей реле на рнс. 9.7.1.

Реле можно создать не только с помощью электромагнита, но 
и на электронных лампах, кристаллических триодах, магнитных 
усилителях и других устройствах. В соответствии с этим разли
чают электромеханические, электронные, ионные и магнитные 
роле. К электромеханическим относятся электромагнитные, маг
нитоэлектрические и электродинамические реле. Электронные 
реле можно построить на вакуумных лампах и на кристалличе
ских триодах. Ионные реле реализуются па тиратронах.

Рассмотрим подробнее физические процессы, протекающие 
в электромагнитном реле на примере реле втяжного типа 
(рнс. 9.7.3). Прн подаче напряжения ивх на управляющую об
мотку реле в ней возникает ток /, в результате чего в сердечнике 
создается магнитный поток н на якорь начинает действовать сила 
притяжения. В момент, когда эта сила станет равной силе пру
жины, якорь начинает двигаться и через некоторое время замы
кает коптакты. Дойдя до упора, якорь останавливается и остается 
в этом положении до тех пор, пока напряжение ивх на управляю
щей обмотке не будет снято. После того как напряжение ивх ста
нет равным нулю, ток в обмотке реле начинает уменьшаться, 
вследствие чего начинает уменьшаться н сила притяжения якоря 
к сердечнику. В момент, когда сила притяжения сравняется 
с действующей в противоположном направлении силой пружины, 
якорь начнет движение и через некоторое время разомкнет кон
такты. После этого якорь будет продолжать движение до упора.

Время с момента подачн напряжения на обмотку реле до мо
мента начала движения якоря Ттр называется временем трогания. 
Ток в катушке i‘cp, при котором якорь начинает движение, назы
вается током срабатывания. Время от момента подачн напряже
ния ивх до момента замыкания контактов Тср называется временем 
срабатывания реле. Время Ттр0 с момента снятия напряжения 
11 вх до начала обратного движения якоря называется временем 
трогания при отпускании. Время Т0Т с момента снятия напря
жения цвх до момента размыкания контактов реле называется 
временем отпускания реле. Ток в катушке im, при котором начи
нается движение якоря под действием пружины, называется 
током отпускания. Величины Т1р, Тср, Ттр.0> Тт, а также время
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Где движения якоря до упора прн включении и время Тлво дви
жения якоря до упора при отпускании являются основными вре
менными характеристиками реле.

Для вычисления временных характеристик реле необходимо 
составить уравнение движения якоря и уравнение изменения 
тока в катушке и интегрировать их совместно. Для составления 
уравнения движения якоря необходимо сначала найти силу при
тяжения якоря к сердечнику. Для этого напишем уравнение, 
определяющее ток в катушке:

uBX =  Ri +  L £  +  i % -  , (9.7.1)

где R и L — омическое сопротивление и индуктивность катушки 
соответственно. Изменение индуктивности L с течением времени 
вызывается изменением величины воздушного зазора х  при дви
жении якоря реле, как это следует из формулы

L =  Q ,W ' 10-8 , (9.7.2)

где /?„ — сумма магнитных сопротивлений магнитолровода и яко
ря, S — площадь сечения магнитного потока в воздушном зазоре, 
w — число витков обмотки. Для определения силы притяжения, 
действующей на якорь, умножим уравнение (9.7.1) на ток i и про
интегрируем по времени, принимая, что i =  0 при t — 0: 

t t t t 
j  uBXtdt =  R j  P d t +  ( L ^ f idt +  j  (9.7.3)
0 0 0 0 

Выполняя во втором члене правой части интегрирование по 
частям, получаем соотношение, выражающее закон сохранения 
энергии:

t I t

j  uBXid t— R ( i*d/ +  A .Lil +  4 - \ i ' ^ d t .  (9.7.4)
о о 0

Левая часть этого равенства есть энергия, полученная от входного 
сигнала. Первый член правой части представляет собой количе
ство тепла, выделенное на активном сопротивлении. Величина 
Li2/ 2 представляет собой энергию магнитного поля катушки. 
Последний член в правой части есть энергия, затраченная на изме
нение индуктивности. По изменение индуктивности происходит 
только за счет перемещения якоря. Следовательно, последний 
член в правой части формулы (9.7.4) равен механической энергии:

- И '■ § < " =  (9-7Г»о о
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гд е  F — сила притяжения якоря. Дифференцируя равенство 
(*).7.5) но времени, получаем формулу для силы притяжения:

(9.7.6)Г - Г ( х ,  0 - 4 - ‘ ’ -57- •

Зависимость F (х, i) силы притяжения якоря от положения 
я к о р я ,  определяемого величиной х, и тока в обмотке реле i и зави
симость силы пружины от х являются тяговыми характеристиками 
р ел е . График функции F  (х, i) при данном фиксированном значе
нии тока i приведен на рис. 9.7.4.

FK(x)

\Tmtn Х-лах X

Рис. 9.7.5.

Движение якоря происходит под действием трех сил: силы 
притяжения, силы сопротивления возвратной пружины и силы 
реакции контактов прн нх замыкании F K (х). Следовательно, урав
нение движения якоря имеет вид

тх =  F  (х, 0 — с (х — х„) — F K (х), (9.7.7)
где с — жесткость пружины. Зависимость контактного давления 

(х) от перемещения х показана на рис. 9.7.5.
Уравнения (9.7.1) и (9.7.7) описывают электромеханические 

процессы в реле.
Время трогания якоря Ттр, время движения якоря Тлв и время 

срабатывания реле Тср можно определить путем интегрирования 
Уравнений (9.7.1) и (9.7.7) при начальных условиях *= 0 , i= 0 , 
jr =;гтах- Время трогания якоря Ттр.0, время его движения при 
отпускании 7’дВ.0 и время отпускания Гот можно определить 
путем интегрирования уравнений (9.7.1) и (9.7.7) при ивх =  0 
и начальных условиях t =  0, i =  i 0, х =  xmjn, где/0 — установив
шееся значение тока в обмотке после срабатывания реле. Инте
грирование уравнений (9.7.1) и (9.7.7) можно выполнить численно 
или с помощью моделирования. Временные характеристики реле, 
так же как и его тяговые характеристики, могут быть опреде
лены и экспериментально.
24 Под ред. в. С. Пугачева
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На рис. 9.7.6 приведена кривая изменения тока при включе
нии и выключении реле, полученная экспериментально. Постоян
ные времепи соответствуют максимальному и минимальному зна
чениям индуктивности Ттах =  L max/R , Ттjn =  Lmin/R.

Перейдем к изучению динамических свойств реле как элемента 
автоматической системы. Время срабатывания и время отпускания 
реле обычно бывают достаточно малыми, чтобы ими можно было 
пренебречь по сравнению с временами переходных процессов в дру
гих элементах и цепях автоматических систем. В таких случаях 
можно пренебречь индуктивностью в уравнении (9.7.1), т. е.

Рис. 9.7.6.

электрической постоянной времени катушки реле Т =  L /R , 
и временем движения якоря и считать, что контакты реле мгновен
но замыкаются, когда входное напряжение ивх достигает значе
ния мср =  Ricр, и мгновенно размыкаются, когда ивх, уменьшаясь, 
достигает значения u0T =  Rim• Таким образом, реле рассмотрен
ного типа можно приближенно считать безынерционным нели
нейным звеном с характеристикой, изображенной па рис. 9.7.7. 
Если временем срабатывания и временем отпускания прене
бречь нельзя, то их обычпо учитывают как запаздывание включе
ния и выключения выходного напряжения ивых. В таких случаях 
реле можно рассматривать как последовательное соединение 
идеального запаздывающего звена с дапным запаздыванием т 
и безынерционного нелинейного звена с характеристикой, изобра
женной на рнс. 9.7.7.

Рассмотренное электромагнитов реле не реагирует на знак 
сигнала, вследствие чего оно называется нейтральным. В системах 
управления, где необходимо различать знак сигнала, применяют 
поляризованные реле, которые замыкают одни или другие кон
такты в зависимости от полярности управляющего напряжения, 
т. е. реагируют не только на величину, но И на знак входного 
сигнала.
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На рис. 9.7.8 приведспа схема современного полярнзован- 
пого реле. Якорь 1 может поворачиваться вокруг оси 2. С якорем 
связан подвижный контакт 3. Хвостовик якоря реле расположен 
в воздушном зазоре магнитопровода. Входной величиной 
является напряжение, подаваемое на катушкуб. Магнитные потоки 
постоянного магнита и тока в катушке проходят по различным 
магннтопроводам, общей частью которых является воздушный 
зазор. .

При отсутствии тока в управляющей обмотке и среднем поло
жении якоря постоянный магнит 5 создает равные магнитные 
потоки по обеим сторонам якоря.
Поток постоянного магнита от се
верного полюса раздваивается и 
идет через якорь реле к южному 
полюсу постоянного магнита.

При протекании по обмоткам 
реле управляющего тока возникает

3 4

Я М
*

S\‘

v___

Рис. 9.7.8.

дополнительный магнитный поток. В одной половине зазора 
магнитный поток от управляющего тока направлен так же, как 
от постоянного магнита, а в другой половине — противоположно. 
Вследствие этого на якорь реле действует результирующая сила, 
которая вызывает его перемещение и замыкание контакта якоря 3 
с неподвижным контактом 4 или 4'.

Временные процессы в поляризованных реле аналогичны про
цессам в рассмотренных выше простейших реле. Одпако поляри
зованные реле обладают большей чувствительностью и быстродей
ствием. Это объясняется тем, что, во-первых, у поляризованных 
реле нет возвратных пружин, а во-вторых, прн малейшем отклоне
нии якоря от нейтрального положения сила, создаваемая постоян
ным магнитом, помогает силе электромагнита ускорять движение

Поскольку тяговые характеристики поляризованного реле 
несколько специфичны, рассмотрим их подробпее. Сила, действую- 
Щая на якорь поляризованного реле рассматриваемого типа,

24*
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(9.7.8)

где магнитные потоки управляющей обмотки Фу и постоянного 
магнита Ф(, Ф2 соответственно равны

Ф« 0,4л (iw)
if* I 2хр Ф .=

0,4л (iw)о

Ли
ф = = - ^ т т -  <9 ™ >

Рис. 9.7.9.

В этих формулах (iw) — ампер-витки управляющей обмотки, 
(iw) о — магнитодвижущая сила постоянного магнита, 2х0 — 
ширина воздушного зазора, /?ц — сопротивление магннтопровода 
(без учета воздушного зазора), по которому проходит поток управ

ляющей обмотки, Дц — сопротивление 
магннтопровода (без учета воздушного 
зазора), по которому проходит ноток 
постоянного магнита, S — площадь сече
ния магнитного потока в воздушном 
зазоре.

Формулы (9.7.8) и (9.7.9) определяют 
зависимость силы, действующей на якорь 
поляризованного реле, от его переме
щения х и тока i в управляющей обмотке, 
т. е. тяговую характеристику поляри
зованного реле. Обычно силу F  выра
жают как функцию относительного пере
мещения якоря Д =х/х0 и относительных 

ампер-витков управляющей обмотки £ =  (iw)/(iw)0. Типовые 
тяговые характеристики поляризованного реле приведены на 
рнс. 9.7.9. Из рис. 9.7.9 видно, что нейтральное положение якоря 
неустойчиво даже при £ =  0. Чем больше якорь отклоняется от 
нейтрального положения, тем больше отклоняющая его сила. 
Поэтому при снятии управляющего напряжения, т. е. когда £ 
становится равным нулю, якорь остается в том из двух крайних 
положений, в котором он находился до снятия управляющего 
напряжения. Вследствие этого такое поляризованное реле является 
двухпозиционным.

Для вычисления контактного давления в поляризованном 
реле достаточно положить в формулах (9.7.8) и (9.7.9) iw =  0 
(£ =  0) н принять перемещение якоря х  равным его значению 
х к, прн котором происходит замыкание одного из контактов. Для 
вычисления тока срабатывания icp, т. е. такого значения тока, 
при котором сила, прижимающая якорь к контакту, переходит 
через нуль и начинается движение якоря, достаточно положить 
в формулах (9.7.8) и (9.7.9) х  =  лги, F =  0, i =  icp и решить полу
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ченное уравнение относительно fcp. После определения icp можно 
найти и минимальное значение ud абсолютной величины входного 
напряжения ивх, при котором начинается переброска якоря из 
одного положения в другое.

Так же как в случае простейшего реле, временем срабатыва
ния реле и переброски якоря из одного положения в другое часто

Рис. 9.7.10. Рис. 9.7.11.

как безынерционное звено 
типа, изображенной на

можно пренебрегать. В этом случае двухпозицнонное поляризо
ванное реле можно рассматривать 
с характеристикой гистерезисного 
рнс. 9.7.10. Если пренебречь и вели
чиной и,, и допустить, что перебрасы
вание якоря происходит мгновенно 
при изменении знака ивх, то можно 
считать, что реле имеет идеализиро
ванную однозначную характеристику, 
изображенную на рис. 9.7.11.

Если временем срабатывания реле 
пренебрегать нельзя, то двухпозици- 
онное поляризованное реле можно 
рассматривать как последовательное 
соединение идеальпого запаздываю
щего звена с данным временем запаз
дывания т и безынерционного нели
нейного звена с характеристикой, изображенной на рис. 9.7.10, или 
идеализированной характеристикой, изображенной на рис. 9.7.11.

Для создания трехпозиционного реле с устойчивым средним 
положением якоря прн отсутствии управляющего тока можно 
укрепить якорь на пластинчатой пружине. Выбирая необходи
мую жесткость пружины, можно получить суммарную тяговую 
характеристику реле с отрицательной крутизной и тем самым обе
спечить устойчивость нейтрального положения при 5 =  0. На 
Рис. 9.7.12 приведены типовые тяговые характеристики трехпо-
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8ИЦИ0НН0Г0 поляризованного реле. Эти тяговые характеристики 
получаются добавлением в правой части формулы (9.7.8) усилия 
пружины, равного — сх, где с — жесткость пружины. Вычисле
ние тока срабатывания и контактного давления для трехиознцнон- 
ного pehe производится совершенно так же, как для двухпози- 
циопного.

Если пренебречь временами срабатывания реле и переброски 
якоря, то трехпозиционное реле можно рассматривать как безынер
ционное нелинейное звено, характеристика которого приведена 
на рис. 9.7.13. Если не учитывать разницу в токах срабатывания 
и отпускания реле, то эта характеристика заменяется идеализи
рованной однозначной характеристикой, изображенной на

-Ui-Uh
О Uh Ud Uex

Рис. 9.7.13. Рис. 9.7.14.

рис. 9.7.14. Наконец, неучет мертвой зоны (пороговой чувстви
тельности реле) приводит к идеальной релейной характеристике, 
изображенной на рис. 9.7.11. Для приближенного учета времени 
срабатывания трехпозиционного реле можно считать его последо
вательным соединением идеального запаздывающего звона с дан
ным временем запаздывания т и звена с релейной характеристикой 
типа рис. 9.7.13 или рис. 9.7.14, или рис. 9.7.11.

Электромагнитные реле получили очень широкое распростра
нение в системах управления. Они применяются в системах связи 
(телефон, телеграф), сигнализации и блокировки, в вычислитель
ной технике и во многих других устройствах. Широкое распро
странение реле обусловлено рядом их положительных качеств: 
простотой устройства, небольшими габаритами, большим усилением 
по мощности н быстродействием. Некоторые основные характери
стики современных реле приведены в таблице 9.7.1.

Недостатком электромагнитных реле является наличие 
подвнжпого якоря и контактов, которые могут служить причиной 
отказов. Поэтому с точки зрения надежности целесообразнее 
применять^.бесконтактные реле. В настоящее время широко при
меняются бесконтактные магнитные реле.
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ТАБЛИЦА 9.7.1

Тип реле
Мощность 

сраОатыва- 
нии, Вт

Мощность
управления,

Вт

Время сраба
тывания, 

мс

Коэффициент 
усиления по 

мощности

Электромагнитное
нейтральное

Электромагнитное
поляризованное

Магнитоэлектрическое

Ю-З ЮЗ

0,005 -т- 0,5 
Ю -Ю ^ Ю -П

0 ,1 -т-10*

10 +  102 
0 ,1 -г  2

1 200

1 15 
0,01 Н -2 -103

10Н-10* 

10-Ь 10*
ю »н - 101°

Для выяснения принципа устройства бесконтактного маг
нитного реле рассмотрим магпитный усилитель с положительной 
обратной связью. Характеристика магнитного усилителя, собран
ного по дифференциальной схеме (рнс. 9.3.7), имеет линейный 
участок и участки насыщения, обусловленные конечной мощно
стью выходного сигнала. Эта характеристика может быть прибли
женно представлена как нелинейность типа ограничения. Обо
значим через к крутизну среднего линейного участка характери
стики усилителя. Если замкнуть усилитель положительной обрат
ной связью с коэффициентом усиления р, то входным сигналом 
усилителя будет / вх +  р /пнх- Если этот сигнал по абсолютной 
величине меньше 1 тлх/к, то входной и выходной сигналы усили
теля связаны соотношением

/вы. =  к ( / вх +  р / .ых). (9.7.10)
Отсюда находим

/»ых =  Г^ / « .  (9.7.11)

Эта формула показывает, что введение обратной связи позволяет 
изменять наклон средней лнпейной части характеристики усили
теля. Части характеристики, соответствующие ограничению 
выходного сигнала, при этом не изменяются, так как выходной сиг
нал усилителя не может быть по абсолютной величине больше /щах- 
При р =  И к линейный участок (9.7.11) становится вертикальным 
и характеристика усилителя принимает вид идеальной релейной 
характеристики, изображенной на рис. 9.7.11. Однако для 
реальных усилителей обычно приходится устанавливать значение 
Р =  1,05/Л-г- 1,10/Л. Из формулы (9.7.11) следует, что при р >  1/Л 
наклон характеристики усилителя становится отрицательным 
и она становится петлеобразной, т. е. гнстерезисной (рис. 9.7.15). 
Действительная характеристика магнитного усилителя, работаю
щего в релейном режиме, вследствие плавности перехода из насы
щенного состояния в ненасыщенное и обратно, отклоняется от 
рассмотренной идеальной характеристики и имеет вид сглажен
ной релейной характеристики (пунктирная кривая на рис. 9.7.15).
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Рис. 9.7.15.

Мы показали, как можно получить бесконтактное поляризо
ванное реле путем ввода в дифференциальный магнитный усили
тель положительной обратной связи. Совершенно так же можно 
получить нейтральное бесконтактное реле путем замыкания поло
жительной обратной связью простейшего магнитного усилителя,

рассмотренного в § 9.3. Из рнс. 9.3.6, по
казывающего изменение характеристики 
магнитного усилителя под действием об
ратной связи, ясно, что подбором коэффи
циента усиления сигнала обратной связи 
можно добиться того, что средний участок 
характеристики усилителя будет верти
кальным или даже иметь отрицательный 
наклон. В последнем случае характеристи
ка усилителя будет петлеобразной, близ
кой но характеру к одной половине харак
теристики нейтрального реле, изображен
ной на рнс. 9.7.7.

Заметим, что характеристика любого 
усилителя (электронного, полупроводнико
вого) всегда нелинейна вследствие ограни
чения мощности выходного сигнала. По

этому принципиально каждый усилитель можно превратить в бес 
контактное реле путем введения положительной обратной связи 
с соответствующим коэффициентом усиления. Однако практически 
в таком режиме можно использовать лишь магнитный усилитель» 
ввиду большой стабильности его ха
рактеристик.

Магнитные материалы, обладаю
щие хорошо выраженными гнстере- 
знсными свойствами, также могут 
быть использованы для создания бес
контактных реле. Для некоторых 
материалов петля гистерезиса имеет 
прямоугольную форму. Характери
стикой близости петли гистерезиса 
к прямоугольной служит коэффици
ент прямоуголъности, т. е. отноше
ние остаточной индукции В г к ин
дукции насыщения В ,. Для железо- 
ннкелевых сплавов типа «перминвар»
марок 50 НП, 65 НП, 34 НКМП коэффициент прямоуголь- 
ности достигает значений 0,93; 0,97; 0,98 соответственно. Высо
кий коэффициент нрямоугольности характерен и для некоторых 
марок ферритов — неметаллических соединений окислов железа, 
никеля, цинка, марганца н других металлов. На рис. 9.7.16
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приведена характеристика кривой намагничивания для феррито- 
вого  сердечники. Наибольшее распространение магнитные гнетере- 
знсны е элементы получили в вычислительной технике и в импульс
ных системах автоматики 160]. На рнс. 9.7.17 приведена схема 
бесконтактного реле, применяемого в качество элемента памяти 
в вычислительных машинах. На ферритовый сердечник, имеющий 
прямоугольную петлю гистерезиса, намотаны три обмотки: wy, 
w 1, w2. Схема приводится в исходное положенно, соответствующее 
отрицательной остаточной индукции — В т, импульсом тока ilt 
поступающим в обмотку w{. Если в обмотке wy импульса тока нет, 
то система сохраняет свое состояние. При подаче импульса тока 
/у в обмотку wy система пере
водится в состояние с остаточной 
индукцией -+-В т. Два устойчивых 
положения бесконтактного реле 
соответствуют числам 0 и 1 дво
ичной системы счисления, широ
ко применяемой в вычислитель
ных машинах. Таким образом, 
знак остаточной индукции опре
деляет цифру 0 или 1. Для счи
ты вания из ячейки памяти со
ответствующей цифры в обмотку Рис. 9.7.17.
»'i снова подается импульс тока
ij, переводящий систему в исходное состояние — В г. При этом 
индукция в сердечнике не изменяется, если был записан нуль, 
и изменяется от + В Г до —В г, если была записана единица, что 
сопровождается появлением импульса э. д. с. в выходной обмотке 
сердечника. Эта э. д. с. и позволяет определить, что в ячейке 
памяти была записана единица.

(бесконтактные реле характерны высокой надежностью, малы
ми габаритами и высоким быстродействием. Поэтому они являются 
перспективными элементами систем управления.

Н автоматических системах управления нашли широкое приме
нение тиратронные реле благодаря их высокой чувствительности 
и большой надежности. У тнратронных реле мощность выходного 
сигнала может достигать 10* Вт при мощности входного сигнала 
Ю-» Вт.

Основным элементом тнратроиного реле является тиратрон — 
трех- или четырехэлектродная лампа, наполненная неоном, арго
ном или парами ртути. В тиратроне за счет термоэлектронной 
эмиссии катода происходит ионизация молекул газа. Для управ
ления анодным током служит сетка. Однако действие сеточного 
напряжения на изменение анодного тока в тиратроне существенно 
отличается от аналогичного действия в вакуумных лампах. 
Управляющее действие сетки тиратрона заключается в создании
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дополнительного (обратного анодному) электрического поля меж
ду сеткой н катодом, благодаря которому становится невозможной 
полная ионизация молекул газа. Поэтому при напряжении на 
сетке, меньшем напряжения зажигания иСа, сетка играет роль 
экрана, препятствующего распространению ионизации газа иа 
все пространство между анодом н катодом. В этом случае суще
ствует динамическое равновесие между числами образующихся 
в единицу времени ионизированных и рекомбинированных моле
кул (нейтральных молекул, образовавшихся при соединении 
свободных электронов с ионами). При достижении ис напряжения

исз это динамическое равновесие нарушается, начинается лавино
образный процесс ионизации газа между катодом и анодом, и тира
трон зажигается. Время лавинообразного процесса (зажигания) 
длится 10~® -г- 10"4 с. Ток в цепи анода, протекающий после зажи
гания тиратрона, определяется потоком электронов н ионов. 
Поэтому при одинаковом токе накала анодный ток тиратронов 
в несколько раз больше анодного тока вакуумных ламп. В мо
мент зажигания тиратрона его внутреннее сопротивление скачком 
падает и соответственно возрастает анодный ток. Поэтому зави
симость, связывающая сеточное напряжение с анодным током, 
представляет собой специфичную релейную характеристику. 
Падение напряжения на горящем тиратроне не зависит от величины 
анодного тока и является постоянным для данного типа тиратрона 
при постоянных напряжении источника питания и температуре 
окружающей среды. Параметры зажигания и горения тиратрона 
определяются характеристикой зажигания (рис. 9.7.18, а) и вольт- 
амперной характеристикой (рис. 9.7.18, б). Характеристика тира
трона, связывающая входную и выходную переменные, показана 
на рис. 9.7.18, в.

После зажигания тиратрона сетка теряет свое управляющее 
свойство. Поэтому изменением напряжения на сетке тиратрон 
погасить нельзя, даже при подаче отрицательного потенциала, пре
вышающего в несколько раз первоначальный потенциал запира
ния. Это происходит потому, что положительные ионы газа, запол-

-Uqc _ Uс. В
-6-ис} О +8 

в)
-В-4-г 0*2

а)
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н и ю щ н е  после зажигания тиратрона все внутреннее пространство, 
окруж аю т сетку со всех сторон и, подходя к ней, присоединяют 
недостающ ий электрон, превращаясь в нейтральные молекулы 
газа, которые благодаря тепловому движению будут уходить от 
сетки , уступая место другим ионам. Такой процесс рекомбинации 
нейтрализует влияние электрического поля сетки тиратрона. Для 
его гашения необходимо или разорвать анодную цепь, или умень
шить анодное пап ряжение до напряжения гашения. Практиче
ски в простых схемах применяемых тиратронных реле для гаше
ния чаще всего используют питание анодной цепи переменным

Тр

Рнс. 9.7.20.

током или применяют конденсатор, создающий при разряде в анод
ной цепи протпвоэлектродвижущую силу, уменьшающую иа 
до напряжения гашепия.

Рассмотрим две типовые схемы тиратронных реле: а) импульс
ного реле с питанием анодной цепи постоянным током (рнс. 9.7.19) 
и б) реле переключения с питанием анодной цепи переменным током 
(рис. 9.7.20).

В первой схеме параллельно тиратрону включена цепь, состоя
щая из конденсатора С и запала R3. Для запирания тиратрона 
подается напряжение отрицательного смещения — м0с (“ ос >  и сз) 
через сопротивление Пс• Сопротивление П 0 служит для ограниче
ния тока сетки. Прн wBX <  иос — мсз тиратрон не горит, конден
сатор С заряжается через достаточно большое сопротивление R 
и сопротивление 7?а. Ток зарядки, протекающий через R 3, мал 
11 не вызывает срабатывания запала. При подаче на вход положи
тельного напряжения uBX ^  иос — мсз напряжение на сетке мс 
станет равным ысз, тиратрон зажжется и замкнет цепь конденса
тора и запала. Горящий тиратрон имеет малое сопротивление Ят,
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поэтому ток разрядки конденсатора через /?3 и RT будет больше 
тока, необходимого для срабатывания запала, и последний после 
разогрева сопротивления до температуры зажигания капсюля 
сработает.

Во второй схеме в анодную цепь, питаемую через трансформа
тор Тр, включено электромагнитное реле (или, в бесконтактном

варианте, управляющая обмотка 
магнитного реле). Цени сетки 
устроены так же, как и в пер
вой схеме. Конденсатор С вместе 
с обмоткой реле (R , L) служит 
фильтром для сглаживания им
пульсов анодного тока, протекаю
щего через обмотку реле при за
жигании тиратрона. Когда ис ста
нет равным иса (при ивх ^  иос —
— мсз), тиратрон будет зажигать
ся и гаснуть в каждый положи
тельный полупериод изменения 
Еа, и в его анодной цепи будет 
протекать импульсный постоян
ный ток. Когда значение анодного 
тока в первый положительный 
полупериод достигнет величины 

тока срабатывания электромагнитного реле, последнее сработает 
и замкнет контакты выходной цепи. Реле останется замкнутым 
на все время импульсного зажигания тиратрона, так как за время

j
Р и с . 9.7.22.

его горения в каждом положительном полупериоде конденсатор 
заряжается, а за время отрицательного полупернода, когда тира
трон не горит, разряжается через обмотку реле, причем мини
мальное значение тока разрядки превышает ток отпускания реле 
(рис. 9.7.21). При уменьшении значения сигнала на входе до 
ивх <  иое — мсз тиратрон перестанет зажигаться в каждый

Рис. 9.7.21.
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положительный полунериод, реле отпустит н разомкнет контакты 
вы ходной ценн. Тиратронное реле как элемент автоматической 
системы управления можно приближенно представить последо
вательным соединением безынерционного нелинейного и запазды
ваю щ его звеньев с нелинейностью, характеристика которой 
показана на рис. 9.7.18, в.

Структурная схема первого нз рассмотренных реле изображена 
на рис. 9.7.22, а, а второго на рнс. 9.7.22, 6 для случая электро
магнитного реле и на рис. 9.7.22, в для случая бесконтактного 
реле. И первой схеме время запаздывания т зависит от постоянных 
С, R и Ят, а также от времени разогрева капсюля до температуры 
зажигания <сР. Во второй схеме т зависит от частоты питающего 
напряжения, времени срабатывания реле и постоянной времени 
сглаживающего фильтра.

§ 9.8. Модуляторы и демодуляторы
Передачу сигналов в автоматических системах от одного эле

мента к другому часто целесообразно осуществлять при помощи 
переменного тока. Переменный ток (не обязательно синусои
дальный), с помощью которого осуществляется передача сигнала, 
называется несущей. Для передачи сигнала необходимо изменять 
и зависимости от этого сигнала какой-нибудь параметр перемен
ного тока. Этот процесс называется модуляцией несущей сигна
лом. В соответствии с тем, какой параметр несущей изменяется 
в зависимости от модулирующего сигнала, различают амплитуд
ную модуляцию, частотную модуляцию и фазовую модуляцию.

Прн амплитудной модуляции амплитуда переменного напря
жения является определенной функцией, обычно линейной, пере
даваемого сигнала х  (/). В соответствии с этим модулированный 
сигнал и (t) в случае синусоидального переменного тока выра
жается формулой

и (t) =  U (/) sin о /,  (9.8.1)
где W — частота несущей, а

и  (0 =  и  о [1 +  кх (01. (9.8.2)
Переменная амплитуда U (t) сигнала называется огибающей сиг
нала. Величина U 0 представляет собой амплитуду сигнала при 

(0 =  0, т. е. амплитуду напряжения несущей. Величина
S U  =  и  (0 -  U 0 =  Uokx (/), (9.8.3)

пропорциональная модулирующему сигналу х (/), называется 
°тклонением огибающей. Максимальное относительное изменение 
амплитуды модулированного сигнала

называется коэффициентом модуляции.
т =  А I X (0 | max (9.8.4)
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Устройства, осуществляющие преобразование медленно изме
няющегося сигнала постоянного тока ивх в сигнал переменного 
тока (не обязательно синусоидального), имеющего амплитуду, 
пропорциональную ийх, называются модуляторами. Модулятора
ми называются также устройства, осуществляющие частотную 
или фазовую модуляцию.

Для выделения передаваемого сигнала х (I) нз модулирован
ного переменного напряжения и (t) необходимо преобразовать 
это напряжение в напряжение постоянного тока. Эта операция

называется демодуляцией. Де
модуляция сигналов перемен
ного тока осуществляется де
модуляторами или фазовыми 
дискриминаторами. В радио
технике операция выделения 
модулирующего сигнала обыч
но называется детектирова
нием и в соответствии с этим 
устройства, выполняющие ату 
операцию, называются детек
торами.

На рнс. 9.8.1 показана 
схема кольцевого модулятора, 

выполненного па полупроводниковых дподах. Принцип работы 
кольцевого модулятора основан на свойстве диодов пропускать ток 
в одном направлении н не пропускать его в противоположном 
направлении (§ 9.4).

Напряжение несущей, называемое также коммутирующим 
напряжением ц„, приложено между точками а и b моста, в плечи 
которого включены диоды 1, 2, 3 , 4  с одинаковыми вольтампор- 
нымм характеристиками. Медленно изменяющееся модулирующее 
напряжение ивх приложено к сопротивлению R t. Для нормальной 
работы модулятора необходимо, чтобы амплитуда коммутирую
щего напряжения была значительно больше максимального зна
чения медленно изменяющегося входного напряжения.

Режим работы модулятора определяется переменным комму
тирующим напряжением ик. В полупериоде коммутирующего 
напряжения, в котором его плюс приложен к точке а, как показано 
на рис. 9.8.1, коммутирующие токи идут в направлении от точки 
а через диоды 2 и 3  к точке Ь, от точки а через диод 2 , сопротивле
ния R 3 и Я, к точке е; от точки е через сопротивления R t, Из 
и диод 3 к точке Ь. В результате через сопротивление R 3 один 
ток идет от точки с к точке / ,  другой,— наоборот, от точки /  к точ
ке с. Таким образом, коммутирующее напряжение при ивх =  О 
создает в сопротивлении R 3 два тока, равных по величине и про
тивоположных по направлению. Это означает, что потенциалы
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точек с н /  одипаковы и фактически в сопротивлении R 3 тока не 
будет. В другом нолунерноде коммутирующего напряжения к точ
ке а будет приложен минус, к точке Ь — плюс и ток пойдет через 
диоды 4 и 1. При этом потенциалы точек d и /  прн ипх =  0 будут

одинаковы н тока в сопротивлении R 3 
также не будет. Таким образом, на- 

и* пряжение ик не оказывает влияния
/ ' ч  на выходной сигнал.

О L-------V ---------J-------- ^— t  Еслн ивх =5<!=0 и имеет полярность,
как показано на рис. 9.8.1, то по
тенциалы точек e n d  больше потен
циала точки /,  причем разность 
потенциалов между точками с и d
и точкой /  пропорциональна ив

ивыл

Рис 9.8.2. Рис. 9.8.3.

Поэтому в полупериоде коммутирующего папряжоння, когда 
его плюс приложен к точке а, через верхнее (на схеме) сопро
тивление R з будет протекать ток от точки с к точке /,  а в дру
гом нолуперноде коммутирующего напряжения ток будет про
текать через ннжнее сопротивление от точки d к точке /. В резуль
тате па выходе модулятора формируется переменное напряжение 
с амплитудой, пропорциональной входному напряжению. На 
рис. 9.8.2 показаны графики изменения сигналов иц, цвх н мвых. 
При изменении полярности входного напряжения потенциал точ
ки /  становится больше потенциала точек с и d. Поэтому ток через 
сопротивление R 3 в соответствующих полупериодах коммутирую
щего напряжения будет протекать в обратных направлениях. 
Ьткнм образом, при изменении знака входного сигнала фаза 
выходного напряжения изменяется па 180°.

В качестве демодулятора можно применить рассмотренный 
кольцевой модулятор, если поменять местами роли входа и выхода 
(рис. 9.8.3).
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Рассмотрим сначала случай, когда фаза переменного входного 
напряжения мвх совпадает с фазой коммутирующего напряжения. 
Пусть в полупернод, когда к точке а приложен положительный 
потенциал коммутирующего напряжения, к точке d будет при
ложен плюс входного напряжения. В этом случае открыты 
диоды 2 и 3  и ток от точки /  течет через сопротивления R t, R 2 
и диод 2  к точке с. С изменением фазы коммутирующего напря
жения одновременно изменяется фаза входного напряжения,

так как нх частоты одина
ковы. Прн этом открываются 
диоды 4 и 1. Ток от точки 

& /  течет через сопротивления 
R |, R 2 и диод 4 к точке d. 
В обоих полупернодах ток 
через сопротивление Я, течет 

t в одном направлении неза
висимо от полярности вход»

Рис. 9.8.4. Рис. 9.8.5.

кого напряжения. Полярность выходного напряжения изменится 
только в том случае, если фаза входного напряжения изме
нится на 180° по отношению к фазе коммутирующего напряжения. 
11а рис. 9.8.4 показаны графики изменения сигналов.

Рассмотрим теперь принцип устройства амплитудного детек
тора, принципиальная схема которого изображена на рис. 9.8.5. 
Детектор состоит из диода Д  и фильтра RC. Фильтр служит для 
уменьшения высокочастотных пульсаций напряжения на на
грузке и для увеличения коэффициента передачи детектора. Из 
схемы устройства вытекают следующие уравнения:

i =  i =  <р (и),

и — иаг — и„

» и вых  — ^ R f



где ф («) — вольтамперная характеристика диода (см. § 9.4). 
Исключая переменные i, ilt i2, и, получаем нелинейное дифферен
циальное уравнение, связывающее входное н выходное напря
жения:

Т'мвых 4* ubui =  Лф (мвх— ивых), Т =  НС. (9.8.6)

Структурная схема детектора, соответствующая уравнению 
(0.8.6), изображена на рнс. 9.8.6. Из схемы следует, что детектор
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ивш

Рис. 9.8.0.

можно рассматривать как систему, состоящую нз последовательно 
соединенных безынерционного нелинейного звена с характеристи
кой ф (и) и апериодического звена, охваченных жесткой отрица
тельной обратной связью.

Рассмотрим процесс детек
тирования амплитудно-моду- 
| и роваиного входного сигнала

"их =  U (/) sin tot, (9.8.7)
т. е. процесс выделения амп
литуды U (<)•

На рис. 9.8.7 изображены 
модулированный входной сиг
нал ивх (сплошная тонкая 
линия) и выходное напряжение мВЬ1Х, снимаемое с конденса
тора С. При положительных напряжениях на аноде диода, 
т- е. при иВх > мвых1 Диод открыт, вследствие чего конден
сатор быстро заряжается током, протекающим через диод. При 
отрицательном значении входного напряжения диод закрыт и кон
денсатор С разряжается. При этом напряжение на конденсаторе 
в среднем повторяет закон изменения амплитуды U (t) входного 
сигнала (9.8.7). Если амплитуда входного напряжения U (t) 
в некотором интервале времени убывает быстрее, чем напряжение 
на конденсаторе, то выходной сигнал детектора не успевает сле
дить за изменением амплитуды U (/) (участок АВ  на рнс. 9.8.7), 
«следствие чего возникает ошибка детектора, обусловленная 
инерционностью схемы. Для устранения подобных ошибок необ
ходимо выбирать сопротивление В и емкость С таким образом, 
чтобы скорость падения напряжения на конденсаторе превышала

Под ред. в. С. Пугачева

U(t)

Рис. 9.8.7.

2) “ 1/я
Та +1
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максимально возможную скорость изменения модулирующего 
сигнала. Если модулирующий полезный сигнал х (t) имеет огра
ниченную полосу частот й , то для выполнения сформулирован
ного условия достаточно, чтобы постоянная времени Т =  RC  
удовлетворяла неравенству

т <  * m = max А х w  D* <9-8-8)
которое мы приводим здесь без доказательства. Прн выполнении 
сформулированного условия детектор можно считать практически 
безынерционным элементом.

§ 9.9. Электродвигатели с фрикционными муфтами

Одним из недостатков электродвигателей как исполнительных 
устройств в автоматических системах является их большая инер
ционность. Для устранения влияния инерционности двигателя

на работу автоматической си
стемы применяют фрикционные 
муфты.

5  Схема устройства двигателя-
с фрикционной муфтой показана 
на рнс. 9.9.1. Двигатель 1 через 
шестерню 2 вращает с постоян
ной скоростью в различных на
правлениях шестерни 3 и 4. Дви
жение шестерен 3 и 4 может 
передаваться шестерням 5 и 6 
через фрикционные муфты 8 и 9. 
Шестерни 5 и б соединены с ше
стерней 7, угол поворота кото^ 
рой является выходной перемен
ной исполнительного устройст
ва. Входной переменной явля
ется нап ряжение и„х, подаваемое 
на управляющую обмотку трех- 
позицнонного поляризованного 
реле 10. В зависимости от поляр

ности входного напряжения якорь реле замыкает те или другие 
контакты, и напряжение источника, подключенное к якорю, 
прикладывается к обмотке соответствующей фрикционной муфты. 
Фрикционная муфта включается, и вращение от двигателя пере
дается на выходной вал. Полярность входного напряжения опре
деляет направление вращения выходного вала.

В системах управления обычно применяются электромагнит
ные и порошковые фрикционные муфты. Схема устройства элек-

I—О I
'О Ц> + 

й -

Рис. 9.9.1.
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тромагнитнон муфты показана на рис. 9.9.2. При подаче тока 
н обмотку 1  электромагнита возникает магнитный поток, который 
создает усилие, перемещающее якорь 2 и прижимающее фрик
ционное кольцо 3 к вращающемуся кольцу 6. В результате тре
ния между кольцами 3 и 6 вращение передается от шестерни 4 
к шестерне 5.

Рассмотрим динамику разгона выходного вала муфты при 
включении электромагнита. От момента приложения напряже
ния на обмотку электромагнита до момента соприкосновения фрик
ционных дисков проходит время Т1р - f  Т’д,,, определяемое про
цессами нарастания тока в 
обмотке и движения якоря 
электромагнита. Прн со
прикосновении фрикцион
ных дисков возникает мо
мент трения, равный

А/тр =  / ^ э, (9.9.1)
Рис. 9.9.2.где F0— сила притяжения 

электромагнита, /  — коэф
фициент трения, I — средний радиус фрикционного кольца. Когда 
момент трения превысит момент нагрузки М „, приложенный к вы
ходному валу, последний начинает вращаться. Движение выход
ного вала описывается уравнением

J Q  =  М тр -  Л/„, (9.9.2)

где Q — угловая скорость выходного вала, J — приведенный 
момент инерции выходного вала.
- При постоянных значениях момента трепня и момента нагруз

ки скорость вращения выходного вала нарастает по линейному 
закону до тех пор, пока не достигнет значения, прн котором про
скальзывание фрикционных колец 3 и 6 прекратится. Постоянное 
значение скорости Q0 определяется оборотами двигателя и переда
точным отношением от вала двигателя к выходному валу. В суще
ствующих конструкциях электромагнитных муфт время разгона 
пРи отсутствии нагрузки с учетом времени срабатывания реле 
составляет 10_s-i- 5 -10-3 с.

При отклонении муфты и малом моменте нагрузки возможно 
Длительное вращение выходного вала по инерции (выбег). 
Для предотвращения выбега применяются специальные тор
мозные муфты, включающиеся при отключении фрикционных 
Дисков.

Вследствие малости времени разгона выходного вала часто 
можно считать двигатель с фрикциопной муфтой безынерционным 
звеном с релейной характеристикой (рис. 9.9.3). Если желательно

25 *



388 ГЛ. 9. НЕЛИНЕЙНЫ Е ЭЛЕМ ЕНТЫ  АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

учесть время разгона выходного вала, то можно считать дви
гатель с фрикционной муфтой последовательным соединением 
идеального запаздывающего звена и звена с релейной характери
стикой, изображенной на рис. 9.9.3.

Порошковые фрикционные муфты бывают двух типов: диско
вые и цилиндрические. Конструкция дисковой муфты изображена

- и и

Flic. 9.9.3. Рнс. 9.9.4.

на рис. 9.9.4. В пространстве между ведущим 1 и ведомым 2 дис
ками находится ферромагнитная масса, которая может иметь 
жидкую или твердую основу.

Ферромагнитная масса на жидкой основе представляет собоЦ 
смесь порошка железа с маслом. Ферромагнитная масса на твер-

_______________  дой основе представляет
■f ̂  собой смесь порошков

I __ I ------1 железа и графита или
талька.

При отсутствии тока 
в обмотке 3 на ведомый 
диск передается только 
малый момент, обуслов
ленный трением в ферро
магнитной массе. Если в 
обмотке муфты течет то* 
то между дисками вознн- 
кает магнитное поле Я 
свойства ферромагнитной 

массы резко изменяются. Частицы железа, располагаясь по сило
вым линиям поля (пунктирная линия на рис. 9.9.4), обр а зую т  
цепочки. Смесь как бы загустевает, связывая в единое целое массу 
и диски. В результате возпикает значительный момент трения» 
определяемый напряженностью магнитного поля.

Конструкция цилиндрической порошковой муфты изображ ена 
на рис. 9.9.5. Стальной цилиндр 1 связан с ведущим валом, а тои-

Рис. 9.9.5.
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постен н ы й  стакан 2 — с ведомым. С  ведущей частью жестко свя- 
;а11Ы торцевые крышки 3 из немагнитного материала и магнито- 
провод 4, в котором уложена управляющая обмотка 5. Питание 
па обмотку подается через контактные кольца 6. Ферромагнитная 
масса заполняет объем между цилиндром 7, стаканом 2 и магнито- 
пцоводом 4. За счет такой конструкции удается увеличить рабо
ч у ю  поверхность фрикционной муфты вдвое.

Схема включения порошковых муфт может быть релейной 
(рнс. 9.9.1) или линейной (рис. 9.9.6). Возможность использо
вания линейной схемы основана на пропорциональной зависимо
сти момента трения муфты от управляющего тока. Если токи в об
мотках электромагнитов муфт i{ 
п i2 равны, то моменты трения 
муфт одинаковы, противоположны 
по знаку и выходной вал не вра
щается. Когда токи it и i2 не равны, 
возникает момент пропорциональ
ный разности [токов М =k(it—i2).

Порошковые муфты более эко
номичны и малогабаритны по 
сравнению с электромагнитными.
Так. например, при одинаковом 
токе управления порошковые муф- 
гы обеспечивают момент трения в 
полтора раза больший, чем элек
тромагнитные.

Основными преимуществами 
электродвигателей с фрикцион
ными муфтами являются малая инерционность и малая потребляе
мая мощность сигнала управления. Повышение быстродействия 
достигается, во-первых, тем, что управление осуществляется дис
ками муфт, моменты инерции которых значительно меньше, чем 
моменты инерции роторов двигателей. Во-вторых, двигатель непре
рывно вращается, имея большую кинетическую энергию, вслед
ствие чего присоединение к валу двигателя неподвижного выход
ного вала муфты не оказывает существенного влияния на режим 
1'го работы. Небольшие массы подвижных частей муфт не требуют 
большой мощности управляющего сигнала. Поэтому быстродей
ствие передачи с фрикционными муфтами в десятки и сотни раз 
»ольше, чем передачи с реверсивным двигателем.

Для сравнения приведем следующие цифры. Электродвига
тель ДИД-0,5, широко применяемый в маломощных следящих 
системах, имеет электромеханическую постоянную времени 0,1 с. 
"сли использовать этот двигатель с электромагнитными фрнкцион- 
*|ми муфтами, то запаздывание исполнительного устройства 

может быть доведено до 0,005 с.

S

' Яi f f '* *

Uex 

Рис. 9.9.6.
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§ 9.10. Электродвигатели с редукторами
В следящих системах электродвигатели обычно имеют редук

тор с зубчатой передачей. В системе электродвигатель — редук
тор наблюдаются нелинейные явления. Из них наиболее харак
терны: насыщение в магнитной системе двигателя, нелинейное 
трение и люфт в механической передаче.

В двигателях постоянного тока зависимость между током 
управления и магнитным потоком линейна только в небольшом диа
пазоне, за пределами которого, вследствие явления насыщения 
стальной части магннтопровода, характеристика носит ярко выра
женный нелинейпый характер. С увеличением тока управления, 
или, что то же, управляющего напряжения и, в случае двигателя 
с управлением через обмотку якоря магнитный поток, а следова
тельно, и вращающий момент линейно возрастает. Затем насту
пает насыщение магннтопровода и характеристика принимает вид 
ограничителя. Учитывая это, уравнение движения выходного вала 
двигателя постоянного тока с управлением через обмотку якоря 
(3.13.7) необходимо записать в виде

та +  й  =  ф (и) -  ксМ с, (9.10.1)
где ф (и) — нелинейная функция управляющего напряжения 
(ограничитель). В установившемся режиме при больших значе
ниях управляющего напряжения угловая скорость й постоянна 
н не зависит от управляющего напряжения. Таким образом, насы
щение магннтопровода приводит к ограничению угловой скоро
сти вращения выходного вала двигателя. Трение в механической 
передаче создает момент сопротивления М с:

М с =  M t +  М г, (9.10.2)
где M i =  М 0 s g n  й  —  m om qh t сухого трения, М г — kta r — мо
мент вязкого трения, который при малых скоростях имеет линей
ный характер (г =  1), а при больших — квадратичный (г =  2).

Сухое трение пе зависит от величины скорости и определяется 
лишь ее знаком. Важной особенностью сухого трения является 
то, что при равенстве нулю скорости момент трения может при
нимать любое значение в пределах — М 0 ^  M i ^  М 0, причем 
в каждый данный момент времени момент трения равен сумме 
всех других моментов, включая момент сил инерции. Поэтому, 
если .скорость стала равной нулю и сумма других моментов ока
жется по абсолютной величине меньше М 0, то система остано
вится. Застой будет продолжаться до тех пор, пока сумма момен
тов не превысит величину М 0, после чего снова начнется движе
ние системы. Если в процессе движения системы при й  =  0 всегда 
оказывается, что сумма всех моментов больше момента трения, 
то застоев не будет.
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Исследование работы электродвигателя с редуктором в общем 
случае с учетом силы сухого трения чрезвычайно затруднено. 
Значительного упрощения можно достигнуть, если считать двига
тель  безынерционным. Полагая в (9.10.1) Т =  0, учитывая только 
сухое трение М с =  Л/, =  А/0 sgn £2 и рассматривая линейную 
часть характеристики момента управления <р (и) =  ки, получим

Q +  Л/8 sgn Q =  ки при QtjfeO, 1
— при Q =  0, J

где М * =  ксМ 0• Отсюда определяется угловая скорость Q как 
пелинейная функция управляющего напряжения и:

i ku — M t  при и > М Ц к ,
0 при |uKA/S//c, (9.10.4)

Ла-fA /J  при и ^ ~  Мо/к.

Из этой формулы следует, что сухое трение приводит к возникно
вению зоны нечувствительности. Совместное действие двух фак
торов: насыщепия в магнитной системе двигателя и сухого трения

в механической передаче (без учета инерционности двигателя) — 
приводит к нелинейной зависимости Q =  й  (и), изображенной 
на рис. 9.10.1.

Рассмотрим теперь влияние люфта. При наличии люфта, т. е. 
зазора в механической передаче, перемещение ведущего звена 
не вызывает перемещения ведомого звена до тех пор, пока не будет 
выбран зазор. Связь между входной и выходной переменными со
ответствует прямой А В на рис. 9.10.2, где через 2d обозначена 
величина зазора, отнесенная к ведущему звену, а через у =  tg а — 
передаточное отношение. При перемене знака производной входной 
величины ведомое звено как бы отключается от ведущего, пока 
последнее не выберет зазор; при этом зависимость между входной 
'и вы*0Д11°й переменными теперь описывается прямой CD на
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Причиной люфта являются неточность изготовления и одно
стороннее соприкосновение зубьев шестерен. Так, например, для 
двигателя ДИД-0,5 с редуктором, имеющим передаточное отно
шение у =  'р/ф =  0,002, величина люфта на выходе редуктора 
составляет 0,032 рад.

Нелинейность типа люфта оказывает существенное влияние 
на характер работы динамической системы, вызывая статические 
ошибки и автоколебания. При изготовлении редуктора прини
маются меры к тому, чтобы люфт был меньше, чем половина ошиб
ки, допускаемой для автоматической системы. В прецизионных 
системах обычно применяются различные способы устранения 
люфта.

Структурная схема системы электродвигатель — редуктор 
с учетом инерционности двигателя, насыщения магнитной системы

Рис. 9.10.6.

двигателя, нелинейного трения и люфта приведена на рис. 9.10.3. 
Эта схема является типичной для различных исполнительных 
устройств и широко используется при расчетах автоматических 
систем.

§ 9.11. Гидравлические двигатели

Гидравлические исполнительные устройства имеют ряд важ
ных преимуществ перед электрическими, а именно они обладают 
большей мощностью и большим быстродействием, чем электро
двигатели, прн тех же габаритах и весах. Это объясняется высо
ким коэффициентом использования веса конструкции (напряжен
ность силы в гидравлических двигателях достигает 200-Ь
— 300 кгс/см2, а в электрических двигателях магнитное поле соз
дает напряженность силы порядка 4 -^ 6  кгс/см2).

Существует много конструкций гндродвигателей 1401. Рас
смотрим широко распространенную схему с золотниковым распре
делителем (рис. 9.11.1). Гидравлический шестеренчатый насос /  
постоянной производительности обеспечивает подачу жидкости 
с постоянной скоростью в аккумулятор давления 3. Давление 
рабочей жидкости составляет 150-7- 280 ат. После того как дав
ление в аккумуляторе достигает определенной величины, клапан
2 переключает насос на резервуар 4. Из аккумулятора 3 рабочая 
жидкость поступает в золотниковый распределитель 6. При отсут
ствии входного сигнала мвх, подаваемого на обмотку электромаг
нита 7, якорь 8 находится в нейтральном положении и золотник 9
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закрывает доступ жидкости в рабочий цилиндр 10. При наличии 
входного сигнала электромагнит поворачивает якорь 8 , переме
щая золотник 9. Смещение золотника вправо открывает доступ 
для рабочей жидкости через канал 11 в рабочий цилиндр. Одно
временно открывается доступ для рабочей жидкости, находя
щейся справа от поршня, в 
канал 12  и далее на слив в ре
зервуар 4. Под действием раз
ности давлений рабочей жид
кости поршень 5 перемеща
ется вправо. Выходной вели
чиной гидродвигателя явля
ется перемещение у штока 
рабочего цилиндра.

Для исследования динами
ческих свойств гидродвига
теля составим уравнения 
движения поршня в рабочем 
цилиндре:

»>У =  (Р\ — p2) S — R — G 
( I t fK t fm u ). (9.11.1)

где т — приведенная масса 
поршня с учетом присоеди
ненных к нему масс, у — пере
мещение поршня, (pi— р2) S — сила давления жидкости, R — сила 
сопротивления, G — сопротивление нагрузки, ута1 — максималь
ное перемещение поршня от среднего (нулевого) положения. 
Сила сопротивления R создается за счет трения. В реальных 
системах сила трения может быть представлена в виде суммы 
жидкого и сухого трения:

R =  су +  N  sgn у, (9.11.2)
• • 

где су — сила жидкого (вязкого) трения, N  sgn у — сила сухого 
трения. Сопротивление нагрузки зависит от перемещения поршня 
У• Эту зависимость часто можно считать линейной.

Определим разность давлений />, — р2. Очевидно, что прн сме
щении золотника вправо от нейтрального положения х >  О 
и давление p t равно разности давления в аккумуляторе р0 и пере
падов давлений за счет потерь в трубопроводах и отверстиях зо
лотника:

Pi =  Ро — ДР1 — ДЛг- (9.11.3)
Давление р2, при условии равенства нулю давления в резер

вуаре 4, равно перепаду давления за счет потерь в трубопроводах

Рис. 9.11.1.



Арз и в отверстиях золотника Др4:
р 2 =  Ар3 +  Арк. (9.11.4)

Как известно из гидродинамики, потери давления для несжи
маемой жидкости происходят за счет трения в жидкости и местных 
гидравлических сопротивлений. При малой длине трубопроводов, 
что обычно имеет место в гндродвигателях рассматриваемого типа, 
потери на трение незначительны и их можно не учитывать. Потери 
давления за счет местных сопротивлений пропорциональны ско
ростному напору жидкости:

П
Apz +  Ap3=  2  Ь (9.11.5)

где Ci — коэффициенты местных сопротивлений, wt — скорости 
потока жидкости, у — удельный вес жидкости. В соответствии 
с условием неразрывности жидкости скорость ее истечения wt 
в произвольном i-м сечении гидросистемы можно выразить через

•

скорость движения поршня у и отношение площадей поршня S 
н отверстия 5| в i-м сечении:

Wi =  j ^ y .  (9.11.6)

Исключая величины wt из уравнений (9.11.5) и (9.11.6), получим
П

Дрг +  Д р ,=  2  ь - ^ у >  =  у- £ у ' ,  (9.11.7)
i=-l g

п
где г =  5j Потери давления в отверстиях золотника пропор-

<=1
циональны скоростному напору жидкости:

Api +  Ap« =  2-J- iv*, (9.11.8)

где wa — скорость истечения в отверстии золотника, равная

=  У- (9Л1.9)

В формуле (9.11.9) /  — полная площадь отверстия золотпика, 
<р (х) — нелинейная функция, определяющая зависимость отно
сительной площади открытой части отверстия от перемещения зо
лотника. Эта функция, конечно, зависит от формы отверстия. На 
рис. 9.11.2 приведены графики функции <р (х) для случая прямо
угольного отверстия и ширины буртика золотника, равной 
ширине отверстия (рис. 9.11.2, а), и большей ширипы буртика 
(рис. 9.11.2, б), фа также для отверстия круглой формы
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(рис. 9.11.2, в). Исключая из уравнений (9.11.8) и (9.11.9) ско
рость истечения wa, получим

b P i + b P i - j j t f t f i f -  (9.11.10)

Таким образом, разность давлений р, — р г равна

f t - f t - f t — (9 1111)

При х <  0 давления р, и р2 поменяются местами, вследствие чего

Рис. 9.11.2.

изменится знак разности pt — р2. Поэтому можно папнеать сле
дующую формулу:

А - Р * = { я о - ^ [ т 2 ^  +  х ] г / 4} 8» п х - (9.11.12)

Подставляя выражения (9.11.2) и (9.11.12) в уравнение (9.11.1), 
получим дифференциальное уравнение, связывающее перемеще- 
щение золотника х и перемещение поршня гидродвигателя у:

,пУ +  су - f  N  sgn у +  ̂  ^  + -^ -] y*sgnx =  Sp0sgnx— G.
(9.11.13)

К уравнению (9.11.13) следует добавить дифференциальное 
Уравнение движения поршня золотника

т ,х  =  F M — /?, (| *  | <  *шах), (9.11.14)
где щ| — приведенная масса поршня золотника с присоединен
ными к нему деталями, F M — сила, развиваемая электромагни
том, R t — сила трения, xmax — максимальное по абсолютной 
величине перемещение поршня золотпика, прн котором рычаг 8 
' Рис. 9.11.1) доходит до упора. Сила FM, создаваемая электромаг
нитом, зависит от тока iu в его обмотке и перемещения золотни
ка х:

F* — I  м (х, *(/)« (9.11.15)
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В свою очередь ток iu в обмотке электромагнита связап с прило
женным к нему входным напряжением ивх дифференциальным 
уравнением

Т ЧТ +  1* = Т Г и" '  T =  Jk '  (9.11.16)
где R и L — сопротивление и индуктивность обмотки электро
магнита соответственно.

Система трех уравнений (9.11.13), (9.11.14) и (9.11.16) полно
стью определяет динамические свойства гидродвигателя. Эти урав

нения показывают, что гидродвига- 
тель является сложной нелинейной 
системой. Предоставляем читателю 
самостоятельно представить эту си- 

х  стему структурной схемой, состав
ленной из элементарных линейных 
звеньев н безынерционных нелиней
ных звеньев.

Для упрощенного исследования 
Рис. 9.11.3. динамических свойств гидродвигате

ля заметим, что обычно силы инер
ции. силы вязкого трения и сила нагрузки G малы по сравнению 
с силой давления (pt — р2) S. Поэтому, пренебрегая силами инер- • • • 
цни ту, силами вязкого трения су и нагрузки G, получим из 
уравнения (9.11.13) приближенное уравнение

iV sgn j/ +  ^P (s) +  y ]  У* s« n x =  S Po s&n x ■ (9.11.17) 

Принимая во внимание, что знак у всегда совпадает со знаком х:
• • 

sgn у =  sgn х, и решая уравнение (9.11.17) относительно у , по
лучим _____________

у т ч м / т г Ъ ц щ к г
Определяемая этой формулой зависимость скорости движения пор-
шпя у от перемещения золотника х (сплошная линия на рис. 
9.11.3) близка к нелинейности типа ограничения с зоной нечув
ствительности ^(пунктирная линия на рнс. 9.11.3). Зона нечув
ствительности возникает вследствие того, что ширина буртика 
поршня золотника больше ширины отверстия золотника, что 
обычно всегда делается для обеспечения надежного перекрытия 
отверстия.

Что касается зависимости перемещения золотника х от вход
ного напряжения ипх, то ее можно приближенно представить 
в форме последовательного соединения идеального запаздываю
щего звена, безынерционного линейного усилителя и ограничителя.
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Таким образом, если объединить ограничение величины х
с ограничением величины у и не учитывать нагрузку (G =  0), то 
гидравлический двигатель можпо приближенно представить в ви
де последовательного соединения идеального запаздывающего 
звена, нелинейного звена с характеристикой типа ограничения 
<• зоной нечувствительности, интегрирующего звена и нелиней
ного звена типа ограничения. Такая приближенная структурная 
схема гидравлического двигателя изображена на рис. 9.11.4.

Рис. 9.11.4,

Если учесть в уравнении (9.11.17) еще сопротивление нагрузки
G, зависящее от перемещения поршня у , то величина у будет функ
цией не только х, но и у. Иными словами, характеристика первого
нелинейного звена на структурной схеме на рис. 9.11.4 у =  <р (х) 
будет зависеть еще от у, как от параметра. В соответствии с этим 
на структурной схеме гидродвнгателя (рис. 9.11.4) добавится 
обратная связь выхода с первым нелинейным звеном. Эта обрат
ная связь имеет сложный нелинейный характер, так как сигнал 
обратной связи у не суммируется со входным сигналом х, а изме
няет саму форму характеристики звена. Нелинейное звено в этом 
случае имеет два входа, на один из которых подается входной 
сигнал х, а на другой — сигнал обратной связи у.

Заметим, что сопротивление нагрузки (т. е. силы сопротивле
ния. действующие на приводимое исполнительным устройством 
в движение звено объекта управления) всегда можно рассматри
вать как сигнал обратной связи.

§ 9.12. Пневматические двигатели

В автоматических системах в качестве исполнительных 
устройств часто используются пневматические двигатели.
11ринципиалы!ые схемы пневматических двигателей мало от
личаются от схем гидравлических двигателей. В качестве распре
делительных устройств применяются золотниковые и струйные 
схемы. На рис. 9.12.1 приведена схема пневматического двига
теля, имеющего распределительное устройство в виде струйной 
трубки. Это устройство, отличающееся простотой, малыми габа
ритами, экономичностью изготовления и высокой надежностью, 
имеет хорошие динамические свойства. Струйная трубка 1 может 
перемещаться относительно нейтрального положения, например,
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с помощью магнитоэлектрического устройства, рассмотренного 
в § 3.7, на ограниченный угол. Трубка шарниром 2  соединена 
с магистралью высокого давлепия. Воздух или какой-нибудь дру
гой газ, используемый в качестве рабочего тела, проходя через 
внутреннюю полость трубки и сопло, ударяется о пластинку 3, 
имеющую два приемных отверстия, которые соединены с поло

стями силового цилиндра 
4. Если сопло расположено 
симметрично относительно 
приемных отверстий, то 
давление в обеих полостях 
цилиндра одинаково и пор
шень находится в покое. 
Прн смещении трубки от
носительно отверстий дав
ление в одной полости ста
новится больше,чем в дру
гой, и поршень приходит 
в движение.

Дипамические свойства 
пневматического двигате
ля определяются уравне
нием движения струйной 
трубки, уравнением дви

жения поршня и уравнением, определяющим зависимость пере
пада давлений в полостях цилиндра от угла поворота трубки. 
Входной переменной пневматического двигателя является напря
жение ывх на катушке магнитоэлектрического устройства. За 
выходную переменную пневматического двигателя примем вели
чину у — перемещение поршня в цилиндре.

Движение струйной трубки описывается уравнением колеба
тельного звена (см. § 3.7):

Т $ + 2 Ц '1а +  а = к 1ип , (9.12.1)
где а — угол поворота трубки, Т{ — постоянная времени, С — 
коэффициент затухания, kt — коэффициент усиления.

Движение поршня в цилиндре описывается уравнением

my =  (pi — р 2) S — П — G (| у  | <  утах), (9.12.2)
аналогичным уравнению движения поршня в гидродвигателе. Ос
новными особенностями работы пневматических двигателей по 
сравнению с гидравлическими являются сжимаемость рабочего 
тела и нелинейная зависимость силы трения от скорости движения. 
Перепад давлений р =  р, — р2 в цилиндре пневматического дви
гателя вследствие сжимаемости рабочего тела определяется не
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только потерями давления вследствие внутреннего трепня, мест
ных сопротивлений и утечек, но и сжимаемостью рабочего тела. 
Что касается силы трения R, то для пневматических двигателей 
се можно представить в виде суммы силы вязкого трения, при
ближенно характеризуемой кубичной зависимостью от скорости 
движения поршня, и силы сухого трения:

Я (y) =  cly +  c2y3 +  N sgn y, (9.12.3)
где через N  обозначена величина силы сухого трения. Сопротив
ление нагрузки G зависит от перемещения поршня у и может также
зависеть от его скорости у.

Определим зависимость перепада давлений р от угла поворота 
а струйной трубки. При отклонении струйной трубки в отводящих 
штуцерах 5 и 6 (рис. 9.12.1) устанавливаются давления р1ш, 
р2ш, линейно зависящие от угла 
поворота трубки а. Зависимости 
Pirn (а). Ргш (а) представлены 
графически на рис. 9.12.2. При 
отклонении струйной трубки на 
максимальный угол атах весь 
воздух, вытекающий из сопла 
(без учета потерь), попадает в ка
кой-нибудь один отводящий шту
цер, и давление в нем соответст
вует максимальному давлению р0, 
подводимому из магистрали высо
кого давления. Минимальное давле
ние равно атмосферному ра.

Для упрощения дальнейших 
выкладок будем считать, что ат
мосферное давление равно нулю (ра =  0). Это допущение равно
ценно тому, что за начало отсчета давлений принимается атмо
сферное давление. В соответствии с зависимостями /;ш,(а) 
и Ргш (о) и сделанным допущением (ра =  0) запишем соотноше
ния (рис. 9.12.2)

Piui +  Ргш =  CiPo> (9.12.4)
Рш — Ргш =  С1Р0Ф (е), (9.12.5)

где

{
— 1 при — «шах.

е при |а | < а тах, (9.12.6)

1 при а > а тах,

е =  а /а тах — относительный угол поворота струйной трубки,
— коэффициент, учитывающий потери давления в сопло и от
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водящих штуцерах. Эти потери в зависимости от температуры ок
ружающей среды составляют от 5 до 25%. Следовательно, коэф
фициент Ci имеет значение £| =  0,95 ~  0,75. Давления р1ш и 
Ргш п отводящих штуцерах и давления р,, р2 в полостях цилиндра 
различаются незначительно. Поэтому весовые расходы рабочего 
тела в отводящих штуцерах с достаточной точностью можно опре
делить линейными соотношениями

ш =  к2 (Pim — Pi)> (*гш =  ^2 (р2ш Рг)» (9.12.7) 
где к2 — коэффициент пропорциональности. Весовые расходы 
в полостях цилиндра выражаются формулами

где Ум Уг — удельные веса рабочего тела в полостях цилиндра, 
V, =  S \ymat +  у), V2 =  S (ута1 — у) — объемы полостей, 
Утя% — максимальное перемещение поршня цилиндра от сред
него положения, S — площадь поршня. Выразим удельные веса 
у,, у2 через давления, принимая, что процессы сжатия и разреже
ния рабочего тела являются изотермическими. Фактически эти 
процессы являются политропическими, больше приближаясь при 
быстром наполнении и истечении рабочего тела к адиабатическим, 
чем к изотермическим (которые характерны для медленных про
цессов). Для быстродействующих пневматических двигателей 
процессы наполнения и истечения рабочего тела с высокой точ
ностью можно считать адиабатическими. Однако описание работы 
пневматического двигателя при адиабатическом процессе зна
чительно сложнее, чем при изотермическом. Как показывают экспе
рименты н расчеты, вполне допустимо считать, что процессы 
в пневматическом двигателе являются изотермическими. Так, 
расчеты показывают, что при сделанном допущении расчетное 
время нарастания давления в полостях цилиндра увеличивается 
на 10-=-20% по сравнению с истинным 161. Это можно учесть 
в дальнейшем введением поправочного коэффициента. Как из
вестно, для изотермического процесса имеет место соотношение

Подставляя выражения удельных весов у,, у2 и объемов V{, V2 
в уравнения (9.12.7), получим

Условие сохранения весовых расходов в отводящих штуцерах 
и полостях пневмоцилиндра позволяет записать следующие

г  — dW i )  г  _ *<УЛ> 
’ ~dt (9.12.8)

s

(9.12.9)
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равенства:
Glm =  Gi, G2m =  Gt. (9.12.10)

Подставим сюда выражения весовых расходов нз (9.12.7) и (9.12.9). 
Тогда получим

кгка(р1ш —  Pi) — 5 [р , (i/ma x +  J/) +  Piif]. 1
. > (9.12.11) 

M s  (р2ш — ft) =  S [р2 (утах — у )— р2у). >

к2 

к j

Вычитая нз первого уравнения (9.12.11) второе, получим

к ( / ’пи — Ргш) — к (pi — р2) =

=  Syluax ( P i  — p2) +  S y(p l +  pz) +  S y(p t +  р2), (9.12.12)
где к =  к2к3. Подставляя в (9.12.12) выражение разности давле
нии в отводящих штуцерах и полагая р =  рх — р2, получим

SymaxP +  кр =  к£,р0(р (e) — S -£ - l y ( Pl +  ft) 1. (9.12.13)

Экспериментальные данные показывают, что сумма давлений 
в полостях цилиндра является величиной постоянной и пропор
циональной давлению р0:

Pi +  Р2 =  СгРо, (9.12.14)
где £2 — коэффициент, учитывающий потерн давления. Обычно 
величина коэффициента имеет порядок £2 =  0,90 -г- 0,75. 
Поэтому с достаточной точностью можно считать £i «  £2- С уче
том соотношения (9.12.14) уравнение (9.12.13) принимает вид

У р+Р =С |А »[ф (е)— т г ] ’ (9.12.15)

где Т =  S ymaxlk — постоянная времепи процесса изменения пере
пада давления.

Уравнения (9.12.1), (9.12.2) и (9.12.15), которые можно 
переписать в виде

T\a +  2Z,Tia +  a ^ k luBX,

7 p  +  P = £ i P o [ q > ( e )  —  , е = (9.12.16)
®max

my =  S p — R — G (| У | <  l/max),
описывают работу пневматического двигателя. Из этих уравнений 
видно, что пневматический двигатель, так же как и гидравличе
ский, является сложной нелинейной системой. Рекомендуем чита
телю самостоятельно составить структурную схему этой системы.

Под ред. В . С. Пугачева
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Пневматические двигатели обладают большим быстродействием. 
Их инерционность очень мала по сравнению с инерционностью 
объектов управления. Вследствие этого при теоретическом иссле
довании систем управления в большинстве случаев можно огра
ничиться грубо приближенным описанием динамических свойств 
пневматических двигателей или даже считать их безынерционны
ми, мгновенно отрабатывающими задаваемое системой управле
пия положение управляющего элемента объекта управления 
(например, руля самолета или ракеты).

Для приближенного описания динамических свойств пнев
матического двигателя можно, так же как и в случае гидравличе-• • • •
ского двигателя, пренебречь силами инерции Т\а и ту и силами
вязкого трения 2£Г1а и cty  - f  с2у3 в уравнениях движения магни-' 
тоэлектрического элемента и поршня двигателя. Кроме того, пре
небрежем инерционностью образования перепада давления р , 
т. е. постоянной времени Т во втором уравнении (9.12.16), и со
противлением нагрузки G. Тогда в выражении (9.12.3) силы тре
ния Я останется только один последний член и уравнения (9.12.16) 
заменятся упрощенными уравнениями

а  =  А,м»х, P = C i P o [ q > ( e )  —  - у - ]  , е =
а

а т а х
Sp — N  sgn у  — 0.

Исключая из этих уравнений а, е и р и полагая х =  ki/a maxt 
получим

N
tiSpo

/ \ s y sgn j/=<p(xuBX) - - j r (9.12.17)

Отсюда видно, что поршень двигателя находится в покое при 
всех значениях входного сигнала ивх, прн которых | ф (хмвх) | <С 
< N / t , lSp0, т. е. при \ ивх \ < .  N /x h S р0. При мвх >  NlnZiSpo • • 
скорость поршня у положительна (sgn у  =  1), а при мвх <
< — N /x^S p o  скорость поршня у отрицательна (sgn у  =  — 1). 
Таким образом, уравнение (9.12.17) дает следующую зависимость 
скорости поршня двигателя от входного сигнала:

5- [ Ф (х «8Х) +  ̂  прн ивх <
N - ^ N

У = 0 при
KtSpo "  ^x;,S/>0 ’ 

| - [ ф ( х и вх) - ^ - о]  прн « вх>

(9.12.18)
N

xZiSpo
Эта зависимость представляет собой нелинейность типа ограни
чителя с зоной нечувствительности (приложение 5, нелинейность 
3, рис. 9.11.3).
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Так как максимальное значение функции <р равно 1, то из
(9.12.18) вытекает следующее выражение для максимальной 
скорости поршня:

Отсюда можно выразить величину k/S через у тях. Тогда формула 
(9.12.18) примет вид

Чтобы приближенно учесть запаздывание магнитоэлектриче
ского устройства и образования перепада давления, обычно в фор
мулах (9.12.18) и (9.12.20) берут запаздывающее значение вход
ного сигнала ивх, т. е. считают, что эти формулы определяют зна
чение скорости поршня у' (t) по значению входного сигнала 
ивх (< — т). Запаздывание т для современных пневматических 
двигателей имеет порядок 0,01 —  0,02 с.

На основании изложенного пневматический двигатель можно 
приближенно представить той же структурной схемой (рис. 9.11.4), 
что и гидравлический двигатель.

Учет сопротивления нагрузки G приводит, так же как и в слу
чае гидравлического двигателя, к изменению скоростной характе
ристики двигателя, т. е. характеристики первого нелинейного, 
звена на рис. 9.11.4. Это равноценно добавлению на структурной 
схеме на рис. 9.11.4 обратной связи выхода с первым нелинейным
звеном, а в случае зависимости G и от у — еще дополнительному 
замыканию скоростной характеристики соответствующей нели
нейной обратной связью.

§ 9.13. Характерные нелинейности объектов управления

Большинство объектов управления лишь приближенно могут 
рассматриваться как линейные. Во многих случаях при исследова
нии автоматических систем приходится учитывать нелинейностн 
как в элементах системы управления, так и в объекте управления. 
1{ предыдущих параграфах были выяснены основные нелинейности 
исполнительных устройств. Эти нелинейностн приводят к нелиней
ностн объекта управления в случае, когда объект управления свя
зан жесткой механической передачей с исполнительным устрой
ством, как, например, в случае подвижной пушечной установки 
на самолете.

(9.12.19)

N
KltSpo ’

(9.12.20)
N

*№ Ро"

26*'
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В § 3.16 было показано, что самолет или крылатую ракету мож
но приближенно считать линейным объектом управления. Однако 
в некоторых задачах приходится учитывать нелинейности самолета 
или ракеты. Основной существенной нелинейностью самолета 
или ракеты является ограничение отклонения рулей. Эта нелиней
ность, имеющая характер идеального ограничения, определяется 
зависимостью истинного отклонения руля б от теоретического 
отклонения, задаваемого системой управления б3 (рис. 9.13.1). 
Учет этой нелинейности особенно необходим в случае высокого

уровня помех в сигнале управле
ния. В этом случае задаваемое 
системой управления отклоне
ние руля б3 содержит случайные 
колебания большой амплитуды, 
которые вследствие изложенного 
в § 8.5 будут подавлять полезный 
сигнал на нелинейности и тем 
самым снижать эффективность уп
равления, т. е. как бы уменьшать 
фактическое эффективное значе
ние коэффициентов ав н с6 в урав
нениях (3.16.8) п (3.16.10). Кроме 
этой существенной нелинейности, 

в уравнениях движения самолета (ракеты) имеются и другие нели
нейности. Так, например, угол наклона вектора скорости самолета 
к горизонту 0 входит в уравнения движения (3.16.2), (3.16.8) 
и в кинематические уравнения (3.16.3) нелинейно. Кроме того, 
аэродинамические коэффициенты си и тг лишь приближенно могут 
быть выражены линейными функциями (3.16.6), (3.16.7). В действи
тельности, как показывают результаты экспериментальных иссле
дований в аэродинамических трубах, су и тг являются сложными 
нелинейными функциями угла атаки а и угла отклонения руля 
высоты б, а в случае пространственного движения — и переменных, 
определяющих поперечное движение самолета, перпендикулярное 
к вертикальной плоскости. Конечно, и в этом случае можно выра
зить аэродинамические коэффициенты си и тг формулами вида 
(3.16.6) и (3.16.7), но только коэффициенты с“ , т\, т “ , т “ 1 и т\ 
следует при этом считать функциями угла атаки а и угла откло
нения руля высоты б. Таким образом, движение самолета или 
ракеты с учетом нелинейности также описывается уравнениями
(3.16.3) и (3.16.8), только коэффициенты А а, а а а и ад в них
являются функциями а и б. Кроме того, к этим уравнениям до
бавляется условие | б | ^  бшах.

а

Р и с . 9.13.1.



УСТОЙЧИВОСТЬ II АВТОКОЛЕБАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
СИСТЕМ

Г л а в а  10

§ 10.1. Общее определение устойчивости

Данное в § 6.5 определение устойчивости по Ляпунову приме
нимо как к линейным, так и к нелинейным системам, поведение 
которых описывается дифференциальными уравнениями. Чтобы 
формулировать это определение математически, положим, что 
система дифференциальных уравнений, описывающая поведение 
исследуемой системы, приведена к нормальной форме Кошн, т. е. 
к системе уравнений первого порядка, решенных относительно 
производных:

•

• =  yt, . . . .  Уп) ( f c = l ,  . . . , п ) ,  (10.1.1)
где {/|, . . Уп — величины, определяющие состояние системы 
в каждый данный момент времени. Одна пли несколько из этих 
величин могут быть выходными переменными системы, а осталь
ные представляют собой вспомогательные переменные, которые 
необходимо ввести для приведения уравнений к виду (10.1.1). 
Правые части уравнений (10.1.1) представляют собой заданные 
функции времепи t н величин y t, . . уп.

Если правые части уравнений (10.1.1) не зависят явно от вре
мени t, то это означает, что на систему не действуют никакие внеш
ние возмущения, представляющие собой функции времени, а все 
действующие силы (конечно, обобщенные) зависят только от 
состояния системы, т. е. являются внутренними. Поэтому системы, 
описываемые уравнепиямн вида (10.1.1), с правыми частями, 
зависящими только от величин y t, . . ., уп и не зависящими явно 
от времени t, называются автономными.

Если в правых частях уравненнй (10.1.1) явно зависят от вре
мени лишь внешние возмущения, то система, описываемая урав
нениями (10.1.1), стациопарна. В общем случае, когда функциями 
времепи в уравнениях (10.1.1) являются не только внешние воз
мущения, но и некоторые параметры системы, эта система неста
ционарна. Очевидно, что любая автономная система стационарна, 
но не всякая стационарная система автономна. Стационарпая систе
ма автономна лишь в том случае, когда на нее не действуют ника
кие внешние (входные) возмущения.

Каждой совокупности начальных условий /0. Ую. • • •> Уп о» 
п© являющейся особой точкой правых частей уравнепий (10.1.1),
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соответствует вполне определенное движение системы, определяе
мое решением уравнений (10.1.1).

Выберем из всех возможных движений системы какое-либо 
одно н условимся называть его невозмущенным по терминологии 
А. М. Ляпунова 142). Этому движению соответствует вполне опре
деленная совокупность начальных условий t0, у[°0', . . ., у„о. Роль 
невозмущенного движения может играть всякое возможное дви
жение системы, и выбор движения, которое считается невозмущен
ным, произволен. Решение уравнений (10.1.1), соответствующее 
невозмущенному движению, будем обозначать у\°\ . . ., у'п‘.

Всякое другое движение, отличное от невозмущенного, усло
вимся называть возмущенным. Возмущенное и невозмущенное 
движения являются возможными движениями одной и той же 
системы и определяются одними и теми же дифференциальными 
уравнениями (10.1.1), только при различных начальных условиях.

Данное в § 6.5 определение устойчивости по Ляпунову может 
быть математически сформулировано следующим образом. Невоз
мущенное движение называется устойчивым по отношению к вели
чинам у и . . ., уп, если при любом сколь угодно малом е > 0  
существует такое положительное число б =  б (е), что все возму
щенные движения, для которых в любой начальный момент t0

I У ho ~  У но I < *  ( * = 1 ......... и). (Ю .1.2)

при любом ( Х о  удовлетворяют условию

I У к — f/ft01 | <  в (* =  1, л). (10.1.3)

Невозмущенноо движение называется асимптотически устойчи
вым,| если существует такое положительное число б, что все возму
щенные движения, Д1я которых в любой начальный момент t0 
выполнены неравенства (10.1.2), асимптотически стремятся 
к невозмущенному движению при t-*-oo :

Ук-*У 1?' при t-y- оо (А = 1 , . . . , л ) ,  (10.1.4)

Если существует хотя'бы одно такое число е > 0 ,  что при любом 
сколь угодно малом б > 0  существует возмущенное движение, 
удовлетворяющее условию (10.1.2), для которого прн некоторых 
значениях t > / 0 неравенства (10.1.3) ие выполняются, то невозму
щенное движение называется неустойчивым.

Э тим  определениям можно дать геометрическую интерпрета
цию. Для этого будем изображать отклонение возмущенного 
движения системы от невозмущенного в каждый данный момент 
времени t точкой и-мерного пространства с прямоугольными
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Всякое пространство, в котором декартовыми координатами 
точки являются величины, определяющие мгновенное состояние 
некоторой  системы, называется фазовым пространством этой 
системы. Точка фазового пространства, соответствующая состоя
нию системы в данный момент /, называется изображающей точкой.

Изменению состояния системы со временем соответствует движе
ние изображающей точки в фазовом пространстве. Любая траекто
рия, по которой может двигаться изображающая точка при изме
нении состояния системы, называется фазовой траекторией. Изу
чение фазовых траекторий, как мы увидим в §§ 10.4 и 10.5, во 
многих случаях значительно облегчает исследование свойств 
автономных нелинейных систем.

Очевидно, что в рассматриваемом фазовом пространстве невоз- 
мущенному движению соответствует состояние покоя изобра
жающей точки в начале координат. Невозмущенное движение 
устойчиво, если все возможные фазовые траектории, начинающие
ся внутри сферы Се достаточно малого радиуса б, не выходят 
из сферы Се сколь угодно малого наперед заданного радиуса е 
(рнс. 10.1.1). Невозмущенное движение асимптотически устойчиво, 
если все возможные фазовые траектории, начинающиеся внутри 
сферы С6 достаточно малого радиуса б, стремятся к началу коор
динат прн t -*■ оо (рис. 10.1.2). Невозмущенное движение неустой-

*) В случае п =  2 это пространство является плоскостью, а в случае 
п =  3 — обычным трехмерным пространством. Поэтому при п =  2 и п =  3 
всем вводимым ниже понятиям можно поставить в соответствие наглядные 
геометрические образы. Прн п >  3 таких наглядных образов не существует. 
Однако и в этом случае геометрическая терминология удобна тем, что она 
Дает возможность но аналогии с двумерным и трехмерным пространствами 
легче осваивать вводимые понятия и иллюстрировать их в случае необходи
мости наглядными образами на плоскости или в трехмерном пространстве.

Рнс. 10.1.1. Рис. 10.1.2.
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чиво, если существуют фазовые траектории, начинающиеся как 
угодно близко к началу координат, выходящие прн некоторых / 
за пределы некоторой фиксированной сферы Сг (рнс. 10.1.3).

Иными словами, невозмущенное движение устойчиво, если при 
любом как угодно малом радиусе е сферы С,  существует такая 
сфера С радиуса  б, что изображающая точка В не может выйти 
за пределы сферы Сг, начав движение из любой точки В 0 сферы Св. 
Невозмущенное движение асимптотически устойчиво, если суще
ствует такая сфера Се, что изображающая точка стремится к нача
лу координат, начав движение из любой точки В 0 сферы С4. 
Невозмущенное движение неустойчиво, если существует такая

сфера Сл и как угодно близко к началу 
координат можно найти такую точку В 0, 
что изображающая точка выйдет за пре
делы сферы Се, начав движение в точ
ке В 0.

При исследовании нелинейных си
стем обычно принимают за координаты 
изображающей точки в фазовом про-' 
странстве сами величины у {, . . ., уп, 
определяющие состояние системы в лю
бой момент времени t. Приведенная гео
метрическая интерпретация определений 
устойчивости и неустойчивости остается 

справедливой и в этом случае, если вместо сфер Ct и С6 с центром 
в начади координат рассматривать сферы с центром в подвижной точ
ке, изображающей состояние системы в невозмущенном движении.

В отличие от линейных систем, одна н та же нелпнейная си
стема может быть устойчивой в одних режимах и неустойчивой 
в других режимах. Иными словами, одни движения или состояния 
равновесия нелинейной системы могут быть устойчивыми, а другие 
движения или состояния равновесия той же самой системы могут 
быть неустойчивыми. Поэтому нельзя говорить об устойчивости 
или неустойчивости нелинейной системы вообще, а можно говорить 
только об устойчивости или неустойчивости различных режимов 
движения (работы) нелинейной системы. Именно поэтому, давая 
определение устойчивости, мц отнесли это понятие не к системе, 
а к некоторому движению системы, которое мы назвали невоз
мущенным. В качестве такого невозмущенного движения естествен
но выбирать некоторое требуемое движение или состояние равно
весия системы, в котором она должна находиться при нормальном 
функционировании и от которого ее отклоняют различные неиз
бежные в любой системе возмущения, в том числе и случайные.

В определении устойчивости по Ляпунову невозмущенное 
п возмущенное движения рассматриваются всегда при одних 
и тех же правых частях уравнений (10.1.1), а следовательно, при
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одних и тех же входных сигналах системы, представляющих собой 
вполне определенные заданные функции времени. Поэтому одна 
и та же система при одних и тех же начальных условиях невоз
мущенного движения t0, у\°о, . . ., у'по может быть устойчивой 
но Ляпунову прн одних входных сигналах и неустойчивой при 
других входных сигналах. Между тем в задачах практики при
ходится оценивать устойчивость работы системы при различных 
входных сигналах, заранее неизвестных. В таких случаях можно 
взять невозмущенное движение системы при каких-нибудь вполне 
определенных входных сигналах, а сравнивать с ним придется 
все возможные возмущенные движения, соответствующие всем 
возможным достаточно малым изменениям входных сигналов 
и начальным отклонениям. При этом функции ф* в уравнениях
(10.1.1) будут различными для всех возмущенных движений 
и будут отличаться от функций ф*, соответствующих невозмущен
ному движению, т. е. каждое возмущенное движение будет опре
деляться своими дифференциальными уравнениями, отличными 
от дифференциальных уравнений невозмущенного движения. Это 
обстоятельство является одной из причин того, что определение 
устойчивости по Ляпунову недостаточно для практики. Именно 
поэтому в главе 6 в основу теории устойчивости линейных систем 
было положено другое определение устойчивости, данное в § 6.1. 
Это же определение устойчивости можно с соответствующими 
видоизменениями перенести на нелинейные системы.

Предположим, что при изменении формы входных сигналов 
правые части дифференциальных уравнений (10.1.1) изменяются 
непрерывно, т. е. что при замене входных сигналов достаточно 
близкими к ним другими входными сигналами функции фд, в урав
нениях (10.1.1) изменяются сколь угодно мало. В этом случае 
дифференциальные уравнения возмущеиных движений можно 
нанисать в виде

Ун =  ф* (t, Pit • • • i Уп) F к (li У it • • • * Уп) (Л =  1, . . . ,  и), (10.1.5)
где Fh — функции, сколь угодно малые по абсолютной величине 
при любых достаточно малых отклонениях входных сигналов систе
мы от входных сигналов, соответствующих невозмущенному дви
жению. Различным входным сигналам системы соответствуют 
различные функции Fk в уравнениях (10.1.5). В частности, для 
входных сигналов, при которых рассматривается невозмущенпое 
Движение системы, все функции Fk тождественно равны нулю. 
Рассматривая возмущенные движения, соответствующие всем воз
можным входным сигналам, мы должны оставить функции Fk 
неопределенными н дать определение устойчивости, независимое 
от вида функций Fh.

Видоизменяя определение § 6.1, мы назовем невозмущенное 
Движение системы устойчивым, если отклонение ее возмущенного
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движения от невозмущенного остается сколь угодно малым при 
любых достаточно малых начальных отклонениях и при любых 
входных сигналах, достаточно близких к входным сигналам, 
соответствующим невозмущенному движению. Иными словами, 
невозмущеиное движение системы называется устойчивым, если 
при любом сколь угодно малом е > 0  существуют такие числа
б =  б (е) и б' =  б ' (е), что для всех возмущенных движений, 
удовлетворяющих условию (10.1.2), прн любом t > t 0 выпол
няются неравенства (10.1.3), если

IFk(t ,y ? \  : . . , y ' n» ) \ < V  ( A = l ......... п). (10.1.6)
Можно доказать, что при довольно общих условиях невозмущен
ное движение системы устойчиво в смысле данного определения, 
если оно асимптотически устойчиво по Ляпунову. Это утверждение 
справедливо, в частности, для любых установившихся и периоди
ческих невозмущенных движений стационарных систем *) [741. 
В главе 6 мы видели, что это утверждение справедливо для любой 
стационарной линейной системы, поведение которой описывается 
дифференциальным уравнением.

Таким образом, исследование устойчивости нелинейной систе
мы практически сводится к исследованию ее асимптотической 
устойчивости по Ляпунову. Этим объясняется большое практи
ческое значение теории устойчивости движения, созданной 
А. М. Ляпуновым.«

§ 10.2. Исследование устойчивости нелннейных систем 
методом линеаризации (первый метод Ляпунова)

А. М. Ляпунов создал два общих метода исследования устойчи
вости нелннейных систем. Первый метод Ляпунова основан на 
линеаризации уравнений, описывающих поведение системы. Обыч
но уравнення системы линеаризуются относительно отклонений 
элементов возмущенного движения системы от соответствующих 
элементов невозмущенного движения, т. е. относительно раз
ностей г|| =  yi — у\0> (I =  1> л). Линеаризация уравнений 
осуществляется методом § 8.3, т. е. разложением всех входящих 
в уравнения функций в ряд Тейлора и отбрасыванием всех членов 
выше первой степени относительно величин т](, . . ., т|п:

Т»
<г> I t  и и  Н m I f  !/ '• ' >/в)\ -L  ^  y j0>. • • • >  I / п ‘ ) „Ф а (м  J/li • • • * Уп)  ~  фл ( * !  У\  ! • • • t Уп ) ' 2 j  ду ' ° ‘

J - 1  1
(10.2.1)

(Л =1, . . . ,  п).

*) Определение установившегося движения будет дано в следующем 
параграфе.
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Подставляя эти выражения в уравнения (10.1.1) и принимая во 
внимание, что невозмущенное движение удовлетворяет системе 
уравнений (10.1.1), вследствие чего

У ?  =  Ф* (t , у 'Г ............У ? )  (* — 1...........л ), (Ю.2.2)
получим следующую систему линейных дифференциальных урав
нений для T|j, . . >, т)„:

П
Лк“ ДвЬ|Л| (А =  1, (10.2.3)

где коэффициенты aftj определяются формулой
i/Л  (Л| l = i ......... п) (10 24 )

Величины т]|, . . ., г)„, определяющие отклонение возмущенно
го движения от невозмущенного, обычно называются вариациями 
переменных у и . . ., уп, определяющих состояние системы. При
ближенные линейные уравнения (10.2.3) называются уравнениями 
в вариациях или линейными уравнениями первого приближения.

При весьма общих условиях А. М. Ляпунов доказал следую
щие теоремы, которые мы сформулируем без доказательства:

1. Невозмущенное движение нелинейной системы асимптоти
чески устойчиво, если определяемая соответствующими уравне
ниями в вариациях линейная система асимптотически устойчива.

2. Невозмущенное движение нелинейной системы неустойчиво, 
если определяемая соответствующими уравнениями в вариациях 
линейная система неустойчива.

Эти теоремы Ляпунова дают возможность исследовать устойчи
вость различных режимов работы нелинейных систем методами 
теории устойчивости лннейпых систем.

Если все коэффициенты ahl системы уравненнй в вариациях 
постоянны, то невозмущенное движение называется установившим
ся. Для исследования устойчивости установившихся движений 
нелинейных систем можно применить изложенные в §§ 6.2 и 6.3 
методы исследования устойчивости стационарных линейных систем.

В случае периодического невозмущенного движения (колеба
нии) автономной нелинейной системы коэффициенты а* / уравнений 
в вариациях являются периодическими функциями времени. 
Методы исследования устойчивости систем в случае, когда уравне
ния в вариациях являются уравнениями с периодическими 
коэффициентами, также разработаны Ляпуновым (42) (см. так
же 174]).

В общем случае, когда коэффициенты уравнений в вариациях 
являются любыми функциями времени, для исследования устой
чивости системы можно применить общий критерий § 6.1. Для
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этого следует определить весовые функции линейной системы, 
определяемой уравнениями в вариациях, соответствующие всем 
входам системы и всем переменным уи . . ., уп, и вычислить для 
них интегралы (6.1.1). Все эти вычисления можпа выполнить 
с помощью моделирования соответствующей сопряженной системы. 
Выполнив эти вычисления для различных моментов времени t, 
можно судить об устойчивости системы. Если интегралы (6.1.1) 
для весовых функций, соответствующих всем входам системы 
и всем переменным y it . . ., уп, перестают заметно изменяться 
с увеличением t, начиная с некоторого момента, то исследуемая 
нелинейная система устойчива по отношению к переменным у х, . . .
. . ., уп. Если же хотя бы одни из этих интегралов неограниченно 
возрастает с увеличением /, то система неустойчива. Заметим, 
что этот способ исследования устойчивости является чисто практи
ческим и не дает возможности делать строгие выводы об устой
чивости и неустойчивости вследствие невозможности осуществить 
с помощью моделирующих устройств бесконечные процессы, свя
занные с переходом к пределу в формуле (6.1.1). Однако для прак
тики такой метод исследования устойчивости вполне достаточен 
и дает возможность безошибочно судить об устойчивости движе
ния в течение любых интересующих нас конечных отрезков 
времени.

Для исследования устойчивости можно также применить непо
средственное моделирование системы или линейной системы, опре
деляемой уравнениями в вариациях, прн различных начальных 
условиях.

Для приближенного исследования устойчивости нелинейных 
систем методом линеаризации в случае произвольных переменных 
коэффициентов akl уравнений в вариациях (10.2.3) можно также 
прпмепить прием «замораживания» коэффициентов. Этот прием 
состоит в том, что перемепные коэффициенты уравнений в вариаци
ях заменяются их постоянными значениями, соответствующими 
какому-нибудь выбранному моменту времени tt, и исследуется 
устойчивость стационарной линейной системы, определяемой полу
ченными уравнениями с постоянными коэффициентами. Это иссле
дование производится для ряда характерных моментов времени 
(t, t2, . . . работы системы. Если для всех выбранных моментов 
времепи стационарные линейные системы, полученные «замора
живанием» коэффициентов уравнений в вариациях, устойчивы, 
то исследуемую нестационарную систему можно практически счи
тать устойчивой. При этом в случае определенного конечного вре
мени работы системы, например в случае работы системы управ
ления полетом снаряда, когда в момент попадания снаряда в цель 
или его разрыва работа системы управления, естественно, прекра
щается, систему можно считать практически устойчивой и в том 
случае, если система, полученная «замораживанием» коэффициеп-
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т о н  уравнений в вариациях, становится неустойчивой, когда до 
момента конца работы системы остается время, значительно мень
шее времени переходного процесса системы.

Заметим, что с практической точки зрения совершенно не обя
зательно выбирать в качестве центра разложения входящих 
н уравнения функций исследуемое невозмущенное движение систе
мы, т. е. интеграл уравнений (10.1.1), описывающих поведение 
системы. Можно в качестве центра разложения взять любые функ
ции • • •» Уп\ не удовлетворяющие уравнениям (10.1.1), 
но близкие к интегралу уравнений (10.1.1), соответствующему 
неноамущенному движению системы. Так, например, если некото
рые из переменных у ,, . . ., уп, скажем у,, . . ., ут, являются 
но физическому смыслу малыми величинами при устойчивой работе 
системы, то в качестве функций у\0', . . ., у{„  можно взять нули, 
а остальные функции y'm+i , . . . .  Уп' определить путем интегри
рования соответствующей укороченной системы уравнений, полу
ченной из (10.1.1) путем замены нулями всех малых величип.

В заключение заметим, что изложенный метод исследования 
устойчивости нелинейных систем, основанный на линеаризации 
уравнений, применим лишь к системам, содержащим только эле
ментарные нелинейные звенья с непрерывными гладкими характе
ристиками. К системам с существенно нелинейными звеньями этот 
метод неприменим. В таких случаях часто оказывается полезным 
второй метод Ляпунова, который мы изложим в следующем пара
графе. Для более подробного изучения теории устойчивости реко
мендуем читателю обратиться к специальной литературе (см., 
например, 142, 431, а также 139, 41, 74)1.

§ 10.3. Прямой метод исследования устойчивости 
нелинейных систем (второй метод Ляпунова)

Второй метод Ляпунова основан на обобщении н развитии эле
ментарных представлений, связанных с положениями равновесия 
материальной точки в консервативном силовом поле. Из теорети
ческой механики известно, что точки минимума потенциальной 
энергии являются положениями устойчивого равновесия матери
альной точки, а точки максимума потенциальной энергии — 
положениями неустойчивого равновесия (теорема Лежен-Днрнхле). 
Основная идея второго метода Ляпунова состоит в нахождении 
такой функции координат точки фазового пространства данной 
системы v (rji, . . ., ti„), которая была бы до некоторой степени 
аналогична потенциальной энергии покоящейся материальной 
точки в обычном пространстве.

Для изложения второго метода исследования устойчивости, 
разработанного А. М. Ляпуновым, введем следующие определения. 
Функция v (т)|, . . ., т)„) называется знакопостоянной, если она
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имеет один и тот же зпак всюду в некоторой области, содержащей 
начало координат, за исключением некоторых точек, в которых 
она равна нулю. Знакопостоянная функция, равная нулю лишь 
в начале координат, называется знакоопределенной: определенно- 
положительной или определенно-отрицательной, в зависимости 
от знака.

Для любой определенно-положительной функции v (r)t, . . r|n) 
уравнение v (rjj, . . ., т]„) =  с изображает однопараметричес
кое семейство замкнутых (по крайней мере для малых значе
ний с) поверхностей в фазовом пространстве данной системы. 
При этом вблизи начала координат поверхность, соответствующая 
любому достаточно малому значению с, находится целиком внутри

внутрь любой поверхности v (rjlf . . ., ) =  с или по ней н не 
может выходить из ограниченной этой поверхностью области нару
жу (рнс. 10.3.1), то система устойчива. Если же изображающая 
точка может двигаться вблизи начала координат только внутрь 
любой поверхности v (т ,̂ . . ., Т]п) =  с (рнс. 10.3.2), то система 
асимптотически устойчива. Но если изображающая точка дви
жется внутрь поверхности v (rjj, . . ., т|л) =  с, то определенно
положительная функция v (iii, . . ., i|„) убывает при движении 
системы и, следовательно, ее полная производная по времени 
отрицательна. Если изображающая точка движется по поверх
ности v =  с, то полная производная функции v по времени 
равна нулю. Иными словами, полная производная функции 
v (т)ц . . ., 1]„) знакопостоянна отрицательна, если изображающая 
точка может двигаться только внутрь любой поверхности v =  с 
или по ней, и определенно-отрицательна, если изображающая 
точка может двигаться только внутрь поверхности v =  с.

Для любой определенно-отрицательной функции v (т|1, . . ., г|„) 
ее полная производная в рассмотренных случаях будет положи
тельной.

Таким образом, мы приходим к следующим двум теоремам 
Ляпунова.

fir гивается в точку — начало 
L координат.

области, ограниченной любой 
поверхностью, которой соот
ветствует большее значение 
с. Прн с-*-0 поверхность стя-

Рнс. 10.3.1. Рис. 10.3.2.

Из геометрических сооб
ражений пепосредствепно яс
но, что если прн любом дви
жении системы изображаю
щая точка в фазовом прост
ранстве может двигаться вбли
зи начала координат только
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1. Если дифференциальные уравнения возмущенного движе
ния таковы, что можно найти знакоопределенную функцию v, 
полная производная которой по времени

н силу этих уравненнй знакопостоянна н имеет знак, противопо
ложный знаку функции V, или тождественно равна нулю, то невоз
мущенное движение устойчиво.

2. Если дифференциальные уравнения возмущенного движения 
таковы, что можно найти знакоопределенную функцию V, полная 
производная которой по времени в силу этих уравнений зпако- 
определенна и имеет знак, противоположный зпаку функции^, 
то невозмущенное движение асимптотически устойчиво.

Изложенный метод оценки устойчивости дает достаточные усло
вия устойчивости. Это означает, что невыполнение этих условий 
еще не означает, что движение системы неустойчиво. Движение 
системы может быть устойчивым и при невыполнении условий 
сформулированных теорем Ляпунова.

Метод исследования устойчивости с помощью фупкцнн Ляпу
нова v (т](, . . ., 1]„) весьма эффективен н применим к любым 
нелинейным системам, так как он не накладывает никаких огра
ничений на правые части уравненнй движения (10.1.1).

К сожалению, практическое применение этого метода часто 
осложняется трудностью нахождения функции Ляпунова 
v (г),, . . ., v]n). Общих рекомендаций по нахождению этой функ
ции для произвольных систем не существует. Однако Ляпунов 
дал один способ построения функции v (%, . . ., rjn) для широкого 
круга нелинейных задач, связанных с исследованием устойчивости 
установившихся движений. Этот способ заключается в том, что 
уравнения, описывающие поведение системы, сначала линеари
зуются. После этого функция v ищется в виде квадратичной формы 
с неопределенными коэффициентами:

П

dt 2 j oi)k т,л
dv _ dv (10.3.1)

n

y(»ii.........Лп)= 2  «Х/П/.П/- (10.3.2)
h, 1 =  1

Коэффициенты ак1 определяются нз условия
п п

(10.3.3)

где Л — любая постоянная.
Подставляя в формулу (10.3.3) выражения производных 

полученные дифференцированием формулы (10.3.2), и выражения
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производных г|у из линеаризованных уравнений движения и срав
нивая коэффициенты при одинаковых членах в левой и пра
вой частях равенства, получаем алгебраические уравнения для 
определения коэффициентов а*|. После нахождения коэффициен
тов a fc( формула (10.3.2) определит функцию Ляпунова v для линеа
ризованных уравнений. Эта функция может быть использована 
для оценки устойчивости исходной нелинейной системы.

Другой метод нахождения функции Ляпунова для широкого 
класса систем, содержащих одно произвольное элементарное 
нелинейное звено, указал А. И. Лурье [41].

§ 10.4. Фазовые траектории и особые точки нелинейных систем

Для получения достаточно полного представления о характере 
возможных движений системы без непосредственного интегрирова
ния ее дифференциальных уравнений весьма плодотворным являет
ся изучение многообразия фазовых траекторий н особых точек 
равновесия в фазовом пространстве системы [5, 51, 68]. Особенно 
наглядны фазовые траектории и особые точки для автономных 
систем второго порядка, т. е. на фазовой плоскости *). На приме
рах исследования фазовых траекторий автономных систем второго 
порядка выявляются основные особенности нелинейных систем 
вообще.

Уравнение автономной системы второго порядка может быть 
представлено в виде

У =  Ф (У. У). (10.4.1)
где <р — известная функция выходной переменной н ее производ
ной, в общем случае нелинейная. Полагая у =  г, приведем урав
нение (10.4.1) к системе двух уравнений первого порядка:

У =  z, г =  <р (у, г). (10.4.2)
Фазовыми координатами системы являются ее выходная пере

менная у н скорость ее изменения z — у. Разделив уравнения
(10.4.2) одно на другое, получим дифференциальное уравнение 
фазовых траекторий:

f j i  =  £ (&_?>. .  (10.4.3)

Уравнение (10.4.3) однозпачно определяет касательную к фазовой 
траектории во всех точках, кроме тех, в которых одновременно

*) Системой второго порядка мы называем для краткости систему, 
поведение которой описывается одним дифференциальным уравнением вто
рого порядка или системой двух дифференциальных уравнений первого 
порядка.
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выполняются равенства
Ф (у, z) —  0, 2 =  0. (10.4.4)

В этих точках не существует определенного направления касатель
ной к траектории. Точки такого тина называются особыми. Из 
птих точек могут исходить многие траектории. Через каждую 
точку фазовой плоскости, для которой ие удовлетворяются одно
временно оба уравнения (10.4.4), проходит только одна фазовая 
траектория.

Из (10.4.2) и (10.4.4) следует, что в особых точках производные 
фазовых координат системы равны нулю. Следовательно, особые 
точки являются точками равновесия системы. Для отыскания на 
фазовой плоскости точек равновесия (особых точек) необходимо 
совместно решить уравнения (10.4.4).

Прежде всего выясним характер возможных особых точек 
н оценим устойчивость равновесия системы в этих точках. При этом, 
в соответствии с определением устойчивости по Ляпунову, будем 
интересоваться поведением системы только в близкой окрестности 
положения равновесия. Для выяснения поведения системы при 
малых отклонениях от состояния равновесия воспользуемся мето
дом линеаризации уравнений (10.4.2), предполагая, что функция ф 
имеет непрерывные первые производные по у и г. Пусть у 0, z0 =  
=  0 — координаты особой точки, т. е. какое-нибудь решение 
уравнений (10.4.4). Полагая у  =  у 0 -j- т), z =  £ и учитывая малость 
величин г), £, можем написать

ф (у, z) =  Ф (уо , 0) - f  ari - f  b£ +  ф , (т|, £), (10.4.5)

где а, b — постоянные коэффициенты, определяемые формулами

а =  % (у 0, 0), Ь =  фИУо. 0), (10.4.6)

а ф| (Л> £) — малая величина высшего порядка по сравнению с т] 
и £. Подставляя выражепие (10.4.5) функции ф (у, z) во второе 
уравнение (10.4.2), отбрасывая малые высшего порядка, а также 
принимая во внимание, что координаты особой точки (у 0, 0) 
удовлетворяют уравнениям (10.4.4), получим систему линейных 
Уравнений первого приближения:

Г] =  с, С* =  ат]+ н .  (10.4.7)
Решая эти уравнения первого приближения, можно определить 
Движение соответствующей линейной системы и ее фазовые траек
тории вблизи особой точки и оценить устойчивость соответствующе
го положения равновесия. На основании теорем А. М. Ляпунова, 
сформулированных в § 10.2, полученные результаты будут спра
ведливы и для исходной нелинейной системы.
27 Под ред. В. С. Пугачева
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Системе уравнении (10.4.7) соответствует характеристическое 
уравнение

JL* _  Ь\ -  а =  0. (10.4.8)
Корни этого уравнения полностью определяют интеграл урав
неннй (10.4.7), т. е. поведение системы около положения равнове
сия, а следовательно, и характер особой точки (у 0, 0). Поэтому 
рассмотрим возможные типы корней характеристического урав
нения (10.4.8).

1. Случай комплексных сопряженных корней А, =  A ±  ico. 
Решение уравнений (10.4.7) имеет вид колебаний:

г] =  meUi sin (со/ +  ф),
£ =  hmeht sin (со/ +  S>) +  iomeM cos (со/ 4 ф),

где m, i|> — постоянные интегрирования, определяемые начальны
ми условиями. Прн увеличении / на период 2л/со обе координаты

пропорционально убывают при h <С 0 и возрастают прн h > 0 .  
Изображающая точка стремится к началу координат при / —► оо, 
если h <  0. Изображающая точка удаляется от начала координат 
нрн h > 0 .  Так как

=  Л +  со clg (со/ +  ф)

и так как нрн увеличении / на период 2л/со котангенс, убывая, 
дважды пробегает все значения от —оо .до оо, то радиус-вектор 
изображающей точки поворачивается за время 2л/со по часовой 
стрелке на угол 2л. Следовательно, в случае отрицательной дей
ствительной части h корней характеристического уравнения изо
бражающая точка В приближается к особой точке (у0, 0) по спи
рали (рис. 10.4.1). В случае положительной действительной части h

J (10.4.9)
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корней  характеристического уравнення изображающая точка 
удаляется по спирали от особой точки (у0, 0) (рис. 10.4.2). При 
различных начальных условиях движение будет происходить 
по различным спиралям.

Особая точка такого типа называется фокусом. При h <  0 это 
будет устойчивый фокус, соответствующий устойчивому положе
нию равновесия системы, а прн Л > 0  — неустойчивый фокус, 
соответствующий неустойчивому положению равновесия системы.

2. Случай действительных корней А,,, \ 2 одного знака.
Решение уравнений (10.4.7) имеет вид

т) =  т,е^*{ 4- т2е^г1, 1
J (Ю.4.10)

где т| и т 2 — постоянные интегрирования, определяемые началь
ными условиями. Движение системы является апериодическим. 
Изображающая точка асимптотически приближается к особой 
точке, если Я,, и Я2 отрицательны, и удаляется от нее, если X, и Я2 
положительны.

/(ля выяснения характера фазовых траекторий вблизи особой 
точки рассмотрим вначале частный случай начальных условий, 
когда т2 =  0. В этом случае уравнение фазовых траекторий полу
чается делением второй формулы (10.4.10) на первую:

С =  М -  (10.4.11)
Таким образом, при т2 =  0 изображающая точка движется по пря
мой. В другом частном случае, при т ,  =  0, получаем

С =  М -  (10.4.12)
Гаким образом, при mt =  0 изображающая точка движется по 
Другой прямой. Чтобы получить уравнение фазовых траекторий 
в общем случае, исключим из уравнений (10.4.10) время /. Для 
этого умножим первое равенство сначала на и вычтем из второ
го, а затем умножим первое равенство на Я2 и вычтем из второго. 
В результате получим

С —M  =  /n2e*«'(*2 — М ,
С — Я2Л =  (Я| — ̂ г).

откуда, исключая время /, находим уравнение фазовых траекто
рии в виде

1 [т, (X, —Х2)|Х» 
с тг (Xj — Xi)

г д е  С - * Л - = е ( С - Х , л ) х ‘ , ( 1 0 . 4 . 1 3 )

27*
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Определив из уравнения (10.4.13) по правилу дифференцирования 
неявных функций производную d£/dr\ в особой точке, убеждаемся 
в том, что все фазовые траектории касаются в особой точке той 
из прямых (10.4.11) и (10.4.12), которая соответствует меньшему 
по абсолютной величине из корней A,t, Я,2 характеристического 
уравнения.

Семейство фазовых траекторий, определяемое уравнением 
(10.4.13), для случаев А.г <  0 и X,, Я,2 > 0  представлено соот
ветственно на рис. 10.4.3 и 10.4.4.

Таким образом, через особую точку в этом случае проходят все 
фазовые траектории, из которых четыре представляют собой полу
прямые. Изображающая] точка по любой фазовой траектории

Рис. 10.4.4.

с течением времени асимптотически приближается к особой точке 
в случае отрицательных корней А,,, Я,2 характеристического урав
нения и удаляется от нее в случае положительных корней Х(, Я,2 
характеристического уравнения. Особая точка такого типа назы
вается узлом. При Х2 <  0 узел устойчив, при А,и Я2 > 0 — 
неустойчив.

Все эти качественные выводы остаются в силе и в том случае, 
когда X, =  Х2, только прямые (10.4.11) и (10.4.12) в этом случае 
совпадают.

3. Случай чисто мнимых корней А, =; ±  ico.
Решение уравнений (10.4.7) в этом случае принимает форму 

незатухающих колебаний:
г] =  т sin (wt - f  ф),
С =  ma) cos (сat - f  ф),

(10.4.14)

где m, ф — постоянные интегрирования, определяемые начальны
ми условиями. Возводя в квадрат первое уравнение (10.4.14), 
деленное на т, и второе, деленное на т а ,  и складывая полученные 
таким образом равенства, находим уравнение семейства фазовых
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траекторий:
(10.4.15)

Таким образом, семейство фазовых траекторий представляет собой 
сем ейство подобных эллипсов с полуосями т и ты (рис. 10.4.5). 
Через каждую точку плоскости проходит один эллипс. Вся фазо
вая плоскость оказывается заполненной вложенными друг в друга 
эллипсами. Изображающая .
точка движется по любому ^
лллппсу по часовой стрелке 
вок р у г особой точки равнове
сия. Такая особая точка назы
вается центром. Подобные

для консервативных систем, 
в которых нет притока и рас
хода энергии.

Линейная система в этом 
случае устойчива по Ляпуно
ву. Однако относительно ус- Рис. 10.4.5. 
тойчнвости исходной нелиней
ной системы ничего сказать нельзя, так как линеаризованная си
стема устойчива не асимптотически и теоремы § 10.2 непримспимы. 
Необходимы дополнительные исследования. Эти исследования 
в каждом частном случае показывают, является ли рассматривае
мая особая точка фактически центром, как, например, в случае 
маятника без трения, или нет.

4. Случай двух действительных корней Я.,, Я2 различных зна
ков (Я, <  0, \ 2 >  0).

В этощ случае показатель степени в уравнении (10.4.13) отрица
телен, вследствие чего при обращении одной из величин £ — А,,ц 
и £ — Я.2т] в нуль другая становится бесконечной. Это свидетель
ствует о том, что фазовые траектории имеют в данном случае 
прямые (10.4.11) и (10.4.12) асимптотами (рис. 10.4.6). Таким 
образом, в данном случае только две прямолинейные фазовые 
траектории (10.4.11) и (10.4.12) проходят через особую точку. 
Где бы ни находилась изображающая точка в начальный момент, 
она всегда в конечном итоге станет удаляться от положения рав
новесия. Только в случае движения изображающей точки точно 
по асимптоте (10.4.11) она приближается к положепию равповесия. 
Но стоит изображающей точке отклониться от этой прямой, как 
она уйдет от особой точки. Такая особая точка является седлом. 
Седло всегда соответствует положению неустойчивого равповесия 
системы.

Для линейной системы уравнения (10.4.4) линейны и вследствие 
этого могут иметь только одно решение. Таким образом, линейная

точки равновесия характерны
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система может иметь только одно положение равновесия. Все полу
ченные выше выводы о характере фазовых траекторий справедливы 
для всей фазовой плоскости. Следовательно, характер особой 
точки для линейной системы полностью определяет ее поведение 
при любых отклонениях от особой точки, т. е. на всей фазовой 
плоскости.

Для нелинейной системы характер особой точки не определяет 
поведения изображающей точки на всей фазовой плоскости. Нели
нейная система может иметь несколько положений равновесия, 
а ее фазовые траектории имеют различный вид в разных областях 
фазовой плоскости.

Выше было показано, что при чисто мнимых корнях характери
стического уравнения консервативная линейная система может

Р и с. 10.4.6.

совершать периодические движения любой амплитуды и одной 
строго определенной частоты. Вся фазовая плоскость такой систе
мы заполнена вложенными друг в друга замкнутыми траектория
ми. Нелинейная система также может иметь в этом случае особую 
точку — центр, около которого все фазовые траектории являются 
замкнутыми кривыми. Однако, кроме таких фазовых траекторий, 
для нелинейной системы в этом случае обязательно будут суще
ствовать в других областях фазовой плоскости и незамкнутые 
фазовые траектории. Примером такой системы может служить 
обычный плоский маятник (математический или физический). 
Фазовые траектории плоского маятника, не обладающего затуха
нием, изображены на рис. 10.4.7.

Маятник имеет два положения равновесия: нижнюю точку 
устойчивого равновесия и верхнюю точку неустойчивого равно
весия. При отклонении от положения устойчивого равновесия 
маятник совершает колебания с амплитудой, равной начальному 
отклонению. Фазовая траектория его является замкнутой кривой,
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охватывающей точку устойчивого равновесия — центр. При уве
личении начального отклонения до л маятник при нулевой ско
рости (z =  0) оказывается в верхней точке неустойчивого равно- 
весия — седле. Движение маятника может происходить нз этой 
точки в любом направлении. Этому движению соответствуют 
фазовые траектории, отмеченные на рис. 10.4.7 жирными линиями. 
Если маятнику сообщить достаточно большую начальную ско
рость. то он станет вращаться относительно точки подвеса в соот
ветствующем направлении, а его скорость нигде не будет обра
щаться в нуль. Фазовые траектории, соответствующие этому слу
чаю движения, расположены вне траекторий, отмеченных на

Р и с. 10.4.7.

рис. 10.4.7 жирными линиями. Последние являются особыми 
фазовыми траекториями — сепаратрисами, проходящими через 
особые точки типа седел, и служат разграничительными кривыми, 
разделяющими области с траекториями разных типов. Следова
тельно, фазовая плоскость маятника содержит особые точки типа 
центра и седла и заполнена интегральными кривыми двух видов: 
эллипсами внутри сепаратрис н волнообразными кривыми вне 
сепаратрис.

Однако в задачах практики часто встречаются и такие нелиней
ные системы, у которых существуют только отдельные изолиро
ванные замкнутые фазовые траектории, называемые предельными 
Циклами. Всякая траектория, соседняя с замкнутой траекторией, 
уже не является замкнутой, она либо наматывается на предельный 
Цикл, либо сходит с него. Если фазовые траектории, близкие 
к предельному циклу, наматываются на него, то предельный цикл 
устойчив и ему соответствует устойчивое периодическое движение 
системы. Если при движении по фазовой траектории, близкой 
к предельному циклу, изображающая точка удаляется от него, 
то предельный цикл неустойчив и соответствующее периодическое 
Движение системы неустойчиво.
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На рис. 10.4.8 показана фазовая диаграмма системы, имеющей 
особую точку неустойчивого равповесия типа неустойчивого фоку
са и один устойчивый предельный цикл. Изображающие точки, 
находящиеся внутри предельного цикла, движутся по разверты

вающейся' спирали, приближаясь 
к предельному циклу. Все изо
бражающие точки, находящиеся вне 
предельного цикла, с течением вре
мени по свертывающимся спиралям 
приближаются к предельному цик
лу. Таким образом, если система 
не находится в состоянии равно
весия, то 'с течением времени в ней 
устанавливается периодический 
режим, не зависящий от начальных 
условий. Такие периодические ко
лебания называются автоколеба- 

Рис. 10.4.8. ниями. На рис. 10.4.9 показана
фазовая диаграмма нелипейной си

стемы с одним неустойчивым предельным циклом. Предельный цикл 
может также быть полуустойчивым в случае, когда фазовые траек
тории с одной стороны приближаются к нему, а с другой стороны 
удаляются от него (рис. 10.4.10).

Р и с. 10.4.9. Р и с . 10.4.10.

Неустойчивый и полуустойчивый предельные циклы соответ
ствуют неустойчивым автоколебаниям в системе. Неустойчивые 
автоколебания практически невозможны, так как прн малейшем 
возмущении изображающая точка сходит с соответствующего 
предельного цикла и удаляется от него.

Если система имеет несколько предельных циклов, соответ
ствующих одной и той же особой точке, то неустойчивые и устой
чивые предельные циклы всегда чередуются.
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В этих случаях коиечное положение системы зависит от струк
ту р ы  ее фазового портрета (от свойств системы) и от исходного 
толчка — возмущения, т. е. от положения изображающей точки 
и начальный момент времени. Если, например, система имеет 
неустойчивый фокус, то ближайший к нему предельный цикл 
является устойчивым (сплошная 
п и ш и ) ,  затем следует неустойчи

вый (пунктир) и устойчивый ци- 
клы, чередуясь, как показано на 
рнс. 10.4.11. В этом случае при 
любом возмущении в системе всегда 
устанавливается один из устойчи
вых режимов автоколебаний. При 
этом устанавливается тот режим, 
предельный цикл которого на фа- 
ловом портрете ближе всего к на
чальному положению изображаю
щей точки системы. Такие системы 
носят пазвание систем с мягким режимом возбуждения колебаний. 
Если система имеет устойчивый фокус, то ближайший к нему пре
дельный цикл является неустойчивым. Затем могут следовать, чере
дуясь, устойчивые и неустойчивые предельные циклы, как показано

на рис. 10.4.12. В этом случае колеба
ния в системе возбуждаются только 
при достаточно больших начальных 
отклонениях или при достаточно боль
шом возмущении, при которых изо
бражающая точка окажется вне пер
вого неустойчивого цикла. При этом 
система раскачивается до возникно
вения автоколебательного режима, 
соответствующего ближайшему устой- 

Р ис. 10.4.12. чивому циклу. Если в начальный
момент изображающая точка окажется 

внутри первого неустойчивого цикла, то колебания в системе 
затухают. Такие системы называются системами с жестким режи
мом возбуждения колебаний.

Таким образом, фазовая плоскость нелинейной системы может 
иметь весьма сложную структуру. В окрестности особых точек 
фазовые траектории могут иметь различный характер. Границами 
между различными частями фазовой плоскости являются особые 
фазовые траектории — сепаратрисы.

• 5 § 8.2 мы видели, что характеристики элементарных нелиней- 
"ых звеньев обычно считаются кусочно-линейными фупкцпями, 
которые изображаются ломаными линиями, иногда разрывными, 

гловым точкам и точкам разрыва этих ломаных на фазовой
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плоскости нелинейной системы соответствуют некоторые линии, 
которые называются л и н и я м и  п е р е к л ю ч е н и я .  В зависимости от 
характера входных сигналов нелинейных звеньев линии переклю
чения могут быть прямыми или кривыми. Однако чаще всего вход
ные сигналы нелинейных звеньев являются линейными функциями 
переменных, определяющих состояние системы. В этом случае 
линии переключения являются прямыми.

Изложенный метод исследования особых точек на фазовой 
плоскости и поведения системы вблизи положения равновесия 
неприменим в случае ломаных характеристик нелинейных звеньев, 
так как правая часть уравнения (10.4.1) не имеет в этом случае 
непрерывных первых производных и, следовательно, линеариза
ция уравнений (10.4.1) и (10.4.2) невозможна. Однако особые точ
ки систем с существенными нелинейностями имеют тот же общий 
характер, что и в случае систем с гладкими характеристиками 
нелинейных звеньев. Только в некоторых случаях вместо особой 
точки может появиться особый отрезок оси у ,  каждая точка которого 
соответствует возможному состоянию покоя системы, как, напри
мер, в случае системы с зоной нечувствительности.

В случае ломаных характеристик нелинейных звеньев линии 
переключения делят фазовую плоскость на ряд областей. Поэтому 
построение фазовых траекторий системы приходится вести по 
участкам. При этом начальные значения переменных на каждом 
участке должны быть равны их конечным значениям на предыду
щем участке. Если входные сигналы всех нелинейных звеньев 
являются линейными функциями переменных, определяющих 
состояние системы, и все нелинейные звенья имеют кусочно- 
линейные характеристики, то поведение системы в каждой области 
фазовой плоскости описывается линейными дифференциальными 
уравнениями с постоянными коэффициентами. При пересечении 
изображающей точкой линии переключения некоторые из коэффи
циентов скачками изменяют свои значения и вновь остаются 
постоянными до пересечения следующей линии переключения. 
Так как любые линейные дифференциальные уравнения с постоян
ными коэффициентами легко интегрируются стандартными метода
ми, то интегрирование уравнений нелинейной системы и построение 
ее фазовых траекторий по участкам для таких систем не пред
ставляет принципиальных затруднений.

П р и м е р  10 .4.1 . Рассм отрим  простейш ую  релейную  следящ ую  си сте 
м у (ри с. 10 .4 .13 ), содерж ащ ую  линейное исполнительное устр ой ство  — 
двигатель п остоян н ого тока  с  передаточной функцией k/s (Ts  +  1), поляри
зованное реле и отрицательную  обратн ую  связь  с  тахогенератором  • ). С трук
ту р н у ю  схем у  такой системы изобразим в виде рис. 10 .4 .14 . Д ля простоты  
будем  сначала считать тахогенератор 7 7 ' отключенным. В этом случае обрат
ная связь  будет ж есткой  и Г , =  О. Из ри с. 10.4.14* вытекает следую щ ее

* )  П р и м ер ы  1 0 .4 .1 — 1 0 .4 .5  и 1 0 .5 .1  заи м ств ова н ы  в  о сн о в н о м  из |34].
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уравнение системы в этом случае:

Ту  +  у —  Л-ф (х  — у), (10 .4 .16)

гяе х  — входной  сигнал систем ы . Так как в дальнейшем будем  рассм атривать 
т о л ь к о  собственны е движ ения систем ы , то  полож им х  гт 0. К ром е того ,

положим <р (у) =  Ц|> (у).  Т огда , вводя переменную г 
„не (10.4.16) равноценной си 
стемой уравнений п ервого по- Ред
рядка:

у ,  заменим уравне-

у  =  г,

Тг  » — * — « ф  (у)
(10.4.17)

Разделив второе уравнение си 
стемы (10.4.17) на первое, п ол у 
чим дифференциальное ур ав н е
ние фазовых траекторий:

(10418)

Принимая во внимание, что 
функция — ф для реле имеет 
постоянное значение (равное
— 1; 0 или 1), обозначим это  постоянное значение через v = — ф (у).  Т огда , 
интегрируя уравнение (10 .4 .18) при начальных усл овиях t =  t0, у = у0. 
г =  i„ ,  получим

У = У о + Т  ( * о — « +  * М п  )  • (10.4.19)

П ользуясь этой ф орм улой , мож но построи ть  фазовые траектории изображ аю 
щей точки для различных типов реле в следящ ей систем е. Рассмотрим сна
чала двухнозицноиное поляризованное реле с  идеальной характеристикой  5 
(приложения 5 и 6). П ереклю чение реле происходит прн у — 0 , т . е. линией 
переключения является  ось  г (отмечена ш триховкой  на р и с. 10 .4 .15). В этом 
случае v =  1 пра у < 0  u v  =  — 1 при у  >  0 . Следовательно, уравнение

ф азовой траектории имеет вид

У = У о  +  Т [ г 0 — г +  к1 In * ° _ ц  )

при 0, (10.4.20)

У =  У о + т ( г 0 - г - к 1 \ п ± * ± £ - )

при у ~ > 0 .  (10.4.21)

П редполож им, что в началь-
■ н v .  i ir .t .i? .  ный момент 1 = 0 в  следящ ей с и 

стем е имеется рассогласование у0=  
а начальная ск ор ость  вы ходного вала z0 =  0 , т . е. изображ аю щ ая 

ск ос*  * / начальнь,й момент имеет координаты  (а0, 0) в  левой иолупло- 
зова™  ^ )11С' Ю .4 .15 ). Д ля построения ф азовой траектории надо нсполь- 
ФазовЬ уравнен,1е (Ю .4 .2 0 ). Это уравнение справедливо до тех п ор , пока 
Рас<-ВаЯ тРаектоР1,я не пересечет о сь  г в точке г =  Ь0. В этой  точке 

огласование уменьш илось д о  нуля , но ск ор ость  вы ходного вала в озр осл а
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плоскости нелинейной системы соответствуют некоторые линии, 
которые называются линиями переключения. В зависимости от 
характера входных сигналов нелинейных звеньев линии переклю
чения могут быть прямыми или кривыми. Однако чаще всего вход
ные сигналы нелинейных звеньев являются линейными функциями 
переменных, определяющих состояние системы. В этом случае 
линии переключения являются прямыми.

Изложенный метод исследования особых точек на фазовой 
плоскости и поведения системы вблизи положения равновесия 
неприменим в случае ломаных характеристик нелинейных звеньев, 
так как правая часть уравнения (10.4.1) не имеет в этом случае 
непрерывных первых производных и, следовательно, линеариза
ция уравнений (10.4.1) и (10.4.2) невозможна. Однако особые точ
ки систем с существенными нелинейностями имеют тот же общий 
характер, что и в случае систем с гладкими характеристиками 
нелинейных звеньев. Только в некоторых случаях вместо особой 
точки может появиться особый отрезок оси у , каждая точка которого 
соответствует возможному состоянию покоя системы, как, напри
мер, в случае системы с зоной нечувствительности.

В случае ломаных характеристик нелинейных звеньев линии 
переключения делят фазовую плоскость на ряд областей. Поэтому 
построение фазовых траекторий системы приходится вести по 
участкам. При этом начальные значения переменных на каждом 
участке должны быть равны их конечным значениям на предыду
щем участке. Если входные сигналы всех нелинейных звеньев 
являются линейными функциями переменных, определяющих 
состояние системы, и все нелинейные звенья имеют кусочно
линейные характеристики, то поведение системы в каждой области 
фазовой плоскости описывается линейными дифференциальными 
уравнениями с постоянными коэффициентами. Прн пересечении 
изображающей точкой линии переключения некоторые из коэффи
циентов скачками изменяют свои значения и вновь остаются 
постоянными до пересечения следующей линии переключения. 
Так как любые линейные дифференциальные уравнения с постоян
ными коэффициентами легко интегрируются стандартными метода
ми, то интегрирование уравнений нелинейной системы и построение 
ее фазовых траекторий по участкам для таких систем не пред
ставляет принципиальных затруднений.

П р и м е р  10 .4 .1 . Рассм отрим  простейш ую  релейную  следящ ую  си сте 
му (ри с. 10 .4 .13 ), содерж ащ ую  линейное исполнительное устр ой ство  — 
двигатель п остоян н ого тока  с  передаточной функцией k/s ( Ts +  1), поляри
зованное реле и отрицательную  обратн ую  св я зь  с  тахогеаератором  * ) .  С трук
ту р н у ю  схем у  такой  системы изобразим в виде рис. 10 .4 .14 . Для простоты  
будем  сначала считать тахогеиератор Г Г  отключенным. В этом случае обрат
ная связь  будет ж есткой  и Г , =  0 . И з ри с. 10.4.14* вытекает следую щ ее

* )  П р и м ер ы  1 0 .4 .1 — 1 0 .4 .5  и 1 0 .5 .1  за и м ств ова н ы  в о сн о в н о м  и з (3 4 ].
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уравнение системы в этом  случае:

Ту +  у  =  к у  (х — у) ,  (10 .4 .16)

Принимая во внимание, что 
функция — ф для реле имеет 
п остоя н н ое  значение (равное
— 1; 0 или 1), обозначим это  постоянное значение через v = — ф (у).  Т огда , 
интегрируя уравнение (10 .4 .18) при начальных усл ови ях  < =  / 0. У — Уо. 
г =  г0, получим

i 0 — klv
У — У о + Т  (  20— i-\-klx In )  . (10.4.19)

где I  — входной  сигнал системы . Так как в дальнейшем будем  рассм атривать 
то л ь к о  собственны е движ ения системы , то полож им  х  ш  0 . К ром е того ,
положим Ф (у) =  /ф (у).  Т огда , вводя переменную t  — у ,  заменим уравне
ние (10.4 .16) равноценной си 
стемой  уравнений первого по- Ред
рядка. .J  1— +

У =  *.
Т г = — г — Щ  (У)

Разделив второе уравнение си 
стемы (10 .4 .17 ) на первое, п ол у
чим дифференциальное ур ав н е
ние фазовы х траекторий:
_  dz А-/ф (у)
Г 7 7 = ------- (10.4.18)

П ользуясь этой ф орм улой , м ож но построи ть  фазовые траектории изображ аю 
щей точки для различных типов реле в следящ ей си стем е. Р ассм отрим  сна
чала двухпозиционное поляризованное реле с  идеальной характеристикой  5 
(приложения 5 и 6). П ереключение реле происходит при у =  0 , т. е. линией 
переключения является ось  г (отмечена ш триховкой  на р и с. 10 .4 .15). В этом 
случае v  =  1 прн у  <  0  и V *  — 1 при у >  0 . С ледовательно, уравнение

ф азовой траектории  имеет вид

У = У о  +  Т (х д — x + f c t ln  )

при у < 0 ,  (10.4.20)

У =  Уо +  Т

при у > 0 .  (10.4.21)

Рис jo  4 J4 П редполож им, что в началь-
' * * ный момент I =  0 в  следящ ей с и 

стем е имеется рассогласование у0=  
«?• а начальная ск ор ость  вы ходного вала z0 =  0 , т. е. изображ аю щ ая 

скос " ( начальны“  момент имеет координаты (а0, 0) в левой нолупло- 
з о в с т и  (Ри с - 10 .4 .15 ). Д ля построения ф азовой траектории надо исноль- 
Фазоая у Р*вненив (Ю .4 .2 0 ). Это уравнение справедливо до тех нор, пока 
Расс ”  тРаектоР1|я Ие пересечет о сь  г в точке z =  Ь0. В этой  точке 

огласованне уменьш илось д о  н ул я , но ск ор ость  вы ходн ого вала возр осл а
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д о значения Ь0. Реле переключается при переходе через эту  точку. С этого  
момента фазовая траектория определяется уравнением (10 .4 .21 ). При построек ' 
нии ф азовой траектории п о уравнению  (10 .4 .21 ) надо полож ить начальные 
значения у 0 п z0 равными конечным значениям у  и г,  удовл етворяю щ им !

уравнению  (10 .4 .20 ), т . е. ул =  0 , х0 =  60J  
Уравнение (10 .4 .21) справедливо, пока фаао- 
пая траектория не п ер есеч етесь  г в точке Ь( . 
В этой  точке оп ять  рассогласование р а в н о ! 
нул ю : у  =  0 , но вы ходной вал д в и ж ется '1 
в противополож ном  направлении со  ск ор о 
стью  * =  Ь,. В этот момент реле вновь nepe^J 
клю чается, и для построения сл едую щ его! 
участка ф азовой  траектории до точки х =  
=  Ьг необходим о использовать уравнение
(10 .4 .20 ) и т. д . К ак показы ваю т расчеты 
и построение, изображ аю щ ая точка прибли
ж ается  к началу координат по траектории 
типа спирали (р и с. 10 .4 .15). Сама ж е систег 
в си л у  наличия в ней сил сонротивл ег 
соверш ает затухаю щ ие колебания, асимг 
тически приближ аясь к началу координат 
точке устой чи вого равновесия. Ч астота  колеба*] 

ний увеличивается при уменьш ении амплитуды и в пределе, при I оо, 
стрем ится к бескон ечн ости . В этом  м ож но убедиться , если рассм отреть инт 
грал уравнений (10 .4 .17 ) при начальных усл ови ях  /  =  0 , у  =  у 0,

_L -  —
у - » Го+ Г * о ( 1 - « "  7 ) + v « r [ - i —  < 1 - «  т ) ] ,  (10.4.22)

t t

* =  *о* т + \ k l ( l — e т ) ,  v =  —  sgn у.

П ол ьзуя сь  этими уравнениями, м ож но п остр ои ть  графики изменения отклЫЯ
нения у и ск ор ости  г =  у  по участкам (переходны й проц есс). Так как п ер Н

(10.4.231

ключение (перемена знака v) происходит при у  =  0 , то начальные условия 
для каж дого участка, кром е п ервого , имеют вид у 0 =  0 , г0 =  (1 =  0 , 1» 
2 , . . .) .  Д ля первого участка начальные условия определяю тся начал! 
состоянием  системы . На р и с. 10 .4 .16  даны кривые п ереходного процесса ДлЯ 
рассм атриваем ого примера.

Д ля определения времени, в течение к отор ого  система совер ш ает o j 0  
нолуколебание и отклонение у  сохр а н я ет  постоянны й знак , сл едует в ур»**
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пении (10.4 .22) полож ить у$ — у  — 0 , *о — v — — sgn bi.  Т огда получим
следующ ее уравнение:

( ‘ !1 Г  +  1) (1_в Т) = Т ' (Ю .4.24)

•)Т0 уравнение легко реш ается графически. Д ля этого  достаточно построить
1 рафики его левой и правой частей и определить точку пересечения полу
ченных кривы х (рис. 10ч4 .17). Т ак  как при bt -*■ 0 угл овой  коэффициент 
касательн ой  к кривой , соответствую щ ей  левой части уравнения (10 .4 .24 ), 
„  начале координат стрем ится к 1 /7 ,  то  время полуколебания стремится 
н нулю по мере уменьш ения амплитуды колсбапий. Это и доказы вает, что

частота колебаний неограниченно возра- 
г  стает при приближ ении системы к поло

ж ению равновесия.
П р и м е р  10 .4 .2 . В усл ови ях 

преды дущ его примера рассмотрим сл у -

Р и с. 10.4.18. Р и с. 10.4.19.

чаи двухп озиционного реле с  зоной  неоднозначности (прилож ения 5 н 6, 
нелинейность 8 ). П ереключение реле п рои сходит, когда у  =  d при * >  0
11 У =  — d при * <  0 , т . е. линиями переключения являю тся  прямые у  =  dzd. 
На рис. 10.4.18 они обозначены  буквам и пп, mm и ш три ховкой . В этом случае

v  =  1 при у  <  d, г >  0 и при у  <  — d, г <  0,
v  =  — 1 прн у  >  d, г >  0  и при у  >  — d, г <  0.

Ф азовая траектория в этом случае строи тся  по участкам  соверш енно так ж е, 
как в предыдущем примере, по уравнениям (10 .4 .20 ) и (10 .4 .21 ). Вычисления 
I построение показы ваю т, что фазовые траектории в этом случае не стрем ятся
- началу координат, а сходятся  к некотором у предельному циклу (рис. 10.4.18), 
то значит, что в системе устанавливаю тся автоколебания с  определенными 
мп.ш тудой и частотой , а полож ение равновесия у  =  i  =  0  является  н еустой - 

ным ф окусом . Амплитуда и частота автоколебаний не зависят от  началь- 
натп усл ови ®' а зависят тол ько  от параметров систем ы : величины коорди- 
HMnU°L ° запазДывапия d реле, постоянной  времени Т и коэффициента усиле-

* исполнительного устройства , 
иого п и м е Р 10 .4.3 . В усл ови ях  примера 10.4.1 рассмотрим случай  идеаль* 
И спеклЛв >С ;,оно“  |1е,Увствительпости (нелинейность 6 , приложения 5 и 6). 
иаобпач1̂ .4011118 такого  Реле происходит, когда у  =  ±d . Линии переключения 

' епы иа Ри с- Ю .4 .19  ш триховкой . В этом случае имеются три  области :
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левее лнвии переключения у  =  — d (v  =  1), обл асть  м еж ду линиями пере
ключения у  =  (v  =  0) и обл асть  правее линии переключения у =  d 
(v  =  — 1). Ф азовая траектория в этом сл у чае , так ж е как и в предыдущем сл у 
чае, строи тся  по участкам , п о уравнению  (10 .4 .20) в первой области  (v  =  1), 
по уравнению  (10 .4 .19 ) при v  =  0  во второй  области  и по уравнению  (10 .4 .21) 
в третьей области  (v  =  — 1). Ф азовы е траектории в этом случае представляю т 
собой  спиральны е кривы е (ри с. 10 .4 .19 ). Система успокаивается  в полож ении, 
когда координата у  попадает в зон у  нечувствител ьности  (— d, -\-d) при зна
чении 2 =  0 . Таким образом , в систем е п рои сходят затухаю щ ие колеба
ния. В частном случае, при начальных откл он ен и ях , меньш их зоны нечув
ствительности  | у о | ^  d, *о =  0  и систем а остается  в покое.

П р и м е р  10 .4.4 . Рассмотрим теперь влияние отрицательной ск о р о 
стной обратной свя зи , осущ ествляем ой с  помощ ью  тахоген ератора , на дина

мические характеристики простейш ей 
релейной следящ ей системы . В этом  
сл учае Т, Ф  0  и из рис. 10.4.14 выте
кает следую щ ее уравнение, описы ваю 
щее поведение системы:

V " " ;  Т у  +  у  =  *<р (х  -  у  -  Т ,у ) .  (10 .4 .25 )
Рассматривая тол ько  собственны е дви
ж ения систем ы , полож им х  =э 0 и при
ведем уравнение (10 .4 .25 ) к систем е 
д вух  уравнений первого порядка :

I» .
• у  =  z, Tz =  — Z — Щ  (у  - f  Т |х),

(10 .4 .26)
где | =  Т,/Т. П редполож им , как и в  
примере 10 .4 .2 , что реле является д в у х - 
позициониым с  зоной неоднозначности 
(нелинейность 8, прилож ения 5 и 6 ). 
В этом  случае переключение реле про
исходи т, когда у  +  Т£г =  d при г >  О 

и у  -f- Т &  =  — d при 2 С  0 , т . е. линиями переключения являю тся  прямы е 
mm, пп на рис. 10 .4.20 . Следовательно, v  =  1 слева от  прямой mm при z >  0  
и слева от прямой п — п при * <  0 ; v  =  — 1 справа от прямой m —  m при 
г >  0 и справа от  прямой п — п при г <  0 . Ф азовы е траектории системы 
определяю тся уравнением (10 .4 .20) в части ф азовой п л оскости , распол ож ен
ной слева от  линий переключения, и уравнением (10 .4 .21) в части п л оск ости , 
располож енной справа о т  линий переклю чения.

Мы видим, что введение ск ор остн ой  отрицательной обратной  связи  при
водит к наклону линий переключения против движ ения изображ аю щ ей точ 
ки. В следствие этого  переключения п рои сходят с  упреждением по отн ош е
нию к моменту достиж ения отклонением величины d (границы зоны запазды
вания).

Ф азовы е траектории в этом случае такж е стр оятся  по участкам. Вычис
ления и построения показы ваю т, что фазовые траектории в этом сл учав 
сходя тся  так ж е, как и в примере 10 .4 .2 , к предельному циклу (ри с. 10 .4 .20 ). 
О днако прн тех ж е параметрах системы амплитуда автоколебаний сн иж ает
ся , а частота повы ш ается, что ведет к улучш ению  качества следящ ей 
системы.

П р и м е р  10 .4.5 . С помощ ью  отрицательной  ск ор остн ой  обратной  связи  
м ож но сущ ественно улучш ить переходны й процесс в нелинейной систем е. 
Н апример, м ож но получить оптимальный переходны й процесс без перере
гулирования с одним переключением реле, если ввести соответствую щ ую  
нелинейную ги бкую  обратн ую  связь.
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1'ассм отрим , например, простейш ую  нелинейную следящ ую  систем у 
второго порядка, состоя щ ую  из двойн ого интегрирую щ его звена (безынер
ц и о н н ы й  двигатель) и релейного управляю щ его элемента с  идеальной харак
теристикой, охваченны х отрицательной обратной  связью  с  нелинейным 
преобразованием производной вы ходного сигнала системы . У равнение этой 
следящей систем ы , как легко видеть

л>
S'г

,13 рис. 10.4.21, имеет вид

у =  *i4> (*  — У —  /  (v )). (10.4 .27)

где ч ( “ ) =   ̂ sBn и' 8 1  — входной 
сигнал. Д ля исследования переход
н ого  процесса в систем е, т. с . ее соб- 
п  венных движ ений, полож им х  та 0 .
Тогда, полагая к =  k ,l ,  z =  у ,  при
ведем уравнение (10.4 .27) к системе 
двух уравнений первого иорядка:

у — z, z =  к\,  (10.4 .28) 
где v =  — 1 при у  +  /  ( * ) >  0  и v  =  1 
при у + /  ( * ) <  0 . Таким образом , кри
ви» у  +  / ( * )  =  0  является в данном случае линией переключения. Разделив 
второе уравнение (10 .4 .28) на первое, получим дифференциальное уравнение

фазовы х траекторий, интеграл к о 
тор ого  выраж ается формулой

*2 — *o =  2*v (y  — Уо)- (Ю .4.29)

Р ис. 10.4.21.

На ри с. 10.4.22 изображ ены  два 
семейства фазовы х траекторий, 
соответствую щ и х v = l  и v = — 1.

Рис. 10.4.22. Р и с. 10.4.23.

Поставим теперь задачу выбрать линию переключения реле так , чтобы 
мореходный процесс при лю бы х начальных отклонениях заканчивался за одно 
пол укол ебажие. Л егко  сообрази ть , что такой линией переключения является 
кривая, образованная половинами проходящ их через начало координат фазо- 
"и.\ траекторий д вух  семейств (кривая тт на ри с. 1 0 .4 .22 ). В этом  случае 
изображ аю щ ая точка, попав на линию переклю чения, пойдет ио ней к началу 
координат. Т акой  переходный процесс называется оптимальным по быстро- 
действию.

Г Для определения соответствую щ его преобразования производной в цепи 
'•'ратной связи  напишем уравнение найденной оптимальной линии иере- 
'•ночения. Д ля этого  полож им в уравнении (10 .4 .29 ) у0 =  *0 =  0 , v  =  — 1
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ирн г >  0 , v  =  1 при х с  0. Сравнивая полученное таким образом  ур авн е- 
нис линии переключения с уравненном у  +  / ( * )  — 0 , находим функцию /  (г):

/  (*) =  *2 sgn х. (10.4.30)

На р и с. 10.4.23 изображ ены графики переходного процесса в рассм атри
ваемой нелинейной следящ ей систем е. U этом  случае переходный процесс 
в системе при лю бом  начальном отклонении протекает на участке разгона 
с  максимальным ускорением , а на участке торм ож ения, когда переключается 
реле, с  максимальным замедлением.

Общая теория оптимальных процессов управления разработана 
в трудах JI. С. Понтрягина, Р. В. Гамкрелидзе, В. Г. Болтянского, 
Е. Ф. Мищенко 1481. Задача оптимизации системы по быстродей
ствию впервые рассматривалась А. А. Фельдбаумом 1711.

§ 10.5. Исследование нелинейных систем методом 
точечных отображений

Для количественного исследования фазовых траекторий и авто
колебаний нелинейных систем можно применить метод точечных 
отображений, развитый А. А. Андроновым [5).

Для пояснения идеи этого метода предположим, что изобра
жающая точка в какой-то момент времени занимает положение 1 

на полупрямой Oz (рис. 10.5.1). После обхода 
вокруг начала координат изображающая 
точка пересечет полупрямую Oz, вообще 
говоря, в некоторой другой точке 2. Так как 
через каждую точку полупрямой Oz можно 
провести одну и только одну фазовую траек
торию, то обходу изображающей точки 
вокруг начала координат соответствует пере
ход каждой точки полупрямой Oz в некото
рую другую точку той же полупрямой. 
Иными словами, обходу изображающей точки 

Р ис. 10.5.1. вокруг начала координат (или другой особой 
точки на фазовой плоскости) соответствует 

точечное преобразование любой полупрямой, выходящей из начала 
координат, в саму себя. Если при этом преобразовании какая- 
нибудь точка полупрямой переходит в саму себя (т. е. остается 
неподвижной), то через эту точку проходит замкнутая фазовая 
траектория — предельный цикл. Следовательно, для нахождения 
предельных циклов и параметров соответствующих автоколебаний 
достаточно найти неподвижные точки точечного преобразования 
какой-нибудь полупрямой, выходящей из соответствующей особой 
точки фазовой плоскости.

Каждой точке выбранной полупрямой соответствует некоторое 
положительное число — расстояние этой точки от начала коорди-
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иат (или от соответствующей особой точки). Следовательно, точеч
н ое отображение этой полупрямой при обходе изображающей 
т о ч к и  вокруг начала координат определяет однозначную возра
с т а ю щ у ю  функцию v — f  (г), которая может быть изображена 
к р и в о й  в координатах (z, v) (рис. 10.5.2). Каждая точка этой 
к р и в о й  с  одинаковыми абсциссой и ординатой, т. е. точка пере
с е ч е н и я  этой кривой с биссектрисой координатного угла v =  z, 
является неподвижной точкой 
о т о б р а ж е н и я  и определяет пре- V  
дельный цикл. Участкам кривой 
, — /  (г), лежащим ниже биссек
т р и с ы  координатного угла y = z , 
с о о т в е т с т в у ю т  спиральные фазо- 
ные траектории, по которым изо
бражающая точка приближается 
к началу координат. Участкам 
кривой v =  /  (z), лежащим выше 
Г .и ссе к т р и сы  координатного угла 
с z. соответствуют спиральные 
фазовые траектории, по которым 
изображающая точка удаляется 
от начала координат. Таким об
разом, взаимное расположение 
кривой точечного отображения 
v =  /  (г) и биссектрисы коорди
натного угла v =  z полностью определяет поведение системы 
около положения равновесия. Чтобы определить характер колеба
ний системы при любом начальном положении z0 изображающей 
точки на полуоси z >  0, достаточно провести из этой точки пря
м ую , параллельпую оси ординат, до пересечения с кривой v — f  (z). 
Затем из полученпой точки пересечения провести горизонтальную 
прямую до пересечения с биссектрисой координатного угла v =  г. 
Из полученной точки пересечения снова провести вертикальную 
п р я м у ю  до пересечения с кривой v — /  (z), и т. д. В результате 
получим ступенчатую линию («лестницу»), которая определяет 
на оси абсцисс последовательность точек пересечения изобра
ж а ю щ е й  точкой полуоси г >  0 (рис. 10.5.2). Рассматривая это 
п о с т р о е н и е ,  убеждаемся в том, что устойчивым предельным циклам 
и положению равновесия соответствуют такие точки пересечения 
кривой точечного преобразования v =  /  (z) с прямой v =  г,
ч которых кривая i; =  /  (z) имеет меньший наклон к оси абсцисс, 
чем прямая v =  г. Неустойчивым предельным циклам и положению 
равновесия соответствуют такие точки пересечения кривой v =  
~  /  (z) с прямой v =  г, в которых кривая v =  /  (z) имеет больший 
наклон к оси абсцисс, чем прямая v =  z. На рис. 10.5.2 кривая 
v ~  /  (z) имеет две точки пересечения с прямой v =  z, соответ-
OQ

Под ред. в. С. Пугачева
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ствующие двум предельным циклам с амплитудами колебаний 
скорости Zi и z2, причем первый предельный цикл соответствует 
устойчивым автоколебаниям, а второй — неустойчивым.

Если кривая v =  /  (z) и прямая v =  z не пересекаются, то пре
дельного цикла не существует и автоколебания в системе невоз
можны.

Во многих задачах фазовая плоскость оказывается симметрич
ной относительно оси абсцисс и оси ординат. В таких случаях удоб-J 
но рассматривать преобразование полуоси z >  0 в полуось г < ; 0 
при полуобходе изображающей точки вокруг начала координат, 
которому также соответствует некоторая функция v — /  (z).

При практическом применении метода точечных отображений 
исходными данными для исследования нелинейной системы являют* 
ся ее дифференциальные уравнения и характеристики ее нели
нейных звеньев, заданные аналитически или экспериментально. 
Функция v =  f  (z) определяется путем интегрирования дифферен
циальных уравнений системы, так же как и при построении фазо-  ̂
вых траекторий.

В тех случаях, когда на фазовой плоскости есть линии перекл 
чения, удобнее вместо преобразования полуоси z >  0 изучать 
преобразование какой-нибудь линии переключения саму в себя. 
Если фазовая плоскость симметрична относительно осей коорди
нат, то удобно изучать отображение точек линии переключения 
в положительной полуплоскости в соответствующие точки линии 
переключения в отрицательной полуплоскости.

П р и м е р  10.5.1. Применим м етод точечных отображ ений к нелинейной 
систем е примера 10 .4 .2 , имеющей двухп ози ц и онн ое реле с  зон ой  неоднознач
ности . Ф азовая п л оск ость  такой  системы  симметрична в том см ы сле, что 
лю бая фазовая тр аектори я, начинающ аяся иа одной линии переклю чения, 
при повор оте вок р у г  начала координат на 180° совпадает с  ф азовой траек
торией , начинающ ейся иа таком  ж е расстоянии  от  начала координат на др у 
гой линии переключения (рис. 10 .4 .18). Следовательно, в данном случае удоб
но рассм атривать точечное отображ ение линии переключения т — т 
в линию переключения п — п. Д ля определения функции v =  /  (г) доста
точно рассм отреть ф азовую  траектори ю , вы ходящ ую  из точки (d , г) линия 
переключения т — т и пересекаю щ ую  линию  переключения п — п в некото
рой точке ( — d, *— v). Д ля этого  сл ед у ет  заменить в уравнении (10.4.21) 
величины уо, го, у ,  г соответствен н о величинами d, г , — d, — v.  Тогда 
после неслож ных преобразований получаем уравнение кривой i; = / ( * )  
в неявном виде:

( 1 - 0 ) е0 + д = ( 1 - К ) « - Ч  е = - £ - ,  а  =— . (ю.5.1)

Д ля построения кривой i> =  / ( z )  по уравнению  (10.5.1) м ож но построить 
графики функций

F 0 (С) =  (1 +  I)  * " С. Л  (в) =  (1 -  0) ее+ Л, (10.5 .2)

откладывая аргументы £ и 0 в одном  и  том  ж е масш табе по оси  абсцисс 
(ри с. 10 .5 .3 ). П о этим графикам точки  кривой  у =  /  (г) находятся  следуяН  
щим приемом: задаваясь значением *i величины z, проводим из точки  £t **
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z,/kl оси  абсцисс вертикальную  прям ую  д о  пересечения с  кривой  F0 (£ ) ; 
из полученной точки  пересечения проводим горизонтальную  прям ую  до 
пересечения с  кривой Ft (0 ); абсцисса 0, этой  точки пересечения, умноженная 
на k l ,  будет значением v, функции /  (z) при z =
' '  П остроив к р и вую  v =  /  (г) (рис. 10 .5 .4 ), видим, что рассматриваемая 
система имеет один устойчивы й предельный цикл с  амплитудой колебаний 
скорости , равной z* =  * /£ * .

Заметим, что в случае неявного уравнения кривой  точечного отображ е
ния типа F, (0) =  F 0 ( 0  пет необходим ости  стр ои ть  эту  к ри вую , а доста 
точно построить графики левой и правой частей определяю щ его ее уравне
ния (рис. 10 .5 .3 ). Т очки  пересечения кривы х F0 (С) и F,  (0) определяю т пре
д е л ь н ы е  циклы, п оскол ьку в этих точках v =  z. Предельный цнкл устойчив,

если в точке пересечения кривы х F 0 (£) и F,  (0) кривая F 0 (С) имеет мень
ший по абсолю тной  величине угол  наклона к оси  абсцисс, и неустойчив, 
если кривая F 0 (£) имеет больш ий по абсолю тной  величине угол  наклона
к осп абсцисс.

Определив амплитуду z* колебаний ск ор ости  выходной переменной 
системы, мож но найти и все другие параметры автоколебаний — амплитуду 
колебаний вы ходной переменной у * и период Т0 (а следовательно, и частоту). 
Для этого положим в ф ормуле (10 .4 .23) t =  T J 2 ,  z0 =  — z * , г =  z* , v =  1. 
Тогда получим

тп т0
*"*г + к / (1 - е  2Г).— z*e

. Отсюда находим период автоколебапий:

kl +  z*2Т\п
kl — z*

(10.5.3)

(10.5.4)

ni'Dev™  ан™ колеба,|ий равна ш0 =- 2л /Г о- Амплитуду у*  колебаний выходной 
ременной м ож но определить по ф ормуле (10 .4 .1 9 ), полож ив в ней v =  1, 

" .  z0 =  — z* , у  =  — у * ,  z =  0 . Т огда  пол;получим

(10.5.5)y*  =  d +  T  [ z ‘ - f c i  In +  .

no d =  T — 0 .1 ; * = ! ; / = ! ,  вычисляем величину Д
дней ф ормуле (10 .5 .1 ) и строим  графики функций F 0 (С) и F t (0)

П о.

28*
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(рис. 10.5.5) в соответствии  с формулами (1 0 .5 .2 ). Точка их пересечения дает 
амплитуду автоколебаний ск ор ости  z* =  яв 0 ,96 . П осле этого  по ф орм у, 
лам (10 .5 .4 ) определяем период и частоту  автоколебаний: Т0 *  0 ,36  с ,  ш0 «  
»  17,5 с -1 . Н аконец, по ф ормуле (10 .5 .5 ) определяем амплитуду автокол е
баний: у*  ж  0 ,167.

Метод исследования нелинейных систем с помощью фазовой 
плоскости и метод точечных отображений очень наглядны и срав
нительно просты для систем второго порядка. Для систем третьего 
порядка эти методы становятся уже значительно более сложными. 
Для систем выше третьего порядка эти точные методы исследова

ния нелинейных систем 
практически неприменимы. 
Между тем па практике в 
подавляющем большинстве 
случаев приходится иметь 
дело с системами, поведе
ние которых описывается 
дифференциальными урав
нениями высоких поряд
ков. Поэтому необходимы 
другие методы исследова
ния нелинейных систем.

Для исследования пери
одических режимов в ре

лейных системах, содержащих один релейный элемент и произволь
ную стационарную линейную часть, разработан специальный точ
ный метод, основанный на представлении передаточной функции 
линейной части системы в виде суммы элементарных дробей и вы
числении реакции липейной части системы на последовательность 
прямоугольных знакопеременных импульсов. В результате полу
чаются трансцендентные уравнения относительно периода коле
баний, зависящие от типа реле и вида передаточной функции 
линейной части. Этот метод дает возможность вычислить точное 
значение периода автоколебаний, после чего могут быть найдены 
амплитудные значения периодически изменяющихся перемен
ных [73).

В связи с трудностью точного исследования нелинейных систем 
большое значение имеют приближенные методы. Пожалуй, наибо
лее эффективным и вследствие этого наиболее распространенным 
приближенным методом исследования нелинейных систем является 
метод гармонической линеаризации. Для систем, близких к линей
ным, часто применяется так называемый метод малого параметра, 
основанный на разложении неизвестных элементов движения 
системы в степенные ряды относительно малого параметра [351. 
Этот метод дает хорошие результаты в случае, когда совокупность 
нелинейных членов в дифференциальных уравнениях системы

F,(0)

ш
F,(6)

щ ,
1 1 »_____ I_____ I_____ I_____ I---------1-------- L-21

О 0,1 0,2 0.3 ОА 0.5 0,5 0.7 0,8 0.9 1 С,в 

Р н с. 10.5.5.
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мала по сравнению с каждым из линейных членов. Малым пара
метром п этом случае является искусственно вводимый или есте
ственно присутствующий в уравнениях системы общий постоянный 
множ итель всех нелинейных членов.

Мы ограничимся здесь изложением метода гармонической
л и н е а р и з а ц и и .

3 1 ().(>. Приближенное исследование нелинейных систем методом 
гармонической линеаризации

Метод гармонической линеаризации в большинстве случаев 
позволяет достаточно просто и с достаточной точностью исследо
вать стационарные нелинейные системы. Этот метод дает возмож
ность оценивать устойчивость нелинейных систем, определять 
амплитуду и частоту автоколебаний, а также выбирать корректи
рующие цепи, обеспечивающие приемлемые или заданные характе
ристики нелинейных систем. При применении метода гармони
ческой линеаризации предполагается существование в системе 
сигнала, близкого к синусоидальному, и на основании этого про
изводится гармоническая линеаризация характеристик нелнней
ных звеньев методом, изложенным в § 8.4. Возможность примене
ния этого метода к стационарным пелинейным системам в основном 
определяется близостью периодического движения системы 
к синусоидальному. Это условие обычно удовлетворяется в случае, 
когда линейные части системы являются фильтрами низких частот, 
т. е. хорошо отфильтровывают обертоны.

Как и раньше, будем считать, что стационарная система состн- 
ит из стационарных линейпых систем и элементарных безынерциой- 
ных нелинейных звеньев. Передаточные функции линейных частео 
системы и характеристики нелинейных звепьев будем считать 
известными. Для нахождения параметров автоколебаний системы 
методом гармонической линеаризации выразим входные и выход
ные переменные всех линейных частей и нелинейных звеньев 
системы в виде сумм неизвестных постоянных составляющих 
и синусоидальных составляющих с неизвестными амплитудами 
и начальными фазами и неизвестной общей для всех переменных 
частотой. При этом начальную фазу одной из переменных (обычно 
интересующей нас выходной переменной системы) можно считать 
равной нулю. Тогда каждая из входящих в уравнения системы 
переменных будет зависеть от трех неизвестных параметров: 
одна — от постоянной составляющей, амплитуды и частоты, 
а каждая из остальпых — от постоянной составляющей, амплиту- 
чл и начальной фазы. Если произвести гармопическую линеари

зацию характеристик всех нелинейных звеньев и сравнить в левой 
11 правой частях уравнений системы постоянпые составляющие, 
амплитуды и фазы синусоидальных составляющих, то каждое
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уравнение системы даст три уравнения. В результате получим 
столько уравнений, сколько имеется неизвестных постоянных. 
Решив эти уравнения, найдем частоту автоколебаний, постоянные 
составляющие, амплитуды и начальные фазы всех переменных, 
входящих в уравнения системы. Если полученные уравнения не 
имеют решения, то автоколебания в системе невозможны.

Покажем детально, как применяется изложенный общий метод 
в случае системы с одним нелинейным звеном с характеристикой ф

и линейной частью с передаточной функ- 
у  цией Ф (s) (рис. 10.6.1). При этом совер- 

шенно безразлично, где включено нелиней
ное звено. В частности, оно может быть 
включено в прямой цепи, до или после 
линейной части.

Предполагая в нелинейной системе 
смещенные автоколебания при х  = 0 ,  пред
ставим все переменпые в виде суммы 
постоянных составляющих и синусоидаль
ных слагаемых с неизвестными амплиту

дой, частотой и начальной фазой одного из них:
У =  у* +  аи sin <i)0*, 2 =  2* +  аг sin (to0t -j- фг). (10.6.1)

Осуществляя гармоническую линеаризацию нелинейного звена 
н пользуясь формулами (8.4.8), (8.4.9), (8.4.12), представим пере
менную z в виде

2 =  Ф* +  I Ф и ( « у .  У*) I аи sin (oJ0< +  Фп). (10.6.2)
где Ф „ (ау, у*) — комплексный гармонический коэффициент уси
ления, а ф„ =  arg Ф и (а». У*)- Выходную переменную у  линей
ной части системы в силу принципа суперпозиции выразим через 
переменную 2 в следующем виде:

у =  —ф  (0) г* — |Ф(»о>0) | аг sin [о)0< +  фг +  ф (ю 0)1. (10.6.3)
Приравнивая правые части в формулах (10.6.1) и (10.6.2) для z 
и в формулах (10.6.1) и (10.6.3) для у , получим
z* - f  az sin (со0< +  фг)=ф* +  1 Ф .1 (a„, i/*)| а„ sin (м 0*+ф „), (10.6.4) 
у* -f- a„sin  (1)01 =  —Ф (0) 2* — | Ф (iw<>) | аг sin lto0*-f ф2+ ф (ю 0)1.

(10.6.5)
Сравнивая в правых и левых частях уравнений (10.6.4) и (10.6.5/ 
постоянные составляющие, а также амплитуды и фазы синусоидаль
ных составляющих, получим уравнения

Ф*(«и, У*) — 2*, Ф ( 0 ) 2 * = - г Л  Л 
| а>„ (а„, ^*) I =  аг, | Ф (ш 0) \ az =  аи, f  (10.6.6) 

Ф.. («*, У*) =  Ф*. Ф* +  Ф (<»о) =  я.

X
a>(s)
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И сключая нз уравнений (10.6.6) переменные аг, г*, i|)„ получим три 
уравнения для определения переменных у*, а„, w0:

У* =  - Ф  (0) ф* (а„, у*), (10.6.7)
I Ф (шо)  1*1 Ф „ (а „  У*) 1 =  1» (10.6.8)

arg Ф (i<o0) +  arg Ф „ (а„, у*) =  л. (10.6.9)

Решить систему уравненнй (10.6.7), (10.6.8) н (10.6.9) в общем 
виде невозможно. Для решения этих уравнений можно применить 
различные приближенные методы и, в частности, метод последова
тельных приближений. Удобно также воспользоваться графи
ческими способами. Рассмотрим воз
можные способы графического реше
ния этой системы уравнений.

11ервый способ состоит в следую
щем. Задаваясь значениями у*, нахо
дим нз уравнения (10.6.7) соответ
ствующие значения а„. По результа
там этих вычислений строим на 
плоскости параметров у*, аи кривую 
/ (рнс. 10.6.2). Затем при определен
ном значении (о0 задаемся значениями 
у* и определяем из уравнений (10.6.8) 
н (10.6.9) соответствующие значения ау. По результатам этих 
вычислений строим кривую 2 в координатах у*, аи, соответствую
щую уравнению (10.6.8), и кривую 3, соответствующую уравне
нию (10.6.9). Точка пересечения кривых 2 и 3  является решением 
уравнений (10.6.8) и (10.6.9) для заданного значения а>0. Построив 
кривые 2 и 3 для ряда значении о)0, соединим точки их пересечения 
кривой 4. Точка пересечения кривой 4 с кривой 1 определяет зна
чения у* и аи, удовлетворяющие всем трем уравнениям (10.6.7),
(10.6.8) и (10.6.9). Для определения частоты автоколебаний (о0 
следует подставить найденные значения у* н аи в уравнение (10.6.8) 
или в уравнение (10.6.9). В результате получим уравнение для 
определения <о0. Частоту автоколебаний можно также определить 
по шкале значений ы0, получаемой на кривой 4 при ее построении 
По Достаточно большому числу точек. Однако этот способ менее 
точен, чем предыдущий.

Второй способ аналогичен первому, но отличается только при
емом отыскания кривой 4. Объединим уравнения (10.6.8) и (10.6.9) 
11 одно уравнение

Ф (i<oо) Ф н (я„, у*) =  - 1  (10.6.10)

и перепишем его в виде

ф ( ' - > - - 5 м = Ь = 5 -  <| 0 А И >
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Рис. 10.0.1.

уравнение системы даст три уравнения. 13 результате получим 
столько уравнений, сколько имеется неизвестных постоянных. 
Решив эти уравнення, найдем частоту автоколебаний, постоянные 
составляющие, амплитуды и начальные фазы всех переменных, 
входящих в уравнения системы. Если полученные уравнения не 
имеют решения, то автоколебания в системе невозможны.

Покажем детально, как применяется изложенный общий метод 
в случае системы с одним нелинейным звеном с характеристикой <р

и линейной частью с передаточной функ
цией Ф («) (рис. 10.6.1). При этом совер- 
шенно безразлично, где включено нелиней
ное звено. В частности, оно может быть 
включено в прямой цепи, до или после 
линейной части.

Предполагая в нелинейной системе 
смещенные автоколебания прн х  = 0 ,  пред
ставим все перемениые в виде суммы 
постоянных составляющих и синусоидаль
ных слагаемых с неизвестными амплиту

дой, частотой и начальной фазой одного из них:
У =  у* +  аи sin Wo*, 2 =  2* +  аг sin (о>0/ +  ф2)» (10.6.1)

Осуществляя гармоническую линеаризацию нелинейного звена 
и пользуясь формулами (8.4.8), (8.4.9), (8.4.12), представим пере
менную г в виде

2 =  Ф* +  I ф „  (a,j, у*) I аи sin (af0t +  Фн). (10.6.2)
где Ф н (ау, у*) — комплексный гармонический коэффициент уси
ления, а ф„ =  arg Ф н (а». У*)- Выходную переменную у линей
ной части системы в силу принципа суперпозиции выразим через 
переменную 2 в следующем виде:

у =  — ф  (0) 2* — |Ф(ш0) | az sin 1(о0< +  фг +  ф (о)0)1. (10.6.3)
Приравнивая правые части в формулах (10.6.1) и (10.6.2) для 2 
и в формулах (10.6.1) и (10.6.3) для у , получим
z* +  аг sin ((Оо* +  фг)=ф* +  1 Фн (аи, у*)\ а„ sin (о>0*+Фн). (10.6.4) 
у* - f  а„ sin о)0/ =  —Ф (0) z* — | Ф (*(о0) | az sin [(o0*-f- фг+ф ((о0)1.

(10.6.5)
Сравнивая в правых и левых частях уравнений (10.6.4) и (10.6.5/ 
постоянные составляющие, а также амплитуды и фазы синусоидаль
ных составляющих, получим уравнення

ф* (% .«/*) =  2*. Ф(0)2* = - у \
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Исключая из уравнений (10.6.6) переменные аг, z*, \|>г, получим три 
уравнения для определения переменных у*, ау, ш0:

у* =  _ ф  (0) <р* (ау, у*), (10.6.7)
I Ф (шо) 1-1 Ф „ (*«, У*) 1 =  1, (10.6.8)

arg Ф (i(o0) - f  arg Ф „ (ау, у*) =  л. (10.6.9)

Решить систему уравнений (10.6.7), (10.6.8) и (10.6.9) в общем 
виде невозможно. Для решения этих уравнений можно применить 
различные приближенные методы и, в частности, метод последова
тельных приближений. Удобно также воспользоваться графи
ч е ск и м и  способами. Рассмотрим воз
мож ны е способы графического реше
ния этой системы уравнений.

11ервый способ состоит в следую
щем. Задаваясь значениями у*, нахо
дим нз уравнения (10.6.7) соответ
ствующие значения ау. По результа
там этих вычислений строим на 
плоскости параметров у*, аи кривую 
/ (рнс. 10.6.2). Затем при определен
ном значении ю0 задаемся значениями 
у* и определяем из уравнений (10.6.8) 
н (10.6.9) соответствующие значения аи. По результатам этих 
вычислений строим кривую 2 в координатах у*, ау, соответствую
щую уравнению (10.6.8), и кривую 3, соответствующую уравне
нию (10.6.9). Точка пересечения кривых 2 и 3 является решением 
уравнений (10.6.8) и (10.6.9) для заданного значения ш0. Построив 
кривые 2 н 3 для ряда значений о>0, соединим точки их пересечения 
кривой 4. Точка пересечения кривой 4 с кривой 1 определяет зна
чения у* и ау, удовлетворяющие всем трем уравнениям (10.6.7),
(10.6.8) и (10.6.9). Для определения частоты автоколебаний ш0 
следует подставить найденные значения у* н ау в уравнение (10.6.8) 
или в уравнение (10.6.9). В результате получим уравнение для 
определения со0. Частоту автоколебаний можно также определить 
по шкале значений со01 получаемой на кривой 4 при ее построении 
по достаточно большому числу точек. Однако этот способ менее 
точен, чем предыдущий.

В т о р о й  способ аналогичен первому, но отличается только при
емом отыскания кривой 4. Объединим уравнения (10.6.8) и (10.6.9)
11 одно уравнение

Ф (<(о0) (ои, у*) =  —1 (10.6.10)
11 перепишем его в виде
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Р ис. 10.6.3.

Построим на комплексной плоскости (рис. 10.6.3) амплитудно
фазовую характеристику линейной части системы Ф (ico) и обрат
ную амплитудно-фазовую характеристику нелинейного звена 
с обратным знаком — 1/Ф н (ау, у*) для разных значений у* при

изменении со и ау от 0 до сх>. 
Точки пересечения этих кривых 
определят зависимость ау — f(y* ) ,  
соответствующую уравнению 
(10.6.11), т. е. кривую 4(рнс. 10.6.2). 
Далее определяем точку пересече- j 
ння ее с кривой / ,  построенной 
по уравнению (10.6.7), и находим ' 
о)0, как и в первом способе.

Наконец, для решения системы j 
уравнений (10.6.7), (10.6.8), (10.6.9) 
можно воспользоваться методом 
логарифмических частотных харак
теристик. Для этого следует по
строить логарифмические частот-j 

ные характеристики системы с разомкнутой у сумматора цепью 
обратной связи для различных значений а„ при различных фикси
рованных значениях у*:

L (ш, аи, у*) =  20 lg | Ф (ico) | +  20 lg | Ф н (ау, у*) |, (10.6.12) 
ф (и , ау, у*) =  arg Ф (*<о) - f  arg Ф н (ау, у*). (10.6.13)

Значения а„, у*, to, при которых * L (со, ау, у*) =  0, 
а ф (о), ау, у*) =  —л удовлетворяют уравнению (10.6.10), полу-] 
ченному в результате объединения уравнений (10.6.8) и (10.6.9), 
т. е. определяют кривую 4. Точка пересечения этой кривой с кри
вой 1 определяет решение уравненнй (10.6.7), (10.6.8) и (10.6.9).

В частпом случае, когда ф* (а„, 0) = 0 ,  уравнение (10.6.7) 
удовлетворяется при у* =  0, т. е. автоколебания в системе сим
метричны. Уравнения (10.6.8) и (10.6.9) в этом случае принимают 
вид

|Ф (Ш 0) М Ф „ Ю  I =  1, 
ф (со0) +  arg Ф я (а„) -  я

Из этих уравнений вытекает одно уравнение

Ф (ico0) Ф „ (а„) =  — 1.

(10.6.14)
(10.6.15)

(10.6.16)

Для его решения можно воспользоваться описанным уже способом 
построения на комплексной числовой плоскости амплитудно
фазовой характеристики линейной части Ф (ico) и обратной ампли
тудно-фазовой характеристики нелинейного звена с обратным 
знаком — 1/Ф н («у) (второй способ). Точка пересечения этих



чвух кривых определяет частоту <о0 и амплитуду а„ автоколеба
ний (рис. 10.6.4).

Можно также воспользоваться построением логарифмических 
частотных характеристик разомкнутой системы

L (со, а„) =  20 lg | Ф (ш )  | +  20 lg | Ф „ (аи) |, (10.6.17) 
ф (о), аи) =  arg Ф (iw) +  arg Ф „ (ау) (10.6.18)

для различных значений аи (рис. 10.6.5). Как следует из (10.6.16), 
значения а„ и to, при которых L (а>, а„) =  0, ф (со, а„) =  —я, 
являются искомыми амплитудой и частотой автоколебаний. Иными
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словами, если существует такое значение аи, при котором фазовая 
характеристика (10.6.18) пересекает уровень — я на частоте среза, 
т. е. при значении ш, при котором логарифмическая амплитудная 
характеристика (10.6.17) пересекает ось абсцисс, то в системе 
нозможпы автоколебания. Соответствующие значения амплиту
ды аи и частоты среза ш0 приближенно равны амплитуде и частоте 
автоколебаний.

В частном случае, когда q' (аи) = 0 ,  т. е. нелинейное звено 
имеет однозначную характеристику, Ф н (а„) =  q (ау) и из (10.6.16) 
следуют уравнения

q (а„) Р (<о0) =  — 1, q (а„) Q (ю 0) =  0, (10.6.19)
гДе Р  (to) и Q (<о) — действительная и мнимая частотные характе
ристики линейной части системы. Сократив второе уравнение
(10.6.19) на q (ау), получим уравнение для определения частоты
автоколебаний:

Q (о>0) =  0. (10.6.20)
Ь(ким образом, частота автоколебаний совершенно не зависит 
от характеристики нелинейного звена и определяется только
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свойствами линейной части системы. После решения уравнения
(10.6.20), определяющего частоту автоколебаний, из первого урав
нения (10.6.19) найдем

« < « . ) - - • r h -  <1 0 6 -2<>

По этому значению q (ау), пользуясь графиком q — q (а опре
деляем амплитуду автоколебаний аи.

Если не существует действительных значений у* и положитель
ных значений ау и со0, удовлетворяющих уравнениям (10.6.7),
(10.6.8) и (10.6.9), то автоколебания в системе невозможны.

Определив приближенно периодическое движение системы 
путем решения уравнений (10.6.7), (10.6.8) и (10.6.9), необходимо 
оценить его устойчивость, чтобы определить, соответствует ли 
оно реально существующим в системе автоколебаниям. Особенно 
важно это сделать, когда существует несколько периодических 
решений. Для исследования устойчивости периодического движе
ния системы можно применить первый метод Ляпунова, изложен
ный в § 10.2. Для этого необходимо составить соответствующие 
уравнения в вариациях и исследовать устойчивость определяемой 
ими линейной системы.

Для приближенной оценки устойчивости автоколебаний можно 
также воспользоваться приближенными способами [35, 49], осно
ванными на следующих соображениях. Движение системы, близ
кое к найденному периодическому, можно приближенно считать 
синусоидальным с медленно изменяющейся амплитудой и, прибли
жающейся к амплитуде автоколебаний аи в случае устойчивых 
автоколебаний и удаляющейся от ау в случае неустойчивых авто
колебаний. Если автоколебания в системе устойчивы и имеют 
амплитуду ау, то при замене этой амплитуды в уравнении (10.6.10) 
величиной и >  ау пара чисто мнимых корней ± i (o 0 должна заме
ниться парой комплексных сопряженных корней с отрицательной 
действительной частью, а при замене ау величиной и <  ау корни 
±«со0 должны замениться парой комплексных сопряженных кор
ней с положительной действительной частью. Для проверки 
характера изменения корней ± ш 0 при замене в уравнении
(10.6.10) величины ау величиной и удобнее всего пользоваться 
критерием Найквиста. Так как уравнение (10.6.10) имеет чисто 
мнимые корни ± iw o  при и =  ау, то амплитудно-фазовая характе
ристика разомкнутой системы

Ф р (ico, и, у*) =  Ф (ico) Ф „ (и, у*) (10.6.22)
прн и =  ау проходит через точку — 1 плоскости комплексной 
переменной (кривая 1 на рис. 10.6.6). Если автоколебания системы 
устойчивы, то при замене величины ау близкой к ней величиной 
и ~>аи кривая Ф р (ico, и, у*) должна сместиться в сторону умень-
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ними!» запаздывания по фазе на частоте среза (кривая 2 иа рисун
ке 10.6.6), а прн замене амплитуды а и близкой к ней величиной 
и <. аи кривая Фр и< У*) должна сместиться в сторону увели
ч е н и я  запаздывания по фазе на частоте среза (кривая 3 на 
рнс. 10.6.6). В случае неустойчивых автоколебаний должна 
наблюдаться обратная картина. В случае полуустойчивого пре
дельного цикла кривая Фр ((<0, и, у*) смещается в одну и ту же

сторону прн и > а и и при и <  av.
П р и м е р  10 .6.1 . Определить авто

колебания в следящ ей системе (рис. 10 .6 .7 ), 
имеющей линейную  часть с  передаточной 
функцией

Ф (»)■ 1 (Т 1*+1) (Т2*+ 1)
и идеальное реле с  характеристикой  
Ф (v) =  I sgn v. Так как релейное звено

s<rrs+r)/rts*f)

Р ис. 10.6.7.

обладает нечетной характеристикой , то  согл асно излож енному у*  =  0 и для 
определения частоты ш0 и амплитуды а„ автоколебаний имеем уравне
ние (10.6.16), к отор ое  в дапном случае принимает вид

о>о (Т i<'o>o -Н 1) (Т 2<ь>о+1) Фи (« » )= -* • (10.6.23)

Но для идеального реле q' (ау ) м  0, q (а „) =  41/пау (прилож ение 6 , нели
нейность 5). Следовательно, уравнение (10.6.23) м ож ет бы ть переписано
в виде

—  +  too (IVwo+1) (Т ,1 щ + 1) = 0 . (10.6.24)Лау
1’ азделяя в этом уравнении действительную  и мнимую части, получим  два 
Уравнения для определения а„ и ш0:

-----ш*(Г, +  Г,)=*0, o)0- r , r 2coj =  0. (10.6.25)
л аи

которые, очевидно, равноценны уравнениям (10 .6 .19 ). Из втор ого  уравне- 
“ ИЯ (10.6.25) находим частоту автоколебаний:

0)0=----- - . (Ю.6.26)
V T J 2

П одставляя эту  величину в первое уравнение (10.6.25) и решая его  относи 
тельно аи, находим амплитуду автоколебаний:

* 1к т*т* 
я Г, +  Г, *

(10.6.27)
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Оценим устой чи вость  найденного периодического реж има. Д ля этого  
воспользуем ся приближенным сп особом  оценки изменения частотной харак
теристики разом кнутой  системы  при изменении параметра аи. Ч астотная 
характеристика разом кнутой  цепи при замене амплитуды в„ величиной и 
определяется ф орм улой (10 .6 .22 ), которая  в данпом случае имеет вид

Фр («о, и) = лц (4 (1 _ t j jo*) и -(Г , +  Т2) <о2| • (10.0.28)

Т ак как Ф р (*со0, аи) =  — 1, то , полагая в (10 .6 .28) ш =  ш0, получим

Фр(<о>о, и ) -  — . (10.0.29)

Отсюда видно, что если и >  аи , то  Ф р (iw 0, и) >  — 1. а если и <  аи , то
Ф р (ico0, u ) < — 1. Следовательно, най- 
депное периодическое двпжепие системы 
устойчиво.

П р и м е р  10 .6.2 . Определить авто
колебания в следящ ей системе примеров 
10.4.2  и 10.5.1 (рис. 10.4.14) при Г | = 0 .

В этом  случае уравнение (10 .6 .16 ) для 
определения частоты о)0 и амплитуды 
автоколебаний аи принимает вид

|^1т4 + Т i* »  < "»> -- '■  I '0 0 -30)
К омплексны й гармонический коэффици
ент усиления Ф „ (ау ) в данном случае 
равен (прилож ение 6, нелинейность 8)

nay V в* я о*

тудн о-ф аэовую  характеристику

Фп К )  = . . . .  _  . . -  « И у

(10.6.31)
Д ля определения амплитуды аи и часто
ты ь>о автоколебаний построим ампли-

/с
линейной части Ф  (/м ) =  - — ■ ------г~i(o (Тid) +  1)

и обратн ую  ам плитудно-ф азовую  характеристи ку нелинейного звена с обр а т
ным знаком . На ри с. 10 .6 .8  представлены эти кривы е для числовы х данных 
примера 10 .5 .1 . Т очка пересечения их определяет приближенные значения 
амплитуды и частоты автоколебаний в систем е: аи «  0 ,165, ю„ ж  17,0. 
Сравнение эти х результатов с  данными вычислений точным сп особом  в при
мере 10.5.1 показы вает хорош ее их совпадение: значение амплитуды совпадает 
с  точностью  д о  1 % , а значение частоты  — с  точностью  д о  3 % .

У стойчи вость  автоколебаний м ож ет бы ть проверена тем ж е сп особом , 
что и в предыдущем примере.

§ 10.7. Влияние случайных возмущений на параметры 
автоколебаний стационарных нелинейных систем

Нзложенпый в предыдущем параграфе метод определения пара
метров автоколебаний нелинейных систем дает достаточную точ
ность, если уровень случайных возмущений, действутощих на 
систему, достаточно мал по сравнению с амплитудами колебаний
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всех переменных, входящих в уравнения, описывающие поведение 
системы. Если ото условие не соблюдено, то изложенный метод 
может привести к значительным ошибкам как при определении 
параметров автоколебаний, так и при решении вопроса о возмож
ности автоколебаний в системе. Случайные возмущения в этом 
случае существенно влияют на поведение системы. Поэтому при 
значительном уровне случайных возмущений (шумов и помех) 
необходимо учитывать эти случайные возмущения при исследова
нии нелинейной системы. В частности, параметры автоколебаний 
системы необходимо определять с учетом слу
чайных возмущений. Это можно сделать, при
меняя метод совместной гармонической и ста
т и с т и ч е с к о й  линеаризации, изложенный 
и § 8.(1. Для применения этого метода необ
ходимо каждую из переменных, входящих 
к уравнения стационарной системы, пред- 
ставить в виде суммы неизвестной постоян- р ю  7 1 
ной составляющей, синусоидальной состав
ляющей с неизвестными амплитудой, начальной фазой и частотой 
и центрированной случайной составляющей с неизвестной диспер
сной. Выполняя совместную гармопнческую и статистическую 
линеаризацию всех нелинейных звеньев системы и сравнивая 
постоянные составляющие, а также амплитуды и фазы синусоидаль
ных составляющих в левых и правых частях всех уравнений систе
мы. получим, как и в предыдущем параграфе, уравнения для 
определения неизвестных параметров регулярных составляющих 
всех входящих в уравнения системы переменных. Однако на осно
вании изложенного в § 8.6 эти уравнения будут содержать еще 
неизвестные дисперсии входных сигналов нелинейных звеньев. 
Для составления необходимых дополнительных уравнений пред
положим, что действующие на систему случайные возмущения 
являются стационарными случайными функциями времени. Тогда 
достаточно сравнить дисперсии левых и правых частей всех урав
нении системы, пользуясь при этом известными формулами для 
Дисперсий линейных функций случайных величин и формулой 
(7.4.4) для дисперсий выходных переменных стационарных линей
ных систем. Решив полученные в результате уравнения, мы найдем 
частоту автоколебаний, постоянные составляющие, амплитуды 
и начальные фазы синусоидальных составляющих и дисперсии 
всех переменных, входящих в уравнения системы.

Покажем подробно применение изложенного общего метода на 
примере стационарной системы с одним нелинейным звеном 
‘ характеристикой <р и стационарной линейной частью с переда- 
'очной функцией Ф (s) (рис. 10.7.1). При этом так же, как и в
5 10.6, нелинейное звено может быть включено и в прямую 
Цепь, до или после линейной части. На систему действует помеха,
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представляющая собой стационарную случайную функцию вре
мени X  (t).

Предполагая в системе наличие смещенных автоколебаний, 
представим переменные У и Z в виде сумм постоянных составляю
щих, синусоидальных составляющих с неизвестными амплитуда
ми,'частотой и начальной фазой для одной из них, а также слу
чайных центрированных составляющих:

Применяя совместную статистическую и гармоническую лине
аризацию к нелинейному звену, как изложепо в § 8.6, получим 
приближенное равенство

Так как математическое ожидание входного сигнала линейной 
части системы X  — Z в данном случае представляет собой разность 
постоянной и синусоидального сигнала, то для определения мате
матического ожидания выходной переменной У  линейной части 
системы можно применить формулу (7.3.26). В результате получим

ти =  Ф (0) (тх — z*) — | Ф (to)0) | аг sin I со©/ +  - f  (io0)l.

Приравнивая математические ожидания правых частей формул
(10.7.1) соответственно правой части формулы (10.7.3) и математи-j 
ческому ожиданию правой части формулы (10.7.2), получим

у * + а у sin (1)0<=Ф  (0) (тх—z*)— | Ф (ш 0) I az sin Io)<,*+’|’t + ’l’(G>o)l,

z* +  аг sin (ыо* +  ^ 2) =  ф* + 1 Ч'н К ,  У*, o„)|a„sin((Oo/ +  it>u). (10.7.5)
Сравнивая постоянные составляющие, амплитуды и фазы сину
соидальных составляющих в формулах (10.7.4), (10.7.5), получим 
систему уравнений

Для составления четвертого уравнения заметим, что формула
(10.7.2) заменяет нелинейное звено по отношению к случайной 
составляющей У 0 линейным усилителем с коэффициентом усиле
ния >q. Поэтому для нахождения установившейся дисперсии а\ 
выходного сигнала системы У  можно применить формулу (7.4.4).

(10.7.1)

Z «  <| * +1 'М а ,,,  у*, а у) | ау sin (о)0/ - f  ф„) +  х,У°. (10.7.2)

(10.7.3)

(10.7.4)

У* =  Ф (0) lm.x. — ср̂  (ау, у*, о„)], (10.7.6)

| Ф (<со0) и  Ун («„, У*, o v) I -  1, (10.7.7)
arg Т ,, (а„, у*, о у) +  arg Ф (ш 0) =  л. (10.7.8)
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Для этого находим сначала по формуле (4.5.7) передаточную функ
цию полученной линейной системы (рис.- 10.7.2):

Ф , ( а ) = .^  . Ф(? — г-г-гг. (10.7.9)
W  1 +  ><1 (a|/i У < Оу) Ф (*) '  '

Подставляя это выражение в (7.4.4), получим следующую формулу 
для дисперсии выходной переменной системы:

ао

J |ч

<P(s)
у О

*1

- — . Ф(‘ш) . _ . |2<x (a))du), (10.7.10)+*|(«*. у*, Оу)Ф(ш) | * '  > ’ '  '
— ао

где sx ( о ) — спектральная плотность случайной функции X  (<). 
Таким образом, мы получили четыре уравнения (10.7.6),

(10.7.7), (10.7.8) и (10.7.10) для определения четырех неизвестных 
у*, ау, со0, о у. Е с л и  спектральная плотность sx ( со) представляет 
собой дробно-рациональную функцию, то 
интеграл в формуле (10.7.10) может быть 
выражен в конечном виде (приложение 4).
Заметим еще, что уравнения (10.7.7) и
(10.7.8) можно записать в виде одного 
уравнения

Ф (!■©„)¥„ (вг  у*, Оу) -  - 1 .  (10.7.11)
Для решения уравнений (10.7.6), (10.7.7),
(10.7.8) и (10.7.10) можно применить еле- ,>иc• 10-7-2- 
дующий прием. Зададимся рядом значений
о„ и для каждого из этих значений ау решим уравнения (10.7.6),
(10.7.7) и (10.7.8) любым из методов, изложенных в предыдущем 
параграфе. В результате получим у*, ау и ы0 как функции ст„ 
(т. е. уровня шумов на входе нелинейного звена). После этого 
можно будет определить для каждого значения ау коэффициент 
И1 («и. У** о v) и вычислить правую часть уравнения (10.7.10). 
По этим данным можно построить кривую зависимости правой 
части уравпения (10.7.10) от ау. Точка пересечения этой кривой 
с параболой, изображающей зависимость левой части уравнения 
(Ю.7.10) от Оу, определяет значение ау, при котором удовлетво
ряются все уравнения (10.7.6), (10.7.7), (10.7.8) и (10.7.10). Соот
ветствующие этому значению аи значепня у*, ау и со0 представля
ют собой искомые постоянную составляющую, амплитуду и часто
ту автоколебаний.

Если не существует решения уравнений (10.7.6), (10.7.7), 
(Ш-7.8) и (10.7.10) с положительными значениями а„ н to0, то 
■'втоколебания в системе невозможны.

Определив изложенным методом параметры автоколебаний 
‘ Учетом помех, необходимо оценить их устойчивость, что может 
•ыть сделано, например, так, как показано в предыдущем
параграфе.



В частном случае однозначной характеристики <р нелинейного 
звона х ' (а„, у*, аи) =  0, У,, (а„, у*, ст„) =  х (а„, у*, о„) и из 
уравнения (10.7.11) вытекает уравнение (10.6.20) для определения 
частоты автоколебаний. Таким образом, в случае однозначной 
характеристики нелинейного звена частота автоколебаний со0 
не зависит ни от параметров нелинейного звена, ни от уровня 
шумов в системе н определяется только свойствами линейной 
части системы. После нахождения ш0 величины у*, аи и <т„ опре
деляются совместным решением уравнений (10.7.6), (10.7.10) 
и уравнения

х (а„, у*, av) Р  (о>0) =  — 1, (10.7.12)

вытекающего в этом случае нз (10.7.11). Если, кроме того, тх =  0 
и (а„, 0, av) зз 0, то уравнение (10.7.6) удовлетворяется при 
у* s  0 и в системе возможны симметричные автоколебания.
В этом случае после нахождения о)0 из уравнения (10.6.20) вели
чины ау и о,, определяются совместным решением уравне
ний (10.7.10) и (10.7.12).

П р и м е р  10 .7 .1 . О пределить автоколебания и условия их сущ ествова
ния в релейной систем е, рассм отренной в примере 10.6.1 (ри с. 10 .6 .7 ), при 
стационарном случайпом  возмущ ении X  (<), имеющем равное нулю  матема
тическое ож идание и корреляционную  ф ункцию

кх  (т) =  D e ~ a 'xK

В этом  случае постоянная составл яю щ ая сигнала равна нулю  и уравне
ние (10.7 .11) принимает вид

«оо (Г ,< и о + 1 )(Г ,< « о  +  1 )х  “ 1 • (10.7.13)1

где ас —  амплитуда колебаний входн ого сигнала реле, а а* — его дисперсия . 
Коэффициент х  (аР, ст„) для идеального реле равен

н ( « 0, o 0) =  - i - f i 0 (X), (10.7.14)
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Ь =  -

а г
«в

ог У 2
В приложении 6 приведена ф ормула, определяющ ая функцию В 0 (X):

в о ( Х ) - ^ - ( 1 - Т ^ + Л Х‘ — • ) ’ (10.7.15)

и график для определения ее значений. Отделяя в уравнении (10 .7 .13) дей
ствительную  и мнимую части, получим

Ь * (а в, ог) - ( Г ,  +  Гг) w | = 0 , (10.7.16)

wo — r ,7 ’2iog =  0. (10.7.17)

Из уравнения (10 .7 .17) определяем частоту  автоколебаний, которая  опре
деляется той  ж е ф ормулой (10 .6 .26 ), что и при отсутствии случайны х



5 10.7. ВЛИЯНИЕ СЛУЧАЙ Н Ы Х ВОЗМУЩЕНИЙ 449

во:,мущ сний. И з уравнения (10 .7 .16 ), учитывая (10 .6 .26 ), получаем

х (я „ ,  о „ ) = —1 Т у +  Тг
Т {Т2 (10.7.18)

Ото уравнение содерж ит две неизвестные величины ас и о „ .  Ч тобы  получить 
Дополнительное уравнение, запишем выражение для дисперсии величины V 
на входе в нелинейный элемент:

ОО

Г
» Я  J

________ico (7’ttti»4<l) (7У а>4-1)________
t o ( r l i u ) + l ) ( ? V w - i - l )  +  /rx1 (aD, o „ )

r/tu
(10.7.19)

где коэффициент X| (a„,  a „ ) ' для идеального реле равен

xi (аР> ®») =  ~— Со (X),

о„ У 2

ши 6. Вы 
лож еиие

о1_ ^  Ьр ( —а1а4 +  а«аз) —ао (a8̂ i +  ai) 
0 во (*е4+ в!«*—в1«г<»з)

(10.7.20)

Функция С  о (У.) приведена в приложении 6. Вычислив интеграл в ф орм у
ле (10.7 .19) с  помощ ью  таблицы (прилож ение 4 ), получим

(10.7.21)

где я0 — Tt T2, а, — Tt +  Т 2 +  Т ,Т 2а ,  а2 =  ( Т i ■+■ Т2) ® +  1* аз =  +  о ,  
я4 =  АаХ|, Ьв =  — Т\Т\, Ь( =  Т\ +  Т\. В си л у  зависимости коэффициента x t 
от а„ и о „  равенство^ 10.7.21) является уравнением, связывающ им величины я„ 
и ае. Для определения амплитуды автоколебаний а0 и среднего квадрати
ческого отклонения случайного возмущ ения на входе нелинейного элемента 
надо совм естно реш ить два уравнення (10 .7 .18 ), (10.7 21). П рактически 
удобно воспользоваться  графическим сп о со 
бом решения эти х уравнений. Д ля этого , 
садаваясь значениями а р, по уравиепию 
(In .7.18) определяем соответствую щ ие значе
ния а„.  В результате па плоскости  парамет
ров^ я,,, а „ м ож но построить к ри вую  1 (рис.
Ю .7.3). Далее для значений а„  и соответствую 
щих значений а „, сняты х с кривой  1 на рис.
11 '.7 .3 , вычисляем правую  часть уравнения 
(Ю .7.21):

J2 _ /эд  Ьо ( ~ д 1а4 +  агаз ) ~ ао (aa^l~f а<) 
ао («ов1 +  я! а* — « 1а»вз)

(10.7.22)
и строим кривую  в координатах а0, о в, от -
РЩЧТ -  ч3“ ^ нне С 110 00,1 0 » (кР " вая 2 1|а Р ис. 10.7.3.* 111 ■ id .7 .3 ). Точка пересечения полученных
Двух кривых определяет искомые значения я„,
° с . так как эти значения ае , а„  удовл етворяю т обоим уравнениям (10 .7 .18) 
и (Ю .7 .21). Амплитуда колебаний вы ходной переменной системы в данном 
с -тучае, очевидно, равна ав : аи =  а„.  Результаты  расчетов показы ваю т, что 
амплитуда автоколебаний получается меньше, чем при отсутстви и  сл учай 
ных возмущ ений.

По д ред. в . С. Пугачева
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Ф орм ула (10 .7 .18) позволяет такж е определить значения величины о „ ,  мрц 
которы х автоколебания в системе становятся  невозможными. М ож но также 
определить значения параметров системы , в частности коэффициента к , прц 
которы х автоколебания в системе в присутствии случайны х возмущ ений 
определенного уровн я  становятся  невозможными. Д ля решения этих в о п р о с , 
заметим, что й^1’ (X.) =  В 0 (Х)/Х является убывающ ей ф ункцией, т. е.  В'01> (к)<4  
<  В'и1> (0) при лю бом  X, >  0 . Ф ормулы  (10 .7 .14) показы ваю т, что вследствие 
этого  имеет место неравенство

(10.7.23)

справедливое при лю бы х значениях а„  >  0.
Из (10 .7 .18) н (10 .7 .23 ) вытекает следую щ ее необходим ое усл овие воз

м ож ности  автоколебаний в системе:



Г л а в а  11

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ
СИСТЕМ

§ 11.1. Приближенное исследование точности нелинейных систем 
методами линеаризации

В настоящее время не существует общей точной статистической 
т е о р и и  нелинейных систем, позволяющей находить вероятностные 
характеристики выходных переменных любых пелинейных систем. 
Точная статистическая теория существует лишь для некоторых 
частных видов нелинейных систем (см. 153], §§ 106, 107, а также 
(521, 1551 и 1561). Поэтому для исследования точности нелинейных 
систем, имеющих заданные характеристики, обычно применяют 
различные приближенные методы. Наибольшее распространение 
получили методы, основанные па линеаризации уравнений нели
нейных систем, как обычной, так и статистической. Другие при
ближенные методы исследования точности нелинейных систем 
основаны на разложении выходных переменных систем в степен
ные ряды относительно случайных коэффициентов канонического 
разложения входпых случайных функций (см. 1531, § 108). Одним 
из наиболее удобных таких методов является метод эквивалентных 
возмущений Б. Г. Доступова 120, 211 (см. также 1531, § 108).

Ввиду того что нелинейные уравнения, не содержащие слу
чайных функций, можно решать с помощью современных матема
тических машин, как моделирующих, так и цифровых, для 
исследования точности нелинейных систем достаточно линеаризо
вать их уравнения лишь относительно цептрировапных случайных 
Функций, т. о. относительно случайных отклонений, входящих 
в уравнения перемепных от их математических ожиданий. При 
этом уравнения системы останутся нелинейными относительно 
неслучайных полезных сигналов, представляющих собой матема
тические ожидания входящих в уравнения системы перемепных.

Как и в предыдущей главе, мы предположим, что нелинейная 
система состоит из линейных систем и безынерционных элемептар- 
Иых нелипейных звеньев. Тогда для линеаризации уравнений 
системы достаточно будет линеаризовать зависимости между слу- 
Чаиными составляющими входных и выходных сигналов всех 
элементарных нелинейных звеньев.

' ассмотрим элементарное нелинейное звено с характеристикой
Г  =  <р(Х). (11.1.1)

2!**
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Если характеристика этого звена <р непрерывна и изображается 
кривой без угловых точек, то для линеаризации зависимости
(11.1.1) относительно цептрированных случайных функций доста
точно заменить кривую у =  ф (х) касательной к ней в точке х  =  
=  тх. Тогда получим следующую приближенную зависимость 
между входным и выходным сигналами нелинейного звена 
(см. § 8.3):

Y  «  ф (тх) +  ф' (тх) Х°. (11.1.2)

Эта зависимость лннейпа только относительно центрированной 
случайной функции Х° и нелинейна относительно полезного вход
ного сигнала тх.

Если характеристика нелинейного звена ф существенно нели
нейна, например разрывна или имеет угловые точки, то для линеа
ризации зависимости (11.1.1) относительно центрированных 
случайных функций придется прнмепить метод статистической 
линеаризации (см. § 8.5). В результате получим следующую при
ближенную зависимость между входным и выходным сигналами 
нелинейного звена:

У  «  Фо (тх, а х) +  fc, (тх, а х) Х°. (11.1.3)

Эта зависимость также линейна только относительно центрирован
ной случайной функции Х ° и нелинейна относительно тх. Ее 
принципиальное отличие от зависимости (11.1.2) заключается 
в том, что коэффициенты ф 0 и кх зависят не только от математи
ческого ожидания тх входного сигнала нелинейного звена, 
но и от его дисперсии D х =  о*, т. е. от уровня шумов на входе 
нелинейного звепа.

Заменяя в уравнениях нелинейной системы для всех ее нели
нейных звеньев нелинейные зависимости типа (11.1.1) прибли
женными зависимостями вида (11.1.2) или (11.1.3), получим при
ближенные уравпения системы, линейные относительно случайных 
функций. При этом, если система содержит только нелинейные 
звенья с непрерывными гладкими характеристиками, то коэффи
циенты линеаризованных уравнений системы будут зависеть толь
ко от математических ожиданий входных сигналов нелинейных 
звеньев. Если же система содержит существенно нелинейные 
элементарные звенья, то коэффициенты линеаризованных уравне
ний системы будут зависеть еще от дисперсий входных сигналов 
нелинейных звеньев. Во всех случаях линеаризация уравнений 
системы равноценна замене данной системы другой системой, 
линейной по отношению к передаче случайных возмущений (флук
туаций) и нелинейной по отношению к передаче полезных сигналов. 
Линеаризация уравпений системы дает возможность применить 
для приближенного исследования ее точности статистическую 
теорию линейных систем, изложенную в главе 7.
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Согласно изложенному в § 7.2 общему методу, уравпения для 
математических ожидании выходных переменных системы, поведе
ние которой описывается линейными относительно случайных 
ф у н к ц и й  уравнениями, получаются нз уравнений данной системы 
путем замены всех случайных функций их математическими ожи
д а н и я м и . Производя такую замену в (11.1.2), получим

ту «  ф (тх). (11.1.4)

Сравнивая эту формулу с (11.1.1), видим, что математические 
ожидания входных и выходных переменных элементарных нели
нейных звеньев с непрерывными гладкими характеристиками 
связаны теми же уравнениями, что и сами переменные. На осно
вании § 7.2 математические ожидания входных и выходных пере
менных линейных систем, входящих в состав нелинейной системы, 
также связаны теми же уравнениями, что и сами переменные. 
Отсюда следует, что если система содержит только элементарные 
нелинейные звенья с непрерывными гладкими характеристиками, 
то математические ожидания ее выходных переменных определяют
ся теми же уравнениями, которыми описывается поведение систе
мы, с заменой в них всех случайных величин их математическими 
ожиданиями. В отношении начальных условий для математических 
ожиданий переменных остается в силе все сказанное по этому 
поводу в § 7.2.

Вычитая (11.1.4) из (11.1.2), получим линеаризованную зави
симость между центрированными случайными функциями на входе 
и выходе нелинейного звена:

У0 «  Ф '(т * )  Х°. (11.1.5)

После интегрирования уравненнй для математических ожиданий 
переменных все коэффициенты ф' ( т , )  в зависимостях вида (11.1.5) 
будут известными функциями времени. Таким образом, для центри
рованных случайных функций получатся линейные уравнения 
с известными коэффициентами. Поэтому для определения диспер
сий выходных переменных системы можно будет применить изло
женные в главе 7 методы исследования точности линейных систем.

Итак, исследование точности системы, содержащей только 
нелинейные звенья с непрерывными гладкими характеристиками, 
сводится к решению уравнений, описывающих поведение системы, 
Для математических ожиданий выходных переменных, определе
нию коэффициентов уравненнй системы, линеаризованных отно
сительно центрированных случайных функций, и применению 
1еории точности линейных систем для нахождения дисперсий 
выходных переменных.
-и . 11 Р И м е Р 11 .1 .1 . Рассмотрим систем у, представляю щ ую  собой  аперио- 

'■еское iUH'iio, охваченное отрицательной обратной  свя зью , в цепь которой  
'•ночено нелинейное звено с  куби ческой  характеристикой . Из рис. 11.1.1
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сл едует, что поведение этой системы описывается уравнениями

T Y  +  Y  =  к (X  —  U ),  U — а У*,

Л инеаризуя второе уравпение путем разлож ения иелинейпой функции в ряд 
Тейлора в окрестности  точки гпу , получим следую щ ие уравнения для мате
м атического ожидания вы ходной переменной системы и центрированны х 
случайны х функций:

Tmt -\-my - = k ( m x - a m l ) ,  +  3*a/nJ) YO =  k X ° .

П роинтегрировав первое уравнение прн заданных начальных усл ов и я х , 
найдем ту как ф ункцию (. П осле этого  коэффициент во втором  уравнения

станет известной функцией времени 
и дисперсию  вы ходной переменной 

У  . системы У  м ож но будет определить 
любым из м етодов, и зл ож ен н ы х ' 
в § 7 .2 .

Заменяя случайные функция 
их математическими ожидания* 
ми в (11.1.3), получим

ту жц>0 (тх, ах). ( 1 1 . 1 . 6)
Таким образом, прп применении 
метода статистической линеари- 

аации сама’форма зависимости между математическими ожиданиями 
входного и выходного сигналов нелинейного звена зависит от 
дисперсии входного сигнала и не совпадает с характеристикой 
нелинейного звена. Вследствие этого уравнения для математи
ческих ожиданий переменных не совпадают с уравнениями, описи-! 
вающими поведение системы, и не могут быть решены отдельно 
от уравнений, определяющих случайные отклонения переменных | 
от йх математических ожиданий,.так как все функции вида (11.1.6) 
остаются неопределенными, пока не найдены дисперсии входных 1 
сигналов всех нелинейных звеньев системы.

Для получения уравнений для центрированных случайных 
функций следует вычесть равенство (11.1.6) из (11.1.3). Тогда 
получим

У° да kt (тх, ах) Х°. (11.1.7)

Добавляя к таким зависимостям для всех нелинейных звеньев 
системы уравнения входящих в данную систему линейных систем, 
получим полную систему уравнений, линейных относительно 
центрированных случайных функций. Коэффициенты уравнений 
вида (11.1.7) остаются неизвестными до тех пор, пока не определе
ны математические ожидания и дисперсии входных сигналов всех 
нелинейных звеньев. Поэтому методы главы 7 не могут быть 
непосредственно применены для определения дисперсий пере
менных.
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Таким образом, для систем, содержащих существенно нели- 
пейпые звепья, необходимо совместно решать уравнения, опре
д еля ю щ и е математические ожидания, и уравнения, определяющие 
дисперсии перемепных.

Для решения этой задачи в общем случае можно применить 
метод канонических разложений (§ 7.2). Применив этот метод 
к линеаризованным уравнениям системы, получим для коорди
натных функций переменных линейные уравнения с коэффи
циентами, зависящими от неизвестных математических ожиданий 
и дисперсий входных сигналов пелипейпых звеньев. Добавив 
к уравнениям, определяющим математические ожидания и коор
динатные функции, формулы вида (7.2.20) для дисперсий входных 
сигналов нелинейных звепьев, получим полную бескопечную систе
му уравненнй для математических ожиданий, координатных 
функций и дисперсий всех переменных, описывающих поведение 
исследуемой системы (координат системы). Ограничиваясь конеч
ными отрезками канонических разложений, получим конечную 
систему уравнений для приближенного определения математи
ческих ожиданий, координатных функций н дисперсий координат 
системы. Эта система уравнений может быть решена любым числен
ным методом на цифровой вычислительной машнпе или с помощью 
моделирующих устройств.

В некоторых частных случаях задачу совместного определения 
математических ожиданий и дисперсий входных енгпалов нелиней
ных звеньев удается свести к применению графических методов 
решения уравнений или даже решить ее аналитически. Один 
такой частный случай будет рассмотрен в следующем параграфе.

П р и м е р  11 .1 .2 . Рассмотрим си стем у, состоя щ ую  «из последовательно 
соединенных релейного элемента и апериодического звена, охваченны х отр и 
цательной обратной  связью  (рис.

. . . ' уН .1 .2 ). Уравнения этой  системы
имеют вид

ТУ -\-Y =  1 sgn V, 1 (11.1.8)
V =  X - Y .  j

Ts*/

n  Р ис. 11.1.2.
произведя статистическую  линеа
ризацию характеристики релейно-
го элемента, получим следую щ ие уравпепия для математических ожиданий 
вр ем ен н ы х  и для центрированны х случайны х функций:

Тту +  my — <р„ (m „, а р), m„ =  mx — mu, (11.1.9)

7T 0 +  |i +  * , ( m P, <,„)] Г °  =  k i ( m e , o „ )  X®, Fo =  y o _ x o .  (11.1.10)

■‘ озффициенты ф0 =  k0mv и к, для релейпого элемента определяю тся ф орм у
лами, приведенными в приложении 5 (нелинейность 5 ). П ервое из этих ур ав
нений не мож ет бы ть п роинтегрировано, пока не известна величина о 0.
■ Другой стороны , а п нельзя определить из втор ого  уравнения методами 

главы 7, пока не известен коэффициент к , , зависящ ий от неизвестны х т „  и а с .
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Применив метод канонических разлож ений, получим для координатны х 
функций переменных У  и V уравнения

Туу/-\- [1 -f- ̂ 1 (,пг> **»)] У\ — ̂ 1 (та», ор) zv, vv — у у— xv (v =  l, 2, ...) . j
(11.1.11)

К уравнениям (11 .1 .9 ) и (11 .1 .11) следует добавить ф ормулу

о*=  2  f l v K i 2.
V— 1

(11.1. 12)

определяю щ ую  дисперсию  входн ого сигнала V нелинейного звена. О грани
чиваясь в канонических разлож ениях п первыми членами, получим систем у 
2л +  3 совм естны х уравнений (11 .1 .9 ), (11 .1 .11) и (11 .1 .12 ), приближ енно 
определяю щ ую  2 « +  3 неизвестны х функций времени ти , т0, y t , vlt . . у п, 
vn , о,,. П осле нахож дения этих функций дисперсия вы ходной переменной У  
определится по ф ормуле (7 .2 .20 ).

При применении изложенного метода к автоколебательным 
системам, т. е. к таким системам, в которых возможны устойчивые 
автоколебания, математические ожидаппя переменных получаются 
в виде колеблющихся функций времени, стремящихся к некоторым 
периодическим функциям. Если частота колебаний математических 
ожиданий сравнима со средней частотой колебаний случайных 
составляющих входных сигналов нелинейных звеньев, то изло
женный метод может оказаться неточным. В подобных случаях 
можно получить более точные результаты, применяя совместную 
статистическую и гармоническую линеаризацию, как было изло
жено в § 10.7.

§ 11.2. Применение метода статистической линеаризации 
для исследования точности стационарных систем

Рассмотрим сначала стационарную систему с одпим нелиней
ным звеном, работающую в установившемся режиме под действием 
стационарного входного сигнала X  (t). Если нелинейное звено 
не находится в цепи обратной свя
зи и пе охватывается обратной 
связью (рнс. 11.2.1), то дисперсия

<P(s)

4>(S)

Р ис. 11.2.1. Р и с. 11.2.2.

выходной переменной системы может быть вычислена точно. Для 
этого достаточно определить корреляционную функцию выход
ного сигнала нелинейного звена по данной двумерной плотности 
вероятности входного сигнала X,  пользуясь обычными методами 
теории функциональных зависимостей между случайными вели-
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ч и н а м и  (см. 154|, § 3.10 или 1531, § 30). После этого можно будет 
н а й т и  спектральную плотность выходного сигнала пелинейного 
зв е н а  и определить дисперсию выходной переменной системы У  
по формуле (7.4.4).

Если нелинейное звено находится в цепи обратной связи 
(рис. 11.2.2) или охватывается обратной связью (рнс. 11.2.3 
н рис. 11.2.4), то точное определение дисперсии выходной перемен
ной системы в общем случае невозможно и для ее нахождения

<P(s)

Р и с. 11.2.3. Р ис. 11.2.4.

можно применить метод линеаризации, изложенный в предыдущем 
параграфе, статистической или обычной, в зависимости от характе
ристики звена.

Обозначая выходной сигнал нелинейного звена через U, при
меняя статистическую линеаризацию нелинейного звена и заме
няя в (11.1.3) функцию фо ее выражением (8.5.3): ф0 =  А-0ту, 
напишем для случая нелинейного звена в цепи обратной связи 
уравнения (11.1.6) и (11.1.7) в виде

ти =  коту, U* =  ktY°, (11.2.1>

где к0 и Аг, являются известными функциями величин ту и ау. 
Формулы (11.2.1) показывают, что если считать к0 и kt неизвестны
ми постоянными, то в результате статистической линеаризации 
нелинейное звено заменяется безынерционным усилителем с раз
ными коэффициентами усиления полезного сигнала и помехи. 
Таким образом, прн постоянных к0 и А-, статистическая линеариза
ция заменяет данную систему двумя разными линейными система
ми для полезного сигнала и для флуктуаций. Пользуясь формулой
(4.6.7), находим передаточные функции линеаризованной системы 
для полезного сигнала и для флуктуаций:

где (1) (®) — передаточная функция линейной части системы.
Считая передаточную функцию Ф|,#> (s) известной, применим 

Формулу (7.3.8) для математического ожидания выходпой пере
менной системы. Тогда, принимая во внимание, что математическое 
ожидание стационарной входной переменной системы X  (t) 
постоянно, получим

____________ Ф ( ° ) тх о  3V
m‘' - l  +  M m „, О „)Ф (0)’ ( • • >
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где мы теперь покалываем в явной форме, что коэффнциепт /с0 
является известной функцией величин тв и о„. Уравнение (11.2.3) 
содержит две неизвестные величины ту и о„ и поэтому может быть 
решено только совместно с уравнением, определяющим дисперсию 
выходной переменной системы aj.

Для определения дисперсии выходной переменной системы Y 
применим формулу (7.4.4). В результате получим

оо

о* =  \ sx (io) Ф ( (ш)
(ту, аи)Ф(<о))| do), (11.2.4)

где также показана явно зависимость к, от ту и ау.
Решив уравнепия (11.2.3) и (11.2.4) относительно неизвестных 

величин ту и ау, мы и найдем математическое ожидание и диспер
сию выходной переменной рассматриваемой системы. Эти уравне
ния могут быть решены любым приближенным методом. В частно
сти, можно применить метод последовательных приближений илв 
графический метод.

Рис. И .2.6.

Для решения уравнений (11.2.3) и (11.2.4) методом последова
тельных приближений необходимо задать исходные грубо при
ближенные значения к0 и fcj и вычислить в первом приближении ту 
и ау по формулам (11.2.3) и (11.2.4). После этого можно уточнить 
значения к0 и kt и вычислить ту и ау во втором приближении.
II так далее. Процесс заканчивается, когда два последовательных 
приближения совпадут в пределах принятой точности вычислений. 
Обычно практически бывает достаточно двух или трех прибли
жений.

Для решения уравнений (11.2.3) и (11.2.4) графическим мето
дом заменим уравнение (11.2.3) равноценной системой уравнений

Ф (0) тх  
H - i +  ko(mat  а „ ) Ф ( 0 ) ' (11.2.5)
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П е р в о м у  из этих уравнений соответствует биссектриса коорди
натного угла в декартовых прямоугольных координатах (ту, tj). 
Второму уравнению (11.2.5) соответствует семейство кривых 
н координатах (ту, Т]) с параметром <т„. Построив кривые, соот
ветствующие второму уравнению (11.2.5), для ряда значепий 
параметра ау и определив точки пересечения их с биссектрисой 
координатного угла (рнс. 11.2.5), мы найдем значения абсцисс т у 
кривой (11.2.3), соответствующие выбрапным значениям орди
наты Оу, после чего можем по найденным точкам построить кри
вую (11.2.3) в координатах (ту, ау) (кривая 1 на рис. 11.2.6).

После этого строим в тех же координатах (ту, о„) кривую 2 , 
соответствующую уравнению

откладывая величину £ по оси о„ и рассматривая величину о „ как 
функцию величины ту, определяемую уравнением (11.2.3), или, 
что то же, кривой 1 на рнс. 11.2.6. Кривая (11.2.6), очевидно, 
пересекает кривую (11.2.3) в той же точке, что п кривая (11.2.4). 
Поэтому точка пересечения кривых (11.2.3) и (11.2.6) дает решение 
уравнений (11.2.3) и (11.2.4).

Заметим, что кривая 1, соответствующая уравнепию (11.2.3), 
может быть построена и другим способом. А именно, задаваясь 
различными значениями ту, можно определить из уравнения
(11.2.3) соответствующие значения ау и по полученным таким 
образом точкам построить кривую 1.

Совершенно аналогично решается задача определения мате
матического ожидания и дисперсии выходной переменной ста
ционарной системы при других способах включения пелинейного 
знепа. Для определения математического ожидапия и дисперсии 
входного сигнала нелинейного звена достаточно принять за выход
ную переменную системы входной сигнал нелинейного звена
ч в соответствии с этим преобразовать структурные схемы систем.

ОО

£*=  j  sx (to) ____ ________ 2dwi +  kl(my, а,,)Ф(Го) ( 11. 2 . 6)

— г
V

я
Гис. 11.2.7. Р н с. 11.2.8.

изображенные на рнс. 11.2.3 и 11.2.4, в схемы, представленные 
на рис. 11.2.7 и 11.2.8 соответственно. Тогда, применив изложен
ный метод, можно найти математическое ожидание и дисперсию



400 ГЛ. 11. ИССЛЕДОВАНИЕ ТОЧНОСТИ Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Х СИСТЕМ

входного сигнала нелинейного звена и его статистические коэффи
циенты усиления к0 и kt. После этого, вернувшись к первоначаль
ной структурной схеме, можно найти ее передаточные функции 
по полезному сигналу и по флуктуациям и по формулам (7.3.8) 
и (7.4.4) найти математическое ожидание и дисперсию выходной 
переменной исследуемой системы.

Совершенно аналогично метод статистической линеаризации 
применяется к одномерным стационарным системам с несколькими 
нелинейными звеньями и к многомерным стационарным системам. 
Заменив нелинейные звенья линейными усилителями с соответ
ствующими статистическими коэффициентами усиления и выразив 
при помощи формул (7.3.8) и (7.4.4) математические ожидания 
и дисперсии входных сигналов всех нелинейных звеньев, получим 
соответствующее количество уравнений для определения неиз
вестных математических ожиданий и дисперсий входных сигналов 
нелинейных звеньев. В результате решения этих уравнений будут 
определены математические ожидания и дисперсии входных сигна
лов нелинейных звеньев и соответствующие статистические коэф
фициенты усиления этих звеньев. После этого можно будет опре
делить по тем же формулам (7.3.8) и (7.4.4) математическое ожида
ние и дисперсию выходной переменной системы.

Однако в случае системы с двумя пли большим количеством 
нелинейных звеньев графическое решение уравнений, опреде
ляющих математические ожидания и дисперсии входных сигналов 
нелинейных звеньев, может стать очень громоздким. Поэтому 
в общем случае для системы с несколькими нелинейными звеньями 
системы уравнений, определяющие математические ожидания 
и дисперсии входных сигналов нелинейных звеньев, можно решить 
практически только методом последовательных приближений. 
И лишь в частных случаях, когда эти уравнения распадаются 
на независимые пары уравнений, их можно решить изложенным 
выше графическим методом.

Заметим, что в случае астатической следящей системы порядка к 
с нелинейным звеном, включенным по схеме рис. 11.2.4, установив
шееся значение математического ожидания входного сигнала 
нелипейного звена будет постоянным, если математическое ожида
ние входного сигнала системы представляет собой полином степе
ни к относительно времени t. Поэтому изложенный метод пол
ностью применим к астатическим следящим системам в случае, 
когда входной сигнал представляет собой сумму стационарной 
случайной фупкции и полинома относительно времени, степень 
которого не выше порядка астатизма системы.

Изложенный метод применим только к таким системам, в кото
рых невозможны автоколебания, так как только в случае отсут
ствия автоколебаний ту может быть постоянным прн постоян- , 
ном тх. Поэтому перед тем, как применять этот метод, необходимо
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„ с с л е д о в а т ь  систему на автоколебания, что можно сделать с по
м о щ ь ю  метода точечных отображений (§ 10.5) или метода гармо
н и ч е с к о й  линеаризации (§ 10.6). Если исследование покажет, что
11 с и с т е м е  возможны устойчивые автоколебания, то для исследова
нии ее точности необходимо применить метод совместной стати
с т и ч е с к о й  и гармонической линеаризации, как показано в § 10.7.

П р и м е р  11 .2.1 . Рассмотрим следящ ую  систем у примера 10.4.1 , 
состоящ ую  из исполнительного устройства с  передаточной функцией

к
Ф ( * )  =

*(Г*+1) (11.2.7)

п управляю щ его им реле с  идеальной релейной характеристикой  в прямой 
цени (рис. 11 .2.9 ), предполагая, что входной  полезный сигнал представляет

Р и с. 11.2.9. Рис. 11.2.10.

собой 'л и н ей н ую  ф ункцию времени а +  bt, а помеха является стационарной 
случайной функцией с нулевым математическим ож иданием, корреляционная 
функция и спектральная плотность которой  определяю тся формулами

*я (т)=z>«-“ m ,
И примере 10.4.1 мы видели, что автоколебания в рассматриваемой системе 
невозможны. П оэтом у для исследования ее точности  м ож но применить изло
женный метод.

Согласно излож енному перестраиваем стр ук тур н ую  схем у  данной системы 
так, чтобы вы ходной переменной системы служ ил входной  сигнал нелиней
ного звена V (рнс. 11 .2 .10). Т огда , применяя формулы (4 .6 .1 ) и (4 .6 .7 ), 
находим передаточные функции линеаризованной системы по полезном у си г
налу Ф|«>(*) и по помехе Ф{,1’ (*):

ф(#> ____* (7’* +  1)__

Ф ‘» ( » )  =  — +  —  (11.2.9)
w  > (T t  +  l )  +  kki

Принимая во внимание, что в данном случае тх (<) =  а +  bt, находим по 
Формуле (7.3.8) математическое ож идание входн ого сигпала нелинейного
звена:

Ь_
кко (т „, cD)

Ф орм ула (7.4.4) дает следую щ ее выражение для дисперсии входного сигнала
нелинейного звена:

оо

Г
’ Я 3

7^(ico)« — (/«о)2------------------------------------------ - ао).| (а |- 1Ш) {<ш (Пй) +1) +  кк, (т„, о„)) |2
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Применип дли вычисления иитеграла ф орм улу (7.4 .6), получим
1 - f - [a - j - кк\ (m „, a 0)| T-■Da
a + k k t (met a „ )  +  a*T

(11.2.11)

В уравнениях (11.2.10) и (11.2.11) стати сти чески е коэффициенты усиления 
анена с идеальной релейной характеристикой  к0 и k t определяю тся ф орм у
лами (прилож еиие 6, нелинейность 5)

М * . .  « с )— 0.,) =  -^ -^  . (11.2.12)fnp \ Op / Op \ Ос /
где

Ф (*) =  у 1 / 1 - 4 Ф 2 (*) +  Ф '( * ) . (11.2.13)

П одставляя выражение к0 из (11 .2 .12) в уравнение (11 .2 .10 ), приведем е го  
к виду

Ь (11.2.14)

Таким
(70 =

2к1
образом , в данном случае кривая 1 представляет собой  п рям ую ] 

: z, где z — значение аргумента функции Ф  (z), прн котором  опа равна 
Ы2к1. Определив z по таблице функции Ф  (и ) 
(п ри л ож ен ие6), строим  п р я м у ю / (рнс. 1 1 .2 .1 1 ). 
Для построения кривой 2  подставим в уравне
ние (11.2.11) выражение kt из (11 .2 .12 ), заме
нив в нем величину <т„ ее выражением m j * \  
соответствую щ им  уравнению (11 .2 .14 ). В р е- 

ультате получим уравнение

t2 = Oct .(<+ аг’) ” ,р + ^Гф (« )«  (H.2.15V 
а (1  +  а Г ) т , +  *1 ф (* )*  '

Задаваясь рядом значений т „ ,  определяем 
по уравнению (11.2.15) соответствую щ ие зна
чения J и, откладывая их по оси  а „, строим! 
кривую  2 (рис. 11 .2 .11). Точка пересечения 
кривы х 1 и 2  определяет значения т „  и о „  
удовлетворяю щ ие уравнениям (11 .2 .10) и 
(11 .2 .11). Определив т „  и а р, находим п о  

формулам (11 .2 .12) и (11.2 .13) статистические коэффициенты усиления нели
нейного звена к0 и А,.

Д ля определения математического ож идания и дисперсии выходной пере
менной рассматриваемой системы возвращ аемся к первоначальной стр ук 
турной  схем е системы (рис. 11 .2.9) и , пользуясь  формулой (4 .6 .8 ), находим  
передаточные функции линеаризованной системы по полезному сигналу
фГ  (*) и по помехе Фи' («): 

кк.
фГ И - .(г .+ ц -H V  , (Г, + 0 + » , -

П осле этого  но формулам (7 .3 .8 ) и (7 .4 .4 ) находим математическое ож идание 
и дисперсию  вы ходной переменной У  системы:

О»; Р а кЧ \
п

ny (t) =  a +  b t—  —  ,
ао
Г d(o

(11.2.17)

|(a +  to )(i« (r< a )4  l) +  **i}|2
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Применив для вычисления интеграла ф орм улу (7 .4 .6 ), иолучим

■ I " -218»

На рис. 11.2.11 кривые 1 и 2 построены  для следую щ их числовы х значений 
параметров системы и входного сигнала: к =  2, I =  Г =  а =  Ь =  1 , а  =  10, 
(| =  ~\/U =  0 ,5 . 11 результате получается тс =  0 ,378 , а„ =  0 ,552 , к0 = 1 ,3 2 4 . 
д.* =  1,362 и формулы (11 .2 .17) и (11.2 .18) даю т

ти =  0,622 +  t, Оу — 0,258.

§ 11.3. Применение метода статистической линеаризации 
для исследования точности систем, описываемых 

дифференциальными уравнениями

При исследовании точности нестационарных систем методом 
статистической линеаризации основная трудность заключается 
п том, что математические ожидания и дисперсии входных сигналов 
нелинейных звеньев являются переменными, вследствие чего 
н статистические характеристики нелинейных звеньев ср0, к 0 и Аг, 
представляют собой функции времени. Как было отмечено в § 11.1, 
эту трудность в общем случае можпо преодолеть, примепив к ста
тистически линеаризованной системе метод канонических разло
жений. Однако это связано с большим объемом вычислений. В неко
торых случаях, когда поведение исследуемой нестационарной 
системы описывается системой дифференциальных уравнений не 
очень высокого порядка, целесообразно применить к статистически 
линеаризованной системе метод § 7.7 (1). Применение этого метода 
совместно с методом статистической линеаризации удобно тем, что 
лает математические ожидания, дисперсии и корреляционные 
моменты всех выходных переменных одновременно. Поэтому нали
чие в системе многих нелинейностей практически не очень сильно 
усложняет исследование. Кроме того, прн этом вычисление стати
стических характеристик нелинейных звеньев производится одно
временно с интегрированием уравнений для моментов, так же как 
" при применении метода канонических разложений.

Рассмотрим автоматическую систему, описываемую системой 
ооыкновенных нелинейпых дифференциальных уравнений первого 
порядка

У г =  ( г  =  1......... п), (11.3.1)
i=i

Г̂ 0 У г — белые шумы, а фг/ (t, У /) — любые заданные функции. 
Некоторые из этих функций могут быть, в частности, липейпыми, 
'• е. иметь вид аг/ (/) У ,. В соответствии с общим методом § 11.1 
производим статистическую линеаризацию всех нелинейных
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функций, входнщих в (11.3.1):

фг/ (/, У /)«<Гог;(Л  nil, a,) +  klri(t, т,, o,)Y\, (11.3.2)

гдо т ,  =  Л /[У /1 , а, =  V D  |У,|. Если некоторые нз функций 
(pri (t, Yi) являются нечетными, то для них вместо формулы
(11.3.2) можно написать

Y,)  да ко,, (/, mh o ,)m t +  k lri ( t , m,, о ,) У?. (11.3.3)
В дальнейшем будем опускать аргумент I в выражениях для коэф
фициентов статистической линеаризации, помня об их явной зави
симости от времепи.

Подставляя вмражеппс (11.3.2) в (11.3.1), получаем
П П

У г =  2  ffori ( т ь о , ) +  2  fclri(mi, о,)У® +  Уг ( г — 1, п). (11.3.4) 
. • 1=1 i=i

Для получепия уравпеннй для математических ожиданий заме
ним в уравнениях (11.3.4) все случайные функции их математи
ческими ожиданиями. Получим

П

mr =  2  <Fori(m,, a,) +  mVr (г =  1, . . n),  (11.3.5) 
i=i

где т„ =  М  [Уг1. В соответствии с общим замечанием в § 11.1 этуГ •
систему уравнений нельзя проинтегрировать, так как в нее входят, 
кроме неизвестных математических ожиданий ти . . ., тп, еще 
неизвестные средние квадратические отклонения aj, . . ., ст„. 
Поэтому к уравнениям (11.3.5) необходимо добавить уравнения, 
определяющие дисперсии и корреляционные моменты переменных. 
Для составления этих уравнений воспользуемся методом § 7.7. 
Тогда, принимая во внимание, что a v =  K B VV ( v  =  1, . . п), 
получим

П
2  \kui(mi, V 0ц) Qji +  kij, (mi, ]/ 0 /,)0fj] + G ij ( t )  (11.3.0) 

(i, / =  1, . . . ,  n).

Уравпепия (11.3.5) и (11.3.6) образуют замкнутую систему 
совместных уравнений, определяющую неизвестные функции вре
мени m v, 0 V(4 (v , р =  1, . . ., п). Эта система содержит п уравне
ний первого порядка (11.3.5) и п (п -f- 1)/2 уравнений первого 
порядка (11.3.6). Следовательно, порядок полной системы уравне
ний, подлежащей интегрированию, равен N  =  п -f- п (п 1)/2 =  
=  п (п -f- 3)/2. В таблице 11.3.1 показана зависимость порядка 
системы уравнений, определяющей моменты первого и второго 
порядков, от порядка исходной системы уравнений.
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п 1 2 3 4 5 в 7 8 9 10 11 12 13 14 15

N 2 5 9 14 20 27 35 44 54 65 77 90 104 119 135

Мы видим, что порядок системы уравнений, определяющей 
моменты выходных сигналов, быстро растет с увеличением порядка 
системы уравнепий, описывающей поведение исследуемой системы. 
Вследствие этого изложенный метод, так же как и метод § 7.7, 
можно практически применять только в случаях, когда поведение 
исследуемой системы описывается системой дифференциальных 
уравнений невысокого порядка.

Интересно отметить, что при применении более общего метода 
канонических разложений (см. конец § 11.1) порядок системы 
уравнений, определяющей момепты первого и второго порядков 
выходных сигналов, растет не так быстро с увеличением порядка п 
исходной системы уравнепий. Действительно, если ограничиться 
п канонических разложениях р первыми членами, то система 
уравнений, определяющих математические ожидания и коорди
натные функции всех переменных, будет иметь порядок (р - f  1) п. 
Таким образом, при применении метода канонических разложе
нии порядок системы уравнений, определяющей моменты первого 
н второго порядков выходных сигналов, растет линейно с увели
чением порядка исходной системы уравнений п, в то время как 
прн применении только что изложенного метода порядок системы 
уравнений для моментов растет как п*. Вследствие этого для систем, 
описываемых системами диффе
р е н ц и а л ь н ы х  уравнений высоко
го порядка, метод канонических 
разложений оказывается более 
выгодным, чем метод этого па
раграфа.

П р и м е р  11 .3.1 . Рассмотрим 
«истему, состоя щ ую  из последова
тельного соединения усилителя с пе
ременным коэффициентом усиления и 
интегратора, охваченного отрицательной обратной  свя зью , в цепь которой  
включено нелинейное звено с  релейной характеристикой . Из рис. 11.3.1 
следует, что поведение этой системы описы вается дифференциальным уравне
нием

У  =  — в (I) sgn У  +  а (О V. (11.3 .7

П усть V представляет собой  белый шум интенсивности С (<)• Т ак  как нели
нейность, входящ ая в уравнение (11 .3 .7 ), является нечетной, то  уравнения 
Для математического ож идания и случайной  составляю щ ей м ож но взять

^  Под ред. в. С. Пугачева
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в виде
ту —  — а (<) к0 (ту, Оу) ту +  а (<) т0, 

(|) fc, (my, а „) YO +  a (<) И .

(И .3.8) 

(Н .3.9>

Напишем дифференциальное уравнение для дисперсии. П олагая о (11 .3 .6 ) 
п =  1, б „  =  в (<) G ( ( ) ,  0,| = й „ и  имея в виду, что (т ,, а,) =  Ас, (та„, о„), 
получаем

b t = —2a(t)kl (my, oy)^ v+e2(nG (/). (11.3.10)

П одставляя в уравнения (11 .3 .8 ) и (11.3 .10) выражения к0 (ту , аи) и fc, (ту , оу 
для релейной характеристики нелинейного звена в случае ан п роксн м г- 
нелинейности по втор ом у сп особ у  (прилож ения 4 и 5, нелинейность 
получаем

_ , т
т

)

: — 2la(t)  Ф j  + а  (/) т в

D u *1аЩ . у г и
У2п

и
2L).

(11.3.11)

Э ту систем у уравнений следует интегрировать при начальных значениях 
и D u , равны х соответственно математическому ож иданию  и дисперсии сл у ч а й -! 
н ого начального значения вы ходного сигнала системы.

Если а («) =  а =  con st, белый ш ум V стационарен: G ( /)  =  G =  con st, 
и требуется  найти установивш иеся значения т b D v , t o b  уравнениях (11 .3 .11 )

• •

следует полож ить ти =  D y =  0:

2/Ф ( о и I
иl~ V D

1/2я
— аС. (11,3.12)

Эта система уравнений реш ается очень легко. Из п ервого уравнения опре-|  
деляется значение функции Ф  (ти1~УТГу ) =  m j 2 l .  Затем, пользуясь  таблицей 
функции (и) (прилож ение 6 ), мож но определить значение аргумента * =  | 
=  m j y D v , после чего дисперсия £»^находится  из втор ого уравнения (11 .3 .1 2 ): ]

_ я о ^  ,
v ----- w ~ e •

Н аконец, математическое ожидание ти находится по формуле

«!/=•* V//J!/ =  - f r  Т i - .

(11.3.13) ;

(11.3.14)

§ 11.4. Исследование точности автоматических систем 
методом статистических испытании

Изложенные способы исследования нелинейных систем, осно
ванные на линеаризации уравнений, оказываются неприменимыми 
к некоторым системам. Кроме того, применяя эти методы, мы не 
имеем возможности оценивать степень точности получаемых ре-



ультатов, оценивать, насколько найденные значения характери
стик  точности близки к их истинным значениям. Вследствие этого 
в о з н и к а е т  необходимость в непосредственном моделировании иссле
дуемых СИСтем и действия на них случайных возмущений. Это 
необходимо как для непосредственного исследования некоторых 
с л о ж н ы х  систем, к которым трудно применить изложенные в пре
дыдущих параграфах методы, так и для контрольных исследова
ний с целью оценить точность и надежность результатов, полу
чаемых с помощью этих методов.

Метод непосредственного моделирования систем под действием 
случайных возмущений обычно называется методом статисти
ческих испытаний *). Этот метод применяется как для непосред
ственного исследования различных систем, так и для исследования 
вероятностных моделей различных математических задач, напри
мер задач вычисления определенных интегралов, особенно много
кратных [91. При исследовании системы методом статистических 
испытаний ее работа моделируется в условиях, близких к реаль
ным. При этом на входы системы или ее модели подаются реализа
ции случайных возмущений. В качестве модели системы могут 
быть использованы ее дифференциальные уравнения, решаемые 
на математической машине. Точность работы системы определяется 
путем статистической обработки результатов испытаний.

Предположим, что на вход системы в каждом опыте подается 
реализация хг (/) случайной функции X  (t) и в результате с выхода 
снимается соответствующая реализация уг (/) случайной функции
Y  (t). Проделав п опытов, можно получить оценки m j (<) п Dy (/), 
математического ожидания ту (t) и дисперсии D y (<) выходной 
переменной системы Y  (<), пользуясь известными формулами 
математической статистики:

П П
< ( 0 = 4 - 2 yr(t), D u t ) ^ - ^ - 2 ы о - 'и г ю ] * -  (n .4 . i )

r= 1 r=l

Точность получаемых результатов можно оценивать средними 
квадратическими отклонениями оценок т*у (/) и Dy (/). Из теории 
вероятностей известно, что дисперсии оценок (11.4.1) определяют
ся формулами (см. 1531, § 111)

=  D[D*u( t ) ] = ^ ^ ~ .  (11.4.2)

( оответствепно средние квадратические отклонения оценок опре
деляются формулами
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*) Э тот метод называется такж е методом М онте-Карло.

30*



468 гл. 11. ИССЛЕДОВАНИЕ ТОЧНОСТИ НЕЛИ НЕЙ НЫ Х СИСТЕМ

В качестве характеристик точности оценок (11.4.1) можно принять 
их относительные средние квадратические отклонения:

о *ту
к ’ г а г / ; п Ь -  <«•«*>® *(0  У п  ’  D y ( t )

При необходимости оценить абсолютные средние квадратические 
отклонения оценок т*и (t) и D*t (t) следует заменить в формулах
(11.4.3) неизвестную величину D v (t) ее оценкой (<).

Для более полной оценки точности полученных результатов 
можно вычислить доверительные вероятности для заданных гра
ниц оценок m j (0  и D J (/), т. е. вероятности различных отклонений 
оцепок от соответствующих вероятностных характеристик. Имея 
в виду, что при достаточно большом числе опытов п законы рас
пределения оценок m j (/) и (<) близки к нормальному, на осно
вании известных формул теории вероятностей получаем (см. 1541, 
§ 2.5)

а, =  / * ( | (t) — ти (<) | <  е,) =  2Ф ,
1Пу

— Р  {\Dl(t)  — Du (t) J <  ег) =  2Ф ( ) .
d;

(11.4,5)

Здесь в) и е2 — отклонения оцепок т*и (/) и D* ( t) от истинпых 
значений, а ( и а 2 — соответствующие доверительные вероятности.

I Подставляя в (11.4.5) выражения (11.4.3) средних квадрати
ческих отклонений оценок, получим

“ • = 2 ф ( ^ 7 0 ^ “ ) '  =  < « - М )

Вводя относительные отклонения оценок

=  V2==7 W *  (11*4 -7)
получим окончательно

а, =  2Ф (v, К Я ), а 2 =  2Ф ( vt | / ^  ) . (11.4.8)

В таблицах 11.4.1 и 11.4.2 приведены зависимости требуемого 
числа испытаний п от заданных доверительных вероятностей а х 
и а 2 и относительных отклонений V( и v2.

Относительные отклонения v4 и v2 определяют точность полу
ченных результатов, а доверительные вероятности и а 2 — их 
надежность.

Из таблиц видно, что с ростом требований к точности и надеж
ности результатов необходимое число испытаний резко возрастает, j 
При этом повышение требований к надежности ведет к менее
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б ы ст р о м у  росту необходимого числа испытаний, чем повышение 
требований к точности. Поэтому метод статистических испытаний 
может быть практически использован только в тех случаях, когда 
требуется получить точность решения порядка 15 -г- 20% . И лишь 
к единичных случаях, когда требуется получить высокую точность, 
можно применять этот метод при очепь большом числе п.

ТАБЛИЦА 11.4.1
Требуем ое число испы таний дли определении 

м атем ати ческого ож идании

N .  vi 

“ 1
0.2 0.15 0,10 0,05 0,01

0,6 18 31 70 281 7 000

0,7 27 47 108 431 10800

0,8 41 73 164 651 16400

0,9 68 121 272 1090 27 200

ТАБЛИЦА 11.4.2
Т ребуем ое число испы таний для определении дисперсии

VI

• “ *

0,2 0,15 0,10 0,05 0,01

0,6 37 63 141 563 14 000

0.7 55 95 217 863 21600

0,8 83 147 239 1300 32800

0,9 137 243 545 2180 54 400

Следует отметить, что приведенные формулы и таблицы полу
чены без учета ошибок самой математической машины и, следова
тельно, справедливы только в том случае, когда ошибки машины 
малы по сравнению с искомыми ошибками системы. В случае,
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если ошибки машины соизмеримы с ошибками исследуемой систе
мы, для получения надежного результата требуется очень большое 
число испытаний и применение метода становится нецелесооб
разным.

Низкая точность результатов является первым недостатком 
метода статистических испытаний. Вторым его недостатком являет
ся необходимость генератора случайных функций, имеющих 
заданные вероятностные характеристики. Создание такого гене
ратора возможно далеко не для всех случайных функций. Практи
чески просто создать генератор стационарной случайной функции, 
спектральная плотность которой постоянна в некотором диапазоне 
частот, т. е. случайной функции, которую можно приближенно 
считать белым шумом. Тогда для формирования случайной функ
ции с заданной корреляционной функцией пеобходимо иметь 
устройство, преобразующее белый шум в требуемую случайную 
функцию,— формирующий фильтр. В § 7.6 мы видели, что для 
некоторых часто встречающихся случайных функций формирую
щие фильтры просты и могут быть легко реализованы. В более 
сложных случаях для формирования случайной функции с задан
ной корреляционной функцией можно использовать моделирующие 
устройства в соединении с генератором белого шума. Таким спосо
бом можно получить нестационарные случайные функции с разно
образными характеристиками. Для этого достаточно подать выра
батываемый генератором белый шум на вход модели, описываемой 
линейным дифференциальным уравнением с переменными коэффи
циентами. Еще большее многообразие случайных функций можно 
получить, если использовать модели, описываемые нелинейными 
дифференциальными уравнениями.

Для образования случайных функций в цифровых машинах 
необходимо генерировать последовательности случайных чисел. \ 
Преобразуя такую последовательность в машине по соответствую
щей программе, можно получить случайную последовательность 
с ' произвольно заданными вероятностными характеристиками. 
В некоторых задачах оказывается возможным пользоваться вместо 
случайных чисел последовательностями так называемых псевдо
случайных чисел (подробнее об этом см. 191).

Трудность формирования случайных функций в математических 
машинах и трудоемкость исследований ограничивают примени
мость метода статистических испытаний.
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$ 12.1. Основные задачи теории информации. Каналы связи

Рассматривая в § 1.1 общие задачи управления, мы видели, что 
для организации процесса управления необходима информация
о целях управления, о результатах управления и о всей обстанов- 

I ке, в которой происходит процесс управления. Эта информация 
передается от одного элемента системы управления к другому. 
Естественно, что вопросы, связанные с передачей информации,

' папрнмер вопросы объема передаваемой информации, скорости 
передачи информации, времени, необходимого для передачи задан
ного объема информации, имеют первостепенное значение для 
теории управления, особенно для сложных систем, предназначен
ных для управления большим количеством объектов и процессов.

Из теории вероятностей известно, что информация есть одна из 
форм проявления зависимости между разными явлениями. Образно 
выражаясь, можно сказать, что информация есть след, оставляемый 
одним явлением на другом. Благодаря этому следу можно по 
результатам наблюдения одного явления определить некоторые 
черты другого явления. Эти обстоятельства и лежат в основе всех 
устройств для передачи информации *). Используя различные 
физические явления, человек оставляет на них определенные следы 
в виде сигналов, несущих информацию. Наблюдая эти явления, 
Другие люди или автоматические устройства изучают содержащие
ся в данном явлении сигналы и таким образом выделяют пере
даваемую информацию.

Совокупность устройств, с помощью которых некоторое физи
ческое явление используется для передачи информации, назы- 
"'"'тся каналом связи (передачи информации) или, короче, просто 
каналом. Таким образом, общее понятие канала включает любые 
физические явления, которые могут быть носителями информации, 
^'Пример: ток, текущий по проводам, радиоволны, световые сигна- 

IJi звуковые сигналы и т. п.

«т  т ®сли явления независимы, то течение каж дого  из них не зависит 
Р\т°Г0’ гКак пРотекает д р угое  явление; одно из них не оставл яет следа па 
«пн *1 ЭТ0М с л >’чае ии одно из этих явлении не содерж ит никакой инфор- 

ч и о  другом . П оэтом у для передачи информации м ож но пользоваться  
о  зависимыми явлениями.
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Процесс передачи информации можно представить схемой, 
изображенной на рис. 12.1.1. Информация X  преобразуется в пере
датчике 1 в сигнал U, носителем которого является канал Я  
В результате в приемник 3 попадает сигнал V, из которого выде-j 
ляется информация Y.

Любое физическое явление, используемое для передачи инфор'| 
мации, всегда связано с бесчисленным множеством других явле-1 
ний. Это приводит к тому, что на закономерности :»тою  ни.-ичтяч 
всегда накладываются случайные факторы, которые искажают]

передаваемые сигналы и затруд-J

J U / и, г 3 У ,

Рис. 12.1.1.

няют их обнаружение п выделе-j 
ние на приемном конце. Поэтому 
информация Y, выделяемая в 
приемнике (рнс. 12.1.1), прак-1 
тически всегда несколько отли-| 
чается от передаваемой ииформа- ! 

ции X.  Задача проектирования систем передачи информации за-| 
ключается в том, чтобы сделать эти искажения по возмож
ности минимальными. Таким образом, никакой канал пе мо
жет передать информацию абсолютно точно, без искажений.! 
В любом канале к передаваемым сигналам примешиваются слу-J 
чайные помехи или, что одно и то же, шумы. Поэтому передачу! 
информации по различным каналам необходимо изучать с учетом^ 
помех. Принимая во внимание, что и само понятие информации 
является существенно вероятностным, нетрудпо прийти к заклю-! 
чению, что в основе того раздела общей теории управления, 
в котором изучаются вопросы передачи информации — теории 
информации,— лежат вероятностные методы.

Для передачи информации необходимо прежде всего преобра- ] 
зовать подлежащую передаче информацию в определенного вида j 
сигналы. На приемном конце эти сигналы надо обнаружить, 
отделить от шумов и выделить из них передаваемую информацию. 
Операция преобразования информации в сигналы называется 
кодированием. Обратная операция — преобразование передавае
мых сигналов в информацию — называется декодированием. Коди
рование и декодирование являются необходимыми элементами 1 
любого процесса передачи информации. Максимальная скорость 
передачи информации, т. е. максимальное количество информации, 
которое может быть передано по данному каналу в единицу вре- j  

мени, называется пропускной способностью капала.
Основными задачами теории информации являются кодирова

ние информации, изучение свойств сигналов, несущих' информа
цию, в частности определение количества содержащейся в них ! 
информации, расчет пропускной способности каналов, обнару
жение сигналов в шумах, отделение их от шумов и декодирование. 
На основании изучения перечисленных задач можно поставить
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общую задачу комплексного проектирования системы передачи 
информации, исходя из условия получения максимального эффек
та на приемном конце при данных условиях. Однако такая ком
плексная задача слишком сложна, и в настоящее время наука 
не располагает средствами для ее решения. Поэтому в современной 
теории информации стараются найти оптимальное решение пере
численных задач по отдельности.

13 этой главе мы изучим свойства сигналов, используемых для 
передачи информации, рассмотрим некоторые вопросы кодирова
ния, изучим основные свойства каналов связи и научимся рассчи
тывать их пропускную способность. Задачи обнаружения сигналов 
в шумах и наилучшего отделения их от шумов, которые будут изу
чены в последующих главах, возникают не только в теории инфор
мации, но и в других разделах теории автоматического управления, 
в частности в теории проектирования следящих систем и в теории 
самонастраивающихся и самоорганизующихся систем.

§ 12.2. Сигналы, используемые для передачи информации.
Измерение количества информации, содержащейся в сигналах

Во многих случаях информация передается при помощи языка 
как, например, в телеграфных передачах и телефонных разговорах. 
13 таких случаях любое сообщение представляет собой конечную 
последовательность знаков — букв и промежутков между словами. 
Для передачи информации в подобных случаях используются сиг
налы, представляющие собой конечные последовательности знаков, 
например точек, тире и промежутков прн применении азбуки Морзе 
в обычном телеграфе. Задача кодирования при этом заключается 
в установлении соответствия между передаваемыми знаками и бук
вами или словами передаваемого текста. Таким образом, одним 
нз типичных сигналов, содержащих информацию и используемых 
для передачи информации, являются дискретные последователь
ности конечного числа знаков. Так как разные сообщения коди
руются различными последовательностями знаков, то каждый знак 
последовательности следует рассматривать как случайную вели
чину, которая может принимать различные возможные значения. 
Следовательно, в общем случае последовательность знаков, несу
щую информацию, необходимо рассматривать как случайную 
последовательность. При этом каждое конкретное сообщение будет 
представлять собой реализацию этой случайной последователь
ности.

Общее количество информации, содержащейся в данной конечной 
последовательности знаков, равно энтропии этой последователь
ности, так как после того, как все знаки последовательности ста
новятся известными, в этой последовательности не остается ника
кой неопределенности (средняя условная энтропия системы конеч
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ного числа прерывных случайных величин относительно самой себя 
равна пулю) *). Таким образом, если последовательность содержит 
N  знаков, представляющих собой случайные величины X t, . . .
. . X N, то полное количество информации в данной последо
вательности знаков равно энтропии совокупности случайных вели
чин Х „  . . ., X N:

Н  [ X t...........Х л] =  -  М  [log2/  (X ,............. X * )] , (12.2.1)

где /  (xlt . . ., Ху) — совместная плотность вероятности слу
чайных величин X j, . . X  v. Количество информации, содержа
щееся в среднем в одном знаке, равно энтропии последователь
ности, приходящейся в среднем на один знак:

Я , =  - - ^ - М  4 0 8 2 /(X ,--------X * )]. (12.2.2)

Однако непосредственное вычисление количества информации 
по формулам (12.2.1) и (12.2.2) практически невозможно, так как 
число знаков в сообщении N  обычно очень велико. Поэтому при 
определении количества информации, содержащейся в данной 
последовательности знаков, обычно вычисляют среднюю услов
ную энтропию каждого знака, учитывая не полную зависимость 
между всеми знаками сообщения X t, . . ., X v, а лишь зависимость 
каждого знака X h от небольшого числа непосредственно предше
ствующих знаков X h.(, . . Х ЛМ. Эта зависимость определяется 
на основании изучения статистических свойств языка. Подобные 
исследования показывают, что для практических целей вполне 
достаточно учитывать зависимость каждого знака не больше чем 
от восьми непосредственно предшествующих.

На основании изложенного будем рассматривать последователь
ность знаков сигнала как стационарную цепь Маркова (см. [541, 
§ 4.8), у которой условный закон распределения каждой случай
ной величины Х к относительно всех предшествующих величии 
зависит только от значений I непосредственно предшествующих 
величин Х Й./, . . ., X ft-j. Пусть x lt . . ., х п — совокупность воз
можных значений каждой случайной величины Х Л (к = 1, . . ., N),  
Piv . . . .  1, — вероятность того, что Х Л _4, . . ., X k -i примут
значения х,^, . . ., соответственно, .........— условная
вероятность того, что величина Х к примет значение Xj при ус
ловии, что X h -j, . . ., X ft -i принимают значения Xit, . . ., х\{.
Тогда условная энтропия] случайной величины Х к относительно 
события X ft_! =  Xit, . . ., X ft.j — Х{1 определится формулой

*) О тносительно понятий энтропии, средней условной  энтропии и коли
чества информации см . [54 ], гл . 7.



(СМ. 1541, § 7.2) 

/ /  IА л | Xk-i =  xi\ 1 • • • I Xh-i =  ля;1 — <7»i, . . i[, j  1°8г Яи, ■ ■ j-

(12.2.3)

Для вычисления средней условной энтропии случайной величины 
Х к относительно величин X h. t, . . Х к следует умножить 
ныражение (12.2.3) на вероятность события • • •.
Х н - 1  — 11 просуммировать по всем значениям ilt . . i 
I? результате получим

/ / , = н Хк1....... 1 а ^(Хл] =
П

=  — , S  . Pi .........иян. ....... <,.i- (12.2.4)
fit • • • •

Эта формула и определяет количество информации, содержащееся 
в среднем в одном знаке последовательности *). Для сокращения 
записи мы будем обозначать совокупность индексов iit . . i t 
одной буквой i. Тогда формула (12.2.4) перепишется в виде

П
я , =  — >] Ptfijlogtqu. (12.2.5)

i. i= 1
Пользуясь этой формулой, необходимо помнить, что сумма в этой 
формуле в общем случае является I +  1-кратной.

Дискретные последовательности знаков, каждый из которых 
может принимать конечное число возможных значений, исполь
зуются в качестве сигналов, несущих информацию, в телеграфе 
и в математических машинах дискретного действия, в частности 
в цифровых машинах.
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*) П окаж ем, что в рассматриваемом случае среднее количество информа
ции, содерж ащ ееся  в одном знаке, можно считать равным H x h_ l, • • ■ .xk_ t [ j f  fc|. 
Для этого  воспользуемся известной формулой (см. [54], § 7.2)

"1 *1 ........Х *1= Я [Х 1] +  ЯЯ1[Хг| + .. .  +  ЯЯ|......... . „_,}[**]• (А)

Если условное распределение каждой случайной величины X * зависит 
только от  I непосредственно предш ествую щ их, то  каждый член суммы в (А ), 
кроме I первы х, равен И х  [Xftl и формулы (12 .2 .1 ) и (12 .2 .2 ) даю т

.V ^  N  к-1..........хк -1 1

°т сю д ,а видно, что если N  велико по сравнению  с  I, то м ож но принять

к-l....... *Л-1'
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Кроме дискретных последовательностей знаков, для передачи 
информации часто используются непрерывные функцни времени. 
Примерами таких непрерывных сообщений могут служить устная 
речь, представляющая собой звуковые колебания воздуха, музы
ка, непрерывные колебания электромагнитного поля, используе
мые для передачи звука по радио, непрерывные колебания электро-. 
магнитного поля, вызываемые разверткой изображения при теле-; 
визионных передачах, сигналы, передаваемые по линиям обратной 
связи в непрерывных автоматических системах управления, и т. д .i 
Так же как и дискретные последовательности знаков, непрерывные 
сигналы, несущие информацию, представляют собой случайные

функции времени, а каж
дое конкретное непрерыв
ное сообщение является» 
возможной реализацией 5 
случайной функции.

Непрерывные сигналы! 
всегда можно преобразо-; 
вать в дискретные после
довательности знаков. Это 
можно сделать различными! 
способами. Так, например, 
разложив случайную функ
цию, представляющую со-1 

бой несущий информацию сигнал, в какой-нибудь ряд, на
пример представив ее каноническим разложением, и ограничи
ваясь конечным отрезком ряда, можно вместо самого сигнала 
передать последовательность значений коэффициентов ряда.

Можно также аппроксимировать функцию ступенчатой функ
цией. Тогда достаточно будет передать последовательность ее зна
чений в дискретном ряде точек (рис. 12.2.1). Эта операция обычно 
называется квантованием сигнала по времени. Кроме того, практи
чески имеет смысл ограничиться дискретной шкалой передаваемых! 
значений функции, т. е. заменить значение функции при лю бом  
фиксированном значении времени, представляющее собой в общем 
случае непрерывную случайную величину, прерывной случайной 
величиной, имеющей конечное число возможных значений. Эту.| 
операцию обычно называют квантованием сигнала по уровню .

Для обеспечения возможности однозначной расшифровки при- 
нимаемых сигналов обычно стараются выбирать шаг между сосед* 
ними передаваемыми уровнями сигнала, т. е. «квант» изменения 
сигнала, так, чтобы он превышал уровень шума но меньшей мере 
в два раза. Так как уровень шумов обычно увеличивается, а сигнал 
ослабляется по мере увеличения дальности передачи информации» 
то для обеспечения надежной передачи информации на больш ие j 
расстояния обычно вводят в линии связи промежуточные усилите-
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|И) расположенные на таких расстояниях друг от друга, на кото
рых уровень шумов не превышает половины кванта сигнала. Эти 
устройства однозначно и без ошибки восстанавливают принятый 
сигнал, воспроизводят его в очищенном от шумов виде и передают 
дальше по линии связи. На этом принципе основано, в частности, 
устройство радиорелейной линии.

Так как обычно каналы связи имеют ограниченную полосу про
пускания, то для передачи информации практически целесообраз
но пользоваться сигналами с ограниченным спектром. Установим 
связь между диапазоном частот, содержащихся в спектре сигнала, 
и необходимой частотой передачи его значений. Для этого рассмот
рим любую функцию /  (*), представимую интегралом Фурье (см., 
например, 1501, ч. I, § 21)

ОО

/ ( * ) =  j  F ( v ) e ™ « d v ,  , (12.2.6)
— оо

где F (v) — изображение Фурье (спектр) функции /  (/):
оо

F (\) =  j f  (t) е~2яМdt. (12.2.7)
—  OO

Если функция /  (t) имеет ограниченный спектр, то F (v) отлична от 
нуля только в некоторых пределах | v | <  Q, и формула (12.2.6)
примет вид

Q
/ ( < ) =  ( F (y ) e ™ « d \  (12.2.8)

-О
Всякая функция, заданная на конечном интервале, может быть раз
ложена в ряд Фурье. Следовательно, функция F  (v), рассматри
ваемая как функция v в интервале —Q <  v <  Q, может быть 
разложена в  ряд Фурье с периодом по V , равным 2Q:

ОО <ПЯУ
F ( y ) =  %  апе а . (12.2.9)

Пзж-00
Коэффициенты этого ряда определяются известной формулой тео
рии рядов Фурье

Q )пяу
ап==~2£Г ( ^ ( v) e U ^v ’ (12.2.10)

-a
основании (12.2.8) эта формула может быть переписана в виде 

=  <n=“ 0 ’ ± 2 ’ •••>• (12.2.11)
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Так как суммирование по п в (12.2.9) производится по всем поло- I 
жительным и отрицательным значениям п, то индекс п можно з а м е ! 
нить на —п. Тогда, подставляя выражение (12.2.11) в ф орм уле
(12.2.9), получим

ОО <ПЯУ оо innv

f ( v ) -  2  "  = 4 г  2  /  ( ш )  (12-2-12)

Подставим теперь полученное выражение F (v) в формулу 
(1 2 .2 .8):

оо Q ijlV

/«)—ж 2 / (-аг)! (12.2.13)
-Q

Но
Q mv 

-О

а <2Ш-п)
“  dx

— JJ—  ( 2Q l - n )  l g

л< (2Q/ — п) -  U

-------------- О______  Гр1я(2Ш—п )__ c -in (2Q <-m i —  2 0  т s in n (2 Q <  — п)
n i(2 Q t-n ) 1 с я  2Qt — n " I

Подставляя это выражение в (12.2.13), получим окончательно

/  /л  _  V  /  /  п \ 81пл(20<  — п) 
/ I 1; -  Z j  1 \ 2Q ) n (2 Q t-n ) (12.2.14)

Эта формула показывает, что любая функция с ограниченным спек4 
тром ширины 2Q полностью определяется своими значениями в д и -1 
скретном ряде точек, отделенных одна от другой интервалом времещ 
ни 1/2Q. Это положение было впервые доказано В. А. Котельником 
вым в 1933 г. [32, 33] и поэтому называется в нашей литературе! 
теоремой Котельникова. В иностранной литературе это положение 
обычно называется теоремой отсчетов и связывается с именем осно
воположника теории информации американского ученого К. Шен- j 
нона *).

Формула (12.2.14) показывает, что если сигнал имеет спектр, | 
ограниченный полосой частот 2Q, то его значения необходимо пере-| 
давать через интервалы времени At =  1/2(2. Иными словами, необ-| 
ходимо передавать т =  MAt =  2й значений сигнала в секунду, 
т. е. передавать сигнал с частотой т. =  2Я.

*) М ногие частные вопросы , связанны е с  передачей информации п о  I 
каналам связи , в частности  статистическая природа информации, бы ли j 
ясны некоторы м учепым и до Ш еннона. О днако лиш ь Ш епнону в 1948 г. 1 
удалось отчетливо определить основны е понятия теории информации и ныве- j 
сти  основны е ее законы (75].
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После замены непрерывного сигнала дискретным количество 
информации, содержащееся в непрерывном сигнале, может быть 
„ычнслено так же, как и для дискретного сигнала.

П р и м е р  12 .2 .1 . Замкнутая система наведения сам онаводящ егося 
снаряда имеет п ол осу  пропускапия Q =  2 Гц. Для улучш ения пом ехозащ и
щенности системы реш ено применить дискретную  систем у намерения ош ибки 
пяведения, даю щ ую  ош ибку в восьмы х долях м аксимального значения 
ошибки (т. е. с  семнадцатью уровнями ош ибки ). С каким периодом повторе
ния Т, , долж на работать система измерения ош ибки наведения и какое коли
чество информации в секун ду она долж на передавать в блок  ф ормирования 
сигпала управления?

Спектр процесса изменения координат центра массы снаряда, а следо
вательно и процесса изменения ош ибки паведения, ограничен полосой  про
пускания замкнутой системы ваведепия 12. Следовательно, согл асно ф орму
ле (12 .2 .14), система долж на измерять ош ибку наведения снаряда с  периодом 
повторения Тв =  1/2Q =  1/4 с .  Считая значения ош ибки наведения, отде
ленные интервалом времени 1/4 с , практически независимыми и все семнад

цать значений ош ибки fcemax =  0 , ±  -g- , . . . ,  ± 1  j  равновероятными,

находим количество информации, к отор ое  долж но содерж аться  в каждом
импульсе: ,

17

t f i=  -  2  Pi >°S* Pt =  lo8 i17 *  4,09 .
1=1

Скорость передачи информации в блок  ф ормирования команд долж на бы ть
равна

Н х 4 ,0 9  QC би т »
W  =  1 6 , 3 6  “ • *

§ 12.3. Статистические свойства сигналов

Изучим подробнее статистические свойства сигналов, связан
ные с количеством информации, передаваемым но капалам связи. 
Предположим, что передаваемый сигнал является стационарной 
зргодической случайной последовательностью знаков, причем 
каждый зпак представляет собой случайную величину с возмож
ными значениями x t, . . ., хп. Кроме того, будем считать последо
вательность знаков сигпала цепью Маркова, в которой условный 
закон распределения каждого знака зависит только от значений 
I непосредственно предшествующих знаков. В этом случае коли
чество информации, приходящееся в среднем на один знак после
довательности, определяется формулой (12.2.5).

Оцепим вероятность типичной реализации сигнала, в которой 
первые I знаков принимают значения x /t, . . ., х j jt а переход от 
значений х<(, . . ., аг1; предшествующих знаков к значению xj 
"Роисходит M ,t......... j =  М и  раз (<„ . . ., i h j  =  1............ n).
Пользуясь обозначениями предыдущего параграфа, можем
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написать

Q—Pt ....... i t . 11 . ij.i Pi . U  (1—-3.1)
• 1, • • • « 1|» * *•

где p i =  .........li — вероятность того, что первые I знаков
примут значения х/ , . . Xj/t a ql} — вероятность перехода 
от значеиий Xijt . . Xj предшествующих знаков к значению х .̂ 
Так как заранее неизвестно, какие значения будут иметь знаки 
последовательности сигнала, то величины p It М ц ,  а следовательно 
и Q, являются случайными. Так как по предположению последо
вательность знаков является эргодической стационарной, то прн 
достаточно большом числе знаков последовательности N  частота 
перехода отх^, . . ., х^ к Ху будет как угодно близка к его вероят
ности, т. е. при любых в > 0 ,  б > 0  и ij, . . tj, /  =  1, . . п

| Р '? и | < е ) > 1 _ (12.3.2)

(12.3.3)

л). (12.3.4)

Полагая
M tJ =  N  (ptqtj Sij),

можем переписать формулу (12.3.2) в виде
Р (I &I] | <  е) > 1 — 6 (it, . . ., (|, /  =  1, •
Логарифмируя формулу (12.3.1) и принимая во внимание (12.3.3) 
можем написать

П
\og2Q =  log2 p i +  2  M tj log ,qi) =  

j=»l
n n

=  \oglPl +  N  2  PiQi)l°8tQu +  N  2  Si]log2q„. (12.3.5)
i »=i 1.7̂ 1

Отсюда на основании (12.2.5) получаем
П

~jf- l°g2 Q =  Pi — 2  (12.3.6)
<. i -  i

При достаточно большом N  последнее слагаемое в (12.3.6) на осно
вании (12.3.4) будет сколь угодно мало с вероятностью, сколь 
угодно близкой к единице *). Поэтому для любых > 0  и б > 0  
имеем

Я ( 14 " 1о̂  Т  “  Я ‘ |1<: 4 ) >  1 “  б- '02 .3 .7 )

•) Ни одно из чц  в (12.3.1) и (12.3.6) не может быть равно нулю, так 
как в этом случае Q =  0 и соответствующая реализация поеледовательн 
знаков пе может быть типичной.
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Цо из неравенства
4 -  log, - f - Я , < ч

следуют неравенства
2-W(Hi+n) < Q <  2-^(н.-ч) (12.3.8)

Таким образом, мы доказали, что из всех возможных реали
зации последовательности знаков с вероятностью, как угодно близ
кой к единице, появляется одна из реализаций, вероятности кото
рых заключены в пределах (12.3.8) при любом т} > 0 ,  если только 
последовательность достаточно длинна. Грубо говоря, можно ска
зать, что практически всегда появляется одна из возможных реа
л и з а ц и й  последовательности, имеющих вероятность, равную 
(> =  2~NHi. Число таких реализаций не может быть больше 2ЛН‘ . 
Л так как суммарная вероятность этих реализаций как угодно 
близка к единице, то можно считать, что число практически воз
можных реализаций равно 2w/l и вероятность каждой из них рав
на 2 -*»«.

П р и м е р  12.3.1. Сообщение передается двоичным кодом. Энтропия 
последовательности на одни знак равна 0,75 би-f. Найти общее число воз
можных реализаций и число практически возможных реализаций после
довательности, содержащей 100 знаков. В данном случае N  =  100, п =  2,
II1 =  0,75. Общее число возможных реализаций равно nN — 2100. Число 
практически возможных реализаций на основании изложенного равно 
2Л'Н| _  2 I00 о,"5 _  2~5. Отношение числа всех возможных реализаций 
к числу практически возможных равно

nN 21®0 
_ = _  =  22* =  10242, * > 3 0 .1 0 * .

Таким образом, в данном случае число практически возможных реализаций 
сигнала составляет меньше чем одну тридцатимиллнонпую долю числа всех 
возможных реализаций. Для более длинных последовательностей эта доля 
будет еще значительно меньше. Так, например, для N  =  1000 отношение 
числа всех возможных реализаций к числу практически возможиых реализа
ций Польше 107&.

П р и м е р  12.3.2. Передача сообщения ведется на русском языке 
буквами русского алфавита. Энтропия русской речи, приходящаяся в сред
нем на одну букву, приблизительно равна двум двоичным знакам. Определить 
число практически возможных сообщений, составленных из 100 букв, и срав
нить его с числом всех возможных последовательностей по 100 букв русского 
алфавита. Так как в русском алфавите 32 буквы, то п =  32, N =  100, И i =  2. 
Отсюда 2NHi =  2 100 2 =  2500 и

„ У  32Ю0 32ЮО—----- =  — ----- =  ---- ---- --- 32** =» 1024*0 >  Ю»о..,N111 22°о 32*о м  ^
Полученный результат имеет чрезвычайно большое значение 

Для практики, так как позволяет резко ограничить число практи
чески возможных реализаций передаваемых сигналов. А именно 
Доказанное предложение и рассмотренные примеры показывают, 
что из полного числа nN =  2 ^ |ов*" всех возможных реализаций

Иод ред. В. С. Пугачева
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сигнала практически возможно появление лишь 2w/l реализаций. 
При большом N  и Hi <  Н 1тях =  log2 п число 2w /‘ составляет 
лишь ничтожно малую долю числа nN. Таким образом, лишь 
ничтожно малая доля всех возможных реализаций оказывается 
практически возможной, а подавляющее число остальных реалде- 
заций имеет ничтожно малую суммарную вероятность появления.

Изложенное показывает, какую большую роль играет энтропия 
случайной последовательности для практики. Зная энтропию после-, 
довательности, можно определить число практически возможных! 
ее реализаций и учитывать в практических расчетах только зтд 
относительное небольшое число реализаций, а с подавляющим чиЯ 
лом остальных реализаций совершенно не считаться.

Второй из рассмотренных примеров показывает, что из всех воз
можных последовательностей, составленных из 100 русских букв» 
лишь ничтожно малая доля представляет собой имеющие смысл 
последовательности русских букв, а остальные являются случай
ными наборами букв. Это говорит о том, что язык обл.адает болы- 
шой избыточностью. Действительно, так как

N Hi
2NI{% =  п1ов»n ,

то каждой имеющей смысл последовательности нз N  букв можно 
поставить в соответствие другую последовательность, составлен-, 
ную из s =  N H t/ log2n букв. Иными словами, все имеющие смысл 
сообщения, составленные из N  букв, можно закодировать после!] 
довательностямн, составленными из s букв каждая. При этом все 
возможпые последовательности из s букв будут иметь смысл 
Так как для любого европейского языка величина / / t log2 п не пре
вышает 0,5, то все имеющие смысл сообщения можно закодировать 
приблизительно вдвое более короткими последовательностями' 
букв. Это и доказывает, что лишь около 50% букв в нашей речи 
независимы, а остальные практически полностью определяются 
законами грамматики. Иными словами, наш язык обладает боль-j 
шой избыточностью, и лишь приблизительно 50% букв в нем несу* 
информацию.

Избыточность языка позволяет практически достоверно pa&i 
шнфрОвывать сообщения с ошибками, заменяя ошибочные буквьв 
правильными. Именно поэтому мы легко обнаруживаем опечатки 
в тексте и исправляем их. Если бы язык не обладал избыточностью, 
то кажадя ошибочная буква меняла бы смысл написанного н опе
чатки было бы невозможно обнаруживать и исправлять.

Применим изложенные соображения к задаче кодирования сооб-я 
щений. Для того чтобы закодировать сообщение, необходимо после
довательности его знаков поставить в соответствие другую последо-j 
вательность знаков. Простейшим примером кодирования может 
служить замена последовательности букв алфавита последователь-
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I,остями точек и тире азбуки Морзе. Другим примером кодирования 
может служить сопоставление звукам устной речи последователь
ностей букв. Кодированием является также сопоставление опре
деленных групп импульсов различным командам, передаваемым 
по л и н и и  телеуправления.

Из теории вероятностей известно, что прн любом преобразова
нии случайных величин содержащееся в них количество информа
ции о некоторых других случайпых величинах не может увеличить
ся, а может только уменьшиться. И только в случае обратимого 
функционального преобразования количество информации остает
ся неизменным. Отсюда следует, что кодирование может сопровож
даться потерей информации и только в случае обратимого кода, 
т. е. кода, допускающего однозначную расшифровку (декодиро
вание), количество информации остается неизменным. Поэтому 
необходимо всегда стремиться применять обратимые коды.

Очевидно, что при кодировании надо стараться по возможности 
сокращать текст, так как прн этом сокращается время передачи 
сообщений и увеличивается скорость передачи информации. Выше 
мы видели, что вследствие избыточности речи можно при кодиро
вании сжать текст в log2« / / / i  раз. При этом обеспечивается взаимно 
однозначное соотвелттвие между имеющими смысл последователь
ностями, содержащими по N  букв, и всеми возможными последо
вательностями по s =  N H t/\ogzn букв, т. е. обеспечивается обра
тимость кода и возможность его однозначной расшифровки. Легко 
понять, что прн сжатии текста больше чем в log2n /i /( раз код станет 
необратимым, так как число возможных^последовательностей букв 
будет меньше числа практически возможных сообщений.

Однако практическое осуществление кодирования с максималь
ным сжатием текста очень затруднительно вследствие практиче
ской невозможности перебрать все возможные варианты сообще
ний различной длительности. Поэтому практически осуществляет
ся кодирование по целых сообщений, а отдельных групп знаков. 
Нрн этом, очевидно, чем чаще встречается данная группа знаков» 
тем более короткой последовательностью знаков ее следует кодн- 
ровать. Иными словами, при кодировании следует стремиться 
к тому, чтобы кодировать более короткими последовательностями 
знаков те группы знаков, которые имеют большую вероятность 
появления.

§ 12.4. Передача информации по каналу с шумами.
Пропускная способность канала

Вследствие искажения передаваемых сигналов шумами, неиз
бежно действующими в канале, каждому принятому сигналу У, 
вообще говоря, не будет соответствовать один возможный передан
ный сигнал X.  Иными словами, послеприема сигнала У переданный

31 *
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сигнал X но будет полностью определен, а остается случайным. 
Неопределенность переданного сигнала X  будет характеризовать
ся средней условной энтропией X  относительно У. Поэтому коли
чество информации о переданном сигнале X,  содержащееся в при
нятом сигнале У, определяется формулой (154), § 7.4)

1У [XI =  Я  1X1 — H v 1X1. (12.4.1)
Количество информации в каждом знаке передаваемого сигнала 

в зависимости от способа кодирования будет различным. Поэтому 
количество информации, передаваемое по каналу в единицу вре
мени, будет зависеть от способа кодирования и от числа передавае
мых в единицу времени знаков сигнала. Максимальное количество 
информации, которое может быть передано по данному каналу 
в единицу времени, называется пропускной способностью этого 
канала. Считая, что через Н  [XI и Н и [XI в (12.4.1) обозначены 
соответственно энтропия и средняя условная энтропия сигнала, 
приходящиеся на единицу времени, и обозначая пропускную спо
собность канала через С, можем записать сформулированное опре
деление пропускной способности канала в виде

С =  шах { / „  1X1} =  max {Н  [XI -  Н у 1X1}. (12.4.2)
Предположим, что информация передается по каналу со ско

ростью Я, меньшей пропускной способности канала С, и оценим 
вероятность ошибки при расшифровке принятого сигнала. Для 
этого обозначим через Я<т> и Я|,т) соответственно значения 
Я  [XI и Н„  1X1, при которых достигается максимум в (12.4.2). 
Тогда (12.4.2) даст

С  =  Я (т ) - Я < /т ) . (12.4.3)
Па основании доказанного в предыдущем параграфе максимальное 
число практически возможных реализаций переданного сигнала 
данной длительности Т при том способе кодирования, прн котором 
Я  [XI достигает максимального значения Я ‘т>, равно 2Т,,Ш\ 
а число практически возможных реализаций сигнала X, соответ-j 
ствующих одной реализации принятого сигнала У, нри этом равно 
2 ТИи " .  И н ы м и  словами, максимальное число практически возмож- 
ньус различных последователь ностей знаков, каждая из которых 
может быть передана в течение времени Т по данному каналу, рав
но 2Т,,Ш). При этом каждой принятой последовательности знаков 
соответствует 2тни "  практически возможных переданных последо
вательностей. Это положение схематически изображено на 
рнс. 12.4.1.

Если информация, содержащаяся в сигнале X , передается со 
скоростью Я  бит/с, то число практически возможных реализаций 
этого сигнала длительности Т равно 2ТИ < .  2т,,т>. Рассмотрим такой
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с п о с о б  кодирования, при котором каждой из практически возмож
ных реализаций переданного сигнала сопоставляется одна из 2т1,(т} 
последовательностей знаков, т. е. из общего числа 2т" <т> точек 
„а рис. 12.4.1 выбирается 2ТИ точек. При этом вероятность того, 
что данная точка будет занята одной из возможных реализаций 
передаваемого сигнала, равна 27'///2т,/<т> =
__ 2-г (« <т,-Н). Цз теории вероятностей нзвест- : , :

Прн Я  <  С это выражение стремится к нулю прн Т-*-оо.  Таким 
образом, мы доказали, что при передаче информации по каналу 
с пропускной способностью С со скоростью Н < .  С можно закоди
ровать передаваемый сигнал так, что вероятность ошибки будет 
как угодно мала при достаточно большой длительности переда
ваемого сигнала Т. Это предложение представляет собой основную 
теорему Шеннона [75). Более тонкие математические методы дают 
возможность доказать, что эта теорема верна и нрн Я  =  С [G9J.

Очевидно, однако, что возможность передачи информации 
по каналу с шумами с как угодно малой вероятностью ошибки 
может быть достигнута лишь ценой запаздывания, необходимого 
Д1я расшифровки принятого сигнала, так как декодирование мож
но осуществить лишь после того, как будет передана вся последо
вательность знаков сигнала.

1’ ассмотрим теперь случай передачи информации по каналу, 
имеющему пропускную способность С, со скоростью Я > С .  Из
(12.4.2) следует, что при любом кодировании

суммы вероятностей этих событий. Поэтому 
вероятность того, что при кодировании будет 
занята хотя бы одна нз 2TH'v" точек, соответству
ющих данной реализации принятого сигнала У, 
кроме той, которая соответствует действительно 
переданной реализации сигнала X,  будет меньше

. • ж л * W  1/1Л1Я U V  A A i v v a  V I I  JIU U V  V  1 • •— ф Yij 1 Г7Т' фно, что вероятность появления хотя бы одного • 2  у
из нескольких событий не может быть больше

____  ____-ч п ________

Рис. 12.4.1.

чем 2Ttlum' .2~т̂н<т)- и), т. е/для вероятности ошибки р„ш ПР» пере
даче сигнала X  имеем неравенство

или, принимая во внимание (12.4.3),
Рот <  2-Т(с-Ю. (12.4.4)

Я  - (12.4.5)
откуда

С. (12.4.6)

Таким образом, при передаче информации по каналу снроиускной
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способностью С со скоростью Н С неопределенность в приня
том сигнале не может быть меньше чем Я  — С бит/с. В этом состоит 
вторая основная теорема Шеннона.

Число практически возможных реализаций переданного сигна
ла при данном принятом сигнале в этом случае на основании 
результатов предыдущего параграфа равно 2ТН«, причем все эти 
реализации практически одинаково вероятны п вероятность каж
дой из них равна 2-г я м. Следовательно, вероятность выбора дей
ствительно переданной реализации из 2ТН« практически возмож
ных при данном принятом сигнале равна 2~ тнч, а вероятность 
ошибки равна 1—2~тн,к Отсюда, принимая во внимание (12.4.6), 
получаем для вероятности ошибки неравенство

р0Ш =  1 _ 2 " ТЯ|' > 1 - 2  Г(Н с>. (12.4.7)
Из этого неравенства следует, что вероятность ошибки стремится 
к единице при Т - у  оо, если Я  >  С. Этот результат показывает, 
что передача информации со скоростью, превышающей пропускную 
способность канала, практически невозможна.

Перейдем к выводу формулы для расчета пропускной способ
ности канала. Предположим, что канал имеет полосу пропуска
ния Я, т. е. что он передает только гармонические колебания всех 
частот от 0 до Я Гц. Обозначим через Р  среднюю мощность сигнала, 
несущего информацию, а через N  — среднюю мощность шумов 
в канале. Несущий информацию сигнал X  (I) и шум V (t) будем 
считать независимыми эргодическими стационарными случайными 
функциями времени с тождественно равными нулю математически
ми ожиданиями п дисперсиями D х u D B соответственно. Величины 
D x и D B вследствие эргодичности сигнала и шума пропорциональ
ны их средним мощностям Р и N.

Из теории вероятностей известно, что количество информации
о случайной величине X ,  содержащееся в случайной величине У, 
равно количеству информации о величине Y,  содержащемуся в ве
личине X:

/ „  \Х] =  1Х [У) =  Н \Y\ — Н х 1У]. (12.4.8)
Если шум V суммируется в канале с сигналом X , то

У (/) =  X  (t) +  V (/) (12.4.9)

Я . 1 У 1 - Я 1 П  (12.4.10)
Таким образом, средняя условная энтропия принимаемого сигнала
У равна энтропии шума и, следовательно, не зависит от способа 
кодирования информации.

Ка основании (12.4.8), (12.4.9) и (12.4.10) формулу (12.4.2) для 
пропускной способности канала можно переписать в виде

С — шах (Я  [X -J- F ]} — Я  [Г]. (12.4.11)
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Так как шум обычно можно.считать нормально распределенной 
у  чайной функцией времени, то энтропию его значения прн дан

ном значении t можно вычислить по формуле (см. [54], § 7.3)
Я , [V] =  \og2V 2 НЗГГ. (12.4.12)

При этом значения шума, разделенные промежутком времени меж- 
(у двумя последовательно передаваемыми значениями сигнала, 
можно считать независимыми. Тогда, если в секунду по каналу 
передается s значений сигнала, то энтропия шума в единицу вре
мени будет равна

Я  IF] =  s log2/ 2 neDv. (12.4.13)
Для вычисления шах { Я  IX +  V]} вспомним, что из всех слу

чайных величин, имеющих одну и ту же дисперсию D x +  Z)„, 
максимальной энтроппей обладают нормально распределенные 
c l  у чайные величины. Поэтому наибольшее количество информации 
и каждом значении сигнала можпо получить, если пользоваться 
для передачи информации нормально распределенным случайным 
сигналом. В этом сигнале наибольшая возможная энтропия на 
один знак сигнала равна

max {Я , IX +  Н }  =  log2 / 2лг (Dx +  D c). (12.4.14)
А так как совместная энтропия нескольких случайных величин 
не может быть больше суммы их энтропий и равна сумме их энтро
пий только когда они независимы, то для получения максималь
ной энтропии сигнала X  +  V на единицу времени необходимо 
пользоваться сигналом X с независимыми значениями. В этом 
случае при передаче в единицу времени s значений сигнала будем 
иметь

шах {Я  IX +  V\) =  s log2 ] / 2лв (Dx +  D e). (12.4.15)
Из (12.4.11), (12.4.13) н (12.4.15), следует, что при передаче s зна
чений сигнала в единицу времени максимальное количество инфор
мации, которое может быть передано в единицу времени по каналу,
равно

С. =  та х {Я 1 Х  +  У 1 } - Я 1 П = | 1 о 8 , ( 1 + ^ ) .  (12.4.16)

Остается теперь определить наибольшее возможное число зна
чений сигнала s, которое может быть передано по каналу в единицу 
времени. Так как канал имеет полосу пропускания Я, то по нему 
может передаваться только сигнал, имеющий спектр, ограничен
ный полосой частот Q. На основании теоремы Котельникова такой 
сигнал полностью определяется своими значениями, отделенными 
промежутком времени Т„ =  1/2Я. Поэтому максимальное число 
значений сигнала, которое может быть передано в единицу време
ни, равно s =  1/Гп =  2Я. Следовательно, пропускная способность



488 ГЛ. 12. П ЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ ПО КАНАЛАМ  СВЯЗИ

канала, представляющая собой максимальное значение выражения
(12.4.16), равна

C =  Qlog2 ( l + g i ) .  (12.4.17)
Заменяя здесь отношение дисперсии сигнала и шума отношением 
их средних мощностей, получим окончательно следующую форму
лу для пропускной способности канала:

С =  Й log2( l +  -£ - ) .  (12.4.18)
Формула (12.4.18) показывает, что пропускная способность 

канала определяется его полосой пропускания Q и отношением 
сигнала к шуму в канале у  =  V PIN. Зная эти параметры, можно 
определить пропускную способность, и, наоборот, задаваясь про
пускной способностью С и одним из параметров Q, у, можно 
определить значение другого параметра, при котором обеспечи
вается заданная пропускная способность канала.

П р о м е р  12.4.1. Определить необходимую пропускную способность 
канала телеуправления, если рассеивание телеуправляемых снарядов можно 
считать круговым со средним квадратическим отклонением а , рассеивание 
неуправляемых снарядов того же типа является круговым со  средним квадра
тическим отклонением o lt а время полета снаряда до цели равно t. Опре
делить необходимую полосу пропускания капала при отношении сигнала 
к шуму в канале у.

Считая закон рассеивания снарядов нормальным, находим энтропию 
рассеивания снарядов в случае телеуправления и в случае отсутствия управ
ления: ____  ____

Я ту =  2 log2 а У 2 л е , Н „у =  2 log» а, 1/2 л г .
Следовательно, количество информации, которое канал передачи команд 
телеуправления должен передавать на снаряд за время его полета, равно

/ = 2 1 о 8 г ^ - .

Необходимая пропускная способность канала равна
г, I 2 , о,— —7~ — Т* log, «t • t О

Сравнивая это выражение с (12.4.18), находим 

у  b g 2 =  П log2 (1 +  у2),
«

откуда
2 log2Qi — lo g ;q  2 lg Qi — lg a 
t log2 ( l + Y 2) t l g ( l + Y 2)

П р и м е р  12.4.2. В условиях примера 12.2.1 найти необходимое отно
шение сигнала к шуму в капале. Необходимая полоса пропускания канала, 
как было показано в примере 12.2.1, равна Я =  2 Гц, а необходимая скорость 
передачи информации С =  16,36 бит/с. Следовательно, пользуясь форму
лой (12.4.18), находим

С_

72 =  _^. =  2 0  — 1 =  28*18 — 1 =  289, y =  17.iV



ЗАДАЧИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Г л а в а  13

§ 13.1. Постановка задач теории оптимальных систем

В главах 7 и 11 были изложены методы исследования точности 
автоматических систем, имеющих заданные характеристики. Одна
к о  на практике часто возникает другая задача: спроектировать 
систему, т. е. определить ее характеристики, таким образом, чтобы 
она обладала наибольшей возможной точностью прн данных усло- 
виях. Систему, обладающую наибольшей возможной точностью 
с какой-нибудь определенной точки зрения среди всех систем дан
н ого  класса, обычно называют оптимальной. Раздел теории авто
матического управления, развивающий методы непосредственного 
определения оптимальных систем, называется теорией оптималь
ных систем. Величина, характеризующая качество системы, мак
симальное или минимальное значение которой достигается для 
оптимальной системы, называется критерием оптимальности.

Оптимальную систему можно найти подбором с помощью мето
дов , изложенных в главах 7 и 11. Для этого надо рассчитать раз
личные варианты системы одним из изложенных в главах 7 и 11 
методов, сравнить их и выбрать вариант, для которого принятый 
критерий имеет наименьшее или наибольшее, в зависимости от ха
рактера задачи, значение. Однако этот путь сложен и требует боль
ш ого  количества вычислений, которые часто бывают очень трудо
емкими.

Задачу непосредственного определения оптимальной системы 
можно ставить двумя способами. В первой постановке задается 
структура системы и требуется найти оптимальные значения ее 
числовых параметров, при которых ее точность будет наилучшей 
с точки зрения выбранного критерия. В такой постановке задача 
определения оптимальной системы сводится к обычной задаче оты
скания экстремума функции одной или нескольких переменных, 
выразив с помощью методов главы 7 или главы 11 принятый кри
терии качества системы через ее неизвестные параметры, мы мо
жем найти такие значения этих параметров, при которых критерий 
качества имеет наибольшее или наименьшее значение в зависимо
сти от его с.мысла. При этом в зависимости от того, как выражается 
критерий качества через параметры системы, можно применить 
Для нахождения экстремума известные аналитические или числен-



490 ГЛ. 13. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ

ныв методы. В § 13.3 будут даны примеры нахождения оптималь
ных значении параметров системы, имеющей заданную структуру.

Во второй постановке задачи система считается полностью неиз
вестной н требуется определить ее характеристики (в общем слу
чае — оператор) так, чтобы она была оптимальной с точки зрения 
принятого критерия качества. Идеальным решением задачи в такой 
постановке, на первый взгляд, является определение структуры 
оптимальной системы и всех ее параметров. Однако пока еще не су
ществует теории, способной дать решение в такой форме. Да и вряд 
ли такое решение удовлетворило бы конструкторов. При проекти
ровании системы необходимо учитывать не только точность, но 
и многие другие факторы. Проектируемая система должна удов
летворять многим, подчас противоречивым требованиям. Требова
ние близости к оптимуму по точности является, конечно, одним 
нз важнейших, но далеко не единственным. Не менее важными 
являются требования надежности и простоты обслуживания систг- 
мы. Поэтому проектирование любой системы обычно представляет 
собой ряд компромиссных решений с целью наилучшнм образом 
удовлетворить всем предъявляемым к системе требованиям. Поэто
му определение структуры и параметров системы, оптимальных 
сточки зрения какого-нибудь одпого критерия, например критерия 
точности, обычно не дает существенной помощи конструктору. 
Гораздо важнее дать конструктору метод, с помощью которого он 
может, оставаясь в пределах достаточной близости к оптимальному 
решению с точки зрения точности, иметь достаточно свободы для 
того, чтобы разумным образом удовлетворить и всем остальным 
требованиям. Теория оптимальных систем дает методы определения 
операторов оптимальных систем и соответствующих экстремаль
ных значений принятого критерия качества. Иными словами, она 
позволяет находить предельные потенциальные качества систем 
данного назначения для данных условий работы. Сравнивая рас
сматриваемые при проектировании варианты системы с теорети
ческой оптимальной системой, конструктор может судить о том, 
насколько эти варианты близки к оптимуму с точки зрения точ
ности.

В большинстве практических задач возможны значительные 
отступления от оптимальных характеристик без существенного 
ухудшения системы с точки зрения принятого критерия качества 
(точности). Это характерное свойство задач теории оптимальных 
систем является весьма положительным фактором, так как позво
ляет конструктору после определения предельной, потенциальной 
точности проектируемой системы в широких пределах варьировать 
ее структуру и параметры без существенного отклонения от опти
мальной точности и тем самым удовлетворять многим другим тре
бованиям, предъявляемым к проектируемой системе, в частности 
требованиям простоты и надежности.
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Для уяснения характера задач теории оптимальных систем рас
смотрим в качестве примера задачу проектирования оптимальной 
ц.дящей системы, предназначенной для воспроизведения некото

р о й  переменной величины. Всякая следящая система предназна
чена для работы в различных условиях, для воспроизведения раз
личных по характеру сигналов. Так, например, следящая система 
радиолокатора, предназначенная для измерения координат летя
щих самолетов, должна следить за самолетами, летящими с раз- 
шчнымн скоростями, различными курсами, на разных высотах. 

•)т,1 следящая система должна вос-
производить все возможные раз- S(t) +N(t)
Iичные законы изменения вход

ной переменной. Вследствие этого 
естественно рассматривать полез- 1’ис. 13.1.1.
нмй сигнал, который должна вос-
приизводить следящая система, как случайную функцию времени, 
а различные конкретные виды этого сигнала — как возможные 
реализации этой случайной функции. Кроме полезного сигнала, 
на входе следящей системы всегда действует помеха. И даже при 
отсутствии внешней помехи в аппаратуре следящей системы 
возникают внутренние шумы, которые являются случайными функ
циями времени. Таким образом, следящая система, которую необ
ходимо спроектировать, получает на входе сумму полезного сиг
пала S (t) и помехи или шума N  (t) (рис. 13.1.1). На выходе следя
щая система должна с максимальной точностью воспроизвести 
сигнал S (t) Решить эту задачу абсолютно точно принципиально 
невозможно. Объясняется это тем, что действующие на входе сис- 
1ч мы шумы и помехи, накладывающиеся на полезный сигнал, прн 
нобой конструкции системы вызывают непрерывные случайные 
колебания — флуктуации — выходного сигнала. Вследствие этого 
выходной сигнал системы ни при каких условиях нельзя сделать 
точно равным требуемому сигналу. Действительный выходной 
сигнал системы будет некоторой случайной функцией (<), 
не совпадающей с подлежащим воспроизведению полезным сигна
лом S (/). Разность

Е (/) =  W*  (0 — S (<) (13.1.1)
представляет собой ошибку следящей системы. При проектирова
нии следящей системы возникает задача обеспечения в известном 
смысле минимальной ошибки при всех возможных условиях рабо
ты системы.

Задача нахождения оптимальной следящей системы является 
Далеко не единственной задачей такого рода. Так, например, часто 
требуется спроектировать экстраполирующую систему, у которой 
т1*ебуемым значением выходной переменной в каждый данный 
Момент времени t является зпаченне полезного сигнала S (t -f- Л)
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в некоторый будущий момент времени t -f- А (А >  0). Для такой 
системы ошибка выражается формулой

Е (0 =  W *  (0 -  S (t +  А). (13.1.2)
В общей теории линейных систем (глава 2) мы видели, что идеаль
ный экстраполятор построить принципиально невозможно, даже 
в условиях полного отсутствия шумов и помех, так как он является 
физически невозможной системой. Поэтому возникает задача 
нахождения такой системы, для которой ошибка экстраполяци 
имеет минимальное значение.

В качестве третьего примера рассмотрим задачу проектиро-i 
вания дифференцирующего устройства, представляющего собой 
систему, требуемым выходным сигналом которой в каждый дан
ный момент t является значение производной S'(t)  полезного сиг
нала. Ошибка дифференциатора определяется формулой

Е(0 =  W *  (0  — S'(t).  (13.1.3)
Как и в предыдущих рассмотренных примерах, построить идеаль
ную систему оказывается невозможным, и возникает задача нахож-: 
денпя такой системы, для которой ошибка имеет минимальное воз
можное значение.

Все рассмотренные задачи являются частными случаями задачи 
проектирования системы, предназначенной для выполнения какой- 
то заданной операции L над полезным сигналом S (<), содержащим
ся во входном сигнале системы. Во втором из рассмотренных 
примеров эта операция представляет собой сдвиг во времени (т. е. 
экстраполяцию) на величину Д. В третьем примере операция L пред
ставляет собой дифференцирование. Таким образом, в общем слу
чае требуемым выходным сигналом проектируемой системы явля
ется результат выполнения некоторой операции L над полезным 
сигналом: '

. W (<) =  £ £  (<). (13.1.4)
Ошибка системы при этом будет равна

Е (*) =  W *  (0  — W  (/). (13.1.5)
Оптимальной системой, предназначенной для выполнения опера
ции L  над входным сигналом, будет такая система, ошибка кото-, 
рой имеет минимальное (в известном смысле) значение. Я

Перейдем теперь к общей постановке основной задачи теории 
оптимальных систем. Обозначим через Z (/) входную функцию 
системы. В общем случае безразлично, каким образом она состав
лена из полезного сигнала и помехи. Обычно входная функция 
представляет собой сумму полезного сигнала S (t) и помехи N  (<)ч

Z (t) =  S (!) +  N  (f). (13.1.6)



§ 13.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ 493

Требуемый выходной сигнал системы обозначим через W  (t). 
ц общем случае безразлично, как он связан с полезным сигналом. 
Обычно он представляет собой результат заданного преобразова
ния полезного сигнала и выражается формулой (13.1.4), где L — 
п чайный оператор. Действительным выходным сигналом системы 
является некоторая случайная функция W *  (I), которая представ
ляет собой результат преобразования данной системой входной 
функции Z (<):

W * ( t )  =  AZ(t) ,  (13.1.7)
где А — оператор системы.

Принципиальное отличие действительного выходного сигнала 
системы W*  (0 от требуемого W  (t) состоит в том, что действитель
ный выходной сигнал W* (t) всегда представляет собой результат 
преобразования полной входной функции Z (/), состоящей нз по
лезного сигнала и помехи, в то время как требуемый выходной 
сигнал W  (<) является результатом преобразования одного полез
ного сигнала. Иными словами, в отличие от требуемой выходной 
переменной системы, действительная выходная переменная всегда 
содержит помеху, от которой принципиально невозможно полно
стью избавиться.

Па основании изложенного основная задача теории оптималь
ных систем заключается в нахождении такой системы, которая, 
получая на входе случайную функцию Z (t), воспроизводит на вы
ходе с максимальной возможной точностью другую случайную 
функцию W  (<). Математически эта задача сводится к нахождению 
оптимального оператора системы А,  обеспечивающего наилучшую 
точность системы, т. е. наилучшее воспроизведение требуемого 
выходного сигнала ‘ IV (().

Сформулированная основная задача теории оптимальных сис
тем относится к классу задач, рассматриваемых в математической 
статистике. Вследствие этого вполне естественной тенденцией 
является максимальное использование достижений современной 
математической статистики для решения задач теории оптималь
ных систем.

Действительный выходной сигнал системы W * (t) в соответ
ствии с принятой в статистике терминологией представляет собой 
оценку требуемого выходного сигнала W  (t). Задачей оптимальной 
системы является автоматическая выработка оптимальной оценки 
требуемого выходного сигнала по данной входной функции. Основ
ная задача теории оптимальных систем, поставленная выше, может 
Рассматриваться как задача нахождения оптимального преобра
зования входной функции, дающего в результате оптимальную 
оценку требуемого выходного сигнала. Таким образом, по самому 
своему существу теория оптимальных систем не дает возможности 
" ‘•ходить оптимальные системы в том смысле, в каком это ннтере- 
*>ет конструктора, т. е. находить структуру и параметры оптималь-
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ных систем, а определяет лишь математические операции, которые 
должна производить оптимальная система над входной функцией. 
Вследствие этого теория оптимальных систем по существу не явля
ется теорией статистического синтеза автоматических систем, хотя 
ее часто и называют так.

Поставленная основная задача теории оптимальных систем 
остается неопределенной до тех пор, пока не будет установлено, 
что значит требование минимальности ошибки системы, т. е. пока 
не будет выбран критерий качества, экстремальное значение котс| 
рого должно достигаться для оптимальной системы. Вопрос это* 
не может быть решен в рамках самой теории оптимальных систем. 
При решении его нужно руководствоваться прежде всего харак
тером задач, которые должна решать искомая оптимальная систе
ма, и соображениями о том, какие величины могут служить мерой 
успешности решения этих задач. При этом легко убедиться в том, 
что не существует единственного универсального критерия каче
ства для всех систем и что для оценки качества (точности) систем 
различного назначения целесообразно пользоваться различными 
критериями.

П р и м е р  13.1.1. Гассмотрнм задачу проектирования оптимального 
корректирующего устройства для стационарной линейной следящей системна

исполнительное устройство ко-, 
торой задано (рис. 13.1.2), пред
полагая , что на следящую с и ст ; 
му действуют две помехи: ЛГ, ( /) ,  
складывающая с полезный 
сигналом S (/), и N 2 (<), склады
вающаяся с выходным сигналом 
корректирующего устройства Я 
действующая на входе исполни
тельного устройства.

Обозначим через и В я 
соответственно операторы (ли* 
нейные) корректирующего у с  
ройства и исполнительного ус 
ройства. Тогда элементарными! 
структурными преобразования^ 
ми. показанными на рис. 13.1.3 
н 13.1.4, мы приведем постам  
ленную задачу к определении»] 
оптимальной замкнутой систе-j 

мы, обведенной на рис. 13.1.4 пунктирным прямоугольником, которая 
должна вырабатывать наилучшую оценку полезного сигнала S (!) — в „Л '2 (*)я 
получая на входе случайную функцию S (/) +  N, (<) — B „N t  (I). Определив 
передаточную функцию оптимальной замкнутой системы и зная передаточную) 
функцию исполнительного устройства, мы можем по формулам § 4.6 найтЯ 
оптимальную передаточную функцию корректирующего устройства. Таким 
образом, задача проектирования оптимального корректирующего устройства 
сводится к сформулированной основной задаче теории оптимальных систем 
в случае, когда входной функцией системы является

Рнс. 13.1.2.

I ы ь п г

ВЙ
1 1

— t в *
■

- < & > —
W f t )

Рис. 13.1.3.

г  (t) =  S (0 -  B„Nt (о +  Л', (о,
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а требуемым выходным сигналом —
W  (0 =  S (I) -  B „ N t (О-

П р и м е р  13.1.2. Предположим, что требуется определить динамиче
ские характеристики некоторой системы в процессе ее работы. В этом случае

Рис. 13.1.4.

обычно записывают входную и выходную переменные системы как функции 
времени и по этим записям находят их вероятностные характеристики. 
Динамические характеристики системы определяются ее оператором, т . е. 
законом, по которому каждой данной входной 
функции приводится в соответствие выходиая 
функция. Обозначим через Z (t) входную функ
цию системы, а через W  (/) ее выходную функ-
...... . Вследствие ошибок в измерении и в записи
входной и выходной функций точное определение 
оператора системы принципиально невозможно.
Поэтому задачу определения характеристик си- 
|темы приходится ставить следующим образом: 
найти такую модель изучаемой системы, выходная 
переменная которой IV* (/) насколько возможно 
более близка к выходной переменной системы 
В’ (0  (рис. 13.1.5). Таким образом, задача экспериментального определения 
динамических характеристик какой-либо системы в 'процессе ее нормальной 
работы также сводится к поставленной выше основной задаче теории опти
мальных систем. При этом требуемой выходной переменной искомой модели 
системы является выходная переменная системы IV (/).

Рис. 13.1.5.

§ 13.2. Статистические критерии оптимальности 
автоматических систем

Ошибка системы, определяемая формулой (13.1.5), является 
случайной функцией времени. Поэтому она не может непосредствен
но служить оценкой точности системы в силу своей неопределенно
сти. Вследствие этого естественно взять какое-то ее вероятностное 
среднее значение. Учитывая, что знак ошибки в большинстве слу
чаев нас не интересует, естественно принять за характеристику 
точности системы математическое ожидание квадрата ошибки:

П =  А/[Е*(01- (13.2.1)
•'та величина представляет собой начальный момент второго поряд- 
|;а ошибки системы. Положительный корень квадратный из этой
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величины обычно называется средней квадратической ошибкой сис
темы. Таким образом, оптимальной системой можно считать такую 
систему, которая обладает минимальной средней квадратической 
ошибкой.

Критерий минимума средней квадратической ошибки являет
ся простейшим с математической точки зрения и обычно приводит 
к наиболее простым методам определения оптимальных систем. 
Однако далеко не во всех задачах он может служить подходящей 
мерой качества системы. Поэтому теория оптимальных систем 
не может ограничиться методами нахождения оптимальных систем 
по критерию минимума средней квадратической ошибки.

Величина г|, как момент второго порядка ошибки, может быть 
выражена через математическое ожидание и дисперсию ошибки, 
т. е. является функцией математического ожидания и дисперсии 
ошибки. Поэтому естественным обобщением критерия минимума 
средней квадратической ошибки является критерий экстремума 
заданной функции математического ожидания и дисперсии ошибки:

/(Л / IE1, D  [Е]) =  extremum. (13.2.2)
Это обобщение критерия минимума средней квадратической ошиб
ки предложено Н. И. Андреевым, который вывел общие необходи
мые и достаточные условия для определения оптимальной системы 
по этому критерию в произвольном классе систем и дал общее 
решение задачи определения оптимальной линейной системы [2, 3) 
(см. также [53), гл. 16 и 17)*). Если закон распределения ошибки 
полностью определяется ее математическим ожиданием и диспер
сией, например, если ошибка распределена нормально, то частным 
случаем критерия (13.2.2) является критерий максимума вероятно
сти того, что ошибка не выйдет из заданных пределов:

JP (| Е (<) | <  ф (0) =  max, (13.2.3)
где Ф (0 — заданная функция.

Перечисленные критерии основаны на количественной оценке 
ошибки приближения, т. е. разности между фактическим и требуе
мым выходными сигналами. Вследствие этого они могут применять
ся только для решения некоторых задач воспроизведения сигналов. 
В задачах обнаружения сигналов, для которых имеет значение 
не величина ошибки, а лишь качественный факт наличия или отсут
ствия ошибки, приходится пользоваться другими критериями, 
например критерием минимума вероятности ошибочного решения. 
Предполагая, что система решает, что сигнал есть, если ее выход
ной сигнал W * превышает пекоторый пороговый уровень с, и ре

*) Независимо от Н. II. Андреева решение задачи определения опти
мальной линейной системы по критерию вида (13.2.2) было дано В. С. Рыба-



и,,ет, что сигнала нет, если W *  ^  с, можем записать этот крите-

РнПВВНДе !\ у ф  0\ j W  =  0\
Рош= р  [ у у . < с ) + Р  ( ж . > с ) =  min. (13.2.4)

Вторым критерием для решения задачи обнаружения сигналов 
м ож ет служить критерий условного минимума вероятности оши
б оч н ого  решения при заданной условной вероятности ложного 
обнаружения сигпала, когда он отсутствует во входной случайной 
ф ункции, т. е. критерий (13.2.4) при дополнительном условии

Р (W *  >  с | W  -= 0) =  а. (13.2.5)
Этот критерий обычно называется критерием Неймана — Пирсона.

Заметим теперь, что все рассмотренные выше критерии опти
мальности, кроме (13.2.2), а также большое количество различных 
других статистических критериев можно представить в общей
форме

М  [I (W,  W*)l -  min, (13.2.6)
где I (W , И7*) — некоторая функция требуемого и действитель
ного выходных сигналов. В зависимости от выбора функции 
I (\V, W  *) получается тот или иной критерий оптимальности. 

В частности, при
I (W,  W*) =  (VT* -  И0* =  Е* (13.2.7)

формула (13.2.6) дает критерий мипимума сродней квадратической 
ошибки (13.2.1).

При
f 1 при \ W * - W \ ^ n ( t ) ,

получается критерий минимума вероятности выхода ошибки из за
данного интервала (— ф (<)» Ф (0)- Действительно, при таком 
выборе функции I (W,  VT*) ♦
M [ l ( W ,  W*)) =  1 -Р (| Е (0  | (<)) + 0 .P ( | E ( f )  | <  ф (0) =

=  Р  (| Е  ( 0  | >  Ф (0 )  =  1 —  Р  (I Е (0  | <  Ф (0 ) .

Чтобы представить в виде (13.2.6) критерий минимума вероятно
сти ошибки при решении задачи обнаружения сигнала (13.2.4), 
возьмем такую функцию I (IV, И7*), которая равна нулю прн пра
вильном решении задачи обнаружения, т. е. когда W  =  О, W *  ^  с 
или W* фО, W * >  с, и равна единице при ошибочном решении, 
т- е. когда W  ф 0 ,  W *  ^  с или W  =  О, W *  >  с:

l ( W  W ) = l °  ПРИ W  =  ° '  И/*< С  "  ПР“  W ¥ Z ° '  W * > C ' (13.2.9)1 1 при W фО,  и при И/ =  0, W * > c .
з*>

-  Под ред. В. С. Пугачева
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Математическое ожидание этой функции равно произведению 
значения при правильном решении на вероятность правильно! 
решения плюс произведение ее значения прп ошибочном реше
нии на вероятность ошибочного решения:

М  [I (W, И")1 =  0 .(1 -  рош) +  1 .рош =  рош. (13.2.10)

Для отыскания условного минимума вероятности рош при до
полнительном условии (13.2.5), согласно методу неопределен
ных множителей Лагранжа, необходимо найти минимум ш-.шчинУ 

Pi =  Рош +  КР (W* >  с | W  =  0), (13.2.11
где А* — неопределенный множитель, и после этого определить j 
так, чтобы было выполнено условие (13.2.5). Обозначая через р н 
соответственно вероятность наличия и вероятность отсутствия с® 
нала во входной случайной функции (q =  1 — р), можем перепц! 
сать равенство (13.2.11) в виде

р1 =  р15 > (^ * ^ с | ^ ^ 0 )  +  д (Ц - А ! - ) /> (^ * > с | ^  =  0)

1\Уф0\ /W  =  0\

где

*=<+-£•
Из формулы (13.2.12) видно, что критерий минимума величины pt 
также можно представить в форме (13.2.6), если определить функ-! 
цию l(W , IV*) формулой

{1 при W ф 0, JV*^c,
X при IV =  0, W  >  с, .  (13.2.14)]

0 нрн W Ф 0, IV* > е  и при IV =  0, lV *^c,
где А, — неопределенный параметр.

Таким образом, критерий минимума вероятности ошибки и кри-* 
терий условного минимума вероятности ошибки при заданной услом  
ной вероятности ложного обнаружения сигнала при его отсутствии 
во входной случайной функции являются частными случаями кри
терия (13.2.6), причем для первого критерия функция I определена 
полностью формулой (13.2.9), а для второго критерия она содержит 
неопределенный параметр X, который должен быть определен после 
нахождения минимума из дополнительного условия (13.2.5).

В задачах практики часто оказывается полезным также кри-| 
терий (13.2.6) при выборе функции I в виде

(13.2 . 12)1

(13.2.13)j

l(W , W ) =  i — e - k4w* -w)t. (13.2.15)
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Таким образом, мы получаем следующий общий принцип оцен- 
•II качества системы и выбора критерия оптимальности. Качество 

« мнения задачи в каждом конкретном случае оценивается неко
торой функцией I (W , W*), значение которой определяется кон
кретными реализациями требуемого выходного сигнала W и дей
ствительного выходного сигнала системы W*. Эту функцию целе
сообразн о назвать функцией потерь. Качество решения задачи 
в среднем для данной реализации требуемого выходного сигнала 
ц/ при всех возможных реализациях действительного выходного 
сигнала W*, соответствующих данной реализации сигнала W, оце
нивается условным математическим ожиданием функции потерь при 
данной реализации требуемого выходного сигнала:

р(А  | ИО =  M [l(W , W*) | W 1. (13.2.16)
Эту величину обычно называют условным риском. Условный риск 
зависит от оператора А, определяющего W *, и от реализации тре
буемого выходного сигнала W, что и отражено в обозначениях 
и формуле (13.2.16). Наконец, среднее качество решения задачи 
при всех возможных реализациях сигналов W и W* характери
зуется математическим ожиданием условного риска, равным безу- 
.ювному математическому ожиданию функции потерь:

R (Л) =  М  [р (А | W)] =  М U ( W, IV*)). (13.2.17)
• >ту величину естественно назвать средним риском. Установив 
таким образом меру качества системы, мы можем принять эа кри
терий оптимальности системы критерий минимума среднего риска, 
который имеет форму (13.2.6).

Если требуется обеспечить наилучшее решение задачи при неко
торых дополнительных условиях, то, представив эти дополнитель
ные условия в виде

о* (Л) =  М  1ф* (IV, W*)] =  ак (к =  1, . . . .  N) (13.2.18)
» применяя метод неопределенных множителей Лагранжа, мы 
сведем задачу к отысканию минимума величины К.(Л) = Я(Л) +

+  5UkO*M) ■ л / [/ (W-, W* ) +  2  M>*(1V, W) ] .  (13.2.19)

Эту величину, очевидно, можно рассматривать как средний риск 
соответствующий функции потерь

N
h (W, И” ) =  I (W, W )  +  (W, W*), (13.2.20)

зависящей от неопределенных параметров . . ., Xs . В рас
смотренном  выше случае критерия Неймана — Пирсона для

32*
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обнаружения сигналов дополнительное условие (13.2.5) мо 
быть представлено в форме (13.2.18), если принять 

г 0 при W -фО и при ^  =  0,
Ф,(И ',И '-) =  | | ПРКИ, _ 0 И , . > С  (13.2.2,)

Таким образом, практически все статистические критерии явл 
ются частными случаями критерия минимума среднего риска, со~ 
ветствующими различным способам выбора функции потерь^ 
При этом функция потерь полностью определена и известна зара
нее, если требуется обеспечить безусловный минимум среднего  ̂
риска, и зависит от неопределеппых параметров, если требу' 
обеспечить условный минимум среднего риска при некотор 
дополнительных условиях.

Критерии минимума среднего риска, соответствующие все 
возможным определенным функциям потерь, которые могут соде-  
жать неопределенные параметры, обычно называются бейесовыа 
критериями по имени английского ученого Бейеса (Bayes). Такими 
образом, все рассмотренные выше критерии являются бейссовыми 
Решение задачи определения оптимальной оценки сигнала по бе~ 
есову критерию называется бейесовым решением.

К сожалению, вопрос о выборе критерия оптимума, которы 
очевидно, сводится к выбору функции потерь I, не всегда мож~ 
быть практически решен на основе анализа назначения и услов-  
работы проектируемой системы. Решение, этого вопроса в знач 
тельной мере определяется имеющимися в нашем распоряжен-  
данными о вероятностных характеристиках входного и требуемо' 
выходного сигналов. Очевидно, что для определения оптимально 
системы по критерию (13.2.6) при произвольной функции потер^ 
необходимо полное знание закона распределения входного и tj 
буемого выходного сигналов. Только для некоторых частных в и до- 
функции потерь задача определения оптимальной системы мож' 
быть решена на основе неполного знания закона распределен-  
случайных функций Z и W. Так, например, как мы увидг 
в §§ 13.5—13.7, для определения оптимальной линейной систе- 
по критерию минимума средней квадратической ошибки достаточ 
но знать математические ожидания случайных функций Z, W, кор
реляционную функцию случайной функции Z и взаимную корреля 
ционную функцию случайных функций W, Z. С другой стороны 
если известны только математические ожидания и корреляциог 
ные функции случайных функций Z, W и нет никаких других 
данных об их законе распределения, то нет никакого смысла 
искать оптимальную систему среди нелинейных систем. Действ 
телыю, при данных математических ожиданиях и корреляцио 
ных функциях случайные функции Z и W  могут иметь самые разн 
образные законы распределения и, в частности, могут быть расп



зелены нормально. А прн нормальном распределении случайных 
функций Z  н W ,  как мы увидим в § 15.3, оптимальной системой 
среди всех возможных систем по отношению к любому критерию 
вида (13.2.6), соответствующему функции потерь I, представляю
щей собой  функцию модуля ошибки, является некоторая линейная 
система. А  так как нормальный закон распределения вследствие 
его ш и рокого  распространения во многих случаях может считаться 
наиболее вероятным, то оптимальная линейная система будет наи
более вероятной оптимальной системой в классе всех возможных 
систем. Вследствие этого часто приходится ограничиваться опре
делением оптимальной линейной системы по критерию минимума 
средней квадратической ошибки. При нормальном законе распре
деления сигнала и помех эта система оказывается оптимальной 
и с точки зрения многих других критериев.

Если известен только условный закон распределения входного 
сигнала Z относительно требуемого выходного сигпала W, а закон 
распределения сигнала W  неизвестен, то оптимальную систему 
можно искать по критерию минимума максимального возможного 
значения условного риска р (А \ W):

шах р(А  | И") =  min, (13.2.22)IV
т. е. наибольшего из значений условного риска, соответствующих 
всем возможным реализациям сигнала W. Этот критерий, называе
мый обычно минимаксным, обеспечивает наилучшую работу систе
мы в наихудших возможных условиях. Вследствие этого он осо
бенно подходит для расчета систем, работающих в условиях орга
низованного противодействия, которое осуществляется путем 
выбора реализации сигнала, обеспечивающего наихудшую точность 
решения задачи. В случае, когда закон распределения требуемого 
выходного сигнала неизвестен или даже вообще не существует, 
минимаксный критерий часто оказывается целесообразным потому, 
что в этом случае неизвестно, насколько часто могут встречаться 
реализации требуемого выходного сигнала, при которых точность 
системы близка к наихудшей, а минимаксный критерий обеспе
чивает наименьшую возможную потерю точности именно для таких 
сигналов.

В некоторых случаях, когда система управления должна рабо
тать в условиях организованного противодействия, т. е. когда 
имеется противник, стремящийся дезорганизовать, нарушить 
работу системы управления, требуемый выходной сигнал \V (t) 
<ависит от некоторых параметров, которыми противник может рас
поряжаться. Его задача состоит в таком выборе значений этих 
параметров, чтобы нанести по возможности больший ущерб работе 
системы управления, воспрепятствовать решению поставленных 
перед системой управления задач. Задачей системы управления 
в таких случаях является организовать управление так, чтобы
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свести к возможному минимуму эффект противодействия, т. 
наносимый противником ущерб работе системы управлен 
Такая обстановка типична, например, для управления боев' 
действиями войск. Другим примером может служить стрел; 
управляемым снарядом по самолету, совершающему оборонител 
ный маневр. В этом случае самолет стремится маневрировать так 
чтобы по возможности уменьшить вероятность его поражения сна 
рядом. Система управления снаряда должна вырабатывать пр^ 
этом такие сигналы управления, чтобы свести к минимуму сии; 
ние вероятности поражения самолета, т. е. эффект его мапеврир' 
вання. Третьим примером может служить наведение управляемо- 
снаряда с радиолокационной системой управления на цель прн 
наличии организованных помех. В этом случае противник стрем- 
ся выбрать помехи так, чтобы по возможности больше помета 
работе системы управления полетом снаряда, свести к минимуму 
вероятность поражения цели. Система управления должна пра 
этом вырабатывать такие сигналы управления, чтобы вероятност! 
поражения цели в условиях противодействия была возможн' 
больше.

Задачи определения оптимальных решений, когда имеются две 
стороны, интересы которых противоположны и каждая из котор 
стремится получить максимальную выгоду для себя и нанес: 
максимальный ущерб противоположной стороне, являются пре 
метом сравнительно нового раздела теории вероятностей, так наз- 
ваемой теории игр. Для создания оптимальных систем управле
ния в условиях организованного противодействия необходимо 
привлекать теорию игр. Впрочем, в настоящее время работы по ор
ганизации процессов управления с помощью методов теории игр 
еще только начинаются и теория систем управления, вырабатываю
щих оптимальные решения в конфликтных ситуациях, еще пока 
недостаточно развита 190, 91].

§ 13.3. Определение оптимальных параметров системы, 
имеющей заданную структуру

Если структура системы задана, то для определения оптимал!г- 
ных значений ее параметров необходимо найти зависимость при
нятого критерия качества от параметров системы. В простейших 
случаях эту зависимость можно найти в аналитической форме. 
В таких случаях оптимальные значения параметров системы опре
деляются системой уравнений, полученных приравниванием нулю 
частных производных критерия качества по неизвестным парамет
рам системы.

П р и м е р  13.3.1. Найти оптимальное значение постоянной премени 
фильтра ПС, предназначенного для отфильтровывапия полезного сигнала 
от помехи, если полезный сигнал представляет собой линейиую функцию



пенсии со случайными коэффициентами, имеющими нулевые математические 
Тидания, а помеха представляет собой белый шум постоянной интенсивно- 

д., независимый от полеаного сигнала. За критерий качества системы 
принять >становившееся значение средней квадратической ошибки или, 
■по одио и то же, математическое ожидание квадрата разности между устано- 
„пвшимся значением выходной переменной фильтра и ее требуемым значе
нием (равным по условию задачи входному полезному сигналу).

П данном случае входным сигналом фильтра является случайная функция
г (0 -  и, + иг1 + х (о,

,де 1 1 н U2 — случайные величины, математические ожидания которых 
равны нулю, а X  (<) — независимый от величин Ut , U2 белый шум. Требуе
мым выходным сигналом фильтра является случайная функция

W (I) = U, + Uft.
Ошибка фильтра представляет собой сумму ошибки воспроизведения полеа
ного сигнала и результата прохождения через фильтр помехи. Так как по 
своему на течению фильтр является следящей системой, то для вычисления 
ошибки воспроизведения полезного сигнала можно воспользоваться форму
лой (7.3.12) в найденными в примере 7.3.1 коэффициентами ошибок. В резуль
тате молучим

Е (0 =  - и гТ +  Уш (I), 
где У',и (<) — выходной шум фильтра, который иа основании изложенного 
в § 7.4 является стационарной случайной функцией. Дисперсия выходного 
шума находится по данной спектральной плотности А/2л входного белого 
шума п данной передаточной функции фильтра по формуле (7.4.4):

g 13.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ 503

Г da к
)  |1+Г<0)|2 2Т *Ы  2л J |1+Г«о|2

Так как случайная величина U2 и помеха X  (О по условию независимы и их 
математические ожидания равны пулю, то квадрат средней квадратической 
ошибки фильтра, равный в данном случае дисперсии ошибки, определяется
формулой

П =  М  [Е2 (t)] =  T*Dut+ D  =  n D ut + 2 Т •

значение производной величины ц по Т при Г =  Т' и решаем полученное
Уравнение. В результате получим

Подставляя это выражение в формулу для tj, находим минимальную среднюю 
кпадратнческую ошибку, соответствующую оптимальной постоянной вре
мени Т’ \

=Г V*̂ =4уЯг = /  1 -К ^ .
Проанализируем теперь, насколько ухудшается точность фильтра, если 

1 ибирать различные значения постоянной времени Т, отличные от оптималь
ного значения 7” . Для этого построим график зависимости величины V lm m
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от отношения Т/Т' (рис. 13.3.1). Из этого графика видно, что при отклоне
нии постоянной времени от оптимального значения па 30 35 % , средняя 
квадратическая ошибка фильтра увеличивается всего на 5 -4 -6 % . Отсюда 
можно сделать вывод, что значительные отклонения от оптимальной постояв* 
ной времени в данном случае не приводят к существенному ухудш ения j

точности фильтра. Этот пример может слу. 
ж ить иллюстрацией высказанпого в § 13.1 
общего положения, что во многих задачах ; 
практики можно допускать значительные 
отклонения от оптимальных характеристик 
системы без существенного ухудшения е в ! 
точиости.

Рис. 13.3.1.

В сложных случаях, когда урав-; 
нения, полученные приравниванием 
нулю производных критерия каче-1 
ства по параметрам системы, нельзя 
решить аналитически или когда не 
удается выразить критерий качества 
аналитически через параметры систе
мы, для нахождения оптимальных 

значений параметров системы приходится прибегать к приближен- i 
ным численным методам. Наиболее эффективным численным мето
дом нахождения минимума функции является метод наискорей
шего спуска и различные его разновидности. Случай, когда требует
ся найти максимум функции, очевид
но, приводится к задаче нахождения 
минимума изменением знака функции.

Для выяснения идеи метода наи
скорейшего спуска рассмотрим снача-  ̂
ла случай, когда требуется найти 
оптимальные значения двух парамет
ров системы O j ,  g u . Критерий каче
ства является функцией /  (а,, а 2), 
минимум которой соответствует опти
мальной системе. Равноценным с точ
ки зрения принятого критерия каче
ства системам соответствует на пло
скости параметров а (, а2 кривая

/  (а*, а 2) =  с, (13.3.1)
которая является линией уровня поверхности г =  /  (оц о 2). 
Различным значениям параметра с соответствуют различные линии 
уровня (рис. 13.3.2).

Пусть (alm\ а<т)) — точка, для которой вычислено значение 
функции /. Проведем из этой точки как из центра окружность бес
конечно малого радиуса ds и найдем на этой окружности точку, 
в которой функция /имеет минимальное значение. Предполагая, что 
существуют непрерывные частные производные функции /  по осц

Рис. 13.3.2.



а„. находим дифференциал функции /  в точке (а<т\ а (ат >):
df =  dax +  fat da2 =  ( / ; ,  cos <p +  fas sin ф) ds, (13.3.2)

где аргументы функций f ’av f'at для краткости опущены. Для нахо
ж д е н и я  минимума выражения (13.3.2) приравниваем нулю его 
производную по <р:

— fax sin q> - f  /а, cos ф =  0.
Отсюда находим

созф = ± k f ' ai, sil 1ф =  ± / с / ; „  J  =  V  fa, +  fat, (13.3.3)

где должны быть взяты либо оба верхних знака, либо оба нижних. 
Очевидно, что df будет положительным, если взять верхние знаки, 
и отрицательным, если взять нижние знаки. Таким образом, ниж
ние знаки в (13.3.3) соответствуют минимуму df и мы доказали, что 
при смещении от точки (а(,т \ а<т)) на данную бесконечно малую 
величину ds наилучшее приближение к мипимуму функции /  до
стигается, если выбрать смещение в направлении вектора с состав
ляющими — /« „  — f ^ . Но вектор с составляющими f ’Ui, f'as пред
ставляет собой вектор градиента функции /  на плоскости парамет
ров cti, а 2, нормальный к линии уровня (13.3.1) функции /  
(рис. 13.3.2). Следовательно, для быстрейшего приближения к ми
нимуму функции /, т. е. для скорейшего спуска по поверхности, 
изображающей функцию /, необходимо из каждой точки двигаться 
и направлении, противоположном направлению вектора градиента 
функции /. Иными словами, в каждой расчетной точке необходимо 
выбирать приращения параметров системы пропорциональными 
соответствующим составляющим вектора градиента функции /  
с отрицательным коэффициентом пропорциональности — sm:

Дос<т > =  — smfat (ot<m>, а<га>), Да*™) =  — smf'a2 (а<т >, а*™’).
В результате получим на плоскости <Х|, а2 ломаную, вершинами 
которой являются расчетные точки (рис. 13.3.2). Если увеличивать 
неограниченно число расчетных точек, неограниченно уменьшая 
отрезки ломаной, то в пределе получим кривую, по которой будет 
течь по поверхности функции /  вода, вылитая в какой-либо точке 
этой кривой.

Совершенно так же доказывается, что для скорейшего прибли
жения к минимуму функции п параметров /  (а,, . . ., а„) необхо
димо для каждой расчетной комбинации значений параметров 
а<Г'\ . . ., ajj") выбирать приращения параметров с^, . . ., а„ про
порциональными соответствующим частным производным функции 
! с отрицательным коэффициентом пропорциональности — sm, 
'• е. двигаться в n-мерном пространстве параметров ai, . . ., ап 
и направлении, противоположном вектору градиента функции /•
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Для доказательства положим
da, =  l ,ds ( 1 =  1.........п), К + . . . + t t - l .  (13*3*4)

Тогда дифференциал функции /  выразится формулой

rf/ =  S  fa. da, =  У  / ; ,& !* . (13.3.5)i=i ' ;=i *
Так- как Ej, . . ., связаны вторым уравнением (13.3.4), то для на
хождения минимума df в данном случае удобнее всего воспользо
ваться методом неопределенных множителей Лагранжа. Согласно 
этому методу для нахождения минимума df следует приравнять 
нулю частные производные по |4, . . ., £„ выражения

S / a i + я  i » .*=i 1 <=i
В результате получим

Га,+  2Ц г= 0  ( / = 1 .........п). (13.3.6)

После решения этих уравнений относительно |lt . . ., величи
на \ определится из второго уравнения (13.3.4). В результате 
получим

(* = 1 .........и). S / « V  (13-3 J )

что и требовалось доказать.
Таким образом, метод наискорейшего спуска дает следующую 

последовательность расчетных комбинации значений параметров
а,, . . ., а „, начинающуюся в произвольно выбранной исходной 
точке ( а Г .......... о#>):

. a jm+l> =  o jm> — smfal («i"*’ ..........« Г )  (13.3.8)
( i =  1, . . n; m =  0, 1, 2, . . . ) .

Вопрос о выборе длин шагов, т. е. чисел sm, решается в каждом 
конкретном случае опытом. При этом можно рекомендовать поль
зоваться следующими общими соображениями. При слишком 
малых числах sm приближение к минимуму будет медленным и объ-! 
ем вычислений будет большим. При слишком больших sm может 
случиться так, что функция /  при переходе от т-й точки к т +  1-й 
возрастет (т. е. произойдет «перескок» через минимум). Поэтому 
числа sm желательно выбирать возможно большими, но все же до
статочно малыми для того, чтобы функция /  убывала при переходе 
из каждой расчетной точки в следующую. Наиболее рациональ
ным является такой выбор чисел sm, при котором вектор градиента
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п о в о р а ч и в а е т ся  приблизительно на 90° при переходе из каждой 
расчетной точки в следующую, т. с . при котором скалярное произ- 
псдение векторов градиента функции /  в соседних расчетных точках 
б л и з к о  к нулю. В тех случаях, когда пычисление вектора градиен
та ф у н к ц и и  /  значительно сложнее, чем вычисление самой функции 
f t П. М. Сотский рекомендует вычислять значения функции /  для 
ряда значений sm и выбирать каждый раз такое значение sm, нрн 
к о то р о м  функция /  имеет наименьшее значение. Легко сообразить, 
что п р и  таком способе подбора значений sm вектор градиента функ
ции /  будет поворачиваться приблизительно на 90° при переходе 
от каждой расчетной точки к следующей. При этом число расчет
ных точек, в которых придется вычислить градиенг функции /,  
будет близким к минимальному, возможному при данном выборе 
исходной точки (a'l0’, . . a},0’).

II р и м е р 13.3.2. Найти оптимальные значения постоянной времени Т 
н коэффициента усиления к апериодического звена, предназначенного для 
отфильтровывали от помехи X (I) полезного сигнала, представляющего собой 
линейную функцию времени U, +  U2t со случайными коэффициентами U%, U2 
имеющими равные нулю математические ожидания и дисперсии Ut, D 2 соот
ветственно. Независимая от полезного сигнала помеха X  (/) является стацио
нарной случайной функцией с равпым пулю математическим ожиданием 
и корреляционной функцией кх  (т) =  D e~ a W. За критерий качества принять 
среднее по времени значение математического ожидания квадрата установив
шейся ошибки системы в интервале времени 0 <  I <  Г р.

Применяя для вычисления установившейся ошибки воспроизведения 
полезного сигнала формулу (7.3.12), получим следующее выражение полной 
установившейся ошибки системы:

Ь (/) =  с0 ( t / « +  и » 0  +  с , и ,  +  Г ш « )  =  (* “  1) (Ut +  U2t) -  kU2T + Y m (t),
где Уш (t) — выходной шум системы, дисперсия которого была найдена в при
мере 7.4.1:

" ■ ' « « и - т а г -

1'ак как математические ожидания случайных величин Ut , U2 и помехи А' (() 
равны нулю, то математическое ожидание квадрата ошибки системы равно 
ее дисперсии и определяется формулой

D IЕ (/)] -  (к - 1)’- />, +  (< -* <  +  кТ)г D2 +  т ^ - г  . (13.3.9)

вреднее значение математического ожидания квадрата ошибки системы 
•> интервале времени 0 <  t <  Гр определяется формулой

Тр
" <Р =  / ( * ,  f )  =  J L  f  D [Е (01 =  — l)2 /->i +

Т р j

+  [ у  ( * - ! ) *  T l - k  ( * - 1 )  Г рГ + * 2Г * ] Dt . (13.3.10)

Таким образом, задача сводится к нахождению минимума функции двух
переменных /  (к, Т), определяемой формулой (13.3.10). Дифферепцируя
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формулу (13.3.10) по к и Т, получим

+  Г р Г + 2 * Г > ]  i ) , + - j ^ £ 5 r ,

■ Й н - и а г - й - Ч Ч - ц ^ , .

Для нахождения оптимальных значений к и Т обычным способом сле
дует приравнять нулю производную df/dk и из полученного уравнення выра
зить величину к через Т. Подставив это выражение в уравнение dfldT =  0, 
получим кубическое уравнение для определения оптимальной постоянной 
времени Т. Это уравнение можно решить обычными способами решения 
алгебраических уравнений, например графически.

Найдем теперь оптимальные значения Аг и Т методом наискорейшего 
спуска для случая D | =  10£), 1)г =  D , Тр =  12 с , а  =  100 с*1. Задаваясь 
начальными значениями к,0> =  0,5, Т(0> =  0,5 и применяя изложенный 
метод, получаем результаты, приведенные в таблице 13.3.1.

ТАБЛИЦА 13.3.1

т „ h Т 1 (*. Т)
в/
dh

0/
вт •т

1 0 ,5 0 ,5 16,067 -5 7 ,7 3 + 3 ,2 5 0,008
2 0,96 0,474 0,536 - 9 ,4 1 + 0 ,0 8 5 0,009
3 1,045 . 0,462 0,114 - 0 ,3 4 + 0 ,4 0 0,04
4 1,059 0,446 0,113 + 1 ,3 2 + 0 ,2 1 0,01
5 1,04С 0,445 0,107 -0 ,0 0 0 7 + 0 ,3 4 0,65
6 1,047 0,225 0,097 + 2 ,6 0 -0 ,2 8 5 0,0088
7 1,024 0,227 0,065 + 0 ,1 2 3 —0,004 0,016
8 1,022 0,227 0,065 - 0 ,0 0 3 + 0 ,0 1 8 0,165
9 1,0224 0,224 0,064 0 0

Полученные после восьми шагов результаты практически совпала 
с точным решением в пределах принятой точности вычислении, как читатель 
сам может убедиться, решив кубическое уравпепие, определяющее в данном 
случае оптимальпую постоянную времени.

Метод наискорейшего спуска и его различные разновидности 
позволяют находить минимумы сложных функций, зависящих 
от большого числа аргументов. Однако прн очень большом числе 
аргументов минимизация функций требует большого объема вычис
лений. В этих случаях выгоднее пользоваться методом случайного 
поиска, который требует меньшего объема вычислений прн мини
мизации функций очень большого чнела аргументов [58]. Для 
облегчения и ускорения вычислений прн отыскании минимумов 
функций целесообразно пользоваться специальными вычислитель
ными машинами -*• так называемыми оптимизаторами.
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 ̂ 13.4. Общее условие минимума средней квадратической ошибки

Среди всех рассмотренных в § 13.2 критериев качества автома
тических систем простейшим с математической точки зрения явля
ется критерий минимума средней квадратической ошибки. Кроме 
того, как было сказано в § 13.2, при нормальном распределении 
полезных сигналов и помех оптимальная линейная система, най
денная по критерию минимума средней квадратической ошибки, 
оказывается оптимальной и с точки зрения многих других крите
риев. Наконец, как мы увидим в § 15.1, решение задачи определе
ния оптимальной системы по критерию минимума среднего риска
(13.2.6) при любом выборе функции потерь прн весьма общих 
условиях приводится к уравнениям такого же типа, как и уравне
ния, определяющие оптимальную линейную систему по критерию 
минимума средней квадратической ошибки. Все эти причины 
приводят к тому, что методы определения оптимальных линейных 
систем по критерию минимума средней квадратической ошибки 
являются основой всей статистической теории оптимальных систем.

На основании изложенного мы в первую очередь будем изучать 
.методы определения оптимальных линейных систем по критерию 
минимума средней квадратической ошибки, ограничиваясь для 
простоты случаем одномерных систем, т. е. систем с одним входом 
н одним выходом. В главе 15 будет изложен общий метод опреде
ления оптимальных систем среди всех возможных систем (как 
линейных, так и нелинейных) по любым критериям, которые мож
но представить в форме критерия минимума среднего риска (13.2.6) 
при различпых выборах функции потерь.

Выведем сначала общее условие минимума средней квадратиче
ской ошибки системы.

Предположим, что в некотором классе систем И требуется най
ти оптимальную систему, для которой средняя квадратическая 
ошибка имеет наименьшее возможное значение. Класс систем R 
может быть любым .множеством систем, обладающих определенны
ми свойствами, например множеством всех линейных систем с од
ним входом и одним выходом или множеством всех возможных сис
тем, для которых интересующая нас случайная фупкцня Z (t) 
может быть входным сигналом.

Обозначим через А оператор оптимальной системы в классе R,  
а через В оператор любой системы класса R. Тогда выходной сиг
нал оптимальной системы будет равен

W * (t) =  AZ  (<), (13.4.1)
а выходной сигнал любой системы класса R будет равен

W • (0 =  BZ(t). (13.4.2)
Для вывода общего условия, которому должен удовлетворять опе
ратор оптимальной системы, вычислим среднюю квадратическую
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ошибку произвольной системы класса R. Выполняя элементарные 
преобразования и опуская для краткости аргумент /, получим ]
м [(И7-И 0*1 = м ци” -  w+w*-w*)*\ = м \(w— wy-\+ 1  

+ л/ ки г -  wy\ + гм к и7*—W) (1 г̂—и̂ *)]. (13.4.3)
Предположим, что нам удалось найти в классе R такую систему 
с оператором А ,  выходная переменная W*  которой удовлетворяет 
условию

М  [(И/ * — IF) (И7* — W*)J =  0 (13.4.4)
для всех систем класса R,  т. е. для выходной переменной IV* любой 
системы класса R прн входной функции Z (t). Тогда равенство
(13.4.3) примет вид

M \ ( W * - W ) k\ =  M \ ( W * - W ) t\ +  M \ ( W * - W * ) t\. (13.4.5)
Правая часть этого равенства представляет собой сумму двух неот-j 
рицательных слагаемых. Поэтому, отбрасывая второе слагаемое, 
получим неравенство

М  [ (W 7 -  В 0*]> А / [(IV*— НО*]. (13.4.6)
Это неравенство показывает, что средняя квадратическая ошибка 
системы, выходная переменная которой W*  удовлетворяет равен
ству (13.4.4) для выходных переменных W*  всех систем класса R,

не может быть больше средней 
квадратической ошибки какой- 
нибудь другой системы класса| 
R. Иными словами, система, 
удовлетворяющая условию;
(13.4.4), всегда является опти
мальной. Условие (13.4.4) явля-] 
ется, таким образом, достаточ-! 
ним условием минимума средней 
квадратической ошибки.

Рис. 13.4.1. Предположим теперь, что
класс систем R, среди которых 

требуется найти оптимальную систему, обладает таким свойством, 
что он содержит все системы, полученные путем параллельного со- j 
единения любых входящих в пего систем с подключенными последо
вательно к их выходам безынерционными усилителями с постоян
ными коэффициентами усиления. Это означает, что если мы выбе
рем из класса R  любые системы и обозначим через B t, В г, . . ., В„ 
их операторы, то и система, структурная схема которой представ
лена на рис. 13.4.1, при любых коэффициентах усиления с,, с2, . . .
. . ., сп безынерционных усилителей тоже являе'тся системой клас
са R.  Иными словами, составляя из любых систем класса R  систе
мы типа изображенной на рис. 13.4.1, мы не можем получить систе-



. которая не входила бы в класс Я.  Найдем математическое выра
жение этого свойства. Обозначим выходные переменные систем, 
„ 1 которых составлена система, изображенная на рис. 13.4.1, 
соответственно через W *, W*, . . ., WI.  Тогда выходная перемен
я я  системы, изображенной на рис. 13.4.1, будет равна

W % - c xW * + c tW* +  . . . + c nW*. (13.4.7)

Г. ледов а только, сформулированное выше свойство рассматривае
мого класса систем Я означает, что любая линейная комбинация 
выходных переменных систем класса Я всегда является выходной 
переменной некоторой системы того же класса Я.  Иными словами, 
множество выходных переменных всех систем класса Я таково, 
что любая линейная комбинация элементов этого множества при
надлежит этому множеству. Множество, обладающее таким свой
ством называется линейным пространством. Таким образом, мы 
рассматриваем сейчас класс систем Я, обладающий таким свойст

вом, что множество выходных переменных всех входящих в него 
систем, при подаче на их входы одной и той же входной функции, 
представляет собой линейное пространство. Коротко мы будем 
говорить, что при этом и сам класс систем Я является линейным 
пространством

П р и м е р  13.4.1. Множество вссх возможных систем с одним входом 
н одним выходом является, очевидно, линейным пространством, так как. 
подключая к выходам любых систем с одним входом и одним выходом безынер
ционные усилители и соединяя параллельно полученные таким образом 
цепочки, мы всегда получим систему с одним входом и одним выходом, 
т. е. систему, принадлежащую рассматриваемому классу.

И р и м е р 13.4.2. Множество всех линейных систем с одним входом 
" одним выходом также является линейным пространством, так как па осно- 
напин изложенного в главах 2 и 4 безынерционные усилители являются 
пшенными системами и любые последовательные и параллельные соединения 
пшенных систем с одним входом и одним выходом всегда дают линейную 
систему с одним входом и одним выходом.

П р и м е р  13.4.3. Чтобы убедиться в том, что существуют классы 
систем, не являющиеся линейными пространствами, рассмотрим множество 
' сех апериодических звеньев с разными постоянными времени и с одинако
выми коэффициентами усиления, равными единице. К этом классе систем 

искали оптимальный фильтр в примере 13.3.1. Очевидно, что параллель
ное соединение двух апериодических звеньев с разными постоянными вре
мени Г| и Тг не является апериодическим звеном, так как передаточная 
Функция такого параллельного соединения на основапин (4.6.6) выражается
Формулой

f 13.*. МИНИМУМ СРЕДНЕЙ КВЛДРЛТНЧЕСКОП ОШИБКИ 5 1 1

1 , 1  „ 2 
Ф(*) =  Т Т г7 + Т + 7 > к=2(1 +  7'1«)(1 +  7’2,)

и при Т, ф  Г2 не является передаточной функцией апериодического звена. 
1 акнм образом, класс апериодических звеньев пе является лннейпым про-
Странством.
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Итак, предположим, что класс систем /?, среди которых ищется 
оптимальная система, представляет собой линейное пространство. 
В этом случае разность выходных перемепных W*  — И™ оптималь
ной системы и любой другой системы класса R также является 
выходной переменной некоторой системы класса R.  Наоборот, если 
взять выходную переменную любой системы класса R, то, сложив] 
ее с выходной перемеппой оптимальной системы W * ,  мы снова 
получим выходную переменную XV* некоторой системы класса R. 
Отсюда следует, что выходная переменная любой системы класса R 
может быть представлена в виде разности выходной переменной 
некоторой системы класса R  и выходной перемеппой оптимальной 
системы. Таким образом, разность — W * в равенстве (13.4.4) 
можно рассматривать как выходную переменную произвольной 
системы класса R,  которую можпо также обозначить через И̂ *. 
Поэтому для случая, когда класс систем R, в котором ищется опти
мальная система, представляет собой линейное прострапство,

достаточное условие минимума 
средней квадратической ошибки
(13.4.4) может быть переписано в 
виде

M \ ( \ V * - W ) W l ] =  0, (13.4.8)
где W*  — выходная переменная 
любой системы класса R.

Докажем теперь, что условие
(13.4.8) является не только доста

точным, но и необходимым условием минимума средней квадрати
ческой ошибки, если класс систем, в котором требуется найти опти- 

. мальную систему, представляет собой линейное пространство. 
Для доказательства достаточно показать, что при невыполнении 
условия (13.4.8) W *  не может быть выходной переменной оптималь
ной системы. Предположим, что в классе R существует такая систе
ма с оператором В 0, для выходной переменной W*  которой усло
вие (13.4.8) не выполнено. Для определенности предположим, 
например, что

M \ { W * - W ) W I \ > 0 .  (13.4.9)
Рассмотрим систему, представляющую собой параллельное соеди
нение предполагаемой оптимальной системы, выходная перемен
ная которой равна W*,  и системы с выходной переменной W*  с под
ключенным последовательно к ее выходу безынерционным усили
телем с коэффициентом усиления а (рис. 13.4.2). Эта система 
принадлежит классу систем R,  так как класс R по предположению 
является линейным пространством. Покажем, что коэффициент 
усиления а всегда можно выбрать так, чтобы рассматриваемая 
система была лучше предполагаемой оптимальной в случае, когда

Рис. 13.4.2.
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еет место неравенство (13.4.9) или противоположное неравен- 
"  но. Этим и будет доказано, что оптимальная система не может
11, удовлетворять условию (13.4.8), т. е. что условие (13.4.8)
'  .о б х о д и м о . Выходная переменная системы, изображенной на 

13.4.2, выражается формулой
W t ^ W + a W ; ,

откуда
W * — W* =  aW*

и, следовательно,
M[(w;-wy)=a4i[(yv0y),

М  [(И7* -  W)  ( W • — В *)] = а М  [(IV* -  W) JVJ],
Подставляя эти выражения в формулу (13.4.3), будем иметь

М  [(И7* -  IV)*] +  а {2 М  [(IV* -  IV) W0*] +  а А/ [(WJ)1]}. (13.4.10)

Если взять достаточно малое по абсолютной величине отрицатель
ное значение а, то при выполнении неравенства (13.4.9) выранге- 
ние в фигурных скобках будет положительным и, следовательно, 
второе слагаемое в правой части равенства (13.4.10) будет отрица
тельным. Отбрасывая это слагаемое, мы получим

М  [(IVJ — JV)2] <  Л/ l(JV* — IV)*]. (13.4.11)

Это неравенство показывает, что при любом достаточпо малом 
по абсолютной величине отрицательном значении коэффициента 
усиления а система, изображенная па рис. 13.4.2, будет лучше 
предполагаемой оптимальной, если имеет место неравенство
(13.4.9).

Если
M[(\v-w)  w;i<o,

то, выбирая любое достаточно малое положительное значение а, 
мы снова получим неравенство (13.4.11), и система, изображенная 
на рис. 13.4.2, будет лучше предполагаемой оптимальной. Следо
вательно, оптимальная система не может не удовлетворять усло
вию (13.4.8), т. е. это условие необходимо.

Итак, мы доказали, что если класс систем R, в котором ищется 
°птнмальпая система, является линейным пространством, то необ
ходимым и достаточным условием оптимальности системы с выход
ной переменной W *  является выполнение условия (13.4.8) для 
выходных переменных IF* всех систем класса Л. В этом случае 
оптимальная система обязательно удовлетворяет условию (13.4.8), 
если она существует. Если же класс систем R не является линей-
Qo

Под ред. В. С. Пугачева
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ным пространством, то условие (13.4.4) может не быть необходи
мым и оптимальная система может не удовлетворять этому уел 
вию. В последнем случае в классе R не существует такой системы^ 
которая удовлетворяла бы условию (13.4.4), так как вследствие 
достаточности этого условия система, удовлетворяющая ему, обя
зательно является оптимальной.

Чтобы получить окончательную форму уравнения, определи 
щего оператор оптимальной системы по критерию минимума сред-< 
ней квадратической ошибки, подставим в (13.4.8) выражени
(13.4.1) и (13.4.2) выходных переменных оптимальной системы 
и произвольной системы того класса, в котором ищется оптималь
ная система. Тогда получим

Здесь запись В £ R означает, что равенство должно быть выполне
но для операторов В всех систем класса R.

Уравнение (13.4.12) является общим необходимым и достаточ
ным условием минимума средней квадратической ошибки, опреде
ляющим оператор оптимальной системы А в любом классе систем 
R,  представляющем собой линейное пространство. Это уравнение 
может служить не только для определения оптимальных линейных 
систем, но и для определения оптимальных систем в различных] 
классах нелинейных систем.

Уравнение (13.4.12) определяет оптимальную систему, для 
которой мгновенное значение средней квадратической ошибки для 
каждого момента времени t имеет наименьшее возможное значение.] 
Таким образом, уравнение (13.4.12) минимизирует среднюю квад-1 
ратическую ошибку для любого момента времени t. В частном слу-' 
чае, когда выходные переменные всех систем класса R и требуемый, 
выходной сигнал W  (t) являются эргодическнми стационарными 
случайными фупкциями времени, средняя квадратическая ошибка 
любой системы класса R  постоянна и с вероятностью единица совпа
дает с соответствующим средним по времепи, вычисленным для 
любой реализации входного сигнала Z, (t) и требуемого выходного 
сигнала W  (t):

В этом случае уравнение (13.4.12) мипимизирует среднее значение 
квадрата ошибки по времени. Однако уравнеиие (13.4.12), как мы 
видели, имеет значительно более общий характер и определяет 
оптимальные системы и в тех случаях, когда выходные перемен
ные систем рассматриваемого класса не являются эргодическнми 
стационарными случайными функциями.

M [ { A Z ( t ) — W(t))BZ(t)]  =  0 (В £R).  (13.4.12)

г
(13.4.13)



S 13.5. УРАВНЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ЛИНЕЙНУЮ СИСТЕМУ 515

§ 13.5. Уравнения, определяющие оптимальную 
линейную систему

Выведенное в предыдущем параграфе общее уравнение (13.4.12) 
определяет оптимальную систему любого задаппого класса. Из него 
можно вывести конкретные уравпепия, определяющие оптималь
ные системы различпых конкретных классов. В частности, из урав
нения (13.4.12) можно вывести уравнение, определяющее опти
мальную систему в классе линейных систем.

Обозначим через g (t, т) весовую функцию оптимальной линей
ной системы, а через h (t, т) весовую функцию произвольной линей
ной системы. Так как пас интересуют только физически возможные 
линейные системы, то весовые функции g (t, т) и h (<, т) равны 
нулю при т >  t и в соответствии с общей формулой (2.2.5)

Эти формулы выражают выходные перемепные рассматриваемых 
систем в том случае, когда класс допустимых линейных систем R 
содержит системы, использующие все значения входного сигнала 
Z (/), начиная с момента начала работы системы t0. Однако во мно
гих случаях практики значения входного сигнала в прошедшие 
моменты времени, далеко отстоящие от данного момента t, не несут 
никакой информации о полезном сигнале, соответствующем дан
н о м у  моменту t. Более того, эти значения входного сигнала могут 
содержать неправильную информацию о полезном сигнале. Так, 
например, следящая система локатора, предназначенного для изме
рения координат летящих самолетов, закончив сопровождение 
одного самолета, должна переключиться на другой самолет. В этом 
случае значения входного сигнала, полученные от первого самоле- 
Та’ будут только мешать правильному измерению координат вто
рого самолета. Чтобы этого не было, следящая система должна 
♦забыть» входной сигнал, полученный от первого самолета, как 
можно скорее после начала сопровождения второго самолета. 
' ■1 я обеспечения этого достаточно .ограничить «память» системы, 

•*. потребовать, чтобы ее весовая функция обращалась в нуль
11 я всех значений второго аргумента, достаточно далеких от пер- 

вого аргумента, т. е. от текущего момента t. Ограничив класс 
-'■Шейных систем П, в котором ищется оптимальная система, толь-

A Z ( t ) =  f  g(t,  T ) Z ( x ) d T ,

(13.5.1)

----------- ---------------т — ------- ------ 1---------- — — v----------- --------------------- -------------------------- -----  ~  -  --------- ------------------

о такими системами, память которых имеет длительность Т, т. е.
33*
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весовые функции которых равны нулю при всех значениях вто
рого аргумента т, меньших, чем t — Т, мы можем переписать фор-j 
мулы (13.5.1) в виде

t I
A Z ( t )  =  j  g(t,  T ) Z ( T ) d x ,  B Z ( t ) =  \ h( t , o ) Z( a) do .  (13 .5 .2 )

t - T  t - T

В этом случае все допустимые линейпые системы, т. е. все системы 
рассматриваемого класса Я, в котором ищется оптимальная систе
ма, используют значения входного сигнала Z (t) только в интервале 
времени t — Т ^  т ^  / длительностью Т, непосредственно пред
шествующем данному моменту t.

Вопрос о выборе длительности памяти системы должеп решать
ся в зависимости от назначения системы с учетом двух противоре-1 
чивых требований. С одной стороны, чем больше Т, тем больше 
информации о полезном сигнале содержит входной сигнал Z (<). 
С другой стороны, чем меньше Т, тем скорее система решит задачу 
после переключения на новую реализацию входного сигнала. В не-! 
которых случаях может оказаться целесообразным сделать память 
системы Т функцией времени Т (<).

С математической точки зрения формулы (13.5.1) можно рас
сматривать как частпый случай формул (13.5.2) при Т =  t — /„.] 
Поэтому, приняв формулы (13.5.2), мы охватываем оба практиче
ски интересных случая: когда интервал наблюдения Т совпадает 
с полпым времепем работы системы и когда интервал наблюдения • 
Т совпадает с памятью системы. В некоторых задачах оказывается 
допустимым считать интервал наблюдения Т бесконечным. Это] 
допущение является, конечно, идеализацией, так как в действи
тельности любая система работает лишь конечное время, хотя 
и может иметь при этом бесконечную память. Однако эта идеали- i 
зация, как мы увидим дальше, существенно упрощает нахождение 
оптимальной липейной системы.

Для вывода уравнения, определяющего весовую функцию! 
g  (t, т) оптимальной линейной системы, подставим выражения I
(13.5.2) в общее уравнение (13.4.12). Тогда получим

х <
М [ {  J  g ( t , t ) Z ( T ) d x - W ( t ) }  j  h(t,  a) Z (<J)da] = 0 ,  (13.5.3)] 

i- г  i-т

и это равенство должно выполняться для любой весовой функция! 
h (t, о). Внося выражение в фигурных скобках под знак второго 
интеграла, выполняя почленное умножение этого выражения под j 
знаком второго интеграла на Z (о) и меняя местами операции мате-



м.,тического ожидания и интегрирования, получим 

< ‘ 
м \ {  f  g ( t , x ) Z ( x ) d x - W ( t ) }  j  h( t , a) Z( a) da]  =

L t- т  t -т
i i

„ M [  J h ( t , o ) { Z ( o )  j  g ( t , x ) Z ( T ) d x - W ( t ) Z ( o ) } d o ' ]  =
t - T  t - T

t t

=  j  h ( t , a ) M [  ( g(t,  t )Z ( t )  Z (o )d x - W ( t )  Z (o )] da =
t - T  t - T

t t

=  j  M*. ° ) {  j  g ( t , T ) M l Z ( T ) Z ( o ) ] d x - M l W { t ) Z ( o ) ) } d o .
t - T  t - T

Подставляя это выражение в (13.5.3) и принимая во внимание, что 
математические ожидапия представляют собой соответственно 
начальный момент второго порядка случайной функции Z (t) 
и совместный момент второго порядка случайных функций W  (t)
и Z (<):

М  [Z (т) Z (а)] =  Г, (т, о), М  [ W  (t) Z (о)1 =  Г Ш1 (t, о), 

приведем уравнение (13.5.3) к виду
I <
( h(t, о) | j  Гг (т, о) g (f, т) dx ГШ1 (/, о)  ̂ do =  0. (13.5.4)

I -T  t - T

Это уравнение может удовлетворяться для любой функции h (/, о) 
только в том случае, если выражение в фигурных скобках тожде
ственно равно пулю в интервале интегрирования t — Т ^  о ^  t:

I
J Г ,(т, o)g(t ,  x ) - r wt(t ,o) =  0 ( t - T ^ a ^ t ) .  (13.5.5) 

t-т

Действительно, если это выражение не равно нулю тождественно 
относительно а, то, выбирая функцию h (t, о) положительной при 
тех значениях о, при которых выражение в фигурных скобках
(13.5.4) положительно, и отрицательной при тех значениях о, 
при которых выражение в фигурных скобках в (13.5.4) отрица
тельно, мы получим в левой части равенства (13.5.4) существенно 
Положительную величину. Это убеждает нас в невозможности 
выполнения равенства (13.5.4) для любой функции h(t, о), если 
выражение в фигурных скобках в (13.5.4) не равно нулю при всех
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значениях о в интервале t — Т ^  о ^  t *). Таким образом, урав
нение (13.5.5) является необходимым условием оптимальности 
линейной системы с весовой функцией g (t, о).

Однако условие (13.5.5) в общем случае недостаточно. Действ*! 
тельно, оптимальпые операции над входным сигналом могут вклю
чать операции дифференцирования. Предположим, что входной 
сигнал Z (t) можно дифференцировать р раз. Это означает, что весА  
вые функции g (I, т) и k (I, о) могут содержать б-функции и и я  
производные до порядка р включительно. Полагая в (13.5.4) 
h (t, о) =  б 1*’ (i — а — о), получим на основании (2.1.10)

It Д*Г,(т, о) 
до*

t - T

уг (*> о ) ~|
до* Jo ■t-a =  0. (13.5.6)

Здесь величина а может иметь любое значение в пределах 0 ^  а ^  
^  Т. Одпако тождественное выполнение равепства (13.5.5) внутри 
интервала t — Т <  а <  t влечет за собой автоматическое выпол
нение равенства (13.5.6) при всех к внутри интервала t — Т <  
< ® < i ,  т. е. при всех а в пределах 0 <  а ■< Т. Следовательно, 
равенство (13.5.6) может нарушаться, не выполняться при выпол
нении равенства (13.5.5) только на концах интервала [< — Т, <], 
т. е. прн а =  0 и при а =  Т. Таким образом, остается потребовать 
его выполнения на концах интервала интегрирования, т. е. при 
а =  0 и при а »= Г для всех допустимых значений к, и мы приходим! 
к выводу, что для оптимальности системы необходимо тождествен
ное относительно о выполнение равенства (13.5.5) в замкнутом инте-| 
рвале t — Г ^ а ^ ^ и ,  кроме того, выполнение граничных условий

Иt - T

дкГг (т, о)
до*

^ r wz (t, о) 
до*

д*Г „,г (t, О)

=  0,J аы-т

t - T

(* =  1.........Р)

(13.5.7)

*)Обратим внимание па то, что равенство (13.5.5) должно выполняться 
и на концах интервала интегрирования, т. е. в замкнутом интервале [( — Т, /]• 
Действительно, допустимые линейные системы могут выполнять над сигналом 
операцию чистого (безынерционного) усиления и запаздывания на время 1 
памяти системы Т. Этому соответствует наличие слагаемых вида 6 (/ — т) j 
н б (t — Т — х) в выражениях весовых функций g (t ,  т) и Л (t, т ). Если бы 
равенство (13.5.5) не выполнялось при а =  I или а =  t — Т, то, вкл ю чи в! 
в Л (f, о) допустимое слагаемое, пропорциональное б (/ — о) или соотвег*I 
ствеино б (t — Т — о), мы бы получили отличную от нуля левую часть 
формулы (13.5.4).
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«  е эти условия в совокупности достаточны для того, чтобы функ- 
ui g (*• т) была весовой функцией оптимальной системы, так как

11 ч1 их выполнении равенство (13.5.4) будет удовлетворено при лю
бой допустимой функции h (t, о), как непрерывной, так и содержа
ний импульсные функции до соответствующего порядка.

1 Заметим теперь, что так как весовая функция g (t, т) также 
может содержать допустимые 6-функции и их производные, то 
уравнения (13.5.7) фактически содержат смешанные производные

г« / \ (т, а) пфункции I г (т, о) до порядка дх1даР включительно. Отсюда
следует, что уравнения (13.5.7) будут все выполняться в том и толь-

д2ргг (т, а)ко в том случае, если производная ■ дхР̂ аР непрерывна всюду,
л том числе и при т =  о. Это условие может служить для опреде
ления числа р допустимых дифференцирований входного сигнала.

I А именно наивысший порядок допустимого дифференцирования р
д2РГ*(т,о).есть наибольшее целое число, при котором производная ■ дхРдаР

непрерывна при т =  о. Если определить число р таким образом, 
то псе равенства (13.5.7) будут следствиями выполнения равенства

1 (13.5.5) в замкнутом интервале t — Т ^  о ^  t.
Таким образом, мы получаем другую форму условий минимума 

f средней квадратической ошибки. А именно для того чтобы функция 
g (<, т) была весовой функцией оптимальной линейной системы, 
необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла уравнению
(13.5.5) в замкнутом интервале t — Г ^ о ^ ^ н  содержала 8-функ- 
ции и их производные пе выше р-ro порядка, если р — наибольшее

д*РГ, (т, о)целое число, при котором производная ^ рУдр" непрерывна.
На недостаточность условия (13.5.5) без дополнительного условия 
ограничения порядка производных б-функций, входящих в выра
жение весовой функции оптимальной системы, впервые обратил 
внимание В. М. Семенов.

Заметим, что если сделать замену переменных £ =  t — т, 
Т =  t — о, то мы приведем интервал интегрирования и интервал 
изменения т) к замкнутому интервалу [О, Т\. В этом случае вели
чина t будет играть в уравнении (13.5.5) роль несущественного 
параметра. Вследствие этого величину t иногда опускают при запи
си Уравнения (13.5.5) в переменных £, т].

В задачах практики полезный сигнал S (/), содержащийся 
"о входном сигнале Z (<), часто представляет собой сумму линей
ной комбинации известных фупкций (регулярной части) и нере
гулярной случайной части:

N
S ( t ) =  s  tfr(Pr(0 +  X i ( 0 .  (13.5.8)

г -1
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где <р, (/), . . (t) — известные функции времени, a (<)
случайная функция времени. Коэффициенты U t, . . ., U N Morj 
быть случайными величинами или просто неизвестными величJ-I 
нами, которые могут иметь различные значения. В этом случаеЖ 
предполагая, что преобразование L, которое проектируемая сист 
ма должна выполнять над полезным сигналом, линейно, получи^ 
па основании формулы (13.1.4) следующее выражение требуемой^ 
выходного сигнала проектируемой системы:

N

W  (0 =  S  UrLq>r (0 +  LX,  (t). (13.5.9)1
г=1

Полага я для краткости
фг (0  -  L(f>r (0 (г =  1, . . ., N), Y  (0  =  L X , (О, (13.5.10| 

можем переписать формулу (13.5.9) в виде

и ч о =  2  U r b ( t ) + Y , ( t ) .
Г = 1

(13.5.11)

Предположение о линейности оператора L означает, что идеальная 
система, которая теоретически абсолютно точно решает поставлен
ную задачу при полном отсутствии помех, линейна, хотя, може 
быть, и физически невозможна (папример, идеальный экстраполя- ; 
тор). Поэтому, обозначая ее весовую функцию через I (<, t ),J  
мы можем переписать формулы (13.5.10) в виде

ф г (/) =  £ ф ,( / ) =  j  l{t, т ) ф г (т)с*т (r =  1 ,2 , . . . ,  N),
— оо 

оо

Y ( t )  =  L X , ( t ) =  j  l(t, x ) X , ( T ) d T .

(13.5.12);

Подставляя выражение (13.5.8) в (13.1.6) и объединяя для кратко
сти записи нерегулярную часть полезного сигнала X, (<) с помехой 
N(t) :

X  (t) =  Х х (0 +  N  (<), (13.5.13)

получим следующее выражение для входного сигнала искомой 
оптимальной системы:

N
Z (<) =  2  t/гф, (0 +  X  (/). (13.5.14)

r=1
Таким образом, входной сигнал Z (/) и требуемый выходной сиг* 
нал W  (0 во многих задачах практически имеют форму (13.5.14) j 
и (13.5.11), где ф,, . . ., фдг, \|?i, . . фдг — известные функци*» 
а X  (t) и Y  (<) — некоторые случайные функции.
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Мы будем считать Ut, . . ., U N случайными величинами, 
пе коррелированными со случайными функциями X (0 и У (t). 
Случай, когда Ut, . . ., U N (или некоторые из них) являются 
неизвестными неслучайными величинами, которые могут прини
мать любые значения, как показал В. М. Семенов, можно рассмат
ривать как частный случай, когда диспорсни случайных величин 
{/,, . . U N (или некоторых из них) равны бесконечности (621.
11 рсдположение о некоррелированности случайных величин Ut, . . .  
. . ., U jv со случайными функциями X  (t), Y  (t) отражает тот факт, 
что в задачах практики регулярная часть полезного сигнала, пред
ставляющая собой линейную комбинацию известных фупкций, 
ого нерегулярная часть и помеха обычно имеют различную физи
ческую природу и порождаются независимыми друг от друга источ
никами.

Для простоты выкладок мы предположим еще, что математиче
ские ожидания случайных функций X (<) и Y  (t) тождественно рав
ны нулю. Это предположение ни в какой мере не ограничивает 
общности, так как в случае отличных от нуля математических ожи
даний тх (t) и ту (i) их можно рассматривать как дополнительные 
регулярные части входного сигнала Z( t) и требуемого выходного 
сигнала W  (t). Действительно, написав формулы (13.5.14) 
и (13.5.11) в виде

N

N
W ( t ) =  2  +

r= 1

(13.5.15)

и полагая
Ф-V+l (0  =  т х (О» Ч’лг-Ь 1 =  т и (О» U  N+ 1 —

приведем формулы (13.5.15) к виду (13.5.14) и (13.5.11) с увеличен
ным на единицу числом слагаемых в суммах и тождественно рав
ными нулю математическими ожиданиями случайных фупкций 
X (0 и Y  (t). При этом последний коэффициент в сумме U N+l 
будет представлять собой неслучайную величину, равную единице, 
которую всегда можно рассматривать как случайную величину 
с нулевой дисперсией и математическим ожиданием, равным еди
нице. Таким образом, случай отличных от тождественного нуля 
математических ожиданий нерегулярных случайных частей вход
ного и требуемого выходного сигпалов приводится к случаю нуле
вых математических ожиданий за счет увеличения на единицу чис- 
Ла слагаемых в регулярных частях входного н требуемого выход
ного сигналов.
о „  Р 11 м о Р 13.5.1. Рассмотрим следящую систему примера 13.1.1. Для 
С11“ П|' 0СТИ предположим, что эта следящая система является следящей 

емои радиолокатора, предназначенного для измерепия координат
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самолетов в декартовой системе координат. При этом для простоты будем рас
сматривать только одну координату. С достаточной для практики точностью 
можно считать истинную координату самолета (/) полиномом второй сте
пени относительно времени:

5 , « )  =  Ut +  l\ t  +  U3P.
При этом начальное положение U, и начальная скорость U2 самолета, попав
шего в поле зрения радиолокатора, могут изменяться в весьма широких 
пределах и являются заранее неизвестными величинами. Поэтому их можно 
считать случайными величинами с бесконечными дисперсиями. Что же 
касается ускорения 2U ),  то оно может изменяться лишь в сравнительно узких 
пределах. Поэтому целесообразно считать его случайной величиной с конеч
ной дисперсией, которую можно определить на основании статистического 
анализа технических данных самолетов. Функция St (0  является регулярной 
частью полезного сигнала на входе следящей системы.

Помеха (/), действующая на исполнительное устройство следящей 
системы, в данном случае может быть моментом аэродинамических сил, 
действующих на антенну радиолокатора. В случае турбулентной атмосферы 
момент аэродинамических сил является случайной функцией времени. Мы 
видели в примере 13.1.1, что в данном случае преобразованная исполнитель
ным устройством помеха А г (<), т. е. выходная переменная исполнительного 
устройства, соответствующая действию па его входе помехи N 2 (/), взятая 
«  обратным знаком, также должна рассматриваться как составная часть 
полезного сигнала на входе следящей системы:

X, (/) =  - B uNi (О,
где В „  — оператор исполнительного устройства. На основании изложенного 
в §§ 3.13 и 3.14 передаточная функция исполнительного устройства (от 
управляющего входного сигнала до угла поворота вала) часто выражается 
формулой

Ф" (' ) = м Т Т ™ -; I
При этом зависимость между помехой N 2 (t) и соответствующей частью 
выходного сигнала исполнительного устройства X t (I) будет равноценна 
дифференциальному уравнению второго норядка

W W + * i W - - w v .  и)
(см. § 2.5). Зная это уравнение или передаточную функцию, можно методами 
главы 7 найти корреляционную функцию нерегулярной части полезного сиг
нала X,  (0  по данной корреляционной функции случайной функции ЛГ* (О*

Полный полезный сигнал S (<) на входе следящей системы будет

S (0  =  5 , (/) -Ь X , (1) =  Ut +  U2t +  U3t* +  X , (I).

Таким образом, задача проектирования оптимальной следящей системы 
радиолокатора приводится к рассмотренной выше общей задаче, когда вход
ной сигнал проектируемой системы состоит из регулярной части полезного 
сигнала S, (<), представляющей собой в данном случае квадратный трехчлен 
со  случайными коэффициентами, нерегулярной части полезного сигнала 
X t (0 , представляющей собой в данном случае преобразованный исполни
тельным устройством случайный аэродинамический момент, взятый с обрат
ным знаком, н помехи N t («)• Функции (рг (<), фг (0  и случайная функция Y  (О 
в данном случае определяются формулами

<Pi (0  =  ф| (0  =  1. <Гг (0  =  Фг (0  =  t,

Ч>, (4  =  (0  “  <*. У О) =  х ,  « ) .



Если система должна экстраполировать координату самолета (т. е. опре- 
яелять с наилучшей возможной точностью упрежденную координату), то 
при тех же функциях ф, (/), q>2 (<) и q 3 (t) функции ф, (<), фг (<). Фз (0  и слу
чайная функция У (/) выразятся формулами

ф, (О =  1. Ф» (0 =  t +  д, Фз (0 =  «  +  А)*, У (0 - * . ( *  +  Д).
Если система предназначена для измерения скорости самолета, то при 

тех же функциях <р, (<), <рг (1) и q>3 (<)

Ф 1 «) =  0, ф2 « ) = 1 ,  Ф з « )  =  2<, У  (<) =  Х {  « ) .

Для вывода уравнений, определяющих оптимальную линейную 
систему в случае, когда входной и требуемый выходной сигналы 
выражаются формулами (13.5.11) и (13.5.14) вычислим начальные 
моменты второго порядка Г* (т, о) и Гц.* (t, ст). Пользуясь свойства
ми математических ожиданий и учитывая, что по предположению 
тх (0 =  тпу (<) =  0, получим
Гг (т, о) =  Л/ [Z (т) Z (о)[ =

N

=  2  Фл (т) Фв (о) Л/ [/7pC/q] -h Л/ [X  (т) X  (a)J +  
р. ?=1

N
+  2  {фг (т) Л/ [tTVX (о)] +  фг (a) М  [UTX  (х)]}. (13.5.16)

Г = 1

По математическое ожидание произведения некоррелированных 
случайных величин равно произведению их математических ожи
даний. Следовательпо, М  [UTX  (о)] =  М  [Ur\ М  IX (а)1 =  0, так 
как М  [X (о)] =  mx (a) s O .  Точно так же М  [UrX  (т)1 =  
=  М  \ Ur\ М  [X  (т)] =  0. Учитывая эти равенства и вводя для 
начальных моментов второго порядка случайных величин 
U1, . . ., U N обозначение

Тр7 =  м  [UpUq 1 (р, q =  1.......... N), (13.5.17)

можем переписать формулу (13.5.16) в виде
N

г г (т, о) =  М  [Z (т) Z (о)] =  2  УрчФр(т)Ф9И  +  Х*(т, о). (13.5.18)
р. ?=>

Таким же образом найдем смешанный момент второго порядка 
требуемого выходного сигнала W  (t) и входного сигнала Z (t):

r »z(t,o) =  M [ W ( t ) Z ( o )  1=  2  Т и М О ф ^ ® )+  * » . ( * .о), (13.5.19)
Р. 9 = 1

i !,Д° °) — взаимная корреляционная функция случайных» Функций Y (<) и Х«).
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Подставляя выражения (13.5.18) и (13.5.19) в исходное уравне- j 
ние (13.5.5), приведем его к виду

j  Я*(т, т) dx =
t - T

N I

=  K vx( t , o ) +  2  Y p flf 'M O — j  т)ф р(т)йт} ф, (о) (13.5.20) 1
р. 9=1 1- Т

Неравенства в скобках показывают, что это уравнение должно 1 
удовлетворяться для всех значений а в замкнутом интервале j 
U -  Т, <].

Уравнение (13.5.20) для решения неудобно, так как неизвестная 
весовая функция входит под знаками N  +  1 интегралов. Поэтому 
целесообразно заменить его более простой системой уравнепий. ] 
Для этого введем новые пеизвестные 

N t

* ч =  S  Т р * [ * р ( 0 — ( s (* .  т) ф р ( т) * ]  (9 = 1 ......... N)- (13.5.21)
р=1 t - T

Заметим, что эти новые неизвестные являются функциями времени 
\q =  \q (t) (q =  1, . . ., N), но для краткости мы будем аргумент ; 
t опускать. На основании формулы (13.5.21) уравнение (13.5.20) 
принимает вид 

t

. ( Кх(т, o)g(t ,  т) dj  =
1- Т

N

=  K yx(t, 0 ) 4 * 2  V M CT) (13.5.22) ]
<j=l

В это уравнение неизвестная весовая функция входит только под 
знаком одного интеграла, вследствие чего это уравнение проще, 
чем (13.5.20). Но зато в нем появились ./V дополнительных неизвест-j 
ных Xt, . . ., XN. Уравнения (13.5.21) и (13.5.22) вместе образуют 
систему N +  I уравнений с N  +  1 неизвестными g(t, т), (<). • • •
• • •> ^jv СО-

Уравнения (13.5.21) удобно преобразовать, решив нх относи
тельно выражений в квадратных скобках. Полагая 

t
Т1р =  фр( 0 — ( g(t,  т)фр(т)^т (р =  1.........N),  (13.5.23'j

«=т •
перепишем уравнения (13.5.21} в виде 

к
2 уряПр =  Ья ( ? = 1 ,  . . . .  ЛГ). (13.5.24)

p= i
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д т0 — система липейпых алгебраических уравнений относитель
но неизвестных rj», . . т^ . Решая ее при помощи известного пра
вила Крамера, получим

(Р)

Чр

Yu Yu • • X, • • Yijv
Yii V »  • . X2 • • Y*n

Ум YiV2 • •• Y NN
Yii Y u  • •• Y IN
Y « Угг • •• Y 2ДГ

Yjvi Y.vi •

(р =  1.........N).  (13.5.25)

Раскладывая определитель в числителе по элементам р-го столбца 
и вводя обозначение

Cpq — р (р, q — 1 , . . . ,  N), (13.5.26)

где Г — определитель, стоящий в знаменателе формулы (13.5.25), 
а ГР9 — алгебраическое дополнение элемента y pq в этом опреде
лителе, приведем формулу (13.5.25) к виду

N

Лр — S  cpq̂ q (Р — 1» • • • 1 ЛГ)» (13.5.27)

Наконец, заменяя здесь вспомогательную величину т]р ее выра
жением (13.5.23), получим окончательно

I [У
'M O — j  g  (I, Г) фр (т) d x  =  2  СрдК, (р =  1, • •., Ю-  (13.5.28)

t - T

Уравнения (13.5.22) и (13.5.28) являются окончательной фор- 
мой уравнений, определяющих весовую функцию оптимальной 
линейной системы в случае, когда требуемый выходной сигнал W  
и входной сигнал Z выражаются формулами (13.5.11) и (13.5.14).

Рассмотрим теперь предельный случай, когда дисперсии вели- 
чин U N стремятся к бесконечности. В этом случае
Vpp-*- оо (р =  1, , . ,, N), т. е. все диагональные элементы опре
делителя Г и соответствующие элементы определителей Г,,7 стре
мятся к бесконечности. Чтобы вычислить величины срч в этом слу- 
’■ае, разделим все элементы первой строки п первого столбца опре
делителя Г на V уц* все элементы второй строки и второго столбца 
иа > Угг и т. д., все элемеиты N-й строки и N-то столбца —
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причем вследствие известпого из теории вероятностей неравенства 
для начальных моментов второго порядка (см. (541, § 3.9)

Совершенно таким же образом преобразуем определитель Грд. Имея 
в виду, что этот определитель отличается от определителя Г тем, 
что в нем отсутствует р-я строка и q-ii столбец, приходим к выводу^ 
что перед определителем появятся те же множители, что и в (13.5.29), 
за исключением У у рр и У yqq. Следовательно,

где Р,,, — алгебраическое дополнение элемента р,,, в определителе 
(13.5.29). Подставляя выражения (13.5.29) и (13.5.31) в (13.5.26),

Отсюда видно, что если хотя бы одна из величин у рр или yqq стре
мится к бесконечности, то cpq —► 0. Еслп все величины Yu» • • • 
• • ч Yn n  стремятся к бесконечпости, то все величины ср„ стре
мятся к нулю и уравнения (13.5.28) принимают вид

Таким образом, в случае, когда £/,, . . ., U K являются неизвест
ными величинами, которые могут иметь любые значения, задача 
определения оптимальной линейной системы сводится к решению 
уравнения (13.5.22) при дополнительных условиях (13.5.33).

Если только некоторые из величин уи, . . ., Vjvjv» например 
первые к, стремятся к бесконечности, то все величины сря, у кото
рых хотя бы один из номеров равен числам 1, . . к, стремятся

на K y .vn. Тогда получим

1 Р|2 • • • Р|ЛГ

я Р21  ̂ • • • P2W п /а о С ПП1
Г — Y11Y22 • • • Yjvjv — Y11Y22 • • • YA'ivP» (13.5.29)

Pjvi Рл-2 • • • 1
где

Рря =  Т /  ......... (13.5.30)
У У ррУяч

I Рр« 1 ^ 1 *

(13.5.31)

получим

(13.5.32)
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нулю вследствие (13.5.32). Следовательно, в этом случае первые 
д- уравнений (13.5.28) принимают вид (13.5.33), а в остальных 
jV — к суммирование по q в правой части будет производиться 
от q =  А +  1 ДО q =  N.

Выясним подробнее смысл условий (13.5.33). Для этого найдем 
фактическую выходную переменную оптимальной системы XV* (О- 
Вследствие формул (13.5.2) и (13.5.14) получим в данном случае

(
» ’ • ( / )  =  (  g ( M ) Z ( T ) d t  =  

t - T

N t t

=  % U r \ g(t, T)(pr (j)d T +  f  g(t, x)X(x)dx.  (13.5.34)
r =  1 t - T  I - T

Сравнивая эту формулу с (13.5.11) и принимая во внимание, что 
математические ожидания случайных функций X  (/) и Y  (t) тожде
ственно равны нулю, приходим к заключению, что математическое 
ожидание ошибки оптимальной системы равно

М  [Е (0) =  М  [W*  (0  -  XV (01 -
N t

=  2 л /1^г]{ \ « ( '.-О Ф г(Т )Л -Ч У (/)}•  (13.5.35)
г=1 т-1

Отсюда видно, что прн выполнении, условий (13.5.33) математиче
ское ожидание ошибки системы тождественно равно нулю, и, сле
довательно, математическое ожидание выходного сигнала XV* (I) 
совпадает с математическим ожиданием требуемого выходного сиг
нала XV (/). Пользуясь терминологией математической статистики, 
можно сказать, что XV* (t) является несмещенной оценкой сигнала 
И (/). Вследствие этого условия (13.5.33) обычно называются 
условиями несмещенности.

Оптимальная линейная система, удовлетворяющая дополни
тельным условиям несмещенности (13.5.33), имеет ту особенность, 
что в идеальном случае прн отсутствии нерегулярной части полез
ного сигнала и помехи, т. е. когда X (/) = Y  (/) = 0 ,  она идеально 
точно воспроизводит требуемый выходной сигнал XV (<)• Действи- 
ТелЫ1о, из формул (13.5.11), (13.5.34) и (13.5.33) видно, что в этом 
с 'учае выходной сигнал XV* (t) тождественно равен требуемому 
выходному сигналу X\r (t).

у  Г 11 м е Р *3.5.2. В условиях примера 13.5.1 можно считать, что 
®л'учае'2* ~  ° ° ’ В Т0 вРемя как величина узз копечна. Следовательно, в этом 

=  4/Cl1 ~  си  — сц  =  сХ1 =  сгг =  сгз =  ел =  сзг =  0 и только величина 
Yjj отлична от нуля. Уравнения (13.5.22) и (13.5.28) при этом
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принимают вид

Корреляционная функция случайной функции X  (<) =  Х| (<) +  N t (<) 
определяется формулой

так как радиопомеху N t (t) и случайный аэродинамический момент jY2 (<) 
можно считать независимыми. Случайная функция У (<) в данном случав 
совпадает с X i (()• Поэтому

Таким образом, зная корреляционные функции помех N i (t) и N z (I) и опера
тор исполнительной части следящей системы, мы можем вычислить корреля-] 
ционные функции, входящие в первое уравнение (13.5.36). Тогда получше 
четцро уравнения (13.5.36), определяющие неизвестную весовую ф ункции 
оптимальной замкнутой следящей системы g (I, т) и три вспомогательные 
неизвестные функции Xlt ).2 и X,.

Совершенно так же выводятся уравнения, определяющие опти- 
мальпую многомерную линейную систему. Если входной сигнал 
системы Z (t) представляет еббой n-мерную векторную случайную 
функцию, а требуемый выходной сигнал W  (<) — m-мерную вектор
ную случайную функцию, то матрица весовых функций оптималь
ной линейной системы g (t, т), обладающей минимальными сред
ними квадратическими ошибками па всех выходах, определяется 
уравнением

J * (« ,т )Г ж(т, o)dT =  r wt(t,cr) ( t - T ^ o ^ t ) ,  (13.5.37)

составляющих входного сигнала Z (t), а Гц* (<, а) — матрица 
взаимных начальных моментов второго порядка требуемого выход* 
ного н входного сигналов W  (() и Z (():

j  к x(*,o)g(t, x ) d f = K u x (t,  o) +  X, +  X2a +  Xjos f
t-т-т

t t

(13.5.36)
t - TT t - T

t - T

Kx(r, o) =  Kxl (T, o) +  ATn i(T, a),

K yx (t , о ) =  M  [X, (О X (о)] =  M  [X, (t) {X , (a) +  Ni (a )}] =
=  Л/[Х, (t) Xj (a)J =  KXf (/, a).

t - T

где Г2 (т, a) — матрица начальных моментов второго порядка

Г, (т, о) =  М  [Z (т) Z (о)т1, Г „, (t, а) =  M \ W ( t ) Z  (о)т]



f, 13.5. УРАВНЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ЛИНЕЙНУЮ СИСТЕМУ 529

и п конце § 7.2, векторы 7. (/) н W  (/) представлены в виде 
матриц-столбцов, а верхний индекс «т» означает операцию транспо
нирования матрицы). Уравнение (13.5.5), очевидно, является част
ным случаем уравнения (13.5.37) при т =  п =  1.

Следует отметить, что решение интегрального уравнения
(13.5.5) (или (13.5.37)) весьма чувствительно к малым изменениям 
„с х о д н ы х  данных. Так, например, если Z (t) представляет собой 
ста ц и о н а р н ую  случайную функцию с дробно-рациональной спек- 
т р а л ь н о й плотностью s2(w) =  Р (u>*)/Q (<ог), где P a Q  — полиномы 
относительно ш* степени т и п, п >  т, соответственно, то выход
ной сигнал оптимальной системы, как мы видели, может содер
ж а ть  линейную комбинацию производных входного сигнала до по
рядка р =  п — т — 1 включительно. Если при определении спек
тральной плотности входного сигнала Z (<) была допущена ошибка 
н pro фактическая спектральная плотность равна

. . . Р  (и2) +  еш2т*2 
* < - >— — ■ 

где г — сколь угодно малое положительное число, то выходной 
сигнал найденной «оптимальной» системы будет содержать белый 
шум, вследствие чего средняя квадратическая ошибка этой систе
мы будет бесконечной. Таким образом, при сколь угодно малом 
изменении спектральной плотности стационарного входного сигна
ла оптимальная система не только перестает быть оптимальной, 
но может стать и совсем непригодной для решения поставленной 
задачи.

Задачи, решение которых сильно изменяется при сколь угодно 
малом изменении исходных данных, называются в математике 
некорректно поставленными или просто некорректными. Таким 
образом, задача оптимизации линейной системы по критерию мини
мума средней квадратической ошибки является некорректной. 

'Чтобы сделать ее корректиой, необходимо сузить класс допустимых 
систем, исключив нз рассматриваемого класса линейных систем 
Все системы, выходной сигнал которых содержит текущие значе
ния входного сигнала и его производных. Это можно сделать, 
потребовав, чтобы выходной сигнал системы имел конечную дис- 

И^Рснн) при подаче на вход стационарного белого шума. Матема- 
нчески это условие, на основании (7.6.16), выражается неравен

с т в о м

I
g2(t, t ) d t <  оо. (13.5.39)

Чтобы ,_Т•Tn.tai ' " олучить Дополнительные возможности практической реа- 
(13 .5  чох системы, В. И. Кухтенко предложил, кроме условия 

наложить на весовую функцию оптимальной системы
1*д. В. с. Пугачев»
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еще условия вида 1381
II

J d x < o o  (А = 1 , (13.5.40)|

Физически эти условия означают, что производные выходног 
сигнала системы до порядка г включительно имеют конечные дис 
персии при действии белого шума на входе.

Дополнительные условия (13.5.39) и (13.5.40) «регуляризую 
задачу определения оптимальной системы, делают ее корректной 
Общая теория некорректных задач и их регуляризации была раз 
работана А. Н. Тихоновым 194].

Само собой разумеется, что, сузив класс допустимых систем 
дополнительными условиями (13.5.39) и (13.5.40), мы отходим 
от оптимума, ухудшаем качество системы при точном знании исход 
ных данных. Уменьшение чувствительности системы к ошибкам 
в исходных данных покупается ценой ухудшения ее качества при 
точном совпадении статистических характеристик входного и тре 
буемого выходного сигналов с расчетными. Для оценки потери 
качества системы по сравнению с истинной оптимальной необхг 
димо уметь находить оптимальные системы и оценивать их точность. 
Для этого и служит излагаемая статистическая теория оптимальр 
ных систем.

§ 13.6. Общий анализ уравнений, определяющих оптимальную 
линейную систему

Произведем сначала общий анализ системы уравнений (13.5.22) 
и (13.5.28) с целью определить последовательность операций, кото
рые необходимо выполнить для нахождепия весовой функции оптн-j 
мальной линейной системы. Рассмотрим уравнения

{ К х (т, o)g«>(t,  ■x)d\ =  K vx(t, о) (t — T ^ a ^ t ) ,  (13.6.1)

. j  Кх (т, о) g(4) ((, т) dx =  (fq (о) (t — q =  \, . . . , .V )

с неизвестными функциями £<°>, g<>>, . . #<л) э ти уравнения 
являются линейными интегральными уравнениями, так как содер
жат неизвестные функции под знаком интеграла, и притом в пер
вой степени. Каждое из уравнений (13.6.1) и (13.6.2) содержит 
только одну неизвестную' функцию (t, т), g(,) (t, т), . . •' 
. . . ,  g(N> (4, т). Следовательно, уравнения (13.6.1) и (13.6.2) могут 
быть решены по отдельности.

•>t-T

(13.6.2),
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Допустим теперь, что мм решили эти уравнения и нашли все 
ф ун к ц и и  £<0), g(l\ • • •. g<fl)- Умножим каждое из уравнений 
(13.6 .2) на соответствующую величину и сложил! полученные 
таки м  образом равенства с (13.6.1). Тогда получим

— К их 0, ° )  4~ У  ^дфа(°)» (13.6.3)
4=1

Сравнивая это равенство с (13.5.22), приходим к заключению, что 
неизвестная весовая функция оптимальной системы g  (t, т) выра
жается формулой

N
g (/, т) =  g‘<» (/, т) +  2  Я, (/) g<«> (/, т). (13.6.4)

9=1

Таким образом, умея решать интегральные уравнения (13.6.1) 
н (13.6.2), мы можем выразить неизвестную весовую функцию опти
мальной системы g (t, т) через решения этих уравнений и вспомо
гательные неизвестные Xj, . . ., "KN формулой (13.6.4). Если 
теперь найти вспомогательные неизвестные \п, то задача будет 
полностью решена.

Для нахождения Xj, . . ., Л,л- подставим выражение (13.6.4) 
весовой функции g (t, т) в уравнения (13.5.28). Тогда получим

1 N I

j  g '° '  (*- Т ) ф „ ( т ) * —  ^  *9 j  g ,e>( / .  Т ) ф р ( т ) £ / т  =  
t - T  4=1 t - T

N

=  2  срч̂ g. (13.6.5)
\  9=1

Ьсли функции g<°>, £<*>, . . ., giW известны, то интегралы в левой 
части уравнения (13.6.5) можно вычислить. Введем для них
обозначения

| t 

ь)*>= ( g(0y(t, x)<pp (x)dx, j  g 1'«> (/, т)фя (т)dx (13.6.6)
t - T  t - T

(P, g = l ,
Тогда уравнения (13.6.5) примут вид

N

“1“ cpq) =  Фр (0 — Ьро (р =  1, . . . ,  Л). (13.6.7)
9—1

Гаким образом, неизвестные Я,ь . . ., определяются системой 
••ипейных алгебраических уравнений (13.6.7). Решив эту систему

34*
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уравнений, мы найдем . . ., A,.v, после чего формула (13.6.4) 
полностью определит весовую функцию оптимальной линейной 
системы.

Заметим, что величины Ь,0, . . bN0, felt, . . ., bs l , . . . 
. . blN, . . ., bNN, определяемые формулами (13.6.6), в общем 
случае являются функциями времени t. Поэтому определяемые 
системой уравненнй (13.6.7) величины X,, . . ., также являются 
функциями времени, как это уже было отмечено раньше.

Легко доказать еще, что матрица коэффициентов уравнени 
(13.6.7) симметрична. Для этого заметим, во-первых, что у РЧ =  
=  Yqp. вследствие чего и cpq =  cqp. Во-вторых, на основании
(13.6.6) и (13.6.2), принимая во внимание свойство симметрии кор
реляционной функции, имеем:

I I
ьяр=  j  j  К х (т, о )  g«»  (t, т) g 'p> (t, о )  dx do =  

t -т t -т 
t t

=  j  t ) {  j  A'x ( o ,  T ) f (P» ( / ,  o ) d o }  dT =
t - T  t - T

i \
=  {  T)<pp (T)dT =  b p ,  (p, 0 = 1 ............N).

t - T

Итак, мы доказали, что решение уравненнй (13.5.22) и (13.5.28), 
определяющих весовую функцию оптимальной линейной системы, 
сводится к последовательному выполнению следующих операций:

1) решение линейных интегральных уравнений (13.6.1) 
и (13.6.2), определяющих вспомогательные весовые функции

(/, т), *<•>(*, т), . . ., £<*>(/, т);

2) вычисление коэффициентов bp0 и bpq по формулам (13.6.6);
3) решение системы линейных алгебраических уравнений

(13.6.7), определяющих вспомогательные неизвестные функции 
Ч) * • ч  XN *)»

4) вычисление оптимальной весовой функции по формуле
(13.6.4).

Наиболее сложной из всех этих операций является решение 
интегральных уравнений (13.6.1) и (13.6.2). Все эти уравнения 
имеют одну общую черту. А именно ядром этих уравнений является 
одна и та же корреляционная функция К х (т, о) суммы нерегуляр
ной части полезпого сигнала и помехи, н различаются они только

*) Можно показать, что определитель системы уравнении (13.6.7) всегда 
отличен от нуля (точнее, всегда положителен). Следовательно, система урав
нений (13.6.7) всегда имеет единственное решение.
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п р а в ы м и  частями. Таким образом, уравнения (13.6.1) и (13.6.2) 
„нляю тся линейными интегральными уравнениями вида

t
\ K x ( i , o ) g ( t , x ) d x  =  f ( t , o )  ( t - T ^ o ^ t )  (13.6.8)

t -т
с заданной функцией /  (t, о) и неизвестной функцией g (/, т).

К аналогичным операциям сводится решение уравнения (13.5.37), 
определяющего матрицу весовых функций оптимальной многомер
ной линейной системы.

Чтобы завершить решение задачи, остается оценить точность 
оптимальной линейной системы, т. е. найти минимальную среднюю 
квадратическую ошибку, достижимую с помощью оптимальной 
линейной системы
))ш11| =  Л/ [Е2] =  М  [(И " -  XV)*1 =  М  I(AZ -  XV)*] =

=  М  [ (AZ — XV) AZ] — М  I (AZ -  W) XVI (13.6.9)
Согласно общему условию, которому должен удовлетворять опера
тор оптимальной системы (13.4.12) и которое должно выполняться 
для всех операторов В рассматриваемого класса, в том числе и для 
оптимального оператора А,

М  I (AZ -  XV) А7Л =  0.
Следовательно, формула (13.6.9) принимает вид

,lmln =  М  [ И̂*| — М  iXVAZi =  М  [И72] — М  [XVXV* ]. (13.6.10)
Эта формула определяет минимальную среднюю квадратическую 
ошибку, достижимую с помощью любой оптимальной системы, 
как линейной, так и нелинейной.

Теперь применим формулу (13.6.10) к случаю оптимальной 
линейной системы. Первое слагаемое в правой части формулы
(13.6.10) представляет собой начальный момент второго порядка 
требуемого выходного сигнала Г„, ((, /). Второе слагаемое есть 
математическое ожидание произведения случайной функции XV (I) 
ча выходной сигнал оптимальной системы IF* (<)• Поэтому можно 
написать

t
']min =  r w( t , t ) - M [ \ V ( t )  j  g ( t , x ) Z ( t ) d j ]  =

t - T
t

=  r „ ( M ) -  j  Гц>2 (f, t) g (t, t )  dx. (13.6.11)
l -T

Подставляя в эту формулу выражение (13.5.19) и аналогичное 
выражение для Гш (<, t):

N

r w( t , t ) = K u(t, t ) +  2  Y m 'M O 'M O  (13.6.12) 
p.
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п принимая во внимание, что величина К у (t, /) представля 
собой дисперсию случайной функции У  (t), получим

I
Лтш ^ D „ — lj K yx(t, x)g(t,  x) dx-f-

t - T

s  1 -4
+  2  Vp« [♦ * (< )“  J £(<, * ) < М ^ т ]  4>,,(<)

p, 9=1 I - T  j

или, принимая во внимание, что Ур, =  yqp, и учитывая (13.5.21),
I N

T]mu =  A /— j  K„x (t, x)g(t,  x )d x +  2  (13.6.13)
l - T  p = l

Теперь остается подставить в эту формулу выражение (13.6.4) 
весовой функции оптимальной системы. Тогда получим

I

Tlmln =  ^v J К их (t, т) g<0> (t, х) d t -{-
l - T
N I

+  2  M 0 [ * p ( 0 “  j  K yx(t, a ) g ^ ( t ,  o)do] . (13.6.14)
P=1 l - T

Но вследствие уравнений (13.6.1) и (13.6.2) и симметрии корреля
ционной функции 

I

j  KyX\t, ° )  g'p> (t, a) da =
-т

I I

=  j  j  K x (x, o)g*°'(t, x) g<p> ( t ,o )d x d o ~
l - T  l - T

I I I

*= j  T ){  j  tf*(CT, x)g,p>(t, a) d o }  dx =  j  g«»(t, i)<f>p(x)dx.
I - T  l - T  t - T

Поэтому, принимая во внимание обозначения (13.6.6) и вводя 
дополнительное обозначение

Г JЬоо= ) K yx( t ,x )g l0'( t ,x)dx,  (13.6.15)
t - T

представим формулу (13.6.14) в виде
N

4m in=^i/(0  — ̂ оо(0"Ь 2  — bpo(t)}. (13.6.16)
Р = 1
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Заметны еще, что в случае отсутствия нерегулярной части 
полезного сигнала X ,  ( /)  э У  ( /)  = э0 , K v x ( t ,  о) а О и  вследствие 
итого носовая функция *<°> и все величины D v, Ь00, bt0, . . bN0
|,il It II 1>1 нулю.

Следовательно, в случае отсутствия нерегулярной части полез
ного сигнала формула (13.6.16) принимает следующий простой вид:

П р и м е р  13.6.1. Решение уравнений (13.5.36) примера 13.5.2 на 
основании изложенного сводится к определению вспомогательных весовых 
функции g'0>, g 'l>, g<2>, g ,3) путем решения интегральных уравнений

N

p=i
(13.6.17)

(13.6.18)

1 -Т

t - T

вы чи слени ю  величин bpq по формулам

1 - Г1-Т

i - Т  1 - Т

( I I
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н определению величии Х( , Х2 и Х3 путем решения системы линейных алгебра 
чсских уравнении

После этого формула (13.6.4) дает следующее выражение для весовой функ
ции оптимальной линейной системы:

g (I, т) =  g<”> (I, т) +  К  « )  *<•> (|, т) +  Хг « )  g<*> (*, т) +  \3 (0  *<’ > (/, т). 1
(13.6.20)

Формула (13.6.16) дает следующее выражение для минимальпой средней 
квадратической ошибки, соответствующей оптимальпой системе^

Лпир — Dx  1 (0 — Ьов (/) +  X| (I) |1 — bi0 (/)) +  X* (<) [t — 6го (01 +
+  Ъ  (0 К* -  Ъ,о «)1. (13.6.21)

П р и м е р  13.6.2. В случае, когда случайный аэродинамический момент 
Лг2 не действует на исполнительное устройство следящей системы, N* (<) а  О 
и нерегулярная часть полезного сигнала Х| (/) отсутствует. В этом случав 
У  г  0 и, следовательно, К ых (<, о ) =  0. Поэтому величнпы Ь00, Ь10, 620, йяо, 
а также D u равны нулю. В этом случае оптимальная система определяется 
решением последних трех интегральных уравнений (13.6.18), решепием 
системы линейных алгебраических уравпений

и вычислением весовой функции оптимальной системы по формуле

g « ,  т) =  X, (0  g"> (I, т) +  Х2 (0  *<*> « ,  т) +  X, (0  *«» « ,  т).5 (13.6.23)

Формула (13.6.21) для минимальной средней квадратической ошибки, соот
ветствующей оптимальной линейной системе, примет вид

П р и м е р  13.6.3. В случае оптимальной системы, которая должна 
с минимальной средней квадратической ошибкой экстраполировать закон 
движения самолета, т. е. выдавать его упрежденные координаты, в уравне
ниях (13.6.19) и (13.6.22) и в формулах (13.6.21) и (13.6.24) вместо < и I2 будут 
фигурировать соответственно I -f- Д, (I -+• Д)2. Кроме того, изменится опера
ция, при помощи которой случайная функция У  (/) формируется из X,  (/), 
вследствие чего изменится правая часть первого уравнения (13.6.18). В осталь
ном все уравнения и формулы предыдущих двух примеров останутся неиз
менными.

П р и м е р  13.6.4. В случае оптимальной системы, которая должна 
с минимальной средней квадратической ошибкой выдавать текущее значение 
скорости самолета, величины 1, t, <2 в уравнениях (13.6.19) н (13.6.22) и в фор
мулах (13.6.21) н (13.6.24) должны быть заменены соответственно величи
нами 0 ,1 ,  21. Кроме того, изменится правая часть первого уравнения (13.6.18). 
Все остальные формулы и уравнения примеров 13.6.1 и 13.6.2 останутся 
неизменными. »

(13.6.19)

Л пип =  V  ( 0  +  ( 0  t +  V i ( 0  <а. (13.6.24)



ч
Рассмотренные примеры показывают, что весовые функции 

£<п (/, т) и интегральные уравнепия (13.6.2), которым они удовле
т в о р я ю т , полностью определяются структурой входного полез
ного сигнала и ни в какой море не зависят от назначения проекти
руем ой  системы, т. е. от идеальной операции L, которую необ
х од и м о  произвести над входным полезным сигналом. От этой 
о п ер а ц и и , как показывают формулы (13.5.10), в случае отсутствия 
н е р е гу л я р н о й  части полезного сигнала зависят только функции 
\|V (/), входящие в правые части уравнений (13.6.7), определяющих 
величины Xr (t), и в формулу (13.6.17) для минимальной средней 
квадратической ошибки, соответствующей оптимальной системе. 
Таким образом, в случае отсутствия нерегулярной части полезного 
сигнала от назначения системы зависят только функции t|v (t)
и К  (О-

Аналогичные результаты дает анализ уравнений, определяю
щих оптимальную многомерную линейную систему. В частности, 
получаем следующую формулу для матрицы II начальных 
моментов второго порядка вектора ошибки оптимальной системы:

I
Н =  Га- (Л <) -  j  g (t, т) Гц-2 (t, x f d i ,  (13.6.25)

t - T

где в дополнение к обозначениям конца § 13.5 Г„, (/, т) — матри
ца начальных моментов второго порядка требуемого выходного
сигнала:

ГЛ*. т) =  М  [W  (0  W  (т)т1, (13.6.26)
а верхний индекс «т» по-прежнему означает операцию транспо
нирования матрицы. Диагональные элементы матрицы Н представ
ляют собой средние квадраты ошибок на выходах оптимальной 
системы (т. е. минимальные достижимые средние квадраты ошибок 
на соответствующих выходах системы).

§ 13.7. Уравнения, определяющие оптимальную 
дискретную линейную систему

Уравнения предыдущего параграфа определяют, в частности, 
оптимальные дискретные линейные системы. В этом случае вход
ная функция действует на систему только в дискретном ряде 
моментов времени =  t — Т, <2, . . ., th =  / и весовая функция 
оптимальной линейной системы согласно (5.2.4) будет представлять 
собой линейную комбинацию 6-функций:

g(th, i ) = Y > g h f i { x — U). (13.7.1)
l=i

Полагая в уравнениях (13.6.1) и ^13.6.2) t =  th, а =  tq и заменяя
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весовые функции g<0), #<*> соответствующими линейными
комбинациями б-функций, приведем эти уравнения к виду 

h
S  tq)gfi' =  K vx(th, tq) (q =  1.........h), (13.7.2)

h
tq)gft  =  q>r(/q) (7 = 1 , . . . ,  h; r =  l .........N). (13.7.3)

Таким образом, интегральные уравнения (13.6.1) и (13.6.2) для 
оптимальной дискретной линейной системы заменяются система
ми линейных алгебраических уравнений (13.7.2) и (13.7.3).

Формулы (13.6.6), определяющие величины bvq, для дискрет
ной системы принимают вид

л •
Ь,.ч =  2  gffVp (ti) ( р = 1 ,  . . . , N ; q  =  0, 1, (13.7.4)

i=i
После нахождения коэффициентов bpq и решения систем линей

ных алгебраических уравнений (13.7.2), (13.7.3) и (13.6.7) весо
вые коэффициенты оптимальной дискретной линейной системы 
определятся формулой

*м =  С +  2  W  (1 =  1, (13.7.5)
9 = 1

которая является следствием общей формулы (13.6.4).
Формулы (13.6.16) и (13.6.17) определяющие минимальную сред

нюю квадратическую ошибку, соответствующую оптимальной 
линейной системе, справедливы и для дискретных линейных систем 
при t =  th. При этом величина Ь00 определяется формулой

h
b o o = J j * № * (* / . .  h), (13.7.6)

вытекающей из (13.6.15).
Таким образом, оптимальные дискретные линейные системы 

всегда находятся принципиально просто путем решения систем 
линейных алгебраических уравнений и элементарных алгебраиче
ских вычислений. Однако при большом числе h моментов наблю
дения входного сигнала решение систем уравнений (13.7.2) 
и (13.7.3) связано с трудоемкими вычислениями. В § 14.7 мы изло
жим общий метод решения уравнений (13.7.2) и (13.7.3), дающий 
явные выражения для весовых коэффициентов g $  при любом чис' 
ле моментов наблюдения h.



Г л а в а  14

МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 14.1. Определение оптимальной лннейной системы 
в случае белого шума на входе

li предыдущей главе было показано, что задача определения 
оптимальной линейной системы с одним входом и одним выходом 
по критерию минимума средней квадратической ошибки приводит
ся к решению интегральных уравнений вида

IJ K x ( T , o ) g ( t , i ) d j - f ( t , o )  (14 .1 .1)
t - T

где /  (/, а) — известная функция, a g (t, т) — неизвестная весо
вая функция. Умея решать интегральные уравнения такого типа, 
мы можем элементарными вычислениями находить оптимальные 
линейные системы.

Н следующей главе мы увидим, что к интегральным уравнениям 
вида (14.1.1) приводится также задача определения оптимальной 
системы среди всех возможных систем по различным критериям 
(см. 1531, §§ 141—145). Поэтому интегральное уравнение (14.1.1) 
является основным уравнением статистической теории оптималь
ных систем, н методы решения этого уравнения составляют основу 
теории оптимальных систем.

Нетрудно видеть, что уравнение (14.1.1) легко решается в слу
чае, когда случайная функция X (#) представляет собой белый шум, 
так как в этом случае корреляционная функция К х (т, о) выража
ется через 6-функцию и уравнение (14.1.1) превращается в алгеб
раическое. Действительно, подставляя в уравнение (14.1.1) выра
жение корреляционной функции белого шума X (t):

К х (т, а) =  G (о) 6 (т — о) (14.1.2)
11 вспоминая, что интеграл от произведения 6-функции на любую 
Функцию равен значению этой функции в точке разрыва 6-функ-
Чии, получаем

G (a) g (t, а) =  / (t, a) ( t  -  Т  <  а <  /)• (14.1.3)
твким образом, в случае, когда сумма нерегулярной части полез- 
"ого сигнала и помехи X (<) является белым шумом, интегральное
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уравнение (14.1.1) приводится к линейному алгебраическому 
уравнению. Решая это уравнение и заменяя букву о  буквой 
находим

/  « .  Т)
g  (*. т ) С (т) (t — Г < т < / ) . (14 .1 .4

Таким образом, мы имеем выражение функции g  (t,  х) в интере
сующем нас интервале наблюдения t — Г ^  х ^  Вне этого 
интервала ее следует принять равной нулю, так как значения вход
ного сигпала, предшествующие моменту t —  Т ,  система не долж
на использовать (или не может использовать, если момент t — Г 
совпадает с моментом начала работы системы), а прн т >> t весовая 
функция g  (I, х) равна нулю вследствие условия физической воз-] 
можности системы.

Подставляя в (14.1.4) вместо /  (/, х) по очереди функции 
К . A t ,  т), ф| (т), . . фдг (т), мы получим соответственно функции 
g<6) (t, т), #(1> (/, т), . . ., g {N) ( t ,  т). После этого весовая функ
ция оптимальной системы определяется элементарными операция
ми, как было изложено в предыдущем параграфе.

П р и м е р  14.1.1. Найти оптимальную систему для выделения полез
ного сигнала известной формы н неизвестной случайной амплитуды в случае, 
когда помеха является белым шумом постоянной интенсивности к.

Пусть известная форма полезного сигнала характеризуется функцией 
(/). Случайную амплитуду полезного сигнала обозначим через U\. Тогда 

задача сведется к решению одного интегрального уравнения (13.6.2). Поль
зуясь формулой (14.1.4), находим весовую функцию g*1*:

Ф1 (х)

После этого вычисляем но второй формуле (13.6.6) единственную в данном) 
случае величину 6И:

t . I

Ь ц =  j  g(1> ( /,т)«г1( т )Л  =  j  j  <р?(т)*.
1-Г t - T

Решение единственного в данном случае уравнения (13.6.7) дает функцию 
X, (<):

ф| (0х, (о= &и +  ен ’
где e,i =  1/vh — величина, обратная по отношению ко второму начальному 
моменту случайной амплитуды сигнала. Наконец, формула (13.Г>.4) дает для 
весовой функции оптимальной системы следующее выражение:

■ м - м о . “ » м - Д | | Й . в

Выясним подробнее смысл оптимальных операции над входной функцией 
в данном случае. На основании формулы (13.5.34) выходная переменная
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оптимально** системы выражается формулой
I I

W * ( t ) = h - p -  { t f ,  j  ( f ? ( x ) d t +  j  <p,(T)X(T)<fT 
l - Т  t - T

1!ырая<снио в фигурных скобках получается путем умножения входного 
сигнал* Z (т) на известную форму полезного сигнала <р( (т) и интегрирования 
по интервалу наблюдения. При этом полезная часть входного сигнала возво- 
•снтся п квадрат и дает существенно положительную величину, при интегри
ровании которой происходит как бы накопление полезного сигнала, в то 
иремя как шумовая часть прн интегрировании ие должна накапливаться. 
I,' этой идее накопления сигнала путем умножения входной функции на 
известную форму полезного сигнала и интегрирования легко можно прийти 
интуитивно, без применении теории оптимальных систем. Однако такое 
очевидное решение задачи можно иолучить только при полностью известной 
форме сигнала. В случае сигнала более сложной структуры найти оптималь
ную систему интуитивным путем затруднительно.

Простота решения уравнения (14.1.1) в случае, когда X (t) 
представляет собой белый шум, приводит к следующей идее реше
ния уравнения (14.1.1) в общем 
случае, когда X  (I) не является 
белым шумом. Если найти линей
ную систему, преобразующую 
данную случайную функцию 
Л (/), т. е. сумму нерегулярной 
части полезного сигнала и по
мехи. в белый шум V (<), а 
затем найти оптимальную систему для случая белого шума V (/) 
на входе, то последовательное соединение этих двух систем 
и будет представлять собой оптимальную линейную систему 
для случайной функции X  (<) на входе (обведена пунктиром 
на рис. 14.1.1). Эта идея лежит по существу в основе всех 
известных методов решения интегрального уравнения (14.1.1).

Таким образом, решение интегрального уравнения (14.1.1) 
сводится к задаче канонического представления случайной функ
ции X  (/). Действительно, мы знаем, что проблема канонического 
представления случайной функции есть проблема ее выражения 
через белый шум — дискретный в случае канонического разложе
ния и непрерывный в случае интегрального канонического пред
ставления. Вследствие этого очевидно, что теоретической основой, 
"а которой может быть построена общая теория оптимальных сис- 
гем> является метод канонических представлений случайных функ
ций. Далее мы рассмотрим применение обоих типов канонических 
представлений, когда случайная функция X (/) выражается через 
дискретный белый шум, т. е. через последовательность некоррели
рованных импульсов, и когда она выражается через непрерывный 
'°лый шум. Применяя интегральное каноническое представление,

х ш  ! _ ur(t,r) т 1
f>r(t) \ Xr/t) 1

11—

Рнс. 14.1.1 .

1I_1
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мы получаем решение интегрального уравнения (14.1.1) в конем 
ной форме. Однако, к сожалению, пока не существует общих 
методов получения интегральных канонических представлений для 
произвольных случайных функций. С другой стороны, любую слу
чайную функцию можно, пользуясь стандартным приемом, пред
ставить каноническим разложением. Однако в этом случае решенн 
интегрального уравнения (14.1.1) получается в форме бесконечн 
го ряда.

Заметим, что формулой (14.1.4) можно пользоваться как при
ближенной и в том случае, когда случайная функция X  (/) но 
является белым шумом, но близка к белому шуму. А именно фор
мула (14.1.4) дает приближенное решение уравнения (14.1.1), 
если интервал корреляции т0 случайной функции X  (<) (т. е. 
максимальное значение разности | т — о |, при котором кор
реляционная функция К х (т, о) существенно отличается от нуля) 
достаточно мал для того, чтобы функцию /  (/, т)/ G (т) можно был» 
считать практически постоянной в любом интервале изменения 
т длины 2т0. Для доказательства подставим выражение (14.1.4) 
в левую часть уравпения (14.1.1), оставив пока функцию G (т) 
неопределенной. Тогда, принимая во внимание, что в данном, 
случае при любом значении о в интервале t — Т +  ^  °
^  t — т0 подынтегральная функция практически равна нулю вне 
интервала (о — т0, о +  т0), и вынося за знак интеграла значение 
функции /  (t, т)IG (т) в середине о этого интервала, будем иметь

t О+То

j / C .x ( T ,a ) ^ - d T «  j  Kx ( T , o ) l ± 2 - d T *
t - T  О-To

»  j  Kx (° +  4, о) «fij.
-т о

Отсюда видно, что если определить функцию G (о) формулой
то

G (°) =  j  Я*(о +  ть а)с?Л,
-Т о

то формула (14.1.4) даст приближенное решение уравнения (14.1.1).

§ 14.2. Определение оптимальной линейной системы 
в случае стационарных сигнала и помехи 

и бесконечного интервала наблюдения

Применим изложенную общую идею для нахождения оптпмаль- 
пой линейной системы в частном случае, когда требуемый вы ходной  
сигнал W  и входной сигпал Z содержат только нерегулярные части, 
представляющие собой стационарные и стационарно с в я за н н ы е
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случайные функции времени:
Z(t)  =  X ( t ) ,  W(t)  =  Y ( t ) ,  (14.2.1)

а и н те р в ал  наблюдения бесконечен: Т =  оо. Для нахождения сис
темы, преобразующей стационарную случайную функцию X (t) 
н белы й шум, согласно изложенному в § 7.0, достаточно выразить 
,4* спектральную плотность в виде

*,(<■>) =  |Ф(1ю) Iе, * (14.2.2j
где Ф (<<о) — функция, все-пули и полюсы которой лежат в верх
ней полуплоскости. Тогда устойчивая стационарная линейная 
система с передаточной функци
ей 1 /<!>(«) и будет системой, пре
образующей случайную функ
цию X (/) в белый шум К(/) с еди
ничной спектральпой плотностью 
п интенсивностью, равной 2л.

Обозначим через £ ((, г) не
известную весовую функцию оп
тимальной системы для случая белого шума V на входе. Тогда опти
мальной системой для входной случайной функции X  будет после-- 
довательиое соединение системы с передаточной, функцией 1/Ф (s) 
н системы с весовой функцией £ (*, т) (рис. 14.2.1). •

Для определения весовой функции £ (/, т) оптимальной лнией- 
ной системы для случая белого шума V на входе имеем в данном 
случае одно уравнение (13.6.1) при Т =  оо, Правая часть кото- • 
рого представляет собой взаимную корреляционную функцию 
кнв (t — о) требуемого выходного сигнала Y  (<) системы и белого 
шума V (о). Применяя для решения этого уравнения формулу
(14.1.4), находим

\ ( t ,  т ) = 2̂ * у 0(< —т) ( — о о < т < / ) .  (14.2.3)

При т >  t функцию £ (f, т) следует положить равной нулю, так 
как мы ищем физически возможную оптимальную систему. Из
(14.2.3) видно, что оптимальная линейная система для белого шума
I на входе стационарна. Ее передаточная функция Q (s)  на осно
вании (2.4.6) определяется формулой

ОО

= ±  j  *„,(*)«-*<£■ (14.2.4)
о

Следовательно, и оптимальная система для входной случайной 
Функции X  (/), представляющая собой последовательное соедине
ние двух стационарных линейных систем, стационарна. Так как 
передаточная функция последовательного соединения линейных 
систем равна произведению передаточных функций соединяемых

ХШ ! _ г VU) S2(s)
t(t. l)

ii
• ■1 Ф(5) i

Рис. 14.2.1.
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систем, то передаточная функция оптимальной линейной системы 
для входной случайной функции X определяется формулой

’• '< * > - £ $ •  (‘4-2.5J
Для полного решения задачи осталось теперь только найти взаим
ную корреляционную функцию кив ( |)  требуемого выходного сиг
нала системы Y и белого шума V. Так как белый шум V есть резуль
тат преобразования случайной функции X устойчивой стационар
ной линейной системой с передаточной функцией 1/Ф (s), то для 
определения взаимной спектральной плотности 8уо («#). случайной 
функции Y  и белого шума V можно применить формулу (7.4.21). 
В результате получим

• » ( • ) - « р и г -
Зная взаимную спектральную плотность случайных функций Y  
и V, можно найти их взаимную корреляционную функцию по 
известной формуле теории вероятностей:

* » .« )=  ]  *„г(|»)^<*Ц = J  j g Z L * » * .  (14.2.7)
— оо — оо

0

Здесь мы обозначили переменную интегрирования через р, так как 
определенный интеграл не зависит от обозначения переменной 
интегрирования.

Подставляя выражение (14.2.7) в (14.2.4) и после этого подстав
ляя полученное выражение в (14.2.5), получим следующую форму
лу для передаточной функции оптимальной линейной системы:

’•’« - ■ ж ® »  Ie ' a d t  ]  (14'2-8>
О — оо Г /

Эта формула является основной формулой теории экстраполяции, 
интерполяции и сглаживания стационарных случайных функций, 
разработанной Винером 112].

Двойной интеграл в формуле (14.2.8) во многих случаях легко 
вычисляется. Так, например, этот интеграл легко вычисляется, 
если отношение sux (р)/Ф (— ip) является дробно-рациональной 
функцией. В этом случае, полагая в (14.2.8) s — io) и выполняя 
интегрирование, получим следующую формулу для частотной 
характеристики оптимальной линейной системы (см. 1531, § 129):

* < * - w K 5 = S r l +-
где квадратные скобки со знаком внизу означают, что рацио
нальная дробь, заключенная в эти скобки, должна быть разложе-
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на простые дроби и п полученном разложении должны быть 
отброш ены  все простые дроби, соответствующие корням знамена
теля, расположенным в нижней полуплоскости комплексной пере
мен»0” **• Иными словами, второй множитель в формуле (14.2.9) 
представляет собой сумму всех простых дробей в разложении 
на простые Дроби рациональной дроби, заключенной в квадратные 
скобки , которым соответствуют полюсы, расположенные в верхней 
п0Л у плоскости.

П р и м е р  14.2.1. Найти оптимальную линейную систему (фильтр) для 
отделения полезного сигнала, представляющего собой стационарную случай
ную функцию Xj (<) с нулевым математическим ожиданием и корреляцион
ной функцией kxl (т) =  D e~“ М ,.от некоррелированной с ним помехи Х 2 (<)» 
которая является белым шумом постоянной интенсивности к.

Но условиям задачи входной сигнал и требуемый выходной сигнал 
системы определяются формулами

г (I) -  X (I) =  X, (!>,+ хг (<), W «) = У «) = X, «). (14.2.10)
Находим сначала спектральную плотность случайной функции X  (<)• Так 
как Х,(<) и Х 2(1) не коррелированы, то sx (о>) =  *Я1 (to) +  sxi  (to). Под- 
ставляя сюда выражение спектральной плотности случайной функции
X, <0:

, . D а
*.т, (“ ) = — •я  а 2-(-со2

н спектральной плотности к/2л  белого шума Х г (/), получим
, ч D а  ■ к к рг +  w2 а,  2Da , ,  

**(й,)==я  «г +  ш2 +  2я “  2я ‘ а 2 +  со2 ’ к + “  '
•

Эту спектральную плотность можно представить в виде квадрата модуля 
некоторой функции, имеющей нули и полюсы в верхней полуплоскости:

**(*>)■ . l i / J L . l  
| У 2л а

P +  to
+  it0

Следовательно, передаточная функция стационарной линейной системы, фор. 
мирующей случайную функцию X  (/) из белого шума с единичной спек
тральной плотностью, выражается формулой

® М - / к  Й 7 -  " 4'2" >

Величина 1/Ф (ito) представляет собой частотную характеристику обратной 
системы, преобразующей данную случайную функцию X  (<) в белый шум.

Для решения задачи нам нужно найти еще взаимную спектральную плот
ность случайных функций У (/) и X  (/)• Учитывая, что случайные функции 
А| (/) и Х 2 (<) не коррелированы, можем написать
ких (т)=А / \Y  (i +  i) X (0 1 = ^  [X, (* +  т) {X, (0 +  Х, (0)1 =

=  Л/[Х, (< +  т)Х , ( ! ) ]= * „  (т).

I аким образом, случайные функции У (/) и X (<) в данном случае стацио-
нарно связаны и их взаимная корреляционная функция совпадает с корре
ляционной фуикцией случайной функции У (/) ез X, (t). Следовательно, 
и взаимная спектральная плотность случайных функций У (<) • и X (/)ОГ

Под ред. в. С. Пугачева
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совпадает со спектральпой плотностью случайной функции ЛГ( (<):

*ух (*)=»*, (“) = —-• '5»Тм*' * (1/,'212>
На основании формул (14.2.11) и (14.2.12) имеем

*!/«(<■>) _ /  _2_ _____ a  —  io)_____
Ф ( — iw) ~ а  V  кл  (р — <«о) («2-J-«и2)

D a \ ^ k n '  ( — iio+P)(ia> +  a )  -~0 а У '  к л  ’ 

Разложив это выражение на простые дроби, получим 

• у х  (w) Da

1
(ш + ф )  (ш — ia)

кл  ( ш — ia  w-И в  ) 'Ф ( — ко) i ( a  +  P) V  кл  V (о — ia  w + ip

В полученном разложении полюс первой дроби ia  лежит в верхней полу
плоскости, а полюс второй дроби —ip — в нижней полуплоскости. Поэтому 
вторую дробь следует отбросить. В результате иолучим

Г *ух (<») -1 Р а  _ /  2~ ___1
1:Ф ( — i«o) i ( a  +  p) V  кл  ‘ ш— ia

Подставляя это выражение и выражение (14.2.11) в формулу (14.2.9), пахо- 
дим частотную характеристику оптимальной линейной системы:

ш ,, . Da 1 i / 2n w— i a _
1 i (a  +  0) Г An ’ со — ia  V  к ш — ip

2 P a_______ 1 ZDa 1
^  ifc(a +  P) ’ (0— <P — * (a  +  P) iw -fp

Ho ID а! к — P2 — a*. Подставив это выражение в предыдущую формулу.
получим окончательно

= - £ г + т
Эта формула показывает, что в данном случае оптимальный фильтр пред
ставляет собой апериодическое звено с постоянной времеии Т — 1/р и коэф
фициентом усиления (Р — а)/р . Следовательно, в данном случае опти
мальный фильтр можно точно реализовать в виде последовательного соеди
нения усилителя и цепочки ПС.

Заметим, что точная реализация оптимального фильтра оказалась в рас
смотренном примере возможной только благодаря тому, что помеха является 
белым шумом, а полезный сигнал не содержит компоненты в виде белого 
шума. В таких случаях формула (14.2.9) всегда выражает передаточную 
функцию оптимальной системы в виде дробно-рациональной функции, 
у которой степень числителя меньше степени знаменателя. Такие передаточ
ные функции в принципе всегда можно точно реализовать при помощи сопро
тивлений, емкостей н индуктивностей. Если помеха не является белым шумом 
и полезный сигнал пе содержит компоненты, представляющей собой белый 
шум, то степень числителя передаточной функции оптимальной системы 
в общем случае будет по мепьшей мере равна степени знаменателя, вслед
ствие чего при реализации оптимальной системы возникают серьезные труд
ности. Однако, как мы уже знаем, в точной реализации оптимальных систем 
нет практической необходимости (см. пример 13.3.1).
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§ 14.3. Общая формула для определения оптимальной 
линейной сиетемы

Предположим, что мы умеем найти физически возможную линей
ную  систему, весовую функцию которой обозначим w~ (t , т), 
преобразующую данную случайную функцию X (I) в белый шум
V (О- Предположим, что нам известна весовая функция обратной 
системы w (<, т), формирующей случайную функцию X  (t) из бело
го шума V (0- При этом мы вначале рассмотрим случай бесконечно
го интервала наблюдения Т =  оо. В следующем параграфе мы 
покажем, как можно применить полученные результаты к случаю 
конечного интервала наблюдения.

В данном случае мы можем написать следующие равенства:
»

F ( f )=  j  w~(t, T ) X ( T ) d T ,  (14.3.1)
— 00 

1
* (* )=  J W ( t ,  T ) V ( T ) d T .  (14.3.2)

—  00

Теперь заметим, что на входе искомой оптимальной системы обыч
но действует не только сумма нерегулярной части полезного сигна
ла и помехи X  (0, но также и регулярная часть полезного сигнала, 
т. е. сумма известных функций фг (/), умноженных на случайные 
коэффициенты Ur. Эти функции фг (I) также будут преобразовы
ваться системой, которая преобразует X  (/) в белый шум. Резуль
тат этого преобразования функций ф1 (t), . . ф^ (<) мы обозна- 
чим xi (0» • • м Xn (0 (рис. 14.1.1). Тогда будем иметь следующие 
соотношения:

{
X r(0“  j  w~(t, т)фг(т)(*т ( r = l .........N). (14.3.3)

-оо
I

(pr (t)= j  w(t, x)Xr(t)dx ( r = l ,  (14.3.4)
— oo

1 аким образом, решая задачу определения оптимальной системы 
для белого шума на входе, мы должны вместо функций фг (<) взять 
Функции Хг (<)• Кроме того, вместо взаимной корреляционной 
Функции К vx (*, о) мы должны взять взаимную корреляционную 
Функцию случайной функции Y  (I) и белого шума V (t):
K Uo(t, о) =  Л/ [У (<) V (о)1 =

О О

=  А /[ у  (t)  ̂ ыг (о, т)Х (т) d t j  =  j  w~(o, i ) K vx(t, i )dx.  (14.3.5)

35*



Точно так же нз (14.3.2) находим
Т

K ux(t, т) =  л/ [У (<) X  (т)[ =  М  [У  (<) j  w(т, о) V(o) do] =
— оо

т

=  j  w(x, о) Kyv(t, o)do.  (14.3.6)
—  ОО

Сравнивая формулы (14.3.3) и (14.3.5), мы приходим к выводу, 
что при преобразовании случайной функции X (I) в белый шум
V (<) необходимо подвергнуть такому же преобразованию правую 
часть интегрального уравнения (14.1.1), т. е. вместо функции 
/  (t , а) нужно взять функцию

О
J  иг (а, х) / ( / ,  т )dx. (14.3.7)

—  ОО

Функции /  (<, т) и /1 (t , о) связаны, как показывают формулы
(14.3.4) и (14.3.6), н обратным преобразованием:

т

. /(<1 т) =  j  И т ,  СГ) /t («, о) do. (14.3.8)
—  ОО

%
Это необходимо учитывать, как мы увидим в дальнейшем, при 
решении уравнения (14.1.1) в случае конечного интервала наблю
дения.

Обозначим весовую функцию оптимальной линейной системы 
для белого шума V (t) на входе через £ (<, т). Пользуясь формулой
(14.1.4), находим

I V ,  1 ) =  ( - 0 0 < T < < ) .  (14.3.9)

Искомая оптимальная система представляет собой последо
вательное соединение линейных систем с весовыми функциями 
w~ (<, т) и ?(<, т) (рис. 14.1.1). Поэтому, пользуясь формулой 
(4.2.5), получим

<
g(t,  т )=  j  £(<, о) w~ (о, т) do. (14.3.10)

Таким образом, последовательность формул (14.3.7), (14.3.9) 
и (14.3.10) дает решенне поставленной задачи. Эти три формулы 
можно объединить. Для этого подставим выражение (14.3.7) 
в (14.3.9) и полученное таким образом выражение подставим
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„ (14.3.10). В результате получим 
( о

g(t, т )=  } u r % $ da-  ] '(14.3.11)
X -оо

Полагая в (14.3.11) последовательно /  (t, X) =  K y x (t, Я.),
jr, (X)..........ф* (^), мы найдем функции £«»(<, т), g<‘) (t , т), . . .

g(N) (t, т), подле чего весовая функция оптимальной системы 
р (/, т) находится, как показано в § 13.6.

формулу (14.3.11) можно, конечно, получить чисто формаль
ным путем, пользуясь интегральным каноническим представлени
ем случайной функции X  (<). Однако изложенное решение более 
наглядно и вскрываех физический смысл применения метода инте
гральных канонических представлений в данном случае.

Подставляя полученное решение (14.3.11) в интегральное урав
нение (14.1.1) прн Т — оо и принимая во внимание, что при любом 
t >  о, т

X
Кх (о, т )=  j  G(u)w(o,  u)w(x,  u)du,

- oo
t
j  w(l, a)w~(a,  x)da — b(t — x),

— OO
t

j  w~(t, a) w(a, x)da =  6(t — t )

—  OO

(см. формулы (7.6.13), (7.6.7) и (7.6.8)), можно убедиться в том, что 
выражение (14.3.11) действительно удовлетворяет интегральному 
уравнению (14.1.1)" при Т =  оо:

t
\  Кх (х, a)g(l,  x)dx =  f ( t ,  о) (—io <ст<<)- (14.3.12)

— оо

Применим формулу (14.3.11) к частпому случаю стациопарной 
случайной функции X с дробно-рациональной спектральной плот
ностью. Определив в этом случае передаточную функцию устойчи
вой стационарной линейной системы, преобразующей случайную 
Функцию X  в белый шум, путем представления спектральной плот
ности формулой (14.2.2), можем найти ее весовую функцию по фор- 
мУле (7.6.27) или (7.6.30). Имея в виду, что в данном случае систе
ма, преобразующая случайную функцию X  в белый шум V, ста- 
Нионарна, пользуясь правом произвольно расширять пределы 
интегрирования в случае нулевой подынтегральной функции и учн- 
ичвая, что интенсивность белого шума V (t) равна в данном случае



G (t) =  2л, перепишем формулу (14.3.11) в виде
( оо

g(t, х) = - ^  j  w~(a — i)da  j  w~ (o — \)  f  (t, A) d \ .  (14.3.13)
— OO — 00

После замены переменных r| =  i — Я,, £ =  t — а эта формула 
примет вид

ОО оо

т) =  ^  ( И>'(/ —T -6 )d £  j  t-i))dT).  (14.3.14)
О — ОО

Выразив весовую функцию w~ (t] — |)  через соответствующую 
частотную характеристику 1/Ф (ito) (см. формулу (7.6.30)):

1 7
=  ^  j  ' ф ( - 1 ц )  d * '

—  ОО

можем написать
оо

{ w - ( r ] - l ) f ( t ,  t-i])dT] =

- i f f “'“ ‘ч- ( ,4 -з -,5>% —00—00 »
Изменим в полученном интеграле порядок интегрирования и обра
тим внимание на то, что интеграл

ОО 11

Х(<, Ц) ==-23г J f ( t , t - i \ ) e ~ l^ d r \] (14.3.16)
—  ОО

представляет собой преобразование Фурье функции /  (t, t — т]), 
рассматриваемой как функция т]. Тогда получим

{ w - ( r \ - \ ) f ( t ,  t - v ^ d ^  j  (14.3.17)
—  00 — ОО

Подставив это выражение в (14.3.14) и заменив весовую функцию 
w~ (t — т — £) ее выражением через частотную характеристику 
1/Ф (ico) (формула (7.6.27)):

w~"  ‘
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—Т — ̂ =  2я j  Щш) do)’
—  ОО

*('■ ч - т М *  5 - w 5- *  5 - Ч & Г + -  (1/- 3 -18’

получим
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Наконец, изменив порядок интегрирования по переменным £ и w,
получим

— оо 0 —оо

Сравним формулу (14.3.19) с формулой (2.3.20), выражающей 
весовую  функцию линейной системы через ее частотную характе
ри сти ку . Тогда получим следующую формулу для частотной харак
тери сти к и  системы, весовая функция которой определяется урав
нением  (14.3.12):

* « •  J J  Хф ';̂ Т
О  - О О

Эта формула показывает, что в общем случае, несмотря на стацио
нарность входного случайного возмущения X,  оптимальная систе
ма нестационарна, так как ее частотная характеристика зависит 
от времени.

Заметим теперь, что для вычисления функции % по формуле
(14.3.16) необходимо задать функцию /  (t, Я,), рассматриваемую 
как функция Я,, на всей числовой оси, в то время как для пахож- 
депия оптимальной системы достаточно задать ее в интервале
— оо <  X ^  t. Это кажущееся противоречие не возникает при при
менении формулы (14.3.11), нз которой была выведена формула
(14.3.20). Дело в том, что формальное расширение пределов инте
грирования по X в (14.3.13) позволяет продолжить функцию 
/  (t, X) в область t < Х  <  оо произвольно, так как w~ (о — А,) =  0 
при л >  о, а о ^  1‘в области интегрирования по а. Например, мож
но принять /  (t, X) =  0 прн t. Однако при этом могут полу
читься разрывы функции /  (t , X) и ее производных по X в точке 
X =  t. А так как весовая функция w~ (а — X) обычно содержит 
линейную комбинацию ft-функции и ее производных, то внутрен
ний интеграл в (14.3.13) содержит линейную комбинацию произ
водных функции /  (t , X) по X. Вследствие дифференцирования раз
рывной функции внутренний интеграл в (14.3.13) будет содержать 
лишние члены с 6-функцией и ее производными. Эти лишние члены 
позникают только в результате произвольно допускаемого разрыва 
Функции /  (<, X) и ее производных по X в точке X =  t. Их можно 
избежать, если продолжить функцию /  (t , X) в область X >  t таким 
образом, чтобы она была непрерывна вместе со своими производ
ными по X до соответствующего порядка. Поэтому все лишние чле
ны с 6-фуцкцией и ее производными, полученные при вычислении 
инутрсннего интеграла в формуле (14.3.20), равного па основании
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(14.3.17) внутреннему интегралу в (14.3.13) и (14.3.14), следует 
отбросить. Но члены с 6 ( | ) ,  S' (£), б’ ( |) ,  . . .  во внутреннем 
интеграле дают в выражении двойного интеграла в (14.3.20) соот
ветственно 1, iw, (ito)*, . . ., т. е. полином относительно <о. Поэто
му при вычислении двойного интеграла в формуле (14.3.20) целу~: 
часть, т. е. полипом относительно со, всегда следует отбрасывать, 
так как она может возникнуть только вследствие разрывов функ
ции /  (/, А.) и ее производных по А, вводимых при произвольном 
ее продолжении в область к >  t. Это обстоятельство всегда следует 
учитывать прн вычислении интеграла в формуле (14.3.20).

В частном случае, когда правая часть интегрального уравнення
(14.3.12) зависит только от разности аргументов:

/  (t, a) = h ( t -  а), (14.3.21)
функция

оо

*(*’ =  Ж  J А (»1) =  Ч5 (И) (14.3.22)
— оо

не зависит от времени. Поэтому правая часть формулы (14.3.20) 
не зависит от времени, и, следовательно, оптимальная линейная 

.  система стационарна. Формула (14.3.20) дает в этом случае сле
дующую формулу для определения частотной характеристики ста
ционарной оптимальной линейной системы:

I  e" " £dE i  ( , 0 ' 2 3 >0 — oo

При г|) (ц) =  syx (p) эта формула совпадает с формулой Винера 
(14.2.8), выведенной в предыдущем параграфе. Таким образом, 
формула *Винера (14.2.8) является частным случаем формулы
(14.3.20), которая в свою очередь является следствием общей фор
мулы (14.3.11). Формула (14.3.20) была впервые получена Бутоном 
для случая /  (I, о) =  К ух (*, а).

Двойные интегралы в формулах (14.3.20) и (14.3.23) вычисля
ются совешенно так же, как интеграл в (14.2.8). Если отношение 
ф (р)/Ф (— ip) является дробно-рациональной функцией, то фор
мула (14.3.23) принимает вид

где символ [ ]+ означает, что рациональная дробь, заключенная 
в квадратные скобки, должна быть представлена в виде суммы 
полинома (целой части) и простых дробей, соответствующих всем
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корням знаменателя, и в полученном разложении должны быть 
^брошены целая часть и все простые дроби, соответствующие кор- 
||ЯМ знаменателя, расположенным в нижней полуплоскости ком
п лексн ой  переменной со.

* 14.4. Определение оптимальной линейной системы в случае 
стационарной помехи и конечного интервала наблюдения

Формулу (14.3.11) можно в некоторых случаях применить и для 
оп р ед ел ен и я  оптимальной линейной системы в случае конечного 
и н тер вал а  наблюдения. Легко понять, что если интегральное урав
нение с бесконечным нижним пределом

t
j  Кя(т, т)с/т =  / ( / ,  о) ( —оо < о < < )  (14.4.1)

— оо •

имеет решение g (t , т), равное нулю при т <. t — Т:

g (t, т) =  О при т < t  — Т, (14.4.2)
то это решение является также решением интегрального уравнения 
с конечными пределами

<
( Кх(х,  °)g(t ,  x)dx = f( t ,  о) ( — o o < o s ^ 0 -  (14.4.3) 

t-т
Следовательно, для решения уравнения (14.4.3) достаточно найти 
такое решение уравнения (14.4.1), которое равно нулю при всех 
т <. t — Т. Однако уравнение (14.4.1) далеко не всегда, не при 
всяком виде функции /  (t, о), имеет такое решение. Чтобы обеспе
чить существование такого решения уравнения .(14.4.1), восполь
зуемся тем обстоятельством, что в случае конечного интервала 
наблюдения Т достаточно, чтобы уравнение (14.4.3) удовлетворя
лось только для значений о в интервале наблюдения t — Т ^  
^  о ^  t. Иными словами, правая часть нптегральиого уравнения
(14.4.3) должна быть задана только в интервале наблюдения
1 — Т ^  о <  t. Ее значения в этом интервале полностью опреде
ляют интересующее нас решение уравнения (14.4.3). Поэтому зна
чениями функции /  (t, а) при о <  t — Т можно распорядиться 
совершенно произвольно. Этим обстоятельством можно восполь
зоваться н выбрать функцию /  (t, а) прн о <  t — Т таким образом, 
'1тобы обеспечить существование решения уравнения (14.4.1), 
Удовлетворяющего условию (14.4.2). Это решение будет удовле
творять и уравнению (14.4.3) при всех о ^  t. В частности, оно 
’УДет удовлетворять уравнению (14.4.3) прн t — Т ^  о ^  t, 
'■ е. будет удовлетворять интересующему нас уравнению (14.1.1).
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Таким образом, задача определения оптимальной линейной 
системы в случае конечного интервала наблюдения сводится к т а  
кому продолжению заданной правой части /  (t, а) ннтегральног 
уравнения (14.1.1) в область о <С t — Т, чтобы обеспечить выполф 
нение условия (14.4.2). После этого решение интегрального ураш 
нения (44.1.1) определяется по общей формуле (14.3.11). Таков! 
общая идея метода решения интегрального уравнения (14.1.1) 
в случае конечного интервала наблюдения Т.

Найдем решение интегрального уравнения (14.1.1), основы
ваясь на изложенной общей идее, ограничиваясь частным случаем, 
когда случайная функция X (t) стационарна и имеет дробно-ра- 
циопальную спектральную плотность. Мы видели в § 7.6, что 
любую дробно-рациональную спектральную плотность можно 
представить в виде

. .  1 / /  (ito) Я  ( —  Ш)

при действительных <о) . (14.4.4)

Представление спектральной плотности в таком виде дает основа
ние трактовать случайную функцию X  (t) как результат прохож
дения стационарного белого шума со спектральной плотностью 
1/2л и, следовательно, интенсивностью, равной единице, через! 
устойчивую стационарную линейную систему с передаточной функ-; 
цией Ф (s) — Н  (s)IF (s). Этой передаточной функции соответству
ет линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффи
циентами, связывающее случайную функцию X (t) с белым шумом 
V U ) ,

F(D) X  =  Я  (D) V. (14.4.5)
Учитывая, что система, преобразующая случайную функцию! 

X (<) в белый шум F (0 , в данном случае стационарна и интенсив
ность белого шума V (t) тождественно равна единице, перепишем 
цепочку формул (14.3.7), (14.3.9) и (14.3.10) в виде

g(t, т )=  j  £(<, a) W  (а — т) da, (14.4.6)
— оо 

Т

$(*, т) =  j  w- (Т-* .) /(* , \ )dk .  (14.4.7)
— оо

Мы расширили интервал интегрирования в формуле (14.4.6), 
имея в виду, что w~ (а — т) = 0  при а <  т.

Для определения весовой функции w~ воспользуемся формулой 
(4.4.26), которая в данном случае дает

т) =  / ’( — - 2 f ) p ( t — т), (14.4.8)

( "
1

2л
/ /  (ito) 
F (ito)



р  ^  — т) — весовая функция физически возможной системы, 
*>11 ределяемая линейным дифференциальным уравнением

я ( - д - ) р « - т )  =  в ( * - т ) .  (14.4.9)

Предположим теперь, что полином Н  (ц) имеет только простые 
к о р н и , которые мы обозначим через jiit . . ., рт . Все эти корни 
на основании изложенного в § 7.6 имеют отрицательные действи
тельн ы е части. В этом случае для определения весовой функции 
р  ( /  —  т) можно применить формулу (4.4.49). В результате
получим

то Л (,-т)
/ > ( * - '0 = 2  n r W T  ( т < < )- (14-4.10)

*9=1

Подставляя выражение (14.4.8) в (14.4.6) и изменяя порядок 
о п е р а ц и й  дифференцирования и интегрирования, получим

I
£('.  т ) =  j  p ( o - x ) d o  =

— оо
t

=  F ( - £ )  j  p ( a - j ) l ( t f o)da.  (14.4.11)
—  OO

Вводя промежуточную весовую функцию 
i i 

f)(t , T ) =  j  p(o — T)Z(t, o)do =  j  p(a — j ) l ( t ,  a)da, (14.4.12)
-oo X

перепишем формулу (14.4.11) в виде

g(t,  x) = F l - - ^ ) r ] ( t ,  j). (14.4.13)

1’акнм образом, решение интегрального уравнения (14.4.1) в дан
ном случае определяется последовательностью формул (14.4.7),
(14.4.12) и (14.4.13).

Чтобы применить формулы (14.4.7), (14.4.12) и (14.4.^3) к слу
чаю конечного интервала наблюдения, мы должны согласно изло
женной общей идее определить функцию / (t , т) при т <  t — Т 
таким образом, чтобы удовлетворить условию (14.4.2). На оспова-
11 и и формулы (14.4.13) условие (14.4.2) может быть переписано
11 виде
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* ( — =  °  (14.4.14)



Таким образом, весовая функция rj (t, т) определяется при 
т <  t — Т линейным дифференциальным уравнением с постоян
ными коэффициентами (14.4.14).

Как известно из теории дифференциальных уравнений, общий 
интеграл линейного дифференциального уравнения (14.4.14) вы
ражается формулой

rj (f, T) =  c,efc't 4-c2efc*t +  . . .  -f  c„ehnX, (14.4.15)
где ki, . . ., k„ — корни характеристического уравнения

F ( - к )  =  0, (14.4.16)
а С|, . . ., сп — произвольные постоянные. Обозначим корни поли
нома F (v) через v,, . . ., v„ и для простоты предположим, что 
все они различны. Кроме того, ни один из корней V,, . . ., v„ 
не совпадает ни с одним из корней p lt . . ., um полинома Я (р), 
так как полнпомы F (s) и II (s) в формуле (14.4.4) не имеют общих 
множителей (если бы числитель и знаменатель выражения (14.4.4) 
имели общий множитель, то на него можно было бы дробь сокра
тить). Наконец, на основании изложенного в § 7.6 все корни 
Vi, . . ., v„ полинома F (v) имеют отрицательные действительные 
части. Очевидно, что корпи характеристического уравнения
(14.4.16) равны корням полинома F (v), взятым с обратным зна
ком:

к, =  —V,, к2 =  — v2, — v„.
Подставляя эти значения в (14.4.15) получим следующую формулу, 
определяющую функцию rj (<, т) в области т <  t — Т :
Г|(/, T) =  c,e-v<T-f c2e~v*T +  . . .  -f  cne_v"T (т < *  — T). (14.4.17)

Для определения функции £ (t , т) при т <  I — Т воспользу
емся формулой (14.4.12). На основании изложенного в §§ 4.3 и 4.4 
формула (14.4.12) определяет r| (t, т) как интеграл дифференциаль
ного уравнения, сопряженного с (14.4.9):

H ( - £ ) r i ( t , T )  = t ( t ,T ) .  (14.4.18)

Подставляя сюда выражение (14.4.17) функции т] ((, т) и учитывая, 
что при дифференцировании показательной функции ehr оператор 
дифференцирования d/dx везде заменяется множителем к, получим

|  (/, т) =  с,Я (v,) e_v'T +  Cnll (v2) e-v«T -f- . . . +  с„Я (v„) e"v<< т

( x < t - T ) .  (14.4.19)

Наконец, для определения функции /  (<, т) при т <. t — Т 
заметим, что согласно общей теории § 4.4 формула (14.4.7) опре-
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и>ляот функцию  ̂ (t, т) как интеграл линейного дифференциаль 
ного уравнения с постоянными коэффициентами

=  (14.4.20)

;)то уравнение является также дифференциальным относительно 
ф ун кц и и  /  (/, т) и может быть использовано для определения функ
ции /  (ti т )> если известна функция £(<, т). Подставляя в уравне
ние (14.4.20) выражение (14.4.19) функции %(t, т), получим следу
ющее дифференциальное уравнепне, определяющее функцию 
/ (/, т) при т <  t — Т:

П
F т> =  2  crH(vr) H ( - v r) e - ' r \  (14.4.21)

Г = 1

Мри этом вследствие формул (14.3.8) и (14.3.9) функция /  (<, т) 
представляет собой такой интеграл уравнения (14.4.20), который 
тождественно равен нулю, если функция £ (<, т) тождественно рав
на нулю, т. е. частный нйтеграл уравнения (14.4.20) или, что то 
же, уравнения (14.4.21), не содержащий свободных колебаний. 
Согласно общей теории линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами, такой частный интеграл уравне
ния (14.4.21) следует искать в форме

/(<, т )=  S  ^ - V ,  (14.4.22)
Г — 1

где А и . . ., А п — неопределенные коэффициенты. Для определе
нии этих коэффициентов следует подставить выражение (14.4.22) 
в уравнение (14.4.21) и сравнить коэффициенты при одинаковых 
показательных функциях в левой и правой частях полученного 
равенства. Тогда получим

2  ArF(-y>r) e ~ ^ =  2  Сг/ / (Vr) Я ( - v r) 
г = 1  • г = 1

ArF (— vr) =  crH (vr) Я  (— vr),
откуда

Ar = Cr, l{y (l̂ - Vr) ( г = 1 .........я). (14.4.23)
#

Гаким образом, функцию /  (/, т) для значений т <  / — Т необхо
димо определить формулой

/(<, т) =  2  Сг Я-(Т 7-- м  ~ е ~М  (14.4.24)
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Это выражение содержит п произвольных постоянных с,, . . сп> 
и пока мы еще не имеем никаких данных для их определения. 
Поэтому оставил! их пока неопределенными и будем считать функ
цию /  (I, т) заданной в интервале — о о < т < *  — Т формулой
(14.4.24), а в интервале t — Т ^  т ^  t — совпадающей с извест-] 
ной правой частью интегрального уравнения (14.1.1).

Перейдем теперь к последовательному определению функци 
Б, 11 и g в интервале t — Т ^  т ^  t, считая функцию /  известно! 
во всем интервале — оо <  т ^  Разбивая при / — Т ^  т ^  Д 
интервал интегрирования в формуле (14.4.7) на две ч а с т н  
(— оо, t — Т) и (t — Т, т) и.подставляя в первый интеграл выра-] 
жепие (14.4.24) функции /  (t , т) при т <  t — Т, получим

l i t ,  т )=  2  ст ]  w - ( T - k ) e ~ ^ d k  +
f*=i -оо

X
+  j  ц Г (т -Я )/(* , X)d\. (14.4.25)! 

t -т

Заметим теперь, что весовая функция w~ (т — К) при Я <  т может] 
быть определена по формуле (4.4.50):

(*■<’ )■ (14.4 .2(1
*=1 4

Этот же результат получается, если выражение (14.4.10) подста- ] 
вить в формулу (14.4.8) и изменить соответственным образом обо-Ц 
значение аргументов. На основании формулы (14.4.26) можем 
написать

— во J = 1  -о о

_  vr(«-T) V  Г { ^ 1  e W - t +T) . (14.4.27)1
9 = 1

Подставляя выражение (14.4.8) в последний интеграл в формуле
(14.4.25), приведем его к виду

Т Т
j  ш -(т-Х )/(< , X)dX= j  f ( t , X ) F ( - ± )  p ( x - \ ) d k .  

l - T  t - т



I |Н дальнейшего преобразования этого интеграла воспользуемся 
ф орм улой  Грина

I, (1=0 Л=0 1=0 1

справедливой для любого линейного дифференциального оператора

к=0

соответствующего сопряженного оператора

F * =  S  ( —1)*/>*(«*.) 
к -0

и любых функций и и у, производные которых могут иметь разрывы 
первого рода в некоторых точках интервала интегрирования *). 
Применяя формулу Грина, учитывая, что для линейных дифферен
циальных операторов с постоянными коэффициентами

и принимая во внимание, что весовая функция р (т — А.) равна тож
дественно нулю при X >  т, получим

Т

j  k ) d \ =  f p ( x - X ) p ( - ^ . ) f ( t ,  X)dX +
«-Г  t - T

n - 1  n - J - 1

+  2 № ( t , t - T) 2  <4»w p M ( x - t + T ) .  
k= 0  h= 0

Подставляя сюда выражение (14.4.10) весовой функции р, будем
иметь

т

j (X —Х)/(/, A)dA =
1 -Т

=  2 т т ^ г {  $ . - " • *  ( £ ) / « . « * +
*=1 1- т

п - 1  п —к —1

+  2  /<*>(,, t - T )  2  afc+A+iM»} • (14.4.28)
l»=0 А=0

*) Читатель может найти вывод формулы Грнна, например, в |53), § 84.
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Дальнейшее вычисление этого интеграла в общем виде невозможно] 
Можно, однако, заметить, что этот интеграл легко выражаете^ 
через элементарные функции во всех случаях, когда функция 
/  (t, т) представляет собой полином относительно т, показатель-^ 
иую функцию, или тригонометрическую функцию, или сумму про 
изведеннй показательных и тригонометрических функций на по-] 
линомы.

Подставляя выражения (14.4.27) и (14.4.28) в формулу (14.4.25);] 
получим

Г=1

e^ - t + T )

п - 1 n-fc-1

fc=0 A=0

Вводя для краткости обозначения

br = C r  И (У > ^ Г Г) е ~ М<" Т) (Г = = 1 ...........П)' ( 1 4 -4 -30 ) 1

и .ч = 2 т ^ г (  1 (ж )/<‘.ч*+
*=1 t - T

+  e-V < -r> 2  f » ( t , t - T )  2  a*+h+1n*} , (14.4.31) 
*=o л=о

можем представить формулу (14.4.29) в более компактном виде
Ti тп F f \

««• ' ) =  " 2 * 2  ,vr + „, « V - ^  +  b d .  t). (14.4.32»]
г—1 ч=!

Переходим к определению функции г| (/, т) в интервале 
t — Т ^  т ^  t. Для этого подставим выражение (14.4.32) в фор*] 
мулу (14.4.12). Тогда получим

n  m

х ) _  - 2  Ь ,  2 j к—члч.+
r=i 7=1 Т .

t

I j  P(° — т)5о(Л о )do, (14.4,З Я
T
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„ыразив весовую функцию р (а — х) формулой (14.4.10), заыенив 
j, ней предварительно ипдекс суммирования д на р, можем написать

П о д с тав л я я  это выражение и выражение (14.4.10) весовой функции 
р (о — т) в (14.4.33), получим

Последний интеграл легко выражается через элементарные функ
ции во всех случаях, когда функция /  (t , т) представляет собой 
полином относительно т, или показательную функцию, или три
гонометрическую функцию, или сумму произведений показатель
ных и тригонометрических функций на полиномы. В подобных 
случаях и функция £о (t , т), как показывает формула (14.4.31), 
имеет такую же форйу.

Итак, мы определили функцию tj (t , т) внутри интервала t — .
— Т •< т <; t. Однако в выражении этой функции остались неиз
вестными величины 6lt . . ., Ьп, так как в определяющих их фор
мулах (14.4.30) неизвестны величины с,, . . ., с„. Для нахождения 
этих величин воспользуемся доказанным в § 13.5 положением, что 
для определения весовой функции оптимальной системы необхо
димо не любое решение интегрального уравнения (14.1.1), а толь
ко такое его решение, которое содержит производные б-функции 
не выше р-го порядка, если р — наибольшее целое число, для кото
рого производная ^ ^ трjqp • а следовательно на основапии
формулы (13.5.18) и производная корреляционной функции 
'>^КХ (т, а) хт д*РКх (х ,о)—^ -p.)pp ' , непрерывна. Но — дтр1)ар является корреляцион
ной функцией производной Х(р) (/) случайной функции X  (<)• 
Для определения р  вернемся к уравнению (14.4.5) Это уравнение 
содержит производпые белого шума V (<) до порядка от включи
тельно и производные случайной функции X (t) до порядка п 
вк л ю ч и тел ьн о , причем п >  от. Следовательно, случайная фупкция 
'  (0 содержит результат интегрирования белого шума V (t) по

Под ред. В. С. Пугачева

.-•V +^p+lV '

р=1 (У/.+М«)Я'0‘р)

П

(Vr +  M  (Ир +  И«> И '  (f‘p) Н' (Ц7)Г=>1 р, }= 1

(14.4.34) -
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меньшей мере п — т. раз и ео производная порядка п — т содер
жит в виде слагаемого белый шум V (<). Поэтому производная

-  ( -  ' Г ' Я " гт> ( » -  °) ]
содержит слагаемое типа б (т — о). Но при этом производная 
к х (х — о) имеет разрыв первого рода при о =  т, а произ
водная

(т_ 0) ,

непрерывна при о =  т. Таким образом, в данном случае р =  п —
— т - 1  и весовая функция g (t, т) может содержать б-функцик> 
и ее производные порядка не выше п — т — 1.

Формула (14.4.13) показывает, что выражение весовой функции 
g (/, т) содержит производные функции t| (I, т) по т до порядка 
п включительно. Следовательно, п-я производная функции 
т] (/, т) может содержать производные 6-функцин порядка не выше 
п — гп — 1. Отсюда следует, что п — А:-я производная функции 
rj (/, т) может содержать производные б-функции порядка не выше 
п — т — к — 1. А так как п — т — к — 1 ^ 0  только прн к <
<  п — то, то то-я производная функции т| (t, т) может иметь толь
ко разрыв первого рода. Таким образом, функция г) (/, т) должна 
быть непрерывна вместе со своими производными г]* (Л т), . . .
. . T]im"1,'(<, т) при т ^  t. Это условие автоматически выпол
няется в точке т =  t в силу формулы (14.4.12) и вытекающих из 
(4.4.15) условий

р  (0) =  р ’ (0) =  . . .  =  р ,т-г> (0) =  0, (14.4.35)
которым должна удовлетворять весовая функция р (т — о). Для 
того чтобы удовлетворить условиям непрерывности функций 
П (I, т), (I, т), . . (t , т) в точке т = t — Т, необходи
мо, чтобы значения этих функций в точке х =  t — Т , вычисленные 
по формулам (14.4.17) и (14.4.34), совпадали. Из этого условия, 
исключая величины С\, . . с п прн помощи формул (14.4.30), 
получаем то уравнений

V  h /  V  F {у'ч) К  ~ (~  М * f * ' ^ 1  ( - Уг)* F (■-УГ) 1 
^  r \  &  (уг +  ич) (ц р +  ц ,) Я '(Ц р) //'(M e) //  (vr ) // ( - V r) /

Г = 1  V,  9 = 1

=  - t |o ¥ ( / , < - Г) (А =  0, 1.........т - 1 ) ,  (14.4.36)
где для краткости введена функция

( t ,a)da.  (14.4.37)
 ̂ *  <

Ж

По (Л т) =  2
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Чтобы найти недостающие п — т уравнений для определения 
„еличип 6|, . . Ьп, обратимся к уравнениям (14.4.18) и (14.4.20). 
15 уравнение (14.4.18) входят производные функции я (t, т) до по
ряд к а  т. включительно. А так как функция t] (t , т) непрерывна 
имеете со своими производными до порядка т — 1 включительно, 
а ее производная т^"1’ (t , т) может иметь лишь разрывы первого 
рода, то функция |  (<, т) может иметь самое большее разрыв пер
вого рода и не может содержать 6-функцию и ее производные. 
Н о в уравнение (14.4.20) входят производные функции £ ((, т) 
до порядка т включительно. Следовательно, так как (t, т) 
м ож ет содержать 6-функцию, ££ (<, т) — первую производную 
6-функции] и т. д., £тт> (/, т) — ( т  — 1)-ю производную 6-функ
ции, то левая часть уравнения (14.4.20) не может содержать произ
водных 6-функции выше т — 1-го порядка. Но в уравнение
(14.4.20) входят производные функции /  ((, т) до порядка п вклю
чительно. Таким образом, п-я производная /*"’ (t, т) может содер
жать производные 6-функции до порядка т — 1 включительно 
и вообще п — к-я производная / <Tn”k> (f, т) — производные 
8-функции не выше т — к — 1-го порядка. А так как т — к —
-  1 > 0  только при к <  т, то производная f<xn~m> (t , т) уже 
не может содержать 6-функций, а может иметь только разрывы 
первого рода. Следовательно, функция /  (<, т) должна быть непре
рывна вместе со своими производными по т до порядка п — m — 1 
включительно. Это дает еще п — т уравнений для определения 
величин Ь,, . . ., Ьп. Для получения этих уравнений достаточно 
приравнять значепия функций /  (*, т) , /И** • • •> /V"m_l> (t , т) 
в точке т =  t — Т , "вычисленные по формуле (14.4.24), значениям 
этих же величин для заданной в интервале t — Т ^  т ^  / функции 
/ (/, т). В результате, принимая во внимание (14.4.30), получим

П
2  ( - v r)*6, =  / ? * ( / , / - Г) (fc =  0, 1, . . . , n - m - l ) .  (14.4.38)

r = l

Система п линейных алгебраических уравнений (14.4.36) и (14.4.38) 
полностью определяет п величин bit . . ., bn.

Из предыдущего рассуждения на первый взгляд следует вывод, 
''то непрерывность функций /  (t, т), f \ ( t ,  т), . . ., (t, т)
влечет за собой и непрерывность функций tj (t, т), % (t, т), . . ,

• •, (t , т). Это действительно так, функция tj (t, т), опре
деляемая формулами (14.4.7) и (14.4.12), непрерывна вместе со сво-
11 мч производными по т до порядка m — 1 включительно, если 
Функции /  (*, т), /;(* , т), . . ., (<, Т) непрерывны. Однако
11 общем случае она не совпадает в интервале — о о < т ^ <  — Т  
с Функцией т] (/, т), определяемой формулой (14.4.17). Поэтому, 
пользуясь формулой (14.4.17) для вычисления т] (t, t — Г), 
Лт (t , t — Т), . . (t, t — T) и требуя совпадения этих

36*
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величин с соответствующими величинами, вычисленными прц 
помощи формулы (14.4.34), мы получаем условия, независимые; 
от условий непрерывности функций /  (t , т), (t , т), . . 1
• • ч т). Можно показать, что эти новые условия пред
ставляют собой не что иное, как условия совпадения функции 
Я (t , т), определяемой формулами (14.4.7) и (14.4.12), с функцией 
t] (t, т) определяемой формулой (14.4.17), в интервале — оо <-
<  т <  t -  Т ([531, § 130).

Для определения весовой функции g (t, т), удовлетворяющей 
интегральному уравнению (14.4.3), теперь остается только подста
вить выражение (14.4.34) функции т] (t , т) в интервале t — Т •<
<  т <  t  в формулу (14.4.13). При этом разрывы производных 
т|1тт ‘ , . . ., Т1<тп’ в точкахд =  t — Т н т =  t дадут линейную комби
нацию 8-фупкций 6(т — t + T )  и 6(т — t) и их производных ДО HO*i 
рядка п — то — 1 включительно. В результате, принимая во вни-' 
мание обозначение (14.4.37), перепишем формулу (14.4.13) в виде

g(t,  T) =  / ’ ( - - ^ . ) r i o ( * ,  т ) +

+  2 j 0'  Zj ^ Г+Ц,)(ЦР+Ц,)Я'(ЦР)Я'(Ц,) +
г -1  р, 7 - 1

n - m - 1  Я

+  2  ( * - t  +  T) +  Bk&k) (т- t)l. (14.4.39)
h=0

Теперь остается только определить коэффициенты А 0, A t, . . .1 
. . ., -4n_m_,, В 0, В и . . B n. m.i  при 6-функциях. Для опреде-1 
ления этих коэффициентов заметим, что 6-функция получается 
в выражении в результате разрыва производной Tj(Tm,t
в выражении r\'xm*t> — в результате разрыва производной тlУ,и',, 
и т. д., в выражении т)*"* — в результате разрыва производной 

А так как
П

М — < —1)Л *), (14.4.40) 
л=о

то коэффициент при 6 (т — t +  Т) в выражении весовой функции 
g (t, т) получается равным

А 0 =  ( - 1 ) ^ в т+1ДоЛ«*' +  (—1)т+*а т+ гАоТ1<т+1) +  . • •
. . . +  (—1)па |,А0г1(П-1,1 (14.4.41)

где через ДоЛ*1’ обозначен разрыв производной Т|(тг> (*, т) в точке 
т =  t — Т. Для вычисления АоЛ1*’ продифференцируем выраже
ния (14.4.17) и (14.4.34) I раз и положим после дифференцирова-
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ДоП"

=  2j °г \  &  (Уг +  И,)(Цр +  М Я '(Ц р )Я '(И ,)  / / ( v r ) / / ( - v r) /  1
Р. 9 = 1

)Я т =  < — Т, после чего вычтем первый результат из второго. 
Тогда, принимая во внимание (14.4.30), получим

Q<n *!#< < , t - T  +  0 ) - r ^ ( t , t - T - 0 )  =
.<^п+0Т

*р/ “  (Цу)

+  Т1(0т(/, t - T )  (l — m .........n - 1 ) .  (14.4.42)
Совершенно так же вычисляются коэффициенты при производ

ных 6-функции. Замечая, что производная 6<fc) получается в выра
жении r^m+*+i) в результате разрыва производной т̂ У"’, в выраже
нии r|(tm+*+2> — в результате разрыва производной riimtl) и т. д., 
в выражении т^"’ — в результате разрыва производной т)*"- *-1 *, 
получаем на основании (14.4.40):

A h =  ( —l ) m+ft+1e m+*+1̂ oTl<m> +  • • • +  ( - l ) na nM ,n*M- u
(к =  1, . . ., п — m — 1). (14.4.43)

Формулы (14.4.41) и (14.4.43) могут быть написаны в виде

Л =  2  ( “  1)'+*+1а/+к+,ЛоЛ(,) (Л =  0,  1, . . . , n  — m — l ) .  (14 .4 .44)
l=m

Аналогичную формулу получим для коэффициентов В 0, В ь . . .
• • •» Bn -т-1*

В к =  s  ( — l ) ,+l,+1 а /+к+1Д,Т1(,> (к =  0 , 1, п — тп — 1),
l—m

(14.4.45)
где Д,г|</) — разрыв пронзводпой (t , т) в точке т =  t. Для 
вычисления AiT)(l) заметим, что ri (t , т), как весовая функция физи
чески возможной системы, равна нулю при т >  t. Следовательно, 
пользуясь формулами (14.4.34) и (14.4.37), получим

Д п('>- V  F _<n ,,
11 2  r 2  (vr - f H 9 ) ( | i p + f i g) W ' ( M " ' ( M 9 )  Л о т ( ’ ]

T— 1 p, g = l
(l = m, . . . ,  n — 1). (14.4.46)

Итак, для нахождения решения интегрального уравнения 
*1-1) в случае стационарной случайной функции X (t) на входе

1 к°печного интервала наблюдения Т необходимо представить 
робно-рациональную спектральную плотность стационарной слу- 

/ " Ной Функции X  (/) в форме (14.4.4), найти корни полиномов 
on . И ^  (и) (которые, согласно изложенному в § 7.6 методу 

Ределения этих полиномов, все лежат в левой полуплоскости),



определить величины Ьи . . ., Ьп путем решения системы линей
ных алгебраических уравнении (14.4.36) и (14.4.38), определите 
функцию т)0 (t , т) по формулам (14.4.31) и (14.4.37) и вычислить 
коэффициенты Ад, A t, ■ . А п _ i , В о, • • •» -m-i но фор
мулам (14.4.42), (14.4.44), (14.4.45) и (14.4.46). После этого решва 
вне интегрального уравнения (14.1.1) определится по формуле 
(14.4.39).

Проанализируем подробнее структуру решения (14.4.39) ин
тегрального уравнения (14.1.1) в рассматриваемом случае. Изме
няя порядок суммирования, можем представить формулу (14.4.39) 
в виде
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Заменяя в первой сумме индексы суммирования q на А, р на I, а 
Во второй, наоборот, р на h, q на I, получим

g(t,  t )  =  F  (  — ^ - )  т )о ( / ,  т )  +

n - m - l

+  2  ( T - t + T )  +  Bh6lk)(т - t)|.

n - m - l

Полагая для краткости
п т

£  К  +  ЦЛ)(^ +  И |)Я '(Ц Л)"'Ы  ’
т п в . . .  _М,Т (14 .4 . 47)

Km fh =  2  
r»»l

(Л =  1, . . . ,  т),» • • • I
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получим

g { t , x) =  F ( - ± )  Ло(/, т ) +  2  Iх Ле " '1л(‘" Т) +  х т+ ,1емл(‘- т)] +
Л* 1

n -m  -1
+  2  M*6w (T-< +  r )  +  flk6(k)(T-01. (14.4.48)

Ik—О
Таким образом, решение интегрального уравнения (14.1.1) 

п рассматриваемом случае состоит из линейной комбинации пока
зательных функций ev'l,tt~x) и соответствующих всем 
корням полипома //(р ) (по предположению различным), линейной 
комбинации fi-функций и их производных до порядка п — т — 1 
пключнтельно с особенностями па концах нптервала наблюдения 
/ _  Т и t и линейной комбинации функций, вид которых определя
ется формой правой части /(*, т) интегральпого уравнепня (14.1.1).

Исследуем теперь структуру выходпого сигнала оптимальной 
системы. Для этого заметим, что, поскольку решения всех инте
гральных уравнений (13.6.1) и (13.6.2) выражаются формулами 
вида (14.4.48), весовая функция оптимальной линейной системы 
вследствие (13.6.4) также выражается формулой вида (14.4.48). 
Поэтому выходной сигнал оптимальной системы
ir*(/) =  i4Z(<) =

( f f  ( 37) ^  т )+  S  [ ^ ¥ И + ^ (И , |} Z(x)Jx +
1 - Т  Л»=1

AqZ(t — T)-\-BqZ(V) — A\Z (t — 7) — 
- B lZ'(t) +  • •. + ( - l ) n " m_1 J4n_m.,Z (n"m_l)(< -7 ’) +

+  ( _ l )n-m-i ) (0  (14.4.49)
Знание аналитический формы решения интегрального уравне

пня (14.1.1) в рассматриваемом случае позволяет применить иной 
прием для нахождения этого решения. Л именно можно сразу напи
сать решение в форме (14.4.48) с неопределенными коэффициента- 
 ̂И Xj, • • I, %>2тч А о, А х, . * *, i4n-m-i, В q, В j, • • ., В п—т-\ 

и коэффициентами при известных функциях в выран;енни
!' ( — т]0 (i, т), подставить выражение (14.4.48) в уравнение
(14.1.1) и потребовать, чтобы опо обратилось в тождество. В ре
зультате получим систему линейных алгебраических уравнений 
Для определения неизвестпых коэффициентов. После решения 
этой системы уравнений формула (14.4.48) полностью определит 
решение интегрального уравнения (14.1.1). Такой метод неопре
деленных коэффициентов был предложен для решения интеграль
ного уравнения (14.1.1) в рассматриваемом случае для фупкцни /, 
представляющей собой полином, Заде и Рагадзини, которые
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впервые пашли аналитическую форму (14.4.48) решения (25) (см. 
также (53), § 132).

Заметим, что при решении интегрального уравнения (14.1.1) 
в рассматриваемом случае методом неопределенных коэффициентов 
число линейных алгебраических уравнений, которые приходится 
решать для определения неизвестных коэффициентов, всегда боль
ше, чем 2т +  2 (л — то) =  2п. Поэтому метод неопределенных 
коэффициентов практически целесообразно прнмспять только при 
небольших значениях п. При больших п целесообразнее применить 
изложенный выше метод, который требует только решения п ли
нейных алгебраических уравнений (14.4.36) н (14.4.38) и дает для  
коэффициентов хь . . ., х2т формулы (14.4.47), а для коэффици
ентов Ад, Af, . . ., А п _т  Вд, В\, • • ., В п -т  -1 формулы

В частном случае, когда степень 2то числителя спектральной 
плотности равна нулю, т. е. полином 11 (р) является постояпной, 
которая без ущерба для общности может быть принята равпой 
единице, формулы (14.4.18) и (14.4.20) дают

Подставим это выражение в (14.4.13). При этом необходимо учесть, 
что функция /  (t, т) непрерывна вместе со своими производными] 
n<J т до п — 1-го порядка, а ее производная и-го порядка может 
иметь разрыв первого рода. В точке т =  t функция 5 (*. т) согласно 
изложенному может иметь разрыв первого рода, который даст раз
рыв первого рода производной Дп> (t, т). Вследствие этих разры-! 
вов появятся б-функции б (т — t -f  Т) и б (т — t) в fxn+1\  
б' (т — t +  Т) и б' (т -  0 в /;п+,> (t, т) и т. д., б1"-» (т — I +  Г) 
и б(П_1) (т — t) в / т (t , т). В результате получим для решения 
интегрального уравпения (14.1.1) следующую формулу:

Коэффициенты при б-фуикциях здесь определяются формулами
(14.4.44) и (14.4.45) при то =  0, в которых разрывы функции ц 
и ее производных на основании (14.4.17), (14.4.30) и (14.4.50) 
определяются формулами

(14.4.44) и (14.4.45).

+  2  [Ah6ih)( T - t  +  T) +  Bhf>w (T - t ) ] .  (14.4.51)

П

ДоП<,,=^ ’ ( ^ ) / ( *’ * - Т)- г=1 (14.4.52)

д , ^  - J L F ( j L ) n t , t ) ,  (1 = 0, 1, . . . ,  п - 1 ) ,
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где для краткости положепо

, < м . _

£ F ( - h ) i « ’ 4 = [ £ r F ( - b ) i v - ' ' ' l - l -
Коэффициенты Ьи . . ., Ъп определяются в данном случае системой 
п линейных алгебраических уравнений (14.4.38) при т =  0.

Таким образом, при т =  0 решение интегрального уравнения
(14.1.1) сводится к решению системы липейных алгебраических 
уравнений (14.4.38), определению разрывов фупкции ri (<, т) и ее 
производных по т в точках т =  < — Г и т =  < по формулам (14.4.52) 
и (14.4.53), вычислению коэффициентов прн б-функциях по форму
лам (14.4.44), (14.4.45) прн т =  0 и определению весовой функ
ции R (<, т) по формуле (14.4.51).

Нее предыдущие результаты получены в предположении, что 
полиномы F (v) и Н  (р) имеют только простые корни. Однако это 
предположение несущественно. Совершенно так же, применяя 
н.шестные правила интегрирования линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами в случае кратных кор
ней характеристического уравнения, можно найти решение инте
грального уравнения (14.1.1) в случае кратных корней полиномов 
F (v) и / /  (ц). При этом все вычисления доводятся до конца в эле
ментарных функциях.

П р и м е р  14.4.1. Найти решение интегрального уравнения 
t

D j  g (t, т ) *  =  « о + а ,а  ( < - Г < а < 0 .  (14.4.54)
t - T

Спектральная плотность стационарной случайной функции X  (<) в данном 
случае может быть представлена в виде

U  а  1 I У 2 ^ а  
*х п а2+со2 2л | а-Н<о

12

Отсюда видно, что в данном случае можно принять 
Я (р )  =  1, F (v) =  (a  +  v )/\/2 Z Ja .

Полином F (v) имеет единственный корень Vi =  —а.  Так как в данном слу
чае полином II  отсутствует, то следует применить формулу (14.4.51). Для 
этого предварительно паходим скачки функции т) по формулам (14.4.52):

ЛоП = | F ( ж )  (<,° + eiT) ] t=<_T - b‘f ’ ( - v‘) =

■■v W ( a +  w )
aa0+ a t +  a a t (t — Т) ,  /  2 а  ,,

-------- у ш ----------У "
Г „ I  d \ .  . _Л aao +  a j - f  аа,«

M=»-L (тг ) (e°+e,T)JT- i= у ш  •
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Д ля определения коэффициента Ь, имеем в данном случае одно уравнение 
(14.4.38), которое имеет вид

=  /  (t, I — Т) =  а0 -j- а, (I — Т).

Подставляя это выражение в формулу для A0t], получим

flj — аа0— а о | (< — Т)
УШа

Aon

Подставляя полученные выражения Л0п и Л,т) в формулы (14.4.44) 
п (14.4.45), находим коэффициенты при 6-функциях

А0=  

Далее ийеем

d \  „  /  d

fli j  ao +  ° i(< — T)
2Da 2 U Па ei , а0 +  а1̂

2Ua 

d

21)

* I d \ г i ,
F \ - * ) F \-dT)n t ' T)=---------- m ---------- («•+•*») =

(  2D 2Da d i2 ) (ao +  ° iT) — 2U <яо +  в«т)-

Подставляя полученные выражения в (14.4.51), найдем решение нпте- 
градьного уравпения (14.4.54):

*(*• T) — ~2 j j  (во + а1т) +  -2дГ [ “о + “ « (t — T) — 6 ( x - t  +  T) +

+  '2 7 7 ( a o + a , t ' b i r ) 6 ( T _ t ) - (!4.4.55)

Для иллюстрации характера продолжения функции /  (<, т) в область 
т <  / — Т в данном случае найдем функцию /  (/, т) при т  <  t — Т,  хотя для

решения интегрального уравнения нам 
это и не понадобилось. Формулы (14.4.24) 
и (14.4.30) в данном случае дают

= 6,e-v«<t - ‘+r>.=/« . Ф  
=  1»0 +  «1 (<-Г)]«а<т- ‘+” при т < <  — Т.

Рис. 14.4.1.

Па рис. 14.4.1 приведен график фупкцни 
/  (/, т), определяемой выведенной форму
лой в интервале — оо <  г  <  < — Т  и рав- 
пой правой части интегрального уравнения 
а0 +  atx  в интервале t — Т ^  х ^  t. Мы 
видим, что решение интегрального уравне
ния изложенным методом требует такого 

продолжения функции /  (<, т) в область т  <  I — Т, при котором ее аналити
ческое выражение не сохраняется, а совершенно меняет свой характер. 
В дапном случае функция /  (/, т) имеет угловую точку при х =  t  — Т.

П р и м е р  14.4.2. Найти оптимальную линейную систему с памятью 
длительности Т для экстраполяции полезного сигнала, представляющего 
собой линейную функцию времени со случайными коэффициентами, еелн 
помеха X  (0 имеет математическое ожидание, тождественно равное пулю, 
и корреляционную функцию кх (т) =  De~a ^ -
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Согласно изложенному в § 13.6 необходимо прежде всего решить инте
гральные уравнения 

t
D j  e - e | t - ° •*<!>(*, x)dT =  l,

t -т
t

D j  I *<*)(<, T) dx =  a.
t - T

(14.4.56)

Эти уравнения являются частными случаями уравнения (14.4.54). Поэтому 
решение первого из этих уравнений дается формулой (14.4.55) при а0 =  1, 
а, =  0, а решение второго — формулой (14.4.55) при а0 — 0, at =  1:

at — а Т — 1 в(т-*  +  Г) + (14.4.57)

Подставляя эти выражения в (13.6.6) и принимая во внимание, что в данном 
случае ф( (т) =  1, <р2 (т) =  т, находим величины Ьря:

ь и 5 

621 =

2 + аТ
2D

(2 +  аТ)  (2t - T )  
4D

6Ua [ЗГ +  За< (< -  Т) (2 +  аТ)  +  аТ* ( 3 + а Г )].
(14.4.58)

Определив коэффициенты Ьрп, находим Х*, путем решения линейных алге
браических уравнений (13.6.7):

(Ьц +  сц) Х.| +  (6ц +  с12) Я.,= 1, 
(Ьи +  CjJ Xi +  (bu + с*2) Xг

= 1. \ 
=  < +  А, /

(14.4.59)

где Д — время экстраполяции, а с„3 определяются формулой (13.5.26) при
N =  2.

После нахождения величин Xi и А* весовая функция оптимальной линей
ной системы определится формулой (13.6.4):

К (/, т) =  А* (0 g<*> (I, х) +  Я* (0  g<2» (<, т). (14.4.60)

Так как нерегулярная часть полезного сигнала в данном случае отсутствует, 
то для определения минимальной средней квадратической ошибки, соответ
ствующей оптимальной системе, можно воспользоваться формулой (13.6.17). 
В результате, принимая во внимание, что в данном случае ф| (/) =  1,$* (/) =  
=  / +  Л, получим

Птш =  Ь  М  +  (0 «  +  Д>- (14.4.61)
П р и м е р  14.4.3. Решить интегральное уравнение 

(
О j  е~а lr-°l cos <о0 ( x - o ) g ( t ,  x ) d x = e a0 (< -Г < о < 0 -  (14.4.62) 

t - T
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В данном случае спектральная плотность стационарпой случайной функ
ции X  (0 была представлена в виде (14.4.4) в примере 7.6.3, и при этом было 
найдено

Н  (ц) =  f W a  (6 +  и), Ц| =  - Ь ,

F (у) =  Ь* +  2av +  V*, v, =  — а — 1ы0, v2 =  — а +  (ш0, 

где 6 =  V е* +  “>*< 11
// (у,) Я ( — у,) -0<о> о, / /  (Уд) Н  ( — у 2)

f ( - v , )  ~ ’wu’ F ( - v , )
f > 0  =  2 b ( b -a ) ,  F ( - M,) =  2b(b +  a). 

Формулы (14.4.31) н (14.4.37) дают

5 ***•(»*+»-11 ■ '

■Ditoo,

< - Т

/  • +«b<‘- ” [(2a-b )e a<‘-^-fcw 0‘(‘- r>]}r=

_  1 Г Ь* +  2да +  а2 ат 2Ь — °) -Ь(т-«+ТН-в«-Г)"1 
V 2 5 S  L b +  a  b +  a  J  *

п.«. j  - П ] « , -
X

« 2-f-2 а а 4 -Ь2 . а т _ .- (Ь -а ) |+ Ь т ,  , ь ~ а ,<Ь+а) ( t - T ) , 2Ы + Ь т_ ,-Ь т, 
20а (Ь2— а 2) * J +  2 0 « ( b - f a ) *  Ь

Формулы (14.4.42), (14.4.44), (14.4.45) и (14.4.46) в данном случае дают

'■ ■ W -  S lg l+J ,

b (b— a) 
20a (6 -f- a)

a(t-T ) , ,  , ,-2 b 7 \ , b f  fl +  top Ь (Ь -а ) (1  +  г~ 2ЬГ) -| _
V +  1 \  О1ш0 20a (6 +  e +  <co0) J

f l0 =  A, n '  =  g 2  +  2 a g  +  fr2 ea < _____b ( b - q )  а | - ( 6 + а ) Т  ,
0 а , л  20а(Ь  +  сс) Oa(b +  cc) +

{  Di(aо
b —a)
Ж '

(b — a) e“ br

a —io)0 , b(b — a ) ( l+ «  2t>r) I 
20a (b 4- <* — 1щ) ) ’

20a (b +  a)
[(b -f- a — ift>o) b| -j- (b -}- e -j- io)0) b2J.

Для определения величин b, и b2 имеем одно уравнение (14.4.36) и одно 
уравнение (14.4.38):

У ( j  I ( b - q ) ( i - « - 2M) ) , b t _ i ___ (b—a)(1—g~2br)
I Dio)0 20a (b +  a +  iwo) J ~r  2 \  Ot(Oico0 20a (6 -(- a +  iuq) Oiwo 20a (b -f- a — /о>о)

“*±2ea±b* a , , _ e T  -ьт
20a (b2—a 2) (e~a l — e - ° r ) — 

b, +  b2= e ° < ' - ^ .

b—a
20a (b +  a)

ea(«-T){1_ e-2br)f
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Формулы (14.4.47) в данном случае дают

6(Ь2 — a l ) e - bT Ь(Ь2 — а2) е~ьт
Х ,— 1 Da (в + Ь  +  <<Оо) 2 (о +  Ь — моо) '

х - - Ь  Ь (Ь~ а)2 е ~ ЬТ b Ь { Ь -а ) 2 е ~ ьт
2 1 Da (в +  6 +  <а>о) 2 (в +  Ь — i(o0)

Наконец, подставляя найденное выражение функции т)0 («, т) в форму
лу (14.4.48), получим окончательную формулу для решения интегрального 
уравнения (14.4.62):

s ( а 4 +  Ь2)2 — 4а2а 2 ат  Ь (Ь — а)* а (( - л - Ь Т - Ь ( 1 -т )
2 D a ( l A - a 2) ^  Da(b +  а)

Ь (Ь —a) («2 +  2аа +  Ь2) g t-m -T )  Ьо>3 а(1-Г)-МЧ-Ь«-т)
/>о(Ь2 —а 2) />а(Ь +  о)

+ х ,* Ь(‘- ^  +  х2е- Ь(‘ - ^ - М 06 ( т - * - |- Г )  +  В о 6 ( т - 0 -  (14.4.63)

Уравнение (14.4.62) можно решить также методом неопределенных коэф
фициентов. Решение этого уравнения согласно изложенному представляет
собой линейную комбинацию показательных функций еЬ(,—̂  и е~ь^ ~ т\  
6-функций б (т — t +  Т) в  б (т — Т) п функций, входящих в состав выраже

ния ^  ) т)0 (т, t). Так как в данном случае правая часть интегрального

уравнения ерть показательная функция, то в результате любых дифферен
циальных и интегральных операций над ней получится та же показательная 
функция, умноженная на постоянный (точнее, не зависящий от т) коэффи
циент. Дополнительные члены, которые цоявились у нас при интегрировании 
в конечных пределах в формуле (14.4.31), представляют собой постоянные,
умноженные на те же показательные функции т) и г— Поэтому их
можно объединить с членами х ^ * - ^  и Xje- ь<,—т> соответственно. Это равно
ценно объединению четвертого члена правой части формулы (14.4.63) с членом
л 1еЬ(,~ т), а второго и третьего членов — с членом х2е—Ь(<— т). В результате, 
обозначая полученные путем такого объединения коэффициенты при еЬ(,_т)
и соответственно через х£ u x j, приходим к следующей форме
искомого решения:

g (t,  т) = “ т)+ xi«  " Ь(‘ ~ т)+ x ^ a t + i406 ( t — t +  Tj +  B06 (т— «)-

Подставляя это выражение в левую часть уравнеиия (14.4.62) и выполняя 
интегрирование, получим в левой части линейную комбниацию показатель
ных функций е“° , еЬ(1~ а\  е-Ь(,— е—(а+{ш«)а и е— ‘“ оХ». Для того чтобы 
получить тождество, необходимо приравнять друг другу коэффициенты при
ао в левой и правой частях полученного равенства и потребовать равенства

нулю коэффициентов при еЬ(,-0\  г-6 (‘— е~ ' и  , - ( а- ,мо)®. ц результате 
получим систему пяти линейных алгебраических уравнений для определения 
пяти неизвестных коэффициентов х ,\ x i, x j, А 0, В 0. Предоставляем читателю 
самостоятельно проделать все эти выкладки и убедиться в том, что в резуль
тате получится выражение функции g (t, т), совпадающее с (14.4.63).
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§ 14.5. Синтез оптимальной стационарной линейной системы 
методом логарифмических частотных характеристик

Определение оптимальной системы является необходимым эта
пом проектирования автоматической системы управления, работа
ющей в условиях помех. Без знания оптимальной системы нельзя 
обоснованно предъявлять требования к проектируемой системе. 
Одпако определение оптимальной системы еще но решает основной 
задачи, стоящей перед конструктором, так как оптимальная систе
ма определяет только последовательность математических опера
ций, которые необходимо произвести над входным сигналом для

Рис. 14.5.1. Рис. 14.5.2.

обеспечения наибольшей точности приближения к требуемому 
выходному сигналу. Иными словами, оптимальная система опре
деляет динамические характеристики, которыми должна обладат- 
проектируемая система. Конструктор должен эти динамические 
характеристики реализовать в проектируемой системе# При этом 
он должен учитывать, что большая часть элементов системы управ
ления и главная часть ее структурной схемы определены назначе
нием системы и изменять их невозможно.

Для приближения динамических характеристик проектируемой 
системы к оптимальным конструктор может вводить в структурную 
схему корректирующие цепи, подобрав для них соответствующую 
структуру и параметры. Корректирующая цепь может быть после
довательной или параллельной. В первом случае она устанавли
вается в прямой цепи системы, а во втором — в цепи обратной 
связи. На рис. 14.5.1 и 14.5.2 часть системы с передаточной функ
цией Ф0 (s) задана (например, является объектом управления), 
а система с передаточной функцией Ф„ (s) является корректирую- 
ющей цепью, которую требуется спроектировать. Определение 
структурной схемы и параметров корректирующей цепи из усло
вия близости динамических характеристик проектируемой систе
мы к оптимальным будем называть синтезом системы. Общих 
методов синтеза автоматических систем управления в настоящее 
время не существует. Сравнительно просто задача синтеза решается 
лишь в случае стациопарной линейной системы.

Основная идея синтеза заключается в том, что по найденной 
передаточной функции оптимальпой стационарной линейной сис
темы и передаточным фуикциям известных звеньев проектируемой
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системы  определяется оптимальная передаточная функция коррек- 
пфукнцей цепи. Обозначим передаточную функцию оптимальной 
( „стемы через Y (s). Передаточную функцию последовательной 
к о р р ек ти р у ю щ ей  цепи можно определить по формуле (4.6.8), 
положив в ней в соответствии со схемой па рис. 14.5.1 Ф! (s) =

Фо (s) Фк (s). Тогда, решая полученное уравнение относительно 
Ф„ (*). получим

ф - ( « ) - $ й 5 Т С Т м г  О 4-5 ')
Для нахождения передаточной функции корректирующей цепи 

в обратной связи, можно воспользоваться формулой (4.6.7), поло
жив в ней в соответствии со схемой на рис. 14.5.2 Ф! (s) =  Ф0 (s), 
(|i2 (s) =  Ф„ (s). В результате получим

ф  _______ 1______Фр («) — У (») / 4л  5 9)
р " W  ~  v  (#) Ф0 (*) “  V (•) Ф0 (*) ' ( '

Не представляет труда также выразить оптимальную передаточ
ную функцию корректирующей цепи через оптимальную переда
точную функцию системы и передаточные функции заданных 
звеньев системы в случае более сложных автоматических систем.

Передаточная функция V (s) оптимальной системы в зависимо
сти от статистических характеристик входных сигналов и интерва
ла наблюдения может быть либо дробно-рациональной, либо 
трансцендентной. Соответственно передаточная функция коррек
тирующей цепи также будет дробно-рациональной или трансцен
дентной. В последнем случае реализовать ее элементарными звень
ями не представляется возможным. Для приближенной реализации 
передаточной функции корректирующей цепи необходимо аппрок
симировать ее дробно рациональной функцией. Для этого можпо 
воспользоваться методом логарифмических частотных характе
ристик.

Для приближенного представления передаточной функции 
корректирующей цепи дробно-рациональной функцией с помощью 
метода логарифмических частотных характеристик необходимо 
но найденной передаточной функции оптнмальпой системы 
построить ее амплитудную и фазовую логарифмические частотные 
характеристики. Затем в случае последовательной корректирующей 
Цепи определяются логарифмические частотные характеристики 
Разомкнутой системы. Это можно сделать с помощью номограммы 
связи между логарифмическими частотными характеристиками 
Разомкнутой системы и замкнутой системы (приложение 2). В слу- 
Чае корректирующей цепи в обратной связи структурная схема 
'1а рис. 14.5.2 Нреобразуется, как показано на рис. 14.5.3 
' см- § 4.6). Затем логарифмические частотные характеристики 
■‘'•данной части системы, соответствующие передаточной функции
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Ф0 («), вычитаются из соответствующих характеристик оптималь- J 
ной системы. После этого с помощью номограммы находятся лога- ! 
рифмическне частотные характеристики разомкнутой сисгемы.1 
Полученная таким образом логарифмическая амплитудная харак- 3 
теристика разомкнутой системы аппроксимируется отрезками 1 
прямых линий с наклонами, кратными 20 дБ/дек. При этом необхо- { 
димо стремиться обеспечить, чтобы всем сопрягающим частотам i 
элементарных звеньев, входящих в состав заданной части системы, 1 
имеющей передаточную функцию Фо(«), соответствовали угловые

/
Ф„(5)

1

%

6)
Рис. 14.5.3.

точки ломаной. В результате определяются типы элементарных 
звеньев, входящих в состав разомкнутой системы, их сопрягающие 
частоты и ее общий коэффициент усиления. Одновременно следует 
строить фазовую характеристику полученной разомкнутой снстм 
мы и следить, чтобы она была достаточно близка к оптимальной. 
При этом в случае последовательной корректирующей цепи сле^ 
дует добиваться хорошего приближения только в диапазонах час* 
тот, в которых логарифмическая амплитудная характеристика 
разомкнутой системы превышает — 20 дБ. В случае корректирую-] 
щей цепи в обратной связи следует добиваться хорошего прибли
жения только в тех диапазонах частот, в которых логарифмиче*: 
ская амплитудная характеристика разомкнутой системы меньше 
20 дБ, так как в приведенную ниже формулу (14.5.4) для переда
точной функции корректирующей цепи в обратной связи передаточ
ная функция разомкнутой системы входит в знаменатель.

Определив передаточную функцию разомкнутой системы Фр (s) 
и зная передаточную функцию заданной части системы Ф0 (s). 
можно найти передаточную функцию корректирующей цепи. В слу
чае последовательной корректирующей цепи ее'нередаточная функ
ция определяется формулой (рис. 14.5.1).
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р  сл у ч ае  корректирующей цепи в обратной связи ее передаточная 
ф ун к ц и я  в соответствии со схемой на рис. 14.5.3, б определяется
ф орм улой  ,

Фк(*)“  ® 7 w W w *  (14.5.4)
рычисления по формулам (14.5.3) и (14.5.4) практически выпол
н яю тся , конечно, простым суммированием и вычитанием соответ
ствую щ их логарифмических частотных характеристик. При этом 
определяются типы элементарных звеньев, входящих в состав 
корректирующей цепи, и их параметры.

Передаточная функция корректирующей цепи Фн (s), найден
ная изложенным методом, будет дробно-рациональной функцией. 
Однако степень числителя этой функции часто оказывается больше 
степени знаменателя. Такие передаточные функции практически 
невозможно реализовать. Если в состав входной функции оптпмаль- 
ной системы входит нерегулярная случайная часть полезного сиг
нала и помеха является белым шумом, то передаточпая функция 
разомкнутой системы в случае последовательной корректирующей 
цепи будет иметь степень числителя на единицу меньше степени 
знаменателя, а в случае корректирующей цепи в обратной связи, 
как правило, степень числителя будет по меньшей мере на единицу 
больше степени знаменателя. Имея в виду, что качество прибли
жения передаточной фупкции разомкнутой системы несущественно 
п диапазонах частот, в которых ее логарифмическая амплитудная 
характеристика меньше — 20 дБ в случае последовательной кор
ректирующей цепи и больше 20 дБ в случае корректирующей цепп 
в обратной связи, можно в этих диапазонах произвольно увеличить 
абсолютную величину наклона логарифмической амплитудной 
характеристики на величипу, кратную 20 дБ, с таким расчетом, 
чтобы получить степень числителя передаточпой функции коррек
ти рую щ ей  цепи меньшей степени знаменателя.

В общем случае, когда помеха не является белым шумом, чтобы 
сд елать  степень числителя передаточпой функции корректирую
щ ей цепи меньше степени знаменателя, необходимо ограничить 
к ласс  линейных систем, в котором ищется оптимальная система, 
дополнительным условием, чтобы при действии на входе белого 
П1Ума производные выходной переменной оптимальной системы 
До определенного порядка имели копечные дисперсии. А именно, 
если  числитель и знаменатель передаточной фупкции заданной 
части  системы являются полиномами степени т и га соответственно, 
То производная порядка га — т — 1 выходной переменной .опти
м альной  системы должна иметь копечную дисперсию при действии 
па входе белого шума [38].

П р и м е р  14.5.1. Спроектировать следящую систему с конечной
мятью Т для воспроизведения полезного сигнала, представляющего собой

• "юиную функцию времени Ut +  U^t с неизвестными коэффициентами,
П о д  р ед . в . С. Пугачева
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если помеха X  (/) является белым шумом ивтенснвпости к,  а исполнительное 
устройство имеет передаточную функцию

ф° *5) = 7(тфП) ' (1‘-5-5>
В этом случае входная функция системы Z (<) и ее требуемый выходно! 
сигнал W  (<) выражаются формулами

Z «) =  U, +  Ut t +  X  (<), W  (<) =  U, +  и г1, (14.5.6)

где Ut и U2 — неизвестные величины, которые могут иметь любые значсны  
(или, что согласно изложенному в § 13.5 то же самое, случайные величин^

с бесконечными моментами второго 
порядка Yi, =  722 =  оо). Предостав
ляем читателю, применяя метод § 14.1, 
самостоятельно решить уравнения;, 
§ 13.6 и убедиться в том, что опти
мальная линейная система в данном 
случае стационарна и ее весовая] 
функция определяется формулой

4 6
g ( / - T ) = — - y j - ( < - T )

( 0 < < - т < Г ) .  (14.5.7)

При / — т <  0 и при t — т >  Т  весо-j 
вая функция оптимальной системы;] 

равна нулю. Таким образом, весовая функция оптимальной линейной спстемш 
К (5) (гДв £ =  < — т) графически изображается отрезком прямой в интервале 
О ^  ^  Т и осью абсцисс вне этого интервала (жирная линия на рнс. 14.5.4).

Для нахождения передаточной функции оптимальной линейной системы! 
но известной весовой функции можно воспользоваться формулой (2 .4 .6 )! 
В результате получим 

Т

▼ (.)=-Y  j  ‘~'Sdt - T 2  j
6

«U A e >i-  Г» Г2*2
Этот же результат можно получить другим способом. А именно из рис. 14.5.4 
видно, что весовую функцию оптимальной системы можно представить как 
сумму двух весовых функций:

ft (5)=* ( 4 —  J i  о  1 ©• Л © = [ т + W (5_ Г)]  1 (5“ Г)-
Графики этих двух весовых функций изображены на рис. 14.5.4 тонким и 
прямыми. Но 1 (£) есть весовая функция интегратора, а £ 1 (£) — весовая 
функция двойного интегратора. Сдвиг графиков весовых функций интеграто-1 
ра и двойного интегратора по оси £ на величину Т означает последовательное 
присоедипенне к ним запаздывающего звена с временем запаздывания Т. 
Таким образом, оптимальную систему можно в данном случае представить 
как параллельное соединение интегратора с коэффициентом усиления А/Т, 
двойного интегратора с коэффициентом усиления — 6/Т*, интегратора 
с коэффициентом усиления 2 /Т с подключенным к нему последовательно 
запаздывающим звеном и двойного интегратора с коэффициентом усиления! 
6/Т* с подключенным к нему последовательно запаздывающим звеном] 
(рис. 14.5.5). Из структурной схемы на рис. 14.5.5 немедленно вытекает] 
формула (14.5.8) для передаточпой функции оптимальной системы.
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Для построения логарифмических частотных характеристик оптимальной 
системы представим ее структурной схемой, изображенной на рис. 14.5.6, 
и воспользуемся методом нахождения частотной характеристики параллель
н о г о  соединения звеньев, наложенным в § 4.6. Согласно этому методу находим 
,,г.ратную систему (рис. 14.5.7) и 
преобразуем ее к системе с жесткой 
о б р а т н о й  связью (рис. 14.5.8). В 
результате мы представим систему, 
обратную по отношению к опти
м а л ь н о й  системе, в виде последо
вательного соединения форсиру
ю щ е г о  звена первого порядка с 
постоянной времени — 2 773 и ко
эффициентом усиления —1, апери
одического звена с постоянной 
времени Г/3 и коэффициентом уси
ления 1, запаздывающего звена, 
двойного дифференциатора и не
устойчивого апериодического зве
на с постоянной времени —2Г/3 и 
коэффициентом усиления — Я /б  
с отрицательной жесткой обратной 
связью, охватывающей первые три 
звена. Следовательно, логарифмические частотные характеристики опти
мальной системы можно построить, пользуясь характеристиками элемен
тарных звеньев (§ 2.6) и номограммой, связывающей логарифмические

Рис. 14.5.6.

Рис. 14.5.7.

частотные характеристики разомкнутой и замкнутой систем. Полученные 
в результате логарифмические частотные характеристики оптимальной си
стемы представлены па рис. 14.5.9.

Согласно изложенному методу для проектирования последовательной 
корректирующей цепи необходимо найти логарифмические частотные харак
теристики разомкнутой системы. Это можно сделать с помощью номограммы. 
Однако и данном случае номограмма не дает удовлетворительной точности
11 Ри Гш <  3, так как логарифмическая амплитудная характеристика замкну
той системы близка к нулю при Гш <  3. Практически это означает, что 
значительное изменение частотных характеристик разомкнутой системы при

37»
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Рис. 14.5.8.

1,0 10,0 Тш ЩО
Рис. 14.5.9.

Рис. 14.5.10.
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г«> < 3  I  данном случае не оказывает существенного влияния па характер
истики замкнутой системы. Это лает возможность выбрать частотные харак

теристики разомкнутой системы при Т со <  3 произвольно, чтобы удовлетво
рить другим требованиям к системе. В данном случае дисперсии случайных 
в е л и ч и н  U | и  U2 бесконечны. Согласно изложенному в § 13.5 оптимальная 
система должна в этом случае идеально точно воспроизводить любые линейные 
функции времени при отсутствии помех по окончании переходного процесса, 
р § 7.3 мы видели, что для выполнения этого условия необходимо, чтобы 
система была астатической второго порядка. Исходя из этого условия,[вводим 
и разомкнутую систему двойной интегратор. При этом логарифмическая 
ам п л и т у д н а я  характеристика разомкнутой системы при Т со <  3 будет пред
ставлять собой прямую с наклоном —40 дБ/дек, а фазовая характеристика 
будет близка к горизонтальной прямой на уровне —180° (рис. 14.5.10).

Из рис. 14.5.10 видно, что частотные характеристики разомкнутой 
системы достаточно хорошо аппроксимируются, если логарифмическую амили- 
тудную характеристику аппроксимировать отрезком прямой с наклоном 
—20 д Б /дек на участке 3 <  Гсо <  5, отрезком прямой с наклоном —40дБ/дек 
па участке 5 <  Т со < v7 и прямой с наклоном —20 дБ/дек на участке Гсо >  7 
(пунктирные линии па рис. 14.5.10). При этом получается хорошее приближе
ние и к частотным характеристикам замкнутой оптимальной системы (пунк
тирные линии на р'ис. 14.5.9). Таким образом, мы можем приближенно пред
ставить оптимальпую разомкнутую систему в виде последовательного соеди
нении двойного интегратора, двух форсирующих звеньев первого порядка 
с постоянными времени 7/3 и ТП  и апериодического звена с постоянной вре
мени 775. Д ля определения общего коэффициента усиления к0 разомкнутой 
системы вспомпим, что ордината низкочастотной асимптоты логарифмиче
ской амплитудной характеристики при со =  1 равна 20 lg к0 (§ 4.7). В данном 
случае из рис. 14.5.10 видно, что логарифмическая амплитудная характери
стика имеет зпачение 24 дБ при 7’со =  1. Следовательно, ее зваченне при 
о) =  1 равно 24 +  40 lg (1/Г) =  24 — 40 lg Т,  т. е.

20 lg А-о =  24 — 40 lg Т в> 20 lg 16 — 40 lg Т.

Отсюда следует, что к0 =  16/Г2. Таким образом, передаточная функция най
денной разомкнутой системы выражается формулой

10(1 +  0,333г,)(1 +  0,143г.<) 
ф р ( * ) -  Г М (1  +  0,2Г*) * (14.5.»)

Из (14.5.5) и (14.5.9) находим выражение передаточной функции последова
тельной корректирующей цепи:

А Ф р «  10(1 +  0,ЗЗЗГ.) ( 1 + 0 ,1 4 3 r ,) ( i  +  *V) 
к (1 )_ 'ф Л ^ Г ------------------- к\Т*$ (1 + 0 ,27 ’*) •

Если постоянная времени 7’1 незначительно отличается от 0,27% то при прак
тической реализации корректирующей цепп целесообразно заменить постоян
ную времени 0,2 Т величиной Тх и таким образом упростить корректирующую 
Чень. Если Т,  значительно отличается от 0 ,2 Т,  то существенное упрощение 
корректирующей цепи будет невозможно без значительного отклонения от 
оптимальной характеристики.

Для завершения проектирования системы необходимо проверить, во-пер- 
вы*. насколько память спроектированной системы отличается от заданной 
н, во-вторых, насколько точность спроектированной системы ниже точности 
оптимальной системы. Для решепия этих двух вопросов находим передаточ- 
ПУЮ функцию спроектированной замкнутой системы:

Ф р(') 16 (0.0476Г2*2 +  0,4767’ * + 1 )
3 Т + Ф р  (*)~  0,27’3*3+  1,7627’2а2 +  7,627’* +  16 * I” -"*” )
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По заданию требуется спроектировать систему с памятью длительности Т.  
Точное выполнение этого условия невозможно, так как на основании обгцих 
теорем теории дифференциальных уравнений система с дробно-рациональной 
передаточной функцией всегда имеет бесконечную память. Однако практи
чески можно считать память системы равной времени переходного процесса,' 
Д ля определения времени переходного процесса находим по формулам (4.4.50) 
и (6.5.4) весовую и переходную функции спроектированной системы. Мы пре
доставляем читателю проделать необходимые выкладки самостоятельно 
и приведем только графики весовой функции (пунктирная кривая на 
рис. 14.5.4) и переходной функции (рис. 14.5.11). Из рис. 14.5.4 и 14.5.11 
видно, что мы получили хорошее приближение к весовой функции оптималь
ной системы и время переходного процесса (т. е. время, начиная с которого

переходная функция h (£) не отклоняется от се установившегося значения 
h (оо) больше чем на 5%) около 1,557, что также можпо считать удовлетвори
тельным. -Ч1

Для проверки точности спроектировапной системы находим по фор
муле (7.4.4) установившуюся дисперсию ее выходной переменной. Имея в виду 
что спектральная плотность стационарного белого шума интенсивности к 
равна к/2я,  получим

n-D u’-  2л j  10,2
0,581 Г« (М « -  32,68Г2 (<м)2 +  256 d<o (14.5.12)>,2Г* (<ш)3 + 1 ,762Г* (<о>)* +  7,027' (<ш) +  161*

—  ОО

Производя замену переменных Тш — ц, получаем

к I f  0,581 (<ц)«- 32,68 (<р)2 +  256 
П “ " Г  2л J | 0,2 (<|i)> + 1 ,762  (<ц)* +  7,62 (/ц) + 1 6  Р

—  ОО

Пользуясь для вычисления этого интеграла формулой (7.7.6)
п 4-10*Ч — Dw «  —Y •

Формула (13.6.17) дает в данном случае для дисперсии ошибки оптимальной 
системы выражение

4 к

(14.5.13) 

находим ,



Таким образом, спроектироваппая система и по точпости достаточно близка 
оптимальной.

Предоставляем читателю самостоятельпо проверить, насколько близка 
н оптимальной система, которая получится, если аппроксимировать логариф
мическую амплитудную характеристику оптимальной разомкнутой системы 
двумя полупрямыми с наклонами —40 дБ/дек и —20 дБ/дек, сопрягающимися
при шТ — 4.

§ 14.6. Определение оптимальной линейной системы 
методом канонических разложений

Уравнение (14.1.1) может быть в общем случае решено методом 
канонических разложений. При этом решение получается в форме 
бесконечного ряда, конечным отрезком которого можно пользо- 
наться для приближенного определения оптимальной линейной
систем ы .

Представим случайную функцию X  (т) которая, как мы помним 
является суммой нерегулярной части полезного сигнала и помехи, 
каким-нибудь ее каноническим разложением в интервале наблю
дения t — Т ^  т  ^

X(T) =  2V v*v(T) ( / - 7 ’< т < 0 -  (14.6.1)
V

Как известно, это всегда можно сделать для любой случайной 
функции с конечной дисперсией. Для этого достаточно найти 
систему пар функций av (т) и i v (т), удовлетворяющих условиям 
(гм. 154], § 6.2 пли 1531, § 60)

i
 ̂ xv(т)ац(т)dx =  буц, (14.6.2)

t - T i
Xv(т) =  77~ ( Я*(т- o)av (a)da, (14.6.3)

v i- г
где для краткости через 6V(i обозначены числа, равные единице 
при одинаковых индексах и нулю при различных индексах (6VV =
— 1. 6V(1 =  0 при р =?^v). Предположим, что функции a v (т) 
и ** (т)» удовлетворяющие условиям (14.6.2) и (14.6.3), найдены, 
и будем искать решение интегрального уравнения (14.1.1) в форме
Ряда ____

g(t, t) =  2£v<M t), (14.6.4)
V

гДе — неопределенные коэффициенты.
Подставляя выражение (14.6.4) в уравнение (14.1.1) и выпол

няя почленное интегрирование ряда, получим

2&V ( КХ(Т, О) (t— T < о < * ) .  (14.6.5)
V t - T
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582 Г Л . 1*. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  О П ТИ М А ЛЬН Ы Х  Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ

По заданию требуется спроектировать систему с памятью длительности Т.  
Точное выполнение этого условия невозможно, так как на основании общих 
теорем теории дифференциальных уравнений система с дробно-рациональной 
передаточной функцией всегда имеет бесконечную память. Однако практи
чески можно считать память системы равной времени переходного процесса. 
Д ля определения времени переходного процесса находим по формулам (4.4.50) 
и (6.5.4) весовую и переходную функции спроектированной системы. Мы пре
доставляем читателю проделать необходимые выкладки самостоятельно 
и приведем только графики весовой функции (пунктирная кривая на 
рис. 14.5.4) и переходной функции (рис. 14.5.11). Из рис. 14.5.4 и 14.5.11 
видно, что мы получили хорошее приближение к весовой функции оптималь
ной системы и время переходного процесса (т. е. время, начиная с которого

переходная функция А (£) не отклоняется от се установившегося значения 
h (оо) больше чем на 5%) около 1,557, что также можно считать удовлетвори
тельным. т

Для проверки точности спроектированной системы находим по фор
муле (7.4.4) установившуюся дисперсию ее выходной переменной. Имея в виду 
что спектральная плотность стационарного белого шума интенсивности к 
равна А/2л, получим

к f  0.581Г« (*<■>)♦ —32.68ГЧ<(о)2 + 256 . ,  , .
4 2л J |0,2Г»(((|>)» +  1,762П(<о»)* +  7,02Г(1ш) +  16|* (

—  ОО

Производя замену переменных Тш =  ц, получаем

к 1 С 0,581 (<М) « -  32,68 (ф)3 +  256 
П - 0  w - T ^  )  10,2 (<ц)*+ 1J62  (ip)*+7,62 (/ц) + 1 6 1* Ц' ( ^

—  ОО

Пользуясь для вычисления этого интеграла формулой (7.7.6) находим

п  4 ’10*«1 — Ow ~ ^ — •
Формула (13.6.17) дает в данном случае для дисперсии ошибки оптимальной 
системы выражение

4 к



Таким образом, спроектированная система и по точпости достаточно близка 
к оптимальной.

Предоставляем читателю самостоятельно проверить, насколько близка 
оптимальной система, которая получится, если аппроксимировать логариф

мическую амплитудную характеристику оптимальной разомкнутой системы 
лвумя полупрямыми с наклонами —40 дБ/дек и —20 дБ/дек, сопрягающимися
ори шТ =  4.

§ 14.6. Определение оптимальной линейной системы 
методом канонических разложений

Уравнение (14.1.1) может быть в общем случае решено методом 
канонических разложений. При этом решение получается в форме 
бесконечного ряда, конечным отрезком которого можно пользо- 
наться для приближенного определения оптимальной линейпой
систем ы .

Представим случайную функцию X  (т) которая, как мы помним 
является суммой нерегулярной части полезного сигнала и помехи, 
каким-нибудь ее капонпческим разложением в интервале наблю
дения t — Т т ^  f:

X (t) =  2 V vXv(t) ( / - Г С т С О -  (14.6.1)
V

Как известно, это всегда можно сделать для любой случайной 
функции с конечной дисперсией. Для этого достаточпо найти 
систему пар функций av (т) и xv (т), удовлетворяющих условиям 
(гм. [541, § 6.2 пли 1531, § 60)

»
С xv (т) а ц (т) dx =  6^ , (14.6.2)

t - T

i v ( t ) =  -^- j  K x (x, a)ay(a)da,  (14.6.3)
l - T

где для краткости через 6V)i обозначены числа, равные единице 
при одинаковых индексах и нулю при различных индексах (6VV =
— 1, 6V(1 =  0 при |i ^=v), Предположим, что функции a v (х)
11 х \  (т), удовлетворяющие условиям (14.6.2) и (14.6.3), найдены, 
и будем искать решение интегрального уравнения (14.1.1) в форме
Ряда ____

/?(*. *) =  2 5 v M T). (14.6.4)
V

где gv — неопределенные коэффициенты.
Подставляя выражение (14.6.4) в уравнение (14.1.1) и выпол

няя почленное интегрирование ряда, получим

2  (  К Х (Х,  o ) 7 t f d d x - f ( t t  О) ( / - r < o < f ) .  (14.6.5)
v t - T
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Но согласно формуле (14.6.3)
< <
1| Кх (т, о) av (т) dx =  Кх (а, x)av (x)dx =  DyXv (a). 

t-т t-т

Подставляя это выражение в (14.6.5), получим

2 0 v £ v M o }  =  / ( * ,  О) ( / - 7 '< о < 0 -  (14.6.6)

Таким образом, для определения неизвестных коэффициентов £v 
достаточно представить правую часть интегрального уравнения
(14.1.1) /  (*, ст), рассматриваемую как функция второго аргумента, 
разложением по сопряженным координатным] функциям х„ (ей 
в интервале наблюдения t — Т ^  а ^  t.

Для определения коэффициентов | v умножим равенство 
(14.6.6) на ац (а] и проинтегрируем результат по о в пределах 
от t — Т до t. Тогда получим

( t I
V # v£v avi(a)xv (a)da =   ̂ вц(о)/(*, a)da. (14.6.7)

t - T t-т

Все члены ряда в левой части этого равенства, кроме члена, для ] 
которого индекс суммирования v равен ц, равны нулю вследствие 
формулы (14.6.2). Для члена ряда, соответствующего v =  ц, 
интеграл на основании формулы (14.6.2) равен единице. Следова
тельно, равенство (14.6.7) дает

— j  вц (о)/(*, о) da.

Отсюда находим
1-Т

I
=  (о) /  (/, о) rfo.

(14.6.8)

(14.6.9)
t - T

Таким образом, неизвестные коэффициенты ряда (14.6.4) опреде
ляются весьма просто. ' •

Подставляя выражение (14.6.9) коэффициентов | v (сменив 
в нем, конечно, индекс ц на v) в (14.6.4), получим следующую 
окончательную формулу для решения интегрального уравнения
(14.1.1):

____  (
g(t ,  т) =  2  ( «„ („ ) /(« ,  a)da.  (14.6.10)

t - T
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Таким образом, метод канонических разложений случайных 
функций дает возможность весьма просто найти решение основного 
интегрального уравнения статистической теории оптимальных сис
тем (14.1.1) в форме бесконечного ряда (14.6.10) Этот ряд определя
ет решение интегрального уравнення (14.1.1) во всех случаях, 
когда его правая часть /  (t , о) может быть представлена разложе
нном (14.6.6) по сопряженным координатным функциям xv (о) слу
чай н ой  функции X  (t) в интервале наблюдения t — Т ^  а ^  t. 
1! случае, когда функция /  (<, о) не может быть представлена раз
ложением (14.6.6), интегральное уравнение (14.1.1) не имеет реше
ния (1531, §§ 134, 135).

В предыдущих выкладках мы выполнили почленное интегри
рование ряда в формуле (14.6.5) Можно доказать, что эта операция 
ааконна и что конечным отрезком ряда (14.6.10) всегда можно 
пользоваться для приближенного определения весовой функции 
оптимальной линейной системы (1531, § 135). При этом, несмотря 
на то, что найденная таким образом весовая функция может доволь
но значительно отличаться от весовой функции оптимальной систе
мы, соответствующая средняя квадратическая ошибка, как прави
ло, лишь незначительно превосходит минимальную среднюю квад
ратическую ошибку оптимальной системы, если взять 10 4- 20 
членов ряда (14.6.10).

Изложенный метод решения интегрального урвнепия (14.1.1) 
в форме бесконечного ряда гораздо проще методов, изложенных 
в предыдущих параграфах. Однако для применения этого метода 
необходимо предварительно определить систему пар функций 
ftv (т), x v (т), определяющих каноническое разложение суммы 
нерегулярной части полезного сигнала и помехи. Кроме того, 
изложенным методом можно получить, как правило, лишь при
ближенное решение интегрального уравнения (14.1.1), в то время 
как методы, изложенные в предыдущих параграфах, дают точное 
решение.

Достоинством изложенного метода является то обстоятельство, 
что он дает возможность не только приближенно определить весо- 
вую функцию оптимальной системы, но и найти допустимые откло
нения от нее, не приводящие к существенному ухудшению точно
сти. А именно, если данный конечный отрезок ряда (14.6.10) опреде
ляет такую весовую функцию, для которой средняя квадратическая 
ошибка "достаточно близка к минимальной, то любая линейная 
комбинация не использованных в этом отрезке ряда (14.6.10) 
Функций a v (т) является допустимым отклонением от найденной 
весовой функции, не приводящим к существенному увеличению 
средней квадратической ошибки.

Полагая в формуле (14.6.10) последовательно

/  (t, а) =  К их (/, о), (о), . . . ,  «р* (о),



найдем решения всех интегральных уравнений (13.6.1) и (13.6.2):
____  I

Г°Ч*,т) =  2  ^  J М а)ЛГ„(*. о) da, (14.6.11)
v V t - T

t * ( t ,  T ) - S - ^  J M °)<Pr(o)do (r =  l .........TV). (14.6.12)
v V t - T

Полагая для краткости
i

^ W " T T  ( <b/(a) Kux(t, a)do, (14.6.13)
v I-T  

i
.Ovr(0 =  -^ -  j  av(a)(p,(a)da (r =  1, . . N),  (14.6.14)

v t - T%
можем представить формулы (14.6.11) и (14.6.12) в виде

gto>(t,x) - 2 М 0 М З .  (14.6.15)
v

£"'(* , x )» S o v r (0 e v W  (r =  l .........N). (14.6.16)
V

Подставляя эти выражения в формулы (13.6.6) и выполняя почлен
ное интегрирование рядов, получим

5 t
ь р о =  ( £<0>(*. т)фр(т)<*т =

«-г
<

=  S  »v(0 f М т )ф Р(т)е?т ( p = l , . . . , N ) ,  (14.6.17) 
v t-т

t

Ьря^  j  g'4)(t, т)фр (т)йт =
t - T

t • • Ф

- 2 ® и ( 0  \ M r ) фр(т) dx (p, q =  1, . . . ,  N). (14.6.18)
v t - T

Но на основании формулы (14.6.14)

t 1 
j  М т)ф р  (т) dx =   ̂ Яу (о) фр (O) da =

1-Г  l-T
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Следовательно, формулы (14.6.17) и (14.6.18) могут быть переппса- 
iii.i в виде

. bpo= S ^vJ/v (0avp(0  (/> =  1.........N),  (14.6.19)
V

bpq — 2  ^v^vj (Оa vp (0 (р, 9 ==1» • • •* N). (14.6.20)
V

Точно так же, подставляя выражение (14.6.15) весовой функции 
£<<» в формулу (13.6.15), выполняя почленное интегрирование 
ряда и принимая во внимание (14.6.13), получим

Ь о о = 2 * М М 0 1 2- (14.6.21)
V

Таким образом, выражая решения интегральных уравнений
(13.6.1) и (13.6.2) в форме рядов (14.6.15) и (14.6.16), мы получаем 
выражения величин Ь„ (р , q =  0, 1, . . ., N)  также в форме 
рядов (14.6.19), (14.6.20) и (14.6.21). Можно доказать, что для схо
димости всех этих рядов достаточно, чтобы случайная функция
Y  (/) имела конечную дисперсию и чтобы сходились все ряды 
([53], § 135)

Ьрр =  2  A - |a vp(<)|2 ( Р = 1.........ЛГ)- (14.6.22)
V

Сходимость этих рядов также и необходима для того, чтобы линей
ные системы с весовыми функциями (/, т) преобразовывали 
случайную функцию X (т) в случайную функцию, имеющую копеч- 
пую дисперсию, т. е. необходима для существования требуемых 
решений интегральных уравнепий (13.6.2).

§ 14.7. Определение оптимальной дискретной линейной системы

Изложенный в предыдущем параграфе общий метод можно, 
в частности, применить для определения оптимальной дискретной 
лииенпой системы. В этом случае система наблюдает входной сиг
нал Z (t) в дискретном ряде точек . . ., th и для нахождения 
оптимальной системы необходимо представить случайную функ
цию X  (т. е. сумму помехи и нерегулярной части полезного сигна
ла. если она имеется) каноническим разложением в этом дискрет
ном ряде точек:

h
X ( t k) =  S  Vv*v(*0 (fc -1 , . . . ,* ) •  (14.7.1)v-1

Число членов этого разложения не превосходит числа точек А 
в интервале наблюдения. Следовательно, при конечном h сумма 
в (14.7.1) конечна, а при h = оо эта сумма представляет собой 
в общем случае бесконечный ряд.



Для нахождения оптимальной линейной системы в этом случае 
достаточно во всех формулах предыдущего параграфа взять функ
ции a v (т) в виде линейных комбинаций 6-функций: 

л
« v (t)=  V avl6(T — t t) ( v = l , . . . ,А ) ,  (14.7.2) 

j=i
удовлетворяющих условиям (14.6.2) и (14.6.3). Подстановка выра
жения (14.7.2) в (14.6.2) и (14.6.3) дает следующие условия, кото
рым должны удовлетворять коэффициенты ау[ *): 

л

Д о м 1̂ (< /) =  буц (V,  ц =  1.........А), (14.7.3)

1 A I
=  av»K*(T, *|) ( v = l ......... Л). (14.7.4)

v i=i
Как известно, коэффициенты ау1, удовлетворяющие этим условиям, 
всегда могут быть найдены, и притом бесчисленным множеством 
способов (см. 154), § 6.3).

Подставляя выражение (14.7.2) в формулы (14.6.15) и (14.6.16), J 
получим следующие формулы для весовых коэффициентов дискрет
ных линейных систем, удовлетворяющих системам алгебраических 
уравнении (13.7.2) и (13.7.3):

л I
* ft'=  S flv ^ v (M  (А =1, . . . , /» ) ,  (14.7.5)

V = l

л

. gw., =  2 a vfca vr (Л = 1, г = 1 ,  (14.7.6)
V= 1

Для определения коэффициентов i/v (<л) и a vr в этих формулах 
подставляем выражение (14.7.2) в формулы (14.6.13) и (14.6.14). i 
Тогда получим

Л

Ум(**) — 7J -  2  («*, t , )  (v  =  l ,  А), ( 1 4 .7 .7 ) 1
v

л ]
a vr =  "2̂  2  (v =  l,  — , A; r =  1......... JV). (14.7.8)1

v i - i
После определения весовых коэффициентов g'f g^l, . . . I 

по формулам (14.7.5) — (14.7.8), вычисления величий! 
bpq (р, Ч — 0. 1* • • •» N) по формулам (14.6.19), (14.6.20)1 
и (14.6.21) или по формулам (13.7.4) и (13.7.6) и решения системы!
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*) Каноническое разложение случайной функции в дискретном ряд<
точек всегда выгодно брать в действительной форме.



,„цепных алгебраических уравнений (13.6.7) весовые коэффи
циенты оптимальной дискретной линейной системы находятся 
(|0 формуле (13.7.5).

Легко видеть, что изложенный метод дает точные формулы для 
„ р с о п ы х  коэффициентов оптимальной дискретной линейной систе
мы н случае^конечного числа точек наблюдения входной функции, 
что нсегда и бывает в задачах практики. Поэтому метод канониче- 
скнх разложений является простейшим и самым удобпым методом 
нахождения оптимальных дискретных лннейпых систем. Решении 
систем линейных алгебраических уравнений (13.7.2) и (13.7.3) 
обычными методами при большом h очепь громоздко и трудоемко.

П р и м е р  14.7.1. Найти оптимальную дпскретную линейную систему 
для условий примера 14.4.2, предполагая, что входпая случайная функция Z 
действует на систему в равноотстоящие моменты времени <„ =  //, — (Л — к) Т„
(к =  1.........Л; тп ~  TKh -  1».

Согласно изложенному в § 13.7 решение задачи приводится в данном 
случае к решению двух систем линейных алгебраических уравнений (13.7.3) 
для I (I, о) =  ф( (о) = -1  и 1 (t, а) =  <р2 (а) =  о. Воспользуемся каноническим 
разложением случайной функции X  в точках tt , . . ., /д. Легко проверить, 
что в данном случае уравнениям (14.7.3) и (14.7.4) удовлетворяют

а и =  1, оц =  0 при 2 >  1,
avv =  1, av, v- l  =  — 9. ovi = 0  при I <  v — 1 и при I >  v,
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D t =  D, Dv= Z > ( l - g2) ( v - 2 ,  h),

I i (t)
(14.7.9)

h),

—clT где q =  e n .
Подставляя выражения (14.7.9) коэффициентов avh и выражения фупк- 

Цчй ф, н ф2 в (14.7.8), находим величины avr:

1
«II =  «VI =

1
0(1 +  ?)

Подставляя выражения (14.7.9) коэффициентов avh и 
пеличпн a vr в (14.7.6), получим

полученные выражения

(fc =  2, . . . .  Л — 1),
(1 4 .7 .1 0 )
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Формулы (14.6.19) — (14.6.21) пли (13.7.4) в данном случае дают 

h - ( h - 2 ) q   ̂ , Т \
Ь'«= bTi + q) ’ =  +

l / ,  , Т \2  , ТТп „  , t , „  (14.7.11)
Ьгг =  Ьц  +  127>(1-<i2) 1 М * + 1 ) -

— 2 (Л— 3) (А +  1) J  +  (A— 3) (А — 2) д2). .

После определения величии Х( , X* путем решения системы линейных алге
браических уравнений (14.4.59) при найдеииых значениях коэффициентов Ь1Н/ 
весовые коэффициенты оптимальной дискретной линейной системы, согласвЯ 
(13.7.5), определяются формулой

f t f c - M K  +  M a i  (k =  1, . .  , А). (14.7.12)

Формулы (14.7.10) и (14.7.12) полностью и точно определяют оптимальную! 
дискретную линейную систему при любом числе точек наблюдения А. Сред
няя квадратическая ошибка оптимальной дискретной линейной системы опре-1 
деляется в данном случае формулой (14.4.61) при ( =  при значениях X), Х2, 
соответствующих условиям этого примера.

§ 14.8. Оптимальные системы, описываемые 
дифференциальными уравнениями

Ввиду того, что системы, описываемые обыкновенными диффе
ренциальными уравнениями, сравнительно просто моделируются 
на аналоговых вычислительных машинах, естественно, возникает 
вопрос, в каких случаях оптимальную линейную систему можно 
описать конечным числом обыкновенных дифференциальных 
уравнений и «как получить эти уравнения. Прежде всего, ясно, 
что никакая система с конечной памятью но может описываться 
дифференциальными уравнениями. Это следует непосредственно 
из теоремы о единственности решения линейных дифференциаль
ных уравнений. Поэтому оптимальные системы, описываемые диф
ференциальными уравнениями, могут существовать только в част
ном классе линейных систем с бесконечной памятью. У таких 
систем интервал наблюдения Т всегда совпадает с полным време
нем работы системы, Т =  t — t0, и нижний предел во всех инте
гралах предыдущей главы постоянен и равен t0.

Чтобы найти подход к решению поставленного вопроса, рас
смотрим сначала пример.

П р и м е р  14.8.1. В примере 14.1.1 была решена задача выделения 
полезного сигнала известной формы, характеризуемой функцией <Pi (<)• 
в случае, когда помеха представляет собой белый шум постоянной интенсив
ности к. Полученные в примере 14.1.1 результаты относятся к общему случаю 
произвольной памяти системы. Покажем, что найденная в этом п р и м е р е  
оптимальная система в частном случае, когда ее память бесконечна, описы
вается обыкновенным дифференциальным уравнением первого п о р я д к а .  
Положив Т — t — <о, перепишем для этого частного случая формулу ДлЯ
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весовой функции оптимальной системы:

8(<,Т) =  т Е + 5 -  ( - « < " < 0 .  (14.8.1)
где

t

* i . - 4 - j  <pf ж *
ц

(14.8.2)

и формулу для минимального среднего квадрата ошибки, реализуемого 
оптимальной системой:

П =  - . (14.8.3)
*и  +  еи  '

(для удобства последующих выкладок мы пишем здесь просто i) вместо t]mi„). 
Логарифмируем формулу (14.8.1), а затем дифференцируем по t с учетом 
(14.8.2). В результате получим

g(t, Т) ф|(<) ф?(<)
<Pi(0 * (* и  + « и )  ’

где точкой, как и везде в дальнейшем, обозначено дифференцирование по t. 
Приняв во внимание (14.8.3) и положив для краткости

ч>1 (0
приведем полученное уравнение к виду

(14.8.4)

? ( < , т ) ~ ( а - ^ - ) * ( < ,  т). (14.8.5)

Таким образом, весовая функция оптимальной системы в данном случае 
удовлетворяет дифференциальному уравнению первого порядка. Следова
тельно, оптимальная система описывается уравнением первого порядка. 
Чтобы найти уравнение, связывающее входной и выходной сигналы опти
мальной системы, достаточно заменить начальное условие g (т, т) =  
=  (р* (т)/к (6ц +  Сц) соответствующим слагаемым в (14.8.5), содержащим 
б-функцию 6 (< — т) (см. §§ 4.4 и 4.5). Так как при любом т весовая функция 
g (t, т) при переходе t через т изменяется скачком от 0 до <р| (т)/к (Ьц +  сц), 
то б (< — т) должна войти в правую часть (14.8.5) с коэффициентом 
Ч1 (<)/* (Ьц +  сц). Заменив в полученном таким путем уравнении б (< — т) 
входным сигналом Z =  Z (t), а весовую функцию g (t, т) выходным сигналом 
оптимальной системы IV* =  W* (/), получим дифференциальное уравнение 
оптимальной системы:

W + - J  2.  (14.8.6)

Анализируем структуру оптимальной системы. Так как требуемый выходной 
сигнал IV =  W  (<) в данном случае равен U%Ф1 (<)■ то из (14.8.4) вытекает 
следующее уравнение для требуемого выходного сигнала:

W  =  aW .  '  (14.8.7)

Сравнивая это уравнение с (14.8.6), видим, что оптимальная система полу
чается из системы формирования требуемого выходного сигнала путем
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замыкаппя ее отрицательной' жесткой обратной связью и включения на 
входе усилителя с коэффициентом усиления т]1к. Н а рис. 14.8.1 показана 
оптимальная система. Пунктирной линией обведена система формирования 
требуемого выходного сигнала.

Величина т), входящая в коэффициент усиления входного сигнала, мож< 
быть вычислена заранее и введена в систему с помощью соответствующе] 
программного устройства. Однако часто ее предпочитают вычислять непо
средственно в системе в процессе се работы ( и л и  в  модели системы при ее моде
лировании). При этом вычисление г] можно осуществить путем интегрирова
ния дифференциального^ уравнения, которому она удовлетворяет. Чтобы

Рнс. 14.8.1.

получить это уравнение, прологарифмируем формулу (14.8.3), а затем про
дифференцируем с учетом (14.8.2) и (14.8.4). В результате получим

|т | _  (0_______ Ф? (О о ,  -Ч .
’1 • (О *(ьн+«и) * 5**

Отсюда вытекает дифференциальное уравпение ]для т):

Л =  2ат, — (14. 8. 8)

Интегрируя совместно уравнения (14.8.6) и (14.8.8) (уже нелинейные), можно 
получить в каждый момент времени t одновременно выходной сигнал опти
мальней системы W* и соответствующий средний квадрат ошибки т).

Мы видим, что в данном случае оптимальная система строится очень 
просто и наглядно.

Рассмотрим общую задачу воспроизведения регулярного тре
буемого выходного сигнала

И Ч О - 2 « М » ( 0  (1 4 .8 .9 )
Г = 1

в случае, когда полезный входной сигнал определяется ф о р м у л о й
N - 1

5 ( 0  =  5 2  P ^< * > (< ), (1 4 .8 .1 0 )
л=о

а помеха N  (<) =  X (t) представляет собой белый шум и н тен си вн о 
сти G (t). Подставив выражение (1 4 .8 .9 )  в (1 4 .8 .1 0 ) и  изменив поря
док суммирования, представим входной сигнал в привычном паи



к иде (13.5.14):
N

Z (*)=  2  Ur<Pr(0 +  X(t), (14.8.11)
г—1

где
• " s i1

( г - 1 ,  ...,Л Г). (14.8.12)
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<tr(t) =  N'Z № » ( t )  
к - 0

1? данном случае согласно (13.6.4) при g<0)(t, т) s=0 и (14.1.4) 
весовая функция оптимальной системы с бесконечной памятью 
(Т =  t — t0) определяется формулой

N

*(*• г) =  -С ? о " 2  М О фг(т) ( — о о < т < 0 .  (14.8.13)
г -1

где >•! (/), . . ., Я.Л- (() — функции, определяемые системой урав
нении (13.6.7), которая в данном случае, когда Ьр0 =  0 (р =  
=  1, . . ., N),  принимает вид

N

2  №ря+ еря) ^ч (о _  Фр (о9=1
(/>= 1.........N).  (14.8.14)

Формула (13.6.6), определяющая величины bpq, в данном случае 
принимает вид

■ \  - " S tSt  ■■ *  (p* 9 = 1 ......... *>• ( ,4 -8-15)
<0

РЯ

Легко убедиться непосредственной подстановкой, что требуе
мый выходной сигнал W  (t) удовлетворяет линейному дифферен
циальному уравнению

W  (t) . . .  (О
w  ф н о  . . . ч и о =  0. (14.8.16)

Совершений так же, как в примере 14.8.1, дифференцируя 
формулу (14.8.13) N  раз с учетом (14.8.14) и (14.8.15), можно убе
диться в том. что весовая функция оптимальной системы в данном 
случае определяется линейным днфференцнальпым уравнением 
■V-ro порядка, достаточно просто связанным с уравнением
(14.8.16). Однако необходимые для этого выкладки очень громозд
ки, утомительны и мешают пониманию существа дела. Чтобы 
Упростить задачу, целесообразно, во-первых, заменить ее задачей 
одновременного воспроизведения сигнала W  и его производных 
34'  э  И од  ред. в. С. Пугачева
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W ,  . . ., во-вторых, заменить уравнение (14.8.16) равно
ценной системой уравнений первого порядка и в-третьих, вмес 
формул (14.8.13), (14.8.15) и уравнений (14.8.14) исходить непо
средственно из уравнения (13.5.37) и формулы (13.6.25) и произ
вести все выкладки в матричной форме. Заметим еще, что выклад
ки почти не изменятся, если в правые части системы уравнений 
формирования требуемых выходных сигналов добавить произ
вольные белые шумы. Это равносильно добавлению нерегулярных 
частей полезных сигналов, формируемых из белых шумов той же

• системой дифференциальных уравнений. Если нерегулярные 
части требуемых выходных сигналов формируются другой систе
мой дифференциальных уравнений, то ее следует просто добавить 
к уравнениям, определяющим регулярные части этих сигналов.

В соответствии со сказанным рассмотрим задачу определения 
оптимальной многомерной линейной системы в случае, когда век
торный требуемый выходной сигнал W (t) определяется матричным 
дифференциальным уравнением

W = A W + V ( t ) ,  (14.8.17)

а векторный входной сигнал определяется формулой

'  Z(t)  — B W  (О + ;У | (0, (14 8.18)

где А и В — матрицы коэффициентов (в общем случае перемен 
ных), V (0 и Vt (0 — некоррелированные векторные белые шумы, 
в общем случае нестационарные. На основании сказанного 
в § 13.5 можно без потери общности считать математические ожи
дания белых шумов V (t) и V, (t) равными нулю. Матрицу интен
сивностей и взаимных интенсивностей составляющих белого шума
V (t) обозначим G. Матрицу интенсивностей и взаимных интенсив
ностей составляющих помехи Vt (t) обозначим Gt. Тогда матрицы 
корреляционных и взаимных корреляционных функций белых 
шумов V (0 и V\ (<) выразятся соответственно формулами

К 0 (t, т) = М  IV (О V (т)*1 =  G6 (t -  т), (14.8.19)

Ки  (/, т) =  М  [7, (О Г, (т)т] =  Gfi ( t - т). (14.8.20)

Для краткости мы не показываем явно зависимость матриц 
А, В, G и Gt от времени t. Однако в случае, когда их аргумент обо
значен другой буквой, мы будем указывать его соответствующим 
нижним индексом.

Для вывода дифференциальных уравнений оптимальной систе
мы воспользуемся уравнением (13.5.37), определяющим матрицу 
весовых функций оптимальной системы, и формулой (13.6.25), 
определяющей матрицу вторых начальных моментов вектора ошиб-



ки оптимальной системы *). Положив в (13.5.37) и (13.6.25) интер
вал наблюдения Т рапным полному времени работы системы, Т — 
=  t — tot перепишем эти равенства в виде 

«
j  g(t, T jr^T , 0)<*т=Ги,г (Л о) (<о<о<;0. (14.8.21)

H « r „ ( f ,  0 -  j g(t, Т)ГШ1(<, т)Мт. (14.8.22) 
*0

Кроме этих соотношений нам понадобятся еще некоторые вспомо
гательные соотношения. Умножив уравнение (14.8.17) справа 
па Z (о)т и имея в виду, что требуемый выходной сигнал W  (о), 
а следовательно, и входной сигнал Z (о) в момент о <  t не корре
лирован со значением белого шума V (/) в последующий момент 
времепи t, получим

М \W  (О Z (ст)т) =  A M  [W (О Z (а)т), о <  t,
пли

o) =  i4 rw,(<, о). o < t .  (14.8.23)
Из (14.8.18) ввиду некоррелированности Z(o) с Vi (/) при а <  t
следует

Г* (t , о) =  М \Z (О Z (о)т1 =  В М  [W (О Z (о)т) =  ВГ„г(1, о). 
Подставив сюда выражение ГШ1 (t , о) из (14.8.21), получим 

х
Гг (Л а) = В j  g(t, т)Г г(т, о )dx (/0< о < < ) .  (14.8.24) 

*0
Аналогично из той же формулы (14.8.18) следует

Г 1[0(т , о) =  М  [Z (х) W  (о)т1 =  В ХМ \W  (t)JW (о)*],
или

Г1Ш (т, о) =  ДТГШ (т, о), (14.8.25)
где, в соответствии с нашим условием, В х — значение матрицы В 
при t =  т .

Теперь мы можем перейти к выводу дифференциального урав
н ен и я оптимальной системы. Дифференцируя уравнение (14.8.21) 
по t н имея в виду, что от t зависит и подынтегральная функция

*) Читатель, не владеющий основами матричной алгебры, может про
пустить этот вывод и прочитать сразу первый абзац после уравнения (14.8.31),
11 котором формулируется окончательный результат, и после этого перейти 
н чтению первого абзаца после формулы (14.8.37).
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и верхний предел интеграла, получим при а <  t 
i
j  g(t, т) Г, (т, o)dT +  g(*, О Г, (/, о) =  ГШ1(*, О). 
щ

Подставив сюда выражения Гг (t, о) и ГШ1 (t , о) из (14.8.24) 
и (14.8.23), будем иметь при о <  t

t
j  l?(*. *) +  g(<, t)Bg(t,  т)1 Tz (t , a ) d x = A T wz{t, a).
<0

Вычтя из этого равенства уравнение (14.8.21), умноженное слева 
на матрицу А,  получим

г
j*{g (<. *) — I а  — g (t, t) В] g (t, т)} Г, (т, о) dx =  0 (<о <  а <  /)• ]

I *1
Таким образом, функция

h (/, т) =  g (t, т) - [ A - g  (t, t) В] g (t, т) (14.8.26)

удовлетворяет уравнению 
t
j  h(t, т) Гг(т, a)dx =  0 (14.8.27)
<0

Умножив это уравнение снрава на h (t , о)т и проинтегрировав 
по а от t0 до t, получим

t t

Dt =  j  j  h(t, т) Г2 (x, a)h(t , aydxdo  — 0.
<0 <n

Но на основании (7.2.63) D t представляет собой матрицу вторых 
начальных моментов случайного вектора

<
i / , =  f h ( t ,  x ) Z ( x ) d x  

*0
при любом фиксированном t. Поэтому диагональные элементы мат
рицы Dt ие могут быть отрицательными. Более того, если м е ж ^  
составляющими белого шума V\ (t) пет тождественных о тн о с и тел ь 
но t линейных зависимостей, то дисперсии составляющих случай
ного вектора Ut не могут быть равны нулю. Поэтому равенство 
(14.8.27) возможно при всех о, t0 ^  о <  t, только в том случае,
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когд а h (/, т) s=0. Учитывая это, получаем из (14.8.26)

g (t , х) =  [А -  g ( t , t) B\  g (t , т). (14.8.28)

I Jo в задачах практики между составляющими белого шума Vt (t) 
не может быть тождественных линейных зависимостей, так как 
:,то означало бы возможность абсолютно точного, без помех, изме
рения некоторых линейных комбинаций составляющих требуемого 
иыходного сигнала W  (<). Следовательно, из интегрального урав
нения (14.8.21) вытекает в рассматриваемом случае дифференци
альное уравнение (14.8.28). Таким образом, весовая функция 
оптимальной системы в данном случае определяется матричным 
лнфференциальпым уравнением (системой дифференциальных 
уравнений) (14.8.28). Чтобы получить дифференциальное уравне
ние оптимальной системы, следует заменить начальное условие 
для уравпения (14.8.28) соответствующим слагаемым g(t, t )6( t—j) 
i! правой части и после этого заменить б-функцию б (t — т) 
нходным сигналом Z =  Z  (<), а матрицу весовых функций g (t, т) 
выходным сигналом оптимальной системы W* = W* (<). В резуль
тате получим

W* =  [А — g (t, t ) B ] W *  +  g ( t , t) Z. (14.8.29)

Осталось определить коэффициент усиления g (t, t) входного сиг
нала. Для этого подставим в первую формулу (13.5.38),

Г ,  (т , о) =  М  \Z (т) Z (о)т ),

выражения Z  (т) и Z (а) из (14.8.18). Тогда, учитывая, что транс
понированное произведение матриц равно произведению соот
ветствующих транспонированных матриц, взятых в обратном 
порядке, 183] и принимая во внимание некоррелированность 
W (/) с Vi (/), получим

Г, (т, о) =  В ,М  {W (т) W  (о)т) Bl +  M  [К, (т) V\ (о)т] -
=  ВХТw (т, 0) Д ,+ С 1о6 (т о).

Подставив это выражение в уравнение (14.8.21), приведем его
к виду

t
g(t ,  о) Gla -j-  ̂ g (t , т) В^Гю (т , о) Ваd t  =  I юг (t, о).

<0
Положив здесь а = t и приняв во впимапие, что на основании
(14.8.25) и вследствие симметричности матрицы Г,р (<, t)

Гц,, ( t , t) _  Г 1Ю (t, t y  =  Г ш (t , О В \
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' получим
I

g(t, 0С,= [гш(<, 0 - j  g(t, *)Bxrw[(T, t) л ]  в*.
<0

Но согласно (14.8.25)
В тГц , (Т ,  t )  —  I ziv ( т ,  t )  =  Г Ш1 ( t , х ) г .

Подставив это выражение в предыдущую формулу, па основании 
(14.8.22) получим

I
g(t,  0 G i= [r« ,(* , о - j  g(t, Т) r wz(t, т )М т ]я т= Н В т.

to
Отсюда находим *)

g((, t )  =  UBTG~l. (14.8.30)
Подставив это выражение в уравнение (14.8.29), приведем его 
к виду

W* = (А — \\BrG-'B) W* +  HBrG~lZ. (14.8.31)
Сравнивая уравнение (14.8.31) с (14.8.17), видим, что, как 

и в примере 14.8.1, оптимальная система получается из сис
темы формирования требуемого выходного сигнала путем замыка
ния ее отрицательной обратной связью, содержащей усилитель I 
с матричным коэффициентом усиления В,  и установки перед ее 
входом усилителя с матричным коэффициентом К  =  НBTG\' **). 
На рис. 14.8.2 представлена оптимальная система. Пунктирной 
линией обведена система формирования требуемого выходного 
сигнала.

Для вывода дифференциального уравнения для матрицы момен
тов второго порядка ошибки оптимальной системы Н продифферен
цируем формулу (14.8.22) по t\ 

t
Н =  -^ -Г ш(/, <)— j  g(t, т)ГWl(t, x y d x —

<0
t

-  J  g(t, г) 1'wz(t, т)т dx g (/, 0  Twt (t, t ) \  (14.8.32)
to

< *) Так как между составляющими белого шума V, (() в задачах прак
тики ие может быть линейных зависимостей, то обратная матрица G'f1 всегда 
существует.

**) Мы называем для краткости усилителем с матричным коэффициен
том усиления многомерную систему, состоящую из соответственно соеди
ненных усилителей и сумматоров, вырабатывающую произведение мгновен
ного значения векторного сигнала на задавную матрицу. Примеры матрич
ных усилителей обведены пунктирной линией слева и внизу справа на схеме 
оптимальной системы, представленной на рис. 14.8.4 (пример 14.8.4).



Цо согласно (14.8.23)

Гш* (t , Т)т =  Гшг (*, х)т А \  (14.8.33)
Матрица вторых начальных моментов требуемого выходного сиг
нала Гш (t, t) определяется матричным дифференциальным урав
нением (7.7.18):

- д - Г „ ( * ,  0  =  Л Г ш(*, 0  +  Гш(<, t ) A '  +  G. (14.8.34)

Далее, из (14.8.25) следует, что
/)т -  Г1И, (t, t) = BTW (t, t). (14.8.35)

Подставив в (14.8.32) выражения (*, t)/dt, g (t, т), ГШ1 (t, т)*
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Рис. 14.8.2.

н Ги.г (t, <)т соответственно из (14.8.34), (14.8.28), (14.8.33) и
(14.8.35), получим

»
\\ = [ A - g ( t ,  <)1»][Г«(«, 0 — j  g( t ,  т) Г*, (t, т)Мт ] +

<0
I

+  [ Гю (<, 0 ~ j g  (tt r) r wz (t, ту dx] AT +  G 
<0

«ли, на основании (14.8.22) и (14.8.30),

Н =  All  -f- H A ' - H B rG?BH +G.  (14.8.36)

Уравнения (14.8.31) и (14.8.36) следует интегрировать при 
Начальных условиях W * (/0) =  Л1Ш (<о). Н (<0) =  Kw (tо, 10). При 
этом выходной сигнал оптимальной системы будет оптимальной 
несмещенной оценкой требуемого выходного сигнала в любой 
момент времени t ^  t0. Действительно, так как mz =  Bmw, то 
математическое ожидание mw требуемого выходного сигнала,



удовлетворяющее уравнению
=  Аи1ц)у

является вместе с тем интегралом уравнения

ш„« =  H 5TGi‘ (тг— Bmw*)
при начальном условии mw• (/0) =  mw (t0). Следовательно, при 
этом начальном условии mw• (t) = m w (I) при t ^  Матрица Ц 
при таких начальных условиях представляет собой корреляцион
ную матрицу вектора ошибки системы в любой момент времени.

Заметим еще, что если математическое ожидание белого шума 
У  (t) в (14.8.17) отлично от нуля, то для получения оптимальной 
несмещенной оценки требуемого выходного сигнала в любой 
момент времепи t ^  t0 достаточно добавить к правым частям урав
нений (14.8.29) и (14.8.31) функцию m v. В результате уравнение 
рптимальной системы примет вид

\V* =  ( А -  НBwG~lB) W* +  HBTG~*Z-f  тс. (14.8.37)
Дейстрмтельио, математическое ожидание требуемого выходного 
сигнала, определяемое в этом случае уравнением

mw =  Amw +  m c,
в силу того, что тг — Bmw, является также интегралом уравнения

ф

т р» = Am w» -(- HBTG~‘ (mz — Вти,*) -f т„
при начальном условии mw• (t0) = mw (t0).

В случае постоянных матриц Л, В, G и Gt в оптимальной системе 
существует установившийся режим, Н =  const. В этом случае 
уравнение (14.8.36) превращается в алгебраическое уравнение

ЛН +  Н /Г — HBJG ?B H + G  =  0 (14.8.38)
и оптимальная система, описываемая уравнением (14.8.31), ста
ционарна. .

Итак, мы показали, что в случае, когда помеха является белым 
шумом, нерегулярная часть требуемого выходного сигнала связа
на с белым шумом обыкновенным дифференциальным уравнением, 
а полезный входной сигнал представляет собой результат линей
ного алгебраического преобразования мгновенного значения 
требуемого выходного сигнала, оптимальная линейная система 
с бесконечной памятью описывается системой обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений. Этот результат был 
впервые получен Калмэпом и Бьюси 187, 881. Поэтому оптималь
ные системы такого типа обычно называются фильтрами Калмэна.
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J{ а л  мэн показал также, что оптимальная система для экстраполя
ции сигнала W  (<) получается путем последовательного соединения 
системы, описываемой уравнением (14.8.31), с усилителем с мат
ричным коэффициентом усиления V (t +  Л) V '1 (<), где У (/) — 
м атр и ц а фундаментальных решений однородного уравнения

У = Л Ч Г. (14.8.39)

Результаты Калмэпа и Бьюси были распространены па слу
чай произвольной помехи, связанной с белым шумом обыкновен
ным дифференциальным уравнением, Брайсоном и Йохансеном 181) 
н Гулько и Новосельцевой 184, 85].

Изложим коротко метод Гулько и Новосельцевой. Предполо
жим, что помеха N  (t) формируется из белого шума фильтром, 
описываемым системой конечного числа обыкновенных дифферен
циальных уравнений. Тогда входной сигнал Z (/) определится фор
мулой • ' ,

Z (0 =  B W  (0 +  N  (0. (14.8.40)

При этом возможны два случая. В первом случае оператор системы, 
обратной формирующему фильтру, является дифференциальным. 
По втором случае он представляет собой сумму дифференциального 
оператора и интегрального оператора, весовая функция которого 
не содержит 6-функций н ее производных.

В первом случае, преобразуя Z (t) дифференциальным опера
тором системы, обратной формирующему фильтру, и заменяя 
производные функции W (t) их выражениями, вытекающими из
(14.8.17), мы получим функцию (t) вида (14.8.18) с белым 
шумом Vi (t) в правой части (но, конечно, с другой матрицей В).
11 ри этом, само собой разумеется, полезный входной сигнал должен 
быть дифференцируемым большее число раз, чем помеха, вслед
ствие чего белый шум V (t) и его производные не войдут в сигнал 
Zt (/). Следовательно, в этом случае задача непосредственно сво
дится к применению изложеппого метода. Оптимальная система 
в этом случае представляет собой последовательное соединение 
системы, обратной формирующему фильтру, и оптимальной систе
мы для входного сигнала Z, [84].

Во втором случае, согласно идее Ф. Б. Гулько и Ж. А. Ново
сельцевой [85], систему, обратную формирующему фильтру, сле
дует представить в виде параллельного соединения двух систем, 
одна из которых — непрерывная часть обратной системы — имеет 
весовую функцию, не содержащую 6-функций и их производных, 
а другая имеет чисто дифференциальный оператор (т. е. ее весовая 
Функция представляет собой линейную комбинацию 6-функции 
» ее производных). Обозначив полезный выходной сигнал первой 
системы прн входном сигнале Z через W',  получим для пего
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дифференциальное уравнение

W' =  A lBW-\-AzW> (14 .8 .41)

(дифференциальное уравнение непрерывной части системы, обрат
ной формирующему фильтру, при входном сигнале B W  (<))• Тогда 
в результате преобразования входного сигнала Z (t) системой, 
обратной формирующему фильтру, получим сигнал Z, (t) вида

где Vi (t) — белый шум, из которого формируется помеха N  (<)» 
а матрица В\ получается в результате применения к произведению 
B W  (t) дифференциального оператора дифференцирующей части 
сцстемы, обратной формирующему фильтру, и исключения произ
водных функции W  (<) с помощью уравнения (14.8 .17). Таким обра
зом,. и во втором случае задача сводится к применению метода 
Калмэна путем ввода дополнительных компонент W'  требуемого 
выходного сигнала и соответствующего расширения системы фор
мирования требуемого выходного сигнала за счет добавления урав
нения (14.8 .41). Оптимальная система и в этом случае представля
ет собой последовательное соединение системы, обратной форми
рующему фильтру, и Оптимальной системы для входного сигнала 
Z| (<), полученной изложенным методом.

Напомним еще раз, что оптимальные системы рассмотренного 
типа (калмэновские фильтры) получаются лишь в частном (правда, 
широко распространенном) случае, когда оптимальная система 
ищется в классе систем с бесконечной памятью, а входной сигнал 
представляет собой сумму помехи, формируемой из белого шума, 
с результатом линейного преобразования мгновенного значения 
требуемого выходного сигнала.

П р и м е р  14.8.2. В условиях примера 14.2.1 требуемый выходной 
сигнал W (<) =  Xt (t) определяется дифференциальным уравнением

где V (/) — стационарный белый шу ктральной плотностью D aJn

белый шум V| (0  =  А'2 (0  интенсивности G, =  к. Входным сигналом служит 
сумма Z (<) =  W (t) +  V, (<). Следовательно, в данном случае все векторы 
и матрицы представляют собой скаляры, А =  —а , В  =  1, Н =  tj. Уравне
ния (14.8.31) и (14.8.36) принимают соответственно вид

z ,  (о  =  в  №  (о  +  w  (О +  V, (о ,

W =  — aW  +  V (о ,

и, следовательно, с интенсивностью Помеха иредставляет собой

т)=  — 2ат|— — \-2Da.

Так как /0 =  — оо, то система работает с установившимся средним квадратом 
ошибки г) =  const. Поэтому уравнение для т) превращается в квадратное
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уравнение
П* +  2акг\ — 2 0 а *  =  0 .

Решая это уравнение, находим

Я =  У  а* к* +  2D ak  — ак  =  (Р — а ) к.

Подставив это выражение в уравнение оптимальной системы, нолучим

V V *= -p iV *  +  ( P - o ) Z ( i ) .

Отсюда паходим передаточную функцию оптимальной системы:

ЧЧ*) = Р - а
1 W

Этот результат, как и следовало ожидать, совпадает с полученным в при
мере 14.2.1.

П р и м е р  14.8.3. Так как в условиях предыдущего примера уравне
ние (14.8.39) имеет решепие V (<) =  е то оптимальная система для экстра
поляции сигнала W (t) на время Д получается последовательным соединением

Ш)
— —(ф У  ///А

•-------------------- --
Us -  ■

: L - П Г ' , .

Wit! tt Л w;ttj

Рис. 14.8.3.

оптимальной системы предыдущего примера и усилителя с коэффициентом 
усиления е—оД (рис. 14.8.3). Выходной сигнал этого оптимального экстра- 
иолятора обозначен WJ (/).

П р и м е р  14.8.4. Полезный входной сигнал представляет собой сумму 
синусоиды заданной частоты ш0 со случайными амплитудой и фазой и стацио
нарной случайной функции X» (/) с корреляционной функцией

к (т) =  D «"0,T|  ̂cos 0)^  +  -^ - sin й>1 1 т | j  ,

и помеха является стационарной случайной функцией N (!) с корреляцион
ной функцией A-j (т) =  ®1Т1. Требуется найти оптимальную систему 
д ля  воспроизведения (фильтрации) полезного сигнала.

Обозначим регулярную часть полезного сигнала Wt,

Wt (t) =  Ui cos ш0< +  U2 sin o)0t,

‘ до U, и и г — случайные величины, а нерегулярную часть полезного сигнала 
П'3 =  iv3 (<) =  A'i (/)• Легко проверить непосредственной подстановкой, что
сигнал В7, и его производная Wz =  Wt определяются системой дифферен- 
ииальных уравнений

\У1 =  УУ2, Wt =  — w JW ',. (1 4 .8 .4 2 )
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Спектральная плотность случайной функции W3 (t) 
формулой ([54), пример 5.3.3)

, . 2Da 62 W ahl

X, (0  определяется

1
л  6« +  2 (в2  — (Of) 0)2 +  ш4 я  I (1(0)2 + 2а ( to ) +  62 |2 *

где 6* =  а* +  (of. Отсюда видно, что сигнал W3 связан с белым шумом V (*), 
имеющим спектральную плотность *0 =  20а6*/л, дифференцпальпым урав-

Положив Wk - 
вого порядка

И'3 +  2аИ'з +  6 2 Н 'з= К « ).

VVj, приведем это уравнение к системе двух уравнений пер-

W j= iy 4 , Wi = - b 2W3- 2 a W i +  V (t). (14.8.43)

Таким образом, вектор W требуемых выходных сигналов с составляющими 
Wt, Wit JV3 и IV4 определяется системой уравнений (14.8.42) и (14.8 .43), 

'  которая может быть записана в матричной форме (14.8.17), где матрица А 
.определяется формулой

Л =

0 i 0 0

— «5 0 0 0

0 0 0 1

0 0 - 6 2 - 2 а

(14.8.44)

Векторный белый шум V (<) в (14.8.17) в данном случае имеет нулевые первые 
три составляющие и только четвертая составляющая представляет собой 
скалярный белый шум интенсивности 2ns0 =  Ш аЬ2. Следовательно, матри
ца G имеет в данном случае все нулевые составляющие, кроме одной Glt 
=  4Dab*. .

По условиям задачи оптимальная система должна выделять полезный 
сигнал

S  (<) =  Ut cos о)0t +  Ut sin (o0< +  X , (<) =  IV, (f) +  Wj (/)

из аддитивной смеси его с шумом N ({). Таким образом, входной сигнал 
определяется в данном случае формулой '

Z (0  =  S  « ) +  N « ) =  IV, (/) +  IV, « ) +  N « ).
Так как помеха N (<) не является белым шумом, то изложенная теория для 
решения данной задачи неносредствеппо неприменима. Поэтому выполним 
предварительно такое преобразование входного сигнала Z (()• при котором 
помеха преобразуется в белый шум. На основании результатов примера 7 .6 .2  
такое преобразование осуществляется форсирующим звеном первого порядка 
с передаточной функцией * +  а . При подаче на вход такого звена спгпала 
Z =  Z (I) получится выходной сигнал

Z, .= Z +  а 2  =  IV, +  aJV , +  VVj +  aW j +  V„

где V, =  +  aN  — белый шум интенсивности 2Z),a. Подставив в эту
формулу выражения IV, и VVS из (14.8.42) и (14.8.43), получим

Z, =  о  IV, +  W2 +  a W ,  +  W4 +  К,.

Эту формулу можно представить в матричном виде (14.8.18), где матрица В  
определяется формулой

В  =  || a 1 a 1 ||. (1 4 .8 .4 5 )
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М атрица G, в данном случае представляет собой число 2Dta .  Теперь можно 
найти оптнмальвую систему для входного сигнала Z, (() изложенным методом. 
Соединив эту систему последовательно с форсирующим эвеном с передаточной 
ф ункцией г +  а ,  мы н получим оптимальную систему для входного сигнала

s *

Р и с . 14.8.4.

Z (/). Имея в виду, что в данном случае требуемым выходным сигналом 
является W, +  W3, мы должны будем поставить на выходе полученной 
системы сумматор, выполняющий сложение сигналов ^ и  W J.

Остается вычислить матричный коэффициент усиления К  =  Н В ТС {1:

К :

где

Пи Пи Пи Ли «
Нм *1г* Нгз Л** 1 1 к2
Лз1 Н32 Лзз Пз* а 2Dta *3
Л41 Л*2 Л43 Л44 1 *4

кр —
«Лр1 +  Лрг +  в Л р3 +  Лр4

2 D|<*
(р =  1, 2, 3, 4).

Оптимальная система в данном случае иредставляет собой последова
тельное соединение форсирующего эвена с передаточной фуикцией г +  а , 
усилителя с матричным коэффициентом усиления К, системы формировании 
сигналов Wt, W2, Wt, n 't ,, замкнутой отрицательной обратной связью, 
содержащей усилитель с матричным коэффициентом усиления В, и сумма
тора, выполняющего сложение сигналов Wf и IVJ (см. рис. 14.8.4, на котором 
х средней части обведена пунктирной линией система формирования сигна
лов Wt, W2, W3 и И *, справа внизу обведен пунктирной линией усилитель 
с матричным коэффициентом усиления В, а слева вверху — усилитель 
с матричным коэффициентом усиления К).
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Предоставляем читателю самостоятельно написать уравнения (14.8.36) 
и (14.8.38) и вытекающие из них системы уравнений, определяющие эле
менты \\Vq матрицы Н. Средний квадрат ошибки оптимальной системы равен 
в данном случае второму начальному моменту суммы ошибок на первом 
и третьем выходах калмэновского фильтра, т. е. т)ц +  2rj13 +  t)S3.

П р и м е р  14.8.5. Рассмотрим задачу предыдущего примера в случае 
помехи N (<) с показательно-косинусной корреляционной функцией kt (т) =

=  £>,« ' cos ш2т. В примере 
7.6.3 мы видели, что случайную 
функцию с такой корреляционной 
функцией можно рассматривать 
как результат преобразования бе
лого шума Vi (if) интенсивности 
2Dta  формирующим фильтром с 
передаточной функцией (* +  
+  в)/(«» +  2 а  * +  р*)г, где Р2 =  
=  а *  +  (о?,. Чтобы преобразовать 
помеху в белый шум (<), сле
дует пропустить входной сигнал 

через обратную систему. Весовая функция этой обратной системы опреде
ляется формулой (4.4.40), полученной в примере 4 .4 .2 , при к =  1, у =  0, 
а  =  а ,. Ъ =  р :

ш -  « ,  т )  =  2Р (Р  -  а )  , - М - «  +  (2 а  -  Р) 6 «  -  т )  +  б ' «  -  т ) .

Согласно изложенному методу, представим систему с такой весовой функ
цией в виде параллельного соединения системы с весовой функцией

“»Г (*» т) = 2Р (Р—a) e-W,-T>
и системы с весовой функцией

Ш7(<, т) =  (2а— Р) в ( /—т) +  6' (*— t).
Первая система представляет «обой апериодическое звено с передаточной 
функцией 2Р_(Р — а ) / ( *  +  Р ), а вторая — форсирующее звено с передаточ
ной функцией I  - f-  2 а  —  р . Обозначим через результат преобразования 
первой системой полезного входного сигнала W, +  И^. Тогда при подаче 
на вход системы, обратной формирующему фильтру, входпого сигнала I  =  
=  Z (() ее выходным сигналом будет

Л ,  =  ( 2 а - Р )  ( И '1 +  И ' , ) + Й '1 +  Й ' , +  И '5 +  У , =
■ =(2а — Р) +  +  +  +

где V, =  (0  — белый шум, в который преобразуется помеха N (I) 
(рис. 14.8.5). Сигнал W5, очевидно, определяется дифференциальным урав
нением

И '5 =  2 а ( Р - а ) ( И '1 +  И '3) - р И ' 5. (14.8.46)
Таким образом, чтобы применить изложенный метод в данном случае, 

следует ввести дополнительную компоненту полезного сигнала И^, представ
ляющую собой результат преобразования полезного входного сигнала 
Wt +  непрерывной частью системы, обратной формирующему фильтру, 
и таким путем расширить систему формирования требуемого выходного 
сигнала. Расширенная система формирования требуемого выходпого сигнала 
описывается уравнениями (14.8.42), (14.8.43) и (14.8.46). В результате 
матричный коэффициент усиления В  в цепи обратной связи будет равен

грф-п)
s*p

Сх

s*2ci-f}

Рис. 14.8.5.

В =  || 2а -  Р 1 2а -  Р 1 1 ||.
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Матричный коэффициент усиления усилителя перед входом системы форми
рования требуемого выходного сигнала представляет собой матрицу-столбец 
с элементами

(2 а  —  Р) (4pi +  r1pj)-|-rlpj +  tlp4-|-’lp5 
кР = ------------------------2U&.-----------------------  (Р =  1..........5>‘

Оптимальпая система для этого случая показана па рис. 14.8.6. Пунктирной 
линией обведена основная система формирования требуемого выходного 
сигпала, а также соответствующая расширенная система.

Приведенные примеры показывают, что изложенный метод 
позволяет сравнительно просто паходить оптимальные линейные 
системы даже в тех случаях, когда методы §§ 14.2 и 14.3 ведут 
к очень сложным и громоздким выкладкам. В этом, а также в на
глядности состоит большое преимущество метода Калмэна перед 
Другими методами нахождения оптимальных линейных систем 
с бесконечной памятью.



Г л а в а  15

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

§ 15.1. Общин метод определения оптимальной системы

Рассмотренные в предыдущих главах методы определения опти
мальных линейных систем по критерию минимума средней квад
ратической ошибки дают возможность решать большое количество 
практических задач. Однако далеко не всегда оптимальная линей
ная система обеспечивает наилучшее решение задачи. Критерий же 
минимума средней квадратической ошибки, как было показано 
в § 13.2, является лишь одним из возможных, но не единственным 
критерием. Во многих задачах, как, например, в задаче обнаруже-] 
ния сигналов, приходится пользоваться другими критериями. Мы j 
изложим здесь общий метод определения оптимальных систем, 
который позволяет при весьма общих условиях находить оптималь
ные системы, как линейные, так и нелинейные, практически по лю
бым критериям.

Большое количество задач автоматики, теории информации 
и других областей пауки приводит к следующей общей задаче. 
На вход системы поступает сигнал Z (t), представляющий собой 
сумму полезного сигнала S  (t) и помехи X  (t), которую без потери 
общности можно считать имеющей математическое ожидание, 
тождественно равное нулю. Полезный сигнал представляет собой 
известную функцию времени t и некоторых неизвестных парамет
ров U t, . . ., U N, которые могут быть случайными или иростоЗ 
неизвестными величинами. Для краткости записи мы будем обо
значать все эти параметры одной буквой U . Тогда полезный сиг
нал выразится формулой

S  (0  =  ф (/, U) (15.1.1)

На выходе системы требуется получить результат заданного пре
образования полезного сигнала:

W  (0  =  ф (t, U) =  Р ,Ф (t, U), ' (15.1.2)

где Р  — некоторый оператор, в общем случае нелинейный. Т р в "  
буется найти оптимальную систему, выходной сигнал к о т о р о й  
W*  (<) возможно более точно воспроизводит требуемый в ы х о д н о й  
сигнал W  (t). Эта задача является частным случаем основной зада* 
чи теории оптимальных систем, сформулированной в § 13.1.
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Д л я  решения поставленной задачи в различных задачах прак
тики приходится пользоваться различными вероятностными кри
териями точности. В  § 13.2 мы видели, что большинство критериев, 
которы ми приходится пользоваться на практике, могут быть пред
ставлен ы  в виде

M [ l ( W , W * ) ]  =  min, (15 .1 .3)

где I (W,  № *) — некоторая заданная функция требуемого выход
ного сигнала W и действительного выходного сигнала W*  (функ
ц и я  потерь).

Оказывается, что все задачи такого рода можно решать одним 
общим методом при единственном условии, что помеха X (t) рас
пределена нормально и независима от параметров сигнала. Этот 
общий метод дает возможность находить оптимальные системы 
различных назначений по любым критериям вида (15.1 .3). В  отли
чие от задач §§ 13 .5 — 13.7 и предыдущей главы, мы будем искать 
опти м альн ую  систему среди всех возможпых систем, имеющих 
в качестве входиого сигпала случайную фупкцию Z  (t), не ограни
ч и вая сь  классом линейных систем или каким-либо другим частным 
видом систем. Такая постановка задачи дает возможность находить 
си стем ы , обеспечивающие абсолютный минимум математического 
ож и дан и я функции потерь I (Ж , W * ) , определяющий предельную 
точн ость системы, которая теоретически может быть достигнута 
при данных условиях (потенциальную точность).

Будем производить вероятностное осреднение в формуле
(15.1.3) в два приема: сначала по всем возможным значениям тре
буем ого выходного сигнала при данной фиксированной реализации 
вход н ого  сигнала Z (t), а затем по всем возможным реализация» 
случай н ой  функции Z (I).  В результате первого осреднения мы 
получим условное математическое ожидание функции потерь отно
си тельн о случайной функции Z (t). В  результате второго осредне
ния получим безусловное математическое ожидание функции 
потерь:

М  [/ (W,  1У*)] = М  \М [J (W, W )  | ZH. (15.1.4)

Очевидно, что если мы пайдем систему, обеспечивающую мини
мум условного математического ожидания функции потерь для 
каж д ой  данной реализации z случайной функции Z:

М  I/ (W, W )  | z ] =  min, (15.1.5)

то эта система будет обеспечивать н абсолютный минимум безу
сл овн о го  математического ожидания функции потерь, т. е. будет 
искомой оптимальной системой среди всех возможных систем.

Д л я  нахождения условного математического ожидания в фор
муле (15.1.5) необходимо найти сначала условную плотность веро
ятности требуемого выходного сигнала W (t) или, что одно и то ж е,
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параметров сигнала U  относительно входной случайной функции 
Z. Д ля этого предположим, как и в главах 13 и 14, что система 
должна вырабатывать выходной сигнал W*  в момент t по резуль
татам наблюдения входной случайной функции Z (т) в интервале 
времени |< — Т,  <1, и представим помеху X  (т) в интервале 
U — Т,  *) каким-либо каноническим разложением в действитель
ной форме

Х ( т ) =  5  Kvx v (T) .(1 5 .1 .6 )
V = 1

где Vt, V2, . . .  — некоррелированные действительные случай
ные величины, математические ожидания которых равны нулю, 
а х х (т), х 2 (т), . . .  — действительные координатные функции. 
Случайные величины Vv выражаются через случайную функцию 
X  (т) формулой ([541, § 6.2 или [531, § 60)

t

Fv=  f av (x )X (x )d x  ( v = l ,  2, . . . ) ,  (15.1.7) 
t - r

где a , (x), a2 (x), . . .  — действительные функции, удовлетворяю
щие совместно с координатными функциями х х (т) условию биор
тогональности

t
| (х )xv (х )dx =  6V(1 ( 6 w = l ,  6Уц =  0  при n=?*=v) (1 5 .1 .8 ) 

t-т

Так как помеха X  (х) по предположению распределена нормально, 
а случайные величины F v представляют собой результат линейного 
преобразования случайной функции X  (х), то и случайные вели
чины V v распределены нормально и, следовательно, не только 
не коррелированы, но и независимы. Поэтому совместная плот
ность вероятности случайных величин Vx, . . ., Vn при любом п 
выражается формулой

..............< 1 5 Л - 9 )'  ' 1 г» v = l

где D u D 2, . . .  — соответственно дисперсии случайных величин 
Vu V2, . . .

Рассмотрим теперь случайные величины

Zv =  j  av(x)Z (x)rfx  ( v - 1 ,  2, . . . ) .  (15 .1 .10) 
i -т
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Цо условию входная случайная функция Z представляет собой 
сумму полезного сигнала и помехи:

Z (т) =  Ф (т, U) +  X  (т). (15.1.11)

Подставляя это выражение в (15.1.10) и принимая во внимание 
(15 .1 .7), получим 

(

Zv =  j  av(т)ф (т, U)\dx-f-Vy ( v = l ,  2 , . . . ) .  (15 .1 .12) 
t-т '  7

Полагая
i

<*v(U) =  - ^ -  ^ av (x)q>{x, U) dx ■ (v =  1, 2 , . . . ) ,  (15 .1 .13)
v l - T

можем переписать формулу {15Л .12) в виде

Z v =  D ya v (U)  +  V v (v =  1, 2, . . .) . (15 .1 .14)

Таким образом, случайиые величины Z v являются функциями 
случайных параметров сигнала U и соответствующих случайных 
величин V v.

На основании (15.1 .14) и (15.1.6) имеем

2  ZyXy(т) =  2  D & v ( U ) x y(x) +  X (x )  ( < - Г < т < < ) -  (15 .1 .15 )
V=1 V=1

Сравнивая эту формулу с (15 .1 .11), видим, что если функция 
Ф (т, U) представима в интервале наблюдения t — Т ^  т ^  t 
разложением по координатным функциям:

ОО

ф (т, 17)=  2  D j i v ( U ) x v (т) (/ — Г < Т < :< ) ,  (15 .1 .16)
Vе  1

то входной сигнал Z (т) также представим в интервале t — Т ^  
^  т ^  t разложением по координатным функциям:

ОО

Z ( т ) =  2  ZvJ-v (t) ( < - 7 ’< т < / ). (15 .1 .17)
Vе  1

Формулы (15.1 .10) и (15.1 .17) устанавливают взаимно одпозначное 
соответствие между случайной функцией Z (т) и совокупностью 
случайных величин Z t, Z 2, . . . Каждой данной реализации слу
чайной функции Z (т) в силу формулы (15.1.10) соответствуют опре
деленные возможные значения всех случайных величин Z lt Z2, . . .  
Наоборот, каждой совокупности возможных значений случайных 
величин Z j, Z2, . . .  на основании формулы (15.1 .17) соответствует 
определенная реализация случайной функции Z (т). Поэтому 
Условный закон распределения случайных параметров сигнала U

30 *
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относительно случайной функции Z (т) тождественно совпадает 
с условпым законом распределения случайных параметров сигна
ла U  относительно совокупности случайных величин Z ,, Z2, . . . 
Найдем сначала условную плотность вероятности f t (u'| 2, ,  . . z„) 
параметров сигнала U относительно конечного числа п случайных 
величин Z ,, . . Z„. На основании известных формул теории 
вероятностей

/|(«|*1...........2n)--------■ * " 1 Ц>------- , (15 .1 .18)

J / М Ы *  .......... «п !")*1"
—оо

где / (и) — безусловная (априорная) плотность вероятности пара
метров сигнала U,  которую мы будем считать заданной, 
/2 (г,, . . г„ | и) — условная плотность вероятности случайных 
величин Z ,, . . Z„ относительно случайных параметров сиг
нала U.  Д ля определения условной плотности вероятности случай
ных величин Z , , . . Zn относительно случайных величин U 
заменим в (15.1 .14) случайные величины U  их возможными значе
ниями и. Тогда случайные величины Z v будут простыми линей
ными функциями соответствующих случайных величин F v, 
и вследствие (15.1.9) мы будем иметь

/ *(*п  2„| u ) =

=  у,ад-й , . . . 0. « р { -  т  2  -z t  I*. -  Дл. <»)i>} =  I

1 "  Z1

п п

+  2  Ov(u) 2  а д  (и ) }  . (15 .1 .19)
V - 1  V = 1

Подставляя это выражение в (15.1.18) и производя сокращения, 
находим условную плотность вероятности случайных величин U 
относительно случайных величин Zlt . . ., Z„:

ft (и I Z|, . . . ,  zn) =
П П

/ (u) exp | 2  “ v (“) *v— g - 2  }

---------------- T ------------------- T --------------------- • (15-1.20)

(  / (“) exp {  2  “ v №  *v— Г  2  flv®v (“) }  du
- o o  V =  1 V— 1
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Переходя к пределу при п -*■ оо, находим условную плотность 
вероятности случайных величии U  относительно совокупности 
всех случайных величин Z v*):

/l (Н | zlt г2» • • •) =
ОО оо

/ (“) ехр | 2  “ v (u) *v-— т  2  (u )}
v=»l Vе  1

T (15 .1 .21)

j  / (“) exp j  2  «4 (“) zv— ^  2  (u)}  du
-0 0  v = l  v = l

Заметим теперь, что на основании (15.1.10)

2  av(u)Zv=f j  2  a*(«*)«vW2(T)dT —
t

j  * (« , t ,  u )Z (T )d r , (15 .1 .22)

v—1 1= Г V—1

I - T

где для краткости положено

g(*. т, u)= S  сч(и)о,(т). (15 .1 .23)
v=l

При этом мы указываем явно зависимость функции g  от конца 
интервала наблюдения t  (на оснопании формулы (15.1 .13) величины 
a v (и) зависят также от *)•

Вводя функцию

Р (Ц )=  2  а д  (и), (15 .1 .24 )
V—1

получим на основании (15.1.22) следующее выражение условной 
илотности вероятности случайных величин U  относительно слу
чайной функции Z (т):

I

/1 (и | z) =  х (z) / (и) exp | j  g(t,  t ,  u ) z ( T ) d T —  y P ( u) }  . (15 .1 .25)
«-г

где
i

* ( z ) = [  j  /(u)exp | j  g( t ,  t ,  u )z ( T ) d x -
- o o  t - T

- 4 - P ( u ) } d u ] " ‘ (1 5 .1 .2 6 )

*) Доказательство существования предела читатель может найти в (531,
s 144.
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— постоянный нормирующий множитель, зависящий от реализа
ции z случайной фупкции Z.

На основании (15.1 .13) н (15.1.23) формулу (15.1 .24) для функ
ции р (и) можно переписать в виде

оо t

Р (“ ) = 2  ( М т )ф (т , u)dx =
V -1  t - T

t

=  j  g(t, x, и) ф ( t ,  u)dx.  (15.1.27)
t - T

Формула (15.1 .25) определяет условную плотность вероятности 
случайных параметров сигнала U  относительно входного сигнала 
системы Z, т. е. апостериорную плотность вероятности параметров 
сигнала U,  которая вполне определяется после наблюдения, когда 
становится известной реализация z случайной функции Z. Зная 
апостериорную плотность вероятности параметров сигнала U,  
можно вычислить апостериорные математические ожидания (услов
ные математические ожидания относительно входного сигнала Z) 
любых функций параметров сигнала U. В  частности, можно вычис
лить и условное математическое ожидание функции потерь 
l ( W ,  IV *), которая вследствие (15.1.2) является функцией U  
и выходного сигнала системы W*.  А именно на основании формул
(15 .1 .2) и (15.1.25)

р (Z, W*) =  M [ l ( W ,  W ) \ Z ]  =
оо

=  x ( Z )  j  Z(4>(/, u), w * ) f ( u ) x
— oo

t
X exp | j  g(t, x, u) Z ( x ) d x ~ Y  P(u)\ du.  (15.1.28)

t - T

Д ля полного решения задачи остается определить выходной 
сигнал оптимальной системы W* =  W* (t) при каждом данпом 
значении t из условия минимума интеграла в (15.1 .28). Этим усло
вием полностью определяется оператор оптимальной системы. 
Действительно, условие минимума интеграла (15.1.28) полностью 
определяет последовательность математических действий, которые 
должна выполнить оптимальная система над входной функцией 
Z  (т), чтобы получить выходную функцию W * (<)•

Таким образом, для нахождения оператора оптимальной систе
мы необходимо определить весовую функцию g (t, t ,  м) по форму
ле (15.1 .23) и функцию р (и) (зависящую также от I) по формуле
(15.1 .24) или (15.1 .27). После этого оператор оптимальной системы 
определится как совокупность математических действий, которые
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следует выполнить, чтобы при данном входном сигнале Z (т) 
найти такую функцию W* (t) , при которой интеграл в (15.1.28) 
достигает наименьшего значения в любой момент времени t.

Подставим теперь выражение (15.1 .13) функции a v (и) в форму
лу (15.1 .23). Тогда получим

СЮ t
g{t,  т, и ) =  2  ~ 7 j~  j  av (o)(p(o,%u)do.  (15 .1 .29)

v=l V I-T
Сравнивая эту формулу с (14.6 .10) и принимая во вниманий, что 
функции a v (т) в рассматриваемом случае действительны, убеж
даемся в том, что весовая функция g (t, т, и) является решением 
интегрального уравнения 

t

С К х (т, a ) g { t ,  т, u)dx =  (p(o, и) (/ — З Г < а < * ) ,  (15 .1 .30)
1 -Т

где К х (т, а) — корреляционная функция помехи X  (*)• Формулы
(15.1 .13) и (15 .1 .23), равноценные формуле (15 .1 .29), дают решение 
интегрального уравнения (15.1 .30) в виде бесконечного ряда. Одна
ко в некоторых случаях может оказаться возможным определение 
весовой функции g  (t, т , и) непосредственным решением уравне
ния (15 .1 .30), например, одним из методов, изложенных в преды
дущей главе.

Линейная система с весовой функцией g  (t, т, и) обладает 
интересным свойством: она осуществляет такое линейное преоб
разование входного сигиала Z (т), что отношение сигнал/шум 
на выходе имеет наибольшее возможное значение в любой мо
мент времени t. Действительно, на основании (15 .1 .1 ), (15.1.11) 
и (15.1.27) полезный сигнал и шум на выходе системы с весовой 
функцией g (t, т, и) при данном значении и параметра сигнала 
U определяются соответственно формулами 

(

* =  J  т, и )ф (т, и) dx =  fl (и),
1 -Т

I

N  =  j  g ( t , x ,  и) X  (т) dx.
1 - Т

Дисперсия шума на выходе равна 
t t

Д » -  j  \ g(t,  т, u ) g ( t ,  х' ,  и ) К х (х, т ') dxdx’ . 
t-Tt- T

Но на основании (15.1.30) при любом т ', t — Т  ^  т ' ^  t,
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— постоянный нормирующий множитель, зависящий от реализа
ции z случайной функции Z.

На основании (15.1 .13) и (15.1.23) формулу (15.1 .24) для функ
ции р (и) можно переписать в виде

оо t

Р ( “ ) = 2  “ v ( b )  (  a v ( T ) c p ( T ,  u ) d x  =

v « l  t - T
t

=  j  g(t ,  x ,  и )  <p ( t ,  u ) d x .  (15.1.27)
« - Т

Формула (15.1 .25) определяет условную плотность вероятности 
случайных параметров сигнала U  относительно входного сигнала 
системы Z, т. е. а п о с т е р и о р н у ю  плотность вероятности параметров 
сигнала U,  которая вполне определяется после наблюдения, когда 
становится известной реализация ъ случайной функции Z. Зная 
апостериорную плотность вероятности параметров сигнала U , 
можно вычислить апостериорные математические ожидания (услов
ные математические ожидания относительно входного сигнала Z) 
любых функций параметров сигнала U.  В  частности, можно вычис
лить и условное математическое ожидание функции потерь 
l ( W ,  W *),  которая вследствие (15.1.2) является функцией U 
и выходного сигнала системы И7* . А именно на основании формул
(15 .1 .2) и (15.1.25)

p (Z , W ) = M [ l ( W ,  W ) \ Z ]  =
ОО

=  h (Z) j  *(ф (*, и ) ,  W ) f ( u ) x

— 00
t

X exp {J g(t ,  t ,  u ) Z ( x ) d x — ^-P(u)j d u .  (15.1.28)
t - T

Для полного решения задачи остается определить выходной 
сигнал оптимальной системы W*  =  W * (t) при каждом данном 
значении t из условия минимума интеграла в (15.1 .28). Этим усло
вием полностью определяется оператор оптимальной системы. 
Действительно, условие минимума интеграла (15.1 .28) полностью 
определяет последовательность математических действий, которые 
должна выполпить оптимальная система над входной функцией 
Z (т), чтобы получить выходную функцию W* (t).

Таким образом, для нахождения оператора оптимальной систе
мы необходимо определить весовую функцию g  (t, г, и )  по форму
ле (15.1 .23) и функцию р ( и )  (зависящую также от t) по формуле
(15.1 .24) или (15.1 .27). После этого оператор оптимальной системы 
определится как совокупность математических действий, которые
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следует выполнить, чтобы при данном входном сигнале Z (т) 
найти такую функцию W*  (<). при которой интеграл в (15.1.28) 
достигает наименьшего значения в любой момент времени t.

Подставим теперь выражение (15.1 .13) функции a v (ы) в форму
лу (15.1 .23). Тогда получим

оо t

g(t,  т, и ) =  2  —J j  ay (o)<f>(a,u)do.  (15 .1 .29) 
v=i v t-т

Сравнивая эту формулу с (14.6 .10) и принимая во вниманий, что 
функции a v (т) в рассматриваемом случае действительны, убеж
даемся в том, что весовая функция g (t, т, и) является решением 
иптегрального уравнения 

»
j  К х (т, a ) g { t ,  т, u)dx =  q>(о, и) (I — У < о < * ) ,  (15 .1 .30)

t - T
где К х (т, о) — корреляционная функция помехи X  (t) . Формулы 
(1Г>.1.13) и (15 .1 .23), равноценные формуле (15 .1 .29), дают решение 
интегрального уравнения (15.1 .30) в виде бесконечного ряда. Одна
ко в некоторых случаях может оказаться возможным определение 
носовой функции g  (t, т, и) непосредственным решением уравне
ния (15 .1 .30), например, одним нз методов, изложенных в преды
дущей главе.

Линейная система с весовой функцией g  (t, т, и) обладает 
интересным свойством: она осуществляет такое линейное преоб
разование входного сигнала Z (т), что отношение сигнал/шум 
на выходе имеет наибольшее возможное значение в любой мо
мент времени t. Действительно, на основании (15 .1 .1 ), (15 .1 .11) 
и (15.1.27) полезный сигнал и шум на выходе системы с весовой 
функцией g (t, т, и) при данном значении и параметра сигнала 
U определяются соответственно формулами 

<

* =  j  g(t ,  т, и )ф (т, u)dx =  P(u),
<-т

(

j  g(t,  т, u )X (T )d x . 
t-т

Дисперсия шума на выходе равна
< >

D n =  j  \ g(t ,  х, u )g (t ,  х' ,  и) К х (т, т ') dx dx ' .
t - T t - T

По на основании (15.1.30) при любом т ',  t — Т  ^  т ' ^  t, 
t

j  g(t,  x, и ) К х (т, т ' ) Л  =  ф (т ', и).
1-Т



Следовательно,
t

D n =  \ g(t ,  т ',  и )ф (т ', u )d x '= p (u ) .  (15 .1 .31)
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1-Т

За отношение сигнал/шум можпо принять отношение полезного 
сигнала к среднему квадратическому отклонению шума. Поэтом 
отношение сигнал/шум на выходе системы с весовой фупкцией 
g  (t, т, и) на основании полученных формул равно

Ж
V  Р (И ).п/_  -  (15 .1 .3 2 )

V D n у р н

Пусть теперь h  ( t, т) — весовая функция произвольной линейной 
системы. Полезный сигнал и шум па выходе этой системы при том 
же входном сигнале Z (т) определяются формулами

<

s , =  j  h (t ,  т )ф (т , u)dx,  
t-т 

t 
N i =  j  h (t ,  x ) X ( x ) d x .

t - T

Корреляционный момент выходных шумов N  a  систем с весо
выми функциями g  (/, х, и) п h (t, т) равен

t t

*nn,= j  j  g(t,  т, u ) h ( t ,  x ' ) K x (x, x') dx dx'
t - T  t - T

или, вследствие (15 .1 .30),
t

кnnt =  j  h(t,  х ')ф (х ', u)dx'  =  Si .  (1 5 .1 .3 3 )!
t - T

Но в силу известного из теории вероятностей неравенства | /cnnj
(см. 154), § 3 .9 ) . Отсюда вследствие (15 .1 .33), (15 .1 .31) 

и (15.1.32) вытекает

| s, |< V D nDni =  К Р  (u) D ni = щ-

Разделив это неравенство на положительную величину Y D  
получаем для отношения сигнал/шум на выходе системы с весовой 
функцией А (t, т) неравенство

Y i = / ^ r < Y - 1
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Ото неравенство показывает, что пи для какой линейной системы 
отношение сигпал/шум на выходе не может быть больше, чэм у сис
темы с весовой функцией g (t, т, и), что и требовалось доказать. 
Равенство Yi =  Y достигается тогда и только тогдй, когда шумы 
.V и TVf связаны при любом t линейной зависимостью, что возмож
но только в том случае, когда h (t, т) =  0 (t) g  (t, т, и),  где
О (/) — произвольная неслучайная функция. Множитель 6 (/), оче
видно, не имеет существенного значения, так как умножение весо
вой функции линейной системы на 0 (t) равноценно присоедине
нию к выходу этой системы безынерционного линейного усилителя 
с коэффициентом усиления 0 (t), а безынерционный линейный 
усилитель не изменяет отношения сигнал/шум.

Таким образом, оптимальная обработка входного сигнала при 
любом статистическом критерии оптимальности включает опти
мальное линейное преобразование, обеспечивающее максимальное 
отношение сигнал/шум для любой реализации и параметра сигпала 
U. Фактически это означает, что оптимальная система всегда содер
жит множество оптимальных линейных систем, соответствующих 
всем возможным значениям и параметра сигнала U,  каждая из ко
торых максимизирует отношение сигнал/шум для соответствующе
го значения и параметра U.

Минимизацию интеграла (15.1.28) во мпогих задачах практики 
можно выполнить аналитически. В  подобных случаях мы получим 
явную формулу, определяющую оператор оптимальной системы, 
т. е. явную зависимость выходной переменной оптимальной систе
мы W * от ее входной переменной Z. Если пайти минимум интегра
ла (15.1.28) в аналитической форме не удается, то его можно найти 
приближенно, применяя численные методы. В  таких случаях 
явной зависимости выходной переменной оптимальной системы 
W* от входной переменной Z мы не получим и оператор оптималь
ной системы будет выражен в форме алгоритма.

Изложенный метод можно применять для нахождения как 
непрерывных, так и дискретных оптимальных систем. Для опреде
ления оптимальной дискретной системы достаточно, так же как 
в § 14.7, взять функции а„(т) в виде линейных комбинаций 
^Функций:

л
М * ) =  2  flv*6(T — th) (v =  1, . . . ,  Л). (15 .1 .34 ) 

*=i
Подставляя это выражение в (15.1.23) и полагая t =  th,

g h h ( ^ ) ~  2  avk®v(u) (& = 1 , . . h),  (15 .1 .35 )
Vе  1

Получим

g  (th, T, U) =  2  ghh (») 6 (T— tk) (15 .1 .36)
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н
‘л л ♦
j  g( t h, т, и) Z (т) dx =  2  ghh (и) Z (/*). (15 .1 .37)

«л- г  к- 1

Интегральное уравнение (15.1 .30) в этом случае превращается 
в систему линейных алгебраических уравнений, определяющих 
весовые коэффициенты (и):

л
J ]  KxVh,  tq)ghk(u) =  <p(tq, и)  (g =  1, . . ft). (15 .1 .38)

Изложенный метод обладает большой общностью и позволяет 
решать большое число различных задач практики. Д ля простоты 
изложения мы ограничились здесь лишь простейшим вариантом 
этого метода. Однако он легко распространяется на значительно 
более общие и сложные задачи, например па задачи определения 
оптимальных многомерных систем, имеющих любое число входов 
и выходов (см. 153], §§ 141—145). В  последнем случае задача также 
сводится к минимизации интеграла (15 .1 .28), в котором Z  (т), W,  
W * ,  ф (t, и) н g  (t, х, и) представляют собой векторы, при
чем вектор g (t, х, и) определяется матричным уравнением
(1 5 .1 .3 0 ), в котором векторы g  (t, т, и) и <р (о, и) представлены 
в виде матриц-столбцов, а К х (t, t ) — матрица корреляционных 
и взаимных корреляционных функций составляющих векторной 
случайной функции X  (t). При этом произведение векторов 
g  (t, х, и) и Z (х) в (15.1.28) и произведение векторов g (t, х, и) 
и ф (т, и) в (15 .1 .27), так же как и произведения векторов во 
всех предыдущих формулах, следует попимать как скалярные 
произведения соответствующих векторов.

Применяя изложенный метод, следует помнить, что буквой U 
во всех предыдущих выкладках обозначена в общем случае сово
купность всех параметров сигнала £/,, . . ., U N и соответственно 
и  представляет собой совокупность возможных значений u it . . . 
. . ., u N параметров U it . . ., U N, а все интегралы по и являются 
кратными интегралами по переменным u t, . . . ,  u N.

Случай, когда некоторые из параметров U t, . . ., U N (или все) 
не являются случайными, а представляют собой неизвестные вели
чины, которые могут иметь любые значения, можно рассматривать 
как предельный, когда эти параметры распределены равномерно 
в некоторых пределах, при неограниченном расширении этих пре
делов. В  этом случае постоянная плотность вероятности равномер
но распределенных параметров U  в формулах (15.1 .21) и (15.1.25) 
сокращается, а / (и) представляет собой плотность вероятности 
одних только случайных параметров U.  Таким образом, изложен
ный метод применим и в том случае, когда некоторые из парамет
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ров Ut, . . . ,  U N (или все) являются неслучайными величинами, 
которые могут иметь любые значения. При этом / (и) в (15 .1 .25), 
(15.1.26) п (15.1.28) следует попимать как плотность вероятности 
тех параметров U,  которые являю тся случайными величинами. 
Если все параметры {7t, . . ., U N являю тся неслучайными вели
чинами, которые могут принимать любые значения, то / (и) = 1 .

П р и м е р  15.1.1. Во многих задачах практики, в частности в задачах 
радиолокации, возникает необходимость определения фазы синусоидального 
сигнала, который принимается совместно с помехой. В таких случаях вход
ной сигнал выражается формулой

где U\ — амплитуда полезного сигнала, случайная вследствие различных 
физических явлений, например флуктуаций отраженного от цели сигнала 
и задачах радиолокации, 1/2 — неизвестная фаза, которую можно считать 
случайной величиной, равномерно распределенной в пределах периода 
-  я <  иг <  я. Найдем оптимальную систему измерения фазы t/2 по критерию 
минимума вероятности того, что ошибка превзойдет по абсолютной величине 
некоторую данную величину а, предполагая, что случайные амплитуда U| 
п фаза U2 полезного сигнала независимы, а помеха X (/) представляет собой 
нормально распределенный белый шум интенсивности к, независимый 
от U\ н U f

Для решения поставленной задачи можно применить изложенный метод. 
В этом случае требуемый выходной сигнал IV представляет собой неизве
стную фазу U2. а функция потерь определяется формулой (13.2.8):

Гешенне интегрального уравнения (15.1.30) в данном случае может быть 
найдено по формуле (14.1.4), которая дает

Полагая интервал наблюдения Т кратным полупериоду колебаний сигна
ла л/ш, получим после интегрирования

внимание (15.1.40) и учитывая, что в данном случае W =  1/г, W* =  t/J,

Z (t) =  Ui sin (Ш +  U2) +  X (l), (15.1.39)

при |W *— lV | < e , 
при | — VV | >  e.

(15.1.40)

Ui
g(t, T, u) =  —-<P(T, u) =  —^~  sin (шт +  и2). (15.1.41)

Следовательно, в данном случае

t - T  t - тt - т
u

t t *

(15.1.43)

Подставляя это выражение и выражение (15.1.42) в (15.1.28), принимая во
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получим v • • •
р (Z, l/J) =  M\l (t/„ U1)\Z] =  P ( \ U t - U l \ > a \ Z )~

*= ' V j f *  j  h (u ,) [  j  exp j  Z W s in f c w + H * )  d x - r f u j j . 1
5 ' - n  t - т

Я t

+  j  exp { - y -  j  Z (x )s in  (<i>T+u,)dx— d u j jd u , .  (15.1.44)
l/ f+ o  t - T

где h (ut) — плотность вероятности амплитуды полезного сигнала, представ
ляющей собой существенно положительную случайную величину, вследствие 
чего А (и,) =  0 при и, <  0. Дифференцируя выражение (15.1.44) по U f и при
равнивая результат нулю, получаем уравнение для определения оптимально^ 
оценки фазы U}:

- т т ^ - ^ я р -  [ л 1“ ‘ > [ е х р { - г * .( г ( х ) s i n ( ы х + u t - ° ) d x — 1
О I - T

I

e x p j  Z ( t )  sin (шт +  i/f +  a) dx— ^ - J  j d u ^ O .  (15.1.45) 

♦ - T
Заметим теперь, что при любой плотности вероятности h (и,) интеграл

ОО

9 (П )=  j  Л (“ i)exp  { - у - П -----}  dui (15.1.46)

является монотонно возрастающей функцией параметра т), так как при воз
растании т) подынтегральная функция при всех значениях и, увеличивается! 
Следовательно, значения интеграла (15.1.46) при двух значениях T)t , т]2 пара
метра i| равны друг другу, q (ц,) =  q (tjj) , тогда и только тогда, когда т), =  « Л  
Поэтому из (15.1.45) следует уравнение 

I t
j  Z (т) sin (cox-f- £/}— в) <ix= j  Z (x) sin (<ox-|-t/5+a)dx. (15.1.47)

i - т  l - T
Решая это уравнение, находим оптимальную оценку фазы U\\

I
J  Z (X) COS (ОТ dx

----------------------. (15.1.48)

J  Z (т) sin ют dx 
t - T

Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что при X (1)*®1 
формула (15.1.48) дает оценку фазы, совпадающую с истинной фазой Uf.\ 
При X (I) Ф  0 оценка фазы U\, определяемая формулой (15.1.48), является 
случайной величиной и вероятность ее совпадения с истинной фазой равна 
нулю. Однако в этом случае формула (15.1.48) обеспечивает определение 
фазы сигнала с минимальной вероятностью ошибки, превосходящей а.

Найденную оптимальную систему измерения фазы легко р е а л и з о в а т ь  
практически. Она состоит из устройства, в котором принимаемый си гн ал
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умножается на синусоидальный сигнал той же частоты с нулевой начальной 
фазой и на тот ж е сигнал, сдвинутый по фа:<е иа л/2 (рис. 15.1.1). Выходные 
сигналы этого устройства поступают в интеграторы. Выходные переменные 
интеграторов подаются в преобразователь декартовых координат в полярные.

Рис. 15.1.1.

В этом преобразователе по данным интегралам в формуле (15.1.48), рассма
триваемым как декартовы координаты точки плоскости, определяется поляр
ный угол этой точки, который и представляет собой искомую оптимальную 
оценку фазы полезного сигпала U f.

Заметим, что из (15.1.48) следует уравнение
I
(  I  (т) cos (ш т+£/|) dT =  Ot (15.1.49)

1 -Г

которое можно рассматривать как условие максимума выражения 

'  t
j  2 ( т ) з т о ) ( т + - ^ - ) * .  (15.1.50)

1 - Т

•>то выражение представляет собой временную взаимную корреляционную 
Функцию *) принимаемого сигнала Z (т) и функции sin шт, определяющей 
форму полезного сигнала. Таким образом, оптимальная система определяет 
фазу из условия максимума врсмепной взаимной корреляционной функции 
нходного сигнала и полезного сигнала. Такой метод выделения сигналов, 
низиваемый обычно корреляционным, получил в радиотехнике широкое при
менение. Приемники, осуществляющие выделение сигнала корреляционным 
методом, обычно называются корреляционными приемниками.

*) Это названне объясняется тем, что для эргодических стационарных и 
гтационарво связанных случайных функций X (т) н У (т), имеющих равные 
нулю математические ожидания, выражение

I

* ( о ) = 4 "  J  x (T) y,(T+ ° ) <iT
l - T

"Ри достаточно большом Г с вероятностью, как угодно близкой к единице, 
'УДет при любом t сколь угодно мало отличаться от взаимной корреляцион- 
011 Функции случайных функций X  (т) и Y  (т).
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§ 15.2. Определение оптимальной системы в случае линейной 
зависимости входной функции от параметров сигнала

Оператор оптимальной системы легко находится в явной форме 
в случае, когда содержащийся во входном сигнале Z (t) полезный 
сигнал линейно зависит от параметров U t, . . ., U N:

N

Ф(<, U ) =  S  (1 5 .2 .1 )
Г = 1

В  этом случае решение интегрального уравнения (15.1.30) также 
линейно зависит от параметров ц1( . . ., u N:

N

g (t, т, и) =  2  urg(r> (t, x), (1 5 .2 .2 )
f*=i

где g<r> (t, x) ( r  =  1, . . . ,  N) — весовые функции, определяемые 
интегральными уравнениями

I '

j  t f :c(T,o)g<r> (* ,x )d x  =  q>r ( a ) ( * - 7 , < C T < / ;  г =  1, . . . . i V ) .  (1 5 .2 .3 )
»-т

Эти уравнения совпадают с уравнениями (13.6 .2).
Подставляя выражение (15 .2 .1 ), в котором случайные величи-| 

ны U и . . U N заменены их возможными значениями ut, . . .
. . . ,  и jv, и выражение (15 .2 .2) в (15.1 .27), получим

N

Р (и )=  2  ьм и рич, (15 .2 .4 )
р. 9=1

где величины Ьрд определяются формулой (13.6.6).
Подставляя выражение (15.2 .1) в (15.1 .13), получим

N t N

a „ ( U ) =  2  U r ~Û  j  av (т)<Гг(x)dx =  2  ^ r« vr, (15 .2 .5 )
r =  1 V l - T  r =  1

где a vr — величины, определяемые формулой (14.6.14).
Подставляя в (15.1 .23) выражение (15.2 .5), в котором случайные 

величины U j ,  . . ., U N заменены их возможными значениями 
ыь . . ., u N, и сравнивая полученное выражение с (15 .2 .2), полу
чим для весовых функций g'1' (f, х), . . ., g<N) (t, х) формулы
(14.6 .14), выведенные в § 14.6 методом канонических раз
ложений.



На основании (15.2.2) и (15.2.4) выражение (15.1.28) прини-
мает вид

ОО оо

Р  (Z, w*)  =  х (Z) j  . . .  j  *(♦(*. И|. •••. М .| W*) /(ult . . . ,  UW)X
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— ОО
ЛГ I N

X ехр {  2  Ur j  f (r) ( * .  T ) Z ( x ) d x — J  2  bp«wpu , } d u ,  • • • d u N.

(15.2.6)
=i < -r  p. 4= i

Р ассм отрим  и н тегр ал
o o  o o

I  ( I » X> Л ь • • • * Л у) =  ^ " J  '• '> uat)- X) / (^ it  • • • 1 Wjv) X
— 00 —00

N N

x e x p  {  2  ЛгМг — у  2  bpqupuqjdut . . .  duN. (1 5 .2 .7 )
r = l  p, 4 = 1

Этот интеграл является функцией параметров х< % , . . . ,  и вре
мени t. Рассматривая его как функцию величины х при фикси
рованных t, r jj, . . . ,  rijv, мы можем найти значение Хо перемен
ной ПРИ котором интеграл (15.2.7) достигает наименьшего зна
чения: *

I  (Л Хо» Ль • • •* 4jv) ^  I  (̂ i X» Ль • • •* Л .у)-
Очевидно, что величина Хо зависит от значений величин t, rjj, . . . 
. . ., ti-v, т. е. является определенной функцией t, т),, . . ., т ^ :

Хо =  Хо (<, Ль • • •. Л *)- (15 .2 .8 )

Интеграл в (15.2.6) отличается от интеграла (15.2.7) только тем, 
что вместо х. Ль • • •» Лл в (15.2.6) входят соответственно вели
чины

t 1
W ,  \ g(1) (t, x ) Z ( x ) d x ,  . . . ,  ( g W ( t ,  x ) Z ( x ) d x .

I - T  t - T

Поэтому величппа (15.2 .6) при каждой данной реализации случай
ной функции Z (т) будет иметь наименьшее возможное значение, 
если определить W*  формулой

I t
И * ( 0  =  Хо(*. J  g " ' { t , x ) Z ( x ) d x ........... J *<*>(/, T )Z (T )d x ) .

1 - Т  1 - Т
(15 .2 .9 )

'*Та формула дает явное выражение оператора оптимальной
с»стемы.
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Оптимальная система в данном случае может быть представле- 
на в виде N  линейных систем с общим входом, выходные пере-1 
менные которых подаются на входы нелинейного безынерционного 
устройства, вырабатывающего определенную функцию у0 
(рис. 15.2.1).

Так как метод предыдущего параграфа дает оптимальную; 
систему только в случае, когда входной полезный сигнал ф (т, U)

Рис. 15.2.1.

может быть представлен в интервале наблюдения разложением 
(15.1.16) по координатным функциям помехи X  (т), то форму
ла (15.2.9) определяет оператор оптимальной системы только 
в случае, когда все функции ф! (т), . . ., ф * (т) могут быть пред
ставлены в интервале наблюдения разложениями по координат
ным функциям помехи

ОО

фг (т) — Djt\rX\ (т) (* — ЗГ^тг^/; r =  1, . . . ,  N), (15.2.Ю )
v=l'

которые вытекают из (15 .1 .16), (15.2.1) и (15.2 .5). Условия (15.1.16) 
и (15.2.10) обычно всегда выполняются в задачах практики.

П р и м е р  15.2.1. Найти оптимальную систему для э к с т р а п о л я ц и я  
полезного сигнала, представляющего собой линейную функцию времени, ПО 
критерию минимума вероятности того, что ошибка превзойдет по абсолют®»* 
величине данную величину а , если помеха X (<) независима от полезного 
сигпала, распределена нормально и имеет тождественно равное пулю мате* 
матнческоо ожидание и корреляционную функцию

К х (т, о) =  кх (т -  о) =  Д « -“ 1т- 01. (15.2.Н )

Начальное значение Ut сигнала в момент 1 =  0 и  скорость его изменения U* 
являются нормально распределенными случайными величинами с м а т е м а т Я "  
ческими ожиданиями, равными нулю.
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13 данном случае
Z (т) =  и ,  +  и гх +  х  (т), w  (0  =  и ,  +  и г «  +  Д).

Интегральные уравнения (15.2.3), определяющие весовые функции g<1> и £<*>, 
имеют вид (14.4.56). Эти уравнения были решены в примере 14.4.2. Их реше
ние определяется формулами (14.4.57). Величины Ьп , Ь12 м Ьгг для этого 
случая определяются формулами (14.4.58). Таким образом, для полного 
решения задачи остается найти минимум интеграла (15.2.7). Так как в дан
ном случае функция потерь на основании изложенного в § 13.2 определяется 
формулой (15.1.40) и случайные величины Ut и U-. распределены нормально, 
то интеграл (15.2.7) имеет вид

I (X- 4 i. 11г) =  У  f  I' e lp  / »llU| +  ii2Uj —
I U|+ui<I+A)-xl>a

— у ( с ц  +  <>|1) — («12 +  М  j( f2 J+ *» 2 2 ) u * }  <fu,du2. (15.2.12)

Дли нахождения минимума иптеграла (15.2.12) можно применить обычный 
метод нахождения минимума функций. Для этого следует определить явно

и»

u,+u2(t+A)=X-a

Рис. 15.2.2.

пределы интегрирования и приравнять нулю производную полученного инте
грала по величине у_. Полученное в результате уравнение и определяет вели
чину у0 как функцию I, г), и t)2. Однако в данном случае минимум интеграла 
(15.2.12) можно найти значительно проще, пользуясь чисто вероятностными 
соображениями. А именно интеграл (15.2.12) пропорционален вероятности 
непопадания случайной точки (U\, Vг) в полосу, определяемую неравен
ствами (рнс. 15.2.2)

—а <  U| +  и2 (< .+  Д) — х <  о (15.2.13)

при нормальном законе рассеивания. Но эта вероятность имеет минимальное 
значение в случае, когда центр рассеивания лежит в середине полосы. Таким 
образом, значение Хо величины у_, прн котором интеграл (15.2.12) имеет 
минимальное значение, определяется условием, чтобы центр рассеивания 
лежал на прямой

и, +  иг (t +  Д) -  Хо =  0. (15.2.14)

Но центр рассеивания есть точка, в которой нормальная плотность вероят
ности имеет максимум. Следовательно, для определения координат центра
40 Под ред. в. С. Пугачева
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рассеивания Ц|. и2 достаточно приравнять нулю частные производные лока~ 
теля степени в (15.2.12) по и, и и2 при и, — ц ,, и2 =  ц2. В результате полу-, 
чим уравнения

(ем + ь п)1*1 +  (с12 +  ь« )  Ц* =  Л1* \ . . .  ,, ,_ i
(«11 +  Ы|Д| +  (ем+Ь*1)И *=Т1*. > ■

Решив эти уравнепия и подставив получепные выражепия в (15.2.14) в к  
сто и,, ч2, найдем величину %0:

Хв =  Ц| +  Р* (< +  А). (15.2.16)

Так как уравнения (15.2.15) липейны относительно ц, и ц2, то они определ 
Ц| и ц2 как линейные комбинации величин т]), т)2. Подставляя эти линейны 
комбинации в (15.2.16), получим Хо как линейную комбинацию т|,, т)2:

Хо =  M i  +  М г -  (15.2.17)

Для определения величин Я., и X* достаточно подставить в (15.2.17) выраже
ния т)|, т)2 из (15.2.15) и сравнить коэффициенты при Ц| и р2 в полученном 
выражепии и в выражении (15.2.16). Тогда получим следующие уравнения 
для определения величин Xt п кг:

(си +  ьи) ^i +  (ci2 +  bu ) Х * = 1 , It +  \. J
(15.2.18)

(cU +  &ll) ^l +  (c22 +  bj2) X* =  < +  A.

Итак, функция Хо (<. Лг) определяется в данном случае форму
лой (15.2.17). Следовательно, выходпой сигнал оптимальной системы согласно
(15.2.9) определяется формулой

t

j  IXt (0*“ »(<. т) + Х,(<)«'*>(<, Т )]2 (Т )Л . (15.2.19)
1 -Г

Эта формула показывает, что оптимальная система в данпом случае линейна 
и имеет весовую функцию

g (t, т) =  X, (t) g<'> (t, т) +  X, (I) <?<*> (I, т). (15.2.20)

Величины Xi н X2 здесь зависят от времепи t, вследствие того что коэффициенты 
ты Ьц, Ь,2 , Ь2 2 уравнений (15.2.18), определяемые формулами (14.4.58), 
н правая часть второго уравнения (15.2.18) являются функциями времени. 
С ранни паи полученные результаты с результатами примера 14.4 .2 , убеж- 1 
даемся в том, что найденная оптимальная система совпадает с о п т и м а л ь н о й  
линейной системой, найденной по критерию минимума средней квадратиче
ской ошибки в примере 14.4.2. Таким образом, при нормальном законе рас
пределения полезного сигнала и помехи оптимальная линейная система, 
найденная по критерию минимума средней квадратической ошибки в при
мере 14.4.2, является в то же время наилучшей и с точки зрения обеспечения 
минимума вероятности ошибки, превосходящей но абсолютной в ел и ч и н е  
данную величину а, среди всех возможных систем.
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§ 15.3. Определение оптимальных систем по критерию 
минимума средней квадратической ошибки

В случае критерия минимума средней квадратической ошибки 
функция потерь определяется формулой (см. § 13.2)

I (И7, W*) =  (W * -  W)* (15.3.1)

л формула (15.1 .28) принимает вид
ОО

p(Z, W*) =  x ( Z )  j  1 ^ * - ф ( « ,и ) ] * / ( « ) Х
—  ОО

t

X exp | j  g(t ,  t ,  u ) Z ( x ) d x  — y P ( u ) }  du.  (15 .3 .2 )
t - T

Приравнивая нулю производпую этого интеграла по И7* ,  получаем 
уравнение для определения выходпого сигпала оптимальной систе
мы W * :

оо t

\ [ W  — ф(/, u))/ (u)exp  {  (  g{t ,  т, u ) Z ( i ) d x  — -J- р (u )}  du =  0.
- 0 0  t - T

(15 .3 .3)
Решая это уравнение, находим

оо I
(  Ч>(*. <0/(“)<**р {  j  g(t, т, u )Z (x )dx— Y  Р (u)}<fu

^ ( O - ^ - s r ------------------ r ^ 1 ------------------------------------------------• <1 5 -3 -4 >
j  / (u )e x p j j  g ( t ,  x, u)Z (x)dx— j  P(«)|<fu 

- 0 0  l - T

Таким образом, в случае критерия минимума средней квадра
тической ошибки метод § 15.1 дает явное выражение оператора 
оптимальной системы.

Правая часть формулы (15 .3 .4) па основании (15.1.25) и (15.1 .26) 
представляет собой условное математическое ожидапие функ
ции ф (/, U),  т. е. требуемого выходного сигпала W  (О относитель
но входного сигпала Z (t). Следовательно, формула (15.3.4) может 
бы ть переписана в виде

W *  (О Н  M \ W ( t )  | Z). (15.3.5)

Гаким образом,” оптимальной системой среди всех возможпых 
систем в случае критерия минимума средней квадратической 
°шибки является система, которая дает на выходе условное мате
матическое ожидапие требуемого выходного сигнала W  относи
тельно входной функции Z, т. е. апостериорное математическое

40 *
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ожидание требуемого выходного сигнала W. Вычисление.этого 
условного математического ожидания в каждом конкретном случае 
производится по формуле (15 .3 .4).

Если требуемый выходной сигнал W  (<) является линейной 
функцией параметров Uit . . ., U N:

N
W(t)  =  y ( t , U ) =  S  Ur^r(t) ,  (15 .3 .6)

r - l

то формула (15 .3 .5 ) принимает вид
N

w  (t) =  S  M  [Ur | z\ I|v (t). (15 .3 .7 )
r — 1

Но величины
U i  =  M [ U r \Z] (r  =  l ,  JV) (15 .3 .8 )

согласно той же формуле (15.3 .5) представляют собой оптимальные 
оценки параметров Uu  . . . ,  U N по критерию минимума средней 
квадратической ошибки. Следовательно, для нахождепия оценки 
сигнала, представляющего собой линейную функцию параметров 
U\, . • •» U н\ п0 критерию минимума средней квадратической 
ошибки достаточно найти оценки U\ , . . ., U*N параметров f/,, . . .
. . . ,  U N и заменить этими оценками параметры {/,, . . . ,  U N 
в выражепии (15.3 .6) требуемого выходного сигнала:

N

W ( t )  =  _ S  £/?*,(/). (15-3 -9)
г - 1

Если и входная функция Z  зависит линейно от параметров 
U u  . . ., и я  и априорное распределение этих параметров нор
мально, то вследствие (15.2 .2) и (15.2 .4) формула (15.1.25) дает 
нормальное апостериорное распределение параметров С/,, . . .
. . . ,  U N, вследствие чего их апостериорные математические ожи- , 
дания в формуле (15.3 .8) могут быть определены из условия 
максимума апостериорной плотности вероятности параметров 
U и  • • •» U n '

N t

f t (ц | Z) = x ( Z )  exp {  J j  ur j  g <r* (t , x) Z ( t )  d x -
r= l l - T  

N 1 N

----2 2  bpqUpUq 2  сРя(иР (uq — mq) }  i (15 .3 .10)
P, e—1 p. «=1

где m,, . . . ,  niff — апрпорпые математические ожидания случай
ных величин U t, . . . ,  U N соответственно.

Приравнивая нулю частные производные показателя степени 
в (15.3 .10) по u ,............ ..... получим следующую систему алгебраи
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ческих уравнений для определения условных математических 
ожиданий U * , . . . ,  I/Jv параметров U t, . . ., U N:

N N t

2  (ьгя +  СРЯ) %  еря"** +  j  g iP• (*. т) Z (т) dx (15 .3 .11)
9 - 1  9= 1 I - T

(p=  1, N).
Таким образом, в случае линейной зависимости входпого сигнала Z 
п требуемого выходного сигнала W  от параметров сигнала и нор
мального априорного распределения параметров сигнала оценки 
V * , . . ., U у  параметров сигнала определяются системой линей
ных алгебраических уравнений (15.3 .11). В  результате решения 
птой системы уравнений величины U* , . . U*n получаются как 
линейные комбинации правых частей уравнений (15.3.11). Под
ставляя эти линейпые комбинации в (15.3 .9), получим оценку W*  
требуемого выходного сигнала W  в виде линейной комбинации 
правых частей уравнений (15.3.11):

t N N

IF* ( 0 =  ( 2 M 0 £ (P ,( ' ,T ) Z ( T ) d T +  2  cMmqXp (t). (15 .3 .12)
l - T p - 1  P, 9=1

Для определения величин X,(<), . . ., h N (t) достаточно подставить 
и формулу (15.3 .12) вместо правых частей уравнений (15.3.11) 
их левые части'и сравнить полученную формулу с (15.3 .9). Тогда, 
приравнивая друг другу коэффициенты при U * , . . ., E/fr в двух 
полученных выражениях W * (t) и учитывая, что bpq =  bqv, 
сп  — сят' получим для определения X,, . . k N систему линей
ных алгебраических уравнений

S  (bqP +  cqn) \ p =  y\>q (t) ( q = i , . . . , N ) .  (15 .3 .13)
р—i

Формула (15.3 .12) показывает, что в случае нормально рас
пределенных сигнала и помехи критерий минимума средней 
квадратической ошибки всегда дает линейную оптимальную систе
му. Инымп словами, при нормальном распределении сигнала 
и помехи оптимальная система среди всех возможных систем 
линейна. Однако в общем случае эта линейная система неодно
родна н отличается от оптимальной одпородной системы, которую 
лают методы, изложенные в предыдущих главах, тем, что в выраже
ние ее выходного сигнала W*  (/), кроме выходного сигнала линей
ной системы, соответствующей случаю нулевых математических 
°>кидапнй случайных величин Ut, . . ., U N, входит еще незави
симое от входной функции Z слагаемое. Легко проверить, что 
это слагаемое представляет собой поправку па смещение, кото
рая ликвидирует смещение и делает математическое ожидание



выходного сигнала системы W* равным математическому ожи-i 
данию требуемого выходного спгпала W. Действительно, на осно
вании (15.3 .12), (15 .2 .1), (13 .6 .6), (15.3 .13) и (15.3.6)

I N N

М [W* (01=  J  2 М О У *  (* .  * )  S  Л #117, 1ф ,( х ) й х - | -
1 - Т р =  1 в - 1

N N N N N

2  c p i m 4^ p  (О =  2  m<i 2  (о  -ь  2  т я 2  ся р ^ р  (о  =  j
Р, <J=1 <7=1 Р=1 7=1 р=1

N N N

=  2  тч 2  (bqP +  cqp) Хр (0  =  У| (0  =  М  [W  (0 ) . (15 .3 .14)
4=1 Р=1 9=1

Доказанное предложение имеет весьма общий характер и спра
ведливо не только для критерия минимума средней квадратической 
ошибки. Л  именно в случае линейной зависимости входногд  
сигнала Z и требуемого выходного сигнала W  от параметров 
U t, . . ., U s  и нормального распределения параметров {/,, . . .  1 
. . ., U N и помехи X  (0  любой критерий вида (15 .1 .3), соответ- j 
ствующий функции потерь, зависящей только от ошибки системы 
W*  — W, дает линейную оптимальную систему. При этом для 
любой функции потерь, представляющей собой неубывающую 
функцию модуля ошибки | W*  — W  |, получается та же опти- I  
мальная система, которую дает критерий минимума средней 
квадратической ошибки (см. [53], §§ 143 и 145).

§ 15.4. Оптимальные системы для обнаружения 
сигналов в шумах

В § 15.2 было показано, что задача обнаружения сигнала 
Ф  (t, U) в шумах представляет собой частный случай задачи, 
решенной в § 15.1 , когда функция потерь определяется форму
лой (13 .2 .14):

{1 при \У ф 0,  W * ^ c ,
X при W =  0 , W > c ,  (15 .4 .1 )

0  при W =  0 , и при ХУфО,  И '* > с .
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Очевидно, что начало отсчета параметров сигнала U  в с е г д а  
можно выбрать так, чтобы нулевому значению одного из п а р а 
метров сигнала соответствовало отсутствие сигнала. Тогда будем 
иметь ф (т, 0) = 0 .  Прн этом вследствие (15 .1 .30), (15.1.27) будем 
иметь также

g ( t ,  т, 0 ) ^ 0 ,  р (0) =  0 . (15.4.2)
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Обозначим через р  вероятность присутствия сигнала, через 
q =  1 — р  вероятность отсутствия сигнала во входной функции Z, 
а через h (и) условную плотность вероятности параметров сигнала 
при его наличии. Тогда априорная плотность вероятности пара
метров сигнала V  выразится формулой

/ (и) =  qb (и) +  ph (и).  (15.4.3)

Подставляя выражение (15.4 .3) в формулу (15.1.28) и учитывая
(15.4 .2), получим

оо

р (Z, W *) =  x (Z ) [ У  (0 , W )  +  p  j  /(ф(<, и), W*) h (и) х
— ОО

I «
X сх р  | j  g(t ,  т , u ) Z ( x ) d x  — y P ( u ) }  du] . (15.4 .4)

t - T

Отсюда на основании (15.4 .1) находим

i t  I “ W pQ W  “ Р и  . . .  .p (Z , jy * )  =  l (15.4 .5)
[ x  (Z) qk при W * > c ,  '

где для краткости через Q (Z) обозначена величина
ОО t

( J ( Z ) =  j  A (u)«xp |  ̂ g(t,  x, u ) Z { x ) d x  — | p ( u ) J d « .  (15 .4 .6)
-0 0  l - T

Для определения x  (Z) подставим выражение (15.4.3) в (15.1 .26). 
Тогда, принимая во внимание (15.4.2) и (15 .4 .6), найдем

* ( Z )  =  [ q + p Q ( Z ) ] - ' .  (15 .4 .7 )

Подставляя это выражеиие в (15 .4 .5), получим

ппи W * < cq +  pQIZ) п "  ’
Т  } (15 .4 .8 )

Т Ш т  “ р“  , у ' > с -

Отсюда видно, что при любой реализации входной случайной 
Функции Z величина р (Z, И™), рассматриваемая как функция W * , 
представляет собой ступенчатую функцию с разными ординатами 
•фи W*  ^  с и при W* > с  (рис. 15 .4 .1). Наименьшее значепие 
'‘еличипы р (Z, W *) соответствует наименьшей из двух ординат. 
Поэтому, если при дапной реализации случайпой функции Z 
первая ступенька ниже второй (рис. 15 .4 .1 , а), то система должна 
принять решение, что сигнал отсутствует, т. е. выдать выходной 
сигнал W* ниже порогового уровня с. Если же при данной реали
зации случайной функции Z вторая ступенька ниже первой
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(рис. 15 .4 .1 , б), то система должпа принять решение, что сигнал 
есть, т. е. выдать выходной сигнал W*,  превосходящий пороговый 
уровень с. Для обеспечения автоматического выбора наименьшей 
ступеньки достаточно принять за выходной сигнал системы W*  
ву любую возрастающую функцию вели

чины Q (Z). При этом в качестве поро
гового уровня с необходимо принять

,------------------- значение этой функции при аргументе,
равном \q/p:

W  =  x(Q(Z)), с = х ( ? ± ) ,  (15 .4 .9) 

~Jy* где х(С) — произвольная возрастающая
а) функция. Действительно, если Q (Z) ^  

Xq/p, то первое значепие функции 
р (Z , W*),  определяемой формулой
(15.4 .8) (первая ступенька), будет мень
ше второго. При этом будет % (Q (Z)) ^

_________  < ^ Х (^ Р )>  т - с - W*  ^  с. Если Q (Z) > .
>Я.д/р, то второе значение функции) 
р (Z , W*),  определяемой формулой
(15.4 .8) (вторая ступенька), будет мепь- 

w ше первого. При этом будет X ((?(£)) >
б) >> х (Я^р),  т. е. W * >  с.

Д ля оценки вероятности ош ибки 
Рис. 15.4.1. вспомним, что на основании сказанного

в § 13.2 величина р (Z, IV*) прп X =  ■  
совпадает с условной вероятностью ошибки при данной реализации 
входной случайной функции Z.  Следовательпо, условная вероят
ность ошибки при данной реализации входной случайной функции 
Z определяется формулой

... J при *><*><»*• 1
Pom(Z) — \ (15.4.10)1

{  g +  PQ(Z) ПР И P Q ( Z ) > q k .

Для решения задачи обнаружения сигнала по критерию мини
мума вероятности ошибки (критерий «идеального наблюдателя») 
следует на основании сказанного в § 13.2 положить во всех преды
дущих формулах к =  1. Д ля решения задачи обнаружения сигнала 
по критерию Неймана — Пирсона величину А. следует определить 
из условия равенства вероятности ложной тревоги (т. е. вероят
ности того, что выходной сигнал системы превысит пороговый 
уровень при отсутствии полезного сигнала во входной функции Z) 
заданной величине а.  В  общем виде вероятность ложной тревоги 
вычислить затруднительно, вследствие чего и определение А.
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к общ ем виде затр у д н и тел ьн о . О дн ако п р акти чески  в се гд а  п о л ез
ный си гн ал  п р е д ст а вл я е т  собой ли ней н ую  комбинацию  и звестн ы х 
функций с  коэф ф ициентами, зави сящ и м и  от п ар ам етр ов U . В  так и х  
сл у ч а я х  ве р о я т н о ст ь  л о ж п о й  тр евоги  м ож ет бы ть вы чи слен а с р а в 
нительно п р о сто . М ы уви ди м , к а к  это д е л а е т ся , н а  п р и м ер ах.

И злож ен н ы й  сп осо б  опр еделен и я опти м альн ой  обр аботки  при
нимаемых си гн ал о в  с  ц елью  об н ар уж ен и я в них п олезн ы х си гн ал о в  
п о зво л я ет  о ц ен и вать  п редельн ы е во зм о ж н ости  си стем  об н ар у ж е
ния. их м ак си м альн у ю  тео рети чески  д ости ж и м ую  пом ехоустой чи 
во сть , к о то р ая  не м о ж ет бы ть улучш ен а н и каки м и  техн и чески м и  
средствам и  при дан н ы х стати сти ч еск и х  сво й ств а х  си гн ал о в  и п о м ех . 
Т а к а я  п р едельн о в о зм о ж н а я  п ом ехоу стой ч и вость  си стем  обн ар у
ж ен и я си гн ал о в  обы чно н а зы в а ет ся  п от ен ц и ал ьн ой  п ом ехоуст ой 
чивост ью. П о м ех о у сто й ч и во сть  лю бой реальн ой  си стем ы  обн ар у 
ж ен и я си гн ал о в  не м ож ет превзой ти  потен ц и альн ую  п ом ехоустой 
ч и во сть . О сн овы  теории потен ц и альн ой  п ом ехоустой чи вости  
в рад и отехн и ке бы ли за л о ж е н ы  В .  А . К о тел ьн и ко вы м  133]. Е е  зн а 
чение за к л ю ч а е т ся  гл авн ы м  обр азом  в том , что она п о зв о л я е т  
оц ен и вать пр едел ьн ы е к а ч ест в а  прием ны х си стем  при даппом 
х а р а к т е р е  п ол езн ы х  си гн ал о в  и помех и о п р ед ел яет во зм о ж н ы е 
тр ебован и я к проекти руем ы м  си стем ам .

П р и м е р  15.4.1. Найти оптимальную систему для обнаружения 
синусоидального сигнала со случайной амплитудой Ut и известной фазой, 
если помеха представляет собой нормально распределенный белый шум 
интенсивности к. В  данном случае

Так как полезный сигнал является линейной функцией параметра Ut, то 
весовая функция g (I, т , и), согласно (15.2.2), определяется формулой

g (t, т, и) =  и,г<‘> (t, т).

Для определения я(1> (/, т) можно воспользоваться формулой (14.1.4). 
I* результате получим

если считать интервал наблюдения Т кратиым полуперноду л/со. После 
■)Т*1Х предварительных вычислений, учитывая, что амплитуда Ui существенно 
положительна, по формуле (15.4.6) паходим

Z (<) =  U1 sin <в< +  X (<), W (t) =  Ut sin cot. (15.4.11)-

g(i) (t, x )= -^ -sin  cox.

На основании (15.1.27) функция 0 (u) определится формулой

t - T

} t - T

I
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Очевидно, что в данном случае величина Q (Z) при любой плотности вероят
ности h («О является возрастающей функцией интеграла в показателе степени. 
Следовательно, обратная функции определяет интеграл в показателе степени 
как возрастающую функцию Q (Z). Поэтому выходной сигнал оптимальной 
системы можно определить 'формулой

I

W* (<)=  j  Z (т) sin сот dx. (15.4.12)
t - T

Таким образом, в рассматриваемом случае всегда существует оптимальная 
линейная система, независимая от аакона распределения амплитуды сигнала. 
Весовая функция оптимальной системы обнаружения в данном случае равна 
g  (t — х) =  sin сот или g (\) =  sin и (< — \).

Стационарный линейный фильтр с весовой функцией g (£), пропорцио
нальной входному полезному сигналу <р (т, и), в котором аргумент т заменен 
разностью t — 5, а момент t фиксирован, называется в радиотехнике со.'ласо- \ 
ванным фильтром. На рис. 15.4.2 показаны графики функций <р (т, и) (( — 7"-<
<  Т <  <) ■ g («, I)  =  <р (* — I , и) (0 <  I  •< Т). Из этого рисунка видно, что, 
график весовой функции согласованного фильтра представляет собой отраже
ние графика полезного сигнала от вертикальной прямой в конце интервала 
наблюдения I, смещенное влево на t. В общем случае линейный фильтр 
с  весовой функцией g (/, т , и), максимизирующий отношение сигиал/шум 
на выходе в любой момент времеии t, очевидно, является обобщением 
согласованного фильтра на случай произвольных нестационарных входных 
сигналов и шумов.

Если применить для решения задачи обнаружения критерий минимума 
вероятности ошибки (критерий «идеального наблюдателя»), то X =  1 и поро
говый уровень сигнала с на основапии второй формулы (15.4.9) определите* 
уравнением

j =  ^  M u ,) exp { l T c -  - ^ ” }  rfu‘ - (15.4.13)
о

Таким образом, пороговый уровень сигнала в случае критерия « и д е а л ь н о го  
наблюдателя» существенно зависит от априорной вероятности наличия сигна
ла р. А так как, к сожалению, априорная вероятность присутствия сигнала, 
как правило, неизвестна, то практическое применение полученного решения 
оказывается очень ограниченным.

В случае критерия Неймана — Пирсона пороговый уровень с можно опре
делить непосредственно из условия равенства вероятности ложной тревоги, 
заданной величине а .  Для вычисления вероятности ложной тревоги заметим,
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что в случае отсутствия полезного сигнала Z (т) яш X (т) и
(

X (т) sin (от dx.
| -г

»

Щ 1>=  J

А так как X  ( т )  —  нормально распределенный белый шум, то выходной сиг
нал W *, как результат линейного преобразования случайной функции X  (т), 
также распределен нормально, причем его математическое ожидание равно 
нулю, а дисперсия определяется формулой

t  t  t

D[W*]=* ^ ^ к& (о — т) sin ша sin шт da dx=*k   ̂ sin2 on dx =  . 
t - T  l - T  l - T

Зная условный закон распределения выходного сигнала W* при отсутствии 
полезного сигнала, можно вычислить вероятность ложной тревоги по изве
стным формулам теории вероятностей:

оо

r.-,T =  P ( W » > e \ W = 0 ) = - ± = r  j  e ~ T T dv =
С

" W  J ' " Г л - т - ф ( ' / т й -  

' V w
Приравнивая вероятиость ложной тревоги заданной величине а ,  получаем 
следующее уравнение для нахождения порогового уровня с:

ф( ' / т § 0 - 4 - “- ‘'s-4' ' 5»
Эта формула показывает, что в случае критерия Неймана — Пирсона поро
говый уровень сигнала с не зависит от априорной вероятности присутствия 
сигнала р. Вследствие этого критерий Неймана — Пирсона получил широкое 
распространение при решении практических задач обнаружения различных
сигналов.

Формула (15 .4 .14) может также служить для вычисления вероятности 
ложной тревоги в случае критерия «идеального наблюдателя», если подставить 
п нее значение с , полученное нз уравнения (1 5 .4 .1 3 ).

Для вычисления вероятности пропуска сигнала заметим, что нрн наличии 
полезного сигнала выходной сигнал оптимальной системы IV *, согласно
(15.4.11) и (1 5 .4 .1 2 ), равеи

I
W* (I) =  ^ ^ X (т) sin о>т dx.

I - T

Отсюда видно, что условный закон распределения выходного сигнала W* 
При данном значении и, амплитуды полезпого сигнала Ut отличается от 
Условного закона распределения при отсутствии полезного сигнала только 
тем что при U, =  и, математическое ожидапне W* равно и,ТГ2, а не нулю.
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Очевидно, что в данном случае величина Q (Z) при любой плотности вероят
ности U (и,) является возрастающей функцией интеграла в показателе стеиеии. 
Следовательно, обратная функция определяет интеграл в показателе степени 
как возрастающую функцию Q (Z). Поэтому выходной сигнал оптимальной 
системы можно определить 'формулой

I
W *(l) =  j  Z (т) s in  tox dt. (15.4.12)

t -T
Таким образом, в рассматриваемом случае всегда существует оптимальная 
линейная система, независимая от закона распределения амплитуды сигнала. 
Весовая функция оптимальной системы обнаружения в данном случае равна 
g (t — т) =  sin сот или g (£) =  sin со (/ — £).

Стационарный линейный фильтр с весовой функцией g (£), пропорцио
нальной входному полезному сигналу ф (т, и), в котором аргумент т заменен 
разностью f — 5, а момент t фиксирован, называется в радиотехнике со глас»- [ 
ванным фильтром. На рис. 15.4.2 показаны графики функций ф (т, и) (t — Т-£
<  Т <  <) и g («, I)  =  ф (< — 6, и) (0 <  I  < ! Т). Из этого рисунка видно, что 
график весовой функции согласованного фильтра представляет собой отраже
ние графика полезного сигнала от вертикальной прямой в конце интервала 
наблюдения t, смещенное влево иа (. В  общем случае линейный фильтр 
с  весовой функцией g (t, т , и), максимизирующий отношение сигнал/шум 
на выходе в любой момент времени t, очевидно, является обобщением 
согласованного фильтра иа случай произвольных нестационарных входных 
сигналов и шумов.

Бели применить для решения задачи обнаружения критерий минимума 
вероятности ошибки (критерий «идеального наблюдателя»), то X =  1 и поро
говый уровень сигнала с на основании второй формулы (15.4.9) определится 
уравнением

ОО

^ - =  [  Л (и ,)ех р  { - J - C -  - ^ J - }  dut- (15.4.13)
о

Таким образом, пороговый уровень сигнала в случае критерия «идеального 
наблюдателя» существенно зависит от априорной вероятности наличия сигна
ла р. А так как, к сожалению, априорная вероятность присутствия сигнала, 
как правило, неизвестна, то практическое применение полученного решения 
оказывается очень ограниченным.

В случае критерия Неймана — Пирсона пороговый уровень с можно опре
делить непосредственно из условия равепства вероятности ложной тревоги, 
заданной величине а . Для вычисления вероятности ложной тревоги заметим.
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что в случае отсутствия полезного сигнала Z (т) в  X (т) и

W (<)= ^ X (т) sin on dx.
t-T

А так как X (т) — нормально распределенный белый шум, то выходной сиг- 
ua.i (V*, как результат линейного преобразования случайной функции X (т), 
также распределен нормально, причем его математическое ожидание равно 
пулю, а дисперсия определяется формулой

t t t
D\W*\= ^ J  fc6(a— т) sin too sin шт do с/т =  f sin2 сот dx =  .

I - T  t - T  t -T

Зная условный закон распределения выходного сигнала IV* при отсутствии 
полезного сигнала, можно вычислить веронтпость ложной тревоги по изве
стным формулам теории вероятностей:

PnT~ P W > c \ W = 0 ) = ^ L =  j  е hT d»--

i»

" W  I  ! л “ т - ф( ' / т И -  <t 5 4 U )  

• V b
Приравнивая вероятность ложной тревоги заданной величине а ,  получаем 
следующее уравнение для нахождения порогового уровня с:

•(•/тИ-т—- (,5-4,S)
Эта формула показывает, что в случае критерия Неймана — Пирсона поро
говый уровень сигнала с не зависит от априорной вероятности присутствия 
сигнала р. Вследствие этого критерий Неймана — Пирсона получил широкое 
распространение при решении практических задач обнаружения различных
сигналов.

Формула (15.4.14) может также служить для вычисления вероятности 
южной тревоги в случае критерия «идеального наблюдателя», если подставить 
в нее значение с, полученное из уравнения (15.4.13).

Для вычисления вероятности пропуска сигнала заметим, что при наличии 
полезного сигнала выходной сигнал оптимальной системы W ,  согласно
(1 5 .4 .1 1 ) и (15.4.12), равеа

I
=  1- j  X (т) sin сот dx.

t-T

Отсюда видно, что условиый закон распределения выходного сигнала IV* 
при данном значении и, амплитуды полеапого сигнала Ui отличается от 
Условного закона распределения при отсутствии полезного сигнала только 
тем что при Ui =  и, математическое ожидание W* равно и,Т/2, а не нулю.
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Следовательно, вероятность пропуска сигнала определяется формулой
00 с /9в— тТ13

pnp=P(IF*< e |W ¥lo)= f A p = = r j  • * -
0 - o o

“  J A (“■> [4 + ®  ( H T S F - ) ]  «“* " 5-41‘ >

Формула (15.4.15) показывает, что величина v =  с ~\/2/кТ зависит только j 
от заданной вероятности ложной тревоги а .  С другой стороны, отношен 
значения амплитуды принимаемого сигнала щ к У *  может быть принято 
за меру отношеиия сигнала к шуму у =  ut/~[/k. Поэтому формулу (15.4.16) 
для вероятности пропуска сигнала можно переписать в виде

• 0 0  ____

Лпр =  V *  j  h ( y V k )  [ 4  +  Ф ( v - Y  j / y  ) ]  *V. (15.4.17)

Таким образом, при данной вероятности ложной тревоги вероятность про
пуска сигнала зависит от закона распределения отношения сигнала к шуму y 
и от времени наблюдения сигнала Т. Графики условной вероятности пропуска 
сигнала при данном у в зависимости от у и Т при данной вероятности лож
ной тревоги *а и в зависимости от у и а  при данном времени наблюдения Т 
позволяют, весьма просто и наглядно оценивать потенциальную помехоустой
чивость систем обнаружения и их предельные возможности.

П р и м е р  15.4.2. В  условиях предыдущего примера найти оптимальную 
систему для обнаружения синусоидального сигнала со случайной амплиту
дой t/j и неизвестной фазой. В данном случае

г  ( 0  =  f/t sin (ш( +  U2) +  X (О, W (0  =  U, sin (at +  и г), (15.4.18)

где Ui — неизвестная начальная фаза, которая может иметь любое зпаченяе 
в пределах периода —я  <  Цг < я .  Это все равно, что U2 является случай-} 
ной величиной, равномерно распределенной в интервале —я  <  и2 <  я .  
Поэтому в данном случае можно принять

/ (“ ) = ? в  (u i) 6  (иг) +  ^ ~  h (“ l) ( — л  <  иг <  л ),

где A (uj) — условная плотность вероятности амплитуды сигнала Ut при его 
наличии. Весовая функция g (/, т , и) и функция (i (и) в случае интервала 
наблюдения Т, кратного полупериоду я/ы, определяются в данном случав 
формулами (15.1.41) и (15.1.43), полученными в примере 15.1.1. Форму
ла (15.4.6) в этом случае дает

Q(Z) = I j  exp { i r  I  *М «in(•*+«*)*—
О - Л  t - T

ИЛИ
о о  Л

j  j  exp | j f -  (Hi cos иг +  Н» sin i i j — ^ - }  du2, ,

(15 .4 .19 )
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где для краткости положено
t I

Ц ,=  f Z (т) sin (от dx, i l j  =  1 Z (т) cos (от dT. (15.4.20)
1 — Т l - T

П олагая в (15.4.19)

Н1 =  У Т Т [+ П | со8Ф , Н * =  У Н { +  Н|в1пФ, 

приведем формулу (15.4.19) к виду

оо Я

Q (2) =   ̂ к («О dut j  exp | V H T F H l cos (u2— Ф) | du2.
0 - Я

Далее, принимая во внпмапие, что подыитегральиая функция является перио
дической с периодом 2л, можем прн замене перемепных 0 =  и2 — Ф оставить 
пределы интегрировании неизменными. В результате получим

оо Я

Q{Z) =  - ^  \ li(u t)du i  ̂ е х р | - ^ У Щ Т Щ с о в о |  d0. (15.4.21)
0 - я

Отсюда видно, что Q (Z) является возрастающей функцией Hf +  IIJ и, наобо
рот, величина н| +  Н| является возрастающей функцией величины Q (Z). 
\ так как за выходной сигнал оптимальной системы можно принять любую 
нозрастающую функцию величины Q (Z), то в данном случае можно принять

W * = H { +  H|. (15.4.22)

Таким образом, оптимальная обработка сигнала в случае обнаружения сину
соидального сигнала с неизвестной фазой состоит в умножении принимаемого 
сигнала на sin шт и на cos шт, интегрировании полученных выражений и сум
мировании квадратов полученных интегралов.

В случае критерия идеального наблюдателя Я, =  1 и вторая формула
(15.4.9) дает для определения порогового уровня с уравнение

оо Я Ut„ л  я —г— Ус С08 0
- i  =  _ L  j  d0. (15.4.23)

В случае критерия Неймана — Пирсона находим вероятность ложной 
тревоги. Для этого, так ж е как и в предыдущем примере, убеждаемся в том, 
''то при отсутствии сигнала, когда Z (т) =  X  (т), величины Н, и Н2 являются 
независимыми нормально распределенными случайными величинами с мате
матическими ожиданиями, равными нулю, и одинаковыми дисперсиями кТ/2. 
Гак им образом, если Hi и Н2 рассматривать как декартовы координаты слу
чайной точки на плоскости, то рассеивание на этой плоскости будет круго- 
иым нормальным с центром рассеивания в начале координат. Вероятность 
••ожной тревоги определится как вероятность неравенства Н| +  II]  >• с, т. е. 
|;ак вероятность непопадания случайной точки (Hi, Н2) в круг радиуса у с :
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Переходя к полярным координатам, получим
2я <Х> г» с

Рлт= я Й г 1 d(f j  *  кГ rdr =  e НТ‘ (15.4.24)
О У ё

Приравнивая вероятность ложной тревоги заданной величине а  и решая 
полученное уравнение относительно с, находим пороговый уровень:

с =  — кГ  In а = к Т  In — . (15.4.25)
Gt

Предоставляем читателю самостоятельно вывести формулу для вероятности 
пропуска сигнала в этом случае.

П р и м е р  15.4.3. Совершенно так ж е решаются задачи обнаружения 
импульсных сигналов. Если в условиях примера 15.4.1 импульсы помехи рас
пределены нормально, независимы и имеют дисперсии к (т. е. помеха является 
импульсным белым шумом), то система линейных алгебраических уравнений]
(15.1.38) принимает вид

light (“) =  «1*1 (J “  1, . . h), (15.4.26)

где для краткости положено

i t =  sin o fi ( 1 = 1 , . . . ,  А). (15.4.27)
Решая полученные уравнения и подставляя результат в формулу (15.1.37), 
находим

<1. h

j  g ( ‘h, т, u )Z (t)d T  =  ^  2 # ,Z , ,  2 t =  Z(ti)  (1 =  1..........h).
th - T  J - l

Формула (15.1.27) в данном случае дает
h  h  

($ (« )=  2  Ш ( « )  .ц sm art, =  4  2  (15.4.28)
i= i 1=1 

После этого формула (15.4.6) дает
ОО h

? ( Z ) = f  M u , ) e x p { J j I  2 « , Z , - | | - s }  du,. (15.4.29)
o 1 = 1

Отсюда видно, совершенно так ж е, как в примере 15.4.1, что за выходной 
сигнал IV* оптимальной системы можно принять

h

(15. *.30)
• ;= i

Пороговый уровень с в случае критерия «идеального наблюдателя» опре
деляется как значение IV*, соответствующее Q (Z) =  qlp. Это дает для с 
уравнение

=  ^ A(u,)exp du,. (15.4.31)
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Для определения с в случае критерия Неймана — Пирсона находим 
вероятность ложной тревоги. При отсутствии полезного сигнала принимаемые 
импульсы совпадают с импульсами помехи X (. Следовательно, условный 
чакон распределения величипы IV* при отсутствии сигнала является нор
мальным, причем математическое ожндаиие величины IV* равно нулю, 
а дисперсия определяется формулой

А
D|W*) =  *  2  , J = k S ,

I—I
так как импульсы помехи X ( по условию независимы и их дисперсии равны к. 
Поэтому вероятность ложной тревоги определяется в данном случае формулой

1 ( , 5 4 -32) 

» i s
Приравнивая эту вероятность заданной величине а ,  получим уравнение для 
определения порогового уровня:

" 5АЗЗ>
Для определения вероятности пропуска сигнала заметим, что в случае нали
чия сигнала амплитуды ut

A л h
IV* =  иi 2 * f +  S * / X , =  u ,S +

l= i J= i l - i
Следовательно, в случае наличия полезного сигнала амплитуды ut выходной 
сигнал оптимальпой системы обнаружения IV* является пормальпо распре
деленной случайной величиной с математическим ожиданием utS и диспер
сией kS. Поэтому вероятность пропуска сигнала определяется формулой

во е (p-mS)i

" ” ' v ®  j  ;>s d° -

- f * « 4 ) [ f K - ( ^ ) > . .  « 5 * 3 4 ,  
0

Замечая, что согласно (15.4.33) величина v =  c/\ 'kS  зависит только от задан
ной вероятности ложной тревоги а ,  можем переписать полученную формулу 
Для вероятности пропуска сигнала в виде а

ОО

Рпр =  У *  j  h ( y y j )  [ l + < D ( v - Y y 5 ) ]  dy. (15.4.35)

§ 15.5. Определение оптимальных систем для селекции сигналов

В задачах практики требуемый выходной сигнал часто сопро- 
в°ждается не только искусственной или естественной помехой, 
"Подставляющей собой случайпую функцию времени, отличаю
щуюся по своим свойствам от полезного сигнала, по и помехой



Переходя к полярным координатам, получим
2  я  оо г« с

Р л т = лW  1 d ( f  I  е  k l  r d r  =  e  АГ* (15.4.24)
о У7

Приравнивая вероятность ложной тревоги заданной величине а  и решая 
полученное уравнение относительно с, находим пороговый уровень:

с = — кГ  In а = к Т  In — . (15.4.25V
Gt

Предоставляем читателю самостоятельно вывести формулу для вероятности 
пропуска сигнала в этом случае.

П р и м е р  15.4.3. Совершенно так ж е решаются задачи обнаружения 
импульсных сигналов. Если в условиях примера 15.4.1 импульсы помехи рас
пределены нормально, независимы и имеют дисперсии к (т. е. помеха является 
импульсным белым шумом), то система линейных алгебраических уравнений]
(15.1.38) принимает вид

k g h i  (и )  =  u , s t ( 1 = 1 , . . . ,  h ) ,  (15.4.26)

где для краткости положено

* j =  sin a l t  ( 1 = 1 , . . . ,  А). (15.4.27)
Решая полученные уравнения и подставляя результат в формулу (15.1.37), 
находим

‘л л
j  g ( t h ,  т, u ) Z ( x ) r f T = b . 2 * 'Z'- Z, =  Z (t,) (1 =  1......... A).

th - T  1 -1

Формула (15.1.27) в данном случае дает
Л А

P ( u ) = V  *„ ,(„) u, sin со*, =  4  2  (15.4.28)
1=1 J = l

После этого формула (15.4.6) дает
ОО Л

? ( Z ) = f  А (ц ,)е х р { -^ -  d“«- (15.Л.29)
О 1=1

Отсюда видно, совершенно так ж е , как в примере 15.4.1, что за выходной 
сигнал W* оптимальной системы можно принять

Л
(15.4.30)

• / = 1

Пороговый уровень с в случае критерия «идеального наблюдателя» опре
деляется как значение W *, соответствующее Q (Z) =  q/p. Это дает для с 
уравнение

ОО
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• J -  (  Ч “«)е*Р rf“ i' (15.4.31)
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Для определения с в случае критерия Неймана — Пирсона находим 
„ероятность ложной тревоги. При отсутствии полезного сигнала принимаемые 
,,ипульсы Z| совпадают с импульсами помехи X j. Следовательно, условный 
закон распределения величипы W* при отсутствии сигнала является нор
мальным, причем математическое ожидапие величины W* равно нулю, 
а дисперсия определяется формулой

А
D\W*] =  k  2  >1 =  kS,

1-1
так как импульсы помехи X j по условию независимы и их дисперсии равны к. 
Поэтому вероятность ложной тревоги определяется в данном случае формулой

" 543г>
VW?

Приравнивая эту вероятность заданной величине а ,  получим уравнение для 
имределения порогового уровня:

Ф ( . т 7 1 з Н - а -
Для определения вероятности пропуска сигнала заметим, что в случае нали
чия сигнала амплитуды и,

A A h
W ~ u t 2 * ? +  5 > X , =  u ,S +  2  tlX[.

1-1 (=1 l - i
Следовательно, в случае наличия полезного сигпала амплитуды и, выходной 
сигнал оптимальпой системы обнаружения IV* является пормально распре
деленной случайной величиной с математическим ожиданием u,S  и диспер
сией kS. Поэтому вероятность пропуска сигнала определяется формулой

оо е ( д - ш 8 ) »

Рпр= у Ш  j /  ^
оо

=  j * (  «О [ 1 + ф ( ^ = £ )]<!«<,. (15.4.34)

Замечая, что согласно (15.4.33) величина v =  c!\ 'kS  зависит только от задан
ной вероятности ложной тревоги а ,  можем переписать полученную формулу 
Для вероятности пропуска сигнала в виде а

ОО

Pnp =  V *  j  A(v V * )  [ 4 + ф (у - ^ У « ) ]  dy. (15.4.35)

4 15.5. Определенно оптимальных систем для селекции сигналов

В задачах практики требуемый выходной сигнал часто сопро
вождается не только искусственной или естественной помехой, 
"Родставляющей собой случайпую функцию времени, отличаю
щ уюся по своим свойствам от полезного сигнала, по и помехой
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в виде ложных сигналов. Т ак , например, противник может созда
вать помехи работе локационных станций в виде ложных целей, 
чтобы отраженные от них сигналы смешались с сигналом от дей
ствительной цели и нарушили работу локационных станций. В  та
ких случаях возникает задача выбора действительного сигнала 
из группы сигналов или, как говорят, задача селекции сигнала.

Ясно, что для возможности селекции сигнала необходимо, 
чтобы этот сигнал по каким-либо физическим свойствам отличался 
от ложных сигналов. Так обычно и бывает на практике вследствие 
практической невозможности создать ложные цели, не имеющие 
никаких физических отличий от действительной. Математически 
это отличие выражается в том, что функциональная форма действи
тельного сигнала и его зависимость от параметров отличаются 
от функциональной формы ложных сигналов и их зависимости 
от параметров. Но в таком случае для решения проблемы опти- 
мальпой селекции сигнала можно применить общий метод § 15.1.

Предположим, что сигнал <р (f, U) в (15.1.11) является суммой 
нескольких сигналов ф0 (/, U),  (/, U),  . . ., фт  (t, U),  пред
ставляющих собой известные функции времени t и неизвестных 
(случайных) параметров С/,, . . ., U N:

Z (0  =  Фо (t , U) +  2  «Рг (*, U) +  X  (<)• (15.5 .1)
Г = 1

Предположим, что <p0 (t, U) представляет собой действительный 
сигнал, а остальные сигналы являются ложными. Тогда задача 
селекции сигнала будет состоять в наилучшем воспроизведении 
сигнала ф0 (t, U) по результатам наблюдения случайной функ
ции Z (<) (т. е. всех принимаемых сигналов вместе с помехой). 
Требуемый выходной сигнал W  (<) определяется в данном случае 
формулой

W  (0  =  ф (t, U ) =  фо (t, U).  (15.5.2)

В  более общем случае, когда система должна не только отделить 
истинный сигнал от ложных и от помехи, но и осуществить иекото* 
рые преобразования и с т и н н о го  сигнала, например экстраполяцию 
или дифференцирование, требуемый выходной сигнал определяется 
формулой

W  (0  =  Ч> (*, U)  -  р,<р0 (I, U),  (15.5.3)

где Р  — некоторый, оператор, в общем случае нелинейный.
Подставляя выражения функций ф (т, U)  и ф (t, U) из (15.5.1).

(15.5.2) или (15 .5 .3) в  формулы § 15.1, получим общий метод 
решения задач селекции сигнала по любым статистическим крите
риям. Д ля практического применения этого общего метода к раз
личным конкретным задачам селекции сигнала необходимо опре
делить форму истинных и ложных сигналов и их з а в и с и м о с т ь
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от неизвестных параметров для используемых в проектируемой 
системе физических принципов приема сигнала. Тогда, выбрав 
подходящий критерий, например критерий минимума средней 
квадратической ошибки, можно общим методом § 15.1 найти 
оптимальное решение задачи селекции сигнала и оценить потен
циальные качества системы селекции, основанной на данных 
физических принципах.

Вследствие того что изложенный общий метод определения 
оптимальных способов обработки принимаемых сигналов, как 
было отмечено в § 15.1, применим к нахождению оптимальных 
многомерных систем, имеющих любое число входов и выходов, 
он дает принципиальную возможность находить оптимальное 
решение задачи селекции сигнала и для многоканальных систем, 
основанных на одновременной обработке .нескольких сигналов, 
получаемых от различных источников информации, работающих 
на различных физических принципах.
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МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИ Я ОПТИМАЛЬНОГО УП РА ВЛЕН И Я

§ 16.1. Принцип максимума

Среди задач теории оптимальных систем, перечисленных 
в § 13.1, следует выделить такие, в которых объект управления 
задан н требуется определить управляющие действия или, короче, j 
управления, обеспечивающие в известном смысле наилучшее, оити- 1 
.мальное протеканио процесса управления в заданных условиях. 
При этом информация об объекте управления задается обычно 
в виде уравнений, описывающих его поведение. Должен быть 
задан также критерий оптимальности системы, в качестве которого 
могут быть выбраны различные технические и экономические 
показатели или вероятностные характеристики ошибки. Задача 
состоит в определении алгоритма управления (закона управления), 
доставляющего экстремум критерию качества прн условии, что 
на сами управления и на координаты объекта могут быть нало- ! 
жены ограничения. Для решения этой задачи применяются методы 
вариационного исчисления, принциЬ максимума Л . С. Понтряги- | 
на 1481, являющийся развитием вариационного метода, метод ! 
динамического программирования 1‘ . Веллмана 1771, также являю -Я  
щнйся развитием вариационного метода и связанный с принципом 
максимума. Из них последние два более адекватны задачам теории 
оптимального управления, так как дают возможность учесть 
реальные ограничения и получить решение в тех случаях, когда 
классические методы вариационного исчисления неприменимы.
С этим направлением связаны методы аналитического конструнро- ;5 
наиия регуляторов, изложенные в 1921, а также методы, разви
тые в (891.

Рассмотрим типовые задачи оптимального управления объен* 
том, поведение которого описывается конечным числом обыкновен
ных дифференциальных уравнений. Примерами таких о б ъ е к т о в  
могут служить летательный аппарат, двигатель и т. п. Состояние 
такого объекта характеризуется /< выходными переменными уf, . - • я  
. . ., уп. Удобно эти величины считать координатами вектора у-  а 
Объект управления при функционировании подвергается д е й ст в и ю  
управляющих сигналов щ ,  . . . ,  иг через органы у п р а в л е н и я . 
Если таких управлений несколько, то их также можно о б ъ ед и н и т ь  
в вектор управления и .
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Предположим, что поведение объекта управления описывается 
дифференциальными уравнениями и начальными условиями вида

У | -/ | (Л »  « I ,  . . . .  «г ,  0 .  y i ( t 0)  =  y to  (t =  1,  . . . .  и) ,

(16. 1. 1)
где fi — в общем случае нелинейные функции, у,0 — начальные

значения переменных j/f. Считая производные yt и функции ft

координатами соответствующих векторов »/, /, можно переписать 
уравнения (16.1.1) в более компактном векторном виде:

У — t  (Уу « .  0 .  У (<о) =  Уо• * (16.1.2)

Практически управления Uj не могут быть любыми вследствие 
физических свойств объекта или ограниченной мощности органов 
управления. Они должны удовлетворять определенным ограниче
ниям, которые часто имеют вид

| Ut | ^  /?( (i =  1, . . ., л). (16.1.3)

15 общем случае эти ограничения характеризуют область R  допусти
мых управлений, т. е. область /?, которой должен принадлежать 
вектор управления и :

м б  Я.  (16.1.4)

К  роме того, ограничения могут быть наложены и на координаты 
объекта. Учет ограничений на управления чрезвычайно важен 
при проектировании управляющих устройств, так как во многих 
случаях приходится искать оптимальное управление при ограни
ченных ресурсах.

Цель управления можно рассматривать как достижение экстре
мума критерия качества / за счет выбора оптимального вектора 
допустимого управления и .  Применяемые при определении опти
мального управления критерии качества можно свести к следую
щим трем основным:

1) Критерий минимума времени перехода объекта из заданного 
начального состояния »/0 в заданное конечное состояние у к (кри
терий максимального быстродействия):

/ (< „)=  \ d t  =  tK- t o ,  (16 .1 .5)

где tH — момент времени окончания управления.
4 1 *
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2) Критерий минимума функции от конечного состояния объек
та при заданном времени управления tK — t0 =  Т *):

I  (<«) =  F  ( у  (<„)), (16 .1 .6)

где F  — некоторая дифференцируемая функция.
3) Критерий минимума интеграла от функции состояния объек

та и управления при заданном времени управления tK — t0:
*к

1 ( * к ) =  j  P ( V ,  t t .  t)dt.  (16 .1 .7)
*0

В  тех случаях, когда некоторые параметры системы и действую
щие на нее возмущения случайны, применяют статистический 
критерий оптимальности — математическое ожидание некоторого 
функционала качества.

Рассмотренные три типовые задачи сводятся к одной обобщен
ной задаче. Д ля этого достаточно рассматривать функционал 
качества не только в конечный момент времени но и в любой 
момент времени t и принять его текущее значение за дополнитель
ную координату yn+i (/). Тогда задача сведется к обеспечению 
минимума величины yn+t (t„). Так , приняв время t за дополни
тельную координату f/„+,, определяемую уравнением

Уп+1 =  1. Уп+1. о =  Уп+i (*о) =  *о» (16 .1 .8)

сведем задачу минимизации времени управления (16.1.5) к мини
мизации i/n+i (<к). Приняв текущее значение функциопала (16.1.6) 
за новую переменную «/„+, =  F  (у ) ,  получим в силу (16.1.1) 
дополнительное уравнение

П
* Q J?
» " + * • "  S  ■ • •> Уп, ................... Ur,  t),  (16.1.9)

fc=i

и задача сведется к нахождению минимума уп+1 (<к). Наконец, 
приняв текущее значение функциопала (16.1.7) за новую пере
менную yn+i,

1

Vn+i(t)=  j  F ( y ,  и , t)dt,
to

получим для этой переменной уравнение
•

yn+l =  F ( y i ,  . . . , y n, Ui ,  . . . , U r , t ) ,  !/„+, (̂ о) =  0, (16.1*10)1 
и' задача снова сведется к нахождению минимума уп+1 (/„).

. * ) В дальнейшем везде будем рассматривать минимум с о о т в е т с т в у ю щ е г о  
критерия, так как переменой знака максимум приводится к м н и и м у М У И
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Следовательно, задача отыскания минимума критерия каче
ст в а  I  любого из рассмотренных трех типов сводится к отысканию 
минимума координаты {/„-и в момент времени <„ по отношению 
к управлению « .  При этом на конечное положение объекта управ
ления в некоторых случаях могут накладываться ограничения. 
В  первой нз рассмотренных задач такое ограничение состоит 
п задании конечных значений координат объекта управления. 
В остальных двух задачах ограничения на конечное состояние 
могут иметь вид

Яр («Л ( < « ) .................Уп (< „ ) )  =  0  ( р  =  1 ...............т),  ( 1 6 . 1 . И )

где qp — некоторое дифференцируемые функции. Тогда, согласно 
известному методу нахождения условного экстремума, задача 
сведется к отысканию экстремума функционала вида

п =  Уп+1 (/„)+  S  ^J4J(i/i(<„). •••. Уп(*к)),  (16 .1 .12)
i= 1

где Xj — неопределенные множители Лагранжа, определяемые 
нз условий (16.1 .11).

В  общей постановке задача оптимального управления объектом, 
поведение которого описывается уравнениями (16.1.1) и одним 
из уравнений (16 .1 .8), (16 .1 .9), (16.1 .10), состоит в определении 
управления и ,  удовлетворяющего ограничениям (16.1.4) и достав
ляющего минимум функционалу л.

Простое н изящное решение задачи отыскания оптимального 
управления и минимизации функционала л впервые было получе
но JI . С. Понтрягиным н его учениками 179] благодаря открытому 
ими принципу максимума, связавшему оптимизируемый функцио
нал состояния я  с динамикой процесса. Эта связь была установ
лена через функцию Гамильтона вида

п+1
Н (у , и , яр, 0 =  2  Ы ь  (16 .1 .13)

i=l

гДе функции fi — правые части уравненнй (16.1.1) и одного из 
Уравнений (16 .1 .8 ), (16 .1 .9), (16 .1 .10), а функции tpj удовлетво
ряют уравнениям

п+1
2  (i =  1, . . . ,  ra-f-1) (16.1 .14)
i=> t

пРи конечных условиях

'h  ('к)

'Рим (<к)

On
dyi

1 .

-  S  b j - T 1J dyi
i-1

( i  = 1, . . . ,  n ) ,  |
(16 .1 .15)
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Принцип максимума состоит в том, что для оптимального 
управления и  и соответствующих координат у,-, для которых функ
ционал я  имеет минимальное значение, функция Гамильтона #  
имеет максимум или в общем случае свое наибольшее значение 
(supremum) по отношению к управлениям на всем интервале 
(<<ъ О *  Принцип максимума был обоснован как необходимое 
условие оптимальности для нелннейных объектов и необходимое 
и достаточное условие оптимальности для линейных объектов 
[48,  79,  931.

Из сформулированного утверждения вытекает, что необходимым 
условием для того, чтобы управление и  обеспечивало минимум 
функционалу я , является выполнение условия максимума функ
ции Гамильтона по отношению к управлению в течение всего 
времени управления. Следовательно, определение оптимального 
управления и  состоит в нахождении максимума функции 
// ( у ,  и ,  я|з, 0  относительно управления и  для любого момента 
времени в интервале t0 ^  t ^  tK.

Используя выражение (16.1.13) для функции Я ,  можно пере
писать уравнения объекта управления (16.1 .1) для координат yt 
н уравнения (16.1 .14) для вспомогательных функций г|), в другой 
форме. Д ля этого продифференцируем выражение (16.1.13) по ty :

(i =  1 ........... n - f l ) .  (1 6 .1 .16)

Дифференцируя (16.1 .13) no tjt, получим 
n+l

..........." + ' ) •  <1 в 1 -,7 >
i «  1

При помощи (16.1 .16) и (16.1.17) уравнення (16.1 .1) и (16.1.14) 
приводятся к следующей канонической форме уравнений Гамиль
тона:

<i= = 1.......... "  +  1) ’ (16 .1 .18)

• (t =  1 .......... n +  1>- (16 .1 .19)

Процедура определения оптимального управления заключает
ся в нахождении из условия максимума функции // вектора управ
ления и  (if) как функции вектора t|>, подстановке и  (if) в уравне
ння (16.1.1)  и (16.1.14)  и в решении этих уравнений относительно 
?/(<)' ‘ф (0* 1̂ ак следует из изложенного, при отыскании оптималь
ного управления необходимо решать систему дифференциальных 
уравнений (16.1 .1 )  при начальных условиях и (16 .1 .14)  при конеч
ных условиях (так называемую «двухточечную» задачу). Это 
обстоятельство существенно осложняет достаточно ясный алгоритм 
решения и приводит к тому, что практические сложные за д а ч и



I  16.1. ПРИНЦИП МАКСИМУМА 647

должны решаться численно при подборе подходящих начальных 
условий в уравнениях (16.1.14) методом проб.

Докажем необходимость максимума функции Я  для оптималь
ности управления, ограничиваясь случаем, когда конечное состоя
ние объекта не подчинено никаким условиям, а время управления 
lt — t0 == Т задано. В  этом случае конечные условия (16.1.15) 
имеют вид

Ч>< (*.<) =  0 ( i  =  1........... п), ч>„+1 ( <н) =  - 1. (16.1.20)
JI . С. Понтрягип предложил эффективный путь решения задачи 

с помощью понятия игольчатой вариации управления. Это понятие 
является центральным в доказатель
стве  принципа максимума. При этом 
допустимыми управлениями и} (/) 
будем считать все кусочно-непрерыв
ные функции времени /, удовлетворя
ющие ограничениям (16.1.4).

Пусть и *  (I) — допустимое опти
мальное управление, а у *  (/) — соот
ветствующая фазовая траектория.
Оптимальное управление и *  (t) явля
ется вектором, координаты которого 
и* (/) — кусочно-непрерывные функ
ции на отрезке (<0, <„). Следуя 
Л. С. Понтрягину 179), рассмотрим 
бесконечно малый промежуток вре
мени т — е < < < т  и проварьнруем 
управление и *  (/), заменив его на 
этом малом интервале величиной и  (t), оставив ого неизменным 
вне этого интервала. Такое варьирование называется игольчатым 
(рнс. 16 .1 .1). Отметим, что мы не требуем, чтобы вариации бut (/) =

Uj (t) — и}  (t) были бесконечно малыми величинами. Важно 
только, чтобы они удовлетворяли ограничению (16 .1 .4). При 
•том, несмотря на конечную величину разности Uj (t) — и]  (<), 
импульс приращения управления 6 ujR и влияние этой вариации 
на последующее поведение объекта бесконечно малы. Для доказа
тельства вычислим вызываемое вариацией управления изменение 
поведения объекта. В  соответствии с уравнениями (16.1.1) и (16.1.8) 
(или (16 .1 .9 ), или (16.1.10)) вариация 6у, (t) ■* yt (t) — yt (0
11 момент t =  т равна с точностью до малых высшего порядка 
Разности скоростей изменения координат, умноженной на про
межуток времени е:

dyГ

Рис. 16.1.1.

Л„ Г t *v i\ 1 ау'\  ...
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Эти разности бесконечно малы и являются начальными значения
ми вариаций переменных па интервале (т, t„). В  силу этого пере
менные yi (<) будут бесконечно мало отличаться от оптимальных 
yt (0  в интервале времени (т, *,,). Положив в уравнениях (16.1.1) 
У1 (0  =  (0  +  ( 0 .  м  (0  =  « *  (0  при t >  т, получим

^ T  +  ̂ r  =  U(y\ +  byx, +  ...........ц*. t). (16 .1 .22)

Раскладывая правые части в ряд Тейлора в окрестности у* (I), . . .
• • м Уп (0  и отбрасывая члены второго порядка малости, получим

- j r + ^ a r = f i (v T , у п ,  u t ...............u ? ,  о +

П+1
, v  d h ( y * .............Уп, “ Г ............... “ r .  t)  * . .

+  Z  WP ° Ур’
p = i

Вычитая отсюда соответствующие уравнения (16.1 .1), получим 
уравнения в вариациях

п+1

• ^  =  2  а/‘ У  1)бу“ ( i = 1 .........п + , ) - (16123)
p = i Р

Эти уравнения следует интегрировать при начальных условиях 
(16.1 .21) в момент т.

Теперь вычислим вариацию функционала л. Так как опти
мальное управление и *  (t) должно обеспечивать минимальное 
значение л, то при замене и *  ( t) любым другим управлением u(t)  
значение л может лишь увеличиваться. Следовательно, необхо
димым условием минимума л будет 6л =  6i/n+1 (tK) ^  0 . Вариацию 
& Уп+1 (*к) можно вычислить, не интегрируя уравнения (16.1.23). 
Действительно, вычислим производную по времени от суммы
п + 1

2
i = i

п+1 п+1 п+1

•-37 2  ^ «  =  2  ^*бг / 1 + 2  
«-1 <=1 <=1

Подставляя сюда выражения ipj, бyt из (16.1.14) и (16.1.23), 
получим

п+1 п+1 п+1

Отсюда следует, что на интервале т ^  t ^  tK
n-f-1
2  ^ i ( 0 6y < ( 0 = c o , i s t - 

i= i



Отсюда, учитывая (16.1 .20), находим
Tl-j-l fl-f 1

53 (Т) (Т) =  51  * 1  ( 'к )  ( 1К) =  —  &/„+! (<„)•
i  =  l i = l

Таким образом,
п+1

б л =  -  буп+1 (/„)= — 2  4>i (*) «у, (т).
<=i

Подставив сюда выражение fiyi (т) из (16 .1 .21), получим
п+1

6л =  — е J j  Н>|(т)/,(у (*). « М . х )-ф ,(т)/ ,(у *(т), м*(т), х)|.
( 1 6 .1 .2 4 )

Так как в качество момента т можно выбрать любой текущий 
момент времени t в интервале (t0, tK), то равенство (16.1.24) спра
ведливо для любого момента времени t. Следовательно, учитывая 
(16.1.13), равенство (16.1 .24) можно записать в виде

б л =  — г [ Н (у , м , т|>, t) — H ( y *, м *, ф, 01- (1 6 .1 .2 5 )

Отсюда следует, что бя ^  0  при допустимой вариации б и  только 
ирн

// (у *, и * ,  0  > Н  (у, и ,  ф, 0-
Таким образом, доказано, что для минимума функционала л необ
ходимо, чтобы функция Гамильтона // имела максимальное значе
ние относительно управления и  на всем интервале управления.

В частном случае, когда ограничений на управления нет, 
оптимальное управление является стационарной точкой функции 
Гамильтона при любом t, т. е. доставляет ей максимум. В  этом 
случае оптимальные управления определяются из уравнений

| £  =  0  (1 =  1............г) .  (1 6 .1 .2 6 )

Доказательство принципа максимума для общей задачи опти
мального управления, а также его достаточности для линейного 
объекта более сложно. Его можно найти в [48, 931.

§ 16.2. Применение принципа максимума для решения 
типовых задач

Пусть движение объекта управления описывается уравнениями

2/< =  Ф<(г/ь •♦. .  У п ,  t) +  ut (г =  1, . . . ,  и). (1 6 .2 .1 )
J ребуется определить оптимальные управления и/, обеспечиваю
щие перевод объекта из задапного начального состояния ущ =  
** Уi (<в) в заданное конечное состояние j/j (/„) за минимальное
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время <„ — t0 с учетом ограничений | ы/ | ^  R t. Добавим к (16 .2 .1 ) 
уравнение (16.1.8) и, учитывая, что конечное состояние объекта 
задано, получим для фупкционала я  формулу

я  =  уп-и (*к )+  2  (1 6 .2 .2 )
i - l

Функция Гамильтона имеет в данном случае вид
П

н =  2  ♦Л ф Л у» O + w il +  'tw i- (1 6 .2 .3 )
i=i

Это выражение достигает максимума при

и/ =  Ri  sgn ф< (i =  1, . . . ,  n). (1 6 .2 .4 )

Таким образом, оптимальное управление является релейным, 
причем переключения определяются знаками функций ф/.

Для определения вспомогательных переменных \|)( составим 
уравнения (16.1 .14) и конечные условия (16.1 .15):

"  д

i - l
( i  =  l ,  . . . .  n ),

4>n+i =  0 , i f i ( < « ) =  — 1*

Решая уравнения (16 .2 .1 ), (16 .2 .5), определим окончательно закон 
управления. Однако в общем случае это удается сделать только 
численными методами, применяя метод проб, так как заданы 
начальные условия для координат yt н конечные условия для 
вспомогательных функций ф/.

В  частном случае линейного стационарного объекта уравнения 
(16.2 .1) имеют вид

П *
У 1 =  2  “ i j y j  +  u i ,  У  i  М  =  У  to  0  =  1 ............п ) .  (1G .2.6)

i= i
Уравнения (16.2 .5) для функций ф* при этом принимают форму

П
ф|“  — 2  'М < н ) = — h  ( i  =  l ,  . . . , П ) .  (1 6 .2 .7 )

i= l
Решение уравнений (16.2 .7) имеет вид

Ф/( 0 = 2  c,jevj\

где vj — корпи характеристического уравнения. Эта сумма пере
ходит через нуль не более чем п — 1 раз и имеет, с л е д о в а т е л ь н о ,
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(1 6 .2 .5 )
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не более п интервалов постоянства знака. Поэтому каждое из 
управлений И/ имеет в общем случае п — 1 переключение, т. е. п 
интервалов постоянства знака, на которых и | = ± / ?/ .

П р и м е р  16.2.1. Рассмотрим процесс управления объектом, поведе
ние которого описывается уравнениями

V I  =  1 /2 .  Уг= —  2ayt — b2yi +  Ui
прн начальных и конечных условиях yt (/„) =  yt0, Уг (<о) =  Уго. I/i (<к) =  О, 
!/: (*к) =  0. Требуется определить управление и, (<), ограниченное по моду
лю, | U| | ^  Л , и обеспечивающее минимальное время перевода объекта из 
начального в конечное состояние.

Добавим к написанным уравнениям уравнение для у3:

У 3 =  1. У з(*о) =  *о- 
Минимизируемый функционал для этого случая имеет вид 

я  =  У» (<к) +  A-il/i (<к) +  г̂Уг ('к), 

а функция Гамильтона выражается формулой

U  =  ^il/2 +  ф2 (—2о|/2 — Ьгу, +  и,) +  ф,.

Отсюда следует, что функция Гамильтона имеет максимум при

U| =  R sgn ф2.

Вспомогательная перемепная ф2 определяется из уравпений ф( =  Ьгф2,
ф2 =  2афг — ф(, фз =  0 при конечных условиях ф, (/к) =  —Х|, \ji2 (/„) =  
=  — Х2, ф, (/„) =  — 1. Исключая фь  получим

фг — 2афг +  Ь2ф* =  0.

Решение этого уравнения при а* — Ь* <  0 имеет вид

Фг (0  “  А |еа> sin ( У Ьг — о* ( +  А г),
где At и А 2 определяются из конечных условий. Оптимальное управление 
определяется формулой

ut =  Л sgn \Ait»t sin ( У Ьг — a2 t -}- Л*)1.

Для определения постоянных At и А 2 необходимо подставить найденное 
управление в уравнении для yt и уг и проинтегрировать их при ааданных 
начальных условиях. Тогда A t, А 2, X,, Х2 и момент окончания управления 
определяется из заданных конечных условий для yit у г, ф! и ф2. Эту часть 
'плачи можно решить только численно.

Рассмотрим задачу управления конечным состоянием объекта, 
описываемого уравнениями (16 .2 .1 ), при заданном начальном 
состоянии у (t0) =  У о- Требуется определить оптимальные управ
ления и/, ограниченные по модулю, | u j | ^  Л/, обеспечивающие 
минимум заданной функции конечного состояния:

/ (<н) =  F  (у, (<„), . . . , { / „  (/„)). ‘ (16 .2 .8 )



Добавим к (16.2.1) уравнение (16 .1 .9), которое в данном случав 
имеет вид

П
V n + i ^ ' Z  t) +  uj], {/„+,(t0) =  F ( V  (to)). (16.2.9>

Так как никаких ограничений на конечное состояние объекта 
не наложено, то л =  уп+1 (<„). Учитывая (16.2.1) и (16 .2 .9 ), 
находим функцию Гамильтона (16 .1 .13);

П П

/ / = 2  ( ^ / + ^ п + 1 - ^ - ) ф / ( у ,  о + 2  ( ♦ * + ♦ » + « ^ ) и<- 
1=1 1=1

Отсюда видно, что II  будет иметь наибольшее возможное значение 
в любой момент t, если

Ui =  l i isg4  ( t y  +  Ф п -н ^ )  ( t = l ,  . . . , п ) .  (16 .2 .1 0 )

Таким образом, управления и в этом случае имеют релейный
д F

характер с функциями переключения if, +  ij3n+t . Для опре
деления этих фупкций переключения необходимо проинтегриро
вать уравнепня (16 .1 .14), которые в данном случае имеют вид

♦»+i =  о J

с конечными условиями i|>i (tK) =  0  (i — 1, . . . ,  n),\|>„+1 (<„) =  — 1. 
Из этих уравнений следует, что (t) =  — 1. Присоединяя
к уравнениям (16.2.11) систему (16.2 .1) и формулу (16.2 .10), полу
чим полную систему уравнений, определяющих и f/,-. Численное 
их решение дает возможность найти функции ij>, и yi и оконча
тельно определить оптимальные управления uj. Отметим, что 
только в случае линейного объекта (функции (р, линейно зависят 
от Уд уравнения (16.2 .11) интегрируются отдельно.

П р и м е р  16.2.2. Объект управления описывается лвиеинымн урав
нениями

Vi =  «11 ( 4  У<+  " » ( < )  У* +  “ 1> Уа =  "21 (<) 1/1 +  «22 ( 0  Уг

при начальных условиях yi (0) =  j/io• Уг (0) =  уго- Требуется оиределить 
оптимальное унравление, ограниченное но модулю, | и, | •< И, минимизи
рующее модуль координаты yt в момент времени I  (lK) =  F (у, (tK)) =  
=  I Vi (<к) I» Дополнительное уравнение для у3 в данном случае имеет вид
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l/з =  I Vi I» 1/з (0) ■= I Ую I-
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В  соответствии с (16.2.10) оптимальное управление определяется формулой
u, =  R sgn (\f, — sgn у,).

Для определения служат уравнения

4 > t =  — «11 ( 0  Ч>1— “ 21 ( 0  ' h  +  o n  s8 n Vi. ' М ' к )  =  0 ,

— а ,2 (I) ф , -  аг2 (0  ф2 +  в 12 (0  sgn у„  ф2 0 к )= 0 .
Численное решение этих уравнений совместно с уравнениями для у,, у* 
при учете формулы для ut дает возможность определить оптимальпое управ
ление Uj (t).

Рассмотрим третью типовую задачу определения оптимального 
управления для объекта, поведение которого описывается теми же 
уравнениями (16 .2 .1), при заданном пачальном состоянии у0 =  
=  у (t0). Требуется определить оптимальные управления и/, огра
ниченные по модулю, | Uj | ^  Ri,  и переводящие объект из началь
ного состояния yi (t0) в заданное конечное состояние (<„) за задан
ное время tK — t0 при минимизации интеграла (16.1.7).

Добавляя к уравнениям (16.2.1) уравнение (16.1.10) и учиты
вая, что конечпое состояние объекта задано, запишем минимизи
руемый функционал в виде

я  =  у , +1(<к)Ч- 2  b j y j M -  ( 1 6 .2 .1 2 )
j= i

Используя уравнения (16.2.1) и (16.1 .10), находим функцию 
Гамильтона (16.1 .13):

П

Я — 2  4>il4>i(y. 0  +  ы*1 +  Фп+i ’̂ ( У , U, t). (16 .2 .13) 
1=1

Условие максимума этого выражепия с учетом ограничений | м4 | ^  
^  R i  определяет оптимальное управление и  как функцию величин 
Vtpn-H, У и t. Для определения вспомогательных переменных 
г|1/, ф„+| составим уравнения (16.1.14) при конечных условиях
(16.1 .15):

(* =  1 ............» ) ,

M>n+i =  0 ,  ф„+1 ( < „ ) = — !•

(16.2 .14)

Из последнего уравнения следует, что ф„+, (1) =  — 1. Объединяя 
уравнения (16.2 .1), (16.2.14) и формулу для и ,  полученную нз усло
вия максимума Я ,  и учитывая начальные п конечные условия, 
получаем полную систему уравнений, числепное решение которой 
Дает возможность определить все переменные и вычислить опти
мальные управления uj (t).
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П р и м е р  16.2.3. Рассмотрим систему, поведение которой описывается 
уравнениями

Требуется иайти оптимальное управление и,, ограниченное но модулю, 
| и, | <  Я , переводящее объект из начального состояния yt0, у 20 в состоя
ние у1и, у2к за заданное время 1К и минимизирующее интеграл

Дополнительное уравнение (16.1.10) в данном случае имеет вид

С учетом заданного конечного положения объекта минимизируемый функцио
нал принимает вид (16.2.12). Функция Гамильтона определяется формулой

И =  +  \f2 (—ауг - f  u,) +  ф, | и, |.

Уравнения (16.2.14), определяющие функции if, и \|-2, имеют вид

я Н'а (0  =  — Оптимальное управление, доставляющее максимум функ
ции II, имеет вид и, =  0 при | ф2 (I) | <  1, и, — R  sgn \f2 (/) при | if>2 (<) | >  Я  
Оптимальный процесс н оптимальное управление ui (/) определяются путем 
численного решения уравнений для yt, у2 , i| , , \J>2 при учете полученной форму
лы для и 1, а также начальных и конечных условий.

П р и м е р  16.2.4. Объект управления описывается уравнением

Требуется определить оптимальное управление и, ограниченное по модулю,
1 u | <  25, при котором объект за заданное время /н — 10 =  1 с переводится 
нз начального состояния у0 =  0 в конечное ук =  10 и при этом функционал

Оптимальное управление, минимизирующее функцию //, имеет вид

У\ =  Уг, У г = —«У\+ч\ ( » > 0 ) .

к

ф, =  0, ф2= — ф2 +  <пр2, 'М < к ) = — *■«> Ф* ('и) = — *■»•

у =  —0,6у +  и, у (<0) =  0 , у (/„) =  10.

к

принимает минимальное «значение.
Минимизируемый функционал (16.2.12) имеет вид

Я =  Уг (<к) +  *101 (<к).

где у2 =  у\ +  1,25гв*, yi =  у. Функция Гамильтона в данном случае имеет вид

11 =  у|> ( —0,6у, +  и) — — 1,252и2.
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где к =  1,25, R  =  25. Для определения функцни составим уравне
ние (16.2.14):

*  =  0 ,6 *  +  2У1, *  (<к) =  0.

Далее решение задачи можно получить путем совместного численного инте
грирования уравнении для у, и *  при учете найденного вида управления и.

§ 16.3. Динамическое программирование

Метод динамического программирования был разработан прак
тически одновременно с принципом максимума и представляет 
собой другой способ решения тех же вариационных задач с огра
ничениями на управления и на фазовые координаты объекта. 
Птот метод достаточно полно обоснован для оптимизации дискрет
ных систем, в области которых лежит основная сфера его приме
нения. Прн этом вариационная задача рассматривается как много
этапный процесс решения более простых задач, а оптимальное 
управление отыскивается последовательно шаг за шагом.

Прн применении динамического программирования к вариаци
онным задачам теории управления снимается трудность решения 
граничной двухточечной задачи, к которой приводит применение 
принципа максимума. Однако возникают свои вычислительные 
трудности, связанные с возрастанием размерности решаемых 
задач.

Метод динамического программирования обладает большой 
общностью и применим для решения широкого круга задач, 
в которых связи между координатами, управлениями и сами 
критерии могут быть заданы в виде уравнений произвольного 
вида, графиков или таблиц.

При некоторых допущениях метод динамического программи
рования применим непосредственно и к непрерывным системам, 
описываемым дифференциальными уравнениями. В этом случае 
вариационная задача также сводится к некоторой граничной зада
че дифференциальных уравнений в частных производных, решение 
которой, однако, связано с вычислительными трудностями.

В основе метода динамического программирования лежит 
принцип оптимальности, доказанный Р. Веллманом, как общее 
необходимое условие оптимального процесса, справедливое как 
для дискретных, так и для непрерывных систем. Этот принцип 
формулируется следующим образом: оптимальное управление 
обладает тем свойством, что, каково бы ни было начальное состоя
ние и управление до данного момента, последующее управление 
должно быть оптимальным при том состоянии, в которое пришла 
система в результате первого этапа управления 177, 78]. Из прин
ципа оптимальности следует, что оптимальное управление опре
деляется. лишь состоянием системы в каждый данный момент
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времени и целью и не зависит от состояний в предыдущие моменты 
времени.

Для изложения существа метода и получения рекуррентпых 
расчетных соотношений рассмотрим простейшую одномерную дис
кретную систему, поведение которой описывается разностным 
уравнением на заданном интервале tH — t0 =  Т:

У ( к +  1) =  У (к) +  / (у (к), и (к), к), (16.3.1)

где у (к) — координата системы, и (к) — управление в момент 
времени кТ„  (к =  0 , 1, . . N), Т „ =  (tK — t0) /N — интервал 
дискретности. Пусть начальная координата объекта равна у (10) =  
=  у о, а управление ограничено, | и | ^  Л.  Требуется определить 
последовательность оптимальных управлений и (0), . . ., и (N  — 1), 
минимизирующую сумму

/ =  S  F  (у (к), и (к)) +  Q(y (N)),  (16 .3 .2 )
h=0

где F  и Q — некоторые известные функции. Задача минимизации 
функции (16.3.2) многих переменных и (0), и (1), . . ., и (N  — 1) 
сложна. Однако, воспользовавшись принципом оптимальности, 
можно свести общую операцию минимизации функции многих 
переменных к последовательной минимизации функций одной 
переменной. Действительно, рассмотрим последний иптервал 
(N  — 1) Т„  ^  t ^  N T „, предполагая, что состояние у (N  — 1) 
известно. На оспованни принципа оптимальности управление 
и (N  — 1) на этом интервале зависит от у (N  — 1), должно удов
летворять ограничению и минимизировать на этом интервале 
сумму, входящую в (16.3.2):

/ * -«  =  F (у (N  -  1), u ( N - i ) )  +  Q (у (ЛГ)). (16.3.3)

Заменив у (JV) его выражением из уравнения (16 .3 .1), получим

/.у-. =  F  (у ( N  — 1), и (N -  1)) +  Q (У (N -  1) +  / ({/ (N  -  1),
u ( N  - i ) ,  N  -  1)). (16.3.4)

Сумма (16.3.4) зависит от одной неизвестной и (N — 1), к о т о р у ю  
следует выбрать из условия минимума I N-i пРи учете ограни
чения на и. Обозначим это оптимальное значение и* (N  — 
а минимальное значение /дг-ь зависящее от у (N  — 1), через
S S - t ( y ( N -  1)):

Ss- i  (У(Н— 1))=  min I s -1 =
|u(W -l)|<:H

=  min { F ( y ( N - i ) ,  u ( N — \)) +  Q(y (N — i )  +
|u(JV-l)|<R I

+  f ( y ( N - 1), u ( N - 1), Л Г -1 )) } .  (16.3.5)
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Таким образом, минимизируя (16.3 .4) по переменной и (N  — 1), 
определяем функцию 5 (у (N  — 1), (N  — 1)).

Перейдем теперь к интервалу времени (N  — 2) Т п ^  t ^  N T „, 
состоящему из последнего и предпоследнего участков. Этому 
интервалу соответствует сумма, входящая в (16 .3 .2),

I N - 2  =  F  (у (N  -  2), и (N — 2)) +  (16.3.6)

Так ж е, как и ранее, состояние у (N  — 2) считаем известным. 
Тогда на основании принципа оптимальности состояние у (N — 2) 
и цель управления — минимизация / w_2 — определяют опти
мальное управление на интервале ((N  — 2) Т п, N T „). Определим 
минимум I N- г п0 11 (N  — 2) и и (N  — 1), обозначив его через 
S  V 2*

*^лг-г(у(^г — 2 ) ) =  min I n-z• (16 .3 .7)
|u(N-2)|«B
ju ( W - i ) k «

Учитывая, что минимум I N-t по и (N — 1) уже определен и равен 
S y . I (У (N — 1), (N — 1)), а у (N — 1) зависит от у (N  — 2) 
и и (N  — 2) согласно уравнению (16 .3 .1), выражение (16.3 .7) 
запишем в виде

S y- 2 ( y ( N - 2 ) ) =  min { F ( y ( N - 2 ) ,  u ( N - 2 ) )  +
|u(N-2)|$R

+  S N_l ( y ( N - 2 )  +  f ( y ( N - 2 ) ,  u ( N - 2), (Л Г -2 )) ) } . (16.3 .8)

Минимизация здесь производится также по одной переменной 
и (N — 2) при заданной координате у (N  — 2). В  результате 
определяем оптимальное значение и* (N — 2) и S N . 2  (У (N — 2)) 
как функции у (N — 2).

Продолжая описанную процедуру оптимизации по шагам 
от конечного момента времени iV к начальному, получим рекуррент
ную формулу
S N. h (у (N — к)) =  min { F  (у (N — к), u ( N  — k)) +

|u(tf-fc)|s=H

+  S N. h+i( y ( N - k )  +  f ( y ( N - k ) ,  u ( N - k ) ,  ( N - k ) ) ) } ,  (16 .3 .9 )

в которой минимизация производится по одной переменной 
и (N — к). В  результате оптимальное управление и* (N — к) 
в момент времени t =  (JV — к) Т а определяется как функция
II (N -  к).

Применяя формулу (16.3 .9) последовательно для к =  1, . . ., N,  
определяем управления и* (N — к) и, наконец, приходим к зна
чению к =  N,  прн котором определяем и* (N  — N)  =  //* (0) — 
Управление в начальный момент времени, зависящее от начального 
известного состояния объекта у (0) =  у0. В  результате полностью 
°пределяется оптимальное управление на задаппом промежутке 
времени.
*“ Под ред. В. С. Пугачева



658  ГЛ . 18. М ЕТОДЫ  О П РЕДЕЛЕНИ Я ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИ Я

Весь изложенный алгоритм справедлив и для многомерны» ■  
систем с любым числом управлений ыь . . ы„. Д ля применения 
его необходимо заменить скаляры у, и, f  в приведенных формулах I  
соответственно векторами у , и ,  /. В  результате потребуется на к аж -Я  
дом этапе минимизировать функцию г переменных u, (N — к), . . . 1 
. . ur (N — к). При этом на каждом этапе вычислений н еобхо-я  
димо определять и запоминать две функции S N (у (N — к)) Я 
и S N_h+i (У (N — к +  1)) и переменных. Это требует б о л ьш о го ! 
объема памяти при вычислениях на машине. В этом с о с т о я т ! 
вычислительные трудности метода дипамического программи- Я 
рования.

П р и м е р  1 6 .3 .1 . Решим задачу, рассмотренную в примере 1 6 .2 .4 , 1  
применив метод динамического программирования. Д ля этого заменим диффе- Я

Гнциальное уравнение разностным, а интегральный критерий — гуммой. ]  
результате приходим к задаче отыскания оптимального управления в дне- Я 

кретной системе, описываемой уравнением

Vk+i =  У к +  (“л — 0 ,6 y h) Д< (* =  0 , 1, . . . ,  N ).

Допустим, что объект управления имеет 6 дискретных состояний: 0 , 2 , 4 , 6 , '
8 , 10. Требуется определить оптимальные управления u j ,  ограниченные по 
модулю, | ик | <  25 , при которых объект переходит из начального состояние ■  
у0 — 0  в состояние yN — 10 за время Т =  1, так , чтобы минимнзнроватьН  
величину

N- 1
/ =  2  ( * i  +  l,2 5 2 u i)A t. 

fcto

Д ля решения задачи методом дипамического программирования примем Л 
постоянный интервал дискретности At =  0 ,2  и, значит, N =  5. Определщ^И 
сначала траектории, ведущие в конечную точку у$ =  10 из любого положе
ния yit в котором система может быть к моменту <4, и вычислим для них 
значения критерия по формуле

A  =  (l/l +  1.252uJ)A«.

Вычисленные значения /4 приведены в таблице 1 6 .3 .1 . Там ж е  показаны | 
значения соответствующ их управлений и4.

• На рис. 16 .3 .1  изображены точки, характеризующие возможные состоя
ния объекта. На этом ж е рисунке прямыми л и н и я м и  изображены траектории 
перехода объекта из одного состояния в другое. Над отрезками прямых даны 
значения критерия /4 для соответствующ их переходов. Из результатов вычис-

ТАБЛИЦА 16 .3 .1

Ук 0 2 4 6 8 10

/* 782 529 332 177 81 31

“ 4 50 4 1 ,2 3 2 ,4 2 3 ,6 1 4 ,8 6
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леннй и таблицы 16.3 .1  следует, что возможны только три траектории пере
хода, для которых | u* | <  25. Эти траектории отмечепы сплошными отрез
ками прямых, а остальные — пунктиром. Следовательно, в момент времени 
/4 =  0 ,8  объект может находиться 
и трех положениях: 6 , 8 или 10. у

На следующем этапе вычи
сляем

/з=(!/§-И.25и!) А< +  /4 
н определяем траектории перехода 
и состояние уь =  10 из различных 
состояний в момент t3. Надо най
ти для каж дого исходного поло
жения этого этапа единственный 
оптимальный путь, имеющий наи
меньшее значение /3 и допустимое 
и3. На рис. 16.3.1 сплошными ли
ниями показаны эти оптимальные 
пути с обозначением соответству
ющих значений Д/а =  / , — /4.

На следующем и вообще на 
каждом текущем участке тоже для 
каждого исходного положения вы
бирается единственная оптималь
ная траектория с наименьшим 
значением критерия, удовлетворя
ющая ограничению | и | <  25.
В результате такого целенаправ
ленного перебора возможных ре
шений, на каждом следующем расчетном этапе для каждого исходного состоя
ния исключаются неонтнмальпые варианты и выбирается только одни — 
оптимальный вариант. П родолжая таким образом вычисления и построения 
оптимальпых траекторий из каждой исходной точки, доходим до последнего 
этапа, на котором рассматривается одна исходная точка у0 =  0 . Д ля  этой 
точки строятся траектории в точке 0 , 2 , 4 , 6 , 8 , 10, и для них вычисляются 
управления и критерий

/о=М -И .25М )Л« +  /,.
После этого определяется, на какой траектории суммарный критерий мини
мален. Минимальное значепие критерия в данном случае S0 =  268 дости
гается для траектории, показанной на рис. 16 .3 .1  жирной линией. В  табли
це 1 6 .3 .2  приведены отрезки оптимальной траектории, соответствующие 
оптимальные управления uh и значения критерия ЛI h на этих отрезках.

ТАБЛИ ЦА 1 6 .3 .2

Рис. 16.3.1.

42*
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§ 16.4. Применение динамического программировании 
к непрерывным системам

Метод динамического программирования может быть при 
некоторых допущениях распространен также на непрерывные 
системы и приводит к своеобразному дифференциальному уравне
нию в частных производных.

Рассмотрим задачу оптимизации управления при интеграль
ном критерии и заданном начальном состоянии объекта. Конечное 
состояние объекта может быть фиксированным или произвольным. 
Пусть поведение объекта описывается системой уравнений в век
торной форме

где / / и м  — векторы, размерности п, г соответственно, г ^  п. 
Предположим, что управление объектом производится на заданном 
интервале времени (<0, <„) и требуется выбрать вектор управления 
и, принадлежащий области /?, и  6 # , минимизирующий функцио
нал

где F  — заданная интегрируемая функция, Q — заданная функция 
конечного состояния. объекта. Обозначим через и *  (t) вектор 
оптимального управления, а через у  (t) траекторию объекта при 
оптимальном управлении. Для этой оптимальной траектории 
введем функцию Веллмана

0  =  mm [  j  F (у  (т), и  (т), т )т  +  (> 0/(<„))] • (16.4.3)

Она в общем случае зависит от координат оптимизируемого интер
вала и самого момента времени t.

Выведем уравнение, которому удовлетворяет функция S , 
применив принцип оптимальности. Д ля этого возьмем бесконечно 
малый интервал (/, t +  At) и предположим, что оптимальное управ
ление для интервала (t +  At, tK) найдено. Перепишем формулу 
(16.4:3) в виде

У  =  / (//, и ,  /), у  ( t о) = у 0, (16.4.1)

К
I  (<к) -  j  F (у  (0, и (/), о  dt + Q (// (*„)), (16.4.2)

to

к

I+ A 1

S ( y  (ty, 0==m in Г [ F  (у  (т), и  (т), т)г*т +

<+д<



или, с точностью до бесконечно малых высшего порядка,

S ( y  ( 0 .  « ) -
=  m inl/’ (?/ (<), u (t) , t)At +  S ( y ( t  +  At), < +  Л<)Ь (16 .4 .4)

м £ й

Предположим, что функция S непрерывна и имеет всюду непре
рывные частные производные по всем своим аргументам у,, t. 
Это основное допущение при применении метода динамического 
программирования к непрерывным системам, которое теоретически 
пока полностью не обосновано 180]. Разложим второй член в квад
ратных скобках в (16.4 .4) в ряд Тейлора в окрестности t и ограни
чимся члепами не выше первого порядка относительно Д<. Тогда, 
учитывая (16 .4 .1), получим

S ( y ( t  +  M), t +  \t) =

=  S ( y , t ) + ^ i ^ ^ - f l ( y ,  и , < ) A I +  0  А * .

Подставим это выражение в (16.4.4) и учтем, что S (у , t) 
и dS {у , t)ldt не зависят от и ,  вследствие чего их можно вынести 
з а  знак минимума по и . В  результате получим

S ( v , t ) = S ( y , t ) + - 2 2 ^ A t +

-j-m in { f ( | / ( 0 ,  «*(<). 0  +  2  °  U (У ' и ' 0  }  •

Разделив это уравнение на Дt после сокращения S (у , t) и устре
мив Д/ к нулю, получим

— dS (*  0  ■= min [ F ( y ,  и ,  0 + 2  ^ду', °  * ) }  ’ (16-4 -5)

Это уравнение называется уравнением Р. Веллмана. Его можно 
переписать в векторной форме

— =  min {F (у , и ,  *) +  (gradS(y, t), f ( y ,  и , /))}. (16 .4 .6 )
01 н£Я

где второй член в правой части представляет собой скалярное 
произведение вектора grad S (у ,  <) с компонентами dS (у,  t)/dyt 
и вектора / ( у ,  и ,  <) с компонентами /, (у , и, t). Граничное усло
вие для уравнения Веллмана имеет вид

^ (у ,  /к) =  Q (У (<„))• (16.4.7)

частном случае, когда в минимизируемом функциопале (16.4.2) 
отсутствует второй член, Q (у  (<„)) =  0 , условие (16.4 .7) принимает 
" « Д  S  (у , tK) =  0.

I 10.4. ПРИМЕНЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 661
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Оптимальный вектор управления и  определяется путем мини
мизации правой части в (16.4 .6). При этом оптимальное управле
ние и  будет зависеть от grad S (у , t). Подставляя найденное выра
жение для и  в (16 .4 .6), получаем уравнение в частных производ
ных, в которое не входит и. Решив это уравнение и определив
S (у , и , t), найдем явный вид оптимального управления и .

Решение уравнения Беллмана само по себе связано с серьез
ными трудностями. Решить его аналитически можно только в очень 
немногих частных случаях. Поэтому, как правило, его приходится 
решать численными методами.

П р и м е р  1 6 .4 .1 . П усть объект оиисывается уравнениями

=  +  V» =  “2- 
Требуется выбрать управление и, минимизирующее функционал

*к

/ ( ‘к)’  j  М М  4. VI (4 .0 А 
<0

на заданном интервале (t0, /к) прн заданных начальных значениях yt (t0) =
=  tfio. Вг М  =  Уго-

Уравнение Беллмана (16 .4 .6 ) для данного случая имеет вид

dS (у, 4
at

=  m in [V (у ,, уг, 4 +   ̂ ( иУ1 +  Уа) +  ̂ “2] • (16.4.8)

Выражение в квадратных скобках принимает минимальное значение при и, 
равном

У1 d S  (у. 4 I * S  ( у ,  4
2 дух I  дуг

Подставляя это выражение в правую часть уравнения Беллмана (16 .4 .8 ) 
и опускай символ m in , получим уравнение в частных производных для опре
деления функции S  (у , t)\

dS  1 * ( d s \2- l a s  — * = ' ( * * •  У*.

Это* уравнение надо решить при граничном условии S  (у ,, уг, tK) =  0 .
П р и м е р  1 6 .4 .2 . Определим оптимальное управление для у с л о в и й  

примера 16.4.1 при ограничении на управление | и | <  1. В  этом случае 
оптимальное управление и, минимизирующее выражение в квадратных 
скобках в (1 6 .4 .8 ), имеет вид

и =  v (4  при | v (0  | <  1, 

и =  sgn v (t) при | I» (<) | >  1,
где

yi dS I a s
2 d y j  дуг '
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П одставляя полученное выражение для управления в правую часть урав
нении (1 6 .4 .8 ), нолучаем уравнение в частных производных для функции S 
с  тем ж е  граничным условием. Решение этого уравнения, как и в предыдущем 
примере, может быть получено только численно.

П р и м е р 1 6 .4 .3 . П усть поведение объекта управления описывается 
.пшенными уравнениями 

»
У 1 =  2 j  a U V l+ m l u* V t(‘ o) =  Vto (*•=!. •••, »), 

i - 1
где ац , nif — заданные постоянные * ) .  Требуется найти управление и, кото
рое за бесконечное время переводит объект из начального состояния yi0 ф  О 
при t0 =  0  в нулевое положение у{к =  0 , минимизируя функционал

ОО П

/ = = (  2  ( et m » i + T u2) dx'
6 i . i - 1

где cij, k  — заданные постоянные. На управление дополнительных ограни
чений не наложено. Принимая во внимание, что система стационарна, соста- 
иим уравнение Беллмана, которое в данном случае имеет вид

п п п

m i n [  ^  си У 1 У ) + - ^ и г +  2  (  2  e M W + mlu ) l = ° -  (16.4.9) 
“ i. i= l  i - l  M

Д ля определения и, доставляющего минимум выражению в квадратных скоб- 
ках , служ ит уравнение

т “+ 2
i - l

Отсюда получаем оптимальное управление в форме

1 к V  m dS м  “ — т  2 j  т‘ ■ 
i - l

П одставляя это выражение в (1 6 .4 .9 ), получаем уравнение для определе
ния S (и):

2  '1 )У 1 У }+ -Т  ( 2  m'| ^ ) +
i. i - l  i - l  »

+  2  ( 2  a u v> - т  m i  2  m' | r J = 0 - (16 ,410) 
i - l  i - t  i - l

1’ешение этвго нелинейного уравнения можно искать в виде квадратичной
формы

п
5 =  2  ЬгрУгУр- 

г, р -1
Подставляя это выражение в (16 .4 .10 ) и приравнивая нулю коэффициенты 
при одинаковых произведениях переменных угур , получаем для неизвестных

*) Этот пример заимствован иа книги А. М. Летова [92].
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коэффициентов Ьгр следующие нелинейные уравнения: 
п п

— к V  mlmJblpbiq + ' 2 i a(Qbip =  ~ сря (Р> 4 — U •••. «)• (16.4.11) 
i, 1 i=l

Реш ая эти уравнения, определяем искомые коэффициенты Ьрч (р, q =  1, . . .
. . . ,  л). После их определения окончательно находим 

п п
« =  — 2  dpVp* dp —к ^  mlbip (р=  1» • ••» я).

p = l

Таким образом, в данном случае управление может быть определено авали* I 
тически. Однако уравнення (16 .4 .11 ) приходится решать численными j 
методами.



Г л а в а  17

с а м о н а с т р а и в а ю щ и е с я  СИСТЕМЫ

§ 17.1. Управление при неполной информации

Проектируя автоматическую систему, конструктор всегда ста
рается сделать ее возможно проще^ обойтись по возможности 
простыми корректирующими цепями с постоянными параметрами. 
При этом расчет системы управления ведется в предположении, 
что дипамнческие характеристики объекта управления известны. 
Однако в действительности динамические характеристики объектов 
управления бывают известны лишь приближенно. Кроме того, 
характеристики объектов управления обычпо изменяются с изме
нением внешних условий. Т ак , например, динамические харак
теристики самолета или крылатой ракеты зависят от скорости 
полета и плотности воздуха (т. е. от высоты полета) вследствие 
зависимости от этих факторов аэродинамических сил и моментов. 
Кроме того, динамические характеристики самолета или крылатой 
ракеты могут измениться вследствие повреждений, полученных 
в результате действий противника. Благодаря запасам устойчиво
сти система управления, спроектированная для определенных 
расчетных характеристик объекта управления, будет успешно 
осуществлять управление объектом и в том случае, когда его 
характеристики несколько отличаются от расчетных. Методы, 
изложенные в предыдущих главах, дают возможность опреде
лять допустимые пределы изменений характеристик объекта уп
равления, не приводящих к нарушению работы системы управ
ления.

В  некоторых случаях диапазон изменения характеристик 
объекта управления вследствие изменения внешних условий 
бывает настолько большим, что управление объектом при помощи 
простейшей системы управления, имеющей постоянные параметры, 
становится невозможным. Например, для современных самолетов 
и крылатых ракет часто оказывается невозможным спроектировать 
систему управления с постоянными параметрами, которая могла 
бы осуществлять управление полетом на всех высотах и при всех 
скоростях полета. В таких случаях можно применить систему 
управления с изменяемыми параметрами (чаще всего оказывается 
Достаточным изменять коэффициенты усиления корректирующих
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цепей) и ввести в нее дополнительные цепи настройки изменяемых 
параметров в зависимости от внешних условий.

Вместо цепей настройки параметров системы управления 
можно также применить методы стабилизации динамических 
характеристик объекта управления с помощью дополнительных 
обратных связей. Это позволяет уменьшить диапазон изменения 
характеристик объекта при изменении внешних условий и, следо
вательно, расширить диапазон изменения внешних условий, при 
которых возможно применение системы управления с постоянными 
параметрами.

Однако и системы управления с изменяемыми в зависимости 
от внешних условий параметрами не могут обеспечить управление 
объектом при значительном изменении характеристик объекта 
вследствие не предусмотренных в конструкции системы управления 
причин. Т ак , например, динамические характеристики самолета 
или крылатой ракеты могут значительно измениться вследствие 
обледенения или значительных повреждений в результате действий 
противника, не приводящих, однако, к невозможности продолже
ния управляемого полета. Кроме того, в промышленности часто 
встречаются объекты управления, динамические характеристики 
которых совершенно неизвестны и не могут быть достаточно просто 
определены. Примерами таких объектов могут служить доменная 
печь и различные агрегаты химической промышленности. В  таких 
случаях обычно приходится применять систему управления со 
сложными цепями настройки параметров, осуществляющими 
автоматический поиск подходящих значений параметров на 
основе анализа результатов управления и поведения объекта уп
равления.

Такие системы управления принято называть самонастраи
вающимися.

Оператор самонастраивающейся системы, обеспечивающий удо
влетворительное качество ее работы, устанавливается не сразу 
после начала ее работы, а лишь после некоторого периода времени, 
необходимого на поиск подходящих значений ее параметров. 
В  течение времени поиска такая система может работать совер
шенно неудовлетворительно. Это обстоятельство вообще характер
но для задач управления при отсутствии достаточно полной 
информации.

На практике часто встречаются случаи, когда пе только 
характеристики объектов управления, но и статистические 
характеристики полезных сигналов и помех оказываются неиз
вестными. В  таких случаях развитые в предыдущих главах 
методы расчета автоматических систем оказываются бессильными. 
Мы не можем тогда спроектировать не только оптимальную 
систему, но и вообще систему, которая могла бы обеспечить 
удовлетворительное решение задачи. Для решения задач управ-
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лення в таких случаях надо предварительно получить необходимую 
информацию о неизвестных характеристиках. Организовав соот
ветствующие эксперименты и обработав их результаты, мы можем 
после этого спроектировать систему управления изложенными 
в предыдущих главах методами. Так и поступали раньше. Однако 
сейчас техника автоматического управления достигла такого 
уровня, что обработка результатов экспериментов может быть 
возложена на саму проектируемую автоматическую систему. 
Д ля этой цели можно использовать вычислительные устройства, 
которые неизбежно приходится вводить в состав сложных систем 
управления. При таком подходе сначала проектируется система, 
а затем производятся эксперименты, результаты которых вводятся 
в систему и должны быть обработаны самой системой. Такие 
системы получают существенно новые качества по сравнению 
с  обычными системами управления, спроектированными для 
управления известными объектами при известных характеристи
ках полезных сигналов и помех. А именно такие системы обладают 
способностью совершенствоваться на основе получаемой ими 
информации —«учиться». Будучи вначале совершенно неприспо
собленными (или плохо приспособленными) для решения постав
ленной задачи, они постепенно «учатся» решать эту задачу, исполь
зуя для этого информацию, получаемую в начальном периоде 
их работы (во время проведения экспериментов).

Процесс совершенствования автоматической системы нй основе 
обработки вводимой в нее информации естественно называть 
обучением автоматической системы, а сами автоматические систе
мы, обладающие способностью совершенствоваться на основе 
накопления опыта и изучения получаемой информации,— обучаю
щимися или обучаемыми системами. •

Если обучающаяся система получает в процессе обучения лишь 
ту  информацию, которая содержится в ее нормальных входных 
сигналах, с которыми она должна работать и после окончания 
обучения, то такая система называется самообучающейся. Если же 
в процессе обучения в систему вводится дополнительная внешняя 
информация, кроме содержащейся в ее естественных входных 
сигналах, то мы говорим, что такая система обучается учителем. 
При этом учителем мы называем любой источник дополнительной 
внешней информации независимо от его физической природы. 
С этой точки зрения учителем автоматической системы может быть 
как человек, так и другая автоматическая система.

В некоторых случаях обучение автоматической системы может 
быть осуществлено в течение одного цикла или даже в точение 
сравнительно небольшого начального периода одного цикла ее 
работы. В других случаях обучение системы может быть осуществле
но только за несколько, иногда за большое число циклов ее работы. 
Самонастраивающаяся система, согласно дапному выше опреде
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лению, представляет собой такую самообучающуюся автоматиче
скую систему, у которой процесс самообучения протекает и закан
чивается в течепие сравнительно небольшого начального периода 
одного цикла ее работы. Таким образом, самонастраивающиеся 
автоматические системы представляют собой частный вид само
обучающихся систем.

В  этой главе мы ограничимся изложением некоторых основных 
принципов построения самонастраивающихся систем. Более общие 
типы обучающихся систем рассматривать не будем. Читатели, 
желающие ознакомиться с началами теории обучающихся систем, 
могут обратиться к работам 157, 611.

Д ля организации процессов обучепия в автоматических систе
мах можно применить изложенные в предыдущих трех главах 
методы статистической теории оптимальных систем. В  частности, 
эти методы могут быть с успехом использованы для обработки 
информации в самонастраивающихся системах с целью улучшить 
и ускорить процесс самонастройки.

Итак, для проектирования обычных систем управления с посто
янными или изменяемыми в зависимости от внешних условий 
параметрами необходима достаточно полная предварительная 
(априорная) информация об объекте управления и действующих 
на него возмущениях. А именно необходимо знать уравнения 
объекта и пределы возможного изменения его параметров, а также 
их зависимость от внешних условий. Самонастраивающиеся систе
мы и более общие типы обучающихся систем не требуют полной 
или даже вообще никакой априорной информации об объекте 
управления и действующих на него возмущениях. Однако само
настраивающиеся системы, как правило, значительно более слож
ны, чем обычные системы с постоянными параметрами или системы 
с настройкой параметров в зависимости от внешних условий. 
Кроме того, анализ результатов управления и поведения объекта 
управления и поиск наилучших в определенном смысле значений 
параметров системы управления требуют времени, причем это 
время тем больше, чем меньше объем априорной информации
об объекте управления.

Из изложенного можно сделать два вывода. Во-первых, при
менять самонастраивающиеся системы целесообразно только в тех 
случаях, когда нельзя обойтись обычными простейшими системами 
с постоянными или изменяемыми в зависимости от внешних усло
вий параметрами. Во-вторых, при проектировании самонастраи
вающихся систем всегда необходимо использовать всю имеющуюся 
априорную информацию об объекте управления и действующих 
на него возмущениях, так как только максимальное использование 
всей имеющейся информации дает возможность свести к минимуму 
время поиска подходящих значений параметров системы (время 
обучения системы).
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Рассмотрим основные принципы организации процессов само
настройки в автоматических системах.

В основу устройств, обеспечивающих автоматический анализ 
результатов управления и поведения объекта управления, должен 
быть положен какой-нибудь подходящий критерий качества систе
мы. За такой критерий качества в зависимости от назначения 
системы можно принимать различные величины, например: точ
ность управления, какой-нибудь показатель эффективности управ
ления, выходную мощпость, быстродействие, какую-нибудь дина
мическую характеристику замкнутой системы и т. д. Мы будем 
обозначать любой критерий качества системы, положенный в осно
ву устройства цепи самонастройки, через I.

На основе анализа измеренного или вычисленного критерия 
качества / система настройки должна определить отклонение 
поведения системы от желаемого и в соответствии с этим откло
нением выработать сигналы управления для исполнительных 
устройств цепи настройки, осуществляющих изменение параметров 
системы. Но аналогии с параметрами управления мы будем назы
вать величины, служащие мерой отклонения поведения системы 
от желаемого, параметрами настройки. Параметр настройки 
для каждого настраиваемого параметра системы должен быть 
скалярной величиной, определяющей интенсивность и направле
ние необходимого изменения этого параметра. Параметры настрой
ки мы будем обозначать буквой V , придавая нм в случае необхо
димости соответствующие индексы.

В зависимости от того, как формируются параметры настройки 
по критерию качества управления /, получаются различные прин
ципы устройства самонастраивающихся систем. В настоящее время 
самонастраивающиеся системы еще не получили широкого распро
странения. Их развитие еще только начинается. Поэтому мы 
ограничимся здесь рассмотрением двух наиболее характерных 
типов самонастраивающихся систем: систем с автоматической 
настройкой параметров по эталону и систем с экстремальной 
настройкой параметров.

В системах с настройкой параметров по эталону за параметр 
настройки для всех изменяемых параметров принимается откло
нение критерия качества / от ого значения соответствующего 
эталонной системе:

V  =  / -  /э. (17.2.1)

В системах с экстремальной настройкой параметры системы 
настраиваются так, чтобы критерий качества / имел экстремальное 
значение. В  этом случае за параметры настройки естественно 
принять частные производные критерия качества I  по соответ-

§ 17.2. Принципы построения самонастраивающихся систем
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ствующим параметрам системы k t, . . ., кп:

V .- Щ  ( * = 1 ...........” >• (17.2.2)

Таким образом, параметры настройки в системах с экстремальной 
настройкой обычно представляют собой составляющие вектора 
градиента функции I  (kiy . . ., кп) в пространстве настраиваемых 
параметров.

Изложенное показывает, что цепь настройки в любой само
настраивающейся системе должна содержать измерительные и вы
числительные устройства, определяющие в процессе работы систе
мы критерий качества I  и параметры настройки, исполнительным 
устройства, осуществляющие изменение параметров системы, 
и функциональные преобразователи, вырабатывающие сигналы 
управления исполнительными устройствами в зависимости от пара
метров настройки. Функциональные преобразователи предназначе
ны для обеспечения необходимого качества процесса настройки.

Таким образом, самонастраивающиеся системы, помимо непол
ной начальной информации о свойствах объекта управления, 
используют дополнительную информацию, получаемую в процесс» 
управления. В  этом отношении самонастраивающиеся системы 
являются первым шагом по пути исполъзовапия припципов само
совершенствования и самообучения, широко распространенных 
в живой природе.

Корректирующие цепи и цепи настройки в самонастраивающих
ся системах могут быть непрерывными, дискретными или смешан
ными (например, непрерывное корректирующее устройство с дис
кретной цепью настройки параметров). Прпмепение непрерывных 
или дискретных устройств в каждом конкретном случае опреде
ляется необходимостью достижения наибольшей простоты и надеж
ности проектируемой системы.

К самонастраивающимся системам полностью применимы общие 
методы исследования автоматических систем, изложенные в пре
дыдущих главах. Д ля применения этих методов необходимо 
к уравнениям, описывающим поведение объекта и системы управ
ления, добавить уравнения, описывающие работу цепей пастройки 
параметров системы. Полученная в результате система уравнений 
всегда будет содержать столько уравнений, сколько имеется 
неизвестных функций времени, определяющих состояние объекта 
и всей системы управления. Эта система уравнений полпостью 
определяет оператор самонастраивающейся автоматической 
системы.

Характерной особенностью полной системы уравпений, описы
вающих поведение самонастраивающейся системы, является то, 
что она всегда иелинейпа, вследствие того что в уравпення, описы
вающие работу системы управления (закон управления), входят
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произведения неизвестных — настраиваемых параметров системы 
управления и координат объекта управления, входящих в состав 
параметров управления. Вследствие этого в большинстве случаев 
приходится ограничиваться приближенным исследованием само
настраивающихся систем с помощью методов линеаризации, 
изложенных в главах 8 , 10 и 11.

§ 17.3. Стабилизация динамических характеристик объекта 
управления с помощью корректирующих цепей

В  предыдущем параграфе было отмечено, что расширения 
диапазона внешних условий работы системы управления в некото
рых случаях удается добиться путем стабилизации динамических 
характеристик объекта, уменьшения нх чувствительности к внеш
ним условиям. В  таких случаях можно обойтись без применения 
настройки параметров системы управления. А так как всегда 
желательно обойтись более простой системой с постоянными 
параметрами, если это возможно, то целесообразно исследовать, 
что может дать стабилизация дипамических характеристик объекта 
управления, прежде чем принимать решение о вводе в систему тех 
или иных цепей настройки параметров.

Д ля пояснения основной идеи стабилизации характеристик 
объекта управления рассмотрим стационарный линейный объект 
управления с передаточной функцией Ф (s), параметры которой, 
в зависимости от условий прнмепения объекта, могут иметь различ
ные значения *). Для изменения передаточной фупкции объекта 
управления таким образом, чтобы сделать ее при любых внешних 
условиях близкой к заданной эталонной передаточной функции 
Фэ (s), можно ввести в систему управления модель с эталонной 
передаточной функцией Фв (s), подать па ее вход сигнал управления 
объектом х и разность выходных переменных модели ув и объекта у 
добавить с большим коэффициентом усилепия к к сигналу управ
ления х. Иными словами, к сигналу управления объектом х  
следует добавить разность между желаемой выходной переменной 
уа и действительной выходной переменной объекта управления у 
с большим коэффициентом усиления, а для формирования желае
мой выходной переменной уа использовать модель с заданной 
передаточпой функцией Ф , (s). Структура такой системы управле
ния представлена на рис. 17.3 .1 . Выполпяя элементарные струк
турные преобразования методами § 4 .6 , убеждаемся в том, что

* )  Строго говоря, при изменении условий применения такой объект 
Уже не будет стациопарпой системой и, следовательно, понятие передаточной 
Функции теряет для него смысл. Однако если параметры объекта изменяются 
Достаточно медленно, чтобы их можно было считать постоянными в течение 
отрезков времени, значительно превосходящ их время переходного процесса 
объекта, то объект можно приближенно считать стациопарпым.
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эти операции рапноценны охвату объекта управления отрицатель
ной обратной связью  с большим коэффициентом усиления к 
и введению дополнительного последовательного корректирующего 
устройства с передаточной функцией 1 +  /сФэ («) (пунктирный 
прямоугольник на рис. 17 .3 .2). Таким образом, изложенный способ 
стабилизации характеристик объекта основан па применении 
обычных корректирующих цепей и не приводит к самонастраиваю
щимся системам.

Чтобы доказать, что изложенный способ действительно приб
лижает передаточную функцию объекта к желаемой и делает

ее слабо зависимой от внешних ус-
Утф(5)

-1

-| *  [—О

лопни, найдем передаточную функ
цию Ф| (s) полученной в результате

4>3(S) У*

Рис. 17.3.1.

системы (рис. 17 .3 .2 ). Для нахождения этой передаточной функции 
воспользуемся формулами (4 .5 .1) и (4 .5 .7). В  результате получим

Ф ,(5)
|1 +  *Ф э (»)]Ф («) [  к + Ф»<*>]

1 +  М>(*) т +ф«)
(17.3 .1)

При к оо правая часть этой формулы стремится к Ф„ (s). Поэтому 
при достаточно больших значениях к передаточная функция объек
та с введенными корректирующими цепями будет близка к Ф„ (s) 
и, следовательно, будет слабо зависеть от внешних условий. ]

П р и м е р  1 7 .3 .1 . Д л я  иллюстрации рассмотрим управление самоле
том или крылатой ракетой в вертикальной плоскости. На основании изло
женного в § 3 .16  движение самолета вокруг центра массы в вертикальной 
плоскости описывается приближенным линейным уравнением

а  +  с .а  4- саа  
а

Со —  Сдб. (17 .3 .2)

При горизонтальном полете с постоянной скоростью все коэффициенты урав
нения (17 .3 .2 ) постоянны и, следовательно, динамические свойства самолета 
можно охарактеризовать передаточной функцией

Фс (>)- *2 +  c .» + fa  а
(17.3.3)

Д ля  автоматического управления самолетом необходимо поставить на 
него рулевую машину, обеспечивающую управление отклонением руля о
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в зависимости от сигнала управления х по заданному закону. Считая рулевую 
машину приближенно линейной системой, обозначим се передаточную функ
цию через Ф р (*). Результатом работы системы управления является созда
ние управляющей силы, вызывающей нормальное ускорение самолета, 
изменяющее направление его полета в соответствии с сигналом управления х. 
Поэтому интересующей нас выходной переменной объекта управлепия — 
самолета — является его нормальное ускорение wN, вызываемое уп р авля
ющей аэродинамической силон. Это ускорение при малых углах атаки а

Ф/ s )  |— фс ( з )

Рис. 17.3 .3 .

можно считать равным iv4a a ,  где Аа  — коэффициент, зависящий от 
скорости полета н плотности воздуха (см. § 3 .1 6 ). Таким образом, система, 
состоящ ая из самолета н рулевой машины (рис. 1 7 .3 .3 ), при горизон
тальном равномерном полете является приближенно стационарной линейной 
системой с передаточной функцией

Ф ( * ) = -
СдЛдФр («) V
*2 +  с . г + с  а (17.3.4)

Эта передаточная функция зависит от скорости и высоты полета вследствие 
зависимости коэффициентов се, са , с .  и Аа  от скорости и плотности воздуха,

a
Если самолет предназначен для полета с различными скоростями в большом 
диапазоне высот, то коэффициенты сд, са , с .  и Аа  могут изменяться в сотни

а
раз. Вследствие этого одному и тому ж е сигналу управления х нрп различ
ных условиях полета будут соответствовать разные нормальные ускорения

Рис. 17.3.4.

самолета, изменяющиеся в сотни раз при изменении условий полета. М ежду 
тем ж елательно, чтобы самолет реагировал на данный сигнал управления х  
по возможности всегда одним и тем ж е  нормальным ускорением wN неза
висимо от условий полета. Поэтому примем в качестве желаемой зависи
мости между сигналом управления х и нормальным ускорением wN про
стейшую зависимость вида u>Y =  kwx и применим изложенный способ ста
билизации характеристик самолета. Т ак  как эталонная передаточная функция 
и данном случае равна просто постоянной Ф э (*) =  kw, то для стабилизации 
характеристик самолета достаточно поставить на него измеритель попереч
ного ускорения, которое при малом угле атаки приближенно равно wN, 
н ввести в систему управления отрицательную обратную свя зь  но попереч
ному ускорению с большим коэффициентом усиления' к с  одновременным 
вводом усиления с коэффнцнентЬм 1 +  kkw сигнала управления х (рис. 1 7 .3 .4 ).

43 под ред. В . С. Пугачева
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Изложенный метод стабилизации характеристик объекта управ
ления применим и к нестационарным линейным объектам, а также 
к нелинейным объектам с достаточно гладкими характеристиками.

Практические возможности применения изложенного метода 
стабилизации характеристик объекта управления ограничиваются 
двумя обстоятельствами. Во-первых, коэффициент усиления к 
нельзя брать произвольно большим, не нарушая устойчивости 
системы. Поэтому практически допустимо взять лишь максималь
ное значение к, при котором вся система в целом имеет достаточные 
запасы устойчивости. Во-вторых, любой объект содержит нелиней
ности. Т ак , например, в рассмотренном выше примере отклонение 
руля самолета имеет ограничения. Рулевая машина также являет
ся  нелинейной системой, так как ее скорость ограничена. С увели
чением усиления сигнала управления пропорционально растет 
уровень шумов на входах нелинейных звеньев, что приводит 
к уменьшению эффективных коэффициентов усиления этих звеньев. 
При больших значениях к эффективные коэффициенты усилеиия 
нелинейных звеньев по полезному сигналу (т. е. статистические 
коэффициенты усиления по полезному сигналу) будут близки 
к нулю и вследствие этого нелинейные звенья практически не будут ] 
работать. Поэтому возможности увеличения коэффициента усиле
ния к ограничиваются требованием, чтобы уровень шумов на вхо
дах нелинейных звеньев системы управления был достаточно мал. ' 
Отсюда следует, что, выбирая значение коэффициента усиления к, 
необходимо производить статистический расчет системы управле
ния методом статистической линеаризации и вычислять переда
точную функцию Ф, (я) объекта управления с корректирующими] 
цепями с учетом эффективных статистических коэффициентов 
усиления нелинейных звеньев системы управления. Только так 
можно будет выбрать оптимальное значение к, при котором дости
гается наилучшее приближение передаточной функции Ф , (s) 
объекта с корректирующими цепями к желаемой передаточпой 
функции Ф э (s). При этом в систему желательно ввести фильтры, 
подавляющие, насколько возможно, помехи во входных сигналах 
нелинейных звеньев.

Методы определения оптимальных фильтров и оценки возмож
ностей отделения сигналов от помех изложены в главах 13, 
14 и 15.

Вследствие рассмотренных причин невозможно добиться полной 
стабилизации динамических характеристик объекта управления 
и приближения их к заданным с любой степенью точности. Однако 
изложенный метод все же позволяет во много раз сократить 
диапазон изменения характеристик объекта управления при 
заданном диапазоне внешних условий и вследствие этого значитель
но расширить возможности применения простейших систем управ
ления с постоянными параметрами.
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§ 17.4. Самонастраивающиеся системы с настройкой 
параметров по эталону

Самонастраивающаяся система с настройкой параметров по 
эталону содержит модель, динамические характеристики которой 
принимаются за эталон, к которому желательно приблизить

Рис. 17.4.1.

характеристики системы, вычислители критерия качества управ
ления для системы и для модели, устройство сравнения, выраба
тывающее параметр настройки V , и функциональные преобразо
ватели, вырабатывающие сигналы управления для исполнитель
ных устройств, осуществляющих изменение параметров системы 
управления k t, . . к„.

На рис. 17.4.1 представлена структурная схема системы 
в случае, когда критерии качества управления для системы / 
и для модели /в могут быть вычислены непосредственно по вход- 
пым и выходным сигналам системы и модели. Очевидно, что такая 
система далеко не всегда может быть отнесена к классу само
настраивающихся. Т ак , например, если критерий качества управ
ления / зависит только от текущих значений выходной перемен
ной у, ее производных и интегралов от нее, то такая система 
не является самонастраивающейся, а представляет собой обычную 
систему со сложной нелинейпой корректирующей цепью. Чтобы 
сделать это ясным, рассмотрим частный случай следящей системы, 
для которой в качестве модели с эталонными характеристиками 
естественно принять идеальную следящую систему с передаточной 
функцией Ф 8 (s) s i .  В  этом случае за критерий качества системы

43*'
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можно принять ее ошибку х  — у. Тогда для модели критерий 
качества /э будет равен нулю и параметр настройки совпадет 
с параметром управления V  =  Д =  х — у (рис. 17 .4.2). В  этом 
случае корректирующая цепь с цепью настройки осуществляет 
сложное нелинейное преобразование параметра управления и ни- 
ла к их элементов самонастройки не содержит.

Заметим, что такие системы управления с нелинейными коррек
тирующими цепями часто бывают весьма эффективны и обеспечи
вают, как показали исследования JI . Г. Евланова, высокое быстро
действие и качество управления даже при быстром изменении

динамических характери
стик объекта управления.

Для того чтобы систе
ма рассматриваемого типа 
была самонастраивающей
ся, необходимо, чтобы кри
терий качества I  содержал 
некоторую информацию о 
динамических характери
стиках объекта управле
ния. которая могла бы 
быть использована для 
целенаправленного измене
ния параметров системы 
управления, а не была бы 

Рнс. 1 7 .4 .2 . просто функцией текущих
координат объекта управ

ления. Если критерий качества управления / содержит информацию 
о динамических характеристиках объекта управления, то для его 
вычисления необходим сложный анализ поведения объекта, вклю
чающий операции не только над выходными, но н над входными 
сигналами объекта. В этом случае система управления с настрой
кой параметров по эталону получает новое качество и может быть 
отнесена к классу самонастраивающихся.

В  некоторых случаях критерий качества управления I  можно 
определить с помощью дополнительных сигналов поиска (зонди
рующих сигналов), вводимых в сигнал управления. К системам 
такого типа мы приходим в случае, когда за критерий качества 
управления I  принята реакция системы на какой-нибудь типовой 
сигнал: весовая функция, переходная функция, частотная харак
теристика и т. д. В  этом случае для определения критерия качества 
управления I  можно периодически вводить в сигнал управления 
поисковые сигналы соответствующей формы. Соответственно цепь 
настройки должна содержать генератор поисковых сигналов, 
устройства для определения возмущений выходных сигналов 
объекта, вызываемых поисковыми сигналами, устройства для
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вычисления параметра настройки V  и исполнительные устройства 
(рис. 17 .4 .3).

В  качестве поисковых сигналов для определения весовой 
фупкции можно применить кратковременные импульсы или слу
чайные сигналы, близкие к белому шуму. Д ля определения 
переходной функции целесообразно применить в качестве поиско
вых сигналов ступенчатые сигналы. Д ля определения частотной

Рис. 17.4.3.

характеристики можно применить в качестве поисковых сигналов 
гармонические колебания или случайные сигналы, близкие к бело
му шуму.

При любом выборе критерия качества управления и типа 
поисковых сигналов поисковые сигналы не должны заметно возму
щать систему и нарушать ее работу. Поэтому поисковые сигналы 
должны быть достаточно малыми. Вследствие этого для выделения 
результатов влияния поисковых сигналов на выходные сигналы 
системы и модели в большинстве случаев необходимо применять 
статистические методы как наиболее тонкие методы, позволяющие 
с максимально возможной точностью отделять слабые сигналы 
от помех н других посторонних сигналов (эти методы изложены 
в главах 13, 14 и 15). Соответственно и вычислительные устройства, 
определяющие параметр настройки, должны быть в большинстве 
случаев основаны на принципах статистической теории оптималь
ного отделения сигналов от помех.
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П р и м е р  1 7 .4 .1 . В  качестве примера на рис. 17 .4 .4  дана структурная 
схема системы с автоматической настройкой коэффициента усиления последо
вательной корректирующей цени с  помощью синусоидального поискового 
сигнала небольшой амплитуды х„ =  а„ sin шп(. Этот сигнал подается на 
вход системы вместе с  сигналом управления х. Одновременно поисковый 
сигнал подается в вычислитель параметра настройки V через линейную 
модель, обладающую эталонной передаточной функцией Ф э (*). В  этот же 
вычислитель подается выходной сигнал системы. Резонансный фильтр выде
ляет из выходного сигнала системы ее реакцию на поисковый сигнал, рав
ную уп — ау sin  (шп( у у). Из этого сигнала формируется параметр настрой
ки V =  в у ,  — ау, где ау9 — эталонная амплитуда колебаний выходной пере
менной. Сигнал, пропорциональный параметру настройки V, действует на

Р и с . 17.4.4.

исполнительное устройство, изменяющее коэффициент усиления корректи
рующей цепи. Считая для простоты, что исполнительное устройство обеспе
чивает безынерционное слежение скорости изменения параметра к за 
управляющим сигналом, пропорциональным параметру настройки V , можем 
написать уравнение работы исполнительного устройства в виде

к =  * т V. (17 .4 .1 )

Таким  образом, исполнительное устройство в этом случае является интегра
тором с  коэффициентом усиления /с,.

Чтобы пояснить работу такой самонастраивающейся системы, исследуем 
приближенно работу ее цепи настройки. Д л я  этого предположим, что все 
элементы, определяющие амплитудную характеристику системы и параметр 
настройки, работают идеально точно. Т огда будем иметь •

________**** (to>M)-----------I . (17.4.2)
1 + W > (ico n) 0 o c (ia>n) I '  ^

Т а к  как эталонный коэффициент усиления амплитуды на'частоте п о и с к о в о г о  
сигнала со„ является постоянной величиной | Ф8 (fu>n) |, то нет н ео б х о д и м о сти  
вводить в рассматриваемую систему модель. Вычитая величину (17 .4 .2 ) из
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а уэ =  а„ | Ф., (<о)п) | в  подставляя полученное выражение параметра настрой
ки V в уравнение (1 7 .4 .1 ), получим приближенное уравнение работы цепи 
настройки в виде

t - v .  { ! » * * » ) —| | }  •

Это — нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка относи
тельно к.

Параметры передаточной функции объекта могут быть неизвестпымп. 
Однако при любых значениях этих параметров сущ ествует такое значение 
коэффициента усиления к, при котором усиление амплитуды на частоте поис
ка о)„ в точности равно требуемому усилению | Ф а (<о>п) |. Обозначим это 
значение к  через к̂  и выполним линеаризацию уравнения (17 .4 .3 ) относи
тельно к — ка. Т ак  как правая часть уравнения (17.4.3) является непре
рывной гладкой (т. е. с  непрерывной производной) функцией к,  то можно 
применить метод обычной линеаризации при помощи ряда Тейлора. Тогда 
уравнение (1 7 .4 .3 ) заменится приближенным линейным уравнением

к =  - е  ( к -  к,),  (17 .4 .4 )
где

С =  * ^ п [ ж |  1 +  М»(<и1)Фьс(<«я) I] * - * , ’ (17‘4'5’

П роцесс настройки устойчив при с >  0  и неустойчив при с <  0 .

Заметим, что весовую функцию и частотную характеристику 
системы можно определить и без поисковых сигналов с помощью 
соответствующей статистической обработки входного и выходного 
сигналов объекта управления или всей системы. В  этом случае 
в систему управления должны быть введены специальные вычисли
тельные устройства, содержащие в качестве одного из элементов 
коррелятор — вычислитель корреляционных и взаимных корре
ляционных функций входных и выходных сигналов.

§ 17.5. Самонастраивающиеся системы с экстремальной 
настройкой параметров

Самонастраивающиеся системы с экстремальной настройкой 
параметров всегда содержат устройства для поиска экстремума 
критерия качества управления I .  Как было отмечено в § 17.2, 
в качестве величин, характеризующих отклонения от экстремума 
величины / — параметров настройки,— можно принять частные 
производные величины I  по настраиваемым параметрам системы 
Аг„ . . ., кп, т. е. составляющие вектора градиента функции / 
в пространстве параметров &t, . кп. Следует, однако, заметить, 
что критерий качества управления / является обычной функцией 
параметров системы k t, . . ., кп только в том случае, когда эти 
параметры в процессе управления остаются постоянными. Если же 
параметры k t, . . ., кп изменяются в процессе управления, то кри
терий качества управления I  зависит не только от текущих значе-
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ннй параметров . . . ,  кп, но и от закона их изменения в течение 
всего времени управления, т. е. является функционалом от Аг,, . . .

И лишь в том случае, если параметры &lf . . . ,  кп изменяют
ся достаточно медленно, чтобы можно было считать их постоянными 
в течение любого промежутка времени, в несколько раз превосхо
дящего время переходного процесса в системе, можно считать / 
функцией текущих значений параметров ки . . . ,  к„. Поэтому, 
для возможности оценки качества управления прн изменении

Вычислитель лри 
терия mvecrnea 

I

Хорретиру/ещт 
цепь - 

обратной связи

Рис. 17 .5 .1 .

параметров Аг,, . . . ,  кп, необходимо, чтобы эти параметры изме
нялись достаточно медленно в процессе поиска экстремума вели
чины I .

Общая схема самонастраивающейся системы с экстремальной 
настройкой параметров в случае, когда за параметры настройки 
приняты составляющие вектора градиента функции / (Ас,, . . . ,  к„), 
представлена на рнс. 17.5.1.

Д ля вычисления составляющих градиента функции I  можно 
применить различные методы. Мы рассмотрим здесь четыре метода: 
метод конечных приращений, метод производной по времени, 
метод синхронного детектирования и метод интегрирования вспо
могательной системы уравнений, определяющей производные функ
ции / по параметрам Аг,, к2, . . . ,  кп.

Метод конечных приращений основан па замене частных про
изводных отношениями конечных приращений
r j  __ д/ ^  11 (Лс,, . . . ,  кi -f-Afcf, fcf+t, . . . ,  A'n) — I  (kf, . . . ,  kn) 
V l ~  dkt  I k T

=  (1 =  1, (17 .5 .1 )
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Б этом случае поисковые изменения параметров кп пред
ставляют собой поочередные пеболыпие скачкообразные изменения 
параметров kt, . . кп с последующим вычислением соответствую
щих приращений А,/. Точность этого метода зависит от характера 
функции I  и величины поисковых приращений ДА-,.

Метод производной по времени основан на поочередном медлен
ном изменении каждого из параметров системы с постоянной 
скоростью сначала в одну, а потом в другую сторону при постоян
ных значениях остальных параметров. Из формулы для полной 
производной функции / по времени

'1 = & М щ к' + - - - + ж к*- (17-5 -2)

следует, что если все параметры, кроме k t, постоянны, а параметр к, 
изменяется с постоянной скоростью k t, то

V ,=  - ^ -  =  4 - /  (1 =  1, . . . .  я ) .  (17.5.3)

Обычно параметры изменяются при этом методе по треугольному

закону | k t | =  const.
Недостатком обоих рассмотренных методов определения гра

диента функции / является то, что они позволяют определять 
производные d lld k t только поочередпо, вследствие чего время 
определения градиента функции I  зависит от числа настраиваемых 
параметров. От этого недостатка свободен метод синхронного 
детектирования.

При определении частных производных d lldkt методом син
хронного детектирования настраиваемые параметры модулируются 
небольшими по амплитуде гармоническими колебаниями различ
ных частот, т. е. к параметрам kt, . . кп добавляются синусоидаль
ные сигналы

Akt =  a , sin а)tt (i =  1, . . ]n) (17.5.4)

различных частот <0|,. . <о„. Д ля определения влияния колебаний 
каждого параметра на критерий качества / используются синхрон
ные детекторы. Каждый детектор выполняет умножение величины / 
на соответствующий гармонический сигнал а ( sin о»,* и осреднение 
полученного произведения по времени. Покажем, что выходные 
сигналы синхронных детекторов приблизительно пропорциональ
ны частным производным функции / по соответствующим парамет
рам. Д ля этого заметим, что при малых амплитудах а ,, . . ., а„ 
колебаний параметров Л,, . . кп функцию / можно разложить 
в ряд Тейлора по приращениям параметров Д&|, . . ., Afe„ и огра
ничиться в этом разложении членами первой степени относительно
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Д Аг,, . . ., ААс„. В результате получим

I  — I  Oh +  ААг,, Аг„4-ДАсп) ^  /(Ас,, кп)-\-

2  I F "  а ‘ s ‘n (17 .5 .5 )
(-1

Умножая это равенство на a, sin и осредняя результат по вре
мени, получим

г  т
~Y j  / в ,s in оМЛ ж/(Ас,, /сп)а ,-у - j  sin wttdt +

П f

+  2  !%- a ia i ‘ -y- f  sin a>|f sin wttdt. (17 .5 .0) 
l - l  1 b

Ho

о

- jr  | sin* Ш/t dt ■ sin 2(0(7*
4 to, Г

Если взять время осреднения Т кратным всем периодам 2я/о»,, . . . 
. . . ,  2я/о)п, то первые два интеграла будут равны нулю, а тре
тий — половине. При любом достаточно большом времени осред
нения Т первые два интеграла будут как угодно малы, а третий 
как угодно близок к 1/2. & 1едовательно, формула (17.5.6) может 
быть переписана в виде

Г 1
- j-  j « .I  <>..»«/,. 1». ~  ( t = i , 2 ,  п).  (17 .5 .7)-i- j  la i  sin сott dt x - ~ -  -£L-

Заметим, что в качестье поисковых колебаний параметров 
системы можно брать не только синусоидальные колебания, 
но и любые другие типы колебаний, удовлетворяющие единствен
ному условию, чтобы средние значения произведений колебаний 
различных параметров за время осреднения были достаточно 
близки к нулю. Можно так>«е использовать в качестве поисковых 
колебаний независимые стационарные эргодические случайные 
колебания. В  некоторых случаях можно использовать в качестве 
поисковых колебаний естественные автоколебания, возникающие 
в системе.
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Метод синхронного детектирования позволяет вычислять сразу 
псе составляющие вектора градиента функции /, вследствие чего 
время, потребное на определение градиента, не зависит от числа 
настраиваемых параметров. Однако это время все же в несколько 
раз превосходит время переходного процесса в системе.

Д ля непрерывного осреднения по времени произведений 
la ,  sin а)(/ можно использовать апериодические звенья с большими 
постоянными времепн Т, например цепочки RC. В  этом случае 
интеграл в (17.5 .7) заменяется интегралом в пределах от t0 до t 
от произведения Ia ,  sin u>,t на весовую функцию апериодического 
звена:

I 1 — т

=  1 Ia i  sin co/tdT ( i  =  l , . . . ,  n). (17 .5 .8)
' «0

Общая схема самонастраивающейся системы, в которой состав
ляющие вектора градиента функции / вычисляются методом син
хронного детектирования с помощью апериодических звепьев, 
представлена на рис. 17.5.2.

Заметим, что для определения составляющих градиента функ
ции I  всеми изложенными способами можно также применить
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методы оптимальной статистической обработки информации, изло
женные в предыдущих трех главах.

Рассмотренные методы определения градиента критерия каче
ства управления используют очень небольшой объем априорной 
информации об объекте управления и вследствие этого требуют 
значительного времени на поиск экстремума. Время, необходимое 
для определения градиента критерия качества, а следовательно 
и на поиск его экстремума, можно существенно сократить, если 
использовать значительную априорную информацию об объекте 
управления, во многих случаях имеющуюся в распоряжении 
конструктора. Т ак , например, если известны дифференциальные 
уравнения объекта, можно легко составить другие, вспомогатель
ные уравнения, определяющие частные производные выходных 
переменных системы по параметрам системы управления k it . . ., knt 
решая которые, можно вычислить и производные критерия качества 
управления по параметрам ки • • •, кп. Вводя в систему быстро
действующую вычислительную машину, например используя 
моделирование в сокращенном масштабе времени, можно суще
ственно ускорить вычисление градиента критерия качества. Для 
применения этого метода необходимо, чтобы были известны 
не только уравнения объекта управления, но и все входящие в эти 
уравнения параметры, которые заранее не могут быть известными. 
Поэтому, используя этот метод ускоренного определения градиента 
критерия качества управления, необходимо ввести в систему 
управления дополнительные устройства, определяющие неизвест
ные параметры объекта управления lit . . 1т • Д ля этого можно 
использовать в системе управления модель объекта управления 
с автоматической настройкой ее параметров с таким расчетом, 
чтобы эти параметры были возможно более близкими к параметрам 
объекта управления (44, 22] (так называемая подслеживающая 
модель). При этом для наилучшего приближения параметров 
модели к параметрам объекта управления можно использовать 
экстремальную настройку, обеспечивающую экстремум некоторого 
критерия /j близости поведения модели к поведению объекта. 
Общая структурная схема такой системы приведена на рис. 17 .5 .3 .

Д ля поиска экстремума критерия качества I  можно также 
использовать различные другие методы. В частности, можно 
использовать статистические методы нахождения экстремума или 
градиента I  по случайному набору значений параметров ки • ■ к„.

В  качестве критерия качества управления в системах с экстре
мальной настройкой часто принимается среднее значение квадрата 
параметра управления (сигнала ошибки), характеризующего ошиб
ку управления:

<
/ =  -±- j  Д2(т)<*т. (17 .5 .9 )
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Ввиду того что организовать непрерывное вычисление по форму
л е (17.5.9) затруднительно, так же как и при высчнлепин средних 
значений произведений I a t sin со,< прн определении градиента 
методом синхронного детектирования, для осреднения величины

Д* (т) часто используют апериодическое звено с большой постоян
ной времени Т. Соответственно формула (17.5 .9) заменяется 
формулой

t _  t - T

7 =  ^ r j  • 7 Д»(т)<*т. (17 .5 .10)
to

Аналогично при определении градиента критерия качества мето
дом ускоренного вычисления производных с использованием 
известных уравнений объекта управления за критерий приближе
ния модели к объекту обычно принимают среднее значение квадрата 
ошибки модели, т. е. разности между ее выходным сигналом ум 
и выходпым сигналом объекта у:

t
/ . = - j r  j  [ у -  ( T ) - { / ( T ) ] * d T .  (17 .5 .11)

t-т

При использовании для осреднения апериодического звена с боль
шой постоянной времени Т формула (17.5.11) заменяется
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формулой
« ! -  Т

Л  =  4 - I е"  Т l * « W - » ( « ) ] * * .  (17 .5 .12 )

Покажем коикретнее, как вы числяю тся производные критерия 
качества / по параметрам системы fc,, . . . ,  кп в случае, когда 
критерий качества определяется формулой (1 7 .5 .9 ) . Предположим, 
что поведение автоматической системы описывается системой 
линейных дифференциальных уравнений

где yt =  у — выходная переменная системы, у2 — выходная пере
менная корректирующей цепи в обратной связи , у3, . . ., y N — 
вспомогательные переменные, F t (t) — внешние возмущения, дей
ствующие па систему, а д  (t) — коэффициенты системы, зависящие 
от времени и параметров системы ki, . . . ,  к п. Параметр управления 
Л (I) выражается формулой

где х (t) =  F t (t) — входной сигнал управления. Подставляя это 
выражение в формулу (1 7 .5 .9 ) , получим

Для определения производных дуг1дк, продифференцируем по пара
метру k t уравнения (17.5.13). В  результате получим систему 
уравнений, определяющую частные производные переменных yt 
по параметрам

Эта система уравненнй совместно с формулой (1 7 .5 .1 6 ) определяет 
частные производные критерия качества по настраиваемым пара
метрам. При вычислении частных производных dyt/dkt исполь
зуется априорная информация о системе в виде ее дифференциаль
ных уравнений (1 7 .5 .1 3 ). Система уравнений (1 7 .5 .1 7 ) должна 
решаться при нулевых начальных условиях.

N
Vi=  2  aih(t)yh +  F i(t) ( 1 =  1, N)t (1 7 .5 .1 3 )

Д (t) =  х (t) -  уг (<), (1 7 .5 .1 4 )

(1 7 .5 .1 5 )
t - T

Продифференцируем это выражение по параметру k t:

п). (1 7 .5 .1 6 )

П п
V» (0 ..
2 j а £ г Ук
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П р и и о р 1 7 .5 .1 . Рассмотрим самонастраивающуюся систему стабили
зации продольной оси самолета или ракеты в вертикальной плоскости 
с экстремальной настройкой коэффициентов усиления сигналов от свободного 
и демпфирующего гироскопов. Движение самолета в прямолинейном гори
зонтальном полете при малых углах атаки а  и малых отклонениях вектора 
скорости от горизонта 0  без учета случайных возмущений описывается урав
нениями (3 .1 6 .1 0 ):

* * * • О
о  +  с . а  +  са а  =  с0— 0 = 4 а ®— — . 0  =  0  +  et. (17.5.18) а  v

Свободный гироскоп измеряет отклонение оси самолета от горизонта (угол 
тан гаж а) О, а демпфирующий гироскоп измеряет угловую скорость самоле

та Q. Предполагая для простоты, что эти измерения осущ ествляются абсо
лютно точно и что рулевая машина безынерционна, примем уравнение работы 
рулевой машины в виде

6 =  * , 0  +  М ,  (17 .5 .19 )

где kt , кг — коэффициенты усиления. При полете с различными скоростями 
в больш ом диапазоне высот коэффициенты уравнений (1 7 .5 .1 8 ), как было 
отмечено в примере 1 7 .3 .1 , изменяются в сотни раз. Чтобы система управле
ния (автопилот) хорошо стабилизировала ось самолета при любых условиях 
полета, целесообразно применить экстремальную настройку параметров ки к2. 
При этом  качество управления естественно считать тем лучшим, чем меньше 
вектор скорости самолета отклоняется от горизонта. В этом случае за  крите
рий качества управления естественно принять среднее значение квадрата 
угла отклонения вектора скорости самолета от горизонта:

I
(17.5.20)

Д ля определения градиента величины / применим метод вычисления ее про
изводных по ki и к2 с  помощью уравнений движения самолета (17 .5 .1 8 ). 
Дифференцируя формулу (17 .5 .20 ) по k t и кг, получим

т

V'  =  - S r =  Т -  t  0 S r  "  2). (17.5.21)2 Г 0 90 dt
Т Г Т

Д ля вычисления производных dQ/dk, продифференцируем по k t и кг урав
нения (1 7 .5 .1 8 ) и (17 .5 .19 ). В  результате получим

<#2 д а  , d д а  , д а  дб
• + с* "3Г - Я Г + еа-7ПГ= “ с6dt* дк, ‘ о  dt dki 1 а  дк, 0 дк,

d д0 . д а  dQ dQ , да
dt ilk, дкI дк, d/tj

06 . . .  dQ d dQ
~ x r ~ b  +  k l  " 3 1 Г  +  к 2

(1 =  1, 2),
(17.5.22)

дкг 1 * dk2 1 1 dt dk2

ТДкнм образом, в системе управления должны быть вычислительные устрой
ства, интегрирующие уравнения (17 .5 .22) и вычисляющие производные кри
терия качества / по формуле (17 .5 .21 ).
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Заметим, что систему уравнений (17 .5 .22) можно упростить, если пе учи
тывать инерционности движения самолета вокруг центра массы. Тогда первое 
уравнение (17 .5 .22) заменится приближенной формулой

■ w - ~ i S r  (17-5 -23>
За счет этого упрощения составляющие градиента будут вычисляться с  ошиб
ками, однако это не окаж ет существенного влияния па точность настройки. 

Т ак  как коэффициенты се, св , с .  и Ла  в уравнениях движения самолета
а

не могут считаться заранее известными, то для их определения необходимо 
ввести в систему управления модель, поведение которой тоже описывается 
уравнениями (17 .5 .1 8 ), но с  другими значениями коэффициентов с£, с'а , с'„

а
Л а. Д ля настройки этих коэффициентов с  расчетом сделать их близкими 
к коэффициентам сд, са , с . ,  Аа  можно применить метод экстремальной

а
настройки по условию минимума среднего значения квадрата разности углов
а ,  0  или 0  для самолета и для модели, например принять

т
/ .  =  4 - 1 ( 0 . - • ) * * ,  (17.5.24)

где А, — .значение угла 0  для модели, а д  — по-прежнему угол наклона 
оси самолета к горизонту. Коэффициенты сд, са , с . ,  Аа  уравнений движения 

с • ®
самолета следует заменить в уравнениях (17 .5 .22) соответствующими коэф
фициентами c j ,  c„ , с£ , А а  уравнений модели.

Д ля составления уравнений, определяющих производные величины /t 
по коэффициентам с‘й, с ’а , с^, А'а , следует продифференцировать по этим

коэффициентам формулу (17 .5 .24 ) и уравнения модели. Мы предоставляем 
читателю вывести эти уравнения самостоятельно.

§ 17.6. О некоторых перспективах

Из изложенного в книге можно сделать вывод, что теория авто
матического управления в настоящее время находится в состоянии 
быстрого развития, формирования новых идей и понятий, исследо
вания возможностей практического использования ее теоретиче
ских достижений п прокладывания новых путей в технике. Темпы 
развития теории автоматического управления и ее достижения 
за последнее десятилетие дают оспование предвидеть быстрый 
прогресс автоматики и ее широкое использование во всех областях 
человеческой деятельности, в первую очередь освобождение чело
веческого мозга от большого числа сравнительно элементарных 
стандартных функций, которые будут переданы автоматическим 
системам. Изложенные в книге методы теории автоматического 
управлепия представляют собой лишь первоначальную основу 
для ее дальнейшего развития и практических применений.
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Мы видим, какую большую роль в организации автоматическо
го или автоматизированного управления играет статистическая 
обработка информации, в результате которой должно быть принято 
определенное решение. Можно смело сказать, что проблема ста
тистического решения является основной, кардинальной пробле
мой теории управления сложными системами (так называемыми 
«большими» системами) и сложными процессами. По существу, 
любой вопрос о передаче сигналов от одного элемента системы 
к другому и переработке информации представляет собой задачу 
статистического решения. Поэтому естественно стремление приме
нять к задачам управления современные методы математической 
статистики и в первую очередь новейшего и наиболее совершенного 
ее раздела — теории статистических решений. Статистические 
методы теории автоматического управления, зародившиеся всего 
три десятка лет назад, получили сейчас широкое распространение, 
проникли буквально во все разделы теории процессов управления 
и практики проектирования автоматических систем. Современная 
статистическая теория оптимальных систем, изложенная в главах 
13, 14 и 15, по существу, является прикладной теорией стати
стических решений и дает эффективные методы практического 
нахождения оптимальных решений применительно к задачам 
автоматического управления. Несомненно, что теория сложных 
систем, в частности систем одновременного управления большим 
количеством объектов, каждый из которых имеет возможность 
до некоторой степени самостоятельно определять свое поведение 
и принимать решения, может быть построена только на .основе 
статистических методов. Развивающаяся в последнее время общая 
теория обучающихся систем различного назначения также основана 
на статистических методах, в частности на методах статистической 
теории оптимальных систем, изложенных в главах 13, 14 н 15 1571. 
Нет сомнения, что и теория более сложных типов самоорганизую
щихся систем может быть построена только на основе статистиче
ских методов. Для этого, само собой разумеется, потребуется 
дальнейшее развитие статистических методов как в части теории, 
так и в части ее практического применения к разработке новых 
принципов устройства автоматических систем и их элементов.

Развитая в предыдущих главах статистическая теория опти
мальных систем дает принципиальную возможность решать раз
личные практические задачи обнаружения и выделения сигналов 
на фоне помех, возникающие в теории информации и в теории 
проектирования автоматических систем, одним общим методом. 
Таким образом, изложенная теория обладает большими возмож
ностями. Она применима также к широкому классу задач, воз
никающих в других областях науки и техники. Т ак , например, 
эта теория применима к задаче автоматического обнаружения 
и определения характера неисправностей и разладок в автома-
44 Под ред. В . С. Пугачева
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тических производственных линиях, в различных машинах и в 
объектах живой природы. В  частности, она принципиально при
менима к задачам обнаружения и определения характера функ
циональных расстройств человеческого организма, т. е. к задачам 
диагностики в медицине. Опыт применения этой теории в технике 
показывает, что она дает объективные научные способы обработки 
записей различных процессов, позволяющие обнаруживать и вы
делять из помех такие слабые сигналы, которые не могут быть 
замечены ни человеческими органами чувств, ни с помощью каких- 
либо других способов обработки сигналов. Это дает основание 
считать, что применение изложенной теории и в различных других 
областях науки будет успешным. Однако в настоящее время 
практика значительно отстает от уровня развития теории, и эта 
теория пока еще далеко не достаточно применяется для решения 
практических задач даже в области техники, а в области естествен
ных наук и вообще пока почти не находит применения.

Даваемые развитой в главах 13— 16 теорией алгоритмы опти
мальных систем могут быть положены в основу устройства реаль
ных автоматических систем, имеющих в своем составе быстро
действующие математические машины, особенно цифровые, так 
как цифровые машины принципиально могут производить любые 
вычисления. Это открывает перспективы значительного роста 
техники автоматического управления и расширения возможностей 
автоматических систем. Однако эта теория пока еще главным 
образом раскрывает перспективы развития техники, прокладывает 
путь в будущее, так как быстродействие существующих мате
матических машин недостаточно для массового практического 
применения систем, основанных на оптимальных алгоритмах 
обработки информации. Вследствие этого изложенная теория 
в настоящее время должна быть использована в первую очередь 
в поисковых работах по исследованию принципов построения 
систем, основанных на оптимальной обработке информации, 
и возможностей создания на основе этой теории различных типов 
автоматических систем.
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1. Основные характерно

Наименование звена Уравнение у =  Лх Передаточная функция ф  (а)

Усилительное у =  кх

Запаздывающее »(/) =  *  ( < - т )

Интегрирующее у (0 = j  * М dx

Дифференцирующее у =  х

Апериодическое Ту +  у =  кх Ts + 1

Форсирующее первого 
порядка у =  Т х + х T t + l

Неустойчива* апериоди
ческое Т у—у —кх

Ts — i

Колебательное 7 % +  2 7 ^  +  1, =  **
TW +  2Ti$+\

Форсирующее второго 
порндка у =  Т^х +  2Т^х +  х 7-2*2+  2 Г ;* + 1

Резонансное Т*у +  у =  кх
TW +  1

Неустойчивое колеба- 
тел I.HOI' Т1у-2Т1у+у=кх

г 2 * 2 - 2 г ; * + 1
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алсмснтаримх стационарных звеньев

Амплитудная частотная 
характеристика А (ш)

Фазовая частотная 
характеристика Ч>(<®) Весовая функция ;( { )

!
0 и  (?)

1 — ТО) в (6 -Т )

1
ш

л
2 * (6)

(О
л
2 Ь' (6)

к
У  Г2Ш2 + 1 — arctg Гш к “  

т е

y w + i arctg Гм ГЬ' (6 )+ в (6)

к
у  W + 1

arctg Тш— п к 4
г е

к
arct- 2ГС“

мSг|Ц>

У  (1— Т2(|)2)а+ 4Г г;**= arcts 1 _  7̂ 0)2 r y  I — С2 7

г2 б '(£ )+ 2 г ;б '(б ) +  в(6)У (1_Г20)2)2 +  47’2^0).!
arCtg 1 - Г 2 ш2

к
1 1-ГАо2|

0 при w < y  

Л при (0 >  -i-

*  • 6 
T smT

к 2Г£ш
* г 1 ■  ̂ 1/| пУ ( 1 _ 7 ’2®*)2 + 4 ^ 0 , 2 В 1_Г2щ2 Т - у Г ^ г "  s i n f y i - C 2
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2. Н омограммы для определения логарифмических частотны х 
характеристик систем ы , замкнутой отрицательной жесткой обратной 

связью , по логарифмическим частотным характеристикам 
соответствую щ ей разомкнутой систем ы , и наоборот

Р и с. II.1  (а).
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-1 8 0  - 7 7 8  - 7 7 6  -1 7 4  -772 -770 -168 -766  -184 -762  -760

II родолжение

Фаза $><ш) в градусах 

Рис. П.1 (б).
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3. Н омограммы для определения основных характеристик систем , 
им ею щ их типовые логарифмические амплитудные характеристики

Ьт' ̂ /7, U)3/U)c mt

7(0,/а)с

0,00/ 007 0,7
Р и с. П .2.

Верхняя номограмма

Нижняя номограмма

<Ос̂ п/Ю —•— • —
oMi/10---------------
<1)|/(|>с -------------------
Шт/Ш с ------------------
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П родолжение

Рис. П.З.

Верхняя номограмма
Лщ -----------------
Ат

Нижняя номограмма
о )с /п / Ю  —
toc( j/iO---------------
Ш|/о)с ------------------
Wni/Wс —
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ш3/шс - 4
I I  р о д о л ж ен и е

°0,001

Верхняя номограмма

Нижняя номограмма

0,01 0,1 1ш,/и>с
Рис. П .4.

<|>с<п/Ю 
о»с<|/Ю 
(й|/0)с — 
Шт /(1>с -
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Продолжение

Рис. П .5.
Верхняя номограмма

-----------------
—  —  —

Нижняя номограмма
( О ^ / ц / Ю  • • *

шс(|/10 — ---------
Ш|/0)с -----------------
Шт/ыс --------------
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4. Типовые характеристики нелинейных звеньев

Л» Вид нелинейности V =  ф (*)

1 -аГ / п у =  -^ -х ,  | * | < d

y =  l, x > d  
У = — 1, х < — i\  i/

>0d х

2

У
- d

j/ = Y ( i  +  <f), x < —d 
у =  0, | *| < < * 
y =  Y ( i — rf), * > d- у  о rf .г

3

У
-Л -d

y = —l, x  < — Л 

P - fc_ rf ( *  +  * ) .  h < x <  d 

У =  0 , l * l < d

y =  - ^ — (*  — d), d 4 £ x < h  

y =  l, z > / t

1 /  / / 1/  у л х

4

У

Г у =  Yx3

т т
9 х

5

У

Г
1

y = - i ,  i < 0  
V =  J,  * > 01 О X

6 -d п
V— — I, x < —d 
y =  0, • | *| < < * 
y =  i , * > d1

LJ
О d  X
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Продолжение
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5. Формулы для статистических и гармонических коэффициентов 
усиления нелинейных звеньев

1) Статистическая линеаризация

>о — статистическая характеристика нелинейного звеиа,
ко — статистический коэффициент усиления математического ожидания, 

к[и — статистический коэффициент усиления флуктуаций, вычисленный по 
первому способу,

Лс*!1' — статистический коэффициент усиления флуктуаций, вычисленный по 
второму способу.

2) Гармоническая линеаризация
ф* — средняя характеристика нелинейного звена, 

д — гармонический коэффициент усиления (первый), 
q' — гармонический коэффициент усиления (второй).

3) Совместная статистическая и гармоническая линеаризация
Ф* — средняя статистическая характеристика нелинейного звена, 

х  — статистический гармонический коэффициент усиления синусоидально
го сигнала,

Х| — статистический гармонический коэффициент усиления флуктуаций.

4) Формулы для статистических, гармонических и статистических 
гармонических коэффициентов усиления (при постоянной составляющей 
входного сигнала, равной нулю: х0 =  0).

В  формулах введены обозначения:

*  <*

Н е л и н е й н о с т ь  1 *)

i  / 2+ЛУ_\® _ * / 1 -  mi

•) Нелинейности пронумерованы в соответствии с приложением 4.



ПРИЛОЖЕНИЯ 703

21 Г d d ,  rf* Т
9=-5нчагС91Пт + т К  "jtJ nP“ e> d* ?'=°-

x = 7  S  in + T B n x,==o 7  2  2 n + l Cn(X)-
n=0 n=0

Н е л и н е й н о с т ь  2

1 / 1 — mi \ 2 1 у 1-bwi v*
<*|____, ”  2 v Oi )  “  2 V Oi )  , \

1 ! Ч*

1 / I - ”1» \* 
+ ( * —» , ) - " 5 (  ' i } ' ’ .

V - T[ , _ . ( J ± = L ) _ . ( ± ^ L ) - | .

1— £ - ] .  « > J ,  « ' - 0 ,

2 ^ - *■<»]•  
n=0 n=0

Н е л и н е й н о с т ь  3

— (m, +  v) Ф ( m*0̂ V ) +  (” ! —У)Ф ( W' ~ V ) +
1 / l+rnt \J 1 / 1  -rn  \* 1 ,  mi-fv _ I  / ™I-V \*

I <*, |f ~ 2 ( o, ) _ e ~2\ o, 1 _ 2 V 01 ) + #" 2 ‘ °< > |\
1/ 2л J

i Г , *» « S  ( t + m , ) ( l - m , - 2 v ) - o ? /„ / 1 +  m,  \
1 ox t  I2 ( I—v)* \ ^

(1 — m,) (1 +  m, — 2v) — of ^  ( 1 — m, \ (т, +  \)г +  о1 д> / " Ч + М  i

( Г ^ ) 5 4 “ V /  ( » - v)2 '  ®l /
1 / 1 -  ml \ 2

( m , - v ) « + о? ф  ,  m , - v  \ _________£ L _ T | (| + m 1- 2 v ) e " H  '  +
( l_ v )2  \ о, ; ( 1 - ¥ ) 2 У 2л
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1 , 1-fmi у! / mi-fv >»
- f ( l - m , - 2 v ) e 01 '  + ( m ,  +  v)e ° ‘ '  -

* 1 ( ^) +ф (^ ) -^ f -> 4 V ) ] -
2J  / . Л  . d d , / .  rf* . A .  A  A*\ ^ .

9 = c r a ^ ( arcs*n т - агм,пт - т  V  1- ^ + t V  1 _ 55)*
« '= 0 .

Н е л и н е й н о с т ь  4
L̂ 1 1/1

* l » - 3 „ } [ i + ( ^ . ) z] ,

, , 2 £ .  ,'«o.
x = -| Y(«2+<<>*)■ *t=-|-V(<»*+2oi).

Н е л и н е й н о с т ь  5

1 / « t v *
* - » - = - ------| ^ e“ 2 ( o , )

1 ° *  У 2я

Я = ~~  i 7, =  0, x = -^ -B 0 W . Х1=*7Г— c oW -ла а ох

Н е л и  н е п  к о с т ь  G

• г - £  { • - ■ ¥ - •  № ) - # ( ь ? ) Г -
1 / 1-f-mi \2 _ 1 / I -mi у»

Л',*> = —------^L=-[e '  + «  2 ' '  ),
а *  I '  2л

q=J^ V iS ' a>d' 9'=о’
оо ОО

* = * 7  S  **"Яп(М. х,
п-0 п—0
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»/*

Н е л и н е й н о с т ь  7

■*--£*[• №)-• ( ^ ) +ф (ЧР )-• (v-̂ f')J

+ ° ( v4 r , ) + * ( v- i f 1) ] }
_  i  / l+m ivа 1 / 1 —mi >i _  A /_v+mi_\J 

Id** = — ----------^ = l e  * '  + »  ^ +  » 2 ° ‘ +
1 o* 2 V 2 S

1 / V - m i 4 *
_|_e 2 V Oi j  J,

• > * .

n=0 n=0

Н е л и н е й н о с т ь  8

1
V 2 S

1 < l+ m i у» 1 < 1 -m i  >2
/t. “ 1 * _  |C~ zI  o, ;  + e~2V o, ;

4J Л Г Г ~ 0  , Ш
' - i s V 4 —-ar* e>*

oo oo

x = 4  2  * f * * » w - X|=i 2  <x>-
n=0 n=0

Н е л и н е й н о с т ь  9 

Фо- v o i  ( i  +  - ^ f ) .  

k ? ' = y a x | 2 +  4 ] *»sgn mx, * ; м = 2 у т * ,

Ф’ ^ у .  7 = 9 '—0.

45 Под ред. В . С. Пугачева
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Н е л и н е й н о с т ь  10

m*

1тх

{[*+• (*)] ('+̂ K-^s''
*1” - » [ т + ф (■*■)]•  « - ! •

Н е л и н е й н о с т ь  11

mj

+ ^ ' ' !4И?+^-)Г’

Va2 4  V« . n
V “ 1 5 - *  ? = T 1 T *  9 - ° -

Н е л и н е й н о с т ь  12

W - i [ t + ®  (-S f )  ) •

4 . . _ J r [ 4 - « . ( ^ ) f . 4 » - _ ! 7=

• 1 21 ' n
f  = y  • « " - s r *  q ’

Н е л и н е й н о с т ь  13

_  m*
20*

e

ла
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Рис. П .6. Рис. П .7.

четырьмя членами соответствую щ их рядов для В п (X) и Сп (X). Графики 
этих функций приводятся на рис П .6 и П .7.

Входящ ие в приведенные формулы функции В п (X) и Сп (X) определя
ю тся формулами

и m ____ i _  V  ( - < ) * + "  |2(fc +  «))l / X \2*+1
п V 7 i *  (2»)!(*!)*(fc +  »)!(* + 1 ) mR=0

/?. / i i - i / Т  V  ( — !)*•*•"[2(fc-f n)|l / X \2*
г  я  2 l  (2n )!(*!)2 (fc  +  n)! V 2 / (11 =  0 , 1 , 2 , . . . ) .

M
При вычислении коэффициентов x  и x j достаточно ограничиться первыми
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u (2
1 (* - у

6. Значении функции Ф (»/) =  ------ I е  d t
' о

0 1 2 3 4 5 в 7 8 9

0 ,0 0,0000 0040 0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 0359
0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0753
0 ,2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141
0 ,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
0 ,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
0 ,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
0 ,6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549
0 ,7
0 ,8

2580 2611 2642 2673 2703 2734 2764 2794 2823 2852
2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133

0 ,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389

1 ,0 0,3413 3437 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621
1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830
1 ,2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015
1 ,3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1 ,5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1 ,6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706
1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 47670

2 ,0 0,47725 47778 47831 47882 47932 47981 48030 48077 48124 48169
2,1 48214 48257 48.400 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
2 ,2 48610 48645 48679 48713 48746 48778 48809 48840 48870 48899
2 ,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49135 49158
2 ,4 49180 49202 49224. 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2 ,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2 ,6 49534 49547 49560 49573 49585 49597 49609 49621 49632 49643
2 ,7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
2 ,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2 ,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861

53 0,49865 49903 49931 49952 49966 49977 49984 49989 49993 49995

4
4 ,5
5

0,499968
0,499997
0,49999997
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1
7. Значения  функции Ф '  (» / )=  — е  *

0 1 2 3 4 5 в 7 8 9

0 ,0 0,3989 3989 3989 3988 3980 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3905 3901 3950 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0 ,2 3910 3902 3894 3885 3870 3807 3857 3847 3836 3825
0 ,3 3814 3802 3790 3778 3705 3752 3739 3720 3712 3697
0 ,4 3683 3008 3053 3037 3621 3005 3589 3572 3555 3538
0 ,5 3521 3503 3485 3407 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0 ,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0 ,7 3123 3101 3079 3056 3033 3011 2989 2900 2943 2920
0 ,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2750 2732 2709 2685
0 ,9 2661 2637 2013 2589 2505 2541 2510 2492 2468 2444

1 ,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 227Г. 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2030 2012 1989 1965
1 ,2 1942 1919 1895 1872 1849 1820 1804 1781 1758 1736
1 ,3 1714 1691 1669 1647 1620 1004 1582 1501 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1 ,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1103 1145 1127
1,0 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0941 0925 0909 0893 0878 0803 0848 0833 0818 0804
1 ,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0081 0009
1,9 0656 0044 0632 0620 0008 0590 0584 0573 0502 0551

2 ,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0390 0387 0379 0371 0303
2 ,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2 ,3 0283 0277 0270 02*54 0258 0252 0240 0241 0235 0229
2 ,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2 ,5 0175 0171 0107 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2 ,0 0136 0132 0129 0126 0122 0119 ОНО 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 ((099 1)01 Mi 0093 0091 0088 0080 0084 0081
2 ,8 0079 0077 0075 0073 0071 0009 0007 0005 0063 0001
2 ,9 0060 0058 0050 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3 ,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0030 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0020 0025 0025
3 ,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3 ,3 0017 0017 0010 0010 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3 ,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3 ,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3 ,6 0000 0000 оош; 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3 ,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3 ,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3 ,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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