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So‘z boshi

Fizika fani tabiat qonunlarini o‘rnatish bilan shug'ullanuvchi
fandir. Nazariy fizika tabiat gonunlarini matematik metodlar
bilan o'rganadi. Ko'p vyillik tajribalar asosida tabiat qonunlari
bo'ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chigarish va ularga
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntiradigan nazariyalarni
yaratish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu vazifani muvaffaqgiyatli
bajarish uchun esa keng va chuqur matematik bilimlar kerak.
Bakalavriatura davomida fizika fakultetlarida o giladigan oliy
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan
nazariy fizika mutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun
birinchi navbatda nazariy fizikaning har xil sohalarida keng
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag ishlangan
maxsus kurs o'gitiladi. Aibatta, matematika - o ta keng va chuqur
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida gamrab
boimaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan.
Shu sababdan ushbu kitobda bayon gilmgan materiallar mavjud
"Davlat ta’lim standarti® va "Nazariy fizikaning matematik
rnetodlari” kursming programmasiga muvaffiglashtirilgan.

Bu kitob o‘z sohasida birinchi tajriba bo‘lib kamchiliklardan
holi emas. Masalan, o'zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy
muammodir. Uni hal gilish uchun ko‘p vaqt kerak. Agar o cjuvchi
kitobda kamchiliklar topib golsa muallifga habar gilar deymiz.

Mualhf



I-BOB.

VEKTORLAR VA MATRITSALAR USTIDA
AMALLAR

81. Vektorlarning ta‘rifi

Fandagi ko'pgina umumiy tushunchalar sodda holdagi tushun-
chalarni umumlashtirish yo'li bilan olinadi.

Ikki o‘lchamli fazodagi wvektcv tushunchasidan boshlaylik.
Tekislikda dekart koordinat sistemasi - (k, y)- berilgan bo‘lsin. Shu
koordinat sistemasini ip burchakka burab yangi (x',y") sistemaga
o‘taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib garaylik. Uning
eski koordinat sistemasidagi koordinatlar; (rhr2) bo'lsin. Shu
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemadagi koordinatlarini (r[,r'2)
deb belgilaylik. Buni (l.I)-rasmda ko'rishimiz mumkin. Masaia
- mana shu (x,y) -> (xX\y') almashtirishda ikki o’lchamli r
vektorimizning komponentalari ganday o'zgarishini topish. Bizning

I.I-rasm: Koordinat o'glarini tp burchakka burashga oid

magsadlarimiz uchun r vektorni v/~ktor-ustun sifatida tasavvur
gilish qulaydir r:

1Vektodarni ustun sifatida belgilash ularni matritsalar va tenzorlar bilan birga ko‘rishda juda qulaydir.



Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorimizni

r=( ') =14, @)

deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko'rinib turibdiki:

Y- Y1+Y2 o4 -xtg "= XI+X2= y'tg(p+——, (3
cosipt X4 X y'tg(p Cos<p()

yoki,

X' —Xcosy + ysimp, ’
1 ——xsinip + ycosip. )
Olingan munosabatni

rt \—( QSIP sin<sy \ /11 5
P21 \—sinp QB J \r2 (5)

ko;rinishga keltirib olganimiz qulaydir. Bundan ko‘rinib turibdiki,
agar
@= /<« aiaA / COS(~2 sin(™\ (6,
\ a2 a2l sin(P cos(pJ
ko’rinishdagi matritsa kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘lgan (5)
formulalarni

rN\=Y las r *= 1.2 ©)
j=1
ko‘rinishga keltirib olish mumkin. Darhaqiqat,
r[ - x! = ayrx + ai2r2 = xcos L+ ysinp,
40=y' = a2iri + a2r2 = -x sin L+ ycos ip. (8)

(7)-formula tekislikda yotgan ikki o‘lchamli radius-vektorning
ta‘rifmi beradi, bu ta‘rifni umuman ikki o‘lchamli vektorning
ta‘rifi sifatida gabul qilavlik: bizga ikkita komponeritali kattalik
berilgan bo'lsin - A = (1 A2). Bu kattalik ikki o‘lchamli
vektor deyiladi gachonki wun koordinat sistemasini
almashtirganda quyidagi qonun bo‘yicha, o‘zgarsa:

4 “E «g 4 «ol-*- W
=1



Ushbu formulaga kirgan a(2) matritsa yuqorida talriflangan.

Odatda shunga o'xshash indeksli ifodalarda bitta cod-
dalashtirish qabul gilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyoriy
indeks soqov indeks deyiladi va u bo'yicha yig‘indi ko'zda
tutiladi ammo yig'indi belgisi tashlab yuboriladi. Bunday goida
Einstein goidasi deyiladi. Shu qgoidani gabul qilib yuqoridagi
formulani quyidagicha yozib olamiz:

Ai=a@)Aj, i,j =12 (10)

Bu formulada o‘ng tomondagi j - soqov indeks, u bo'yicha
yig'indi ko‘zda tutilgan. Ifodaning ikkala tomoniga kirgan i
indeks 0zod indeks deyiladi. Ixtiyoriy formula to‘g‘ri bo‘lishining
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi formulaning
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Soqov indekslarni esa
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo‘ldi.
Masalan,

A' = afjAj = a$Ak- afAh (11)

Ikki o'lchamli vektorning ta'rifini oldik. Uch o‘lcha.mli vektorlarga
o‘taylik. Bizga uch o'lchamli radius-vektor berilgan bo'lsin:

(12)
Shu vektorni z o‘qi atrofida (p burchakka burishni quyidagicha ifoda

gilish mumkin:

xf\ f cos(p siny 0\ /x\
y' 1= ( -siny> cosip 0J 7y J. (13)

Darhagiqgat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng:

X' = xcosip+ ysinp,
y'= -xsin”™ + ycosv?. (14)
¥ = 7.

Agar endi y o‘gi atrofida (demak, (X, z) tekisligida) ¢ burchakka



buralishga kelsak uni

—sintp 0 cosp\ / x\
0 1 0 y (15)
cosip 0 sing/ \z]J

ko'rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak

X' = —zsing+ X cosp,
1=, (16)
z'—zcosh+ xsind
tenglarnalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini o‘ng
go‘l qoidasi bo'yicha burashga raos keladi. Huddi shunday x
o‘gi atrofida p burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi
formulalar mos keladi:

X1—X, yl= ycosd+ zsin Z' = -ybT g + rcobdp. (17)
Matritsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumekin:

0 0 \ fx\

cosgp sin™ ) !y j. (18)
—sinc cospJ \z/

Uch oichamli fazodagi ixtiyoriy buralishni avval z o‘gi atrofida <
burchakka. keyin y o‘qgi atrofidagi ¢ burchakka va nihoyatda, X
o'qi atrofiaagi doburchakka buralishlatga keltrishimiz mumkin. Bu
degani, uch o‘lchamli fazodagi urnumiy buralishni

/1 0 0 \N/-sin 0 cosip\ / cosip sin™ O\
A3 =j 0 coscp sindg ] I 0 1 0 Jj-sintpcosp 0 1=
\O -sing cosp) \ cosip O smxpJ \ O 0 1/

/ —cos ipsin g —sin(/?sin cos b
— [ cos ipcos dpsin dp—cos dosinip  cos docos ip + cos dpsinipsind  sindusind
\ cos docos ipcos ¢ + sindpsin<p —cos ipsin h+ cos hcos hsinp  cos hPbTd

(19)
matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch
o ichamli ixtiyoriy vektor shunday A Kkattalik bo‘ladiki, uning
uch komponentasi boiib A = {Ai, A2, A3} ular uch

o'lchamli fazodagi koordinat sistemasi buralganda yangi sistemada
guyidagicha ifodalanadi:

A= affAj, i = 1,2,3. (20)



Bu yerdagi matritsa - (19)-formula orgali aniglanadi.

Huddi shuningdek n oichamli fazolardagi vektorlarni
aniglashimiz ~ mumkin. Agar bizga n-komponentalik
A — {Ai, A2, A3, ..., An} Kattalik berilgan bo‘lsa va u
koordinat o'qlarini almashtirishda

Al = aijrAj, = 2,3 ...,n (21)

goida bo'yicha o'zgarsa bunday kattalik n oichamli vektor deyiladi.
Bu yerdagi matritsa ko'rilayotgan almashtirishga mos ravishda
aniglangan bo'lishi kerak.

(6)-formula orgali kiritilgan matritsaga gaytaylik. Transponir-
langan matritsa tushunchasini Kkiritaylik (ko‘rsatkichidagi (2)
indeksini hozircha yozmay turamiz): af} = aft. Ko'rinib turibdiki,

T_ ( cosip sinip
y —sinip cosip

Demak, aFa. — 1 - birlik matritsa. aFa = | hossaga ega bo‘lgan
matritsalar ortogonal matritsa deyiladi. Keyin ko'rsatamizki,
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal
matritsa bo'iadi, buning muhiin ahamiyati bor - §4.-paragrafning
ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor
va tenzorlarning katta fargi kelib chigishi ko‘rsatilgan.

§2. AKktiv va passiv yondoshish

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (x,y) koordinat o'glarini
ip burchakka soat strelkasiga garshi yo'nalishda burashga mos
keladi - (l.I)-rasmga qgarang. Bu formulalardagi (x,y) va (x'y")
koordinatlar bitta r nuqgtaning eski va yangi sistemalardagi
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshgacha yondashish ham mumkin.
(I.h)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi bo'yicha ip burchakka,
buraldi del) garash mumkin. Bu holda



ifoda r nuqgtaning go‘zg‘olmasdan turgan koordinat sistemasidagi
yangi va eski koordinatlarini bog'laydi. Agar (5)-forraula passiv
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula aktiv almashtirish
formulasi  deyiladi. Qaysi bir yondoshishdan foydalanish
0'zimizning ixtiyorimizda bo'lib masalaning hususiyatlaridan kelib
chigib tanlaniladi. Kitobning qolgan gismlarida alohida aytib
o'tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

83. Tenzorlar

Fazo koordinatlarining almashinishida ikkita vektorning
ko'paytmé&si kabi o‘zgaradigan kattalik Tij ikkinchi rang tenzori
deyiladi:

= auajkTlk,  i,j,k,I =1,2,3,... .n. (23)

Uchta vektorning ko'paytmasi kabi o'zgaradigan kattalik esa:

Nijk ~ QilajmQkn'linm (24)
uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nugtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.

Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega

boiganlari muhim rol o'ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha
ta'riflanadi:

Sn - Sji. (25)
Antisimmetrik tenzorning ta'rifi:

Al = -Aji. (26)
Quyidagi tasqiqg juda keng qoilaniladi:
AijStj = 0. 27)

Buning isboti sodda boigani uchun uni o'quvchiga havola gilamiz.

Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o'zining indekslari
bo'yicha yoki simmetrik, yoki antisimmetrik bo'ladi - bu
ko'rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bogiiqg.
Masalan. simmetrik ikkinchi rang tenzorning umuman rr
komponentasi bor, simmetriklik sharti (n2 —n)/2 ta shartni

9



beradi (diagonaldan yugqoridagi elementlar diagonaldan pastdagi
elementlarga teng), demak, simmetrik ikkinchi rang tenzorining
mustaqgil komponentalarining soni n2 — (n1 —n)f2 = n(n +
1)/2 ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang tenzorining ham
komponentalarining umumiy soni n2, antisimmetriklik sharti esa
n+ (n2—n)j2 —n(n + 1)/2 ga teng. Bu yerda birinchi n - hamma
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti, @2 —n)/2
- diagonaldan yuqoridagi elementlarning diagonaldan pastdagi
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi.  Demak,
antisimmetrik tenzorning mustagil komponentalari soni n(n —1)/2
ga teng ekan.

Masalan, F*"Vv = p~An — d,,AM - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda )i. v indekslar 0, 1, 2, 3 - to'rtta giymat gabul
giladi. Demak, FI\Wning umuman 16 ta komponentasi bor, ammo
o'zining ta'rifi bo'yicha u antisimmetrik tenzor - = —Fvil.
Antisimmetriklik shunga olib keladiki. to'rtta diagonal elementlar
0'zining manfiyiga teng bo‘lgani uchun nolga teng: Foo = —Foo = 0
va h.k. Yuqoridagi umumiy formula bo'yicha F™ ning 4(4 —1)/2 —
6 ta mustagil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon
vektori E komponentalari va uchta magnit maydon bektori B
komponentalari mos kelishi ma’lum.

84. Vektor va tenzorlarning umumiy ta'rifi

Awalga paragraflarda vektor va tenzorlarning almashtirish
koeffisientlari ar] lar chizigli almashtirishlarga mos keluvchi
tenzorlar edi. Chizigli fazoning chizigli almashtirishiga o'zgarmas
@iij matritsalar mos keladi. Umumiy holga o'taylik, ya'ni,
koordinatlarning umumiy almashtirishini ko'ramiz:

xn —fix), i=1,2,...,n (28)

Almashtirishning yakobiani noldan fargli bo'lishi kerak, ya’ni,
almashtirish o'zaro bir qiymatli va teskarisi mavjud bo'lgan
alamshtirish bo'lishi kerak. Bu holda



bo‘ladi (ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yig‘indi ko‘zda
tutiladi).
ta‘rif: Agar n komponentalik Al(x) kattalik (28)-
almashtirishda frh
Al=~ A (29)
0x3
gonun bo'yicha almashilsa u kontravariant vektor deyiladi.
Bu ta'rif (21)-ta‘rifdan % koeffisientning o'rmga dx'l/dxj
koeffisient paydo boiishi bilan farg qgiladi. Agar (28)-almashtirish
chizigli boiganda ya’na o‘sha (21)-ta‘rifga qaytamiz,
Endi funksiyaning gradientini garaylik: dtf. Bu yerda tp{x) -
skalar funksiya: ip{x") = <p(x), ar = a/ax\ (28)-almashtirishda
guyidagiga egaraiz (hosilaga zanjir qoidasini go'llaymiz):

n ot aY'(xh .. dx'
n dxH dxH dxi
Ko‘rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning
ta‘rifiga mos kelmaydigan formada almashinayapti.
ta‘rif: Quyidagi qoida bo‘yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor deyiladi:

(30)

(29)- va (30)-ta‘riflardagi koeffisientlarni matritsa sifatida ko'rsak
(ixtiyoriy ikki indeksli Kkattalikni matritsa sifatida ko'rishimiz
mumkin) bu ikkala ta‘rifdagi matritsalar ma’lum darajada bir
biriga t-eskaridir.

Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo'sinda kiritishimiz
mumkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:

T4j = dxidxVTk
dxk dx1
Ikkinchi rang kovariant tenzor:

mi = dxkdxl
dxlldx'i kh



Ikkinchi rang aralash tenzor:

th_ dxHdxl
3 dxkdx'i

Shunday yoi bilan yuqori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin:
Tjk. Bhm  h.k.
1.1-mashq. Zanjir goidasi
dxhdxi  r-
dxi dxk = *’ (31)

dan foydalanib ko- va kontravariant vektorlarning skalar ko'paytmasi 28-
almashtirishlarga nisbatan invariant kattalik ekanligini isbot qiling:

AHB[ = -\B.

Shu bilan birga, A'Bl va AiB| ko'paytmalarning invariant emasligiga ishonch
hosil gilish mumkin.

Biror yuqori rang aralash tenzori T%m berilgan bo'lsin.
Agar uning bitta ko- va bitta kontravariant indekslari bo'yicha
yig'indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

"Ym — Tkm
Buni isbot gilish giyin etnas.

Nima uchun yugorida n - o'lchamli evklid fazosidagi vektorlar
hagida gap ketganida biz ularni ko- va kontra-variantla,rga
ajratmagan edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta'rifdagi koeffisientni
qguyidagicha belgilaylik:

i dxh

>- 32>
Ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida garashimiz
mumkin bo'lgani uchun a- = atj deb garaymiz, bunda yuqoridagi
- kontravariant - indeks satr nomeri bo'lib xizmat qiladi, quyi -
kovariant - indeks esa ustun nomeri boiadi.

Teopema 1.1 Agar almashtirish koeffisientlaridan tuzilgan arl
matritsa ortogonal bo ‘Isa Ko- va kontra- variant vektorlar orasidagi
farq yo‘q bofadi.

12



Isbot: Zanjir qoidasi (31)-dan kelib chigadiki ko- va kontra-

variant vektorlarning almashtirish qonuni bir-biriga teskari.
Ikkinchi tomondan, (30)-formuladagi koeffisientda (29)-qoida
nuqtai-nazaridan indekslarning o'rni almashgan, ya’ni, (30)-
forlrgulada a~1T matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchun esa
a'l=a

Demak. ortogonal almashtirishlar haqgida gap ketganda ko- va
kontra- variant vektorlarni ajratmasak ham boiadi.

Ikki oichamli evklid fazosidagi vektorlarning almshtirish
matritsasi (6)-formula orgali kiritilgan. Bu matritsaning aT —
a~1 ekanligini, ya’ni. uning ortogonalligini ko'rish qiyin ernas.
Ortogonallikni tekshirishning Yuqorida ko'rdikki. ikki, uch va
h.k. oichamli evklid fazolarida chizigli almashtirishlar ortogonal
matritsalar orgali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko-

va kontra- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fazosi
psevdoevklid fazo, undagi chizigli almashtirishlar psevdoortogonal
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning

variantligining fargiga bormaslik mumkin emas.

85. Vektor algebrasining analitik formasi

Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: 5§ va €dp- Ularning taiiflari:

AN 3]

bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.

f o1, ijk = 123,231,312 tartibda;
eyk — < —1, ijk = 213,132,321 tartibda; (34)
[ 0, ixtiyoriy ikki indeks teng boisa.

Bu tenzor Levi-Chivita birlik antisimmetrik (psevdo)tenzori

deyiladi. Rostdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining o‘rnini

almashtirsak tenzorning ishorasi o'zgaradi. ta'rifdan bevosita

ko'rinib turibdiki

&ijk  -jki ki £jik * - £kji; ik Njj ~ &ji = 0.
(35)

13



Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib
chigamiz. Birinchidan, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot
gilaylik.
Sij — = OfcQk (36)
Kronekker deltasi fazo o'qlarini almashtirganda o'zgarmas, ya’ni,
invariant ekan.
Skalar ko‘paytmadan boshlaylik. Birinchidan, deltaning
ta'rifidan oydinki
At = SijA]. (37)
Bu esa skalar ko'paytma uchun
A B = AiBi = AiSijBj (38)

ni beradi.
eijk tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko'paytmasini
quyidagicha ta'riflashimiz mumkin:

[AB]. = eijkAjBKk. (39)
Tekshirib ko‘raylik. i = 1 bo‘lsin:
[AB]j - [AB]s- eijkAjBk. (40)

0 ‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslar j va K
fagat.gina 2 va 3 giymatlarni gabul gilgan hadlargina nolga teng
emas:

EijkAjBk = emAiBz + £13AsB> —A:B: —A3B:. (41)

Olgan natijamizni o'zimizga ma’lum ko'rinishga keltirib olishimiz
mumkin:

[AB]j = AIB'i —AsB- = AyBz—AzBY. (42)

J
Demak, Eijk tenzori vektor ko'paytmani kompakt ko'rinishda yozib
olishga imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini
kiritsak:

Eijkeilm ~ fijlkm ~ EijkNjm —2Skm,  SijkNijk —6,  (4b)

vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalarni ham
soddalashtirish imkoniyatiga ega bo'lamiz. Bu xossalarning
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birinchisini to'g'ridan-to'g'ri tekshirib ko'rishgina mumkin. Ikkin-
chisi esa birinchisidan uni Sji ga ko‘paytirib soqov indekslar
bo'yicha yig'indini xiaoblab olinadi. Uchinchisi ikkinchisini 5km ga
ko'pavtirib olinadi.

Kiritilgan formulalarning ganday ishlashini misollarda ko'rib
chigaylik.

1.1-misol. Uch vektorning go'shma ko'paytmasini toping.
A <[BC] = A [BC]4= eijkABjCk. (44)
Agar (35) ni eslasak uch vektor go'shma ko'paytmasining bizga. ma’lum bir
xossasini olgan bo'lamiz:
A <[BC] = B =[CA] = C =[AB]. (45)
1.2-misol.

[AB] =[CD] = [AB].[CD] = HIKA}BKEIMQDm = o
= (6jt5km- 5jmSk) ABBkQDm = (A =C) (B <D) - (A D) (B =C)

1.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy-
dalanib
A <[AB] =0 (47)

ekanligini ko'rsating.
Isbot.
A <[AB] = er]kArA,Bk. (48)

Bu ifodada uchta soqov indeks bor - i, j, K, ularning har biri bo'yicha 1 dan
3 gacha yig‘indi ko'zda tutilgan. k indeksni olaylik va uning har bir giymati
uchun nolni olishimizni ko'rsataylik. k —3 dan boshlaylik. Unda

Zijs-AiAjBs = (A\A3 —A-iAIjB'i = 0 (49)
Noiadi. Shu tnuloxazani k = 1 va Kk = 2 xoliar uchun ham gaytarishimiz

mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[A[BC]]. = CijfcAj j"BC] *= EijkAJEhIMBICjj =
°)
= {Su§jm ~ Simbj[)AjBiCn, = Bi{A mC) - Cm(A mB),
yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o'tsak:
[A[BC]] = B(A =C) - C(A =B). (51)

Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko'paytmasi uchraganda
ularda ham huddi (50)-formulasidagi tartib ko'zda tutilgan
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- birinchi wvektor ikkinchi wva uchinchi vektorlarning vektor
ko‘paytmasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.
Maydon operatsiyalariga o'taylik. ta'rif bo‘yicha

div A = dxAx + dyAy + dzAz = p\NA\ + g2A2+ oA —arAr (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektorning skalar
ko‘paytmasi - divA = V - A. Rotor operatsiyasi nablaning vektor
ko‘paytmasi orqali aniglanadi:

rotA =V x A. (53)
Vektor ko'paytmaning umumiy ta'rifi (39)- bo'yicha
(rot A)r = eljkdjAk. (54)

Bu ta'rifdan foydalanib quyidagilarni isbot qilaylik:
1.
divrot A —di (rot A)i = eljkdid] Ak —O0. (55)

Chunki simmetrik tenzor arg3 bilan antisimmetrik tenzor Ed
larning (i,j bo‘vicha) yig‘indisi nolga teng ((27)-bo:yicha).
2.

(rot grad<p)i = Eijkdfikip - 0, (56)

yana huddi o'sha sabab bo'yicha.
1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan

divB = 0 (57)

tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-bo‘yicha (57)-dan

B = rotA (58)

ekanligi kelib chigadi.
1.2-mashq. j~div [E x B] ni Maxwell tenglamalarini ishlatib toping.
1.3-mashq. rot[A xB] = AdivB —B divA + (B *V)A —(A ®V)B ni
keltirib chigaring.
1.4-mashq. rotrot A = graddivA - OA ni keltirib chigaring.
1.5-rnashg. grad(A =B) = (B &W)A + (A <V)B + B x rotA + A x rotB
ni keltirib chigaring.
1.6-maslig. [A x B]2= A2B2—(A B )2 ni keltirib chigaring.
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86. Helmholtz teoremasi
Teopema 1.2 Quyidagi munosabatlar orgali anigiangan F vektor
V «F = D, VxF =C
quyidagi ko'rinishga ega:
F

—Vu+V xw, (59)

bunda

S T P AR Ol o

Bu yerda D{r) va C(r) funksiyalar cheksizlikda r —¥ o0
nolga kamida ljr2 dek intilishi kerak, undan tashqgari o ‘zaro
kelishtirilganlik sharti V «C = 0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti

formulalardan kelib chigadi:
V eF = —m J D(r)6{r - r')le" = D(r),

VXF =VXVxw = —Aw + V(V =w),
-Aw = C(r),

v =5/ cedV— 110?c" r-

~-h | ANA'=-5/ v'(f™) i\A4
#hjybv'e»"-1h""0 =0

chunki C 1/r2.
Topilgan formula (59) yagonami yoki unga nimanidir go'shib
go'yishimiz mumkinmi? Biz F ga divergensiuasi va rotori
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nolga teng bo'lgan ixtiyoriy vektorni qolshib go'yisiiimiz mumkin,
natija o'zgarmaydi. Ammo, cheksizlikda nolga intiluvchi hamda
divergensiuasi va rotori nolga teng bolgan vektorning o‘zi nolga
teng. Shuning uchun (59) formula yagonadir.

Olingan natijani bir joyga yig'ib quyidagi formulani yozib
olishimiz mumkin: r -> oo da 1/r dan tezrog nolga intiluvchi
ixtiyoriy F(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o'rinlidir:

TOUrr*"“
(60)

Isbot gilingan tasdiq Helmholtz2 teoremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektrostatikada V <E = Arp V x E = 0. Demak,

E(r) =-V (/ yzlrfr') =-vVv();, <p0=1J fr>.
1.6-misol. MagnitostatikadaV B —0, V x B = ?]. Demak

B =Vxfi / =V xA(), A =-/
=V ey ) TV XAD AL =5

87. Matritsalar
n x n-matritsa deganda biz ma’lum bir goidalarga, bo‘ysundirilgan
quyidagi jadvalni ko‘zda tutamiz:

/ S\ a2 am \

A = 02i an &n (61)

/

Matritsani ko'pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel-
gilaymiz:  {A)ij — %= Matritsalarning ko'paytmasi qoidasi
quyidagicha ta'riflanadi:

(62)

2Herraaim Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894) - nemis fizigi
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Sogov indeks K bo'yicba yig‘indi - 1 dan n gacha. Bu goida chap
matritsaning satrini o‘ng matritsaning ustuniga ko'paytirishga mos
keladi.
Matritsalarning ko'paytmasi umumiy holda nokommutativlik
hossasiga ega, ya'ni
AB ¢ BA. (63)
1.7-misol. Bizga ikkita matritsa berilgan bo'lsin:

'Mo0?)' B=(H ) £>

Ko'rinib turibdiki,

(i) Cc T )-(7s) (k)

BA=(1 o)(o ?) =(< O ->NIBOBA. (66)

Agar ikkita matritsaning ko'paytamasi ularning tartibiga
bogiig bo'Imasa
AB = BA, (67)

bunday matritsalar o‘zaro kommutativ deyiladi.
Hamma diagonal elementlari birga, nodiagonal elernentlari
nolga teng matritsa

| = - (68)
1°0==4
birlik matritsa deyiladi. Uni ko'pincha
h] =Sij, i,j =123,....n (69)

ko'rinishda olish qulaysir.

87.1. Matritsalarning turlari

1. Simmetrik va antisimmetrik matritsalar.
Simmetrik matritsa:

Sij - s.i. (70)



Antisimmetrik matritsa:
Ay = -Auy,. (71)

7ixn matritsaning komponentalarining soni n2. Matritsa simmetrik
yoki antisimmetrik boiganda uning mustaqil komponentalari
sonini topaylik.

Simmetriklik sharti diagonal komponentalarga alogasi yo‘q,
ularning soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni
(n2—n)/2, simmetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom-
ponentalarga tengligini bildiradi. Demak, mustaqil komponentalar

soni: n + (N2—n)/2 = 2NN+ #

Antisimmetrik matritsaning diagonal komponentalari nolga
teng: Ay = -Ay = 0, r = 12 Diagonal ustidagi
komponentalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng,
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustagil komponentalarining

soni 2TI(n ~  Sa ten§ degan hulosaga kelamiz.
2. Ortogonal matritsa. Transponirlangan matritsa - satr
va ustunlari o'zaro almashgan matritsa:
{ATI} = Ailj. (72)
Agar gandaydir hagigiy A matritsa uchun
ATA = AAT - /, yoki AIikAjJkK= % (73)

boisa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.
1.8-misol. (G)-matritsani olaylik. U ortogonal matritsadir. Birinchidan
uning transponirlanganini topayli:

f cosip —sinp\T_ ( cosp sinp
I siiii~ cosy? J ~  —siny? costp
Ko'rinib turibdiki

/ cosp sinp\/ cosp - sintp\ (
I —sin costpJ | sing cosip ) n

U

10
01
Demak, ikki oichamli evklid fazosini y burchakka burash
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshqga so'zlar bilan
ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash
almashtirishi ortogonal almashtirish boiadi.
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Ushbu tasdiq fagat tekislikka emas, ixtiyoriy n-o‘lchamli evklid

fazosiga taalluglidir.
n-o‘lchamii evklid fazosida chizigli almashtirish O ni ko'raylik:

X\ —OijXj. (75)
Ochib yozsak

X\ —OUX\ + 0X2X2 + eee+ Qinxn,
X2—0 2N\ f 0220 + ==+ 0 2nXNi
(76)

Xn —OniXi + On2X2 + =+ Onnxn.

Ushbu chizigli almashtirish vektorning kvadratini saqlasin deb
talab qilaylik:
X'T ox' —XkOfaOijXj = x x. (77)
Bu munosabat bajarilishi uchun
OliOij —OikOij = Skj (78)
bo‘lishi kerak. Demak, n-o‘lchamli evklid fazosida n x n o'lchainli
ortogonal matritsa yordamida bajarilgan chizigli almashtirish
vektorning kvadratini saglar ekan. Koordinat o‘glarini biron bur-
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o'zgarmaydi,
chunki vektorning kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng.
Demak, ayianish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal matritsaning ustunlari
o‘zaro perpendikular va har birining uzunligi birga teng bo'lgan
n—komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa, misolida
ko'rish mumkin: uning har bir ustuni 2-o‘lchamli uzunligi birga
teng vektordir,

ya N —sin
| sintpJ | cosip

ularning o‘zaro skalar ko‘pa,ytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan
vektorlar hagida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.
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Ortogonal matritsaning determinantini topaylik.  Birinchi
tomondan
det(0T0) = det/ = 1. (79)

Ikkinchi tomondan
det(OrO) = (detO)2, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinanti
o'zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko'paytmasmmg determinanti
determinantlar ko'paytmasiga teng ekanligi ishlatib ketildi.
Demak,

detO = + 1. (81)

Odatda ixtiyoriy n x n ortogonal matritsalar to‘piami 0(n)
deb belgilanadi, shu to‘plamga kirgan va determinanti +1 ga
teng boigan matritsalar to‘plami esa SO(n) deb belgilanadi.
SO(n) to'plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi yana SO(n) to'plamning
elementini beradi. Determinanti -1 boigan matritsalar bunday
hossaga ega emas.
3. Hermite go‘shma. Elementlari kompleks boigan

matritsani transponirlab kompleks go‘shmasiga o'taylik. Bunday
operatsiya matritsaning hermite qo'shmasiga oiish deyiladi:

= AT~ (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks qo'shmaga o'tishni bildiradi.

Demak.

4 =pvm @
Agar matritsa o'zining hermite3 qo'shmasiga teng boisa

NoLA, (84)

bunday matritsa hermite matritsa deyiladi.
4. Unitar matritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi
gachonkiu uchun

Uu* = U*U = | (85)

3Charles Hermite (1822-1901) - fransuz matematigi.
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boisa. Ya’ni. unitar matritsaning hermite go'shmasi uning
teskarisiga teng:

U] = U-\ (86)
Matritsaning unitarligi shartini
utiukj = yoki uiku*k = Sij (87)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng boigan
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil giluvchi
"vektorlarning" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya’ni, ustunlar
ortonormal sistemani hosil giluvchi vektorlardan iborat. Huddi
shularni satrlar hagida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar
unitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, fagat birinchilari

kompleks matritsalardir.
1.7-mashq. Quyidagilami isbot qiling:

(AB)T = BTAT- (AB)-1=B-bl-1, (AB? = B'akK

1.8-mashq. Quyidagilami isbot giling:

Agar A vaB matritsalar » N boisa AB matritsa ham shunday boiadi.

(38)
1.9-mashq. Ixtiyoriy A matritsa uchun quyidagilami isbot giling:

S = 4+ Al - simmetrik, B = A —A'l - antisimmetrik ekanligini;
« A+ A* va j(A —A*) laming hermite matritsa ekanligini;

. AA*t va A™A laming hermite matritsa ekanligini.

87.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yigindisi uning izi deyiladi
va quyidagicha belgilanadi:

A* = B{A) (89)
yoki

Al = Sp(id). (90)

1.9-misol. Quyidagilami isbot giling:
Tr(AB) = Tr(BA),
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Tr(ABC) = 'Tr(BCA) = Tr(CAB).
Birinchisining isboti
Tr(AB) = (AB)u = AijBjt = BjiAij = {BA)B = Tr(£,4).
Ikkmcliisining isboti:
TV(j4BC) —AijBjkCki — BjKCkiAij —CMAByk

(oi a2 as: \

j bR I -ANjkoigd

\d c2 c3/

ekanligini isbot giling. Umumlashgan holda:

1

88. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo‘l bilan tasavvur gilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektorni ko'pincha biror fazodagi strelka ko‘rinishida
tasavvur gihnadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning

uzunligiga teng. Bu tasavvur fizik kuchlar va tezliklarning
yo'nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi avvalgi paragrafdagidek analitik
ko‘rinishda, ya’ni, indeksli kattalik sifatida tasavvur gilishimiz
mumkin. Murakkab ifodalarni soddalashtirish nugt.ai-nazaridan
ushbu tasavvur eng qulaydir.

Uchinchi yo‘l ham bor - chizigli tenglamalar sistemasini olaylik:

aA\\NX\ + 01242 + eee+ XN —Yyi\

N2INM + 282 + eme+ Q2nxn = y2] (91)

Ushbu ko'rinishdagi chizigli sistema uchta kattalik - ikkita n
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komponentalik vektor-ustun:

(AN ( 13N\
X = o2 N y y2 (92)
\ Xn) \ vn /

va bitta n x n matritsa

(ay a\2 Qin
A Wi a2 (93)

y a,,i on2 /

kiritish orqali quyidagi kompakt ko‘rinishda yozib oiinishi mumkin:
nx =y. (94)

Bu tenglik geometrik nuqtai-nazardan quyidagini bildiradi: x
vektor ustida biz chizigli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orgali ifodalanadi, bu chizigli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o'z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak.  Skalar ko‘paytmani Kkorrekt,
ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida
olinadigan vektor-satrni ham kiritishimiz kerak:

XT = (Kb X2, mmm, xn).

Bu holda ikkita vektorning skalar ko‘paytmasi uchun satrni ustunga
ko'paytirish goidasi bo'yicha to‘g‘ri ifoda olamiz:

(X, ¥) = Xr ey - XbYb
kA

Agar ko‘rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko'paytma

(x,y) = xf-y =Y Ix*k
k=x
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ko‘rinishda ta(riflanadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni
transponirlashdan tashgari uning har bir komponentasining
kompleks go'shmasiga; o'tishimiz kerak:

xf= (Xj, X2, o=, <)m

Vektorlar va matritsalarni o‘z ichiga olgan yana bir skalar ifoda
(son) keng uchrayqi:

(X, Ay) = X1eAy = X *ArKYk-
i,k

Bunday ifodalarni yozganda yig'indi belgilarini tushurib goldirish
gabul gilingan: (x, Ay) = x*Aa,Yk- Ikki matra qaytariladigan in-
dekslar bo'yicha yig;indi ko'zda tutiladi, ammo yozib o'tirilmaydi.

89. Hususiy vektorlar va hususiy giymatlar masalasi

Bizga n xn bo'lgan A matritsa berilgan bolsin. Faraz qilaylik shu
matritsa ta’sir gilayotgan n-o‘lchamli fazoda shunday x vektor va
N sonlar topilsinki ular uchun

AX —AX (95)

munosabat bajarilsin.j Bu holda A son A matritsaning hususiy
giyrnati yoki soni va vektor x matritsaning shu hususiy songa
mos keluvchi hususiy vektori deyiladi. Ba’zi-bir hollarda A
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy giymat va hususiy vektorlarni topishga o'taylik.
Buning uchun (9-5)-formulani quyidagicha yozib olaylik:

{A- ANx- 0. (96)

A sonidan keyin paydo bo'lgan 1 birlik matritsani bildiradi.
Cramer4 t.eoremasi bolyicha bu tenglama yechimga ega bo'lishi
uchun

det A- XI =0 (97)

4Gabrie) Cramer (1704 - 1752) - shveytsar matematigi.
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boiishi kerak. Bu esa bizga J1 uchun n-tartibli tenglamani beradi.
Algebraning asosiy teoremasi bo'yicha uning n ta yechimi bor.
Demak, A matritsaning n ta hususiy giymatlari bor ekan. Shuni
hisobga olib (95)-tenglamani

AXN = AXA, i —1, 2, eee.n (98)

ko'rinishda yozib olamiz. x” wvektor A matritsaning \ hususiy
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy giymatlar oddiy
va karrali boiishi mumkin. Biror hususiy son A ga n, ta hususiy
vektorlar mos kclsa shu hususiy sonning karraligi W, bo'ladi. Kvant
mexanikasida bunday hoi W, karrali aynish deyiladi5. Matritsaning
hususiy giymatlari to'plami - {Ai, A2, ee= A} - shu matritsaning
spektri deyiladi.

1.10-rnisol. Agar T - unitar matritsa bo'lsa A va TAT" larning spektrlari
bir hildir. Buning isboti quyidagi sodda muriosabatdan kelib chigadi:

det \TAT-1- A/l = det. jA - AJ].
Hermite rnatritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Teopema 1.3 Hermite matritsaning hususiy giymatlari - hagiqiy
sonlardir. Har xil hususiy giymatga mos kelwdM hususiy vektorlar
0‘zaro ortogonaldir.

isbot. r-nchi vaj-nchi hususiy qu uiatlarga va hususiy vektorlarga
mos keluvchi tenglamalarni ™mab olaylik:

4XN-=ATX (D), Nx(?) = A (i). (99)

Bu yerda x ' hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor,
XQ@) esp J11 hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu
teXd-cimalardan ikkinchisining hermite qo'shmasiga o'taylik:

XAA* = ARX(it. (100)

Bu tenglamadagi xj ni ganday ma’noda tushunish kerak? Odatda
vektor deyiiganda, aynigsa matritsalar kirgan chizigli tenglamalar

- hu’sﬂsi)%q)l"émat w, Karrali ayrqugtggerl] %s#%&iglymatl Et Saw ta tolgin funfeiya mos kelishi mumkin, bunday
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(101)
\xn/

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko'paytirsak ((99)-
tenglamadalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo
ustunni chap tomondan matritsaga ko'paytirib bo‘lmaydi, matrit-
salarning ko'paytirish goidasiga matritsani chap tomondan satrga
ko‘paytirish mos keladi. (I00)-tenglamada huddi shunday oper-
atsiya ko‘zda tutilgan, chunki hermite qo‘shmaga transponirlash
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga aylanadi:

(102)

(X, X) = XN oX = X\Xi + X\X2 + eem+ XNXn = K-P- (|‘03)

Ya’ni, (99)- va (100)- Wglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir
xil tabiatli kattaliklar kirgc™ _ (99)-da chap va o‘ng tomonlarda
ustunlarga egamiz, (100)-da estMy”*la tomonda satrlarga egamiz.

(99)-ning birinchisini chapdan xr0i ga ko'paytiraylik. (100) ni
esa o‘ng tomondan x” ga ko'paytiraylik:

X (tAx() = Ax ()txw, X (FATX M = *2x0)tx W
Matritsa A hermite bol!lgani uchun A™ = A ikkinchi tengi, ,ianing

chap tomoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng bo‘lau.

X

Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini avirib
tashlasak
A - A*)Xx« =0 (HO4)

tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.



Birinchidan, i b, bu esa Xr ¢p A* degani, demak

XWitXW = 0.

Ya'ni. ikkita har xil hususiy giymatlarga mos keluvchi hususiy
vektorlar o‘zaro ortogonal ekan.
Ikkinchi variant - i —j. Bu holda

X (0tx W = Kk (0]2 > 0.
(104)-ning chap tomoni nolga teng bo‘lishi uchun
A= A

boiishi kerak, ya’ni,.hususiy giymatlar hagigiy boiishi kerak.
Teorema isbot qilindi.

1.11-misol. Quyidagi matritsaning hususiy giymatlari va hususiy
vektorlarini toping:

/0 1 0\
4 =100
Vooo)
Yangi matritsa tuzamiz:
(-A 1 0
A-XI=1 1 -A 0
Vo o -a

Uning determinantini nolga tenglashtirish kerak:
AA2-1) = 0.
Bu tenglamaning uchta yechimi bor:
A=, AR—1 A=0.
A matritsaning hususiy giymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga o'taylik.

Ai = —1 hoi.
Bu holda

29



Demak, birinchi hususiy vektor

X
vy X
0

ko'rinishga ega ekan. Bu:vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak:
x()tx (i) —2%2 = 1, buning uchun esa x = 1j\[2 bo'iishi kerak (k = —\jsf2
holning tahlili misolning ohirida berilgan). Natija:

1 1
X« = 4= -1
V2 ¢
T = 1 hoi.
Bu holda
010\ /x\ ( x
100jry)={(y

000
tenglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik:

X —Y, y —X, z=0.

Ikkinchi husussiy vektor

X<2>={A X

ko'rinishga ega ekan. Uning normasini birga tenglashtirsak
I|x 1= 2x2=1

x = 1/n/2 ekanligini topa‘miz. Natijaviy ifoda:

X @ = i
Mo
A3 = 0 hoi.
Bu holda
0 10\ (x\ /0
100 y =120
jO 0 0j \z) \O

Algebraik ko'rinishda
x =0, y =0, r - ixtiyoriy.

Demak, yechim sifatida |

[
X<3>= ( 0



olinishi mumkin. Vektorning nornrasini birga tenglashtirsak z — 1 bo'ladi.
Natijada A= 0 hususiy giymatga

x>*>_(0)

vektor mos kelishi topdildi.
Ko'rmib turibdiki topilgan vektorlar o'zaro ortogonal to'plamni tashkil

qgiladi:

(X, x™) =0, (XW,xW)=0, (XW,xNe) = 0. (105)
Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganimiz uchun bu ortogonal
sistema ortonormal sistemadir:

xO)xagy = i,j =123 (106)

Shu bilan uchta o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng bo'lgan ortlar topildi.
Vektorlarni normaga keltirish jarayonida har gal + ishoralardan

l.2-rasm: o‘ng-qo‘lva chap-qo‘l bazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz
mumkin edi, hosil boigan sistema bari-bir ortonormalligicha
golaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

koiimshda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A matritsaning
hususiy vektori boiib qgolaveradi, ammo, hosil boigan ortlar
riisfcemasi 0‘ng-qo‘l sistemasini emas, balki chap-goi sistemasini
hosil qiladi. Bu vaziyat (l.2)-rasmda ko'rsatilgan. Birinchi
va ikkinchi ortlar {x,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
r o'qi bo'yicha yo'nalgan. Xuddi shunday boshqga ortlarning
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ishorasini ham o'zgartirishimiz mumkin, bu bazis ortiarning
yo'nalishlarini har xil gilib tanlab olishga teng. Qaysi ishorani
tanlash yechilyapgan masaianing mohiyatiga mos kelishi nuqgtai-

nazaridan hal qgilinishi kerak.
1.12-misol. Karrali hususiy giymatga misol.

(108)
matritsaning hususiy sonlari:
Al = —1, n2 = 1, A3 = 1. (109)
Hususiy qgiymatlar karrali bo'lib chiqdi: A2= A3. Agar Ai = —1 ga
(110)
hususiy vektor mos kelsa, Ar3 = 1 ga bitta
(111)

hususiy vektor mos keladi. Masaianing o'zida x va y larni tanlashga imkoniyat
beiadigan iloj yo'q, demak, go'shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak.
Birinchi gadamda x = 0 deb olamiz:

(112)

Ikkinchi variant uchun y = 0 holni tanlaymiz:

(113)

Olingan vektorlarning hammasi o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya'ni.
ma’lum bir ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqga variantlar ham bor edi.
Agar (Il1)-ga qgarasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekislik
(y,z) o'glari hosil gilgan to'g'ri burehakning diagonali bo'yicha o'tgan, (y,z)
tekisligiga perpendikular va x o‘gi uning ustida yotadi. x (1) vektor esa shu
tekislikka perpendikular.  (lll)-ifodada x va y larning ixtiyoriy tanloviga
shu tekislikda yotgan va x (1> ga ortogonal bo‘lgan bir vektor mos keladi,
x va y larning boshga tanloviga shu tekislikda yotgan boshga vektor mos
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keladi. Bizning tanlov - mumkin bo‘lgan bitta hususiy variant. Biror masala
yechilganda shunday vaziyat tug‘ilsa o‘sha masalaning konkret hususiyatlariga
mos keluvehi variantni tanlash kerak.

1.11-mashq. Pauli matritsalari berilgan bo‘lsin:

(114)

a) Har bir matritsaning hususiy giymatlari va hususiy vektorlarini toping.
Ularni birlik normaga keltiring;

b) Birlik vektor olamiz n = (sinBcosdy sinOsindy cosB.) Shu vektor
uchun n eer skalar ko'paytmaga mos keluvehi matritsani toping;

c) n mcr matritsaning hususiy giymatlarini toping va uning hususiy
vektorlari

bo'lishini ko‘rsating. Agar B —0 va dp= 0 bo'lsa ushbu vektorlar yugoridagi
az ning vektorlari bilan ustma-ust tushushini ko'rsating’. 9 —>/2 va o —0
bo‘lganda natija  ga mos kelishini ko'rsating. B = »/2 va = >/2 holda esa
uy uchun natijalarga kelinishini ko'rsating.

1.12-mashq. Unitar matritsaning determinanti e‘a, a- haqgiqgiy son,
bo'lishini ko'rsating.

1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy qiymatlari e}, a— haqiqgiy
son, bo'lishini ko'rsating.

1.14-mashqg. Haqiqiy antisimmetrik matritsaning hususiy qiymatlari
mavhum yoki nolga tengligini ko'rsating. Misol sifatida

matritsani ko'ring.

810. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
§10.1. Umumiy muloxazalar

Uch o'Icharali misoldan boshlayiik. Bizga ixtiyoriy hermite
matritsa A berilgan bollain. Shunday bir matritsa T tuzaylikki,
uning ustunlari A matritsaning hususiy vektorlaridan tashkil
topgan bo'lsin:

33



Bu matritsaning hermite qo‘shmasi
rr INECURRER
X <8 | (we)
>r<@* TEr 4 3)* yI
Tekshirish giyin emaski

x (Dt
TWAT x )t
r(3)t
(117)
/A, O O
(Aix(1),A2x 2\ A3x(3)) = ( O A2 O
VO OA

Umumiy holda ixtiyoriy n x n matritsa A uchun diagonal
ko'rinishga keltirishni quyidagicha ta'riflashimiz mumkin. A ning
hususiy vektorlaridan

T = (X, x°, ==, xX") (118)
matritsa va uning hermite go'shmasi
/ xXWt \

)t
Tf @ (119)

larni tuzamiz. Ular yordamida A matritsani diagonal ko'rinishga
keltiramiz:

~Ai 0 0\
0 A2
7*AT = Da 0 (120)

J
Ko'rish qiyin emaski
Tfr =/, (121)
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ya’ni, T matritsa unitar matritsa: Tt = T _1. Demak, A hermite
matritsa unitar almashtirish yordamida diagonal ko'rinishga
keltirilar ekan:
Da = T~IAT. (122)
Biz bilamizki
det (T~]AT) = detA, Tr (TMAT) = TrA (123)
Bundan ikkita muhim hulosa kelib chigadi:

1. det A = JA2 ===A,

2.TrA = Al + A+ eeet \N—Y2 A .

k=1
Birinchi hulosadan vana bitta hulosa keltirib chigarish mumkin
- agar A matritsa aynigan bo'lsa (detA — 0) uning hech

bo'hnaganda bitta hususiy giymati nolga teng bo‘lishi kerak.

§10.2. Ikkita matritsani bir vaqtda diagonal ko‘riuishga keltirish

Teopema L4 Bizga 0‘zaro kommutativ bo'lgan A va B matritsalar
berilgan bo‘lsin;
AB = BA. (124)

Bu holda. ularning hususiy vektorlari to*plami bir bo‘ladi.
Isbot. x vektor A ning bir hususiy vektori bo‘lsin:
AXx = AX. (125)

Bu holda
A{BX) - BAX = A(£Ex). (126)

Ya’ni, Bx vektor A matritsaning huddi o‘sha A hususiy giymatiga
mos keluvehi yana bir hususiy vektori ekan, u x dan fagat o‘zining
uzunligi bilan farq qilishi mumkin:

Bx = ux. (127)

Demak, A ning hususiy vektori B ning ham hususiy vektori bo'lar
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdiqgi darhol kelib chigadi.
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Teopema 1.5 A va B matritsdarning kommutativligi ularm bir
vaqtda diagonal ko'‘rinishga keltirilishining yetarli va zaruriy
shartidir.

Isbot.

Yetarlilik sharti. A va B matritsalarning hususiy vektorlari
to‘plami bir xil boigani uchun mana shu hususiy vektorlardan
yuqoridagi (115)-goida bo'yicha bitta T matritsa tuzaylik. Bu
matritsa A ni ham, B ni ham bir vaqtda diagonal ko'rinishga
keltiradi.

Zaruriylik sharti. Faraz gilaylik

Da= T-'AT, DB=T~IBT (128)

diagonal matritsalar boisin. Bu yerda T - A (demak, B)
matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo'yicha tuzilgan
unitar matritsa. Bu degani

AB - BA = TDaT~ATDbT-1- TDBT~ITDAT~I =
(129)
- T(DaDb - DbDa)T-1= 0,

chunki diagonal matritsalar hamma vaqt kommutativ bo'ladi.

8§10.3. Normal matritsalar

O'zining hermite qo'shmasi bilan kommutativ bo'lgan matritsa
normal matritsa deyiladi:

NNf= N*N. (130)

Normal matritsani quyidagi ko'rinishda tasawur qilishimiz
mumkin:

N =A+IiB, (131)
bu yerda A va B matritsalar hermite va kommutataiv boiishi
kerak. Darhagigat,

NNi= (A+iB)(A'-iB') = AA4BB* +i(BA'-AB") (132
va
N*N = (A*-iB*)(A +iB) = AJA+ B]B +i(A~B-B~A) (133)
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ifodalar bir biriga teng bo'lishi uchun = A, £2 —B, AB = BA
bo‘lishi kerak.

Ikkita o'zaro kommutativ matritsani bir vaqtda diagonal
ko'rinishga keltirish mumkiniigidan quyidagi tasdiq kelib chigadi:

Teopema 1.6 Normal matritsa diagonal ko‘rinishga keltiriladi.
1.15-mashgq. Ixtiyoriy n x n o'lchamli A matritsa uchun
deteA = eTtA (134)

ayniyatni isbot qgiling: a) (123)-formulalardan foydalanib (diagonal ko'rinishga
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda.

1.16-mashqg. Quyidagi matritsalarning hususiy giymatlari va hususiy
vektorlarini toping, ularni diagonal ko‘rinishga keltiring:

100\ /1 0 0\ /0 10\ /200
a Oil), b 0 1 V2 1\, ¢ 101 , i) Oil
011/ \Ow 0/ \ol10/ \0 11

811. Gram-Schmidt metodi
Bizga biror C fazodagi chizigli bog‘lig bo'Imagan funksiyalar to‘liq
sistemasi berilgan bo‘lsin: {</?2,} = {<£, ip2, mm, M, Weele

Teopema 1.7 Ixtiyoriy chizigli bog‘lig bo‘lmagan to‘liq sistema
{ipn,n = 0,1,2,3, ni ortonormal sistema {¢pn, n —1,2,3,...}
ga aylantirish mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar con eski
funksiya n laming chizigli kombinatsiyasi bo‘ladi.

Isbot. Ushbu ish gqadamma-gadam bajariladi. Birinchi gadamda
guyidagi yangi funksiya kiritamiz:
®o(x) = jj*jVoCx), Iboll b 0. (135)

Ko'rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: U™l = 1-
Ikkinchi gadamda
dr(x) = (px(x) - auodo{x) (136)

funksiya kiritamiz. Biz uni ¢ ga ortogonal qilib olishimiz kerak,
buning uchun

(@1,P9 = 0 = [§h o) - aio (137)
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shartdan noma’lum a ni topib olamiz:

«10 =<PvihO)-. (138)

Demak,
D<= Ri() - IO (139)
Topilgan dx aynan nolga teng bo‘la olmaydi, bu holda w
funksiya w, funksiya orgali ifodalangan bo'lib qolar edi, bu esa

teorema shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga
tenglashtirish goldi:

Wi = 777771 - (140)
M
Yangi sistemamaizning ikkita elementini topdik - da,dx- Ular
o‘zaro ortogonal va har birining normasi birga teng.
Davom ettiramiz.  Yangi to'plamning uchinchi elementini
kiritamishni boshlaylik:

d2(X) = I1p2{x) - « 200 - a XK (141)
Bu element topilgan d¢o, ¢\ larga ortogonal bo'lishi kerak:

(d2, d0) = (y>2 d0) - ol0 = 0; (@2,dx) = (F2P1) - <2 = 0.

(142)
ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:
«20 = (<PZ,CII)); «2l = (<F2,CDX) (143)
Demak,
2= q2(x) - (F2, P)d0 - [P2, P\)ob (144)
Topilgan elementning normasini birga keltiraylik:
®2 = 777-71~ 2- (145)
Shu etapda jarayormi umumlashtirishimiz mumkin. Agar
¢oo,cpx, mn & n-1.funksiyalar topilgan bo‘lsa
1
Wh = (Pt / , CX-nkadk! ank ~ {pTPK)} (146)
fc=0
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formula asosida yangi funksiya olamiz va uning normasini birga
tenglashtirib

dni{x) = TTy-frVn (147)
Ivnll
yangi sistemaning n-ehi elementini ham topamiz. Gram-
Schmidt 6 metodi deb atalgan bu metod bizga {#/>,n —
0,1,2, ko'rinishdagi ortonormal sistemani beradi:
(Wi, "&T1) ~ 3mn- (~48)

Metodni umumlashtirishimiz mumkin. G fazoda skalar ko'paytma
p(x) vazn bilan berilgan bo'lsin:

(f,g)P= J)dxp(x)f{x)g(x). (149)

1.17-mashq. Quyidagi chizigli bog'liq bo'Imagan monomlar sistemasi
berilgan bo‘lsin:
9mn(x) = xn, n=2012,. (150)

Ushbu sistemani yuqgoridagi metod bo'yicha
1. (—1,1) intervalda p = 1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (—00,00) intervalda p(x) = exp(—x2) vazn bilan Hermite polinomlariga
keltiring.

6Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - daoiyalik matematik; Erhard Schmidt (1876 - 1959) -nemis
matematigi.



11-BOB.

DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK
NAZARIYASI

81. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtalari

Nazariy fizikada quyidagi ko'rinishdagi ikkinchi tartibli differensial
tenglama ko‘p uchraydi:

u”(z) + p(z)u’(z) + q(z)u(z) = 0. (1)

Fizikada uchraydigan  funksiyalarning analitik  hossalari
ko‘rilayapgan  masalaning fizikaviy = hossalarining  aksidir.
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nugtalariga
bevosita bog'lig bo'ladi. ko'pincha shunday hollar uchrab turadiki,
tenglamaning butun tekislikdagi aniq yechimini topish mumkin
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o'zimizga qiziqg bo'lgan
nugta atrofida yechimni gqidirib ko‘rishimiz mumkin. Ushbu
bob yuqoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqgta atrofida
gidirishga bag‘ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida qgidirar ekanmiz biz uni gator sifatida
gidiramiz. Agar bironj-bir z —a nuqtada yechimni yaginlashuvchi
Taylor gatoriga yoya olsak bu nuqta oddiy, yoki, to‘gri nuqta
deyiladi. Buning uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. (1)-
tenglamadan biz u"(z) ni topa olamiz:

u*(z) = - p(2)u’(2) - q()u(2). @)

Taylor gatoriga yoyish uchun bizga u”(a) kerak, buning uchun esa
ixtiyoriy u(a) va u'(@) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni mavjud
bo‘lishi kerak. Bosh5a so‘z bilan p(a) va g(a) lar cheklangan
bo‘lishi kerak. Taylor gatorini qurish uchun kerak bo:!gan yugori
hosila (u™(a) va h.k) larni hisoblay boshlasak p(z) va q(z)
larning ham yuqori hjasilalari mana shu z — a nuqtada mavjud
boiishlari kerakligi kdlib chigadi. Demak, z = a nuqta to‘g‘ri
nuqgta bo'lishi uchun p(z) vaq(z) funksiyalar shu nuqtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zaruriy ekan. Shu shart bir vaqtda yetarli
bo'lishini keyingi paragrafda ko'rsatamiz.

Yugoridagi muloxazalardan tushunarliki, p(z) va q(z)
funksiyalar uchun z = a nugta maxsus nugta bo'lib qgolsa biz u(z)
funksiyamizni Taylor gatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

u" + -Zu\z) + -Zzzu(z) —0. (3)

Bu misoida r = 0 nuqgta p(z) va q(z) funksiyalar uchun qutb
nugtadir. Agar u(0) va ti'(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol
bo'Imasa «"(0) mavjud bo'Imaydi va yechim uchun z —0 nuqtada
Taylor gatorini hosil gila olmaymiz. Demak, bu misoida z = 0
nugta - maxsus nuqta. Bu holda Taylor gatorining o‘rniga Laurent
gatori pa,ydo boTishi anigdir. Undan tashgari. tenglamaning ikkita
yechimining o'rniga bitta yechimgina mavjud bo'lishi mumkin.
Quyida mana shu masalalar ko'rib chigilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketavlik. Odatda differensial-
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining farqiga
borilmavdi, ular aynan tushunchalar deb garaladi. Rostdan
ham, funksiya birgiymatli va u berilgan soha bir bog'lamli
bo'lganda bu uchala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu
tushunchalarning har birining o‘z ta'rifx bor, ularni keltirib ketaylik:

1. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi gachonki bu funksiyaning
hagiqiy va mavhum qismlari shu nuqtada birinchi tartibli
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann
shartlariga bo'ysunsa;

2. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqtada
golomorf deyiladi gachonki u shu nuqgtada quyidagi gator
(e o]
ko'rinishida tasawurlansa: f(z) = c-n(™ ~ a)n-

3. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasi G da analitik
deyiladi gachonki shu funksiyaning zg G G nuqtadan A E G
nugtaga analitik davomi shu nuqtalarni bogiovchi konturga
bog'liq bo'lmasa.
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Cauchyning integral teoremasidan kelib chiqgadiki sohada differen-

siallanuvchi funksiya shu sohada cheksiz marta differensiallanuvchi

funksiya bo‘ladi. (6belning gatorlar hagidagi teoremasidan kelib

chigadiki f(z)—~” Cn(z —a)n cheksiz gator o'zining yaqinlashish
n~0

sohasida tekis yaqinlashéigli va bu qator f(z) funksiyasining Taylor

gatori bo'ladi: f(z) —  f*n\a){z ~ a)n/n\ Demak. biror sohada
77,-0

berilgan differensiallanuvchi funksiya shu sohada golomorf bo'ladi
va teskarisi.

Analitiklik tushunchasi Weierstrassl tomonidan Kkirit.iigan.
Monodromiya teoremasi bo'yicha golomorf funksiyalarning analitik
davomi (ularning bir giymatli aniglanish sohasida, va bu soha
bir bog'lamli boiganda, albatta) fagat boshlang'ich va ohirgi
nuqtalarga bog'lig va bu nugqtalarni bo'glovchi konturga bog'liq
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi
funksiya golomorf bo'lgani uchun u ham analitik funksiyalar
gatoriga mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi
va golomorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir qaytaramiz, bu tasdiglar f(z) funksiyaning bir
bog'lamli va bir giymatli sohasiga tegishli.

82, to'g'ri nuqgta atrofidagi yechim

Yechimni tenglamaning to'g'ri nuqtasi atrofida qidirishdan bosh-
laylik. Agar z —a nugta atrofida p(z) va q(z) funksiyalar o'zining
Taylor gatoriga yoyilsa:

p(z) =Po+ p'(a)(z - a) + \p™{a)(z - af

4

4(2) = <o+ q'(a)(z - @) + \q"{a)(z - a)2+ ee=,

ya’'ni, ular golomorf funksiyalar bo'lsa, ushbu z = a nuqta (1)-
tenglamaning to'g'ri nuqtasi bo'lishini ko'rsataylik. Magsadimiz,
bu holda ushbu nuqta atrofida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

TKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - nemis raatematigi.
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mustaqil golomorf yechim mavjud bo‘lishini ko'rsatish:
()

u(z) = cn(z —a)n = c0+ c\{z —a) + c2(z —a)2H--—- (5)
n-o

Tasdigm isbot qilish uchun (5)-gatorni bir va ikki marta
differensiallab (I)-tenglamaga olib borib go'yamiz. Birinchi hosila:
(e o]

u\z) =~ °nn(2- a)-1=C] + 2c2(z —a) + 3c3(r - a)2H
n=0

Ikkinchi hosila:
(e0)

u'{z) —" ¢cnn A z -ar2=2c2+6c3(r—a)+12c4(z—a)2}—
n=0

Natijalarni (I)-tenglamaga olib borib qo'yaylik:

2¢2 + 603(2 —a) + 12c4(z —a)2+ - h
+{po + p'ia)(z —a) + \p"{a){z ~ a)2 4—----)(ci + 2c2(z - a)+

+3c3(z - a)2H---)+ (Q0+ </@)(z- a)+ \g'{a){z - a)2 + mmm
e(co+ ci(z - a) + c2(z —a)2 H-—-- y = 0.

Endi (z —a) ning nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2c¢2 + poC\ 4- g0QQ= 0;
6c3+ 2p0c2+ p'{a)ci + ¢f*ci + g'{a)co = O;

12c¢4 + 3c3p(0) + 2cp’(a) + \cip"(a) + c2q(a) + Ciqg'(a) + \g"{a)co

va hk. Bu munosabatlarni yechib c2,c3, c4, mem larni ikkita
noma’lum @ va c\ orgali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-gator - quyidagi ko‘rinishga keladi:

u(z) = CoU[{z) +ciu2{z),



bu yerda

ux(z) = 1- -(z - a)2q(a) + ~(p(a)a(a) - a’(a) (z- of + <o

u2(z) = (z-a)~-p(a)(z-a)2+n (p2(a)- p'(a) - q(a)) (z-af+ umm,
Ko‘rinib turibdiki,

w() =1 wu2@)—0, u\@ =0 n2@a =1
Agar Cauchy? shartlarini

-u@ = A va u'@d) = B (6)
deb belgilasak yechim
u(z) = Aw(r) + Bu2{z) (7)

ko‘rinishni oladi. {«i,«2} funksiyalar sistemasi yechimlarning

fundamental sistemasi deyiladi.
2.1-misol. 3

(1- z2)u" - 2zu + -u =0 (8)

tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping.
Ko'‘rinib turibdiki, z = 0 nugta bu tenglama uchun to‘g‘ri nuqta:

p(z) = —2-"— = -2z- 223-2z2°— ;

3i i 2 3 9)
+z' + mm
Shu sababdan yechimni
()]
n(z) = ~2cnrn = aq+ciz + ¢2z2 H---- (10)
In0

ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni topaylik:

u(z) = O 4-2c2 + 3c2z2+ eee; v'(z) - 2c2+ 6¢3z + 12c4z2 - (11
Topilganlarni tenglamaga olib borib qo'yamiz:

(1 —z2)(2c2 + 6C3Zz+ 12c|jz2 + 20c$zs + mee) —27(Ci 4 2c2z + 3cz2 + ==e)+

3
+7(Co + C\Z + G2Z2+ C3z\ + +++)= 0.

(12)

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - fransuz mateinatigi
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ning bir hi! darajalari oldidagi koeffi jientlarni nclf a tenglashtiramiz:

3 3
202+ 8= O = ©—--co;

3 >
6c3 - 2cj + -4(:| =0 =» 9ci-= -j_ici;
? 21
12c4 - 2c¢2 - 6c2+ -jC2 =0 =? c4d= - "~gQ);
3 15
2004 - 6e3 —6C3 + -c3 = 0 I5= 228cb
va h.k. Demak,
, . 3 0 21 4 .. 50 15 ¢
“aM=1-T -m * +"": — + +m* +
2 .2 -misol.

(z —2)2 —3)/' —(2z —5WwW' +2u=0

tenglamaning z = o nugqta atrofidagi yechimini toeing.
Yechimni

«(2) =~ CnZn = Co+ Ciz+ C2- ;'2+ C3Z3 H----

0
ko'rinishda gidiramiz. Rekuvrent, munosabat:

_ 5(n—1) (ne1)ln—)
n+"  6(n+ 2)C*l  6(n --1)(n 4-2) h

Bu yerdan kelib chigadiki,

G=—2Cl- iCo, Cj= G = eee= 0.
Yl a )
Topilgan fundamental yechimlar sistemasi:
qi=1--%2 w=r—To 2

'2.3-misol.
U

n" + itt —2zu = 0

yianing z = o nuqta atrofidagi yechimini toping.
Yechimlarning fundamental sistemasi:



2.4-misol.
"+ zul + 2u--{)

tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimini toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:
Ui(z) = 1- ~z2+ Nz4+ eee, ni(z) = z- |z34—.
2.5-misol.
u'—zu=20
tenglamaning z = 0 nuqta atrofid%)i yechimlarini toping.
Yechim. Yechimni u(z) —n=0°nZn koiinishda izlaymiz. Koeffisientlar

uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:

Agar yechimning yoyilmasini tenglamaga qo'yilsa €6 = 0 ekanligi darhol
ko'rinadi. Demak, c2 = & = eg = mmm= 0 deb olishimiz kerak. Qolgan
koeffisientlar:

G=Fs0 &=shC' 06=2.315.6e0 O=T 4T ? C- vahk-
Yechimlar fundamental sistemasi:

“ =1+51+iS 2, +" ' » *  +5** + SH' + - -
2.6-misol.
u' —2zu'4-au=0
tenglamaning z —0 nuqgta atrofida(%i yechimlarini toping.
Yechim. Yechimni u(z) = £ c,zn ko'rinishda izlaymiz. Koeffisientlar

n=0
uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
2n —a

Ikkita yechim topildi:

J I|~a),,2 (-<*)(4 - a) 4, 1, V (-ft)(4 - a) -me(4fc- a) 2|+2
w -1 -r— — * |2 ol 3 )
Vb
2—a o0 (2—a)(6—a) *
Ad=r+n r+T 3 Y r4y'"s=
y>(2-a)(6-a)---(4&4-2-
@+T)r"
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Ikkala gator ham butun kompleks tekisligicla vaginlashuvchidir.  Ko’rihib
turibdiki, z — 00 da ikkala gator ham ~ ez ko'rinishga ega bo‘ladi. Odatda bu
misoldagi tenglama kvant inexanikasida chizigli ossillator masalasida uchraydi,
tolgin funksiyasi z 00 da o'sishi mumkin emas, shuning uchun gatorni
cheklashimiz kerak. Buning uchun a = 2n,n —0,1,2,3,... deb olinsa yetarli.
Masalan, n —0 (a — 0) bolganda u, = 1 bo'ladi va «2 yechim garalmaydi,
n=1(a= 2)bo‘lganda Wo—=z bo‘ladiva yechim garalmaydi, n —2 (a = 4)
bo'lganda Ki = 1 —2z1 bo‘ladi va «2 yechim garalmaydi. Olingan polinomlar
sistemasi (mos keluvehi norma tanlab oiingandan keyin) Hermite polinomlarini
tashkil giladi.

83. Maxsus nuqtalar klassifikatsiyasi

Yugorida ko'rdikki, tenglamaning maxsus nugtasida yechim
analitik funksiya bo'lishi mumkin emas. Yechim ham maxsus
nugta,ga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yeehimlarni topishdan oldin
ikkinchi tartibli tenglamaga ikkita mustaqgil yechim mos kelishi
shartini aniglaylik,

Faraz gilaylik, (I)-ning ikkita yechimi 1, va ud mavjud bo'isin:

u[ + pu[ + qu\ —O0, 2 4-pu2+ qun = 0.

g=wvil @

Rz)=
u\u2 —L2W\ W2~ wul
larni topamiz. Ikkala mahrajda Wronski3 determinanti w(z) paydo
bo'ldi, U\ va W2 larning mavjudligi va mustagilligi
w(z) = wyu2 —wul ¢ 0

bo'lishini talab giladi.
Soddalashtirish magsadida maxsus nuqtani z —0 deb olaylik.
Biz yechimni gator ko'rinishida gidirvapmiz, yechim

n ~ C\ZS+ QZS+1 4--—---

ko'rinishda izianadi. Yurutmoqchi bo'lgan muloxazamiz uchun
2 = 0 nuqgtaning bevosita atrofida birinchi had asosiy had bo'lgani
uchun

w ~ zSi, 12 ~ zs2
3Josef Maria Hoene-Wronski (1776-18-53) - pclyak faylasufi va matematigi.
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deb olishimiz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib borib go'ysak.

1 1
p(z) ~ (s +s2 1)-, Qz) ~ sis2~2

formulalarga kelamiz. bundan kelib chigadiki, agar p(z) maxsus
nugtada tartibi birinchidan yuqori boimagan qutbga ega boisa
va (yoki) q(z) shu nuqtada tartibi ikkirichidan yuqori boimagan
gutbga ega boisa tenglamamiz shu nuqtada ikkita mustaqil
yechimga ega boiadi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nugta p(z) uchun birinchi tartibdan yuqori boimagan
qutb va (yoki) q(z) uchun ikkinchi tartibdan yuqori boimagan qutb
boisa u regular maxsus nuqta deyiladi.

Aks holda maxsus nuqgta irregular deyiladi.

84. Cheksiz uzoq nuqtaning analizi

Cheksiz z = o00 nugta quyidagicha tahlil qilinadi. Yangi
ol!zgaruvchi kiritaylik:

N

v
()-tenglamani shu yangi o‘zgaruvchi tiliga o'tkazaylik. Buning
uchun hosilalarni yangi o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz:
d dCd_=\f2+. <P =nr£_ , GN_
dz dzd( ! d(’ dz2 aQ d(2
Natijada tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
cPu 72 p\ du ¢ n
R +(r? j5c+? =2 ®
Agar C= 0 nugtada ( ~ J va  ifodalar analitik boisa z = oo
nugta tenglamamiz uchun oddiy (to'g'ri) nugta bo'ladi.
i/2 \
Agar C = 0 nuqta if - —X I uchun oddiy qutb va (yoki)

uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'lmagan qutb boisa z = oo
nugta tenglamamiz uchun regular maxsus nuqta boiadi.
Aks hollarda z —o0 nuqta irregular maxsus nugta bo'ladi.
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85. Aniqglovchi tenglama

Z ~ a regular maxsus nugta bo!lsin:

P2 zP(_-lthr Po+ Pi(2- a)+ p2(z - a)2+

®) = iz_"a 2+ , —a ® + <Zi@z- ft)y+ 92(2- 0)2+ eenm.
(17)
()-tenglamaning yechimini
@ ()
u@) =(z-a)se c,(z- af = fl cn(z- a)ms =
n=0 n=0 Q9)

= c0z - a)s4Cl@2 - a)sfl 4c22 - a)st24—--
ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hi.soblaylik:
u\z) —Cos(z —a)s_1 4-Ci(s 4 1)(z —a)s 4- c2(s 4- 2)(z —a)stl 4- e=e

?/(2) = cgs(s - 1)(z - a)s~24-cis(s & 1)(z - a)s 14

4-c2(s + 2)(S 4-1)(z —ft)s + eem.

(19)
Tenglamaga oborib go'yamiz (bir vagtda tenglamani (z —a) ga
ko'paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):

c0s(s - I)(z - a)s4-cis(s + 1{z —a)s+l 4- c2(s 4- 2)(s 4- I)x
X(z —a)s+2 4------ E(p(_1) + po(z —a) + Pi(z - ft)2H---)x
x(cotp —a)s+ Ci(s 4 1)(z —a)s+l 4 =) 4- (?(-2) + 4(-i){z ~ a)+

+q0{z —ft)2 4- eme){c{z —a)'s4- C\(z —a)s+"+ eee) = (.

(20)
Shu ifodada (z — ft)st/ ko'rinishdagi har bir monom oldidagi
koeffisientlarni vig'ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past
darajadagi monom (z —a)s oldidagi koeffisientlar

A s(s- 1)4-SP(_XY+ g(_2) (21)
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tenglikka olib keiadi. Umumiy holda co ¢ 0, shuning uchun
S24-s(p(j) - D4<A2=0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning nomi - aniqglovchi
tenglama, u s ni topish uchun hizmat giladi. Bu tengiama
kvadratik bo‘lgani uchun uning ikki yechimi bor - si, s2. Ular
ko'pincha (l)-tenglamaning daraja ko‘rsatkichlari deyiladi.
2.7-misol.
zu" + zu' —2u = 0.

Bu tenglama uchun
P-i=1 g¢g2=-2, s2=2 = = +V2, s2- -\/2
Rekurrent munosabat mavjud emas:
cu{(n 4-s)2- 21 = 0.

n /0 holda to'g'ri gavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n & 0
bo‘lganda cn = 0 deb olish kerak. Fagat ogg 0. Ikkita topilgan yechim

zyll z-s/2

Quyidagi tenglamalarning 2 = 0 nuqtadagi yechimlari topilsin:
2.1-mashq
. 1, 1
n 4-—n 4-—u=0.
2z 4z
(20)-dan cn uchunj quyidagi umumiy rekurrent mimosbatni

keltirib chigarish mumkin:

>n[(n+ s)“+ (n+ s)(p(Li) —1) 4-2(-2)] =
«2_% \P | 4 2] om @3)
22, n-m-I{s -m m) 4- gqn-m-2]

Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga kelamiz: agar si —s2 = K
butun son boisa katta six ga mos keluvchi yechimni topish muammo
boimasa ham, Kkichikjs2 ga mos keluvchi w yechimni (18)-
ko'rinishda topa olmayrniz. Bu holda a® yechimning c\, c2,
koeffisientlarini topa. olsak ham c* koeffisientini aniglab boimaydi -
(23)-ni (22)-bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda c&oldidagi
koeffisient nolga teng boiib qoladi. Bunday hollarga tegishh
guyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1. Agar aniglovchi tenglarna yechimlarining farqi butunmas son
bo‘lsa ikkita mustaqil yechimni olish mumkin;

2. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlari teng bo'lsa gatorga
yoyish metodi bilan fagat bitta yechimni topish mumkin;

3. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlarining fargi but.un
son bollsa ularning kattasiga mos keluvehi yechimni gatorga
yoyish metodi bilan topish mumkin. ikkinchi yechim mavjud
bo'lmasligi mumkin.

Ohirgi punktning talqini quyidagicha - agar si — —K butun son
bo'lsa (23)-ning chap tomoni albatta ¢*, <0 bo'ladi, ammo, (23)-
ning o‘ng tomoni ham ba’zi-bir hollarda nolga teng bo'lib qolishi
mumkin. Bu holda paydo boigan noaniglik yechilishi mumkin.

Quyidagi misol shu holga mos keladi.
Umumiy holda esa ikkinchi yechimni ganday izlash kerakligi
keyingi paragrafda i ko'rsatilgan.
2.8-misol.
zu" + z2u' —2u —0

tenglamaning z —0 nugta atrofidagi yechimlarini toping.
z — 0 nuqgta regular maxsus nuqgta, bu nuqtada p_i = 0, -2 — —2.
Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

s2—s—2—0 => Si=2 S2= -, Si—=3
n = Y!c,zn+ qatorni tenglamaga qo'ysak

n+s—1
[n+s)(n+s—1)—2°n1

rekurrent munosabat olinadi. si = 2 ga mos keluvehi.gatorni topish giyin emas:

n+1
(n+NH(n+2)-2

Birinchi yechim:

s2= —1 holni qaraylik:

n—2
(n—)(n —=2) —2c¢”~1
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Bu holda ci = —]co, e2= 0 larni topamiz. n = sj —s2 —3 ga teng bo'lganda
0 3 = 0 munosabatni olamiz. Hagigatda ushbu holda noaniglik yo‘g, buni
ko'rish uchun olingan rekurrent munosabatning o‘ng tomoniga unig o'zini yana
bir marta qo'yamiz:

n—2 n—3 n—2
A~n-Dn-2)-2M- 2)(n-3)-2C"2=n(n- I)(n - 4) Qr2

Demak, G = -~c0. Davom ettirib Gl = ~co ni ham topish mumkin. Shu bilan
ikkinchi yechim ham topildi:

uz2(z) = 1—dz+ 13 _Lrtsm .
Bu misolni keltirishdan magsad - s2- sl = n butun son (noldan tashgari)

bolganda ham ikkinchi yechim ba’zi-bir hollarda gatorga yoyish usuli bilan
topilishi mumkin ekanligini ko:rsatish.

86. si —S2=K, K=0, 1,2, .. bo'lganda ikkinchi yechim

Agar si —S2 = K butun son yoki nol bo'lsa s2 ga mos keluvchi
yechimni umumiy holda (18)-ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda
ikkinchi yechimni quyidagicha gidiramiz:

u2(z) = w(2)ui(z), w(z) = uiu'2—wwuni —wronskian.
Hosilalarni topaylik:
u2 = wul + u\w’, ul = w'u\ + 2wu'i + wvk,
Topganlarimizni (I)-tenglamaga olib borib go‘yaylik:
w'u\ + 2wu\ + U'[w + p(w'u\ + u[w) + gvuui = 0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig'indisi
nolga teng (chunki u\ - yechim). Qolgan hadlar

w"u\ + 2w'u[ 4-pw'ui = 0

ko'rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:



Hosil bo'lgan tenglamani integrallash giyin emas:
nw'(z) = =21nui(z) —f dzp(z) = —=2\nui(z) —p(NIn(z —a)—

Po{z - a) - \pi{z- o f-——-
yoki,

v/(z) - Aexp —2Inw(r) —p ™ In(z —a) - pO(z - a) —

; 2 1 A
-pi(z- a . ’
Zp ( ) f  u2(z)(z—a)31
o ENTP» (2 34’
n=0 J
Yana bir marta integrallasak

. +i
J. exp< - E~™~bl C-arfl :

w(z) = Al n L+B (24)

formulani olamiz, bu yerda A va B - integrallash doimiylari.
Mahrajdagi ifodani alohida ko‘rib chigaylik.

«d=(r- a)a]T w2- a)"
n=0

bo‘lgani uchun
ulK - «F=« - «Q21(T,0 - «

=(E- a)l#e ~ c*(z- a)n\
\n=0 /



eh?_rllligini topamiz, bu yerda 2s\+ p\ = 1+ K bo'lishini hisobga
oldik.

<P@) =
(cO+ Ciz- Q+c2(z- af H--)
n=0 /
= &+ <Pz ~a)+ Do —a)2A-—-

funksiya z —a nuqtada analitik ekanligi oydindir. Olingan

Z expj - E~Pn(£-a)n+]j
w(z) = AJ di-—--—-—-- e ) 1 1 -<P(0 + B

formulada yana bir analitik strukt.urani ajratib chiqgaraylik;

op ~X) ~<4#n =
= P00 =do+ VoiE- a) + P2(E - 0)2+ e=m
Demak, topilgan yechim

u2{z) = w{z)ui(z) = Aui(z)\] + Bui(2)

ning analitik strukturasi K ning qiymatiga bo'g'liq ekan. Agar K =
0 bo'lsa

+

u2(z) = A "d0In(z - a)+Tpi(z- a) + P2 a)2x—-"
+ Bui(z)

yechimga egamiz. Umuman olganda, K butun son uchun ikkinchi
yechim mavjud bo'lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular
nuqtali tenglama misolida keyin ko'rsatamiz.

Ammo shunday ham bo'lishi mumkinki, aniglovchi tenglama
yechimlarining fargi butun son bo'lishiga garamay ikkinchi
yechimni ham qatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning

54



uchun (23)-tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizda
nafagat chap tomondagi ifoda, balki 0‘ng tomon ham tegishli n soni
uchun nolga aylansin, bunda I’Hopitale qoidasini qoilash keyingi
koeffisientni topishga imkon beradi. Bunday misol avval keltirilgan
- shu bobdagi 8-misolga garang.
2.9-misol.
u'4—vi—un=20

tenglamani z —0 nugta atrofida yeching,.

2 = 0 nuqgta - regular maxsus nugta. Aniglovchi tenglama s2 = 0
ko'rinishga ega. Bitta yechimni oson topish mumkin. Tenglama z —Z
almashtirishga nisbatan invariant bo'lgani uchun yechim juft funksiya bo'lishi
kerak - ct = c3 = G = <»m= 0. Rekurrent munosabatlar

1
dan (n = 2k deb olgandan keyin)
1
Ck ' 22qkiyC
ekanligini topamiz- Demak, birinchi yechim
0] A o

Ikkinchi yechim:

0 ‘zgaxmas sonlarni yozib o'tirmadik.
2.10-misol. 2-misolni davom ettiramiz.

@-2)@2- 3)"- (22- Hti'+2u=0

tenglamaning yechimlarini 2 = 0, 2 = 2 va 2 = 3 nugqtalar atroflarida toping.
2 = 0 nugta - oddiy nugta. Bu nugtadagi fundamental yechimlar sistemasi
darhol topiladi (2-misolga garang):
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z - 2 - regular maxsus nugta. Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
s(s —2) = 0; si=2, 2=0.
Rekurrent munosabat:
(n+s)(n+s—3)+2
el hasja- 1 oW

si = 2 hoi uchun
n(n + 1)
Q¥ (n+2Y -1

munosabatdan ci = ¢c2 = B = ese = (h = «m = 0 ekanligi kelib chigadi.
Agar z —2 nuqgtadagi S = 2 ga mos keluvchi yechimni L deb belgilasak
n3(r) = (z —2)2 ekanligini topamiz (co ni yozib o'tirmaymiz).

«2 = 0 holni garaylik. Bu holda rekurrent munosabat

n(n —3)4-2 n—2
cn+l m_,l or = |—|+ ‘iCn

ko rinishni gabul giladi. Agar bu munosabatning maxrajida ham huddi suratiga
oxshab (n—1) ko'paytuvchi paydo bo‘lImaganda undau oo ni topib bo'lrnas edi.,
ikkinchi yechimni fagat yuqgorida keltirilgan usul bilangina gidirish mumkin
bo:lar edi. Hozir esa quyidagilami topamiz:

ci= —2c0, c2=--C] =19, <3- C4= eee=0.

Bu holga mos keluvchi yechimni w (z) deb belgilasak u4(z) —(z —3)2 ekanligi
kelib chigadi.

Endi z = 3 nugtadagi yechimlami topaylik. Bu ham regular maxsus nuqgta,
yugoridagiga o'xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniglovchi
tenglamaning yechimlari yana o‘sha: Sj = 2, s2 = 0. Rekurrent munosabatning
fagat o'ng tomonidagi ishorasi o'zgaradi:

(n 4-s)(r] -fs—3)4-2

Cn! {n4sjl—1

Cn-
s=si = 2gama(z) = (z- 3)2yechim mos keladi. s = s2 = 0 holda Frobeniua
metodi ya.na ishlaydi, yechim u3 = (z —2)2 bo‘ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yugorida berilgan usuldan foydaJanilsa
nima bo'ladi? z = 2 nuqta atrofida s = Si = 2 ga mos keluvchi yecim
L, —{z —2)2 dan foydalanib «5(2) = w(z)u3 ni gidirsak. «<5 = 5/2 —z ekanligi
kei.ib chigadi - logarifmik had yo'q. Huddi shunday, z = 3 nugta atrofida
ikkinchi yechimni topishga yugoridagi usul ishlatilsa yana Us = 5/2 - z yechim
kelib chigadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uchta chizigli munosabatlarga
bo'ysunadi:

ow, - 6u2—ui —0, 5«i —y4m —wW=0, 2 - w +w —o0
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Bu misolni keitirishdan magsad - "si - s 2 butun son bo'lganda ikkinchi yechim
mavjud bo'Imasligi mumkin" degan tasdiq alba.tta mavjud bo'lmaydi degani
emasligini ko'rsatish edi.

2.11-misol. Bessel4 tenglamasi:

zu" + zv! + (r2—i'2)u —0.
Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - regular maxsus nugta 2 = 0
(e 0)

va irregular nugta z = 0o. z = 0 nugta atrofida yechimni u(z) = n=Oc7Jzn4s
ko'rinishda gidiramiz:

0S(S- IpK* + Cjs(.s + 1)X,+1 4 t-cosx*+ Ci(s 4 1)x +1 4-—
f(r2- i2)(cox* + cix*+1 4-—-) = 0.

n—ning darajasi eng past bo‘lgan had xs, uning oldidagi koeffisientlarni
yig‘a.miz:

o(s2- v2)=0. (25)
monomning oldidagi koeffisientlarni yig‘aylik:
cif(s4 1)2- vZ=0. (26)

Umumiy ko'rinishda rekurrent munosabatlar quyidagicha ko'rinishga ega:

(61] (S " n)'[o_v?"n—z- 27

(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:

@®@=0 y°ki s— (28)
(26)-dan esa
ci=0 yoki s=+r/—1.

oo ® 0 bo'lishi kerak deb si2= +v yechimni olamiz. Bu bilan G = 0 deb olgan
bo‘lamiz, aks holda (26)-ni ganoatlantira olmaymiz.

(27)-ga garalsa Ci = 0 ligidan hamma toq nomerli koeffisientlarning nolga
tengligi kelib chigadi: G = 3 = G = see= (CfcH = e+ =0. Noldan fargli
koeffisientlar - @, G4, c\.......

Sl = v da (27)-ning yechimi quyidagicha bo'ladi (n = 2k deb olingandan
keyin):
cXe = 22k\(k +~v)! C
Odatda
Co=2M

“Rriedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1S46) - uemis matematigi va astronomi
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deb olish gabul gilingan. Topilgan yechim J,(z) deb belgilanadi:

Mo A kK is)\2d

Aniglovchi tenglamaning ikkinchi vechimi s2 = —v mustaqil yechimga olib
kelmaydi. Buni tushunish giyin emas - v = n butun son bo'lganda si —s2 —2n
butun son bo'ladi. Ko'rsatish mumkinki [17], v butun son bo'lganda Jn(z) =
(-)nd_,,(2) bo'ladi, ya’ni, s2 = —n hollarda tenglamaning yechimini gator
ko'rinishda izlash mustaqil yechimga olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hoi v = 0 da topaylik. z = 0 nuqta atrofida:

) = pagg) J JTTT + B AV LUZER .y + B-

= Alq(z)Inz+ "2 a,z".

Umuman esa ikkinchi yechim quyidagicha aniglauadi:
cos(i/1)J,,(z2) —J_..(2)
sin(i'Tr)

bu funksiyaning nomi - Neumann5 funksiyasi. v = n butun son bo'lganda bu
funksiya0/0 ko'rinishiga keladi, bu noaniglik I’Hopital qoidasi bo'yic.ha ochilishi
kerak.

2.2-mashq. Quyidagi tenglamaning z = 0 nugtadagi yechimlarini toping:

Zu"+ 2vl + n=0.

§7. Aniglovchi bir misol

Ba’zi-bir hollarda ko'rilayotgan nuqgta to‘g‘rimi yoki maxsusmi
boiishidan gat’iy nazar yechim

4(z)~ (z- aY”"Cniz - a)n
n=0
ko'rinishda gidiriladi. Agar z = a nuqta to‘g‘ri bo'lsa aniglovchi
tenglamaning ikkita vechimi (ularning fargi butun son bo ladimi
yo'gmidan gat’ly nazar) bizga 1-ning fundamental yechimlar
sistemasini beradi. Masalan, kichik tebranishlar tenglamasi:
u'\z) + wau(z) —O.

5Karl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis matematigi.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nuqtasi bor? 2 tekisligining chekli
gismida uning maxsus nuqtasi yo‘q, Z —00 esa irregular maxsus
nuqta:

du(( 9 2du(( ) w

d(2  C dy C4

2 = 0 nuqta oddiy nuqta boiishiga garamay bu nugtada yechimni
quyidagicha ko'rinishda gidiraylik:
@

u--"c,,2n+s. (29)
n--0

Magsad - aniglovchi tenglama yechimlarining tarqi butun son
boiganda ham 2 = 0 nuqta oddiy nuqgta boigani uchun
ikkita mustaqil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi
murnkinligini ko‘rsatish,  Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib
borib go'yainiz.

cjn +s)(n +s- 1)znta~2+ Y ""cnzmS = 0.
Bu tenglikni ochib yozaylik:
0-08(s —i)z* 2+ Cls(s+ 1)zs 1+ [cr(B+ 1)(s+ 2)+0;2c0]25+ s+ = 0.
Birinchi va ikkinchi hadlarning oldidagi koeffisientlarni nolga
tenglashtirishdan boshlaylik:
cos(s —1) = 0, Cls(s+ 1) = 0.

Bularning birinchisi - aniglovchi tenglama. Ko'rmib turibdiki, yoki
@ = 0. yoki ci = 0 deb olish kerak, aks holda s(s —1) = 0 va
s(s + I) = 0 bir vaqtda bajarilishi kerak boiib chigadi, bu esa
mumkin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning
uchun ci = 0 deb olamiz. Bu holda co ® 0, vasi = 0, $2 —1
boiishi kerak. Rekurrent munosabat:

@ -y (n+ s)(n_+ s —1)

Bunda s = 0 deb oisak (qulaylik uchun n —n+ 2 deb ham olaylik)
uj2
Cn+2= - (n+ 2)(n+ 1)
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boiadi. Bu yerdan

C, = -yv%zo , ¢4 (————} l\_/___)_Zm n=(-1)» L_I>2C10
kelib chigadi. Demak,
t02 2 g4 4
W= a1 A2 gosz

Endi s —1 holni ko'raylik. Bu holda
117
C+2= ~(n~f3)(n + 2)°”
boiadi. Demak,

0j2 NV '2)2 4
a = ) C4-(—)J—) <*,-HI’LL|,"I'I,

Bu holdagi yechim:

w2= 9 (o W33 205 o\ = Dgnwe,

¢\ 3 51 J
Aniglovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi s2—si = 1 butun son
boiishiga garamasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu
misoldan kelib chiqgib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda
gidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z —a nuqta
to‘g‘ri nuqta boisa biz ikkita mustagil yechimni hamma vaqt
topamiz.

88. Irregular maxsus nuqgta va aniglovchi tenglama
Quyidagi t.englamani ko'raylik:
u" - ~u =0.

z —O0 nugta - regular maxsus nugta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
gidiramiz:
u{z) = J] Cnzn+s.
n=0
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Rekurrent munosabatlar mavjud emas:
(n+s)(n+s- 1)—6]=0

formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog'lamaydi. Aniglovchi
tenglama s(s + 1) —6 = 0 ning ikkita yechimi bor: Si = 3 va
S2 = —2. Demak, yechimlar cheksiz gator emas, balki birhadlardan
iborat: z3va z~2

Endi tenglamani o'zgartiramiz:

n"----~n —0.
zJ

z — 0 nuqta irregular maxsus nugtaga aylandi. Yechimni yana
Probenius metodi bo'yicha gidiramiz, birinchi bir necha hadlarni
yozib olaylik:

00s(s + 1)*s—2+ cjs(s + |)zei H----—6C0Za~3 —6CIZ5~2 -------- = 0.

Aniglovchi tenglama - 6¢0 = 0 ko'rinishni oldi, buni gabul gilib
boimaydi, chunki undan oq — 0 ekanligi kelib chigadi, bu esa
yechimning yo‘gligiga teng.

Yana bir misol ko'raylik:

Bu tenglama uchun aniglovchi tenglama s2 = a2, uning yechimlari
S12 = +a. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

Q [(n + s)2—a?] = 0.

Yechim vana faqat ikkita haddan iborat: za, z~a.
Tenglamaning maxsus nuqtasini o‘zgartira.miz:

Endi z = 0 nuqta irregular nuqtaga aylandi. Aniglovchi tenglama
—a2c0 = 0 ko‘rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo‘Imasligini ko'rsatadi.

Tenglamani yana bir bor o'zgartiramiz:

u' + —£ul-—-=0 (30)
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boiadi. Bu yerdan

cu2 (-1)2(cj2)2 U1
=-y @ o= N
kelib chigadi. Demak,
uJ2 UA 4
Ul—Oo I 1----—z + —7Z H———-I = CoQBUZ

Endi s = 1 holni ko'raylik. Bu holda
u2

Cn+2 — ~ (n +3)(n + 2)
boiadi. Demak,
uj -1)2(w2)2 j
Q_ - —JZ co, & - ( )- (w2) a ..., Cn = (-i)*—ulz-n"co.
Bu holdagi yechim:
U2—;kzu-———§n + ﬁz —°-IJ = ;8].110]2

Aniglovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi so-sj = 1 butun son
boiishiga gqaramasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu
misoldan Kkelib chiqgib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda
gidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar n = a nuqta

to'g'ri nuqta boisa biz ikkita mustagil yechimni hamma vaqt
topamiz.

88. Irregular maxsus nuqta va aniglovchi tenglama
Quyidagi tenglamani ko'raylik:
u" ——u —0.
zl
2 = 0 nuqgta - regular maxsus nugta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
gidiramiz:

00

u{z) = onZntS-
710
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Rekurrent munosabatlar mavjud emas:
Qn+s)(n+s—1)—6]1=0

formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog'lamaydi. Aniglovchi
tenglama s(s + 1) —6 = 0 ning ikkita yechimi bor: si = 3 va
s2 = —2. Demak, yechimlar cheksiz qator emas, balki birhadlardan
iborat: z3 va 2-2.

Endi tenglamani o'zgartiramiz:

Zz — 0 nuqta irregular maxsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana
Probenius metodi bo'yicha gidiramiz, birinchi bir necha hadlarni
yozib olaylik:

CoS(5 + 1)z“~2 + Cjs(s + 1)z9 H----—6c023‘3 —6CiZS~2 —m = 0.
Aniglovchi tenglama —6cq = 0 ko'rinishni oldi, buni gabul qilib
bo'Imaydi, chunki undan og = 0 ekanligi kelib chigadi, bu esa
yechimning vo'gligiga teng.

Yana bir misol ko'raylik:

Bu tenglama uchun aniglovchi tenglama s2 —a2, uning yechimlari
si 0—=a. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

Qi [(n+s)2- ad = 0.

Yechim vana fagat ikkita haddan iborat: za, z~a.
Tenglamaning maxsus nuqtasini o'zgartiramiz:

UII+EV!_~ZX =0

Endi z —O0 nugqta irregular nugtaga aylandi. Aniglovchi tenglama
—a2® = 0 ko'rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo'Imasligini ko‘rsatadi.

Tenglamani yana bir bor o'zgartiramiz:

1 a2
n' H—"ryl—o = 0- (30)
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Zz = 0 nuqta yana irregular nugta, ammo vaziyat o'zgardi:
aniglovchi tenglama s = 0 ko'rinishga ega. Rekurrent

munosabatlar:
ol n(n —1)
n+ ‘
n+1

Ko'rinib turibdiki, yechim yaginlashuvchi cheksiz qator boimaydi:
mfl N —1) —a2 o0
n+1

Qatorni gandaydir hadda, boiish kerak, aks holda uning ma’nosi
yo‘q. Masalan, a2 = 2 bo‘lsa gator n = 2 had bilan tugaydi: u(z) =
I-\-2z+2z2 yechim boiishini tekshirib ehigish giyin emas. Umuman,
a2 shunday son boiishi kerakki, n(n —1) —a2 = 0 tenglamaning
yechimi musbat butun son boisin. Aks holda (30)-tenglamaning
yechimini gatorga yoyish usuli bilan topib boimaydi.

Ko'rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nuqtalarda
muvaffagiyatga olib kelmasligi mumkin.

89. Bitta regular maxsus nuqta

Hususiy hollarga o‘taylik. Bitta regular maxsus nugqtali
tenglamaning eng umumiy ko‘rinishi:

u'+ ——r/ =0, (31)
Z—a

Tenglamaning maxsus nuqtasi bitta - z - a. Z = 00 maxsus nuqta
boimasligim tekshirish giyin emas. Yechimni standart ko'rinishda
gidiramiz:
@
wWz) = - a)nts.
n=0
Bu galda quyidagi holga kelamiz:

y"Qn+ s)(n+ s+ \){z —a)n+s~2 = 0.

Aniglovchi tenglama s(s + 1) = 0. Uning ikki yechimi: si = 0, 2=

c,n(n+ 1) =0
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bo'lishi kerak. N ——1 bo‘lishi mumkin emas, n = 0 uchun esa
co ixtiyoriy bo'lib chigadi. Demak, sj = 0 ga mos kelgan yechim
u\ = A ekan, A - ixtiyoriy konstanta.

Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo‘lgan joyi bordek
ko'rinadi: 23-bojyicha si —s2 = 1 bo'lgani uchun s2 ga mos
keluvehi yechimni topa olmasligimiz kerak, ammo ikkala yechimni
ham osongina topish mumkin:

u2(z) = B4—— .
Z—a
Ikkinchi yechim (86.)-paragrafda berilgan metod bilan ham huddi

shunday ko'rinishda topiladi.
Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lib ko'ringanligining

sababi hagigatda W, = A yechim yechim emasligidadir.
Ko'rilyapgan tenglama ikkinchi tartibli bo'lib unga ikkita bosh-
lang'ich shartlar berilgan bo'ladi, W, = A funksiya ikkita

boshlang'ich shartni ganoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum
kirgan.
Agar a nuqtani cheksizlikka ko'chirrnoqgchi bo'lsak: a — oo,
tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
u"=0. (32)
lining yechimi
u(Q = A+ B(. (33)
Bu yechim yugqoridagi ikkinchi yechim u2(z) ga mos keladi.

810. Ikkita regular maxsus nuqta

a va 6 nuqtalar va fagat ular regular maxsus nuqta bo'lishi uchun
p(z) funksiya

~ {z~a)(zm-b) (34)
va (yoki) q(z) funksiya
1

- a)2z —b)2 (35)
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ko‘rinishli hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nuqgta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun (16)-dan ko‘rinib turibdiki

36

c . (36)

kombinatsiya C= 0 nuqtada qutbga ega bo'Imasligi kerak. Bunday
talabga esa quyidagi funksiyagina javob beradi:

€)= =By

bu yerda ¢ = const. Huddi shunday, Z —o00 nuqta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun q(z) ning ham ko'rinishi maxsus
bo'lishi kerak:

-Ty- (38)
Ya’ni,
d 2« 2z + const du const
dz2 + (z —a)(z —6)dz + (z - a)2z - bv)2

tenglama ikkita regular maxsus nuqgtaga - a va b - ega bo'lgan
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi.  Ammo bu tenglamaga
kirgan o'zgarmas sonlarni informativroq bo'lgan ko'rinishga keltirib
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nugqtali tenglamaning eng umumiy holi
uchun quyidagi standart ko‘rinish gabul gilingan:

du 2z46(A+1U- 1)- aA+u+ Ddu| Aula- by

dz2+ (z- a)(z- Db dz '(z- a)2(z—6)2
(40)

Bu tasavvurning afzalligi shundakim, unda aniglovchi

tenglamaning ikkala yechimi yaqqol berilgan: ular A va U.

Ikkala maxsus nugtalarj ham yaqqol berilgan - a va b. Tekshiraylik.

Z —a nugtada:

2a + f(A4-ji —1) —a(A 4jis1) 1 A



Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

sh—s(A+ fi) + A, = 0, Si= A 22— (42)
z = b nugtada:
)iz 2b+ b(A4r/xgl_)é—a(A+/x+ 1? _14ARX, 52 AR

43

Aniglovchi tenglama va uning yechimlari: )

s2+ 5(A+ fi) + Ali = 0, 5i = —A 52= —. (44)

Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko'rinishda gidirish
kerakligini ko'rsatadi:

(45)

W —-—emm- almashtirish yordamida (40)-tenglamani
p—s y (40)-teng

ko'rinishga keltirishimiz mumkin. Yangi o'zgaruvchi tilida 45-
yechim
u(w) = wxuy(z) + WILR(2)

ko'rinishni oladi.

2.3-mashq. (46)-tenglamaning yechimini topib wi (z) va iio(r) funksiyalar
o0'zgarmas son ekanligini ko'rsating.

Bu mashqgdan kelib chigadiki ikkita regular maxsus nuqtali
holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko‘rinishga
ega:

A, B —konstantalar.

(47)
Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nuqta bo‘lsa uning

yechimi elemental’ funksiyalar orgali ifodalanadi.
2.4-mashq. Agar J1= u bcvlsa yechim

bo'lishini ko'rsating.



§11. Uchta regular maxsus nuqta

Uchta regular maxsus nugtaga mos keluvehi p(z) ning eng umumiy
ko'rinishidan. boshlaymiz:

p{z)=za_a 3 P—BH l16 (48)

z z—C
Cheksiz nugta maxsus nuqta bo'Imasligi uchun

ifoda (0 da analitik bo'lishi kerak. Buning uchun esa
a+R+7=2 va 6=0 (49)

bo'lishi kerak.
Uchta regular maxsus nuqtaga mos keluvehi q(z) ning eng
umumiy Kko'rinishi

1 ( d
®) z—a)z—b)z—0)\z —a z—b z—

bo'ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki ( = 1/z =0
nugtada quyidagiga egamiz: /(A= d+ e + /. Shunday qilib,
butun kompleks tekisligida fagatgina uchta. a, b, ¢ regular maxsus
nugtaga ega bo'lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va gq(z) uchun (0O)-formani
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nuqtali ikkinchi tartibli differencial
tenglamaning standart formasim quyidagicha tanlab olishimiz
mumkin:

(50)

z- a z—b Z—
AA{a —b)a—) . l4al{b- a)(b- ¢
z —a)2z —b)z—) "~ @ =a)( % z —c)
w'{c —a)(c -- b)

(z—a)(z —b)(z —0)2 i = 0. (51)
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Bu tenglama Papperitz-Riemanv? tenglamasi deyiladi.
Bu holda (49)-shartning birinchisining yangi parametrlar tiiidagi
koi'inishi quyidagicha boiadi:

A+ A+ fjLrp'+v+v' —L

Ushbu tanlovning afzalliklari quyidagicha: yangi parametrlar
A A. L fif va v, u' (51)-tenglamaning a,b va ¢ regular maxsus
nuqtalaridagi aniglobchi tenglamalarining yechimlaridir.

Masalan, z = a nuqtani olib koiaylik. Bu nugtada

P-100) = -A - A, g_2(a) = AA,
aniglovchi tenglama
s2- (A+ X)s+ AA = 0,

uning yechimlari sj = Ava & = A. Demak, (51)-tenglamaning
Z = a nuqta atrofidagi yechimi

u(z) = (z—a)x an(z—a)n+ (z—o)A™ In(z —a)n

ko'rinishda qidirilishi kerak, an va bn koeffisientlarni rekurrent
munosabatlardan topamiz. Huddi shundek, z = bveiz —c nuqtalar
atrofida yechimlarning ko'rinishi quyidagicha boiadi:

uiz) = (z- by cn(z- bn+ {z- hf'~ dn(z- b)n,
va

u(z) = (z-c) en(z~Cr+(z-cf]P/n(z - cf.

Demak, tenglamani standart ko'rinishga keltirishning o‘zi uning
yechimlarining asosiy xarakteristikalarini aniqlashga teng ekan.
Shu sababdan (51)-tenglamaning yechimlarini

a_bc j
O A h )

simvol orgali ifodalash gabul gilingan. Bu simvolning nomi -
Riemann simvoli. Ushbu simvolning ko'pgina hossalari [2-
kitobda berilgan.

6Georg Friedrich Bernhard Riemami (1826 - 1866) - nemis matematigi.
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Shu hossalardan bittasini keitiraylik:

b 1 { ai bl()]_
f a Z]U

g p 1A Qg Vv 21 )
v J A
Bu yerda
_Ad+B fco!
Z Czi+D '
kasr-chizigli almashtirish. Topish osonki
Dz- B
2 A-Cz'
Shunga yarasha
Da- B t Db-B _ Dec-B
ax~ A-Ca 1" A- Cb’ a” A-Cc

Bu formulalarning ma’nosi nirnadan iborat? (53)-almashtirish
kompleks tekisligidagi 2 nuqtani 21 nuqtaga o'tkazadi. (52)-
tenglikdan kelib chigadiki, bu almashtirish natijasida maxsus
nuqgtalar 01,6b c\ ga o'tadi va yechim ko'rsatkiehlari A 1, n, X\ yl
nllar o‘zgarmaydi. Bu degani bizga a,b,c maxsus nugtalardagi
yechimlar berilgan bo‘lsa ularni a\,bi,ci nuqtalarga (52)-orgali
o‘tkazishimiz mumkin.

Odatda maxsus nugtalarni a = 0,b = 1.¢ —oc nuqtalarda
joylashtirish gabul gilingan. Buning uchun (51)-tenglamada

2 —a b—c

eI N g

almashtirish bajaraylik.  Bu almashtirish (53)-almashtirishning
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda 2 = a nuqta w = 0
nugtaga o'tadi, 2 = b nugta w —! nuqtaga o'tadi va 2 = ¢ nuqta
W = 00 nuqgtaga o'tadi:

a Yy 0, o Y 1, C 00.

Klassik matematik fizika tenglamalarida butun kompleks
tekisligida beshtadan ortiq regular maxsus nuqtalar uchramaydi.
To'rtta va beshta maxsus nuqtali tenglamalar g'oyatda kam
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to'xtab o'tmaymiz.
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812. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)
§12.1. Tenglama va uning yechimlari
Quyidagi tenglama gipergeometrik tenglama deyiladi:
z(1- z)u'(z) + (c-{a + b+ 1)z)u'(z) - abu(z) = 0. (54)

Agar uni

koi'imshcla keltirsak uning yechimini

koi'inishda yozib olishimiz mumkin boiadi. Ushbu jadvalning
birinchi ustunini tekshiraylik. 2 = 0 nuqtada p-1 = ¢, 2 —0.
Shunga yarasha aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

w2+ S(C—1=0 = §8l-0, 62- 1_—c
Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinchi va uchinchi ustunlar ham
shunday tekshiriladi.
2 = 0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. si = 0 ga mos
keluvchi yechimdan boshlaymiz:
@
u(z) =~ anzn= ao+ a\z + a2z2+ a3 4--—--.
n=0

Uning hosilalarinin hisoblab (54)-tenglamaga olib borib go‘yamiz.
r ning bir xil drajaari oldidagi koeffisientlarni tenglashtirsak
quyidagi munosabatlarni olamiz:

. 1@+ N(&+1)
o 2fl2—(a+ 6+ )(Ji~r2co2—atab—0 =>m a2= - «1
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Shu jarayonni davom ettirib
la(@a+ 1)eee(@ad-n —1)6(6+ 1)eee(6+ n —1)
n nl! c(c+ 1)eee(c+ n—1)

ekenligini topamiz. Tenglamamiz chizigi bo‘lgani uchun a0 = 1 deb
olaylik, bu holda yning yechimi

F(a, bJc\z) = 1+

ga keltiriladi, bu yerda

(55)-qator gipergeometrik gator yoki funksiya deyiladi.
(54)-tengiamaning z = 0 nuqtaga eng yaqin maxsus nuqtasi z ~ |
bo‘lgani uchun bu gatorning yaginlashuv sohasi \2\ < 1 boiadi.
Ko'pincha biz aniglagan gipergeometrik funksij*a

2Fi(a, 6:C;z

ko'rinishda belgilanadi, bu belgilash (55)-qator suratida ikkita
parametr: a va6, maxrajida esa bitta ¢ parametr borligini bildiradi.
Umumlashgan gipergeometrik gatorlar ham bor, ularning suratida
va maxrajida bir-nechadan parametrlar boiishi mumkin.

z = 0 nuqtadagi ikkinchi yechimga o'taylik. Uning ko'rinishi

u2=z1 cf(z) (56)

boiishi kerak, bu yerdagi f(z) funksiya z —O0 nuqtada analitik
boigan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib
go'ysak f(z) uchun quyidagi tenglamani olamiz:
z(1—z2)f"+ 2—c - z(a+ b+ 3 —2¢))f'+
+ (c(l —r) —(@a —c+ )(6—C+ 1))/ = 0.
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Ko'rinib turibdiki,
| —2F\(b —c + l,a —c+ 1,2 —<;r).

Shu bilan biz (54)-tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi umumiy
yechimini topdik:

u(z) = 42Fi(a, bjccz) + bric(b - c+ l,a- ¢+ 1;2- ¢ 2).

§12.2. Integral tasavvur

Gipergeometrik funksiya uchun integral tasavvurlar juda ko‘p [5].
Ularning ichida eng ko‘p ishiatiladigani quyidagisi:

0

2.5-mashq. (1-tz)~" funksiyani gatorga yoyib shu integral tasawurdan
(55)-gatorni keltirib chigaring.
§12.3. Hususiy hollar
Quyidagilami isbot giling:
1 Q1+ z)n=2Fi(-n, bb-2).
2. In(l + z2) —z 2Fi(L,1;2; -2).

15z .
:2F1{2a,a + l;a;z).
1- z)2atl { )
"113
5 arcsinz=z2FIl (2722’7
1 3
6. arctan z = z oF\ (2 1;,2 -22

7. 2Fi{a, blc; z) = 27 (b, a;c: 2).



(szU 2Fl(a, bic;z) = (_a%g@n 246 4 n64 nic +niz).

9.
r(c)r(c-a-b
2Fi(0,6,c,1) r((CC_) ag?(g_b))>
c” O—1,—2,.... Rec> Re(o+ b}
10
r(l+a-»)r|i
Re(l + a—b) ¢ 0, -1, —2,—
pi r@r
2 r(+Dra-1+J
12.
ez= lim 2*i(1./3: L,/5)-
13.

az
2Fi{a,b+ 1, ¢ z) - 2Fi(a, bjc;r) = — 2Fi(a+ 1,6+1;c+1;2).

14.
2Fi(a, 6;c;z) = (1- z) a2Fi(a,c- 6;c;

15. Awalgi munosabatni ikki rnarta qoilab va a b
almashtirishdan foydalanib:

2*1(a, 6;c;z) = (1- r)0-0-62F-(c - a,c- 6;c;z).
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Misollarning ikkitasini yechaylik.

uj y -T(-n+f)(-2)t
2 n’e’s’ A 0 I‘S—n) o)
1, M+ 1), F(—n + 2)z2
.7+ (=) 4 ml(—) 2!+

Bu yerda
F(—n + 1)/T(—n) = —n, chunki F(—n + 1) = -nr(-n),

M—n+2)/F(—) =n(ra-1), chunki F(—n+2) = n(n—L)I(—n)
va h.k. Bu gator K = n hadda uziladi. chunki K = n + 1 uchun

M= + n+ 1)/T(—n) = 0 bo'ladi, K undan katta boisa ham
I (-n + K)/T(—n) nisbat yana nolga teng bo'ladi. Demak,

Vi, .h \_ VM= +K){-2)k
b By-2) = %(’:_0- A

= 1+ nZ+ -ri(n —1)22+ eee+ zZn= (1 + Z)n.

1 \n+l

T

riF,(l, 1;2;-r) =TE

=z- "2+ N73 - = In(l + z).
Z 0

812.4. Legendre funksiyalari
Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:
Q- z2u" - 2zu" + (v(is+ 1) - ye(l - z2~u = 0.

Agar 1/ = n butun son bo'lsa bu tenglamaning yechimi
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada

n= (z2- 1y '\ z=1- 2
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almashtirishlarni bajarsak

E(i —ov"+ (ad+ i) (i~ Z)r/+ (y~m)(y+ /1+ Jr,—o
tenglamani olamiz. Buesaa = f,—/, b=y+v+Ll c=n+1
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

munosabatga kelamiz.

813. Irregular maxsus nuqta

u" - k2u —0 (58)
tenglamaning bitta maxsus nuqtasi bor - z = 0o. U ham bo'lsa
irregular nugta. Buni quyidagicha ko‘rishimiz mumkin: z —1/C
almashtirish bajaramiz va natijada

cPu 2du k2
W+ Cd(~ =o
tenglamani olamiz. Ko'rinib turibdiki, ( = 0(z - o00) nugta
irregular maxsus nuqta.
(58)-tenglamada 2 = ----—---- almashtirish bajarib maxsus
. W—a
nuqtani w = a nuqtaga ko‘chiramiz:
dPu 2 du k2
dw2 iu—adw (w—)iu ~»
Bu tenglamaning yechimini (58)-tenglamaning yechimidan os-
ongina topamiz:
K K
n=\Ae™- a+Be w- a. (60)
Mana shu yechimdan irregular maxsus nuqtaning talginini
olishimiz mumkin: tenglamaning irregular maxsus nug-

tasiga yechimning rnuxim maxsus nuqtasi to‘g‘ri
keladi.
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Irregular maxsus nugtaga yana bir tomondan garash mumkin.
Ikkita regular maxsus nuqtali 40-tenglamada maxsus nugtalarni
ustma-ust tushuramiz: b = a + e, e — 0. Undan tashqgari A =
-1 = kje deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga
o'tadi.  Demak, ikkita regular maxsus nuqtalaming
go‘shilishida hosil bo'lgan maxsus nuqta irregular
bo‘lar ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiglash
mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning yechimi (47)-
ko'rinishda bo'lishini ko'rsatgan edik:

Ikkita maxsus nuqtalarni birlashtirish uchun yuqorida koTsatilgan
b—a+e A= —j —kje, e -> 0 almashtirishlar bajarish kerak.
Bunda quyidagini olamiz:

ke K K
) £zZ1 AeZ-a+Be z-a

§14. Avynigan gipergeometrik funksiya
814.1. Tenglama va uning yechimlari

Gaussning (54)-tenglamasida z -4 z/b almashtirish bajarib b —» oo
limitga o‘tsak

zu" + (c —z)u —au —0 (62)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan giper-
geometrik tenglama, yoki, Kummer tenglamasi. Bu
tenglamaning ikkita maxsus nugtasi bor - z = 0 regular maxsus
nugta va 2 = 00 - irregular maxsus nugta. Uning yechimini
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gator sifatida gidirib topishimiz mumkin, ammo osonrog'i (55)-
gipergeometrik gatordan 2 -> 2/6, 6 — 00 almashtirish bajarih
keltirib chigarishimiz mumkin:

iFi(a-c:2) = 1+ a ., a(a+ )z2 a(a+I)(a+2)z3
c c(c+ 1) 2 + c(c-f-1)(c+ 2 3

Funksivaning indekslari tushunarlidir - qatorning surati va
maxrajida bittadan parametr bor. Bu gatorning yaginlashuv
sohasi \z2\ < oo, gatorimiz kompleksn tekisligining chekli gismida
yaginlashuvchidir. Topilgan funksiya aynigan gipergeometrik
funksiya, yoki, Kumrner funksiyasi7 deyiladi. Ko‘pincha
Kummer funksiyasi o'zining maxsus belgisi orqgali belgilanadi:
iFi(a;c- z) = ®(a;c;z).

Gipergeometrik tenglamada uchta regular maxsus nuqta bor edi -
0.1,00. Bajarilgan z — z/b, b — oo almashtirish orqali ikkita
regular maxsus nuqtalar z = 1 va z = oo ni birlashtirdik, buning
natijasida z = oo nugqta irregular nuqtaga aylandi, z —0 nuqta
regular nugtaligicha qoldi. 2 = 0 ning regular maxsus nuqtaligi
(62)-tenglamadan ochig-oydin ko'rinib turibdi. (62)-tenglamada
Z = 1/C almashtirish bajarib

tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqqol ko'rinib turibdiki, ( =
0(2 = 00) nuqta irregular nuqtadir.
2 = 0 nugta atrofidagi yechimni topaylik. @~ Bu nuqtada
aniglovchi tenglama
s2+s(c- 1) =0,
uning yechimlari sj = 0, = 1—¢C. Gipergeometrik tenglamaning
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir qo'llasak
u(z) = Nd(a; ¢ z) + Bzl cd(a—c+ 1,2 —c; 2)

formulani olamiz.
7Ernst Kummer (1810 - 1803) - nemis matematigi.



814.2. Integral tasavvur

Huddi gipergeometrik funksiyaga o'xshash aynigan gipergeometrik
funksiya uchun ham integral tasavvurlar juda kop [5]. Ularning
ichida eng keng ishlatiladigani

o\ c—a
@D T e —a)

2.6-mashqg. Integral ostida ezt ni gatorga yoyib (63)-gatorni keltirib
chigaring.

2.7-mashq. Quyidagini isbot giling:
I—fldb(a; Cz) = $§1)pd7(a +n;c+n;r).

2.8-mashq. Quyidagini isbot qgiling: ®(a; c;z) = erd(c - a;c; -r).
2.9-mashq. Quyidagini isbot qgiling: ez= ®(a;a;r).

§14.3. Bessel funksiyaiari
Bessel tenglamasini eslaylik (uni kompleks tekislikda yozib olaylik):
z2u" + zv! + (22 - u2u —O.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor: z = 0 - regular nugta
va r = 00 - irregular nugta. Demak, ushbu tenglama aynigan
gipergeometrik tenglamaning hususiy holi ekan.  Darhagigat,
Kummer tenglamasida

A

u(z) = z~c2e”2w(z), =- —K+1f, c=1+2j

almashtirishlarni  bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini

olamiz:
dw (1 k 77— . n

dz2t vilat ot 8 WS
Yana bir almashtirish bajarsak:

W@ = Y@

7



quyidagi tenglamani olamiz:
zy" - zy + + (1 KONYy=0
Bessel funksiyasining normasini hisobga olib natija

MD) “f ¢ ny (LYeSdG + 142722

ko‘rinishga keltirilishi mumKin.
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111-BOB.
ASIMPTOTIK METODLAR

81. Asimptotik gator tushunchasi

Ba’zi-bir hollarda biror funksiyani o'rganayotganimizda uning aniq
ko'rinishini tagribiy ko‘rinishi bilan almashtirishga to'g'ri keladi.
Birdan-bir talab - mana shu taqribiy ifoda funksiyamizning asosiy
hossalarini rna’lum bir sohada yaxshi akslantirsin.  Hususan,
f(z) funksiyaning o'rniga uning katta argumentlarida quyidagi
ko'rinishdagi o

cO+ g+ .Q+ oo_+l_+' coe {]_I_)\

2 Zn

gatorni olish magsadga muvofiq bo'lishi mumkin. Bu gatorning

hususiy yig'indisi uchun

lim zn| f(z)- V ~ 1= limzn{f(z) - sn} —>0 (2
z—*00 Z----*ZK Z-~>00
I k=0 ")
ga ega bo'lsak u f(z) funksiyani uning katta argumentida yaxshi
yaqginlashtirgan bo'ladi. (I)-gator yaginlashuvchi bo'lishi shart
emas, u fagat f(z) funksiyaning 2 ning katta giymatlaridagi asosiy
hossalarini aks ettirishi kerak. (2)-shartga bo'ysungan (l)-gator
f(z) funksiyasining asimptotik yoyilmasi deyiladi. Ushbu ta'rif
quyidagicha belgilanadi:
IM ~ci+Hi+f|+.,.+E£i+.. (3)
2 2 Zn
Har bir funksiyaning asimptotik qgatori (agar u mavjud bo'lsa)
vagonadir. Rostdan ham, quyidagi formulalardan ko'rish
mumkinki, (I)-qatordagi har bir koeffisient f(z) funksiya orqali
yagona ma’noda aniglanadi:

0= !im f(z), ci= !im z{f(z) - c0}, - -,
cn=lim zn{f(z) - 5n}.
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Lekin bitta asimptotik gator bir necha funksiyaning asimptotik
yoyilmasi bo'lishi mumkin. Masalan, e~z va 0 funksiyalarning
asimptotik gatorlari bir xildir, chunki Iing zne~z — 0.

z—>00

Asimptotik gatorlarni qo‘shish va ko'paytirish mumkin: agar

Jt=o bl 02
bo‘lsa

IW +sW ~ 1(2)9(2) ~ f:

*=0 z fc= 0

boMadi. Asimptotik gatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)-
gator @/ 22 had bilan boshlangan bo’lsa):

ocC

/

Ammo asimptotik qgatorni hadlab differensiallash mumkin emas.
Masalan, f(x) —e~xsinex funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki,
f(x) ~ 0. Ammo f'(x) = —e~xsin e”+cos ex funksiya hech ganday
limitga ega emas (X -> 00 da).

Ushbu bob asosan qandaydir integral orgali berilgan
funksiyalarning asimptotik gatorlarini topishga bag‘ishlangan.

fc=2

82. 0(e) va o(e) belgilar hagida

Agar shunday A son topilib
A =
r>no g(e} A, 0< }A\ < 00

bo‘lsa, unda
f(£) —0 (g(e))
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deb yoziladi. Masalan,

cose — >0 (1), sine-—>0(e),
g-3/2
cose - 1 =0 0 (e2), v 0(e1/2).
. f(s) . .
Agar lim—~—=0 bo‘lsa /(e) = o(g(e)) deb belgilanadi.
"0 dfe)
Masalan,

. . o |
sine o(l), sine £_>0>o(e12).

£)
83. Bo‘laklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o'rganish magsadga muvofigdir.
3.1-misol. Quyidagi integral orgali aniglangan funksiyani olaylik:

®
f(x) - j @

Integral aniq hisoblanmaydi. Ammo uning x Kkatta boigandagi giymatini
I/x bo'yicha gator sifatida topishimiz mumkin. Buning uchun shu integralni
bo'laklab integrallaymiz:

1 d t t
i

n —t du = dv = e—dt, v=——.
Natijada
f(x) = -4
©
1 Y/ — + ~ D+ (-!)"«!j S dt-

gatomi olamiz. Bu gator x katta bo'lganida (4)-integral orgali aniglangan f(x)
funksiya uchun asimptotik gator rolini o'ynaydi. Qator yaginlashuvchi emas,
buni n-hadning suratida (n—2)! borligidan tushunishimiz mumkin: qgoldiq had
uchun

pX —t 1 r pXxX—t |

c~dt=nl-4r - (n+ 1)/ < —-

tn+\ xn+l ! > ] tn+2 xn+l
X X
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dan ko'rinib turibdiki

il
xn{f(x) - S,(a})] < A )0, X -¥ 00,

. n! .
ammo, chekli x uchun n —o00 d a-)z--- >00. Bular shum ko'rsatadiki,

1 21 (-)"'1
L R L

gator x katta bo'lganda (ma’lum bir n uchun) (4)-integral orqali berilgan / (i)
funksiyani talab gilingan aniglikda yaginlashtirib beradi. Asimptotik deyilgan
gatordan talab gilingani shudir.

3.2-misol

- ST U () ER el ()
X X X

J_ 1  bj? _1-3-5

2a  2X3 26 247 ©

6
3.3-misol. Bo'laklab intergallash yo‘li bilan asimptotik gatorga o‘tish(gg
yana bir misol;

m t [ele]
[(*)=1 = u=~" = = V ~2/ =
a X ('7)
9,0 2.3 (=D,
'ov*2 *3 x4 ! ir>+l

Agar bo‘laklab integrallashda birinchi bosgichda adashib n = e~*va dv = dt/t
deb olganimizda asimptotik (ya’ni, 1/x ning darajalari bo'yicha) gator emas,
balki x ning musbat darajalari bo'yicha gatorni olgan bo‘lar edik.

Olingan gatorlarning hammasi asimptotik qatorlar.  Ular
berilgan funksiyani uning argumenti katta bo'lganida kerakli
aniglikda yaqinlashtirib beradi.

Yaginlashuvchi oddiy gator (masalan, Taylor gatori) haqida
gapirganimizda u gatorning gancha ko'proq hadlarini xisobga olsak
shuncha yugorirog aniqlikka ega bo‘lamiz.  Asimptotik qator
hagida gap ketganda bunday emas. (5)-, (6)- va(7)-formulalardan
ko'rinib turibdiki argument X o'zgarmasdan turganda har bir
keyingi hadning hissasi oldingi hadning hissasidan katta bo'lib
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ketishi mumkin - har bir hadning suratiga faktorial kirgan, faktoriai
juda tez o'suvchi funksiya. Masalan, (5)-formulada n-nchi hadning
(n —I)-hadga nisbati (absolut giymati bo'yicha)

nt_(h—N!'_n
XN+l e Xn X

ga teng. Oydinki, n katta bo'lganida bu nisbat birdan katta. Shu
sababdan asimptotik gatorning fagatgina bir necha birinchi hadlari
goldiriladi, X katta bo'lganda shuning o'zi yetarlidir.

6-formulaga gaytaylik. j(dte42 integralni ikki xil yo'l bilan

hisoblaymiz. Birinchidan

Bu - yaginlashuvchi gator. Endi integralni ikkiga bo'lamiz va uning
ikkinchi gismi uchun 6-formuladan foydalanamiz:

X o]0} oo

0 O x

Olingan formulaning ikkinchi gismi - uzoglashuvchi asimptotik
gator, ammo uning fagat chekli sonli hadlarini hisobga olsak X —
00 da integral o'zining aniq giymatiga erishadi.

Yana bir necha misolni ko raylik.

3.4-misol.

oQ
I(x)=J dtf(t)c~xt = +0 ("™ 2 - * 2w
0 k=0

Bu integralni hisoblashda dv = e~xtdt. u = f(x) deb olisb kerak. Albatta,

/ "’(0)j < 00 deb hisoblaymiz.
3.5-misol.



3.6-misol.
b

Kx) =J dtf{t)exni).

X katta., h(t) va f(t) funksiyalar a < t < b sohada differensiallanuvchi
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan tashqari, [a, 6] intervalda h'(t) / 0
bo'lsin. Integralni katta x larda baholash uchun uni quyidagicha bo'laklab
integrallaymiz:

1
£

Comox = - ($8)'m*e

Natijada

f)=1Fro1empy _ [(f) LB 1 ¢ at xhy { f(t)\ (
[> x\h'(b) h@ J x jdte U W ()

formulani olamiz.  Ikkinchi integralni bo'laklab integrallasak u 1/x2 ga
proporsional bo'lib chigadi, shartimiz bo'yicha [a, b intervalda h!(t) ~ 0 edi,
bular hulosa shuki,

~ - 6*VKkJ1
()K) *lS '(b) ﬂ((asg /.
Agarda J1(0) > ft(6) bo Isa

flb)e)

I(x) ~ ~ T ({)f bo'ladi,

ft(a) < ft(6) holda esa
f(a\exh.(a)
Wkdi'
3.7-misol. Quyidagi integrating asimptotikasini toping ([7]):

tf—) dt

Ba’zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1 a + /[3< 0bo'lsin. Bu holda

ft . /00 oo\
FA a,/3) = J (t+ -~ dt= |y -J ] A w 1N = Fj- i
0t
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Fi ni topish giyin emas:
@ a *°

F=J tp~ dt = \~a~PJ t0-1(f+ 1)“dt = Ja~0B{I3,-a - 0).
0 0

F2 ning ostidagi funksiyani 1/A bo'yicha gatorga yoyamiz:

f2= /du"]r ® ak k=- Yoair - @K
) k=0 k=0 P
Natija:
f / 1N a it o a°
F<Aa, 3) + dt= A— "B(/3,-a-/3)+ £ C*A a+ (B3—k
U k=0
2. a+ /3> 0 bo‘lsin. Bu holda F(\,a,0) ni e — 1/A bo‘yicha TV =

[a-fp)+ 1 ([a] belgi a sonining eng katta butun gismini bildiradi) marta
differensiallasak avvalgi holga kelamiz:
{iI)NFA'“W3)=«(@a -4 mn-"+*Nee a~NP)-
Buni N marta integrallasak asosiy asimptotika uchun
F{A«, (5) ~ constA“"+3

hadni olamiz.

84. Laplace metodi

Matematik fizikada ko'pgina hollarda

b
F(A =J dtip(t)exm 9)

a
ko'rinishdagi integrallarning asimptotikasini hisoblashga to‘g‘ri
keladi. Asosiy goya: Agar f(t) funksiya [a,b] interualda
bitta keskin maksimumga ega bo‘lsa A ning katta giyinatlarida

integralga asosiy hissani mana shu keskin maksimumning atrofi
go'shadi. Agar keskin maksimumlar bir-nechta bo‘lsa ularning
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hissalarini alohida analiz gilib chigash kerak, umuman olganda
asosiy asimptotikaga ularning eng kattasi hissa qo'shadi, qolgan
maksimumlar keyingi hadlarga hissa qo‘shadi. Shu gloyaga
asoslangan metod Laplace metodi deyiladi.

Bu metodning tavsifi a) maksimumning gayerda joylashganiga,
- [a, 6 intervalning chegarasidami yoki uning ichidami va b)
maksimum nuqtasida f(t) ning nechta hosilasi nolga tengligiga
bog'lig.

84.1. f(t) ning maksimumi intervalning chegarasida
f'(a) hObo'lgan hoi
t = a nugtada f(t) o'zining maksimumigs erishsin:
f(t) = /(a) + f\a)(t - a) + ==+,  /(a) > f(t), te [ab)

Bu yerda f'(a) < 0 bo'lishi kerak, aks holda f(a) maksimum nuqta
bo‘lmaydi. A katta bo'lganda integralga asosan t ~ a atrofi hissa
go'shgani uchun integral ostidagi ifodani t = a nuqta atrofida
gatorga yoyamiz:

b

b
J dt (ip(a) + - a)-\-—-)

va olingan ifodada fagat asosiy hissa qo'shadigan hadlarni
goldiramiz:

a a

Qolgan integralda t —a —r deb belgilaymiz, yuqori chegarani
00 ga almashtiramiz (/'(a) < 0 bo'lgani uchun t = a nuqtadan
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uzogiashsak integral osti nolga intilib ketadi):
oo

F(A) ~ ip(d)exir Jf clte~"NBN —<p(a) ex(a

Al/ (@)l
Bu - asosiy had. Keyingi hadlarni topish uchun <p(t) va
fit) funksiyalarning yoyilmalaridagi yuqori tartibli hadlarni ham
hisobga olish kerak.

I'(a) = 0, /"(a) § O hoi

Bu holda
[(*) —/(a) + - a)24—, /1;(a) <0

bo'ladi. Integralga asosiy hissa:

b b
F{A = J dty{t)<M® ~ y>(a)eA/WJ dte~2XI(«l(*-«)2

ko'rinishga ega. |Aj/"(a)|(t —a)2= r almashtirish orgali uni
(0 0]
F{A)-——--J"L=eAw / "* 1 = »«(VW ,
a4 > )| / V? N V 2A) /')l

ko'rinishga keltiramiz. Bu - asosiy had.

I'(a) =/"(a) =0 ,/» ~0 hoi

Bu holda
I(<) = I(«) + - a)3+ +ee,  flip) <0

bo'ladi. Integral
ft b
F(A) = J dt<p(t)ex¥* ~ <pia)exi® J dte~BAL/>)Ne-a):
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ga keltirildi. |A|f"(@)\{t —a)3 = r almashtirish. bajarib bu
integralni osongina hisoblaymiz:

dr
r2/3Te

0

A |/»]
Keyingi hadlarni hisoblash

/(t) funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik. Keyingi hadlarni
topishni bitta misolda ko‘rsataylik. Formulalarni ortiqcha
harflardan ozod gilish magsadida 9-da integralning quyi chegarasini
0 deb olaylik. $(t) funksiya uchun t = 0 nuqta atrofida

@

(pt) = tfjlco+ C\t + c2t2 + ome) = 53 Qil>

n=0
yoyilma O‘rinli bolsin. f(t) funksiya esa t — 0 nuqta atrofida
f(t) = —kta ko‘rinishga ega boisin. /3 > —1 va a > 0 boiishi
kerak. Bu holda

n o
dt~ 2 °entnewn AT
0 n—n=0
integralda Akt® = r almashtirish bajaramiz:
b [ Row .
F(A = e [ atT °
n=0 J

00
£ A~ (A fc ) - 11 % ron o+ 73 1
n=o @ \ a

Avvalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida
kelib chigadi. n —O0 had asosiy had boiadi. n = 1,2,... hadlar shu
asosiy hadga tuzatmalar boiadi.
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3.8-misol.

7W _“
F(A) = \] —\] dte~xt{1- t+ t2- t3H—)
0
10/A
( t t2 t3 \ 1 1,2
ﬁé*“.e"'l(l'ZLA+" H/AS_'_" JNANA "N +/03
3.9-misol.
1 /A
o]
i.10-misol.

1/A

i N2+ )<i=1ij la ~2 A n?
j extIn+i<i=1ij dte lla "n)~~T +

84.2. /(f) ning maksimumi intervalning ichida:
f'(to) = 0, /"(*0)"0, «06 [a,bl

Asosiy had

/(t) funksiyat06 [a, 6] nugtada o'zining maksimumiga ega bo'lsin:

f't) ~ [ lI(*0)(*~"0)2H— > ["(to) <0,  /(to) —I(t)-

Asirnptotikaning asosiy hadini topaylik:

6 b
F(A) = J dtip(t)eXi® ~ eA1(<o)J dtip(t)e? Xf'(©){t-to)2 a
a
00
~ e AltoV (to) j dte~*x1™(*0)IMo) =e>/("°V (to)y3 7 y|-

—0

(10)
Integral chegaralarini cheksizliklarga almashtirish yuqori tartibli
" hadlargagina ta'sir giladi ([6], 5-bob, 8§3).
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3.11-misol. Mavhura argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi /n(.1)
ning X katta bo‘lgandagi asimptotikasini toping:

P

0]

Eksponentadagi funksiya f(6) —sin B 0'zining o'zgarislii sohasida 6a = Nn/2
nugtada maksimumga erishadi:

/(#) =sin@ /'(000=O0 -» Oo=~, fO)=1-"(e -0 2+ ...

Asosiy asimptotika:
()]

Umumiy formula

Umumiy holda a < to < b nuqtada maksimumga ega bo'lgan
funksiya uchun

f(t) —f (to) + a2(E —*0)2+ " (t —i0)3H— <+ an(t —to)n+ eee

deb olaylik, bunda an — f(n\to)/n\, ad < 0. Integral ostida
yangi o‘zgaruvchini quyidagicha kiritamiz: —2 = f(t) —f{to).
Boshgacha so‘z bilan aytganda

T=(t- toy/-0O2- a3(t-tQ0 - ajt. - i0n_2------- (12)

Ushbu formulaning teskarisini topib uni t —(T) deb belgilaymiz.
Bunda #

formulaga kelamiz. Bu yerda a' > 0 va V > 0 bo‘ladi, ularning
aniq ta‘rifiarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nuqta atrofi asosiy
hissa qo‘shadi.

4>{p(m)b{r) = 5°CnTn
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yoyilmani yuqoridagi integralga qo'yamiz va integralni ikki gismga
bo‘lamiz:

b _1:' ) a 0

J =] +J (kerakii yaginlashuvda) ~ / + [/

- 0 - 0 -
Natijada

]

(PGP - (P(D{-T))p\-T)) dre xw

\ ® A2

-0 M n=0 d

formulaga kelamiz.  Katta A uchun yuqori chegarani oo ga
almashtirish quyidagini beradi:

F(X)"ex*) 1y @' (2n)! {12)
V Aho An 4"n! Y

Bu yerda quyidagi formula ishlatildi:
€))

7R
( xn~1"2e~x= I(n + 1/2) )

4nn!

Agar co= p{Ll)d'(to) = , ekanligini hisobga olsak (12)-dan
V a

asosiy had sifatida (XO)-ni olamiz.
3.12-misol. Gamnm-funksiyaning asimptotikasi:

MA+ 1) = dettxe .
0

a1



Integral ostini qulay ko'rinishga keltiraylik:

r(A+1)= Aa+l\] dttxe~xt = Aa+1\] e~M+xintdt = AM e~x\] e~X(~1~w)dt
0 0 0
Yuqoridagi formulalar bilan solishtirsak
1, /(f)=-(t- 1-Inf), /'(*)=-1+].
Integral ostidagi eksponentat —1 nuqtada o'zining maksimurniga erishar ekan:
f(t) ~ /(1) + ") (f- 1)2u = -k (* - )2+ eoom

|A(f —I)2= r2almashtirish bajaramiz:

__ 00
MA+ 1) ~ AAHe~Ay j \] dre~T*= x/2TA
-00

Bu formulaning nomi - Stirling formulas!.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integrating asimptotikasini toping:

a

Ko'rib chigilgan usulni go'llab bo'Imaydi. Quyidagicha yo‘l tutamiz.

S=-rb "At-°f T - 0% (i"F “ K- “>

Bu hisob asosida f = a + A 1/3s almashtirish bajaramiz. Unda

MfA) = -AU3(- +/)

va
N,/3(6-a)

FW - JI55 /

o
bo'ladi. Y yog'iga standart metodga otish mumkin. Integral ostidagi
eksponentadagi funksiyalsq ~ 2"-73 nugtada minimumga (eksponenta esa
maksimumga) erishadi, iagar AU3b —B) > 2 1/3 bo‘lsa eksponentadagi
funksiyani so = 2™'¥/3 nuqta atrofida gqatorga yoyamiz:

CAU3(sU+ 52 = -ALB A3 02-23+ 3 (s - 2“UF 2+ eom .
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3.14-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:
(09)

F{x) = J exp (- - xt" dt, 0O<a<1l

t= almashtirish bajaramiz:
()
F(z) = xl/(@a~1x exp ~rc"/(*_1) -rjj <t

r/a7v i/]funksiyaning maksimumi r0 = 1 nugtada, shu nuqta atrofida ikkinchi

tartibli hadlargacha aniglikda gatorga yoyamiz:
/ @
F(X) = xXVf—i)exp 'exp/_1(1_B)L/B1)(T_ D2\ _
in /
3.15-misol.

f iae~'lldt = / dzzae~1"xz>a+l = aa+l f d*~a~2e~"x =

— 3,-ft+lg I/i ] + Uya-2e-u/x » Xa+2e~I/x

0
3.16-misol.

fe XxA2In(l + x)dx = e<A[ e-M*2:2)(1 + ,js/3In@2 + u) €_Aln2
1 a0. 2n

3.17-misol.



3.18-misol.
I

1
it
@
0
3.19-misol.
M2
T vetidt = J ta-tez H(t22)= J @2)f-1)2eziz A \a~iexy2
0 0 0
3.20-misol.
OF e~xdx 1 OF e~xdx 1 1
% A+ rc+ z-sIA A%’ I+i/A + i/%/A A 132

3.21-misol.

[ O = gt =i

00

}I +,[/dt =V tll{ijlfcostdt
[ tncostdt = \jtr(eie+ e~f) = | [iml+ (-i),l+1] n! =
0 0

ro, n —2k,
- | (H)*+i(2&+ 1)), n =2k + 1.

| +
71=0

85. Davon oshish nietodi

Davon oshish nietodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning asimp-
totikasini topishda ishlatiladi:



bu yerda f(z) va ip(z) funksiyalar integrallash sohasida analitik
bo'lgan funksiyalar, C - integrallash konturi, A - katta parametr.
Kontur C ning boshi va ohirini a va 6 deb belgilaylik.

Metodning asosiy g‘oyasi quyidagicha. Cauchy teoremasi
bo‘yicha integral ostidagi funksiya analitik bo‘lgan sohada konturni
hohlagancha deformatsiyalashirniz mumkin - integralning giymati
bunda o‘zgarmaydi. Shundan foydalanib konturni shunday
deformatsiyalaylikki, natijada tanlab olingan yangi kontur bo'yicha
harakat gilganimizda f(z) funksiyasining maksimumi shu konturda
yotgan bo‘lib chigsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini
ko'llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga ahamiyat bera,ylik - f(z) funksiya analitik
bo'lgani uchun u hech ganday sohada o'zining maksimumi yoki
minimumiga erishishi mumkin emas (berk sohaning chegarasidan
tashgari). Buni quyidagicha isbot gilishimiz mumkin. f(z) ni
haqgigiy va mavhum gqismiarga ajrataylik:

f(z) = u(x,y) + iv(x,y). (14)
f(z) ning analitikligi uning hagigiy va mavhum gismlari Cauchy-
Riemann shartlariga bo'ysunishmi bildiradi:
du dv du dv
dx dy' dy dx A
Bu esa 0‘z navbatida U va Vv funksiyalarning garmonikligini
bildiradi:
dau d2u dv  da
dx2+ dy*= ~ dx2+df = a ~6)
Ohirgi qatordagi formulalarni avvalgi gatordagilardan Kkeltirib
chiqgarish oson.
Biror bir z0 nugtada f\z 0) = 0 bo'lsin. Analitik funksiyaning
hosilasini ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha hisoblasak bir xil natijaga
kelishimiz kerak.  Masalan, uning X va y bo'vicha hosilalari

bir biriga teng (Cauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shunda).
Demak, bir paytning o'zida

["(2)=[;/(*)U o = N M) -
1 4



va

rel =|/w u, = (xu(*y)+ ym- o0

(18)
boiishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to'rtala
hususiy hosilalarning nolga tengligini bildiradi:

a 0O a d
—v(x0,y0) = Q)’/‘u(xo,yo) - —XV(XO,yO) = —yv(xO,yQ =0,
n funksiya xq, yo nuqtada maksimumga ega boiishi uchun

d2
772 «(*0, Y0) < 0

boiishi kerak, ammo (16)-formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda

qz2
—eu(x{hYo) > 0

boiadi. Demak, zo nuqgtada biz x yo'nalishida maksimumga ega
bolsak y yo‘nalishida minimumga egamiz va teskarisi (U uchun
ham, v uchun ham). Bulardan shunday hulosaga kelamiz: /'(zq) —
0 boigan zg nuqta f(z) funksiya uchun egar nuqta boiadi - bu
vaziyat (Ill.I)-rasmda p(x,y) funksiya uchun ko‘rsatilgan. Ushbu
ra,smda Cauchy-Riemahn shartlaridan kelib chigadigan yana bir
munosabat hisobga olingan:
\\//u-Vv:@d—V+@d—v=0. (20)
0X 0X 0y ay

Bu shuni bildiradikij u = const va v = const ekvipotensial chiz-
iglar (X, y) tekisligining har bir nuqtasida hir-biriga perpendikular
boigan egri chiziglar sistemasini tashkil giladi. Ya’ni, v —const
chizig'ning ustida harakat gilganimizda n funksiyaning eng tez
o'zgarishi yo‘nalishida jharakat gilgan bolamiz va teskarisi - U =
const chizigning ustida harakat gilganimizda v funksiyaning eng
tez o'zgarishi yolialishijda harakat gilgan bolamiz.

Bularni aniglab davon oshish usulinmg asosiy g‘oyasiga
gaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki
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I11.1-rasm: Egar nuqta

 yangi kontur z0 nugtadan o'tsin:

®yangi kontur bo'yicha harakat gilganimizda z0 nuqtada u
funksiya o'zining maksimumiga erishsin;

* zq nugtaning yetarlicha yagin atrofida bu konturning ustida
v —const bo'lsm.

Bunday tanlab olingan egri chiziq eng tez tushish chizigH
deyiladi, unga (IH.l)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan
davon oshish metodi ko'pincha eng tez tushish metodi ham
deyiladil.

Integralga gaytib kelib uni

b
F(A) - J dzp{z)eXt* ~ eXux}y) i)

c a
ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(f) m

mana shu yangi konturning parametrik tenglamasi. Integrallash
chegaralari sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy

1lluglizchasi -. the method of steepest descent
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g'oyasi bo'yicha bu chegaraviy nuqgtalarning katta ahamiyati yo'q
- A katta bo’iganida integralning asimptotikasiga asosiy hissani zn
nuqgtaning atrofi go'shadi. Avvalgi paragraflardan ma’lum bo‘igan
texnikani qoilashni yengillashtirish uchun u(x, y) = u(z(t)) = /(f)
va ip{z{t))z'{t) = ip(t) belgilashlar kiritamiz (esdan chigarmaylik,
integrallash jarayoni z(t) konturning ustida ketayapti). Natijada
quyidagini olamiz:

b
F() - A I qideMdt (22)

z0 = z(t-0) nuqtada /(f) maksimumga ega: f'(t0) = 0, f"(tQ <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun / ning Taylor gatorida
/(f0) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: f(t) -~
f(to) + \{t ~ t0)2 Shu yaginlashuvda <p(f) ~ <p(t0) ga
almashtiramiz. Integral darhol quyidagi holga Kkeltiriladi (A
katta bo'lgan limitda integrallash chegaralarini cheksizlikiarga
almashtirishimiz mumkin):

(e]e]

F(A) - eA(™ (T0)] <iie-")K*-*0)8, (23)

-00

Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik:
T2= - (0)2, (=@O+r,/ (24)

Natijada

(25)
formulani olamiz. Bu yerda £(t,,) = ~(z0)z'(t0). Undan tashqari,

I"(to) - £1(.) (26)
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Integrallash konturining ustida Imf(z) —v(x,y) = const bo'lgani
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:

L=7/GL =

=~ T 4A w =1 x)N ‘o) (27)
z(t) o'zining ta'rifi bo'yicha kompleks funksiya, demak, z'(to) =
kel> deb olishimiz mumkin, bunda K - hagigiy son bo'ladi. B

e3a C konturga to nuqtadagi urinmaning X o'qi bilan hosil gilgan
burchagi. Shularni hisobga olib

iS(() = I"(t,)] = \CBIAb>)\ =1/ » \k2 (28)

deb yozib olish mumkin.
Natijada integralning asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat
bo'lib chiqdi:

flA)~«W A)NMN\NTW \e“- (29)
3.22-misol.  Bessel funksiyasining x ning katta giymatlari uchun
asimptotikasini topaylik:
1 T ex(*1nR
Moo= o) zn+l
rH

3u yerda

=K 1+ ) m
Ekstremum nugtalari:
f(z) =0 = 2z2=-1, 22= #i-

Bu - egar nuqgtalardir. Bu nugtalarda Re/ = 0. }(z) ning hagigiy va mavhum
gismlari:

1 b —
WA (*_idv)" HXY=\y+x")-
z = i nuqtalarda u(x.y) = 0. lll.2-rasmda mana shu egar nugtalarning
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111.2-rasm: Bessel funksiyasining asimptotikasini hisoblash uchun kontur

atroflari "+" va belgilar bilan belgilangan. Bunda "+" belgisi u > 0
sohaga mos keladi va belgisi 1 < 0 sohaga mos keladi. \2\ = 1 aylana
kontur egar nuqtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan
chiziglar bo'yicha yurganimizda biz vodiydan vodiyga davon oshib o'tishimiz
mumkin - bunday yo'l sohalarni birlashtiradi. - "+" sohalarni
bog'laydigan shtrixlangan yo'lda u(x, y) funksiya o'zining minimumidan o'tadi
va magsadimizga to'g'ri kelmaydi. u(x,y) ning eng tez o'zgaradigan konturi
Z = +i nuqtada B — 31r/4 burchakli urinmaga ega, z = -i nugtada esa
6 = /4 burchakli urinmaga ega. Ikkala nugtaning ham beradigan hissasi
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig'indisini olamiz. Bu
nugtalarda ularni rasmdagi strelkali kontur bo'yicha o'tganimizda quyidagilarga
egamiz:

4>(xi) = e=P>(»+D/2, f"(xi) = eT«*/2) =

Demak

Bu holda f(z) z(1+r) —z3 f'(z) = 1+ r—3r2, egar nuqtalar ikkita:

z2—(@1 +0/3 = ~ e ” /4 tenglamaning yechimlari zli2 = £21/43~1V Ir/S.
Shu ikki nugtada f(z) ning giymatlari:
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111.3-rasm: Misollarga doir konturlar

au)-z (W “-4)-b—elU» (*) -
Funksiyaning ikkila egar nugtalardagi hagigiy gismlarini solishtiraylik:

214 4r 214 3T
Rfi/(zi) = "T2QBy - °'2477 > >Re/bl = —£32cos 8 ~ 02477 < °>

demak, integralga asosiy hissani z\ nuqta qo'shadi. Agar fagat asosiy
asimptotikani topmogchi bo'isak konturni z\ nugtadan o‘tadigan qilib
deformatsiyalash kerak (Ill.3a-rasmga qarang). B burchakni quyidagicha

topamiz: —f"(zi)(zi)'2 hagigiy son bo'lishi uchun 28 + n/8 = 0 bo'lishi
kerak. \f"(zi)\ = 2-\/3\V/2 hisobga olinsa
@
I exp [A(i + ix —x3)] dx ~ Nwex,M =
\ 12
J exp (2743-3/2iH/8A)
\fzV2)
kelib chigadi.
3.24-misol.
co ) 112
A+ x)xdx s 07 Y a0 A o= - 1
/m
Integralni

3 eiAl(l + x2adx = J xRl

ko'rinishga keltiramiz. /(r) = rr—n(1 + r2) funksiya uchun 21,2 = i(—+ n/2)
nuqgtalar egar nugtalardir, ularning joylashishi 111.36-rasmda ko‘rsatilgan. z =
+t nuqtalar integral osti funksiya uchun maxsus nuqtalardir, shu sababli 22
 nugtadagi davon balandroq bo'lishiga garamav uni hisobga olmaymiz. z\ —ic

(o1}



nuqgtaning hissasini topganda |/"(zi)| = (c+ 1)/c = 2/(1 - c¢) ni hisobga olsih
kerak (/"(zi) ning hagigiyligi 0 = 0 ekanligini bildiradi):

172
7r(l —c)
f e<A Aln(l+:r2)rfr ~ A e’ nc(2¢)~n.
J

86. Statsionar faza metodi
Statsionar faza metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning
asimptotikasini topishga mo'ljallangan:

0
1(A) = \] dtip{t) eixfV. (31)

Integralga kirgan <p(t) va f(t) funksiyalar haqiqgiy bo'lsin.
Riemann-Lebesque lemmasi. Agar f(x) £ Li(-00,00)
bo'lsa

A@n‘l f(X)gPodx = o(l).

86.1. f{t)/0, tc M] hoi

Faraz qilaylik /'(t) ~ 0, £ C [a b bo'lsin.  Eksponenta
ko‘rsatgichida mavhum birlikning borligi Akatta bo'lganda integral
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib garasak (111.4)-rasmdagi holni

AAJTA

111.4-iasm: (31)-integral ostining Akatta bo'lgandagi ko'rinishi
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ko‘ramiz - qo'shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi -
Riemann-Lebesque lemmasining ma’nosi shunda. Agar

belgilashlar Kiritib integralimizni bo'laklab integrallasak

e*A(D)

a
(32)
ko'rinishga keladi. Boiaklab integrallash amalini bajarish uchun
birdan-bir fit) £ 0, t C [a b shartning o‘zi yetarli. Bu holda
integralning asosiy asimptotikasiga chegaraviy nuqtalargina hissa
go'shadi. Ularning gaysi biri muhimroq - f(t) va <p(t) funksiyalarga
bog'lig.
gAgosiy asimptotika 1/A ga proporsional. (32)-ifodadagi qolgan.
integralni yana bir marta bo'laklab integrallasak undan 1/A2 ga
proporsional had kelib chigadi. Bu amalni davom ettirib yuqori
tartibli hadlarni ham topish mumkin.

86.2, f'(t0) =0, tOC [afd bo‘lsin

Bu holda asimptotikaning asosiy hadi avvalgi holga nisbatan
kattaroq bo‘ladi. Buni tushunish uchun (Il1.5)-rasmga qaraylik.

1U.5-rasm: /(<o) = 0 holdagi integral ostidagi ifodaga to nuqta atrofida mos keluvehi grafik

Bu rasinda ko'rilayotgan holga (t0 nuqta integrallash intervali
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan mos keluvehi
ehizmalar berilgan. t0 nuqta atrofida integral ostidagi eksponenta
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sekin 0‘zgaradi, natijada mana shu sohaning hissasi qo'shni
sohalarning hissalari bilan gisgarmaydi va mtegralga qo'shilgan
asosiy hissa bo‘lib chigadi.
to = a hoi - (I11.5b-rasmga qarang)
Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nugqta
atrofidan keladi.

[(*) = [(to) + —t0)2 i----- (33)

yoyihnani (31)-integralga olib borib qo‘yamiz (hamma joyda to —a
deb almashtirib)

b ba
/(A) ~J dth{t)e>xf’\ N A A 3)2290@\] Ct([Xa-l-t)anA{z
a 0

(34)

Bizni asosiy hadning o‘zi qgizigtirgan holda bu integralni
IA) - e okew 2 (35)
0

korinishga keltirib olamiz. Yugqori chegara b —a ning o‘rniga oo
ga almashtirildi, bunda paydo boladigan go’shimcha hadlar asosiy
yaginlashuvga ta’sir gilmaydi. Olingan integralni quyidagicha
hisoblaymiz. Faraz qgilaylik /"(a) > 0 bo'lsin, = a deb

1U.6-rasm: (35)-integralni hisoblashda lehlatiladigan konturlar

belgilaylik, a > 0. Cauchi teoremasi bo'yicha (l11.6)-rasmning
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birinchi gismida ko'rsatilgan yopiq kontur uchun

dzetaZ = 0 (36)

c
bo'lishi kerak, chunki ushbu konturning ichida integral osti
ifodaning hech ganday maxsus nugtasi yo‘q. Ushbu yopiq kontur
uch gismdan iborat: \)X ogi bo‘yicha 0 dan R gacha, 2) R radiusli
nimchorak aylanma Cr bo‘icha burchak 0 dan n/4 gacha, 3)

argumenti ir/A boigan nur bo‘icha R dan 0 gacha. Integralni
ochib yozaylik.

1 Hagiyiy o‘gning ustida z —x, dz = dx\
2. CRkonturning ustida z —Relip dz —iRelfidg\

3. 7t/4 burchakli nurning ustida z = pemv4, iz2 ——pl, dz =
dpe™(A

Yani

R ir/ld4 0
| dzeva-= J dxece +ir J diperr EE®] dpe-ap —o
C (0] 0 R

37)
R — o0 limitda ikkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi
eksponentada exp(—i?2sin(2y>)) ifoda bor, 0 < < 7t/4 bo‘lgani
uchun R —» oo limitda exp(—H2sin(2<”)) -4- 0 boiadi). Demak,
® —
/ dxeiar2 = e8t 4J dpe~a<? = (38)

Agar a < 0 bo'lsa integralni hisoblash uchun (l11.6)-rasmning
ikkinchi gismida ko‘rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu
holda

e]e]

/ dxerm 2 = ’ée"qA \; X (39)
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bo'ladi. Shu natijalarni hisobga olsak (35)-integral uchun quyidagi
asimptotik baholashni olamiz:
f*(a) > 0 holda:

00. e
W ~ <p(a)ein’\ J )-N7¢14.l

0
40
f"(a) < 0 holda: (40

00 s

/(1) ~ V(@@)eaM j »,(a)edV («)-.-./4.

(41)
Awvalgi paragrafda ko'rgan edikki, integrallash intervalida f(t)
funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘lmaganda asosiy asimptotika
1/A ga proporsional edi. Integrallash intervalida statsionar nuqta

paydo bo‘lganligi asosiy asimptotikani 1/y/X ga proporsional
bo'lishiga olib keldi.

a<t<bbo‘gan hoi

Bu holda statsionar nuqta integrallash intervalining ichida
joylashgan bo'ladi ((111.5a)-rasmga qarang). Eksponentadagi
f(t) funksiyani £ nugta, atrofida gatorga yoyamiz va, har
galdagidek, bos asimptotikanigina ko'zda tutib kvadratik had bilan
chegaralanamiz:

m=m +\rm -17+.... N

(31)-integralda mana shu almashtirishni bajaramiz:

b

1{\)~ j dtipft) (43)

Akatta bo'lganida integralga asosiy hissani t0 nuqta atrofi beradi,
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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almashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan <p(o) n'
chigarib olamiz:

@
/(A) ~ eal/(t°V(io) J dt eiixXf'{ton (44)
)]

(35)-integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta
go‘llashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

04 03]
Jdtenz=2J ate . (45)
Natijada
f*(a) > 0 bo'lganda:
X ! 14
+T/4..
I(A) ~ vJ A I
(46)
/"(a) < 0 bo'lganda:
(0 0]
(47)

ekanligini topamiz.
3.25-misol.  Butun indeksli Bessel funksiyasining x -> 00 dagi
asimptotikasini toping:

T
Jn(x) = —/ cos(a:sinf —nt)dt.
9] Té ( )

Bu integralni qulay ko'rinishga keltiraylik:

T
JJx) = -Re [ exp(ixsinf - int)dt.
) i f p( )
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Bu holda tp(t) —e . f(t) = sint funksiya 0 < t < ir intervalda bitta

statsionar nuqtaga ega: to = Tr/2. Bu nuqtada /"(1r/2) = -1 Demak
misolimiz 47-holga mos keladi:
n*) - - R = cos (* - ™ n
™) K \ X (\D‘rrx K 247

Javobm 30-formula bilan solishtiring.

§7. Qatorlarni yig‘ish usullari

87.1. Qatorlarning asimptotikasi

Agar n juda katta boisa

=/ /N z +0({/(n+ 1)+ O
k=0 0

deb olish mumkin ([7], 10-bet). Masalan,

fca
ka~-r-]-(-2-'1_ a> i
-J-
a ¥
+ rfrkf~ 2 11~ | a > 1
87.2. Euler usuli
Bizga
[e]e]
E
n=0

gator berilgan bolsin. U yaginlashuvchi bolmasligi mumkin. Euler
bo'yicha bu holda yangi



gator Kkiritamiz va

0o

E = 1a1nE ™
71=0 n=0
deb olamiz. Masalan,
i-1+1-1+1— =£(-i)"

=0

gator yagmlashuvchi emas. Ammo pqd < 1 bo'lganda

1 —X +X2—X24-—--=y 4—X)N= —-—--- .

n=0 1+x
Euler bo'yicha
00 (el El
E(-m>"=]?2-0 £<-*)" = j
0 n=0
1 00

deb olishimiz mumkin. Shu sababdan 2 son

"Euler bo‘yicha yig‘indisi" deyiladi.

§7.3. Borel bo'yicha yigindi

£ manxn
n=0

gatorning

gator berilgan bo'lsin. U yaginlashuvehi bo'Imasligi mumkin. Borel
bo'yicha bu gatorni quyidagi usul bilan yaginlashtirish mumkin:



Berilgan qatorning yaginlashish sohasida quyidagi formula
@

=G 0

anig formuladir, boshqga sohalarda bu formula berilgan gatorning
"Borel bo‘yicha yig‘indisi** deyiladi. Ya’ru. gator uzoglashu-
vchi bo'lishi mumkin, o'ng tomondagi integral yaginlashuvchi
bo'lishi mumkin, bu holda formulaning o‘ng tomoni shu gatorning

Borel bo'yicha ta'rifi (analitik davomi) bo'ladi.
3.26-misol.

@
3.27-misol. Yana 1)" gatorga gaytib kelib unga Borel usulini
go'llavlik:
()
Yaginlashmaydigan 1)" qatorning Euler bo'yicha ham, Borel bo'yicha

n—o
ham yig'indisi bir xil chiqdi.
§8. Mashgiar

3.1-mashq. n -+ oo hoi uchun quyidagini isbot giling:

-X

3.2-mashq. Quyidagi mashglarda X —oo0.



3.3-mashq.

X

dt InX
1£In|nt Inlnx"
2

3.4-mashq.
2 X5'2.
3.5-mashq.
J | ]
3.6-mashg.
a ® -
J tr+i
3.7-mashq.
- S
8 ~ft nxl'n’
3.8-mashq. |
| £ + r(/n)
exIndl " nx2n
3.9-mashq. .
2
J inl fcif ~ "
sin 27"
0
3.10-mashq. Quyidagi mashglarda A —o0.
@®
/2 2
N +
f e 41 +x P -
3.11-mashq.
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3.12-mashq.
@

J g*"2In(l + x + x2dx ~

3.13-mashq.
@

J taeBit~ I 1xa-0+e-A  B>0,

3.14-mashgq.
g Ai2 e
/Vx+3x2 4A
3.15-mashqg.
1
Ye | r(1/6)einR2
/ 3A13 3A6
3.16-mashq.
j' i g T
+
eABIn(l+ 1) 323
3.17-mashq

J em3In@ + t)dt e F/3)et/Ain2

3A1A3

3.18-mashq. Quyidagilami keltirib chigaring (x —00) :
1

c >
L &
: 2 /2 7/ M
Sl_nXt _ ¢ A,
Jolx) = n_TJI VA BU T VSV Ty
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T
exa,s0 cos nddO

/n2) = x.( /4 =2

n3



IV-BOB.
GRUPPALAR NAZARIYASI

81. Simmetriya va uning matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim rol o'ynaydi. Agar
fizik sistema biror simmetriyaga ega boisa harakat tenglamalari
ham shu simmetriyaga ega bo'lishi kerak. Sistema ustida biror
almashtirish bajarilganda uning holati o'zgarmasa uning energiyasi
ham o'zgarmaydi. Schrodinger tenglamasi nuqtai nazaridan

Faraz qilaylik H20O molekulasidagi vodorod atomlarining
olinlarini almashtirdik, natijada molekulaning holati o‘zgargani
yo'q, uning energiyasi ham o‘zgarmadi. Sistemaning gamiltoniani
ham huddi shu o'rinalmashtirish simmetriyasiga ega boiishi kerak.

Simmetriya deganida sistema harakat tenglamalarining maium
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko'zda tutiladi. Bu
ta'rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin; agar tenglama A va B
almashtirishlarga nisbatan invariant boisa u ketma-ket bajarilgan

C —AB almashtirishga nisbatan ham invariant boiadi.
4.1-misol. Garmonik ossillator uchun Schrodinger tenglamasi:

Bu tenglamada. X —» —X almashtirish bajarsak (x), P (-x), ip(x) +
B (-x), PX)—eh(—x) to'lgin funksiyalarning hammasi o'sha E energetik satxga
mos kelishini ko'ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning
yechimlarining muhim liossasini topdik.

Almashtirishlarning hammasi ham geometrik ma’noga ega
boiishi shart emas.

§2. Gruppaning ta'rifi
Bizga {gi, 92, eem, gn, mm} elementlardan iborat boigan G

to'plam berilgan bolsin. Yani, {gi e G, i = 1, 2, eee n. eom}.
Shu to'plamning ichida o deb belgilanadigan kompozitsiya
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(ko'paytirish) qoidasi kiritilgan bo'lsin. G to'plam elementlari shu
kompozitsiya qoidasiga nisbatan quyidagi talablarga bo'ysunsin:

1 Ixtiyoriy ar € G va gj € G lar uchun g, ogj = aK, Yk € G
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik goidasi: ixtiyoriy g,, gk, gk € G lar uchun $ o
(9j °'9Kk) = (9i 09j) 09 bajarilsin;

3. Quyidagicha ta‘riflangan aroe —e ogt = ar, Vir e G birlik
element e mavjud bo'lsin;

4. Teskarielementgto g —g~logt = e, g~I G G mavjud bo'lsin.

Shu qoidalarga bo‘sunga,n elementlar to'plami G gruppa deyiladi.

G to'plam elementlari soni chekli yoki cheksizligiga garab
gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining
soni uning tartibi deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning
elementlarini sanab chigish mumkin bo'lsa bu gruppa sanogli
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlari uzliksiz to'plam
hosil qilib bu to'plamda gandaydir topologia Kkiritilgan bo'lsa
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda agro gy ¢ a3 o ar bo'ladi. Agar gruppaning
ixtiyoriy ikkita elementi uchun gtogt —gloar, i.j = 1,2,3,...
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda
muhim bo'lgan simmetriya tushunchasining matematik ifodasi
ekanligi bilan aniglanadi.

Gruppalarga misollar:

1. Butun sonlar to'plami (nol soni bilan birga) go'shish
operatsiyasiga nisbatan cheksiz gruppani hosil giladi. Ya'ni.
gruppaviy kompozitsiya sifatida go'shishni gabul gilamiz. Bu
gruppada A elementiga teskari element —A bo'ladi, birlik
element sifatida 0 gabul qilinishi kerak. Anigki, bu gruppa
abel gruppasidir.  Shuni ham aytishimiz kerakki, ixtiyoriy
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan
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muvofiglashtirishimiz mumkin:

9re9i & 9i+9j;
e 40 0
cTl<> —a;
an na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun haqiqiy sonlar
to‘plami R ni go'shish operatsiyasiga nishatan gruppa deb elon
gilishimiz mumkin.

. noichamli vektor fazo elementlari - vektorlar vektor go'shishga
nisbatan gruppani hosil giladi. Gruppaviy kornpozitsiya -
vektor go‘shma. Darhagiqat, ikki vektorning vektor yig‘indisi
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorni olish kerak.
a vektorga teskari vektor —a.

. e,a,a2a3,...,.an 1 to'plamni olamiz, a"¥ — e bolsin. Bu
to‘plam siklik gruppa deyiladi. U tartibi n boigan abel
gruppani hosil giladi. Bunday gruppani amalda quyidagicha
tasavvur gilishimiz mukin: a element sifatida z—o‘qi atrofida
2-k/n burchakka buralishni ko'zda tutamiz, bunda a2 element
r—o'qi atrofida 2-2'k/n burchakka buralishga mos keladi va h.k.
anelement esa n «2r1/n = 2rr burchakka buralishga mos keladi,
bu esa boshlang'ich holatga qaytib kelishga ekvivalentdir,
shuning uchun a" = e. Ikkita ketma-ket almashtirishni
bajaraylik - bir gal k-2n/n burchakka, keyin 1-2rJn burchakka.
Natija (k+1)*2n/n burchakka buralishga mos keladi: akmal=
akH Berilgan to'plamning gruppani hosil gilishi oydindir.

. Uch oichamli fazodagi aylanishlar - ular uzliksiz gruppani
tashkil giladi. Darhagiqat, ikkita ketma-ket aylanishni (ikkita
har xil o'glar atrcjfida) uchinchi bir o‘q atrofidagi bitta aylanish
orgali ifoda gilishimiz mumkin. Bu noabel gruppasidir, chunki
a va b aylanishlarning ketma-ketligini almashtirsak boshqa
natija olamiz; aHd ba.

. Lorentz almashtirishlari gruppani hosil giladi. Hagigatan,
ikkita ~ Lorentz  almashtirishi  uchinchi  bir  Lorentz
almashtirishiga teng.  Buni ko'rish giyin emas - Lorentz
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almashtirishlari yordamida K sistemadan K' sistemaga
o‘tamiz, keyin K" sistemadan K" sistemaga o‘tamiz. Oydinki,
biz mana shu K™ sistemaga bevosita o'tishni (K —K"") bitta
Lorentz almashtirishi yordamida ham bajarishimiz mumkin.
Lorentz almashtirishlari to'plami uzliksiz bo'lgan Lorentz
gruppasini hosil giladi.

§3. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1 Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday
gismto'plamiki, uning ichida gruppaviy aksiomalarning hammasi
bajariladi. Il G ning gismgruppasi bo'lishi uchun H dagi
gruppaviy kompozitsiya goidasi G bilan bir xil bo'lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elementining davri. G ga kirgan
bir element gt ni olamiz va uni darajalarga ko'tara boshlaymiz:
oh 9ii mG gruppamiz chekli bo'lgani uchun bu gator takrorlana
boshlaydi. Qandavdir K\ va k2 > K\ butun sonlar uchun

bo'lsin. Bu degani
gk~ = e.
elementning tartibi deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki
uning uchun

bo'lsin. gi, gf. gf, mm, gf = e to'plam gelementning davri,
yoki, cikli deyiladi. Oydinki ixtiyoriy elementning davri

a) G gruppasining gismgruppasini tashkil etadi;
b) bu gismgruppa abel gruppasidir.

3. Qo‘shma sinflar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, 11—
uning K -tartibli gismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir
elementi gi ni olaylik: g\ £ G, gi » H. Quyidagi to'plam hosil
gilaylik: gxH = {gxhb gLh2, gihk} Endi H ga ham va gxH ga
ham kirmaydigan g2elementni olamiz va g2H to'plam hosil gilamiz.
Ushbu jarayonni G da na H ga va na biror-bir g,H ga kirmagan
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element golmaguncha davom ettiramiz. ar @ gj bo‘lganda grH
va gjH to'plamlarning umumiy elementi bolmasligini ko'rsataylik.
Faraz qilaylik shunday bo‘lmasin, ya'ni, gandaydir g4 d gn lar
uchun gnhl = gizhj bolsin, hh hj € H. Bu degam g4 —qgizhihj =
gnhk, hk € H. Ya'ni, g element gi2H to'plamga kiradigan bo'lib
chiqdi, bu esa boshlang‘ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G
gruppasini
G ={H, 9IH,g2H, ...,aT7-rH}

ko'rinishga ega boigan sinfiarga boldik, bu tagsimot H gism-
giuppasining chap yondosh sinflari, yoki, chap go‘shma
majmui deyiladil. G gruppasini huddi shunday gilib o‘ng
yondosh sinfiarga ham yoyib chigishimiz mumkin:

G = {tf, Hall,Ha,2,...,H atr-1}.

Ko'rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi
fagatgina bitta yondosh sinfga kiradi. G ning elementlari soni n,
H ning elementlari soni K boigani uchun

n

boiishi kerak (Lagrange), m soni H gismgruppaning indeksi
deyiladi.

Yondosh sinfiarga yoyilma fagat H gismgruppaga bogligdir,
agar H berilgan boisa ar larni ganday qilib tanlamaylik o‘sha
yoyilmaning o‘zini olamiz. Sababi - hech qaysi yondosh sinflar
umumiy elementga ega emas.

Olingan natijadan hulosa: agar gruppaning tartibi oddiy (hech
gaysi songa bolinmaydigan) son boisa bu gruppada gismgruppa
boimaydi.

4. Qo‘shma elementlar va sinf. g e G bolsin. gl —
arop™L, 9i G G ni tuzaylik. g va g‘ lar go‘shma elementlar
deyiladi. g" sifatida gruppaning hamma n elementlarini olib
chigaylik. Hosil boigan n ta elementli to'plamda k ta har xil
elementlar bolsin: {g\, g2, mm9%:} Ushbu to‘plamning ixtiyoriy

JRus tilida - 71eBbIE CMEXHbIE KNACChl, COMPAXEHHbIE COBOKYNHOCT M cnesa. Inglischasi - left coscti
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ikki elements ham o‘zaro go'shmadir:
9i = 9h99ii i 92 =09i29i2l - 9797 9i949N" =

= {grg~1) 91 {9iVI"')~| m
Demak, shunday elementlar to'plami bitta elementning berilishi
bilan aniglanar ekan.  Ushbu to'plam sinf deyiladi, uning
elementlari soni K shu sinfning tartibi deyiladi.

1. Birlik elementning o'zi sinfni tashkil giladi.

2. Birlik elementdan boshgasinflar gismgruppani tashkil gilmaydi
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga boiinadi.

Har bir cheklangan gruppa G bir necha go'shma sinflarga
parchaianadi.

5 Invariant gismgruppa - normal bo‘luvchi. H
to'plam G gruppaning gismgruppasi bo'lsin. Agar ixtiyoriy g,
uchun arHp™ — A, W- ¢ G bo'lsa H G ning normal
boHuvchisi, yoki, invariant gismgruppasi deyiladi. Agar
gt ¢ H bo'lsa gt ning go'shma butun sinfi H ga kiradi.
\Ai, ortHa~1 = H bo'lgani uchun normal bo'luvchi uchun chap va
o'ng go'shma sinflar bir xildir.

Abel gruppasining hamma gismgruppalari invariant gismgrup-
palar bo'ladi.

6. Faktorgruppa. Gruppani uning invariant gismgruppasi
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G =H + giH + g2H +------ f gm\H. (1)
Quyidagi moslik munosabatlarini kiritaylik:
hi ~ h2, agar h\,h2G H bo'lsa;
h[ ~ h2 agar h[, h2G g\H bo'lsa;

h'(~ h2, agar h",h2G g2H bo'lsa va h.k.

Bunday moslik (ekvivalentlik) o'rnatilgandan keyin 1-yoyilmadagi
.har bir to'plamning bitta gandaydir elementi shu to'plamning
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vakili bo'ladi, shu elementni bundan keyingi hamraa muloxazalarda
mana shu to'plamning boshga elementlaridan farq gijmaymiz.
Shu bilan biz G gruppani m ta elementdan iborat boshga bir
gruppaga aylantirdik, uning har bir elementi hagigatda arH
to'plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida
gjH to'plamdagi ixtiyoriy bir elementni garashimiz mumkin.
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chigish qgiyin
emas. Hosil bo'lgan yangi gruppa G ning faktor-gruppasi
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: GjH.

7. Gruppaning vnarkazi. G gruppasining o'ziga qo'shma
bo'lgan elementlari to'plami shu gruppaning rnarkazi deyiladigan
invariant gismgruppani tashkil giladi. Element o'ziga go'shma
bo'lishi uchun u gruppaning hamma boshga elementlari bilan
kommutativ bo'lishi kerak.. Demak, markaz - abel gismgruppasi
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo’lgan
elementlar to'plami qismgruppani hosil gilishini ko'rsataylik.
Bunday to'plam elementlarini Zi deb belgilasak (i = 1,2
(albatta, bu to'plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan,
2\ —E deb olaylik) ta'rif bo'yicha

Zig = gZu Zjg = 9Z3, VgeG

bo'ladii.  Bundan Zj*g = ZjgZi — g9gZjZi kelib chigadi.
Demak, ZiZj element ham mana shu to'plamga kirar ekan,
ya’'ni, gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo'lgan
elementlar to'plami gruppani tashkil gilar ekan. Bu gruppa G ning
gismgruppasidir
7. Gruppalarning akslantirishlari. lIkkita gruppa G va
g‘ berilgan bo'lsin. Bu gruppalarning elementlari orasida shunday
0'zaro bir giymatli munosabat g; *>g\ o'rnatilgan bo'lsinki
t !
§JJ 9j dan 9r9] g'ig’j kelib chigsin.
Bunday munosabat izomorf akslantirish, yoki izornorfizm
deyiladi. Izomorf gruppalar ko'pincha G ~ ¢ deb belgilanadi.

Gomomorf akslantirish - katta gruppa G ning bir
necha elementini undan kichikroq gruppa g' ning bitta elementiga
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akslantirish.  Bunda gruppaviy ko'paytirish qoidalari saglanib
golishi kerak. Akslantirishni >: G — gl deb belgilasak gruppaviy
kompozitsiyaning saglanishi gxgj = dd) gi € G dan 4>{gi)ip{g)) —
p{9k), f{9i) € g‘ ekanligi kelib chigadi. gl ning birlik elementi E'
ga akslanuvchi elementlar to'plami ar £ G gomomorfizm tp ning
yadrosi deyiladi:

bl m<pg) = E' £9'} = ker<£.

Izomorf gruppalar bir-biridan fagr gilmaydi (gruppa sifatida).
Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o'zidan kichikrog gl
gruppaga akslantirilsa g‘ gruppa G ning asosiy hossalarini saqlab
goladr ular orasidagi farq nozik masalalardagina namoyon bao'lishi
mumkin.

Teopema IV.1 Faktorgruppa G/her va gruppa g izomorfdir.

Bu teoremani isbot qilish uchun quyidagi uch bosgichdan
o'tamiz:

» gomomorfizm yadrosi ker<p gismgruppani tashkil giladi;
* bu gismgruppa invariant gismgruppa bo'ladi;
» faktorgruppa G/kerip va gruppa gl izomorfdir.

Avtomorfizm:  Agar G gruppa o0'z-0'ziga gomomorf
akslantirilishi mumkin bo'lsa bundan akslantirish avtomorfizm.
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo'lishi mumkin. <z{g) =
zgz_1, g £ G avtomorfizm ichki avtomorfizm bo'ladi, bu yerda
z £ G. Ya'ni, g butun gruppa G ni ketma-ket gabul gilsa gz(g)
gandaydir g to'plamga teng bo'ladi, tushunarliki, g C G. Tashqi
avtomorfizmga misol: uch o'lchamli evklid fazosini olaylik, undagi
vektorlar vektor yig'indiga nisbatan abel gruppasini tashkil giladi.
Uning elementini x deb belgilaylik. Shu uch o'lchamli fazoda
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari r deb belgilansa
fz{x) = zxz_1 akslantirish ixtiyoriy vektor x ni yana shu fazo
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarimsodda gruppalar. Invariant

gismgruppaga ega bo'lmagan gruppalar sodda gruppa, deyiladi.
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Invariant qismgruppasi bo'lsa ham u kommutativ bo'Imasa gruppa
yarimsodda deyiladi.

10. To‘g‘ri ko'paytma. lkkita Gy va G2gruppalar berilgan
bo'lsin. Shu gruppalarning to'g'ri ko'paytmasi Gy®G2 deb shunday
9 —{9% 92}, 9i € Gi, g2 € G2elementlar to'plamiga aytiladiki,
undagi g = {agy, 92} va g' = {g\, g‘2} elementlarning gruppaviy
ko'paytmasi

991 = {gig'l, 92912}

goida orqali aniglanadi. Birlik element sifatida e = {ei, e2} xizma.t
giladi. Agar G\ ning tartibi w, va G2 ning tartibi n2bo'lsa Gi ® G2
ning tartibi w, x n2ga teng bo'ladi. gi -> {ab e2} akslantirish G\
ning Gi ® G2 ga izomorfizmi bo'ladi. Shu ma’noda G\ gruppa
G1 ® G2 ning gismgruppasidir. G2 hagida ham shuni aytish
mumkin. 1kki elementning ko'paytmasi haqida gap ketganda har
xil gruppalarning elementlarining o'rnilarini almashtirish mumkin:
9i®g2 —g2®9\ Demak, G\ va G2gruppalar Gi®G2 ning invariant
gismgruppalaridir. Teskarisi ham to'g'ri: agar biror G gruppaning
G1lva G2 qgismgruppalari bo'lsa, ixtiyoriy g\ € G\ va g2 6 G2 lar
uchun gig2 —g2gi bo'lsaa va hamma g £ G lar uchun g = gig2
bo'lsa G = G\ ® G2 bo'ladi.

84. Misollar

4.2-misol. Bir elementdan iborat gruppa: To'plam bitta E elementdaxi
iborat bo'lsin: G : {E}. Uning kvadrati ham shu E ga teng bo'ladi: E2 = E.

Bu to'plam gruppani hosil giladi. Teskari element: E~| = E.
4.3-misol. Ikki elementdan iborat gruppa: G : {E,A}. Bu to'plam
gruppani hosil gilishi uchun A2 = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A = A

bo‘ladi. Bunday gruppa ikkinchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va C2 deb
belgilanadi. E element sifatida 1 va A element sifatida -1 ni tasawur gilishimiz
mumkin. Gruppa uchun koipaytirish jadvali:

c2 E A
E E A
A A E

4.4-misol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {E, A, B}.
ko'paytirish jadvali:
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0 h A B

A A B E
B B E A

Jadval bolyicha AA = B, AB = E, A~l = B, £21 = A va hk. Uch - sodda
son. u xech ganday songa bo'linmaydi, demak, bu gruppa fagat ciklik gruppa
bo'lishi mumkin. Uni C3 deb belgilanadi. Masalan, A = exp(i2n/3) ni olaylik.
Unda B —exp(i47r/3) bo’ladi.

4.5-misol. Tort elementdan iborat gruppa: (E,A, B, C). Uni ikki xil yo’'l
bilan tasavvur gilishimiz mumekin.

Birinchi yo'l: (E,A,B,C) ¢>(I1,t,Ko'rinib turibdiki, AB =
BA = C,BC = CB = A, CA = AC = E, yani bu - abel gruppasi.
Undan tashgari A~I C, B~r = B. Bu gruppa ciklik gruppa Cn ning o'zi:
{1, eh 22, eilr, e3*/2} {e'@2r)*, K = 1,2,3,4.}. Gruppaning ko'paytirish
jadvali:

Ow>m

OwW>rm
mow > >
>mMmO ww
WEMOO

]
Uning bitta. gismgruppasi bor - (E, B) = (1, —1). Bu - invariant gismgruppa:
A(E,B)A-1 = (E, B), B(E,B)B-1 = (E,B), C(E, B)C~I = (E,B). Bu
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil giladi. A va C elementlarning tartibi
to'rtga teng: A4 = E, C4 = E. B ning tartibi esa ikkiga teng: B2 = E.

Ikkinchi yo'l: Hamma elementlarning tartibini ilckiga teng deb olaylik:
A2= B2 =C —E. Bu holda quyidagi jadvalga kelamiz:

cmm E A B 1
E KA B C
A A EC B
B B C E A
C C B A E

Bu gruppa Cih. deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko'rinib turibdiki
bu ham abel gruppasi. C4 va C21 gruppalar izomorf emas. @ da uchta
gismgruppani kiritishimiz mumkin: Hi : {E, A}, #2 : {4, W, H =
{£, C}. Ularning hammasi invariant gismgruppalarni tashkil giladi, demak,
ularning har biri bo'yicha faktorgruppa tashkil gilish mumkin: {Hi, BH1} =
{(B, A). (B, 6}, {A2, AH2} = {(£? B), (A, C)} va {A3 AH3} =
{{€ O, {A B)}

To'rtinchi tartibli gruppa,ni ikkita ikkinchi tartibli gruppalarning to'g'ri
ko'paytmasi sifatida tasavvur qilish mumkinmi? Ikkinchi tartibli gruppa - C2$¢
{£. A}, boshgasi yo'q. Ikkita C2 ning to'g'ri ko'paytmasi:

c:o C2- {EI, Ay} 8>{E2, AZ} = {EI « E2, Ei« A2 E2 ®A\, Ai <« A2)
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Hosil bo‘igan to'rt elementli to'plam elementlarini o'zaro ko'paytirib chiqaylik.
Birinchidan, har bir elementning kvadrati birlik elementga teng:

(Ei ®E2)(Ei ®E2) = Ei ® E2\ (Ei ®A2)(Ei ®A2) =
= (Ei®A2A2) = Ei E2 (E29Ai)(E2& Ai) =
= (E2® AiAi) = Ei® E2; (Ay® A2)(A{«. N12) = Ei® E2.

Ikkinchi elementning uchinchisiga ko'paytmasi to'rtinchi elementni, uch-
inchining to'rtinchiga ko'paytmasi ikkinchini va to'rtinchining ikkinchiga
ko'paytmasi uchinchini beradi. Masalan,

(E2€) AX)(Ei ® A2) = Ai ® A2.

Natijada C2h gruppasining ko'paytirish jadvalini oldik. Demak, ikkita C2 ning
to‘g‘ri ko'paytmasi C\ ga emas, C2h ga izomorf ekan:

C2 C2=C2m

4.6-misol. Da gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo'lib
uning ko‘payt,irish jadvali quyidagicha ko'rinishga ega:

ko'paytirish jadvali

SrXm>»m
AIrmow
rXIrmw
>omr X
omm>» R
mroXr

Jadvaldan ko'rinib turibdiki, K2 = L2 —M2 = E, AB —A3 — B3 = E.
Topish giyin emaski, A'-1 = K, L~ = L, B~L= /1 va h.k.

Gruppaning ichida bitta gismgruppa bor: H := {E. A, B}. Bu - invariant
gismgruppa, y'ani, ixtiyoriy g € G uchun gllg~Il = H. Masalan, g sifatida K ni
olaylik. Bu holda KH := {A, L, A/}, KHK~I := {E, A, B}. Shu invariant
gismgruppa bo'yicha qo‘'shma to'plamlarga bo'lib chigishimiz mumkin. Birinchi
yo'l: H + KH. Buholda gruppamiz ikkita to'plamga bo'linadi: (E,A,B) +
(K,L,M). Agar go'shma to'plamga bo'lish uchun H ga kirmaydigan boshga
elementni olsak, masalan, L, natija yana o'sha bo'ladi: H+ LH = (E, A, B) +
(L, M. K). H ga kirmaydigan element sifatida M ni olsak yana o'sha natijaga
kelamiz.

Gruppa D3 uchta sinfdan iborat:

Si.:= (E), S2:= (A, B), S3:= (K, L, M,).

Buni tekshirish giyin emas. E bitta sinfni tashkil gilishi oydin. A ni olylik,
jadvaldan ko'rinib turibdiki,

EAE=A, BAB-1=A KAK'1=LI<=B,
LAL-1=ML=B, M AM =KM =B.
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Demak. (A, B) bitta sinfni tashkil gilar ekan. Uchinchi sinfni ham huddi
shunday tekshirish mumkin.

Quyidagi gruppani kiritaylik C i: {1, —1} (keyingi misol bilan solishtiring).
Agar (E,A,B) -m 1 va (K,L,M) > -1 moslik kiritsak yadrosi kerip :
(E,A,B) dan iborat D3—>C2 gomomorfizm kiritgan bo'lamiz. Agar (E,A, B)
elementlarni ekvivalent deb (ya'ni, gruppaviy ko‘paytirishlarda ularning fagri.
yo‘q deb) garasak va huddi shunday, (K,L, M) elementlarni ham ekvivalent
deb olsak {G'/kery>} faktorgruppaga kelainiz, u Ci ga izomorf bo‘ladi.

Ushbu gruppa to‘g‘ri burchakli uchburchakni tashkil giladigan uch atomli
molekulaning simmctriyalariga mos keladi. Bu yerda birlik element E hamma
atomlarni o‘z joyida goldirishga mos keladi, A element sistemani 27r/3 = 120°
burchakka burashga mos keladi, B element molekulamizni 2 m2-k/3 = 240°
burchakka, bur&shni ifodalaydi, K, L, M elementlar esa molekulani 1V.1-
rasmda ko'rsatilgan o'glar atrofida akslantirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

operatsiyalarning hech biri molekulaning holatini o‘zgartirmaydi, shuning
uchun Dz gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarini ifodalaydigan gruppa
hisoblanadi.

4.7-misol. Ciklik gruppa Cn : {a,a2,a3,..,an = E.} Bu gruppa abel
gruppasidir, uning har bir elementi o‘ziga go'shma bo'lib bir sinfni hosii
giladi. Bunday gruppani biror berilgan o'g atrofida diskret burchakiarga
buralish gruppasi sifatida tasavvur gilishimiz mumkin. Buning uchun a —
exp{r2tr/'n} deb olamiz. Ya'ni, Cn gruppasining a elementi biror o‘q (masalan,
2 o'qgi) atrofida 2'irjn burchakka buralish elementi bo'ladi. Darhagiqgat, (X,Y)
tekisligidagi ixtiyoriy bir nugtani z —Xx + iy kompleks son deb garashimiz
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko'rinishda n = X + iy = petv
tasavvur gilishimiz mumkin. Bu holda az — pe'(r+2m/) ve” Or z ni 2mr/n
burchakka burilganiga teng. Bunday tasawurga 0‘tsak siklik gruppa quyidagi
ko'rinishni oladi: Cn : {eSP*n\e{rn*tn2\ ....e 2= 1}.

Faraz qilaylik, buralish burchaklari diskret emas, uzliksiz to'plamni tashkil
gilsin. Bunday liolni CTOdeb belgilavmiz, bunday uzliksiz to'plam Coo m 0<
ip < 2ir cheksiz gruppani hozil giladi. Bu gruppaning har bir elementi elv
tekislikdagi vektorlarni z - o'qi atrofida y>burchaklta buraltiradi.

Shu joyda 6-matritsani eslash o'rinlidir. Bu matritsa tekislikdagi
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vektorlarni y? burchakka buralishini ta’'minlar edi. 6-inatritsalar determinanti
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa bo'lib ularning 0 < ip < 2>X ga mos
keluvchi uzliksiz to'plami (X,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil
giladi. Bunday matritsalar to'plami SO(2) deb belgilanadi. Demak, C» va
SO(2) gruppalarning har bir elementlari orasida o'zaro bir-giymatli moslik bor
ekan, bu degani, ular izomorf ekan: ~ SO(2). Bu ikkita gruppaga izomorf
bo'lgan yana bir gruppa bor - 1/(1), bu gruppa moduli birga teng bo'lgan
sonlarning uzliksiz to'plami: 1/(1) = e, Q<ijj <2n. Oydinki,

Om » 50(2) n U(D).
4.8-misol. Tekisilikdagi
a/= acosy; + i/siny> + a; y' = —Xsinip+ ycos<p+b 2)

almashtirishlar koordinat o'glarini y burchakka burash va koordinat boshini
d = (a, 6) vektorga. siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki
nuqta orasidagi inasofa va fazoning orientatsiyasi o'zgarmaydi. Parametrlarning
o'zgarish sohasi

0O<ip<2m —wo<a<oo, —00<Db<oo

Bu almashtirishlar gruppani hosil giladi, uning nomi - tekislikning
harakatlari gruppasi, u 1SO(2) deb belgilanadi. Uning har bir elementi
ipva (a, b) parametrlar orqali beriladi, ya’ni, /50(2) - uch parametrli gruppa.
Koordinat o'glarini ipburchakka burab koordinat boshini (a, b) vektorga siljitish
(ko'chirish) operatsiyasini g(tp, a, b) deb belgilaylik, g(ip, a,b) e /50(2).
Elementlarning a = 0,b = 0 bo'lgan to'plami 50(2) gruppani hosil giladi,
g(ip,0,0) € 50(2). anigki, jbu to'plam /50(2) ning gismgruppasidir. 50(2) -
abel gruppasi. ip= 0 bo'lgan elementlar g(0, a, b) to’plami ham gismgruppani
tashkil giladi - tekislikning ixtiyoriy nuqgtasiniug (ai,6i) vektorga va (02, 62)
vektorga ixtiyoriy tartibda ketma-ket siljishlari shu nugtaning bitta («3 =
ai + 02) bs ~ hi + 62) vektorga siljishiga teng. Bu gismgruppa - tekislikni
o'ziga parallel ko'chirishlari gruppasidir, uni P(a, b) deb belgilaylik. U ham
abel gismgruppasidir. lkkala gismgruppa bitta umumiy nugtaga ega, u ham
bo'lsa birlik elementdir (ya'ni, koordinat boshi va o'qlarini 0’z joyida qoldiruvchi
element <?(0.0,0)). Demak, /50(2) ning ikkala gismgruppasi ham abel
gruppasini tashkil etadi, ammo /50(2) ning o'zi abel gruppasi emas, chunki
o{d>i, aibi)y{<P2, a2,b2) <4M)9(fu ai,bx).

P(a,b) gismgruppa /50(2) ning invariant gismgruppasi (tekislikdagi
ixtiyoriy vektorni awal biror burchakka buraymiz, qandaydir vektorga
ko'chiramiz, keyin shu amallarni teskari tartibda bajaramiz, natijada yana
o'sha vektor kelib chigadi).\ISO(2)/P(a, b) faktor-gruppani ko'raylik. Faktor-
gruppa nugtai-nazaridan P{a,b) ning elementlari ekvivalent, ya’ni, (0,0)
vektorga ko'chish ham, ixtiyoriy (a, 6) vektorga ko'chish ham ekvivalent bo'lib
bitta elementdek ko'riladi. Demak, g(ip, ab 6% va (<P, a2, 62) elementlar
faktor-gruppa nuqtai-nazaridan farq gilmaydi va ular g{<p,Q 0) ga ekvivalent.
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Demak, 1S0(2)/P faktor-gruppa 50(2) ga izomorf ekan: 1S0(2)/P «
,40(2).

( /)50(2) gruppasi ikkita gismgruppadan tashkil topganini oshkora ifodalash
magsadida uning elementlarini g(a(<p),r) deb belgilash qulaydir, bunda
tekislikdagi $pburchakka: burash matritsasi a(ip) 6-formulada berilgan (U yerda
u al2' deyilgan), T = (a, 6) - ko'chirish vektoridir.

ISO(2) gruppasidagi gruppaviy kompozitsiya (ko‘paytirish) goidasini
keltirib chigarish uchun uning elementlarini quyidagi matritsa yordamida

tasavvur gilamiz:
cosip sinip a\
-siny; cos<p b 1. 3)

0 0 1J

Bu holda tekislik nugtalarini ham uch o'lchamli vektor-ustun sifatida, tasavvur
gilishimiz kerak:

Bunday tasavvur 2-almashtirish goidasiga mos keladi. Ko'rinib turibdiki

/ cos((i + @) sin(pi + 9%) o2cosipi + 62sintpi + ai \
T@EDT(av)= 1 - sin(<;6i + qx) cos(y>io+ ipz) - 02sin 4>\+1h cosipi + 6l .
\% J

Demak
v3 = Pi a3 = 02cos +62sinv?i+ai, £3= —("siny?! +b2cosipi+bi.

Vektor belgilashlar kiritaylik: ri = (ai,6i), 2 = {02”2). Agar tekislikdagi
WV burchakka burash matritsasini 6-formula asosida a(th) deb belgilasak 4-dagi
r3 = (as, 63) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

r3=a(™M)r2+ri.
Shu bilan /50(2) gruppasidagi ko'paytirish qoidasi topildi:
93 = 9i9i = 9(a(<Pi + <Pi), a{v=i)r2 + ri).

Ixtiyoriy fazodagi harakatlar haqgida gapirganimizda shunday ko'paytirish
goidasi uchraydi, bunday ko'paytirish qoidasi yarim-to‘g‘ri ko‘paytirish
deyiladi. Odatda yarim-to'g'ri ko'paytma gruppani uning avtomorfizmlari
gruppasiga ko'paytirishini ta'riflashda ishlatilaai.  Tekislikning harakatlari
hagida gap ketayotganida 50(2) gruppasi P gruppasining avtomorfizmlarini
tashkil giladi, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish shu tekislikdagi ixtiyoriy
vektorni yana shu tekislikda qoldiradi. Poincare gruppasi - Minkovskiy
fazosining harakatlari gruppasi - hagida gapirganimizda ham yana yarim-to'g'ri
ko'paytmaga kelamiz.
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85. Gruppalarning tasavvurlari

Gruppa elementlari ozining ta’siri orgali aniglanadi. Bu ta’sirni
abstrakt korinishda - ko'paytirish jadvali sifatida - aniglashimiz
mumkin. Fizik kattaliklar hagida gap ketar ekan ular matematik
nuqtai nazardan odatda mos keluvehi chizigli fazolardagi vektorlar
va tenzoriar sifatida namoyon bo'ladi. Vazifa - gruppa
elementlarining mana shu fazo elementlariga ta’sirini aniglash.

85.1. Asosiy ta'riflar

Chizigli fazo L berilgan bo'lsin. Ushbu fazo elementlari ma’lum bir
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma’lum bir simmetriya
operatsiyalari - ya’ni, ma’lum bir gruppa G - berilgan bo'lsin. Shu
gruppaning ta’siri natijasida L fazo elementlari ganday o'zgaradi?
Magsadimiz mana shu savolga javob berish

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya
goidasi matrik ko'paytma bo'lgan gruppa matritsalar gruppasi
deyiladi. Mana shu L fazoda ta’sir giladigan matritsalar to'plami
I ni topaylik - ' : {Di, D2, Shu to'plam elementlari matrik
gruppani tashkil qilsin. G gruppa elementlari va ' gruppa
elementlari orasdida ma'lum bir moslik o'rnatilgan bo'lsin: ar
4 , shuning uchun Dt = D{g,) deb belgilaymiz.

ta'rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomomorf
akslantinlsa

G —T, gt —r D(gi)
va har ganday gi € G va g2 € G lar uchun g\g2 —gi-, gz G G
bo ‘lganda
D{gi)D{g2) = D(g3), Dig,)€Tl,i=123

to‘g‘ri kelsa topilgan matrik gruppa ' G ning L fazodagi tasavvuri
deyiladi.

Agar L fazoning o'lchamligi n bo'lsa topilgan tasa\wur
I n-o‘lchamli tasavvur deyiladi. L fazo tasavvurlar

fazosi deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D
matritsalarning aynimagan bo'lishi kerakligini bildiradi:

D{gil) = D~I(gi), yar. (5)
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Undan tashqgari, D(e) —1I boiishi kerak, bu yerda I -nxn oichamli
birlik matritsa. Agar ' Ta G boisa (ikkala gruppa izomorf)
I tasavvur anig deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga
" ning bir elementi mos keladi va teskarisi. Agar G ning bir
necha elementi bitta D matritsa orqgali tasavvur gilinayotgan boisa
bunday tasavvur noaniq tasavvur deyiladi.

Ikkita tasavvur Pi va 2 ekvivalent deyiladi, gachonki ularni
hosil giluvchi matritsalar o'xshash almashtirish A orgali bogiangan
boisa:

Dy = AD2A-\ (6)

Bu yerda A matritsa Pi tasawurlar fazosi L ni 2 tasavvurlar
fazosi L2 ga akslantiradigan matritsa. Ekvivalent tasavvurlar
bir hil oichamlikka ega boiishi anigdir. Agar ikkita ekvivalent
tasavvurlar bitta fazoda aniglangan boisa A matritsa shu fazodagi
bazisni almashtirish matritsasi bolib chigadi.

Tasavvurlar keltiriluvchan va keltirib bo‘Imaydigan
boiishi mumkin. L fazoda shunday gismfazo by bolsinki (L\ C
L) uning elementlari " tasavvur matritsalari ta’sirida yana shu
gismfazo L\ elementlariga o‘tsin. Bunday gismfazo L\ invariant
gismfazo deyiladi. Agar L da hech bolmasa bitta invariant
gismfazo Ly boisa bunday tasavvur Kkeltiriluvchan tasavvur
deyiladi. Agar Ly butun L bilan mos tushsa bunday tasavvur I
keltirilib bo‘lmaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant gismfazolarning yigindisiga ajratish
mumkin boisa: L = Ly ¢ L2, va har bir gismfazoning vektorlari
I tasavvur ta’sirida o'z gismfazolarida qoladigan boisa bunday
tasavvur to'‘liq keltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasavvur
matritsalari quti-diagonal ko‘rinishga keltirililadi:

«> a )

Bu verda D - nxn matritsa, u n -oichamli L fazoda ta’sir giladi,
£>« - ny Xx m matritsa, u w, -oichamli Ly fazoda ta’sir giladi va
Dt2) - ii2 x ri2 matritsa, u n2-oichamli L2 fazoda ta’sir giladi, ny +
rm = n. Bunday tasavvur tasavvurlaming to‘g‘ri yig‘indisi
deyiladi va D(g) = ¢ D(2>kolinishda belgilanadi.
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x{g) =TrD(g) Kkattalik tasavvur xarakteri deyiladi.
Oydinki,

 ekvivalent tasavvurlar uchun TrDi =Trl)2,

* bitta klass elementlariga mos keluvchi matritsalar xarakterlari
tengdir.
Tasavvur D(g) anig deyiladi gachonki g\ /- g2 bo‘lganda D(g{) &
D(g) bo'lsa.
Unitar tasavvurlar.
Kvant mexanikasida quyidagi ko'rinishdagi skalar ko'pavtmalar
ishlatiladi:
(x,y) = Y ~ xiVi- ()
i—+
Bir bazisdan ikkinchi bazisga o'tish almashtirishini ko'raylik:
X = Ux, y' = Uy.

Skalar ko'paytmaning saqlanishi uchun almashtirish matritsasi U
unitar matritsa bo'lishi kerak - W —U~I\

(x\y") = {Ux, Uy) = (x, rfUy) = (x,y). ©)
Fizik sistemaning simmetriyasi hagida gap ketar ekan unga
mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o'zgarish

bo'Imasligi kerak. Shy sababdan tasavvur matritsalarining unitar
matritsa bo'lishi muhimdir.

Teopema 1V.2 Cheklangan gruppaning ixtiyoriy keltirilmaydigan
tasavvuri, unitar tasavvurga ekvivalentdir.

Isbot: D(gi),i = 1,2,..., K matritsalar G gruppaning n
oichamli L fazodagi keltirilmaydigan tasawurini tashkil qilsin.
Quyidagi matritsani tuzaylik:

A = Y1 D79i)D(gi).
! i
Ko'rinib turibdiki A -jermit matritsa: O* = ~ [
Demak, uni biror unitiar matritsa = S§”1yordamida diagonal
ko'rinishga keltirish mumkin:
d = SAS~I - SD'igJS-'SDigJS-1=]1r b4pgald ,
i i
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bu yerda D — SD,S x Bu diagonal matritsaning diagonal
elementlari musbat aniglangan:

d’ca—" "Dac,(9)Dftn(gi) =  Dpa(9i)Dpa(gi) =
i/3 i,p
=£ |Ififc(9.)]2> 0.
i,P
Bu matritsaning diagonal elementlaridan ildiz chigarib d%z ulardan
tuzilgan diagonal matritsani d1/2 deb beigilaymiz. Olingan
matritsa ermitdir: d1'2™ — d1'2. Agar shu matritsa yordamida
D(gi) ga ekvivalent, bo'lgan yangi U{gt) = dI/2D(gi)d~I'2 matritsa
kiritsak u unitar bo'lib chigadi. Buni ko'rsataylik:
£-% Ne ) =d-I"D \gidll2ullI2D{9)d-112 =
-=d-1"D \ gi)dD{gi)d~y2.
Ammo D\g.i)dD{gi) = d, demak,
U\gi)U{gi) = <TI/2W “1R2=1.

Demak, ixtiyoriy Keltirilrnaydigan tasavvurni unitarga aylan-
tirishimiz mumkin:

£%) = dll2SD{gt)S~Id-112, = U~\

Kompleks go‘shma tasavvur Agar ' tasawurga kirgan
hamma matritsalarni ularning kompleks qo'shmasiga almashtirib
chigsak yangi tasavvurni olamiz;

B E4&)

Hosil bo'lgan tasavvur umumiy holda boshlang'ich tasawurga
ekvivalent bolmaydi.
Regular tasavvur. Quyidagi matritsalarni kiritaylik:

BiAdd =\ o, 3R roida.0” 15 78)
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Bu matritsalar n x n o'lchamli tasawurni hosil giladi. Isboti; bir
tomondan

A =1J = yokl & =* bo'lsa;

ikkinchi tomondan

n.(a,n )- f r>9%gngi = ft bo'lsa:
~ \ 0, aks hoida.

Demak,
D (gk)D(gm) = D(gkgm).

§5.2. Schur lemmalari

Schurning 1-lemmasi

Lemma: Keltirilmaydigan tasavvur matritsalari D(gt) mm/
hammasi bilan kommutativ bolgan matritsa A birlik matritsago

proportsionaldir: A = A/, bu j/erfifa A - son.
Isbot: Share bo'yicha

AD(ft) = &) Vit 6 G. (11)

Demak

D\9)A] = A'D\V9i), Vg e G.
Ammo D\g) = -D_1(fif —D(g~I). Ushbu munosabat ixtiyoriy ar
uchun o'rinli bo'lgani uchun ohirgi tenglikni

D(gi)A] = A™D(gi), Vot eG, (12)

deb yozib olishimiz mumkin. Agar H ~ A+ AtvalJ = r(J1 —
N1 ko'rinishdagi ermit matritsalarni kiritsak 11 va 12 formulalarni
darhol quyidagi ko'rinishka kelt.iramiz:

D{g¥gH —HD(gi),  D{gi)J = JD(g.t),  Yare G. (13)

H va ] matritsalar ermit bo'lgani uchun ularni diagonal ko'rinishga
keltirish mumkin:

SHS-1- h, TIT~I=]. (14)
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Natijada 13 formulalar
SDS-'SHS-1=SHS-'SDS-1 yoki, SDS~lh=hSDS~I
(15)
va

TDT-'TJT-1- TJTATDT1 yoki, TDT~I] :jTDT(~I)

16
ko'rinishlarga keltiriladi ~ Shularning birinchisining (i?)-matrik
elementlarini olaylik:

(SDS”ikhkj = hik(SD S-% . (17
hkt = ekanligini hisobga olib olingan formulani darhol
(S~r-H)r* - fy) =0 (18)

ko'rinishga keltiramiz. Oydinki, i ®j bo'lganda yoki hi = hj, yoki
(SDS~1ij = 0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasavvurning
keltirilmaydiganligiga ziddir, shu sababdan birinchi imkoniatni
olish kerak:
hi = hj, ixtiyoriy i vaj uchun. (19)

Shu bilan h matritsaning birlik matritsaga proportsionalligini isbot
gildik. Agar ht = a deb belgilasak h —a i ko'rinishga ega bo'lamiz.
Bu degani esa

A=A+ - dl
ga teng. Huddi shunday mulohazalar asosida

J =i(A —AfH =/

ekanligini isbot gilishimiz mumkin. Demak,

A=ha - ifi)l = XL (20)

Schurning ikkinchi lemmasi

Lemma. D® va D” matritsalar G gruppasining ikkita
keltirilmaydigan tasawurlari bo'lsin. Ularning o'lchamliklari mos
ravishda w, x w, va n} x n? boisin. Agar ry x rij o'lchamli A
matritsa

D™M\Qg)A = AD™\g), VgeG, (21)
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munosabatga bo'ysunsa 1) har xil o'lchamli keltirilmaydigan
tasavvurlar uchun A nolga teng; 2) bir xil o'lchamli noekvivalent
tasavvurlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o'lchamli ekvivalent
tasavvurlar uchun A - aynimagan matritsa (det /1 ®0).

Isbot.

Awalgi paragrafda 11- dan 12-gao'tganimizdagi mulohazalarni
gaytarib 21-dan

A'D®{g) = D®(g)A\ Vge G (22)

kelib chigishini topamiz. 21-ni chap tomondan A* ga va 22-ni o'ng
tomondan A ga ko'paytirsak

A*D®(g)A = ANAD(g), A'D®(g)A = D™(g)A'A
larni olamiz. Bulardan
A*ApW(g) = D®(g)A*A, Yone G (23)

ekanligi kelib chigadi. 21-ni o'ng tomondan A* ga va 22-ni chap
tomondan A ga ko'paytinb

AA*D®(g) = DR(<g)AA\  Yae G (24)

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi lemmasi bo'yicha r77 x
rij oichamli kvadrat matritsa AfA birlik matritsaga ekvivalent:
AlA = jul, huddi shunday n, x nroichamli kvadrat matritsa AAf
ham birlik matritsaga ekvivalent: AAf = XI, bu yerda uy va A -
sonlar. Demak, det A~A —fin>va det AA* —Xul.
w, —rij bolsin. Bu holda A matritsa kvadrat matritsa boiadi
va det AA = |detA[2 = det A*A bo'lishi kerak uchun A —y,
boiadi. Agar A= £ & 0 bo'lsa A ning teskarisi mavjud, demak,
21-ni
D % ) = ADU)(g)A~1, VgeG (25)

ko'rinishga keltirish mumkin. Hulosa: bu holda DW va D*
tasavvurlar ekvivalent. Lemmaning uchinchi gismi isbotlandi.
Agar A = ft — 0 bo'lsa A aynigan matritsa boiadi, 25-
ko'rinishdagi munosabatni yoza olmaymiz, D® va D® tasavvurlar
noekvivalent boiadi. Lemmaning ikkinchi gismi isbotlandi.
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70 @ rij bo'lsin. aniglik uchun w, > rij deb olaylik. Bu
holda A matritsani nollardan iborat bo'lgan ustunlar bilan to'ldirib
kvadrat ko'rinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgilaylik.
B matritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24-
formulalar o'rinli bo'ladi, demak, B~B matritsa diagonalida bir
xil son turgan matritsa bo'lishi kerak. Ammo uning diagonalining
ohirgi elementlari nolga teng, demak, ularning hammasi nolga teng.
Bundan keiib chigadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi gismi
isbotlandi.

Schur lemmalaridan rriuhim hulosalarga kelamiz:  agar
birlik bo'Imagan matritsa gandaydir tasavvur matritsalari bilan
kommutativ bo'lsa bu tasavvur keltiriladigan bo'ladi. Har xil
keltirilmaydigan tasawurlar bir-biri bilan bog'langan bo'lishi
mumkin emas.

§5.3. Misollar

4.9-mlsol. Abel gruppalarining hamma keltirilmaydigan tasawurlari bir
o'lchamlidir.

Isbot. Kommutativ gruppalarning ta'rifi bo'yicha =
D(gj)D{g.i) ixtiyoriy tasavvur matritsalari uchun. Shularning birini, fara.z
gilaylik D(gj) ni, yuqoridagi A matritsa deb garasak uning birlik matritsaga
proportsional ekanligini topamiz: D(gj) = 4,1, 4 -son. Ammo, ta'rif bo'yicha
D(gj) - keltirilmaydigan tasavvur matritsasi, u diagonaldagi elementlari noldan
fargli, diagonaldan tashgari elementlari esa nol bo'lgan matritsa bo'lishi
mumkin emas, Demak, u bir o'lchamli matritsa, ya’ni, oddiy funksiyadir.

4.10-misol. Abel gruppalarining keltirilmaydigan tasawurlarini toping.

Abel gruppalari uchun kompozitsiya gonuni qo'shishga tengligini hisobga
olib

D(ai)D{a2) = D(ai + a2)

deb yossak, uni ai bo'yicha differensiallasak va Qi = 0,«2 = a deb olsak
D'(0)D(a) =
(0)B(a) da

munosabatga kelamiz. D'(0) = K deb belgilasak bu tenglamaning yechimini
darhol topamiz:

D(a) = cexp(ka), C = const. (26)
Tasavvur unitar bo'lsin desak K = ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ika). (27)



4.11-misol. Ciklik gruppa Cn ning keltirilmaydigan tasawurlarini toping.
Yechim. Cn gruppa ciklik bo‘lib {E, a,a2,a3,,.., a”-1} elementlardan
iborat. Bunda an= E bo'ladi. Oydinki a-nchi elementning tasawuri sifatida

2in\
D(a) = exp (1 —1
deb olishimiz kerak. Shunga yarasha
ak=exp(— J, kK—0,1,23,...,n—1

bo'ladi. Ko'rininb turibdiki, aklake = a*1+4
4.12-misol. Tekislikdagi buralish gruppasi CX ning keltirilmaydigan
tasawurlarini toping,
Yechim. Ixtiyoriy <pburchakka buralish elementini g(ip) deb belgilasak
unga
g(ip) = D(N\) = exp(r")
tasavvur mos keladi. Tasawurlar uchun asosiy bo'lgan

hossani tekshirish giyin emas. Bu tasavvurning bazisi sifatida bir o'lchamli
kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = X + iy —pe
kompleks sonni olaylik. Unga D((p) tasavvur bilan ta’sir gilaylik:

D”\ip)z = pexp(r(t 4- y?)) = z1.

Yangi hosil bo’lgan kompleks vektor z1 uzunligi o'sha p ga teng bo'lgan, ammo
yo'nalishi ip burchakka buralgan vektordir.

Demak, bir o'lchamli keltirilmaydigan D”(ip) tasavvur bir o'lchamli
kompleks vektorlar fazosida ta:sir gilar ekan.

4.13-misol. To'g'riichiziq R1 deb belgilanadi. Uning nugtalari go'shishga,
nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi. Bu gruppaning keltirilmaydigan
tasawurlari bir o'lchamlidir.

£>(«=(0ol) - a€RI
matritsa shu gruppaning keltiriladigan tasawurini hosil gilishioi ko'raylik:
OblObl =(Jjy)(j ?) =(J ait R2y=D (ai +<*).

Tasavvur keltiriluvchan, iammo, to'liq keltiriluvchan emas. Bu 2 x 2 tasawur
2-o‘lchamli fazoda ta’sir giladigan matritsa, ikki o'lchamli fazo elementini £ =

f Cr) keteilab unirig invariant gismfazolarini topamiz:

Y
|

- > (5 7) (1) - ("6 )=n(<)(]).

13G



Bu munosabatlarning yechimlari A = 1, £ = 0. Demak, £ = ~ d

vektorlar invariant gismfazoni tashkil giladi. Ammo C = ( ~ ~ vektorlar

invariant gismfazoni tashkil gilmaydi. Demak, umumiy ikki o‘lchamli. fazo
ikkita invariant gismfazoga parchalanmaydi. Shuning uchun D (a) matritsa
blok-diagonal ko'rinishga keltirilmaydi.
4.14-misol.
D@() = /c°s” - sin-fi \ (28)
~ Sinip  Coslfi ) v

matritsa tekislikda buralish gruppasi CX ning to‘liq keltiriluvchan tasawuri
ekenligini ko'rsating.
Yechim. Ikki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini kiritaylik:

(29)

Bu - yana o'sha tekislikdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nuqgtasiga yoki haqigiy
ikki komponentalik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son z —X+iy
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko'rinib turibdiki,

,_ /' X\_ /cosi —siny \ /7 x\ _ 7/ xcosifi—ysinip\

30
1 ~\y" )~1sind cosp ) \YJ ~ \xsinV+ Ycos\b) (30)

Bu esa tekislikdagi (X,y) koordinatali radius-vektorni tp burchakka burash
formulasi.

Endi D{2) tasawuming Kkeltiriladigan tasavvur ekanligini isbot gilamiz.
Buning uchun uning ustida

a="("0 (3,)

unitar matritsa yordamida o'xshash almashtirish bajaramiz:
ADMA-1 = ( 4 ). (32)
Demak. D” tasawurimiz ikkita bir o'lchamli keltirilmaydigan tasavvur D”

laming to'g'ri yig'indisigaga keltirilar ekan:

voki,
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Keyin ko'ramizki, 28-ko‘rinishdagi matritsalarning o'zi alohida bir gruppani
tashkil giladi, bu gruppa 50(2) gruppasi deyiladi.

4.15-misol. £3gruppasining tasawurlarini toping.

Agar har bir elementning tasawuri sifatida birga teng sonni oladigan
bo'lsak gruppaning trivial tasavvurini topgan bo'lamiz. Bu tasawurning
hecli qizig'i yo‘q, ammo quyida keltirib chigarilgan juda muhim ortogonallik
munosabatlarida uning ham o0‘z o'rni bor. Shunday qilib, tasawurlarning
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni olishimiz mumkin:

E A B K L M
Dw 1 1 1 1 1 1

Gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganligi shubhasiz.
Ikkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:

RABK L M
BW 1 1 1 -1 -1 -

Bu gal ham gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganini ko'ramiz. Bunday
tasavvur D3 ning sinfiarga parchalanishiga. mos keladi. Shu bilan bir o‘lchamli
tasavvurlar tugaydi.

Ikki oichamli tasawurga o'taylik. Bu tasawurning bazisini quyidagi
vektor-ustunlar tashkil giladi:

) 0 1
ri=a 1 1 r3 . (34)

75 75 Vs
Ko'rinib turibdiki, bu vektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdagi
koordinatlari. Simmetriya operatsiyalari atomlarning o'rmlarim ma’lum

tartiblarda almashtirishi kerak.
Birlik elementning tasawurini topish oson:

DOE = o 3

A element uchburchak bo'lib joylashgan atomlarni (at,y) tekisligida 120°
burchakka burash operatsiyasi edi. i- atomning koordinatlarini (x\ty,) deb
belgilasak bu atom buralish natijasida

cos 120° —sin 120° &
" sin120°  cos 120° = A i (2) (39)

koordinatlarga ega boiadi. Demak, A elementning ikki o'lchamli fazodagi
tasawuri sifatida
_1o_yl
DG\A) = £

2
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matritsani olishimiz kerak. B element 240° burchakka buralishga mos keladi,
uning tasawuri sifatida

nGB)(r\ _ | cos240° -sin 240° - \ZB
{ >= " sin240° cos240° I, 1

matritsani olamiz. ko‘paytirish jadvali bo'yicha A2 = B, olingan matritsalar
shunga mos kelishini ko'rish giyin emas:

DW(A)DENA) = DAIB).

K elementga kclsak u 2-nehi va 3-nchi atomlarning o'rnini almashtirish
operatori edi, bunda 2- va 3- atomlarning koordinatalari uchun

36
y (36)
ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari o'zgarmaydi. Ammo uning X-
koordinatasi nolga tengligini hisobga olsak 1-atom uchun ham 36-formulani
ishlatishimiz mumkin. Demak, K elementning tasawuri sifatida quyidagi
matritsani olishimiz kerak:

DG\K) = '01 (_{

Qolgan matritsalarni ko'paytirish jadvalidan foydalanib topishimiz mumkin.
Masalan,

\L) = DWIIDE® = 4 2
Dis\L) = DW(K)D${)(A) = Z, 1
% by
D@E)(M) = DE\K)D(B\B) = %25 \?
(o]
Natijani bir jadvalga yig'aylik:
A B ...
if i i/ -1 n/3\
=0 (\]?) HV3 -i J M -vs -i)
— K. L M
' n3y i( 1 -nzA
D® H\/g’: S IRV
4.16-misol. 8-misoldagi 1SO(2) gruppasi. (3)-matritsalar shu

gruppaning 3x 3 o'lchamli tasawurlarini tashkil giladi. Bu matritsalar 1SO(2)
gruppasining aniq tasawurini beradi, chunki g\ ® g bo'lganda T(g[) ¢ T{gi)
bo'ladi.
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ISO(2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orgali beriladigan
tasawuririi ham topish mumkin. Buning uchun har bir g(ip, a, b) harakatga

°(9) = (eI \) @3N

matritsani mos keltiramiz, bu yerda g = a+ ib. Tekislikdagi ixtiyoriy r = (X, y)
nuqgtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasavvur gilamiz:

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar /50(2) gruppasining 3 x 3 va 2 x 2 o‘lchamli
tasawurlarini beradi.

86. Tasavvur bazisi

§6.1. Tasawurning bazisga ta’siri

Ma’lumki ((21)-ga garang) n oichamli fazoda chizigli almashtirish
bajarilganida vektorning komponentalari

Aj = a™Aj, i,j —1)2,...,n,

goida bo'yicha o'zgaradi, bu yerda a - almashtirish matritsasi.
Gruppaning n oichamli tasawurlari ham n oichamli fazolarda
almashtirish matritsalari rolini o'ynaydi. Gruppaning g elementiga
chizigli fazoda Tgoperator mos qo'yiladi. Uning ta’siri quyidagicha
ta'riflanadi:

A=Y ID™ er (38)

J

Bu ta'rif yugoridagi ta'rifga mos kelishini ko'rish giyin emas:

ToA = Tgy~ Afpi = AiTaei=  A'Dp(y)ej =
| | 1)
=E (I]om ) e=E ari, = A
PN ) J

0 ‘zining ta'rifi bo'yicha ObI(<?) matritsa Tg operatorning e* va e,
vektorlar orasidagi matrik elementidir, 38-ta‘'rif shunga ham mos
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kelishini ko'rish giyin emas:

(ek, Tyer) = (Tgki = ~2Dji{g)(ek, ej) =~ TMnLUk) = Dki{g).
I J

Asosiy magsadimiz kvant sistemalar bo'lgani uchun bazis
vektorlar sifatida funksional fazolarning elementlari - funksiyalarni
garaymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo‘lsin, shu sistemaning
to‘lgin funksiyasini d{r) deb belgilaylik. Bu toigin funksiya k-
o'lchamli L fazoning elementi bo'lsin. Fizik sistema ustida g
almashtirish bajaraylik. ~ Sistemaga kirgan vektorlar r' = gr
ko'rinishda o'zgaradi. g E G bo'lsin, ya'ni, bajarilgan almashtirish
simmetriya operatsiyasi bo'lsin.  Birinchi bob 8§2.-paragrafdagi
terminologiya bo'yicha bu - aktiv almashtirish, ya’ni, koordinat
o'glari 0'z joyida turibdi, r vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis {~(r), i = 1,2 , 1} berilgan
bo'lsin. Shu fazoda G gruppasining K x K o'lchamli matritsalardan
iborat I'L: {M(ar), i = 1,2,..., n} tasawuri ta’sir gilayotgan bo'lsin.
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvehi operatsiyani Tg
deb belgilasak uning L fazosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta’sirini
quyidagicha belgilashimiz mumkin:

Tad(r) -+ (Tado)(r). (39)

Biz bu bilan Tg operator L fazoning elementi bga ta’sir gilayot-
ganini ko'rsatmoqchimiz, bunda g element yuqorida aytganimizdek
radius-vektor r ga ta’sir giladi; r' = gr.

L fazodagi chizigli almashtirisiming ta'rifi bo'yicha

(Tad)r(r) = H{r) = dr(a~1r) = YL Ir{n)®3{r)- (40)
A
4 almashtirish L fazoda Dji(g) matritsa orqali tasavvurlandi.
ta'rifning birinchi gismi quyidagi ma’noga ega. (Tadp)(TY)
funksiya almashtirilgan r' nuqtaga mos keluvehi almashtirilgan
(Tadp) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r nuqgtadagi eski ¢
funksiyaning o'zidir:

(TacLr') = of{r’) - V=) = dor(a~1r). (41)
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Aagar ipi funksiyalar (40)-formulaga bo'ysunsa ular G gruppasining
L fazodagi I tasawurini amalga oshiradi deyiladi.

(40)-formula hagigatan ham tasawurlarning ta'rifiga mos
kelishini ko‘rsataylik. Tasawurning ta'rifi bo'yicha

Dij(9i)Djk(g2) = Dik(gig2).
Tekshiraylik:
ToiTdpi(r) = Tg Y Dii(92)Dkj(gi)Mr) =
j *

=53 AnCiidp>K*) = ~((Plga)_1r) = Talp2'ds(r).
K

88.2. Hamiltonianning invariantligi

Nomeri Z bo'lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olrnay
turganda) quyidagi ko'rinishga ega:

ﬂ=~2>",q,->"—.+v,-.
m i1 i= T agm
Albatta, n — Z bo'ladi. rr - i - nchi elektronning radiusi.

r*j—r—nchi va jf—nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordinat
o'glarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formula bo'yicha) -
X —X', y ->y\ z —z’. Laplace operatori bu 0(3) gruppasining
almashtirishlariga nisbatan o'zgarmasdan qoladi, hamiltoniandagi
ikkinchi va uchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish
almashtirishlariga nisbatan invariant bo'ladi. Yangi hamiltonian
eski hamiltonianga teng bo'lib chigdi:

1-2 n nor7 9 9
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Bunday hoi hamiltonianning invariantligi deyiladi.
Schrodinger tenglamasiga kelaylik:

Hd(x,y, z) = Ed{x, y,2). (42)

Yugoridagi almashtirishda Schrodinger tenglamasi quyidagicha
o0'zgaradi:

H'd'(x\y"r’) = Ed’{x"y",r). (43)
Hamiltonianning invariantligi 1V = H ni hisobga olib uni
H' A\ Y\ Z)) = Ed'(xy’, Z) (44)

ko'rinishga keltiramiz. (42)- va (43)~tenglamalardan hulosa:
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lgan
holda energetik satxlar aynigan bo'ladi, bitta energiyaga bir nechta
to'lgin funksiya mos keladi.

Hamiltonianning invariantligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags Tg operator bilan ta’sir gilamiz:

TAIHT~%d = ETad.

(43)-tenglamaga kelish uchun Tad = d va TgHT~I = H' deyish
kerak. Hamiltonianning invariantligi H* —H edi, demak.

TgHTgl —H = TgH - HTg=[Tg,H] = 0.

Energetik satxning aynish Kkarraligini n deb olaylik.  Asosiy
tasdigga o'tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlariga
nisbatan invariant bo'lsa, bitta energetik satxga tegishli {L
gr,i - 1 , 2 tolgin funksiyalar to'plami G ning ma’lum
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot gilish giyin emas. Bir tomondan ixtiyoriy ¢u € L
va (2 6 L lar uchun uchun

C\¢py + Qcpr2 & L,

ya'ni, L to'plam chizigli fazoni tashkil giladi. Ikkinchidan bu
chizigli fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy gk € G uchun
TAdre L:

HTxdr=H DJ(OKNg = Ba(9HMj = E~O ~{gKdI
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dan ixtiyoriy gk uchun N\ ™-y(aK®, ham {L : dr,r =
1,2, to'plamga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak,
Dji(gk) keltirilmaydigan tasavvur matritsalari ekan.

Sistemani tashgi maydonga Kkiritaylik.  Tashgi maydonga
mos keluvchi g'alayonlanish operatori V gandaydir simmetriyaga
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V ning energetik satxlari
hagida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan yuqori bo‘lsa sistemaning to‘liq simmetriyasi H
ning simmetriyasiga teng bo'ladi, energetik satxlarning aynish
darajasi o'zgarmaydi. Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan past bo'lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir
gismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z-o0'gi
bo'yicha yo'nalgan tashgi magnit maydon B — (0, 0, B) ga
kiritaylik. Bu holda V. — —u m B — —zZB = —BTB
bo'ladi (/?- Bohr magnetoni), 0(3) gruppasiga nisbatan simmetriya
golmadi, ammo 0'qi atrofida aylanish (unga 0(2) gruppasi mos
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha qoladi. Natijada sistemaning
simmetriyasi 0(3) -» 0(2) gacha pasaydi. Har bir / ga mos
keluvchi aynigan m = -, -1 + 1, ..., 1—1,1 satxlar parchalanadi,
chunki ularning har biri o'zining energiyasiga ega bo'ladi. 0(2)
gruppasi abel gruppasidir, uning keltirilmaydigan tasavvurlari
bir o'lchamli, natijada vodorod atomining to'lgin funksiyalari
hosil gilgan keltiriladigan tasavvur bir o'lchamli keltiriimaydigan
tasavvurlarning to'g'ri*yig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli‘joyga go‘yish kerak) Vodorod atomining energetik
satxlari:

R A med _
En= _"ﬁ‘f' Ry_ﬁj-, n=1.2,3,,.

n - bosh kvant soni, orbital kvant soni I = 0,1,2,...,n —1 giymatlarni qgabui
giladi. Vodorod atomining. to'lgin funksiyalari

o, B, ifi) - RnI(r)Yim(e, ip)

Radial fmilcsiya Rni(r) La”uerre polinomlari orgali ifodalanadi, burchaklarga
bog'liglik sferik polinomlai- Yim(s . <) orgali ifodalanadi. Coulumb maydonida
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya 50(3) gruppasi orgali
ifodalanadi. Bu gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari DI §12.-paragrafda
topilgan. Ulardan kelib chigadiki, bir | ga tegishli 21 + 1 ta to'lgin
funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasavvur bazisini tashkil giladi. | =
0,1,2,...,n - 1 ekanligi shuni bildiradiki, ma’lum bir n ga mos keluvchi En
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=+

satx ]%;’6(2/ + 1) = n2 ta gismlarga parchalanadi, ular D""1,D ,...,.D

keltirilmaydigan tasawurlar bo'yicha almashinadigan bazislarga mos keladi.
Ya’'ni, En ga mos keluvehi to'lgin funksiyalar to'plami keltiriladigan tasavvur
bazisiui tashkil giladi, bu bazisga asoslangan fazo har biri ma’lum bir DI
bo'yicha almashinadigan |n(n - 1) ta invariant gismfazolarga parchalanadi.
4.18-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator.
Bir o'lchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani

ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

P=iffV-a), *= + A (46)
Natijada hamiltonian inagsadimizga qulay quyidagi ko'rinishga keladi:
H= ~-(aa? + a*a). (47)
Ko'rinib turibdiki, hamiltronianimiz
a—al = af, a* —d*=aV~Kr (48)
almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:
H =" («<Yl+a*a') =~ (aaf+aty = H. (49)

Bu almashtirishlar (7(1) gruppasini tashkil etadi, demak, hamiltoniammizning
har bir energetik satxiga mos keluvehi to'lgin funksiyalar to'plami shu
gruppaning keltirilmaydigan tasawurlari bazisini tashkil giladi. Ammo (7(1)
gruppa - abel gruppasi, uning keltirilmaydigan tasawurlari bir o'lchamlidir.
Demak, bir o'lchamli garmonik ossilatorning har bir energetik satxiga bitta
to'lgin funksiya mos kelar ekan. Boshqa so'z bilan aytganda, ossilatorimizning
energetik satxlari aynigan emas ekan.

87. Ortogonallik munosabatlari
Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D\g) va D*\g) keltir-

ilmaydigan tasawurlari berilgan bo'lsin, ularning o'lchamliklari
mos ravishda n, x w, va rij x rij bo'lsin. Bu holda

LL, (»)
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ekanligini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:

MW=Y,D®{9~1)BDM{Qg), (51)
9
bu yerda i,j matritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B

matritsaga kelganimizda u ixtiyoriy w X n»j 0O'lchamli matritsa
bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

MADAN(gi)=Y ,D™MNg~I)BD™(g)D™\gi) =

=J2 D{i><.9-')I;DW(ggi) = D«Xgl)'ED<'HgIL)D<»(g-1)x
X B[j’\{ggx) =D AN Dh’\ h~BD QA h) = D«\gi)M~\
Olingan natija

ga Schurning ikkinchi lemmasini qo'llasak
r dj bo'lganda —a0, (52)

i —j bo'lganda esa M-7* birlik matritsaga proportsionalligini
topamiz:
= bl.

B matritsa sifatida fagatgina 7a elementi birga teng, boshga
hamma elementlari nolga teng matritsani’olaylik: Bler = 1. Bu
holda

J2 W, 9~ RMN% ) = byrSijSap (53)

9 :
munosabatga kelamiz. Bu munosabatda i —j deb a/3 bo'yicha
yig'indini olamiz:

Y 2 DvI(g)D«l(g~l) - K ni= v (54)
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Bu tengiiklarning birinchisi DoL matritsaning o'lchamligi wy x L

ekanligidan kelib chigadi, ikkinchisi esa Dal(g)Da\(g~1) — dan
va gruppa G ning tartibi n ga tengligidan kelib chigadi. Shu bilan
=U
e =L Sy

ekanligini topdik. Agar keltirilmaydigan tasavvur uchun
Dia{g-1) = D~M = D\a{g) -D "~ (9)

ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.

Ortogonallik munosabati (50) xarakterlar uchun muhim
bo'lgan natijaga olib keladi. (50)~da (07) va (af$) indekslar
bo'yicha yig'indilarni olaylik:

£ x (i) (»)xw (9)=n"-- (55)

Bu munosabat keltirilmaydigan tasavvurlar xarakterlarining ortog-
onalligini bildiruvchi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

Xw*(3i)xw (3i) + X(* bl x ()bl + mem+ XW*(sOx0)(sO = n(Ssig,)

undan keltirilmaydigan tasavvur xarakterlarining ma’lum bir
n o'lchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi {x*\i —
1, 2, ..., n*} ni tashkil etishi kelib chigadi.

Eslatavlik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvehi
tasavvurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta sinf
bo'lsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta bo'ladi. Shu
sababdan yuqoridagi gatorni hagiqatda quyidagicha yozib olishimiz
to'g'riroqdir:

nxO*bl x0)bl +r2x{)*bl x0)bl + eee+ rsx{)*{gs)x{I\gs) =

S
= [ TVEXW(5*)x()[HD = nsij,
k=1
(57)
bu yerda rk - A-nchi sinfndagi elementlar soni, gk - fc-nchi sinfga
tegishli bir element.

147



Yuqoridagi munosabatning i 5 dagi hususiy holi:

53 b= 53 ridEP=n @B

Demak, quyidagi .sx” jadvalning

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikki
satrdagi vektorlar o'zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasavvur berilgan bo'lsin.  Uning
xarakterini x(d) deb belgilaylik. Shu tasavvur Kkeltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyilsin:

D(g) = DA) p DR 0 ++=0 A f) (59)

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasavvurlar bir necha marta
uchrashi mumkin, umumiy holda r-keltiriltnaydigan tasavvur
marta uchrashi mumkin bo'lsin.  Buni biz r-nchi tasawurning
karraligi m- ga teng deymiz. Xarakterlarga o'taylik:

X(@ = 93™ *% ). (60)

(55)-formuladan quyidagini topish mumkin:
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Yana bir munosabat:

53x*(9)x{a) = 53nriTnj 53x{{g)xE=n J2ml @

yoki,

531" 7p 3 x* N xbl- (63)
i fe
Bu munosabatdan bir muhim hulosa chigaramiz: xarakteri x(;?)
bo'lgan tasavvur keltirilmaydigan bo'lishi uchun

AM>3x*(0)x(5) = 1 (64)
9
bo'lishi kerak, chunki bu holda fagat bittagina rn, birga teng,
golganlari esa nolga teng bo'ladi.
Regular tasavvurga o'taylik. Regular tasavvur uchun x{E) —
n. golgan hamma elementlar uchun xig) —0 bo'ladi, demak, (63)-
formula
53 =mi+m2f---- Im\ =n (65)
I
ko'rinishga keladi. Ikkinchi tomondan regular tasavvur uchun

n =53 mini (66)
bo'lishi kerak, bu yerda w, - r-nchi tasawurning o'lchamligi.
Shu formulalarni solishtirsak regular tasawurning keltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyganimizda har bir keltirilmaydigan tasavvur
0'zining o'lchamligiga teng bo'lgan karralik bilan Kirishini topamiz:

rrii = wi, (67)

65-formuladan yana bir muhim natija kelib chigadi: abel gruppalari
uchun har bir ruy = 1, chunki ularda har bir element alohida sinfni
tashkil giladi, ya’'ni, ular uchun k = n. Bu degani, abel gruppalari
uchun keltirilmaydigan tasawurlar o'lchamligi hamma vaqt birga
teng. Biz buni yuqgorida Schur lemmasidan ham Kkeltirib chigargan
edik.

4.19-mi.sol. D> gruppasining 15-misolda topilgan tasawurlariga
ortogonallik munosabatlaririi go'llaylik. Buning uchun xarakterlar jadvalini
tuzamiz:
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K L M
1 1 1
XEI | -10-1 -1
X 2 -1 -1 0 0 O

Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga garang), har bir sinf elementlari
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni gayta tuzamiz:

1
Tasawurlarning hammasi hagiqiy bo'lib chiqdf. Topilgan tasawurlarning
hammasi ham Kkeltirilmaydigan ekanligini isbdtlash uchun (64)-formulaga
murojaat, qilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchala tasa]vvur uchun ham

1

I, *{:: 1, 2,3, (68)

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasawurlardir. uchun sinfiarniiig
soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tasawurlarning soni esa sinflarning soniga
teng bo'lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshga tasawurlar
topilsa ular keltiriladigan bo'lib chigadi.

Masalan, regular tasawurni topaylik. Birlik element uchun regular
tasawur 6 x 6 o'lchamli birlik matritsa bo'ladi:

(69)

A element uchun regular tasawurni qurish uchun 10-ta‘rifdan va 124-betdagi
ko'p&vtirihs jadvalidan foydalanish yetarlidir. Bu jadval bo'yicha gruppa
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E—-1 A—2 B 3, K—4, L —-=5 M —6.

Demak, DfK) matritsani tuzganda K —2 deb olsak A element uchun regular
tasawurni topgan bo'lamiz. Noldan fargli matrik lelementlar quyidagi jadvalda
berilgan:

kXj i: 2x1 2; 2x2->3: 2x3-*|: 2x4-46: 2x5-f4; 2x6
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Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi gatoriga mos keladi, masalan,
2-elementning l-elementga ko'paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2-
elementga ko'paytmasi 3-elementga teng va h.k. Demak,

\
(

o © © w~o
-~ o o o o

0
0
0
1
0
0

o © © » o o
o o © o o o
W © o o o o

Dn(A) (70)
Huddi shunday yo'l bilan
DR(B) L (71)

© o © o = o
© » © o o o
w o o © o o

© o o o o .

ekenligini topamiz. ko'paytirish jadvali bo'yicha AB BA = E. topilgan
matritsalar uchun ham DR(A)DR(B) = DR(B)DR(A) = DR(E).

Shu yo'l bilan regular tasavvur matritsalarining hammasini topishimiz
mumkin.

Ammo, biz bilamizki, hamma. keltiriimaydigan tasavvurlarni topganmiz,
regular tasavvur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan
ham ko'rishimiz mumkin: regular tasavvur uchun

YR(E) =6, X% 4) = x*(B) = XR(K) = X«(L) = X*(M) = 0.
Ko'rinib turibdiki, keltiriimaydiganlik sharti bajarilmayapti

1

Demak, regular tasavvurimiz Kkeltiriladigan tasavvur, uni keltirilmaydigan
tasavvurlar bo'yicha gatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientlarini 63-
formula bo'yicha topamiz:

=7y TXIEXRY = A(61 1) =1
m2=j; 17 3 QE)x/0) =7(6 s +0) =1, (12)

= ji(6 +2+0) =2
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Topilgan natijani
Dr = ® D@ b 2D Q) (73)
yoki, matritsa ko'rinishida

D> = (74)

deb ifodalashimiz mumkin. So'z bilan aytsak, regular tasawurning ichida bir
o'lchamli D(1>tasawur bir marta, bir o‘lchamli D (2) tasavvur bir marta, ikki
o'lchamli tasavvur esa ikki marta uchrar ekan. Regular tasawur to'liq
keltiriladigan bo'lib chiqgdi.

4.20-misol. D3 gruppasining yana bir tasawuri. Uchta jismlarni ixtiyoriy
ravishda o'rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani
olib garaylik. Masalan,

_ 12 3
P23 = 132
element 2- va 3- jismlarni o'zaro almashtirib go'yadi. Huddi shunday,
B 123
P312 = 31 2

element uchala jismlarni ciklik ravishda almashtirib chigadi. Bu elementni R
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o'rnini almashtiradigan elementni P deb
belgilaylik; P = P23. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:

2 3
E. 2 3

Bu gruppada.gi elementlar soni 6 ga teng. Ular quyidagiiardir:
{E,R,R2,P,PR,PR2}. Bu to'plam uch jism sistemasidagi hamma o'zaro
o'rinalmashtirishlarni o'z ichiga olishini ko'rish giyin emas. Boshlang'ich holat
(1,2,3) yuqoridagi operatsiyalar natijasida quyidagi ketma-ketliklarga o'tadi:
{(1,2,3), (3,1,2), (2,3,1), (1,3,2), (3,2,1), (1,3,2).}

Di va S3 gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil gilish giyin emas: D3 ~
S3. Ushbu izomorfizm quyidagicha o'rnatilishi mumkin:

Eo E, R, B+R2. K P, L-hPR. M PR2

Olingan natija muhim bo'lgan Caley teoremasining hususiy holidir: Har
ganday chekli gruppa mos keluvchi tartibli simmetrik gruppa Sn ning
gismgruppasidir. Bu teoremaning to'liq isbotini keltirib o'tirmaymiz, uning



to‘g‘riligiga har gal konkret cheklaugan gruppani ko‘rganimizda ishonch hosil
gilishimiz mukin.

S3 gruppa uchta bir hil jisrali sistemaning simmetriyalarini oz ichiga olgan.
S3 gruppa D3 gruppaga izomorf ekan D3 ning shu paytgacha topilgan hamma
tasawurlari S3 ning ham tasawurlari bo'lib hizmat giladi. Ammo S3 ning
yana bir tasawurini topishimiz mumkin. Buning uchun quyidagicha vektor-
ustun kiritamiz:

(s). o>

6-misoida ko'rsatgari edikki, D3 gruppasi uch atomli molekulaning sim-
metriyalarini ifodalaydi, IV.I-rasmda bu inolekula ko'rsatilgan. Kiritilgan
vektor-ustun shu molekuladagi atomlarning boshlang'ich holatini bildirsin. Bu
holda birlik element E ga 3 x 3 birlik matritsa mos keladi (hamma atomlar o'z
boshlang'ich holatida goladi):

R elementini esa quyidagicha tasawurlash munkin:

Bu almashtirish molekulani 2ir/3 burchakka burashga mos keladi, atomlar
quyidagicha o'rinalmashdi: 3 — 1,2 —m 3,1 —m 2. Topilgan ikkita
matritsa S3 gruppasining ikkita elementining 3 x 3 o'lchamli tasawurlaridir,
yangi tasawurni £44)(<) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

/1 00\ (081\
1o, D@iHR)= ' 1
VR \0 L BJ

Huddi shu yo'sinda qolgan tasawur matritsalarini ham topishimiz mumkin:

/1 0 0\ /00 1\
DA(P)= 0 0 1 : DE\PR) = 0 1 0 ;
Vo 1 0/ \1 0 0/
/010\ /0 1 0\
D[iI(R)= 0 0 1 : DiA\PR2)= 1 0 0 .
\l 00/ \0 0 1/

Topilgan har bir matritsa bajarayotgan almashtirishlarni tekshirishni
o'quvchiga qoldiramiz.
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S3 gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - C\ : (E), 02 : (R,R2), C3
(P,PR, PR2). Xarakterlarni topaylik:

E R A2 P PR PR2
x 3 0 0 1 1 1

Sinflar bo'yicha:
c\ o2 c3

x@ 3 0 1

Topilgan D/ tasawur keltirilmaydiganmi? Yo‘q:

ME x @blx@bl =~ +3)=2/41

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni
uchta, uchta Kkeltirilmaydigan tasavvurlar topib bo'lingan. Demak, uni
keltirilmaydigan tasawurlar bo'yicha to‘g‘ri yig'indigayoyishimiz mumkin. Shu
ishni bajaraylik.

Umumiy formula bo'yicha

Oddiy hisoblash natijasidami = 1, m2 = 0, m3 = 1 ekanligini topamiz. Natija
quyidagidan iborat:
= £)(H0 D\
yoki,
00
£)(3)

D@ =

88. Tasavvurlarning to‘g‘ri ko'paytmasi

Gruppalarning to'g'ri ko'paytmasini -betda Kiritdik.
Tasavvurlaming to'g'ri ko'paytmasiga o'taylik.  Tasavvurlar -
matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga
ikkita 2 x 2 matritsa berilgan bo'lsin:

_ (Ol 012\ _
AZVar o2y % BT ban i) (76)
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Ularning to‘g'ri, yoki, tenzor ko'paytmasi deb quyidagi 4 x 4
matritsa aytiiadi:

MMubh, OREZ d2M1 «12M2 \

AR ARR 01291 (22 | 79
A%B N aZlbe a2l 02802 | (77)

\ «21721 a2lb'22 a22™?2\ a22"22)

A®B matritsaning matrik elementlari agbki elementlardan iborat,
buni
(A0 B)ikJi = ciijbki (78)

ko'rinishda belgilanadi. Ikkala matritsamizning o'lchamliklari bir
Xii bo'lsa - n x n, ularning to'g'ri ko'paytmasining o'lchamligi n2 x
n2 bo'ladi. Agar A ning o'lchamligi n x n, B ning o'lchamligi
m x m bo'lsa, A® B ning o'lchamligi nm x nm bo'ladi.

(78)-ta'rifning to'g'ri ishlashini ko'rstavlik. Bizga n x n tartibli
ikkita Ai va A2 va m x m tartibli ikkita Bj va b2 matritsalar
berilgan bo'lsin. Bu holda

(A10 £ 1)(A20£72) = A1A20 B 1£2 (79)

bo'lishini ko'rsataylik (0 ko'rsatilmagan joylarda oddiy matrik
ko'paytma ko'zda tutilgan).

(Ai 0 Bi)(A20 B —(Ai 0 Bi)ikpr{A20 B2)prji =
1K]

- (ADip(Bi)kr(A2H(B2ri —(A\A2)ij{B)B2)ki,
bu esa (79)-ning 0'zi.
(78)-ta'rif quyidagiga ham olib keladi: agar A va B matritsalar

unitar bo'lsa .4 0 B ham unitar bo'ladi: (A0 B)* = (A0 B)~I.
Tekshiravlik:

(A% (B% =a'A -(A® W » -M ® B)ly,,
dan kelib chigadiki
[(A0 B'Ym(A0 B)Jun = (A0 B)\kmn(A 0 B)mji —
= AABAAM[BNI = {A]JA)ij{B~B)kK = = m-
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Huddi shunday isbot gilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning
to'g'ri ko'paytmasi yana ermit matritsa bo'ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita keltirilmaydigan tasavvurlari

va berilgan bo'lsin.  Ularning to'g'ri ko'paytmasini

guyidagicha ta'riflaymiz. dpa funksiyalar na o'lchamli La fazodagi
D'™ tasawurning bazisni tashkil qilsin - {?, i = 1,2,... ,nrt}.
Shunga o'xshab, ¢B funksiyalar np o'lchamli LP fazodagi D>
tasawurning bazisini tashkil gilsin - {ipf, i = 1,2,..., np}.
Ularning ko'paytmasi i=1,...,nQj =1,..., np}
na x np o'lchamli fazodagi bazisni tashkil giladi. Bu fazoni La0 iP
deb belgilaylik. Kelib chiggan fazo La va L9 fazolarning to'g'ri
ko'paytmasi deyiladi.

DNe va D tasavvurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos
keluvchi nanp x nnnp o'lchamli matritsa

() 9D
ba.zisi mana shu } bo'lgan tasawurni hosil giladi:
D<P) = D{a) ® D™\

Hosil bo'lgan matritsa D”  tasawur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. g\g2 =
03 bo'lsin, matritsalar uchun ham shu qoida o'rinli ekanligini
tekshiraylik:

D A\gi)D~(g2) = (I (Si) ® DW(gi)) (D{\GD0 1#>bl)
- (omanpmgr ) (M blANbI) =
= DA(g2)® D (% 3) = DW>(g3)

La & L9 fazoda gruppamizning g elementiga mos keluvchi
operatorini Tg deb belgilaylik. Uning ta’sirini quyidagicha
aniglashimiz mumkin:

W !'=8 i »? -c&'toWftoWWTf=
(80)
= (< W ) =
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Agar

P = ¢n g 4P
belgilash kiritsak ohirgi natijani
TodheP = Tndoa @

ko'rinishda ham belgilashimiz mumkin.

Keltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos
keluvehi tasawurni Kkeltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri
yig'indisiga yoyish tasavvurlar nazariyasining ikkinchi asosiy
masalasidir.  Ikkita tasawlar D(@" va keltirilmaydigan
bo'lgan holdaham ularning to'g'ri ko'paytmasi keltirilmaydigan
bo'Imasligi mumkin. Odatga, bu ko'paytma keltiriladigan tasawur
bo'lib uni keltirilmaydigan tasawurlarning to‘g‘ri yig‘indisiga
yoyish masalasi muhim masaladir:

D ® K fhDb) (81)

7

Bundav gator Clebsch-Gordon qatori deyildi, AQ koeff-
isientlar esa Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. Ta’kidlab
ketaylik, o'ng tomondagi gator - tasavvur matritsalarining to'g'ri
yig'indisidir.

Xarakterlarga kelsak 78-dan ko'rinib turibdiki, to'g'ri
ko'paytmaning xarakteri xarakterlarning ko'paytmasiga teng:

Xeff = Tr (D@ ®D@) - xV - (82)
Clebsch-Gordon gatori uchun bundan quyidagini olamiz:

x"=»v =5]Vij’ (83>

89, Tanlash qoidalari

Bizga biror fizik kattalik Fa berilgan bo'lsin, unga mos keluvehi
operatorni Fa deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

Fmj = (fa F*)) (84)
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ko'rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi qo'yiladi. Agar
fizik sistema gandaydir simmetriyaga ega bo'lsa yuqoridagi
matrik elementning ganday hollarda noldan fargli va ganday
hollarda aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniglab berishi
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida gilinadi.

Ko'rilayotgan fizik sistema gandaydir simmetriyaga ega bo'lsin,
unga G gruppa mos Kkelsin (masalan, translatsion simmetriya,
gruppa G - o'zgarmas a vektorlarga siljish operatorlari g{fa) —
exp(rap) dan iborat). Operator Fa shu gruppaning malum bir
tasawuri orgali almashinadigan bo'lsin:

+ T1tO0r,-1=y .OiM h-

5
va holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo'yicha
almashinsin:
1
T4 =E r*» =v
K |

(84)-dagi skalar ko'paytma unitar almashtirishlarga nisbatan
invariantdir. Har bir ¢ ning ma’lum bir tasawurga bo'ysunishini
hisobga olib (84)-ni mos ravishda o'zgartiramiz:

F*ij = & *?) =(3>,w, =
- (M #,T,p,;T ;X = "(2)01,,(9) v.
x DIfm VK - E W«
0K

Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o'ng
tomonida g bo'yicha yig'indiga o'tamiz (natijani gruppa G ning
tartibi n ga bo'lish kerak, albatta):

F*« =1 E E "UiDLmfwW m -
y UM

Yig'indi ostidagi ifoda to'g'ri ko'paytmadir:;
® DF(g) ® D™M\g).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chigadiki
| E DH\9)Di(9Dy)

yig‘indi shunda noldan farg giladi gachonki DF ® D™ to‘g'ri
ko‘paytmada D{l) tasavvur uchrasa. Aks holda bu yig‘indi nolga
teng. Mana shu tasdig tanlash qoidasi deyiladi. Chunki,
yig'indi nolga teng bo'lsa (84)-matrik element ham nolga teng
bo'ladi, ya'ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo'ladi.
Amplitudasi nolga teng jarayon tagiglangan jarayon deyiladi.
Tanlash goidasi matrik elementning hisoblash yoiini ko'rsatmaydi,
u fagat ganday jarayonlar tagiglanganligini ko'rsatadi.
4.21-misol. Simmetriyasi uch o'lchamli aylanish gruppasi 50(3) ga
mos keluvehi atom sistema berilgan bo'lsin. Sistema dipol momentga ega
bo'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha
aniglanadi:
Y=-deE=-" ecaramk (85)
a

Shu o'zaro ta’sirga mos keluvehi operator V ta’siridagi o‘tishlarning gaysi birlari
tagiglangan va qaysi birlariga ruxsat bor?

§12.-paragrafda ko'rsatilganki, 50(3) gruppasining keltirilmaydigan
tasawurlari j son bilan aniglanadi. j son butun va yarim butun sonlardan
iborat, j - chi tasavvurni amalga oshiradigan funksiyalar 2j + 1 o'lchamli
fazodagi bazisni aniglaydi. j = 1 hoi uch o'lchamli fazo vektoriga mos keladi,
shunga yarasha r,, vektorlar DM tasawur bo'yicha o'zgatadi. Atom sistema
ham gandaydir D tasawurga bo'ysunsin (J = |+ 1/2, bu yerda | - orbital
moment). Atom sistemasining (85)-operator ta’'sirida j\ —>ji o'tishlarining
gaysi birlariga ruxsat bor va qaysi birlari ta’giglangan?

Umumiy mulohazalarga asosan

(32,vji) ~ 02,fail) ~ bb» 0 Z2()®D ~\

Ma’lumki

Dw ® D(h) = DU+) © £y,) ©
Demak, fagatgina = ji+1, ji, Ji—L bo'lgandaji —j2 o'tish ta’giglanmagan
bo'ladi. Buni Aj = 0.1 qoida deyiladi. Bu qoidadan bitta istisno bor.
Boslilang'ich holat ji = 0 bo'lsin, unda 8> —DN\ demak, fagatgina

j2 =1 holatga o'tish mumkin, 0 — 0 o'tishlar tagiglangan.



8§10. Uzluksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, ya’ni, diskret elementlardan iborat
bo'lgan gruppalarni o.'rgandik. Elementlari to'plami uzliksiz fazoni
tashkil giladigan gruppalarga o'taylik.

4.22-misol. R1 - go'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari
nokompakt to'plamni tashkil giladi.

4.23-misol.  To'liq chizigli gruppa GL(n,C) - kompleks
elementlardan iborat aynimagan n x n matritsalar to'plami:

/9n gu mmm gin \
#21 gn gin (86)

Vgm g2 mmm 9nnJ

Agar har bir element g4 gandaydir parametrga uzliksiz bog'liq

bo'lsa {gn, gu, ..., gin, g2, ... ,gnn} vektorni n2 o'lchamli uz-

liksiz Cn kompleks fazo nuqtasi deb garashimiz mumkin.
4.24-misol. GL(n, R) - GL(n, C) gruppasining gismgruppasi:

GL(n,R) ={g :g e GL(n,C), Imgrj =0, i,j - 1,...,n}.

Uning hamma elementlari haqiqiy sonlardir.
4.25-misol. SL(n,C) C GL(n,C). Determinanti birga teng
matritsalar to'plami:

SL(n,G) —{g :ge GL(n,C), detg= 1}

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misoida
ko'ramiz.

SL(2,C) gruppasini qaraylik. Bu gruppa giperbolik aylanish-
larni o'z ichiga oladi.

matritsa SL(2,C) ga tegishli bo'lishi uchun uning determinanti
birga teng bo'lishi kerak:

ad —be =1
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Bu tenglamaning yechimlaridan biri:
a—d=chr, b=c=shr.

Parametr r ning o'zgarish sohasi cheklanmagan: —e0 < r < oo0.
Demak, SL(2, C) ning gruppaviy fazosi to'g'ri chiziqgga gomomorf
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari

sifatida
chr shr

shr chr

matritsalarni ko'rishimiz mumkin.
Agar xo, xi lar ikki o'lchamli psevdoevklid fazodagi koordi-

natlar bo'lsa
X0- xochr + xishr, X\ = x0shr + xichr (87)
almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o'zgartirmaydi:
atf - Xj =xb- xf.

87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishlari dejuladi.  Fizik
kattaliklarga

chr=n~J]= |, = -

orgali o'tishimiz mumkin.

4.26-misol. Unitar n x n matritsalar to'plamini olaylik.
U gruppani hosil giladi, chunki ikkita unitar matritsalarning
ko'paytmasi yana unitar matritsadir:

U\Ih=1vaU\U2=1 bolsa (UM'UM = U\u\UXJ2= |
bo'ladi. Oydinki

Un) ={g :g€ GL(n,C), glg = 1}.

Unitar matritsalar ichida, determinanti birga tenglari SU(n)
deb belgilanadi, ular ham gruppani tashkil giladi:

SU(n) ={g :gE GL(n,C), glg= 1 detg= 1}, SU(n) C U(n).
SU(n) - unitar unimodular matritsalar gruppasi deyiladi.
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U(n) gruppasini kompleks chizigli fazodagi skalar ko'paytmani
saglaydigan matritsalar to'plami sifatida aniglashimiz ham
mumkin: n

x Y = xX*M
=
skalar ko'paytma berilgan bo'lsa unitar almashtirish natijasida x' —
Ux, y' —Uy skalar ko'paytma o'zgarmaydi:

(Ux, Uy) —(x, UNUy) = (X, ).

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.

4.27-misol. n oichamli fazodagi ortogonal matritsalar
to'plami 0(n) gruppani hosil giladi: ikkita ortogonal matritsa
01(n) va 0 2(n) larning ko'paytmasi yana ortogonal matritsa:

(0:02r(0i02 =01610,02 = I.

Ortogonal matritsalar haqigiy n o'lchamli fazodagi skalar
ko'paytmalarni saqlaydi:

(Ox, Oy) = (x. y).

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi.
Juda muhim teorema: Ixtiyoriy kompakt uzliksiz
gruppa yoki U\n), yoki 0(n) ning gismgruppasi bo‘ladi.
4.28-misol.  Psevdoortogonal gruppa 0(p,q) o'lchamligi
p + g bo'lgan haqiqiy fazodagi quyidagi formani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta'riflanadi:

XiY) XX " xpYp—xpH\Yp+l "p+2'Yp+2 " -EptqVpto

Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan
matritsalarning determinanti birga teng boiganlarini SO(p, q) deb
belgilanadi. Lorentz almashtirishlari $0(3, 1) gruppasini hosil
gilishini tushunish giyin emas.

4.29-misol. Psevdounitar gruppa U(p,q) o'lchamligi p +
g bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta'riflanadi:

(Xiy) XIYIN~X2Y28~" " %pYp  %p+iyp+I~%p+2yp+2 : ~p+qVp+g-
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Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga

teng psevdounitar matritsalar SU{p, q) deb belgilanadi.
4.30-misol. Simplektik gruppa Sp(n, C). Bu gruppaga kirgan

almashtirishlar 2n o'lIchamli fazoda quyidagi formani saglaydi:

G y) ~ x 2 x2y2nD' oxnyn xn+lyn—1 xn-i2ym= ' x2A

Bu formaning norni - simplektik forma. Sp(n, C) nokompakt
gruppani tashkil etadi. Hamilton dinamikasi ushbu gruppa
almashtirishlariga nisbatan invariantdir. Buni quyidagicha ko'rish
mumkin. Poisson gavsini olaylik.

> ~fdfdg df 8g

{/ a} - Y/\, [\EIBIIEHZ ﬂébgrg

Agar {x,;= Pi, p2,--- .Pn, gn, gn-i: e+ <3} va

belgilashlar kiritsak (In - n - o'lchamli birlik matritsa) Poisson
gavslarini

ko'rinishga keltirib olamiz. Poisson qavslari yuqgoridagi simplektik
forma ko'rinishini oldi.

811. Uch o'lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi

Uch o'lchamli fazoda bir x = (xi, xo, £3) vektorni olib qgaraylik.
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o'taylik, u eski sistemani
biron burchakka burash orqgali olingan bo'lsin. Bu sistemada
vektorimizning komponentalari x/= (x~x~x3) bo'ladi. Buralish -
chizigli almashtirish bo'lib eski va yangi koordinatalar quyidagicha
chizigli bog'langan bo'ladi:

Xi —9uxi + 9i2x2+ 9i3x3
x2= 92\x | + 922x 2 + 923x 3 (88)
x3 = 9ilxi+ 932x2 + 933x 3-
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Matrik belgilashlarga o‘tsak bu almashtirishni

X[ = gijXj 89)
ko'rinishga keltirishimiz mumkin.
Demak, uch o'lchamli fazodagi chizigli alamshtirish 3 x 3

matritsa

/ < #2 gi3\

g= 1 920 o2 923 j

V #31 #32 #33 /
orqali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish bo'lishi
uchun g matritsa ma’lum bir hossalarga ega bo'lishi kerak.
Ularni keltirib chigarish uchun aylanishda vektorning uzunligi
o'zgarmasligi kerakligini ishlatamiz:

x2=>X\+ X\ + X\ = x? + x2+ x2= x'2

Ammo
3 3

) = Y, Xj9ij9ik%kj
i=l ij,k=1
3
bu ifoda Xj ga teng bo'lishi uchun

»=1

3
N 19ij9ik ~ 3jk
i=1
bo'lishi kerak. Demak, uch o'lchamli fazodagi buralishlar
matritsalari 0 ortogonal matritsa bo'lishi kerak:
9T9 = |-

Uch o'Ichamli ortogonal matritsalar to'plami 0(3) deb belgilanadi.
Demak, g G 0(3). Ortogonallik sharti gr = 5 1 dan

(detg)2= 1, yoki, detg = *1
ekanligi kelib chigadi. Determimnanti -1 bo'lgan matritsalar
gruppani tashkil gilmaydi (hagigatan ham, ikkita detg = -1

bo'lgan matritsalar ko'paytmasining determinanti +1 bo'ladi),
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detg = +1 matritsalar esa - tashkil giladi. Demak, detg — +1
matritsalar 0 (3) gruppasining gismgruppasini tashkil gilar ekan,
uni odatda 50(3) deb belgilanadi (so‘z bilan aytganda - ortogonal
unimodular matritsalar).

§l2. SU(2)-gru.ppasi

Unitar unimodular matritsalar gruppani tashkil giladi. 5/7(2)
bilan 50(3) ni bog‘laylik. Buning uchun fazoning har bir nuqtasi
(r[,.a.'2,x3) bilan

/ £3 N —nx2

X—X0r = y Xi+ DR -®3

matritsani bog'laymiz, bu yerda or - Pauli matritsalari. I-bobdagi
(114)-formula Pauli matritsalarini aniglaydi. Ular uchun quyidagi
kommutatsiya va ko'paytirish goidalari o'rinlidir:

KIU <] = 2ieijkOk, CiVj = % + iEijkVk- (90)

Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yuqoridagi
formulaning ikkinchi gismidan

Tr (<Ti<Tj) = 26ij (91)

ekanligini topish mumin.
X matritsa ermit va uning izi nolga teng:

X*= X, TrX —o.

(9i)-formuladan foydalanib
i = -Tr (xai)

ekanligini topish mumkin.
Agar unitar va unimodular bo'lgan 2 x 2 o'Ichamli U matritsa
yordamida yangi
x'= UxU-1 (92)

matritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo'ladi:

<5>

Bu tasdigning isboti giyin emas:
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1 (UxU”y = (y-)*xW = UxU-1]
2 Trx' - IV (UxU-1 = Trx = 0.

(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan
kelib chiqgadiki,
det x! = det x.

Ikkinchi tomondan
detx = —x?—x1—xl = —x2 va detx'= 22 g2—-3/

Demak, unitar va unimodular boigan 2 x2 o'lchamli U matritsa
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini
saqglaydigan almashtirish, ya’'ni, fazodagi burilish ekan.

Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hoi misolida ishonch hosil
gilishimiz mumkin:

Ut= (f N1 1w (94)

Hisoblaymiz:

el O, \f X3 xi—ix2\(e2 0

KNI~ 1 R . |, 14
0 e 2J\xi+rmx2 —x3 J\ 0 €7
x3 (xi - ixi)e~aN= / «x3 X - ix2
(xj + rx2eto -x 3 J A\ xl+ix2 ~x2\
yoki,
X[ — Xi cosa -f X2sin a;
X2= —xisina + X2cosa;
x3= x3.

Demak, (94) - matritsa z - o‘qi atrofida a burchakka buralishni

fodeis san m "

4.1-mashq.
matritsa y o‘qi atrofida /3 burchakka buralishni ifodalashini isbot giling.

(92)- formulani X' = x\ar = UaiU~IXi ko'rinishda yozib olib
unga (91)- formulani go'llab va (89)-formulani eslasak g € 50(3)
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va U € 5(7(2) matritsalar quyidagicha bog‘langanligini ko'rsatish
mumkin:

9ij(U) = ATV (96)

Ko'rinib turibdiki, g(U) — g{—U). Demak, +U E SU(2) va
-U G SU(2) matritsalarga bitta g € 50(3) mos keladi. Bundan
kelib chigadiki, 5(7(2) va 50(3) gruppalari orasida ikki giymatli
gomomorfizm bor ekan:

5(7(2) 50(3)
ker f=72={E, - E}.

50(3) gruppasi 5(7(2) gruppasining Z2 invariant gismgruppasi
bo'yicha faktor gruppasini beradi.

812.1. Generatorlar

517(2) gruppasining generatorlarini topaylik. Gruppa elementi g
va generatori A orasida quyidagi bog'lanish bor (a - gruppaviy
parametr):

g(a) = eidAi. (97)
g matritsa unitar = g 1 bo'lishi uchun generator ermit bo'lishi
kerak:
(98)
g ning unimodularligini ishlatish uchun (1.134) - ayniyatdan
foydalanamiz:
detg=exp(m,TrArn =1 —TrA, = 0. (99)

Demak, Ar matritsalar ermit va izSiz 2 x 2 matritsalar ekan.
Bunday matritsalar sistemasi bizga ma’lum - bu Pauli matritsalari:

Qisgacha aytganda, Ai = |a-. Pauli matritsalari quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

(A, A\ icijkAk. (100)
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4.31-misol. (94) - formula orgali aniglangan Uz matritsa r -
o'‘gi atrofida a burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot gilgan
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

gz(a) = exp Qaaz

ni garashimiz kerakligini bildiradi. Ularning tengligini isbot
gilaylik.
g,(a) =exp(cc.) = /+ (5 _<«) +0 (4 -~ 220
_ ( exp (8a) 0 .= A
0 exp (—]|ct)
(101)
8§12.2. 50(3) gruppasining generatorlari
z o'qgi atrofidagi 9 burchakka buralish matritsasini yozamiz:
cosif sing 0\
~sin< cosy? 0 (102)
0 0 1v/
Generatorning ta'rifi bo'yicha
-l $0
hisoblashni bajarsak
/0 -i O\
Jz=\i 0 0 . (10.3)
Vo o 0O/

Ishonch hosil gilish giyin emaski,

gx(tp) = exp(iipj2).

168



Huddi shunday yo‘l bilan, X va Yy o'glari atrofida buralish
matritsalari

/1 0 0 \ /7 oosp 0 —sinp\
cosy? smip ), Ma)=( 0 1 0
—sinip cos™/ \sin/? 0 QBp )

dan kelib chigib X va y o'glari atrofida buralish generatorlarini
topishimiz mumkin:

JX_(\°080\ =(9386\. (104)
vo i 03 v—i 00/
Tekshirish giyin emaski
[3i, Jj] = iSijk-Jke (105)
Undan tashqari
N- Jt (106)

Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU(2) va 50(3)
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion munosabatlarga
bo'ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion munosabatlar
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, 5(7(2) va
50(3) gruppalorining algebralari bir xil ekan. Bu - yuqorida
aytilgan 5(7(2) va 50(3) orasidagi gomomorflikning aksidir. lkkala
gruppaning generatorlari bir xil algebraga bo‘ysunar ekan ularning
orasidagi farqgqa bormaymiz, {Ji, i — 1,2,3} deganda ikkala
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.
Generatorlarning kvadratlarining yig'indisini kiritaylik:

J2- 7,7 - I\+ 4 + Jj. (107)
Uning ixtiyoriy generator bilan kommutatori nolga teng:
[J2,7] = O. (108)

Demak, J?2 ixtiyoriy 7j bilan bir hususiy funksiyalar sistemasiga
ega ekan. Ammo, 7, lar o'zaro kommutativ emas, shuning uchun
gruppaning tasavvurlari klassifikatsiyasi magsadi uchun J2 bilan
bir vaqtda faqatgina bitta 7, ni tanlab olish mumkin. Bund?iy
generator sifatida odatda 73 = Jz olinadi. Demak, tanlab olingan
bazisni tashkil gilgan funksiyalar J2va ss ning hususiy funksiyalari
bo‘ladi.
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§13. SC/(2) (SO(3)) gruppasining tasawurlari

Tasavvurlarni qurish uchun
J+ — N+ 132, J—N\—iy,

operatorlarni kiritamiz.
4.2-mashq. Quyidagi munosabatlarni keltirib chiqaring:

[z j= [N,/]1= 23, J2=J+43_+J2—Jz=J J++ J2+

(109)
Izlayapgan tasavvur matritsalari gandaydir bir n o'lchamli fazoda
ta’sir gilayapgan bo'lsin. bu fazodagi bazis elementlarini fm, m =
1,2, rideb belgilaymiz. Tanlovimiz bo'yicha

Jzfrn = Tnfm- (110)

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozircha ularning indeksida
fagatgina Jz ning hususiy giymatini aks ettiramiz, J2 ning hususiy
giymatini uni topgandan keyin kiritamiz..

Yuqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

JzIifvi —(Ixdz i J&)fm ~ (pii 1)J+fm (H1)

ekanligini topish mumkin. Demak, (Jxfm) funksiya Jz matrit-
saning (M dt 1) hususiy giymatli hususiy funksiyalari ekan. Ya’'ni,
J+ operatori Jz ning husisiy giymatini bittaga oshirib hususiy
funksiyani fm m-» fmtl tarzda o'zgartirar ekan, J_ operatori esa
Jz ning husisiy giymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani
fm N fm—l tarzda o'zgartirar ekan. Shu sababli J+ operator
"ko'taruvchi" operator va J_ operator esa "pasaytiruvchi" operator
deyiladi. F'azomiz chekli o'lchamli bo'lgan ekan m ning shunday
maksimal giymati (unij harfi bilan belgilaylik) borki

J+fj = o
bo'lishi kerak. Agar ;
I J+fm = Pmfm=l

belgilash kiritsak

[3+, I\fm. —ZJzfm = 2mfm= (pmPm-1 —PmPm-+l)fm,
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yoki PP ~ PmpmH =2 M (#12)

munosabatga kelamiz. J+ ning matrik elementlanm hisoblay 1 :
< m\J+K >= ( =< + 1>= Pm'6m,m'+l,
< m'lJ\m >== (J-)m'm =< mVrnlm “ 1>= PmSm>m-I-
Bu munosabatlarni fagat noldan farqli matrik elementlar kirgan
quyidagi ko'rinishda ham olish qulay.

< m\J+\m- 1>= Ptn-1 <m?" ~J-im >== pP~"
J+ laming boshga elementlari nolga teng.

kelib chigadiki

(106) - munosabatdan

Y °ki, + -
Pm~ Pm+V
Matrik elementlar tilida
<mlJ+Im- 1>=< m- NJ-\m>* .

Natijada (112) - formula

Pm—?= ~n+ IPmi

ko‘rinishga keltiriladi.
4.3-mashgq.

1 Yugqoridagi munoeabatda galma-galdan m = j, m = J- 1, meegiymatlarm
°1b Pt m=xA/~"~Tn)"
ekanligini ko'rsating;

pt = _ mfffITI), Pm= + 1) - m(TO“
ekanligini ko'rsating;

3. J+ larning noldan fargli elementlari uchun

<m\JH\m- 1>=<m- I|J-|m >= >/A7+ x) " ™M™ "
ekanligini ko'rsating.
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4, Ji —(Jj_4-3_)/2vaJ2= (7+—J_)/(2r) lardan foydalanibj = 1/2 holda

b= —Jau J’zi -cr2 J3= las (113)
ekanligini ko'rsating.
5.j = 1/2 holda
ekanligiga ishonch hosil giling.
J2 ning hususiy giymatini hozircha deb belgilab uni

quyidagicha topamiz. Bir tomondan

< mx\\J+J-\m2>=< mj|J2- JZJIZ- 1)|m2>=
m2(m2

ikkinchi tomondan

E < MN\J+\M3>< m3|J_|m2 >=
m3

= Y :AMpT3+ly j(j + 1) - TOo3(T3 + J(Br3, 11 X
3

X\Zi(i + 1) - m2m2- 1) = smm2((J+ 1) - mi(mi- 1)).

Demak,

J2m=1{j + D/m (115)
/m bazis J2 va Jz larning hususiy funksiyalaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi fagatgina Jz ning hususiy giymatlarini aks ettirgan edi,
endi biz J2 ning ham hususiy giymatlarini topdik va uni ham /
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: _ .

j soni m ning maksimal giymati edi, uning minimal giymatini
topaylik. Hozircha shu minimal giymatni j' deb belgilaylik.
o'zining talrifi bo'yicha

ji-4 - 0.
Shundan kelib chiqib
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(116)

giymatlarni gabul gilar ekan. Boshgacha so!z bilan aytganda
tasawur matritsalari ta’sir qilayapgan bazis soni (2j + 1) - ta
bo'lgan

(127)

funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis deyiladi.

Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun bir joyga
yig‘aylik:

SU(2) (50(3)) gruppasining tasavvurlar fazosida {/~, —§ <
m < j} funksiyalardan iborat to'plam ortonormal bazisni tashkil
giladi. Bu bazisda J2, Jz, J+, J_ laming matrik elementlari 3-
mashqdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orqali aniglanadi.
Fazoning o'lchamligi n J2 ning hususiy giymati j bilan aniglanadi:
n - 2 + 1 Fazoning o'lchamligi butun son bo'lganligi uchun j
quyidagi yarimbutun giymatlarni gabul gilishi mumkin:

j —0 hoi trivial tasavvur deyiladi, j = 0 ga bir o'Ichamli fazo
mos keladi, bir o'Ichamli fazo skalar funksiyalardan tashkil topgan
fazodir.

j = i bo'lganda n — 2 ga teng, bu tasavvur ikki o'lchamli
fazoda ta’sir qilishi kerak. Ikki o'lchamli fazo vektorini

ko'rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday kompleks vektorlar
spinor deyiladi. Yugoridagi (116)- va (117)-formulalarga qaytsak
fi komponentaj = holga va /2 komponentaj = m =
—| holga mos kelishini ko'ramiz. Ya’'ni. spinorni

(118)
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ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvant mexanikasi nugqtai
nazaridan ushbu spinor spini 1/2 ga teng bo'lgan zarrachaning
to'lqin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo'yicha ushbu
spinor J2 ning 3/4 ga teng hususiy giymatiga mos keluvehi vektor,
J3 ning esa + 1/2 hususiy giymatlariga mos keladi:

f1/2
J - 1/2

Ko'taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga
formuladan

y1/2
J1/2

0

va

0

1/2
/- a2
ekanligini ko'rish mumkin.

Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor
tasavvurini tashkil giladi. j = 1 bo'lgan holdagi tasavvur
vektor tasavvur deyiladi, bu tasavvur bo'yicha almashinadigan
uch komponentalik kattaliklar 5f/(2)(5'0(3)) gruppasining vektori
deyiladi. Agar ularni ustun sifatida olsak

ko'rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch o'lchamli fazoning vektorlari,
fagat ular kanonik bazisda olingan. Bu bazisni o'zirnizga tanish
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bo'lgan uch o'lchamli dekart bazisi vektorlari bilan bog‘lash giyin
emas.

fxi va /o lar gandaydir uchvektor a — {ax,ay,az} bilan
bog‘lig. Buni quyidagicha ham ko‘rish mumkin: 2 o‘qgi atrofida
P burchakka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

ax + ialy —es{ax = iay) (121)
bo'ladi ((1.14)-bilan solishtiring), huddi shu operatsiyada ft\ =
9z(<P)f+l = eiifif+\ bo'ladi ((102)- va (l10)-lar bilan solishtiring).

Undan tashqgari, gz(<p)fo = /0 va 9z(p)az = az Demak, f\ ~
aT + iay, ~ ax—iayva /4 ~ azekan. Odatda

/1 = ~/~ar Tay)i /-1 = N —02

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misoldadavom
ettiramiz.

J2 odatda Casimir operatori deyiladi (§22.4.-paragraf
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy giymatlari
gruppaning tasawurlarini klassifikatsiya qgilish uchun ishlatiladi.
SU(2) gruppasi uchun J2 = j(j + 1), hozirgina ko'rdikki, j ning
liar xil giymatlariga har xil o'Ichamli tasavvurlar mos keladi.

814. 2 x2 wunitar va unimodular matritsaning umumiy

ko‘rinishi
Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy
ko'rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 x 2 matritsani olaylik:
f,= (*“ d)’ i/,= (? £) - <122>

Uning unimodularligi quyidagini beradi:

detU = ad —be= 1 (123)

Teskari matritsa

) (124)
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ta'rif bo'yicha W ga teng. Demak,
a*=d b"——c (125)
yoki,

(126)

(127)

(128)

larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish
matritsalari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2
oichamli unitar unimodular matritsaning eng umumiy ko'rmishini
topdik:

(129)

Bu formulada 7 = 0 deb olsak r - o'gi atrofida 28 burchakka
buralish matritsasini olamiz - (94)-formula biian solishtiring. Agar
8 = A= Oval — /3/2 deb olsak y o'gi atrofida 3 burchakka
buralish matritsasi kelib chigadi (95 - formula bo'yicha).

Buralish burchaklari sifatida Euler burchaklarini olamiz. Bu
holda buralish jarayoni uch etapdan iborat bo'ladi - birinchi
navbatda eski r o'qi atrofida @ burchakka, ikkinchi navbatda yangi
y 0'gi (tugunlar chizigi deyiladigan ON o'qi) atrofida B burchakka
va nihoyat yangi z o'gi atrofida p burchakka buralish (1V.2-
rasmga garang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasi mos keladi:



V'
Ixtiyoriy 2 x 2 oichamli kompleks matritsani 8 ta son aniglaydi,
unimodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir.
Demak, 2 x 2 oichamli unitar va unimodular martitsani 8-
5=3 ta mustaqil son orqgali aniglash mumkin. Ular sifatida uch
oichamli fazodagi aylanishlarni aniglaydigan uchta burchaklarni
olish mumkin.  Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka
bogiiglik oshkora ko'rinishda aniglangan.

815. Spinorlar

j = 1/2 holni alohida ko'raylik. (113)-, (119)- va (120)-
formulalardan ma’lumki bu holda ikki komponentalik

kompleks vektorlar SU(2)(SO(S)) gruppasining eng kichik vaznli
spinor tasawurini tashkil giladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
tasavvurdir. SU(2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

a, 3= 1,2. (131)
Bu yerda

W=a IN=Db UlI=c=-b\ Ul —d —a*.

(132)
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bo'ladi. Shunday ikki komponentali spinorlardan m t&sini olib

ulardan ** “fmm ko'paytmani tuzamiz. Oydinki
c'ai/oc2 c'otm _ alm 2. , TTAmtPI(02 com
si  S2 Sm — UO0X 02 UOmsi S2 Sm -
Agar vektor ikki o'lchamli chizigli fazo bazisini tashkil qgilsa

& & mmmsm ko'paytma 2m o'lchamli chizigli fazo bazisini tashkil
etadi. Ushbu fazoni Lmdeb belgilaylik. Hosil bo'lgan L mfazoning
ixtiyoriy elementini £ai“2"am deb belgilaylik. Bu vektor uchun
almashinish goidasi

“toiaa-e™ = Up*Ufa mmm (133)

bo'ladi. Demak, (aiaj"am elementlar SU{2) ning Lm fazodagi
tasavvurining bazisini tashkil gilar ekan. £m«Z-«m Kattaliklar
m—rang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang
spinor tasawuri deyiladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
emas. Buni quyidagicha ko rish mumkin. Hamma indekslari
bo'yicha simmetrik bo'lgan spinorlar to'plamini Smdeb belgilaylik,
bu to'plam Lm ning gismfazosidir. Sm invariant gismfazo
bo'ladi. (133)-dan ko'rinib turibdiki, simmetrik bo'lgan
spinorning indekslarining o'rinlarini gandaydir qilib o'zgartirganda
o'ng tomondagi U matritsalarning va /A/2e<+An indekslarning
o'rinlarini ham mos kelgan holda o'zgartirsak formula o'zgarmaydi.
Demak. simmetrik spinorlar Lm ning invariant gismfazosini
tashkil giladi. Bu degani, simmetrik spinorlar Kkeltirilmaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Sm ning o'lchamligini topaylik. £¢i“2-<*m
simmetrik bo'lgani uchun uning 1 va 2 indekslari gaysi tartibda
joylashganining ahamiyati yo'q, shu sababdan quyidagi m + 1 ta
spinorlar Sm fazodagi mustaqil bazisni tashkil giladi:
n1-1 th-2 cl-12-2 £22-2
S > S )o” )s ? s

Demak, Smning o'Ichamligi m + 1 ga teng. Bunday simmetrik m-
chi rang spinor aylanish gruppasining j = m/2 vaznli tasavvurini
tashkil qiladi.

Shu paytgacha o'rganilgan spinorlar kontravariant spinorlar
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131)-qoida bo'yicha al-
mashinadi. Kompleks qo'shma tasavvur W orqali almashinadigan

178



va kovariant spinor deyiladigan

m==6> (" (134>

kattaliklarni Kkiritaylik. Unitarlik sharti natijasida W tasavvur
mustaqgil emas, u U~| ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr

= (Eb £2) sifatida ko'rish kerak, shunda yugoridagi almashinish
goidasi tushunarli ko'rinishga keladi:

6,6)=Kb6) (f, i ) =KB +»e& < + (135)

Norelativistik kvant mexanikada  kompleks go'shma spinor g3 ga
mos keladi, b = M|2 ko'paytma esa zarrachani fazoning ma’lum
bir nugtasida topish extimolligini beradigan kattalik sifatida skalar,
ya’ni, invariant kattalik bo'lishi kerak. U matritsaning unitarligi
U4l = 1 bu talabning bajarilishini ta’minlaydi. Demak, ixtiyoriy
KO- va kontravariant spinorlarning skalar ko'paytmasi invariant
ekan:

x'J'a= Xatfue = x«r (136)
(132)-goida bo'yicha almashinadigan ikkita kontravariant spinor £

va v lardan
Nk xx2

kombinatsiyani tashkil gilaylik. det U = ad—be = 1boigani uchun
bu kombinatsiya invariant bo'ladi:

XT -xne =n 1- x42
(136)-bilan moslik bo'lishi uchun

xi = X2, X2- -x1 (137)

deb gabul gilish kerak. Ya'ni, SU(2) holida ko- va kontravariant
spinorlar hagiqatda bir-biriga keltiriladi.
Kovariant spinorlar Kkiritilgani uchun ixtiyoriy rangli aralash

spinorlarni ham kiritish mumkin. Masalan, ”~ spinor al-
mashtirishlarda o'zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorlarning
ko'paytmasidek tutadi, buni L ~ i<Xfi deb belgilash mumkin.

esa ikkita kontravariant va uchta kovariant indekslarga ega
bo'lgan 5-rang spinoridir.
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SU(2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish
magsadida
0 i\

F'aft_s_QJ B T

ko'rinishga ega bo'lgan kovariant "metrik tenzor" kiritamiz. Bu
holda (137)-qoida

Xa 9apX”

ko'rinishni gabul giladi. Agar gaeg™y = 61 munosabat orgali
kontravariant metrik tenzor
0 -1
N G (138>

kiritsak = ga0X0 formulani ham olamiz. Umuman

Xa ~ 9cnX, Xa3= 90-gpgX.q, Xa* = 9aiX” va hk.

Kiritilgan metrik tenzorlar orgali spinorlar fazosidagi invariant
skalar ko'paytmalarni sodda ko'rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

XaC = 9apx4a-

Bunday kiritilgan skalar ko'paytma quyidagi hossaga egaligini
tekshirish giyin emas:

XaC* = ~Xa(a- (139)

Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: gap = -gpa.
Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ikki
indeks bo'yicha soddalashtirib (m — 2)-chi rang spinorini olishga
imkoniyat beradi. Masalan,
gaiazx a2 =TI 3-
(139)-dan ko'rinib turibdiki

gapxax0 = xaxa - o.

Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Bir simmetrik spinor olaylik:
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agar uni ixtiyoriy a; va akindekslari bo'yicha soddalashtirsak nolni
olamiz:

Demak, simmetrik spinorlar o'zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan.

Ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor metrik tenzor gap
ga keltiriladi:

Xafi - -Xpa = agap, (140)
bu yerda a - skalar. Ko'rish giyin emaski. boshga xech ganday
imkoniyat yo‘q.

Yuqoridagi qoidalar formal matematik talablardan Kkeltirib
chigarildi. Haqgiqatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning
natijasidir. Kvant mexanikasidan ma’lumki, spini ga teng
zarracha (masalan, elektronning) spinining tanlangan yo'nalishga
(masalan, z-o‘giga) bo'lgan proeksiyasi fagat +\h va —
giymatlarni gabul qgiladi. Spinning proeksiyasi bo'lgan holatga

A= (0

spinor mos keladi, proeksiya —\h ga teng holga esa

spinor mos keladi. Bularni tekshirish qiyin emas: spinning z-
komponentasi operatori sz= \haz uchun

sz x = “H\ BAp2= -\w 2

Zarrachaning biror nugtada topish zichligi p = ¢o*1go1+h*2p2skalar
kattalik bo'lib u aylanish operatsiyasida o'zgarmaydi:

hbllcpn + q*&pn = " pl+ PrAp2 (141)

Agar @1l o2 spinorlar (132)-qoidasi bo'yicha o'zgarsa va shunga
yarasha ¢o* lar uchun

P*l= a*l+ bR,  q*2= c'dl+ <R



ga ega boisak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi
kerakligini keltirib chigarish giyin emas (bu - o'quvchiga mashq).
Bu o0‘z navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasi U ning unitar
va unimodular boiishi kerakligini bildradi.

816. Aylanish matritsalari

(117)-formulaga gaytaylik. Elernentar ikki komponentalik kon-
travariant spinorning komponentalarini £1 = G £2 — V ~eb
belgilab {f*, -4 < m < j} funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan
quyidagi simmetrik bazisni olamiz:

[_UC,\O: c~====~|L=====, (142)

— < m < j inteivalda o'zgarganda quyidagi ko'rinishdagi 2j + 1
ta birhadlar sistemasini olamiz:

C2j, C2j~4 C2j_ V : ees, Cv2\ rp3.
(40)-bo'yicha ((126)-ni hisobga olganda)

m = =f(a*C- 4 bX + arj)

bo'ladi. Tasavvur matritsalarini D3 , deb belgilasak

//,(C- bn,Vc+ ) =53 K, 4)

formulaga kelamiz.

j-m
(«4 - N *~T=
;=0
jtm
{o*(+ arjj+vl = V. Cj+m(B*QI+m~K&rk
k=0

formulalarda binomial koeffisientlar C\ = K\/(I\(I —A;)!) ni ishlatib,
(130)-formuladan a va b larni qo'yib aylanish matritsalari DJ ,
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uchun Euler burchaklari orgali quyidagi ifodani topamiz:

mm
j+m
n-0 A\( - m- n\(j + m" —n)\(n+ m —m!)
0\.2j+m'—rn—2n / Q\2n+m—m'
X el-l:Pe' 1—|‘¢ COS--] sm
\Y
Bu formulani
(143)

ko‘rinishda ishlatish qulayroqdir. Eng muhim bo'lgan ikkita
hususiy holni keltiraylik:

COSm eSinNm

sin] a%j

/ 1+ cosb sin# 1—cos9
2 2 2

sin# sinfl
cos 6

" v f V2

1—ase sin0 1+ coss
\Y 2 V2 2

(IV.2)-rasmda keltirilgan Euler burchaklarining ta'rifidan ko'rinib
turibdiki ip va ¢ burchaklar bilan + 2w va ip + 2 burchaklar
fizik nugtai nazardan farq gilishi mumkin emas, shuning uchun
HLnW'W ) = Dmm'27r*>") VabIm'M 0 ) = T.{<p, B, 2TT)
bo'lishi kerak. Buni birgiymatlilik sharti deylik. Ammo (143)-
formuladan quyidagilami olamiz:
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nvart! sonlar j bilan bir vagtda butun yoki yarimbutun bo‘iadi.
Shuning uchun, agar j soni butun bo'lsa birgiymatlilik sharti
bajariladi, agarj yarimbutun son bo'lsa (spinor tasavvur) tasavvur
ikkigiymatli deyiladi. Bunda B3T,(2n,8,ip) — —D* ,(Q,9,ip)
va ™) = bo'ladi. Kvant mexanikasida
elektronning to'lgin funksiyasi j = 1/2 ga mos keluvehi spinordir,
olingan formuladan kelib chigadiki, bu to'lgin funksiya ZIr
burchakka burilganda (-1) ga ko'payadi.

817. Clebsch-Gordon gatori

Keltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasini keltirilmay-
digan tasawurlarning to'g'ri yig'indisiga yoyish masalasi eng
muhim masalalardandir:

(144)

Umumiy holda bu masala og'ir masala hisoblanadi. SU(2) gruppasi
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishii elementlarning xarakterlari bir xil. Har
xil o'glar atrofida bir xil burchakka buralishlar bitta sinfga
tegishlidir. Buni quyidagicha ko'rish mumkin: birinchi o'q atrofida
tp burchakka buralishni gi(tp) va ikkinchi ixtiyoriy o'q atrofidagi y
burchakka buralishni g2{<p) deb belgilayli. Birinchi o'gni ikkinchi
o'gga burab o'tkazadigan elementni ga deb belgilaylik. Unda
9iM = aT blAolbo'ladi. Demak, z-0'qi atrofidagi  burchakka
buralish tasawurining xarakterini topsak ixtiyoriy o'q atrofidagi
9 burchakka, buralishga mos keluvehi tasawurning xarakterini
topgan bo'lamiz.
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(144)-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:

N h m=ji+j2
xH'P)x’4v)= E e £ e* 1" - £
rhi=- rr>2=-j2 m=\ji~j2\

Tasavvurlar tilida quyidagi Clebsch-Gordon gatorini olamiz:
N3e z32 - 0 Djl+h~x© ««<0 Dyi-Al. (145)

Dj matritsa 2 + 1 o'lchamli fazoda keltirilmaydigan tasavvurni
ifodalaydi. Chap tomonda (2ji + 1)(2j2 + 1) o'Ichamli fazoda
ta’sir qgiluvchi tasavvur matritsasi berilgan. o'ng tomonning
ma'nosi shuki, bu fazo o'lchamliklari |ji —j2\dan j\ + j2 gacha
bo'lgan invariant gismfazolarning yig'indisiga parchalandi. Bu
gismfazolarning har biriga tegishli funksiyalar uch o'lchamli X, Yy, z
fazoning buralishlarida fagat shu gismfazoga tegishli funksiyalar

orqaligina ifodalanadi.

4.32-misol. p1/2~ DI2= DI DO (146)

Har bir D 1/2 ikki o'lchamli bo'lib ikki komponentalik spinorlaraing almashtirish
matritsasidir. lkkita fundamental ikki o'lchamli tasavvurlarning ko'paytmasiga
mos keluvhci to'rt o'lchamli fazo tikkita keltirilmaydigan fazolarning to'g'ri

yig'indisiga parchalanar ekan. Clebsh-Gordon qatori ko'pincha tasawur ma-
tritsalarini yozib o'tirmay shu tasawurlarning o'lchamliklari orgali ifodalanadi:

2(8)2 = 301.

Ya'ni, ikkita spinorning ko'paytmasi bitta uch o'Ichamli vektor va bitta skalarga
parchalanar ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga qaytish ayni
muddao. D I/2 ® DI/2 tasavvur bo'yicha o'zgaradigan kattalik . Uni
simmetrik va antisimmetrik gismlarga bo'laylik:

n +/7a+ G-Ya=®d0+wM -

Mana shu parchalanish (146)-ga mos kelishini ko'rsataylik. Antisimmetrik gism
aylanishga nisbatan ekanligini topish giyin emas - (140)-formula
bo'yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u D° bo'yicha almashinadigan
skalar bo'lar ekan. Ikkinchi rang spinorining simmetrik gismi bilamizki
keltirilmaydigan tasawurga. bo'ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi
rang spinorning simmetrik gismini quyidagi uch komponentalik vektor
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ko'rinishida yozib olishimiz mumkin.
4.33-misol.
DIO D2 = D320 D12

Buni esa
3®2=402

deb ifodalaymiz. Ya'ni, birinchi rang tenzori (uch komponentalik vektcr) va
yariminchi rang tenzori (ikki komponentalik spinor) ning ko'paytmasi to‘rt
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng)
tenzorlarning to‘g‘ri yig'indisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.

Clebsh-Gordon qgatorini ikkita vektorning ko'paytmasiga qo'llaylik:

D10 Di1= D20 D1© D°, yoki 303 = 50301. (147)

Ikkinchi rang tenzori o'zining t-a'rifi bo'yicha ikkita vektorning ko'paytmasi kabi
almashinishi kerak, shu nugtai nazardan chap tomonda qandaydir ikkinchi rang
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o'lchamli
fazoni tashkil giladi. (147)-formulaning o'ng tomoni bo'yicha bu fazo uchta
keltirilmaydigan invariant gismfazolarga parchalanadi. Ularning o'lchamlildari
-5 3val

Shu masalani boshgacha yo'l bilan ham yechaylik.

Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo'lsin: Tij. Uni simmetrik
va antisimmetrik gismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

Tij = - (Tij + Tji) + - (Ty - Tji) = Sij + Aij. (148)

Ko'rinib turibdiki,
Sij = —(T~ + Tji) = Sji, Aij = —(Tij —Tji) = —Aji. (149)
Uch o'lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining soni 3 x
3 = 9 gateng. Tenzorning mustaqil komponentalari soni masalasiga kelaylik.

Bu masalani hal qilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida
tasavvur gila olishimiz mumkinligidan foydalananamiz:

(Tn Ty) TB\
I T4 T2 T8 j
Via T TR/

Antisimmetrik tenzorning mustaqgil komponentalari soni nechta? Uning
diagonalidagi hamma komponentalari nolga teng:

Ay = —An Ay =0, i=1,2,3.
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Diagonali tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga
minus ishora bilan teng. Demak, antisimmetrik tenzorning mustagqil
komponentalari soni 3 ga teng:

/ 0 Au Ais\
—Ai2 O A2 1I|.
—A13 —A23 0 /

Simmetrik. tenzorning mustaqil komponentalarining soni esa 6 ga teng -
diagonaldagi 3-ta komponentalar o‘z-o‘ziga teng. diagonal tagidagi 3-ta
komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga teng:

/ Sii S12 S13\
Sl2 S22 S23
V S13 S23 S33J

Tenzorning simmetrik va antisimmetrik gismlari koordinat O0‘glarini al-
mashtirishda fagat o'zi orqaligina ifodalanadi:

S}, = ajka,iSki = aua,jkSki = aikajiSik = alka}ISK — S*;

Ajj —QKOilAK — (ludjkAkl —mO-kNIAK — OTKAIAKL  A-if?

Bu yerda biz ikkinchi tenglikdan ke.yin a koeffisientlarning o'rnini almashtirdik,
uchinchi tenglikdan keyin k I almashtirish bajardik, to‘rt.inchi tenglikdan
keyin esa (149)-dan foydalandik.

Simmetrik tenzor o'z navbatida ikki gismga bo'linishi mumkin:

Sij = Sij 4 -5ijT,
bu yerda T = - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining
i |
yig‘indisi). T-ning izi uning simmetrik gismi S-ning iziga teng. Yangi Kiritilgan
Sij ning izi nolga teng: 1IN 8wy = 0. Navbatdagi bu bo'lishning ma’nosi yana
t

o‘sha - tenzor ustida almashtirish bajarganimizda Sij va T yana fagat o‘zi
orqali ifodalanadi:

S'ij = aikdjiSkt, Su = J2 aikduSki = SkiSkt = Skk= 0,

r t K
T =E sk~ alkoudd = 4 —Y"Sk="T.
K i K

Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish matritsasi a,j ortogonal
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori uchta
invariant gismlarga bo‘iindi:



Bu tagsirnot shu ma’noda invariantki, antisimmetrik tenzorlar, izi nolga
teng simmetrik tenzorlar va tenzorning izi fagat o‘zi orqali almashinadigan
kattaliklarni tashkil giladi. Tasavvurlar nazariyasi tilida ularning har biriga
mos keluvchi fazolar umumiy 9-o‘lchamli fazoning invariant gismfazolaridir.
Bajarilgan ish (147)-formulani keltirib chigarishga ekvivalentdir.

4.35-tnisol.

DI®D1® DIl = Dz® 2D2® ZD1® D°,
yoki,
3®3<8)3 = 7(h2-5h3-3h1

bo'ladi. Ya’'ni, 27 o'Ichamli fazo bitta 7 o'lchamli, ikkita 5 o'lchamli, uchta 3
o'lchamli va bitta bir o'Ichamli invariant gismfazolarga parchalanar ekan.
4.36-misol.

D12® DI® DI = 152¢ 2D3/2 ¢ 2D 1/2

bo'ladi.

818. Momentlarni go‘shish

Momentlarni go'shish masalasi Clebsch-Gordon qatori bilan
uzviy bog'langan. Matematik nuqtai-nazardan spin va orbital
momentlarning farqgi yo'g, shu sababdan bundan keyin "moment"
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko'zda tutiladi.

Clebsch-Gordon qatorini fizik nugtai-nazardan quyidagicha
tasavvur gilish mumkin. Momentlari ji vaj 2 bo'lgan ikkita sistema
berilgan bo'lsin. To'lig sistemaning momenti ganday giymatlarni
gabul giladi? Sistemalar 2)\ va 2j2 rangli ikkita spinorlar orgali
ifodalanadi, to'liq sistemaga

spinor mos keladi, uni hamma indekslar bo'yicha simmetrik-
lashtirib j\ + momentga mos keluvchi 2(ji + j2 rangli
simmetrik spinor olinadi. Olingan spinorda birinchi guruh
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bitt.adan olib ular bo'yicha
soddalashtirilsa 2(ji + j2 - 2 rangli spinor olinadi, u + j2- 1
momentga mos keladi. Shu islmi yana bir marta bajarsak j i + j 2—2
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom
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ettirib Y\ — 121 momentga mos keluvchi spinorgacha yetib kelinadi.
Olingan qator Clebsch-Gordon gatori (145)-ning o'zidir.

Quyidagi masalani ko'rib chigaylik: alohida olib garaganimizda
momentlari j\ va j2, ularning z-o‘giga proeksiyalari m\ va m2
bo‘lgan zarrachalardan tuzilgan sistemaning toiig momenti va
uning proeksiyasi ganday qiymatlarni qabul qilishi mumkin?
Bunday masala momentlarni qo‘shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qgo'shish masalasi aniqroq quyidagicha ifo-
dalanadi: ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai-
nazardan fargi yo‘q) berilgan bo'lsin, ularning momentlari ji va
jo bo'lsin, shu momentlarning z-o'giga proeksiyalari mos ravishda
mi va m2 bo'lsin. Agar har bir sistemani alohida ko'rsak har bir
7l mos ravishda 2ji +1 ta giymatlarni gabul gilishi mumkin va har
bir sistemaning to'lgin funksiyasi j 2 va j Iz ning hususiy funksiyalari
boiadi - (110)- va (115)-formulalarga qarang. Kvant mexanikasiga
yaqginroq bo'lishni ko'zda tutib bunday hususiy to'lgin bunksiyani
ji,m.i) deb belgilaymis. Demak,

Jibb~i) = ji(ji + jiz\ji,mi) = mi\jumi),
j&lh, m2 = J2U2+ 1)]j2,m2), j22\j2,m2 = m2\2, m2).
Butun sistemaning to'lig momentij = ji +j2bo'ladi. Ko'rish giyin
emaski, \ji,mi)\j2m2 to'lgin funksiyajz —j\z+ j 2z operatorning
hususiy funksiyasi ( ji va j2 va ularning komponentalari har xil

o'zgaruvchilarga ta’sir qiluvchi operatorlar bo'lgani uchun ular
o'zaro kommutativ bo'ladi):

jz i, mi)]i2lm2)] = (jiz+j22z) [ji,mi)\j2m2] =
= (171 + m2\ju mi)\j2,m2).
Ammo \ji,mi)\j2,m2) to'lgin funksiya j2 ning hususiy funksiyasi
bo'Imasligi mumkin:
J2=J3i+32+ 2ji h

ifodadagi ohirgi had bunga to'sqinlik giladi. Shularni hisobga olib
momentlarni go'shish masalasi quyidagicha go'yiladi: 2(ji + j2
.rangli spinor bo'lgan \ji,mM\)\j2m2 funksiyani j2 va jz ning
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hususiy funksiyasi bo'lgan J, m) bo'yicha gatorga yoying:

lib rm)\h, m2) = YL ™), (150)
]

Bu yerda o'ng tomondagi m chap tomondagi ra\ va m?2 larning

yig'indisiga teng: rn = mi + Tn. Huddi shu masalani teskarisiga

ham go'yish mumkin: f,m) ni |ji, mi)]j2,~ 2 bo'yicha shunday

gatorga yoyish kerakki, unda mi va m2 larning m\ + m2 — m

shartga bo'ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

i, m = mi)\j2, m?2). (151)
m
O'ng tomonda m2 bo'yicha yig'indi yo'q, chunki uning giymati
mi + m2= m shartdan topiiadi.

Matematik nuqgtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o'tish formulalaridir, shuning
uchun ularga kirgan koeffisientlar o'zaro teskari bo'lgan unitar
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshgacha ham
ko'rsatishimiz mumkin.

Umumiy qoida bo'yicha

&k,nu2m2 = ti, m \(\jhm)\j2,m?2));

= (0'l.~il0a, bl ) 13, m).
Ikkinchi tomondan (®i]”~2) = (MI7i}* bo'lishi kerak, demak,
GjT™Minm2 = ¢ nmmn- Keyin ko'ramizki, bu koefficientlar haqigiy
son bo'ladi, shuning uchun G:i™MmM2 = C j™ A,

(150)- va (15I)-almashtirishlarning unitarligidan C? m 2
koeffisientlar uchun quyidagi munosabatlar kelib chiqadi:

fijm fipn _r fijm s-ij'm _ o r
E hm}2a™ 2gaT1'dT” jlmv2™2. jw ih m 33"
] mi

Ccfz A koeffisientlar Clebsch-Gordon koeffisientlari deviladi.

nT
Ularni aniqglash uchun (110) - (lIG)-formulalarda go'llanilgan
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metoddan foydalanamiz. Bu formulalarning ichida ko'rilayapgan
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:
jtljim) = px(j,m)\j,mzl), p{j,m) = y/j(j +1) ~ m(mz 1).

(151)-formulaning o‘ng tomonida mL — ji va m2 — j2 bo'lsin,
ya’ni, momentning proeksiyalari o‘zining maksimal giymatiga ega
bo'lsin. Bu holda chap tomonda j —ji + jxvam = j\ + j2bo'ladi
va gatordan bittagina had goladi:

to+A.1+*>-0Say*Illi,A)fe,A>.

To'lgin funksiyalarining hammasining normasi birga teng qilib

tanlab olingan deyilsa \Cj~J*+2¥ = 1 bo'lishi kerak,
Annjh+2 = 1~ tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz
hamma laming umumiy ishorasini anigladik. Endi ohirgi

formulaning ikkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta’sir
gilish kerak:

i-\ji + h,ji + h) = (ji- + h-)\ji, ji)\j2, h) =

= P=(jIjON\jI,j\ - 1)1.7232) + K)\jbj\)\h, ]2 - 1).
= V'2j bo'lgani uchun

\2<>' 1 +ji)\jI +32,jl+j2 - 1) =
= - i)b2,h) + V~Ah\jbji)\j2,j2 - 1).

Olingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeff-
isientlarining ikkitasini beradi:

s-ih+hji+j2-i _ fiji+ttJi+h-1_ 7
Wn-iAn y jx+ J2° nann-1 yj: +j2m

Ikkala koeffisient oldida musbat ishora olindi. keyingi topiladigan
to'lgin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki,
ular bu funksiyaga ortogonal bo'lib chigsin. Jarayonni davom
ettirib N\ + j 2,— 1 —j 2) holatgacha yetib borish giyin emas.

Ko'rinib turibdiki, Clebsch-Gordon koeffisientlarining
hagigiyligining yuqgorida vada gilingan isboti p~(j,m) larning
haqigiyligidan kelib chigadi.
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j = jX+ j2— 1 holatga o‘taylik. Bu holatga mos keluvehi
eng yugori vektor uchun m = ji + J2- 1 bo'lishi kerak. U esa
fagatgina \ji,ji-1)\j2,ji} va\ji,ji)\j2, h ~ 1) holatlarningchizigli
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak

\ji+h ~ 1)h + h - 1) = a\ji,ji - 1)]j2iji) + b\ji,j\)\j2,32 ~ 1)«
Bu holat j+ ta’sirida nolga tenglashishi kerak:
j+ (a\jhji - 1)1/2,32) + b\ji,ji)\hj2- 1)) =
= ajl+\ju3l - 1)\h,h) + b\jiji)j2+\j2,j2 ~ 1) =

= (ay/Wi+by/W\jitji)\32,j2) = O.

Demak, a — —by/j~Jji- Buni hisobga olib m —jy + j2- 1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

\/2(jiThU +j2—1,ji +32 —1) —
= y/2imjljl - 1)b2J2) ~ VA>il>bh2j2 - 1)

Bu tanlov holat normasining birga tengligini ta’'minlaydi. O'ng
tomondagi ishoralar shartlidir, ya'ni, birinchi had oldida minus va
ikkinchi had oldida plus olishimiz mumkin edi. Muhimi - ikkala had
oldidagi ishoralarning har xilligi. Topilgan Yi +j2- 1,j\ +j2- 1)
asosida yugoridagi usul bilan hamma \ji+h ~ 1,31+32- 2), \ji+
- 1,ji +32- 3),...jlii +32- 1,-3i - 32) iarni topish mumkin.
Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagilari topildi:

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat
gilish kerak.

4.37-misol. j1= 1/2, j2 — 1 bo'lsin.

j ni rn dan farqg qilish uchun m ning oldiga uning ishorasini qo'yib
ishlatamiz. Ikkala zarracha momentining r - o'giga proeksiyasi maksimal
bo'lsin. bunda:
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Ptoeksiya —1/2 bo'lgan holga o‘tish uchun ikkala tomonga = ji_ +jz~ bilan
ta’sir gilamiz:
i,-
Endi spin proeksiyasi -1/2 bo'lgan holatrii topaylik. Buning uchun yana bir
marta = j\- +J2- bilan ta’sir gilamiz:
1
2

Yana bir marta pasaytiruvchi operator bilan ta’sir gilinsa to'liq moment 3/2,
uning z-o‘giga proeksiyasi -3/2 bo'lgan holatga o'tiladi:

| 1
Ve -W!:2 s 20 2 1 1

V3

Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib qgo'yish mumkin edi, ammo
biz yo‘l-vo‘lakay hamma hisoblarimizni tekshirib chigish imkoniyatini boy
bermaslikka garor gildik.

To'lig. spin 1/2 bo'lgan holga o'taylik. Yuqoridagi nazariya bo'yicha

% + b ~ a

kombinatsiyaga ko'taruvchi operator j+ bilan ta’sir gilamiz, natija nolga teng

bo'lishi uchun a + &v2 = 0 bo'lishi kerak. To'liq to'lgin funksiyaning normasi
birga teng bo'lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (a ning ishorasini
musbat deb tanladik):

11 |
2. 2 BFD o2 42

Pasaytiruvchi operator bilan ta’sir gilamiz:

73

Boshga holatlar yo'q, hamma topilgan holatlarning o'zaro ortogonalligini
tekshirib chiqgish giyin emas.
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819. 5(7(3)-gruppasi

O’'lchamligi 3x 3 bo'lgan unitar va unimodular matritsalar to'plami
SU(3) gruppasini tashkil giladi. g C 5(7(3) bollgan ixtiyoriy
matritsani

g = exp (wrA’)

ko'rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a* - haqiqiy parametrlar, A*
- 3x3 matritsalar. g ning unitarligi r/ —g~| dan \I matritsalarning
o'ziga qo'shma ekanligi Ar* = Al va g ning unimodularligi detg -- 1
dan Ar matritsalarning izsizligi Tr(Ar) = 0 kelib chigadi. Ixtiyoriy
aynimagan n X n unitar matritsa n-o'lchamli kompleks fazoda
quyidagi kvadratik formani saqglaydi:

! n

y') = x®i= (Ux'uv) = (x>u’uy) = (x3y) = Y:2| r:/-

= ?
Ixtiyoriy unitar matritsa uchun (7(n) = (7(1) x SU(n)
bo'ladi, bu yerda (7(1) - U(n) ning abel gismgruppasi, SU(n)
esa sodda gruppadir (Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda
deyiladi va bu nimaga olib keladi §22.-paragrafda tushuntirilgan).
SU(n) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma
keltirilmaydigan tasavvurlari unitar bo'lishi kerak. Demak,
hermit qo'shma D™ tasavvur bo'yicha almashinadigan kattaliklar
teskari D~1 tasavvur bo'yicha almashinishi kerak. 5(7(3) uchun
buni quyidagicha ifodalaymiz. Uch komponentali kompleks
kontravariant vektor Kiritaylik:

Bu kattalik 5(7(3) gruppasining biror keltirilmaydigan tasawuri
Uj bo'yicha almashinsin:

/7= Udp>  i,j = 1,2,3.

Hermite go'shma tasavvur bo'yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor sifatida garaladi:

$ = (U-2:0,. i,j=1,23.
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Kiritilgan kattaliklar SU(3) gruppasining birinchi rang tenzorlari.
bo'ladi. Gruppaning p-marta kontravariant va g-marta kovariant
tenzori:

[ -
= NXK? il T (N~XY1(U -:QCQ-oo(]l' vy v
V313273q 2 IP Vv *3\ 32 \ ' 3q
(152)
Bir marta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor g berilgan

boisin. U uchun (
$ = W (U-% iff.

Agar bu ifoda i va j indekslar bo'yicha soddalashtirilsa va g\ —
& beigilash Kkiritilsa ¢ — & bo'ladi. Ikkinchi rang aralash
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng bo'lgan skalar kattalik
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rang aralash tenzorini bitta ko-
va bitta kontravariant indekslari bo'yicha soddalashtirib rangi
ikkitaga kam bo'lgan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be-
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: 8j, £rlk va
Eijk- Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita golgani - birlik
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko'rsatish
giyin emas:

sc=u;, (u-3 ' = ~

£Hjk = u tujjjy ™ = (detw .E£ijk = E£ijk.

etk = ip -9 1GU_1)"1 (U -1) kfirm = det (U~1) meijk = eijk.

Ohirgi ikki munosabatni olishda birinchi bobdagi 10-mashq
natijalari ishlatildi.

(152)-goida bo'yicha almashinadigan tenzor keltirilmaydigan
tenzor emas, uning ikkita biri ko- va biri kontravariant indekslari
bo'yicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past bo'lgan tenzor kelib
chigadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlaxni quyidagicha,
ta'riflaylik:

1 Tenzor o'zining yuqori va quyi indekslari bo'yicha (har biri
bo'yicha alohida) simmetriklashtirilgan bo'lishi kerak;
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2. Ixtiyoriy ikkita biri yuqori va biri quyi indekslar bo'yicha
soddalashtirilganda u nolga teng bo'lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor dx keltiriimaydigan tasawur
D(1,0) bo'yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant
tenzor %j bo'lsa keltirilmaydigan tasavvur D(0,1) bo'yicha
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

VVi -

ikkinchi rang keltirilmaydigan aralash tenzor bo'lib, u Kkeltir-
ilmaydigan D{1,1) tasavvur bo'yicha almashinadigan tenzor
bo'ladi. D(p, q) esa p marta kontravariant va q marta kovariant
keltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o'lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang
aralash tenzorning o'lchamligi 3 x3 -- 9 ga teng, keltirilmaydigan
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x3 —1 = 8
ga teng (izining nolligi shartini hisobga ohsh kerak). Ikkinchi
rang kontravariant Keltirilmaydigan tenzorning oltita kompo-
nentasi bor: ™M\ P(ZA b\ dNe\ p(I\ ¥123. Bu yerdagi
{} simvollar ularning ichidagi indekslarning simmetriklashtiril-
ganligini bildiradi, shu sababdan ikkinchi rang kontravariant
keltirilmaydigan tenzorni /A™ deb belgilash mumkin. Ikkinchi
rang kovariant keltiriimaydigan tenzor esa deb belgilanadi.

tenzor D(2,0) tasavvur bo'yicha, ®w} esa D(0,2) bo'yicha
almashinadi.

D(p, q) tasawurning o'lchamligini topaylik. 1, 2, 3 giymatlarni
gabul giladigan p ta sonlardan 3P ta har-xil variantlar tuzish
mumkin. Ularning ichida simmetrik variantlar 11...1,22...2, 33...3
ko'rinishga, ega bo'lishi kerak. Bu kombinatsiyalarning soni vergul
belgisini necha hil yo'l bilan tanlab olishga teng, bu tanlashlarning
soni | (p+1)(p + 2) ga teng. liuddi shunday quyi indekslar
bo'yicha ham simmetrik variantlar soni \{q + 1)(q + 2), ularning
ko'paytmasi 7(p + 1)(p + 2)<@+ 1)(a-r2). Har bir yuqori-quyi juftlar
bo'yicha soddalashtirishda nol olinishi kerak, bunday shartlarning
soni ~p(p + l)gq(g + 1). Natijada D(p, q) tasawurning o'lchamligi
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uchun

~{p+ D+ 2@+ Hg+2)- pp+lag+ 1) =

— 2P+ + 1)Pp+ 9+ 2)

son olinadi.

Yugqorida olingan hususiy giymatlar bilan solishtirish mumkin:
£>(1,0) ning o'lchamligi 3 ga teng, £>(2,0) ning o'lchamligi 6 ga
teng, £>(1,1) ning o'lchamligi 8 ga teng, £>(3,0) ning o'lchamligi
10 ga teng.

Keltirilmaydigan tasavvurlarni ko'paytirish (Clebsch-Gordon
gatorini topish) masalasiga kelaylik. £>1,00 va £>0,1)
larning to'g'ri ko'paytmasidan boshlaymiz. £>(1,0) bo'yicha dr
almashinadi, £>(0,1) bo'yicha iplipj ko'paytma ikki gismga
ajratiladi: skalar u £>0,0) bo'yicha almashinadi, va izsiz
tenzor iphp) — u £>(1,1) bo'yicha almashinadi. Demak,

D(I,0) «»£>0,1) = £50,0) ® £)(1, ).

O'Ichamliklarini tekshiraylik: 3x3 = 1+ 8. Ohirgi yozuvda 3 belgi
orgali 25(0.1) ning kompleks go'shma tasavvur ekanligi ifodalandi.
Odatda £>(0,0) bo'yicha almashinadigan skalar singlet,
£>(1,0) va £>0,1) bo'yicha almashinadigan kattalik triplet,
£>(1.1) bo'yicha almashinadigan kattalik oktuplet deyiladi.
4.38-misol. ipJva ip™ larni keltirilmaydigan gismlarga parchalang.

Ikkinchi rang tenzorini simmetrik va antisimmetrik gismlarga parchalashni
biiamiz:

aH = dofy] + cpbt My = _(dH+dB8*  dM=1(dH_d _
simmetrik tenzor sifatida D (2,0) bo'yicha 0‘zgaradi, spM esa D (0,1)

bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant tenzoriga proporsional: ipi =
mDemak,

D(,00®D(l,0)= D(0,1)® D(2,0), vyoki 3<g>3= 3®6.
ipj ga kelsak

Z?(0.1)® D(0,1) = D(I,0) ® D(0,2), vyoki 3®3 = 36
bo'ladi.
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4.39-misol. ¢k ni keltirilmaydigan gismlarga parchalang.

ipik va di lar D(0:1) bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant
tenzorlar, izi nolga teng bo'lgan quyi indekslari bo'yicha simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar:

~ 4 =* D (" 2):

N ~ 2 ~ ~(210).
Demak,
£>(1,0) ® £>(0,1) ® £>(0,1) = £>(0,1) © D(0,1)© D(2,0) © D(1,2),

yoki, 3®3®3 = 3®3©60© 15.

4.40-misol. z?(l, 1) ®£>(1,1) ni toping.

Birinchi £>(1,1) ga mos keluvehi bazisni d' deb belgilaymiz, ikkinchi
£>(1, 1) ga mos keluvehi bazisni 0' deb belgilaymiz, ularning izlari nolga teng.

1. Birinchidan, i/jj va dJ lardan singlet hosil gilish mumkin: d)d[. Bu - singlet,
u £>(0,0) bo'yicha o'zgaradi.

2. Ikkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil gilish mumkin:

obl - \5dU > o - \ W -
Bular D{1,1) bo'yicha o'zgaradigan ikkita oktuplet;

3. ek ™ kombinatsiyani (r, Z,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada dekuplet deyiladigan D (3,0) tenzor hosil bo'ladi;

4. kombinatsiyani (r,l,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada £>(0,3) tenzor hosil bo'ladi, u ham dekuplet;

5~ ko'paytmani («i, r2) va (ji,j2 indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigib izlarini ayirib tashlash kerak. To'lig simmetrik kombinatsiya:

*S oW o+ W o+ W o+ A -
Undan ayirilishi kerak hadlar:

w ,+P13-& w ,+dT -
Xw o+ m i+" (« +m ) oDk -
Mana shu ikkala ifodalarning yig'indisi x'JE€ = xj*}'2+ ikkala yugori
va ikkala quyi indekslari bo'yicha simmetrik va ixtiyoriy bitta yugori va
bitta quyi indekslari bo'yicha soddalashtirilganda nolga teng bo'ladigan

keltirilmaydigan £>(2,2) tenzorni beradi.
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Oiingan natijani quyidagi ko‘rinishga keltirish magsadga muvofigdir:
D(l, )®D(1,1) = D(0,0) © £>(1,1)0 D(1,1)0 D(3,0) 0 D(0,3)© D(2,2).
Tenzorlarning o'lchamliklari orgali:

8®8=108%8©100 100 27.

Chap va o0'ng tomonlarda bir xil son turibdi - 64.

Keltirilmaydigan qismlarga parehalash elementar zarrachalar
nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida
kvarklar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sariq
va yashil ranglar) ega bo’'lib SU(3) gruppasining fundamental
tasavvurini tashkil giladi - kvarklar D(1,0) va antikvarklar D (0,1)
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan
tashki! topgan, demak, ular 3 x3 = 1 + 8 tasavvurga tegishli
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil gilishi kerak.
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va h.k.lar multiplet
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuzilgan bo'‘lib ular
ham tegishli multipletlarga parchaianadi.

£77(3) gruppasining 8-ta generatori bor (paragrafning ohirida
£77(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu
son n2 - 1 ga tengligi ko'rsatilgan). SU(3) ning generatorlari
fundamental tasavvurda odatda quyidagicha tanlab olinadi Ta —

Tina, Q = 1,2,...,8. Bu yerda Aa lar Gell-Mann matritsalari
deyiladi, ularning ko'rinishi quyidagicha:
/0 10 100
Ai= 10 0 A= 10 -1 0
Vo o0 0 0 O
a4

Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, A3 va Ag, bir vaqtda
diagonal ko'rinishga ega. Bu degani 823.-paragrafda keltirilgan
klassifikatsiya bo‘yicha SU(3) gruppasi ikkinchi rang gruppadir.
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A3 va 18 generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar sagianuvchi
kattaliklar bo'ladi. Elemental- zarrachalar fizikasida bu sonlar
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi
gabul qilinadi. Au laming hammasi izsiz ermit matritsalardir.
Ai, A2 va A3 larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini
0‘z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi SU(3) gruppasining
gismgruppasi ekanligi ta’kidlanmoqda. Generatorlar quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

Aa Al, Xr.
, ifaloc
~2'T

SU(3) gruppasining hossalarini bilish uchun yugoridagi gener-
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari fax larni bilish
yetarli, bu hagida §23.-paragrafda gapirilgan. Generatorlarning
yugorida keltirilgan realizatsiyasi uch oichamli D(1,0) tasawurga
mos keladi, ixtiyoriy D(p,q) tasavvurda generatorlarning realizat-
siyasini quyidagicha topish mumkin. Cheksiz kichik a- parametrlar
uchun Uj ~ Sj4-i\aa(A0)* deb olib (152)-formulada cheksiz kichik
almashtirishlarga o'tamiz

oy 1 \y K 1 \'p
ri(lh?:;p *2a“Aa 1+ i-abXb 1+ i-acXc

v

A \ H . \ 3 i'if—

— i a/A/ 12 V

L —i&dxd n 2224 4I]Jql%3 -34

d'd b+ 8d belgilash kiritilsa

ez _ 1

hh'iq —

boiadi. Masalan,

(AeB> - (AM g,

To'g'ri gavslarning ichidagi matritsa aralash tenzor 3 ning
tasawuridagi generator boiadi, bu generatorlarning o'lchamligi
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9x9. Boshqga tasavvurlarga mos keluvehi generatorlarni ham shu
yo'l bilan topish mumkin.

Paragraphing ohirida SU(n) gruppasi uchun bir necha muhim
munosabatlarni keltirib chiqaraylik.

SU(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. Genera-
tor'ar izi nolga teng ermit boigan n x T matritsalardan iborat.
Kompleks n XN matritsaning umumiy elementlari soni 2n2ga teng,
ermitlik shartlari soni 2] (n2—n)+n ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu
bilan, izi nolga teng ermit boigan n x n mustaqil matritsalarning
soni 2n2—n2- 1= rr - 1 gateng. Demak, SU(N) gruppasining
generatorlari n2 — 1 ta bo'ladi (masalan, SU(3) gruppasida 8 ta
generator bor). Ularni Ta, a = 1,2, ,..,n2 — 1 deb belgilaylik.
Generatorlarning kommutatori

[Tn, Th} = ifabcTe-

Bu yerda faxr hamma indekslari bo'yicha toiiq ravishda anti-
simmetrik tenzor - SU(n) gruppasining struktura doimiylari (Lie
gruppalari algebrasining §22.3.-paragrafdagi hossalariga garang).
Elementar zarrachalar nazariyasida ko'p ishlatiladigan bir necha.
formulalarni keltirib chigaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bolysunadi:

TV(Te)=0, Tr{Tarh = ~6ab

Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart -
ixtiyoriy yarimsodda gruppalari uchun kiritilishi mumkin (§22.3-
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga garang). lkkinchi
shartda 1/2 ning o'rniga ixtiyoriy son olish mumkin, ammo biz
yugoridagini tanlayrniz. Bu munosabatlardan ko'rinib turibdiki

fabc = 1Tr ([Ta, Th]Tc) .
r
Feynman diagrammalarida quyidagi munosabat keng qoilaniladi:

o=l ) (153)

4.4-mashgq. (153)-formulani keltirib chigaring.
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4.5-mashq. (153)-formuladan foydalanib quyidagi munosabatlarni
keltirib chigaring:

n2-1 n2- | . . n*_|I
£ TaTa= ~(4)/, £ TAJ).= Lc2(R)- ~/MG) Ta, Y } facdfbcA = C\(G),
o=t c=1 ' ' W <*=i

"21 2

£ /«alc=-CAG)Ta, C2A) = C2G) = n.

6L

Bu mashgda paydo bo'lgan Cr(f) va C2G) belgilar SU(n)
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy giymat-
lari, Cr(4) - fundamental (n oichamli) tasawurga mos keladi,
C2{G) esa biriktirilgan (n2- 1 oichamli) tasawurga mos keladi.
Kvant xromodinamikasida C2(R) kvarklar bilan bogiangan, chunki
kvarklar fundamental tasawurga tegishli, CG) esa gluonlar bilan
bogiangan, chunki gluonlar biriktirilgan tasawurga tegishli.

8§20. Lorentz gruppasi
8§20.1. Lorentz gruppasining ta‘rifx va umumiy hossalari

Minkowsky fazosida (4-oichamli fazo-vaqtda) ikkita cheksiz yaqin
hodisalar orasidagi interval quyidagicha aniglanadi:

ds2= gNdx”dxvj= (dx02- (dx1)2— (dx22—(dx32
Bu formani invariant goldiradigan almashtirishlar
dx/d= Awdx\ ds'2= gndxNdx'1= gNdxHx" = ds2 (154)

Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir
inersial sanog sistemasidan unga nisbatan gandaydir tezlik bilan
harakat gilayotgan ikkinchi inersial sanoq sistemasiga o'tishga mos
kelar edi. lkkita ketma-ljet bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana
Lorentz almashtirishini beradi:

dx" = Atydx™ = AMANdx* = Aldx*

formuladan ko'rinib turibdiki, K sistemadan K 1 sistemaga A,
yordamida, undan keyiri esa K' dan K" sistemaga /12 yordamida
o'tish K dan bevosita K" ga bitta 13= AiA2 Lorentz almashtirishi
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yordamida o'tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari

gruppani tashkil qgiladi.
Lorentz almashtirishlari ta‘rifini ochib yozaylik:

gtivA™ AN\dx® dxx —ga\dxadxx.
Bundan ko'rinib turibdiki
g~rNA N\ = 9%
Bu munosabatni matritsa ko'rinishida yozib olish mumkin:
nv =g

Bu holda
detg = —1= det”~(det,A)2,
yoki,
detA = 1

(155)

ekanligini topamiz. (155)-formulada a = X = 0O deb quyidagini

topish mumkin:
go= 1= SMK,A"0 - (A°0)2- (n1,)2- (A20)2- (A)2
Demak,
(J1°0)2= 1+ El< No)2£ L
Ikkita hoi bo'lishi mumkin ekan:

ne0>+1, A°o<-I.

(156)

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al-

mashtirishlarini to'rt gismga bo'lish mumkinligini ko'ramiz:

1.b\: A°QO> +1, detA *=1

2.Li: A°0>+1, detA= —1;
3.Li: A°QO< —1, detA = 1
4. L1 : A°n< —1, detA = —1
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det1 — *+1 boigan almashtirishlar hususiy deyiladi, 1°0 > +1
almashtirishlar esa ortoxron deyiladi. Ho'yxatdagi birinchi hoi
hususiy ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina qismgruppani
tashkil giladi. Buni tushunish qiyin emas - birinchidan, ikkita
determinanti manfiy matritsalarning ko'paytmasi determinanti
musbat matritsa boiadi. Ikkinchidan, A°0 < -1 almashtirish
vaqt o'gini teskariga yo‘naltiradigan almashtirishdir, uni ikki
marta qoilasak vaqt o'gi yana o'zining boshlang'ich yo'nalishiga
gaytib keladi, ya’ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning
natijasi bitta A°0 > +1 almashtirishga tengdir. Ya’ni.
Li, L+ va I£ to'plarnlar gismgruppani tashkil gila olmaydi.
Bundan tashqgari, birlik element |IJ+ ga kiradi. Hamma Lorentz
almashtirishlari umumiy Lorentz gruppasini tashkil giladi,
determinanti +1 ga teng almashtirishlar to'plami L\_+L+ hususiy
Lorentz gruppasi deyiladi. §10.-paragrafdagi klassifikatsiya
bo'yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal 50(3,1) gruppaga mos
keladi. Bundan keyin Lorentz gruppasining tasawurlari haqida
gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasawurlari ko'zda
tutiladi.
Quyidagi almashtirish matritsalarini ko'raylik:

/1 0

;-1 00 0 o\
0100 _0-1 0 g i
00!o0 va  AP= 50 -1
VO 00 w vo 0 O -1/
Birinchi matritsa ta’sirida vaqt koordinatasi o0‘z ishorasini
o‘zgartiradi: x° — —x°, ikkinchi almashtirish esa fazoviy
koordinatalarning ishorasini o'zgartiradi: al -» —x1, x2 —
—X2, X2 —» —x3:
fx'°\ (-1 000\ (xP) (-xa\
x'1 0 100 x1 X x
X'2 0 010 X2 x 2
\ X'T) 0 00 1 ) X3 J \ X3 /
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f x'° \ ( l 0 0 O (Xo\ / Xo \
X 11 o -1 o ) X 1 —X1
xP = 1lg o -1 0 X 2 —x2

N Vo o o -1) { X3 \-x3/

Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli
chunki ular intervalning kvadratini saqlaydi. Ular uchun 1T€ L-
va Ap 6 bL, undan tashgari AjAp & L+. Odatda Ar matritsa
orgali ifodalangan operatsiyani T —almashtirish, Ap matritsa orqali
ifodalangan operatsiyani esa P —almashtirish deyiladi. Ular
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli,

§20.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorlarini topishdan oldin uch o'lchamli
fazodagi aylanishlar ham Lorentz gruppasiga Kirishini ko‘rsataylik.
Quyidagi matritsa

/1 0 0 O\
. 0 cosip sintp O
9nVP) — | g _ sjn<f cosP O

\0 0 0 1vs

( *eon ( 0 0 o\ ( x°\
x'1 1 b cosip sSin<P o I X1
x'2 -1 o —Sinip cos9p g X2
\ X «) Vo O 0 | \ XZ )
/ X° \

X1 cos P+ X2sinip
—x1sinip+ Xx2cos P

V X3 /

almashtirish bajaradi, bu almashtirish XX ning bir gismi boigan
XIXT ni invariant qoldiradi, demak XX~ ni ham . Demak, z
o‘gi atrofidagi aylanish Lorentz gruppasiga taalluqli ekan. Huddi
shunday ko‘rsatish mumkinki, y va X o'qlari atrofidagi aylanishlar
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya'ni, 50(3) gruppasi Lorentz
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gruppasining gismgruppasidir. X va Yy o'glari atrofidagi
aylanishlarga quyidagi matritsalar mos keladi:
/10 0 0
01 0 0
9P = 00 cosB sin ip
\0 0 —sin¢” cos¢?

/10 0 0 \
0 cosp 0 —sins?
B 0 0 10

N0 sinp 0 cos9)

Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o‘tamiz. Faraz qilaylik
Lorentz almashtirishlari fagat O-nchi va l-nchi o‘glarga tegishli
boisin, bu holda (156)-formuladan

n°02- (n"M)2=1

ga kelamiz. Bu tenglamaning (hususiy va ortoxron holga mos
keluvehi) yechimi

A°0= chr, A= shr, —00 < r < 00.

Matritsa ko‘rinishida:

(cht shr 0 O\

. shr chr 0 0
50|(r) = 0 0 10

v O 001/

Ushbu elementga mos keluvehi generator:

£ 0 —roo\
d — 0 00

=0 yo 0 0oy

(t,y) va (t,z) tekisliklarida bajarilgan Lorentz almashtirishlariga
quyidagi matritsalar mos keladi:

/chr 0 shr O\ /chr 00 shr \
0 1 0 O 0 10 0 .

902{¢) = shr 0 chr 0V 303(T) = 0 0«
v 0 0 0 1, \shr 0 0 chr/



Ularga mos keluvchi generatorlar:

/ 0 0 —i o\ J 0 00 —i\
0O 0 0 O 0O 00 O
«02 —i0 00 =% 500 o0
Vo o o goj y—i 00 0,
Bu matritsalar hermite matritsa emas.
9ij, i,j — 1,2,3 elementiarga mos keluvchi generatorlar
quyidagicha boiadi:
., 0 0 0\ . 00
150 — 0 7000
bi2 r 00 ) "B= 000
oo o) \0 O i
(O 0 00\
_ 0 0 0
hi 0000
Vo — 00y

Ushbu matritsalar yuqoridagilardan gat’iy oiarog hermitdir.

Shu bilan oltita generatorlar topildi. Rostdan ham, to‘rt
oichamli fazo-vagtdagi to'rtta koordinat o'glari oltita buralish
orqali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish-
lari+uchta X,y,z o'qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniglaylik. Quyidagi
belgilashlar kiritaylik:

«oi = Ai, vor = Ar, ao3 = A3, 623 = B\, &31= B2, b\2 = Bs-

Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha
boiadi:

(A, AJJ iEijfcBk, Bj,Bj] i-ijks k. [Ai, B}\—isij~AN,
(157)
Bu munosabatlarni tekshirib chigishni o'quvchiga havola gilamiz.
Ai va Bj matritsalarning ta'riflaridan koi'inib turibdiki

AJ = -Ai, B\ = Bi.
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Ularning o‘rniga
r 1 .
U = -(Bi + iAil) va Kr= ~(Bi - TA))

matritsalarni kiritaylik. Ko'rinib turibdiki ular hermitlik hossasiga
ega:

(158)
(157)-dan quyidagilarni keltirib chigarish mumkin:
[Li, Lj] = iEijkLK, [L%Kj\ —O0, [K-i Kj\ ~ iMNijKkKK-
(159)

Demak, Li va Kr generatorlarning algebrasi SU(2)SO(3) grup-
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan
kelib chigadiki L2 operatorining xususiy giymatlari L2 = 11 +
1) va K2 operatorining xususiy giymatlari K2 = k(k + 1)
munosabatlarga bo‘ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi
bo'yicha almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xa.rakterlanadi
- (I, k). I'va ksonlar 0, 1/2, 1, 3/2,... gatorga tegishli giymatlarni

gabul giladi.

§20.3. Lorentz va SL(2,C) gruppalari orasidagi bog‘lanish

SL(2,C) gruppasi determinanti birga teng kompleks 2 x 2
matritsalardan iborat:

Kompleks 2 x 2 matritsa 4 ta kompleks son bilan aniqlanadi.
bu esa 8 ta hagigiy son berilishi kerak degani. Determinantning
birga t.engligi kompleks songa qo'yilgan ikkita shartdir, demak,
A matritsa oltita haqiqiy parametr bilan aniglanar ekan. A ning
teskarisini topish giyin emas:

2 x 2 matritsalar sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil
giladi. Ularga birlik matritsani go'shsak quyidagi to'rtta matritsani
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olamiz:

a°=(o I)’ai=(l o)’ az2r(°i O) a3= (o -1
Shu matritsalar yordamida fazo-vaqtning x nuqtasiga mos keluvehi

" f x°+ x3 xl—ix?2
X —x af  ~xi FiX2 x° —x3

matritsani Kiritamiz. Ko'rinib turibdiki
det>k= (k0)2- (x1)2- (x2)2- (x3)2= xMM= x2.

Pauli matritsalari uchun Tr —25Y boigani uchun

) =g
ekanligi kelib chiqadi. (160)-matritsa yordamida quyidagicha
almashtirish bajaramiz:

</ 'u ( x"+ x/3 xa—ix'2\
1 = AXA =xV 4= (xn+rxn Xa-xa) (161)

det A = 1 shart (undan det 1* = 1 ligi ham kelib chigadi) interval
kvadratining invariantligini ta’minlaydi:
detx' = detx, yoki XMX'M= XXM
Demak, (160)-rnatritsalar A e SL(2,C) yordamida bajarilgan
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu
moslikning tasodifiy emasligini shu ham ko'rsatadiki, Lorentz
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2,C) ham oltita parametr
bilan aniglanadigan gruppa. (154)-dagi A~ va A £ SL{2,C)
matritsalar orasidagi bog'lanishni topaylik:
detx' = x"cr™ = A/l',x"N = AXA*= ACT AN,
bundan
AACTRj = Aa,yAf.
Demak,
A% = ~Tr (o»AoVAf) .
z
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Bu formuladan ko!rinib turibdiki, +A va - A matritsalarga bitta
AM mos keladi. Demak, SL(2,C) gruppasi Lorentz gruppasiga
gomomorf ravishda akslantirilar ekan.

Ixtiyoriy 2x2 matritsani A —A™a” desak uning unimodularlik,
ya'ni A G SL(2, C) lik sharti

detA = (A0)2—A2=1

ni quyidagicha yechish mumkin:
AQ= ch”, Al= n'sh®, n" —1.

Bu holda

9 9 cren-
A = alch- + crensh- = e 2. (162)

Yarim argument 9/2 ning paydo bo'lishini quyidagi misol
tushuntiradi:
4.41-misol. vektorning almashinish qoidasi (161)-bo‘yicha

£ = AxA* = €Tn5fea’n5
dan vektor x* ning komponentalari uchun quyidagilami olamiz:
x'* = x°ch9+ (x en)she, (Xx'*n) = (x mM)che + X°shs.
Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga o'iish
uchun th# = v/c deb olish kerak.

SU(2) gruppasi ham 2 x 2 matritsalardan tuzilgan, ular
unimodularlikdan tashqari unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak.
Demak, 5(7(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining gismgruppasidir:
SuU(2) C SL(2,C). Bu gismgruppaga mos keluvchi (162)-
matritsalar unitarlik shartiga bo‘ysunishi kerak: A' = A-1. Bu
holda A matritsa

A = eicrn? = aocos —+ i(Or en) sin A
H Zj

ko'rinishga ega bo'ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).
4.42-misol. n = (0,0,1) vektor uchun (aylanish yo'nalishi - z -0‘qi)

Buni (IOl)-bilan solishtiring.
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§20.4. Relativistik spinorlar

SL(2,C) gruppasining to‘rt-vektorlarga ta’siri Lorentz al-
mashtirishlariga ekvivalent ekanligini ko'rdik. Ikki oichamli
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki gatorli kompleks
vektorlarga ham ta’sir gilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

(163)

goida bo'yicha o‘zgaradigan

kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib
yozaylik:
+ /382, £2=17cl+ &2, 06- A =1 (164)

Spinorlar ikki oichamli kompleks fazo vektorlari sifatida qaralishi
mumkin.
Ikkita £ va 1l spinorlar uchun

£'Y2- £V = (ct6- PrfitW ~£V) - iW - £Y (165)

boiadi. Bundan kelib chigadiki £442 —£2t? kombinatsiya Lorentz-
invariant (bir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o‘tganimizda
o‘zgarmaydigan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni
tabiiy ko'rinishda yozish uchun quyidagicha antisimmetrik "metrik
tenzor" Kkiritiladi:

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni Kiri-
tishimiz mumkin:

n yani, 6 = 6 = -?2m
Bu holda (165)-invariant
fv - Cy = = CVa = 9adav0= “ &Y
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koi'inishga ega boiadi. Kontravariant metrik tenzor = Sa
goida bo'yicha Kkiritiladi:

Demak, yana bir marta yuqoridagi £ = —£2 £2 = £l
munosabatlarga kelamiz.

Norelativistik kvant mexanikasida p = \g\ = d*Ipl+ p*2p2
kattalik elektronning zichligi boiib hizmat giladi, zichlik invariant
(skalar) kattalik boiishi kerak boigani uchun norelativistik
spinorlarning almashtirish matritsasi unitarlik hossasiga ega
boiishi kerak edi, shu sababdan u holda SU(2) gruppasi paydo
bo‘lgan edi. Relativizmda. zichlik p = \JX skalar emas, u 4~
vektorning nolinchi komponentasi. Shuning uchun zichlikning
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu o'z navbatida almashtirish
matritsasining unitarligini talab gilmaslikka ekvivalentdir. Uch
oichamli spinorlar hagida gap ketganida aylanish matritsalarining
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi:
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks go'shma tasawuri
bo'yicha almashinar ekan. Ya’'ni, kovariant spinorning almashinish
goidasi kontravariant spinorning kompleks qo'shinasi bilan bir hil
edi: ~ (*)*

To'rt oichamli holda esa kompleks go'shmatasawur bo'yicha
almashinadigan spinor

c*Q= AfCP

alohida kattaiikdir, chunki A* matritsa A ga chizigli almashtirish
yoii bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida belgilash
gabul gilingan: xa- Bunday spinorlar punktirli spinorlar
deyiladi. Almashtirish goidasini to'g'ri yozish uchun A¥*
matritsaning indekslarini ham punktirli qgilib olamiz:
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli
metrik tenzor kiritiladi:

Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indekslarni tushur-
ishi va ikkita punktirli yuqori indekslar bo'yicha soddalashtirishi
mumkin. Agar g gfa — L, formula orgali punktirli kontravariant
metrik tenzor Kkiritilsa u yordamida kovariant punktirli indekslarni
ko'tarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor
uchun:

Shu joyda (159)-formulalar va ulardan kelib chiggan hulosalarni
eslash o'rinlidir. U yerda ma’lum bo'lgan ediki, Lorentz
gruppasiga bo'ysunadigan kattalildar ikkita mustagil sonlar (K,]I)
bilan aniglanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o'zaro kompleks
go'shma tasavvurlar bo'yicha almashinadi. Shu indekslarning
birini oddiy spinor indeks bilan bog'laymiz, ikkinchisini esa
punktirli spinorlar bilan bog'laymiz. Masalan, (1/2,0) tasawurga
(aspinor, (0,1/2) tasawurga esa % spinor mos keladi. (1/2,1/2)

tasawurga x&" aralash spinor mos keladi. (K,l) tasawurga esa
Naia2—alPit>—a

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k + 1)(2Z + 1)
ga teng.

Punktirli va punktirsiz indekslar bo'yicha soddalashtirishning
ma’'nosi yo'g, hosil bo'lgan kattalik invariant xarakterga ega
bo'Imaydi. Soddalashtirish fagat punktirsiz indekslarning ichida
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak.
Indekslar bo'yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar gap va
antisimmetrik bo'lgani uchun har bir gruppa indekslar bo'yicha
simmetrik spinor keltiriimaydigan tasavvurni amalga oshiradi.
« 10:2 mmmoxu larning ichida simmetrik kombinatsiyalarning soni (fc +
1) ga teng, huddi shunday, A/r smPi larning ichida simmetrik
kombinatsiyalarning soni (/+1) ga teng. Demak, (K, I) spinor ikkala
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xilga ham tegishli indekslari bo’yicha simmetrik bo’lsa u amalga
oshirayotgan keltirilmaydigan tasawurning o’lchamligi (k+1)(J.+1)
gateng. Mana shu keltirilmaydigan (k+1)(1+1) o’lchamli tasawur
matritsasini T>K X deb belgilaylik. Undan tashqari = VKkva
X>(°>) = J)¥ deb belgilaymiz.

Ikkita (K\, IX) va (k% /) indeksli spinorlarning ko*payt,m.asi (Ki+
k2,h + h) indeksli spinorni beradi. Masalan, £J'07L = y/j7" bo’ladi.
Ikkita indeks bo’yicha soddalashtirish natijasida rangi ikkitaga kam
spinor hosil bo’ladi. Masalan, gaia3Q a3 = Q , = C-
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo’yicha
spinor simmetrik bo’Imasligi kerak, aks holda nolni olamiz.

Ikkala xil indekslari bo’yicha simmetrik spinorga misol sifatida
birinchi rang spinorlarining ko’paytmasini olish mumkin:

£016%2 « N

(161)-formula bo’yicha to’rt-vektor a/lw ikkinchi rang aralash
spinori sifatida ko'rish kerak: X' = AXATformulani indekslar bilan
yozsak

x at= A“Ei&AT

boiadi. Bundan kelib chiqadiki Pauli matritsalarini spinor
hisobning elementlari sifatida garaganda ularni ko'rinishda
olish kerak.

§20.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari

Tasavvur ta’sir giladigan fazoning bazisini tashkil giluvchi
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:

til +0-All i2+Pr J2~P

rU u h) = | | 7 1/2 I h
V(h +a)Kh - 0)1(j2+ p)Kh -p)'-’

buyerda —ji < a<jb —j2< p < j2 Fazoning o’lchamligi (2j x+
1)(2j2+ 1) ga teng. Tasawur matritsasi V (:iJ:"{A) quyidagicha
aniqlanadi:

/U 32 = (vU2\ A )y 'jXi(juj2.
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X>(,b,-) (/1) matritsa /1 matritsa orqgali aniglanadi. Bu formulaning
0‘ng tomonida (164)- va (166)-formulalar ishlatiladi, keyin (A£)n+a
ga o'xshagan darajalar ochiladi va /Jir polinom gayta yig'ilib
Vi J2)(j4) matritsa topiladi. Bu ishda to'xtalib o‘tirmay
matritsaning asosiy hossalarini gayd qilib ketaylik.

va k2  funksiyalar keltirilmaydigan
tasavvurlarni amalga oshiradi, f<3(ji,j2faXki,k2 ko'paytma
ham Lorentz gruppasining gandaydir tasavvurini amalga
oshiradi, ammo bu tasavvur Kkeltirilmaydigan tasawurlarning
to‘g‘ri  ko'paytmasiga bo'lib keltiriiadigan tasawurga mos

keladi. Keltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasi
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yicha gatorga yoyiladi:
i)(hM) ~ pfe h) —  p0.9)
m e
buyerdaj = |ji- j2A\Nji-j 2w 1, +j2va K= \kx- K2\ |-

k21+ 1,..., KN+ k2giymatlarni gabul giladi. Hususan
1>0i-»)(J1) = P (1°0)(A) ® V {Oh\A)
bo'ladi. Undan tashqari
V/2AINA) = VR°\AY)

bo'ladi. Bundan kelib chigadiki

X)0'bl2)(JT) matritsalar unitar tasaavurni tashkil gilmaydi. (IV.2)-
teorema fagat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz
gruppasi nokompakt gruppa bo'lib uning cheklangan tasawurlari
unitar bo'lmaydi.

Agar 2ji va 2j 2 larning juftligi bir hil boisa bunday tasavvur
bir giymatli, yoki, tenzor tasavvur deyiladi, har xil bo'lsa ikki
giymatli, yoki. spinor tasavvur deyiladi. Masalan, (0,0) tasawurga
skalar mos keladi, (1/2,1/2) tasawurga vektor mos keladi. 1zi
nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1,1) tasavvur mos
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0,1)
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tasavvurlar mos keladi. Punktirsiz spinor X~1/20 tasavvurni
amalga oshiradi, punktirli spinor esa P '01/2) tasavvurni. Dirac
bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri yig'indisi
mos keladi: "Z"1/20

§21. Poincare gruppasi

§21.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko'rinishdagi birjinslimas
Lorentz almashtirishlari muhim rol o‘ynaydi:

X* = A%xu+ a>\ (167)

Bu yerda A£ - Lorentz almashtirishlari matritsasi, a'l - to‘rt
o'lchamli Minkowsky fazosidagi o'zgarmas vektor. Bunday bir-
jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil gilgan gruppani Poincare
gruppasi ham deyiladi. Matematik nugtai nazardan bu - to'rt
oichamli fazoda koordinat o'glarini malum bir burchakka burash
va aii vektorga ko'chirishga teng2.

Poincare gruppasining elementini (167)-forrnuladan kelib chigib
(a, A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki marta qo'llab
Poincare gruppasidagi kompozitsiya gqonunini keltirib chigarish
mumkin:

(ai, Ai)(02. N2) = (ai + Aia2, n1n2).

Bu ko'paytirish goidasi quyidagicha besh o'lchamli matritsa Kiritish
yo'li bilan ham aniglanishi mumkin:

(o.n) =» (J ;).

Olingan tasavvur Poincare gruppasining chekli oichamli unitarmas
tasawuridir.

Poincare gruppasi uchun kompozitsiya gonunining hususiy xoli:
(a, 1)(0, 1) = (a, N).

Kvant mexanikasida impuls quyidagicha tariflanadi:

= N ° =ihd° = i = -]
p»=11 1 p° = ihd 'h(ﬁ’ p = -iftv

2Bunday ta'rif passiv qarashga taaJiugli, aktiv qarash to'yicha toordinat o'glari o'z joyida qoladi, fizik
sistema (jism) ko‘chiriladi.
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Bu ta'rifdan foydalanib fazodagi siljish operatorini kiritish mumkin:
exp (i,Py/K) f(x) = exp (-a°d0- a V) f{x) = f(x - a).
Impulsning koordinata X*1= {x°, x1, x2, a3} bilan kommutatori
X~ p*}= - ihg” (168)
ekanligini keltirib chigarish giyin emas. Oydinki
[P~ p"] = O. (169)

Puancare gruppasiga to'rtta siljish operatoridan tashgari oltita
buralish operatorlari ham kiradi, klassik kanonik formalizm
va aynigsa kvant mexanikasidan ma:lumki buralish operatorlari
sifatida impuls momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela-
tivistik impuls momenti operatorini kiritaylik:

= XpPv- x¥'\ M>" = -M '/

Uning oltita mustaqgil komponentalari bor, ular to'rt oichamli
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalanib
tekshirish giyin emaski

[M"™, xA = [xttPv- xvPp, X{ =
= xX**Pn, xx¢- XV{PA\ X = ih{gukp- <fVv) (170)
va
(M™“\ PA = [XpP* - xuP», PX - ih(gwPp- gPv) (171)

bo'ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib
chigish mumkin:

[Mp\ M ] = [AF\ xpPa- xcPp=

= [MIiU, xgPa+ xp[Mp\ P°) - [M~, xaPp- xaMpv, Pg =

ih gvpMpa - + gvaM pp- f aM pv

(172)
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Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi formuladan foydalandik:
[A, BC] = ABC - BCA =
= ABC - BAC + BAC - BCA = [A B)C + B[A, C].

(169), (171) va (172)-nchi formulalar Poincare grappasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yuqorida kiritilgan o'nta
generatorlarga asoslangan: to'rtta P;Jva oltita M”.

Buralish operatorlari larni ikki gismga bo'lib ularni
yangicha belgilaylik:

MO = N\ M2 = M3 MZBZ = M\ M3 - M2

o'zining Kkiritilishi bo'yicha NI operatorlar (0, i) tekislikdagi
buralish sifatida Lorentz almashtirishlariga mos keladi, My
operatorlar esa (r,j) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M 12= M 3 operatori (X, Y) tekisligida, boshqga so'z bilan aytganda
r o'qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashq. (172) - munosabatlardan quyidagilami keltirib chigaring:
[JVA Nj] = - ieijkMk, [M\ MJ] = ieiikMk, [V, (173)

4.43-rnisol. Yugoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib chigarishni
ko'rsatayiik:

[A", NP] = -e3kI[MQ, MKklj =
= :~ejk| (g'kMo + gaM K} = - \2’\ iINI + ;eiHNk: ieijkN k.
Agar yangi
J = \/]\(M + iN), K = ‘2‘(M —Z'N)
generatorlar kiritsak (jl73)-formulalar
[Ji, 3] = ieijkIK [JuKj] =0, [Kh Kj] = iei]kKk
ko'rinishga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u

yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana qaytarishimiz
mumkin.
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821.2. Poincare gruppasining tasawurlari

Poincare gruppasining tasawurlari quyidagicha Kklassifikatsiya
gilinadi. M2 ning o'zidan biror anig fizik ma’noga ega bo'lgan
kattalik kelib chigmaydi. To'rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

wp = \ex,VPP XM»v.

Bu yerda £\.wp - to'lig antisimmetrik psevdotenzor: £0123 = 1, juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, toq almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo'lsa
nolga teng. Oydinki WnP» = 0.

4.7-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

K,Pv] =0, [Mxtlhwv]=i{glww\-gxvW p), [wrwv) =if, Ivx"wxP a.

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P2 —Pq —
p- va W2. Bu ikkala kattalikning Pp bilan kommutativligini
tekshirish giyin emas, ularning bilan kommutativligi ularning
skalarligidan kelib chigadi (chunki Mpu - aylanish operatori).

w2 ni hisoblashga o'taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo'ladi ([16], §6):

+agX +w X -wW X -wW X -W X -
4.8-mashq. Yugoridagi formuladan foydalanib

We = - pppMVM ™

ekanligini ko'rsating.
4.9-rnashg. P2 va w2 larning hamma P lar va MLV lar bilan
kommutatorlari nolga teng ekanligini ko'rsating.

Yuqorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasin.ing tasawurlarini klassifikatsiya gilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil giluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasawur matritsalari
bilan ham kommutativ bo'ladi. Bu holda Schur lemmasi bo'yicha
ular birlik matritsaga karrali bo'lishi kerak. Fizik o'lchamlik
nugtai nazaridan P2 = m2deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. W2 ning hususiy giymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P = 0 sistemasida hisoblaymiz
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(Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash mumkin,
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda

2= \p MijMij = m2um 2

boiadi. Zarracha qo‘zg‘olmay turgan sistemada M - uning hususiy
momenti, ya’ni, spinidir. Demak, M2 = j(j + 1), bu yerda j -
zarrachaning spinining son giymati: j = 0,1/2, 1, 3/2, 2,...

Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppasining ikkita
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

P2—rn2 w2=m2(j + 1).

Casimir operatorining kelib chigishidan m2 ning ishorasini aniglab
boimaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m2 > 0 deb
olamiz.  Elementar zarrachalarga ta'rif berish mumkin bolib
chigayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining malum bir
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurini tashkil gilishi kerak.
Spini nol va butun boigan j = 0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar
deyiladi, spini yarim butun boigan j = 1/2, 3/2, ... zarrachalar
esa fermionlar deyiladi.

P 2> 0 bo'lgani uchun PO ning ishorasi ham ahamiyat topadi,
uni s = PON\PO\ deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga
kelamiz:

1L P2=m2> 0, e —+1 (yani Pg> 0). Bu - massasi m boigan
haqiqgiy zarrachalarga mos keladi..

2 P2—m2 >0, e = —1 (ya’ni Pq < 0). Oldingi punktdagi
tasavvurga kompleks qo'shma tasavvur.

3.P2= 10 e = +1. Massasi nolga teng boigan zarrachalarga
mos keladi. Masalan, fotonga.

4 P2 = 0, £ = —1, Awvalgi tasavvurga kompleks go'shma
tasavvur.
5. P2 = 01Pp = 0. Bu tasavvur vakuumga to'g'ri keladi deb

hisoblanadi.
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204-betdagi Lorentz gruppasining klassifikatsiyasini Poincare
gruppasiga bevosita ko'chiriladi. Ya’ni, Poincare gruppasi ham
to'rtta parchaga bo‘linadi: P\, Pi, P+, Pi. Bu parchalarning
talgini 204-betdagi talginga mos - biror element Pj. ga tegishli
deyiladi gachonki unga mos keluvchi /1 € 1+ bo'lsa, va h.k.

822. Lie gruppalarining umumiy hossalari
§22.1. ta‘rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko‘rib
chigdik. ~ {/(1) va unga izomorf bo‘lgan 50(2) va CQ lar
bitta parametr < ga bog'lig edi, u ham burchak bo'lib 0 <
ip < 2ir sohada uzliksiz o'zgarar edi. Mana shu (0, 2ir) soha
(7(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27t) soha
kompakt soha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa
deyiladi. Uch o'lchamli fazoda aylanishlar gruppasi 50(3) uchta
parametrga bog'liq - Euler burchaklariorgali ifodalanganda ular
0 < #£ < 2m0< ¢ < 2T, 0 < B < T to'plamni tashkil
giladi. Bu ham kompakt to'plam, shunga yarasha 50(3) (va
unga gomomorf akslantiriladigan 5(7(2)) kompakt gruppa deyiladi.
SL(2, C) gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz —o0 < r < oo
to'plam bo'lib nokompakt to'plamni tashkil giladi, shunga yarasha
gruppa nokompakt deyiladi.

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi
gandaydir r o'lchamli fazoni tashkil giladi. Bu fazoning elementlari
gruppaviy aksiomalarga bo'ysunishi kerak, ya’ni, G to'plamning
ixtiyoriy ikki a va b elementlariga uning uchinchi elementi ¢ mos
go'yilgan bo'lishi kerak: ¢ = p{a,b). Bu - a va b elementlarning
gruppaviy ko'paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a element
0'zgarsa ko'pavtma ham o'zgaradi. Uzliksiz deganda shuni ko'zda
tutamizki, a element cheksiz kam o'zgarsa ¢ = ip(a,b) ham
cheksiz kam o'garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga
ega deb olinadi, ya’ni, uning har bir nuqgtasining atrofi r-o'lchamli
evklid fazosining hossalariga ega bo'ladi. Shu sababdan uni
Gr deb belgilaylik. Bu degani, Gr ning har bir nugtasining

; atrofi uzliksiz va o'zaro bir giymatli ravishda r-o'lchamli evklid
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fazosining biron bir nuqgtasining atrofiga akslantirilishi mumkin.
Yani, GTda r o'lchamli koordinatalar sistemasi Kkiritilgan deb
garaladi. Bu koordinatalar sistemasi uch marta differensiallanuvchi
deb qaraladi, Lie gruppalariiiing nazariyasi uchun shu yetarlidir.
Ammo ko'rsatish mumkinki, hagiqgatda bu sistema analitik
bo'ladi. Gruppaning birlik elementiga koordinata boshi to'g'ri
keladi. Quyida ko'p uchraydigan a —(al, a2, ..., ar) belgilashda
gruppaning elementi a € G ning shu r o'lchamli differensiallanuvchi
koordinat sistemasidagi ifodasi ko'zda tutiladi. Gruppaviy
operatsiya natijasida xosil boigan almashtirish (g funksiya) lar
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko'rsatish
mumkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo'yicha Gr ning har bir elementi a r komponentali
kattalik: a = (al, a2, .., ar). Shu sababdan gruppamiz r
parametrik gruppa ham deyiladi. Masalan, yugoridagi
uch oichamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch
komponentali kattaliklar edi: g = (g%&gy, gz), shunga yarasha
uch oichamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa
bo'ladi.

822.2. Struktura konstantalari

Yuqorida ta'riflangan;gruppaviy ko'paytmani yana bir marta
yozaylik: |

cr=1ip'(a,b) = ¥Pa\ a2, ..., ar,b\ b2 .., br), i=1 ... r
(174)
ta'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:

a = ip(a, e) «»al—y(a, 0), 6= <\e,b) bl=ip(0, b).

a ni kichik deb garab bu formulalarning birinchisini qgatorga
yoyamiz:

K N '3 ltl.qZ'p-
- A 0.0 42
@ (’)+jzdaka_9t2aadakdala



Hulosa:

=0,n>2

a=0 a0
(175)

Huddi shunday ish tutib quyidagini ham olish mumkin:

=0, n> 2.
56* oo o dbkdbl m  dbP
) (176)
Teskari elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:
VMa_1a) = M(a>a~1) = *—1>2, r. (177)
Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:
<p(atp(b, ©)) = <p(<p(@ab).c). (178)

Agar mana shu funksional munosabatlarni hal gilsak gruppaning
hamma hossalarini oz ichiga olgan <p funksiyani topgan bo‘lar
edik. Ammo bu giyin masala. Sophus Liening ixtorosi
shundan iborat bo'lganki u ixtiyoriy chekli a, b va ¢ lar uchun
o'rinli bo'lgan funksional munosabatlarning o'rniga gruppaviy
to'plamning koordinat boshi atrofidagi differensial munosabatlarni
o'rganish yetarli ekanini isbot gilgan. Biz ham shu yo'ldan ketamiz.

(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozib
olaylik:

&l 0)  _ <9/(0, 6)
dak dbk

Bu munosabatlardan kelib chigadiki, (174)- munosabat birlik
element e atrofida yechimga ega.

(174)-formulada a va 6 elementlarni kichik deb (boshgacha so‘z
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotibdi deb garab)
va (175)- hamda (176)-larni hisobga olib quyidagi yoyilmani olish
munkin:

=/(0o,b) = a*+bU$kH L b* akKbl+pba*M + -m (179)
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Yugorida aytilgan edi koordinatlarni uch marta differensiallanuvchi
deb garash yetarli. ohirgi formula shunga mos keladi. Keyingi
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning yuqori hadlari
kerak bo‘Imaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-ga go'llaymiz. (178)-
ning o'ng tomoni:

b),c) = qi(a b)+ cl+ gKiipk{a, bcl+ h)ki* (a, bpk{a, b)cl+
+ P 3KIP3(a >b)ctTl= al+bl+d-+gikakoh+gikiakel+gikibkcl+ hljklajakoh+

Vj*K*W +flifc/mnambV +/idto(a4 ") (e ,+60c”4~Jto(a 4 0
(178)-ning chap tomoni uchun ham uchinchi tartibli hadlar
anigligida yoyilma yozilsa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa
quyidagilar topiladi:

a) chap va o'ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir

xil:

al+ bl+c =d + b+ cl\
b) chap va o'ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir

xil:

9klakbl + 9hakel + gfibkcl = gkiakbl + gelakcl+ gkihkel:

¢) uchinchi tartibli hadlar ikki gismga, bo'linadi: a, 6, c larning
ixtiyoriy biri ikki marta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil,
abc hadning oldidagi koeffisientlar esa quyidagi munosabatga olib
keladi:

9kl9mn Imk9nl Pmnl Pmin Anmfl (180)

Quyidagicha kattalik kiritaylik:

o)k = 9jk ~ 9kj = -4 |- (181)

Kommutativ gruppa uchun albatta g% = gk], shunga yarasha

bunday gruppalar uchun dik —0.

4.10-mashqg. (180)-formulani (I,m,n) indeksla,rming o'rnini har xii yo‘l
bilan almashtirib yana besh marta yozib chiging. Indekslar juft tartibda
o'zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, toq tartibda o'zgartirilgan
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada h'jk/ va pX, lar
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ishtirok etmaydi. (181)-ta‘rifdan foydalanib fagat gm larning ko'paytmalari
ishtirok etgan qolgan hadlar

dmS+4»N +4mAN =0 (182)

ko'rinishga keltirilishini ko'rsating.
4.11-mashq. Teskari elementni a~l uchun (™(a, a-1) = O bo'lishidan

(a-1y* = -a’ + g)kasak4----

ekanligini ko'rsating.
4.12-mashgq. g = ab(ba)'l kattalik Lie gruppasida kommutator
deyiladi. Yuqoridagi mashqdan foydalanib

= -b' - al+ g)k(Vbk+ ajbk+ ajah) +mmm
ekanligini ko'rsating. Bundan foydalanib
gl —cjka’bk+ yuqori tartibli hadlar. (183)

ekanligini isbot giling.

4.13-mashqg. g —1 bo'lganda ab = ba ekanligini ko'rsating. Yani, biror-
bir Lie gruppasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu
gruppa kommutativ (abel) gruppa bo'ladi.

(181)- ta'rif orgali kiritilgan cJk kattaliklar Lie gruppasining
struktura doimiylari deyiladi. Ular o'zining quyi indekslari
bo'yicha antisimmetrik tenzorlardir. 0 ‘zinig ta'rifi bo'yicha ular
sonlardir (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma’nosida),
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlariga nisbatan
ular bir marta kontravariant, ikki marta kovariant uchinchi rang
tenzorini tashkil giladi.  (182)-munosabat Jacobi ayniyati
deyiladi.

S.Lie isbot gilgani bo'yicha struktura konstantalari berilgan
bo'lsa uzliksiz gruppani tiklab chigishimiz mumkin, ya’ni, berilgan
cJk lar bo'yicha (p(a, b) funksiya to'lig ravishda topiladi.

§22.3. Lie gruppasining algebrasi. Generatorlar
Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o'lchamli vektor fazo Rr berilgan bo'lsin:
1) U hagqgigiy yoki kompleks sonlar maydoni K ustida
aniglangan bo'lsin;
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha kommutator deyi-
ladigan kompozitsiya qonuni aniglangan bo'lsin: ixtyoriy a < Rr
va b e Rr vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni
beradi - ¢ = [a, 6], c € Rr.

3) Kommutatorlar quyidagi qoidalarga bo'ysunsin:

[era+ a'a’, bl = a[a, 6] + a'[a\ ], a,a'e K; (184)
[a, b] = —6,a]; (185)
[a, [6,cl] + [b, [c,all + [c [a 6] = O. (186)

Shunday tuzilgan vektor fazo RJ K maydon ustida aniglangan Lie
algebrasi deyiladi. Agar K to'plam haqgigiy sonlardan iborat
bo'lsa mos keluvehi algebra haqiqiy Lie algebrasi deyiladi,
agar K to'plam kompleks sonlar to'plami bo'lsa mos keluvehi fazo
kompleks Lie algebrasi deyiladi. Lie gruppasining algebrasi
hamma vaqt haqiqiydir ([12], 10-bobga garang) , shuning uchun
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi hagida gapirilganda uni
oddiygina gilib Lie algebrasi deb ketaveramiz.

Kommutator bo'ysunishi kerak bo'lgan birinchi ikki qoida
chizigli bo'lgani uchun kommutator operatsiyasini koordinat
formada quyidagicha yozib olish mumkin:

d - [a bf = c%akbl.

Paydo bo'lgan cK sonlar Lie algebrasining struktura doimiylari
deyiladi. Kommutatorlarning (185)- va (186)- qoidalaridan
quyidagilar kelib chigadi:

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari bo'ysunishi kerak
bo'lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas,
biz hozir ko'rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G berilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi
koordinatalar kiritilgan bo'lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu-
vchi egri chizig {al(t), i = 1,2,3, uchun urinma vektor
maydon

(187)
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kiritish mumkin. a(t) e G, t > 0- biron-bir parametr. t = 0
nuqta G dagi koordinat boshiga mos kelsin, ya’ni, a(0) = e. Shunga
mos kelib {X\ i = 1,2,3, ...,r} vektorlar G ning birlik elementi
atrofida kiritilgan urinma vektorlar fazosini hosil giladi. Bundan
keyin X1 vektorlar to'plami shunday Kkiritilganki, ular urinma
fazodagi ba’zisni tashkil giladi deb garaymiz. Bu fazoda ixtiyoriy
A' va Y elementlarning kommutatorini yugoridagicha kiritamiz:
C = [X,¥], ya’ni, urinmalar fazosini Lie algebrasiga aylantiramiz.

Ikkita egri chiziq a(t) va b(t) berilgan bo'lsin, ularga koordinat
boshidagi urinmalarni X va Y deb belgilaymiz. Koordinat.alar
boshi atrofida

a’(t) —a*(0) + XH + eee= XH + «mm,
(188)
bHtj = *40) + YH + eem= Yt + m m.

a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqa garang):
q(t) = a(i)b(i)a™1(i)6* 1(i).

12-mashqqga binoan koordinatalar.boshi atrofida
glt’) = ckak{t)bl(t) + yuqgori hadlar = ckIXKY1t2+ yuqori hadlar.

Ikkinchi tomondan (183)-formulani hisobga olsak

Cr= [X, Yf=ckXkYl=lira = ddXkYI. (189)

Demak, Lie gruppasining va Lie algebrasining struktura doimiylari
bir-biriga tengdir: .

r4—J

ckl — “kI°
Har bir Lie algebrasiga qandaydir (lokal, koordinat boshi atrofida
aniglangan) Lie gruppasi mos keladi. Bitta Lie algebrasiga bir
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomorf bo'lishi
shart emas. Bunga 8§12.-paragrafda ko'rilgan 50(3) va unga
gomomorf bo'lgan 517(2) gruppalarining algebralari misol bo'ladi.
50(3,1) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladigan
51(2, C) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni
garang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvehi algebra hagida gap
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalan, SU(n) gruppasining
algebrasini su(n) deb, SL(n,C) gruppasining algebrasini sl(n,C)
deb belgilanadi va h.k.

Lie algebrasini tashkil gilgan r- o'lchamli urinma vektorlar fa-
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar
fazosi gruppaning birlik elementiga bogianib qolgan bo'Imaydi. Lie
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o'tish mumkin.
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo'lishini isbot gilish
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi
vektorlarni ixtiyoriy boshga nugtaga ko'chirish mumkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta'riflar bor, ularni
keltirib ketamiz.

K maydon ustida aniglangan Lie algebrasi R berilgan bo'lsin.
R ning gismfazosi bo'lgan S to'plam R ning gismalgebrasi
deyiladi gachonki a) S fazo R ning gismfazosidir, ya™i, ixtiyoriy
a, b E S vektorlar uchun aa + /3b ham S ning elementi bo'lsin, bu
yerda a, /3 E K. b) ixtiyoriy a, b £ S vektorlarning kommutatori
ham S ga kirsin: [a. b] E S. Agar ixtiyoriy a E R vab E S lar
uchun [a, b] E S bo'lsa S R ning ideali deyiladi. R ning o'ziga
yoki bo'sh to'plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshqa idealga
ega bo'Imagan Lie algebrasi R sodda deyiladi. Agar ixtiyoriya E R
va be S lar uchun [a b = 0 bo'lsa S markaziy ideal deyiladi. Bu
ta'rifga bo'ysunadigan hamma b laming to'plami R ning markazi
deyiladi.

G gruppa berilgan bo'lsin, R - uning algebrasi bo'lsin, H
- uning gismgruppasi bo'lsin.  H dan o'tgan egri chiziglarga
urinmalarning to'plamini S deb belgilaylik. Bu holda S to'plam R
ning gismalgebrasi bo'ladi. Agar H G ning invariant gismgruppasi
(normal bo'luvchisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H G
ning markaziy normal bo'luvchisi bo'lsa S R ning markaziy ideali
bo'ladi.

R algebra o'zining S va T qismalgebralarining to'g'ri
yig'indisiga parchalanadi R = S ¢ T deyiladi gachonki S va T lar
R ning ideallari bo'lsa va R vektor fazo sifatida S va T ning to'g'ri
yig'indisi bo'lsa. Bii holda R algebraning har bir elementi x E R
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yagona ravishda X =y + z, yGS, z€ T ko'rinishda yoziladi va
[V, zj —0 bo'ladi. Agar G gruppa o'zining normal gismgruppalari
H va K larning to'g'ri ko'paytmasiga parchalansa: G = H ® K,
G ning algebrasi R, Il ning algebrasi S va K ning algebrasi T
bo'lsa R algebra S va T larning to'g'ri yig'indisiga parchalanadi:
R = S ¢ T. Bu tasdiglarning isbotini [12] ning 10-bobida topish
mumkin.

4.44-misol. Uch o'lchamli evklid fazosi R? ni olaylik. Agar uning
elementlari bo'lgan har ganday ikki a va b vektorlarning vektor ko'paytmasi
[abj shu vektorlarning kommutatori sifatida olsak: [ab] = [ab] R3
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(186)-qoidalar darhol bajariladi. R3
ning gismalgebralari fagat bir o'lchamli bo'lishi mumkin, masalan, fagat
X—komponentaga ega bo'lgan vektorlar, yoki, fagat y—komponentaga ega
bo'lgan vektorlar, yoki fagat z—komponentaga ega bo'lgan vektorlar. 3 da
ikki o'lchamli gismalgebra bo'lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyoriy
ikkita vektorning vektor ko'paytmasi shu tekislikka perpendikular bo'ladi.

R3 sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil gilish mumkin - fagat
x—komponentali vektorlar fazosini X deb belgilaylik, oydinki, X ga tegishli
vektor bilan X ga tegishli emas ixtiyoriy vektorning vektor ko'paytmasi yana
X ga tegishli bo'Imaydi. Demak, R3 ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a eiementga ixtiyoriy kichik Sa element bilan ta’sir gilaylik,
natijada olingan element a boshlang'ich a dan kam farq qilishi
kerak:

a=1ip(a,Sa) => al+ dal—ar+ glkaJSak+ mmm

Buni quyidagicha tushunish kerak: a = o0 0 Sa, ya’ni, awal kichik
Sa ta’sir giladi, keyin a element ta’sir giladi. Ikkinchi tomondan

al=Vl(a, Sa) =/ (a,0)+ " Ao Sa A— = al+nKa)Sa +m
dbk 60

Bu yerda kiritilgan /x(0) tenzorning ta'rifi va asosiy hadlarini
keltiraylik:

dipl(a,b)
V-KW aok —br+ g\kal 4--—--. (190)



Demak,
dal= 4(a)6ak

Agar

\H{au{(a) = 51 (191)
formula otqali Lk(a) ga teskari matritsa kiritilsa

Sak = Xa)daj

munosabat kelib chigadi.
Gruppada aniglangan ixtiyoriy F(a) funksiya uchun quyidagini
yozib olish mumkin:

F(a+da) - F(a) = ~dal="k(a)sak® = 5akXkF{a),
bu yerda

Xk = k=1-"r' (192)
Kiritilgan kattaliklar {Xk, k = 1, ...,r} Lie gruppasining
generatorlari deyiladi. Ularning yana bir nomi - gruppaning
infinitezimal operatorlari. Lie gruppasining generatorlari
gruppaning algebrasini tashkil gilishini isbot gilaylik.
Generatorlarning kommutatorini topish giyin emas:

Ne . Xj\ = iMooV
¢ Ka)aak’ . 1dal 'k3,qa1)l hak

(193)
¢ = <(a 6) bo'lsin. Bu holda

¢’ + dc* —(p\a, b+ db) —tp(a, ip(b, 5b)) = <P(P(a b), 5b) = p(c, 5b)
ketma-ketlikdan 5c! = 5H = X\(b)dbk ekanligi kelib chigadi.

Demak
dd = /i*(c)5d = p)(c)X8{b)dbk,
yoki,
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Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko'rinishga keltiramiz:

dpl(a, b)
dok ~ ~»M a’eX (b) (194)
dapl(a,b)  d2pl(a,b)
dbldbk dbkdtf~
bo'lishi -kerak bo'lgani uchun
d
dbk
munosabatga kelinadi. Chap va o'ng tomonlardagi hosilalarni
hisoblaymiz, A(b) larning hosilalarini (191)-formuladan foydalanib
jjib) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo'lgan formulani bir
marta chap tomondan A(c) ga ko'paytiramiz (tegishli indekslar
bo'yicha vyig'indi hosil gilib (191)-dan foydalanib wu(c) larni
yo'qotish uchun), o'ng tomondan esa formulani tegishli indeksli
u(b)u{b) ga ko'paytiramiz (yana kerakli indekslar bo'yicha yig'indi
hosil qilib (191)-dan foydalanib A(6) larni yo'qotish uchun).
Ohirida ¢ - (p(a, b) larni o'z ichiga olgan hadlarni chapga, b larni
0'z ichiga olgan hadlarni o'ngga yig'amiz:

ATO) o) g del

ALKDb) dtfjb
=R Ne) gy dfnl)

Chap tomon fagat ¢ ning funksiyasi, o'ng tomon fagat b ning
funksiyasi: o'zgaruvchilar ajraldi. Demak, yuqoridagi tenglikning
ikkala tomoni ham o'zgarmas son ekan:

dbl T (195)

O'ng tomon konstanta bo'lgani uchun chap tomonni bning ixtiyoriy
giymatida hisoblash mumkin. B = 0 deb olib (191)- va (190)-dan

A A )

9ij
abl 60
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ekanligi kelib chigishidan foydalanib (195)-dagi LU lar hagiqatda
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil qilish
mumkin:

S?j:gTM - QM= ™™
Yana bir marta (191)-formuladan foydalanib (195)-ni quyidagi
ko'rinishga keltirish mumkin:

= (196)

A‘pnal !'lpal y/vV 1

Buni (193)-formulaga qo'ysak quyidagi fundamental munosabatga

kelamiz:

[Xi, X;] m=cijXi. (197)

4.14-mashg.  (182)-ni hisobga olib quyidagi Jacobi ayniyatimng
bajarilishini tekshiring:

[Xi, [Xj, XK + [X], [Xk, Xi]} + Xk, [Xi, Xj]} = 0. (198)

Lie gruppasining struktura doimiylari ma’lum bo'lsa ular
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdigning isbotini
[12] kitobning 10-bobida topish mumkin. Gruppani tiklash
degani berilgan c).- lar orgali <p{ab) funksiyasini topish degani.
Bu tasdigning to'lig isboti giyin masala, ammo uning asosiy
g'oyasi oson: dk-lar berilgan bo'lsa (196)-differensial tenglamaning
yechimini topish mumkin (/=m0) = Sj boshlang'ich shart bilan),
fij{a) topilgandan keyin (194)-tenglamani integrallash goladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) shuni bildiradiki,
(192yformula orqgali kiritilgan Xj generatorlar Lie
gruppasining algebrasini tashkil giladi. Lie gruppasining
algebrasi (187)-formula orqgali urunmalardan tashkil topgan
vektorlar fazosi sifatida kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni
bog'laylik.

Bir parametrli gismgruppa

Lie gruppasi G ning birlik elementi e atrofini U harfi bilan
belgilaylik, U ¢ G. Hagqigiy sonlarning additiv gruppasi boigan R
gruppani olaylik. R gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi
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a(t) mavjud bolsin: shunday kichik a > 0 soni mavjud bo'lsinki,
bl< a, |t < a, |s+ t\ < a bo'lganda a(t) € U, a(s) €
U, a(s 4-t) € U lar mavjud bo'lsin va

a(t +s) —a(t)a(s) GU (199)

bajarilsin. R A G gomomorfizm G ning bir parametrli
gismgruppasi deyiladi. |ij < o: socha bir parametrli gruppaning
mavjudlik sohasi deyiladi.

Boshqgacha so'z bilan aytganda G to'plamda egri chiziq a(t)
berilgan bo'lsin, t > 0 - bir hagiqiy parametr, a(0) = e - G ning
birlik elementi. Bu egri chiziqdagi ikkita parametr t va S larga
a(t) € Gvaa(s) € G elementlar mos kelsin, agar t + s parametrga
a(t -fs) € G element mos kelsa a(t)a(s) = a(t + s) bo'ladi.
Ya’ni, mana shu egri chizigdagi ikkita nuqtaiarning gruppaviy
kompozitsiyasiga shu chizigning ustidagi uchinchi bir nugta mos
keladi.  Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli gismgruppani
kiritish mumkin [12]. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy
fazodagi ko'paytirish goidasini go'llasak

allt+ s) = (pr(a(b), a(s)) = aTt) + a'(s) + glka?{t)ak(s) + m

(199)-formulaning hagigatda sodda emasligi tushunarli bo'ladi.
Boshida berilgan ta'rif lol<al xarakterga ega edi, ammo ixtiyoriy
lokal Lie gruppasi hagiqatda global gruppa bo'ladi, shunga yarasha
bir parametrli gismgruppa ham butun gruppaviy fazoda mavjuddir.
Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a(t)
egri chizigga urinma Kiritamiz:

) =X, r—1.2,0,..

Bu formula (187)-formulaning o'zi, bu yerda bizning magsad
(199)-funksional munosabatdan differensial tenglamaga o'tish, uni
yechish va. a(t) bilan X larni bog'lash. Buning uchun (199)-dan t
bo'yicha hosila olamiz va t —0 deymiz (ohirida S —t almashtirish
bajaramiz):

= a'(0)a(t) = Xa(t).
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Bu tenglamaning yechimi:
{i
a(t)y = etx = 1+ tX + -X 2+ eee, (200)

Yechimni tekshirish giyin emas - buning uchun undan t bo'yicha
hosila olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdik,
koordinatalarga o'tganda unga koordinat boshi mos kelishini
unutmang.

Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) egri
chiziglarni olaylik, ularga urunmalarni X va Y deb belgilaylik:

M)=x  d
dt dt

Bu holda
a(t) = etX va b(t) = ety

bo'ladi. a va b larning kommutatorini topamiz:
q[t) = a(t)b{t)cCl(t)b~I(t) = " + tX -f X2 4" m
m(l +tY +2Y 2+ --N (I-tX +2~AX2+--71 -
B - tY + ~Y2+ mr = 1+ Q(XY - YX) + =,

(189)-bilan solishtirish shuni ko'rsatadiki Lie algebrasidagi kom-
pozitsiya gonuni sifatida kommutatorni gabul gilish kerak:

[X,Y] = XY - YX.

(200)-formula Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa
algebrasi orasidagi bog'lanishni beradi. Unimodular gruppalar
uchun deta — 1 dan 1V (X) = 0 ekanligi kelib chigadi ((1.134)-

formulani ishlating). Unitar gruppalar uchun = a~l dan X
ning antiermitligi X — —X kelib chigadi. Bu holda odatda
X — iX almashtirish orgali ermit matritsalar X* = J ga

o'tiladi. Ortogonal gruppalar uchun aT —a-1, demak, ularning
generatorlari antisimmetrik bo'lishi kerak: X T = —X.
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chiziq va unga
urunma hagida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa
elementi g e G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun
urunmalar fazosidagi Ixtiyoriy vektor X ni urunmalari X1 i =
1,2,3,..., r orgali ifodalash kerak va eksponentadagi tX ni quyidagi
skalar ko‘paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k‘rinishga
o‘tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik r ni ham kiritamiz):

r
tX =i arX' = iaX.
t=i
Bu holda ixtiyoriy element g € G uchun
3(a) - eiaX (201)

tasavvurga kelamiz.  Algebra birinchi navbatda chizigli fazo,
unda bazisni har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shuning
uchun gruppaning algebrasini tashkil giluvchi {X'} generatorlar
to'plami - algebraning bazisi - bir giymatli aniglangan emas.
Ammo, faraz qgilaylik, ma’lum bir bazis {X\i = 1,2,3,...,r}
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to'plam
bir xildir, element g ni aniglash uchun esa r komponentali
parametr a = {Qi,«2,«3,-iar} ishlatiladi, ya’ni, a berilgan
boisa g berilgan bo'ladi - (201)-formulada shuning uchun a
parametr g ning argumentiga kiritilgan. Gruppaviy elementning
bunday tasawuridan shu paytgacha ko'p foydalanganmiz - aylanish
gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o'rganganda.
4.45-misol.

.a a r (a a\

operatorlarni Kiritaylik. Unda
[Xi, Xi] —o0, [23.Xi] = iX2, X2, A] = iXi

munosabatlar bajariladi. Demak, {Xi, X2, X2} to'plam Lie algebrasini tashkil
gilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan /50 (2) gruppasining algebrasining
bazisidir. Buni ko'rish giyin emas. Ixtiyoriy a o'zgarmas soni uchun gx(a) =
exp(iaAi) element tekislikning ixtiyoriy vektorining X komponentasini X + a
ga o‘zgartiradi:

@) (*) =exp(iaXJ (~) =exp (*)=(1+a).
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Xuddi shunday, gy(b) = exp(ibX2) element tekislikning ixtiyoriy vektorining y
komponentasini y -f b ga o'zgartiradi:

950) (1) =®@dNe ) (J) =«d (»!5).(Jm)m?2(, +i) e

Xi va X2 kommutativ bo'lgani uchun gx(a)gy(b) = expUaXi +ibX2) bo'ladi,
va bu element tekislikdagi ixtiyoriy r = ~ ~ J vektorini d = ~ A~ vektorga
siljitib beradi:

</*(«)<#)(*) = {¥Xb) =r +d-

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o‘tsak X3 generatorning ma’nosi
aniglanadi, qutb sistemasida u X3 = -id/dp ko'rinishga ega. Demak, Xz
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida ma’lum burchakka
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nugtalarining kompleks z —X + iy —
pexp(iip) tasawurida ko'rish osonrog:

7' = 93(B)r = exp(iOX3)pexp(i<p) = pexp(i(tp + B)).

Umuman olganda X = aXi + bX2 + ¢X3 ko'rinishdagi operator 1SO(2)
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {A'i, X2, X3}
bazisda aniglangan.

Yuqoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to'plamda Kiri-
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu
koordinatalarni yaqqol ko'rinishda ishlatganimiz yo‘gq. Demak, Lie
gruppasining hossalari koordinat sistemasining konkret ko'rinishiga
bog‘liq emas, vyuqoridagi munosabatlarni boshga koordinat
sistemasiga O‘tkazsak ular o'zgarmaydi. Bunday hossa Lie
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi
har xil koordinat sistemalari analitik bo'lgan o'zaro almashtirish
formulalari bilan bog'ligligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning
antisimmetrikligi © ) k ckj dan foydalanib) quyidagi ko'rinishda
yozib olaylik :

Demak, struktura doimiylari ularni (cj)B matrik elementli r ta
o'lchamligi r x r bo'lgan § matritsa sifatida ko'rganda gruppaning
bir tasavvurini hosil qilar ekan, bu tasavvur biriktirilgan
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tasavvur3deyiladi. Masalan, SU(2) va 50(3) gruppalari uchun
bu tasavvurni 3x 3 boigan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.
4.46-misol. GL(n,R) gruppasining struktura doiraiylarini toping.
GL(n, R) gruppa aynimagan n X n oichamli hagigiy matritsalar
gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya gonuni - matrik ko'paytma: ¢ = alkbkK
(179)-bo'yicha

4™
Struktura doimiylari topildi:
4 mp=4 ™ - W t- £20)

4.47-misol. SU{2) gruppasining algebrasi Pauli matritsalari ai, i =
1,2, 3 orqali ifodalanadi:

Agar generatorlarning boshga ba-zisiga o'tsak: = 2ie», yangi bazisda
[ei.ej] = eijfcC* ni olamiz. Demak, 517(2) gruppasining struktura doimiylari
uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: Cy* —ey*. (Struktura
doimiysining yuqori indeksini tushurib yozish mumkinligi (208)-formuladan
keyin tushuntirilgan.)

Ado teoremasi deyiladigan tasdig mavijud: ixtiyoriy Lie
algebrasi g1(n,c) matrik algebraning gandaydir gismalgebrasiga
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al-
gebralarini o'rganish gi1(n,c) matrik algebralarni o'rganishga
keltirilishi mumkin.  Albatta, haqigiy algebralar haqgida gap
ketganda g1(n, r) matrik algebralarni ko'zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chigib g1(n,r) matrik algebrada
quyidagi w ey1 bazisi deyiladigan bazis kiritamiz: o'lchamligi
n x n bo'lgan etj, i,j —1,2,3,...n matritsalar, ularning matrik
elementlari (eMbl = SikSji. Masalan, ei3 degan matritsaning
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning qolgan hamma
elementlari nolga teng. Tekshirib chigish giyin emaski bu holda

\<vij, 6Ef]  Sjlcnil  Bilekj-

Bu formuladan g1(n,r) algebrasining struktura doimiylari uchun
yana (202)-formula kelib chigadi.

Kompleks algebralarga quyidagicha o'tish mumkin: Weil bazisi
en, icn, eiz, iei2, « enn,iem ko'rinishda tanlab olinadi.

3inglizchasi adjoint representation , ruschasi NpUcoefyHeHHoe NpeAcTaBneHve

237



4.48-misol. o(r7) algebrasida Weil bazisini kiriting va uning struktura
doimiylarini toping.

0 (n) gruppasi elementlari uchun gT —g~I bo'lishi kerak bo'lgani uchun
uning generatorlari (algebrasi elementlari) antisimmetrik matritsalardan iborat
bo'lishi kerak: XT = —X. Demak, bazisni éy = ey —eL ko'rinishda olidh
kerak. Bu holda

(& &1}~ filkgl ‘b
bo'ladi. Buni [8y,ém] = Cy”.enm ko'rinishga keltirish uchun
Chbl = -W o+
bo'lishi kerak.
822.4. Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorlari.

Eiizga Lie algebrasi R (K sonlar maydoni ustida) berilgan bo'lsin.
R fazoda ixtiyoriy x,y £ R larga quyidagicha ta’sir giladigan

D[x, yl = [Dx,yl + Px Dy]
operatorlar to'plamini Rd deb belgilaylik.

Teopema IV .3 Rd toplam Lie algebrasini tashkil giladi, ya'ni, 1)
agar D\ £ Rd va D2 € Rp berilgan bo‘lsa unda ixtiyoriy sonlar
a,ft 6 K uchun aDi + pD2 E Rd bo'ladi; 2) undan tashqari,
[Dh D2 ham Rd ga tegishli bo'ladi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismi bevosita tekshiriladi. Ikkinchi
gismiga o'tamiz. Quyidagilarni topamiz:

DiD2[x,y] = D\ {[D2x, y] + [x, D2y]) -

[DiD2x, y] + [D2x, Diy] + [D\x, D2y] + [x, D\D2y],

va
D2Di[x,y\ = D2{[D\x,y] + [x,Dxy]) =

[D2Dix, y] + [Dix, D2y] + [D2x, Dry] + [x, D2Diy],
[D\, D21 = D\D2- D2Di bol'gani uchun

[Du D2]\x,y] = [[Du D2]x, y] 4 [x, [Du D2]y]
kelib chigadi.
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Rp algebra Lie algebrasining differensiallanishlari
algebrasi deyiladi. R algebraning har bir a G R elementi uchun
shu algebrani o0'z-'oziga akslantiradigan

pa{x) = [a,H
operatsiya kiritaylik, x € R. pa laming to'plamini P deb
belgilaylik. P to'plam ham Lie algebrasini tashkil giladi, yani,
pa€ P vapbc P bo'lsaapa+ (3wc P, a,fi € K va [pa,pb] = P[0F
bo'ladi4. Bu algebra R ga biriktirilgan algebra deyiladi.
Tasdigning birinchi gismi oson tekshiriladi. Ikkinchi gismining
isboti quyidagicha:
\pa’pb]x = {mm - PbPa)X = [a’ [b,)K]] - [61 [a’ )K]] =
(203)
— (ab — ba)x — x(ab - ba) = [[a 61, ] = Pla.b)x.

Bu algebra Rn ning ideali bo'ladi. Buni isbot gilish uchun
birinchidan P C Rd ekanligidan boshlaymiz:

Pa[x, M = [a Pk y11= [[a, ], y] + [x [a ¥} = \pax, y] + Dk pay\.
Bu - P algebra Rp ning gismalgebrasi ekanligini isbot giladi.
P gismalgebra Rd ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib
chigadi:

\pa, D]x —paDx —Dpax —I[a, DX] —DJ[a, »] = [a, DX]—[Da, —
—[a, Dx] = aDx-Dx-a—ba-x+xDa—aDx+Dx-a —xDa-Da-x.

Agarda Da ~ d(a) G Rd belgilash kiritsak

[D.palx = [d(a). ¥ = pd@x
ekanligi kelib chigadi. Shu bilan P Rd ning ideali ekanligi
isbotlandi.

pa ning ta'rifidan (pa(x))! = [a, #* = cYa}xK ekanligi kelib
chigadi. Boshqga so'z bilan (pa)-= c\-ak ekan.

R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko'paytma
kiritish magsadga muvofig. Ixtiyoriy a,b ¢ R elementlar uchun
skalar ko'paytma

(a, b) = IV (papb) = c)kcla>V (204)

4Ko‘p hollarda pa ning o'rniga ada belgilash ishlatiladi.
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orgali ta'riflanadi. Bunday Kiritilgan skalar ko'paytmaning
hossalari quyidagicha:

x,y) = (V,x), XER, yGR\

(@ax+/3y,z) —a(x, z2)+/3(y,2), z6 R, X GR, y G /?; a./3 Giv;
([a, K], y) + 0% [a,j1) = 0, aftR, X£ER, YER.
Birinchi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(Pa(x), y) + (x pe(y)) = 0 (205)

ko'rinishda ifoda gilish mumkin va uni (203)-formula yordamida
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(pa(x),y) = Tr (PRxpy) = Tr ([p0) M) = Tr (paPxPy ~ PxPaPy) !
Ikkinchi had:

(*»Po(y)) = Ti'(P*[Pe,P»]) = Tr (p*PeP» - PiWa) m

Ikkala hadning vyig'indisi nolga tengligi Tr ning I-bobdagi 9-
misolda keltirilgan hossasidsan kelib chigadi. (2G5)-dan kelib
chigadiki, tegishli bazisda pa operatorga mos keluvehi matritsa
antisimmetrik ekan: pi — —pa. Birinchi bobdagi 14-mashqgdan
ma’lumki. bunday matritsalarning hususiy qiymatlari mavhum
son bo'ladi. (205)-hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytma Kiritish
mumkin bo'lgan algebra kompakt algebra deyiladi5. (205)-
hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytmaning mavjudligi algebraning
kompaktligining zaruriy va yetarli shartidir.

Struktura doimiylarini ¢k — Cd deb olib (205)-formulani
koordinat bazisida yozamiz:

(Pa(x))ryr + xr(pa(y)y =
= c)ka>xkyr+ Xlgjka)yk = a3xkyr(cljk + ckji) = 0.

Demak, Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak
struktura doimiylari uchun quyidagilar kelib chigadi:

Q4K " Cjhi ~ Ckij ~  Cjik Ciikj AKjie
5Bu terminning topologiyadagi kompaktlik tushuncbasiga alogasi yo‘q.

240



Skalar ko'paytmani ta'riflagan (204)-formulaga gaytamiz:
(a. b) = TV(paph) = c)kcwa3H = -<kucla}ibl

Kiritilgan skalar ko'paytma R algebrani quyidagi metrikali evklid
fazosiga aylantirar ekan:

(a, b) = gijcfw, gij = -C KUCHKL,.

R fazoda metrik tenzor gf kiritildi. p(a) operatorning
antisimmetrikligidan kelib chigadiki c*a. sonlar sof mavhum sonlar
bo'ladi (kompakt algebralar uchun, har holda), shuning uchun
Gjk = ifijk deb olinsa bo'ladi, bu yerda - hagiqgiy sonlar.
Kiritilgan skalar ko'paytmada ixtiyoriy a E R ning kvadrati
musbat son bo'ladi:

(a, a) = fikjfikiaal = (fikjan2> o. (206)

Bundan bitta istisno bor - agar R ning markazi Rqmavjud bo'lsa
va a € Rqbo'lsa ixtiyoriy X € R uchun pa{xX) = [a, = O,
yoki, (pjx))1—/[a,xf —Cijka>xk —0. X ixtiyoriy bo'lgani uchun
Gjkai = 0 bo'lishi kerak. Demak, a E Rq uchun (a,a) —O.
Agar R ning markazi fagat 0 dan iborat bo'lsa (206)-d.an ko'rinib
turibdiki (204)-formula orqgali kiritilgan kvadratik forma musbat
aniglangan bo'ladi. Demak, algebraning markaziy ideali bo'Imasa
unda musbat aniglangan kvadratik forma Kkiritish mumkin ekan.
(2Q4)-formula orgali kiritilgan forma Killing formasi va gij
tenzor Lie algebrasining Killing-Cartan metrikasi deyiladi.
Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi gachonki uning
gismgruppasi bo'lmasa. Lie gruppasi yarimsodda deyiladi
gachonki uning invariant abel qismgruppasi bo'Imasa (diskret
gismgruppadan tashgari). Bu holda uning algebrasi markaziy
idealga ega boimaydi. Yuqorida isbot gilingani bo'yicha (bu natija
Cartanga tegishli)
detgt] ¢ 0 (207)
shart gruppaning yarimsodda boiishi uchun yetarli va zaruriydir.
Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o'rinlidir. Birinchidan,
{XZ} bazisni almashtirsak d-k sonlar ham o'zgaradi, bu al-
mashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil giladi,
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bir marta kontravariant va ikki marta kovariant. d-k sonlarning
bazisga bogTigligini 47-misolda ham ko'rish mumkin. Ikkinchidan,
bundan keyin struktura doimiylari haqida gap ketganda ularning
gaysi biri ishJatilgan - Cp mi, yoki fljk mi - kontekstdan ma’lum
bo'ladi deb o‘ylaymiz.

Nima uchun yarim sodda gruppalarga alohida ahamiyat
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppasi bir yarimsodda
gruppa bilan gandaydir abel gruppasining ko‘paytmasi bo'lib
chiqgar ekan ([12], [?]). Shu sababdan abel gruppalarini va yarim
sodda gruppalarni alohida o‘rganish Lie gruppalarini o'rganishda
muhim ahamiyatga ega.

4.15-mashq.  (46)-misolning natijasidan foydalanib gl(n,C) algebra
uchun Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

%Kil ~ 2 (kY 1]
bo'lishini ko'rsating.

gl(n, C) algebrasini aynimagan n x n matritsalar tashkil giladi.
Ularning ikkita ixtiyoriysini X va Y deb belgilab va yuqoridagi
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniglash
rnumkin:

(X, Y) —gkijprXkiYpr —
= 2nXKIYIK - 2XkkYu = 2nTr(XY) - 2Tr(X)Tr(Y).

sl(n, C) to'plam gl(n, C) ning izi nolga teng matritsalaridan iborat,
ular uchun Tr(X) = 0, shuning uchun

{X,Y) = 2raTr(XY), X,Y € sl{n, C).
sl(n,C)
Shu bilan sl(n,C) algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi

aniglandi.
4.16-mashqg. (48)-misolning natijasidan foydalanib o(n) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda.

9fpr ~ 2n. —2) (ST Spdr)
bo'lishini ko'rsating.
Ikkita X, Y 6 o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:

(X, Y) = G\ =
= 2(n - 2) [Tr(XY) - TV(XYr)] = 4(n - 2)TV(Xy),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun YT = -Y. Shu yerda
abel gruppalarining algebralari uchun struktura konstantalari nolga
teng bo‘lgani uchun ularga mos keluvchi Killing-Cartan formasi
ham nolga tengligini eslash o'rinlidir - 0(2) gruppasi abel gruppasi
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n = 2 holda yuqoridagi metrika

ham nolga teng.
4.17-mashqg (47)-misolning natijasidan foydalanib su(2) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu liolda

9ij = 26ij
bo'lishini ko'rsating.
(207)-shart bajarilgan holda gtj ga teskari bo'lgan gi] tenzorni
ham kiritish mumkin:
9% k = §j.
Yana bir narsam isbot gilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie
gruppalari uchun hamma vaqt

9ij = Sij (208)
deb tanlab olish mumkin (shu sababdan struktura doimiylarining
yugori indeksini tushurib yozish mumkin: chk —q*).

Quyidagi ko'rinishdagi Casimir operatori deyilgan katta-
likni kiritaylik:
C = gijXiXj.
4.18-mashqg. Casimir operatorining eruppaning hamma generatorlari
bilan kommutativligini ko'rsating:

[C.XI] = 0.

Agar gruppamiz lomPakt va yarimsodda bo'lsa (208)-bajariladi va
Casimir opr,"*ton

I
MOrinishga keltiriladi.  Casimir operatori algebraning hamma
elementlari bilan kommutativ ekan unga mos keluvchi operator
ixtiyoriy bazisda diagonal ko'rinishga keltiriladi (Schur lemmasi
bo'yicha).  Demak, Casimir operatorining hususiy giymatlari
saqlanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar ekan.
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823. lldizlar bo‘yicha klassifikatsiya

§23.1. lldizlar sistemasi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda
(energiyadan tashqari) quyidagi saglanuvchi kattalikka egamiz -
harakat migdori momenti J. Uning uchala komponentalari Jt, i --
1,2,3 ham saglanadi, ammo ulardan fagat bittasinigina (odatda
Jzni) J 2 bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik deb garash mumkin
(chunki Jz ning Jx va Jy hilan Poisson gavslari nolga teng emas).
Kvant mexanikasicla bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning
komponentalari o'zaro kommutativ emas - [Ji?Jj] - ie”Jk, ammo
ularning har biri J2 bilan kommutativdir: [J2,Jj] = 0. Bu
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-larga garang.
J2 bilan bir vaqtda saqlanuvchi kattalik sifatida Jz olinadi, bu
esa, Jz va J2 lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va
shu funksiyalar bazisida biq vaqtda diagonal ko'rinishga keltiriladi
degani.

Harakat migdoti momenti va spin algebralari 50(3) va SU(2)
larning algebrasi bilan bir xil. Yugorida 50(3) va SU(2) larning
tasawurlarini qurishda va ularni klassifikatsiya qilishda J2 va
Jz larning umumiy hususiy funksiyalari bazisidan foydalandik.
Mana shu metodni boshga gruppalarga qo'llash uchun (105)-(l 11)
formulalarni umumlashtirish kerak.

Algebrani aniglafeh ~chun struktura doimiylarini aniglash
kerak. Struktura doimiylari aingiansa algebralarni. demak,
gruppalarni klassifikatsiya gilib chigish ir-imkin. Quyida struktura
doimiylarini aniglashning bir yo'li keltirilaciv

Algebraga kirgan N ta Xa generatorlarni iki; gjymga bo'lamiz:

diagonal ko'rinishdagilarini Hi, i = 1,2,...,/ deb "icrjl&miz va,
golganlarini Ea,a = 1 , 2 - | deb belgilaymiz. Diagonal
generatorlar uchun

[Hi: lNj] =0, i,j=12 ..l {2Qb,

bo'lishi kerak. Diagonal elementlarning soni | gruppaning "rangi"
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal
ko'rinishga (gandaydir bazisda) keltirilgan bo'lsa u saglanuvchi
kattalikka to'g'ri keladi, demak, ko'rilayotgan gruppa ko'rilayotgan
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masaladagi simmetriyaga mos kelsa shu masalada | ta saglanuvchi
kattaliklar - harakat integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir Ht
bevosita fizik ma’noga ega.

Ea generatorlar huddi 5(7(2) gruppasidagi Jt lardek
"ko'taruvchi" va "pasaytiruvchi" qoida bo'yicha tuzilgan deb
olamiz, shunga yarasha ularni Ea, a = 1, +2,..., £(N —)/2 deb
tasavvur gilamiz. Masalan, E+\ ta’sirida ff, ning hususiy giymati
bir pog'ona ko'tariladi, E-2 ta’irida esa ikki pog'‘ona kamayadi.
H va E orasidagi kommutatorni topish uchun Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hi, [Hj, Ea}+ [Hj, [Ea, W)\ + [Ea, [Hu Hj]] = O.
Bu munosabatning ohirgi hadi nolga teng, qolgan ikki hadni
[b Ne Ea]] = [H;,[W,Ea]

ko'rinishda yozib olish mumkin. Olingan tenglamaning yechimi

[HuEa]=n{a)Ea (210)
bo'lishigina mumkin. i indeks 1dan I gacha o‘zgarga.ni uchun r*(a)
har bir a uchun I komponentali vektor r(a) ni hosil giladi. U "ildiz
vektori" deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan solishtiring. U
yerdaa = * var,;(x) = £1. Har bir gruppa uchun mana shu ildiz
vektorlar sistemasini topish kerak.

Yarimsodda algebraning ildizi musbat deyiladi va kerak
bo'lganda r(a) > 0 deb belgilanadi gachonki uning birinchi noldan
fargli bo'lgan komponentasi musbat bo'lsa. Ildiz sodda deyiladi
gachonki u musbat bo'lib ikkita boshga musbat ildizlarning
yig'indisiga keltirilmasa. Hangi | bo'lgan yarimsodda algebrada
| ta sodda chizigli mustagil bo'lgan ildizlar mavjud. Sodda ildizlar
algebraning ildizlar fazosining bazisini tashkil giladi: ixtiyoriy ildiz
sodda ildizlarning chizigli kombinatsiyasiga yoyiladi.

Kiritilgan Ea generatorlar rostdan ham "ko'tarish" va
"tushurish" operatorlari ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
Buning uchun generatorlar ta’sir gilayotgan ma’lum bir tasavvurlar
fazosidagi bir element /; ni olamiz, u H, ning hususiy vektori
bo'lsin: Hifi —hifi. hi - saglanuvchi kattalik, harakat integrali.
Bu holda (210)-dan

LLL (Eafi) = (bl + n(a)) (Eafi)
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ekanligi kelib chigadi. Bu formula (I11)-ga o'xshash ma’noga ega.
Ya'ni, Ea operator hi ning giymatini r*a) ga o'zgartirdi. Agar /r,
ning maksimal giymatini hf deb belgilasak uning minimal giymati
—h™ bo'ladi, ularga //” va f~mvektorlar mos kelsin. Ea operator
har bir ta’sir gilganda ht ning giymatini rj(or) ga oshirsa, E-a
operator har bir tasir gilganda Kr ning giymatini rr(—a) = ~n(a)
ga kamaytiradi. Demak, f[ mvektor Ea ning yetarli darajadagi
ta’siridan keyin f-ngacha "ko'tariladi".

IEa,Ep\ ni topish uchun yana bir marta Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hi, [Ea, BoJ} + [Ea, [Ep, W] + [Ep, [Hi, Ea]3= 0 =
=» [Hi, [Ea, Ep]\= (7'i(a) + riifi)) [EQ Ep] . (211)
Uch xil variant bo'lishi mumkin:
1 n(a)+ri(I3) ~ 0vaildiz bo'lsin, bu holda [Ea, Ep] —NapEa+p;
2.r,(a) +r.4B3) =0, bu holdaa = —3va [Ea, ELJ = rr(a)dr:
3. rr(a) + rr(/3) ildiz emas, bu holda [Ea, Ep] = 0.
Olingan munosabatlarni bir joyga yig'aylik:
[Hi,H}\ = ©; [HWEN] = rr(a)Eaq]
(212)
[Ea,£Le] = rr(a)LL\ [Ea, Ep] = NaOEa+p.

Ohirgi formulada agar r*(a) 4-r<(/3) ildiz bo'lsa Nap ¢ 0, aks holda
Nap —0. Agar r(a) vektor ildiz bo'lsa 2r(cc) ildiz bo'lmaydi, chunki
[Ea,Ea] = 0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion inunosabat-
larning kanonik ko'rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy
elementi mana shu Hj,Ea lar bo'yicha yoyilishi mumkin, ular
bazisni tashkil giladi. Kiritilgan bazis Lie algebrasining kanonik
bazisi deyiladi.

(212)-ning to'rtinchisidan kelib chigadiki, agar r(a) va r(/3)
ildizlar bo'lsa va fcr(orj?| + r(/3): K—1,2,3,... yana ildiz bo'lsa

1 k
\Ea1[Ea1'A[Ea1Ep]]} ~ Eka+P
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bo'ladi. Faraz qilaylik, p va ¢ shunday bulun musbat sonlar
boisinki

n{fi) + pn(a) = h™ (Hining maksimal hususiy giymati),

ri(P) - gn{a) = -/i™  (Hining minimal hususiy giymati)
bo'lsin. Ikkala formula go'shilsa

(p- g)ri(a) + 2-i(5) = 0

bo'lib chigadi. Bu munosabatning ikkala tomonini rt(a) ga
ko'paytirib i bo'yicha yig'indiga o'tilsa
r(a) *r(/?) ,01n

L (CE -r(ror)

formula kelib chigadi. Bu formulani keltirib chigarishda a va /3 lar
gaysi tartibda kelishining ahamiyati yo'q edi, a O B almashtirish
bajarsak huddi shunday formulaning o'zi kelib chigadi, lagat p —q
boshga butun sonlar bo'ladi.

Agar ri(a) va rt(p) sodda ildizlar bo'lsa g = 0 bo'lishi kerak.
Buning isboti quyidagicha: r(a) - r(/3) = r(7) ayirma ildiz bo'la
olmaydi, aks holda a) agar r(7) > 0 bo'lsa rj(a) sodda bo'Imaydi,
b) agar r(7) < 0 bo'lsa r*(/3) sodda bo'lmaydi. Demak, sodda
ildizlar uchun .4

r(a) mr(a)
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qildik:

Teopema IV .4 Agar r(a) hamda r((3) ikkita sodda ildiz bo‘lsa

r(oc) m(a) r(P) m(0) 2i4>

butun sonlar bo'ladi. Undan tashgari, m, n < 0 (ikkita sodda
vektor orasidagi buchak o‘tkir bo'la olmaydi).

Teoremaga go'shimcha qgilib quyidagini aytish kerak: r(a) va
ildizlar bo'lsa

r(/?) - 2r(a)w€a2j—;r(-a) =1(/3)+ (p- g)r(a)
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ham ildiz bo'ladi (uni (213)-formulaga go‘yib tekshirib ko'ring).
Geometrik nuqtai nazardan bu vektor r(/3) ni r(a) ga
perpendikular bo'lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi.
Masalan, bu operatsiyada r(/?) ning o'rniga r(a) olinsa yuqorida
ta’kidlangan natijani olamiz: ~-r(a) vektor ham ildiz bo'lib chigadi.

r(a) va r(/?) vektorlar orasidagi burchakni <p deb belgilasak
yugoridagilardan

r(q) -r(g) cos (6= -mn (215)
V [r(a)|2ro9)]! 4

ekanligi kelib chigadi. Demak, butun sonlar m va n larning
ko'paytmasi 4 dan katta bo'la olmas ekan. (214)-formulalarni

r(a) «r(/3) = *mr2(a) = *nr\/3)

formada olsak r(a) va r(/9) vektorlarning kvadratlarining nisbati
quyidagiga tengligi kelib chigadi:
Nor2(a) n
r2¢3) m

Aniglik uchun r2(a) > r2(/3) deb gabul gilamiz, boshqga so'z bilan
[n| > |m|. (210)-masalani kiritganda H, va Ea operatorlarning
normalarini muhokama gilmaganmiz, normalarni shunday tanlab
olaylikki

Y'ji(a)rj(a) = djj, yoki 2(a) — bo'lsin. (216)
@ a

§23.2. Ildizlarning to‘lig sistemasini topish

Ildizlar sistemasini to'liq ravishda aniglash uchun (212)-formulalar
sistemasidagi Nap koeffisientlarni topish kerak. Awalam bor
oydinki Nap — —Npa. Undan tashqari, agar (211)-ni (212)-
ning ohirgisi bilan soiishtirsak r(cv + /3) = r(a) + r(/3) ni topamiz.
r(o", r(/5) va r(7) lar shunday noldan fargli ildizlar bo'lsinki ular
uchun r(a) + r(/?) + r(7) = 0 bo'lsin. Bu holda

NaP = Nfiy~N ya (217)
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b0,14d19-makh4. [£,,,[E,,E,|]] uchun Jacobi « * * * ¢ W * * No 1“
yig'indisining nolga tengligini ishlatgan holda)

+ INTr(a) + blY Ne ~ 0
ekanligini ko rsatmg Tl’d_iz1arnmg Rar lﬁrfnmg noldan faqrliligi (217)-ga olib
kelishini ko'rsating.

NaO larning hamma hossalarini blr)°)r%&}’® 1
Nnfl = -Nfia = Np-a-P = N-a-p,a-' AC21»)

Bularning birinchisi Nap ning ta'rifide®» ikkinchi*va ,,"etTolish

(217)-dan kelib chigadi. Undan tashgari ™ < ft
mllIF«az gilaylik r(a) va y(0) +r(«) « * '>* ho'lsin va
m-n,.,rMm | rw+

ildizlar sistemasini tashkil qilsin.” Bun“a' r'v /,

r(/3) r (p+ Ir(a) larildiz bo‘Imaydi. Quyidagi Jacobl aynlyatldan
[E -ai [Ea,Ep}} + [Ea,[Ep,J5LI] + A =0

avval
Nap[E,..a, Eatp] + Np,.a[Ea,EpJ + ri(d)[Ep, LL, 0O,

keY1 NapN-.aiatp + Np-aNatp-n- rH <rW =0

kelib chigadi.
4.20-mashq.

X [r(a) m(r(/3) + jr(a)) - D« =0

munosabatdan (213)-formulani gayta keltirib chigaring. Quyidagilar kerak
bolladi: £ 1= 1+p+q J2j- 1+p+4)(P

Mashqdagi gatorni boshqga chegaralarda hisoblaylik.

0

(r(a) «(r(p) +jr{a))~
= - Naip+JQN A p +b+1)a +rf-*j>+i*|\l*,e+(j-v«\ =0
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0 0
AN l=1+4gva 3 — ~5%1 + q) formulalardan va r(/3) —

(@ + Dr(a) ildiz emasligidan Nale-(gti)a = 0 kelib chigishidan
foydalanib quyidagini topamiz:

(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossalar buzilmasin.
§23.4.-paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining
struktura doimiylari topilgan.

§23.3. Dynkin sxemalari

Lie gruppalarini to'liq klassifikatsiya qgilish uchun Dynkin sxemalari
ishlatiladi. (215)-formulaga gaytib kelamiz. Quyidagi variantlar
bo'lishi mumkin:

n=0m=0;n=—m—4;n=—=2m=—;n—3 m—1I1.

m = n —=2 hoi ko'rilmaydi chunki bu holda r(a) var(0) vektorlar
kollinear bo'lib chigadi (ya’ni, ular bitta vektor). n = 0,m = 0
holda ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniglab bo'Imaydi,
ammo ular o'zaro perpendikular: <€ = 90°. Qolgan hollarda esa
K~ 1, K —2, K = 3 bo'ladi. Demak, cosip quyidagi giymatlarni
gabul gilishi mumkin: 0, Bu giymatlarga o'z
navbatida 90°, 120°, 135°, 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita sodda ildiz vektorini olaylik.  Agar har bir ildiz
vektorini bir doiracha qilib ko'rsatsak va bir doirachadan
go'shni doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar orasidagi bur-
chakka bog'lig bo'lgan va soni K teng bo'lgan chiziglar
o'tkazsak (IV.3)-rasmda ko'rsatilgan uchta sxema paydo boiadi.

Bu rasmda ko'rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli N
Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning z il
ustidagi son quyidagicha aniglangan: chap ~ b

tomondagi doiracha r(a) ildiz vektoriga va o'ng
tomondagi doiracha rd) vektorga mos kelach, ivsrasm  ikkinchi
shu ikkita vektorlar kvadratlarining nisbati ga Dyrkin o€
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teng, doiracha ustidagi sonlar mana shu nisbatni
belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir xil
son turgan bo'lsa ularning uzunliklari teng. Bir
doiracha ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 soni
turgan bo‘lsa birinchi doiracha ifodalaydigan ildiz kvadratining
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning kvadratiga nisbati ikkiga
teng boiadi. Sonlar 3 va 1 bo‘lsa katta ildiz kvadratining kichik
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng bo‘ladi. Boshqa variantlar yo‘q.
K —0 xol ildiz vektorlarining perpendikularligiga to‘g‘ri keladi, bu
holda mos keluvchi doirachalar orasida chiziq boimaydi. Dynkin
sxemasida ikkita ortogonal vektorlar yonma-yon tura olmaydi,
ular orasida boglanish bolmagani uchun bunday sxema ikkita
boglanmagan sxemalarga parchalangan bo'ladi.

Quyidagi shartlarga bo'ysungan
Dynkin sxemalari yo‘l qo‘yilgan
sxema deyiladi  (bu tasdiglarning
isbotlarini [13], X-bob, 810 da topish

mumkin):

L n - chi tartibli Dynkin sx- ° [
emasida n — 1 ta boglangan juft
doirachalar boiishi mumkin (aks holda N> <s\>
sodda ildizlarning chizigli mustaqilligi IV4tam senga

o‘rinli boimaydi);

2. Dynkin sxemasi yopig zanjir ko‘rinishida boimaydi
(aks holda bu zanjirga kirgan vektorlarning xech bolmaganda
bittasining kvadrati manfiy bolib chigadi);

3. Xech gaysi doirachadan uchdan ortig chizig chigmaydi;

4. n > 3 holda hech ganday ikki nuqgta uchta chiziq bilan
boglanishi mumkin emas, fagat n — 2 holdagina bu mumkin
((1v.3)-rasmga garang); Yoi qo‘yilgan Dynkin sxemasida ba’zi-bir
doirachalarni (va ulardan chiggan chiziglarni) o'chirib tashlasak
yana yol go‘ilgan Dynkin sxemasi hosil boiadi.

(IV.4)-rasmda ko'rsatilgan sxemalar yol qo'yilmagan -
tagiglangan - sxemalardir chunki ulardagi ba’zi-bir chiziglarni
o'chirsak 3-chi punktga zid holga kelamiz - ba’zi-bir doirachalardan
to'rtta chizig chiga boshlaydi. [13]-kitobning X-bob, 810 da
(IvV.5)-rasmda ko'rsatilgan sxemalardan boshga Dynkin sxemalari
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bo'lishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. 0 ‘z paytida (XIX-

asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda

gruppalarning (algebralarning) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning

ko‘rsatishi bo'yicha bu gruppalar An(n > 1), Bn(n >

2), Cn(n > 3),Dn(n > 4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar)

va alohida deyiladigan beshta Ea, E7,ES,F4vaG2 gruppalarga

bo'linadi. Dynkin sxemalaridan kelib chiggan va (1V.5)-rasmda

ko'rsatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohida

gruppapalariga mos kelladi. Rasmda bu moslik ko'rsatilgan.

Olingan har bir

sxemani tahlil qilaylik.

Bu tahlildan oldin  Av 2 o« N>

810.-paragrafdagi

klassifikatsiyani yana Bn 2__ -2 2 1 n>2

bir marta ko'rib chiggan

yaxshi. Cn 2__- 2 4
237-betda keltirilgan

Ado teoremasi bo'yicha ™

har bir Lie gruppasi

GL(n,C) matrik

gruppaning bir

gismgruppasi bo'ladi.

shunga yarasha har bir » 6

Lie algebrasi gl{n,C3)

matrik algebraning blr IV.5-ra.sm: Mumkin bo'lgan sxemalar

gismalgebrasi  bo'ladi.

Eslatib ketamiz, GL(n,C) matritsalar aynimagan matritsalardir.

Matritsalar chizigli fazodagi chizigli almashtirishlarni ifodalaydi.

Gruppalar fizik sistemaning sirnmetriyasini ifodalaydi, shu

sababdan bu chizigli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar

ko'paytmani saglashi kerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

|(#.#) = {00)

bu yerda g £ G gruppa elementi. Generatorlarga o'tish uchun
g —g(t) deb olamiz:

[a(N)d.a(Nd) - (D).
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Bu ifodadan t bo'yicha hosila olib t = 0 ga o'tamiz ((200)-ga

garang):
(Xtp,t0) + (th, Xch) = 0. (220)

Olingan munosabatga bo'ysunivchi X matritsalar Lie algebrasini
tashkil gilishini ko'rish giyin emas.
4.21-mashq. (2'20)-formulaga bo‘ysunuvchi X va Y matritsalar uchun

(X, Y], o) +(h,[X ¥]cp) = O
bo'lishini ko*rsa.ting.
Bu mashgdan kelib chigadiki, (220)-formulaga bo'ysunuvchi
(aynimagan) matritsalar to'plami Lie algebrasini tashkil giladi. Bu
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanadi.

Anseriya (n > 1)

gl(n,C) to'plamdan izi nolga teng bo'lgan matritsalarni ajratib
olamiz, ular gismto'plamni tashkil giladi. Ular bilan, odatda,
kvadratik formalar bog'lanmaydi. An deyiladigan seriyaga sl(n +
1,(7) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng bo'lgan (n +
1) x (n -f 1) o'lchamli kompleks matritsalardan iborat. 5L(n, O)
gruppasi GL(n,C) ning determinanti birga teng gismto'plami edi,
(1.134)-ayniyat bo'yicha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng
matritsalardan iborat bo'lishi kerak.

Masalan, sl(2, C) algebra izi nolga teng 2 x 2 matritsalardan
iborat. Lorentz gruppasini o'rganganda SL(2,C) gruppasi
50(3,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko'rdik, ularning alge-
bralari izomorf bo'ladi: sl(2.C) ~ so(3,2).

sl(in -+ 10) ning gismalgebralari sifatida
su(n), sl(n, E), su(p, q), p + g—n larni ko'rish mumkin.

ml(n + 1,0) ning o'lchamligini topaylik. (n + 1) x (n +
1) matritsaning o'lchamligi (0 + 1)2 ga teng, uning izining
nolga tengligi bitta shart, demak, sl(n + 1,0) ning mustaqil
komponentalarining soni (n + 1)2—1 = n2+ 2n ga teng ekan.
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, bazisning o'lchamligi
N -mrang | + ildizlar soni edi. sl(n+ 1,0) ning rangi n ga teng,
demak, uning ildizlari soni n2-f 2n —n = n(n + 1) ga teng.
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Bnva D,, seriyalar.

Kvadratik forma (¢, ¢) haqiqiy va simmetrik bo'lsin: (o, ip) =

drdr- Qaralyapgan gruppa mana shu formani saglaydi. Agar
fazoning o'Ichamligi 2n + | bo'lsa hosil bo'lgan algebraso(2n+1, C)
deb belgilanadi, uning boshga nomi - Bn seriya. Agar fazoning
o'lchamligi juft bo'lsa so(2n,C) algebra hosil bo'ladi, u Dn seriya
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra deyiladi.

Bn ning o'Ichamligi 2n2+n, Dnning o'Ichamligi 2n2-n. Bular
quyidagicha topiladi. m o'lchamli matritsaning komponentalari
soni m2 ga teng, ortogonallaik shartlari C&A+ m —"m(m —1) +
m —\m(m + 1) ga teng. Demak, bunday matritsaning mustaqil
komponentalari soni m2—bm(m + 1) = |[m(m —1) ga teng. rn =
2n + 1 deyilsa 2n2 + n kelib chigadi, m = 2n holida esa 2n2 —n
ni olamiz. Bn ning ildizlari soni 2n2 ga teng, Dn ning ildizlari soni
2n2 —2n ga teng.

Anva Bn lar gachon izomorf bo'lishi mumkin? Buning uchun
n2+ 2n = 2n2+n bo'lishi kerak, bu esa fagat n = 0 van —1dagina
mumkin. Demak, A\ & B\. An va Dn lar izomorf bo'lishi uchun
n2 + 2n = 2n2 —n, yoki, N = 3 bo'lishi kerak. Demak, A3 « £33
Bn va Dn lar izomorf bo'lishi mumkin emas: 2n2+ n = 2n2 —n
tenglama fagat n = 0 da bajariladi.

Cn seriya.

(b, forma egrisimmetrik forma bo'lsin.  Toq o'lchamlikli
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning
uchun bu yerda faqat juft o'lchamli formalar ko'riladi. Masalan,

(@ ®) = P\pn+1+ DHK+2 + =oo+ AN - DIAD) Beridn-

Bunday formalarni saqlaydigan algebralar Cn seriyaga taalluglidir,
odatda ular sp(2n,C) deb belgilanadi. Bu formani matrik
ko'rinishga keltirish uchun quyidagi ko'rinishdagi 2n x 2n matritsa
Kiritiladi:

0o 1

-1 0

254



Bu matritsadagi har bir birlik matritsa I n X n matritsadir.
Saglanuvchi forma
I‘I
(® =
t=i
yuqorida keltirilgan ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, C) gruppalar
shunday P matritsalardan iboratki

(P, Pb)-(cp, p)

bo'lsin. Y’ani, PTJP = J bo'lishi kerak.

Cn ning o'Ichamligi 2n2+ n. Anva Cn lar n = 1 dagina
izomorf bo'lishi mumkin Ai ~ Ci, Cn va Dn lar izomorf bo'la
olmaydi. A\ « C\ va A\ « Bsdan By « Ci ekanligi kelib chigadi.
Ammo n > 2 bo'lganda jB,, va lar izomorf bo'la olmaydi. Buni
quyidagicha tushunish mumkin. Bnva Cn larning ildizlar sistemasi
ikki xil uzunlikdagi ildizlardan iborat, kalta vektorlarning soni Bn
uchun 2n ga teng, Cnuchun esa u 2n2—2 ga teng. Bu sonlarn > 2
da teng bo'la olmaydi.

Bu izomorfizmlarni hisobga olib An,n > 1, Bn.n > 2, Cn,n >
3 va Dn,n > 4 deb yoziladi. D2 ga kelsak u sodda algebraga
tegishli emas, Dynkin sxemasidan ko'rinib turibdiki (IV.7-rasmga
garang), £2« Ai ® Ay.

Shu yerda quyidagi tasdiqga to'xtalib ketish joizdir: Lie
algebrasi shunda sodda boiadiki gachonki uning Dynkin sxemasi
o'zaro bog'lanmagan gismlarga parchalanmasa ([?], §95).

Maxsus (alohida) gruppalarning o'lchamliklari quyidagicha:
G2- 14, F4- 52, E6- 78, E7- 133, Eg - 248. Ularning nazariyasi
0'ta murakkab.

§23.4. Birinchi va ikkinchi rang gruppalari

517(2) yoki 50(3) gruppalarini  eslaylik. ” )
Ular izomorf bo'lib uchta generatorga * A °
ega: Jy. J2, ,s. Bu  generatorlar ive-rasm:  SU(2)(S0(3))
orasidagi  kommutatsion  munosabatlar diagraming e

(10S)-formulada  berilgan: [, Jj] =
iSijkJki  j, k = 1,2,3. Generatorlarning
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi

ham uchga teng. (l10)-bazisda Js operator diagonal ko'rinishga
ega, demak, algebraning rangi birga teng, Jt = Jxz* ij2
operatorlar esa "ko'taruvchi" va "pasaytiruvchi" operatorlar rolini
o'ynaydi: [J3,J+] = £J*. Jt bazis unitar bazis deyiladi (
j\ —Ji bo'lgai uchun bu bazisda gruppa elementi g = exp(iJtaj)
unitar bo'ladi). Quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lgan kanonik
bazisgs. o‘taylik:

J3= ff, E+l =
v 2
Bu bazisda
[HEH]] = £E+L
Demak, r(+1) = +1, r(—) — —1. (IV.6)-rasmda bu ildizlar
sistemasi ko'rsatilgan. Algebraning o'lchamligi uchga teng - ikkita
ildiz + bitta rang. Shu ildizlardan bittasi - r(+1) = +1 - sodda
ildiz, ikkinchisi - r(—) = —1 - sodda emas.
I — 2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o'taylik. [1V.7-

A2 0---0 SU(3) wnlikari teng ikkitasodda ildiz <fi-120c

B2 so(5) . . L
n rt ikkita sodda ildiz. uzunliklarining nisbati y/2 . w=}35a
Cr =>» sp(4)
(j2 #—Hj ikkita sodda ildiz. uzunliklarining nisbati ¥3, <p-1SOe
5} IV.7-rasm: Ikkinchi rang gruppalari
0 yarimksodda,

rasmda ikkinchi rang gruppalarining ildiz sistemalari hagida
umumiy ma’lumotlar berilgan, algebralar uchun 1)2 — ® A\
munosabatni gruppalar tiliga o'tkazsak 50(4) —SU{2) (g)SU(2)
boiadi. 1V.8-rasmda D:iva i3, C2va B2algebralarining izomorfligi
va ulardan kelib chigadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi
ko'rsatilgan.  Ikkinchi rang gruppalari uchun (1V.9)-rasmdagi
diagrammalarni olamiz. Bu diagrammalarda to'liq ildizlar
sistemasi berilgan, ularning ichida r: va r2 deb belgilanganlari
sodda ildizlarga mos keladi. birinchisi ip = 120° ga, ikkinchisi
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1V.8-rasm: Bazi-bir izomorf algebralar va ularga mos keluvehi gruppalar

D3=y, « 0-0-0 = A3 yki SO(6)xSU(4)

C2—0=» H a=x = &2 yoki Sp(4)a0(5)

SU@3) A2 SO(5) B.
1V.9-rasm: lkkinchi rang gruppalariniiig ildiz diagrammalari

ip — 135° va uchinchisi = 150° ga to'g'ri keladi. Har bir ildiz
diagrammasi tagida uning gaysi gruppaga mos kelishi ko'rsatilgan,
yonida uning algebrasining belgisi ham keltirilgan.

(IV.9)-rasmning  birinchi gismini olib qaraylik, unda
57/(3) gruppasining ildiz sistemasi ko'rsatilgan. lldizlarni
quyidagicha belgilaymiz: r(l), r(2), r(3), r(—1) = — (1), r(—2) =
—(2). r(—3) = —(3). Rasmdagi sodda ildizlarga ri —r(l) va
i2= r(3) mos keladi. lldizlar quyidagicha aniglangan:

Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r(1) + r(3) ham ildiz, r(l) +
2r(3) var(l) —r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p = 1vaq= 0. Bu
yerdan quyidagi kelib chigadi:

Na = -JV,, =

(IV.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib golgan noldan

257



farcjli Nap larni ham topish mumkin:
AT 3 i —N3-2 —N-21= N2-3 = N-i2= =
4 '

Gruppadagi parametrlar soni ildiz vektorlari soni + rangga
teng, SU(3) uchun u 6+2=8 ga teng, 50(5) uchun 10+2=12 ga
teng, G2 uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshqa ikkinchi rang gruppa

yo‘q.
§23.5. Kilassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining klas-
sifikatsiyasiga o'tish lozim. Gruppa elementi va algebrasi
orasidagi bogianish (201)-formula bilan aniglanadi. Agar algebra
izsiz matritsalardan iborat bo'lsa unga mos keluvehi element
unimodular matritsa boiadi, ya'ni, sl(n,C) algebraga SL(n,C)
gruppa mos keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalarning
hammasi unimodular bo'ladi ([15], 3-bob). Fizikada eng ko:p
goilaniladigan gruppalarnigina ko‘rib chigaylik.

Au—algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n,C) va
uning hususiy hollari: SL(n, R), SU(n), SU(p,q), p+ q= n. Bu
gruppalarning ta'riflari §10.-paragrafda berilgan.

Bn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n + 1), SO(p,q),p + 9= 2n + L.

Cn algebralarga quyidagi simplektik gruppalar mos keladi:
Sp{n, 0), Sp(p, q).p + g —n.

Dn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO(p,q), p + g —2n.

Boshga yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiglarda
kam uchraydi.
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Mashqglarga kcfrsatmalar va ularning
yechimlari

Ko'pgina mashglarda ularning javoblari berilgan, shuning uchun bu yerda fagat
giyinchilik tug'dirishi mumkin bo‘lgan mashglarning yechimlari ko'rsatilgan.
1.1-mashq.

nHw=" b A3Bk= 5AiBk= A3B>
1.2-mashqg. Maxwellning

rotB = AE + 4—ttj va rotkE = .48
cat ¢ cot

tenglamaiaridan foydalanib

ekanligini ko'rsatish mumkin. O'ng tomondagi birinchi had - elektromagnit
maydon energiya zichligidan vaqt bo'yicha hosila, ikkinchi had - maydonning
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.

1.3-mashq.

(rot [A x B])j = 6ijkdj[ Ax B]* = t likcHn;(Gj(/1;Bm) =
» (iifiim  ANnji)BndjA A9 Bm) =
= (B*V)A - (Aev)Bi+ AidivB - B, divA.

1.4-mashq.
(rotrot A).; “ 6ijfcSi[rot Aj™ ~ BEk@EKm@AmM  ( ANmA)NMAmM
= djdiv A —AAI.
1.5-mashg.

9,(A-B) = di(AjBj) = BjdiAj+AjdiBj = B}OA-- dJAi)+Aj(dIB3- d3Bj-f

+B3djA + AjdjBt = [(B ®V)A + (A *V)B + B x rotA + A x rotB],
1.6-mashg.

[Ax Bj = {0ii*AjBY —SijkAjBji6nifABm
- (SfiSkm - SjmSu)AjBM\Bm= A2B2- (A *B)2
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1.7-mashqg.
{AB% = (AB)n = AjkBki = AKjBI = (Br-4r)u,;

AB(AB)~Il = (ABY1AB = / bo'lishi uchun (J1B)'1= bo'lishi
kerak;
((NBY% = ((NB)% = = B\KA{}= (*Ut)...
1.11-mashg.
a) Pauli matritsalarining hammasining hususiy qiymatlari A= +1 gateng.

Mos keluvehi hususiy vektorlar:

o\uchun A ( O

C2 uchun
No) T T~

auliin N (j). M (0

b)
cosB € J(psin
emsin0 —cos6

matritsaning hususiy qiymatlari +1 ga tengligini va hususiy vektorlari
mashqgning shartida ko'rsatilganlarga tengligini topish qgiyin emas.

1.12-mashq. U”U = I dan |det£/|2 = 1 ekanligi kelib chigadi. Demak,
det U = e'a,a- haqiqiy sori.

1.13-mashg. Unitar matritsa uchun Ux = Axdan = XW~| = \*x*
kelib chigadi. Ohirgi tenglikni o‘ng tomondan U ga ko'paytiramiz: = A*XW,
demak, XX = |A|2x"x, yoki, A= e’n, a—hagiqiy son.

1.14-mashg. Hagigiy antisimmetrik A\ = AT — —A matritsa uchun
Ax = \x dan —"A = A*¢* kelib chigadi. Birinchi tenglamani chapdan x*ga,
ikkinchini esa o'ngdan X ga ko'paytirib ikkalasini go'shsak [|x|[2= (X,X) / 0
uchun A 4-Jt* = 0 ekanligini topamiz. Demak, A - mavhum son (yoki
nol). Misol sifatida berilgan matritsaning hususiy giymatlari quyidagicha:
Ai =0, A= tv?2, A3= -iiv2

1.15-mashg.

dete'4d = det lim (1 + — = limdetjl+ —j =
JI n->00

n-too

= lim fdet (1+ E)J’J\ = lim (l+ Trﬂ + 0illn2)) =er'1

n-+oo n-»oc
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1.16-mashg.
a) Al = 1, A2 = 2, A3—0. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

b) Ai = 1, 2= 2, A3= —1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:
X
c) Ai = 0, A2 = V2, A3 = —\fi. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

d) Ai =0, 2~ = A3 = 2. Hususiy vektorlarni quyidagicha tanlash mumkin:
1 ( 1/
xi-va\ JT 5 =20 ]): B=75(l
2.1-mashq. Bu tenglama uchun rekurrent m\jnosabat quyidagicha bo'ladi:
o {(n+sf- (n€s)A+u)-fAu} =0
c0 ¢ 0 bo'lishi kerak bo'lgani uchun n —0 holda SI = 52 —Llkelib chigadi.

n @ 0 bo'lganda bu tenglamaning birdan-bir yechimi cn —O0 bo'lishi kerak.
demak,to'lig yechim

u(w) = Awx+
bo'lishi kerak, bu yerda A va, B - noma’lum o'zgeirmaslar.
2.2-mashq. Bu holda si = s2= A Demak, nj = wx. Ikkinchi yechim

«=MU/l ||erypld{t2 RA)jI L1 =wxlinit.
2.3-mashg. Binomial gator

/ n:« (~a)! b a)t x_, (~a)t .22

= 1+ atz + "a(a + 1)t2z24----

dan foydalanish kerak.
2.4-2.7-mashqlar bevosita hisob orgali yechiladi.
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3.1-mashq. | |
f*o-*r-f

-1 -1
f(x) = In(l - x2), I'0k) = —=2a:/(L- x2)J'(0) =0, /"(0) = -2. Demak,
L
| dxe"n@-x2)"
-1
3.2-mashag.
T odt 1 1 4

J f2Inf ~ “fhTf ~J Whft*“ arlnar + vI/ X1 *)
X X

X

3.3-mashq.

r dt f d(Inf) _ Ini r dt ina:
J tininf J In(Inf) Inlni J fin Inf  Inlnx
2 2 2 2

3.4-mashag.

j (t2+ f3)V2df = J f(L+ f)V2df = [f(1 + )32 - 2J ( 1+ f)32dt
0 0 0 0
= 2x(i+x)3/2_A(i + 052+ 5727 [2

3.5-mashg. Integralga asosiy hissani f = 0 soha qo'shadi:

1 00
J dtesinf~ ] dte~xit = i
0 0
3.6-mashg.
() @® @
3.7-mashq.
i i
[ L=i [ _£L o, L le*Zrid  T(/)

Jo 1+t TVXIVhJ TF (z/x)mm mxIfmd niy"
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3.9-mashg. sinl' = ex108ll deb belgilaymiz. Integralga asosiy hissani
t = ™2 nugqta atrofi qo'shadi, bu nuqta atrofida

msmt~ — /{t 3% ..
27/
Demak,
tf2 2 00
J sind4,dt ~ J eft A 1 J e~xdt —\j~~-
o o -00

3.10-mashg. Eksponentadagi /(a:) = —w —2a: funksiya x = 0 nuqgtada
maksimumga ega (integrallash sohasida). Demak, A—> 00 da integralga asosiy
hissani x = 0 soha qo'shadi:

00

. < .
J e x 1 +xfladx~ j 6'2‘Xﬂ +ZT‘ , 2;
0 0
3.11-mashg.
(e0] 00
J e-A(*42)In(1 + ~J e-K*xdx, _ L
0 0

3.12-mashg. Eksponentadagi funksiyaning maksimumi £ = 0 nugtaga
to'g'ri keladi, shuning uchun In(l +Xx+ x 2) funksiyani ham X — 0 nugqta atrofida
gatorga yoyamiz va birinchi noldan fargli hadni goldiramiz:

In(l + x + X2) ~ x + x2 - Z(X+ X2)2 H--—--= X + ’}2(2+ -
Natijada
00 00
jreXiIn(l + X+ x2dx ~ i J e~x"x2Ax = ~"~A‘32
-00 -00

3.13-mashg. Ikkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo'lgan integralga
X —>00 da asosiy hissa qo'shadigan soha t = 1 nuqta atrofi.

00 00 00
1 Fe-~dt = xnt+l | dzzae->(#>= J <Wrl+(@a+i>"e-3M ~

ydt@+ (t- D)(-1+ (@a+ N/?))e-"Kr+Y ~ ix “+1-V
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3.14-mashg. X —y ¥ 1 almashtirish bajaramiz:

e ~ Xx2 , p —2Ay—Ay2 i :F _ n
J/ DT e J dyA4"¥'7y'3r a2 ze*‘Ag WeDI= 1
3.15-rnashq.

I 1 ir6
J dtems = J dptpPe-V +iJ d"e’V M.
0 0 0
N-> 00 da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakii natijani beradi:
1 @® @®
J dteixs ~ J dpeilr/ee~xp3 = eilr/s~ ~ J dyy~2 3~y = gAjW3\
0 0 0 N

3.16-3.17-mashglar huddi shunday yechiladi.

3.18-mashq. 1 i = z+ | almashtirishdan boshlaymiz va hosil boigan
integralga z ~ 0 soha asosiy hissa go'shishini hisobga olamiz:

[0 0] 0 0] @
[ e _M-e T .22 g o2 feog, .
y J s2z+ n2 V2] W&
™
V2e-XJ dte~
e \] e~X 2%

4. Ikkinchi va uchinchi misollar shu misolning hususiy holidir. Integralga. katta
g larda asos% hissa go'shadigan soha - 1= 1 atrofi. Shuning uchun f= 7+ 1

almashtirish bajaramiz:
DL 2 moe 26 /f 8y y - _;/lzle_iT oy ay -
A¥V/|—EZ Tr%y—2—y2’ in %
%)
ﬂ'r @
Q

5. Asosiy hissani 0 = 0 soha go‘shadi:



00

—f 82 = —4

irJ V2n

ex

x |l

4.1-mashg.

cosf =simf \ X3 —m2\ \/E‘U’S§ sin'
382 \]V + - \]

X3cos /3 —xi sin /3 xi cos 3+ x3sin/3- rx2
Xicos/3+ X3sin/3 + rx2  —x3cos /34~ X!'sin/3

yoki,
X'X= xi cos/3+ x3sin/3, x2=x2, X3= -xisin/3 + x3cos/3.
4.2- va 4.3-mashqlar bevosita hisoblanadi.
4.4-rnashg. Umumiy holda
(Ta))(Ta)f = aS™ + beiS”

Bundan boshga strukturani tuzib bo‘Imaydi. rva j indekslar bo'yicha yig'indi
olinsa (yoki K va | indekslar bo'yicha) Tc larning izsizligidan a ——  ekanligi
topilaai. Endi j va K bo'yicha soddalashtiramiz, undan keyin r va | bo'yicha.
Tr(X™) = |(n2—1) ligidan (a bo'yicha yig'indi bor) foydalanilsa (153)-formula
kelib chigadi.
Huddi shu munosabatni quyidagi yo'l bilan ham keltirib chigarish mumkin.

su(n) algebrasining ixtiyoriy elementi A ni Ta lar bo'yicha gatorga yoyamiz:

n2-1

A= col + caTa.

0=1
A ning izini hisoblaymiz: Tb4 = Con. Demak, co = ATrA Endi TaA ning izini
hisoblaymiz:

Tr(TaA) = [c0 =  ca= 2b(TaA).

Demak,

4 = A +2EV )i4(T.)H "4+ 2E Ne te)}j Al

Bu formular.ing chap va o'ng tomonlari teng bo'lishi uchun (153)-formula o'rinli
bo'lishi kerak.
45-mash.g.

E(TO’=1(n-1)<5*=C2(A)4;
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£ N TeN=E(mTa)l(Tof =|(T0)i (6}8% - = _i-(re)i;

E/-N - = =
Ccd

c,d

= - 2]M[FaTq r4urd?/j$ - ~sis{\ = - 22 [T aiTqj[Tt,r4 =

C C

=2Tr -apu-C2A)Tal6 :nfos

E/n(M»Tef=-2*53[TO,T4(TO*(Tr(Iror =
4C 40

=-*E fe" - ~gj&) a g kK No =-<m.T4/(Ti)j

= <Nepre,H])j = r(c 2(4) + -L) (Ta)! = »5(TeX.

4.6-mashqg undan keyingi misolda ko'rsatilgandek yechiladi.
4.7-mashq.

=% av [PAMAP] =k wPAMAPj=

=y AW -A)= 0

chunki bu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisimmetrik indekslarnine
yig'indisi bo'lib chiqdi.

[Mb,w \ = ~e, ,AM g, = | £olbn, ([AfVL P “]1Af* + P“[MAJ MO0a) .
(171)- va (172)-formulalarni go'llash goldi.
4.8-mashg.
w2 = = | [PIMA®P-'MAF+ PviM\aP aMuKn

+pum XP xm ov] = ip,, ([Afi*,p"] + pvM\a)m X + f pv(3ihPs+ p°M\a) m 1'

+\p,, (-3ihPa+ PXMX,) M°v = ip 2M2- PvP aMakM b\
4.9-mashg. Bittasini ko'rsataylik:

fo.wa = \ p2p* M1 - NAnra)
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Bu ifodaga quyidagilami go'yamiz:
[P,MXaVd] = 2 + MAP™)-

P,,Pn[PflLMaXM\uX = —2ihP2P viMv)1 - 3h2Pt,P 2.
Natijada

[P,,, wZ = %hP\M”"Pv+P vMvl)+3h2PLP2 = i%P2[M * P+ StfP P2 = 0.

4.10-mashq. Mashqgda berilgan ko‘rsatmalaiga rioya- giling.
4.11-mashq.

(pr(a, a*-1) = 0 = a* + (a-1)' + g"a*[a~D)k 4-----
dan quyidagi kelib chigadi:
(@ %= ~a' ~gka?(a-I)k4-ese= -a' + g)kasak + mm .
4.12-mashg. Yuqori tartibli hadlarni yozib o'tirmaymiz:
V'dba)-1) = -(ba){+a}k(baY(ba)k= -a1l- bi- gjkVak+ mk(ba)*(ba)k =
= —a’- bl+ g)k[-6»a*+ (6a)J(6a)A = -a’- bl + g)k(>bk4- a?bk 4 ajak).
Kommutator:
q = ip'(ab, (bayl) = (abVv 4- ((6a)"1)" + 9jk(ab)4 (ba)~1)k =
= <& («# - "o*) = (gk- gkj)ajbk = c)ka>bk.

4.13-mashg. q = 1 degani koordinatalar tilida < = 0 deganiga teng. bu
holda c't= 0 boiishi kerak.

4.14-mashq. (198)-formula ochib chigilsa u bilan (182)-forinula ekvivalent
ekanligi darhol ko'rinadi.
4.15-mashq.

WMjor = chl,mmoprtij = (5kB1TOB—8T 5rKE)(8NOr{B* ~S”1Sjp5”) —2(n5krSpi—6k{5pr).
4.16-mashq.

9ii,r= C*<<£U = [m iSk- ST5%*) - W S fi - )7 .

. - 5kBM) - 5m(sksm - 6°)] = (21- 4)(BIP5ir- A jr).

4.17-mashg. Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi gqismidan
foydalaning (i ni ham hisobga oling).
4.18-mashg. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:

[C, Xf] = gKI[XKXh X\ = -c kmnclm (XKXiXi - X,XKX,) =
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ClomQm (Ckis~gX1 ~bClis~kXg) Akmn(plmn”kis " CsmnCkil)XsX i —
" (ffkinkis b Qks~kil)A3X[  COriKt(eus " Gif*)x8x 1 —O.
4.19-mashq. Yacobi ayniyatidan birinchi bosgichda. quyidagi kelib chigadi:
Npy[Ea,E ~] + Nja[Ep, E1+a] -f Nap[E~,, Ea+S\ = 0.
Uchala vektorning yig'indisi nolga tengligini hisobga olsaylik:
NO1r(a) «H + Nlar(P) mH + Nafr{7) «H = 0.
Uchala vektorning noldan fargliligi va r(a) + r(fi) + r(-y) = 0 munosabatning
ham bajarilishi kerakligi Nay = Nya = Nap ekanligini bildiradi.
4.20-mashq. Ikkita N larning ko'paytmasilik hadlarning yig'indisi nolga
teng, golgani: r(a) «r(/3)(I+p+ )+ |r2(a)(l +p + q)(p- g) =0. Bu yerdan

(213)-formula darhol kelib chigadi.
4.21-mashg. X va Y uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi [X, Y] =

XY —Y X ko'rinishga ega bo'lsa
(X, b o) = (XY - ¥YX)b, ) = (XYh,>) - pXtp,i>) =
= (@YX - (@ XY1>) = -(d, [X, Y]i>)
bo'ladi.
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