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So‘z boshi

Fizika fani tabiat qonunlarini o'matish bilan shug'ullanuvchi
faiidir. Nazariy fizika tabiat qonunlarini matematik metodlar
bilan o'rganadi. Ko‘p yillik tajribalar asosida tabiat gonunlari
bo'ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chigarish va ularga
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntiradigan nazariyalami
yaiatish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu vazifani muvaffagiyatli
bajarish uchun esa keng va chugur matematik bilimlar kerak.
Bakalavriatura davomida fizika fakultetlarida o'giladigan oliy
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan
nazariy fizika mutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun
birinchi navbatda nazariy fizikaning har xil sohalarida keng
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag'ishlangan
maxsus kurs o'gitiladi. Albatta, matematika - o‘ta keng va chuqur
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida gamrab
bolmaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan.
Shu sababdan ushbu kitobda bayon gihngan materiallar mavjud
"Davlat ta’lim standarti" va "Nazariy fizikaning matematik
metodlari" kursining programmasiga muvaffiglashtirilgan.

Bu kitob o‘z sohasida birinchi tajriba bo'lib kamchiliklardan
holi emas. Masalan, o'zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy
muammodir. Uni hal gilish uchun ko'p \aqt kerak. Agar o‘quvchi
kitobda kamchiliklar topib golsa muallifga habar gilar deymiz.

Muallif
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I-BOB.

VEKTORLAR VA MATRITSALAR USTIDA
AMALLAR

81. Vektorlarning ta'rifi

Fandagi ko‘pgina umurniy tushunchalar sodda holdagi tushun-
chalarni umumlashtirish yoii bilan olinadi.

Ikki oichamli fazodagi vektor tushunchasidan boshlaylik.
Tekislikda dekart koordinat sistemasi - (z, y)- berilgan bo'lsin. Shu
koordinat sistemasini ip burchakka burab yangi (X\t/) sistemaga
o'taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib garaylik. Uning
eski koordinat sistemasidagi koordinatlari (rbr2) bo'lsin. Shu
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemadagi koordinatlarini (r’*r”)
deb belgilaylik. Buni (I.I)-rasmda ko'rishimiz mumkin. Masala
- mana shu (x)y) -> {x?y]) almashtirishda ikki o'lchamli r
vektorimizning komponentalari ganday o'zgarishini topish. Bizning

y

y

I.I-raem: Koordinat ci‘glanni  burchakka burash”a oid

magsadlarimiz uchun r vektorni vektor-ustun sifatida tasawur
qilish qulaydir I:

(1)

‘Vektorlaroi Ultnn sifatida belgilash uUrni instriualax Vg tetuorlor bilac birga ko'rislidd juda quUydir.
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Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorimizni

@»
deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko‘rinib turibdiki:
174 J*
Y- YI+Y2 = e Xtg<p\ "= X1+X2 = y'tg <p+----—-- 3
1+ Cosy»+ g<p X 1+ y'tg<pt-—, (3)
yoki,
x1= xcostp + ysiny?, .4
y' = —Xsin<p+ ycob (p. '
Olingan munosabatni
(rN\N ( cos(p siny?\ /n \ LV

J - sin cosy?) ~Nr2//

ko'rinishga keltirib olganimiz qulaydir. Bundan ko'rinib turibdiki,
agar
@=(an an \ = ( <<P sinp\ .
\<e2 02) \~sinip cosJ y>
ko'rinishdagi matritsa Kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘lgan (5)
fonnulalarni

rr=E 0?2r> *=1.2 (7)
j-1
ko'rinishga keltirib olish mumkin. Darhaqiqat,
rj =x"=0ull+aiZr2= Xcos<p+ ysin
r2-y" - «310 + 9202 = -zsin y?+ ycosy?. tf

(7)-formula tekislikda yotgan ikki o'lchamli radius-vektorning
ta’rifini beradi, bu ta‘rifni umuman ikki o‘lchamli vektorning
ta'rifi sifatida qgabul qgilaylik: bizga ikkita komponentali kattalik
berilgan bo'lsin - A = (/b N12). Bu kattalik ikki o‘lchamli
vektor deyiladi gachonki wn koordinat sistemasini
almashtirganda quyidagi qonun bo‘yicha o ‘zgarsa:

4 = *= 12, 9)
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Ushbu formulaga kirgan a[2' matritsa yugorida ta‘riflangan.

Odatda shunga o'xshash indeksli ifodalarda bitta sod-
dalashtirish qgabul gilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyoriy
indeks soqov indeks deyiladi va u bo‘yicha yig'indi ko'zda
tutiladi ammo vyig'indi belgisi tashlab yuboriladi. Bunday qoida
Einstein qoidasi deyiladi. Shu qoidani qabul qilib yuqgoridagi
formulani quyidagicha yozib olamiz;

= ij=12 (10)

Bu formulada o‘ng tomondagi j - soqov indeks, u bo'yicha
yig'indi ko'zda tutilgan. Ifodaning ikkala toraoniga kirgan r
indeks 0zod indeks deyiladi. Ixtiyoriy formula to‘g‘ri bo'lishining
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi forraulaning
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Soqov indekslarni esa
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo'ldi.
Masalan,

K = a?’Aj = a?kAk = 4 2/, (11)

Ikki o’Ichanili vektorning ta'rifini oldik. Uch o'lchamli vektorlarga
o'taylik. Bizga uch o'lchamli radius-vektor berilgan bo'lsin:

r=(Yle (12)

Shu vektorni z o‘qi atrofida pburchakka burishni quyidagicha ifoda
gilish mumkin;
xf\ /[ oos<p sini/?0\ / x\
( 3 =1 -SinPecosy? 0j (yj . (13)

Darhagigat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng:

X coS P+ ysinys
-Xsintp + ycosip, (14)
Z

N X

Agar endi y o‘qi atrofida (demak, (i, z) tekisligida) ip burchakka



buralishga kelsak uni

K\ /—sin\Ww 0 cosip\ ( X\
Yr = 0 1 0 y (15)

/ N\ cos™ 0sinvV/ Vz)
ko'rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak
X' = —z simp + x cosip,

yl=Y, (16)
Z' = zcoBip + xsinip

tenglamalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini o‘ng
go‘l qoidasi bo‘yicha burashga mos keladi. Huddi shunday x
o‘gi atrofida * burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi
formulalar mos keladi:

X' =X, y' = ycos*+zsin*, J = —ysin*+2 cos*. (17)

Matiitsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumkin:

r= K?/(\= K(! COOS* si;*\ﬁgl( 19)

\Zz] \0 —sin* cos* / \z

Uch oichamli fazodagi ixtiyoriy buralishni awal z o‘qi atrofida tp
burchakka. keyin y o‘qi atrofidagi Ip burchakka va nihoyatda, x
o‘qgi atrofiaagi * burchakka buralishlatga keltrishimiz mumkin. Bu
degani, uch o'lchamli fazodagi umumiy buralishni

/1 0 0 \ /-sinv» 0 cos* \ / cosif siny> 0\
a®)=j 0 coe™ sin™ |1 0 1 0 if -siny? cos™j 0 | =
\0 -sin™> cos<EJ V cosip O sinrpJ \ O 0o 1/
/ -cos<”sin* -simpsin* cos'yp

= | costfCoeid)sin<f>- cos”sinv? cos<fcosy>+ cos”sin”sin$  sin/sinV'
\ cos docos if cosip +sin”\sini/) —cos/sin” + cos”™cos/siny»  coesinV’
19
matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch
o'lchamli ixtiyoriy vektor shunday A kat.talik bo'ladiki, uning
uch komponentasi bo‘lib A = A2, A3} ular uch
o'lchamli fazodagi koordinat sistemasi buralganda yangi sistemada
guyidagicha ifodalanadi:

4 =a<},  Qj=123 (20)



Bu yerdagi matritsa a” - (19)-formula orgali aniglanadi.

Huddi shuningdek n oMchamli fazolardagi vektorlarni
aniglashimiz ~ mumkin. Agar bizga n-komponentalik
A = {11 N2, Az, A,} kattalik berilgan bo'lsa va u
koordinat o'glarini almashtirishda

4 =<#4, i,j=123, n (21)

goida bo'yicha o'zgarsa bunday kattalik n o‘lchamli vektor deyiladi.
Bu yerdagi matritsa ko‘rilayotgan almashtirishga mos ravishda
aniglangan bo'lishi kerak.

(6)-formula orgali kiritilgan matritsaga gaytaylik. Transponir-
langan matritsa tushunchasini kiritaylik (ko'rsatkichidagi (2)
indeksini hozircha yozmay turamiz): = a”. Ko'rinib turibdiki,

T_ ( cosy? siny?
y —sin(f cosp

Demak, aTa = | - birlik matritsa. aTa = / hossaga ega bo‘lgan
matritsalar ortogonal matritsa deyiladi. Keyin ko'rsatamizki,
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal
matritsa bo‘ladi, buning muhim ahamiyati bor - 84.-paragrafning
ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor
va tenzorlaming katta farqi kelib chigishi ko'rsatilgan.

1
§2. AKktiv va passiv yondoshish

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (X,y) koordinat o'qlarini
y? burchakka soat strelkasiga garshi yo‘nalishda burashga mos
keladi - (l.I)-rasmga garang. Bu formulalardagi (x,y) va (x".y")
koordinatlar bitta r nuqtaning eski va yangi sistemalardagi
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshgacha yondashish ham mumkin.
(I.D)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi bo'yicha if burchakka
buraldi deb garash mumkin Bu holda



ifoda r nugtaning qo'zg'olmasdan turgan koordinat sistemasidagi
yangi va eski koordinatlarini bog‘laydi. Agar (5)-formula passiv
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula aktiv almashtirish
formulasi  deyiladi. Qaysi  bir yondoshishdan foydalanish
0'zimizning bctiyorimizda bo‘lib masalaning hususiyatlaridan kelib
chigib tanlaniladi. Kitobning qolgan gismlarida alohida aytib
o'tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

83. Tenzorlar

Fazo koordinatlarining almashinishida ikkita vektoming
ko'paytmasi kabi o‘zgaradigan kattalik TZ} ikkinchi rang tenzori
deyiladi:

rif = <wplkTIK ij,k,1 =1,2,3,...,n. (23)

Uchta vektorning ko'paytmasi kabi o'zgaradigan kattalik esa:
k= NlajmakT'lrm (24)
uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nuqgtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.
Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega

bo'lganlari muhim rol o'ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha
ta'riflanadi:

Si, = Sji. (25)
Antisimmetrik tenzorning ta'rifi:

Al = -AN, (26)
Quyidagi tasqiq juda keng qo'llaniladi:
AijSij = 0. (27)

Buning isboti sodda bo'lgani uchun uni o'quvchiga havola gilamiz.

Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o'zining indekslari
bo'yicha yoki simmetrik, yoki antisimmetrik bo'ladi - bu
ko'rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bog'liq
Masalan, simmetrik ikkinchi rang tenzorning umuman n2
komponentasi bor, simmetriklik sharti (n2 —n)/2 ta shartni

9



beradi (diagonaldan yuqoridagi elementlar diagonaldan pastdagi
elementlarga teng), demak, simmetrik ikkinchi rang tenzorining
mustaqil komponentalarining soni n2 — (n2 —n)/2 = n(n +
)/2 ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang tenzorining ham
komponentalarining umumiy soni n2, antisimmetriklik sharti esa
n+ (n2- n)/2 = n(n + 1)/2 ga teng. Bu yerda birinchi n - hamma
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti, (n2 - n)/2
- diagonaldan yuqoridagi elementlarning diagonaldan pastdagi
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi. Demak.
antisimmetrik tenzorning mustagil komponentalari soni n(n —1)/2
ga teng ekan.

Masalan, —d,,A™ - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda /, ¥ indekslar 0, 1, 2, 3 - to'rtta giymat gabul
giladi. Demak, FN ning umuman 16 ta komponentasi bor, ammo
0'zining ta‘rifi bo'yicha u antisimmetrik tenzor - FM = —F,,M
Antisimmetriklik shunga olib keladiki, to‘rtta diagonal elementlar
0'zining manfiyiga teng bo‘lgani uchun nolga teng: Foo = -Foo = 0
va h.k. Yugoridagi umumiy formula bo'yicha F~ ning 4 (4 -1)/2 =
6 ta mustagil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon
vektori E komponentalari va uchta magnit maydon bektori B
komponentalari mos kelishi ma’lum.

84. Vektor va tenzorlarning umumiy ta‘rifi

Awalga paragraflarda vektor va tenzorlarning almashtirish
koeffisientlari at] lar chizigli almashtirishlarga mos keluvchi
tenzorlar edi. Chizigli fazoning chizigli almashtirishiga o'zgarmas
dij matritsalar mos keladi.  Umumiy holga o'taylik, ya'ni,
koordinatlarning umumiy almashtirishini ko‘ramiz:

xf, = f(x), t=1, 2, (28)

Almashtirishning yakobiani noldan fargli bo'lishi kerak, ya’ni,
almashtirish o'zaro bir giymatli va teskarisi mavjud bo'lgan
alamshtirish bo'lishi kerak. Bu holda

* df'dx*



bo'ladi (ikki marta uchragan indeks bo'yicha yig'indi ko‘zda
tutiladi).

ta‘rif: Agar n komponentalik J1‘(x) Kkattalik (28)-
alma.shtirishda

A =te A (29)
gonun bo'yicha almashilsa u kontravariant vektor deyiladi.
Bu ta'rif (21)-ta‘rifdan Qi koeffisientning o'rniga AXH/AX3
koeffisient paydo bo'lishi bilan farq qgiladi. Agar (28)-almashtirish
chizigli bo'lganda ya’na o‘sha (21)-ta‘rifga gaytamiz.

Endi funksiyaning gradientini garaylik: dip. Bu yerda ip(x) =
skalar funksiya: tp'{X") = <p[X), d, = d/dx1 (28)-almashtirishda
guyidagiga egamiz (hosilaga zanjir goidasini qo'llaymiz):

# ,_ dip'(x") _ dx1d<p(x)
dx* dx* dxJ
Ko'rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning
ta'rifiga mos kelmaydigan formada almashinayapti.

talrif: Quyidagi qoida bo'yicha almashinadigan Kkattalik
kovariant vektor deyiladi:

4 - (3 0 )

(29)- va (30)-ta‘riflardagi koeffisientlarni matritsa sifatida ko'rsak
(ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida ko'rishimiz
mumkin) bu ikkala ta'rifdagi matritsalar ma’lum darajada bir
biriga teskaridir.

Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo'sinda kiritishimiz
mumkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:

dx*dx1 K
T = gkex(T -
Ikkinchi rang kovariant tenzor:

rpt - ka XmI]'l
ij ~ dxHiX>

n



Ikkinchi rang a.ralash tenzor:

mh = axHdx1 K
>  dxkdx') 1 m

Shunday yo‘l bilan yugori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin:
rjt, B& vahk.
1.1-mashq. Zanjir goidasi

dx* dx>

dan foydalanib ko- va kontravariant vektorlarning skalar ko'paytmasi 28-
almashtirishlarga niisbatan invariant kattalik ekanligini isbot giling:

A =AB.

Shu bilan birga, AAB" va A,B, ko'payrmalarning invariant emasligiga ishonch
hoeil gilish mumkin.

Biror yuqori rang aralash tenzori TLT berilgan bo'lsin
Agar uning bitta ko- va bitta kontravariant indekslari bo'yicha
yig'indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

"im— P
Buni isbot gilish giyin emas.

Nima uchun yuqorida n—o'lchamli evklid fazosidagi vektorlar
hagida gap ketganida biz ularni ko- va kontra-variantlarga
ajratmagan edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta'rifdagi koeffisientni
guyidagicha belgilaylik:

dx*

*oow (32)
Ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida qarashimiz
mumkin bo'lgani uchun a'j = dij deb garaymiz, bunda yugoridagi
- kontravariant - indeks satr nomeri bo'lib xizmat giladi, quyi -
kovariant - indeks esa ustun nomeri bo'ladi.

Teopema 1.1 Agar almashtinsh kocjfisientlandan tuzilgan at]
matritsa ortogonal boba ko- va kontra- variant vektorlar orasidagt
farq yo‘q bo'ladi.



Isbot: Zanijir qoidasi (31)-dan kelib chigadiki ko- va kontra-
variant vektorlarning almashtirish qonuni bir-biriga teskari.
Ikkinchi tomondan, (30)-formuladagi koeffisientda (29)-qoida
nuqtai-nazaridan indekslarning o'rni almashgan, ya’ni, (30)-
formulada a~IT matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchun esa
a~X= a.

Demak. ortogonal almashtirishlar hagida gap ketganda ko- va
kontra- variant vektorlarni ajratmasak ham boiadi.

Ikki oichamli evklid fazosidagi wvektorlarning almshtirish
matritsasi (6)-formula orgali kiritilgan. Bu matritsaning aT =
a~x ekanligini, ya’ni, uning ortogonalligini ko'rish giyin emas.
Ortogonallikni tekshirishning Yugqorida ko‘rdikki, ikki, uch va
h.k. o'lchamli evklid fazolarida chizigli almashtirishlar ortogonal
matritsalar orqali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko-

va kontra- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fazosi
psevdoevklid fazo, undagi chizigli almashtirishlar psevdoortogonal
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning

variantligining fargiga bormaslik mumkin emas.

85. Vektor algebrasining analitik formasi

Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: S§ va Ularning ta riflari:

(33)
bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.
1, ijk = 123,231,312 tartibda;
-1, ijk = 213,132,321 tartibda; (34)

= 0, ixtiyoriy ikki indeks teng bo‘lsa. .
Bu tenzor Levi-Chivita “birlik antisimmetrik (psevdo)tenzori

deyiladi. Roetdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining o'rnini
almashtirsak tenzorning ishorasi o'zgaradi. ta‘rifdan bevosita
ko'rinib turibdiki



Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib
chigamiz. Birinchidan, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot
gilaylik.
Kj —HQjId = “tk&k = &ij- (36)
Kronekker deltasi fazo o‘glarini almashtirganda 0‘zgannas, ya’ni,
invariant ekan
Skalar ko'paytmadan boshlaylik. Birinchidan, deltaning
ta'rifidan oydinki
Ai = SijA]. (37)
Bu esa skalar ko'paytma uchun
A B = A{BX= AiSijBj (38)

ni beradi.
Eijk tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko‘paytmasini
guyidagicha ta‘riflashimiz mumkin:

[AB }t = eijkA}Bk. (39)
Tekshirib ko‘raylik. * = 1 boisin:
[AB]j = [AB]x = e\jKAjBu- (40)

0 ‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida sogov indekslar j va K
fagatgina 2 va 3 giymatlarni gabul gilgan hadiargina nolga teng
emas:

cijkAjBk. = emAiBz + £T43#? = A2B3 —J13B2. (41)

Olgan natijamizni 0‘zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olishimiz
mumkin:

M\B]j = A2B3—/1382= AyBz—AzBYy. (42)

Demak, tenzori vektor ko'paytmani kompakt ko‘rinishda yozib
olishga imkon berar ekan. Agar shu tensoming quyidagi xossalarini
kiritsak:

EijkEilm ~ NjkNjm — SijkNjk = 6, (43)
vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalarni ham
soddalashtirish imkoniyatiga ega bo'lamiz. Bu xossalarning
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birinchisini to‘g‘ridan-to‘g‘ri tekshirib ko'rishgina mumkin. Ikkin-
chisi esa birinchisidan uni 6L, ga ko'paytirib sogov indekslar
bo'yicha yig'indini xisoblab olinadi. Uchinchisi ikkinchisini 6km ga
ko'paytirib olinadi.

Kiritilgan formulalarning ganday ishlashini misollarda ko'rib

chiqaylik.
1.1-misol. Uch vektorning go'shma ko'paytmasini toping.

A<{BC] = A[BC], =elkABK @)

Agar (35) ni eslasak uch vektor go'shma ko‘paytmasining bizga ma’lum bir
xossasini olgan bo'lamiz:

A<[BC] =B «[CA = C<AB]. S

1.2-misol

‘(l\lbr[1 bI[)A {C%TFG(XA)(BQ ADE=<) M (6)

1.3-misol.  Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy-

dalanib AO[AB] -0 (47)
ekanligiru ko'rsating.
Isbot .
A<[AB] = fijkNABK (E3)

Bu ifodada uchta soqov indeks bor - i,j,k, ularning har biri bo'yicha 1 dan
3 gacha yig'indi ko‘zda tutilgan. K indeksni olaylik va uning har bir giymati
uchun nolni olishimizni ko'rsataylik. A= 3 dan boehlaylik. Unda

NAABI = {AIAL- AK)B3=0 @)
bo'ladi. Shu muloxazani K = 1 va K = 2 xollar uchun ham gaytarishimiz

mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[A[BC]] = Cu*~[BC]k= CijkAjEKImBICm =

(50)
= (SuSjim - erTeu)A,B,CT = Bi(A =C) - Cm(A =B),
yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o‘tsak:
[A[BC]] = B(A =C) - C(A =B). (51)

Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko'paytmasi uchraganda
ularda ham huddi (50)-formulasidagi tartib ko'zda tutilgan
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- birinchi vektor ikkinchi va uchinchi wvektorlaming vektor
ko'paytinasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.
Nlaydon operatsiyalariga o'taylik. ta'rif bo'yicha

divA = dzAx + dyAy + dzZAz = ANA\ + arA2+ 3313 = g,A{ (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektorning skalar
ko'paytmasi - div A = V mA. Rotor operatsiyasi nablaning vektor
ko'paytmasi orgali aniglanadi:

rotA = VxA. (53)
Vektor ko'paytmaning umumiy ta'rifi (39)- bo'yicha
(rot A), = EijkdjAk. (54)

Bu ta'rifdan foydalanib quyidagilarni isbot qgilaylik:
1.
divrot A = dx(rot A)i = eijkdidjAk = 0. (55)

Chunki simmetrik tenzor dtd} bilan antisimmetrik tenzor
laming (t,j bo'yicha) yig'indisi nolga teng ((27)-bo yicha).
2.

(rotgrad”j = Cijkdjdw = 0, (56)
yana huddi o'sha sabab bo'yicha.

1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan
divB =0 (57)

tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-bo'yicha (57)-dan

B = rotA (58)

ekanligi kelib chigadi.
1.2-mashq ~div [E x B] ni Maxwell tenglainalarini ishlatib toping.
1.3-mashq. rot (A x B] = AdivB - BdivA+ (B *V)A- (A <V)B ni
keltirib cbigaring.
1.4-mashq rotrot A = graddivA - OA ni keltirib chigaring.
1.5-mashqg grad(A B) = (B *V)A + (A <V)B + B x rotA+ A x rotB
ni keltirib chigaring.
1.6-mashg. [A x Bl A2B2—(A <B)2 ni keltirib chigaring.
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86. Helmholtz teoremasi
Teopema 1.2 Quyidagi munosabatlar orgali aniglangan F vektor
V F = D, VXXF=C
quyidagi Ko ‘rtmshga ega:
F=-Vu+Vxw, (59)

bunda

« « -Db S A

Bu yerda D(r) va C(r) funksiyalar cheksizlikda r —» oo
nolga kamida 1/r2 dek intilishi kerak, undan tashgari o'zaro
kelishtirilganlik sharti V «C = 0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti
r r a O-— = -4n6(T —'
(r-r'l Jr—r'I3 v 'D'|r—r7! ( r)
formulalardan kelib chigadi:

V F=-Au=1] D(r')e(r- r)dVv = D(r),

VXF =VXVxw = —-Aw + V(V mw),

-Aw = C(r),

Vv— ¢/ virbic(r)'V = 1fr?j5CM A" -
m-c/ Virbi Qr)A- -i / * (f5i)n'+
thJttvw --hh'T%=Q

chunki C /r2.
Topilgan formula (59) yagonami yoki unga mrrranidirqo’shib
go'yishimiz mumkinmi?  Biz F ga divergensiuasi/va Votori
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nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy vektorni qo'shib go'yishimiz mumkin,
natija o'zgarmaydi. Ammo, cheksizlikda nolga intiluvchi hamda
divergensiuasi va rotori nolga teng bo'lgan vektorning o‘zi nolga
teng. Shuning uchun (59) formula yagonadir

Olingan natijani bir joyga yig'ib quyidagi formulani yozib
olishimiz mumkin: r —»o00 da 1/r dan tezroq nolga intiluvchi
ixtiyoriy F(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o'rinlidir:

(60)
Isbot gilingan tasdig Helmholtz2 teoremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektrostatikada VV mE = 4irp, V xE = 0. Demak,

EQ“'V(/0T77™~) ~~W(Mt *n*/jp V r-

4r
1.6-misol MagnitostatikadaV -B =0, V x B = —j. Demak
c

Bn-vx(;/ \Y; A FV -
87. Matritsalar

N x n-matritsa deganda biz ma'lum bir goidalarga bo'ysundirilgan
guyidagi jadvalni ko'zda tutamiz:

( Oy Oi2 ®In ~
021 022 -" @®2n
A= (61)

~Nanl 2,2 e*= Bnny

Matritsani ko‘pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel-
gilaymiz.  (A)*, = a,). Matritsalarning ko'paytmasi qoidasi
quyidagicha ta‘riflanadi:

(AB)ij = antbiij. (62)

2Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894) - nenwus fizigi
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Sogov indeks K bo'yicha yig'indi - 1 dan n gacha. Bu qoida chap
matritsaning satrini o‘ng matritsaning ustuniga ko'paytirishga mos
keladi.
Matritsalarning ko'paytmasi umumiy holda nokommutativlik
hossasiga ega, ya'ni
AB ¢ BA. (63)

1.7-misol. Bizga ikkita matritsa berilgan bo'lsin:

Ko'rinib turibdiki, e "
-()«0-() B
BA-{1 J)(i 1)-{I 2) 66

Agar ikkita matritsaning ko‘paytamasi ularning tartibiga
bog‘iig bo‘Imasa
AB = BA, (67)

bunday matritsalar o'zaro kommutativ deyiladi.
Hamma diagonal elementlari birga, nodiagonal elementlari
nolga teng matritsa

1 0 == 0\
/=101 i i (68)
00 o= 1j
birlik matritsa deyiladi. Uni ko‘pincha
Aj =1> *ij = 1)2,3,...,n (69,i

ko'rinishda olish qulaysir.

§7.1. Matritsalarning turlari

1 Simmetrik va antisimmetrik matritsalar.
Simmetrik matritsa:
Sij = Sji. (70)
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Antisimmetrik matritsa;
A, =-A,. (71)

nxn matritsaning komponentalarining soni n2. Matritsa simmetrik
yoki antisimmetrik bo'lganda uning mustaqgil komponentalari
sonini topaylik.

Simrnetriklik sharti diagonal komponentalarga alogasi yo‘q,
ulaming soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni
(n2- n)/2, simrnetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom-
ponentalarga tengligini bildiradi. Demak, mustaqil komponentalar

soni: n+ (n2- ny/2 = -n(n + 1).

Antisimmetrik matritsaning diagonal komponentalari nolga
tengg Au = —Auy = 0, t = 1,2, Diagonal ustidagi
komponentalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng,
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustagil komponentalarining

soni -n(n - 1) ga teng degan hulosaga kelamiz.

2. Ortogonal matritsa. Transponirlangan matritsa - satr
va ustunlari o'zaro almashgan matritsa:
(AT = Au, (72)
Agar gandaydir hagigiy A matritsa uchun
ALA = AAT =/, vyoki AikAjk= Sij (73)

boisa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.
1.8-misol. (6)-matritsani olaylik. U ortogonal matritsadir. Birinchidan
uning transponirlanganini topayli:

. T )
{ cosp —sinp\ _( cosy> sin \
I siny> cosy> ) ~ \ —siny? cos<pJ
Ko'rinib turibdiki
/ cosp sin<? \ / cosip -sin<*\ _ /1 0\
| -sin¥> cosPJ ysin® wse>J YO 1y "

Demak, ikki o'lchamli evklid fazosini <% burchakka burash
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshga so'zlar bilan
ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash
almashtirishi ortogonal almashtirish bo'ladi.
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Ushbu tasdiq fagat tekislikka emas, ixtiyoriy n-o‘lchamli evklid
fazosiga taalluglidir.
n-o‘lchamli evklid fazosida chizigli almashtirish O ni ko'raylik:

X\ = QijX]. (75)
Ochib yozsak

Xj = OuXl + 0 12X2 Hemm 10 \aXn,
N2 = 02Xl + 02242 H------ 102nX,,,

(76)
xn= Onlx1+ Om2x2+ eee+ OMXN.

Ushbu chizigli almashtirish vektoming kvadratini saglasin deb
talab giiaylik:

X'T ex' = XkOMOijXj = x X. (77)
Bu munosabat bajarilishi uchun
QjiOij = OIkOIj = 5kj (78)

bo'lishi kerak. Demak, n-o‘lchamli evklid fazosida n x n o'lchamli
ortogonal matritsa yordamida bajarilgan chizigli almashtirish
vektoming kvadratini saglar ekan. Koordinat o'glarini biron bur-
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o'zgarmaydi,
chunki vektoming kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng.
Demak, aylanish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal matritsaning ustunlari
o‘zaro perpendikular va har birining uzunligi birga teng bo'lgan
n—komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa misolida
ko'rish mumkin; uning har bir ustuni 2-o‘lchamli uzunligi birga
teng vektordir,

ulaming o'zaro skalar ko'paytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan
vektorlar hagida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.
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Ortogonal matritsaning determinantini topaylik.  Birinchi
tomondan
det(0TO) = det7 = 1. (79)
Ikkinchi tomondan

det(OrO) = (det0)2, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinant
o‘zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko‘paytmasining determinanti
determinantlar ko‘paytmasiga teng ekanligi ishlatib Kketildi.
Demak.

detO = + 1. (81)

Odatda ixtiyoriy n x n ortogonal matritsalar to'plami O(n)
deb belgilanadi, shu to'plamga kirgan va determinanti +1 ga
teng boigan matritsalar to'plami esa SO(n) deb belgilanadi.
SO(n) to'plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi yana SO(n) to'plamning
eleinentini beradi. Determinanti -1 boigan matritsalar bunday
hossaga ega emas.
3. Hermite qo‘shma. Elementlari kompleks bo'lgan

matritsani transponirlab kompleks go'shmasiga o'taylik. Bunday
operatsiya matritsaning hermite qo‘shmasiga o'tish deyiladi:

= AT\ (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks go'shmaga o'tishni bildiradi.
Demak,

o= A-. (83)
Agar matritsa o‘zining hermite3 qo‘shmasiga teng bo‘lsa
Af = A, (84)

bunday matritsa hermite matritsa deyiladi
4, Unitar matritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi
gachonki u uchun

t//f = U'U = | (85)

3Charles Hermite (1822-1901) - fransuz matematigi
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bo'lsa.  Ya’ni, unitar matritsaning hermite qo'shmasi uning
teskarisiga teng:
f/t = (86)

Matritsaning unitarligi shartini
uk,ukj = hi yoki = Sj (87)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng bolgan
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil giluvchi
"vektorlarning”" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya’ni, ustunlar
ortonormal sistemani hosil giluvchi vektorlardan iborat. Huddi
shularni satrlar hagida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar
unitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, fagat birinchilari

kompleks matritsalardir.
1.7-mashq Quyidagilarni isbot qiling:

(AB)T = BTAT; (AB)'1= B~IA~I\ (AB)' = BU*.
1.8-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

Agar A vaB matritsalar ~ ~ bo‘lsa.4/? matritsa ham shunday bo'ladi.

(88)
1.9-mashq Ixtiyoriy A matritsa uchun quyidagilarni isbot qiling:

e S = A+ Al'- simmetrik, B = A —AT - antisimmetrik ekanligini;
e A+ A*va | (1 —A*) laming hermite matritsa ekanligini;

« 4.4f va M larning hermite matritsa ekanligini.

§7.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yig'indisi uning izi deyiladi
va quyidagicha belgilanadi:
An = Tr(A) (89)
yoki
= Sp(A). (90)
1.9-misol. Quyidagilarni isbot qiling:

TY(4£) = 'M-(BN),
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Tr(ABC) = Tr(BCA) = TY(CNA).
Birinchisining isboti
Tr(AB) = (AB)é = A, dn = B»Ay = (BA)u = Tt(BA).
Ikkincliisining isboti:
"Yt(ABC) = AijBjkCk, = BjkCk,Ai, = Ck,A{)B}K.
1.10-mashq.

i ar a3\ o

bi B B \-CjkOibjCk

Ccl C)J Cij/

ekanligini isbot giling. Umumlashgan holda:
( oy ai2 a3\ ~

CtJl 022 <*23 | = 7r7i}tElmn<lilOjmakn.

031 032 033 /

88. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo‘l bilan tasawur qilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektorni ko'pincha biror fazodagi strelka ko'rinishida
tasawur qgilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning
uzunligiga teng. Bu tasawur fizik kuchlar va tezliklarning
yo'nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi awalgi paragrafdagidek analitik
ko‘rmishda, ya’ni, indeksli kattalik sifatida tasawur qilishimiz
mumkin.  Murakkab ifodalarni soddalashtirish nugtai-nazaridan
ushbu tasawur eng qulaydir.

Uchinchi yo‘l ham bor - chizigli tenglamalar sistemasini olaylik:

auX! + ai2™"2 H------ hai,,xn = yi;
021N + <22 H------ a2n™n = Y2\

OnlI™l + <bi2x2+ ' e+ GinXn = yn

Ushbu ko'rinishdagi chizigli sistema uchta kattalik - ikkita n
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komponentalik vektor-ustun:

X — Y = (92)
\NoA \yn f

va bitta n X n matritsa

7 ay o12

021 a2 (93)

\Onl QR e== ON/
kiritish orqali quyidagi kompakt ko'rinishda yozib olinishi mumkin:
AX = . (94)

Bu tenglik geometrik nugtai-nazardan quyidagini biidiradi: x
vektor ustida biz chizigli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orqali ifodalanadi, bu chizigli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o‘z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak. Skalar ko‘paytmani korrekt
ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida
olinadigan vektor-satrni ham Kkiritishimiz kerak:

Xr = (*l. *]. eee *)m

Bu holda ikkita vektoming skalar ko'paytmasi uchun satrni ustunga
ko'paytirish qoidasi bo'yicha to'g'ri ifoda olamiz:

n

k—

Agar ko'rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko'paytma
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Tt(ABC) = Tr(BCA) = T*(CN4).
Birinchisining isboti
Tr(AB) = (ABU = N1~Ba =0 [ , = (BA)# = TV(EM).
Ikkincliisining isboti:
lit(ABO) = AijBjlgCki ~ BjkCkiAij = CkiAijBjic.
1.10-mashq
/ aj a2 a3\

det1 61 67 63 | - EijkaibjCk
\G @ &/

ekanligini isbot giling. Umumlashgan holda:

( an <»ij «13 \ j
am an an | = NeNElTTaya, Takn.

a3l 032 a3z /

88. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yo‘l bilan tasawur qilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektomi ko'pincha biror fazodagi strelka ko'rinishida
tasawur qgilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektoming
uzunligiga teng. Bu tasawur fizik kuchlar va tezliklarning
yo‘nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektomi huddi awalgi paragrafdagidek analitik
ko'rinishda, ya’'ni, indeksli kattalik sifatida tasawur gilishimiz
mumkin. Murakkab ifodalami soddalashtirish nuqtai-nazaridan
ushbu tasawur eng qulaydir.

Uchinchi yo'l ham bor - chizigli tenglamalar sistemasini olaylik:

an”i + 012X2 H-—-——--- tai,x, = Yb
021X1-I-022X2 -l--—------ f 02,,X,, = ¥Y2;

OnIXIl t'®n2"2+ '* + OfmXn = yn

Ushbu ko'rinishdagi chizigli sistema uchta kattalik - ikkita n
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koraponentalik vektor-ustun:

f XN (yn
Xe X y= % (92)
{XJ’ [yn)

va bitta N X n matritsa

an a\2 eee n

A= 021 a2 eee

NAp1 OT2 e Q’ny

kiritish orqali quyidagi kompakt ko'rinishda yozib olinishi mumkin:
AX = y. (94)

Bu tenglik geometrik liuqtai-nazardan quyidagini bildiradi: x
vektor ustida biz chizigli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orgali Ifodalanadi, bu chizigli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o‘z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.

Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko'paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak. Skalar ko'paytmani korrekt
ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida
olinadigan vektor-satrni ham Kiritishimiz kerak:

XT = (XU X2, mme, X,,).
Bu holda ikkita vektorning skalar ko'paytmasi uchun satrni ustunga
ko'paytirish qoidasi bo'yicha to'g'ri ifoda olamiz;

n

(X,y) = xr -y = "}T xkyk.
1

Agar ko'rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko'paytma

.
(x,y) =xf-y =J2 XR&

*=1
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ko'rinishda ta'riflanadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni
transponirlashdan tashqari uning har bir komponentasining
kompleks go'shmasiga o'tishimiz kerak:

X* = (zj, X2, e==, Xn).

Vektorlar va matritsalarni o‘z ichiga olgan yana bir skalar ifoda
(son) keng uchrayqi:
I
(x, Ay) = x1lefly = x-Aikyk.
tTc=l

Bunday ifodalami yozganda yig'indi belgilarini tushurib qoldirish
gabul qgilingan: (x, ly) = x"Alkyk. Ikki matra gaytariladigan in-
dekslar bo'yicha yig'indi ko'zda tutiladi, ammo yozib o‘tirilmaydi.

89. Hususiy vektorlar va hususiy giymatlar masalasi

Bizga n x n bo'lgan A matritsa berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik shu
matritsa ta’sir gilayotgan n-o‘lchamli fazoda shunday x vektor va
Asonlar topilsinki ular uchun

AX = AX (95)

munosabat bajarilsm.! Bu holda A son A matritsaning hususiy
gqiymati yoki soni va vektor x matritsaning shu hususiy songa
mos keluvchi hususiy vektori deyiladi. Ba’zi-bir hollarda A
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy qiymat va hususiy vektorlarni topishga o'taylik.
Buning uchun (95)-formulani quyidagicha yozib olaylik:

(A - AT)x = 0. (96)

A sonidan keyin paydo bryigan | birlik matritsani bildiradi.
Cramer4 teoremasi bo'yicha bu tenglama yechimga ega bo'lishi
uchun

det A- XI =0 (97)

4Gabriel Cramer (1704 - 1752) - shveytsar niatematigi.
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bo'lishi kerak. Bu esa bizga A uchun n-tartibli tenglamani beradi.
Algebraning asosiy teoremasi bo'yicha uning n ta yechimi bor.
Demak, A matritsaning n ta hususiy giymatlari bor ekan. Shuni
hisobga olib (95)-tenglamani

AX® = \X®, *= 12, e='l» (98)

ko'rinishda yozib olamiz. x() vektor A matritsaning A hususiy
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy giymatlar oddiy
va karrali bo'lishi mumkin. Biror hususiy son A ga n, ta hususiy
vektorlar mos kelsa shu hususiy sonning karraligi n, bo'ladi. Kvant
mexanikasida bunday hoi n, karrali aynish deyiladi5. Matritsaning
hususiy giymatlari to'plami - {Ai, A2, ==, An} - shu matritsaning
spektri deyiladi.

1.10-misol. Agar T - unitar matritsa bo'lsa AV&TAT" larning spektrlari
bir hildir. Buning isboti quyidagi sodda munosabatdan kelib chigadi:

det\TAT~I - A] = det\a - A/j.
Hermite matritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Teopema 1.3 Hermite matritsaning hususiy giymatlari - haqigiy
sonlardir. Har xil hususty giymatga mos keluvchi hususiy vektorlar
0'zaro ortogonaldir.

Isbot. r-nchi vaj-nchi hususiy qiymatlarga va hususiy vektorlarga
mos keluvchi tenglamalami yozib olaylik:

AX() = AXN AXN = AXN (99)

Bu yerda x”™ - A hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor,
X(-) esa - Xj hususiy giymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu
tenglamalardan ikkinchisining hermite qo'shmasiga o'taylik:

XxNMU* = A*xwi. (100)

Bu tenglamadagi xj ni ganday ma’noda tushunish kerak? Odatda
vektor deyilganda, aynigsa matritsalar kirgan chizigli tenglamalar

5Hamilton operatorining bitta hususiy giymati E, ga n, ta to Igiu funksiya wos kdishi mumkin, bundsv
hususiy giymat n, karrali aynigan deyiladi
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haqgida gap ketganda, vektor-ustun ko'zda tutiladi:

\ Xn

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko'paytirsak ((99)-
tenglamadalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo
ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirib bo‘lmaydi, matrit-
salarning ko'paytirish goidasiga matritsani chap tomondan satrga
ko'paytirish moe keladi. (I00)-tenglamada huddi shunday oper-
atsiya ko'zda tutilgan, ehunki hermite go'shmaga transponirlash
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga aylanadi:

x* = (xX{, Xj, ***, xh). (102)

Masalan. vektorning o0'z-o'ziga skalar ko'paytmasi:

(X, X) = X* e X = XjXi + x\x2 H------ hX*xn= "2 Kit]2- (KO3)
K=\
Ya’ni, (99)- va (100)- tenglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir

xil tabiatli kattaliklar kirgan - (99)-da chap va o'ng tomonlarda
ustunlarga egamiz, (100)-da esa ikkala tomonda satrlarga egamiz.

(99)-ning birinchisini chapdan x ™ ga ko'paytirayhk, (100) ni
esa o'ng tomondan x” ga ko'paytiraylik:

XN XN = Ajx~Axn, XNMN*X() = A*XNX()

Matritsa A hermite bo'lgani uchun J1* = A ikkinchi tenglamaning
chap toinoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng bo'ladi -

X0)tAfxw = x0)tAX(,).

Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib
tashlasak
{K- A")x*x(>=0 (104)

tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.

28



Birinchidan, i ®j, bu esa A<” A* degani, demak
x0)tx(0 = o.

Ya'ni, ikkita har xil hususiy giymatlarga mos keluvchi hususiy
vektorlar o'zaro ortogonal ekan.

Ikkinchi variant - i = j. Bu holda

x()x(0 = KOJ2> o

(104)-ning chap tomoni nolga teng bo'lishi uchun
Al = A

bo'lishi kerak, ya’ni, hususiy giymatlar hagigiy bo'lishi kerak.
Teorema isbot gilindi.

1.11-misol.  Quyidagi matritsaning hususiy giymatlari va hususiy
vektorlarini toping:

/0 1 04
A= (10 0171.
\0O 0 0/
Yangi matritsa tuzamiz:
/-A 1 0\
A- A= 1 -A 0
\N0 0 -A/

Uning determinantini nolga tenglashtirish kerak:
AAI - 1) =0.
Bu tenglamaning uchta yechimi bor:
A=, m=1 A=0.
A matritsaning hususiy giymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga odaylik.

Ai = -1 hoi
Bu holda

tenglaraaga egamiz. Komponentalar tilida:

X =-V, Y« z=0.
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Demak, birinchi hususiy vektor

“u(7)

ko‘rinishga ega ekan. Bu vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak:
xd)tx (i) = 2x2 = 1, buning uchun esa x = 1/%/2 bollishi kerak (x = - | /\/2
holning tahlili misolning ohirida berilgan). Natija:

J2 = 1 hoi
Bu holda

tenglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik:
X =Y, Yy = X, 2=0.

Ikkinchi husussiy vektor

X»
mS
ko‘rinishga ega ekau. Uning normasini birga tenglashtirsak
IbAl = 2x2= 1

X = I/\/2 ekanligini topamiz. Natijaviy ifoda:

XP»
A3 =0 hoi
Bu holda
Algebraik ko'rinishda
X =0, y =0, Z - ixtiyoriy.
Demak. yechim sifatida
X<3>

m(:)



olinishi mumkin. Vektorning normasini birga tenglashtirsak z = 1 bo'ladi.
Natijada A= 0 hususiy giymatga

vektor mos kclishi topdildi.
Ko‘rinib turibdiki topilgan vektorlar o‘zaro ortogonal to‘plamni tashkil
giladi:
(x(1>xQ)) = 0, (x(),x(s) =0, (x(@0).x(s)=0. (105)
Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganimiz uchun bu ortogonal
sistema ortonormal sistemadir:

(xw,xw) =~ i,j =1.23. (106)

Shu bilan uchta o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng boigan ortlar topildi.
Vektorlami normaga keltirish jarayonida har gal £ ishoralardan

1.2-rasm: o0‘ng-qo’‘l va chap-qo 1bazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz
mumkin edi, hosil bo'lgan sistema bari-bir ortonormalligicha
golaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

X(” = -7i0 (i) - (107)

ko'rinishda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A matritsaning
hususiy vektori bo'lib golaveradi, ammo, hosil bo'lgan ortlar
sistemasi 0‘ng-go‘l sistemasini emas, balki chaj>-gqo‘l sistemasini
hosil giladi. Bu vaziyat (l.2)-rasmda ko'rsatilgan. Birinchi
va ikkinchi ortlar (x,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
z o‘gi bo‘vicha yo'nalgan. Xuddi shunday boshga ortlarning
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ishorasini ham o'zgartirishimiz mumkin, bu bazis ortlarning
yo‘nalishlarini har xil qilib tanlab olishga teng. Qaysi ishorani
tanlash yechilyapgan masalaning mohiyatiga mos kelishi nugtai-

nazaridan hal gilinishi kerak.
1.12-misol. Karrali hususiy giymatga misol.

(108)
matritsaning hususiy sonlari:
i=-1, A= A= 1. (109)
Hususiy giymatlar karrali bo‘lib chigdi: Ar= A3. Agar Ai = -1 ga
(110)
hususiy vektor mos kelsa, A"3 = 1 ga bitta
(in)

hususiy vektor mos keladi. Masalaning o‘zida x vay larni tanlashga imkoniyat

beradigan iloj yo‘q, demak, go‘shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak.
Birinchi gadamda x = 0 deb olamiz:

(112)

Ikkinchi variant uchun y = 0 holni tanlaymiz:

(113)

Olingan vektorlarning hammasi o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya’'ni,
malum bir ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqga variantlar ham bor edi.
Agar (lll)-ga qarasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekLslik
(y,z) o‘glari hosil gilgan to‘g‘ri burchakning diagonali bo‘yicha o4gan, (y, z)
tekisligiga perpendikular va X o‘gi uning ustida yotadi. x (1) vektor esa shu
tekislikka perpendikular. (lll)-ifodada X va y larning ixtiyoriy tanloviga
shu tekislikda yotgan va x(1* ga ortogonal bo‘lgan bir vektor mos keladi,
i va y larning boshga tanloviga shu tekislikda yotgan boshqa vektor mos
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kcladi. Bizning tanlov - mumkin bo'lgan bitta hususiy variant. Biror inasala
yechilganda shunday vaziyat tug‘ilsa o‘sha masalaning konkret hususiyatlariga
mos keluvchi variantui tanlash kerak.

1.11-mashq. Pauli inatritsalari berilgan bo‘Lsin:

a) Har bir matritsaning hususiy giymatlari va hususiy vektorlaiini toping.
Ulami birlik normaga keltiring;

b) Birlik vektor olainiz N = (sinBcosd, sin0sind, cos0.) Shu vektor
uchun N «a skalar ko'paytmaga mos keluvchi matritsani toping;

c) N a matritsaning hususiy giymatlarini toping va uning hususiy
vektorlari

bo‘hshini ko‘reating. Agar B = 0 va (o = 0 bo‘lsa ushbu vektorlar yuqoridagi
<z ning vektorlari bilan ustma-ust tushushini ko'rsating. B = ir/2 va ®= 0
bo‘lganda natija ar ga mos kelishini ko‘rsating. B = */2 va o= */2 holda esa
oy uchun natijalarga kelinishini ko‘rsating.

1.12-mashq Unitar matritsaning determinanti e*°, a - haqiqiy son,
bo'lishini ko‘rsating.

1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy giymatlari e** a - haqigiy
son, bo(lishini ko'rsating.

1.14-mashq. Haqigiy antisimmetrik matritsaning hususiy qiymatlari
mavhum yoki nolga tengligini ko rsating. Misol sifatida

matritsani ko‘ring.

810. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
810.1. Umumiy muloxazalar

Uch olchainli misoldan boshlaylik. Bizga ixtiyoriy hermite
matritsa A berilgan bo‘lsin. Shunday bir matritsa T tuzaylikki,
uning ustunlari A matritsaning hususiy vektorlaridan tashkil
topgau bo‘lsin:
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Bu matritsaning hermite go‘shmasi

(it Xill A™>- x«-
T*=1 x™ | =1 > xX'2- > (116)
x (3t B _3)* @»

Tekshirish giyin emaski

X tt)t
TAAT = (%<2 | A XM\ X&\XxN) =
x (3)t
(117)
X*» \ /n, 0 0N\
= (( x@t ) (Aix(1), A 2),Ax@B)=1 0 A2 0 1.
Ol \O O A&/
Umumiy holda ixtiyoriy n x n matritsa A uchun diagonal

ko'rinishga keltirishni quyidagicha ta'riflashimiz mumkin. A ning
hususiy vektorlaridan

T = (X(@), x(2), ===, x() (118)
matritsa va uning hermite go'shmasi

I x (i)t \

XWt
T] = (119)

X Mt

larni tuzamiz. Ular yordamida A matritsani diagonal ko'rinishga
keltiramiz:

fax 0 <= 0>
. 0 a2 ... 0
T'AT = Da= (120)

0 ecceonm P
n \ri j

Ko'rish qiyin emaski
t't - 1, (121)



ya'ni, T matritsa unitar matritsa; T* —J 1-1. Demak, A hermite
matritsa unitar almashtirish yordamida diagonal ko'rinishga
keltirilar ekan:

Da = T~IAT. (122)

Biz bilamizki
det (T~1AT) = det A, TV (T~'AT) =TrA. (123)

Bundan ikkita muhim hulosa kelib chigadi:

1. det A —/J1U12 e==An.

2. VA —Ai + JI2 + eeet+ A = k53_ At.

=i

Birinchi hulosadan yana bitta hulosa keltirib chigarish mumkin
- agar A matritsa aynigan bo'lsa (detA = 0) uning hech
bo'Imaganda bitta hususiy giymati nolga teng bo'lishi kerak.

810.2. Ikkita matritsani bir vaqtda diagonal ko‘rinishga keltirish

Teopema 1.4 Bizga o'zaro kommutativ bo*lgan A va B matritsalar
berilgan bo'lsin:
AB = BA. (124)

Bu holda ulammg hususiy vektorlari toplami bir bo‘ladi.
Isbot. x vektor A ning bir hususiy vektori bo'lsin:
AX = AX. (125)

Bu holda
A(Bx) = BAx = A(Bx). (126)

Ya'ni, BX vektor A matritsaning huddi o'sha A hususiy giymatiga
mos keluvchi yana bir hususiy vektori ekan, u x dan fagat o'zining
uzunligi bilan farg gilishi mumkin:

Bx = ux. (127)

Demak, A ning hususiy vektori B ning ham hususiy vektori bo'lar
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdigi darhol kelib chigadi.
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Teopema 1.5 A va B matritsalarning kommutativhgi ulami bir
vaqtda diagonal ko'rinishga keltirilishtning yetarli va zaruny
shartidir.

Isbot.

Yetarhlik sharti. A va. B matritsalarning hususiy vektorlari
to'plami bir xil boigani uchun mana shu hususiy vektorlardan
yuqgoridagi (115)-goida bo'yicha bitta T matritsa tuzaylik. Bu
matritsa A ni ham, B ni ham bir vaqtda diagonal ko'rinishga
keltiradi.

Zaruriylik sharti. Faraz qgilaylik

Da=T~IAT, DB=T~IBT (128)

diagonal matritsalar bo'lsin.  Bu yerda T - A (demak, B)
matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo'yicha tuzilgan
unitar matritsa. Bu degani

AB - BA = TDaT-'TDbT-1- TDbTATDaT-1=
(129)
= T{DaDb - DbDa)T-1= 0,

chunki diagonal matritsalar hamma vagt kommutativ bo'ladi.

§10.3. Normal matritsalar

0 ‘zining hermite go'shmasi bilan kommutativ bo'lgan matritsa
normal matritsa deyiladi:

Nrf= N'N. (130)

Normal matritsani quyidagi ko'rinishda tasawur qilishimiz
mumkin:

N = A+iB, (131)

bu yerda A va B matritsalar hermite va kommutataiv bo'lishi
kerak. Darhagqiqat,

NNf= (4+iB){Af- iB1) = AA*+ BB* +i{BA'- AB") (132)
va
N'N = (A*-iB*)(A+iB) = A'A+B'B+i(A*B-B'A) (133)
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ifodalar bir biriga teng bo'lishi uchun A*= A, B = B, AB = BA
bo'lishi kerak.

Ikkita o'zaro kommutativ matritsani bir vaqgtda diagonal
ko'rinishga keltirish mumkinligidan quyidagi tasdiq kelib chigadi:
Teopema 1.6 Normal matritsa diagonal ko'rinishga kcltiriladi.

1.15-mashq. Ixtiyoriy n x n o'lchamli A matritsa uchun
dete™ = evn (134)

ayniyatni isbot qiling: a) (123)-formulalardan foydalanib (diagonal ko'rinishga
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda.

1.16-mashq. Quyidagi matritaalarning hususiy giymatlari va hususiy
vektorlarini toping, ulami diagonal ko'rinishga keltiring:

811. Gram-Schmidt metodi

Bizga biror C fazodagi chizigli bog'lig bo'lImagan funksiyalar to'liq
sistemasi berilgan bo'lsin: {y?,.} = {<, eccle
Teopema 1.7 Ixtiyoriy chizigli bog'liq bo'lmagan to'lig sistema
Wn, n = 0)1,2,3,...} ni ortonormal sistema {\wn, n = 1,2,3,...}
ga aylantinsh mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar ip,, eski
funksiya tpn laming chizigli kombmatsiyasi bo’ladi.

Isbot. Ushbu ish gadamma-gadam bajariladi. Birinchi gadamda
quyidagi yangi funksiya Kiritamiz:

MX)= INI * - (1%

Ko'rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: |[foll = 1-
Ikkinchi gadamda

Ni(x) = ipi(x) - otwMx) (136)

funksiya kiritamiz. Biz uni rfo ga ortogonal qilib olishimiz kerak,
buning uchun

(t'iV'0) = 0 = (VeiV*0) —“ 10 (137)
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shartdan noma’lum a ni topib olamiz:

Mo = (V'I.V'0)- (138)

Demak,
Wi = <ii(x) ~ (Vui'o)Mx)- (139)
Topilgan aynan nolga teng bo'la olmaydi, bu holda <\

funksiya y? funksiya orqali ifodalangan bo'lib qolar edi, bu esa
teorema shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga
tenglashtirish goldi:

Wi = treeeVi- (140)
il
Yangi sistemamaizning ikkita elementini topdik - /g Ular

o‘zaro ortogonal va har birining normasi birga teng.
Davom ettiramiz.  Yangi to'plamning uchinchi elementini
kiritamishni boshlaylik:

foix) = bl x) ~ a20n0 ~ <21M- (141)
Bu element topilgan tpo, tpi larga ortogonal bo'lishi kerak:

(A2, V0) = iR 450) ~ <D= 0; (A2, Xpi) = {ipi, i>X) - a2i = 0.

(142)
ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:
«20 = (y=2, Vo), <2 = (y>2,N)- (143)
Demak,
V2= >2(X) - (ipz, mOmo - fa, P\p\ (144)
Topilgan elementning normasini birga keltiraylik:
2= TTyTT . (145)
\'m \\
Shu etapda jarayonni umumlashtirishimiz mumkin. Agar
o Wi,..., V'n-i funksiyalar topilgan bo'lsa
n—1
mpn = Y?n - 5 2 a nklpk, a nk = (<pn, tpk), (146)
*=0 |
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formula asosida yangi funksiya olamiz va uning normasini birga
tenglashtirib

(247)
yangi sistemaning n-chi elementini ham topamiz. Gram
Schmidt 6 metodi deb atalgan bu metod bizga {ipn,n =
0,1,2, ko'rinishdagi ortonormal sistemani beradi:

‘PDT) — ~“mn* (148)

Metodni umumlashtirishimiz mumkin. G fazoda skalar ko'paytma
p(x) vazn bilan berilgan bo'lsin:

6

(149)

a

1.17-mashq. Quyidagi chizigli bog'liq bo'Imagan uionomlar sistemasi
berilgan bo'lsin:

m(x) = x", n=0,1,2,.. (150)
Ushbu sistemani yuqgoridagi metod bo'yicha

1. (-1,1) intervaldap = 1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (-00,00) intervalda p(x) = exp(-zJ) vazn bilan Hermite polinomlariga
keltiring.

®Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - daniyalik matematik; Erhard Schznidt (1876 - 1959) -nemis
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DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK
NAZARIYASI

81. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtalari

Nazariy fizikada quyidagi ko'rinishdagi ikkinchi tartibli differensial
tenglama ko‘p uchraydi:

u\z) + p(z2)u'(z) + a{z)u{z) = 0. )

Fizikada uchraydigan  funksiyalarning analitik  hossalari
ko'iilayapgan  masalaning  fizikaviy = hossalarining  aksidir.
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nuqtalariga
bevosita bog'lig bo'ladi. ko'pincha shunday hollar uchrab turadiki,
tenglamaning butun tekislikdagi aniq yechimini topish mumkin
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o'zimizga qizig bo'lgan
nugta atrofida yechimni qidirib ko'rishimiz mumkin. Ushbu
bob yuqoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqta atrofida
gidirishga bag'ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida qidirar ekanmiz biz uni gator sifatida
gidiramiz. Agar bironrbir z = a nuqgtada yechimni yaginlashuvchi
Taylor gatoriga yoya olsak bu nugta oddiy, yoki, to‘gri nuqta
deyiladi. Buning uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. (1)-
tenglamadan biz u''(z) ni topa olamiz:

u"(z) = -p{z)u’{z) - 4(2)u(2). ()

Taylor gatoriga yoyish uchun bizga u*(a) kerak, buning uchun esa
ixtiyoriy u(a) va u'(a) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni inavjud
bo'lishi kerak. Boshga so'z bilan p(a) va g(a) lar cheklangan
bo'lishi kerak. Taylor gatorini qurish uchun kerak bo'lgan yuqori
hosila (u"'(a) va h.k.) larni hisoblay boshlasak p{z) va q(z)
larning ham yuqori hosilalari mana shu z —a nugtada mavjud
bo'lishlari kerakligi kejlib chigadi. Demak, z —a nugta to‘g‘ri
nugta bo'lishi uchun p(z) va q(z) funksiyalar shu nuqtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zaruriy ekan. Shu shart bir vagtda yetarli
bo'lishini keyingi paragrafda ko'rsatamiz.

Yuqoridagi muloxazalardan tushunarliki, p(z) va q(2)
funksiyalar uchun z = a nugta maxsus nuqta bo'lib golsa biz u(z)
funksiyainizni Taylor gatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

u"+ -Zu'(z) + }u(z) = 0. (3)

Bu raisolda z — 0 nuqta p(z) va q(z) funksiyalar uchun qutb
nuqtadir. Agar u(0) va u'(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol
bo'Imasa u"(0) mavjud bo'lmaydi va yechim uchun z = 0 nuqtada
Taylor gatorini hosil gila olmaymiz. Demak, bu misolda 2 = 0
nuqgta - maxsus nugta. Bu holda Taylor gatorining o‘rniga Laurent
gatori paydo bo'lishi anigdir. Undan tashqgari, tenglamaning ikkita
vechimining o‘rniga bitta yechimgina mavjud boiishi mumkin.
Quyida mana shu masalalar ko'rib chigilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketaylik. Odatda differensial-
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining farqgiga
borilmaydi, ular aynan tushunchalar deb garaladi. Rostdan
ham, funksiya birgiymatli va u berilgan soha bir bog'lamli
bo'lganda bu uchala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu
tushunchalarning har birining o‘z ta'rifi bor, ularni keltirib ketaylik:

1. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi gachonki bu funksiyaning
haqigiy va mavhum qismlari shu nuqtada birinchi tartibli
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann
shartlariga bo'ysunsa;

2. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasidagi z = a nuqgtada
golomorf deyiladi gachonki u shu nugtada quyidagi gator
00

ko'rinishida tasawurlansa: f(z) = £ Cn(* ~ <
710

3. Funksiya f(z) o'zining aniglanish sohasi G da analitik
deyiladi gachonki shu funksiyaning zo € G nuqtadan 2\ G G
nugtaga analitik davomi shu nugtalami bog'lovchi konturga
bog'lig bo'Imasa.
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Cauchyning integral teoremasidan kelib chigadiki sohada differen-

siallanuvchi funksiya shu sohada cheksiz marta differensiallanuvchi

funksiya bo'ladi. Cébelning gatorlar haqgidagi teoremasidan kelib

chigadiki f(z) = Cn{z —o)n cheksiz gator o‘zining yaginlashish
n=0

sohasida tekis yaqinlash(%ji va bu qgator f(z) funksiyasining Taylor

gatori bo'ladi: f(z) = 53 *n\a){z ~ o)n/n\ Demak, biror sohada
n=0

berilgan differensiallanuvchi funksiya shu sohada golomorf bo'ladi

va teskarisi.

Analitiklik tushuncht<si Weierstrassl tomonidan Kkiritilgan.
Monodromiya teoremasi bo'yicha golomorf funksiyalarning analitik
davomi (ularning bir giymatli aniglanish sohasida, va bu soha
bir bog'lamli bo'lganda, albatta) fagat boshlang'ich va ohirgi
nuqtalarga bog'lig va bu nugtalarni bo'glovchi konturga bog'liq
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi
funksiya golomorf bo'lgani uchun u ham analitik funksiyalar
gatoriga mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi
va golomorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir qaytaramiz, bu tasdiglar f(z) funksiyaning bir
bog'lamli va bir giymatli sohasiga tegishli.

82. to‘g‘ri nuqta atrofidagi yechim

Yechimni tenglamaning to'g'ri nuqtasi atrofida gidirishdan bosh-
laylik. Agar z = a nugqta atrofida p(z) va q(z) funksiyalar o'zining
Taylor gatoriga yoyilsa:

p(z) =po+p{a)fz- a) + \p"(@)(z - @2+ Wee;

4)
q(z) = qo+q'(@)z - a) + Y'{a)(r - a)2+ e=-,

ya’ni, ular golomorf funksiyalar bo'lsa, ushbu z = a nuqta (1)-
tenglamaning to'g'ri nugqtasi bo'lishini ko'rsataylik. Magsadimiz,
bu holda ushbu nuqta atrofida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

JKari Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) - nemis matematigi.
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mustagil golomorf yechim mavjud bo'lishini ko'rsatish:
@

u(z) = N ~an=°0+Ci(z- a)+ c2(z- a)2+ === (5

Tasdigru isbot qilish uchun (5)-gatorni bir va ikki marta
differensiallab (l)-tenglamaga olib borib go'yamiz. Birinchi hosila:

0o

vi(z) = OnTi(z- a)"-1 = G+ 2c2(z - a) + 3c3(z - a)2 H-—
n=0

Ikkinchi hosila:

00

u”(z) = ~c,,n(n-1)(r-a)n_2= 2c2+6c3(r-a)+12c4(r-a)2+- ==

Natijalarni (I)-tenglamaga olib borib go‘yaylik:
2¢2--6¢3(r - a) + 12c4(z —a)2 Y--—--- f

+(Po+?»(* ~a)+ “af + <*m)(ci+ 2c2(z - a)+
+3c3(z —a)2 H—-) + (D+ -a)+\g'{a){z-a )2+ wenm
oo+ ci(z - a) +c2(z- a)2+ ===) = 0.

Endi (z —a) ning nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2c2 + poci + 9oco = 0;
6¢3+ 2poc2 + p'(a)ci -I-goci + g,(a)co = 0;

12c4+ 3cPp(a) + 2c2p(a) + \cip'(a) + c2q(a) + Ci</(@) + \g"{a)co

va h.k. Bu munosabatlarni yechib c2,03,04,e= [ami ikkita
noma’lum og va Q\ orqali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-gator - quyidagi ko‘rinishga keladi:

u(z) = coxi(z) + Cix2(z),
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bu yerda
«1(2) = 1- \(z- a?Qia)+ | (P@)s(a) ~ (<) (z - a)3+ eee;

u2(z) = (z—a)—"p(a)(z—a)2+" (p2(a) - p'(a) - g(a)) (i-a)3+- ==.
Ko‘rinib turibdiki,

ui(@@ =1, u2a) =0 u\@=0 Tr1Ma=1
Agar Cauchy? shartlarini
u@ = A va u'@d =B (6)
deb belgilasak yechim
u(z) = Au\(z) 4- Bu2(2) @)

ko‘rinishni oladi. {ubwnur} funksiyalar sistemasi yechimlarning

fundamental sistemasi deyiladi.
2.1-misol.

1 —z2u"—2zu 4 -u =0 8)

tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping.
Ko‘rinib turibdiki, z = 0 nugta bu tengiama uchun tolglri nuqgta:

P2) - ~2t A2 = ~27- 2-3- 2-5-eee;

©)
W) =iiT 7 =2(1+2)+z4+" )-
Shu sababdan yechimni
00
u@) =~ c,rn= 4 CiZ4-Cj224 o= (10)

jn*o
ko‘rinishda gidiramiz. Hosilalarni topaylik:
u'(z) = Ci4-20iz 4 3cr-r24 eee; tin(z) = 2cr 4 6c3r 4 12c422 H-—- (11)
Topilganlarni tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
(1 —z2)(2c24 6C3R 4- 12cjjz24 20053+ e=e) —27(C\ 4 2¢crr 4 3cr*2+ eee)+

3
+t(cq 4-C\z4 2224 ¢cZ?H—) = 0.

(12)

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - fransuz matematigi
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/
z ning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

3 3
2c3+ 0=0 = Q@=--co;
6e3 - 2ci -bgd =0 =* c¢3= 254Cl;
3
12¢4- 2c2- 62+ -c2=0 = =

3 15
20c4-6¢c3-6¢3+ -c3=0 =» c¢5= i28CI’
va h.k. Demak,
xXigg=1 -~ -~ +...; U@=2+1 z3+" + -

2.2-misol
(2- 2)(z- 3)u"- (22- 5)ti'+2u=10

tenglamaning z —0 nugqta atrofidagi yechimini toping.
Yechimni

u(z) = 22 Cnzn= co + Ciz + cj + zJ + (323 H-—
ti*0
ko'rinishda gidiramiz. Rekurrent munoeabat:

5(in- 1) (n- H(n- 2)
Cnl™ 6(n+2)0+" 6(n+1)(n + 2)

Bu yerdan kelib chigadiki,

c2= 5C|~!‘;l'00’ 3= C = e=e= (.

Topilgan fundamental yechimlar sistemasi:
12 5 2
U= 62 w=2"12A

2.3-misol.
u"+ u'—2zu =0

tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimini toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

Ui(z) = 1+ NZ* + eee, U2(z) = 2- iz2+ g*3+ eee,
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2.4-misol
u"+ zu +2ti=0

tenglamaning 2 = 0 nuqta atrofidagi yechiraini toping.

Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

*1(*) = 1% £27.4 24+ eee, Uj(z) = z- 723+ eee,
2.5-misol
N —zu=0
tenglamaning 2 = 0 nuqta atrofidagi yechimlarini toping.
oc
Yechim. Yechimni u(z) = f]zocm" ko&inishda izlaymiz. Koeffisientlar

uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:

1
O - T

Agar yechimning ypyilmasini tenglamaga qo'yilsa <# = 0 ekanligi darhol
ko‘rinadi. Demak, Ci = G = c8 = eee = (0 deb olishimiz kerak. Qolgan
koeffisientlar:

* =2V O &N3~ACI'* =2 ~ 6 * '* = 3Tr6~7Cl' ™ hk-
Yechimlar fundamental sistemasi:

L 1s 16 14 17
“l= 1+ 61r + 1N* + -' « =2+ W! +504r + - e

2.6-misol
n'—2zvl+au=0

tenglamaning 2 = 0 nuqta atrofida(%i yechimlarini toping.
Yechim. Yechimni u(z) = 1z ko rinishda izlaymiz. Koeffisientlar
uchun quyidagi rekurrent munosart;:a(% topiladi:
2n - a
*+a“ (n+ 1)(n+2)0n
Ikkita yechim topildi:

va
2—a 3 (2—a)(6- a) 5
g=r+n +T T T I r+- =
(2 - 0)(6- a)ee=(dA + 2 - a)-Lu.1
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Ikkala gator ham butun kompleks tekisligida yaqinlashuvchidir. Ko‘rinib
turibdiki, z oc da ikkala gator ham ~ e* ko'rinishga ega bo‘ladi. Odatda bu
misoldagi tenglama kvaiit mexanikasida chizigli ossillator masalasida uchraydi,
to‘lgin funksiyasi z —» 00 da o‘sishi mumkin emas, shuning uchun gatomi
cheklashimiz kerak. Buning uchun a = 2n,n = 0,1,2,3,... deb olinsa yetarli.
Masaiaii, n = 0 (a = 0) bo'lganda u\ = 1 bo‘ladi va 112 yechim garalmaydi,
n= 1(a= 2)bo‘lganda 112 = z bodadi va w, yechim qaralmaydi,n = 2 (a = 4)
bo‘lganda ui = 1 -2 z2 bo'ladi va W2 yechim garalmaydi. Olingan polinomlar
sistemasi (mos keluvchi norma tanlab olingandan keyin) Hermite polinomlarini
tashkil giladi.

83. Maxsus nuqtalar klassifikatsiyasi

Yuqorida ko'rdikki, tenglamaning maxsus nuqtasida yechim
analitik funksiya bo'lishi mumkin emas. Yechim ham maxsus
nuqgtaga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yechimlarni topishdan oldin
ikkinchi tartibli tenglamaga ikkita mustagil yechim mos kelishi
shartini aniglaylik.

Faraz gilaylik, (I)-ning ikkita yechimi L va U2 mavjud bo‘lsin:
VI[ -fpu[ + qu\ = 0, w + + 2 = 0-
Bu yerdan
p@) =  —LU-  q@)= L (15)
Uiu2 - «2«1 - «2«1
lami topamiz. Ikkala mahrajda Wronski3 determinant! w(z) paydo
bo'ldi, ui va  laming mavjudligi va mustaqilligi
w(z) —Uitd - 112Uj @ 0
bo‘lishini talab giladi.
Soddalashtirish magsadida maxsus nuqtani z = 0 deb olaylik.
Biz yechimni gator ko'rinishida gidiryapmiz, yechim
U ~ Cxz3+ C2Z,+1 H-—-—--

ko'rinishda izlanadi. Yurutmoqgchi bo'lgan muloxazamiz uchun
z = 0 nugtaning bevosita atrofida birinchi had asosiy had bo'lgani
uchun

Ui ~ Z®1, U2 ~ z+*2

3Joee( Maria Ho«*ue-Wronski (1775-1853) - polyak faylvufi va matematigi.
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deb olishiiniz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib borib qo‘ysak
p(z) ~ (\+ &2+ 1), o{z) ~ 5i522

formulalarga kelamiz. Bundan kelib chigadiki, agar p(z) maxsus
nuqgtada tartibi birinchidan yuqori bo‘lmagan qutbga ega bo‘lsa
va (yoki) g(z) shu nuqgtada tartibi Ikkinchidan yugori bo‘lmagan
qutbga ega bo'lsa tenglamamiz shu nuqgtada ikkita mustaqi!
yechimga ega bo'ladi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nugta p(z) uchun birinchi tartibdan yuqori bo'lmagan
qutb va (yoki) q(z) uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo‘lmagan qutb
bo'lsa u regular maxsus nugqgta deyiladi.

Aks holda maxsus nuqta irregular deyiladi.

84. Cheksiz uzoq nuqtaning analizi

Cheksiz z = 00 nugta quyidagicha tahlil qilinadi. Yangi
o'zgaruvchi kiritaylik:

(D-tenglamani shu yangi o'zgaruvchi tiliga o'tkazaylik. Buning
uchun hosilalarni yangi o'zgaruvchi orqali ifodalaymiz:

< *<R<< W <*, £ =X *x +* £
dz  dzdC, 4 d( i1z2 4 4 d(r
Natijada tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
<Pu (1 p\du q

/2 p\ q,. .
Agar C= 0 nuqtada J va — ifodalar analitik bo'lsa z = oo

nugta tenglamamiz uchun oddiy (to'g'ri) nuqgta bo'ladi.
2 \ / q
(- —B\ZJ uchun oddiy qutb va (yoki) —
uchun ikkinchi tartibdan yuqori bo'lmagan qutb bo'lsa z = o0
nugqta tenglamamiz uchun regular maxsus nuqgta bo'ladi.
Aks hollarda z = 00 nuqta irregular maxsus nuqta bo'ladi.
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85. Aniqglovchi tenglama

Z = a regular maxsus nuqta bo'lsin:

p(z) = %-IL + po 4-Pl(z - @) + P2(z - a)2+ eee,
z—a

9(2) = Fogg+,—a* 91(2“ a) + 92(r - a)2+ eee.

(17)
(h-tenglamaning yechimini
00 [o]e]
uiz) = (2- a)nl] Cn(z-«)"=£ Cnl2~ a)nHR=
(18)

=co(z- a)5+cj(2- a)etl + ¢~z - 0)*+2 H-—--
ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblaylik:

u'(z) = Cos(z—a)5-1 + Ci(s + I)(z —a)a+ c2(s + 2)(z —0)*+1 H-—-,
u"(z) = cos(s —1)(z - a)*-2 4-cis(5 + l)(z —a)5_1+
+c2(s + 2)(s + I)(z - a)* + eee,

Tenglamaga oborib go'yamiz (bir vagtda tenglamani (z - a)f &1
ko'paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):

cgs(s - 1)(z —a)3+ ci«(s + 1)(z —0)s+l + c2(s + 2)(s + I)x

X(z - a)i+2 + e==+ (p(_i) + po(z - a) + px(z - a)2+ *=)x
X(cos(z - a)* -kci(s + 1)(z - a),+1 + e==) + (2(-2) + 9(-i)(~ - a)+
+g0(z - a)2+ ***)(o(z - a)3+ Ci(z - a),+1 + ===) = 0.

koeffisientlarni yig'ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past
darajadagi monom (z —a)3 oldidagi koeffisientlar

(21)

49



tenglikka olib keladi. Umumiy holda co ¢ 0, shuning uchun
s2--s(pCi)- 1)4+q( =0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning nomi - aniqglovchi
tenglama, u 5 ni topish uchun hizmat giladi. Bu tenglama
kvadratik bolgani uchun uning ikki yechimi bor - 3\, $2- Ular

ko'pincha (IVtenglamaning daraja ko'rsatkichlari deyiladi.
2.7-inisol
z2u"+ v —2x = 0.

Bu tenglama uchun
P-i =1 ga2= =2 s2=2 = s\= W5, 2= -\r2
Rekurrent munosabat mavjud emas:
Cn[(n+a)l- 2)= 0.

n ® 0 holda to‘g4i gavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n ¢ 0
bo‘iganda c* = 0 deb olish kerak. Fagat aq” 0. Ikkita topilgan yechim

n, r~J

Quyidagi tenglamalarning 2 = 0 nuqtadagi yechimlari topilsin:
2.1-mashq

u"+ i-ti'+-U = 0.
2z 4z

(20)-dan 1 uchun quyidagi umumiy rekurrent munosbatni
keltirib chigarish mumkin:

M [(n+s)2+ (n+s)(pCY- 1)+ 92)] =
= r/1\~2| [Pn-m-1(  771)-+9n—n-2] One (23)
m=0

Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga kelamiz: agar s\—si —k
butun son boisa katta si ga mos keluvchi yechimni topish muammo
bo'Imasa ham, kichik s2 ga mos keluvchi ur yechimni (18)-
ko'rinishda topa olmaymiz. Bu holda u2 yechimning cj, c2, C*..j
koeffisientlarini topa olsak ham c* koeffisientini aniglab bo‘lmaydi -
(23)-ni (22)-bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda c* oldidagi
koeffisient nolga teng boiib qoladi. Bunday hollarga tegishli
quyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1 Agar aniglovchi tenglama yechimlarining fargi butunmas son
bo'lsa ikkita mustagil yechimni olish mumkin;

2. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlari teng bo'lsa gatorga
yoyish metodi bilan fagat bitta yechimni topish mumkin;

3. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlarining fargi butun
son bo'lsa ularning kattasiga mos keluvchi yechimni gatorga
yoyish metodi bilan topish mumkin, ikkinchi yechim mavjud
bo'Imasligi mumkin.

Ohirgi punktning talgini quyidagicha - agar S\—S2 = K butun son
bo'lsa (23)-ning chap tomoni albatta c* m0 bo'ladi, ammo, (23)-
nmg o'ng tomoni ham ba’zi-bir hollarda nolga teng bo'lib qolishi
mumkin. Bu holda paydo bo'lgan noaniglik yechilishi mumkin.

Quyidagi misol shu holga mos keladi.
Uniumiy holda esa ikkinchi yechimni ganday izlash kerakligi
keyingi paragrafda i ko'rsatilgan.
2.8-misol.
2Su" + z2u - 2« =0

tenglamaning r = 0 nugqta atrofidagi yechimlarini toping.
2 = 0 nugta regular maxsus nugta, bu nuqtada p_i = 0, q-i — —2.
Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
s2- s-2=0 = Si=2 s2=-1, si-sj=3.
u = Yl Or+ gatorai tenglamaga qo'ysak
n+s—1
(n+s)(n+s- 1)—2e"-1

rekurrent munosabat olinadi. si = 2 ga mos keluvchi gatomi topish giyin emas:
AL M+ DAA)T 2721 A ol=-i@cl = Ifl0)B=- i GB...
Biiinchi yechim:

1 3 .2 1 3

/ 4
uliy = i~ Sz + <z --~72

52 = —1 holni garaylik:



Bu holda ci = —co, ci = 0 larni topamiz. n = s\ - 52 = 3 ga teng bollganda
0 G = 0 munosabatni olamiz. Hagiqatda ushbu holda noajiiglik yo‘q, buni
ko‘rish uchun olingan rekurrent munosabatning o‘ng tomoniga unig o‘zini yana
bir marta go'yamiz:

n-2 n—3 n- 2
01“ (n- D(n-2)-2(n- 2)(n- 3)- 2e""2~n(n- IH(n- 4C"'"

Demak, gj = j$Cg. Davom ettirib G = j*co ni ham topish mumkin. Shu bilan
ikkinchi yechim ham topildi:

1 1 3 1 4

/ u s
W*(*) - 2%+ 12 ~24Z+"'-
Bu misolni keltirishdan magsad - «2 - «1 = n butun son (noldan tashgari)

bo'lganda ham ikkinchi yechim ba’zi-bir hollarda gatorga yoyish usuli bilan
topilishi mumkin ekanligini ko‘rsatish.

86. Si—si =K, K=0, 1 2, ... bo'lganda ikkinchi yechim

Agar si —S2 = K butun son yoki nol bo'lsa ga mos keluvchi
yechimni umumiy holda (18)-ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda
ikkinchi yechimni quyidagicha gidiramiz:

«2(2) = w(2)ui(z), w(z) = Ul — kU1 —wronskian.
Hosilaiarni topaylik:
u2 = wu\ -f ', Uj = wu\ -f2w'u[ + wvl[.
Topganlarimizni (I)-tenglam,agla olib borib go‘yaylik:
WU\ + 2w'U\ + u"w + p(Ww'u\ |- u\w) + gwu\ = 0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig'indisi
nolga teng (chunki U] - yechim). Qolgan hadlar

WU\ + 2w'u\ + pw'u\ —0
ko'rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:

w dy nd



Hosil bo‘lgan tenglamani integrallash qgiyin emas:
Inu/(z) = -21nui(z) —f dzp(z) = 21nui(z) —4p(j)In(z —a)-
-po(z - a) - *pi(z - a)2 —-

yoki,

wW'(z) =Aexp| - 2In«1l(z) - P(i)In(z - a) - poz - a) —

11 { 1 A

x < |

Yana bir marta integrallasak

« ®p| -E5TrA({-")"+ |

..... -W ra),- .-——-

formulani olamiz, bu yerda A va B - integrallash doimiylari.
Mahrajdagi ifodani alohida ko'rib chigaylik.

+B (24)

ui=(z-a4d OCnz-a)"
=0

bo'lgani uchun

@ -ar K- g (

0

=(E~a)bM ~c,(z-a)
\n=0



ekanligini topainiz, bu yerda 2si + p\ = 1+ Kk bo'lishini hisobga
oldik.

®)

=+ iz 8) +¥2 - A)3+eme

funksiya z = a nuqtada analitik ekaniigi oydindir. Olingan

* exp

w(z) =A j dE—————— "fc - Q)i+*F—————— V® +B

formulada yana bir analitik strukturani ajratib chigaraylik:

exp
i )
= = o+ Wi([E - 0) + - Q)2 + o=
Demak, topilgan yechim
u2(z) = w(z)uxz) = Aw(r)J + Bui(z)

ning analitik strukturasi K ning qiymatiga bo‘g‘liq ekan. Agar Kk =
0 bo'lsa

u2(z) = Aw(r) Inz - a)+i=i(z- a) +™ (z - a)2+ == +

+ Bu\(z)

yechimga egamiz. Umuman olganda, k butun son uchun ikkinchi
yechim mavjud bo'lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular
nugtali tenglama misolida keyin ko'rsatamiz.

Ammo shunday ham bo’lishi mumkinki, aniglovchi tenglama
yechimlarining fargi butun son bo'lishiga garamay ikkinchi
yechimni ham gatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning
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uchun (23)-tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizda
nafaqat chap tomondagi ifoda, balki o‘ng tomon ham tegishli n soni
uchun nolga aylansin, bunda I’Hopit&le qoidasini qo'llash keyingi
koeffisientni topishga imkon beradi. Bunday misol awal keltirilgan
- shu bobdagi 8-misolga garang.

2.9-misol.

2

tenglamani 2 = 0 nugta atrofida yeching.

2 = 0 nugta - regular maxsus nuqta. Aniglovchi tenglama s1 = 0
ko‘rinishga ega. Bitta yechimni oson topish mumkin. Tenglama 2 —» -2
almashtirishga nisbatan invariant bo‘lgani uchun yechim juft funksiya bo'lishi
kerak -c\ = B = (5 = eee= 0. Rekurrent munosabatlar

1

dan (n = 2k deb olgandan keyin)

ekanligini topamiz. Demak, birinchi yechim

Ikkinchi yechim:

=ul(2)lnz- 2wy (r)---.

0 ‘zgarmas sonlarni yozib o‘tirmadik.
2.10-misol. 2-misoini davom ettiramiz.

@2-2@2-3Y - (22-5Y +20u=0

tenglamaning yechimlarini 2 = 0, 2 = 2 va2 = 3 nuqtalar atroflarida toping.
2 = 0 nugta -oddiy nugta. Bu nuqtadagi fundamental yechimlar sistemasi
darhol topiladi (2-mieolga garang):



2 = 2- regular maxsus nugta. Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
56 - 2) =0; si=2, 52=0.
Rekurrent munosabat:

_(n+s)n+5-3)+2
CH n+50 -1 *x

5i = 2 hoi uchun
_ n(n+1)
~(n+2)2—
munosabatdan Cj = q ® Cj = eee « c* = eee * ( ekanligi kelib chigadi.
Agar 2 = 2 nuqtadagi 5 = 2 ga mos keluvchi yechimni U3 deb belgilasak
*®3(2) = (2 - 2)2ekanligini topamiz (€ ni yozib odirmaymiz).
52 = 0 holni garaylik. Bu holda rekurrent munoeabat

_nn-3)+2 _ n—=2
n*—1 n+1

ko rinishni gabul giladi. Agar bu munosabatning maxrajida ham huddi suratiga
o xshab (n - 1) ko‘paytuvchi paydo bo'lmaganda undan @ ni topib bo‘lmas edi,
ikkinchi yechimni faqat yuqorida keltirilgan usul bilangina qidirish mumkin
boiar edi. Hozir esa quyidagilarni topamiz:

ci=-2co, Q=--Ci=0C G=0Cl=eee=(.

Bu holga mos keluvchi yechimni 14(2) deb belgilasak P4(2) = (2 —3)2 ekanligi
kelib chigadi.

Endi 2 = 3 nugtadagi yechimlami topaylik. Bu ham regular maxsus nuqta,
yuqoridagiga o xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniglovchi
tenglamaning yechimlari yana o‘sha: 5i = 2, 52 = 0. Rekurrent munosabatning
fagat o‘ng tomonidagi ishorasi o‘zgaradi:

(n+s)n f5-3)+2
Qi (n+s)*- 1

s = 8l =2 gall42) = (2 —3)2yechim mos keladi. s = S2 = 0 holda FYobenius
metodi yana ishlaydi, yechim U3 = (2 —2)2 bo‘ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yuqorida berilgan usuldan foydalanilsa
nima bo'ladi? 2 = 2 nuqgta atrofida 5 = si = 2 ga mos keluvchi yecim
u3= (2 - 2)2dan foydalanib 1252) = w(z)u3 ni gidirsak 115 = 5/2 - 2 ekanligi
kelib chigadi - logarifmik had yo‘q. Huddi shunday, 2 = 3 nuqta atrofida
ikkinchi yechimni topishga yuqoridagi usul ishlatilsa yana 1’5 = 5/2 —z yechim
kelib chigadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uclita chizigli munosabatlarga
bo‘ysunadi:

Otii - 6ti2- 14=0, 5vi- W+ W- ti4=0, 2ti5- w4+u3=0.
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Bu misolni keltirishdan magsad - *S\ - 52 butun son boMganda ikkinchi yechim
mavjud bo'lmasiigi mumkin” degan tasdiq albatta mavjud bo‘Imaydi degain
emasligini ko'rsatish edi.

2.11-misol Besseld tenglamasi:

zAI" fzu' + (22- 1Am=0.
Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqgtasi bor - regular maxsus nuq'ga0 z =0
va irregular nugta z = oc. Zz = 0 nuqta atrofida yechimni u(z) = £
n*0

ko(rinishda gidiramiz:

Co5(3 - I)x* + Ci$(s + I)xJ+1 + - hcosx* + c\(s + [)x*+1 H----
+(x2- Y2(CoXn —FCix*+| +eee)= 0,

X-ning darajasi eng past bolgan had x* uning oldidagi koeffisientlami
yig‘amiz:
co(5”- 12 =0. (25)
X*-monomning oldidagi koeffisientlami yig‘aylik:
c\[(s +1)2-~ =0. (26)

Umumiy ko‘rinishda rekurrent munoeabatlar quyidagicha ko‘rinishga ega:

*="(a+m2-1/2 N
(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
=0 yoki s==L (28)
(26)-dau esa
ci=0 yoki s==+xv-1

co ® 0 bo'lishi kerak deb sif2 = +v yechimni olamiz. Bu bilan c\ = 0 deb olgan
bo‘lamiz, aks holda (26)-ni ganoatlantira olmaymiz.

(27)-ga garalsa c\ = 0 ligidan hamma toq nomerli koeffisientlaming nolga
tengligi kelib chigadi: c\ = B = G = eee= *+i = eee=0. Noldan farqli
koeffisientlar - 02, &4, G4......

*1 = v da (27)-ning yechimi quyidagicha bolladi (n = 2k deb olingandan
keyin):

@ =(-)*20E+"1@
Odatda n

"0 =N\

4FYiedrich WilMm Bcaerl (1784 - 1S46) - uemis raatematigi va astronomi
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deb olish gabul qgilingan. Topilgan yechim J¥(z) deb belgilanadi:
ju)mf J- DKk,

Aniglovchi tenglamaning ikkinchi yechimi 52 = - 1/ mustaqil yechimga olib
kelmaydi. Buni tushunish giyin emas -v = n butun son bolganda —62 = 2n
butun son bo‘ladi. Ko‘rsatish mumkinki (17], v butun son bolganda In(z) =
(9nJ-n(z) bo‘ladi, ya’ni, S2 = — hollarda tenglamaning yechimini gator
ko‘rinishda izlash mustaqil yechimga olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hoi v = 0 da topaylik. z = 0 nuqta atrofida:

* ) =«(m )/ fjfel +B- AM f +B =
=AJOz)Inz + £ anzn.
Umuman esa ikkinchi yechim quyidagicha aniglauadi:

N (z) = QB Ll *) ~ «M*)
sin(™7r)

bu funksiyaning nomi - Neumann5 funksiyasi. v = n butun son bo‘lganda bu
funksiya 0/0 ko‘rinishiga keladi, bu noaniglik I’Hopital goidasi bo'yicha ochilishi
kerak.

2.2-mashg Quyidagi tenglamaning z = 0 nuqtadagi yechimiarini toping:

zxi"+2u' +ti = 0.

87. Aniglovchi bir misol

Ba’zi-bir hollarda ko‘rilayotgan nuqgta to‘g‘'rimi yoki maxsusmi
bo'lishidan qgat’ly nazar yechim

u@z)=(z-a)*”c,(z-a)n
0

ko'rinishda gidiriladi. Agar z = a nugta to‘g‘ri bo‘lsa aniglovchi
tenglamaning ikkita yechimi (ularning farqgi butun son bo'ladimi
yo'gmidan qat’iiy nazar) bizga 1-ning fundamental yechimlar
sistemasini beradi. Masalan, kichik tebranishlar tenglamasi:

u"(z) +uau(z) =0.

5Karl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis mateiaatigi.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nuqtasi bor? z tekisligining chekli
gismida uning maxsus nugtasi yo‘g, z = 00 esa irregular maxsus
nugta:
in (E!l+ , o]
d( ( XK C
z = 0 nugta oddiy nugta boiishiga garamay bu nugtada yechimni
quyidagicha ko'rinishda gidiraylik:

u-fACnzZ**, (29)

n=0
Magsad - aniglovchi tenglama yechimlarining targi butun son
bolganda ham 2 = 0 nugta oddiy nugta bo'lgani uchun

ikkita mustaqil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi
mumkinligini ko‘rsatish.  Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib
borib goyamiz.

Y"Cnn+s)(n s - 1)zma2+ YN uwlarm3 =0.
Bu tenglikni ochib yozaylik:
co,s(s-1)2"2+Cis(s +1) 2*-1 +[c2(s + I)(s +2)+u;2c025+ —=== 0.

Birinchi va ikkinchi hadlarning oldidagi koeffisientlarni nolga
tenglashtirishdan boshlaylik:

Cos(s —1) =0, Cjs(s 1) =0.

Bulaming birinchisi -aniglovchi tenglama. Ko'rinib turibdiki, yoki
@ = 0, yoki ci = 0 deb dlish kerak, aks holda s(s - 1) = 0 va
s(s + 1) = 0 bir vaqgtda bajarilishi kerak bo'lib chigadi, bu esa
mumkin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning

uchun ci = O deb olamiz. Bu holda ¢ O, vasi =0, =1
bo'lishi kerak. Rekurrent munosabat:
_ y 2

U (n+3)(n+3—-1)’
Bunda 5 = Odeb olsak (qulaylik uchun n — n +2 deb ham olaylik)
U2
R=~n+2)(n+1)C
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bo‘ladi. Bu yerdan

02=—LI)200, C’=(-1)2(w2)2 C':h:(_ir_u'@;I

kelib chigadi. Demak,

ui = CD(/l - V122?>+g42£+- ) \| « * cosuiz.

Endi s = 1 holni ko'raylik. Bu holda

U2
N~ " (m+3xn +r)0
boiadi. Demak,
V2 (-1)2w2)2 LN
co = Y S Cb, = (-!) (2n+ 7

Bu holdagi yechim:
w33 wusbc \ O@©.

§!z -(——5!2 ————— /- ﬁsmuz.
Aniglovchi tenglamaning yechimlari ayirmasi S2~ s\ = 1 butun son
bo'lishiga garamasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu
misoldan kelib chiqgib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda
qidirishimiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z = a nuqgta
to‘g‘ri nugta bo'lsa biz ikkita mustagil yechimni hamma vaqt
topamiz.

@l
«22 EJ\ZLIJ—

8. Irregular maxsus nuqta va aniqglovchi tenglama
Quyidagi tenglamani ko'raylik:
u" - -,u=0.
Zi
2 = 0 nugta - regular maxsus nugta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
gidiramiz:

ua =Y Iax
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Rekurrent munosab&tlar mavjud emas:

[N +s)(n +s-1)-6]=0
formula har-xil indeksli koeffisientlami boglamaydi. Aniglovchi
tenglama s(s + 1) —6 = O ning ikkita yechimi bor: si = 3 va
S2 ——2. Demak, yechimlar cheksiz gator emas, balki birhadlardan

iborat: z3 va z~2
Endi tenglamani o’zgartiramiz:

u»"—'PSu=0. |

z — 0 nugta irregular maxsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana
FYobenius metodi bo'yicha gidiramiz, birinchi bir necha hadlarni
yozib olaylik:

cgs(s + 1)zs_2 +cjs(s + 1)z*1 H——- 6cozs-3 —6¢ciz, 2----=0.

Aniglovchi tenglama —600 = 0 ko'rinishni oldi, buni gabul qilib
bo‘lmaydi, chunki undan ag = 0 ekanligi kelib chigadi, bu esa
yechimning yo'gligiga teng.

Yana bir misol ko'raylik:

M«+1J#—a%u =0.
z zz

Bu tenglama uchun aniglovchi tenglama s2 = a2, uning yechimilari
Si2 = #t. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:

M [(n +s)2- ajd =0.

Yechim yana fagat ikkita haddan iborat: z°, z~a.
Tenglamaning maxsus nuqgtasini o'zgartiramiz:

u"+-u'- =0.
Z zZ3

Endi z = O nugta irregular nugtaga aylandi. Aniglovchi tenglama
—ao = 0 ko'rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bolmashgini ko'rsatadi.

Tenglamani yana bir bor o'zgartiramiz:

u +-"u—-jti=0. (30)
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r = 0 nugta yana irregular nugta, ammo vaziyat. o'zgardi:

aniglovchi tenglama 5 = 0 ko'rinishga ega. Rekurrent
munosabatiar:
nin- 1) - a2
01+ ~ n+I anf

Ko'rinib turibdiki, yechim yaqginlashuvchi cheksiz gator bo'lmaydi:

AL n(n —1) —a2 n-»00 00
n+I

Qatomi gandaydir hadda bo'lish kerak, aks holda uning ma’nosi
yo‘q. Masalan, a2 = 2 bo'lsa gator n = 2 had bilan tugaydi: u(z) =
H-2z+2z2 yechim bo'lishini tekshirib chigish giyin emas. Umuman,
a2 shunday son bo'lishi kerakki, n(n —1) - a2 = 0 tenglamaning
yechimi musbat butun son bo'lsin. Aks holda (30)-tenglamaning
yechimini gatorga yoyish usuli bilan topib bo‘lmaydi.

Ko‘rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nuqtalarda
muvaffaqgiyatga olib kelmasligi mumkin.

89. Bitta regular maxsus nuqta

Hususiy hollarga o‘taylik. Bitta regular maxsus nuqtali
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi:
u"+— u'=0. (31)
z—a
Tenglamaning maxsus nugtasi bitta -z —a. z = 00 maxsus nugta
boimasligini tekshirish giyin emas. Yechimni standart ko'rinishda
qidiramiz:

uw = f;c
n=0
Bu galda quyidagi holga kelamiz:

Y Cnin+s)(n +s+1)(z - a)ms—2=0.

Aniglovchi tenglama s(s +1) = 0. Uning ikki yechimi: si =0. s2 =
—1.si =0 uchun
Cn(n+1) =0
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bolishi kerak. n = —1 bo’lishi mumkin emas, n = 0 uchun esa
oo ixtiyoriy bo'lib chigadi. Demak. si = 0 ga mos kelgan yechim
ui = A ekan, A -ixtiyoriy konstanta.

Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo‘lgan joyi bordek
ko'rinadi: 23-boyicha Si —»2 = 1 boigani uchun $# ga mos
keluvchi yechimni topa olmasligimiz kerak, ammo ikkala yechimni
ham osongina topish mumkin:

«2(2) =B +Z’\ a

Ikkinchi yechim (86.)-paragrafda berilgan metod bilan ham huddi
shunday ko'rinishda topiladi.
Bu misoining umumiy nazariyaga zid bo'lib ko'ringanligining

sababi hagigatda ui = A yechim yechim emasligidadir.
Ko'rilyapgan tenglama ikkinchi tartibli bo'lib unga ikkita bosh-
lang'ich shartlar berilgan bo'ladi, 14 — A funksiya ikkita

boshlang'ich shartni ganoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum
kirgan.
Agar a nugtani cheksizlikka kochirmoqgchi bo'llsak: a — oc,
tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
n =0. (32
Uning yechimi
tt(C) = A +BC. (33)
Bu yechim yuqoridagi ikkinchi yechim mnr(r) ga mos keladi.

810. Ikkita regular maxsus nuqta

a va 6 nuqtalar va fagat ular regular maxsus nugta bo'lishi uchun
p(z) funksiya

~ -az-b (34)
va (yoki) q(z) funksiya

1

@ - a\z —b)2 (25)
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ko'rinishli hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nugta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun (16)-dan ko‘rinib turibdiki

/1

kombinatsiya C = O nugtada qutbga ega bo'lmasligi kerak. Bunday
talabga esa quyidagi funksiyagina javob beradi:

3=

bu yerda ¢ = coast. Huddi shunday, z = 0o nuqta yangi maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun q(z) ning ham ko'rinishi maxsus
bo'lishi kerak:
. const _
“{z-a)Zz - b2 ()
Ya’ni,
dau 22 +const du const _
dz2 + (z —a){z —b)dz™(z —a)Az —b)2*

tenglama ikkita regular maxsus nuqgtaga - a va 6 - ega boigan
tenglamaning eng umumiy ko‘rinishi.  Ammo bu tenglamaga
kirgan o'zgarmas sonlarni informativroq bo'lgan ko'rinishga keltirib
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning eng umumiy holi
uchun quyidagi standart ko‘rinish gabul gilingan:

da 2z+fgA+y- 1)—a(A+uy+1)du Au(a —b)2

dz2 + (z—a)(z —b) dz+(z —a)Az - h2»
(40)

Bu tasawurning afzalligi shundakim, unda aniglovchi

tenglamaning ikkala yechimi yaqgol berilgan: ular A va L,

Ikkala maxsus nugtalar ham yaqqol berilgan -a va b. Tekshiraylik.

2 =0 nugtada:

T e AL a-2= Al
(41)



Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
S2—s(A + /1) + A1 =0, Si=A 2=/ @2
z = b nuqgtada:
DA O=D—aA+fi+D s 2—mi
(43)
Aniglovchi tenglama va uning yechimlari:
s2 +s(A + /1) + Ax=0, si=—-A S2=-/x @y
Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko'rinishda gidirish
kerakligini ko'rsatadi:

"2)=(b r) i,w + (bl ) (45)

w —— - almashtirish yordamida (40)-tenglamani

ko‘rinishga keltirishimiz mumkin.  Yangi ozgaruvchi tilida 45-
vechim
u(w) = W*U\(z) + u™u2(z)

ko‘rinishni oladi.

2.3-mashq (46)-tenglamaning yechimini topib w, (r) va u?(z) funksiyalar
o‘zgarmas son ekanligini ko'rsating.

Bu mashqgdan kelib chigadiki ikkita regular maxsus nuqtali
holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko'rinishga
ega

Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nuqgta bo'llsa uning

yechimi elemental’ funksiyalar orgali ifodalanadi.
2.4-masbq. Agar A =y, bo‘lsa yechim

bolishini ko'rsating.



811. Uchta regular maxsus nuqta

Uchta regular maxsus nugtaga moe keluvchi p(z) ning eng umumiy
ko'rinishidan boshlaymiz:
_ r .0
P& =, a2 btz +6. “8)

Cheksiz nugta maxsus nuqta bo'lmasligi uchun

L

ifoda C—0 da analitik bo'lishi kerak. Buning uchun esa
a+pP+7 =2 va 6=0 @9

bo'lishi kerak.
Uchta regular maxsus nugtaga mos keluvchi q(z) ning eng
umumiy ko'rinishi

«M -7(2_‘_5 Z_HQ(Z_—_CI) V—és—o)a 'z—b+2z—cC)

bo'ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki C - 1/z —=0
nugtada quyidagiga egamizz. /4 = d + e + f. Shunday qilib,
butun kompleks tekisligida fagatgina uchta a, 6,c regular maxsus
nugtaga ega bo'lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va g(z) uchun (50)-formani
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nugtali ikkinchi tartibli differensial
tenglamaning standart formasim quyidagicha tanlab olishimiz
mumkin:

A+A —1 /5<+//—1+ v+v'—1

u"- - +-— u-+
Z—a z—b Z—cC

AA'@a - b)@a - c) W'(b - a)(b - ¢)
Z-a2Az-b)z-c) | (z—a)z - bAz—0)

i/i/(c —a)(c —b)

z-a)z-byz-cg2 <> O
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Bu tenglama Papperitz-Riemann6 tenglamasi deyiladi.
Bu holda (49)-shartning birinchisining yangi parametrlar tilidagi
ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

\+\'+fi+y +v+v' =1

Ushbu tanlovmng afzalliklari quyidagicha: yangi parametrlar
A A, p, pivali/,v' (51)-tenglamaning a,b va ¢ regular maxsus
nugtalaridagi aniglobchi tenglamalarining yechimlaridir.

Masalan, z = a nugtani olib ko‘raylik. Bu nugtada

P-i(0) =-A - A, g_2(0) = AA\
aniglovchi tenglama
s2- A+AY+AA =0,

uning yechimlari sj = Ava «2 = A. Demak, (51)-tenglamaning
z —a nuqta atrofidagi yechimi

u{z) ={z- a)A"2 “ni2 - °)n+(z“ a)A"2 b'(r ~ a™
ko'rinishda qidirilishi kerak, va bn koeffisientlami rekurrent
munosabatlardan topamiz. Huddishundek, z = bv&z = ¢ nuqtalar
atrofida yechimlaming ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

u@)=@zZ-breE<!(=-6"+EZ-bfyY,<U*-»).
va

u)=@Z-cv erz-c)4(z-cf fn(z - c)n-

Demak, tenglamani standart ko'rinishga keltirishning o'zi uning
yechimlarining asosiy Xarakteristikalarini aniglashga teng ekan.
Shu sababdan (51)-tenglainaning yechimlarini

a b c }
{ Ap v z>
A p v
simvol orgali ifodalash gabul gilingan. Bu simvolning nomi -

Riemann simvoli Ushbu simvolning ko'pgina hossalari [2}-
kitobda berilgan.

®Georg Priedridi Bernhard Riemann (1826 - 1866) - netnis matematigi.
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Shu hossalardan bittasini keltiraylik:

(53)
kasr-chizigli almashtirish. Topish osonki
Dz- B
ZI- A-Cz'
Shunga yarasha
Da —B , Db —B Dc-B

ai~A-Ca’ b A-Cb' ad A—Cc
Bu formulalarning ma’nosi niinadan iborat?  (53)-almashtirish
kompleks tekisligidagi z nugtani 2\ nugtaga o'tkazadi. (52)-
tenglikdan kelib chigadiki, bu almashtirish natijasida maxsus
nuqtalar ai,6i,Ci ga o'tadi va yechim ko'rsatkichlari A, u, n, \\ ul,
n' lar o'’zgarmaydi. Bu degani bizga a,b,c maxsus nuqtalardagi
yechimlar berilgan bo'lsa ularni ai,6i,Ci nuqtalarga (52)-orgali
o'tkazishimiz mumkin.
Odatda maxsus nugtalami a = 0,6 = |.c = 00 nuqtalarda
joylashtirish gabul gilingan. Buning uchun (51)-tenglamada
z—a
w =
z—cC
almashtirish bajaraylik. Bu almashtirish (53)-almashtirishning
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda z = a nugtaw =0
nugtaga o'‘tadi, z = b nugta w = 1 nuqgtaga o‘tadi va z = ¢ nugta
u) = 0o nuqgtaga o'tadi:

a 0, 6 = 1, c = oo

Klassik matematik fizika tenglamalarida butun kompleks
tekisligida beshtadan ortiq regular maxsus nuqtalar uchramaydi.
To'rtta va beshta maxsus nuqgtali tenglamalar g'oyatda kam
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to'xtab o‘tmaymiz.
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812. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)
§12.1. Tenglama va uning yechim lari
Quyidagi tenglama gipergeometrik tenglama deyiladi:
ZL —"™Mu"@2) 4-(c —(a+b4-1)z)u'(z) —abu(z) = 0. (64)
Agar uni
f c a+b+1\ , ab

0 1 00

{ 0 0 a z >
l—cc —a—Db b J

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin bo'ladi. Ushbu jadvalning

birinchi ustunini tekshiraylik. 2 =0 nuqtada p_i = ¢, ¢2 = 0.
Shunga yarasha aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

s2+s(c—1) =0 = Si=0, S2=1—c

Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinchi va uchinchi ustunlar ham
shunday tekshiriladi.

2 = 0 nugta atrofidagi yechimni topaylik. si = 0 ga mos
keluvchi yechimdap boshlaymiz:

u(z) = 7 2an2’ =°0 +aiz +a2*2 + a323 + ===
n=0

Uning hosilalarinin hisoblab (54)-tenglamaga olib borib go‘yamiz.
2 ning bir xil drajaari oldidagi koeffisientlarni tenglashtirsak
quyidagi munosabatlami olamiz:

ca\ —aba0 =0 = a\ = ?00

22~ (a+b+di*Xxa2~a\ab—0 =% 02=_— — -1,
2 c+1
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yoki,
la(a + 1664 1)

02=r" «r+'iy
Shu jarayonni davom ettirib
_la(g-fl)eee(@+n—06(6+ Dees(6+n\ 1)
"on! c(C+ 1eee(c+n- 1) ) 00

ekenligini topamiz. Tenglamamiz chizigi bo'lgani uchun ao = 1deb
olaylik, bu holda yning yechimi

a

F(a,b =1+ +..=f W
(ab.G2) C c(c+1) 2! N (c;:,_? L!']!
(55)
ga keltiriladi, bu yerda
/4 T(o+n)
@' = F@©) -

(655)-qgator gipergeometrik gator yoki funksiya deyiladi.
(54)-tenglamaning z —O0 nuqtaga eng yagin maxsus nugtasi z = 1
bo'lgani uchun bu gatorning yaginlashuv sohasi |z] < 1 bo'ladi.
Ko'pincha biz aniglagan gipergeometrik funksiya

2Fi(a, 6;c; 2)

ko'rinishda belgilanadi, bu belgilash (55)-gator suratida ikkita
parametr: a va 6, maxrajida esa bitta c parametr borligini bildiradi.
Umumlashgan gipergeometrik gatorlar ham bor, ularning suratida
va maxrajida bir-nechadan parametrlar bo'lishi mumkin.

z = 0 nugtadagi ikkinchi yechimga o'taylik. Uning ko'rinishi

«2 =rlc/(r) (56)
bo'lishi kerak, bu yerdagi f(z) funksiya z = 0 nuqgtada analitik
bolgan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib
go'ysak f(z) uchun quyidagi tenglamani olamiz:

zl —z2)f" +2—C—2z(@a + 6 +3—2X))f'+
+ (c(l —c) —(a(—c+ )6 -c+1)/ =0.
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Ko'rinib tunbdiki,
/ =2"ib - c+ l,a - c+1;2-c;z).

Shu bilan iz (54)-tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi umumiy
yechimini topdik:

tt(z) = 42jPi(a, b;c;z) + BzxdF\(b - c+la- c+12- c;2).
8§12.2. Integral tasawur

Gipergeometrik funksiya uchun integral tasawurlar juda ko'p [5l.
Ularning ichida eng ko'p ishlatiladigani quyidagisi:

n ( - N ’6 ) - r (59

2.5-mashq (1 - tz)~u funksiyani gqatorga yoyib shu integral tasawurdan
(55)-qgatorni keltirib chigaring.

8123 Hususiy hollar
Quyidagilarni isbot qiling:
1 1+ z)n=2Fi(-n,b\b; -2).
2.In(l +z) =z2Fi(1,1;2;—2).

3INT—=2%F 54 < 7,

1+Z ) )
4—@T TeT =2/i(2a,a+i;a;z).

5.arcsinz=zZFi& H 4

6.arctanz =z 2R\ (-u
'l H
7. 2Fi{o, b;c; z) = 2ZFi(6,a; C: 2).
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~N o 2M(@ab-c-2 = 2F1(q + M, b+n; 4+ n; 2).

9
vy F(€)(c- a-b)
2F\{a, 6;c; 1) = F(c-a)r(c-6)"
c®0—,—2,..., Rec>Re(a-+h).
10
rg+a-nrQ)
2Fi(a, B\l 4-a —g —1) —2
M | t )
Re(l 4a—b) ® 0,—1,—2,
11.
2iFi(a, 1 —a; 6;—;} =3 rera)
T4 - f+i)
12.
e* =lJim 2Fi(1,#1;z//8).
13,
oFi(a, 64-1: ¢ 7) - 2Fi(a, 6:C 2) = % oFi(a +1, b+1; c4-1: 2).
14,

2Fi(a,bc;z) =@ - z) 02Fi(o,c- 6;c;— Jo.

15 Awalgi munosabatni ikki marta gollab va a < 6
almashtirishdan foydalanib:

2Fi(a, 6;c;2) = (1 - 2)c“e~62Fi(c - a, c - 6;¢C;2).
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Misollarning ikkitaaini vechaylik.

1.
o/ i.* \ ! n ~2)k
PI-nM;-N=£ " A" 5=

-1l r=" r(=n
e RS
Bu yerda

F(-n +1)/T(-n) =-n, chunki F(-n +1) = -nl(-n),

F-n +2)/T(-n) =n(n-I), chunki F(-n+2) =n(n-1)r(-n)

va h.k. Bu gator kK = n hadda uziladi, chunki K = n + 1 uchun
N-n +n+ 1)/T(-n) = 0 bo'ladi, k undan katta bo'lsa ham
I (—n 4-k)/T(—n) nisbat yana nolga teng bo'ladi. Demak,

n/ LL y {-n +k)(-z)h
=0 v 7

=1+nz+"™n(n - )z2H— hzn=(1 +2)n.

n=0 47 n=0

=z-"22+723 —— — In(l +2).

812.4. Legendre funksiyalari
Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:
(1-2z22u" - 2zvl+ (v(v +1) - Al - zZ2-Du =0.

Agar v. = n butun son bolsa bu tenglamaning yechimi
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada

u=(z2-\Y"'\ z=1-—2£
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almashtirishlarni bajarsak

f(l-Ex*s+M+1)(1“ 2CY +0=>~/XK1l+p+Iw =0
tenglamani olamiz. Bu esaa —uy—un, b=y +i/+1, c=uy+1
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

=r(T~) (fri) 7 i -/ -j)
raunosabatga kelamiz.

813. Irregular maxsus nuqta

u"-k2u=0 (68)
tenglamaning bitta maxsus nuqgtasi bor - z = oo. U ham bo'lsa
irregular nugta. Buni quyidagicha ko'rishimiz mumkin: z = I/£
almashtirish bajaramiz va natijada

<Pfu 2du k2

tenglamani olamiz. Ko'rinib turibdiki, £ = 0 (z = 00) nuqgta
irregular maxsus nugta.
(58)-tenglamada z = P almashtirish bajarib maxsus
nugtani w = a nuqtaga ko'chiramiz:
cPu 2 du k2
————————————— rju = 0. (59)

Bu tenglamaning yechimini (58)-tenglamaning yechimidan os-
ongina topamiz:
K K
n=\ew ~a +Be to-a. (60)
Mana shu yechimdan irregular maxsus nuqtaning talginini
olishimiz mumkin: tenglamaning irregular maxsus nug-

tasiga yechimning muxim maxsus nuqtasi to‘g‘ri
keladi



Irregular maxsus nuqgtaga yana bir tornondan garash mumkin.
Ikkita regular maxsus nugtaii 40-tenglamada maxsus nugqtalarni
ustma-ust tushuramizz. b=a+ £, £ 0. Undan tashqgari A =
—/X = k/e deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga
otadi. Demak, ikkita regular maxsus nuqtalaming
qolshilishida hosil bo‘lgan maxsus nuqta irregular
bo‘lar ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiglash
mumkin.

Ikkita regular maxsus nugtaii tenglamaning yechimi (47)-
ko'rinishda bo'lishini ko‘rsatgan edik:

<

Ikkita maxsus nugtalarni birlashtirish uchun yuqorida ko'rsatilgan
b=a+e, A= — =k/e, e->0 almashtirishlar bajarish kerak.
Bunda quyidagini olamiz:

. =A +B -,ﬂ,(,——E)—)+

\z —a+ej \z —a +ej z—a

k/e N *
-1-BNI-j~ -/ N AeZ-a +Be r-a.

814. Aynigan gipergeometrik funksiya
814.1. Tenglama va uning yechim lari

Gausshing (54)-tenglamasida z = z/b almashtirish bajarib b —00
limitga o'tsak

zu" +(c—z)u'—au =0 62
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan giper-
geometrik tenglama, yoki, Kummer tenglamasi Bu
tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - z = 0 regular maxsus
nugta va 2 = 00 - irregular maxsus nugta. Uning yechimini
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qator sifatida qidirib topishimiz mumkin, ammo osonrogi (55)-
gipergeometrik gatordan z —z/b. b —» 00 almashtirish bajarib
keltirib chigarishimiz mumkin:

VFi(a\c;2) = 1+ %+ ala+1)z2 +5a7(§-i9-(?.+=2)23
C cc+1)2 c(c+1(c 4&32) 3

£5<c)-n!

Funksiyaning indekslari tushunarlidir - gatorning surati va
maxrajida bittadan parametr bor. Bu qatorning yaqginlashuv
sohasi VA < 00, gatorimiz kompleksn tekisligining chekli gismida
yaginlashuvchidir. Topilgan funksiya aynigan gipergeometrik
funksiya, yoki, Kummer funksiyasi7 deyiladi. Ko'pincha
Kummer funksiyasi 0'zining maxsus belgisi orgali belgilanadi:
iFi(a;c;z) = d(a;c;r).
Gipergeometrik tenglamada uchta regular maxsus nuqta bor edi -
0.1,00. Bajarilgan z -» z/b, b —=00 almashtirish orgali ikkita
regular maxsus nuqtalar z = lvaz = ooni birlashtirdik, buning
natijasida z = 00 nugta irregular nugtaga aylandi, z —0 nuqgta
regular nugtaligicha goldi. 2 = 0 ning regular maxsus nuqgtaligi
(62)-tenglamadan ochig-oydin ko‘rinib turibdi. (62)-tenglamada
2 = 1/C almashtirish bajarib
cPu (2 1—£\du a
d? +VMC+~0~J XK ~ =
tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqqol ko'rinib turibdiki, £ =
0(2 = 00) nugta irregular nugtadir.
2 = 0 nuqgta atrofidagi yechimni topaylik. Bu nuqgtada
aniglovchi tenglama

s2+s(c—1) =0,

uning yechimlari S\ = 0, s2 = 1—c. Gipergeometrik tenglamaning
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir go'llasak

V@) = Nd(a;c;z) +Bri~gb(a - c+1;2—<; 2)

formulani olamiz.
7Ernst Kummer (1810 - 1803) - nem» matematigi.
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814.2. Integral tasawur

Huddi gipergeometrik funksiyaga oxshash aynigan gipergeometrik
funksiya uchun ham integral tasawurlar juda kop [5). Ularning
ichida eng keng ishlatiladigani

('~ 2)=r )

2.6-mashq. Integral ostida ext ni gatorga yqyib (63)-qatomi keltirib
chigaring.
2.7-mashq Quyidagini isbot giling:

Ad(ac;) =" (a +n;c+n;r).

2.8-mashq. Quyidagini isbot giling: ®(a;c;z) = exd(c - a;c; -z).
2.9-mashqg Quyidagini isbot giling: ex= ® (a;a;r).

814.3. Bessel funksiyalari
Bessel tenglamasini eslaylik (uni kompleks tekislikda yozib olaylik):
z2u" +zv! + (22 - 1/2u =0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor: 2 = O- regular nuqgta
va 2 = 00 - irregular nugta. Demak, ushbu tenglama aynigan
gipergeometrik tenglamaning hususiy holi ekan.  Darhagigat,
Kummer tenglamasida

u(z) = z~at2ez,2w(z), a=}-k+u c=1+2A4
almashtirishlami  bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini

olamiz:
/1 k 1-0u2\
dz2 + (“4+7 +~ j “'=0-
Yana bir almashtirish bajarsak.

wiz) =4 =y(1)
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quyidagi tenglamani olamiz:
zy"-zy'+ (- j +(1-nZyy=0.

Bessel funksiyasinmg normasini hisobga olib natija

M z) = F F n j (5)" e" '"& Q 0t el o+ 2w <2

ko‘rinishga keltirilishi mumkin.



M-BOB.
ASIMPTOTIK METODLAR

81l. Asimptotik gator tushunchasi

Ba’zi-bir hollarda biror funksiyani o'rganayotganimizda uning aniq
ko‘rinishmi taqribiy ko‘rinishi bilan almashtirishga to‘g‘ri keladi.
Birdan-bir talab - mana shu tagribiy ifoda funksiyamizning asosiy
hossalarini ma’lum bir sohada yaxshi akslantirsin.  Hususan,
f(z) funksiyaning o'riga uning katta argumentlarida quyidagi
ko‘rinishdagi
Q Ch v
O+- + D+ —+— + eee (1)
z 2z zn

gatorni olish magsadga muvofig bo'lishi mumkin. Bu gatorning

hususly yig'indisi uchun
Imzi/M - £ g,A =49 /U/M-*.}-»0 (2)

I k0" )

ga ega bo‘lsak u f(z) funksiyani uning katta argumentida yaxshi
yaginlashtirgan bo'ladi. (I)-gator yaqginlashuvchi bo'lishi shart
emas, U fagat f(z) funksiyaning z ning katta giymatlaridagi asosiy
hossalarini aks ettirishi kerak. (2)-shartga boysungan (l)-gator
f(z) funksiyasining asimptotik yoyilmasi deyiladi. Ushbu ta'rif

quyidagicha belgilanadi:

f(z)~c*+£ +*+ ... +£m+ . )
Har bir funksiyaning asimptotik gatori (agar u mavjud bo‘lsa)
vagonadir. Rostdan ham. quyidagi formulalardan ko‘rish

mumkinki, (I)-gatordagi har bir koeffisient f(z) funksiya orgali
yagona ma’noda aniglanadi:

= lim /(r), ci= lim z{f(z) - Co}
Z-¥0Q 7>

¢, = lim zn{f(z) - sn}.
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Lekin bitta asimptotik gator bir necha funksiyaning asimptotik
yoyilmasi bo'lishi mumkin. Masalan, e~z va O funksiyalarning
asimptotik gatorlari bir xildir, chunki zﬁj.pc zrne~z—»0.

Asimptotik gatorlarni go'shish va ko'paytirish mumkin: agar

bo'lsa

/W+S2)~£ *+ * /WUT)~j;
bl0 2 =0
bo'iadi. Asimptotik gatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)-
gator @/22 had bilan boshlangan bo'lsa):
()

g

Ammo asimptotik gatorni hadlab differensiallash mumkin emes.
Masalan, /(1) = e-Isinel funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki,
/(X) ~ 0. Ammo f'(x) = —e-1 sin e*+cose* funksiya hech ganday
limitga egaemas (x 00 da).

Ushbu bob asosan qandaydir integral orgali berilgan
funksiyalarmning asimptotik gatorlarmi topishga bag'ishlangan.

8. 0 (e) va o(e) belgilar hagida

Agar shunday A son topilib
IMATN =4, O0<WM\ <00
e+0g(e) 11
bo'lsa, unda

m=0T)



deb yoziladi. Masalan,

cosegmbo \(/1), smeg)0>0 (e),
cose-1 E>o>0 (e2, e *—_*0+
Agar Iim ©) —O0 bolsa /(e) =o</(e) deb belgilanadi.
g
Masalan,
sine — >o(l), sine — >0oUZY2.
e-fO w e- Vv !

83. Bo‘laklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o'rganish magsadga muvofigdir.

3.1-misol. Quyidagi integral orgali aniglangan funksiyani olaylik:

00
/(9 =1 U-n- @

Integral anig hisoblanmaydi. Ammo uning x katta bo‘lgandagi giym atini
I/x bo'yicha qator sifatida topishimiz mumkin. Buning uchun shu integralni
bolaklab integrallaymiz:

1 ct

m=j, du= dv=e at, v=-e

Natijada
@ 00 / I°c °0 \

-n 2N =

|4 —— AR (0= ) +(- DMl

=i-
X X 2 13

qatomi olamiz. Bu qator X katta bo‘lganida (4)-integral orqali aniglangan 7/ (i)
fiinksiya uchun asimptotik gator rolini o‘ynaydi. Qator yaginlashuvchi emas,
buni n-hadning suratida (n —1)! borligidan tushunishimiz mumkin: goldiq had

uchun
oo 00
ez~f 1 f ex~f nl

U d=n" - {n+I)'jF * dt<~
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dan ko‘rinib turibdiki

A
X
ammo, chekli x uchun n -+ oo da — 00. Bular shuni ko‘rsatadiki,
X
1 1 2 -y

gator x katta bo'lganda (ma’lum bir n uchun) (4)-integral orgali berilgan /(x)
funksiyani talab gilingan aniglikda yaqinlashtirib beradi. Asimptotik deyilgan
gatordan talab qilingani shudir.

3.2-misol
/(,) - ~y]\ < («-=)-\i +ie*’/ 1*(,-) =
X X X
1 1 1-3 1-35

—2x i3+ 23is 2*%x7  +
_ _ . _ _ (6
3.3-misol Bo‘laklab intergallash yo‘li bilan asimptotik gatorga o‘tishga
yana bir misol:

fl1 213 ,(-h>-nD1, ~
N2 X3 X (g(rH-A) /*

Agar boiaklab integrallashda birinchi bosgichda adashib n = e~f va dv = rft/t
deb olganimizda asimptotik (ya’ni, 1/x ning darajalari bo‘yicha) qator emas,
balki x ning musbat darajalari bo‘yicha gatorni olgan bo'lar edik.

Olingan qatorlarning hammasi asimptotik gatorlar.  Ular
berilgan funksiyani uning argumenti katta bo'lganida kerakli
aniglikda yaqginlashtirib beradi.

Yaginlashuvchi oddiy gator (masalan, Taylor gatori) haqgida
gapirganimizda u gatorhing gancha ko'proq hadlarini xisobga olsak
shuncha yuqoriroq aniglikka ega bo‘lamiz.  Asimptotik qgator
hagida gap ketganda bunday emas. (5)-, (6)- va(7)-formulalardan
ko'rinib turibdiki argument x o‘zgarmasdan turganda har bir
keyingi hadning hissasi oldingi hadning hissasidan katta bo‘lib

s



ketishi mumkin -hawbir hadning suratiga faktorial kirgan, faktorial
juda tez o'suvchi funksiya. Masalan. (5)-formulada n-nchi hadning
(n - -hadga nisbati (absolut giymati bo'yicha)
n! (n—1)! n
X " Xn X

ga teng. Oydinki, n katta bo‘lganida bu nisbat birdan katta. Shu
sababdan asimptotik gatorming fagatgina bir necha birinchi hadlari
goldiriladi, x katta bo'lganda shunir;g o'z yetarlidir.

z

6-formulaga gaytaylik. / dte''l integralni ikki xil yo'l bilan
o]
hisoblaymiz. Birinchidan

(0] (0)

Bu -yaginlashuvchi gator. Endi integralni ikkiga boiamiz va uning
ikkinchi gismi uchun 6-formuladan foydalanamiz:

® O

0 O x

Olingan formulaning ikkinchi gismi - uzoglashuvchi asimptotik
gator, ammo uning fagat chekli sonLi hadlarini hisobga olsak x —»
00 da integral o'zining aniq giymatiga erishadi.

Yana bir necha misolni ko raylik.

3.4-misol.

I(X) =\] dtf(te-« =g +0 , 1 -400.

Bu integralni hisobiashda v = e *=dt, n = f(X) deb olish kerak. Albatta,

I/<=Q0)| < oo deb hisoblaymiz.
3.5-misol

(2)-/*/(=)«* - £ (0 ~+0("n), a-foo.
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3.6-misol
b

/() = \] dtf(tyw .

x katta, h(t) va f(t) funksiyalar a < t < b sohada differensiallanuvchi
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan tashqari, [a,6] intervalda h'(t) ¢ O
boisin. Integralni katta x larda baholash uchun uni quyidagicha bolaklab
integrall&ymiz:

T * - (j$ )V
Natijada
1 . ) 1
< -LLI™) w) &
a
formulani olamiz. Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallasak u 1/x2 ga

ptoporsional bo'lib chigadi, shartimiz bo'yicha [a, 6] intervalda h'(t) ¢ O edi,
bular hulosa shuki,

ux\, 1 (W .e 1
Ix) " x\h>{bf  ftEe I
Agarda h(a) > h(b) bo‘lsa

h(a) < h(b) holda esa

3.7-misol. Quyidagi integralning asim ptotikasini toping ((7j):
a
F(A)=j t*~I +
0

Ba’zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1. g + A< 0 bo‘lsin. Bu holda



F\ ni topish qiyin emas:

00 a 0
F,=J I~ (t + ct:X~a~ﬁJ te~l (t +1)adt = -a - /9.
0 0
F2 ning ostidagi funksiyani 1//1 bo‘yicha gatorga yoyamiz:
J ato-k
F, = O "*_—
fc-0 A:-0
Natija:
/[ 1\ aatPk
1(t+ dt=
2. a +P > 0 bo‘lsin. Bu holda F(A,a,0) ni £ = 1/A bo‘yicha W =

[a 4/ + 1 ([a] belgi a sonining eng katta butun gismini bildiradi) marta
differensiallasak avvalgi holga keiamiz:

/ d\N
(A) FX*'1 =a@® 1)"*fa~N+DFA™*" A

Buui JZIr marta integrallasak asosiy asim ptotika uchun
F(A,a, 0) ~ constA-*4"

hadni olamiz.

8. Laplace metodi

Matematik fizikada ko‘pgina hollarda

b

F(A) :J dtip{t)exf® )

a

ko'rinishdagi integrallarning asimptotikasini hisoblashga to‘g'ri
keladi.  Asosiy goya: Agar f(t) funksiya [a,6] intervalda
bitta keskm maksimumga ega boflsa A ning katta giymatlarida
integralga asosiy hissani mana shu keskin maksimurnning atrofi
goshadi. Agar keskin maksimumlar bir-nechta bo‘lsa ularning
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hissalarini alohida analiz qilib chigash kerak, umuman olganda
asosiy asimptotikaga ularning eng kattasi hissa go'shadi, golgan
maksimumlar keyingi hadlarga hissa go'shadi. Shu goyaga
asoslangan metod Laplace metodi deyiladi.

Bu metodning tavsifi a) maksimumning gayerda joylashganiga
- [o, intervalning chegarasidami yoki uning ichidami va b)
maksimum nugtasida f(t) ning nechta hosilasi nolga tengligiga
bog'lig.

84.1. f(t) ning maksimumi iutervalning chegarasida

/'(a) @ 0 bo‘lgan hoi
t —a nuqgtada /(<) o'zining maksimumigs erishsin:
f{t) =/(a) +f[a){t - a) + oo, /(a) > f[t), t€ [a 6.

Bu yerda f(a) < Obo'lishi kerak, aks holda /(a) maksimum nugta
bo'lmaydi. A katta bo'lganda integralga asosan t ~ a atrofi hissa
goehgani uchun integral cetidagi ifodani t — a nuqgta atrofida
gatorga yoyamiz:

h

W)+ (o—)+=)

a

va olingan ifodada fagat. asosiy hissa qo'shadigan hadlarni
goldiramiz:

a a

Qolgan integralda t —a — T deb belgilaymiz, yuqori chegarani
00 ga almashtiramiz (f'(a) < 0 bolgani uchun t —a nuqgtadan



uzoglashsak integral osti nolga intilib ketadi):
@

F(A)~ v(ay«‘3 dre-MMb-=*> (0)w, e

Bu - asosiy had. Keyingi hadlami topish uchun <) va
f(t) funksiyalaring yoyilmalaridagi yuqori tartibli hadlami ham
hisobga olish kerak.

I'(B) » 0, /"'(a) ¢ 0 hoi
Bu holda
m =/w+\rm -“f +mmm / » <o

bo‘ladi. Integralga asosiy hissa:

F{A) =J d<piedM~ v@eMad die-iA/ B2

a a

ko'rinishga ega. iA|//#a))(t —0)2 =r almashtirish orgali uni

— M= f *L,-r = P(,y4d(o) I n
{} y/W W b’\ 1 Y 2A | Ne 01

ko'rinishga keltiramiz. Bu -asosiy had.
/() =/*() =0,/*(0) ¢ 0 hoi
Bu holda
No =/(-)+g/»(< - a)3+ ee=, rMm <o

boiadi. Integral
b

F(A) =J dpet” ~ paed J



ga keltirildi. 1A|/"(0)|(t —a)3 = r almashtirish bajarib bu
integralni osongina hisoblaymiz:

V3 .
dre" =
0

1/3

Keyingi hadiarni hisoblash

f(t) funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik. Keyingi hadiarni
topishni bitta misolda ko'rsataylik. Formulaiarni  ortigcha
harflardan ozod gilish magsadida 9-da integralning quyi chegarasini
0 deb olaylik. <(t) funksiya uchun t =0 nuqta atrofida

@

<Pit) = tP@Q+ CX + CA2 + eoe) = CntrrHi

=0
yoyilma o‘rinli bo'sin. f(t) funksiya esa t = 0 nuqta atrofida
f(t) = —kta ko'rinishga ega bo'lsin. 3> — va a > 0 bo'lishi
kerak. Bu holda

b

na)-j& f;
v 0
integralda Akta = 1 almashtirish bajaramiz:
© 00
FW - drr™nl 1=
a n=0

I+

=Eb(»r-*"“r(sx |x£ i).
( \ /

Awalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida
kelib chigadi. n =0 had asosiy had bo'ladi. n =1,2,... hadlar shu
asosiy hadga tuzatmalar bo'ladi.

8



3.8-misol

3.9-misol
i i/a
I e~MIn(l tdi« |/ Ae“*In™1+ ~ A
0
3.10-misol
1 VA

84.2. /(f) ning maksimumi intervalning ichida:
/(to) =0, /'(to) 0, L€ [a [
Asosiy had

f(t) funksiya t0 G [a, b nugtada o&ining maksimumiga ega bo'lsin:

00 =/(0)+2/WV) (<o) 2m— > J1 *0 <0, > > fit).
Asimptotikaning asosly hadini topaylik:

b b
F(A) =J dttp(t)exX® ~ eA(\<C)\] dttp(tebxf * -
@

=e««=>V((0)X
-00 "

(10)
Integral chegaralarini cheksizliklarga almashtirish yugori tartibli
hadlargagina ta'sir giladi ([6j, 5-bob, 83).
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3.11-misol. M&hum argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi /0(x)
ning x katta bo‘lgandagi asimptotikasini toping:

2*
Mex*aB.
(0]

Eksponentadagi funksiya f(0) = sin0 o‘zining o'zgarishi sohasida G = */2
nuqtada maksimumga erishadi:

m =«o, Mm)=0 -“m &0=i m =
Asosiy asim ptotika:
1))
/o(l)~- ~ Cfdee-"= yihx

Umumiy formula

Umumiy holda a < to < b nugtada maksimumga ega bo'lgan
funksiya uchun

f(t) =/(to) + at —tof + az(t —t0)3 H-—--f On(t —to)n =+—

deb olaylik, bunda Onh = n\to)/n\, a2 < 0. Integral ostida
yangi o‘zgaruvchini quyidagicha kiritamiz: —2 = f(t) —/(to).
Boshgacha so‘z bilan aytganda

T —(t —to)y/-a2 - a3f -tQ ————- ant - tO)n-2—-——- (H)

Ushbu formulaning teskarisini topib uni t = Ip(T) deb belgilaymiz.
Bunda

b
Fa= ) semwnme

formulaga kelamiz. Bu yerda a' > O va b > 0 bo'ladi, ularning
aniq ta'rifiarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nuqgta atrofi asosiy
hissa go'shadi.

4>(rp{n)p'(1) =

0



yoyilmani yuqoridagi integralga go'yamiz va integralni ikki gismga
bo'lamiz:
b V o a o
/ - / * / (kerakli yaginlashuvda) ~ H -
-a’ 0 -0’ 0 -C
Natijada
b
Jov(r (M)~ (rdre”A2=

-a'
a

=J NNTNe'(1) - ip{ip(-T))rI>'(-T))dTe-X3 =

et

00
-1/2e-x

n=0 g n=0

formulaga kelamiz. Katta A uchun yuqori chegarani oo ga
almashtirish quyidagini beradi:

m ,12)
* n=h
Bu yerda quyidagi formula ishlatildi:
(0/e]
. \/7r(2n)!
I inlZ2e~*=I(n+1/2) = ,,( )
4"l
_ _po
Agar o= (o) ="7= ) ekaiiligini hisobga olsak (12)-dan
vV ~a

asosiy had sifatida (10)-ni olamiz.
3.12-misol Gainma-funksiyaning asim ptotikasi:
1))
rA + 1) =J dttxe>.
0
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Integral ostini qulay ko‘rinishga keltiraylik:

@®
rA +1) = Aa+1J dt txe~M = Aa+1J e-M+xla,dt = AA+1e_AJ e"A" 1 h)A.
0 0 0

Yuqoridagi formulalar bilan solishtirsak

WO=i. [0 ==(<-1-b1), /() =-i+F

Integral ostidagi eksponenta t = 1 nuqtada o‘zining maksimumiga erishar ekan:

m ~/(D+\rm -1)2teee=" (*- d2t+eese

JA(* - 1)2= r2almashtirish bajaramiz:
— 00 Jil
raA+1)-~A \] dre-*3 = y/bX
“0
Bu formulaning nomi - Stirling formulasi.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integralning asim ptotikasini toping:
f —-— X(t —a)2
F(A= de t-a

a

Ko‘rib chigilgan usulni qo‘llab bo'Imaydi. Quyidagicha yo‘l tutainiz

Bu hisob asosida t = a -f A-1/3s almashtirish bajaramiz. Unda

M«,A)= -Als (i +e2

va
/s
j « r_*'*_*l)
0
bo‘ladi. Y yog‘iga standart metodga o‘tish mumkin. Integral ostidagi
eksponentadagi funksiya so = 2“1/3 nugtada minimumga (eksponenta esa

maksimumga) erishadi, agar ATY6 - a) > 2""3 bo‘lsa eksponentadagi
funksiyani D = 2~x* nugta atrofida gatorga yoyamiz:

-X13(s~1 +s2 = -X13(3«2-23+3(5-2132+ <1 .

R2



Natija:

F(A - je-~ds =(£-)Viexu\
-00

3.14-misol Quyidagi nostandart integralniug asim ptotikasini toping:
- ex O<a<l.
W="7ep a9,
o

t = x1/(€" Yr almashtirish bajaramiz:

r®/* - r funksiyaning maksimumi To = 1 nuqtada, shu nuqta atrofida ikkinchi
tartibli hadlargacha aniglikda gatorga yoyamiz:

F(x) = exp

J{epT L "G~

6 tae~1Adt = 6 dzzae~i!(IX)xa+l = r*“+1 Jld ANCa~2r <z =

= xft+e"Wxfd u (I + u)~a~2e~*/x ~ **+V U*
(0}

3.16-misol
00

/ +a-)di=e-A/ °V AL+Se>(1+ u)V»In(2+u)-~
( yo 2A
3.17-misol.

oc 00
J die-**1In (I + xJ) ~ J dxe'"xN —

-00 -00
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3.18-misol.
I

o .
09)
=/ (ffc)5eq(-AC+1-C-C2+ ")
3.19-misol
A A Al/2
Jtae¥lot=yV -y 2<€/2)= ] (22)(-I),iedz~
0 0
3.20-misol
@
f e* xdx 1 e~*dx 1 1
J A+X+XVA W 1I+X/A+XAA A AFF
3.21-misol
@ 1)
f°oe(tt—r)_ [2n .1 [J? . r bl /-cosU,
J y t+i X] 1+ I/x "oxn )
X o} 0 n*e 0

6tnoost5|t =5Jfneu+e’d) =5[t"H +(-i)m] n—=

/0, n = 2%,
I (D)*+1(2N14-1)!, n=2c+ L

n=0

85. Davon oshish metodi

Davon oshish metodi quyidagi ko'rinishdagi integrallarning asimp-
totikasini topishda ishlatiladi:

FA) = J dz<p@exith (13)



bu yerda f(z) va 9@ funksiyalar integrallash sohasida analitik
bollgan funksiyalar, C - integrallash konturi, A - katta parametr.
Kontur C ning boshi va ohirini a va 6 deb belgilaylik.

Metodning asosly g'oyasi quyidagicha. Cauchy teoremasi
bo'yicha integral ostidagi funksiya analitik bo'lgan sohada kontumi
hohlagancha deformatsiyalashimiz mumkin - mtegralning giymati
bunda o'zgarmaydi. Shundan foydalanib kontumi shunday
deformatsiyalaylikki, natijada tanlab olingan yangi kontur bo'yicha
harakat qgilganiinizda f(z) funksiyasining maksimumi shu konturda
yotgan bo'lib chigsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini
ko'llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga ahamiyat beraylik -f(z) funksiya analitik
bo'lgani uchun u hech ganday sohada o'zining maksimumi yoki
minimumiga erishishi mumkin emas (berk sohaning chegarasidan
tashqgari). Buni quyidagicha isbot gilishimiz mumkin. f(z) ni
haqigiy va mavhum gismlarga ajrataylik:

Hz) =u(x,y) +iv{x,y). (14)

f(z) ning analitikligi uning hagiqgiy va mavhum gismlari Cauchy-
Riemann shartlariga bo'ysunishini bildiradi:

du _dv av. dv

= =~di' ( *
Bu esa 0z navbatida n va v funksiyalaming garmonikligini
bildiradi: " ”
d2d <Pu dz/  &v
an +pn~ dx2 +dy2~ ("
Ohirgi qatordagi formulalami awalgi gatordagilardan keltirib
chigarish ason.

Biror bir zg nugtada J'(zg) = 0 bo'lsin. Analitik funksiyaning
hosilasini ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha hisoblasak bir xil natijaga
kelishimiz kerak. Masalan, uning i va y bo'yicha hosilalari
bir biriga teng (Cauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shunda).
Demak, bir paytning o'zida

/bl =/ (*)U - +h < *.»)) =0

(17)
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va

N%> = =(5 -c.»)+Vt*¥-»)) -0
(18)
bo'lishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to'rtala
hususiy hosilalarning nolga tengligini bildiradi:

~N«(*o,w) =Ju(xo, Y9 =~i'(io,yo) =~—y(XoYo =Q

19)
u funksiya »9, ¥o nugtada maksimumga ega bo'lishi uchun

ae
-"«(x0.Jfo) <0

bo'lishi kerak, ammo (16)-formuladan ko4inib turibdiki, bu holda
2
N«(x0.yo) =0

bo'ladi. Demak, zo nuqgtada biz x yo'nalishida maksimumga ega
bo'lsak y yo'nalishida minimumga egamiz va teskarisi (1 uchun
ham, v uchun ham). Buiardan shunday hulosaga kelamiz: f'(zo) =
0 bo'lgan zo nugta f(z) funksiya uchun egar nuqta bo'ladi -bu
vaziyat (lll.I)-rasmda u(x,y) funksiya uchun ko'rsatilgan. Ushbu
rasmda Cauchy-Riemann shartlaridan kelib chigadigan yana bir
munosabat hisobga olingan:

dudv dudv
Vu'v'=& & +7N = °- (20)

Bu shuni bildiradiki, u = const va v = const ekvipotensial chiz-
iglar (X, y) tekisligining har bir nuqgtasida bir-biriga perpendikular
bo'lgan egri chiziglar sistemasini tashkil giladi. Ya’ni, v = const
chizignhing ustida harakat gilganimizda u funksiyaning eng tez
o'zgarishi yo'nalishida harakat gilgan bo'lamiz va teskarisi - u =
const chizigning ustida harakat gilganimizda v funksiyaning eng
tez o'zgarishi yo'nalishida harakat gilgan bo'lamiz.

Bularni aniglab davon oshish usulining asosly g‘oyasiga
gaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki
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Tez tushish
ckizigi,
n*const v-const

II.I-rasm: Eg&r nuqta

= yangi kontur zo nuqgtadan o'tsin;

e yangi kontur bo'icha harakat gilganimizda zo nuqtada v
funksiya 0'zining maksimumiga erishsin;

= 20 nugtaning Yetarlicha yaqgin atrofida bu konturing ustida
v = const bollsin.

Bunday tanlab olingan egri chiziq eng tez tushish chizig‘i
deyiladi, unga (lll.)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan
davon oshish metodi ko'pincha eng tez tushish metodi ham
deyiladil

Integralga gaytib kelib uni

F(A) =J dzip(z)exfly ~ eX' ™ J v(z(t))eXuz z'{t)dt (21)
c «

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(t) -
mana shu yangi konturming parametrik tenglamasi. Integrallash
chegaralaii sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy

lliigiizchaM - the method of steepest descent



g‘oyasi bo'yicha bu chegaraviy nuqtalarning katta ahamiyati yo q
- A katta bo'lganida integralning asimptotikasiga asosiy hissani 20
nugtaning atrofi go'shadi. Awalgi paragrafiardan ma’lum bo'lgan
texnikani go'llashni yengillashtirish uchun u(x, y) = u(z(t)) = f(t)
va <p(z(t))z'(t) = <(t) belgilashlar kiritamiz (esdan chigarmaylik,
integrallash jarayoni z(t) konturning ustida ketayapti). Natijada
quyidagini olamiz:

(22)

a
zo = z(to) Nugtada f(t) maksiinumga ega:  (to) = 0, /"(to) <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun / ning Taylor gatorida
f(to) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: (1) ~

/(*o) + \(t - to)2/"(to). Shu yaginlashuvda <f(t) ~ <0 ga
almashtiramiz.  Integral darhol quyidagi holga keltiriladi (A
katta bolgan limitda integrallash chegaralarini cheksizlikiarga
almashtirishimiz mumkin):

@
F(A) ~ eA/(i°V(*o)\] d te - N M (23
-00
Yangi o'zgaruvchi kiritaylik:

(24)

Natijada

formulani olamiz. Bu yerda <pto) = <p(z0)Z(t0. Undan tashqgari,

(26)
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Integrallash konturining ustida Imf(z) —v(x,y) = const bo'lgani
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:

=((/'V2+ =rxnN<*)- (27

z(t) o'zining ta'rifi bo'yicha kompleks funksiya, demak, z'(to) =
kemB deb olishimiz mumkin, bunda k - haqgiqiy son bo'ladi. B
esa C konturga to nugtadagi urinmaning i o‘qi bilan hosil gilgan
burchagi. Shularni hisobga olib

N =pblke*. [/"(«0)l=\1"bl 1 n)\ = I/"("0)[fc2 (28)

deb yozib olish mumkin.
Natijada integralning asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat
bo'lib chigdi:

3.22-misol. Bessel funksiyasining x ning katta qgiymatlari uchun
asiinpcotikasini topaylik:

1 f  er®*IRR

1z]-1
Bu yerda

VM -jin. /W -j (--j). /e<e)-] (*+?)e
Ekstrcmum nuqtalari:
\z)=0 == 2=—1 ZAJ=H
Bu -egar nuqtalardir Bu nugqtalarda Re/ = Q. f(Z) ning haqigiy va mavhum
qism lari:
«<»>=3 »<*»)" 5("+?2+ ?2)"
z = =i nuqgtalarda u(x.y) = 0. Ill.2-rasrada m&na shu egar nuqtalarnmg
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A

111.2-rasra Beeael funksiyasining asimptotikaaini hisobiash uchun kontur

atroflari <+" va belgilar bilan belgilangan. Bunda belgisi n > 0
sohaga moe keladi va belgisi 1 < 0 sohaga mos keladi. \A = 1 aylana
kontur egar nuqgtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan
chiziglar bo‘yicha yurganimizda biz vodiydan vodiyga davon oshib o‘tishimiz
mumkin - bunday yo‘l - w1 sohalarni birlashtiradi. - % Hsohalarni
bog laydigan shtrixlangan yo‘lda ti(x,y) funksiya o‘zining minimumidan o'tadi
va niagsadimizga to‘g‘ri kelmaydi. ti(x,y) ning eng tez o‘zgaradigan konturi
z = +x nuqtada B = 31/4 burchakli urinmaga ega, z = —i nuqtada esa
B = ft/4 burchakli urinmaga ega. Ikkala nugtaning ham beradigan hissa3i
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig‘indisini olamiz. Bu
nuqtalarda ularni rasmdagi strelkali kontur bo‘yichao ‘tganimizda quyidagilarga
egamiz:

<p(x) =eT,("+Y2, f'(xi) =el3'*, |/"(xil=1-
Demak

In(x) ~ Ae*(i-1/1)/ J-ip(N+1)/1+3iv/4 + CH(-i+I/i)/2-Mirp+1)/I-Hir/4n =

M2~ ¢ T M\
-Virzn~vT -4/
(30)
3.23-misol. ([7]. [8))

j exp [A(X + »* - x3)] dx ~ CXP (27/43-s'V 3/ &)

Bu holda f(z) =.z(l +i) —z3, }\z) = 1+ i —3z2, egar nuqtalar ikkita:

fa
z22=(1+1i)/3 ~ — e¥%4 tenglamaning yechimlari zij = +2143~|/V /8.

Shu ikki nugtada f(z) ning qiym atlari:
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111.3-ream: Misollarga doir konturlar

/(@z)=d (V2e" A-2?) =z i /(Z) =
Funksiyaning ikkila egar nuqtalardagi haqiqgiy gismlarini soiishtiraylik:

Ur 3r
Re/(*i) = "5/5cosy ~ 0.2477 >0, Re/(z») - cosy kK -0.2477 <0,

demak, integralga asosiy hissani zZ\ nuqta qo'shadi. Agar fagat asosiy
asiinptotikani topmoqchi bo‘lsak kontumi 2z\ nuqtadan o‘tadiga,n qilib
deformatsiyalash kerak (lll.3a-rasmga qarang). B burchakni quyidagicha

topamiz: fn(t\) = fr(zi)(zi)'2 haqigiy son bo'lishi uchun 20+ /8 = 0 bo'lishi
kerak. \f'(z\)\ = 2y/3y/b hisobga olinsa

4 exp [A (i +tx - Xs)] dx ~ =

*
/  _ \V*
=e-*/ie
kelib chigadi.
3.24-misol
00 1/2
J el * {1+ Xx7)~xdx~ N e_Ae(2c) A, c=V2-1.
Integralni @ o
J enqt + x2-xdx = J CIA,~AU,(+)dx
0 “0

ko‘imishga keitiramiz. f(z) = iz - In (I +z2) funksiya udiun zit2 = i(- I+ v~)
nuqtalar egar nuqtaiardir, ularning joylashishi ll.36-rasmda ko‘rsatilgan. z =
11 nuqgtalar integral osti funksiya uchun maxsus nugqtaiardir, shu sababli 2
nuqgtadagi davon balandroq bo‘lishiga gqaramay uni hisobga olmaymiz. 2\ = ic

101



nugtaning hissasini topganda |/"(2)| = (c+ 1)/c = 2/(1 —c) ni hisobga olsih
kerak (/"(21) ning haqiqiyligi 0 = 0 ekanligini bildiradi):

00 22
-00

86. Statsionar faza metodi

Statsionar faza metodi quyidagi ko‘rinishdagi integrallarning
asimptotikasini topishga moijallangan:

6
/() = dtip(o) (31)

Integralga kirgan <qt) va f(t) funksiyalar haqiqiy bo'lsin.
Riemann-Lebesque lemmasi. Agar f(x) G L\(—90,00)
bo'lsa ®

lim / feedscx =o()
“@

&.1. /4Y*)?*0, tc[e, 6| hoi

Faraz qilaylik f'[t) ~ O, t C [a6] bolsin. Eksponenta
ko'rsatgichida mavhum birlikning borligi A katta bo’lganda integral
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib garasak (lll.4)-rasmdagi holni

il g¢d HQ

A LWL

11 4-rasm  (31)-mtegral ostming J1katta bolgandagi ko'rinishi
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ko'ramiz - go'shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi -
Riemann-Lebesque lemmasining ma’nosi shunda. Agar

U=1J," dv=etXff
belgilashlar kiritib integralimizni bo'laklab integrallasak

e«V(t)

a
(32)
ko'rinishga keladi. Bo'laklab integrallash amalini bajarish uchun
birdan-bir f\t) ™ O, t C [a, j shartning o‘zi yetarli. Bu holda
integrating asosly asimptotikasiga chegaraviy nuqgtalargina hissa
qo'shadi. Ularning gaysi biri muhimroq -/(<) va <p(t) funksiyalarga
bog'lig.

Asosiy asimptotika 1//1 ga proporsional. (32)-ifodadagi golgan
integralni yana bir marta bo'laklab integrallasak undan 1/A2 ga
proporsional had kelib chigadi. Bu amalni davom ettirib yuqori
tartibli hadlarmni ham topish mumkin.

8§6.2. /'(to)=0, C [a,6 bo'lsin

Bu holda asimptotikaning asosly hadi awalgi holga nisbatan
kattaroq bo'ladi. Buni tushunish uchun (lll.5)-rasmga qaraylik.

11l 5-rasm /'(to) = 0 holdagi integral ostidagi ifodaga to nuqta atrofida mos keluvchi grafik

Bu rasmda ko'rilayotgan holga (to nuqgta integrallash intervali
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan maos keluvchi
chizmalar berilgan. to nuqta atrofida integral ostidagi eksponenta
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sekin o'zgaradi, natijada mana shu sohaning hissasi go'shni
sohalarming hissalari bilan gisgarmaydi va integralga qo'shilgati
asosiy hissa bo'lib chigadi.

t0 =a hoi - (Ill.5b-rasinga garang)

Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nuqgta
atrofidan keladi.

yoyilmani (31)-integralgaolib bprib go‘yamiz (harmmajoyda t0 = a
deb almashtirib)

(€3]
/(A) ~ <pleiXfw / dte* (35)
0

ko'rinishga keltirib olamiz. Yuqori chegara b—a ning o'rniga oo
ga almashtirildi, bunda paydo bo'ladigan go'shimcha haillar asosiy
yaginlashuvga ta’sir gilmaydi. Olingan integralni quyidagicha
hisoblaymiz. Faraz qilaylik f'{a) > 0 bo'sin = a deb

LL.6-ra<nn: (35)-integralni hisobU-shda ishlatiladigar. konturlar

belgilaylik, a > 0. Cauchi teoremasi bo'yicha (llI.6)-rasmning
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birinchi gismida ko'rsatilgan yopiq kontur uchun

/ dze™2=0 (36)

bollishi kerak, chunki ushbu kontuming ichida integral osti
ifodaning hech ganday maxsus nugtasi yo'q. Ushbu yopiq kontur
uch gismdan iborat: 1)x ogi bo'yicha O dan R gacha, 2) R radiusli
nimchorak aylanma Cr bo'yicha burchak O dan &/4 gacha, 3)
argumenti /4 bo'lgan nur boyicha R dan O gacha. Integralni
ochib yozaylik.

1 Haqiyly o'gning ustida z = x, dz = dX
2. CR kontuming ustida z = Re,p dz = iRe"d<p\
3 /4 burchakli numing ustida z = pe™*/4, iz2 = -p2 dz =
dpew/4.
Ya’ni

j Qo) O w ] B +n) Q=

37)
R — oo limitda ikkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi
eksponentada exp(—?2sin(2<))) ifoda bor, O < p < #/4 bo'lgani
uchun R = o0 limitda exp(-i?2sin2<y)) -mO bo'ladi). Demak,

00 00

j die=ewjdpe=""A (38)

Agar a < O bo'lsa integralni hisoblash uchun (I11.6)-rasmning
ikkinchi gismida ko'rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu
holda

00
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bo'ladi. Shu natijalarni hisobga olsak (35)-integral uchun quyidagi
asimptotik baholashni olamiz:
f"(a) >0 holda:

/(A)~ flayx,w?’]j =U
0 *
(40)
f'{a) <0 holda:
/(A ~ ip@eala)J dtaxt )z ="
0
41)

Awalgi paragrafda ko'rgan edikki, integrallash intervalida /(£)
funksiyaning statsionar nugtasi bolmaganda asosiy asimptotika
1/A ga proporsional edi. Integrallash intervalida statsionar nugta
paydo bo'lganligi asosiy asimptotikani 1/n/A ga proporsional
bo'lishiga olib keldi.

a<to<b boigan hoi

Bu holda statsionar nuqgta integrallash intervalining ichida
joylashgan bo'ladi ((Ill.5a)-rasmga qarang). Eksponentadagi
f(t) funksiyani to nugta atrofida gatorga yoyamiz va, har
galdagidek, bos asimptotikanigina ko'zda tutib kvadratik had bilan
chegaralanamiz:

Ne =/(to) +|/"«0)(t - t0)2 + eeee 42

(81)-integralda mana shu almashtirishni bajaramiz:

/(A) ~ £ dtp(t) eV(to)HA/ (HO)<-R (43)
4

A katta bo'lganida integralga asosiy hissani t0 nuqta atrofi beradi,
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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alniashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan ip{to) ni
chigarib olamiz:

®
J(A) ~ eixir<pito) J dit eFAEOK*, (44)
¥e))

(35)-integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta
go‘llashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

® 0
J dtenr =2J dtdidr. (45)
-00 0

Natijada
f'{a) >0 bo'lganda:

/(A) ~ ipfa)exf@) J dtew w 2= J

-00 *
(46)
f"(a) <0 boiganda:
/(A) ~ j dt
-00
47)

ekanligini topamiz.
3.25-misol. Butun indeksli Bessel funksiyasining x oo dagi
asiraptotikasini toping:

J%(x) = - \] cos(xsint - nt)dt.
0

Bu integralni qulay ko‘rinishga keltiraylik:

A
In(x) = ’\RevJ exp(ixsinf - int)dt.
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Bu holda (p(t) = e~fU. f(t) = sint funksiya O < t < n intervalda bitta
statsionar nuqtaga ega: to = */2. Bu nuqtada /"(tr/2) = —1. Demak,
misolimiz 47-holga mos keladi:

AW ~iFuyf«/e-«"“f-i/lc* («=-"1-1).

Javobni 30-formula bilan solishtiring.

87. Qatorlarni yig‘ish usullari

87.1. Qatorlarning asimptotikasi

Agar n juda katta bo‘lsa

n n
E /(*)m=T Hxydx +0¢/(n + 1) +0(1)
i =0 £

deb olish mumkin ([7], 10-bet). Masalan,

Er~ In"
*=1
" na+H
~ —- a>-
»>-q.
K—
8§7.2. Euler usuli
Bizga
(e0]
n=0

gator berilgan boisin. U yaqginlashuvchi bo'lmasligi mumkin. Euler
bo'yicha bu holda yangi

n=0
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gator Kiritamiz va

E o l: _ 7 - 1 n
=0 x>1 (Enzo

deb olamiz. Masalan,

0
-0 +i-1 +i— =>T(-i)"
n=0
gator yaginlashuvchi emas. Ammo |x] < 1 bo'lganda
00, ! i
1—X +Xx2—Xx3H----—- V (—=)n= - .
hZ0 i+ >

Euler bo'yicha

D -v -jb B -r1 -1
n=0 n=0

1 00)
deb olishimiz mumkin. Shu sababdan ; son $3(—)n gatorning
n=o0

"Euler bo'yicha yig‘indisi"” deyiladi.
§7.3. Borel bo'yicha yig‘indi

(0]
J2 anXn
=0

gator berilgan bo'lsin. Uyaginlashuvchi bo'lmasligi mumkin. Borel
bo'yicha bu gatorni quyidagi usul bilan yaginlashtirish mumkin:

0 00
E anlll=E a, / '=E W™ /dttne~xn=f dte-*ip(xt),
n*0 n=0 n=0 *q N
bu yerda
trxn
=Y |lan’
n=0 ' n!



Berilgan gatorning yaqinlashish sohasida quyidagi formula

aniq formuladir, boshqga sohalarda bu formula berilgan gatorning
"Borel bo‘yicha yig‘indisi™ deyiladi. Ya’'ni. gator uzoglashu-
vchi bo'lishi mumkin, o‘ng tomondagi integral yaginlashuvchi
bo'lishi mumkin, bu holda formulaning o'ng tomoni shu gatorning

Borel bo'yicha ta'rifi (analitik davomi) bo'ladi.
3.26-misol

0)
3.27-misol. Yana 52 (—1)" qatorga qaytib kelib unga Borel usulini

go‘llaylik:

@®
Yaginlashmaydigan %—l)" gatorning Euler bo'yicha ham, Borel bo'yicha
n

ham yig‘indisi bir xil chigdi.
§8. Mashglar

3.1-mashqg. n -4 co hoi uchun quyidagini isbot giling:

3.2-mashq. Quyidagi mashglarda x -* oc.



3.3-niashq.

f dt inx
J tinint Inlnx
2
3.4-mashg. i
Jtf +tyftdt* 1*/2
0
3.5-mashq.
| 1
¢ Xstit~ .
/ X2
3.6-mashq
F U
3.7-mashq.
o=~ (1/n)
J 1+t nxi/»
3.8-mashq 1
I e-"ntl +OA r@/m
MX2/n
3.9-mashq

P antdt~~.

3.10-mashqg. Quyidagi inashglarda A —»00.

00

0

3.11-mashq o

| e-AX+X,In(i+ ;ch _|_
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3.12-mashq

jDe_xszu +x Tx2dx ~X~~2.
ey
3.13-inashq
@
{t?e~t$d:t~ p - I1xa- O+le~t>, P>0.

3.14-mashq.
7 e-* e~X
\] VX + 3x2  4A
3.15-mashq
f ., T@/3y™ F(1/6)e"/1
f Saw—  YTT /1 —— 3VS—
3.16-mashq
I
0
3.17-mashq

[
J e™*n(2 + t)dt
0

3.18-mashq. Quyidagilarni keltirib chigaring (x -» 00) :

r(1/3)e’*/61n2
3A~

K"X)=jw r 1n ~\/5e~:



m
UW =3 J[ €100,9 cos recLLI~ 3/4/-b|
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1IV-BOB.
GRUPPALAR NAZARIYASI

81. Simmetriya va lining matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim rol o'ynaydi. Agar
fizik sistema biror simmetriyaga ega bo'lsa harakat tenglamalari
ham shu simmetriyaga ega bo'lishi kerak. Sistema ustida biror
almashtirish bajarilganda uning holati o'’zgarmasa uning energiyasi
ham o'zgarmaydi. Schrodinger tenglamasi nuqtai nazaridan

Faraz qilaylik H2 molekulasidagi vodorod atomlarining
o'rinlarini aimashtirdik, natijada molekulaning holati o'zgargani
yo'dq, uning energiyasi ham o'zgarmadi. Sistemaning gamiltoniani
ham huddi shu o'rinalmashtirish simmetriyasiga ega bo'lishi kerak.

Simmetriya deganida sistema harakat tenglamalarining ma’lum
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko'zda tutiladi. Bu
ta'rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin: agar tenglama A va B
almashtirishlarga nisbatan invariant bo'lsa u ketma-ket bajarilgan

C = AB almashtirishga nisbatan ham invariant bo'ladi.
4.1-misol. Garmonik ossillator uchun Schrodinger tenglamasi:

Bu tenglamada X -* —x almashtirish bajarsak (x), rl>(-x), p(x) +
pf—x), d(X)—eh(—x) to'lgin funksiyalarning hammasi o‘sha E energetik satxga
mos kelishini ko'ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning
yechimlarining muhim hossasini topdik.

Almashtirishlarning hammasi ham geometrik ma’noga ega
bo'lishi shart emas.

§2. Gruppaning ta'rifi

Bizga {pi, p2, **«i9n, ee«} elementlardan iborat bo'lgan G
to'plam berilgan bo'lsin. Ya'ni, {6, € G, i = 1, 2, eee, n, eee}.
Shu to'plamning ichida o deb belgilanadigan kompozitsiya
1
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(ko'paytirish) goidasi kiritilgan bo'lsin. G to'plam elementlari shu
kompozitsiya qoidasiga nisbatan quyidagi talablarga bo'ysunsin:

1. Ixtiyoriy gi € G vag] € G lar uchun g,og} = gk, gk € G
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik goidasi: ixtiyoriy gu gk, gk G G lar uchun g, o
9 ° 9K) = [0, 09)) ° 9Kk bajarilsin;

3. Quyidagicha ta'riflangan g, 0e = eog, = g,, Ygt € G birlik
element e mavjud bo'lsin;

4. Teskari element gtog~l = g”og, = e, g~ 6 G mavjud bo'lsin.

Shu qoidalarga bo sungan elementlar to'plami G gruppa deyiladi.

G to'plam elementlari soni chekli yoki cheksizligiga garab
gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining
soni uning tartibi deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning
elementlarini sanab chigish mumkin bo'lsa bu gruppa sanoqli
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlari uzliksiz to'plam
hosil qgilib bu to'plamda gandaydir topologia kiritilgan bo'lsa
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda gt o g} @ gj og, bo'ladi. Agar gruppaning
ixtiyoriy ikkita elementi uchun g og®=g}od{ i,j = 1,2,3,...
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda
muhim bo'lgan simmetriya tushunchasining matematik ifodasi
ekanligi bilan aniglanadi.

Gruppalarga misollar:

1 Butun sonlar to'plami (nol soni bilan birga) qo'shish
operatsivasiga nisbatan cheksiz gruppani hosil giladi. Ya'ni,
gruppaviy kompozitsiya sifatida go'shishni gabul gilamiz. Bu
gruppada A elementiga teskari element -A bo'ladi, birlik
element sifatida 0 gabul gilinishi kerak. Anigki, bu gruppa
abel gruppasidir. Shuni ham aytishimiz kerakki, ixtiyoriy
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan
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muvofiglashtirishimiz mumkin:

9i°9j & 9, + 9,
e 0;
a-1 < —;
a" « na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun haqiqiy sonlar
to'plami R ni gqo'shish operatsiyasiga nisbatan gruppa deb elon
qgilishimiz mumkin.

. no'lchamli vektor fazo elementlari - vektorlar vektor qo'shishga
nisbatan gruppani hosil giladi. Gruppaviy kompozitsiya -
vektor gqo'shma. Darhaqiqat, ikki vektoming vektor yig'indisi
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorni olish kerak.
a vektorga teskari vektor —a.

. e,a,a.2,a3, to'plamni olamiz, an = e bo'lsin. Bu
to‘plam siklik gruppa deyiladi. U tartibi n bo'lgan abel
gruppani hosil giladi. Bunday gruppani amalda quyidagicha
tasawur qilishimiz mukin: a element sifatida z—o'qi atrofida
2ir/n burchakka buralishni ko‘zda tutamiz, bunda a2 element
z—o'qi atrofida 2-27r/n burchakka buralishga mos keladi va h.k.
a" element esa n 12ir/n = 27r burchakka buralishga mos keladi,
bu esa boshlang'ich holatga qaytib kelishga ekvivalentdii,
shuning uchun a" = €. Ilkkita ketma-ket almashtirishni
bajaraylik- bir gal k-2n/n burchakka, keyin I-2ir/n burchakka.
Natija (k + 1) *2k/n burchakka buralishga mos keladi: ak-al =
akH. Berilgan to'plamning gruppani hosil gilishi oydindir.

. Uch o'lchamli fazodagi aylanishlar - ular uzliksiz gruppani
tashkil giladi. Darhagiqat. ikkita ketmarket aylanishni (ikkita
har xil o'glar atrdfida) uchinchi bir o‘q atrofidagi bitta aylanish
orqali ifoda gilishimiz mumkin. Bu noabel gruppasidir, chunki
a va b aylaniehlarning ketma-ketligini almashtirsak boshqa
natija olamiz: ab”~ba.

. Lorentz almashtirishlari gruppani hosil giladi. Hagigatan,
ikkita ~ Lorentz  almashtirishi  uchinchi  bir  Lorentz
almashtirishiga teng.  Buni ko'rish giyin emas - Lorentz
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almashtirishlari yordamida K sistemadan K' sistemaga
o'tamiz, keyin K" sistemadan K sistemaga o'tamiz. Oydinki,
biz mana shu K" sistemaga bevosita o'tishni (K —* K'1) bitta
Lorentz almashtirishi yordamida ham bajarishimiz mumkin
Lorentz almashtirishlari to'plami uzliksiz boigan Lorentz
gruppasini hoeil giladi.

83. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1. Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday
gismto'plamiki, uning ichida gruppaviy aksiomalarning hammasi
bajariladi.  H G ning gismgruppasi bo'lishi uchun H dagi
gruppaviy kompozitsiya qoidasi G bilan bir xil bo'lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elementining davri. G ga kirgan
bir element g, ni olamiz va uni darajalarga ko'tara boshlaymiz:
91192, 9?1 —G gruppamiz chekli bo'lgani uchun bu qgator takrorlana
boshlaydi. Qandaydir ki va fa > ki butun sonlar uchun

bo'lsin. Bu degani

Ab-bi = e
g, elementning tartibi deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki
uning uchun

bo'lsin giy gf, gf, e , g? = e to'plam # elementning dauvri.
yoki, cikli deyiladi. Oydinki ixtiyoriy elementning davri

a) G gruppasining gismgruppasini tashkil etadi;
b) bu gismgruppa abel gruppasidir.

3. Qo‘shma sinflar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, H—
uning K -tartibli gismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir
elementi g\ ni olaylik. 1€ G, g\ £ H. Quyidagi to'plam hosil
gilaylik: g\H = {gihi, gM, ..., gihk} Endi H ga ham va gxH ga
ham kirmaydigan g™elementni olamiz va g”"H to'plam hosil gilamiz.
Ushbu jarayonni G da na H ga va na biror-bir g,H ga kirmagan
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element golmaguncha davom ettiramiz. gt ¢ gj bo'lganda g,H
va g}H to'plamlarning umumiy elementi bo‘Imasligini ko'rsataylik.
Faraz gilaylik shunday bo'lImasin, ya’ni, gandaydir <, ¢ gn lar
uchun gnh, = gtlhj bo'lsin, hi} hj € H. Bu degam gtl = glzhthj =
otjhk, hk G H. Ya’'ni, gtl element g,2H to‘plamga kiradigan bo‘lib
chiqdi, bu esa boehlang'ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G
gruppasini
G = {H, giH, g2H, ...,.gmiH}

ko'rinishga ega bo'lgan sinflarga bo'ldik, bu tagsimot H gism-
gruppasining chap yondosh sinflari, yoki, chap qo‘shma
majmui deyiladil. G gruppasini huddi shunday gilib olng
yondosh sinflarga, ham yoyib chigishimiz mumkin:

G={H, Hg\, Hg\ ..., Hg'm-i}.

Ko'rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi
fagatgina bitta yondosh sinfga kiradi G ning elementlari soni n,
H ning elementlari soni k bo'lgani uchun

n

bo'lishi kerak (Lagrange), m soni H gismgruppaning indeksi
deyiladi.

Yondosh sinflarga yoyilma fagat H gismgruppaga bog'liqdir,
agar H berilgan bo'lsa € larni ganday qilib tanlamaylik o'sha
yoyilmaning 0°zini olamiz. Sababi - hech gaysi yondosh sinflar
umumiy elementga ega emas.

Olingan natijadan hulosa: agar gruppaning tartibi oddiy (hech
gaysi songa bo'lininaydigan) son bo'lsa bu gruppada gismgruppa
bo'Imaydi.

4, Qo‘'shma elementlar va sinf. g 6 G bo'lsin. g' =
gtgg~1, gi € G ni tuzaylik. g va g* lar go‘shma elementlar
deyiladi ~ $ sifatida gruppaning hamma n eiementlarini olib
chigaylik. Hosil bo'lgan n ta elementli to'plamda k ta har xil
elementlar bo'lsin: {91,521 e, gi } Ushbu to'plamning ixtiyoriy

]RUS tilida - neniMe cMe>KHble Knacchl, CONPA>eHHble COBOKYMHOCT 1 cneBa. Inglizduei - left coseti



ikki elementi ham o'zaro qo'shmadir:

O\ =9u997*" 92 =9,299uy = M i'9\9iig%i? =
={9")91 {bl 'Y 1-
Demak, shunday elementlar to‘plami bitta elementning berilishi

bilan aniglanar ekan.  Ushbu to'plam sinf deyiladi, uning
elementlari soni k shu sinfning tartibi deyiiadi.

1 Birlik elementning o‘zi sinfni tashkil giladi.

2. Birhk elementdan boshqa sinflar gqismgruppani tashkil gilmaydi
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga bo'linadi.

Har bir cheklangan gruppa G bir necha qo'shma sinflarga
parchalanadi.

5. Invariant gismgruppa - normal bo(uvchi. H
to'plam G gruppaning gismgruppasi bo'lsin.  Agar ixtiyoriy g,
uchun gHg~l = H,\, € G bollsa H G ning normal
bo‘luvchisi, yoki, invariant qgismgruppasi deyiladi. Agar
g0 G H bo'lsa gt ning go'shma butun sinfi H ga kiradi.
\&,, gtHg~l = H bo'lgani uchun normal bo'luvchi uchun chap va
0'ng go'shma sinflar bir xildir.

Abel gruppasining hamma gismgruppalari invariant gismgrup-
palar bo'ladi.

6. Faktorgruppa. Gruppani uning invariant gismgruppasi
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G =H+giH + g"H H--—--- Ygm\H. (1)
Quyidagi moslik munosabatlarini kiritaylik;
hi ~ A2, agar hi, /2€ A bo'lsa;

h[ ~ H2, agar h[, h2€ g\H bo'lsa;

h' ~ /ij, agar h'{6€ g™H bo'lsa va h.k.

Bunday moslik (ekvivalentlik) o'rnatilgandan keyin 1-yoyilmadagi
har bir to'plamning bitta gandaydir elementi shu to'plamning

119



vakili bo'ladi, shu elementni bundan keyingi hamraa muloxazalarda
mana shu to'plamning boshga elementlaridan farg gilmaymiz.
Shu bilan biz G gruppani m ta elementdan iborat boshqga bir
gruppaga aylantirdik, uning har bir elementi hagigatda gxH
to'plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida
giH to'plamdagi ixtiyoriy bir elementni qarashimiz mumkin.
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chigish qiyin
emas. Hosil bo'lgan yangi gruppa G ning faktor-gruppasi
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: G/H.

7. Gruppaning markazi. G gruppasining o'ziga qo'shma
bo'lgan elementlari to'plami shu gruppaning markazi deyiladigan
invariant qismgruppani tashkil giladi. Element o'ziga qo'shma
bo'lishi uchun u gruppaning hamma boshga elementlari bilan
kommutativ bo'lishi kerak. Demak, markaz - abel gismgruppasi
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo'lgan
elementlar to'plami gismgruppani hosil qilishini ko'rsataylik.
Bunday to'plam elementlarini Z, deb belgilasak z = 1,2,...,/7)
(albatta, bu to'plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan,
2\ = E deb olaylik) ta'rif bo'yicha

Ztg = 9Z,, Zjg = gZjt Vge G

bo'ladi.  Bundan Z,Ztg = Z3gZ{ = gZjZ, kelib chigadi.
Demak, ZtZ} element ham mana shu to'plamga kirar ekan,
ya’'ni, gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo'lgan
elementlar to'plami gruppani tashkil gilar ekan. Bu gruppa G ning
gismgruppasidir.
7. Gruppalaming akslantirishlari Ikkita gruppa G va

g' berilgan bo'lsin. Bu gruppalaming elementlari orasida shunday
0'zaro bir giymatli munosabat g, «>g\ o'rnatilgan bo'lsinki

QX3 jan g <g\gl  kelib chigsin.
) Yj o
Bunday munosabat izomorf akslantirish, yoki izomorfizm
deyiladi. l1zomorf gruppalar ko'pincha G ~ gl deb belgilanadi.
Gomomorf akslantirish - katta gruppa G ning bir
necha elementini undan kichikroq gruppa gl ning bitta elementiga



akslantirish.  Bunda gruppaviy ko'paytirish qoidalari saglanib
golLshi kerak. Akslantirishni  : G -* gl deb belgilasak gruppaviy
kompozitsiyaning saglanishi g\g™ = K gx€ G dan @)<P9)) =
MOY> ¥{0i) € < ekanligi kelib chigadi. gl ning birlik elementi E'
ga akslanuvchi elementlar to'plami g, € G gomomorfizm  ning
yadrosi deyiladi:

{& : #09)) = & € 55 = kerp.

Izomorf gruppalar bir-biridan fagr gilmaydi (gruppa sifatida).
Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o'zidan kichikroq gl
gruppaga akslantirilsa g* gruppa G ning asoeiy hossalarini saglab
goladi, ular orasidagi farg nozik masalalardagina namoyon bo'lishi
mumkin.

Teopema 1V.1 Faktorgruppa G/kerip va gruppa g izomorfdir.

Bu teoremani isbot gilish uchun quyidagi uch bosgichdan
o'tamiz:

» gomomorfizm yadrosi kery? gismgruppani tashkil giladi;
* bu gismgruppa invariant gismgruppa bo'ladi;
* faktorgruppa G/kerip va gruppa g‘ izomorfdir.

Avtomorfizm:  Agar G gruppa o0'z-0'ziga gomomorf
akslantirilishi mumkin bo'lsa bundan akslantirish avtomorfizm
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo'lishi mumkin. ipz(g) =
zgz"1l, g G G avtomorfizm ichki avtomorfizm bo'ladi, bu yerda
2 G G. Ya'ni, g butun gruppa G ni ketma-ket gabul qgilsa x(g)
gandaydir g‘ to'plamga teng bo'ladi, tushunarliki, g C G. Tashqi
avtomorfizmga misol: uch o'lchamli evklid fazosini olaylik, undagi
vektorlar vektor yig'indiga nisbatan abel gruppasini tashkil giladi.
Uning elementini x deb belgilaylik. Shu uch o'lchamli fazoda
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari 2 deb belgilansa
ft(x) = 2i 2-1 akslantirish ixtiyoriy vektor x ni yana shu fazo
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarimsodda gruppalar. Invariant
gismgruppaga ega bo'lmagan gruppalar sodda gruppa deyiladi.
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Invariant gismgruppasi bo'lsa ham u kommutativ bo'Imasa gruppa
yarimsodda deyiladi.

10. To'a'H ko'paytma. Ikkita G\ va G2 gruppalar berilgan
bo'lsin. Shu gruppalaming to‘g‘ri ko'paytmasi G\®G2 deb shunday
9 = {#, 9}y 9i € Gi, 2 € G2elementlar to'plamiga aytiladiki,
undagi g = {pi, 32} va g' = {9*1, g'2} elementlaming gruppaviy
ko'paytmasi

991 = {<7i9b 92912}

goida orqali aniglanadi. Birlik element sifatida e = {ei, e2} xizmat
giladi. Agar G1ning tartibi n\ va G2 ning tartibi n2bo'lsa Gi ®G2
ning tartibi ni x n2ga teng bo'ladi. g1l —={gb e2} akslantirish G1
ning Gi €>G2 ga izomorfizmi bo'ladi. Shu ma’noda G\ gruppa
G\ ® G2 ning gismgruppasidir. G2 hagida ham shuni aytish
mumkin. Ikki elementning ko'paytmasi hagida gap ketganda har
xil gruppalaming elementlarining o'milarini almashtirish mumkin:
9\®92 = 92®9\ Demak, G\ va G2gruppalar Gi® G2 ning invariant
gismgmppalaridir. Teskarisi ham to'g'ri: agar biror G gruppaning
Gi va G2 gismgruppalari bo'lsa, ixtiyoriy gi E G\ v& g2 € G2 lar
uchun g\g2 = g"gi bo'lsaa va hamma g € G lar uchun g = g\g2
bo'lsa G = Gi 0 G2 bo'ladi.

84. Misollar

4.2-misol Bir elementdan iborat gruppa: To'plain bitta E elementdan
iborat bo'lsin: G : {£}. Uning kvadrati ham shu E ga teng bo'ladi: E7 = E
Bu to'plam gruppani hosil giladi. Teskari element: E~l = E.

4.3-misol Ikki elementdan iborat gruppa: G : {E,A}. Bu to'plam
gruppani hosil gilishi uchun A2 = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A~ = A
bo'ladi. Bunday gruppa ikkinchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va Cb deb
belgilanadi. E element sifatida 1 va A element sifatida - 1 nitasawur gilishimiz
mumkin. Gruppa uchun kotpaytirish jadvali:

FT

4.4-misol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {E, A, B).
ko'paytirish jadvali:
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Dr>SS
W > mx
mm> >
>Mmw

Jadval bo'yicha AA = B, AB = E, -1 = B, B~l = /1 va h.k. Uch - sodda
son, u xech ganday songa bo‘linmaydi, demak, bu gruppa faqgai cikiik gruppa
bo'lishi mumkin. Uni C3deb belgilanadi. Masalan, A = exp(*2*/3) n*olaylik
Unda B = exp(i4;r/3) bo‘ladi.

4.5-misol. Tort elementdan iborat gruppa: (jE A, B, C). Uni ikki xil yo‘l
bilan tasawur gilishimiz mumkin.

Birinchi yo‘l: (E, A,B,C) <>(l,i, —, —)- Ko'rinib turibdiki, AB =
BA = C,BC = CB = %4 CA = AC = E, yani bu - abel gruppasi.

Undan tashgari A~ = CB~l = B. Bu gruppa cikiik gruppa C4 ning o‘zi:
{1, c'f, e} = {ei@/Akk = 1,2,3,4.}. Gruppaning ko‘paytirish
jadvali:
EaABC
E 1 ABC
A ABCE
B B CEA
CCEeAB
Uning bitta gismgruppasi bor - (E,B) = (1,-1). Bu - invariant gismgruppa:

A(EB)A~I = (E,B); B(E®B)B~I = (E, B), C(E, B)C~l = (E,B). Bu
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil giladi. A vs. C elementlarning tartibi
to‘rtga teng: Ad= E, C4 = E. B ning tartibi eea ikkiga teng: B2= E.

Ikkinchi vo*l: Hamma elementlarning tartibini ikkiga teng deb olaylik:
A2= B2= C* = E. Bu holda quyidagi jadvalga kelamiz:

c» E A B C

K E A B C
A A ECHB
B B CEA
C CB A E

Bu gruppa C2A deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko'rinib turibdiki
bu ham abel gruppasi. C4 va CY gruppalar izomorf emas. Oja da uchta
gismgruppani kiritishimiz mumkin:  H\ : {E, 4}, #2 « {E, B}, 43
{E, C}. Ulaming hammasi invariant qismgruppalarni tashkil giladi, demak,
ularning har bin bo'yicha faktorgruppa tashkil gilish mumkin: {H\t BH\} =
I(E, >4), (B, CH, {HZ AH2} = {(E, B), (A C)} va {43, 143} =
{(E, C), (/1 B)}.

To'rtinchi tartibli gruppani ikkita ikkinchi tartibli gruppalarning to‘g‘ri
ko'paytmasi sifatida tasawur gilish mumkinmi? Ikkinchi tartibli gruppa - C? :
{E, A}, boshqasi yo‘qg. Ikkita C2 ning to‘g‘ri ko‘paytmasi:

C2®C2 = {Ei, A1} ® {E2. A2} = {Ei ® E2, Ei ® A2i E2® Ai, /11® A2}.
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Hoeil bo‘lgan to‘rt elementli to‘plam elementlarini o‘zaro ko‘paytirib chigaylik.
Birinchidan, har bir elementning kvadrati birlik elementga teng:

(E10 E2)(E 0 J5a) = E\O £+ (E\O AN(E\ O A2) =
=(£i0 A2A2 = £10 Ej, E" A)E20 H) =
= (E20 ~1rh = r10£2 (®Mo »~2)i4i 0 ~2 = i0 £j-

Ikkinchi elementning uchinchisiga ko‘paytmasi to‘rtinchi elementni, uch-
inchining to‘rtinchiga ko‘paytmasi ikkinchini va to rtinchining ikkinchiga
Ko paytmasi uchinchini beradi. Masalan,

€2 0 A)EN 0 A2) = A\O 2.

Natijada C2A gruppasining ko‘paytirish jadvalini oldik Demak, ikkita C2 ning
to‘g‘'ri ko‘paytmasi C4 ga emas, C » ga izomorf ekan:

C20 C2—C2%:

4.6-misol D3 gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo'lib
uning ko‘paytirish jadvali quyidagicha ko‘rinishga ega:

ko‘paytirish jadvali

SrXwmrm
XZIrmow >
rxXE>XRW
>omrZ X
mm>»< X
MmM>P>wArr

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, K2 = L2= M2 = E, AB = A* —Br = E.
Topish giyin emaski, A "1= A", L"1= L, B~l = /1 va h.k.

Gruppaning ichida bitta gismgruppa bor: H := {E, A, B}. Bu - invariant
gismgruppa, y’ani, ixtiyoriy g € G uchun gHg~\ = A. Masalan, $ sifatida A" ni
olaylik. Bu holda A# = {A\ L, I/}, KHK~X:= {£, =] B}. Shu invariant
gismgruppa bo'yicha qo‘shma to‘plamlarga bo‘lib chigishimiz mumkin. Birinchi
yol: N + KH. Buholda gruppamiz ikkita to'plamga bo’linadi: (E.A,B) +
(A", L, A/). Agar go'shma to‘plamga bo‘lish uchun H ga kirmaydigan boehga
elementni olsak, masalan, L, natija yana o‘sha bo‘ladi: H+ LH = (E, AyB) +
(L, S/, K). H ga kirmaydigan element sifatida /I/ ni olsak yana o‘sha natijaga
kelamiz.

Gruppa D3 uchta sinfdan iborat:

Si ;== (E), S2:» M, B), S3:= (A\ L, My).

Buni tekshirish giyin emas. E bitta sinfni tashkil gilishi oydin. A ni olylik,
jadvaldan ko‘rinib turibdiki,

EAE = A: BAB"1=A, KAK'l=LK =B,
LAL~l = ML =B, MAM"1l= AN/ = B.
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Demak, (A, B) bitta sinfni tashkil gilar ekan. Uchinchi sinfni ham huddi
shunday tekshirish mumkin.

Quyidagi gruppani Kiritaylik Cj : {1, —1} (keyingi misol bilan solishtiring).
Agar (E,A,B) -f 1 va (K,L,M) -1 moslik kiritsak yadrosi kery? :
(£2, A, B) dan iborat £3 -+ C2 gomomorfizm kiritgan bo'lamiz. Agar (£, A, B)
elementlami ekvivalent deb (ya’ni, gruppaviy ko‘paytirishlarda uiarning fagri
yo‘q deb) gaiasak va huddi shunday, (K,L}M) elementlarni ham ekvivalent
deb olsak {G'/ker~} faktorgruppaga kelamiz, u C3 ga izomorf bo‘ladi.

Ushbu gruppa to‘g‘ri burchakli uchburchakni tashkil giladigan uch atoml;
molekulaning simmetriyaiariga mos keladi. Bu yerda birlik element E hamma
atomlarni o4 joyida goldirishga mos keladi. A element sistemani 27r/3 = 120e
burchakka burashga mos keladi, B element molekulamizni 2 ¢ 21/3 = 240e
burchakka burashni ifodalaydi, K, L, /I elementlar esa moiekulani 1V.1-
rasmda ko‘rsatilgan o'glar atrofida akslantirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

1V.I-raem: Uch atomli molekula

operatsiyalarning hech biri molekulaning holatini o‘zgartirinaydi, shuning
uchun Dz gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarmi ifodalaydigan gruppa
hisoblanadi.

4.7-misol. Ciklik gruppa Cn : {a, a2,a3,...,ttn = E.} Bu gruppa abel
gruppasidir. uning har bir elementi o‘ziga go‘shma bodib bir sinfni hosil
giladi. Bunday gruppani biror berilgan o‘g atrofida diskret burchaklarga
buralish gruppasi sifatida tasawur qilishimiz mumkin. Buning uchun a =
exp{r2tr/n} deb olamiz. Ya’'ni, Cn gruppasining a elementi biror o‘q (masalan,
z o‘qi) atrofida  /n burchakka buralish elementi boladi. Darhagiqgat, (x,y)
tekisligidagi ixtiyoriy bir nugtani z = X + iy kompleks son deb garashimiz
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko‘rinishda z = x + iy = pe*
tasawur gihshimiz mumkin. Bu holda az = pe™+™/n) ye”™or 2 w, 2m/n
burchakka burilganiga teng. Bunday tasawurga o‘tsak siklik gruppa quyidagi
ko'rinishni oladi: C,, : {e<*/k>e<a'/"8>,... e<Mr>= 1}.

Faraz qgilaylik, buralish burchaklari diskret emas, uzliksiz to‘plamni tashkil
gilsin. Bunday holni Coo deb belgilaymiz, bunday uzliksiz to‘plain Coo : e*t 0 <

< 2tt cheksiz gruppani hozil giladi. Bu gruppaning liar bir elementi e*’

tekislikdagi vektorlarni z - o‘qi atrofida y? burchakka buraltiradi.

Shu joyda 6-matritsaiii eslash o‘rinlidir. Bu matritsa tekislikdagi
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85. Gruppalarning tasavvurlari

Gruppa elementlari ozining ta’siri orgali aniglanadi. Bu ta’sirni
abstrakt korinishaa - ko'paytirish jadvali sifatida - aniglashimiz
mumkin. Fizik kattaliklar hagida gap ketar ekan ular matematik
nuqtai nazardan odatda mos keluvchi chizigli fazolardagi vektorlar
va tenzorlar sifatida namoyon bo'ladi. Vazifa - gruppa
elementlarining mana shu fazo elementlariga ta’sirini aniglash.

§5.1. Asosiy ta'riflar

Chizigli fazo L berilgan bo'lsin. Ushbu fazo elementlari ma’lum bir
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma’lum bir simmetriya
operatsiyalari - ya’ni, ma’lum bir gruppa G - berilgan bo'lsin. Shu
gruppaning ta’siri natijasida L fazo elementlari ganday o'zgaradi?
Magsadimiz mana shu savolga javob berish

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya
qoidasi matrik ko'paytma bo'lgan gruppa matritsalar gruppasi
deyiladi. Mana shu L fazoda ta’sir giladigan matritsalar to'plami
I ni topaylik - I : {Di, D%...}. Shu to'plam elementlari matrik
gruppani tashkil qilsin. G gruppa elementlari va I gruppa
elementlari orasdida ma'lum bir moslik o'rnatilgan bo'lsin: gr <
Dt, shuning uchun [ = D(gi) deb belgilaymiz.

ta'rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomomorf
akslantinlsa

G —T, gi —=D(gi)

va har ganday g\ € G va g2 € G lar uchun gig2= g9z GG
ho ‘lganda

D(gi)D(g2) = D(g3), D(gj) GI', i =1,2,3
toy 'n kelsa topilgan matrik gruppa I' G ning L fazodagi tasavvuri
deyiladi.
Agar L fazoning o'lchamligi n bo'lsa topilgan tasawur
I n-o'lchamli tasawur deyiladi. L fazo tasavvurlar

fazosi deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D
matritsalarning aynimagan bo'lishi kerakligini bildiradi:

Dig-1) = D~\gi), (5)
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Undan tashqari, D(e) = I bolishi kerak, buyerdal -nxn o‘lchamli
birlik matritsa. Agar ' « G bo'lsa (ikkala gruppa izomorf)
I tasawur aniq deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga
I ning bir elementi mos keladi va teskarisi. Agar G ning bir
necha elementi bitta D matritsa orqgali tasawur gilinayotgan bolsa
bunday tasawur noaniq tasawur deyiladi.

Ikkita tasawur T va '2 ekvivalent deyiladi, gachonki ularni
hosil giluvchi matritsalar o'xshash almashtirish A orgali bog'langan
bo'lsa:

Dx = AD2A~\ (6)

Bu yerda A matritsa I'l tasawurlar fazosi L ni '2 tasavvurlar
fazosi L2 ga akslantiradigan matritsa.  Ekvivalent tasawurlar
bir hil o'lchamlikka ega bo'lishi aniqdir. Agar ikkita ekvivalent
tasawurlar bitta fazoda aniglangan bo'lsa A matritsa shu fazodagi
bazisni almashtirish matritsasi bo'lib chigadi.

Tasavvurlar keltiriluvchan va keltirib bo‘lmaydigan
bo'lishi mumkin. L fazoda shunday gismfazo L\ bo'lsinki (L\ C
L) uning elementlari ' tasawur matritsalari ta’sirida yana shu
gismfazo L\ elementlariga o'tsin. Bunday gismfazo L\ invariant
gismfazo deyiladi. Agar L da hech bo'lmasa bitta invariant
gismfazo L\ bo'lsa bunday tasawur keltiriluvchan tasawur
deyiladi. Agar L\ butun L bilan mos tushsa bunday tasawur I
keltirilib bo‘Imaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant gismfazolarning yig'indisiga ajratish
mumkin bo'lsa: L = L\O L2 va har bir gismfazoning vektorlari
" tasawur ta’'sirida o'z gismfazolarida goladigan bo'lsa bunday
tasawur to‘liq Kkeltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasawur
matritsalari quti-diagonal ko'rinishga keltirililadi:

a ;).
Buyerda D - n x n matritsa, u n -o'lchamli L fazoda ta’sir giladi,
-DW - w, x ni matritsa, u w, -o'lchamli L\ fazoda ta’sir giladi va
DW - 2x M2matritsa, un2-o'lchamli L2 fazoda ta’sir giladi, w +
LLL=n. Bunday tasawur tasavvurlaming to‘g‘ri yig‘indisi
deyiladi va D(g) = ko'rinishda belgilanadi.
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vektorlarni  burchakka buralishini ta’'minlar edi. 6-matritsalar determinant!
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa bo'lib ularning Q < < < 2n ga mos
keluvchi uzliksiz to'plami (x,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil
giladi. Bunday matritsalar to'plami 50 (2) deb belgilanadi. Demak, va
50(2) gruppalaming har bir elementlari orasida o'zaro bir-giymatli moslik bor
ekan, bu degani, ular izomorf ekan: Coo ~ 50(2). Bu ikkita gruppaga izomorf
bo'lgan yana bir gruppa bor - f/(l), bu gruppa moduli birga teng bo'lgan
sonlarning uzliksiz to'plami: <7(1) = €'y 0 < b < 2k Oydinki,

Coo N50(2) « 1/(1).
4.8-misol. Tekisilikdagi
X' = Xc0s9P + ysiny» + a; y'= -xsin”™ + ycosyj+ b )

almashtirishlar koordinat o'glarini ¢ burchakka burash va koordinat boshini
d = (a, b) vektorga. siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki
nuqta orasidagi masofa va fazoning orientatsiyasi 0'’zgarmaydi. Parametrlarning
o'zgarish sohasi

0<ip<2m, —w0<a<o0 —00<b<oo.

Bu almashtirishlar gruppani hosil giladi, uning nomi - tekislikning
harakatlari gruppasi, u /50(2) deb belgilanadi. Uning har bir elementi
ipva (a, b) parametrlar orgali beriladi, ya'ni, /50(2) - uch parametrli gruppa.
Koordinat o'qlarini ip burchakka burab koordinat boshini (a, b) vektorga siljitish
(ko'chirish) operatsiyasini g(<p, a,b) deb belgilaylik, g(ip. a,b) € /50(2).
Elementlarning a = 0,b = 0 bo'lgan to'plami 50(2) gruppani hosil giladi,
g(ip, 0,0) € 50(2), anigki, bu to'plam /50(2) ning gismgruppasidir. 50(2) -
abel gruppasi. 9= 0 bo'lgan elementlar g(0, a, b) to'plami ham gismgruppani
tashkil giladi - tekislikning ixtiyoriy nuqtasining (ai, bi) vektorga va {0.2,62)
vektorga ixtiyoriy tartibda ketma-ket siljishlari shu nugtaning bitta (a3 =
nl+ «2; h = bi + 62) 'vektorga siljishiga teng. Bu gismgruppa - tekislikni
o'ziga parallel ko'chirishlari gruppasidir, uni P(a, b) deb belgilaylik. U ham
abel gismgruppasidir. Ikkala gismgruppa bitta umumiy nuqgtaga ega, u ham
bo'lsa birlik elementdir (ya’'ni, koordinat boshi va o'qglarini o'z joyida qoldiruvchi
element g(0,0,0)). Demak, /50(2) ning ikkala gismgruppasi ham abel
gruppasini tashkil etadi, ammo /50(2) ning o’zi abel gruppasi emas, chunki
9(v>u ai,bi)g{<P2, a2,b2) ~ 'g{tp2, 02,62)5 ("1, ai,bi).

P(a,b) gismgruppa /50(2) ning invariant gismgruppasi (tekislikdagi
ixtiyoriy vektomi avval biror burchakka buraymiz, qgandaydir vektorga
ko'chiramiz, keyin shu aniallami teskari tartibda bajaramiz, natijada yana
o'sha vektor kelib chigadi). \ISO(2)/P(a, b) faktor-gruppani ko'raylik. Faktor-
gruppa nugtai-nazaridan P{a, b) ning elementlari ekvivalent, ya'ni, (0,0)
vektorga ko'chish ham, ixtiyoriy (a, 6) vektorga ko'chish ham ekvivalent bo'lib
bitta elementdek ko'riladi. Demak, g(ip, ai, b{) va g(ip, a2, b2) elementlar
faktor-gruppa nugtai-nazaridan farq gilmaydi va ular ¢{ip, 0,0) ga ekvivalent.
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Demak, 1S0(2)/P faktor-gruppa 50(2) ga izomorf ekan: 1SO(2)/P n

0(2).

}50(2) gruppasi ikkita gismgruppadan tashkil topganini oshkora ifodalash
magsadida uning elementlarini g(a(ip), r) deb belgilash qulaydir, bunda
tekislikdagi spburchakka burash matritsasi a(ip) 6-formulada berilgan (u yerda
u &2l deyilgan), r = (a, 6) - ko'chirish vektoridir.

ISO(2) gruppasidagi gruppaviy kompozitsiya (ko'paytirish) qoidasini
keltirib chigarish uchun uning elementlarini quyidagi matritsa yordamida
tasawur gilamiz:

cosy siny a\
—sinip cosp b 1. ®3)

0 o 1/

Bu holda tekislik nugtaiarini ham uch o‘lchamli vektor-ustun sifatida tasawur
gilishimiz kerak:

Bunday tasawur 2-almashtirish goidasiga mos keladi. Ko‘rinib turibdiki

/ cos(ipi + 92) sin(™i + (pd)  02cos \4-62sinip\ + ai
T(@@)T(@2) = 1 - sin(®i +ip2) cos(y?i + i) —~azsin<d + kecos< + 61
\% 0 0 1

Demak
A= N2, «3 = 02CoeNi+62Sinyi+ai, 63 = —azsintpi+b2 cos<pi+bi.

w
Vektor belgilashlar kiritayhk: ri = (fli, £&), 2 = (a2 b2). Agar tekislikdagi
ip burchakka burash matritsasini 6-formula asosida a(ip) deb belgilasak 4-dagi
r3 = (03, 63) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

r3 = a(ipi)r2 + ri.
Shu bilan 1SO (2) gruppasidagi ko'paytirish goidasi topildi:

03 = 5i32 = g(a(ipi + t2), a(ipi)r2+ ri).

Ixtiyoriy fazodagi harakatlar hagida gapirganimizda shunday ko'paytirish
qoidasi uchraydi, bunday ko'paytirish goidasi yarim-to‘gri ko‘paytirisk
deyiladi. Odatda yarim-to'g‘ri ko'paytma gruppani uning avtomorfizmlari
gruppasiga ko'paytirishini ta‘riflashda ishlatiladi.  Tekislikning harakatlari
hagida gap ketayotganida 50(2) gruppasi P gruppasining avtomorfizmiarini
tashkil qiladi, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish shu tekislikdagi ixtiyoriy
vektorni yana shu tekislikda goldiradi. Poincare gruppasi - Minkovskiy
fazosining harakatlari gruppasi - hagida gapirganimizda ham yana yarim-to'g'ri
ko'paytmaga kelamiz.



X(g) =TrD(g) kattalik tasawur xarakteri deyiladi.
Oydinki,
* ekvivalent tasawurlar uchun TrDi =TrD2,

* bitta klass elementlariga mos keluvchi matritsalar xarakterlari
tengdir.
Tasawur D(g) aniq deyiladi gachonki g\ ¢ g2 bo'lganda D(gi) &
D(g2) bo'lsa.
Unitar tasavvurlar.
Kvant mexanikasida quyidagi ko‘rinishdagi skalar ko'paytmalar
ishlatiladi:
IX>y) = 72 xiVi- (8)
i=1
Bir bazisdan ikkinchi bazisga o'tish almashtirishini ko'raylik:
X' = Ux, y'" —Uy.

Skalar ko'paytmaning saglanishi uchun almashtirish matritsasi U
unitar matritsa bo'lishi kerak - U' = U~I:

(x,y") ={Ux,Uy) = (x,rfUy) = (x,y). 9)

Fizik sistemaning simmetriyasi hagida gap ketar ekan unga
mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o‘zgarish
bo'lmasligi kerak. Shu sababdan tasawur matritsalarining unitar
matritsa bo'lishi muhiindir.
Teopema 1V.2 Chekiangan gruppaning ixtiyoriy keltirilmaydigan
tasavvuri unitar tasavvurga ekvivalentdir.

Isbot: D(gi), i — 1 , 2 matritsalar G gruppaning n
o'lchamli L fazodagi keltirilmaydigan tasawurini tashkil qilsin.
Quyidagi matritsani tuzaylik:

. i
Ko'rinib turibdiki A -jermit matritsa: A* = Yh ~{gi)D(gi) = A
Demak, uni biror unitar matritsa S® = 5-1 yordamida diagonal
ko'rinishga keltirish mumkin:
d=SAS-1- Y,SD'WS-'SDWS-1= D\gi)D(gi),
i i
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bu yerda D — SDS * Bu diagonal matritsaning diagonal
elementlari musbat aniglangan:

deca = 'Y ' Ppas{Br)Dpo/iSi) — &O0ct{9i)Dpajfr) =
i,P hP
AN\ Bl 91)\2>0.
i,P
Bu matritsaning diagonal elementlaridan ildiz chigarib d%z ulardan
tuzilgan diagonal matritsani d¥2 deb belgilaymiz.  Olingan
matritsa ermitdir: d1» = d12 Agar shu matritsa yordamida
D(g) ga ekvivalent bo'lgan yangi U(gt) = di/22D(g,)d~¥2 matritsa
kiritsak u unitar bo'lib chigadi. Buni ko'rsataylik:

nd.or)u(ar) =d-12D \gi)dll24 112D{9i)d-%2 =
-=drI~ D\ gi)dD{gi)d-xl2.
Ammo D\gj)dD{gi) = d, demak,
U'(gi)U(gi)=d-12Ud-12= 1.

Demak, ixtiyoriy Keltirilmaydigan tasawurni unitarga aylan-
tirishimiz mumkin:

Ufa) = d}I2SD(gi)S~Id-112, = U~

Kompleks go‘shma tasawur Agar ' tasavvurga kirgan
hamma matritsalarni ularning kompleks go'shmasiga almashtirib
chigsak yangi tasawurni olamiz:

D(gi)

Hosil bo'lgan tasawur umumiy holda boshlang'ich tasawurga
ekvivalent bo'lmaydi.
Regular tasawur. Quyidagi matritsalarni kiritaylik:
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Bu matritsalar n x n o'lchamli tasawurni hosil giladi. Isboti: bir
tomondan

)\ > = 3. vaomgi = 5j, yoki, gkdm9i = 9i bo'lsa;

D. (., \n In
"ij[gk)’\jl{gm | o, aks holda.

ikkinchi tomondan

DJn,n \— ll<<9 9|—9| bo Isa;
f\\9kom) o aks holda.

Demak,

D(gk)D(gm) = D(gkgm).

§5.2. Schur lemmalari

Schurning 1-lemmasi

Lemma: Keltirilmaydigan tasawur matritsalari D(gi) ning
hammasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa A birlik matritsaga
proportsionaldir: A —XI, bu yerda X- son.

Isbot: Shart bo'yicha

AD(gi) = D(gi)A,  Vfiie G. (11)

Demak
D\9i)A' = A'D'(9i), Wi € G.

Ammo D\g) —D ~(g) —D{g~I). Ushbu munosabat ixtiyoriy gt
uchun o'rinli bo'lgani uchun ohirgi tenglikni

D(9I)A' = AID(9i), Wi £ G, (12)

deb yozib olishimiz mumkin. Agar H —A + A*va ] = i(A —
A*) ko'rinishdagi ermit matritsalarni Kiritsak 11 va 12 formulalarni
dai hol quyidagi ko'rinishka keltiramiz:

D(9)H = HD(9i),  D(9)J =JD(%), MIi€G. (13)

A vaJ matritsalar ermit bo'lgani uchun ularni diagonal ko‘rinishga
keltirish mumkin:

SHS-1=h,  TIT~I=j. (14)
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Natijada 13 formulalar

SDS-'SHS-1=SHSASDS-1 yoki, SDS~Ilh =
(15)
va
TDT~ITIT~I =TJT~ITDT~Il yoki, TDT~] =jTDT~I
(16)
ko'rinishlarga Keltiriladi.  Shularning birinchisining (ij)-matrik
elementlarini olaylik:

(SDS-%hk = hikiSDS")"- (17)
hki = Ai/Ar ekanligini hisobga olib olingan formulani darhol
(SDS~Xij(hi - hj) =0 (18)

ko'rinishga keltiramiz. Oydinki, i ® j bo'lganda yoki hi = hj, yoki
(SDS~tj = 0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasawurning
keltirilmaydiganligiga ziddir, shu sababdan birinchi imkoniatni
olish kerak:
hi = hj, ixtiyoriy i vaj uchun. (19)

Shu bilan h matritsaning birlik matritsaga proportsionalligini isbot
gildik. Agar ht = a deb belgilasak h —a | ko'rinishga ega bo'lamiz.
Bu degani esa

H=A4 =al
ga teng. Huddi shunday mulohazalar asosida

J = i(A —1%) =fil
ekanligini isbot gilishimiz mumkin. Demak,

A=ha- 0)1 =Xl (20)

Schurning ikkinchi lemmasi

Lemma. 2W va D> matritsalar G gruppasining ikkita
keltirilmaydigan tasawurlari bo'lsin. Ularning o'lchamliklari mos
ravishda w x w va rij x rij bo'lsin. Agar w x rij o'lchamli A
matritsa

D" (g)A = ADM\g), Vie G, (21)
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munosabatga bo'ysunsa 1) har xil o'lchamli keltirilmaydigan
tasawurlar uchun A nolga teng: 2) bir xil o'lchamli noekvivalent
tasawurlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o'lchamli ekvivalent
tasawurlar uchun A - aynimagan matritsa (det A ¢ 0).

Isbot.

Awalgi paragrafda 11- dan 12-gao‘tganimizdagi mulohazalarni
gaytarib 21-dan

AW %) = DA\  V(eG (22)

kelib chigishini topamiz. 21-ni chap tomondan A" ga va 22-ni 0‘ng
tomondan A ga ko'paytirsak

AD®'(A=AMD %), A*D®{)A = D®(g)A*A
larni olamiz. Bulardan
A*AD®{y) = D®(g)A'A, VigeG (23)

ekanligi kelib chigadi. 21-ni o'ng tomondan A* ga va 22-ni chap
tomondan A ga ko'paytirib

AA*D®{() = DM\g)AA\  MgeG (24)

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi lemmasi bo'yicha n3 x
rij o'lchamli kvadrat matritsa AM birlik matritsaga ekvivalent:
A*A = fil, huddi shunday w, x nr o'lchamli kvadrat matritsa AA®
ham birlik matritsaga ekvivalent: AA* = XI, bu yerda /A va A -
sonlar. Demak, det AM = 1in) va detAA* = A™.
W —rij bo'lsin. Bu holda A matritsa kvadrat matritsa bo'ladi
va det AM = |det Aj2 = det AM bo'lishi kerak uchun A = y
bo'ladi. Agar A= fj, ¢ 0 bo'lsa A ning teskarisi mavjud, demak.
21-ni
D”\g) = ADM\g)A-\ Vie G (25)

ko'rinishga keltirish mumkin.  Hulosa: bu holda D® va X)W
tasawurlar ekvivalent. Lemmaning uchinchi gismi isbotlandi.
Agar A = 14 = 0 bo'lsa A aynigan matritsa bo'ladi, 25-
ko'rinishdagi munosabatni yoza olmaymiz, D® va D® tasawurlar
noekvivalent bo'ladi. Lemmaning ikkinchi gismi isbotlandi.
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ry ¢ rij bo'lsin, aniglik uchun n, > rij deb olaylik. Bu
holda A matritsani nollardan iborat bo‘lgan ustunlar bilan to‘ldirib
kvadrat ko'rinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgilaylik,
B matritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24-
formulalar o'rinli boiadi, demak, B~B matritsa diagonalida bir
xil son turgan matritsa bo'lishi kerak. Ammo uning diagonalining
ohirgi elementlari nolga teng, demak, ularning hammasi nolga teng.
Bundan kelib chigadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi gismi
isbotlandi.

Schur lemmalaridan muhim hulosalarga kelamiz:  agar
birlik bo‘lmagan matritsa gandaydir tasawur matritsalari bilan
kommutativ boisa bu tasawur keltiriladigan boiadi. Har xil
keltirilmaydigan tasawurlar bir-biri bilan bog'langan bo'lishi
mumkin emas.

§5.3. Misollar

4.9-misol. Abel gruppalarining hamma keltirilmaydigan tasawurlari bir
o'lchamlidir.

Isbot. Kommutativ gruppalarning ta'rifi bo'yicha D(gl)D(gl) —
D(gj)D(gt) ixtiyoriy tasawur matritsalari uchun. Shularning birini, faraa
gilaylik D(gj) ni, yugoridagi A matritsa deb garasak uning birlik matritsaga
proportsional ekanligini topamiz: D(gj) = u[, fx-son. Ammo, ta‘rif bo'yicha
D(gj) - keltirilmaydigan tasawur matritsasi, u diagonaldagi elementlari noldan
fargli, diagonaldan tashqgari elementlari esa nol bo'lgan matritsa bo'lishi
mumkin emas. Demak, u bir o'lchamli matritsa, ya’ni, oddiy funksiyadir.

4.10-misol. Abel gruppalarining keltiriimaydigan tasawurlarmi toping.

Abel gruppalari uchun kompozitsiya gonuni gqo'shishga tengligini hisobga
olib

D(ai)D(a2) = D(ai +q2)

deb yozsak, uni Qi bo'yicha differensiallasak va »i = 0,»2 = « deb olsak
o'(ox ="
munosabatga kelamiz. D'(0) = K deb belgilasak bu tenglamaning yechimini

darhol topamiz:
D{a) —cexp(ka), c = const. (26)

Tasawur unitar bo'lsin desak k = ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ika). 27)
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4.1.1-misol. Ciklik gruppa Cn ning keltirilmaydigan tasawurlarini toping.
Yechim. Cn gruppa ciklik bo‘lib {E, a, a2,a3,..., a"-1} elementl&rdan
iborat. Bunda an = E bo'ladi. Oydinki a-nchi elementning tasawuri sifatida

D(a) = exp
deb olishimiz kerak. Shunga yarasha
aA=exp~™r~r~n, k—0,1,2,3,.,.,n—1

bo'ladi. Ko'rininb turibdiki, aKak = aki+k*,
4.12-misol. Tekislikdagi buralish gruppasi Cx ning Kkeltirilmaydigan
tasawurlarini toping.
Yechim. Ixtiyoriy >p burchakka buralish elementini g(ip) deb belgilasak
unga
g(ip) =PDm (ip) = exp(itp)
tasawur mos keladi. Tasawurlar uchun asosiy bo'lgan

D{\ipi)Dw {(2) = P ()(Vi +tp2)
hossani tekshirish qiyin emas. Bu tasawurning bazisi sifatida bir o'lchamli
kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = x + iy = pe"®
kompleks sonni olaylik. Unga D(<p) tasawur bilan ta’sir gilaylik:
D{N\ip)z = pexp(i(ili + ip)) = z".
Yangi hosil bo'lgan kompleks vektor z* uzunligi o'sha p ga teng bo'lgan, ammo
yo'nalishi pburchakka buralgan vektordir.
Demak, bir o'lchamli keltirilmaydigan D”(tp) tasawur bir o'lchamli
kompleks vektorlar fazosida ta’sir qgilar ekan.
4.13-misol. To'g'rilchizig R1 deb belgilanadi. Uning nuqtalari go'shishga

nisbatan abel gruppasini tashkil giladi. Bu gruppaning Kkeltirilmaydigan
tasawurlari bir o’lchamlidir.

% )= ('), aepl
matritsa shu gruppaning:keltiriladigan tasawurini hosil gilishini ko'raylik:
Bbl obl » (; fil)(;?2)= (] “m™*2)-d(c+w).

Tasawur keltiriluvchan, Jammo, to'lig keltiriluvchan emas. Bu 2 x 2 tasawur
2-0'lchamli fazoda ta’sir giladigan matritsa, ikki o‘lchamli fazo elementini ( =

( 1I') deb belgilab unirig invariant gismfazolarini topamiz:

DaK=nbr 1)(c;)-(s<<) =AV(8)
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Bu munosabat]arning yechimlari A = 1, £2 — 0. Demak, C = aqn

vektorlar invariant gismfazoni tashkil giladi. Ammo £ = ( .? ~ vektorlar

invariant gismfazoni tashkil gilmaydi. Demak, umumiy ikki o‘lchamli fazo
ikkita invariant gismfazoga parchalanmaydi. Shuning uchun D(a) matritsa
blok-diagonal ko'rinishga keltirilmaydi.

4.14-misol.

BHIP) snee a1 3 (28)
matritsa tekislikda buralish gruppasi ning to‘liq keltiriluvchan tasawuri
ekenligini ko'rsating.

Yechim. Ikki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini Kiritaylik:

(29)

Bu - yana o'sha tekishkdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nugtasiga yoki haqiqiy
ikki komponentalik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son 2 = x+iy
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko'rinib turibdiki,

1 fx"\ _ fcosip —sin<p\ ( x\ ( xcosip—ysinip\
F~\MMJ ~ \sin<® cosNj ) \YJ ~ VxsmiPJry CHP)

Bu esa tekislikdagi (x,y) koordinatali radius-vektorni <p burchakka burash
formulasi.

Endi Di2> tasavvurning keltiriladigan tasawur ekanligini isbot gilamiz.
Buning uchun uning ustida

(31)
sf2 (%0
unitar matritsa yordamida o'xshash almashtirish bajaramiz:
AD»*-» =(dT /1 ) = (32
Demak, tasawurmiiz ikkita bir o'lchamli keltirilmaydigan tasawur
laming to'g'ri yig'indisigaga keltirilar ekan:
£ =£)10 H(y_
yoki,
dw = ( °0” a ) . <33>
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Keyin ko‘ramizki, 28-ko‘rinishdagi matritsalarning o‘zi alohida bir gruppani
tashkil qiladi, bu gruppa 50(2) gruppasi deyiladi.

4.15-misol. D3 gruppasining tasawurlarini toping.

Agar har bir elementning tasawuri sifatida birga teng sonni oladigan
bo'lsak gruppaning trivial tasawurini topgan boiamiz. Bu tasawurning
hech qgizig'i yo‘q, ammo quyida keltirib chigarilgan juda muhim ortogonallik
munosabatlarida uning ham o'z o‘rni bor. Shunday qilib, tasawurlarning
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni olishimiz mumkin:

K ABKLM
£ 111111

Gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganligi shubhasiz.
Ikkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:

EABKI M
DW 1 1 1 1 1 41

Bu gal ham gruppaning ko'paytma jadvali bajarilganim ko'ramiz. Bunday
tasawur D3 ning sinflarga parchalanishiga mos keladi. Shu bilan bir o’'lchamli
tasawurlar tugaydi.

Ikki o'lchamli tasawurga o'taylik. Bu tasawurning bazisini quyidagi
vektor-ustunlar tashkil giladi:

. at 1
rI“‘(I)’ R=x1(Jt)’ %58(“55 34

Ko'rinib turibdiki, bu vektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdagi
koordinatlari. ~ Simmetriya operatsiyalari atomlarning o'rinlarini ma’lum
tartiblarda almashtirishi kerak.

Birlik elementning tasawurini topish oson:

D«E)=(}!)m
A element uchburchak bo'lib joylashgan atomlarni (x.y) tekisligida 120°

burchakka burash operatsiyasi edi. i- atomning koordinatlarini (xr,yr) deb
belgilasak bu atom buralish natijasida

€c0s 120° -sin 120°
sin120° cos 120° (35)

koordinatlarga ega boladi. Demak, A elementning ikki o'lchamli fazodagi
tasawuri sifatida

nWA) =(J J
2 2
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matritsani olishimiz kerak. B element 240° burchakka buralishga mos keladi,
uning tasawuri sifatida

DW(B) = ( c0s240° ~sin240° \ _ ( -i ™ \
\ sin240° co0s240° ) ~ 1 & _i |

matritsani olamiz. ko'paytirish jadvali bo'yicha A2 = B, olingan matritsalar
shunga mos kelishini ko'rish giyin emas:

DR\A)DRA) = D®(B).

K elementga kelsak u 2-nchi va 3-nchi atomlarning o'rnini almashtirish
operatori edi, bunda 2- va 3- atomlarning koordinatalari uchun

(5)-(T) W

ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari o‘zgarmaydi. Ammo uning X-
koordinatasi nolga tengligini hisobga olsak 1-atom uchun ham 36-formulani
ishlatishimiz mumkin. Demak, K elementning tasawuri sifatida quyidagi
matritsani olishimiz kerak:

DBmM =( ol ?)e

Qolgan matritsalarni ko'paytirish jadvalidan foydalanib topishimiz mumkin.
Masalan,

DE(L) = DM(K)D™(A) = ~ 1

DP(M) =D{(K)D{)[B) = | ~ ~f
\- 2 2
Natijani bir jadvalga yig‘aylik:
E A B
V3 \
(rry noio-j 1)
K L M

if 1
3 H vs1l) 2v-v3 -_f)

4.16-misol. 8-misoldagi 1SO(2) gruppasi. (3)-matritsalar shu
gruppaning 3x3 o’lchamli tasawurlarini tashkil giladi. Bu matritsalar /50(2)

gruppasining aniq tasawurini beradi, chunki g\ ¢ g2 bo‘lganda T(gi) ¢ T(<%2)
bo’'ladi.
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/50(2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orqali beriiadigan
tasawurini ham topish mumkin. Buning uchun har bir g<p, a, b) harakatga

@ =(e i) (37>
matritsani mos keltiramiz, bu yerda g ~a+ib. Tekislikdagi ixtiyoriy r = (X, y)
nuqtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasawur gilamiz:
r=_C1)" Z=x+iy

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar 1ISO(2) gruppasining 3 x 3 va 2 x 2 o’lchamli
tasawurlarini beradi.

§6. Tasawur bazisi
86.1. Tasavvurning bazisga ta’siri

Ma’lumki ((21)-ga garang) n o'lchamli fazoda chizigli almashtirish
bajarilganida vektorning komponentalari

A =ai)Aj,  i,j—12..n,

goida bo'yicha o'zgaradi, bu yerda a - almashtirish matritsasi.
Gruppaning n o'lchamli tasavvurlari ham n o'lchamli fazolarda
almashtirish matritsalari rolini o'ynaydi. Gruppaning g elementiga
chizigli fazoda Tg operator mos go'yiladi. Uning ta’siri quyidagicha
ta'riflanadi:

= 53 Dji(g)&j- (38)

|

Bu ta'rif yuqoridagi ta'rifga mos kelishini ko'rish giyin emas:

TgA = Tg"h2 Aie<=  JIITge, =~ AIDji’Gj =
i i ij
= (E =4 =.
i N ) i

0 ‘zining ta'rifi bo'yicha Dki(g) matritsa Tg operatorning  vae,
vektorlar orasidagi matrik elementidir, 38-ta'rif shunga ham mos
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kelishini ko'rish giyin emas:

(6%, 79&) —(Tg)ki = Dji(g)(ek, ej) —" "Pp(g)83 —Dki(g).
! J

Asosiy magsadimiz kvant sistemalar bo'lgani uchun bazis
vektorlar sifatida funksional fazolarning elementlari - funksiyalarni
garaymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo‘lsin, shu sistemaning
tolgin funksiyasini q(r) deb belgilaylik. Bu to'lgin funksiya k-
o'lchamli L fazoning elementi bo'lsin.  Fizik sistema ustida g
almashtirish bajaraylik. ~ Sistemaga kirgan vektorlar r' = gr
ko'rinishda o‘zgaradi. g € G bo'lsin, ya'ni, bajarilgan almashtirish
simmetriya operatsiyasi bo'lsin.  Birinchi bob §2.-paragrafdagi
terminologiya bo'yicha bu - aktiv almashtirish, ya’ni, koordinat
o'glari 0'z joyida turibdi, r vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis {"-(r), i = 1,2,..., k} berilgan
bo'lsin. Shu fazoda G gruppasining k x K o'lchamli matritsalardan
iborat I : {D(g.i), i —1 , 2, n} tasawuri ta’sir gilayotgan bo'lsin.
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvchi operatsiyani Tg
deb belgilasak uning L fazosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta’sirini
quyidagicha belgilashimiz mumkin:

T,T *Ep»<r1> pe)
Biz bu bilan Ty operator L fazoning elementi ¢ ga ta’sir gilayot-
ganmi ko'rsatmogchimiz, bunda g element yugorida aytganimizdek
radius-vektor r ga ta’sir giladi: r' = gr.
L fazodagi chizigli almashtirishning ta'rifi bo'yicha

(Tad)r(T) = o[{r) = dr(a~11) =  Djiigtyjir).  (40)

£
g almashtirish L fazoda Dji(g) matritsa orgali tasavvurlandi.
ta'rifning birinchi gismi quyidagi ma’noga ega. (Tagp)™)
funksiya almashtirilgan r' nuqtaga mos keluvchi almashtirilgan

(Tag) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r nuqtadagi eski ¢
funksiyaning o'zidir:

CWi(r) = d[{T) = dr(r) = dr(a~1T). (41)
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Agar dr funksiyalar (40)-formulaga bo'ysunsa ular G gruppasining
L fazodagi I tasawurini amalga oshiradi deyiladi.

(40)-formula hagigatan ham tasawurlarning ta'rifiga mos
kelishini ko'rsataylik. Tasawurning ta'rifi bo'yicha

D.j(9i)Dik{g2) = Dik(gig2).
Tekshiraylik:
TATAL =TA53 °pbld}(*) =53 Dd92)Dkj@I)Mr) =
j Jk
=53 Dki{gm)HT) = mgigiY I*) = TsiaA(r).

86.2. Hamiltonianning invariantligi

Nomeri Z bo'lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olmay
turganda) quyidagi ko'rinishga ega:

h2 NZe2 Ne?2
r=1 1=1 K] 3
Albatta, n ~ Z bo'ladi. r* - i - nchi elektronning radiusi,

'y—r—nchi va j —nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordinat
o'glarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formula bo'yicha) -
X —» x1y —y', z —z'. Laplace operatori bu 0(3) gruppasining
almashtirishlariga nisbatan o'zgarmasdan qoladi, hamiltoniandagi
ikkinchi va uchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish
almashtirishlariga nisbatan invariant bo'ladi. Yangi hamiltonian
eski hamiltonianga teng bo'lib chiqdi:

o " " 7pl =
2m/\ N
WA N1 " Ze2 " g2
2m53 * 53: r +53r
r=1 t=

t<j
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Bunday hoi hamiltonianning invariantligi deyiladi.
Schrodinger tenglamasiga kelaylik:

Hip(x,y, z) = Eq(X, Y, 2). (42)

Yuqoridagi almashtirishda Schrodinger tenglamasi quyidagicha
o'zgaradi:

H'®'(x',y', ') = Ed\Xx',y', Z). (43)
Hamiltonianning invariantligi H' —H ni hisobga olib uni
Ha'(x', y', 2') = Ed'(X".y", Z') (44)

korinishga keltiramiz.  (42)- va (43)-tenglamalardan hulosa:
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo‘lgan
holda energetik satxlar aynigan bo'ladi, bitta energiyaga bir nechta
to'lgin funksiya mos keladi.

Hamiltonianning invariant.ligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags Tg operator bilan ta’sir gilamiz:

TIHT~%d = ETad.

(43)-tenglamaga kelish uchun Tad = @' va TgHT~I —H' deyish
kerak. Hamiltonianning invariantligi H' = H edi, demak,

TOH T =H = TMH - HTA=[T4,H]- o

Energetik satxning aynish karraligini n deb olaylik.  Asosiy
tasdiqga o‘tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlariga
nisbatan invariant bo‘lsa, bitta energetik satxga tegishli {L :
¢, i = 1,2,..., n} tolgin funksiyalar to'plami G ning ma’lum
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot qilish giyin emas. Bir tomondan ixtiyoriy ¢u € L
va  GL lar uchun uchun

C\drx+ Cdr2 € L,

ya'ni, L to‘plam chizigli fazoni tashkil giladi. lkkinchidan bu
chizigli fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy oo G G uchun

Taxdr G L :
HTAr=HY:DjMTpj = Hr{aHGB = E 0 p{aK)dr
[ j i
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dan ixtiyoriy gk uchun Yhj Dji(gk)i>) ham {L : %,i —
1,2, to'plamga tegishli ekanligi kelib chigadi.  Demak,
Djiigic) keltirilmaydigan tasawur matritsalari ekan.

Sistemani tashgi maydonga Kkiritaylik.  Tashqgi maydonga
mos keluvchi g‘alayonlanish operatori V gandaydir simmetriyaga
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V ning energetik satxlari
hagida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan yuqori bo'lsa sistemaning to'liq simmetriyasi H
ning simmetriyasiga teng bo'ladi, energetik satxlarning aynish
darajasi o'zgarmaydi.  Agar V ‘ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan past bo'lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir
gismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z-0'qi
bo'yicha yo'nalgan tashgi magnit maydon B = (0, 0, B) oga
kiritaylik. Bu holda V = —/me B — —izB = —+imB
bo'ladi (/3- Bohr magnetoni), 0(3) gruppasiga nisbatan simmetriya
golmadi, ammo r —o'qi atrofida aylanish (unga O (2) gruppasi mos
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha goladi. Natijada sistemaning
simmetriyasi 0(3) -> 0(2) gacha pasaydi. Har bir 1 ga mos
keluvchi aynigan m = —, —+ 1, I —1, I satxlar parchalanadi,
chunki ularning har biri 0'zining energiyasiga ega bo'ladi. 0 (2)
gruppasi abel gruppasidir, uning Kkeltirilmaydigan tasavvurlari
bir o'lchamli, natijada vodorod atomining to'lgin funksiyalari
hosil gilgan kelt.iriladigan tasawur bir o'lchamli keltirilmaydigan
tasawurlarning to'g'rijyig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli joyga qo'yish kerak) Vodorod atomining energetik

satxlari:
El Ry R 7 1,2,3
n=—j, =<2, n=12,3,.
J y ) n

n - bosh kvant soni, orbital kvant soni | = 0,1,2,..., n —1 giymatlarni gabul
giladi. Vodorod atomining to'lgin funksiyalari

OnIT(T:0, ) = Rnl(n)Yim(e, 9

Radial funksiya i?n((r) La”uerre polinomlari orqgali ifodalanadi, burchaklarga
bog'liglik sferik polinomlai- Yim(9,<p) orgali ifodalanadi. Coulumb maydonida
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya 50(3) gruppasi orgali
ifodalanadi. Bu gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari DI §12.-paragrafda
topilgan.  Ulardan kelib chigadiki, bir | ga tegishli 21 + 1 ta to'lgin
funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasawur bazisini tashkil giladi. 1 =
0,1,2, ...,n —1 ekanligi shuni bildiradiki, ma’lum bir n ga mos keluvchi En
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n-1
satx (@21 + 1) = n2 ta gismlarga parchalanadi, ular D"'1, Dn=2, ...,D°

keltirilmaydigan tasawurlar bo'yicha almashinadigan bazislarga mos keladi.
Ya’'ni, En ga mos keluvchi to’lgin funksiyalar to’plami keltiriladigan tasawur
bazisini tashkil giladi, bu bazisga asoslangan fazo har biri ma’lum bir DI
bo'yicha almashinadigan \n(n - 1) ta invariant gismfazolarga parchalanadi.
4.18-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator.
Bir o'lchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani

=19l <

ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

P=ry~(a'-a), x=yJlL{a+a*, w=A. (46)
Natijada hamiltonian magsadimizga qulay quyidagi ko'rinishga keladi:

H= + ana). 47)
Ko'rinib turibdiki, hamiltronianimiz
a—»a' = ae,a, a’— = afe~" (48)

almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:
H =~{a'a® +aV) = +a*a) = H. (49)

Bu almashtirishlar U(1) gruppasini tashkil etadi, demak, hamiltonianimizning
har bir energetik satxiga mos keluvchi to'lgin funksiyalar to'plami shu
gruppaning keltirilmaydigan tasawurlari bazisini tashkil giladi. Ammo U(1)
gruppa - abel gruppasi, uning keltirilmaydigan tasawurlari bir o'lchamlidir.
Demak, bir o’lchamli garmonik ossilatoming har bir energetik satxiga bitta
to'lgin funksiya mos kelar ekan. Boshga so'z bilan aytganda, ossilatorimizning
energetik satxlari aynigan emas ekan.

§7. Ortogonallik munosabatlari
Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D*\g) vaD”\g) keltir-

ilinaydigan tasawurlari berilgan bo'lsin, ularning o‘lchamliklari
mos ravishda , x W vaw x nj bo'lsin. Bu holda
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ekanligini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:
MW =J2 DU (g-1)BDV\y), (51)

9
bu yerda i,j matritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B
matritsaga kelganimizda u ixtiyoriy nt x rij o'lchamli matritsa
bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,
MADAOD =Y iD % -1)BD”™(g)D”(g)) =
9

=E =B(,w E DIi)b);l)D*
x BD®(ggi) = DWi)~ £{)(/i_ 15D w (/i) =
h

Olingan natija
M~ADAN\gy) = D()GIM ()
ga Schurning ikkinchi lemmasini qo'llasak
r 7 bo'lganda =0, (52)
i = ) bo'lganda esa M M birlik matritsaga proportsionalligini

topamiz:
= bl

B matritsa sifatida fagatgina 7a elementi birga teng, boshga
hamma elementlari nolga teng matritsani olaylik: £4T = 1 Bu
holda
E (33)
9 I

munosabatga kelamiz. Bu munosabatda i —j deb a/3 bo'yicha
yig‘indini olamiz:

Doo(9)Doi\(9~*) = btonr = n5la. (54)
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Bu tengliklarning birinchisi Dal matritsaning o‘lchamligi nx nt

ekanligidan kelib chigadi, ikkinchisi esa Dal(g)D®(g~1) = 6tr d&n
va gruppa G ning tartibi n ga tengligidan kelib chigadi. Shubil-an

oYyff = Oyer
Ll

ekanligini topdik. Agar Kkeltirilmaydigan tasawur uchun
A(S"1)=0-4») = D\,(g) - DA(q)

ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.

Ortogonallik munosabati  (50) xaraktérlar uchun nuhim
bo'lgan natijaga olib keladi. (50)-da (cryi) va (a/3) indekslar
bo'yicha yig'indilarni olaylik:

53 XWHFXW(p) = nSije (55)
y

Bu munosabat keltirilmaydigan tasawurlar xarakterlarining ortog-
onalligini bildiruvchi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

X(@¥bl x ()bl + x@Fbl x0)bl + «-m X{/*(9n)x{j\gn) :n(55i(j"§

undan Kkeltirilmaydigan tasawur xarakterlarining ma’luui bir
n o'lchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi {x®,i =
1, 2, rii} ni tashkil etishi kelib chigadi.

Eslataylik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvchi
tasawurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta sinf
bo'lsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta bo'ladi.  Shu
sababdan yugoridagi gatorni hagigatda quyidagicha yozib olishimiz
to'g'riroqdir:
nx™bl xMbl +r2X@bl x0)bl +eee+ r*x([)*bl x0)bl =

S
= N 2 rkx{y*(9k)x{)(gk) = né6ij,

fa

(57)
bu yerda r* - fc-nchi sinfndagi elementlar soni, gk - A-nchi sinfga
tegishli bir element.
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Yugoridagi munosabatning i =] dagi hususiy holi:

£ P% )|2=£ HIX*'W =n. (58)
g k=1

Demak, quyidagi s x s jadvalning

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikKki
satrdagi vektorlar o'zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasawur berilgan bo‘lsm.  Uning
xarakterini x(s) deb belgilaylik. Shu tasawur keltirilmaydigan
tasawurlarga yoyilsin:

D{g) = £{1) 0 D)0 *+«0 D (59)

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasawurlar bir necha marta
uchrashi mumkin, umumiy holda r-keltirilmaydigan tasawur m,
marta uchrashi mumkin boisin.  Buni biz r-nchi tasavvurning
karraligi m; ga teng deymiz. Xarakterlarga o'taylik:

X(9) = "2 miX(\g)- (60)

(55)-formuladan quyidagini topish mumkin:

mi = n2 X b)*{9)x(9)- (61)
9
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Yana bir munosabat:

X)XDb)x(#) = mimi JC xA*(g)xU =« N 4 (62)
yoki, ’ |
E m?=~X x\g)x{9)- (63)

Bu munosabatdan bir muhim hulosa chigaramiz: xarakteri x{Q)
bo'lgan tasawur keltirilmaydigan bo'lishi uchun
RExFblxbl =1 (64)
9

bo'lishi kerak, chunki bu holda fagat bittagina m* birga teng,
golganlari esa nolga teng bo'ladi.

Regular tasawurga o'taylik. Regular tasawur uchun x{E) =
n, golgan hamma elementlar uchun x(g) —0 bo'ladi. demak, (63)-
formula

A2 T r=mi+m2M-—--+ml =n (65)
1
ko'rinishga keladi. lkkinchi tomondan regular tasawur uchun
= mit (66)

|

bo'lishi kerak, bu yerda w, - r-nchi tasawurning o'lchamligi.
Shu formulalarni solishtirsak regular tasawurning keltirilmaydigan
tasawurlarga yoyganimizda har bir keltirilmaydigan tasawur
o0'zining o'lchamligiga teng bo'lgan karralik bilan kirishini topamiz:

rw = rii. (67)
65-formuladan yana bir muhim natija kelib chigadi: abel gruppalari
uchun har bir m, = 1, chunki ularda liar bir element alohida sinfni
tashkil giladi, ya’ni, ular uchun k = n. Bu degani, abel gruppalari
uchun keltirilmaydigan tasawurlar o'lchamligi hamma vaqt birga
teng. Biz buni yugorida Schur lemmasidan ham keltirib chigargan
edik.

4.19-misol. D3 gruppasining 15-misolda topilgan tasawurlariga
ortogonallik munosabatlarini qgo'llaylik. Buning uchun xarakterlar jadvalini
tuzamiz:
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K
x() 1
w11 1-1-141
x@>2 11000
Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga garang), har bir sinf elementlari
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni qayta tuzamiz:

O c2 03
xh 1 1 1
11 -1

x@ 2 -1 0
Tasawurlarning hammasi haqiqgiy bo'lib chiqdi. Topilgan tasawurlaming

hammasi ham Kkeltirilmaydigan ekanligini isbotlash uchun (64)-formulaga
murojaat gilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchala tasawur uchun ham

»=1, 2, 3, (68)

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasawurlardir. D3 uchun sinfiarning
soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tasawurlarning soni esa sinflarning soniga
teng bo'lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshqa tasawurlar
topilsa ular keltiriladigan bo'lib chigadi.

Masalan, regular tasawurni topaylik. Birlik element uchun regular
tasawur 6 x 6 o'lchamli birlik matritsa bo'ladi:

(69)

A element uchun regular tasawurni qurish uchun 10-ta'rifdan va 124-betdagi
ko'paytirihs jadvalidan foydalanish yetarlidir. Bu jadval bo'yicha gruppa
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E—»l, A—y2 B-y3 K —>4, L—>5 /il —26.

Demak, Djj(k) matritsani tuzganda K = 2 deb olsak A element uchun regular

tasawurni topgan bo'lamiz. Noldan fargli matrik lelementlar quyidagi jadvalda
berilgan:

kKxj —i: 2x1-»2; 2x23; 2x3—1 2x4-+6; 2x5-4 4, 2x6-4
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Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi qatoriga mos keladi, masalan,
2-elementning 1l-elementga ko'paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2-
elementga ko'paytmasi 3-elementga teng va h.k. Demak,

/700 1000\
100000

oy 5000
000001
000100/

Huddi shunday yo‘l bilan

/0 10000\
001000
1

Dr®)= 50000 1 @
000100
000O0T1O0

ekenligini topamiz. «kafpaytirish jadvali bo'yicha AB BA = E, topilgan
matritsalar uchun ham D*(A)Dr(B) = Dr{B)Dr(A) = DR(E).

Shu yo'l bilan regular tasawur matritsalarining liarnmasini topishimiz
mumkin.

Ammo, biz bilamizki, hamma keltirilmaydigan tasawurlarni topganmiz,
regular tasawur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan
ham ko’rishimiz mumkin: regular tasawur uchun

XR(E) = 6, xR(A) = X”(B) = XR{K) = XR(L) = X*(M) = 0.
Ko'rinib turibdiki, keltirilmaydiganlik sharti bajarilmayapti

9

Demak, regular tasavvurimiz Kkeltiriladigan tasawur, uni keltirilmaydigan
tasawurlar bo'yicha gatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientlarini 63-
formula bo'yicha topamiz:

mi =j; X g Q@E)x*bl =™N6+1+0) =1,
9

T=9g53x@blx/bl =g(6w+0) =1, (72)
9

3= A53x Q(5)x(3) = N6 +2+0) =2.
9
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Topilgan natijani
Dr=£{)0 £ 0 22)3), (73)

yoki, matritsa ko'rinishida
Dr= (74)

deb ifodalashimiz mumkin. So'z bilan aytsak, regular tasawurning ichida bir
o‘lchamli D¥>tasawur bir marta, bir o'lchamli tasawur bir marta, ikki
o'lchamli D® tasawur esa ikki marta uchrar ekan. Regular tasawur to'liq
keltiriladigan bo’lib chiqdi.

4.20-misol. D3gruppasining yana bir tasawuri. Uchta jismlarni ixtiyoriy
ravishda o'rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani
olib garaylik. Masalan,

*_0"

element 2- va 3- jismlarni o'zaro almashtirib go'yadi. Huddi shunday,

element uchala jismlarni cikiik ravishda almashtirib chigadi. Bu elemental R
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o'rnini almashtiradigan elementni P deb
belgilaylik: P = P23. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:

=-(HI)-

Bu gruppadagi elementlar soni 6 ga teng. Ular quyidagiiardir:
{E,R, R2,P, PR, PR2}. Bu to'plam uch jism sistemasidagi hamma o'zaxo
o'rinalmashtirishlarni o'z ichiga olishini ko'rish giyin emas. Boshlang'ich holat
(1.2,3) yugoridagi operatsiyalar natijasida quyidagi ketma-ketliklarga o'tadi:
{(1,2,3), (3,1,2), (2,3,1), (1,3,2), (3,2,1), (1,3,2).}

D3 va S3 gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil gilish giyin emas: D3 ~
S3. Ushbu izomorfizm quyidagicha o'rnatilishi mumkin:

E*+E, A-HR, B~R2 K<r+P, L-HPR, Mo PR2

Olingan natija muhim bo'lgan Caley teorernasiwmg hususiy holidir: Har
ganday chekli gruppa mos keluvchi tartibli simmetrik gruppa Sn ning
gismgruppasidir. Bu teoremaning to’liq isbotini keltirib o'tirmaymiz, uning
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to'g'riligiga har gal konkret cheklangan gruppani ko'rganimizda ishonch hosil
gilishimiz mukin.

S3 gruppa uchta bir hil jismli sistemaning simmetriyalarini o'z ichiga olgan.
S3 gruppa D3 gruppaga izomorf ekan D3 ning shu paytgacha topilgan hamma
tasawurlari S3 ning ham tasawurlari bo'lib hizmat giladi. Ammo S3 ning
yana bir tasawurini topishimiz mumkin. Buning uchun quyidagicha vektor-
ustun Kiritamiz:

(J). (7,

6-misolda ko'rsatgan edikki, D3 gruppasi uch atomli molekulaning sim-
metriyalarini ifodalaydi, 1V.I-rasmda bu molekula ko'rsatilgan. Kiritilgan
vektor-ustun shu molekuladagi atomlarning boshlang'ich holatini bildirsin. Bu
holda birlik element E ga 3 x 3 birlik matritsa mos keladi (hamma atomlar o'z
boshlang’ich holatida goladi):

R elementini esa quyidagicha tasawurlash munkin:

Bu almashtirish molekulani 2n/3 burchakka burashga mos keladi, atomlar
quyidagicha o'rinalmashdi: 3 — 1,2 — 3,1 — 2. Topilgan ikkita
matritsa S3 gruppasining ikkita elementining 3 x 3 o’lchamli tasawurlaridir,
yangi tasawurni B~\pg) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

D{i)(E) = , DR =
Huddi shu yo'sinda qolgan tasawur matritsalarini ham topishimiz mumkin:
/i 00\
Z2W(P)= 0 0 1 ; DW{PR) =
\0 10/
/0104 /0 10\
DA4FR)= 00 1 ; DAPR?)= 1 00 .
V10a0/ \0O01/

Topilgan har bir matritsa bajarayotgan almashtirishlarni tekshirishni
o'quvchiga goldiramiz.
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S3 gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - C\ : (E), C2 m(R,R2), C3 :
(P, PR, PR2). Xarakterlarni topaylik:

E R p PR PR*
x@ 3 0 0 1 1 1

Sinflar bo'yicha:
C\ C2 C3
x(4) 3 0 1

Topilgan D¥" tasawur keltirilmaydiganmi? Yo‘q:

JE ™ @(fx@F) =s (9+3)=2" L

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni
uchta, uchta keltirilmaydigan tasawurlar topib bo'lingan.  Demak, uni
keltirilmaydigan tasawurlar bo'yichato'g'ri yig'indigayoyishiiniz mumkin. Shu
ishni bajaraylik.

Umumiy formula bo'yicha

nK =

Oddiy hisoblash natijasidami = 1, m2= 0, m3= 1lekanligini topamiz. Natija
guyidagidan iborat:
D@®=DQO® D
yoki,
£ 0 0
D= 0
0

§8. Tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi

Gruppalarning  to‘g'ri ko'paytmasini  -betda  kiritdik.
Tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasiga O‘taylik. Tasawurlar -
matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga
ikkita 2 x 2 matritsa berilgan bo'lsin:

alU al2 va B = bn b2

@l °2 = pil 2 (76)
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Warning tof'ri, yoki, tenzor ko'paytmasi deb quyidagi 4 x 4
matritsa aytiladi:

(aubn aubn curby, ai2&2\

A®B - ailfal « "2« 122 «12°2 |
«2M «2M2a2M1 a282 |

\ Q221 22 V28 222 /

A®B matritsaning matrik elementlari a*bki elementlardan iborat,
buni

(77)

(A ® B)ik ji — Qrijpki (78)

ko'rinishda belgilanadi. Ikkala matritsamizning o'lchamliklari bir
xil bo'lsa- nxn, ularning to'g'ri ko'paytmasining o'lchamligi n2x
n2 bo'ladi. Agar A ning o'lchamligi n x n, B ning o'lchamligi
m X m bo'lsa. A® B ning o'lchamligi nm x rnn bo'ladi.

(78)-ta'rifning to'g'ri ishlashini ko'rstaylik. Bizga nxn tartibli
ikkita A\ va A2vam x m tartibli ikkita B\ va B2 matritsalar
berilgan bo'lsin. Bu holda

(A\® Bj)(A22B2) —A1A2® B 1B2 (79)
bo'lishini ko'rsataylik (® ko'rsatiimagan joylarda oddiy matrik
ko'paytma ko'zda tutilgan).

(Al @B])(2®@B2) | = (Al ® Bi)NGR(A2® =

—(Ai)ip(fi)fcr (A2p_ (72w = (AiA2),:j(BiB2w,
bu esa (79)-ning 0'zi.

(78)-ta'rif quyidagiga ham olib keladi: agar Ava B matritsalar
unitar bo'lsa A® B ham unitar bo'ladi: (A®B)t = (A ® B)-1.
Tekshiraylik:

(B% =«3in,=n ®WLn*=" ®8)1,,
dan kelib chigadiki

[(A 8%8)f+(A®B)] ibw- (A®B)J,m,(A®8)mnil =

= Mm~AhiAmjBnl — (A2A)ij(BAB)KI = = likjl-
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Huddi shunday isbot gilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning
to'g'ri ko‘paytmasi yana ermit matritsa bo‘ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita keltirilmaydigan tasavvurlari
£ va berilgan bo'lsin.  Ularning to'g'ri ko'paytmasini
quyidagicha ta'riflaymiz. ca funksiyalar na o'lchamli L* fazodagi
D& tasawurning bazisni tashkil qilsin - {i/jf, i = 1,2,...,na}
Shunga o'xshab, funksiyalar np o'lchamli 1/ fazodagi DT
tasawurning bazisini tashkil qilsin - {®?,r — 1,2,..., np}.
Ularning ko'paytmasi {ip*f = ¢t i =1,...,na;j = 1,... ,np}
nax np o'lchamli fazodagi bazisni tashkil giladi. Bu fazoni La ®LP
deb belgilaylik. Kelib chiggan fazo La va IP fazolarning to'g'ri
ko'paytmasi deyiladi.

va D*> tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasiga mos
keluvchi nanp x nnnp o'lchamli matritsa

D) ¢
bazisi mana shu {VfV'f } bo'lgan tasawurni hosil giladi:
D&) =D{ ®Dw .

Hosil bo'lgan matritsa tasawur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. gig2 =
gs bo'lsin, matritsalar uchun ham shu qoida o'rinli ekanligini
tekshiraylik:

DANgi)D " (g2 = (d™M\9i) D" (gi)) (5 (@bl <1)@Bbl )
=~ a\al)DA(g2) ® A \ 9l)D~(g2) =
= D" (g3)<S>D"™(g3) = D "~ (9 3).

La ® L3 fazoda gruppamizning ¢ elementiga mos keluvchi
operatorini Tg deb belgilaylik. Uning ta’sirini quyidagicha
aniglashimiz mumkin;
T .tff = =0MN(p)oONM\p)~ =
(80)
= E>nw ) =T,*?T ¥j.
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Agar
ifaP = da ®
belgilash kiritsak ohirgi natijani

Taa/3 = Tada ® Tadp

ko'rinishda ham belgilashimiz mumkin.

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri ko'paytmasiga mos
keluvchi tasawurni keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri
yig'indisiga yoyish tasawurlar nazariyasining ikkinchi asosiy
masalasidir.  Ikkita tasawlar va D-'1 keltirilmaydigan
bo'lgan holdaham ularning to‘g‘ri ko'paytmasi keltirilmaydigan
bo'lmasligi mumkin. Odatga, bu ko'paytma keltiriladigan tasawur
bo'lib uni keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g ‘ri yig‘indisiga
yoyish masalasi muhim masaladir:

D{ ®Dw = °fhD<y) (81)
7

Bunday qator Clebsch-Gordon qatori deyildi, \apy koeff-
isientlar esa Clebsch-Gordon koeffisientlari deyiladi. Ta’kidlab
ketaylik, o‘'ng tomondagi gator - tasawur matritsalarining to‘g‘ri
yig‘indisidir.

Xarakterlarga kelsak 78-dan ko'rinib turibdiki, to‘g‘ri
ko'paytmaning xarakteri xarakterlarning ko'paytmasiga teng:

Xaf) = Tr (D (a) ® DW) = xaXp- (82)

Clebsch-Gordon gatori uchun bundan quyidagini olamiz:

&)

89. Tanlash qoidalari

Bizga biror fizik kattalik Fa berilgan bo'lsin, unga mos keluvchi
operatorni Fa deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

Faij = (i>i, Fa®}) (84)
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ko'rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi qo'yiladi. Agar
fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo‘lsa yuqoridagi
matrik elementning ganday hollarda noldan fargli va ganday
hollarda aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniglab berishi
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida gilinadi.
Ko'rilayotgan fizik sistema gandaydir simmetriyaga ega bo'lsin,
unga G gruppa mos kelsin (masalan, translatsion simmetriya,
gruppa G - o‘zgarmas a vektorlarga siljish operatorlari g(a) =

exp(rap) dan iborat). Operator Fa shu gruppaning ma’lum bir
tasawuri orgali almashinadigan bo'lsin:

Fa -+ T,FaT~l= DfJg)Ff.
2]

$O) va @~ holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo‘yicha
aimashinsiln:

£ £

(84)-dagi skalar ko'paytma unitar almashtirishlarga nisbatan
invariantdir. Har bir ¢ ning ma’lum bir tasavvurga bo'ysunishini
hisobga olib (84)-ni mos ravishda o‘zgartiramiz:

Fca =(#, Ktf) =Neaw, T,FAf>) =
=CWTf T,FaT-IT ~f)=£ D~"'(g)DI(g)x
PM
*Df(g)(faA\F ~) =
PM

Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o‘ng
tomonida ¢ bo'yicha yig‘indiga o'tamiz (natijani gruppa G ning
tartibi n ga bo'lish kerak, albatta):

F-i =1 EEOI% D ~a(g)DM{g)Fm

y PM
Yig'indi ostidagi ifoda to'g'ri ko'paytmadir:
D™*(g)®DF{g)®D"(qg).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chigadiki

i E D£%)Dfcg)L%>{q)

9

yig‘indi shunda noldan farq qiladi gachonki DF ® B £> to'g'ri
ko'paytmada D(1) tasawur uchrasa; Aks holda bu yig'indi nolga
teng. Mana shu tasdiq tanlash qoidasi deyiladi. Chunki,
yig'indi nolga teng bo'lsa (84)-rnatrik element ham nolga teng
bo'ladi, ya’'ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo'ladi.
Amplitudasi nolga teng jarayon tagiglangan jarayon deyiladi.
Tanlash qoidasi matrik elementning hisoblash yo'lini ko'rsatmaydi,
u fagat ganday jarayonlar tagiglanganligini ko'rsatadi.
4.21-niisol.  Simmetriyasi uch o’lchamli aylanish gruppasi 50(3) ga
mos keluvchi atom sistema berilgan bo'lsin. Sistema dipol momentga ega
bo'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha
aniglanadi:
V =-d mE=- "2 earamE. (85)
a

Shu o'zaro ta’sirga mos keluvchi operator V ta’siridagi o'tishlarning qaysi birlari
tagiglangan va qaysi birlariga ruxsat bor?

812.-paragraxda ko'rsatilganki, 50(3) gruppasining keltirilmaydigan
tasavvurlari j son bilan aniglanadi. j son butun va yarim butun sonlardan
iborat, j - chi tasawurni amalga oshiradigan funksiyalar 2j + 1 o‘lchamli
fazodagi bazisni aniglaydi. j = 1 hoi uch o’'lchamli fazo vektoriga mos keladi,
shunga yarasha r,, vektorlar tasawur bo'yicha o'zgaradi. Atom sistema
ham gandaydir tasawurga bo'ysunsin (j = |+ 1/2, bu yerda | - orbital
moment). Atom sistemasining (85)-operator ta’sirida j\ -4 j2 o'tishlarining
gaysi birlariga ruxsat bor va qaysi birlari ta’giglangan?

Umumiy mulohazalarga asosan

(ibVh) ~ ((2Mi) ~ D(F ® D) ®

Ma’lumld .
DW @£4h) - £)UIH) ¢ £U) 0 £50i-i)

Demak, fagatginaj2 = ji+1, ji, Ji—1 bo‘lganda —»jo o'tish ta’giglanmagan
bo'ladi. Buni Aj = 0, £1 qoida deyiladi. Bu qoidadan bitta istisuo bor.
Boshlang'ich holat j\ = 0 bo‘lsin, unda DH1® £)(>- = D™\ demak, fagatgina
j2 =1 holatga o'tish mumkin, 0 -» 0 o'tishlar tagiglangan.
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810. Uzliiksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, ya’'ni, diskret elementlardan iborat
bo'lgan gruppalarni o'rgandik. Elementlari to'plami uzliksiz fazoni
tashkil giladigan gruppalarga o'taylik.

4.22-misol. R1 - qgo'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari
nokompakt to'plamni tashkil giladi.

4.23-misol.  To'liqg chizigli gruppa GL(n,C) - kompleks
elementlardan iborat aynimagan n x n matritsalar to'plami:

(0L #2 ese OIn\

YV onl On2 "** o9nn)

Agar har bir element gtj gandaydir parametrga uzliksiz bog'liq

bo'lsa {«Zfri, 0i2, eee, gin, 02i, **+,g,m} vektorni n2 o'lchamli uz-

liksiz Cn kompleks fazo nugtasi deb garashimiz mumkin.
4.24-misol. GL(n, R) - GL(n, C) gruppasining gismgruppasi:

GL(n,R) ={g :ge GL(n,C), Im~ =0,1i,] =1,...,n}

Uning hamma elementlari haqigiy sonlardir.
4.25-misol. SL(n,C) C GL(n,C). Determinanti birga teng
matritsalar to'plami:

SL(n,C) ={g :0€ GL(n,C), det0O=1}

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misolda
ko'ramiz.

SL (2, C) gruppasini garaylik. Bu gruppa giperbolik aylanish-
larni o'z ichiga oladi.

matritsa SL(2, C) ga tegishli bo'lishi uchun uning determinanti
birga teng bo'lishi kerak:

ad —be —1.
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Bu tenglamaning yechimlaridan biri:
a=d=chr, b=c¢ =shr.

Parametr r ning o'zgarish sohasi cheklanmagan: —e0 < r < oc.
Demak. SX(2, C) ning gruppaviy fazosi to‘g‘ri chizigga gomomorf
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari

sifatida
/ chr sht\

| shr chr J

matritsalarni ko'rishimiz mumekin.
Agar xq, x\ lar ikki o'lchamli psevdoevklid fazodagi koordi-
natlar bo'lsa

x0=xqgchr +x\shr, = a;oshr+ xichr (87)
almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o'zgartirmaydi:
20 ~ xE —x0~ xF
~ X1 —x0~ xI-

87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishlari deyiladi.  Fizik
kattaliklarga

chr = 1 0=-

orgali o'tishimiz mumkin.

4.26-misol. Unitar n x n matritsalar to'plamini olaylik.
U gruppani hosil giladi, chunki ikkita unitar matritsalarning
ko'paytmasi yana unitar matritsadir:

U\Ih =1 va U2U2=1 bo'lsa (UiU2?UiU2 = UpUUIU2 = |
bo'ladi. Oydinki

U(n) ={g :g€ GL(n,C), glg = 1}.

Unitar matritsalar ichida determinant birga tenglari SU(n)
deb belgilanadi. ular ham gruppani tashkil giladi:

SUMM) ={g :9g € GL(n,C), g]g =1 detg =1}, SU(n)c U(n).
SU(n) - unitar unimodular matritsalar gruppasi deyiladi.
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U(n) gruppasini kompleks chizigli fazodagi skalar ko'paytmani
saglaydigan matritsalar to'plami sifatida aniglashimiz ham
mumkin: T

(XY) = N2 X»¥F
i=1
skalar ko'paytma berilgan bo'lsa unitar almashtirish natijasida x' —
Ux, y' —Uy skalar ko'paytma o'zgarmaydi:

{Ux, Uy) = (x, tfUy) = (X, y).

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.

4.27-misol.  n o'lchamli fazodagi ortogonal matritsalar
to'plami O(n) gruppani hosil giladi: ikkita ortogonal matritsa
Oi(n) va 02(n) larning ko'paytmasi yana ortogonal matritsa:

0102r (0102 =0j0[0i02= 1.

Ortogonal matritsalar hagigqiy n o'lchamli fazodagi skalar
ko'paytmalarni saqglaydi:

(0%, 0y) = (x, ).

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi,
Juda muhim teorema: Ixtiyoriy kompakt uzliksiz
gruppa yoki U(n), yoki 0(n) ning gismgruppasi bo‘ladi.
4.28-misol.  Psevdoortogonal gruppa 0(p,q) o'lchamligi
p + q bo'lgan haqgiqiy fazodagi quyidagi forrnani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta'riflanadi:

(*£) Y) = %IY1~-A~X2Y2~A~' "' %pYp -Ep+IVp+l %p+2Yp+2 : %p+qVp+q-

Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan
matritsalarning determinant! birga teng bo'lganlarini SO (p. q) deb
belgilanadi.  Lorentz almashtirishlari 50(3, 1) gruppasini hosil
gilishini tushunish giyin emas.

4.29-misol. Psevdounitar gruppa U(p,q) o'lchamligi p +
q bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saqlaydigan
almashtirishlar sifatida ta'riflanadi:

(X, y) = X\yi+x\y2+- mmpyp-x*p-+ly p+H-x*p+2y p+2--------- XpHy pHg.
m



Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga

teng psevdounitar matritsalar SU(p, q) deb belgilanadi.
4.30-misol. Sirnplektik gruppa Sp(n,C). Bu gruppaga kirgan

almashtirishlar 2n o'lchamli fazoda quyidagi formani saqlaydi:

>Y) XWWY2i 2jji2n1D "' "\~Xnyn Y-t Xre2yn—2 "1 wnyl

Bu formaning nomi - simplektik forma. Sp(n, C) nokompakt
gruppani tashkil etadi.  Hamilton dinamikasi ushbu gruppa
almashtirishlariga nisbatan invariantdir. Buni quyidagicha ko‘rish
mumkin. Poisson gavsini olaylik:

rr ro1( dg df dg\
If,g}=Y,

Agar {X =pi, P2,ee pn, 0N, Qn-n *m 9} va
/)=~ N bundayemas

belgilashlar kiritsak (In - n - oichamli birlik matritsa) Poisson
qavslarini

V 'gi tJZ:?fad >Sj’3

ko‘rinishga keltirib olamiz. Poisson qavslari yugoridagi simplektik
forma ko'rinishini oldi.

811. Uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi

Uch oichamli fazoda bir x = (zi, £2 £3) vektorni olib garaylik.
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o'taylik, u eski sistemani
biron burchakka burash orgali olingan bolsin. Bu sistemada
vektorimizning komponentalari x' = (Xxx'2,x\) boladi. Buralish -
chizigli almashtirish bolib eski va yangi koordinatalar quyidagicha
chizigli boglangan boladi:

X[ = guXi + gi2x2+ gi3X3,
X2 = g2\X\ + 922X2 + £23°3 (88)
X3 = gn'Xi + g32X2 + A3rxs-
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Matrik belgilashlarga o‘tsak bu almashtirishni

xi 9ijxj (89)
ko'rinishga keltirishimiz mumkin.
Demak, uch o'lchamli fazodagi chizigli alamshtirish 3 x 3
matritsa

orqgali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish bo'‘lishi
uchun g matritsa ma’lum bir hossalarga ega bo'lishi kerak.
Ularni keltirib chigarish uchun aylanishda vektoming uzunligi
o'zgarmasligi kerakligini ishlatamiz:

Ammo

w
w

i=1 ij,k=l

3
bu ifoda ~2 xi ga teng bo'lishi uchun

3

bo'lishi kerak. Demak, uch o'lchamli fazodagi buralishlar
matritsalari g ortogonal matritsa bo'lishi kerak:

Uch o'lchamli ortogonal matritsalar to'plami 0(3) deb belgilanadi.
Demak, g E 0(3). Ortogonallik sharti g T —g~I1 dan

(detp)2=1, yoki, det(/= %I

ekanligi kelib chigadi. Determimnanti -1 bo'lgan matritsalar
gruppani tashkil gilmaydi (hagigatan ham, ikkita dety — —
bo'lgan matritsalar ko'paytmasining determinants +1 bo'ladi),
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detg = +1 matritsalar esa - tashkil giladi. Demak, detg = +1
matritsalar 0(3) gruppasining gismgruppasini tashkil gilar ekan,
uni odatda 50(3) deb belgilanadi (so'z bilan aytganda - ortogonal
unimodular matritsalar).

8§12. SU(2)-gruppasi

Unitar unimodular matritsalar gruppani tashkil giladi. 5t/(2)
bilan 50(3) ni bog‘laylik. Buning uchun fazoning har bir nuqgtasi
(xi,x2,X3) bilan

x5 A ~2

X=X i X2 -X3

matritsani bog'laymiz, bu yerda a, - Pauli matritsalari. I-bobdagi
(114)-formula Pauli matritsalarini aniglaydi. Ular uchun quyidagi
kommutatsiya va ko'paytirish qoidalari o'rinlidir:

[ <7l = OotJj  8ij 4 jk™k- (~0)

Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yugoridagi
formulaning ikkinchi gismidan

v (V) = 25ij (91)

ekanligini topish mumin.
X matritsa ermit va uning izi nolga teng:

XM= Trx —0.
(91)-formuladan foydalanib

Xi = “Tr (xad

ekanligini topish mumkin.
Agar unitar va unimodular bo'lgan 2 x 2 o'lchamli U matritsa
yordamida yangi

X' = UxU-1 (92)
matritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo'ladi:
J_ A Xi - ix2

Bu tasdigning isboti giyin emas:
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1 (t/xt/-)1- (UNMWW = UxU- 1
2. Trf' = Tr (UxU-1) = Tri = 0.

(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan
kelib chigadiki,
detx' = detx.

Ikkinchi tomondan
det)k= —X\—=\—x\ = —x2 va detrr'= —x%—x2—xf —x'2.

Demak, unitar va unimodular bo'lgan 2 x 2 o'lchamli U matritsa
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini
saqlaydigan almashtirish, ya’ni, fazodagi burilish ekan.

Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hoi misolida ishonch hosil
qilishimiz mumkin:

Hisoblaymiz:

MeT~1=1en \Nf XS X\ iX2\fe ~ 0

z 10 e~M)\ +r1X2 -xz 0 S
x3 (xi —ix2e A\ _ / Xz X[ —ix2
(\ + rxu)ela —Xz ) — 1 X\ +ix2
yoki,

X[ —X\cosa + x2sina;
X2= —Xi sina + X2cos a;
Xz = X3.
Demak, (94) - matritsa 2 - o'gi atrofida a burchakka buralishni

ifodalar ekan.
4.1-mashq.

Vsmf cosf J
matritsa y o'qi atrofida ji burchakka buralishni ifodalashini isbot giling.

(92)- formulani X' —x[at — U<7iU~]xt ko'rinishda yozib olib
unga (91)- formulani go'llab va (89)-formulani eslasak g G 50(3)
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va U € 5(7(2) matritsalar quyidagicha bog'langanligini ko'rsatish
mumkin:

g,J(U) = \ib(U aJU-1al) (96)

Ko'rinib turibdiki, g(U) = g{—U). Demak, +U € SU(2) va
—U 6 5(7(2) matritsalarga bitta g € 50(3) mos keladi. Bundan
kelib chigadiki, 5(7(2) va 50(3) gruppalari orasida ikki giymatli
gomomorfizm bor ekan:

5(7(2) =» 50(3)
kerf=22= {E,-E}.

50(3) gruppasi 5(7(2) gruppasining Z2 invariant gismgruppasi
bo'yicha faktor gruppasini beradi.

§12.1. Generatorlar

5(7(2) gruppasining generatorlarini topaylik. Gruppa elementi ¢
va generatori A orasida quyidagi bog'lanish bor (a - gruppaviy
parametr):

g{a) = eidAl. (97)

g matritsa unitar —g~I bo'lishi uchun generator ermit bo'lishi
kerak:

4 = 1. (98)

g ning unimodularligini ishlatish uchun (1.134) - ayniyatdan
foydalanamiz:

detg = exp(wrirg) =1 —=Tva; =0. (99)

Demak, Ar matritsalar ermit va izsiz 2 x 2 matritsalar ekan.
Bunday matritsalar sistemasi bizga ma’lum - bu Pauli matritsalari:

*-1(:?) e

Qisgacha aytganda, A, = |, Pauli matritsalari quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

[AI, Aj] = ieijkAk (100)
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4.31-misol. (94) - formula orgali aniglangan Uz matritsa z -
o'qi atrofida a burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot gilgan
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

gz(a) = exp (h*<rz

ni qarashimiz kerakligini bildiradi.  Ularning tengligini isbot
qgilaylik.

a2 0
az2
= ( exP (8«) 0 \ =u
\Y o] exp (-xa) J
(101
812.2. 50(3) gruppasining generatorlari
2 o‘qgi atrofidagi ip burchakka buralish matritsasini yozamiz:
( cos(f sinp O\
-sinip cosp 0 1 (102)
0 0o 1/
Generatorning ta'rifi bo'yicha
r_ 1dgz
Zz T dlp =0
hisoblashni bajarsak
/0 — 0\
Jz= i 0 0 . (103)
.0 0 O.

Ishonch hosil qilish giyin emaski,

9%Z(<p) = exp(i<pl).
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Huddi shunday yo‘l bilan, X va Yy o‘glari atrofida buralish
matritsalari

/1 0 . /ICOS(p 0 —sinP\
oxi<p) - 0 GB(f sinip \ , M4>) = o 1
\o —sintp cos(pJ \srip 0 GC=if J

dan kelib chigib X va y o‘glari atrofida buralish generatorlarini
topishimiz mumkin:

0 0 «
w=r003Y, =l Boo). o
¢ @ U-r 007
Tekshirish giyin emaski
[<f, )\ —iSijhok- (105)
Undan tashqari
1?2 = Ji- (106)

Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU(2) va 50 (3)
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion munosabatlarga
bo'ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion munosabatlar
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, SU(2) va
50(3) gruppalarining algebralari bir xil ekan. Bu - yuqorida
aytilgan SU(2) va 50(3) orasidagi gomomorflikning aksidir. Ikkala
gruppaning generatorlari bir xil algebraga bo'ysunar ekan ularning
orasidagi farqga bormaymiz, {Ji, r = 1,2,3} deganda ikkala
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.
Generatorlarning kvadratlarining yig'indisini Kiritaylik:

J2=J)j=J1+4 + 4- (Ho7)
Uning ixtiyoriy generator bilan kommutatori nolga teng:
[J2,di] = 0. (108)

Demak, J2 ixtiyoriy Ji bilan bir hususiy funksiyalar sistemasiga
ega ekan. Ammo, Ji lar o‘zaro kommutativ emas, shuning uchun
gruppaning tasawurlari klassifikatsiyasi magsadi uchun J2 bilan
bir vagtda fagatgina bitta ni tanlab olish mumkin. Bunday
generator sifatida odatda J3 = Jzolinadi. Demak, tanlab olingan
bazisni tashkil gilgan funksiyalar J 2 va J3 ning hususiy funksiyalari
bo'ladi.
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§13. SU(2) (50(3)) gruppasining tasawurlari

Tasawurlarni qurish uchun

J+ —IJ\+ v J- —N\—12

operatorlarni Kiritamiz.
4.2-mashq. Quyidagi munosabatlarni keltirib chigaring:

[N, ] —Jd+, [HI-) —=23Z J2=J+)- +J2—2=]-J++ J2+ J~-

(109)
Izlayapgan tasawur matritsalari gandaydir bir n 0‘lchamli fazoda
ta’sir gilayapgan bo'lsin. bu fazodagi bazis elementlarini fm, m —
1,2, ...,n deb belgilaymiz. Tanlovimiz bo'yicha

Jzfm = mf» (110)

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozircha ularning indeksida
fagatgina Jz ning hususiy giymatini aks ettiramiz, J 2 ning hususiy
qiymatini uni topgandan keyin Kiritamiz.

Yuqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

JzJtfm = (JxJz £ J&)fm = (m = 1)J+xfm (w)

ekanligini topish mumkin. Demak, (Jxfm) funksiya Jz matrit-
saning (m £ 1) hususiy giymatli hususiy funksiyalari ekan. Ya’ni,
J+ operatori Jz ning husisiy giymatini bittaga oshirib hususiy
funksiyani fm —afm+\ tarzda o'zgartirar ekan, J_ operatori esa
Jz ning husisiy giymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani
fm -> fm-1 tarzda o'zgartirar ekan. Shu sababli J+ operator
"ko'taruvchi" operator va J_ operator esa "pasaytiruvchi" operator
deyiladi. Fazomiz chekli o'Ichamli bo'lgan ekan m ning shunday
maksimal giymati (uni j harfi bilan belgilaylik) borki

1+fj = 0
bo'lishi kerak. Agar |
Jifm = Pmfmzl
belgilash kiritsak

[J+, J-1fm= 2JzZfm —2mfm —{PmPm-1 ~ PmPm-+l)fmi
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yoki,

PmPm—+  PmPm+l = /T (~2)
munosabatga kelamiz. J+ ning matrik elementlarini hisoblaylik:
< mM\JH\m > =< + 1> —py<SmmiH>
< mm |J_|th > <m pQw 1>=

Bu munosabatlarni fagat noldan fargli matrik elementlar kirgan
quyidagi ko'rinishda ham olish qulay:

<mM\J\m- 1>=p+ b <m-|IJJT]>: .

J+ laining boshga elementlari nolga teng. (106) - munosabatdan
kelib chigadiki

{Hmm' J3mnt —
yoki,

Pmn  PmHl-
Matrik elementlar tilida

< M\J+\m- 1>=< m —1J-\m >* .
Natijada (112) - formula
Iri-,12=2m+ ] riPp

ko'rinishga keltiriladi.
4.3-mashq.

1. Yugoridagi munosabatda galma-galdan m = j, m = j -1.... giymatlarni
olib
Pj—m - \A?j~m+ 1)m
ekanligini ko'rsating;

Pn- VjU+ 1) - mm+1). Pn=VjUu+1)- mm-!)
ekanligini ko'rsating;
3. Jx larning noldan fargli elementlari uchun
<mp+m—1>=< m— >= \fj{j + 1) - m(m —1)

ekanligini ko'rsating.
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4. Ji —(J++1J_)/2val2 —(J+ —J-)/(2i) lardan foydalanibj = 1/2 holda

N—27>  72=2/% /8= 2f (43)
ekanligini ko'rsating.

5. j = 1/2 nholda

<'e-(Si)- --=(°°) (U4)
ekanligiga ishonch hosil giling.

J2 ning hususiy qiymatini hozircha Cp deb belgilab uni
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

< miJ+-\rri2 >=< mi|J2- J4JZ—)|m2>=
= (Cft - m2(m2- I)6mim2L

ikkinchi tomondan

<mA+H_ m2 >= 2~ < mil+|nmB8 >< B|«/_|T2 >=
ns

=Y INN+W 33 + 1) - m3{ms+ 1), 18ime-iX
3

X Y/j(J¥1) - m2(m2—1) = SMn2(j(j + 1) - mi(mi - 1)).
Demak,

J2/m =j(j + )/m. (115)
fm bazis J2 va Jz larning hususiy funksiyaiaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi fagatgina ,JZ ning hususiy giymatlarini aks ettirgan edi,

endi biz J2 ning ham hususiy giymatlarini topdik va uni ham /
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: /.

j soni m ning maksimal giymati edi, uning minimal giymatini
topaylik.  Hozircha shu minimal giymatni j' deb belgilaylik.
0'zining ta‘rifi bo'yicha

j-4=o0.
Shundan kelib chigib

j*ti-4 =(Q2-w  -w =N +1)-/(/-w =0,
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(116)

giymatlarni gabul gilar ekan. Boshqgacha so‘z bilan aytganda
tasawur matritsalari ta’sir gilayapgan bazis soni (2j + 1) - ta
bo'lgan

(117)

funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis deyiladi.

Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun bir joyga
yigaylik:

SU(2) (50(3)) gruppasining tasawurlar fazosida {/£, —§ <
m < j} funksiyalardan iborat to'plain ortonormal bazisni tashkil
giladi. Bu bazisda J2, Jz, J+, J_ larning matrik elementlari 3-
mashqdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orgali aniglanadi.
Fazoning o'lchamligi n J 2 ning hususiy giymati j bilan aniglanadi:
n —2j + 1 Fazoning o'Ichamligi butun son bo'lganligi uchun j
quyidagi yarimbutun giymatlarni gabul qgilishi mumkin:

j —0 hoi trivial tasawur deyiladi, ] = 0 ga bir o'Ichamli fazo
mos keladi, bir o'lchamli fazo skalar funksiyalardan tashkil topgan
fazodir.

j = \ bo'lganda n —2 ga teng, bu tasawur ikki o'lchamli
fazoda ta’sir gilishi kerak. Ikki o'lchamli fazo vektorini

ko'rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday kompleks vektorlar

spinor deyiladi. Yugoridagi (116)- va (117)-formulalarga qaytsak

/i komponentaj = \,m = \ holga va /2 komponentaj = ~,m —
holga mos kelishini ko'ramiz. Ya’ni. spinorni

(118)

173



ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvant mexanikasi nuqtai
nazaridan ushbu spinor spini 1/2 ga teng bo'lgan zarrachaning
to'lgin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo'yicha ushbu
spinor J 2 ning 3/4 ga teng hususiy giymatiga mos keluvchi vektor.
J3 ning esa = 1/2 hususiy giymatlariga mos keladi:

172
Jir

0

Iz 172

«-1/2

Ko'taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga kelsak
formuladan

,1/2 y1/2
] -'-1/2 h/2 0
o o -
) 0
va
0
, 12 1/2
J-12 j-12

ekanligini ko'rish mumkin.

Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor
tasavvurini tashkil giladi. j — 1 bo'lgan holdagi tasawur
vektor tasawur deyiladi, bu tasawur bo'yicha almashinadigan
uch komponentalik kattaliklar SU(2)(50(3)j gruppasining vektori
deyiladi. Agar ularni vistun sifatida olsak

ko'rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch o'lchamli fazoning vektorlari,
fagat ular kanonik bazisda olingan. Bu bazisni o'zimizga tanish
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bo'lgan uch o'Ichamli dekart bazisi vektorlari bilan bog'lash giyin
emas.

i va /o lar gandaydir uchvektor a = {ax,ay,az}
bog'lig. Buni quyidagicha ham ko'rish mumkin: z o'gi atrofida
<p burchakka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

ax+ idy= efitjax + iay) (121)

bo'ladi ((1.14)-bilan solishtiring), huddi shu operatsiyada /+j =
fix(¥,)/xi = ed(pfti bo'ladi ((102)- va (110)-lar bilan solishtiring).
Undan tashqari, gz(ip)fl —fl va gz(ip)Jaz = az. Demak, ~
ax4-iay, f\ ~ ax—iayva /g ~ azekan. Odatda

fi= [~ K~ fo~&

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misolda davom
ettiramiz.

J2 odatda Casimir operatori deyiladi (822.4.-paragraf
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy giymatlari
gruppaning tasawurlarini klassifikatsiya qilish uchun ishlatiladi.
5/7(2) gruppasi uchun J2 = j(j + 1), hozirgina ko'rdikki, j ning
har xil giymatlariga har xil o'lchamli tasawurlar mos keladi.

§14. 2 x 2 wunitar va unimodular matritsaning umumiy
ko‘rinishi

Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy
ko'rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 x 2 matritsani olaylik:

VE(GE) e ey (122
Uning unimodularligi quyidagini beradi:
detU = ad —be = 1. (123)
Teskari matritsa
<124>
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ta‘rif bo'yicha W ga teng. Demak,
a-—d, b= —, (125)
yoki,

(126)
Determinantning birligidan esa

(127)

(128)

larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish
matritsalari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2

o'lchamli unitar unimodular matritsaning eng umumiy ko'rinishini
topdik:

(129)

Bu formulada 7 = 0 deb olsak z - o'qi atrofida 25 burchakka
buralish matritsasini olamiz - (94)-formula bilan solishtiring. Agar
$= A= 0va7 = ™2 deb olsak y o'gi atrofida /5 burchakka
buralish matritsasi kelib chigadi (95 - formula bo'yicha).

Buralish burchaklari sifatida Euler burchaklarini olamiz. Bu
holda buralish jarayoni uch etapdan iborat bo'ladi - birinchi
navbatda eski 2 o'gi atrofida burchakka,, ikkinchi navbatda yangi
y o'qi (tugunlar chizigi deyiladigan ON o'qi) atrofida B burchakka
va nihoyat yangi z o'qi atrofida ¢ burchakka buralish (IV.2-
rasmga qarang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasi mos keladi:

-sin | e~'$ 0
Ccos | )( 0 el%

(130)
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Ixtiyoriy 2 x 2 o'lchamli kompleks matritsani 8 ta son aniglaydi,
unimodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir.
Demak, 2 x 2 o'lchamli unitar va unimodular martitsani 8-
5=3 ta mustaqil son orqgali aniglash mumkin. Ular sifatida uch
o'lchamli fazodagi aylanishlarni aniglaydigan uchta burchaklarni
olish mumkin.  Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka
bog'liglik oshkora ko'rinishda aniglangan.

815. Spinorlar

Jj = 1/2 holni alohida ko'raylik. (N3)-, (119)- va (120)-
formulalardan ma’lumki bu holda ikki komponentalik

kompleks vektorlar SU(2)(SO(3)) gruppasining eng kichik vaznli
spinor tasawurini tashkil giladi. Bu tasawur keltirilmaydigan
tasawurdir. SU{2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

e = a, 3=1.2. (131)
Bu yerda
WN=a W=Db Ul=c=-b\ Ul=d=a*
Yuqoridagi formulani ochib yozsak
+ e = c 1+ dt2 (132)

177



bo'ladi. Shunday ikki komponentali spinorlardan m tasini olib

ulardan £ ko'paytmani tuzamiz. Oydinki
c'ay/ar /am _ TTallTa2...TTam (Pi(fh ... cfim
4 Sm = UPiUfa UAnSl 42 sm -

Agar £ vektor ikki o'lchamli chizigli fazo bazisini tashkil qilsa

*77C ” ko'paytma 2m o’'lchamli chizigli fazo bazisini tashkil
etadi. Ushbu fazoni Lmdeb belgilaylik. Hosil bo'lgan Lm fazoning
ixtiyoriy elementini £“i“2"am deb belgilaylik. Bu vektor uchun
almashinish qoidasi

gaxar- an= U%U% mee (133)

bo'ladi. Demak, ~ia2"“m elementlar SU(2) ning Lm fazodagi
tasawurining bazisini tashkil qgilar ekan. £faia2-«m Kkattaliklar
m —rang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang
spinor tasavvuri deyiladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
emas. Buni quyidagicha ko'rish mumkin. Hamma indekslari
bo'yicha simmetrik bo'lgan spinorlar to'plamini Smdeb belgilaylik,
bu to'plam Lm ning qismfazosidir. Sm invariant qgismfazo
bo'ladi. (133)-dan ko'rinib turibdiki, simmetrik bo'lgan £'aia2- Qn
spinorning indekslarining o'rinlarini gandaydir qilib o'zgartirganda
o'ng tomondagi U matritsalarning va /?i/32 **«/3m indekslarning
o'rinlarini ham mos kelgan holda o'zgartirsak formula o'zgarmaydi.
Demak, simmetrik spinorlar Lm ning invariant gqismfazosini
tashkil qgiladi. Bu degani, simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasawurni tashkil giladi. Smning o'lchamligini topaylik. (“i4 "®"1
simmetrik bo'lgani uchun uning 1 va 2 indekslari gaysi tartibda
joylashganining ahamiyati yo'q, shu sababdan quyidagi m + 1 ta
spinorlar Sm fazodagi mustaqil bazisni tashkil giladi:

£E11-1 £11-2 £1-12—=2 £22-2

Demak, Smning o'lchamligi m + 1 ga teng. Bunday simmetrik rn-
cbl rang spinor aylanish gruppasining j = m/2 vaznli tasavvurini
tashkil qgiladi.

Shu paytgacha o'rganilgan spinorlar kontravariant spinorlar
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131)-qoida bo'yicha al-
mashinadi. Kompleks go'shma tasavvur W orgali almashinadigan
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va kovariant spinor deyiladigan

&=nun ! )
kattaliklarni kiritaylik. Unitarlik sharti natijasida W tasawur
mustaqil emas, u U~l ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr
6*= (6 , £2) sifatida ko'rish kerak, shunda yuqoridagi almashinish
qoidasi tushunarli ko'rinishga keladi:

(N, & =Kb&) (£ £ ) = (“*6 +w, ., CHl+ <r&). (135)

Norelativistik kvant mexanikada  kompleks go'shma spinor ¢o* ga
mos keladi, = NP\ ko'paytma esa zaxrachani fazoning ma’lum
bir nuqgtasida topish extimolligini beradigan kattalik sifatida skalar,
ya’ni, invariant kattalik bo'lishi kerak. U matritsaning unitarligi
U'U = 1 bu talabning bajarilishini ta’minlaydi. Demak, ixtiyoriy
Ko- va kontravariant spinorlarning skalar ko'paytmasi invariant
ekan:

= xanlll a= (136)
(132)-qoida bo'yicha almashinadigan ikkita kontravariant spinor £
va X lardan

XV -xI*¥2

kombinatsiyani tashkil gilaylik. det U —ad—be — 1 bo'lgani uchun
bu kombinatsiya invariant bo'ladi:

X'Y1- X'¥2=x¥ - x42
(136)-bilan moslik bo'lishi uchun
Xi = X2, X2=-X1 (137)

deb gabul gilish kerak. Ya’ni, SU(2) holida ko- va kontravariant
spinorlar hagigatda bir-biriga keltiriladi.

Kovariant spinorlax Kkiritilgani uchun ixtiyoriy rangli aralash
spinorlarni ham kiritish mumkin. Masalan, spinor al-
mashtirishlarda o'zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorlarning
ko'paytmasidek tutadi, buni ~ f£aX) deb belgilash mumkin.

Cax esa ikkita kontravariant va uchta kovariant indekslarga ega
bo'lgan 5-rang spinoridir.

179



SU(2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish
magqgsadida

9ap = ) 9afi — gpa
ko'rinishga ega bo'lgan kovarfant "metrik tenzor" Kiritamiz. Bu
holda (137)-qoida

Xa = 9apXP
ko'rinishni gabul giladi. Agar gapgly = $2 munosabat orgali
kontravariant metrik tenzor

(138)

kiritsak xa = ga0Xp formulani ham olamiz. Umuman

Xa = genX?r  Xap = 9alguaXla  Xdfi = gaiX-f  va hk

Kiritilgan metrik tenzorlar orgali spinorlar fazosidagi invariant
skalar ko'paytmalarni sodda ko'rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

XaC = 93,3X0C-

Bunday Kkiritilgan skalar ko'paytma quyidagi hossaga egaligini
tekshirish giyin emas:

Xal = -X4a. (139)

Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: gap = —gpa.
Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ikki
indeks bo'yicha soddalashtirib (m —2)-chi rang spinorini olishga
imkoniyat beradi. Masalan,
QaiaC ia2a3 = I 3-
(139)-dan ko'rinib turibdiki

9apXaXP = XaXa = o.

Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasawurni tashkil giladi. Bir simmetrik spinor olaylik: faia2"“m
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agar uni ixtiyoriy a* va ak indekslari bo'yicha soddalashtirsak nolni
olamiz;

Saie* r ia2"&" aft' “m= o.
Demak, simmetrik spinorlar o‘zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan.

Ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor metrik tenzor ga$
ga keltiriladi:

Xoft = Xa= agap, (140)
bu yerda a - skalar. Ko'rish giyin emaski. boshga xech ganday
imkoniyat yo'q.

Yugoridagi qoidalar formal matematik talablardan keltirib
c-hiqarildi. Haqiqgatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning
natijasidir. Kvant mexanikasidan ma’lumki, spini \h ga teng
zarracha (masalan, elektronning) spinining tanlangan yo'nalishga
(masalan, z-o'giga) bo'lgan proeksiyasi fagat -Wfi va —
qiymatlarni gabul giladi. Spinning proeksiyasi +] /[, bo'lgan holatga

1= (o

spinor mos keladi, proeksiya —\h ga teng holga esa

(*)2:

spinor mos keladi. Bularni tekshirish giyin emas: spinning z-
komponentasi operatori sz—\hcrz uchun

AN

Zarrachaning biror nugtada topish zichligi p = ¢o*1dor+do*2p2 skalar
kattalik bo'lib u aylanish operatsiyasida o'zgarmaydi:

teldn + 2002 = ¢p*Idpl + 2qo. (141)

Agar g, b2 spinorlar (132)-qoidasi bo'yicha o'zgarsa va shunga
yarasha ¢o* lar uchun

d™*1= a*dpl+ bdL, d*2 = c*pl+ <Tdi2
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ga ega bo‘lsak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi
kerakligini keltirib chigarish giyin emas (bu - o'quvehiga mashq).
Bu o‘z navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasi U ning unitar
va unimodular bo'lishi kerakligini bildradi.

§16. Avylanish matritsalari

(117)-formulaga gaytaylik. Elernentar ikki komponentalik kon-
travariant spinorning komponentalarini = (> £2 — V deb
belgilab {/£, -j < m < j} funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan
quyidagi simmetrik bazisni olamiz:

sj-mrf+m

stiC,4) = VO - m)G + ml (142)

—j < m < intervalda o'zgarganda quyidagi ko'rinishdagi 2j + 1
ta birhadlar sistemasini olamiz:

C2j, C2:%4 c2i_Vv . cee, v2j-
(40)-bo'yicha ((126)-ni hisobga olganda)

m = /(tr'O = /(a*C - h),C+ ar?)
bo'ladi. Tasawur matritsalarini deb belgilasak

/m@*C - br), b*C+ m?) = ~ &1 T,((,r])
m

formulaga kelamiz.

@\ bF—="EC\TLLFFIYN

j+m
(*<+ «uY4” = £ ¢ T(bXY+T-KH ) K
k=0
formulaiarda binomial koeffisientlar C(, = KNV(I\(I —fc)!) ni ishlatib,
(130)-formuladan a va 6 larni go'yib aylanish matritsalari D8m
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uchun Euler burchaklari orgali quyidagi ifodani topamiz:

mm =
JHm

N —-Ai+M-Am-r)

2]+m -m-2n / n\ 2n+m-m'

X {?) @nd

Bu formulani
(143)

ko'rinishda ishlatish qulayrogqdir. Eng muhim bo'lgan ikkita
hususiy holni keltiraylik:

cosf esinf

sin] cos |

( 1+ coss sin# 1—cos#\

2 v f 2

sin# " sin#
* ) — cos
© )= v 7r

1—cos# sin# 1+ cos#

\ 2 “\5 2
(1V.2)-rasmda keltirilgan Euler burchaklarining ta'rifidan ko'rinib
turibdiki tp va ¢ burchaklar bilan p+ 27t va (p + 2w burchaklar
fizik nugtai nazardan farg gilishi mumkin emas, shuning uchun

DLAN9MN) = Dinm(@2™ e’ Tp va Dim'M ’\;
bo'lishi kerak. Buni birgiymatliiik sharti deyllk Ammo (143
formuladan quyidagilarni olamiz:
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m va T! sonlar j bilan bir vagtda butun yoki yarimbutun bo'ladi.
Shuning uchun, agar j soni butun boisa birgiymatlilik sharti
bajariladi, agar j yarimbutun son bo'lsa (spinor tasawur) tasawur
ikkigiymatli deyiladi. Bunda BaT@rrs8,ip) = (0,0, ip)
valy . .B,2K = S _0,0) bo'ladi. Kvant mexanikasida
elektronning to'lgin funksiyasi | - 1/2 ga mos keluvchi spinordir,
olingan formuladan kelib chigadiki, bu to'lqin funksiya 2

burchakka burilganda (-1) ga ko'payadi.

817. Clebsch-Gordon qgatori

Keltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasini keltirilmay-
digan tasavvurlarning to'g'ri yig'indisiga yoyish masalasi eng
muhim masalalardandir:

(144)
3

Umumiy holda bu masala og'ir masala hisoblanadi. SU(2) gruppasi
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishli elementlarning xarakterlari bir xil. Har
xil o'glar atrofida bir xil burchakka buralishlar bitta sinfga
tegishlidir. Buni quyidagicha ko'rish mumkin: birinchi o'q atrofida
ip burchakka buralishni gi(<p) va ikkinchi ixtiyoriy o:q atrofidagi ip
burchakka buralishni g2(}p) deb belgilayli. Birinchi o'gni ikkinchi
o'qga burab o'tkazadigan elementni go deb belgilaylik. Unda
gi(ip) = go92{p)901l bo'ladi. Demak, z-0'gi atrofidagi Ip burchakka
buralish tasawurining xarakterini topsak ixtiyoriy o'q atrofidagi
<p burchakka. buralishga mos keluvchi tasawurning xarakterini
topgan bo'lamiz.

sin (] (2 + 1))
X3bl = D™n(<p,0,0) = 53 Emp
m=—
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(144)-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:

n 32 ™=h+h
xU<p)xYU<p) = amv> £ en®B= E XM&)-
ml=~h m2=-j2 m=lii-J2

Tasavvurlar tilida quyidagi Clebsch-Gordon gatorini olamiz:
Dh 0 Dh = D™ '2© £)J1+12.10 - =0 (145)

D} matritsa 2j + 1 o‘lchamli fazoda keltirilmaydigan tasawurni
ifodalaydi. Chap tomonda (2jJ\ + 1)(2j2 + 1) o'lchamli fazoda
ta’sir qgiluvchi tasawur matritsasi berilgan, o‘ng tomonning
ma'nosi shuki, bu fazo o'lchainliklari \ji —j2\dan j\ + j2 gacha
bo'lgan invariant gismfazolarning yig'indisiga parchalandi. Bu
gismfazolarning har biriga tegishli funksiyalar uch o'lchamli X, y, 2
fazoning buralishlarida fagat shu qismfazoga tegishli funksiyalar

orqgaligina ifodalanadi.

4.32-misol.
miso D2 DI/2 = Dle DO (146)

Har bir D1 2 ikki oichamli bo'lib ikki komponentalik spinorlarning almashtirish
matritsasidir. Ikkita fundamental ikki o‘'lchamli tasawurlarning ko‘paytmasiga
mos keluvhci to'rt o'lchamli fazo tikkita keltirilmaydigan fazolarning to'g'ri
yig'indisiga parchalanar ekan. Clebsh-Gordon qatori ko'pincha tasawur ma-
tritsalarini yozib o'tirmay shu tasawurlarning o'lchamliklari orgali ifodalanadi:

2®2 = 3gl.

Ya’ni, ikkita spinorning ko'paytmasi bitta uch o'lchamli vektor va bitta skalarga
parchalanar ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga gaytish ayni
muddao. D12 0 D1?2 tasawur bo'yicha o'zgaradigan kattalik ¢~ Uni
simmetrik va antisimmetrik gismlarga bo'laylik:

pN = Ef# + pP*) + 12(cp°P_ goa) = p LU + N9

Mana shu parchalanish (146)-ga mos kelishini ko‘rsataylik. Antisimmetrik gism
aylanishga nisbatan ¢ ' - dN9) ekanligini topish giyin emas - (140)-formula
bo'yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u D° bo'yicha almashinadigan
skalar bo'lar ekan. Ikkinchi rang spinorining simmetrik qisrni bilamizki
keltirilmaydigan tasawurga bo'ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi
rang spinorning simmetrik gismini quyidagi uch komponentalik vektor

ft-4 v “, i1,--Vv~*,
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ko'rinishida yozib olishimiz mumkin.
4.33-misol.
Di1® DI/2= £32® D12

Buni esa
3®2 =4® 2

deb ifodalaymiz. Ya’ni, birinchi rang tenzori (uch komponentalik vektor) va
yariminchi rang tenzori (ikki komponentalik spinor) ning ko'paytmasi to'rt
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng)
tenzorlarning to'g'ri yig'indisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.

Clebsh-Gordon gatorini ikkita vektorning ko'paytmasiga qo'llayhk:

DI 8>DI- D2¢ D1© D°, yoki 3*8)3=50301. (147)

Ikkinchi rang tenzori o'zining ta'rifi bo'yicha ikkita vektorning ko'paytmasi kabi
almashinishi kerak, shu nuqgtai nazardan chap tomonda gandaydir ikkinchi rang
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o'lchamli
fazoni tashkil qgiladi. (147)-formulaning o'ng tomoni bo'yicha bu fazo uchta
keltirilmaydigan invariant gismfazolarga parchalanadi. Ularning o'lchamliklari
-5 3val

Shu masalani boshqgacha yo'l bilan ham yechaylik.

Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo'lsin: Ty. Uni simmetrik
va antisimmetrik gismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

Ta = \[Ty+ Tji) + i (Ti}- Ta) = Sa + Air (148)
Ko'rinib turibdiki,
Sij = —(Ty + Tji) = Sji, Aij ——(Ty —Tji) = —Aji. (149)

Uch o'lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining soni 3 x
3 = 9 ga teng. Tenzorning mustaqgil komponentalari soni masalasiga kelaylik.
Bu masalani hal gilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida
tasavvur gila olishimiz mumkinligidan foydalananamiz:

/Ty T2 TR\
I T2 T2 128 .
\T3i TR TR/

Antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni nechta? Uning
diagonalidagi hamma komponentalari nolga teng:

Ay = -An = An —0, i=1,2,3.
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Diagonali tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta kornponentalariga
minus ishora bilan teng. Demak, antisimmetrik tenzorning mustaqil
komponentalari soni 3 ga teng:

/0 A Al
I —12 0 AZBI.
v—M3 —As 0 /

Simmetrik. tenzorning mustaqil komponentalarining soni esa 6 ga teng -
diagonaldagi 3-ta komponentalar 0:z-o'ziga teng. diagonal tagidagi 3-ta
komponentalar diagonal ustidagi 3-ta kornponentalariga teng:

/Su SI2 33\
1 S12 S2 523 )«
\5i3 s23 s3)

Tenzorning simmetrik va antisimmetrik gismlari koordinat o‘glarini al-
mashtirishda faqat o‘zi orqaligina ifodalanadi:

Sji — QkQilskl — QIIOjkSkl — ~ArkAjIrlk — QikdjISkl ~ S7p

Aji = djk™uMi = auajkAki = Okdji-Alk = — = -AIN
Bu yerda biz ikkinchi tenglikdan keyin a koeffisientlarning o'rnini almashtirdik,
uchinchi tenglikdan keyin K «4 | almashtirish bajardik, to!rtinclii tenglikdan
keyin esa (149)-dan foydalandik.
Simmetrik tenzor o‘z navbatida ikki qismga bo'linishi mumkin:

Sij =+ -S{T,

buyerda T = —YjSu - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining
i i

yig‘indisi). T-ning izi uning simmetrik gismi 5-ning iziga teng. Yangi kiritilgan
Sij ning izi nolga teng: — 0. Navbatdagi bu bo'lishning ma’nosi yana
i
o‘sha - tenzor ustida almashtirish bajarganimizda St] va T yana faqat o‘zi
orgali ifodalanadi:
Sij- dikdjisd,  Sii~s
1

ailiailSd = hiSki - «, Sk =,
K
T = 725K~ aklSd —HH —X) IKk=T.

Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish matritsasi atl ortogonal
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori uchta
invariant gismlarga bo'lindi:

TN = Aij + sij+ -dl;T = Aij + ysij — A+ 2&i0jT..
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Bu tagsimot shu ma’noda invariantki, antisimmetrik tenzorlar, izi nolga
teng simmetrik tenzorlar va tenzorning izi fagat o‘zi orqali almashinadigan
kattaliklarni tashkil qiladi. Tasavvurlar nazariyasi tilida ularning har biriga
mos keluvchi fazolar umumiy 9-o‘lchamli fazoning invariant gismfazolaridir.
Bajarilgan ish (147)-formulani keltirib chigarishga ekvivalentdir.

4.35-misol.

Di1® D1® D1= D3®2D20 3D1¢ D°,

yoki,
3®@3®3 =702-503-30©1

bo'ladi. Ya’'ni, 27 o'lchamli fazo bitta 7 o'lIchamli, ikkita 5 o'lchamli, uchta 3
o'lchamli va bitta bir o'Ichamli invariant qismfazolarga parchalanar ekan.
4.36-misol.

£51/2® D1® D1= D520 2D3/2© 2D12

bo'ladi.

8§18. Momentlarni qo‘shish

Momentlarni go‘shish masalasi Clebsch-Gordon gatori bilan
uzviy bog‘langan. Matematik nugtai-nazardan spin va orbital
momentlarning fargi yo‘q, shu sababdan bundan keyin "moment"
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko‘zda tutiladi.

Clebsch-Gordon qatorini fizik nuqtai-nazardan quyidagicha
tasavvur qgilish mumkin. Momentlari j\ va j 2 bo'lgan ikkita sistema
berilgan bo‘lsin. To'liq sistemaning momenti ganday qiymatlarni
gabul qgiladi? Sistemalar 2j\ va 2j2 rangli ikkita spinorlar orgali
ifodalanadi, to'liq sistemaga

Nala2me-""pip2 Mee

spinor mos keladi, uni hamma indekslar bo'yicha simmetrik-
lashtirib j\ + j2 momentga mos keluvchi 2(G\ + j2) rangli
simmetrik spinor olinadi. Olingan spinorda birinchi guruh
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bittadan olib ular bo'yicha
soddalashtirilsa 2(ji + j2) — 2 rangli spinor olinadi, u j\ + j2 — 1
momentga mos keladi. Shu ishni yana bir marta bajarsak j\+ j2—2
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom
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ettirib ]ji — 21momentga mos keluvchi spinorgacha yetib kelinadi.
Olingan qator Clebsch-Gordon qatori (145)-ning o‘zidir.

Quyidagi masalani ko‘rib chigaylik: alohida olib garaganimizda
momentlari J\ va J2, ularning 2-0‘qiga proeksiyalari mi va m2
bo'lgan zarrachalardan tuzilgan sistemaning to'liQ momenti va
uning proeksiyasi ganday giymatlarni qabul qilishi mumkin?
Bunday masala momentlarni qo'shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qo'shish masalasi aniqroq quyidagicha ifo-
dalanadi: ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai-
nazardan farqgi yo'q) berilgan bo'lsin, ularning momentlari ji va
j2 bo'lsin, shu momentlarning z-o'qiga proeksiyalari mos ravishda
mi va m2 bo'lsin. Agar har bir sistemani alohida ko'rsak har bir
rnt mos ravishda 2jt+1 ta giymatlarni gabul gilishi mumkin va har
bir sistemaning to'lgin funksiyasi j 2 va j iz ning hususiy funksiyalari
bo'ladi - (110)- va (115)-formulalarga garang. Kvant mexanikasiga
yaqginroq bo'lishni ko'zda tutib bunday hususiy to'lgin bunksiyani
ji,m.i) deb belgilaymis. Demak,

jib'i,n»i) =ii(ii + D]ji,mi), jizbi, mi) = milji.mi),

jlba.m2) = J202. b2, m3, 322\j2,m2) = m2]j2,m 2).
Butun sistemaning to'lig momenti j = ji + j2 bo'ladi. Ko'rish giyin
emaski, |ii,mi)]j2,m 2) to'lgin funksiya jz—j\z+ j 2z operatorning
hususiy funksiyasi ( ji va j2 va ularning komponentalari har xil

o'zgaruvchilarga ta’sir giluvchi operatorlar bo'lgani uchun ular
o'zaro kommutativ bo'ladi):

iz [NumN2n3] =(jlz+)2) (R )l 2] =
= (mi+ m2)]jb mi)]j2,m2).
Ammo |ji,mi)jj2,m 2) to'lgin funksiya j2 ning hususiy funksiyasi
bo'Imasligi mumkin:
j2=1Ji +J2+ 2ji «h

ifodadagi ohirgi had bunga to'sqginlik qgiladi. Shularni hisobga olib
momentlarni go'shish masalasi quyidagicha go'yiladi: 2(ji + j2)
rangli spinor bo'lgan \\ mMi)\j2,m2) funksiyani j2 va jz ning
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hususiy funksiyasi bo'lgan \J,m) bo'yicha gatorga yoying:

b'l,m~lh, m2) = GJMihm2\j, m). (150)
i
Bu yerda o‘ng tomondagi m chap tomondagi rti\ va m2 larning
yig'indisiga teng: m —mi + m2. Huddi shu masalani teskarisiga
ham go'yish mumkin: \j,m) ni |]ji,mi)|j2,m2) bo'yicha shunday
gatorga yoyish kerakki, unda mi va m2 larning mi + m2 = m
shartga bo'ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

f,m) = YA~ mihm2\jh mi)\j2, m2). (151)

O'ng tomonda m2 bo'yicha yig'indi yo'q, chunki uning giymati
mi + m2 = m shartdan topiladi.

Matematik nugqtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o'tish formulalaridir, shuning
uchun ularga kirgan koeffisientlar o'zaro teskari bo'lgan unitar
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshgacha ham
ko'rsatishimiz mumkin.

Umumiy goida bo'yicha

&M™TTT12 = 0%mi(lib mi)lj2, m2» ;

Chmhm = (O’l. mil02,m2) j, m).
Ikkinchi tomondan (01¥2) = (V~i)* bo'lishi kerak, demak,
‘NTTT2= ChmV2n2- KeY™ ko'ramizki, bu koefficientlar hagigiy
son bo'ladi, shuning uchun @M m =~ lj2m2-

(150)- va (151)-aimashtirishlarning unitarligidan C ™ 1712
koeffisientlar uchun quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

njm sijm _c pjm c

E Hmlhm 2 jim'lj2mi "M>«V ar\n™2 nrin™r 33’
mi

G"tnij22 koeffisientlar Clebsch-Gordon koeffisientlari  deyiladi.

Ularni aniglash uchun (110) - (116)-formulalarda go'llanilgan
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metoddan foydaianamiz. Bu formulalarning ichida ko'rilayapgan
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:

3x\j,m) = px(j,m)\j.m=l), p£{j.m)=y/j(j + 1)-m{m £l).
(151)-formulaning o'ng tomonida mi = j\ va m2 = 32 bo'lsin,
ya’ni, momentning proeksiyalari o'zining maksimal giymatiga ega

boisin. Bu holda chap tomondaj —j\ + j\ vam = j\ +h bo'ladi
va gatordan bittagina had qoladi:

\ji+32,3i+h) = CnVrm+n\j'>1)b2>32)m
To'lgin funksiyalarining hammasining normasi birga teng qilib
tanlab olingan deyilsa = bo'lishi kerak,
Cnnhn+n ~ 1 deb tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz

hamma C ~ U2 laming umumiy ishorasini anigladik. Endi ohirgi

formulaning ikkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta’sir
gilish kerak:

j-\ji +320 1+ h) = (ji_ +n-)1N.0)1n»32) =

= p'tii,ji)b'bji - W 2J 2) + P~{j2,n>X s h)\h,32 ~ 1)«
P~(3,3) = \/2j bo'lgani uchun

V4h+32)\ji +32,ji +32~ 1) =
= ~ W 3%3r) + \/Wb,3\)\32,32 ~ De

Olingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeff-
isientlarining ikkitasini beradi:

Ikkala koeffisient oldida musbat ishora olindi, keyingi topiladigan
to'lgin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki,
ular bu funksiyaga ortogonal bo'lib chigsin. Jarayonni davom
ettirib \ji + j 2, —J\ —32) holatgacha yetib borish giyin emas.

Ko'rinib turibdiki, Clebsch-Gordon koeffisientlarining
haqigiyligining yuqorida vada gilingan isboti p~(j, m) larning
haqiqiyligidan kelib chigadi.
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j = J\ + j-2 — 1 holatga o'taylik. Bu holatga mos keluvchi
eng yuqgori vekt<or uchun m = j\ + 32 —1 bo'lishi kerak. U esa
fagatgina --1)1j2,ji) va \ji,ji)\J2,j i ~ 1) holatlarning chizigli
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak

Bu holat j + ta’sirida nolga tenglashishi kerak:
j+ (abi,ji ~ W 23 2) + b\jhji)\ji,j2- 1}) =
= aji+buji - 1]j2,32) + b\jhji)ji+\j2,ji - 1) =
= (av/2™ + by/2j”™M\ji ji)\ji,ji) = 0.

Demak, a —bYyjj2j\. Buni hisobga olib m = j\ 4-ji —1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

\/20i + ji)\ji 4-ji —1,ji +ji ~ 1) =
= yfehljuji - m ,j2) - y/2ji\juji)\ji,j2 ~ 1

Bu tanlov holat; normasining birga tengligini ta’minlaydi. O'ng
tomondagi ishoralar shartlidir, ya’ni, birinchi had oldida minus va
ikkinchi had oldida plus olishimiz mumkin edi. Muhimi - ikkala had
oldidagi ishoralaxning har xilligi. Topilgan \ji+j2 —1,ji +32 —1)
asosida yuqoridtigi usul bilan hamma |ji+ j2—1,ji+ji - 2), \ji +
j2- 1,ji+j2~ 3),...iNji+j2~1,~j\ ~ 12> larni topish mumkin.
Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagilari topildi:

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat
qilish kerak.

4.37-misol. jiy= 1/2, j2= 1 bo'lsin.

j ni m dan farq qilish uchun m ning oldiga uning ishorasini go'yib
ishlatamiz. lkkala zarracha momentining z - o'giga proeksiyasi maksimal
bo'lsin, bunda:
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Proeksiva +1/2 bo'lgan holga o'tish uchun ikkalatomongaj- —j 1+ 32 pilan
ta’sir gilamiz:

Endi spin proeksiyasi -1/2 bo‘lgan holatni topaylik. Buning uchun yana bir

marta j_ = ji_ 4- 12- bilan ta’sir qilamiz:
L i\ -/
27 2/ V3 Vs

Yana bir marta pasaytinivchi operator bilan ta’sir gilinsa to‘lig moment 3/2,
uning Z—O‘qiga proeksiyasi -3/2 bo'lgan holatga Ottiladi:

Vs

Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib go'yish mumkin edi, ammo
biz yo'l-yo'lakay hamma hisoblarimizni tekshirib chiqgish imkoniyatini boy
bermaslikka qaror qildik.

To'lig.spin 1/2 .bo'lgan holga o'tavlik. Yuqoridagi nazariya bo'yicha

1 1, 1 1

gmey a ) lri)+b 2,42 12O

kombinatsiyaga ko'taruvchi operator j+ bilan ta’sir gilamiz, natija nolga teng
bo'lishi uchun a-f b\j2 = 0 bo'lishi kerak. To'lig to'lgin funksiyaning normasi

birga teng bo'lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (a ning ishorasini
musbat deb tanladik):

Pasaytiruvchi operator bilan ta’sir gilamiz:

2. 2 V3 2.,+ 2

Boshga holatlar yo'q, hamma topilgan holatlarning o'zaro ortogonalligini
, tekshirib chigish giyin emas.
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§19. 5(7(3)-gruppasi

O'lchamligi 3x3 bo‘lgan unitar va unimodular matritsalar to'plami
5(7(3) gruppasini tashkil qgiladi. g C 5(7(3) bo‘lgan ixtiyoriy
matritsani

g = exp (rarA?)

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a, - haqiqgiy parametrlar, A
-3x3 matritsalar. g ning unitarligi g* = <€ 1 dan Armatritsalarning
0'ziga go'shma ekanligi A™ = Alva g ning unimodularligi detg = 1
dan A matritsalarning izsizligi Tr(Ar) = 0 kelib chigadi. Ixtiyoriy
aynimagan n X n unitar matritsa n-o‘lchamli kompleks fazoda
quyidagi kvadratik formani saglaydi:

n n
(xy") = ~Mx"*y[ = {Ux, Uy) = {x,U]Uy) = (X)y) = "X-¥T-

F t=1
Ixtiyoriy unitar matritsa uchun U(n) = U(1) x SU(n)

bo'ladi, bu yerda U(1) - U(n) ning abel gismgruppasi, 5(7(n)
esa sodda gruppadir (Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda
deyiladi va bu nimaga olib keladi §22.-paragrafda tushuntirilgan).
5 (7 (n) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma
keltirilmaydigan tasawurlari unitar bo'lishi kerak. Demak,
hermit go'shma D* tasawur bo'yicha almashinadigan kattaliklar
teskari 1)-1 tasawur bo'yicha almashinishi kerak. SU(3) uchun
buni quyidagicha ifodalaymiz. Uch komponentali kompleks
kontravariant vektor kiritaylik:

Bu kattalik 5(7(3) gruppasining biror keltirilmaydigan tasawuri
Uj bo'yicha almashinsin:

PH= i,j =1,2,3.

Hermite qo'shma tasawur bo'yicha almashinadigan Kkattalik
kovariant vektor sifatida qaraladi:

ij =123
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Kiritilgan kattalikiar SU (3) gruppasining birinchi rang tenzorlari
bo'ladi. Gruppaning p-marta kontravariant va g-marta kovariant
tenzori:

"4

~U

(152)
Bir marta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor ¢ berilgan
bo'lsin. U uchun

dl=u;, (u-")'4

Agar bu ifoda i va j indekslar bo'yicha soddalashtirilsa va g\ =
d belgilash Kkiritilsa @ — ¢ bo'ladi.  Ikkinchi rang aralash
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng bo'lgan skalar kattalik
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rang aralash tenzorini bitta ko-
va bitta kontravariant indekslari bo'yicha soddalashtirib rangi
ikkitaga kam bo'lgan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be-
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: exk va
Sijk- Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita qolgani - birlik
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko'rsatish
giyin emas:

8j=Uj, (U-1)'$ =V} (I =Ty

£«* = UIWJIINsIm = (det U) mE«* = £«*;

A =([~-X(F)7 ) mm=

Ohirgi ikki munosabatni olishda birinchi bobdagi 10-mashq
natijalari ishlatildi.

(152)-goida bo'yicha almashinadigan tenzor keltirilmaydigan
tenzor emas, uning ikkita biri ko- va biri kontravariant indekslari
bo'yicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past bo'lgan tenzor kelib
chigadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlarni quyidagicha
ta'riflaylik:

1. Tenzor o'zining yuqori va quyi indekslari bo'yicha (har biri
bo'yicha alohida) simmetriklashtirilgan bo'lishi kerak;

195



2. Ixtiyoriy ikkita biri yugori va biri quyi indekslar bo'yicha
soddalashtirilganda u nolga teng bo'lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor dor keltirilmaydigan tasawur
£>(1,0) bo'yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant
tenzor Xj bo'lsa keltirilmaydigan tasawur £>(0,1) bo'yicha
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

N D kdX

ikkinchi rang keltirilmaydigan aralash tenzor bo'lib, u keltir-
ilmaydigan £>(1,1) tasawur bo'yicha almashinadigan tenzor
bo'ladi. D(p, ) esa p marta kontravariant va  marta kovariant
keltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o'lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang
aralash tenzorning o'lchamligi 3 x 3 = 9 ga teng, keltirilmaydigan
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x3 —1 = 8
ga teng (izining nolligi shartini hisobga olish kerak). Ikkinchi
rang kontravariant keltirilmaydigan tenzorning oltita kompo-
nentasi bor: I\ N\ P\ P\ pNo\ 423" Bu yerdagi
{} simvollar ularning ichidagi indekslarning simmetriklashtiril-
ganligini bildiradi, shu sababdan ikkinchi rang kontravariant
keltirilmaydigan tenzorni oNe deb belgilash mumkin. Ikkinchi
rang kovariant keltirilmaydigan tenzor esa g™ deb belgilanadi.
oNe tenzor £%(2,0) tasawur bo'yicha, P} esa £>(0,2) bo'yicha
almashinadi.

£>(p, q) tasawurning o'lchamligini topaylik. 1, 2, 3 giymatlarni
gabul giladigan p ta sonlardan 3P ta har-xil variantlar tuzish
mumkin. Ularning ichida simmetrik variantlar 11...1,22...2,33...3
ko'rinishga ega bo'lishi kerak. Bu kombinatsiyalarning soni vergul
belgisini necha hil yo'l bilan tanlab olishga teng, bu tanlashlarning
soni \YJp+ N(p + 2) ga teng. Huddi shunday quyi indekslar
bo'yicha ham simmetrik variantlar soni “q + 1)(q + 2), ularning
ko'paytmasi | (p+1)(p+2)(<j + I)(<?+ 2). Har bir vuqori-quyi juftlar
bo'yicha soddalashtirishda nol olinishi kerak, bunday shartlarning
soni \p(p 4-1)q(g + 1). Natijada D(jp,q) tasawurning o'lchamligi
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uchun
\N[V+ D+ 2){g+ D(a+2)- p(p+ L)a{g+ 1)] =

= Mp+1)(«+ Dp+9+2)

son olinadi.

Yuqorida olingan hususiy giyraatlar bilan solishtirish mumkin:
D(1,0) ning oichamligi 3 ga teng, Z?(2,0) ning o'lchamligi 6 ga
teng, Z?(1,1) ning o'lchamligi 8 ga teng, £>(3,0) ning o'lchamligi
10 ga teng.

Keltirilmaydigan tasavvurlarni ko'paytirish (Clebsch-Gordon
gatorini topish) masalasiga kelaylik. £>(1,0) va D(0,1)
laming to'g'ri ko'paytmasidan boshlaymiz. D(1,0) bo'yicha dil
almashinadi, D(0,1) bo'yicha di. V'Vj ko'paytma ikki gismga
ajratiladi: skalar drdr, u jD(0,0) bo'yicha almashinadi, va izsiz
tenzor dody —\o"gxpk, u D(1,1) bo'yicha almashinadi. Demak,

D(l, 0) @D{0,1) = D{0,0) 0 £»(1,1).

O'lchamliklarini tekshiraylik: 3x3 = 1+8. Ohirgi yozuvda 3 belgi
orgali D(0, 1) ning kompleks go'shma tasawur ekanligi ifodalandi.
Odatda D(0,0) bo'yicha almashinadigan skalar singlet,
D(1,0) va D(0,1) bo'yicha almashinadigan kattalik triplet,
D(1,1) bo'yicha almashinadigan kattalik oktuplet deyiladi.
4.38-misol. 4 va lariii keltirilmaydigan gismlarga parchalang.

Ikkinchi rang tenzorini simmetrik va antisimmetrik qismlarga parchalashni
bilamiz:

i1 = cpbl) + hNe = |2(ipH+ ds>))  plL- |2

simmetrik tenzor sifatida D(2,0) bo'yicha o‘zgaradi, (pM esa D(0,1)
bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant tenzoriga proporsional: ipi =
£ijkWA- Demak,

£>(1,0) ® £>(1,0) = £>(0,1) ® £>(2,0), yoki 3®3 = 306.
Xpij ga kelsak

£>(0,1) ® £>(0,1) = D(1,0) ® D(0,2), yoki 3®3 =3®6
bo'ladi.
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4.39-misol. xJK ni keltirilmaydigan gismlarga pardialang.

iPK va ipi lar D(0,1) bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant
tenzorlar, izi nolga teng bo'lgan quyi indekslari bo'yicha simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar:

Tpw~ 4 + WIijh) = D( 2);

ViK ~ 2 ~~bl) ~ A2,0).
Demak,
D(1,0) ® D(0,1) ®D(0,1) = £>(0,1) ® D(0,1) @ D(2,0) @ D(1,2),

yoki, 3<8>3®3 = 3p3hp60©15.

4.40-misol. b (1, 1) ®D(1,1) ni toping.

Birinchi 1>(1,1) ga mos keluvchi bazisni @ deb belgilaymiz, ikkinchi
D(1,1) ga mos keluvchi bazisni deb belgilaymiz, ularning izlari nolga teng.

1. Birinchidan, i» va dd lardan singlet hosil gilish mumkin: 8. Bu - singlet,
u D(0,0) bo'yicha o'zgaradi.

2. Ikkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil gilish mumkin:

- \"dim, ipcl)- n
Bular D(1,1) bo'yicha o'zgaradigan ikkita oktuplet;

3. kombinatsiyani (i,I,m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada dekuplet deyiladigan D (3,0) tenzor hosil bo'ladi;

4. E i j i kombinatsiyani indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada D(0,3) tenzor hosil bo'ladi, u ham dekuplet;

5. @Y ko'paytmani (ti, rr) va Ci>J2) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chiqib izlarini ayirib tashlash kerak. To'lig simmetrik kombinatsiya:

yPI2= dVl + a0 rang G PR
Undan ayirilishi kerak hadlar:

Mana shu ikkala ifodalarning yig'indisi X]\j2 — ikkala yugori
va ikkala quyi indekslari bo'yicha simmetrik va ixtiyoriy bitta yuqori va
bitta quyi indekslari bo'yicha soddalashtirilganda nolga teng bo'ladigan
keltirilmaydigan D(2,2) tenzorni beradi.
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Olingan natijani quyidagi ko'rinishga keltirish magsadga muvofiqgdir:
D(l,1)@ D(1,1) = D(0,0)© D(1,1) 0 D(l, 1) ® D(3,0) ® D(0,3) ® D(2,2).
Tenzorla.rning o'lchamliklari orgali:

8®8=1hp8O8P10p10h27.

Chap va o'ng tomonlarda bir xil son turibdi -

Keltirilmaydigan gismlarga parchalash elementar zarrachalar
nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida
kvarklar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sariq
va yashil ranglar) ega bo'lib 5 (7(3) gruppasining fundamental
tasavvurini tashkil giladi - kvarklar D(1,0) va antikvarklar D (0,1)
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan
tashkil topgan, demak, ular 3 x 3 = 1 + 8 tasavvurga tegishli
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil gilishi kerak.
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va h.k.lar multiplet
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuzilgan bo'lib ular
ham tegishli multipletlarga parchalanadi.

517(3) gruppasining 8-ta generatori bor (paragrafning ohirida
SU(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu
son n2 — 1 ga tengligi ko'rsatilgan). 5(7(3) ning generatorlari
fundamental tasavvurda odatda quyidagicha tanlab olinadi Ta =
|Aa,a = 1,2,...,8. Bu yerda Aa lar Gell-Mann matritsalari
deyiladi, ularning ko'rinishi quyidagicha:

70 1, o —i o / 00
A _ 0 A= 101 0 ¢g,. m=10-10
00/ vo o 0J VO 00
/0 01
A= 000 A5 =
Vi oo
/00 0 4
AT= 00 X
\0t 0/

Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, A3 va A8, bir vaqtda
diagonal ko'rinishga ega. Bu degani §23.-paragrafda keltirilgan
klassifikatsiya bo'yicha 51/(3) gruppasi ikkinchi rang gruppadir.
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A3 va Xg generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar saglanuvchi
kattaliklar bo'ladi. Elementar zarrachalar fizikasida bu sonlar
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi
gabul qilinadi. Aa larning hammasi izsiz ermit matritsalardir.
Ai, A2 va A3 larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini
0'z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi SU(3) gruppasining
qismgruppasi ekanligi ta’kidlanmoqgda. = Generatorlar quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo'ysunadi:

AL A f A
T'>2 ° lJabcy .

SU(S) gruppasining hossalarini bilish uchun yugoridagi gener-
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari faz larni bilish
yetarli, bu haqgida 823.-paragrafda gapirilgan. Generatorlarning
yugorida keltirilgan realizatsiyasi uch o'lchamli D(l, 0) tasavvurga
mos keladi, ixtiyoriy D(j>,q) tasavvurda generatorlarning realizat-
siyasini quyidagicha topish mumkin. Cheksiz kichik ar parametrlar
uchun Uj ~ W+ i\aa(Aa)* deb olib (152)-formulada cheksiz kichik
almashtirishlarga o'tamiz

1+ i-abXb

T ST
- i- —i-, 4
1- i-&dXd hh 3
@l mp+ 5 belgilash kiritilsa
v

* "ok * ok
Eo< U T Em2cC

bo'ladi. Masalan,

T [w itf- <M'4] =42a° Ao

To'g'ri qavslarning ichidagi matritsa aralash tenzor ip) ning
tasawuridagi generator bo'ladi, bu, generatorlarning o'lchamligi
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9x9. Boshqga tasavvurlarga mos keluvchi generatorlarni ham shu
yo‘l bilan topish mumkin.

Paragrafning ohirida 5/7 (n) gruppasi uchun bir necha muhim
munosabatlarni keltirib chigaraylik.

5(7(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. Genera-
torlar izi nolga teng ermit bo‘lgan N X N matritsalardan iborat.
Kompleks n XN matritsaning umumiy elementlari soni 2n2 ga teng,
ermitlik shartlari soni 2°(n2—n)+n ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu
bilan, izi nolga teng ermit bo‘lgan n x n mustaqil matritsalarning
soni 2n2—n2—1= n2—1 ga teng. Demak, SU(n) gruppasining
generatorlari n2 —1 ta bo'ladi (masalan, 5(7(3) gruppasida 8 ta
generator bor). Ularni Ta, a = 1,2, ...,n2 —1 deb belgilaylik.
Generatorlarning kommutatori

[Ta, To = ifabcTe-

Bu yerda fabc hamma indekslari bo'yicha to'liq ravishda anti-
simmetrik tenzor - 5(7(n) gruppasining struktura doimiylari (Lie
gruppalari algebrasining §22.3.-paragrafdagi hossalariga garang).
Elementar zarrachalar nazariyasida ko'p ishlatiladigan bir necha
formulalarni keltirib chigaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bo'ysunadi:

Tr(fa) = 0,  b(Taly) = 16

Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart -
ixtiyoriy yarimsodda gruppalari uchun Kiritilishi mumkin (822.3-
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga qarang). Ikkinchi
shartda 1/2 ning o'rniga Ixtiyoriy son olish mumkin, ammo biz
yugoridagini tanlaymiz. Bu munosabatlardan ko'rinib turibdiki

fac —'Ir'TI' ([Fs, THTQ .

Feynman diagrammalarida quyidagi munosabat keng qo'llaniladi:

E ra;(r«)f=5 (<44 - ;;*# ) m (n3)

4.4-mashq. (153)-fomiulani keltirib cliigaring.
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4.5-mashq. (153)-formuladan foydalanib quyidagi munosabatlarui
keltirib chiqgaring:

n2- | n2— / \ n2—
\]_2I TaTa= E_I T-T*Tc = ~ 2C2{g)) T £d—| /0obl/M=C2(G)’
1)/7-AT.-5™(ag | <%HA)=-~2, c2((?)=n.

fe,c=I

Bu mashgda paydo bo'lgan CZR) va C2(G) belgilar SU(n)
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy giymat-
lari, CAR) - fundamental (n o'Ichamli) tasawurga mos keladi,
C2(G) esa biriktirilgan (N2 - 1 o'lchamli) tasawurga mos keladi.
Kvant xromodinamikasida C2(R) kvarklar bilan bog'langan, chunki
kvarklar fundamental tasawurga tegishli, C2(G) esa gluonlar bilan
bog'langan, chunki gluonlar biriktirilgan tasawurga tegishli.

820, Lorentz gruppasi

§20.1. Lorentz gruppasining ta‘rifi va umumiy hossalari

Minkowsky fazosida (4-o'lchamli fazo-vaqtda) ikkita cheksiz yagin
hodisalar orasidagi interval quyidagicha anialanadi:

ds2 = gNdx~dx™ j= (dx0)2- (dx1)2- (dx2)2—(dx3)2
Bu formani invariant goidiradigan almashtirishlar
dx'IL= huwdxv, ds2 = glitdxbdx™ - g™dx™Ndx” = ds2 (154)

Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir
inersial sanoqg sistemasidan unga nisbatan gandaydir tezlik bilan
harakat gilayotgan ikkinchi inersial sanoq sistemasiga o'tishga mos
kelar edi. Ikkita ketma,-ket bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana
Lorentz almashtirishini beradi:

dx'» = ANX" = KA'Ldx0= Aldx°

formuladan ko'rinib turibdiki, K sistemadan K' sistemaga Ai
yordamida, undan keyin esa K' dan K" sistemaga A2 yordamida
o'tish K dan bevosita K" ga bitta A3 = AJA2 Lorentz almashtirishi
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yordamida o‘tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari
gruppani tashkii qgiladi.
Lorentz almashtirishlari ta'rifini ochib yozaylik:

gtipAKTAKdxadxx = gaxdxadxx.

Bundan ko‘rinib turibdiki

gM"KA\ = «n- (155)
Bu munosabatni matritsa ko'rinishida yozib olish mumkin:
\TgA = g.
Bu holda
det# = —1 = det <Xdet A)2,
yoki,

detA= =1

ekanligini topamiz. (155)-formulada a = A = 0 deb quyidagini
topish mumkin:

900=1=J X A = (JlPo)2- (JI'0)2- (J12)2- (J10)2. (156)

Demak,

(n")2= 1+ £(N*,)22 1
*=1
Ikkita hoi bo'lishi mumkin ekan:

A%, > +1, A°0 < —L

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al-
mashtirishlarini to'rt gismga bo'lish mumkinligini ko'ramiz:

A0> +1, detA = I
2.L1: A°0> +1, detA= —1;
3. A0< —1 detA= 1

4. Li: A°0< —1, detA= —1
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det /1 = +1 bo'lgan almashtirishlar hususiy deyiladi, A°0 > +1
almashtirishlar esa ortoxron deyiladi. Ro'yxatdagi birinchi hoi
hususiy ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina gismgruppani
tashkil giladi. Buni tushunish giyin emas - birinchidan, ikkita
determinanti manfiy matritsalarning ko'paytmasi determinanti
musbat matritsa bo'ladi. Ikkinchidan. A°0 < —1 almashtirish
vagt o'gini teskariga yo'naltiradigan almashtirishdir, uni ikki
marta qo'llasak vaqt o'gi yana o'zining boshlang'ich yo'nalishiga
qaytib keladi, ya’ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning
natijasi bitta A°0 > +1 almashtirishga tengdir. Ya’ni.
Li, Li va Li toplamlar gismgruppani tashkil gila olmaydi.
Bundan tashqari, birlik element L+ ga kiradi. Hamma Lorentz
aJmashtirishlari umumiy Lorentz gruppasini tashkil giladi,
determinanti +1 ga teng almashtirishlar to'plami L'++L\ hususiy
Lorentz gruppasi deyiladi. 810.-paragrafdagi klassifikatsiya
bo'yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal 50(3,1) gruppaga mos
keladi. Bundan keyin Lorentz gruppasining tasavvurlari haqgida

gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasavvurlari ko'zda
tutiladi.

Quyidagi almashtirish matritsalarini ko'raylik:

f-100 oo Ao 0y
010 1
0

vh o0l \D o

Birinchi matritsa ta’sirida vaqt koordinatasi 0'z ishorasini
o'zgartiradi: Xx° — —x°, ikkinchi almashtirish esa fazoviy
koordinatalarning ishorasini o'zgartiradi: al -> —X1,x2 —
—X2, X3— —a3:

f x'°\ (-1 00 (x° (—x°n
X1 0 100 X1 X1
x']2 0 010 X2 ~ X2
T8y N0 00y Y3y yxal

204



{ X \ /x°\ X
Xl X1
\ x4y "X3
Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli
chunki ular intervalning kvadratini saglaydi. Ular uchun JIT€ Li
va /la € undan tashqari AMAp €& L+. Odatda A™ matritsa
orgali ifodalangan operatsiyani T—almashtirish, Ap matritsa orqali
ifodalangan operatsiyani esa P —almashtirish deyiladi. Ular
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli.

820.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorlarini topishdan oldin uch o'lchamli
fazodagi aylanishlar ham Lorentz gruppasiga kirishini ko'rsataylik.
Quyidagi matritsa

1 0 0 o\

0 cosp sin(p O
o{<p) = 0 —siny? cosip 0

0 0 o 1/

/x'°\ ;1 0 0 0y 7/Xx°\
X'l 0 cosip Ssinip 0 x1
X'2 0 —sin<” cosip 0 X2

\Xx'3j \ 0 0 0 1, Vx3/

f

X cos(p+ x sin(p
—x1sinip-f x2cos ip

\ X3 /
almashtirish bajaradi, bu almashtirish x~xMning bir gismi bo'lgan
xV ni invariant qoldiradi. demak x”~xa ni ham . Demak, z

o'gi atrofidagi aylanish Lorentz gruppasiga taallugli ekan. Huddi
shunday ko'rsatish mumkinki, y va x o'glari atrofidagi aylanishlar
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya'ni, 50(3) gruppasi Lorentz
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gruppasining gismgruppasidir. > va y o‘glari atrofidagi
aylanishiarga quyidagi matritsalar mos keladi:
/10 0 0
010 0
P(P) = 0 0 cosg siny?
\0 0 —sinif cosp

/7 10 0 0

. 0 cos(p0  smr>
BVP= o 0 1 o

\0 sinip0 cos<p J
Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o'tamiz. Faraz qilaylik
Lorentz almashtirishlari fagat 0-nchi va 1-nchi o'glarga tegishli
bo'lsin, bu holda (156)-formuladan
(n°)2- (N»)2=1

ga kelamiz. Bu tenglamaning (hususiy va ortoxron hoiga mos
keluvchi) yechimi

A°0= chr, AJ0= shr, -00 < r < 00.

Matritsa ko'rimshida:
chTshr 0 O\

. shr chr 0 0
9OI(T) 0 0 10
o o 01/

Ushbu elementga mos keluvchi generator:
/ (e}
—i

t—0

(t,y) va (t, 2) tekisliklarida bajarilgan Lorentz almashtirishlariga
quyidagi matritsalar mos keladi:

/fchr 0 shr °\ / chr 0 0 shr \
o 1o o /A lo o |

sm(t) = lshr o chr o M= g 91 o
VOo o 1y shr 0 0 chr/
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Uiarga mos keluvchi generatoriar:

/00— o\ (g 00—\
0 0 0 O _ 0 00 O
«02 00 ¢ = 0 00 O
\0 0 0 o) v-i 00 0y
Bu matritsalar hermite matritsa emas.
gij, i,j = 1,2,3 elementlarga mos keluvchi generatoriar
quyidagicha bo'ladi:
/0 0 0 O\ /0 00 O \
00-i0 0000
- 0r 00 B= 000 -r
\0O 0O 0 0/ \O Or 0/
/0 0 0O
. 0 0 0
hi= 9000
Vo — 00

Ushbu matritsalar yuqoridagilardan gat’iy oiarog hermitdir.

Shu bilan oltita generatoriar topildi. Rostdan ham, to‘rt
o'lchamli fazo-vaqtdagi to'rtta koordinat o'glari oitita buralish
orgali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish-
lari+uchta X,y, z o'qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniglaylik.  Quyidagi
belgilashlar kiritaylik:

«ol = M, ((2: , ao3 = A3, bB: B\, 631: B2, 62: B
Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha
bo'ladi:

[i4i,-Aj] — iSijkBk, [B], Bj\ iSjjfcBfc, —IiSIAN,
(157)

Bu munosabatlarni tekshirib chiqgishni o'quvchiga havola gilamiz.
Ai va Bi matritsalarning ta'riflaridan ko'rinib turibdiki

Al -Au  B\=B"



Ularning o‘rniga
U = \{Bt+ iAi) va Ki= ~(Br- rA)

matritsalarni Kiritaylik. Ko'rinib turibdiki ular hermitlik hossasiga
ega:
I\N=Lu K\ = K{. (158)

(157)-dan quyidagilarni keltirib chigarish mumkin:

[Li, Lj] = ieijkLk, [Lu Kj] = 0, [K, K]\ = iSI"K/™,

(159)
Demak, L, va K, generatorlarning algebrasi SU(2)SO(3) grup-
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan
kelib chigadiki L2 operatorining xususiy giymatlari L2 = 1(1 +
1) va K2 operatorining xususiy giymatlari K2 = K(Kk + 1)
munosabatlarga bo‘ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi
bo'yicha almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xarakterlanadi
- (I, k). Ilvaksonlar0, 1/2, 1, 3/2,... gatorga tegishli giymatlarni
gabul giladi.

820.3. Lorentz va SL(2,C) gruppalari orasidagi bog‘lanish

SL(2,C) gruppasi determinant birga teng kompleks 2 x 2
matritsalardan iborat:

Kompleks 2 x 2 matritsa 4 ta kompleks son bilan aniglanadi,
bu esa 8 ta hagiqiy son berilishi kerak degani. Determinantning
birga tengligi kompleks songa qo'ydgan ikkita shartdir, demak.
A matritsa oltita hagiqiy parametr bilan aniglanar ekan. A ning
teskarisini topish giyin emas:

2 x 2 matritsalar sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil
qiladi. Ularga birlik matritsani qo‘shsak quyidagi to‘rtta matritsani
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olamiz:

0-0
Shu matritsalar yordamida fazo-vaqtning X nugtasiga mos keluvchi

X = x"a f x°+ x3 x1—ix2\
T T~y X2 X°—x3J
matritsani kiritamiz. Ko'rinib turibdiki
det>k= (K0)2 —(K)2- (X2)2 —(Kk3)2 = X = 2.

Pauli matritsalari uchun Tr (fliOj) = 25,j bo'lgani uchun

X» = -;Tr(qlvm)

ekanligi kelib chigadi. (160)-matritsa yordamida quyidagicha
almashtirish bajaramiz:

X '\ ( X®+ x'3 x'1—rk2\

det A = 1shart (undan det/1' = 1 ligi ham kelib chigadi) interval
kvadratining invariantligini ta’minlaydi:

det>X = deti, yoki X» = XX,
Demak, (160)-matritsalar A £ SL(2,C) yordamida bajarilgan
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu

moslikning tasodifiy emasligini shu ham ko'rsatadiki, Lorentz
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2,C) ham oltita parametr

bilan aniglanadigan gruppa. (154)-dagi va A E SL(2,C)
matritsalar orasidagi bog'lanishni topaylik:

detx' = = AXA™ = AcruA™Xl/,
bundan

ANTIN = AanA*,
Demak,
A\ = ITr {o»AWA") .
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Bu formuladan ko'rinib turibdiki, +A va —A matritsalarga b-'ta
AN] mos keladi. Demak, 5L (2, C) gruppasi Lorentz gruppa-.ga
gomomorf ravishda akslantirilar ekan.

Ixtiyoriy 2x2 matritsani A = A”a”™ desak uning unimodul&rlik,
ya’ni A e 5L(2,C) lik sharti
detA = (A0)2- A2=1

ni quyidagicha yechish mumkin:
AO0= ch”~, Al= n‘sh®, n2= 1.

Bu holda

0 0 (Ten-
A -troch- + < ensh- = ¢ 2. (162

Yarim argument 0/2 ning paydo bo'lishini quyidagi msol
tushuntiradi:
4.41-misol. vektoming almashinish qoidasi (161)-bo‘yicha

X' = = ean®xea<
dan vektor X3 ning komponentalari uchun quyidagilarni olamiz:
Xto= x°chB+ (X *n)shB, (x'en) = (x en)chft+ Ah Q.

Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga 0 Lish
uchun th# = v/c deb olish kerak.

STH2) gruppasi ham 2 x 2 matritsalardan tuzilgan, ular
unimodularlikdan tashqgari unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak.
Demak, 5(7(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining gismgruppasidir:
5(7(2) € SL(2,C). Bu gismgruppaga mos keluvchi (162)-
matritsalar unitarlik shartiga bo‘ysunishi kerak: = A~\ Bu
holda A matritsa

Lo U (I .
A= ek = cnOcos?+ i(er mn) sm7

ko'rinishga ega bo'ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).
4.42-misol. n = (0,0,1) vektor uchun (aylanish yo‘nalishi - r -o‘qi)

w . . w ( cos%+ isin% 0 \_ (e? 0
(Tocos- +tff3sin- = ~ 20 cos™-isinf ) ~ [ 0 e-*i

Buni (IOl)-bilan solishtiring.

210



§20.4. Relativistik spinorlar

SL(2,C) gruppasining to‘rt-vektorlarga ta’'siri Lorentz al-
mashtirishlariga ekvivalent ekanligini ko‘rdik. Ikki o'lchamli
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki qatorli kompleks
vektorlarga ham ta’sir qgilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

e = «/3=12 (163)

goida bo'yicha o'zgaradigan

kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib
yozaylik:

= atl+ AN = jtl+n2, <6-h =1  (164)

Spinorlar ikki o'lchamli kompleks fazo vektorlari sifatida garalishi
mumkin.

Ikkita £ va 1) spinorlar uchun

S'V2- C'V1= Ne - Pi)({W ~£Y)=iW ~tW  (165)

bo'ladi. Bundan kelib chigadiki *rj2—£2t?: kombinatsiya Lorentz-
invariant (bir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o'tganimizda
o'zgarmaydigan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni
tabiiy ko'rinishda yozish uchun quyidagicha antisimmetrik "metrik
tenzor" kiritiladi:

0
9a/3—(1 Y Qj > %O— 9a-

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni Kkiri-
tishimiz mumkin:

ia=9a0tP> Yanl> £l= > b = “Cl-
Bu holda (165)-invariant

tw - fy = + C% = Cva = gafsCrf =
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ko'rinishga ega bo'ladi. Kontravariant metrik tenzor goSgpl = 8*
qoida bo'yicha kiritiladi:

@p_ (0 1
9 \I 0
Demak, yana bir marta yuqoridagi f1 = £2 = 6

munosabatlarga kelamiz.

Norelativistik kvant mexanikasida p = \{ = (p*1cpl4 22
kattalik elektronning zichligi bo'lib hizmat giladi, zichlik invariant
(skalar) kattalik bo'lishi kerak boigani uchun norelativistik
spinorlarning almashtirish matritsasi unitarlik hossasiga ega
bo'lishi kerak edi, shu sababdan u holda 577(2) gruppasi paydo
bo'lgan edi. Relativizmda zichlik p = jogN\ skalar emas, u 4-
vektorning nolinchi komponentasi.  Shuning uchun zichlikning
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu 0'z navbatida almashtirish
matritsasining unitarligini talab qgilmaslikka ekvivalentdir. Uch
o'lchamli spinorlar hagida gap ketganida aylanish matritsalarining
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi:
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks go'shma tasawuri
bo'yicha almashinar ekan. Ya’ni, kovariant spinorning almashinish
qoidasi kontravariant spinorning kompleks go'shmasi bilan bir hil
edi: x< ~ (x“)*

To'rt o'lchamli holda esa kompleks go'shmatasawur bo'yicha
almashinadigan spinor

£%a_ pra™/3
alohida kattalikdir, chunki A* matritsa A ga chizigli almashtirish
yo'li bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida belgilash
gabul gilingan: xam Bunday spinorlar punktirli spinorlar

deyiladi. Almashtirish goidasini to'g'ri yozish uchun A*
matritsaning indekslarlini ham punktirli qilib olamiz:

xa=AJxn + XR=Vx1+ 5X2- (166)

Albatta, i indeks spinning z - o'giga proeksiyasi 4-1/2 ga mos
keladi, 2 indeks esa spinning r - o'qiga proeksiyasi -1/2 ga mos
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli
metrik tenzor kirifciladi:

o i\

-10 J° 9w — Spa'
Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indekslarni tushur-
ishi va ikkita punktirli yuqori indekslar bo'yicha soddalashtirishi
mumkin. Agar ga™g”™ —LL| formula orqgali punktirli kontravariant
metrik tenzor Kiritilsa u yordamida kovariant punktirli indekslarni

ko'tarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor
uchun:

@_fo0o

9 \I 0
Shu joyda (159)-formulalar va ularaan kelib chiggan hulosalarni
eslash o'rinlidir. U yerda ma’lum bo'lgan ediki, Lorentz

gruppasiga bo‘ysunadigan kattaliklar ikkita mustaqil sonlar (K, I)
bilan aniglanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o‘zaro kompleks
qo'shma tasavvurlar bo'yicha almashinadi. Shu indekslarning
birini oddiy spinor indeks bilan bog'laymiz, ikkinehisini esa
punktirli spinorlar bilan bog'laymiz. Masalan, (1/2,0) tasawurga

spinor, (0, 1/ 2) tasawurga esa X spinor mos keladi. (1/2,1/2)

tasawurga X&) aralash spinor mos keladi. (K, I) tasawurga esa
£Ctia2~alkpiP2-Pi

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k + 1)(2Z +1)
ga teng.

Punktirli va punktirsiz indekslar bo'yicha soddalashtirishning
ma’nosi yo'q, hosil bo'lgan kattalik invariant xarakterga ega
bo'Imaydi. Soddalashtirish fagat punktirsiz indekslarning ichida
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak.
Indekslar bo'yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar gap va g~
antisimmetrik bo'lgani uchun har bir gruppa indekslar bo'yicha
simmetrik spinor keltirilmaydigan tasawurni amalga oshiradi.
aiO2 mm( XK larning ichida simmetrik kombinatsiyalarning soni (K +
1) ga teng, huddi shunday, $i$2 e==A larning ichida simmetrik
kombinatsiyalarning soni (/+1) gateng. Demak, (k,lI) spinor ikkala
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xilga ham tegishli indekslari bo'yicha simmetrik bo'lsa u amalga
oshirayotgan keltirilmaydigan tasawurning o'lchamligi (k+1)(1+1)
gateng. Mana shu keltirilmaydigan (k+1)(1+1) o'Ichamli tasawur
matritsasini V~ deb belgilaylik. Undan tashgari £5(£°) = T>kva
£)(°.*) = T>F deb belgilaymiz.

Ikkita (fci, 1i) va (fcr, /2) indeksli spinorlarning ko'paytmasi (fci+
k2,h + h) indeksli spinorni beradi. Masalan, LLghl” —tpj'1 bo'ladi.
Ikkita indeks bo'yicha soddalashtirish natijasida rangi ikkitaga kam
spinor hosil bo'ladi. Masalan, paia3Q a2“3 = 3% = C-
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo'yicha
spinor simmetrik bo'lmasligi kerak, aks holda nolni olamiz.

Ikkala xil indekslari bo'yicha simmetrik spinorga misol sifatida
birinchi rang spinorlarining ko'paytmasini olish mumkin:

(161)-formula bo'yicha to'rt-vektor Xi ni ikkinchi rang aralash
spinori sifatida ko'rish kerak: x1= AxAt formulani indekslar bilan
yozsak

xaP=A"NAT
bo'ladi. Bundan kelib chigadiki Pauli matritsalarini spinor

hisobning elementlari sifatida garaganda ularni (c™)03 ko'rinishda
olish kerak.

820.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari
Tasawur ta’sir qiladigan fazoning bazisini tashkil qiluvchi
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:
ch+-tn-«,,n+p™ - p
/mna — -S eia M *
y/Ui + ~ °YKh + p)Kh - p)%

buyerda 4\ < a < ji, —§2< p < j2-Fazoning o'Ichamligi (2j\+
1)(2j2 + 1) ga teng. Tasawur matritsasi V <IIn>(A) quyidagicha
aniglanadi:
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TX(jij2,(A) matritsa A matritsa orgali aniglanadi. Bu formulaning
o‘ng tomonida (164)- va (166)-formulaiar ishlatiladi, keyin (A£)/H<r
ga o'xshagan darajalar ochiladi va / A polinom qgayta yig‘ilib
TAN'3(A) matritsa topiladi. Bu ishda to'xtalib o‘tirmay 'D!jlj2>(A)
matritsaning asosiy hossalarini gayd qilib ketaylik.

fap(ji,j2) va f°P(khk?) funksiyalar keltirilmaydigan
tasawurlarni amalga oshiradi, f~{ji,j2)f™{ki, k?) ko‘paytma
ham Lorentz gruppasining gandaydir tasavvurini amalga
oshiradi, ammo bu tasawur keltirilmaydigan tasawurlarning
to'g'ri  ko'paytmasiga bo'lib keltiriladigan tasawurga mos
keladi. Keltirilmaydigan tasawurlarning to'g'ri ko'paytmasi
keltirilmaydigan tasawurlar bo'yicha gatorga yoyiladi:

IYjiM) 0 p(i1.*2) =
©

buyerdaj = YX- j2|Ni- j2\& 1, ji+j2vak = \Nx- K2\ | -
k21+ 1,..., ki + k2 giymatlarni gabul giladi. Hususan

TSVI2)(A) = 22«°)(A) ® VANA)

bo'ladi. Undan tashqgari

bo'ladi. Bundan kelib chigadiki
p<iin)(A) = {Vv*"\A)X.

mDtii:tt)(A) matritsalar unitar tasaavurni tashkil gilmaydi. (1V.2)-
teorema faqgat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz
gruppasi nokompakt gruppa bo'lib uning cheklangan tasawurlari
unitar bo'lmaydi.

Agar 2ji va 2j 2 larning juftligi bir hil bo'lsa bunday tasawur
bir qgiymatli, yoki, tenzor tasawur deyiladi, har xil bo'lsa ikki
giymatli, yoki, spinor tasawur deyiladi. Masalan, (0,0) tasawurga
skalar mos keladi, (1/2,1/2) tasawurga vektor mos keladi. lzi
nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1,1) tasawur mos
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0,1)
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tasavvurlar mos keladi. Punktirsiz spinor X71/20) tasavvurni
amalga oshiradi, punktirli spinor esa 2?'0°Y/2) tasavvurni. Dirac
bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri yig'indisi
mos keladi: Ti’2 i© P* J2|

821. Poincare gruppasi

821.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko'rinishdagi birjinslimas
Lorentz almashtirishlari muhim rol o'ynaydi:

X* = A»xv+ al\ (167)

Bu yerda A£ - Lorentz almashtirishlari matritsasi, ap - to'rt
o'lchamli Minkowsky fazosidagi o'zgarmas vektor. Bunday bir-
jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil gilgan gruppani Poincare
gruppasi ham deyiladi. Matematik nuqtai nazardan bu - to'rt
o'lchamli fazoda koordinat o'glarini malum bir burchakka burash
va aMvektorga ko'chirishga teng2.

Poincare gruppasining elementini (167)-formuladan kelib chiqib
(@, A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki marta go'llab
Poincare gruppasidagi kompozitsiya gonunini keltirib chiqarish
mumkin:

(ai, Ai)(a2. A2) = (al4* Aia2, AU12).
Bu ko'paytirish qoidasi quyidagicha besh o'lchamli matritsa Kiritish
yo'li bilan ham aniglanishi mumkin:

@A) == (J;).

Olingan tasavvur Poincare gruppasining chekli o‘lchamli unitarmas
tasawuridir.

Poincare gruppasi uchun kompozitsiya gonunining hususiy xoli:
(a,1)(0,A) = (a, A).

Kvant mexanikasida impuls quyidagicha tarifianadi:
o

prihdl & p°=ihd°=ih~, p = -iftv
cat
2Bunday talrif passxv garashga taallugli, aktiv garash bo‘yicha koordiiiat o‘qlari o'z joyida qoladi, fizik
sistema (jism) ko'chiriladi.
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Bu ta'rifdan foydalanib fazodagi siljish operatorini kiritish mumkin:
exp{iP”~/h) f(x) = exp (-0°90 - a <V) /(x) = /(x - a).
Impulsning koordinata xp = {xk0, X1, X2, x3} bilan kommutatori
Pl = -1 h g (168)
ekanligini keltirib chiqgarish giyin emas. Oydinki
[PMPV=0. (169)
Puancare gruppasiga to'rtta siljish operatoridan tashqari oltita
buralish operatorlari ham kiradi, Kklassik kanonik formalizm
va aynigsa kvant mexanikasidan ma’lumki buralish operatorlari
sifatida impuis momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela-
tivistik impuis momenti operatorini kiritaylik;
= x»Pp- xvP'\ M'xv =
Uning oltita mustaqil komponentalari bor, ular to'rt o'lchamli
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalanib
tekshirish giyin emaski
[M~, xA = [XpPV- XUP*, xs =
= x»[Pwn, xn - xv[P>\ xx = -1V ) (170)
va
\VRAA PA = [xP1- x™P», PX] = ih(gwP,i- gttPu) (171)

bo'ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib
chigish mumkin:

[M”™, M = [MA, xpP° - xcPp =

[M~, xpPa+ xp[M~, Pal- [M™, xaPp- xa[M”, PP| =

ih gvyoM ™ - g~"Mwva+ - f°M pv

(172)
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Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi formuladan foydalandik:

[A.BC] = ABC - BCA =
= ABC - BAC + BAC - BCA - [A B)C + B[A, C].

(169), (171) va (172)-nehi formulalar Poincare gruppasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yugoiida kiritilgan o‘nta
generatorlarga asoslangan: to'rtta  va oltita M.

Buralish operatorlari MAlV larni ikki gismga bo‘lib ularni
yangicha belgilaylik:

MG = N\ M2 = M3 MZB = Ml M3 = M2

o'zining Kkiritilishi bo'yicha NI operatorlar (0, 1) tekislikdagi
buralish sifatida Lorentz almashtirishlariga mos keladi, M]]
operatorlar esa (i, j) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M 12 = M3 operatori (X,Y) tekisligida, boshqa so'z bilan aytganda
r o'qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashqg. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chigaring:
[N', Nj] = -ieijkMk, \M\ Mj\= ieilkMk, [N\ Mj) = ieijkNk. (173)

4.43-misol. Yuqoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib cliigarishni
ko'rsataylik: j

[N\ Mj]l= -~ ‘[M* MW] =
= \ul {gikMm+ guMk0) = ~\sjilNI+ \eJkINk = isijkN k
Agar yangi
J:iZ(M + iN), K:Q(M—iN)
generatoriar Kiritsak (173)-formulalar
[3i, Jj] = ie”kJKk, i, Kj) = 0, [Kh Kj] = ie™>kKk

ko'rinishga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u

yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana gaytarishimiz
mumkin.
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§21.2. Poincare gruppasining tasawurlari

Poincare gruppasining tasawurlari quyidagicha klassifikatsiya
gilinadi. M2 ning o'zidan biror aniq fizik ma’noga ega bo'lgan
kattalik kelib chigmaydi. To'rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

wp = 2e AP xM .

Bu yerda £\p - to'liq antisimmetrik psevdotenzor: £0123 = 1, juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, toq almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo'lsa
nolga teng. Oydinki W¥** = 0.

4.7-mashq. Quyidagilami isbot giling:

wWMP,] = 0, [MXi,wM = i{g"w\ - gxvtu,), [W\wyj = ie,a)uwxP a.

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P2 = PQ@ -
P- va W2. Bu ikkala kattalikning Pfl bilan kommutativligini
tekshirish giyin emas, ularning Mu,, bilan kommutativligi ularning
skalarhgidan kelib chigadi (chunki - aylanish operatori).

W2 ni hisoblashga o'taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo'ladi ([16], §6):

+S5°SX +WrK - - P X =
4.8-mashq. Yuqoridagi formuladan foydalanib

wW2= ~M~MuP, Pa-

ekanligini ko'rsating.
4.9-mashq. P2 va w2 larning hamma P~ lar va lar bilan
kommutatorlari nolga teng ekanligini ko'rsating.

Yugorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasining tasawurlarini klassifikatsiya gilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil giluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasawur matritsalari
bilan ham kommutativ bo'ladi. Bu holda Schur lemmasi bo'yicha
ular birlik matritsaga karrali bo'lishi kerak. Fizik o'lchamlik
nuqtai nazaridan P2 = m2 deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. W2 ning hususiy giymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P = 0 sistemasida hisoblaymiz
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Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi formuiadan foydalandik:
[A.BC] = ABC - BCA =
= ABC - BAC + BAC - BCA = [A B]C + BJ[A, C].

(169), (171) va (172)-nchi formulalar Poincare gruppasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yuqoiida kiritilgan o‘nta
generatorlarga asoslangan: to'rtta  va oltita Mg,

Buralish operatorlari larni ikki gismga bo'lib ularni
yangicha belgilaylik:

MO = N\ M2 = M3, MZ = M\ M3 = M2

o'zining Kiritilishi bo'yicha NI operatorlar (0, r) tekislikdagi
buralish sifatida Lorentz almashtirishlariga mos keladi, MU
operatorlar esa (i,j) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M 12 = M 3 operatori (X,Y) tekisligida, boshqga so'z bilan aytganda
z o'qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashq. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chigaring:
[N\ Nj] = -ieijkMk, [M\ Mj}=ieijkMk, [N\ Mj] = ieijkNk. (173)

4.43-misol. Yugoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib chigarishni
ko'rsataylik:
|

[N\ M3\= "e]kI[M°\ MK] =
= @{KMbl+ gnuMuw) = -1~ N 1+ \ejk,Nk = ieijkNk.
Agar yangi

j = 1(M +iN), K= ~(M - tN)
3 e
generatoriar kiritsak (173)-formulalar

[Ji, J,} = ieijklk, m  [Ji,Kj] = 0, [Ki, Kj] = ieijkkk

ko'rinishga keltiriladi. (159)-formulalarga yana keldik, u
yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana gaytarishimiz
mumkin.
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8§21.2. Poincare gruppasining tasawurlari

Poincare gruppasining tasawurlari quyidagicha klassifikatsiya
gilinadi. M 2 ning o'zidan biror aniq fizik ma’noga ega bo'lgan
kattalik kelib chigmaydi. To'rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

op= ~eNpPxXM”™,

Bu yerda £\p - to'liq antisimmetrik psevdotenzor: eom —1:juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, toq almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo'lsa
nolga teng. Oydinki wAP¥*= 0.

4.7-mashq. Quyidagilarni isbot giling:

[wuPv]= 0, [M\,,wv]=i{g,n,w\- g\uwlt), [wtl,wv)= iEltAawxP a.

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P2 = Pq —
P2 va w2. Bu ikkala kattalikning PM bilan kommutativligini
tekshirish giyin emas, ularning Mij,, bilan kommutativligi ularning
skalarligidan kelib chigadi (chunki M flll - aylanish operatori).

w2 ni hisoblashga o'taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo'ladi ([16], §6):

E4 , = +K&Il-d & -VrK-W X
4.8-mashq. Yugoridagi formuladan foydalanib

b = - P»PvMty M va

ekanligini ko'rsating.
4.9-mashq. P2 va w2 larning hamma lar va M3 lar bilan
kommutatorlari nolga teng ekanligini ko'rsating.

Yugorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasining tasavvurlarini klassifikatsiya gilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil giluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasawur matritsalari
bilan ham kommutativ bo'ladi. Bu holda Schur lemmasi bo'yicha
ular birlik matritsaga karrali bo'lishi kerak. Fizik o'lchamlik
nuqtai nazaridan P2 —m2 deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. w2 ning hususiy giymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P = 0 sistemasida hisoblaymiz
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(Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash mumkin,
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda

w2=-P2MtJM'} = m2m 2
2 3

bo'ladi. Zarracha qo‘zg‘olmay turgan sistemada M - uning hususiy
momenti, ya’ni, spinidir. Demak, M2 = j(j + 1), bu yerda j -
zarrachaning spinining son giymati: j = 0,1/2, 1, 3/2, 2,...

Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppasining ikkita
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

P2=m2, w2=m2(j + 1.

Casimir operatorining kelib chigishidan m 2 ning ishorasini aniglab
bo'Imaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m2 > 0 deb
olamiz.  Elementar zarrachalarga ta'rif berish mumkin bo'lib
chigayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining ma’lum bir
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurim tashkil gilishi kerak.
Spini nol va butun bo'lgan j = 0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar
deyiladi, spini yarim butun bo'lgan j = 1/2, 3/2, ... zarrachalar
esa fermionlar deyiladi.

P. > 0 bo'lgani uchun Pqg ning ishorasi ham ahamiyat topadi,
uni e = PO0/\Po\ deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga
kelamiz:

1. P2=m2> 0, £= +1 (ya’ni P0 > 0). Bu - massasi m bo'lgan
haqiqgiy zarrachalarga mos keladi..

2 P2=m2>0, £= —1 (yani Pq < 0). Oldingi punktdagi
tasawurga kompleks go'shma tasawur.

3. P2 =0, £ = +1. Massasi nolga teng bo'lgan zarrachalarga
mos keladi. Masalan, fotonga.

4. P2 = 0, £ = —1. Awalgi tasawurga kompleks go'shma
tasawur.

5. P2 = 0, PA = 0. Bu tasawur vakuumga to'g'ri keladi deb
hisoblanadi.
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204-betdagi Lorentz gruppasining klassifikatsiyasini Poincare
gruppasiga bevosita ko‘chiriladi. Ya’ni, Poincare gruppasi ham

to'rtta parchaga bo'linadi: P+, Pi, p|, pf. Bu parchalarning
talgini 204-betdagi talginga mos - biror element P+ ga tegishli
deyiladi gachonki unga mos keluvchi /1 e J1+ bo'lsa, va h.k.

822. Lie gruppalarining umumiy hossalari
822.1. ta'rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko‘rib
chiqdik. U(1) va unga izomorf bo'lgan 50(2) va Cx lar
bitta parametr ip ga bog'lig edi, u ham burchak bo'lib 0 <
f < 2ir sohada uzliksiz o'zgarar edi. Mana shu (0, 2n) soha
C/(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27t) soha
kompakt soha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa
deyiladi. Uch o'lchamli fazoda aylanishlar gruppasi 50(3) uchta
parametrga bog'liq - Euler burchaklariorqali ifodalanganda ular
0 < < 20 < ip < 27, 0 < 9 < Tto'plamni tashkil
giladi. Bu ham kompakt to'plam, shunga yarasha 50(3) (va
unga gomomorf akslantiriladigan SU (2)) kompakt gruppa deyiladi.
5L (2, O) gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz -oo0 < r < co
to'plam bo'lib nokompakt to'plamni tashkil giladi, shunga yarasha
gruppa nokompakt deyiladi.

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi
gandaydir r o'lchamli fazoni tashkil giladi. Bu fazoning elementlari
gruppaviy aksiomalarga bo'ysunishi kerak, ya’ni, G to'plamning
ixtiyoriy ikki a va b elementlariga uning uchinchi elementi ¢ mos
go'yilgan bo'lishi kerak: ¢ = if(a, b). Bu - a va b elementlarning
gruppaviy ko'paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a element
0'zgarsa ko'paytma ham o'zgaradi. Uzliksiz degfmda shuni ko'zda
tutamizki, a element cheksiz kam o'zgarsa ¢ = if(a, b) ham
cheksiz kam o'garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga
ega deb olinadi, ya’ni, uning har bir nuqtasining atrofi r-o‘lchamli
evklid fazosining hossalariga ega bo'ladi.  Shu sababdan uni
Gr deb belgilaylik. Bu degani, Gr ning har bir nugtasining
atrofi uzliksiz va o'zaro bir qiymatli ravishda r-o‘lchamli evklid
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fazosining biron bir nugqtasining atrofiga akslantirilishi mumkin.
Ya’ni, GT da r o'lchamli koordinatalar sistemasi Kkiritilgan deb
garaladi. Bu koordina.talar sistemasi uch marta differensiallanuvchi
deb qaraladi, Lie gruppalarining nazariyasi uchun shu yetarlidir.
Ammo ko'rsatish mumkinki, hagigatda bu sistema analitik
bo'ladi. Gruppaning birlik elementiga koordinata boshi to'g'ri
keladi. Quyida ko'p uchraydigan a — (al, a2, ..., ar) belgilashda
gruppaning elementi @a e G ning shu r o'lchamli differensiallanuvchi
koordinat sistemasidagi ifodasi ko'zda tutiladi. Gruppaviy
operatsiya natijasida xosil bo'lgan almashtirish (g funksiya) lar
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko'rsatish
mumkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo'yicha Gr ning har bir elementi a r komponentali
kattalik: a = (al, a2, .., aT). Shu sababdan gruppamiz r
parametrik gruppa ham deyiladi. Masalan, yuqoridagi
uch o'lchamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch
komponentali kattaliklar edi: g = (gx, gy, 9z), shunga yarasha
uch o'lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa
bo'ladi.

§22.2. Struktura konstantalari

Yugorida ta'riflangan gruppaviy ko'paytmani yana bir marta
yozaylik:

¢ = qr(a, b) = (p'ial, a2, ..., ar, 61, b2, ..., br), i=1 ..., r.
(174)
ta'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:

a=ip(a e) ar = (a, 0), b= <p(e b) bl = <p(Q b).

a ni kichik deb qarab bu formulalarning birinchisini gatorga
yoyamiz:
"
TR d
al= gx(0,0) + aKW 1o At

XY 1
nak __, 20 apagal
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Hulosa:

_ M “ 0) « dnip\a 0) _
A (0.0) = 0, ' =0,n> 2
I meo
dak 40 ft dakda! m-daP a0
(175)
Huddi shunday ish tutib quyidagini ham olish mumkin:
MO,b) :8 3V(Ovb) :0, n>2
dbk T dbkdb| memnbI
6=0 6=0
(176)
Teskari elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:
V*a_1,a) = ip\a, a~l) = 0, i=12, r. (177)
Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:
~a,<™(6,c)) = c/?(v3(a,b),c). (178)

Agar mana shu funksional munosabatlarni hal gilsak gruppaning
hamma hossalarini o‘z ichiga olgan ip funksiyani topgan bo'lar
edik. Ammo bu giyin masala. Sophus Liening ixtorosi
shundan iborat bo'lganki u ixtiyoriy chekli a, b va c lar uchun
o'rinli bo'lgan funksional munosabatlarning o'rniga gruppaviy
to'plamning koordinat boshi atrofidagi differensial munosabatlarni
o'rganish yetarli ekanini isbot gilgan. Biz ham shu yo'ldan ketamiz.

(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozib
olaylik:

A(pla, 0) vV (0,b)

dak =0 dbk b

Bu munosabatlardan kelib chigadiki, (174)- munosabat birlik
element e atrofida yechimga ega.

(174)-formulada a va b elementlarni kichik deb (boshgacha so‘z
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotibdi deb garab)
va (175)- hamda (176)-larni hisobga olib quyidagi yoyilmani olish
munkin:

cl = ip\a, b) = al+V + g)kaJok+ h)kla?akbl + p)klajbkbl + me- (179)

=81
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Yuqorida aytilgan edi koordinatlarni uch marta differensiallanuvchi
deb garash yetarli, ohirgi formula shunga mos keladi. Keyingi
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning yuqori hadlari
kerak bo'lmaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-ga go'llaymiz. (178)-
ning o‘ng tomoni:

v?*(V?(a, 6), ¢) = ip\a, b)+cr+ gklipk(a, b)cl + h)ki*{a, b)ipk(a, b)cl+

+PijkiPJ(a>b)ckcl= a t+bl+cl+glkakbl+gIKakel+g IKbkel+ h tjkladakol+

(178)-ning chap tomoni uchun ham uchinchi tartibli hadlar
anigligida yoyilma yozilsa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa
quyidagilar topiladi:

a) chap va o‘ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir
xil:

a*-l-bl+ j = al+ hi+ ¢

b) chap va o‘ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir

xil:

gliakbl + g1~ ¢ 1+ gkibkel = <klakbl + ¢klakel + j kibkel-
c) uchinchi tartibli hadlar ikki gismga boiinadi: o, b, ¢ larning
ixtiyoriy biri ikki marta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil,

abc hadning oldidagi koeffisientlar esa quyidagi munosabatga olib
keladi:

9kI9rnn - 9mk9nl = Pmnl + Pmin ~ Km| ~ KmV (180)
Quyidagicha kattalik Kiritaylik:
= 9%- gi’ = -4 - (181)

Kommutativ gruppa uchun albatta gkk — gkv shunga yarasha
bunday gruppalar uchun c¢’t= 0.

4.10-mashq. (180)-formulani (I, m, n) indekslarning o‘rnini har xil yo‘l
bilan almashtirib yana besh marta yozib chiging. Indekslar juft tartibda
o'zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, toq tartibda o'zgartirilgan
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada h*kl va p'-kl lar

224



ishtirok etmaydi. (181)-ta‘rifdan foydalanib fagat gkl larning ko'paytmalari
ishtirok etgan golgan hadlar

4TD +4»D + <A1<tt=0 (182

ko'rinishga keltirilishini ko'rsating.
4.11-mashq. Teskari elementni a-1 uchun p'(a. a-1) = 0 bo'lishidan

(a-1)’ = -a’ + g)kajak 4——-

ekanligini ko'rsating.
4.12-mashq. q — ab(ba)*l kattalik Lie gruppasida kommutator
deyiladi. Yuqoridagi mashqdan foydalanib

<p'((ba)~) = -b' -a |l + g)k (IVbk + ajbk + ajak) + mme
ekanligini ko'rsating. Bundan foydalanib
g' = cjka?bk + yuqori tartibli hadlar. (183)

ekanligini isbot giling.

4.13-mashqg. g = 1 bo'lganda ab = ba ekanligini ko'rsating. Ya’ni, biror-
bir Lie gruppasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu
gruppa kommutativ (abel) gruppa bo'ladi.

(181)- ta‘rif orqali kiritilgan djk kattaliklar Lie gruppasining
struktura doimiylari deyiladi. Ular o‘zining quyi indekslari
bo'yicha antisimmetrik tenzorlardir. 0 ‘zinig ta'rifi bo'yicha ular
sonlardir (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma’nosida),
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlariga nisbatan
ular bir marta kontravariant, ikki marta kovariant uchinchi rang
tenzorini tashkil giladi.  (182)-munosabat Jacobi ayniyati
deyiladi.

S.Lie isbot gilgani bo'yicha struktura konstantalari berilgan
bo'lsa uzliksiz gruppani tiklab chigishimiz mumkin, ya’ni, berilgan
Gk lar bo'yicha (p(a, b) funksiya to'liq ravishda topiladi.

§22.3. Lie gruppasining algebrasi. Generatorlar

Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o'lchamli vektor fazo Rr berilgan bo'lsin:

1) U haqigiy yoki kompleks sonlar maydoni K ustida
aniglangan bo'lsin;
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha kommutator deyi-
ladigan kompozitsiya qonuni aniglangan bo'lsin: ixtyoriy a € Rr
va b € Rr vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni
beradi - ¢ = [a 6], ¢ € Rr.

3) Kommutatorlar quyidagi goidalarga bo'ysunsin:

[aa + a'a’, b] = a[a, 6] + o![al, h], a,a' € K; (184)
[o,b] = -[6,a]; (185)
[a, B.cl} + [, [c,a]l + [c [a b} = O. (186)

Shunday tuzilgan vektor fazo Rr K maydon ustida aniglangan Lie
algebrasi deyiladi. Agar K to'plam hagigiy sonlardan iborat
bo'lsa mos keluvchi algebra haqiqiy Lie algebrasi deyiladi,
agar K to'plam kompleks sonlar to'plami bo'lsa mos keluvchi fazo
kompleks Lie algebrasi deyiladi. Lie gruppasining algebrasi
hamma vaqt haqgiqiydir ([12], 10-bobga garang) , shuning uchun
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi hagida gapirilganda uni
oddiygina qilib Lie algebrasi deb ketaveramiz.

Kommutator bo'ysunishi kerak bo'lgan birinchi ikki goida
chizigli bo'lgani uchun kommutator operatsiyasini koordinat
formada quyidagicha yozib olish mumkin:

c%= [a, bjl= cKlakbl.

Paydo bo'lgan c% sonlar Lie algebrasining struktura doimiylari
deyiladi. Kommutatorlarning (185)- va (186)- qoidalaridan
quyidagilar kelib chigadi:

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari bo'ysunishi kerak
bo'lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas,
biz hozir ko'rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G lperilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi
koordinatalar kiritilgan bo'lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu-



kiritish mumkin. a(t) 6 G, t > 0— biron-bir parametr. t —0
nuqta G dagi koordinat boshiga mos kelsin, ya’ni, a(0) = e. Shunga
mos kelib {Xr,r = 1,2,3,...,r} vektorlar G ning birlik elementi
atrofida Kiritilgan urinma vektorlar fazosini hosil giladi. Bundan
keyin X x vektorlar to'plami shunday kiritilganki, ular urinma
fazodagi ba’zisni tashkil giladi deb garaymiz. Bu fazoda ixtiyoriy
X va Y elementlarning kommutatorini yuqoridagicha kiritamiz:
C = [X, Y], ya'ni, urinmalar fazosini Lie algebrasiga aylantiramiz.

Ikkita egri chiziq a(t) va b(t) berilgan bo'lsin, ularga koordinat
boshidagi urinmalarni I va Y deb belgilaymiz. Koordinatalar
boshi atrofida

al\t) = a*(0) + XH + eee= XH + oo
(188)
6()=6Q)+Y (+"-=y*+" =
a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqa garang):
q(t) = a(i)6(i)a_1(t)6_1(i).
12-mashqgqga binoan koordinatalar boshi atrofida
ql(t) = dklak{t)bl(t) + yuqori hadlar = ckIX KY It2 + yuqori hadlar.

Ikkinchi tomondan (183)-formulani hisobga olsak

C*= [X,Y}l- ckIXKkYI= liran = dkIX kY I. (189)
Demak, Lie gruppasining va Lie algebrasining struktura doimiylari
bir-biriga tengdir: 4

4 =41

Har bir Lie algebrasiga gandaydir (lokal. koordinat boshi atrofida
aniglangan) Lie gruppasi mos keladi. Bitta Lie algebrasiga bir
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomorf bo'lishi
shart emas. Bunga 8§12.-paragrafda ko'rilgan 50(3) va unga
gomomorf bo'lgan SU(2) gruppalarining algebralari misol bo'ladi.
.90(3,1) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladigan
SL(2,C) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni
garang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvchi algebra haqgida gap
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalan, SU(n) gruppasining
algebrasini su(n) deb, SL(n,C) gruppasining algebrasini sl(n,C)
deb belgilanadi va h.k.

Lie algebrasini tashkil gilgan r- o'lchamli urinma vektorlar fa-
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar
fazosi gruppaning birlik elementiga bog'lamb golgan bo'Imaydi. Lie
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o'tish mumkin.
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo'lishini isbot qilish
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi
vektorlarni ixtiyoriy boshga nuqtaga ko'chirish mumkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta'riflar bor, ularni
keltirib ketamiz.

K maydon ustida aniqlangan Lie algebrasi R berilgan bo'lsin.
R ning gismfazosi bo'lgan S to'plam R ning gismalgebrasi
deyiladi gachonki a) S fazo R ning gismfazosidir, ya’ni, ixtiyoriy
a, b G S vektorlar uchun aa + fib ham S ning elementi bo'lsin, bu
yerda a, /3 G K, b) ixtiyoriy a, b G S vektorlarning kommutatori
ham S ga kirsin: [a,b] G S. Agar ixtiyoriy a G R va b G S lar
uchun [a,6] € S bo'lsa S R ning ideali deyiladi. R ning o'ziga
yoki bo'sh to'plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshqga idealga
ega bo'lImagan Lie algebrasi R sodda deyiladi. Agar ixtiyoriya € R
va 6 £ S lar uchun [a, b\ = 0 bo'lsa S markaziy ideal deyiladi. Bu
ta'rifga bo'ysunadigan hamma b laming to'plami R ning markazi
deyiladi.

G gruppa berilgan bo'lsin, R - uning algebrasi bo'lsin, H
- uning qismgruppasi bo'lsin. H dan o'tgan egri chiziglarga
urinmalarning to'plamini S deb belgilaylik. Bu holda S to'plam R
ning gismalgebrasi bo'ladi. Agar H G ning invariant gismgruppasi
(normal bo'luvchisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H G
ning markaziy normal bo'luvchisi bo'lsa S R ning markaziy ideali
bo'ladi.

R algebra o'zining S va T qismalgebralarining to'g'ri
yig'indisiga parchalanadi R = S ¢ T deyiladi gachonki S va T lar
R ning ideallari bo'lsa va R vektor fazo sifatida S va T ning to'g'ri
yig'indisi bo'lsa. Bu holda R algebraning har bir elementi X G R
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yagona ravishda x = y +z,y £ S,z ET ko'rinishda yoziladi va
[y, 2\ —O0 bo'ladi. Agar G gruppa o'zining normal gismgruppalari
H va K larning to'g'ri ko'paytmasiga parchalansa: G —H <pK,
G ning algebrasi R, H ning algebrasi S va K ning algebrasi T
bo'lsa R algebra S va T larning to'g'ri yig'indisiga parchalanadi:
R = S ¢ . Bu tasdiglarning isbotini [12] ning 10-bobida topish
mumkin.

4.44-misol. Uch o'lchamli evklid fazosi R3 ni olaylik. Agar uning
elementlari bo'lgan har ganday ikki a va b vektorlarning vektor ko'paytmasi
[abj shu vektorlarning kommutatori sifatida olsak: [ab] = [a,b] R3
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(186)-qoidalar darhol bajariladi. R3
ning qismalgebralari fagat bir o'lchamli bo'lishi mumkin, masalan, faqgat
Xx—komponentaga ega bo'lgan vektorlar, yoki, fagat y— komponentaga. ega
bo'lgan vektorlar, yoki fagat r— komponentaga ega bo'lgan vektorlar. R3 da
ikki o'lchamli gismalgebra bo'lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyoriy
ikkita vektorning vektor ko'paytmasi shu tekislikka perpendikular bo'ladi.

R3sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil gilish mumkin - fagat
a—komponentali vektorlar fazosini X deb belgilaylik, oydinki, X ga tegishli
vektor bilan X ga tegishli emas ixtiyoriy vektorning vektor ko'paytmasi yana
X ga tegishli bo'Imaydi. Demak, R3 ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a elementga ixtiyoriy kichik Sa element bilan ta’sir qilaylik,
natijada olingan element a boshlang'ich a dan kam farq qilishi
kerak:

a= <f(@a 6a) =~ als-dal—ars-glkat8ak H----

Buni quyidagicha tushunish kerak: a —a 0 Sa, ya'ni, awal kichik
Sa tasir giladi, keyin a element ta’sir giladi. Ikkinchi tomondan

SakA— = al+ii\[a)Sa +-
b=0

dbk

Bu yerda kiritilgan fj,(@) tenzorning ta'rifi va asosiy hadlarini
keltiraylik:

i, 4 j4<p\a,b) _
dbk ~ 4 + 9ikal m-——-« (190)

6=0
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Demak,

dal= fi\{a)8ak.
Agar

Ai(»K (a) = 5i (191)
formula otgali pk(a) ga teskari matritsa kiritilsa

8ak = \ k(a)da?

munosabat kelib chigadi.
Gruppada aniglangan ixtiyoriy F(a) funksiya uchun quyidagini
yozib olish mumkin:

BW BP
F(a + da) - F{a) = — Jal = f/k(a)8ak— = 6akX kF(a),

bu yerda
XK= &{a)-", K=1 ..,r. (192)

Kiritilgan kattaliklar {Xk, k = 1, ...,r} Lie gruppasining
generatorlari deyiladi. Ularning yana bir nomi - gruppaning
infinitezimal operatorlari. Lie gruppasining generatorlari
gruppaning algebrasini tashkil gilishini isbot gilaylik.
Generatorlarning kommutatorini topish giyin emas:

/AN VAN Y WM\ a
ftWajE. ® >§2. g "Ydald dak

(193)

[Xi, X35

c = <p(a, b) bo‘lsin. Bu holda

cl+ dd = ipl(a, b+ db) = </j(a <%b 8b)) = </2(*(a, > 8b) = K0, £6)

ketma-ketlikdan <2 = Ne = A\{b)dbk ekanligi kelib chigadi.
Demak

decl = jjij(c)8c* = ii){c)\[{b)dbK
yoki,

= ®)X{{b).
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Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko'rinishga keltiraraiz:
A<p{ab)
bk -» M a>) LW by (194)
d2tpl(a,b) _ d2(pl(a, b)

dbldbk dbkdbl
bo'lishi kerak bo'lgani uchun

b))X&(bfj = A (/ij(<p(a, 6))A](b))

munosabatga kelinadi. Chap va o‘ng tomonlardagi hosilalarni
hisoblaymiz, X(b) laming hosilalarini (191)-formuladan foydalanib
fi(b) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo'lgan formulani bir
marta chap tomondan A(c) ga ko'paytiramiz (tegishli indekslar
bo'yicha yig'indi hosil qilib (191)-dan foydalanib fi(c) larni
yo'qotish uchun), o'ng tomondan esa formulani tegishli indeksli
In(b)u(b) ga ko'paytiramiz (yana kerakli indekslar bo'yicha yig'indi
hosil gilib (191)-dan foydalanib A(b) larni yo'gotish uchun).
Ohirida ¢ = (p(a, b) larni o'z ichiga olgan hadlarni chapga, b larni
0'z ichiga olgan hadlarni o'ngga yig'amiz:

d$
Nr(c) AC)T 50 dij)

dcl

diik(b) drfjb)
= K(b) dB) gp  M®) gy

Chap tomon fagat ¢ ning funksiyasi, o'ng tomon fagat b ning
funksiyasi: o'zgaruvchilar ajraldi. Demak, yuqoridagi tenglikning
ikkala tomoni ham o'zgarmas son ekan:

Au)(b)
o< - «5(b) dbl

O'ng tomon konstanta bo'lgani uchun chap tomonni bning ixtiyoriy
giymatida hisobiash mumkin. b = 0 deb olib (191)- va (190)-dan

T e ij' (195)

d Ne )

dbl = 9ij
6=0
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ekanligi kelib chigishidan foydalanib (195)-dagi c¢”‘ lar hagigatda
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil qilish
mumkin:

ko'rinishga keltirish mumkin:

Buni (193)-formulaga qo‘ysak quyidagi fundamental munosabatga

kelamiz:
(197)

4.14-mashqg.  (182)-ni hisobga olib quyidagi Jacobi ayniyatining
bajarilishini tekshiring:

[X,, [Xj, X»)) + [X,, [X,,, x 0+ |Xn, [N1, X,\] = 0, (198)

Lie gruppasining struktura doimiylari ma’lum bo'lsa ular
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdigning isbotini
[12] kitobning 10-bobida topish mumkin. Gruppani tiklash
degani berilgan cL lar orqali <p(a, b) funksiyasini topish degani.
Bu tasdiqning to'lig isboti giyin masala, ammo uning asosiy
g'oyasi oson: c\- lar berilgan bo'lsa (196)-differensial tenglamaning
yechimini topish mumkin (/~(0) = <& boshlang'ich shart bilan),

topilgandan keyin (194)-tenglamani integrallash goladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) shuni bildiradiki,
(192)-formula orgali kiritilgan Xr generatorlar Lie
gruppasining algebrasini tashkil giladi. Lie gruppasining
algebrasi (187)-formula orgali urunmalardan tashkil topgan
vektorlar fazosi sifatida kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni
bog'laylik.

Bir parametrli gismgruppa

Lie gruppasi G ning birlik elementi e atrofini U harfi bilan
belgilaylik, U ¢ G. Haqigiy sonlarning additiv gruppasi bo'lgan R
gruppani olaylik. R gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi



a(t) mavjud bo'lsin: shunday kichik a > 0 soni mavjud bo'lsinki,
s|] < a, |t < a,|s -M| < a bo'lganda a(t) € U, a(s) €
U, a(s + t) € U lar mavjud bo'lsin va

a(t+ s) = a(t)a(s) € U (199)

bajarilsin. R A G gomomorfizm G ning bir parametrli
gismgruppasi deyiladi. \t\ < a soha bir parametrli gruppaning
mavjudlik sohasi deyiladi.

Boshgacha so'z bilan aytganda G to'plarnda egri chizig a(t)
berilgan bo'lsin, t > 0 - bir hagiqiy parametr, a(0) —e - G ning
birlik elementi. Bu egri chiziqdagi ikkita parametr t va s larga
a(t) G G vaa(s') e G elementlar mos kelsin, agar t + s parametrga
a(t + s) € G element mos kelsa a(t)a(s) = a(t + s) bo'ladi.
Ya’ni, mana shu egri chizigdagi ikkita nuqtaiarning gruppaviy
kompozitsiyasiga shu chizigning ustidagi uchinchi bir nugta mos
keladi. Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli gismgruppani
kiritish mumkin [12]. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy
fazodagi ko'paytirish goidasini qo'llasak

al(t + s) = <p\aft), a(s)) = a\t) + a4s) + g)kad{t)ak{s) +

(199)-formulaning hagigatda sodda emasligi tushunarli bo'ladi.
Boshida berilgan ta'rif lokal xarakterga ega edi, ammo ixtiyoriy
lokal Lie gruppasi hagigatda global gruppa bo'ladi, shunga yarasha
bir parametrli gismgruppa ham butun gruppaviy fazoda mavjuddir.
Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a(t)
egri chiziqga urinma Kiritamiz:

MO)—_%IJ' r_—iL?g,g,---

Bu formula (187)-formulaning o'zi, bu yerda bizning magsad
(199)-funksional munosabatdan differensial tenglamaga o'tish, uni
yechish va a(t) bilan X larni bog'lash. Buning uchun (199)-dan t
bo'yicha hosila olamiz vat = 0 deymiz (ohirida s —»t almashtirish
bajaramiz):

= a'(p)a(t) = Xa(t).
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Bu tenglamaning yechimi:

t2
a(t) = etx = 1+ tX + - X 2+ (200)

Yechimni tekshirish giyin emas - buning uchun undan t bo‘yicha
hosila olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdik,
koordinatalarga o‘tganda unga koordinat boshi mos kelishini
unutmang.

Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) egri
chiziglarni olaylik, ularga urunmalarni X va Y deb belgilaylik:

~a(0) = X dK0) _y
dt ' dt
Bu holda
a(t) = etX va b(t) = ety
bo'ladi. a va 6 larning kommutatorini topamiz:

q(t) = a(£)b(i)a- L(i)b_1(i) = f1+tX + ~-X2A—" m
(I +tY +AY2+ ] M -tX + X2+ - =
B(I-tY + RY2+ mer = 1+12(XY - YX) + ooo.

(189)-bilan solishtirish shuni ko'rsatadiki Lie algebrasidagi kom-
pozitsiya gonuni sifatida kommutatorni gabul gilish kerak:

[X,Y] = XY - YX.

(200)-formula Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa
algebrasi orasidagi bog'lanishni beradi. Unimodular gruppalar
uchun deta = 1 dan Tr(X) = 0 ekanligi kelib chigadi ((1.134)-
formulani ishlating). Unitar gruppalar uchun a* = a-1 dan X
ning antiermitligi X* = —X Kkelib chigadi. Bu holda odatda
X — iX almashtirish orgali ermit matritsalar X* = X ga
o'tiladi. Ortogonal gruppalar uchun aT = a-1, demak, ularning
generatorlari antisimmetrik bo'lishi kerak: X T = —X.
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chiziqg va unga
urunma hagida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa
elementi g 6 G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun
urunmalar fazosidagi ixtiyoriy vektor X ni urunmalari X\ i =
1,2,3,..., r orqali ifodalash kerak va eksponentadagi tX ni quyidagi
skalar ko'paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k‘orinishga
o‘tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik i ni ham kiritamiz):

r
tX =i " raiXi—iaX.
i=l
Bu holda ixtiyoriy element g & G uchun
9(a)=eiaX (201)

tasavvurga kelamiz.  Algebra birinchi navbatda chizigli fazo,
unda bazisni har xil yo'l bilan tanlab olish mumkin. Shuning
uchun gruppaning algebrasini tashkil giluvchi {X'} generatoriar
to’plami - algebraning bazisi - bir giymatli aniglangan emas.
Ammo, faraz gilaylik, ma’lum bir bazis {XI,i = 1,2,3,...,r'}
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to'plam
bir xildir, element g ni aniglash uchun esa r komponentali
parametr a — {ai, 02,03,...,ar} ishlatiladi, ya’ni, a berilgan
bo'lsa g berilgan bo'ladi - (201)-formulada shuning uchun a
parametr g ning argumentiga Kiritilgan. Gruppaviy elementning
bunday tasawuridan shu paytgacha ko'p foydalanganmiz - aylanish
gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o‘'rganganda.
4.45-misol.

Y 9 Y ( 9 9\

operatorlarni kiritaylik. Unda
[Xi, Xf]= 0,  [X3Xi]=iX2  [Xi, X3= iXi

munosabatlar bajariladi. Demak, {Xj, X2, X3} to'plam Lie algebrasini tashkil
gilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan 1SO (2) gruppasining algebrasining
bazisidir. Buni ko'rish giyin emas. Ixtiyoriy a o'zgarmas soni uchun gx(a) —
exp(iaXi) element tekislikning ixtiyoriy vektorining X komponentasini x + a
ga o'zgartiradi:

*(@ (1) =e*pM (*) =exp(.d-) (*). (1+*).
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Xuddi shunday, gy(b) —exp(;t6 Ar2) element tekislikning ixtiyoriy vektorining y
komponentasini y 4-b ga o'zgartiradi:

(;)-« 1 (1)-«®P(»£) (i) «(Vv+h)-

X\ va X 2 kommutativ bo'lgani uchun gx(a)gy(b) —exp(iaXi + ibX%) bo'ladi,
va bu element tekislikdagi ixtiyoriy r = vektorini d = vektorga

siljitib beradi:

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o'tsak X 3 generatorning ma’nosi
aniglanadi, qutb sistemasida u Xz = —id/dtp ko'rinishga ega. Demak, X3
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida ma’lum burchakka
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nuqtalarining kompleks z = x + iy =
pexp(iip) tasawurida ko'rish osonroq:

2' = n3{9)r = exp(rOXz)/sexp(r<€>) = pexp(i(<p + B8)).

Umuman olganda X = aXx4-bX™ + cXs ko'rinishdagi operator 1SO(2)
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {X\, X2, X3}
bazisda aniglangan.

Yuqoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to‘plamda Kiri-
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu
koordinatalarni yaqqol ko'rinishda ishlatganimiz yo‘q. Demak, Lie
gruppasining hossalari koordinat sistemasining konkret ko'rinishiga
bog‘liq emas, yuqoridagi munosabatlarni boshga koordinat
sistemasiga O‘tkazsak ular 0‘zgarmaydi. Bunday hossa Lie
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi
har xil koordinat sistemalari analitik boigan o'zaro almashtirish
formulalari bilan bog‘ligligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning
antisimmetrikligi jjk'r ~4j dan foydalanib) quyidagi ko'rinishda
yozib olaylik :

U cKT- (ki T ="(cm)j.

Demak, struktura doimiylari ularni (cj)in matrik elementli r ta
o‘lchamligi r x r bo'lgan ¢} matritsa sifatida ko'rganda gruppaning
bir tasawurini hosil qilar ekan, bu tasavvur biriktirilgan
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tasawur3deyiladi. Masalan, SU(2) va 50(3) gruppalari uchun

bu tasawurni 3x 3 bo'lgan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.
4.46-misol. GL(n,R) gruppasining struktura doimiylarini toping.
GL(n,R) gruppa aynimagan n x n o‘lchamli haqgigiy matritsalar
gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya qonuni - matrik ko'paytma: c'i = a,kbkj.
(179)-bo‘yicha

Struktura doimiylari topildi:
4™ =9tnn - 'Lm =W i - W T (202)

4.47-misol. SU(2) gruppasining algebrasi Pauli matritsalari <5 T =
1,2,3 orqali ifodalanadi:

Agar generatorlarning boshga bazisiga o4sak: a; = 2re», yangi bazisda
[e,-ej] = £ijkek ni olamiz. Demak, SU(2) gruppasining struktura doimiylari
uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: cy* = e,a- (Struktura
doimiysining yuqori indeksini tushurib yozish mumkinligi (208)-formuladan
keyin tushuntirilgan.)

Ado teoremasi deyiladigan tasdiq mavjud: ixtiyoriy Lie
algebrasi gl(n,C) matrik algebraning gandaydir gismalgebrasiga
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al-
gebralarini o'rganish gl(n,C) matrik algebralarni o'rganishga
keltirilishi mumkin.  Albatta, haqgiqiy algebralar haqgida gap
ketganda gl(n,R) matrik algebralarni ko'zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chigib gl(n,R) matrik algebrada
quyidagi Weyl bazisi deyiladigan bazis kiritamiz: o'lchamligi
nxn bo'lgan eij, i,j = 1,2,3,...n matritsalar, ularning matrik
elementlari (el = 578u- Masalan. ei3 degan matritsaning
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning golgan hamma
elementlari nolga teng. Tekshirib chigish giyin emaski bu holda

Bu formuladan gl(n,R) algebrasining struktura doimiylari uchun
yana (202)-formula kelib chigadi.

Kompleks algebralarga quyidagicha o'tish mumkin: Weil bazisi
eu, rey, ej2, iel2, enn,iemn ko'rinishda tanlab olinadi.

3Inglizchasi adjoint representation , ruschasi npucoegnHeHHoOe npeacTasnexHne
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4.48-misol. o(n) algebrasida Weil bazisini kiriting va uning struktura
doimiylarini toping.

(n) gruppasi elementlari uchun gT = g~I bo‘lishi kerak bo'lgani uchun
uning generatorlari (algebrasi elementlari) antisimmetrik matritsalardan iborat
bo'lishi kerak: X T = —X. Demak, bazisni éy = ey —elt ko'rinishda olish
kerak. Bu holda

[éy>ébl] = &Kel - Slke}i + duejk - §&k
bo'ladi. Buni [8y,éb1] —c”KEETN ko'rinishga keltirish uchun
c3M = I«5fijk - 67S?6ik + 6?5k5« - S?W j,
bo'lishi kerak.

§22.4. Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorlari.

Bizga Lie algebrasi R (K sonlar maydoni ustida) berilgan bo'lsin.
R fazoda ixtiyoriy X,y 6 R larga quyidagicha ta’sir giladigan

D[x,y] = [Dxy\ + [x, Dy]
operatorlar to'plamini Rd deb belgilaylik.

Teopema IV.3 Rd to'plam Lie algebrasini tashkil giladi, yani, 1)
agar D\ € Rd va D2 € Rd berilgan bo‘lsa unda ixtiyoriy sonlar
a,f3 6 K uchun o/Di + pD2 € Rd bo'ladi; 2) undan tashgari,
[Dh D2 ham Rd ga tegishli bo'ladi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismi bevosita tekshiriladi. Ikkinchi
gismiga o'tamiz. Quyidagilarni topamiz:

DiD2[x, y\= Di {[D2x,y] + [r,D2y]) =
[D\D2x,y\ + [D2x, D\y\ + [Dix, D2y] + [z, DiD2],

va
D2Di[x, y] = D2([Dix, y\ + [x,Diy}) =

[D2Dix,y] + [Dxx, D2y] + [D2x, Dx\ + [x, D2D xy].
[£>i, D2] = D\D2- D2D\ bol'gani uchun

[Dh D 2][x,y] = {{Di, DZ]x, y] + [x [Dh D2\
kelib chigadi.
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Ro algebra Lie algebrasining differensiallanishlari
algebrasi deyiladi. R algebraning har bir a £ R elementi uchun
shu algebrani 0'z-'oziga akslantiradigan

pa(x) = [a X\
operatsiya Kkiritaylik, x £ R. pa larning to'plamini P deb
belgilaylik. P to'plam ham Lie algebrasini tashkil giladi, ya’ni,
paf P y&pb £ P bo'lsa apa+ Bpb £ P, a,/3£ K va \pa,ps] - Rap|
bo'ladi4. Bu algebra R ga biriktirilgan algebra deyiladi.
Tasdigning birinchi gismi oson tekshiriladi. Ikkinchi gismining
isboti quyidagicha:
\Pa,Pb]x = iPaPb - PbPajx = [« [6,®]] ~ [b;K A] =
(203)
= (ab —ba)x —x(ab —ba) —[[a, 6], X] = Plapx
Bu algebra Rd ning ideali bo'ladi. Buni isbot gqilish uchun
birinchidan P ¢ Rd ekanligidan boshlaymiz:

Palx, y] = [a, Dk y}} = [[a x}.y] + [x, [a, V}} = \pax, y] + [x pay\.
Bu P algebra Rd ning gismalgebrasi ekanligini isbot giladi.
P gismalgebra Ro ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib
chiqadi:

[pa>D\x = paDx —Dpax = [a, DX] —DJ[a, ] = [a, Dx] —{Da, x]—
—a, Dx] —aDx-Dx-a—bDa-x+xDa—aDx+Dx-a = xDa-Da-x.

Agarda Da —d(a) £ Rd belgilash kiritsak
[D,palx = [d{a),x\ = pd@E@X

ekanligi kelib chigadi. Shu bilan P Rd ning ideali ekanligi
isbotlandi.

pa ning ta'rifidan (pa(x))1 —\a,x]1 = cJka3xk ekanligi kelib
chigadi. Boshga so'z bilan (pa)J = ckjak ekan.

R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko'paytma
kiritish magsadga muvofiq. Ixtiyoriy a,b E R elementlar uchun
skalar ko'paytma

(a, 6) = TV (paph) = c)kcka3dbl (204)

4Ko‘p hollarda pa ning o‘miga ada belgilash ishlatiladi.
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orgali ta'riflanadi. Bunday kiritilgan skalar ko'paytmaning
hossalari quyidagicha:

(x,y) = (y,x), xeR,yeR\

(ax+fiy,z) = a(x,z)+P(y,z), ze R, xe R, y € R; a,/3 EK\
(la,x],y) + {x, [ay]) = 0O, aeR X€R, y€R.
Birinchi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(P«(a0, Y) + (x, Paiy)) = 0 (205)

ko'rinishda ifoda gilish mumkin va uni (203)-formula yordamida
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(Pa(x), Y) = Tr (pPpy) = TV (\pa,px]pv) = TVipaPxPy ~ PxPaPy) i
lkkinchi had:

(®»Pe(y)) = Tr{px\pa,py}) = TV (PxPaPy - PxPyPa) -

Ikkala hadning vyig'indisi nolga tengligi TV ning I-bobdagi 9-
misolda Kkeltirilgan hossasidsan kelib chigadi. (205)-dan kelib
chigadiki, tegishli bazisda pa operatorga mos keluvchi matritsa
antisimmetrik ekan: = —pa. Birinchi bobdagi 14-mashqdan
ma’lumki, bunday matritsalarning hususiy giymatlari mavhum
son bo'ladi. (205)-hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytma Kkiritish
mumkin bo'lgan algebra kompakt algebra deyiladi5. (205)-
hossaga ega bo'lgan skalar ko'paytmaning mavjudligi algebraning
kompaktligining zaruriy va yetarli shartidir.

Struktura doimiylarini crk = Cyt deb olib (205)-formulani
koordinat bazisida. yozamiz:

iPa{x))V + Xr(pa(y)yY =
= Qkadxkyl + xlIcJka?yk = a]xkyr (cy* + ckji) = 0.

Demak, Cijk = —ekjl. Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak
struktura doimiylari uchun quyidagilar kelib chigadi:

Cijk ~ Cjki ~ Ckij ~  Gjih akj CKji'
5Bu terininning topologiyadagi kompaktlik tushunchasiga alogasi yo‘q.
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Skalar ko'paytmani ta'riflagan (204)-formulaga gaytamiz:
(a, 6) = Tr{paPb) = c)kckadH= -oacpo’6'.

Kiritilgan skalar ko'paytma R algebrani quyidagi metrikali evklid
fazosiga aylantirar ekan:

(cx, b) — Qija IP, gij =  CkiiCKlj-

R fazoda metrik tenzor gij Kiritildi. p(a) operatorning
antisimmetrikligidan kelib chigadiki c*g sonlar sof mavhum sonlar
bo'ladi (kompakt algebralar uchun, har holda), shuning uchun
crjk — ifijk deb olinsa bo'ladi, bu yerda flI3k - hagigiy sonlar.
Kiritilgan skalar ko'paytmada ixtiyoriy a E R ning kvadrati
musbat son bo'ladi:

(a a) = fikjfikia3al = (fikja))2 > 0. (206)

Bundan bitta istisno bor - agar R ning markazi Ro mavjud bo'lsa
va a E Ro bo'lsa ixtiyoriy X E R uchun pa(x) = [a, %] = 0,
yoki, (pa(x)¥ = [a x]1 —Cijka3xk = 0. x ixtiyoriy bo'lgani uchun
Cijkg = 0 bo'lishi kerak. Demak, a E Ro uchun (a,a) = 0.
Agar R ning markazi fagat 0 dan iborat bo'lsa (206)-dan ko'rinib
turibdiki (204)-formula orgali kiritilgan kvadratik forma musbat
aniglangan bo'ladi. Demak, algebraning markaziy ideali bo'Imasa
unda musbat aniglangan kvadratik forma kiritish mumkin ekan.
(204)-formula orqali kiritilgan forma Killing formasi va gf]
tenzor Lie algebrasining Killing-Cartan metrikasi deyiladi.
Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi gachonki uning
gismgruppasi bo'Imasa. Lie gruppasi yarimsodda deyiladi
gachonki uning invariant abel gismgruppasi bo'Imasa (diskret
gismgruppadan tashqgari). Bu holda uning algebrasi markaziy
idealga ega bo'lImaydi. Yugorida isbot gilingani bo'yicha (bu natija
Cartanga tegishli)
detg™ ¢ O (207)

shart gruppaning yarimsodda bo'lishi uchun yetarli va zaruriydir.

Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o'rinlidir. Birinchidan,
{N?} bazisni almashtirsak d]k sonlar ham o'zgaradi, bu al-
mashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil giladi,
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bir marta kontravariant va ikki marta kovariant. d-k sonlarning
bazisga bog'liqligini 47-misolda ham ko'rish mumkin. Ikkinchidan,
bundan keyin struktura doimiylari hagida gap ketganda ularning
gaysi biri ishlatilgan - Cy* mi, yoki ft]lk mi - kontekstdan ma’lum
bo'ladi deb o'ylaymiz.

Nima uchun yarim sodda gruppalarga alohida ahamiyat
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppasi bir yarimsodda
gruppa bilan gandaydir abel gruppasining ko'paytmasi bo'lib
ehigar ekan ([12], [?]). Shu sababdan abel gruppalarini va yarim
sodda gruppalarni alohida o'rganish Lie gruppalarini o'rganishda
muhim ahamiyatga ega.

4.15-mashq. (46)-misolning natijasida foydalanib gl(n,C) algebra
uchun Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

9ki,pr = 2 (nSkrSpi - SprSki)
bo‘lishini ko'rsating.

gl(n, C) algebrasini aynimagan n x n matritsalar tashkil giladi.
Ularning ikkita ixtiyoriysini X va Y deb belgilab va yuqgoridagi
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniglash
mumkin:

(X,Y) = gKiPrX KIYbr =
= 2nXkiYlk - 2XkkYa = 2nTr(XY) - 2Tr(X)Tr(Y).

sl(n, C) to'plam gl(n, C) ning izi nolgateng matritsalaridan iborat,
ular uchun Tr(X) —O0, shuning uchun

(X,Y) = 2nTr(XY), X, Y e sl(n, C).
sl(n,C)

Shu bilan sl(n,C) algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi

aniglandi.
4.16-mashq. (48)-misolning natijasidaa foydalanib o(n) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

dipr 2(d 2SS Spdr)
bo'lishini ko'rsating.
Ikkita X, Y 6 o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:

(X,Y) = gtIpIXtIYpr =
=2{n- 2) [TY(XY) - Tr(XYT)] - 4(n - 2)1Y(XY),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun YT = —Y. Shu yerda
abel gruppalarining algebralari uchun struktura konstantalari nolga
teng bo'lgani uchun ularga mos keluvchi Killing-Cartan formasi
ham nolga tengligini eslash o'rinlidir - 0O (2) gruppasi abel gruppasi
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n = 2 holda yuqoridagi metrika
ham nolga teng.

4.17-mashq. (47)-misolning natijasidan foydalanib su{2) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

9ij=
bo'lishini ko'rsating.
(207)-shart bajarilgan holda gl} ga teskari bo'lgan gl} tenzorni
ham kiritish mumkin:
9i]9jk = St
Yana bir narsani isbot gilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie
gruppalari uchun hamma vaqt

9 =% (208)

deb tanlab olish mumkin (shu sababdan struktura doimiylarining
yugori indeksini tushurib yozish mumkin: cMc= cy*).
Quyidagi ko'rinishdagi Casimir operatori deyilgan katta-
likni kiritaylik:
C = puX IXK

4.18-rnashqg. Casimir operatorining gruppaning hamma generatorlari
bilan kommutativligini ko'rsating:

[CX*] =0.

Agar gruppamiz kompakt va yarimsodda bo'lsa (208)-bajariladi va
Casimir operatori
C =Y/ XiXxi
[

ko'rinishga keltiriladi.  Casimir operatori algebraning hamma
elementlari bilan kommutativ ekan unga mos keluvchi operator
ixtiyoriy bazisda diagonal ko'rinishga keltiriladi (Schur lemmasi
bo'yicha). Demak. Casimir operatorining hususiy giymatlari
saqlanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar ekan.
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823. lldizlar bo‘yicha klassifikatsiya

§23.1. Ildizlar sistemasi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda
(energiyadan tashqgari) quyidagi saglanuvchi kattalikka egamiz -
harakat migdori momenti J. Uning uchala komponentalari Ji: i —
1,2,3 ham saglanadi, ammo ulardan faqgat bittasinigina (odatda
Jz ni) J 2 bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik deb garash mumkin
(chunki Jz ning Jx va Jy bilan Poisson gavslari nolga teng emas).
Kvant mexanikasida bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning
komponentalari o‘zaro kommutativ emas - [Jt, J3 = ieijkJk, ammo
ularning har biri J2 bilan kommutativdir: [J2,Jj] = 0. Bu
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-larga garang.
J 2 bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik sifatida Jz olinadi, bu
esa, Jz va J2 lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va
shu funksiyalar bazisida biq vaqtda diagonal ko'rinishga keltiriladi
degani.

Harakat migdoti momenti va spin algebralari 50(3) va SU(2)
larning algebrasi bilan bir xil. Yugorida 50(3) va SU{2) larning
tasavvurlarini qurishda va ularni klassifikatsiya gilishda J2 va
Jz larning umumiy hususiy funksiyalari bazisidan foydalandik.
Mana shu metodni boshga gruppalarga qo‘llash uchun (105)-(111)
formulalarni umumlashtirish kerak.

Algebrani aniglash uchun struktura doimiylarini aniglash
kerak. Struktura doimiylari aniglansa algebralarni, demak,
gruppalarni klassifikatsiya qilib chigish mumkin. Quyida struktura
doimiylarini aniglashning bir yo'li keltiriladi.

Algebraga kirgan N ta X a generatorlarni ikki gismga bo‘lamiz:
diagonal ko'rinishdagilarini W, i — 1,2,...,/ deb belgilaymiz va
golganlarini Ea,a = 1,2 — | deb belgilaymiz. Diagonal
generatorlar uchun

(47r1=0, i,j=1,2,., (209)

bo'lishi kerak. Diagonal elementlarning soni I gruppaning "'rangi®
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal
ko'rinishga (gandaydir bazisda) keltirilgan bolsa u saglanuvchi
kattalikka to‘g‘ri keladi, demak. ko'rilayotgan gruppa ko'rilayotgan
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masaladagi simmetriyaga mos kelsa shu masalada | ta saglanuvchi
kattaliklar - harakat integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir 4,
bevosita fizik ma’noga ega.

Ea generatoriar huddi SU(2) gruppasidagi J+ lardek
"ko‘taruvchi” va "pasaytiruvchi" qoida bo'yicha tuzilgan deb
olamiz, shunga yarasha ularni Ea,a = £1, 2 , (N - 1)/2 deb
tasawur gilamiz. Masalan, E+\ ta’sirida Hi ning hususiy giymati
bir pog'ona ko'tariladi, E-2 ta’sirida esa ikki pog'ona kamayadi.
H va E orasidagi kommutatorni topish uchun Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hu [Hj, Eal} + [Hjt [Ea, Hi}} + [Ea, [Hu Hj}] = 0.
Bu munosabatning ohirgi hadi nolga teng, golgan ikki hadni
[Hi,[Hj ,Ea} = [Hj,[HI,Ea

ko'rinishda yozib olish mumkin. Olingan tenglamaning yechimi
[LLl,Ea}=n(a)Ea (210)

bo'lishigina mumkin. i indeks 1dan | gacha o'zgargani uchun r,(a)

har bir a uchun I komponentali vektor r(a) ni hosil giladi. U."ildiz

vektori" deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan solishtiring. U

yerdaa = % varr(x) = £ 1. Har bir gruppa uchun mana shu ildiz

vektorlar sistemasini topish kerak.

Yarimsodda algebraning ildizi musbat deyiladi va kerak
bo'lganda r(a) > 0deb belgilanadi gachonki uning birinchi noldan
fargli bo'lgan komponentasi musbat bo'lsa. lldiz sodda deyiladi.
gachonki u musbat bo'lib ikkita boshga musbat ildizlarning
yig'indisiga keltirilmasa,. Rangi | bo'lgan yarimsodda algebrada
| ta sodda chizigli mustaqil bo'lgan ildizlar mavjud. Sodda ildizlar
algebraning ildizlar fazosining bazisini tashkil giladi: ixtiyoriy ildiz
sodda ildizlarning chizigli kombinatsiyasiga yoyiladi.

Kiritilgan Ea generatoriar rostdan ham "ko'tarish" va
"tushurish™ operatorlari ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
Buning uchun generatoriar ta’sir gilayotgan ma’lum bir tasawurlar
fazosidagi bir element /, ni olamiz, u A, ning hususiy vektori

bo'lsin: Hifi = hifi. hi - saglanuvchi kattalik, harakat integrali.
Bu holda (210)-dan

H(Ea/r)= (bl+ n(a)) (ag)
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ekanligi kelib chigadi. Bu formula (lll)-ga o'xshash ma’noga ega.
Ya’ni, Ea operator hi ning giymatini rr(a) ga o'zgartirdi. Agar ht
ning maksimal giymatini h™deb belgilasak uning minimal giymati
—h™bho'ladi, ularga //" va / “mvektorlar mos kelsin. Ea operator
har bir ta’sir gilganda hi ning giymatini rt(a) ga oshirsa, E-a
operator har bir ta’ir gilganda hi ning giymatini r*(—a) = —t(a)
ga kamaytiradi. Demak, f~m vektor Ea ning yetarli darajadagi
ta’siridan keyin //" gacha "ko'tariladi".

[Ea, Ep] ni topish uchun yana bir marta Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hi, [Ea, Ep]} + [Ea, [EB, Hi}] + [Ep, [Hi,EJ] =0 =
=» [Hh [Ea,Ep]]= (n(a) + rtf)) [Ea, EO]. (211)
Uch xil variant bo'lishi mumkin:
1. ri(a)-\-ri(/3) @ 0 va ildiz bo'lsin, bu holda [Ea, Ep] = N~pEa+p-,
2.rr(a) + r,(/3) = 0, bu holdaa = —/3va [Ea, E-a] —rr(a)Hr;
3. u(a) + r,(/3) ildiz emas, bu holda [En, Ep\ = 0.
Olingan munosabatlarni bir joyga yig'aylik:

[Hi, Hj] = 0; [Hi,Ea]=ri(a)Ea,
‘ (212)
[Ea, ELQ = rr(a)H{, [Ea, Ep] = NapEa+p.

Ohirgi formulada agar rAc*) -fr/3) ildiz bo'lsa Nap @® 0, aks holda
Nag = 0. Agarr(a) vektor ildiz bo'lsa 2r(a) ildiz bo'Imaydi, chunki
[Ea,Ea] = 0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion munosabat-
larning kanonik ko'rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy
elementi mana shu Hj,Ea lar bo'yicha yoyilishi mumkin, ular
bazisni tashkil giladi. Kiritilgan bazis Lie algebrasining kanonik
bazisi deyiladi.

(212)-ning to'rtinthisidan kelib chigadiki, agar r(a) va r(/3)
ildizlar bo'lsa va fer(g;)) + r(/3), k = 1,2,3,... yana ildiz bo'lsa



bo'ladi. Faraz qilaylik, p va g shunday butun musbat sonlar
bo'lsinki

rt(B) + prr(a) = h™ (Hining maksirnal hususiy giymati),
r,(/3) - grt(a) —h™ (Hi ning minimal hususiy giymati)
bo'lsin. Ikkala formula go'shilsa

(p- g)ri(at) + 2r{(/3) = 0

bo'lib chigadi. Bu munosabatning ikkala tomonini {(a) ga
ko'paytirib i bo'yicha yig'indiga o'tilsa
Tt EE N (213)
r(a)mr(a)

formula kelib chigadi. Bu formulani keltirib chigarishda a va, /3 lar
gaysi tartibda kelishining ahamiyati yo'q edi, a -H j3 almashtirish
bajarsak huddi shunday formulaning o'zi kelib chigadi, fagat p —q
boshqga butun sonlar bo'ladi.

Agar I'r(a) va rr(/3) sodda ildizlar bo'lsa ¢ = 0 bo'lishi kerak.
Buning isboti quyidagicha: r(a) —r(/3) = r(7) ayirma ildiz bo'la
olmaydi, aks holda a) agar r(7) > 0 bo'lsa rt(a) sodda bo'Imaydi,
b) agar r(7) < 0 bo'lsa rA/3) sodda bo'lImaydi. Demak, sodda

ildizlar uchun
Or(a) -r(/3{ _ A

) ) P
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qgildik:
Teopema IV.4 Agarr(a) hamda r(/3) ikkita sodda ildiz bo‘lsa
2EW jK £) 2rH-r(ffl=n
r@) -r(a) t(P) mr(fi)

butun sonlar bo‘ladi. Undan tashgari, m, n < 0 (ikkita sodda
vektor orasidagi buchak o‘tkir bo'la olmaydi).

Teoremaga qo'shimcha gilib quyidagini aytish kerak: r(a) va
r(/3) ildizlar bo'lsa

r@?) - 2r@)” |~ = xr@3)+ (p- gr(a)
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ham ildiz bo'ladi (uni (213)-formulaga qo'yib tekshirib ko’ring).
Geometrik nuqtai nazardan bu vektor r(/3) ni r(a) ga
perpendikular bo'lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi.
Masalan, bu operatsiyada r(/3) ning o'rniga r(a) olinsa yuqorida
ta’kidlangan natijani olamiz: —r(a) vektor ham ildiz bo'lib chigadi.

r(o:) va r(/?) vektorlar orasidagi burchakni tp deb beigilasak
yuqoridagilardan

r(a) me(P)

VIr(a)P[r(1))P = cos Ip- -mn (215)

ekanligi kelib chigadi. Demak, butun sonlar m va n larning
ko'paytmasi 4 dan katta bo'la olmas ekan. (214)-formulalarni

r(a) «r(p) = ~mr2(a) = *nr2(/?)

formada olsak r(a) va r(/9) vektorlarning kvadratlarining nisbati
quyidagiga tengligi kelib chigadi:
_r2@) _n
r2¢/3 m
Aniglik uchun r2(o0:) > r2(/3) deb gabul gilamiz, boshga so'z bilan
[n| > \m\. (210)-masalani kiritganda Hi va Ea operatorlarning

normalarini muhokama gilmaganmiz, normalarni shunday tanlab
olaylikki

ri(a)rj(a) —Sjj, yoki 2(a) =i bo'lsin. (216)

a a

§23.2. lldizlarning to‘lig sistemasini topish

Ildizlar sistemasini to'liq ravishda aniglash uchun (212)-formulalar
sistemasidagi Nnp koeffisientlarni topish kerak. Avvalarn bor
oydinki Nap = —Npa. Undan tashqari, agar (211)-ni (212)-
ning ohirgisi bilan solishtirsak r(a + 0) = r(a) + r(/3) ni topamiz.
r(or), r((3) va r(7) lar shunday noldan fargli ildizlar bo'lsinki ular
uchun r(a) + r(/3) + r(7) = 0 bo'lsin. Bu holda

Nap = Npy =-Nya (217)
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bo'ladi.

4.19-mashq. [!?,, [Ep, B7]] uchun Jacobi ayniyatidan foydalanib (ildizlar
vig'indisining nolga tengligini ishlatgan holda)

Naprb) + Nfar(a) + Niar(P) = 0

ekanligini ko'rsating. Ildizlarning har birining noldan faqrliligi (217)-ga olib
kelishini ko'rsating.

Nap larning hamma hossalarini bir joyga yig'aylik:

Nnft= -Npa= Np-a-p = (218)

Bularning birinchisi Nap ning ta'rifidan, ikkinchi va uchinchisi
(217)-dan kelib chigadi. Undan tashgari Nap = —N-a-p deb olish
mumkin.

Faraz gilaylik r(a) va r(/3) ¢ =r(a) ikkita ildiz bo'lsin va

r(€) - gr(a),...,r(0) - r(a)fr(fi),r(je) + r(a), + pr(a)~
ildizlar sistemasini tashkil gilsin. Bunda x(fi) —(q + I)r(a) va
r(/3) + (p+ I)r(a) lar ildiz bo'Imaydi. Quyidagi Jacohi ayniyatidan

[£u, [Eat Epy] + [Ea,[Ep, E.a]\+ [Ep, [E.a,Ea\= 0
avval

Nap[E™a, Ea+p\ + Np-a[Ea, Ep-a] + ri(a)[Ep, Hij = 0,

keyin
AapN-a,a+tP b ,-aNaPa *(0) «f(/3) = 0
kelib chigadi.
4.20-mashq.
P
AN ~bjr(0;)) ~ndp+jaN-a,l)+(j+i)a 4 N—ao+jot-"a0+(j~)a] ~ 0
j=4

munosabatdan (213)-formulani gayta keltirib chigaring. Quyidagilar kerak
bo'ladi: jj(jq 1= 1+P+ ng q3 = K1+P + A){P~ «m

Mashqdagi gatorni boshqa chegaralarda hisoblaylik:

0

lir(a) m(r(p)+ M a))-
i--4
Na,P+jaA —anp+fj+i'ja + ~ —a,p+ja~a,/3+(J—)a\ ~ 0

249



0 0

X)) 1—1+9va Y! 3 — + Aa) formulalardan va r(/3) —
i=-q j=-q

(g + Dr(o;) ildiz emasligidan iVQjg_(g+1)0 = 0 kelib chigishidan
foydalanib quyidagini topamiz:

Nifi =\p~ + 48P V> Nap = #yj p(l + )rfa).
(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossalar buzilmasin.
823.4.-paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining
struktura doimiylari topilgan.

8§23.3. Dynkin sxemalari

Lie gruppalarini to'liq klassifikatsiya gilish uchun Dynkin sxemalari
ishlatiladi. (215)-formulaga gaytib kelamiz. Quyidagi variantlar
bo'lishi mumkin:

n=0m=0n=—m=—;n=—=2m=—I;n= -3 m——-I1.

m = n = +2 hoi ko'rilmaydi chunki bu holda r(a) var (/?) vektorlar
kollinear bo'lib chigadi (ya’ni, ular bitta vektor). n= 0, m.= 0
holda ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniglab bo'Imaydi,

ammo ular o'zaro perpendikular: = 90°. Qolgan hollarda esa
fc = 1, fc= 2, kK = 3 bo'ladi. Demak, cos<p quyidagi giymatlarni
gabul gilishi mumkin: 0, Bu giymatlarga o'z

navbatida 90°, 120°, 135° 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita sodda ildiz vektorini olaylik. Agar har bir ildiz
vektorini bir doiracha qilib ko'rsatsak va bir doirachadan
go'shni doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar orasidagi bur-
chakka bog'lig bo'lgan va soni K teng bo'lgan chiziglar
o'tkazsak (1V.3)-rasmda ko'rsatilgan uchta sxema paydo bo'ladi.
Bu rasmda ko'rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli b___

Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning 1 il
ustidagi son quyidagicha aniglangan: chap , b ]
tomondagi doiracha (@) ildiz vektoriga va o'ng »
tomondagi doiracha r(/3) vektorga mos Kkeladi, iv.3rasm ikikinchi
shu ikkita vektorlar kvadratlarining nisbati ga Dyrkin se_
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teng, doiracha ustidagi sonlar mana shu nisbatni
belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir xil
son turgan bo'lsa ularning uzunliklari teng. Bir
doiracha ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 soni
turgan bo'lsa birinchi doiracha ifodalaydigan ildiz kvadratining
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning kvadratiga nisbati ikkiga
teng bo'ladi. Sonlar 3 va 1 bo'lsa katta ildiz kvadratining kichik
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng bo'ladi. Boshqa variantlar yo'q.
K = 0 xol ildiz vektorlarining perpendikularligiga to'g'ri keladi, bu
holda mos keluvchi doirachalar orasida chiziq bo'Imaydi. Dynkin
sxemasida ikkita ortogonal vektorlar yonma-yon tura olmaydi,
ular orasida bog'lanish bo'Imagani uchun bunday sxema ikkita
bog'lanmagan sxemalarga parchalangan bo'ladi.

Quyidagi  shartlarga  bo'ysungan
Dynkin sxemalari yo‘l qo‘yilgan
sxema deyiladi (bu tasdiglarning
isbotlarini [13j, X-bob, 8§10 da topish

mUmKill); 0 = 3 -~ ..N

L n - chi tartibli Dynkin sx- ° u
emasida n — 1 ta bog'langan juft
doirachalar bo'lishi mumkin (aks holda 4 </>0

sodda ildizlarning chizigli mustaqilligi 1v.4-rasm: Tagiglangaa sxemabv
o'rinli bo'Imaydi);

2. Dynkin sxemasi yopiq zanjir ko'rinishida bo'Imaydi
(aks holda bu zanjirga. kirgan vektorlarning xech bo'Imaganda
bittasining kvadrati manfiy bo'lib chigadi);

3. Xech gaysi doirachadan uchdan ortig chizig chigmaydi;

4. n > 3 holda hech ganday ikki nuqta uchta chiziq bilan
bog'lanishi mumkin emas, fagat n — 2 holdagina bu mumkin
((1v.3)-rasmga garang); Yo'l go'yilgan Dynkin sxemasida ba’zi-bir
doirachalarni (va ulardan chiggan chiziglarni) o'chirib tashlasak
yana yo'l go'yilgan Dynkin sxemasi hosil bo'ladi.

(IV.4)-rasmda ko'rsatilgan sxemalar yo'l qgo'yilmagan -
tagiqlangan - sxemalardir chunki ulardagi ba’zi-bir chiziglarni
o'chirsak 3-chi punktga zid holga kelamiz - ba’zi-bir doirachalardan
to'rtta chizig chiga boshlaydi. [13]-kitobning X-bob, 810 da
(IV.5)-rasmda ko'rsatilgan sxemalardan boshga Dynkin sxemalari
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boiishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. O'z paytida (XIX-
asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda
gruppalaming (algebralarning) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning
ko'rsatishi bo‘icha bu gruppalar An(n > 1), Bn(n >
2), Cn(n > 3). Dn(n > 4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar)
va alohida deyiladigan beshta E& £7,£g, F4vaG2 gruppalarga
bo'linadi. Dynkin sxemalaridan kelib chiggan va (IV.5)-rasmda
ko'rsatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohida
gruppapalariga mos keladi. Rasmda bu moslik ko'rsatilgan.
Olingan har bir

sxemani tahlil qilaylik.

Bu tahlildan oldin

§10.-paragrafdagi o | ’

klassifikatsiyani yana B 2 -2- ' 2 1 n>2

bir marta ko'rib chiggan

yaxshi. C, 2 =-2- o 2 4 nsJ
237-betda keltirilgan

Ado teoremasi bo'yicha

har bir Lie gruppasi

GL(n,C) matrik b-lo e medGleuboO WD 78

gruppaning b|.r A2 2 )

gismgruppasi bo'ladi,

shunga yarasha har bir ., .,

Lie algebrasi gl(n,G)

matrik algebraning bir IV.5-rasm: Mumkin bo'lgan sxemalar
gismalgebrasi bo'ladi.

Eslatib ketamiz, GL(n,C) matritsalar aynimagan matritsalardir.
Matritsalar chizigli fazodagi chizigli almashtirishlarni ifodalaydi.
Gruppalar fizik sistemaning simmetriyasini ifodalaydi, shu
sababdan bu chizigli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar
ko'paytmani saqlashi kerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

j (A, gijj) = (0,V)»

bu yerda g G G gruppa elementi. Generatorlarga o'tish uchun
g = g(t) deb olamiz: !

{a®)db, 9{t)1>) = (d.h).
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Bu ifodadan t bo'yicha hosila olib t — 0 ga o'tamiz ((200)-ga
garang):
[Xth, o) + {b,Xp) = 0. (220)
Olingan munosabatga bo'ysunivchi X matritsalar Lie algebrasini
tashkil gilishini ko'rish giyin emas.
4.21-mashq. (220)-formulaga bo'ysunuvchi X va Y matritsalar uchun

(X ¥}d,d) + (0,[X,¥]d) = 0

bo'lishini ko“rsating.

Bu mashgdan kelib chigadiki, (220)-formulaga bo'ysunuvchi
(aynimagan) matritsalar to'plami Lie algebrasini tashkil giladi. Bu
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanadi.

A, seriya (n> 1)

gl(n,C) to'plamdan izi nolga teng bo'lgan matritsalarni ajratib
olamiz, ular gismto'plamni tashkil giladi. Ular bilan, odatda,
kvadratik formalar bogianmaydi. An deyiladigan seriyaga sl(n +
1,C) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng bo'lgan (n +
1) x (n + 1) o'lchamli kompleks matritsalardan iborat. SL(n,C)
gruppasi GL(n, C) ning determinanti birga teng gismto'plami edi,
(1.134)-ayniyat bo'yicha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng
matritsalardan iborat bo'lishi kerak.

Masalan, sl(2, C) algebra izi nolga teng 2 x 2 matritsalardan
iborat. Lorentz gruppasini o'rganganda SL(2,C) gruppasi
50(3,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko'rdik, ularning alge-
bralari izomorf bo'ladi: sl(2, C) « so0(3,1).

sl(n + 1,0) ning gismalgebralari sifatida
su(n), sl(n, B), su(jp,q),p + g —n larni ko'rish mumkin.

sl(n + 1,0) ning o'lchamligini topaylik. (n -- 1) x (n +
1) matritsaning o'lchamligi (n + 1)2 ga teng, uning izining
nolga tengligi bitta shart, demak, sl(n + 1,0) ning mustagqil
komponentalarining soni (n + 1)2—1 = n2+ 2n ga teng ekan.
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, bazisning o'lchamligi
N = rang | + ildizlar soni edi. sl(n + 1,0) ning rangi n ga teng,
demak, uning ildizlari soni n2+ 2n —n = n(n + 1) ga teng.
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Bnva D,, seriyalar.

Kvadratik forma (d,) hagigiy va simmetrik bo‘lsin: (b, ) —

d&rdy- Qaralyapgan gruppa mana shu formani saglaydi. Agar
fazoning o'lchamligi 2n+1 bo‘lsa hosil boigan algebraso(2n+I, C)
deb belgilanadi, uning boshga nomi - B,, seriya. Agar fazoning
o'lchamligi juft bo'lsa so(2n, C) algebra hosil bo'ladi, u Dn seriya
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra deyiladi.

Bn ning o'lchamligi 2n2+n, Dnning o'lchamligi 2n2—n. Bular
quyidagicha topiladi. , m o'lchamli matritsaning komponentalari
soni m2 ga teng, ortogonallaik shartlari C2n+ m = \m(m - 1) +
m = \m(m 4- 1) ga teng. Demak, bunday matritsaning mustaqil
komponentalari soni m2—\m(m + 1) = \m{m —1) ga teng. m =
2n + 1 deyilsa 2n2+ n kelib chigadi, m = 2n holida esa 2ra2 —n
ni olamiz. Bnning ildizlari soni 2n2 ga teng, Dn ning ildizlari soni
2n2 —2n ga teng.

Anva B,, lar gachon izomorf bo'lishi mumkin? Buning uchun
n2+2n = 2n2+n bo'lishi kerak, bu esa fagat n = Ovan = ldagina
mumkin. Demak, A\ ~ B\. Anva Dn lar izomorf bo'lishi uchun
n2+ 2n = 2n2—n, yoki, n = 3 bo'lishi kerak. Demak, A3 « D3.
Bn va Dn lar izomorf bo'lishi mumkin emas: 2n2+ n = 22 —n
tenglama fagat n = 0 da bajariladi.

Cn seriya.

(th,p) forma egrisimmetrik forma bo'lsin. Toq o'lchamlikli
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning
uchun bu yerda fagat juft o'lchamli formalar ko'riladi. Masalan,

(h &) = dIxbr+l+ PudPrib+ eee+ AP~ HH\D \ommomee DL

Bunday formalarni saqlaydigan algebralar C,, seriyaga taalluglidir,
odatda ular sp(2n,C) deb belgilanadi. Bu formani matrik
ko'rinishga keltirish uchun quyidagi ko'rinishdagi 2n x 2n matritsa
kiritiladi:
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Bu matritsadagi har bir birlik matritsa 1 n x n matritsadir.
Saqglanuvchi forma
n

i—1

yuqgorida keltirilgan ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, C) gruppalar
shunday P matritsalardan iboratki

(P, Pp) - (PP)
bo'lsin. Y’ani, PTJP —J bo'lishi kerak.

C,, ning o'lchamligi 2n2+ n. Anva Cn lar n = 1 dagina
izomorf bo'lishi mumkin A\ ~ C\, C,, va Dn lar izomorf bo'la
olmaydi. A\ « C\ va A\ & B\ dan B\ « Oi ekanligi kelib chigadi.
Ammo n > 2 bo'lganda Bnva Cn lar izomorf bo'la olmaydi. Buni
quyidagicha tushunish mumkin. Bnva Cnlarning ildizlar sistemasi
ikki xil uzunlikdagi ildizlardan iborat, kalta vektorlarning soni Bn
uchun 2n ga teng, Cnuchun esa u 2n2—2 ga teng. Bu sonlarn > 2
da teng bo'la olmaydi.

Bu izomorfizmlarni hisobga olib An,n > 1, Bn,n > 2, Cn,n >
3 va Dn,n > 4 deb yoziladi. ga kelsak u sodda algebraga
tegishli emas, Dynkin sxemasidan ko'rinib turibdiki (IVV.7-rasmga
garang), D2« Ai 0 A\

Shu yerda quyidagi tasdigga to'xtalib ketish joizdir: Lie
algebrasi shunda sodda bo'ladiki gachonki uning Dynkin sxemasi
o'zaro bog'lanmagan gismlarga parchalanmasa ([?], §95).

Maxsus (alohida) gruppalarning o'lchamliklari quyidagicha:
G2- 14, Fi - 52, Eb - 78, Ej - 133, E$ - 248. Ularning nazariyasi
o'ta murakkab.

§23.4. Birinchi va ikkinchi rang gruppalari

517(2) yoki 50(3) gruppalarini  eslaylik. H) ”

Ular izomorf bo'lib uchta generatorga® ° “
ega: A\, J2, h- Bu generatoriar V6T "in w/(2
orasidagi kommutatsion munosabatlar  Sagr*mas!
(100)-formulada berilgan: [3,, Jj\ —

iSijkJk, *=>j, k = 1,2,3. Generatorlarning
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3.1-mashg. | |

J dx{1- a2)" =] dxenhil-z9).
-1 -1
f(x) = In(l —i 2), f'(x) = —2x/(I - x2),/'(0) = 0, /"(0) = —2. Deinak,

-1
3.2-mashq.
fodt 1 [ dt 1 /, 2y
Jm i’ -thi -J ¥l an +0(1/Tbl xyY
3.3-mashq.
r dt_ Cd(ni) _ Ini r o dt Ing

J tiainf J In(Int) Inini 5 %tlﬂZlnt In In x

3.4-mashg.
I (t2+ t3y'2dt = jt( 1+ t)vdt = |i( 1+ tf>2 + t)3/2dt =
0 0 0 0

= Ix (I +x)3/2- ~(1 +x)52+ "~ |x 52

3.5-mashqg. Integralga asosiy hissani t = 0 soha go'shadi:

J dte-irtsinf~ J dtent =
0 0
3.6-mashq.
00 0} )
3.7-mashq.
' g 00
J T nxed v rmdr - . im [ e-zzl/n-ld* - e
{zZrve nx'/ NN
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3.9-mashg. sinll = extosmi deb belgilaymiz. Integralga asosiy hissani
t = 7t/2 nuqta atrofi go'shadi, bu nuqta atrofida

Demak,
52 w2
j osinxtdt~ j B-M*-1)*N~iJ e-rdt =
[e] [e] —00

3.10-mashgq. Eksponentadagi /(x) = -x 2—2x funksiya x = 0 nugtada
maksimumga ega (integrallash sohasida). Demak, A —00 da integralga asosiy
hissani x = 0 soha qgo'shadi:

00 00
J e _A(,+2)(1 4 x)b/2dx ~ J e~ "1 4 Axj dx ~
0
3.11-mashq.
00 00

J e-AP2+2z) In(l + x)rfx ~ J e~26xdx ~ o

3.12-mashg. Eksponentadagi funksiyaning maksimumi x = 0 nuqtaga
to‘g‘ri keladi, shuning uchun In (I+ x + x 2) funksiyani ham x = 0 nuqta atrofida
gatorga yoyamiz va birinchi noldan fargli hadni goldiramiz:

In(l + X +x2) czX +X2—*“ (X + X2) 24— X4 AX24m
Natijada
@® @®
J e~X2n(l 4x 4 x2dx ~ ~  e~XX2x = -~A -37%2,
-0 -0

3.13-mashq. Ikkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo'lgan integralga
x —mo0 da asosiy hissa qo‘shadigan soha t = 1 nuqta atrofi.

J tae~ndt = XML T dzzae~Ipi>= iXatl) dt[“l‘*(ﬁﬂw )€(~
T 1 1
(0]

SN atl] dt(14 - 1)(-14 (a4 1)) ~ +Xati"e
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi

ham uchga teng. (110)-bazisda J3 operator diagonal ko'rinishga
ega, demak, algebraning rangi birga teng, J* = 1 = 1J2
operatorlar esa "ko'taruvchi" va "pasaytiruvchi" operatorlar rolini
o'ynaydi: [J3, Jf] — £J+. Jt bazis unitar bazis deyiladi (
J- = Ji bo‘lgai uchun bu bazisda gruppa elementi g = e.x(iJlai)
unitar bo'ladi).  Quyidagi ko'rinishga ega bo'lgan kanonik
bazisga, o'taylik:

r_rr P _JIxid?2

~H'  Efl- —jr -

Bu bazisda
[HEx] = tE+i.

Demak, r(+1) = +1 r(—1) = —1. (IV.6)-rasmda bu ildizlar
sistemasi ko'rsatilgan. Algebraning o'lchamligi uchga teng - ikkita
ildiz + bitta rang. Shu ildizlardan bittasi - r(+1) = +1 - sodda
ildiz, ikkinchisi - r(—1) = —1 - sodda emas.

I — 2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o'taylik. 1V.7-

o—o SU(3) uzunliktari teng ikkita sodda ildiz. <p=120c

B2 [N SO(5)
§ a=B sp4)

ikfdta sodda ildiz uzunlikiarining rtishnii y/2, <p=]35°

& 9w ikkita sodda Udiz, uzunlikiarining nisbati /3 , <1500

olV.7-rasm: lkkinchi rang gruppalari
0 yarim-sodda,p/1°

rasmda ikkinchi rang gruppalarining ildiz sistemalari haqida
umumiy ma’lumotlar berilgan, algebralar uchun D2 — A\ 0 A\
munosabatni gruppalar tiliga o'tkazsak 50(4) = 517(2) (g)SU(2)
bo'ladi. 1V.8-rasmda D3va A3, 0 2va B2algebralarining izomorfligi
va ulardan kelib chigadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi
ko'rsatilgan. Ikkinchi rang gruppalari uchun (1V.9)-rasmdagi
diagrammalarni olamiz. Bu diagrammalarda toiiq ildizlar
sistemasi berilgan, ularning ichida ri va r2 deb belgilanganlari
sodda ildizlarga mos keladi. birinchisi o — 120° ga, ikkinchisi
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1V.8-rasm: Bazi-bir izomorf algebralar va ularga mos keluvchi gruppalar

D3—"B a 0-66 = A3 yoki SO(6)~SU(4)

C2=a=* un a=» = Bj yo Sp(4)a0(5)

SU(3) A2 S0(5) B.
1V.9-rasm: Ikkinchi rang gruppalarining ildiz diagrammalari

tp — 135° va uchinchisi ip = 150° ga to'g'ri keladi. Har bir ildiz
diagrammasi tagida uning qaysi gruppaga mos kelishi ko'rsatilgan,
yonida uning algebrasining belgisi ham keltirilgan.

(IV.9)-rasmning birinchi qgismini olib qgaraylik, unda
517(3) gruppasining ildiz sistemasi ko'rsatilgan. Ildizlarni
quyidagicha belgilaymiz: r(l), r(2), r(3), r(—1) = — (), r(—2) =
—(2), r(—3) = —(3). Rasmdagi sodda ildizlarga ri —r(l) va
2= r(3) mos keladi. lldizlar quyidagicha aniglangan:

1 1

r(2) 2VSs’ 2/

Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r(l) + r(3) ham ildiz, r(l) +
2r(3) var(l) —r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p = 1vaq= 0. Bu
yerdan quyidagi kelib chigadi:

1
N\z = -Nzx —~t=.

(IV.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib qolgan noldan



fargli Nap larni ham topish mumkin:

JV-3.-1 —"3,-2 = N-2,1 = -~2-3= N-1,2 —"=-

Gruppadagi parametrlar soni ildiz vektorlari soni + rangga
teng, SU(3) uchun u 6+2=8 ga teng, 50(5) uchun 10+2=12 ga
teng, £2 uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshga ikkinchi rang gruppa

yo's-
§23.5. Klassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining Kklas-
sifikatsiyasiga o'tish lozim. Gruppa elementi va algebrasi
orasidagi bog‘lanish (201)-formula bilan aniglanadi. Agar algebra
izsiz matritsalardan iborat bo'lsa unga mos keluvchi element
unimodular matritsa bo'ladi, ya’ni, sl(n,C) algebraga SL(n,C)
gruppa mos keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalaming
hammasi unimodular bo'ladi ([15], 3-bob). Fizikada eng ko'p
go'llaniladigan gruppalarnigina ko'rib chigaylik.

A,j_i algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n, C) va
uning hususiy hollari: SL(n, R), SU(n), SU(p,q), p+ g= n. Bu
gruppalaming ta'riflari 810.-paragrafda berilgan.

Bn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n + 1), SO(p, @),p+ = 2n+ 1

Cn algebralarga quyidagi simplektik gruppalar mos keladi:
Sp{n,C), Sp(p.9),p+q=n.

Dn algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO{p,q), p + g = 2n.

Boshga yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiglarda
kam uchraydi.
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Mashqlarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

Ko'pgina mashqlarda ularning javoblari berilgan. shuning uchun bu yerda faqat
giyinchilik tug'dirishi mumkin bo'lgan mashglaxning yechimlari ko'rsatilgan.
1.1-mashq.

A3B Kk = A3Bj.

1.2-mashqg. Maxwellning

tenglamalaridan foydalanib

ekanligini ko'rsatish mumkin. 0 ‘ng tomondagi birinchi had - elektromagnit
maydon energiya zichligidan vaqt bo'yicha hosila, ikkinchi had - maydonning
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.

1.3-mashag.

(rot [A X B]); = Eijkdj[A X13]* —£ijkeEkIm@j(AiBm) ~

— (fillsjm - simSjH{BmdjAi +Aiijm) -
= (B*V)A - (A*)Bi+aidivB = S, divA.
1.4-mashq.

(rotrot A), = eijkdj[TotAlk - £ijkdjEkimdiAm = (6usjm - 6m 5ji)djdiAm =

= ardiv A —AA,.
1.5-mashq.

9,(AB) = di(AjBj) = BjdiAj+AjdiBj = Bj{diAj-djAi)+Aj{dIBj-d JBi)+

+BjdjAi + AjdjBi = [(B *V)A + (A *V)B + B x rotA + A x rotB]j
1.6-mashq.

[A XB] — (£ijkAjBk) —EijkAjBKEUMA&M

= (Mh, - 6jmSk)AjBkAiBm= A2B2- (A *B)2.
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1.7-mashq.
(AB% = (AB)ji = AjkBki = AKjBI = (BTAr)v ;

AB(AB)-1= [AB)-IAB = I bo'lishi uchun (AB)-1= B~IA~I bo'lishi
kerak;

((AB)% = ((AB)% = A*kBki= 4 4 . = (&A%
1.11-mashq.
a) Pauli matritsalaiining hammasining hususiy qiymatlari A= 1 gateng.

Mos keluvchi hususiy vektorlar:

W P<*,» i(;), N3(no)yn

&udiun A (}), "~ (A);

»nchun + (1),

b)
_ | cosb e~mpsinB \
M 47 ye"1sin9 —cosB J
matritsaning hususiy giymatlari +1 ga tengligini va hususiy vektorlari
mashqgning shartida ko'rsatilganlarga tengligini topish giyin emas.

1.12-mashgq. U4l —1 dan jdetU\2 = 1 ekanligi kelib chigadi. Demak,
det U = e,a,a- haqiqgiy son.
1.13-mashq. Unitar matritsa uchun Ux = \x dan —xW'l= A*y

kelib chigadi. Ohirgi tenglikni o'ng tomondan U ga ko'paytiramiz: x*= X*x4J,
demak, X*x = |A|2x"a;, yoki, A= e, a—haqgiqgiy son.

1.14-mashq. Hagqigiy antisimmetrik J* = AT — —A matritsa uchun
Ax = Xx dan —x"A = A*x* kelib chigadi. Birinchi tenglamani chapdan  ga,
ikkinchini esa o'ngdan x ga ko'paytirib ikkalasini go'shsak |px|[2 = (x,x) ¢ 0

uchun A+ A* = 0 ekanligini topamiz. Demak, A - mavhum son (yoki
nol). Misol sifatida ber Igan matritsaning hususiy giymatlari quyidagicha:
Aj =0, A2= iy/2, A3= iy/2.
1.15-mashq.
deteA = deti!_l)tgo 51 + F\] = nI_|>ngodet %1 + n—Jj =

Il%fdetgll + —)) = rl_l)n)ao(l + nTrﬂ 4—O(I/n2)3 = ebA.
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1.16-mashq.

a) Ai = 1, A2= 2, A3= 0. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

1\ , 1 0\ 170
b) Ai = 1, A= 2, A3 = —1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:
c) Ai= 0, A2=y/2, 3= -y/2. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:
X=-+=(0); x2=+(h); x3=1(-1bv)-
53 (0) (h) (-1%)

d) Ai =0, A2 = A3 = 2. Hususiy vektorlarni quyidagicha tanlash mumkin:

K T) T —A(i
2.1-mashqg. Bu tenglama uchun rekurrent munosabat quyidagicha bo'ladi:
¢, {(n+5s)2- (Nn+ s)(A+m)+ -V} = 0.
co ¢ 0 bo'lishi kerak bo'lgani uchun n = 0 holda Si = A S2 = /j. kehb chigadi.

n ¢ o bo'lganda bu tenglamaning birdan-hir yechimi c,, — 0 bo'lishi kerak.
demak,to'liq yechim

u(w) = Awx + Bwag,
bo'lishi kerak, bu yerda A va B - noma’lum o'zgarmaslar.
2.2-mashqg. Bu holda sj = s2 = A Demak, W, = wx. Ikkinchi yechim

M=uil~ exp{_(1_2A)/ yj=w Anw.
2.3-mashq. Binomial qator
H_ fr\-a_V”, Lk (~ar h-\k_1 (~a) . (~a)-__tar2-
M (-«-*)Ne (-0 -1)! (-a - 221

= 14-atz 4'-a(a'bl + eee

dan foydalanish kerak.
2.4-2.7-mashglar bevosita hisob orgali yechiladi.
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3.14-mashg. x —y + 1 almashtirish bajaramiz:

7 e X7  elyA? 1 7 PA
JI o VXT32 JI d%//_Jl'~+.7y+ 3y2 v AJ[dyye 2y = an
3.15-mashg.
1 1 ji’6
J dteixs = J dpeimbe-x* +1J dtperenr*.
0 0 0
A-4 oo da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakli natijani beradi:

1 @® @
| drf*~J dpe*»'-*= J dn-we-*, e~y >
0 0 0

3.16-3.17-mashqlar huddi shunday yechiladi.
3.18-mashg. 1. t = z + 1 almashtirishdan boshlaymiz va hosil bo'lgan
integralga z ~ 0 soha asosiy hissa qo'shishini hisobga olamiz:

Y et P 2
e~ ~XZ e~X ~Xz
/ dt~ e X —E .odz ~ —=/ p—j=rdz =
+ i
1 0 J V21+Z5 \Y Zb sfi

00 —

0

4. 1kkinchi va uchinchi misollar shu misoining hususiy holidir. Integralga katta
x larda asosiy hissa qo'shadigan soha - 1 = 1 atrofi. Shuning uchun t —y + 1
almashtirish bajaramiz:

o I eixt 2eix f pixy \fipix f pixJ
W yli-t* n J \J-2y - y2 J ol

(00]

i2v2e'x f eixtin =
Tl \1rX
0
5. Asosiy hissani 0 = 0 soha go‘shadi
T A
1,(*) =~ J exost>cos(n6)d0 J en(i-«22) A de ,,
0
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00
4/e-""i/'|B = —L=e*
\Z2ttz
o

/ cosl -Sinl N/ Xz xi —ix-i\ / cosf sinf \ _
\ sin§ cos| [/ VXI+ *2 -a:3 [/ \ - sin| cos| /

4.1-mashq.

_ »3cos (3—£1sin /3 Xicos/3+ £3sin/5—ir2\
~ | XiCOSj3 + X3Sin;9 4-iX2 —X3COS3+ Xisin/? [’

yoki,
= xicosB+X3SH1/?, a2= X2, £3 = —xisin/3+ Xzcos/3.

4.2- va 4.3-mashqglar bevosita hisoblanadi.
4.4-mashg. Umumiy holda

(TE)*(TO)f = aSjSf + bSjSj.

Bundan boshga strukturani tuzib bo'lmaydi. i vaj indekslar bo'yicha yig'indi
olinsa (yoki k va I indekslar bo'yicha) Ta larning izsizligidan a — —~b ekanligi
topiladi. Endi j va k bo'yicha soddalashtiramiz, undan keyin i va I bo'yicha.
TY(T2) = \(n2—1) ligidan (a bo'yichayig'indi bor) foydalanilsa (153)-formula
keHb chigadi.

Huddi shu munosabatni quyidagi yo'l bilan ham keltirib chigarish mumkin.
su(n) algebrasining ixtiyoriy elementi A ni Ta lar bo'yicha gqatorga yoyamiz:

n2-1
A=cql +Y2 caTe-

0=1

A ning izini hisoblaymiz: TY/1 = cqu. Demak, cq = “TrA Endi TaA ning izini
hisoblaymiz:

TT(TaA) = \ca =» co = 2Tr(ran).
Demak,
1 ni 1 ¢t '21 \
A) = -4<Jj.+ 253(Ta)?4(Te)j = -6'5k+ 2'£(Ta)[(Ta) Al
n a—2 \ M o=l )

Bu formulaning chap vao'ng tomonlari teng bo'lishi uchun (153)-formula o'rinli
bo'lishi kerak.
4.5-mashq.

VA1) (+-5) <
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E W'TbTct = A (T ¢)j(Te)i(rc)f = \{Ta)i fsjsf - Igjsf) = -~ (T a)!;
C c n

E /«-n- =-4£>«, (Tpa,rjf(Tdy=
c,rf cd

=AMpi.rdipi.Telfte - ~S*) =-2E[lB,le]*T,TH=
c c

= 2Tr AT aTb+ C2(R)TaTb ~ M3H

52U rn i=-2iEA,Tai(r)*(7iL(Tor =
b,c b,c

=-*£ far - £sfsr) [T*,4(Tbhm= -iET. T»tf(T»)J =

= A(Tj[T,,, TA)j = i (c2(A) + -L) (FO)[ = (T a)j.

4.6-mashqg undan keyingi misolda ko'rsatilgandek yechiladi.
4.7-mashq.

H.,pvl=" [P A ,pj="APAM""]=

117
= yEANepn(p"-n:)=o,

chunki bu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisimmetrik indekslarning
yiglindisi bo'lib chiqdi.

[ANi*V] = PaM fd = (M, P IM A + P“[MXLM 1) |

(171)- va (172)-formulalarni go'llash goldi.
4.8-mashq.

ui2 = "e*x" ‘eTKIPLMx*PrMr* = ~ [PWM "P W * + PIIMXaP aM 74

+P,,MxaPXM™} = {P v ({MXa,PVv]+ P*MXa) M Xr+~Pv (oK P\ + PaM\a) M vX

+"P, (-3ihPa+ PXMX,)I = \p4P - PuPaMaXMW

4.9-mashq. Bittasini ko'rsataylik:
{P,, ™2 = \P 2K , M2 - PW°[P" Ma\M vX).
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Bu ifodaga quyidagilami go'yamiz:
[P..MxxMXa = 2ih(PVM ~ + MAP")-,
P..PA[P,,,Max1Ix] = - 1ihP2PVM,,, - 3M2P,P2.
Natijada
[PAW2Z] = ihP2(MtWP v+ PvMVIt) +3HZ2PUP2 = ihP2[M”, P A+ ZtfPAP 2= 0.

4.10-mashg. Mashqda berilgan ko‘rsatmalarga rioya qiling.
4.11-mashgq.

ip'(@,a-1) = 0= a’ + (a-1)1+ [a~Dk 4-----
dan quyidagi kelib chigadi:
(tT)*= -a’- pgika?(a~1)K4----= -al4 gk aK4-—--.
4.12-mashqg. Yugori tartibli hadiarni yozib o'tirmayiniz:
V'dba)-1) = -(bay + p)k(baY(ba)k= -a’ -V - g)kb>ak+ ~(ba)N)* =
= -a* - 6l+ g’t[-blak4- (baY(ba)K = -a’ - bL4- p)K("bk4- 0?bk 4- a’a*).
Kommutator:
g = V(ab, (6a)-1) = (abY + ((ba)”)' + &(cN1Y((ba)-1)* =
= mk(J1 k- Vak) = (6*t- <'>>6* = c'jka3bk.

4.13-mashg. 9 = 1 degani koordinatalar tilida gl = 0 deganiga teng. bu
holda c't = 0 bo'lishi kerak.

4.14-mashqg. (198)-formula ochib chigilsa u bilan (182)-formula ekvivalent
ekanligi darhol ko‘rinaxli.

4.15-mashq.
oKpr ~ cAmQry = = 2(nSkry Skl&pr)-
4.16-mashq.
Tnpr = =W ft-W -W fy - ««i)]e
. - tf™) - 5m(SkSm - =(@2n- 4)(~ir- Mir)-

4.17-mashq. Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi gismidan
foydalaning (i ni ham hisobga oling).
4.18-mashgq. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:

[CXi] =««[ag.x,] =-w i* (BAX - XiXt)f) =
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- -kmnt-"Irrm {cku X sX'1 + CiisX*Xg) -  “kmniphnn”kis 4 CsmnCKkil)XsXi -
~ idklrkts 4 9ks™kil)XsXj  COISHCF 4'Ch)XsX( 0.
4.19-mashqg. Yacobi ayniyatidan birinchi bosqgichda quyidagi kelib chigadi:
Nfr[Ea, Ep+T\ + Nya[Ep, iiy+a] + Nag[Ey, Ea+g\ = 0.
Uchala vektoming yig‘indisi nolga tengligini hisobga olsaylik:
N-r(a) H + Niar(/3) mH + Napr(7) *H = 0.
Uchala vektoming noldan fargliligi va r(a) + r(/3) + r(7) = 0 munosabatning
ham bajarilishi kerakligi Np~. = N~a = Nap ekanligini bildiradi.
4.20-mashq. Ikkita N larning ko'paytmasilik hadlarning yig‘indisi nolga
teng, qolgani: r(a) r(/?2)(1+p+aq) +|r2(a)(l +p + q)(p- g) —O0. Bu yerdan
(213)-formula darhol kelib chiqgadi.

4.21-mashg. X va Y uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi [X,Y] =
XY —Y X ko'rinishga ega bo'lsa

X9 0) = (XY - YX)b, d) = (XY, ) - (YXb, ) =

= ( YXh) - ( XYb) = (b, [X, Y\th)
bo'ladi.
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