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ПРЕДИСЛОВИЕ

Свойства плазмы как особого состояния вещества определя­
ются в значительной степени тем, что между частицами, образую­
щими плазму, действуют электромагнитные силы, влияние кото­
рых распространяется на макроскопические расстояния. Поэтому 
процессы, происходящие в плазме, сопровождаются, как правило, 
возникновением электромагнитных полей, играющих фундамен­
тальную роль в ходе этих процессов.

Электромагнитное взаимодействие, простирающееся на макро­
скопические расстояния, проявляется прежде всего в том, что 
в плазме возникают коллективные электромагнитные колебания, 
в которых принимает участие одновременно большое число частиц. 
Существование этих специфических коллективных электромагнит­
ных колебаний является для плазмы как особого состояния веще­
ства столь же характерным, как, например, кристаллическое упо­
рядочение для твердого состояния вещества.

Этим объясняется то место, которое занимает в физике плазмы 
электродинамика плазмы, т. е. теория электромагнитных полей 
в ней — в первую очередь коллективных электромагнитных коле­
баний плазмы — и теория ее макроскопических электрических и 
магнитных свойств.

К электродинамике плазмы, понимаемой в широком смысле, 
относятся также и такие проблемы, как теория магнитных лову­
шек, проблема нагрева плазмы внешними полями и токами, теория 
неустойчивостей неоднородностей плазмы. В настоящей книге мы 
не касаемся этих проблем — не потому, что они неважны; напро­
тив, их значение чрезвычайно велико. Мы ограничиваемся изло­
жением теории электромагнитных свойств однородной плазмы, по­
тому что эта теория лежит в основе всей электродинамики плазмы.

Хотя проблемам электродинамики плазмы посвящен целый 
ряд монографий, мы тем не менее решились написать еще одну 
книгу по этому предмету, имея в виду с единой точки зрения изло­
жить теорию как низкочастотных, так и высокочастотных коле­
баний (не ограничиваясь лишь колебаниями малой амплитуды) и 
дать ее основные принципиальные приложения.

Книга начинается с изложения общих методов описания плазмы. 
Этому вопросу посвящена гл. 1, в которой строится цепочка кине­
тических уравнений Боголюбова, вводится самосогласованное
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поле, выводится кинетическое уравнение Власова и интеграл столк­
новений Ландау. Здесь же излагается Н-теорема Больцмана в при­
менении к плазме и исследуется вопрос о релаксации плазмы. 
Наконец, в этой главе разъясняется переход от кинетического 
к гидродинамическому описанию плазмы и выводятся уравнения 
магнитной гидродинамики.

Изложенные методы описания плазмы позволяют далее перейти 
к детальному исследованию как низкочастотных, так и высоко­
частотных колебаний плазмы.

Мы начинаем с теории низкочастотных колебаний в случае 
частых столкновений, когда достаточно сокращенного гидроди­
намического описания плазмы. Низкочастотным колебаниям по­
священы гл. 2 и 3. В гл. 2 развивается линейная теория магнито­
гидродинамических волн, определяются фазовые скорости, 
затухание и поляризации различных волн, а также исследуется воз­
буждение этих волн. Далее рассматриваются простые волны: ис­
следуется искажение их профиля, приводящее к образованию раз­
рывов; интегрируются уравнения простых волн и, в частности, 
вычисляются инварианты Римана.

Гл. 3 посвящена теории ударных магнитогидродинамических 
волн. Здесь доказывается теорема Цемплена, исследуются удар­
ные волны в релятивистской магнитной гидродинамике, излагается 
вопрос об эволюционное™ и структуре ударных волн. Наконец, 
решается задача о поршне и о расщеплении произвольного разрыва 
в магнитной гидродинамике.

Изучив магнитогидродинамические волны в случае частых 
соударений, мы переходим к рассмотрению другого предельного 
случая — колебаний в бесстолкновительной плазме. Этому во­
просу посвящены гл. 4 и 5. В первой из них излагается теория 
колебаний в свободной бесстолкновительной плазме, а во второй— 
теории колебаний в бесстолкновительной плазме, находящейся во 
внешнем магнитном поле.

Гл. 4 начинается с изложения теории колебаний в бесстолкно­
вительной плазме в гидродинамическом приближении, а затем эти 
колебания изучаются на основе кинетического уравнения. По­
дробно исследуются спектры как высокочастотных, так и низко­
частотных колебаний (ленгмюровские волны и ионный звук). 
Рассматривается бесстолкновительное затухание колебаний (за­
тухание Ландау) и решается задача об аномальном скин-эффекте.

В гл. 5 подробно изучаются спектры и затухание колебаний 
в бесстолкновительной магнитоактивной плазме. В начале главы 
рассматриваются колебания в «холодной» магнитоактивной 
плазме. Далее на основе кинетического уравнения определяется 
тензор диэлектрической проницаемости магнитоактивной плазмы 
и выводится дисперсионное уравнение для электромагнитных волн 
с учетом пространственной дисперсии, обусловленной тепловым
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движением электронов и ионов плазмы. Находятся частоты и де­
кременты затухания (черенковского и циклотронного) практи­
чески всех ветвей колебаний, которые могут распространяться 
в магнитоактивной плазме с максвелловским распределением 
частиц по скоростям — обыкновенной, быстрой и медленной не­
обыкновенной, быстрой магнитозвуковой и альвеновской волн, 
быстрых и медленных ионно-звуковых колебаний, электронно­
звуковых колебаний в неизотермической плазме и различных вет­
вей электронных и ионных циклотронных волн.

Изучив спектры колебаний в равновесной плазме, мы перехо­
дим к изучению колебаний в неравновесной однородной плазме 
(гл. 6). Прежде всего мы исследуем взаимодействие пучка заряжен­
ных частиц с колебаниями свободной плазмы и показываем, что 
система плазма—пучок неустойчива, т. е. взаимодействие ча­
стиц пучка с колебаниями плазмы приводит к экспоненциальному 
росту со временем малого начального возмущения. Далее нахо­
дятся инкременты нарастания различных типов колебаний, воз­
буждаемых потоками электронов и ионов малой плотности, рас­
сматривается задача об устойчивости плазмы в электрическом поле 
и исследуется возбуждение непотенциальных (электромагнитных) 
волн в плазме с неизотропным распределением частиц по скоростям, 
Изучается взаимодействие потоков заряженных частиц с медлен­
ными волнами в магнитоактивной плазме (частицы в потоках 
характеризуются как изотропной, так и анизотропной функциями 
распределения). Наконец, рассматривается возбуждение электро­
магнитных волн в плазме потоками релятивистских частиц.

Исследовав взаимодействие потоков заряженных частиц с плаз­
мой, мы переходим к выяснению общих критериев устойчивости 
различных распределений частиц в плазме. Отдельно рассматрива­
ется свободная плазма и плазма, находящаяся во внешнем магнит­
ном поле. Решается задача о двухпучковой неустойчивости.

В заключение гл. 6 исследуется общий вопрос о характере не­
устойчивости, дается определение абсолютной и конвективной не­
устойчивости и устанавливаются критерии обеих ее видов. Уста­
навливается также критерий усиления и непропускания волн и, 
наконец, рассматривается глобальная неустойчивость, обусловлен­
ная отражением волн от границ системы.

Вопросу о взаимодействии потоков заряженных частиц с плаз­
мой родствен вопрос о поведении частично ионизованной плазмы 
во внешнем электрическом поле. Так как стационарные состояния 
такой плазмы характеризуются направленным движением электро­
нов относительно ионов, то в ней возможно возникновение неустой­
чивости, аналогичной пучковой неустойчивости бесстолкновитель- 
ной плазмы.

Изучив взаимодействие потоков заряженных частиц с плазмой, 
мы переходим к рассмотрению колебаний в частично ионизованной
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плазме, находящейся во внешнем электрическом поле (как в отсут­
ствие, так и при наличии внешнего магнитного поля). Этому во­
просу посвящена гл. 7. Здесь выводится кинетическое уравнение, 
описывающее электронную компоненту частично ионизованной 
плазмы, находящейся во внешних электрическом и магнитном по­
лях, и определяется стационарная функция распределения 
электронов в такой плазме. Далее исследуются высокочастотные 
(поперечные электромагнитные и ленгмюровские), ионно-звуко­
вые и магнитозвуковые колебания и показывается, что при нали­
чии внешнего электрического поля колебания последних двух 
видов могут оказаться нарастающими. Наконец, в гл. 7 исследу­
ются своеобразные колебания частично ионизованной плазмы — 
ионизационно-рекомбинационные колебания, при которых меня­
ются не только плотности заряженных частиц, но и их полное 
число.

В гл. 8 мы снова возвращаемся к изучению полностью ионизо­
ванной плазмы. Эта глава посвящена нелинейным колебаниям 
в такой плазме (в отличие от гл. 4—6, в которых мы ограничива­
лись изучением колебаний лишь малой амплитуды). Здесь рассмат­
риваются нелинейные высокочастотные волны в холодной плазме, 
ленгмюровские волны в нерелятивистской плазме, продольные, 
поперечные и связанные продольно-поперечные волны в реляти­
вистской плазме. Исследуются нелинейные волны в плазме, в ко­
торой средняя энергия электронов значительно превышает сред­
нюю энергию ионов (ионно-звуковые и магнитозвуковые коле­
бания конечной амплитуды), причем рассматриваются как простые 
(римановы) волны, так и волны стационарного профиля (перио­
дические, уединенные и квазиударные волны с осцилляционной 
структурой). Показывается, что характер простых и стационарных 
волн существенно зависит от распределения электронов по ско­
ростям.

Наконец, в гл. 8 изучаются нелинейные низкочастотные волны 
в холодной магнитоактивной плазме.

Гл. 9 посвящена изучению колебаний в квазилинейном прибли­
жении, в котором учитывается простейший нелинейный эффект — 
воздействие колебаний на резонансные частицы. Сперва мы рас­
сматриваем взаимодействие резонансных частиц с продольными ко 
лебаниями свободной плазмы и даем вывод основного уравнения 
квазилинейной теории — уравнения диффузии частиц в простран­
стве скоростей. Далее обсуждается процесс квазилинейной релак­
сации, приводящий к образованию плато на функции распределе­
ния резонансных частиц, и изучается квазилинейная трансформа­
ция волн. В этой же главе рассматривается квазилинейная теория 
взаимодействия резонансных частиц с колебаниями магнитоактив­
ной плазмы и исследуется вопрос о квазилинейной релаксации вол­
новых пакетов в случаях циклотронного и черенковского резонанса.
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Наконец, рассматривается влияние столкновений на процесс ква­
зилинейной релаксации и затухание колебаний.

Изложив квазилинейную теорию, описывающую эффекты пер­
вого приближения по энергии плазменных волн, мы переходим 
к изучению процессов следующего порядка по энергии колебаний; 
взаимодействия волн друг с другом и нелинейного взаимодействия 
волн и частиц. Этому вопросу посвящена гл. 10, в которой мы по­
лучаем кинетическое уравнение для волн, учитывающее трехвол­
новые процессы и нелинейное взаимодействие волн и частиц 
(иногда называемое нелинейным затуханием Ландау). Далее ис­
следуются турбулентные процессы с участием ленгмюровских 
волн: взаимодействие их с ионным звуком, распадная неустойчи­
вость и нелинейное затухание ленгмюровских волн; подробно изу­
чается ионно-звуковая турбулентность, возникающая в плазме 
с направленным движением электронов относительно ионов. Н а­
конец, рассматривается взаимодействие между альвеновскими и 
магнитозвуковыми волнами в магнитоактивной плазме.

Последние три главы книги посвящены теории флуктуаций и 
обусловленных ими процессов рассеяния волн и частиц в плазме.

Теория электромагнитных флуктуаций в плазме изложена 
в гл. 11. Мы начинаем с вывода общего флуктуационно-диссипатив- 
ного соотношения, устанавливающего связь между спектральным 
распределением флуктуаций и диссипацией энергии в среде, и 
используем это соотношение для определения флуктуаций сперва 
в равновесной, а затем в двухтемпературной плазме — как сво­
бодной, так и находящейся в магнитном поле.

Далее развиваются теория флуктуаций в неравновесной плазме 
и кинетическая теория флуктуаций, находятся флуктуации функ­
ций распределения частиц, рассматриваются критические флук­
туации вблизи границы неустойчивости плазмы и флуктуации 
в системе плазма—пучок. Здесь же разъясняется, как происходит 
переход к гидродинамической теории флуктуации, и, наконец, ис­
следуются флуктуации в частично ионизованной плазме, находя­
щейся в электрическом поле.

Гл. 12 посвящена теории процессов рассеяния и трансформации 
волн в плазме. Здесь исследуется рассеяние электромагнитных 
волн в свободной плазме и определяется спектральное распреде­
ление рассеянного излучения. Рассматривается явление крити­
ческой опалесценции, связанное с рассеянием волн в плазме, на­
ходящейся вблизи границы неустойчивости, трансформация 
поперечных и продольных волн в свободной плазме, а также спон­
танное свечение в неравновесной плазме. Излагается теория неко­
герентного отражения электромагнитных волн от плазмы. Иссле­
дуются процессы рассеяния и трансформации волн в магнито­
активной плазме, в частично ионизованной плазме, находящейся 
во внешнем электрическом поле, и в турбулентной плазме. На-
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конец, изучаются эффекты эха в плазме, связанные с незатухаю­
щими колебаниями функции распределения частиц в плазме.

В гл. 13 исследуется рассеяние заряженных частиц в плазме. 
Здесь определяются поляризационные потери энергии при движе­
нии заряженной частицы в плазме, потери энергии, обусловлен­
ные флуктуациями поля в плазме, коэффициенты динамического 
трения и диффузии, исследуется прохождение заряженных частиц 
через магнитоактивную плазму. Изучается взаимодействие заря­
женных частиц с неравновесной плазмой, рассеяние частиц на 
критических флуктуациях и взаимодействие заряженных частиц 
с турбулентной плазмой.

Мы отдаем себе отчет в том, что изложенные нами вопросы не 
охватывают полностью теории даже однородной плазмы, и разным 
вопросам уделено в нашей книге далеко не равное внимание. 
Но такая ситуация, по-видимому, неизбежна при написании лю­
бой достаточно большой книги. Об этом удачно сказал автор одной 
из лучших книг по теории элементарных частиц:

«Если бы эту книгу писал другой физик, то он, несомненно, 
уделил бы внимание другим аспектам теории или стал бы тракто­
вать те же вопросы, но иначе. Одно из немногих удовольствий 
при написании такой книги заключается в том, что автор может 
преподносить предмет так, как он того хочет,. . . и если эта книга 
спровоцирует кого-нибудь написать лучшую, то нижеподписав­
шийся будет одним из наиболее восторженных ее читателей».*).

Авторы благодарят за помощь и ценные замечания В. Ф. Алек­
сина, В. В. Ангелейко, А. С. Б акая, А. Б . Михайловского, 
С. С. Моисеева, В. А. Ораевского, Дж. Р. Роса, В. П. Силина.

*) Дж. Б е р н с т е й н ,  Элементарные частицы и их токи, «Мир» 1970



Г л а в а  1
КИНЕТИЧЕСКИЙ И ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЙ МЕТОДЫ

ОПИСАНИЯ ПЛАЗМЫ

§ 1.1. Иерархия кинетических уравнений

1.1.1. Экранированное кулоновское взаимодействие и суще­
ствование плазменных колебаний. Плазма представляет собой 
полностью или частично ионизованный, но в среднем электриче­
ски нейтральный газ. Поэтому для плазмы всегда существенно 
электромагнитное взаимодействие между ее частицами.

Если плазма полностью ионизована, а мы будем далее рассмат­
ривать главным образом такую плазму, то взаимодействие между 
ее частицами является в основном электромагнитным; если плазма 
к тому же нерелятивистская, то его можно считать чисто электро­
статическим.

Однако электростатическое взаимодействие каких-либо двух 
частиц плазмы не определяется обычным законом Кулона, так как 
остальные частицы всегда экранируют кулоновское взаимодейст­
вие двух рассматриваемых частиц.

Это экранирование благодаря сложному движению частиц 
плазмы также носит сложный, динамический характер. Но пред­
ставление о нем можно получить и исходя из статической картины.

В такой простейшей картине рассматривается статическое 
электронно-ионное облако вблизи какой-либо частицы плазмы и 
определяется электростатический потенциал <р внутри облака. 
Он удовлетворяет, очевидно, уравнению Пуассона

д т =  —4 „ 2 е л ,
а

где па — плотность частиц сорта а (с зарядом e j  в облаке. Если 
плазма находится в состоянии термодинамического равновесия, 
то па определяется формулой Больцмана

п. =  пм ^ Р ( ~  e.ftT);

здесь Т  — температура плазмы (в энергетических единицах), 
и гаа0 — плотность частиц сорта а вдали от рассматриваемой 
точки, т. е. там, где <р = 0 . В силу общей нейтральности плазмы для 
нее справедливо

2 е Л о  =  °-
2 Под ред. А. И. Ахиезера
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Подставляя выражение для па в уравнение Пуассона и предпо­
лагая, что

получим следующее уравнение для определения потенциала <?:

Нас интересует сферически симметричное решение уравнения
(1.1.1.1) вида

между зарядами ег и е2, находящимися на расстоянии г12.
Мы видим, что благодаря экранированию выражение для обыч­

ной кулоновской энергии взаимодействия ехе%/г1г умножается на 
экранирующий множитель ехр (—г12/а).

Формула (1.1.1.3) описывает, как уже указывалось, экрани­
рование в термодинамически равновесной плазме. Она справед­
лива, если

В действительности нее экранирование носит не статический, 
а динамический характер, так что формула (1.1.1.3) определяет 
только среднее значение энергии^взаимодействия, или потенциала, 
в плазме.

Благодаря динамическому характеру экранирования потенциал 
в облаке обязательно будет функцией времени, причем функцией 

осциллирующей. Это объясняется тем, что движущиеся частицы 
плазмы в процессе экранирования то «перелетают» соответствую­
щие равновесные положения, то «не долетают» до них. Поэтому 
динамическое экранирование тесно связано с существованием 
в плазме коллективных колебаний.

Чтобы разъяснить это важнейшее обстоятельство, предполо­
жим, что при экранировании подвижны только электроны плазмы 
и рассмотрим плоско-параллельный слой плазмы. Пусть слой

Дср — —

где а — так называемый дебаевский радиус, равный

(1.1.1.1)

(1.1.1.2)

ф с/з (1 /г) ехр (—г/а)

которому соответствует энергия взаимодеиствия

U12 ~  (eieJ r^)  еХР (—ГХ21а) (1.1.1.3)

(1.1.1.4)
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электронов сместился на малую величину х. Тогда в плазме со­
здается электрическое поле

Е —  4 т:епех,

где пе — плотность электронов. Под действием этого поля элект­
роны придут в движение, и величина х  будет определяться уравне­
нием

твх  =  — еЕ =  — i m 2nex,

где тв — масса электрона. Мы получили уравнение осциллятора 
с частотой колебаний

Таким образом, в плазме действительно существуют колебания 
и они связаны с эффектом экранирования взаимодействия.

Формула (1.1.1.5) определяет частоту простейших плазменных 
колебаний, в которых участвуют только электроны, причем не 
учитывается их тепловое движение. Такие колебания называются 
ленгмюр овским и .

Исследованию различных коллективных колебаний плазмы 
(как свободной, так и находящейся во внешних электромагнитных 
полях), а также различных процессов, связанных с этими коле­
баниями, посвящена настоящая книга. Но прежде чем переходить 
к систематическому изложению, нужно рассказать об основных 
методах описания плазмы.

1.1 .2 . Многочастичные функции распределения и корреля­
ционные функции. Плазма представляет собой систему многих 
частиц, и поэтому для ее описания естественно пользоваться ме­
тодами статистической физики. Введем с этой целью фазовое про­
странство, образуемое координатами и импульсами всех частиц 
плазмы. Д ля сокращения записи мы будем обозначать совокуп­
ность декартовых координат и проекций импульса I-й частицы на 
эти координаты просто через х п жг= г г, рг, где г, — радиус-вектор 
l-й частицы и рг — ее импульс.

Введем далее в рассмотрение плотность фазовых точек, или 
плотность вероятности, D (х1ч х 2, . . .  , x N\ t )= D  в момент времени t 
(N  — общее число частиц плазмы). Физический смысл ее заклю­
чается в том, что величина

dw =  D d x 1dx2 . . . dxff (1.1.2.1)

представляет собой вероятность того, что в момент времени t ча­
стицы плазмы находятся соответственно в элементах своих фазо­
вых объемов dxx, dx2,. . . , dxy.

2*



20 ГЛ. 1. КИНЕТИЧЕСКОЕ И ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЯ ПЛАЗМЫ

Мы не будем подробно останавливаться здесь на определении 
понятия вероятности, но напомним тем не менее, что вероятност­
ное описание предполагает введение ансамбля тождественных 
систем, в данном случае — плазм, относительное число которых 
с данными значениями динамических характеристик и определяет 
понятие вероятности.

Вероятностная интерпретация функции плотности D пред­
полагает нормировку ее согласно условию

 ̂ D (х1Г х2, . . . ,  xN; t) йх^йх.^ . . .  dxN =  1. (1.1.2.2)

Описание плазмы с помощью функции D является по существу 
полным, т. е. наиболее детальным возможным микроскопическим 
описанием системы многих частиц. Ясно, что так как N  ->  со, то 
оно не имеет практической ценности.

В действительности описание плазмы может быть менее деталь­
ным и должно базироваться не на знании функции D, а на знании 
вероятностей нахождения какой-либо одной или двух (в крайнем 
случае нескольких) частиц плазмы в данных элементах объемов 
соответствующих фазовых пространств безотносительно к тому, 
где находятся остальные частицы плазмы.

Эти вероятности могут быть, очевидно, найдены путем интег­
рирования функции D  по всем переменным, кроме тех, которые 
относятся к одной, двум либо нескольким частицам. В результате 
мы получим так называемые одночастичную, двухчастичную и во­
обще многочастичные функции распределения. Так, одночастичная 
функция распределения (хг) определяется интегралом

F1(x^) — N  J Ddxidx3 . . . dxN, (1.1.2.3)

двухчастичная функция F2 (xlt х2) — интегралом 

F% (xv  х2) =  N~ ij D dx3 .. . dx,\- 

и s-частичная функция распределения — интегралом

F, {xv  x 2, . . . ,  x,) ~  N “  ̂ D dxa+1.. . dxN. (1.1.2.4)

Д ля простоты записи мы предполагаем, что плазма состоит 
из частиц одного сорта (например, электронов), распределения же 
частиц других сортов не рассматриваем, считая, что их роль сво­
диться лишь к созданию нейтрализующего заряда. Ясно, что от 
этого предположения легко избавиться, если ввести добавочный 
индекс для характеристики сорта частиц. Кроме того, объем 
плазмы считается равным единице.
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Функции распределения удовлетворяют условиям нормировки

Последняя формула показывает, что «старшие» функции рас­
пределения несут в себе всю информацию, содержащуюся в «млад­
ших» функциях распределения. Например, зная (хг, х 2), можно 
получить F-y (atj). Это приводит к тому, что с увеличением числа s 
функции Fs (ж1, х 2, . . xs) становятся все более сложными.

Н аряду с функциями распределения вводят корреляционные 
функции Сг {х^), Са (хг, х2), С3 (х1} х 2, х 3), связанные с функциями 
распределения соотношениями

(суммирование производится по всем возможным перестановкам 
частиц, приводящим к разным результатам).

Легко показать, что определенные таким образом корреляцион­
ные функции Св (х1г х%, . . ., x s) обращаются в нуль, если хотя бы 
одна пара из совокупности частиц 1,2,. . . . статистически не­
зависима.

Ясно, что функции распределения и корреляционные функции 
тождественных частиц симметричны по отношению к перестанов­
кам частиц.

Мы будем предполагать, что в момент времени t=  — оо и при до­
статочно большом расстоянии друг от друга частицы статистически 
независимы. Иными словами, мы будем предполагать, что корре­
ляционная функция Сг удовлетворяет следующему условию:

(1.1 .2.5)

и связаны между собой очевидным соотношением

|  Fe+1 {x i > #2 ' • • •’ — N Fг (х,, х2, . . хв), (1,1.2.6)

lim Съ (xv х 2) =  0. (1.1.2.8)
£->— СО
r J2->co

Это условие называется условием ослабления корреляций [1 ].
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Заметим, что корреляционная функция, удовлетворяющая ус­
ловию (1.1.2.8), вообще говоря, не будет обращаться в нуль при
I оо, г12 —> со, хотя взаимодействие частиц отсутствует в обоих 
случаях. Это значит, что между частицами, которые были стати­
стически независимы при t ——оо, г12= о о ,  возникает корреляция 
при £= +  со, г12= со .

1.1.3. Цепочка уравнений для многочастичных функций. По­
лучим теперь уравнения, которым удовлетворяют многочастичные 
функции распределения. Воспользуемся с этой целью теоремой 
Лиувилля, в силу которой плотность вероятности D  удовлетворяет 
уравнению непрерывности в фазовом пространстве

где Ж  — гамильтониан плазмы, можно, очевидно, представить урав­
нение непрерывности (1.1.3.1) в виде

Если плазма состоит из частиц одного сорта и находится 
во внешнем электростатическом поле, то гамильтониан Ж  имеет вид

здесь ср® =  срв (гг, t) — потенциал внешнего поля, т же — масса и 
заряд частицы (в случае частиц разных сортов нужно в Ж про­
извести замену т —> та, е2 —> еае )̂.

Чтобы вывести уравнения для многочастичных функций рас­
пределения, проинтегрируем уравнение непрерывности в форме

N

(1.1.3.1)

Используя уравнения Гамильтона

гг <)рг ’

дг,dr I ’

(1.1.3.2)

/= г

где
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(1.1.3.2) по переменным х е+}, х е+2, . .  ., xN:
jV

i = \

+  V̂* 2  \ W ( l ,  V), D }d xs+1. . . d x N= ,О, (1.1.3.3)

e2где <p (Z, Z') — | r ___f—j-. Учитывая далее соотношения

|  {Жг, £>}«?жг =  0, ${<?(£, l!), D}dxldxi’ ~  0, 

приведем уравнение (1.1.3.3) к виду
S

2=1 l^Z<Z'<s

+ i v s s  ({ ? (г , го. =  (i. 1 .3 .4 )

В силу симметрии функции D последний член здесь равен

N ‘ N  — s
Д/*+1 2  S {?(*• s +  1), F s+1}ctes+r

Устремим теперь число частиц N  и объем F, занимаемый плаз­
мой, к бесконечности, предполагая, однако, что плотность частиц 
n = N / V  остается конечной. Тогда последнее уравнение примет 
вид

8

ж + 2 ( ж <’ ^ +  2  V)> F’} +
1= 1

8

+ 2 S  ^  s + 1 )’ =  (1.1.3.5)
1 = 1

или в развернутом виде

ду(%ъ хъ) д F2 *̂2 ) ^ * ^ 2 --{ | + д а ) } а д -  S 

{ £ + « » + д а -  f  к >

f Г<*р (хь  х?) d F n (хь  ж2, х3) , д<р (х2, х я)д Р я (жа, ж2, п
J L ^  <JPl ~1~ дг2 d f 2 Jflteg — U,

(1.1.3.6)
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где
OT) =  v , ^  +  e E - ( , , ) | - ,

Е® — внешнее электрическое поле, v, — скорость l-й частицы.
При выводе уравнений (1.1.3.6) мы для простоты предпола­

гали, что плазма находится во внешнем электрическом поле. Легко 
показать, что в общем случае, когда плазма находится в произ­
вольном внешнем электромагнитном поле, многочастичные функ­
ции также удовлетворяют уравнениям вида (1.1.3.6), только под 
X  (,1) следует понимать оператор

^ )  =  v ^  +  e {Ee(r;) +  l rv?, В« (*,)]} ; £ ,  (1.1.3.7)

где Ее и Ве — внешние электрическое и магнитное поля *).
Уравнения (1.1.3.6) представляют собой бесконечную систему 

интегродифференциальных уравнений, связывающих соседние 
многочастичные функции распределения Fs и Fs+i- Эта «зацепляю­
щая» система уравнений носит название цепочки уравнений Бого­
любова [1]**); ее называют также иерархией уравнений Боголю­
бова, Борна  [18], Грина  [18], Кирквуда [19], И  вона [20], или со­
кращенно, иерархией BBG KY.

§ 1.2. Кинетическое уравнение Власова

1.2 .1 . Плазменный параметр. Сама по себе бесконечная иерар­
хия уравнений (1.1.3.6) не несет большей информации, чем урав­
нение непрерывности (1.1.3.1) для плотности вероятности D. 
Но ценность цепочки уравнений Боголюбова заключается в том, 
что в нее можно внести те или иные физические предположения, 
позволяющие оборвать цепочку на каком-то ее члене и выяснить 
возникающую при таком обрыве ошибку.

Обрыв цепочки представляет собой самое тонкое место в ки­
нетической теории, так как его нельзя производить единым уни­
версальным способом для всех случаев; в частности, в случае 
плазмы ее обрыв тесно связан с физическим состоянием плазмы.

Ясно, что обрыв цепочки соответствует уменьшению нашей ин­
формации о состоянии плазмы, ибо взамен детального микроско­
пического описания плазмы с помощью плотности вероятности D 
мы получаем ее описание с помощью нескольких первых много­
частичных функций распределения (плотности вероятности D 
соответствует бесконечное число функций распределения).

*) Здесь и в дальнейшем мы не будем различать магнитные векторы В 
и Н, так как магнитная проницаемость плазмы близка к  единице.

**) Иной вывод цепочки уравнений Боголюбова см. в [22].



§ 1.2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ВЛАСОВА 25

Переходя теперь к рассмотрению конкретной процедуры обрыва 
цепочки кинетических уравнений, заметим предварительно, что 
любой обрыв требует наличия по крайней мере одного малого па­
раметра теории. В тех плазмах, которые мы будем изучать далее, 
таким малым параметром является отношение средней энергии вза­
имодействия двух частиц плазмы к их средней кинетической энер­
гии, т. е.

< & ! < * •  d - 2-1 1 )
где Т  — температура частиц и угловые скобки служат для обозна­
чения среднего значения.

Замечая, что <(г12̂> ~  я -1/з, можно записать критерий (1.2.1.1) 
следующим образом:

е2п‘/> /Г <  1, (1.2.1.2)
т. е. плазма должна быть достаточно горячей и мало плотной. 
Вспоминая определение (1.1.1.2) дебаевского радиуса экраниро­
вания а, можно переписать (1.2.1.2) в эквивалентном виде

g = i / n a s < ^ l ,  (1.2.1.3)

означающем, что число частиц плазмы в объеме сферы радиуса а 
должно быть большим.

Итак, мы будем предполагать, что параметр g мал. Тогда кор­
реляционные эффекты в плазме, как правило, малы. Это означает* 
что одночастичную функцию распределения, или, что то же самое, 
одночастичную корреляционную функцию С1г следует считать ве­
личиной порядка единицы, парную корреляционную функцию 
С% — величиной порядка g, трехчастичную корреляционную функ­
цию Cs — величиной порядка g2 и т. д. (в п. 1.3.1 мы уточним по­
следнее утверждение для плазмы, состояние которой мало отли­
чается от состояния статистического равновесия).

1 .2.2. Самосогласованное поле. Рассмотрим более подробно 
предельный случай g -»■ 0. Так как при этом корреляции малы, 
то мы можем положить

F, (xv  х2, . . . ,  х ,) =  П  /  , (х,), (1.2.2.1)
г=i

т. е. считать многочастичную функцию распределения равной про­
изведению соответствующих одночастичных функций.

Одночастичная функция распределения, которую мы впредь 
будем обозначать просто через F (х), удовлетворяет при этом, со­
гласно (1.1.3.6), (1.1.3.7), уравнению

{ 1 + 4 + Ч е ’ + 4 - 1 ' в ч) ^ -

-  S я т т ^ г г  F  <х ' > и  1 } F  <*) =  о - -2 -2 -2 >
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Оно допускает простую физическую интерпретацию. Именно, 
входящий сюда интеграл, содержащий функцию F (х'), опреде­
ляет, очевидно, электростатическое поле Е ', создаваемое части­
цами плазмы, т. е.

р/ /Р\ __ _  <L [ eF (х') dx'
'  dr J | г — г' | *

Поэтому можно сказать, что в уравнение (1.2.2.2), определяю­
щее изменение одночастичной функции распределения, входит 
не одно внешнее электрическое поле, а суммарное электрическое 
поле, равное сумме внешнего поля и поля, порождаемого части­
цами самой плазмы. Последнее обычно называют самосогласован­
ным электрическим полем, так как, оказывая влияние на одно­
частичную функцию распределения F = F 1 (х), оно само определя­
ется этой функцией:

d iv E ' =  4тср, р (г, t ) ~ e ^ F ( г, р, t )d 3p. (1.2.2.3)

Как мы видим, в кинетическое уравнение (1.2.2.2) входит 
только внешнее магнитное поле Ве. Однако в действительности 
изменение одночастичной функции распределения определяется 
не одним лишь внешним магнитным полем, а суммарным магнит­
ным полем, складывающимся из внешнего поля Ве и поля В ', 
создаваемого частицами самой плазмы, т. е. плотностью тока

j (г, t) =  е |  \ F  (г, р, t) d3p.

Поле В ', так же как и поле Е ', называют самосогласованным.
В уравнение (1.2.2.2) самосогласованное магнитное поле не 

вошло потому, что при выводе этого уравнения мы пользовались 
выражением (1.1.3.3), содержащим только энергию электрического 
взаимодействия частиц плазмы и не учитывающим их магнитного 
взаимодействия. Учет последнего приводит в кинетическом урав­
нении для одночастичной функции распределения к замене 
внешнего магнитного поля Ве суммарным полем В (В  =  Ве+ В ') .

Итак, уравнение для одночастичной функции распределения 
F (г, р, t) в пренебрежении высшими корреляционными эффек­
тами (g -> 0) имеет следующий вид:

{ l - + v l - H E H 4 [ vBJ ) | , } F (r ' р- ' , = 0 ' (1-2 2 -4)

где Е и В — суммарные электрическое и магнитное поля, склады­
вающиеся из внешних и самосогласованных полей, порождаемых
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частицами плазмы. Они удовлетворяют уравнениям Максвелла

где ре и ]0 — плотности внешних зарядов и токов и р' и j ' — плот­
ности заряда и тока, создаваемые частицами самой плазмы. Эти ве­
личины связаны с одночастичной функцией распределения соот­
ношениями

р' (г, t) =  e\^F  (г, р, it) d3p, j ' (т, t) =  e \j v F ( г, р , t ) d 3p. (1.2.2.6)

Уравнение (1.2.2.4) было впервые установлено А. А. Власовым 
[2] и носит название кинетического уравнения Власова.

1.2.3. Система кинетических уравнений с самосогласованным 
полем для многокомпонентной плазмы. До сих пор мы для про­
стоты считали, что плазма содержит частицы только одного сорта. 
Однако это предположение не является существенным. Если 
плазма состоит из частиц различных сортов, то мы должны вместо 
одной одночастичной функции распределения ввести несколько 
одночастичных функций распределения — по одной на каждый 
сорт частиц. Обозначая эти функции через Fa (г, р, t), где индекс 
а служит для обозначения сорта частиц, получим вместо (1.2.2.4) 

уравнения

где v и еа — скорость и заряд частицы а-го сорта и Е и В — поля, 
удовлетворяющие уравнениям Максвелла (1.2.2.5), в которых р' 
и j ' равны теперь

Функции распределения Fa нормированы здесь согласно условию

где N x — общее число частиц сорта а.
Кинетические уравнения Власова (1.2.3.1) вместе с определе­

ниями (1.2.3.2) служат основой теории колебаний и волн в плазме 
с малым параметром g и малыми корреляционными эффектами 
высших порядков.

Мы специально подчеркиваем здесь условие малости корреля­
ционных эффектов высших порядков, не связывая себя критерием

rot Е =  — - di v В — О,с dt

div Е = .4 «  (р* +  Р'), rot В =  4 ^ 5 +  ̂  (Г +  Г),
■ (1.2.2.5)

{ £ + ’ 5  +  » . ( E + 7 M , l ) 4 K  =  0 ’ О - 2 -3 -1 »

a  J  а

|  Fa (г, р, t) d3rd3p =  N a, (1.2.3.3)
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малости плазменного параметра g, хотя выше мы и считали первое 
следствием из второго. Эта справедливо для плазмы, состоя­
ние которой близко к состоянию термодинамического равновесия, 
или, как говорят, для спокойной плазмы, однако может оказаться 
несправедливо для плазмы, состояние которой сильно отличается 
от равновесного. В такой резко неравновесной и неустойчивой 
плазме, как правило, существуют интенсивные колебания различ­
ных типов, и высшие корреляционные функции могут быть того же 
порядка величины, что и одночастичная функция. В этом случае 
говорят о турбулентной плазме, исследованию которой посвя­
щена гл. 10.

§ 1.3. Парная корреляционная функция равновесной 
плазмы и интеграл столкновений Ландау

1.3.1. Парная корреляционная функция. Перейдем теперь 
к выяснению роли корреляционных эффектов в том случае, когда 
они малы, т. е. в случае спокойной плазмы с малым параметром g.

Обратимся с этой целью к цепочке уравнений (1.1.3.6). Не пре­
небрегая одной лишь парной корреляционной функцией (в отли­
чие от того, что было сделано выше при выводе уравнения (1.2.2.4) 
с самосогласованным полем), перепишем первое из уравнений це­
почки (1.1.3.6) в виде

Ьй-+ ^ + ЧЕ+ 11'Bi) i ) " <*>=

К этому уравнению следует присоединить уравнение для пар­
ной корреляционной функции Сг, которое можно получить из 
второго уравнения цепочки (1.1.3.6), но последнее будет содержать 
трехчастичную функцию распределения, т. е. трехчастичную кор­
реляционную функцию С3, в уравнение же для С3 входит корреля­
ционная функция С4 и т. д. Мы предположим, что при g 1 в слу­
чае спокойной плазмы можно оборвать эту цепочку на третьем 
звене, т. е. допустим, что С3= 0. Тогда уравнение для парной кор­
реляционной- функции С2 приобретает вид

{ ^ + ^ ( l ) + ^ ( 2 ) - L 2 H l ,  2) +  ^ ( 2 ,  1 )]C2(xv х2) ~

— ^ ( 1 ,  3 ) F ( x 1) C 2(x2, х .л) dx.s —  ̂ W  (2, 3 ) F ( x2) C 2 {x v  x3) d x  3==

=  ^ (* 2) Г ( 1 ,  2)F{x1)- \ -F { x1) V j {2, 1 )F (x %), (1.3.1.2)
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где
V { U  V) = I')  д

дт i д р г

и X  (l) определяется формулой (1.1.3.7).
Уравнения (1.3.1.1) и (1.3.1.2) образуют замкнутую систему 

уравнений для определения одночастичной функции распределе­
ния и парной корреляционной функции. Д ля однозначного их ре­
шения должно быть еще задано граничное условие для функции С2. 
Граничным условием для нее будем считать соотношение (1.1.2.8), 
определяющее асимптотическое поведение корреляционной функ­
ции. Это условие ослабления корреляций при t -> — со вводит 
в кинетическую теорию необратимость.

Определим прежде всего парную корреляционную функцию 
для равновесной плазмы при g 1. В этом случае распределение 
частиц плазмы по скоростям является максвелловским и сущест­
вует корреляция только между положениями частиц в простран­
стве (а не между скоростями). Поэтому парная корреляционная 
функция имеет вид

— функция распределения Максвелла и ф (г—г') — некоторая 
функция расстояния между частицами. Для нахождения ф оценим 
отдельные слагаемые в уравнении (1.3.1.2). Замечая, что F  ~  
~ n / m \ v y z, где <V> — средняя тепловая скорость частицы, и отбра­
сывая в (1.3.1.2) производную по времени, имеем по порядку ве-
ЛИЧИНЫ

где у =  е‘г1г. Мы видим отсюда, что если g =  1/геа3 1, то при 
г ;§> <V>, где <V> =  п~'!к в (1.3.1.2) можно пренебречь слагаемым 
\$У (\, 2)-}-??'(2, 1)] С, (xv х2), и уравнение для функции ф при­
обретает вид

С2(х, *') = /а (Р)/ i  ( р 'Ж г — г')>
где

$ С 2: WC2: \ m C J L x 3: FfTF =  1: -J-: -J- nr*: 1 ,

Разлагая f  и ф в интегралы Фурье

<р (г) =   ̂<рkeikrd3k, ф (г) —  ̂ tykeikrd:,/c (1.3.1.3)
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и замечая, что
<рк =  е2/2тс27с2 (1.3.1.4)

найдем

Фк = 2 л2 ( 1  +  А2а2 ) т (1.3.1.5)

откуда

Ф(г) = — е хр(— т ) »  Г><У>-

Эта формула справедлива для g  1, так как при ее выводе 
были отброшены члены порядка g2 (в действительности отброшен­
ные члены имеют порядок g2 In g  [21 j).

Можно показать, что на малых расстояниях г <V> для 
функции ф с такой же точностью имеем

Если под знак экспоненты ввести множитель ехр (—r/а), то 
мы получим интерполяционную формулу для ф, пригодную при 
всех расстояниях, а именно

Этому выражению соответствует следующая формула для двух­
частичной функции распределения равновесной плазмы:

Мы получили, как и следовало ожидать, распределение Гиббса 
для двух частиц, в которое в качестве потенциальной энергии 
входит экранированный кулоновский потенциал.

Заметим, что при г —>■ 0 двухчастичная функция распределения 
стремится к нулю, что связано с отталкиванием частиц друг от 
друга.

Вычисления, аналогичные приведенным, показывают, что трех­
частичная корреляционная функция равновесной плазмы имеет 
порядок g2 In g [21 ].

Перейдем теперь к определению парной корреляционной 
функции для неравновесной плазмы, состояние которой мало 
отличается от равновесного. В этом случае мы можем для оценки

ф (г) =  — 1 -)- ехр (■—e2/7V).

<|>(г) =  — 1 - fe x p  — iL  ехр (— ■£)].

(1.3.1.6)

где
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отдельных членов в уравнении (1.3.1.2) пользоваться результа­
тами, полученными выше для равновесной плазмы. Мы будем 
по-прежнему считать, что g 1. Тогда для расстояний г > < г > в  
уравнении (1.3.1.2)можно отбросить с л а г а е м о е ^  (1, 2 ) + ^  (2 ,1)]Х 
Х С 2 (хх, х 2). Если, кроме того, расстояние между частицами зна­
чительно меньше дебаевского радиуса а, т. е. г заключено в интер­
вале <V> г а, то в уравнении (1.3.1.2) можно отбросить также 
слагаемые

^ ( 1 ,  3)F (x 1)C i (xz, x.3)dx з

И

J ^ ( 2 ,  3)F (x 2)C 2(xv  x3)d xs.

Иными словами, для определения парной корреляционной 
функции в интервале расстояний <V> г а можно пользо­
ваться уравнением

{ -1  +  ^ ( 1 )  +  ^ ( 2 ) }C 2(xv  х2) =

=  F ( x ^ V ' ( U  2 )F (x1) - \ -F (x 1) fT (2 ,  1 )F (x 2). (1.3.1.7)

Рассмотрим подробнее случаи, когда внешнее поле достаточно 
слабо и в выражении (1.1.3.7) для <2? можно сохранить только 
первое слагаемое. Тогда предыдущее уравнение приобретает вид

{тт +  V1 s r + £ )  с * <*■' *>> =

=  F f a )  *  ^  +  F (*,) s  . [(1.3.1.8)

Обратим внимание на то, что сюда входят только производные 
от корреляционной функции по времени и координатам, но про­
изводные от С2 по импульсам частиц в этом уравнении не содер­
жатся. Иными словами, при сделанном предположении о малости 
взаимодействия и при достаточно слабом внешнем поле зависи­
мость корреляционной функции от импульсов частиц возникает 
только благодаря тому, что в правую часть последнего уравнения 
входят в качестве параметров импульсы частиц. Можно сказать, 
что пренебрежение в (1.3.1.2) членами, содержащими энергию 
взаимодействия частиц, соответствует учету только далеких столк­
новений, при которых импульсы частиц испытывают очень малые 
изменения.
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Чтобы найти решение неоднородного уравнения (1.3.1.8), 
удобно сперва привести его к однородному виду. Запишем фор­
мально решение этого уравнения следующим образом:

Ф(£, Гр г2, С2) = 0 .

Отсюда
дС2 __ дФ 1дФ дС2 __ дФ I дФ
dt dt j дС2 ’ d it dr, j дС2

и, следовательно, 

дФ , дФ , дФ .
^ F  +  Vi +  +

Мы получили однородное линейное уравнение для функции Ф, 
решение которого можно найти методом характеристик. Уравнения 
характеристик имеют, очевидно, вид

(1.3.1.10)

где скорости v ; следует рассматривать как постоянные параметры. 
Интегрируя первое из уравнений характеристик

r ; = r /o +  v /*

и подставляя это выражение во второе уравнение, получим

( н | г  F  {х * ] “  F  {X l) ^ р Г -)  ^  т  (Г1° ~  Гя> +  Vl* ~  v ^ ‘
(1.3.1.11)

Интегрируя его, предположим, что одночастичная функция 
распределения медленно меняется со временем. Тогда функция С2, 
удовлетворяющая граничному условию (1.1.2.8), имеет вид

с .  (г,.. р,. р . ) = е  f e j  -  f  fa,) /

х  ( з Ы г“ - г» + £ ‘ - Н л - <‘ -3 1Л 2>
—С»
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Эта формула справедлива в области расстояний <У> г а, 
если внешнее поле достаточно слабо и промежуток времени tF, 
в течение которого существенно изменяется одночастичная функ­
ция распределения F, значительно превосходит промежуток вре­
мени хс, в течение которого существенно изменяется корреля­
ционная функция С2, т. е. если

^ > v  (1.3.1.13)

В отсутствие переменных полей х^ ~  I \JmjT, где I — средняя 
длина свободного пробега частиц в плазме, a i G — ayJm/T. Так как 
Z > a  (см. ниже), то

Заметим, что в быстропеременном поле, частота которого ш 
порядка плазменной частоты о>р или больше нее, условие (1.3.1.13) 
уже не выполняется, и поэтому формула (1.3.1.12) становится 
неверной. Однако соотношение (1.3.1.11) остается справедливым 
и при (о ^  шр.

1.3 .2 . Интеграл столкновений Ландау. Выразив в уравнении
(1.3.1.1) парную корреляционную функцию С2 через одночастичную 
функцию распределения, согласно формуле (1.3.1.12), получим 
следующее кинетическое уравнение, содержащее только одно­
частичную функцию

£ + v ^ + 4 E+ T tv B i)4 H 4 a .
где

s d v r \ 3 f r F i p ') <‘ -3 -2 -2 >

о
l tj =  j dt j d3r ’0 <f (r0 — г; +  ut) <p (r0), u =  V — v \  (1.3.2.3)

Величина (dF/dt)c называется интегралом столкновений.
Кинетическое уравнение (1.3.2.1) справедливо, как было от­

мечено выше, в случае достаточно медленно меняющейся со вре­
менем функции распределения F  (х хп) и достаточно слабых 
внешних полей.

Преобразуем выражение (1.3.2.3). Представив потенциал взаи­
модействия в виде интеграла Фурье, легко показать, что

I . j  =  8тс4  ̂ k.kj | <pk |2 о_ (ku) d'k,

3 Под ред. А. И. Ахиезера
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где
1i_ (х) =  —  J е ikxdk.

о

Учитывая, что §_ (х ) =  8 (х) — (г/тс) &Р (1/х) (<#° — символ главного 
значения), представим I (J в виде

у  b(Jui -  UjUj 
Ч цЗ ’

где S...— символ Кронекера ич
ОО

К  =  8ns J  к31 cpk |2 dk.
о

Интеграл К  логарифмически расходится как на нижнем, так 
и на верхнем пределе. Эти расходимости имеют простую физиче­
скую причину. Так как малым к  соответствуют большие, а боль­
шим к — малые расстояния между частицами, то расходимости 
связаны с особенностью взаимодействия между частицами и его 
описанием на больших и малых расстояниях. Именно, на боль­
ших расстояниях возникает экранирование кулоновского взаимо­
действия, и поэтому в качестве нижнего предела в интеграле К  
следует взять не нуль, а величину порядка обратного дебаевского
радиуса, ______

ктЫ ~  1 ja — \J 4те2гс/ Т ■

Верхний предел соответствует малым расстояниям, и поэтому 
следует иметь в виду, что при малых расстояниях траекторию 
частицы нельзя считать прямой, как допускалось в использован­
ном выше методе характеристик. Если бы при расчете мы исхо­
дили из истинной, т. е. гиперболической траектории, то не полу­
чили бы расходимости на верхнем пределе. Вместе с тем логарифм 
мало чувствителен к изменению своего аргумента, и поэтому можно 
взять в качестве верхнего предела /сшах — l / r min, где rmin — рас­
стояние, при котором энергия взаимодействия частиц сравнима 
с их средней кинетической энергией, равное е2/Т .

Вычислив интеграл К  с этими пределами, получим

где величина

называется кулоновским логарифмом.
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Учитывая формулу (1.3.2.2), можно представить интеграл 
столкновений в виде

( 4 й = ~ £ .  <1 3 -2-5>
где

j [f (р)- -И Ш  -  г  (р ' , " М . ] ( 8, . _ ^ ) (13.2.6)

До сих пор мы для простоты считали, что плазма содержит 
частицы только одного сорта. В общем случае, когда плазма со­
стоит из частиц различных сортов, интеграл столкновений имеет 
вид

/  dFa \  d l ni
\  dt h

где

др) ■ w

dPi ’ 

l \  d f ’a (P)
dPj

/g aiuj \  d3p'
\  4  J и ’

(1.3.2.7)

и — относительная скорость частиц, и суммирование произво­
дится по всем сортам частиц.

Мы видим, что интеграл столкновений имеет вид дивергенции 
от некоторого вектора J  в импульсном пространстве. Этот вектор 
является функционалом одночастичной функции распределения 
и ее первых производных по компонентам импульса. Поэтому сам 
интеграл столкновений содержит только первые и вторые произ­
водные от функции распределения по компонентам импульса, 
т. е. кинетическое уравнение для одночастичной функции распре­
деления в случае ее медленного изменения во времени имеет вид 
уравнения типа Фоккера—Планка.

Формула (1.3.2.7) для интеграла столкновений была впервые 
получена Ландау [4 ] и —dJxi/dp{ носит название интеграла столк­
новений Ландау.

Выражение (1.3.2.7) можно получить и другим способом — 
более простым, но менее строгим, если исходить из общего выра­
жения

р ' ; Pi- р Ж Л р О З Д ) -

(р) Р, (Р')1 d*p'd*pid?p[ (1.3.2.8)

для интеграла парных столкновений в кинетическом уравнении 
Больцмана. Здесь и>(“> ’ (р , р ' ;  р х, р}) — отнесенная к единице

з*
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времени плотность вероятности столкновения частиц сортов « и |3, 
импульсы которых до столкновения равнялись р, р', а после 
столкновения стали равными рх, р,'. Следует принять во внима­
ние, что вероятность столкновения велика только при малом 
изменении импульсов сталкивающихся частиц [4].

Обратим внимание на то обстоятельство, что при выводе выра­
жения для интеграла столкновений Ландау нам пришлось учесть 
эффект экранирования кулоновского поля (в противном случае 
мы не получили бы конечного выражения для (dF/dt)c). Это зна­
чит, что на парные столкновения в действительности оказывают 
влияние все близлежащие частицы. В рассмотренном нами слу­
чае плазмы, состояние которой близко к термодинамически рав­
новесному, это влияние описывается одним параметром — де- 
баевским радиусом экранирования, входящим в кулоновский 
логарифм L. Д ля состояний, не близких к термодинамически 
равновесному, ситуация сильно усложняется: на парные столк­
новения влияет взаимодействие частиц с волнами, которые могут 
распространяться в плазме, и поэтому интеграл столкновений 
оказывается зависящим от диэлектрической проницаемости 
плазмы. Мы не будем, однако, приводить здесь соответствующие 
выражения для интеграла столкновений (см. [5—7]).

§ 1.4. Релаксация плазмы

1.4.1. Время релаксации плазмы. Интеграл столкновений 
Ландау обладает важным свойством — для максвелловского рас­
пределения частиц

При других функциях распределения интеграл столкновений 
в нуль не обращается.

В связи с этим свойством интеграла столкновений возникает 
вопрос об асимптотическом поведении (при со) решения кине­
тического уравнения для свободной плазмы (т. е. плазмы, не на­
ходящейся во внешних полях). Ответ на него гласит, что неза­
висимо от начального значения функции распределения F  (р, 0) 
при t-> со решение уравнения (1.3.2.1) при Ее= В е= 0  асимптоти­
чески стремится к максвелловской функции распределения, т. е.

( - ■ & )

он обращается в нуль, т. е.

(1.4.1.2)

lim F (p , t) =  f 0(р).
£->-С© (1.4.1.3)
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Если бы в кинетическом уравнении (1.3.2.1) мы отбросили 
интеграл столкновений, то последнее соотношение не выполня­
лось бы. Поэтому можно сказать, что процесс приближения 
функции распределения к максвелловской — этот процесс носит 
название релаксации — происходит благодаря парным столкнове­
ниям частиц плазмы.

Более общее утверждение состоит в том, что за релаксацию 
в плазме ответственны высшие корреляционные эффекты.

Легко оценить порядок времени релаксации, т. е. времени, по 
истечении которого функция F  (р, t) будет мало отличаться от 
максвелловской / 0 (р).

Оценим прежде всего длины свободного пробега I частиц 
плазмы. Это нетрудно сделать с помощью анализа размерностей. 
Действительно, величина I может в принципе зависеть от сле­
дующих величин: е, п, Т, тп, т. е. 1=1 (е, п, Т, ш). Но интеграл 
столкновений Ландау содержит заряд е и плотность п  в комбина­
ции еЫЬ, где L  — кулоновский логарифм (1.3.2.4), входящий 
в интеграл столкновений. Следовательно, 1=1' (еЫЬ, Т, тп), но 
из аргументов можно составить единственную величину, имею­
щую размерность длины, а именно Т 2/е*пЬ, и, значит,

I ~  Т21еЫЬ. (1.4.1.4)

Мы видим, что длина свободного пробега частиц пропорцио­
нальна квадрату температуры и обратно пропорциональна плот­
ности плазмы; от массы же частиц она не зависит.

Зная I, можно оценить время релаксации т; для этого нужно, 
очевидно, разделить длину свободного пробега на среднюю теп­
ловую скорость частиц

e^nL (1.4.1.5)

Таким образом, время релаксации пропорционально темпера­
туре в степени 3/ 2, обратно пропорционально плотности и прямо 
пропорционально квадратному корню из массы частиц. В отли­
чие от длины пробега, время релаксации зависит от массы частиц, 
т. е. различно для частиц различных сортов.

При высоких температурах и малых плотностях длина пробега 
и время релаксации могут достигать очень больших значений. 
Например, при Т = 107 °С и п = 1 0 12 см~3 длина пробега достигает
2 • 10е см, а времена релаксации для электронов тс и протонов тр 
составляют около 3-10-4 сек и 10-2 сек соответственно.

Величина, обратная -с, определяет частоту столкновений, т.'е . 
среднее число столкновений, испытываемых частицей в единицу 
времени.
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Используя свойство обращения в нуль интеграла столкнове­
ний в случае максвелловской функции распределения, можно при 
его оценке считать, что

(1.4.1.6)

Тогда кинетическое уравнение (1.3.2.1) для свободной и одно­
родной плазмы приобретает вид

=  (1.4.1.7)

откуда
F (р, г) =  / 0(р) +  (^(р , 0) — / 0 (р)) ехр (—?/х). (1.4.1.8)

Отсюда вытекает, в соответствии с высказанным выше утвер­
ждением, что при t-*- оо функция распределения F  (р, t) незави­
симо от своего начального значения F  (р, 0) асимптотически 
стремится к максвелловской / 0 (р) и по прошествии времени t ~  - 
она уже близка к ней. Тем не менее следует иметь в виду, что 
процесс релаксации описывается соотношением (1.4.1.8) только 
в общих чертах — тонкую структуру релаксации оно не пере­
дает. В частности, согласно (1.4.1.8), релаксация происходит 
равномерно при всех значениях скоростей, тогда как в действи­
тельности в области больших скоростей она наступает медленнее, 
чем в области малых. Это связано с характером кулоновского 
взаимодействия и обусловленной последним зависимостью сече­
ния рассеяния частиц от скорости; именно, сечение рассеяния, 
согласно формуле Резерфорда, убывает с ростом энергии частиц 
обратно пропорционально квадрату энергии, вследствие чего и 
возникает неравномерность в процессе релаксации.

Простейший вид интеграла столкновений (1.4.1.6) не описы­
вает этой неравномерности релаксации, использование же точ­
ных выражений (1.3.2.5) и (1.3.2.6) приводит к слишком слож­
ному интегро-дифференциальному уравнению, решение которого 
нельзя найти аналитически. Поэтому для решения кинетического 
уравнения с интегралом столкновений Ландау применялись чис­
ленные методы, которые, как и ожидалось, привели к следую­
щему результату: «хвост» максвелловского распределения уста­
навливается позже основной его части [8].

Выше уже указывалось, что длина свободного пробега частиц 
плазмы не зависит от их массы, тогда как время релаксации 
пропорционально квадратному корню из массы частиц. Благодаря 
этому для легких частиц релаксация происходит быстрее, чем для 
тяжелых.
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Вместе с тем вследствие большой разницы в массах электрона 
и иона обмен энергией между одноименными частицами проис­
ходит гораздо быстрее, чем между разноименными. Поэтому только 
после установления термодинамически равновесных распределе­
ний электронов и ионов с, вообще говоря, различными темпера­
турами (у электронов такое распределение наступает раньше, чем 
у ионов) возникнет полное равновесие между электронами и ионами, 
характеризуемое одинаковой их температурой.

1.4.2. Процесс выравнивания температур электронов и ионов. 
Чтобы описать этот процесс, определим изменение плотности 
энергии ионов в единицу времени, обусловленное столкнове­
ниями ионов с электронами.

Изменение числа ионов с данным импульсом, вызванное столк­
новением с электронами, в единицу времени в единице объема 
равно, согласно (1.3.2.7),

/A F .y ie ) _  (р)
\dt Jo dpj ’

где

, r  (p, =  M L  j  [ /„  (p) -  / „  (P'> (syi d v .

f i0, f  — максвелловские функции распределения ионов и электро­
нов с температурами Т[ и Те, удовлетворяющие условию норми­
ровки  ̂ / 0 (р) dzp =  п, Ze — заряд иона, u =  ve — Vj ve (индексы
i и е всюду служат для обозначения ионов и электронов).

Отсюда легко найти скорость изменения плотности энергии 
ионов

дё. Г<?Д1е)(р) „2 С
■ з г = - J d3P = )  j r  (р)

где р2/2т; — энергия иона с импульсом р и v =  p/m, — его ско­
рость. Подставляя сюда приведенное выше выражение для 7 (.ie) (р), 
получим 3

^  =  2 ^ 4 2 ^ Т0. (1.4.2.1)
1 1 е

Приравняв скорости изменения плотности энергии ионов и 
электронов, равные, очевидно, 312пТв, легко найти скорость изме­
нения температуры электронов Те\

д4 г - Т ^ ^ ^ е Ь ф Гг(Т1- - Т е). (1.4.2.2)
1 1 е

Эта формула справедлива, если miTe ^>mttTi.
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1.4 .3 . Н-теорема Больцмана для спокойной плазмы. Процесс 
релаксации сопровождается ростом энтропии плазмы. Убедимся 
в этом на примере спокойной плазмы и малого плазменного пара­
метра.

В данном случае можно не учитывать при определении энтро­
пии корреляционных эффектов. Иными словами, мы вправе пред­
ставить энтропию газа, согласно классической формуле Больц­
мана, в виде

5 =  — 2  [F .(* ) ln F .(* )( te , (1.4.3.1)

где 1'\ (х ) — функция распределения частиц сорта а, нормирован­
ная условием

\F J x )  d3p =  n„,

и суммирование производится по всем сортам частиц плазмы. 
Отсюда следует, что

^ -  2  S dJw 1 i 1 + ln (*)] dx> ^ л х 2 )
а

а дЬ\ [x)jdt определяется кинетическим уравнением

Т  =  -  М  +  0. (В +  7  £ } .  <*> +  © , •  С ■А Х 2 ‘>

Здесь (dFJdt)c — интеграл столкновений частиц сорта а. Ш д- 
ставляя в (1.4.3.2) вместо dFJdt последнее выражение, получим

s = 2 ! 11+ ln r-<*» lv i +е- (Е+7 iyBi) | } F■ <*> -

а

Выполнив в первом слагаемом интегрирование по частям и отбра­
сывая внеинтегральные слагаемые, представим S  в виде

s = ■ -  2  S К +  ■s- ( E + т  <*>i x  -а

“ 2  \  I 1 + 1п р Л * ) ] { % 0 d x - (1-4 -3.3)
а

Но здесь подынтегральное выражение в первом слагаемом есть
/дРЛ дРа (х) -

не что иное, как y - j f ) ---- at * а посколькУ общее число частиц
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плазмы сохраняется и общее число частиц каждого сорта при 
столкновениях не изменяется, то

j"£U =<v s ш * = «
и, следовательно,

а

Подстановка сюда выражения (1.3.2.8) для (dFJdt)с дает 

S  =  —  2  ( In Fa (х) w<*> 3) (р, р '; Рр р;) [Fa (.rx) F, {х[) —
а, Э J

— Fa (х) F? (х')1 dx dx’dxidx'v  (1.4.3.4)

Учитывая, что выражение w(a’^  остается инвариантным при 
преобразованиях

1) p ^ tp ',  Рг - » Pi. p ;-> p i;
2) P ^ tP i.  Р '^ Р Р

можно представить формулу (1.4.3.4) в виде
л  1 Х7 f 1 ^  (%i) Fp (х х) Г/’и (хг) F$ (х[)

1 1П F A x ) F ? ( x ’) J X
а , j3

X F a(x) F ^ (x ')w ^’^  (p, p'; pj, p{) dx dx' dxxdx\. (1.4.3.5)

Как известно, функция ф (х) — (х — 1) In х  неотрицательна, и по­
этому из последнего соотношения следует неравенство

£ > 0 .  (1.4.3.6)

Таким образом, энтропия газа плазменных частиц не убывает. 
Соотношение (1.4.3.6) представляет собой Н-теорему Больц­

мана для спокойной плазмы.
Обратим внимание на то обстоятельство, что не только внеш­

нее, но и внутреннее, самосогласованное, поле не оказывает влия­
ния на изменение энтропии плазмы. Этот вывод связан со сделан­
ным предположением о том, что плазма является спокойной.

В общем случае турбулентной плазмы такой вывод несправед­
лив, так как для нее существенны корреляционные эффекты, 
которые не учитываются в больцмановском определении энтропии
(1.4.3.1), содержащем только одночастичную функцию распреде­
ления. Мы не будем, однако, останавливаться здесь на рассмотре­
нии общего определения энтропии, содержащего корреляционные 
функции.
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Выше мы упоминали, что интеграл столкновений (1.3.2.2) 
фактически содержится в парной корреляционной функции С2, 
если на нее наложить условие ослабления корреляции (1.1.2.8). 
Вместе с тем учет столкновений приводит к Н-теореме, т. е. к не­
обратимости, и поэтому можно сказать, что необратимость закла­
дывается в кинетическую теорию требованием ослабления корре­
ляций.

Заметим, что парные столкновения не являются единственным 
механизмом релаксации даже в спокойной плазме. Укажем здесь 
на другой возможный механизм релаксации, действующий при 
наличии сильного внешнего магнитного поля, — радиационную 
релаксацию, обусловленную испусканием и поглощением части­
цами плазмы (электронами) электромагнитных волн [9].

Радиационная релаксация происходит за время, равное по 
порядку величины отношению средней энергии электрона к сред­
ней интенсивности излучения электрона в магнитном поле. В не­
релятивистском случае это время составляет по порядку величины

x W ~ c /r0Ш| ,  (1.4.3.7)

где с — скорость света, r0= e 2/mec2 — радиус электрона и шв — 
= еВ/т ес — ларморовская частота электрона в магнитном поле.

Разъясним в заключение настоящего параграфа, какого рода 
физические задачи можно решать с помощью кинетических урав­
нений (1.2.2.4) и (1.3.2.1) с самосогласованным полем и с интегра­
лом столкновений.

Напомним прежде всего, что эти уравнения справедливы для 
спокойной (не турбулентной) плазмы в случае малого плазмен­
ного параметра g, когда высшие корреляционные эффекты не 
играют существенной роли. Тогда учет самосогласованного поля 
дает эффект порядка единицы, а парные столкновения — эффект 
порядка g.

Отсюда сразу следует, что кинетические уравнения для одно­
частичных функций распределения без интеграла столкновений 
могут служить для исследования высокочастотных свойств спо­
койных плазм. При этом частоты ш плазменных колебаний должны 
удовлетворять условиям

(1.4.3.8)

где -с — время релаксации, определяемое формулой (1.4.1.5); 
кроме того, должно выполняться условие

kve>iZ 1, (1.4.3.8')
где к — модуль волнового вектора возмущения и ve { — тепловые 
скорости электронов и ионов соответственно. Оба условия не­
трудно получить, если воспользоваться качественным выражением
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(1.4.1.6) для интеграла столкновений и заметить, что входящие 
в кинетическое уравнение величины OF/dt и vdP/dv  можно заме­
нить на (ftF и kve lF. При выполнении условий (1.4.3.8), (1.4.3.8') 
говорят о колебаниях в бесстолкновительной плазме.

Рассматривая кинетическое уравнение (1.3.2.1) с интегралом 
столкновений, отметим, что, поскольку наличие интеграла столк­
новений приводит к росту энтропии, т. е. к необратимости, это 
уравнение может служить для исследования необратимых про­
цессов в спокойной плазме, в частности для определения ее кине­
тических коэффициентов: электропроводности, диффузии и тепло­
проводности.

Д ля оценки можно воспользоваться известными формулами 
элементарной кинетической теории газов. Например, для оценки 
статической электропроводности плазмы а можно использовать 
формулу

е2п а ~  — т. 
т е

Подставляя сюда вместо т выражение (1.4.1.5), получим
а ~  Г Ч т ' / ^ Ь .

Точное выражение для а имеет вид

(1.4.3.9)
л Vu m g e  L

§ 1.5. Гидродинамический метод описания плазмы

1.5.1. Гидродинамическое описание. Выше мы показали, что 
для описания высокочастотных колебательных процессов в спо­
койной плазме адекватным математическим аппаратом является 
совокупность уравнения с самосогласованным полем без инте­
грала столкновений и уравнений электромагнитного поля Макс­
велла для вакуума.

Если необходимое для этого условие 1 не выполняется,
а напротив, справедливо соотношение

шг<^1, (1.5.1.1)

где х — среднее время релаксации частиц и а> — частота колеба­
ний, то необходим учет высших корреляционных эффектов и 
в первую очередь интеграла парных столкновений. Иными сло­
вами, для исследования колебательных процессов в плазме при 
выполнении условия (1.5.1.1) в принципе можно пользоваться 
кинетическим уравнением (1.3.2.1) с самосогласованным полем 
и интегралом столкновений вместе с уравнениями Максвелла.
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Такой метод, однако, слишком сложен и по сути дела не ну­
жен. Действительно, соотношение (1.5.1.1), если его рассматри­
вать как условие, налагаемое на время релаксации, означает не 
что иное, как предельный переход и -> О, который влечет за собой 
предельный переход I -> О для средней длины свободного пробега. 
Но тогда плазму можно рассматривать как непрерывную среду, 
отвлекаясь от ее корпускулярной структуры. Поэтому для описа­
ния плазмы нет нужды прибегать к функциям распределения 
частиц и корреляционным функциям, а достаточно пользоваться 
упрощенным гидродинамическим описанием, где основными поня­
тиями являются гидродинамическая скорость среды, ее плот­
ность и давление. Все эти величины — будем называть их макро­
скопическими — могут изменяться во времени и в пространстве, 
но изменение их происходит медленно. Именно, выполняются 
условия

где Гв и £ ш — характерное время и характерная длина, соответ­
ствующие существенному изменению макроскопических величин.

Гидродинамическое описание разумно применять, когда по 
условиям физической задачи быстро устанавливается локальное 
квазиравновесное распределение частиц. Его определяют макро­
скопические величины, изменяющиеся в соответствии с некими 
законами, которые мы будем называть гидродинамическими. За­
коны эти в принципе должны формулироваться на основе кинети­
ческого описания.

В случае плазмы вследствие большого различия в массах элек­
трона и иона следует различать, как было показано в § 1.4, три 
времени релаксации: тее — время релаксации в системе электро­
нов, ги — время релаксации в системе ионов и хе. — время ре­
лаксации, или установления равновесия, между электронами и 
ионами. Эти времена связаны между собой, согласно (1.4.1.5),
(1.4.2.2), соотношениями

{tni и те — массы иона и электрона), так что раньше всего уста­
навливается равновесное (точнее квазиравновесное) распределе­
ние электронов, затем — ионов и, наконец, наступает равновесие 
между электронами и ионами.

Квазиравновесные распределения электронов и ионов харак­
теризуются различными температурами и различными средними 
гидродинамическими скоростями частиц, а поэтому в данном 
случае можно говорить о гидродинамике двухкомпонентной (или 
многокомпонентной) плазмы.

(1.5.1.2)
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После установления равновесия между электронами и ионами 
возникает общая температура и общая гидродинамическая ско­
рость частиц, так что плазму можно рассматривать как единую 
гидродинамическую среду.

Ясно, что гидродинамические скорости отдельных компонент 
плазмы и их температуры, так же как и общая гидродинамическая 
скорость и общая температура, могут изменяться во времени и 
в пространстве, но изменения эти происходят медленно, в соответ­
ствии с условиями (1.5.1.2).

Из характера релаксации плазмы следует, что если частота 
колебаний плазмы со удовлетворяет условиям

то при исследовании таких колебаний плазму можно рассматри­
вать как двухкомпонентную (или многокомпонентную) гидроди­
намическую среду; если же и <otei 1, то плазму можно считать 
однокомпонентной гидродинамической средой.

До сих пор мы связывали возможность гидродинамического 
описания с малостью времен релаксации, т. е. с «частыми» столк­
новениями частиц. В случае «редких» столкновений, когда выпол­
няется условие (ох 1, мы молчаливо полагали пригодным 
только кинетическое описание. Однако и при «редких» столкнове­
ниях, или, как говорят иначе, для «бесстолкновительной» плазмы 
также возможно гидродинамическое описание. Оно допустимо при 
очень малом разбросе тепловых скоростей, частиц, т. е. для доста­
точно холодной'1 плазмы. В последнем случае скорость частиц 
совпадает с гидродинамической скоростью среды.

1.5.2. Переход от кинетики к гидродинамике. Покажем теперь, 
как выводятся гидродинамические уравнения из  кинетических. 
Рассмотрим сперва простейший случай системы, состоящей из 
частиц одного сорта, подчиняющихся кинетическому уравнению 
Больцмана

При столкновениях выполняются законы сохранения числа 
частиц, импульса и энергии, и поэтому интеграл столкновений 
удовлетворяет условиям

Учитывая (1.5.2.1), можно переписать эти условия в виде

\% {F )dsv =  0, j т \!£  (F) d3v =  О, j l!2miA% (F) d3v =  0. (1.5.2.3)

0)Хее< 1 ,  (OXii^l, (OXei§ > l,

^ Н я  + 4 + ;Н Е+ > вМ М ? )с - t 1 -5 -2 -1 '

(d3u =  doxdvvdvz).
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Отсюда мы и получим гидродинамические уравнения. Рассмотрим 
прежде всего первое из соотношений (1.5.2.3):

I S №  + Я  S  v f  J  ( Е  +  1 [ „ В ] ) £ л ,  =  0.  ( 15. 2.4)
Легко видеть, что последнее слагаемое здесь равно нулю. Дей­

ствительно,

J(E  +  ± [ v B l ) £ # „  =  Е J F d S , - l  j ? ^ [ v B J ,  «ft,,

где dSv — элемент граничной поверхности в пространстве v. Но 
второй интеграл тождественно равен нулю, а первый равен нулю 
из-за быстрого (экспоненциального) убывания F  при j v | -> оо. 

Итак,

или

^  -f- div rau =  0, (1.5.2.5)

где
Г Г v F  d$v

га =  га (г, f) — I F d3v, u =  u (r , t ) — K------- . (1.5.2.6)
J  \ F  d%v

Величины n  (r, t) и u (r, t) представляют собой плотность ча­
стиц и гидродинамическую скорость среды, а соотношение
(1.5.2.5) — известное уравнение непрерывности.

Рассмотрим далее второе соотношение (1.5.2.3):

Ж  ! л ' г  +  W ,  S m V ’F  d 'r  +

+  « b ( £ * + 7  =  ( i A 2 J >

Согласно предыдущему первое и третье слагаемые можно пред­
ставить в виде

ш \  mVjFd?v =  ̂ t?m̂

= - е Е ъ \ F Wbd h ~ ^ \ F ' k  {>’i  [VRlk) d b  =  ~~еП IUB,1  ’

где Pm~ m n .
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В водя далее тен зор  Л  .*:

jk — Pm'-lj Uk~\-PjW (1.5.2.8)
где

Pjk =  т  f wj wkF d3v’ w =  v — u, 

можно записать второе слагаемое (1.5.2.7) в виде

д С тр jS- \ m v . v kF d 3v =  ^ - .

Итак, соотношение (1.5.2.7) приобретает вид

rt m (Е+ 4  [цВ1 X •
Используя уравнение непрерывности, получим отсюда

р . ж  =  - ^ + е » ( Е + т [ “ в ) ) у . <*-5 -2 -9 >

где
d _  ̂ I ^

dt d t '  Uk дХ],."

Это соотношение представляет собой гидродинамическое урав­
нение Эйлера—Н авье—Стокса, a pjk  есть не что иное, как тензор 
давлений.

Рассмотрим, наконец, третье соотношение (1.5.2.3). Вводя ве­
личины

em —  -i- d3v, qy =  |w  1/2mw2F d3o, (1.5.2.9')

равные внутренней энергии единицы массы и плотности потока 
тепла, и поступая аналогично предыдущему, получим

я  {p. (7s»! +  *.)} +  к ;  {Р А  (*/!»■ +  *.) +  Hj Pj , )  +

Это соотношение выражает закон сохранения энергии в гидро­
динамике.

Используя уравнение непрерывности и уравнение Эйлера— 
Н авье—Стокса, можно переписать последнее соотношение в виде

=  <‘ -5-2Л1>

гДе Ujk =  J/2 +  — тензор  скоростей  деформации.
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Конкретное физическое содержание уравнения (1.5.2.5),
(1.5.2.9), (1.5.2.10) приобретают только после того, как решено 
кинетическое уравнение (1.5.2.1) и с помощью формуй (1.5.2.6),
(1.5.2.8) вычислены гидродинамические величины п, u, pjk . Выяс­
ним поэтому характер решений кинетического уравнения при вы­
полнении условий применимости гидродинамического описания 
от <  1, L m ^>l.

При выполнении этих условий функцию распределения частиц 
F  (v, г, t) можно искать в виде суммы функций локального макс­
велловского распределения

/ 0(v, г, t) =  n ехр — т ( v ~  u)2 j  (1.5.2.12)

(v — скорость частицы, и — гидродинамическая скорость; п, и и 
Т  — медленно меняющиеся функции координат и времени) и ма­
лой добавки к ней /  (v, г, t):

F(v,  г, t) =  f 0(v, г, £) +  / ( v > г, t), l / K / j .  (1.5.2.13)

Чтобы убедиться в этом, подставим последнее выражение в ки­
нетическое уравнение (1.5.2.1). Учитывая, что максвелловское 
распределение обращает интеграл столкновений в нуль, т. е. 
(d/0/d£)o= 0 , и пренебрегая квадратичными по /  членами, запишем 
интеграл столкновений в виде

где G (/) — некоторый линейный функционал. Тогда кинетическое 
уравнение примет вид

G(f) =  £ ( f 0) (1.5.2.14)

(мы отбросили в правой части малую по сравнению с / 0 добавку /). 
Отсюда можно в принципе определить /. В общем случае это 
уравнение является сложным интегродифференциальным уравне­
нием. Д ля оценки порядка величины G (/) можно считать, что 
<?(/) =  _ / /  т. Тогда

/  =  - ^ ( / „ ) .  (1.5.2.15)

Но, очевидно,

^ ( / о ) ~ ( » + ^ т)/о 

и, следовательно, как и утверждалось,

| / | / / 0~coT+Z/Lm< l .
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Обратим внимание на то обстоятельство, что уравнение
(1.5.2.14), служащее для нахождения функции /, однозначно ее 
не определяет. Это связано с тем, что функция

fl' =  (са +  схт \  -f- 112с2ти2) / 0,

где с0, с1( са — произвольные константы, обращает функционал G 
в нуль, т. е. б (Ф )= 0 . Поэтому для однозначного определения 
функции /  должны быть сформулированы еще три добавочных 
условия. В качестве таких условий можно взять соотношения

|  /  Лги =  0, J mvf d3v =  0,  ̂ 1/2my2/  d3v =  0. (1.5.2.16)

Эти условия означают, что плотность частиц, их средняя ско­
рость и средняя энергия полностью определяются функцией / 0. 
Мы будем называть / 0 нулевым и / 0+ /  первым приближением 
функции распределения. Нулевое приближение соответствует ква- 
зиравновесному состоянию, а первое приближение учитывает ма­
лые отклонения от равновесного состояния.

Обратимся теперь к вычислению гидродинамических величин, 
определяемых формулами (1.5.2.6), (1.5.2.8), (1.5.2.9').

Учитывая малость поправки / , мы можем сперва произвести 
вычисления в нулевом приближении. При этом плотность и гидро­
динамическая скорость будут, очевидно, совпадать с параметрами 
п и и, входящими в распределение Максвелла (1.5.2.12).

Далее для тензора давлений р^к мы получим в этом приближе­
нии выражение

Pjb =  ^ j v  (1.5.2.17)
где

р =  1/3т J w2f 0d3v =  пТ.

Подставляя (1.5.2.17) в (1.5.2.8), находим следующее выраже­
ние для тензора П .̂&, который называется тензором плотности 
потока импульса,

=  Р «»/** + Р8/*- (1.5.2.18)

Наконец, для ет мы получим выражение

*т =  %Т1ш, (1.5.2.19)

вектор же плотности потока тепла будет равен нулю, qy= 0 .
4 Под ред. А. И. Ахиезера
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Подстановка выражений (1.5.2.17)—(1.5.2.19) для р  .к, вт и qr 
в (1.5.2.9), (1.5.2.11) приводит к уравнениям

и су= 3/ 2 — удельная теплоемкость, отнесенная к одной частице.
Эти соотношения представляют собой систему гидродинамиче­

ских уравнений для идеального газа и не содержат ни вязких 
сил. ни тепловых потоков, обусловленных вязкостью и теплопро­
водностью. Иными словами, уравнения (1.5.2.20) описывают 
только обратимые течения газа.

Последнее обстоятельство имеет глубокий смысл и связано 
с характером сделанного нами приближения: в качестве функции 
распределения при вычислении гидродинамических величин мы 
взяли локальное квазиравновесное максвелловское распределе­
ние, которое соответствует предположению об обратимости про­
цессов.

Д ля описания необратимых процессов недостаточно нулевого 
приближения функции распределения, а обязательно следует 
учесть поправку к ней. Именно, функция /, определяющая откло­
нение от локального равновесного распределения, определяет 
также как вязкие силы, так и диссипацию энергии.

Как следует из (1.5.2.15), вычисленные с помощью /  необра­
тимые потоки будут пропорциональны времени рёлаксации, как 
и должно быть согласно элементарной кинетической теории. Мы 
не будем однако приводить здесь эти вычисления*), а перейдем 
к выяснению тех усложнений, которые возникают при описании 
реальной плазмы по сравнению с изложенной выше простейшей 
схемой.

Вследствие большого различия в массах электрона и иона и 
связанного с этим затрудненного обмена энергией между электро­
нами и ионами в плазме имеет место, как было разъяснено 
в п. 1.4.1, трехступенчатая релаксация: сперва устанавливается 
квазиравновесное распределение электронов, затем квазиравно­
весное распределение ионов и, наконец, равновесие между элек-

-j- div pmu =  0,

(1.5.2.20)

где

*) Подробные вычисления необратимых потоков содержатся в кни­
гах [13, 14].
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тронами и ионами. (Выше отмечалось, что соответствующие вре­
мена релаксации тее, т.; и связаны друг с другом соотноше­
ниями ти ~  \Jniilme хее, Tei ~  xeemi/me.)

Такой характер релаксации позволяет при гидродинамическом 
описании плазмы рассматривать ее как совокупность нескольких 
«жидкостей» (по числу компонент плазмы) с различными гидро­
динамическими скоростями и плотностями, а также с различными 
температурами. Уравнения такой гидродинамики многокомпо­
нентных жидкостей в принципе можно получить так же, как и 
в случае систем с частицами одного сорта, но исходить при этом 
придется не из одного, а из нескольких кинетических уравнений.

Повторяя приведенный выше вывод, получим в случае двух­
компонентной плазмы, состоящей из ионов одного сорта и элек­
тронов, уравнения непрерывности для электронной и ионной 
компонент плазмы в отдельности

div reeue =  0, -j- div щщ  =  0 (1.5.2.21)

и уравнения движения 

u„т„п,. dt  
djUj

-d iv  A  -  епв (E  +  4  [u6Bj) +  Re, (1.5.2.22) 

J i = _ d i v p t +  ещ (E  + 1  [u,B]) +  R i, (1.5.2.23)
где

HF =  I t + ue>iV' (d iv ^ - = ^
*e, i

Lk
Эти уравнения представляют собой уравнения Эйлера— 

Н авье—Стокса, но в них входят, однако, добавочные (по сравне­
нию с (1.5.2.9)) члены Re и Rj, которые имеют простой физический 
смысл: они определяют силы, действующие на электроны вслед­
ствие столкновений с ионами и на ионы вследствие столкновений 
с электронами. Из закона сохранения импульса следует, оче­
видно, что

Ri =  —Re. (1.5.2.24)
Аналогично последнему уравнению (1.5.2.20) получим для 

двухкомпонентной плазмы

3/2 Yt П» 7'е +  %  div Ие +  П, Тс d iv  Ue +

+  К- К  +  div =  Qe, (1.5.2.25)

__ Т . I 31 Aivrn T .. I ™ 71
dt\  j r ЩT{ -j- 3/2 div ni Tlui + n i Ti div Uj +
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где

и qTe и qTi — плотности потока тепла электронной и ионной ком­
понент, И: й =  7Zjkukj  и 1 — единичная матрица.

По сравнению с уравнением (1.5.2.10) уравнения (1.5.2.25), 
(1.5.2.26) содержат добавочные слагаемые Qe и Qt. Первое из них 
представляет собой количество тепла, получаемое в единицу вре­
мени электронами в результате столкновений их с ионами, а вто­
рое — аналогичную величину для ионов. Из закона сохранения 
энергии следует, что *) (?; — —Qe.

1.5.3. Уравнения магнитной гидродинамики. При рассмотре­
нии плазмы как единой гидродинамической среды основными по­
нятиями являются гидродинамическая скорость плазмы и =  
=  и (г, t) и ее плотность рт =  рт (г, f), а основными уравне­
ниями — уравнение непрерывности

^  +  d iv Pmu =  0 

и уравнение Эйлера—Навье—Стокса

Р* Ж  =  Р- ( § ■ + (uV>u)  =  - Vp +  U +  fv> (1 -5-3-2)

где p  — давление и ig и fv — плотность пондеромоторной силы, 
обусловленной электромагнитным взаимодействием, и плотность 
силы, обусловленной вязкостью среды. Эти силы определяются 
известными формулами

fB =  pE —  [JB J, 

fv =  т]Ди -f- (С +  Srad div u,

где E — электрическое, В ~  магнитное поле, j — плотность тока 
проводимости, р — плотность заряда и -ц и С — коэффициенты 
вязкости плазмы.

Д ля достаточно медленных движений среды и малых частот 
плотность тока проводимости определяется законом Ома с учетом 
конвекционного тока

j =  a (E  +  i l u B l )  +  Pu, (1.5.3.4)

(1.5.3.3)

(1.5.3.1)

=  — Р е ,  1 +  » . , ^ . ,  l A  ) j k  =  1h
д К ,  i ) j  , д (“ в, 1 )>.

дхк дх.

*} Формулы для qF, Q ж A j получены в работе [15], выражения для 
Pjk с учетом квадратичных по ue — Uj членов — в [17].
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где а — статическая электропроводность плазмы. (Эта формула 
справедлива, строго говоря, при не слишком больших магнитных 
полях, так как в противном случае возникает анизотропия про­
водимости). Заметим, что в соотношение (1.5.3.4) входит не непо­
средственно электрическое поле, а величина

E ' =  E + 4 -LuB],

равная электрическому полю в системе отсчета, связанной с дви­
жущимся элементом плазмы.

К гидродинамическим уравнениям (1.5.3.1)—(1.5.3.3) следует 
присоединить уравнения Максвелла

r o t E = - - ^ ,  div В =  0, )
. ,1 ,  (1.5.3.5)

ro tB  =  — +  у  j, div Е =  4up, j

уравнение состояния плазмы
Р =  Р(Р., Т) (1.5.3.6)

и, наконец, уравнение переноса тепла, связывающее плотность 
энтропии s =  s ( рот, Т) с плотностью энергии q, диссипируемой 
в плазме, в единицу времени

T9m% ~  g =  ft:fl +  div(xVD +  /*/a, (1.5.3.7)

где Т — температура плазмы, ft — тензор вязких напряжений, 

l duj  . дик 2 s диЛ га дщ
Ь *  =  Ч +  Щ  Т  дГг) +  дГг

и х  — коэффициент теплопроводности плазмы. Отдельные сла­
гаемые в правой части (1.5.3.7) представляют собой количества 
тепла, выделяемые за 1 сек в 1 еле3 объема плазмы вследствие вяз­
кости, теплопроводности и электропроводности соответственно.

В случае достаточно медленных движений среды и малых ча­
стот, когда выполняются неравенства

«>/в<1, Fm/a£m<C 1, Fm/ c <  1, (1.5.3.8)

где Vm — характерная гидродинамическая скорость, L m — харак­
терная длина и ш — частота изменения макроскопических пере­
менных, возникает ряд упрощений, а именно, ток смещения ока­
зывается малым по сравнению с током проводимости, в котором 
можно не учитывать конвекционного тока ри; наконец, в пондеро- 
моторной силе можно пренебречь чисто электрической силой рЕ.
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Чтобы убедиться в этом, заметим прежде всего, что по порядку 
величин

J_I£E I __ | Е | <0
с I dt I с ’

и поэтому в силу (1.5.3.8)

<Ж
dt

Далее из первого и четвертого уравнений (1.5.3.5) следуют 
оценки

Е ~ Ь ? в ,  (1.5.3.9)
с ь  m

и поэтому
I рц I 
leEl

Наконец, используя (1.5.3.4) и полагая, что |E |~ J  — [иВ] 
получим

I РЕ |
1

[JB]

, 1 г

Итак, если выполняются условия*) (1.5.3.8), то наши основные 
уравнения приобретают следующий вид:

р. £ = - тр  +  т  ИВ] +  «т.dt
д ?т
dt

ro tB  =  y j ,  div В =  О,

+  div pOTu =  0, T9mTt= q

rot

(1.5.3.10)

Эта система вместе с уравнением состояния р = р  ( рт, Т) обра­
зует уравнения магнитной гидродинамики [16].

Легко получить соотношение, которому удовлетворяет магнит­
ное поле. Выразим для этого электрическое поле через магнитное; 
имеем

Е : i l u B ]  +  ± j  = | l u B J  +  ^ r o t B .  (1.5.3.11)

*) Кроме того, естественно, должно выполняться условие ите1<^1 
(см. п. 1.5.1).
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Подставляя далее это выражение в предпоследнее из уравне­
ний (1.5.3.10), получим

^ 5 = ro t  [uB] — rot (vmrot В), (1.5.3.12)

где VOT—с2/4тсо.
Это и ееть искомое уравнение, которому удовлетворяет маг­

нитное поле.
При заданном и (г, t) оно вместе с уравнением div В = 0  одно­

значно определяет В.
Заметим, что величина vm имеет ту же размерность, что и кине­

матическая вязкость v = y /pm, и называется магнитной вязкостью.
Если проводимость а не зависит от координат, то уравнение

(1.5.3.12) приобретает вид

f = r o t [ u B l  +  v)BAB. (1.5.3.13)

В случае достаточно большой проводимости вторым слагаемым 
в правой части последнего уравнения можно пренебречь. Более 
точно, для этого должно выполняться условие

Д , > 1 ,  (1.5.3.14)
где

К  =  ЬшУ ф т. (1.5.3.15)

Эта величина, аналогичная числу Рейнольдса i?v= L mFm/v, 
носит название магнитного числа Рейнольдса или числа Лунд- 
квиста [10].

Итак, при R a ^> 1 магнитное поле удовлетворяет уравнению

— rot [иВ]. (1.5.3.16)

Подставляя сюда

rot [иВ] =  (BV) и — (uV) В — В div и

и используя соотношение

div и =  — —
Pm d t  ’

легко показать, что

ж Ы £ + И Ы г , тЬ  <‘-5-317>
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С другой стороны, изменение элемента 31 какой-либо «жидкой 
линии» удовлетворяет такому же уравнению

^81 =  (51.Т)«.

Поэтому можно сказать, что при R a 1 магнитные силовые 
линии перемещаются вместе с находящимися на них частицами 
плазмы, т. е. эти линии как бы «приклеены» к плазме [11].

Условие JR̂  !̂ > 1 означает, очевидно, малость энергии, дисси­
пируемой вследствие проводимости среды. Аналогичным образом 
условие JRV 1 означает малость энергии, диссипируемой в ре­
зультате вязкости среды. Наконец, если велико число

R x ~ L mVJx>

где x = x /c jtJpm, х — коэффициент теплопроводности, ср — теплоем­
кость, отнесенная к одной частице и равная ®/2, то будет мала 
энергия, диссшшруемая вследствие теплопроводности среды.

Мы будем предполагать в дальнейшем, что выполнены три 
условия

R , > U  Д?> 1 ,  Ях> 1 >  (1.5.3.18)

и поэтому всюду, где это возможно, будем пренебрегать диссипа­
цией энергии.

Заметим, что условия (1.5.3.18) имеют разный смысл в разных 
задачах. Не разбирая здесь этого вопроса подробно, отметим лишь, 
что для стационарных течений величина Vm имеет смысл скорости 
течения, а для волновых движений — смысл фазовой скорости, 
В п. 2.1.3 мы исследуем влияние диссипации энергии на затуха­
ние магнитогидродинамических волн.

При выполнении условий (1.5.3.18) говорят об идеальной 
среде. Мы выпишем здесь для удобства еще раз уравнения маг­
нитной гидродинамики специально для идеальной среды *):

% > + d i v ( P, » ) = o ,  | ! = о ,

Bl.

^ 5 — rot [uB], div В — 0.

(1.5.3.19)

Отсутствие диссипации энергии вместе с предположением о до­
статочно медленном протекании макроскопических процессов (это 
предположение необходимо для возможности применения гидро-

*) Отметим, что эти уравнения можно получить из вариационного прин­
ципа [3, 12].
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динамического описания) находит свое выражение в уравнении 
ds/dt=0, означающем адиабатичность процессов, т. е. s=const.

Заметим, что условие 1 в нерелятивистском случае вле­
чет за собой первые два условия (1.5.3.8). Действительно, пере­
писав условие В а 1 в виде

(°L JV J (F S ,/c ‘) > l ,
имеем

aZ,m/F m» C2/F?n > l .

Далее из условия R a 1 следует неравенство о !̂ > с2)Ьт Vт, 
а так как Lm ~  то а^>с2(в/7ш^-ш.

Таким образом, в случае идеальной среды первые два условия
(1.5.3.8) содержатся в (1.5.3.14).



Г л а в а  2
МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ

§ 2.1 . Магнитозвуковые и альвеновские волны

2.1 .1 . Фазовые скорости и поляризации. Перейдем теперь 
к систематическому исследованию колебаний, способных возбу­
ждаться и распространяться в плазме.

Начнем с исследования низкочастотных колебаний, для описа­
ния которых можно пользоваться гидродинамическим методом. 
Будем сперва считать, что диссипация энергии отсутствует, так 
что уравнения магнитной гидродинамики имеют вид (1.5.3.19).

Рассмотрим одномерные волны, распространяющиеся вдоль 
оси z, для которых все магнитогидродинамические величины зави­
сят только от z и t. В этом случае система уравнений (1.5.3.19) 
принимает вид

- ^ - 4 - вdt * *  dz 

ds 
dt

du„ B~

du, Pe ds

dt

du

dt

du

г  +  ъ

' dz 

du

~7h + u* —  —  °> 

0,

У

4icp

B .

dz

dz

dB V

B,
dz 

d B „

4np

B„
dz 

dB.
■ o,

dt p dz dz 

d B  „

dt

дВь
dt

B ,

dz ' 

du.

B ,

dz

du,,

4 л p dz ' 4up dz 

d B ,

= o,

dz ■B

dz 

duz 

У ~dz

dz

d B „

= 0,

dz

d B ,

= 0,

dz : 0 .

(2.1.1.1)

Здесь Р ? = ( д р / д р ) а, p , =  (dp/ds)?, индекс m  у  плотности pm тут и  
в дальнейшем опускается.

Из последнего уравнения (2.1.1.1) следует, что i?,=const. 
Поэтому число магнитогидродинамических переменных в одномер­
ной волне равно семи; р, s, ux, uy, иг, В х, В у.
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Систему уравнений (2.1.1.1) удобно представить в матричном 
виде [1]

dt (2.1.1.2)

где ЗД — «вектор» магнитогидродинамического состояния плазмы, 
т. е. совокупность семи магнитогидродинамических величин,

'21 =  (Р* s, их, uv, иг, В х, B w) 

и Z (21) — матрица вида

2 =

0 0 0 р 0
0 0 0 0 0

B z0 0 0 0 - 4тср

0 0 0 И* 0 0

f l
р

Pj_
р

0 0 u z
вх
4тср

0 0 - В г 0 В х
0 0 0 ~ В г В У 0

О
О
О

\
В ,
4тср

?JL
4пр

(2.1.1.3)

0 /а, /

Мы будем сперва рассматривать малые колебания, и поэтому 
линеаризуем систему (2.1.1.2). Полагая 2l =  2l0 +  '2I, где вели­
чины соответствуют равновесному однородному состоянию 
плазмы, и пренебрегая степенями Ш выше первой, получим

dt :0. (2.1.1.4)

Выберем теперь такую систему координат, в которой мат­
рица Z имеет максимально простой вид. Если система координат 
движется со скоростью плазмы, то и = 0 . Вращая далее систему 
координат вокруг оси z, можно добиться того, чтобы В у = 0 . Тогда 
матрица Z приобретает вид

0 0 0 0 Р о о
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здесь и далее р,  р и В — давление, плотность и магнитное поле, 
соответствующие однородному равновесному состоянию плазмы.

Будем искать решения уравнения (2.1.1.4) в виде плоской 
волны

где v =  ш/к.
Мы видим, что амплитуды различных магнитогидродинамиче­

ских величин представляют собой компоненты правого собствен­
ного вектора матрицы Z, а собственные ее значения — возможные 
значений фазовой скорости. Д ля их нахождения следует прирав­
нять нулю детерминант системы (2.1.1.7), т. е.

и, следовательно, в плазме могут существовать семь типов плоских 
волн.

Возможные фазовые скорости этих волн равны [2]

0 — угол между направлением постоянного магнитного поля 
и направлением распространения волны, е = + 1  для волн, рас­
пространяющихся в положительном направлении оси z, и е = —1 
для волн, распространяющихся в противоположном направлении, 
vs — скорость звука, равная vs =  \/(dpjdp)s.

Величины v(1' 21 представляют собой фазовые скорости двух 
альвеновских волн (распространяющихся под углом 0 к магнит­
ному полю в положительном и отрицательном направлениях оси z). 
Величина va носит название алъвеновской скорости. Величины 
у'3’ 41 — являются фазовыми скоростями двух быстрых и г/5> в) — 
двух медленных магнитозвуковых волн (распространяющихся 
под углом 0 в положительном и отрицательном направлениях 
оси z); наконец, г/7’ — фазовая скорость энтропийной волны, 
равная нулю.

01 =  А  ехр [г (kz — wt)]. 

Подстановка этого выражения в (2.1.1.4) дает

ZA =  vA,

(2 .1 .1 .6 )

(2.1.1.7)

det (Z — v/) — 0; (2 .1 .1 .8 )

где /  — единичная матрица. Это уравнение имеет семь корней

(2 .1 .1 .9 )

где

I (2.1.1.10)
v± =  K v 2 {v\ +  i’l ± Y +  v l f  —  4v\vl  cos2 0), j
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Амплитуды магнитогидродинамических волн, представляющие 
собой правые собственные векторы матрицы Z, равны [3]

Мы видим, что в альвеновских волнах *) А п < 2) равны нулю 
возмущения плотности, плотности энтропии и тех компонент 
скорости и магнитного поля, которые лежат в плоскости, прохо­
дящей через невозмущенное магнитное поле В и направление рас­
пространения волны, т. е.

(знак — над буквой здесь и далее означает возмущение).
В магнитозвуковых волнах A {s' 4’ 6> в) равны нулю возмущения 

энтропии, а также возмущения компонент скорости и магнитного 
поля, перпендикулярных к направлению распространения волны 
и к В, т. е.

Иными словами, магнитозвуковые волны являются изэнтропиче- 
скими и плоскополяризованными.

Наконец, в энтропийной волне возмущены лишь плотность и 
плотность энтропии, возмущения же скорости и магнитного поля 
равны нулю, т. е.

и =  В =  0; р=т̂ =0; §=^=0.

Так как матрица Z несимметрична, то ее левые собственные 
векторы А +, определяемые уравнением

не будут совпадать с правыми собственными векторами. Соб­
ственные значения их, однако, совпадают, причем правые и ле­
вые собственные векторы, соответствующие различным фазовым 
скоростям, ортогональны друг другу, т. е.

Л а ’ 2) =  (0, о, 0, 1, 0, 0, — е\/4тгр sg n В ) ,

(2.1.1.11)

4 ‘7, =  (— p f, Pf, 0, 0, 0, 0, 0).

р =  § = ; й я =  йг =  В я =  0; йу ф 0; Ё у ^= 0

* =  я , =  5 ,  =  °;
р=7^=0; и х =^=0\ йг =^=0; В х =̂= 0.

(2 .1.1.12)

А +и)АЧ'> =  0, если (2.1.1.13)
*) Эти волны были впервые исследованы Альвеном [4].
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Легко видеть, что

А+п-2) =  (0, 0, 0, \Jinp, 0, 0, — s sgn В )̂,
,, (  еУдУ+р sin 0 cosfl в v® sin 8

А+'3’ 41 =  D , р , ---5------r-s----- 2 > 0, ву р, ----- 2---^ ----- о-S- , О\ *р ** v̂  cos2 8 — + 4я cos2 0

1 +(5 6 )__ (  гу^1;_р sin в cos 8 В vl  sin 0
’ ( ^ Р ’ v\  cos2 0 —  и* ’ ’ 4тс и£ — v\ co s2 0 ’

И+"> =  (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0).
(2.1.1.14)

Свойство ортогональности правых и левых собственных векто­
ров можно использовать для представления произвольного малого 
возмущения магнитогидродинамических величин Ql (z, t) в виде 
суперпозиции семи магнитогидродинамических волн. 

Действительно, записав ЭД (z, t) в виде

7 с
а  (я, t) =  2  ] С'!' (к) A W exp [t (kz — m(»#)| dk, (2.1.1.15)

j=i

где ю( )̂ =  (ои) (к) — частоты различных магнитогидродинамических 
волн с волновым числом к, легко убедиться, что

СО
4+с/) J  >21 0) e~ lk*dz

Cij) (к) =  ---------= 2 ---------------------  . (2.1.1.16)

Найденные фазовые скорости магнитогидродинамических волн и (J) 
относятся к системе отсчета, в которой плазма покоится. Чтобы 
найти фазовые скорости волн vnJ> в плазме, движущейся со ско­
ростью и, нужно прибавить к правым частям выражения (2.1.1.9) 
продольную компоненту скорости плазмы иг; тогда получим 

via, 2) __ и I £V | cos Q I ипз, 4) __ u i sv ^
• -T а  и . - г  +» (2.1.1.17)

v n s ,  6) _ _  Vz -\ - BV_, v i a } = u 1!. J

2 .1 .2 .  Поляры. Как было показано выше, фазовые скорости 
магнитогидродинамических волн (альвеновской и магнитозвуко­
вых) зависят от угла 0 между направлением распространения 
волны и направлением постоянного магнитногоТполя. Кривые, 
изображающие эти зависимости, называются фазовыми полярами.

На рис. 2 .1 .1  представлены фазовые поляры [5, 6 ] для быстрой 
магнитозвуковой волны (v+), медленной магнитозвуковой волны 
(v_) и альвеновской волны (уа) при уА >  vs. (Если ь>а <С va, то 
альвеновская поляра будет проходит не через точку В, а через 
точку А .)
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Отрезки ОА, ОВ, ОС равны, согласно (2 .1 .1 .10),

О А =  min (уА> tg , OB =  max (уд> y j , ОС =  У  4  +  ^ .

Заметим, что, как непосредственно следует из (2 .1 .1 .10), при
0 ^  0 < ; тс/2 фазовая скорость быстрой магнитозвуковой волны 
является возрастающей функцией 0, а фазовая скорость медлен­
ной волны — убывающей функ­
цией 0, причем, как видно из 
рис. 2 .1 .1 ,

и+ (0) >  max (УА, уД

y _ (0 )< m in  (уА) us).

В предельных случаях, когда 
одна из скоростей ид или vs зна­
чительно больше другой, фазовые 
поляры превращаются в окруж­
ности. При оА vs имеем v+ =  vAj 

| cos 0 1 и при VS^ V A —
V+ =  VS, y_ =  i>A | COS0|.

Произвольное малое возмуще­
ние магнитогидродинамического рис 2Л1 фазовю) доляры длд 
состояния среды можно предста- быстрой (v+) и медленной (г>_) 
вить, как уже указывалось в п. магнитогидродинамических волн
2 .1 .1 , в виде суперпозиции семи и для альвеновской волны (оА).
магнитогидродинамических ВОЛН — Магнитное поле направлено вдоль

_  оси абсцисс.двух альвеновских, четырех магни­
тозвуковых и одной энтропийной.

Рассмотрим более подробно волновой пакет магнитогидроди­
намических волн одного типа, т. е. суперпозицию волн данного 
типа с малым разбросом волнового вектора для какой-нибудь 
магнитогидродинамической величины, например для плотности

р (г, t) — J pk ехр [i (kr — £)] d3k,

где о)' '̂ =  ш(-;) ( к )  и pi — частота и амплитуда Фурье возмуще­
ния плотности в магнитогидродинамической волне рассматривае­
мого типа с волновым вектором к  и интегрирование производится 
по небольшому объему в пространстве волновых векторов А к  =  
=  АкхАкуАкг вблизи точки k = k 0. Используя разложение

(к) =  0)(/) (К) +  (к — к0) vO\
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где vg — {ди>и Чдк)к̂  и заменяя рк на р^, получим

Р (г. t) =  рк i E - k  дк exp [i (k0r — wU
0 Чу

Дк exp [i (k0r — wf(/U )],

где
U)0) =  №(i) (k0), =  kp l ~ x ,  y, z.

Отсюда следует, что волновой пакет существенно отличен от 
нуля только в том случае, если величины £, невелики ( Е, 1). 
Отсюда в свою очередь следует, что волновой пакет переме­
щается со скоростью

Эта скорость называется групповой скоростью волн типа j.
Ясно, что для одномерных волновых пакетов в силу линейного 

закона дисперсии магнитогидродинамических волн их фазовая и 
групповая скорости совпадают. Для двумерных же и трехмер­
ных пакетов групповая и фазовая скорости, вообще говоря, не 
одинаковы.

Рассмотрим сперва двумерный волновой пакет. Подставляя 
в (2 .1 .2 .1) соu ) = v [J ) (Q)k, где 0 — угол между направлением 
распространения волны и направлением постоянного магнитного 
ноля (которое мы выберем в качестве оси х), и учитывая, что
6 =  arct.g (ky/kjf k — \Jk2x -}- №, получим соотношения

Их можно изобразить графически, вводя плоскость (vex, vey). 
Каждому углу 0 будет соответствовать тогда на этой плоскости 
некоторая точка. Геометрическое место таких точек называют 
групповой полярой.

На рис. 2 .1 .2  изображены групповые поляры [7] для быстрой 
(yg+) и медленной (vgJ) магнитогидродинамических волн *). От­
резки О A, OB, ОС и ОЕ равны

(2.1 .2 .1)

vgv — v(J) (0) sin 0 -f

vgx Vij) (0) cos 6
(2.1.2.2)

О A =  min (i'A< va)t

(2.1.2.3)

*) Они называются быстрой и медленной групповыми полярами.
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Для альвеновской волны групповая поляра вырождается, оче­
видно, в две точки В ж В ' (см. рис. 2 .1 .2 ), если 1;А )>г?8 и в  точки А 
и А ' , если Уд <  vs-

Для энтропийной волны групповая поляра вырождается 
в точку О.

Мы рассмотрели двумерные волновые пакеты. В случае трех­
мерных волновых пакетов конец век­
тора групповой скорости при изме­
нении направления распространения 
описывает некоторую поверхность.
Е е можно получить вращением груп­
повых поляр вокруг оси х, т. е. во­
круг направления постоянного маг­
нитного поля.

2 .1 .3 .  Затухание магнитогидро­
динамических волн. До сих пор при 
исследовании магнитогидродинами­
ческих волн мы исходили из урав­
нений магнитной гидродинамики 
идеальной среды, т. е. не учитывали 
эффектов, приводящих к диссипации 
энергии. Эти эффекты приводят, в 
частности, к затуханию магнитоги­
дродинамических волн, которое мы 
рассмотрим в настоящем разделе.

Уравнения магнитной гидродинамики с учетом диссипации 
имеют, согласно § 1.5, следующий вид [8, 9 ]:

Рис. 2 .1 .2 . Групповые поляры
для быстрой (uff+) и медлен­

ной (Vg-) волн.

dt ~-f- div pu =  О,

Л с
РТ =  А : й d iv  (xVZ1),

: — f v" + 5 F Iro tB ' b i +
d u
dt

OB
dt

+  viAu +  (v2 +  V3vi) grad div u, 

= rot[u , B] +  vmAB, 
div В =  0.

где ft — тензор вязких напряжений:

■п. .  _ а /  8 ^ \ _ L C SJ* ‘ W dxj /А *

(2.1.3.1)

да l 
к дх[

V1 =  l/pi v2 =  ЧР’ V и с 
теплопроводности и v 
проводность среды.

5 Под ред. А. И. Ахиезера

коэффициенты вязкости, х — коэффициент 
с2/4тто — магнитная вязкость, з  — электро-
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Будем предполагать, что все величины зависят только от z и t 
и введем, так же как и п. 2 .1 .1 , вектор магнитогидродинамического 
состояния 2I =  (p, s, пх, пу, иг, В х, В у). Тогда для малых возму­
щений мы получим вместо уравнения (2.1.1.4) уравнение

dt
, 7  Ж  _  f i

dz dz%

где Z — матрица, определяемая формулой (2.1.1.5),

(2.1.3.2)

и

, 0  

* Г Р

0
y.Ts

0 0 0 0

Р т ~ w 0 0 0 0 0

0 0 V1 0 0 0 0
0 0 0 V1 0 0 0
0 0 0 0 *1̂ 1 +  v2 0 0
0 0 0 0 0 'Jm 0

1 0 0 0 0 0 0 V»1

(2 .1 .3 .3)

/

Т, =  (дТ1дг)„ Tl =  (dTjds)f.

Будем искать решение уравнения (2.1.3.2) в виде плоской моно­
хроматической волны

21 =  А  exp [i (kz —

В этом случае имеем

— rnA _ j— ikZA - Ш )А . (2.1.3.4)

Будем считать частоту ш заданной, а волновое число к — неко­
торой функцией частоты. Ясно, что вследствие диссипации энер­
гии оно будет комплексным.

Считая элементы матрицы D достаточно малыми, можно решить 
уравнения (2.1.3.4) методом последовательных приближений. Пола­
гая А =  А-\- А̂  и к ~  ю/v -j- ik1, где А — правый собственный век­
тор матрицы Z, определяемый формулами (2 .1 .1 .11), А 1— малая 
добавка к Л и к ' — малая добавка к ш/v, получим

-UoA' +  — ZA' — k'ZA1 v V2 DA.

Умножая это уравнение па левый собственный вектор А+ ма­
трицы Z, найдем

=  <2 Л -3 -5) 

Легко показать, что A+DAjA+A ^  0; поэтому величина к' будет 
положительна при v 0. Отсюда следует, что амплитуда волны 
при ее распространении всегда затухает, т. е. изменяется по за-



кону (z >  0). Величина А;' называется коэффициентом зату-

-Т с п о л ь з у я  выражения (2.1.1.11), (2.1.1.14) для правого и левого 
с о б ст в е н н ы х  векторов, легко вычислить коэффициент затухания. 
Для альвеновских волн он имеет особенно простой вид [4]

Чтобы найти коэффициент затухания магнитозвуковых волн, 
следует использовать формулы

V±UA sin2 в _ „ 2  „ 2

V +  —  V A  C 0 S 2  ® *  S

p8Tf = T v l ( i l c v - i j c p),

где Су и с — теплоемкости при постоянных объеме и давлении. 
При этом мы получим следующее выражение для коэффициента 
затухания [10]:
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К (vX — vgv\ cos2 ®)

+  У± ( у  V1 +  v2) ]  +  0 4  — У*) (v^ I cos2 6 - f  vmi;2)} . v (2.1 .3 .7)

Эта формула сильно упрощается, когда vs <f: ил ; тогда для быстрой 
волны имеем

Ъ  =  (2 Л -3 -8)

и для медленной —
=  ,sin2L . (2 .1 .3 .9)2 v2A v s  | cos 0|з '  '

2 .1 .4 .  Возбуждение магнитогидродинамических волн. До сих 
пор мы исследовали дисперсию и поляризацию магнитогидроди­
намических волн. Перейдем теперь к вопросу об их возбуждении.

Магнитогидродинамические волны можно возбуждать либо ме­
ханическим путем, например с помощью вращающегося диска 
[11], либо внешними переменными токами [12] (см. также [13]). 
В случае плазмы наибольший интерес представляет последний 
способ, на котором мы и остановимся.

Будем сперва считать среду идеально проводящей и не будем 
учитывать никаких процессов диссипации. Тогда исходными яв­
ляются следующие линеаризованные уравнения для скорости 
среды и, отклонения р плотности среды от равновесного значения р0
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и отклонения В магнитного поля от постоянного и однородного 
поля В 0:

д и
dt =  vs^? ~Ь ~  [u i — Ue, В 0

<?р
dt +  Р о  div и = = 0,

■ (?В 
dt 
4тс

- rol [иВ0

rot В - - — еп (и,о ' i
ч , 4тс

Це) + - Г 1 >

(2.1.4.1)

где еп (и; — и0) — плотность «внутреннего» тока проводимости, 
lip ue — скорости ионной и электронной компонент, п — плот­
ность частиц одного сорта и j" — плотность «внешнего» тока, 
возбуждающего магнитное поле, v — скорость звука. (В первом

1
из этих уравнений не выписано слагаемое — [j6, Bj, так как оно
представляет собой пондеромоторную силу, действующую на «но­
сителя» тока, а не на плазму.)

Исключая в первом из уравнений (2 .1 .4 .1) плотность «внутрен­
него» тока с помощью последнего и дифференцируя первое по 
времени, получим
<?2U ; grad div u — [rot rot [u, vA j, vA] : i

' cpo
Bn, dt (2.1.4.2)

Это уравнение позволяет найти скорость среды и, если из­
вестна плотность внешнего тока j6. Используя далее второе и 
третье уравнения (2 .1 .4 .1 ), можно найти р и В.

Решение уравнения (2 .1 .4 .2) проще всего находить методом 
Фурье. Рассмотрим, например, случай, когда плотность тока 
является синусоидальной функцией времени, т. е.

je (г, t) =  е~ш 3е (г).

Тогда u (г, t) следует искать в виде
и (г, t) =  е~г“*и (г).

Разлагая J e (г) и U (г) в интегралы Фурье

J e (г) =  J J beik'd3k, U (г) =  J V^eikrdsk (2 .1 .4 .3)

и подставляя эти разложения в (2 .1 .4 .2), получим следующее 
алгебраическое выражение для определения U^:

{«о» -  (kvA)*} U t  -  {(!*  - f  v\) (kUk) -  (vAU k) (kvA)} k +

-f- vA (kvA) (kUk) =  [B 0J k], (2.1.4.4)



Зная и, можно определить интенсивность возбужденных маг­
нитогидродинамических волн. Вычислим для этого производную 
по времени от полной энергии среды

w  "= S f i ” + рг» + • i r ) d  v>

Где р=Ро+Р ~  плотность среды, ет =  ет (р) — внутренняя энер­
гия единицы массы, В = В 0+ В  — магнитное поле и и — скорость 
среды. Дифференцируя это выражение по времени и используя 
точные (нелинеаризованные) уравнения магнитной гидродина­
мики (1 .5 .3 .19), получим при постоянной энтропии следующее 
выражение для интенсивности возбужденных магнитогидродина­
мических волн:

7 =  ^ = 1  J u [ B r j r f F .  (2.1.4.5)

Замечая, что в рассматриваемом нами случае бесконечной прово­
димости среды Е  -)- y  [иВ] — 0, можно переписать формулу (2.1.4.5) 

следующим образом:
/ =  — j E j W .

Формула (2 .1 .4 .5) является точной. Для волн малой ампли­
туды, имеем

/ = 4 j i i l B 0f l d F .  (2.1.4.6)

Если плотность тока является синусоидальной функцией вре­
мени, то, используя разложения (2 .1 .4 .3 ), получим для усреднен­
ной по времени интенсивности возбужденных магнитогидродина­
мических волн

< 7 > = ■ ¥  S J * u ; y + t J * u - ^ d3k'

где V — объем системы.
Рассмотрим более подробно возбуждение магнитогидродина­

мических волн поверхностным током, текущим в плоскости ху, 
перпендикулярной к направлению постоянного магнитного поля, 
с плотностью

je r= (z)

Здесь j s — постоянный вектор, который мы будем полагать на­
правленным вдоль оси х.

Разлагая Ь (г) в интеграл Фурье
СО

§ (z) =   ̂ exp (ikz) dk
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и подставляя это разложение в (2Л .4.4), получим

^ W  2иеро (ш2 — ’ 

Отсюда находим скорость и (0 , и , 0):

__ ___  Г exp  (ikz) dk
11У 2тг Ср0Уд ) 42 —

—со
S

При вычислении входящего сюда интеграла следует помнить
о правильном обходе полюсов k = + w /v а. Именно, их следует 
обходить в соответствии с принципом излучения [14], т. е. счи­
тать, что 1ш со —> —Ю. В результате интегрирования получим

Найдем среднюю интенсивность возбужденных магнитогидро­
динамических волн. Подстановка (2 .1 .4 .8) в (2 .1 .4 .6) дает

Мы видим, что средняя интенсивность возбужденных волн, отне­
сенная к единице поверхности, равна

Рассмотрим теперь возбуждение магнитогидродинамических 
волн током, имеющим вид бегущей вдоль оси z волны, с плот­
ностью

В этом случае нельзя непосредственно воспользоваться полу­
ченными выше формулами, так как при совпадении скорости то­
ковой волны vj с какой-либо из фазовых скоростей магнитогидро­
динамических волн возникает резонанс, для исследования кото­
рого обязателен учет диссипативных процессов. Мы учтем"?здесь 
диссипацию, связанную только с конечной электропроводностью 
среды. При этом в системе уравнений (2 .1 .4 .1) изменяется только 
третье уравнение — уравнение «вмороженности» магнитных сило­
вых линий, которое приобретает вид

где v;i ==са/4тсо— коэффициент магнитной вязкости. Выбирая 
ось у перпендикулярно к направлению распространения волны

(2.1.4.8)

< 0  =  ^ S  exP ( - i ^ 8 ( z ) t f F ,

< / s >  =  гс/ !у а /с2. (2.1.4.9)

je (г, t) ~  J 0 exp (гш (t — zjUj)}.

~~~ rot [uB0l - f  ужДВ,
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/ z) и к направлению постоянного магнитного поля, получим 
следук>Щие уравнения для определения величин 5, и, В:

dp
dt ■ + ь % = 0 .

d t  

д а .

Bqz дВ„ о*
4-тсро

Во,

dz Рос

]j В0, - « Д о »
dt 

дР

4тср0 dz

В0;с

Рос

30ж
d<

dj^
d<

р0 dz ' 4лр0 dz

д I R ди&0г А, I "

РОС
d2B,

dz

d£„
d£

^  dz

ди ,. D __У
' - ° 0* dz

" dz2 
d2£„

(2.1.4. JO)

Эти уравнения распадаются на две системы; систему, содер­
жащую величины и , 5^ , относящиеся к альвеновской волне,
и систему, содержащую величины р, 
к магнитозвуковым волнам.

Решение первой системы имеет вид
* [it11 Ох — )%В0г

В „ =  ReУ шр0с [(У

BqzVj

Re

уа) ~  io

В.,

пУ

В  относящиеся

(2.1.4.11)

у

Аналогичным образом выглядит решение второй системы. Мы 
приведем здесь только выражение для Вх:

iBoip>j (vj  — vl cos2 6)__________B =  Re- opoс [- i v J - ■ y+) (y5 -  v~) + lWv™ ( 4  -  «'I)
(2.1.4.12)

где 0 — угол между осью z и направлением магнитного поля.
Полученные формулы показывают, что при совпадении ско­

рости токовой волны с альвеновской скоростью или со скоростью 
одной из магнитозвуковых волн возникает резонанс, и амплитуда 
соответствующей магнитогидродинамической волны становится 
обратно пропорциональной магнитной вязкости.

2 .1 .5 .  Характеристики магнитогидродинамических уравнений. 
Уравнения магнитной гидродинамики (1 .5.3.19) представляют со­
бой систему дифференциальных уравнений в частных производ­
ных, для которой может быть поставлена следующая задача (за­
дача Коши). На некоторой трехмерной гиперповерхности задан 
вектор магнитогидродинамического состояния 01. Требуется
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определить вектор '21 вне этой гиперповерхности. В частности, 
вектор 21 может быть задан на гиперплоскости t —0, т. е. во всем 
пространстве (х , у, z) нри t = 0 ; задача Коши состоит тогда в нахо­
ждении “21 при t -т̂ = 0.

Покажем прежде всего, что задача Коши не всегда имеет одно­
значное решение. Рассмотрим с этой целью простейший случай

одного дифференциального уравнения 
f  с двумя независимыми переменными,

* j -  +  Z i * L  =  0, (2.1.5.1)

где Z — некоторая функция 21, t, z, и 
поставим задачу нахождения решения 
этого уравнения, принимающего задан­
ные значения 210 (s) на некоторой кри­
вой Г на плоскости

1 21 (t, z) |г =  2I0 (s), (2.1.5:2)
Рис. 2.1.3. Характеристи­

ка одномерных волн. где s — длина дуги на кривой Г, от­
считываемая от некоторой точки О 
(рис. 2 .1 .3 ).

Для того чтобы определить значения функции '21 (t, z) вне кри­
вой Г, необходимо найти предварительно производную д'И/дп от 51 
по нормали п к этой кривой. Выразим для этого величины 321 jdt 
и dQl/dz на кривой Г через дЩjdn ж производную 52 l/ds от QI вдоль 
касательной [15]. Обозначая через vT тангенс угла наклона каса­
тельной к кривой Г  по отношению к оси t

имеем

<т __ 1 <»а иг <уа_ ^  , i
dt ~~ \ /^ + Т \/"F+1  дп ' dz — ds дп •

Подставляя эти выражения в (2.1.5.1), получим

(vr - Z ) d- ^  =  {i-\-Zv г) ^ .  (2 .1 .5 .3)

Так как dtyjds известно, то это уравнение позволяет определить 
(Щ дп, если Vt =^=Z. В данном случае, следовательно, задача Коши 
хшеет решение и притом единственное. Если же vT = Z ,  т. е.

(2.1.5.4)



то уравнение (2 .1 .5 .3) не позволяет найти д^Мдп. В этом случае 
задача Коши либо вовсе не имеет решения (если dtylds =/= 0), 
либо имеет бесчисленное множество решений (если <9'2l/<?s=0).

Уравнение (2 .1 .5 .4) определяет некоторое семейство кривых, 
называемых характеристическими кривыми или характеристи­
ками дифференциального уравнения (2 .1 .5 .1).

Таким образом, задание произвольных значений (t, z) 
и с к о м о й  функции 01 (t, z) на любой кривой, не являющейся 
характеристикой, позволяет однозначно найти решения уравне­
ния (2 .1 .5 .1) вне этой кривой. Напротив, задание значений О!,, (t, z) 
на характеристике не определяет решения
(2.1 .5 .1) вне характеристики. Более того, 
значения ЭДо (*> z) на характеристике 
нельзя задавать произвольно; они должны 
удовлетворять дополнительному условию

d21/ds=0.

Можно сказать, что характеристики 
являются линиями раздела между различ­
ными типами решений. В частности, если 
при определенном значении t = f 0 функция 
21 (t, z) отлична от нуля только на неко­
тором отрезке а ^  z ^  6 оси z (мы будем 
говорить в этом случае, что в момент 
времени t= t0 возмущение имеет место на 
отрезке (а, Ь)), то при t >  t0 функция 
<21 (t, z), т. е. возмущение, будет отлична от нуля в области пе­
ременных t, z, ограниченной прямой t = t0 и двумя характе­
ристиками, проходящими через точки А ж В  (эта область, за­
штрихованная на рис. 2 .1 .4 , называется областью влияния).

Перейдем теперь к рассмотрению системы магнитогидродина­
мических уравнений

f +  =  0, (2 .1 .5 .5 )

где <21 — семимерный вектор в случае одномерных возмущений 
(зависящих от одной пространственной координаты z).

Считая снова, что вектор состояния 21 задан на кривой Г  и 
переходя к производным от <21 по касательной к кривой Г и по 
нормали к ней, получим взамен (2 .1 .5 .3) следующую систему урав­
нений для определения д^/дп:
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Рис. 2 .1 .4 . Области влия­
ния.

(Z -  v j )  §  =  _  М  +  / )  § .  (2 .1 .5 .6)
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Для того чтобы она имела однозначное решение, необходимо 
и достаточно, чтобы детерминант системы

Л =  det (Z — уг/ )

был отличен от нуля. Если же детерминант Д равен нулю,

det (Z —■ уг7) =  0, (2.1.5.7)

то система (2 .1 .5 .6) либо вовсе не имеет решений, либо имеет их 
бесчисленное множество. В первом случае задача Коши не имеет 
решения, во втором же случае должны выполняться определен­
ные соотношения между значениями “21 на кривой Г , чтобы реше­
ния существовали.

Так как левая часть уравнения (2 .1 .5 .7) представляет собой 
многочлен седьмой степени относительно vr, то это уравнение 
определяет в каждой точке плоскости (t, z) семь значений, кото­
рые мы будем обозначать через г/я  (t, z), / = 1 ,  2, . . ., 7 (все они 
вещественны). Поэтому мы получим семь обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений

определяющих семь семейств кривых, причем задание на них '21 
не определяет *21 вне этих кривых. Эти кривые называются харак­
теристиками.

Для магнитогидродинамических уравнений матрица Z не за­
висит явно от t и z, а зависит только от *21 =  (t, z). Поэтому 
величины v,j) также не зависят явно от t и z, а являются функ­
циями только *21.

Легко установить физический смысл величин v^\ Так как 
уравнение (2 .1 .5 .7) совпадает с уравнением (2 .1 .1 .8) для опреде­
ления фазовых скоростей магнитогидродинамических волн, то ве­
личины представляют собой фазовые скорости магнитогидро­
динамических волн малой амплитуды, если исходное состояние 
магнитогидродинамической среды описывается вектором состоя­
ния <Ш.

Существует семь типов магнитогидродинамических волн малой 
амплитуды, и поэтому через каждую точку плоскости (t, z) про­
ходит семь характеристик, тангенсы углов наклона которых 
к оси t равны соответствующим фазовым скоростям волн малой 
амплитуды.

Вдоль характеристики компоненты вектора магнитогидроди­
намического состояния могут изменяться, поэтому могут ме­
няться и тангенсы угла наклона характеристик, т. е. последние 
представляют собой, вообще говоря, сложные кривые.
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Используя понятие характеристики, можно придать уравне­
ниям магнитной гидродинамики (2 .1 .5 .5) более простой вид [16, 
17]. Введем для этого производную вдоль f-й характеристики:

( т г ) , - т г + * м’ * - «  / - * > * ■ - Л

Тогда уравнения магнитной гидродинамики (2 .1 .5 .5) могут 
быть представлены в виде

A(J>+$ r ) j  =  0. / = 1 , 2 , . . . , 7 ,  (2.1.5.8)

где A IJ>+ — /-Й левый собственный вектор матрицы Z. Чтобы убе­
диться в справедливости уравнений (2 .1 .5 .8 ), умножим слева урав­
нение (2 .1.5.5) на А1*)+. Так как A (J>+Z =  v(J)AUJ+, то мы и при­
дем к уравнению (2.1 .5 .8).

§ 2 .2 . Простые волны в магнитной гидродинамике

2 .2 .1 . Связь простых волн с волнами малой амплитуды. Выше 
мы изучали магнитогидродинамические волны малой амплитуды. 
Переходя теперь к изучению магнитогидродинамических волн 
большой амплитуды, начнем с исследования так называемых 
простых волн, т. е. таких решений уравнений магнитной гидро­
динамики, где все компоненты вектора состояния 51ц 512, . . 517 
являются функциями одной из них, например 511; которая в 
свою очередь зависит от t и z *).

Для нахождения простых волн нет необходимости решать не­
линейную задачу, а достаточно только знать все виды плоских 
волн в линейном приближении. В самом деле, в случае простых 
волн получаем соотношения

51̂  =  51у (51,), 511 =  511(£, г).
Их подстановка в (2 .1 .5 .5) дает

Эти уравнения представляют собой систему семи однородных 
алгебраических уравнений относительно величин d5l./d5li, не 
равных одновременно нулю. Поэтому определитель системы
(2.2 .1 .1) должен равняться нулю

_ _ _ _ _  '1в1( ' ^  +  2 т г )  =  ° '

(г Простые волны в случае, когда число независимых переменных 
оолыпе двух, исследованы в [31 32].



Обозначим через v(J) ('21) (/•= 1, 2, . . ., 7) корни уравнения

det (Z ('21) — V./) =  0 (2.2.1.2)

(все они в силу гиперболического характера системы магнито­
гидродинамических уравнений вещественны); тогда функция 
01х (t, z) будет удовлетворять одному из уравнений

- f  V,j> (01) =  0, / = 1 , 2 , . . . ,  7. (2.2.1.3)

Итак, существует семь типов простых волн, соответствующих 
различным значениям v'J> (01), которые представляют собой, 
очевидно, скорость «переноса» данных величин вектора магнито­
гидродинамического состояния.

Уравнение (2 .2 .1 .2) совпадает с уравнением (2 .1 .1 .8 ), опреде­
ляющим фазовые скорости магнитогидродинамических волн малой 
амплитуды. Поэтому можно утверждать, что величины 
г/л (Oli, 01г> • • •) совпадают с фазовыми скоростями магнитогидро­
динамических волн малой амплитуды, если исходным является 
состояние с заданными значениями 01. вектора этого состояния 
(они как бы замораживаются).

Подставляя (2 .2 .1 .3) в (2 .2 .1 .1 ), получим систему обыкновен­
ных дифференциальных уравнений для определения d0lj./d01i

откуда

^  =  <33,(01,, 012, . .  017), (2.2.1.4)

где 9 3 — некоторые функции от '21,.. Существенно здесь то, что 
для нахождения этих функций не нужно решать нелинейную 
магнитогидродинамическую задачу, а достаточно воспользоваться 
решениями системы магнитогидродинамических уравнений в ли­
нейном приближении. Действительно, рассматривая точное соот­
ношение (2 .2 .1 .4) в линейном приближении

^  - 33, (0101, '2(:|, , . . 0107), 01, =  010,  +

получим

^ -  =  <53,(Olai) Ol02, . . . , O l 07). (2.2.1.5)

Таким образом, отношения между амплитудами 01, в линейном 
приближении непосредственно дают функции *23, (011; 012> • • •> 017).
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Из формул (2 .2 .1 .5 ), (2 .1 .1 .7) следует, что дифференциальные 
у р авн ен и я  для простых волн можно представить в виде

^^1 _, ^^7 , 9  9  л r»v
А1(<Я)— Аг {Ъ)— ‘ ‘ ’ — 4 ,(3 1 )' ' ' ‘ ' '

где А ■ — компоненты правого собственного вектора (они опре­
деляются формулами (2.1.1.11)).

Найдя из системы уравнений (2 .2 .1 .6) величины 013 (01х), 
можно представить решение (2 .2 .1 .3) в виде

где *5 — произвольная функция, определяемая из начальных 
условий.

В частности, когда <5 (01,) =  0, получим

В этом случае говорят, что простая волна является автомодель­
ной *). Автомодельные волны возникают во всех тех случаях, 
когда в начальных и граничных условиях отсутствуют параметры, 
имеющие размерность длины или времени.

2 .2 .2 . Типы простых волн. Перейдем теперь к нахождению 
различных т и п о в  простых волн [33]. Начнем с альвеновских волн. 
Так как в нелинейной волне нельзя разделить магнитное поле на 
два слагаемых — невозмущенное поле и возмущение, то мы не 
можем непосредственно воспользоваться формулами (2 .1 .1 .11), 
выведенными в предположении, что невозмущенное магнитное 
поле лежит в плоскости xz. При произвольной ориентации магнит­
ного поля первая из формул (2.1 .1 .11) имеет вид

(е —+ 1 , в зависимости от того, распространяется ли волна в по­
ложительном или в отрицательном направлении оси z).

Используя (2 .2 .1 .6) и выбирая в качестве Oli величину и?р 
получим

(2.2.1.7)

vU) (01) =  zjt. (2.2.1.8)

откуда

B l +  Щ =  const, =  — e^ | = J-sg n j3 ,-f const. (2.2.2.1)

*) Более общие классы автомодельных магнитогидродинамических волн 
исследованы в работах [18—30].



Таким образом, в альвеновской простой волне величины р, s, иг 
и ]В| не изменяются.

Формула (2 .2 .1 .7) принимает в рассматриваемом случае сле­
дующий вид:

+ 1 # ) , = ® (“ ' ) - (2-2 -2 '2>

Так как в альвеновской простой волне величины иг, Bz и р 
сохраняют постоянное значение, то, согласно (2 .2 .2 .2 ), такая волна 
распространяется без искажения формы.

Перейдем теперь к нахождению простых магнитозвуковых волн. 
При произвольной ориентации векторов В и и  вторая и третья 
формулы (2 .1 .1 .11) имеют вид (после деления на р)

^  (3,4,5,6) =  (  1 Д ------
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4itP2(y!L - y±) ’ 4лР2 (VM ~  Vl) '
Bxv%

р p K — ' D T

где vA == В/\/4пр. Верхнему знаку в индексе у величины v± соот­
ветствует быстрая магнитозвуковая волна, нижнему — медленная 
волна. Из (2 .2 .1 .6) следует, что

й±  — О 
dp ~  ’

duz v±
^p"~~s 7

dux __ еВ хВ ги± duy _ tB yB 0v±
dp

^ 4 VA * ~ V1) ’
dp

4kp2 (vM  "  vl )

d B x __ B x» l d B y __^ В yv±
dp

p ( ^ - - L ) ’
dp

p ( y± - uL ) '

(2.2.2.3)

Из последних четырех уравнений (2 .2 .2 .3) находим

B yiB% — const, иу — В !/u JB x — const. (2 .2 .2 .3 ')

Эти формулы означают, что простые магнитозвуковые волны 
плоскополяризованы, т. е. их вектор В лежит в определенной плос­
кости (плоскости xz), причем можно выбрать систему координат 
таким образом, чтобы вектор и лежал в той же плоскости, т. е.
и = £ ,  В = 0.

Формула (2 .2 .1 .7) принимает в случае магнитозвуковых волн 
следующий вид:

2 — К  +  6V±)1 — *5 (р)- (2.2.2.4)

Отсюда вытекает, что при < = 0  на участках сжатия, на которых 
dpldz <  0  (волна распространяется в положительном направле­
нии оси z), выполняется условие V̂' ( р) 0, а на участках разре­
жения (dpldz >  0) — условие *5' ( р) >  0.
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Пользуясь соотношением

и1 — К  +  °-± +  vlvl*  =  0 (2.2.2.5)

и формулами (2 .2 .2 .3 ), можно представить скорость магнитозву­
ковых волн v± в виде, аналогичном ее выражению в обычной гидро­
динамике [3]

v± =  Y d p jd p , (2.2 .2 .6)

где рв =  р-\~В2/8п.
Рассмотрим, наконец, энтропийную простую волну. Из урав­

нений (2 .1 .1 .11), (2 .2 .1 .6) следует, что в ней величины и, В  и р  
остаются постоянными, а энтропия является произвольной функ­
цией от 2— m.t.

Остановимся теперь на некоторых качественных выводах, не­
посредственно вытекающих из дифференциальных уравнений для 
простых магнитозвуковых волн. Прежде всего отметим, что дав­
ление меняется в том же направлении, что и плотность; попереч­
ное магнитное поле \ВХ\ в быстрой магнитозвуковой волне изменя­
ется в том же направлении, что и плотность, а в медленной — в об­
ратном направлении.

2 .2 .3 .  Искажение профиля простой волны. В обычной гидро­
динамике показывается [34], что в простой волне точки, соответ­
ствующие большей плотности, движутся быстрее, чем точки, соот­
ветствующие меньшей плотности, если выполняется условие

(' г ^ ) . > ° '  <2 2 -3 1 >

т. е. если удельный объем 1/р является вогнутой функцией давле­
ния при постоянной энтропии. Заметим, что для идеального газа 
р / рт =const и

( д Ч Ш  =  1 + 1 .
V дрЪ Л  Т 2 Р 2 Р ’

поэтому условие (2 .2 .3 .1) выполняется.
Мы покажем теперь, что аналогичная ситуация имеет место 

также для простых магнитозвуковых волн в магнитной гидроди­
намике [35, 36]. Для двух других типов простых магнитогидро­
динамических волн — альвеновских и энтропийных — плотность 
постоянна, и они распространяются без изменения своей формы.

Положим для определенности, что волна движется в положи­
тельном направлении оси z. Тогда из формул (2 .2 .2 .3) следует, что

dL’Vb i d .  , 
dp ~  р dp (рг7±)’ (2 .2 .3 .2)
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где t;ph =  uz -f- v±. Для вычисления производной d(pv±)jdp продиф­
ференцируем по р уравнение (2 .2 .2 .5), умноженное предварительно 
на р4; имея в виду, что риААг =  const, получим

Используя далее уравнения (2.2.2.3) и соотношение [34]

(дЦ1/р)\
dp 2 \ др2 /s ’

найдем [35]

4;; ЦР£±1 —  o - W - ^ М Д  ^  ~  ^  I 
± dp Ч  дрг ) а P* _ 1/t( 4  +  ^ )  +

2 2 2 2 V , V а УоУ А ± A s Az

' И + »Э +  2 .,  Й  -  « у  К 1 ' 1 2?Х З }
Здесь все слагаемые в правой части положительны как для 

быстрой, так и для медленной магнитозвуковой волны. Это выте­
кает из условия (2 .2 .3 .1) и из того, что в быстрой магнитозвуковой 
волне выполняются неравенства

vl > vh  vl > 1l^(vl  +  vb  vl > vlvl J vl ’ (2.2.3.4) 

а в медленной — неравенства

vl  <  v- <  Va (D\ +  us)’ v- <  uIvaJ v1- (2-2.3.5) 

Поэтому d(pv±)/dp^>0, и, следовательно,

^ > 0 ,  =  » . +  » ,. (2.2.3.6)

Неравенство (2 .2 .3 .6) означает, что при распространении простой 
волны точки, соответствующие большей плотности, движутся 
быстрее точек, соответствующих меньшей плотности [6].

Поэтому при распространении простой волны ее профиль ис­
кажается. Те участки волны, на которых dp/dz 0 (это участки 
разрежения, так как волна движется в положительном направле­
нии оси г) будут с течением времени растягиваться, а участки, на 
которых dp/dz <С 0, будут сжиматься (рис. 2 .2 .1 , а) [36—3 8 ]*). Та-

*) В  случае, когда магнитное поле перпендикулярно к направлению рас­
пространения волны, аналогичное исследование было проделано в рабо­
тах [39—41]. Этот же результат был получен и для плазмы с анизотропным 
давлением [42—45 56], а также для плазмы без столкновений при 
р <g В 2/St. [46, 47].



§ 2.2. ПРО СТЫ Е ВО ЛН Ы  В  МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКЕ 81

кое искажение профиля волны приводит, как мы сейчас покажем, 
к образованию разрывов.

Для более подробного исследования этого вопроса воспользу­
емся уравнением (2 .2 .1 .7) для 2 !!= р  п р и ® = + 1 . Дифференцируя 
его по z при постоянном t, получим

ДРрПР) , dff(p)' до
dz

1. (2.2.3.7)

Из соотношений (2.2.2.3) с 
уравнения непрерывности следует

d p __  р д и г __  1 dp

учетом

d z ' dz v+ d t '
Поэтому

1 d u v \x (? )ld P +  d<$  (? ) ld ? dp

:(?) d t
1. (2.2.3.8)

P*Отсюда в свою очередь вытекает, что 
при выполнении условия tdvvh (р)/dp -f- 
■+ (p)/dp >  0 производная dpjdt отрица­
тельна, т. е. имеет место разрежение; при 
tdupijdo -f- d^fjdp <С 0 происходит сжатие.

В силу неравенства (2.2.3.6) в тех 
участках среды, где в начальный момент 
времени имело место разрежение (d&jdp^O), 
оно сохранится и во все последующие 
моменты времени.

На участках, где d^ /dp^ O , происхо­
дит сжатие до тех пор, пока выполняется 
неравенство tduphjdp -f- d^/dp <  0. В мо­
мент, когда выражение t dvvb/dp -f- d^jdp 
обращается в нуль, производная dp/dz, 
согласно (2.2.3.7), обращается в бесконечность. Соответствующее 
значение t равно

_  d^/dp

В)
Рис. 2 .2 .1 . Искажение 
профиля простой маг­
нитозвуковой волны.
а) Начальный профиль 
волны; б) увеличение кру­
тизны профиля; в) неосу­
ществимый профиль волны, 
в котором плотность явля­
ется многозначной функцией 

координаты.

dv„ (2.2.3.9)

Различным
-ph/^P'

точкам z, т. е. различным значениям р соответ­
ствуют, согласно (2.2.3.9), различные моменты обращения dp/dz 
в оеско'нечность. Впервые др/дг обращается в бесконечность при

Из условия минимума

t =  min - dtf/dp \
d v Vb l d ? j '

(2 .2 .3 .9 ')

d<5/dp

6 Под ред. А. И. Ахиезера
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следует, что в этой точке выполняется равенство

d v vhjdp  dxS'/dp

d 2vpb jdp2 d '^ /d p 2
==0. (2.2.3.10)

Вместе с тем, дифференцируя выражение

2 — Урь (р) t =  $  (р)
по р, находим

\dp)t dp d p ’ \dpz)t dp2 l ~ d p * '

Используя соотношения (2 .2 .3 .9 ), (2 .2 .3 .10), получим

( 1 ) , = ° '  Q , = a  <2 -2 -3 -1 2 >

Эти формулы показывают, что в тот момент, когда dpldz обра­
щается в бесконечность, на профиле простой волны появляется 
точка перегиба с вертикальной касательной (см. рис. 2 .2 .1 , б). 
Так как точки, соответствующие большей плотности, двигаются 
быстрее, то в дальнейшем плотность должна была бы стать много­
значной функцией координат (см. рис. 2 .2 .1 , в). Но это невозможно, 
и, следовательно, в момент t, определяемый формулой (2 .2 .3 .9 '), 
образуется разрыв, т. е. ударная волна.

Автомодельным волнам, как уже указывалось, соответствует 
обращение в нуль функции *5 (р)- При этом из соотношения (2.2.1.8) 
следует, что в фиксированной точке z с течением времени t ско­
рость распространения автомодельной волны уменьшается. Так как 
скорость распространения альвеновской и энтропийной простых 
волн постоянна, то эти волны не могут быть автомодельными.

Из выражений (2 .2 .3 .6 ), (2 .2 .3 .7) следует, что автомодельные 
магнитозвуковые волны являются волнами разрежения:

др/дг >  0, dp/dt 0.

Заметим, что, интегрируя уравнение (2 .2 .3 .8 ), можно вычис­
лить время, в течение которого магнитогидродинамическая среда 
переходит от плотности р0 к плотности р, а именно

1  г" d<$ ( р )j i ^ p d p .  (2.2.3.13)р у ± ( р )  J  dp
О

2 .2 .4 .  Интегрирование уравнений простых волн. Если магни­
тогидродинамическая среда описывается уравнением состояния 
идеального газа р / pT=const, то, как показал Фридрихе (см. [38]), 
интегрирование уравнений простых магнитозвуковых волн (2 .2 .2 .3)



сводится к квадратурам. В самом деле, введем безразмерные пе­
ременные

pv = 4 I vaz =  ^ pIB% д± =  »Ц>4;
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так как В — const, то

dP* =  -jprdP- (2.2.4.1)

Выберем далее систему координат, в которой и =  О, В у~ 0. 
Тогда уравнение

4  — (*>А +  vl) v\ - f  иУАг == 0 

можно представить в виде

VAxV% =  ( 4  — vl) {v\ — v%z), (2.2.4.2)

или в переменных рг и q±

_(< !+  — 1 ) (р »9±  — 1)
в * — д± • (2.2.4.3)

Пользуясь формулой (2.2.4.2), преобразуем предпоследнее 
уравнение (2.2.2.3) к виду

d B x _  4тс(г;| —  vl)
вх

откуда с помощью (2 .2 .4Л) находим

?Ш =  — В 2(а — 1) 
dp* т г (q± }’

Используя это выражение, получим [3] из (2.2.4.3)

dp*__о p*g± — 1 (2.2.4.4)dq± t i± (?± — 1) ’ 
где

т/(2 t)- „

Так как величина у заключена в интервале 1 <С Т ^  5/3 [48], то

1 < е , < 5 .

Линейное уравнение (2 .2 .4 .4) легко интегрируется [1 ], и мы 
находим

- - * *  -‘ • ♦ Л : ; , .  Ч т , — " * -  < ***• *)(д± - ф  / j  g l f e - l ) 14-0/

Определив отсюда q± как функцию величины р% и найдя далее 
составляющую магнитного поля В , с помощью (2 .2 .4 .3 ), можно

6*
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найти компоненты скорости из ^уравнений (2 .2 .2 .3 ), имеющих 
в безразмерных переменных р * и д± вид

т j /  ч ± -  1 sgtl (ВхВг). (2.2.4.6)
d p *  ЧР* ’ <*Р* ТР* ’ Р А - 1

Таким образом, задача интегрирования системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, описывающих простые магнито­
звуковые волны, сводится к квадратурам.

Выясним теперь, как изменяются магнитогидродинамические 
величины в простых магнитозвуковых волнах. Из определения 
величин Рф и q+ следует, что в быстрой магнитозвуковой волне 
выполняются неравенства [49]

а д + > 1> 9 + > 1 .  РА + > !•  (2.2.4.7)

а в медленной волне — неравенства

Р Я - <  1- 9 - < 1. (2.2.4.8)

Из неравенств (2 .2 .4 .7 ), (2 .2 .4 .8) и уравнения (2 .2 .4 .4) следует, 
что d p jd q ± >  0. Так как величина р *, являющаяся безразмерным 
давлением, изменяется, согласно (2 .2 .4 .1 ), так же, как и плотность, 
то и q± изменяется таким образом. В частности, в автомодельных 
волнах величины р* и q± убывают (как в быстрой, так и в медлен­
ной магнитозвуковых волнах).

Если первое из неравенств в формулах (2 .2 .4 .7 ), (2 .2 .4 .8) пре­
вращается в равенство, т. е. если p%q+ = 1 , то, согласно (2 .2 .4 .3), 
поперечное магнитное поле обращается в нуль. Так как в автомо­
дельных волнах величины р% и q± убывают, то написанное равен­
ство может выполняться лишь позади быстрой или впереди медлен­
ной волны. Соответствующие волны называются особыми*).

При р * = 1  и q± =  1 дифференциальное уравнение (2.2.4.4) 
имеет особую точку. В окрестности этой точки уравнение интеграль­
ных кривых имеет вид [3, 49]

Р . =  l ^ L ^ f r I +  C (?± -  1 ) 4  (2.2.4.9)

где С — постоянная интегрирования. В особой точке все инте­
гральные кривые имеют общую касательную с наклоном

d-P* _ _  7 
d(I± Т — 1 ‘

Таким образом, особая точка р * = 1 , д± = 1  является узлом.

*) По английской терминологии быстрая и медленная особые волны 
называются switch-off and switch-on waves [1].
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Общий вид интегральных кривых уравнения (2.2А А ) изобра­
жен на рис. 2 .2 .2 . Несуществующие участки интегральных кривых, 
на которых нарушаются условия (2 .2 .4 .7 ), (2 .2 .4 .8 ), изображены 
пунктирной линией. Стрелками отмечено направление изменения 
величин р% и q± в фиксированной точке пространства при распро­
стран ен и и  автомодельной волны. Знаком плюс отмечены быстрые

Рис. 2 .2 .2 . Изменение величин р т и q± в маг­
нитозвуковых автомодельных волнах.

Точка (q± , р*) перемещается вдоль одной из интег­
ральных кривых (жирные линии) в направлении, 
указанном стрелкой. Неосуществимые участки ин­
тегральных кривых изображены пунктирными ли­
ниями. Область, отмеченная знаком плюс, соответ­
ствует быстрой автомодельной волне, область, отме­
ченная знаком минус, — медленной магнитозвуко­
вой волне. Отрезок (0, 1) оси абсцисс, соответствую­

щий кавитации, снабжен штриховкой.

магнитозвуковые волны (q± 1), знаком минус — медленные 
волны (q± 1). Точки, расположенные позади быстрой и впереди 
медленной волн максимальной интенсивности, попадают на ли- 
ншо P*=^lq±- Как видно из рис. 2 .2 .2 , в этих точках p t <С 1 
в случае быстрой и р # >  1 в случае медленной волны.

На линии р^ = 0  давление обращается в нуль — наступает 
кавитация. При этом волна имеет максимально возможную ам­
плитуду, совместимую с данными начальными условиями. Из 
рис. 2 .2 .2  видно, что кавитация может иметь место лишь в медлен­
ной магнито звуковой волне. В быстрой магнитозвуковой волне
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кавитация невозможна, так как ее амплитуда ограничена усло­
вием p mq+ ^  1 •

Частными случаями быстрой и медленной магнитозвуковых 
волн являются вырожденные волны, в которых все время соблюда­
ется равенство q± = 1  (величина р^ в таких волнах убывает). Из фор­
мулы (2 .2 .4 .3) следует, что поперечное магнитное поле в вырожден­
ных волнах остается равным нулю. Вырожденные волны ничем 
не отличаются от простых волн в обычной гидродинамике (при от­
сутствии магнитного поля). В области р% 1 такую волну сле­
дует причислять к быстрым, а в области р^ <  1 — к медленным 
магнитозвуковым волнам.

В качестве примера [49] найдем условие кавитации в медлен­
ной автомодельной волне в том случае, когда альвеновская ско­
рость у1А впереди волны значительно меньше скорости звука i>ls. 
Согласно определению величины р% это означает, что впереди волны 
выполняется условие р ы  1. При этом величина q_ равна 1 /ры .. 
Вследствие уменьшения давления в автомодельной волне, неравен­
ство р ы :̂ > 1 справедливо лишь впереди волны. Однако так как 
величина q_ убывает, неравенство q_ <#: 1 будет справедливо во 
всей медленной волне. Из уравнения (2 .2 .4 .4) при q_ <<; 1 следует 
соотношение

(здесь и далее индекс 1 относится к области пространства, лежащей 
впереди волны). Из последнего выражения находим, что в точке, 
где наступает кавитация (р2% = 0 ) , величина q_ равна

(здесь и далее индекс 2 относится к области пространства позади 
волны).

Пользуясь формулами (2.2.4.6) и выражая q_ через р.. с помощью 
соотношения (2.2.4.10), получим скачки компонент скорости (Д_иг =  
=  м2г — 11 п> — uix) в медленной волне при наличии кави­
тации

q- — q2- =  1l2m -- (2.2.4.11)

О
1

где a = p j p u .
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Разлагая подынтегральные выражения последних двух соотно­
шений в степенные ряды, находим, что при у =  6/3

2 .2 .5 .  Инварианты Римана. В обычной гидродинамике ин­
вариантом Римана называется такая функция 91 от гидродинами­
ческих величин, ч21х, “212, . . '2 1 , , ,  которая остается постоянной вдоль 
некоторой характеристики. Если пользоваться этим определением, 
то в магнитной гидродинамике инварианты Римана отсутству­
ют [17]*). В самом деле, так как инвариант Римана постоянен 
вдоль характеристики, то

где yph численно равно тангенсу угла наклона характеристики 
к оси t. Уравнение (2 .2 .5 .1) должно являться следствием уравнений 
(2 .1 .1 .2). Поэтому должна существовать такая вектор-функция 
fi=(fx1; . . ., f*J, для которой уравнение

*) Заметим, что при В г=  0 уравнения магнитной гидродинамики имеют 
такой же вид как и уравнения обычной гидродинамики [39], если вместо 
обычных давлений р и энергии единицы массы ет ввести «полное», или эффек­
тивное, давление р в =р-\~Въ/Ы  и «полную» энергию ед =  еш J - B 2/8 ti р. В этом 
случае существуют такие же инварианты Римана, как и в обычной гидро­
динамике [50—53]. Заметим также что инварианты Римана существуют для 
любой линейной системы уравнений в том числе и для линеаризованных 
уравнений магнитной гидродинамики [54].

1

1  j 0-(т+1)/2т ( i  -  (1 — a)-1/, do = 3 ,6 7 .  (2.2.4.15)
о

(2.2.5.1)

(2.2.5.2)

тождественно уравнению (2 .2 .5 .1). Записав его в виде

и сравнивая последние два выражения, находим

(2.2.5.4)

(2.2.5.5)
J
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И з соотнош ений (2 .2 .5 .4 )  сл ед ую т 1/2/г(ге-

dpj д\хк
дЫ; ’

1) уравнений

Система (2 .2 .5 .5) 
Таким образом, 

-1 )+ V 2 п (гг—1):

которым ДОЛЖНЫ удовлетворять функции fJl .. 
содержит еще (п—1) независимых уравнений. 
п функций . . ., /л,г должны удовлетворять (п- 
= 1/2 (гг—1 )(п + 2 ) уравнениям, что при п >  2, вообще говоря, не­
возможно*). Отсюда следует, что данное выше определение инва­
риантов Римана нельзя перенести в магнитную гидродинамику. 
Однако можно так видоизменить это определение [16], чтобы оно 
имело смысл и в магнитной гидродинамике. Мы назовем инвариан­
том Римана такую функцию от магнитогидродинамических ве­
личин 01 (01х . . . ., '21J, которая остается постоянной в простой 
волне. (В обычной гидродинамике эти два определения равно­
сильны.)

Так как простые волны описываются системой п обыкновен­
ных дифференциальных уравнений первого порядка, то существует 
(гг— 1) интегралов этой системы, которые и являются инвариантами 
Римана. Каждой простой волне соответствует, таким образом, 
(гг— 1) инвариантов Римана.

Простой магнитозвуковой волне, согласно уравнениям (2 .2 .2 .3 '),
(2 .2 .4 .5 ), (2 .2 .4 .6 ), соответствует шесть инвариантов Римана 
(мы здесь не пользуемся выбранной ранее системой координат, 
в которой ц = 5  =  0):

9 V

9 V

(9± - 1 ) 6/ + 9 Л
dq±

q\ (q± -  1)9/+1

us (P*) '/ Q± (P*) ,
-------- ----------dp,,:Un — J

■ux ±  (ВЯВХ) У
7 B t
г By

7 * 7 sgn

g± (p«) — 1 (p«)
P*?± (P*) — 1 P*

9±(P*) — 1 (P«) 
P*?± (P*) — 1 P*

*P,>

dp*,

9 ^ 5 = - ,pf
BJL
B,

(2.2.5.6)

где индексы n и t относятся к компонентам векторов вдоль направ­
ления распространения волны и в перпендикулярном направлении.

*) Уравнения (2.2.5.4), (2.2.5.5) могли бы оказаться совместными 
в силу случайного вырождения. Легко показать что в случае магнитной 
гидродинамики такого вырождения нет, и уравнения (2.2.5.4), (2.2.5.5) не 
совместны.
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Функция д± (р.%) во втором, третьем и четвертом инвариантах Ри- 
мана определяется с помощью первого инварианта Римана; функ­
ция vs (р%) — с помощью пятого инварианта Римана. Пятая фор­
мула (2 .2 .5 .6) показывает, что одним из инвариантов Римана яв­
ляется энтропия.

При т = 5/3 инвариант 9?! выражается через элементарные 
функции

Р , —  * , 5 5 , 10
(?±- 1 ) 5  ' 2 ( ?± — 1)4 (?± — 1)3 1 (<?+ — I)2

25 5 ' . 3 0  In (2 .2 .5 .7)
д± — 1 д± I я± — 1 1

Инварианты 9?2 и позволяют определить приращения вели­
чин uz и их в простой волне:

--------
. о f v (p9)Sq± (р¥)
Ш1, =  —  -I  J  V8 {Р*]р Ч± (Р*] dp., (2.2.5.J

V 2*

P i *

д“-  =  ±  Т  SS” <в -в <> j  ^  d <2 2 5 '9>
л*

мы пользуемся здесь системой координат, в которой В у = 0 .
Заметим, что все (п — 1) инвариантов Римана . . ., 9 ? ^ ,

соответствующих к-й простой волне, удовлетворяют одному и тому 
же дифференциальному уравнению. Для получения этого уравне­
ния продифференцируем соотношение

(“Sip . ■ “21J =  const (/ =  1, п — 1): 
fdW,*»- d<3VV\

• • •’ “Щ Г /*- 3 5 - ■ »  =  <>, s t  1 '

Воспользовавшись теперь уравнениями (2.2.1.6), которым удовле­
творяют магнитогидродинамические величины s2tj  в к-и простой 
волне, получим искомое соотношение

дацю
^ - Л №) =  0. (2.2.5.10)

2 .2 .6 .  Теорема Фридрихса. Особая роль, которую в магнитной 
гидродинамике играют простые волны, связана с тем, что при от­
сутствии разрывов только они могут граничить с областью постоян­
ного течения (5I= con st). Это утверждение, называемое теоремой 
Фридрихса [16, 55 ], имеет в магнитной гидродинамике несколько 
меньшую область применимости, чем в обычной гидродинамике. 
Так, в задаче о выдвигании поршня в обычной гидродинамике
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с областью постоянного течения граничит вдоль характеристики 
dzldt=uz-\-vs простая волна, доходящая до поршня (рис. 2 .2 .3 ,а). 
С другой стороны, при движении поршня в магнитогидродинами­
ческой среде (см. п. 3 .3 .3) из начальной точки z =  0 исходят две ха­
рактеристики: «быстрая» dz/dt—uz-\-v+ и «медленная» dzldt

(рис. 2 .2 .3 ,6 ), v+ и у_ — фазовые скорости распространения 
быстрой и медленной магнитозвуковых волн. В области, заключен­
ной между обеими характеристиками, возникает простая волна,

а) 6)

Рис. 2 .2 .3 . Волны, образующиеся при движении поршня 
в рамках обычной (а) и магнитной (б) гидродинамики.

Ж  — линия движения поршня, 3S — характеристика в обычной гидро­
динамике (dz/dt=U z-\-vs), £?+ — быстрая характеристика в магнитной 
гидродинамике (dz/dt=^ug -\-v+), 3S_ —медленная характеристика в маг­
нитной гидродинамике {d zld t= u z -\-vJ), 0 — область покоя, 1 — про­

стая волна, 2 — непростая волна.

тогда как в области, заключенной между медленной характеристи­
кой и поршнем, движение среды, вообще говоря, не описывается 
простой волной *).

Переходя к доказательству теоремы Фридрихса, предположим, 
что область постоянного течения граничит с некоторым непостоян­
ным течением вдоль к-й характеристики.

Из соотношения (2.'2.5.10) следует, что (п— 1) векторов

дЯЧ(к)\
g ra d % ^ * } = \ - щ -  , . . - щ р )  ( / ==1 .  2. • • •> п — 1)

ортогональны к правому собственному вектору А̂ к) =  , . .  ,,А\р). 
Так как, согласно (2 .1 .1 .13), любой левый собственный вектор Л+а> 
при 1=^=к также ортогонален к A ik\ то вектор А+<г> лежит

*) Это видно хотя бы из того, что простая волна характеризуется одной 
произвольной функцией, тогда как на поверхности поршня должны удовле­
творяться граничные условия, характеризуемые двумя произвольными 
функциями: их (t) и и£ (t) (если поршень движется в плоскости (х , z), в которой 
расположено магнитное поле (Вх, В г)).
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в  подпространстве, образованном п —  1 векторами grad<y 
. . grad < ^ 9?^ ]. Иными словами,

Уравнения (2 .2 .6 .2) представляют собой систему п — 1 уравне­
ний в характеристическом виде (2 .1 .5 .8 ), причем компонентами 
левого собственного вектора Л +(,) являются величины 
а в качестве величин 01у входят инварианты Римана соответ­
ствующие к-й волне. Так как U/--k, то характеристиками системы
(2 .2 .6 .2) служат все характеристики исходной системы (2 .1 .5 .8), 
кроме к-й. Иными словами, для полученной нами системы к-я ха ­
рактеристика исходной системы является обыкновенной линией, 
вдоль которой невозможен разрыв каких-либо производных ве­
личин Это означает, что в рассматриваемом течении все ин­
варианты Римана постоянны. Из последнего утверж­
дения следует, что все магнитогидродинамические величины 01х, 
012,- • • ., 'Дгможно выразить через одну из них, т. е. что с областью 
постоянного течения граничит простая волна.

3=1

где оХр —  некоторы е константы .

П одстави в р авен ство  (2 .2 .6 .1 )  в  (2 .1 .5 .8 ) ,  получим



Г л а в а  3 
УДАРНЫ Е ВОЛНЫ

§ 3 .1 . Разрывы

3 .1 .1 . Граничные условия. Выше было показано (см. п. 2.2 .3), 
что наличие в простой магнитозвуковой волне участка сжатия при­
водит к образованию разрывов. Скачки магнитогидродинамических 
величин появляются также вследствие разрывных начальных или 
граничных условий. Например, если покоившийся поршень мгно­
венно приводится в движение, то возникает разрыв его скорости.

Легко видеть, что разрывы макроскопических величин воз­
можны только в том случае, если соответствующие дифференциаль­
ные уравнения, описывающие состояние среды, обладают харак­
теристиками. Действительно, если характеристики отсутствуют, то 
возможно аналитическое продолжение величин, описывающих те­
чение, т. е. в этом случае должна иметь место непрерывность те­
чения.

Так как на линиях разрыва дифференциальные уравнения
(2.1 .1 .2) теряют силу, то они не определяют возникающих скач­
ков магнитогидродинамических величин. Поэтому для однознач­
ности решения магнитогидродинамических задач нужно к уравне­
ниям магнитной гидродинамики (2.1.1.2) присоединить семь гранич­
ных условий (по числу магнитогидродинамических переменных) 
на каждой поверхности (линии) разрыва.

Для установления этих граничных условий [1 ] введем систему 
координат, связанную с каким-либо элементом поверхности раз­
рыва и воспользуемся общими законами сохранения.

Очевидно, прежде всего, что на поверхности разрыва должна 
быть непрерывна нормальная (к поверхности разрыва) составляю­
щая вектора плотности потока вещества ри, т. е.

(f*Oi =  (3.1.1.1)

где индекс п обозначает нормальную составляющую, а индексы
1 и 2 служат для обозначения величин по обе стороны поверхности 
разрыва. Мы будем далее пользоваться обозначением А А = Л 2—А г 
и перепишем (3 .1 .1 .1) в виде

Д/» =  0 , (3.1 .1 .2)
где )т =  рип.
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Используем далее закон сохранения импульса. Из условия не­
прерывности потока импульса вытекает граничное условие

где n  .j. — тензор плотности потока импульса (/, к = х , у, z; ось z 
направлена вдоль нормали к поверхности разрыва), определяемый 
формулой

Здесь первые два слагаемых определяют тензор плотности по­
тока импульса в обычной гидродинамике (см. формулу (1 .5 .2 .18)), 
а последние два—максвелловский тензор напряжений магнитного 
поля.

Подставляя последнее соотношение в (3 .1 .1 .3 ), получим

где индексом t отмечены составляющие векторов, тангенциальные 
к поверхности разрыва.

На поверхности разрыва должен быть непрерывен также по­
ток энергии. Плотность потока энергии (см. (1 .5 .2 .10)) в обычной 
гидродинамике равна

где wm =г„,+.р/р — тепловая функция единицы массы жидкости. 
К этому выражению должна быть добавлена плотность потока 
электромагнитной энергии

где Е  — электрическое поле, связанное с магнитным полем в слу-

ким образом, плотность полного потока энергии определяется фор­
мулой

чж+ qB =  ри (72и2+ wm) + [ uB2 — b (Ub)]. (З.1 .1 .6)

На поверхности разрыва должна быть непрерывна нормальная 
составляющая этого вектора

4 , = о,

(3.1.1.3)

Пу* =  РUjUk - f  pbJk — - L  (B jB k —  7 25 2§yfc). ( 3 .1 .1 .4 )

a { p  +  p̂ + ^ ( B 2 - s 2)}= = o,
(3.1.1.5)

чае идеально проводящей среды соотношением Е = ; — у|и В ]. Та-
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Д {рUn(V#2 +  W j +  ±  {a j v  -  В п (иВ)[} =  0. (3.1.1.7)

Наконец, на поверхности разрыва должны быть, очевидно, 
непрерывны нормальная составляющая магнитного поля и тан­
генциальная составляющая электрического поля, т. е.

Граничные условия (3 .1 .1 .2 ), (3 .1 .1 .5 ), (3 .1 .1 .7 ), (3 .1 .1 .8) от­
носятся, как уже указывалось, к системе отсчета, движущейся 
вместе с разрывом. Легко видеть, однако, что к вектору может 
быть добавлен произвольный постоянный вектор, т. е. рассматри­
ваемая система координат фиксируется лишь своей скоростью 
вдоль нормали к поверхности разрыва. Учитывая это обстоятель­
ство, можно добиться того, чтобы при векторы и и В были 
параллельны с одной стороны от поверхности разрыва. Тогда, как 
следует из второго уравнения (3 .1 .1 .8 ), они будут параллельны 
и с другой стороны разрыва. В выбранной таким образом системе 
отсчета граничное условие (3 .1 ,1 .7) сильно упрощается.

Система отсчета, движущаяся вместе с разрывом, не всегда, 
однако, оказывается удобной. Чтобы получить соответствующие 
граничные условия в лабораторной системе отсчета, в которой раз­
рыв движется со скоростью ush, нужно в формулах (3 .1 .1 .5),
(3 .1 .1 .7 ), (3 .1 .1 .8) заменить «„ на ип—usk.

Мы сформулировали граничные условия, исходя из непрерыв­
ности плотностей потоков ряда величин — массы, импульса, энер­
гии. Эта непрерывность в свою очередь является следствием ин­
тегральных законов сохранения вещества, импульса и энергии. 
На первый взгляд может показаться, что связь с этими законами 
сохранения здесь несущественна и для получения граничных ус­
ловий на поверхности разрыва достаточно пользоваться самими 
уравнениями движения, но в действительности это не так, ибо, 
используя одни только дифференциальные уравнения, можно по­
лучить физически несуществующие граничные условия. Чтобы 
разъяснить последнее обстоятельство, исследуем, например, раз­
рывные решения дифференциального уравнения

ДЯ„ =  0, Л(ЯиЧ, - В Л|) =  0. (3.1.1.8)

(3 .1 .1 .7 ')

(3.1.1.9)



Это уравнение можно представить в виде дифференциального за­
кона сохранения

=  о. (3 ' 1 Х 1 0 )

интегрируя его по произвольной области D в плоскости (t, z), 
получим

D

Преобразовав двойной интеграл по области D в криволиней­
ный интеграл по ее границе Г, получим интегральный закон сохра­
нения

 ̂ (и dz — 1l2a?dt) =  0. (3 .1 .1 .11)
г

Производя интегрирование по узкому петлеобразному контуру 
Г , окружающему линию разрыва, находим граничное условие

ash4u =  AV#2, (3 .1 .1 .12)

где usb= d zld t  численно равно тангенсу угла наклона линии раз­
рыва к оси t.

С другой стороны, умножив уравнение (3 .1 .1 .9) на и, мы по­
лучим другой дифференциальный закон сохранения

4 r u 2+ i 2l*uS =  0 ’ (3 .1 .1 .13)

которому соответствует другой интегральный закон сохранения

J ( u 4 z  —  2/& 4 t )  =  0. (3 .1 .1 .14)
Г

Последний приводит к граничному условию

usbku? —  2/3Ди3,

которое противоречит граничному условию (3 .1 .1 .12). Это кажуще­
еся противоречие объясняется тем, что исходными являются за­
коны сохранения не в дифференциальной (см. (3 .1 .1 .10), (3.1 .1 .13)), 
а в интегральной форме (3 .1 .1 .11), (3 .1 .1 .14) [2]. Законы сохра­
нения в дифференциальной форме эквивалентны друг другу, тогда 
как соответствующие им законы сохранения в интегральной форме 
не эквивалентны. Из последних граничные условия следуют уже 
однозначно [3].
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3 .1 .2 . Классификация разрывов. Перейдем теперь к рассмотре­
нию разрывов в магнитной гидродинамике. Напомним сперва, 
что в обычной гидродинамике существует три типа разрывов: 
ударные волны, тангенциальные разрывы и контактные разрывы.

В ударных волнах отличны от нуля скачки давления, плот­
ности (и плотности энтропии) и нормальной компоненты скорости, 
и равен нулю скачок тангенциальной компоненты скорости, т. е.

Др=т^=0, Др =̂ = О, As =т̂= 0, Див =̂ = 0, Ди, =  0.

В тангенциальных разрывах испытывает скачок только танген­
циальная компонента скорости:

Д и ^ ^ О , Др =  Др =  A s  =  Двв =  0.

В контактных разрывах испытывают скачок плотность и плот­
ность энтропии и непрерывны давление и скорость:

Др=^=0, As =̂= 0, Др =  0, Ди =  0.

В магнитной гидродинамике в общем случае, когда ВфО, 
существуют следующие типы разрывов.

Ударные волны, для которых отличны от нуля скачки всех маг­
нитогидродинамических величин:

Др 7^ 0, Др^О , A s^ O , Ди=^0, дв#74 0.

Алъвеновские разрывы, на которых испытывают скачки скорость 
и магнитное поле и непрерывны плотность, давление и плотность 
энтропии

Ди ^  0, ДВ^=^0, Др =  Др =  As =  0.

Контактные разрывы, на которых испытывают скачки плот­
ность и плотность энтропии и непрерывны давление, скорость и 
магнитное поле

Дрт^О, As =J= 0, Др =  0, Ди — 0, Д В^^О .

Все эти разрывы, так же как и в обычной гидродинамике, воз­
можны благодаря существованию характеристик, причем альве- 
новские и контактные разрывы возникают на характеристических 
поверхностях, а фронт ударной волны не совпадает ни с одной из 
них (их совпадение имеет место только в случае ударной волны 
бесконечно малой интенсивности.)

Покажем теперь, что возможно существование только этих 
разрывов.

Рассмотрим сперва разрывы, перемещающиеся относительно 
среды, для которых /мт^0. Эти разрывы, как мы убедимся далее, 
представляют собой ударные волны и альвеновские разрывы.
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Выше мы показали, что при Вп=̂ =0 существует система отсчета, 
некоторой векторы и и В параллельны по обе стороны поверхности 
разрыва, т. е.

Второе соотношение (3 .1 .1 .8) в этой системе отсчета превраща­
ется в тождество, а второе соотношение (3 .1 .1 .5) можно представить 
в виде

В ударной волне pi=  ̂Рг> и поэтому отсюда следует, что векторы 
Bj* и В 2г параллельны. Это означает, что векторы В х, В 2 и нормаль 
к поверхности разрыва лежат в одной плоскости. Иными словами, 
ударные волны плоскополяризованы. Учитывая равенство (3.1.2.1), 
можно выбрать систему отсчета таким образом, чтобы нормаль 
к поверхности разрыва совпадала с осью z и по обе стороны удар­
ной волны выполнялись соотношения иу=  0, В у— 0.

Задавая впереди ударной волны 'величины рх, р г, В 1х, В „  
а также одну из этих величин, например р2, позади ударной волны, 
можно из четырех граничных условий (3 .1 .1 .2 ), (3 .1 .1 .5 ), (3 .1 .1 .7) 
определить величины рг, В ^ , и1г, а2г, после чего компоненты ско­
рости ии  и определяются с помощью соотношений (3 .1 .2 .1). 
Компонента ulz равна, очевидно, скорости распространения удар­
ной волны, которая определяется не только параметрами среды рх, 
рх, В х впереди ударной волны, но и ее интенсивностью А р.

Остановимся более подробно на трех частных случаях магнито­
гидродинамических ударных волн — параллельной, перпендику­
лярной и особой волнах.

В параллельной ударной волне магнитное поле по обе стороны 
поверхности разрыва параллельно нормали к ней, т. е. В 1г = В Щ =  
= 0 .  Переходя к системе отсчета, в которой скорость среды по обе 
стороны разрыва параллельна магнитному полю, мы добьемся 
того, что и скорость среды будет параллельна нормали иц = и и =  
= 0 . При этом граничные условия ничем не будут отличаться от гра­
ничных условий в обычной гидродинамике [4]. Однако, как мы уви­
дим в п. 3 .3 .3 , наложение магнитного поля, параллельного нор­
мали к поверхности разрыва, приводит в ряде случаев к расщепле­
нию параллельных ударных волн.

В перпендикулярной ударной волне магнитное поле перпенди­
кулярно ^нормали, т. е. лежит в плоскости разрыва и Вп = 0 .  
При этом из формулы (3 .1 .2 .1) следует, что не существует системы 
отсчета, в которой скорость среды параллельна магнитному полю 
(и разрыв покоится). Вместе с тем для перпендикулярной ударной 
волны из второго граничного условия (3 .1 .1 .5) следует, что Ди̂  =

7 Под ред. А. И. Ахиезера

(3.1.2.1)

(3.1.2.2)
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=  0. Поэтому можно выбрать систему отсчета таким образом, чтобы 
скорость среды по обе стороны разрыва была направлена вдоль 
нормали*), т. е. = и ад = 0 .

Как нетрудно убедиться, при Вп = 0  одномерные движения 
в магнитной гидродинамике не отличаются от одномерных движе­
ний в обычной гидродинамике [5 ], если давление р заменить эф­
фективным ^давлением

P£ =  P +  B*I8ti

и учесть, что в этом случае магнитное поле В  -=Bt пропорционально 
плотности, т. е. В ! р =const.

Наконец, в особой ударной волне тангенциальная компонента 
магнитного поля равна нулю по одну сторону от поверхности раз­
рыва**). Из соотношения (3 .1 .2 .2) следует, что если = 0  позади 
особой ударной волны, то нормальная компонента скорости среды 
впереди волны (относительно разрыва) равна нормальной компо­
ненте альвеновской скорости Um=Vixn-

Из (3 .1 .2 .1) вытекает, что тангенциальная компонента скорости 
среды впереди волны равна тангенциальной компоненте альве­
новской скорости, т. е. ujrffcVjA*-

Если же тангенциальная компонента магнитного поля равна 
нулю впереди особой ударной волны, то скорость среды позади 
разрыва равна альвеновской скорости, т. е. при В 1г = 0  имеем

u2= v2a- (3 .1 .2 .2 ')

Перейдем теперь к алъвеновским разрывам, для которых jm=̂ =0, 
Если I / pŷ =B;JАпf^, то из соотношений (3 .1 .2 .2) следует 

ДВ; = 0 . Далее из (3 .1 .1 .2 ), (3 .1 .1 .5 ), (3 .1 .1 .7 ), (3 .1 .2 .1) вытекает, 
что Ди =  0, Др =  0, Awm =  0 , т. е. разрыв отсутствует.

Таким образом, в альвеновском разрыве выполняются соот­
ношения l/pj^l/pa^-B^M fc/^, из которых следует, что скорость 
распространения альвеновского разрыва равна альвеновской ско­
рости, т. е.

i p  ( 3 1 2 '3)
где е = + 1  в зависимости от того, перемещается ли разрыв в поло­
жительном или отрицательном направлении оси z. Подставляя
(3 .1 .2 .3) во второе уравнение (3 .1 .1 .5 ), найдем

Ди, =  — е (sgn Вя) ДВ*Д/4тр. (3.1.2.4)
*) Такую систему отсчета можно выбрать для параллельных и перпенди­

кулярных волн. Поэтому часто для параллельных и перпендикулярных удар­
ных волн используют также общее название — продольные ударные волны,.

**)  В  английской литературе особая ударная волна, у которой В* равно 
нулю впереди разрыва, называется switch-on shock, а позади разрыва — 
switch-off shock.
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Для альвеновских разрывов первое граничное условие (3 .1 .1 .5) 
упрощается и принимает вид

Д(р +  В»/8«) =  0. (3.1.2.5)

Так как в этих разрывах Д р = 0 , то из граничного условия
(3 .1 .1 .2) вытекает, что Аип= 0.

Используя соотношения (3 .1 .2 .1 ), (3 .1 .2 .3 ), можно привести 
граничное условие (3 .1 .1 .7) к виду

Д (Wm +  Щ!8лР) =  °-

Отсюда при учете формулы (3 .1 .2 .5) и термодинамического тож­
дества и?т= ет+ р /р  следует, что Агт = 0 .

Так как любые две термодинамические величины можно вы­
брать в качестве независимых переменных [61, то соотношения 
Д р = 0 , Дгт = 0  означают, что и Ар = 0 . Тогда из уравнений(3.1.1.7),
(3 .1 .2 .5) находим АВ ] —0, Аи|=0. Отсюда следует, что в альвенов- 
ском разрыве величины поперечных компонент магнитного поля 
и скорости не изменяются. Иными словами, на поверхности раз­
рыва векторы и и  В только поворачиваются на некоторый у го л *).

Отметим, что вращение вектора скорости происходит только 
в избранной нами системе отсчета, в которой скорость среды парал­
лельна магнитному полю. Если состояние среды впереди альвенов- 
ского разрыва задано, то состояние ее позади разрыва определя­
ется одним параметром — скачком ДВ^.

Обычно альвеновские разрывы не являются плоскополяризо- 
ванными. Исключение составляет случай, когда поворот магнит­
ного поля происходит на 180° [7]. Тогда можно выбрать систему 
отсчета таким образом, чтобы по обе стороны разрыва выполнялось 
условие иу = 0 , В у =  0.

Рассмотрим, наконец, разрывы, которые не перемещаются от­
носительно среды, т. е. )т = 0 , и „=  0.

Считая, как и прежде, что В п=£= 0, находим из граничных ус­
ловий (3 .1 .1 .5), (3 .1 .1 .8) Д и = 0 , Д В = 0 , Др = 0 .

Что же касается граничного условия (3 .1 .1 .7 ), то оно обраща­
ется в тождество. Подобные разрывы называются контактными. 
Контактный разрыв характеризуется скачком любой термоди­
намической величины, кроме давления. В качестве такой величины 
обычно выбирают энтропию.

Перейдем, наконец, к рассмотрению вырожденного случая, 
когда нормальная компонента магнитного поля равна нулю. 
Для ударных волн, перемещающихся относительно среды (уот̂ 0 ) ,

*) Вследствие этого альвеновские разрывы иногда называют вращатель­
ными. Так как в них изменяются только поперечные компоненты скорости 
и магнитного поля, то эти разрывы называются также поперечными.

7*
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это не приводит к существенным изменениям. Что же касается аль- 
веновских разрывов, то для них из формулы (3 .1 .2 .3 ) следует jm = 0 .  
Это означает, что при Вп= 0  альвеновские разрывы образуют 
с контактными один тип разрыва.

При выполнении соотношений Вп = 0 , ]'т = 0  граничные условия
(3 .1 .1 .2 ), (3 .1 .1 .7 ), (3 .1 .1 .8) и второе граничное условие (3 .1 .1 .5)  
выполняются тождественно. Что же касается первого граничного 
условия (3 .1 .1 .5 ), то оно принимает при Вп = 0  вид

Д(р +  Д*/8«) =  0. (3.1.2.6)

Такие разрывы называются тангенциальными*). Так как на тан­
генциальном разрыве выполняются лишь два граничных условия
(3 .1 .1 .2) и (3 .1 .2 .6 ), то он характеризуется пятью параметрами 
(смысл этих параметров будет выяснен ниже в п. 3 .3 .2 ).

3 .1 .3 .  Теорема Цемплена. В обычной гидродинамике при 
выполнении условий

{ W -) > ° • ( w ) > ° -  <з л -з л >

где s — энтропия единицы массы, справедлива теорема Цемплена 
[4], согласно которой в ударной волне давление и плотность уве­
личиваются, т. е. р г >  р 1: р2 рх. Иными словами, ударные волны 
являются волнами сжатия.

Покажем, что при выполнении условий (3 .1 .3 .1) теорема Цемп­
лена справедлива также в магнитной гидродинамике**). Для этого 
выведем сначала уравнение Гюгонио, т. е. уравнение, определяющее 
скачки магнитогидродинамических величин в ударной волне. 

Используя (3 .1 .2 .1 ), получим из второго уравнения (3 .1 .1 .5)

Е> ___ 1/Pl ®|/4Щ т  Е> ... /Q 1 Q 9\
* ~ Ж = В 1 № 1  и ' (З Л .д .А )

Вводя обозначение w2m—wlm = А wm, преобразуем граничное 
условие (3 .1 .1 .7 ') к виду

__ /2 /  J _ \  J^ L __ im (  В  и  __ В Ь  \ /3 1 3  3)
w ™ ~ ] ™ \ 9 )  Ы г ~ 2 В 1 \  р! / ’ { А.  - А- Л)

г д е  <1/р>  =  а/2 (1 /рй +  1/р2)-

*) Приведенная классификация магнитогидродинамических разрывов 
была впервые предложена Сыроватским [8].

**) Для магнитогидродинамических волн малой амплитуды теорема Цем­
плена была доказана Ландау и Лифшицем [10], а для ударных волн произ­
вольной амплитуды — Иорданским [11] и Половиным и Любарским [12,13]. 
Справедлива и обратная теорема; на ударных волнах сжатия плотность эн­
тропии возрастает [11, 14].
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Учитывая первое уравнение (3 .1 .1 .5), перепишем (3.1.3.3) сле­
дующим образом:

/ I — = д  Р + ^ Ц р ^ *  (3.1.3.4)
т ?1?2 8л

Тогда, используя (3 .1 .3 .2), получим уравнение Гюгонио в виде

(3-‘ -3 '5)

Заметим, что при В = 0  уравнение Гюгонио переходит в удар­
ную адиабату в обычной гидродинамике.

Как уже указывалось, в обычной гидродинамике ударные волны 
всегда являются волнами сжатия, поскольку, если бы существо­
вала ударная волна разрежения (Ар <С 0), то на ней убывала бы 
энтропия. Аналогичная ситуация имеет место и в магнитной гидро­
динамике, причем, как мы покажем, в случае ударной волны разре­
жения наличие магнитного поля приводило бы к еще большему 
уменьшению энтропии, чем в отсутствие поля.

Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, обра­
тимся к уравнению Гюгонио и предположим, что существует удар­
ная волна с ра <  рх. Величина Q в соотношении (3 .1 .3 .5) отрица­
тельна, если Ву=0, и обращается в нуль при В ==0. Дифференцируя 
Q по р 2 при постоянном р2

(  r)Q \ ( сЧ Л  __/ —\
\  дрг J?, V <>Рч ) ъ  \  Р /

и учитывая, что
/&£зп\ — J _ t  т ( \
\  дРъ, ) ь  Р2 2 \  дР2 ) ь  '

получим
(  dQ \  — т (  dsA  I Pi 9%
Ч̂ Рг/Рг 2 \^Р2/Рг 2рхр2

Согласно второму условию (3.1 .3 .1) эта величина при р2 рх 
положительна. Положительность же производной (dQ/dp^)h оз­
начает, что при фиксированном р2 уменьшение <2 вызывает умень­
шение р 2. Но уменьшение давления при постоянной плотности при­
водит, согласно (3 .1 .3 .1 ), к уменьшению энтропии. Таким образом, 
в ударной волне разрежения должно быть справедливым неравен­
ство s2 sly что невозможно.

На рис. 3 .1 .1  изображено взаимное расположение линий Гю­
гонио в обычной и магнитной гидродинамике и линии постоянной 
энтропии. В соответствии с теоремой Цемплена, в области р2 <С Pi 
линия Гюгонио в обычной гидродинамике (штрих-пунктирная
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линия) расположена ниже линии постоянной плотности энтропии 
s2 =  sx (пунктирная кривая). Как мы только что доказали, линия

Гюгонио в магнитной гидроди­
намике (сплошная линия) рас­
положена еще ниже.

3 .1 .4 .  Простые и ударные 
волны в релятивистской магнит­
ной гидродинамике. До сих пор 
мы изучали магнитогидродина­
мические волны, не учитывая 
релятивистских эффектов. По­
этому, в частности, полученные 
результаты справедливы только 
в том случае, когда фазовые 
скорости волн значительно мень­
ше скорости света. Теперь мы 
перейдем к учету релятивист­
ских эффектов. Для этого сле­
дует исходить из уравнений ре­
лятивистской магнитной гидро­
динамики.

Предполагая среду по-прежнему идеальной (т. е. считая ко­
эффициенты вязкости и теплопроводности равными нулю, а элек­
тропроводность бесконечной), можно записать уравнения движе­
ния в четырехмерном виде*)

(а, р =  0, 1, 2, 3) (3.1.4.1)
ОХр

и уравнение непрерывности — в виде

^ - = 0 ,  (3.1 .4 .2)

где п — плотность среды (в собственной системе отсчета), £Г —
4-вектор ее гидродинамической скорости:

M O - S P r  т ( ‘ - 5 Г ) ;

здесь и — обычная трехмерная скорость частицы, — тензор
*) Мы пользуемся здесь обозначениями x°= ct, хг= х , х2= у , x3=z\ ска­

лярное произведение двух 4-векторов А и В  определяется как А*Ва=  
—А*>Ва—А • В . Метрический тензор имеет вид

1 0  0 0

Рис. 3 .1 .1 . Взаимное расположение 
линии постоянной энтропии (пунк­
тирная кривая), линии Гюгонио в от­
сутствие магнитного поля (штрих- 
пунктирная кривая) и линии Гюго­
нио при наличии магнитного поля 

(сплошная кривая).
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энергии —  импульса [15]. Этот тензор представляет собой сумму 
тензора энергии— импульса гидродинамической среды i f  и тен­
зора энергии— импульса электромагнитного поля I f ,  т. е.

| утаЗ

T f  — wYU*VP — pg1?J

{jVy — тепловая функция, отнесенная к единице объема в собст­
венной системе отсчета, р — давление),

2 t = _L (£2  +  5 2),

П к = 4тс (- В;.Вк +  '12Ъ.к(Е* +  В*))

(j, к — 1, 2, 3);
I

поля Е  и В связаны между собой соотношением Е  = —  — [uBj и 

удовлетворяют уравнениям Максвелла

ro tE  =  — 1 ^ ,  div В =  0.
с d t  ’

Заметим, что в релятивистском случае |и| ~  с, и поэтому элект­
рическое и магнитное поля Е  и В одинаковы по порядку величины. 
В нерелятивистской магнитной гидродинамике электрическое поле 
значительно меньше магнитного.

При исследовании разрывных решений уравнений (3.1.4.1) 
к ним нужно присоединить граничные условия на поверхности 
разрыва. В релятивистской магнитной гидродинамике их можно 
получить, так же как и в обычной магнитной гидродинамике, ис­
ходя из интегральных законов сохранения [1 ]

Д Г !: Щ-wvul l ci
1 — И 2/с2

л r tn _  Л (  w r a * u il< *
---  \ 1 — И2/С‘2

•В \ + Щ - Е \
4ц

ДсГ°'!н

4тс 4те 

~ и пВ
1 — U2/С2 4тс

=  0, 

= 0 ,  

) = 0 ,

= 0, ДЯ„ =  0, д ( - = ^ = и 0\Vi -  u2/C2 j

(3.1.4.3)

(индексами п ж t снабжены нормальная и тангенциальная компо­
ненты тензоров).

Исследуем прежде всего волны малой амплитуды в~реляти- 
вистской магнитной гидродинамике. Для этого применим метод
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11], несколько отличающийся от метода, использованного в 
п. 2 .1 .1 , а именно, будем исходить из системы граничных условий
(3.1 .4 .3) и будем считать в ней скачки малыми (отождествляя их 
с возмущениями), т. е. пренебрежем произведениями скачков раз­
личных величин.

В волнах малой амплитуды можно выделить энтропийные волны. 
В остальных магнитогидродинамических волнах энтропия не 
изменяется. Это позволяет несколько упростить систему уравне­
ний (3 .1 .4 .3 ), отбросив последнее уравнение и заменив его усло­
вием адиабатичности

Ap =  (F f/c2)A«?F,

где F s — величина, имеющая простую связь со скоростью звука 
vs, а именно

(ег я s — внутренняя энергия единицы объема и энтропия единицы 
массы среды в собственной системе отсчета). Линеаризуя систему 
уравнений (3 .1 .4 .3) относительно шести малых скачков Awy, 
Ди, АВр получим

(3.1 .4 .4)

(Мы пользуемся системой отсчета, в которой ось z направлена 
вдоль нормали к поверхности разрыва и В у — 0, их =  0 , иу=  0 .) 
Заметим, что величину и = и е нельзя полагать равной нулю, так 
как в выбранной системе отсчета разрыв покоится. В лаборатор­
ной системе отсчета, в которой среда покоится, величина и пред­
ставляет собой, очевидно, фазовую скорость распространения ма­
лых возмущений, т. ,е. скорость магнитогидродинамических волн.

Уравнения (3 .1 .4 .4 ) распадаются на две системы; четыре урав­
нения для скачков Awy, Аих, Аиг, АВх и два уравнения для скач­

в */е*  +  ( 1 - в а / е * )  ^/с2 д . , b o y u b u j c *  f B ^ B j , _ л
1 _ Ц 2 / С2 ( 1 _ Ц2/С2 ) 2 +  4 л  —  U >

ш г а Д а „ / с 2  ■ оу * /_  _ 0>
1 — 4л

в г у ь и ,  в ,ьв у_
•4rcj 4л —\1 — И2/С2

a ŵy I Гц. 1 + “2/с2 I в 1 \ ,г __
1 _  в2/с2 I [  Г (1 — И2/С2)2 “  4Л J *

- 2 ё ‘ д » .+ г& А я в= ° .

иА-В. 4 -  В Л и. — В А и  =  0, иАВ.. — В Ли,, — 0.
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ков Аиу, АВу. Приравняв определители этих систем нулю, полу­
чим соотношения, связывающие фазовую скорость распростране­
ния малых возмущений с магнитным полем и тепловой функцией wy.

Добавляя к найденным волнам энтропийную волну, покоя­
щуюся относительно среды, получим семь магнитогидродинами­
ческих волн малой амплитуды; две быстрые магнитозвуковые волны 
(распространяющиеся в противоположных направлениях), две 
медленные магнитозвуковые волны, две альвеновские волны и одну 
энтропийную волну. В магнитозвуковых волнах отличны от нуля 
возмущения Aw у, А их, A uz, А Вх, в альвеновских волнах — А иу 
и А В  , в энтропийных волнах — только величины Ап и As. Легко 
показать, что скорости альвеновской и магнитозвуковых волн 
определяются следующими формулами*):

В 0 — магнитное поле в собственной системе отсчета, т. е. В 0г —

В нерелятивистском случае, когда альвеновская скорость и: 
скорость звука малы по сравнению со скоростью света, эти фор­
мулы переходят в известные уже нам формулы (2 .1 .1 .10).

Как было показано в п. 2 .2 .1 , зная соотношения между амплиту­
дами малых возмущений, можно установить дифференциальные 
уравнения для простых волн. То же положение справедливо и 
в релятивистской магнитной гидродинамике и в уравнениях
(3 .1 .4 .4) нужно заменить АЗД на dSlI.

Так же, как и в нерелятивистской, в релятивистской магнит­
ной гидродинамике существуют магнитозвуковые, альвеновские 
и энтропийные простые волны, причем альвеновские и энтропий­
ные волны распространяются без искажения профиля, а профиль 
магнитозвуковых волн искажается.

Для того чтобы определить, как изменяется профиль магнито­
звуковой волны, нужно вычислить производную dvvJd w v, где vfb =  
—иг-\-1>± — фазовая скорость распространения волны в движущейся 
среде.

1>а, =  ^ а, (1  +  П /cs)j / *.

где
VA =  cBo/\/4ratfir,

* )  Эти формулы были получены Халатниковым [161, Цумицо [17] и 
Гаррисом [18].
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Поступая так же, как и при выводе формулы (2 .2 .3 .3 ), получим

dvyb ________1________
dwY 4v±wr  (1 +  fg/c2) D1

+  2 {v \V l  -  v \V \z) +  2£»2c4 - f  D 2wTn X  ( К Й / 3* 2) . ] ’ (3 -1 -4 -6 ) 

где
d 1= y* (i  +  n / c 2) -  v 8 t n + «>; (i +  n / c 2)],

Z)a =  i 4 ( l  +  F i / c * ) - 7 L .

Для быстрых магнитозвуковых волн выполняются неравенства
>  у,, > 0 ,  £>2 >  0, у+ >  уJ  F A* |/ F a , а для медленных волн —  

неравенства v_<^vs, Z), <[ 0, D., < [ 0, v_<^vs | F a*|/Fa .
Для релятивистского газа обычно выполняется условие

(3 - ! А 7 >

являющееся релятивистским аналогом условия (2.2.3.1)в  нереля­
тивистской гидродинамике. При выполнении (3 .1 .4 .7) из фор­
мулы (3 .1 .4 .6) следует неравенство [19—21]

^ > 0 .  (3.1 .4 .8)

Оно означает, что точки, соответствующие большей плотности, пе­
ремещаются с большей скоростью*). Это приводит к тому, что на 
участках сжатия градиент плотности увеличивается, а на участках 
разрежения — уменьшается.

Дальнейшее исследование простых волн в релятивистской маг­
нитной гидродинамике ничем не отличается от соответствующего 
исследования в нерелятивистской магнитной гидродинамике 
(см. п. 2 .2 .3 ): на участках сжатия возникают разрывы, автомодель­
ные волны являются волнами разрежения, поперечное магнитное 
поле убывает в быстрой и возрастает в медленной автомодельной 
волне.

В релятивистской магнитной гидродинамике, так же как и 
в обычной магнитной гидродинамике, существуют ударные волны, 
альвеновские разрывы и контактные разрывы**). Одно из отличий 
релятивистских магнитогидродинамических ударных волн от соот-

*) В силу термодинамического тождества (dwTjdn)s >  0 увеличению 
wY соответствует увеличение плотности.

* * )  Разрывные решения в релятивистской-магнитной гидродинамике были 
исследованы в работах [16, 19]. В  случае равенства нулю продольного маг­
нитного поля В2 разрывы в релятивистской магнитной гидродинамике изуча­
лись в [22].
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ветствующих волн в обычной магнитной гидродинамике состоит 
в том, что не всегда есть система отсчета, в которой скорость среды 
параллельна магнитному полю. Для существования такой системы 
отсчета необходимо и достаточно выполнение условия

Теорема Цемплена справедлива также и в релятивистской маг­
нитной гидродинамике [19]. Для справедливости этой теоремы до­
статочно выполнение условий (3 .1 .4 .7) и

Те же условия обеспечивают справедливость теоремы Цемплена 
и в релятивистской гидродинамике в отсутствие магнитного поля*). 
Доказательство производится аналогично соответствующему до­
казательству в нерелятивистской магнитной гидродинамике 
(см. п. 3. 1.3). Уравнение Гюгонио (3 .1 .3 .5) в релятивистском слу­
чае имеет вид

(при доказательстве в релятивистской магнитной гидродинамике 
плотность р следует заменить величиной n?/wy).

§ 3 .2 . Устойчивость и структура ударных волн

3 .2 .1 . Эволюционность ударных волн. Задания граничных 
условий на разрыве недостаточно, чтобы единственным образом 
определить разрывное решение. Эта трудность встречается и 
в обычной гидродинамике. Так, например, при выдвигании поршня 
из трубы формально возможны два решения: автомодельная волна 
разрежения, и ударная волна разрежения. Второе решение в обыч­
ной гидродинамике отбрасывается, так как в ударной волне раз­
режения убывает энтропия.

*) Этот результат для ударных волн малой интенсивности был получен 
в работе [23], а для ударных волн произвольной интенсивности — в ра­
боте [24]. Заметим, что в релятивистской гидродинамике на ударной волне 
возрастают не только давление р и плотность п, но и величина n^jwf  [25].

и*В 1В* I <  с -

(3.1.4.9)

где
В\х (Vzvl'H)2 ~  lf  (wirlnl ~  “W ”D

8к (ш2Г/«1 -
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Как мы показали выше, в магнитной гидродинамике ударные 
волны разрежения невозможны, так как в них также происходит 
убывание энтропии. Однако в магнитной ̂ гидродинамике сущест­
вует слишком большое количество ударных волн сжатия, и задача 
о движении среды при заданных начальных и граничных условиях 
часто имеет несколько решений. Например, если вдвигать идеально 
проводящий поршень в покоящуюся магнитогидродинамическую 
среду, в которой магнитное поле направлено вдоль нормали 
к поршню, то, как будет показано в п. 3 .3 .3 , возможны два решения

1) Такая же ударная волна сжатия, как и в отсутствие маг­
нитного поля (параллельная магнитогидродинамическая ударная 
волна, см. п. 3 .1 .2 ).

2) Две особые (см. п. 3 .1 .2) магнитогидродинамические удар­
ные волны сжатия. Так как на ударных волнах сжатия энтропия 
возрастает, то условие возрастания энтропии, с помощью которого 
в обычной гидродинамике удавалось исключить «лишние» раз­
рывы, оказывается чересчур слабым в магнитной гидродинамике.

В действительности, однако, могут осуществляться не все удар­
ные волны, на которых выполняются граничные условия и проис­
ходит возрастание энтропии.

Для их существования необходимо, чтобы решение уравнений 
было устойчивым. Исследование устойчивости обычно произво­
дится следующим образом. На невозмущенные значения различ­
ных гидродинамических величин (плотности, скорости, магнит­
ного поля) накладывают бесконечно малые возмущения. Тогда 
после линеаризации исходных нелинейных дифференциальных 
уравнений, описывающих гидродинамическое состояние, для воз­
мущений получаются линейные однородные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами. И х решения имеют 
вид суперпозиции плоских волн exp [i{kz— u>£)]. Приравнивая 
нулю детерминант этой системы линейных уравнений, находим 
так называемое дисперсионное уравнение D ( ш, к) = 0 , связывающее 
частоту и соответствующее волновое число к. Задавая действитель­
ное значение к (т. е. задавая длину волны возмущения А=2т :/к), 
можно из дисперсионного уравнения получить и значение ш. Дей­
ствительные величины со означают, что решение устойчиво по от­
ношению к возмущениям с данной длиной волны X. Комплексное 
значение ш (с положительной мнимой частью) свидетельствует 
об экспоненциальном нарастании возмущения со временем, т. е. 
о неустойчивости исходного решения*).

В ряде случаев предложенная выше схема исследования устой­
чивости неприменима, так как может оказаться, что в линеари­
зованной системе число уравнений не равно числу неизвест-

*) Исследованию устойчивости магнитогидродинамических ударных 
волн посвящены работы [26, 27].



§ 3.2. УСТОЙЧИВОСТЬ и СТРУКТУРА УДАРНЫХ ВОЛН 100

m,rY *). Тогда либо не существует решения, либо существует бес­
численное их множество [4, -28].

Вместе с тем и в обычной, и в магнитной гидродинамике задача 
Коши (т. е. задача нахождения магнитогидродинамических ве­
личин при t >  0 , если известны их значения при t = 0 ) всегда имеет 
решение и притом единственное. Отсутствие или неединственность 
решения являются нарушением принципа причинности.

Так как единственным допущением, которое делается при полу­
чении системы уравнения для возмущений, является предположе­
ние о возможности линеаризации, то отсюда следует, что беско­
нечно малые при t = 0  возмущения сразу же становятся немалыми.

Например [7],  если исходным решением была ударная волна, 
профиль которой изображен на рис. 3 .2 .1 , а, то при бесконечно 
малом возмущении она расщепится на две ударные волны. При этом 
возмущение р сразу же становится большим, хотя при малых зна­
чениях t оно локализовано лишь в малой области пространства 
(рис. 3 .2 .1 , б).

Такие решения, в которых бесконечно малые возмущения вы­
зывают конечное изменение решения, мы будем называть не­
эволюционными [29].

Исследование эволюционное™ значительно проще изучения 
обычной устойчивости, так как оно просто сводится к подсчету 
числа расходящихся волн. Вместе с тем условия эволюционное™ 
позволяют с единой точки зрения как объяснить неосуществимость 
ряда решений уравнений обычной гидродинамики, так и пред­
сказать неосуществимость ряда решений уравнений магнитной 
гидродинамики. Без использования условий эволюционности 
невозможно решать задачи магнитной гидродинамики при нали­
чии ударных волн.

Р
1

а) S)

Рис. 3 .2 .1 . Расщепление ударной волны.
а ) Исходная волна; б) расщепившаяся волна, р — возмущение плот­

ности. Исходная ударная волна движется справа налево.

*) Число уравнений равно числу независимых граничных условий на 
поверхности разрыва, а число неизвестных — числу волн бесконечно малой 
амплитуды, расходящихся по обе стороны от поверхности разрыва.
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Перейдем теперь к исследованию условий эволюционности 
магнитогидродинамических ударных волн*). Если рассматривать 
одномерные волны, движущиеся вдоль оси z, то величина В г 
остается постоянной, и поэтому с каждой стороны поверхности 
разрыва существует по семь возмущенных магнитогидродинами­
ческих величин, а именно р, р, йх, йу, йг, Вх, В у. После линеариза­
ции относительно этих возмущений граничные условия (3 .1 .1 .2),
(3 .1 .1 .5 ), (3 .1 .1 .7 ), (3 .1 .1 .8) на ударной волне принимают следую­
щий вид (мы выбрали систему отсчета, в которой невозмущенное 
магнитное поле и невозмущенная скорость лежат в плоскости xz
и невозмущенная скорость ударной волны ush равна 
# у= ° ,  » , = 0  и ил  = 0 ):

нулю, т. е.

А (Ригйу — В гВу1Ы) =  0, (3.2.1.1)

— B ,u g) =  0, (3.2.1.2)

д LP (й, — uSh) +  и,р] =  0, (3.2.1.3)

Д [р +  2риж (к, — »sh) +  и* р +  B j3 J in ]  =  0, (3 .2 .1 .4)

Д (р « А  — B , B J 4  =  0, (3.2.1.5)

Д [Н,йх — Н х (S, —  Ksh) — а Д  ] =  0, (3.2.1.6)

д ( р иг [в, (а , — M8h) +  “А  +  ® J  +

+  (“А  — ихв ,) в х! ^ )  =  о, (3.2.1.7)

где ash — возмущение скорости ударной волны. Как мы видим, 
число граничных условий равно семи. Однако эти условия не не­
зависимы, так как они содержат возмущение скорости ударной 
волны ush. После его исключения мы получим систему из шести 
независимых граничных условий. Поэтому для эволюционности 
магнитогидродинамической ударной волны необходимо, чтобы 
число волн, расходящихся по обе стороны поверхности разрыва, 
равнялось шести [30]. В случае произвольной системы уравнений 
общее число расходящихся волн должно быть на единицу меньше 
числа граничных условий [31, 32].

В магнитной гидродинамике существует четырнадцать различ­
ных фазовых скоростей распространения волн малой амплитуды 
(по обе стороны от фронта ударной волны), а именно az,
Ulz—ViAz, ILiz + , U\2-\~Vx—, Uiz 1̂—)
+  ̂ 2A  z , Щ г— ViAz, И2г +  1>2+) Щ г— ^2+» Щ г— i>2-> Щ г  (З Д в С Ь ,
как и выше, индекс 1 относится к области z <  0 впереди ударной 
волны, индекс 2 — к области z >  0 позади ударной волны; система

*) Проблема эволюционности магнитогидродинамических ударных волн 
была решена Ахиезером, Любарским и Половиным [30].
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координат выбрана так, чтобы в ней разрыв покоился и находился 
в плоскости z = 0 , направление оси z — так, чтобы проекции иг 
скорости среды на эту ось были положительны). Расходящимся 
волнам в области впереди ударной волны соответствует отрица­
тельная, а в области позади ударной волны — положительная фа­
зовые скорости.

Из перечисленных четырнадцати скоростей четыре соответст­
вуют СХОДЯЩИМСЯ ВОЛНаМ*): Щг-\-и х+ , Щг-\~ V \- ,  li\z-\~V\Asi U\z, и 
четыре — расходящимся: и2г+и-м., ц2г+г>2- ,  «2*+i>2A*» и2г (все эти 
фазовые скорости заведомо 
положительны). Остальные и,~ 
волны будут сходящимися 
или расходящимися в зави­
симости от соотношений меж­
ду величинами иг и о+, у_. 
vhz. На рис. 3 .2 .2  показано 
общее число расходящихся 
волн [33] при различных зна­
чениях ulz, щг. Эволюцион­
ным ударным волнам соот­
ветствуют те области пло­
скости (и1г, u2z), в которых 
суммарное число расходя­
щихся волн равно шести.

Однако равенства числа 
независимых граничных усло­
вий числу расходящихся волн еще недостаточно для существования 
и единственности решения. Может случиться, что уравнения, слу­
жащие для определения амплитуд расходящихся волн, и граничные 
условия распадутся на несколько независимых групп. Тогда усло­
вия эволюционности (равенство числа расходящихся волн числу 
независимых граничных условий) должны выполняться не только 
для всей совокупности переменных, но и для каждой изолирован­
ной группы в отдельности.

Такое разделение уравнений и граничных условий на две не­
зависимые группы имеет место в магнитной гидродинамике для 
волн, распространяющихся перпендикулярно к поверхности раз­
рыва [34]. В самом деле, в альвеновских волнах малой амплитуды 
отличны от нуля только величины а и В у (плоскость xz ориенти­
рована так, чтобы В у равнялось нулю); в магнитозвуковых и эн­
тропийных волнах отличны от нуля величины р, р, й и , В  . 
На такие же две группы распадаются в граничные условия
(3 .2 .1 .1 )—(3 .2 .1 .7 ): первые два условия соответствуют альвенов-

*) Мы для определенности полагаем, что B z >  0.

3*7-10 3+6=9 2+6=8 2+5=7

3  +6=9 3 +5=8 2+5=7 2+4=6

2+6=8 2+5=7 1+5=6 1+4=5

2+5=7 2+4=6 1+4=5 1+3=4

Рис. 3 .2 .2 . Числа волн, расходящихся от 
поверхности разрыва.

Первое слагаемое — число альвеновских волн, 
второе — число магнитозвуковых и энтро­

пийных волн.
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ским возмущениям, остальные — магнитозвуковым и энтропий­
ным.

Граничные условия (3 .2 .1 .1 ), (3 .2 .1 .2) не содержат Msh. Поэтому 
они независимы, и число расходящихся альвеновских волн должно 
равняться двум [34]. Граничные условия (3 .2 .1 .3) — (3 .2 .1 .7)  
содержат Ssb; после исключения этой величины остается четыре 
независимых граничных условия. Следовательно, число рас­

ходящихся магнитозвуковых 
и энтропийных волн должно 
равняться четырем.

На рис. 3 .2 .3  изображены 
линии Гюгонио на плоскости 
(иъ , и2г). На нем совмещены 
два графика * ): участок ли­
нии Гюгонио 1 —2 —3—4 — 
5 —6—1, соответствующий 
медленной ударной волне, 
построен при заданных зна­
чениях VlA*, l>!_, v$Az, г;2_, а 
участок линии Гюгонио 7— 
8 —9, соответствующий бы­
строй волне, — при задан­
ных VlAz, V1+, V2A t, V2+ * * ) .

Участки 4 —5 —6 —1 и 7—8 
соответствуют ударным вол­
нам разрежения: ии  <  и2г. 
На таких волнах энтропия 
убывает (см. п. 3 .1 .3). Уча­

стки 1 —2 —3 —4 и 8 —9 соответствуют ударным волнам сжатия: 
ии  >  щг. На таких волнах энтропия возрастает.

На рис. 3 .2 .3  видно, что существует две области эволюцион­
ное™ ударных волн [30] (обе они заштрихованы):

1) быстрые ударные волны (участок 8 —9), для которых

Vl+  ^  M]z> V2Az ^  К2г <С  у 2+> ( 3 .  2 . 1 . 8 )

2) медленные ударные волны (участок 1— 2), для которых

^ - O u < * W  (3.2 .1 .9)

*) Если не считать такой график совмещением двух графиков, то появ­
ляются дополнительные участки линий Гюгонио (см. рис. 2.11 в книге Андер­
сона [35]), что неверно.

** ) Если зафиксировать другие величины, например [36] N1 =  w1A/i>lg 
и М1 =  и1/и1в, то линия Гюгонио будет качественно отличной от линии, 
изображенной на рис- 3. 2. 3,

v2+

u2Az

v2~

0

1 V

8 /

в Г
5 щ ш щ

Ш Ш Ш 4 &
Л

/ 1 h
2 ----------------

vlAz Vu “tz
Рис. 3 .2 .3 . Линии Гюгонио на пло­

скости (ии , и2г).
Области эволюционное™ ударных волн за­
штрихованы. 1—2—3—4—5—в — 1 — медлен­
ная ударная волна, 7— 8— 9 — быстрая удар­

ная волна.
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Как мы видим, быстрая ударная волна сжатия является эво­
люционной на всем участке 8—9, т. е. при любых амплитудах. 
Напротив, медленная ударная волна сжатия оказывается эволю­
ционной лишь на участке 1 —2. На участке 2 —3 —4 *) медленная 
ударная волна сжатия неэволюционна и не может существовать, 
несмотря на то, что энтропия на ней возрастает.

До сих пор мы рассматривали условия эволюционности отно­
сительно возмущений, зависящих лишь от z и t. Учет возмущений 
общего вида (зависящих также от ж и у) приводит к тем же условиям 
эволюционности [39] (см. (3 .2 .1 .8 ), (3 .2 .1 .9)).

Заметим, что условия эволюционности сильнее условия воз­
растания энтропии [40] — на эволюционных ударных волнах 
энтропия всегда возрастает [41].

Следует подчеркнуть существенное различие между неэволю- 
ционностью и неустойчивостью. Неустойчивые состояния могут 
возникать при движении магнитогидродинамической среды под 
действием внутренних причин. Они существуют некоторое время, 
пока флуктуации не достигнут критической величины, после чего 
неустойчивое состояние разрушается. Что же касается неэволю­
ционных разрывов, то они не могут возникать сами собой. Не­
эволюционные разрывы могут образоваться лишь под действием 
внешних факторов (например, при столкновении газовых масс). 
Они могут существовать лишь одно мгновение как разрывы в на­
чальных условиях, после чего неэволюционные разрывы немед­
ленно расщепляются на несколько ударных или автомодельных 
волн. Такое расщепление неэволюционной магнитогидродинами­
ческой ударной волны будет рассмотрено в п. 3 .3 .4  **).

До сих пор при формулировке условий эволюционности маг­
нитогидродинамических волн мы молчаливо предполагали, что 
для волн малой амплитуды отсутствует дисперсия, т. е. их скорость 
не зависит от частоты. В принципе фазовые скорости могут зави­
сеть от частоты, например, в магнитной гидродинамике двухком­
понентной жидкости. В этом случае при формулировании условий 
эволюционности под скоростями волн малой амплитуды следует 
понимать фазовые скорости низкочастотных колебаний (в низко­
частотном пределе дисперсия отсутствует), так как основная 
часть возмущения движется с фазовой скоростью низкочастотных 
волн [42] ***).

*) При некоторых значениях параметров точка uu = v 1+, и2г= у 2_ распо­
ложена левее [38] линии 2 —3—4.

* * )  Если ударную волну рассматривать не как разрыв, а как быстрый, но 
непрерывный переход из одного состояния в другое, то эволюцию нестацио­
нарных возмущений можно исследовать только с помощью электронных счет­
ных машин. Подобные вычисления подтверждают сделанный выше вывод 
о расщеплении неэволюционных ударных волн [43—45].

* * * )  Об ошибках, связанных с неучетом дисперсии скорости звука 
в магнитной гидродинамике, см. ['47].

§ Под ред. Д. И. Дхиезера
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ским возмущениям, остальные — магнитозвуковым и энтропий­
ным.

Граничные условия (3 .2 .1 .1 ), (3 .2 .1 .2) не содержат Msh. Поэтому 
они независимы, и число расходящихся альвеновских волн должно 
равняться двум [34]. Граничные условия (3 .2 .1 .3) — (3 .2 .1 .7)  
содержат Ssb; после исключения этой величины остается четыре 
независимых граничных условия. Следовательно, число рас­

ходящихся магнитозвуковых 
и энтропийных волн должно 
равняться четырем.

На рис. 3 .2 .3  изображены 
линии Гюгонио на плоскости 
(иъ , и2г). На нем совмещены 
два графика * ): участок ли­
нии Гюгонио 1 —2 —3—4 —
5 —6—1, соответствующий 
медленной ударной волне, 
построен при заданных зна­
чениях VlA*, l>!_, V$Az, V-2-, а 
участок линии Гюгонио 7— 
8 —9, соответствующий бы­
строй волне, — при задан­
ных VlAz, V1+, V2Az, l>2+ * * ).
Участки 4 —5 —6 —1 и 7—8 
соответствуют ударным вол­
нам разрежения: ии  <  и2г. 
На таких волнах энтропия 
убывает (см. п. 3 .1 .3). Уча­

стки 1 —2 —3 —4 и 8 —9 соответствуют ударным волнам сжатия: 
ии  >  щг. На таких волнах энтропия возрастает.

На рис. 3 .2 .3  видно, что существует две области эволюцион­
ности ударных волн [30] (обе они заштрихованы):

1) быстрые ударные волны (участок 8 —9), для которых

Vl+  ^  M]z> V2Az ^  К2г <С у 2+> (3. 2 .1 .8)

2) медленные ударные волны (участок 1— 2), для которых

^ - O u < * W  (3.2 .1 .9)

*) Если не считать такой график совмещением двух графиков, то появ­
ляются дополнительные участки линий Гюгонио (см. рис. 2.11 в книге Андер­
сона [35]), что неверно.

** ) Если зафиксировать другие величины, например [36] N1 =  w1A/i>lg 
и М1 =  и1/и1в, то линия Гюгонио будет качественно отличной от линии, 
изображенной на рис- 3. 2. 3,

v2+

u2Az

v2~

0

1 V

8 /

в Г
5 щ ш щ

Ш Ш Ш 4 &
Л

/ 1 h
2 ----------------

vlAz Vu “tz
Рис. 3 .2 .3 . Линии Гюгонио на пло­

скости (ии , и2г).
Области эволюционности ударных волн за­
штрихованы. 1—2—3—4—5—в — 1 — медлен­
ная ударная волна, 7— 8— 9 — быстрая удар­

ная волна.
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Как мы видим, быстрая ударная волна сжатия является эво­
люционной на всем участке 8—9, т. е. при любых амплитудах. 
Напротив, медленная ударная волна сжатия оказывается эволю­
ционной лишь на участке 1 —2. На участке 2 —3 —4 *) медленная 
ударная волна сжатия неэволюционна и не может существовать, 
несмотря на то, что энтропия на ней возрастает.

До сих пор мы рассматривали условия эволюционности отно­
сительно возмущений, зависящих лишь от z и t. Учет возмущений 
общего вида (зависящих также от ж и у) приводит к тем же условиям 
эволюционности [39] (см. (3 .2 .1 .8 ), (3 .2 .1 .9)).

Заметим, что условия эволюционности сильнее условия воз­
растания энтропии [40] — на эволюционных ударных волнах 
энтропия всегда возрастает [41].

Следует подчеркнуть существенное различие между неэволю- 
ционностью и неустойчивостью. Неустойчивые состояния могут 
возникать при движении магнитогидродинамической среды под 
действием внутренних причин. Они существуют некоторое время, 
пока флуктуации не достигнут критической величины, после чего 
неустойчивое состояние разрушается. Что же касается неэволю­
ционных разрывов, то они не могут возникать сами собой. Не­
эволюционные разрывы могут образоваться лишь под действием 
внешних факторов (например, при столкновении газовых масс). 
Они могут существовать лишь одно мгновение как разрывы в на­
чальных условиях, после чего неэволюционные разрывы немед­
ленно расщепляются на несколько ударных или автомодельных 
волн. Такое расщепление неэволюционной магнитогидродинами­
ческой ударной волны будет рассмотрено в п. 3 .3 .4  **).

До сих пор при формулировке условий эволюционности маг­
нитогидродинамических волн мы молчаливо предполагали, что 
для волн малой амплитуды отсутствует дисперсия, т. е. их скорость 
не зависит от частоты. В принципе фазовые скорости могут зави­
сеть от частоты, например, в магнитной гидродинамике двухком­
понентной жидкости. В этом случае при формулировании условий 
эволюционности под скоростями волн малой амплитуды следует 
понимать фазовые скорости низкочастотных колебаний (в низко­
частотном пределе дисперсия отсутствует), так как основная 
часть возмущения движется с фазовой скоростью низкочастотных 
волн [42] ***).

*) При некоторых значениях параметров точка uu = v 1+, и2г= у 2_ распо­
ложена левее [38] линии 2 —3—4.

* * )  Если ударную волну рассматривать не как разрыв, а как быстрый, но 
непрерывный переход из одного состояния в другое, то эволюцию нестацио­
нарных возмущений можно исследовать только с помощью электронных счет­
ных машин. Подобные вычисления подтверждают сделанный выше вывод 
о расщеплении неэволюционных ударных волн [43—45].

* * * )  Об ошибках, связанных с неучетом дисперсии скорости звука 
в магнитной гидродинамике, см. ['47].

§ Под ред. А- И. Дхиезера
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Заметим в этой связи, что скорость звука в газе, входящую 
в выражение (2 .1 .1 .10), следует определять по формуле

ув =  \ i(F F W W ,

где Т  — температура и /  — полное число степеней свободы моле­
кулы. Величину vs, которую обычно называют скоростью равновес­
ного звука, следует отличать от скорости замороженного звука 
пю =  \/5 7’/3, соответствующего выключению внутренних степеней 
свободы молекулы.

Подчеркнем, что в условия эволюционное™ входит именно рав­
новесная скорость звука (которая не превосходит скорости заморо­
женного звука).

3 .2 .2 .  Структура ударных волн. Изучая разрывы в магнитной 
гидродинамике, мы молчаливо предполагали, что магнитогидро­
динамическая среда является идеальной. Это предположение носит 
принципиальный характер, так как в реальной среде течения 
всегда непрерывны и только приближенно могут рассматриваться 
как разрывные. Такое различие между идеальной и реальной 
средами связано с тем, что они описываются существенно различ­
ными дифференциальными уравнениями. Действительно, уравне­
ния магнитной гидродинамики идеальной среды получаются пу­
тем отбрасывания членов, описывающих диссипативные эффекты 
(вязкость, теплопроводность и выделение джоулева тепла). Так как 
эти члены содержат старшие производные по координатам, то при 
отбрасывании их понижается порядок дифференциальных уравне­
ний, что приводит к уменьшению числа постоянных интегрирова­
ния, вследствие чего становится невозможным удовлетворить гра­
ничные условия. Для их удовлетворения и вводят в рассмотрение 
разрывные решения [48].

Поясним сказанное на примере. Пусть требуется найти решение 
дифференциального уравнения

"  е > ° >  (з*2-2-1)

удовлетворяющее граничным условиям

<Н(— оо) =  — 1, < H (-fc o ) =  l .  (3 .2 .2 .2 )

Решение этой задачи имеет вид

2 l =  t h £ .  (3 .2 .2 .3 )

Вместе с тем при малых е представляется естественным отбро­
сить в уравнении (3 .2 .2 .1) первый член и исходить из упрощенного 
уравнения

<21^ =  0, е —> 0. (3.2.2.4)
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Его решение имеет вид
< а = с , (3.2.2.5)

где С — константа, и не удовлетворяет двум граничным условиям
(3.2 .2 .2). Однако оно удовлетворяет уравнению (3.2 .2 .1) при (z| 

s. В самом деле, переходя в точном решении (3 .2 .2 .3) к пределу 
е ->  0, получим

Это решение в области z >  0 соответствует (3 .2 .2 .5) при С = 1 , 
а в области z <  0 — (3 .2 .2 .5) при С = —1. Таким образом, при 
е -> 0  непрерывное решение (3 .2 .2 .3) стремится к разрывному

Аналогичная ситуация имеет место и в обычной, и в магнит­
ной гидродинамиках, когда мы переходим от уравнений реальной 
среды, учитывающих эффекты, связанные с диссипацией энергии, 
к уравнениям идеальной среды, не учитывающим их; тогда из не­
прерывных решений дифференциальных уравнений реальной среды 
возникают разрывные решения дифференциальных уравнений 
идеальной среды. Существенно здесь то, что непрерывные решения 
практически совпадают с разрывными везде, кроме узкого слоя 
вблизи поверхности разрыва.

Мы видим, таким образом, что можно поставить задачу о струк­
туре разрывов, причем для ее решения, очевидно, необходим учет 
эффектов диссипации.

Определим структуру установившейся магнитогидродинами­
ческой ударной волны малой интенсивности. Для этого нужно об­
ратиться к системе дифференциальных уравнений (2 .1 .3 .2). Чтобы, 
однако, не затемнять основную идею, рассмотрим некоторую ма­
тематическую модель, основанную на использовании одного диф­
ференциального уравнения

для одной магнитогидродинамической переменной “21, зависящей 
от t и z *).

Как мы видели выше, величина Z (*21) совпадает с фазовой 
скоростью распространения малых возмущений (Z (“21) = VJ,h (40). 
а величина D определяет диссипацию энергии (D > 0 ) .

Рассмотрим ударную волну, движущуюся относительно среды 
вдоль оси z со скоростью ил . Если ударная волна является уста­
новившейся (т. е. ее профиль не меняется с течением времени),

если z О, 
если z 0.

(3.2.2.6)

(3 .2 .2 .6).

(3.2.2.7)

*) Нахождение структуры ударной волны в случае системы уравнений 
осуществлено в обзоре [49].
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то величина 51 не будет зависеть от t и z порознь, а будет зависеть 
от t и z только в комбинации

и поэтому
dSl fWl .ООО q\

Ж  =  и^ Ж ’ 1 Г  =  “ ЗГ (■3.2.2.8)

(области пространства, расположенной впереди ударной волны, 
соответствует 5 = — со, а области позади волны — ^ = + о о ) .  Под­
становка последних выражений в (3 .2 .2 .7) дает

Usird £ ~  yPh(^l) d f - - 0  ft2 '

Интегрируя это уравнение, найдем
7]

В Д  — j fph (V) ==-° |jr > (3.2.2.9)
о

где ■»] =  “21 — 212 и |211 — значение величины впереди ударной 
волны (т. е. в невозмущенной области), в которой dty/cfe обраща­
ется в нуль.

Будем рассматривать ударные волны малой интенсивности; тогда 
функцию fph('rl) можно разложить в ряд по степеням ч] и ограни­
читься первыми двумя членами разложения

y p h ft) =  i ’ph ( ° )  +  V ( " E f  ) 0 •

Подставляя это выражение в уравнение (3.2.2,9), получим

— 1/2Ylo^  (3.2.2.10)

где
Т 20  т. . . -2 ttts h ~ ^ph(° )1 . И  2 2 1 1̂

s h _ “sh- yPh(«) ’ (*%ъ1*Ч)о ’ ( ' ' ‘ )

мы считаем, что ударной волне соответствуют положительные зна­
чения Г).

Рассматриваемое нами решение имеет, очевидно, смысл, если 
Msh—v[A (0) >• 0. Это условие означает, что ударная волна дви­
жется относительно невозмущенной среды со скоростью, превы­
шающей скорость распространения малых возмущений и usb— 
— (0) может служить мерой интенсивности ударной волны. Фор­
мула (3.2 .2 .10) показывает, что профиль ударной волны малой 
интенсивности имеет вид гиперболической тангенсоиды [49]. Та­
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кой профиль характерен для ударных волн в обычной [4] и в маг­
нитной гидродинамиках (нерелятивистской [50] й релятивистской 
[51]), а также в гидродинамике двухкомпонентной жидкости [52].

Заметим, что по закону (3 .2 .2 .10) изменяются не все макро­
скопические величины, характеризующие ударную волну, а только 
те, которые не являются инвариантами Римана. Что касается ин­
вариантов Римана, 9^ ., то они, если учитывать в разложении z;pt] (?>) 
только два первых слагаемых, изменяются по закону [49]

где 9?у0 и Д 9^ не зависят от I.
В частности, инвариантом Римана является энтропия, которая, 

как и все инварианты Римана, не изменяется в ударной волне, 
если в разложении vvb (tj) учитываются два первых слагаемых. 
Учет третьего слагаемого приводит, однако, как и должно быть, 
к росту энтропии [4].

Величина L sl, входящая в формулу (3 .2 .2 .10), представляет 
собой, очевидно, ширину ударной волны. Из (3.2 .2 .11) следует, 
что ширина ударной волны пропорциональна величине D , опре­
деляющей диссипацию энергии, и обратно пропорциональна ве­
личине usb—yph (0), служащей мерой интенсивности ударной волны.

Используя формулу (2.1.3.3) для матрицы D и замечая, что 
по порядку величин ее можно заменить следом матрицы D (D —
— 2  D -j), получим для Lsh выражение

где v — коэффициент вязкости, х — коэффициент теплопровод­
ности и vm — коэффициент магнитной вязкости. Так как (см. [4])

где I — длина свободного пробега частиц плазмы (не зависящая, 
согласно (1 .4 .1 .4 ), от их сорта), vi и ve — тепловые скорости ионов 
и электронов и о — e2nZ/mez;e — электропроводность плазмы, то

где I' =  I -j- d2/l, d2 =  mic2/4.'Ke2n, — масса иона.
Для ударной волны малой интенсивности ush — t'ph (0) <€ и, 

следовательно, L Sh ^  I'> т - е - ширина ударной волны малой интен­
сивности значительно больше длины свободного пробега частиц I.

g i  -J________ I ___

J
,  '> +  '>m+ ( 49T)(dTjds)I

Sh “ sh  -  L'p h  (0 )
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Заметим, что в случае разреженной высокотемпературной 
плазмы, когда длина свободного пробега очень велика (Г  ~  I). Н а­
против, для плотных низкотемпературных магнитогидродинами­
ческих сред с частыми столкновениями частиц [53, 54] Г — (ВЦ.

До сих пор мы рассматривали ударную волну малой интенсив­
ности, что позволяло в разложении функции г;рЬ ( rj) в уравнении
(3.2 .2 .9) по степеням т] сохранять только два первых слагаемых. 
Но можно исследовать также ударную волну большой интенсив­
ности, не разлагая функцию урЬ ( tj)  в  ряд по степеням т]. Не оста­
навливаясь подробно на этом исследовании, приведем здесь только 
основные его результаты.

Прежде всего, если учитывать следующие члены в разложении 
yph ( tj), то профиль ударной волны будет описываться уже не ги­
перболическим тангенсом, а более сложной функцией. Далее, ока­
зывается, что макроскопические величины могут изменяться не­
монотонно в ударной волне даже в отсутствие внешних полей 
(см. ниже п. 3 .2 .3 ). В частности, в достаточно интенсивной ударной 
волне температура всегда имеет максимум [55].

.Если в ударной волне малой интенсивности различные|дисси­
пативные процессы в равной мере влияют на ее структуру, то 
в случае ударной волны большой интенсивности ситуация суще­
ственно изменяется. Так, если учитывать только вязкость, то полу­
чается непрерывная структура ударной волны (например, типа
(3 .2 .2 .10)). Если же учитывать только теплопроводность и не учи­
тывать вязкости, то в ударной волне большой интенсивности не­
прерывная структура вообще не возникает [4] (см. также [42, 
5 6 - 5 9 ] ) .

Заметим, что существование непрерывной структуры ударной 
волны тесно связано с ее эволюционностью. Именно, если ударная 
волна эволюционна, то при любых отличных от нуля значениях 
всех диссипативных коэффициентов существует единственная 
непрерывная структура ударной волны. Напротив, если эта волна 
не эволюционна, то уравнения гидродинамики с учетом дисси­
пативных процессов не приводят к однозначной ее структуре 
[56, 6 0 - 6 2 ] .

Все результаты, относящиеся к ударным волнам большой ин­
тенсивности, получены в предположении, что уравнение Навье— 
Стокса (или другие подобные ему дифференциальные уравнения) 
правильно описывают структуру ударной волны сколь угодно боль­
шой интенсивности [56]. Между тем при увеличении интенсивности 
ударной волны уменьшается ее ширина и при L sh — I нарушатся 
условия применимости гидродинамического описания. Поэтому 
использование уравнения Навье—Стокса законно только при 
L sh ;§> I. Если же интенсивность ударной волны столь велика, 
что L sb становится порядка I, то уравнение Навье—Стокса в луч­
шем случае может дать только качественно правильные результаты.
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При L sh — I необходимо не гидродинамическое, а кинетическое 
описание, базирующееся на использовании не дифференциальных, 
а интегродифференциальных кинетических уравнений.

Задача о структуре ударной волны в кинетической теории фор­
мулируется следующим образом. Заданы кинетические уравнения 
для функций распределения частиц F = F a (г, v, t)

где Е  и В — самосогласованные электрическое и магнитное поля 
и (dFJdt)c — интегралы столкновений частиц (индекс а служит 
для указания сорта частиц). Моменты функций распределения 
определяют различные макроскопические величины; например, 
плотность р и макроскопическую скорость и находят из формул

р= 2  тЛ  F«dh?' u = т  2  vF«dk;-
к и

Требуется найти такие стационарные (т. е. не зависящие от 
времени) решения кинетических уравнений, которые приводили бы 
к скачкам магнитогидродинамических величин

Ар =  р |г=+0о Р |г=_со> Д н  — U |г=+со Н |г*=_оо>

связанным между собой граничными условиями, установленными 
в п. 3.1.1 (ось z совпадает с направлением распространения удар­
ной волны).

В такой общей постановке эта задача слишком сложна и реше­
ние ее пока неизвестно. Некоторые упрощения наступают, если 
вместо точного выражения для интеграла столкновений исполь­
зовать выражение вида [63]

fd F \ _  F  — /о 
\dtj~~ т »

где т — среднее время релаксации, не зависящее от скорости, / 0 — 
локально равновесная (максвелловская) функция распределения

f  — Г.. " L . . Т * п  Ы с х р Г -  т ( * _ - ц (г» 21 
Т° Ls-rcr (г) J reW exP|_ 2Г(  г) J ’

п, и и Т  — локальные плотность, скорость и температура. Однако 
и с таким упрощенным модельным интегралом столкновений за­
дача все еще остается очень сложной, так что решение ее удается 
получить только для случая ударной волны малой интенсивности 
и в отсутствие электромагнитных полей [64].

Особенностью полученного решения [65, 66] является то, что 
вдали от фронта ударной волны макроскопические величины
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изменяются как exp [—(Izl/L^)*'*], тогда как в гидродинамической 
теории это изменение происходит по закону exp ( — |z|/Lsh).

Другой подход [67—73] к исследованию структуры ударной 
волны в рамках кинетической теории заключается в постулирова­
нии вида функции распределения; именно, принимается, что функ­
ция распределения имеет вид суперпозиции двух локально рав­
новесных функций максвелловских распределений, т. е.

где пг, щ , Uj, u2, Тг, Т2 — некоторые функции координат; затем 
с помощью кинетических уравнений (которым эти функции, строго 
говоря, не удовлетворяют) находят моменты функции распределе­
ния, т. е. соотношения между функциями щ , щ , u1} и2, Т г, Т2. 
Мы не будем, однако, подробнее рассматривать здесь этот подход.

3 .2 .3 .  Осцилляционная структура ударной волны при наличии 
внешнего магнитного поля. Чтобы понять, какие качественно 
новые черты в структуре ударной волны должны возникать при 
увеличении ее интенсивности, рассмотрим простейший случай, 
когда имеются две группы частиц — ионы и электроны, — дви­
жущиеся с различными скоростями, и тепловой разброс частиц 
по скоростям очень мал. В этом случае скорости ионов и электро­
нов U| и ие подчиняются уравнениям гидродинамики двухкомпо­
нентной жидкости

где пгх — плотность частиц сорта а ( о = е , i), R a — сила трения, 
испытываемая частицами сорта а со стороны частиц другого сорта

(v — коэффициент трения, связанный с электропроводностью со­
отношением о = e2ne/Treev), Е  и В — электрическое и магнитное 
поля, удовлетворяющие уравнению Максвелла

го ~fU
2*Г1 (г) J П

m \v — а2 (г) Г  
2^2 (Г)

Re =  — Ri =  — menem e

.  I  < /£ j  ,  ‘ iTC .rot B =  ———----- 1.с dt 1 с J
1 .

(3.2 .3.2)

В уравнениях (3 .2 .3 .1) отсутствуют гидродинамическое давление 
и силы вязкости в силу сделанного предположения о малом теп­
ловом разбросе частиц по скоростям.
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Рассмотрим теперь, основываясь на этих уравнениях, ударную 
волну, распространяющуюся в отрицательном направлении оси z 
со скоростью щ.

Пусть впереди фронта волны (z= —оо) состояние плазмы ха­
рактеризуется следующими значениями переменных:

rae =  »i =  rei> =  О, ВХ =  В 1, B y =  Bz — О, Е =  0.

Тогда из уравнений (3.2.3.1), (3.2.3.2) следует, что величины Ех, 
Ег, Ву, Вг, иех и иеу будут равны нулю не только впереди ударной 
волны, но и на всем ее протяжении, т. е. Ех =  Ег =  В у =  Вг =  
=  uex — uix =  0 при —o o < z < o o .

Чтобы найти состояние плазмы в ударной волне, перейдем 
в систему отсчета, движущуюся со скоростью фронта волны uL. 
В ней состояние плазмы не зависит от времени и, кроме того, 
все величины не зависят от а; и у. Ясно, что в этой системе будет 
существовать постоянное электрическое поле

Е у =  Е =  —щВ^с, ЕХ =  Е =  0. (3.2.3.3)

Мы будем предполагать, что всюду выполняется условие ква­
зинейтральности пв= п - = п  и пренебрежем поперечным движе­
нием ионов. При таких предположениях справедливо, очевидно, 
равенство иег= и 1г= и г.

Из уравнения Максвелла (3.2.3.2) следует, что

• — с dB*
4л d z  ’

а так как }у == — епиеу (| и1у | <  |вву |), то

ие =  — . (3.2.3.4 ;еУ 4 Tzen dz  v '

Складывая вторые уравнения (3.2.3.1) для электронной и ионной 
компонент, получим

d u ,  d  В% 
тми, -т£=  — -з—о-2- •1 * d z  d z  8л *

откуда

| + и-  <3-2-3-5>» 1 1
Запишем далее выражение для проекции второго уравнения

(3.2.3.1) для электронов на ось у:

' €fl т)m jm , - j f -  = —епЕу----— игВх — menmty; f
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используя теперь соотношения (3.2.3.3)—(3.2.3.5), находим следую­
щее уравнение для ВХ~ В  [74]:

^ + ^  +  ф (5 ) =  0’ <3-2-3-6)
где dttf =  dzjuz и

ф / р \ —  \ В ( В * - В \ )  , р  Р Ч 1

(а)ре — электронная ленгмюровская частота).
Это нелинейное уравнение определяет магнитное поле в удар­

ной волне. Найдем прежде всего магнитное поле позади ударной 
волны, т. е. при t9=  -f- оо (волна распространяется в отрицатель­
ном направлении оси г). В этой области

dB  __ d*B 
dt  d t2 ’

и следовательно,
Ф (В) =  0. (3.2.3.7)

Последнее уравнение имеет три решения
B™ =  B lt 5 t2-3) =  1liB 1 +  \Л/45 ! +  вдап^и?. (3.2.3.8)

Решение B iV соответствует, очевидно, не ударной волне, для 
которой характерно различие в начальном и конечном состояниях 
В |г=_оо =7̂  В |г=+00, а уединенной волне (или солитону), для которой 
конечное состояние совпадает с исходным, т. е. В  |._ ^  =  В |.
Из оставшихся двух решений В <2) и В (3) ударной волне соответ­
ствует решение со знаком плюс перед корнем, т. е.

Я(2) =  —11%В1 -j- \jxUB\ -j- Snm^ul =  B2.

Решение же В (3) не имеет смысла, поскольку, как будет пока­
зано ниже (см. п. 3.3.1), поперечное магнитное поле не может 
изменить своего знака при переходе через фронт ударной волны. 
Поэтому, считая что Вг >  0, мы должны взять в формуле (3.2.3.8) 
корень квадратный со знаком плюс.

Выясним теперь, как ведет себя магнитное поле при ^ -= +  с о . 
Полагая, что при t = —оо

* в  =  в 1+ 8 1, | в ^ в ,
и линеаризуя уравнение (3.2.3.6) по S v  получим

+  v % :  + шь (Mf ■- 1)А = 'о, (3.2.3.9)

где <i>i1 =  eB1lc\Jmeml — гибридная частота, и М, — т \/Ar.min1jB1 — 
число Маха впереди ударной волны.



Решение уравнения (3.2.3.9), обращающееся в нуль при tr ~* 
—>—оо, имеет вид

5 1= C 1exp(fj.lfJ, Re i*! >  О,
где

V-i =  - V  +  (7^2 +  (Mi - 1 )  < ) ’>

и Cj — некоторая константа.
Таким образом, при ^  -► — оо магнитное поле В  монотонно 

приближается к Вг.
Рассмотрим теперь, как ведет себя магнитное поле позади 

ударной волны (£#= - f - c o ) .
Полагая

в  =  в 2+ В „  | в 2\ < в 2

и снова линеаризуя уравнение (3.2.3.6), получим
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. v • h  I иреа 1 / 3gjj — B \  __Л  s  ___ q  (3 2 3 9'')
dt\ ■ dt, 

откуда
5 ,  =  Ct exp({ia«J, Re jx2 <  0,

где
„ =  _V  v +  ( II V2 _  ^ k L  (Щ = Я  _  l \ у л'2 — I c2 j )

и C2 — константа.
Мы видим, что при достаточно малых v, когда справедливо нера­

венство,
v <  Ъ О .  (f i ~ gt  _  i f , (3.2.3.10)

величина f*2 оказывается комплексной, т. е. ударная волна имеет 
осцилляционную структуру.

Легко видеть, что пространственный период осцилляции равен

Х =  -Tf ^ L - = 2 m 1| Im  ц 2 | 1
»2Ре»1 ( 3 B j - B !  Л  11

с2  ̂8тст. j '*
~Ч,

а ширина ударной волны, т. е. то расстояние, на котором зату­
хают осцилляции, равна

у ____ 2toj
sh==;rRe^T =  ̂ r " -

При больших магнитных полях и М2 ~  1 для периода осцилля­
ции имеем

X ~  с/о)
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Если величина v достаточно велика, т. е.

 ̂ 2о)ро»1 1Ъ В \ — В \  , у / .
* \ 8-ктп̂ и| ' ’

то величина fi2 вещественна и, следовательно, магнитное поле 
монотонно изменяется от В1 к В2. Ширина ударной волны равна 
в этом случае

°W * i/ 3Bj — В \ .\1VQ~1L'sb =  2пи1 г1/. х/* с2 \  8%т
=_®L_ Л Т  
л и! / j

Очевидно, что она больше ширины ударной волны в предыдущем 
(«осцилляционном») случае.

Обратим внимание на то обстоятельство, что для ударной 
волны малой интенсивности величина В2 близка к Вг, правая

часть неравенства (3.2.3.10) стремит­
ся к нулю и само неравенство не мо­
жет выполняться. Таким образом, 
ударные волны малой интенсивности 
не могут иметь осцилляционную 
структуру. Легко видеть, что в этом 
случае профиль ударной волны 
имеет вид гиперболической танген­
соиды.

Уравнение (3.2.3.6) имеет вид 
уравнения одномерного ангармониче­
ского осциллятора с потенциальной 
энергией

Рис. 3.2.4. График потенци­
альной энергии осциллятора 

W (В).
а  — состояние впереди ударной 
волны, Ъ — состояние на вершине 
солитона, с — состояние позади 
ударной волны. Ломаная линия 
со стрелкой показывает направле­
ние изменения магнитогидродина­
мических величин в случае осцил- 

ляционной структуры.

ИЧЯ)=$Ф(Е) <й =

• _ (B !-g 2)a р !  +  В2)2
2 16т а .п  ц2L i l l * ]•

причем роль координаты осциллятора играет магнитное поле 
(масса осциллятора равна единице).

На рис. 3.2.4 изображена потенциальная энергия W  как функ­
ция В. Если бы не было «трения» (v=0), то движение осциллятора 
происходило бы между точками а и Ъ. Точка а соответствует 
исходному состоянию осциллятора, при котором dB/dt^=0, В = В Х.

Вследствие трения точка, изображающая состояние осцилля­
тора, будет перемещаться по зигзагообразной линии и стремиться 
к положению равновесия с. (Точка с соответствует 'конечному 
состоянию осциллятора, при котором dB/dt^=0, В = В г.)



§ 3.2. УСТОЙЧИВОСТЬ И СТРУКТУРА УДАРНЫ Х ВОЛН 125

Обратим внимание на то, что если v 0, но v —► 0, то конеч­
ному состоянию осциллятора будет по-прежнему соответствовать 
положение с, а не а.

Картина движения осциллятора становится более наглядной, 
если перейти к фазовой плоскости (В , В), В =  dB/dtt (рис. 3.2.5).

Легко видеть, что точка а является особенностью типа седла, 
а точка с — либо типа центра (при v=0), либо типа устойчивого 
фокуса (при v =£= 0). Замкнутая 
линия aba представляет собой 
сепаратрису, внутри которой 
заключены траектории, соответ­
ствующие финитному движению, 
а снаружи — траектории, соот­
ветствующие инфинитному дви­
жению (эта область на рис. 3.2.5 
заштрихована).

Умножая уравнение (3.2.3.6) 
на d B l d t получим закон со­
хранения энергии

J L i42Bz +  W(B)] =  - vB * < 0 .

(3.2.3.11)

При v=0 точка, изображающая магнитное поле в ударной 
волне, движется по сепаратрисе

1/2Z?2 -j- W (В) =  const

(линия aba на рис. 3.2.5). Если же v 0, то фазовая траектория, 
выходя из точки а, будет оканчиваться в точке с.

3.2.4. Случаи вырождения. Остановимся теперь немного 
подробнее на нескольких важных вырожденных магнитогидроди­
намических разрывах.

Мы рассмотрим прежде всего параллельную ударную волну, 
для которой граничные условия имеют такой же вид, как и в отсут­
ствие магнитного поля. Наличие магнитного поля изменяет лишь 
условия эволюционности, что приводит в ряде случаев к расщеп­
лению этой гидродинамической ударной волны. Далее мы зай­
мемся исследованием магнитогидродинамических особых ударных 
волн, существование которых было поставлено под сомнение из-за 
их неэволюционности в линейной теории [34, 75, 76], и, наконец, 
обратимся к алъвеновским разрывам: здесь придется также выяс­
нить вопрос об их существовании, так как эти разрывы не имеют 
стационарной структуры [50, 38].

Начнем с рассмотрения параллельной магнитогидродинамиче­
ской ударной волны. Если впереди такой волцы альвеновская

Рис. 3.2.5. Фазовые траектории, со­
ответствующие изменению магнит­

ного поля в ударной волне.
Недоступная область* соответствующая ин­

финитному движению,, заштрихована. 
Буквы а, Ь, с имеют тот же смысл, что и 

на рис. 3.2.4.
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скорость меньше скорости звука viAz vis, то  скорости медленной 
и быстрой магнитозвуковых волн совпадают соответственно с аль­
веновской скоростью и скоростью звука, т. е.

v^ =  vlAz, v1+ =  vi8. (3.2.4.1)

Так как в ударной волне происходит увеличение плотности 
и температуры и, кроме того, альвеновская скорость является 
убывающей функцией плотности, а скорость звука — возрастаю­

щей функцией температуры, то 
позади ударной волны альвенов­
ская скорость будет оставаться 
меньше скорости звука (v2Az <С 
<i/os); при этом позади ударной 
волны выполняются условия, 
аналогичные (3.2.4.1), а именно

2̂—-- ^2+-- 2̂S* (3.2.4.2)
Первое из соотношений

(3.2.4.1) означает, что условия 
эволюционности медленной па­
раллельной ударной волны не 
могут ВЫПОЛНЯТЬСЯ при ViAz <C.VIS. 
Что касается условий эволю­
ционности быстрой параллель­

ной ударной волны, то, согласно (3.2.4.1), (3.2.4.2), они принимают 
вид

Vu <  Ulz, v2Az <  Й2г <  v2s. (3.2.4.3)

На рис. 3.2.6 изображены линия Гюгонио и2г =  и2г(и1г), 
а также графики функций v2Aг (ии) и v2s (ии) для параллельной 
магнитогидродинамической ударной волны в случае viaz <С wis 
(предполагается, что магнитогидродинамическая среда описы­
вается уравнением состояния идеального газа).

Как видим, условия эволюционности быстрой параллельной 
магнитогидродинамической ударной волны (см. (3.2.4.3)) выпол­
няются при любой ее интенсивности.

Более сложная картина возникает в случае параллельной 
ударной волны, если впереди нее альвеновская скорость превос­
ходит скорость звука (о1Аг >  Vis). Так как на ударной волне 
альвеновская скорость иАг уменьшается, а скорость звука vs 
увеличивается, то при малых интенсивностях ударной волны по­
зади нее будет выполняться неравенство v2Ag^>v2s, а при больших 
интенсивностях — противоположное неравенство v2Az <[ v2s. Иными 
словами, графики функций v2Aг(щг) и v2s (alz) пересекаются (рис. 3.2.7).

Исследуем этот вопрос более подробно.

Рис. 3.2.6. Условия эволюционности 
параллельной ударной волны при 

У1А* <  v is- 
Области неэволюционности отсутствуют.
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В случае параллельной ударной волны граничные условия 
(3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5), (3.1.1.7), (3.1.1.8) принимают та­
кой же вид, как и в обычной 
гидродинамике:

РА* =  РгИ2г>

Pi +  Pl«L =  f t + P  2<>
Р 2+ ■ /,-£ -= 1/а + 8/. Р2

(3.2.4.4)
Мы воспользовались уравне­

нием состояния идеального газа 
с показателем адиабаты Пуассона 
 ̂=  5/3 и поэтому считаем тепло­

вую функцию равной wm =  5р/2р. 
Из (3.2.4.4) находим

Р2 ~  Р1М1г/К2г’

Р2 =  Pi +  Р А ,  (“и  — ц2г).
=  (“L +  Зуи)/4гг1г,

(3.2.4.5)

к  /

/
/ y ' h s

/xL
z J — ~vZfa

Ш JV?S «й

Рис. 3.2.7. Условия эволюционности 
параллельной ударной волны при 

v lA z  ^  y l s '
Ж ирная пиния — зависимость и2_ от и,_ 
(области эволюционности .— сплошная ли­
ния, область неэволюдионности — точеч­
ный пунктир). Тонкие линии — зависи­

мость 1>2S и «2Аг от « 1г .

где yls =  \Jbp1/3p1 — скорость звука. Последнее из уравнений
(3.2.4.5) и представляет собой линию Гюгонио.

Для определения областей эволюционности ударной волны
нужно еще найти v2az и y2s как функции 
имеют вид

1>2A i  =  \/и!г + 3 у ? в /2 ц и ,

Эти зависимости

V28 =  V (5и^ — (4) (и|* 4- 3 u ‘js) l i u u .
(3 .2 .4 .6 )

Графики функции и2г (ы1г) и функций, определяемых (3.2.4.6), 
изображены на рис. 3.2.7. Цифрами 1, 2, 3, 4 на нем отмечены 
следующие участки:

1
2
3
4

vn < u u < v
vis < ui * < v r 
v,,

1Агч

■ ' 1 . < У1 А ж < “ 1.»

VU < VI A , < U1*’

U2 , < V2s< ViAz, 
U2z и2Аи ^  y2s’
2г

2Az

< V2 A * < V:

^  a2z ''C V%
2s’

Повторяя изложенные в п. 3.2.1 рассуждения, можно показать, что 
участки 1, 2, 4 эволюционны, а участок 3 — неэволюционен.

Из формул (3.2.4.5), (3.2.4.6) следует, что абсцисса точки пере­
сечения линий п%г (и]г) и У2Аг (и1г) равна и]г =  Y^v'̂21Ае 3t/’fs • Поэтому
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параллельная ударная волна будет неэволюционной при выполнении 
условия

V1A, < aiM < V  Зг%.- (3.2.4.7)

Перейдем теперь к рассмотрению особых ударных волн. Так 
как в быстрых ударных волнах тангенциальное магнитное поле 
|B J возрастает, а в медленных — убывает, то особая удар­
ная волна с Вх,= 0  является быстрой, а волна В2,= 0  — мед­
ленной.

Для определенности мы ограничимся случаем быстрой особой 
ударной волны, для которой, как было показано в п. 3.1.2,
lt>2z 2̂Аг==0.

Так как в быстрой ударной волне щ2 — vlAz >  0, то из четы­
рех альвеновских волн по обе стороны разрыва со скоростями 
uz +  v^z расходящейся оказывается лишь одна волна, имеющая 
фазовую скорость и2г-\-и2а*. (Волна с нулевой фазовой скоростью 
не является расходящейся [30].)

Согласно условиям эволюционности число расходящихся аль­
веновских волн должно равняться двум, и поэтому на первый 
взгляд кажется, что особые ударные волны неэволюционны. 
Вместе с тем особые ударные волны обязательно возникают [49] 
при решении задачи о поршне, если вначале магнитное поле было 
перпендикулярно к его поверхности (см. ниже п. 3.3.3). В связи 
с этим вопрос об эволюционности особых ударных волн требует 
специального рассмотрения.

Так как тангенциальные компоненты магнитного поля, вообще 
говоря, возмущены, то особую ударную волну мы будем рас­
сматривать как предельный случай неособой ударной волны, когда 
угол между вектором магнитного поля и нормалью к поверхности 
разрыва стремится к нулю. При этом мы ограничимся рассмотре­
нием быстрой особой ударной волны.

Если поперечное магнитное поле впереди разрыва равно нулю 
В1х= 0, то возможны либо параллельная ударная волна (если 
В^.—0), либо особая ударная волна (если В2х =£= 0). Рассмотрим 
уравнения Гюгонио для этих ударных волн. Линия Гюгонио, 
соответствующая параллельной ударной волне, определяется на 
плоскости (и1г, и2г) последним уравнением (3.2.4.5). Эволюцион­
ные участки для параллельной ударной волны изображены сплош­
ной линией на рис. 3.2.8, а, а неэволюционные участки — пунк­
тирной (для определенности полагаем, что v âz >  Vis).

Мы видим, что линия Гюгонио для параллельной ударной 
волны состоит из двух участков, соответствующих медленной и 
быстрой волне.

На рис. 3.2.8, а, изображена также линия Гюгонио быстрой 
особой ударной волны (штрих-пунктирная линия), уравнение
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которой в силу уравнений (3.1.1.1) и (3.1.2.2') имеет вид

«2, =  v\A*lau- (3.2.4.8)

Однако особая ударная волна существует не при всех значе­
ниях иъ , так как при достаточно больших ее величинах попереч­
ное магнитное поле В %х позади особой ударной волны становится

Рис. 3.2.8. Линия Гюгонио в переменных (и1г, и2г) в случае B L = 0,
ЧАг > V1

а) Параллельная ударная волна; б) параллельная и особая ударные волны. Сплошные 
линии — эволюционные участки линии Гюгонио. Знаком плюс отмечена быстрая парал­
лельная ударная волна, знаком минус — медленная параллельная ударная волна, бук­
вой S — линия Гюгонио для быстрой особой ударной волны. Точки пересечения кри­

вых соответствуют \A kia z  — Т е­

мнимым. В самом деле, из граничных условий (в случае уравне­
ния состояния идеального газа с показателем адиабаты Пуассона 
у = 5/3) следует, что [77]

3В1 [\ (в», -  р!а») ( Н а,  ~  ~  < )
8л ' „2

v lA e
(3.2.4.9)

Так как левая часть этого соотношения положительна и в силу 
условий эволюционности выполняется неравенство

и, .Iz ^  ЗА*>
то и правая часть (3.2.4.9) положительна, т. е.

U 1 * < ^ V !  A *  — 3 y f s .

(3.2.4.10)

(3.2.4.11)

Последние два неравенства ограничивают конечный участок 
(рис. 3.2.8, б), соответствующий быстрой особой ударной волне 
(сплошная линия, отмеченная буквой S). В точке ии — \/4и?Аг— 3i>fs 
быстрая особая ударная волна примыкает к быстрой параллельной 
ударной волне.

9 Под ред. А, И. Ахиезера
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Пусть теперь возникает бесконечно малая поперечная компо­
нента магнитного поля В1х. Тогда в уравнении Гюгонио (3.2.4.5), 
соответствующем параллельной волне, появятся бесконечно ма­
лые добавки. Что же касается уравнения! (3.2.4.8) для особой 
волны, то оно будет иметь два бесконечно близких решения [78]:

Первое из них соответствует неэволюционному разрыву (линия cd 
на рис. 3.2.9), а второе — эволюционной ударной волне (линия ef).

Таким образом, беско­
нечно близко от особой 
ударной волны располо­
жена эволюционная ветвь 
ударной волны. Поэтому 
особую ударную волну 
следует считать эволю­
ционной.

Вопрос об эволюцион­
ности особых ударных волн 
можно исследовать и дру­
гим путем — изучая изме­
нение структуры ударной 
волны с течением времени. 
Такие вычисления, кото­
рые удается осуществить 
только с помощью элект­
ронных счетных машин, 
также приводят к заклю­
чению об эволюционности 
особых ударных волн [45, 
79, 80].

Из аналогичных сооб­
ражений следует причис­

лять к эволюционным разрывам [37 ]|альвеновский разрыв, в ко­
тором магнитное поле поворачивается на 180°, а также танген­
циальный разрыв, где выполняются условия В1#/р1 =  В2(,/р2, несмо­
тря на то, что оба эти разрыва формально неэволюционны [41].

Перейдем, наконец, к вопросу об осуществимости альвеновских 
разрывов. Так как скорость распространения альвеновского раз­
рыва не зависит от его амплитуды (см. п. 3.1.2), то в первой формуле
(3.2.2.11) и& = v vh (0), т. е. знаменатель в ней обращается в нуль,

Рис. 3.2.9. Линия Гюгонио при | В 1х |
< \ BiA  H> i A * > yls-

Области эволюционности заштрихованы, ab — 
линия Гюгонио для ударной волны, близкой 
к медленной параллельной ударной волне, Ьс — 
линия Гюгонио для неэволюционного участка 
параллельной ударной волны, cd — неэволю­
ционный участок линии Гюгонио, близкий к осо­
бой ударной волне, ef — быстрая ударная волна 
близкая к особой, fg  — линия Гюгонио для 
ударной волны, близкой к  быстрой параллельной 

ударной волне.

(3.2.4.12)
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что свидетельствует об отсутствии стационарной структуры аль- 
веновского разрыва. (Это следует также из того, что кинетиче­
ская, внутренняя и магнитная энергии среды по обе стороны аль- 
веновского разрыва одинаковы, и поэтому не существует источника 
энергии, покрывающего диссипацию, связанную с поворотом 
вектора скорости и магнитных силовых линий.)

Вместе с тем альвеновский разрыв обязательно возникает при 
некоторых условиях при решении задачи о поршне (см. ниже 
п. 3.3.3). Поэтому такой разрыв должен иметь нестационарную 
структуру. Можно показать, что его ширина Ьл возрастает с те­
чением времени по закону [10, 81 ]

£sh ~ V (v +  vJ f >

где v и vm — гидродинамическая и магнитная вязкости. При ма­
лых значениях v и vm время существования альвеновского разрыва 
может оказаться очень большим.

§ 3.3. Исследование разрывов

3.3.1. Скачки различных величин. При столкновении двух 
ударных волн или при мгновенном приведении в движение поршня 
возникает поверхность, на которой происходит скачок магнито­
гидродинамических величин, т. е. образуется разрыв. На этой 
поверхности, вообще говоря, не выполняются законы сохранения 
(т. е. граничные условия (3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5), (3.1.1.7),
(3.1.1.8)). Поэтому подобный разрыв не может существовать и 
сразуже расщепляется на ряд ударных и простых магнитогидро­
динамических волн. Если пренебречь диссипацией энергии, то 
в задаче о расщеплении такого разрыва отсутствует параметр 
с размерностью длины, вследствие чего все простые волны оказы­
ваются автомодельными [4].

Каждая из возникших при расщеплении разрыва ударных и 
автомодельных волн «служит» для того, чтобы привести в соот­
ветствие с законами сохранения значения магнитогидродинами­
ческих величин по обе стороны поверхности разрыва.

Для того чтобы понять необходимость возникновения той или 
иной волны, нужно прежде всего качественно исследовать скачки 
магнитогидродинамических величин в волнах различных типов. 
Начнем с простых автомодельных волн. Пользуясь формулами 
(2.2.2.3), можно сделать определенные заключения о направлении 
изменения различных магнитогидродинамических величин в быст­
рых и медленных автомодельных волнах [7]. Понимая под А 01. 
изменение соответствующей магнитогидродинамической величины 
(в данном случае изменение р), имеем (см. п. 2.2.3) Ар < 0 ,  т.е.
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автомодельные волны являются волнами разрежения. Из соотно­
шения dp=v*dp следует далее, что Ар <С 0.

Переходя к исследованию направления изменения величин 
АВх, Аих, Аиг, предположим для простоты, что е =  +1, Вх >  0, 
Вг >  0. (В противном случае величины АВх, Аи0 и Аи, следует 
заменить на (sgn Вх) А Вх, в А иг и г sgn (ВхВг) А их.)

Из соотношения (2.2.2.3) находим, что в быстрых волнах 
АВх <С 0, Аиг <  0, Аих ]> 0. Знаки изменений этих величин в вол­
нах разрежения, а также в других волнах приведены в таблице.

Т а б л и ц а  3.3.1

Тип волны
Знаки

Аиг Аих

Быстрая ударная волна У+
Быстрая волна (автомодельная) Р+ 
Альвеновский разрыв с поворотом 

магнитного поля на 180°, А 
Медленная ударная волна, У“ 
Медленная автомодельная волна, Р~

Ось z  направлена по нормали к 
рыва, волна движется в положител 
оси z  и В г >  0, В х >  0.

+

Ч"

поверз
ЬНОМ I

+

0

+

шости
гаправ

+
+

1 ,I

раз-
яении

В медленных автомодельных волнах находим аналогично 
АВх >  0, Аиг <  0, Аих <  0.

Рассмотрим теперь альвеновский разрыв, на котором магнит­
ное поле поворачивается на 180°. На таком разрыве величина иг 
не изменяется (Аиг=0), а направление тангенциального магнит­
ного поля изменяется на противоположное (при Вх >  0 получим 
AS, < 0 ).

Далее из формулы (2.2.2.1) при е = + 1  следует Аих >  0 (см. 
третью строку таблицы).

Перейдем теперь к ударным волнам. Из условий эволюцион­
ности вытекает, что в случае быстрых ударных волн числитель и 
знаменатель в формуле (3.1.3.2) положительны, а в случае мед­
ленных волн оба они отрицательны. Отсюда следует, что в эво­
люционных ударных волнах поперечное магнитное поле не изме­
няет своего знака [13] *).

*) Учет этого обстоятельства значительно снижает число возможных 
конфигураций магнитогидродинамических ударных волн при их исследова­
нии в околоземном пространстве [82].
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Далее из теоремы Цемплена (р2 >  рх) и формулы (3.1.3.2) вы­
текает, что в быстрых ударных волнах тангенциальное магнитное 
поле Вх возрастает (при Вх >̂ 0), а в медленных — убывает. 
Из теоремы Цемплена следует также, что в ударных волнах вели­
чина иг по абсолютной величине убывает.

Для волн, движущихся вправо, иг отрицательно, и поэтому 
А и, ]> 0. Из второй формулы (3.1.1.5) следует, что для волн, 
движущихся вправо (jm =  ри, <С 0), при В, >• 0 величины Аих 
и АВх имеют противоположные знаки. Поэтому Аих <С 0 для 
быстрых ударных волн и Аих >  0 для медленных волн (см. пер­
вую и четвертую строки таблицы).

Установленное выше увеличение поперечного магнитного поля 
на быстрых ударных волнах и его уменьшение на медленных 
ударных волнах играют определенную роль в магнитогидродина­
мической турбулентности. А именно, слабые магнитные поля 
(В218к <С PiU-lJ2) при прохождении ударной волны усиливаются, 
тогда как сильные магнитные поля (Щ!8 я >  pxu\J2) ослабляются. 
Это приводит к тому, что при прохождении большого числа слу­
чайных ударных волн статистическое равновесие наступает при 
равенстве магнитной и кинетической энергии [33], т. е.

ВЦ8п =  1/ари|.
Такого рода закон равнораспределения энергии характерен 

для магнитной гидродинамики. Он был получен рядом авторов из 
других соображений [83—89].

Перейдем теперь к более подробному исследованию скачков 
различных магнитогидродинамических величин на ударных вол­
нах.

Скачки давления и энтропии являются монотонно возрастаю­
щими функциями скачка плотности в быстрой и медленной (на 
участке эволюционности) ударных волнах.

При большой интенсивности быстрой ударной волны (р2 2s>
р х-{-Ву8п) магнитное давление позади волны становится значи­

тельно меньше гидростатического [90, 91], т. е. В 2/8к р 2, при­
чем энергией магнитного поля впереди волны можно пренебречь 
по сравнению с кинетической энергией среды и В\!8я <gS 1! 2р±и{- 
Поэтому наибольшее сжатие, которого можно достичь в ударной 
волне, будет таким же, как и в обычной газодинамике [92, 93], 
т. е. р2/р1= (т  +  1)/(т —1)> гДе Т — показатель адиабаты Пуассона.

Зависимость скачка магнитного поля АВх =  В2х — В 1х от 
скачка плотности в быстрой волне может быть двух типов [41, 92]. 
В волнах первого типа, которые осуществляются, если

) (1 — PiJ/T (3.3.1.1)
(р О,—угол между направлением магнит­
ного поля Вх и нормаль». к поверхности разрыва), при
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автомодельные волны являются волнами разрежения. Из соотно­
шения dp=v*dp следует далее, что Ар <С 0.

Переходя к исследованию направления изменения величин 
АВх, Аих, Аиг, предположим для простоты, что в —+1, Вх >  0, 
Вг >  0. (В противном случае величины АВх, Аи0 и Аи, следует 
заменить на (sgn Вх) АВх, еДиг и г sgn (ВхВг) Аих.)

Из соотношения (2.2.2.3) находим, что в быстрых волнах 
АВХ <С 0, Диг 0, Аих ]> 0. Знаки изменений этих величин в вол­
нах разрежения, а также в других волнах приведены в таблице.

Т а б л и ц а  3.3.1

Тип волны
Знаки

Аиг Аих

Быстрая ударная волна У+
Быстрая волна (автомодельная) Р+ 
Альвеновский разрыв с поворотом 

магнитного поля на 180°, А 
Медленная ударная волна, У“ 
Медленная автомодельная волна, Р~

Ось z  направлена по нормали к 
рыва, волна движется в положител 
оси z  и В г >  0, В х >  0.

+

Ч"

поверз
ЬНОМ I

+

0

+

шости
гаправ

+
+

1 ,I

раз-
яении

В медленных автомодельных волнах находим аналогично 
ДВх >  0, Диг <  0, Аих <  0.

Рассмотрим теперь альвеновский разрыв, на котором магнит­
ное поле поворачивается на 180°. На таком разрыве величина иг 
не изменяется (Диг=0), а направление тангенциального магнит­
ного поля изменяется на противоположное (при Вх >  0 получим 
ДЯ, < 0 ).

Далее из формулы (2.2.2.1) при е = + 1  следует Аих >  0 (см. 
третью строку таблицы).

Перейдем теперь к ударным волнам. Из условий эволюцион­
ности вытекает, что в случае быстрых ударных волн числитель и 
знаменатель в формуле (3.1.3.2) положительны, а в случае мед­
ленных волн оба они отрицательны. Отсюда следует, что в эво­
люционных ударных волнах поперечное магнитное поле не изме­
няет своего знака [13] *).

*) Учет этого обстоятельства значительно снижает число возможных 
конфигураций магнитогидродинамических ударных волн при их исследова­
нии в околоземном пространстве [82].
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Далее из теоремы Цемплена (р2 >  рх) и формулы (3.1.3.2) вы­
текает, что в быстрых ударных волнах тангенциальное магнитное 
поле Вх возрастает (при Вх >̂ 0), а в медленных — убывает. 
Из теоремы Цемплена следует также, что в ударных волнах вели­
чина иг по абсолютной величине убывает.

Для волн, движущихся вправо, иг отрицательно, и поэтому 
Аи, ]> 0. Из второй формулы (3.1.1.5) следует, что для волн, 
движущихся вправо (jm =  ри, <С 0), при В, >• 0 величины Аих 
и АВх имеют противоположные знаки. Поэтому Аих <С 0 для 
быстрых ударных волн и Аих >  0 для медленных волн (см. пер­
вую и четвертую строки таблицы).

Установленное выше увеличение поперечного магнитного поля 
на быстрых ударных волнах и его уменьшение на медленных 
ударных волнах играют определенную роль в магнитогидродина­
мической турбулентности. А именно, слабые магнитные поля 
(,В2/8тс <  pxu\J2) при прохождении ударной волны усиливаются, 
тогда как сильные магнитные поля (Щ!8я >  [\u\J2) ослабляются. 
Это приводит к тому, что при прохождении большого числа слу­
чайных ударных волн статистическое равновесие наступает при 
равенстве магнитной и кинетической энергии [33], т. е.

ВЦ8п =  1/ ар и |.

Такого рода закон равнораспределения энергии характерен 
для магнитной гидродинамики. Он был получен рядом авторов из 
других соображений [83—89].

Перейдем теперь к более подробному исследованию скачков 
различных магнитогидродинамических величин на ударных вол­
нах.

Скачки давления и энтропии являются монотонно возрастаю­
щими функциями скачка плотности в быстрой и медленной (на 
участке эволюционности) ударных волнах.

При большой интенсивности быстрой ударной волны (р2 2s>
р х-{-Ву8п) магнитное давление позади волны становится значи­

тельно меньше гидростатического [90, 91], т. е. В 2/8к р 2, при­
чем энергией магнитного поля впереди волны можно пренебречь 
по сравнению с кинетической энергией среды и В\18я <gS 1/2Pill'(. 
Поэтому наибольшее сжатие, которого можно достичь в ударной 
волне, будет таким же, как и в обычной газодинамике [92, 93], 
т. е. р2/р1= (т  +  1)/(т —1)> гДе у — показатель адиабаты Пуассона.

Зависимость скачка магнитного поля АВх =  В2х —  В 1х от 
скачка плотности в быстрой волне может быть двух типов [41, 92]. 
В волнах первого типа, которые осуществляются, если

.? т * 0 ,> ( Г - 1 ) (1 — PiJ/T (3.3.1.1)
(р u=  v2J viA!!-= k n jp jB 2z, 6j—угол между направлением магнит­
ного поля Вх и нормаль». к поверхности разрыва), при
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возрастании скачка плотности скачок магнитного поля монотонно 
возрастает от нуля до максимального значения, равного

(3.3.1.2)

В волнах второго типа, которые осуществляются при невыпол­
нении условия (3.3.1.1), зависимость скачка магнитного поля от 
скачка плотности немонотонна: при возрастании скачка послед­
него скачок магнитного поля вначале увеличивается от нуля до 
некоторой максимальной величины, а затем убывает до значения, 
определяемого (3.3.1.2).

На эволюционном участке медленной ударной волны скачок 
магнитного поля всегда возрастает с ростом скачка плотности {33].

В предельном случае 0Х -»• 0, р и  >  1 быстрая ударная волна 
параллельна, т. е. такая же, как и в отсутствие магнитного поля, 
а медленная волна имеет бесконечно малую амплитуду. В случае 
fJj -> 0, р ъ. <  1 быстрая волна относится ко второму типу. При 
достаточно малой интенсивности быстрой ударной волны

Pa/Pi <  (Т +  1 —  2Р и Ж Т — !)

поперечное магнитное поле позади ударной волны отлично от 
нуля и волна является особой. Если же

Pa/Pi >  (Т +  1 —  2Р \*)/(Г  —  1).

то поперечное магнитное поле В2х позади волны обращается 
в нуль, а ударная волна становится параллельной [41].

Медленная ударная волна на эволюционном участке в случае 
0Х -»• 0, р и  <  1 параллельна, т. е. такая же, как и в отсутствие 
магнитного поля.

В предельном случае 0, -* 1/2п быстрая ударная волна отно­
сится к волнам первого типа, а медленная ударная волна превра­
щается в тангенциальный разрыв.

Наличие магнитного поля увеличивает скачок давления при 
фиксированном скачке плотности [92, 93].

Медленная ударная волна не может иметь сколь угодно боль­
шую интенсивность. Поэтому при р 2 р ^ В у 8 тс существует 
лишь одна (быстрая) ударная волна [11, 90].

Как мы видели в п. 3.1.1, если скорость среды параллельна 
магнитному полю по одну сторону любого из магнитогидродина­
мических разрывов, то она параллельна ему и по другую его 
сторону (в случае, когда нормальная к разрыву компонента маг­
нитного поля отлична от нуля). Однако если наряду с разрывами 
появляются автомодельные волны, то подобная параллельность
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нарушается. В самом деле, если векторы и и В расположены 
в плоскости (х , z) и параллельны, то

Определим теперь изменение левой части этого выражения 
в простых магнитозвуковых волнах. Пользуясь формулами 
(2.2.2.3), находим

откуда видно, что равенство (3.3.1.3) не выполняется в случае 
магнитозвуковой волны конечной амплитуды.

3.3.2. Порядок следования волн. До сих пор мы изучали изо­
лированные разрывы и простые волны. Они возникают при дви­
жении через среду твердого тела (задача о поршне), а также при 
столкновении газовых масс. Однако, как правило, при этом появ­
ляется не один, а несколько разрывов разных типов. Мы пока­
жем теперь, что не может возбуждаться более одной волны (раз­
рывной или автомодельной) каждого типа и что они должны сле­
довать в строго определенной последовательности.

Обратимся сперва к обычной гидродинамике. Тогда, как мы 
знаем, ударная волна движется со сверхзвуковой скоростью отно­
сительно среды впереди разрыва и с дозвуковой скоростью отно­
сительно среды позади разрыва. Поэтому, если в одну сторону 
движутся две ударные волны со скоростями и$  и и<$ (первая 
волна предполагается идущей впереди), то должны выполняться 
неравенства

где vs — скорость звука в пространстве между двумя волнами. 
Из этих неравенств вытекает, что и[ .̂ Иными словами,
вторая волна догоняет первую и поэтому они не имеют общего 
источника. Отсюда в свою очередь следует, что две ударные 
волны, образовавшиеся из одного источника, не могут двигаться 
в одну сторону.

Рассмотрим теперь автомодельные волны. Их скорость совпа­
дает с локальной скоростью звука (как впереди разрыва, так и 
позади него). Из этого следует, что в одну сторону не могут дви­
гаться ни две автомодельные волны, ни одна ударная и одна авто­
модельная волна.

Иными словами, если ударные и автомодельные волны образо­
вались из одного источника, то в одну сторону может двигаться 
лишь одна волна.

Повторяя предыдущие рассуждения для магнитогидродинами­
ческих волн и используя условия эволюционности, легко

и В г — и В ~  0.г  х  х  г (3.3.1.3)

(иг +  еv±) B xvI
p(y| - yL ) ’
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показать, что и в этом случае один источник не может создавать 
две быстрые или две медленные ударные (или автомодельные) вол­
ны, движущиеся в одну сторону [30].

Что же касается волн различных типов, то альвеновский раз­
рыв догоняет медленную волну (ударную или автомодельную), 
а быстрая ударная волна догоняет разрывные или автомодельные 
волны всех типов. Наконец, ударная волна догоняет автомодель­
ную волну того же типа, что и ударная, или более медленную; 
автомодельная же волна догоняет как ударную волну того же 
типа, так и более медленную ударную волну.

Таким образом, если магнитогидродинамические волны обра­
зованы одним источником, то в одну сторону может двигаться не 
более трех волн: впереди движется быстрая волна (ударная или 
автомодельная), за ней следует альвеновский разрыв и, наконец, 
за ними двигается медленная (ударная или автомодельная) водна. 
Разумеется, некоторые из перечисленных волн могут отсут­
ствовать.

При столкновении двух магнитогидродинамических ударных 
волн образуется разрыв, на котором не выполняются граничные 
условия. Поэтому такой разрыв расщепляется на ряд разрывных 
и автомодельных (см. ниже п. 3.3.4). Как следует из предыдущего, 
максимальное число образующихся при этом* волн равно семи: 
три волны, движущиеся вправо, — быстрая, альвеновская и мед­
ленная, такие же три волны, движущиеся влево, и между ними 
контактный разрыв, покоящийся относительно среды; быстрые и 
медленные волны могут быть либо ударными, либо автомодель­
ными. А,

Выяснив картину расщепления разрыва, перейдем к исследо­
ванию вопроса о переходах между различными магнитогидродина­
мическими разрывами при изменении внешних параметров (ско­
рости, магнитного поля и др.).

Прежде всего, из условий эволюционности следует, что невоз­
можен непрерывный переход ударной волны в альвеновский раз­
рыв. В самом деле, альвеновский разрыв может совпасть с ударной 
волной лишь в том случае, если магнитное поле но обе стороны 
разрыва лежит в плоскости, проходящей через нормаль к раз­
рыву, т. е. в альвеновской разрыве магнитное поле поворачи­
вается на 180°. Но на таком разрыве поперечная составляющая 
магнитного поля меняет знак, что, как мы видели выше, противо­
речит условиям эволюционности ударной волны *).

Между быстрой и медленной ударными волнами также невоз­
можен непрерывный переход. Это следует из того, что области 
эволюционности быстрой и медленной ударных волн не имеют

*) Неучет условий эволюционности приводит к неправильной картине 
переходов между магнитогидродинамическими разрывами [94].
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точек соприкосновения (см. рис. 3.2.3). Быстрая ударная волна 
не может непрерывно переходить в тангенциальный разрыв, так 
как это противоречило бы условию эволюционности и1г, >  у1+.

Таким образом, возможны переходы лишь между танген­
циальным и контактным разрывом, между тангенциальным и аль- 
веновским разрывом и между тангенциальным разрывом и мед­
ленной ударной волной. Указанные разрывы переходят в танген­
циальный разрыв в предельном случае Вг -»■ 0.

Смысл возможных переходов между магнитогидродинамиче­
скими разрывами становится яснее [33], если рассмотреть задачу
о расщеплении разрыва в начальных условиях, когда не выпол­
няются законы сохране­
ния. Если при этом нор­
мальное магнитное поле Вz 
отлично от нуля, то раз­
рыв расщепляется на семь 
волн, каждая из которых 
характеризуется одним па­
раметром.

Если же нормальное 
магнитное поле Вг равно 
нулю, то первоначальный 
разрыв в плоскости z —0 расщепляется на три волны: быструю 
ударную волну, движущуюся вправо,- быстро ударную волну, 
движущуюся влево, и тангенциальный разрыв между ними. 
Каждая из ударных волн характеризуется одним параметром, 
а тангенциальный разрыв — пятью параметрами. Общее число 
параметров равно семи, т. е. равно числу скачков магнитогид­
родинамических величин на первоначальном разрыве.

Таким образом, тангенциальный разрыв представляет собой 
слившиеся пять разрывов (две медленные ударные волны, два 
альвеновских разрыва и контактный разрыв). Схема переходов 
между магнитогидродинамическими разрывами изображена на 
рис. 3.3.1.

3.3.3. Задача о поршне. Выше указывалось, что параллельная 
магнитогидродинамическая ударная волна, у которой магнитное 
поле по обе стороны от плоскости разрыва параллельно нормали 
к ней, в ряде случаев неэволюционна, и поэтому не может суще­
ствовать. Чтобы выяснить вопрос о судьбе неэволюционной удар­
ной волны, рассмотрим конкретную задачу, а именно задачу
о поршне. Пусть полупространство z ]> 0 заполнено идеально 
проводящей средой, находящейся в магнитном поле Вг (Вх= В у= 0) 
и покоящейся в момент времени t —0. Состояние среды характери­
зуется плотностью Ро и давлением р 0. Слева среда ограничена 
идеально проводящим поршнем, расположенным в плоскости 
z=0. В момент t = 0 поршень начинает двигаться с постоянной

В,*0 У* А У" К У  А У*

В2= 0 У+ Т У+

Рис. 3.3.1. Схема переходов между маг­
нитогидродинамическими разрывами.

У+, У - , А, К, Т означают соответственно быструю 
и медленную ударные волны, альвеновский, 

контактный и тангенциальный разрывы.



138 ГЛ. 3. УДАРНЫ Е ВОЛНЫ

скоростью и. Требуется определить состояние среды при 
t >  0.

Рассмотрим сперва случай, когда поршень движется вдоль 
оси z, совпадающей с нормалью к его плоскости и с направлением 
магнитного поля. Тогда впереди поршня возникнет ударная 
волна, которая будет параллельной, т. е. такой же, как и в обыч­
ной гидродинамике. Выясним прежде всего, является ли это реше­
ние единственным; иными словами, не может ли впереди поршня 
вместо одной параллельной ударной волны двигаться ряд магнито­
гидродинамических волн. (Очевидно, что эти волны будут пере­
мещаться в ту же сторону, что и первоначальная волна.)

Так как поршень обладает бесконечной проводимостью, то 
магнитные силовые линии вморожены в него, т. е. на поверхности 
поршня тангенциальная компонента магнитного поля Вх равна 
нулю. Величина Вх должна равняться нулю впереди быстрой 
волны и позади медленной. С другой стороны, согласно таблице, 
тангенциальное магнитное поле уменьшается в быстрой автомо­
дельной волне и увеличивается в медленной. Поэтому ни быстрая, 
ни медленная волны не могут быть автомодельными и должны 
быть, следовательно, ударными. Так как Вх равно нулю впереди 
быстрой и позади медленной особых ударных волн, то параллель­
ная ударная волна может расщепиться лишь на две особые удар­
ные волны. (Направление поперечного магнитного поля в области 
между двумя особыми ударными волнами совпадает с направле­
нием флуктуационного поперечного магнитного поля впереди 
быстрой особой волны [95].) Вместе с тем условия существования 
особой ударной волны (3.2.4.10), (3.2.4.11) совпадают с условиями 
неэволюционности параллельной ударной волны (3.2.4.7). По­
этому условия эволюционности последней совпадают с условиями 
устойчивости ее относительно расщепления на две особые ударные 
волны.

Определим теперь [96] зависимость различных магнитогидро­
динамических величин от скорости поршня и. Пусть скорость 
поршня такова, что параллельная ударная волна, возникшая 
впереди него, не расщепляется. Если скорость ударной волны 
в невозмущенной среде равна ush, то скорости среды впереди 
волны и0г и позади нее и2г в системе отсчета, где волна покоится, 
равны

И 0 ,  =  — B sb ’ U2s =  U ~ Usb ( 3 . 3 . 3 . 1 )

(за ударной волной скорость среды в лабораторной системе от­
счета равна скорости поршня).

Подставляя соотношения (3.3.3.1) в последнее уравнение
(3.2.4.5) и заменяя vu на v0s и ии  на щг (v0s — скорость звука 
в области О впереди волны), найдем скорость ударной волны

И.ь =  %в +  V ( W  +  < -  (3.3.3.2)
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причем предположим, что среда описывается уравнением состоя­
ния идеального газа с показателем адиабаты Пуассона у = 5/3.

Из первых двух уравнений (3.2.4.5) находим для сжатия среды 
в ударной волне

Р2/Р1 =  и Л и*ь —  и) (3.3.3.3)
и для давления позади ударной волны

P2 =  Po +  PoM«sh- (3.3.3.4)
Значениям скорости ударной волны, равным y0A* и \/^уоАг — Зи^, 

при которых происходит переход от параллельной ударной волны 
к особым ударным волнам, соответ- м
ствуют две критические скорости ush
поршня:

■■3U(V0A* — Vls)lv0и

■■ 3 (4а* — v%s)I\J4:vIAz — v\— vL ■ 1

(3.3.3.5)

Как видно из рис. 3.2.7, при 
и <гг_ параллельную ударную волну 
следует считать медленной, а при 
и >  и+ — быстрой. Поэтому при 
и <С.и_ скачок скорости происходит 
на медленной ударной волне (А_и0=и), 
а скачок скорости на быстрой удар­
ной волне равен нулю (Д+иг=0). 
Следовательно, при и <С.и_ скорость 
быстрой ударной волны равна ско­
рости распространения бесконечно 
малых возмущений, а скорость мед­
ленной ударной волны определяется 
формулой (3.3.3.2)

2/зц+ \ / ( 2/зц)2 +  <
(3.3.3.6)

Рис. 3.3.2. Скорости распро­
странения ударных волн, об­
разующихся при движении 
поршня вдоль магнитного 
поля, и скачки скорости среды 

на этих волнах.
— скорости быстрой и 

медленной ударных волн, Д+и2, 
& -п2 — скачки скорости среды на 
быстрой и медленной ударных вол­
нах. По оси абсцисс отложена 

скорость поршня и .

(рис. 3.3.2). При и^> и+ скачок скорости происходит на быстрой 
ударной волне (А+иг—и, А_иг=0) , а скорость медленной волны 
равна скорости распространения бесконечно малых звуковых воз­
мущений в среде с давлением р 2 и плотностью р2, движущейся со 
скоростью поршня и:

(3.3.3.7)Ksh} =  2/зи +  '/(7зи)2 +  у;Oŝ и(-)sh : и - f  VsW p г-
где р 2 и р2 определяются первыми двумя формулами (3.2.4.5).
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Магнитное поле Ви  в области между быстрой и медленной осо­
быми волнами определяется формулой (3.2.4.9).

При изменении скорости поршня от и_ до и+ амплитуда быст­
рой ударной волны А+иг изменяется от нуля до и+, а амплитуда 
медленной волны А_иг — от и_ до нуля (см. рис. 3.3.2). Зависи­
мость сжатия среды n j  р0 и ра/ рх в быстрой и медленной особых

ударных волнах от скорости порш­
ня показана на рис. 3.3.3.

Рассмотрим теперь движение 
поршня в поперечном направле­
нии, при котором скорость порш­
ня их перпендикулярна нормали 
к его поверхности и лежит в пло­
скости (х , z), проходящей через 
вектор магнитного поля и нормаль 
к поверхности поршня. Определим 
сперва качественно характер воз­
никающих при этом волн [97], 
допустив, что магнитное поле об­
разует произвольный угол с пло­
скостью поршня.

Так как магнитные силовые 
линии вморожены в среду и в пор­
шень, то при % <С 0 (ось х выбра­
на таким образом, чтобы Вх было 
положительным) они деформи­
руются (рис. 3.3.4, а). Изгибание 
магнитных силовых линий приво­
дит к появлению упругих сил 
натяжения, которые направлены 
от вогнутости этих линий в среду.

При движении поршня возни­
кают быстрая и медленная магни­

тогидродинамические волны (ударные или автомодельные), уда­
ляющиеся от него. Так как вблизи поршня и на бесконечности 
иг—0, то при упругих силах, показанных на рис. 3.3.4, а, равно­
действующая этих сил направлена от поршня. Поэтому впереди 
движется волна сжатия (ударная), а за ней — волна разрежения 
(автомодельная). Альвеновская волна в данном случае не возни­
кает, так как Вх вблизи поршня и на бесконечности имеет одина­
ковый знак. (Напомним, что в ударной и автомодельной волнах 
знак Вх не меняется, а в альвеновской разрыве — меняется на 
противоположный.)

В случае, изображенном на рис. 3.3.4, б, равнодействующая 
упругих сил направлена к поршню; поэтому возникает быстрая 
волна разрежения и медленная ударная волна.

Рис. 3.3.3. Изменение плотности 
и магнитного поля в особых удар­
ных волнах, образующихся при 
расщеплении параллельной удар­

ной волны.
Ро, Pi, рз — плотности невозмущенной 
среды, среды между особыми волнами 
и среды позади обеих особых волн, 
v\A x lv 0s — безразмерная величина, ха­
рактеризующая поперечное магнитное 
поле между особыми волнами, точеч­
ный пунктир ■— неэволюционный уча­

сток параллельной ударной волны.
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При увеличении скорости поршня их знак Вх вблизи поршня 
изменяется (рис. 3.3.4, в), что влечет за собой появление, кроме 
быстрой волны разрежения и медленной ударной волны, еще и 
альвеновской волны.

При дальнейшем увеличении их величина \ВХ\ вблизи поршня 
становится больше, чем на бесконечности; при этом равнодей­
ствующая сил натяжения направлена от поршня (рис. 3.3.4, г),

В! г)
Рис. 3.3.4. Деформация магнитных силовых линий при движении поршня 

в поперечном направлении.
П  — поршень, В  — одна из магнитных силовых линий. Тонкие стрелки — упругие силы 
натяжения, жирные стрелки — равнодействующая этих сил. а) Поршень движется вниз; 
б), в), г) поршень движется вверх. Случай б) соответствует достаточно малой скорости 

поршня, случай г) — достаточно большой его скорости.

что приводит к возникновению быстрой ударной волны, альве- 
новского разрыва и медленной волны разрежения.

При достаточно большом значении |их\ амплитуда медленной 
волны разрежения становится настолько большой, что плотность 
среды позади волны обращается в нуль — наступает явление 
кавитации.

Картину движения среды при и2 =/L 0, их =̂ = 0 можно полу­
чить, исходя из рассмотренного случая uz= 0. При увеличении иг 
амплитуда волны разрежения уменьшается, а амплитуда волны 
сжатия увеличивается. При некотором критическом значении иг, за­
висящем от их, волна разрежения превращается в волну сжатия 
(т. е. в ударную волну). Аналогично, уменьшение иг приводит
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к превращению ударной волны в волну разрежения. Дальней­
шее уменьшение величины ^приводит к возникновению кавитации.

Типы волн, возникающие при движении поршня с произвольной 
скоростью (их, иг) (в случае и =0), изображены на рис. 3.3.5. Топо­

логическая картина [97, 98] раз­
личных областей на этом рисунке 
не зависит от величины магнитного 
поля. При изменении Вх, Вг проис­
ходит лишь деформация линий, 
разграничивающих различные об­
ласти.

Четырем ситуациям, отража­
емым рис. 3.3.4, соответствуют 
точки рис. 3.3.5, расположенные 
на оси ординат.

Определим в качестве примера 
момент начала кавитации при по­
перечном движении поршня [99], 
предполагая, что поперечная ком­
понента магнитного поля Вх равна 
нулю. Тогда быстрая волна может 
быть только ударной и, следова­
тельно, медленная волна является 
автомодельной волной разреже­
ния. Легко видеть, что в данном 
случае быстрая ударная волна 
имеет бесконечно малую амплиту­
ду. Действительно, в ударной 
волне плотность и температура 
возрастают, и поэтому условие 
va <€ Vs будет справедливо также 

в области между быстрой ударной волной и медленной волной 
разрежения plA <sg yls.

Из формул (2.2.4.12), (2.2.4.13) следует, что величиной А_иг 
в медленной волне разрежения можно пренебречь. Так как про­
дольная компонента скорости поршня иг равна нулю, то, следова­
тельно, ии = 0. С другой стороны, в невозмущенной среде впереди 
быстрой ударной волны скорость среды равна нулю (в0г=0). 
Поэтому, как и утверждалось, быстрая ударная волна имеет 
бесконечно малую амплитуду и ею можно пренебречь.

Используя это обстоятельство, получим из формул (2.2.4.13), 
(2.2.4.15) условие кавитации [99] (в случае т = 5/3) вида

k l > 3 , 6 7 i W
В общем случае задача о движении поршня была решена лишь 

качественно [100—102].

Р'В
Рис. 3.3.5. Волны возникающие 

при движении поршня.
По оси абсцисс отложена продольная 
компонента скорости поршня и2, по 
оси ординат — поперечная компонен­
та и Х‘ Буквы У +, У - , Р+, Р", А, В озна­
чают соответственно наличие быстрой и 
медленной ударных волн, быстрой и 
медленной волн разрежения (автомо­
дельных), наличие альвеновского раз­
рыва и образование вакуума (кави­

тация).
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3.3.4. Расщепление разрыва. Перейдем теперь к исследованию 
расщепления разрыва, на котором не выполняются граничные 
условия (3.1.1.2), (3.1.1.3), (3.1.1.5), (3.1.1.7), (3.1.1.8). Решение 
этой задачи является первым шагом на пути к доказательству 
теоремы существования и единственности решения задачи Коши 
для класса эволюционных разрывов [29, 103]. К задаче о рас­
щеплении разрыва сводится также задача о столкновении магнито­
гидродинамических волн друг с другом и со стенкой [104—106].

Если значения магнитогидродинамических величин по обе 
стороны поверхности разрыва постоянны (в пространстве и во 
времени), то возникающие при расщеплении разрыва волны могут 
быть только разрывными или автомодельными.

Рассмотрим сперва расщепление малого разрыва [31]. В пер­
вом приближении по амплитудам образовавшихся волн соотноше­
ния между скачками магнитогидродинамических величин на удар­
ных и автомодельных волнах одинаковы. В этом приближении 
различие между ударной и автомодельной волной состоит только 
в том, что на ударной волне плотность возрастает, а на автомодель­
ной — убывает.

Обозначая через А “21 первоначальные скачки вектора магнито­
гидродинамического состояния 01=(р, s, их, и , иг, Вх, Ву) и через 
ДйО[ — скачок вектора 01 в образовавшейся волне к-го типа, 
имеем, очевидно,

7

Д01=2Д *01 (3.3.4.1)

(под скачком Д01 мы понимаем здесь разность 01 (z -J- 0) — 01 (z — 0), 
причем ось z направлена вдоль нормали к плоскости разрыва).

Скачок Дй01 можно записать, согласно (2.2.1.6), в виде
V a  =  v i ‘«  (з.з.4 .2 )

где А'-к) — правый собственный вектор, соответствующий к-й волне, 
и т1к — некоторые величины, зависящие от Д01.

Таким образом,

2  tikA ik) — Д01. (3.3.4.3)
7с—1

Так как векторы А а), А (2\  . . ., Л г?1 линейно независимы, 
то из последнего соотношения можно однозначно найти все вели­
чины пй.

Поскольку мы рассматриваем разрыв малой интенсивности, то 
знак i\k определяет характер к-ш волны. Именно, если г\кг < 0 ,  
то к-я волна будет ударной, если же цкг 0, то волна будет авто­
модельной (е= +  1 в зависимости от того, распространяется ли 
волна в положительном или отрицательном направлении оси z).
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Приведем выражения для екачков плотности в магнитозвуко­
вых волнах [107]

где Ra =  \J(и\ -J- vs)2 —• ̂ о\и\г и под скачком Д$.5)р понимается вели­
чина A'f)p =  p(z-j-0) — p(z — 0). Знаки плюс и минус в нижнем 
индексе относятся соответственно к быстрой и медленной магнито­
звуковым волнам, в верхнем индексе (е= +  1) — к волнам, рас­
пространяющимся влево и вправо, индекс t служит для обозначения 
тангенциальной составляющей.

Например, при столкновении двух газовых масс с одинако­
выми значениями р, s, и имеем

Учитывая неравенства v% >  v \ z, vl <  v \ 2, получим еД+’ р <С 0. 
Это означает, что все четыре магнитозвуковые волны, расходя­
щиеся в обе стороны, будут ударными. Такой результат нахо­
дится в согласии с тем, что в рамках магнитной гидродинамики 
при вдвигании поршня вдоль нормали к его поверхности всегда 
образуются две ударные волны [102].

Формула (3.3.4.4) относится к случаю малых разрывов. Об­
щая задача была качественно исследована в работах [108—110] *).

До сих пор мы предполагали, что величины ДQJ: независимы. 
Если же величины ДЭД. связаны между собой соотношениями

(такие соотношения справедливы для ударной волны l-то типа), 
то в выражении для результирующих волн (3.3.4.3) все слагае­
мые, кроме слагаемого с к=1, равны нулю. Если же магнитогидро­
динамические величины на разрыве не удовлетворяют соотноше­
ниям (3.3.4.5), то в формуле (3.3.4.3) будет присутствовать ряд 
слагаемых. Это означает неустойчивость ударной волны относи­
тельно расщепления. В частности, для неэволюционной ударной 
волны не выполняются соотношения (3.3.4.5), и поэтому такая 
ударная волна расщепляется на ряд разрывных или автомодель­
ных волн [46, 77, 111].

*) Для идеального газа существование решения задачи о расщеплении 
разрыва произвольной интенсивности доказано [1 1 0 ], но до настоящего вре­
мени единственность решения доказать не удалось. В обычной гидродинамике 
такое доказательство опирается на «выпуклость» системы уравнений [103 J,

(3.3.4.4)

Др 1= A s  —  A B t =  Ди^ =  0 , А и г < ^ 0 .



Г л а в а  4
ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СВОБОДНОЙ ПЛАЗМЫ

§ 4.1. Гидродинамическая теория высокочастотных 
колебаний свободной плазмы

4.1.1. Электромагнитные волны в плазме. В двух предыдущих 
главах мы изучали низкочастотные магнитогидродинамические 
волны, частоты которых малы по сравнению с частотой столкнове­
ний частиц. Теперь мы перейдем к исследованию волн, распро­
страняющихся в плазме, частота которых велика по сравнению 
с частотой парных столкновений электронов и ионов. В этом слу­
чае можно вообще не учитывать парных столкновений, т. е. исхо­
дить из представления о бесстолкновительной плазме.

В этой главе мы исследуем колебания свободной бесстолкно­
вительной плазмы, т. е. бесстолкновительной плазмы, не находя­
щейся под действием внешних полей.

Начнем с рассмотрения электромагнитных волн в холодной 
плазме, когда можно пренебречь влиянием теплового движения 
частиц на распространение волн. Для этого необходимо, чтобы 
фазовая скорость волны была значительно больше средней тепло­
вой скорости частиц.

В таком случае состояние плазмы можно описывать гидродина­
мически — заданием средних скоростей и плотностей частиц. 
При изучении распространения электромагнитных волн мы вправе 
не учитывать влияния ионов и рассматривать плазму как холод­
ный электронный газ.

Скорость электронов ие =  ие (г, t) и их плотность пе =  п,, (г, t) 
удовлетворяют уравнению непрерывности

электрическое и магнитное поля распространяющейся волны (мы 
считаем плазму нерелятивистской, т. е. ие<^с).

10 Под ред. А. И. Ахиезера

(4.1.1.1)

и уравнению движения
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Эти поля подчиняются уравнениям Максвелла *) 

r o t E ^ - i - S - ,  div В =  О,с dt *

rotB  =  y - ^ -  +  -^-j, div Е =  4тф, (4.1.1.3)

где j и р — плотность тока и плотность заряда, порождаемые элек­
тронами:

j =  je =  —епвue, Р =  Ре =  —е (пе — щ) (4.1.1.4)
(и0 — равновесная плотность электронов, равная плотности ионов).

Уравнения (4.1.1.1)—(4.1.1.4) образуют полную систему урав­
нений, описывающих распространение электромагнитных_волн 
в холодной плазме в гидродинамическом приближении.

Мы будем далее предполагать, что амплитуда электромагнит- 
ной волны достаточно мала. В этом случае можно исходить из 
линеаризованного уравнения движения электрона

-$2 -= ----— Е. (4.1.1.5)d t  т в v '

Отсюда следует, что для гармонических колебаний

ue = -----—  Е, (4.1.1.6)е те ы 4 1

где ш — частота колебаний (зависимость всех переменных вели­
чин от времени считаем имеющей вид exp (—iat)).

Так как ие представляет собой малую величину, то в линейном 
приближении для плотности тока можно пользоваться выра­
жением

j =  — en0ue == оЕ, (4.1.1.7)
где

а =  а (а>) =  ie2n j m e<n.

Эта величина носит название высокочастотной проводимости 
плазмы.
^  * Введем далее электрическую индукцию D, определяемую сле­
дующим образом:

_  =  _  +  4«,. (4.1.1.8)

Для монохроматической волны малой амплитуды отсюда выте­
кает соотношение

D =  в (ш) Е, (4.1.1.9)
*) Напомним, что магнитная проницаемость плазмы мало отличается от 

единицы, и поэтому мы не будем различать векторы В и Н.
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где
e(a>) =  l- J-4  tua(u))/u). (4.1.1.10)

Эта величина носит название диэлектрической проницаемости 
плазмы.

Используя (4.1.1.8), получим для нее

е(о>) =  1 — «о § > * ,  (4.1.1.11)
где ____

<4 л л 1 1 ')

Последняя величина, имеющая размерность частоты, называется 
плазменной или ленгмюровской частотой.

Заметим, что при выводе выражения (4.1.1.11) для диэлектри­
ческой проницаемости плазмы мы не делали никаких предполо­
жений об ее однородности. Поэтому оно справедливо как для 
однородной, так и для неоднородной плазмы. Отсюда вытекает,, 
что уравнения Максвелла

rotE =  ̂ B , rot В =  —  ^  е (о>) Е. (4.1.1.12)

описывают распространение монохроматических электромагнит­
ных волн малой амплитуды и в неоднородной холодной плазме 
(в отсутствие внешнего магнитного поля).

В однородной плазме возможно распространение плоских мо­
нохроматических волн вида Е, В (уз ехр [г (kr — ш£)]. Для таких 
волн магнитное поле связано с электрическим (см. (4.1.1.12))

В = -^ -  [kEj, (4.1.1.13)

т. е. магнитное поле перпендикулярно электрическому полю и 
волновому вектору.

Подстановка последнего выражения во второе уравнение
(4.1.1.12) дает

[к |к Е П + ^ в Е  =  0,

или
к (кЕ) — (к 2—^ е ^ Е  =  0. (4.1.1.14)

Умножив это соотношение скалярно на к, получим

s (со) (кЕ) =  0. (4.1.1.15)

Поэтому, если е(о>)=^=0, то к Е = 0 , т. е. электрическое поле в 
плоской монохроматической волне перпендикулярно направлению

10*
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Рис. 4.1.1. Зависимость Рис. 4.1.2. Зависимость квадрата
частоты электромагнит- показателя преломления электро-
ной волны от величины магнитной волны от частоты,
волнового вектора в изо­

тропной плазме.

распространения волны. Учитывая это обстоятельство, получим 
из (4.1.1.14)

А*=^в(ш). (4.1.1.15')

Мы видим, что распространение электромагнитных волн 
в плазме возможно только в том случае, если е (со) >  0, т. е.

если частота волны <о превосходит плазменную частоту и>р0. 
Тогда фазовая скорость волны

VVh =  а>/й =  сД/е (4.1.1.16)

больше скорости света (урь > с)>  а показатель преломления off—  
=  с/Урь =  \/е меньше единицы.

При данном волновом векторе к для частоты волны, согласно 
,'4.1.1.15'), имеем

<o(k) =  \Jc2k2 -}-wle. (4.1.1.17)

Зависимость частоты от величины волнового вектора изобра­
жена на рис. 4.1.1, зависимость показателя преломления от 
частоты — на рис. 4.1.2.

Для частот, меньших плазменной частоты, диэлектрическая 
проницаемость плазмы отрицательна и, согласно (4.1.1.15), вол­
новой вектор (а следовательно, и показатель преломления) оказы­
вается чисто мнимым. Это значит, что волна затухает при удале­
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нии от источника по экспоненциальному закону, проникая в глубь 
плазмы на расстояние 8 =  1/1 к | =  с/а> е (т) |. При со <^шрв глубина 
проникновения не зависит от частоты ш; она равна о0=с/<орв и 
называется спиновой глубиной.

До сих пор мы не касались вопроса об изменении плотности 
электронов плазмы при прохождении через нее электромагнитной 
волны. Для выяснения его обратимся к уравнению непрерыв­
ности и положим в нем гес= и 0+ пе, где п0 — равновесная плот­
ность электронов и ?ге — малая добавка к ней, т. е. |/ге| ге„. 
Линеаризуя уравнение непрерывности относительно пе, получим 
в случае плоской монохроматической волны

п, — re0kue/u),
или, учитывая (4.1.1.6),

«е =  - 3 ( кЕ)' (4Л-1Л8)

Это — общая формула, связывающая переменную часть плотности 
электронов с переменным электрическим полем в плазме в том 
случае, когда все переменные величины изменяются по закону 
exp [г (кг—ш<)].

При распространении в плазме электромагнитной волны элек­
трическое поле волны, как мы видели, перпендикулярно волно­
вому вектору, т. е. (кЕ)=0, и поэтому йв—0.

Оценим в заключение вклад ионов в диэлектрическую прони­
цаемость плазмы.

Считая ионы, так же как и электроны, холодными, мы можем 
описывать их линеаризованными уравнениями движения для 
скорости ионов ип отличающимися от уравнения (4.1.1.5) или
(4.1.1.6) для электрона заменой массы электрона те массой иона mi 
и знаком заряда. Зная суммарную плотность тока электронов и 
ионов j= e n 0 (и. — ие), легко найти, используя (4.1.1.10), диэлек­
трическую проницаемость плазмы; она равна

• И  =  1 - ^  (1+ ^ ) *  (4.1.1.19)

Как мы видим, роль ионов сводится лишь к тому, что в выраже­
нии для диэлектрической проницаемости плазмы слагаемое
— шре/ 0)2 заменяется слагаемым —(<Dpe/«>a) (i-{-melmi). Различие 
между ними очень мало, так как mf,/mi 1.

4.1.2. Ленгмюровские колебания. Кроме поперечных электро­
магнитных колебаний, в плазме могут возбуждаться еще про­
дольные квазиэлектростатические колебания, связанные с коле­
баниями плотности электронов. Механизм возникновения этих ко­
лебаний, которые носят пазвание плазменных или ленгмюровских



тесно связан, как мы видели в п. 1.1.1, с экранированием заря­
да в плазме. Действительно, если представить себе, что в плаз­
ме создается неравновесное распределение заряда при смещении 
заряженного слоя на малое расстояние х, то он будет вести 
себя как конденсатор с поверхностной плотностью заряда епех. 
Поэтому в слое возникает электрическое поле Е =  —4 пещх, 
стремящееся восстановить электрическую нейтральность и при­
водящее к колебаниям электронов.

Мы перейдем теперь к подробному исследованию продольных 
колебаний плазмы. Начнем с рассмотрения малых колебаний 
холодной плазмы. Исходными в этом случае являются линеари­
зованные уравнение движения электронов и уравнение непре­
рывности

& = - - ^ Е’ & + » o d iv « .= 0 ,  (4.1.2.1)

а также уравнения электростатики
rotE  =  0, divE =  — 4m е (пв — п0). (4.1.2.2)

Легко установить общую зависимость от времени всех входя­
щих в эти уравнения величин, не делая никаких предположений
об их зависимости от пространственных координат. Продифферен­
цировав уравнение непрерывности по времени и воспользовав­
шись уравнением движения, получим

^ _ £ ^ d i v E  =  0.dt2 т е

Используя далее второе уравнение (4.1.2.2), находим следую­
щее уравнение для переменной части плотности электронов Яе=  
= г е в  —  щ :

+  0. (4.1.2.3)1 т в в '  >

Уравнению такого же вида удовлетворяет, как легко видеть, 
и скорость электронов

<?2ие . 4ле2га0
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■ ue =  0. (4.1.2.4)

Общее решение уравнения (4.1.2.3) записывается, очевидно, 
следующим образом:

пе (г, t) =  Vj (г) cos <Opef-f- v2 (r) sin 0>pef, (4.1.2.5)
где Vj (г) и v2 (г) — некоторые функции координат. Вид этих 
функций можно найти, зная начальные распределения плотности 
электронов пе (г, 0) и их скорости ие (г, 0):

viW  =  «.(r, 0), v2 (г) =  — —1—div и, (г, 0).*̂ 0̂ре
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Подчеркнем, что вид функций Vj (г) и v2 (г) не сказывается на 
зависимости величин пе, Е, и,, от времени — все они осцилли­
руют с одной и той же частотой шре, зависящей только от плот­
ности плазмы *).

Структура решения (4.1.2.5) уравнения для возмущения плот­
ности электронов (4.1.2.3) показывает, что этоТвозмущение не 
распространяется при плазменных колебаниях. Такая его лока­
лизация в начальной области характерна, однако, только для 
холодной плазмы (см. ниже § 4.2).

Легко видеть, что плазменные колебания с частотой а>ре яв­
ляются продольными. Действительно, из уравнений электроста­
тики следует, что Е = —-Vtp, где tp — электрический потенциал, 
удовлетворяющий уравнению Пуассона Дф=4те (тге — п0).

Поэтому для плоских монохроматических волн <р= 
=  ср0 ехр [г (kr — <ot) ] получим Е =  — г'кср0 ехр [г (кг — iot)]; иными 
словами, электрическое поле направлено вдоль волнового век­
тора.

Продольный характер плазменных колебаний позволяет не­
сколько по-иному понять возникновение частоты шре. Обратимся 
к соотношению (4.1.1.15), которое мы получили, основываясь 
только на уравнениях движения электронов и непрерывности, 
а также уравнениях Максвелла и не делая никаких предположе­
ний о характере поляризации волны. Предполагая, что е (со) ф  О, 
мы пришли к выводу о поперечном характере электромагнитных 
волн, распространяющихся в плазме. Но мы знаем теперь, что 
плазменные волны являются продольными. Тогда из (4.1.1.15) 
следует, что для них должно выполняться условие

в(ш) =  0. (4.1.2.50

Отсюда, учитывая выражение (4.1.1.11), получим <о =  шре.
Итак, при ленгмюровской частоте диэлектрическая проницае­

мость обращается в нуль. Это показывает, что о>ре представляет 
собой частоту собственных колебаний плазмы. В таком случае 
электрическая индукция и сторонние заряды обращаются в нуль, 
электрическое же поле отлично от нуля.

Заметим, что так как ионы обладают значительно большей мас­
сой, чем электроны, то они не «поспевают» за высокочастотными 
колебаниями электронов. Поэтому учет движения ионов дает 
лишь малую поправку к частоте ленгмюровских колебаний. 
Именно, последняя с учетом движения ионов определяется

*) Рассматриваемые колебания были открыты Ленгмюром [1 ]. Интересно 
отметить, что еще до работы Ленгмюра колебания с частотой шр,,были теорети­
чески получены Рэлеем [21 в связи с исследованием устойчивости томсонов- 
ской модели атома,
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прежней формулой (4.1.1.11), в которой лишь под ms следует пони­
мать приведенную массу электрона и иона, т. е.

При исследовании ленгмюровских колебаний мы пренебрегали 
тепловым движением электронов. Как уже указывалось, это 
возможно только тогда, когда фазовая скорость волны значи­
тельно больше тепловой скорости электронов

ш/к^>ие, ve =  \JTe/mi. (4.1.2.6')

Подставляя сюда вместо <о ленгмюровскую частоту, получим

ка9<^\, (4.1.2.7) 

где "в,, — дебаевский радиус для электронов,

«е =  ^/“ре =  "J Т^пе2Щ.
Неравенство (4.1.2.7) есть, строго говоря, условие, при кото­

ром частота плазменных колебаний совпадает с ленгмюровской 
частотой.

Мы рассмотрели малые продольные колебания. Можно пока­
зать, что любые продольные колебания, если они являются одно­
мерными, также совершаются с ленгмюровской частотой [3, 4].

4.1.3. Ионно-звуковые колебания. Выше мы говорили, что 
ионы очень мало влияют на высокочастотные ленгмюровские 
колебания и электромагнитные волны в плазме. Однако их влия­
ние оказывается чрезвычайно существенным для низкочастотных 
квазиэлектростатических колебаний, которые могут возбуждаться 
в сильно неизотермической плазме с горячими электронами и хо­
лодными ионами *).

Мы перейдем теперь к исследованию таких колебаний, предпо­
лагая выполненным условие Те ^> Т п где Т(. ж Ti — температуры 
электронов и ионов.

Как мы убедимся далее, фазовая скорость низкочастотных волн 
t’ph =  "'/'к значительно меньше тепловой скорости электронов ve — 
=: \J TJme, но много больше тепловой скорости ионов г, =  \/ Тфщ, т. е.

L 'i ^ U i jk ^ U e -  (4.1.3.1)

*) Низкочастотные колебания плазмы были впервые исследованы Тонксом 
а Ленгмюром [5].
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В этих условиях движение ионов можно описывать гидроди­
намически с помощью уравнений

d,u, р*» = ----— Vcp,dt Wj
дп̂

f  div rejUi =  0,
(4.1.3.2)

где u, =  Uj (r, t) и ni =  ni (r, t) — гидродинамическая скорость 
ионов и их плотность, а (р =  <р (г, t) — потенциал электрического 
поля.

Что касается движения электронов, то можно считать, что при 
низкочастотных колебаниях они находятся в равновесии и их 
плотность определяется формулой Больцмана

п6(г, t) =  n0exp[ef(r, t)/Te] (4 .1 .3 .3 )

(строгий ее вывод приведен в п. 8.2.1).
К написанным уравнениям мы должны присоединить еще урав­

нение для потенциала <р, т. е. уравнение Пуассона
A f  =  — 4 л е  (n t —  п е) ,  (4 .1 .3 .4 )

где щ и 7?е — отклонения плотности частиц от равновесного значе­
ния i f i i  =  Щ —  По, п е =  Пе ~  Щ)-

Будем предполагать, что колебания малы и все переменные 
величины изменяются по закону ехр [г (к г— о><)]. Тогда из 
(4 .1 . 3 .2) вытекает соотношение

екU j=--- <р
1 W j ( o  7

и, следовательно, П\ =  ^okui/ш =  <р, а из (4 .1 .3 .3 )  —
соотношение

Пе =  П0 е?1Те-

Подставляя эти выражения в представление Фурье уравнения 
Пуассона (йг — Яс), получим

т т Те
откуда

СО =  о» (к )  ==■:...k' j =  , (4 .1 .3 .5 )s w . v'l +  кЧ1 ’ v '
где V s ~ \ jT elmi, ае =  у/Ге/4та2/г0.

Мы получили колебания с частотой o>s (к), и нам остается 
проверить, справедливы ли для них неравенства (4.1.3.1). Легко
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видеть, что условие (os/k <С ve выполняется всегда, так как me<^mi. 
Условие же ш/к vi выполняется при Те Т х (1 -\-к2а1). *

Если последнее неравенство не справедливо, то фазовая ско­
рость рассматриваемых колебаний будет порядка тепловой ско­
рости ионов, и колебания будут сильно затухать из-за резонанс­
ного поглощения ионами. Рассмотрение этого эффекта возможно,

однако,^трлько в рамках кине- 
тическои теории (см. ниже 
п. 4.2.2).

В длинноволновой части 
своего спектра (кае <<: 1) рас­
сматриваемые колебания харак­
теризуются линейным законом 
дисперсии

<Da(k) =  kvs, (4.1.3.6)

и поэтому эти колебания назы­
вают ионно-звуковыми, а вели­

чину ys — скоростью ионного звука. Как видно из (4.1.3.5), она 
определяется температурой электронов и массой ионов.

В коротковолновой части спектра (кае s>> 1) частота ионно­
звуковых колебаний близка к ионной ленгмюровской частоте

mpi =  \jiTze2nnlrrii. (4.1.3.7)

График зависимости частоты ионно-звуковых колебаний от ве­
личины волнового вектора показан на рис. 4.1.3.

§ 4.2. Кинетическая теория продольных плазменных колебаний

4.2.1. Развитие начального возмущения. В предыдущем пара­
графе была развита гидродинамическая теория высокочастотных 
и низкочастотных колебаний в бесстолкновительной плазме, не 
учитывающая влияния теплового движения частиц. Теперь мы 
перейдем к последовательному исследованию этого влияния на 
различные типы плазменных колебаний. Здесь, очевидно, недо­
статочно гидродинамического приближения и необходимо кинети­
ческое описание плазмы. Иными словами, мы должны пользоваться 
кинетическими уравнениями Власова (1.2.2.4) с самосогласо­
ванным полем. Так как нас интересуют высокочастотные коле­
бания, для которых (от 1, где т — среднее время между пар­
ными столкновениями частиц, то мы можем не учитывать в кине­
тических уравнениях интегралов столкновений частиц.

Начнем с исследования продольных колебаний свободной 
плазмы, считая, так же, как и в п. 4.1.2, электрическое поле

Рис. 4.1.3. Зависимость частоты 
ионно-звуковых колебаний от вели­

чины волнового вектора.
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Е (г, t) квазистатическим, т. е. полагая Е = —V<p, где <р =  tp (г, t)— 
электрический потенциал.

Как и выше, мы можем рассматривать только электроны и 
исходить поэтому из одного кинетического уравнения для функ­
ции распределения электронов Fe =  Fe (г, v, t)

(4.2.1.1)
d t  d t  1 m e T d \  4

и уравнения Пуассона
Дcp =  4то?  ̂̂  Fed3u — n ^ j  (4 .2 .1 .2)

для потенциала ср. Функция распределения предполагается норми­
рованной согласно условию  ̂Fed3v d3r =  N , где N — общее число
электронов плазмы.

Мы будем изучать малые колебания, и положим поэтому

Fe(t, V> t) =  feo(v) +  fe (r> v > *)> (4.2.1.3)

где / е0 — функция распределения электронов в отсутствие коле­
баний и /е — малая добавка к ней, обусловленная колебаниями, 
причем |/еК / еои \dfjdvj <  \ d f jd v  |.

Подставляя выражение (4.2.1.3) в кинетическое уравнение
(4.2.1.1) и уравнение Пуассона (4.2.1.2) и производя линеариза­
цию относительно /е в кинетическом уравнении, получим окон­
чательно следующую систему уравнений для определения функ­
ций /е (г, V, 0 и <р (г, t):

t + ' ' t + i v f % 1= 0 ' 4? = 4 ( 4 '2 Л'4>

Решим прежде всего, используя эту систему уравнений, общую 
задачу о развитии начального возмущения в плазме *).

Задача формулируется следующим образом. Плазма находи­
лась под внешним воздействием, которое вывело ее из состояния 
равновесия. В момент времени t = 0  внешнее воздействие было 
«выключено» и плазма предоставлена самой себе. Спрашивается, 
как будет развиваться начальное возмущение плазмы? Иными 
словами, каковы будут функция распределения электронов и 
электрическое поле во все последующие моменты времени, если 
известна функция распределения электронов в начальный мо­
мент i= 0 , т. е.

/е(г. V, *)1/-0 =  *(г. V), (4.2.1-.5)
где g (г, v) — известная функция координат и скорости?

*) Эта задача была сформулирована и решена Ландау [7].



Ясно, что если рассматривать промежутки времени t, большие 
по сравнению со временем релаксации плазмы т, то полная функ­
ция распределения электронов Fe (г, v, t) не будет практически 
отличаться от максвелловского распределения. Поэтому нас инте­
ресуют промежутки времени, малые по сравнению со временем 
релаксации (t т), когда столкновения частиц не играют суще­
ственной роли и основным является действие самосогласованного 
поля.

Итак, наша задача сводится к решению системы (4.2.1.4) 
вместе с начальным условием (4.2.1.5).

Уравнения (4.2.1.4) не содержат явно пространственных коор­
динат. Поэтому их удобно переписать для отдельных компонент 
Фурье функции распределения и потенциала

/k(v, v> t) exp (—ikr) d3r,

?k (*) =  Щ 5 J ? (r ’ *) exP ( ~ ikr) db''

Уравнения для /k и <pk имеют, как легко видеть, следующий вид:

^  +  rk v/k +  —  cp.k ̂ so =  О,
dt - г  ' k ^ m ^ k  dv (4 .2 . 1 .6 )

fc2<pk =  —4-тс  ̂ fkd3v.

Применим к этим уравнениям преобразование Лапласа по 
времени, умножив их на exp (—p t) и проинтегрировав по t от 
нуля до бесконечности. Предполагая вещественную часть р  доста­
точно большой, чтобы существовали интегралы
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fkp (v) =   ̂ exp (—pt) /к (v, t) dt, <pkp =   ̂ exp (—pt) <pk (t) dt, (4.2.1.7)
о о

и используя начальное условие (4.2.1.5) для функции распределе­
ния, получим

(P +  * v ) /kp(v) +  ^ e<pkpk ^ = g k(v), ^  2  ̂ ^

fc2v = —4пе s /кР (v) d 3 v >

где gk (v) — компонента Фурье функции g (г, v), т. е.

ffk(v)= 7^j5 S exp (—гкг) g (г, v) d3r.
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Из (4.2.1.8) следует, что

(4.2.1.9)

и
__  Апе N  (к, р)

^ к р  ~j& D (k , р) ’ (4.2.1.10)

где
СО

— ОО
СО (4.2.1.11)

— СО— СО

Sk И  =  S £ к (v) d2Vt , / е0 (и>) =  J / ео (v) &vt;

w — проекция скорости частицы на направление волнового вектора 
k (w =  к\/к), \ ( — составляющая v, перпендикулярная к.

Зная /к (v) и ®кр, можно, используя обратное преобразование 
Лапласа, найти /к (w, t) и срк (t); они равны

где интегрирование производится вдоль прямой R ep =  а, парал­
лельной мнимой оси в плоскости комплексного переменного р  и 
лежащей правее всех особенностей функции <pkjJ и /кр (v).

Наконец, применив к последним соотношениям обратное преоб­
разование Фурье, мы найдем искомые величины / ( г ,  v, t) и <р (г, t) 
при t >  0, чем и исчерпывается формальное решение нашей 
задачи.

Однако уже общие формулы (4.2.1.12) позволяют исследовать 
важный вопрос о поведении функций <pk (t) и /к (v, t) с ростом t.

Как известно, асимптотическое поведение функций при боль­
ших t определяется характером особенностей их преобразований 
Лапласа (т. е. в рассматриваемой задаче особенностей функ­
ций <ркр и /kP(v)). Выражение (4.2.1.9) показывает, что функция /кр 
имеет те же особенности, что и сркр, и кроме того добавочный полюс 
в точке р = —ikw. Рассмотрим поэтому вопрос об особенностях 
функции (рцр. Она была определена выше только для достаточно

1
/к (ц>, \ / к р И ехР (р*)йр>

ct—i со

5+ »С О
(4.2.1.12)

\  V x p  (p t ) d p ’
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больших значений Re р. Для исследования ее особенностей нужно 
прежде всего определить эту функцию на всей плоскости ком­
плексного переменного, т. е. аналитически продолжить выраже­
ние (4.2.1.10) в сторону убывающих значений Re р. Вплоть до 
мнимой оси р  аналитическое продолжение <ркР определяется, оче­
видно, по-прежнему (2.4.1.10).

При Re р  >  0 функция N  (к, р) и интеграл, входящий в выра­
жение для D, не имеют особенностей, и поэтому особенностями 
функции ч>кр при R ep  0 могут быть только нули знаменателя
(2.4.1.10), т. е. корни уравнения D (к, р ) = 0.

Для чисто мнимых значений р  знаменатели в интегралах, 
определяющих tpkp, обращаются в нуль при w = ip /k .  Поэтому для 
аналитического продолжения (ркР в область Re р  <  0 необходимо 
деформировать путь интегрирования в интегралах (4.2.1.11) таким 
образом, чтобы он обходил полюс w = ip /k  снизу. Такая деформа­
ция пути предполагает в свою очередь возможность аналитиче­
ского продолжения функций df^Jdw и gk (w), определенных перво­
начально только при вещественных значениях w, в область ком­
плексных значений w.

Таким образом, выяснение характера особенностей функ­
ции цкр (а также /к;;), определяющих асимптотику <pk (t) и /к (w, t) 
при больших значениях t, требует знания аналитических свойств 
функций /е0 (w) и gk (w).

Ограничимся далее рассмотрением функций /е0 (w), допускаю­
щих аналитическое продолжение в область комплексных значе­
ний w. При этом функцию D (к, р), определенную при Re р  > 0  
соотношением (4.2.1.11), можно аналитически продолжить в об­
ласть Re р  ^  0, определив ее повсюду как

В (к, P) =  l - ^ \ ^ j wl dwdw, (4.2.1.13)тек j р -~р- itcw
с

где интегрирование должно производиться вдоль вещественной 
оси w с обходом полюса w = ip /k  снизу (рис. 4.2.1).

Заметим, что если распределение частиц характеризуется пре­
дельной скоростью w0, т. е. если /е0 (w) ~ 0 нри \w[ >  w0, то одно­
значное аналитическое продолжение функции D (к, р) в полу­
плоскость Rep <С0 невозможно. При R ep= 0 функция D (к, р) 
определяется формулой (4.2.1.13), в которой интегрирование сле­
дует производить вдоль вещественной оси и; от —w0 до w0 с обхо­
дом возможного полюса w = ip /k  снизу. Разумеется, при чисто 
мнимом значении р ~ —iw, при котором w/k >  w0, интегрирова­
ние в (4.2.1.13) можно производить вдоль вещественной оси. Это 
всегда допустимо при т/к >  с (так как не существует частиц, 
скорость которых превосходит скорость света), а также в случае 
вырожденного электронного газа (при абсолютном нуле темпе­
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ратуры), если ш/к >  где vF — граничная фермиевская ско­
рость электронов.

Ясно, что для распределений с предельной скоростью и>0 функ­
ция D (к, —г<о) при ш/к >  w0 чисто вещественна.

Мы определили знаменатель выражения (2.4.1.10) для cpk?J, т. е. 
функцию D (к, р) во всей плоскости комплексного переменного р. 
Выясним теперь аналитические свойства числителя этого выра­
жения — функции N  (к, р). Формула (4.2.1.11) определяет ее 
при Rep >  0; как уже указывалось, в этой области функция 
N  (к, р) не имеет особенностей. Положение и характер ее особен­
ностей при R e p ^ O  определяются свойствами функции gk {w).

Если у функции gu (w) есть 
особенности (разумеется, интегри­
руемые) при вещественных и>, то 
N  (к, р) будет иметь особенности 
при чисто мнимых р. В частно­
сти, это справедливо, если функ­
ция gk (w) обладает S-образной 
особенностью или разрывом или 
изломом, а также если излом имеет 
какая-либо из ее производных 
(в таких случаях функция gk (w) 
не допускает аналитического продолжения с вещественной оси).

Если gk (w) не имеет особенностей на вещественной оси и до­
пускает аналитическое продолжение в области комплексных зна­
чений w, то функция N  (к, р) (а следовательно, и функция ?кр) 
не обладает особенностями на мнимой оси р, но может иметь их 
при Rep <С 0, а именно при р = —ikwr, причем в точке wr, лежа­
щей в нижней полуплоскости комплексного переменного w, функ­
ция gk (w) имеет какую-то особенность.

Особый интерес представляют начальные возмущения gk (w), 
при которых функция N  (к, р) вообще лишена особенностей при 
конечных р, т. е. является целой функцией. Из сказанного выше 
ясно, что такое положение имеет место, если функция gk (w) также 
является целой *) (не имеет особенностей при конечных значе­
ниях го) и при этом достаточно быстро убывает при w —> +  со. 
Например, функция N  (к, р) будет целой при начальных возмуще­
ниях вида

gk (w) =  Р (w) ехр (—aw2),

где Р  (w) — полином произвольной степени и а — положительная 
константа.

*) Строго говоря, для того чтобы функция N  (к,р) была целой, достаточно, 
чтобы функция gk (w) была голоморфной только в нижней полуплоскости ш 
(включая вещественную ось).

11ПШ,
(W)

йеш
U)=ip/h

Рис. 4.2.1. Контур интегрирова­
ния С в плоскости комплексного 

переменного w.
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где D  определяется

Остановимся на исследовании целых функций gk (w) несколько 
подробнее. Так как в этом случае числитель выражения (4.2.1.10) 
не имеет особенностей при конечных р, то единственными особен­
ностями f Kp будут нули знаменателя, т. е. корни уравнения

D(k, р) =  0, (4.2.1.14)

выражением (4.2.1.13).
Обозначим через p r=  — ia>lr) — у(г) (а)1г) 

и Y<r) вещественны, г—1, 2, . . .) корни 
этого уравнения. Тогда асимптотически 
при больших t (if должно быть, однако, 
малым по сравнению со временем релакса­
ции х, так как при t т необходим 
учет парных столкновений) компонента 
Фурье потенциала ведет себя как
?k( * ) « 2 ‘P & .exp l— '{M t - (4.2.1.15)

где вычет ficp в точках р {г). В дан-

Рис. 4.2.2. Смещенный 
контур интегрирования 
в плоскости комплекс­

ного переменного р.

ном случае контур интегрирования в 
(4.2.1.12) следует сместить достаточно 
далеко в левую полуплоскость (рис. 4.2.2).

Аналогичное выражение для fk (w , t) 
имеет вид
fk (w, t) да ak (w) exp (— ikw t) -f- 

+  2  Дрг (w) exP L—f r)t — (4.2.1.16)

где а. и fk,!r — вычеты}k

от

kp в точках p =  — ikw 
и p —-pr. (Это выражение содержит наряду 
с вкладами, вносимыми полюсами функ- 

полюса р  = —ikw, которого нет у этойции укр, еще вклад 
функции.)

Таким образом, в случае целых функций gk (w) асимптотика 
tpk (t) при £-*■ со зависит только от невозмущенного распределения 
частиц в плазме /е0 («->), которым определяются корни уравнения 
D  (&> р )= 0 ,  и не зависит от конкретного вида возмущения. По­
этому можно сказать, что корни уравнения (4.2.1.14) определяют 
спектр собственных продольных электронных колебаний плазмы; 
мнимые части корней представляют собой частоты колебаний, 
а вещественные части — декременты их затухания (если y<rl ,> 0) 
или инкременты нарастания (если у(г) <С0). Уравнение (4.2.1.14) 
называется дисперсионным уравнением.

Если все корни дисперсионного уравнения лежат в левой полу­
плоскости р  (у1г) > 0 ) ,  то функция <рк (t) при больших t (предпо-
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лагается, однако, что t т) стремится к нулю, т. е. колебания 
поля будут затухающими.

Что касается функции f k (w, t), то она, как видно из выраже­
ния (4.2.1.16), при '('г> >  0 не стремится к нулю, а испытывает 
незатухающие колебания с амплитудой ак (w). Такое поведение 
fk {w, t) связано с тем, что под действием одного только самосогла­
сованного поля без парных столкновений не может установиться 
равновесное распределение частиц.

Если хотя бы один из корней уравнения (4.2.1.14) лежит в пра­
вой полуплоскости р ('('г} <  0), то функции cpk (t) и fk (w, t) экс­
поненциально растут со временем (предполагается, что t т). 
В этом случае исходное распределение частиц /е0 (w) будет не­
устойчивым.

Выясним теперь характер асимптотики (t) при нецелых 
функциях gk(w). В этом случае к особенностям <fkP, определяемым 
корнями дисперсионного уравнения D =  0, прибавляются особен­
ности функции N  (к, р). Их расположение зависит только от 
вида функции gk (w), т. е. от характера начального возмущения, 
и не зависит от свойств плазмы (функции /е0 (и?)). Как уже указы­
валось, существенным свойством особенностей функции N  яв­
ляется то, что все они могут лежать только в левой полупло­
скости р. Поэтому, если хотя бы один из корней дисперсионного 
“уравнения 0 = 0  лежит в правой полуплоскости р, т. е. у1г) О 
(что соответствует возможности нарастания колебаний), то на 
асимптотику <pk (t) при t ~ r  оо характер начального возмущения 
не оказывает существенного влияния.

ЕслиЯ {к, р) имеет особенности в точках р ~ р ’п~ —уПп> —
( п = 1, 2, . . .), то вклад этих особенностей в асимптотику cpfc (t) 
при t —»• со имеет вид 2 аяехР(— — тппН), где ав — неко-

П
торые константы. Прибавив эту сумму к (4.2.1.15), найдем асимп­
тотическое выражение для <pk (t) в общем случае нецелых функ­
ций gk (w) (не имеющих особенностей при вещественных w) вида

«Рь ( * ) 2  «Ррг exp (—ymt — mm t) - fГ
+  2«„exp( — — ЫПпН). (4.2.1.17)

П

Таким образом, при больших значениях t (но, однако, при 
-г) функция tpk (0 представляет суперпозицию собственных 

колебаний плазмы, комплексные частоты которых «о(г) — 
определяются ее свойствами (первая сумма в выражении (4.2.1.17)), 
и колебаний, комплексные частоты которых co'lB) — опре­
деляются видом начальной функции возмущения gk (w) (вторая 
сумма в этом выражении).

11  Под ред. А. И. Ахиезера
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Собственные колебания могут быть как затухающими, так и 
нарастающими, колебания же, частоты которых определяются ви­
дом функции gk (w), — только затухающими.

В дальнейшем мы будем в этой главе изучать только собствен­
ные колебания плазмы, так как только они могут быть нарастаю­
щими и интенсивно возбуждаются внешними источниками (в усло­
виях резонанса). Здесь же приведем два примера колебаний, 
частоты и декременты затухания которых определяются началь­
ным возмущением и не зависят от свойств плазмы, 
jf*-- В качестве первого примера рассмотрим колебания, возникаю­
щие при gk (w) вида

a (w) — ____ ______  (4.2.1.18)ZkW )— (Ш_ Ш1)2+Ш| . v '

где g0, ш,, w2 — некоторые константы. В этом случае
СО

N(k, р ) =  \ J ^ L d w = ----- - .* g\  . .4 7 J р +  ikw р +  ikw 1 +  kw 2
—со

Функция N  (к, р) имеет особенность при p =  — ikw1 — w2, которая 
вносит в асимптотику <рк (t) при больших t вклад порядка 
g0 ехр (—kw2t — ikwj).

Мы видим, что частота и декремент затухания колебаний, воз­
никающих в случае начального возмущения вида (4.2.1.18), 
равны соответственно kwx и ки>2.
й- Если w2 —> 0, то затухание исчезает. Заметим, что функция 
gk (w) приобретает при этом 8-образную особенность на веще­
ственной оси (gk (w) —>■ Tzĝ b (w — wx)).

В качестве второго примера рассмотрим колебания, возникаю­
щие в случае разрывных функций gk (w). Пусть

_  / 8о’ если ~ w° <  w <  w°'
S ic  \W )  |  Q t е с л и  \ w \ ^ > W q .

При этом функция

имеет точки ветвления p =  +  ikiv0 на мнимой оси р. Вклад от осо­
бенностей функции N  (к, р) в функцию <рк (f) имеет вид 
g0 sin kw0t/t.

Таким образом, при 8-образной особенности функции gk (w) 
на вещественной оси возникают незатухающие колебания потен­
циала <pk (t); при разрыве же функции gk (w), т. е. при 8-образной 
особенности ее первой производной, колебания потенциала зату­
хают, как 1 It.



Легко показать, что в случае разрыва п-й производной функ­
ции gk (w), т. е. 5-образной особенности ее (га+1)-й производной, 
асимптотика потенциала имеет вид t~ln+1) ехр (ikw0t), где w0 — 
точка разрыва.

Возвращаясь к исследованию собственных электронных коле­
баний плазмы, рассмотрим прежде всего простейшее продольное 
колебание, соответствующее к -> 0. В этом случае дисперсионное 
уравнение можно переписать в виде

о m *kP J V Р /  dw
Замечая, что

\ i b dw =  0’ \ и> ш Аи’ - - п»

где п0 — плотность частиц, получим для р чисто мнимое значение, 
а именно p = + ico pe, где и)р0 =  \Jiize2n0lme-

Таким образом, в плазме возможны собственные незатухающие 
продольные электронные колебания, для которых волновой век­
тор стремится к нулю. Частота этих колебаний (ленгмюровская ча­
стота) определяется только плотностью частиц и не зависит от 
характера их распределения по скоростям.

4.2.2. Частота и затухание ленгмюровских колебаний. Найдем 
теперь частоту и декремент затухания высокочастотных продоль­
ных (ленгмюровских) колебаний плазмы с максвелловским рас­
пределением электронов

/ео (▼)■== ”° ■,% ех Р (— теи212Те),(2n T J m e) h

где Т„ — температура электронов и щ  — их равновесная плот­
ность.

Подставляя это выражение вместо исходной функции распре­
деления в (4.2.1.13) и вводя вместо w новую переменную интегри­
рования y =  wj\j2ve (ve =^yjTJme), получим

=  (42'2Л) 

где z =  (o'j\j2kve, о/ ~  ip — со— гу — комплексная частота (вели­
чины и и ^  вещественны) и интегрирование совершается вдоль 
вещественной оси с обходом полюса y —z снизу.

Уравнение (4.2.2.1) определяет комплексную частоту о/ =  
=  со iy как функцию волнового вектора к; ее вещественная 
часть представляет собой частоту колебаний <в, а мнимая часть 
(взятая с обратным знаком)декремент затухания колебаний у

11*
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(мы увидим, что у >  0). Обе эти величины являются, естественно, 
функциями волнового вектора.

Прежде чем переходить к решению дисперсионного уравнения
(4.2.2.1), мы несколько преобразуем входящий в него контурный 
интеграл [15]

г ^ = ^ т = т ^с

что будет полезно нам при решении ряда задач.
Рассмотрим сначала случай lm z > 0 .  Умножая числитель и 

знаменатель подынтегральной функции на z+г/, представим /  (z) 
в виде

СО . СО

7 (z) =  ± z exp ( - z 2) j dy +  A  z exp ( - z 2) j .
о о

Замечая, что
со

2z ( ■ 2dy-Y =  — in J  ̂ у о
и вводя обозначения

ОО

о
получим

J (z) =  -jL z exp (—z2) А (1) — i у/те exp (—z2).V75

Чтобы найти А (1), продифференцируем A (Е) по I:
СО

А 1 (I) =  J exp IE (z2 — г/2)] dy =  х/2 Vn/& exp (lz2),
о

откуда

4 ( i ) = ^ J ? i L £ ! ) d e
о ^

и, следовательно,

_1_  ̂ dy =  zexp(—z2) j e?g dg — г у/те exp (—z2). (4.2.2.2)
11 о 0

Поступая аналогичным образом, можно показать, что та же 
формула справедлива и при Im z 0.
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Вводя вместо £ новую переменную интегрирования t — z \JI, 
можно переписать (4.2.2.2) в виде

^  5 ехР Н ^  dy =  - I  sjnw (z), (4.2.2.20
с

где
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— интеграл вероятностей от комплексного аргумента. (Заметим, 
что имеются таблицы функции w (z) [9].)

Эти соотношения очень полезны для дальнейших исследова­
ний, так как в них можно сделать переход к вещественным z.

Рассмотрим соотношение (4.2.2.2) в нескольких предельных 
случаях.

Если | г | <  ̂1, то, очевидно,

Если |г |^> 1  и |Im z | 1, то справедливо асимптотическое 
разложение

^  \ dy =  т  ( 4 +  2^ '+  Ш + ■ ■ ■ )- 'f V" ехр(-^). (4.2.2.3)
о

Действительно, сделав в (4.2.2.2) замену переменной 1 =  1 — 
—•?)/z2, получим

ехр(—z2) j J e^lsji — f\!z% dr\.
о 0

Разложив далее (1 — rj/z2)-1̂  в ряд по степеням т| и интегрируя 
его почленно от п=0 до т|=оо, мы получим асимптотическое раз­
ложение (4.2.2.3).

Обратим внимание на то обстоятельство, что интеграл J  (z) 
при вещественных z является комплексным; это связано с обхо­
дом особой точки y ~ z  в плоскости комплексного переменного у.

Используя представление (4.2.2.2;) контурного интеграла, 
можно переписать дисперсионное уравнение (4.2.2.1) в виде

i + ^ l [l +  i^ z w ( z ) ]  =  0. (4.2.2.4)

Перейдем теперь к его исследованию. Рассмотрим сперва 
длинноволновую часть спектра ленгмюровских колебаний, для 
которой длина волны значительно больше дебаевского радиуса
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электронов, т. е. кае <§; 1, ae=i?e/u>pe, а фазовая скорость волны 
значительно больше тепловой скорости электронов (ш kve).

В этих условиях, как мы знаем из гидродинамической теории, 
частота плазменных колебаний должна быть близка к ленгмю­
ровской частоте. Поэтому параметр z в уравнении (4.2.2.4) по 
модулю значительно больше единицы. Вместе с тем, как мы сей­
час убедимся, плазменные волны будут затухать, но декремент их 
затухания очень мал. Это значит, что |z| 1, причем |Im z\ <  1. 
Поэтому вместо контурного интеграла в дисперсионном уравне­
нии можно воспользоваться асимптотическим разложением
(4.2.2.3). Сохраняя в нем первые три слагаемых, получим дис­
персионное уравнение в виде

шйе 3wjL №u\ ojSo
i ~ l P i ------—i----h*£*i\/*zexp(—z2) =  0. (4.2.2.5)

Его можно решить методом последовательных приближений. 
Отбрасывая сперва последнее слагаемое, содержащее экспонен­
циально малый множитель exp (—z2) ( |z |^ > l) , и принимая во 
внимание, что k v j  |ш'| 1, получим для вещественной части о/

ш =  ш(А;) =  соре(1 + 3/2/с2а |) . (4.2.2.6)

Учитывая далее, что о/ =  со (к) — г у (к), и считая у (к) <gr kve, 
разложим левую часть уравнения (4.2.2.5) в ряд по степеням у (к) 
и сохраним в нем линейный член (он получается от суммы первых 
двух слагаемых) и не зависящий от у член (последнее слагаемое 
в (4.2.2.5)). В результате получим следующее выражение для у (к):

Т (к) ■“  У т  Щ  ехР ( - / 2 “  !/2*2̂ )- (4-2-2-7)

Заметим, что эта величина, во-первых, положительна и, во-вто­
рых, мала по сравнению с kve, что и предполагалось выше. Таким 
образом, выкладки подтвердили наши предположения о характере 
корня дисперсионного уравнения.

Выражения (4.2.2.6) и (4.2.2.7) определяют частоту и декре­
мент затухания длинноволновых ленгмюровских колебаний, для 
которых кае <С 1.

Обратим внимание на следующее важное обстоятельство. 
В п. 4.1.2 мы показали, что в гидродинамической теории частота 
плазменных колебаний не зависит от величины волнового вектора 
(она совпадает с ленгмюровской частотой) и затухание их отсутст­
вует. В кинетической же теории, как мы теперь видим, появляется, 
во-первых, зависимость частоты от волнового вектора (ее называют 
дисперсией) и, во-вторых, возникает затухание колебаний. Оба эти 
эффекта связаны с тепловым движением электронов, так как, по­
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ложив Те= 0, мы получим, согласно (4.2.2.6) и (4.2.2.7), <о= о>ре 
и y=0 в соответствии с гидродинамической теорией.

Другим не менее важным обстоятельством является то, что мы 
получили затухание плазменных колебаний, хотя и считали плазму 
бесстолкновительной. Таким образом, в плазме, даже в отсутствие 
парных столкновений частиц, происходит затухание колебаний. 
Это затухание носит название затухания Ландау*).

К физической интерпретации затухания Ландау мы вернемся 
в п. 4.2.3, а пока несколько подробнее проанализируем последние 
два выражения для частоты и декремента затухания длинновол­
новых ленгмюровских колебаний.

Обращаясь в нуль при Те= 0 ,  декремент затухания растет 
с повышением температуры. С ростом температуры увеличивается 
также поправка к частоте колебаний, зависящая от величины вол­
нового вектора. Наличие этой поправки приводит к появлению 
у плазменных волн отличной от нуля групповой скорости

(4-2-2-8)

пропорциональной температуре электронов. Так как кае < 1 ,  
то групповая скорость длинноволновых ленгмюровских коле­
баний значительно меньше тепловой скорости электронов, но сам 
факт существования групповой скорости, отличной от нуля и за­
висящей от волнового вектора, приводит к важному обстоятель­
ству, а именно, к «расплыванию» волновых пакетов, образованных 
ленгмюровскими плоскими монохроматическими волнами. По­
этому возмущение плазмы не локализуется в определенном месте, 
что имеет место при Те= 0, а обязательно «расползается».

С увеличением волнового вектора частота длинноволновых плаз­
менных колебаний медленно возрастает, их фазовая скорость убы­
вает и декремент затухания колебаний быстро увеличивается 
(ц- ~  ехр (—1/2/с2а2)).

При кав ~  1 фазовая скорость плазменных колебаний по по­
рядку величины равна тепловой скорости электронов, а декремент 
затухания — частоте колебаний, т. е.

ш (к) ~  кое ~  шре, т (*) ~  (° (*)-

Однако в этой (коротковолновой) части спектра плазменных 
колебаний выражения (4.2.2.6) и (4.2.2.7) для частоты и декре­
мента затухания колебаний уже неприменимы. Для нахождения

*) Формула (4.2 .2.6), определяющая частоту плазменных колебаний 
с учетом теплового движения электронов, была получена Власовым [в], 
а формула (4.2.2.7), определяющая затухание плазменных колебаний в от­
сутствие столкновений, — Ландау [7].
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точных значений этих величин при кае ~  1 нужно решать диспер­
сионное уравнение (4.2.2.4) численно.

При дальнейшем увеличении волнового вектора затухание коле­
баний продолжает усиливаться и в области коротких волн, когда 
кае 1, декремент затухания становится значительно больше ча­
стоты колебаний (у (к) :>> ш(к)). В этой области можно, так же 
как и при кае 1, найти точное решение дисперсионного уравне­
ния (4.2.2.4) [7]. Оно, однако, не отражает правильной физической 
картины плазменных колебаний, так как при кае ;§> 1 становится 
существенным влияние ионов на колебания плазмы.

4.2.3. Физическая интерпретация затухания Ландау. Затуха­
ние колебаний поля в бесстолкновительной плазме можно просто 
и наглядно интерпретировать. Оно обусловлено взаимодействием 
электронов с полем волны, которое происходит наиболее эффек­
тивно, если составляющая скорости электрона вдоль к близка 
к фазовой скорости волны *)

w =  fPh =  со (к)/к. (4.2.3.1)

(Математически это проявляется в том, что подынтегральное вы­
ражение (4.2.2.1) имеет полюс при w =  со'/к, а его наличие и при­
водит к затуханию.)

Будем называть частицы, для которых выполняется условие
(4.2.3.1), резонансными и рассмотрим их взаимодействие с элект­
рическим полем бегущей ленгмюровской волны вида

ср (ж) =  'f0 (t) cos (кх — евt),

где <р — потенциал поля и ср0 — его слабозатухающая амплитуда, 
пропорциональная ехр (— ̂ ) (у — затухание Ландау).

В системе отсчета, движущейся со скоростью, равной фазовой 
скорости волны i?ph=  ш/к, потенциал поля колебаний имеет вид 
почти стационарной системы «ям» и «горбов»

<р (а:') =  ср0 cos кх1, (4 .2 .3 .2 )
где х1 — х — vVbt.

Отвлечемся на время от зависимости амплитуды <р0(£) от вре­
мени. Тогда для частиц, движущихся в поле (4.2.3.2), можно на­
писать закон сохранения энергии -

х/2 m.ew'2 —  е<р (х1) =  W  =  const, (4 .2 .3 .2 ;)

*) На это обстоятельство было указано в работе Бома и Гросса [10] 
(см. более подробно [16]). Поскольку резонансное условие а> ( k ) = k v = k w  
совпадает с условием черенковского поглощения или излучения плазменной 
волны с частотой ш и волновым вектором к заряженной частицей, движущейся 
в плазме со скоростью v , то затухание Ландау называют часто черенкоеским 
затуханием.
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где w = w —vfh — скорость частицы в системе отсчета, связанной 
с волной.

У частиц с кинетической энергией 1/2mewп, значительно пре­
вышающей их потенциальную энергию —е<р0, в среднем обмена 
энергией не происходит. «Захваченные» или «почти захваченные» 
в потенциальную яму частицы с малой энергией (меньшей или 
порядка е<р0), скорость которых w отличается от vpb на величину 
Aw=(eo(j/ml,yi* сильно взаимодействуют с волной. Именно эти ча­
стицы ответственны за появление 
затухания Ландау.

Частицы, обгоняющие волну 
(и/ >  0), отдают энергию волне, 
частицы же отстающие от нее 
(w' <  0), ускоряются волной. Ра­
бота поля над ними, а следова­
тельно, и величина декремента 
затухания волны пропорциональ­
ны разности числа быстрых и мед­
ленных резонансных частиц, а так 
как величина Aw мала, то эта раз­
ность пропорциональна — dfeJdw, 
т. е.

Y ________ j ? / e 0

‘ dw - ° p h

Рис. 4.2.3. Распределение частиц 
/ /  9 о о\ 110 скоростям в случае затухаю- 
(4 .А .о .о )  щих колебаний.

Если функция распределения /е0 (w) убывает при wza ш/к, то 
число быстрых частиц меньше числа медленных и колебания за­
тухают (рис. 4.2.3). Если же имеется область скоростей, где 
d f jd i v  > 0  (что может осуществиться, например, в случае, когда че­
рез плазму проходит пучок заряженных частиц, см. ниже гл. 6), 
то число быстрых частиц больше числа медленных, и колебания
плазмы с фазовой скоростью, лежащей в области, где dfe 0

dw " p h
> 0 ,

нарастают во времени (у 0).
Найдем изменение среднего значения кинетической энергии 

электронов в единице объема плазмы в результате их взаимодей­
ствия с волной (4.2.3.2). Имеем

d S
dt

л ОО

<4-2-3-4»

где X =  2п/к — длина волны. Это уравнение можно представить 
в виде

4 г = ! т г ( - '  +  т У г2 * - * ' .  (U-M )



где среднее по‘ пространству значение производной по времени 
от функции распределения равно
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.?<*«>— — екЬ  Г ы  <!1±
d t тпеХ о

 ̂ sin kx'-^p-dx'. (4.2.3.6)

Полагая, как и ранее, Fe =  /е0 -f- /„, где /е0 — исходная функ­
ция распределения, а /е — малое возмущение, найдем из линеари­
зованного уравнения Власова

Д (х1, w', t) =  /х (w', 0) cos (кх — kwt) —

— fcos кхг — cos к(х' — wH)). (4.2.3.7)

Из последних двух соотношений следует, что

Подставляя это выражение в (4.2.3.5), получим
СО

dS ll$,ekf0  ̂ Д (ш1, 0) (w1 -j- «#) sin kw't dw'

I + »/*> <4'2'3-9)
—  CO

При t -> оо первый интеграл в правой части обратится в нуль, 
а во втором интеграле функция (sin kw’t)jkw' будет иметь рез­
кий пик при wr =  0, так как

sin kw 't  |
kw '  |<->o

В результате получим
dS  __ 71 “ре д/е0
dt  2 Ш №пй dw'

Приравнивая скорость увеличения кинетической энергии и ско­
рость уменьшения энергии ленгмюровских колебаний
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получим для декремента затухания ленгмюровских колебаний вы­
ражение

Это выражение в точности совпадает с (4.2.2.7), вытекающим из 
дисперсионного уравнения (4.2.1.14).

В случае ленгмюровских колебаний в плазме с максвелловским 
распределением электронов при о>/к р> v(. резонансные электроны 
находятся в «хвосте» максвелловского распределения, где их 
число экспоненциально мало; поэтому экспоненциально мал и 
декремент затухания (4.2.2.7). Из формулы (4.2.3.11) в этом слу­
чае легко установить, что у пропорционально характерному 
множителю ехр (—1/2/с2£г|). При увеличении волнового вектора 
фазовая скорость ленгмюровских колебаний % Jk  убывает, число 
резонансных электронов, эффективно взаимодействующих с вол­
ной, возрастает, и поэтому увеличивается затухание Ландау. 
При каа ~  1 фазовая скорость продольных ленгмюровских ко­
лебаний сравнивается с тепловой скоростью электронов, и число 
резонансных электронов оказывается настолько большим, что по 
порядку величины декремент затухания совпадает с частотой.

Подчеркнем, что рассматриваемая картина поглощения коле­
баний резонансными электронами относится к случаю достаточно 
слабых полей. Именно, необходимо, чтобы за время пролета «за­
хваченной» частицей потенциальной ямы, равного

Действительно, в противном случае резонансная частица ус­
пеет совершить несколько колебаний в потенциальной яме прежде, 
чем изменится амплитуда поля. Если при одном столкновении со 
«стенкой» такая частица приобрела энергию от поля, то в после­
дующем столкновении она уже отдаст энергию полю и т. д. В ре­
зультате обмен энергией между резонансными частицами и полем 
сильно замедляется и, следовательно, затухание поля существенно 
уменьшится по сравнению с затуханием, определяемым линейной 
теорией. Для учета этого эффекта необходимо нелинейное рассмот­
рение.

Неравенство (4.2.3.12') можно также получить из условия при­
менимости линейной теории, которое, очевидно, имеет вид

Д t =  1 /kAw =  (mjek2 <р0)1/з, (4.2.3.12)

могло произойти затухание амплитуды поля, т. е. чтобы

I dfjdw  | <  | d f j d w  |. (4.2.3.13)
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Учитывая, что, согласно (4.2.1.9),
efopp д/ео

/ о т в (ш  —  k w ) dw  ’

получим
d /e efc2?0 dfe о
dw (х>=ки> ™ eT2 dw <n=*kw

Подставляя это выражение в неравенство (4.2.3.13), получим 
условие (4.2.3.12').

Таким образом, затухание Ландау имеет место только для очень 
слабых полей, когда выполняется условие (4.2.3.12').

Покажем теперь, что затухание ленгмюровских колебаний 
с большой амплитудой, когда выполняется неравенство, противо­
положное (4.2.3.12'), действительно происходит значительно сла­
бее, чем в линейном случае [17].

Для этого воспользуемся выражениями (4.2.3.5), (4.2.3.6) и
(4.2.3.10), определяющими декремент затухания как в линейном, 
так и в нелинейном случаях. Здесь, однако, мы ограничимся рас­
смотрением колебаний достаточно малой амплитуды, что позволит 
считать их частоту не зависящей от амплитуды.

В системе отсчета, связанной с волной, функция распределения 
имеет вид

Fe (x', w1, t) =  Fe[x'0(x', w', t ) ,  w'0(x!, w'i t), 0], (4.2.3.13')

где Fe (xq, w'0, 0) — начальная функция распределения. Функции 
х'0 (х w ',t)  и w ’0 (х ' , w', t) определяются в неявном виде следующим 
образом:

X1 =  X1 (t, х'0, w'0), w1 — — w’(t, Х д ,  W g ) ,

где х' — решение уравнения движения
d 2 x ' екха . ,  ,—т.п = —— sin кх ' , at2 те

удовлетворяющее начальным условиям x! \t=a =  x'0 и w' jf=0 =  w'0. 
Используя (4.2.3.2') и вводя обозначения

кх' =  21, (4.2.3.14)W  +  еу0 9 4 у

получим с учетом (4.2.3.12) соотношение

( § ) = W < 1 — (4-2-3' l 5>
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Интегрируя его, находим для незахваченных частиц (х2 <  1)
F(y., 6o) =  F(x, ;) — ti'vAt (4.2.3.16) 

и для захваченных частиц (х2 1)
F( 1/х, g  =  F(l/x, С) — t/At, (4.2.3.17)

где F (х, ?) — эллиптический интеграл первого рода, а величина 
С связана с ? соотношением х sin I =  sin С

Найдем, выбирая начальную функцию распределения в виде 
Fe (х'п, w'0, О) =  /0К )  +  / К ,  0) cos кх'0,
dFe __dF e (х'о, w'0, 0) дх'р . dF e (х'0, w'0, 0) d w ’0 ___
dt d x ’0 d t "т" dw'0 dt

=  f  K> °) kwo sin kx'o +  cos kxo) sin ^0-
Здесь следует оставить только член с df0jdw'0, который в шА£;̂ >1 
раз больше остальных двух слагаемых; тогда

(4.2.3.18)

Используя выражение (4.2.3.16)и(4.2.3.17), найдем, чтоприх2<  1 
sin кх'0 =  2 sin £0 cos % — 2 sn [F (х, i0), x]cn[F(x, £0), x] =

: 2 sn F (*’ * cn F (*> */if
f

iA t

и при х2^>1

sin kx'0 =  2 sin l 0 \ / l  —  sin2 i 0 =  sin C0 | / " l  — ^  sin2 C0=

= 4  C» ) '  ' • ) •  t ] =

где sn, cn и dn — эллиптические функции Якоби. Используя эти 
соотношения, а также учитывая, что амплитуда <р0(£) изменяется 
мало, получим

?о (*) =  ?<> (°) ехр ( — W (0 , (4.2.3.19)
где V o  /

со 1
r fr\ — г  V  64 f f 2ш;2 s in  ( n n t l ^ t F )  ,
1 V '  1£ 71 J 1 x 5 ^  (1 +  q 'in )  (1  +  9 - 2 « )  T-

w=0
1x5̂ 2 (1 +  q'm) (1 +  9-2«)

(2n -f- 1) тЛ-а. sin [(2re +  1) Ktl2£s.tF\, +  1) sin [(2re +  1) %t/2MF]] , , „ „ 
~  /-2 (1 _|_ g2«) (l +  5-2«) J ax>



Здесь ух — линейный декремент затухания, определяемый вы­
ражением (4.2.3.11), q -  ехр ^  ~  } ■

Входящий в (4.2.3.19) интеграл равен
t СО 1

( т « ) *  =  ь а * 2 .  “ 5 +

cos ((2п +  1) Kt^MF)]} J /А 9 я 9П 
F (1 +  q2n) (1 +  Я~2П) I
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О
, [1

Нетрудно убедиться, что при t <§; At декремент затухания бли­
зок к линейному, т. е.

Т (0  =  г х [1 + 0 (« /Д * )1 .

Если t -> оо {t^> At), то у(£)->-0.
Полное уменьшение амплитуды колебаний определяется выра­

жением
СО 1

\ , ( t ) d t  =  , LM ^ \  + ^ [i? +  (x2 _ 1 ) f | j ^  (4.2.3.22)
о о
где Е = Е  (х, 1/2 тг) — полный эллиптический интеграл второго рода. 
Таким образом, в соответствии с исходным предположением 

<t: 1 получаем,^что резонансные частицы действительно очень 
мало изменяют амплитуды волн:

?о (0) — Уо (°°) Af
то(0)

4.2.4. Кинетическая теория ионно-звуковых колебаний. Перей­
дем теперь к изучению ионно-звуковых колебаний на основе ки­
нетической теории *).

Будем считать, что распределения по скоростям электронов 
и ионов плазмы в отсутствие колебаний являются максвелловскими 
с температурами Те и T-L соответственно. Линеаризуя кинетические 
уравнения для электронов и ионов и решая их совместно с урав­
нением Пуассона при помощи преобразований Фурье и Лапласа, 
так же как это делалось в случае чисто электронных колебаний, 
получим следующее дисперсионное уравнение:

1 + Й И 1 +  * (Ze)] +  Й !  t 1 + W «  Z i W { Z i ) } = : 0 ,  (4.2.4.1)© i
где

: (o']\j2 kve, Zx —  a>'l\J2 k v u ve =  \jTJme, v l =  \jTilmi.

*) Этот вопрос был впервые рассмотрен в работе [11].



Для ионно-звуковых колебаний можно считать в соответствии 
с неравенствами (4.1.3.1), что |ze| 1 и \zi | 1. При этом можно 
положить в (4.2.4.1)
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w (ze) =  1, w (zO =  {tlsjn zO (1 - f  l/2zf +  3/4zf) +  exp (—z\),

после чего дисперсионное уравнение примет вид 

1 + T & ( 1 +  W «ze) -m i
2

+  iexp(-z!) =  0. (4.2.4.2)

Пренебрегая здесь слагаемыми, пропорциональными ге и z; 
и учитывая малость величины k2v\l со'2, получим для частоты ионно­
звуковых колебаний следующее выражение:

а>(Л) =  <ов(й )(1 + :3/2*М К), (4.2.4.3)
где “ _______

o>s =  kvj\J 1 -\-к2а%.

(Малое слагаемое с k2v\I ш2 учитывает влияние теплового движе­
ния ионов на частоту ионного звука.)

В области коротких волн кае Э> 1 частота ш (к) близка к copi, 
а именно:

СО (к) ■== (Opj (1 -  Ч2кЧI +  3/2 к2а\ Til Те). (4.2.4.4)

Заметим что при Ti =  0 частота и (к) =  cos (к) всегда меньше 
частоты и)рЬ при конечных же Тj неравенство со сор1 имеет место 
только при \J3 k2a%<^\jTeITj- В области \J3 к2а%^> \jTe/Ti частота 
ионно-звуковых колебаний больше <ор1.

Учитывая в следующем приближении мнимые слагаемые в
(4.2.4.2), найдем декремент затухания ионно-звуковых колебаний

Т (*) =  Те +  Т ь  (4.2.4.5)
1 [  %me

~  У 8гоГ (1 +  k*al) 2 ’
. л / ^ / Г . у / ,  Ч  0.2(A)

Т‘ У 8 { Тх ) (1 +  *2а2)2 ехр 2№v\

(4.2.4.В)

Величина уе определяет затухание ионного звука, обусловлен­
ное поглощением ионно-звуковых колебаний резонансными элек­
тронами, а величина — затухание, обусловленное поглощением 
резонансными ионами.

При кае 1 имеем по порядку величины
Те/® (к) ~  \]mKSm{<, 1.
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Несмотря на то, что при fph — vs ve число резонансных 
электронов велико, разность между числом медленных и быстрых 
электронов, т. е. — dfea/dw при w = v ])h, мала, и поэтому мал и де­
кремент затухания уе.

Так как ш/к 5>> то декремент затухания у. экспоненциаль­
но мал.

При увеличении волнового вектора величина ^  возрастает и 
при кае ~  \JTejTi, т. е. при <в/к ~  v\, колебания сильно погло­
щаются ионами (xj — о) — (ор. — fo;.).

Условие yph vi выполняется, если Те Tt (1 +  k?al). 
При уменьшении неизотермичности затухание ионно-звуковых 
колебаний, обусловленное резонансными ионами, быстро возра­
стает и при Те — Ti ионно-звуковые колебания становятся сильно 
затухающими, т. е. — ш5 (к).

§ 4.3. Кинетическая теория электромагнитных волн в плазме

4.3.1. Тензор диэлектрической проницаемости и дисперсионное 
уравнение электромагнитных волн для однородной плазмы. В пре­
дыдущем параграфе мы развили кинетическую теорию продольных 
плазменных колебаний и применили ее к конкретному случаю 
однородной плазмы с максвелловским распределением частиц 
по скоростям. Теперь мы перейдем к дальнейшему исследованию 
колебаний однородной бесстолкновительной плазмы, не делая пред­
положения о безвихревом характере электрического поля. Таким 
образом, мы разовьем кинетическую теорию распространения 
электромагнитных волн в однородной бесстолкновительной плазме.

Один из результатов этой теории состоит в том, что в общем 
случае плазмы с неизотропным распределением частиц по скоро­
стям чисто продольные и чисто поперечные колебания можно от­
делить только приближенно.

Будем исходить из уравнения

<4 -з л л >

связывающего электрическое поле Е = Е  (г, t) с плотностью элек­
трического тока j= j  (г, t) (оно вытекает из уравнения Максвелла
(4.1.1.3)).

В интересующей нас задаче Е — электрическое поле электро­
магнитной волны, распространяющейся в плазме, j — плотность 
тока, создаваемого частицами плазмы

1 =  2 1Лг’ *).
а
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где ja — плотность тока, создаваемого частицами сорта а, опре­
деляется функцией распределения Fa (г, v, t) этих частиц

ic (г> 0  =  е« S v F a (г, V, t ) d3v

(еа — заряд частицы сорта а).
В свою очередь функция распределения Fa (г, v, t) определя­

ется кинетическим уравнением с самосогласованным полем без 
интеграла столкновений (мы рассматриваем случай высоких ча­
стот)

t  +  v t + ^ ( e + t I ' ’b i ) ^ = 0 -

где тпа — масса частицы сорта а, В — магнитное поле волны, свя­
занное с электрическим полем Е соотношением

— ̂ 5=:—rot Е. (4.3.1.2)
с dt 4 '

В данном параграфе мы будем изучать только малые колеба­
ния плазмы, и положим поэтому

F A r > v - 0  =  /«о (▼) +  / « ( r > v > *)» 

гДе /»о (v) — функция распределения частиц по скоростям в от­
сутствие колебаний и /а(г, v, t) — малая добавка к ней, связанная 
с колебаниями плазмы, причем |/а| <̂ / а0- Тогда кинетические 
уравнения можно линеаризовать по / а и мы получим

§ + ’ § + £ ( Е + т 1 » в 1 ) ^ = ° -  <4 -3 - ' - 3 >

Предположим, что в целом при исходных функциях распреде­
ления в отсутствие колебаний не возникают ни ток, ни заряд, 
т. е. справедливы соотношения

2  еа \ t o d3v =  0- 2  ( vfMd3v =  0.
a J а J

Таким образом, плотность тока, входящая в (4.3.1.1) определя­
ется формулой

j (г, t) = 2 « Л  v/«(r ’ v> t )d 3v. (4.3.1.4)
a J

Уравнения (4.3.1.1)—(4.3.1.4) образуют замкнутую самосо­
гласованную систему уравнений, описывающих распространение 
электромагнитных волн малой амплитуды в однородной бесстолк­
новительной плазме.

Решение этой системы уравнений вместе с соответствующими 
начальными условиями можно найти, поступая так же, как и

12 Под ред. А. И. Ахиезчра
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в п. 4.2.1 при исследовании продольных колебаний, т. е. исполь­
зуя преобразование Фурье по пространственным координатам и 
преобразование Лапласа по времени.

Нас будет интересовать асимптотическое поведение полей и 
функций распределения частиц при больших t (но при t <?S т). 
Как мы видели в п. 4.2.1, их асимптотика в случае продольных ко­
лебаний определяется корнями некоего трансцендентного уравне­
ния, а именно, дисперсионного уравнения, которое можно полу­
чить без решения соответствующей системы уравнений для Е =  
= —Vcp и fr/ с определенными начальными условиями. Существенно 
здесь то, что дисперсионное уравнение не несет на себе никаких 
следов начальных условий и определяется только функцией рас­
пределения частиц в исходном состоянии плазмы, т. е. в отсутствие 
колебаний.

С аналогичной ситуацией мы встречаемся и в общем случае 
непродольных колебаний плазмы; для вывода дисперсионного урав­
нения нужно считать, что все переменные величины Е, В, /а, вхо­
дящие в систему (4.3.1.1)—(4.3.1.4), имеют вид плоских монохро­
матических волн, т. е. Е, В ,/а со ехр [i(kr— w'f)], где к —волновой 
вектор и со' — комплексная частота колебания, и найти условие 
разрешимости этой линейной системы.

Для плоских монохроматических волн уравнения (4.3.1.1),
(4.3.1.2) и (4.3.1.3) приобретают, очевидно, вид

причем плотность тока, определяемую (4.3.1.4), можно, учитывая 
последнее соотношение, записать следующим образом:

Здесь в соответствии с результатами п. 4.2.1 интегрирование 
по w = kv/ш' проводится от —со до + о о  вдоль вещественной оси 
с обходом особой точки и)— ну'/к снизу. Можно также, что экви­
валентно, пользоваться формулой

(4.3.1.5)
та (со' —  kv)

3 =  2  j«>а

ш’ — kv
1

^ ы'-1ку~~г7т5(ц)'~ ~ Ьу)’ (4.3.1.7)

где а? — символ главного значения.
Системе уравнений (4.3.1.5) и (4.3.1.6) нетрудно придать более 

простой и симметричный вид, если ввести электрическую индук-
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цию плазмы D = E -f (4лг/(о')) и тензор ее высокочастотной диэлек­
трической проницаемости Sy=e^.(k, а/); тогда имеем

Величина оМ называется высокочастотной проводимостью а-ком­
поненты плазмы, а *(*; —- ее высокочастотной поляризуемостью.

Введя тензор диэлектрической проницаемости плазмы, можно 
переписать систему уравнений (4.3.1.5) и (4.3.1.6) в виде

t>jf=ckl — показатель преломления.
Условие разрешимости однородной системы линейных алгебра­

ических уравнений (4.3.1.10) для Ej  и представляет собой дис­
персионное уравнение для электромагнитных колебаний плазмы

Это уравнение определяет при заданном к ряд комплексных ча­
стот ш'= u>(v) (k)—iYtV) (к), соответствующих различным ветвям 
колебаний плазмы. Здесь а>(,) (к) — частота, а у1” (к) — декре­
мент затухания (при >  0) или инкремент нарастания (при 
Y<v) <  0) v-ro собственного колебания.

Соотношения (4.3.1.9) и (4.3.1.11) полностью определяют по­
ведение плоских электромагнитных волн в однородной плазме 
в отсутствие внешних полей и с учетом теплового движения ча­
стиц плазмы.

Характерной особенностью полученных выражений для про­
водимости и диэлектрической проницаемости плазмы является их 
зависимость не только от частоты, но и от волнового вектора. 
В этом случае говорят о временной и пространственной дисперсии 
диэлектрической проницаемости.

Наличие такой дисперсии означает, что величина плотности 
тока в некоторой точке пространства г в некоторый момент времени 
t определяется полем не только в данной точке пространства и 
в данный момент времени, но и во всех других точках пространства

(4.3.1.8)
где

(4.3.1.9)

и
d*o (4.3.1.9')

где
Л<у(к,-<о')Яу =  0 U 7 =  1, 2 , 3 ,  (4.3.1.10) 

Л,..(к, u)') =  <#2( ^ ^ 8 f ,) +  ef .(k,u>'), (4.3.1.10')

Л (к, <о') =  det | Л,7 (к, св')| =  0. (4.3.1.11)

12*



во все предыдущие моменты времени. Действительно, легко видеть, 
что
f. (г, t) — J J /\ (k, ш) ехр [I (кг — mi)] d3k dw =

=  — t — t^ d b ’dt', (4.3.1.12)
где

Kij (r> t) =  —  j  j  o(j (k, u>) exp [i (kr mi)] d-% dm,

%  (k’ ш) =  2  (k- “)•

В силу принципа причинности величины Ktj (г, if) должны, 
очевидно, обращаться в нуль, если ct >  г. И действительно, не­
трудно убедиться, используя конкретные выражения (4.3.1.9) 
для aW, что эти условия выполняются.

В общем случае детерминант А  является комплексной функцией 
к и ш, и поэтому условие (4.3.1.11) сводится к требованию обра­
щения в нуль в отдельности вещественной и мнимой частей Л:

Re Л  (k, a>') =  0, Im  Л  (к, <о') =  0. (4 .3 .1 .13)

В области прозрачности плазмы (область ш' и к, в которой анти- 
эрмитова часть тензора диэлектрической проницаемости мала по 
сравнению с эрмитовой частью) мнимая часть Л  мала по срав­
нению с ее вещественной частью. Поэтому, если пренебречь за­
туханием волн, то дисперсионное уравнение приближенно можно 
записать в виде Re Л  (к, ® )= 0 .  Определяя отсюда собственную 
частоту волны <о= оУ ’ (к) и считая затухание малым, нетрудно 
найти из уравнения (4.3.1.13) декремент затухания

т'’> > = л е т | г |  <4-злЛ4>
д  о.) to—w(v)(k)

В заключение остановимся на вопросе о переносе энергии 
в диспергирующей среде с малым затуханием. Рассмотрим волно­
вой пакет, который можно представить в виде

Е ( г ,  )̂ =  Re Eg (г, t) ехр jI (kr —  orf) J, (4 .3 .1 .15)

где E0 (г, t) — медленно изменяющаяся в пространстве и времени 
амплитуда волны, ю— со (к) — «центральная» частота волнового 
пакета, соответствующая «центральному» волновому вектору к. 
Из уравнений Максвелла получим закон сохранения энергии

s £T ^ + di' ^ l E B l + i E =  °- <4 -ЗЛЛ6>
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Усредняя выражение (4.3.1.16) по времени и используя малость 
антиэрмитовых частей в тензоре е,.. по сравнению с эрмитовыми 
частями г'-j, получим уравнение переноса энергии в однородной 
слабопоглощающей среде с пространственной дисперсией

* ^ + d i v S - b ( ?  =  0 ,  ( 4 . 3 . 1 . 1 7 )

где w и S — средние значения плотности и потока энергии, Q — ве­
личина потерь энергии. Эти-величины определяются выражениями

\ даРг'. ■ (k, ы)Е%,-Еп.-
W = L ------; 0 ( 4 . 3 . 1 . 1 8 )

ы д<л Itro ’ 4 '

S <к I I2 -  7 .  (к Е 0) Е ; -  V2 (кЕ*) Е 0} _
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=  (4 .3 .1 .20)

Величина w включает в себя как энергию электромагнитного поля, 
так и кинетическую энергию колебаний частиц в поле волны. Пер­
вое слагаемое в (4.3.1.19) представляет собой поток электромаг­
нитной энергии, а второе — поток энергии частиц плазмы. Ве­
личины w и S связаны между собой соотношением

S =  vg w, (4.3.1.21)

где vg — групповая скорость

Vg= ^ .  (4.3.1.22)

Как следует из (4.3.1.20), потери энергии пропорциональны анти- 
эрмитовым частям тензора е,. ..

4.3 .2 . Поляризация плазменных волн. Каждая плоская моно­
хроматическая электромагнитная волна определенным образом 
поляризована. Будем называть вектором поляризации или просто 
поляризацией единичный вектор е, направленный вдоль электри­
ческого поля волны. Согласно (4.3.1.10) вектор поляризации v-й 
ветви колебаний е(,) удовлетворяет уравнению

A{J (к, «о<’> (к)) e f  =  0, I, j =  1, 2, 3, (4.3.2.1) 

общее решение которого имеет вид

е ^  =  С\ {k, co‘v>(k)K-, (4.3.2.2)



где а — произвольный вектор, С — постоянная, определяемая 
из условия нормировки e(v)e 'v,* =  l  и Х4 — алгебраическое до­
полнение элемента А,., в детерминанте A =det |А.. |,
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*3 "  п ” I V 1

(4 .3 .2 .3)
12е  i к тп^тк ̂ п  I

(еш — единичный полностью антисимметричный тензор). Чтобы 
убедиться в справедливости (4.3.2.2), следует воспользоваться 
определениями (4.3.2.3) и условием равенства нулю детерминанта 
А для собственных частот детерминанта, т. е. условием

А (к, ш(,) (к)) =  0.

Покажем, что соотношение (4.3.2.2) определяет вектор поля­
ризации волны с точностью до фазового множителя. Заметим 
прежде всего, что матрицы Х̂ . и Af . связаны между собой соот­
ношением

\j\el =  \l^kj “Ь (4.3.2.4)

В справедливости этого соотношения нетрудно убедиться, умножив 
на \ j\ istko левую и правую части равенства Л е ^ е ^ Л ^ Д .Д , , , .

Для собственных частот, удовлетворяющих дисперсионному 
уравнению Л = 0 , соотношение (4.3.2.4) упрощается:

V «  =  X« V  (4-3-2-5)
Отсюда, пренебрегая в области прозрачности антиэрмитовой 
частью e.j, нетрудно вывести равенство

îlal Ĵkak \lal }̂ka'k ,,  „ „ ...
—i----------==—?— —Г -, (4.3.Z.O)т̂патап т̂патап

где а и а' — произвольные векторы. Отметим также, что для этих 
векторов скалярные произведения (аХа) и (а'Ха') имеют один и 
тот же знак:

(аХа) (а'Ха') =  | (аХа') |2. (4.3.2.7)

(В частности, одинаковый знак имеют диагональные элементы 
эрмитовой части матрицы Х„.)

Используя далее соотношение (4.3.2.5), можно записать по­
стоянную нормировки С в виде

С =  {(ala) Sp Х}-‘Л.

юляризации е(

(4.3.2.8)

Таким образом, нормированный вектор поляризации e(v) имеет 
вид

_rv> Ха
V(aXa) Sp X



Согласно (4.3.2.6) произведение eie‘j  инвариантно относительно 
изменения вектора а, и поэтому при произвольном повороте по­
следнего в выражении (4.3.2.8) может измениться только фазовый 
множитель.

4.3 .3 . Возбуждение волн в плазме. Рассмотрим теперь вопрос,
о возбуждении электромагнитных волн в плазме внешними то­
ками.

Из уравнений Максвелла следует, что приращение электромаг­
нитной энергии плазмы, в единицу времени определяется выра­
жением

' = 4  !  ( Е ж + В  w ) ‘ , v = £  S i ™ ! ® - !  <4 3 -з л >
где ]0 (г, t) — плотность внешних токов, которую мы счи­
таем здесь заданной функцией координат и времени. В случае без­
граничной плазмы поверхностный интеграл здесь исчезает. Ис­
пользуя комплексную форму записи, можно в этом случае пред­
ставить последнее соотношение в виде
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-VgReJ jJEd3r. (4.3.3.2)

Чтобы получить полную энергию Р, передаваемую внешними 
токами плазме, нужно проинтегрировать это выражение по вре­
мени; имеем

Р  — -Д /2 Re | j j*Ed3r dt. (4.3.3.3)

Разлагая внешний ток j0 и электрическое поле возбуждаемых волн 
Е в интегралы Фурье, представим последнее выражение в виде

Р =  — 1 Щ * Re И  j * (k’ Е (k’ “) d*k dm- (4-3-3-4)
Напряженность электрического поля Е  (г, t) при наличии внеш­

них токов определяется из уравнения

r o t r o t E - f - ! ^ ____ —rot rot й -f- с2 дп _  с2 dt,

или, используя компоненты Фурье,

Л,-у (к, о.) Е  . (к, <»)=£* /0>. (к, «.). (4.3.3.5)

Отсюда находим

Е (к> №)- (4 -3-3-6) 
В  области прозрачности в плазме возбуждаются собственные коле­
бания, для которых справедливо соотношение

Kj =  eie*j SP h  (4.3.3.7)
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поэтому
l 2 ^ R e H i S r K ( k ’ (4 .3 .3 .8)

Учитывая вещественность Sp X, представим последнее соотно­
шение в виде

Р. Щ-* И  ¥  е т 1 ejo (к’ I2 d% d<°• (4-3-3-9)(2тс)3 J J  со | Л  |2

Величину 1 т Л  можно связать с величиной электрических по­
терь в плазме

■ е = - т £ ( в* — i®! 2- (4 -3-3-10)

Действительно, непосредственной проверкой легко убедиться, 
что в области прозрачности Im Л можно выразить через эрмитову 
часть матрицы Ху и антиэрмитову часть тензора диэлектрической 
проницаемости е.у.

Im Л = 1 ( е у -  е*.) (X!. +  X (4.3.3.11) 

Сравнивая далее это выражение с предыдущим, находим

1 т Л = ¥ ( е, . . - е * ) Л . .  ( 4 .3 .3 .1 2 )2i \ ij j*/ i j \ /

Для термодинамически устойчивых систем в силу Н-теоремы 
Q 2> 0, и поэтому должно выполняться условие

^ 1 ш Л > 0 .  (4.3.3.13)

в об лас 

f X p - - * 8^ ) .

получим окончательно для полной энергии, передаваемой внешним 
током плазме, следующее выражение:

P==i _ 5 j | M | K (k, «о)р 8 (Л (k, «o)}d3A*o. (4.3.3.14)

4 .3 .4 . Тензор диэлектрической проницаемости в случае изо­
тропного распределения частиц. Пусть распределение частиц 
плазмы по скоростям изотропно, т. е. функция распределения 
зависит только от энергии частицы е = 1/2иг^2, т. е. /а0=/ а0 (е); 
тогда тензор поляризуемости х(.“) (к, ш') принимает вид

Учитывая его и замечая, что в области прозрачности
Im  Л
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где
fa o(S) =  dL ( S)!de-

Легко установить общую структуру этого тензора, а следова­
тельно, и тензора е,... Так как в рассматриваемом случае имеется 
только одно выделенное направление (вдоль волнового вектора), 
то можно построить только два независимых тензора второго- 
ранга — единичный тензор otj и тензор kjij. Поэтому тензор e{J 
должен иметь следующую структуру:

M k’ “ ') =  ( v - i p r b ( ^  +  (4 .3 .4 .2)

где st и sl — некоторые функции А и со '. Их называют соответст­
венно поперечной и продольной проницаемостями плазмы.

Сравнивая последние два соотношения, легко найти продоль­
ную и поперечную проницаемости плазмы *):

а

,(к, » ' ) = 1 + 2 ^ 5 ^ (£) .^ Г к 7 йЪ'
(4 .3 .4 .3)

где \t — составляющая скорости v, перпендикулярная k (v ,=  
=  [k[vk]]/A:2). и

Итак, мы видим, что в кинетической теории диэлектрические 
свойства плазмы с изотропным распределением частиц по скоро­
стям описываются двумя скалярными функциями от величины 
волнового вектора и частоты, st (к, со') и е г (к, со '), тогда как в гид­
родинамической теории эти свойства описываются только одной 
функцией от частоты е  ( со), т. е. в данном случае г г(/с, со) =  е г (к, со) =  
= = е (с о ) .  Тензор диэлектрической проницаемости в  гидродинамиче­
ской теории пропорционален единичному тензору 8f .̂: s .^ .(c o ) =  

=  е ( с о ) 8^ . в соответствии с общей структурой ( 4 . 3 . 4 . 2 ) .

Увеличение числа функций, описывающих диэлектрические 
свойства плазмы при переходе от гидродинамической к кинети­
ческой теории, связано, как видно из ( 4 . 3 . 4 . 2 ) ,  с учетом зависи­
мости тензора от волнового вектора (при этом наряду с единич­
ным тензором 8̂ . должен быть введен второй независимый тензор 
&<&/)> т- е- с учетом пространственной дисперсии. Это возможно 
только при учете теплового движения частиц, что и делается в ки­
нетической теории.

Возвратимся к дисперсионному уравнению ( 4 . 3 . 1 . 1 1 )  и под­
ставим в него ( 4 . 3 . 1 . 1 0 )  с учетом ( 4 . 3 . 4 . 2 ) .  В результате мы

*) Величины и е/ были введены в работе [12].
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получим следующее дисперсионное уравнение для плазмы с изо­
тропным распределением частиц по скоростям:

A  =  s , ( k ,  m ' ) [ ^ J — e( (A, °>')J =  0 -

Оно распадается на уравнение
а, (к, о>') =  0 ,  (4 .3 .4 .4)  

определяющее частоты продольных колебаний *), и уравнение

с 2к 2[ш11 =  е { (к,  ш'), (4 .3 .4 .5)

определяющее частоты поперечных электромагнитных волн 
в плазме. Ясно, что каждому решению последнего уравнения со­
ответствуют две волны с взаимно перпендикулярными векторами 
поляризации (которые перпендикулярны также волновому век­
тору).

Фазовая скорость поперечных электромагнитных волн, рас­
пространяющихся в плазме, больше, как мы видели, скорости 
света, т. е. ш/к >  с. Отсюда следует, что для таких волн знамена­
тель подынтегрального выражения во втором соотношении (4 .3 .4 .3 )  
для et (к, ш1) никогда не обращается в нуль (скорость частиц всегда 
меньше скорости света). Поэтому интегрирование здесь можно про­
изводить вдоль вещественной оси без всякого обхода особенностей. 
Это значит, что величина е( при ш/к ]> с вещественна и, следова­
тельно, для поперечных электромагнитных волн, распространяю­
щихся в бесстолкновительной плазме, не возникает затухания, 
аналогичного затуханию Ландау для продольных плазменных волн. 
Затухание в подобном случае целиком обусловливается столкно­
вениями частиц.

Подчеркнем, что данный вывод относится к волнам, распростра­
няющимся в безграничной плазме, для которых ш/к >  с. Если 
рассматривать ограниченную плазму, например, плазму, занимаю­
щую полупространство, то вблизи ее границы возможно распро­
странение затухающих в плазме волн, фазовая скорость которых 
меньше скорости света (скин-эффект). В таком случае затухание 
происходит и в бесстолкновительной плазме.

Прежде чем подробнее рассматривать этот эффект, вернемся 
к объемным поперечным волнам в случае нерелятивистской плазмы, 
когда Т m e1 (Т — температура плазмы). Тогда средняя теп­
ловая скорость частиц значительно меньше скорости света t'a =  
=  sjTjma< .̂c, и в знаменателях подынтегральных выражений для

*) Это уравнение совпадает с соотношением (4.2.1.14), исследованным 
в § 4.2.



st (к, а>') можно пренебречь величиной kv по сравнению с ю'. 
Замечая, что

\ (®) d3v =  —2 n jm x,

где пм — равновесная плотность частиц сорта а, мы получим 
для е{ гидродинамическое выражение

e< =  l _ 2 « & R -  (4.3.4.6)
а

здесь _________
« V  =  •

Учет теплового движения частиц дает лишь малые поправки 
к этому выражению порядка Т/тас2. (Такой же порядок имеют 
и не учтенные нами релятивистские члены в кинетических уравне­
ниях).

Тепловое движение электронов может оказать существенное 
влияние на поведение электромагнитных волн, только если 
ш/к с. Такая ситуация возникает, как указывалось выше, при 
to шре. В этом случае в плазме с большой плотностью величина 

волнового вектора |/с|~ юре/с может быть большой и тепловым 
движением электронов мы вправе пренебречь только при выпол­
нении неравенства

С  СО

Если же оно оказывается несправедливым, то следует пользоваться 
вместо выражения (4.3.4.6) точным выражением для st (к, ш).

Если электроны характеризуются максвелловским распреде­
лением по скоростям, то дисперсионное уравнение для поперечных 
электромагнитных волн (4.3.4.5) принимает вид

сШ . . . ■, Г ~  “ ре
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где ze =  <o'[\j2kL’e.
Рассмотрим подробнее предельный случай низких частот, 

когда выполняется неравенство, противоположное написанному, 
т. е.

Л*
с

■ > 1. (4.3.4.8)

Предполагая, что |ze|<g:l и |s,|^>l, мы можем положить 
в правой части уравнения (4.3,4.7) w (ze) =  l и пренебречь единицей



по сравнению с членом, содержащим . В результате мы полу­
чим для волнового числа, как функции (о, выражение

7 ^  +  i ( \ Г ~  “ ре“  У /3 // Q / П\
~  ^  \г т - ^ г )  - <4 -3-4 -9)

Мы видим, что если выполняется условие (4.3.4.8), то электро­
магнитное поле проникает в плазму на глубину порядка

* ■ = ( $ • ) * •  <4'3'4 '10)

При выводе предыдущего соотношения мы предположили, что 
|ze| 1 и |ej 1. Учитывая (4.3.4.9), нетрудно убедиться что 
неравенство |ze | 1 выполняется, если справедливо неравенство
(4.3.4.8), а неравенство |е*|^>1, если

II СО?»
(4.3.4.11)

Легко видеть, что при совместном выполнении условия
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и неравенства (4.3.4.11) получим R ек  ~ 1 т й : ~  1/8а, и глубина 
проникновения электромагнитного поля в плазму по-прежнему 
будет порядка 8а.

Заметим, что глубина проникновения поля §а больше скино- 
вой глубины Ь0= с /  (оре, которая соответствует пренебрежению теп­
ловым двиясением электронов. Поэтому при -у- 1 говорят
об аномальном скин-эффекте *), в отличие от нормального скин- 
эффекта, имеющего место при

Подведем в заключение некоторые итоги.
Проведенный анализ дисперсионного уравнения показывает, 

что существует четыре типа, или ветви, слабозатухающих коле­
баний свободной плазмы, различающиеся своими законами дис­
персии, а также поляризацией. Это продольные электронные 
(ленгмюровские) колебания, продольные ионно-звуковые коле­
бания и поперечные электромагнитные волны (имеется два типа 
поперечных волн, различающихся поляризацией).

*) Теория аномального скин-эффекта была развита Ройтером и Зонд- 
хаймером [13] для металлов. Для плазмы с максвелловским распределением 
электронов по скоростям этот вопрос был рассмотрен в работе [14].
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Частота ленгмюровских колебаний близка к ленгмюровской 
частоте (см. (4.2.2.6)). Их затухание невелико при условии кае 1, 
и в этом случае определяется 
взаимодействием резонансных ча­
стиц с полем волны (затухание 
Ландау, см. (4.2.2.7)). При кае^  1 
эти колебания очень сильно зату­
хают (у <в).

Ионно-звуковые колебания сла­
бо затухают только в сильно 
неизотермической плазме с Те^>Тг 
При кае <€ 1 они характеризуются 
линейным законом дисперсии, если 
же кав > 1 ,  то их частота близка 
к ионной ленгмюровской частоте 
(см. (4.2.4.3), (4.2,4.4)).

Если Те ~  Т., то ионно-звуко­
вые колебания сильно затухают
(Т ~  ")•

Поперечные электромагнитные 
волны, распространяющиеся: в пла­
зме, имеют фазовую скорость, 
большую скорости света, и в бес­
столкновительной плазме не зату­
хают. В случае нерелятивистской 
плазмы для их описания можно 
пользоваться гидродинамической 
теорией. При частотах, значитель­
но меньших плазменной, возникает аномальный скин-эффект (см.
(4.3.4.10)).

Схематически законы дисперсии для различных ветвей коле­
баний изображены на рис. 4.3.1.

Рис. 4 .3 .1 . Зависимость собствен­
ных частот колебаний свободной 
изотропной плазмы от величины 

волнового вектора.
I  — ш (ft) для поперечных электромаг­
нитных волн, I I  — то же для ленгмю­
ровских колебаний, I I I  — то же для 

ионно-звуковых колебаний.



Г л а в а  5
КОЛЕБАНИЯ ПЛАЗМЫ, НАХОДЯЩЕЙСЯ 

В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

§ 5.1. Гидродинамическая теория колебаний плазмы 
в магнитном поле

5.1 .1 . Тензор диэлектрической проницаемости холодной плазмы 
в магнитном поле. Перейдем к изучению колебаний плазмы, 
находящейся во внешнем постоянном и однородном магнитном 
поле *). Как и в предыдущей главе, мы будем рассматривать коле­
бания, частоты которых значительно больше частоты парных столк­
новений частиц.

Начнем с рассмотрения того случая, когда можно не учитывать 
влияния теплового движения частиц на распространение волн. 
Для этого необходимо, чтобы фазовая скорость волны была зна­
чительно больше тепловой скорости частиц и, кроме того, как 
будет показано ниже, чтобы частота волны не была близка к цик­
лотронной частоте электронов или ионов.

Тогда для описания колебаний плазмы можно использовать 
гидродинамические уравнения для электронной (а= е) и ионной 
( а =  i) ее компонент

^ = ^ ( E  +  - i ju a(B +  B0)l), -^L +  divneue =  0, (5.1.1.1)

где

. ^ - = 4 + k v ) ’

В0 — постоянное внешнее магнитное поле **).
Электрическое Е и магнитное В поля волны определяются из 

уравнений Максвелла (4.1.1.3), в которых под j и р следует по­
нимать J =  2 w » «  и Р =  2  елпа-

*) Излагаемые ниже результаты были получены (без учета движения 
ионов) в связи с исследованием распространения электромагнитных волн 
в ионосфере Земли в работах [1—5] и др. Движение ионов учтено в рабо­
тах [6—14].

**) Здесь и далее мы пользуемся сокращенными обозначениями и вместо 
Bjj пишем просто В0,
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Ограничимся рассмотрением колебаний малой амплитуды. 
Считая, что в состоянии равновесия ме=н.1=ге0, иа= Е = В = 0 ,  
получим, линеаризуя уравнения (5.1.1.1),

^ = ^ r ( E + | l » A l ) .  -^■ +  М Ь '» . =  0. (5.1.1.2)

где п = п  —п0 — переменная часть плотности частиц сорта а.
В случае плоских монохроматических волн, когда все пере­

менные величины пропорциональны e x p [i(k r— tot) ], уравнения
(5.1.1.2) принимают вид

гши - f - 3 s - l u  В 0] =  —  —  Е, п = » 0 — . (5 .1 .1 .3)“ 1 т~с га„ “ ' >

Считая, что ось z параллельна В 0, найдем отсюда компоненты 
скорости частиц сорта а.

е с  ( i b l E x  —  ы В * Е у )  1

■\)

Uiy

т а {ш‘  —  шва)

(“2 -  “!«)
ie„E„

(5 .1 .1 .4)

где ц>в*=еаВ01тас — циклотронная частота (гирочастота) ча­
стиц сорта а. Отметим, что она имеет тот же знак, что и erj.

Используя далее последние выражения, нетрудно найти плот­
ность тока 3=eR0 (uj—ue), тензор проводимости . и тензор ди­
электрической проводимости е.., определяемый соотношением
(4.3.1.9). '

Тензор диэлектрической проницаемости холодной плазмы имеет 
следующую структуру:

'1 е̂2  ̂
е,-/= | ~ * £2 е1 О 

1 0 0 £3
(5 .1 .1 .5)

где компоненты ех, е2, е3 равны
U)2 °ра ш£ос

0)2 —  * (.<) ( О)" — со

(5.1.1.6)

При В0= 0  плазма изотропна и тензор г{ . становится пропорцио - 
нальным единичному тензору в<̂ ==е38<.. 3



192 ГЛ . 5. КО Л ЕБА Н И Я П ЛА ЗМ Ы , Н А Х О Д ЯЩ ЕЙ С Я В  МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Заметим, что тензор (5.1.1.5) представляет собой хотя и не 
вещественный, но эрмитов тензор. Это означает, что холодная 
плазма, в которой не учитываются столкновения, является средой 
без потерь.

Появление при В0=̂ =0 в (5.1.1.5) недиагональных элементов, 
пропорциональных е2, приводит к тому, что электромагнитные 
волны в плазме, находящейся в магнитном поле, не могут быть 
линейно поляризованными (за исключением частного случая рас­
пространения волны перпендикулярно магнитному полю) и поля­
ризованы в общем случае эллиптически. Это связано с тем, что при 
В 07^0 матрица A(j, (4.3.1.10') не вещественна и ее нельзя привести 
к диагональной форме при помощи вещественного преобразования, 
т. е. уравнение A .jE j= 0  нельзя при помощи поворота осей при­
вести к виду A'jE'f (здесь по i суммирование не проводится). Следо­
вательно, плазма в магнитном поле является не только анизотроп­
ной, но и оптически активной (гиротропной) средой. Часто ее на­
зывают поэтому магнитоактивной плазмой.

Величины sx и е2 имеют особенность при |to|=|u)£o,|, соответ­
ствующую циклотронному резонансу. Отметим, что, как будет 
показано в следующем разделе, выражения (5.1.1.6) при |«>|-> 
—>■ 1 | становятся неприменимыми из-за появления сильного 
циклотронного затухания волн.

Дисперсионное уравнение для электромагнитных волн в ани­
зотропной среде с тензором диэлектрической проницаемости г.. 
имеет вид (см. (4.3.1.11))

и o/f=ckl а) — показатель преломления.
Подставляя сюда тензор в виде (5.1.1.5), представим диспер­

сионное уравнение для холодной магнитоактивной плазмы в виде

0 — угол между волновым вектором к и магнитным полем В0. 
Коэффициенты А, В  и С, входящие в дисперсионное уравнение, 
представляют собой, согласно (5.1.1.6) и (5.1.1.8), известные 
функции частоты.

Л =  det (А.})  =  0,
где

(5.1.1.7)
где

А = е 1 sin2 б.-f- s3 cos2 0,
£  =  — slS3( l - f c o s 2e) — (e2 — e2)sin 29, (5.1.1.8)

с  =  ез (s? — s!)>
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Из (5.1.1.7) следует, что в плазме возможно распространение 
двух волн с данной частотой, отличающихся друг от друга значе­
ниями показателя преломления:

( 5 1 1 9 )

Если считать волновой вектор к заданным, то уравнение
(5.1.1.7) определяет собственные частоты <u— u)'v) (к, в). Так как 
это уравнение является уравнением пятой степени относительно 
ш2, то оно определяет десять собственных частот. Поскольку каж­

дой собственной частоте <o(V) соответствует собственная частота
— шгп, то мы будем для простоты считать собственные частоты по­
ложительными и различать пять ветвей колебаний холодной маг­
нитоактивной плазмы.

В явном виде зависимости св= ш'10 (к, в), v = l, 2, 3, 4, 5, 
удается получить только в некоторых предельных случаях. Од­
нако характер поведения собственных частот при изменении вол­
нового вектора, а также характер зависимости показателей 
преломления (см. (5.1.1.9)) от частоты, могут быть установлены 
в общем случае. Для этого нужно прежде всего найти области про­
зрачности, где d f2 > 0 ,  и области полного внутреннего отраже­
ния, где (# 2< 0 ,  а затем определить положение нулей и по­
люсов с#2.

Для электромагнитных волн с заданной частотой векторы 
поляризации можно выбрать в виде

f ieo . . , is9 а^ 2 sin 0 cos 0 1e =  (coStp- - ^ _ s m c P, 8Ш? +  _ £ _ . с о 8 <р,

(5.1.1.10)

где tp — полярный угол в пространстве волновых векторов к.
5 .1 .2 . Плазменные (гибридные) резонансы в холодной плазме.

Один из показателей преломления о/ f  (см. (5.1.1.9)) стремится 
к бесконечности, когда частота волны приближается к резонанс­
ной частоте, определяемой из условия

А =  0, (5.1.2.1)
причем он ведет себя, как

<#2 = —BjA. (5.1.2.2)

Другой показатель преломления при А = 0  остается конечным:
у/*=-- С/В.

Покажем, что при приближении к резонансной частоте электро­
магнитные волны становятся продольными, т. е. компонента 
напряженности электрического поля волны, параллельная

13 Под ред. А. И. Ахиезера
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волновому вектору Е г= к  (кЕ)/&2, становится значительно больше 
компоненты, перпендикулярной к к. Для этого умножим уравнение 
A(j E j =  0 на ki и просуммируем по г от 1 до 3. В результате мы по- 
лучим

к.в. Е  . =  0.* *з з

Полагая Е =  Е, ~(-Е,, найдем отсюда

где

■ =  Sj sin2 9 -f- е3 cos2 9,№

т. е, действительно \El/Ei \ -*■ со при А 0.
Так как всегда можно положить Ег = —V<p=—ik<p и E^=rotA= 

=г[кА ], где tp и А — скалярный и векторный потенциалы, то мы 
вправе сказать, что при А -»• 0 колебания плазмы становятся 
потенциальными (квазиэлектростатическими).

В отсутствие магнитного поля продольными колебаниями яв­
ляются плазменные (ленгмюровские) колебания. Поэтому при 
В0=£0 о колебаниях с частотами, определяемыми из условия 4 = 0 ,  
говорят как о продольных плазменных колебаниях в магнитном 
поле, а сами частоты называют гибридными или плазменными ре­
зонансными частотами (так как они определяются как ленгмюров- 
скими, так и циклотронными частотами). Говорят также о плаз­
менных или гибридных резонансах.

Подставляя в первое из соотношений (5.1.1.8) выражения
(5.1.1.6) для Sj и е3, запишем его в виде

1 -----^  cos29 ----- ре „ ■ sin2 9 ---------cos2 9 -СО-2 (л)*2’ --- (0̂ е (л)*

■4*
02 — sin2 9 =  0. (5.1.2.4)

Это уравнение третьей степени относительно ша определяет 
три резонансных (гибридных) частоты

ш =  «о(Л(6), ;  =  1 , 2 , 3 .  (5.1.2.5)

Здесь индекс оо означает, что эти частоты являются собствен­
ными частотами при бесконечно большой величине волнового век­
тора, т. е. со(Л (б) =  lim «о1* *  (к, 9).

к-> со
Уравнение (5.1.2.4) можно упростить, используя малость от­

ношения масс электрона и иона (m jm i <  1). Действительно,



слагаемое, пропорциональное co ĉos2©, можно не учитывать, так 
как оно в m jm e раз меньше слагаемого с (eĵ  cos2 0. Слагаемое 
с WpjSin20 также мало по сравнению с членами, содержащими ю2, 
cos20 или u>2esin20, за исключением того случая, когда о> близко 
к или 0 близко к тс/2. Пренебрегая в (5.1.2.4) вкладом ионов, 
получим следующие выражения для ?|{0):

(9) =  [ %  (®ре +  °>£е) +  7 г  V K e  +  ®le)2 —  4«% еш%е COS2 6 ]‘Ч  1 j  2  6 )

«С (9) =  [V2 (“ре +  ®Ве) — Va VKe +  wBef — 4®f,eu>lc COS2 0]Vs. j

При 9 -*• 0 резонансные частоты 2> (9) приближаются к зна­
чениям

0 )й } = : т а Х (о>ре> | шВ е  I), « т ’ =  in  in  (соре, | (% е |). ( 5 . 1 . 2 . 7 )

При увеличении угла 9 частота со” ’ (0) возрастает, а (9) 
убывает.

Если 9 близко к тс/2, то величины о>о, 2) (0) стремятся к зна­
чениям

<  =  +  ( 5 . 1 . 2 . 8 )

,„») (9)^-^Bd w.ggl C_ 6 ( 5 . 1.2.9)
\/“ре +  “л

В случае плотной плазмы, когда (оре | w£e |, выражение (5.1.2.6) 
значительно упрощается:

/ 2 \
ш” ' (0) =  (оре 1̂ +  v2-^ -  sin2© j  , <0 ™ (9) =  I шБе I cos 0. (5.1.2.10)

В противоположном случае, когда шре<  ̂| (оЯе |, справедливы фор­
мулы

«>", (e) =  h i te| (l +  1/2- ^ - s m * 9 j,  (0) =  о)ре cos 9. (5.1.2.11)

Частота (0) всегда значительно больше В случае не очень 
разреженной плазмы (<'>рс >̂ wm) частота и>̂ > (0) также значительно 
больше шВ1 (последний вывод несправедлив для углов 0, близких 
к тс/2 при 0>pj

Отметим, что формула (5.1.2.9) для становится непримени­
мой при 6 — tz/ 2 .  Действительно, она получается при выполнении 
неравенства

ыре sin2 9 _  , юре ^  Шр1 sin2 9 _ ,  Юр1 
|“ 2 ~ -"1 е|  “ l e  |“ 2 — “ li|  " 2 ’

которое справедливо, если
cos2 б me[mi. (5.1.2.12)

13*
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Найдем теперь частоту со™ (0). Предполагая, что о> о>дь но 
значительно меньше |о)Ве| и соре, и сохраняя в (5.1.2.4) последнее 
слагаемое и слагаемое с а>|,е cos2 6, получим

«С  (6) =  (1 -  7* -S f  fcg2 9)  • (5.1.2.13)

Это соотношение, так же как и (5.1.2.9), применимо при выпол­
нении неравенства (5.1.2.12).

Приведем в заключение выражения для со™ (0) и со™ (0) при 
0«?те/2, справедливые также и в том случае, когда неравенство 
cos2 0 mjmi не выполняется. Учитывая, что в этом случае 
<о^|®де|. получим из (5.1.2.4) [9]
со(2. з) (0) =  (2 2</)-7» jo)2 е cos2 0 -f- coĵ  -f- urBi +

±  '/(“ре cos2 0 +  - f  co|j)2 — 4 ( 1 -f-?)u)|i№jc c-os2©}17’, (5.1.2.1.4)

где q =  (соре/сод,,)2. Частоты, определяемые последними формулами, 
убывают при увеличении угла 0. В области углов б, для которых 
выполняется условие cos2 0 mjmv эти выражения переходят 
в (5.1.2.9) и (5.1.2.13).

Если выполняется неравенство cos2 то из (5.1.2.14) 
следует, что частота и>™ (0) остается конечной при б -> те/2 [10]

“» ( 0> =  } / - Т Т Г ^  (5.1.2.15)

а частота <о™ (б) стремится к нулю:

W e cos9 (5.1.2.15')
^“pi+ ^ li ,

В не сильно разреженной плазме, когда copi соВ1, выражения
(5.1.2.14) приобретают особенно простой вид

< Ч 8 ) = | / - ^ ° -Т + г+ “’Р‘ . (5.1-2.16)

Ш(3) ( 6 )^ _ У У  003 6. (5.1.2.17)
v/M|e cos2 9-|-<o“i

Поведение резонансных частот <оМ) (0) в зависимости от угла 0 
схематически показано на рис. 5.1.1.

Колебания с частотой шш (Q) являются чисто электронными. 
Колебания с частотой со® (§) также имеют чисто электронный 
характер при cos2 б р> mjmi. При cos2 0 mjmi их дисперсия обу­
словливается электронами и ионами. Дисперсия колебаний с часто­
той (0) определяется как электронами, так и ионами при лю­
бых б.
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Плазменные резонансы играют существенную роль при рас­
пространении электромагнитных волн в плазме. Вблизи них резко 
возрастают затухание волн и уровень тепловых шумов. Показа­
тель преломления электромагнитных волн вблизи этих резонансов 
велик (с # > 1 ), а фазовая скорость значительно меньше скорости 
света, т. е. волны становятся 
медленными, и, следовательно, 
взаимодействие заряженных ча­
стиц с плазмой происходит наи­
более эффективно именно вблизи 
плазменных резонансов.

5 .1 .3 . Общий вид спектров 
колебаний холодной магнитоак­
тивной плазмы. Выше мы нашли 
полюсы (о= аУ̂ (О) квадра­
тов показателей преломления 
Q/ f  ( (о). Для того чтобы выяснить 
общую картину зависимости 
показателей преломления от 
частоты, необходимо еще опре­
делить положение нулей о/ f  ( <в), 
а также найти значения pjf при 
ш=0 и (в=оо. Очевидно, равен­
ство a/fi= 0  справедливо, если
С =е3 (sf — е|)=0. Отсюда находим, пренебрегая малым вкладом 
ионов в величины е15 г2 и s3, нули o f f 2

Рис. 5 .1 .1 . Зависимость собственных 
частот продольных колебаний 
плазмы в магнитном поле от угла в.

(5.1.3.1)
и>у) =  V®pe +  +  V2 I шЯе I-
Ч2) =  ®pe>
o>(3) =  \Це-|- l/40)|e — V2 | Шде | J

индекс 0 означает здесь, что величины <»'/> являются предельными 
значениями собственных частот при к -*  0, т. е.

wO) =  Jim <o(i>> (к, в).
к-+ О

Нетрудно убедиться, что выполняются неравенства
<«>«>< (oW; со ^ < ш (3 ) . (5.1.3.2)

Частота а>(3) может быть как больше, так и меньше ©Л’ (9) в за­
висимости от величины угла б.

оо, то е2-> 0, ex-» .l, s3-> 1 и, следовательно, о/ f  -» 1.Если (о 
Если то * 0 ■ и- е„ -оо и, согласно (5.1.1.9), г#2 равно
либо o/f\ либо о/П/cos2 гДе

0^1 г,,- Sl («,) [ш_0 - f -  со|,/а!^,.
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Зная положения нулей и полюсов функции ,ч//'2( со), а также 
значения этой функции при св=0 и <о= оо, нетрудно схематически 
построить ее график. На рис. 5.1.2 изображены такие графики 
при 0=7̂ 0, т. 12. Областям распространения, где 0//'2 > 0 ,  соответ­
ствуют собственные частоты <о= м(Л (0), зависимость которых 
от величины волнового вектора изображена схематически на 
рис. 5.1.3.

Всего имеется пять ветвей электромагнитных колебаний хо­
лодной плазмы, которые мы будем называть альвеновской (А),

Рис. 5 .1 .2 . Зависимость квадрата показателя пре­
ломления электромагнитных волн в холодной маг­
нитоактивной плазме от частоты при «косом» распро­

странении (в ф 0 , 6 ф х!г г.).

быстрой магнитозвуковой (БМЗ), медленной необыкновенной (МН), 
обыкновенной (О) и быстрой необыкновенной (БН) ветвями *). 
На рис. 5.1.2 и рис. 5.1.3 графики о//'2 ( со) и (к) для МН-ветви 
показаны сплошной линией при м(3) co'J’ и пунктирной линией 
при и)(3>>со'|).

Как видно из рис. 5.1.2, при со<;со™ возможно распростране­
ние двух волн (А и БМЗ); при <° <С ®о3) юсо) распростра­
няется только одна волна (БМЗ), а при coJ>3) со <[ св^ ’ — две волны 
(БМЗ и МН); если же юсо’> то в области соЛ’ ш <С (От' рас­
пространяется только БМЗ-волна, в области со™ <С <С то‘‘! распро­
странение волн невозможно, а при со(3) со распространяется 
одна волна (МН); в области и>̂2) распространяются две 
волны (МН и О), при со"1 < с в < с о ' , 11 — одна волна (О) и при с о о>С1 > — 
две волны (О и БН).

Частоты распространяющихся волн <»и ’ (к, 0) монотонно воз­
растают при увеличении величины волнового вектора. Это озна­
чает, что в холодной плазме мы всегда имеем нормальную диспер-

*) Эти названия, принятые в [11], очень удобны.
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сию волн, а угол между направлением распространения волн и 
групповой скоростью vg=dco/<5k всегда меньше тт/2.

5 .1 .4 . Высокочастотные (электронные) ветви колебаний холод­
ной магнитоактивной плазмы. В области высоких частот 
со2 | швс | вкладом ионов в тензор е( . можно пренебречь*) 
и представить показатели преломления (5.1.1.9) в следующем виде 
[4, 51:

=  1-
2 « je ( “ 2 —  <*>Je)

2ы2(ш2_ ) — a)2ŵ eSin20 +  </ojl(o|je sill^e +  4ы2(0^е(а>2 _  COS20
(5.1.4.1)

Эти выражения определяют показатели преломления высоко­
частотных (электронных) ветвей колебаний. Величина <?//3+ (  со) пред­
ставляет собой показатель 
преломления обыкновенной 
волны (при со ]> соре)  и вы­
сокочастотной части волны 
БМЗ-ветви (при со <  ш ^ 1) ,  

а величина сИЛ_(ш) — показа­
тель преломления волны БН- 
ветви (при со >  со̂ Х))  и МН- 
ветви (при со̂ 3) <[ со <[ со” 3) .

Формулы (5.1.4.1) все еще 
очень сложны. Упрощения 
возникают в ряде предель­
ных случаев.

а) В области высоких ча­
стот со | шВе | анизотропия 
плазмы мала и показатели 
преломления (5.1.4.1) близки 
к его значению <#'2= 1 — со2е / со2 
в изотропной плазме, т. е.

б^2 =  1 -  

X ( l  + J

Если

ире
а) 2

I

х

cos  0 ) .  ( 5 . 1 . 4 . 2 )
Рис. 5 .1 .3 . Зависимость собственных 
частот колебаний холодной магнито­
активной плазмы от величины волнового 
вектора при «косом» распространении

(9 Ф 0, в ф 1/2 т')-“ре >  I “ Ве|, ТО ЭТО
выражение определяет пока­
затель преломления волн МН-, О- и БН-ветвей в области 
ш>  °W исключая узкую область первого гибридного резонанса

) Для свистящих атмосфериков движение ионов несущественно и при 
более низких частотах, когда со о>В1 (см. ниже).



сода да Шрд МН-ветви. Если %е ^  I (0ле|, то (5.1.4.2) отно­
сится лишь к области распространения О- и БН-ветвей, где ®^да1.

б) В плазме с малой плотностью (а>^> шре, |шВе| о>ре) по­
казатели преломления близки к единице, если частота волны не 
близка к (0)да| а>де|; тогда имеем

^ Ч= 1 “ Т1----- Г • оП ,..rv  „ , , д • (5Л -4-3)/со2 — coi ------------------------- ’ ° 1 ----° “
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Be sin2 0 +  \jсо̂ е sin* 0 +  4й)2ш̂ е cos2 0

Эта формула описывает поведение показателя преломления для 
МН-, О- и БН-ветвей в области сог^хо® =соре.

в) В плазме с большой плотностью в области низких частот, 
когда <орв̂ ><о, «Орв >̂ | мве |> при 0, не близком к 1/2тс[ 12], находим

O / ^ 2 = = c o ( | ' a ) B e | c o s 0  —  С О ) ’  ® /̂ 2  =  со ( |  ш £ е  |  C O S  0  +  о . )  *  С5 - 1 - 4 - 4 )

Мы видим, что в этом случае может распространяться только 
одна БМЗ-волна (при ш j шВс j cos 0=ш^)).

Так как при продольном распространении 0=0 и показатель 
преломления волны БМЗ-ветви определяется выражением

С#2:
' *" ( I шВе | ш) *

которое отличается от (5.1.4.4) лишь тем, что в него вместо 
| шВе | cos G входит | соВе |, то рассматриваемый случай называют 
случаем квазипродолъного распространения.

При квазипродольном распространении зависимость частот 
БМЗ-волны от величины волнового вектора определяется, согласно 
(5.1.4.4), выражением

I со  R  I cm C O S  0

«■>(*. Q) =  1 Z  +  CW- -  (5Л-4 -5)

В области частот ®<С|<ове| соотношения (5.1.4.4) и (5.1.4.5) 
упрощаются и принимают вид

(Д
, =  (5.1.4.6)со | соВе cos 0 ’ ' ’

I “ rp I c2fe2 cos 9 _ . ,ffl(Af 0) =  ---------. (5.1.4.7)
wpe

В этой области частот БМЗ-волну с показателем прелом­
ления (5.1.4.6) ичастотой(5.1.4.7), пропорциональной к2, называют 
свистящим атмосфериком или просто свистом (ее называют также 
из-за круговой поляризации спиральной волной или геликоном).
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Отметим, что, поскольку при шре >̂ ш, | <оВе| последние два соот­
ношения определяются только компонентой е2 тензора е̂ . (выра­
жение (5.1.4.6) можно представить в виде Q/f2= e a/cos 6), которая 
значительно больше ех, а вклад ионных слагаемых в е2 оказывается 
несущественным уже при и>̂ > шт, то формулами (5.1.4.6) и
(5.1.4.7) для свистов можно пользоваться в области частот wBi
<  ® < €  | ®Ве|-

5.1 .5 . Низкочастотные ветви колебаний холодной магнито­
активной плазмы. В области низких частот (о> <̂  | (оВе |, <*> <€ “ре) 
существуют две ветви электромагнитных волн: альвеновская и 
быстрая магнитозвуковая.

Выражения (5.1.1.9) для показателей преломления этих волн 
можно существенно упростить, если учесть, что в области низких 
частот |s3|»(*)|e/a)2 >  |е2 2| [13, 14]; тогда получим

^ 2= е т 0 ^ ( 1 +  СО820) ±
+  \ /e f  (1  -|-cos29)2—  4 (s f—  е 2) sin2 9], ( 5 . 1 . 5 . 1 )

где

1 +  21 co­
ps wp i

B e w ~~ wBi 

°pe “ p i“ B i

1 1 “ B e  | “  ( “ 2 ~  a B i)  wB i  ( “ 2 -  wB i )  '

(5.1.5.2)

Используя соотношение (5.1.5.1) для с#2, нетрудно получить 
и явные выражения для частот быстрой магнитозвуковой и аль­
веновской волн. Если Mpj ;§> o>Bi, то

»(А, 6) =  V2^ a  Г1 +  cos2 9 - f  k2cy ? J - +  
L pi

+  +  cos2 9 - j -  fc2c‘̂ ? g2 9у — 4 c o s 2 9j , (5.1.5.3)

где VA =  c<oBi/(opl — B0J\/im0mi<^c — альвеновская скорость.
В области низких частот или кс ^  o>pi) из (5.1.5.1) и

(5.1.5.3)“подучаем [6, 7]

<#2 =  0П  =  с2/у|. ш (к, Щ =  киА, (5.1.5.4)
o/f2 =  а/̂ д/cos2 9, со (к, 0) — киА cos 9. (5.1.5.5)

Эти формулы определяют показатели преломления и частоты 
быстрой магнитозвуковой и альвеновской волн соответственно. 
Интересно отметить, что в рассматриваемом случае бесстолкнови­
тельной плазмы приведенные выше выражения для частот 
(см. (5.1.5.4) и (5.1.5.5)) совпадают с выражениями для частот быст-
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|>ой магнитозвуковой волны (при у а vs) и альвеновской волны 
(см. (2.1.1.9)), полученными в приближении магнитной гидродинами­
ки, справедливом в противоположном случае большой частоты соуда­
рений, когда шт 1. При сравнении выражений (5.1.5.4) и (2.1.1.9) 
необходимо в последнем пренебречь скоростью звука vg — i\ =
— \1Т/тj, поскольку для рассматриваемого случая холодной плазмы 
I’ph ~  VA >  v s .

При приближении частоты м к ионной циклотронной частоте 
показатель преломления альвеновской ветви стремится к беско­
нечности. В этой области частот альвеновскую ветвь называют 
ионно-циклотронной. Ее показатель преломления и частота опре­
деляются, согласно (5.1.5.1) и (5.1.5.3), соотношениями [14]

Заметим, что показатель преломления быстрой магнитозвуко­
вой волны при (о» шт остается конечным:

Согласно (5.1.5.6) о4^2- >  оо при а> —>• шт. В действительности же 
показатель преломления не имеет особенности при совь так 
как при получении этого выражения не учитывались члены по­
рядка me/mi,  и поэтому в его знаменателе разность <oB i—  со должна 
быть велика по сравнению с (»Bi tg20 (те1т$. Если учесть эти ма­
лые члены, то в знаменателе (5.1.5.6) нужно заменить разность 
o)Bi— (о на (в 1̂ (9)— <о, где резонансная частота со̂ ’ (0) определя­

ется формулой (5.1.2.13). Таким образом, резонансной является 
не ионная циклотронная частота, а близкая к ней третья гиб­
ридная частота м™ (0). Однако практически это различие может 
оказаться не особенно существенным, так как диссипативные эф­
фекты, связанные либо со столкновениями, либо с бесстолкнови- 
тельным циклотронным затуханием волны, могут наступить раньше 
чем разность | сов1— о>| станет порядка o>Bjtg20 (т0/т{).

В  области высоких частот (со (oBi или kc o>pi) из формул
(5.1.5.1) и (5.1.5.3) получаем для показателя преломления и ча­
стоты свистов

(О (к, 6) =  а>В1М —
1 +  cos2 8 

2 cos2 0 £2^2

(5.1.5.8)

с#2 =  (0pi/<-t><-0Bi cos 0, со (к, 0) =  wBik2c2 cos 0/ш|)Ь
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5.1 .6 . Распространение электромагнитных волн в холодной 
магнитоактивной плазме параллельно магнитному полю. При
0=0 детерминант (5.1.1.7) распадается на произведение трех мно­
жителей и само дисперсионное уравнение принимает вид

А  =  е3 (с # 2 —  е1 —  s2) (о//52 —  ех -|-'е2) =  0 . ( 5 .1 .6 .1 )

Уравнение е3 =  0 имеет решение

<!>(&) =  \/(0 ре +  0)р1,
соответствующее ленгмюровским колебаниям (очевидно, что маг­
нитное поле при 0=0 не оказывает влияния на продольные коле­
бания).

Уравнения a//'2=-$j ±е2 определяют показатели преломления 
двух электромагнитных волн с круговой поляризацией. Учитывая 
выражения для ех и е2 (см. (5.1.1.6)), можно записать эти уравнения 
в виде

л)2
о / Г = 1 ------7---- т ---- ГГ------7—Г — Г , (5.1.6.2)

со(“ -  “ Be ) “ (“ H-^Bi)

“ Pi-------r-тТ -----г ------ т—^ — Г • (5.1.6.3)<Й (со +  | 0)В е |) со (со -  0>B i )

Показатель преломления волны, у которой вектор напряжен­
ности электрического поля вращается в том же направлении, что 
и электроны в магнитном поле В0, имеет особенность при <в= | шВе|, 
а в случае совпадения направления вращения этого вектора с на­
правлением вращения ионов в поле В 0 Q/ f  имеет особенность при 
о)= о>в1. Таким образом, показатели преломления электромагнитных 
волн в холодной плазме имеют особенности при со= | (вВа | только 
при продольном распространении (при 0^=0 эти особенности воз­
никают, как было показано выше, при гибридных частотах J (6)^=
=7̂= | №В«|).

Зависимости квадратов показателя преломления (см. (5.1.6.2) 
и (5.1.6.3)) от частоты, а также собственных частот (к) от ве­
личины волнового вектора показаны на рис. 5.1.4 и рис. 5.1.5.

В отличие от общего случая, при 0=0 эти соотношения опре­
деляют частоты только четырех ветвей колебаний («исчезнув­
шей» ветвью фактически являются ленгмюровские колебания с ча­
стотой  О) =  \/<о|е -{- Mpt).

5.1 .7 . Поперечное распространение электромагнитных волн 
в холодной магнитоактивной плазме. При 0 = 1/2тс дисперсионное 
уравнение (5.1.1.7) распадается на два уравнения, а именно

q/T =  s3, (5.1.7.1)
(5.1.7.2)
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Первое определяет показатель преломления линейно поляри­
зованной обыкновенной волны с напряженностью электрического 
поля, параллельной внешнему магнитному полю В0. Магнитное 
поле не оказывает влияния на распространение этой волны.

Зависимости показателя преломления (5.1.7.2) от частоты, 
а также соответствующих трех собственных частот от величины 
волнового вектора показаны на рис. 5.1.6 и рис. 5.1.7 (пунктир­
ными кривыми О показаны графики э//'а( ш) и ш (к) для обыкновен­
ной волны).

Рис. 5 .1 .4 . Зависимость квадратов 
показателей преломления электро­
магнитных волн в холодной магнито­
активной плазме от частоты в случае 
продольного распространения (0 =  0)

Рис. 5 .1 .5 . Зависимость 
собственных частот колеба­
ний холодной магнитоак­
тивной плазмы от величины 
волнового вектора в случае 
продольного распростране­

ния (0 = 0).

При Q= 1/2 тс (как и при 6=0) имеется четыре ветви колебаний. 
При 0 1/2и «исчезает» альвеновская ветвь; ее частота меньше 
частоты в)® (0), которая при в 1/2п сама стремится к нулю 
(см. (5.1.2.17)).

Резонансные частоты <0™ и со*!3 при 6 =  определяются фор­
мулами (5.1.2.8) и (5.1.2.16).

В области низких частот (со <#; у') шБ е  | wm )  частота колебаний 
БМЗ-ветви определяется при шр1 мт соотношением о> (к) =  киА, 
справедливым, в отличие от ( 5 . 1 . 5 . 4 ) ,  н е  только при со <?gm B1, но 
и в области u)^a)Bi.

Подведем итоги. Мы показали, что холодная плазма, находя­
щаяся во внешнем магнитном поле, является анизотропной сре­
дой с временной дисперсией, в которой возможно существование 
пяти типов волн: обыкновенной, быстрой и медленной необыкно­
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венных волн, альвеновской и быстрой магнитозвуковых волн. За­
висимости показателей преломления этих волн от частоты опреде­
ляются формулой (5.1.1.8) (см. рис. 5.1.2). Все волны имеют 
нормальную дисперсию, т. е. их частоты растут при увеличении 
волнового вектора (см. рис. 5.1.3), и эллиптически поляризованы.

Дисперсия высокочастотных ветвей (О-, БН- и МН-, а также БМЗ- 
волн при 0, не близком к х/2к, и определяется только элек­
тронами, а дисперсия низкочастотных ветвей (БМЗ-, A-волны при 

а также БМЗ-волны при О ^  1/2п и <» <«„ (9)) — как элек­
тронами, так и ионами.

§ 5.2. Кинетическая теория колебаний плазмы 
в магнитном поле

5.2 .1 . Тензор диэлектрической проницаемости магнитоактив­
ной плазмы в кинетическом приближении. Развитая в предыдущем 
параграфе гидродинамическая теория колебаний магнитоактивной 
плазмы оказывается в целом ряде случаев недостаточной, так как 
она не учитывает теплового движения частиц плазмы.

Наличие теплового движения электронов и ионов плазмы при­
водит к появлению качественно новых особенностей при распро­
странении электромагнитных волн в магнитоактивной плазме. 
Прежде всего благодаря тепловому движению ее частиц появля­
ется ряд новых ветвей колебаний магнитоактивной плазмы, слабо-

Рис. 5 .1 .6 . Зависимость квадратов 
показателей преломления электро­
магнитных волн в холодной магнито­
активной плазме от частоты ш при по­
перечном распространении (0 =  1/2л).

Рис. 5 .1 .7 . Зависимость соб­
ственных частот колебаний 
холодной ма гнито активной 
плазмы в случае попереч­

ного распространения
(9 =  V,*).
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и сильнозатухающих, длинно- и коротковолновых, причем все 
они отсутствуют в холодной плазме. (Напомним, что в отсутствие 
магнитного поля учет теплового движения электронов в плазме 
с холодными ионами и горячими электронами приводит к появле­
нию только одной ветви колебаний, а именно к ионно-звуковым 
волнам.) Далее, как мы видели в § 4.2, взаимодействие резонанс­
ных частиц с электрическим полем волны, распространяющейся 
в плазме, приводит к затуханию Ландау (речь идет о плазме с рав­
новесным исходным состоянием). Такой эффект наблюдается и 
в магнитоактивной плазме. Но наряду с ним в этой плазме «ра­
ботает» и другой механизм затухания — циклотронный, связан­
ный с излучением и поглощением электромагнитных волн заряжен­
ными частицами плазмы, движущимися в магнитном поле по спи­
рали, на циклотронной и кратной ей частотах.

Чтобы исследовать эти эффекты, мы будем исходить из кине­
тических уравнений для частиц плазмы с самосогласованным вза­
имодействием. Прежде всего получим на основе кинетической тео­
рии выражение для тензора диэлектрической проницаемости 
плазмы в магнитном поле, а затем, пользуясь им, исследуем рас­
пространение волн в магнитоактивной плазме с учетом теплового 
движения электронов и ионов.

Напомним, что в отсутствие колебаний функция распределения 
/а0 частиц плазмы сорта а удовлетворяет уравнению

из которого следует, что /к0 представляет собой максвелловскую 
функцию распределения,

где Т — температура плазмы и п0 — равновесная плотность 
частиц.

В случае высокотемпературной плазмы время релаксации очень 
велико, и можно рассматривать квазиравновесное состояние, 
в котором функция распределения медленно изменяется из-за столк­
новений и в нулевом приближении удовлетворяет уравнению
(5.2.1.1), где интеграл столкновений равен нулю

Отсюда следует, что исходная функция распределения /а0 явля­
ется произвольной функцией двух переменных — и vs — па­
раллельной и перпендикулярной к магнитному полю составляю­
щих скорости, и не зависит от азимутального угла 0  в простран­
стве скоростей (рис. 5.2.1):

( 5 . 2 . 1 .1 )

f aо =  по {m J 2 n T ) % ехр  (— m ttv2/2T) ,

( 5 . 2 . 1 .2 )

Ай =  /«о(у ||.- у х)-
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Рассмотрим теперь малые колебания плазмы, происходящие 
около исходного состояния, описываемого функцией распределе­
ния /а0. В случае высокочастотных колебаний (а>т 1) в кинети­
ческом уравнении

+ - % + ; г. ( е + 4 ' И в  +  В Д Ж ‘ = © .

для функции распределения можно пренебречь интегралом 
столкновений и положить

Fa(г, V , £) — /„0 (у к, 0 + / „ ( r ,  v, t),

где /к — малая осциллирующая добавка к /в0. Линеаризуя кине­
тическое уравнение относительно /я, получим

+  V дА
дг + i ( E + 7 i ' ' B i )

dfa 0 
<?V

(5.2.1.3)

Последнее уравнение вместе с уравнениями Максвелла для пере­
менных полей Е и В определяет линейные колебания магнито­
активной плазмы. Решая совокуп­
ность этих уравнений методом Фу­
рье — Лапласа так же, как и в § 4.2 
в случае продольных колебаний, 
можно показать, что при t с о  
асимптотическое поведение компо­
нент Фурье полей определяется ре­
шениями дисперсионного уравнения.
Как уже отмечалось в п. 4.3.1, для 
получения дисперсионного уравнения 
достаточно ограничиться рассмотре­
нием плоских волн вида exp U(kr— 
to'i) ] и найти с помощью кинетиче­
ского уравнения тензор диэлектри­
ческой проницаемости еf .. Условие 
разрешимости уравнений Максвелла 
или эквивалентных им уравнений 
(4.3.1.10) и даст дисперсионное урав­
нение.

Покажем, как найти тензор*) е4..
Для плоских монохроматических волн уравнение 

с учетом соотношения В=(с/ш')[кЕ] принимает вид
<?/«_. __Л а Г п / л  tv \  , VI

т„

Рис. 5 .2 .1 . Система координат 
в пространстве скоростей.

к  -  к ’ > - й [ Е ( ‘  - £ ) ■
(kE)~jt?/a0

(5.2.1.3)

(5.2.1.4)

*) Выражения для тензора диэлектрической проницаемости плазмы во 
внешнем магнитном поле с учетом теплового движения электронов и ионов 
получены в работах Герценштейна [17] и Ситенко и Степанова [18] (см. 
также [14, 15, 19—23]).
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Интегрирование этого уравнения дает

"a
■ехр

г S (kv — со') d ' t X

х S«p [е(’-£)+VO L 0 -*

+ ^ ] ^ d 0 '  +  c } ’ (5 -2 л -5 )

где постоянная С =  С (о ц, и±), не зависящая от 0  и определяемая 
из условия периодичности /„(0 -|-2тс) =  /а( 0 ) ,  равна

С =  ехр — ( (kv — (o')dj
Па J
I

°Ba

X  exp

kv\ , v (kE)5<j0 [E ( i — t? )
0

- i S (k v - <,>,)d0,

dfg0
<?V X

(5.2.1.6)

Выражение (5.2.1.5) удобно представить в несколько другом 
виде. Введем для этого систему координат, в которой к =  0, так 
что к =  {кх, 0 , кг) =  (к sin 9, 0 , &cos9), vz =  V\\~, тогда

0
 ̂ (kv — №>') d 0  1 =  (kzvz — ш') 0  -f- kxvL sin 0 .  (5.2.1.7)

о
Подставляя его в предыдущее выражение и производя под знаком 
интеграла разложение в ряд

СО

ехр (—iX s in 0 )  =  2  М ехР (— in 0 ) ,  (5.2.1.8)w=s—со

где 7Я(Х) — функция Бесселя и-го порядка, X — kjjJm^, получим 
следующее выражение для /а:

а (ге)Е т ехр (—т 0 ) ,  (5.2.1.9)/ =  — ехр (iX sin 0 )  ^  -г—Ы гпл г )  ^  к ^  +  пч,Ва
«=— СО

где

«. (») =  g f  /. W +  >. «■



В случае слабозатухающих колебаний возмущение функции 
распределения имеет резкий максимум, как видно из (5.2.1.9), 
при

ш (k) — п I I
vII =  v IIres = ------- %----------> re =  0, + 1 , + 2 , . . .  (5.2.1,10)«П

Частицы с такой скоростью мы будем называть резонансными.
Полагая в последнем соотношении га=0, получим

<»(k) =  V l l ,  (5.2.1.11)

т. е. условие черепковского резонанса между волной, бегущей вдоль 
магнитного поля В0 с фазовой скоростью «> (k)/kt, и резонансной 
частицей (проекция скорости которой на направление магнитного 
поля равна у„). Поглощение (возбуждение) волн этими резонан­
сными частицами называется черепковским поглощением ( возбужде­
нием) волн.

При п=£=0 условия (5.2.1.10) можно интерпретировать следую­
щим образом. Заряженную частицу, движущуюся в плазме по 
спирали со скоростью vt вдоль магнитного поля В0, можно рассмат­
ривать как осциллятор, обладающий в собственной системе от­
счета собственными частотами | e>Bot |, 2 1 (05, 1, 3 1 |, . . . Условия 
резонанса (5.2.1.10) при п = 1, 2 .  . .

10 (к) — п | | -f- к || и и (5.2.1.12)

есть не что иное, как условия равенства частоты волны частоте 
осциллятора с учетом доплеровского смещения ktvt. При этом 
фазовая скорость волны вдоль В„, равная <о (к)/&„, больше ско­
рости частицы v, и эффект Доплера является нормальным.

Поглощение (возбуждение) волн этими резонансными части­
цами мы будем называть циклотронным поглощением (возбужде­
нием) волн при нормальном эффекте Доплера.

При п = —1, —2, —3,. . . условия (5.2.1.10)

®(к) =  * ,у ,  —  | люл | (5.2 .1 .13)

также означают равенство частоты волны собственной частоте ос­
циллятора в лабораторной системе отсчета, но при п <  0 фазовая 
скорость волны вдоль В0 меньше скорости частицы vt, т. е. эффект 
Доплера будет аномальным. Соответственно поглощение (возбужде­
ние) волн этими резонансными частицами мы будем называть цикло­
тронным поглощением (возбуждением) волн при аномальном эф­
фекте Доплера.

Используя выражение (5.2.1.9) для /а, можно найти плот­
ность тока и тензор диэлектрической проницаемости ъ ... В системе

14 Под ред. А. И. Ахиезера
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отсчета, в которой ку= 0, этот тензор имеет следующий вид:

/в= / в(Х) и J'n~ d J J d X — функция Бесселя и ее производная, 
X =  /у;^/(о^, Ь =  В0/В0 — единичный вектор в направлении внеш­
него магнитного поля.

Интегрирование по = х ;г в (5.2.1.14) производится в соответ­
ствии с правилом, сформулированным в §4.2, а именно от — со до
оо с обходом особых точек vt =(w ' — снизу при kt >  0
и сверху при <С 0.

Декремент затухания (или инкремент нарастания) волн опреде­
ляется в случае слабого затухания (или нарастания) антиэрмито- 
выми частями тензора ъ... Учитывая соотношения (4.3.1.7), 
найдем

Знаки величин Ims„, Ims13, Res12, Resa3, которые и определяют 
знак мнимой части комплексной частоты, зависят от знака ве­
личины

а также от знака функций входящих в ТЩ и Щ”’>.
Для плазмы с анизотропным распределением частиц по ско­

ростям в отсутствие пучков (/а0 — монотонно убывающая функция

| J. df. „ \  ЩУ (? )
11 All • il Йч .. I fi\ _ Ъ П . 1v± dvx ~  " dv̂  j<o' — АцУ, — гаа)£а

(5.2.1.14)

где

Щ ?  (V) (5.2.1.15)

СО

6

X п I f  (v) 8 (а)' — ktv, — тшВя) d3v. (5.2.1.16)
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v „ и v ) критерий неустойчивости колебаний с малым ларморов- 
ским радиусом (k v j  <оВа <<̂ 1) можно получить в общем виде [22]

ш <  гг| со
i ' - Ш )  ( - > » •

п I 1 га <  О,

df* о 
dv^ >

аО
dv\ И

OLo
ду2± >

dfa 0 )•!
(5 .2 .1 .17)

Получение критериев устойчивости колебаний, для которых 
k v j  (ов, 1, требует детального исследования дисперсионного 
уравнения.

5 .2 .2 . Тензор диэлектрической проницаемости плазмы с макс­
велловским распределением. Если исходное состояние плазмы 
равновесно, т. е. определяется максвелловским распределением 
частиц по скоростям, то выражение (5.2.1.14) для тензора диэлект­
рической проницаемости можно сильно упростить. Интегрирова­
ние по vL в этом случае можно провести, используя известное вы­
ражение для второго экспоненциального интеграла Вебера [24]

СО

S ехР ( P2t2) J п (at) J n(bt)t =  2̂ ехр ( >

где arg р <  :1/4 тг, I n (х) — модифицированная функция Бесселя.
Далее интегралы по vn сводятся, согласно (4.2.2.2'), к инте­

гралу вероятностей

ехр (—уЦ2у1)
У11 — ("' — ге“Ва)/*, dvt =  IttW (z“), (5 .2 .2 .1)

где

w (z«) =  ехр (—zl) j ^ -]  + \ ехр t4t  j ,

z“= K  ~  va> =  \! Tjm

(5 .2 .2 .2)

В результате мы получим следующие выражения для компо­
нент тензора диэлектрической проницаемости магнитоактивной 
плазмы с максвелловским распределением:

, (5 .2 .2 .3)

1 4 *
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где

т * > :'J

" а )~ct

—inA’„ (ха)

\У т пг«л « ^

’пАм (*«) X П*'п̂ 'п
И -2  ----------

(*«) — 2^ « (^ )  —* Ю

я (ж«) (5.2.

Лп (ха) =  е-*«1п(хл),

V®. =  sgn Va:“= е » I ■
Отметим, что тензор sf/ не является эрмитовым. Это связано 

с наличием поглощения, обусловленного взаимодействием волн 
с резонансными частицами.

Отметим далее, что справедливы соотношения

°2i — сш -;л — °)3> -32 — '“аз-
Наконец, заметим, что при изменении знака магнитного поля 

В0 -> —В0, компоненты еш е22, s33 и е13 не изменяются, а компо­
ненты е 12 и е 23 изменяют свой знак.

Зная компоненты тензора диэлектрической проницаемости, 
можно, так же как и в п. 4.3.1, написать дисперсионное уравнение 
для электромагнитных волн в магнитоактивной плазме

А =  det (Л ..) =  A e/f4 - f  B a/ f ‘2-f-С =  О,
где

А =  ец sin2 6 4 - 2s13 sin 9 cos б -|- s33 cos2 0, .
В °и°зз ( е22®33 +  е1з) 0082 6 —  (® П е 22 +  ®?2)  S I » 2 9  +

+  2 («12 23 ‘

С =  det (е. ) =  e3S (sn s.22 - f  ef2) +  еце|д -f- 2е12е13е23 —  e22sf3.

(5 .2 .2 .5)

(5.2.2.6)

Мы приведем здесь только выражение для коэффициента А 
в случае плазмы с максвелловским распределением частиц по ско­
ростям [25]

2 Г _  °°
а (к, < » о = 1 +  2  щ  2  A« ^ w (zs  ■ <5-2-2-7)

а=е, i L п~—00
Далее будет проведен детальный анализ дисперсионного урав­

нения (5.2.2.5) для плазмы с максвелловским распределением 
частиц по скоростям; будет также исследовано затухание волн, 
обусловленное резонансными частицами, и найдены различные 
ветви колебаний.
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5.2 .3 . Кинетическая теория плазменных резонансов. В п. 5.1.2
было показано, что при приближении частоты электромагнитной 
волны к частоте плазменного резонанса, определяемой из условия 
А ( ш) -=0, показатель преломления и волновой вектор стремятся 
к бесконечности, а фазовая скорость — к нулю. Однако записан­
ными в п. 5.1.2 формулами, полученными для холодной плазмы, 
можно пользоваться только в случае не очень большого показа­
теля преломления.

Теперь мы покажем, что учет теплового движения электронов 
качественно изменяет поведение показателя преломления в ре­
зонансной области даже для фазовых скоростей, значительно боль­
ших тепловой скорости электронов. В частности, при учете этого 
движения показатель преломления в резонансной области в бес­
конечность не обращается, хотя и остается значительно больше 
единицы.

Получим прежде всего выражение для тензора е( ., принимая 
во внимание поправки, обусловленные тепловым движением 
электронов и ионов.

Будем предполагать, что, во-первых, длина волны в направле­
нии, перпендикулярном магнитному полю, значительно больше 
ларморовского радиуса ра=  v j  j и>Вх | частиц с тепловой скоростью 
v± — va, во-вторых, фазовая скорость волны вдоль В0 существенно 
превышает тепловую скорость частиц и, наконец, частота волны 
не близка к | со£а| или к 2| шВо.|, и, следовательно, выполняются не­
равенства

(кра sin 6)2 <̂ ! 1, |a£|:
V2 k,v„ ^*■1, п =  0, + 1 ,  +  2. (5 .2 .3 .1)

В этом случае в выражениях (5.2.2.3) можно разложить вели­
чину exp (—x j ,  функции Бесселя l n (x j  и их производные Гп (ха) 
в ряды по степеням хл и использовать асимптотику (4.2.2.3) фун­
кций ш (z“) при |z“|^>l (п =  0, + 1 , ± 2 ). Сохраняя члены порядка 
(кра)2 и l/(z“)2, получим [18]
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где величины е1} е2 и е 3 определяются формулами (5.1.1.6).
Мы ограничимся исследованием высокочастотных гибридных 

резонансов с частотами cd̂ w(J > (0), / = 1,2 , задаваемыми выра­
жениями (5.1.2.6), когда движением ионов можно пренебречь. 
В этом случае величины А, В и С, входящие в дисперсионное урав­
нение (5.2.2.5), можно представить, учитывая (5.2.3.2), в следую­
щем виде:

Здесь ê==vJc — \jTjm<)ci <̂ . 1, А0, В 1 и С' — гидродинамические 
значения величин А, В  и С, т. е. их значения при Га= 0. Они опре­
деляются формулами (5.1.1.8), в которых для рассматриваемого 
случая высоких частот можно не учитывать вклада, вносимого 
ионами.

При со^ш^'^б), / = 1 ,2 , получим

Отбрасывая малые слагаемые порядка хе и l/(z®)2 в коэффициен­
тах В' и С', представим дисперсионное уравнение (5.2.2.5) 
в виде [16]

Это уравнение третьей степени относительно с#"2, в отличие от 
дисперсионного уравнения, соответствующего гидродинамическому 
приближению (Ре= 0), которое является квадратным уравнением.

(5 .2 .3 .2)

' 2а

а = а 0- ^ а , (5 .2 .3 .3 )
где

В =  В 'Ц  +  0 (х в, l/(z®)2)], п =  0, ± 1 ,  + 2, 

C =  C ' [ l + 0 { x 9, l/(z;)2)], п =  0, ± 1 , ± 2 .

" 2 (“2 — <4е)

R' ^  ~  ЮРе) (2>°Ре +  ~  ^  Ш2 (W2 _ w2e) (5 .2 .3 .4)

(А0 -  ^ А г) +  В 'а̂  +  С' =  0. (5.2.3.5)
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Поэтому (5.2.3.5) определяет три различных показателя прелом­
ления *).

Последнее соотношение можно исследовать, учитывая малость 
пеличины ^ :# ’2=(уе/ур(|)2 <€ 1 [18]. Для определенности при оцен­
ках будем предполагать, что <в — соре ~  |<*>яе|- Тогда А ъ В ', С’ 
равны по порядку величины единице, а |Л0| ~  1, если соне близко 
к со̂ ’>, и |40| < 1 ,  если и>=ш2'>(0).

При сод̂ со” ) или ' один из корней уравнения (5.2.3.5)
порядка единицы. Для его нахождения можно пренебречь малым 
слагаемым (А0— ^о//'2А 1) -//''4 по сравнению с В 'о/f'2 и С', мы получим 
тогда для квадрата показателя преломления гидродинамическое 
выражение Q/K>2= —С'/В’.

Два других показателя преломления при со ’̂ значительно 
больше единицы, и для их получения в уравнении (5.2.3.5) можно 
пренебречь слагаемым С" ~  1 по сравнению с В ’off2. Тогда

р # 2  =  Л о  ±  У Л 8  + 4 А ф ’ ^ 1 .  ( 5  2  з  6 )

в выражениях для А х ( <о), В ’ (ю) и С1 (со) можно положить со= 
=  ^  (6).

При удалении от точки резонанса, когда 
одно из выражений (5.2.3.6) переходит в гидродинамическое вы­
ражение (5.1.2.2)

^  =  —ВЧАа, (5.2.3.7)

а другое определяется формулой [16]

с#2 =  Л/ЛК- (5.2.3.8)

Напомним, что при (o^o>”) (0) волна с показателем преломле­
ния (5.2.3.7) относится к медленным необыкновенным волнам, 
а при (одашЛ’ (0) — к быстрым магнитозвуковым. Так как (5.2.3.8) 
является решением дисперсионного уравнения для продольных 
колебаний

Л = Л 0 — ^ Л  =  0,

то волну с таким показателем преломления называют плазменной 
волной.

Выражения (5.2.3.6) удобно представить в виде

■ 1/ ( ) (5.2.3.9)
У i 4 i i p * T ± w ’

*) Это отмечалось в работе [27] , в которой тепловое движение учитыва­
лось в гидродинамическом приближении путем введения в уравнения движе­
ния электронов градиента давления Vpe= T eVne.
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где
ср± (ж) —  а ( х ±  \/ж2 -f- а ), (5 .2 .3 .10)

Так как коэффициенты Ах и В' не зависят от частоты, то функ­
ции ф± (х) характеризуют зависимость показателей преломления

ттий у = у + (х) и у=у_(х) при к =1 представлены на рис. 5.2.2, а, 
при а——1 — на рис. 5.2.2, б.

Если о= 1, то только один из показателей преломления (5.2.3.9) 
(<#2 ~  ?+ (*)) соответствует распространяющейся волне (</fj2 > 0 ) ; 
другая волна с ~  <р_ (х) распространяться не может, так как 
для нее с#2 <  0.

Проследим за поведением показателя преломления при а= 1 
в зависимости от частоты, т. е. от х. При увеличении частоты 
показатель преломления этой волны возрастает от гидроди­
намического значения o/f ~  V <о/(со^1 — со) (см. (5.2.3.7)) при со <[ со^ * 
(х < 0 ,  |«|>1) и достигает в области | со —  с о „ 5 | ~  Зею значения 
o f f — l/VPeJ ПРИ переходе в область <о со̂ ) при х 1 эта волна 
превращается в электростатическую плазменную волну с пока­
зателем преломления, определяемым (5.2.3.8).

у=-гх У

Рис. 5 .2 .2 . Графики функций у = у + (х) и у =  (х):
а)  а =  1 ; б) а = — 1.



Квадрат показателя преломления нераспространяющейся 
волны с# 2 ~  уЛх) <  0 при уменьшении частоты убывает от гидро­
динамического значения (5.2.3.7) при о> >  сo(J > и х  1 до значения 
о//'2 —1/ р2; при переходе в область |а:| \ и^о>< a>(J J она стано- 
вится нераспространяющейся электростатической волной с off2 — 
~ 4 0/ре < 0 .

Иным будет поведение ©У32 при а = —1. Этот случай осуществля­
ется при |о>ве| <  ш <С 2| <%е|, а так как <  |<о£е|, то частота 
должна быть близка к

Если х <  —1, то оба показателя преломления (5.2.3.9) вещест­
венны (с#2 ~  tp± >  0), т. е. в области частот а> <  (û J при х  <  —1 
возможно распространение двух волн. Волну с меньшим показа­
телем преломления с#2 ~  <р+ следует отнести к медленной необыкно­
венной волне, так как при | ж | ;> 1 и ж < 0 ( ю <  ш̂ ’) выражение
(5.2.3.9) для (# 2 переходит в выражение (5.2.3.7) для квадрата 
показателя преломления МН-ветви при м »  со̂ '. Волну с большим 
показателем преломления off "1 ~  «р_ можно назвать плазменной 
волной, так как при \х \ 1, но х <  0 она переходит в продольную 
плазменную волну с показателем преломления, определяемым 
формулой (5.2.3.8). Подчеркнем, что такое разделение имеет смысл, 
только если задана частота волны; если же задан волновой вектор, 
то обе указанные волны относятся к одной ветви МН-волн. 
При х = —1 показатели преломления (5.2.3.9) совпадают, а при 
х ~  I off ~  1 Д/рв.

При х  >  1 оба значения квадрата показателя преломления
(5.2.3.9) меньше нуля, так как ср± <; 0, и распространение волн 
невозможно (область полного внутреннего отражения). При х  1 
волна, для которой off2, ~  <р+, переходит в нераспространяющуюся 
продольную волну, а волна с о//'2 ~  <р_ — в волну (существующую 
и в холодной плазме) с показателем преломления (5.2.3-7)- При х= 1  
показатели преломления обеих волн совпадают. По порядку ве­
личины с#2 ------1/рв при х  ~  1 (причем х > 1 ) .

При —1 <  х <  1 распространение волн также невозможно, 
так как оба выражения (5.2.3.9) комплексны, причем веществен­
ная и мнимая части о/ f  одинаковы по порядку величины.

Заметим, что в гидродинамическом приближении off2, в отсут­
ствие столкновений всегда вещественно и области непрозрачности 
соответствуют значения ©У2 ( а>) <  0. Появление областей непро­
зрачности, для которых <#2 ( о») комплексно в отсутствие дисси­
пативных эффектов, представляет собой эффект, характерный для 
сред с пространственной дисперсией. «и.

Мы изучили поведение показателей преломления в зависимости 
от частоты в области высокочастотных гибридных резонансов. 
Рассмотрим теперь зависимость собственных частот от волнового 
вектора в области этих резонансов с учетом теплового движения
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электронов. Напомним, что частоты гибридных резонансов ш= 
=  w(f  ( 0) являются предельными значениями собственных частот 
о)= о)( +̂2) (к, 0) колебаний холодной плазмы при к-*- со.  Полагая

(к, 6) — (0)[1 +  ДЛ&, 0)], /  =  1, 2, (5 .2 .3 .11)

где |А.|<^1, получим из дисперсионного уравнения (5.2.3.5), 
отбрасывая малое слагаемое С', выражение

д Ак, б): B e  |
</> • (5 .2 .3 .12)

Зависимость от к собственных частот a>,J'+z> (к, 0) МН- и БМЗ- 
волн в области больших значений волнового вектора (ск i=s> u>),

определяемая выражения­
ми (5.2.3.11) и (5.2.3.12), 
схематически показана на 
рис. 5.2.3.

Если /1г^>0, то частоты 
шсу+2) ('/̂  0) монотонно воз­
растают при увеличении 
величины волнового векто-

шЩкШ
со1/'

ра, причем wJ+%>
■'(i+2)>coLy)к < к 0 

к /Cq,

к, ■=

и со 
где
,ЛЛ

при
при

( т т а г ) '
Напомним, что в холодной 
плазме частоты со' 4̂21 (к, б) 
монотонно возрастают, при­
ближаясь при к-+  со к 
причем всегда ш(Я~2) <;

Е сл и 4 х< [0 , то часто­
та медленной необыкновен­
ной волны <0 =  со'3 ’ (к, 0) 
в области к <^кг моно­

тонно возрастает при увеличении волнового вектора, при 
к = к 0 достигает максимума и при к >  кг монотонно убывает. В 
точке к= к 0 частота со<3) (к, 0) отличается от 
порядка ре «С (0):

со(3) (кг, б) = ■  со” ,’ (0 )  ( l  -  Р,

Рис. 5 .2 .3 . Зависимость собственных ча­
стот электромагнитных волн в магнито­
активной плазме в области гибридного 
резонанса от величины волнового вектора 
с учетом теплового движения электронов 

при А г > 0  (а) и А г <  0 (б).

■го’ (б) на величину

- д а л
i k 1)2- г а 21
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Таким образом, при И; >  fc0 и i j  <  0 МН-волны обладают ано­
мальной дисперсией. (Напомним, что в холодной плазме для всех 
ветвей колебаний характерна нормальная дисперсия.)

Остановимся, наконец, на условиях применимости получен­
ных выражений для а//2 ( «>) и со1-'42' (к, 0). При удалении частоты от 
0)О'> (0) показатель преломления плазменной волны возрастает, 
а ее фазовая скорость уменьшается. В этой области возрастает бес- 
столкновительное затухание волн. Формулы (5.2.3.6)—(5.2.3.12) 
получены при выполнении неравенств (5.2.3.1), когда эффекты бес- 
столкновительных черенковского и циклотронного затуханий на 
первой и второй гармониках экспоненциально малы. В области 
| со— u/f | — а) эти неравенства нарушаются, длина волны для 
продольных колебаний оказывается порядка дебаевского или лар- 
моровского радиусов электрона, а декремент затухания становится 
порядка частоты (области сильного затухания показаны на 
рис. 5.2.3 пунктиром).

Подведем итоги. При учете теплового движения частиц плазмы 
частоты электромагнитных колебаний плазмы в магнитном поле 
определяются дисперсионным уравнением (5.2.2.7), в котором 
тензор диэлектрической проницаемости плазмы (к, (в) зависит 
как от частоты, так и от волнового вектора. Он определяется фор­
мулами (5.2.1.14) или (5.2.2.3).

Наличие особенностей в подынтегральных выражениях 
в (5.2.1.14) связано с эффектами черенковского и циклотронного 
резонанса между волной и частицами, движущимися по спирали 
вдоль магнитного поля со скоростью f|i~ynres. Это резонансное 
взаимодействие приводит к черенковскому и циклотронному за­
туханию (или возбуждению) волн.

Исследование дисперсионного уравнения для частот, близких 
к частоте гибридных резонансов о>= о>(J \  / = 1 ,2 , показывает, что 
при учете теплового движения электронов показатели преломле­
ния МН- и БМЗ-волн остаются конечными в резонансной области 
(см. формулу (5.2.3.6)), причем становится возможным появление 
плазменной волны. Дисперсия колебаний при <»» нормальна, 
а при «£> может быть как нормальной, так и аномальной 
(при [ Шде| <  0)”> <  2| 0)де|).

§ 5.3. Затухание высокочастотных электромагнитных волн 
в магнитоактивной плазме

5.3.1. Электронное циклотронное затухание необыкновенной 
волны в горячей плазме малой плотности. Перейдем к исследова­
нию затухания электромагнитных волн, обусловленного их вза­
имодействием с резонансными частицами. Рассмотрим сначала 
поглощение необыкновенной волны, частота которой близка
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к электронной циклотронной частоте *). Плотность плазмы будем 
считать достаточно малой, а именно, предположим, что вклад 
8efy, вносимый электронами в тензор диэлектрической проницае­
мости плазмы, значительно меньше единицы. В этом случае по­
казатель преломления электромагнитных волн близок к единице, и 
наличие плазмы приводит лишь к незначительному изменению 
его вещественной части и к появлению слабого циклотронного за­
тухания.

Так как ш/кя&с, то в выражениях (5.2.2.3) для компонент тензо­
ра 8,.. величины хе ~  (v,, Jc)2 и 1/г® ~ v j c  (п^=—1) значительно мень­
ше единицы. Поэтому можно разложить функции ехр(—хе)1п(хе) 
в ряды по степеням хп и воспользоваться асимптотическим 
представлением функций w (z®), п=/= 1, при |z®| :>> 1. В результате 
мы получим следующие выражения для Зе, .:

где fie =  vjc==\/l'jmec2, z==(<a — \шВе\)1̂ 2к,,ие. Подставляя эти 
выражения в дисперсионное уравнение (5.2.2.5), найдем поправку 
к показателю преломления bQJ f  и коэффициент затухания * =  Im cjf 
для необыкновенной волны [28J

Мы видим, что величины Ъд/ f  и х при | z | ~  1 порядка <»ре/°0°>2- 
Форма контура лший поглощения симметрична относительно резо­
нансной частоты ев =  | о)£е | и определяется функцией ехр(—z2). Вы­
ражения (5 .3 .1 .3)  получены при выполнении условия |8еу |<^1, 
которое удовлетворяется при | z (-— 1 только для очень разрежен­
ной плазмы, когда

(5.3.1.1)
I §S13 I ~  I 5s23 I ~  I 8sll I

о/ f 1 ~f- Sof f  -J~ ix, (5.3.1.2)
где

z

exp (—z2) \ exp t2dt,
(5.3.1.3)

(5.3.1.4)

*) На существование сильного поглощения при электронном цикло­
тронном резонансе было впервые указано Силвнъш [31].
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Поправки к показателю преломления обыкновенной волны 
в 1/(Зе раз меньше о о//5 и х для необыкновенной волны. Это связано 
с тем, что обыкновенная волна (в отличие от необыкновенной) 
слабо взаимодействует с электронами, так как направления вра­
щения вектора напряженности электрического поля последней и 
электронов в магнитном поле JB0 противоположны, а направления 
вращения вектора напряженности электрического поля необык­
новенной волны и электронов в поле В 0 одинаковы.

5 .3 .2 . Электронное циклотронное поглощение медленной не­
обыкновенной волны и обыкновенной волны в плазме большой 
плотности. Рассмотрим теперь электронный циклотронный резо­
нанс в плазме с большой плотностью, когда выполняется нера­
венство, противоположное (5.3.1.4), а именно

р > 1 .  (5.3.2.1)

Будем считать, что для рассматриваемых волн кре <§: 1 и 
[z®|̂ >. 1. Тогда показатели преломления электромагнитных волн 
определяются выражениями (5.1.1.9) или (5.1.4.1), полученными 
для холодной плазмы. Как видно из рис. 5.1.2 и 5.1.3, в этом слу­
чае кривые (в=ши) (к, 0) (/=2, 3), характеризующие дисперсию 
МН- и О-волн, могут пересекать прямую со= |(ояе|- Однако при приб­
лижении частоты к | о)де | неравенство

" > 1 ,
V2V

при выполнении которого получено выражение (5.1.4.1), нару­
шается, и в области [z | ^  1 необходимо кинетическое рассмот­
рение.

При \z | ^  1 антиэрмитовы слагаемые в тензоре e(j. порядка 
эрмитовых. Поэтому, казалось бы, в данной области МН-и О-волны 
должны сильно затухать. Однако, как будет показано ниже, их 
затухание остается слабым и при |z| ^  1, за исключением тех 
случаев, когда угол б между волновым вектором к и магнитным 
полем В0 близок к нулю или к 1/2л.

Исследуем более подробно поведение собственных частот ш== 
=  (о'  ̂ (к, 0) и показателей преломления о/ f  ( ш) МН- и О-волн 
в области циклотронного резонанса ш ^  |ш£е| в плотной плазме. 
Предполагая по-прежнему, что

1^1 =
О) ---- Д соВа >>1 1),
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получим из (5.2.2.3) следующие выражения для компонент тен­
зора ef

s n =  to -f -  1 —  i/4q, e22 =  io +  1 —  гМ  ~  2 ia,

si2 = 0 — Viiq ■
q sin2 0
^2 cos 0

, =  l - ? +  < 

Pe< # z [ l  + t\ /«Z W  (Z)"J,

I =  — fe2» =  J/W tg  9 [ !  +  i (z)].

(5.3.2.2)

где

■ = n
“"pe
°Se

^23eo>^ cos 0
причем величина z может принимать произвольные значения.

Будем предполагать, в соответствии с неравенством (5.3.2.1), 
что J о | 1. Тогда при q ^  1 имеем еи  ~  е22 ~  е12 ~  о и е33 ~
— е13 — s23 ~  1. Подставляя выражения (5.3.2.2) в дисперсион­
ное уравнение (5.2.2.5), можно убедиться, что члены порядка а2 
в коэффициентах В ж С взаимно сокращаются; сохраняя в коэф­
фициентах А, В ж С члены порядка а и порядка единицы, пред­
ставим это уравнение в виде

Л =  гаЛ0 —{— Лг —f— isjnzw (z) Л2 =  0, (5.3.2.3)
где

Л0 =  sin2 0<#* -  (2 +  sin2 9 -  2q) <#2 - f  (1 -  q) (2 -  q), (5.3.2.4)

Л , =  LI -  <7(1 +  V4 s b 2 9)] < # 4 -  t(l  -  q) (1 -  Vrf) (1 +  cos2 0) +

-f- (1 — 1l2q) (1 +  ?) sin2 0 — 1!iq2 tg2 9 (1 -f- cos2 0)] off'2 -f-
+  (1 — ff) (1 — Vrf) — V-tf2 (2 — g) tg2 9,

Л2 =  g sin2 6q/J/°4 — [g (1 — г/2д) sin2 9 -f-
+  1Uq2 tg2 0(1 +  °os2 0)] gIf2 — 1l2q2 (2 — q) tg2 9.

(5.3.2.5)

В уравнении (5.3.2.3) в нулевом приближении (а^-оо), пред­
полагая, что <Ж2<̂ \а\, можно пренебречь слагаемыми Л, и
i  \/tzzw (z) Л2. В результате мы получим следующие выражения для 
показателей преломления обыкновенной off =  off_ и медленной не­
обыкновенной г//1 =  o/f+ волн [18]:

1
в/П sin2 0T ift1 + 1/2sin20 — q ±

±  V(1 +  V2 sin2 0 — q f — (1 — q)(2 — q) sin2 0]. (5.3.2.6)
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Найденные выражения для o/f\ совпадают с соотношениями
(5.1.4.1) для квадратов показателей преломления электромагнит­
ных волн в холодной плазме, если в них положить <о=|шде|. 
Это связано с тем, что и в кинетическом, и в гидродинамическом 
приближениях использовались неравенства | о | ^> 1 и | о | PJ f 2, 
выражения же для е33, е13 и s23 в нулевое приближение не вошли.

Из формулы (5.3.2.6) следует, что 0 только при q <С 1,
a off \ >  0 только при q <С 2, т. е. МН-волна может распростра­
няться при q < 2 ,  а О-волна — при q <  I.

Сохраняя в дисперсионном уравнении (5.3.2.3) только члены 
порядка единицы, мы положим, что

o f f  —  o f f  ± ± -f- ix± (5 .3 .2  7)

где 8off± и х± значительно меньше off+■ Как нетрудно показать’

У 1 qefl’+ (2 sin2 0 е^| — 2 +  2g — sin2 (

x +  _  Y ~ ________________________ l e C O s  f l A j ________________________

geT± (2 sin a 0 c T l  — 2 +  2q — sin2 0)

(5 .3 .2 .8 )  

f ( z ) ,  (5 .3 .2 .9 )

где

<P (z) =  Ai 

/(*)

exp (—z2) J  exp (i2) dt

exp (—22)

A^sjnz,

I W (*) I'2 ^2pee ’̂±to cos 0

(5 .3 .2 .1 0 )

Если 0 ~  1, q ~  1, то при |z| ^  1 имеем (# ± ~  1, §g/T± ~  Pe 
и x+ ~  Pe> т- e- Действительно в плотной плазме циклотронное 
затухание МН- и О-волн мало. Контур линии поглощения, опре­
деляемый (5.3.2.10), симметричен относительно электронной цик­
лотронной частоты а)Ь=|(оДе|. График функции / (z) показан на 
рис. 5.3.1. Ширина контура линий поглощения порядка Дш ~
— <»• Затухание О-волны оказывается обычно на порядок
меньше затухания МН-волны из-за численной малости вели­
чины Av входящей в (5.3.2.9) [30].

При приближении угла 0 к нулю показатель преломления 
О-волны остается конечным, аМ>2_=1  — 1/2д, а коэффициент зату­
хания стремится к нулю

■У 1  _М 1
тс 1 — q G / P _ .

* )  Выражение (5.3.2.9) было получено в работе [291 и (при 
в работе [30].

<^1)
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Показатель проломления? МI I -волны и ее коэффициент затуха­
ния при 0 -> О увеличиваются:

т. q (0 < 1).

(5.3.2.11)

(5.3.2.12)

fh)

Однако этими выражениями можно пользоваться, если угол 
0 не слишком мал, а именно должно выполняться условие х+ a//J+ 

или off+<^\o\, т. е. 03> р е(д ~ 1 ) .
Если угол б настолько близок к нулю, 

что 03^ р е, то, как видно из дисперсионного 
уравнения (5.3.2.3), off2 ~  ia, т. е. при|г|;^1

R e e ^ ~ * ~ P ^ * > l .  (5.3.2.13)

При |z|<̂  l дисперсионное уравнение для 
МН-волны имеет вид ©У2 =  га. Отсюда при 
|г|<^1 получаем [31]

^ 3  +  г / ]  f  л  “ i
2 \Г 2 с о)-off (5.3.2.14)

Рис. 5 .3 .1 . График 
функции / (z). Таким образом, медленная необыкновенная 

волна при почти продольном распространении 
(93^Ре) сильно затухает, если | z| ^ l. 

В этом случае электромагнитная волна проникает в плазму на 
глубину порядка

18 = Im fc (5.3.2.15)

иными словами, область частот вблизи циклотронного резонанса 
при 03^ Р е является областью аномального скин-эффекта. Условие 
| z [ ^  1 выполняется при

"в% ( Уе X
V с I шВе I / < 1 -

В области частот, где | z | !>  1, плазма прозрачна для МН-волны, 
частота которой меньше |шДв|, а коэффициент ее циклотронного 
затухания экспоненциально мал

* =  V l T a ^ eXP (- -z2) (Z:
"Be (5.3.2.16)
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где off — показатель преломления МН-волны

G/T2

В промежуточном случае, когда с ~  ~  1 и (z | 

 ------ р------1 ~ 1 , электромагнитные волны сильно затухают:

I m < # ~ R e < # ~ - ^ | - ~ l .  (5.3.2.17)

5 .3 .3 . Электронный циклотронный резонанс на кратных гар­
мониках и электронное черенковское затухание высокочастотных 
волн. Если частоты волн близки к а>=ге|а>де|> п —2, 3, . . ., то 
становится существенным бесстолкновительное циклотронное за­
тухание, обусловленное поглощением энергии этих волн резо­
нансными электронами при нормальном эффекте Доплера.

Быстрая магнитозвуковая и медленная необыкновенная волны 
могут иметь фазовую скорость, значительно меньшую скорости 
света; поэтому они способны эффективно взаимодействовать с быст­
рыми электронами при черенковском резонансе и при циклотрон­
ном резонансе в условиях аномального эффекта Доплера. Следова­
тельно, в данном случае может оказаться существенным черен­
ковское поглощение этих волн и их циклотронное поглощение 
при аномальном эффекте Доплера.

Мы выведем здесь выражения для коэффициентов черенков- 
ского и циклотронного затухания высокочастотных волн (О-, МН-, 
БН- и БМЗ-ветвей) для случая, когда выполняются условия при­
менимости гидродинамического приближения, т. е. при х0=  
=&!рв <€ 1 и 1*21 > 1 ,  и =0, + 1 . Тогда компоненты тензора е{ . 
имеют вид

(5.3.3.1)

где

(5.3.3.2)

” У'23е^ ш  COS 0 ’ Хе \ шВе / ’

"  — ге|шВе| .. / kve sin fl\2 
/ 7 л ---I “ I !

15 Под ред. А. И. Ахиезера
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здесь индекс суммирования и индексы у г, и ав принимают зна­
чения 0, + 1 , +  2, . . .

Величины ех, е2 и е3 определяются гидродинамическими выра­
жениями (5.1.1.6), в которых следует оставить только электрон­
ные члены.

Учитывая, что величины оп в (5.3.3.1) малы по сравнению с elt 
s2, s3, найдем из дисперсионного уравнения, что в нулевом при­
ближении ( оп 0) показатели преломления определяются выра­
жениями (5.1.4.1), справедливыми для холодной плазмы. В сле­
дующем приближении, учитывая члены порядка оя, находим длят 
коэффициента затухания x=Im  о/ f  соотношение

П ~ — СО

где
____ s in 2 веГ* — е3 (1 +  COS2 в) 0^2 _|_ 2 (ех — е2) (е3 — ^ 2  siIt2

*п °» 2 С +  В сГ 2

C0S2 0е Г *  —  ех (1 +  C O S2 0) +  4  — г\
*° 2С +  ВеГ*

(5.3.3.3)

(5.3.3.4)

(5.3.3.5)

В =  —е^з (1 -f- cos2 9) — (ef — е|) sin2 9, С =  e3 (e2 — e|),

- j ^  м3е|и*| e _ 1 _ ^ L
' I  —  to2 —  a)|0 ’ 2 —  и ( w2 _  ’ S3 —  to2

Если со я й  n | соде | (n ^  2) и o f f  ~  1 ,  t o  ks ~  а яР|и_3 exp (— z 2) ,  при­
чем коэффициенты ав очень быстро (как 1 ]п !) убывают с ростом п. 
Форма линии поглощения определяется в этом случае функцией 
ехр (— z * ) .

Если О) 2 I Ш/;е | и q / f  ~  1 ,  то х 2 ~  рс , т. е. коэффициент 
затухания в этом случае порядка коэффициента затухания в плот­
ной плазме МН- и О-волн с частотой со=|соВе| (см. (5.3.2.9)).

Несмотря на быстрое убывание коэффициента затухания
(5.3.3.4) с ростом п, в высокотемпературной плазме циклотронное 
затухание может значительно превосходить затухание за счет ку- 
лоновских столкновений хс ~  v/ш. Например, при п0 ~  1013 см~3, 
Те ~  107 °К и со ~  1011 сек-1 получим )3| л* 2-10~3, — 2 -10-7, 
xi ~  *2 ~  Ре — 0,05, х3 ~ 3 - 1 0 _6, х4 — 4-10-8; иными словами, 
для первых трех гармоник циклотронное затухание значительно 
больше столкновительного, а затухание на четвертой гармонике 
сравнимо с ним.

Коэффициенты затухания обусловленные электронным цик­
лотронным резонансом при аномальном эффекте Доплера (п — 
= —1, —2, —3, . . .), и коэффициент черенковского поглощения
(5.3.3.5) экспоненциально малы, так как | z j > l  (п=0, —1, 

2 , . . .) .
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5.3 .4 . Затухание волн вблизи плазменных резонансов. При
приближении частоты волны к частоте плазменного резонанса 
ц/Л 7=1, 2, показатели преломления БМЗ- и МН-волн и их 
коэффициенты затухания быстро возрастают:

sin2 0о̂ 2 / , п . 
— w -----  (Wv4 0),
COS2 0e/P2

iS' (п =  0),
(5.3.4.1)

где о№г — —В'1А0, а коэффициенты В '=  5  (ш) I (л и А0 опреде-
I 00

ляются формулами (5 .2 .3 .4) .  Приведенными выражениями можно 
пользоваться только при о//'4 <€ l/f(2. Если это неравенство не вы­
полняется, то показатели преломления электромагнитных волн 
в окрестности частот coW) определяются формулой (5 .2 .3 .9) .

Коэффициенты затухания волн с такими показателями пре­
ломления нетрудно получить, принимая во внимание, что off2 >̂ 1, 
и поэтому антиэрмитовы члены в дисперсионном уравнении
(5.2.2.5) нужно учитывать только в коэффициенте А. Сохраняя 
в выражении для А, определяемом формулой (5.2.2.7), члены 
порядка хе и 1 lz\ (и=0, + 1 , + 2), получим

А =  А0 — §\off%Ax -)- 2 to0 cos2 9 -J- 2  2ioB sin2 9, (5 .3 .4 .2)
п-фО

где Ах задается (5.2.3.3). Коэффициенты В ж С в (5.2.2.5) должны 
заменяться их гидродинамическими выражениями В' и С'. Тогда 
для коэффициентов затухания получим [29, 33]

*п ~  -ЩАгеАП _  Ао
COS2 0 

Щ А ^ - А й
(5.3.4.3)

При удалении от резонансной точки ш=о)^) (0) в сторону 
уменьшения с#2 (т. е. при переходе к гидродинамическим участ­
кам БМЗ- и МН-ветвей) в области (32<#2 <̂ г \А0\ в знаменателях 
этих выражений можно пренебречь членом с и тогда они при­
нимают прежний вид (5.3.4.1).

В области |40| ^  р2 имеем — 1/ре> и если |zB| ^  1 (ге=3, 
4, . . .), то для коэффициентов циклотронного затухания (см.
(5.3.4.3)) находим

(п =  3, 4, . . . ) .  (5.3.4.4)

Сравнивая это выражение с коэффициентом затухания волн 
В нерезонансной области, где vPb — с и y.fl ~  [32я-3, получим, что при



ш =  (0) =  п | о)£е | затухание увеличивается в 1 раз (п ^  3). 
В частности, при ш =  =  3 |ю£в| коэффициент затухания МН 
волны в раз больше коэффициента затухания волн с г?р11 — с
При О) =  | Ш£„ | И О) =  2 | (Оде |.

Для плазменной волны off*»  А01$%А1 и выражения ( 5 ,3.4.3) при­
нимают вид [18, 29, 33]

х = о  sin2 0/А, (п=^= 0), j
м (5.3.4.4')

хо=  °о cos2 0/Лп. J

Коэффициенты затухания МН-волны (в области, где она пере­
ходит в электростатические плазменные колебания, см. рис. 5.2.2), 
определяемые формулами (5.3.4.4'), значительно больше коэффи­
циентов затухания этой волны при ш=о)^). При дальнейшем 
удалении от резонансной точки коэффициент черенковского зату­
хания становится порядка показателя преломления; в самом 
деле, при |ш — ю^’ 1 ~  ш имеем А0 ~ 1 ,  c# ~  clve, z0 ~  1 и 
х0 ~  c/ve, т. е. плазменная волна затухает на расстоянии порядка

' (!>ре •
Формулы (5.3.4.3) для хк и выражение (5.2.3.7) для J f  полу-

м —  2|
чены при условии | z21
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> 1  и тогда коэффициент
V2pe®f’co cos О

затухания х2 экспоненциально мал х2 — exp (—z|). При прибли­
жении частоты волны к 2 |о)де| циклотронное затухание стано­
вится очень сильным, если при этом частота ш близка к частоте 
плазменного резонанса (0). Последний случай требует особого 
исследования. Поэтому рассмотрим такой двойной резонанс (юда 
я* (Um1 (6) л* 2 |о)Де |) подробнее.

Предполагая по-прежнему, что хе 1 и z * > l  (п 2), най­
дем, что коэффициент А в дисперсионном уравнении равен

А =  Ап +  i >/2S - 5 -  w (z),

где
о) -  2 1 (оВе I

\/2(Зе&Гм cos 0

Учитывая это выражение для А и пренебрегая в дисперсион­
ном уравнении (5.2.2.5) малым членом Ст-С', найдем, что в об­
ласти двойного резонанса оно имеет вид [29]

A0.+  t s } 2 ^ ^ ^ ^ . w ( z )
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Отсюда находим, что при ш=о>й,= 2  |шВе |, точнее, при |z| 1 
и \А0\ <  показатель преломления определяется выражением

=  - Ц Д  (*1 ^ J L- 4 - V /a, (5.3.4.6)
2 \Ре 2̂л sin4 0 “ре )

Если |/1э| PeQ/V" и | *|<1, то но порядку величины R et#  и 
In i(#  также определяются выражением (5.3.4.6), т. е.

R e < #  Im off -

Таким образом, если частота волны близка к 2 | шВе | и к частоте 
плазменного резонанса (0), то волна из-за сильного затухания 
распространяться не может и проникает в плазму только на 
глубину

8. =  ( c 4 ) 1A/°w (5-3.4.7)

Подведем краткие итоги исследования затухания высокочас­
тотных (электронных) электромагнитных волн в бесстолкнови­
тельной магнитоактивной плазме. Это затухание обусловлено 
взаимодействием волн с резонансными электронами. Как в разре­
женной, так и в плотной плазме затухание электромагнитных 
волн в условиях электронных циклотронных резонансов ш=п о>Ве 
(п = 2, 3, . . .) очень мало. Исключениями являются лишь случаи 
циклотронного резонанса на основной частоте <а=|соВе| в плотной 
плазме при продольном (или почти продольном, 0 очень мало) 
распространении и в плазме с промежуточным значением плот­
ности, когда ш̂ /шде — |Зв, а также случай двойного резонанса 
ш =  2 1 о)Яе | =  о>£> (0).

Черенковское затухание рассматриваемых волн экспонен­
циально мало, за исключением области коротких волн кае 1 
для плазменных (электростатических) ветвей колебаний.

§ 5 .4 . Поглощение альвеновской и быстрой магнитозвуковой волн

5 .4 .1 . Черенковское поглощение альвеновской и быстрой маг­
нитозвуковой волн в плазме низкого давления. Фазовые скорости 
низкочастотных А- и БМЗ-волн в достаточно плотной плазме 
значительно меньше скорости света, и поэтому сами волны могут 
эффективно взаимодействовать с электронами плазмы в условиях 
черенковского резонанса.

В п. 5.1.5 были получены выражения для показателей прелом­
ления и ̂ частот А- и БМЗ-волн (см. (5.1.5.1) и (5.1.5.3)) в случае 
холодной плазмы, для которой фазовые скорости этих волн зна­
чительно больше тепловой скорости электронов. В  области частот
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о) ^  «si фазовые скорости обеих волн порядка Уд и условие 
уА ve выполняется, если

В действительности слабозатухающие А- и БМЗ-волны с пока­
зателем преломления (5.1.5.1) и частотой (5.1.5.3) существуют 
в плазме при значительно более слабых ограничениях, чем
(5.4.1.1), а именно, при выполнении условий vAT̂>vi и уА 
(у.8 =  \jTJmJ, т. е. при

Для плазмы с газокинетическим давлением, значительно мень­
шим магнитного Щ/8 тс, фазовая скорость низкочастотных волн 
может быть порядка тепловой скорости электронов и даже зна­
чительно меньше нее. В этом случае число резонансных электро­
нов велико, но тем не менее затухание обеих волн остается слабым.

Найдем частоты и коэффициенты затухания А- и БМЗ-волн 
в плазме малого давления. Будем считать, что длина волны в на­
правлении, перпендикулярном магнитному полю, значительно 
больше ларморовского радиуса ионов (и электронов) с тепловой 
скоростью, т. е. кхра <^1, и фазовая скорость волны значительно 
больше тепловой скорости ионов и скорости звука. В этом случае 
имеем

£е ее; 8nnQTJBl < (5.4.1.1)

S =  8«»0 (2’, +  r 1)/Bg< 1. (5.4.1.2)

(i) • —

:33=  kWsCOS2e (*)],

(5.4.1.3)

iL— C l+ i^ z u ;* * ) ] ,

e, =  —i ctg 9 [1 + 1 \Jn zw (z)],
В  i

где

V2 !we cos 0 V2^ee^’ cos6

Отметим, что величины ■г1 и е2 совпадают с соответствующими 
в ы р а ж е н и я м и  В гидродинамическом приближении. Подставляя
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представим его в виде
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Сохраняя в этом уравнении в нулевом приближении (т. е. при 
е33 -> оо) наибольшие слагаемые порядка е33е2 и e:J3s2, получим

Отсюда для с#2 и ш (к, 0) следуют выражения (5.1.5.1) и (5.1.5.3), 
полученные выше при более жестком, чем (5.4.1.2), ограничении
(5.4.1.1).

В следующем приближении, сохраняя в дисперсионном урав­
нении (5.4.1.4) члены порядка slG/|/34 и е2> 2<#а» получим для коэф­
фициента электронного черенковского затухания х=1ш Р//3= х е 
[33] выражение

-J- (2e12s23 cos б sin 0 — s|3 cos2 б — (е2 — s|) sin2 6) o/f2\ X
X  [ ( 1  +  c o s 2 0 ) e l(#  -  2 q/ P  c o s 2 0 ] " 1,

Исследуем его применительно к коэффициентам затухания А- 
и БМЗ-волн в некоторых частных случаях.

а) В области высоких частот (oBi <о [ шВе [ (напомним, что 
в этой области БМЗ-волны называются свистящими атмосфери- 
ками) из (5.4.1.5) получим

е 33 [CO S2 б , # 4 —  ( 1  +  cos2 9) ( # 2 +  —  ®|] +  е 1 Sin2 б ( # 4 +

+  [ 2 s 12s 23 c o s  б sin б — (®2 2 833 +  еУ  cos2 б —
— (sf — в2) sin2 6] <#2 +  S22s338! +  eis|3 =  °- (5.4.1.■4)

cos2 Ы 1 -  (1 +  cos2 б) <#2 +  е2 — е2 =  0.

хе =  у  Im [Sjc#4 sin2 б +  е33е '2 (ех —  с # 2 cos2 б) +

или
_те exp (—z2) w|i

* е 4 raj z _ tg2 6 (Sj — (# 2 cos2 6) -f-

LsiC#  (1 +  cos2 6)---

— 2c# 3 cos26|-1. (5.4.1.5)

где о/ f  =  u)pe/̂/u) | tDge | cos 9 — показатель преломления свистящего 
атмосферика и

Эта функция быстро убывает с ростом z (рис. 5.4.1).
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В области малых фазовых скоростей (z <  1) ф (г) да 1 /г и 
коэффициент затухания свиста равен

xe =  V,1/87c s in 2 6/cpe( # , (5.4.1.8)

ГДе Ре — VJ I | — ларморовский радиус электронов.
В области больших фазовых скоростей (z 1) черенковское

затухание свистов 
мало [35, 36]:

, =  V2
sin 2 (

Be

экспоненциально 

-z3 ехр (—-z2) q4̂ .

(5.4.1.9)

Рис. 5 .4 .1 . График функ­
ции <р (г).

б) В области частот со ^  wBi фазо­
вая скорость обеих волн равна по по­
рядку величины va (за исключением 
области циклотронного резонанса для 
А-ветви) и при 1 me/mi, т. е.
при vA ^  ve имеем

— - ^  =  ] / ^ > .- ^ < 1 .  (5.4.1.10)оЛГ mi v. f mi и» ^  ' '

в) Для альвеновской ветви в области ионного циклотронного 
резонанса показатель преломления резко возрастает

С2 1 COS2 0
с#2; v2a 2 cos2 f Ei

— —  (со д а  ют ) ;

возрастает также и черенковское затухание

Vu m. , „ д СО
*е~ 1 Г т

где

<Pi (z) = z |l +  i V̂7c zw (z) |2 e x p  ̂ Z

(5.4.1.11)

(5.4/1.12)

Заметим, что при |z | <̂  1 и z 1 можно пользоваться соответ­
ственно выражениями

<Pj(z);^l/z, cpj (z) да 4z3 ехр (—z2).

Сравнение выражений (5.4.1.10) и (5.4.1.11) показывает, что 
при приближении частоты волны к шв1 декремент затухания
A-волны возрастает в  ̂j '' раз по сравнению с нерезонанс­
ными условиями.



г) Для магнитогидродинамических волн (о> а>В1) выражение
(5.4.1.5) сильно упрощается. Для альвеновской магнитогидроди­
намической волны с частотой a=kvд cos 6, имеем

—  =  1/-5- — — “Г" +  T------ -7==------ 75-1 ехр(—z2). (5.4.1.13)
е/У’ г 8 т х vA « Bi 11 - ) - г zu; (г) |2 J

Для быстрой магнитозвуковой волны (<o=feA) коэффициент зату­
хания определяется соотношением *)

1 / тс от. v. sin2 в , оч /с л и/\
: Г Т  лг7 "ST  cosT  вХ Р   ̂ ) '  ( 5 А 1 Л 4 )
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Отсюда следует, что альвеновская магнитогидродинамическая 
волна затухает значительно слабее (в а)2в1/соа раз), чем быстрая 
магнитозвуковая волна.

Отметим, что альвеновская магнитогидродинамическая волна 
слабо затухает даже в плазме большого давления (I — 1), когда 
ее фазовая скорость порядка тепловой скорости ионов; в этом 
случае распространение БМЗ-волны, а также А- и БМЗ-волн 
с частотами порядка шви становится вообще невозможным из-за 
сильного ионного черенковского затухания (см. [37]).

Формулы (5.4.1.13) и (5.4.1.14) неприменимы в области малых 
углов 02 (o/wBj. В этом случае затухание обеих магнитогидро­
динамических волн одинаково по порядку величины

xJN  ~  (mjnij) (vjvд) 92

и стремится к нулю при 0 -»• 0. Точные выражения для хе опреде­
ляются соотношениями [37]

При 02 ^>2(в/(йв1 они переходят в выражения (5.4.1.13) и
(5,4.1.14), если в последних устремить 0 к нулю.

5.4.2. Ионный циклотронный резонанс. Если частота БМЗ- 
волны близка к ионной циклотронной частоте или частоте, крат­
ной ей (ш <овь га=1 , 2 , . . .), то возникает циклотронное погло­
щение этой волны **).

) Формула (5 .4 .1 .1 4 ) была получена в [3 7 ] ; это выражение при z 1 
было получено также в [38, 3 9 ] , а при z >> 1 — в работе [3 9 ].

* ) Ионное циклотронное затухание было впервые рассмотрено в ра­
боте [4 0 ] для магнитогидродинамических волн (о> <oBi) при 0 = 0 ,  когда
декремент затухания экспоненциально мал, и в работе [4 3 ] в области силь­
ного затухания для А-ветви.



2 3 4  ГЛ . 5. КО Л ЕБА Н И Я П ЛА ЗМ Ы , Н А ХО ДЯЩ ЕЙ СЯ В  МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Частота A-волн меньше со  ̂(0) та <1)т, и поэтому их циклотрон­
ное поглощение становится существенным на краю полосы про 
зрачности при со co£i.

Будем по-прежнему считать давление плазмы малым, т. е. Е < 1 .
Тогда при /ср L «с 1 и ”в\

2̂ cos 0 1 (п =  0, + 1) тензор г.
определяется выражениями (5.4.1.3), в которых к еи и е22 надо 
добавить при шя^тод} малое слагаемое 2Ьп, а к е12 — слагае­
мое — 2а где

V -
тс га2

8 2Пп ! соkvl cos 0

СО

V̂2 to, cos 0

ж?-1 exp (—zl), (5.4.2.1)

_  (kVi sin 0 \2

Используя эти соотношения для тензора e(J, нетрудно получить 
следующее выражение для коэффициента затухания БМЗ-волны 
в условиях кратного ионного циклотронного резонанса [33]:

' (1 +  COS2 0) ^ 2  _  2 (ег — е2) 
° п 2  COS2 бе# ’3 —  £1 (1 +  COS2 0) a/V (5.4.2.2)

Контур линии поглощения БМЗ-волны в области ионного цикло­
тронного резонанса со ^  исод определяется функцией ехр(—z-), 
ширина линии поглощения равна Дсо/ш ~  vJvA <̂ ! 1. При | zn | ^  1 
имеем

~  (vilvAf n-3 -  (5.4.2,3)
где =  8-tmTJBl.

В частности, при со == 2<оВ1 имеем v-Jo/f — vJvA — %/к 
Затухание, определяемое (5.4.2.2), быстро убывает с ростом 

номера гармоники п и становится меньше электронного черенков- 
ского затухания, если иА ~  ие, уже для сравнительно небольших 
значений п, так что практически циклотронное затухание БМЗ- 
волн существенно только для первых гармоник.

Перейдем теперь к изучению ионного циклотронного резонанса 
на основной частоте со о>в1. В этом случае компонента е33 по- 
прежнему определяется (5.4.1.3), а остальные компоненты тен­
зора s.j равны

еп — ®22 =  2toi — V* K i K i ) 2.
е12 =  — 2 а., —  i3/4

г23 =  — « (®PiK i)2 I s12 ~h l' \/m zw (z) +  V21' s/й 4 W (Zi)] tg B, 
e]3 =  — Va K i K i ) 2 [1 +  i \ln ZjM? (z j]  tg 9,

(5.4.2.4)
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6J — ton: О)-----------------£i— z = —z=.— -------и величина о1 определяетсягде cog 0 , V2 fc|?e cog fl
выражением (5.4.2.1) при n =  1, умноженным на w(zx).

Учитывая, что |е331 :§> |su | — |е12\^2\oL\:p. |е231 | е1а|, мож­
но сохранить в дисперсионном уравнении (5.2.2.5) только наи­
большие члены, пропорциональные е33, и представить его в виде

cos2 Qq//34 —  eu (1 -J-  eos2 ®) gi f 2 ~f~ en ~b ei2 =  0. (5 .4 .2 .5)

Для БМЗ-волны о//'2 ~  c2/v| <€ |ец |; учитывая это, в нулевом 
приближении (|еи|-> оо) можно отбросить в (5.4.2.5) слагаемое 
cos2 0yf4. В результате мы получим для Р//'2 гидродинамическое 
выражение (5.1.5.8)

ЛРЧ --- _________ *
~~ УА 1 +  COs2 9 ‘

В следующем приближении, сохраняя в дисперсионном урав­
нении члены порядка (с/уА)4, найдем коэффициент циклотронного 
затухания БМЗ-волны при сода юв1 [33]:

cos 0 sin* 0 /(Zi)) (5.4.2.6)
*0 “ ^2тI (1 +  COS2 0)5/г VA

где функция /(zj) определяется формулой (5.3.2.10), т. е.

| W ( Z i )| 2 •

График функции f(z) был приведен выше (см. рис. 5.3.1).
При 6, не близком к 0 или 1/2к, x/o/f ~  vJ va ~  V̂ i ^  1- Сравни­

вая эту оценку с (5.4.2.3), находим, что по порядку величины 
затухание БМЗ-волны при ш да toBi и со да 2(ой1 одинаково.

Найдем теперь затухание А-ветви в области со да u>Bi (напом­
ним, что в этой области такая волна называется ионно-цикло­
тронной).

Показатель преломления альвеновской волны при со да coBi 
велик, а именно Р# 2 — еп — а,. Учитывая это, можно упростить 
дисперсионное уравнение (5.4.2.5), отбросив в нем сумму двух 
последних слагаемых efj-fe^, малую по сравнению с cos2 О--//'4 —
— и £llC# '2 — е2х; тогда имеем

cos2 6off1 — 2ia1 (1 -j- cos2 6) =  0. (5.4.2.7)

Отсюда находим, что при |zx| ;g> 1 показатель преломления 
A-волны определяется гидродинамическим выражением (5.1.5.6)

с2 1 +  cos2 0 ы 
г;̂  2 cos2 0 coBi — ш ’
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а коэффициент циклотронного затухания экспоненциально мал 
[41, 43]

*/<# =  1/2тс‘/г j | ехр (—zf), (5.4.2.8)

где

l Y ^ -------
1 \ <*> / V, (1 4 -  C0S2 %)4t ^

При приближении u> к величина \гг [ убывает и коэффи­
циент затухания (5.4.2.8) возрастает. В области |%|^1 затуха­
ние ионно-циклотронной волны становится настолько сильным, что 
ее распространение оказывается невозможным:

(5.4.2.Э)

При | Z] | <g! 1 можно получить точное выражение для off [33, 44]; 
имеем

^  =  jg  +  i  ( i/ |  P.3.lLd:.£os2fl)y/3 (5.4.2.10)
2 \Г 8 v̂ vl cosse ) у >

При Ы <  1 электромагнитное поле проникает в плазму на 
глубину порядка

8t =  (5.4.2.11)

В сильных магнитных полях и при больших плотностях плазмы 
скиновая глубина (5.4.2.11) очень .мала. Например, при щ  ~
— 1016 смГ3, В0 — 105 ас, Ti — 10е °К и mi ~  10-24 г получаем 
vA ~  10® см/сек, vi — 107 см/сек, шт ~  Ю9 l /сек и Sj ~  0,2 см.

Подведем итоги.
Слабозатухающие'низкочастотные волны (БМЗ-ветвь при 

<€ соВе и А-ветвь) существуют не только в плазме очень малого 
давления (va ve), когда электронное черенковское затухание 
экспоненциально мало, но и в плазме значительно большего дав­
ления (г/j, иа <€, ve). Коэффициент черенковского затухания 
обеих волн на электронах определяется в этом случае выражением
(5.4.1.5).

Ионное циклотронное затухание БМЗ-волны, определяемое
(5.4.2.2) при кратном резонансе и (5.4.2.6) при ш я* шв, всегда 
мало.

Ионное циклотронное затухание А-ветви при со =  wBi велико, 
и эта волна затухает на расстоянии порядка длины волны (см.
(5.4.2.11)).
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§ 5 . 5 .  Низкочастотные колебания горячей плазмы 
в магнитном поле

5.5 .1 . Продольные колебания плазмы с горячими электронами 
и холодными ионами. В двух предыдущих параграфах мы изучали 
влияние теплового движения электронов и ионов на затухание тех 
ветвей электромагнитных колебаний плазмы, которые суще­
ствуют и в холодной плазме, а также исследовали влияние тепло­
вого движения электронов на поведение показателей преломления 
вблизи высокочастотных плазменных резонансов.

Здесь и в следующих параграфах настоящей главы мы рас­
смотрим новые ветви колебаний магнитоактивной плазмы, возни­
кающие только благодаря конечной температуре электронов и 
ионов. Начнем с рассмотрения продольных колебаний плазмы 
с горячими электронами и холодными ионами Те >̂ Tv находя­
щейся в магнитном поле [45].

Как было показано в пп. 4.1.3 и 4.2.4, в такой плазме в отсут­
ствие внешнего магнитного поля возможно распространение слабо­
затухающих ионно-звуковых колебаний; закон дисперсии для них 
имеет вид

in =  ip (к) =  —— s —  (5.5.1.1)s w  s/l +  kWe K ’

Ясно, что если эта частота значительно больше ионной цикло­
тронной частоты u)Si, а длина волны значительно меньше лармо- 
ровского радиуса ионов pi=vV^Bi, то магнитное поле будет 
оказывать слабое влияние на такие колебания. Возникает поэтому 
вопрос, как изменятся ионно-звуковые колебания, если cos (к)
<  (oBi и ^  1?

Для решения этого вопроса обратимся к дисперсионному урав­
нению, описывающему продольные колебания плазмы в магнит­
ном поле:

A =  l - f 8 e , - f -  SSl =  0, (5.5.1.2)
где

8еа &2у2 1 +  i V'rc У . exp (- -x j  I n (xa) w (z“) (5.5.1.3)

Za =  —r=r
V2 kv„ COS 1

Предположим, что длина волны значительно больше ларморов- 
ского радиуса ионов и электронов, фазовая скорость волны много 
больше тепловой скорости ионов, но существенно меньше тепловой 
скорости электронов, частота колебаний не очень близка к ионной
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циклотронной частоте и значительно меньше электронной цик­
лотронной частоты, т. е. справедливы неравенства

=  (К?*? <  1 - vi <  I 0# »  К  уе> i ® — °>Я I >  L’i.
1шВе 1>М»

Тогда величины 8ее и 8е; имеют вид

8s V
' V

OSi = — COS2 0Q)“ i?i

и=0

(5.5.1.4)

(5.5.1.5)

ze =  «>/V2 ' V ’e> гп =  (ш~пшт)1\/2кйих. (5.5.1.6)

В выражении для 8ее мы учли только одно антиэрмитово слагае­
мое, ответственное за черенковское поглощение колебаний элек­
тронами, так как в соответствии с условием ju>Be| ^  ktve элек­
тронное циклотронное затухание рассматриваемых колебаний 
экспоненциально мало. В выражении для 8г4. не учтены экспонен­
циально малые члены, ответственные за циклотронное поглощение 
колебаний при аномальном эффекте Доплера.

Подставляя выражения (5.5.1.5) и (5.5.1.6) в дисперсионное 
уравнение (5.5.1.2), получим

1 + Ф + - ^ - 4 соз2° — т ^ ^ 0  +
Be п " s  "  ш ~  “ l i

9 о СО СО ---

Учитывая, что, согласно (5.5.1.4), «^/“ве Mpi/̂ 2£;s и пРе' 
небрегая малыми анизотропными слагаемыми, получим из дис­
персионного уравнения (5.5.1.7) следующие выражения для частот 
продольных колебаний сильно неизотермической плазмы с горя­
чими электронами и холодными ионами:

0)2 (k, 0) =  V* К  +  «4) ±  7* V K  +  ®!i)2 -  4o)Hi cos2 0, (5.5.1.8) 
где u)s (A:) определяется (5.5.1.1).
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Таким образом, в плазме, находящейся в магнитном поле, 
имеются две ветви продольных низкочастотных колебаний 
вместо одной ветви ионно-звуковых колебаний, существующих 
в отсутствие магнитного поля. »

Из последнего соотношения следует, что при к 0 меньшая 
из частот стремится к значению

ш (к, 0) =  k̂ Vg =  kvs cos 9, (5.5.1.9)

а большая — к значению

„ ( M J ^ ^ l + ^ f f ^ ) .  (5 .5 .1 .1 0 )

т. е. стремится к ионной циклотронной частоте.
При к —> со (кае >̂ 1) частоты, определяемые (5.5.1.8), стре­

мятся к предельным значениям

ю|(0) =  у 2 (<4i +  <40 ± 1/2 \/K>i + t4 i ) 2 — 4c0piU>!i COS20]. (5 .5 .1 .11)

Зависимость этих частот от величины волнового вектора пока­
зана на рис. 5.5.1.

Выражения (5.5.1.11) получены при условии А:2р|<^1, и по­
этому ими можно пользоваться при (Ti/Te) (u)pi/coBi)2 <gi; 1. Если 
o>pj (oBj , то последнее условие"может™не^выполняться, соотно­
шения (5.5.1.11) становятся неприменимыми и выражения (5.5.1.8) 
пригодны только в области 
длинных волн кае 1. За­
висимость частот, опреде­
ляемых (5.5.1.8), от вели­
чины волнового вектора 
в этом случае изображена 
на рис. 5.5.2. Большая 
частота при kvs oj b1 (но 
кае <€ 1) совпадает с час­
тотой звуковых колебаний 
в отсутствие магнитного 
поля, т. е.

w(k) =  kvs, (5 .5 .1 .12)

а меньшая определяется 
выражением

(в (к, 9) =  o)Bi cos 9.
(5.5.1.13)

При к -*• 0 (куg mBi) большая из частот (5.5.1.8) стремится 
к швь а в плотной плазме (o>pi >̂ coBi) в области кае < 1 и Ь 8>  шВ1 
частота этих колебаний совпадает с частотой звука в плазме в

Рис. 5 .5 .1 , Зависимость частот быстрых 
и медленных звуковых (циклотронно-зву­
ковых и медленных магнитозвуковых) ко­

лебаний неизотермической плазмы 
(Тв ^> Т j) от величины волнового вектора.



240 ГЛ . 5. К О Л ЕБА Н И Я П ЛА ЗМ Ы , Н АХОДЯЩ ЕЙ СЯ В  МАГНИТНОМ ПОЛЕ

отсутствие магнитного поля, поэтому данную ветвь можно назвать 
циклотронно-звуковой (ЦЗ).

Поскольку (5.5.1.9) отличается от (5.5.1.12) для частоты ионно­
звуковых колебаний в отсутствие магнитного поля тем, что мно­
житель к заменен на kt = к  cos 0, колебания с частотой (5.5.1.12) 
называют замагниченным звуком (33-колебаниями), а колебания 
с меньшей из частот (5.5.1.8) — замагниченными звуковыми или 
медленными магнитозвуковыми (ММЗ) колебаниями', отметим, что
(5.5.1.12) совпадает с выражением для частоты медленных магни­

тозвуковых магнитогидродина­
мических волн в приближении 
магнитной гидродинамики, если 
считать колебания изотермиче­
скими и пренебрегать vl по 
сравнению с v\.

Фазовая скорость колебаний 
с большей из частот (5.5.1.8) 
больше фазовой скорости волны 
с меньшей из частот, опреде­
ленных тем же выражением, и 
поэтому эти ветви естественно 
называть быстрыми (БЗ) и мед­
ленными (М3) звуковыми коле­
баниями.

Найдем теперь затухание БЗ- 
и МЗ-колебаний. Учитывая ма­

лые антиэрмитовы слагаемые в дисперсионном уравнении (5.5.1.7), 
получим следующее выражение для декремента затухания этих 
колебаний: СО

(5.5.1.14)

Рис. 5 .5 .2 . Зависимость частот бы­
стрых и медленных звуковых коле­
баний от величины волнового век­
тора в области длинных волн 

(kae <$ 1).

: Te-f -2r„>
где

Vtc (ы2 - olt)2
цго k2vl

1п'~
'Ik

: тг

:(Ш2

(»2- o>Si)2 Xi .
i..? 2”п ! 2,1 ( Z:‘А•qu)k i>j

- cos2 0/o>* -|- sin2

(5 .5 .1 .15)

(5 .5 ,1 .16)

В последних двух выражениях следует положить со=ш+ для 
БЗ- и <0=  (о_ для МЗ-колебаний. Для декремента затухания у,,, 
обусловленного черенковским поглощением звуковых колебаний 
электронами, при со ~  kvs — cofii имеем т/со ~  sjme/mi.

Декремент затухания у0, связанный с черенковским поглоще­
нием звуковых колебаний и декремент затухания связанный
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с циклотронным поглощением колебаний ионами на основной 
гармонике, экспоненциально малы, но поскольку при а> ~  kvs ~  
~  а)В1 величины z| ~  (Те1Т\) (га шт /ш — I)3 (га=0, 1) не очень 
велики по сравнению с единицей, то эти члены могут оказаться 
сравнимыми с уе. Особенно возрастает декремент затухания 
циклотронно-звуковой волны при 9 -> 0 или при t»s, когда
частота этой волны (см. (5.5.1.10)) близка к wBi. Однако выраже­
ниями (5.5.1.10) и (5.5.1.16) для а) (к, 0) и г(1 можно пользоваться 
только при условии

1 sin2 9 1
ав\ 8 Тj cos 1 '(Iq

которое выполняется, если угол 0 не слишком близок к  нулю или 
величина ш8/шв1 не слишком мала, т. е. частота не очень близка 
к <от.

Декременты затухания ум (га ^  2) обусловлены циклотронным
резонансом ионов на частотах, 
эффекте Доплера. Так как  вы­
ражения уи пропорциональны 
малому параметру a%={kx pi)3”, 
то величины оказываются 
сравнимыми с уе только при 
«в да nu>Bi в области |z j  1.

Если частота волны задана, 
то показатель преломления (или 
волновой вектор) продольных 
звуковых колебаний опреде­
ляется выражением

кратных шдь при нормальном

&>Bl COS2 в
, (5.5.1.17)

Рис. 5.5.3. Зависимость показателей 
преломления быстрой и медленной 
звуковых волн от частоты о> в длин­

новолновой области (/га„ 1).

где e/fs =  c/v8.
Области прозрачности для 

этих волн определяются неравен­
ствами ев «од cos 9 либо ю ]> o>Bi.

График функции (5.5.1.17) 
показан на рис. 5.5.3.

В заключение выясним, при каких условиях можно пользо­
ваться приближенным уравнением для продольных колебаний 
А = 0 вместо точного уравнения

А +  В1а/Р +  С1а№* =  0.

Для этого необходимо, чтобы Bjo/f2' и С/с#4 были значительно 
меньше наибольших слагаемых, входящих в А. Полагая со ~

16 Под ред. А. И. Ахиезера



~ k vs — m/jb c o s  6 — sin в — 1 и используя (5.5.1.7), найдем, что 
тогда должно выполняться неравенство

% =  8тгn0TejB l ~  v\jv\ ~  0)|i//c2c2<  1, (5.5.1.18)

т. е. рассматриваемые ветви ЦЗ- и 33-колебаний являются чисто 
продольными только для достаточно коротких волн в плазме 
малого давления.

5 .5 .2 . Низкочастотные электромагнитные волны в плазме 
конечного давления при Те 7\. Если в плазме с горячими 
электронами и холодными ионами давление электронного газа 
сравнимо с магнитным давлением или превышает его (так что не­
равенство (5.5.1.18) не выполняется), то циклотронно-звуковые 
колебания и замагниченный звук уж е нельзя считать чисто про­
дольными. В этом случае необходимо исследовать полное диспер­
сионное уравнение (5.2.2.5).

При выполнении условий (5.5.1.4) дисперсионное уравнение
(5.2.2.5) можно представить в виде [46]

c o s 2 9 ( c o s 2 0 -  7J) < # • -  c o s 2 0 [2  - f  (1  —  7j) < # !]  gT 4 -
CO

— [q/Fa+(1 -}-cos2 0) <#;] =  lAe -|~ i 2  An, (5.5.2.1)

где 7] =  (<u/coBi)2 и
Ae =  \J n ze {2 c o s 2 0 sin2 0 ( c o s 2 0 — tj) ((#а/рЖ1) c#6 +

+  cos2 9 [2 sin2 0 (1 -  <#!/<#!) oJf\ +  (1 — Ti) 0*11 <#4 -
~  (1 +  cos20) а П с +  (# !(# !} , (5.5.2.2) 

An =  2ап1\ (1 — n) cos2 0 a) {cos2 0 sin2 0т)а/Р +

- ) -  c o s 2 0 [ 2  c o s 2 0 - f -  s i n 2 0 (2 r )  - f  2  \Jr\ - f -  1)/(t] -|- \f ̂ ) ]  p # a c # 4 —  

- [ s i n 20Qn + ( l  +  c o s ^ ) ^ ] ^ ! ^ 2— 2<#1^|/(1 (5.5.2.3)

входящая сюда величина on определяется (5.4.2.1).
Если пренебречь правой частью уравнения (5.5.2.1), т. е. 

электронным и ионным черенковским затуханием и ионным цик­
лотронным затуханием при нормальном эффекте Доплера, то та­
кое уравнение будет определять показатели преломления (или 
собственные частоты) трех волн: альвеновской, быстрой и медлен­
ной магнитозвуковых волн (это кубическое уравнение относи­
тельно <#2 при заданном ш и кубическое относительно а>2 при 
заданном к). Частоты перечисленных выше волн монотонно воз­
растают с увеличением волнового вектора к .

Зная o f f ,  нетрудно найти коэффициент затухания
СО

х =  хе +  2 * « -  (5.5.2.4)п~0
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где
(5 .5 .2 .5)D

*■ =  £ < #  (5-5-2 -6)

И
D =  6 cos2 6 (cos2 6 -  Tj) ^  -  4 cos2 в \ 2 J f l  +  (1 — т|) оУЦ ̂  +

- j -  2  [<#А +  (1 “Ь СО.Чг 0) o/fWo/fbQff1.
Исследуем дисперсионное уравнение (5.5.2.1) в некоторых 

предельных случаях.
а) В области низких частот со <€; шРЛ (или, что то же самое, 

в области длинных волн к -*■ 0) из (5.5.2.1) находим следующие 
выражения для частот альвеновской, быстрой и медленной магни­
тозвуковых волн [49]:

co =  ft,i?А, (5.5.2 .7)

w — kv±, (5.5.2.8)
гд е

v± =  */« (Л  +  vl) ± 7 2 \J(v% - f  vl)* — 4v\ ii  cos2 0- (5.5.2.9)

Заметим, что эти выражения для фазовых скоростей быстрой 
и медленной магнитозвуковых волн совпадают с выражениями 
для v± в магнитогидродинамическом приближении (причем под v s 
надо понимать скорость распространения изотермических коле­
баний).

Коэффициент электродного черенковского затухания магнито­
звуковых волн *е= х± определяется выражением [49]

*± _  ~1±__1 f  тс т в v%. +  2 cos2 в i4 (c o s20i;s — v%) (nf>9. 1П)
8  » ,  ( j , 2 ---- COS2 0 Vg) ( 2 f |  —  v \ .—  y | )

При yA ~  vs справедлива оценка у/со ~  \Jmelmi- Затухание аль­
веновской волны в этом случае оказывается значительно меньшим; 
а именно у/ш ~  (со/со̂ )2.

б) В области коротких длин волн к  -> оо наименьшее из трех 
решений, соответствующее ММЗ-ветви уравнения (5.5.2.1), стре­
мится к  предельному значению сов1 cos 0. В этой области показа­
тель преломления и частота определяются выражениями

с//?2___(2<̂ А + Sin2 8a^s) « Bi  (5.5.2.11)
COS2 04>j}i —  ш2

со (к, 0) =  cojjj cos 1 1 (2f| + sin20yA)
от 2 2 2ik̂ VAVs

(5.5.2.12)

16*
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Д ля плазмы малого давления (уа  vB) последние два соотно­
шения переходят в (5.5.1.13) и (5.5.1.17) для частоты продольных 
колебаний и показателя преломления.

Выражения для коэффициента затухания (5.5.2.5) и (5.5.2.6) 
ММЗ-волны в области коротких волн упрощаются:

е V̂TI sin20[2a^A'~п~ ze - 2еГ\еГ1 (1 +  sin2 6) +  a r t]

■■ a, cos®

o r !  (2.?r\  +  sin2 QeTi)

Sltl*
<̂ A (2eTA + sin2 0^1)'

(5.5.2.13)

(5.5.2.14)

В случае плазмы малого давления (<i j f s »  <jf t )  последние два 
соотношения соответствуют выражениям (5.5.1.15) и (5.5.1.16) для

декремента затухания про­
дольных ММЗ-колебаний.

Частоты двух других вет­
вей при к - у  оо стремятся 
к бесконечности ( ш :>> a>Si), 
Частота БМЗ-волны при 
к  -+ со приближается к ча­
стоте свиста (см. (5.1.4.7))

о) (к, б) =  cos О/Цц,
а частота А-волны • • к  частоте
звука

Рис. 5.5.4. Зависимость частот альве­
новской (А), быстрой (БМЗ) и медлен­
ной (ММЗ) магнитозвуковых волн в не­
изотермической плазме конечного давле­
ния от величины волнового вектора.

> (к) —  k v  s

Соотношение (5.5.2.13) для 
хе переходит в случае БМЗ- 
волны в выражение (5.4.1.8) 
для коэффициента затухания 
свиста, а в случае колеба­

ний с частотой u>=kv& соответствует формуле (5.5.1.15) для де­
кремента затухания продольных колебаний.

Таким образом, в области больших значений волнового век­
тора к  А-ветвь переходит в ЦЗ-ветвь, исследованную выше.

в) Частоты колебаний БМЗ- и А-ветвей могут совпадать с ион­
ной циклотронной частотой (рис. 5.5.4). Соответствующие значе­
ния волнового вектора к= к12 определяются из уравнения
cos2 0 sin2 0Q/̂ e 4 - 2 cos2 Oq/Za:# 4 —

-  W \  +  (1 +  cos2 0) aTi) в/ПвЛГ* +  с#1<#2 == О,

где<у^>= (# ’1,2—1ck i ' J  <&Bl. Следует, однако, отметить, что дляА-ветви 
при со - »  <од резко возрастает ионное циклотронное затухание и 
само дисперсионное уравнение (5.5.2.1) становится неприменимым
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в области, где нарушается условие | z11 —
ив\

2̂ к,.
2S> 1. Поэтому,

строго говоря, нельзя утверждать, что участки кривых для 
А-ветви при со >  и со <[ действительно относятся к  одной 
ветви колебаний; такое заключение можно было бы сделать, про­
следив за решениями диспер­
сионного уравнения в об­
ласти сильного затухания
| (0 — | < М -

г) В случае плазмы малого 
давления ( £0 < € 1 ,  o f f  а  < € < # s) 
нетрудно найти решения дис­
персионного уравнения и 
выяснить общую картину по­
ведения собственных частот 
колебаний сильно неизотер­
мической плазмы и зависи­
мость показателей преломле­
ния этих волн от частоты 
(см. рис. 5.5.4 и рис. 5.5.5).

Частота БМЗ-волны оп­
ределяется соотношением
(5.1.5.3), а ее показатель 
преломления — соотношением
(5.1.5.1), справедливым как 
в случае холодной плазмы, 
так и в рассматриваемом 
случае.

Частота колебаний А-ветви 
при к  <  й2 задается выра­
жением (5.1.5.3), а ее показатель преломления — выражением
(5.1.5.1), полученным для холодной плазмы, но применимым и в 
рассматриваемом случае. При 1с ̂ к 2 в  области | со — шт | ^  ktv] эти 
колебания сильно затухают (см. п. 5.4.2). При к> к%  зависимость 
о> (к, 6) для них определяется формулой (5.5.1.8) для частоты 
продольных ЦЗ-колебаний, которые в области kvs Sg> перехо­
дят в звуковые колебания с частотой u>=kvs. Показатель прелом­
ления ЦЗ-колебаний задается формулой (5.5.1.17). ММЗ-колеба- 
ния в плазме малого давления являются продольными и их частота 
определяется формулой (5.5.1.8), а показатель преломления — 
формулой (5.5.1.17).

Для значений к — к12, при которых 
Se 1 выражения

Рис. 5.5.5. Зависимость показателей 
преломления альвеновской, быстрой и 
медленной магнитозвуковых волн в не­
изотермической плазме конечного давле­

ния от частоты.

V.  v ' l  +  COS2 0
If 2 - 2 '

ш (к, 6) =  wBb получим при

шт ^  + cos2 ®
vAy a cos t) sin I
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д) Д ля плазмы высокого давления ( £е 1, i’a vs) также 
нетрудно получить выражения для собственных частот и показа­
телей преломления рассматриваемых колебаний. Учитывая нера­
венство o l f  к ^  o f f находим из (5.5.2.1) [47]

2

Pffz=.off%  , ■. (5.5.2.15)
S '  COS 0 шт  COS 0 +  <0 v ... >

Этим значениям o f f2 соответствуют частоты
ш (k) =  kvs, (5.5.2.16)

Ш (к, 0) =  1l2klvA(\Ji k b i j i o l i - ] -  kv&lwm), (5.5.2.17)

to (к, 0) =  7,/г „ vA (v/4 -f- №v\!u>m —киА/шт). (5.5.2.18)

В области частот ю о>Л1 при к =  к0, где к0 =  vs,n‘f>ilc-<»Bb про­
исходит пересечение графиков частоты звука (см. (5.5.2.16)) и 
частоты свиста (см. (5.5.2.17)). При к ш к 0 получим (50] вместо 
этого для со (к, 0) соотношение

<о(&,В) =  АУв(1+д)> (5.5.2.19)
где
д =  Vz (1 “  *э/*) (1 ± \/1 +'»))» V =  (s in2 0/cos 0) (a>Bilk0vs) к2/(к — kQ)2. 
Декремент затухания при к ^ к 0 определяется выражением [50]

Т =  7 яТо(1 + т = ) ,  (5.5.2.20)

где __
у0 =  \Л/2Л &Pe sin2 0 со (5.5.2.21)

— декремент затухания свиста, причем последнее выражение соот­
ветствует (5.4.1.8) для хе.

Графики функций ш (к, 0) и з//'2 (а>) для плазмы высокого дав­
ления, соответствующие формулам (5.5.2.15)—(5.5.2.19) приведены 
на рис. 5.5.6 и 5.5.7. На рис. 5.5.6 БМЗ-волна представляет собой 
звуковую (3) волну при к<^к0 и свист (С) при к к0. Альвенов­
ская ветвь делится на свист (при к<^к0) и звук (при к  >  ки). 
Интервал величин волновых векторов к я з  к0 соответствует взаимо­
действующим звуку и свисту. Частота колебаний ММЗ-ветви 
определяется формулой (5.5.2.18).

5.5.3. Высокочастотный электронный звук. Рассмотрим те­
перь продольные колебания сильно неизотермической плазмы 
с горячими ионами и холодными электронами (7\ > Т е) [51].

Будем предполагать, что частота этих колебаний значительно 
больше ионной циклотронной частоты, длина волны много меньше 
ларморовского радиуса ионов с тепловой скоростью и фазовая 
скорость существенно меньше тепловой скорости ионов, т. е.



|®|^> “ль к  pi 1, со <g! kv\. В этом случае движение ионов 
можно считать незамагниченным, т. е. мы вправе пренебречь 
в кинетическом уравнении для ионов силой Лоренца. Тогда для 
вклада ионов 8sj в дисперсионное уравнение Л = 1+  8sc-|- 8е; 
можно воспользоваться справедливым при В 0=0  выражением

[  1 Ч~ z iw  ( z i)]> ( 5 . 5 . 3 . 1 )

где Zi — v>/\J 2 ki'i <C '1.
Предположим также, что частота волны значительно меньше 

электронной циклотронной частоты, длина волны много больше
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Рис. 5.5.6. ^Зависимость частот Рис. 5.5.7. Зависимость показателей 
альвеновской, быстрой и медлен- преломления альвеновской, быстрой 
ной магнитозвуковых волн в не- и медленной магнитозвуковых волн 
изотермической плазме высокого в плазме высокого давления от частоты, 
давления от величины волнового 

вектора.
ларморовского радиуса электронов, а фазовая скорость колеба­
ний вдоль магнитного поля значительно больше тепловой ско­
рости электронов (| со| <sg | <«Яе|, кре <<: 1, | со| k{lve). Тогда выра­
жение (5.5.1.3) для 8ее принимает следующий вид:

8ее =  ^  С0‘ч2 9 +  1^п ш  Ze ехр (5.5.3.2)BQ п

где ze ^=(o/\j2ktve .
Очевидно, что условия kve cos 0 \ ш\ kvi могут выпол- 

н ятьс^  только при 0 да V 2 п, так как  обычно ve vi даже при
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Подставляя выражения (5.5.3.1) и (5.5.3.2) в дисперсионное 
уравнение и учитывая, что слагаемые, ответственные за черенков- 
ское поглощение рассматриваемых колебаний электронами и 
ионами, малы, получим для частоты и декремента затухания выра­
жения

ш(к, 6) =  — , (5.5.3.3)
\/1 + kYo + 2̂ai 

Т — Te +  Ti>

Те =  n/Vs™ 4 ехР (— ZD w

kv,
Ti

/ пи
1 / V s ;

COS2 (

где

(1 + fc2p2 + fe2a|)2 » 

: \ / T i j m e ,  р 0  =  l^ s e / l  ^ B e  | i  ® t = =

(5.5.3.4)

(5.5.3.5)

(5.5.3.6)

В случае длинноволновых колебаний (к р0 1, ка, 1) выра­
жение (5.5.3.3) для частоты принимает вид

(0 (k;b) =  ktvBe, (5.5.3.7)

аналогичный (5.5.1.12) для частоты замагниченного ионного 
звука в плазме малого давления. Рассматриваемые колебания на­
зывают высокочастотными электронно-звуковыми, a vse — ско­

ростью электронного звука, так 
как  эта величина определяется 
температурой ионов и массой 
электронов. Зависимость ш(к, 0) 
от к  показана на рис. 5.5.8.

Электронное черенковское 
затухание электронного звука 
(см. (5.5.3.5)) экспоненциально 
мало, так как  температура 
ионов значительно больше тем­
пературы электронов и

Рис. 5.5.8. Зависимость частоты вы­
сокочастотных электронно-звуковых 
колебаний в неизотермической 
плазме (Тt |> T J от величины вол­

нового вектора.
Т, 1

Для ионного черенковского 
(см. (5.5.3.6)) имеем

е Т0 2 (1 +  А2р2 +  ^  ■ 

затухания электронного звука

Оно мало только при cos б \]т^т-у
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Вместе с тем частота звука (5.5.3.3) должна быть много боль­
ше 0>д, ЧТО приводит к условию кивв COS 0/(1 -f- /с2р2 -j- 
Совместное выполнение последнего неравенства и неравенства 
cos2 6 me/mi возможно только в интервале близ углов 0 да 

Например, при fcpa ~  1 и р0 щ  эти неравенства выпол­
няются, если те1тщ<̂  c o s  Ь^^те/т-г

5.5.4. Низкочастотный электронный звук . Третья гибридная 
частота при 11/2п: — 0 1 значительно меньше ионной цикло­
тронной частоты

ш (к, 0) =  (0) и В  1шре cos 6
(5.5.4.1)

\/“ р 1 + '

Это выражение было получено выше для холодной плазмы 
(см. (5.1.2.15')) при /ф!<1.

Выясним сначала, как изменится последнее соотношение при ко­
нечных /ср£ [52]. Предполагая, что Аре <^1, | ш | ktve и | со | ^  к^и^ 
представим дисперсионное уравнение (5.5.1.2) в виде

jPe
0)2 ■4„ (*,)] =  О,

где xt — (kpif, А0 (Xi) =  ехр (—-а )̂ I 0 (xt). 
Отсюда получаем, что

I(к, 0):
h v g e  COS в

J l - A 0(W9\) + Wa\

(5.5.4.2)

(5.5.4.3)

В области A: Pj :> 1 и k j  <  1 эта частота совпадает с частотой 
электронного звука ш (к, Q)—ktlvse . Поэтому колебания с часто­
той, задаваемой (5.5.4.3), являющиеся коротковолновой частью 
ветви медленных магнитозвуко­
вых колебаний, называют низ­
кочастотным электронным зву­
ком. Зависимость этой частоты 
от величины волнового вектора 
показана на рис. 5.5.9.

Выражение (5.5.4.3) приме­
нимо только при 0 1/2 к, 
когда <о о)вЬ т. е. должно 
быть справедливо неравенство

<tfpeCOS0

COS 0 Г
У Щ “pi V №d\

Рис. 5,5.9. Зависимость ^частоты 
низкочастотного электронного звука 
в пеизотермической пдазмел(Тг >̂̂ Те) 

от величины волнового вектора.

В частности, при ксц ̂  1 и /cpt >  1 оно выполняется, если cos 0 
(l//cpi) \]тс!тП\, иными словами, низкочастотный электронный звук 

существует в узком интервале углов вблизи
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Подведем некоторые итоги. В ̂ сильно неизотермической плазме 
с горячими электронами и холодными ионами Те ^> Ti в области 
низких частот <о шВе существуют три слабозатухающие длин­
новолновые (/cpj <§; 1) ветви колебаний — ММЗ, А и БМЗ. В об­
ласти длинных волн (к -*■ 0) они соответствуют магнитогидроди­
намическим ММЗ-, А- и БМЗ-ветвям. В области коротких волн 
частота колебаний ММЗ-ветви близка к частоте продольных ко­
лебаний о)Д1 cos 0, колебания А-ветви переходят в незамагничен- 
ные ионно-звуковые, а БМЗ-ветвь — в свистящий атмосферик.

В сильно неизотермической плазме с горячими ионами и холод­
ными электронами (Ti ^>Te) при G да 1/2^ в области ш ;§> 
существует ветвь коротковолновых (kpi 1) высокочастотных 
электронно-звуковых колебаний, в области со u>£i — ветвь низ­
кочастотных электронно-звуковых колебаний, являющаяся про­
должением в область коротких волн (A; ps ^  1) А-ветви.

§ 5 .6 . Циклотронные волны в плазме 
в случае квазипоперечного распространения

5 .6 .1 . Продольные ионно-циклотронные колебания плазмы при 
квазипоперечном распространении. Выше было показано, что 
если частота волны близка к частоте, кратной электронной или 
ионной циклотронной частоте, то возникает бесстолкновительное 
затухание, обусловленное резонансным взаимодействием частиц 
плазмы с волной. Циклотронное затухание на кратных гармони­
ках (со д а й  | шВа |, п~^2)  представляет собой эффект, связанный 
с конечностью ларморовского радиуса частиц; именно, декремент 
затухания длинноволновых колебаний (к ра <С 1» где ра — лармо- 
ровский радиус частиц сорта а) при ш да п \ | пропорционален 
(к ра)2в и исчезает при ра -> 0.

Другой эффект, обусловленный конечностью ларморовского 
радиуса частиц, — появление при 0 да 1/2 тс ряда новых ветвей 
собственных колебаний плазмы, частоты которых при к  -> 0 и 
й ->  оо стремятся к частотам п|«>ва| (тг=1 ,  2, . . .). Такие колеба­
ния называются циклотронными.

Поведение ионных циклотронных колебаний существенно зави­
сит от близости угла 0 к х/2 п. Если фазовая скорость волны вдоль 
магнитного поля значительно меньше тепловой скорости электро­
нов, но много больше тепловой скорости ионов

v i (5.6.1.1)
то мы будем говорить о квазипоперечном распространении цикло­
тронных волн. Если а>//си v c , то мы будем говорить о попереч­
ном их распространении.

Начнем с изучения продольных ионно-циклотронных колеба­
ний в случае квазипоперечного их распространения в плазме ма­
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лого давления [53, 54] *). Будем считать, что выполняются нера­
венства (5.6.1.1) и, кроме того, неравенства

ив\ > 1  (n =  0, + 1, . . .). (5.6.1.2)

Тогда величины 8ее и os. в дисперсионном уравнении для продоль­
ных колебаний А =  1 -f- 8ее -f- 8st =  0 будут определяться формулами

№v\т (1  +  is/n 2е), (5.6.1.3)

8е1: ■ K i m

+  2  A. (A*Pi) « Р  (—4 ) .  (5.6.1.4)
п——СО

Ап (х) =  ехр (—х) 1п (х).

Предполагая для простоты, что №<̂ а>ря/1>|, можно пренебречь 
в (5.5.1.2) единицей по сравнению с 8ее и 8еь Отбрасывая далее 
малые диссипативные члены 
в 8еа, представим дисперсион­
ное уравнение 1 —(— S©e -|— 8е;= 0  
в виде

где
/ Н :

со2 — ге2о)Дх'

(5.6.1.6)

а .

V V

Л
\ \

\

1

7 \2 \
!

3  ш/шв

Уравнение (5.6.1.5) удобно 
решать графически. На рис.
5.6.1 схематически изобра­
жен график функции /(<о). Рис 5 6 1  Графическое решение дис-
1очкам пересечения 1 , персионного уравнения (5.6 .1.5).
2', . . .  кривых y = f  ( а>) с
прямой у== 1 -j- T JT a соответсХВу ЮТ решения дисперсионного урав­
нения (5.6.1.5)

(к), п  =  1, 2, . . . (5.6.1.7)

На существование этих колебаний указывается в работе [53],
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Из рис. 5.6.1 видно, что чем больше величина T\jT6, тем 
ближе ш(в) (к) к  гтт. Поведение частот ш(в) (к) в зависимости от к 
схематически показано на рис. 5.6.2.

В предельных случаях длинных (kpi 1) и коротких (кр( ^  1) 
волн частоты м(я) (к) близки к nwBi. Учитывая это, положим

(»(й) (к) =  nu>Bi [ 1 +  <!>„ (А)], (5.6.1.8)
где |<|>я| <€ 1. Легко показать, что

А„ (к2р?)
t ( k )  = -------------------------------------------------- . (5.6.1.9)

i + ^i/тв -  2  [ » / ( » -п)м«(*2ро
m = —со

Частота и>с,!) (к) близка к п<от при произвольных значениях 
ftpi в случае неизотермической плазмы с горячими ионами и хо­

лодными электронами (Г ; 7’е). 
В этом случае
«>« (к) =  т>а  [1 +  (Ге/Г,) Ая № 1 .

(5.6.1.10)

При Tf) J> Т{ частоты <о(,,) (к) при 
/tpi ^  1 не близки к пизт , а при 
Те ^> Ti они могут мало отличаться 
от (п-{-1)<1)Л1. На рис. 5.6.3 пока­
заны графики частот шш (к) и ш<2) (к) 
в зависимости от (Api)2 для различ­
ных значений параметра Ti/Te, 
полученные путем численного реше­
ния уравнения (5.6.1.5).

Учитывая в выражениях (5.6.1.3) 
и (5.6.1.4) малые антиэрмитовы

(О I
шВ\

J

Рис. 5.6.2. Схематическая зави­
симость частот продольных ион­
но-циклотронных колебаний от 

величины волнового вектора.

члены, нетрудно наити декременты затухания рассматриваемых 
колебаний

(5.6.1.11)

где

И») ;

Д » )

1/ " г 32
л ЫВ\

32 Mj Т| йр4 cos0/?(<o(,!)) ’

■j / я Ы£1
: V 32

F(w(n)) :

32 Ар j cos bF (ы<»> 

2  '  '
m OJUi

(*2pi) exP (—■Z'L)’

(k'Yi),

(5 .6 .1.12)

(шш> — ima>m)l\j2kvi cos 9,
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Величины и — декременты затухания, обусловленные 
электронным и ионным черенковским поглощением колебаний, 
a — декременты ионного циклотронного затухания.
Так ”как nwBl {п j 1) ми и '» ktVi, то в сумме (5.6.1.11)
можно отбросить все экспоненциально малые слагаемые уМ ~  
~ exp (—z^), за исключением слагаемых с наименьшими z^, т. е. 
оставить и у<$1-

Рис. 5.6.3. Зависимость частот продольных ионно-циклотронных колебаний 
от (А Р;)2 для различных значений параметра Ti / Ге.

Кривым 1—4 отвечают значения Т j j T e , равные 0,1; 0,3; 1; 3 соответственно.

Если а)(и) близко, К  Tl(Om ,  то у'

(и) .

Дя) :

, Т% Apj cos 6 4 )I(A2p|) ’ 

лГЧ n2№»Bi , 2Ч
|/ - 2 b n ^ f lGXP ( - 4 ) ’2 Ар j cos

2Apj cos2( > 1.

(5.6.1.13)

и функция определяется формулой (5.6.1.9).
Слабозатухающие ионно-циклотронные колебания существуют 

при изменении величины волнового вектора к  в ограниченном ин­
тервале и в узком интервале изменения углов 0 (близких к 1/2к).

Область изменения величины волнового вектора к  ограничена 
условием TfM < в ( 1)й ; при его уменьшении или увеличении ча­
стота со<в) (к) оказывается настолько близкой к п и>т, что вели­
чина zn становится порядка единицы, а декремент циклотронного 
затухания f/) — порядка ktv ;.
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При приближении угла 9 к х/2 я возрастает декремент электрон­
ного черенковского затухания yi"j, а при удалении этого угла 
от 1/2^ — декремент циклотронного затухания область изме­
нения угла 0, в которой колебания затухают слабо, ограничена 
условиями

n w Bi I ш(,1) — т ы т  I
- - •  51 < 1 ,  \zm\ =  L = --------^ > 1 .

е kve cos 0 ’ I т  1 \J2 kVi cos 0

Частоты a>U) (к) при увеличении номера ветви п  становятся 
все ближе к п  (так как величины А „ (к2 р<) значительно меньше 
единицы при п^> 1, то для достаточно больших значений п  можно 
использовать выражения (5.6.1.8)). Поэтому затухание уМ при 
достаточно больших п становится сравнимым с частотой и, зна­
чит, слабозатухающих ионно-циклотронных колебаний с боль­
шим номером ветви п  не существует.

Отметим в заключение, что приближенным дисперсионным урав­
нением для продольных ионно-циклотронных колебаний можно 
пользоваться, если величины ог0 и §s. значительно больше \B \ lo f f2, 
и |С|/е/У°4. Эти условия выполняются только в плазме малого 
давления, если, кроме того,

=  8nnTJBl <̂  cos2 0 1. (5 .6 .1 .14)

5 .6 .2 . Непотенциальные ионно-циклотронные колебания в изо­
термической плазме малого давления при квазипоперечном рас­
пространении. Если £e ^ c o s 20, то ионно-циклотронные колеба­
ния, рассмотренные в п. 5.6.1, уже не будут чисто продольными. 
Мы исследуем теперь ионно-циклотронные колебания в этом слу­
чае, предполагая по-прежнему, что давление плазмы мало по сравне­
нию с магнитным давлением, т. е. Ее 1. Кроме того, допустим, 
что Те ~  Tv

Считая, как  и выше, что выполняются неравенства

COS20 < 1 , ze=  , “ < 1 ,  | z j =VZ KaVf,
B l

> 1 ,

получим для компонент тензора выражения
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А» =  ехр(—x i)In (xi), A'n =  dAn(xi)jdxl

Учитывая их, представим дисперсионное уравнение А~\- 
-(- С/:#4 — 0 в виде

где 8ее и §Sj определяются формулами (5.6.1.3) и (5.6.1.4). Это 
уравнение, в отличие от дисперсионного уравнения для продоль­
ных циклотронных колебаний §se-f  Se^O , содержит дополни­
тельное слагаемое — 8и еззЛ#2 и описывает непотенциальные 
ионно-циклотронные волны.

Пренебрегая в (5.6.2.2) малыми антиэрмитовыми членами, 
представим это уравнение в виде

СО

/с21>| cos2 9
(1 + ;  \Jn ze),

со

isjn z0ex p (--z2) — (5.Г».2 .1)

--  I

CO

8ee - f  8sj —  e^gg/o/l/ 32 =  0 , (5.6.2.2)

(5.6.2.3)

где

а функция / (ш) определяется формулой (5.6.1.6).
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Рис. 5.6.4. Графическое решение уравнения у1 (ы)— у2 (ш) при 
гешш < w, < (и+ 1)ыш.

Рис. 5.6.5. Графическое решение уравнения y1 (<o) =  j/2 (w) при со,
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ш
too

Если |С| << 1, что эквивалентно при /с р — 1 и со ~  ш£1 нера­
венству (5.6.1.16), то дисперсионное уравнение (5.6.2.3) переходит 
в дисперсионное уравнение для продольных ионно-циклотронных 
колебаний (5.6.1.5).

Исследуем уравнение (5.6.2.3) более подробно графически. Гра-
Т- {

фики функций y 1 =  f  (<») И у  2 =  ~  1_ С(а))' + 1 схематически пока­
заны на рис. 5.6.4 и 5.6.5. На рис. 5.6 .4 точка со= <о̂, в которой С( <»,)= 
= 1 , лежит в интервале гесо£/<; ш ( г а + 1 )  ( п = 1, 2, . . .). 
На рис. 5.6.5 эта точка 
лежит левее соВь ‘ Реше­
ниям уравнения (5.6.2.3) 
св= со(ге) (к, 0)(и=1,2 ,. . ^соот­
ветствуют точки пересечения 
Г ,  2', 3', . . . кривых у = у г 
и у = у *  

f Как видно из рис. 5.6.5, 
уравнение (5.6.2.3) для ча­
стот непотенциальных волн, 
в отличие от дисперсионного 
уравнения (5.6.1.5) для про­
дольных волн, имеет дополни­
тельный корень со= ша , (к, 0), 
который меньше wb\. В об­
ласти п ш и <  ш (ra-fl) coBi 
уравнение (5.6.2.3) при 
I ф .  0 имеет два решения, в отличие от случая продоль 
ных колебаний (С=0), когда имеется только одно решение.

Частота со<и) (А;, 9) равна nwBi при & =  &„(£= 1), где

h f-  */ h i h2
Рис. 5.6.6. Зависимость частоты не­
потенциальных ионно-циклотронных ко­
лебаний от квадрата волнового вектора.

Т<
Т е COS( ■ * г

(5.6.2.4)

„(и)
Схематические графики зависимости собственных частот 
) (к, 0) от квадрата волнового вектора кг представлены на 

рис. 5.6.6.-
Продольные циклотронные колебания можно выделить, если 

устремить параметр се к нулю. В этом случае кп -> 0 и получаю­
щиеся графики совпадают с графиками, изображенными на 
рис. 5.6.2.

Частота со1п) (к, 0) близка к гасощ при Te ^ T t в трех случаях: 
при kpi 1, при kpi 1 и при к  л* кю; при Тх р> Те она мало от­
личается от n<o£i при произвольных значениях /cpj.

В  этих случаях нетрудно показать, что

ауш )( к ,в )  =  пи>М1(1 -1 -А к),
17 Под ред. А, И. Ахиезера

( 5 . 6 . 2 . 5 )
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где
Д = _____________ Ац_____________ _____

( Т i l T e )  t 1 —  £ ( raw£ i) J - 1  +  1 —  2  A m n K m  —  П) "
тфп

(5.6.2.6)

Формулой (5.6.2.6) можно пользоваться при к , не слишком 
ш
к — к„

близких к ktt, только если
Tj_ kvt cos ( 
Те А„ (5.6.2.7)

Если последнее неравенство не выполняется, то возникает 
сильное циклотронное затухание.

В области длинных волн (к pt <§; 1) в дисперсионном уравнении 
(5.6.2.2) величина 8ее да е33 cos2 0 значительно больше §е(., если а> 
не близко к пшт. Учитывая это, представим уравнение (5.6.2.2) 
в виде

<#2 “p i
COS2 0 COS2 в (о I2 -Bi

(5.6.2.8)

Полученное соотношение совпадает с дисперсионным уравне­
нием для альвеновской ветви (А-ветви) колебаний при 0 да 1/2 те 
в холодной плазме (см. (5.1.5.1)). Частота этих колебаний равна

, ( к ,  6 ) :
kvA  cos 0

V1 + (*»c/“pl)2
(5.6.2.Э)

При к пс  <§; (Dpi она совпадает с частотой альвеновской магнито­
гидродинамической волны м=&||г;А. Таким образом, дополнитель­
ная ветвь колебаний, имеющая при к <^кг частоту, меньшую швь 
является альвеновской ветвью. При к кг она переходит в цик­
лотронные колебания. Отметим, что при к  да кг они сильно за­
тухают.

Найдем теперь декремент затухания рассматриваемых колеба­
ний, считая, что частоты шы) (к, 0) известны. Учитывая в (5.6.2.2) 
малые антиэрмитовы члены, получим

СО

т =  т1’° +  2  tS,"3;
здесь

Л и ) .

Л »)

) [ .^ 0ехр(—z*) 1

dt

T62x^Bi cos2 0
Т &  (со/шв 1 - ге)2

27’|a;|cos20 4Твх? cos2 f е 1

(5.6.2.10)

(/—1)]ш,

(5.6.2.11)

где а =  (С — 1) « -f- 2С (/ — 1), причем в а =  а (ю) и / =  / (со) сле­
дует ПОЛОЖИТЬ <0 : '(к, 9).
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При | С | <§: 1 э т и  выражения совпадают с выражениями (5.6.1.12), 
полученными выше для продольных циклотронных волн.

Так как величины %гт велики, то, очевидно, из экспоненциаль­
но малых величин -[■<>> оо ехр (—z|,) следует учитывать наибольшие
Т)>в) и ТЙ-

§ 5.7. Циклотронные волны в случае поперечного 
распространения

5 .7 .1 . Обыкновенные циклотронные волны. Перейдем к изу­
чению циклотронных волн в случае их поперечного распростра­
нения *).

При 0= 1/2те компоненты тензора диэлектрической проницае­
мости е13 и е23 обращаются в нуль и дисперсионное уравнение
(5.2.2.5) распадается на два уравнения. Одно из них имеет вид

с#2 — г3з = 0  (5-7-1Л)
и в области высоких частот ( со >  %е) определяет показатель пре­
ломления линейно поляризованной обыкновенной волны (см. 
п. 5.1.7). Кроме того, оно имеет решения со= со (Jc), стремящиеся 
при к  -*■ 0 и к-+ со  к  п  | ®Ва|, п = 1, 2, . . . Эти ветви колебаний 
называют обыкновенными электронными и ионными циклотрон­
ными волнами.

Начнем с исследования обыкновенных электронных цикло­
тронных волн. Пренебрегая вкладом ионов в е33, можно исходить 
из следующего дисперсионного уравнения:

«* »  =  . „ = ! - 4 s i  , • 45.7.1.2)(О п \ uige I 
я = —со

Прежде чем приступить к  его анализу, отметим, что мы не 
учитываем релятивистских эффектов порядка и2/с2, в частности 
поперечного (релятивистского) эффекта Доплера, и поэтому 
в (5.7.1.2) при оценке е33, а также остальных компонент тензора ev . 
следует считать разность со — п \ шВе | достаточно большой, чтобы 
выполнялось неравенство

со —  тг соBe (5.7.1.3)

Релятивистскими эффектами можно пренебречь только при выпол­
нении этого условия.

г!к9?*и^0Льные электРонные циклотронные волны были обнаружены Грос­
сом На существование циклотронных волн в ферми-газе и ферми-жид-

m*10/! ̂ ® зано Силиным Позднее эти колебания изучались в ра- 
оотах lie ,  i s ,  57—60, 64] и др.

17*
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Если длина волны равна по порядку величины ларморовскому 
радиусу электронов (А;ре ~  1), то при м ~  | ш,!е | имеем для ква­
драта показателя преломления обыкновенной циклотронной волны 
o/f2 ~  c%lv\ >> 1. Поэтому в (5.7.1.2) можно пренебречь единицей 
по сравнению с с#2 и членами, содержащими а>ре. Очевидно, что

‘"пеАп ,^ " » всегда могут стать сравнимыми (причлены с
1 (“ — п!ыво)

достаточно малыхЧ а>

в е.33

- 711 cojse 11)

Рис. 5 .7 .1. Графическое решение урав­
нения (5.7.1.2).

ш(м) (к) можно получить в 
£,=8 m 0T J  5 2 <  1.

Учитывая при хе =  /с2р| с 
только резонансное слагаемое, 
получим

величиной off* — с 21и\. Однако 
если ojpe ̂  | тВе |, то поскольку 
An<d 1, это возможно только 
при |((о — п|о)£е|)а)|^ у2/с2, 
что противоречит условию
(5.7.1.3). Поэтому мы должны 
ограничиться исследованием 
случая, когда Шре^юде!- 

Исследуем уравнение
(5.7.1.2) графически. Его ре­
шениям а>= соСи) (к) (п=  1, 
2, . . .) соответствуют точки 
пересечения Г , 2', 3’ , . . . 
кривых у г ( ui) =  eS3 (к, и>) и 
у 2 (ш)=(сА/(в)2 (рис. 5.7.1). 
К ак мы видим, частота м<и) (к) 
лежит в таком интервале: 
(п — 1) | а>Вв| <  <»ш  <  п  | <1>ве|, 
п = 1, 2, . . .

Аналитические выраже­
ния для собственных частот 

случае плазмы малого давления

в выражении для е33 (см. (5.7.1.2)) 
пропорциональное Аа1(ч> — п  | шВе |),

вид

a,<-)(A) =  n |fflBe| [ l _ 6 e ^ s i . ] ,  п =  1, 2, . . .  (5.7.1.4) 

В области коротких волн (кре 1) эта формула приобретает

со«(А) =  «Н ве|(1 — ^ г ) -  (5-7Л ‘5)

Если хе ̂  ?0, то в е33 нужно учитывать, кроме резонансного 
слагаемого, также член с п — О, и тогда мы получим соотношение

(к) =  п  | соВе | £l е Ап (*е) 
е 2хе + 1 1, 2 , (5.7.1.6)
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,Лп) (к) при £е 1 для произвольных зна-Оно определяет частоты ш' 
чений кре.

Поведение частот о>1 ' (к), задаваемых последними соотноше­
ниями, в зависимости от величины волнового вектора схемати­
чески показано на рис. 5.7.2. „.л.,, i 

Частоты а>(п) (к), n = 1,2 ,3, . . .  л
убывают в области к 
< * min, где при
к  =  kmiB достигают минимума, 
в котором п  10)Ве | — со ~  1ео), 
а затем возрастают, прибли­
жаясь К и | м в е |-

Для плазмы конечного дав­
ления (се 1) поведение частот 
(о(я) (/с) качественно оказывается 
таким ж е, как и при £„<^1.
Однако если в последнем случае 
частоты ш(и) (к) близки к n \ юВе | 
при произвольных значениях 
крс, то при ^  1 и кре ~  1 
они значительно отличаются от 
«|о>ве|-

При Аре 1 формула (5.1.7.6) для о>(в) 
плазмы конечного давления; в этом случае

к
Рис. 5.7.2. Зависимость частот обык­
новенных электронных циклотрон­

ных волн от величины к.

справедлива и для

(/c) =  7»|a)Be|[l — А„(хе)\ (?е > 1 ) , (5.1.7.7)

где
А„(хе) =  х”12п ■ п

Перейдем теперь к исследованию обыкновенных ионных цик­
лотронных волн. Считая, что хе <§; 1, <о— о)Д1 ^  шВе, сохраним 
в выражении для е33 только одно электронное слагаемое с п —0:

"ЗЗ ■ ре *(xi)
со —

(5.7.1.8)

Решение дисперсионного уравнения (5.7.1.2) в этом случае нахо­
дится так же, как  и для электронных циклотронных волн.

Схематически'поведение собственных частот обыкновенных 
ионных циклотронных волн в зависимости от к  показано на 
Рис- 5.7.2, где нужно заменить индекс е на i.

Отметим, что из-за наличия в е33 большого электронного члена
— Ш|,е/ (О* дисперсионное уравнение может быть удовлетворено 
только при (в « и  шБ1. Сохраняя в выражении для е33, кроме
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электронного слагаемого, резонансное ионное слагаемое, пропор­
циональное 1/(ш — па>В1), получим

Отсюда следует, что частоты о>(я) (к) чрезвычайно близки к пшт 
как при I; ^  1, так и при £. ^  1. Если |. ^  хх (m Jm L), то Дм/<о(м) ~  
~(|Яв/|»1)Л ,(* 1).

5 .7 .2 . Продольные электронные циклотронные колебания. При 
0= 1/2тг дисперсионное уравнение для продольных колебаний А = 
= ец = 0 в области высоких частот ( и> и>т), когда можно пре­
небречь движением ионов, принимает вид

Это уравнение нетрудно решить графически аналогично графи­
ческому решению (5.6.1.5) (см. рис. 5.6.1). Точкам пересечения 
1', 21, . . .  кривой

с прямой у = у 2 (<м)= о>̂е/0>1)е соответствуют решения уравнения (5.7.2.1) 
to =  (о(и) (к), лежащие в интервале п  | тДо | <[ шсю (к) <  (п -f- 1) | шВэ |.

В области длинных волн крв <̂ ! 1, разлагая величины Ап (хе) 
в ряды по степеням хе =  к2р|, получим, что при ш, не близком 
к  п  | <«ле |, частота продольных колебаний мало отличается от гиб­
ридной частоты а>«>, а именно

ш (к) =  (1 - f  Б); (5.7.2.2)

где

СО 2“ 2 ("2 — 4ш|е) ш=шт

С другой стороны, при кре 1 величина Ап мала, и уравнение
(5.7.2.1) можно решить, считая частоту w (к) близкой п  | ш̂ е |, т. е.
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В области коротких волн (7фе >  1) величина AJxe также мала, 
я  в этом случае существует решение уравнения (5.7.2.1), близкое 
к  п  | ч)Ве |, а именно

ю(Л) =  п |шл | J jL ]  . (5.7.2.4)
№

5.7.3 при <  Зш|в и на
Поведение частот о>(я) (к) в зависимости от величины волнового 

вектора схематически показано на рис. 
рис. 5.7 А при I2 1 -|- ч)|е/о)де 
< (Z  +  1 ) 4 * > 2 ) .

Как видно из рис. 5.7.4, ча­
стоты ш(и) (к) при п<^1 монотонно 
убывают при увеличении к, стре­
мясь при кре -> оо к п  | ч)Ва [ (при

U)
\ш8г\‘

Рис. 5.7.3. Зависимость частот про­
дольных электронных циклотронных 
колебаний от величины волнового 

вектора при Зсо̂ е.

Рис. 5.7.4. Зависимость частот про­
дольных электронных циклотронных 
колебаний от величины волнового

/СО \ 2

вектора при +  ^
< (I + 1)2 (I > 2).

kpe ^  1 частота этой волны определяется формулой (5.7.2.4)). 
Частота с о (к) (I | wSe | и>̂ 3 <  (Z - j - 1) | ®Ве |) при малых кре опре­
деляется соотношением (5.7.2.3); она монотонно возрастает при I ^  2 
с ростом к, достигая максимума при крв — 1, а затем убывает, 
стремясь к  г|ш£е| при кре 1. Если 1 =  1, то эта частота моно­
тонно убывает с ростом к  от значения со(1) при к — 0 до I шВс I при 
/с->  со.

Частоты со(я) (к), бблыпие 11 соВе | (п |> I), возрастают с ростом к 
от значении п  | ш£е | при к  =  0, достигают максимума при кре 1, 
а затем убывают, приближаясь к  ге|свВе| при к о о .



При крв 1 собственные частоты определяются выражениями
(5.7.2.2) и (5.7.2.3), а при кре 1 — выражением (5.7.2.4). При кре — 1 
уравнение (5.7.2.1) необходимо решать численно.

Отметим, что формулы (5.7.2.2) и (5.7.2.3) неприменимы, если 
гибридная частота со̂ } близка к п  |а>Вв |, а п — 1 или 
В этом случае, учитывая в сумме уравнения (5.7.2.1) слагаемые 
с г е = + 1  и резонансный член с  п = 1  (либо n — l - f-1), получим
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Если разность со̂ ! —• п  |содв| достаточно велика и (п\шВе |/<«̂ )— 1)2^> 
^ >AJxe, то (5.7.2.5) переходит либо в (5.7.2.2), либо в (5.7.2.3).

Отсюда следует, что собственные частоты всегда отличны от 
га|шВе|. В частности, при \Jw\e -}- o>|e =  п  | озДе | собственные частоты 
отделены друг от друга конечными интервалами («щели» Гросса). 
Например, при =  2 | и>Вв | получим из (5.7.2.5) и (5.7.2.6) со (к) =  
=  2 | o>ge | (1 ± :%кое), т. е. расстояние между двумя соседними вет­
вями Дсо =  3/2кре | шВе | =  3/2 кие конечно.

5.7.3. Продольные ионные циклотронные колебания. В области 
низких частот со | соЯе | дисперсионное уравнение для продольных 
ионных колебаний еп =  0 при кре 1 имеет вид

Как и в случае высокочастотных колебаний, нетрудно убе­
диться, что последнее уравнение имеет решения с» =  со(и) (к), лежа­
щие в интервале

В области длинных волн (kpt <̂ ! 1) одно из решений уравнения
(5.7.3.1) близко к  гибридной частоте

(5.7.2.5)
где

2 (и »-1 )«  .
г&хй п '

(5.7.2.6)

гесод1< ш ( в ) ( й : ) < ( г е - | - 1 ) о ) £1, п =  1 ,  2 ,  . . .

со (к) =  «£ ’ (1  + 1), (5.7.3.2)



Другие решения уравнения (5.7.3.1) при /cpj<^l близки к no>Bi, 
а именно:

ю (А) =  пшя  (1 +  6'). п =  2, 3.......... (5.7.3.3)
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где

1 '  *i [<4i (* + м|е/“1е) (и2 -  1) -  “|i] '

В области коротких волн kpt 1 решения уравнения (5.7.3.1) 
также близки к nwBi:

“(я) (А;) =  no)£i 1 upiML
4 i  ("|e+“le ) '/2^F

(5.7.3.4)

При /ср. ~  1 для нахождения собственных частот нужно решать 
уравнение (5.7.3.1) численно.

Зависимость от величины волнового вектора частот ®'и) (к) 
продольных ионно-циклотронных колебаний при поперечном рас­
пространении схематически представлена на рис. 5.7.3 и 5.7.4 (на 
этих рисунках нужно только заменить индекс е на индекс i, 
а частоту а>") на ш ’̂).

Если гибридная частота а>£} близка к nieBi (п  равно I или Z+1), 
то формула (5.7.3.2) для частоты и>(1> да и формула (5.7.3.3) 
для близкой к ней соседней частоты могут оказаться непримени­
мыми. В этом случае вместо них нужно пользоваться выраже­
ниями

®(*) =  < С (1+ Б ±), (5.7.3.5)
где

n aBi Л  ...............Г (  пш в , . \2 . ^ (п2 — 1)2 А „ (Xj)
n?Xih - ' U  ( l )  ± Vs у 1) +

В области — l ) 2^> Ап(х1)/х. формула (5.7.3.5) «сши­
вается» с формулами (5.7.3.2) и (5.7.3.3).

Минимальное расстояние между соседними частотами при =  
=  пт Hi равно

тт if ео®Ь1Кновенные электронные циклотронные волны.
При о =  1/2тс второе дисперсионное уравнение, на которое распа­
дается общее уравнение (5.2.2.5), имеет вид

е11б4̂ 2 еи®22---е 12 — 0. (5.7.4.1)
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В случае высокочастотных (электронных) колебаний вклад ионов 
в г . ,  пренебрежимо мал и сами эти величины имеют вид

s i i  =  1 ? к  У  2* А (х ) 1ш хв п 6 ш — п I и>Ве I *
«=—00 1 1

е„о =  1 1L- 2  Л п (Хо) —  2 хе^ я (же)] ш_ га|"22 и5е
Х5.7.4.2)

При Ге= 0 уравнение (5.7.4.1) определяет в области высоких 
частот показатель преломления высокочастотной необыкновенной 
волны. Поэтому мы будем называть циклотронные волны, частоты 
которых определяются уравнением (5.7.4.1), необыкновенными цик­
лотронными волнами.

Выше были исследованы приближенные решения уравнения
(5.7.4.1), соответствующие продольным циклотронным колебаниям 
(еп =0). При ш — й)ре ~|®Ве| такие колебания существуют, 
если с#2 1. Поскольку мы рассматривали волны с kpe ~  1 и 
o f f  ~  с/уе, то поправки к уравнению еи = 0 будут порядка у*/с2 
и их можно не учитывать.

Однако, кроме продольных циклотронных волн, уравнение
(5.7.4.1) имеет, как  мы покажем ниже, дополнительные корни, 
близкие к п  |и>ве|.

Перейдем к  исследованию дисперсионного уравнения (5.7.4.1), 
предполагая, как  и в п. 5.7.1, что шре |о)Ве| и давление плазмы 
мало ( £0 1).

Если хв £е, то в выражениях (5.7.4.2) для е , . можно сохра­
нить только резонансные слагаемые; тогда]

и (к) =  п | шВе | [1 — 5еср (а:е)], ге =  1, 2, . . . ,  (5.7.4.3)
где

* (*,) =  V A  <*.)[■£ + 1  -  (S.7.4.4)

Функция tp (хе) в области малых значений хК монотонно возра­
стает, достигает максимума при хе ~  1 и затем стремится к нулю.

В области хе £е при «о я* п  | о)Ве| (и=2, 3, . . .) в тензоре е,у 
нужно учитывать, кроме резонансных членов, пропорциональных 
1 / ( (о — п  | <оВ е  |), также слагаемые, пропорциональные 1 / ( <о +  [озСе |). 
Тогда вместо (5.7.4.3) получим

I (к) =  п | шВе 11̂ 1 ’ Ю
1 + n t jx e (п +  1) -], п =  2, 3, . . . (5.7.4.5)



При ^ ^  1 формулы (5.7.4.3) и (5.7.4.5) сшиваются друг 
с другом.

Кроме ветви электронно-циклотронных колебании с частотами, 
определяемыми (5.7.4.3) и (5.7.4.4), имеются еще ветви колебаний, 
частоты которых при к  ре <§: 1 задаются выражениями
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\(к)— п\ тБе | [ l  — 2/„ (хе) -
>(»2— 1)Жв_[_ге(га— i)ge

(п — 2, 3, . . . ) .

(5.7.4.6)
Частоты колебаний этих ветвей при данном к  гораздо дальше от­
стоят от п  | и>ве | > чем частоты
(5.7.4.3) или (5.7.4.5).

В области |е xs <§: 1 по­
следнее выражение переходит 
в (5.7.2.3) для частоты продольных 
циклотронных колебаний. Та­
ким образом, колебания с часто­
тами (5.7.4.6) являются длинно­
волновой частью ветви продоль­
ных циклотронных колебаний.
В области к  ре ^  1 частоты этих 
колебаний определяются из урав­
нения ец = 0 и при кре р> I они 
стремятся к (п — 1) | и>Ве|.

Графики, показывающие схе­
матически зависимость частот не­
обыкновенных электронных ци­
клотронных волн от величины 
волнового вектора, приведены на 
рис. 5.7.5.

Рис. 5.7.5. Зависимость частот 
необыкновенных электронных 
циклотронных волн от величины 

волнового вектора при
“ ре §>| “ B el-

5.7.5. Необыкновенные ионные циклотронные волны. В области 
низких частот ш ~  (ш \JwBi j шВо | ) при k?e 1 для плотной 
плазмы (сир1 (од) компоненты тензора е .̂ определяются выраже­
ниями

22

12

=  _ 4 p L  У  Ш л  ( r )  1
п = — СО

Я——-00 -1 Bl

— j “pi V  nAn (Xi)
ш ш — п<лт

"pi
,M£i

(5.7.5.1)



Займемся теперь исследованием дисперсионного уравнения
(5.7.4.1) в области низких частот, используя приведенные выше 
выражения для компонент диэлектрической проницаемости.

Прежде всего напомним, что при когда можно пре­
небречь тепловым движением ионов, уравнение (5.7.4.1) имеет 
решение, соответствующее быстрой магнитозвуковой волне
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Кроме того, это уравнение имеет дополнительные корни, соот­
ветствующие циклотронным волнам. Частоты последних полу­
чим, сохраняя в выражениях (5.7.5.1) только резонансные члены; 
тогда

здесь величина <р (x j  определяется формулой (5.7.4.4), где ин­
декс е заменен индексом i, и

Соотношение (5.7.5.4) получено при xi 1. Отметим, что при 
xl q оно совпадает с выражением (5.7.3.3) для частоты про­
дольных колебаний. Частота, определяемая (5.7.5.4), имеет экстре­
мумы в точках

Формулы (5.7.5.2) и (5.7.5.4) (а также формула (5.7.5.3) при 
п = 1) неприменимы в области пересечения этих ветвей, т. е. при 
xi да 1/2ге2 В этом случае вместо них следует пользоваться соот­
ношениями

со (к )  =  k v \ . (5.7.5.2)

п =  1, 2, . . .  (5.7.5.3)

и
(к )  =  п щ ц  1

2 (га2 — 1
I х\

__ £ П*
Х° 1 Й2+Т '

xl =  x± =  V A (п +  4 + П =  2, 3, . . .  (5.7.5.40

± y A( j / '^ L _ „ ) *  +  2„*(l l _ 1)2 £ - I f i l ] ,  n =  2, 3, . . .  (5.7.5.5)

И

Ш =  0)± =  1

(5 .7 .5.6)
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При — n f  >  1п (х1)/х1 и (\J2xJl; — I)2 х\ они переходят
в (5.7.5.2) и (5.7.5.4) и (5.7.5.2) и (5.7.5.3) соответственно.

В
Выражения (5.7.5.3) и (5.7.5.4) также неприменимы при xt -. 

этом случае вместо них получим

>(*) =  ю;  =  па,и [ 1 + ^ ± » - / 11(*1)ф±(а?|) ] ,  П =  2, 3 , . . . ,  (5.7.5.7)

где

ф±(ж) =  а; ±\Jx2- j - 1, - f o  —  s 0).

В области |х| 1 формула (5.7.5.7) дает для ш (&) выражение
(5.7.5.3) и (5.7.5.4).

Зависимость частот <о(м) (к), определенных соотношениями
(5.7.5.2)—(5.7.5.7), от величины волнового вектора характери­
зуется кривыми, показанными на 
рис. 5.7.6, где по оси абсцисс 
отложено kpt =  \]xi .

Рассмотрим на нем подробнее 
участки кривых 1, 2, 3. Кривая 1 
в области 2xi <  соответствует 
быстрой магнитозвуковой волне 
с частотой (5.7.5.2). В области 
2xi да ее частота определяется
(5.7.5.6) для ш_, а при 2xi ij ■—
(5.7.5.3). Кривая 1 достигает в этой 
области максимума при xi =  
затем с ростом к  убывает, дости­
гает минимума при xi — 1 и снова 
возрастает, приближаясь к  о)£ь

Частота ветви колебаний 2 опре­
деляется формулой (5.7.5.3) при 
2ж1<]|), (5.7.5.6) для (о при 
2*i ^  (5.7.5.2) при 2xt 4^, 
формулой (5.7.5.5) для о>_ при п — 2 
и (5.7.5.4) для п =  2 при 2^<^

В области ж1^>251 ча­
стота ш (к) убывает, приближаясь 
при к-*- со к Ши (прих. эти ко­
лебания становятся продольными).

Кривые с I =  2п — 1 =  3, 5, 7, . . вид которых определяется 
при xi <^x0 выражением (5.7.5.4), убывают сростом А;от значения 
(о =  пшВ1 (при к — 0), достигают минимума при х . ~ х ,  а затем 
возрастают. При ж. вид
(5.7.5.7) для * 1 °

Рис. 5.7.6. ' Зависимость частот 
необыкновенных ионных цикло­
тронных волн и быстрой магнито­
звуковой волны от волнового 

вектора.

i • 
а

Ч) ™д кривых определяется выражением 
при | ж, — х01 Щ — соотношением (5.7.5.3).
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В этой области кривая I достигает максимума при xi — х+, затем 
убывает, достигает минимума при xi —xn — 1 и затем прибли­
жается к гтв\. Точка хп с ростом п  сдвигается вправо.

Частоты колебаний, соответствующие кривым I =  2п =  4, 6, . . ., 
определяются формулой (5.7.5.3) при ж. <|ж0, (5.7.5.7) для со* при 
а^дажо, (5.7.5.4) при x0<^xi <^1/2n 4 i, (5.7.5.5) для и+ при ж. да 
да 1/2пЧ1, (5.7.5.2) при 1/2n 4 i к{п ~\~1)2S±, (5.7.5.5) для ш_
при ж1 да*/2 (п Ч~ I)2 При xL q  частота этих колебаний, которые 
являются чисто продольными, определяется из уравнения еи =  0; 
в этой области частота колебаний ветви I — 2п  монотонно убывает, 
приближаясь к гтт. Кривая I =  2п имеет максимум при ж( =  ж+, 
который лежит ниже минимума кривой 1 — 2п-\- \ в точке ж. =  ж_, 
где величина ж_ определяется формулой (5.7.5.4'), в которой надо 
заменить п  на п - {-1.

Подведем итоги. При 0=1/2л существуют несколько групп вет­
вей электронных и ионных циклотронных волн: обыкновенные 
циклотронные волны, продольные циклотронные колебания и не­
обыкновенные циклотронные волны. Зависимость частот этих 
волн от величины волнового вектора показана на рис. 5.7 .1—
5.7.6. В случае плазмы малого давления можно получить явные 
выражения для собственных частот ш (к) циклотронных волн, 
применимые для произвольных значений к рг/.



Г л а в а  6
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОТОКОВ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

С ПЛАЗМОЙ. УСТОЙЧИВЫЕ И НЕУСТОЙЧИВЫЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ В ПЛАЗМЕ

§ 6.1 .  Взаимодействие потоков заряженных частиц 
с колебаниями свободной плазмы

6.1 . 1 .  Дисперсионное уравнение для системы плазма — пучок.
В предыдущих главах мы нашли спектры колебаний равновесной 
и квазиравновесной (двухтемпературной) плазмы и показали, что 
ее колебания затухают даже в том случае, если пренебрегать 
парными столкновениями частиц. Эта важная особенность таких 
колебаний объясняется тем, что в бесстолкновительной плазме 
затухание колебаний обусловлено резонансным взаимодействием 
частиц с волнами, при котором частицы, движущиеся в фазе 
с волной, получают от поля энергии больше, чем отдают ему. 
Последнее обстоятельство связано в свою очередь с характером 
функции распределения частиц, которая в равновесном и квази- 
равновесном случаях изотропна и убывает с увеличением энергии 
частиц»

Представим себе теперь, что распределение частиц плазмы от­
лично от равновесного. Как уже указывалось, с ростом темпера­
туры увеличивается длина свободного пробега и возрастает время 
установления равновесия. Поэтому для достаточно горячей и не 
слишком плотной плазмы распределения частиц в течение боль­
ших промежутков времени могут значительно отличаться от рав­
новесного. Такие распределения, естественно, не обязательно 
должны быть изотропными и монотонно убывающими функциями 
скорости частиц. В этом случае колебания плазмы, обусловлен­
ные самосогласованным полем, могут и не быть затухающими (как 
в случае равновесного распределения), так как для неравновес­
ных распределений энергия, отдаваемая волнами частицам, не 
должна обязательно превосходить энергию, получаемую ими от 
частиц. Если распределение частиц таково, что волны получают 
от частиц энергии больше, чем отдают ее частицам, то амплитуды 
колебаний плазмы будут нарастать с течением времени и распре­
деление частиц станет неустойчивым.

Т акая ситуация возникает, например, в плазме, в которой 
распределение частиц по скоростям имеет вид суммы максвеллов­
ского распределения и узкого пика около некой скорости и. Та­
кое распределение соответствует прохождению пучка заряженных
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частиц, движущихся со скоростью и через равновесную плаз­
му. Флуктуации плотности и скорости частиц пучка распро­
страняются вследствие коллективного взаимодействия этих частиц 
с плазмой в виде волн с нарастающей амплитудой; такой же харак­
тер имеет и возникающее при этом электрическое поле. Увеличе­
ние амплитуды волн и указывает, что система плазма—пучок 
является неустойчивой *).

Итак, возникает общий вопрос об установлении критериев, 
при выполнении которых колебания плазмы будут затухающими 
(или нарастающими). Изучению характера колебаний в неравно­
весной (но пространственно однородной) плазме и выяснению 
критериев устойчивости и неустойчивости различных распределе­
ний частиц в плазме и посвящена настоящая глава.

Простейшим и вместе с тем наиболее важным примером нерав­
новесной плазмы (с его изучения мы и начнем здесь) является 
система плазма—пучок, т. е. равновесная свободная плазма, че­
рез которую проходит скомпенсированный пучок заряженных 
частиц.

Предположим, что частицы сорта а плазмы и пучка имеют 
максвелловские распределения /а0 и и температуры Trj и 7”, т. е.

где п0 и тг' — плотности частиц (одного сорта) плазмы и пучка 
и и — средняя направленная скорость пучка, которая считается 
малой по сравнению со скоростью света.

К ак было показано в п. 4.3.1, колебательные свойства плазмы 
определяются тензором диэлектрической проницаемости. Исполь­
зуя общую формулу (4.3.1.9) и подставляя в нее вместо функции 
распределения частиц сорта а суммы /а0+/,0> определим тензор 
диэлектрической проницаемости системы плазма—пучок

**, =  *$+*??■  (6-1ЛЛ)

Здесь — тензор диэлектрической проницаемости плазмы с макс­
велловским распределением частиц по скоростям, определяемый

*) Неустойчивость системы плазма—пучок (пучковая неустойчивость), 
обусловленная возбуждением высокочастотных колебаний, была открыта 
Ахиезером и Файнбергом [1—3] и Вомом и Гроссом [4, 5]. Возможность 
возбуждения низкочастотных колебаний при движении электронов относи­
тельно ионов была установлена Пирсом [6 , 8 ]. Теория усиления колебаний 
в двухлучевой лампе с двумя холодными электронными пучками была раз­
вита гаевым [9, 1 0 ].
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формулами (4.3.4.2) и (4.3.4.3)*

”  т г )  е< (*’ ®) + kjW  е< ^  т)’

«л * .
а

в, (к, ш) =  1 +  2  С1 + 1 ^ K w  (*«)]>

где za — <oj\J2kva, <ора == \/4яе2га0/тоа. Добавка к тензору диэлектри­
ческой проницаемости е}Ь) обусловлена частицами пучка и опреде­
ляется выражениями (см. также [10])

eu } — 2(lF) C0S2 0 i VWZaU;(Zl) +
а

/ш' to' sin в\2 г , ,
+  (  cofc— )  [1

es)=2(^)ŝ z-“,(z-)’
а

$1зЬ) =  2Ш%1п20г̂ <и?(<)+ (6.1.1.2)

^ (« O C O S 0 + ftB S in 2 e )Y rjl ,  ,  ,  ,  , ч 1

+  [ ----------- Ш п------------ ) L1 +  * У/те*.“> (ZJJ*

4з5 = ̂  = 2 —(■?)sin 0 cos Qi ^ z«w  (z '°) +
а

+  ( i r )  “ j y  cos 0  +  Ы  sin2 0 ) f 1 +  * « ) ] ,

eg) =  eg,) e(b) _  e(b) _  o,

где 0  — угол между волновым вектором к  и скоростью пучка и, 
ш' =  О) _  ku =  (D -  kji, z'a =  а 'Ш к Ж  К  =  <% =  V 4 ^ X K -
Выражение для тензора &\у приведено в системе коорди­
нат, в которой ось z параллельна скорости пучка, а вектор 
к  лежит в плоскости xz, так что кх — к sin 0 , ку — 0, кг — к  cos 0 .

Для системы плазма — пучок общее дисперсионное уравнение 
для электромагнитных волн (4.3.1.11) распадается на два уравнения

с#2 =  Sa, (6.1.1.3)
A-off* ®11е33 efa =  0, (6.1.1.4)

18 Под ред. А. И. Ахиезера
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где
А — en sin2 в  -f- 2е13 sin 0  cos 0  -f- ®зз cos2 0 .

Уравнение (6.1.1.3) определяет частоту поперечных электро­
магнитных волн (кЕ=0), а уравнения (6.1.1.4) — частоты про­
дольно-поперечных колебаний (кЕ ф  0 и  [кЕ] =̂= 0 при 0  =£ 0).

Поперечные колебания оказываются не нарастающими, и мы 
поэтому не будем далее их рассматривать. Что же касается коле­
баний продольно-поперечных, то их амплитуды могут нарастать 
и, следовательно, система плазма—пучок будет неустойчивой. 
Изучение их представляет поэтому особенно большой интерес.

Если отдельные слагаемые, входящие в коэффициент А, зна­
чительно больше еи е3з/с#2 и е?3/с#2, то дисперсионное уравнение
(6.1.1.4) приобретает вид

А =  1 +  2  ( S ; )  t 1 + 1 ^ z«w  +  f e )  t 1 + 1 « Л  : = 0 .

(6.1.1.5)
Это уравнение описывает продольные колебания системы 

плазма—пучок; оно имеет, очевидно, следующую структуру:

4 ~ е Д к ,  м) =  1 -j- 2  ха (Ь> ш — киа) =  0, (6.1.1.6)
а

где e t (к , ш) — продольная диэлектрическая проницаемость си­
стемы плазма—пучок, \  (к , со) — поляризуемость частиц данного 
сорта; суммирование производится по всем сортам частиц плазмы 
и пучка.

6 .1 .2 . Возбуждение продольных колебаний плазмы резонанс­
ными частицами пучка. К ак было показано в гл. 4, в изотропной 
плазме существуют две ветви слабозатухающих колебаний, 
а именно, высокочастотная ветвь ленгмюровских колебаний и 
низкочастотная ветвь ионно-звуковых колебаний (в сильно неизо­
термической плазме). При прохождении пучка электронов через 
плазму электроны пучка, находящиеся в фазе с волной, для кото­
рых о) (к) да kv (будем называть эти электроны резонансными), 
могут раскачивать колебания обеих ветвей.

Найдем инкременты нарастания этих колебаний для пучка 
электронов малой плотности с большим тепловым разбросом по 
скоростям (случай горячего пучка).

Исследуем сначала возбуждение ленгмюровских колебаний [4,
5 ]. Для ленгмюровских колебаний |ш|//р̂ >г;е, и влиянием ионов 
можно пренебречь. Тогда дисперсионное уравнение (6.1.1.5) при­
нимает следующий вид:

1 — ■ *-ve+  S i’ V^z°e x p (— ze) +  (jjjr ) [1 +  W « * > (2 e ) ]  =  0- (6.1.2.1)
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Считая влияние пучка малым /а?', находим отсюда для
частоты и (k) =  Re <о и инкремента нарастания у =  Im ш *) ленгмю­
ровских колебаний, возбуждаемых горячим пучком, соотношения

Мы видим, что частота колебаний только малым слагаемым, 
пропорциональным плотности пучка, отличается от ленгмюров- 
ской частоты плазмы. Что же касается инкремента нарастания ко­
лебаний, то, хотя вклад электронов пучка пропорционален малому 
параметру (% e/kv'e)2, он все же существен в силу экспоненциаль­
ной малости затухания Ландау на резонансных частицах плазмы

Если затухание ленгмюровских колебаний на электронах 
плазмы пренебрежимо мало, то возбуждение колебаний происходит 
при а>ре/А:г <Ъ (в этой области d ffj d v j >  0), а при а и  взаимо­
действие ленгмюровских колебаний с резонансными частицами 
пучка приводит к их затуханию (в этой области df'e0/dvz <С0). 
Инкремент нарастания достигает максимального значения при z' =  
=  —1/\/2, т. е. при (о (к) =  шре =  кги — ки'е ; тогда

При уменьшении направленной скорости пучка и область фа­
зовых скоростей нарастающих колебаний уменьшается и при не­
котором критическом значении скорости пучка и = и а колебания 
становятся затухающими. Так как  для ленгмюровских колебаний 
фазовая скорость больше тепловой скорости электронов плазмы, 
то, очевидно, и,. >  ve .

Пучок с большим тепловым разбросом по скоростям и малой 
средней скоростью (и <С ve) не может возбуждать колебания 
в плазме при Тв ^  7\, так как  такие колебания сильно поглоща­
ются электронами плазмы.

*) В этой главе, в отличие от предыдущих глав, мы будем считать, что 
положительным значениям у соответствуют нарастающие во времени коле-

(*. >  !)•

(6.1.2.3)
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Если Ть Т0 то возможно возбуждение слабозатухающих 
(в отсутствие пучка) ионно-звуковых колебаний [12]. В этом слу­
чае дисперсионное уравнение (6.1.1.5) принимает следующий вид:

1 + t e r  ( * + + 1 <г ; ) ] = °-
Отсюда легко найти частоту и инкремент нарастания колебаний; 
имеем

"(Ь> = -7 -  ' ~ "  ■- -I ' V  '
V 1 +  (“рJ kve)2 +  ("ре/Ь е) ( 1 — 2г;ехр(—z'2) J ехр (P)dt J

у (Ь) — — — 0)3 {к) I (^ l ) 2z ’ exD (—z'2)
1  ̂ '  2 Mj-i L \/2 k3v s  ^  W e  j  6 P  ^ 6 . ’

(6.1.2.4)
где

« ( к ) — к г и

e"  m V' '
Д ля возбуждения ионно-звуковых колебаний необходимо, 

чтобы скорость пучка превысила их фазовую скорость со (к) /к —
- 1 7 , .

Однако, для того чтобы инкремент колебаний, обусловленный 
электронами пучка, превышал затухание колебаний, вызванное 
резонансными электронами плазмы (у >  0), необходимо выпол­
нение более жесткого условия, а именно

 ̂ П0(Т 'Л 3к  1
( т ; )  7П Г1(1 +

Резонансные ионы пучка также могут возбуждать ленгмюров- 
ские и ионно-звуковые колебания. Инкременты нарастания и до­
бавки к частотам этих колебаний, обусловленные ионами пучка, 
определяются формулами (6.1.2.2)—(6.1.2.4), в которых нужно 
заменить индекс е на индекс i у  величин о>̂е, v'e и z '. Максималь­
ный инкремент нарастания ленгмюровских колебаний, обусловлен­
ный ионами пучка

W  =  ] / i ( ^ ) 4  (6.1.2.5)

(при Т[ ~  Т'е), того же порядка, что и (6.1.2.3).
Однако интервал фазовых скоростей неустойчивых ленгмю­

ровских колебаний, возбуждаемых ионным пучком А(<о/кг) ~  /л, 
значительно уж е интервала фазовых скоростей колебаний, вы­
званных электронным пучком, т. е. А(ш/кг) ~  v'e. Поэтому взаимо­
действие ионного пучка с ленгмюровскими колебаниями значи­
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тельно слабее, чем электронного пучка той же плотности. 
По этой же причине взаимодействие ионно-звуковых колебаний 
с ионами пучка происходит менее эффективно, чем с электронами.

В рассматриваемом случае пучков заряженных частиц с боль­
шим тепловым разбросом по скоростям колебания возбуждаются 
резонансными частицами. Можно сказать, что каж дая резонансная 
частица возбуждает колебания независимо. Инкремент нарастания 
колебаний в этом случае пропорционален плотности частиц пучка п'0. 
Далее будет показано, что при достаточно малом разбросе ча­
стиц пучка по скоростям возможна ситуация, при которой они воз­
буждают колебания когерентно; при этом инкремент нарастания 
колебаний пропорционален либо (п )̂1/*, либо (ге(')1/з.

6 .1 .3 . Возбуждение продольных колебаний моноэнергетиче- 
ским пучком. Полученные выше выражения для инкрементов 
нарастания продольных колебаний применимы, если уШ!а <<5 kv’e. 
Так как  утах с/з п'0/Т'е, то это неравенство выполняется, если тепло­
вой разброс частиц пучка по скоростям достаточно велик, а плот­
ность мала.

Еели выполняется противоположное неравенство тшах kv'e 
(случай холодного, или моноэнергетического, пучка), то разброс 
частиц пучка по скоростям несуществен.

Рассмотрим сначала возбуждение ленгмюровских колебаний 
моноэнергетическим пучком [2—5 ]. Полагая в этом случае 
|ze | ^> 1 и |z' | ^> 1 и пренебрегая вкладом ионов в дисперсионное 

уравнение (6.1.1.5), получим

т. е. уравнение четвертой степени относительно и>. Поэтому 
наличие пучка существенно изменяет дисперсионные свойства 
плазмы. Найдем решения дисперсионного уравнения (6.1.3.1) 
в случае пучка малой плотности (п'0<^п0). Так как %е о>ро, то 
два его корня близки к  ±соре, а именно

— +<% 1 Л (6.1.3.2)

Другие два корня близки к кга. Полагая
ю<3, 4) _  fop  _|_ 7j(3, 4)̂ (6.1.3.3)

где | tj(3> 4) | <̂  | kja, |, получим
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Отсюда следует, что длинноволновые колебания (кга  <»рв) 
неустойчивы, причем инкремент их нарастания равен

у =  Im к) =
v'Ke/V)2- ! '

Тогда получаем, что при /с.и шре

у ~  \Jnyn0kji ~  sjn'jn .̂ (6.1.3.5)
При kzu ~  шре находим отсюда, что у ~
Формулы (6.1.3.2) и (6.1.3.4) для со =  <о(1) и со =  ю(3>4) непри­

менимы вблизи резонансной точки kjz =  wve, в которой пересека­
ются (в пределе щ  -*• 0) ветви колебаний с частотами соС1) =  соре и 
со'3’ 4) =  кги. В этом случае, полагая по-прежнему o>(J> =  кги -j- 
(7 =  1, 3, 4), получим для добавки к частоте у] =  кубическое 
уравнение

Г + ( 1  —  % J K U)  “ ре7!2 —  7 s « w v  =  ° -  ( 6 . 1 . 3 . 6 )  

При | т) | 1 kzu — о)рв | находим отсюда, что

ч =  е (7 .% < $ ,А, (6.1. з.7)
где _

s = V T = ( i , = i + i ^ . ,  = Ц ± ^ ) .

Инкремент нарастания колебаний для неустойчивой ветви равен

T = f ( 0 V  (6.1.3.8,

Таким образом, колебания системы плазма—пучок малой плот­
ности имеют в условиях резонанса (ш{е=кги) максимальный 
инкремент нарастания, пропорциональный («о)1/з-

Отметим, что полученными выражениями можно пользоваться 
только при выполнении неравенства |z'| ~  |Г||//я;' 1. Это не­
равенство для колебаний с инкрементом (6.1.3.5) выполняется, 
если и v ’e (ге,'/и0),/2, т. е. если разброс электронов пучка по ско­
ростям очень мал. Д ля колебаний с максимальным инкрементом 
нарастания условие |z' | ^> 1 несколько слабее, а именно, и  ^>
Ж « /поУ!з-

Если эти условия не выполняются, то когерентное возбуждение 
ленгмюровских колебаний невозможно. Однако в этом случае 
могут возбуждаться ионно-звуковые колебания [11, 12]. Диспер­
сионное уравнение для ионно-звуковых колебаний при наличии 
моноэнергетического электронного пучка имеет вид

2 *2 
1 " p i  “ ре
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Так же как и уравнение (6.1.3.1), оно четвертой степени отно­
сительно ш. При п'ъ< ,̂пп(те[т{) корни этого уравнения определя­
ются формулами (6.1.3.2)—(6.1.3.4), в которых нужно заменить 
<вре на u>g =  Jws/\Jl +  1сла1 (где v8 =  \jTejmi — скорость звука) и 
ня т fl 4- 11к2а%)-Чг. Неустойчивыми являются колебания при

Инкремент нарастания достигает максимума в условиях резо­
нанса, т. е. при о>8 (к) =  кги; тогда имеем

Остановимся на условиях применимости этих выражений. Они 
получены при соблюдении условия [z '| ^ * l ,  которое выполняется 
в нерезонансном случае, если

т. е. только при и v ’e. Кроме того, должны выполняться усло­
вия | ш | ких и | «> | <<g киъ. Так как ю ~ к и ,  то необходимо, чтобы 
были справедливы неравенства v i <^u<^.ve. Очевидно, что полу­
ченные неравенства будут совместны только при очень малой теп­
ловой скорости частиц пучка.

Если плотность пучка такова, что п0 (иге/т; ), то с учетом 
малого слагаемого, пропорционального в уравнении (6.1.3.9), 
получим

Инкремент нарастания в этом случае равен по порядку
величины

(6.1.3.10)

а в резонансном случае (при ш8 =  кги) — если

«о (k) =  k/i + о>' (к) + (6.1.3.11)

где

Два других корня этого уравнения значительно меньше k/i; 
они равны
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Неустойчивы те колебания, для которых кги <[ o)g (к). В этом 
случае для инкремента нарастания колебаний имеем по порядку 
величины

В условиях резонанса, когда (% (к) =  кеи, находим

< f U '3 '1 3 >

где

i = y r = { i , = ± = ^ - ,  ~ - +2 i)/w) .

Максимальный инкремент нарастания равен, согласно (6.1.3.13),
_vT /no  тЛ'Ь г 

Tm“  2‘/ » \ » o » » i/

Условия применимости полученных выражений (|z'|^>l, | ze | <̂  
<^1, | z j| ^ l)  выполняются при ю'~А;гг, если v it v'e <^.u<^ve.

Мы исследовали возбуждение моноэнергетическим пучком лен­
гмюровских и ионно-звуковых колебаний плазмы, слабо затухаю­
щих в отсутствие пучка. Покажем теперь, что такой пучок может 
возбуждать колебания плазмы с фазовой скоростью порядка теп­
ловой скорости электронов и ионов, которые в отсутствие пучка 
сильно затухают. Считая по-прежнему, что |z'|^>l, представим 
дисперсионное уравнение для продольных колебаний А —0 в виде

•iW<k, =  I6-*'3 1 4 )

где s {p )  =  А ( к ,  ш) при п '0 =  0. Так как величина <о'е мала, то, пола­
гая ш =  кги  т), найдем

v =  ± -------“g ------  (6.1.3.15)
у/ ер ) ( к ,  к г и )

Величина sjp) имеет мнимую часть (обусловленную наличием 
резонансных частиц в плазме), и поэтому у  одного из корней
(6.1.3.15) она всегда положительна. Например, при ^“порядка ve 
и кае порядка единицы полним  R es'p) ~  Ime'1” ~  1, так что 
Т — “ре- При и  — у, и кае j ~ 1  также находим у ~  м'е. В рассма­
триваемом случае раскачка колебаний моноэнергетическим пуч­
ком обусловлена сильным их поглощением резонансными электро­
нами и ионами плазмы. Этот механизм эффективен лишь в области 
скоростей и —ve j .  Если u^>ve, то число резонансных электронов
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экспоненциально мало. В этом случае формула (6.1.3.15) имеет вид
V =  ± “ре Г1 - f 1 vW2 ехР (—'Ца2/2кЪ1)]~'1г.
При ю <  Шрв происходит когерентная раскачка колебаний и 

ш  Л им мнимы м слагаемым под знаком квадратного корня в этом 
выражении можно пренебречь. Если ш >  шре, то инкремент на­
растания экспоненциально мал, а именно

т 1 Г  71 “ рец / v f i \
т =  1ш■П =  11_ {̂ / Ки)Ц, . У

Отсюда следует, что при приближении к резонансной области 
(кги — шре) раскачка колебаний из-за черенковского поглощения 
усиливается.

Остановимся еще на вопросе о возбуждении колебаний плазмы 
моноэнергетическим ионным пучком малой плотности. Получен­
ные выше выражения для частот и инкрементов нарастания коле­
баний остаются применимыми и в данном случае, но с заменой соре 
на (opi. Так как  в нерезонансных условиях инкременты нарастания 
пропорциональны ш^, то когерентная раскачка колебаний плазмы 
моноэнергетическим ионным пучком малой плотности менее эф­
фективна, чем их раскачки электронным пучком.

В заключение рассмотрим возбуждение ионно-звуковых "ко­
лебаний во взаимопроникающих плазменных потоках сравнимой 
плотности [13—15]. Предполагая, что |ze |< ^l, |z^|<^l, | z, | ̂ > 1 
и |z'|^>l, представим дисперсионное уравнение (6.1.1.5) в виде

1 + - L  +  J : ___ * ............................-У = 0

где а ' =  у'/<вре. В случае длинноволновых колебаний (кае <̂  1, ка'в<̂  
<С 1) можно пренебречь здесь единицей до сравнению с 1 !к га\ и 
1 jk2a^. В результате получим следующий критерий неустойчивости:

cos2 0 а 2 <  (^ s )2 [(”0lmi)4s +  « lm ' i)1,aV

где 0  — угол между векторами к и и .  При выполнении этого не­
равенства во взаимопроникающих потоках возникает сильная 
неустойчивость с инкрементом нарастания колебаний, равным по 
порядку величины у  ~  кги (п0 ~  щ , Т'е ~  Тв).

Следует отметить, что величина и  cos0 должна быть значительно 
больше тепловой скорости ионов в обоих пучках, так как  в против­
ном случае возбуждение колебаний становится невозможным из-за 
появления сильного затухания на резонансных ионах.

6 .1 .4 . Неустойчивость плазмы, электроны которой движутся 
относительно ионов. Выше мы рассмотрели возбуждение про­
дольных колебаний плазмы скомпенсированным пучком электронов.
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Рассмотрим теперь этот процесс в плазме, электроны которой 
движутся относительно ионов. Такое движение может быть вы­
звано постоянным электрическим полем Е0. Двигаясь в этом поле, 
электроны на длине свободного пробега I приобретают энергию 
Ье=еЕ01 (напомним, что 1=1/ощ , а=пе^ЫТ\ — сечение рассея­
ния при кулоновских столкновениях, L — кулоновский логарифм). 
Если 8s <̂ г Ге, электрон будет отдавать свою энергию другим ча­
стицам плазмы, в результате чего будет происходить джоулев на­
грев плазмы; при этом электронный газ движется относительно 
ионов с некоторой скоростью u= eE 0h c , значительно меньшей 
тепловой скорости электронов (v0= i;e/Z — частота кулоновских 
столкновений).

Ситуация существенно меняется в сильных электрических 
полях, когда 8$ >  Тв. Так как  длина свободного пробега элект­
рона быстро увеличивается с ростом энергии, то кулоновские столк­
новения сами по себе не способны помешать электронам перейти 
в режим непрерывного ускорения, при котором скорость электрон­
ного газа линейно возрастает со временем, т. е. при и —(e/me) E0t.

Такому переходу может воспрепятствовать не кулоновское рас­
сеяние электронов на ионах, а другой механизм, а именно рассея­
ние электронов на неустойчивых продольных колебаниях плазмы, 
возникающих при движении электронов относительно ионов.

Рассмотрим подробнее возникновение этой неустойчивости 
[6, 8, 16—19]. Будем считать, что электрическое поле больше кри­
тического Е0 >  Ее, определяемого из условия еЕс1=Те, а скорость 
направленного движения электронов и значительно больше тепло­
вой скорости. Вместе с тем допустим, что поле Е0 не слишком ве­
лико, и за время 1/у, где у — инкремент нарастания рассматри­
ваемых колебаний, приращение скорости электронов Аи=(е/пъвг{)Е0 
очень мало по сравнению с и, и можно считать, что за время на­
растания колебаний электронный пучок движется равномерно и 
прямолинейно (адиабатическое приближение). Вследствие боль­
шой массы ионов они приобретают в поле Е0 скорость, значительно 
меньшую скорости электронов, и в отсутствие колебаний их можно 
считать покоящимися.

В этих условиях дисперсионное уравнение для продольных ко­
лебаний плазмы будет иметь вид

Пренебрегая тепловым движением электронов и ионов перепишем 
его следующим образом:

1 - j -  4тгх (е ) (к, со —  кги) - j -  4тос(1) (к ,  со) =  0 .

1 - (ш — кги)2
ре (6.1.4.1)

где a>pi =  \jiTze2n J m i — ионная ленгмюровская частота.
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Если о) кги, то, очевидно, ионное слагаемое здесь пренебре­
жимо мало; тогда из этого уравнения получим выражения для 
частот обычных ленгмюровских колебаний, смещенных на вели­
чину А ш—кги  из-за эффекта Доплера,

со =  кгп ± <орв .

Нас будет интересовать низкочастотная ветвь электронно­
ионных колебаний (ш кги). В этом случае в уравнении (6.1.4.1) 
следует сохранить ионное слагаемое, и тогда имеем

<6 Л А 2 >

Пренебрегая здесь при кги, не близких к «>ре, малым слага­
емым порядка со/йуг, получим

<0— + i~,----- ^ = = ;  (6.1.4.3)-  \/(Щр

итак, рассматриваемые колебания неустойчивы при кги O p e -
Инкремент нарастания этих колебаний равен по порядку ве­

личины
Т ~  {mjm{fhkzu.

Он становится особенно большим при к и  -> соре. В этом случае, 
однако, выражение (6.1.4.3) становится неприменимым и вели­
чину со следует определять из кубического уравнения (6.1.4.2).

При иVfS =  k ji  из (6.1.4.2) находим
<0 =  С(»(1/,«0реЧОЧ

где

с = у = г = ( —1, 1+2ty/w, 1 - 2fv/3) .

Таким образом, максимальный инкремент нарастания равен
у/3 I гое \‘/з у/Ъ ( mi Y /a ,а л / /\

Тши— 2-/3 ( TO. j  wpe=  2V® l me ) “pi' (6.1.4.4)

В заключение остановимся на условиях применимости исполь­
зованного нами адиабатического приближения [20]. Очевидно, 
последним выражением можно пользоваться, если за время по­
рядка 1 /уШах условие резонанса | соре — ктл | ̂  ymal не успевает 
нарушиться из-за ускорения в электрическом поле, т. е. если 
Ми <  Ттах. где Ап =  еЕй1тпвутзл и k =  wvJu .

В достаточно сильных полях и коротких системах плазма может 
оказаться устойчивой, так как  не только резонансные (кита <оре), 
но и нерезонансные колебания с инкрементом у ~  (m j m t f !« ки
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не успеют раскачаться. Действительно, при учете ускорения 
электронов колебания плотности ионов описываются уравнением

где и =  (eE Jm e) t. При <ope >  k ji  его решения нарастают; они равны

где ^  =  ( im emilk%e2Eiyi‘. В области кгп >  о)ре решения этого урав­
нения осциллируют.

При t<^_t1 колебания плотности нарастают очень медленно, 
а при t<^.t1 имеем

Поэтому при t t1 начальное возмущение не успевает развиться. 
При t ]> t1 происходит экспоненциальный рост этих колебаний, 
соответствующий адиабатическому приближению,

Чтобы колебания не успели развиться, необходимо, чтобы за 
время t ^ t 1 нарушилось условие кг и<^ <орв для самых длинновол­
новых колебаний с kz miI1 — 2kJLv где Lu — длина системы. Отсюда 
получаем критерий устойчивости

В полях Е0 ]> Е„,;„ электронно-ионная пучковая неустойчи­
вость не развивается.

Если плазма находится в электрическом поле Е0, значительно 
меньшем Ес, то средняя скорость электронов будет значительно 
меньше тепловой их скорости. Если в такой плазме температура 
электронов существенно превышает температуру ионов, то дви­
жение электронов и ионов друг относительно друга может приво­
дить к  возбуждению ионно-звуковых колебаний [21].

Будем считать, что в отсутствие колебаний распределения 
электронов и ионов являются максвелловскими, причем средние 
скорости ионов и электронов равны нулю и и соответственно. 
Тогда дисперсионное уравнение для ионно-звуковых колебаний 
примет вид

щ = s/t [ c j ' n  т + с 2/_.д m i

щ  — С1 ~f~ C%t.

п со (1 Д/F) exp

или
■®0 m̂in>

где
ЕшЫ =  епйЬ и \jmjmi.
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Отсюда легко найти частоту <о(к) и инкремент нарастания 
колебаний у (к); имеем

ш (к) =  со, (к), т (к) =  Те (к) — Ti (к),
где

kv,
,(*) Vi 4- кЧ1 ’

kvs / к м

Ti (к ) =  ]/ "g" ~кЩ ех ^ (  2P U f)*

(6.1.4.5)

Очевидно, что неустойчивость ионно-звуковых колебаний мо­
жет возникнуть только при и >  (ojk. При кав ~  1 и и ^  vs по­
лучим, пренебрегая затуханием на ионах,

со (к) ~  о)р1, у (к) ~  (вР1 (в/ув). (6.1.4.6)
При уменьшении скорости дрейфа электронов уменьшается ин­

кремент нарастания. Неустойчивость возникает только при и  >  ис, 
а величина критической скорости определяется из условия уе = 
=  к  (Т < 0  при и < и с при любых к). По порядку величины имеем 
ив ~  (3-r-4)i71.

6 .1 .5 . Возбуждение электромагнитных волн в плазме пото­
ками заряженных частиц. Мы рассмотрели возбуждение неустой­
чивых продольных (потенциальных) колебаний в плазме в том 
случае, когда через нее проходят потоки заряженных частиц. По­
кажем теперь, что в этом случае в плазме могут возбуждаться и 
электромагнитные (непотенциальные) колебания [22—24]. Чтобы 
разъяснить механизм их возникновения и связанной с ним неустой­
чивости плазмы, обратимся к следующему простому примеру [22]. 
Рассмотрим два электронных потока, движущихся вдоль оси z 
навстречу друг другу с относительной скоростью 2м, тогда

/е0 =  («,) 8 {vy) [8 (у, — и) - f  ь (уг +  в)].

При появлении магнитного поля, направленного вдоль оси у, 
вида В у со ехр(ikx) оно будет искривлять траекторию электрона. 
За время At к  скорости электронов v = u ,  добавится скорость вдоль 
оси х, равная

4 " - = - ^ № . Д1= ; 5 Л “ -
Поэтому вдоль оси х возникает поток ;z компоненты импульса 
электронов

7 imbn()vzAvx =  1/2 (щи1!с) ByAt.
К скорости электронов vz= —и  добавится за время] At составляю­
щая вдоль оси х, равная — Дуж. Поток z-компоненты импульса этих
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электронов через единичную площадку, перпендикулярную оси 
х, также будет равен 1/2(n0u2/c)ByAt.

Суммарный поток z-компонент импульсов обеих групп элект­
ронов в единицу времени через единичную площадку, перпенди­
кулярную оси х, составит

(е-1-5-1)

Перенос импульса приведет к появлению переменной составляю­
щей скорости электронов вдоль оси z, и мы получим

тещ  ^ f - =  — =  ikPzx- (6.1.5.2)

В результате возникнет электрический ток в направлении z с плот­
ностью

]2 =  —en0v2. (6.1.5.3)

Вместе с тем для компоненты плотности тока j e можно написать 
1 . = ъ ” * > .В = т 1 -В г  (6.1.5.4)

Дифференцируя соотношение (6.1.5.2) по времени и учиты­
вая  (6.1.5.1), (6.1.5.3) и (6.1.5.4), получим следующее уравнение 
для В у :

_ и2 4тсе%0 п  .г. л с  t-v
дП с2 Г -Э’ >

Мы видим, что поле В у будет экспоненциально нарастать со 
временем с  ̂инкрементом

(6.1.5.6)U
"ре*

Таким образом, механизм рассматриваемой неустойчивости 
заключается в том, что магнитное поле возмущения В у искривляет 
траектории электронов и обусловливает наличие потока z - k o m -  
поненты импульса электронов в направлении оси х. Изменение 
этого потока вызывает появление переменной составляющей ско­
рости электронов v z, т. е. тока /г, в результате чего возрастает 
первоначальное магнитное поле.

Проведенный анализ, однако, неполон, так как  он не учитывает 
появления вихревого электрического поля

р ___* дВУ
e ск dt '

В уравнении движения
dvz _ _ _  e j? 1 дрю
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им можно пренебречь только в том случае, если
дВ.
dt

т. е. при выполнении условия /с2с2 5g>о)ре.
Рассмотрим теперь ту же неустойчивость с учетом возникаю­

щего вихревого электрического поля, а также с учетом теплового 
движения частиц плазмы и пучка [24]. Д ля этого используем об­
щее дисперсионное уравнение (6.1.1.4) для электромагнитных 
волн в системе плазма — пучок. В случае волн, распространяю­
щихся перпендикулярно оси z в направлении оси х, оно принимает 
вид

е п  (< # 2 —  ®зз) +  e i3 =  0 . (6.1.5.7)
Компоненты тензора диэлектрической проницаемости для 

плазмы и пучка с максвелловскими распределениями частиц по 
скоростям в этом случае равны

1

■"33 •
2 (2 

1 + 1 ^  z«w  + - S - 1 ^  K w  (Ю +

,2
Wpa U 2

,2
-13 -

где

+ -£ r  7 F  t 1 +  K w  « ) ] .
a

z a =  ®/\/2 k va, Z't  =  соД/2 fa/.

(6.1.5.8)

Исследуем уравнение (6.1.5.7) в ряде предельных случаев. 
Рассмотрим сначала область больших фазовых скоростей, когда 

тепловой разброс частиц по скоростям несуществен ( I ш \/к v v'), 
тогда тензор е... имеет вид “ “

/2



Подставляя эти выражения в уравнение (6.1.5.7) и решая его 
относительно со2, получим

(6.1.5.Ю)
(*2c2+ 2 “p e )2 “pc

где суммирование проводится по частицам плазмы и пучка. Так 
как со2 0, то рассматриваемые колебания неустойчивы. В систе­
ме отсчета, в которой 2 сореи =  0> выражение (6.1.5.10) упро­
щается и принимает вид

“ г = ^ « й й : < 0 ' ( 6 Л -5 ' И )

В частном случае двух одинаковых пучков, движущихся на­
встречу друг другу, последнее соотношение совпадает при к2с% 
S^co2 с выражением (6.1.5.6) для у.

Перейдем теперь к исследованию случаев, когда тепловой раз­
брос частиц существен. Д ля простоты будем рассматривать систему, 
состоящую из покоящейся плазмы с плотностью п0 и движуще­
гося со скоростью и  скомпенсированного пучка с плотностью п0. 
Температуры электронов и ионов в плазме и пучке обозначим, как 
всегда, через Те, Tt, Т'е , Т[.

а) Если пучок холодный, а электроны плазмы горячие, то 
v v  v[, v'e <̂  |coj/A:<̂ Уе и тензор е .̂ принимает вид

8 - 1 I ^  МР‘11 “  /с2у| 0)2 Щ2 *
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„ 4 , " Ъ  ,  /~ “ P i « £ ( “ * + * * » * )
E3 3 = 1 + ^ W "  * е - ^ Г ------------S -------

<о£ки

(6.1.5.12)

Подставляя эти выражения в уравнение (6.1.5.7) и пренебрегая 
в соотношении для е33 слагаемым, пропорциональным ize, получим

А'а* +  В'аР +  С' =  0, (6.1.5.13)
где

А' =  (®РJk ve?  (А2с2 +  +  <»*,),
В '  =  —  (/С2С2 +  <flp2e + ч ) 2р1)((Вр| - f  tu|i) - j -  (м/уе) 2 0)pe®pei 

С' =  —co|j(Bp|A:2B2.
Решая (6.1.5.13) относительно ш2, находим



Так как  А'С' < 0 ,  то один из корней всегда отрицателен, 
т. е. рассматриваемые колебания с фазовой скоростью, значительно 
меньшей ие, всегда неустойчивы. Следует, однако, отметить, что 
условия, при которых получены решения (6.1.5.14), выполняются 
при довольно жестких ограничениях.

Нетрудно убедиться, что такие колебания возбуждаются и при
в О е.

б) Если пучок холодный, а электроны и ионы плазмы горячие, 
то у', v\ | «> \ / к ие, ;,’j и компоненты тензора равны

9 9 '2
| “р6 | юр1 иге 

еп ~~ “г  m i  к щ  «а »
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Подставляя эти выражения в (6.1.5.7), найдем

„ 2 (  А2ц2 k*0*v\ \
“  ~  “ pe ( kW + u'l

Колебания неустойчивы, если выполняется неравенство

^  vlv\
*2с2 + »р 2 +

в) Еи’области фазовых скоростей, значительно меньших тепло­
вых скоростей электронов плазмы и пучка и значительно боль­
ших тепловых скоростей ионов плазмы и пучка, т. е. при 
v u v 'i Iш |/& уе> ув> тензор &{j. имеет вид

<°ре м р1 +  »>р1
’ ' &2у'2 ft>2

eS3 =  1 +  t +  “£L iv r« _1_ ( 1 +
33 1 ш2 v ® ~  0)2 v * ^ t  o a^ '2  №2 \  i o>2

ap e“

Подставляя эти выражения в уравнение (6.1.5.7), получим, пре­
небрегая в egg членами, пропорциональными tze и гг', уравнение

19 Под ред. А . И. Ахиезера



290 ГЛ. 6. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОТОКОВ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

вида (6.1.5.13) с коэффициентами

Величина со2 определяется формулой (6.1.5.14). Колебания будут 
неустойчивы при А1 0 либо при Л' 0 и В ’ <С 0. Если, напри­
мер, п'0 ~  щ  и и — v e — v ’e, то для инкремента нарастания колеба­
ний получим у ~  kve (m jm i)ll\ Условие | со | ^> кь\ выполняется 
только в том случае, если Ге^> Г..

г) Наконец, если электроны пучка горячие, а плазмы — холод­
ные, то в области фазовых скоростей уе <̂ ! | со \(к v'e компоненты 
тензора еу  имеют вид

Если | е1312<̂  | еа е331, то в уравнении (6.1.5.7) можно пренебречь 
величиной sf3, и оно запишется следующим образом:

Подставляя сюда найденное выше выражение для е33, получим

Неустойчивость возникает в этом случае при выполнении нера­
венства

Мы остановились так подробно на неустойчивостях, связан­
ных с возбуждением электромагнитных волн, потому, что они по-

В ' =  ---- (cDpj -j- со^) ^к2с2 - f  co|i - f
(6.1.5.16)

С г =  —0)^0)^к2а2.

s

s

g

1
c#2- e 33 =  0.

* 2c 2 —  шр е). ( 6 . 1 . 5 . 1 8 )

где
F c2 - f  (.)2e ̂  (u/i/)2 ш;‘2.
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являются при скоростях направленного движения пучков, как 
больших, так и меньших тепловой скорости электронов и ионов. 
Пучковые неустойчивости, связанные с возбуждением продоль­
ных колебаний и характеризующиеся, вообще говоря, значительно 
большими инкрементами нарастания колебаний, при малых ско­
ростях пучка развиваться не могут.

6 .1 .6 . Неустойчивость плазмы с анизотропным распределе­
нием частиц по скоростям. Выше мы исследовали устойчивость 
системы, состоящей из двух скомпенсированных плазменных по­
токов. Покажем, что и в отсутствие потоков плазмы, т. е. при 
функции распределения частиц плазмы, монотонно убывающей 
в любом направлении с ростом их скорости, также возникает не­
устойчивость, если -само распределение частиц анизотропно. Рас­
смотрим устойчивость плазмы с функцией распределения электро­
нов по скоростям вида [25—27]

/ео ( V) =  /оО у2х)>

где v± =  \jv\ -j- v'g — составляющая скорости, перпендикулярная 
выделенному направлению анизотропии (оси z).

Будем по-прежнему рассматривать волны, распространяющи­
еся вдоль оси х. Тогда, предполагая, что к з  I2 ^  1еп езз1> получим 
из (6.1.1.4) дисперсионное уравнение

< # 2 =  ®33>
или

*2c2+ « i ( l  — ч )=  -2ш > ) 5 kv ' _ J 3v, (6.1.6.1)
где

Предполагая, что | ш| <̂с k<(j vx |)., получим отсюда
i f f  -4- а>2„ (1 — Ti)

“ = 2 ^  „ г ;  ч------ • (6-1-6.3)
“р® УУ (у|) J J ttxfa0̂ vgdvllJ t2=0

Если, в частности, распределение электронов по скоростям 
представляет собой анизотропное распределение Максвелла

/е0= :----W i t__ ехр ( тЛ  rnev\ \
(2тх) ' 2 T f T , Р \ 2 Т± 2Т , ) '

где Т  ̂ и Т «поперечная» и «продольная» температуры электро- 
нов, определяющие средние значения v\ и и2, то формула (6.1.6.3) 
примет вид ** 4

“  =  (6.1.В.4)

19*
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Мы видим, что неустойчивость возникает, если tj 1, т. е. 

Т^ Т '̂ , , ,Отметим, что неравенство | о> | к \ vx |, справедливость которого 
подразумевалась при выводе (6.1.6.3) и (6.1.6.4), выполняется, если

Если Г,, <  Тх, то также возникает неустойчивость. Но, в отли­
чие от случая Tt Т±, когда неустойчивы колебания, распростра­
няющиеся перпендикулярно оси анизотропии, при Тп<^Тх неус­
тойчивы колебания, распространяющиеся вдоль оси анизотропии 
(оси z). Для электромагнитных волн, распространяющихся вдоль 
оси z, дисперсионное уравнение имеет вид

с#2 =  еш
где

v ^ d v A d v -
о

Предполагая, что |о> | иг |)>, найдем отсюда
ik A2C2 + <o2e ( l_ S )

(0)
(6.1.6.5)

где

=  v\ )d vx,
о

----- - f y l - ^ r d 3i;.п0 j №

Для анизотропного распределения Максвелла параметр С равен 
T j T t . Очевидно, 1 т ш > 0 , если С > 1 (^ х ^ ^ ц )  и k2<^kl =  
== (0>ро/с)2 (̂  — !)• Условие | ш | vz |)> выполняется только в том
случае, если к-гак^.

§ 6 .2 . Взаимодействие потоков заряженных частиц 
с колебаниями плазмы i магнитном поле

6 .2 .1 . Тензор диэлектрической проницаемости системы 
плазма — пучок в магнитном поле. Перейдем теперь к исследо­
ванию взаимодействия пучка заряженных частиц с плазмой при на­
личии внешнего постоянного и однородного магнитного поля В0.



Среднюю скорость частиц пучка и будем считать направленной 
по полю В0, а распределения частиц плазмы и пучка по скоро­
стям — максвелловскими.

Для рассмотрения дисперсионных свойств такой системы 
нужно знать тензор ее диэлектрической проницаемости. Его, 
очевидно, можно представить в виде
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где — тензор диэлектрической проницаемости магнитоактив­
ной плазмы, определяемый формулами (5.2.2.3), a e'V — вклад 
в тензор в{}., вносимый частицами пучка. Используя общие выра­
жения (5.2.1.14) для тензора диэлектрической проницаемости 
магнитоактивной плазмы, получим в случае максвелловского рас­
пределения частиц, сдвинутого на величину и [28],

(6.2.1.1)

СО

а  п ——со

со

а п ——со

оо

а п ——со

со (6.2.1.2)

а  п ——со

а п——со 

со

а п~ —со

где



294 ГЛ. 6. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОТОКОВ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

В случае холодного (моноэнергетического) пучка заряженных 
частиц, когда х^<^1, -| z j^ > l, получим из (6.2.1.2)

Прежде всего отметим, что антиэрмитовы части тензора e£j.}, 
обусловленные наличием резонансных частиц, пропорциональны 
величине z'0, т. е. со—к ли. В отсутствие пучка в плазме с максвел­
ловским распределением частиц по скоростям резонансные частицы 
всегда вызывают затухание электромагнитных волн. При нали­
чии же пучка медленные волны будут раскачиваться его резонанс­
ными частицами (при выполнении условия и  >  со (к) /А: „), и если 
их затухание на резонансных частицах плазмы достаточно мало, 
то амплитуда волн будет экспоненциально нарастать со временем.

В случае моноэнергетического пучка компоненты тензора e!V 
имеют особенность при

Отсюда следует, что при прохождении через магнитоактивную 
плазму пучка малой плотности, кроме ветвей колебаний (к), 
существующих в плазме в отсутствие пучка, появляются новые 
ветви колебаний с частотами, определяемыми (в пределе п0 -»■ 0) 
выражениями (6.2.1.4).

Таким образом, холодный пучок существенно изменяет диспер­
сионные свойства магнитоактивной плазмы. Напомним в этой 
связи, что при прохождении моноэнергетического пучка через сво­
бодную плазму также возникали новые ветви колебаний с часто­
тами со= к №и  (при /г' -> 0 частота <а=к11и была двукратно вырож­
дена).

Колебания пучка с частотами со= к ]1и и со= к 9и — |со£ а | могут 
быть неустойчивыми. Эта неустойчивость особенно велика в ре­
зонансной области, где частота собственных колебаний плазмы 
со’^’ (к) становится близкой к частотам (■>=&, и или к со=Л,м—

2 /ЧЛ2_
\ со /  (<о

а

(“  —  k \tu)2 — ° 4 с
а

(6.2.1.3)
а

(“ — *цИ)2 — <4а
(со — к^и)кхи

а

а

со =  ktu ± |соВ а|. (6.2.1.4)
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_|o)£ai|. В этом случае говорят о черепковском р е зонан се  между
частицами пучка и волной, если и о циклотронном р е ­
зонансе  в условиях аномального эффекта Доплера, если wiJ ,= 
=  |в)д« I-

Колебания пучка с частотой |«>л«| устойчивы. При
циклотронном резонансе в условиях нормального эффекта Допле­
ра, когда tou ,=/(:(1u + |ш£с|, неустойчивость также не возникает *).

Далее мы рассмотрим возбуждение различных ветвей коле­
баний магнитоактивной плазмы как  резонансными частицами 
пучка, так и моноэнергетическим пучком.

6 .2 .2 . Возбуждение продольных колебаний плазмы в магнитном 
поле пучком электронов. Начнем с изучения возбуждения высоко­
частотных (электронных) продольных колебаний в системе 
плазма — пучок электронами пучка [28—32]. Чтобы найти ком­
плексные частоты продольных колебаний (точнее, почти про­
дольных колебаний, когда Е, >  Et), следует приравнять нулю 
величину А в дисперсионном уравнении (5.2.2.5). Так как  мы рас­
сматриваем высокочастотные колебания, то при вычислении А 
можно не учитывать вклада, вносимого в тензор ионной компо­
нентой плазмы и пучка.

Используя выражения (6.2.1.2), представим дисперсионное 
уравнение 4 = 0  в виде

Л  =  1 -f- 8е(р) -{- 8е(Ъ) =  О,

где
оо2 Г “

8®(р)=ш* 1 + 1 ^ zo 2  w ^
L  п = — 00

с о '2 Г _  00

8®ш = 1 + z° 2  А’> w w ^е L Я=—00
_ _  о> — п  | «Ве I , _  м — п  I шВе  | — h

\/2 k sve ’ Zn~  V2 k,v'e

Рассмотрим сначала возбуждение колебаний холодной плазмы 
пучком малой плотности с большим тепловым разбросом частиц 
по скоростям. В этом случае

^  cos2 0 ------“fe 81п80, (6.2.2.3)СО* СО" -- (ojje 4 '

и в отсутствие пучка дисперсионное уравнение 4  =  1 +  §е(р,= 0

*) Обсуждение неустойчивости колебаний магнитоактивной плазмы, вы­
зываемой черенковским и циклотронным излучением резонансных частиц 
пучка, с квантовой точки зрения проведено в работах [3 3 , 3 4 ].

]■

]•

(6.2.2.1)

(6.2.2.2)
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имеет два решения ш =  со” ’ 2) ( 0 ) = с о ±, определяемые формулами
(5.1.2.6). Полагая (о=св±+£у и пренебрегая вещественной частью 
8е1Ъ), учет которой даст только небольшое изменение частоты ко­
лебаний, получим

2k*v,7iTzo 2  4 . 0 0 еЧ>(—О
MP6  о  О- г -  COS2 О ■

С02е0)2 s in 2 0 -1
(ш2 — со|е)2

(6.2.2.4)

где
• ktu

' / 2 k l[v'e

Таким образом, величина у положительна, т. е. колебания 
нарастают, если скорость пучка превосходит фазовую скорость 
колебаний вдоль магнитного поля (и  >  со±/к}). Если и  <  <*>±/kt , 
то наличие пучка приводит к затуханию колебаний.

Формула (6.2.2.4) получена в предположении, что Г <  ktv'e , 
т. е. для пучков с большим тепловым разбросом частиц по ско­
ростям и с малой Плотностью. В этом случае инкремент нараста­
ния пропорционален п ’0 (так же, как  и в отсутствие магнитного 
поля).

Если u ^ > v ’e, то величина |z'| значительно больше единицы, 
если частоты со± не близки к к^и^п\соде |. Поэтому при и > <  
в сумме по п  в (6.2.2.4) можно сохранить только одно слагаемое, 
соответствующее минимальному |z'n\. Поэтому при выполнении 
условия

со± г »  ksu -j- п  | соВе | (п =  0, + 1 , . . . )  (6.2.2.5)

инкремент нарастания определяется выражением 

(4)1 «Iт =  .
2№v'2 2|в1|и|1

ш2 co2eM|sin20
— COS2 0 - f -  / 2 _ю2 \2<о| 1 (со± ^Ве) zo ехР ('—z«)-

(6.2.2.6)

При выводе этой формулы мы учли, что х'е — (kxv'Ja>Be)2 1 и
л ( * ; ) м * ; ) |я|/2м н !

Если условие (6.2.2.5) выполняется при /г=0, то имеет место 
черенковское возбуждение колебаний, при п = —1, —2, —3 , . . .  — 
циклотронное возбуждение.

Как видно из выражения (6.2.2.6), инкремент нарастания 
длинноволновых колебаний (кхр' =  \jx'e 1) очень быстро убывает 
с ростом номера возбуждаемой гармоники.



Формулы (6.2.2.4) и (6.2.2.6) определяют инкремент нараста­
ния в системе холодная плазма — горячий пучок. Рассмотрим те­
перь возбуждение колебаний в системе холодная плазма — хо­
лодный пучок.

В этом случае дисперсионное уравнение (6.2.2.1) принимает 
следующий вид:

м2 « 2  sin2 6 и ' ?  cos2 0 с « '2 sin2 0
1 — ^  cos2 0 -----Ц-----j------. Р6 . ----- г  = 0 .  (6.2.2.7)

0)2 О)2 — <й^е ( с о —  « „ и ) 2 ( с о ----А ц В )2 ----- '  '

Это уравнение в отсутствие пучка определяет четыре собст­
венные частоты (о =  + <в+ и о>=+ ш_; при наличии пучка число 
собственных частот продольных колебаний плазмы становится 
равным восьми.

Если плотность пучка мала (п'0<^п0), то, полагая со =  /сйи —f— vj 
и считая у] малым (| if) | | kttu  |), получим
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, i f  и2("2 — “D
71 ~ ~  — % е У  (со2 _  о>2 ) ( м 2 —  о

(6.2.2.8)

Очевидно, что величина tj будет чисто мнимой (что соответ­
ствует неустойчивости колебаний), если к ли<^ со_, либо если |coBe|<̂
< К и<  «>+•

По порядку величины для инкремента нарастания имеем

Т ~  \ K/ reo (юре ~  I соВе| >  A„B).

К ак видно из формулы (6.2.2.8), инкремент нарастания стано­
вится особенно большим при приближении частоты kt и  к  одной из 
собственных частот продольных колебаний плазмы со+ или со_. 
Однако при сояйй:||м ^ш ± формула (6.2.2.8) может стать непримени­
мой. В этом случае величина ?) определяется из уравнения

ч I v “ lie COS2 0 (о)? — о)£.) о)+
V + E . a — J T - - "  * =  0.

Если | Л:|Ггг — со±|<^т], то

1 =  * [ —
^ре COS2 0 ( c o j  —  ш2.) (Oj. ,.=ч .

где
(6.2.2.9)

S =  f/T — Л - 1  +  ^ 3  1 + г\^\ 
v \ ’ 2 » 2 / ‘

Отсюда получаем для максимального инкремента нарастания 
выражение

v  __ ^ 3  f  “ ре COS2 0 (ы2
Т ш а 1 ~  2  [  2 Т о , | -

’+ ---- c o l )  <0±

°ie I
(6.2.2.10)
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При о)ре — | ш/Л j имеем
Т max ~  ^ре /̂по/п0'

Таким образом, в условиях черенковского резонанса ш± =  к  и и 
инкремент нарастания колебаний пропорционален (n'oy !s так же, 
как и в случае черенковского резонанса в плазме в отсутствие 
магнитного поля (соре =  ktu).

Рассмотрим теперь колебания в системе холодная плазма — 
холодный пучок малой плотности с частотами, близкими к со =
— к  — | <о.ве |- Полагая, что <в =  к 11и — | шве \ +  Ъ где h  | <  
<^\к9и — |со£е||, и при со, не близком к ю±, поправка к частоте 
чисто вещественна, получим

Ш ре s i n 2 6  (<о‘“ —  ШВе) м 2  

71 =  ~  2 1 шВе | (со2 -  ) ( Ш2

При ktu — | соде| да со± имеем
 ̂=  1/3 — &nM+|a>Jte|) +

и-|а)де| '

/ ft)™ s in 2 6 I co l---I 0)+
l^ o l)2-  "  | . B e l i a l )  .7"  (6-2'2Л1)

Отсюда следует, что при приближении частоты ш ==ktu — | <оде[ 
к частоте собственных колебаний плазмы возникает неустойчивость, 
причем инкремент нарастания s

к  Л f  w p e s i n 2 e |Mi _ 0 > ^ e | “ ± ,  ,  , , ,
Т =  /2 ]/  -----|юДе,-^ Г_Г̂ ) ---------K - V + K e | ) 2

достигает максимального значения при со± =  к аи — | и>де|, равного

г , /~^ 8т2 6|со|-ы|е|м± (6 2 2 12)
Ттах /2 |/ • ( b - • ■ )

При соре ~  I и)ве | находим
Ттах ~  «ре (no K ) S

т. е. максимальный инкремент нарастания колебаний с частотой со± 
при циклотронном резонансе в условиях аномального эффекта До­
плера меньше их инкремента нарастания при черенковском ре­
зонансе. Напомним, что в последнем случае Тшах ~  (̂ о/гео)1/зшре- 

Колебания системы с частотой, близкой к со =  ЛцИ —f- [ coj5e 
всегда устойчивы. Действительно, полагая со =  k]tu, -f- | соЯс | -j~ у, 
где | -г] | <sfs kfu -f-1 co£e |, получим для т) чисто вещественное выра­
жение

"С sin2 Оо/2 (и2 — 0>|е)



если ktu - j - 1 «>ве| не близко к со±, и
1) =  !/2 (ю± — А:„и — | I) +
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l / "  к - <
■ / . ™1? sin2 0 I (oi — (oL I

+  У а  I /  К  -  - 1 |)2  +  ^ — - 1

если к ,и  - f-1 шВе | да ш±.
Рассмотрим теперь взаимодействие холодного пучка малой 

плотности с горячей плазмой. В этом случае дисперсионное урав­
нение (6.2.2.1) имеет вид

ш'2 cos2 0 о)'2 sin2 0
l+ 8 e «> (k , о>) — , , ,------Р -р ----- - = 0 ,  (6.2.2.13)I \ / (ы —АцЦ)2 (ш — *цц)5 — Ш£е ' '

где 8s(p) (к, ш) определяется выражением (5.2.2.7).
Если скорость пучка и  того же порядка, что тепловая скорость 

электронов плазмы ve или меньше нее, то для колебаний с часто­
тами (t>=ktu  либо 1о = к ли±  |шве | уж е нельзя пренебрегать тепло­
вым движением электронов плазмы..

Полагая в этом случае ш =к1и-\- rj, найдем
со' COS 0

7j =  + . , РС...= -  . (6.2.2.14)
“  v/l +  geCP) ( k ,  k t u) V '

Так как  Im §e(p) (k, ki{u)=^0 из-за наличия резонансного черен- 
ковского и циклотронного поглощения колебаний электронами, 
то один из корней последнего уравнения всегда имеет положитель­
ную мнимую часть, т. е. из-за наличия затухания собственных 
колебаний плазмы колебания системы с частотой ш ~ к9и, воз­
буждаемые моноэнергетическим пучком, всегда неустойчивы. 
По порядку величины при и — г;е и кае 1 имеем

у ~  kve (n'0/n0yi*. (6.2.2.14')
Колебания с частотой ш — к^и — |<%е| также неустойчивы из-за 

наличия затухания собственных колебаний плазмы. Полагая ш== 
=  к ци — | ы)Де | -J- tj, найдем, что

sin2 0
71 =  2 1 Ц1 (к, к.г,. — IM • (6.2.2.15)Be

Отсюда получаем

т — Тглу,— S e sin2flImSs(P)(k ’ *>В~ |МД||)
‘ 1  ̂| oijfo | | 1 + 8г(р) (к, ktu — j шВе j) j2

Так как Im 8е(р) 0, то у^>0, т. е. действительно колебания 
с частотой <i) =  к ли — | мДе | неустойчивы.
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Если кре ̂ 1  (ре — ларморовский радиус электрона), кае ̂  1 
и <Ор* ~  I «>Ве |, то

Т ~  (n 'Jn0) кив.

Из сравнения последнего соотношения с (6.2.2.14) следует, что 
возбуждение колебаний за счет поглощения при со =  к^и происхо­
дит значительно эффективнее, чем при w =  ktu  — J о)Де |.

Отметим, что колебания системы с частотой ш =  к^и - j - 1 и>Ве | 
устойчивы. Действительно, полагая <» =  к, и - f-1 «ве | -j- "П, получим

_  “ре Sin2 0
71 — 2 | соВе | [1 + fclPJ (k, * ,»  + j |)j •

Отсюда следует, что у — Im т) >  0.
Отметим в заключение, что возбуждение низкочастотных про­

дольных колебаний с частотами
№ =  Шот* (6) при 6 да 1j2n и О) =  Ши’ (б) 

пучком малой плотности можно рассматривать точно так же, как 
это было сделано для высокочастотных колебаний [35].

При движении электронов относительно ионов под действием 
внешнего электрического поля со скоростью и , значительно боль­
шей тепловой скорости электронов, при наличии магнитного поля 
также возможно возбуждение неустойчивых продольных колеба­
ний с инкрементом у ~  [36, 37].

Если электроны дрейфуют под действием электрического поля 
вдоль магнитного поля В0 со скоростью и, лежащей в интервале 
v s ^  и  <[ i;e, то в, плазме малого давления с горячими электро­
нами и холодными ионами (Те 2\) возможно возбуждение мед­
ленных магнитозвуковых волн и циклотронно-звуковых колеба­
ний (см. п. 5.5.1), а в плазме малого давления при 2’1 Г„ воз­
можно возбуждение продольных ионно-циклотронных колебаний 
(см. п. 5.6.1). Декременты затухания (инкременты нарастания) 
ММЗ- и ЦЗ-колебаний и ионно-циклотронных колебаний по-преж­
нему определяются формулами (5.5.1.14)—(5.5.1.16) и (5.6.1.11) 
и (5.6.1.12) соответственно, в которых необходимо только умно­
жить величину Ye на 1—к пи/ш (к) [38—40].

6 .2 .3 . Неустойчивость магнитоактивной плазмы в поле низко­
частотных электромагнитных волн. Пусть плазма находится 
в переменном электрическом поле Е0 (например, в поле ионной 
циклотронной или быстрой магнитозвуковой волн), имеющем со­
ставляющие, перпендикулярные внешнему постоянному магнит­
ному полю В0; тогда электроны и ионы плазмы приобретут под 
действием этого поля различные скорости ие и u r  Если частота 
поля (о0 значительно меньше электронной циклотронной частоты,
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то скорости электронов и ионов определятся выражениями
u _с  [ЕрВр]
Uf> ~  с ~ в Г

. е (ЕЬ) Ь 
me«o

г1 (' :В\ ■
(о)£1 [ЕЬ] -f- т 0 l[E0b] b]),

где b = B 0/Be — единичный вектор в направлении внешнего маг­
нитного поля. В низкочастотном поле составляющая электриче­
ского поля ЕЯ=Ь (Е0Ь), параллельная магнитному полю В0, мала, 
и поэтому дрейфовые скорости электронов и ионов плазмы в на­
правлении, перпендикулярном магнитному полю В0, могут иметь 
величину, сравнимую со скоростью электронов вдоль магнитного 
поля или даже превышающую ее. Рассмотрением этого случая мы 
и ограничимся.

Различие в относительных скоростях электронной и ионной 
компонент плазмы u = u t—ue может привести к появлению пучко­
вой неустойчивости [41—47].

Предположим, что частота и инкремент нарастания возникаю­
щих колебаний значительно больше ионной циклотронной частоты, 
а их длина волны — значительно меньше ларморовского радиуса 
ионов. В этом случае движение ионов в поле возникающих не­
устойчивых высокочастотных продольных колебаний плазмы 
можно считать незамагниченным, т. е. в кинетическом уравнении 
для ионов можно пренебречь силой Лоренца. Далее мы вправе до­
пустить, что во время развития неустойчивых колебаний ионный 
газ движется равномерно относительно электронного газа с по­
стоянной СКОРОСТЬЮ 11 =  11; —ие.

В системе отсчета, связанной с электронами, дисперсионное 
уравнение для продольных колебаний имеет вид

А —  §е(е) -}- 8в^) =  0 , (6 .2 .3 .1 )

где

8е( ■>5.

8e(D : “It [1 - f  t\/n w(Zi)],

"Be

Исследуем уравнение (6.2.3.1) в  р я д е  предельных сл уча ев .
а) Если относительная скорость и  значительно больше тепло­

вой скорости электронов, то ионный пучок возбуждает высокоча­
стотные длинноволновые (кхре <€ 1) колебания плазмы с большой



фазовой скоростью |а>/&„ | ve [46]. Тогда и электроны, и 
ионы плазмы можно считать холодными, и выражения для 8е‘е’ п 
примут вид
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8s<e): -4г- COS2 1 s in 2 9, 8e( i ) :
ш- ш—  шве (о;> —

Используя последние два соотношения, находим для корней (6 .2.3.1)
О) =  k u  -J- К),

где

± [
(ш- — ш̂.) (ш2--Oi'i.)

!(щ2 . to)
- 7  2 (
<o=ku

(6.2.3.2)

Эти колебания неустойчивы, если ku со_ либо если | шВа | ku <
<  ю+. По порядку величины при шре ~  | а>Ве | имеем

у ~  ка.

В области резонанса (ku да ш±), где инкремент нарастания макси­
мален, получим вместо (6 .2 .3.2)

“pi I “± — “Ьо I ш±'
2 (ш2. — ш2 ) (6.2.3.3)

Отметим, что для рассматриваемых колебаний условие | z0 | > 1  
выполняется при sin б — cos 6 — 1 , если и ve. Однако и при 
и ve (и даже при u<^ve) возможно возбуждение гидродинамиче­
ских колебаний на второй гибридной частоте, если угол б близок 
к  1J2iz. В этом случае | (о |<^|a)£e|, о>ре и формулы (6 .2.3.2) и (6.2.3.3) 
упрощаются:

Г “le(ku)2
4 =  ± % i[-(wpe + “|е) ((ku)* -

Г.

‘А

• ^ (“ ре +  “ ie )

(6.2.3.4)

где
“ ре cos 0

V 1 +  ыре/“ |е "

Этими выражениями можно пользоваться при cos2 9 
Если cos2 б — m j m то дисперсионное уравнение для рассматри­
ваемых колебаний с частотой I и> | I u>Iia I принимает вид
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Если cos2 9 ~  m jm £, то по порядку величины получаем отсюда 

Re со ~  Ima) ~  ku ~ — р1 . (6.2.3.6)
V1 +

В частности, в  плотной плазме (со2 со*,) имеем
Re со ~  Im ш ~  ku ~  \J\ соВв | а>вг

б) При u возможна раскачка колебаний за счет их погло­
щения (или раскачки) резонансными электронами [46]. Считая 
по-прежнему ионный пучок холодным, т. е. полагая | | 1 , 
получим

ш =  ku -J- rj,

где

т) =  ± . (6.2.3.7)
Vl + 8s(e> (k, ku)

При и ~  ие, шре — шВв и cos 0 — sin 0 — 1 получим 
Re со ~  Im «) — kvs (kae ̂  1).

Условие I z J ^ l  выполняется только при Тв Tv В частности, 
при u i^ v s<0:ve находим следующие выражения для частоты и инкре­
мента нарастания ионно-звуковых колебаний:
о) =  ku + со. (к), )

“  1  (6.2.3.8)
Т =  + Va V* 12Ио (*.) +  (T JT j) z, ехр (—z?)K /(l - f  /с2а2), J
где

(О (1А ---- kVs 7. ----  k u  +  , , --------1_ Ы8
s W  VT+ Щ  ’ 0 V2k,ve ’ Zi ~ ±  s f lk v ,  '

Ионно-звуковая неустойчивость возникает, если uL^>ue — 
~  2 3yj. Инкремент нарастания достигает максимального значения 
при /фе 1 и равен

Т т а х  ~  0 , 2  VI <1>До | С0И  (cos 0 ~  в / у в) ,

причем должно еще выполняться условие &ре <  v ju .
в) В плазме с горячими ионами и холодными электронами отно­

сительное движение ионов и электронов поперек магнитного поля 
может привести к раскачке электронного звука [47] (см. п. 5.5.3). 
Для этих колебаний &ре< ;̂1, k ltve | to [<̂ j так что дисперсион­
ное уравнение (6 .2 .3.1) принимает вид
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Отсюда получаем при <оре | т Ва (

. (fc) =  , T(k) =  Vr^ ^ Sgs № - Mi k)> , (6 .2.3.9)
v ' л + ы ’ 1 W Г 8 т„ (1-1-100%)"* К 'VI + * 2 р 2  1 '  Г 8 Тое ( i - \ - k ^ l )

где

v *  =  \ ! T J n h ,  Po =  yJ l m* l -

Условие |со
ЛОВИЯ (Од ^

2g> ktve выполняется, если 1 -J- А:2р|<  ̂T jT e, а ус- 
“  \ <  I <°л> |, если к ,Ре К Т J T e )  (1  - f -  * 2pg)]V» <  1 и 

к ,Pi Km-JmJ (1  - f  &2p2)]V* >  1 .
Электронно-звуковая неустойчивость возникает при выполнении

неравенства

где ф — угол между векторами и их. Эти колебания нарастают
наиболее быстро при ф =  0, кр0 =  1 и cos 9 =  . В этом слу-

' 2  vBe
чае частота и инкремент нарастания колебаний равны

~  ■■ (6.2.3.10)

Отношение у„„/(цгпат«=Ю,15 (и,/у,) остается малым при и± — 
—vi только за счет малого численного множителя. Отметим, что 
электронно-звуковая неустойчивость возможна и при их <̂ r vv  

Полученные выражения (6.2.3.9) и (6.2.3.10) для частоты и ин­
кремента нарастания электронно-звуковых колебаний применимы 
при у со0. Если частота <о0 волны, вызывающей относительное 
движение электронов и ионов, порядка ионной циклотронной 
частоты, то это условие при у — ушах принимает вид

К М ) 2 >  l O J m J r r i t ,

т. е. отношение u jv i не может быть очень малым.
г) Если плазма изотермична (Те ~  Г ,), то при и vi неустой­

чивость рассматриваемых продольных колебаний также имеет 
место [47], причем в этом случае дисперсионное уравнение (6.2.3.1) 
с учетом неравенства | со | | шВе | принимает вид

2 2 

1 +  W  Г1 +  1 ^  Z0W (*о) А о (*.)] +  j 3 r  [ !  +  1 ( * i ) ]  =  0 .I&vl L А \ * V *w “ O'" \л 0/ V^e/J ^  f a v <z

(6.2.3.11)
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В случае длинноволновых колебаний кав 1, 1 и kai 1 
в последнем уравнении можно пренебречь единицей по сравнению 
с (<орJ k o J 2 и положить А 0= 1 .  Приравнивая при ф=0 и у= 0 
нулю мнимую и вещественную части этого уравнения, получим 
два уравнения, определяющие границу области устойчивости 
и±—ис (при и± >  и,. плазма неустойчива):

zQ exp (—z2) - f  (T JT i) zi exp (—zf) =  0 ,
0̂

1 — 2z0 | exp (t2 — zl) dt -f- 
o

+ i .TJ Ti) j^1 — 2zi S exp (*2 — zd  *  j = (

При Ta — Ti из первого уравнения получим, 
где z0 определяется из второго уравнения

)
что

(6.2.3.12)

zn— z.

1 — z0 J exp (t2 — zl) dt =  0 ,
о

из которого находим, что z0 
ничное значение скорости и равно и, 

Если Те ~  Ti и их ^>и0, так что 
величины имеем

0,9. Таким образом, при Те Tt гра-

то по порядку

Re (о ~  Im (в ~  k u ~  \J\ \ мт  (о>ре >  | шДв |).

6 .2 .4 . Возбуждение быстрых магнитозвуковых и альвеновских 
волн потоками электронов и ионов. Электронные и ионные потоки 
могут возбуждать не только медленные продольные колебания 
плазмы, но и любую медленную волну. Напомним, что в плазме, 
состоящей из электронов и ионов одного сорта, к медленным вол­
нам относятся альвеновская (А) и быстрая магнитозвуковая (БМЗ) 
волны.

В области высоких частот ш в плазме с большой плот­
ностью БМЗ-ветвь является чисто электронной ветвью и ее по­
казатель преломления и частота определяются выражениями

"ре

иВе COS 0 У(к, 9):
, | COS в

1 +  г (6 .2.4.1)

где г =  (а)ре/Ас)2; угол 0 предполагается не очень близким к  1/2тг. 
Напомним, что в области частот | ® | | о>де| ( г ^ 1) эта ветвь
колебаний называется свистящим атмосфериком.

Исследуем возбуждение колебаний с частотой (6 .2.4.1) элек­
тронным пучком малой плотности [28]. Считая и плазму, и пучок

20 Под ред. А. И. Ахиезера



холодными и используя выражения (5.1.1.5) и (6 .2.1.3), получим 
из дисперсионного уравнения (5.2.2.5) в условиях черенковского 
резонанса ( ш (к, 0)=/е!|и)

1 = §(|г-?Т7У'”'4' в>' <6-2А2>
При циклотронном резонансе (со (к, 0) =  к аи — | о)йе |) инкремент 

нарастания равен
=  / п ц / г  (1 +  r_+ co s 8) (1 -  cos 8) I cos fl -  r | ш ,k 0) (6  2 4  3 

1 \ reo / 2 (1 +  r) (cos в )1г '

Отметим, что инкременты нарастания, описываемые двумя 
последними соотношениями, сравнимы по порядку величины при 
г ~ 1  с инкрементами нарастания продольных колебаний плазмы 
на второй гибридной частоте <в= ш_ да | <оБе| cos 0 (см. (6 .2 .2 .10) и
(6.2.2.12)). Это обстоятельство не должно нас удивлять, так как 
при т 1 БМЗ-волна становится продольной и ее частота, опре­
деляемая (6 .2 .4 .2), стремится при г -> 0  к частоте второго гиб­
ридного резонанса.

При возбуждении БМЗ-волны потоком электронов с большим 
тепловым разбросом по скоростям инкременты нарастания опре­
деляются следующими формулами:

при черенковском резонансе ( м (к, 0) да кги)
f __ sin2 0 w2 n'0
ш . 2^ y ' 2 (1 -f- r) no

где
«о (к,  в )  —  кги 

Ч ~  ’ 
при циклотронном резонансе в условиях аномального эффекта 

Доплера (со (к, 0) да к ли — п | соВе |)

7  __  ^  (же ) В_1 п  I шВе I (1  —  COS 0 )2 [ l i r  (1  -f-  г )  —  COS 8 —  COS2 8 ]2 Щ I 2\

2ге+?/гя ! kv'e cos3 8 (1 -f-г)3 ”% е х р ' Zn>'
(6 .2 .4.5)

где
W (к,  0) —  ktlu  +  п  | <0В е | 

z,!~  ~ *

Эти выражения получены при к р' 1. Если kp'e '^  1, то нетрудно 
получить для инкремента нарастания общее соотношение, анало­
гичное выражению (6 .2.2.4) для инкремента нарастания продоль­
ных колебаний.
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л0 ехр(— zl), (6.2.4.4)
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Отметим, что при понижении частоты инкременты нарастания
(6 .2.4.2)—(6 .2.4.4) убывают, т. е. возбуждение БМЗ-волны элек­
тронным пучком наиболее эффективно в высокочастотной области 
при о)— |">ве|; свисты (ш<С 10>Ве|) возбуждаются слабее [28, 
48, 49].

Рассмотрим теперь возбуждение колебаний плазмы потоками 
быстрых ионов с большим тепловым разбросом по скоростям [51 ]. 
Из условия резонанса (ода k tlu — п |(oBi| (rc=0, 1, . . .) следует, 
что частота возбуждаемой волны ш (к, 0) при большой скорости 
потока может значительно превышать ионную циклотронную 
частоту. Поэтому условие резонанса может выполняться для гар­
моник высокого порядка (п 1). В этом случае циклотронное 
излучение ионов потока, приводящее к неустойчивости, имеет 
квазинепрерывный спектр.

Будем рассматривать случай, когда спектр излучения ионов 
лежит в области частот ш£1 со | шВе|. Тогда в плазме с боль­
шой плотностью будут возбуждаться электромагнитные волны 
(свисты) с частотой

СО (к, б) =  | СОВе | СО.Ч б/г (г =  о>у/с2с2 1).

Предположим далее, что длины возбуждаемых волн значительно 
меньше ларморовского радиуса ионов потока (кр[=ки[/озт  I), 
Тогда можно пренебречь действием магнитного поля на ионы по­
тока и воспользоваться выражениями (6 .1 .1 .2) для компонент 
тензора диэлектрической проницаемости пучка, справедливыми 
при J?0= 0. Антиэрмитовы части компонент тензора е№, ответ­
ственные за возбуждение свистящих атмосфериков, имеют вид

,(е№))" =  (e(b))" (1 2z? tg2 6) cos2 0 =
/ (j)r. \ 2 _

=  ( - £ - )  exp (—zf) (cos2 0 - f  2z? sin2 0), (6.2.4.6)

где z. — (w(k, 0) — k nu)j\j2 ku'.. Остальные компоненты (в(Ь))" не 
превосходят (6 .2 .4 .6), но в дисперсионнном уравнении их можно 
не учитывать, так как  они умножаются на малый множитель 
(o/|(Ofie|-

Подставляя найденные выражения в дисперсионное уравнение
(5.2.2.5) и учитывая, что |e8S|—|е8| >  |е2| >  |S l|, где е,7 опреде­
ляются формулами (5.1.1.6), получим для инкремента нарастания 
колебаний выражение

т/со =  -  (<o/v/2 V ) 2 (И?))" +  Н ? ) "  cos2 0),
ИЛИ

*Y .— у-t ̂  со о j COS 0
-  =  — у/п — ------— - z. (1 - f  2z\ tg2 0) exp (—2?). (6 .2 .4.7)

20*



Этот инкремент пропорционален малому параметру п'0/п0 (как и 
во всех других случаях возбуждения медленных волн горячим 
пучком) и, кроме того, второму малому параметру

При u^>v[ инкремент (6 .2.4.7) экспоненциально мал, если к,и 
не близко к  о) (к ,  0). Резонанс возникает при к  =  к 0, где к 0 =
— Ц0̂ е/с2(0!е- Инкремент достигает максимума при заданном 0, если 
z. = •—z„, где
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z l  =  1/8 C tg 2 0 [ V ( 2  -  3 tg* 0)2 +  8  t g 2 0 -  2 - f  3 t g 2 0]. 
Максимальный инкремент равен

W  =  V " ^ -/ (9 )^ b  (6 .2.4.8)

где
/ (0) =  c o s  0 (1  +  t g 2 0) zm exp (— z zJ .

При 0 =  0 имеем zm =  ij\]2 и /(0) =  O,43. Если 0 =  1/2тс, то 
zm =  \J3 и / (0) 1. Таким образом, максимальный инкре­
мент возрастает при приближении 0 к  1/2тс. Однако приведенными 
выражениями для инкрементов, равно как и выражением <о (к, 0) =  
=  | <“ве | cos 0/г для частоты свистящего атмосферика, можно поль­
зоваться только при 0, не близких к  1/2ic.

Рассмотрим поэтому отдельно возбуждение волн с частотами 
<?g | со | c?g | ш£о | ионным потоком при 0 яа 1I2tz. Предполагая, по- 

прежнему, что шре | ш£е |, получим следующее выражение для 
частоты колебаний БМЗ-ветви:

9 / , fix “ ре [ К / " Ч )  (1  Ч - Г) +  COS2 01

ш (* '  9) =  0  + r)T l +- <1 +  О С ,.)^.)°1  • <6'2'4 '9)
При г > 1  и cos20 m jn ii получаем отсюда выражение для частоты 
свистящего атмосферика.

Инкремент нарастания колебаний с такой частотой (см. (6 .2.4.9)) 
определяется соотношением

1 __ <■>* (1 +  г) (еЦГ
2№с% г [(me/m j) (1 -(- г) -|- cos2 0] (6.2.4.10)

где (eg))* задается формулой (6 .2 .4.6).
При (m jm 4) (1 —J— г) cos2 0 эта формула совпадает с форму­

лой (6 .2 .4.7), если пренебречь (eg))" cos2 0 по сравнению с (г<Ь))".
Если со.с2 0 — m jm i, г — 1 и к ~  к0, то по порядку величины 

максимальный инкремент равен
п'о i f  n ii По , --------j-------

T m al т е U)Bi —  “ i ’e I WBi•
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При cos26^ ( m e/m1) ( l - j - r )  и <оре ̂  | %е | имеем по порядку ве-

Таким образом, инкремент нарастания высокочастотной части 
БМЗ-ветви достигает максимума при cos2 Ь ^ m jm ^  который 
в \Jm-jme раз больше инкремента нарастания колебаний при 
cos 9 — 1.

Перейдем теперь к изучению возбуждения низкочастотных 
( со ~  coBi) альвеновской и быстрой магнитозвуковой волн пото­
ками ионов и электронов, движущимися в направлении внешнего 
магнитного поля через плазму малого давления со скоростью 
порядка альвеновской скорости и ~  vA [28, 48—51]. Дисперсион­
ное уравнение для этих волн в плазме малого давления (vA ^ V i, vs) 
при наличии пучка имеет вид

COS2 —  (е п  - ) -  е 22 COS2 В) off2 -|- е п е23 - ) -  s|2 == 0 .  (6.2.4.13)

(При получении этого соотношения из общего дисперсионного 
уравнения (5.2.2.5) мы учли, что компонента е33 значительно 
больше остальных компонент тензора е^.)

В отсутствие пучка отсюда находим

где q =  (kc/iор1)2.

При моноэнергетическом пучке частиц получим, используя вы­
ражения для компонент тензора его диэлектрической проницае­
мости, при циклотронном резонансе ( со (к, 0)=/сл и — | шЕа |)

В знаменателе последнего выражения верхний знак берется, 
если резонанс имеет место для ионов пучка, а нижний — для 
электронов пучка.

личины
со (ft, 0)~ У | ю л |а>и ,

Т ~  К /Ч ) ехр (—z2).
(6.2.4.11)

Инкремент нарастания достигает максимума при к ~  к0

Г max ~  (пп1по) ® ~  К К )  V \WB»\ (6.2.4.12)

u>2 (ft, 0) =  1/2̂ 26’а  [1 -f- cos2 0 -)- q cos2 0 +

+ V(1 “Ь cos2 ® “Ь Я cos2 ®)2 —  ̂cos2 0], (6.2.4.14)

, (6.2.4.15)

где
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Если в пучке велик разброс по скоростям, то при черенков- 
ском резонансе ( <о (к, 6)= к ги) инкремент нарастания равен

( k\ci
-V- zo ехР (—zo)- (6.2.4.16)

При циклотронном резонансе для частиц пучка (со (А:, 0);
■ к ли — п =  1 , 2 , . . . )  получим

(К)”~
2 ” • п ! о>Q

( l +  cos*0) - g i H i
со ( c o £ i  +  (О ) z0 eXP ( Z«)> 

(6.2.4.17)
где

оо (A:, 0) — kru -f- re | шВа | 
^2k,v'

Так как  xr=={kr f/)2 1, то циклотронное возбуждение резонанс­
ными частицами пучка происходит наиболее сильно при однократ­
ном резонансе <a=ktu — |ш£а|. Отметим, что при возбуждении 
продольных длинноволновых колебаний (к pi 1) инкремент на­
растания максимален в случае черенковского резонанса <о да /с„и.

§ 6 .3 . Возбуждение электромагнитных волн 
в плазме потоками осцилляторов

6 .3 .1 . Тензор диэлектрической проницаемости системы 
плазма — поток осцилляторов. Выше мы исследовали устойчи­
вость системы плазма—поток, предполагая, что распределения 
частиц по скоростям в плазме и пучке совпадают с максвеллов­
ским. Теперь мы будем предполагать, что распределение частиц 
в плазме остается по-прежнему максвелловским, распределение же 
частиц в потоке существенно отличается от максвелловского.

Будем предполагать, что в отсутствие колебаний частицы пучка 
имеют одинаковый ларморовский радиус (такие частицы назы­
вают осцилляторами *), а их распределение вдоль магнитного 
поля по скоростям является максвелловским

«о % / Ч Г (у,, — и)2 '
(2*у 2v

(6.3.1.1 )

где г/ =  \j T'Jma, Т'а — «продольная температура» потока.

*) На возможность появления неустойчивости в плазме, электроны кото­
рой имеют одинаковый ларморовский радиус, было указано в работе Малм- 
форса [52]. В работе Сена [53] были получены критерии неустойчивости такой 
плазмы. Впоследствии устойчивость плазмы при наличии в ней осциллято­
ров — электронов и ионов — исследовалась в ряде работ (см. [54—66] и др.).
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Тензор диэлектрической проницаемости системы плазма—поток 
осцилляторов можно представить в виде

е . .= е < Р )-| -е (Ь ) ,V Ч 1 Ч

где eW — тензор диэлектрической проницаемости плазмы в отсут­
ствие потока и е(Ь) — тензор диэлектрической проницаемости потока 
осцилляторов. Для потока с функцией распределения (6 .3.1.1) 
компоненты тензора е<ь) имеют вид [59]
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где J п =  /„ (X) — функции Бесселя, / ' =  d JJd k ,

У»

К ущ 
"я*

0) -- ПШ
V2k^va

Х, =  ( К К
* \ “Д.

’а» ,j>b* — к*и
y/2k , v ’

В случае холодного потока осцилляторов, когда можно прене­
бречь тепловым разбросом по продольным < скоростям (7^->0, 
| z'n | -*■ со), тензор е(Ь) упрощается и его компоненты записываются 
следующим образом:

к , и ) 2'

2о)„ пЗ/ 7'

•#>=-(±у- i  а д
м=—m

“Г Х ((О — пыВ(х— К,

<o|actg2ex2/;2
-пшв*~kiuf

©(b)зз

X (to —  ra<oBot —  й лв )

• (w — «0) )̂2 7|
(<o — re(Oga — Аци)2"1-

21826(м-иа>д,)2ге/и/;-| 
X(0£a (со — no>m  — ft,,и.) J ’

.yBactg4n-Unl'n

, К « \ *  2 0  _  V  ( V  Гшд « ( м ~  гаюд») c tg 6 ra/«
® ' Z  U  j  L (“ — пшвa ~  kllu)2

X(co — 7iwBa — ft„ B ) J ’

e (b ) _ .  / ЬУ \ 2 Г0>Да (м -  гаюд«) e tg 8 X 7 „ /;  
23 A J  \  ш /  L (<o—  m »*,—  ft,u)2>£a — re,it)2

(o) — W(0£a) t g 8w(x/W/;)'] 
X(« — я ш д -  ft,в) J

(6.3.1.3)
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Возбуждение колебаний плазмы потоком осцилляторов обла­
дает существенными особенностями.

Во-первых, как известно, для горячего потока с изотропной 
функцией распределения возбуждение колебаний*резонансными ча­
стицами происходит в условиях черенковского и циклотронного 
резонансов при аномальном эффекте Доплера ( со/й,, <  и), а цикло­
тронный резонанс для частиц потока^при нормальном эффекте 
Доплера вызывает затухание колебаний. Для горячего потока 
осцилляторов возбуждение колебаний резонансными частицами 
может наступать и при циклотронном резонансе в условиях нор­
мального эффекта Доплера, а затухание колебаний при черенков- 
ском и циклотронном резонансах — в условиях аномального эф­
фекта Доплера. Антиэрмитовы части тензора е® для потока ос­
цилляторов, в отличие от потока частиц с максвелловской функ­
цией распределения частиц, не пропорциональны величине z'0 =
— (w — кьи)1\12кли'а и могут изменять знак при изменении величины 
к =  /у/ =  kxv±ljju>Brj  знак антиэрмитовых слагаемых в е|Ь), ответ­
ственных за затухание или раскачку колебаний, определяется как 
знаком величины z’n, так и знаком величин J nJ'n и

Во-вторых, как видно из выражений (6.3.1.3), величины sФ) 
содержат резонансные знаменатели, пропорциональные 
(ш — га|о)£а| — к,и)2, где п = О, + 1, ±2, . . ., тогда как в случав 
пучка с максвелловским распределением s№> содержит резонанс­
ные знаменатели только при п=0. Поэтому инкремент нарастания 
собственных колебаний плазмы с частотой ш (к) при резонансе 
а) (к) ж  кпи+п  | (Ofe| (ге=0, ± 1, . . .) для потока осцилляторов 

пропорционален (п'0)Ч% так же как и при черенковском резонансе 
для изотропного пучка (напомним, что при циклотронном резо­
нансе (ш (к) к^и — | |) для изотропного пучка инкремент на­
растания колебаний пропорционален (п'0)1̂ ).

Таким образом, циклотронное возбуждение колебаний плазмы 
потоком осцилляторов является более сильным, чем возбуждение 
потоком частиц с максвелловским распределением по скоростям.

Наконец, поток осцилляторов неустойчив сам по себе (в отсут­
ствие плазмы), тогда как поток частиц с максвелловским распре­
делением по скоростям, естественно, устойчив в отсутствие плазмы.

6 .3 .2 . Возбуждение продольных высокочастотных колебаний 
потоком осцилляторов-электронов. Дисперсионное уравнение для  
высокочастотных продольных колебаний имеет вид

А =  \-\- 8е(Р> -{- 8е(Ь)( (6.3.2.1)
где величина Ве(Р) определяется выражением (6.2.2.2), а величина 
8е<ь) равна

8s(b) =  | ^ r  1 +  2  +  (6.3.2.2)
СО J
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Если тепловой разброс по продольным скоростям в потоке 
осцилляторов мал, то

§е(Ь) — __ V  Ш'2 Г cos» 6/2
— Z  _ га|Ида| -А |1Ц)2 +

, п ~ — 00

+  Г1-----  2sm2e/«; " 1 (G.3.2.3)
' | I (Ш 71 I МВа I *11 U)_ *

В предельном случае малого ларморовского радиуса (X 0) 
это выражение переходит в выражение для §s(b) для холодного 
моноэнергетического пучка.

В случае потока осцилляторов малой плотности дисперсионное 
уравнение (6 .3.2.1) нетрудно исследовать таким же образом, как 
и выше. Займемся несколькими предельными случаями [59, 60].

Рассмотрим прежде всего возбуждение высокочастотных про­
дольных колебаний холодной плазмы ( м= а>̂ ’ 2) ( 0) =  ш±, причем 
частоты 2,(0) определены (5.1.2.6)) потоком осцилляторов с боль­
шим разбросом по скоростям вдоль магнитного поля. В этом слу­
чае инкремент нарастания колебания определяется выражением

Т =  2  Г»- (6.3.2.4)
п~ —оо

где

j , 1 1 ы± ы де | , ,*ч
2 \kv'J  [ V » T  ых а̂ о » и J °°± ехР  ̂ zn />

^2ktv'a
(6.3.2 .5)

Если величина v'6 достаточно мала, то существенный вклад 
в сумму (6 .3.2.4) вносит слагаемое с наименьшим \z'n\. так что

2 IX j СО ̂ 0 1
Величина уп пропорциональна выражению -----^ —-X

X  x'eygJnJ ’n, которое может иметь разные знаки в зависимости от 
параметров, входящих в него, и поэтому при ш л ; п | | ktu и 
u^>v'e может происходить как циклотронное возбуждение, так и 
циклотронное затухание колебаний и при нормальном и при ано­
мальном эффекте Доплера. Например, при z'n =  0 возбуждение 
колебаний при нормальном эффекте Доплера (п 0) происходит, 
если а затухание — при / „ / '> 0 ; в условиях же ано­
мального эффекта Доплера (п 0) колебания возбуждаются, если 

0 , и затухают, если /в/ '< ;0 .
При возбуждении колебаний холодной плазмы моноэнергети­

ческим потоком осцилляторов, в выражении (6 .3.2.3) следует



удержать лишь слагаемые, обратно пропорциональные (ш — п [ шВа | —
— /сйв)2. Полагая в этом случае

(О =  - f - И . | | - ( - irj, га =  0,  + 1 ,  

где | ц [ <С|w |» получим, что
Г И2 /ш2 — 0,2 ч J/ .

Ч =  ±®ре C0S I К  М  I [(«2 _  и2) („,2 _  ш2)
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. (6 .3 .2 .6 )||М+я|Шда|

Неустойчивость возникает, если ш ш_ или I ш I ш +•
В условиях резонанса ш =  к пи -\-п | со£е | =  <о± вместо последнего 

соотношения получим

TTj =  I
Гщ'е COS? в J l ( l )  [м| — ы|е |

2 (и>% ■— о>1 )
7з

(6.3.2.7)

Эти выражения применимы, только если угол 0 не очень бли­
зок к 1/2тс, так что выполняются условия _ »,

COS2 0 /2^  Sm2 0|7n̂ |
I -v, I ^. . .  | ^шве |

Последнее неравенство также нарушается при X -ч* 0 для п =  
=  + 1 и в = + 2 .  В этом случае выражения (6 .3.2.7) применимы 
только при X2 | |• Если же X2 <sg | т/шВе |, то нарастание коле­
баний возможно только при резонансе с п ~ —1 ; в этом случае 
инкремент нарастания колебаний определится выражением (6 .2 .2 .12).

Таким образом, действительно максимальный инкремент нара­
стания колебаний плазмы в условиях циклотронного резонанса 
для потока осцилляторов пропорционален (га,')1'3, как  и в случае 
черенковского резонанса.

В случае моноэнергетического потока осцилляторов, проходя­
щего через плазму, с большим тепловым разбросом по скоростям, 
возможно возбуждение колебаний за счет их поглощения резо­
нансными электронами плазмы. В этом случае величина ч\ равна

ы ' COS 0 ] п (к)
■Ц =  ±  , ...--... * ............ -...........  - . (6 .3.2.8)

\Jl +  8е(р) (k, ktu - j-  п | (Oga  |)

Остановимся в заключение на вопросе об устойчивости плазмы, 
состоящей из электронов с максвелловским их распределением по 
скоростям и моноэнергетических ионов-осцилляторов [62—65]. 
Такое распределение ионов может существовать в адиабатической 
ловушке при инжекции в нее молекулярных ионов в направлении, 
перпендикулярном к магнитному полю. Заполнение ловушки 
плазмой осуществляется за счет диссоциации молекулярных ионов 
на остаточном газе. Такое же распределение ионов по скоростям
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имеется в ловушках, когда захват ионов в них происходит в ре­
зультате лоренцевской ионизации, т. е. ионизации атомов, дви­
жущихся перпендикулярно к магнитному полю.

Мы будем считать плотность плазмы достаточно малой (К е | >  
о)ре) и рассмотрим колебания плазмы с частотами ш — со̂ ..
Дисперсионное уравнение продольных колебаний такой плазмы 

имеет вид
у!  =  1 -f-  SeCe) (6 .3 .2 .9)

где 8s (е> определяется выражением (6 .2 .2 .2), a os(‘) — выражением
(6 .3.2.3), в котором нужно заменить индекс а на индекс i и поло­
жить =  п;>.

Учитывая, что в рассматриваемом случае возбуждаются коле­
бания с малой частотой (| ® | <С | ю£е |) и большой длиной волны 
(кре^  1)> представим последнее уравнение в виде

1 + 5  [1 + 1 'Jkzjv  (*.)] —

- 2 "pi
cos2 8 , 2 sin2 0 nJ„J'„ *

_ (“ — nwsi)2 Xcom (w — пшт ) = 0, (6.3.2.10)

где ze =  (d/\/2 &„г;е.
Если фазовая скорость возбуждаемых колебаний значительно 

больше тепловой скорости электронов, то | ze | > 1 . Удерживая 
в этом случае в последнем соотношении только одно резонансное 
слагаемое, пропорциональное (и> — п | шт  |)~2, получим

ш =  nwm - f  гТ,
где

С0р11 c°s 0 (X) I
\/(“ ре cos 0/ге« В1)2 — 1

(6.3.2.11)

Неустойчивость возникает при cos 0 Для выполне­
ния этого условия необходимо, чтобы выполнялось условие <ире >  
^>а)в.. Инкремент нарастания колебаний максимален, очевидно, 
при резонансе, когда частота u> — n(0Bi близка ко второй гибридной 
частоте о> =  шЦ’ (0) ^  | wBe | cos 0; в этом случае

Т

В нерезонансных условиях при X ~  1 и небольших значениях 
номера п имеем у — ( т е/т,)'^а>т , а при резонансе (со̂  cos 0 =  т »я1) 
получим у ~
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Выражения (6.3.2.11) и (6.3.2.12) справедливы, если угол 9 не 
близок к  У2« , так что

I Jn cos2 f
>

J n

>мт
Если это неравенство не выполняется то вместо (6.3.2.11) имеем

(в =  тшт  +  т),

где

' 1  — ( wpe c o s

"'pi п

+

Отсюда следует, что при 0 

'>cos

(6.3.2.13)

1/2л колебания неустойчивы, если 
ll" J  nI  п<>)р j

■ re2“l i
и шре cos 0 >  1UОв1.

При <0^ k tvi моноэнергетический ионный поток возбуждает 
колебания за счет затухания Ландау на резонансных электронах. 
Действительно, полагая по-прежнему <о =  n<»m -f- т), получим

1 _  ■ - у * ” ».<>■)_ ( 6 3  2Л4)

V l  +  K e/t o e )2 f 1 +  i ^  W  ( z e ) ]  ’

где ze =  imBif\ j2k llve.
Таким образом, из-за наличия затухания Ландау неустойчивость 

может возникнуть и при
Итак, в плазме малой плотности с резко анизотропным распре­

делением ионов по скоростям /(0 ~  Ь (vx — v±0) возникают неус­
тойчивые продольные колебания с частотой, равной или кратной 
циклотронной частоте ионов. Этот вид неустойчивости назы­
вают циклотронной неустойчивостью. Циклотронная неустой­
чивость может развиваться не только в плазме, состоящей из 
ионов-осцилляторов, но и в плазме с произвольной анизотропной 
функцией распределения ионов f i0 (vL, v s) (если анизотропия 
достаточно велика), в частности в плазме с анизотропным макс­
велловским распределением ионов 21,,) [63—65, 114, 115]. 
При увеличении плотности (при шре ;3> | <%е I) становится возмож­
ным возбуждение гармоник с высоким номером, причем инкре­
мент нарастания колебаний становится больше циклотронной 
частоты ионов. В этом случае циклотронная неустойчивость 
плазмы с немонотонной зависимостью функции распределения 
ионов от скорости в направлении, перпендикулярном к  магнитному
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полю d/j0 (vx)/dvx >  0 , переходит в так называемую конусную
неустойчивость [65, 116—118| (здесь f i0 (их) —  ̂  ̂ f i0(v ±> г’н) dv^dv^).

6 .3 .3 . Возбуждение быстрых магнитозвуковых и альвеновских 
волн потоками осцилляторов. Рассмотрим теперь возбуждение 
высокочастотной части БМЗ-ветви ( со ,̂ > <o£i) в плотной плазме 
( шре ^  | тлеI) потоком осцилляторов-электронов 162].

Используя (6 .3.1.3) для получим следующие выражения 
для инкремента нарастания этих волн в случае горячего пучка 
осцилляторов:

___ V 71 п'п R
ехр (—О  ̂  е)’ (6.3.3.1)

где t« (ft, 0) — | и>Ле | cos 9/(1 +  г) -— частота волны, близкая к k tu -|- 
+  ге|%.|> r=<s%Jk*c*,

2пь
R = W + ~ - z r y ' J n K

+  2rj/;2 ( i + r )

(2У о coS2 0 4 - В ^ )  ( l  - f  г — +  

_  2r ̂ ( s i n 2 0 +  m  ^ - j  ( \ J J ’ny  +

— r2 ( l - f r )4 -^ $ —  7 J ’
x e шВв ” ”

x'e — (/̂ L’g/o)Ce)'2 1 , <sg и (в выражении для Д считается, что 
CO =  (О (ft, 0 )) .

Как следует из (6 .3.3.1), нарастание колебаний возможно как 
при аномальном, так и при нормальном эффекте Доплера.

В случае холодного потока осцилляторов инкремент нараста­
ния колебаний при резонансе (со (ft, 0) я&к^и +  тоВе) определяется 
выражением

VW Гп'а ctg2 0 I R  17/3
lu’ (6-3-3-2)

где

R = — J l I 1 ~  " S )  ( sin2 9 + ™ 2S ) + r  sin2 6 +

-J- r (1 +  r) tg2 0 1 n“BeN2 I 2 2 М«е П 4 - nlr£ *• CO* +

+  2 r - ^  (s in 2 0 -b  nr J5 !) X J j :  +  r2 (1 +  r) - J  X2/ ;2.

В правой части последнего выражения считается, что <о= со (ft, 0). 
При п — 1 и X — 1 имеем

Т/ш ~  {п'0/п0)11>.

Выражение (6 .3.3.2) получено при условии, что резонансные 
члены в е(.ь), пропорциональные (со — пш£е — кпи у ‘г, значительно
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больше членов, пропорциональных (ш— т о£е— к^иу1. В области 
длинных волн (k =  kxv xJoiBe<̂  1) это условие может не выполняться 
для п =  + 1  и п =  +  2 , если нарушится условие |у|<^Х2со.

Если у Х2ш, то циклотронное возбуждение возможно на 
первой гармонике только при аномальном эффекте Доплера. 
В этом случае инкремент нарастания имеет такой же вид, как  и 
в случае холодного моноэнергетического пучка (см. (6.2.4.3)).

Таким образом, как  и в случае продольных колебаний, возбуж­
дение БМЗ-волны потоком осцилляторов возникает при цикло­
тронном резонансе между волной и частицами пучка и при ано­
мальном и при нормальном эффекте Доплера.

Рассмотрим теперь возбуждение А- и БМЗ-ветвей с часто­
тами порядка co£i в плазме малого давления потоком осциллято­
ров. Если тепловое движение частиц потока существенно (у <§!

k tv'e), то инкремент нарастания этих волн определяется выра­
жением

Т 2ш Q - exp (—z 'n2), (6.3.3.3)

где

/ > ,- :( ,/ / -< . - S , ) +с н 1 со А. п 0(

+  ( >  cos2 6 _ . в1) г ;  +  П (X2/ ;2)'
а

+  2®2

+

Q =  *\ (1 -j- cos2 6) 2 + '

П П 

0)2 
°т

(В этих формулах <о считается функцией к и 0, определяемой
(6.2.4.14)).

Моноэнергетический поток осцилляторов возбуждает А- и БМЗ- 
колебания с частотой со =  k ltu -j- то£а, причем инкремент нарастания 
максимален при резонансе о> (к, б) =  жо^,:

V3 :2
v ° 4k °tg2 о р.2 Чз
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§ 6 .4 . Возбуждение электромагнитных волн 
в плазме релятивистскими потоками заряженных частиц

6 .4 .1 . Тензор диэлектрической проницаемости релятивист­
ского потока плазмы. Выше в данной главе мы изучали взаимодей­
ствие нерелятивистских потоков заряженных частиц с колеба­
ниями плазмы и показали, что оно приводит к возбуждению 
в плазме медленных электромагнитных волн, фазовая скорость 
которых значительно меньше скорости света (yph с).

Перейдем теперь к исследованию взаимодействия колебаний 
плазмы с релятивистскими потоками заряженных частиц и пока­
жем, что в этом случае возможно возбуждение как  медленных, 
так и быстрых волн (i;№ с) *).

Дисперсионные свойства системы плазма—релятивистский пу­
чок определяются ее тензором диэлектрической проницаемости 
s .j ( к ,  со), который, так же как  и в случае прохождения через 
плазму нерелятивистского пучка, имеет вид суммы

е . . = е ( Р . ) + е й ) ,Ч *} ' ч  ’
где sW и е№) — тензоры диэлектрической проницаемости плазмы 
и пучка.

Тензор e<pj определяется формулами (5.1.1.5) и (5.1.1.6). 
Что же касается тензора е®, то для него должны быть получены 
новые формулы, учитывающие релятивистские эффекты. При этом 
мы можем по-прежнему исходить из соотношения

е*7 (к > ш) =  % '  <к >

где (к ,  со) — тензор проводимости, связывающий плотность 
тока j  (к ,  со) с электрическим полем Е  (к ,  со)

U (к ,  ( к .  “ )  E j  (к ,  со),

i (г. *) =  2  е« j  (г, Р, t) d3p,
a J

и Fa (г, р, t) — функция распределения частиц сорта а (в коорди­
натном (г) и импульсном (р) пространствах). Эта функция удовле­
творяет в случае бесстолкновительной плазмы кинетическому урав­
нению

Ч г +  v е« ( Е +  Т £v (В +  Во)] ^  =  0 , (6.4.1.2)

*) На возможность возбуждения быстрых электромагнитных волн пучком 
осцилляторов было указано в работах [54, 55].

(6.4.1.1)
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где импульс р и скорость v частиц сорта а связаны между собой 
релятивистским соотношением

р = - р ШаУ— .
V I  —  i;2 / C2

(Здесь В0 — внешнее постоянное и однородное магнитное поле, 
Е и В — самосогласованные переменные электрическое и магнитное 
поля). Линеаризуя кинетическое уравнение (6 .4.1.2) по отклонению 
функции распределения от исходной /«0 (Р) = /«о(Р±» Р«) и разлагая 
возмущенные величины в ряды Фурье, получим, согласно (6.4.1.1), 
следующие выражения для компонент тензора диэлектрической 
проницаемости пучка eW =  (к, <») [70, 74]:

S ( b ) :
2ио>.ра

= (Ь):

2  i p'-dp-  \ щ п + ь ) R dp»’ 

j ' 2 »«

e(b).
&33

К 0

2тш'

<?/« о
дРъ дРх
Э ОО

p V I

) dP« —

i?a 2
2 nI^ R d p t,

g(b):13

* 2  ^  J J \2(n -j-b)
a  —оо 0

- 2 - S i r  2
a  n——-оо 0

_ ,2  CD оэ

2 ^ 2 r  2
w = —  с о  0

где /я= / и(Х), J'n =  d J n(l)ld\, X:

(6.4.1.3)

"BOL

R  —  —  [У 1 _  df«о I W  
К о  LV <0 / w J ’

V  — "j/ ■ :
e„B() S)Brx =  0)да \/1 --  [З2 , P2: *»Х + v\ 

С2

ra«o — плотность частиц сорта а пучка в лабораторной системе от­
счета.

21 Под ред. А. И. Ахиезера
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В частности, для пучка осцилляторов с исходной функцией 
распределения

S fo . -  о) 8 (р. -  Р. о), (6-4.1.4)

компоненты тензора определяются соотношениями [70]
СО

еп )==2  2  ( т п 1 » г *р + п Ч № ) ’
a w=—оо 

со

• й > = 2  2  [ т ^ 2/»2) ' р + Х2/^ ] ’
а и = —оо

= - 2 ^ (1 - й ) +
а

оэ

+2 2
g (b )
*33

а w=—со yJ-0
ии

• » > = - <  2  2  [ t <x w p + " x/ . /» ] .
а ti——*co

• s > = 2  2  [ ( ^ г ^ + т b 2 n ’ - , ¥ + - k , l n l ®
а  п ——оо 

• й > = , 2  2
а п ——оо

где

Р  =

v±s>

мр « ( ‘°  —  V )  (*  —  Ро)1/г
0)2 (а> — и Ц — rcSga)2 ’

1)2 (о> — А,гг — пйВа)2

®йх =  0)£« (1  —  Pg)7», Ро ;
'±о

С2 , h

(6.4.1,5)

Эти формулы являются релятивистским обобщением формул для е^ )( 
полученных в п. 6.3.1 для медленного (ц<^с) пучка.
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Если р1П =  0) т - е- пучок движется параллельно магнитному 
полю, то [711

гм V
®11 е 22 —  со2 [(и — ft, в)2 — й|а] ’

а

<■>£ (1 -  В2)3'2 . U ~ Р2)7, |
833>

8g ) = - i

s(b):
23

(со —  &|,и)2 й2[(0> — ft„u)2 — 5|а] *

|Х/я

й)2 [(ш — *„В)2 — ш|а]

V  (Ш — kHU)% U (1 — P )1/2 ' 
“2 | ( » - * , в)2 - ® к ]  ’

’ра̂ Вл̂ х11
0)2 |̂ы — ft, И)2 -- Й|

(6.4.1.6)

где р =  ц/с.
Эти формулы представляют собой релятивистское обобщение 

выражений (6 .2.1.3) для компонент тензора s®, полученных в не- 
релятивиетском случае для моноэнергетического пучка, движуще­
гося вдоль внешнего магнитного поля.

В заключение выведем формулы преобразования тензора ди­
электрической проницаемости при переходе из одной системы 
отсчета в другую [9, 68 , 70].

В системе отсчета, в которой пучок покоится, компоненты 
плотности тока определяются выражениями

4 игТ( в . 1 - Ь .1)Е 1, /, 1 =  1, 2 , 3; (6.4.1.7)

здесь штрихом снабжены переменные в системе отсчета <Ж‘Ь, свя­
занной с пучком; компоненты тензора е'.г =  ( к ',  и') опреде­
ляются нерелятивистскими формулами (при и = 0), а частота <о' 
и волновой вектор к ' в этой системе отсчета связаны с а> и к  в ла­
бораторной системе отсчета соотношениями

о) — к и  
V l  —  {32 ’  

I- Ц (к и )
Ц2 f1 — 7 = М ‘V V 'l _  f|2 j

(6.4.1.8)
v'l — fj2 )  C2 v'l _  рг ’ 

где p =  ujc.
Плотность тока в лабораторной системе связана с плотностью 

тока и плотностью объемного заряда р' в системе отсчета сЖъ
21 *
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соотношением

c2V4 ■ Э2
Подставляя сюда вместо р' выражение р' =  (k'j')/o/ и учитывая 
соотношения (6 .4 .1 .8), получим

=  (6.4.1.9)

где

Рг
/ - I _______  ̂ \ и 1и т  |
V vt^ J  » а ~г > Vi. — з2

(6.4.1.10)

Напряженность электрического поля в системе отсчета o/fh 
связана с электрическим и магнитным полем в лабораторной си­
стеме отсчета соотношением [73]

Е ' =  <Е “ > т +  w = F  {Е -  (Е u)^ + ^  |иВ]1 '

Так как мы рассматриваем плоские монохроматические волны, то 
В =  (с/(в) [кЕ], и поэтому

Я;=Р„|Я„ (6.4.1.11)
где величины Рв1 определяются формулами (6.4.1.10). Учитывая 
соотношения (6 .4.1.7) и (6.4.1.11), получим из (6 .4.1.9)

AmГ Pirn K l —  bml) P A

Кроме того, имеем j j  — (ш/4тгг) (®̂.ю — 8 J  Z?e. Поэтому окончатель­
ные формулы преобразования тензора г„  имеют вид

~  U  М - « -  (6.4.1.12)
Если ось z параллельна В0, а ось х  лежит в плоскости векто­

ров к  и В0, то эти формулы приобретают вид 
л

1 =  ■О)2

22 - 1  =  - ' (®22--  1 )>

I *>2(е п —1)
0,2(1 — р2)

со '2 ,
” 20)“

со'кхи
о2 Vl — 2̂

СО ( 1  —  р 2 )

23 ’
1й'кхи 

! /1 — Р

(6.4.1.13)
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Отметим, что при использовании этих соотношений следует 
помнить, что плотность пучка в лабораторной системе отсчета п[п 
и плотность пучка в системе, где он покоится, га*0 связаны соот­
ношением п’а0 =  и’0 (1 — Р2) /г-

Из формул (6.4.1.13) можно, зная тензор диэлектрической про­
ницаемости для покоящейся плазмы, найти его для движущейся 
плазмы. В частности, используя эти формулы, нетрудно получить 
из соотношений (6 .2.1.3) выражения для тензора диэлектрической 
проницаемости моноэнергетического релятивистского пучка (см.
(6.4.1.6)).

6 .4 .2 . Возбуждение электромагнитных волн в свободной 
плазме релятивистским потоком. Рассмотрим прежде всего взаимо­
действие релятивистского потока со свободной плазмой (см. также 
[67, 6 8 ]).

Полагая В 0 =  0, найдем е12 =  е23 =  0.
Легко видеть, что уравнение Л ■= 0 при этом распадается на 

два уравнения. Одно из них
off2 =  eu

определяет частоту поперечной электромагнитной волны

, (к) =  ± V k V  - f  (Ope +  <е (1 -  P2)v’,

которая является устойчивой. 
Второе уравнение имеет вид

где
eje/P — впвзз +  в* з= 0 .

“ ре ( i  ~  ft2 COS2 6) ( 1 - р «)'/» 
(fa) — /cntt)2
г2'ре

О)2
(1).

в ц = « — f - ( i - m  
/2

(6.4.2.1)

“ р е ( 1 -Р > 2)1/!/ 2 . 9Й\
V1 “ 13 + — 8Ш 9 ) •

~13 '
wpe (1 — Р2)̂ 2 ка sin 0 

w (со — ksu)

(6 .4.2.2)

П УГ0ЛйЛ еЖДУ волновьш вектором и скоростью пучка).
это Дисперсионное уравнение распадается на два 

^  * иДН0 03 них cff2~ s u  также задает частоту поперечной
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электромагнитной волны, а другое определяет частоты продоль­
ных колебаний и имеет вид

1 — п г — , *vi  .. . ( l — №  =  0. (6.4.2.3)
и 2 (со —  «II в ) 2

Оно совпадает с дисперсионным уравнением для продольных 
колебаний при прохождении через плазму нерелятивистского 
электронного пучка (необходимо только заменить плотность
пучка п'0 на п'д( 1 — (32)?/г.

Эти колебания, так же как в нерелятивистском случае, неус­
тойчивы. Для пучка малой плотности инкремент нарастания ко­
лебаний с частотой to =  k и равен

О)' (1 — Й2)*/«
r =  /  U  ■ = .  (6 .4.2.4)

(“ре/к u)2 1
Мы в и д и м , что по сравнению с нерелятивистским случаем инкре­
мент нарастания уменьшается в (1 — (32)~3/< раз.

В условиях резонанса со == ки =  юрв инкремент нарастания оп­
ределяется формулой

Т - = ^ ( 0 ' ' ( 1 - № “»  (В-4.2.5)

и уменьшается по сравнению с нерелятивистским случаем в 
(1 — Р2)_’/2 раз.

Таким образом, инкремент нарастания продольных колеба­
ний существенно уменьшается при м —»-с. Это связано с реля­
тивистским увеличением «продольной» массы электрона т а =  
=  me( 1 - Р 2)-3/*.

В случае косого распространения (9=^0, и
пучков малой плотности (п'0<^п0) в дисперсионном уравнении
(6,4.2.1) можно пренебречь малым слагаемым е23; имеем

w ' 2 И  _  R 2\Vj г  ,

е ( < # 2 _ е ) ------- ^  _(1 -  Р» c o s 2 8) o f f 1 s  ( l  P2 - f
*2B2-

o>2 J  —  ° -
(6.4.2.6)

Это уравнение, как и исходное уравнение (6.3.2.1), имеет шесть 
корней, соответствующих в пределе п'0 -^ 0 ленгмюровским коле­
баниям (со =  + соре), поперечным электромагнитным волнам (и> =
=  + \1сгк'1 +  о)ре) и колебаниям пучка (о> =  ktu).

Найдем решение уравнения (6.4.2.6), соответствующее невоз­
мущенной частоте и> =  к ли. Полагая, как обычно,

(о — кци~}-т],
где | т) | к пи, получим

«  —  4 -  W  Г ( 1 - Р 2 QOS» 0 )  ( 1  —  P M ) ( 1  —  Р » )1/»! 1/» ( п  4 2  7 )
р е  р 2  C O S 2  в  (S  —  в Г 2 )  S „ «  * '  • - '



Эти колебания неустойчивы, как и в нерелятивистском случае, 
если k tlu <  о->ре. В отличие от случая 0 =  0 инкремент нарастания 
уменьшается (по сравнению с нерелятивистским случаем) не в 
( 1 _p2)-3/s а только в (1 — В2)-1''* раз.

При приближении частоты w =  k tii к  ленгмюровской частоте 
со =  и) инкремент нарастания, определяемый последним соотноше­
нием, возрастает, а сами колебания становятся при к^и (вре почти 
продольными. В этом случае величина тг) определяется из уравнения

в ,  =  2 ф е е  +  2 ( 1 —  «ре/ V )  —  К е / 7!)2 ( !  —  Р2)1/з i 1 —  Р2 COfi2 6) =  °-
При |*||И — шрв|<<71 получаем отсюда

V =  5 [V 2<«pe«>p. (1  -  №  (1  -  Р2 c o s 2 6 р .

Максимальный инкремент нарастания равен

Т .»  -  I s -  ( £ f  “ »  (‘  -  №  (1 -  Р  о»*2 V*. (6.4.2.8)

Таким образом, при 0=̂ =0 максимальный инкремент нарастания 
уменьшается по сравнению с нерелятивистским случаем только 
в (1 — |32)- 7в раз в отличие от случая 0 =  0 , когда он уменьшается 
в (1 — {32)~7г раз.

Заметим, что хотя инкременты нарастания колебаний, возбуж­
даемых релятивистским пучком, уменьшаются по сравнению со 
случаем нерелятивистского пучка той же плотности, релятивист­
ский пучок может более эффективно передавать свою энергию 
колебаниям плазмы. Это связано с тем, что условие резонанса 
шрв==к 11и, при выполнении которого колебания нарастают быстрее 
всего, для нерелятивистского пучка нарушается из-за обратного 
действия колебаний (изменяющих скорость пучка) при меньших 
значениях амплитуды возбуждаемых высокочастотных полей, чем 
для релятивистского пучка.

Существенно также, что для релятивистского пучка условие 
когерентного возбуждения

(6.4.2.Э)
(где и' — тепловой разброс электронов пучка по скоростям) вы­
полняется при и я* с значительно легче, чем для нерелятивист­
ского пучка (с тем же тепловым разбросом по энергиям, т. е. 
с той же температурой).

6 .4 .3 . Дисперсионное уравнение для косого распространения 
волн. Подставив в общее дисперсионное уравнение (5 .2 .2.5) вместо 
тензора диэлектрической проницаемости сумму тензоров диэлек­
трической проницаемости плазмы (5 .1 .1 .5) и пучка (6 .4 .1 .3), 
e»i е*у мы получим, как уже указывалось, дисперсионное
уравнение для системы плазма—релятивистский пучок, находя­
щейся во внешнем магнитном поле В0.
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Исследуем это уравнение в случае пучка малой плотности [70]. 
Учитывая в уравнении (5.2.2.5) только линейные по s№) члены,

(6.4.3.1)

(6.4.3.2)

представим дисперсионное уравнение в виде
Л  =  Ло +  Л ' =  0 ,

где
Л 0 =  Л  |„'=0 =  ( s j  s i n 2 9 +  е 3 c o s 2 0 )  —

—  t * is3 (1  +  c o s 2 0 ) +  ( s 2 —  e| ) s i n 2 0 ]  o/f2 - f  s 3 ( e f  —  e f ) ,

Л '  =  [ « g )  s i n 2 0 - f -  2s< b) s i n  0 c o s  0 - J -  c o s 2 0 ]  - f -  

+ 12  c o s  0 s i n  0  ({ s2e (b )  _  e i e $ ) )  _  e 3e ( b ) )  _

—  ( e i s i s ,) +  4 e№) c o s 2 0 —  ( e j e g )  - j - E l S (b ) - j - 2 i s 2s № ) ) j< # 2 _j_

+  (e!  — sl) +  ез (si(ib)si +  4>>ei + 2 ' ei2)s2)- ,

Мы ограничимся рассмотрением возбуждения электромагнит­
ных волн релятивистским моноэнергетическим потоком осцилля­
торов. В этом случае величины е .̂) в (6 .4.3.2) определяются выра­
жениями (6.4.1.5).

В нулевом приближении (п'0 -> 0) корни дисперсионного урав­
нения (6.4.3.1) имеют вид

со —  о)(р) (к ) ,  со =  о)(ь ) =  к ^ и  - ) -  п  | (5Да |, п  =  0 ,  + 1, . . . ,  (6.4.3.3)
где со(р) (к )  —  собственные частоты колебаний плазмы в отсут­
ствие пучка, являющиеся корнями уравнения

Л0 =  0 .
Наибольший интерес представляет случай, когда невозмущен­

ные частоты (6 .4.3.3) совпадают, так как тогда инкремент нараста­
ния колебаний особенно велик. Рассматривая в дальнейшем 
только этот случай, положим в дисперсионном уравнении

CD =  Co(b) - j -  7|; (1)(Ь) =— Ц)(р),

где | т) | | «0(b) |. Величина Л ', входящая в дисперсионное урав­
нение, примет тогда вид

co2i? , U>S
Л ' : (о )- к .и  ■ N2V ■ к пи ■ Вй

(6 .4.3.4)

где

R-.
otg в) (1 — р*у
0)4 — sin20 7 ^ 4 —

Be

~ \ 2  sin 0 cos 0 {s^ n Jl +  в2Х2/„/^ +  J f  - (1 +  cos20) SlX2/|-
' j .0

-  e3 № J l  +  cos2 0X2/ ; 2)  - f  Sj (га2/2 - f  X2/ ;2) s in 2 0 - f  
+  2e2 Sin2 0 X r a / „ / ;l  c J f2 +  { n 4 \  + X2/ ; 2)  +

+  2 e ^ n J „ J 'n +  ̂ 4 1  (s2 -  ef)} io=u)(b)
(6.4.3.5)



В выражении (6 .4.3.4) слагаемое, пропорциональное S , нужно 
учитывать только в том случае, когда X =  kxv ±olS>Be 1 , так как 
при X 1 это слагаемое значительно меньше первого слагаемого, 
пропорционального R  (со— к,и — пй>Ве)~2. Поэтому мы приведем 
здесь выражение для величины S  только при X 1 :

S  =  -__ (1 ~ ^ (<1) ~~ *»в). w ,  (6.4.3.6)
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где

w = sin2 0<#* “  [ 2 cos 9 sin  6 (£l ~  +

‘ hp r -  0  +  cos2 9) ®1 +  ( ! +  cos2 0) e3 +  2 sin2 6 (ei — ч)n‘2“/Je
oT2 +

+  - Й ^ И - е1) +  2ез(®1 - ® 2).
n Be

Если 1, то, пренебрегая в дисперсионном уравнении (6 .4.3.1) 
членом, пропорциональным S, получим для т] уравнение третьей 
степени

(г) _f_ („(b) _  ю(р)) ((o/tj)2 R — о. (6.4.3.7)

Отсюда получаем при |a>ib) — со<р> | <̂ ; | т] |

т V3I ifco2 17» /с / О Q\Т =  1тт) = т | _ _ | ш=и1(р) . (6.4.3.8)

Как и в исследованных выше случаях возбуждения медленных 
волн нерелятивистским потоком осцилляторов, инкремент нараста­
ния колебаний с частотой со =  co<b> =  со<р\ вызванных релятивист­
ским потоком осцилляторов, пропорционален (щ)1!

Для быстрых волн (у р ь ^ с , с#’ ~ 1 ) , возбуждаемых реляти­
вистским пучком (vL0— и — с), инкремент нарастания колебаний, 
описываемый (6 .4.3.8), равен но порядку величины

Т ~  ( ~  \Д — PS ) Vs “<р) • (6.4.3.9)

Заметим, что нерелятивистский пучок в условиях резонанса 
(ш(ь) =  со(р>) также может возбуждать быстрые волны, однако по­
скольку X ~г;х0/с <С 1 и инкремент нарастания колебаний оказы­
вается значительно меньше выведенного ранее (см. (6.4.3.9)), он 
будет равен

(6.4.3.10)
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Выясним теперь условия применимости для инкремента выра­
жений (6 .4.3.8) — (6.4.3.10) при Х< :̂1. Если Х<^1 , то

Условие применимости приведенных выше трех выражений
(см. (6.4.3.8) — (6.4.3.10)) (со/у)2 1Л | (ш /у) | £ | выполняется, если

то условие у Х2со может нарушаться только при п =  +1 и п =  
=  + 2 .

Если ш(р) ^  а>(ь> (га =  +1, +2) и Х<^1, то в выражении для 
Л ' можно пренебречь величиной (wjf\)2R  по сравнению с (m/у )  S, 
и дисперсионное уравнение (6 .4.3.1) примет вид

Если S  дА 01дш > 0 , то при <о(р> =  ш(ь> для инкремента нараста­
ния находим

Итак, при прохождении релятивистского пучка осцилляторов 
через магнитоактивную плазму становится возможным эффектив­
ное возбуждение быстрых электромагнитных волн, хотя реляти­
вистское возрастание массы и несколько уменьшает инкремент 
нарастания колебаний (у со (1 — Р1)'/а). Заметим, что быстрые 
волны могут возбуждаться и нерелятивистским потоком осцилля­
торов, однако инкремент нарастания колебаний в этом случае 
в (сЬ±0У/зП раз меньше, чем в случае релятивистского пучка.

6 .4 .4 . Поперечное распространение волн. Полученные выше 
выражения для инкрементов нарастания колебаний существенно 
упрощаются в случае поперечного распространения волн ( 0= 
= 1/2п). Изучение такой ситуации особенно интересно потому, что 
при 0= 1/2тг обычный доплеровский член k tu в тензоре е® исче­
зает и обычный нерелятивистский пучковой механизм раскачки 
колебаний не действует. Рассмотрим этот случай подробнее [70].

R  ~  (К1п о) s  ~  « / я  о) \J n W A J 2-

^ (г) +  м( р ) _ ш(Ь)) +  ̂  =  0 .

Отсюда следует, что, что

ч _____2___
со 2оО(?Ло/(?(0

(6.4.3.12)

Отсюда получаем



Если 0= 1/2 тг, то общее дисперсионное уравнение распадается 
на два уравнения, описывающие обыкновенную и необыкновенные 
волны.

Д ля обыкновенной волны дисперсионное уравнение имеет вид

S/Р =  езз>
или

0),w> .  п и
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2  и2 
^io

Я = — СО

у  t1 -  ^)v,2Xn/./; M;2e (i -  й)1/» < 4 ^ 2
oj — п В̂е) в̂ с̂о- (оо — (6.4.4.1)

В нулевом приближении (га' -> 0) отсюда находим частоту обык­
новенной волны _______

ев (к) =  \/с2/с2 -f- (»2е-

Инкремент нарастания колебаний максимален при ш (к) — л | | 
и имеет в этом случае вид

V'l --- К? ,, 9
>(*). (6.4.4.2)Тшах 2</з

р̂е Ро И2 т2 n i  
„2 м \ У1)2 (ft) С2

Таким образом, быстрая поперечная обыкновенная электро­
магнитная волна возбуждается пучком осцилляторов, если он 
движется вдоль магнитного поля. Инкремент нарастания пропор­
ционален (n'0u2/n0c2yi‘ и отличен от нуля только благодаря реляти­
вистским эффектам.

Дисперсионное уравнение для необыкновенных (быстрой и 
медленной) волн в системе плазма—пучок осцилляторов при 
0= 1/2т1 имеет вид

elQ/T -  ef +  ef +  е ™ ^ 2 -  e, (eft* +  eg») -  2ie2e<b> =  0. (6 .4 .4 .3)

Отсюда в нулевом приближении п'0 -н* 0 находим частоты необык­
новенных волн

“ (3’2) Ф) =  ^  [2«)2е +  <4е +  №с2 ±  +  (6.4.4.4)

Учитывая далее в (6 .4 .4 .3) члены, пропорциональные га', можно 
найти инкременты нарастания для необыкновенных волн. Особенно 
велики они будут в условиях резонанса (соЧ>2) (А:) =  п | <йДе |); тогда

7 max _  П  I (1 -  ^  («о* -  <4е) Чз ,
ы(1,2) 2’ /з I в Г 2 Ш2 ( и 5 _  (0| )  |-(ш( 1 , 2 ) ) 2 _ юЯе _  ы| е]  • ( 0 . 4 . 4 . о ;

Сравнивая это выражение с выражением (6 .4 .4 .2), мы видим, 
что при to ~  | ш£е | — (оре ^  /<;С инкременты нарастания обыкно­
венной и необыкновенных волн одинаковы по порядку величины.
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В нерелятйвистском случае (vx0 <С с, /. 1) последнее соот­
ношение принимает вид

✓з
ю(1,2)

“ р ! (со +  4 ^ ) 2  (щ —  ш ^>)2 ( ш — МД6) 2 '/»

4 е )
(6 .4.4.6)

где ш(!. 2) =  со'1,2) (&)/& =  0 .
Учитывая, что при | о£в| 

гю порядку величины равно

(щШ2 — ш(2>2) (ш2 — Ире -

'V  — и d f  — 1 это выражение

Т тах / » 0  7 ‘2 Y /:i

U  "J ’ (6.4.4.7)

и сравнивая последнее с (6 .4.4.2), найдем, что инкремент нараста­
ния быстрых необыкновенных волн, возбуждаемых нерелятивист­
ским пучком, в (c/w)% раз больше инкремента нарастания обыкно­
венной волны.

§ 6 .5 . Общие критерии устойчивости распределении частиц 
в плазме

6 .5 .1 . Критерии устойчивости и неустойчивости распределе­
ний частиц в свободной плазме. В предыдущих параграфах мы 
рассмотрели взаимодействие пучков заряженных частиц с плаз­
мой и показали, что оно может привести к нарастанию колеба­
ний, т. е. к  неустойчивости системы плазма—пучок. Теперь пе­
рейдем к исследованию общего вопроса о критериях устойчивости 
и неустойчивости распределений частиц в плазме, иными сло­
вами, к  выяснению условий, которым должны удовлетворять 
функции распределения частиц для того, чтобы колебания плазмы 
были затухающими или нарастающими.

Рассмотрим сначала свободную плазму, в которой происходят 
продольные колебания. Согласно результатам § 4.2 исходная 
функция распределения электронов /0 (w) (w — проекция ско­
рости электрона на направление волнового вектора к) будет устой­
чивой, если все корни уравнения

£ ! ? £ £ = *с

лежат в левой полуплоскости р. Интегрирование производится 
вдоль вещественной оси w с обходом возможного полюса w = ip lk  
снизу; функция /0 (w) предполагается нормированной, а именно,
j  /0 (w) dw =  1. В этом случае пространственная компонента Фурье
потенциала ук (t) будет стремиться при больших t к  нулю (см.
(4.2.1.15); напомним, что t должно быть малым по сравнению со 
временем релаксации ^). Компонента же Фурье отклонения функ­



ции распределения f k (w, t) от исходной функции будет испытывать 
незатухающие колебания постоянной амплитуды с частотой kw, 
зависящей от скорости частиц (см. (4.2.1.16)).

Напротив, если хотя бы один из корней уравнения (6 .5.1.1) 
лежит в правой полуплоскости р, то функции <р/с (t) и f k (w, t) 
будут неограниченно возрастать со временем и исходное распре­
деление будет неустойчивым.

Если в колебаниях принимают участие несколько сортов ча­
стиц, то в формуле (6 .5 .1 .1) следует сделать замену

№ре/о И  -*  <И«>) =  2  </«0 И>сс

где f  — начальная функция распределения частиц сорта а, нор­
мированная на единицу, и =  4иеХМ«-

Таким образом, необходимое и достаточное условие устойчи­
вости распределения частиц свободной плазмы по отношению 
к продольным колебаниям состоит в отсутствии корней уравнения

СО

y  =  G(C)s= j O g) .|g. — Aa (6.5.1.2)
—  СО

в верхней полуплоскости комплексной переменной С (C=ip/&) 
при любом значении к (к >  0).

Легко видеть, что наличие корней в верхней полуплоскости С 
у  уравнения (6 .5.1.2) равносильно тому, что кривая К , которую 
описывает точка y= G  (С), когда С пробегает вещественную ось, 
пересекает положительную полуось у. Действительно, если эта 
кривая пересекает ее, например, в точке А  (см. ниже рис. 6.5.1, б), 
то вблизи точки А  всегда найдется другая точка В , соответствую­
щая Im С >  0, для которой Re у 0, Im у = 0. Величина 
соответствующая точке В, служит корнем уравнения (6.5.1.2) 
при &2= R e ув.

Если же кривая К  не пересекает положительную полуось у , 
то уравнение (6 .5 .1 .2) не имеет корней в верхней полуплоскости. 
Действительно, интеграл, определяющий функцию y= G  (С), су­
ществует при любых значениях С, лежащих в верхней полупло­
скости. Поэтому вся область®, являющаяся отображением верх­
ней полуплоскости С, будет лежать в конечной части плоскости у. 
Так как  границей области ф является кривая К , то последняя 
должна быть замкнутой. Таким образом, область ® должна ле­
жать внутри кривой К , которая не пересекает положительной 
полуоси у. Из этого следует, что функция y= G  ( С) ни при каком 
значении С, лежащем в верхней полуплоскости, не может рав­
няться никакому положительному значению /с2, т. е. уравнение
(6 .5 .1 .2) не имеет корней в верхней полуплоскости С.
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Три типичные кривые изображены на рис. 6.5.1, а, б, в [74— 
76]. Рис. 6.5 .1, а соответствует отсутствию корней уравнения
(6 .5.1.2) в верхней полуплоскости, т. е. устойчивости, рис. 6.5.1, б, в
— наличию таких корней, т. е. неустойчивости.

Рис. 6.5 .1. Контур К.
о) Устойчивое распределение; б), в) различные типы неустойчивых распределений.

Определим, при каких условиях кривая К  пересекает положи­
тельную полуось у. Такое пересечение означает, что для некото­
рого вещественного значения С величина

СО

У =  ^  J  +  (6.5.1.3)
—  СО

(®Р —  главное значение) полож ительна, т. е.
00

Ф'(С) =  0 ,  &  j  ^ - > 0 .
—  СО

Первое из этих условий выполняется в экстремальных точках 
wlt w2, • . ., wn функции ф (w). Поэтому для неустойчивости функ­
ции распределения необходимо и достаточно выполнение хотя бы 
одного из неравенств

1 ^ > 0 .  / = ‘ . 2 .......... »■ <6.5.1.4)
— 05

Если во всех экстремальных точках функции ф (w) выполняются 
обратные неравенства

f n ^ < 0 ( в .5 . , . 5 )



при всех значениях 7= 1 , 2 , . . ., п, то распределение ф (и>) будет 
устойчивым.

Легко показать, что если условия (6.5.1.5) выполняются 
только в точках минимума, то они выполняются во всех экстре­
мальных точках, т. е. распределение ф (w) будет в этом случае 
устойчивым.

В самом деле, при движении точки С по вещественной оси 
ох —да д0 -]~оо верхняя полуплоскость С остается слева. Поэтому 
при движении точки у  вдоль кривой К  область ©, лежащая 
внутри кривой К , также остается слева. Так как  точкам С= +со 
соответствует начало координат плоскости у, то кривая К  либо 
вовсе не пересекает положительную полуось, либо хотя бы один 
раз пересекает ее, переходя из нижней полуплоскости в верхнюю 
(см. рис. 6.5.1, б, в). При этом, согласно (6 .5.1.3), производная 
ф' (w) переходит от отрицательных значений к положительным, 
что возможно только в окрестности минимума ф (w).

Итак, критерий устойчивости функции распределения имеет 
вид *)

аэ

J Ф > /) =  0 , f K ) > 0 ' (6 .5 .1 .6)
—оо

Условию устойчивости (6 .5 .1 .6) можно придать другой вид, 
если выполнить интегрирование по частям [75, 77]; имеем

S О, ф' (Wj) =  О, ф" (Wj) >  0 . (6 .5.1.7)
—  СО

Отсюда можно заключить, что распределение будет неустой­
чивым, если функция ф (w) обращается в изолированной точке 
в нуль (так как  по определению ф (w) ^  0 , то в этой точке ф (w) 
имеет минимум).

Покажем, что если распределение ф (w) неустойчиво, то спра­
ведливо неравенство

Ф 'К ь )> 0 , (6.5.1 .8)

где =  Re С и С — корень уравнения (6 .5 .1 .2).
Доказательство непосредственно следует из рис. 6.5.1, б. 

Пусть А  — точка минимума ф (w). В  — точка, в которой С яв ­
ляется корнем уравнения (6.5.1.2) и С — точка максимума ф (w). 
Проведем через точку В  линию Re С= const, которая пересекает 
кривую К  в точке D , лежащей между минимумом А  и максимумом С. 
Так как  при движении по дуге АС  значения Си ф (С) возрастают,
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то во всех точках этой дуги, в том числе и в точке D , производ­
ная ф' (С) будет положительной.

Условие неустойчивости (6 .5.1.8) имеет простой физический 
смысл. vBh представляет собой, очевидно, фазовую скорость волны. 
С волной эффективно взаимодействуют частицы, скорость которых 
близка к  yph. При этом частицы, движущиеся быстрее волны 
(w >  i>ph), отдают энергию волне, а частицы, движущиеся мед­
леннее, — отбирают у  нее энергию. Условие (6 .5.1.8) означает, 
что число частиц, отдающих энергию, больше числа частиц, полу­
чающих энергию [7]. Напомним, что в равновесной плазме 
/'„ (yph) <  0 , т. е. число частиц, получающих энергию от волны, 
больше числа частиц, отдающих ей энергию; поэтому, как  указы­
валось выше, колебания в равновесной плазме затухают.

Из критерия устойчивости (6 .5.1.6) непосредственно следует, 
что функция распределения, имеющая только один максимум, 
является устойчивой [74, 78, 79] *). В частности, если исходные 
функции распределения /а0 (v) сферически симметричны (с произ­
вольным числом максимумов и минимумов) и нигде не обра­
щаются в нуль, то функция ф (w) имеет, как нетрудно убедиться, 
единственный максимум (в точке w = 0). Поэтому сферически сим­
метричные распределения частиц являются устойчивыми [19, 33].

При выводе критерия неустойчивости функции распределения
(6.5.1.4) мы не учитывали столкновений между частицами. Эти 
столкновения препятствуют, очевидно, развитию неустойчивости. 
Поэтому инкремент нарастания колебаний в случае неустойчивой 
функции распределения должен превосходить некоторое мини­
мальное значение, определяемое эффективной частотой столкнове­
ний, для того чтобы неустойчивость действительно развилась [82].

Если функция распределения неустойчива, то вместе с нара­
станием колебаний будет происходить изменение распределения 
частиц, приводящее к уменьшению и в конечном счете к прекра­
щению этого нарастания. Исследование данного явления требует 
учета нелинейных эффектов, к которому мы вернемся в § 9.1.

6 .5 .2 . Двухпучковая неустойчивость. Условия (6 .5.1.6), 
(6 .5.1.7) можно использовать при исследовании вопроса об устой­
чивости системы двух бесконечных взаимопроникающих пучков 
заряженных частиц, движущихся с параллельными или антипа- 
раллельными скоростями.

Обозначим через f t (w) и /2 (w) функции распределения в этих 
пучках и определим функцию ф (w):

Ф (ц>) =  fflgj/j (w) -f- « у ,  (w).
Обозначим далее через и v2 тепловые скорости и через иг 

и и2 — направленные скорости частиц в пучках.
*) В случае четной функции распределения это утверждение было дока­

зано в работах [80, 81 ].



Ясно, что если разность направленных скоростей их и и2 доста­
точно велика, чтобы выполнялось неравенство

|ttj — щ | v1 -|- и2, (6.5.2.1)

то минимальное значение ф будет близко к нулю. Отсюда, согласно 
условию (6 .5.1.7), можно заключить, что функция распределения 
будет неустойчивой.

Итак, при выполнении неравенства (6.5.2.1) система двух пуч­
ков неустойчива [83—86]. Подчеркнем, что этот критерий спра­
ведлив независимо от величин плотности пучков.

Условие неустойчивости (6 .5.2.1) в одинаковой мере годится 
как  для скомпенсированного электронного пучка, движущегося 
через плазму (если пренебречь колебаниями ионов), так и для 
плазмы, электроны которой движутся относительно ионов (с уче­
том ионных колебаний), причем, в отличие от результатов предыду­
щих параграфов, мы не делаем здесь предположения о малости 
плотности пучка.

Рассмотрим теперь различные случаи, когда условие (6 .5.2.1) 
не выполняется.

Если
| щ — 1 <  1>J -f- v2, (6.5.2.2)

то система двух пучков устойчива, так как  функция ф (w) не имеет 
минимума.

Если
\и\ ---M2 I ^  vil V1^ >V2’ а 1^ а2> (6 .5.2.3)

где й1( а2 — дебаевские радиусы частиц в пучках, то вклад от 
второго пучка в интеграл (6.5.1.7) бесконечно мал. Поэтому зна­
чение этого интеграла мало отличается от его значения в точке 
максимума функции /х (и;), в которой он отрицателен. Отсюда 
следует, что при выполнении условий (6.5.2.3) система двух пуч­
ков устойчива.

Наконец, в случае

IU1 ---U2 I ^  1̂ > ^^>^2’ <4^* «2 (6.5.2.4)
из существования минимума у  функции ф (w) следует условие не­
устойчивости [8 ]

I — и2 1 >  v2. (6.5.2.5)

В частном случае плазмы с горячими электронами, которые 
движутся относительно холодных ионов, как  показано в п. 6.1.4, 
неустойчивость связана с возбуждением ионных ленгмюровских 
колебаний. Можно показать, что эта неустойчивость связана 
с нарастанием колебаний с большими значениями к (Mal 1а2)
[85, 87].

22 Под ред. А. И. Ахиезера
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В табл. 6.5.1 сведены условия устойчивости и неустойчивости 
двух пучков в различных случаях.
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Т  а  б  л  и  д  а  6 .5 .1
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Если при условии ух уа величины \иг — щ\ и vx одного по­
рядка, то условие устойчивости имеет сложный вид [7, 85, 87]. 
Качественно область неустойчивости изображена на рис. 6.5.2, a 
[88 , 89]. U

До сих пор мы занимались двухкомпонентной системой, но 
точно таким же образом можно рассмотреть устойчивость четырех­
компонентной системы, например устойчивость двух плазм,

Рис. 6.5.2. Области неустойчивости.
а) Два пучка; б) две одинаковые плазмы, движущиеся навстречу друг другу. Области 

неустойчивости заштрихованы.

движущихся навстречу друг другу. Рассмотрим для определенности 
тот случай, когда плотности частиц в них, а также тем пературы
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электронов Те и ионов Т. одинаковы (величины Те и Ti могут 
отличаться друг от друга). Легко видеть, что если у. щ <̂ . ve, 
где и0 — скорость одной плазмы относительно другой и ve, vi — 
тепловые скорости электронов и ионов, то условие неустойчивости 
имеет вид

ио >\/T-Jme- (6 .5.2 .6)

Если и0 <s: vn и0 ve, то плазмы, движущиеся навстречу 
друг другу, устойчивы, а если и0 у., и0 у0, — то неустой­
чивы.

При произвольных соотношениях между и0, vt, и vt область 
неустойчивости [90] изображена на рис. 6.5.2, б.

Взаимодействие двух плазм с различными плотностями и тем­
пературами рассмотрено в [91].

6 .5 .3 . Критерии устойчивости распределений электронов 
плазмы в магнитном поле. Приведенные выше рассуждения, 
относящиеся к свободной плазме, можно обобщить на Случай 
плазмы, находящейся во внешнем магнитном поле. \

Выясним, например, условия устойчивости распределения элек­
тронов плазмы, находящейся в магнитном поле, по отношению 
к продольным электронным колебаниям.

Пусть длина волны плазменных колебаний достаточно велика, 
чтобы выполнялось условие k v j  а>ре <§; 1. Тогда дисперсионное 
уравнение для продольных колебаний можно, согласно (5.2.2.7), 
представить в виде

I __шре cos2 в Р /' (W) d w  .
ftl( J Анш — ш '

—СО
coL sin2 6 ?  / л . .

Н-----s------- I (т--------- —--------г----------------- \/0 (w) dw =  0 , (6 .5.3.1)J \kt w  — w +  шв  k aw  ■— ш — ш£ I—ОО

где /0 (w) — функция распределения электронов по продольной (от­
носительно внешнего магнитного поля В0) составляющей скорости w; 
А:,, =  к cos 6 и 0 — угол между к  и В0. Введя обозначение

(w) =  f 0 (w) cos2 0 +  sin2 0 ( /1 ( Ш +  Сд) ~ /о(ш~ Сд) dw, (6 .5.3.2)
о

где Св =  сов/кЛ, перепишем уравнение (6.5.3.1) в виде
СО

г  /г\ —  f Ъ\

— со

(6.5.3.3)
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Сравнивая это уравнение с уравнением (6 .5.1.2) в отсутствие 
магнитного поля, легко заключить, что необходимое и достаточное 
условие устойчивости функции распределения /0 (w) состоит в том, 
что корни уравнения (6 .5.3.3) не должны лежать в верхней полу­
плоскости С.

В случае неустойчивости, как  было показано выше, функция 
y= G B {С) отображает вещественную ось С на некоторую кри­
вую К, пересекающую вещественную положительную полуось у 
(напомним, что в этом случае при увеличении С кривая К  хотя бы 
один раз пересечет вещественную положительную полуось, пере­
ходя из нижней полуплоскости в верхнюю).

Распределение электронов будет устойчивым, если во всех точ­
ках минимума w. функции (w) выполняются условия [76 ]

I  « ^ < 0 . (6.5.3.4)
J  W —  W j  ^  v 1

— со

Заметим, что функция 'bB (w) переходит в /0 (w) при 6=0, 
а также либо при Св=0, либо при С£=оо. Поэтому, если 0=0 
или Св=0, или Сь'= со, то приведенные выше условия устойчи­
вости совпадают с условиями устойчивости в отсутствие магнит­
ного поля. Отсюда следует, что магнитное поле, вообще говоря, 
сужает класс устойчивых функций распределения [92].

Можно показать [93], что условия устойчивости (6 .5.3.4) вы­
полняются только для четной функции распределения, имеющей 
один максимум.

В частности, анизотропное распределение /0 (v)=/(yf|, v\) 
устойчиво относительно длинноволновых продольных электрон­
ных колебаний. Эта функция может, однако, оказаться неустой­
чивой относительно продольных колебаний, если учесть члены 
высшего порядка в разложении дисперсионного уравнения по сте­
пеням kvel <о (см. [53, 94—97]), а также относительно поперечных 
колебаний [98].

До сих пор, исследуя условие устойчивости функций распре­
деления, мы не фиксировали величины к (при исследовании устой­
чивости функций распределения в магнитном поле нефиксирован­
ными были также величины соре и 0).

Возможна, однако, другая постановка задачи об устойчивости 
[96], при которой устанавливается условие неустойчивости при 
фиксированных значениях к, 0 и <оре. Критерий устойчивости при 
такой постановке вопроса можно получить, если несколько изме­
нить изложенные выше рассуждения.

Когда значение к2, стоящее в правой части уравнения (6 .5.1.2), 
не фиксировано, неустойчивость имеет место, если кривая К, 
являющаяся отображением вещественной оси на плоскость у =  
= G  (С), пересекает положительную полуось у в произвольной
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точке. При этом всегда можно выбрать такое значение к, чтобы 
область Ф, ограниченная контуром К , содержала точку Re у = к 2, 
что и означает наличие неустойчивости.

Если же значение к фиксировано, то для неустойчивости недо­
статочно, чтобы контур К  пересекал положительную полуось у. 
Необходимо также, чтобы точка к2 лежала в области ®. Иными 
словами, критерий устойчивости при фиксированном значении к 
состоит в том, что функция

ОО
93(0== J

— 00
должна отображать верхнюю полуплоскость 1га С >  0 на область 0 , 
не содержащую начала координат 03 =  0 .

Так же точно формулируется критерий устойчивости ̂  при на­
личии магнитного поля, если фиксированы значения величин к, 0 
и шре. При этом нужно только заменить функцию 03 (£) функ­
цией 03я(£):

<ЭЗД =  j
И  dw к\

■С

Чтобы выяснить, попадает ли точка 93 =  0 в область ®, до­
статочно знать знаки величин 03(1^), 03 (и>2)> . . . ,  03 (wn), где 
Wj — точки, в которых функция <bn (w) имеет экстремумы £96]. 
Если знаки величин 03 (Wj) известны, то вопрос об устойчивости 
или неустойчивости распределения выясняется следующим образом.

Расположим все величины w±, w2, . . ., wn в порядке их воз­
растания: wx <  w2 <С • • • <С wn. В том же порядке расположим 
знаки (плюс или минус) величин 03 (и^), 03 (и?2), • • •, 03 (w j. 
Будем последовательно вычеркивать два одинаковых знака, стоя­
щих рядом. Если после такого вычеркивания останется только 
один знак (это может быть только минус), то распределение устой­
чиво. Если после вычеркивания останется знакочередующаяся 
последовательность (это могут быть только последовательности 
-----1-----ИЛИ-------1--------1----- , ИЛИ------1--------1--------!-----ИТ. д.), то
распределение неустойчиво [99].

Например, последовательность знаков + 4 --------j-----означает
неустойчивость, а последовательность знаков -\— --------j-----озна­
чает устойчивость.

§ 6 .6 . Абсолютная и конвективная неустойчивости
6 .6 .1 . Критерии абсолютной и конвективной неустойчивости.

В предыдущих параграфах при исследовании устойчивости функ­
ции распределения частиц в плазме мы исходили из линеаризо­
ванных кинетических уравнений и уравнений Максвелла и получали
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как  условие их разрешимости дисперсионное уравнение, 
связывающее частоту о> и волновой вектор к  колебаний. Если при 
этом вещественным к соответствуют комплексные и с Im и >  О, 
то возмущение, имеющее вид плоской монохроматической волны 
exp [г (kr — и4) ] неограниченно возрастает со временем, и функ­
ция распределения неустойчива.

В действительности, однако, малые возмущения имеют вид не 
отдельных плоских монохроматических волн, а представляют со­
бой волновые пакеты, т. е. суперпозиции плоских монохромати­
ческих волн. Асимптотическое же поведение волнового пакета 
может существенно отличаться от поведения отдельных плоских 
монохроматических волн. Именно, если в волновом пакете отдель­
ные компоненты неограниченно возрастают со временем, то тем 
не менее весь пакет в целом может оставаться ограниченным в фик­
сированной точке пространства, так как возмущение может «сно­
ситься» вниз по течению.

Если в волновом пакете “21 (х , t) (-21 — одна или несколько 
величин, характеризующих состояние системы; для простоты мы 
рассматриваем одномерный пакет), несмотря на наличие компо­
нент с Im № >  0, возмущение при x=const и t - »  оо остается 
ограниченным (обычно оно стремится при этом к нулю), т. е.

lim “21 (х, t) =  0 , (6 .6 .1 .1 )
/->■ СО£=COnst

то говорят о конвективной, или сносовой, неустойчивости.
Если же возмущение S21 (х, t) неограниченно возрастает при 

фиксированном х и t ->• оо, а именно
lim ЭД (х, t ) =  со, (6 .6 .1 .2)

СО --a»COnst

то неустойчивость называют абсолютной *).
Таким образом, при исследовании неустойчивости недоста­

точно убедиться в существовании комплексных частот у  диспер­
сионного уравнения D (к, <в)=0, а необходимо еще выяснить, 
как ведет себя волновой пакет в фиксированной точке простран­
ства при t со. Ясно, что такая постановка вопроса характерна 
не только для плазмы, но и для любой колебательной системы, 
лишь бы она была достаточно протяженной.

Д ля решения проблемы устойчивости системы необходимо ре­
шить задачу о развитии начального возмущения подобно тому, 
как  это было сделано в п. 4.2.1 при исследовании продольных 
колебаний плазмы.

*) Понятия абсолютной и конвективной неустойчивостей были введены 
Твиссом [100] и Ландау и Лифшицем [101].



Будем предполагать, что вектор состояния =  (*21̂  ЭД2, . . '21м) 
удовлетворяет системе дифференциальных уравнений в частных 
производных с постоянными коэффициентами:

П

t = 1 >2’ п’ (6-6-1-3)
/=1

где Р ( . — некоторые полиномы относительно д!дх  и dldt с постоян­
ными коэффициентами.

Мы должны найти решение этой однородной системы, удовлет­
воряющее определенным начальным условиям. Удобнее, однако, 
перейти к эквивалентной задаче решения системы неоднородных 
уравнений

П

& ) % & ■  '> =  / .< * .  ' ) '  ( в - в . 1 . 4 )
У=1

где f t (x, t) — некоторые заданные функции («внешние силы»), не­
прерывные и отличные от нуля в ограниченных интервалах (xlf х2) 
и (*„ *2).

Решение (ж, t) системы (6 .6 .1.4) можно выразить через мат­
рицу Грина g.j

% ( х ,  *) =  2  \ \ g ij(x '’ t ' ) f j{ x  — x', t — t')dx'dt', (6 .6 .1.4')
j

где g,-j (x, t) — решение более простой системы уравнений

*) =  8« 8 (* )8 W- (6 -6 .1 .5)
3

Введем в рассмотрение преобразование Фурье по координате 
и преобразование Лапласа по времени от матрицы Грина gtj{ x , t):

СО

g(j (х, t) =  ^  J ехр (pt) dp j  ехр (tkx) gtJ (к, p) dk, (6 .6 .1 .6)
L —со

CO CO

&,•(*> t ) =  $ exp (—pt) dt~^ j  exp (— ikx)g{ J (x, t)dx, (6 .6 .1 .7)
0 —со

где контур интегрирования L  представляет собой прямую, парал­
лельную мнимой оси плоскости комплексного переменного р и 
расположенную правее всех особенностей функции

00
?</(*. р )=  \ ехр (ikx) g( . (к, p)dk.

—00
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Из (6 .6 .1.5) находим

р ) = - к р ч №  Р).

где РТу — элементы матрицы, обратной матрице Р ... Отсюда и из
(6 .6 .1 .6) следует

СО

S i j (x > 0  =  -̂ гг, jj охр (—mi) dm exp (ikx) P~\(ik, —im)dk, (6 .6 .1.8)
S —со

где ш—ip и контуром интегрирования Q служит прямая, парал­
лельная вещественной оси плоскости комплексного переменного со 
и расположенная выше всех особенностей функций < р (х , —т ) .

Замечая, что детерминант det P t . (ik, —ico) совпадает с левой 
частью дисперсионного уравнения D (к, to)= 0, представим выра­
жение (6 .6 .1 .8) в виде

СО
1 г г и)

&У(*. «) =  4 1̂ J е*Р (—*“*) *> ) exp (ikx) п ю) dk, (6.6.1.9)
S —со

где A .j (к, со) — алгебраические дополнения элементов матрицы 
P{ j (ik, —ico).

Выполним в формуле (6 .6 .1.9) сперва интегрирование по со. 
С этой целью дополним контур Q снизу полуокружностью беско­
нечно большого радиуса. Учитывая, что Aj./D  стремится к нулю 
при | со| -> со, и применяя теорему о вычетах, получим

g{. (х, о = - й г  S 2  д л * , ’ « 2 т  ехр {ikx ~  Ыт {к) t] dk'
—со т ~1

(6.6.1.10)

где Dт ~  dD/dw и суммирование производится по всем корням 
дисперсионного уравнения со= шт  (к). Заметим, что в точках 
ветвления функции <»= <от (к) выполняется равенство «V (&) = 
=  <i\ (к) и знаменатель соответствующих слагаемых подынте­
грального выражения (6 .6 .1 .10) обращается в нуль (Z)(il= 0). 
При этом обращаются в бесконечность два слагаемых, соответ­
ствующих т = г  и m = s. Однако при суммировании этих двух 
членов бесконечности взаимно уничтожаются.

Предположим теперь, что некоторым вещественным значе­
ниям к соответствуют комплексные значения сот (к), и выясним, 
с каким видом неустойчивости — абсолютной или конвективной — 
мы здесь имеем дело. Для этого положим в формуле (6.6.1.10)
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х = 0  и заменим в подынтегральном выражении переменную ин­
тегрирования к на шт :

где vm — duimjdk и Qm — контур в комплексной плоскости шт , соот­
ветствующий вещественной оси комплексной плоскости к. 

Учитывая, что

Если ни при каком т  между контуром Qm и вещественной 
осью и% нет особых точек подынтегрального выражения (6 .6 .1 .11 ), 
то все контуры интегрирования Qm можно деформировать в веще­
ственную ось, и мы получим

Это выражение представляет собой преобразование Фурье 
функции A j. lD k и, согласно теореме Римана—Лебега [102], 
стремится к нулю при t —> оо, что означает наличие конвективной 
неустойчивости.

Таким образом, конвективная неустойчивость имеет место 
в том случае, если ни при каком т  между контуром Qm и веще­
ственной осью шт  нет особых точек подынтегрального выраже­
ния (6 .6 .1 .11 ).

Если же между каким-либо контуром Qm и вещественной 
осью шт  имеется хотя бы одна особая точка ш'+гш" (ш" 0) 
подынтегрального выражения (6 .6 .1 .11 ), то при деформировании 
контура Qm в вещественную ось появляется вклад от особой точки 
вида ехр (w"t) ехр (—iw't), что означает наличие абсолютной 
неустойчивости.

Таким образом, в этом случае функция ЗД (0, t) при t -*• оо 
имеет следующий вид:

где а/+гш" (а)" > 0 )  — особые точки функции A }i!D H, распо­
ложенные между контуром Qm и действительной осью шт , и аг — 
некоторые константы.

Иш1
Ао [*(“»). "ml«1 2т

последнее выражение можно переписать в виде

ехр (— mmt) du>m. (6 .6 .1 .11 )
т  Qm

т  —со

(о, t) =  2  ar ехр (“rO ехР (—im'̂ )г
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Рассмотрим теперь характер особых точек cô -f-jco" функции 
A j (/Dk. Эти особые точки могут быть двух типов: 1) нули функ­
ции D k, 2) точки ветвления функции к —к ( соот) .

Д ля определения точек ветвления функции к (о>) выясним по­
ведение левой части дисперсионного уравнения D (к, со) вблизи 
точки (к0, со0) ,  где кй и со0 связаны дисперсионным уравнением 
D (к0, со0) = 0 .

Разлагая I) (к, со) в ряд по степеням (к — к:)) и (ш — со0) , получим
К  («о -  %) +  п ь ( к -  К) +  % D kk (к — к0)2 О,

где Dm, Dk, Dkk — частные производные функции D (к, ю) в точке 
(к0, со0).

Если Dm=f= 0 и Dk =f= 0, то к (со) является однозначной аналити­
ческой функцией в точке со =  cov Если же Dk =  0, Ою =̂= 0, Dkk =7̂ 0, 
то вблизи точки со =  со0 функция. А (о>) ведет себя как

к — к0 = ±  \J2DjDkk\Jm — co0- f .  .

т. е. точка со =  ш0 представляет собой точку ветвления второго 
порядка функции А (со). Если Dm ф  0, Dk =  0, Dkk =  0, Dkkk ф  О, 
то точка со =  юв является точкой ветвления третьего порядка.

Мы видим, что для нахождения точек ветвления второго 
порядка нужно решить систему уравнений

D (к, со) =  0 ,  Dk (k, <о) =  0 ,

а для нахождения точек ветвления третьего порядка — систему 
уравнений

D(k, ш) =  0 ,  Dk (k, со) =  0 ,  Dkk(k, а>)~0.

Ясно, что первая система, как  правило, имеет решение, а вто­
рая не имеет решений. Поэтому мы можем ограничиться рас­
смотрением только точек ветвления второго порядка.

Мы видим, что нули функции D k являются точками ветвления 
функции к (с о ) , т. е. характер неустойчивости определяется рас­
положением этих точек. Именно, если ни при каком т  между кон­
туром Qm и вещественной осью нет точек ветвления функции 
к —к ( сот), то неустойчивость будет конвективной; в противном 
случае имеется абсолютная неустойчивость [103].

В качестве примера исследуем дисперсионное уравнение
(а) — kv)2 =  k2c2 — v2 (v, с, v > 0).

Решая его, находим
col i2 (ft) = k v  ±  \/к2с2 — v2. (6 .6 .1 .12)

При —v/c <С.к <С v/c частота со становится комплексной, т. е. 
появляется неустойчивость. Д ля выяснения ее характера найдем
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обратную функцию
Vu) +  V c4 о2 —  ( v 2 —  с2) V2

Мы видим, что функция к (<о) имеет точки ветвления при

О) =  +  — v/f2 —  с2. — с у

Если v с, то точки ветвления лежат на вещественной оси. 
В этом случае контур можно деформировать в вещественную 
ось, т. е. неустойчивость является конвективной.

Покажем, что при v <[ с одна из точек ветвления

функции к (со) лежит между контуром Qm и вещественной осью со, 
т. е. при v <С с имеет место абсолютная неустойчивость. Заметим, 
что контур Qm описывается точкой <»т (к), если к пробегает веще­
ственную ось от ■—со до +oo (wm (к) определяется формулой
(6 .6 .1 .12)), причем двум знакам перед радикалом в выражении
(6.6.1.12) соответствуют два контура Qx и Q2. Для идентифика­
ции абсолютной неустойчивости достаточно рассмотреть только 
контур й х, расположенный в верхней полуплоскости о>.

К ак мы видим (см. (6.6.1.12)), контур пересекает мнимую 
ось при к== 0 в точке ŵ —iv.

Так как  Im а>0 <С Im ш̂ , то точка ветвления и>0 расположена 
между контуром Qj и вещественной осью, т. е. при v <С с имеет 
место абсолютная неустойчивость.

6 .6 .2 . Метод бегущих волн. При получении критерия абсо­
лютной и конвективной неустойчивости мы интегрировали (6 .6 .1.9) 
сперва по со. Мы найдем другую его форму, если выполним сперва 
интегрирование по к.

Дополним с этой целью вещественную ось к полуокружностью 
бесконечно большого радиуса, расположенной в верхней полу­
плоскости при ж >  Оив нижней полуплоскости прих  <С0.|Учиты- 
вая, что подынтегральное выражение стремится к нулю при 
\к \ —*■ со, и применяя теорему о вычетах, получим

ш() =  i (у/с) \Jc2 — v l

S i j  (х у t) —
Aji  [** H> “J 
Dk [fcaH> “ 1

ex p | ^  (<o) x — imt) dw при x~̂ > 0 ,

- * S 22 A j i  [ М м ) '  и ]

Dk [*|3 H . "]

(6 .6 .2.1)

exp [ika (m) x — imt| dm при x<^0,

где D k —  dD/dk, а ka (со), k̂  (со) — корни дисперсионного уравне­
ния, лежащие при Im со >  М  (прямая Im w = M  расположена
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выше всех особенностей подынтегральных выражений (6 .6 .2 .1)) 
соответственно в верхней или нижней полуплоскости, т. е.

I m ^  («>)]> О, Im /с3 (о>) 0.

Будем говорить, что слагаемые, входящие в сумму первого 
соотношения, описывают волны, распространяющиеся вправо, 
а слагаемые, входящие во вторую сумму, — волны, распростра­
няющиеся влево.

Нас интересует асимптотическое поведение g.j (х , t) при £-»• оо. 
Чтобы установить его, будем сдвигать контур Q вниз. Ясно, что 
если первая особенность подынтегрального выражения <р (х, —г со), 
которую мы при этом встретим, находится в точке <«0, то g(j (х, t) 
будет вести себя при t->  со как  ехр (—i(t>0t), т - е - будут стремиться 
к бесконечности при Im ш0 >  0 и к нулю при Im ш0 ^  0.

Таким образом, конвективная неустойчивость существует в том 
случае, если в верхней полуплоскости Im ш >  0 нет особых точек 
подынтегрального выражения ср (х, —г<о).

Повторяя рассуждения, изложенные выше, находим, что осо­
быми точками подынтегрального выражения (6 .6 .2 .1) могут быть 
только точки ветвления функции к (to). Однако не все эти точки 
вносят вклад в интеграл (6 .6 .2.1). Если в точке ветвления со0 
становятся равными величины кг (ш0) и ks (со0), соответствующие 
двум волнам, распространяющимся в одну сторону, то, поскольку 
в соотношениях (6 .6 .2 .1) производится суммирование по а или 
по р, точка си0 не будет в действительности точкой ветвления 
подынтегрального выражения.

Поэтому критерий абсолютной неустойчивости состоит в том, 
что в верхней полуплоскости Im <о >  0 должна находиться точка 
ветвления функции к (ш), в которой совпадают две ее ветви, соот­
ветствующим волнам, распространяющимся в противоположные 
стороны [104].

Исследуем этим методом характер неустойчивости системы, 
характеризуемой дисперсионным уравнением

(ш — ku)2 — к2с<г — v2 (и, с, v 0),

которое мы рассматривали выше.
Если v >  с, то мнимая часть функции

,  , . U { » )  +  Vc2<i>a —  (и2 —  С2) V2
A(® )= -L i= — г е т -------- L~

при Im со -»■ +оо будет положительной. Поэтому при v >• с обе 
волны распространяются вправо и, следовательно, неустойчивость 
является конвективной.

Если же v <С с, то одна из волн А: (со) распространяется вправо, 
а другая влево. При этом одна из точек ветвления, а именно
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о)= i (v/c)-\/c2 — у2 расположена в верхней полуплоскости. Таким 
образом, при v <  с мы имеем дело с абсолютной неустойчивостью.

6 .6 .3 . Критерии усиления и непропускания колебаний. Коле­
бательные системы, дисперсионные уравнения которых допускают 
комплексные решения, можно в принципе использовать для гене­
рирования и усиления колебаний.

Если неустойчивость в системе носит абсолютный характер, то 
система способна служить генератором колебаний, частоты кото­
рых лежат в интервале абсолютной неустойчивости.

При конвективной неустойчивости возмущение сносится по 
течению; это значит, что неустойчивости такого типа соответ­
ствует усиление, а не генерирование колебаний *), иными сло­
вами, системы с конвективной неустойчивостью могут быть усили­
телями колебаний.

Усиливаться могут, очевидно, те колебания, для которых 
Im к <С 0 при вещественных <о (система предполагается полубес- 
конечной х >  0 , а ось х выбрана так, чтобы усиливаемые волны 
двигались в сторону возрастающих значений х).

Однако само по себе условие Im к <С 0 при вещественных а) 
еще недостаточно для усиления колебаний. Например, в волноводе 
не могут распространяться колебания с частотами ниже крити­
ческой, хотя им и соответствуют мнимые значения к. Аналогичная 
ситуация имеет место в плазме при отсутствии магнитного поля 
для электромагнитных волн с частотами, меньшими ленгмюров- 
ской частоты.

Таким образом, существование комплексных к при веществен­
ных ш может означать либо усиление, либо непропускание коле­
баний **).

Для установления критерия усиления и непропускания коле­
баний выберем внешние силы f j  (х , t), входящие в правые части 
уравнений (6 .6 .1.4), таким образом, чтобы все волны распростра­
нялись в положительном направлении оси х, т. е. чтобы выпол­
нялось условие

ЗД. (х, t) =  0 при ж < 0 . (6 .6.3.1)
При этом, согласно (6 .6 .2.1), мнимая часть к (со) для волн, 

движущихся вправо, должна быть при Imeo >  М  положитель­
ной. Кроме того, условие пространственного нарастания колеба­
ний имеет, очевидно, вид

Im к (ш) 0 (т — вещественно).
*) Тем не менее системы с конвективной неустойчивостью также можно 

использовать для генерирования колебаний, если связать в них вход и выход; 
благодаря этому осуществляется обратная связь и «снесенное» возмущение 
возвращается обратно, т. е. неустойчивость в системе приобретает абсолют­
ный характер.

**) Понятия усиления и непропускания колебаний были введены Твис- 
сом [105].



Таким образом, для усиления волн необходимо, чтобы мнимая 
часть к (и>) имела при Im а> +  оо и Im ш = 0 противоположные 
знаки. Если же знаки величины Im к (ш) при Imo> —>■ + 00  и 
Imco=0 одинаковы, то имеет место непропускание колебаний [104].

Рассмотрим в качестве примера систему, дисперсионное урав­
нение которой имеет вид

<о2 =  к2с2 - f  v2. (6 .6 .3 .2)

Комплексные значения к возможны, очевидно, лишь при
— v <  (о v, причем каждому значению ев соответствуют два 
решения дисперсионного уравнения
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(со) =  у  \/v2 ■--(О2, к2 (ю )= -----~\/v2 — ш2' (6 .6 .3.3)

Легко видеть, что при 1пкв =  0 и при 1пко->-)-со справедливы 
неравенства

Im /с1 (ю )> 0, Im к2 (<в) <  0,

т. е. в интервале частот —v ш v система не пропускает 
колебаний.

Заметим, что этот результат физически очевиден, так как  урав­
нение (6 .6 .3.2) представляет собой дисперсионное уравнение вол­
новода с критической частотой v, а он, как  известно, не пропускает 
колебаний, частота которых ниже критической.

В качестве второго примера рассмотрим систему с дисперсион­
ным уравнением

(о> — ки)2 =  к2с2 — V2.

Решая это уравнение относительно к, получим
7 , . __ УШ -f- Vc2О)2 — (у2 — С2) V2

— г>2 — с2 >

Ум — Vĉ o)2 — (у2 __ С2) v2
К  (<0) : у2 — с2

Если v с, то любым вещественным значениям о> соответ­
ствуют вещественные значения к. В этом случае происходит про­
пускание колебаний. (В действительности, как  было показано 
выше, при v <С с система абсолютно неустойчива.)

Если же v^>c, то при

V- sjv2 — с2 <С ш <С ~  V1’2 — СН

величина к ( со) становится комплексной и оба решения к± (<в) и 
&2 ((в) имеют при Im ш -> +оо положительную мнимую часть. 
При Im с о = 0  справедливы неравенства

Im ((в) ; >  0 ,  Im к2 (со) <  0 .



Поэтому решению кг ( ш) соответствует непропускание колебаний, 
а решению к2 (ш) — их усиление.

6 .6 .4 . Правила Стэррока. Практическое применение сформу­
лированных выше критериев неустойчивости и усиления волн 
связано, вообще говоря, с большими трудностями, так как  нахо­
ждение точек ветвления функций в областях, ограниченных 
вещественными осями плоскостей шт  и контурами (которые 
сами должны быть определены), а также направления распростра­
нения волн представляет собой сложную и трудоемкую задачу.

Значительные упрощения наступают в том случае, когда дис 
персионное уравнение D (к, < о )= 0  представляет собой алгебраи­
ческое уравнение с вещественными коэффициентами, левая часть 
которого в области больших значений \к | (или, что эквивалентно, 
в области больших значений | ш |) распадается на произведение 
множителей вида со — vk, где v — некоторая константа, отличная 
от нуля. В этом случае характер неустойчивости можно устано­
вить из общего вида кривой, соответствующей дисперсионному 
уравнению в плоскости (к, ш).

Предположим сперва, что D (к, со) представляет собой полином 
второго порядка относительно к и св. Тогда возможны четыре 
типа дисперсионных кривых (рис. 6 .6 .1).

Выясним сперва вопрос о неустойчивости систем, соответ­
ствующих этим дисерсионным кривым. Рассмотрим для этого их 
пересечение с прямыми, параллельными оси к.

Прямая к —const пересекает кривые, изображенные на 
рис. 6.6.1, а  и б, в двух точках при любом значении const. Поэтому 
этим дисперсионным кривым соответствуют устойчивые системы.

Напротив, в случаях дисперсионных кривых, изображенных 
на 6 .6 .1 , в и г ,  прямая /с= const пересекает дисперсионные кривые 
не при всех значениях const. Именно, имеется интервал веще­
ственных значений к (ка, кв), которым соответствуют комплекс­
ные значения со. Так как  коэффициенты дисперсионного уравне­
ния предполагаются вещественными, то комплексные значения со 
будут комплексно сопряженными и одно из них будет иметь поло­
жительную мнимую часть. Поэтому таким дисперсионным кривым 
соответствуют неустойчивые системы.

Заметим, что направление распространения волн также можно 
непосредственно установить из вида дисперсионной кривой. Дей­
ствительно, в области больших | ш | каж дая ветвь дисперсионной 
кривой описывается уравнением вида к =  со/у, где v — веще­
ственно. Но, согласно п. 6.6.2, для волны, распространяющейся 
вправо, Im к >  0  при Im с о ->• -|-оо, а для волны, распростра­
няющейся влево, Im к < [ 0  при Im а> ->  + о о .  Поэтому волнам, 
распространяющимся вправо, соответствуют положительные зна­
чения v, а волнам, распространяющимся влево, — отрицатель­
ные его значения. Вместе с тем положительным v соответствуют
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асимптоты дисперсионнон кривои, наклоненные вправо, а отрица­
тельным v —асимптоты, наклоненные влево. Таким образом, наклон 
асимптот определяет направление распространения соответствую­
щих волн.

а)

В

h hв *

Л а/

г)

Рис. 6.6 .1. Дисперсионные кривые в случае когда дисперсионное уравнение 
является полиномом второго порядка.

а)  Устойчивость, пропускание; б) устойчивость, непропускание; в) абсолютная неустой­
чивость, пропускание; г)  конвективная неустойчивость, усиление.

Легко выяснить физический смысл найденного результата. 
Напомним, что для нахождения наклона асимптот нужно 

представить уравнение D (к, ш)=0 в виде
П

D (к, o)) =  J J ( t o  —  V j k ) - \ - D 1 (k,  а>) =  0, (6 .6.4.1)



где D1 (к, со) — многочлен порядка щ, причем пг <Vi и v. — кон­
станты. Пренебрегая в этом уравнении слагаемым D x, найдем 
наклоны асимптот ut/k=Vj.

Величины Vj, очевидно, представляют собой фазовые скорости 
волн, распространяющихся в системе, при пренебрежении сла­
гаемым в дисперсионном уравнении (6.6.4.1). Эти волны мы 
будем называть свободными волнами.

При учете слагаемого D t дисперсионные свойства волн, рас­
пространяющихся в системе, будут отличаться от свойств свобод­
ных волн. Можно сказать, что слагаемое D1 описывает взаимодей­
ствие между свободными волнами.

Так как  величины у . действительны, а величины со при неустой­
чивости должны быть комплексными, то мы вправе считать, что 
неустойчивость возникает вследствие взаимодействия между сво­
бодными волнами.

Возвратимся теперь к  вопросу о характере неустойчивости.
К ак мы уже видели, неустойчивым системам соответствуют 

рис. 6.6.1, в, г. Различие между ними заключается в том, что 
в первом случае асимптоты наклонены в разные стороны, а во 
втором — в одну сторону. К ак было показано выше, рис. 6.6.1, в 
соответствуют волны, распространяющиеся в противоположные 
стороны, а рис. 6 .6 .1 , г — волны, распространяющиеся в одну 
сторону. Поэтому на первом из них в точках ветвления функ­
ции к ( со) совпадают две ветви, соответствующие волнам, распро­
страняющимся в противоположные стороны, а на втором — д вр  
ветви, соответствующие волнам, распространяющимся в одну 
сторону.

Кроме того, в ситуации, отвечающей рис. 6.6.1, в, в точке 
ветвления функции к ( со) мнимая часть со положительна, т. е. 
Im со >  0. Последнее утверждение следует из того, что в точках 
ветвления функции к (со) справедливо равенство d&/dk=0; иными 
словами, при вещественных со и к в этих точках касательная 
к дисперсионной кривой горизонтальна. Так как, кривые на 
рис. 6 .6 .1 , в не имеют горизонтальных касательных, то в точке 
ветвления по крайней мере одна из величин со или к должна быть 
комплексной. Из этого рисунка видно, что вещественным значе­
ниям со не могут соответствовать комплексные значения к. По­
этому в точках ветвления функции к (со) комплексна величина со. 
Так как  полином D (к, со) имеет вещественные коэффициенты, то 
значения со в точках ветвления функции А: (со) комплексно сопря­
жены и у  одного из них мнимая часть ш будет положительной.

Согласно критериям абсолютной и конвективной неустойчи­
вости, установленным в п. 6 .6 .2 , рис. 6 .6 .1 , в соответствует абсо­
лютная неустойчивость, а рис. 6 .6 .1 , г — конвективная неустой­
чивость.

23 Под ред. А. И. Ахиеаера
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Таким образом, неустойчивость будет абсолютной или конвек­
тивной в зависимости от того, наклонены ли асимптоты в разные 
стороны или в одну сторону (первое правило Стэррока [106]).

Разъясним теперь, как  по дисперсионной кривой различить 
пропускание, непропускание и усиление колебаний.

В случае пропускания всем вещественным значениям ш соот­
ветствуют вещественные значения к, т. е. прямая <o=const пере­
секает дисперсионную кривую при любых значениях const. Этому 
случаю соответствуют рис. 6 .6 .1 , а ж е.

Напротив, для рис. 6.6.1, б и рис. 6.6.1, г прямая <o=const 
пересекает дисперсионную кривую не при всех значениях кон­
станты. Таким ее значениям соответствуют комплексные к, т. е. 
имеет место либо усиление, либо непропускание колебаний. Раз­
личие между рис. 6 .6 .1 , б и рис. 6 .6 .1 , г состоит в том, что в пер­
вом случае всем вещественным значениям к соответствуют веще­
ственные значения и>, а во втором — значениям к, расположен­
ным в интервале (ка, кв), соответствуют комплексные значения «>.

Отсюда следует, что в ситуации, отвечающей рис. 6.6.1, б, 
знак Im А: в верхней полуплоскости комплексного переменного ш 
не может измениться, и тогда, согласно критерию, установленному 
в п. 6.6.3, имеет место непропускание колебаний [110].

В ситуации же, отвечающей рис. 6.6.1, г определенным веще­
ственным значениям к соответствуют комплексные значения ш, 
при которых знак Im к изменяется. Так как , по предположению, 
коэффициенты дисперсионного уравнения вещественны, то значе­
ния со, при которых Im к изменяет знак, комплексно сопряжены, 
и одно из них лежит в верхней полуплоскости. Тогда, согласно 
критерию, установленному в п. 6.6.3, имеет место усиление ко­
лебаний.

Различие между рис. 6.6.1, б и рис. 6.6.1, г заключается в том, 
что на первом асимптоты наклонены в разные стороны, а на вто­
ром — в одну сторону.

Таким образом, если асимптоты дисперсионной кривой накло­
нены в разные стороны, то имеет место непропускание колебаний, 
если же они наклонены в одну сторону, — то усиление колебаний 
(второе правило Стэррока *)).

Мы видим, что одна и та же дисперсионная кривая соответ­
ствует и неустойчивости и усилению волн, причем, если имеется 
абсолютная неустойчивость, то существует также пропускание 
колебаний. Если же мы имеем дело с конвективной неустойчи­
востью, то происходит также усиление колебаний. К акая из этих 
ситуаций осуществляется зависит, естественно, от конкретной 
физической постановки задачи.

*) Эти правила были сформулированы Стэрроком [106], строгое доказа­
тельство было дано Половиным [107, 108], эвристический вывод приведен 
в [109].
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До сих пор мы предполагали, что функция D (к, со) представ­
ляет собой полином второго порядка относительно к и со. Пока­
жем теперь, что общий случай, когда эта функция является поли­
номом произвольного порядка п , сводится к  рассмотренному выше 
случаю п —2.

Представим себе, что коэффициенты полинома D (к, со) зависят 
от некого параметра I, варьируя который можно добиться того, 
чтобы полином D (к, со) распался на произведение линейных мно­
жителей вида со —  V jk  —  Ч у  Д ля определенности будем считать, 
что значение параметра £=1 соответствует исходному полиному, 
а значение s= 0  — его распадению на множители.

Очевидно, что при 1=0 дисперсионная кривая будет иметь вид 
совокупности прямых. Пусть в каждой точке пересекается не бо­
лее двух прямых, а при изменении £ в интервале 0 <[ I 1 топо­
логический характер дисперсионных кривых не изменяется.

При малых I полосы неустойчивости (или усиления) будут 
расположены вблизи точек пересечения прямых со—v-k—а . —0 , 
на которые распадается дисперсионная кривая при 1=0. С дру­
гой стороны, предполагается, что прямые пересекаются попарно, 
и поэтому при малых £ дисперсионные кривые должны быть, оче­
видно, подобны кривым, изображенным на рис. 6.6.1. Иными 
словами, при малых £ исследование общего случая полинома 
произвольного порядка п сводится к рассмотренному ранее слу­
чаю п —2

Можно показать, что при непрерывном увеличении пара­
метра I характер неустойчивости не может измениться [107]. 
Это позволяет определить характер неустойчивости исходного 
дисперсионного уравнения, соответствующего значению пара­
метра 1= 1 .

Рассмотрим в качестве примера дисперсионное уравнение
"ъ

(и — киъ)2'  0)2 — &2г;2

которому в случае

1, (6 .6.4.2)

О),ь О р >  У р < мъ О р \ /'1 + 0)1/шр ( 6 .6.4.3)

соответствует дисперсионная кривая, изображенная на рис. 6 .6 .2 , а. 
Будем считать величину со2 переменной и заменим ее на 
тогда имеем

( ---- г.— ----5—TFT — 1- (6 .6.4.4)(w — киъ)2 1 оз2 — х '
При 1=0 уравнение (6 .6 .4.4) распадается на четыре линейных 

уравнения
о) — киъ — + юь, со =  + kvf , 

и дисперсионная кривая вырождается в четыре прямые.
2 3 *
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При малых S дисперсионная кривая имеет вид, изображенный 
на рис. 6.6.2, б. К ак мы видим, система, описываемая дисперси­
онным уравнением (6 .6 .4.4), обладает при малых £ конвективной

Рис. 6.6.2. Сведение дисперсионного уравнения к полиному второго порядка.
а) { =  1; б) малые 5; в) $ =  |0.

неустойчивостью. (Полосам конвективной неустойчивости соот­
ветствуют интервалы волновых чисел (ка, кн) и (ki, kj).

Если решать задачу об усилении колебаний в системе, описы­
ваемой дисперсионным уравнением (6.6.4.4) при малых I, то из 
рис. 6 .6 .2 , б непосредственно видно, что имеются две полосы уси­



ления в интервалах частот ( ,  (,)/?) и ((в<7, со )̂, а также две по- 
лосы непропускания в интервалах частот (шЕ, шж) и (a>L, mF).

При увеличении % дисперсионная кривая (6 .6 .4.4) деформи­
руется, но топологически она не изменяется. Когда параметр s 
достигнет значения

%  =  К/*0?) (ур № >

то касательная к одной из ветвей дисперсионной кривой, прохо­
дящей через начало координат, становится горизонтальной (см, 
рис. 6.6.2, в). При этом две полосы непропускания (шв, шЕ) и 
(о>£, toy) сливаются в одну полосу непропускания (<ве, <»*■). Из 
неравенств (6 .6 .4.3) следует, что такое слияние полос непро­
пускания происходит при £0 <С 1 .

При дальнейшем увеличении £ дисперсионная кривая прини­
мает вид, изображенный на рис. 6.6.2, а. Так как  кривые, изобра­
женные на всех трех рисунках, топологически эквивалентны, то 
заключение о характере неустойчивости при малых I остается 
справедливым и при 5= 1 , т. е. для исходного дисперсионного 
уравнения (6 .6 .4 .2).

Из сравнения приведенных рисунков можно заключить, что 
исходная система, описываемая дисперсионным уравнением
(6 .6 .4.2), обладает конвективной неустойчивостью в интервалах 
волновых чисел (&<?, кв) и (к_г, kj). Кроме того, рассматриваемая 
система имеет две полосы усиления в интервалах частот (со ,̂ шв) 
и ( о)#, со д), а также полосу непропускания (ш Е, mF) .

6 .6 .5 . Глобальная неустойчивость. До сих пор при исследова­
нии неустойчивости динамических систем мы считали их беско­
нечно протяженными и не учитывали поэтому наличия границ. 
Между тем наличие границы может оказаться очень существен­
ным из-за отражения от нее волн. Вследствие этого может осу­
ществляться обратная связь между «входом» и «выходом» системы, 
в результате чего система, обладающая конвективной неустойчи­
востью, будет вести себя так, как  если бы она обладала абсолют­
ной неустойчивостью. Важным здесь является то обстоятельство, 
что подобная эффективная абсолютная неустойчивость (она носит 
название глобальной неустойчивости *)) будет существовать и 
в предельном случае бесконечно протяженных систем. Представ­
ляет интерес также независимость этого вывода от конкретного 
вида граничных условий.

Собственные колебания в ограниченных системах возникают, 
как известно, в результате суперпозиции бегущих в разных на­
правлениях волн. Частоты этих колебаний дискретны, и система 
будет неустойчивой, если по крайней мере одна из частот обла­
дает положительной мнимой частью.
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*) Понятие глобальной неустойчивости было введено Куликовским [111].
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Чтобы различить волны, бегущие вправо и влево, следует, 
согласно результатам, изложенным в п. 6 .6 .2 , определить знак 
мнимой части функции к =  к (со) при Im с о -*  +  о о :  если Im к >  О, 
то волна бежит вправо, если же ImA: <С 0, то волна бежит влево. 
Обозначим в соответствии с этим определением волновые числа 
волн, бегущих вправо, через kt (со ), к% (со ), . . . ,  ks (со ), а волно­
вые числа волн, бегущих влево, — через ks+1(со), /ся+2 (со ), . . . 
. . ., кп (со ). Заметим, что эти функции являются решениями 
дисперсионного уравнения

D (к, со) =  О

для безграничной системы.
Пусть теперь со представляет собой собственную частоту огра­

ниченной системы. Расположим мнимые части волновых чисел 
волн, бегущих в одну сторону, в порядке убывания Im к ( со):
I m  кх (ш) ] >  I m  к2 (<о) ^ >  . . .  >■ I m  ks (со) ^ > I m  К +1 И  >  • • • >  I m  К  (со).

(6.6.5.1)

Заметим, что при конечных со величины Im ка (со) (1 ^  a s) 
не обязательно должны быть положительными, а величины 
Im (ш) (s+1 < Р <  п) — отрицательными.

Чтобы получить уравнение для собственной частоты со, пред­
положим, что на левом конце системы (х = —L) возбуждены все 
волны 1 , 2 , . . ., п с волновыми числами кг (со ), к2 (со ), . . ., кп (со ). 
Тогда вправо будут двигаться только первые s волн. В силу нера­
венств (6 .6 .5.1) при достижении правого конца системы (х—Ь) 
при больших значениях L наибольшую амплитуду будет иметь
5-я волна. Если при х = —L амплитуда этой волны равнялась еди­
нице, то при х = Ь  ее амплитуда будет равна ехр [—2L  Im &8(ш)]. 
При отражении s-й волны на правом конце возникнут волны 
s-j-1 , s+ 2 , . . . ,  п с волновыми числами ks+1, ks+2, . . .,  к п 
и сами волны будут двигаться влево. При достижении левого 
конца системы наибольшую амплитуду будет иметь (s-f-l)-H волна. 
Ее амплитуда при х = —Ь будет равна

Т+ ехр [— 2L Im ks - f  2L Im /fs+1],

где T+ — коэффициент трансформации s-й волны в (s-f-l)-ro волну 
на правом конце системы. При отражении («+1)-й волны от ле­
вого конца системы снова возникает s-я волна с амплитудой 
Т+Т_ ехр (—2LIm&e+2LIm&s+1), где Г , — коэффициент транс­
формации (s—[— 1 )—й волны в s-ю волну на левом конце системы. 
Приравнивая оба выражения единице и устремляя L  к  бесконеч­
ности, получим следующее уравнение для собственных частот со:

Im кг (со) == Im kt+1 («>). (6.6.5.2)



Это уравнение вместе с дисперсионным уравнением D (к, с в ) = 0  
определяет некоторую линию в плоскости комплексного перемен­
ного Если эта линия имеет точки, расположенные в верхней 
полуплоскости Im со >  0, то система будет глобально неустой­
чивой *).

Заметим, что вместо дискретного спектра собственных частот 
мы получили непрерывную линию, описываемую (6 .6 .5 .2), так 
как выполнили предельный переход L  —»■ оо: каж дая точка этой 
линии представляет предельную точку дискретных собственных 
частот при L  —*• оо.

Отметим, что система, обладающая абсолютной неустойчи­
востью, всегда глобально неустойчива.

В самом деле, абсолютная неустойчивость означает, что в верх­
ней полуплоскости Im и > 0  существуют точки, удовлетворяющие 
дисперсионному уравнению D (к, со)=0, для которых 

к ,  (со) =  (со) ( l ^ a s ^ s ,  s - j - l ^ p ^ r a ) .

При этом, очевидно, выполняется условие Im ка (co) = Im к̂  (со ), 
более слабое, чем (6 .6 .5.2). В силу неравенств (6 .6 .5.1) из послед­
него уравнения в свою очередь следует Im ks (со ) ^  Im ks+1 (со ). 
С другой стороны, в соответствии с определением волн, бегущих 
вправо и влево, при Im со +со справедливо неравенство 
Im к8 (со) >  Im ks+1 (со ). В силу непрерывности функции 
Im \ks (со) — ks+1 ( со)] отсюда вытекает существование решений 
уравнения (6 .6 .5 .2) в верхней полуплоскости со, т. е. наличие 
глобальной неустойчивости.

В качестве примера рассмотрим систему, дисперсионное урав­
нение которой имеет вид

3u)2_4coA—J-A2+ l  = 0 .
Ему соответствуют две волны 1 и 2  с волновыми числами &1 2  (со) =  

=  2(0 ^  \/ш2 — 1 .
Легко видеть, что рассматриваемая система конвективно не­

устойчива. Действительно, полагая Im со-»- +  со, получим Im кг >  
> 0 , Im к% ]> 0. Следовательно, обе волны распространяются 
вправо, т. е. отсутствуют точки ветвления, в которых становятся 
равными волновые числа волн, движущихся в разные стороны.

Выясним теперь вопрос о глобальной неустойчивости этой си­
стемы. Так как  обе волны перемещаются вправо, то в данном слу­
чае не^существует уравнения типа (6 .6 .5 .2), т. е. система оказы­
вается глобально устойчивой.

Рассмотрим теперь второй пример, в котором дисперсионное 
уравнение имеет вид

(30)2 _  4ШЙ - f-/ C2 - l_ 'L ) ( (O_l_ k) =  0 .

*) Мы привели эвристический вывод критерия глобальной неустойчи­
вости; строгое доказательство см. в [111].
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В данном случае возникают три волны 1, 2, 3 с волновыми 
числами

&1 2  =  2ш  +  \J<o2 —  1 ,  k s =  — со,

причем волны 1 и 2 двигаются вправо, а волна 3 — влево.
Ясно, что эта система конвективно неустойчива, так как  вол­

новые числа первых двух волн не отличаются от волновых чисел к± 
и /с2, рассмотренных в предыдущем примере (третья волна не 
приводит к неустойчивости).

Однако, в отличие от предыдущего примера, теперь система 
будет глобально неустойчивой, причем неустойчивость возникнет 
из-за существования третьей волны. Чтобы убедиться в этом, 
определим собственные частоты из уравнения (6 .6 .5.2). Полагая 
® =  a+|3j, получим

2р -  (V2 [V(«2 - p 2- l ) 2 +  4a2j32 -  (a2 _  (З2 -  1 ) р  -  - В  (р >  0),
(6 .6 .5.3)

и, следовательно,
a 2 1 7 J32 _  I —  f —  1)2_(_4a2p2. (6.6.5.4)

Возводя обе части этого уравнения в квадрат, находим уравнение 
линии

8<x2 -j-72 p 2 =  9. (6.6.5 .5)

Заметим, что при решении иррационального уравнения (6 .6 .5.4) 
у  нас могли получиться посторонние корни. Правильные его корни 
соответствуют знаку плюс перед радикалом, т. е. задаются ус­
ловием

а2 -{-17£2 > 1 .  (6 .6 .5 .6 )

Легко видеть, что эллипс, описываемый (6 .6 .5.5), целиком ле­
жит в области, определяемой (6 .6 .5 .6). Отсюда следует, что все 
точки этого эллипса удовлетворяют уравнению (6 .6 .5.3). Так как 
часть получающегося эллипса расположена в верхней полупло­
скости (р >■ 0), то рассматриваемая система является глобально 
неустойчивой.

6 .6 .6 . Неинвариантный характер понятий абсолютной и кон­
вективной неустойчивостей. Легко видеть, Что понятия абсолют­
ной и конвективной неустойчивостей не инвариантны относительно 
выбора движущейся системы координат. Напротив, понятия уси­
ления и непропускания носят инвариантный характер. Это можно 
проиллюстрировать с помощью правил Стэррока.

Переход от системы отсчета К  к  системе К ' соответствует, 
очевидно, повороту асимптот к дисперсионным кривым на неко­
торый угол: если обозначить через <р и <р' углы наклона асимптот



к оси к в системах К  и К ', то мы получим tg <p'=tg <р — v, где 
v — скорость системы К ' относительно системы К .

При изменении величины v асимптоты поворачиваются, пере­
ходя через горизонтальное, но не через вертикальное положение. 
Поэтому дисперсионная кривая, показанная на рис. 6.6.1, в, 
может перейти в дисперсионную кривую, изображенную на 
рис. 6.6.1, г. Отсюда следует, что абсолютная неустойчивость 
может перейти в конвективную и наоборот.

Напротив, при переходе из системы отсчета К  в систему от­
счета К ' дисперсионные кривые, приведенные на рис. 6.6.1, б
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Рис. 6.6.3. Дисперсионная кривая двухлучевой лампы, 
а) Скорости пучков параллельны; б) скорости пучков антипараллельны.

и 8, не могут перейти друг в друга, так как при таком переходе 
асимптота прошла бы через вертикальное положение, что невоз­
можно. Поэтому при переходе от системы К  к системе К ' полосы 
усиления и непропускания могут исчезнуть, но не могут перейти 
друг в друга.

6 .6 .7 . Характер пучковой неустойчивости. Проиллюстрируем 
изложенную теорию на примере двухлучевой лампы [1 1 2 ], дис­
персионное уравнение которой имеет вид

Ы1 I л
(м  —  A it j) 2 ‘ (со —  &и2) 2 ’

где со2 2 =4тсе2тг1 2/ т1 2, пх 2 и иг 2 — плотности и скорости 
частиц’ обоих сортов, т х 2 — массы частиц. Этому уравнению 
соответствует дисперсионная кривая, изображенная на рис. 6.6.3, а, 
если скорости их и иг направлены в одну сторону, и кривая, 
приведенная на рис. 6.6.3, б, если они направлены в противопо­
ложные стороны. Из этих рисунков непосредственно видно, что 
при одинаковых знаках их и и2 имеется полоса усиления и полоса 
конвективной неустойчивости, а при разных их знаках — полоса 
непропускания и полоса абсолютной неустойчивости.



362 ГЛ. 6. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОТОКОВ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Выясним теперь характер неустойчивости, возникающей при 
взаимодействии пучка заряженных частиц с плазмой. Если опи­
сывать плазму и пучок при помощи кинетических уравнений, то,

Рис. 6.6.4. Дисперсионные кривые соответствующие взаимодействию холод­
ного пучка с горячей плазмой.

а) и ь <  vp (шь/ште); б)  »р (v » pe) <  « ь <  г у  в) ®р <  иь <  Рр v/i +  («>*/«>|е); 
г) г \/l +  ш̂ /юрв <  Полосы непропускания отмечены штриховкой на оси <», полосы
усиления — двойной штриховкой на оси ю, полосы конвективной неустойчивости—двой­

ной штриховкой на оси ft.

как  мы видели в п. 6 .1 .1 , дисперсионное уравнение системы 
плазма—пучок будет трансцендентным. Поэтому упростим за­
дачу и будем описывать плазму гидродинамически (давление 
плазмы предполагается равным щТ), лучок  будем считать холод­
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ным. При таких предположениях дисперсионное уравнение си­
стемы плазма— пучок имеет вид [1, 2]

(со — L b)2 "Ь  0)2 — /с2у2 =  1 > (6 .6 .7 .1 )

где Шре, о)ь ленгмюровские частоты плазмы и пучка; ур — тепло­
вая скорость электронов плазмы; ыь — скорость пучка. Это урав­
нение является алгебраическим с действительными коэффициен­
тами, и мы можем поэтому воспользоваться правилами Стэррока.

Дисперсионные кривые, соответствующие уравнению (6.6.7.1), 
изображены на рис. 6.6.4 (для определенности полагаем о>ь <Сшре). 
Рис. 6.6.4, а, б относятся к случаю иь <С ур> рис. 6.6.4, в, г — 
к случаю иь >  ур.

Мы видим, что в случае, изображенном на рис. 6.6.4, а, имеются 
две полосы непропускания, заключенные между точками А  и В 
и С ж В  (полосы непропускания отмечены штриховкой на оси о>). 
На рис. 6.6.4, б обе полосы непропускания сливаются в одну 
(A , D).

Из этих рисунков следует, что при иь <  ур система п л азм а - 
пучок устойчива и усиление волн в ней невозможно *).

Если ]> ур, то существует полоса непропускания в интер­
вале (Е , F) (см. рис. 6.6.4, в, г). Кроме того, существуют либо 
две полосы усиления в интервалах (А , В) и (С, D) (см. рис. 6.6.4, в; 
полосы усиления отмечены двойной штриховкой на оси ш), либо 
одна полоса усиления (А , D) (см. рис. 6.6.4, г). На рис. 6.6.4, в 
видны также две полосы конвективной неустойчивости (G, Н) и 
(I, J) (они отмечены двойной штриховкой на оси к); на рис. 6.6.4, г 
эти две полосы конвективной неустойчивости сливаются в одну 
полосу **) (G, J). Области абсолютной неустойчивости отсут­
ствуют.

Заметим, что уравнение такого же типа, что и (6.6.7.1), описы­
вает колебания пучка, проходящего через волновод. При этом 
следует лишь заменить а>р на граничную частоту волновода и 
ур — на скорость волны в волноводе в отсутствие пучка. Если 
иъ >  ур, то имеется конвективная неустойчивость или усиление 
колебаний (в зависимости от условий возбуждения). Если иь <С ур, 
то движение пучка устойчиво., и усиление колебаний невозможно, 
хотя в таком случае дисперсионное уравнение приводит к ком­
плексным значениям к при вещественных значениях о>.

*) Это утверждение справедливо лишь в гидродинамическом приближе­
нии. Если учитывать кинетические эффекты, то система плазма—пучок 
может оказаться неустойчивой и при иь ур (см. п. 6.1.3).

**) Отметим; что данный вывод не связан с предположением о малости 
плотности пучка.
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§ 7 .1 . Функция распределения электронов и высокочастотные 
электронные колебания во внешнем электрическом поле

7.1.1. Кинетическое уравнение. Исследовав колебания пол­
ностью ионизованной плазмы, мы перейдем теперь к изучению 
колебаний частично ионизованной плазмы.

Если наряду с электронами и ионами в плазме имеются еще 
и нейтральные частицы, то влияние последних на колебания 
плазмы проявляется прежде всего в добавочном затухании коле­
баний, обусловленном столкновениями электронов и ионов с ней­
тральными частицами. По мере возрастания плотности нейтраль­
ных частиц декремент затухания колебаний увеличивается, и 
в плазме с достаточно большой плотностью нейтральных частиц 
(когда декремент затухания колебаний становится равным по 
порядку величины их частоте) распространение слабозатухающих 
колебаний, таких, как ленгмюровские или ионно-звуковые, ста­
новится невозможным.

В частично ионизованной плазме могут, однако, существовать 
специфические колебания, принципиально отличающиеся от ко­
лебаний полностью ионизованной плазмы. Характерной их осо­
бенностью является несохранение чисел электронов, ионов и 
нейтральных частиц, связанное с процессами ионизации и реком­
бинации. Поэтому частоты этих колебаний имеют тот же порядок 
величины, что и обратные времена процессов ионизации и ре­
комбинации.

Наличие в плазме нейтральных частиц может оказать суще­
ственное влияние на характер плазменных колебаний и в области 
частот, много больших обратных времен всех процессов рассея­
ния частиц (как упругого, так и неупругого). Такая ситуация 
возникает в плазме, находящейся во внешнем постоянном элек­
трическом поле. В подобной плазме столкновения нейтральных 
частиц с электронами приводят к появлению существенно немакс­
велловской функции распределения электронов, характеризую­
щейся направленной скоростью и очень высокой средней энергией 
хаотического движения электронов (эффективной температурой). 
Такое распределение электронов по скоростям (а уже не сами 
по себе столкновения с нейтральными частицами) приводит в свою
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очередь к особенностям ионно-звуковых колебаний, в том числе 
к возможности нарастания этих колебаний.

Мы исследуем сперва колебания, возникающие в частично иони­
зованной плазме с функцией распределения электронов, модифи­
цированной постоянным и однородным внешним электрическим 
полем, а затем рассмотрим на простейшем примере специфические 
плазменные колебания, сопровождающиеся изменением чисел 
частиц отдельных компонент плазмы.

Электронную компоненту плазмы будем описывать с помощью 
кинетического уравнения

где (dF/dt)c — интеграл столкновений, Е0, В0 — постоянные и 
однородные внешние электрическое и магнитное поля. Будем счи­
тать, что среди процессов, вносящих вклад в интеграл столкнове­
ний, главную роль играют соударения электронов с нейтральными 
частицами. В этом случае из-за большого различия масс сталки­
вающихся частиц изменение энергии электрона при соударении 
As мало и равно по порядку величины sme/m0, где е — энергия 
электрона, т0 — масса нейтральной частицы. Что же касается 
характерного изменения Av скорости электрона v, то по порядку 
величины они одинаковы ([Av| —у). Таким образом, при столкно­
вениях нейтральные частицы — электроны, последние быстро 
«перемешиваются» в направлениях скорости и медленно — по 
абсолютной ее величине. Поэтому в результате таких столкновений 
должно устанавливаться распределение электронов, близкое к изо­
тропному. Иными словами, если представить электронную функ­
цию распределения в виде . ряда по сферическим функциям

F0 (у), F x (у), F lm (v) — функции абсолютного значения скорости, 
то следует ожидать, что наибольшим слагаемым в (7.1.1.2) будет 
F0 (у). Далее мы покажем, что приведенное разложение является 
фактически разложением по степеням малого параметра \JmJmn- 
Мы сохраним в (7.1.1.2) два первых слагаемых, через которые 
выражаются плотность электронов и плотность электронного 
тока je:

дР
dt

F (v) =  F0 (у) +  (\/v) Fj (о) +  &F (v), (7.1.1.2)
где

n*:= \ F  (v) d3v —   ̂F0 (y) d3v, 

j e =  —  e J vF  (v) d3v =  — 7se J yF, (y) d3v.
(7.1.1.3)
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Подставляя (7.1.1.2) в кинетическое уравнение (7.1.1.1) и 
вводя нулевой и первый моменты интеграла столкновений

t =  f i i  f — i / ( z  (А1Л
0 J \  (И Л  4  тс ’ 1 J v \ dt ) 0 4и ’

получим

<?F,

Тот факт, что абсолютная величина скорости электронов мало 
меняется при их соударениях с нейтральными частицами, позво­
ляет получить простые замкнутые выражения для величин / 0, Jx. 
Заметим, что число электронов со скоростями в интервале 
(v, v + d v ) изменяется в результате соударений за время dt на

( 4 f )  ~  | ^  1 s*n ^ ^  —
I о

— J F (v ')  v 1, A v ) v rAdAv d o ' \ d v d o d t ,  (7.1.1.5)

где W  (ft, v, Ду) — вероятность перехода в единицу времени 
электрона из состояния со скоростью v в состояние со скоростью v '

u? (ft, v) — j W  (ft, v, Av)d£w; (7.1.1.6)

ft— угол рассеяния (угол между векторами v h v ') и  Ду=| v'|— j v j —  
изменение абсолютной величины скорости электрона при рас­
сеянии. Подставляя в (7.1.1.5) разложение (7.1.1.2) й считая, 
что AF  получим

/ 0 =  — 2кР0 (у) j (ft, у) sin ft db -j-
о

+  \ F0 iv’ ) W  (^> у/> &v) {v'lvf dkv do',
(7-1-1-7)

(v/y) Jj =  — 2n (v/ у) Fx (y) j w (ft, v) sin ft db -f-
o

-j- J (\’/v<) Fi (у ') W  (ft, v>, Av)(v'/vfd&vdo>.



Вычислим сперва величину / 0. Учитывая, что Av <С v, можно 
разложить подынтегральное выражение в правой части первого 
уравнения в ряд по степеням Av:

F0(v ')W  (Ъ, v1, Av)(v'/v)2 =  F0(v )W (b , v, Av) -J-

+ ^  i f  №  <*> w  < * • Ay)} +  {S -  W  И  W  (». ". *»)) +  • • •
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Используя далее (7.1.1.6) и вводя обозначения

Величины (Av/Aty и (A v2/At') зависят, разумеется, от вида 
функции распределения нейтральных частиц и от явного вида 
потенциала взаимодействия нейтральная частица — электрон. Мы 
покажем сейчас, что в случае максвелловского распределения 
нейтральных частиц по скоростям обе эти величины можно выра­
зить через один параметр — длину свободного пробега электро­
нов I (v), связанную с вероятностью w (#, v) соотношением

I (v) =  v j  j и? (&, v) (1 — cos &) do}-1 . (7.1.1.10)

Отметим, что величина I (v) характеризует скорость торможения 
электронного потока, а именно, уменьшение среднего значения 
проекции импульса электронов на направление их первоначаль­
ного движения (а не скорость изменения средней энергии элек­
тронов).

Вычислим сначала величину <(Дг>2/А ^ . Заметим, что изменение 
абсолютной величины скорости электрона при столкновении 
с нейтральной частицей связано со скоростью последней v соот­
ношением

Av =  2 sin г/2& | v — v ' |_1 v (v — \'), (7.1.1.11)

где v, v ' — скорости электрона до и после рассеяния, Ф — угол 
рассеяния электрона. В самом деле, из законов сохранения энер­
гии и импульса имеем
v' =  v — 2 (v — v ') mn (me -f- m0)_1 [v2 — v (v -j- v ') -)- vv '] (v — v')~2.
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Учтем далее, что угол рассеяния & отличается от угла рассея­
ния в системе центра масс лишь слагаемыми, пропорциональ­
ными малому параметру тв/т0, причем

» „ =  2arcsin ,4 I V  — v '  I I V — V  I

Пренебрегая членами, квадратичными по параметру m jm 0, 
получим соотношение (7.1.1.11). Подставляя его во второе из 
соотношений (7.1.1.8), выполняя интегрирование по Ду и усред­
нение по скоростям нейтральной частицы v, находим

( ж )  =  2/з <02> \ w (&> v) С1 —  cos {)) do>

где — среднее значение квадрата скорости нейтральной ча­
стицы. Замечая, что в случае максвелловского распределения 
нейтральных частиц по скоростям <(р*У=ЗТ0/т0, и используя
(7.1.1.10), можно выразить величину <(Ai>2/Af> через длину сво­
бодного пробега электронов I (у) и температуру нейтральных 
частиц Т0:

( ^ ) = 2 г з т к -  <7Л Л Л 2>
Определим теперь величину (A v ! Aty. Заметим, что первый 

момент интеграла столкновений (см. (7.1.1.9)) должен обращаться 
в нуль, если в качестве электронной функции распределения под­
ставить в него распределение Максвелла с температурой Т0. 
Поэтому

4 | )  =  — exp [mv2/2Т0} у~2 ~  (у2 ехр {— га;2/27^} .

Подставляя сюда (7.1.1.12), получим
/ А Р \ _  ____ Т 0 д / ,/■> \ 1 . 4
у  At J m0l (v) m0v2 dv \l (v )J ' ' '

Подставляя (7.1.1.12) и последнее соотношение в (7.1.1.9), най­
дем окончательно выражение для величины / 0:

=  +  (7.1.1.14)

Вычислим, наконец, величину Jx. Пренебрегая пропорциональ­
ными Av/v поправками и используя (7.1.1.6), представим второе 
из соотношений (7.1.1.7) в виде
(у /у )  J 1 =

ТС
=  — 2п (v /y )  Г г (у)  ̂ w (&, у) sin 0  F, (у) J (v ’ lv1) w (O', v ’ ) do1.



Умножая это соотношение на 1/3t;rfo/4ix и выполняя интегриро­
вание по do, получим

(7ЛЛ-15)
где I (v) — длина свободного пробега электронов, определяемая 
формулой (7.1.1.10).

Кинетические уравнения (7.1.1.4) вместе с моментами инте­
грала соударений (7.1.1.14) и (7.1.1.15) полностью описывают 
электронную компоненту частично ионизованной плазмы в слу­
чае близких к изотропному распределений по скоростям *).

7.1.2. Стационарная функция распределения электронов. Опре­
делим теперь стационарную функцию распределения электронов 
в постоянном и однородном внешнем электрическом поле Е0. 
Второе из уравнений (7.1.1.4) в этом случае дает

F (7.1.2.1)1 mj) av v J
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Подставляя это соотношение в (7.1.1.4), получим

F0 (v) =  С ехр ( — f -х------ . yWeT ^  T F r a l  >0 w  * 1  J 3 {mev)2 T0 +  m0 (eE0l)2 J
Fi (v) =  —  eEol {^o +  7smo (eE0llm„v f  Y 1 F0,

(7.1.2.2)

где С — нормировочная постоянная и 1 =  1 (v). Легко видеть, что 
в случае слабого электрического поля (eE0l \JmJm0T0, I — сред­
нее значение длины свободного пробега электронов) распределе­
ние (7.1.2.2) близко к максвелловскому распределению с темпера­
турой Т0. В случае же сильного поля (еЕ0Т :>> которым 
мы главным образом и будем интересоваться, из (7.1.2.2) находим

=  (7.1.2.3)

Если нейтральные частицы ведут себя при столкновениях с элек­
тронами, как жесткие упругие шары, то длина свободного про­
бега I не зависит от скорости электрона и. В этом случае распре­
деление (7.1.2.3) принимает вид [2]

F 0 (v )  =  С ехр j  (~^j~У } , I
1 _ _  е J (7.1.2.4)

гл /,л i / 3 m e mev2 „  , . р щ /  те\1ъ ,

где п:} — равновесная плотность электронов и
Т6 =  \/тй13т^еЕ01. (7.1.2.5)

*) Эти уравнения были установлены Давыдовым [1]. Они в равной мере 
пригодны для описания кинетических процессов в слабо ионизованной плазме 
и в полупроводниках.

24 Под ред. А. И. Ахиезера



Плотность электронного тока в этом случае равна

<7Л -2-6>

Мы видим, что в частично ионизованной плазме, находящейся 
в сильном внешнем электрическом поле, распределение электро­
нов по скоростям характеризуется очень большой средней энер­
гией хаотического движения (эффективной температурой) Т% и 
сравнительно малой средней направленной скоростью //етг0~  
~  \J TJm0. Характерной особенностью этого распределения явля­
ется относительно небольшое (по сравнению с распределением 
Максвелла) число электронов с энергиями, превосходящими 
среднюю энергию.

Если плазма находится не только в электрическом Е0, но и 
в постоянном однородном магнитном поле В0, то вместо (7.1.2.1) 
получаем соотношение

р  _  el dF0
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i — -------Т -  1 +  (— У1 1 К -------—  ГЕоВо] +  (— Т  В0 (Е0В0)|.1 mev dv 1 \mevc J [ 0 mevc 1 0 ()J 1 \mevc J 0 v 0 0/J
(7.1.2.7)

Подставляя его в первое из уравнений (7.1.1.4), находим

F0 (v) =  С ехр | — f -----3(ж ^з dz; | (7.1.2.8)
'  М  J 3 (пгеу)2 T0 -\-m0 ( e b 0l)2 ? ) v '

где С — нормировочная постоянная,

Е=[‘+(^)Т{1+см,К^)Т
Р — угол между векторами Е0 и В0.

Выражения (7.1.2.7) и (7.1.2.8) для электронной функции рас­
пределения справедливы в произвольных по величине и направ­
лению однородных полях Е0 и В0. В случае слабого магнитного 
поля (еВ01 mevec, v,. — средняя скорость хаотического движе­
ния электронов) эти формулы переходят »в (7.1.2.2).

Особый интерес представляет случай, когда плазма находится 
в сильных электрическом и магнитном полях (eE0l^>\JmJm0T0, 
еВ0Т mevec). В  этом случае при I =  const имеем

Fо 0 ’) =  С ехр { — (mev2l2TBf j ,

F, (г;) — (ВJB 0) \j3mjm0(mev2jTB) cos2$b\ (и),
(7.1.2.9)

где
С =  (mJ2TB) TB =  \jmJ3meeE0l | cos p | (7.1.2.10)
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(предполагается, что поля Е0 и В0 не перпендикулярны друг к дугу, 
cos ^^>mevecjeJB0). Плотность электронного тока в этом случае равна

Сравнивая формулы (7.1.2.9) с соотношениями (7.1.2.4),
(7.1.2.5), мы видим, что включение наряду с сильным электриче­
ским полем еще и сильного магнитного поля не меняет общей 
структуры электронной функции распределения. А  именно, выраже­
ния для эффективной температуры Тв и функции Fx в случае сильно­
го магнитного поля можно получить из соответствующих выра­
жений для случая В0= 0 с помощью замены Тс на Тв и Е0 на 
B02?0cos2fi/.£?„. Заметим в заключение, что, согласно (7.1.2.1),
(7.1.2.7), Fl ~  F0\lmjm0, как и утверждалось выше. Используя 
кинетическое уравнение (7.1.1.1) и явный вид интеграла соударений
(7.1.1.5), легко убедиться, что разложение (7.1.1.2) электронной 
функции распределения по сферическим функциям представляет 
собой (в случае стационарных и пространственно однородных 
распределений) фактически ряд по степеням малого парамет­
ра \/mJm0.

Подчеркнем еще раз двухступенчатый характер релаксации 
электронов в частично ионизованной плазме. Сначала за время 
порядка llve в такой плазме устанавливается распределение элек­
тронов по скоростям, близкое к изотропному; этот этап релакса­
ции плазмы описывается самым общим интегралом соударений
(7.1.1.5). Затем за время порядка \Jm0lme 1/ие происходит «разме­
шивание» электронов по энергиям, в результате чего устанавли­
вается окончательно стационарное распределение электронов; 
этот этап релаксации описывается интегралами соударений 
(7.1.1.14), (7.1.1.15).

7 .1 .3 . Высокочастотные электронные колебания. Перейдем 
теперь к изучению колебаний частично ионизованной плазмы, 
находящейся в постоянных и однородных внешних полях Е0 
и В0*). Будем для этого исходить из кинетического уравнения
(7.1.1.1), заменив в нем Е0 и В0 на E0-f-E и В0+ В , где Е и В — 
переменные поля. Функцию распределения электронов будем 
искать в виде F = f 0+ f ,  где f0= F 0 (v)Jr (\/v)F1 (v) —  стационарная 
функция распределения, найденная выше, и /  — переменная до­
бавка к функции распределения. Линеаризуя уравнение (7.1.1.1) 
по Е и В, получим

*) Высокочастотные колебания плазмы при наличии постоянного одно­
родного электрического поля рассмотрены в [31.

(7.1.2.11)

(7.1.3.1)

24*
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В случае высокочастотных колебаний (w^> ve, ve — средняя 
частота столкновений электронов с нейтральными частицами), 
последнее уравнение можно упростить, если учесть, что благо­
даря большому различию масс электронов и нейтральных частиц 
время релаксации электронов по энергии значительно больше 
их времени релаксации по направлениям импульса. В самом деле, 
вводя среднюю энергию хаотического движения электронов §, 
найдем

т„

В сильном электрическом поле (Тв^> Т0), согласно (7.1.2.5) 
(или (7.1.2.9)), имеем s ~  Те; в слабом электрическом поле (Те <sg Т0), 
очевидно, что ё — Т0. Замечая, что (dfjdt)c ~  ve/, получим

£ } ( £ ) < ( § ) , .

Мы видим, что слагаемым с постоянным электрическим полем 
в уравнении (7.1.3.1) можно пренебречь по сравнению с интегра­
лом соударений.

Обратим внимание на то, что в кинетическом уравнении для 
стационарной функции распределения / 0 (в отличие от кинетиче­
ского уравнения для высокочастотной добавки /  к функции рас­
пределения) относительный вклад слагаемого, содержащего по­
стоянное электрическое поле, был не мал, причем это слагаемое 
в точности компенсировалось интегралом соударений. Такое раз­
личие связано с двухступенчатым характером релаксации элек­
тронов в частично ионизованной плазме: «эффективный» интеграл 
соударений (df0/dt)c, входящий в кинетическое уравнение для 
почти изотропной функции / 0, в s/m0/me раз меньше интеграла 
соударений (df/dt)0, описывающего начальный этап изменения 
добавки /  к стационарной функции распределения.

Заметим далее, что в случае высокочастотных колебаний (о> ;§> 
^>ve) интеграл столкновений в уравнении (7.1.3.1) мал по сравнению 
со слагаемым df/dt. Поэтому столкновения достаточно учитывать 
только качественно, исходя из простейшей модели интеграла со­
ударений (df/dt)a= — v j . Таким образом, для исследования высо­
кочастотных свойств частично ионизованной плазмы при наличии 
внешнего постоянного и однородного электрического поля Е0 
можно исходить из кинетического уравнения, полностью анало­
гичного использованному в гл. 4 для изучения колебаний плазмы 
в отсутствие поля Е0

т ( Е +  Т  lvB l)  [vB » l^  +  ^  =  °-  (7 ' 4 з л '>
Рассмотрим сперва колебания частично ионизованной плазмы 

в области частот со -̂> kve. В отсутствие внешнего магнитного
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поля тензор диэлектрической проницаемости плазмы в этой об­
ласти частот имеет вид

(t, „ )  =  8 +  Г - И " - Ь ) » у  +  *,»у| ^  л  р л з 2
** Ч 1 тпеш2 J ш — kv -(- гме dvt ' '

(электрическими восприимчивостями ионной и нейтральной ком­
понент в данной области можно, очевидно, пренебречь).

Чтобы определить частоты и декременты затухания собствен­
ных колебаний плазмы, следует, согласно (4.3.1.11), построить 
тензор А ,

А Ч  ( к ’ “ ) =  - ^ ( ^ Г - 8у ) + в< у (к »

и приравнять его детерминант нулю. В результате мы получим 
выражения для частот слабозатухающих колебаний двух типов: 
поперечных электромагнитных волн с частотой a>t ( к )  =  \/со|в —f- с2А;2 
и продольных электронных (ленгмюровских) колебаний с частотой

<0i(k) =  <v  +  - £ L  +  ku, (7.1.3.3)
и̂,ре

где шре — электронная плазменная частота (a)pe =  (4ite2n0/me)‘/s 
п() — равновесная плотность электронов), v2— средний квадрат 
скорости хаотического движения электронов, и — средняя ско­
рость их направленного движения, вычисленные с помощью функ­
ции распределения / 0,

и5 =  Ло1 J F<P2div , u  =  V s V  J d :tv . (7.1.3.4)

Декремент затухания поперечных волн равен по порядку 
величины частоте соударений нейтральная частица — электрон 
(Т /~  ve). Что же касается декремента затухания продольных волн 
уг, то при не очень малой частоте соударений (у(г0) ^  ve) имеем 
по порядку величины уг ~  ve; в случае же очень редких соударений 
(Т<о) ve) получим Тг= Т/0)> ГДе Т® — декремент бесстолкнови- 
тельного затухания Ландау, который для электронной функции 
распределения (7.1.2.4) имеет вид

(Х — угол между векторами дю/дк и и); мы считаем для определен­
ности внешнее электрическое поле сильным (Те Т0).

При наличии внешнего магнитного поля в частично ионизо­
ванной плазме могут распространяться две ветви продольных элек­
тронных колебаний и две ветви поперечных электромагнитных 
волн. Частоты всех четырех ветвей колебаний определяются
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общими формулами, приведенными в гл. 5 (в качестве электрон­
ной функции распределения в них следует подставить функцию 
f0= F 0-\-(\/v)F1, определенную в п. 7.1.2). Что же касается декре­
ментов затухания колебаний, то ~  ve, у, ■ max (ve; у̂ 0)}, где 
задается (7 .1 .3 .5).

Мы приведем здесь выражения для частот быстро i и медлен­
ной продольных (ш1±) и поперечных (ми ) волн только т,ля случая 
не очень сильных магнитных полей (<оВе (вре):

°i+ (k) =  <V +  sin2 0 + +  ku,
ш ре * шре

ог_ (к) =  шВе I cos б | + У 7 -̂ +  ku,^р©
“ и  (к )=  \/мре +  с2*2 +  1/гш̂ в I ku I/ка,

(7.1.3.6)

где шВе =  еВй/т&с — электронная гирочастота и 6 — угол между 
векторами к и В0. Волны, бегущие в противоположную сторону, 
имеют, очевидно, частоты — <ох (— к), где X =  Z—|—, I— , t-\-, t— .

§ 7 .2 . Ионно-звуковые колебания 
в сильном электрическом поле

7 .2 .1 . Ионно-звуковые колебания в отсутствие внешнего маг­
нитного поля. Перейдем теперь к изучению колебаний частично 
ионизованной плазмы, находящейся во внешнем электрическом 
поле, в области не очень высоких частот (kve и>̂ > ve). В ,этой 
области частот необходимо учитывать движение не только элек­
тронной, но и ионной компоненты плазмы. Поэтому при изучении 
таких колебаний мы должны добавить к кинетическому уравне­
нию для электронной функции распределения (7.1.3.1) и уравне­
ниям электростатики

div D =  — 4ке(пе — Znt), rotE  =  0, D =  e0E (7.2.1.1)

(е0 — диэлектрическая проницаемость нейтральной компоненты) 
еще кинетическое уравнение для ионной функции распределения F i

dFl
dt

где mi — масса и Ze — заряд иона, (dFl/dt)e — интеграл столкно­
вений для ионов, пе, ni — плотности электронов и ионов.

Заметим прежде всего, что ввиду большой массы ионов их ста­
ционарное распределение по скоростям во внешнем электрическом 
поле мало отличается от максвелловского распределения f j0, 
а их температура Ti —■ от температуры нейтральных частиц Тй. 
Поэтому в случае сильного внешнего электрического поля (кото­
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рым мы далее и будем интересоваться) средняя энергия хаотиче­
ского движения электронов Те =  \Jm0l3meeE0l может значительно 
превысить температуру ионов. В таких условиях, как отмечалось 
в гл. 4, в плазме могут распространяться ионно-звуковые колеба­
ния, частоты которых лежат в области kve ш^> kvi (vi — сред­
няя тепловая скорость ионов).

Используя выражение (7 .1.3.2) и кинетическое уравнение 
(7 .2.1.2), нетрудно представить продольную диэлектрическую 
проницаемость плазмы в области частот кие <о̂ > kvi , ш ^>ve 
в виде
е / (к» “ ) =  so +  К ^ Г 2 —  (“ pi/“ )2 +  4 ^ K ( k > “ ) + < ( к > «>)}, (7 .2 .1 .3 )  

где шр1 =  (■'i'izZ2e'2niJmi)1̂  — ионная плазменная частота,

=  ° ' 8 1 5 / S =  Р-2-1-4)

—  дебаевский электронный радиус, пай — равновесное значение плот­
ности частиц сорта а(а =  е, i),

« к . г " (■/,){ <7-2-1 5 > 

» ; (t ,  . )  =  А  у Щ .  Im j  Ь .._ ь _  |v. м р (7.2.1.6)

Здесь и далее мы считаем для простоты длину свободного пробега 
электронов I не зависящей от скорости и выбираем ионный инте­
грал соударений в простейшем виде (dFJdt)c =  — vif i, где f ; =
—  Ft — / i0, a vt1 — среднее время релаксации ионной компоненты 
плазмы.

Приравняв et нулю, получим уравнение для определения 
частот собственных колебаний плазмы. Мы видим, что при ш > Ve, i 
в плазме могут распространяться слабозатухающие ионно-зву- 
ковые колебания с частотой [4, 5]

(1Л—  kvs „  1/ 2ZTeT (3/4) —  - . f  ZTb 9 | у ,
W -  у/ТТШ  ’ щ т ш ------U,bb/I V ШГvT+S|jP ’ s ~ r  щтри)

и декрементом затухания
2тш_; (а.к)3

T5 (k) =  7 r i  ^ { < ( k ’ +  “ )} (7 -2Л -8)(1 +  а\к2) 2

(для простоты мы не учитываем электрической восприимчивости 
нейтральной компоненты плазмы, полагая s0= l ) .

Второе слагаемое в фигурных скобках выражения (7.2.1.8) 
для функции ys (к) всегда положительно и описывает затухание 
ионно-звуковых колебаний, обусловленное ионами плазмы. По
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порядку величины это слагаемое равно max (v.; 7f0)}, где у[0)— де­
кремент бесстолкновительного затухания Ландау

T(o) (к) =  1/з ( ^ h . f  еХр { _  } .  (7.2.1.9)

Что же касается первого слагаемого в (7.2.1.8), описывающего 
взаимодействие ионно-звуковых колебаний с электронами плазмы, 
то в зависимости от угла х  между векторами д co/dk и Е0 это слагае­
мое может быть как положительным (что соответствует поглощению 
колебаний), так и отрицательным (что соответствует возбуждению 
колебаний электронами). Поэтому функция ys (к) не обязательно 
положительна и может принимать отрицательные значения; 
в последнем случае величина |ys (k)| представляет собой, как 
известно, инкремент нарастания колебаний.

Ограничиваясь для определенности случаем у50) :§> v., пред­
ставим выражение (7.2.1.8) в виде

Ts ( к )  =  ««в (к )  У  !^ Г  Г~2 (V*) (W ~  cos Z)» (7.2.1.10)

2 -I < Zffip . |

V Зит., " г

где 
f  =

\/1 +  а1№ У 
.

Г (V 4) <7-2 1 и >

Легко видеть, что если Y  >  1, то ys (к) >  0, и колебания 
плазмы затухают. Если 4я <С1, то затухают колебания, распро­
страняющиеся под углом х  к направлению внешнего электриче­
ского поля, большим, чем ^c=arccos Чг. При х ~ *  Хе декремент 
затухания обращается в нуль; в области х  <С Хе колебания плазмы 
нарастают с инкрементом |ys (k)|.

Наличие в плазме нарастающих колебаний приводит при Ч*- ^  1 
к неустойчивости плазмы. По своей природе неустойчивость ча­
стично ионизованной плазмы, находящейся во внешнем электри­
ческом поле, аналогична неустойчивости двухтемпературной 
плазмы с направленным движением электронов (см. гл. 6).

Проследим за тем, как зависит характер ионно-звуковых коле­
баний от напряженности внешнего электрического поля. При не 
очень больших ее значениях 4я >  1, и поэтому все колебания за­
тухают. При увеличении Е0 раньше всего начинают нарастать 
длинноволновые колебания (аек 1), распространяющиеся вдоль 
поля. Для соответствующего критического значения поля, ис­
пользуя (7.2.1.10), получим

Ее =  1ГТ  « = ^ гг1 гг  — 2,62- (7.2.1.12)с Zel г m i пге 2Г (3/4) 4 '
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При дальнейшем увеличении напряженности поля становятся 
нарастающими колебания с большими к и большими значениями 
угла х  между векторами дт/дк и Е0. Угол раствора конуса, внутри 
которого колебания нарастают, растет с увеличением Е0, стре­
мясь при £ 0 ->  со к максимальному значению, определяемому 
отношением масс ионов и нейтральных частиц плазмы, а именно

В частности, если Zm0/ml >  3ti-2~%?»3,34, То ни при каких 
значениях напряженности внешнего электрического поля ионно­
звуковые колебания не будут нарастающими, так что неустой­
чивости плазмы не возникнет.

7.2 .2 . Ионно-звуковые колебания во внешних электрическом 
и магнитном полях. Рассмотрим теперь ионно-звуковые колебания 
частично ионизованной плазмы, находящейся не только в сильном 
внешнем электрическом поле, но еще и в сильном внешнем магнит­
ном поле (a)£e ;§> ve) [6, 7]. Стационарная функция распределе­
ния электронов / е0 определяется в этом случае соотношениями
(7.1.2.9); стационарную функцию распределения ионов можно 
по-прежнему считать максвелловской. Используя кинетические 
уравнения (7.1.3.1) и (7.2.1.2) и полагая для определенности 
у(°) v., получим следующее выражение для продольной (по вол­
новому вектору к) диэлектрической проницаемости плазмы:

где =  | еа | В0 (щ^с)-1; к±, /сл и vx, vs — перпендикулярные и па­
раллельные магнитному полю составляющие векторов к и v, Jп — 
функция Бесселя.

Считая электронную компоненту плазмы сильно замагниченной 
(<оЛс о>), можно в последнем соотношении для электрической вос­
приимчивости электронов хв ограничиться учетом слагаемого 
с п = 0. В результате получим

где ае — электронный дебаевский радиус, связанный с эффективной 
температурой электронов Тв =  \JmJrSmeeEJ | cos [31 соотношением

Хшах агссоь (7.2.1.13)

Е/ (к, (о) =  1 + 4 я  2  ха (к, ш),

а,е = у
' TBT(3U)

2ne2ne0r(V j) та 0,815 ] / 4ле2гае0
(7.2.2.3)
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При учете ионной компоненты плазмы мы рассмотрим два пре­
дельных случая: случай слабо замагииченных ионов ((«и <sc: to) 
и случай сильно замагниченных ионов (и д ^ а )). В первом случае 
для электрической восприимчивости ионов можно пользоваться 
формулами предыдущего раздела. Во втором случае, ограничиваясь 
в выражении (7.2.2.1) для функции х4 вкладом слагаемого с п = 0 ,  
имеем

/1 , "pi , . Z2e2rai0 i f  -ктп> и f тп;ш2 1 „  ,,
Х‘ (  ’  Ш>~  4 тш 2  ̂ й27\ У  ‘ 2 г 7 * 7 е х р { “ 2 г7 й | _ } - ( 7 -2 - 2 -^ )

Остановимся сперва на случае слабо замагниченных ионов 
Приравнивая функцию ег нулю, найдем частоту и де­

кремент затухания ионно-звуковых колебаний

ш Лг\ — kv* » — 1 /  2ZTbV (3/4) ~  П RR9 , 7 9 9 ^Vl +  в|А2’ «^ (i/* )  ~ ° > b b 2 K m. > (7.2.2.5)

Т- <k) =  “ • (k) » ( V , l ( l + " y ) l c o , x l  K l S -  <¥* -  “ S *>' <7-2'2'6)

где x — угол между групповой скоростью dw/dk и внешним маг­
нитным полем,

=  23/‘ sJZmJm, [Зя (1 - f  a*k*)f'\

1 + ..?у г ( з / 4) | / К ( М \ х р /. . ) .
 ̂ +  W 3 (l +  «fA2) V р 1

(7.2.2.7)

верхний (нижний) знак относится к случаю у 1/2к (у у> 
выражение (7.2.2.6) для декремента затухания применимо в области 
углов у, не слишком близких к х/2тс (cos у max {\jZmJm0; ve l/o)s}).

Мы видим, что (как и в отсутствие внешнего магнитного поля), 
если VF + >  1, то ys 0, и колебания плазмы затухают. Если 
г1/+ <  1, то затухают колебания, распространяющиеся под углом 
X к направлению внешнего магнитного поля, большим, чем x t =  
= arccos XF+. При х ~ *  x t  декремент затухания обращается в нуль; 
в области х x t  колебания плазмы нарастают с инкрементом 
Its (k)|. Наличие в плазме нарастающих колебаний приводит 
при XF + ^  1 к ее неустойчивости.

Проследим, как зависит характер ионно-звуковых колебаний 
от величины и направления внешнего электрического поля. 
При не очень больших значениях поля Чг+ >  1, и поэтому все ко­
лебания оказываются затухающими. При увеличении Е0 раньше 
всего начинают нарастать длинноволновые колебания (аек < 1 ) ,  
распространяющиеся вдоль внешнего магнитного поля. Для со­
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ответствующей критической величины электрического поля, ис­
пользуя соотношения (7.2.2.6), (7.2.2.7), получим

£ ;  =  | cos р Г1 £ с, (7.2.2.8)

где величина Ес определяется формулой (7.2.1.12). При дальней­
шем увеличении Е0 становятся нарастающими колебания с боль­
шими к и большими значениями угла у между векторами <9<o/dk 
и В0. Угол раствора конуса, внутри которого колебания нарастают, 
растет с увеличением Е0, стремясь при Е0 cos |3 —> ш к максималь­
ному значению, определяемому формулой (7.2.1.13).

Если ионная компонента плазмы сильно замагничена ( <од; ш), 
то для частоты и декремента затухания колебаний (называемых 
в этом случае магнитозвуковыми), используя (7.2.2.2), (7.2.2.4), 
получим

,, N kvs I cos X I
“ m (k) — ' ----

(7.2.2.9)
V l  +  a|f t2

Tm (k) =  «’m (k) ] /  ̂  Г-* (Vi) {? (E„) -  sgn cos x},

где скорость vs по-прежнему определяется (7.2.2.5), 

с / р ч  о 3/*1 f  Z m 0 Г , , ZT  (3 /4) * / ~ ^ ( Тв Х !г „ „ „ Г  П=  2 1 - f  exP| 22\ (1 +  }_]•
(7.2.2.10)

В случае не очень сильного внешнего электрического поля 
имеем I (Е0) >  1; при этом колебания плазмы затухают. При уве­
личении напряженности внешнего электрического поля функция 
£ (Е0) уменьшается, становясь равной единице при критическом 
значении поля определяемом формулой (7.2.2.8). При даль­
нейшем увеличении электрического поля колебания с волновыми 
векторами, лежащими в полупространстве % <С 1/ 2Л) становятся 
нарастающими. Это приводит к тому, что при Е0 J  Е'а плазма 
делается неустойчивой.

Обратим внимание на то, что в очень сильном магнитном поле 
(шй  >  ш) при достижении критического значения электриче­
ского поля нарастающими становятся все колебания с волновыми 
векторами, лежащими в полупространстве % <С В противопо­
ложность этому, при сой а) (как и в отсутствие внешнего маг­
нитного поля) нарастают лишь колебания, распространяющиеся 
внутрь конуса с углом x t  при вершине.

Подчеркнем в заключение, что если Zrrijms >  3 я - 2 3 , 3 4 ,  
то как в отсутствие, так и при наличии внешнего магнитного поля 
ионно-звуковые (или магнитозвуковые) колебания частично иони­
зованной плазмы остаются ненарастающими при сколь угодно 
больших значениях внешнего электрического поля.
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§ 7 . 3 .  Низкочастотные колебания частично 
ионизованной плазмы

7 .3 .1 . Колебания с несохранением чисел частиц отдельных 
компонент плазмы. Наряду с рассмотренными типами колебаний, 
при которых полные числа электронов N e и ионов iV, во всем 
объеме плазмы не меняются со временем, в частично ионизованной 
плазме важную роль играют колебания, сопровождающиеся изме­
нением числа всех заряженных частиц. В частности, именно та­
кие колебания приводят, по-видимому, к возникновению страт 
в положительном столбе газового разряда.

Чтобы изучить эти колебания плазмы (иногда их называют 
ионизационными волнами), следует, вообще говоря, исходить из 
полной системы кинетических уравнений для электронов, ионов 
и нейтральных частиц (а также из уравнений электростатики). 
Наряду с самосогласованным полем и обычными интегралами 
столкновений (учитывающими процессы упругого рассеяния ча­
стиц), в эти уравнения должны быть введены интегралы столкно­
вений, описывающие неупругие процессы (процессы ионизации 
и рекомбинации, переход атомов и ионов в возбужденные состояния 
и т. п.). Если линеаризовать эту систему уравнений и искать ее 
решения в виде плоских монохроматических волн, можно в прин­
ципе определить частоты и декременты (или инкременты) иони­
зационных волн.

Задача теоретического изучения спектров ионизационных волн 
оказывается, однако, чрезвычайно сложной. Дело в том, что ин­
тегралы столкновений, описывающие как упругие процессы, так 
и процессы с изменением чисел частиц, являются очень сложными 
функциями скоростей сталкивающихся частиц. Определяются 
эти функции обычно из эксперимента, причем во многих случаях 
они пока даже не найдены. Между тем законы дисперсии иониза­
ционных волн очень чувствительны к конкретному виду интегра­
лов столкновений.

Уравнения, описывающие ионизационные волны, можно не­
сколько упростить, если учесть, что в этих волнах (в отличие от 
обычных плазменных волн) обычно меняются лишь плотности 
частиц, а не импульс единицы объема плазмы. Поэтому при опи­
сании ионизационных волн можно вместо кинетических уравне­
ний использовать уравнения непрерывности для каждого сорта 
частиц, включающие диффузионные слагаемые и слагаемые, учи­
тывающие неупругие процессы (а для заряженных частиц — еще 
условие квазинейтральности плазмы или уравнения движения, 
содержащие коэффициенты подвижности). Однако даже при таком 
подходе уравнения остаются очень сложными. Поэтому до сих пор 
теоретически изучены лишь немногие частные случаи и не суще­
ствует последовательного теоретического исследования иониза­
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ционных волн в широком диапазоне параметров плазмы (плот­
ностей, температур, напряженностей внешнего магнитного поля).

Мы не собираемся с достаточной полнотой излагать теоретиче­
ские результаты, касающиеся ионизационных волн *). Заметим 
лишь, что частоты ионизационных волн равны по порядку вели­
чины обратным временам процессов, ответственных за возникнове­
ние этих волн (процессов ионизации, рекомбинации и т. п.) и сос­
тавляют 103— 10® сек"1. Поэтому колебания частично ионизован­
ной плазмы, сопровождающиеся изменением полных чисел частиц, 
называют иногда (в отличие от обычных плазменных колебаний) 
низкочастотными колебаниями такой плазмы.

Чтобы разъяснить механизм этих колебаний частично ионизо­
ванной плазмы, рассмотрим простейший пример однородных коле­
баний [10]. Предполагая, что размеры плазмы велики по сравне­
нию с дебаевским радиусом, можно считать, что iVj = iV e (ионы 
предполагаются однозарядными). Будем исходить из простейшей 
системы уравнений для производных по времени от полного числа 
электронов N e и от полного числа нейтральных частиц N:

Здесь А д, В0 — числа частиц, инжектируемых в рассматриваемый 
объем плазмы (или покидающих его) в единицу времени; A lt 
А  2 и Вг, В 2 — коэффициенты, характеризующие скорости тех 
из ответственных за изменение чисел частиц процессов, которые 
не связаны со столкновениями частиц (например, процесса иони­
зации из-за высокой температуры в искровом разряде); наконец, 
А 3, А 4, А & и B s, 5 4, В ь — коэффициенты, характеризующие ско­
рости процессов ионизации и рекомбинации в результате столкно­
вений между частицами.

Уравнения (7.3.1.1) аналогичны уравнениям в классической 
задаче Вольтерра о численности двух видов рыб, пожирающих 
друг друга (см., например, [11]). Как известно, такие уравнения 
могут иметь ограниченные, периодические решения.

Рассмотрим для определенности объем V плазмы, в который 
за единицу времени инжектируется В 0 нейтральных частиц. 
Ионы могут покидать этот объем через поверхность S (например, 
сечение, перпендикулярное магнитным силовым линиям); утечка 
ионов за единицу времени составляет, очевидно,

где — средняя тепловая скорость ионов.

*) Подробный обзор эксперимента и теории этих волн содержится в рабо­
тах Недоспасова [8 ] и Пекарека [9].

— А 0 -j- A XN. -j- A 2Ne -j- A 3NNe -j- AiN2 -j- AbNl, 
t i  =  B 3- j -B 1N +  B aNe +  B 3NNS + B ,m  +  вьщ.

A t N ^ - 'U N ^ S I V ,



Допустим, что ионы образуются главным образом вследствие 
ионизации нейтральных частиц при их столкновениях с электро­
нами. Вводя сечение такого процесса а, можно представить обус­
ловленные этим процессом изменения чисел нейтральных и заря­
женных частиц в единицу времени в виде

A3NNe =  — B 3NNe =  N N e <«,>/1/

где v — относительная скорость сталкивающихся частиц. Не учи­
тывая других возможных процессов, способных изменить числа 
заряженных и нейтральных частиц, получим следующие уравне­
ния для функций N  ж N e:

N  =  B 0- A 3N N e, t i e =  N e (A2 +  A 3N). (7.3.1.2)

Приравнивая нулю правые их части, получим для равновесных 
чисел частиц N 0, N e0:

N0 =  — A JA a, Neo =  — BJA2 (7.3.1.3)

(напомним, что коэффициенты В0 и 4 3 положительны, а коэффи­
циент А 2 отрицателен). Вводя отклонения чисел частиц от их 
равновесных значений AN = N —N 0, ANC= N C—jVe0 и линеаризуя 
уравнения (7.3.1.2), имеем

Д# =  -ш 0 \//pV^A/Ve -  с0 s/NjW0AN, з i

ANe =  w jN J N 0AN,

где
%  =  Aa> / N ^ ^ < ? v > \ IN jV ^ V .  (7.3.1.5)

Определяя из условия совместности уравнений (7.3.1.4) ча­
стоты (о и декременты затухания у колебаний, получим

<■> =  «>(,V l - W ,  т =  (7.3.1.6)

Мы видим, что колебания, описываемые уравнениями (7.3.1.2), 
являются, вообще говоря, затухающими. Однако в случае слабо 
ионизованной плазмы, когда А ,̂, <<j N 0, декремент затухания этих 
колебаний мал по сравнению с частотой.

Уравнения вида (7.3.1.1) могут иметь решения и в виде неза­
тухающих (или даже нарастающих) колебаний. Остановимся 
кратко на простейшем примере незатухающих колебаний. Будем 
считать, что увеличение числа нейтральных частиц за единицу 
времени пропорционально их числу (такая экспериментальная 
ситуация описана Росом [12]). Тогда следует исходить не из
(7.3.1.2), а из уравнений
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N  =  N ( B 1- A 3Ne), N e =  N e (A2 +  AsN). (7.3.1.7)
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Равновесные числа частиц связаны в'этом случае с коэффициентами 
Вг, А 2, А 3 соотношениями

N 0 =  - A J A a, N ^ B J A , .  ( 7 .3 .1 .8 )

Линеаризуя уравнения (7.3.1.7) по малым отклонениям чисел 
частиц от их равновесных значений, получим

AN =  - Mj W j N ; 0A N e, A N e= u j N J N 0 AN, ( 7 i3 .1 .9 )

где частота cu0 определяется (7.3.1.5). Эти уравнения описывают, 
очевидно, незатухающие однородные колебания плазмы с час­
тотой ш0.

Не останавливаясь подробно на случае неоднородных колеба­
ний плазмы, сопровождающихся изменением полных чисел ча­
стиц, заметим, что такие колебания могут характеризоваться 
самыми разнообразными законами дисперсии и самыми разно­
образными зависимостями декрементов (или инкрементов) от 
волнового вектора. Частоты и декременты этих колебаний сильно 
меняются даже при небольших изменениях давления и темпера­
туры плазмы. Скорости ионизационных волн обычно лежат в диа­
пазоне от 10® до 10ъ см!сек, причем групповая и фазовая скорости 
могут сильно отличаться друг от друга и даже быть направлены 
в противоположные стороны.

7.3 .2 . Однородные низкочастотные колебания большой ам­
плитуды. Рассмотрим теперь однородные низкочастотные колеба­
ния частично ионизованной плазмы, не предполагая, что ампли­
туда колебаний мала [10]. Изучение таких нелинейных колебаний 
позволяет, во-первых, определить зависимость частоты 'колебаний 
от их амплитуды и, во-вторых, найти характерную форму пульса­
ций (она оказывается синусоидальной лишь в предельном случае 
малой амплитуды).

Для слабо ионизованной плазмы (N e N ), рассмотрением 
которой мы ограничимся, уравнения (7.3.1.2) можно значительно 
упростить. Исключая из них величину N , получим 
N e -  A 3B 'N e +  A%NNl +  ANA3Ne (A3N e -  2A3N  -  2A2) -

—  (Д Л 08 4|ЛГв =  0 ,  ( 7 .3 .2 .1 )

где N  —  среднее (по времени) значение функции N (t), AN =  N  — /V 
и B' =  B0 +  A ^ (A 2 +  A3N)‘>.

В случае слабо ионизованной плазмы, как будет показано 
ниже, относительная амплитуда колебаний числа нейтральных 
частиц мала (ANIN <r; 1), однако относительная амплитуда ко­
лебаний числа электронов, вообще говоря, не мала (A N JN e — 1). 
Мы можем поэтому, пренебрегая в уравнении (7.3.2.1) членами, 
содержащими AN, исходить из уравнения

N ^ A o B ' N , - } -  A I N N *  =  0 :  ( 7 .3 .2 .2 )



К аналогичному уравнению сводятся при N e <С N  и уравнения
(7.3.1.7). В самом деле, исключая из этих уравнений N  и пренебре­
гая членами, содержащими AJV, получим то же уравнение (7.3.2.2), 
в которое в качестве величины В' следует подставить B^N.

Выбирая за начало отсчета времени момент, когда производная 
N e(t) обращается в нуль (7Ve (0 )= 0 ) и вводя обозначения

=  /Ve0 (1 +  Q), 7J =  В' (A3N N e0r \  (7.3.2.3)

где i¥e0= iV e (0) — экстремальное значение функции N e (t), пере­
пишем уравнение (7.3.2.2) в виде

% 2Q +  Q2 +  ( 2 - r i ) Q  +  ( l - v )  =  0 ,  (7.3.2.4)

где частота ш0 определяется формулой (7.3.1.5). Решение этого 
уравнения можно выразить через эллиптические функции Якоби, 
Умножим последнее уравнение на Q и выполним одно интегри­
рование:

(< ? К )2 +  2/зQ  (<? -  Q i )  ( Q  -  Q i )  =  0 , (7.3.2.5)
где

Qi, 2 =  - 3U {(2 -  tj) ±  ^ ( F W P ) ) .

Рассмотрим сперва случай, когда 2/3 <С т- <С 1. Интегрируя 
уравнение (7.3.2.5) и учитывая, что в нем обе величины Qu Q2 
отрицательны, получим

(7.3.2.6)

где sn (х, к) — эллиптический синус Якоби, удовлетворяющий 
уравнению (см., например, [13])

d sn (х ; k)jdx — [1 — sn2 (ж; к)]Ч* [1 — к2 sn2 (х; к)]1Ь.

В рассматриваемом случае частота колебаний равна

* =  Ч 2% \/Ч Ж \К -1и Ш д ’ (7.3.2.7)

где К  (к) — полный эллиптический интеграл первого рода и ш0 
определяется (7.3.1.5).

Остановимся теперь на случае rj >  1. Тогда для функции Q 
можно по-прежнему пользоваться формулой (7.3.2.6). Учитывая, 
однако, что Q2 >  0 >  и используя известное соотношение 
(см. [13])
sn(a;; ik) =  sn (x  \Jl -j- к2; --—k -  \ у

4 ’ y/i +  *2 \ 1 ’ Vl +  j

x { i  — T ^ g s n 2 ( W i + * 2; v f = ) }
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можно привести формулу для Q к виду

q  __ QiQj, sn (г/2мо* [(ч ~  2/з) I7) ~Ь 2)1 [Q2 KQ2 — Qi)l fy ___ (7 3 2 8)
^ 1 -С '2 + ^ 28п2(1/2“ о«[(’1 - 2/з)(’1 +  2)]1/<; [ Q M  -  Ql)tU) '

В этом случае частота колебаний равна
“  =  V^o Lft -  2/з) (Ч +  2)]*/. if-1 (Qfil(Q2 -  <?1)lA). (7.3.2.9)

При 1 имеем (?< ^ 1 . В этом случае уравнение (7.3.2.2) 
описывает гармонические колебания малой амплитуды с часто­
той (в0, рассмотренные выше. Случай r j= l соответствует стацио­
нарному режиму N e (t )= N e0.

Оценим величину AN, которой мы пренебрегали при переходе 
от (7.3.1.2) и (7.3.1.7) к уравнению (7.3.2.2). Учитывая, что, со­
гласно первому из уравнений (7.3.1.2) или (7.3.1.7), AiV~(OjW l)yVey43, 
мы видим, что ДN/Nq ~  \j'N^JNr

Таким образом, уравнение (7.3.2.2) правильно описывает 
колебания плазмы, если степень ее ионизации мала (Ne0 iV0).

25 Под ред. А. И. Ахиезера



Г л а в а  8 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ 

В БЕССТОЛКНОВИТЕЛЬНОЙ ПЛАЗМЕ

§ 8.1 . Нелинейные высокочастотные волны 
в холодной плазме

8 .1 .1 . Нелинейные нерелятивистские ленгмюровские колеба­
ния. В предыдущих главах мы рассмотрели малые колебания 
в бесстолкновительной плазме. Теперь мы перейдем к изучению 
волн конечной амплитуды в такой плазме. Начнем с исследования 
продольных электронных колебаний в плазме в пренебрежении 
тепловыми эффектами [1]. Состояние плазмы при этом вместо 
функции распределения может характеризоваться плотностью 
электронов пе~ п е (г, t ) , а взамен кинетического уравнения можно 
исходить из гидродинамического уравнения для определения 
скорости электронов ue= u e (г, t)

«и„ _ 0 и я , (ueV) Ue =  _ J _ E f (8.1.1.1)dt dt

где Е — электрическое поле, удовлетворяющее уравнениям Макс­
велла

div Е =  4гсе (п0 — пв), ^ ~ ~ ~ е п ьив =  0, (8.1.1.2)

е — абсолютная величина заряда электрона, те — его масса 
и щ  — равновесная плотность электронов, равная плотности 
ионов, которые мы считаем неподвижными; действием магнитного 
поля мы пренебрегаем, считая, что ие <§; с. Присоединив к этим 
соотношениям уравнение непрерывности

дп„
dt ■ div (reeue) =  0, (8.1.1.3)

получим полную систему уравнений, определяющих состояние 
плазмы.

Рассмотрим одномерное движение вдоль оси z. Тогда предыду­
щие четыре уравнения можно представить в виде 

йив е „  dE dE , дЕ ,
Ч Г = ~ т ~ Е ’ =

(ие= и ег, ив;с= и е̂ =0). Дифференцируя первое из них по t и под­
ставляя результат во второе, получим следующее уравнение для
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нелинейных колебаний скорости в лагранжевых координатах [2]:

где iupe =  \Jine2nJme — леягмюровская частота.
Это уравнение не отличается от уравнения для продольных 

плазменных колебаний плазмы при малых амплитудах колебаний 
в отсутствие внешних полей и приводит к важному выводу, что 
частота нелинейных ленгмюровских колебаний не зависит от их 
амплитуды [1]. Уравнение (8.1.1.4) легко обобщается на случай, 
когда к плазме приложено постоянное магнитное поле; и в этом 
случае частота колебаний также не зависит от амплитуды [3, 4].

Подчеркнем, что вывод о независимости частоты колебаний от 
амплитуды справедлив только в случае холодной плазмы и в пре­
небрежении движением ионов: учет теплового движения электро­
нов [5— 7] и движения ионов [8] приводит к зависимости частоты 
колебаний от амплитуды *).

Рассмотрим более подробно установившиеся нелинейные ленг- 
мюровские волны в холодной плазме, для которых плотность и 
скорость электронов являются функциями некой комбинации ( 
переменных t и г, а именно:

где V  — какая-то константа, представляющая собой скорость 
распространения нелинейной волны. Из (8.1.1.1)—(8.1.1.3) по­
лучим

здесь ср — потенциал электрического поля, Е = —dy/dz. 
Из первого уравнения (8.1.1.5) находим

*) Заметим, что содержащееся в [9] утверждение о зависимости частоты 
нелинейных ленгмюровских колебаний в холодной плазме от амплитуды ос-

(8.1.1.4)

t = t  — zjV,

(8.1.1.5)

новано на ошибке: автор меняет местами операторы ^  и ^  =

m  i Ч0ГО нельзя делать, так как ие является функцией z. Полученная 
в [11J зависимость частоты от амплитуды также основана на ошибке: в этой 
работе постоянная интегрирования выбирается таким образом, чтобы равня­
лась уулю средняя скорость и , тогда как пулю равна средняя плотность

25 *



где А  — постоянная интегрирования. Так как в отсутствие коле­
баний (ие= 0 ) плотность электронов должна равняться плотности 
ионов (гсе=гс0), то A = n 0V.

Интегрируя далее второе уравнение (8.1.1.5), получим
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V — ue =  \j2efjme- (8.1.1.6)
Пользуясь полученными соотношениями, представим третье 

уравнение (8.1.1.5) в виде

- g -  +  W 0F* (1 -  V (2 е т Ю -V.) =  0.

После умножения на d^jdt оно легко интегрируется [1] (см. 
также [12]):
шр/  =  arcsin {(1/С) [(2e'f!rnBV2)'!‘ — 1]} —

— {С2 — [(2ecp/meF2)V2— lf}V s (8.1.1.7)

где С — постоянная интегрирования. Отсюда следует, что частота 
нелинейных колебаний совпадает с ленгмюровской частотой о>ре 
и что потенциал <р изменяется в пределах

(1 -  C f  <  ср <  (1 +  С)2.

Соотношение (8.1.1.6) показывает, что величина С представляет 
собой максимум отношения скорости частиц к скорости распро­
странения волны, т. е.

— С < ц е/ Р < С .

8 .1 .2 . Уравнения, описывающие нелинейные волны в реля­
тивистской плазме в отсутствие тепловых эффектов. Обобщим 
теперь результаты, полученные выше, на случай релятивистской 
плазмы. Плазму будем по-прежнему считать достаточно холод­
ной; что же касается характера колебаний, то мы не будем пред­
полагать, что они обязательно продольны.

Основные уравнения для определения скорости электронов и6 
их плотности пе и полей Е и В имеют теперь вид

| r  +  ( U e V ) p = - e E - - i l u eB],

. р  1 <?В _  1 д Е  Акrot Е =  ■ -  — , rot В =  — -  епеие

div Е =  4ле (п0 — пе), div В =  0,

(8.1.2.1)

)
где щ  — равновесная плотность электронов, равная плотности 
ионов (предполагается, что они бесконечно тяжелы и неподвиж­
ны) и р =  теue (1 — и2/с2)_1/> — импульс электрона.

Мы будем заниматься здесь исследованием установившихся 
волновых движений релятивистской холодной плазмы, т. е. таких



движений электронов, при которых все переменные величины 
являются функциями не порознь г и t, а одной их комбинации 
ir— Vt, где i — постоянный единичный вектор и V  — некоторая 
константа. Смысл такого подхода заключается в том, что мы рас­
сматриваем плоские установившиеся волны, распространяющиеся 
в направлении i со скоростью V .

Обозначая производную по аргументу ir— Vt штрихом, пере­
пишем уравнения (8.1.2.1) в виде

[iE'] =  pB', (8.1.2.2)

[iB '] =  - p E ' - ^ m eu „  (8.1.2.3)

iB ' — 0, (8.1.2.4)

iE/ = — 4пе(гае — п3), (8.1.2.5)

(iue - F ) p '  =  - eE - f l u eB], (8.1.2.6)
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где |3=F/c. Интегрируя (8.1.2.2), получим

B =  l [ i E ]  +  B0; (8.1.2.7)

здесь В0 — напряженность внешнего постоянного и однородного 
магнитного поля, действующего в плазме. Если такого поля нет, то

В =  у  [iE].
Тогда

iB =  О, ЕВ =  0. (8.1.2.8)

Иными словами, в отсутствие внешнего магнитного поля В0 
переменное магнитное поле В поперечно и ортогонально к элек­
трическому полю.

Из (8.1.2.3) и (8.1.2.8) следует, что

п. =  тГ=Т5;- (8-L 2 -9)

Так как щ  у> 0, то iu6 <С V, т. е. проекция скорости электронов 
на направление распространения волны всегда меньше скорости 
волны.

Умножая (8.1.2.6) слева векторно на i и используя (8.1.2.7), 
найдем

В =  — [ip'l 4 - ■ ув° ~  li5 (iBn) . (8.1.2.10)
£ V ----  IU e V '

Умножая далее (8.1.2.3) слева векторно на i, получим

(8 .1 .2 .11)
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Из двух последних соотношений следует, что

ИРГ +  [ К]  = — . (8. 1. 2. 12)

Умножая (8.1.2.6) скалярно на i и используя (8.1.2.5), найдем

lu. — V) ip1 +  [iu.] [Ipf +  ер у1" ’ ” "1)  =  W n ii - j f f i  — ■ (8.1.2.13)О
Последние два соотношения определяют поперечные и продоль­

ную составляющие скорости электрона в общем случае, когда 
внешнее магнитное поле В0 отлично от нуля 113].

Считая, что вектор i направлен вдоль оси z и вводя безразмер­
ный импульс р = р /тес и безразмерную скорость ц = и е/с, перепи­
шем уравнения (8.1.2.12), (8.1.2.13) в виде

82— 1 р _ й г 
9 С
'реР

о d ?ыВ!, — йг,ыВг 
' р di

d
P — Щ

'S x  ~ ~  й х о>В г

T t " u

di В — й.

• о, 

= 0,

P ) ^ r + “* % L+ “dl dl 1 V dt

(8.1.2.14)

где
t — t — zjV, №̂  =  \ne2njm,e, (os =  eB0/mec, 

mBx =  eBQJmsc, wBy =  еВПу/тас, u>Bg =  eB J m bc.

В отсутствие внешнего поля Вэ уравнения (8.1.2.14) приобре­
тают вид

л1<$г
di* 

d* Ь
р - 1  э - в ,
“ L?2 Ре»

ап Ра - 1  р -  й„

■ о ,

■ о,

d_
di %2е

(8.1.2.15)

или
d^x
di'2 

di2

> - i  pvi +  p * - pj
■)2 B2oe.

=  0 , 

• = 0,

5 г(рр, - \ / 1 + р2) + :3 v'l +
■ =  0.

r  — ?s

(8 .1 .2 .1 6 )
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Первые два уравнения (8.1.2.15) для поперечных составляю­
щих скорости допускают, очевидно, ограниченные решения 
только в том случае, если р >  1, т. е. V >  с. Что же касается 
третьего уравнения (8.1.2.15) для продольной составляющей ско­
рости йг, то оно допускает ограниченные решения при любых зна­
чениях р, если йж= й у= 0 . Такие чисто продольные движения при 
р <С 1, однако, неустойчивы вследствие связи продольного дви­
жения с поперечным.

Вводя вместо составляющих импульса новые переменные

: рж\/Р2 - 1 ,  4 =  f>y VP2- i ,  с =  вр, - \ / 1 + р 2,

перепишем уравнения (8.1.2.16) в виде
d4 , мреР__________ р?
d l2 Р2 — 1 Vfj2 _  1 _j_ £2 +  ^2 _)_ £2

рТ)

dK

dt 2 Ь2- 1  — 1 -f  £2 +  +  C2 
№ . -2^2

= 0, 

= 0, 

= 0 .

(8.1.2.17)

dl2 p2 _  1 ^  _  J _j_ £2 _|_ Tj2 _(_ £2 ~  (32 — 1 

Эти уравнения можно получить из функции Лагранжа

'jj2 iw2•"реН
-  р И гг  № Vp* - 1  +  Р +  Ч2 +  С2 +  С]. (8.1.2.18)

Таким образом, общая задача о релятивистских волновых 
движениях плазмы в отсутствие внешнего магнитного поля экви­
валентна задаче о нерелятивистском движении частицы с массой, 
равной единице, в поле с потенциальной энергией

U. °ре̂ 2

Функция Лагранжа, записанная в таком виде, сразу же позво­
ляет получить законы сохранения энергии W T и момента Д/г

v . [ ( # ) ‘ + ( * y + №

+ ^ - & ' / р - 1  +  р  +  ча+ |;‘  +  С = и ' ,

di]
dl dl



Если перейти от переменных rj, С к полям Е, В и скорости 
ие, то законы сохранения приобретут следующий вид:
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J L  (£2 +  £2) +  Р"отес __  iJEB]_ _  const
1 '  1 v'l _  ц2̂ С2 4тс ’

рВ =  const.

Заметим, что эти соотношения являются простыми следствиями 
основных уравнений. Действительно, умножая (8.1.2.3) скалярно 
на В ', легко убедиться, что иеВ '= 0 ,  т. е. р В '= 0 . Умножая далее
(8.1.2.6) скалярно на В, получим р 'В = 0 . Складывая оба соотно­
шения, придем ко второй из формул (8.1.2.19). Аналогичным обра­
зом можно получить и первую формулу (8.1.2.19).

8 .1 .3 . Продольные волны в релятивистской плазме. Перейдем 
к рассмотрению продольных нелинейных волн в релятивистской 
плазме в пренебрежении тепловыми эффектами. Полагая 
в (8.1.2.14) йх= й у = 0 ,  получим

~df ( (»  — P) d f] =  j — a *

где й = й г и p= рг — безразмерные скорость и импульс электрона. 
Выражая импульс через скорость, нетрудно привести это урав­
нение к виду

<22 1 — Ра __ыреР2й
« 2  у /г т г д а  —  р -  а  •

Умножая его на - j - H-. —  и интегрируя, найдем
йг VI — Й2

Ц 4 г У §  ) ’  =  р ч Ч с - я = ц - ) .

где С — постоянная интегрирования. Полагая С =  (1 — 5’тахГ !̂> мы 
видим, что й лежит в интервале — йтах ^  й итах. Интегрируя
(8.1.3.1), получим [14]

j ф -  а) (1 -  й2)-3/> |(1 _  й2ши)-‘/2 _  (1 _  ^)--А]-‘А da =  \/2 p(opef.
(8.1.3.2)

Эта формула в принципе решает поставленную задачу, опреде­
ляя м как функцию от t — t —  z/V.

Ясно, что й является периодической функцией t. Ее период, 
который мы обозначим через Тт, задается соотношением

2 max

{ Ф -  в) (1 -  *■)-% 1(1 -  -  (1 -  S2)-V2J-‘A du =  \/2р0)рвГ .
—«max

(8.1.2.19)
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Вводя вместо периода частоту колебаний ш =  2iz/Tt, получим

й ш а х

1 (Кшах) =  \ (1 —  ffi2)“ /4 К1 —  Й2У/г (1 —  »та* У ,г —  II-7, dU.

(8.1.3.3)

Простые формулы *) можно получить в двух предельных слу­
чаях— малых и больших амплитуд скорости. В первом случае, 
когда йшах ^  1, имеем для частоты

“  =  <flp e ( 1  — (8.1.3.4)

во втором предельном случае, когда 1 — йшах<§:1,

ш =  ™>ре V 1 — sLx/2 V2. (8.1.3.5)

При йшах —»• 0 частота колебаний становится равной, как и должно 
быть, (оре. При бшах-> 1  она стремится к нулю. Это связано с тем, 
что при йшах -> 1 эффективная масса электрона стремится к беско­
нечности.

В общем случае для промежуточных значений йтах интеграл, 
определяющий t (см. (8.1.3.2)), и период колебаний можно выра­
зить через эллиптические функции [13, 17].

Зная и, легко найти плотность частиц и электрическое поле 
в направлении распространения волны. Используя (8.1.2.6) и
(8.1.2.9), получим

” е ( 0 = р _ в . ^  | 3

еЕ  (?) =  + m ewpec [(1 — —  (1 —  й2)-1/»] v/2. J

Максимальное значение поля пропорционально мшах при малых 
скоростях и определяется формулой

e # m a x  =  m ewpec  > / 2 ( 1  —  « 2max ) _ V S  ( 8 . 1 . 3 . 7  )

если 1 —

*) Интересно отметить, что в собственной системе отсчета электронов 
частота нелинейных колебаний равна [15]

" р е  =  ^4кеЯп0/т', т’е =  m jV l  —  в|/с2.

Формула (8 .1.3.4) в лабораторной системе отсчета получается путем преобра­
зования частоты. Влияние теплового разброса электронов на релятивистские 
продольные нелинейные волны исследовано в [16].
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8-1.4. Поперечные волны в релятивистской плазме. Для
чисто поперечных колебаний рг= 0  и третье уравнение (8.1.2.16) 
дает p 2=const. Такой же результат мы получим и при В0, отлич­
ном от нуля, если только это поле направлено вдоль распростра­
нения волны.

Полагая в первых двух уравнениях (8.1.2.16) рг= 0 , находим 
рх =  р cos cof, р — р sin u>t, (8.1.4.1)

где
Р 1

\/р — 1 у  1 +  р ’ "
(8.1.4.1')

Отсюда следует, что безразмерную скорость волны p = F /c -можно 
представить в виде

p = i
где

sp =  1 —  ю'̂ /о)2, ш' =  V 4яе2га0/те', т'е
V'l — Ц2/С2 ’

Таким образом, в случае чисто поперечных волн электроны 
движутся по окружностям с угловой скоростью (О, и возможны 
только волны с круговой поляризацией *). Это связано с тем, что 
при большой амплитуде колебаний в силу нелинейности уравнений
(8.1.2.16) суперпозиция двух волн с различными круговыми поля­
ризациями невозможна. При малых амплитудах, когда эти урав­
нения линейны, такая суперпозиция возможна, что и приводит 
к появлению поперечных линейно поляризованных волн.

Используя формулы (8.1.2.10) (при В0=О) и (8.1.4.1), легко 
показать, что магнитное поле В параллельно импульсу электрона 
и определяется формулами

7ПаС(0 Т1ЪЛС0У р 5»=  - f -  р, =  -Spr-t- cos <ot, 
п  тп^со) ттг̂ сшр . ~

eB* =  i r - p* =  - у 1 smart.

Электрическое поле, согласно (8.1.2.7), равно
еЕх =  —тсшр sin ш?, еЕу =  тсшр cos шf .

Если внешнее магнитное поле отлично от нуля и его направ­
ление совпадает с направлением распространения волны, то

*) Этот вывод практически теряет свою силу при 1, когда вследствие 
малости продольных составляющих скорости становятся возможными коле­
бания, близкие к поперечным линейно поляризованным (см. ниже п. г8.1.5). 
Решение (8.1.4.1) можно также обобщить на случай, когда электроны дви­
жутся по спирали и в поперечном движении принимают участие ионы [18].



уравнения движения для поперечных колебаний приобрета­
ют вид

d2px dUy , р2 „ __ _  Ш£ _ _  _}_ р2 — J (ОрвВ* О,

лах . р  „ „  л-  J  0)В -L. и — О,
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d p  1 “  d t  '  р 2 _ 1 ш ре “

:Zvпричем по-прежнему й| +  и? == const. Замечая, что р =  к (1 — и2)-'/* 
и полагая йх =  U  cos шГ, йу —  U  sin «>?, найдем следующее выра­
жение для частоты ®:

(8.1.4.2)
отсюда

где

62 — 1 ре — 2

'2р̂е

“ и =  “ ре VI — Й2. <Вд =  MB V1 ■ре

Перейдем теперь к рассмотрению колебаний, мало отличаю­
щихся от поперечных, при которых траектории электронов близки 
к окружностям. Для этого преобразуем основные уравнения
(8.1.2.16), вводя вместо рх и новые переменные рх и <рг, связан­
ные с ними соотношением pe-j-ip =  Pj.exp (г'рг). Первые два урав­
нения (8.1.2.16) можно представить в виде

Л*тЛ* I ^  ^  -  о 
dt* ?Л < н )  р  — 1 р ^ - +  p Y + T j-p .

0 dpx dtpr , s d2<pr __п
и’

Интегрирование последнего дает

— “ г»

где Mr — постоянная. Подставляя найденный результат в первое 
уравнение, находим

-------=  0. (8.1.4.3)

Полагая здесь рг =  0, мы придем к поперечным колебаниям с по­
стоянным значением рх. Обозначая его через р0, получим, со­
гласно (8.1.4.3),

М1 =  - £ й = ,  где <  =  Й - .  (S-1-4 -4)



Рассмотрим теперь малые колебания величины рх, происхо­
дящие около р0. Полагая рх=  р0+  S и предполагая, что § и рг 
малы по сравнению с р0, получим из (8.1.4.3) с учетом (8.1.4.4) 
соотношение

d2b ш2х ( 4 + 3 р 2х ) со2хРоРг

d i (1 +  Р l f h N i  +  Po)

Произведя аналогичные операции с третьим уравнением
(8.1.2.16), получим второе уравнение для определения 8 и рг:

о ^2Pz________Ро I О l̂ Pz __А

dl% V l  +  р§ Л1г ре ^1 +  Р§ ~

Полагая § =  D  ехр (Ш),  о., =  Р  ехр (Ш), находим следующее 
уравнение для определения частот со связанных поперечно-про­
дольных колебаний:

"ре (4 ? 2Ро +  5^2 1) ш4е£2 ( 4  +  3рЮ
О,
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( В 2 _ 1 ) ( 1 + р 2)3/2 1 (р2 - 1 )  (1 -h  pg)2

откуда [13j
а,1 2 = ± ^ ( ^  + ̂ - 1  +

1  —I-  Ро  v 2 3 2 V 1  4- pg -

[(
4£8pg +  5 j g - l y  ( - a - l ) ( 4  +  3pg)4 

2'^Vi +  pl j  P2
ItYI: (8.1.4.5)

Отметим некоторые предельные случаи. Если р0<^1, то
(о1= + 2 ш 1, ш2 =  +(оре. (8.1.4.6)

Если р0 1, то
ш1,2 =  ± U)JPo1/2(2 ±  \/3 - f  р2/|3)1/2. (8.1.4.7)

Когда р — 1<^1, частоты связанных колебаний при любых р0 
равны

- i  =  0, ю2 =  +  v = = = f  • (8.1.4.8)
У  1  +  Ро

Если (3^>1, то при любом р0

--Д.™  (4 +  3Pg)1/2
(1 +  pg)3/, ' - -  (1 +  pg)V

со1==+соре14± - ^  о, =  + ------2 Ц -. (8.1.4.9)
1 —  ре И 4 -  п*\1< 2 —  “  ' V

8 .1 .5 . Связанные продольно-поперечные волны в релятивист­
ской плазме. Выше мы рассмотрели продольные, поперечные и 
близкие к поперечным волны в плазме. Исследование общего 
случая, который можно назвать случаем продольно-поперечных
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волн, сводится к интегрированию уравнений (8.1.2.17) и пред­
ставляет собой очень сложную задачу, допускающую решение 
в нескольких предельных случаях, а именно, уравнения (8.1.2.17) 
можно проинтегрировать при больших р и р, близких к единице.

Рассмотрим сначала случай (3 ^ 1 ,  причем будем предпола­
гать, что р2 и Е2+т)2 +  С2 — величины одного порядка. (Если 
£2+  r/2+ ^ a ^  P2i то мы приходим к случаю малых колебаний, так 
к а к  тогда I, ?] и С пропорциональны рх, ру и рг) . При этих предпо­
ложениях в выражении для потенциальной энергии UT, характе­
ризующей движение плазмы (см. (8.1.2.18')), можно отбросить 
слагаемое С. Поэтому задача сводится к интегрированию уравнений 
движения частицы в центральном поле с функцией Лагранжа, 
имеющей, согласно (8.1.2.18), следующий вид:

Введем вместо т\, С, t, Lt новые переменные X, Y, Z, 0Г, ££т, 
связанные со старыми соотношениями X  =  S/p, У =  i)/p, Z =  С/В, 
9r =  U)pef , X? — ШреР2̂ г; тогда мы получим

где р =  \JX2 -)- F2 -f- Z2. Эта величина при 52 —j— ttj2 —f— С2 — р2^>1 
совпадает с введенным в п. 8.1.2 безразмерным импульсом р. 
Так как движение в центральном поле является плоским, то 
удобно повернуть систему координат таким образом, чтобы 
плоскость (X , Y) была перпендикулярна моменту количества 
движения. При этом функция Лагранжа примет вид

где <рг — полярный угол. Написав законы сохранения энергии 
и момента количества движения

найдем в результате интегрирования последних двух уравнений [13]

< V ~  =  J [2WT -  М ? / Р2 - 2 ( 1 +  р2) ,/2Г 72 dp. ( 8 . 1.5.1)
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Из последнего соотношения следует, что величина р колеблется 
между значениями рг и р2, связанными с W r и Mt следующим 
образом:

Л/f 2 __ ______ 2?1?2______
г ^ Т Т П + ^ М Ц ’

w  —- pi ps + 1 -1- *(1 +  pf) (i -Ь р1)
r "  ^ r+ p f +  ^r+T i

Частота колебаний равна

I  (Pi> Рг) ^2
(8.1.5.2)

где

1  ( P i ,  р2) =  S [ К  -  Щ № р2 -  ( 1  +  р ^ Т 7 ’  dp.
Pi

Если Pj =  0, то этот интеграл при р2 =  йт„  (1 — и-та*)'1"- совпа­
дает с интегралом I  (мшах), определяющим частоту продольных 
колебаний. Однако рассматриваемый нами случай |3 !§> 1 при 
pj=0 не сводится к чисто продольным колебаниям, разобранным 
ранее, так как это могут быть колебания, близкие к линейно поля­
ризованным вдоль любого направления. В частности, это могут 
быть колебания, близкие к поперечным линейно поляризованным 
колебаниям, для которых рх отлично от нуля, ру= 0  и рг отлично 
от нуля, но значительно меньше рж(р* ~  рJ $ ). Возможность 
существования таких колебаний не противоречит высказанному 
ранее утверждению о том, что чисто поперечные колебания со­
ответствуют круговой, а не линейной поляризации.

Если p j=  р2, то р =  const и вектор р (X , Y , Z) описывает окруж­
ность с угловой частотой, равной

U) = (| )ре( 1 - ) -  ра) - ’/<.

Эта формула находится в соответствии с формулой (8.1.4.1') для 
частоты поперечных колебаний, если в последней положить р 1. 
В случае рх=  р2 поляризация рассматриваемых колебаний близка 
к круговой, но плоскость колебаний не обязательно перпенди­
кулярна к направлению распространения волны.
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Перейдем теперь к рассмотрению случая |3— 1 <С 1. Основные 
уравнения (8.1.2.17) можно тогда представить в виде

Р Я
ащ W i  +  Pa — р,

■ Р у 
de‘r v'F+^a —

d2
Ж?

(̂ 2- 1 )  Р*
\ ' Г + р5 - Р *

=0,

= 0 ,

= 0,
)

(8.1.5.3)

где Ре'I ({З2— 1) '/>. Пренебрегая в третьем уравнении послед­
ним членом, получим

\Д +  Р2 с\ (8.1.5.4)

где С — постоянная. Первые два уравнения (8.1.5.3) приобретают 
при этом вид

^ 9 х  | Ра ___A  . [У ____Г)
4 д ъ  " ■  С 2  —  ’  Л Й 2  Г 9. —  и >dbl 1 С2

откуда
(8.1.5.5)Р. =  д «  cos (вг/С), Ру =  sin (6,/С).

Подставляя их в (8.1.5.4), найдем

? , = ^ № + Ц - 2  (С* - 1) -  №  -  Щ) cos (2 W 1 .  (8.1.5.6)

Между константами С, Rx и Ry существует связь, задаваемая 
равенством нулю среднего значения пеиег. Это условие вытекает 
из равенства нулю средних значений Е' и В ' (см. (8.1.2.3)). Заме­
чая, что кг =  рг (1 -f- р2)~'/г и используя (8.1.2.9) и (8.1.5.4), полу­
чим при р — 1 1

Прйг _  ге0рг _ _ _ п 0ПМ„ 1 — я, Vl 4- Р2 _  рг 'С2 Рж-

Так как среднее значение пъаег равно нулю, то отсюда выте­
кает, что равно нулю и среднее значение величины рж. Поэтому 
в (8.1.5.6) можно положить

Д* +  Я* =  2 ( С * - 1 ) ,  С2 =  \/1 + 7 2(Я1 +  Й*)-
Окончательно рх, р , рж приобретают следующий вид 113]:

РХ =  Rx C0S Ш?’ Ру — R у sin ’
(Д2 — i?|) cos 2<„г

4 V I +  V* (Д| +  Д*)
где

(Р2 ~  1 Г Ч 1  +  V2 ( ^  +

(8.1.5.7)

(8.1.5.8)
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Эти результаты находятся в соответствии с формулами (8.1.4.1) 
и (8.1.4.8), описывающими волны, близкие к поперечным волнам 
с круговой поляризацией. Действительно, при частота
колебаний величины рг совпадает со значением, даваемым форму­
лой (8.1.4.8).

Остановимся еще на рассмотрении случая больших энергий, 
когда выполняется неравенство

Р +  Ч2 +  С * > р * _ 1 ,

величина же р произвольна (3 1). Функцию Лагранжа, описы­
вающую движение плазмы, можно в этом случае представить 
в виде

При замене переменных

£ =  ̂ ', ч =  м', S =  p£', t =
где jj. — произвольная постоянная, функция Лагранжа умножается 
на [а. Отсюда вытекает, что если возможны траектории

E =  E(f), 4 =  4(0, C =  C(f),
то будут возможны также и подобные траектории

S' =  S ( f ' ) t V  =  T j ( f ' ) ,  С' =  С (?')•

В частности, отсюда вытекает определенный вид зависимости 
частоты колебаний от величины р0, характеризующей импульс 
электрона, а именно, частота должна быть обратно пропорцио­
нальна \/ р0'.

ев =  const • р^/*. (8.1.5.9)

Эта формула находится в соответствии с полученными ранее 
выражениями для частоты в области больших энергий (см. (8.1.3.5),
(8.1.4.10, (8.1.4.7), (8.1.5.8)).

§ 8 .2 . Нелинейные волны в свободной 
двухтемпературной плазме

8 .2 .1 . Уравнения, описывающие нелинейную волну в квази- 
равновесной плазме. Перейдем к рассмотрению волн конечной 
амплитуды в квазиравновесной плазме, электроны и ионы которой 
характеризуются максвелловскими распределениями по скоростям 
с различными температурами, причем температура электронов 
значительно выше температуры ионов. В такой плазме, как было 
показано в гл. 4, могут распространяться низкочастотные колеба­
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ния с линейным законом дисперсии в длинноволновой области 
(ионный звук). Фазовая скорость ионно-звуковой волны велика 
по сравнению со средней тепловой скоростью ионов; поэтому для 
описания движения ионов в такой волне можно исходить из гидро­
динамических уравнений с самосогласованным полем

<8 -2 1 Л >

-J- div (wju) =  0, (8.2.1.2)

где ге. и и — плотность п гидродинамическая скорость ионов, 
Ze — заряд, т1 — масса иона и <р — электростатический потен­
циал, связанный с плотностью электронов гае и плотностью ионов п, 
уравнением Пуассона

Дер =  4тъе(пе — Znj) (8.2.1.3)

(среднее время релаксации ионов vT1 предполагается большим, 
covT1 1).

Электронную компоненту плазмы следует описывать кинетиче­
ским уравнением для электронной функции распределения 
Fe(r, v, t). Так как фазовая скорость ионного звука мала по сравнению 
со средней тепловой скоростью электронов, то в этом кинети­
ческом уравнении можно пренебречь слагаемым dFJdt по срав­
нению со слагаемым \dFe/dг. Если, кроме того, частота электрон­
ных соударений ve достаточно мала, так что выполняется неравен­
ство kvc ĵ > ve (но неравенство «> ve может не иметь места; к и 
и — волновой вектор и частота возмущения), то мы вправе пре­

небречь интегралом столкновений и исходить из уравнения

v ^ e  +  - i ^ .  =  o. (8.2.1.4)дг 1 те от оу 4 '

Для случая квазиравновесной плазмы, электроны которой 
характеризуются максвелловским распределением по скоростям 
(и температурой Те), легко сразу написать решение последнего 
уравнения:

Fe (r, v, i) =  exp { ! i ^ i i } / eo(v), (8.2.1.5)

гДе /ео (v) — функция распределения в точке с потенциалом ср=0. 
Интегрируя это соотношение, получим плотность электронов

пв(т, t) — пе0 ехр , (8.2.1.6)

гДе пво — плотность электронов в точке с <р=0.
26 Под ред. А. И. Ахиезера
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Распределение (8.2.1.6) представляет собой, очевидно, просто 
распределение Больцмана для электронов в электростатическом 
поле с меняющимся в пространстве и времени потенциалом ср (г, t). 
Тот факт, что плотность электронов и электронная функция рас­
пределения зависят от координат и времени только через по­
средство потенциала ср, связан с малостью фазовой скорости рас­
сматриваемых колебаний по сравнению со средней тепловой ско­
ростью электронов, вследствие чего в каждый момент времени 
и в каждой точке пространства успевает установиться локальное 
распределение Больцмана для электронов. Подчеркнем, что при 
этом не требуется выполнения условия шг 1, где т — vj1.

. Уравнения (8.2.1.1)— (8.2.1.3), (8.2.1.6) образуют полную си­
стему нелинейных уравнений, описывающих ионно-звуковые ко­
лебания квазиравновесной плазмы.

Наряду с нелинейным соотношением (8.2.1.6), связывающим 
плотность электронов пе с электростатическим потенциалом ср, 
нелинейность содержит также гидродинамическое уравнение
(8.2.1.1) (слагаемое (и д/дг) и). Разумеется, если ограничиться 
(как делалось в предыдущих главах) изучением слабых возмуще­
ний плазмы, то, линеаризуя указанные уравнения, легко получить 
формулу и>—(1-\-а%к2)-ЧЖив, связывающую частоту и волновой 
вектор ионно-звуковых колебаний малой амплитуды.

В случае длинноволновых возмущений (аек <̂ с 1) система урав­
нений, описывающих ионный звук, несколько упрощается. В этом 
случае можно не учитывать пространственного разделения заряда 
и считать, что

ne =  Znx. (8.2.1.7)

Используя последнее соотношение и вводя обозначение
Р  =  пеТс, (8.2.1.8)

перепишем уравнение (8.2.1.1) в виде

т * Ч ^ + ( и £ Н + ^ = 0 - (8-2Л -9)

Уравнения (8.2.1.2), (8.2.1.8), (8.2.1.9) формально совпадают 
с уравнениями обычной гидродинамики, если считать в них пока­
затель адиабаты у = 1 , или, что то же самое, считать постоянной 
температуру (а не энтропию единицы массы).

Таким образом, длинноволновые колебания произвольной 
амплитуды в квазиравновесной плазме с Те ^> Т} описываются 
уравнениями изотермической гидродинамики. Подчеркнем, од­
нако, в значительной мере формальный характер указанной ана­
логии. Уравнения (8.2.1.2), (8.2.1.8), (8.2.1.9) описывают колеба­
ния с частотой ю vj л являются следствием кинетического урав-
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нения без интеграла столкновений, тогда как аналогичные им 
уравнения обычной гидродинамики относятся к случаю ш ve . 
(и их можно получить из кинетического уравнения лишь при учете 
столкновений между частицами).

Заметим, что, как будет показано в § 8.3, уравнения, аналогич- 
ные (8.2.1.1)—(8.2.1.4), описывают ионно-звуковые колебания 
и в случае неравновесной плазмы, электроны которой характери­
зуются немаксвелловским распределением по скоростям. В случае 
неравновесной плазмы эти уравнения не сводятся, однако, к урав­
нениям типа (8.2.1.8), (8.2.1.9) (ни при каком показателе ади­
абаты).

8 .2 .2 . Простые волны в квазиравновесной плазме. В пре­
дыдущем разделе были получены нелинейные уравнения, описы­
вающие движения квазиравновесной плазмы, состоящей из горя­
чих электронов и холодных ионов. Переходя к изучению нелиней­
ных колебаний различного типа в такой плазме, рассмотрим 
прежде всего одномерные простые (римановы) волны [19]. Наряду 
с возможностью проследить за эволюцией начального возмуще­
ния, изучение простых волн представляет большой интерес еще 
и потому, что только область простых волн может (в отсутствие 
разрывов) граничить с невозмущенной плазмой (см. в этой связи 
гл. 3).

Простые волны могут возбуждаться только в случае длинно­
волновых возмущений плазмы (ajt <̂ с 1), когда зависимость фазо­
вой скорости от волнового вектора не играет существенной роли; 
поэтому при изучении таких волн мы будем исходить не только 
из уравнений (8.2.1.1), (8.2.1.2), (8.2.1.6), но и (8.2.1.7). Выбирая 
ось х в направлении распространения волны, перепишем эти урав­
нения в виде

dur . Z e d f  «  du , х 
dt  ' m i дх  ’  dt  ’

(8.2.2.1)

дих  —  П 
dt  1 dx ’

(8.2.2.2)

n e =  Хщ ~  n e0 exp (etp /fj, (8.2.2.3)
d д , дгде — — — -]-их — и их —  перпендикулярная к направлению распро­

странения волны составляющая вектора и.
В случае простых волн все характеризующие плазму величины 

могут быть, как известно, представлены в виде функций одной из 
них (например, nt), которая в свою очередь зависит от х  и t. Си­
стема уравнений (8.2.2.1)— (8.2.2.3) превращается тогда в систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений для функций u (n j, 
? indi причем фазовая скорость волны определяется из условия 
разрешимости этой системы.

26*
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Вводя обозначение vs =  \JZTefmi, после несложных преобразо­
ваний получим

где е =  +  1 (е =  — 1), если волна распространяется в положитель­
ном (отрицательном) направлении оси х.

Система уравнений (8.2.2.4) позволяет исследовать направление 
изменения характеризующих плазму величин и проследить за 
развитием возмущения конечной амплитуды.

Заметим прежде всего, что величины vs и и не зависят от ni 
и, следовательно, являются интегралами движения. Не меняются 
при распространении волны также температура электронов и 
нормированная на одну частицу электронная функция распреде­
ления FJnb. Далее, в волне сжатия возрастают плотности частиц 
обоего сорта и электростатический потенциал; в волне разрежения 
указанные величины убывают.

Для того чтобы определить, как изменяется форма ионно-зву­
ковой волны при ее распространении, нужно вычислить производ­
ную dV!dnv  Используя (8.2.2.4), (8.2.2.5) и полагая для опре­
деленности е =  +  1, имеем

Мы видим, что (как и в обычной гидродинамике) производная 
AV/dn. положительна; иными словами, участки с большой плот­
ностью движутся с большей скоростью. Поэтому на участках сжа­
тия профиль волны становится все более и более крутым, а на участ­
ках разрежения — все более и более пологим.

В обычной гидродинамике такое изменение профиля волны 
приводит, как известно, к возникновению ударных волн (см., 
например, [20]). При этом уравнение Эйлера (вместе с уравнением 
непрерывности и уравнением состояния жидкости) позволяет 
проследить за эволюцией возмущения до тех пор, пока градиенты 
гидродинамических величин не сделаются столь большими, что 
станет необходимым учет диссипативных процессов. Благодаря 
последним в конце концов и устанавливается стационарная удар­
ная волна (см. гл. 3).

В бесстолкновительной плазме вследствие малости диссипатив­
ных эффектов мы имеем несколько иную картину. Когда ширина 
переднего фронта волны сжатия сравнивается с дебаевским 
электронным радиусом, уравнение (8.2.2.3) становится неприме­
нимым и возникает необходимость в учете дисперсии ионного 
звука. При дальнейшем увеличении градиентов на участках сжа­

dux
dn{ (8.2.2.4)

(8.2.2.5)
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тия могут возникать многопотоковые течения [19] или квази­
ударные волны [21, 22].

Остановимся еще кратко на автомодельных одномерных дви­
жениях двухтемпературной плазмы *), т. е. таких движениях, 
при которых все характеризующие плазму величины зависятот 
координат и времени лишь в комбинации x]t. Как и в случае про­
стых волн, характер автомодельных волн определяется, как 
известно (см. гл. 3), знаком производной dV/dn4. Согласно (8.2.2.6) 
dV/dni >  0, и поэтому автомодельные волны в квазиравновесной 
плазме всегда являются волнами разрежения.

С вопросом об автомодельных волнах связан вопрос о движе­
ниях двухтемпературной плазмы, возникающих при равномерном 
изменении ее объема (аналог гидродинамической задачи о поршне 
см. [20]).

Будем считать, что плазма заполняет полупространство 
х  >  u0t, ограниченное равномерно движущейся плоскостью 
(такая граница может представлять собой, в частности, область 
очень сильного магнитного поля). Как известно, установивши­
мися движениями равномерно сжимающейся или расширяющейся 
среды могут быть (в отсутствие разрывов) только автомодельные 
волны. В рассматриваемом случае автомодельные волны, являю­
щиеся волнами разрежения, возникают при расширении плазмы 
(щ  <  0).

Используя (8.2.2.4), (8.2.2.5), можно связать изменения всех 
характеризующих плазму величин X  в автомодельной волне 
со скоростью «поршня» и0. Вводя обозначения

АХ X X = UJ; Х̂ С̂О 

и считая для простоты, что и0 ̂  vs, получим

Дц. = 0 ;  А? =  ^ .  . (8.2.2.7)
п-i Пв vs -L т  evs v '

Заметим в заключение, что при выводе исходных уравнений мы 
не учитывали затухания Ландау для ионно-звуковых волн (мате­
матически это выражается в пренебрежении слагаемым dFe/dt 
в кинетическом уравнении для электронов). Учитывая, что зату­
хание ионно-звуковых волн малой амплитуды пропорционально 
малому параметру \JmJml (см. гл. 4), легко видеть, что для пре­
обладающей роли в развитии возмущения нелинейных эффектов 
(а не затухания звука) амплитуда возмущения Апв должна быть 
не слишком мала, т. е. Дn jn e \JmJmv

*) Автомодельные волны в бесстолкновительной плазме с больцманов- 
ским распределением электронов в случае горячих ионов изучались в ра­
боте [23].
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8 .2 .3 . Периодические и уединенные волны. Одномерные про­
стые (римановы) и автомодельные волны, рассмотренные выше, 
представляют собой простейшие типы нестационарных движений 
квазиравновесной плазмы. Волны обоих этих типов возникают, 
как мы видели, в случае длинноволновых возмущений плазмы 
(ajc 1). Вообще говоря, любые длинноволновые возмущения 
должны вследствие зависимости скорости распространения возму­
щения от его амплитуды распространяться в плазме в виде неста­
ционарных волн.

Иначе обстоит дело с коротковолновыми возмущениями. 
На участках волны, на которых характерный размер неоднород­
ности сравним с дебаевским электронным радиусом, становится 
необходимым учет дисперсии ионного звука, обусловливающий 
зависимость скорости распространения возмущения от длины 
волны. При этом зависимости скорости распространения возмуще­
ния от его амплитуды и от длины волны могут взаимно компенси­
роваться. Таким образом, при учете дисперсии звука в плазме 
становятся возможными стационарные волны, к изучению которых 
мы сейчас и перейдем.

В одномерной стационарной волне все величины зависят, оче­
видно, от координат и времени в комбинации х ' = х — Vt, где V  — 
постоянная. Переходя к системе отсчета, движущейся вместе 
с волной (т. е. движущейся со скоростью V по отношению к лабо­
раторной системе), и используя (8.2.1.1) и (8.2.1.2), получим

uni =  u0re10, 1/2mlu2 Z ef =  а/2т^а2, (8.2.3.1)

где и0 и ni0 — значения скорости и плотности ионов в точке, в кото­
рой потенциал <р принят равным нулю (здесь и далее мы опускаем 
индекс x j  компоненты скорости их). Уравнения (8.2.3.1) выра­
жают, очевидно, тот факт, что число ионов и полная энергия иона 
являются интегралами движения. Вместе с соотношением (8.2.1.6) 
и уравнением Пуассона

(8.2.3.2)

соотношения (8.2.3.1) образуют полную систему уравнений, опре­
деляющих распределение величин и , ni7 пе, ср в одномерной ста­
ционарной волне.

Решая эти уравнения и вводя электрическое поле Е = —д<р/дх, 
получим

Ег — 8пе J (пе (ср) — Zni (?)} df, (8.2.3.3)
о
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где функция пе (tp) определяется формулой (8.2.1.6), а

<8-2-3-4)

за начало отсчета потенциала tp выбрана точка, в которой Е = 0;
— значение плотности электронов в этой точке. 
Выполняя в (8.2.3.3) интегрирование, получим

12 Ze<p (8.2.3.5)

Зная функцию Е2 (<р), легко получить уравнение, определяю­
щее потенциал <р как функцию координат и времени; имеем

V t =  + Г - = ^ = .  (8.2.3.6)

В общем случае, когда пе0 =£= 
y^=Znl0, соотношения (8.2.1.6),
(8.2.3.4)’ — (8.2.3.6) определяют 
распределение характеризующих 
плазму величин в одномерной пе­
риодической волне. Распределе­
ние потенциала в такой волне 
представлено схематически на
рис. 8.2.1. Амплитуда потенциала волны <ртах определяется, оче­
видно, из уравнения

Рис. 8.2.1. Распределение элек­
тростатического потенциала 
в одномерной периодической ста­

ционарной волне.

<8 -2 А 7 >

Для длины волны имеем
ш̂ах

Х =  (2ш и ТГ ‘- j  { ^ ( ™ p { ? ] - l ) + ^ [ ( l - ^ - l ] } J4 .

(8.2.3.8)

В особом случае, когда в некоторой точке одновременно обра­
щаются в нультплотность заряда и электрическое поле (ne0= Z n i0), 
уравнения (8.2.1.6), (8.2.3.4) описывают так называемую уеди­
ненную волну, представляющую собой равномерно движущийся 
сквозь плазму всплеск потенциала [19] (см. также [22]). Уеди­
ненная волна соответствует вырожденному случаю периодической 
волны: последняя переходит в уединенную волну, если X-> оо. 
(Заметим, что аналогичная ситуация имеет место в обычной гидро­
динамике в теории распространения волн в канале конечной
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глубины, где также возможны периодические и уединенные 
волны [24]).

Остановимся на структуре уединенной волны несколько под­
робнее. (Распределение потенциала в уединенной волне схемати­
чески представлено на рис. 8.2.2.) Учитывая, что вдали от гребня

в невозмущенной области — плазма покоится (в лабо­
раторной системе), имеем w0—— V. 
Используя (8.2.3.6), нетрудно оп­
ределить потенциал ср вдали от 
гребня волны (\x— Vt\ -> оо):

волны

< Р ехр X Vt |
а s !  1 V

е

( 8 . 2 . 3 . 9 )

Рис. 8.2.2. Распределение 
электростатического потен­
циала в уединенной волне

сжатия.

где ys — скорость ^ионного звука и 
— электронный дебаевский радиус. 

Мы видим, что уединенная волна 
двигается (в лабораторной системе 

отсчета) со сверхзвуковой скоростью (V  >  us), причем воз­
мущение вдали от гребня волны убывает по .экспоненциальному 
закону.

Полагая в (8.2.3.7) ne0 =  Zni0y uQ =  — F, получим уравнение, 
определяющее амплитуду потенциала в уединенной волне:

i  +
v
V2 1

2  Z e f шах V

т,- V2 V'2ехр е<Ртах 0. (8.2.3.10)
е

Нетрудно показать, что это уравнение имеет решение лишь 
в области Замечая, что амплитуды плотностей электро­
нов и ионов пеmax, пш&х связаны, согласно (8.2.1.6), (8.2.3.4),
с <ргаах соотношениями

пе шах ие0 ехр б ^ т а х

е
П \ шах П 10 ( 1

2  Z e y max
m{V 2 г (8.2.3,11)

мы видим, что петах>>пе0 и п^т&х̂ >п[0. Таким образом, уединен­
ная волна в квазиравновесной плазме с максвелловским распре­
делением электронов по скоростям всегда является волной сжатия.

Согласно (8.2.3.10) между амплитудой волны и скоростью ее 
распространения существует однозначная зависимость [19]

V2 V S
(ехр {е<ртах/Ге} — 1)2

2 ехр {е?тах/Ге} — 1 — e?ms.JT
(8.2.3.12)

е

Если амплитуда уединенной волны мала (есртах <€ ^е)* Т0 
скорость ее распространения стремится, согласно (8.2.3.12),
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к скорости ионного звука оъ. Распределение потенциала в этом 
случае определяется формулой

? =  — т - = - S ' - (‘ -  (8 -2 -3-13)
{ — 3 ^ —  V I  —  » > /  и *  j

Заметим, что уравнение (8.2.3.10) имеет решения лишь при 
не слишком больших значениях <fmax. Это означает, что уединен­
ные волны не могут иметь сколь угодно большой амплитуды. 
Максимально возможное значение амплитуды уединенной волны 
можно определить из уравнения 1l2r n y 2,= Z e <ршах, представляющего 
собой условие того, что ионы на гребне волны полностью теряют 
свою кинетическую энергию (при больших значениях сршах ионы 
были бы уже не в состоянии перевалить через образованный вол­
ной потенциальный барьер). Решая это уравнение совместно с урав­
нением (8.2.3.12), получим

хЯ*1,ЗГв; V t t l ytivs.

Заметим в заключение, что уединенные волны (называемые 
также солитонами) играют, по-видимому, особую роль в процес­
сах распространения возмущений в бесстолкновительной плазме. 
Как показали машинные эксперименты [25, 26] (проведенные 
с нелинейными уравнениями типа уравнения Кортевега — 
деВриза), возмущение произвольной формы является, вообще го­
воря, неустойчивым и распадается с течением времени на последова­
тельность бегущих друг за другом со литонов.

8.2 .4 . Квазиударные волны. В случае уединенных волн со- 
стояние нлазмы позади волны совпадает с состоянием плазмы 
перед передним фронтом волны: при х — Vt — оо , как и нри 
х —Vt + о о , плазма (в лабораторной системе) покоится, причем 
как электрическое поле, так и плотность заряда в ней равны нулю. 
В бесстолкновительной плазме возможны стационарные волны еще 
и другого типа, когда состояние плазмы позади волны не совпа­
дает с состоянием плазмы перед фронтом волны — так называемые 
квазиударные волны [22]. В этом смысле они аналогичны ударным 
волнам. Однако, в отличие от обычных ударных волн, структура 
которых существенно определяется диссипативными эффектами, 
квазиударные волны возникают и в отсутствие диссипации, при­
чем ширина фронта этих волн может быть значительно меньше 
длины свободного пробега частиц плазмы (в частности, в плазме 
в отсутствие магнитного поля ширина фронта квазиударной волны 
равна по порядку величины электронному дебаевскому радиусу)*

Квазиударная волна возникает в том случае, если по какой- 
либо причине в плазме нарушилась симметрия пространственног0 
Распределения плотностей частиц или электрического поля. В слу~ 
чае квазиравновесной плазмы с максвелловским распределением
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электронов по скоростям [21] такой причиной может быть отра­
жение ионов от образованного волной потенциального барьера. 
Передний фронт возмущения имеет при этом ту же форму, что 
и передний фронт уединенной волны, но позади гребня волны воз­
мущение не спадает экспоненциально, а осциллирует. Профиль 
такой квазиударной волны представлен схематически на рис. 8.2.3.

Считая для простоты плотность отраженных ионов nir малой 
(/fcir^W i), мы можем, очевидно, определить распределение потен­
циала в переднем фронте волны (область / ) ,  подставляя в уравне­
ния (8.2.3.5), (8.2.3.6) ne0~ Z n i0 и щ ~  — V. В результате получим

?

X — Vt — (8тте0Ге)-‘Аf exp {e f/Те} — 1 - f
0

+ w

1  _  2 Z e ?  _______I

mL F2 ~/2dcp. (8.2.4.1)

Максимум потенциала f max и максимумы плотностей электро­
нов и ионов nem&xy nim&x определяются по прежнему из соотноше­
ний (8.2.3.10), (8.2.3.11). Мы видим, что, как и в случае уеди­
ненной волны, nim&x̂ >ni0; поэтому квазиударную волну в плазме 
с максвелловским распределением электронов можно назвать ква­
зиударной волной сжатия.

В области осцилляций (область II) имеем
шах г

ж—-P *=(8im emax Ге)-7, jj exp (еср/Тв) — 1 -J-
о

-j_ Z - - !-шах~  'hi - i™ - ( j / l  — 223.------ i'll V*df, (8.2.4.2) 
1 ".шк V\ Vr m-------------- /. 7’ v '

raim a x —  n i r  t tmax I I  /  4  2 Z e f

max

гДе m̂ax =  V2— 2Zefmax/mi. Для минимального'значения потенциала 
в области осцилляций cpmin и для длины волны осцилляций X получим

ехр тЛ ь

. 1 J _ главна— "iс . I 1 _  _  l )  — 0,(8.2.4.3)
'  r a e n , a x  « » *  \ r  1 » , » ^  ;  , v  >

0

X =  (2imemax rj-V . J exp (е<р/ Y’e) —  1
<p min—<p max

I z  ttjmax-nir *1^ (1/ 1 ------- l V Al d ? . (8.2.4.4)
^  И е т к  * »  V r  )  .  r  K
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Таким образом, квазиударная волна связывает между собой 
два различных состояния плазмы — невозмущенную плазму перед 
фронтом волны и плазму с периодическими осцилляциями вели­
чин Е , гсе, ггр ср и т. д. — позади фронта волны. Если при этом под 
шириной фронта волны х0 понимать размеры пространственной 
области, разделяющей эти два со-
стояния плазмы, то, согласно i#W
(8.2.4.1), имеем

х  a e ( l - v y V * ) - 4 > ,

Рис. 8.2.3. Распределение 
электростатического потен­
циала в квазиударпой волне

сжатия.

где ае — электронный 
радиус. Мы видим, что ширина 
фронта квазиударной волны в бес­
столкновительной плазме может быть 
значительно меньше длины свобод­
ного пробега частиц, определяющей, 
как известно, ширину ударной волны 
в обычной газодинамике (см. гл. 3).

Разумеется, осцилляции в квазиударной волне будут в резуль­
тате диссипативных эффектов медленно затухать. Мы не будем 
останавливаться на вопросе о затухании осцилляций подробнее.

§ 8 .3 . Нелинейные волны в свободной 
неравновесной плазме

8.3 .1 . Уравнения, описывающие нелинейную волну в неравно­
весной плазме. Слабозатухающие ионно-звуковые колебания могут 
распространяться не только в двухтемпературной плазме, но и 
в плазме с произвольными (не обязательно максвелловскими) 
распределениями частиц по скоростям, если только средняя энер­
гия хаотического движения электронов значительно превосходит 
среднюю энергию хаотического движения ионов. При этом ионно­
звуковые колебания малой амплитуды характеризуются по- 
прежнему законом дисперсии

= vsk (1 +  а1к*у\ (8.3.1.1)с о

где

и а
v ,  =  « о

дебаевский электронный радиус, связанный с функциейwe а «ухс/хх j. j j и п д ш и  и , и д л о а п д н ш
распределения электронов но скоростям Fe (v) соотношением

ае
4тсе2 Г Л f)Fe \  d%v 

) \  д \  )  (kv)те
(8. .3.1.2)

«io и пе0
\мг

Zni0 — по-прежнему невозмущенные значения плотно­
стей ионов и электронов.
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Таким образом, характер дисперсии ионно-звуковых колебаний 
малой амплитуды в плазме с немаксвелловскими распределениями 
частиц по скоростям ничем не отличается от характера дисперсии 
аналогичных колебаний в плазме с максвелловскими распределе­
ниями; следует лишь под температурой электронов понимать ве­
личину

Иначе обстоит дело в случае нелинейных ионно-звуковых коле­
баний; поведение последних, как будет показано ниже, оказывается 
существенно зависящим от вида электронной функции распре­
деления.

При изучении нелинейных ионно-звуковых колебаний в не­
равновесной плазме мы можем по-прежнему исходить из уравне­
ний (8.2.1.1)—(8.2.1.4), понимая под FQ (v) уже немаксвелловскую 
функцию распределения электронов по скоростям. В случае 
одномерных колебаний, рассмотрением которых мы ограничимся, 
легко найти решение кинетического уравнения (8.2.1.4). Вводя 
обозначение Fe(v) =  Fe(^ ; v j ,  получим

(ось х  соответствует направлению распространения волны).
Интегрируя последнее соотношение по скоростям электронов, 

получим «уравнение состояния» электронов

заменяющее в случае неравновесной плазмы соотношение (8.2.1.6). 
Вместе с уравнением Пуассона (8.2.3.2) и соотношениями (8.2.2.1),
(8.2.2.2), это уравнение состояния образует полную систему урав­
нений, описывающих нелинейные одномерные движения плазмы 
с произвольным распределением частиц по скоростям.

8.3 .2 . Простые волны в неравновесной плазме. Переходя 
к изучению простых (римановых) волн в неравновесной плазме [27], 
заметим прежде всего, что, как и в случае плазмы с максвеллов­
ским распределением электронов, такие волны могут возбуждаться 
лишь в случае длинноволновых возмущений плазмы (aQk<^ 1). 
В этом случае можно не учитывать возникновения в плазме про­
странственного заряда, считая, что n^—Znv Поэтому при иссле­
довании простых волн можно исходить из уравнений (8.2.2.1),
(8.2.2.2) и уравнения состояния

Учитывая, что в случае простых волн все характеризующие 
плазму величины могут быть представлены в виде функций одной

Т ^ е О ^ е (8.3.1.3)

п „  =  п е (<?), (8.3.1.5)

ne =  Zni =  na (ср). (8.3.2.1)
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из них (например, получим систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений для функций u  (n L), ср (?г.), причем фазовая 
скорость волны V (пd) определится из условия разрешимости этой 
системы. Вводя обозначения

Д ( Л  £ 4  (у) (у —  0 ,  1,  2 , . . . ) ,  (8 .3 .2 .2 )V
e Z 2n i

находим

’ dni ’ *

n^ =  Z n .

(8.3.2.3)

где s —4-1 в зависимости от того, распространяется ли волна 
в положительном или отрицательном направлении оси х .

Система уравнений (8.3.2.3) вместе с соотношением (8.3.1.4) 
позволяет исследовать направление изменения характеризующих 
плазму величин (включая функцию распределения электронов) 
и проследить за развитием возмущения конечной амплитуды.

Заметим прежде всего, что на участках сжатия возрастают 
плотности частиц обоих сортов и электростатический потенциал, 
а на участках разрежения эти величины убывают.

Проследим, как меняется в простой волне функция распреде­
ления электронов. Замечая, что d^>/dni > 0  и используя (8.3.1.4),

dFe ^  плегко показать, что при значениях скорости, для которых vx 0,
число электронов со скоростями в интервале (v, v -fd v ) в волне 
сжатия увеличивается, а в волне разрежения уменьшается.

д р

Наоборот, при значениях v, для которых >  0, число элек-
V V  х

тронов со скоростями в интервале (v, v + d v ) увеличивается в волне 
разрежения и уменьшается в волне сжатия. В частности, если 
исходное распределение электронов по скоростям имеет, наряду 
с максимумом при ^ = 0 ,  еще узкий всплеск, охватывающий не­
большую область скоростей, то по мере движения волны сжатия 
(разрежения) всплеск перемещается в область больших (меньших) 
значений \vj.

Чтобы определить, как изменяется форма ионно-звуковой 
волны, нужно вычислить производную dVldnv Используя (8.3.2.3) 
и полагая для определенности е = + 1 ,  получим

d V  v s / о  n „D {2)

dn-x 2п ' т ( 3 - ш ш г )  < 8 ' 3 ' 2 ' 4 )

В зависимости от вида электронной функции распределения 
величина dV/dni может быть положительной, отрицательной,
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равной нулю или знакопеременной, т. е. положительной при одних 
и отрицательной при других значениях потенциала ср. (Напомним, 
что как в обычной, так и в магнитной гидродинамике величина 
dV/dni всегда положительна).

Если dVldni >  0 (нормальный случай), то, как и в обычной 
гидродинамике, участки большей плотности движутся с большей 
скоростью; поэтому на участках сжатия возникают разрывы *). 
Автомодельные волны в этом случае являются волнами разреже­
ния. Такая возможность осуществляется, в частности, при максвел­
ловском распределении электронов по скоростям (см. выше) и 
при распределении в форме ступеньки

F М  —  ( ° ’
(const, y<Cl7o(^j).

Если при всех значениях потенциала d V /dn^0, то при распро­
странении волны все участки движутся с одной и той же скоростью, 
поэтому профиль волны не искажается и разрывы не возникают. 
Учитывая (8.3.2.3), можно убедиться, что скорость ионного звука
и величина \Ар меняются в этом случае обратно пропорционально
плотности, т. е.

vsni =  const, cpraf =  const.

Случай dVjdni =  0 реализуется, в частности, при распределе­
нии вида Fe (у) =  const {uz -j- (п{)}~2.

Если dV/dns <  0 (аномальный случай), то участки большей 
плотности движутся с меньшей скоростью. Поэтому разрывы 
возникают на участках разрежения; автомодельные волны яв­
ляются волнами сжатия. Это реализуется, в частности, если функ­
ция распределения электронов по скоростям имеет вид

Fe (у) =  const (i/2 - f  vl («i)}43,

где 3/ 2 <C p <C 2. Заметим, что в данном случае скорость звука иа 
в волне разрежения увеличивается, а в волне сжатия уменьшается.

Остановимся, наконец, на случае, когда величина dV/dn 
может быть в зависимости от значения потенциала <р как положи­
тельной, так и отрицательной. Для определенности будем считать, 
что dV/dni >  0 при ср <  <pi и dV!dni <С 0 при ср >  срх, где ср: —не­
которое критическое значение потенциала. При движении в такой 
плазме волны сжатия «вершина» волны (т. е. участки с па ,

*) Мы применяем термин разрыв к узким областям, в которых градиенты 
характеризующих плазму величин становятся столь большими, что исходное 
соотношение пе =  Zn^ делается неприменимым. При авк >  1 необходимо учи­
тывать дисперсию ионного звука. При дальнейшем увеличении градиентов 
в этих областях могут возникать многопотоковые течения или ударные волны.
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где па  определяется из уравнения у (ии) =  <Рх) будет отставать от 
ее «основания» (т. е. от участков с щ <  па ); поэтому значение 
плотности в точке разрыва, развивающегося из такой волны, не 
может превосходить При движении волны разрежения также 
может возникнуть разрыв; значение плотности в точке разрыва 
не может быть меньше ntl.

Если, наоборот, d,V/dni <  0 при ср <  f 2 и dV/dnt >  0 при 
ср >  <р2, то, как нетрудно убедиться, плотность в точке разрыва 
не может превосходить nvl, если разрыв развился из волны разре­
жения, и не может быть меньше nj2, если он развился из волны сжа­
тия (критическое значение плотности ге12 определяется из уравне­
ния ср (»i 2) =  Ъ)-

Обе указанные возможности реализуются, в частности, если 
распределение электронов по скоростям является суперпозицией 
двух максвелловских распределений — «горячего» и «холодного», 
т. е.
Fе (v) =  (п.) ехр {— m jP IlT ^  -j- v2 («.) ехр {--7?г61;2/2 Г 2}, 7’, >  Т2.

Остановимся еще кратко на вопросе о движениях неравновес­
ной плазмы, возникающих при ее равномерном сжатии или рас­
ширении (аналог гидродинамической задачи о поршне).

Как известно, установившимися движениями равномерно сжи­
маемой (или расширяющейся) плазмы могут быть (в отсутствие 
разрывов) только автомодельные волны. Если dV/dni >  0, то 
автомодельная волна (являющаяся в этом случае волной разре­
жения) возникает при расширении плазмы. Если dV/dni <СО, 
то автомодельная волна (представляющая собой в этом случае волну 
сжатия) возникает при сжатии плазмы.

Используя (8.3.1.4), (8.3.2.3), можно связать изменения АХ 
характеризующих плазму величин X  в автомодельной волне со 
скоростью поршня щ. В частности, если и0 <€., vs, то

* > . = 0 .  *  =  -= 3 = * -.

■ 4 = V a ( i - д а ) .  * г . < т ) . - у
(8 .3 .2 .Г))

8 .3 .3 . Стационарные волны. При распространении в плазме 
длинноволновых ионно-звуковых колебаний с линейным законом 
дисперсии профиль волны, вообще говоря, меняется со временем 
(исключение составляет случай плазмы с электронной функцией 
распределения вида FK (v )=const ~а, для которой звуко­
вая волна распространяется без искажения формы).

На участках волны с характерным размером неоднородности 
порядка электронного дебаевского радиуса существенное значе­
ние приобретает дисперсия ионного звука, вследствие которой
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становится возможным существование волн стационарного профи­
л я—уединенных, периодических и квазиударных. К изучению рас­
пространения таких волн в неравновесной плазме мы сейчас и перей­
дем [28].

В случае неравновесной плазмы распределения скорости, плот­
ности ионов и электростатического потенциала в одномерной ста­
ционарной волне (в системе отсчета, движущейся вместе с волной) 
определяются, очевидно, теми же соотношениями (8.2.3.1), (8.2.3.2), 
что и в случае плазмы с максвелловскими распределениями частиц. 
Добавляя к ним уравнение состояния (8.3.1.5), получим полную 
систему уравнений, описывающих такую волну.

Решая эти уравнения, нетрудно убедиться, что распределение 
физических величин в стационарной волне определяется в случае 
неравновесной плазмы теми же соотношениями (8.2.3.3), (8.2.3.4),
(8.2.3.6), что и в случае плазмы с максвелловским распределением 
электронов по скоростям, если только под пе (ср) понимать функ­
цию, получающуюся при интегрировании по скоростям немаксвел­
ловской функции распределения (8.3.1.4).

В общем случае, когда ne0y^=Zni0, эти соотношения определяют 
распределение характеризующих плазму величин в одномерной 
периодической волне. Экстремальное значение потенциала <pextr 
находится, очевидно, из уравнения

Textr

J {ne ( ? ) - Z n i (9)}d<f  =  0, (8.3.3.1)
о

а длина волны равна
fextr | 9 W /2

X =  (2i«0-V. j J [ » , ( ? ')  - z rei (? ')]< ¥  df. (8.3.3.2) 
0 U )

В особом случае, когда плотность заряда и электрическое поле 
обращаются в нуль в одной и той же точке (ne0= Z n l0), соотноше­
ния (8.2.3.3), (8.2.3.4), (8.2.3.6) описывают уединенную волну, 
на структуре которой мы^остановимся несколько ̂ подробнее.

Заметим прежде всего, что вдали от гребня волны (\х— Vt\ —> оо) 
распределение потенциала в уединенной волне в случае неравно­
весной плазмы определяется, согласно этим соотношениям, той же 
формулой (8.2.3.9), что и в случае плазмы с максвелловскими рас­
пределениями частиц; только в случае неравновесной плазмы для 
электронного дебаевского радиуса ае следует пользоваться выра­
жением (8.3.1.2) или эквивалентным ему выражением

в„ =  ( 4тсеД(1))-‘А. (8.3.3.3)
Мы видим, что и в случае неравновесной плазмы уединенная 

волна движется (в лабораторной системе отсчета) со сверхзвуковой 
скоростью (F  >  vs0, vs0 — значение скорости ионного звука при
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щ = п 10), причем возмущение вдали от гребня волны убывает 
по экспоненциальному закону.

Полагая в (8.2.3.4), (8.3.3.1) ne0= Z « 10, ич =  — V, получим 
уравнение, определяющее величину cpextr̂

Vextr
5 {ne ( ? ) - n e0( i - 2 Z e < ?lmiV y i> )d ? = 0 .  (8.3.3.4)
о

При максвелловском распределении электронов по скоростям 
последнее уравнение (принимающее в этом случае вид (8.2.3.10)), 
как указывалось выше, имеет решение cpextr 0. При этом вместе 
с потенциалом возрастают, очевидно, плотности ионов и электро­
нов (уединенная волна сжатия).

Возможны, однако, такие распределения электронов по скоро­
стям, при которых уравнение (8.3.3.4) имеет решение не в области 
положительных, а в области отрицательных значений потенциала 
'fextr- При этом плотности ионов и электронов в уединенной волне 
убывают (уединенная волна разрежения). Такой случай реали­
зуется, в частности, для распределений, имеющих вид Fe (v) =  
= const {vz+vf,) л  где 3/ 2 <  р < 2 .

Покажем, что уединенная волна сжатия возникает при функ­
циях распределения, приводящих к увеличению градиентов на 
участках сжатия (нормальный случай), а уединенная волна раз­
режения — при функциях распределения, приводящих к увели­
чению градиентов на участках разрежения (аномальный случай)

Заметим, что подынтегральное выражение в соотношении
(8.3.3.4) обращается в нуль при tp=0 и при ср'= ср15 где лежит 
в интервале (0, <pextr). Поэтому величина

{ < 2 (?) -  пёо ( 1 -  ^ w ) }

обращается в нуль при некотором значении ф=<р2> лежащем в ин­
тервале (0, tfi). Учитывая, что в силу условия V 5> vs0 величина А 
при ср=0 отрицательна, имеем

(sgn ?extr)^ M < p ))~ 2> 0 .  (8.3.3.5)

Кроме того, профиль простой волны искажается в нормальном на­
правлении, если выражение (8.3.2.4) положительно, и в аномаль­
ном направлении, если оно отрицательно, причем, согласно
(8.3.3.5), это выражение имеет тот же знак, что и величина tpextr*).

rts_ _ d 2 ( ree (<f ) ) -2) Функция j p  предполагается монотонной; в случае немонотон­
ных функций градиенты в простой волне могут, иак указывалось выше, воз­
растать в зависимости от величины возмущения и на участках сжатия, и на 
участках разрежения.

27 Под ред. А. И. Ахиезера
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Если по какой-либо причине нарушилась симметрия простран­
ственного распределения физических величин в плазме, то возни­
кает волна, передний фронт которой имеет ту же форму, что и 
передний фронт уединенной волны, но позади гребня волны воз­
мущение не спадает экспоненциально, а осциллирует (квазиудар- 
ная волна).

В случае уединенной волны сжатия такой причиной, нарушаю­
щей симметрию пространственного распределения величин и 
приводящей к возникновению квазиударной волны сжатия, может

служить отражение ионов от обра­
зуемого волной потенциального 
барьера. В случае уединенной волны 
разрежения аналогично может про­
исходить отражение электронов от 
образуемого волной потенциального 
барьера; в результате может возник­
нуть квазиударная волна разреже­
ния.

Профиль квазиударной волны 
разрежения представлен схемати­
чески на рис. 8.3.1. Распределение 
величин на переднем фронте волны 
(область I) описывается по-прежнему 

уравнениями (8.2.3.3), (8.2.3.4), (8.2.3.6) (с ne0= Z n i0 и и0=  — V), 
причем экстремум потенциала <pextrHEcpmin (являющийся в этом 
случае минимумом) определяется из соотношения (8.3.3.4). В об­
ласти I I  уравнение (8.2.3.3) должно быть заменено соотноше­
нием

v
Е2 =  8пе j [гс+ (ср) —- Zni (f)] dtp, (8.3.3.6)

min

где : пе — nei (nei — плотность отраженных электронов). От­
сюда для максимального значения потенциала в области осцилля­
ций !ргаах И ДЛЯ длины волны осцилляций X получим соотношения

?шах

5 [в+ (ср) — Zn, (<P)J d f  =  0. (8.3.3.7)
¥ min

T maz { 0 1 - ‘/ j

I =  (2ney/> j J №(<?') — Zn.L (cp ')]d f dcp. (8.3.3.8)
cpmin '<p *

Аналогичную структуру имеет квазиударная волна сжатия (при 
этом, очевидно, cpext r = ? ma*I>0)- Чтобы определить характеризу-

Рис. 8.3.1. Распределение 
электростатического потен­
циала в квазиударной волне 

разрежения.
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ющие эту волну величины, следует сделать в формулах (8.3.3.6)
(8.3.3.8) замены Пет -»•— Zttir, <pmax —> cPmin, ?mii -*• Ттах (reir плот­
ность отраженных ионов). Разумеется, осцилляции в квазиудар­
ных волнах обоих типов будут в результате диссипативных эф­
фектов медленно затухать.

Как отмечалось выше, уединенная, а следовательно, и квази- 
ударная волна движется по отношению к невозмущенной плазме 
со сверхзвуковой скоростью (F  vs0). По отношению же к плазме, 
находящейся позади гребня волны, квазиударная волна дви­
жется со скоростью, меньшей скорости звука (и <С vs). В самом 
деле, выражение в правой части (8.3.3.6) положительно и обра­
щается в нуль в точках <p=<pmta и <р=<рг; поэтому оно должно иметь 
отрицательную вторую производную. Вместе с тем эта производная 
равна 8izeDll) (1—v% /и2).

8 .3 .4 . Многопотоковые течения в неравновесной плазме. Рас­
смотрим теперь нелинейные многопотоковые течения в неравно­
весной плазме, в которой средняя энергия электронов значительно 
превосходит среднюю энергию ионов [28]. Как отмечалось выше, 
такие течения могут возникать при распространении волн конеч­
ной амплитуды в плазме, содержащей первоначально лишь один 
ионный поток. Кроме того, многопотоковые течения могут возни­
кать и при распространении в плазме уединенных и квазиударных 
волн. В частности, в случае квазиударной волны сжатия ионы, 
отражаясь от создаваемого волной потенциального барьера, могут 
образовывать перед фронтом волны три потока. В случае уеди­
ненной (или квазиударной) волны разрежения возможно появле­
ние многопотокового течения внутри возмущенной области, созда­
ваемого захваченными волной ионами.

Особенностью плазмы с несколькими потоками ионов является 
возможность возникновения в ней неустойчивости ионно-звуковых 
колебаний. При этом, как будет показано ниже, могут реализо­
ваться два случая: либо волна удалится с течением времени от 
пространственной границы области неустойчивости, либо на гра­
нице этой области возникнет разрыв.

При описании многопотоковых течений плазмы будем исходить 
из гидродинамических уравнений с самосогласованным полем для 
ионов каждого потока. Ограничиваясь одномерными движениями, 
имеем

т г + “ - ^ + - ^ - 5 - = ° -  < 8 - 3 « >

4 г + Я  ('■.“ .) =  0. (8.3.4.2)

где п. и и. плотность и гидродинамическая скорость ионов 
1-го потока (1=1, 2 ------- - N), щГш eZ( -  масса и заряд иона, при­

27*
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надлежащего к i-му потоку (ось х  выбрана в направлении распро­
странения волны; здесь и далее мы опускаем индекс х  у  компоненты 
скорости u j .  Вместе с уравнением Пуассона

и уравнением состояния электронов (8.3.1.5) соотношения (8.3.4.1),
(8.3.4.2) образуют полную систему уравнений, описывающих 
многопотоковые течения плазмы.

В случае крупномасштабных движений, когда длина, на кото­
рой существенно меняются характеризующие плазму величины, 
велика по сравнению с электронным дебаевским радиусом, 
в (8.3.4.3) можно не учитывать первого слагаемого. При этом урав­
нения (8.3.4.1) — (8.3.4.3) допускают решения в ’виде простых волн, 
соответствующие таким движениям плазмы, при которых возму­
щения всех величин распространяются с одной и той же скоростью.

В случае простых волн все величины, характеризующие плазму, 
можно, как известно, представить как функции одной из них, 
которая в свою очередь является функцией х  и t. Выбирая в ка­
честве такой величины потенциал tp, получим для функций 
ni ~ ni (?)> ui ~ ui (?) систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений

где V = V  (tp) — фазовая скорость волны. Она определяется из 
условия разрешимости этой системы, т. е. из уравнения

Дисперсионное уравнение (8.3.4.5), являющееся алгебраиче­
ским уравнением степени 2N  (N  — число ионных потоков), 
имеет 2N  корней, из которых два — наименьший и наибольший — 
всегда вещественны, а остальные 2 (N —1) корней могут быть как

д
~д& (8.3.4.3)

dni __eZj Ilf с1и{ __eZ i I
_  m i ( V  —  UiY ’ dy m;  V —  Uf ’

(8.3.4.4)N

®(F) =  1, (8.3.4.5)

(8.3.4.6)

dJnejd<?J
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вещественными, так и комплексными. График функции Ф (V) 
представлен на рис. 8.3.2.

Если все 2N  корней дисперсионного уравнения (8.3.4.5) 
вещественны, то ионно-звуковые колебания будут устойчивыми. 
При этом в плазме могут распро­
страняться простые волны 2 N  
типов, характеризующиеся раз­
личными фазовыми скоростями 
V±i ( s = 1, 2, . . ., N ). Мы обоз­
начаем через V±i ближайшие к ие 
корни дисперсионного уравнения
(8.3.4.5), причем V_{ <  и( <  F+<.

На участках сжатия в каждой 
из простых волн возрастают по­
тенциал ср, плотность электронов 
пе и плотности п( (i —1,2 , ..., N) 
ионов, принадлежащих к каждому 
из N  потоков; на участках раз­
режения указанные величины убы­
вают.

Заметим, что если фазовая ско­
рость какой-либо волны близка 
к и(, то ионы i-ro потока, как видно из уравнений (8.3.4.4), вза­
имодействуют с этой волной особенно интенсивно.

Определим, как изменяется форма ионно-звуковой волны при 
ее движении в плазме. Используя (8.3.4.4)— (8.3.4.6), получим

d V  Д<1> /  <?Ф\-1 rceZ)(2> 1 /о а /  -ту
T f = — ( - 7 1 ? )  l 3 f f — ( f e i F t -  <8 ' З А 7 )

где

( 8 'З А 8 )* = 1

Знаменатель в этом выражении всегда положителен для волн с фа­
зовой скоростью V+i и отрицателен для волн с фазовой скоростью 

числитель же в зависимости от характера электронной функ­
ции распределения и, следовательно, в зависимости от вида урав­
нения состояния пе~ п е (ср) может иметь оба знака.

Легко убедиться, что G 1 (случай G= 1 реализуется, если 
в плазме существует лишь один ионный поток, т. е. iV = l) .  По- 
ЭТп?2) Д а)? _ Г ае электР°ННЬ1Х распределений, для которых.

3, разность в фигурных скобках в (8.3.4.7) всегда 
положительна. Чтобы проанализировать, как меняется в этом 
случае профиль волны, движущейся со скоростью F+< или F_f, 
удобно перейти к системе отсчета, в которой ионы г-го потока

Рис. 8.3.2. График функции 
Ф (F) для случая трех ионных 

потоков.
Уравнение Ф (У )= 1 определяет фазо­
вые скорости шести ветвей колебаний
V_!, У+1, У_2, У+2,;У_з, V+з в плазме
с тремя ионными потоками (щ , « 2, 

us — скорости потоков).
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покоятся. В этой системе участки с большей плотностью движутся 
в обеих указанных волнах с большей по абсолютной величине 
скоростью. Поэтому, как и в обычной гидродинамике, на участках 
сжатия возникают разрывы (или дополнительные ионные потоки); 
автомодельные волны являются волнами разрежения.

Случай 3G— nt,D<2> (D'1’) ~2 0 мы будем называть нормальным 
случаем. Нормальный случай реализуется, в частности, при мак­
свелловском распределении электронов по скоростям [29]. Как 
показано в п. 8.3.2, существует также класс функций распределе­
ния, для которых raeD (2) (£)(1))~2 >  3, так что разность в фигурных 
скобках в (8.3.4.7) может быть отрицательна. При этом разрывы 
возникают не на участках сжатия, как в нормальном случае, 
а на участках разрежения; автомодельные волны представляют 
собой волны сжатия (аномальный случай) [28]. Этот случай может 
реализовываться, в частности, для распределений, имеющих вид 

(v) =  const (v2 -j- где 3/2< p < 2 .
Подчеркнем, что в нормальном (аномальном) случае разрывы 

возникают на тех участках волны с фазовой скоростью V±i, 
которые являются участками сжатия (разрежения) для наблюда­
теля, двигающегося вместе с i-м потоком ионов. Разумеется, поня­
тие участков сжатия (разрежения) не инвариантно относительно 
перехода в движущуюся систему отсчета. Например, наблюда­
телю, движущемуся со скоростью, большей F+i (в частности, дви­
жущемуся вместе с ( j - f - l ) -M  потоком ионов), участки сжатия пред­
ставляются участками разрежения и наоборот.

Если среди корней дисперсионного уравнения (8.3.4.5) есть 
комплексные корни, то ионно-звуковые колебания в плазме не­
устойчивы. Легко видеть, что при приближении к границе области 
устойчивости фазовые скорости волн каких-либо двух типов при­
ближаются друг к другу, V+f<_1) ->  Ve, причем граница 
области устойчивости и критическая фазовая скорость опреде­
ляются из уравнений

® (F„) =  1, Ф '(Го) =  0 (8.3.4.9)
(штрих у функции Ф означает дифференцирование по F).

В частности, в плазме, содержащей два ионных потока, усло- 
вие^устойчивости, как следует из (8.3.4.9), имеет вид]

(аг — и2)2 ^  и?, (8.3.4.10)

ис =  (иЪ +  (8.3.4.10')
и ~vt l (vti) — скорость ионного звука для ионов первого (второго) 
потока. Вблизи границы области устойчивости имеем

1 / 41/ 1 f t  Щ — “ •> \2



Чтобы исследовать эволюцию волны вблизи границы области 
устойчивости, заметим, что величина И/ =  +  Ф' (F±i), положитель­
ная в области устойчивости и обращающаяся в нуль на ее границе, 
является, как и все величины в простой волне, функцией х  Vt. 
Поэтому неустойчивость не может возникнуть в простой волне, если 
в начальный момент плазма была устойчивой во всем пространстве; 
пространственная граница области неустойчивости х = х с (t), опре­
деляемая из уравнения W  (хс (t), t) = 0 , сносится вдоль характери­
стики.

Учитывая, что

^  =  ф" > ° -  

легко видеть, что величина dWIdy положительна (отрицательна) 
в нормальном (аномальном) случае. Поэтому, если в нормальном 
(аномальном) случае пространственная граница области устой­
чивости в начальный момент проходила по участку сжатия (разре­
жения), то в дальнейшем на этой границе разовьется разрыв. 
Если же граница области устойчивости приходилась на участок 
разрежения (сжатия), то расстояние между гребнем простой 
волны и точкой хс (t) с течением времени будет увеличиваться.

Заметим, что на границе области устойчивости величина dVIdy, 
характеризующая скорость изменения профиля простой волны (и, 
в частности, определяющая момент возникновения разрывов), 
обращается, согласно (8.3.4.7), (8.3.4.9), в бесконечность.

Рассмотрим подробнее двухпотоковые течения в том случае, 
когда плотность одного из потоков мала (га2 % ). При этом могут 
распространяться простые волны четырех типов. Волны двух 
типов имеют фазовые скорости V±1 =  u1 +  vsl, близкие к скорости 
ионного звука в плазме с ?га= 0 , движущейся со скоростью щ. 
Для таких волн, в соответствии с (8.3.2.4),

^ - ± - 2Н Г ~ Г  (8.3.4.12)

Поэтому в зависимости от вида электронной функции распре­
деления разрывы могут возникать либо на участках сжатия (нор­
мальный случай), либо на участках разрежения (аномальный 
случай).

Волны двух других типов имеют фазовые скорости, близкие к и2: 
v ±2 ~ u 2  ±  vs i{ i  — vlll(us, — u1)2}-'/*, (8.3.4.13)

Уравнения (8.3.4.4) принимают при этом вид 
— e Z2n.2 Г, 1,2
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Для производных dV±2jd<p, согласно (8 .3.4.7) получим
« a = ± i g i 4 !L / l_  »!. )■'■ (8.3.4.15)

d<f — 2Z 2n2 I (в 2 —  u j)2  J v >

Величина dV/dy, характеризующая скорость изменения формы 
волны, в волнах этого типа велика (она пропорциональна п V̂»), 
причем, независимо от вида электронной функции распределения, 
возможно лишь обычное направление изменения профиля волны 
(нормальный случай).

Заметим, что поток ионов малой плотности очень интенсивно
« -г-\ dn9  ̂ Ппвзаимодействует с такими волнами. В частности, -j— •

С1ТХ ̂  TZj

§ 8 .4 . Нелинейные волны в магнитоактивной плазме 
с горячими электронами

8.4.1 . Уравнения, описывающие нелинейную волну в плазме, 
находящейся в магнитном поле. В предыдущем параграфе были 
рассмотрены нелинейные волны в свободной неравновесной плазме 
с горячими электронами. Теперь мы перейдем к изучению нелиней­
ных волн в плазме с горячими электронами, находящейся во внеш­
нем постоянном и однородном магнитном поле [301, причем рас­
смотрим случаи как равновесной, так и неравновесной плазмы.

При описании движения ионов в магнитоактивной плазме 
с горячими электронами мы можем по-прежнему исходить из 
гидродинамических уравнений с самосогласованным полем, а при 
описании движения электронов — из кинетического уравнения 
для электронной функции распределения Fe (v),

4t- +  (u ----—  [uB0]- j- -^ --^ -  =  0 ,d t  d t j  тп^  0J I ТЩ d t
dn- 1 (o.4 .1 .1 )

-j- div (ftju) =  0 ,

-----— [vB0] 4^ - +  —  4^- 4^- =  0, (8.4.1.2)dr mbc L UJ <7V 1 TnQ dr dy 4

где B0 — внешнее магнитное поле, Ze и тп. — заряд иона и его 
масса. Добавляя к этим уравнениям уравнение Пуассона (8.2.1.3), 
получим полную систему уравнений, описывающих нелинейные 
движения неравновесной плазмы, находящейся во внешнем маг­
нитном поле.

Мы будем далее интересоваться случаем сильных магнитных 
полей, когда vKfc Zajcmjmр где иА =  В0 ( 4 т г — альвенов- 
ская скорость, ае — электронный дебаевский радиус, к -1 — длина, 
на которой существенно меняются величины, характеризующие 
плазму. В этом случае (о котором обычно говорят, как о случае
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сильно замагниченных электронов) удобно перейти от кинетиче­
ского уравнения (8 .4.1 .2) к усредненному по быстрому вращению 
электронов уравнению

( i + ^ 5 - ^ V . = 0- (8А1'3)
где /е — функция распределения, проинтегрированная по пер­
пендикулярным к магнитному полю составляющим скорости элек­
тронов («одномерная» функция распределения)

f A ^ = \ F ,{ y ) d v xdvy (8.4.1.4)

(ось z выбрана в направлении внешнего магнитного поля).
Решая уравнение (8.4.1.3), имеем

Д (и*; г, *) =  /в(и®-~<р(*, *)). (8.4.1.5)

Интегрируя далее это соотношение по скоростям электронов, полу­
чим «уравнение состояния» электронов

ne =  ne (q>), (8.4.1.6)
связывающее плотность электронов с электростатическим потен­
циалом.

Система уравнений (8 .4.1.1), (8 .2.1.3), (8 .4.1.6) описывает 
нелинейные движения плазмы с произвольным распределением 
электронов по скоростям, если средняя энергия электронов значи­
тельно превосходит среднюю энергию ионов, причем в зависимо­
сти от вида электронной функции распределения различный вид 
будет иметь уравнение состояния (8 .4 .1 .6).

Рассмотрим прежде всего случай не очень сильных магнитных 
полей, когда va/c <=S: аек, но по-прежнему vA/c Zaekme/mi. В этом 
случае, о котором обычно говорят, как о случае слабо замагничен­
ных ионов, в первом из уравнений (8 .4 .1 .1) можно не учитывать 
слагаемого с магнитным полем. Рассматривая одномерные движе­
ния плазмы и вводя переменную £=Vr/F, перепишем уравнения
(8 .4.1.1), (8 .2.1.3) в виде

{ 4 г + и ж ) и +  ^ 7 1 Т  =  0; +  <8 Л 1 -7 )

| | _ 4 ™ (?гв_ 2 я ;) =  0, (8.4.1.8)

где u=Vu/F и V — скорость волны.
Система уравнений (8.4.1.6)—(8.4.1.8) полностью аналогична 

системе уравнений, описывающих нелинейные движения неравно­
весной плазмы в отсутствие магнитного поля. Единственное су­
щественное различие между ними заключается в виде уравнения
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состояния: в магнитных полях, удовлетворяющих условию 
у а/с Zaekme/mi, величина пе (<р) является функционалом «одно­
мерной» функции распределения электронов /е, а не полной функ­
ции распределения Fe, как в случае B(j=0.

Нелинейные движения неравновесной плазмы в отсутствие 
внешнего магнитного поля подробно изучены в § 8.3. Указанная 
выше аналогия позволяет непосредственно перенести все выводы 
этого параграфа на случай плазмы, находящейся в не очень силь­
ных магнитных полях (vA/c<̂  а,.к). В частности, нелинейные волны 
в такой плазме должны иметь различный характер в нормальном 
случае, когда величина

<? =  3 — (8.4.1. 91

положительна, и в аномальном, когда величина Q отрицательна.
В нормальном случае разрывы (или многопотоковые течения) 

возникают в простой волне на участках сжатия, автомодельные 
волны являются волнами разрежения, уединенная волна представ­
ляет собой волну сжатия. В результате отражения ионов от 
образуемого такой волной потенциального барьера может возник­
нуть квазиударная волна сжатия. Нормальный случай реали­
зуется, в частности, при максвелловском распределении электро­
нов по скоростям.

В аномальном случае разрывы (или многопотоковые течения) 
возникают в простой волне на участках разрежения, автомодель­
ные волны являются волнами сжатия, уединенная волна представ­
ляет собой волну разрежения. В результате отражения электронов 
от образуемого такой волной потенциального барьера может воз­
никнуть квазиударная волна разрежения. Аномальный случай 
реализуется, в частности, если «одномерная» электронная функ­
ция распределения имеет вид

/е =  const (vl - f

где V3 <  P <  1 .
Наряду с нормальным и аномальным случаями возможен 

(как и в отсутствие магнитного поля) также и промежуточный 
случай @=0. При этом профиль волны при ее движении не иска­
жается и разрывы не возникают. Случай <2=0 реализуется, в част­
ности, если «одномерная» электронная функция распределения 
по скоростям имеет вид

/в =  const (uj +  ug)'1 .

8 .4 .2 . Простые магнитозвуковые волны. Рассмотрим теперь 
нелинейные волны в случае сильного магнитного поля (vAlc ajc). 
В этом случае (о котором обычно говорят как о случае сильно за- 
магниченных ионов) удобно перейти от гидродинамических урав-
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нений (8.4.1.1) к усредненным по быстрому вращению ионов урав­
нениям

Где е — среднее значение кинетической энергии циклотронного вра­
щения ионов, в( == J/2 т 1 (и2 — и*)-

Эти уравнения вместе с уравнением Пуассона (8 .4 .1 .8 )  и урав­
нением состояния электронов (8 .4 .1 .6 )  образуют полную систему 
уравнений, описывающих нелинейные движения плазмы с горя­
чими электронами, находящейся в сильном магнитном поле (не­
линейные магнитозвуковые волны).

В случае крупномасштабных движений (аек 1) в уравнении 
(8 .4 .1.8) можно не учитывать первого слагаемого. При этом урав­
нения (8.4.1.6), (8.4.1.8), (8.4.2.1) допускают решения в виде про­
стых волн. В случае простых волн, как мы уже неоднократно го­
ворили, все характеризующие плазму величины могут быть пред­
ставлены в виде функций одной из них, например плотности 
ионов nt, которая в свою очередь является функцией с, t. Урав­
нения (8.4.2.1) превращаются при этом в систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для функций <р (и,:), иг (n,.), e.t (и.;):

а фазовая скорость V—V (nt) определяется из условия разреши­
мости этой системы,

где vs — скорость ионного звука, определяемая формулой (8.3.2.2), 
и 0 — угол между направлением распространения волны и магнит­
ным полем (мы цолагаем для определенности 0 <  1Un)-

Соотношения (8.4.2.2), (8.4.2.3) позволяют исследовать на­
правление изменения характеризующих плазму величин и просле­
дить за развитием возмущения конечной амплитуды. Заметим 
прежде всего, что на участках сжатия возрастают потенциал <р 
и плотности электронов и ионов; на участках разрежения эти 
величины убывают. Что же касается et, то эта величина возрастает 
на участках разрежения и убывает на участках сжатия.

Чтобы установить, как меняется форма магнитозвуковой волны 
при ее движении в плазме, вычислим производную dV/dnr  Ис­
пользуя (8 .4.2 .2), (8 .4.2 .3), получим

(8 . 4. 2 .1 )
•^ -  +  -3 7 К О  =  °. LB,, grad (в, - f  Zecp)] =  О,

йиг _ vs dtf _ mivl dy _
dni ni ’ dtii ni ’ dnL eZnj ’

V = {u t +  va)c,osb, (8 .4.2.3)
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где величина Q определяется формулой (8.4.1.9). В зависимости 
от знака величины Q, т. е. в зависимости от вида электронной функ­
ции распределения, производная dVldn.x может быть положитель­
ной (нормальный случай), отрицательной (аномальный случай) 
или равной нулю. (Напомним, что как в обычной, так и в магнит­
ной гидродинамике производная dV!dni всегда положительна.)

Если dV/dni >  0, то (как и в магнитной гидродинамике) 
участки с большей плотностью движутся с большей скоростью; 
поэтому на участках сжатия возникают разрывы (или многопото­
ковые течения). Автомодельные волны являются при этом вол­
нами разрежения.

Если dVldn^—0, то при распространении волны все участки 
движутся с одной и той же скоростью; поэтому профиль волны 
не искажается и разрывы не возникают.

Наконец, если dV/dni 0, то участки с большей плотностью 
движутся с меньшей скоростью. При этом разрывы (или многопото­
ковые течения) возникают на участках разрежения и автомодель­
ные волны являются волнами сжатия.

8 .4 .3 . Стационарные магнитозвуковые волны. При распрост­
ранении в плазме длинноволновых магнитозвуковых колебаний 
с линейным законом дисперсии профиль волны, как мы видели, 
меняется со временем (исключение составляет плазма с электрон­
ной функцией распределения вида /e=const ®)-1; в такой 
плазме магнитозвуковая волна распространяется без искажения 
формы).

На участках волны, на которых характерный размер неодно­
родности сравним с электронным дебаевским радиусом (a jt—1), 
необходим учет дисперсии звука, описываемой первым слагаемым 
в уравнении (8 .4.1.8). При наличии дисперсии звука становятся 
возможными, как известно, волны стационарного профиля: уеди­
ненные, периодические и квазиударные.

Переходя к изучению стационарных магнитозвуковых волн, 
заметим прежде всего, что для таких волн нетрудно получить ре­
шение уравнений (8 .4.2.1) в замкнутой форме. Используя (8 .4.1.8), 
получим полную систему уравнений, описывающих стационарную 
волну:

nl (F — иг cos 6) =  ni0F;

(8 .4 .3 .1 )

st - f .  Zecp =  s 0; | J  =  4 « в { в в (<р) — Z ra,} ,

где V — скорость волны, 0 — угол между направлением распро­
странения волны и магнитным полем; ni0 и е0 — значения плот­
ности ионов и средней энергии их циклотронного вращения в точке,
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в которой иг= 0  (электростатический потенциал в точке, где иг= 0, 
принят равным нулю).

Решая эти уравнения, получим

0 ! ) 2 =  8пе j [га. (<р) -  Zn, (?)] d? , (8.4.3.2)
о

г д е

и. (ср) =  7г.0 (1 — cos2 Ojml V2) (8 .4.3.3)

Интегрируя далее (8 .4.3.2), получим соотношение, определяю­
щее потенциал ср как (неявную) функцию координат и времени

( 9 "j — Vz
S — Vt =  + (8ке)-'1г 5 I j К  (?') — Zni (ср')] dip' dcp. (8 .4.3.4)

В  общем случае, когда пе0 Zni0, это соотношение опреде­
ляет распределение потенциала в периодической магнитозвуко­
вой волне. Амплитуда такой волны |<рвх4г I и Длина волны ~к опре­
деляются уравнениями (8.3.3.1), (8 .3.3.2), в которые в качестве 
функции пх (ср) следует подставить выражение (8 .4.3.3).

Когда плотность заряда обращается в нуль одновременно 
со скоростью иг (т. е. ne0=Zni0), то А —> оо и периодическая волна 
вырождается в уединенную волну. Легко видеть, что все соотно­
шения, описывающие уединенную магнитозвуковую волну, мо­
гут быть получены из соответствующих соотношений, описываю­
щих уединенную ионно-звуковую волну в отсутствие магнитного 
поля, если произвести в последних замену F на F/cos 6.

Это позволяет, используя результаты предыдущего параграфа, 
сразу сделать ряд выводов о структуре уединенной магнитозву­
ковой волны.

Во-первых, возмущение в уединенной магнитозвуковой волне 
убывает вдали от гребня волны (при | £—Vt\ -> оо) по экспонен­
циальному закону

у ~  ехр {— 1е-~ Vt 1 VI — cos2 9/^2} , (8.4.3.5)

где vs0 — значение скорости ионного звука при | Vt\ со 
и ае — электронный дебаевский радиус, определяемый формулой 
(8 .3.3.3).

Отсюда, в частности, легко заключить, что уединенная волна 
движется относительно невозмущенной плазмы со скоростью, 
превосходящей скорость магнитозвуковых волн малой амплитуды 
(F >  vjcos 0|).
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Далее экстремальное значение потенциала в уединен­
ной магнитозвуковой волне <fexir определяется, очевидно, из 
уравнения

'P ex tr

j  [ » . (?) — ^ i0 С1 — 22е=р соь* 0/m, V r ‘A] d f =  0 . (8 .4 ,3.6)
о

В случае максвелловского распределения электронов это урав­
нение имеет решение в области положительных значений tp, 
tpextr >  0. Вместе с потенциалом в такой волне возрастают, 
очевидно, плотности ионов и электронов (уединенная волна 
сжатия).

Возможны также и такие распределения электронов по ско­
ростям, при которых уравнение (8.4.3.6) имеет решение не с 
положительным, а с отрицательным <pextr. Тогда плотности 
ионов и электронов в уединенной волне убывают (уединенная 
волна разрежения). Этот случай реализуется, в частности, для 
распределений, имеющих в основной области скоростей вид 
/е= const (yJ+ ^)-p, где 1/2 <  р <  1 .

Можно показать, что в плазме, находящейся в магнитном поле, 
уединенная волна сжатия возникает в случае электронных рас­
пределений, приводящих к увеличению градиентов на участках 
сжатия (нормальный случай), а уединенная волна разрежения — 
в случае электронных распределений, приводящих к увеличению 
градиентов на участках разрежения (аномальный случай). До­
казательство этого утверждения полностью аналогично изло­
женному в § 8.3 доказательству для случая свободной плазмы, 
и поэтому мы здесь .его не приводим.

Если по какой-либо причине нарушилась симметрия про­
странственного распределения физических величин в плазме, 
то возникает волна, передний фронт которой имеет ту же форму, 
что и передний фронт уединенной волны, но позади гребня волны 
возмущение не спадает экспоненциально, а осциллирует (квази- 
ударная волна). Как и в отсутствие магнитного поля, в случае 
уединенной волны сжатия (разрежения) такой причиной, нару­
шающей симметрию пространственного распределения величин 
и приводящей к возникновению квазиударной волны сжатия 
(разрежения), может быть отражение ионов (электронов) от обра­
зуемого волной потенциального барьера. Все соотношения, ха­
рактеризующие квазиударную магнитозвуковую волну, нетрудно 
получить из соответствующих соотношений § 8.3, если подста­
вить в последние функцию ni (tp), определяемую формулой (8.4.3.3); 
мы не будем поэтому приводить здесь соответствующих выра­
жений.

Заметим в заключение, что уединенная, а следовательно, 
и квазиударная волна движутся по отношению к невозмущенной
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плазме со скоростью, превосходящей скорость магнитозвуковой 
волны малой амплитуды (У >  y jc o s  Щ). По отношению же 
к плазме, находящейся позади фронта волны, квазиударная волна 
движется со скоростью, меньшей магнитозвуковой скорости.

§ 8 .5 . Нелинейные низкочастотные волны 
в холодной плазме, находящейся в магнитном поле

8 .5 .1 . Уравнения, описывающие нелинейную волну в холодной 
магнитоактивной плазме. В трех предыдущих параграфах мы 
изучали нелинейные волны в плазме с горячими электронами 
и показали, что в случае крупномасштабных возмущений про­
филь волны при ее движении искажается, что приводит к возник­
новению разрывов (или дополнительных ионных потоков). В ко­
ротковолновой же области возмущения в плазме с горячими 
электронами могут распространяться в виде волн стационарного 
профиля — периодических, уединенных и квазиударных.

Возможность распространения стационарных волн была су­
щественно связана с дисперсией ионно-звуковых (или магнито­
звуковых) колебаний. Длина дисперсии таких колебаний (т. е. 
тот характерный размер неоднородности, при котором дисперси­
онные эффекты начинают играть существенную роль) определяет­
ся электронным дебаевским радиусом; поэтому ширина фронта 
волны (уединенной или квазиударной) в плазме с горячими эле­
ктронами совпадает по порядку величины с дебаевским радиусом.

Теперь мы рассмотрим нелинейные низкочастотные волны 
в холодной плазме, находящейся в магнитном поле. (Высоко­
частотные волны в холодной плазме были рассмотрены в § 8 .1 .) 
В такой плазме, как известно, могут распространяться колебания 
с линейным законом дисперсии в длинноволновой области, при­
чем их фазовая скорость совпадает с альвеновской скоростью. 
При распространении такой волны, как мы увидим, профиль ее 
искажается, что приводит к возникновению разрывов (или много­
потоковых течений). В коротковолновой же области в плазме 
могут распространяться возмущения в виде волн стационарного 
профиля. Возможность распространения стационарных волн по- 
прежнему существенно связана с дисперсионными эффектами. 
Длина дисперсии колебаний холодной плазмы, находящейся 
в магнитном поле, определяется выражением

I =  (4т е Ч Г 7’ m ax { ] / ,

где пе — плотность электронов и В — магнитное поле. Ширина 
фронта волны (уединенной или квазиударной) должна по порядку 
величины совпадать с длиной I.



Мы ограничимся изучением нелинейных волн, распростра­
няющихся в холодной плазме (Т Б2/8тте', Т — температура 
плазмы) поперек магнитного поля [31—34]. При этом можно 
исходить из гидродинамических уравнений для плотностей элек­
тронов и ионов пе, ni и их скоростей ue, ut:

Т  +  “- ^ Г  +  ̂ К В 1  +  ^ Е  =  0. (8 .5 .1 .1 )  

Т Г '+ £  ( » . 0  =  ° .  (8 .5 .1.2 )  

+  K B J — § 7 е  =  ° . (8 .5 .1.3)

^  +  ̂ ( - ¥ 0  =  0 ; (8 .5.1.4)

ось х выбрана в направлении распространения волны.
Остановимся сперва на случае сильного магнитного поля, 

когда В21Атте пгес2 (случай слабого магнитного поля Ва/4тш0 <=?: 
<С т,,с2 будет рассмотрен в п. 8.5.3). Тогда, решая уравнение
(8.5.1.1), получим

ие =  сВ~2 [ЕВ]. (8.5.1.5)
Легко убедиться, что при выполнении условия т е <*< 

<^B2/4nni <^mic2 в уравнении (8 .5.1.3) можно не учитывать силы 
Лоренца. Вводя электрический потенциал ср, удовлетворяющий 
уравнению Пуассона

■ 4тсе (ие — Zn^ =  0, (8.5.1.6)

4 3 2  ГЛ. 8. НЕЛИНЕЙНЫ Е ВОЛНЫ В БЕССТОЛКНОВИТЕЛЬНОЙ ПЛАЗМ Е

дх% 

получим
^ L - j - в  +  =  0  (8 .5 .1 .7 )dt ' 1 дх ' mi dx \ ■ >

(здесь и далее мы опускаем индекс х у  компоненты скорости и1х).
Уравнения (8 .5 .1 .4 ) , (8 .5 .1 .6 ) ,  (8 .5 .1 .7 )  полностью совпадают 

с аналогичными уравнениями § § 8 .2 .8 .3 , описывающими движение 
плазмы в отсутствие магнитного поля.

Покажем теперь, что соотношения (8 .5 .1 .2 ) , (8 .5 .1 .5 )  вместе 
с уравнениями Максвелла

дЁ* 1 дВ (8 .5 .1 .8 )дх с dt ’
дБ Ат.еп. 1
дх с йУ с dt

(8 .5 .1 .9 )

можно свести к уравнению, эквивалентному уравнению состоя­
ния электронов пе= п е (ср) (ось z выбрана в направлении магнит­
ного поля).
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Подставляя (8.5.1.5) в (8.5.1.2) и сравнивая полученное соот­
ношение с (8 .5 .1 .8), легко убедиться, что плотность электронов 
меняется пропорционально магнитному полю,

nJB  — const. (8.5.1.10)

Используя далее (8 .5.1.9) и (8 .5.1.5) и замечая, что в первом
1 дЕу

из этих соотношений можно не учитывать слагаемого — —, 
получим

В — 4тсе<р =  const. (8.5.1.11)

Сравнение (8.5.1.10) с (8.5.1.11) приводит к уравнению состояния 
электронов

пЛ?) =  пв0(  1 + W p - ^ ) ,  (8.5.1.12)

где пе0 и В0 — значения плотности электронов и магнитного поля 
в точке, в которой потенциал tp равен нулю.

Таким образом, мы привели задачу о нелинейных движениях 
холодной плазмы в сильном магнитном поле к виду, полностью 
аналогичному задаче о нелинейных движениях плазмы с горя­
чими электронами в отсутствие внешнего поля. (Роль средней 
энергии теплового движения электронов при этом играет, со­
гласно (8.5.1.12), величина Тй{1 ~В^/4таге).

8 .5 .2 . Нелинейные волны в случае сильного магнитного поля. 
Переходя к изучению нелинейных колебаний холодной плазмы, 
находящейся в сильном магнитном поле (Б2/4таге игес2), заме­
тим прежде всего, что, согласно (8.5.1.12) и (8.3.3.3), длина дис­
персии для таких колебаний равна

1 =  В ^ ттее. (8.5.2.1)

(Обратим внимание на тот факт, что длина дисперсии I является, 
согласно (8.5.1.10), интегралом движения.)

В случае крупномасштабных возмущений (kl <С 1)> когда 
можно не учитывать первого слагаемого в соотношении (8 .5 .1 .6), 
уравнения (8.5.1.4), (8.5.1.6), (8 .5.1.7), (8.5.1.12) допускают реше­
ния в виде простых (римановых) волн. Вводя альвеновскую ско­
рость

и А =  В  ( к т т £ п ^ г ( 8 . 5 . 2 . 2 )

(играющую здесь ту же роль, что скорость ионного звука vs в 
случае плазмы с горячими электронами, ср. (8 .3 .2 .2)), получим

28 Под ред. А. И. Ахиезера
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уравнения, которым удовлетворяют функции ui (га,), св (га,), гав(гс,), 
В  (п(), Е  ( г а , )  в случае простой волны:

_d«J____̂ А_ rfy _  mivA
dre, re, ’ <inl eZni ’ П<! n 'v

d B  В  d E y Ui +  VA В
dnt nl ’ dnj

(8 .5 .2 .3 )

мы полагаем для определенности, что волна распространяется 
в положительном направлении оси х. Фазовая скорость волны 
связана с альвеновской скоростью vA соотношением

V =  ut +  vA. (8 .5.2.4)

Как было показано в § 8.3, направление искажения фронта 
простой волны определяется знаком величины Q = 3—neD {2)(Da))~2. 
Используя уравнение состояния (8.5.1.12), имеем <2=3. Таким 
образом, при распространении в холодной плазме простой волны 
градиенты характеризующих плазму величин возрастают на 
участках сжатия, что приводит к возникновению на этих участках 
разрывов (или многопотоковых течений). Автомодельные волны 
в такой цлазме являются волнами разрежения.

Остановимся теперь на распространении стационарных волн 
в холодной плазме, находящейся в сильном магнитном поле.

Все соотношения, описывающие эти волны, могут быть полу­
чены из соответствующих соотношений п. 8.3.3, если произвести 
в последних замены vs —> vA, а,. -> I и понимать под пе (ср) функ­
цию, определяемую формулой (8.5.1.12). Разумеется, уединенные 
волны являются в данном случае волнами сжатия. Вместе с плот­
ностями электронов и ионов в таких волнах возрастают магнит­
ное поле и электростатический потенциал.

Используя (8 .3.3.4), (8.5.1.10), (8.5.1.11), можно установить 
связь между скоростью уединенной волны V и ее амплитудой, 
а именно, если j?m„T — амплитуда магнитного поля, то

^ = ■ '* .^ = 1 I8 -5 -2 -5»

где В0 и vao — значения магнитного поля и альвеновской ско­
рости в невозмущенной области (при \x—Vt\ -> оо).

Заметим в заключение, что амплитуда уединенной волны 
(а следовательно, и ее скорость) не может быть сколь угодно 
большой. В самом деле, выражение в скобках в (8.4.3.3) для плот­
ности ионов должно быть неотрицательным. Подставляя в него
(8.5.2.5), используя (8.5.1.10) и (8.5.1.11) и учитывая, что, как 
отмечалось выше, В^  ^  В0, получим

5 „ < 5 ш« < 3 5 0, âo< F < 2Уао. (8.5.2.6)
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8 .5 .3 . Нелинейные волны в случае слабого магнитного поля.
Рассмотрим теперь нелинейные волны в холодной плазме, нахо­
дящейся в слабом магнитном поле (Т В2Иппе пгес2). В этом 
случае мы можем по-прежнему исходить из гидродинамических 
уравнений (8 .5 .1 .1 )—(8 .5 .1 .4 )  и уравнений Максвелла. Замечая, 
что при В2/4кп0 <̂ : т ес2 можно не учитывать возникновения 
в плазме пространственного заряда, и пренебрегая поправками, 
пропорциональными малому параметру Z m jm v  приведем эти 
уравнения к виду

ne =  Znlt иех =  и1х =  их, (8 .5..3.1)

d»t , =  0; (8 .5 .3 .2)
d t  1 1 dt

d u r  е,, — — - В  , (8 .5.3.3)dt. m e ' х ' г  ! ’ '  '

Ех +  —  В = ^ ^ и е В, (8 .5.3.4)х I с  m . o  7 4 >

(8.5.3.5)

(8.5.3.6)

у
d u e y
d t

Vг ьу В = - %т« 
— - щ1 С т 1с *

f  е (V -
их 2^

1 т е Уv у с  t

д Е у 1 д Б
()Х с dt ’

дБ 4 T iZ e
дх с

(8 .5 .3 .7)

где -j- u S~- ось x по-прежнему выбрана в направле-a t  0ъ с) сс
нии распространения волны, ось % — в направлении магнитного
поля. Подставляя соотношения (8 .5.3.4) и (8 .5.3.7) в уравнение
(8 .5.3.3), получим

d'U'X  ̂ /Q £- Су
mire* - s f = — (8-5-3-8)

Уравнения движения (8.5.3.5) и (8.5.3.8) (последнее представ­
ляет собой, очевидно, уравнение Эйлера, в котором роль давле­
ния играет магнитное давление В2/8 к) вместе с уравнением не­
прерывности (8 .5.3.2) и уравнениями Максвелла (8 .5.3.6), (8 .5.3.7) 
образуют полную систему уравнений, описывающих нелинейные 
движения плазмы в слабом магнитном поле.

Рассмотрим прежде всего распространение в плазме длинно­
волновых возмущений (к2 <С 4 пе2пе/тесг). В этом случае, пре­
небрегая первым слагаемым в левой части уравнения (8.5.3.5), 
имеем

Е = ^ В .У с (8.5.3.9) 

28*
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Система уравнений (8 .5.3.2), (8 .5.3.6), (8 .5.3.8), (8 .5.3.9) до­
пускает решения в виде простых волн, соответствующих таким 
колебаниям плазмы, при которых характеризующие ее величины 
могут быть представлены в виде функций одной из них (в качестве 
нее мы выберем плотность ионов п Считая для определенности, 
что простая волна распространяется в положительном направле­
нии оси х, имеем

,!А  __»* +  *’А В  , о г  ,
dn . п{ ’ drij п х ’ dn-L с и, ’ ' ‘ ’’ ‘ '

причем фазовая скорость волны V связана с альвеновской ско­
ростью оА соотношением (8 .5 .2 .4).

Чтобы проследить за тем, как изменяется профиль простой 
волны при ее движении, вычислим производную d V / d n имеем

- S H f e -  (8-5Л11)

Так как производная dV/dni положительна, то градиенты 
характеризующих плазму величин в простой волне возрастают 
на участках сжатия, что приводит к возникновению на этих участ­
ках разрывов (или -многопотоковых течений). Автомодельные 
волны в холодной плазме являются волнами разрежения.

Рассмотрим теперь стационарные волны в холодной плазме, 
находящейся в слабом магнитном поле. Исключая из уравнений
(8.5.3.2), (8.5.3.5)—(8 .5.3.8) все переменные, кроме магнитного 
поля В, получим

В * - В 1  . \ д ( ( В* - В%
\87iWjnjoF2 / дх \\8 ixmjrejoF2 )  дх ) '

+ ( s S r i 5 « - 1) B +  B« = 0- (8'5ЛИ2>

где ni0 и В0 — значения плотности ионов и магнитного поля 
в точке, в которой 1̂ = 0 , V — фазовая скорость волны и

<8 -5 "5 -i 3 >

В общем случае, когда при В = В 0 производная дВ/дх отлична 
от нуля, уравнение (8.5.3.12) определяет распределение магнит­
ного поля в периодической волне.

В особом случае, когда величины (В—В0) и дВ1дх обращаются 
в нуль в одной и той же точке, длина волны стремится к бесконеч­
ности и периодическая волна вырождается в уединенную.
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Интегрируя уравнение (8.5.3.12), получим соотношение, опре­
деляющее распределение магнитного поля в уединенной волне 
как неявную функцию переменной х— Vt

Обратим внимание на то, что ширина уединенной волны 
в плазме, находящейся в слабом магнитном поле, согласно
( 8 .5 .3 .1 3 ) ,  ( 8 ,5 .3 .1 4 ) ,  равна по порядку величины I =  ^ щ вс 2/4тте2гае 
(тогда как в случае сильного магнитного поля ширина уединенной 
волны составляет по порядку величины, согласно (8.5.2.1), 1=  
=В/Акепе).

Используя ( 8 .5 .3 .1 4 ) ,  легко убедиться, что амплитуда уеди­
ненной волны Вт„  и ее скорость V связаны в случае слабого маг­
нитного поля тем же соотношением (8 .5 .2 .5), что и в случае силь­
ного магнитного поля. Величины Вт!1Х и V не могут быть сколь 
угодно велики и удовлетворяют по-прежнему неравенствам

Мы рассмотрели, таким образом, нелинейные волны, распро­
страняющиеся в холодной плазме поперек магнитного поля. 
Аналогичным образом можно рассмотреть нелинейные волны, 
распространяющиеся в холодной плазме под углом к магнитному 
полю [22, 35—38]. Не останавливаясь подробно на структуре 
таких волн, обратим внимание на одну их существенную особен­
ность. Как мы видели в гл. 5, фазовая скорость волн, распростра­
няющихся в холодной плазме под углом к магнитному полю, 
отличным от V2 тс, возрастает при увеличении волнового вектора 
(а не убывает, как в случае волн, распространяющихся в холодной 
плазме перпендикулярно к магнитному полю, или волн в плазме 
с горячими электронами.) Такая зависимость фазовой скорости 
от волнового вектора приводит к тому, что уединенные волны, 
распространяющиеся в холодной плазме под углом к магнитному 
полю, не близким к 1/2 тс, оказываются уединенными волнами 
разрежения (а не уединенными волнами сжатия).

i){.

(8.5.3.14)

(8 .5 .2 .6 ).



Г л а в а  9
ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ ПЛАЗМЫ 

В КВАЗИЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

§ 9 .1 . Квазилинейная теория колебаний свободной плазмы

9 .1 .1 .  Квазилинейное приближение. При исследовании малых 
(линейных) колебаний в плазме мы разбивали функцию распре­
деления частиц на два слагаемых — неосциллирующую часть 
(исходная функция распределения) и малую к ней добавку, ос­
циллирующую с частотой плазменных колебаний, и предпола­
гали, что неосциллирующая часть никак не связана с происходя­
щими в плазме колебаниями.

В действительности, однако, колебания плазмы оказывают 
влияние на неосциллирующую часть функции распределения 
частиц, причем это влияние растет с ростом амплитуды колебаний.

При увеличении амплитуды колебаний нарушается также 
основное свойство линейных колебаний — независимость распро­
странения колебаний с различными волновыми векторами и ча­
стотами (принцип суперпозиции), так как все большую роль начи­
нают играть процессы взаимодействия между различными коле­
баниями.

Мы перейдем теперь к исследованию этих так называемых 
нелинейных процессов.

Простейшим из нелинейных процессов, с изучения которого 
мы начнем, является обратное воздействие колебаний плазмы 
на неосциллирующую часть функции распределения частиц. 
Амплитуду колебаний мы будем при этом считать достаточно 
малой, чтобы можно было еще не учитывать взаимодействия волн 
друг с другом, т. е. нарушения принципа суперпозиции.

Теория колебаний плазмы, в которой учитывается влияние 
колебаний на неосциллирующую часть функции распределения 
частиц, но предполагается еще справедливым принцип суперпо­
зиции колебаний, носит название квазилинейной теории, а такой 
подход к изучению плазменных колебаний называется квазилиней­
ным приближением.

Так как амплитуда колебаний предполагается достаточно ма­
лой, то в квазилинейном приближении фактически рассматрива­
ется влияние колебаний плазмы только на распределение резо­
нансных частиц, т. е. частиц, проекция скорости которых w 
на направление распространения близка к фазовой скорости
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волны to /к; т. е. w  я ь  ш ( к )/ к , где со (к) — частота плазменных 
колебаний с волновым вектором к. Мы знаем, что такие частицы 
ответственны как за затухание, так и за раскачку колебаний, 
поскольку они сильно взаимодействуют с плазменными колеба­
ниями. Нерезонансные частицы в среднем не обмениваются энер­
гией с волнами; поэтому можно считать, что распределение их 
не испытывает влияния со стороны колебаний плазмы.

Чтобы получить основные уравнения квазилинейной теории 
обратимся к кинетическому уравнению для функции распределе­
ния частиц JPol= i!?’ce (г, v, t) с самосогласованным полем Е (г, t)

v 4^ - +  — Е -^ г2- =  0 , (9 .1 .1 .1 )dt ' дг 1 т„ д\ ' '

предполагая для простоты, что имеется один сорт частиц и коле­
бания являются продольными, т. е.

Е =  — Vcp,

Д<р — —4«ea( J  F J?v  — ге0) .  (9.1.1.2)

Так как для поля допускается справедливым принцип супер­
позиции, то электрическое поле Е удобно представить в виде

Е =  2  Еь (*) ехР 1*кг — (к ) *1> (9.1.1.3)

здесь частота «о (к) колебаний с волновым вектором к  определя­
ется дисперсионным уравнением линейной теории, а комплекс- 
ная амплитуда колебания Ek (t) предполагается медленно изме­
няющейся функцией времени.

Это изменение может обусловливаться либо затуханием Лан­
дау, либо нарастанием колебаний, связанным с немонотонным 
характером изменения исходной функции распределения, но 
во всех случаях мы потребуем, чтобы декремент затухания или 
инкремент нарастания колебаний у (к) был достаточно мал, так что 
|у (к)| (о (к), |т (к)| kva, где va — средняя тепловая скорость 
частиц.

Кроме предположения о малости у, мы сделаем еще два пред­
положения о свойствах волнового пакета (9.1.1.3). Во-первых, 
мы будем предполагать, что фазы 8 (к) отдельных комплексных 
амплитуд Ek (t) независимы и случайны, т. е. что усреднение 
по фазе каждой амплитуды дает нуль ^Ек (£))>=0 , где угловые 
скобки означают усреднение по § (к). Кроме того, из этого предпо­
ложения следует, что

<Ек (t) Ек, (t)} =  \Ek (t) |2«к, к-.



Аналогичные формулы справедливы и для комплексных ампли­
туд фурье-потенциала

{'Рк (*)> =  °> <Тк (*) *Рк' (г')> =  <Рк (*) ?к (*') к'-

Во-вторых, мы будем считать волновой пакет (9.1.1.3) доста­
точно узким (в k-пространстве), чтобы число резонансных частиц, 
взаимодействующих с ним, было значительно меньше полного 
числа частиц

J dw J Fa (г, v, t) d2vt <  га0,
Д<о

где Aw=A ( о> (к)/&) — интервал фазовых скоростей, соответ­
ствующий интервалу Ак изменения к  в волновом пакете (9.1.1.3). 
Это предположение делается для того, чтобы частота ш (к) фор­
мально определялась тем же дисперсионным уравнением, что и 
в линейной теории.

Подставим поле (9.1.1.3) в кинетическое уравнение (9.1.1.1) 
и усредним его по фазам. С этой целью выделим из функции рас­
пределения частиц слагаемое

/ао =  < 0 .  (9.1.1.4)
представляющее собой усредненную по фазам 8 (к) функцию рас­
пределения (она носит название фоновой или усредненной функции 
распределения), т. е. положим

^ . =  /.0 +  /., (9.1.1.5)
Так как <^> =  0, то мы получим следующее уравнение для /а0: 

% + V % + W e 4 ^ \ := 0 , (9.1.1.6)dt 1 di 1 \ dv / '

где /в в свою очередь удовлетворяет уравнению

-L  у  M scj._!« Е I_Е -^2-_____е-£- /Е =  0
dt ‘ дг ' т а dv т л dv т х \  dv /

В левой его части мы можем пренебречь двумя слагаемыми, 
ответственными за нелинейное взаимодействие волн, которое не 
учитывается в квазилинейном приближении; имеем

v J ^ + ^ l e 4 ^ = 0 .  (9.1.1.7)
dt 1 dr 1 ma dv '

Плазму мы будем считать однородной; поэтому фоновая функ­
ция распределения не будет зависеть от координат и уравнение 
для нее приобретает вид

__ (9.1.1.8)
dt т а \  dv J -
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Наша задача заключается теперь в том, чтобы выразить с по­
мощью (9.1.1.7) fa через т. е. найти функцию /а=/а (/„о} и, 
подставив ее в (9.1.1.8), составить уравнение, содержащее одну 
только функцию

Легко видеть, что мы получим таким образом дифференциальное 
уравнение второго порядка вида

д/ко__  ̂ п  <?/„о /Q 1 1 о\
<?г ~~dv{ V d v j ’  ̂ '

где (v, г) — некоторые функции скорости и времени,
т. е. уравнение типа уравнения диффузии (в пространстве ско­
ростей). По этой причине величины D tJ называются коэффициен­
там и диффузии в пространстве скоростей.

Итак, наша задача заключается в нахождении коэффициентов 
диффузии при сделанных выше предположениях о свойствах 
волнового пакета (9.1.1.3).

Разложим функцию /я (г, v, t )  в ряд (или интеграл) Фурье

/„(г. V, i) =  2 /«k (v, t) exp [ikr — m (k)f], 
k

где /«к (v, t) — медленно изменяющиеся функции времени, опреде­
ляемые соотношениями

^ Г  +  ^kv  ~  1 ~  Ъ (0 k ^ f  •

Интегрируя их, получим, считая для простоты, что начальное 
возмущение функции распределения fa (r, v, t) равно нулю,
/«k(v, t) =  i exp [г (<о (k) — kv) t] X ч

т л
t

х  j exp [г (kv — со (к ))  t1] dt'<?k (t!) к  dfa0 ^  П . (9.1.1.10)
О

Подставляя далее это выражение в уравнение Пуассона, получим
t

^  =  (9.1.1.11)
о

где
со

I(t, t ' ) =  j exp [i (kw — a) (k)) it' — t)l *■- dw>
—00

h o K  * )=  J /a0(V. t)d*Vt.
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Легко видеть, что основной вклад в интеграл (9.1.1.11) при 
достаточно больших значениях времени £ (a )f ;> l) вносят зна­
чения t ', близкие к t (t V <С t-\-At\ At t).

Действительно, вклад нерезонансных частиц в интеграл 
I  (t, t') при значениях t', не близких к t (| ш—kw\(t—t’) >  1), 
будет мал из-за сильной осцилляции подынтегрального выраже­
ния. Что же касается вклада в I (t , t'), вносимого резонансными 
частицами, то при t', не близком к t, он будет пропорционален 
интервалу Aw, занимаемому резонансными частицами в про­
странстве w, и им также можно пренебречь из-за малого числа 
резонансных частиц. Поэтому при интегрировании по t' нужно 
учитывать только значения f , близкие к t.

Выбирая интервал изменения V таким, чтобы
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(9.1.1.12)ш (к) At 1, kvttAt 1,
| у (к) | At 1, At хк (w), 

где
т: ( t ) = A l l l f l i (t ), ( п л . i , i 3 )

получим 
t

t~Ai

^  'f’k (*) -д*ф!г ш \ exp ^  tkw — “ (к) — «Т (k) — i/\ И ]  ( f  — t)} dt'.
t-&.t

Учитывая приведенные неравенства, имеем
t
f exp (г [kw — w (к) — гу (к) — i/z (и;)] (I1 — f)} dt' =  

t—tt
(1 — exp {—i \ku> — и (k) — if (к) — г/тк (w)] Дг))

i\kw — ш (k) — *7 (k) — ij'ck (w)] ^

— — U? J w j ~"(k) +  ̂  (m (k) — M .  (9.1.1.14)

где S6 — символ главного значения.
Поэтому уравнение (9.1.1.11) принимает вид

Л ~У 4де2 йа Г______dw_____ dfa(j(w, t)
mjc i lew — ы (k) -f- if (k) dw

_  *1 — 0. (9.1.1.15)т л№ dw fi«o(k)/Jc
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В интеграл по щ в этом соотношении главный вклад вносят 
нерезонансные частицы, для которых величина dfrjM/dw практи­
чески не зависит от времени. Получившееся уравнение совпадает 
с дисперсионным уравнением для продольных слабозатухающих 
колебаний свободной плазмы.

Таким образом, при сделанных предположениях (|f| <о, 
| у| k v j мы можем пользоваться дисперсионным уравнением 
линейной теории, заменив в нем исходную функцию распределе­
ния частиц фоновой функцией распределения.

Преобразуем теперь уравнение (9.1.1.8). Разлагая в нем 
Е (г, t) и/а (г, v , t) в ряды Фурье и учитывая соотношение (9.1.1.10), 
представим это уравнение в виде

i d* '“ P [ i ( k 'v -
k, k'

•"> (k '))(* '-*)lV  (tr) k1
/

Производя здесь усреднение по фазам и переходя от суммы к инте­
гралу, получим

^ 7 T = i r > ‘ ’ <9 -u -16>

где
СО t

J i (v> t) =  J d%K  S kikj?*k (t) dk, j exp [i (k,v — u (k)) (t[ — t)] X
—co 0

x ? k (t'Yd-U£ j - n -dt' (9.1.1.17)

(fe|t и k x — составляющие волнового вектора, параллельная и пер- 
пёрдикулярные скорости частицы v).

В интеграл по V в (9.1.1.17) главный вклад вносят только 
значения t', близкие к t. Действительно, если t' не близко к t, 
то при интегрировании по к, основной вклад вносят значения kt , 
близкие к к0, где величина = к 0 определяется из условия кп v=
— ш (к). Разлагая выражение в экспоненте в (9.1.1.17) в ряд вблизи 
точки к, = к 0, найдем
СО
\ Щ Ъ с  ’(*) ?к (* ')  ехР ^  i K v  — u) (к )) (* ' — *)1 d/eii ^

■—со
со

^  S кЛ/?*к (*) ? к (tr) ехр (i Г у  —  ^ ~ ]  (*' —  С)} й Д й , .



Так как f  не близко к t, то этот интеграл пренебрежимо мал 
из-за сильных осцилляций подынтегрального выражения
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дю (к) Д к. ( i '~

Остается вычислить интегралы по t' в (9.1.1.17) при V t. 
Выбирая интервал интегрирования At так, чтобы выполнялись 
условия (9.1.1.12), мы можем положить, как и в (9.1.1.14), что
t

') ] ехР ( г I V  —  ш (к )1 (* ’' —  * ))d t' ***

~  ^  (*> t-|kv (к )]+ тс8 <м (к ) - к у )} •

Подставляя это выражение в правую часть соотношения 
(9.1.1.17) и учитывая, что из-за нечетности подынтегрального 
выражения интеграл в смысле главного значения обращается 
в нуль, найдем, что уравнение (9.1.1.16) принимает вид уравнения 
диффузии (9.1.1.9), где коэффициенты D(J. определяются выраже­
ниями

D i j  (v, t) =  тг ^  j k k j  | cpk (I) |2 8 (со (k) — kv) d%  (9.1.1.18)

или

M i  |?k U) I2
дш (k)jdkt к у 0=ct>(k)

Уравнение (9 .1 .1 .9 )  с таким значением D Определяет изме­
нение усредненной функции распределения резонансных частиц 
под действием высокочастотных колебаний *). (Тот факт, что оно 
относится только к резонансным частицам, связан с наличием 
§-функции в выражении (9 .1 .1 .1 8 ) .)

Уравнение (9 .1 .1 .9 ) , как уже отмечалось, имеет вид уравнения 
диффузии в пространстве скоростей, происходящей под действием 
случайных колебаний. К нему следует еще добавить уравнение, 
определяющее зависимость амплитуд поля от времени

d l % ( 0 J! . =  2 Т (к )| E fc( 0  |2, (9 .1 .1 .1 9 )

*) Оно было установлено в работах Романова и Филиццова [1], Веденовя,
Велихова и Сагдеева [2, 4] и Драмонда и Пайнса [5],
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где инкремент нарастания (декремент затухания) колебаний 
определяется, согласно (9.1.1.15), выражением

Ч? дЪо(ш>
Т mjc dw

а

X

XM>=w(k)/fc

d U  dwf J«0
J dwdm (k) J dw kw — ы (k) (9.1.1.20)

Система уравнений (9.1.1.9), (9.1.1.18)—(9.1.1.20) для функ­
ций /о0 (v, t) и |Ek (Z)|2 определяет изменение фоновой функции 
распределения резонансных частиц, а также затухание (или на­
растание) колебаний в квазилинейном приближении.

9 .1.2. Квазилинейная релаксация. Покажем, что в результате 
диффузии частиц вследствие рассеяния на волнах система резо­
нансных частиц и колебания плазмы придут при t - »  оо к некото­
рому стационарному состоянию. Этот процесс называется квази­
линейной релаксацией.

Умножим обе части уравнения (9.1.1.9) на /а0 и проинтегри­
руем по всему пространству скоростей:

\ J I W  Р ( к J  5(м(к)—к v)d?vd sk . (9.1.2.1)

Правая часть этого уравнения отрицательна, т. е. величина 
a (t) ~  [ f lQd3v убывает и при t -> оо стремится к постоянному 
значению. Поэтому

do (t)
dt - *  0 ;/->со

отсюда следует, что при t оо равна нулю и правая часть урав­
нения (9.1.2.1). Поскольку в нем под знаком интеграла стоят 
неотрицательные величины, то при t -»• оэ должно быть справед­
ливо равенство

( * ) !* ( к ф -Y  . = 0 .
■ ' I V д\ /ку=ш(к)

Таким образом, при t -> оо должно выполняться либо равенство
| ? к |2 =  0 , (9 .1 .2 .2 )

либо равенство
— 0. (9 .1 .2 .3 )V д\ j kv*w(k) v 7

Иными словами, колебания либо затухнут, либо на функции 
распределения должно образоваться плато

/«о (▼/. И>, * )!< -► «= /«о (V,), (9.1.2.4)
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т. е. функция распределения не будет изменяться вдоль направле­
ния распространения волны *).

В одномерном случае образование плато на функции распре­
деления возможно, однако, он является особым. Для трехмерных 
же волновых пакетов образование плато на функции распре­
деления в трехмерном объеме в пространстве скоростей невоз­
можно. Дело в том, что для известных спектров колебаний (ленг­
мюровских и ионно-звуковых) конечному объему в простран­
стве волновых чисел, в котором |срк|2=̂=0 , соответствует бесконечно 
большой объем Fv, занимаемый резонансными частицами в про­
странстве скоростей (в этом легко убедиться, учитывая, что вели­
чина Vv определяется из условия u> (k)==kv, где к приобретает 
все возможные значения). Число резонансных частиц сохраня­
ется, и поэтому при образовании плато в бесконечной области Fv 
резонансные частицы получили бы бесконечно большую энергию, 
что невозможно, так как полная энергия (кинетическая энергия 
резонансных частиц плюс энергия колебаний) сохраняется. Отсюда 
следует, что в случае трехмерных волновых пакетов, для которых 
фазовый объем, занимаемый резонансными частицами Fv, доста­
точно велик, в результате квазилинейной релаксации колебания 
либо полностью затухнут, либо спектр колебаний станет одно­
мерным, а на функции распределения при этом образуется одно­
мерное плато [6 ].

В заключение отметим, что процесс квазилинейной релаксации 
сопровождается возрастанием плотности энтропии резонансных 
частиц: *

выражение (9.1.1.9) для dfa0!dt и интегрируя по частям, получим

Здесь под знаком интеграла^стоят положительные величины, 
т. е. ds/dt >  0 .

Заметим, что возрастание плотности энтропии при квазили­
нейной релаксации функции распределения не противоречит вы­
сказанному в п. 1.4.3 утверждению, что самосогласованное поле

*) Возможность образования плато на функции распределения была 
показана в случае одномерных колебаний в работах [2—5]; приведенный вы­
вод дан в работах [6, 7].

(9.1.2.5)

Действительно, подставляя в соотношение
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само по себе не приводит к увеличению энтропии. Действительно, 
переход к квазилинейному приближению связан с добавочным 
усреднением по фазам случайных колебаний. Кроме того, мы теперь 
определили энтропию через фоновую (усредненную) функцию 
распределения, тогда как в (1.4.3.1) входит полная функция рас- 
д р  еделения.

9 .1 .3 . Релаксация одномерных волновых пакетов. В случае 
одномерных колебаний можно детальнее проследить процесс 
квазилинейной релаксации 
и найти в стационарном со­
стоянии (когда на функции 
распределения образовалось 
плато) энергию колебаний 
[3—5]. Ограничимся для про­
стоты рассмотрением только 
ленгмюровских колебаний.
В этом случае основные урав­
нения, описывающие квази­
линейную релаксацию функ­
ции распределения электро­
нов и амплитуд поля, при­
нимают вид

д,е° д ( ё Ъ ^ - ) , ф А . З Л )dt dw

^  =  a g ! b М М .3 .2 )

Рис. 9.1.1. Плато на функции, распре­
деления резонансных частиц/е0*и зату­

хание энергии волнового пакета 
£ (к, t).

(§ (к, t) (<=э :

где a= 7t (ореи;2/и0, Ъ= w^Jm6nQw, & (к, t) — спектральная плот­
ность энергии колебаний (<§ (к, t) — \Ek (£)|2/4тс); волновое число & 
и скорость частицы w  связаны соотношением <op e = k w .

Пусть в начальный момент времени заданы спектральная 
плотность энергии колебаний

f£j(A;) при & !<& <& 2,
| 0 при к к1 или к к2, 

и фоновая функция распределения электронов

/ев (“>» 0  U о =  /о И  К  О  <  Щ),
где ю1 =  шре/&2 и w2— <0рJ k x. Если dfe0ldw  <С 0 , то колебания будут 
затухать, причем величина производной от функции распреде­
ления \dfll0/dw\ будет уменьшаться до тех пор, пока не образуется 
плато и не прекратится обмен энергией между волнами и части­
цами (рис. 9. 1. 1). В точках w =w 12 функция распределения пре­
терпевает скачок. Заметим, однако, что вид функции распреде­
ления на этом рисунке соответствует полному пренебрежению



парными столкновениями. Учет столкновений (даже очень редких) 
приводит к «размытию» функции распределения, так что вблизи 
точек w =w lt2 она изменяется непрерывно (подробнее см. п. 9. 1. 4 ).

Найдем энергию колебаний в установившемся состоянии 
с плато. Подставляя выражение для dfe0/dw из (9 .1 .3 .2 )  в уравне­
ние (9 .1 .3 .1 ) ,  получим

т. е.

/•о -  ^  т  £  =  *> И  -  т  = const- (9Л -3-3)

Отсюда находим спектральную плотность энергии колебаний
сОре/А:

ё(к , *) =  £„(&) + |  J (До-/о)dw. (9 .1 .3 .4 )
«>1

В частности, при t —> оо имеем
<*>ре/&

£со(*) =  £ о (* ) +  т  \ (/со — /о) d w > (9 -1 .3 .5 )
щ

где S(x> (^)=== $  0̂ 9 |#->со •
Высота плато находится из условия сохранения числа резо­

нансных частиц,
и>2 Щ
\ / е о К  t ) d t = \ j /о (w) dw;

отсюда при t =  со получим

=  f 0 {iv)dw. (9 .1 .3 .6 )
«!

В результате релаксации резонансные частицы получают, 
очевидно, энергию

И>2

Д£ =  £ 0 —  £оо =  5 V2 (f0 —  /оо) dw.
» l

Несколько иначе происходит релаксация в том случае, когда 
начальное распределение неустойчиво, т. е. имеется область 
скоростей w* <Cw <С w0, где dfjdw  >  0. Такое распределение 
электронов реализуется, например, тогда, когда через плазму
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проходит пучок малой’ плотности (рис. 9.1.2.). В данном случае 
колебания с фазовыми скоростями, лежащими в интервале 
w *  <  шрJ k  <  w0, будут нарастать во времени, а колебания 
с фазовыми скоростями вне этого интервала — затухать. Однако 
из-за деформации функции распределения область неустойчивых 
колебаний с течением времени будет расширяться (см. пунктир-
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Гт Ш )

Рис. 9.1.2. Образование плато на функции распределения резонансных элек­
тронов при возбуждении колебаний электронным пучком малой плотности.

ную кривую на рис. 9.1.2) и в конечном, стационарном состоянии 
образуется плато.

Спектральная плотность энергии колебаний и высота плато 
но-прежнему будут задаваться формулами (9.1.3.5) и (9.1.3.6), 
однако положение точек w1 и w2 определяется уже не положением 
границ начального возмущения, а условием непрерывности функ­
ции /е(и>, t), Т. в. /оэ=/оЮ, /ет=/оМ -

9.1.4 . Влияние кулоновских столкновений на квазилинейную 
релаксацию и затухание Ландау ленгмюровских колебаний. Со­
стояние плазмы с плато на функции распределения является, 
естественно, не равновесным, а квазистационарным, так как пар­
ные (кулоновские) столкновения между частицами стремятся 
превратить распределение частиц в максвелловское.

Кулоновские столкновения, даже очень редкие, оказывают 
существенное влияние на бесстолкновительное поглощение волн 
в том случае, когда диффузия резонансных частиц в простран­
стве скоростей, вызванная кулоновскими столкновениями, срав­
нима с диффузией, обусловленной взаимодействием частиц с вол­
нами. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

29 Под ред. А. И. Ахиезера
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Интеграл столкновений Ландау (1.3.2.7), который надо теперь 
добавить в правую часть уравнения (9.1.1.9) удобно представить 
в следующем виде [16]:

/ д/ао\ _  2тсelL V  . Г §71 f f , 
\ dt )с m, Р [ mp '«о/р° I

4 . , . a  , , . р /  d v J v t j j (9.1.4.1)

где Wp (v) —  ̂/p0 (v;) | v — v' | d V , L — кулоновский логарифм.
Для узких одномерных волновых пакетов, когда число ре­

зонансных частиц невелико, мы вправе пренебречь столкнове­
ниями резонансных частиц друг с другом. В этом случае интеграл 
столкновений (9.1.4.1) можно упростить, учитывая, что для не­
резонансных частиц функция распределения является максвел­
ловской, а для резонансных частиц мало отличается от максвел­
ловской /м. Пренебрегая величинами д  (/еЭ — /M)/<9i'± ~  (/е0 — /м)/̂ в 
по сравнению с д  (/е0 — fu)ldw ~  (/е0 — /м)/Ди>, представим уравне­
ние для фоновой функции распределения электронов в случае 
одномерных ленгмюровских колебаний с учетом столкновений в виде

1 r = s r ( D 1 i r ) +

Da =  ^ { v \ + v l ) ,  ve =  ^ . .  (9.1.4.3)

Как следует из последнего соотношения, диффузия частиц 
в резонансной области за счет парных кулоновских столкновений 
происходит за характерное время [8 , 9] -и—(1 /vc)(Дit?/i7e)2, зна­
чительно меньшее среднего времени релаксации l/vc.

Величина производной d fe0/dw, а следовательно, и скорость 
поглощения энергии колебаний, определяются теперь конкурен­
цией двух процессов — «платообразования» за счет диффузии 
на волнах и «максвеллизации» за счет столкновений.

В квазистационарном состоянии диффузия вследствие рас­
сеяния на волнах уравновешивается диффузией вследствие стол­
кновений (такое состояние может установиться, например, в слу­
чае вынужденных колебаний при наличии внешнего источника 
колебаний, либо в случае свободных колебаний с достаточно 
большим начальным уровнем шумов). Тогда, пренебрегая в урав­
нении (9.1.4.2) dfe0/dt, получим

д/ео _  д/м 1 (9 1 4  4)
dw dw 1 +  D/De ' \ /

Отметим, что входящая сюда величина De зависит от vL.
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Величина декремента затухания при учете соотношения
(9 .1.4.4) определяется в соответствии с (9.1.1.20) выражением [7]

Т =  Тмф(г/)- (9.1.4.5)
где Тм — коэффициент затухания ленгмюровских колебаний 
плазмы с максвелловским распределением электронов по скоро­
стям, и

ф (у) =  1 +  У ехР (У +  V2) Ei (—У — 7г)> (9.1.4.6)
00

Ei (—х) =  — ij expj _<) dt, у =  D/Do0, Dc0 — y ^ J w 3.
X

Таким образом, уменьшение декремента затухания, обуслов­
ленное эффектом «платообразования», и характеризуемое моно­
тонно убывающей функцией Ф(г/), зависит от отношения y=D/Dc0 
коэффициента диффузии резонансных электронов в результате 
рассеяния на волнах к характерному коэффициенту диффузии 
вследствие столкновений De0.

Для волнового пакета малой амплитуды у 1 декремент 
затухания ленгмюровских колебаний совпадает с ум- В случае 
волнового пакета большой амплитуды (у 1) величина dfe0/dw 
примерно в у раз меньше dfM/dw; настолько же меньше и декре­
мент затухания:

3/ 4Т — Тм-

§ 9 .2 . Квазилинейная теория колебаний 
магнитоактивной плазмы

9 .2 .1 . Основные уравнения. В предыдущем параграфе была 
развита квазилинейная теория колебаний свободной плазмы. 
Теперь мы рассмотрим в квазилинейном приближении колебания 
магнитоактивной плазмы. Для этого необходимо изучить действие 
колебаний плазмы на резонансные частицы в магнитном поле.

Как мы видели в гл. 5, характер взаимодействия резонансных 
частиц в плазме при наличии магнитного поля существенно из­
меняется по сравнению со случаем свободной плазмы, а именно, 
кроме черенковского резонанса важное значение приобретают 
циклотронные резонансы.

Как и в предыдущем параграфе, мы будем рассматривать 
взаимодействие резонансных частиц с волновым пакетом, обра­
зованным колебаниями малой амплитуды со случайным набором 
фаз, которые медленно нарастают (или затухают) во времени. 
Число резонансных частиц по-прежнему будем считать малым. 
В отличие от предыдущего параграфа, мы не будем, однако, огра­
ничиваться только продольными колебаниями, а рассмотрим 
общий случай непотенциальных электромагнитных колебаний.

29*
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Положим
(9.2.1.1)

где /а0= ^ О  — среднее значение функции распределения, кото­
рое мы будем считать не зависящим от пространственных ко­
ординат, и /а — осциллирующая часть функции распределения 
(<00= 0). Разложим функцию fa и напряженности электриче­
ского и магнитного полей в ряды Фурье по пространственным 
координатам

/Лг> v> *) =  2 4 y )(v» ехр [гкг —■ iw(i ] (к) t],
ft,/

Е (r, i) =  2  (t) ехр [гкг — т^ ') (к) £],
к, У

В (г, t) =  2  (t) ехр [гкг — (к) t],
k.i

(9.2.1.2)

где суммирование проводится по всем значениям волнового век­
тора к и всем ветвям колебаний /, o),J> (к) — собственная частота 
/-й ветви колебаний с волновым вектором к.

Получим теперь уравнение для фоновой функции распределе­
ния /a0(v, t), учитывая обратное действие колебаний на резонанс­
ные частицы, и уравнения, определяющие изменение во времени 
амплитуд поля Ejf1 (I) и В& (̂£).

Подставляя выражение (9.2.1.1) в кинетическое уравнение

где 0 —азимутальный угол в пространстве скоростей (см, рис, 5.2.1), 
и производя усреднение по фазам, получим

Осциллирующая часть функции распределения /а определя­
ется из уравнения

t + v % - . „ ! - + ^ ( E  +  i tv B , ) % = 0 ,  (9.2.1.4)

в котором отброшены нелинейные слагаемые

^ ( E + i ' [ v B l ) § - ^ ( E + i l v B , ) * t ) ,  

ответственные за нелинейное взаимодействие волн.



Учитывая, что колебания с различными значениями к и / 
статистически независимы, получим из (9.2.1.3)

(▼>.*). (9.2.1.5)

где

<? <v- * ) = ■ 2  ( Er + 1  [ ^ г ] )  г -
к, У

Здесь компонента Фурье осциллирующей части функции распреде­
ления /[/) (v, t) определяется, в соответствии с (9.2.1.4), из урав­
нения

А - +  i (kv — со'Л (k))/</> — =  R (k, v), (9.2.1.6)

где

й = — s ;  ( Е£л ’ + 4  [ у В кл ’ ] )  т ?

и ф=0 —'f, '~p — азимутальный угол в пространстве волновых 
векторов с полярной осью, параллельной В0.

Представим фоновую функцию распределения в виде ряда 
Фурье по угловой переменной 0 :

СО

/«o(v - t ) —  2  f io ) i ° ^ v±’ t) ^ V { i n 0 ) ,  (9.2.1.7)
— СО

где их и — составляющие скорости частицы v, перпендикуляр- 
ная и параллельная магнитному полю В0.

Вводя систему координат с единичными ортами ej, е2 и е3, 
где е3 параллельно В0, ех параллельно составляющей волнового
вектора кх =  fB° |^во11, перпендикулярной В0, и е2 =  [е3е! |, пред-
ставим уравнение (9.2.1.6) в следующем виде:

df¥> dlij)
-^r + i { k , v  I — C0̂ »(k) +  k±vMcos<j>)/^ — и,Да_ _  =  Д; (9.2.1.8)

здесь функция R  определяется формулой
СО

R =  2  R w  {ки, к±, v t , vL, i)exp(m^). (9.2.1.9)
П — — CD

Найдем решения этого уравнения. Представим функцию 
в виде

4 я  =  цк (v) ехр {IK sin Ф), X =  k^vjw^.
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Благодаря этому свойству фоновой функции распределения вели­
чины P in\ входящие в соотношение (9.2.1.12), упрощаются:

fm= - i 1(-Ч " [Е® }- w  -
- [ ( г й ’ - i  в Ц ' ) ^ + ^  f it ?  J M  +

+  i [ ( * l ? + - 2 -  т  B g> '̂ г ]  ’ ■ w } -  <9 -2 -1Д 5>

Компоненты Фурье напряженности магнитного поля можно 
с помощью уравнения

1 <ЭВrot --------—-с dt

выразить через компоненты Фурье напряженности электрического 
поля
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B U) ----- (9 .2 .1 .1 В)

где lif* (k, t )  — локальный (т. е. относящийся к данному моменту 
времени) инкремент нарастания т-& компоненты амплитуды элек­
трического поля, равный

№  =  Ч т У  +  W = - 3 f 1п Е &  (9 -2 .1 .17 )

Найдем теперь выражение для плотности тока в квазилиней­
ном приближении. Разлагая плотность тока в ряд Фурье по 
пространственным переменным

j  (г , t )  =  2  j j ^  ( t)  ех Р [г (k r  — u>(J> (к ) *1 
к.у

и используя соотношение (9 .2 .1 .1 1 ) , запишем компоненты Фурье 
плотности тока в виде двух слагаемых

Jfc”  =  « £  +  « ? .
где

00 г ^
=  2  2  еЛ  ехР (iK sin Ф +  Щ) хи^  (у,, 0) х

. а  п= —со *

X ехр [—г (ktv t — nwBx — (k)) t] dh’,
СО

— 2  2  еа \v ехР (л  sin Ф +  inf t d3v х
а  п= —со  ̂

t
X ( 'V  ,;±. /7) ех Р £г (А:,^и — П0)Да —  U)<J) (к )) ( t 1 — t)  d t 1, 

(9 .2 .1 .1 8 )

где функция P in)(v t , v±, t) определяется формулой (9.2.1.15).



Слагаемое jj^ обусловлено начальным возмущением осцил­
лирующей части функции распределения. Это слагаемое играет 
роль внешнего тока и не влияет на дисперсионное уравнение. 
Поэтому будем полагать далее для простоты, что =  0.

Перейдем к вычислению величины определяемой соотно­
шением (9.2.1.18). Входящие в него интегралы по и„ имеют вид

ОО

 ̂ S (v t, ^ e x p ^ ^ y ,  — rwBa— ш( '̂} (k))(£' — t)]dvt, (9.2.1.19)
— СО

где
S (v lt t ' ) = E i i ) (t')df'a{v^ '  П .

Если t' не близко к t(\k!lv t — пшв*— (o(-; ) (k)|(f — £')!>1), то 
в (9.2.1.19) основной вклад дадут значения близкие к u|lres =  
=  (со(-;) (k) -\-nwB̂ jkt\ тогда весь интеграл будет пропорционален 
интервалу Д у , ( т . е. пропорционален числу резонансных частиц) 
и им можно пренебречь.

Если t' близко к t, то область значений vв, где | kltvtl—птВа—■
— а)и) (к) | (t — не дает вклада в интеграл (9.2.1.19) из-за
сильных осцилляций подынтегрального выражения.

Остается вычислить интегралы, входящие в (9.2.1.18) при t' Tat 
в области Уя ^ У | | ге8> где l^ z ; ,— пшВл — а>(/) (k) | ( t  — i ' ) ^ l .  Выби­
рая интервал интегрирования Д£ по t' (t — Д t<^t' t) таким, что 
| ур) (к) | Af 1 , At <̂ 'e i1>_l (v), ш0 , (к)Д^^>1 &нг;аД£ 1 , получим 

t
j  Е $  (t ') e x p  \l (* „ !;„  —  пшВа — шс/) (к ) )  (t1 — i)] dt' та

t—м  " '
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«£ ?«)■ > / ..«> / * ’ , .i. (9 .2 .1 .2 0 )
V ll — пшВа — И<У) (k) — (к) — ihl.J. (v) 

где t:„jX(v) — времена релаксации фоновой функции распределения

1 =  д 1п д/»оК> ^ 
xi , i ( v )  dt dv«,x

Учитывая соотношение (9 .2 .1 .2 0 ) , представим компоненты Фурье 
плотности тока — jU) в виде

=  (9 .2 .1 .2 1)

гДе aim =  2  а oW— вклад частиц сорта а  в тензор проводи-« ........
мости плазмы. В системе координат, в которой ось 3 направлена



Благодаря этому свойству фоновой функции распределения вели­
чины P in\ входящие в соотношение (9.2.1.12), упрощаются:

fm= - i 1(-Ч " [Е® }- w  -
^ ' ) f f f i t ?  J M  +

+ i[(*a>+-2- т Bg>-̂ г] ’■ W}- <9-2-1Д5>
Компоненты Фурье напряженности магнитного поля можно 

с помощью уравнения
1 <ЭВrot --------—-с dt

выразить через компоненты Фурье напряженности электрического 
поля
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B U) p lm klE<km----  (9.2.1 .1В)

где lif* (k, t) — локальный (т. е. относящийся к данному моменту 
времени) инкремент нарастания т-& компоненты амплитуды элек­
трического поля, равный

№  =  Ч т У  +  W = - 3 f 1п Е &  (9 -2 .1 .17 )

Найдем теперь выражение для плотности тока в квазилиней­
ном приближении. Разлагая плотность тока в ряд Фурье по 
пространственным переменным

j (г, t) =  2  jj^  (t) ехР [г (kr — u>(J> (к) *1 
к, j

и используя соотношение (9 .2 .1 .1 1 ) , запишем компоненты Фурье 
плотности тока в виде двух слагаемых

где
00 г ^

=  2  2  еЛ  ехР (iK sin Ф +  Щ) хи^  (у,, 0) х
. а  п= —со *

X ехр [—г (ktv t — nwBx — (k)) t] dh’,
СО

— 2  2  еа \v ехР (л sin Ф + inftd3v х
а  п= —со  ̂

t
X \ ( в̂» v±> t ')e x ^ [ i(k av t — nu>Boi — <»<J) (к)) (t1 — t) dt',

(9 .2 .1 .1 8 )

где функция P in)(v t , v±, t) определяется формулой (9.2.1.15).



Слагаемое jj^ обусловлено начальным возмущением осцил­
лирующей части функции распределения. Это слагаемое играет 
роль внешнего тока и не влияет на дисперсионное уравнение. 
Поэтому будем полагать далее для простоты, что =  0.

Перейдем к вычислению величины определяемой соотно­
шением (9.2.1.18). Входящие в него интегралы по и„ имеют вид

ОО

 ̂ S (v t, ^ e x p ^ ^ y ,  — rwBa— (k))(£' — t)]dvt, (9.2.1.19)
— СО

где
S ( v lt t ' ) = E ^ { t ' ) dU(v^  П .

Если t' не близко к t(\k!lv t — пшв*— (o(-; ) (k)|(f — £')!>1), то 
в (9.2.1.19) основной вклад дадут значения близкие к u|lres =  
=  (cd(-;) (k) -\-nwB̂ jkt\ тогда весь интеграл будет пропорционален 
интервалу Ду, (т. е. пропорционален числу резонансных частиц) 
и им можно пренебречь.

Если t' близко к t, то область значений vв, где | kltvtl—птВа—■
— а)и) (к) | (t — не дает вклада в интеграл (9.2.1.19) из-за
сильных осцилляций подынтегрального выражения.

Остается вычислить интегралы, входящие в (9.2.1.18) при t' та t 
в области Уя^У||ге8> где l^ z ; ,— пш£л — а>(/) (k) | (t — i ' ) ^ l .  Выби­
рая интервал интегрирования Д t по t' (t — Д t<^t' t) таким, что 
| (к) | At 1, At <̂ 'e i1>_l (v), w(J> (к) At 1 &нг;аД£ 1, получим 

t
j  Е $  (t ') ехр \1 (*„!;„ — пшВа — шс/) (к)) (# — £)] dt'

t—м  " '
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«£?«)■>/..«>/*’, .i. (9.2.1.20)
V ll — пшВа — И<У) (к) — (к) — ihl.J. (v) 

где х, iX (v) — времена релаксации фоновой функции распределения 

1 =  д 1п д/»оК> ^
xi , i ( v )  dt dv«,x

Учитывая соотношение (9.2.1.20), представим компоненты Фурье 
плотности тока — jU) в виде

=  (9.2.1.21)

гДе aim =  2  а oW— вклад частиц сорта а в тензор проводи-« ..........
мости плазмы. В системе координат, в которой ось 3 направлена



458 ГЛ. 9. КВАЗИЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ТЕОРИИ КОЛЕБАНИЙ

параллельно Вэ, а ось 1 лежит в плоскости векторов к и В0, вели­
чины имеют вид 

00

° i j — Y  “ ра 2  S (V) +
11——со

+  ̂ - — ----------------- ( l  4- [ ^ L i f ^ d 3v)bb ., (9.2.1.22)
4тс СО*-'1 (к) +  (к) V J v±. dv±. I ' J ’

где коэффициенты (v) определяются соотношением (5.2.1.15) и

/сцУц — пшВа — J j> (k) — i^>  (к) — i/x± (v) Х  

X  ( i  —  k,,V« — 1ЬЯт1х  ̂(У) \ дЬ  I
I а><» (к) + (к) ) dV±

j ______________________ (v± lv n) [ M i l  — (v)]____________________ dfaо ,
[feBy„ + п«Да — ш̂ 1 (к) — (к) — i/т, (v)] (к) + (к)] «К

(9.2.1.23)
Используя соотношения (9.2.1.21), получим из уравнений Макс­

велла
A lmEj£ =  0, (9.2.1.24)

где
д  __ ______________ с2 (kjk„, — * 28;„,)_______________ I /о 2 1 25\

М 'Ч к ) + W  +  *т!»у) (*)] ‘ ’ '

е
Ы(У) (к)+ -(Т̂ > (к)

Величины е;я) и а/и, определяемые соотношениями (9.2.1.26) 
и (9.2.1.22), представляют собой тензор диэлектрической про­
ницаемости и тензор проводимости магнитоактивной плазмы 
в квазилинейном приближении. Они существенно отличаются 
от соответствующих формул линейной теории. Различие состоит 
в том, что в выражения дляоЬ( и е1т в квазилинейном приближе­
нии входит фоновая функция распределения fa0 (v, t), зависящая 
от времени, а не начальная функция распределения. Кроме того, 
в (9.2.1.22) и (9.2.1.26) для <з1т и в1т входят величины и/̂ ’ ^)-}- 
~Ь Mm (k) И 'в'7’ (к) -)- (к) -f- t/̂ ,1 >х, содержащие три локальных 
инкремента нарастания i l y)> Тз  ̂ и времена релаксации тя (v) 
и тх (v), тогда как в выражения для sJm и а1т в линейной теории 
входит лишь комплексная частота ш =  ш(-̂ } (к) -{- (к), содержа­
щая один инкремент нарастания у0 ’ (к), не зависящий от времени.
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Система уравнений (9.2.1.24) определяет поведение амплитуд 
электрического поля E\ii(t) во времени.

Если антиэрмитовы слагаемые в тензоре г1т малы по сравне­
нию с эрмитовыми слагаемыми, то, согласно (9.2.1.24), отношение 
компонент электрического поля Е $  (t)jE^2 (t) будет определяться 
только эрмитовыми частями тензора е( ., которые не зависят 
от поведения фоновой функции /а0 (v, t) в области, занимаемой 
резонансными частицами, и, следовательно, это отношение не 
будет зависеть от времени. Отсюда следует, что величины E $ (t)  
одинаково изменяются во времени, т. е. в данном случае локаль­
ные инкременты нарастания у ^ (к )  равны между собой. Очевидно 
также, что они равны друг другу и в случае потенциальных ко­
лебаний, когда =  — tkfVh Тогда уравнение Л =  det (Л(1П) =  О, 
в котором в силу малости числа разонансных частиц можно пре­
небречь величинами 1 /т„ , совпадает с дисперсионным уравне­
нием линейной теории. В общем же случае различные 
компоненты амплитуды напряженности электрического поля 
имеют неодинаковые локальные инкременты нарастания (к), 
так как в отношение Е̂ ~> (t)/E^2 входят антиэрмитовы слагаемые 
тензора е .̂, существенно зависящие от значений величин 
dfa0/dvs и dfa0/dv,, которые из-за диффузии частиц вследствие их 
рассеяния на волнах изменяются со временем.

Преобразуем теперь уравнение (9.2.1.5) для фоновой функции 
распределения. Вкладом функции fW  (v) в правую часть этого 
уравнения можно пренебречь, так как он пропорционален числу 
резонансных частиц. Тогда уравнение (9.2.1.5) с учетом соотно­
шения (9.2.1.12) для fV) (v) примет вид

d/а о _ д/др_
dt —

СО

=  ^  1 7  2  ( Е^Г  +  Т  t vB* П )  2  ехр sin ^ х
k, j  п——со_.

г
X J Рш (f) ехр |г (/с „ у ,—пшВо1 — u>f/)(k))(£' — t)]dt'. (9.2.1.27)

о
В правую часть этого уравнения входят интегралы по 

которые имеют вид

I ~ ^ f ( k v  t')exj>[i(ktV i— пшВа— ш1̂  (к)) (£' — t)]dkt, (9.2.1.28)

где / (kv t) пропорционально (t) EW (t) —. При t’ , не
близких к t, подынтегральное выражение в (9.2.1.28) сильно осцилли­
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рует и не дает вклада в интеграл, если величина ktvu — — u>'J) (к) 
не близка к нулю. Основной вклад в этот интеграл вносят резо­
нансные значения к1[̂ к 0, где к№= к 0 определяется из условия 

Ш{>» (к) --ТШва.---и =  0 .
Для узких волновых пакетов | ДА:,, | к, ~  ка соотношение 

(9.2:1.28) можно записать в виде
/да j  /(*„, t') ехр[г (у„ — (к, к0) (*' -  *)]<**,.

Если выполняется условие

' (Д * ,= Л ,-* Ь ), (9-2.1.29)
то из-под знака интеграла можно вынести функцию f (k v  t'), взяв 
ее в точке к̂  =  ка. Оставшийся интеграл будет близок к 8 (f— t'), 
и поэтому он не дает вклада в интеграл по t' в (9.2.2.27) (t1 не 
близко к t). Поскольку мы рассматриваем также времена Д£ =  t — t1, 
малые по сравнению с l/yj/5 (к), то для выполнения условия (9.2.1.29) 
необходимо, чтобы выполнялось неравенство

А, | УI, — (k)/c»7i:e|
(9.2.1.30)

Таким образом, при выполнении этого условия основной вклад 
в интегралы по ?  в (9.2.1.27) дают значения t' да t. Учитывая 
последнее обстоятельство и используя при вычислении интегра­
лов по &„и t' в (9.2.1.27) те же соображения, что и при вычислении 
плотности тока j k =  j t2, получим, пренебрегая членами порядка 

и l/̂ B следующее окончательное уравнение *) для
функции /в0:

UoK> v±> *) =  i  J ^o(v> *)d 0  ^ / ao(v . *),
CO

J  71— — CO

+  ( 1 Ч ) + DP № ) }  x

X  § («>(Л (k) — /г|о)да | — k fv t), (9 .2 .1 .3 1)
где \  =  e j\ e e [,

f i  —  ( 1 ------ - 1  - f  - A  (9 .2 .1.32)
\ <oU> (k) )dv± 1 M</> (k) dv, v >

Система уравнений (9.2.1.31) и (9.2.1.24) для  функций 
/а0 ( у vx, t) и (t) (/га =  1 ,  2 , 3) определяет затухание (или нара­
стание) электромагнитного поля и релаксацию усредненной

*) Уравнение (9.2.1.31) было получено в работах [10—13].
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функции распределения в квазилинейном приближении в плазме, 
находящейся во внешнем магнитном поле.

В заключение отметим, что условие (9.2.1.30), при выполне­
нии которого получено уравнение (9.2.1.31), не выполняется для 
волн с линейным законом дисперсии (или с законом дисперсии, 
близким к линейному, u>(J> ^  ktv). Такими волнами являются 
альвеновская волна (ш'=к„иА), медленная магнитозвуковая волна 
в плазме низкого давления £а= 8 1) и быст­
рая магнитозвукокая волна, распространяющаяся почти парал­
лельно магнитному полю (.■> /л-д, kt « г  к) в плазме низкого дав­
ления (£„<С1). Для этих колебаний уравнение для фоновой 
функции распределения имеет нелокальный по времени вид 
[13], т. е. скорость изменения функции /а (у,,, vx, t) в момент 
времени t определяется значениями амплитуды электрического 
поля и производной dfa0/dvtl во все предшествующие моменты 
времени. Это уравнение нетрудно получить из (9.2.1.27), удер­
живая в правой его части только слагаемые с п—0 :

¥ = k k  (|1 1>-+  W *■!) j
t

0

k«V±
dvt( k ) .

X  exp (i [*,!;„ — w(J) (k)] ( f  — £)}.
9 .2 .2 . Квазилинейная релаксация в магнитоактивной плазме.

Обратное действие колебаний на резонансные частицы приводит 
к диффузии частиц в пространстве скоростей параллельно и пер­
пендикулярно магнитному полю. Переходя к рассмотрению ква­
зилинейной релаксации в магнитоактивной плазме [6 , 7, 11], 
ограничимся рассмотрением колебаний, для которых антиэр­
митовы части в тензоре . малы по сравнению с эрмитовыми 
частями и локальные инкременты нарастания различных компо­
нент электрического поля одинаковы.

Легко убедиться, что в процессе квазилинейной релаксации 
в магнитоактивной плазме, как и в случае свободной плазмы, 
плотность энтропии резонансных частиц возрастает. Действитель­
но, используя определение (9.1.2.5) и уравнение (9.2.1.31), получим
| f  =  - S ( l  + l a / J ^ d V  =

е,
: 7Z

т ,

+  (I Ч ) +  8 (“ (Я (k) -  » I «“1* I -  V  ■) > 0 .
(9.2.2.1)
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Покажем теперь, что рассматриваемая система колебаний 
и резонансных частиц релаксирует к некоторому стационарному 
состоянию. Для этого умножим уравнение (9.2.1.31) на /а0 и про­
интегрируем по скоростям. Интегрируя по частям, получим

д
dt

Е (лkl
J  1l=r— со I* J n (I ^ I) "b

- * 1^1)-
(9.2.2.2)

Так как правая часть этого уравнения отрицательна, то поло­
жительная величина a (t) =  j flo^0 убывает и при t -*■ со стремится
к постоянному пределу. Следовательно, при t -> 00 левая часть 
уравнения стремится к нулю. Тогда из (9.2.2.2) следует, что при 
t 00 либо

либо
J1' > (к)=л а«I +»| | =  (9.2.2.4)

Если выполняется условие (9.2.2.3), то, учитывая, что ампли­
туды связаны линейными соотношениями (9.2.1.24), можно 
заключить, что при £-> оо |.ЕЙ|==0 , т. е. колебания затухнут.

Если же в конечном состоянии энергия колебаний отлична 
от нуля, то выполняются условия (9.2.2.4) и мы получим

+  = 0 . (Э.2.2.5)

В этом случае говорят об установлении обобщенного плато  на 
функции распределения /а0.

Так как антиэрмитовы слагаемые в тензоре е^., определяю­
щие инкремент нарастания у0 ’(к), представляют собой ин­
тегралы по скоростям от выражений, пропорциональных 
(^/с.о)^(U)l‘/> — n\wB*\ — /ь*ну„), то при выполнении условия (9.2.2.4) 
инкремент нарастания ^ ’(к) обратится в нуль, т. е. в этом 
случае отсутствует обмен энергией между резонансными части­
цами и волнами.
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В уравнении (9.2.2.5) величина кя, вообще говоря, произ­
вольна, и поэтому оно может удовлетворяться только при одно­
временном выполнении двух условий

d/а о __п
dv±

Таким образом, в общем случае трехмерных волновых пакетов 
на функции распределения f a0(vt, v±, t) устанавливается трехмер­
ное плато во всей области скоростей Fv, занимаемой резонансными 
частицами на плоскости (vt , v±).

Размеры этой области по ин определяются из условия <о( )̂ (к) =  
=  кли" -)- п | юДа| для всех возможных значений к, п и /, для кото­
рых Ек^=т^0. При данных п тт j такое условие определяет область 
резонансных частиц ft. Если области F*”’ ft не пересекаются, 
то в каждой из них устанавливается свое плато.

Пусть начальная функция распределения /а„ ( р , ,  v±, 0 )  такова, 
что или колебания с частотой <a(J) (к) неустойчивы, или начальная 
интенсивность колебаний, принадлежащих ветви /, велика, 
а остальные ветви колебаний либо имеют малый инкремент на­
растания, либо их начальная амплитуда мала; тогда можно рас­
сматривать только развитие колебаний с частотой ш(/)(к). При 
этих условиях на функции распределения Д0 в области Fv”’ л  
может образоваться обобщенное плато. Может случиться, чт 
функция распределения с плато в области Fy"’ J) неустойчива 
для колебаний с частотами ш'*п (к'). В этом случае наступает 
вторая стадия квазилинейной релаксации, в течение которой 
происходит нарастание колебаний ветви /' и дальнейшая дефор­
мация функции распределения (квазилинейная трансформация 
волн *)). В результате такой двухступенчатой релаксации в ко­
нечном состоянии колебания либо затухнут, либо образуется 
обобщенное плато во всей области Fv, для которой 
Е[/} и Ei/'* отличны от нуля.

О квазилинейной трансформации волны можно также гово­
рить и в том случае, когда на первой стадии происходит зату­
хание (раскачка) колебаний ветви /, приводящее к установлению 
плато в области V^’ ft и обусловленное резонансными частицами, 
для которых (к) =  &иl?„ ~\-п | швК|, а на второй стадии — более 
медленная раскачка той же ветви колебаний резонансными части­
цами, для которых (k') =  k[vt[ -f- п1 1 шЯа|, где п' ф п  и к^^=к, 
причем области F ^ ’ ft и F^'- ft пересекаются.

*) На возможность квазилинейной трансформации волн было указано 
в работе [1 1 ].
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Рассмотрим, например, задачу о прохождении пучка электро­
нов малой плотности через холодную плазму, находящуюся 
в сильном магнитном поле (|соДе| <ире) [15]. Такой пучок может 
возбуждать продольные высокочастотные колебания с частотами

О) =  со” » (б) == СО+ (*„, k j  да | СОВе | ^1 -f- V2 Sin2 0 ,

со =  а42) (0) =  св_ ( А , , k j  д а  сОре c o s  0 =  Шре •

Тогда инкремент нарастания колебаний с частотой о>+ 
в | coBel/cop,, раз меньше инкремента нарастания колебаний с ча­

стотой <о_ (см. (6 .2.2.4)) и воз­
буждение этой ветви колеба­
ний можно не учитывать. 
Инкремент нарастания коле­
баний с частотой со_ макси­
мален при черенковском воз­
буждении ((!)_(&,, к±)= к ^ ,) , 
причем сильнее всего раска­
чиваются колебания, распро­
страняющиеся параллельно 
магнитному полю. Поэтому 
на первой стадии прохожде­
ния пучка малой плотности 
через плазму в сильном Маг­
нитном поле будут возбуж­
даться почти одномерные про­

дольные колебания (&„ кл) с частотой о>_ да шре. Диффузия 
резонансных частиц вследствие их рассеяния на этих колебаниях 
приведет к образованию плато на функции распределения элек­
тронов по продольным скоростям dfe0/dva= 0  при vlt = о>_ /к9, 
и к ограничению возрастания черенковской неустойчивости. 
В конце первой стадии релаксации функция распределения 
электронов будет иметь вид, изображенный на рис. 9.2.1, и в об­
ласти плато будет зависеть только от v± (/е0 =  /оо(г;л.))-

На следующей стадии происходит более медленное цикло­
тронное возбуждение колебаний с частотой ш = со_ в условиях 
аномального эффекта Доплера*),

ш_(&|,, к'±) =  к\и, -(-га|совв|, п =  — 1 , — 2 , .  . . ,

*) На возможность возбуждения в условиях аномального эффекта Доп­
лера ленгмюровских и ионно-звуковых колебаний плазмы в сильном магнит­
ном магнитном поле группой «убегающих» электронов, для которых усло­
вие dfe0 (v || v ±)[dv^ > 0  не выполняется, указано в работе [14].

Рис. 9.2.1. Изменение функции распре­
деления электронов при прохождении 
электронного пучка через плазму в силь­
ном магнитном поле при двухступенча­

той квазилинейной релаксации.
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причем так как ш_ <з̂  | <оЯо |, то резонансные частицы, для которых
v # да | гашВе \jk[, будут находиться в области плато, если к 
(/с, — величина продольного волнового вектора колебаний с часто­
той ш_, раскачиваемых при черенковском резонансе).

Действительно, для продольных колебаний плазмы в магнит­
ном поле основные уравнения квазилинейной теории принимают 
следующий вид:

и vg =  dwjdky — групповая скорость. (При получении первого урав­
нения (9.2.2.6) предполагалось, что величина |<рк|2 не зависит от 
азимутального угла. Это условие, очевидно, выполняется, если

Переходя от переменных v lt, vL к  новым переменным w, 
определяемым как

(Здесь производные по vtl берутся при w (п, k j  = const.) Из урав­
нения (9.2.2.8) следует, что диффузия резонансных частиц про­
исходит вдоль линий и; (га, &±)= const.

(9.2.2.6)

где
00

т =  2 . К ),

Тп 2
% coil Т2(\)(к д/еО I ” К 1  д/е(Л

J п \ ) \ К1 Г  ,, л ,, I\ 11 dv и v± dv± /ш_=*ц|1||+м|<оде|db± (9.2.2.7)

начальное значение I <pk I2 не зависело от этого угла).

w (га, k±) == v\ - f  v\ — 2  ̂ (»_/*,) dvt,

представим (9.2.2.6) и (9.2.2.7) в виде
00

К )
тс ш2. cos2 0
2 Jck у tiq

30 Под ред. А. И. Ахиезера
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Учитывая, что

=  w (n , к'±) -j- 2 J к1_) d v .— v\,

где v l =<o_(kl , кл)/к1, получим в состоянии, соответствующем 
плато на функции распределения,

'<?/„ о\  ̂ = — /
>, ди,| }т(п, fcx)=const dVy а w (п, А'х) -f- 2 \ k± d̂u,к'.

21 V . '
1 /̂оо 

11 W x ) ’

Используя это соотношение, найдем инкремент нарастания 
колебаний с частотой ш_(А:', k'L) при циклотронном возбуждении 
в том случае, когда на функции распределения имеется плато

<•>-(*'«> *1 ) 
: « ) 3 "о

k'±) - v vb(k„ Ax) l J ^ / 2(X )dV

w= const

Здесь фазовые скорости определяются соотношениями

к'±) =  ш- ( К ’ к ±)1К> K ) =  m _ ( k v  k ±)/kt =  vt.

Так как yph (к[, &х ) == у , -f- п | со̂ еj//e', то для функций распределе­
ния /оо (v\), убывающих с ростом ух, инкремент положи­

телен, если п <[ 0. Таким образом, дейст­
вительно образование плато вследствие 
черенковского возбуждения приводит к цик­
лотронному возбуждению колебаний в усло- 
виях^аномального эффекта Доплера.

При циклотронном возбуждении колеба­
ний с частотой (в_ будет происходить диф­
фузия частиц вдоль линий w(n, /с'х)= const, 
т. е. как вдоль, так и поперек магнитного 
поля (рис. 9.2.2). На этих линиях

v i — “ -(*«. к'л_)!К

Рис. 9.2.2. Линия 
диффузии резонанс­
ных частиц при 
циклотронном воз­
буждении продоль­
ных колебаний плаз­
мы электронным пуч­
ком при аномальном 

эффекте Доплера.

dv±
dv. < 0

и диффузия будет сопровождаться увеличе­
нием энергии поперечного движения частиц 
пучка и уменьшением энергии их продоль­
ного движения, т. е. наклоном плато 
( d f j d v ,  <  0 ).

При 5/60/9Уц <С 0 колебания, возбудившиеся на первой ста­
дии релаксации, будут медленно затухать. В конце концов они 
затухнут и значительно возрастет энергия поперечного движения
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частиц пучка за счет уменьшения энергии их поступательного 
движения.

9 .2 .3 . Релаксация одномерных волновых пакетов в магнито­
активной плазме. Рассмотрим более подробно квазилинейную 
релаксацию одномерных волновых пакетов, распространяющихся 
под фиксированным углом 6 к магнитному полю В0 [7]. Будем 
считать, что спектральная плотность рассматриваемого волно­
вого пакета отлична от нуля в узком интервале величин волновых 
векторов, кх к <С к2, где к.2 — кх к.

Резонансной области Vy' j) соответствуют в этом случае ско­
рости частиц вдоль магнитного поля, лежащие в интервале

(.«'Я (к) —  п  I
Ушы (»> /) 0 ;i<  «W  (». /), где ушах (BdD) =  max (min)--------------------- .
Очевидно, что области ^  с различными п и ]  не перекры­
ваются, если vmx (п’ , у") < vmin (п, j) или ушах (п, j) <  wmia (п’ , j ’). Здесь 
мы будем рассматривать только тот случай, когда области Vy' 
не пересекаются, так что в правой части уравнения (9.2.1.31) 
в суммах по и и / можно оставить только одно слагаемое.

Исследуем прежде всего взаимодействие резонансных частиц 
с одномерным волновым пакетом при черенковском резонансе. 
При этом уравнение (9.2.1.31) принимает вид

Из уравнения (9.2.3.1) следует, что в условиях черенковского 
резонанса диффузия частиц из-за их рассеяния на волнах про­
исходит только в направлении магнитного поля. Однако так как 
коэффициент диффузии зависит от vx, то вследствие диффузии 
частиц вдоль В0 функция (у„, vL, t) изменяется для различных 
значений vx с различной скоростью.

Отметим, что если в начальный момент времени t =  О функ­
ция f a0(vv vlt t) имела вид произведения

то в случае продольных колебаний (Е(/> =  —гкср(/)) решение урав­
нения (9.2.3.1) запишется следующим образом:

(9,2.3.1)

где коэффициент диффузии D равен

,2 4i4(iM) + *v4i4(i4)-^2п  ̂I (9.2.3.2)I V || COS в —  v g | (к, И)=к j; v ||
И

_ д ы Ш ( к ,  0) 
Ve ~  дк

/ао(уи> ° )= / i Ю / аК ).

/«о(у 1> v±’ t) =  f A v± ) f i ( v i , о̂С'О1) (9.2.3.3)
30*



где /0(Х) — функция Бесселя, X=kxv ,J  Отсюда вытекает, что 
если пренебречь эффектами, связанными с конечностью лармо- 
ровского радиуса частиц (| X | << 1, /0 (Х)да 1), то функцию 
/<*о(у »> t) можно представить в виде произведения /а0 =
— A (у 1> t)> т. е. в этом случае распределение частиц по 
поперечным скоростям не изменяется во времени.

Рассмотрим теперь взаимодействие резонансных частиц с одно­
мерным волновым пакетом при циклотронном резонансе, когда 
(о — (к) =  к,и, -f- п | «>£*1 (ге=т̂ О). Будем считать для простоты, 
что частота собственных колебаний слабо зависит от к, т. е. г,у =  
=  du>(J)(k, b)/dk<^vir В этом случае удобно ввести вместо пере­
менных V, и новые независимые переменные w1 и ш2, опреде­
ляемые соотношением
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Тогда уравнение (9.2.1.31) принимает вид одномерного уравне­
ния диффузии

Таким образом, в условиях циклотронного резонанса диффузия 
в пространстве скоростей происходит вдоль линий w2 (vt, v j  =  const.

Коэффициент диффузии D (см. (9.2.3.6)) может обращаться 
в нуль в некоторых точках

где В области qm<.v>-l < .qm̂  число частиц сохра­
няется, т. е.

где

Wl =  Qm(W2)> т  =  0, 1 .........

д_
dt

д /а0 Щ—Ят+\ 
<>wi «1=Ят

и, следовательно,
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Если в конечном состоянии энергия колебаний отлична от нуля, 
то из уравнения (9.2.3.5) следует, что dfa0/dw1 =  0, т. е. вдоль 
линий ц>2 =  const образуется плато

/а 0 = / о о Ю -

Если начальное распределение частиц по скоростям является 
максвелловским, то

/а
4 ехр [ -  («> — и | шд, |) w,2jiv l]  

(2r-)% (Qm H — Чт) «>*>«
exp ( 'Хр (  ы?»П4хМ

V ч  ) у
(9.2.3.7)

Найдем вид этой функции в случае электромагнитных волн 
с частотой |<i)£a|, распространяющихся в холодной плазме,
когда <̂ : | «>ва |. Выражая при помощи уравнений (9.2,1.24) ком­
поненты поля E g  и е Ш через Е^\ найдем

D =  16* т£
* IE W I2 ^ ( | М )  +  т х г 7-<1х 1^

где

«1 = 1

0)2 | V  j  COS 0 — Vf |

5 =  ( е х —  о//32)/е2, o f f  —  сА/со, 

0)2 — 0)2 > ®2 —

(9.2.3.8)

' ("2 — ыВа)

Для рассматриваемого узкого волнового пакета, для которого 
скорость резонансных частиц вдоль магнитного поля изменяется 
в пределах ^  i>y ^  уа, переменная w1 при фиксированном н;2 
изменяется в пределах, определяемых из неравенств

vl <  V-2 (0) ^  п I “я* I) (» i +  <  v' (9.2.3.9)

Коэффициент диффузии (9.2.3.8) обращается в нуль в следую­
щих точках: на границах волнового пакета, т. е. при у ,= у1>2» 
в точке v±= 0 , а также в точках vx =v±\ v= l, 2 , . . ., определяемых 
из условия \/'(| А|)| ХЦ-п/я(| Х|) £=0. Так как (oBJk x va,
то при — 0| feya/| а>£«| точки не попадают в интервал
(9.3.2.9), для которого D =^0. Рассмотрением этого случая мы 
и ограничимся.

Точка w1—w2 попадает в интервал (9.2.3.9), если

К  — ^i) vi >
"Да

2/2 I Wc при (0 — п | шва | >  О,

лиоо если (9.2.3.10)
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При невыполнении неравенства (9.2.3.10) плато устанавли­
вается между точками qm <С шг <' qm+1, где положение точек qm 
и qm+l определяется из условия обращения в нуль коэффициента 
диффузии D при v,

2

О) — п j СОВо.

В этом случае функция п.), задаваемая (9.2.3.7), при­
нимает вид

/ ® К , « J —  (2я)Чрз ехр
\ +  Vl 1̂ (̂ 11 — VL) П | ЧВа | 
2v\ +  ^ ( “ -» | " * ,| ) X

X — (1 — ехр (—ж)), о) — ге|шВа| > 0 ,

/со К .  О  — (2л)3/гг;з еХР

X — (1 — ехр(—X)), Ю — п|о)Да|< 0 , 

где x =  w(v2 — v1)lkllvl.

V\ + V\ Vi ( vt — [̂|)ге|мДа| 
2р2 +  vl (п |а)да| -  со) X

(9.2.3.11)

Рассмотрим теперь случай, когда точка w1= w2 попадает 
в интервал (9.2.3.9), т. е. выполняется одно из неравенств (9.2.3.10). 
Если а> ]> тг| <ова |, то образование плато в области qm= w 2 и 
Ят+1 = ~  — п|«>ва|) приводит к установлению следу­
ющего распределения частиц по скоростям:

* л. .. \ 2 ™ 9 [ - <’ \12и1 +  и\ ( ш- п \ывА )12 п \шв А фа\ w/oov îp и± )— тгтзт 771 ~  ; гт- : г -: : г: х
( 2 т е )h  v „со [{ v\  -  у2 )/ (ш  —  п  | со£ а |) +  v ^ / n  |соД а| |

со I vl — v\ , vX 1 — ехр 2v% \ ы — i иВа | "  I ш8а J

Если же о><[п|шва|, то плато устанавливается между точками 
Ят  =  — W-, +  2u\j(u) — п I m[ta |) И qm+1 =  w2; при этом

_  2 ехр [ -v \ !2 v l  +  у\ (<о -  п | <оДа |)/2в [ |
" ’ (2тс)3/г lyo |_(l>5 — i;?)/(l* | “Да I — ы) +  У\\п | "д„| ]

( 9 ' 2 ' М 2 )

Рассмотрим последние выражения для функций распреде­
ления /а0 =  /со (f I,, i>j) в конечном состоянии с плато вдоль направ­
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ления и>г (и„ vx) в частных случаях узкого (v2 — <^клиЦ\ шВа |) и 
широкого (v2 — vl <0̂  |) волновых пакетов.

В первом случае неравенства (9.2.3.10) не могут выполняться 
при vx — vrj. Диффузия частиц, вызванная рассеянием на волнах, 
приводит, как видно из выражений (9.2.3.11), к образованию 
плато в направлении у, в узком интервале и не изменяет распре­
деления по vx в области не очень малых vx.

Для широких волновых пакетов неравенства (9.2.3.10) выпол­
няются для любых ув и vx (за исключением значений vs, очень 
близких к или v2). Диффузия частиц вследствие их рассеяния 
на волнах приводит, как следует из выражений (9.2.3.11), 
к сильному изменению функции распределения частиц и по у#, 
и по vx.

Рассмотрим процесс релаксации для широких волновых па­
кетов более подробно. На начальной стадии в правой части урав- 
нейия (9.2.1.31) можно пренебречь слагаемыми, содержащим 
«̂^/ао/^и ~  /dAi/Ay n по сравнению со слагаемыми (run^jajdfa-Jdux ~

— /<xOnaW ya (&vt — v2 — vi)- Тогда уравнение (9.2.1.31) примет вид

Таким образом, под действием электромагнитного поля ши­
роких волновых пакетов на начальной стадии происходит диф­
фузия частиц вдоль vx, обусловленная циклотронным ускорением 
частиц.

Для длинных волн и резонансных частиц с не очень большой 
поперечной скоростью (|Х|<^1) уравнение (9.2.3.13) упрощается 
и принимает вид

dt (9.2.3.13)

где

I Vg —  1>Ц COS 0 |

(9.2.3.14)



Приведем решение уравнения (9.2.3.15) для п =  1, 2, 4 [7]:

п = 1 ,  <9'2 -З Л 6 )
со

=  Г ^  ( ± X ib - m ')VhdX<, п =  2, (9.2.3.17)
дх I2iz) hv%x Vt J  \х / К ’

\ / а  0

оо
: ^ L = _ ^ e x P;( -^ / 2 ,;)  Г Ге Г _ ( 4 _ 1 у  1 ‘U

^  (2тс)/> А З  J .  I L \* ж/ 4xJ 1
\ / а  0

+  е х р [ - ( ^ + 1 у ^ ] } ^ ' ,  п =  4. (9.2.3.18)

Из (9.2.3.16) следует, что распределение частиц по v ± с тече­
нием времени остается максвелловским, причем увеличивается 
поперечная температура частиц

t
т ' л г ) = т л +  т я \ о а 1 .

О

Затухание колебаний происходит по линейному закону, т. е.
| Б*0 (t) |2 =  | (0) |2 ехр ( - 2 Тм«), (9.2.3.19)

где ум — декремент затухания, определяемый формулами ли­
нейной теории для максвелловского распределения частиц по 
скоростям.

В случае двукратного резонанса ш'>)(к)=2| шВх | декремент 
затухания для длинноволновых широких волновых пакетов 
задается соотношением

Т<У) (к, *) =  —тм ехр (8х). (9.2.3.20)

Используя его, нетрудно показать, что затухание будет про­
исходить по закону

|Et-» «)!■ =  | (0) Р^  (9-2.3.21)
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где

С =
(0) ja[ l - H p  

4mZ'tM I vg — vi cos e |

Из соотношений (9.2.3.20) и (9.2.3.21) следует, что в рамках 
квазилинейного приближения затухание для широких волновых 
пакетов с частотой (0О)(к) да 2| (Bfe| происходит быстрее, чем 
в линейной теории.
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9 .2 .4 . Влияние столкновений на квазилинейную релаксацию 
и черенковское и циклотронное затухание колебаний. Как было 
показано в п. 9.1.4, кулоновские столкновения резонансных 
частиц с остальными частицами плазмы могут существенно 
влиять на изменение функции распределения во времени и на 
величину производной df^/dw, определяющей скорость бесстолк- 
новительного затухания колебаний.

Исследуем теперь влияние столкновений резонансных частиц 
на их диффузию в пространстве скоростей и на бесстолкновитель- 
ное черенковское и циклотронное поглощение электромагнитных 
волн в магнитоактивной плазме [7].

В случае узких волновых пакетов, когда число резонансных 
частиц невелико (интервал скоростей, занимаемых резонансными 
частицами Д у , =  у 2 — 1\ мал, Д у „ у , , v Y о N у 2) , можно пренеб­
речь столкновениями резонансных частиц между собой.

Для резонансных электронов, имеющих скорость у, , значи­
тельно большую тепловой скорости ионов vL, интеграл столкно­
вений (9.1.4.1) можно представить в виде

где /ем — максвелловская функция распределения, а коэффициент 
диффузии Dee определяется формулой

\ /ем (▼') I V — v' I d3v' =  «Хр (  — щ ) +  ^  ^  ® (У/\/2Ув).
(9 .2 .4 .3 )

Первое слагаемое в (Э.2.4.2) учитывает столкновения элек­
тронов с ионами, а второе — столкновения электронов между 
собой. Если у, ve, то выражение (Э.2.4.2) принимает про­
стой вид

(9.2.4.1)

(Э.2.4.2)

здесь
1 __2ъе^щЬ

X
Ф (ж) == ~  [ exp  (— t2)  d t . 

vtc J
(9.2.4.4)

о
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Для резонансных ионов можно учитывать только их столкно­
вения с остальными (нерезонансными) ионами и пренебречь 
столкновениями с электронами. В этом случае получим из (9.1.4.1)

д
dv* Д., д (/« -  Ам)

где

Д ,,:
vf dW ; 

dv2.

dv I, (9.2.4.6)

(9.2.4.7)

и определяется выражением (9.2.4.3), в котором нужно заме­
нить ve на /.’j. При v^^>vi первое выражение (9.2.4.7) упрощается

(9.2.4.8)

При выводе формул (9 .2 .4 .1 )— (9 .2 .4 .8 ) , как и в п. 9 .1 .4 , учи­
тывалось, что функции распределения электронов и ионов в 
резонансной области мало отличаются от максвелловских, а 
вне резонансной области являются максвелловскими, и прене- 
брегалось величинами д (/аП— /м)/ду±~(/а0 — /м)/^ но сравнению с 
д (/„о — fu)ldo, ~  (/к0 — /М)/Дг;,.

Рассмотрим сначала влияние столкновений резонансных частиц 
на черенковское затухание в случае узких волновых пакетов, 
распространяющихся под фиксированным углом 9 к направле­
нию внешнего магнитного поля в плазме малого давления 
(4kTtn0Ta <€: В%). Будем изучать только колебания с длиной волны, 
значительно большей ларморовского радиуса частиц (к числу 
таких волн относятся различные ветви продольных колебаний, 
альвеновская и быстрая магнитозвуковая волны, см. гл. 5). 
Так как фазовая скорость этих волн значительно больше тепло­
вой скорости ионов, то можно пренебречь экспоненциально малым 
черенковским затуханием колебаний, обусловленным ионами, 
и учитывать только черенковское затухание, обусловленное 
электронами.

Удерживая в (9.2.1.31) для электронов только одно слагае­
мое с п= 0  и добавляя в правую часть этого уравнения интеграл 
столкновений в форме (9.2.4.1), представим уравнение для /е0 
в виде

+  <9 '2 А 9 )

где D№ определяется выражением (9.2.4.2) и

/? =  * ^ - S | ^ ) +  ^ ^ ) |28 («>cy)(k) - V . ) ‘PA- (9.2.4.10)



В квазиравновесном состоянии, когда диффузия электронов 
вследствие рассеяния на волнах уравновешивается столкнове­
ниями (dfe0/dt да 0), из уравнения (9,2.4.9) получим

dfeо __ д/ем 1
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#v i 1 +  D/D с
(9.2.4.11)

Антиэрмитово слагаемое в дисперсионном уравнении про­
дольных колебаний (kfi .̂/k2)г<у= 0  (и, следовательно, декремент 
затухания) пропорционально интегралу

К dv,.

Учитывая соотношение (9 .2 .4 .11) , найдем для декремента зату­
хания (к )

т1')(к) =  - т мФ0, (9 .2 .4 .12)

где ум — декремент затухания продольных колебаний для плазмы 
с максвелловским распределением электронов по скоростям и

00 2 

Фй =  f е~х , |1 . d x , х = - ^ ~ ,  -г; — ^ v±\ . (9 .2 .4 .13)
0 3 l  +  7j(x) ’ 2о| £>с (^ и .

о

Если фазовая скорость рассматриваемых колебаний значительно 
больше тепловой скорости электронов (<i>(y)//cH — v t уе)> т0 ЩОсе =
=  y / ( « + v 2). гда

В этом случае
СО

Фэ =  1 +  г/ ехр (у - f  V2) Ei (— V2 -  у), E i ( - * )  =  -  j dt.
x

Для колебаний большой амплитуды у  1 и Ф0 д а  3/(2у), 
поэтому декремент затухания пропорционален частоте столкно­
вений.

Формула (9 .2 .4 .12 )  определяет декремент черенковского за­
тухания продольных колебаний плазмы в квазилинейном при­
ближении с учетом столкновений электронов.

Аналогично нетрудно получить в квазистационарном состоя­
нии декремент черенковского затухания альвеновской и быстрой 
магнитозвуковой волн в плазме малого давления в квазилинейном 
приближении с учетом столкновений электронов, когда их диф­
фузия вследствие рассеяния на волнах уравновешивается столкно­
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вениями. Для этого следует использовать соотношение (9.2.4.11) 
и дисперсионное уравнение (5.4.1.4). Мы приведем только окон­
чательный результат:

где
V* — ylTJmit s 

(1 +  COS2 0) fc2C2w2 .

«&/(«>« — ),

( 2 _  \ 

шС/>2 (шт ~  “(y>2) '  /
\  rh  I 1 \

~ei )  « r2+ ^ i U ^ ) 2- » i 1 ;

x  (2Ф3— Ф2

X

&2С2ш£|

ô >2wa, 2Ф2 +

+  Г “ сои->
(2 f  2Ф3 — >1‘2Ф2 - f  тсФ2Ф|)

Ф, 4v]

\ j

_1 Г Б d/eO ^
/2 J J- а 1 7 Х -

Ф2 == - 2 Л ;2 j

dv,

dfe О

Фя : —Я*/» j d/eOdy,

f  : 1 — 2ze exp (—z2) J exp t2dt, ze =  u/^ (k)/\/2 A,i;e.

(9.2.4.14)

(9.2.4.15)

Если фазовая скорость альвеновской и быстрой магнитозву­
ковой волн значительно больше тепловой скорости электронов, 
то выражение для Q (см. (9.2.4.15)) упрощается, а мы получим

veMBl (® o-f
А2С2Ш|Bi Ф„ — 2Ф)  ехр (— z2), (9.2.4.16)

где Ф0 =  Ф0 (у) определяется формулой (9.2.4.13), Ф (у) — 1 — у —
— У (Va +  У) ехр (V2 +  У) Ei (—V2 — У)> У =  и D определяется 
(9.2.4.10), где отброшено слагаемое, пропорциональное •

Для слабых полей (D <€s D0) соотношение (9.2.4.14) соответ­
ствует выражению (5.4.1.5) для коэффициента затухания в линей­
ной теории для плазмы с максвелловским распределением элек-
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тронов. Для сильных полей (D D0) декремент затухания 
> (9.2.4.14) в D /D a меньше, чем в линейной теории.

Исследуем теперь влияние кулоновских столкновений на 
циклотронное затухание для одномерных волновых пакетов. 
Ограничимся рассмотрением узких волновых пакетов (Дул 
к^И\®ва. | О- В этом случае диффузия частиц вследствие рас­
сеяния на волнах происходит практически в направлении маг­
нитного поля. Пренебрегая диффузией частиц в направлении, 
перпендикулярном к нему, представим уравнение (9.2.1.31) 
с учетом столкновений в виде (9.2.4.9), где

D el (к х»а \*п-4 « * 1 1 + 6 1 * 4  W *______ _____________________________________ у_х \2и
ml  I  J 2 и+1 [(п —  1 ) ! ]2  | —  v,  c o s  в | ( ю ^ > 2 1 У 2  v j  '

(9 .2 .4 .1 7 )

В установившемся состоянии, когда диффузия частиц, вызван­
ная рассеянием на волнах, уравновешивается столкновениями, 
величина производной d/e0/di>H будет определяться форму­
лой (9 .2 .4 .1 1 ) . Учитывая, что антиэрмитовы члены в тензоре 
г -j и, следовательно, декремент затухания, пропорциональны 
интегралу

J и ^
О

и используя соотношение (9 .2 .4 .1 1 ) , получим

Т, л (к )  =  - Т м ^  (9 .2 .4 .1 8 )

где
со

F =  ЯТ S *"е’ * dx' х =  71 =  DID*'
О

В случае электронного циклотронного резонанса (ю<̂ ) д а  п | <оВе |) 
при и j t;e величина tj принимает более простой вид

х” D (vA
: 7Ь Т + Т *’ ^  2 «*

(9.2,4.19)

Используя это выражение для т), получим при шда|о>Ве|

F =  x[ 3 — 2х +  х ( 1 — 2х)е* Ei (—*)], v% >  v„  (9.2.4.20)

где х-=  1/(1 -f- -q0). Для слабых полей (tj0<̂  1) /'’ да 1 и у д а —ум.' 
для сильных полей ти 1 декремент затухания уменьшается и 
^даЗ/т)0 < 1 .



Если да 2 | свЯе |, то учитывая (9.2.4,19), нетрудно показать,
что

f = j 1 -  1 (a:i+ р) e~x,Ei (xi)~ (x2 + р )  e~**E i {х*)]\ *
(9.2.4.21)

где
п Чо — 4 г  — 1 ±^1 — 7J0
р —  4 ^ 0 - 2 ) ’ Х^ ~  щ

Если т»1э<^1, то ^ д а1 , а если kj0^>1, то /’ да3/(2к]0).
В области сильных полей (tj0^>1) функция F асимптотически 

приближается к значению

F =  {V*>Ve)- (9.2.4.22)

Для ионного циклотронного резонанса (ofJ) (к) да n<oBi) при v l >  
^>и{ имеем

хп D (vL) тс1̂
 ̂=  ^ 1 + ^ ’ ^  =  ' 2»\
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. (9.2.4.23)
J_=V2 n

Используя это выражение, получим при со'-*'' (к) да nu>Bi (п — I, 2) 
F =  x [ 2 - x - i - e xE i(—x ) x ( i — x)], х =  1/(1 +  yi0), п =  1, (9.2.4.24) 
и

^  =  4 [ 1 ~ 2 ^ +  ^  +  р)е~Х1Ш^  ~ +  Р ) ^ Л Щ ,
(9.2.4.25)

где
„ _  —1 + v̂ l — Ц 0 „ _  о̂ — 1
“"1.2 — 2Чо ’ 27Ю-1 •

В случае сильных полей (т]0^>1) при со‘■'’ датож и г;„ г;( 
находим

F  —  J L L  
п ! т)0 ’

Таким образом, для узких волновых пакетов диффузия частиц 
вследствие рассеяния на волнах в условиях циклотронного ре­
зонанса всегда приводит к уменьшению декремента затухания. 
В сильных полях циклотронное затухание определяется столк­
новениями и

f j !  -------ТмЛЬ’

т. е. декремент затухания пропорционален частоте столкновений.



Г л а в а  10
НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛН

И ЧАСТИЦ

§ 10.1. Кинетическое уравнение для волн

10.1.1. Нелинейное уравнение для амплитуды волны. Квази­
линейное приближение, рассмотренное в предыдущей главе, 
учитывает из различных нелинейных процессов, происходящих 
в плазме, только процессы самого низкого порядка по энергии 
плазменных колебаний, а именно обратное влияние колебаний 
на усредненную функцию распределения частиц, а также влия­
ние медленного изменения функции распределения частиц на 
скорость нарастания колебаний.

По мере роста амплитуды колебаний становится необходи­
мым учет нелинейных процессов более высокого порядка — не­
линейного взаимодействия волн и рассеяния волн частицами 
плазмы. К исследованию этих процессов мы теперь и перейдем.

Ограничиваясь для простоты случаем продольных колебаний 
плазмы в отсутствие внешних полей, будем исходить из кине­
тических уравнений для функций распределения Fa частиц сорта 
а (а=е, i) и уравнений электростатики

=  (10.1.1.1) dt 1 dr dr d\ v '

Д(р =  —4тг (10 .1 .1 .2)
a  J

Здесь Fx — точная (не усредненная по флуктуациям или по 
малым интервалам времени) функция распределения частиц,

FA V> г> *)=  F -12  8 (г ~  r ^ ) ) 8 (v — (Ю.1 .1 .3)
j

где v. и — координаты и скорость j -ш частицы и суммирование 
производится по всем частицам сорта a (F — объем плазмы, 
ел и т х — заряд и масса частицы сорта а).

При таком определении функций распределения уравнение
(10 .1 .1 .1) является, очевидно, точным и оно полностью экви­
валентно уравнениям движения

Т .  (t) =  Y j  (t), Y j  (t) =  - %  ( ^ ) r=r . • (10.1.1 A)



Решение этих уравнений будет зависеть от начальных усло­
вий, по которым естественно произвести усреднение (такое ус­
реднение эквивалентно усреднению по ансамблю тождественных 
и независимых плазм, ср. § 1.1). Для плазмы в отсутствие внеш­
него электрического поля ^(рассмотрением такого случая мы 
и ограничимся) усредненный потенциал будет равен нулю, 
<̂<р) = 0  (угловые скобки служат здесь и далее для обозначения 
усреднения); тогда мы получим, согласно (10 .1 .1 .1), следующее 
уравнение для усредненных функций распределения (F J\ , г, /)У= 
=/«o(v, г , t):

f + ' f = t s ( t ¥ ) .  (10.1,1,5)

где fa~  Fa — /а0 — осциллирующая добавка к функции распреде­
ления.

Вычитая из соотношения (10.1.1.1) соотношение (10.1.1.5) 
и переходя к компонентам Фурье

/ (к, ш) =  (2тс)-4  ̂ ехр (—г'кг -f- Ш } / (г, t) dt dt, 

получим следующее уравнение для функции /а(к, со) =  /а:

— *(<о — k v )/ „ (k , <о) гк  ^ -ср  (к ,

=  * з П  к ' ^  (к/’ — к '.  со — а>') —

— <<р(к', <о')/«(к — к ', ш_ . а >')y}d3k'dm', (10 .1 .1 .6)
где <р(к, ш) — компонента Фурье электростатического потенциала, 
связанная с функциями /а соотношением

<р(к, <о) = - р ' 2 е“ \ ^“ (к > С° )^ 3у’ (Ю .1 .1 .7 )
а

Вводя далее оператор
ga (k, и,) =  _ ^ ( ш - к т  +  й Г ^  (10 .1 .1 .8)

(о — бесконечно малая положительная величина, введенная для 
правильного обхода полюса при co=kv), можно представить это 
уравнение в более компактной форме:

/а ( к ,  « )  — «р'(к, w) k g a (к , ю )/„о= j k ' g ^ k ,  0>) ( ? ( к ' ,  « в ' ) х

X  /а(к  — к ' ,  со — (o') — <<р(к', со')/о(к  — к '  ,ш — ш ') » # * '* » ' .  (10.1.1.9)

Это уравнение удобно для исследования нелинейных процес­
сов в плазме в случае так называемых слабо турбулентных со­
стояний, т. е. таких ее состояний, при которых энергия плазмен­
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ных колебаний мала по сравнению с энергией частиц. В этом 
случае можно пользоваться разложением в ряд по степеням 
амплитуды колебаний.

Обычно слабо турбулентные состояния плазмы возникают 
при нарастании колебаний, инкремент которых (даваемый ли­
нейной теорией) мал по сравнению с частотой (у ш). Заметим, 
однако, что неравенство у <§; со отнюдь не является достаточным 
условием возникновения слабой турбулентности. Если нелиней­
ные эффекты (как, например, при так называемых взрывных 
неустойчивостях [1 ]) приводят к возрастанию инкремента с ростом 
ампли туды колебаний, то в плазме развивается сильная турбу­
лентность даже при малых значениях инкремента нарастания, 
полученного в линейной теории.

Итерируя уравнение (10.1.1.9), мы можем найти в случае 
слабой турбулентности функции /к в любом (конечном) прибли­
жении по амплитуде колебаний.

Чтобы учесть взаимодействие между волнами и нелинейное 
взаимодействие волн и частиц в плазме (в первом неисчезающем 
приближении по энергии волн), достаточно, итерируя уравнение
(10.1.1.9), ограничиться слагаемыми, кубичными по амплитуде 
колебаний. Вводя для удобства записи обозначения ga =  ga (к, ш); 

g™ =  ga(k»> (» =  1 , 2 , 3, . . . ) ,  получим

/ « (к » м ) =  (к 8'«) L ?  (к - ш) +  J (kig«) (k2g J  /« о («Pifa —  <<PiTa>) X  

X § (к — к, — k2) 8(co — (Oj — (o2)d3/c|(i3/i:2d(i)1d<o2 -f- J (k, g j  x  

X  {k2ga (k — klf a) — wj)) (ksga3) /я0 (<PJ<PJ<PS — <Pt <<p2<p3> — <?i?2%>) X
X  8 (k —  k l —  k 2 —  k 3) 8 (со —  (Bj —  ш2 —  u>3)

(10.1.1.10)

Подставляя (10.1.1.10) в (10.1.1.7) и учитывая, что диэлектри­
ческая проницаемость плазмы связана с усредненными функциями 
распределения частиц соотношением

е (k , а.) =  1 — i l  2  еа j  k g K (к , ®) U & v ,
а

получим следующее нелинейное уравнение для электростатиче­
ского потенциала:
е (к, со) ср (к, (»)=  J V (к, со; к15 e )̂ f a ? ,  — O t f j»  X

X 8 (к — kj — к2) о (со — о)1 — ш2) d3k1d3k2du>1dio2 -f- 
- f  V (к, со; к,, <»,; к2, со2) — ф, <ср2ср3> — О ^ а »  X

X 8(к — к , —к2— к3)8(со—ю1—<о2—о>3)d3k,dVĉ k.̂ dû d(s>2d(o:i, (10.1 .1.11) 
31 Под ред. А. И. Ахиезера
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где

V (к, со; к ,, т г) =  2  еа j (kjg.) (k2go2) X
а

X /во8 (к — Ьг — к2) 8 (ш — ш1 — ш2) d3vd3k2dw2,

V (к, «>; к,, сол- к2, <о2) =  ~  2  е а j ( k j J  X
а

X {k2g„ (к — к]; О) — ajj)} (k3ga3) /а03(к к, — к2 — к3) X 
X 8 (ю — (Oj — ш2 — ш3) d3ad3k3dw3.

(10 .1 .1 .12)

10.1.2. Уравнение для корреляционной функции. Нелиней­
ное уравнение для электростатического потенциала (10 .1 .1 .11) 
является следствием динамических уравнений (10.1.1.4) (или, 
что то же самое, кинетического уравнения (10 .1 .1 .1)) и уравне­
ний электростатики. Обратим внимание на то, что при выводе 
этого уравнения неявно использовалось предположение о случай­
ном характере колебаний плазмы. В самом деле, при решении 
кинетических уравнений мы выбрали не общие, а частные реше­
ния типа fa — grj/a0, в результате чего уравнения (10.1.1.9) — 
(10 .1 .1 .11) не содержат начального возмущения функций рас­
пределения частиц. Иными словами, при выводе этих уравнений 
мы неявно подразумевали, что система успевает «забыть» явный 
вид начального возмущения, так что функция ср определяется 
лишь свойствами самой системы. Мы не будем, однако, останав­
ливаться на выяснении критериев того, в каких случаях на­
ступает «забывание» начальных условий (стохастизация колеба­
ния) *).

Интенсивность случайных колебаний и их распределение 
по частотам и волновым векторам характеризуется корреляцион­
ными функциями, т. е. усредненными произведениями вида 

<?у'1 'г2 гз>’ <?1 ‘Ра<Рз'Р4> и т - Д- Мы выведем сейчас уравне­
ние для парной корреляционной функции которому 
придадим форму кинетического уравнения**). Умножим для этого 
уравнение (10 .1 .1 .11) на ф* (к ', ш') и произведем усреднение

*) Обоснованию статистического подхода к различным системам и выяс­
нению критериев стохастичности посвящена книга [2].

**) Метод исследования нелинейных процессов в плазме с помощью кине­
тического уравнения для волн развит в работах Кадомцева и Петвиа- 
швили [3], Галеева и Карпмана [4, 5] и Силина [6], Н елинейным взаимодей­
ствиям волн и частиц в плазме посвящена обширная литература, нашедшая 
уже свое отражение в ряде обзоров и монографий [7—9].
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по случайным фазам; в результате мы получим 
е (к, со)<ср(к, <°) ?* (к/, "»')> =

=  j V (к, ю; к,, cdx) <ср* (к', со') ср (кх, о̂ ) ср (к — Ц, со — coj) (Pk^d^ +

-f  J V (к, о>; kj, Мр k2, ш2){<<р*(к', ( " O m V "

<cp* (k ', со') cpj) <tp2=p3>} 8 (k — kj — k2 k3) X 
X 8 («> — “j — co2 — №3) dak}d4c%d?,k:id(u,dcu2dco3. (10.1.2.1)

Это соотношение связывает парную корреляционную функ­
цию t̂pitp2̂  с тройной корреляционной функцией <(<р1<р2?з)> и 
четверной корреляционной функцией <СсР1<Р2сРзсР4̂>- При этом трой­
ная корреляционная функция может быть сведена к четверной, 
если, используя (10 .1 .1 .11), подставить в нее величину ср с точ­
ностью до членов второго порядка. Что же касается четверной 
корреляционной функции, то для случайных колебаний, фазы 
которых полностью нескоррелированы, ее можно представить 
в виде суммы произведений парных корреляционных функций

=  <?iT2> < ?3?4>  +  <<р]?з> +<?1<Р4> <.?2?з>- (10.1 .2 .2)

В результате соотношение (10.1.2.1) превратится в нелиней­
ное интегральное уравнение для одной функции — парной кор­
реляционной функции с̂р1ср2)>.

Замечая, что функция <(91%^ пропорциональна o(k1+ k 2) X 
X §( со2), введем коррелятор / (к, со), определяемый как

<ср (к, со) ср* (к ', со')> — 8 (к — к ') 8 (со — u/) I  (к, ш). (10.1.2.3) 

Используя (10.1.1.11), (10.1.2.2), приведем (10.1.2.1) к виду
е (к, ш) / (к, со) =  I  (к, со)  ̂ U (к, со; к1; со: ) / (кх, coj dskxdo\ - j-

1 Г
+  Щ к , м) J I у (к ’ “ >■ к 1’ “ l) I2 1 (к 1> “ l)1 (к  ~  к 1’ 10 — (0i)

(10.1.2.4)
где

и величины V  определяются формулами (10.1.1 .12).
31*
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В интересующем нас случае слабо турбулентной плазмы били­
нейное по коррелятору / выражение в правой части уравнения
(10.1.2.4) оказывается пропорциональным малому параметру 
'f/ш, где |х| — инкремент нарастания колебаний, даваемый 
линейной теорией. Вводя обозначения s ' ( k ,  u)) =  Re e(k, ш), 
е" (к, ш)=1те (к , ш) и учитывая, что инкремент нарастания ко­
лебаний в линейной теории пропорционален мнимой части ди­
электрической проницаемости

т (t) =  (Ь, „ ( t ) ) ( * ^ ) ^ in (10.1.2.6)

( ш(к) — частота соответствующего собственного колебания 
плазмы), получим в нулевом приближении по параметру у/ш

в '(к, со)/(к, ®) =  0. (10.1.2.7)
Решение этого уравнения имеет, очевидно, следующую струк­

туру:
I  (к, <о) =  /+ (к) В (ш — и (к)) - j - 1 -  (к) 8 (ш ш (—к)),

где 1+ и /_ — некоторые функции волнового вектора к (чтобы 
не усложнять формул, мы ограничимся здесь учетом коллектив­
ных колебаний только одного какого-либо типа; обобщение на 
случай нескольких ветвей колебания будет дано ниже). Учиты­
вая, что I  (к, (о)= / (—к, — oj) ,  мы видим, что функции 1+ и /_ 
не независимы, а связаны соотношением /+(к)=/_(—к). По­
этому, если условиться под ш(—к) понимать —“(к), то можно 
представить коррелятор /(к, ш) в более компактном виде:

I  (к , со) =  / (к) § (ш — ш(к)). (10.1.2.8)

Уравнение следующего приближения по параметру у/ ш опре­
деляет, очевидно, обусловленное нелинейными эффектами до­
полнительное затухание колебаний и сдвиг их собственной час­
тоты. При этом поправка к собственной частоте колебаний A w 
мала по сравнению с самой частотой (Дш ~ у). Что же касается 
дополнительного затухания колебаний, то соответствующий 
декремент может оказаться того же порядка величины, что и инк­
ремент нарастания, даваемый линейной теорией, или даже пре­
восходить последний. Мы ограничимся поэтому определением 
декремента нелинейного затухания колебаний и не будем ин­
тересоваться обусловленной нелинейными эффектами поправкой  
к их частоте.

Подставляя (10.1.2.8) в уравнение (10.1.2.4), представим 
мнимую часть получающегося соотношения в виде

( т ) с  =  ° -  ( , 0 1 ' 2 '9)
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где

f  {/(к)) =

X I  (kj) I  (к  — kj) 8 (со (к) — со (kj) — ш (к — к х)) d3/сд.
(1 0 .1 .2 .1 0 )

Величина ?{Дк)} представляет собой сумму (алгебраическую) 
инкремента нарастания колебаний, даваемого линейной теорией, 
и декремента затухания, обусловленного нелинейными эффектами.

Уравнение (10.1.2.9) определяет коррелятор /(к) в случае 
стационарного и однородного распределения случайных волн. 
Это уравнение легко обобщить на случай нестационарных и не­
однородных распределений волн. Заметим, что если бы нелиней­
ные эффекты полностью отсутствовали, то в случае слабых не­
однородностей (&А<^;1 ; X — характерный размер неоднород­
ности) функция /(к) удовлетворяла бы уравнению

Очевидно, чтобы учесть нелинейные взаимодействия волн 
с частицами и друг с другом, необходимо заменить здесь декре­
мент затухания линейной теории у(к) полным декрементом за­
тухания f(/}, определяемым формулой (10.1.2.10). В результате 
мы получим уравнение

которое называется кинетическим уравнением для волн.
Используя функцию /(к), можно придать уравнению для 

усредненной функции распределения частиц сорта а (10.1.1.5) 
форму

Это уравнение вместе с уравнением (10.1.2.11) для /(к) об­
разует полную систему уравнений для описания слабо турбулен­
тных состояний плазмы-

(1 0 .1 .2 .1 1 )

%  +  v T = - s j - i  i k '  «  8 <»(t) -  tv ) ( t  ! l f ) i> k .  (10 .1 .2 .12 )
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Заметим, что соотношение (10.1.2.12), описывающее медлен­
ное изменение функций распределения частиц под влиянием волн, 
представляет собой, разумеется, не что иное, как  уравнение квази­
линейной теории для функций распределения частиц (ср. гл. 9).

Кинетическому уравнению для волн можно придать более 
привычную форму, если вместо коррелятора /(к) ввести функ­
цию распределения волн (плазмонов) N (к, г, £), т. е. число волн 
в единице объема, имеющих волновые векторы в интервале 
(k, k-f-dk). Эта функция связана с плотностью энергии W  соот­
ношением

(в числе аргументов N мы опускаем здесь и далее г и ().
Плотность энергии колебаний плазмы определяется формулой

Подчеркнем, что введение функции распределения N(k, г, t) 
квазичастиц (плазмонов), зависящей как  от импульса Йк плаз- 
мона, так и от координат г и времени t, имеет смысл только в том 
случае, если число плазмонов N(k, г, t) медленно меняется в про­
странстве и времени. Это значит, что изменение функции на рас­
стояниях порядка длины волны А=2тс/&и в течение промежутков 
времени порядка периода волны Т = 2 тс/ш(к) должны быть значи­
тельно меньше самой функции N.

Подставляя (10.1.2.15) в (10.1.2.11) и вводя интеграл столк­
новений для плазмонов

получим следующее кинетическое уравнение для плазмонов:

Это уравнение аналогично хорошо известному кинетическому 
уравнению для фононов в твердом теле (см., например, [1 0 ]).

10 .1 .3 . Трехволновые процессы и нелинейное затухание Лан­
дау. Остановимся теперь на физической интерпретации различных 
слагаемых в правой части соотношения (10 . 1 .2 .10).

(10.1.2.13)

(10.1.2.14)

Поэтому для N (к) мы получим

(10.1.2.15)

/ SN \ _ гс2&2 / дв' (к, м)\ / д1\
\ dt )е ~~ П \ - дш /ш=св(к) V dt ) с ’

и2&2 / дв' (к, (о)

(10.1.2.16)
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1 _  да 1 I _n i \ * ' ( k ,  ш) ~1
ш=(о(к)е (к, ч> + i°) е' (к> ш) ~  | дш

X {S (со — ш (к)) —}— В (со —(— ш (к))} sgn со

можно представить величину (д/(к)/д£)0 в виде

(£1Г1)е = Т° 1 W + 11 (к) 1 ̂  + ̂ U (к))’ <10Л-ЗИ)
где уа (к) — взятый с обратным знаком инкремент нарастания коле­
баний, даваемый линейной теорией (см. гл. 4), а величины у, (к) 
и S  {I (к)} определяются формулами

ti (к)= SIm {и (к> ш (к); kl’ “(к]))+
, и (к, ш(к); kj, о) (кх)) v (к — кх, ш (к) — ш (к1); к, о> (к)) ) т /и \ лзи 
----- е (к -  къ о, (к) -  Ш (кх)) J 1 ™  а

(10.1.3.2)

S {/ <к)> =  */ ( к ) х

X R e{ y (k , со (к); к х, со (кх)) v (к — к , , а>(к — k j ;  к, со (к))} X 
X I  ( k j  8 (со (к) — со (kj) — о) (к — kj)) <Ркг —
_  j  | „ ( k , „ (к ) ; К  „ (Ь , ) ) р  X

X I  (kj) 7 (к — kj) 8 (со (к) — СО (kj) — СО (к — к х)) d %  (10.1.3.3)

(символ означает, что интеграл от соответствующей величины 
берется в смысле главного значения).

Выражение (10.1.3.3) для S  содержит 8-функцию, которая 
выражает закон сохранения энергии при взаимодействии между 
волнами

co(k) =  co(kj) +  co(k — kj). (10.1.3.4)

Поэтому величина S  характеризует нелинейное затухание волн 
в результате трехволновых (или, как  иногда говорят, трехплаз- 
монных) процессов — распада одной волны на две и слияния 
двух волн в одну. Легко видеть, что эта величина отлична от нуля 
(а следовательно, трехволновые процессы возможны) не при вся­
ком законе дисперсии со= со(к). Например, в изотропной среде 
условие (10.1.3.4) удовлетворяется, если фазовая скорость воз­
растает с увеличением волнового числа >  rj)  (в таких 
случаях говорят, что спектр колебаний является распадным). Если, 
наоборот, фазовая скорость убывает с увеличением к [ ^ р - ]  <  о ) , 
то условию (10.1.3.4) удовлетворить нельзя (нераспадный спектр).
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В случае нераспадных спектров (т. е. когда условие (10.1.3.4) 
не выполняется) взаимодействие между волнами возникает лишь 
в следующем приближении по энергии колебаний, — например, 
возможен четырехплазмонный процесс рассеяния волн друг на 
друге, вносящий в величину (dl/dt)e вклад, кубичный по функ­
ции /(к). Ограничиваясь эффектами, квадратичными по этой 
функции, мы не будем рассматривать такие процессы.

Слагаемое Yi(k)^(k) в выражении (10.1.3.1) не содержит 
8 (a) (к )— а)(кх)— ш (к—к х)), и поэтому его нельзя интерпретировать 
как затухание, обусловленное взаимодействием между волнами. 
Чтобы выяснить физический смысл этого слагаемого, вернемся 
к  определениям входящих в (10.1.3.2) функций U и v (см. (10.1.2.5), 
(10 . 1 . 1 .12)), представив последние в виде интегралов по скоростям 
частиц. Нетрудно убедиться, что в результате выражение для 
Yj (к) примет вид

Tl (к) =  j <ЖХ (к, к2, v) 8 (ш (к) — со ( k j  — (к — kj) v) d % d 3v, (10.1.3.5)

где q/Cx (к, к1; v) — некоторая функция, явный вид которой для 
нас сейчас несуществен.

Входящая в это выражение 8-функция означает, что выпол­
няется закон сохранения энергии при поглощении частицей 
(имеющей скорость v) колебания с волновым вектором к  и час­
тотой со(к) и одновременном испускании той же частицей колеба­
ния с волновым вектором к* и частотой со(кх). Вспомним теперь, 
что декремент обыкновенного (линейного) затухания Ландау 
можно представить в виде

То (к) =   ̂о%Г0 (к, v) Ь (со (к) — kv) d3v;

по аналогии между этим выражением и (10.1.3.5) величина 
Yj (к) называется декрементом нелинейного затухания Ландау. 
Очевидно, он представляет собой декремент затухания, обус­
ловленного нелинейным взаимодействием волн с частицами.

Покажем теперь, как записать кинетическое уравнение для 
волн, если в плазме могут распространяться слабозатухающие 
колебания не одного, а нескольких типов. Легко видеть, что 
решение уравнения (10.1.2.7) в этом случае имеет вид

/(k, o>) =  2/„(k)8(a>_av(k)), (10.1.3.6)
Р*

где индекс ft нумерует ветви колебаний. Поэтому кинетическое 
уравнение (10 .1 .2 . 11 ) будет справедливо для каждой из функ­
ций I  (к), если в выражении (10 .1 .2 . 10) для функционала 
Y{/} заменить / (к), / (kj), / (к  — к х) соответственно на (к), 
/р., (кг), (к  — kj) и вместе с интегрированием по к х произвести 
суммирование по f i j  и  [х2.
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§ 10 .2 . Турбулентные процессы с участием ленгмюровских волн

10 .2 .1 . Взаимодействие ленгмюровских волн с ионно-звуко­
выми. В полностью равновесной плазме в отсутствие внешнего 
магнитного поля возможны, как  известно, продольные колебания 
лишь одного типа — ленгмюровские колебания, спектр которых 
является нераспадным. Если температура электронов значительно 
превышает температуру ионов, то появляется еще одна ветвь 
продольных колебаний — ионный звук , также характеризую­
щийся нераспадным спектром. Отвлекаясь от возможных про­
цессов с участием поперечных электромагнитных волн, можно 
сказать, что в изотропной двухтемпературной плазме возможны 
трехплазмонные процессы с участием одной ионно-звуковой 
и двух ленгмюровских волн — поглощение (или испускание) 
ленгмюровской волной ионно-звуковой волны, распад ионно-звуко­
вой волны на две ленгмюровские и обратный процесс слияния двух 
ленгмюровских волн с образованием ионно-звуковой волны. 
К изучению этих процессов мы сейчас и перейдем.

Интенсивность ленгмюровских и ионно-звуковых колебаний 
мы будем характеризовать функциями /, (к) и I s (к), связанными 
с коррелятором I  (к, ш) соотношением

I  (к, ш) =  /, (к) 8 (со — со, (к)) +  (к) 3 (0, -  О,, (к)), (10 .2 .1 .1 )

где а>г (к) и wf (к) — частоты ленгмюровских колебаний и ионного 
звука:

шре — электронная плазменная частота, va— \/ TJmi — скорость 
ионного звука, Те — температура электронов и ае — электрон­
ный дебаевский радиус (напомним, что мы используем представ­
ление, в котором частоты сог и <os могут быть как  положитель­
ными, так и отрицательными, причем со (—к )  = — ю Д к ) ; ц= 1, s).

Кинетические уравнения для взаимодействующих между собой 
ленгмюровских и ионно-звуковых колебаний имеют, согласно

со, (k) =  соре +  % соре [a j i f ,

(к ) =  vsk>
(10.2.1.2)

(10.1.2.11), (10.1.3.1), вид

(10.2.1.3)

(10.2.1.4)

где U ; и Us — соответствующие групповые скорости
и ,(к )= ± 3 « * а * к ,
U (к) =  +  vsk/k. (10.2.1.5)



При определении функций V (к, <»; к х, <ох) , входящих, со­
гласно (10.1.2.5) и (10.1.3.3), в выражения для S  {/}, будем ис­
ходить из общих формул (10.1.1.12). Замечая, что вклад ионов 
в функции V  как  для ленгмюровских, так и для ионно-звуковых 
колебаний мал, имеем

V (к, оу (k); к х, o)v (к,)) =  — j [%. (к) -  kv +  /о Г1 X

Х  ( k i w )  К {к) “  {kl) -  (к  -  k i ) v  +  /оГ  (к -  к,) /о0} d*u
(jx, v =  z, s). (10 .2 .1 .6 )

Входящие сюда интегралы по скоростям легко вычисляются, 
если учесть, что главный вклад в них вносит область скоростей v, 
для которых «в/ kv соб:

F (k , «о, (k); к х, юг (кх)) == —А^кк^/Г,,
F (k , ш. (к); к х, <»г (кх)) =  АГ6к к х (/с2 — к к х)2 ej Тп

(мы не выписываем выражения для функции V (k, соДк); к х, (us(kx)), 
так как  она содержит по сравнению с двумя другими допол­
нительный малый параметр (аек)2).

Подставляя последние соотношения в первое из уравнений
(10.1.2.5), имеем

у (к, «в, (к); кх, и>1 (кд)) =  — Ат2к к хе/Ге, 
v (к, и, (к); к х, (Bi (k1) ) = A _*kk1 (A:2 — ккх)е/Гв.

Используя далее (10.1.3.3), получим окончательно следующие 
кинетические уравнения, описывающие взаимодействующие между 
собой ленгмюровские и ионно-звуковые колебания:

( l + u , ( k ) A ) / l ( k> +

тсе®<1>* С
+  4 2 # J  C0S2 ° V l  (k) 7° (k “  k i) -  7s (k  “  k ! »  X

X 8 (“>i (k) — to, (kx) — o)s (k — kj)) d3kx =  0, (10.2.1.9)

— 4 » S ‘  f  4  C0 S!  » (4 — t ,  cos »)> /, ( t ,)  /, (k —  t , )  X
e pe J

X § К  (k) — ш, (k) — «о, (k — kx)) d %  =  0, (10.2.1.10)

где ft — угол между векторами k  и k t .
Последним двум уравнениям можно придать форму кинети­

ческих уравнений для квазичастиц — квантов плазменных коле­
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(1 0 .2 .1 .8)

(10.2.1.7)



баний — если вместо функций /s ввести, согласно (10.1.2.15), 
функции распределения плазмонов

* i ( k) = - ^ r ' . ( k ). (10-2-1Л1)

Подставляя эти выражения в (10.2.1.9), (10.2.1.10), получим

( т + ^ к>1 И < к> Ч т ^ ) . .  (!* =  '• s>' (Ю.2.1 .12 )

где интегралы столкновений (dNJdt),.  имеют вид
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(10.2.1.13)

^  "  i \“ i/ -1' i V " ” f \"1/ ~г\“  '

Обратим внимание на то, что интеграл столкновений в кине­
тическом уравнении для ионно-звуковых волн всегда положите­
лен ((dN Jdt)0 >  0). Поэтому число этих волн, а следовательно, 
и их энергия со временем всегда увеличиваются.

Увеличение со временем энергии ионно-звуковых колебаний 
приводит к тому, что всякое распределение ленгмюровских волн 
в двухтемпературной плазме с Те ^> Т . оказывается неустой­
чивым. Физический механизм неустойчивости заключается в том, 
что низкочастотные биения, возникающие при взаимодействии 
двух ленгмюровских волн, превращаются в ионно-звуковые коле­
бания, что приводит к возбуждению ионного звука. Такой меха­
низм неустойчивости становится возможным потому, что для двух 
ленгмюровских волн и одной ионно-звуковой волны можно 
удовлетворить распадным условиям (10.1.3.4)

<0, (Ц) =  (О, (к,) +  (О. (к,), к , =  к г +  ks; (10.2.1.14)

поэтому и сама неустойчивость называется обычно распадной.
10.2.2. Распадная неустойчивость ленгмюровской волны. Рас­

смотрим теперь вопрос об устойчивости отдельной ленгмюров­
ской волны конечной амплитуды, распространяющейся в двух­
температурной плазме. Заметим прежде всего, что уравнения
(10.2.1.9), (10.2.1.10) (как и исходное кинетическое уравнение 
для волн (10 .1 .2 . 11 )) предназначены для изучения взаимодействия 
между достаточно широкими (в пространстве волновых векторов) 
волновыми пакетами и требуют некоторой модификации, если 
рассмотрению подлежат процессы с участием монохроматичес­
ких волн. Будем поэтому исходить вначале не из этих уравнений,

Н П  = s ^ S  °“ ! » 1к - м < № < к) - -
-  m ,  (k,)) N.  (k -  k ,)SK  (k) - 1», (k.) -  « ,  (k -  k J) « „

S *** *■ «* *>* X
ч/ A7 ( b \ N . ! \ r __ If \ й Cm ___ ,n_ O r  \ ___ m / t  —  l r  ft d ^ k



а из уравнений (10 . 1 .1 . 11 ); затем мы покажем, как  получить те 
же результаты, исходя из кинетических уравнений (10.2.1.9) и
(10 .2 . 1 . 10).

Возвращаясь, таким образом, к уравнению (10.1.1.11), пред­
ставим его для случая взаимодействующих между собой ленгмю­
ровских и ионно-звуковых волн в виде

=  J v  (Ь, <*); (к); к 1( 0)г (kj)) срг (к-, , aij) cps (к — kj, 0) — coj)

(10.2.2.1)
(o) “  (k)) (k, «>) =

=  j y ( k ,  <os (k); kv  w, (kj)) <p; (k„ ш^ср^к — Ц, со — w j d3kjdiov

(1 0.2.2.2)

гДе > s) — соответствующие части электростатического
потенциала, а функции V, v определяются формулами (10.2.1.7),
(10 .2 . 1 .8) (мы симметризовали уравнение для величины cps и пре­
небрегли в обоих уравнениях слагаемыми, содержащими потен­
циал в степени выше второй).

Будем считать, что в исходном состоянии в плазме распро­
страняется одна ленгмюровская волна с амплитудой % и волно­
вым вектором к0, т. е.

То (к, т ) =  ?о8 (к — к0) 8 (со — ш/(к,,)). (10.2.2.3)

Интересуясь устойчивостью этой волны относительно распада 
на ионно-звуковую волну с волновым вектором ks и ленгмюров- 
скую волну с волновым вектором к г, представим возмущение 
электростатического потенциала ср (к, ш) в виде

ср (к, со) == 2 j {cps cos (ksr — cos (к,) t) - f

- f  Ч»,сов(к{г — |o ),(k ,)| «)}^^ -, (10.2.2.4)

где cps и срг —  медленно меняющиеся функции времени.
Чтобы указанный распад был возможен, векторы к г и ks должны 

быть связаны с к0 уравнениями (10.2.1.14). Решая последние и 
полагая для определенности получим

ki =  k0, ks =  2k0 s in 1l2a,

где а — угол между векторами к0 и к г
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Подставляя далее (10.2.2.3) и (10.2.2.4) в уравнения (10.2.2.1), 
(10 .2 .2 .2) и производя линеаризацию, имеем

1
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(® — ®. (Ь.)) Тв =  — - ^ Г  sin3 Va®-
(10.2.2.5)

(со — со, (k,)) ср, =  —Yz'V ? , cos a,e

2
pe

Полагая для каждой из возбуждаемых волн ш= ^ (k ^ -j-  
- j- iy (a ) , найдем квадрат инкремента нарастания колебаний уа(а):

Т2 (®) =  ре (® A )3 j/  ~  И р г"  (—cos ® silj3  V*®)- (Ю .2.2.6)

Мы видим, что нарастают возмущения, для которых а ]> 
^>1/2тг, причем наибольшим инкрементом характеризуются возму­
щения, для которых а = тг, т. е. k ,= —к0, ks= 2k0. Таким образом, 
инкремент распадной неустойчивости m a x { j( a ) J = jl определя­
ется формулой [И ]

Ъ =  “ре (аЛ ) 3'г I е?о I K / ^ i ) V‘- (10.2.2.7)
Покажем теперь, как  определить инкремент распадной не­

устойчивости, если исходить не из уравнения (10 . 1 . 1 .11 ), а из ки­
нетических уравнений (10.2.1.9), (10.2.1.10) для взаимодействую­
щих между собой ленгмюровских и ионно-звуковых волн. 
Заметим, что при учете нарастания (или затухания) волн в выра­
жении (10.1.3.3) для функции S  {/} следует произвести замену
8 (со (к) —  (о (кх) —  ш (к —  k j ) )  -*■

-*  (h M  К® (к) — <*> ( k j  — со (к — к г))2 +
Рассмотрим в качестве невозмущенного состояния системы волн 
состояние, характеризующееся коррелятором

I  (к , со) =  /0 {3 (к  -  к ,)  8 (со -  со, (к 0)) +  8 (к  +  ко) 8 (со +  со, (ко))},

и наложим возмущение вида
8/ (к, со)=.Л,{8 (к — к , ) 8 (со — <o,(k,))-f-

+  8 (к +  к,) 8 (ш +  со, (к,))} exp {b t} +  4 S (8 (к -  к.) 8 (со -  cos (к.)) +
+  8 (к +  к.) 8 (со - f  cos (к,))} exp {T,f}

(At и A s — некоторые константы). Полагая к , =  — к0, ks =  2k0, 
получим после линеаризации кинетических уравнений

v А — е л у л _ ê vlkf,!о . ('10 2 2 8)Т i t  4Tjr* А ш, тИ , — A lt (lO.z.z.o)

откуда [71
Т< =  %е («ЛУ7, ^е1 \Je40 (10.2.2.9)
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Это выражение отличается от (10.2.2.7) лишь тем, что в него 
вместо амплитуды отдельной ленгмюровской волны ср0 входит 
средняя квадратичная амплитуда случайных ленгмюровских 
волн s jl0.

Заметим, что выражения (10.2.2.7), (10.2.2.9) для инкремента 
распадной неустойчивости ленгмюровской волны справедливы, 
если он превосходит декременты затухания всех трех волн, 
участвующих в процессе распада. Что же касается самой воз­
можности распадной неустойчивости, то для ее возникновения 
достаточно, чтобы инкремент распадной неустойчивости превос­
ходил декременты затухания хотя бы для двух (а не обязательно 
для всех трех) волн, участвующих в процессе [1 2 ].

Мы рассмотрели распадную неустойчивость, считая все три 
волны, участвующие в процессе, монохроматическими. В реаль­
ной физической ситуации мы имеем дело, разумеется, не с моно­
хроматическими волнами, а с волновыми пакетами, существую­
щими конечное время. Учет немонохроматичности волновых 
пакетов [13, 14] приводит к уменьшению инкремента распад­
ной неустойчивости по сравнению с (10.2.2.7). При достаточно 
большой ширине пакета величина у2 может даже сделаться от­
рицательной; в этом случае, разумеется, величина |уг| является 
уже не инкрементом нарастания колебаний, а поправкой к их 
частоте.

10 .2 .3 . Нелинейное затухание ленгмюровских волн. К ак было 
показано в гл. 4, декремент обычного (линейного) затухания 
Ландау для ленгмюровских волн экспоненциально мал (у^/ш ~  
~ехр{—х/2(авА;)_2}). Это связано с тем, что экспоненциально 
мало число резонансных частиц — электронов со скоростями, 
близкими к фазовой скорости ленгмюровской волны, и поэтому 
интенсивно взаимодействующих с последней.

При нелинейном взаимодействии двух ленгмюровских волн 
должны возникать низкочастотные биения с фазовыми скорос­
тями порядка aekve, где ve — средняя тепловая скорость электро­
нов. Эти биения, поглощение которых частицами приводит к не­
линейному затуханию Ландау, взаимодействуют с электронами 
значительно интенсивнее, чем исходные ленгмюровские волны. 
Поэтому даже при не очень больших амплитудах уменьшение 
энергии ленгмюровских волн должно определяться главным 
образом их нелинейным затуханием, к изучению которого мы и 
перейдем.

Заметим прежде всего, что в полностью равновесной плазме 
спектр ленгмюровских волн является нераспадным, т. е. соот­
ношение (10.1.3.4) не может быть выполнено. Поэтому S  {/,} = 
= 0 , так что затухание ленгмюровских волн в результате нелиней­
ных эффектов полностью сводится (в квадратичном приближении 
по I , (к), которым мы ограничиваемся) к нелинейному затуханию
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Ландау. (Спектр ленгмюровских волн становится распадным 
в сильно неизотермической плазме; возникающая в ней рас- 
падная неустойчивость ленгмюровской волны рассматривалась 
в п. 10 .2 .2 .)

Д ля определения декремента нелинейного затухания ленгмю­
ровских волн будем исходить из общей формулы (10.1.3.2). 
Чтобы определить входящие сюда функции U и v (см. (10.1.2.5)), 
учтем, что при суммировании по сортам частиц в соотношениях
(10 . 1 . 1 . 12) достаточно ограничиться электронными слагаемыми. 
Далее, главный вклад в интегралы в правых частях (10.1.1.12) 
вносит область скоростей z; ~ у е, и поэтому разложению подынтег­
ральных выражений в ряд по степеням ку/юг(к) соответствует 
разложение функций U и v в ряд по степеням малого пара­
метра авк.

В первом приближении по этому параметру получим

Подстановка найденных выражений в (10.1.3.2) дает у и (к) =  0. 
Поэтому необходим учет следующего приближения.

В следующем приближении по параметру аек имеем

lm|f/(k, (о, (к); к0 а», (к2)) -(-
I ^ ( к ,  м ; ( к ) ;  kt, to, ( к д))  и  ( к  — кх, о , (к )  — ы ,  (кх); к, ш ,  (к)) 

"Г  е ( к  к х, o>i ( к )  oj; ( к х) ) !

Замечая, что ] (к) — шг (kj) | ~  (a jtfy  можно представить 
входящий в это выражение интеграл в симметричном (по отноше­
нию к векторам к  и к,) виде

v (к, со, (к); kj, (о, (kj)) =
__  e k k j  (к — k j)2

(к)
и  (к, ю1 (к); k v  со, (кх)) =

е (к — kj, «», (к) — о», (kj)),
(10.2.3.1)

у (к  — kj, «о, (к) — о», (kj); к, а>,(к)).

StiM (кк))2
j  (kv)2 (к -  к,) -^ L  8 (С», (к) -  а,( (кх) -  (к -  к 3) s)d?v.

(10.2.3.2)

j (kv)2 (к — kj) 8 (ш, (к) — <o, (kj) — (к — k x) v) d3v =

=  - - W Im 8 (k -  k!> (k) -  “I (ki))- (10.2.3.3)
fetkk !!2

4n2e2



Подставляя последние два соотношения в (10.1.3.2), получим 
окончательное выражение для декремента нелинейного затуха­
ния ленгмюровских волн (см. [7])

Tu(k) =  e2Temfw~lk~2 J ( k k ^ f k k j2 X
К Im s (k — kj, шг (k) — шг (kx)) I, (kx) dzkv  (10 .2 .3 .4)

Мы видим, что
T/1 (k) ~  “ре (МО3 W J n J "  (10 .2 .3 .5)

где щ  — равновесная плотность электронов и W t — плотность 
энергии волн,

Учитывая, что декремент линейного затухания для ленгмю­
ровских волн равен
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Т/о' У  8 (в.Л)з е х р { %  2 (ае&)2} ’

мы видим, что нелинейное затухание начинает играть определя­
ющую роль, если амплитуда волны не слишком мала, а именно, 
если Е >  ЕшЫ, где

Е тЫ ~  (аек)Ь ехр{ — 2 (0^ )2}" (10.2.3.7)

Подставляя (10.2.3.4) в (10.1.3.1), учитывая (10.1.2.11) и 
пренебрегая линейным затуханием волн, имеем

911 (Щ/dt =  -~2e2T jn -3w-;:k~4t (k) X  

X J (Ькх)2 [ккх]2 Im е (к — к х, wl (к) — юг (кх)) I, (кх) d3kv  (10.2.3.8)

(Мы ограничиваемся случаем пространственно однородных рас­
пределений и предполагаем, что температура электронов не слиш­
ком отличается от температуры ионов, так что трехволновые про­
цессы с участием ленгмюровских волн невозможны.)

Вводя согласно (10.2.1.11), функцию распределения ленг­
мюровских волн N, fk), перепишем кинетическое уравнение
(10.2.3.8) в виде

dN, (k) _ ( dNt (k)\
Л  dt Л ’dt

X Im s (к — к х, ш/ (к) — (кх)) Nt (кх) dbkv

(10.2.3.9)
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Интегрируя уравнение (10.2.3.9) по к  и учитывая, что 
Ims(k, ш) = —Ime(—к, — ш), легко убедиться, что при нелинейном 
затухании число ленгмюровских волн (в единице объема)
Nt =  j N, (k) d3k сохраняется, т. e.

^ = 0 .  (10.2.3.10)

Далее из уравнения (10.2.3.9) следует, что сохраняется пол­
ная плотность энергии ленгмюровских волн [15], связанная 
в рассматриваемом приближении с числом волн соотношением 
W = h i^ <sNl . Что же касается импульса волн

Р, =  J HkNj (k) d %

то эта величина благодаря нелинейному затуханию убывает.
Таким образом, декремент ytl (к) определяет фактически 

обратное время затухания импульса волн, но не их энергии.
Чтобы определить скорость изменения энергии ленгмюров­

ских волн, мы должны учесть при вычислении декремента f a  (к) 
члены еще более высокого порядка по параметру аек. При этом 
характерное время изменения энергии волн т оказывается значи­
тельно больше величины yj/, а именно

(Ю.2.3.11)

Что же касается соотношения (10.2.3.10), выражающего со­
хранение полного числа волн, то оно оказывается справедливым 
не только в первом неисчезающем приближении по параметру 
аек, но и с точностью до экспоненциально малых членов вида 
ехр {—(авк)~2} [16]. В самом деле, выполняя в первом из выраже­
ний (10 .1 .1 .12) интегрирование по частям и используя (10 .1 .2 .5), 
имеем

i?(k, to; Ц , toj =  k~2 (k — kj)2y (k  — k i; to — k, to).

Далее легко убедиться, что если пренебречь экспоненциально 
малыми вычетами в точках ю =  kv, <о, =  k]V, то

v (к к 1т <о (О-j; к, to)zmt; (—к —|—kj, — to —|— tô ; —к , — to).

Наконец, для функции U нетрудно доказать соотношение 
Im U (k, to; к : , tox) =  —(kjk)2 Im U (k1; m1; k, to).

Поэтому, если записать кинетическое уравнение для волн 
в виде

dN, (k)Jdt +  ( К (к, ka) Nt (к) N, (kj) d %  =  0, (10.2.3.12)
32 Под ред. А. И. Ахиезера
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то ядро интегрального уравнения К  (к, к х) окажется антисим­
метричным по отношению к замене к на к 15 т. е. К  (к, кх) = 
= - К ( к 1; к).

Интегрируя уравнение (10.2.3.12) по к , получим соотношение
(10.2.3.10).

Учитывая сохранение числа ленгмюровских волн, легко по­
нять, почему характерное время уменьшения их энергии значи­
тельно превосходит время затухания их импульса. В самом деле, 
нелинейное затухание волн обусловлено поглощением частицей 
одной волны с одновременным испусканием другой волны (два 
других процесса с участием двух волн, приводящие к изменению 
полного числа волн, — одновременное поглощение или излуче­
ние двух волн частицей — вносят в величину у л экспоненциально 
малый вклад). При этом выполняется закон сохранения энергии

=  Др . v,

где v — скорость частицы, А^’=Й|ш/(к)|—,̂ | ш/(к1)| и Др=Йк— 
—/ikj — изменения энергии и импульса волны. Замечая, что энергия 
ленгмюровской волны слабо зависит от ее импульса, мы видим, 
что в каждом акте рассеяния относительное изменение энергии 
волны много меньше относительного изменения ее импульса

AS - - ( a j t f  1 Ар 1Нш ' 6 '  hk

Умножая это соотношение на число актов рассеяния в единицу 
времени, получим соотношение (10.2.3.11).

Таким образом, с квантовомеханической точки зрения нели­
нейное затухание волн представляет собой (в отличие от линей­
ного затухания) не поглощение квантов колебаний (плазмонов) 
частицами плазмы, а диффузию этих квантов в импульсном про­
странстве в результате их столкновений с частицами, причем наи­
большей скоростью характеризуется «размешивание» плазмонов 
по направлениям их импульсов; характерное время этого про­
цесса равно fj} . Значительно медленнее, за время порядка 
х ~ (аек)~2чп, происходит диффузия плазмонов в пространстве 
волновых чисел из области ббльших в область меньших значе­
ний к, приводящая к медленному уменьшению суммарной энер­
гии плазмонов.

Обратим внимание на существенное различие между плазмен­
ной турбулентностью и обычной гидродинамической турбулент­
ностью. В турбулентной жидкости, как  известно, энергия пере­
дается от крупных вихрей к мелким, так что поток энергии в им­
пульсном пространстве направлен в сторону ббльших к, причем 
в этой области начинает играть важную роль линейное затухание 
колебаний, обусловленное вязкостью и теплопроводностью 
жидкости. В турбулентной плазме поток энергии направлен в про-
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тивоположную сторону — от ббльших к меньшим значениям к, 
т. е. в область, в которой линейное бесстолкновительное затуха­
ние экспоненциально мало.

Легко видеть, что один лишь процесс нелинейного затухания 
не может привести к полной диссипации энергии ленгмюров­
ских волн. В самом деле, если в начальный момент времени в 
плазме было возбуждено N l волн, то их энергия не может в резуль­
тате нелинейного затухания стать меньше величины

Заметим в заключение, что нелинейное взаимодействие волн 
с частицами приводит к затуханию волн в том случае, если равно­
весная функция распределения электронов убывает с ростом 
их энергии. Если же в области скоростей veaek число электронов 
возрастает с увеличением энергии (дf e0/dv > 0), то число актов 
рассеяния, в которых А §  <С 0, превосходит число актов рас­
сеяния с >  0 , так что нелинейное взаимодействие волн с 
частицами приводит не к уменьшению, а к увеличению энер­
гии волн [17].

§ 10 .3 . Ионно-звуковая турбулентность

10 .3 .1 . Нелинейное затухание ионного звука. В двухтемпе­
ратурной плазме с горячими электронами и холодными ионами 
(Те У,), наряду с высокочастотными ленгмюровскими волнами, 
могут, как  известно, распространяться еще и низкочастотные 
продольные колебания — ионный звук . Обычное (линейное) за­
тухание Ландау для ионно-звуковых волн обусловлено главным 
образом их поглощением электронами и характеризуется декре­
ментом

Т! (Ь) — 0)s (k ) \Jnmj8mi; (10.3.1.1)

вклад ионов в декремент затухания экспоненциально мал, 

Т1(к )~ ш . (к )ехр{—

Т акая малая величина ионного затухания связана с тем, 
что число резонансных ионов (т. е. ионов, скорость которых близка 
к фазовой скорости ионно-звуковой волны и которые поэтому 
интенсивно взаимодействуют с последней) экспоненциально мало, 
тогда как  число резонансных электронов только линейно по ма­
лому параметру sjm jm r

Сравнительно большая величина декремента линейного за­
тухания ионно-звуковых колебаний, обусловленного их взаимо­
действием с электронами, приводит к тому, что в случае плазмы 
с изотропным распределением электронов по скоростям не воз­
никает необходимости учитывать, наряду с линейным затуханием, 
еще и нелинейное затухание этих колебаний. (Напомним, что

32*
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в случае ленгмюровских волн ситуация оказывается совершенно 
иной — учет нелинейного затухания становится необходимым 
даже при сравнительно малой амплитуде волны.)

Иначе обстоит дело в плазме с направленным движением элек­
тронов. Декремент затухания ионного звука в такой плазме, как 
показано в гл. 6 , равен

Те (k) (1 — ku/fty,) =  TlJ(k), (10.3.1.2)
где и — средняя направленная скорость электронов (скорость 
электронного потока) и » ,  — скорость ионного звука. Мы видим, 
что при скоростях электронного потока, больших скорости звука, 
взаимодействие ионно-звуковых волн с электронами приводит 
не к затуханию, а к нарастанию амплитуд волн, и в этих условиях 
становится необходимым учет нелинейного затухания ионного 
звука.

Переходя к определению функции ysl (к), характеризующей 
нелинейное взаимодействие ионно-звуковых волн с частицами 
плазмы, заметим прежде всего, что вклад в эту функцию вносят 
три различных элементарных процесса: рассеяние ионно-звуко­
вой волны ионом, поглощение (или испускание) двух волн элек­
троном и рассеяние ионно-звуковой волны электроном (вклад 
четвертого возможного процесса — одновременного поглощения 
или испускания двух волн ионом — пропорционален числу ионов 
со скоростями vs и потому экспоненциально мал).

Вклад в величину ytl (к) первого из указанных процессов 
определяется, очевидно, ионными слагаемыми в выражениях
(10 .1 . 1 . 12) и пропорционален, как  будет показано ниже, малому 
параметру T JT e. Что же касается двух других процессов, то вклад 
их, как  легко убедиться, пропорционален числу резонансных 
электронов и, следовательно, пропорционален малому параметру 

Считая, что выполнено неравенство 
мы можем ограничиться учетом взаимодействия ионно-звуковых 
волн с ионами и не интересоваться вкладом электронов в функ­
цию т.1 (к).

По своей физической природе нелинейное затухание ионно­
звуковых волн, обусловленное их взаимодействием с ионами, 
аналогично рассмотренному выше нелинейному затуханию ленг­
мюровских волн, вызванному рассеянием последних электронами. 
А именно, при нелинейном взаимодействии двух ионно-звуковых 
колебаний с волновыми векторами к и кх возникают биения с фа­
зовой скоростью

_ ___________Vs___________
Ph V1 4кк1 ( к — *i)~2 sin2 1/2 ® ’

где & — угол между векторами к  и к х. Если частоты взаимодей­
ствующих волн близки друг к другу, так что (к — ~
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~  sjTJT^ sin 112$, то скорость /'Ph становится равной по порядку 
величины тепловой скорости ионов у.. Такие биения интенсивно 
поглощаются ионами, приводя тем самым к затуханию исходных 
ионно-звуковых волн.

Чтобы определить функции U и v, входящие в выражение
(10.1.3.2) для декремента нелинейного затухания волн, восполь­
зуемся соотношениями (10.1.2.5), (10.1.1.12). Заметим, что при 
суммировании по сортам частиц можно ограничиться ионными 
слагаемыми. Учтем далее, что основной вклад в интегралы в пра­
вых частях соотношений (10 .1 .1 .12) вносит область скоростей 
v ~  vL, и поэтому, если разложить подынтегральные выражения 
по степеням kv/ш, то мы получим функции U и v в виде рядов 
по степеням малого параметра kvj<i\ (k) ~  \/ТуГе.

Возвращаясь к (10.1.3.2), вычислим прежде всего мнимую часть 
выражения в фигурных скобках. Учитывая, что в рассматривае­
мом случае ионно-звуковых колебаний со (k)=  u>s (к), ш (кг) = 
= <ds ( k j ,  имеем

где о) = (к), ш1 =  ш (kj), u>2 =  cos (к) — u>s (kj), k2 =  к  — к , . (Заме­
тим, что при выводе этой формулы слагаемые, не содержащие 
малого параметра kvi/ws (к) — sjT JT ^  взаимно скомпенсировались, 
и поэтому при разложении подынтегральных выражений в (10 .1 .1 .12) 
по степеням kv/co, kjV/co, оказался необходимым учет линейных и 
квадратичных членов.)

Подставляя это выражение в (10.1.3.2), получим после не­
сложных преобразований

Xs1 (к) =  —8л2е4Т ^ тт^ п  5 J (кк ,)2 [кк, ]2 (к — кг) 2 (1 -f- 3[/с — k- ĵk) X 

X /. ( k j  (к -  к,) § К  -  k2v) d3v d%v  (10.3.1.4)

Последнее соотношение можно значительно упростить, если 
учесть, что основной вклад в интеграл по кг вносит область вол­
новых чисел kv  близких к  /с ((^  — к | — к T J  Ге).

Разлагая функцию /8 (кг) =  I s (kv  пх) (где nx =  к Jk-J в  ряд по 
степеням кх — к ,

8 (со2 — к2\)d3v, (10.3.1.3)

I s {kv  nx) =  I s {к, ni) +  — k) d ls (k, n j /дк +  . . . ,
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получим, выполнив в правой части соотношения (10.3.1.4) ин­
тегрирование по к1г следующее выражение для декремента не­
линейного затухания ионно-звуковых волн [3, 18]

Т.1 ( k ) = - “ . (k) Ti ТПъеЧ  A  J sin2 Ь cos* & *»/. (к,) \,^к dov  (10 . 3.1.5)

где & — угол между векторами к  и k l5 do1 — элемент телесного 
угла вектора к х.

Мы видим, что величина ysl (к) положительна, если функция 
кЧа (к) убывает при увеличении к; в этом случае нелинейное взаи­
модействие ионно-звуковых колебаний с ионами плазмы приводит 
К затуханию колебаний. Если же функция I s (к) убывает при уве­
личении к медленнее, чем к~3, то величина ysl (к) делается отри­
цательной, и нелинейное взаимодействие ионно-звуковых волн 
с ионами приводит к увеличению амплитуды волн.

Согласно (10.3.1.5) декремент нелинейного затухания (или 
инкремент нелинейного нарастания) ионно-звуковых волн равен 
по порядку величины

Т.1 (10.3.1.6)
1 е ‘ ‘'О1 е

где d W Jd  to — спектральная плотность энергии волн (отнесен­
ная к единице объема), т. е.

?■'=sk S я 11>' <к’ ">) “1—«л « ** * = J « *
(do — элемент телесного угла вектора к).

Подставляя (10.3.1.5) в (10.1.3.1) и учитывая (10.1.2.11), 
получим в случае пространственно однородных распределений 
плазмонов

^  -  2! Ts0 (к)| /, (к) +  «о. (к) /. (к) Т, Т-ЧпеЧс А  х

X j sm n c,o F ,n k 3 I s (ki) \ki=kdo1, (10.3.1.7)

где |ys0 (к)| — инкремент нарастания колебаний, даваемый ли­
нейной теорией.

Вводя, согласно (10.2.1.11), функцию распределения ионно- 
звуковых волн Ns (к), можно представить кинетическое уравне­
ние (10.3.1.7) в виде

^ 4 ^ ) =  2 1 ^ ( 4 1  " . м .  I

Интегрируя это уравнение по к , легко убедиться, что при не­
линейном затухании сохраняется число ионНо-звуковых колебаний
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(в единице объема). Точнее говоря, если бы отсутствовал член 
2 |Ts« (k)l-Ws (к), описывающий нарастание амплитуд волн, опре­
деляемое линейной теорией, то получилось бы уравнение непре­
рывности в пространстве волновых чисел

™ + i / W  =  Q, (10.3.1.9)

где Ns (к) — число ионно-звуковых колебаний с волновыми чис­
лами в интервале (к, k+dk), т. е.

Ns ( k ) = \ m s (k)do,

/  (к) =  ^ НТ.к* (!,_т;Ч ч т, Ге)-1 { (j (к/к) N, (k) do)2-

-  j  ((ккЛ « )  Ns (к) Ns (к,) do с Ц .

(10.3.1.10)

Таким образом, с квантовомеханической точки зрения нели­
нейное затухание ионно-звуковых колебаний представляет собой 
(как и нелинейное затухание ленгмюровских волн) не поглощение 
квантов колебаний (плазмонов) частицами плазмы, а диффузию 
этих квантов в импульсном пространстве, обусловленную их 
столкновениями с частицами. В результате таких столкновений 
пакеты ионно-звуковых волн перемещаются в импульсном про­
странстве, причем энергия волн меняется пропорционально ча­
стоте.

Заметим, что если бы отсутствовало линейное взаимодействие 
ионного звука с частицами, то в результате нелинейного затуха­
ния энергия ионно-звуковых волн могла бы в принципе полностью 
перейти к ионам плазмы. Т акая возможность связана с тем, что 
при к -*  0 частота ионно-звуковой волны обращается в нуль; 
напомним, что в случае ленгмюровских волн, для которых о>г (0) =  
=  соре, энергия волн не может в результате нелинейного затухания
стать меньше величины Йшр(Д г, где /Уг=  | Nt (k) d3k. Эта особен­
ность нелинейного затухания ионного звука приводит к тому, что 
оно может полностью компенсировать увеличение энергии волн, 
обусловленное направленным движением электронов. При этом 
в плазме могут установиться стационарные распределения тур­
булентных ионно-звуковых колебаний, к  изучению которых мы 
и перейдем.

10 .3 .2 . Стационарные распределения турбулентных волн. Д ля
определения стационарных распределений турбулентных ионно­
звуковых волн в плазме с направленным движением электронов 
будем исходить из кинетического уравнения для волн (10.3.1.7). 
Полагая в этом уравнении d l j d t = 0 и вводя обозначение j  (к, ©)
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для инкремента нарастания колебаний, даваемого линейной тео­
рией (в случае произвольного распределения электронов по ско­
ростям), получим

Т(*» +  J x (9 , 0 г)k 4 s(к, O^dcos 0 г =  0 ,

(10.3.2.1)

где 0  (0 Х) — угол между вектором к  (кх) и направлением элек­
тронного потока, /5 (к, 0 ) =  I s (к, п),

х (0 , 0 j) =  J sin2 & cos2 & (10.3.2.2)

<p — угол между плоскостями (k, и) и (klt u).
Если бы функция распределения электронов была максвел­

ловской, то в уравнение (10.3.2.1) в качестве инкремента нараста­
ния колебаний следовало бы подставить '(10.3.1.2). На самом же 
деле, функция распределения электронов при наличии в плазме 
очень интенсивных колебаний, как  показано в гл. 9, не будет 
максвелловской — в распределении электронов возникнет плато, 
вследствие чего инкремент нарастания ионно-звуковых волн 
существенно уменьшится и будет иметь структуру

m  0 ) =  _ s (e )Tio(k)> (ю.3.2.3)

где I (0 ) — малый множитель.
Чтобы оценить по порядку величины функцию I (0 ), найдем 

функцию распределения электронов /е0 (v) с учетом обратного 
влияния волн на распределение электронов. Будем исходить из 
кинетического уравнения в квазилинейном приближении (10 .1 .2 .12). 
Вводя в это уравнение релаксационный член (dfe0/dt)a (например, 
интеграл столкновений электронов с нейтральными частицами), 
имеем

Щ ±  5 k/s (к) В К  (к) -  kv)(kd/e0/dv) d% =  (d f jd t ) c. (10.3.2.4)

Выбирая релаксационный член в простейшем виде (dfe0/dt)c ~
— Te]/eoi гДе те — время релаксации электронной компоненты 
плазмы, получим из (10.3.2.4)

------ (иш< и г < и )
d v * е Ч е  J  k l s ( k ) d 3 k  v 5 г  ^  ’

(ось z выбрана в направлении вектора и). Замечая, что в случае 
максвелловского распределения электронов по скоростям
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мы видим, что в результате обратного влияния волн на функцию 
распределения частиц производная dfe0/dv2, а следовательно, 
и инкремент нарастания 7 (к, ©) уменьшились .(по сравнению 
со случаем полностью равновесной плазмы) по порядку вели­
чины в £-1 раз, где

(10.3.2.5)
е2те j' k l s (k) d .4 '

Подставляя теперь в уравнение (10.3.2.1) в качестве инкремента 
нарастания выражение (10.3.2.3), получим

где / (аек) — функция, меняющаяся при изменении своего ар гу ­
мента медленнее, чем степенная.

Используя это соотношение и (10.3.2.5), получим [3, 18]

у; т< (10.3.2.6)

<10'3 2 -7)
П „ 1 / и.Г.

р̂е'-е
Последнее соотношение определяет по порядку величины ин­

тенсивность турбулентных ионно-звуковых волн *). Из него в ча­
стности следует, что коррелятор потенциала быстро возрастает 
при уменьшении волнового вектора и, значит, энергия турбулент­
ных волн оказывается сосредоточенной главным образом в длин­
новолновой части спектра.

Д ля того чтобы определить по порядку величины энергию 
турбулентных волн, заметим, что уравнение (10.3.2.1) (так же, 
как  и исходное кинетическое уравнение для волн (10 .1 .2 .11 )), 
не учитывает затухания волн в результате соударений между ча­
стицами. Качественно вклад соударений в инкремент нарастания 
волн можно учесть, если заменить формулу (10.3.2.3) соотноше­
нием

-у (л, e ) = - e (e ) Tl0(k) +  тГ\

где -с”1 — частота ионных соударений. Из последнего соотноше-

_L 1 / 
ч? У

[ггн (10.3.2.8)
ГО ’

*) Изучению зависимости функции I s (к) от углов, определяющих на­
правление вектора к , а также уточнению вида функции / (авк) посвящены 
работы [19, 20].



506 ГЛ. 10. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛН И ЧАСТИЦ

инкремент нарастания колебаний становится отрицательным. 
Поэтому в области частот u>s (к) (ош)п ионно-звуковые волны пе­
рестают быть турбулентными, так что функция I s (к) в этой об­
ласти частот мала. Учитывая последнее обстоятельство, получим 
для плотности энергии ионно-звуковых волн

w- ~ Kslgk >" (й /I) ■
Заметим, что в коротковолновой области уравнения (10.3.1.7),

(10.3.2.1) справедливы вплоть до аек ~  1. Оба эти уравнения не­
трудно обобщить на случай еще более коротковолновых колеба­
ний — вплоть до верхней границы области прозрачности к _1 — a i 
(ai =  ae \jTiITe — дебаевский ионный радиус). Для этого доста­
точно в соотношении (10.1.3.2), а также при определении инкре­
мента нарастания у (к, 0 ) , учесть дисперсию ионного звука. Мы 
не будем, однако, интересоваться функцией I s (к) в области 
аек >  1 , имея в виду, что энергия турбулентных волн сосредото­
чена главным образом в длинноволновой части спектра.

§ 10.4. Взаимодействие между магнитозвуковыми 
и альвеновскими волнами

10.4.1 . Интеграл столкновений и Н-теорема для газа плазмо­
нов. Выше мы рассмотрели нелинейное взаимодействие волн и 
частиц в плазме в отсутствие внешних полей. Использованный 
метод построения кинетического уравнения для волн можно было 
было бы в принципе обобщить на случай магнитоактивной плазмы. 
В этом случае следовало бы исходить не из уравнений (10.1.1.1), 
а из более общих кинетических уравнений, учитывающих наличие 
магнитного поля. Так как  колебания плазмы в магнитном поле 
не являются чисто электростатическими, то вместо уравнения 
Пуассона нужно было бы пользоваться полной системой уравне­
ний Максвелла. Ясно, что при этом турбулентные флуктуации 
нельзя было бы характеризовать только одной скалярной функ­
цией I  (к, ю), а следовало бы ввести тензорную корреляционную 
функцию вида (к, а>) Щ (к, ш)̂ >.

Хотя все эти усложнения и не принципиальны, они тем не 
менее очень затрудняют вывод кинетического уравнения для волн 
в магнитоактивной плазме, которое учитывало бы как  нелинейное 
взаимодействие между волнами, так и нелинейное взаимодействие 
волн с частицами. Мы не будем поэтому выводить здесь общее ки­
нетическое уравнение для волн, обобщающее уравнения (10.1.2.9),
(10 .1 .2 .11 ) на случай магнитоактивной плазмы, и ограничимся 
изучением только одной группы нелинейных процессов — трех­
волновых процессов с участием низкочастотных волн [2 1 , 2 2 ].
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Для изучения этих процессов мы используем несколько иной ме­
тод, близкий к методу, применяемому при изучении взаимодей­
ствия между волнами в теории твердого тела.

Если интенсивность плазменных волн велика и процессы вза­
имодействия между волнами происходят с заметной вероятностью, 
то фазы волн являются, как  правило, случайными функциями 
времени. Поэтому фазами можно не интересоваться и произвести 
по ним усреднение. В этих условиях колебательное состояние 
плазмы можно описывать в терминах чисел плазмонов, т. е. квази­
частиц, сопоставляемых плазменным волнам.

Разумеется, понятие плазмона имеет смысл только в том 
случае, если частота плазмона (f* — сорт плазмона) значительно 
больше обратного времени его жизни т~'. Это время определяется, 
вообще говоря, как процессами взаимодействия плазмонов друг 
с другом, так и процессами взаимодействия плазмонов с электро­
нами и ионами плазмы.

Если условие 1 выполняется, то можно ввести числа
плазмонов различных сортов Л^(к, t) с определенными волновыми 
векторами к  и частотами (к) и исследовать, как  изменяются 
эти числа вследствие процессов взаимодействия плазмонов друг 
с другом и с частицами плазмы. При достаточно большой интен­
сивности плазменных волн первые процессы могут стать более 
вероятными, чем вторые. При этом условии, которое мы будем 
полагать выполненным, плазму можно считать состоящей из двух 
слабо взаимодействующих подсистем — подсистемы частиц и под­
системы волн, — которые медленно обмениваются между собой 
энергией. Иными словами, релаксация в плазме при этом имеет 
двухступенчатый характер — сперва будет устанавливаться ста­
тистическое равновесие в подсистеме плазмонов, которому будет 
соответствовать определенная температура, отличная, вообще 
говоря, от температур частиц, а затем будет происходить более 
медленный процесс выравнивания температур плазмонов и частиц.

При взаимодействии между плазмонами выполняются законы 
сохранения энергии и импульса. В частности, в процессах с уча­
стием только трех плазмонов, т. е. в процессах слияния двух плаз­
монов в один и расщепления одного плазмона на два ( ^ i ^2"Ь^з) 
выполняются законы сохранения

®|ll( k l) =  cob (k2) - f uva(k3)> ki =  k 2 - f k 3, (10.4.1.1)

где индексы 1 и 2 , 3 служат для обозначения плазмонов в началь­
ном и конечном состояниях.

Легко написать общее выражение для изменения чисел плаз­
монов в каждом определенном процессе их взаимодействия. Для 
этого достаточно учесть, что интенсивность плазменных волн, 
пропорциональная числу плазмонов, может быть сколь угодно
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велика, и поэтому плазмоны должны подчиняться статистике 
Бозе—Эйнштейна. Например, изменение числа плазмонов Nx~  

(k j, t) в единицу времени, обусловленное трехплазмонными 
процессами 1 2+ 3 , можно записать в следующем общем виде:

( ^ 1)0 =  Ж
2 , 3

&  {7V} =  ( 2 ф )  \V ( 1 ,2 ,3 )  |* {[(W, + 1 )  N2N3 -

-  N1 (Nt +  1) №  +  1) ] (*i — К -  К) +
+  2 [(N, +  1) N2 (N3 + 1 )  -  Nx (N2 +  1) N3] 8(4> (к, -  k2 +  Аз)},

(10.4.1.2)
где V (1, 2, 3) — матричный элемент, соответствующий процессу 
распада (слияния) плазмонов 1 2+ 3 (здесь и далее цифры
1 , 2 , 3 обозначают сорт плазмона и его волновой вектор, например 

к х); суммирование производится по сортам ц2, f*3 и вол­
новым векторам к а, к 3 плазмонов, участвующих в процессах 
1 ^ 2 + 3 . Так как  в этих процессах выполняются законы сохранения 
энергии и импульса (10.4.1.1), то в выражение (10.4.1.2) входят 
произведения 8-функций

8(4) (/сг — /с2 + к3) =  8 (hwl — й<о2 + Ы 3) Д (кх — к2 + к3),
<1 (к =  0), 

Л(к) =  { о  ( к ^ 0 ) ,

где (kj) (предполагается, что плазма находится в ящике
конечного объема, благодаря чему величины волновых векторов 
принимают дискретные значения).

Выражение (10.4.1.2) естественно назвать интегралом столкно­
вений плазмонов.

Легко убедиться, что интеграл столкновений (А^),, обращается 
в нуль для планковской функции распределения

-1
^ 0  (к) =  ( ехР {^7 ^ }  — 1) . (10.4.1.3)

где Т* — некая постоянная, которую можно интерпретировать 
как  температуру газа плазмонов в состоянии статистического 
равновесия. В случае низкочастотных колебаний, для которых 
!i<i>v <sg Т*, равновесное распределение плазмонов определяется 
формулой Рэлея — Джинса

^ ( k ^ r / f c o ^ k ) .  (10.4.1.4)

Покажем в заключение, что для интеграла столкновений плаз­
монов (10.4.1.2) справедлива Н-теорема Больцмана. Восполь­
зуемся для этого общим выражением для энтропии газа бозонов 

S *= .2  {(^1 + 1 )  1й (W i.+ 1) — Ni In N J  (10.4.1.5)
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Дифференцируя это выражение но времени, получим
^* =  2 (Аг1)> (Л Г1 +  1)/ЛГ1. (10.4.1.6)

1
Подставляя сюда вместо (Nх)е выражение (10.4.1.2), легко убе­
диться, что

^  =  |F (1 ’ 2- 3) Г » " 1 ( * , - * . - * » > ■ "  +  х
1,2,3 X {(ЛГ1 +  1 ) В Д - Л Г 1 (ЛГа +  1) (^ з  +  1)}, (10.4.1.7) 

откуда немедленно следует Н-теорема:
>  0 .

10 .4 .2 . Гамильтониан системы плазмонов. Мы написали ин­
теграл столкновений плазмонов, соответствующий процессам, 
в которых участвуют три плазмона. Аналогичным образом можно 
записать в общем виде интегралы столкновений, соответствующие 
процессам, в которых участвуют четыре или большее число плаз­
монов. В выражения для этих интегралов столкновений, помимо 
чисел плазмонов в различных состояниях и §-функций, выра­
жающих сохранение энергии и импульса, будут входить еще мат­
ричные элементы различных процессов взаимодействия плазмонов, 
т. е. величины, аналогичные V (1, 2, 3).

Матричные элементы определяются динамическими законами 
взаимодействия волн и их можно в принципе найти с помощью 
кинетических уравнений для частиц и уравнений Максвелла для 
полей. Мы ограничимся вычислением [23, 24] матричных элемен­
тов V  (1, 2, 3), соответствующих трехплазмонным процессам 
с участием низкочастотных волн (альвеновской и магнитозвуко­
вых), способных, как  известно, распространяться не только в хо­
рошо проводящей жидкости, но и в бесстолкновительной плазме 
с горячими электронами и холодными ионами в области частот

— ионная циклотронная частота).
Д ля описания этих волн можно пользоваться (как в случае 

проводящей жидкости, так и в случае бесстолкновительной плазмы) 
гидродинамическими уравнениями

Рй+и£)и=-̂ +!ив],
^ + d iv (p u ) =  0 , rot В =  у  j, 

Е = —- fu B ] ,  div В — 0,

(10.4.2.1)

где р, и — плотность и гидродинамическая скорость ионов, j — 
плотность тока и vs — скорость звука, равная в случае неизо­
термической бесстолкновительной плазмы vs =  \/ TJml (Те — темпе­
ратура электронов, mL — масса иона).
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Чтобы найти вероятности различных процессов взаимодейст­
вия магнитогидродинамических волн, удобно придать уравнениям 
движения (10.4.2.1) гамильтонову форму и выделить в явном 
виде гамильтониан свободных магнитогидродинамических волн и 
гамильтониан их взаимодействия. Перейдем с этой целью к лаг- 
ранжевому описанию движения. Пусть г0 и г — координаты неко­
торого элемента плазмы в начальный момент, соответствующий 
состоянию равновесия, и в момент времени t. Вводя вектор сме­
щения Sj=r—г0, который мы будем считать малым, и замечая, что

___ д̂Ч_ _д__ ,
dxi dxoi dx0i дхщ ' ' ' ’

приведем уравнения (10.4.2.1) с точностью до членов второго 
порядка по | к виду

pJ I - F ,  . (10.4.2.2)
где

Г. = к  W " ’ + £ ■ ; ? -  в,в, -  вjB, 4  div i +
+  В А  ^  £ ( d iv  5)1 -  ( 2 ч ,с - +  т )  S 7  ( Й ^ Ь

-  ( 4 ч ^ + В») ±  ( g  div 5 )  +  V, в , в ,  A  (div в « +

+  В ,в ,  A  (div I §  _  V, в , в ,  ±  £ * )  ■-

+ва£Й?Й;)} (10'4'2-3)
(индекс 0 у  г0 у  всех равновесных величин мы здесь и в дальней­
шем опускаем).

Умножая уравнение (10.4.2.2) на f  и интегрируя по простран­
ству и времени, найдем гамильтониан, соответствующий гидро­
динамической системе уравнений:

Ж  —  Ж э -j- Ж int>

Ж , = 7 ,  S { ? ( V  +  (pi>“ + £ ) ( < liv5 ,!-

- - £ % • ^  i  +  f .  В , B j g  | j}  * r ,  (10.4.2.4)

Ж,„, =  Ч, S +

- к .в .в ^ ъ Щ  + е Ч [| (1 " 9 -+ | | | )л
(10.4.2.5)
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Переходя к компонентам Фурье вектора смещения

§==7? 2̂ ехР{*кг> к

(F  — объем плазмы), перепишем Ж0 и Ж;„t в виде

х‘=ж 214“?У-«++**> <ну <мц>+
к

+  (5к1_к) (кВ)2 -  (кВ) (В ^ к) (к?к) -  (кВ) (В?к)(к?_к)}, (10.4.2.6)

X (к3|2) “Ь (к2|2) (к]1з) (k3?i) -f- (к3£3) (kjfg) (к2§1)]
-  4'itpy2 (к& ) (кгЕ2) (к,?3) +  [(к,?,) ( Ш  (Ь»В) (к3В) +

+  (к& ) Ш  (кхВ) (к3В) +  (к3с3) Ш  (кгВ) (к2В)] _
-  (ЦВ) & В ) [ ( Щ  (к3?3) +  (к2?3) (к3?2)] _

-  (к2В) (§2В) i(k& ) ( Щ  +  ( Щ  (к3?,)] -

-  (к3В) (g3B) [ (к £ )  ( Щ  +  (к £ )  (к2̂ )]}, (10.4.2.7)

где индексы 1 , 2 , 3 у  смещений § соответствуют волновым век­
торам k l5 k 2, k 3.

Легко убедиться, что гамильтониан Ж0 представляет собой 
гамильтониан свободных магнитогидродинамических волн — 
альвеновской и быстрой и медленной магнитозвуковых. В самом 
деле, диагонализуем квадратичную относительно переменных 5 
форму (10.4.2.6). Представим для этого вектор в виде

где ej^ , ê f), ek ' — три взаимно перпендикулярных единичных 
вектора:

(10.4.2.8)

(10.4.2.9)

Q =  [p^i(4 — *?) +  В*14*] {|ри*(х*. — ха>+ £ 2/4*р +  4 (р



В переменных ^  О* =  a, f> s) гамильтониан (10.4.2.6) прини­
мает вид

Жо =  7*р 2  ^  (к) ^ к>], (10.4.2.10)
к , р.

где ша — частота альвеновской волны,

(0а (к) =  ь .лу.г , /;а =  BjsjAno (10.4.2.11)

и u)f, o)s — частоты быстрой и медленной магнитозвуковых волн, 
со. =  kv . , ŵ  =  kv , ]

,____ !____ " _______________________  (10.4.2.12)
v± =  Va \^а +  vl +  2W i  ±  Va ^vl +  vl — 2 iy > ,v  J

Таким образом, переменные ^  представляют собой амплитуды 
альвеновской (;j. =  а), быстрой (jx =  f) и медленной ([->• — s) магнито­
звуковых волн, а векторы ejW — векторы поляризации соответ­
ствующих волн.

Кубичную по амплитудам волн часть полного гамильтониана Ж int 
следует, очевидно, рассматривать как гамильтониан взаимодействия 
между магнитогидродинамическими волнами. В нормальных коор­
динатах SjW гамильтониан взаимодействия (10.4.2.7) принимает вид

2  2, 3 )Я В Д * Д  +  (10.4.2.13)
3 ,2 ,3

где
F  (1, 2, 3) =  (1 +  i-yof) [(*1в1) (х2е3) (х3е2) -f- (х2е2) ( « ^  (xjft) +

+  (*3е2) (*А ) (х2ех)| — (у»/и|) (*л ) (х2е2) (х3е3) - f  
+  t(xiei) («2») (*а“) (е2ез) +  (*2е2) (*гп) (х3п) (е1е3) +
+  (*зез) (*in) (* j“ ) (е1ег)] — (* i») (ein) [(^2е2) (*зез) +

+  («ЧРз) (у*1ег)1 — (у-2п) (е2п) l(''-ie i) (*зез) +  (у“1ез) (*3e i)J —
— К » )  (езп) [(yue i) (%2е2) +  W e2) K ei)]. (Ю.4.2.14)

п =  В/В, х =  к/к и индексы 1, 2, 3 служат для обозначения как 
волнового вектора, так и сорта плазмона (например, е1 =  е^ ‘\ 

Заметим, что если все три участвующих в процессе 
волны являются альвеновскими, то, согласно (10.4.2.14), ^ (1 , 2, 3) =  
=  0. Это соответствует результатам работы [25] о нераспадности 
альвеновской волны.

10 .4 .3 . Вероятности трехплазмонных процессов. Гамильто­
ниан взаимодействия Жыг можно трактовать как  возмущение, 
вызывающее переходы в системе магнитогидродинамических волн. 
Чтобы найти вероятности этих переходов, проще всего воспользо-
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ваться методом квантовой теории поля, перейдя от классического 
гамильтониана свободных волн (10.4.2.10) к соответствующему 
квантовому гамильтониану. Д ля этого следует ввести операторы 
рождения с<>>+ и уничтожения плазмона сорта р- (^ =  a, f, s) 
с волновым вектором к, вида

с р  =  (2h%  (к » -7» ̂  (% (к) ^  +  е д ,  

=  (2 Н ^ (к))-'/2 р 1г(ю^ (к) 5£> -  i^>),

удовлетворяющие обычным коммутационным соотношениям бо- 
зевских операторов.

Выразим операторы смещения ^  через операторы рождения 
и уничтожения плазмонов:

(ю.4.3.2)

Подставляя это выражение в (10.4.2.10), представим гамильто­
ниан Ж о в виде суммы энергий независимых осцилляторов, со­
ответствующих плазмонам различных сортов с различными зна­
чениями волнового вектора:

ж „ = к2 Ч ( к ) ( ^ ( к ) +  72). W  =  c(ji)+co»o. (10 .4 .3 .3)

Гамильтониан взаимодействия плазмонов (10.4.2.13), выражен­
ный через операторы рождения и уничтожения плазмонов, имеет 
вид

=  * 2  V ( l,  2, 3 ) { Д ( Ц - к 8 - к 3)с 1ф + +
1,2,3

+  Д(к1 _ к 2 +  кз)<с2с+ +  д (к 1+ к 2- к з ) с ^ с з }  +  э. с., (10.4.3.4} 
где

F ( l ,  2, =  2, 3), (10.4.3.5)
4  V^p V V а ^ а ^ з

F (1, 2, 3) — функция, определяемая (10.4.2.14), сх =  c | f (0i =  
=  “Vi (ki) и э. с. означает эрмитово сопряженный оператор. Учи­
тывая, что у операторов cjW, с ’̂->+ отличны от нуля лишь матрич­
ные элементы, соответствующие изменению на единицу числа 
плазмонов

(Nf. (k) — 1 1 Ск0 | (к)) =  y/Np(к) ехр {— (к) if},

<Д  ̂(к) + 1 1 с^ )+ | ^  (к)> =  V ^ ( k )  +  1 ехр (ко̂  (к)*},
33 Под ред. А. И. Ахиезера
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мы видим, что функции У (1, 2, 3) как  раз являются амплитудами 
трехплазмонных процессов и, следовательно, совпадают с матрич­
ными элементами, входящими в выражение (10.4.1.2) для интег­
рала столкновений.

Мы выпишем сразу окончательные выражения для интегралов 
столкновений плазмонов, причем ограничимся случаем, когда 
газокинетическое давление плазмы р  мало по сравнению с маг­
нитным давлением, т. е. р  <С В 2/8т: [23, 24]. В этом случае наибо­
лее существенными оказываются следующие процессы взаимо­
действия плазмонов:

a j i a - f - s ,  a ^ f  +  s, f ^ i f  +  s, f^±a +  s 

и интегралы столкновений имеют вид

(#«)о =  2  { « W ,  {NMNs3 — N*lNs3 ~  +
2 , 3

+  ( Л Л  +  З Д .  -  +
+  w ^ t+s (N{2Ns3 — 2VJV,з — Л'а1Л у  +

. +  (V n  +  а д 8  -

(^ n ) . = 4 « S w f->-a4s
1,3

+  Ws + l^  ( ^ a l^ s S  +  12 _  »з) +

+  W{^s+f (Nfi^ S2 — ^fa^fi — NKNtl) +
+  « W f  (N S3 +  Nn N f2 — s3)}, 

(^ s3)c =  {2^ a+s_>a (WalWa2 +  WsSiV32 — N M  +
1,  2

(10.4.3.6)

где

шя+̂  =  М ^ ( к \ - 1 4  +  т ,  

w .^1+s^ M ^ ( k l - k l - k ^ ,  

w ^sZt =  M£w ( k l - k l  +  kl), 

“W s  = М / 4)( к [ - к 1 - к 1 ) ,  

wt+̂ t =  M ^ ( k l - k l  +  kss),

N г =  (kj), a ^  — волновой вектор и частота плазмона сорта р.
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—  *111*211*31 К П1 1*2п ]} 2>'111 211 311
к\к\щ,

10.4.4 . Времена жизни плазмонов. Определим теперь времена 
жизни плазмонов, обусловленные их взаимодействием друг с д р у ­
гом. Рассмотрим интеграл столкновений для плазмонов опреде­
ленного сорта fx, обладающих заданным волновым вектором к , 
и будем считать, что все плазмоны других сортов, а также плаз- 
моны рассматриваемого сорта с отличными от к  волновыми век­
торами находятся в состоянии статистического равновесия. Что же 
касается числа плазмонов N  (к), то мы предположим, что оно 
мало отличается от равновесного значения, N (к) =  iV 0 (к) -)- 
- j - ДДО (к), где 7V|l0. Учитывая, что интеграл столкновений
обращается в нуль при равновесном распределении плазмонов, 
мы видим, что в рассматриваемом случае он будет пропорциона­
лен &.N ,

где (8<2 ’11/8./V|A)o — значение функциональной производной от 3 ! по Ntx

тем быстрее распределение плазмонов сорта р будет приближаться 
к равновесному вследствие процессов взаимодействия плазмонов 
друг с другом. Поэтому естественно рассматривать величину

как  время жизни плазмона сорта ц с волновым вектором к  отно­
сительно трехплазмонных процессов.

Усреднив величину тГ1 (к) по равновесному распределению 
плазмонов, получим среднее обратное время жизни плазмонов 
сорта fi по отношению к их взаимодействию друг с другом

(10.4.4.1)

при N ^ N ^ .|Х |XU*
Очевидно, что чем больше будет величина ( - 5 ^ / 8 ^  (к))0,

(10.4,4.2)

(10.4.4.3)

33*
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Интегрирование здесь должно производиться по объемам в про­
странстве волновых векторов, в которых плазмоны могут существо­
вать и взаимодействовать друг с другом. Объемы эти, определяемые 
условием малости затухания плазмонов, а также законами со­
хранения энергии и импульса при взаимодействии плазмонов, 
оказываются равными F t ̂  со̂ /бтс2̂ .

Можно показать, что средние значения обратных времен жизни 
магнитогидродинамических волн равны по порядку величины

1/х.~1/хг ~(од ^ / П1Ге, 1 K  — u m iW / n JJiv JV b f, (10.4.4.4)

где W  =  Т* — энергия волн и п. — плотность ионов. Заме­
тим, что

поэтому плазмоны медленного звука приходят в состояние равно­
весия за более длительное время, чем альвеновские плазмоны и 
плазмоны быстрого звука.

Подчеркнем, что стационарное распределение плазмонов, уста­
навливающееся благодаря их взаимодействию друг с другом, 
является распределением Рэлея—Джинса, тогда как  стационар­
ное распределение ионно-звуковых волн, исследованное в § 10.3, 
существенно отличается от рэлеевского. Это связано с совершенно 
различными характерами рассматриваемой системы (замкнутая 
система, представляющая собой газ взаимодействующих друг 
с другом плазмонов) и системы, исследованной в § 10.3 (незамкну­
тая система, состоящая из ионно-звуковых волн, взаимодействую­
щих как  с инжектируемым извне пучком электронов, так и с ио­
нами плазмы).

Заметим в заключение, что времена имеют реальный смысл 
времен жизни плазмонов только в том случае, если они значительно 
меньше времен жизни плазмонов, обусловленных их взаимодей­
ствием с частицами плазмы. С другой стороны, эти времена должны 
быть велики по сравнению с обратной частотой плазмонов.

Если исходить из линейной теории, в которой декремент 
затухания плазмонов, обусловленного взаимодействием с части­
цами плазмы, определяется формулой

( Ш и -5)

то мы получим следующее условие применимости подхода к  магни­
тогидродинамическим волнам как  газу взаимодействующих только 
друг с другом квазичастиц (плазмонов):
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Линейной теорией затухания волн можно пользоваться, од­
нако, только при выполнении неравенства

где «>вв — электронная циклотронная частота и vc =  — -----
частота кулоновских столкновений (L — кулоновский логарифм).

Так как  уровень энергии плазмонов, получаемый из (10.4.4.6), 
превосходит предел (10.4.4.7), то следует пользоваться нелиней­
ной теорией затухания волн, в которой затухание меньше, чем 
в линейной теории, и декремент черенковского затухания опре­
деляется вместо (10.4.4.5) формулой [26]

Использование этой формулы приводит уже не к (10.4.4.6), 
а к следующим условиям применимости рассмотренного подхода:

(10.4.4.7)

2neineL

(10.4.4.8)

(10.4.4.9)



Г л а в а 11 
ФЛУКТУАЦИИ В ПЛАЗМЕ

§ 1 1 .1 .  Флуктуационно-диссипативное соотношение

1 1 .1 .1 .  Пространственно-временные корреляционные функ­
ции. К ак известно, любая величина, характеризующая макро­
скопическую систему, может испытывать отклонения от своего 
среднего значения. Эти отклонения, называемые флуктуациями 
физической величины, определяются температурой и другими 
параметрами системы *).

Д ля описания флуктуаций вводятся корреляционные функции, 
или корреляторы, определяемые как  средние значения произве­
дений флуктуаций одной или нескольких величин в различных 
точках пространства в различные моменты времени. При этом 
усреднение производится как  по квантовомеханическому состоя­
нию системы, так и по статистическому распределению ее различ­
ных квантовомеханических состояний. Если система простран­
ственно однородна и исследуются ее стационарные состояния, то 
квадратичная пространственно-временная корреляционная функ­
ция будет зависеть только от абсолютного значения интервала 
времени и относительного расстояния между точками, в которых 
рассматриваются флуктуации. Если для определенности исполь­
зовать векторную непрерывно распределенную в пространстве 
величину j (г, t) (например, плотность тока в системе) и считать, 
что ее среднее значение равно нулю, то пространственно-времен­
ная корреляционная функция компонент j .  (г, t) и /. (г, t) вектора 
j определяется как

O 'iK , *х)/ ,(г2, f*)>=OV*>r<, (И .1.1.1)

где г= г2—r l5 t = t 2—tx и угловые скобки обозначают усреднение 
в указанном выше смысле.

Введем спектральное представление корреляционной функции, 
т. е. пространственно-временную компоненту Фурье функции

=  J ехр [—г (кг — Ы)| d3r dt. (1 1 .1 .1 .2)

*) Общая теория флуктуаций изложена в [1—4].



Эту величину мы будем далее называть спектральным распре­
делением или спектральной плотностью ф луктуаций  (ее назы­
вают также корреляционной функцией в пространстве (k, т)).

Определив преобразования Фурье с помощью соотношений

А ( к ,  < o)= jA (r, t) ехр [— i ( к г  — arf)J <Pr dt,

A (r, *) = J А ( к ,  ш) exp [г (kr — u>£)| d3k d<o, (11.1.1.3)

легко видеть, что среднее значение произведения компонент 
Фурье флуктуирующих величин связано со спектральным распре­
делением флуктуаций соотношением

<7?(к, «О/,(к', ®')> =  (2*)*<JV/>ke8(k -k ')8 (« > -« o ') . (1U .1 .4 )

где символ f  означает операцию эрмитова сопряжения.
Среднее значение произведения флуктуаций каких-либо ве­

личин в различных точках пространства в один и тот же момент 
времени называется пространственной корреляционной функ­
цией

</,(*!. 2, 0> =  </Vy>r. (11.1.1.5)

Нетрудно проверить, что компонента Фурье от пространствен­
ной корреляционной функции представляет собой интеграл по 
всем частотам от спектрального распределения флуктуаций, т. е.

СО

5 O V A .* » -  (H .i.i.e )
—  СО

Среднее значение произведения флуктуаций каких-либо ве­
личин в одной и той же точке пространства в различные моменты 
времени называется временной корреляционной функцией или 
автокорреляционной функцией

</,(*, * i «2)>^</,./Д . (11.1.1.7)
Очевидно, справедливо равенство

■(•щз $ < л/Д ш^ .

Аналогичным образом можно ввести корреляционные функции 
более высоких порядков, но мы ограничимся здесь рассмотрением 
только квадратичных корреляционных функций.

1 1 .1 .2 . Спектральное распределение флуктуаций и диссипация 
энергии. Покажем теперь, что спектральное распределение 
флуктуаций определяется диссипативными свойствами среды.
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Вычислим с этой целью среднее значение произведения Я  (к, О») 
и j j  (к, си).

Если система находится в определенном стационарном состоя­
нии п, то квантовомеханическое среднее определяется как  диаго­
нальный матричный элемент оператора /+ (к, со);\ (к ', о/):

(Я (к, «о/ (к', «>'))„ =  2  i U K  4 M/,-(k', (11.1 .2 .1)
т

где суммирование производится по всем состояниям системы. 
Входящие сюда матричные элементы оператора jk(0 между стацио­
нарными состояниями имеют следующую структуру:

^  (jk)«m  ̂((,) “Ь Юпт)> ( 1 1 .1 .2 .2 )
I

где % т =  {Е„ — Ет ) — частота перехода между состояниями с
энергиями Еп и Ет , (}к)пт— величины, не содержащие 8-функций. 
Подставляя это выражение, а также аналогичное выражение для
(}кт)пт в (И .1 .2 .1) и производя статистическое усреднение, получим

<07 (к, ш) /у (к', ш')> =  2тс </+ (к) /у (к')>ш 8 (ш -  О)'), (11.1.2 .3) 

</J (к) /у (к')>ш =  2 * 2  / (Еп) П (к)яот i j  (к')шп § (ш -  О ,  (И .1.2.4)
т п

где / (Еп) — функция статистического распределения различных 
квантовомеханических состояний системы, определяемая в слу­
чае равновесного их распределения формулой Гиббса

f(E n) =  ex р ( ^ Р ^ ) ,  (11.1.2.5)

где &  — свободная энергия, Т — температура системы.
Свяжем теперь корреляционную функцию (11.1.2.4) с энер­

гией, поглощаемой системой в результате диссипации.
Предположим, что на систему действует периодическое воз­

мущение, энергия которого W  пропорциональна j .  Если считать 
для определенности, что j — плотность электрического тока, 
то W  имеет вид

ЧГ =  — \ А (Г, *) Hr, t)d b , (11.1.2.6)

где А — векторный потенциал возмущающего поля.
Переходя к пространственным компонентам Фурье А и j, 

представим энергию возмущения в виде

w =  —  7s, Re 2  Ak ( i) jk (0 , (11.1.2.7)

где Ak (t) — по определению гармоническая функция времени,
Ak (t) — Ак(1) ехр (—Ш). (11.1.2.8)



Под влиянием возмущения, задаваемого (11.1.2.6), возможны 
переходы между различными состояниями системы. Используя
(1 1 .1 .2 .7), нетрудно вычислить матричный элемент энергии воз­
мущения, соответствующий переходу п —>• тп:

Г м  =  — Я 2  {Акоз 0к)„ж 8 ('»— < 0  +  А к» (jk)„m 8 (<u +  <0nm)}. (11.1.2.9) 
к

Отсюда следует, что вероятность этого перехода в единицу 
времени равна

и;» » = 2р  2 л *(к> ю) А *'(к,>ш) (к)ям (к,)ти 8 _  +  
кк'

+ п  (k U  i j  (к ')™ 8 (<° +  О ) -  (1 1 .1 .2 .10)
При каждом таком переходе система поглощает энергию 

Йо) , источником которой является внешнее возмущение. Поэтому 
энергия, поглощаемая системой в единицу времени, равна

a w  (11.1.2.11)
m

Среднее значение поглощаемой энергии находим, усредняя 
последнее соотношение по всем стационарным состояниям п:

Q =  H f ( E n)w nm%Wnm. (11.1.2.12)
тп

Ограничиваясь в дальнейшем рассмотрением равновесных 
состояний, мы должны вместо / (Еп) воспользоваться распределе­
нием Гиббса (11.1.2.5). Подставляя формулу (11.1.2.10) в (11.1.2.12) 
и переставляя в одном из слагаемых индексы суммирования п 
и т ,  получим

( е х Р ( т 1)  -  ! )  2  А < (к > “ ) А *' (к '>ш) х  
кк'

X 2 ехР k ' U ^ - O -  (И.1.2.13)
тп

Сравнивая это выражение с (1 1 .1 .2 .4), находим следующее 
соотношение между средней энергией, поглощаемой системой 
в единицу времени, и корреляционной функцией флуктуирующих 
величин

Q =  ~  (exp (Ы/Т) - l ) ^  А  (к, «>) А,  (к ', <о) </} (к) ]J  (к ') )* .
кк'

(11 .1 .2 .14)

Кроме того, поглощаемую энергию Q можно связать с макро­
скопическими параметрами, характеризующими диссипативные 
свойства системы.
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В отсутствие внешнего возмущения среднее значение вели­
чины j равно нулю (О)>==0)- П°Д влиянием возмущения с энер­
гией (11.1.2.6) возникает отличное от нуля среднее значение j, 
пропорциональное величине возмущающего потенциала А:

/, =  а , А .  (Ц .1.2.15)

где . — некоторый линейный пространственно-временной ин­
тегральный оператор. Для компонент Фурье величин j и А, эту 
связь можно представить в виде

/.(к, ш) =  а,.у (к, (о)4у (к, а>), (11.1.2.16)

гДе aij (к) ш) — некоторый тензор, характериузующий дисси­
пативные свойства системы. Мы будем называть его тензором  
отклика.

Процессы, для которых справедливо соотношение (11.1.2.15), 
обычно называют линейными диссипативными процессами. По­
глощаемая энергия Q в случае линейного диссипативного процесса 
непосредственно выражается через коэффициенты af .. Действи­
тельно, изменение средней внутренней энергии системы равно 
среднему значению частной производной по времени от гамиль­
тониана системы. Так как  в гамильтониане явно зависит от вре­
мени только энергия возмущения fT, то для изменения средней 
внутренней энергии системы имеем

^ - = — S А (г, f)j(r, t)dh. (11.1.2.17)

Переходя здесь к компонентам Фурье и используя (11.1.2.15), 
получим после усреднения по времени следующее выражение для 
средней энергии, поглощаемой в единицу времени:

Q =  74г<о2 (a.*j — яу .) Л ,(к , ю) А*- (к, <•>). (11.1.2.18) 
к

Его сравнение с (11.1.2.14) дает

<П  (к) h  <к'»„ =  » p ( l g ) ^ T < <«v — л>« (к -  к'). (И .1.2.19)

Найденное соотношение устанавливает связь между корреля 
ционной функцией флуктуирующих величин и диссипативными 
свойствами системы, характеризуемыми коэффициентами a.j

Учитывая (11.1.1.6) и (11.1.2.3), получим отсюда следующую 
формулу для спектрального распределения флуктуаций плот­
ности тока:

=  ехр (йо)/Т) — 1 * 03) a j i  (k , «о)}. ( 1 1 . 1 .2 .2 0 )



Это важное соотношение, носящее название флуктуационно- 
диссипативного соотношения, полностью определяет флуктуации 
в равновесных системах *).

Для нахождения с помощью флуктуационно-диссипативного 
соотношения флуктуаций какой-либо величины j нужно прежде 
всего, имея выражение для изменения энергии системы, опреде­
лить в соответствии с (11.1.2.17) величину А, отвечающую значе­
нию j ,  а затем найти, в соответствии с (11.1.2.15), коэффициенты 
aij ,  непосредственно задающие спектральное распределение флук­
туаций.

Частным случаем соотношения (11.1.2.20) является известная 
формула Найквиста [6 ]

</2> «=  2^ * c th ! ?  (1 1 .1 .2 .21)

для флуктуаций силы тока /  в системе с импедансом Z (R =R eZ).
Формулу (11.1.2.20) можно записать в другом виде, считая, 

что флуктуации величины j вызваны воздействием на систему не­
которого потенциала А. Замечая, что A ^ o T .lj j, и используя 
(1 1 .1 .2 .20), найдем спектральное распределение флуктуаций слу­
чайного потенциала

<А{А/'>ь»= ехр-(ймЙ/Г) _ t t {»7< (k, со) — a7> (k , со)}. (1 1 .1 .2 .22)

Приведем еще выражение для спектрального распределения 
симметризованной пространственно-временной корреляционной 
функции:

< 7 я (/ Л г 1» * i ) / / ( r 2> *2) +  // (** . Z2) M r P <i)}> =  </<//>?*•
Легко видеть, что

< W i> L=  W a * y (k, (Ы/2Т). (11.1.2.23)

При достаточно высоких температурах, когда Т^>Нш, фор­
мула (1 1 .1 .2 .20) принимает вид

<.jij/>km==(Tlw)i{a*j(k, (o) — a.j.(k, со)}, (11.1.2.24)
т. е. спектральное распределение флуктуаций не зависит от кван­
товой постоянной. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением 
только этого случая.

11 .1 .3 . Симметрия тензора отклика. Тензор a{y (k , а>), свя­
зывающий величины (к, со) и А у (к , со), обладает рядом свойств 
симметрии. Прежде всего из условия вещественности величин j 
и А непосредственно следует, что
___________  « у  (к, <о) =  a*j (—к, —со). (11.1.3.1)

*) Оно было получено Калленом и Велтоном [5].
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Отсюда находим 
a ' i j  (к, со)  =  a ' i j (— к, — со), a ”j  (к, со) =  — a " j  ( — к , — со). (11.1.3.2)

Далее выполняются соотношения
ai j  (к, со) =  a . (—к, со). (11.1.3.3)

Чтобы убедиться в их справедливости, следует воспользо­
ваться инвариантностью симметризованной корреляционной функ­
ции относительно изменения знака времени. Поскольку такое 
изменение эквивалентно замене со на —ш в компонентах Фурье, 
имеем

О J  j } k,u) =  О J  y/k,-w.
Вместе с тем нетрудно показать, что

откуда и вытекает указанное свойство симметрии.
Если плазма находится во внешнем магнитном поле В, то 

в (11.1.3.3) при замене к  на —к следует одновременно изменить 
знак В:

aij (В, k, co) =  Kyi(—В, —к, со). (11.1.3.4)
Соотношения (11.1.3.1) и (11.1.3.3) существенно упрощаются, 

если среда изотропна и отсутствуют внешние поля. В этом случае 
в нашем распоряжении имеется только один вектор, с помощью 
которого можно построить тензор aj;̂ .(k, со), а именно, волновой 
вектор. Поэтому тензор af.y должен иметь следующую структуру: 

«У  (к, со) =  ^ (А , со) 8 „ + ;$ ( * ,  со) Щ ,  (11.1.3.5)

где о$ и М  — некоторые функции абсолютной величины волно­
вого вектора. Отсюда сразу следует, что в изотропном случае 
тензор afj(к , со) симметричен относительно перестановки ин­
дексов i и j :

aij (k, <о) =  ау,.(к, со) (11.1.3.6)
и является четной функцией относительно к:

«» ,'(к ’ ш) =  ai j  (—к , со). (11.1.3.7)
Согласно (11.1.3.2) в этом случае вещественная часть тензора
представляет собой четную, а мнимая часть a.i . — нечетную 

функцию частоты
a'ij (к, со) =  a ,j (к, —со), а"у (к, со) =  —а"у (к, —со). (11.1.3.8)

Тензор а ,у (к ,  со), рассматриваемый как  функция комплекс­
ного переменного со, является аналитической функцией в верх­
ней полуплоскости со. Это связано с тем, что величина j в некото­
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рый момент времени t может зависеть от значений внешнего воз­
действия А только в предшествующие моменты времени t (t '< * ) •  

Из соотношения (11.1.2.18), связывающего мнимую часть <xi . 
с диссипацией энергии, следует, что функции «^ (к , со) не имеют 
нулей при вещественных отличных от нуля значениях о>. 

Отсюда вытекают в свою очередь соотношения

00 " /1г м
<Ч/(Ь» “) — =Ч/(к > °°) =  ^<#° \ *0/ - “ dw> ’ (И -1-3-9)

—  00

« , ( к ,  -> =  4 ^ - 1  “V . (П .1.3.10)
—со

связывающие вещественную часть тензора afj. с мнимой. Исполь­
зуя  эти соотношения (они называются соотношениями Крамерса— 
Кронига), легко найти корреляционную функцию плотности 
тока в совпадающие моменты времеви (предполагая, что Т Йю)

< h ij>k =  ги  {</ (к > 0) — (к ’ °°) +  ал  (к - °) — аЛ  (к > °°)}-
(11.1.3.11)

§ 11.2. Электромагнитные флуктуации в равновесной плазме

11.2.1 . Электромагнитные флуктуации в  средах с простран­
ственно-временной дисперсией. Применим теперь общую теорию 
флуктуаций, изложенную в предыдущем параграфе, к  исследова­
нию электромагнитных флуктуаций в средах с пространствен- 
но-временной дисперсией, в частности в равновесной плазме *).

Обозначим через Е. (к, со) и /4.(к, ш) компоненты Фурье флук­
туаций электрического поля и плотности тока. Эти величины 
связаны между собой уравнениями Максвелла для вакуум а:

A W £ ,(k , u)) =  - ± ± / i ( k, со), (1 1 .2 .1 .1 )

где
A W =  е/Г (Щ!№ ) -  Ъ..) +  о.., =  m  > 2. (1 1 .2 .1 .2)

Чтобы найти флуктуационные поля и плотности токов, следует 
ввести в материальные уравнения, связывающие плотность тока

*) Теория электромагнитных флуктуаций была развита Леонтовичем и 
Рытовым [7 ]. Обобщение на случай сред с пространственной дисперсией дано 
Силиным [8 ]. Флуктуации в равновесной плазме исследованы в [9, 10]; 
далее мы следуем этим работам.



и поле, стороннее поле Ё (к, со)

j < = h e< j - ; (и .2 .1 .3 )

где е,.у =  (к, <о) — тензор диэлектрической проницаемости 
плазмы, и определить изменение энергии среды, обусловленное 
действием стороннего тока и равное

^ г =  j Ё (г, f) j (г, i) dV =  -  j А (г, t) j (г, t) d3r, (11.2.1.4)

где
E (r, t) =  ~ А (г, t).

Спектральное распределение флуктуаций плотности тока опре­
деляется, согласно (11.1.2.15), коэффициентами пропорциональ­
ности между j .  и A j — — ~ E j .  Чтобы найти их, следует исклю­

чить из (11.2.1.3) поле Е (к, со), использовав (11.2.1.1); в резуль­
тате получим

j.  (к, со) =  а... (к, (о) A j (к, со), (1 1 .2 .1 .5)
где

atJ (к, со) =  - g  -  Л ^ Л Э Д } , (1 1 .2 .1 .6)

и A jj  — тензор, обратный тензору
А <у =  <#2 (Wj/k* -  btJ) +  ey . (11.2.1.7)

Согласно флуктуационно-диссипативному соотношению (11.1.2.25) 
флуктуации тока в равновесной системе определяются антиэр- 
митовой частью тензора а( -, который, как  мы видим, в свою 
очередь задается тензором диэлектрической проницаемости среды. 
Подставляя (11.2.1.6) в (11.1.2.24), получим следующее выра­
жение для спектрального распределения флуктуаций плотности 
тока в равновесной системе:

O V y V  =  {Ай -  (А ггп л д е . (1 1 .2 .1 .8)

Эта формула определяет флуктуации плотности электрического 
тока в любой системе с пространственно-временной дисперсией, 
находящейся в состоянии статистического равновесия. В част­
ности, спектральное распределение (1 1 .2 .1 .8) справедливо как 
для свободной плазмы, так и для плазмы во внешнем магнитном 
поле; необходимо лишь, чтобы плазма находилась в равновесии.
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Из вида тензора a,{j  легко заключить, что его особенности 
совпадают с нулями определителя, составленного из величин 
A h. (тензор Лт] обратно пропорционален det (Л.у) =  Л). С дру­
гой стороны, уравнение Л (к, а>)=0 определяет, как  мы видели 
в гл. 4, спектр собственных колебаний плазмы. Поэтому спектраль­
ные распределения флуктуаций поля и плотности тока в плазме 
имеют резкие максимумы при частотах, совпадающих с частотами 
ее собственных колебаний.

В области прозрачности (Im Л Re Л) можно пренебречь 
затуханием волн и спектральное распределение флуктуаций 
плотности тока примет вид

0 v .>k<0==i/2|a)| ГАЙ»ХмЛ ^ 8 {Л(к, «>)}, (11.2.1.9)

где X,, — алгебраическое дополнение А ы в определителе Л (XrtA. . =
=  А8,7 ).

Мы видим, что в области прозрачности это распределение 
имеет вблизи собственных частот дельтообразные максимумы, 
т. е. частотный спектр флуктуаций содержит только собственные 
частоты колебаний в плазме.

Используя связь между плотностями заряда и тока
P̂kw —: kjfca,, (1 1 .2 .1 .10 )

вытекающую из уравнения непрерывности, нетрудно найти с по­
мощью (1 1 .2 .1 .8) спектральное распределение флуктуаций плот­
ности заряда в плазме

<р2> “ = 1 Л 1 т  к* кг  (1 1 .2 .1 .11 )

Наконец, выражая поле Е.(к , ш) через /Дк, ш) и используя
(1 1 .2 .1 .8), найдем спектральное распределение флуктуаций элек­
трического поля в плазме

<Е(В^укт =  Ы ^ { А т }  -  (А'-])*}. (1 1 .2 .1 .12)

В области прозрачности (Im Л Re Л)

Л7) -  (А;})* -> (А % . -  АХ}*) 8 (А (к, <»)},

т. е. спектральное распределение флуктуаций электрического 
поля, так же как  и спектральное распределение флуктуаций 
плотности тока, имеет дельтообразные максимумы при частотах 
собственных колебаний плазмы.

Заметим далее, что для ш и к ,  удовлетворяющих дисперсион­
ному уравнению, справедливо соотношение
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Х,-у =  S p  X, ( 1 1 .2 .1 .1 ,3 )
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где е — векторы поляризации соответствующих колебаний; кроме 
того, учитывая, что (ЭрХ/ш) 1шЛ >• 0, спектральное распределе­
ние флуктуаций электрического поля можно представить в виде

<EtE \ a =  (Л (к , «о)}. (11.2.1.14)

Полученная формула справедлива не только для плазмы, но 
и для любой системы с пространственно-временной дисперсией.

11 .2 .2 . Электромагнитные флуктуации в изотропной плазме. 
Для изотропной плазмы в отсутствие внешних полей формулы для 
спектральных распределений флуктуаций приобретают более 
простой вид, так как  в этом случае тензор а... имеет простую 
структуру: именно, его, так же как  и тензор диэлектрической 
проницаемости е< можно разбить на продольную и поперечную 
части:

М У  I | 5 .

аО- =  -Ж ~аЖ 5.7 )а/- (1 1 .2.2.1 )

где величины а, и а{ — коэффициенты пропорциональности 
между продольными и поперечными составляющими плотности 
тока j и потенциала А — зависят только от модуля волнового 
вектора к  и частоты <о и связаны с продольной и поперечной со­
ставляющими диэлектрической проницаемости ег и et соотноше­
ниями

о)2 е , — 1П --  *
4л

4к ( 1 - G / P ) :
(11.2.2.2)

Вещественные части « ' и а ' величин а, и а1 являются четными, 
а мнимые части а" и а" — нечетными функциями частоты. Они 
связаны между собой соотношениями Крамерса—Кронига

a'i(k, о>) — a'i(k, со) =  — f
7С J СО

а’1 (к, м') du)’r

(к, да) — a't (к, со): те

00г «U K *’l d a ,
J  со' —  со

(11.2.2.3)

Подстановка выражений (11.2.2.2) в (11.1.2.24) дает

<м>- = S 7 !т  -KF +(8‘; -т) ^ г̂ М •
(11.2.2.4)



Здесь первое слагаемое в фигурных скобках определяет флуктуа­
ции продольной составляющей плотности тока, а второе слагае- 
мое — флуктуации поперечной ее составляющей.

Заметим, что флуктуации плотности заряда в силу уравнения 
непрерывности связаны с флуктуациями продольной составляю­
щей плотности тока. Спектральное распределение флуктуаций 
плотности заряда в изотропной плазме определяется формулой

<e2> - = ^ f S - *  С11-2-2-5)

Используя связь между напряженностью поля Е и плотностью 
тока j и соотношение (11.2.2.4), нетрудно получить формулу 
для спектрального распределения флуктуаций напряженности 
электрического поля

<£,£,.>и„ =  8 . 4  + ( ^  -  | р  } ■ (41-2.2.6)

Магнитное поле связано с электрическим нолем формулой В =■ 

[кЕ]; поэтому для спектрального распределения флуктуаций
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с
о)

магнитного поля имеем

< в(г > . = 8 . х ( к „ - Щ ^  . (11.2.2.7)

Используя соотношения Крамерса—Кронига (11.2.2.3), можно 
в общем виде проинтегрировать спектральное распределение по 
частотам. Так, интегрируя (11.2.2.4), мы получим компоненты 
Фурье от пространственной корреляционной функции плотности 
тока в совпадающие моменты времени

0<///’k ~  Т { ь.2 1аг (К 0) ai (к, оо)] -J-

+ (v Т ^ - ) К ( * .  0 ) - а , ( к ,  сю)]}. (11 .2 .2 .8 )

(При выводе этой формулы мы учли, что мнимые части а, и at 
обращаются в нуль при со -» -  0 и со оо.)

Аналогичным образом можно найти компоненту Фурье от 
пространственной функции плотности заряда в совпадающие 
моменты времени

34 Под ред. А. И. Ахиезера

<P2>  =  ^ 7’ {1 - I 7 ( f o ) } -  ( И .2 .2 . 9 )
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С помощью интегральных соотношений (11.2.2.3) нетрудно 
также определить в общем виде величину

которую можно рассматривать как  квадрат средней частоты 
флуктуаций плотности заряда. Используя (11.2.2.3), легко убе­
диться, что эта частота равна

Аналогичным образом можно найти среднюю квадратичную 
частоту поперечных флуктуаций.

Итак, в равновесной изотропной плазме флуктуации различ­
ных электромагнитных величин полностью определяются про­
дольной и поперечной составляющими диэлектрической прони­
цаемости плазмы.

11 .2.3 . Флуктуации плотности заряда. Используем теперь 
явные выражения для составляющих диэлектрической проницае­
мости равновесной изотропной плазмы

и исследуем более подробно характер спектральных распределений 
флуктуаций для различных величин.

Рассмотрим прежде всего флуктуации плотности заряда рав­
новесной изотропной плазмы. Подставляя (11.2.3.1) в (11.2.2.9), 
получим следующую общую формулу для спектрального распре­
деления флуктуаций плотности заряда в плазме с учетом движе­
ния ионов

(1 1 .2 .2 .1 0 )

где со2е =  lim  ш2 {1 — ег (к , со)} — 4 т г 0е2/те.

г1 (к, с.) =  1 +  (2 — <р (г) — ср (р.г ) +

- f  i\/rcz(exp(—z2) - f  [J.exp(—p.2z2))}, (1 1 .2 .3.1 )

Bt (k> m) =  1 — {? (2) — i V" z exp (—z2)},

где
zг

V̂2 kve ’
to f  (z) =  2z exp (—z2) J exp (a;2) dx,

о

< P 2V  =
-«■-8 exp (—z2) (j. exp  (—(j.2z2)

[ay fi -f- 2 — f  (z) — f  (jx3)]2 -|- U22 (exp (—z2) +  ц exp (—(i2z2))2 '
(11.2.3.2)



В области достаточно низких частот (z <g: fi_1) находим
ц)2

•(р2)кю =  ш2 <\Р2̂ кО>

где
-9  2 (2 -f- а е*2)2 _27,2 /г2\, ---- , 10^ в2и а е^3____1+_Н:__Ш — -  (1 +  р.')— е ’ \р > « — V П0 Ыре (2 +  fl2ft2)2 •

В области высоких частот (z [а-1 \/1п р.) можно пренебречь 
движением ионов, и выражение для спектрального распределения 
флуктуаций значительно упро­
щается

<Р2>кш= \/2тг X
шре

v __________ ехр (—z2)__________
A  [afft2 +  1 — ?  (z)]2 +  TtZ2 ехр  ( —2z2)-

(11.2.3.3)

В предельном случае z 1, 
т. е. ay^>kve, получим отсюда 

2.21)2
<Р2> к»=  2теХ -|^у X
X 8 (ш2 — о)2е — 3/с2у2). (Ц .2.3.4)

Таким образом, в области 
высоких частот в спектре флук­
туаций плотности заряда в плаз­
ме присутствует только плаз­
менная частота.

На рис. 11.2.1 представлено 
спектральное распределение 
флуктуаций плотности заряда 
в зависимости от безразмерной 
частоты z =  u>j\j2kve при раз­
личных значениях параметра а2&2.
При больших его значениях основную роль играют низкочастот­
ные флуктуации. По мере уменьшения этого параметра эффектив­
ная частота флуктуаций растет. При afjc2 < 1  в спектре флук­
туаций остаются только частоты, близкие к собственным часто­
там колебаний плотности плазмы.

Если cfijc2 1, то кулоновским взаимодействием можно пре­
небречь, и для спектрального распределения находим
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<\Р2/̂ кш =  \/2чс {ехр (— z2) -f- р. ехр (—[x2z2)}. (И .2.3.5)

34*

Рис. 11.2.1. Зависимость спектраль­
ного распределения флуктуаций 

плотности заряда в плазме
2 <Р2>*,/е2п0 от безразмерной частоты 
г =  ш/'/2 кев при различных значе­

ниях параметра а р 2- 
Числа у  кривых указывают величины affe2.



Согласно (11.2.2.9) и (11.2.3.1) спектральное распределение 
флуктуаций плотности заряда, проинтегрированное по частотам, 
определяется выражением

Отсюда следует известный результат для газа невзаимодействую­
щих частиц

<Р2/к =  2е2тг0, 1. (11.2.3.7)
Интегральный вклад высокочастотных флуктуаций плотности 
заряда ^р2̂ >к в полную интенсивность (см. (11.2.3.6) ) найдем, 
проинтегрировав (11.2.3.4) по частотам; тогда имеем

/ ~ 2 ч

<Р >к ~  3 2̂1|= ^ 2~ •

Д ля отношения высокочастотной интенсивности к полной 
получим

Это отношение равно х/6 при а2/с2 > 1  и 1 при а\№ 1.
В выражении (11.2.3.6) учитывается как  вклад электронов, 

так и вклад ионов, причем последний особенно существен при 
авк 1. Если пренебречь движением ионов, то взамен (11.2.3.6) 
мы получим

=  (11.2.3.8)

Мы видим, что при а\к2 > 1  и при учете ионов величина <(р2)>к 
увеличивается в два раза. С уменьшением аек вклад, обусловлен­
ный ионами, становится меньше.

Используя (11.2.3.6), нетрудно найти пространственную кор­
реляционную функцию для флуктуаций плотности заряда; имеем

<Р2>Г =  2Лг0 {§ ( , ) - . ^ е*р (- г/д)}, (11.2.3.9)

где а = а е/\/2. Мы видим, что корреляция между флуктуациями 
плотности заряда в плазме имеет место в основном на расстояниях 
порядка дебаевского радиуса.

Согласно (11.2.2.10) и (11.2.3.1) средняя квадратичная частота 
флуктуаций плотности заряда равна

(11.2.3.10)

Заметим, что эта величина меньше частоты собственных плазмен­
ных колебаний.
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Приведем еще спектральное распределение флуктуаций плот­
ности заряда для релятивистской электронной плазмы. Продоль­
ная составляющая тензора диэлектрической проницаемости плазмы 
при Т т ес2 определяется формулой

Отметим, что интегрирование этого соотношения по частотам, 
так же как  и в нерелятивистском случае, приводит к формуле

11 .2.4 . Флуктуации плотности тока. Рассмотрим теперь флук­
туации плотности тока в равновесной изотропной плазме. Исполь­
зуя выражения (11.2.3.1), получим следующую формулу для спект­
рального распределения флуктуаций плотности тока:

Здесь первое слагаемое в фигурных скобках определяет флук­
туации продольной составляющей плотности тока, а второе сла­
гаемое — флуктуации поперечной ее составляющей. Так как 
поправки к поперечной диэлектрической проницаемости, связан­
ные с движением ионов, ничтожно малы, то на флуктуациях по­
перечной составляющей плотности тока в плазме движение ионов 
практически не сказывается. Однако движение ионов сущест­
венно сказывается на флуктуациях продольной составляющей 
плотности тока, так же как  и на флуктуациях плотности 
заряда.

(11.2.3.11)

подстановка которой в (11.2.2.5) дает [10]
0 (кс — оо)

| ш — кс | л ш2 1
ш +  кс )\  + 1  lOtf а%№

(11.2.3.8).

fА2 [а|&2 -{- 2 — f ( z)  — <р (fJ-z)]2 -|- та2 [ехр (—г2) -)- ехр (—jx2z2)]2
ехр (—-г2) +  ц ехр (—<j.2z2)

1 +  ^ ? ( Z)J + 71 *2ехр( - 2z2) J
(11.2.4.1)
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Приведем приближенные выражения для спектрального рас­
пределения флуктуаций поперечной составляющей плотности 
тока в области низких и высоких частот. Если а> кс, то

т. е. в высокочастотной области в спектре флуктуаций присутст­
вует только собственная частота поперечных колебаний плазмы.

Интегрируя (11.2.4.1) по частотам, можно найти компоненту 
Фурье от пространственной корреляционной функции плотности 
тока в плазме ■ Замечая, что для равновесной плазмы
аг(к, 0) — af(k, 0 )= 0  и а.{(к, с о ) =  at(k, оо) =  — найдем,  
согласно (1 1 .2 .2 .8),

Средняя квадратичная частота флуктуаций поперечной состав­
ляющей плотности тока равна ленгмюровской частоте, т. е.

т. е. пространственная корреляция между флуктуациями плот­
ности тока в плазме отсутствует.

11 .2 .5 . Флуктуации электромагнитного поля. Спектральные 
распределения флуктуаций электрического и магнитного полей 
в равновесной изотропной плазме определяются общими форму­
лами (11.2.2.6) и (11.2.2.7). Используя выражения (11.2.3.1) для 
диэлектрических проницаемостей, можно записать спектральные 
распределения флуктуаций полей в виде

(11.2.4.2)

При о) kve (ш кс) имеем

(11.2.4.3)

\Р/к =  Зе\)Т1т в. (11.2.4.4)

V<a>2> =  a) ре.

С помощью (11.2.4.4) нетрудно убедиться, что

(11.2.4.5)

(11.2.4.6)

<£2>кш =
=  2 (2*)s/ ^  Т { [<j2&2-j-2— (J>(z) — tp ([J.2)|2 - f  7CZ2 (exp  ( —z2) . ]- jj. exp ( —fi2z2))2

exp  ( —л*) -(- jj. exp (•)—;j.2z2)

M2 [ e T 2 _ l + ( M 2e

<52>кш =

[s^ 2  _  1 4- ( « I J 002) <p (2)]2 +  TC (o$,/«,*) z2 exp (—2z2) •
(11.2.5.2)
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Движение ионов сказывается только на флуктуациях продоль­
ного электрического поля.

В области высоких частот <о Jcve (wz&kc) спектральные рас­
пределения флуктуаций поперечных составляющих электрического 
и магнитного полей имеют вид

С помощью этих соотношений нетрудно найти пространствен­
ные корреляционные функции для электрического и магнитного 
полей в равновесной плазме

< Р 'л  =  8* т{*  (г) +  -ехр {̂ й) }, <2?2>г =  8тсГ§ (г). (11.2.5.5)

11 .2 .6 . Флуктуации плотностей электронов в  ионов. Перейдем 
теперь к определению флуктуаций плотностей электронов и ионов 
[10]. Д ля этого нужно ввести в материальные уравнения (11.2.1.3) 
случайные поля, действующие независимо на электроны и ионы, 
и, используя затем уравнения Максвелла и соотношения

(Ьпе и — отклонения плотностей электронов и ионов от равно­
весных значений п0, j e и j t — электронная и ионная составляю­
щие плотности тока), найти коэффициенты пропорциональности 
между плотностями токов электронов и ионов и соответствующими 
случайными потенциалами. Эти коэффициенты будут выражаться 
не только через диэлектрические проницаемости плазмы ег и et , 
но и через электронные и ионные восприимчивости плазмы х|, 
х®, xj и xj. На основе флуктуационно-диссипативного соотношения 
получим следующие формулы для спектральных распределений 
флуктуаций плотностей электронного и ионного токов:

<Ef>kn =  <Bs>bB=  16*2М  Т Ц ^ - ^ - к ^ ) .  (11.2.5.3) 

Интегрирование (11.2.5.1) и (11.2.5.2) по частотам дает

р = —е (8 пе — ЬП1), j =  j e +  j 1 (1 1 .2 .6 .1 )
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Воспользовавшись уравнением непрерывности для электронов 
и ионов, легко найти отсюда спектральные распределения флук­
туаций плотностей электронов и ионов

<»;>„„ =  8от, f S l  Im Ч (‘ + 4"1> ,
/ Q 1 (И .2.6.3)
<га?>. =  оттп —— Im —!----- l—.\ l/kiu О (О E; I

Интегрируя эти выражения по частотам, с учетом соотношений
(11.2.2.3) получим

<п*> — п i +  )
^ ~  0 2 +  « * * * - ? (^ ) г̂ о’ (И 2 6 4,

/п»ч _ r  (1 + f lg * « ) [ l- у М ]
2 +  а|А2 -  <р ( р г )  г^ о ‘ ^

Если считать ионы бесконечно тяжелыми ([л^- оо, v(\xz)-> 1), то

<п^  =  по Т Т ^Р » <»?> =  0. (И .2.6.5)

В действительности ионы характеризуются конечной массой, 
поэтому <р (fxz) |г̂ 0 =  0  и, следовательно,

<re?>k =  <га|>к =  „о i ± | g .  (1 1 .2 .6.6)

Если а*к2 1, то кулоновским взаимодействием между части­
цами можно пренебречь, и формула (1 1 .2 .6 .6) приведет к извест­
ному результату для среднего квадрата флуктуаций плотности 
нейтральных частиц

<«l>k =  <«?>к =  (11.2.6.7)

В предельном случае (%№ 1 средние квадраты флуктуаций 
оказываются в два раза меньше

О 2о>* =  < «!>  =  7 л .  (1 1 .2 .6 .8)

11 .2 .7 . Флуктуации в плазме, находящейся в магнитном поле.
Перейдем к определению флуктуаций в равновесной плазме, 
находящейся в постоянном и однородном магнитном поле В0. 
Тензор A .j  имеет в этом случае вид

/ — c o s 2 0 -f -  ец  £12 0 ^ 2  Sm  0 c o s  0 -|- е 13\

h-ij — ( —£12 —&f/’2-h s22 г23 I (11.2.7.1)
\е^"2 s i n  в COS 0 -f-  e13 — e23 — a'f7’2 s i r)2 0 -f -  e33 /

(ось z направлена вдоль B0, ось х лежит в плоскости векторов 
к  и В0, 0 — угол между к и В0). Обратный тензор А -1 определя­



ется равенством AtJ = Х .̂/Л, где а^-—алгебраические дополнения 
и Л  — определитель матрицы (11.2.7.1), равный

Л (к, («) =  А 0/У* +  В в#* +  С; (11.2.7.2)

здесь o/f=kcUо, а коэффициенты А , В  ж С выражаются через 
компоненты тензора е -̂.

Флуктуации плотности заряда в плазме, находящейся в маг­
нитном поле, связаны с флуктуациями плотности тока (см.
(1 1 .2 .1 .8) ) соотношением

<Р2>кш =  O V y X ш- 1 -2.7.3)

Отсюда находим

с 1-2-7-4»

где
Д (к, ш) =  (# 4 — (eu cos2 0 -f-e22 -j- s33 sin2 9 — 2s13 sin 6 cos 0) <#2 -j-
+  (®ns 22 +  sn) cos2  9 +  (s 22s33 +  е1з) sin2 9 -f- 2 (e12s23 — e22e13) sin 0 cos 9.

(11.2.7.5)

Проинтегрируем (11.2.7.4) по частотам, используя соотно­
шения Крамерса—Кронига. Замечая, что Л  (к, 0)/Л (к, 0) = 
=  1 -\-2lafJt2, получим

(11-2-7-6)

Мы видим, таким образом, что магнитное поле не влияет на 
пространственную корреляционную функцию флуктуаций плот­
ности плазмы.

Магнитное поле оказывает, однако, существенное влияние на 
спектральное распределение флуктуаций различных величин 
в плазме. В области прозрачности плазмы спектральное распре­
деление флуктуаций плотности тока имеет вид

OVд ш=  72 М  ТА^\к1щ т  (ЛоГ+ 5<#2 +  С). (11.2.7.7)

Аргумент дельта-функции представляет собой левую часть 
дисперсионного уравнения плазмы в магнитном поле. Следова­
тельно, в спектре флуктуаций в случае слабого затухания со­
держатся только частоты собственных колебаний плазмы в маг­
нитном поле.
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Спектральное распределение флуктуаций плотности, связан­
ных с ленгмюровскими колебаниями, определяется формулой
. , г-2 ш2 (о)2 — "hJ2

<Р2Х ш  ~ ~ Т Т Ц'в s in 2 0 +  (0)2 — 10^)2 COS2 0 (Ш _  Ш+) +

4~ 8 (ш -f- о>+) +  8 (ш — и>_) +  8 (<о —f- «>_)}, (И .2.7.8)

где со+ и ш_ — собственные частоты продольных колебаний плазмы 
в магнитном поле (см. (5.1.2.6) ).

Спектральное распределение флуктуаций электрического поля 
в плазме в магнитном поле задается общим соотношением (11.2.1.14). 
Замечая, что
8 (Л  (к, <о)} =

= т^ т т { | .| ,_ ‘ ЬеР/В 18 («»’г - ^ > + 8 ( ^ - - - ^ ; ) 1 + 5 ( Л ) } ,

в (11.2.1.14) можно выделить вклады, обусловленные отдельными 
собственными колебаниями в плазме. Так, для спектральных рас­
пределений флуктуаций поля, связанных с обыкновенными и не­
обыкновенными волнами, справедливы формулы

<£,B,>k„ =  М  |2>ti 8 ( ^ - Ж 1), (11.2.7.9)

где векторы поляризации определяются выражением (5.1.1.10). 
Спектральное распределение флуктуаций электрического поля 
вблизи ленгмюровских частот определяется выражением

к,к 1 I со2 — I 
< ^ V V k(u =  ^ - i r T 1 мГ_1"мГ  (8 (ш -  №ч) 4- 8 (со +  со+) 4 -

-|-8 (о — о>_) 8 (со 4~ ш_)} (12 .2 .7 .10 )

или, если учитывать дисперсию ленгмюровских волн, соотноше­
нием

< ^ Д .  =  8^ - ^ £ - 8 ( « Г - - ^ | ) .  (11.2.7,11)

Формулы (11.2.7.9) — (11.2.7.11) описывают флуктуации в вы­
сокочастотной области спектра плазмы, где влияние ионов не­
существенно.

§ 11 .3 . Обращение флуктуационно-диссипативного соотношения
1 1 .3 .1 .  Связь между диэлектрической проницаемостью плазмы 

и корреляционной функцией флуктуаций для системы невзаимо­
действующих частиц. Выше было сформулировано флуктуа- 
ционно-диссипативное соотношение, устанавливающее связь между
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флуктуациями электромагнитных величин и тензором диэлектри­
ческой проницаемости среды. С помощью этого соотношения, 
зная выражение для тензора диэлектрической проницаемости 
плазмы, мы нашли спектральные распределения флуктуаций 
полей и плотностей заряда и тока в плазме. Но флуктуационно- 
диссипативное соотношение можно использовать и для другой 
цели. Именно, если сперва непосредственно определить с помощью 
микроскопической теории флуктуации плотностей заряда и тока, 
то, применяя флуктуационно-диссипативное соотношение, можно 
найти тензор диэлектрической проницаемости *).

При использовании такого метода появляется возможность 
учесть тепловые эффекты, не прибегая к кинетическому уравнению.

Рассмотрим сперва изотропную среду и обратимся к формулам
(11.2.2.4) и (11.2.2.5), связывающим спектральные распределения 
флуктуаций плотностей заряда и поперечной составляющей плот­
ности тока с продольной и поперечной диэлектрическими прони­
цаемостями s, и ег  Разложим эти распределения, а также компо­
ненты диэлектрической проницаемости, являющиеся функциями 
заряда электрона е, в ряды по степеням е (точнее говоря, е2). 
Так как  электрическая восприимчивость содержит в качестве 
множителя е2, то, сохраняя по одному (первому) члену каждого 
разложения, мы получим

где <у2̂>№> и '(/fXm — спектральные распределения плотностей за­
ряда и тока для газа невзаимодействующих заряженных частиц, 
ei% значения величин sl t с точностью до членов порядка е4.

С такой же точностью можно найти теперь величины Ree, . 
Для этого следует воспользоваться соотношениями Крамерса— 
Кронига (11.2.2.3):

Здесь и в дальнейшем мы не выписываем у  индекса (2). При 
веденные выше формулы можно, очевидно, объединить с форму­

*) Такой подход был предложен в работах Шафранова, Кубо и На- 
кано [11—13]. Определение тензора диэлектрической проницаемости на 
основе обращения флуктуационно-диссипативного соотношения для неравно­
весной плазмы дано в [10. 14].

—  СО (11.3.1.2)

—  СО



лами (11.3.1.1) и представить продольную и поперечную диэлект­
рические проницаемости в виде [1 0 ]

// х 4 , 2  <р2>кш' ,S l(k, o.) =  l + w  J - 7_ _ 7- « )W ,
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n \ \ “p® . 1 f <®to' lA , Bt (k, a>) =  l -----^ r  +  ̂ j r  \

(11.3.1.3)

где слагаемое —го в знаменателе подынтегрального выражения 
означает, что интегрирование по со' производится по контуру, 
проходящему в плоскости комплексного переменного о/ вдоль 
вещественной оси с обходом особой точки ш' =  ш снизу.

Формулы (11.3.1.3) определяют величины г, (к, ш) и еt (к, ш) 
с точностью до членов порядка е4 по спектральным распределе­
ниям флуктуаций плотностей заряда и поперечной составляющей 
тока <Р2>кш и ( i f )к<о для газа невзаимодействующих заряженных 
частиц.

Аналогичным образом можно рассмотреть анизотропную среду, 
характеризуемую тензором диэлектрической проницаемости в... 
Обращаясь в этом случае к формуле (11.2.1.8) и замечая, что 
с точностью до членов порядка е4 справедливо разложение

А й  =  -  (Afi>)-1 (sm„ -  8J  (A(0))-!,

получим

*8 ’ — Г  =  (11-3.1.4)

гДе — спектральное распределение флуктуаций тока
в среде без учета электромагнитного взаимодействия между части­
цами. Отсюда, поступая так же, как  и при выводе (11.3.1.3), 
можно найти s.j [1 0 ]; имеем

.„(к, » > = г (, + - А  j (И.з.1.5)
—ОО

При выводе этой формулы мы воспользовались соотношением
СО

1 1 .3 .2 . Диэлектрическая проницаемость изотропной плазмы.
Вычислим теперь величину <(р2̂ £ш в случае изотропной плазмы, 
причем для простоты не будем учитывать движение ионов.



Введем плотность электронов п (г, t), определив ее следующим 
образом:

п{г, 0  =  2 8 (г — г«(0 ). (11.3.2.1)
а

где га (t) — радиус-вектор а-го электрона в момент времени t 
и суммирование производится по всем электронам, находящимся 
в единице объема. Так как  нас интересует спектральное распре­
деление <р2>кш в отсутствие взаимодействия между электронами, 
то мы можем считать, что ra(i)= ra+ v a£, где va — скорость а-го 
электрона. Ф луктуация плотности заряда в плазме связана 
с п (г, t) соотношением

р(г, l) =  e {n (г, t) — na], (11.3.2.2)

где щ  =  (п  (г, t)y — среднее значение плотности электронов. 
Подставляя это выражение в определение корреляционной функ­
ции для флуктуаций плотности заряда

<р2>$, ==<р(г1, ^ )р (г2, ф  
и используя (11.3.2.1) и (11.3.2.2), получим

<Р2>г"' =  е2/ 2  8 (г, — ra — v e*,) § (г2 — га — x j 2) ) , (11.3.2.3)

где угловые скобки служат для обозначения статистического 
усреднения.

Введем одночастичную функцию распределения электронов 
/0 (v), нормированную согласно условию jj /э (v) d3v =  nv  Тогда, 
очевидно,

<Р2>'Г =  е2 \ /0 (у) 8 (г -  vt) d3v. (11.3.2.4)

Чтобы найти спектральное распределение флуктуаций плот­
ности заряда в пренебрежении взаимодействием между заряжен­
ными частицами -(p2/kJ, нужно вычислить компоненту Фурье 
функции <Р2> ^:

< Р 2> № ) — 2пе2 j f 3 (v) 8 (ш — kv) d3v. (11.3.2.5)

Подставив, наконец, это выражение в первое из уравнений
(11.3.1.3), найдем продольную диэлектрическую проницаемость 
плазмы

. , ( * , „ )  =  ! + * £  5 б ! 2 Ш 1; Л ,  (11.3.2.6)

Последнее соотношение совпадает с выражением (4.3.4.3) 
для е, (к, <о), полученным с помощью кинетического уравне­
ния Власова. С другой стороны, как  было показано выше,
(11.3.2.6) справедливо с точностью до членов порядка е4. Поэтому
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можно утверждать, что и формула (4.3.4.3), основанная на кине­
тическом рассмотрении с самосогласованным полем справедлива 
с такой же точностью.

Поступая аналогичным путем можно получить формулу
(4.3.4.3) для поперечной диэлектрической проницаемости изо­
тропной плазмы.

1 1 .3 .3 . Тензор диэлектрической проницаемости плазмы в маг­
нитном поле. Найдем теперь таким же методом тензор диэлектри­
ческой проницаемости плазмы, находящейся в постоянном и одно­
родном магнитном поле. Пренебрегая взаимодействием друг 
с другом частиц плазмы можно считать, что они движутся по 
винтовым линиям

г (t) — г0 -(- R (t), (11.3.3.1)

где R (I) — вектор с компонентами)----— cos <оЛе£, v t ) ,
\ ыВв “ Ве /

у, и vL — продольная и поперечная составляющие скорости 
электрона по отношению к магнитному полю В0, вдоль которого 
направлена ось z.

Корреляционная функция для флуктуаций плотности заряда 
определяется по-прежнему равенством

<Р2><?> =  е2 / 2  8 (Г1 __ ra {ti)) 8 (г2 _  га (к)) у  (11.3.3.2)

где r = r 2—г1; t = t 2—tx и суммирование производится по всем элек­
тронам в единице объема. Вводя одночастичную функцию распре­
деления /0(v), корреляционную функцию <(р2)>гг представим в виде

<P2> ^ =  e*\f0 (у) 8 (г -  г (*) +  г (0)) <Ру. (И .3.3.3)

Спектральное распределение флуктуаций плотности заряда опре­
деляется выражением

ОО
<Р2>к°ш) =  е2 J /о (v) | ехР (—ik { r(i) — r (0 )} - f  lw t)dtd3v. (11.3.3.4)

—  СО

Используя соотношения
ОО

ехр (—ia sin(J))=  2  ?п(а) ехР (~ Щ)*
п = —СО

2тс

 ̂ ехр (ia sin ф — ш<]>) dty — 2тт J п (а),
о

где J „(а) — функции Бесселя, получим для спектрального распре­
деления флуктуаций плотности заряда следующую формулу:

ОО

<рг>ьш= 27ге2 2  S ^ ^  й(о>— nts>Be~  k »v d 8 y - с11-3-3-5)
—оэ
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Аналогичным образом можно найти в общем виде спектральное 
распределение флуктуаций плотности тока электронов при нали­
чии внешнего магнитного поля

СО

</Vy>£2 =  2пе2 2  ( /о (у ) Щч (v) 8 (<° ~  пи>ве — А,У,) ds0 , (11.3.3.6)
П-— ОО J

где тензор П '}1 определяется формулой (5.2.1.15).
Если функция распределения электронов является максвел­

ловской, то в (11.3.3.3) можно выполнить интегрирование; тогда 
имеем
<р2>(«) =  е Ч  ( g L f>\2kTJ 4«sin2(i/2M£ef) 

X ехр | 'Be
-(х2 +  У2) + - (11.3.3.7)4 sin2 (l l,2oiBet) '  I v > I *2

Отсюда с помощью преобразования Фурье находим спектраль­
ное распределение флуктуаций плотности зарядов

ехр 2

(11.3.3.8)
Аналогичным образом можно найти спектральное распределе­

ние флуктуаций плотности тока в равновесной плазме во внешнем 
магнитном поле

=

т 7  _ /Л _ _ _ г _ л _
2 т„J Kji (t) «хр

где

2 — (1 — cos (одеО -f- A?«*l -f- ш\ dt,
“ .Be -> >

(11.3.3.9)

cos - • “ Г“ sin2
*,2

1- М ^ х
. т<! 4 е

Г  М и \
X(l- Sin

T  j. 
<4e'

X (1 — cos Шде<) sinwBe«

7> ftj_ у ft ft
cos швЛ -̂----------- X ------- i-Am rnBe me шде

X  (1 —  COS <oBe()2

<(1 —  COS Wj5„t)
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Отсюда, используя (11.3.1.5), получим следующую формулу 
для тензора диэлектрической проницаемости равновесной элект­
ронной плазмы в магнитном поле:
eij (к, ») =

=  S W ехР 2 i  ^  “ cos т \ d t '

(11.3.3.11)
Воспользовавшись разложением

СО

exp (х  COS =  2  К  (Х) еХР (in<°Bet),
П=—00

где 1 п (х) — модифицированные функции Бесселя, и замечая, что
СО

J exp (—q42 -f- iat) dt — ^ { y  (z) — i \Jnzexp (—z2)},
о

z

f  (z) =  2z exp (—z2) | exp (г/2) dy, z =  a/2q,
о

можно представить s.j в виде (5.2.2.4).

§ 11 .4 . Электромагнитные флуктуации в неизотермической плазме

1 1 .4 .1 .  Флуктуации в изотропной неизотермической плазме.
В предыдущих параграфах мы определили флуктуации электро­
магнитных величин в равновесной плазме. Д ля нахождения этих 
флуктуаций было достаточно знания тензора диэлектрической 
проницаемости плазмы. В общем случае неравновесной плазмы 
задания тензора уж е недостаточно для определения флуктуаций 
в плазме.

Переходя к изучению флуктуаций в неравновесной плазме, 
начнем с рассмотрения флуктуаций в неизотермической свободной 
плазме, электроны и ионы которой характеризуются максвеллов­
скими распределениями с различными температурами Те и Т, 
[9, 10, 15].

Вследствие большого различия между массами электронов 
и ионов обмен энергией между ними происходит значительно 
медленнее, чем между частицами одного сорта; поэтому неизотер­
мическую плазму можно рассматривать как  квазиравновесную 
систему и применить к исследованию флуктуаций в ней флуктуа­
ционно-диссипативное соотношение. Необходимо, однако, иметь 
в виду, что электроны и ионы в плазме связаны самосогласован­
ным полем и, следовательно, флуктуации плотностей зарядов
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и токов электронной и ионной компонент в плазме не независимы, 
и, в частности, определяются обеими температурами Тв и Тг  

Введем в материальные уравнения (11.2.1.3) сторонние слу­
чайные поля Ее и Ех, действующие независимо на электроны 
и ионы; тогда

/“ =  — гшх?у (Ej +  £ “.), а =  е, i, (11.4.1.1)

где x'ij — составляющая тензора диэлектрической восприимчи­
вости плазмы и Е — самосогласованное поле, определяемое 
уравнениями Максвелла

=  (Я +  /J). (11.4.1.2)

Исключая с помощью этих уравнений из (11.4.1.1) поле Е, 
получим следующие соотношения между электронной и ионной 
плотностями токов j “ и случайными потенциалами А“ (Ё“ = 
=  »(оАв):

у® = 0)2-^- {(1 —j— 4тсх*)4^ — 4nxjili},

7} =  со2 (—4гсх°Л® —|— (1 -J- 4тос}) А\};

it = 0)2 17 = ^ 2  U1 +  4тос* « О ^  — 4тоФ1 j},

^  =  0)2 —- г /r* +  ( ! +  — <#2)

(11.4.1.3)

(11.4.1.4)

Обратим внимание на то, что благодаря наличию самосогла­
сованного поля плотность электронного тока оказывается зави­
сящей от ионного стороннего потенциала, а плотность ионного 
тока — от электронного стороннего потенциала.

Так как  между плотностями тока j e и j 1 имеется связь и система 
не находится в состоянии полного равновесия, то определить 
флуктуации непосредственно по формулам (11.1.2.15), зная коэф­
фициенты пропорциональности между j “ и А“, нельзя. Однако, 
используя соотношения (11.4.1.3) и (11.4.1.4), можно выразить 
корреляторы плотностей тока через корреляторы сторонних 
потенциалов А®. Сторонние же потенциалы независимы, и по­
этому флуктуации каждого из них будут определяться только 
температурой соответствующей подсистемы (температурой элект­
ронов или ионов).

Разрешая систему (11.4.1.3) и (11.4.1.4) относительно потен­
циалов, найдем

35 Под ред. А. И. Азшезера

=  =  a =  e, i. (11.4.1.5)



Используя затем флуктуационно-диссипативное соотношение 
в форме (11.1.2.23), получим следующие формулы для спектраль­
ного распределения флуктуаций сторонних потенциалов:

—  2 ^ { ^ - ^ -  +  (s  к<кЛ  lm x ?l  а — е i (И  4 1 \ A i A j / k ^ —  Z  ш3 \ к 2 | г а | 2  Г \  i j  к 2 J  | x ^ | 2 j >  “  ~  в ’ Щ - 4 . 1 . 0 )

<ЛМ>>кш=  0. (11.4.1.7)
Как и следовало ожидать, флуктуации электронного потен­

циала выражаются только через электронную восприимчивость 
плазмы, а флуктуации ионного потенциала — через ионную 
восприимчивость плазмы.

С помощью соотношений (11.4.1.2) и (11.4.1.3) получим далее 
следующие общие формулы для спектральных распределений 
флуктуаций плотностей тока в неизотермической плазме [10]:

<7(/}>к» =  { Те [ 1 4- 4тас| I2 Im  хЧ - f 1\№т? Ixf I2 Im  xj} -f

+ i ,, ^  p (8„- -  ljw )  ( :r .  11 +  4~S -  P 11m 4  ■+
4-Z,,16n2|x||2Im x}}, (11.4.1.8)

=  F712 ^  1 xi I2 Im  xf 4 -  7\ 11 4 -  4nxf |2 Im  xj} - f
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|e,|2 к2

-  kjm )  < l*i +
4 - r i | l+ 4 T ix |- (# 2 [2 Im xj}, (11.4.1.9) 

</?/»кш =  k̂ - {T e( l +  4™*) /,KX‘* Im  x?4-

+  Z,i4«x?(14-4«xf)*Imx}} —

-  |77^ р ( 8«  -  ^ )  (П  (1 +  4 ~ i -  W  ta  ■«(■+
-f 2^4™? (1 4- 4™? — <#»)* Im  4 }. (11.4.1.10)

Эти формулы позволяют найти спектральные распределения 
флуктуаций любых величин в неизотермической плазме. Так, 
спектральные распределения флуктуаций плотностей электронов 
и ионов в двухтемпературной плазме имеют вид

^ e V  =  f f W  {' 1 +  ̂  |2 Ы  Х| +  16ТС2 ̂  1 Zl |2 1Ш Х'}  ’ ^ 1 Л Л М )  

<п*>кю =  { l 6u21 xj I* lm  Xf -f L l  11 4- 4«xJ I2 Im  xi}, (11.4.1.12)
“  I г 1 I I  1  e

<reorai>koJ =  <rei ree>k“> =

2"„aj f  {(1 -f- 4rocj) xj* Im  xf 4-^-xf (1 4- 4тсх|)* Im  xj 1. (11.4.1.13)
03 I s /  I I e J



Используя последние три соотношения, можно найти спект­
ральное распределение флуктуаций плотности заряда в двухтемпе­
ратурной плазме; оно равно

<P!>- =  '?W l l r a (-* +  7 r ,'-!)- (И.4.1.14)
Представим это распределение в виде

<р2Хс„ = ̂  еЧ  х
Рв ехр (— 22) +  fi, ехр (— |x2z2)_________________________
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{affc2-|- 1 —  у (z) -)- р [1 _  ([j,z) ] } 2 _|_ n z 2 [exp (— z2) -(- pp  exp (— (J.2z2) J2 *
(11.4.1.15)

где z =  u>{\]2kve, [). =  sjm.Jm.c и p = T jT r
Приведем, наконец, приближенные формулы для спектраль­

ного распределения флуктуаций плотности заряда в различных 
предельных случаях при агвк2 <<g 1. В  области малых частот 
ш kv j (z fi-1) имеем

С увеличением частоты величина ^ р2/к«> убывает по экспонен­
циальному закону. Если z ^ fi-1 ^  1, то

/р2\  = J% rP;in 5 ^ ! ____________ jj. ехр ( - ^ 2 ) _____________
M '/km  e 0 Шрв ( 1  _j_ p [ i  —  у  (jj,2) ]p  _j_ Tt[i222 exp (— 2[j.2z2) ’

(11.4.1.17)
Ширина максимума в области малых частот по порядку вели­

чины равна z — р."1. Высота максимума, согласно (11.4.1.16), 
сильно зависит от степени неизотермичности плазмы. В  сильно 
неизотермической плазме (р 1) высота максимума (11.4.1.16) зна­
чительно ниже, чем в изотермической. Если fi-1 <t; z ^  1, то

/р2Ч _  е2п _____________ 1 + Iх ехр ( - ^ 2)
V  /too V о (а|А2 _|_ 1 _  p/2[j.2z2)2 _|_ nz2 [1 _)_ f(а|&2 -)- 1 —  p/2fj.2z2)2 -)- тег2 [1 -\- piа ехр ( —(i2z2) J2 *

(11.4.1.18)
В  этой области частот спектральная плотность / р2)>кШ для 

изотермической плазмы (р = 1) очень мала — в ц раз меньше 
ее значения в максимуме (см. (11.4.1.16)). В  сильно неизотерми­
ческой плазме (р 2зе> 1) спектральная плотность флуктуаций имеет 
резкие максимумы при со = + ojs(k), где <os(k) =  kvs —  частота 
неизотермических звуковых колебаний; в данном случае

<Р2>кш =  ™ 2п0а*ек* (8 («о _  kvs) +  8 (о, -f- fe>,)}. (11.4.1.19)

С увеличением частоты со kve(z 1) спектральная плотность 
флуктуаций убывает по экспоненциальному закону, а именно 
пропорционально ехр(—z2). При больших частотах со ко,
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(z js> 1) основную роль в флуктуациях плотности заряда играют 
электроны, и величина <(р2̂ кш определяется формулой (11.2 .3 .3). 
В  частности, она имеет максимумы при частотах, соответствую­
щих плазменным колебаниям.

11.4.2. Флуктуации в анизотропной неизотермической плазме. 
Обобщим теперь полученные результаты на случай анизотроп­
ной неизотермической плазмы [10]. В  частности такое обобщение 
пригодно для неизотермической плазмы, находящейся во внеш­
нем постоянном и однородном магнитном поле В 0.

Вводя сторонние поля в материальные уравнения (11.4.1.1) 
и используя уравнение Максвелла (11.4.1.2), представим само­
согласованное электрическое поле в виде

Е . =  —4ташАгУ( {х-ЬсАк -(- х\кА.\). (11.4.2/1)
Тензор диэлектрической проницаемости плазмы е^., так же как 
восприимчивости xlj и в анизотропном случае не сводится 
к продольной и поперечной составляющим. Подставляя (11.4.2.1) 
в (11.4.1.1), выразим плотности тока через сторонние потен­
циалы А а:

f. =  о)2 2 (5Д,- — 4то^Л*1) (11.4.2.2)
откуда

ш2Л“ =  (*?.)-*/“ +  4* (Л№)-1/.. (11.4.2.3)
Замечая, что — вещественный симметричный тензор, и ис­
пользуя флуктуационно-диссипативное соотношение (11.1.2.23), 
найдем

< ^И РА »  =  ̂  * ( ( " Я 1 ~  КХУ _1Г}- (И  .4.2.4)

Воспользовавшись затем (11.4.2.2), нетрудно получить общие 
формулы, определяющие спектральные распределения флукту­
аций плотностей электронного и ионного токов в анизотропной 
неизотермической плазме
</;/£>*.=г® 2  яд-*,— ^ учАк1)* — ^-Атп) T-t imj*— ЧшЪ

а, Р, Т =  е> L (11.4.2.5)
Учитывая, что полная плотность тока j  равна сумме электрон­

ной и ионной плотностей je и j 15 получим следующие формулы 
для спектрального распределения флуктуаций плотности тока:

Ы  —  4rot« A ^ ) *  ibJn —  2  Тч [(*1 /  —

548 г л .  11. Ф ЛУ КТУ А Ц И И  В ПЛАЗМ Е



§ 11.4. Ф ЛУ КТУ А Ц И И  В НЕИЗОТЕРМ ИЧЕСКОЙ ПЛАЗМ Е 549

Используя уравнения Максвелла, можно получить отсюда, 
учитывая (11.4.2.5) и последнее соотношение, спектральные рас­
пределения флуктуаций всех интересующих нас величин. В  част­
ности спектральные распределения флуктуаций плотности элект­
ронов, электрического и магнитного полей имеют следующий вид:

=  Й  </?#>*., (И.4.2.8)

< ¥ y>ta -  ̂  (Аггг A ;J 2  Т-< (11 -4.2.9)
т

( I r f V  ■>*» (11-4-2.10)

где еш  — единичный полностью антисимметричный тензор. Как 
уже отмечалось, спектральные распределения флуктуаций имеют 
резкие максимумы вблизи значений шг и к, удовлетворяющих 
дисперсионному уравнению А  (к, шг (к)) =  0 (индекс г нумерует 
собственные колебания). Нетрудно установить вид этих распре­
делений вблизи таких максимумов. Например, для 0 ',/уХш имеем

< w A »  =  2 ^ - (k ,  ш)8 («о — «0,(к )), (11.4.2.11)
Г

где
16А , . * * * 2  Т.( f -  V-U

В ч  (к, со) =  ( - ) ^ ----------- jJ- j------------ ,

а определяется соотношением Х^Л .й =  A3fJ,.
11.4.3. Флуктуации в неизотермической плазме, находящейся 

в магнитном поле. В  качестве примера приложения полученных 
общих формул рассмотрим флуктуации в неизотермической двух­
температурной плазме, находящейся во внешнем магнитном поле 
В 0 [10]. Так как в области высоких частот основную роль в кол­
лективных движениях плазмы играют электроны, то влиянием 
ионов в этой области можно пренебречь. Поэтому корреляцион­
ные функции для флуктуаций в высокочастотной области оказы­
ваются такими же, как и для равновесного случая с температурой, 
равной температуре электронов.

В  низкочастотной области флуктуации в неизотермической 
плазме существенно отличаются от флуктуаций в равновесной 
плазме.

Существование слабозатухающих магнитогидродинамических 
колебаний в плазме, находящейся во внешнем магнитном поле, 
приводит к появлению в низкочастотной части спектра флукту­
аций добавочных максимумов, связанных с этими колебаниями.



Флуктуации, связанные с альвеновскими и магнитозвуковыми 
колебаниями в магнитоактивной плазме, описываются общими 
формулами (11.4.2.9)—(11.4.2.11), в которых для диэлектри­
ческих проницаемостей следует воспользоваться выражениями 
(5.2.2.4). Сохраняя наивысшие степени большого параметра 
<»Bifu>, можно получить для корреляционных функций при <0 <С 
< а̂)д1 простые формулы. Так, спектральное распределение флук­
туаций электрического поля вблизи альвеновских частот можно 
представить в виде

<E iE j> Ь . =  4л2< е,- Т е { 5 (®  —  k v A  COS ° )  +  8 (“  +  к и А  C0S °)}>
(11.4.3.1)

где векторы поляризации е определяются следующим образом: 

e = / l,  i-^- ctg20, (sin 9 cos б)"1!. (11.4.3.2)
I MB1 A JSi J

Магнитозвуковые флуктуации электрического поля характе­
ризуются спектральными распределениями

<Е(Е }\ т =  4^<е .ГеА (8 (« ,_ kvA) +  8(«о +  lwA)), (11.4.3.3)

< Е ,Е Х ш =  4и2е*еу (0) _  cos 0) -f- 8 (ш cos 0)},
(11.4.3.4)

где векторы поляризации для быстрой и медленной магнитозву­
ковых волн имеют компоненты, равные соответственно

е =  /— i-^ -sin _20, 1, — г " —  sin 0 cos (?), (11.4.3.5)
I  “ л  va  швх J

e =  jsin9 , — I -|f- sin 0 cos 0, co s0 j. (11.4.3.6)

Отметим, что спектральные распределения для низкочастотных 
флуктуаций пропорциональны квадрату отношения фазовой ско­
рости соответствующей волны к скорости света в вакууме.

§ 11.5. Электромагнитные флуктуации в неравновесной плазме

11.5.1. Спектральные распределения флуктуаций в плазме 
с неравновесными, но устойчивыми функциями распределения.
В предыдущих параграфах мы определили флуктуации электро­
магнитных величин в равновесной и квазиравновесной (двух­
температурной) плазме — для этого было достаточно знания ее 
диэлектрической проницаемости. Теперь перейдем к исследованию
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флуктуаций в неравновесной плазме, в которой распределения 
частиц существенно отличаются от максвелловского *).

Такая ситуация может возникать в бесстолкновительной 
плазме, где вследствие редких столкновений между частицами 
требуется большое время для установления равновесного состоя­
ния. Поэтому речь будет теперь идти о временах, малых по 
сравнению с временами релаксации плазмы, т. е. о флуктуациях, 
относящихся к таким интервалам времени. Начнем с рассмот­
рения свободной плазмы с неравновесными, но устойчивыми функ­
циями распределения частиц. В  § 11.3 мы нашли для спектраль­
ного распределения флуктуаций плотности заряда в плазме, 
пренебрегая взаимодействием между частицами, соотношение

<P2>fi> =  j /о (v) 8 (ш — kv) dSv> (11.5.1.1)

где / 0 (v) — функция распределения электронов. При его выводе 
мы не требовали, чтобы плазма находилась в состоянии равно­
весия. Поэтому можно считать, что эта формула определяет спек­
тральное распределение флуктуаций плотности заряда и в слу­
чае неравновесной плазмы, описываемой функциями распреде­
ления / 0 (v).

Аналогичная формула справедлива для спектральных распре­
делений флуктуаций плотности электронного и ионного токов

=  2пеЧ<ф 5 U  (v ) vtVjb (со — kv) d3v, (11.5.1.2)

гДе /«о (v ) — функция распределения электронов или ионов (а = 
=  е, i) в неравновесной плазме.

Если плазма находится во внешнем магнитном поле В0, то 
для спектральных распределений флуктуаций плотности токов 
получим

=  2 « е %  2  j / а0 (v) ПС») (у) § (со _  -  V „ )  & v, (11.5.1.3) 
а, р =  е, i,

где тензор П (”.)(у) определяется выражением (5.2.1.15).
Учтем теперь взаимодействие между частицами посредством 

самосогласованного доля. Обратимся для этого к материальным 
уравнениям (11.4.1.1) и введем в них плотности случайных сто­
ронних токов jj

—  w)*aE - f  j*, (11.5.1.4)
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u  л 1 1  Флуктуации в неравновесной плазме исследованы в работах 
111), lb , 17J. В  дальнейшем мы следуем работе [10].



где тензор х“ строится с помощью неравновесных функций рас­
пределения /„0(v) согласно формуле

х“ (к, «.) =  - ^ ( 2  \ +  (V), d*u -* J х 7 '  77га(02 \ * ш  J  \  V± OV± 1 11 OV У / О) — —  /С„У|'  п
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Так как плотности случайных сторонних токов не должны 
зависеть от самосогласованного взаимодействия, то спектральные 
распределения флуктуаций для них будут такими же, как и в слу­
чае невзаимодействующих частиц, т. е. будут определяться фор­
мулами (11.5.1.3). Исключив из (11.5.1.4) самосогласованное поле 
Е  с помощью уравнений Максвелла, найдем

<iVlj>km =  2  ( v <m — —  А™ л А 1«) </2Л>
Т (11.5.1.6)

Эта формула устанавливает общую связь между спектральным 
распределением флуктуаций плотности тока с учетом самосогласо­
ванного взаимодействия между заряженными частицами в плазме 
и спектральным распределением флуктуаций плотности тока 
невзаимодействующих частиц.

Спектральные распределения флуктуаций плотности полного 
тока и электрического поля в неравновесной плазме определяются 
формулами

< ы Д „ = А . -  4 "» „А Й .)• f t . - ( И. 5.1.7) 

W „  =  " № i r A ] ! < f j , > B  (11.5.1.8)

Аналогичным образом нетрудно найти спектральные распре­
деления флуктуаций других величин в плазме.

Как  мы видели в § 11.4, в случае равновесной или квазиравно­
весной двухтемпературной плазмы спектральные распределения 
флуктуаций плотностей электронного и ионного сторонних токов 
выражаются через восприимчивости плазмы х^.(к, ш) следующим 
образом:

< / д а й = w /  -  * } , ]  v  (и .5 .1 .9 )

Для неравновесной плазмы спектральные распределения флук­
туаций токов выражаются через величины которые, одна­
ко, нельзя представить при помощи электронной и ионной 
восприимчивостей плазмы; поэтому в неравновесной плазме зна­
ния величин y-'fj недостаточно для описания флуктуаций, в отличие 
от равновесной или квазиравновесной неизотермической плазмы.



Выражения для спектральных распределений флуктуаций 
в неравновесной плазме сильно упрощаются в частном случае 
изотропного распределения ее частиц. Действительно, вводя 
продольные и поперечные проницаемости и восприимчивости для 
неравновесной плазмы е,, sf , и х“ и замечая, что в изотропном 
случае

A7j =  T f V  +  ( * . , - - £ )  (*« -  « 'П '1, (И .5 .1 .10)

можно представить спектральное распределение флуктуаций плот­
ности электронного тока в неравновесной плазме в виде

< м \ . = т  f i r  u 1+ I’ ̂  ■+1 ̂  I р ̂ ‘i г а * +  

+  V, (*У -  т )  1!1 +  I2 в '  + 16** 11 1s -B'l I ^ = W )  •
(11.5.1.11)

где

=  ) /«о (v ) 8 (*  —  k v ) =  J  (/«о) (v ) 8 (ш —  k v ) d3v-
(11.5.1.12)

Спектральное распределение флуктуаций электронной плот­
ности в изотропной неравновесной плазме определяется формулой

<̂>ксо = {11 + 4тсх* I2 А° + 16̂ 21 *? I2 А1}. (11.5.1.13)

Как  мы видим, в неравновесной плазме спектральное распре­
деление флуктуаций плотности электронов определяется, помимо 
электронной и ионной восприимчивостей плазмы, еще величинами 
А* (к, ш) =  А х, которые в свою очередь определяются функциями 
распределения частиц по составляющим скоростей вдоль волно­
вого вектора к.

Флуктуации плотности ионов и ионного тока в изотропной 
неравновесной плазме задаются формулами, аналогичными
(11.5.1.11) и (11.5.1.13), где следует лишь поменять местами 
индексы е и i. Благодаря взаимодействию между электронами 
и ионами существует корреляция между флуктуациями их плот­
ностей. Спектральное распределение их флуктуаций имеет вид

<nen i> Z = < n ineyko ,=

=  -  К 1 +  +  х| (1 -f 4тос|)* А'). (11.5.1.14)

Используя выражение (11.5.1.13) для флуктуаций плотности 
электронов и аналогичное выражение для флуктуаций плотности
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ионов, легко найти спектральное распределение флуктуаций плот­
ности заряда:

<Р2Х<»=|ТЛ^Лв +  Л ')- (11-5.1.15)

Спектральные распределения флуктуаций продольного электри­
ческого поля и плотности продольной составляющей тока выра­
жаются через <( р2̂ кш с помощью уравнения Пуассона и уравнения 
непрерывности. Заметим, что в случае двухтемпературной плазмы 
величины А е ш А 1 непосредственно выражаются через мнимые 
части электронной и ионной восприимчивостей плазмы:

А в =  - ^ — Те1тх 1  А ' =  —Р — 7\ Im  xf.%е2п0ы е Tzem0oy 1

Используя эти соотношения, можно представить (11.5.1.15) в виде 

<Р2\ М =  q ijp  {П  Im  *5 +  Tt Im  x j}, (И  .5.1.16)

что совпадает с (11.4.1.14).
11.5.2. Коллективные флуктуации и эффективная темпера­

тура. Спектральные распределения флуктуаций в области про­
зрачности плазмы имеют резкие S-образные максимумы при 
частотах собственных колебаний плазмы, удовлетворяющих дис­
персионному уравнению Л  (к, ш) = 0. Нетрудно установить вид 
спектральных распределений вблизи таких максимумов [18]. 
(Мы будем в этом случае говорить о резонансных или когерентных 
флуктуациях, в отличие от некогерентных флуктуаций, для кото­
рых к и и не связаны определенным соотношением.)

Так как в области прозрачности плазмы Im A < ^ ;R eA , то

(Л 71 ) * Л ^ - ^ ^ 8 ( Л ) .  (11.5.2.1)

Замечая далее, что для собственных колебаний справедливо соот­
ношение \ j  = e.e'jS'p X, можно представить спектральное распре­
деление флуктуаций электрического поля в виде

< W k .  =  » )1 ^ 1 1 М А ); (11.5.2.2)

где
ФЛ- ,.Л _  TmA Vi/y/koS

Отметим, что Т  удовлетворяет соотношению ? (Ь , ®) =  Т (—к, — ®)- 
Нетрудно убедиться, что в случае равновесной плазмы эта вели­
чина совпадает с температурой плазмы. Поэтому естественно 
назвать ее эффективной температурой, которая характеризует
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среднее значение квадрата амплитуды флуктуационных колеба­
ний электрического поля в плазме. В  неравновесной плазме 
эффективная температура может принимать большие значения. 
Если состояние плазмы приближается к границе области ее кине­
тической устойчивости, то Im  А  —> 0 и эффективная температура 
неограниченно возрастет. Замечая, что

Im  А  =  г/2г Sp X (e*v — е..) е\е., (11.5.2.4)
можно представить эффективную температуру в виде

f  /Ь ((Л -eiej  /115 2 5}
1  <k > ш  lk ) e ke*t * (1 1 .5 .2 .5 )

В  частности, для неизотермической плазмы эффективная темпе­
ратура равна

Е  Г .  *5*1
Т (к, ш) =  А = ---------------. (11.5.2.6)

2  к**/) “  еке*а

Отсюда непосредственно видно, что в случае равновесной плазмы
Т  = т.

Спектральное распределение флуктуаций парциальных токов 
в области прозрачности плазмы выражается непосредственно через 
спектральное распределение флуктуаций электрического поля, 
а именно

< В Д Х Ш- (11 -5.2.7)
Отметим, что такая же формула была бы справедлива, если бы 
мы в (11.5.1.4) опустили слагаемое j£. Это связано с тем, что в об­
ласти прозрачности главный вклад в спектральные распределе­
ния вносят 8-образные слагаемые.

Приведем в заключение формулы, связывающие флуктуации 
плотности заряда и плотности электронов с флуктуациями элект­
рического поля:

=  "16̂ 2 'СЩУкю, (11.5.2.8)
к 2

<<>km =  j r W ) 2< Ep ka]. (11.5.2.9)

11.5.3. Критические флуктуации вблизи границы неустойчи­
вости плазмы. Соотношения (11.5.1.8) и (11.5.2.2) определяют 
флуктуации поля в плазме с произвольными неравновесными, 
но устойчивыми функциями распределения частиц. При этом 
средние направления скорости частиц не должны обязательно 
равняться нулю, так что указанные соотношения применимы 
и для исследования флуктуаций в плазме, через которую прохо­
дит пучок частиц, а также в плазме с электронами, движущимися
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относительно ионов, если только скорость пучка (или скорость 
электронов) не превосходит критического значения, соответствую­
щего возникновению неустойчивости.

Рассмотрим, например, флуктуации в плазме, состоящей из 
холодных ионов и горячих электронов, движущихся друг отно­
сительно друга [19 — 21]. Тогда спектральное распределение 
флуктуаций плотности зарядов можно определить, исходя из 
формулы (11.5.1.6), если заменить со на со — ku:

<Р2Х »  =  М к Г о . ) !»  Im  х| (А, <■> -  ku) +  £- Im х| (к, СО)},
(11.5.3.1)

где
г1 (к, ш) =  1 -j- 4ях| {к, <о — ku)-f-4ях} (к, со). (11.5.3.2)

Мы видим, что при скоростях и, для которых ku близко к <0, 
т. е. при приближении к границе области устойчивости, флук­
туации сильно возрастают, становясь на самой границе бесконеч­
ными (разумеется, если ограничиться линейной теорией). Это 
аналогично хорошо известному в статистической физике росту 
флуктуаций вблизи критической точки (точки фазового перехода, 
см., например, [1]).

Рассмотрим более подробно критические флуктуации в том 
случае, когда через плазму проходит скомпенсированный пучок 
заряженных частиц.

Согласно (11.5.1.8) спектральное распределение флуктуаций 
продольного поля определяется формулой

<£ % . = т ^ < ? !> е. <и -5-3-3)
где <̂p2̂>km — спектральное распределение флуктуаций плотности 
заряда в отсутствие взаимодействия частиц.

Предполагая распределения частиц плазмы /0 и пучка /' мак­
свелловскими, т. е. считая, что

/о=  по (т/2кТ)31̂ ехр (— mv2/2T),
/' =  п0 (mfenT1)*!* ехр (— m (v — u)2/2Т'),

где и — скорость пучка, будем и с х о д и т ь  и з  следующих выраже­
ний для < р и  з, (к, со):

< Р*№  =  е2 - g j  е х Р +  2  Щ  0Хр ^ 1  ’ (11 -5 -3 '4 ) 

е|(к,«о)=1 + 2 ^ | р ( 1 — ?(*«) +  W ^zaexp (—ф}-}-
а

а „  к*а « —  9  ^ + 1  е х р  ( ~ ^ > } ’  ( l l - 5 - 3 - 5 )



где =  о>/у 2 киа и уг/ -= (со— ки);\/2 /я/. Суммирование произво­
дится по различным сортам частиц плазмы и пучка. В  области 
прозрачности плазмы Im  е( <̂ t Re и выражение (11.5.3.3) при­
обретает вид

<^>iBB =  8«2^ p i 8{e,(k, »)}, (11.5.3.6)

где
2тсы (р2) ! 1,1’

r (k- “ ) = ж 7 Г ( Ь г -  <11-5-3-6')
При приближении состояния системы к границе области кине­

тической устойчивости Im e , (k ,  со) стремится к нулю и эффектив­
ная температура неограниченно возрастает.

Пренебрегая тепловым движением ионов и считая выполнен­
ным условие ( со — ku)2 <€: &2г/2, представим эффективную темпе­
ратуру в виде

Пt __ & (^) m
1 — ки/М  ’

где
I +  M /Ло) (Г /Г '^ е х Р
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(11.5.3.7)

’1 +(Ч/й0)(Г/Г ')^ехр 22
И

S =  ¥  I 1 ехр • (11.5.3.8)

Величина м играет роль критической скорости пучка, при 
достижении которой состояние стистемы плазма — пучок ста­
новится неустойчивым.

Считая плотность пучка достаточно малой (и  ̂ п0), можно 
пренебречь его влиянием на дисперсию волн (влияние пучка на 
эффективную температуру остается существенным и при п'0 <  щ ). 
В  этом случае в высокочастотной области для ленгмюровских коле­
баний формула (11.5.3.6) приобретает вид

<£2>klu= 4 * 2f (k ,  со){3 (со— COpe)- f  §(со+соре)}, (11.5.3.9)

где эффективная температура определяется (11.5.3.7) при z2 = 
=  1 /2«2&а +  3/2. Критическая скорость при этом оказывается по­
рядка тепловой скорости электронов в покоящейся плазме

a =  JT L {1 Р (— 1 / 2 ^ ~ з /з) } . (11.5.3.10)

Средняя энергия флуктуационных ленгмюровских колебаний 
равна

± -<Е*ук =  ^ { Т ( k, соре) +  f (k , - а » ) } .  (11.5.3.11)
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При скоростях пучка, близких к й, эта энергия может значительно 
превышать тепловую.

Используя (11.5.2.8), нетрудно найти спектральное распре­
деление флуктуаций плотности заряда

<Р2>ко, =  74к*Т (к , <») (S (Ш _ Шре) _f_В(Ш-f-Шре) } . (11.5.3.12)
Аналогичным образом, используя (11.5.2.9), найдем спектральное 
распределение флуктуаций плотности электронов

=  ш) {§ («> -соре) - f S (со+  Шре)}. (11.5.3.13)

Рассмотрим далее низкочастотные колебания в двухтемпера­
турной плазме с горячими электронами и холодными ионами. 
В  этой области при п0 <§; п0 формула (11.5.3.6) приобретает вид

<£>^ =  4 ^ ^ ,  со) {8 (ш — /ros) -j- S (<» ~j~ kos)}, (11.5.3.14) 

где vs — скорость неизотермического звука,

Т <“ ■ “ ) =  - П Г Б ч м  • <“ -5-3-15)

В  отличие от высокочастотной области, в низкочастотной 
области величина й может быть как больше, так и меньше тепло­
вой скорости электронов. Средняя энергия флуктуационных зву­
ковых колебаний равна

_ L  <£2>k =  iU ayp  { f  (k> kVs) +  f  (k) _ fos)}_ (11.5.3.16)

Используя (11.5.2.8), найдем для спектрального распределения 
флуктуаций плотности заряда

<P2V  =  (к, со) (8 (со -  kos) +  8 (со - f kus)). (11.5.3.17)

Спектральное распределение флуктуаций плотности электро­
нов определяется выражением

<^>km =  кп0 —(%  ю) {8 (со -  кил) +  8 (со +  кип)}. (11.5.3.18)

Формулы (11.5.3.9)—(11.5.3.18) получены на основе линейной 
теории и применимы только к флуктуациям с волновыми век­
торами к, удовлетворяющими условию и <С м(к). Флуктуацион- 
ные колебания, для которых и >  й(к), приводят к неустойчивости 
плазмы.

Рассмотрим еще флуктуации в плазме из холодных ионов и 
горячих электронов, движущихся относительно ионов со скоро­
стью и. Тогда спектральные распределения флуктуаций будут опи­
сываться формулами, выведенными для системы п л а з м а — пучок,
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если в них положить плотность электронов плазмы равной ну­
лю и считать плотность электронов в пучке равной плотности 
ионов. При этом а (z) будет стремиться к T JT ,  и эффективная 
температура будет равна

Т  (к> (0) =  4  — ku/fcg ’ « =  “ /*. (И.5.3.19)

где Тв — температура электронов. В  низкочастотной области 
спектральные распределения флуктуаций плотности заряда и плот­
ности электронов определяются выражениями

<P2V  =  {8 (“  ~  +  8 (ш +  fos)}’ (И -5-3-20)

<neV  =  Т ^ Щ ы  ^  +  8 (°> +  to .)}. (11.5.3.21)

11.5.4. Флуктуации в неравновесной плазме, находящейся в 
магнитном поле. Рассмотрим еще флуктуации поля в неравновес­
ной плазме, находящейся во внешнем магнитном поле B 0[18J. 
Будем считать, что через плазму проходит со скоростью и направ­
ленный вдоль магнитного поля В 0 скомпенсированный пучок 
заряженных частиц. Если распределения частиц в плазме и пучке 
являются максвелловскими с температурами Т  и Т ', то компоненты 
тензора диэлектрической проницаемости системы плазма — пучок 
имеют вид

2 = » , } -

(11.5.4.1)

X (ехр (— x j У  ̂  « « )  О  (z«) — г у/« z« ехр (— * ? )] -
I ,

-  2  " S '  fexp {~ х '̂  2  i l  w  (j/”} ~
a l n

— 1 ^ у1 exP (— )] — 2 К “)2 bib) i ;

штрихами отмечены величины, относящиеся к пучку,
О) — mo'a — k ta

V2 | * НК  ’

остальные обозначения такие же, как в п. 11.3.3.



Спектральное распределение флуктуаций плотности тока в случае 
свободных частиц определяется выражением

<7,/у>£2 =  V2* J 2  »«<>»« ехР (—;*0 2  V  ^  ехр +
1 а П

+  2  КоК ехР (—О  2  V  « )  ехр (—у*2)) . (11.5.4.2)
а п )
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Используя эти формулы и учитывая (11.5.2.2), можно найти 
спектральное распределение флуктуаций поля в системе плазма — 
пучок.

Предполагая плотность частиц в пучке достаточно малой, 
получим для спектрального распределения флуктуаций поля 
в высокочастотной области следующую формулу:

11 е 1» % т  tS ~  °П> +

+  5(<Ж! - а ^ ) ]  +  -^ -8 (Л )} . (И .5.4.3)

Так как затухание волн в холодной плазме отсутствует, то 
при вычислении эффективной температуры необходимо учиты­
вать как тепловое движение электронов, так и наличие пучка. 
Тепловым движением ионов в плазме и в пучке мояшо пренебречь.

Учитывая (11.5.4.1) и (11.5.4.2), можно представить эффектив­
ную температуру, входящую в (11.5.4.3), в виде

^  » > = т ^ и т а - г ’ (Н -5А 4 )

где
1 + (nj/np) (Т/Т')'1*КR (к, о>) ■—
1 + К / гео)(г / г ')/2лг

T f ' + K f ) 4 " ]-

(11.5.4.5)

Величина *^  в случае флуктуационных ленгмюровских колеба­
ний определяется формулой

2  7« (*') ехР
К  =  вхтр(х — х ' ) ~ ------------- , (11.5.4.6)

2  7» (*) ехр (—**)
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а для флуктуационных обыкновенных и необыкновенных электро­
магнитных волн — формулой

К  =  ехр (х — х ') X

Величина й играет роль критической скорости, при дости­
жении которой флуктуации в плазме неограниченно возрастают 
и плазма становится неустойчивой.

В  предельном случае выражение (11.5.4.7) совпадает
с (11.5.4.6). Заметим, что при о/}̂ 2^> 1 спектральное распределе­
ние флуктуаций поля обыкновенных или необыкновенных волн 
совпадает с распределением флуктуаций поля ленгмюровских 
колебаний.

Эффективная температура, характеризующая низкочастотные 
флуктуации колебаний в магнитоактивной плазме, через кото­
рую проходит пучок заряженных частиц, определяется формулой

где 0  — угол между векторами к и и, а критические скорости 
для альвеновских, быстрых и медленных магнитозвуковых 
флуктуаций соответственно равны

Спектральные распределения флуктуаций поля в области 
низких частот в неравновесной плазме определяются формулами
(11.4.3.1), (11.4.3.3) и (11.4.3.4), в которых вместо Т е следует 
подставить эффективную температуру (11.5.4.8).

36 Под ред. А. И. Ахяезера

п

(11.5.4.7)

где

Т  (к, со) =  ---- Г -Ггг----,
— (ulu) cos ®

т (11.5.4.8)

Т ' cos4 9 -f- (cos2 в  — (Г/ Г 'р
sin4 0 +  cos4 © ехР {Уо)> (11-5.4.9)

(11.5.4.10)
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§ 11.6. Кинетическая теория флуктуаций
11.6.1. Флуктуации функции распределения. В  предыдущих 

параграфах было показано, что флуктуации электромагнитных 
величин в равновесной плазме (как, впрочем, и в любой другой 
среде, находящейся в состоянии статистического равновесия) 
полностью определяются тензором ее диэлектрической прони­
цаемости. Уравнения движения частиц плазмы, т. е. кинетичес­
кие уравнения для электронов и ионов непосредственно не нужны 
для исследования флуктуаций — с помощью этих уравнений 
определяется только тензор диэлектрической проницаемости 
плазмы, но если он найден, далее действует флуктуационно-дис- 
сипативное соотношение, связывающее спектральное распреде­
ление флуктуаций с тензором диэлектрической проницаемости.

Ситуация существенно осложняется в случае неравновесной 
плазмы, для которой спектральные распределения флуктуаций 
плотности тока определяются, согласно (11.5.1.6), не только 
тензором диэлектрической проницаемости плазмы, но и непосред­
ственно функциями распределения ее частиц.

В  настоящем параграфе, исходя из кинетической теории флук­
туаций, мы воспроизведем результаты, полученные в § 11.5, и 
найдем не только флуктуации макроскопических величин, но и 
флуктуации функций распределения частиц *).

Начнем с рассмотрения флуктуаций равновесной плазмы.
Как  известно, для нахождения флуктуаций различных физи­

ческих величин, относящихся к какой-либо системе, необходимо 
в уравнения, описывающие рассматриваемую систему, ввести до­
полнительные сторонние величины — так называемые случайные 
силы. Интересуясь флуктуациями функций распределения частиц, 
следует ввести случайные силы в правые части кинетических урав­
нений, определяющих функции распределения частиц F a (р, г, t) 
(индекс а служит для обозначения сорта частиц):

где (d F Jd t)a — интеграл’столкновений, у* =  у“ (р, г, t) — случай­
ная сила, Е  и В  — самосогласованные электрическое и магнитное 
поля **).

Следуя общим правилам теории флуктуаций, выберем в ка­
честве фигурирующих в этой теории обобщенных термодинамиче­
ских скоростей величины

*) Кинетическая теория флуктуаций в плазме была развита в [9].
** ) Такой метод является обобщением метода, примененного в ра­

боте f 22 ] для нахождения флуктуаций функции распределения в равновесной 
ферми-жидкости.

(11.6.1.2)
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Считая для простоты, что интеграл столкновений имеет вид

где fa — отклонение функции распределения F a от максвелловского 
распределения F a — fa9), имеем

=  +  (11.6.1.4)
ua

Введем далее обобщенную термодинамическую силу X х, опре­
делив ее как функциональную производную от S  по ж01:

у «  bS
5xa ’

где S  — производная по времени от энтропии системы:

$ = S (11.6.1.5)
a

Используя (11.6.1.3), представим S  в виде

S  =  S H r f * 1п /еЭ +  ln  М d h  d3p +

Так как энтропию следует определять при заданных значениях 
энергии и чисел частиц каждого сорта, то первое слагаемое здесь 
обращается в нуль и, следовательно,

Поэтому термодинамическая сила имеет вид
X* =  f J U  (11 .6 .1 .8)

Сравнение последнего соотношения с (11.6.1.4) показывает, что
x* =  — fX «-\-y\  (11.6.1.9)

где

Эти величины носят название кинетических коэффициентов. 
Согласно общей теории флуктуаций они определяют корреляцион­
ные функции случайных сил:
<г/“ (р, г, р ', г ', <')> =

=  2 8 aa, y “ 8  ( р  —  р ' )  8 ( г  —  г ' )  8  ( г  —  t ' ) .  ( 1 1 . 6 . 1 . 1 0 )  '

36*
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Отсюда легко найти спектральное распределение флуктуаций 
случайных сил

< J/V ')klu =  2§аа'Т“8 (р -р')- (11.6 .1.11)

Зная его, можно, используя кинетические уравнения и уравне­
ния Максвелла, выразить функции распределения частиц через 
случайные силы и найти спектральное распределение флуктуаций 
функций распределения.

Приведем выражение для спектрального распределения флук­
туаций функции распределения электронов в бесстолкновительной 
плазме [9]:

</ (Р) / (Р')>кш =  2тс8 (Р — Р') 8 («> — kv) / 0 (р) -f

+  ̂ / „ (p )/ „ (p ') {s ,< v , v ' ) - S , ( v . V ')},
(11.6 . 1.12)

где

■S,(v, v<) — { и — kv — ,0 (е7')*^(Ш 1CV') +

I k v ' .-18 icy) I 1 kv__________ kv> Im ]
o) — k v ' -j- io 1 ' '  1 tz ы — kv — го со — k v ' +  io to | E; |2 j »

(11.6.1.13)

S * ^  V ')  =  T  l - l c v - t e  v  -  ^  8 (“  -  k v ')  +

+ ^ r t ^ ( ^ - ^ 2r i 4 «> -kv) +

+  v  со — kv — io <0 —k v ' +  io I £ ,- 0^ 2 ( 2  }• (11.6.1.14)

Первое слагаемое в правой части выражения (11.6.1.12) 
совпадает с корреляционной функцией флуктуаций функции рас­
пределения в газе невзаимодействующих частиц [23], а второе 
и третье слагаемые учитывают взаимодействие между частицами, 
обусловленное самосогласованным полем. Второе слагаемое свя­
зано с продольной (электростатической) частью самосогласован­
ного поля, а третье учитывает поперечную его часть. Заметим, что 
S } имеет резкие максимумы при собственных частотах продольных 
колебаний плазмы, a S f — при собственных частотах поперечных 
электромагнитных волн. В  нерелятивистских условиях вкладом S t 
можно пренебречь.

Зная спектральное распределение флуктуаций функции рас­
пределения частиц, легко определить спектральное распределение
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флуктуаций различных макроскопических величин, например 
плотности электронов. Флуктуации плотности электронов свя­
заны с /е соотношением

8гае=   ̂fed3p. (11.6.1.15)

Используя это соотношение, а также соотношение (11.6.1.12), 
нетрудно получить следующее выражение для спектрального рас­
пределения флуктуаций плотности электронов в бесстолкновитель­
ной плазме:

< и о>кш =  \/2тс — « е * 3 f a | / c 2 - f l  _  ? ( z ) ]2  +  7!;22 e x p ( — 2z2) '  ( 1 1 - 6 . 1 . 1 6 )

Аналогичным образом можно исследовать флуктуации темпера­
туры электронов [25]. Эта величина связана с /в соотношением

8r  =  ^ J  v*fed3p; (11.6.1.17)

используя его, легко показать, что
/ гГ2\ __ Т о ^____________Р (z) ехр ( z2)__________ . . о\
V  Аш 9 ге0шре аек [a|/c2 - f  1 _  f  (л)]2 nz2 ехр (—2г2) ’ >

где
Р  (z) =  а\№ (4z4 -j- 4z2 -j- 5) — а2/с2 [8  ̂(z) -J- 4z2 — 10] -f-

-f 4cp (z)2 — 8cp (z) -f- 5.

Приведем также спектральное распределение <

/ п Т \  — п 1: (2z2 -  1) -  1] ехр ( - г2)
^ е 3 a>pe ^  [а|А2 + 1 _ tp(3)]2 + U22exp(_2z2) •

Спектральные распределения (11.6.1.16), (11.6.1.18) и 
(1.6.1.19) в случае коротких волн (а2&2 >  1) характеризуются 
широкими максимумами при нулевой частоте флуктуаций. В  длин­
новолновой области (а*к2 <?: 1) спектральные распределения ха­
рактеризуются 8-образными максимумами при частотах, отвечаю­
щих собственной частоте продольных плазменных колебаний. 
Спектральное распределение флуктуаций температуры имеет также 
максимум при нулевой частоте, связанный с энтропийными вол­
нами в плазме. На рис. 11.6.1 представлены спектральные рас­
пределения флуктуаций плотности S  (z) и температуры Т (z) 
в бесстолкновительной плазме для случая а2&2 = 5 .

Проинтегрировав (11.6.1.16), (11.6.1.18) и (11.6.1.19) по 
частотам, найдем компоненты Фурье от пространственных
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корреляционных функций одновременных флуктуаций плотности 
и температуры в плазме; имеем

<"’Х  = 1й + S v jv T. <».!>„ = о. (11.6.1.20)
Из последнего равенства (11.6.1.20) следует, что флуктуации 

плотности и температуры в плазме статистически независимы.
Подчеркнем в заключение, что 
наши результаты получены в пред­
ложении т —> со, т. е. относятся 
к бесстолкновительной плазме.

11.6.2. Флуктуации функций 
распределения в неизотермиче­
ской плазме. Изложенный метод 
исследования флуктуаций не­
трудно обобщить на случай неизо­
термической двухтемпературной 
плазмы [9]. Возможность такого 
обобщения связана с тем, что 
из-за большого различия в массах 
электронов и ионов обмен энергии 
между частицами одного сорта 
происходит значительно быстрее, 
чем между частицами разных сор­
тов. Поэтому, если пренебречь 
обменом энергии между частицами 
разных сортов, то состоянию 
плазмы с различными температу­
рами электронов и ионов будет 
соответствовать максимум энтро­
пии (при заданных значениях 

чисел частиц и энергий электронов и ионов порознь). Это зна­
чит, что мы по-прежнему можем пользоваться выражением
(11.6 .1.6) для производной по времени от энтропии двухтемпе­
ратурной плазмы

+ Н ( ^  — » ') +(^7 — ̂ 0 -Йг}
где / е0 и f i0 — максвелловские распределения электронов и ионов 
с различными температурами, /е и f l — малые отклонения от этих 
распределений. Так как величину S  следует находить при задан­
ных значениях энергий электронов и ионов, то первый член в вы­
ражении для S  обращается в нуль, так же как и в случае равновес-

Рис. 11.6.1. Спектральные рас­
пределения флуктуаций плотно-

с ,  ,  .  ____ \ 71 j! У ,сти ъ (г)-— — 2^— и температуры 
в „  <Г2 V

Т (2) — ---g —  в бесстолкнови-
тельной плазме при а\№ == 5 (г =  
=  (»/^2 kve — безразмерная часто­

та).
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ной плазмы. Иными словами, производная по времени от энтропии 
будет, как и в случае равновесной плазмы, билинейной относи­
тельно величин

характеризующих отклонение состояния системы от квазиравно- 
весного с различными температурами электронов и ионов. Следуя 
далее тем же путем, что и в случае полностью равновесной плазмы, 
найдем величины

( И Д 2 ' 2 )

и представим ±а в виде

Используя последнее соотношение, получим” прежнее выраже­
ние для корреляционной функции случайных сил

Остается прежним и выражение для спектрального распреде­
ления флуктуаций случайных сил

Учитывая это выражение, можно, как и в случае равновесной 
плазмы, находить корреляционные функции или спектральные 
распределения флуктуаций различных физических величин.

Приведем общее выражение для спектрального распределения 
флуктуаций функций распределения частиц в неизотермической 
двухтемпературной плазме:

х (11.6.2.1)

(11.6.2.3)

где

т“(Р)=^-/«о(Р).га
(11.6.2.4)

<У(р, г, р', г', *')> =

28«„,Т“ (Р) 8 (Р -  Р ') 8 (* -  * ')8 (* ~  *')■ (11 - 6.2.5)

<У (Р) Г  (Р')>кш =  28Ш,Т“ (Р) § (Р -  Р')- (11 -6.2.6)

</. (Р) U  (Р')>км =  2 4 ,,,/*0 (Р) 8 (Р -  Р') 8 («о -  kv) +

s t ' к  ▼ ')}.
(11.6.2.7)
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Здесь

S T ' (V, V') =  Т ?  М *  § (со -  kv') +

+  r ” '1 ^ T T 0s714 m - k v )  +

+  4 Т- 1 T J --- * -----+ . ( ! 1 - 6 .2.8)’ оо — kv — ю о) — kv +  ю to |е, |2 у v '

Coca' ( v  v / \  __  Т - 1  _______“ _______S (а) k v ' )  . гр- 1  _______ ш 8 (м —  k v )  ,
< ' ’ ' “ (О — kv — io — оАг  ̂ "Г- а> — k v ' 4* io Ef. — a 1

+  4 ^ ---:-----M + (11.6.2.9)‘ CO — kv — 10 O) — kv -f- Ю 0) j t t — <ŷ 2 |2 » \ /

где Г а — температура a-компоненты плазмы.
Аналогичным образом можно исследовать флуктуации в двух­

температурной плазме, находящейся в постоянном однородном 
магнитном поле В 0. Д ля определения корреляционных функций 
в этом случае можно по-прежнему исходить из кинетических урав­
нений со случайными силами (11 .6 .1 .1); необходимо только ввести
в левые части этих уравнений слагаемые ^ p [v B 0]^ j^ , учитываю­
щие действие магнитного поля. Благодаря этим дополнительным 
слагаемым изменится связь между усредненными произведениями 
различных физических величин и усредненными произведениями 
случайных сил; что же касается нормировки случайных сил, то 
она по-прежнему будет определяться выражением (11 .6 .2 .6).

11.6.3. Временное развитие флуктуаций. Выше мы определили 
флуктуации функций распределения частиц в плазме и показали, 
как, зная эти "флуктуации, находить флуктуации различных мак­
роскопических величин (в том числе полей) в равновесной и в двух­
температурной плазме. Теперь мы перейдем к нахождению флуктуа­
ций в плазме с неравновесными, но устойчивыми функциями рас­
пределения, основываясь на кинетическом описании плазмы [24].

В  случае плазмы с неравновесными функциями распределения 
частиц флуктуации не обязательно определяются усредненными 
характеристиками плазмы и могут зависеть от ее предыстории. 
Возможны, однако, случаи, когда процесс установления определен­
ных распределений флуктуаций происходит значительно быстрее, 
чем процесс эволюции самой функции распределения. В  таких 
случаях в плазме устанавливаются квазиравновесные распределе­
ния флуктуаций, при которых корреляционные функции полно­
стью определяются усредненными характеристиками плазмы 
(а именно усредненными по флуктуациям неравновесными распре­
делениями частиц) и не зависят от предыстории плазмы. Мед­
ленное изменение неравновесных функций распределения частиц 
сопровождается медленным изменением корреляционных функций
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квазиравновесных флуктуаций, «подстраивающихся» к этим функ­
циям распределения.

Для определения функций распределения Ь\ частиц а-го сорта 
воспользуемся кинетическим уравнением без интеграла столкно­
вений с начальными условиями

^Л р . r> 0 U  — /«o(P) =  £“ (P. г), (11.6.3.1)
где /«о — усредненная по флуктуациям функция распределения 
и ga — флуктуация функции распределения в начальный момент 
времени.

Применяя к кинетическому уравнению и уравнению Пуассона 
преобразование Лапласа по времени, выразим функции распре­
деления частиц и определяемые ими различные физические ве­
личины в момент времени t через начальные значения флуктуаций 
функции распределения ga. В  частности, для пространственной 
компоненты Фурье плотности заряда получим

СО-\-1<Т

— со-}-* а а

где интегрирование по ш производится по прямой Im  со=о, про­
ходящей выше всех полюсов функции ej1.

Построим теперь квадратичные комбинации различных физи­
ческих величин (не обязательно относящихся к совпадающим мо­
ментам времени, т. е. t=̂ =t') и усредним эти комбинации по случай­
ным величинам g“. Полученные таким образом выражения пред­
ставляют собой корреляционные функции для рассматриваемой 
системы; знание их позволяет, в частности, определить квадраты 
амплитуд колебаний физических величин в момент времени t 
(для этого достаточно принять в корреляторах t’ = t).

Приведем в качестве примера выражение для коррелятора 
плотности заряда

<р3Х.,-,.=(35)-а T s  "■ < " '6'3-3>
—co-j-tff

где

я (к, », . ' ) ẑ.z.. jf t  + ЬЧ dV- C1-6-3-4)
a , ar

Входящую в это выражение пространственную компоненту 
Фурье от усредненного произведения начальных значений флукту­
аций функций распределения можно представить в следующем 
общем виде:

< е °(р )Г (р ')> к = ^ М ( Р)й (р - р ')+ У '« '(ь >  р > р '), (и.6.3.5)
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где первое слагаемое в правой части соответствует идеальному 
газу, а второе обусловлено взаимодействием между частицами. 
Существенно, что второе слагаемое является гладкой функцией 
скоростей, тогда как первое содержит 8 (р—р').

Сравнивая (11.6.3.5) с формулами (11.6.1.12) и (11.6.1.13), 
нетрудно убедиться, что для равновесной плазмы

^ (P )U (P O .  (11-6.3.6)

где а~1= а“1+ а71 — величина, обратная радиусу экранировки. 
Выражая при помощи кинетического уравнения и уравнения Пуас­
сона флуктуации функции распределения в момент t через началь­
ные флуктуации и производя усреднение по последним, мы вер­
немся к тем же соотношениям (11.6.3.5) и (11.6.3.6) для усред­
ненных значений флуктуаций функции распределения. Можно 
сказать, что равновесные флуктуации «воспроизводят» сами себя. 
При этом соотношение (11.6.3.3) принимает вид

СО

=  J ^ ~ - ) I m (s71(k, <■>))**■>, (11.6.3.7)
— ОО

что находится в соответствии с (11.2.2.5).
Пусть усредненные функции распределения / а0 по-прежнему 

являются равновесными, но начальные возмущения g" таковы, 
что функция у  уже не определяется формулой (11.6.3.6). Под­
ставим (11.6.3.5) в (11.6.3.3) и выполним интегрирование пош 
и а/ при помощи теоремы Коши. Тогда, наряду со слагаемым
(11.6.3.7), описывающим равновесные флуктуации, мы получим 
еще и другие слагаемые. Эти слагаемые, однако, экспоненциально 
убывают со временем с декрементом Imcok, где <% — корень 
уравнения еДк, а>)=0. Поэтому, несмотря на неравновесный ха­
рактер начальных флуктуаций, по прошествии времени t ~  (In i <ok) ' 1 
в плазме установятся равновесные флуктуации плотности заряда 
и других макроскопических величин.

Для слабозатухающих собственных колебаний плазмы вели­
чина Imu)k мала, и поэтому состояния плазмы, для которых ам­
плитуды собственных колебаний сильно отличаются от равновес­
ных, могут существовать очень долго и считаться квазиравно- 
весными.

Рассмотрим более общий случай плазмы с неравновесными, 
но устойчивыми функциями распределения частиц. Подставляя 
(11.6.3.5) в (11.6.3.4), получим

В ( к, «о, с о ' ) ^ ~ 2 ^ 7  5 А.о(Р)(м—kl + te + м> +kv+T0) ^  +
-j-ЬВ (к, to, ш'). (11.6.3.8)
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Здесь первый член обусловлен 8-образным слагаемым в урав­
нении (11.6.3.5), а 35 обозначает вклад величины у  в функцию В . 
Существенно, что первое слагаемое в уравнении (11.6.3.8) 
имеет полюс при ш+ц>'=0 , тогда как величина ЬВ, так же как 
и s j1, не имеет полюсов ни в верхних полуплоскостях переменных «> 
и о/, ни при вещественных значениях этих переменных. Благодаря 
последнему обстоятельству неубывающий вклад в <(р2̂>, определя­
емый формулой (11.6.3.3), дает только полюс функции В  при 
ш + (в'—0 ; остальные же слагаемые в выражении для <[р2'/ будут 
убывать со временем.

Таким образом, по прошествии времени t ~  (Inicok) -1 в нерав­
новесной, но устойчивой плазме установятся не зависящие от на­
чальных возмущений флуктуации плотности заряда, определяемые 
соотношениями

СО

( ехР <P2>kM dw,
(11.6.3.9)

<р2х̂ т!к(Ле+4!)’
где

А а—  j / а0 (р) 8 (а» -  kv) <Рр. (11.6.3.10)

Отметим, что второе из соотношений (11.6.3.9) формально 
совпадает с соотношением (11.4.1.14) для спектрального распре­
деления флуктуаций плотности заряда в квазиравновесной плазме 
(хотя при произвольных функциях распределения / а0 (р) вели­
чины А а уже не выражаются, разумеется, через мнимые части 
электрических восприимчивостей).

Как  и в случае равновесных функций распределения, дольше 
всего продолжают зависеть от начальных возмущений флуктуации 
с частотами собственных колебаний плазмы, и поэтому состояния 
плазмы, характеризующиеся отличными от определяемых форму­
лой (11.6.3.9) амплитудами собственных колебаний, могут суще­
ствовать очень длительное время.

Подчеркнем характерные особенности флуктуаций в плазме 
с немаксвелловскими функциями распределения частиц. Во-пер­
вых, не зависящие от начальных возмущений распределения уста­
навливаются лишь для флуктуаций макроскопических величин; 
корреляторы флуктуаций ̂ функций распределения частиц содер­
жат пропорциональные 8 (ш — kv) слагаемые, которые опреде­
ляются начальным распределением флуктуаций. Во-вторых, не 
зависящие от начальных возмущений амплитуды случайных волн 
не устанавливаются, если фазовая скорость последних больше 
скоростей всех частиц плазмы (в частности, не устанавливаются
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поперечные электромагнитные волны, фазовые скорости которых, 
как известно, больше скорости света). В  самом деле, для таких 
волн время установления равновесных распределений амплитуд 
в отсутствие столкновений t ~  (Im  <мк) —> оо.

11.6.4. Флуктуации в системе плазма — пучок. Если функции 
распределения частиц плазмы являются не только неравновес­
ными, но и неустойчивыми, то ситуация значительно услож­
няется [24]. Функция sj1 в этом случае имеет полюсы в верхней 
полуплоскости со, и поэтому вклад величин (определяемых 
предысторией системы и в общем случае неизвестных) в корреля­
ционные функции со временем не убывает, а растет. Тем не менее 
в случае системы, состоящей из плазмы и пучка малой плотности 
(п'0 <<5; п0, п'0 — плотность частиц в пучке), главные члены в кор­
реляторе не зависят от случайных начальных возмущений. При 
этом предполагается, что за время введения пучка возмущения не 
слишком возросли, и, следовательно начальные флуктуации, хотя 
и отличаются от равновесных, но имеют тот же порядок величины.

В  самом деле, учитывая (11.6.3.5) и (11.6.3.8) и выполняя инте­
грирование в (11.6.3.3) с помощью теоремы Коши, легко показать, 
что в корреляторе ра)> наибольшее значение имеют члены, опре­
деляемые первым слагаемым в (11.6.3.5) и, следовательно, первым 
слагаемым в (11.6.3.8), содержащим со+а/ в знаменателе. Эти 
члены пропорциональны п'0 в степени, меньшей первой, тогда как 
остальные члены содержат п’0 в степени не ниже первой.

В  общем случае корреляционные функции и квадраты ампли­
туд колебаний в системе плазма—пучок содержат слагаемые, 
экспоненциально нарастающие со временем с инкрементом, про­
порциональным \jn’n, причем предэкспоненциальный множитель 
также пропорционален \jn'y Если скорость пучка велика по 
сравнению со средней тепловой скоростью электронов плазмы, то, 
как мы видели в § 11.5, возникает резонанс между колебаниями 
пучка и ленгмюровскими колебаниями плазмы. При этом корре­
ляционные функции нарастают с инкрементом, пропорциональ­
ным п'Чз, причем предэкспоненциальный множитель не зависит от 
плотности пучка.

Не останавливаясь на общих выражениях для корреляцион­
ных функций, приведем формулу для пространственной компо­
ненты Фурье коррелятора плотности заряда с резонансным значе­
нием волнового вектора, определяемым соотношением |ku| и>ро 
для t и t ', значительно больших (n jr i^ ^  «П :

<р (о р (п>к= т £ г  ^ p f 'T 'G S T ’ {t+ -

—  i sgn  k u  [ l  —  y 2 /s]  c v  (t —  it')}. (11.6.4.1)
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где Т  — температура плазмы (предполагается, что пучок холодный), 
и — скорость пучка.

Полагая в этом выражении t '= t  и используя уравнение Пуас­
сона, найдем среднюю квадратичную амплитуду резонансных 
колебаний электрического поля в системе плазма—пучок

11.6.5. Влияние столкновений между частицами на флуктуации 
в плазме. До сих пор мы рассматривали флуктуации в бесстолкнови­
тельной плазме. Теперь мы остановимся на вопросе о влиянии пар­
ных столкновений между частицами на флуктуации в плазме [25]. 
Основная трудность здесь связана со сложным характером 
точного интеграла столкновений. Поэтому для получения каче­
ственной картины воспользуемся следующим модельным интегра­
лом столкновений [26]:

Здесь п (г, t), и (г, t) и Г  (г, t) — плотность, макроскопическая 
скорость и температура электронов плазмы, определяемые равен­
ствами

v=v (Т 0, щ ) — эффективная частота'парных столкновений, кото­
рая считается не зависящей от скорости относительного движения 
сталкивающихся частиц, щ  и Т 0 — равновесные значения плот­
ности и температуры электронов.

Легко проверить, что при таком интеграле столкновений сохра­
няется число частиц, энергия и импульс и обеспечивается выпол­
нение Н-теоремы.

Вводя в кинетическое уравнение случайные силы и считая 
отклонение / функции распределения от равновесного ее значе­
ния /о малым, нетрудно получить следующее выражение для спек­
трального распределения флуктуаций случайных сил:

\/<Е2 (*)>ь =  ’/, V2« Г  ехр [ ^ ( ^ ) 1/з<V*1. (И .6.4.2)

m (v — u)2 ~ 
2 7

(11.6.5.1)

п —   ̂Fd 3p, u=-^- | \Fd 3p,

r = £ S ( v —
(11.6.5.2)

<2/ (P) У (P,)>kU) =  (p, p'), (11.6.5.3)
гдегде
7 (P. P')l =  v {/o?(P) 8 (P — P ') —
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Используя кинетическое уравнение, можно выразить флуктуа­
ции функции распределения и определяемые ими флуктуации 
плотности и температуры через случайные силы, а затем с по­
мощью соотношения (11.6.5.3) определить корреляционные функ­
ции соответствующих величин.

Так, для компонент Фурье флуктуаций плотности Ьпкт и тем­
пературы 8Г к(„ получим соотношения

Ьпktu ЬТк<о
п0

Ьпк(а
То

ЬТ,

к(о>

к<о
*21 П0 22 ко»

(11.6.5.5)

где правые части равенств определяются случайными силами

y to =  —«о
im

Укш (Р)

к«):

— kv +  i\» 

(р)
• kv +  iv

d3p,

d3p,
(11.6.5.6)

а коэффициенты a,.̂ . равны

aii — 1  ̂~  I  — (P ~b 2tey) ( I  — 1),

“ 12 =  y- f- t1 - Ы 1 —  2z2) ( I  —  1)1»

a2j —  3 2i [1 -(- (z2 -j-1) (/ —  1)J -f-

+  (p +  2ixy) [1 -  2 (z2 +  1) (/ -  1)], 

■ 1 _ ( 2  z* + z* +  ! ) ( / - ! ) ] ,

(11.6.5.7)

: ж +  Hj -
I IV = /(z):

ao
exp (- <K, p =  (aek)

Разрешая систему (11.6.5.5) относительно 8wku> и ЗГкм и исполь­
зуя (11.6.5.3) и (11.6.5.6), получим следующие общие формулы 
для спектральных распределений флуктуаций плотности и флук­
туаций температуры в плазме с учетом парных столкновений между 
частицами:

<«2Х |«и12<У*У>кш -  2Неа12а?2<У*?>кш+ |а12|2<У*У>]ktu

< **> *,= d  

<п Т >Ьш =

I alla22 — a12a21 I2 ’
T I I «и I2 <y*r>ka, -  2Re an a$  <Г*?>к(ц +  |вц |« <У*У>к(н

I alla22 — a12a21 I
T p  а 22а* 1 '0 '* У )к < »  — (a22a*l ~Ь а12а21)<(У*^км~^ я12а11'\̂ *̂ />км
Щ I ®Ha22 — ®12®21 I2

(11.6.5.8)
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Входящие сюда функции типа (Y * Y '/km, так же как и коэффи­
циенты a .j, выражаются через / (z) следующим образом:

+  V , j l+ (2 * * - l )< / - l) | * > ,
. «о

1 | 2 +  1 Л 2 +

-  -  k w  <2 R e  1 1 + (z2'+ 1} ( I  - 1)1 ~
_ у [ 2 [ 1  +  (г * +  1 ) ( / - 1 ) ] 7 * -
— 2 1 z |2 [1 — 2 (z2 -j- 1) (/ — 1)1 ( I  — 1)* -f-
+  Vstl - (2z2 —  1 ) ( J  —  1)1*U 2-  1 -

• (22* + z2 + l )  ( / - 1 )П>,
'J'i По {— 2Re iz* [2z4 -j- z2 — 4 — 2 (z* +

(11.6.5.9)

kve | 2 |2
-j- 2z2 -f- 2) (/ — 1)] — 2г/ [ 2 11 —f- (z2 —f—
+  1) (7 — l ) |2 +  |z|2 | l — 2 (z2 +  l) (/  — 1)|2 +
+  i/3 |z2- l - ( 2z* +  z2 +  l ) ( / - l ) | 2l}.

Приравнивая нулю выражение, стоящее в знаменателях
(11.6.5.8) и учитывая (11.6.5.7), получим дисперсионное уравне­
ние для продольных колебаний в плазме с учетом парных столк­
новений
(3z — 2iy l) [z — iy l — (р - f 2ixy) z ( I  —  1)1 —

—  V2 i(p + 1  — 2ж2)у [1  — (2z2 — 1)(7 — 1)] =  0. (11.6.5.10)
Формулы (11.6.5.8) позволяют исследовать влияние столкно­

вений между частицами на характер флуктуаций в плазме во 
всем интервале значений эффективной частоты столкновений, на­
чиная от бесстолкновительного случая и кончая гидродинами­
ческим пределом. В  пренебрежении столкновениями спектраль­
ные распределения флуктуаций плотности и температуры в плазме 
определяются выражениями (11.6.1.16), (11.6.1.18) и (11.6.1.19).

Считая эффективную частоту парных столкновений малой и 
разлагая (11.6.5.8) в ряд по степеням v, можно найти поправки 
к распределениям (11.6.1.16), (11.6.1.18) и (11.6.1.19), обуслов­
ленные парными столкновениями. В  гидродинамическом пределе 
при больших значениях эффективной частоты парных столкнове­
ний выражения (11.6.5.8) также существенно упрощаются. Разла­
гая (11.6.5.8) по обратным степеням v, найдем

<ге2Х ш = ЩЕГ1Т ̂  ****’
<Г2>]

<пГ>,

4 П
vre0A (к, со)

4Г0
кш (к, ш)

[5 (ш2 — со2е — k2vl)2 ~1~ 8/3 w2k2u21 A2f 2,

[ 5 ( « 2 - ^ ~ / А Н Ц ^ .

(11.6.5.11)
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где

Д (к, со) =  9м2 (о,2 — (о*, — 5/3* Ч 2)2 +  ̂ -  (Эсо2 — 5ш|е — ok2uf).

Устремляя в (11.6.5.11) эффективную частоту столкновений v 
к бесконечности (v ->аэ), получим следующие формулы для спек­
тральных распределений флуктуаций в идеальной гидродинамике:

<«2>кш =  пп0 ̂  {з (со -  cos) +  8 («, +  Ш.) +  %  8 и } ,

/Т2Ч 4п Т1 L .  ч , I \ I К "le +  ^ l
<Г Ха, =  ГГ  ̂  f  (“  -  ° 0  +  8 (“  +  'Ш.) +  5 fc2u|”  - 8 И  j , 

W * .  =  Т То Щ  (8 (“  -«>.) +  8 (“  +  -  23 (со)},

(11.6.5.12)

где
0)2 =  шре +  * 2ys> y s =  %  Т 0 I™ -

Согласно (11.6.5.12) спектральные распределения флуктуаций 
характеризуются максимумами при частотах, отвечающих звуко­
вым колебаниям, а также при нулевой частоте, связанной с энтро­
пийными волнами в плазме.

Интересно отметить, что спектральные распределения одновре­
менных флуктуаций плотности и температуры в плазме в случае 
больших частот столкновений и в бесстолкновительном случае 
совпадают.

На рис. 11.6.2 представлены спектральные распределения 
флуктуаций плотности и температуры в плазме для промежуточ­
ных значений эффективной частоты парных столкновений при зна­
чениях параметра р —0; 1; 4; 10. Согласно приведенным графикам 
учет столкновений в коротковолновой области приводит к появле­
нию в спектре флуктуаций плотности частиц звукового максимума, 
величина которого растет с увеличением ^частоты столкновений. 
Ширина его определяется коэффициентами вязкости и тепло­
проводности плазмы. В  случае больших длин волн учет столкнове­
ний приводит к смещению ленгмюровского максимума в спек­
тре флуктуаций плотности в сторону меньших частот. Это сме­
щение связано с изменением характера дисперсии высокочастот­
ных колебаний в плазме вследствие столкновения между части­
цами.

11.6.6. Переход к гидродинамической теории флуктуаций. 
Формулы (11.6.5.12) можно получить и иным путем, а именно, 
исходя из гидродинамической теории флуктуаций [27, 28].
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Для построения гидродинамической ̂ теории флуктуаций сле­
дует воспользоваться уравнениями гидродинамики и ввести в них 
сторонние силы. Найдя далее изменение энергии гидродинамиче­
ской среды, вызываемой сторонними силами, можно найти тензор 
отклика, определяющий, согласно (11.1.2.24), спектральные рас­
пределения флуктуаций гидродинамических величин.

В  случае магнитной гидродинамики следует ввести стороннюю 
силу f в уравнение Навье—Стокса, сторонний тепловой поток g 
в уравнение переноса тепла и, наконец, сторонний ток у в закон 
Ома. Ограничиваясь рассмотрением малых флуктуаций, можно 
линеаризовать уравнения магнитной гидродинамики и, таким 
образом, исходить из следующей системы уравнений:

где т] и С — коэффициенты вязкости, х — коэффициент теплопро­
водности, о — проводимость, v\—(dpldp)T — квадрат скорости 
звука, а = —(1 /р0) (др/дТ)? — коэффициент объемного расшире­
ния и су — теплоемкость ( р — отклонение плотности от равно­
весного значения р0, Т  — отклонение температуры от равновес­
ного значения Т0). Изменение энергии магнитогидродинамической 
среды определяется выражением

Считая сторонние силы изменяющимися со временем по закону 
ехр (— iv>t) и переходя к пространственным компонентам Фурье, 
можно представить изменение энергии системы под действием 
сторонних сил в виде

Ро J  'Vp +  -7  fSB ol +  +  (С +  Vs7!) grad div u +  f>

p0d i v u  =  0,

P = 1’® (P +Poa r )> 

p»C r'T t ~ ~  a W  =  xA T  ~~ d i4 g ’ (11.6 .6 .1)

dU 
dt ~~~ \ {uf +  (e  -f [uB0]J у — j r  div gj dh. (11.6.6.2)

(11.6.6.3)
k

O'о7 Под ред. Л. И. Ахиезера



Рис. 11. 0.2. Спектральные распределения флуктуаций плотности

мости от безразмерной частоты х =  ш/'/2 kve при разных
Числа у  кривых указы-



_ _  < ” 2 > *  . x+iy n0 <T2)’fc, x+iff 
* (x> У) —• 2«o--- и температури T (x, у) —  ----------- u в зависи-
значениях частоты столкновений v и параметра р.
вают значения у = ■» VS-/:»е .

37*
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где
ю __ i f  zv' i к (kgk<o) , . с ( к’г 1В оУкш] — 1в ок] (ЬУкш))
Г  ка,—  —  1к» —  щ (ы +  ь щ  С - СО (&2с2 — 4ти<зо>)

(11.6.6.4)

Далее следует выразить с помощью уравнений движения ком­
поненты Фурье скорости икш через Р к0):

и ( (к , о)) =  а . . ( к ,  «») Р . ( к ,  о»), (11.6.6.5)

где величины a{j и образуют тензор отклика. Выбирая систему 
координат с ортами

-  _ _  [Ы В 0 ] _  [ В 0| к В 0Ц  _  В 0
| [ к В 0] | * 2 ~  I [ В 0 [ к В 0 Л  | ’ Ь>0 ’

можно получить следующие выражения для компонент тензора afy. 

«и =  D i1,

«22 =  f 1 +  Щ ~  +  (Т — cos2 б] D i\

[ Ш л toia№v\
1 +  *1 ̂  -  (Т -  ^  8“ 2 9 +  ̂ ^ = 4 ^ ) ,

а23 =  (у  —  г[ш) sin 0 cos Q-Djf1,

И32 (Во) —  а23 ( ®о)»

а 12 —  а 21 —  а ХЗ =  а 31 —  0 ,

[ ‘ + ^ ( * + э д - Г ] .

(*•-£+ v84) ̂ + а 5 5 s ( i + j
\ -1

(11.6 .6 .6)

где

D,-. "Ро ( l  - f  щ —  +V «Jfo
4тса№ v2̂  COS2 f

-)•со (&2c2 —  4тс2аш)

^  =  - P o { ( 1  +  * 4 ^ ) [ 1 - T + t o ( 4 ^  +  ^ )  +

4 1 г  (
+  ‘ M K r - f c c t -JL1 - T  0 °»4  +  to (l;

(11.6.6.7)
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Зная величины a( J , можно, учитывая соотношение (11.1.2.25), 
найти спектральное распределение флуктуаций скорости:

а также других величин. В  частности, спектральное распределе­
ние флуктуаций плотности определяется формулой

<р2\  =  2 ТоР"А- (sin2 6 Im  а22 -f- cos2 0 Im  а33 -f-
V  / OJO 4

-f- 2 sin 6 cos 0 Im a23). (11.6.6.9)
Спектральное распределение флуктуаций температуры имеет 

вид

Спектральное распределение флуктуаций магнитного поля 
определяется выражением

Устремляя в формуле (11.6.6.8) коэффициенты теплопровод­
ности и вязкости к нулю, а затем коэффициент электропровод­
ности к бесконечности, получим спектральные распределения 
флуктуаций скорости в идеальной магнитогидродинамической 
среде

2р0ск-/./с2 Re atJ-
со со2р2с2 _|_ х2/с4 j j .  (11.6.6.10)

* Г 0 Г у 02; 7 7а а ,--» {к то .. —  к  .к* —  Вт12а2(о2  ̂ v  » j

k id  +  16я2с
8то&-с2 Бе

(11.6.6 .11)
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Приравнивая нулю аргументы 8-функций, входящих в эти 
формулы, получим дисперсионные уравнения для альвеновских 
и магнитозвуковых волн. Поэтому спектральные распределения 
флуктуаций скорости имеют резкие максимумы, соответствующие 
распространению слабозатухающих магнитогидродинамических 
волн. Аналогичные максимумы возникают в спектральных рас­
пределениях флуктуаций магнитного поля.

Проинтегрировав (11.6.6.12), (11.6.6.11) и (11.6.6.10) по часто­
там, найдем компоненты Фурье для пространственных корреля­
ционных функций флуктуации скорости, магнитного поля и тем­
пературы:

Та* - (11.6.6.13)<и<и,>к: Ро

<В 1 > к  : -ЛпТ0>
<Яа*>к =  4 *7 ^ 0 8 4  
<5|>k =  4TC7,osin20, 

( В 2В зУъ =  — 4пТ0 sin 9 cos 9;

<Т^л = Т Ц 9,су._

Здесь всюду 0 — угол между векторами к и В а

(11.6.6.14)

(11.6.6.15)

§ 11.7. Флуктуации в частично ионизованной плазме, 
находящейся во внешнем электрическом поле

11.7.1. Флуктуации в отсутствие внешнего магнитного поля.
Перейдем теперь к изучению флуктуаций в частично ионизованной 
плазме, находящейся в постоянном и однородном электрическом 
поле [29, 30].

Как  показано в гл. 7, в результате соударений между заряжен­
ными и нейтральными частицами в такой плазме устанавливается 
стационарное распределение частиц по скоростям, характеризую­
щееся очень высокой средней энергией хаотического движения 
(эффективной температурой) электронов и сравнительно неболь­
шой средней скоростью их направленного движения.

Разумеется, плазма, находящаяся во внешнем электрическом 
поле, является существенно неравновесной системой, и поэтому 
общие методы теории флуктуаций к ней непосредственно непри­
менимы. Тем не менее при исследовании высокочастотных флук­
туаций, для которых о) vej t (ш — частота флуктуации и va — 
эффективная частота соударений) можно, очевидно, пользоваться 
общими формулами § 11.5, описывающими флуктуации в бес­
столкновительной плазме. Получающиеся при этом выражения 
для корреляционных функций будут, разумеется, зависеть от вида
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интеграла столкновений, поскольку от него зависит стационарная 
функция распределения электронов /е0.

Таким образом, для коррелятора высокочастотных флуктуаций 
плотности заряда в отсутствие внешнего магнитного поля мы мо­
жем исходить из формул (11.5.1.12), (11.5.1.15), в которые в ка­
честве равновесной функции распределения электронов подстав­
лена функция h o ^ Fo + F jy/v  (см. (7.1.2.4)), а в качестве равно­
весной функции распределения ионов — максвелловская функция 
распределения для температуры Т г

Приравнивая нулю знаменатель получающегося выражения 
для корреляционной функции и полагая T i/mi <̂г со2/Аа Т е/ т е, 
получим частоту и декремент затухания ионно-звуковых колеба­
ний (7.2.1.7), (7.2.1.10). Учитывая, что декремент затухания 
ионного звука мал (у <̂ ! ш), выражение (11.5.1.15) легко привести 
к виду

/94 'fz aek5V*Te I  9 k*v\ \ /Л» П Л Л\<P.>ko> — 2,u ^  ̂  (,F _  cos ^  (°> 1 ( )

Спектральные распределения флуктуаций плотности заряда 
электронов и плотности заряда ионов определяются с учетом
(7.2.1.11) и (11.5.1.14) следующим образом:

е2 <«е>кш =  (Z e f (1 +  < n fV  =  - Z e 2 (1 +  <пещ>кш =

— — ^ < lk v Je___ S Лиг k2vl \ 7 1 2 )
25/ W 3 ( 1 - - c o s X ) Л  1 + « * * * ; •

Посмотрим теперь, как зависит характер ионно-звуковых 
флуктуаций от напряженности внешнего электрического поля Е 0.

При не очень сильных полях, когда 4я 1, распределения 
флуктуаций плотности заряда и плотностей электронов и ионов • 
почти изотропны. По мере увеличения поля Е 0 распределение 
флуктуаций становится все более анизотропным: чем меньше 
угол % между направлением распространения флуктуации и на­
правлением внешнего электрического поля, тем сильнее флук­
туации.

Если Е 0 — Е е, где Е а — критическое значение электрического 
поля, определяемое формулой (7 .2 .1 .12), то уровень флуктуации 
резко возрастает; выражения (11 .7 .1 .1) и (11 .7 .1 .2) в случае длин­
ных волн (аек  1) обращаются при /= 0  в бесконечность.

Резкое возрастание уровня флуктуаций при приближении 
электрического поля к его критическому значению связано с тем, 
что при Е 0= Е С возникает неустойчивость плазмы, обусловленная 
нарастанием ионно-звуковых колебаний. Такое возрастание уровня 
флуктуаций аналогично возрастанию критических флуктуаций 
в бесстолкновительной плазме, рассмотренному в п. 11 .5 .3 .
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Заметим, что если Zm0/mi > 3^2  то, как отмечалось 
в п. 7.2.1, ни при каких значениях внешнего электрического поля 
ионно-звуковые колебания не становятся нарастающими. В  этом 
случае корреляционные функции остаются конечными при всех 
значениях Е 0 и критические флуктуации не возникают.

Подчеркнем, что все приведенные здесь и ниже выражения 
для корреляционных функций получены в рамках линейной тео­
рии флуктуаций и поэтому применимы к случаю затухающих 
колебаний. Если колебания плазмы нарастают, то при определе­
нии корреляционных функций становится необходимым учет не­
линейных эффектов, ограничивающих рост флуктуаций.

Приведем в заключение выражение для спектрального распре­
деления флуктуаций плотности заряда при со2 к?Те/ т в. Исполь­
зуя (11.5.1.15), имеем

c o s  * > 8  ( *  ~  ^ )  +

+  Ть {к, -со» *)8 ( 1 + 3 ^ ) } ,  (11,7,1,3)

где u)L — частота ленгмюровской волны, определяемая формулой
(7.1.3.3), и Т ь — некая функция от волнового вектора к, которую 
можно назвать эффективной температурой ленгмюровских волн.

Явный вид функции TL существенно зависит от вида невозму­
щенной функции распределения электронной компоненты плазмы 
в области больших скоростей v \/T Jm e. Если функция распределе­
ния в этой области определяется (7.1.2.4), то [31]

Тъ (к, cos У.) =  aL 1\ (аек)2; =  1,5 (11.7.1.4)

(для определенности предполагается, что (a jtf  р> s/mjm0).
Мы видим, что в данном случае эффективная температура ленг­

мюровских колебаний значительно меньше средней энергии элек­
тронов, Т L ~  (а0к )2 Те (в отличие от случая максвелловского рас­
пределения электронов по скоростям, когда, согласно (11.2.3.4), 
T L = T e).

11.7.2. Критические флуктуации в электрическом и магнитном 
полях. Рассмотрим теперь высокочастотные флуктуации в частично 
ионизованной плазме, находящейся как во внешнем электрическом 
поле, так и в постоянном и однородном магнитном поле [30, 32]. 
Спектральное распределение флуктуаций плотности заряда опре­
деляется при этом по-прежнему формулой (11.2.2.5), в которую 
в качестве диэлектрической проницаемости плазмы следует под­
ставить выражение (7.2.2.1).

В  случае не очень сильного магнитного поля, когда суще­
ственно замагничена только электронная компонента плазмы
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(свв1 <§; со (оВе, где u>Ba=\ex\B Jm J.c — гирочастота для частиц 
сорта а), функция (11.5.1.15) имеет полюсы, соответствующие 
распространению в плазме ионно-звуковых колебаний с частотой

a), (k) =  koJ\l\ -f- d2Jt l
и декрементом затухания, определяемым формулой (7.2.2.6). Учи­
тывая, что этот декремент мал по сравнению с частотой, можно 
представить соотношение (11.5.1.15) в звуковой области (T i/mi <̂г 
<С <о2/к2 T Jm e) в виде

<р2>кш== ^ т- _----'Tz.a-VtvJ*-------- 8 («о* — ю* (к)), (11.7.2.1)

где х — угол между направлением распространения волны, т. е. 
вектором k sgn ш, и средней направленной скоростью электро­
нов и0, а величины Чг± и определяются формулами (7.2.2.7); 
верхний знак относится к  случаю у <С 1/2л, нижний — к случаю 
X и предполагается, что у_ не слишком близок к х/2тс
(cos х max {s/ZmJm^ ve/cо}).

Спектральные распределения флуктуаций плотностей электронов 
и ионов вблизи ионно-звуковой частоты имеют вид
e*<»2>k» =  (Zef( 1 - f а1Щ-2<прк°> =  — Ze2(i +  а ^ Т К щ п ^  кш =

= ..----------------§(о)2 — М Л  (11.7.2.2)
2 и V3 р.* (Т± _  cos х) V 1 + alk2 J  v !

Остановимся теперь на случае очень сильного магнитного поля 
(ш шв1), когда существенно замагничена не только электрон­
ная, но и ионная компонента плазмы. Функция (11.7.2.1) имеет 
в этом случае полюсы, соответствующие распространению в плазме 
магнитозвуковых колебаний с частотой

ш =  г т ^ 1 С0«х1
и декрементом затухания у, определяемым формулой (7.2.2.9). 
Учитывая, что у <§: и>, можно представить выражение (11.5.1.15) 
в звуковой области в случае сильной замагниченности ионов 
в виде

<p2>km= ^ « fb ^ lc o s x l---- (11 .7 .2 .3)
2 W 3(l -)- а%к2) (£ — sgn cos у) '  “I- а? '

где £ определяется формулой (7.2.2.10).
Спектральные распределения флуктуаций плотностей электро­

нов и ионов в этой области частот определяются формулами 
O l V  =  Z * (  1 +  а 1 Щ ~2 < raf > km  =  — Z  ( 1  - f-  a 2/£2 ) - i  / П ъп ^ / Ъ о  =

=  Т Г - ^ ________  g/ 2 ^  COS2 7 \ /1 1 7 2 М
2 4 V3e2 | cosS х | (£— sgncosx) '  1 Ч_ /
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Подчеркнем, что исходное выражение (11.5.1.15) справедливо 
в высокочастотной области ш >̂> va. Поэтому формулы (11.7.2.3) и
(11.7.2.4) применимы при углах /, не слишком близких к 1/2тс,
т. е. при | 7 2я — 1 1 \ /1 -j- а*к2 v jk vs.

Проследим теперь за тем, как меняется характер флуктуаций 
в зависимости от величины внешних полей Е 0 и В 0.

При не очень сильном внешнем электрическом поле простран­
ственная компонента Фурье корреляционной функции плотности 
заряда

<̂Р2Х  =  2  ̂j <\Р2)>кш do)

является почти изотропной. При не очень сильном внешнем маг­
нитном поле (ши <̂ i kvs (1 -|-a2fc2)~‘/j> ^  ю£е) по мере увеличения 
внешнего электрического поля распределение флуктуаций стано­
вится все более анизотропным: чем меньше угол % между направ­
лением распространения флуктуации и направленной скоростью 
электронов, тем большей интенсивностью характеризуются*флук- 
туации.

Если Е 0 -> Е 'е, где Е 'с — критическое значение электрического 
поля, определяющееся формулой (7.2.2.8), то уровень флуктуаций 
резко возрастает; выражения (11.7.2.1), (11.7.2.2) в случае длин­
ных волн (авк 1) обращаются при / = 0  в бесконечность.

При очень сильном магнитном поле (шй  ш8 (к)) функция 
<̂р2̂>к имеет, согласно (11.7.2.3), вид

<Р2>к =  2 %  ̂  * + ва 2Щ \  5* _  1» (11.7.2.5)

где I по-прежнему определяется формулой (7.2.2.10). В  этом 
случае по мере увеличения электрического поля эта функция воз­
растает, оставаясь изотропной. Если электрическое поле Е 0 при­
ближается к критическому значению Е 'е, то выражение (11.7.2.5) 
при аек 1 обращается в бесконечность сразу для всех направ­
лений (а не только для % = 0 , как при слабой замагниченности 
ионов).

К ак  и в рассмотренном выше случае плазмы в отсутствие внеш­
него магнитного поля, резкое возрастание уровня флуктуаций 
при приближении электрического поля к его критическому значе­
нию связано с тем, что при Е 0= Е 'е возникает неустойчивость 
плазмы, обусловленная нарастанием магнитозвуковых (или ионно­
звуковых) колебаний. Разумеется, если Zm,0/ml >  Зи2_3/г 3,3, 
то магнитозвуковые (или ионно-звуковые) колебания не стано­
вятся нарастающими ни при каких значениях внешнего электри­
ческого поля, и критические флуктуации не возникают.



Г л а в а  12
РАССЕЯНИЕ И ТРАНСФОРМАЦИЯ ВОЛН

В ПЛАЗМЕ

§ 12.1. Рассеяние электромагнитных волн 
в свободной плазме

12.1.1. Ток рассеяния. При нахождении спектров собственных 
колебаний плазмы мы исходили из линеаризованных кинетических

Полученное в результате такого пренебрежения уравнение для 
электрического поля Е  имеет вид

где s — оператор диэлектрической проницаемости плазмы; это 
уравнение линейно, и поэтому удовлетворяет принципу супер­
позиции и соответствует возможности независимого распростра­
нения в плазме различных колебаний.

В  действительности, однако, различные колебания распростра­
няются в плазме не независимо друг от друга, а взаимодействуют 
между собой. Их взаимодействие учтено в исходных кинетических
уравнениях и описывается нелинейными членами ^-^Е-|--^-[vB]^^',
отброшенными при выводе уравнения (12.1 .1.1).

Взаимодействие между колебаниями приводит к различным 
процессам рассеяния и трансформации волн в плазме *). Рас­
смотрим, например, распространение поперечной электромагнит­
ной волны в плазме. Благодаря ее взаимодействию с флуктуа- 
ционными колебаниями плазмы происходит рассеяние волны, 
которое может сопровождаться изменением частоты. Интенсивность 
рассеянных волн определяется как интенсивностью падающей 
волны, так и уровнем флуктуаций плазмы.

Так как спектр флуктуаций обладает резкими максимумами 
при частотах собственных колебаний плазмы, то в спектре рас­
сеянных волн также будут резкие максимумы при частотах,

уравнений и пренебрегали нелинейными членами 6F
d.v

(12. 1.1. 1)

*) Явления комбинационного рассеяния и трансформации волн в плазме 
были предсказаны в [ 1 ].
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отличающихся от частоты падающей волны на частоты собствен­
ных колебаний плазмы (или на кратные им частоты).

Взаимодействие распространяющихся в плазме волн с флук- 
туационными колебаниями может приводить также к трансформа­
ции волн, например, к преобразованию поперечной волны в про­
дольную и продольной в поперечную. Вероятности этих процес­
сов, так же как и процессов рассеяния, определяются уровнем 
флуктуаций в плазме.

Изучив флуктуации, мы перейдем теперь к исследованию про­
цессов рассеяния и трансформации волн в плазме, которую будем 
считать сперва свободной *).

Заметим предварительно, что нелинейное взаимодействие между 
различными колебаниями плазмы является малым. Благодаря 
этому можно приближенно выделить поле падающей волны, кото­
рое, по определению, удовлетворяет уравнению (12.1.1.1). Будем 
считать поле падающей волны заданным и обозначим его че­
рез Е ° (г, t).

Вследствие взаимодействия поля падающей волны с флук- 
туационным полем возникают рассеянные волны; поэтому суммар­
ное электрическое поле в плазме при распространении волны 
можно представить в виде

Е (г , f) =  E» (г, i)- f  8Е(г, *) +  Е '(г , *), (12.1.1.2)

где §Е — флуктуационное поле и Е ' — поле рассеянной волны. 
Так как взаимодействие между волнами мало, то поле Е ' можно 
считать билинейным относительно полей падающей волны и флук- 
туационного поля, т. е. Е ' ~  Е °Ь Е .

Наша задача заключается в определении поля рассеянной 
волны Е '.  Оно удовлетворяет, очевидно, уравнению Максвелла

r o t r o t E ' + i ^ - g f ,  (12.1.1.3)

где j ' — плотность тока, создающего поле Е '. Чтобы найти его, 
напомним, что ток в плазме связан с функцией распределения 
соотношением

J =  2 е , ( у / Д  (12.1.1.4)
« J

где /а — отклонение функции распределения F a от исходной 
функции распределения /а0. Поэтому нужно выяснить вид функ­
ции распределения при распространении в плазме падаю щ ей 
волны. Ясно, что функцию fa можно представить в виде

/. =  /2 +  */ .+ /«  (12.1.1.5)

*) Теория рассеяния электромагнитных волн в плазме развита в [2—4]; 
далее мы следуем работе 12].
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гДе /„ — отклонение функции распределения, связанное с падаю­
щей волной, bfa — флуктуация функций распределения и /' — 
отклонение функции распределения, связанное с рассеянной вол­
ной. Флуктуация функции распределения определяется уравне­
нием типа (11 .6 .1 .1), а функции /” и f'% удовлетворяют уравнениям

ж +  v f + i ( E 0 + T l v B ° j ) %  =  0’ (12 .1.1 .6 )

f + v f + i ( E , + | f vB,0 S ?+ f t ( EO+ T t vB °0 '# +

+ ^ ( 8 E + ^ [v8Bj) % L=0, (12-1л-7) 
где В 0 и В ' — магнитные поля падающей и рассеянной волн и 
8В  — флуктуационное магнитное поле.

Предположим, что падающая волна является плоской моно­
хроматической волной вида

Е с (г, t) =  Е ° ехр [г (kr — otf)].

Тогда решение уравнения (12.1.1.6) имеет вид

< ® » .= - ‘5 ( E , + T ! ’ B ,l ) ; r V £  <1 2 ,л-8»

(здесь множитель ехр [г (кг — шг)] опущен). Плотность тока, связан­
ного с этой частью функции распределения, равна

=  4̂ ) ~ 1 Е °- (12ЛЛ.9)

Переходя в уравнении (12.1.1.7) к компонентам Фурье, получим

(/«W =  —t ~  ш, 2 к.у {(Ек'о/ +  ~  [vBtwj) +

+  ( E » + i  [у В » })± (8 / ^ ш +  (ЗЕчДш +  l ( v S B qiuJ]) ̂  ( / Ц ,  (12.1.10)

где со' и к ' —  частота и волновой вектор рассеянной волны, Асо =
—  о)' — Ш! q — к ' — к.

Найдем теперь плотность тока jk'0/, связанного с функцией /»:

1 E ;,n/ -{- J k,u7, (12.1.1.11)

где

+(8ЕчДш +  ± [v3Bq4u)l ) ^  (/2)ь»} d*v. (12.1.1.12)
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Подставляя выражение (12.1.1.11) для плотности тока j ' в урав­
нение (12.1.1.3) для поля рассеянной волны, получим

Мы видим, что величину J  можно рассматривать как плотность 
тока, вызывающего рассеянные волны. Плотность этого тока, 
который мы будем называть током рассеяния, пропорциональна 
полю падающей волны и величинам, характеризующим флуктуа­
ции в плазме.
I  Уравнение (12.1.1.13) описывает все процессы рассеяния и 
трансформации волн в свободной плазме. В  дальнейшем мы будем 
рассматривать рассеяние (и трансформацию) только высокочастот­
ных (поперечных электромагнитных и продольных ленгмюров­
ских) волн. Эти процессы обусловливаются в основном электрон­
ной компонентой плазмы. Поэтому под J  в (12.1.1.13) следует по­
нимать только плотность электронного тока.

Так как фазовые скорости рассматриваемых волн значительно 
больше тепловой скорости электронов, то при вычислении инте­
грала, входящего в выражение для плотности тока J  (см.
(12 .1 .1 .12)), можно воспользоваться разложениями

(to — kv)-1 =  «Г1 (1 -)-kv/u) -(-...), (to' — k'v)-1 =  (o' (1 -j- k'v/o)' -f- ...).
В  результате мы получим следующее выражение для компоненты 
Фурье Jbw:

где Ьпе и Sje — флуктуации плотности электронов и плотности 
электронного тока:

Заметим, что флуктуационное поле §Е, входящее в выражение 
(12.1.1.14), определяется флуктуациями как электронного, так и 
ионного токов.

Пренебрегая малыми релятивистскими поправками, можно 
выразить флуктуации плотности тока Sj® и поля BE через флук­
туации плотностей электронов и ионов Ьпе и Sn1:

(12.1.1.13)

ii'm ' = ---- i —— {j ---- ebllqAm -J- -7  (k'Sjqiu,) — — (kSjq4m)"| E ° -J-
IL  w w -J

+  £ (E °8jW  +  i  (k 'E °) Sj|4m +  ±  (к'§ЕчДш) Eo +  g- q +

+ [ ( № ) - £  (qE°) + ^ (k E ° ) ] 8E q4u] ,  (12.1.1.14)

bn* =  J bfbd?u, 8je = .—e J \bfed3v.

Sjqio, =  — 2  q S E , i-^q(Sre|4u) — 3/г̂ 4щ). (12.1.1.15)



§ 12.1. РАССЕЯНИЕ ВОЛН В СВОБОДНОЙ ПЛАЗМ Е 591

Подставляя эти соотношения в (12.1.1.14), получим

J‘"  = * Is  {[Е" + ̂  ? (чЕ,) + V ? д а ] 8“5‘. -
£ [ (к ', )  Е >+  (k'E°)q +  ̂ (кЕ«), ]  +Аь>*

q*<i>

+  ̂ [ ( k 'q )  Е ° +  (к 'Е °) q-j-£ (кЕ«) q ] ( S ^  -  8< ш) } . (12.1.1.16)

Покажем, что в этом выражении можно не учитывать двух 
последних слагаемых. Напомним, что продольные Флуктуации 
в плазме происходят в основном с ленгмюровской частотой А со да 
й ! ®рв и с частотами, значительно меньшими а>ре.

Рассмотрим прежде всего флуктуации с частотами Дш<^ соре. 
Д ля них

( { т в — о/г*)2\ 4м да а\ф ,дш.
Поэтому при А со <̂ ! <оре отношение третьего слагаемого 

в (12.1.1.16) к первому составляет по порядку величины /с2у|/ш2, 
т. е. значительно меньше единицы (предполагается, что <о/к ие). 
Вторым слагаемым в (12.1.1.16) при А а) а>ре можно также пре­
небречь, так как оно содержит А со2/ад'2 (о/ >  шре).

Предположим теперь, что флуктуационное колебание является 
ленгмюровским, т. е. До) да о>ре. В  этом случае oriq&m <з̂  3«fl4w и 
второе слагаемое в (12.1.1.16) сокращается с третьим.

Итак, можно пользоваться следующим выражением для компо­
ненты Фурье плотности тока рассеяния:

, ’"  =  1£ Л Е ° + ^ ? ( Ч Е ,) +  ̂ ^ < И °) } 8̂ - ' (12.1.1.17)

Подчеркнем, что последнее выражение справедливо, если фазо­
вые скорости падающей и рассеянных волн значительно больше 
тепловой скорости электронов.

Покажем теперь, что при этом предположении можно получить 
выражение (12.1.1.17), исходя из простой гидродинамической 
картины, если ввести гидродинамическую скорость электронов 
и (г, t) и их плотность п (г, t). Эти величины, с которыми плот­
ность электронного тока связана соотношением

j =  _ emi; (12.1.1.18)
удовлетворяют уравнениям

J+ (u V )u  =  - ^ ( E  +  ± lu B ]), g  +  divm i =  0. (12.1.1.19)

Если в плазме распространяется волна Е °, то плотность и 
гидродинамическую скорость электронов можно представить в виде

п~ п0+п°-\-Ьп+п', u=u°+8u-fu', (12.1.1.20)



где щ  — равновесная плотность, п° — изменение плотности и и0 — 
скорость электронов, обусловленные полем падающей волны; п ' и 
и' — аналогичные величины, связанные с рассеянной волной Е '; 
Ъп и ои — флуктуации плотности и гидродинамической скорости. 

Величины п° и и0 удовлетворяют уравнениям

^ = - ^ Е ° ’ ^ + i*o d ivu -  =  0 , (12 .1 .1.21)

а величины п' и и' — уравнениям
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^ —j- щ  div и' -(- re0 div 8и -f- Ъп div и0 =  0 .
(12.1.1.22)

Полагая здесь E °(r , t) —  Е ° ехр [г (kr — co£)j и Е ; (г, t) =  
=  Е ' ехр [i (к'г ■— ш^)], найдем

и0 =  — г -2- Е °, no =  _ f_S2o кЕ °, jт еш ,теео)2 |

U' =  — 1 (Б ' +  у  f OUq4oJB 0j )  +  A  {(qU°)8UqAco +  (kSUqim) u0}, I
(12.1.1.23)

где q =  к ' — к, Дсо == ш' — со и ouq4„ — компонента Фурье флуктуа­
ции скорости электронов. Флуктуации скорости связаны с флуктуа­
циями плотности электронов соотношением непрерывности

^  +  re0divSu =  0. (12.1.1.24)

Для продольных флуктуаций, которые только и существенны, 
имеем

8uq4ui q̂ qAco-

Подставляя это выражение в последнее соотношение (12.1.1.23), 
получим

и' =  {Е ' +  (14 [k E °11 +  q (ЧЕ °) +  E °(kq ))}. (12.1.1.25)

Определим теперь плотность тока, связанного с рассеянной 
волной

У =  — е (nQn ' -j-rc°8u -f u^п).т (12.1.1.26)
Если бы не было флуктуаций, то плотность тока j ' имела бы вид

•/I __ I __,• е2га0 тг/
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Вычитая это выражение из (12.1.1.26), найдем плотность тока 
рассеяния

J  =  j'- j'L = o -  (12.1.1.27)
Используя (12.1.1.25), получим отсюда компоненту Фурье тока 

рассеяния Jkw:

Jk '“ ' =  ^  {Е ° +  ̂  ?  (ЧЕ °) +  ̂  |  (кЕ ,;)} 3;гчДш. (12.1.1.28)

Последнее выражение совпадает с выражением (12.1.1.17), кото­
рое было получено в рамках кинетического рассмотрения.

12.1.2. Сечение рассеяния. Если известно выражение для 
плотности тока рассеяния, то можно, согласно (12.1.1.13), найти 
поле рассеянных волн. Ясно, что независимо от поляризации па­
дающей волны ток рассеяния будет содержать как поперечную, 
так и продольную части. Поэтому поле рассеянных волн также 
будет содержать поперечную и продольную составляющие. Выде­
лив их, мы сможем исследовать рассеяние поперечных волн (т. е. 
переход поперечных волн в поперечные же волны), трансформацию 
поперечных волн в продольные волны, рассеяние продольных волн 
и трансформацию продольных волн в поперечные волны.

Рассмотрим прежде всего рассеяние поперечных волн в плазме 
(кЕ °= 0  и к 'Е '= 0 ). Взяв поперечную часть плотности тока J ,  
найдем компоненту Фурье поля рассеянной поперечной волны

Е « '-  =  ■ - т  - <12-1 ■ =*■ *>

где Ех — составляющая Е °, перпендикулярная к вектору к ', и 
е (со) =  1 —  со у® 2.

Среднее приращение энергии поля рассеянных волн в единицу 
времени определяется, очевидно, формулой

J  =  /2 Re j <J (г, t) Е ' (г, f)> d3r. (12.1.2.2)

Подставляя сюда выражения (12.1.2.1) и (12.1.1.17) для Е ' и J ,  
найдем среднее приращение энергии поля рассеянных попереч­
ных волн

7 V  у Г  ы Е ^ г> л г» о/ =тп-тч— 5-9-5-lm  \ — — —■■■,■ Чч--- d3k'dio', (12.1.2.3)(2те)3 т!с2ш2 J  \ >

где V  — объем плазмы.
Очевидно, вклад в интеграл, определяющий о/, вносят только 

полюсы подынтегрального выражения. Выполнив интегрирование 
38 Под ред. А. И. Ахиезера
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по модулю вектора к ', найдем интенсивность рассеянных волн 
с частотами в интервале йш' и в элементе телесного угла do'

=  (12.4.2.4)

где частота со' и величина волнового вектора к1 рассеянной волны
со'2связаны соотношением к' —  -^-е (а1).

Если падающая волна не поляризована, то последнее выра­
жение следует усреднить по различным ориентациям вектора Е °. 
Тогда среднее значение квадрата напряженности поля Е°1  равно

£®==72(1 +  со82й )£ 02, (12.1.2.5)
где я) — угол между векторами к ' и к (угол рассеяния).

Разделив интенсивность рассеянных волн с1п/ на плотность 
потока энергии падающей волны, равную

S 0 =  (с/8п) \Je (со) Е 02

и величину рассеивающего объема V, получим дифференциальное 
сечение рассеяния, или коэффициент рассеяния,

d2 =  d<?IVS'0. (12.1.2.6)

Для неполяризованной волны дифференциальное сечение рас­
сеяния электромагнитных волн, отнесенное к элементу телесного 
угла do' и интервалу частот dw', имеет вид [2 ]

Эта формула справедлива для произвольного изменения ча­
стоты; предполагается лишь, что частоты со и со' превосходят 
шре. Есл и  Дсо<^со, то множитель ( cd,2/u>2)  \/s (ш')/е (со) обращается 
в единицу и формула (12.1.2.7) переходит в известную формулу, 
определяющую сечение рассеяния на флуктуациях плотности с ма­
лым изменением частоты.

Заметим, что хотя при выводе формулы (12.1.2.7) мы учитывали 
рассеяние электромагнитных волн только на флуктуациях плот­
ности электронов, сечение рассеяния оказалось зависящим и от 
движения ионов. Это связано с тем, что спектральное распределение 
флуктуаций плотности электронов </г;£>чдщ благодаря самосогла­
сованному взаимодействию между электронами и ионами сущест­
венным образом зависит и от движения ионов плазмы.

Итак, спектральное распределение рассеянных волн опреде­
ляется спектральным распределением флуктуаций плотности элек­
тронов.
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В  изотермической плазме спектр рассеянного излучения со­
держит доплеровски уширенную основную линию А® ^  qvt и 
резкие максимумы при Д(о= + (предполагается, что abq 1). 
Поэтому в наиболее интересном случае больших частот ш а>Р0 
множитель (о)'2/ш2) \Js (ш')/е (а>) можно считать равным единице. 
Тогда сечение рассеяния можно проинтегрировать по частотам, 
используя соотношение (11.2.2.3). В  результате мы получим еле- 
дующее выражение для сечения рассеяния поперечных волн 
в изотермической плазме, отнесенное к элементу телесного угла:

а = < 1 + “ sS »> * '•  -2-8>

где а2=Т/Апп0еа, q= 2 ( o)/c)sin1/ 2 &, & — угол рассеяния. Интегри­
руя последнее соотношение по углам, найдем полное сечение рас­
сеяния
^  (л  3  , 3  I n  (1  +  2« |А 2) , 3  1 —  a i m  , ,  I n  „ i \ ]
Е  — гао°о|1 . Аа2к2 +  8а2кг 4 ^2 а'1кз at C g ̂  е ^  ’

(12.1.2.9)
где а0=(8я/3) (е2//пес2)2 — томсоновское сечение рассеяния элект­
ромагнитных волн свободным электроном.

В  предельных случаях малых и больших длин волн сечения 
рассеяния определяются формулами

Е= га0а0, аеА:>1,- S = 1/2п(р0, аеА:<1. (12.1.2.10)
12.1.3. Спектральное распределение рассеянного излучения.

Рассмотрим более подробно спектральное распределение рассеян­
ного излучения в свободной плазме*). В  случае малых длин волн, 
когда aeq ^ f 1, спектральное распределение флуктуаций плот­
ности <(re;f>q4a, имеет вид гауссовской функции от частоты А<о, 
и поэтому спектральное распределение рассеянных волн также но­
сит гауссовский характер

^2 1 - ( е2 V /  т “ I __о пч ___ Г 771„Ды2
v k (5 г .Т  Ш :Т  (1+«<*■») « р  [  -...Ц Т ,  j dui'do'.

(12.1.3.1)
Эта формула справедлива, если Дщ^шр1.

Мы видим, что доплеровское уширение линии определяется 
тепловой скоростью электронов. Полное сечение рассеяния
(12 .1 .2 .10) равно сумме сечений рассеяния на отдельных электро­
нах. Кулоновское взаимодействие между электронами и ионами 
несущественно, и рассеяние носит некогерентный характер.

*) Спектральное распределение рассеянного излучения в равновесной 
плазме исследовалось в работах [2 , 3 ], в двухтемпературной плазме — 
в работе [2 ].

38*
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В  случае больших длин волн, когда аек<^:1, проявляются 
коллективные свойства плазмы. Этот случай реализуется, в част­
ности, в экспериментах по рассеянию радиоволн на флуктуациях 
плотности в верхних слоях ионосферы (к '1 — 10 см, ав — 1 см).

Приведем выражения для спектрального распределения рас­
сеянного излучения в различных интервалах частот, предполагая, 
что аек 1 .

Если изменение частоты при рассеянии мало Дш qt\, где 
vi — тепловая скорость ионов, то дифференциальное сечение рас­
сеяния определяется формулой

«  +  - » ) « * ■ .  <12.1.3.2)

где Тв a  T t — температуры электронов и ионов. В  случае сильно 
неизотермической плазмы сечение рассеяния с малым изменением 
частоты в 1ji \JmLjme раз меньше соответствующего сечения для 
изотермической плазмы с температурой Тв.

Если Д ш <0: qvi , то в изотермической плазме для дифферен­
циального сечения рассеяния имеем

d2 V&t П° { т вс а )  gvi [2 - , 'T (2)]* +  M* i p ( - 2 z * )  (1 +  C°Sa » )  <fc>W ,

(12.1.3.3)

где z =  и f  (z) —  2z exp (— z2) | exp x2dx. Дифференциальное
о

сечение рассеяния, определяемое (12.1.3.3), резко уменьшается при 
Дсо — ду.; поэтому величина Дсо — qvi характеризует ширину 
спектрального распределения рассеянного излучения в изотер­
мической плазме. Отметим, что эта величина определяется тепло­
вой скоростью ионов, несмотря на то, что рассеяние происходит 
на электронах.

Если qvt Дсо qve, то сечение рассеяния для изотерми­
ческой плазмы очень мало. Для сильно неизотермической плазмы 
сечение рассеяния имеет резкие максимумы, если смещение ча­
стоты Д со совпадает с частотой низкочастотного колебания плазмы 
с волновым вектором q.

В  частности, если aeq 1, то максимумы появляются при 
&u> =  + qvs, где vs — скорость неизотермического звука. Диф­
ференциальное сечение рассеяния вблизи максимумов имеет вид

dE =  1 /4га0( ~ у  (1 -j- cos2 ft) (8 (Дсо — qvs) - f  8 (Дсо - f  q v j) da'do'.
(12.1.3 /0
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Интегрируя последнее выражение по углам и частотам, най­
дем полное сечение рассеяния в неизотермической плазме

Е ^ ? г 0а0. (12.1.3.5)

Эта формула справедлива, ec,mi { T JT i)s ^> mi lme и a jt  <€ 1. 
Отметим, что полное сечение в два раза больше сечения рассеяния 
в изотермической плазме (оно определяется формулой (12 .1 .2 .10)).

В  случае больших изменений частоты (А со qve) сечение рас­
сеяния имеет резкие максимумы при Д<о«+ соре, связанные с рас­
сеянием электромагнитных волн на продольных электронных ко­
лебаниях. При произвольном соотношении между температурами 
электронов и ионов дифференциальное сечение рассеяния в ука­
занной области изменения частот определяется формулой

/ g2 \2 (д)̂ 2 / / / \= v*rao (^2) у (1 +cos2 °) (8 (д®—“ро) ч-
—j— S (До» —f— соре)} dw'do'. (12.1.3.6)

Полное сечение рассеяния электромагнитных волн на ленгмю­
ровских колебаниях при о> соре имеет вид

2 =  2 a2k2n0o0, аек< ,̂ 1. (12.1.3.7)

Мы видим, что коллективные явления в плазме проявляются 
в рассеянии особенно сильно, если аек  1. При этом спектры 
рассеянных электромагнитных волн существенно различаются для 
изотермической и неизотермической плазмы.

В  изотермической плазме в спектре рассеянного излучения 
имеется центральный максимум, обусловленный некогерентным 
рассеянием на флуктуациях плотности электронов, с шириной, 
определяемой скоростями ионов, и боковые сателлиты, обуслов­
ленные рассеянием на электронных колебаниях. Относительный 
вес сателлитов (по отношению к главному максимуму) состав­
ляет примерно 2afsk2.

В  сильно неизотермической плазме центральный максимум 
отсутствует. Имеется два максимума, симметрично расположен­
ных относительно Дсо= 0  и обусловленных рассеянием на зву­
ковых колебаниях, и боковые сателлиты, связанные с рассея­
нием на ленгмюровских колебаниях. Относительный вес этих 
сателлитов по отношению к звуковым максимумам составляет 
около 2а^к2.

12.1.4. Критическая опалесценция. Рассмотрим теперь рас­
сеяние электромагнитных волн в плазме, частицы которой обла­
дают направленными скоростями (например, электроны дви­
жутся относительно ионов или через плазму проходит пучок 
заряженных частиц).



Остановимся прежде всего на случае, когда направленная 
скорость электронов (или пучка) меньше той критической скорости, 
за которой начинается неустойчивость. При этом коэффициент 
рассеяния определяется общей формулой (12.1.2.7), в которую 
в качестве спектрального распределения флуктуаций плотности 
электронов следует подставить выражение (11.5.3.13) или
(11.5.3.18).

Как было показано в § 11.5, с приближением направленной ско­
рости к ее критическому значению, определяющему границу об­
ласти устойчивости, спектральное распределение флуктуаций 
плотности электронов плазмы неограниченно возрастает. Со­
гласно (12.1.2.7), при этом возрастает и коэффициент рассеяния 
света.

В  частности, если электроны двухтемпературной плазмы дви­
жутся относительно ионов со скоростью, приближающейся к 
скорости неизотермического звука vs, то с учетом (11.5.3.18) 
коэффициент рассеяния света на звуковых колебаниях име­
ет вид

йЪ =  V o ( ^ ) 2 |AJ- q u |  (1 +  0082 8 ̂  “  ^ s ) dw'd0'- (12-1.4.1)

Если | qu | -> qva, то коэффициент при 8-функции стремится 
к бесконечности.

Проинтегрировав уравнение (12.1.4.1) по <ю', найдем сечение 
рассеяния света на звуковых колебаниях в элемент телесного 
угла

d S  =  ‘/ а ( ^ » ) ! (1 +  (12.1.4.2)

где в  и 0 ' — углы между к и к ' и и (для определенности мы счи­
таем, что 0  <С 1/2 ̂ ).

Легко видеть, что при u ^ v s существуют такие направления 
вектора к ', для которых <й!/йо' аномально велико. Если 
|1— v ju  |<^1 , то для этого необходимо, чтобы векторы к, к ' и и 
лежали почти водной плоскости и выполнялось условие 0 + 0 '?^^. 
Тогда dH/do' оо, когда угол <р между плоскостями (к ', и) и 
(к, и) стремится к + <f>o> где

ср2 =  ctg2 0 {4 {u2jv\ — 1) — (т: — 0 — в ')2} (12.1.4.3) 

при углах 0  и 0 ', не близких к г1%п, и

при 0  и 0 ', близких к 7 2тс.
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ср2 =  4 (uP/vl — 1) (0 — 0 ')2 (12.1.4.4)
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Аномальное возрастание коэффициента рассеяния вблизи гра­
ницы неустойчивости плазмы связано с существованием крити­
ческих флуктуаций и может быть названо критической опалесцен­
цией по аналогии с известным явлением критической опалесцен­
ции в конденсированных телах вблизи точки фазового перехода *).

§ 12.2. Трансформация поперечных 
и продольных волн в плазме

12.2.1. Трансформация поперечной волны в продольную. Пе­
рейдем к рассмотрению трансформации поперечной волны в про­
дольную. Выделяя в (12.1.1.13) продольную часть плотности 
тока J ,  найдем компоненту Фурье продольной составляющей элек­
трического поля рассеянной волны

Ек'ш' = 4та;2 к ' (к 'Е °) ( Л , Дсо /с'2 
тоешсо' (к', со

где — продольная диэлектрическая проницаемость плазмы, 
определяемая формулой (4.3.4.3). Подставляя выражение для 
поля Е ' в формулу (12.1.2.2) и используя выражение (12.1.1.17) 
для компоненты Фурье плотности тока J ,  найдем интенсивность 
возбужденных продольных волн

v  el I m  f (k 'E °)2 /. . Дсо k'2\ / n2\ da>'dsk'
® ~  (2tc)3 J ш 'к'Щ (к', со') V1 +  со' g2 j \ ree/q4<u«0) “  k ■

(12.2.1.2)
Вклад в это выражение вносят только те частоты, для которых 

знаменатель подынтегрального выражения обращается в нуль, 
т. е. Sf(k', а>')=0. Отсюда следует, что в результате поглощения 
поперечной электромагнитной волны возбуждаются собственные 
колебания.

Используя (12.2.1.2) и предполагая, что падающая волна не по­
ляризована, найдем коэффициент трансформации электромаг­
нитных поперечных волн в продольные плазменные волны [8 ], 
определяемый как

(12.2.1.3)
Подчеркнем, что эта формула применима только в области ча­

стот со'яысвре, при которых затухание плазменных волн мало.

*) Явление критической опалесценции в плазме на границе области 
устойчивости предсказано в [5, 7].



Отношение коэффициента трансформации (12.2.1.3) к коэф­
фициенту рассеяния (12.1.2.7) равно

TfSW('+^y- <«*<•*>
В  области частот эта величина может быть значительно

больше единицы.
Рассмотрим теперь трансформацию поперечной волны в про­

дольную в двухтемпературной плазме, состоящей из холодных 
ионов и горячих электронов, движущихся со скоростью и отно­
сительно ионов [9]. Подставляя выражение (11.5.3.21) для спек­
трального распределения флуктуаций плотности электронов в фор­
мулу (12.2.1.3), получим
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dZ — V п (  е2 Y  (  т »с2\ и ’±1 ] / Ас°2 v  а \mlcz) [ з т  J «2 У е (ы) | Аш — qu |
X  sin2&8 (Aco2— q2vf)dw'do!. (12.2.1.5)

Учитывая, что частота ленгмюровских колебаний в плазме 
с направленным движением электронов определяется соотноше­
нием <o' =  a)pe-|-k'u, имеем при к ' к

|A ,- V u i 8 (А“ 2 “  ^  =  |к и - й / 2 ^ ре1 {8 ( k 'U -  * 4  ~
, 7 (А I о Л / 17/ к̂ сЛ- 2— r kvs cos 9^-j-8 ^k'u -j-k'vs — -----fa;s cos9^j. (12.2.1.6)

Интегрируя (12.2.1.5) с учетом (12.2.1.6) по модулю вектора к ', 
получим коэффициент трансформации поперечной волны в про­
дольную, отнесенный к единичному телесному углу:

§ -  =  ̂  :  й  Tku -  2/2to I Sin2 Ь {У (0 ’ в ' ’ ? ) +
+  у (0 , гс-0 ' ,  ср)}, (12.2.1.7)

где f  — угол между плоскостями (к, и) и (к ', и) и 

у (в , 0 ', f )  =  | ku — /с2с2/2соре | -j- sin 0 cos X

X  (1 — u/vs +  Va6 '2)"*- (12 .2 .1 .8 )

(Предполагается, что sin2 0 ' 1, так как только при этом вели­
чина dl, /do' может быть аномально большой). Мы видим, что при 
cos 0 -»-&с2/2ишре коэффициенты в выражениях (12.2.1.5) и (12.2.1.7) 
неограниченно возрастают.

12.2.2. Трансформация и рассеяние продольных волн. Рас­
смотрим теперь трансформацию и рассеяние продольных волн на 
флуктуациях плотности в плазме. Поле рассеянных волн опреде-
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ляется по-прежнему уравнением (12.1.1.13) с учетом (12.1.1.17), 
причем по ле Е ° следует считать параллельным к.

Выделив поперечную (по отношению к к ') часть плотности 
тока J ,  можно, согласно (12.1.2.2), найти интенсивность возбуж­
даемых поперечных волн. Разделив ее на объем и на плотность по­
тока энергии в падающей волне

■s» = iS r i< “ W ) £,e.
где vg=d(o/dk — групповая скорость продольных волн, найдем 
коэффициент трансформации продольной волны в поперечную [8 ]:

\ 2
X_ 1 / е2 V2/7nec2V/2 и'2 |/ге (ш')/, Дш &2\2

dhl+ t~ l^ \ n q c z )  V3Т )  Г Т н  V
X  sm2&<«f>q4mdu>W. (12.2 .2 .1)

Так как спектральное распределение флуктуаций плотности ха­
рактеризуется максимумами при Ди> = 0  и А <о = + “ ре, то попереч­
ные электромагнитные волны будут излучаться в основном с ча­
стотами, близкими к (1)ре и 2 шре.

Выделяя в (12.1.1.17) продольную (по отношению к к ') часть 
плотности тока, можно определить коэффициент рассеяния про­
дольных волн на флуктуациях плотности [8 ]; он равен

1 / е2 \ 2 / т _ с 2\2 ы '2 1 / е  ( « ' )  / Q , Дсо A:'2 cos ft —  к к ' .

+  ̂  кк'- -р 0̂ .-у<ra2>qtodw'do', (12 .2 .2 .2)

где — угол между векторами к и к ' .
Отношение коэффициента рассеяния ленгмюровских волн 

к коэффициенту их трансформации в поперечные равно по порядку 
величины (mec2/Ty^ctg2&.

Рассмотрим подробнее трансформацию и рассеяние ленгмю­
ровских волн в двухтемпературной плазме, состоящей из хо­
лодных ионов и горячих электронов, движущихся относительно 
ионов [10 ], причем будем интересоваться случаем критических 
флуктуаций, когда направленная скорость электронов и близка 
к скорости звука vs.

Подставляя выражение (11.5.3.21) в формулу (12.2.2.1), по­
лучим для коэффициента трансформации ленгмюровской волны 
в поперечную электромагнитную волну выражение

£ (со') Да)2 /\Й У  —  >7 I  б2 V  /™ ес2\1/а w ' 2 l /
° \ ^ е с 2 / \ З Г  /  0)2 г 7 ( w )  |Дш — q u |

X  s i n 2 & 8 (Дш 2 —  q2vl)dw 'do ', ( 1 2 . 2 . 2 . 3 )
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где

Дш —  -f- /f2c2 —  (ора —  k u

— изменение частоты. Легко видеть, что при | qu | -*■ qos коэффи­
циент при 8-функции в выражении для d'Zi + t аномально велик.

Интегрируя (12.2.2.3) по модулю вектора к ', найдем интенсив­
ность излученных поперечных волн в единичном телесном угле. 
Если utz&v и sin© 1, то

d l i->t __ (  е2 у  т ес2 /(0 , 0 ') 2 2 4 )
do’ 0 \ тес2 / з т £(ы') *

где

/<в. » ) = T x w j  + 2 J Z *  »■ ( * + - 1 г  ■+

+(»- V 1 -  в)Ге <с“ 0,>) ■ <122-2-5)
Здесь и далее 8  и 0 ' — углы, образуемые векторами к и к ' с на-

(1 , ж > 0 ,
правлением и, 0  (ж) = ĵ Uj 2С U»

Легко видеть, что величина d^i^tjdo1 аномально велика при 
выполнении условий

1 + — cos0 < ^ i c o s 2 0 '.
—  V s ^  КС*

Заметим, что эти условия накладывают очень жесткие ограни­
чения на угол 0  и величину u/vs.

Коэффициент рассеяния ленгмюровских волн на аномаль­
ных звуковых флуктуациях, согласно (11.5.3.1) и (12.2.2.2), 
равен

\2 / Л&ес2\2 Ю*2 1 Г  £ (ю*) ^ш2 
d {- W - ) - b r V - f r f-  | i . , - q ll| X

х  COS2 ft 8 (Д<в2 — g2yf)(fe>W, (12.2.2.6)

где изменение частоты равно Aio=qu— 1/2(/с'2—/с2);;2/ и>ге. Интегри­
руя это соотношение по модулю вектора к ', можно определить уг­
ловое распределение рассеянных ленгмюровских волн. Наиболь­
ший интерес представляет рассеяние под углами 0 'я^тс— 0  и (р̂ 1  
(<р — угол между плоскостями (к, и) и (к ', и)), когда особенно про­
являются эффекты, связанные с дрейфом электронов. В  этом
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случае при u m v s имеем

где

h  (е > е '> <Р) =  1 — С1 — V2 (tv — 0 — 0 ') tg 0 — Vs?2 tg2 0), 

/2 (0 , 0 ', ср) =  1 — ±  (1 — v 8<p2 tg2 0 )

(предполагается, что 0  =f= 1/2TC)-
Наряду с особенностью при / 2 -> 0, обусловленной критиче­

скими флуктуациями, выражение (12.2.2.7) обращается в беско­
нечность еще и при ] г —> 0 , что связано с пренебрежением затуха­
нием звуковых колебаний. Чтобы учесть затухание, следует за­
менить 8-функцию в (12 .2 .2 .6) выражением

{[(Д(|) _  qvf  +  T2]-i +  [(Да, +  qvsf  +  f  V } ,  (12.2.2.9)

В  результате такой замены получим следующее выражение для 
коэффициента рассеяния, справедливое при Д -> 0 :

Мы видим, что коэффициент рассеяния пропорционален боль­
шой величине (mi / т е)11>, а также содержит множитель |/2|~3/г. 
Таким образом, вблизи углов, для которых выполняется условие 
/ х = 0 , величина dH,i^.t/do' стремится к бесконечности при / 2 —> 0 
значительно быстрее, чем при fx^= 0 .

Рассмотрим, наконец, трансформацию ленгмюровской волны 
в поперечную в плазме, через которую проходит пучок. При этом 
особенно интересен случай, когда скорость пучка близка к крити­
ческой скорости, за которой начинается неустойчивость ленгмю­
ровских колебаний с волновым вектором, равным изменению вол­
нового вектора при рассеянии. Используя (11.5.3.13) и (12.2.2.1), 
нетрудно получить следующее выражение для коэффициента

(12.2.2.8)

где у — декремент затухания колебаний, равный
Г'

< / е2 \2 /raec2\ s/2 с V̂e (<о') cos2 20
П,> V )  \  3 Т  J  T l  е (со) )*'* | /2 |3/* sin 0 ‘

(12.2 .2 .10)

cos2 20



604 ГЛ. 12. РАССЕЯНИЕ И ТРАНСФОРМАЦИЯ ВОЛН В ПЛАЗМ Е

трансформации ленгмюровской волны в поперечную

<L> ’
(12.2.2 .11)

А = Ж  (3 ”  к*/д2)2 a°q2 (юг<= +  к^  е <̂0̂ ’

где Дш =  \jw^ -f-/c,2c2— (0ре — 3/2k2vl. При [qu[-> 2 коэффициент 
при 8-функции в этом выражении неограниченно возрастает.

При определении коэффициентов трансформации и рассеяния 
волн dZIdo ' мы считали плазму однородной и учитывали только 
взаимодействие волн с флуктуациями. В  случае неоднородной 
плазмы следует учесть еще один возможный тип трансформации 
и рассеяния волн — трансформацию и рассеяние на статических 
неоднородностях. Чтобы показать, каков характерный порядок 
величины коэффициентов трансформации такого типа, приведем 
выражение для коэффициента трансформации ленгмюровских 
волн в поперечные на статических пространственных неоднород­
ностях (см. [9]):

где v — частота соударений. Если сравнить это выражение 
с (12 .2 .2 .1), то можно убедиться, что для многих реальных плазм 
(например, для солнечной короны) вклад коэффициента трансформа­
ции на неоднородностях в интегральный коэффициент трансформа­
ции мал. Этот вклад мал также в случаях турбулентной плазмы 
или плазмы, находящейся в состоянии, близком к неустойчивому, 
так как в подобных случаях очень интенсивно происходит транс­
формация на турбулентных или на критических флуктуациях.

Заметим, что трансформация на статических неоднородностях 
вообще не сказывается на дифференциальных коэффициентах 
d'Z/doy'do' (при u>V=«>), так как при взаимодействии падающей 
волны со статическими неоднородностями ее частота не меняется.

Возможны также случаи, когда трансформация на статических 
неоднородностях происходит значительно интенсивнее, чем на 
тепловых флуктуациях. Такая ситуация возникает, в частности, 
при так называемой стопроцентной трансформации [И ]. В  ка­
честве примера стопроцентной трансформации укажем на транс­
формацию необыкновенной волны, падающей снаружи на слой 
неоднородной плазмы, помещенной в неоднородное магнитное поле, 
если grad В 2 >  т ес2 grad п (п  — плотность плазмы).

В  дальнейшем мы не будем учитывать эффектов, связанных 
с взаимодействием волн со статическими неоднородностями.
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12.2.3. Спонтанное свечение неравновесной плазмы. В  заклю­
чение рассмотрим своеобразное явление, возникающее в неравно­
весной плазме, — спонтанное свечение, связанное с превраще­
нием двух флуктуационных продольных волн в поперечную 
волну [12]. В  случае равновесия все излучение плазмы сводится 
к релеевскому, так как дополнительный эффект, обусловленный 
взаимодействием между волнами, согласно принципу детального 
равновесия, обращается в нуль. Интенсивность такого спонтан­
ного свечения оказывается аномально большой, если состояние 
плазмы близко к неустойчивому.

Определим амплитуду вторичной волны, образующейся в резуль­
тате взаимодействия двух волн, распространяющихся в плазме. 
Будем исходить из полной системы уравнений, описывающих 
плазму: кинетических уравнений для частиц каждого сорта и урав­
нений Максвелла. Считая амплитуды взаимодействующих волн 
малыми и разлагая функции распределения частиц и электри­
ческое и магнитное поля в ряд по этим амплитудам, получим для 
членов ге-го порядка (п = 1 , 2 ,. . .)

(-Я-+т i )  F '~ " + i : ( E " + Т  i  F ' . " =
П—1

=  (12.2.3.1)

r o t E c ^ - l ^ i ,  <12-2-3-2)
a

Нелинейный эффект взаимодействия между волнами описы­
вается, очевидно, слагаемыми в правых частях кинетических урав­
нений (12.2.3.1).

Решая последние уравнения и ограничиваясь случаем, когда 
обе первичные волны являются продольными, получим для поля 
вторичной волны
№ ) (к ', со') =  гЛт) (к ', со') j С , (со, к; со' — ш, к ' — к) ср(1) (к, со) X

X  <рС1) (к ' — к, со' —  со) d% da, (12.2.3.3) 
где ср(1) (к, со) =  I (к/к2) Е (1) (к, со) — потенциал поля первичной волны,

ЛТ) (к- и) = Ц г ®7: (*. “>) + (8,-/ -  пег) (^ г  -  (*. ,

C i  (0)], k j j  со2, к 2) =

=  ̂ ---4lte« f _________'ii_________ ( lr д \ 1 ( к _ЁЛ Fm dsn
mi  (“ i + “ г) J “ i +  “2 — (ki +  k2) v V  1 dv )  и>2 — k2v \ 2 dv )  «

(12.2.3.4)



Интенсивность свечения, испускаемого в результате образова­
ния при взаимодействии двух продольных волн поперечной волны, 
будем характеризовать изменением энергии вторичной волны 
в единицу времени с7:

^  =  l w \ Q {k ')d3kl (12.2.3.5)
(V  — объем системы). Если обе сталкивающиеся волны являются 
флуктуационными, то, согласно (12.2.3.3) и (12.2.3.4),
<? <ь')=

=  ( Ё ) г Й  S [к 'С <». к '- к '- Ч К ? * ) . .
(12.2.3.6)

где '.((р2/ ка1 — спектральное распределение флуктуаций потенциала. 
При выводе этой формулы мы учли, что в пренебрежении выс­
шими корреляциями четверную корреляционную функцию можно 
представить в виде

<(<?к1ш1СРк2а>2СРкзШз<Рк4(о4̂
=  (2*)8 <?2>к_Ш1 <>2>кл (3 (kj — к3) 8 (к2 — к4) 8 (ю2 — ш3) 8 (ш2 — <о4) +

+  8 (кх -  к*) 8 (к2 -  к3) 8 К  -  ш4) 8 К  -  а>3)}. (12.2.3.7)

Рассмотрим двухтемпературную плазму, в которой электроны 
движутся относительно ионов, и определим для нее энергию по­
перечных волн, возникающих в результате рассеяния флуктуа- 
ционных ленгмюровских колебаний на низкочастотных звуковых 
флуктуациях плазмы. Заметим, что если одна из сталкивающихся 
волн является ленгмюровской ( %  ж  шрв) , а вторая — низкоча­
стотной (oj2 шре), то входящая в соотношение (12.2.3.6) функ­
ция С принимает простой вид

0(0 ,̂ к,: (п2, к2)я»-^-кг. (12.2.3.8)
* е

Учитывая, что слагаемое в выражении для спектрального рас­
пределения флуктуаций потенциала, описывающее ленгмюров­
ские колебания, имеет вид

< ?% »  =  ^ Т е ̂  8 (а* -  ш*. -  3д ^ ) (12.2.3.9)

(ш = 01—qu — частота в системе отсчета, в которой электроны 
покоятся), и используя формулы (11.5.3.17), (12.2.3.6) и (12.2.3.8), 
получим

\ ‘Е Й ’ ТД^ - 1  х
X  8 {(«> — ku)2 — u)|e} d?k dw, (12.2.3.10)
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где Аа> =  \/ш|е -j- к2с2— со и q =  k ' — к. Легко видеть, что функция 
Q (к') стремится к бесконечности при и —> vs, если cos 0 '  -»■ /с2с2/2(орои. 
Коэффициент при резонансном знаменателе (&'2с2/2®рв — к'и)-1 можно 
оценить, интегрируя (12.2.3.10) по к д р к -^-aj1, где а, — величина 
порядка нескольких дебаевских радиусов;

(12-2-ЗЛ1)

Заметим, что, согласно формулам (12.2.3.10) и (12.2 .3 .11), 
излучение плазмы, обусловленное трансформацией флуктуацион- 
ной ленгмюровской волны в поперечную волну, аномально велико 
только в длинноволновой области, где к' — сореи/с2.

§ 1 2 .3 . Некогерентное отражение 
электромагнитных волн от плазмы

1 2 .3 .1 . Коэффициент отражения. Электромагнитная волна, 
падая на ограниченную плазму, претерпевает наряду с обычным от­
ражением, описываемым формулами Френеля, также и некоге­
рентное отражение, при котором частота отраженной волны не 
равна частоте падающей и угол отражения не равен углу паде­
ния [13]. Некогерентное отражение обусловлено взаимодействием 
электромагнитной волны с флуктуациями в плазме и используется 
для экспериментального определения спектрального распреде­
ления флуктуаций и нахождения по этому распределению раз­
личных параметров плазмы.

Для исследования отражения электромагнитных волн от 
плазмы (будем считать, что она заполняет полупространство 
z 0) нужно найти электрическое поле Е , удовлетворяющее урав­
нениям Максвелла со следующими граничными условиями: при 
z—— аэ поле Е  должно представлять собой суперпозицию падаю­
щей плоской волны Е 0 ехр [г (kr— wt) ] {kz >  0) и отраженных волн; 
при z = + c o  поле должно обращаться в нуль.

Нормальные к границе компоненты волновых векторов падаю­
щей и отраженной волн кг, к ’г будем считать удовлетворяющими 
неравенствам аекг, а,,к’г <гс 1, где ав — электронный дебаевский 
радиус. При этом можно не учитывать структуры граничного 
слоя толщиной порядка ав и рассматривать границу как плоскость 
разрыва, на которой выполняются обычные граничные условия 
макроскопической электродинамики, т. е. непрерывны величины 
Е /, rot Е  и dEJdt-\-^v.)z (Е  ̂ — параллельная границе составляю­
щая вектора Е ) .

Если фазовые скорости падающей и отраженной волн велики 
но сравнению с тепловыми скоростями частиц плазмы, то для плот­
ности тока можно воспользоваться выражением j = —епи, где
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п — плотность электронов и и — их гидродинамическая скорость, 
связанная с полями Е  и В уравнением

(т — среднее время между столкновениями, которое везде, где 
возможно, мы будем устремлять к бесконечности). Полагая п —  
= га0-|- Ьп, где п0 — среднее значение и 8га — флуктуация плотности, 
будем искать поле Е , определяемое уравнениями Максвелла и 
уравнением (12.3 .1 .1), в виде ряда по степеням флуктуации плот­
ности электронов Е = Е ° + Е '+ .  . .

Определив поле Е  при z <С 0, можно найти нормальную к гра­
нице компоненту вектора Пойнтинга и, усреднив ее по флуктуа­
циям плотности электронов в плазме, определить таким обра­
зом отраженный поток энергии. Разделив усредненный по флук­
туациям поток энергии dS отраженных волн, волновые векторы 
которых лежат между к' и k '+ d k ', на падающий поток энергии 
S 0, получим дифференциальный коэффициент, отражения dR:

dR  =  dSjSn. (12.3.1.2)

Если бы в плазме отсутствовали флуктуации, то поле Е ' рав­
нялось бы нулю и происходило бы только обычное отражение 
электромагнитных волн от поверхности, при котором к '  однозначно 
связано с к соотношениями к̂ =кл /с' = —кг. Поэтому dR  должно 
содержать слагаемое, пропорциональное § ( ^ - к , )  8 (& ;-& ,). Про­
интегрировав это слагаемое по к ', получим обычный коэффициент 
отражения R 0, определяемый формулами Френеля. В частности, 
для неполяризованного падающего излучения R 0 имеет вид

К +  ё '+ ей. (12.3.1.3)

где в— диэлектрическая проницаемость плазмы е:

g =  \/sk2— Щ и
Благодаря флуктуациям в плазме Е'=̂ =0 и dR, помимо 8-об­

разного слагаемого, соответствующего обычному отражению из­
лучения от поверхности, содержит добавочное слагаемое, которое, 
как можно показать, в случае неполяризованного падающего 
излучения имеет следующий вид:

0 / > * ) 0 ( Д к, А<°: l) d*kl- (12 .3 .1 .4)
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Здесь 0  — преобразование Фурье—Лапласа корреляционной 
функции плотности электронов плазмы

0(Д к, До>; 1 )~
со 22

dZ ехр (— Zjl)  ̂ drx J dz  ̂ dt ехр [— г (Акг — Ш )]  X
О -22'

х<п(т 1г t1)n (r2, *2)>, (12.3.1.5)

г =  r2 — Tj, Z — а/2 (Zi -f- z2), к' и ш1 — волновой вектор и частота 
отраженной волны,

Дк j к', ■к±, Aks =  -—R e(g +  g'),
2 I m ( g - f  g'),

g' =  \Jkl2e (и ) ')  —  /cl2 и угловые скобки обозначают усреднение по 
флуктуациям.

Функция G, зависящая от углов падения и отражения 0  и в '  
и от угла <р между векторами кх и к'1; имеет вид

G (0 , 0 ' ,  <р) — \\ |2
COS2 0 '
cos 0

+ с3
sin2 в'

sin2 0  sin2 0 '  —  Re 

6212

j| Cj |2 cos2 0  cos2 cp -j- I c2 12 sin2 f  -j-

= sin 2 0  sin 0 '  cos tp I _|_ 
s in 2 0 '

C1C3
Ve

cos @ (K | 2 cos2 0  sin2 <p-f | c2 12 cos2 <p), (12.3.1.6)

где

е1 =  е (to'); А V h —_ 2|*;i .
°1 — s' — г'К > 2 s' —К ’

с — 2g 2kg
1 8 + * кг' 2 ‘ g +  K ’ с3 e +  ’

C l ,2 = ( 1 +  2 ^
7 '2 \к х \

' ДА2 / с1,2> С3 II
'

ÎT
S

+ 2 ^ Q c.<0 Д №) •

(12.3.1.7)

12.3.2. Спектральное распределение отраженного излучения.
Дифференциальный коэффициент отражения определяется кор­
реляционной функцией плотности электронов плазмы, которая 
должна находиться с учетом границы. Однако в интересующем нас 
случае aekz, аек'0 <С 1, когда существенны длинноволновые флук­
туации, влиянием границы можно пренебречь и воспользовать­
ся выражением (11.2 .6 .3) для спектрального распределения

39 Под ред. А. И, Ахиезера
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флуктуаций плотности электронов в неограниченной плазме. 
Тогда входящая в (12.3 .1 .4) функция 0  принимает вид

ОО

0(Д к , Дш; 1) =  —  j* i _j_ 4 ^  д*г)212 dq„ (12.3.2.1)
—ОО

где q =  Дк.
Если Г 1 Дкг, то коэффициент отражения определяется фор­

мулой

0 '> (12-3.2.2)

В этом случае спектр отраженного излучения (подобно спектру 
рассеянного излучения, см. § 12.1) содержит доплеровски уширен­
ную основную линию и резкие максимумы при А а> = + й )ре. В  слу­
чае сильно неизотермической плазмы в спектре отраженного излу­
чения появляются добавочные резкие максимумы, связанные 
с существованием в плазме неизотермического звука.

Если условие Z"1 Акг не выполняется, то дифференциальный 
коэффициент отражения является гладкой функцией Да>.

Заметим, что для справедливости формулы (12 .3 .2 .2) и, сле­
довательно, для наличия резких максимумов в спектральном рас­
пределении отраженного излучения вовсе нет необходимости, 
чтобы падающая на плазму волна слабо затухала на длине волны. 
В частности, если на плазму падает нормально волна с частотой 
ш =  шре— I (£<СшРе)> затухающая с декрементом Im g ~  \v/2ojpe?/c, 
то для отраженной нормально волны коэффициент отражения 
неизотермической плазмы имеет резкие максимумы при Д«о= +  ду8, 
вблизи которых

0 , > +32птв v2o)peb

+  3(Да) - f 9ys)}d % ' (12.3.2.3)

(vs — скорость неизотермического звука).
Если выполняются условия COS2 0  ^> | 1 — S |, COS2 0  

| До>) со, то
G (0 , 0 ' ,  < р )^ А ± £ 2 £ !1  (12.3.2.4)

где ft — угол между векторами к и к ' ,  и коэффициент отражения 
лишь нормировочным множителем отличается от коэффициента 
рассеяния в неограниченной плазме (при рассеянии на углы, 
большие V2tc); в самом деле,

<гй =  — (12. 3. 2. 5)cos в  '  '
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Если хотя бы одно из указанных условий не выполняется, 
то коэффициент отражения, согласно (12 .3 .1 .4), (12 .3 .1 .6), су­
щественно отличается от коэффициента рассеяния. Различие этих 
величин обусловлено следующими двумя обстоятельствами.

Во-первых, проникшая в плазму поперечная волна при рас­
сеянии на флуктуациях возбуждает наряду с поперечными еще 
и продольные волны. На границе продольные волны трансформи­
руются в поперечные, внося существенный вклад в коэффициент 
отражения при Д ш »  со.

Во-вторых, падающая волна, проникая в плазму, и рассеянная 
волна, выходя из плазмы, испытывает преломление, учет которого 
необходим, если cos20  ^  |1— е J или cos20 '  ^  |1— е'|, т. е. если 
ФШ cos2 0  иЦс2 или а\к12 cos2 Q' иЦс2 (ve — тепловая скорость 
электронов плазмы). При частотах ш соре эти условия выпол­
няются для всех углов падения и отражения, поэтому в данной 
области частот коэффициент отражения существенно зависит 
от углов 0  и 0 '  (а не только от угла # между волновыми векторами 
падающей и отраженной волн). В  частности, при нормальном 
падении ( 0 = 0 )  и при нормальном отражении (О'—О) получим

dR =  11 +  Vе" Г 2 (I V~iAa I2 cos2 & + \ъ г I2)
(0 =  0);

d R =  т ! '1 +  ^  Г * ' Cl '2 С°созвв+1С2 '2 < " & * ■ * * '.  ( в '= ° ) -
(12.3.2.6)

В случае скользящего падения или отражения волн учет гра­
ницы необходим при любых частотах. В частности, если со, со' о)ре,
0  =  1/2п — сои/со И 11гп — 0 '  >  №ре/со, то

т = т Ш ' т < 12-3 '2 -7>

п  этом случае коэффициент отражения в четыре раза больше, чем 
коэффициент dR, вычисленный по формуле (12.3 .2 .5), не учиты­
вающей границы плазмы.

Соотношения (1 2 .3 .2 .5 )— (12.3 .2 .7) определяют усредненные 
по поляризациям коэффициенты отражения в случае неполяри­
зованного падающего излучения. Не останавливаясь подробно 
на поляризационных эффектах при отражении излучения от гра­
ницы плазмы, укажем только на возникающее при этом явление 
полной поляризации: отраженная под определенным углом волна 
поляризована в плоскости, перпендикулярной к плоскости отра­
жения. В частности, если плоскость отражения совпадает с 
плоскостью падения (<р =  0), то угол отражения, при котором

3 9 *
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достигается полная поляризация отраженной волны, определяется 
соотношением

0 / =  ф (0), sin2 (j> =  e ' -----г—  sin2 0  (12.3 ,2 ,8)

(предполагается, что А со <§; со).
Если падающая волна поляризована в плоскости падения, то 

полностью поляризована волна, отраженная под углом 0 '  =  
=  ф (0 , ср), где

sin2 ф =  е' • \ а  о. • (12.3 .2 .9)т sm 2 в  tg^ tp -f- е v '

§ 1 2 .4 . Рассеяние в трансформация волн 
в плазме, находящейся в магнитном поле

1 2 .4 .1 . Поле рассеянных волн. Сечения рассеяния и транс­
формации. Рассмотрим теперь влияние внешнего магнитного поля 
на рассеяние волн в плазме [2, 12— 17]. В гл. 5 было показано, 
что магнитное поле приводит к расщеплению частоты плазменных 
колебаний и к появлению новых типов собственных колебаний 
в области низких частот (альвеновские и магнитозвуковые волны). 
Поэтому в рассеянном излучении в плазме при наличии магнит­
ного поля возникают добавочные максимумы, связанные с рассея­
нием на альвеновских и магнитозвуковых колебаниях. Взаимо­
действие распространяющихся в плазме волн с флуктуационными 
колебаниями может приводить также к взаимному превращению 
(трансформации) волн. Интенсивности комбинационного рассея­
ния и транформации волн определяются величиной флуктуаций. 
В неравновесных условиях эти интенсивности могут аномально 
возрастать, если плазма находится вблизи области кинетической 
неустойчивости.

Для описания процессов рассеяния и трансформации волн 
в плазме, находящейся в магнитном поле, будем по-прежнему ис­
ходить из кинетических уравнений (12.1 .1 .7) и уравнений Макс­
велла с током (12 .1 .1 .4) (под В будем понимать суммарное маг­
нитное поле в плазме, включающее внешнее постоянное поле В 0).

Поле падающей волны описывается уравнением

ro tro tE  +  A * ® .  =  0| (12.4.1.1)

где ё — тензор диэлектрической проницаемости плазмы в магнит­
ном поле. Учитывая нелинейные члены в кинетическом уравнении 
(12 .1 .1 .7 ), для поля рассеянных волн получим уравнение
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где J _плотность тока, обусловленного полем пэдаклцеи волны
и флуктуациями в плазме. Если падающая волна является плоской 
монохроматической волной вида E °(r , t) = Е °  ехр [i (кг (*>£)], то 
компоненты Фурье плотности тока J  равны

ташВх
E « + 4 [ vB»]) ŝ/«о (<ь Дц)) 

д\
т

-f- (ЗЕддш +  4- [vSBqAco]) -^ f - ]  ехр —  J  (k'v — ш') d f X

<р

I '

где

X  J v ехр
о

q

т
o') d f d?\d3v, (12.4.1.3)

Д<1) :

Учитывая большое различие масс электронов и ионов, в послед­
нем соотношении можно ограничиться учетом только электронной 
составляющей.

Уравнение (12 .4 .1 .2) описывает все процессы рассеяния и 
трансформации волн в магнитоактивной плазме.

Определим среднее приращение энергии поля рассеянных волн 
за единицу времени Для этого заметим, что полная энергия, 
передаваемая плазме током с плотностью J ,  равна

Р =  -V * R e  J J* (г, I) Е  (г, t) dsr dt =  - V aRe j J*k(0E k(Û ^ .

(12.4.1.4)

Согласно (12 .4 .1 .2) напряженность электрического поля рас­
сеянных волн связана с возбуждающим током соотношением

Е к 4 к г kw
ш Л  (к, ш) ’

где \ j A j k =  A btk, А =  det (Л^.). Напомним, что

Ч Д к> ш) — еie*j Sp1 (к, ®),

(12.4.1.5)

(12.4.1.6)

где е — вектор поляризации колебания с волновым вектором к 
и частотой (о.

Подставим (12 .4 .1 .5) в (12 .4 .1 .4) и произведем статистическое 
усреднение. Замечая, что

</*(к, со) / . ( к,  U>)> =  T V < J {J \ (12 .4 .1 .7)



где V — объем плазмы и Т — время взаимодействия, можно 
представить среднюю интенсивность излучения в виде

=  J<l e r l2>ko)-L7 ^ J i s { A (k> «>)}d%Ao. (12.4.1.8)

Разделив интенсивность излучения о7 на плотность потока 
энергии в направлении распространения падающей волны S0 

, и величину рассеивающего объема V, найдем коэффициент рас­
сеяния или трансформации волн:

Z = J I V S 0. (12.4.1.9)

Заметим, что величину S можно определить иначе, понимая под
S 0 в (12 .4 .1 .9) полный поток энергии. Результаты при этом будут 
отличаться только нормировкой.

Если в результате процесса рассеяния или трансформации 
образуются высокочастотные волны, то интенсивность излучен­
ных волн равна

^  ~  8^  \ Т“Т  ^  e J  ^ k'“' {  | е |2 — | k'e |2/&'2 ^  ~  a/̂ +) +
+  5 ( c # 2 — < # ! ) ]  - f  § (Л)} cP k'd w ',  (12.4.1.10)

где А=к'{е.^к\/к'2. Первое слагаемое в фигурных скобках опре­
деляет приращение энергии высокочастотных электромагнитных 
волн в плазме, второе — приращение энергии рассеянных ленгмю­
ровских волн. Из законов сохранения энергии и импульса

со' =  со -)- Дсо, k/ =  k-|-q (12.4.1.11)

следует, что высокочастотные волны могут возбуждаться при па­
дении как высокочастотных, так и низкочастотных волн. В пер­
вом случае флуктуации могут быть и низкочастотными, и высоко­
частотными. Если же падающая волна низкочастотная, то она 
может трансформироваться в высокочастотную волну только при 
взаимодействии с высокочастотными флуктуациями.

В случае высокочастотных волн фазовые скорости значительно 
больше тепловой скорости электронов плазмы, и поэтому выраже­
ние для компоненты Фурье можно упростить, разложив под- 
интегральное выражение в (12.4 .1 .3) по степеням k 'v /u /:

/ , . ( k', u>0 =  t o 4 y { ^ ^ y - - ) +

+ 7 Г  [ fcA < ~  W  ~  ^  +  bjK \nk) Ч  ( ч .  Дш) —

- ^ [ W ^ y (q. H  +  (12.4.1.12)

где Ше и 8и — флуктуации плотности и макроскопической
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скорости электронов, SE и SB — флуктуации электрического и 
магнитного полей в плазме. Такое же выражение непосрсд- 
стввнно следует и из гидродинамического рассмотрении.

С помощью (12.4 .1 .12) можно исследовать следующие процессы 
рассеяния и трансформации высокочастотных волн в магнитоак­
тивной плазме: рассеяние электромагнитных (обыкновенных и не­
обыкновенных) волн, трансформацию электромагнитных волн в лен- 
гмюровские, трансформацию ленгмюровских волн в электромаг­
нитные волны [16]. Кроме того, используя (12.4 .1 .12) можно 
исследовать трансформацию низкочастотных волн в высокоча­
стотные [16].

1 2 .4 .2 . Рассеяние и трансформация электромагнитных волн 
на некогерентных флуктуациях. Рассеяние электромагнитных 
волн с малым изменением частоты (А ш<  ̂ш) в плазме, находящейся 
во внешнем магнитном поло, так же как и в свободной плазме, 
происходит в основном на флуктуациях плотности электронов. 
Пренебрегая рассеянием, обусловленным флуктуациями скорости 
электронов, а также флуктуациями полей, можно записать диф­
ференциальное сечение рассеяния в виде [2, 13]

d^  i  ^  » (12-4.2.1)

где
=  у / 'з  | е '* (ё — 1) е |2/<# (| е р — | ke |2/fc2) ( e 'W ) ,  ]
__  Л  $2 s in  6 COS 0 \  I

®  Л  ’  1 < ^ 2  _  S l  > e ^ - 2  S m 2  0 _  е 3  )  > }

е 1 ^ .(г .агт j 4  sin у . e.'cosy cT't sin 8 'cos 9 ^ . j
V ' T  a T ' 2  —  S l n C P +  г ^ ' 2 _ . е '  > ^ > ' 2 S i n 2 0 ' _ E ' J .  J

(12.4.2.2)

e и e' — векторы поляризации падающей и рассеянной волн. 
Множитель 9^ зависит от направлений распространения падаю­
щей и рассеянной волн по отношению к магнитному полю (углы 
6 и 9'), а также от разности <р азимутальных углов волновых век­
торов к и к ' .

При В о= 0  формула (12 .4 .2 .1) переходит в соответствующее 
выражение для дифференциального сечения рассеяния в изотроп­
ной плазме. Действительно, при В 0= 0  имеем

8.-* — ----- ке == к'е' =  0, o f f  —  \/е (со).
4

Поэтому, если В 0 =  О, то 9? ~  e i  (e L — перпендикуляр-

IV составлшош-ая вектора поляризации е) и выражение
(12 .4 .2 .1) после усреднения по различным ориентациям вектора 
е переходит в формулу (12.1 .2 .7).
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Спектральное распределение флуктуаций плотности электро­
нов в общем случае неизотермической магнитоактивной плазмы 
определяется выражением

е2 < ^>чДш = ~ l m { T e (qm — (qn — (х^)* - f

+  1 6 * ^  (q ^ kA-klmT ( О * ) -  (12.4.2.3)

Если Дш2 д2с2, то последнее соотношение существенно упро­
щается и принимает такой же вид, как и для свободной плазмы:

в2 <«;2> чдш =  { ? ’e 1 1 +  W  I2 Im Xе +  1 6 * 2 7\ | х« I2 Im х * } ,

(12.4.4.2)
где под х и s следует понимать продольные составляющие соответ­
ствующих тензоров.

Если изменение волнового вектора при рассеянии q парал­
лельно В 0, то спектр рассеянного излучения имеет такие же 
характерные частоты, как и в случае изотропной плазмы. Интен­
сивность рассеянного излучения существенно зависит от вели­
чины магнитного поля. Если направление q не совпадает с на­
правлением В 0, то магнитное поле влияет и на спектр рассеянного 
излучения.

В случае изотермической плазмы спектр рассеянного излуче­
ния при углах между q и В 0, отличных от 1/2 л, характеризуется 
резким максимумом при Д ш =0, так же как и в отсутствие магнит­
ного поля. Этот максимум обусловлен взаимодействием электро­
магнитной волны с некогерентными флуктуациями плотности 
электронов в плазме. (Взаимодействием падающей волны с флук­
туациями скорости электронов, электрического и магнитного 
полей при малых смещениях частоты можно пренебречь.) Хотя  
рассеяние возникает на флуктуациях плотности электронов, доп- 
леровское упшрение основного максимума определяется тепловой 
скоростью ионов, так как между электронами и ионами проис­
ходит взаимодействие, обусловленное самосогласованным полем.

При Тв =  Т1 и м^> о>± (ц)± — частоты ленгмюровских колеба­
ний плазмы в магнитном поле) можно найти интегральный коэф­
фициент рассеяния электромагнитных волн в плазме, восполь­
зовавшись дисперсионным соотношением (11 .2 .2 .3 ):

(12.4.2.5)

При а\ф 1 эта формула может рассматриваться как обоб­
щение известной формулы Релея на случай магнитоактивной 
среды.

В неизотермической плазме максимум в спектре рассеянного 
излучения, обусловленный взаимодействием с некогерентными
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флуктуациями, существенно понижается. В сильно неизотерми­
ческой плазме (Те ^> Тt) высота максимума в раз меньше, 
чем в изотермической.

Вследствие взаимодействия электромагнитных волн с флук­
туациями плотности электронов возможна также трансформация 
этих волн в ленгмюровские. Согласно (12.4 .1 .10) дифференциаль­
ное сечение трансформации обыкновенной или необыкновенной 
волны в ленгмюровскую при Д ш <̂ г ш равно

где o /fl — показатель преломления ленгмюровской волны.
Так же, как и при рассеянии, в случае трансформации электро­

магнитных волн с малым изменением частоты главную роль играет 
взаимодействие с некогерентными флуктуациями. При В 0 -> 0 
формула (12 .4 .2 .6) переходит в (12 .2 .1 .3 ).

Отношение коэффициента трансформации (12.4 .2 .6) к коэффи­
циенту рассеяния (12 .4 .2 .1) по порядку величины равно c3/v'fr 
Поэтому в области частот ш, близких к <о+ (9) и (6), поглоще­
ние, связанное с трансформацией электромагнитных волн в ленг­
мюровские, более существенно, чем рассеяние электромагнит­
ных волн.

Отметим, что (12 .4 .2 .6) непосредственно можно получить из 
формулы (12 .4 .2 .1 ), если в (12 .4 .2 .2) под рассеянной волной по­
нимать ленгмюровскую (<#' = (#*,) и считать, что е '= к '//с '.

1 2 .4 .3 . Рассеяние и трансформация электромагнитных волн 
на резонансных флуктуациях. Кроме основного максимума, 
при А со=0 в спектре рассеянного излучения имеются также мак­
симумы, связанные с рассеянием и трансформацией электромаг­
нитных волн на резонансных (когерентных) флуктуациях в плазме.

Плотность тока рассеяния (12.4 .1 .12) в случае резонансных 
флуктуаций можно выразить, используя (11 .5 .2 .8 ), только через 
флуктуации электрического поля. При этом спектральное распре­
деление флуктуаций плотности тока, входящее в общую формулу 
для интенсивности излучаемых волн (12 .4 .1 .10), имеет вид

(n l\ Amdw’ do1,

(12.4.2.6)

| § )  |2 <E2>qAu) | E° |2, (12.4.3.1)

где

®  =  <-V.y \o_ifej K1%klc l +  off (Kjek — е / :к) Zkle, - f

+  ~ £ r  ( к / *  —  e / i k ) xfcie ,]  -

_  kvirjf —  [v.JkekK’lv . ,J m - f  y-jkekK;y.lme j J  . (12.4 .3 .2)
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е, к  ж о/ f  —вектор поляризации, единичный вектор в направлении 
распространения и показатель преломления падающей волны, 
е, к , о/ f  и е ', к', o / f  — соответствующие величины для флукту- 
ационной и рассеянной волн. Напомним, что частоты и волновые 
векторы для падающей, рассеянной и флуктуационной волн 
связаны между собой соотношениями

ш' =  со-[-Ди>, k / = k - f - q .  (12 .4 .3 .3 )

выражающими законы сохранения энергии и импульса. Зная 
спектральные распределения резонансных флуктуаций плотности 
тока в плазме и учитывая свойства падающей и возбуждаемых волн, 
нетрудно выделить в (12.4 .3 .1) слагаемые, ответственные за пере­
ходы определенного типа.

Рассмотрим прежде всего рассеяние и трансформацию элек­
тромагнитных волн на высокочастотных ленгмюровских флук­
туациях. Будем считать, что показатель преломления флуктуа­
ционных ленгмюровских колебаний o ff  1, тогда как показа­
тель преломления падающей PJ f  и рассеянной q/f' волн порядка 
единицы. Из законов сохранения (12 .4 .3 .3) следует, что со'яь* со ;§> 
^  А со. Легко убедиться, что основную роль играет взаимодействие 
падающей волны с флуктуациями плотности электронов (первое 
слагаемое в (12 .4 .3 .2)). Поэтому сечение рассеяния электромаг­
нитных волн будет определяться формулой (12 .4 .2 .1 ). Спектраль­
ное распределение (12 .4 .2 .4) в случае а\ф 1 обладает_ 8-образ­
ными максимумами при частотах cot (0) и <о_ (6), где 0 — угол 
между q и В 0, связанный с углами 0, 6' и <р соотношением

з д __  № s in 2 8 -f- s in 2 8' -|- 2kk'  s in  8 s in  6' cos у (12 4 3 41
® ~  (k  cos 8 —  k ’ cos 8 ')2 '  '  • • • )

Дифференциальное сечение рассеяния электромагнитных волн 
при смещениях частот А со, близких к частотам ленгмюровских 
колебаний со± (0), имеет вид

__  1 / /  е2 V  Л ' 2 а у  о 2 | Дм2 — < 4 е |d%t+i-+t — k no \ j ^ )  - ^ r - y t a eq — х

X  (8 (Д® —  ш+) В (Дш й>+) -{- 8 (Дсо —  й>_) -[- 8 (Дсо -f- ш_)| cfe'do'
(12 .4 .3 .5 )

(индекс I обозначает ленгмюровские флуктуации).
Дифференциальное сечение трансформации электромагнитных 

волн на ленгмюровских флуктуациях в ленгмюровские волны 
равно

1/ „ (  е2 \2 0)2М'2 ®г;з|к'^ге |2
ш - * 1  0>|e a eq ^Г(|е|2 _  I ke |2/ft2) (к'Гк') Х

I Д«2 — 0)2 I
Х  ~ "2 _ -ю1 - (8 (Дш — +  8 (Дм +  “>+) +

-f- 8 (Дсо •— ш_) -f- 8 (Дсо -{- &_)} dio’do', (12 .4 .3 .6)
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где

Q \ j  =  ( s f k  ~ ~  8« )  +  ~5Г" —  Sfcy) K i (g;m— 8i J  Km +

+  (h i  — \i) KiK'm (e«y— 8*y)]} • (12.4.3.7)

В случае неравновесной плазмы (например, плазмы, через ко­
торую проходит пучок заряженных частиц) в сечениях (12.4.3.5) 
и (12 .4 .3 .6) необходимо учесть добавочный множитель 
r  (1 — (и/й) cos б)-1, обусловленный заменой температуры Т эф­
фективной температурой Т (11 .5 .4 .4).

В равновесной плазме относительный вклад комбинационного 
рассеяния на ленгмюровских флуктуациях (12.4 .3 .5) в интеграль­
ное сечение рассеяния (12.4 .2 .5) составляет величину порядка 
а\с£‘. В неравновесных условиях сечение комбинационного рас­
сеяния электромагнитных волн, так же как и сечение трансфор­
мации электромагнитных волн в ленгмюровские, может аномально 
возрасти, если только плазма находится вблизи порога кинетиче­
ской неустойчивости.

В магнитоактивной плазме комбинационное рассеяние электро­
магнитных волн возможно также на низкочастотных магнито­
звуковых и альвеновских флуктуациях [16]. Используя общее 
выражение для интенсивности (12 .4 .1 .10) и формулы для спек­
тральных распределений низкочастотных флуктуаций (11 .4 .3 .1 ),
(11 .4 .3 .3) и (11 .4 .3 .4 ), нетрудно исследовать различные конкрет­
ные случаи рассеяния и трансформации.

В неизотермической плазме наиболее существенными оказы­
ваются процессы рассеяния и трансформации электромагнитных 
волн на медленных магнитозвуковых флуктуациях. В этом слу­
чае в (12.4.1.12) главную роль играют флуктуации плотности 
электронов. Сечения рассеяния и трансформации электромагнит­
ных волн на медленных магнитозвуковых флуктуациях опреде­
ляются выражением

- Ч п  ( е2 V а^'3 [ е'* (е' — 1) е |2
/2«0\™с2;  ы4 / lke|2\ А

8 ре (j е |2 — " ^ 2 ") (е е'е')

X  (8 (Д® — qvs cos 5) -j- 8 (Д<« -j- qvs cos 0)} dw'do1, (12.4.3.8)

где под off и e следует понимать показатель преломления и вектор 
поляризации соответственно обыкновенной и необыкновенной или 
ленгмюровской волн; индекс s служит для обозначения медленных 
магнитозвуковых флуктуаций. (Дифференциальное сечение рас­
сеяния (12.4 .3 .8) отличается от соответствующего сечения в изо­
тропной плазме (12 .1 .3 .4) законом дисперсии флуктуационных 
колебаний.)
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Отношение проинтегрированного по частотам сечения рассея­
ния электромагнитных волн на медленных магнитозвуковых 
флуктуациях в сильно неизотермической плазме к интегральному 
сечению (12 .4 .2 .5) рассеяния электромагнитных волн на неко­
герентных флуктуациях в изотермической плазме равно по по­
рядку величины единице. Поэтому в сильно неизотермической 
плазме основная линия в спектре рассеянного излучения расщеп­
ляется на две, связанные с рассеянием на медленных магнито­
звуковых флуктуациях.

В случае рассеяния и трансформации электромагнитных волн 
на быстрых магнитозвуковых флуктуациях, кроме флуктуаций 
плотности электронов, необходимо учитывать флуктуации маг­
нитного поля. Соответствующие сечения рассеяния и трансфор­
мации электромагнитных волн равны

(индекс /  служит для обозначения быстрых магнитозвуковых 
флуктуаций).

Отношение сечения рассеяния (12 .4 .3 .9 ), проинтегрирован­
ного по частотам, к сечению (12.4 .2 .5) по порядку величины рав­
но vlh4 .

В случае рассеяния и трансформации электромагнитных волн 
на альвеновских флуктуациях главную роль играют флуктуации 
магнитного поля, так как альвеновские колебания не сопровож­
даются изменением плотности. Сечения рассеяния и трансформа­
ции электромагнитных волн на альвеновских флуктуациях равны

X  (8 (А® — qvA cos 6)-j-8(Aw -f- qvA cos 0)} da'do1, (12.4.3.11)

( /  e2 Y  W4 v\ еГ'З | e '^ e  |2
’/2Rol m ,2 ) „,4 „2 / 11гд12\

X  {8 (Дсо — 9vx)~h §(Д* ~Ь?УА)} dw'do', (12.4.3.9)
где

(12.4.3.10)

d S t̂ CL -̂  t, I

где

(индекс а служит для обозначения альвеновских флуктуаций). 
Формула (12.4 .3 .11) справедлива как для изотермической, так и 
для неизотермической плазмы.
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Отношение сечения рассеяния электромагнитных волн на аль­
веновских флуктуациях, проинтегрированного по частотам, к се­
чению (12.4 .2 .5) составляет величину порядка у2/с2.

Сечения рассеяния и трансформации электромагнитных волн 
ва низкочастотных флуктуациях, так же как и в случае ленгмю­
ровских флуктуаций, могут сильно возрастать в неравновесной 
плазме, если последняя находится вблизи области кинетической 
неустойчивости.

12.4.4. Рассеяние и трансформация ленгмюровских волн. Об­
щие формулы (12.4 .1 .10) и (12.4 .1 .12) позволяют также исследо­
вать рассеяние ленгмюровских волн и их трансформацию в высо­
кочастотные электромагнитные волны [16]. Выбирая в качестве 
падающей волны ленгмюровскую волну и используя для плот­
ности падающего потока энергии выражение

8тс в/П I Е° I (12.4.4.1)

£ =  о>! Ы  А  о

|1

d  ( ы з Г ) ‘ 

d w

sm 2 0 ■ cos“
иВв

а Г 2 =  А0/ф,

* С2 6J 4 е )  (<■,2 —  4 с
> к )

sin4 0 -f-

О* 'в)3
■sin20 cos2 0 — cos4

(12.4.4.1 ')

с помощью (12.4.1.10) нетрудно найти конкретные выражения для 
сечений различных процессов рассеяния и трансформации.

В случае рассеяния и трансформации ленгмюровских волн 
на некогерентных флуктуациях в изотермической плазме, так же 
как и при рассеянии высокочастотных электромагнитных волн, 
главную роль играет взаимодействие падающей волны с флуктуа­
циями плотности электронов. Сечения рассеяния и трансформации 
ленгмюровских волн на некогерентных флуктуациях равны

\2 ы4 , ^ '3 | е ' * ( е '  —  1) К [2dS. У
I . t 2u \тгеес2/ ■°ре (е'*Ге') dui'do1, (12.4.4.2)

где ( #  в случае рассеяния определяется выражением (12.4 .4 .1 '), 
в случае трансформации е задается выражением (12 .4 .2 .2). При 
В 0= 0  формула (12 .4 .4 .2) переходит в формулу (12.2.2.2).!

Спектральное распределение некогерентных флуктуаций ха­
рактеризуется резким максимумом в области малых смещений 
частоты, ширина которого определяется тепловой скоростью
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ионов. Формула (12.4 .4 .2) применима только в области некоге­
рентного максимума. Отношение коэффициента трансформации 
ленгмюровской волны в высокочастотную электромагнитную 
волну к коэффициенту рассеяния ленгмюровских волн при малом 
изменении частоты равно у®/с3.

Рассеяние и трансформацию ленгмюровских волн на резонанс­
ных флуктуациях нетрудно исследовать с помощью соотношений
(12.4.1.10) и (12 .4 .3 .1).

При рассеянии и трансформации ленгмюровских волн на низко­
частотных флуктуационных колебаниях существенными оказы­
ваются только флуктуации плотности электронов и магнитного 
поля. Сечения для различных типов рассеяния и трансформации 
ленгмюровских волн аналогичны соответствующим сечениям для 
рассеяния и трансформации электромагнитных волн.

Приведем окончательные выражения для сечений различных 
типов рассеяния и трансформации ленгмюровских волн.

Сечения рассеяния и трансформации ленгмюровских волн на 
медленных и быстрых магнитозвуковых и на альвеновских флук­
туациях в сильно неизотермической плазме равны соответственно

,7Е _  1/ „ /  е2 V < ^ '3| е '*(Г -1)к | 2 v  
a2ju s ^ i , t —  lzno \ mecv)  ш*е ^ ? (е '*Г е ') Х

X  {§ (А® — qvs cos б) —j— S (Am -j- qvs cos 0)} dm'do1, (12.4.4.3) 

j y  _  ! /  _ (  «2 У  “4 ^ ' 3| e ' ^ Kp
i+f-yi, t l2no\mecz) 0>|e o\ (е'*ё'е') л

X  {§ (Ao) — qvA) -f- § (A<o -f- <7УД)} dw'do1, (12.4.4.4)

j p  4 2  щб ^ 3 | e ^ « K | g
a 2 j i + a - * i , t  —  l2n o \ m eC2 j  O)ee c 2 c o s 2  0 е Г Ц е ’Ч ' е ' )  X

X  {§ (Ao) — qvA cos §) -(- § (дсо -f- qvA cos 0)} dw'do1. (12.4.4.5)

Величины Qf  и Qa определяются такими же выражениями, 
как и в случае рассеяния электромагнитных волн. Отметим, что 
отношение сечения трансформации ленгмюровской волны к се­
чению рассеяния для всех типов низкочастотных флуктуаций по 
порядку величины равно у2/с2.

В случае взаимодействия ленгмюровской волны с высокоча­
стотными флуктуациями существенным оказывается учет флук­
туаций плотности электронов и электрического поля. Падающая 
ленгмюровская волна может взаимодействовать как с ленгмю- 
ровскими флуктуациями, так и с высокочастотными электромаг­
нитными флуктуациями.

Рассеяние ленгмюровских волн на ленгмюровских флуктуациях 
невозможно в силу законов сохранения (12.4 .1 .11). Трансформа­
ция ленгмюровской волны на ленгмюровских флуктуациях в вы­
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сокочастотную обыкновенную или необыкновенную электромаг­
нитную волну определяется сечением

X  (8 (Да> — ®+) -j- § (Д® -j- ®+) -f- 8 (До) — <о_) -)- 8 (Д<о -j- со_)} dm1 do' ,
(12.4.4.6)

Это сечение в c/ve раз больше сечения (12 .4 .2 .5 ). Частоты обра­
зующихся в результате такого процесса волн будут близки к сумме 
модифицированных ленгмюровских частот со± (0) +  <о± (0).

Сечения рассеяния и трансформации ленгмюровских волн на 
электромагнитных флуктуациях равны

(индекс t служит для обозначения электромагнитных флуктуаций).
Сечения рассеяния и трансформации ленгмюровских волн 

в неравновесной плазме характеризуются такими же аномалиями 
в области критических флуктуаций, как и соответствующие се­
чения для электромагнитных волн.

1 2 .4 .5 . Трансформация низкочастотных волн на ленгмюров­
ских флуктуациях. В заключение остановимся еще на обусловлен­
ной ленгмюровскими флуктуациями трансформации в магнито­
активной плазме низкочастотных волн в высокочастотные [16].

В случае падающей низкочастотной волны в выражении для 
плотности тока (12.4 .1 .12) наиболее существенны слагаемые, 
связанные с магнитным полем и плотностью электронов в падаю­
щей волне. Используя формулу (12 .4 .1 .10) для интенсивности из­
лучения высокочастотных волн и разделив ее на плотность по­
тока энергии, связанного с падающей низкочастотной волной, 
нетрудно найти явные выражения для сечений различных про­
цессов трансформации волн.

е2 \2 Oj'4 еГ'З | е'*(Згк |2 |д,02_ и|е|
V 5 /  «t)0 а'!<1 (е'*Гс') 0)2 — 0)1 Х

Qh  =  (eU — s<*) ( h j + « * * ,)•

X  {8 (Дсо — qclojf) -f- 8 (Дсо qcjn/f')} dtn'do1, (12.4.4.7)

где в случае рассеяния

а в случае трансформации



Сечения трансформации медленной и быстрой магнитозвуковых 
волн, а также альвеновской волны на ленгмюровских флуктуа­
циях с возбуждением обыкновенной, необыкновенной или ленгмю- 
ровской волн равны соответственно

— 1/ (  е2 V  С в Г '3 1 е ' *  ( г  —  * ) й  I2 1 Аи)2 ~  1 ч ,
I-  ''2П9\тес У  (Ор0 vs | cos 8 | (е '*ё 'е ') S J.— fijs X  

X  (3 (Дсо —  й>+) -f- 8 (Дсо —f- ©+) —{— 8 (Дев —  со_) -f- 8 (Дсо -J- ш_)} dm'da' ;
(12.4.5.1)

1( / e2 \2 шш'4 v l  ^ '3 | ,V * P * e | 2  |Д“ 2 - « 1 е |  w
d j2nQ ( ^ c2 J u>By ^ CVA (е -Г е ') &1 - & 1  X

X  {§ (Д® —  ®+) -f- 8 (Дсо -j- ffi+) -f- 8 (Дсо —  ш_) -f- 8 (Дсо -f- ш_)} dio'do',
(12.4.5.2)

j  —  ( Sih  ^ ik) \^кК1У'Ъ  “ Ь  —  ( K / A /  K f i k j )  f i lm  ®lm) ^ m }  i

JV _  1; /■ e2 \2иЧДо)2 y| ^'3|е'*Л ге|2 |A“2 — <4e| w
“  Й+Г̂ *>' /2̂ 0 ^ТОеС2;  Mee cvA I cos e |3 (е'*е 'е ') w| — c l  X

X  {8 (Дсо —  ш+) -j- 8 (Дсо - j -  co+) - ( -  8 (Дсо —  ffi_) 8 (Дсо -f- ш_)) dV do',
(12.4.5.3)

Щ j  — (Sik 8ik) (K/Ojj l̂m) %m-

Отметим, что из указанных процессов наибольшее сечение имеет 
трансформация медленной магнитозвуковой волны в ленгмюров- 
скую. Отношение сечения этого процесса, проинтегрированного 
по частотам, к (12.4 .2 .5) по порядку величины равно с4/у4.

§ 1 2 .5 . Рассеяние и трансформация волн в частично ионизован­
ной плазме, находящейся во внешнем электрическом поле

1 2 .5 .1 . Рассеяние поперечных волн в отсутствие внешнего маг­
нитного поля. Перейдем теперь к исследованию процессов рассея­
ния и трансформации волн в частично ионизованной плазме, нахо­
дящейся во внешнем постоянном и однородном электрическом поле.

Рассмотрим прежде всего комбинационное рассеяние электро­
магнитных волн на ионно-звуковых колебаниях в частично иони­
зованной плазме, находящейся во внешнем электрическом поле[18].

Подставляя выражение (11 .7 .2 .4) в общую формулу для диф­
ференциального сечения рассеяния электромагнитных волн
(12.1 .2 .7) и ограничиваясь случаем длинноволнового падающего 
излучения (аек <0: 1), получим

dS =  4тсС s/Z щ (1 +  cos2 ft) X

X  f  (Аы ~  Sin 1/2 + 5 t - - in V2&)) dm'do', (12.5.1.1)I  T  — cos x 'F  +  cos % J v
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где
С =  Г  (i/4) { з г Л ' / Т  С3/,) }"1 » 1 , 4  -10-2, (12.5.1.1')

% — угол между вектором q =  к — к' и внешним электрическим
полем,

cos 0 — cos 0 ' , ,п  г л
c o s *  =  -2sini/a» ’ (12.5.1.2)

Y  — величина, определяемая формулой (7 .2 .1 .11), & — угол рас­
сеяния (угол между векторами к и к ') и 0  и 0 '  — углы между 
векторами к и к ' и Е 0. (Обратим внимание на то, что здесь угол у 
определяется как угол между направлением электронного потока 
и волновым вектором флуктуации, в отличие от гл. 7 и § 11.7, 
где иод х понимался угол между направлением электронного 
потока и групповой скоростью волны. При Д ш 0 новое опре­
деление совпадает со старым; при Д а> <  0 величины cos у при 
новом и при старом определении угла у отличаются знаком.)

Мы видим, что в спектре рассеянного излучения возникают 
две узкие линии — ионно-звуковые сателлиты с частотами а/ =  
=  со — 2fes smV2$ (стоксовский сателлит) и о>'= to -f 2kvssin1/2{} 
(антистоксовский сателлит).

Интегрируя соотношение (12 .5 .1 .1) по частоте о/, найдем ин­
тенсивность рассеяния в единичный телесный угол

dl,
do' + < * » • » > { / ( * ! ) + / , ( * . f ) } .  (12.5.1.3)

где /  и / + — функции, характеризующие интенсивность стоксов-' +
ского и антистоксовского сателлитов

Н * ’ 1 г )  =  /+ ( ге“ * ’ I f ) = { ^ - co sz r .  (12.5.1.4)

Е е — критическое значение электрического поля, определяемое 
формулой (7 .2 .1 .12). Зависимость функции /  от угла у при раз­
личных значениях внешнего электрического поля представлена 
на рис. 12 .5 .1 ; зависимость /  от Е 0 при ^ = 0  — на рис. 12 .5 .2 .

Мы видим, что угловое распределение рассеянного излучения 
существенно зависит от величины внешнего электрического поля. 
При Е 0 <̂ г Е с это распределение почти изотропно (если отвлечься 
от множителя l+ c o s 2&). При увеличении Е 0 резко возрастает 
интенсивность волн, рассеянных под углами 0 ±, определяемыми 
следующим образом:

cos в ’± =  соя 0  +  2 sin 7 2&. (12.5.1.5)

Если Е й -> Е а, то сечение рассеяния, отнесенное к единичному 
телесному углу, обращается (в рамках линейной теории) при 
©' =  0 .̂ в бесконечность.

40 Под ред. А. И. Ахиезера
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Полное сечение рассеяния электромагнитных волн на ионно­
звуковых колебаниях медленно увеличивается с ростом внешнего 
электрического поля и стремится к бесконечности (логарифми­
чески) при Е 0 -> Е с.

Резкое возрастание интенси: 
ных волн при Е 0 -»  Е е связано 
устойчивостью ионного звука.

Рис. 12.5.1. Угловое распреде­
ление рассеянного излучения. 
По вертикальной оси отложена 
функция / (х, Е„/Ес), характери­
зующая интенсивность стоксов- 
ского сателлита, по горизон­

тальной оси cos х=
=  (cos в —cos 0')(2sin S-/2)-1.

Кривые а, Ь, с, d относятся к случаям 
Е 0/ я 0 =  0,5; 0,7; 0,8; 0,9.

1Н ости рассеяния э л е к т р о м а г н и т -  
с наступающей при Е 0 ^  Е с не- 
По своей природе это явление

Рис. 12.5.2. Зависимость интен­
сивности рассеянного излучения 
от величины внешнего электриче­

ского поля.
По вертикальной оси отложена функ­
ция f (X, Е0/Ес) при X =  о; т0 — т ; = 

=  104те, Z =  \.

аналогично рассмотренному в п. 12.1 .4  явлению критической опа­
лесценции в бестолкновительной плазме, находящейся на гра­
нице области устойчивости.

Подчеркнем, что все полученные здесь и далее выражения для 
сечений рассеяния и трансформации электромагнитных волн 
справедливы в области устойчивости, когда Е 0 <С Е с. Если коле­
бания плазмы нарастают, то становится необходимым учет нели­
нейных эффектов, накладывающих ограничение на рост флуктуа­
ций и, следовательно, на рост сечений рассеяния и трансфор­
мации волн.

1 2 .5 .2 . Рассеяние поперечных волн при наличии внешнего 
магнитного поля. Рассмотрим теперь комбинационное рассеяние 
электромагнитных волн в частично ионизованной плазме, нахо­
дящейся во внешних электрическом и магнитном полях [19, 20].

Предполагая, что изменение частоты при рассеянии А ю мало 
по сравнению с частотой ш, получим, согласно общей формуле
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(1 2 .4 .2 .1 ), следующее выражение для дифференциального сече­
ния рассеяния электромагнитных волн на флуктуациях плот­
ности электронов:

где величина 9?хх', зависящая от волновых векторов и поляриза­
ций падающей и рассеянной волн, определяется формулой
(12 .4 .2 .2 ); мы опускаем здесь индекс t -> t у величины dt, и выпи­
сываем в явном виде поляризационный индекс А у  величины ЭЪ:,.' 
(Х =  — соответствует медленной, А '= +  быстрой электромаг­
нитной волне).

Мы видим, что при наличии внешнего магнитного поля в плазме 
возможны в принципе четыре типа процессов рассеяния электро­
магнитных волн (в зависимости от поляризаций падающей и рас­
сеянной волн); а именно -> £+, t_ -> t_, t+ -»  t_, t_ -> t+.

В случае произвольного соотношения между частотами со, шВе, 
шре! такие процессы с участием ионно-звуковых или магнитозвуко­

вых флуктуаций могут оказаться запрещенными, так как частота 
звуковой или низкочастотной волны с волновым вектором q =  
= k —к' может оказаться малой по сравнению с величиной А ш=
=  0)'--  (О.

Мы ограничимся для определенности рассмотрением случая 
высокочастотного падающего излучения to шре, о>£е; при этом 
оказываются возможными все четыре процесса t ->■ t.

Заметим, что из вида величин 9?хх' следует, что в случае про­
извольных углов рассеяния & дифференциальные сечения для всех 
четырех процессов t t одинаковы по порядку величины; в слу­
чае же малых углов рассеяния (& 1) сечения процессов t+ t_ 
и t_ ->  t+ малы (пропорциональны О4).

В случае не очень сильного магнитного поля, когда замагни- 
ченной является только электронная компонента плазмы (wbi <s! 
<С kvs ю£е), спектральное распределение флуктуаций плотности 
электронов в звуковой области (Tilmi (A w/k)2 <t: T Jm е) опре­
деляется выражением (11 .7 .2 .2). Подставляя последнее в соотно­
шение (12 .5 .2 .1 ), получим следующее выражение для дифферен­
циального сечения рассеяния электромагнитных волн на ионно­
звуковых колебаниях в случае длинноволнового падающего 
излучения:

а 2-5 -2 -1)

\*су> fS (Аш — 2ys&sin1/2&) 
7  ХХ' j  , ^ ( ' F ± - c o s X)

(12.5.2.2)

где х — угол между векторами q = k —к' и В 0, связанный с углом 
рассеяния & и углами 6 ,0 ' между векторами к, к ' и направлением

4 0 *
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внешнего магнитного поля соотношением, аналогичным (12 .5 .1 .2 ); 
величины 4я, fi определяются формулами (7 .2 .2 .7) (верхний и 
нижний знаки относятся соответственно к случаям х  ^  к
и Х > 7 г " ) -

Мы видим, что в спектре рассеянного излучения возникают 
два ионно-звуковых сателлита с частотами а>' =  со ±2vjc  sin1^^.

Интегрируя выражение (12 .5 .2 .2) по частотам, найдем коэф­
фициент рассеяния, отнесенный к единичному телесному углу

W -= ' 11«  ( ^ Т  ^  »• (• £ )*  -  cos Й Г  +
+  [ ^ ( ^ + c o SZ)]-i}. (12.5.2.3)

В случае очень сильного магнитного поля, когда существенно 
замагниченной является не только электронная, но и ионная ком­
понента плазмы (kvs <  шт ) , получим после подстановки в со­
отношение (12.5 .2 .1) выражения (11.7 .2 .4) для спектрального рас­
пределения флуктуаций плотности электронов

<22 =  8яС ( ^ а ) 2 \1% п0 (^ ~ У  <3hx, co s '4 Х {(5 — sgn cos / Г 1 X

X  8 (Асо — v3k  [cos 6 — cos 0']) -j-
—|— (5 -f- sgn cos x)-1 8 (Aco -[- vsk  [cos 0 — cos 0'])} da1 do1, (12.5.2.4)

где величина £ определяется формулой (7 .2 .2 .10). В  этом случае 
в спектре рассеянного излучения возникают два магнитозвуковых 
сателлита с частотами ш '= со ±vsk  (cos 0 — cos 0').

Интегрируя выражение (12 .5 .2 .4) по частотам, найдем коэф­
фициент рассеяния, отнесенный к единичному телесному углу

w  = lfwG$r)! С0!Г‘ * Р=т- (12-5-2-5>
Заметим, что формулы (12 .5 .2 .4 ), (12 .5 .2 .5) (как и соотношение

(11.7 .2 .4) для корреляционной функции флуктуаций плотности 
электронов) справедливы, если угол х не слишком близок к 1/2л:.

Проследим за тем, как меняются интенсивность и угловое рас­
пределение рассеянного излучения в зависимости от внешних 
полей Е 0 и В 0. При не очень больших их значениях (Е0 <§; Е а, 
u>Bi kus) распределение рассеянного излучения близко к изотроп­
ному (если отвлечься от зависящего от поляризаций фактора ЭЪл') ■

В случае не очень сильного магнитного поля ( kvs) при 
увеличении электрического поля распределение рассеянного из­
лучения становится все более анизотропным, причем наибольшей 
интенсивностью характеризуются волны, рассеянные под углами 
@4, определяемыми формулой (12 .5 .1 .5).

Если Е 0 ->  Е'е, где Е'е — критическое значение электрического 
поля, определяемое (7 .2 .2 .8 ), то сечение рассеяния, отнесенное
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к единичному телесному углу, обращается (в рамках линейной 
теории) при 0 '  =  ©  ̂ в бесконечность. Полное сечение рассеяния 
электромагнитных волн на ионно-звуковых колебаниях увеличи­
вается с ростом Е 0 и стремится к бесконечности (логарифмически) 
при Е 0 ->  Е'с.

В случае очень сильного магнитного поля ( шв{ kvs) распре­
деление рассеянного излучения резко анизотропно при всех зна­
чениях внешнего электрического поля: величина dZ /do' в этом 
случае, согласно (12 .5 .2 .5 ), пропорциональна cos-4 х- При уве­
личении Е 0 сечение рассеяния возрастает, обращаясь при Е 0 ->  Е'е 
в бесконечность одновременно для всех направлений распростра­
нения рассеянных волн.

Резкое возрастание коэффициента рассеяния электромагнит­
ных волн при Е 0 -> Е'е (явление критической опалесценции) 
связано с наступающей при Е 0 Е'0 неустойчивостью магнито­
звуковых (или ионно-звуковых) колебаний.

Обратим внимание на существенное различие характера кри­
тической опалесценции в случаях сильной и слабой замагничен- 
ности ионов. Во втором случае критическая опалесценция должна 
возникать только при рассеянии волн под углами 0 '  =  0+, тогда 
как в первом она должна наблюдаться при рассеянии волн под 
всеми углами 0 ' .  Поэтому полное сечение рассеяния электромаг­
нитных волн при 2?0, близком к £ ' ,  в случае сильной замагничен- 
ности ионов будет значительно больше, чем при слабой их замаг- 
ниченности. В самом деле, интегрируя выражения (12 .5 .2 .3),
(12 .5 .2 .5) по do', легко убедиться, что при сильной замагничен- 
ности ионов интегральное сечение рассеяния при Е 0 ->  Е'а пропор­
ционально величине (E^—E q) -1, а при слабой их замагничен- 
ности — величине In (1—E JE 'J.

1 2 .5 .3 . Критическая опалесценция при рассеянии и трансфор­
мации продольных волн. Наряду с рассмотренным выше процес­
сом комбинационного рассеяния электромагнитных волн в плазме 
могут происходить еще и другие процессы рассеяния и трансфор­
мации электромагнитных колебаний при их взаимодействии 
со звуковыми флуктуациями.

В отсутствие внешнего магнитного поля возможны три таких 
процесса: рассеяние высокочастотных продольных волн (I —>■ I), 
превращение поперечных волн в продольные (t -*■ I) и обрат­
ный процесс превращения продольных волн в поперечные 
(I t).

К изучению этих процессов мы сейчас и перейдем [19].
Интенсивность трансформации (рассеяния) будем, как и в пре­

дыдущих параграфах, характеризовать коэффициентом трансфор­
мации (рассеяния)

=  (12.5 .3 .1)
ко0



где d j  — среднее приращение энергии трансформированной (рас­
сеянной) волны за единицу времени и S0 — плотность потока энер­
гии падающей волны (индекс X характеризует тип колебания: 
для ленгмюровской волны 1=1, для поперечной волны ~k=t; V — 
объем системы). Входящая в это выражение величина S0 имеет, 
как известно, вид

=  |Е 0 12 
0 16тс d  со 1 1

где vg — групповая скорость падающей волны; для ленгмюровской 
волны v„ =  3(ореарс, а для поперечной электромагнитной волны 
vg =  c2k/co.

Коэффициенты трансформации и рассеяния высокочастотных 
волн легко выразить через спектральное распределение флуктуа­
ций плотности электронов. Используя выражения (12 .2 .1 .3),
(12 .2 .2 .1 ), (12 .2 .2 .2 ), получим

=  -Ш ! sin2 а . (12 .5 .3 .2)

=  (12-5.3.3)

=  (12 .5 .3 .4)

где q = k — k; , Дсо =  со— со'; к, со и к ', ш1— волновые векторы и 
частоты падающей и трансформированной (рассеянной) волн и 8- —■ 
угол между векторами к и к ' .

Рассмотрим сначала трансформацию поперечной волны в про­
дольную (t I) на ионно-звуковых флуктуациях. Подставляя 
в соотношение (12 .5 .3 .2) выражение (11.7 .2 .4) для спектрального 
распределения флуктуаций плотности электронов и полагая 
авк 1, получим

= с ^  V i <12-5-3 -5)

где х — угол между векторами q и Е 0 и величина С определяется 
формулой (1 2 .5 .1 .1 ')

Напомним, что, как было показано в  гл. 7, в  плазме, находя­
щейся во внешнем электрическом поле, возможны лен гм ю р овски е 
колебания с частотой ш1 (к), определяемой (7 .1 .3 .3 ), и к о л еб ан и я  
с частотой — со, (—к). Соответственно возможны два типа про­
цессов t ->  I: процесс t -»  1г, при котором *рансформированная 
волна имеет частоту оо, (к '), и процесс t -»• Z2, при котором транс­
формированная волна имеет частоту — со, (— к').
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Для коэффициента трансформации t -»■ Zx, согласно (12 .5 .3 .5 ), 
имеем

,  ----- ------- ^ е 2  ] / Щ ± _  Мре^  s i n 2 $  / 8 ( * '  —  f c j )  , 8 ( * '  —  * 2) !  J 3 U
i 6rimeC2 m. с2№а 1ЧГ -f- cos в' ' W — cos 0 'J  ’

(12.5.3.6)

где 0 ' — угол между векторами к' и Е 0, m:t — масса нейтральной 
частицы,

ь' — _____ c2fe2ct______  а =  —  1/  зг (3/4) moz  ^  q 7 sJZm Im
л1,2 — 2»peys (cos 0 ' +<Х)’ а — и У ■KT(y4)mi у Lm0jm{

(12.5.3.7)

(мы учли, что при трансформации поперечной волны в продоль­
ную к’ к).

Согласно этим формулам, если а >  1, то в спектре трансфор­
мированных волн возникает одно колебание с волновым числом к[; 
если же а <С 1, то появляется еще и второе колебание с волновым 
числом к'г. При этом распределение трансформированного излуче­
ния характеризуется сильной анизотропией. Если Е 0 -> Е е, 
то при а 1 интенсивность колебаний с волновым числом 7с', 
для которых 0 ' = л  (а при а <С 1 — интенсивность колебаний 
с волновым числом для которых 0 '= О ) обращается (в рамках 
линейной теории) в бесконечность. Такое резкое возрастание 
коэффициента трансформации (явление критической опалесцен­
ции при трансформации волн) связано с существованием критиче­
ских флуктуаций, возникающих в плазме вблизи границы области 
устойчивости.

Интегрируя соотношение (12 .5 .3 .6) по к', найдем коэффици- 
циент трансформации t —► 1Х, отнесенный к единичному телес­
ному углу. Полагая для определенности а >  1, получим

dS<-n,_  ~/-щ
do' 16Л7гсес4 У mi акЗ (Цс cos 0 ') '  ' '

Интегрируя (12 .5 .3 .6) по dsk', можно определить интегральный 
коэффициент трансформации характеризующий полную
интенсивность трансформированных волн. Для плазмы, нахо­
дящейся вблизи границы области устойчивости (Е е—Е 0 Е с) , 
получим

е - * > .  (12-5-3-9) 

где k r0 =  с2к2а (2<ope/;s)_111 — « |-1 и 0  — угол между векторами 
к и Е 0.

Аналогичным образом можно рассмотреть второй возможный 
процесс трансформации поперечных волн в продольные — про-
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цесс t ->  12. Легко убедиться, что все описывающие его соотноше­
ния получаются из соответствующих формул (12 .5 .3 .6 ) — (12.5 .3 .9)  
путем замены Е 0 на —Е 0 и, следовательно, 0  на тс—0 ,  0 '  на 
тс— 0  и у на тс—у, поэтому мы не приводим здесь эти соотношения.

КОстановимся теперь на трансформации продольных волн 
в поперечные. Учитывая, что при этом к' <^.к, и используя 
(12 .5 .3 .3), получим для коэффициента трансформации Zx ->  t 
выражение

__  Z e 2 s in 2 9
48 %amec H lk k r

где 0  — по-прежнему угол между векторами к и Е 0,

/с' 4 =  с-1 \/2/сда)ре (cos 0  +  а). (12.5.3.11)

Приведем выражения для коэффициента трансформации 1г ->  t, 
отнесенного к единичному телесному углу, и для интегрального 
коэффициента трансформации

_ _  Z e2 s in 2 0 '  f  f  nip \ k'3 ■ К  } ,*  о с о л г,ч 
d o ’ 487сатес2а|Л  У m i — cos 0  ' W - | - cos 0  J ’ '  • • • )

где 0 '  — угол между векторами к' и и (если <С 0, то соответ­
ствующее слагаемое в этих соотношениях следует опустить).

Мы видим, что при Е 0 ->  Е е коэффициенты трансформации 
t обращаются (в рамках линейной теории) в бесконечность 

для волн с 0 = 0  (если а <С 1) или для волн с 0 =  п (если а >  1), 
причем в обоих случаях к' =  к'0 Ы'с'1 \]2/аго>рс 11 — а|.

Не приводя выражений для коэффициентов трансформации 
12 —> t, заметим, что они получаются из соответствующих коэф­
фициентов трансформации lx ->  t с помощью замены 0  на тс— 0 ,  
0 '  на л— 0 '  и х на X-

Перейдем к изучению рассеяния продольных волн.
Подставляя выражение (11 .7 .1 .2) в соотношение (12.5.3.4) 

и выполняя интегрирование по модулю вектора к ', получим

__ Ze^a cos2 ft i /2 /» t_____ ¥  /12 5 3 14)
do' do' 72it7reji>|a| V тй Ф-2— cos2x ’

где у —  угол между векторами q и Е 0 (мы ограничиваемся случаем 
не слишком длинных волн, 1 авк s/m jm j- Что касается про­
цессов 1г 12, то с участием ионно-звуковых флуктуаций они 
невозможны.

Мы видим, что угловое распределение рассеянных ленгмю­
ровских волн существенно зависит от величины внешнего элек-

л [  Щ fs {к' 
Г т,  \чг -

*а) | 5 (Л> — kt)
cos 0 W -f- cos 0 <Pk!, (12.5.3.10)
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трического доля. При Е 0 Е в оно почти изотропно (если от­
влечься от множителя cos2 &). При увеличении Е 0 резко возрастает 
интенсивность волн, рассеянных под углами 0^, определяемыми 
формулой (12 .5 .1 .5 ). Если Е 0 -> Е с, то сечение рассеяния, отне­
сенное к единичному телесному углу, обращается (в рамках 
линейной теории) при 0 '= -0 ^  в бесконечность. Таким образом, 
явление критической опалесценции может возникать и при рас­
сеянии продольных волн,

Полное сечение рассеяния продольных волн на ионно-звуко­
вых колебаниях медленно увеличивается с ростом внешнего 
электрического поля и стремится к бесконечности (логарифмичес­
кий) при Е 0 -> Е а.

Мы рассмотрели трансформацию и рассеяние сторонних ленг­
мюровских волн, т. е. ленгмюровских волн, возбужденных внеш­
ним источником. Разумеется, и в отсутствие внешних источников 
в плазме всегда имеются ленгмюровские волны, амплитуды кото­
рых определяются уровнем плазменных флуктуаций (флукту- 
ационные ленгмюровские волны). Существование флуктуационных 
ленгмюровских волн приводит к своеобразному явлению спон­
танного свечения неравновесной плазмы, обусловленного транс­
формацией этих волн в поперечные электромагнитные волны 
на ионно-звуковых флуктуациях. К изучению этого явления 
мы сейчас перейдем.

Увеличение в единицу времени энергии <М поперечных волн 
с волновыми векторами в интервале (k ', k'-j-dk') связано с коэф­
фициентом трансформации d h t ^ .t очевидным соотношением

<i«7 =  ? ( k' ) W ’ (12.5.3.15)
где

—  плотность потока энергии флуктуационных ленгмюровских волн, 
vg =  3u>pea2& — групповая скорость ленгмюровских волн,

<E2> L = = (4 « )2&-2<p2> L

и <jJ2)>£<n — спектральное распределение флуктуаций плотности 
заряда, связанных с ленгмюровскими колебаниями.

Замечая, что для процесса выполняется неравенство к ! <̂ ; к
и интегрируя (12.5.3.15) по частоте ю, получим

е <k') =1К 5SV cos в> [̂ 537 +
+ г т ^ й - ] + 3’-.<*.

(12.5 .3 .16)
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где Тъ  — эффективная температура ленгмюровских волн,
__ С2Д'2

т’ 2 2мрец (COS 0  +  а )  ’

величины /с1>2 получаются из величин к12 с помощью замены 0  
на п — 0  (0  — по-прежнему угол между векторами к и Е э) и С 
определяется формулой (12.5.1.1 ').

При |Е е — Е 0\<^ЕС выражение (12.5.3.16) принимает вид

2 в%(х> к® г----
Q (к') =  3 2 ^  ^ 3° у  ^  Ть  (к, 1) sin2 0 '  In (W -  1), (12.5.3.17)

где 0 '  — угол между к' и Е 0 и к0 =  с2к'2 (2 w^u)-1 \ I — а |-1. 
Мы видим, что при Е 0 - *  Ес интенсивность спонтанного свече­
ния резко возрастает, обращаясь (в рамках линейной теории) в бес­
конечность.

Аналогичным образом можно рассмотреть процессы транс­
формации волн и рассеяния продольных волн в частично иони­
зованной плазме, находящейся не только во внешнем электри­
ческом поле, но и во внешнем магнитном поле [20]. Не приводя 
соответствующих выражений, заметим, что в этом случае появля­
ется критическая опалесценция — коэффициенты рассеяния и 
трансформации резко возрастают при приближении внешнего 
электрического поля к его критическому значению Е'а. Сущест­
венно, что в очень сильном магнитном поле (qvs <ол;) крити­
ческая опалесценция проявляется значительно интенсивнее, чем 
в слабом поле. А именно, если Е 0 ->  Е'а, то полные сечения про­
цессов I ->  I и t -> I обращаются в бесконечность по закону 
(Е'а—Е 0)~х (а не по закону ln| 1—Е 0/Е 'с|, как в отсутствие магнит­
ного поля или в слабом поле); сечение же процесса I -> t обра­
щается в бесконечность при всех значениях 0  1/2 п: (для а 1) 
или 0  >  1/2п (для а >  1), а не только при 0 =  it или 0 = 0 ,  как 
в отсутствие магнитного поля или в случае слабого поля (0  — 
по-прежнему угол между средней направленной скоростью элек­
тронов и и волновым вектором падающей волны).

§ 12.6. Рассеяние и трансформация волн в турбулентной плазме

12.6.1. Трансформация продольных волн в поперечные. Интен­
сивность процессов рассеяния и трансформации электромагнит­
ных волн в плазме определяется, как мы видели, уровнем флук­
туаций в ней. Поэтому в турбулентной плазме, в которой энергия 
случайных волн значительно превосходит тепловой уровень, ин­
тенсивность рассеянного (или трансформированного) излучения 
должна оказаться значительно выше, чем в случае спокойной 
плазмы.
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Детальные черты взаимодействия волн с плазмой, в частности 
спектральное и угловое распределение рассеянного (или транс­
формированного) излучения, определяются характером спектраль­
ного и углового распределения флуктуаций в плазме. Это может 
в принципе позволить восстановить спектр турбулентности по 
известным сечениям трансформации и рассеяния волн в турбу­
лентной плазме.

Переходя к изучению процессов рассеяния и трансформации 
электромагнитных волн в турбулентной плазме, рассмотрим 
прежде всего трансформацию ленгмюровской волны в поперечную 
в результате взаимодействия с турбулентными звуковыми вол­
нами.

Подставим для этого в (12 .5 .3 .3) выражение для спектрального 
распределения флуктуаций плотности электронов на ионно-зву­
ковой волне

<n2>q«. =  пУ Тё2 (2я)4 { / ,  (q) § («в — vtg) +  / ,  (— q) 8 (<о - f  vtq)},
(12.6.1.1)

где I s (q) — введенная в гл. 10 функция, характеризующая рас­
пределение ионно-звуковых флуктуаций электрического потен­
циала. В результате получим

<-ь>8й5 vw:»-k«-4)+
+  7, (k) -  ku +  to ,) }  <№; (12.6.1.2)

при выводе этой формулы предполагалось для определенности, 
что волновой вектор ленгмюровской волны не слишком мал
(а\к2

В случае плазмы с направленным движением электронов 
функция I s (q) существенно зависит от угла х между волновым 
вектором q и скоростью электронного потока и.

В области устойчивости (cos у vs/u) эта функция опреде­
ляется формулой линейной теории флуктуаций, которую легко 
получить из соотношений (11 .5 .3 .14), (11 .5 .3 .15); она имеет вид

Л (ч) =  ^  (1 -  »  cos х К Г 1- (12.6.1.3)

Вблизи границы области устойчивости, когда cos х -*■ vs/u, 
величина I s (q) резко возрастает.

Наибольший интерес представляет трансформация ленгмю­
ровских волн, для которых угол 0  между векторами к и и  удов­
летворяют условию

cos* в Хи„/в)а. (12.6.1.4)



Это неравенство представляет собой условие турбулентности 
участвующей в трансформации звуковой волны (т. е. условие 
неустойчивости волны в рамках линейной теории).

Согласно формуле (12 .6 .1 .2 ), возникающие в результате транс­
формации поперечные волны имеют волновые числа к'+ или к ' , 
определяемые формулами

^  =  » ^ - { 1 + Т е ) } .  (12.6.1.5)

Интегрируя выражение (12 .6 .1 .2) по к ', получим для интеграль­
ного коэффициента трансформации выражение

*■■+* =  ( ^ ) 2 ^ Й г ^ 7Л - к) + ^ в ( к ) } .  (12.6.1.6)

Коэффициент трансформации, отнесенный к единичному телес­
ному углу, связан с функцией соотношением

С12.6.1.7)
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Проследим, как меняется коэффициент трансформации при 
изменении угла 0  между векторами к и и . Если условие (12.6 .1 .4) 
не выполняется, то, подставляя выражение (12 .6 .1 .3) в формулу
(12 .6 .1 .6 ), получим

£ ШТйс% {l  —(— и cos 0/t>s 1 — и cos в/v }  * (12.6.1.8)

(Если аек (2mj3m l)l/‘ ( 1 — и cos @/vs), то 0 и второе слагае­
мое в выражении (12.6.1.8) следует опускать.)

При приближении вектора к к поверхности критического ко­
нуса, определяемой уравнением (12 .6 .1 .4 ), величина 2 ; резко 
возрастает.

Если вектор к лежит внутри этого конуса, то соотношение
(12.6 .1 .6) принимает вид

(к) =  ( №  (12.6.1.9)

где верхний (нижний) знак соответствует случаю cos 0  <С О 
(cos 0  >  0).

При выводе последней формулы мы пренебрегли вкладом 
нетурбулентных звуковых волн. Разумеется, если авк  <С 
<  (2me/3mi)‘/j (— l+u|cos 0|/z>s), т о  к+2 <С 0, и поэтому выражение 
(12 .6 .1 .9) при cos 0  <С 0 обращается в нуль; в этом случае функ­
ция Hi t определяется вторым слагаемым в (12 .6 .1 .8) и имеет 
тот же порядок величины, что и в нетурбулентной области.
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Мы видим, что величина 2  / -> t как функция к (если отвлечься 
от множителя к'±) пропорциональна I s (+  к); поэтому измерение 
этой величины позволило бы непосредственно восстановить спектр 
турбулентности.

Особенно удобным для восстановления спектра турбулент­
ности является исследование распределения поперечного излу­
чения, возникающего при трансформации не слишком длинно­
волновых ленгмюровских колебаний (а2 к2 ;§> (тв/т;) (1—v ju )2). 
Тогда функция / 8 (к) характеризуется той же угловой зависи­
мостью, что и функция (к), и отличается от последней лишь 
множителем, пропорциональным длине волны:

где верхний (нижний) знак соответствует случаю cos 0  <  О 
(cos 0  >  0).

Рассмотрим несколько подробнее трансформацию продольных 
волн в поперечные, когда основным механизмом, приводящим 
к установлению стационарной ионно-звуковой турбулентности, 
является нелинейное затухание ионного звука [22]. В этом слу­
чае функция I s (к) определяется формулами, приведенными в § 10.3.

Чтобы оценить по порядку величины коэффициент трансфор­
мации ленгмюровской волны в поперечную при взаимодействии 
с турбулентными ионно-звуковыми волнами, подставим в соот­
ношение (12.6 .1 .6) выражение (10 .3 .2 .7 ); получим

где /  (a jt ) — функция, меняющаяся при изменении к медленнее, 
чем степенная функция.

Мы видим, что если волновой вектор падающей продольной 
волны лежит внутри критического конуса (12 .6 .1 .4 ), то мощность 
поперечного излучения значительно превосходит аналогичную 
величину для случая нетурбулентной плазмы; их отношение 
по порядку величины равно

Коэффициент трансформации возрастает с уменьшением вол­
нового вектора падающей волны как к±/к3.

Трансформация продольных волн в поперечные представляет 
интерес еще и как один из возможных механизмов утечки энергии 
из плазмы. В самом деле, в плазме всегда присутствуют случай­
ные ленгмюровские волны, амплитуда которых определяется 
температурой электронов. Взаимодействуя с турбулентными

(12.6.1.11)

iJ î pê e-
(12.6.1.12)
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звуковыми волнами, случайные ленгмюровские волны могут транс­
формироваться в поперечные, которые затем покидают плазму. 
Интенсивность такого спонтанного свечения легко определить, 
если подставить (12 .6 .1 .2) в (12.5 .3 .15) и выполнить интегриро­

вание, полагая, что 1 {E 2'}[aldu> — Те. В результате получим

Эта величина превосходит мощность, уносимую поперечными 
волнами в отсутствие турбулентности, в 9?0 раз, где

12.6.2. Рассеяние электромагнитных волн на турбулентных 
ионно-звуковых колебаниях. Рассмотрим теперь рассеяние попе­
речных электромагнитных волн на турбулентных ионно-звуковых 
колебаниях.

Коэффициент рассеяния d l,, представляющий собой отноше­
ние интенсивности рассеянной волны к плотности потока энергии 
падающей волны, выражается через спектральное распределение 
флуктуаций плотности электронов с помощью общего соотноше­
ния (12 .1 .2 .7 ). В звуковой области (средние частоты и большие 
длины волн, qVj <?S w gve, aeq <C 1) это спектральное распре­
деление связано с функцией 7g (q) соотношением (12 .6 .1 .1). Под­
ставляя его в формулу (12 .1 .2 .7) и учитывая, что относительное 
изменение частоты при рассеянии мало (Aai<^ со), получим

где п0 — невозмущенная плотность электронов, 8- — угол рассеяния 
(угол между векторами к и к'), q =  к' — к и Дсо =  со' — со. Длина 
вектора q и угол /  между этим вектором ы направленной ско­
ростью электронов и определяются выражениями

где 0 ( 0 ' )  — угол между векторами к (к') и и.
Величина dll по-разному зависит от волновых векторов 

падающей и рассеянной волн и имеет совершенно различный 
порядок величины при выполнении или невыполнении неравен­
ства |ku—k'u| ^  |k—k'| vs, представляющего собой условие тур­
булентности звуковой волны, участвующей в рассеянии (т. е. 
условие неустойчивости этой волны в линейной теории). Вводя

(12.6.1.13)

(12.6.1.14)

+  h  (— q )8 (At0 +  2vsk  sin Vo&)} do'du)'> (12.6.2.1)

q =  2k sin V2 &, cos % = cos 0' — cos 0 (12.6.2.2)
2 sin 1 /2&



угол <р между плоскостями (к, и) и (к ', и), удобно переписать 
это неравенство в виде

4 sin2 V2 ?  ^  (sin в  sin ©О-1 {(и2/и2 — 1) (cos 0  — cos в ')2 —
—  (sin ©  — sin в ')2}. (12 .6 .2 .3)

Интегрируя выражение (12 .6 .2 .1 ) по ш', получим коэффициент 
рассеяния, отнесенный к единичному телесному углу,

+  <1 2 6 2 -4> 

Проследим, как меняется величина d 2  /do' в зависимости 
от направления вектора к '. При достаточно больших углах ср, 
когда условие (12 .6 .2 .3) не выполняется, подставляя в соотно­
шение (12 .6 .2 .4) выражение (12 .6 .1 .3 ), получим известную из 
линейной теории формулу для коэффициента рассеяния (ср.
(12.1.4.2))

<22 , .  / е2 \2 „ . .  ( .  ц2 (cos ® — cos в')21-1То' - ^ п (1 +  cos2 &){ 1 -  J  | . (12.6.2.5)

При приближении вектора к ' к поверхности критического 
конуса, определяемой уравнением (12 .6 .2 .3 ), величина йЪ/йо' 
резко возрастает.

Если вектор к ' лежит внутри критического конуса (12 .6 .2 .3 ), 
то соотношение (12 .6 .2 .4) принимает вид

2 / б2 \2 1 COS2 & г , , , /1 О й  О С\
=  / (± Ч )’ (12.6.2.6)

где верхний (нижний) знак соответствует случаю 0 '  <С0 ( 0 '  > 0 )  
и величины q, х  определяются формулами (12 .6 .2 .2 ).

Соотношения (12 .6 .2 .3 ), (12 .6 .2 .6) значительно упрощаются 
в случае турбулентной плазмы смалойнадкритичностью, т. е. при 
выполнении условия 1—v ju  <§; 1. Для интенсивного взаимодей­
ствия в такой плазме электромагнитной волны с турбулентными 
флуктуациями необходимо, чтобы угол у был мал, а угол 0 '  
близок к и— 0 .  Условие (12 .6 .2 .3) принимает в этом случае вид

(0 - f  0 / _  +  ср2 t g 2 0 8 (1 — v ju ) , (12.6.2.7)

и отнесенный к единичному телесному углу коэффициент рассея­
ния определяется формулой (12 .6 .2 .6 ), в которой следует про­
извести подстановки

cos2& =  cos2 2 0 , q — 2k\ cos 0  |,
cos x =  —  sgn cos 0 ( 1 — V8[(0  +  rc)2 +  <p2tg2 0 ] } .  (12‘6 -2 -8)

Соотношения (12 .6 .2 .2 ), (12 .6 .2 .6) позволяют в принципе найти 
функцию Ts (q), если известна функция dh/do', характеризую­
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щая распределение рассеянного излучения. В частности, при 
ер=0 н 0  > 0 '  имеем

/  Со')— о2Ге /  е2 \-а d^l do' (12 6 2 91
цВио \mecy  l +  cos2(0 — 0')» (i&.o.z.y)

где вместо к, 0 '  следует подставить функции к (q), 0 '  (q), опре­
деляемые из соотношений

sin г12 (0  -(- 0 ')  =  cos х , sin х/г j 0  — 0 ; | =  q/2k.

Таким образом, зависимость величины dhldo' от частоты 
(при фиксированном 0 )  непосредственно определяет зависимость 
/ .  (q) от q; угловая зависимость функции I a (q) легко восста­
навливается по угловой зависимости функции dh /do ’.

Заметим, что изменение частоты при рассеянии однозначно 
определяется частотой падающей волны и углом рассеяния, 
а именно

| Дсо | =  2св sin V2 \(vjc).

Поэтому, если измерена величина А ш, то легко рассчитать ско­
рость ионного звука и, следовательно, температуру электронов.

Остановимся несколько подробнее на рассеянии поперечных 
электромагнитных волн в том случае, когда основным механиз­
мом, приводящим к установлению стационарной ионно-звуковой 
турбулентности, является нелинейное затухание ионного 
звука [221.

Чтобы оценить по порядку величины сечение рассеяния элек­
тромагнитных волн на турбулентных ионно-звуковых колебаниях, 
подставим в соотношение (12 .6 .2 .6) выражение (10 .3 .2 .7 ); получим

Согласно этой формуле, если волновой вектор рассеянной 
волны к ' лежит внутри критического конуса (12 .6 .2 .3 ), то сечение 
рассеяния превосходит аналогичную величину для случая нетур­
булентной плазмы по порядку величины в раз, где 9? опреде­
ляется формулой (12.6 .1 .12).

Сравнивая соотношения (12 .6 .2 .5) и (12 .6 .2 .10), мы видим, 
что поток энергии, связанный с рассеянными волнами, почти 
полностью сосредоточен внутри критического конуса.

Согласно выражению (12 .6 .2 .10), если вектор к ' лежит внутри 
критического конуса, то величина d h /d o ’ пропорциональна <«-3 
(ш — частота падающей волны); поэтому интегральное сечение 
рассеяния электромагнитных волн в турбулентной плазме также 
пропорционально <ц-3.

Заметим, что в отсутствие турбулентности (а также в турбу­
лентной плазме, если вектор к ' лежит вне критического конуса)
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сечение рассеяния поперечных волн на ионно-звуковых колеба­
ниях не зависит от частоты падающей волны.

12.6.3. Рассеяние электромагнитных волн на турбулентных 
высокочастотных колебаниях. Рассмотрим теперь рассеяние по­
перечных электромагнитных волн на турбулентных ленгмюров­
ских колебаниях.

Интенсивность турбулентных ленгмюровских колебаний бу­
дем, как и в гл. 10, характеризовать функцией / г (q), связанной 
со спектральным распределением флуктуаций электростатичес­
кого потенциала соотношением

<У%*> =  (2я)4 i h  (ч )8 (ш — WL (q)) +  (— q) з (со +  (q))}, (12 .6 .3 .1)

где <oL (q) — частота ленгмюровской волны.
Сечение рассеяния электромагнитных волн на турбулентных 

ленгмюровских колебаниях легко получить, используя общее 
выражение (12 .1 .2 .7) и замечая, что спектральные распределения 
флуктуаций плотности электронов в высокочастотной области 
и флуктуаций потенциала связаны соотношением

е2 <»£>*. =  (4rc)-2 qi <f 2>дш.

Если турбулентность в плазме вызвана электронным потоком, 
то турбулентными будут ленгмюровские волны, для которых 
cos х >  0 (% — угол между вектором q и направлением электрон­
ного потока). Учитывая это, получим для отнесенного к единич­
ному телесному углу сечения рассеяния электромагнитных волн 
на турбулентных ленгмюровских колебаниях выражение

^ ^ ( i  +  c o s ^ s i n  41/ * » M ± q ) , '  (12.6.3.2)

где верхний (нижний) знак относится к случаю 0  >> 0 '  ( 0  -<  0 ') ;
0  (0 ')  — по-прежнему угол между вектором к (к') и направле­
нием электронного потока (мы полагаем для определенности, что
ш >  “ р е )-

Последняя формула вместе с соотношениями (12 .6 .2 .2) для 
величин д, х позволяет в принципе найти функцию 1г (q), если 
известна функция d~L/do', характеризующая распределение рас­
сеянного излучения.

Остановимся еще на специфическом характере рассеяния 
света на нарастающих флуктуациях в плазме, через которую 
проходит пучок заряженных частиц со скоростью, превосходящей 
критическую [23].

Как отмечалось в п. 11 .6 .4 , в корреляционные функции для 
такой системы времена t, t' входят не только в комбинации t— t ' =  
=  At, но и порознь; при этом корреляторы содержат слагаемые, 
нарастающие как с увеличением £ = V 2 (t-\-t'), так и с увеличением 
|Д<|. Существенно, что корреляторы быстро осциллируют при 

41 Под ред. А. И. Ахиезера
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изменении At (с частотой порядка qu; q — волновой вектор 
флуктуации, и — скорость пучка), а при увеличении |Д2| и t 
нарастают медленно (с инкрементом у ~  со̂  (п'/пц)1/* в нерезонанс­
ном случае и у ~  шЕе (n'/noyh в резонансном случае; п' — плот­
ность пучка). Поэтому, если каждая из частот (о, со', Д со велика 
по сравнению с инкрементом у, то для сечения рассеяния можно 
пользоваться по-прежнему формулой (1 2 .1 .2 .7 ), пренебрегая 
неосцилляционной зависимостью коррелятора от At (т. е. полагая 
у At —> 0) и считая компоненту Фурье коррелятора по перемен­
ной At медленно меняющейся функцией I.

Таким образом, мы приходим к выводу, что при рассеянии 
электромагнитных волн в системе плазма — пучок спектр рас­
сеянного излучения содержит, наряду с доплеровски уширенной 
основной линией и ленгмюровскими сателлитами, еще дополни­
тельную линию, связанную с возможностью распространения 
в такой плазме колебаний с частотой, близкой к qu. Эта линия 
имеет наибольшую интенсивность, если |qu| л* соре, и тогда она 
накладывается на ленгмюровскую линию.

В отличие от рассеяция света в свободной плазме, рассеяние 
света в системе плазма — пучок носит резко анизотропный харак­
тер. Рассеяние будет происходить особенно интенсивно при на­
правлениях вектора к', удовлетворяющих условию к'и =  ки +  соре. 
Вводя угол 0  (©') между векторами к (к') и и и  полагая для опре­
деленности, что о» î > шре, это условие можно представить в виде

Если оно выполнено, то дифференциальное сечение рассеяния 
имеет вид

где dS° — сечение рассеяния электромагнитных волн на ленг­
мюровских колебаниях в свободной плазме, определяемое фор­
мулой (12 .1 .3 .6 ), и

h (Г) =  V, (2 ch (2Ti) +  4 ch  (ft) +  3 }, т =  7 а у/3 <v (п'/2п0)ч\ (12.6.3.5)

Слагаемое h (I) <22° связано с рассеянием на колебаниях сис­
темы плазма — пучок, отсутствующих в случае свободной плазмы. 
Если £ = 0 , то h = 1; с течением времени величина h  (?) увеличива­
ется.

Увеличение сечения рассеяния происходит до тех пор, пока 
нарастающие флуктуации в плазме не достигнут насыщения, 
определяемого нелинейными эффектами.

COS 0 ; =  COS 0  +  CCOpg/litO. (12.6.3.3)

<*£ =  {1 +  h(t)}dW , (12.6.3.4)
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1 2 .7 .1 . Незатухающие колебания функции распределения и 
эффекты эха в плазме. В предыдущих параграфах мы изучили 
различные процессы рассеяния и трансформации волн в плазме, 
обусловленные нелинейным взаимодействием волн. Теперь мы 
рассмотрим еще один эффект, обусловленный нелинейным взаимо­
действием волн, — так называемое плазменное эхо.

Напомним предварительно, что в плазме, даже в отсутствие 
столкновений, колебания макроскопических величин экспонен­
циально затухают со временем, и вместе с тем отклонения функций 
распределения от равновесных значений могут испытывать неза­
тухающие колебания. Существование таких незатухающих коле­
баний функций распределения обусловлено тем, что под действием 
одного только самосогласованного поля без парных столкновений 
в системе не может установиться равновесие, поскольку само­
согласованное поле не изменяет энтропию системы. Наличие 
незатухающих колебаний функций распределения и приводит 
к возможности возникновения в плазме эховых эффектов [24, 25].

Механизм возникновения эха в плазме качественно легко 
объяснить. Для простоты вначале ограничимся рассмотрением 
одномерного случая. Пусть в момент времени i = 0  в плазме воз­
буждаются колебания электрического поля вида ехр (i^x). Эти 
колебания будут экспоненциально затухать со временем (затуха­
ние Ландау), но они приведут к возникновению незатухающих 
колебаний функции распределения электронов плазмы вида

/iV) ~  Д (v) ехр [i (кгх — kpt)]. (12.7.1.1)

По прошествии достаточно большого промежутка времени 
колебания функции распределения уже не будут сопровождаться 
колебаниями макроскопических величин, так как интегрирование 
отклонения функции распределения по скоростям (12 .7 .1 .1 ) от рав­
новесного в силу быстропеременного характера множителя 
ехр (— ikjVt) даст нуль. Поэтому по прошествии времени t, зна­
чительно большего, чем у 1 (у — коэффициент затухания Ландау 
соответствующего колебания), в плазме практически исчезнет 
электрическое поле, обусловленное начальным возмущением, 
хотя «память» о нем сохранится в виде незатухающих колебаний 
функции распределения.

Если теперь в момент времени х (т  -р1) в плазме вторично 
возбудить колебания электрического поля вида ехр (ik2x), то они 
приведут к возникновению незатухающих колебаний функции 
распределения вида

§ 12.7. Эхо в плазме

/а1) ~/*(у)ехр{г[й^ж — k9p (t  — т)]}. (12.7.1.2)
4 1 *
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Если пренебречь нелинейными эффектами, то эти колебания 
должны были бы существовать независимо от возбужденных 
ранее колебаний (12 .7 .1 .1 ), и при t— х у -1 их макроскопичес­
кие проявления отсутствовали бы. Однако учет нелинейного вза­
имодействия волн приводит к возникновению эховых эффектов. 
Действительно, вследствие нелинейности кинетического уравне­
ния вторичное возмущение приведет не только к возникновению 
колебаний функции распределения (12 .7 .1 .2 ), но и к появлению 
колебаний этой функции на комбинационных частотах

/ (2) ~  Л (v) U (v) ехР V1 (ki +  * 2) х  — 1 (К  +  К ) vt +  ik2vi]- (12.7.1.3)

к
Если & !< ()., |fci|<C^2 и \ь~\х* Т0 экспонента в послед-

нем соотношении не будет зависеть от v, и интеграл по скоро­
стям от (12 .7 .1 .3) будет отличным от нуля. Это означает, что

к
в момент времени t =  - -----f i r r 'c в плазме зновь возникнут макро-

А2 — I А1 I
скопические колебания — колебания электрического поля. Эти 
колебания и представляют собой эхо.

Для проявления эховых колебаний необходимо, очевидно, 
чтобы промежуток времени t— х был значительно больше обрат­
ного затухания Ландау у 1, т. е. чтобы

к.■2 -X ■ ■ т > т-1. (12.7.1.4)
I ’"X I

I к jЭто условие выполняется, если величина —Ц - . порядка
2 I ""1 I

единицы.
Мы видим, что плазменное эхо представляет собой сущест­

венно нелинейный эффект. Рассмотренный пример соответствовал 
учету нелинейностей второго порядка. В принципе, однако, 
в плазме возможны эховые эффекты и более высоких порядков.

Помимо временных, возможны также пространственные эхо­
вые эффекты. Если колебания электрического поля заданной 
частоты со непрерывно возбуждаются в определенном месте 
в плазме, а в другом месте на расстоянии I от исходного (I :§> 

Ущ/у, vtb — фазовая скорость рассматриваемых колебаний) 
возбуждаются колебания с другой частотой №2 (ш2 > со 1), то на

расстоянии — I от первого источника возникнут эховые

колебания с частотой о>2— cov  Возможны также пространственные 
эховые эффекты и более высоких порядков: именно, на расстоянии
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от первого источника возникнут эховые колебания с комбина­
ционной частотой

=  рт2 — ^ > 0 ,  (12.7.1.6)оори
где р  и q — некоторые целые числа.

1 2 .7 .2 . Эховые колебания продольного поля. Перейдём теперь 
к количественному рассмотрению временных эховых эффектов 
в плазме [25, 2 6 ]. Ограничиваясь рассмотрением только про­
дольных колебаний, будем исходить из нелинейных кинетических 
уравнений для электронной и ионной функций распределения 
и уравнения для самосогласованного электрического поля

v Е ^ = 0 ,dt 1 dr 1 та dv ’
г , i (12.7.2.1)

div Е  =  | 2  еа J F J 3v +  p°J, а =  е, i,

где р° — заданная плотность внешних зарядов. Невозмущенное 
состояние плазмы будем считать однородным и равновесным. 

Выберем плотность внешних зарядов р° в виде

р° (г, t) =  ?J ехр (ik,r) 8 (ю0t) - f  р2 ехр (гк2г) 3 [св0 (t — т)], (12.7.2.2)

т. е. будем считать, что внешние возмущения подаются в плазму 
в моменты времени £ = 0  и t=  т ( t  у -1) и что пространственная 
зависимость возмущений задана в виде плоских волн (о>0 —  про­
извольная величина, имеющая размерность частоты).

Применяя к системе (12 .7 .2 .1) преобразование Фурье по коор­
динатам и преобразование Лапласа по времени, получим

(р - f  ikv) Fip +  ±  j g j  j £ k_k,, p-p' - j ?  =  0. 

ikEk? =  | 2  e | Ftpd3v -f- p ^ J ,
(12.7.2.3)

где

=  ! ^ 3 (Pi§ (k _  ka) +  p2 exp ( -p x )  8 (k -  k2)}. (12.7.2.4)

Считая внешнее возмущение малым, будем решать систему
(12 .7 .2 .3) методом последовательных приближений, т. е. будем 
искать функцию распределения F  и поле Е  в виде

E  =  E (1)+ E (2,- f  . . . ,

гДе /о невозмущенная функция, в качестве которой выберем 
максвелловское распределение, а / (1) и / (2) (соответственно Е (1) 
и Е (2)) поправки, линейная и квадратичная по внешнему воз­
мущению см. (12 .7 .2 .4)).



646 ГЛ. 12. РАССЕЯНИЕ И ТРАНСФОРМАЦИЯ ВОЛН В  ПЛАЗМЕ 

В линейном приближении находим
О

=  (12.7.2.5)

где е (к , ip) — продольная диэлектрическая проницаемость 
плазмы. Используя обратное преобразование Лапласа, нетрудно 
найти временную асимптотику функций (12 .7 .2 .5 ). Под действием 
возмущения вида (12 .7 .2 .2) в плазме возникают затухающие 
колебания электрического поля E t1}(<) с частотами, равными 
собственным частотам колебаний плазмы; кроме того, появляются 
колебания функции распределения f i v (t) с частотой <o=kv.

Учитывая в кинетических уравнениях нелинейные по внешнему 
возмущению слагаемые, найдем амплитуду поля во втором при­
ближении

icO+9*
Е<2)________ ( 4 ^ л  Г /73» Г * £  f 5 * 1  v
* * *  ~  тЧ2е (к, ip) J “  V J 2itJ J (2tc)S Л

—too+ff'

k (k —  k ') pk _ k , t p - p r P k 'p ’b '  j S .

X  —3----------------------------------- <-------------------- ——--------------------  (12.7.2.6)
fc (k — k ')2(p +  ikv)2 (p' +  ik'v)e(ft', ip’) e (|k — k'|, i (p — p’))

(для простоты мы здесь и далее считаем плазму однокомпонентной). 
Так как плазменное эхо обусловливается интерференцией между 
первым и вторым возмущениями, то в произведении компонент 
плотности внешних зарядов следует сохранить только перекрест­
ные члены, т. е.

р-р'Рк’р' - *  l ? P i P 28 (^ kj к,) (8 (к' — kg) ехр (— р'т) +

+  8 ( к г _ к , ) е х р 1 - ( Р - Р ' ) ^ } -  (12.7.2.7)
Согласно последнему выражению волновой вектор квадратич­

ного сигнала определяется суммой волновых векторов последо­
вательных возмущений

к =  к !- { -к 2. (12.7.2.8)
Осуществляя обратное преобразование Лапласа, найдем с по­
мощью (12 .7 .2 .6) и (12.7.2.7)

i oo-fa
= __8(2тс)6е3р]Р2 , g,, __, __ , . Г j 3 Г dp_____ ехр (р О у

* ' '  1 2' ) J 2iu (р ikv)2 е (к, ip)
-tCQ+9

ico-f-a' ( dfn

f  dP'\ (kkl ) k2 g 7 6XP (~P4 )
J  2Hi Up' - f  ik2y) t (ku i(p — p')) e (ft2, ip')

—tOO+ff'

г д е  <з >  o ' >  0 .

(k k ^ k ^ e x p t—( p - p 'H  ) 

( p' -4- 'k ,v )e(Aj ,  ip')s(fc2, i ( p _ p ' ) ) j ’ '
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Здесь интегрирование по р' и р  можно выполнить с помощью 
теоремы Коши, замыкая контур интегрирования полуокружностью 
бесконечно большого радиуса, выбираемой справа или слева 
от прямой Re р '—о' или Re р = о  в зависимости от знака множи­
теля при р' или р  в экспоненте. В интеграле по р' от первого 
слагаемого в фигурных скобках (12 .7 .2 .9) полуокружность сле­
дует выбрать справа от прямой Re р' =  а ', и тогда интеграл обра­
щается в нуль. В интеграле по р ’ от второго слагаемого полуок­
ружность следует выбрать слева от линии Re р '= а ' .  При этом, 
если величина т и промежуток времени между возникновением 
эха и вторым возмущением велики по сравнению с величиной 
у-1, то в интеграле по р' следует учесть вклад только от полюса 
в точке р' =  —ikjV. (Вкладами от полюсов в точках, где диэлектри­
ческая проницаемость обращается в нуль, можно пренебречь 
в силу условий ух 1.) Выполняя аналогичным образом инте­
грирование по р  и учитывая только вклад от полюса второго 
порядка в точке p = —ik\, найдем

Экспоненциальный множитель под знаком интеграла в этом выра­
жении можно записать в виде ехр [— ikv (t —  х')], где

В момент времени t=  х' этот множитель обращается в единицу, 
и поле Е (2) (k, t) принимает максимальное значение. Если же 
t отличается от х', то вследствие быстрых осцилляций экспонен­
циального множителя при интегрировании по скоростям выраже­
ние для поля Е (2) обращается в нуль.

Векторы k i, k2 и к связаны соотношением (12 .7 .2 .8 ). Очевидно, 
для возникновения эха необходимо, чтобы выполнялось нера­
венство х' >  т. Поэтому, если волновой вектор к2 параллелен 
вектору кх, то, согласно (12 .7 .2 .11), х' <  % и эхо невозможно. 
Непосредственный расчет показывает, что эхо может появиться 
только тогда, когда вектор к2 направлен противоположно век­
тору к х и когда к2 по абсолютной величине больше кг (в этом 
случае х' ]> г). Нетрудно показать, что при наличии эха угол

ki^-expf-ikiVT) d 
г (к г, k jV) ~~Tl

_____ 8 (2r.)6e3p1?2
~  тЪшЩЩк* (̂k2k) k (t -  х) 8 (к - Ц  -  к2) X

(12.7.2.10)

х< — (k2v/kv) х. (12.7.2.11)
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между векторами кх и к2 может отличаться от -к только на малую 
величину порядка V'V/''

1 2 .7 .3 . Эхо при антипараллельной ориентации волновых векто­
ров возмущений. Будем считать, что вектор к2 антипараллелен 
вектору kj и А2 >  kv  В этом случае k = k 2—kx и

(12.7.3.1)

Для упрощения выкладок будем считать, что /с1= 1/2 к2 и к = к г. 
Выполняя в (12.7 .2 .10) интегрирование по составляющим ско­
рости, перпендикулярным вектору к, найдем поле Е (2) (г, t):

df0
r.tf.1/ л  4(2u)3e3p1p2 д, Ч1 ч ( ехР f i k v (f — х')]Е (Г> $ = mV3 { ~ ")кеХР(гкГ) Ф и  ’

— СО

к =  к1 +  к2. (12.7.3 2)

Множители s—1 (кг, —kjv), s_1 (/с2, k2v) и е-1 (к, kv) в выражении
(12.7 .3 .2) имеют простой физический смысл. Они описывают 
влияние диэлектрических свойств плазмы на внешнее возмуще­
ние и эховое поле. Если a jt  1, то множитель е-1 (к, kv) имеет 
резкий максимум при скоростях v, близких к фазовой скорости 
соответствующих волн в плазме.

Оставшееся интегрирование по составляющей скорости вдоль 
к в (12 .7 .3 .2) можно выполнить, перейдя в комплексную плоскость 
v и замкнув контур интегрирования полуокружностью беско­
нечно большого радиуса, расположенной либо в верхней, либо 
в нижней полуплоскости.

Если t <С т', то, замыкая контур интегрирования полуокруж­
ностью бесконечно большого радиуса, расположенной в верх­
ней полуплоскости (вклад интеграла по такой полуплоскости 
равен нулю), находим, что вклад дает единственный полюс 
(находящийся внутри контура), соответствующий условию 
г (кх, — к ^ )= 0:

Et2) (r- * ) = S p S r {t ~ х) ехр (гкг) х

X

"0‘
dfo
dv ... ехр  I( +  ia>Pe —  Ti) ( * '  —  t) к (кг

v— ±«>p0//C|

1 ^  e (ku — kjv) !J,=±t0pe/fcI e (*2. ( ± “ pe — *Tl)*2/*л) e (* . ( +  "pe ~  ‘Tl) k lk l)

(12.7.3.3)

Если t >  т', t o  контур интегрирования следует дополнить 
полуокружностью, лежащей в нижней полуплоскости v. Тогда



вклад дают полюсы, отвечающие условиям е (/с2, А2у )= 0  и 
е (к, kv)= 0, и мы находим

Е <2) (г, t) =  {t ~  Х) 0ХР '̂kr) Х
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X

*б 1 2

ехр [( +  1Мре — у2) (г — *') к!Ыдк
dv

- (*1, ( + “ ре — П 2) fel/ft2) 6 ( fe2. *2 ”)| ,= ±01рв, * г®(&, ( ±  “ ре— ^ 2) ^ * 2)

+ 2-

%
с?г> »=±«.реД'еХР[(±!“'> е -Т )( ' " Т' )1

; (*1, (+ “ре — »т) *1/*) е (*2. (+<> — п) h lk) ^  (*> Ь) |*=±(0pe/J;
(12.7.3.4)

Следует отметить несимметричный характер эхового сигнала 
во времени. Нарастание эховых колебаний определяется экспо­
нентой ехр [—ух ( т '— i()], тогда как затухание определяется сла­
гаемыми с экспонентами ехр [— у2 (t— х')] и ехр [— у (t— х ')], 
где у1; у2 и Т — коэффициенты затухания Ландау для волн с вол­
новыми векторами к1? к2 и к.

Определим форму эхового сигнала в случае, когда все три 
колебания соответствуют ленгмюровским частотам и аек <  1. 
Так как у ~ е х р  (— 1/2 а%к2) и к2= 2к , то у2 у. Поэтому вкладом 
первого слагаемого в (12.7 .3 .4) можно пренебречь. Используя 
далее выражение (4 .3 .4 .3) для е =  ег (к, со), можно получить сле­
дующее выражение для амплитуды эховых колебаний:

32u2eto
Е С2) (г, t) — 2 xp^ak sin <р ехр [гкг — у 11 — х' |] X

X  cos [си̂  (t — х') - f  <р], (12.7.3.5) 

где фаза <р определяется соотношением

. 2к f  
ts ? = r = i r 1 -ре

Аналогичным, образом нетрудно найти форму эхового сигнала 
в неизотермической плазме в случае звуковых колебаний,

Е (21 (г, t) == г8тс2 k exP (*kr — Ts \f — ^ I) cos [kvs (t —  x')],

(12 .7 .3 .6)

где ys — декремент затухания звуковых колебаний. Заметим, 
что в этом случае форма сигнала симметрична во времени.



Приведем в заключение выражения для амплитуд аховых 
колебаний, когда в результате наложения ленгмюровских коле­
баний образуются эховые звуковые колебания:

Е<2) ( г , t) =  32t ; g "  к ехр (гкг) х

sirKpexp^y^/ —  'c')]cos(o>pe(f —  t ' ) - f  ? ] , * < х ' ;

X  — { 2/a ̂  0XP [— T2(̂  — ^)k!K\ cos [(Ope (t — x') k/k21 - f  (12.7.3.7)

+ 3U exp[— faC* — x')]c o s [k'Js(t — x ')]}, * > x ' ;  ишр© J
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а также когда в результате наложения звуковых колебаний на 
ленгмюровские образуются эховые ленгмюровские колебания:

Е>» (F, () =  - <  32t 2 y '  k “ *<’ (‘И  X

x j  ') ] co s Ifo .< < -* ') ] ,  « V ;  ( 1 г 7 3 8 )

} sin f  expl-т-у (t — x')] cos [(O p, (t — x') - f  <p], t >  x'.

Эховые колебания последних двух типов несимметричны 
во времени.

Отметим, что учет парных столкновений приводит к затуханию 
колебаний функции распределения, а п о э т о в  и к ослаблению 
эффекта эха в плазме.



Г л а в а  43
РАССЕЯНИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

В ПЛАЗМЕ

§ 13.1. Прохождение заряженных частиц через свободную плазму

1 3 .1 .1 . Поле заряда в плазме. Мы уже говорили, что поле 
пробной заряженной частицы, внесенной в плазму, экранируется 
благодаря эффекту поляризации (см. § 1.1). Если эта частица 
движется, то кроме экранировки ее поля возникает еще один 
эффект — торможение частицы, обусловленное возбуждением дви­
жущейся частицей волн в плазме *).

Перейдем теперь к рассмотрению этих эффектов. Определим 
прежде всего поле, создаваемое заряженной частицей, движущейся 
в плазме. Для этого следует воспользоваться системой уравнений 
Максвелла (1 .2 .2 .5 ) и учесть добавочные плотность заряда р0 и 
плотность тока j0, связанные с движущейся частицей. Предпо­
лагая скорость частицы v достаточно большой (она должна быть 
значительно больше тепловых скоростей частиц плазмы), можно 
представить р0 и j0 в виде

p0 =  ZeS(r — vt), j0. =  Zevb (г — vt), (13.1.1.1)

где Ze — заряд частицы.
Разлагая выражения для полей и плотности тока в интегралы 

Фурье и исключая из уравнений магнитное поле, получим сле­
дующее уравнение для напряженности электрического поля:

{ ^ 2№ - ^ )  +  М к- “) Н ( к ,  ») =  £ / «  (к, “>). (13.1.1.2)

где j0(k, со) — компонента Фурье плотности тока, связанного с дви­
жущимся зарядом,

j0 (k, m)== JL-3ZevS(a) — kv). (13.1.1.3)

В случае изотропной плазмы с тензором диэлектрической 
проницаемости, определяемым (4 .3 .4 .2 ), решение уравнения

*) Общая теория прохождения заряженных частиц через вещество раз­
вита в работах Бора [1], Ферми [2], Тамма и Франка [3]. Исследованию 
потерь энергии частицы, движущейся через свободную плазму, посвящены 
работы [4—10].



652 ГЛ. 13. РАССЕЯНИЕ ЗА РЯЖ ЕН Н Ы Х  ЧАСТИЦ В ПЛАЗМ Е

(13.1 .1 .2) имеет вид
4 я  |k ffc j  1

( к2 Sj (&, ш) ]  ioj (к, и>).

(13.1.1.4)

Используя обратное преобразование Фурье, получим отсюда 
следующее выражение для электрического поля точечного заряда, 
движущегося с постоянной скоростью в плазме:

Здесь первое слагаемое описывает потенциальную (продоль­
ную) часть поля движущегося заряда, а второе слагаемое соответ­
ствует вихревой (поперечной) части поля.

Если частица покоится (v = 0 ) ,  то вихревая часть в (13.1 .1 .5) 
отсутствует, и поле является полностью потенциальным. Вводя 
скалярный потенциал поля

Подставляя сюда статическое значение продольной компоненты 
диэлектрической проницаемости плазмы

и выполняя интегрирование, получим окончательно следующее 
выражение для потенциала поля покоящегося заряда в плазме

(заряд предполагается находящимся в начале системы коор­
динат). Эта формула соответствует полученной нами ранее

1 3 .1 .2 . Поляризационные потери энергии при движении за­
ряженной частицы в плазме. Заряженная частица при прохожде­
нии через плазму теряет вследствие взаимодействия с окружаю­
щими частицами часть своей энергии *). Потери энергии частицы

k 2Zj(k,  ш) со ( к ,  и )  —  А2С2/ш2] 

co =  k v .

к . v — к  (кv)/&2 | ехр [t (кг — <«£)] d3k, 

(13.1.1.5 '

Е  =  — grad ср.

найдем, согласно (13 .1 .1 .5 ),

(13.1.1.6)

в; (к, 0) =  1 +  1/а*Й*

ср(г) =  —  ехр (—г/а,) (13.1.1.7)

(см. (1 .1 .1 .3 )).

* )  Ми следуем ниже работе [5].
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можно, очевидно, рассматривать как работу силы торможения, 
действующей на частицу со стороны электромагнитного поля, 
которое создается самой частицей. Изменение энергии частицы 
за единицу времени равно

* L  =  ZevE|r_y<, (13.1.2.1)

где Е  — поле, создаваемое частицей в месте ее нахождения.
Если частица движется с большой скоростью, то потери ее 

энергии будут небольшими и скорость частицы будет практи­
чески оставаться постоянной. В этих условиях поле Е  определяется 
формулой (13 .1 .1 .5) и выражение для dg/dt приобретает вид

dS Z%e2 f f со . y2 _  o>2/&2 -I

Интегрирование по к здесь следует производить до некоторого 
максимального значения к0, при котором еще справедливо исполь­
зуемое нами макроскопическое рассмотрение взаимодействия ча­
стицы с плазмой.

Учитывая, что вещественные части е; и ez являются четными 
функциями частоты, а мнимые — нечетными функциями, фор­
мулу (13 .1 .2 .2) можно переписать в виде

d S  Z 2e2 г Г f 03 , — со2/&2 л jv j  -ш
Ж  ~~ ~2^ (к, w) +  о. [zt (к, со) — А2С2/со2] j ̂  Ю— k v-

(13.1.2.3)

Первое слагаемое в фигурных скобках учитывает взаимодей­
ствие частицы с продольным полем и определяет поляризационные 
потери энергии частицы, а второе слагаемое — взаимодействие 
частицы с поперечным полем и в общем случае соответствует 
потерям энергии, связанным с излучением поперечных волн 
(черенковское излучение). Так как для изотропной плазмы фа­
зовые скорости поперечных волн больше скорости света, то ус­
ловие черенковского излучения не выполняется, и второе сла­
гаемое в (13 .1 .2 .3) в этом случае обращается в нуль.

Отметим, что как поляризационные потери энергии (если пре­
небрегать отдачей частицы), так и потери, связанные с черенков­
ским излучением, не зависят от массы движущейся частицы. 
В частности, эти потери будут отличны от нуля и для частицы 
с бесконечно большой массой.

Вычислим поляризационные потери энергии заряженной ча­
стицы при ее движении через свободную равновесную плазму.

Замечая, что d3k =  2nk1dkx — , где кх — компонента к, перпенди­
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кулярная скорости v, перепишем выражение для поляризацион­
ных потерь в виде

к0 .  оо
d S __ Z 2е2 т- С 11 j [* j  ш
- г г — -------l m  \ а к . к .  \ a w -------------------------------- ----------------------- ------------------
d t  -KV J  J  U}‘l j v1 _|_ (1 /a2) [ i  —  iV itz  exp  (— 22)]

0 --CO
(13.1.2.4)

z

где cp (z) — 2z exp (— z2) J exp (x2) dx.
о

Выражение (13 .1 .2 .4) расходится при k0 ->  оо. Это связано 
с тем, что, описывая плазму макроскопическими диэлектрическими 
проницаемостями, мы учитываем фактически только дальнее 
взаимодействие и не принимаем во внимание близких столкнове­
ний частицы с электронами плазмы. Такие столкновения можно 
не учитывать, если параметр столкновения, или, как его называют, 
прицельное расстояние, b значительно больше у/о>ре; если же 
Ъ <  у/сорв, то главную роль играют столкновения заряженной 
частицы с отдельными электронами плазмы, и макроскопическое 
описание взаимодействия частицы с плазмой теряет смысл. Малым 
Ъ соответствуют большие к, , и поэтому интегрирование по к± 
в (13.1 .2 .4) следует производить, как уже указывалось выше, 
до некоторого максимального значения к 0 .

Если скорость частицы v значительно больше средней тепло­
вой скорости электронов плазмы ve, то в выражение (13 .1 .2 .4) 
существенный вклад вносят значения с z 1. Используя асимпто­
тическое выражение для функции 9 (z) при z 1 , представим 
потери энергии, обусловленные далекими столкновениями, 
в виде

£2 2 2 к° 00 
ж=-~ ^г~Im j d*A j*du) (**. + «*/«*) («2-+2«T“) ’ C13-1-2-5)

О — со

где у — декремент затухания плазменных волн (см. (4 .2 .2 .7 )).
Интеграл по ш вдоль вещественной оси равен вычету относи­

тельно единственного полюса <o= ik xv, лежащего в верхней 
полуплоскости; поэтому

dg_  Z * S »  [ dJ, кх
d t  —  V J  •

О

Предполагая, что k0v шро, находим окончательно следующее 
выражение для потерь энергии, обусловленных далекими столк­
новениями:

__ 4n».0Z V * ^  k ()V (1 3 1 .2 .6 )
dt  " mev wpe '



Для получения полных потерь энергии частицы к этому выра­
жению должны быть добавлены потери энергии частицы при 
близких столкновениях. Последние следует описывать, вообще 
говоря, квантовомехапически, и только при очень малой длине 
де-бройлевской волны частицы возможно классическое описание. 
Более точно, для этого необходимо, чтобы длина этой волны
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[m m j(m  +  me)] v

(т — масса частицы, тпе — масса электрона) была значительно 
меньше эффективного прицельного расстояния Ъ между проле­
тающей частицей и частицами плазмы (электронами). Величина 
Ъ в классической механике определяется следующим образом:

Ъ__________— ______[mmj(m +  me)]

Поэтому критерий применимости классического рассмотрения 
X Ъ можно записать в виде

V <  Ze*lh. (13.1.2.7)
Кроме того, мы предполагаем, что скорость пролетающей ча­
стицы велика по сравнению со средней тепловой скоростью частиц 
плазмы (у уе).

Если v >  Ze2/h, то необходимо квантовомеханическое рассмот­
рение близких столкновений, к которому мы вернемся позже, 
а пока займемся случаем, когда '^выполняется условие (13 .1 .2 .7 ), 
т. е. применимо классическое рассмотрение.

Прежде всего свяжем верхний предел к0 в интеграле, опре­
деляющем потери энергии частицы при далеких столкновениях, 
с соответствующим значением Ь0 параметра столкновений. С этой 
целью определим потери энергии при далеких столкновениях 
как поток энергии электромагнитного поля, проходящий через 
цилиндрическую поверхность радиуса &0, окружающую траек­
торию заряда:

где da — элемент площади этой цилиндрической поверхности. 
Учитывая аксиальную симметрию поля, можно переписать это 
выражение в виде

СО

a r = - i v  S E‘B d z  (13.1.2.8)
—со

(частица движется вдоль оси г). При v ve пространственная 
дисперсия несущественна. В этом случае черенковское излучение 
отсутствует, и поэтому потери энергии, определяемые (13 .1 .2 .8),
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связаны только с продольной частью электрического поля. Исполь­
зуя (13 .1 .1 .5 ), можно представить продольную составляющую 
электрического поля и магнитное поле в виде

В — ~   ̂ к К { (kb) ехр ĵ io> -----f^Jdco, (13.1.2.9)

* = ^ К * - 4 ' М .

Подставляя эти выражения в (13 .1 .2 .7) и замечая, что в пре­
небрежении пространственной дисперсией е (со) =  1 — “ре/®2! най­

дем в результате интегрирования
d£ Z2e2co2e&A
§ = ------- ^  К , (%ebjv) К , («уb jv ). (13.1.2.10)

Считая, что u>Veb0/v < € l  и используя асимптотические выраже­
ния для функций Макдональда при малых значениях аргумента 
К 0 (х) да In 2/уж, Кл (х) да 1 /ж, где у — константа Эйлера да 1,78), 
получим

dS__ 4тсгео22е^1эт 2 v
7 «ре°0

-------------------- 1 п - ~ . (13.1.2.11)dt тл> т 1 '

Сравнивая это выражение с (13.1.2.6), мы видим, что
2 i_ _  1,123 

Ьо*0 = 7  (13.1.2.12)

Определим теперь потери энергии частицы, обусловленные 
близкими столкновениями, в классическом случае, т. е. при 
выполнении условия (13 .1 .2 .7 ). Если щ  — плотность электронов 
плазмы и b — параметр столкновения, то среднее число столкно­
вений за время dt, для которых величина Ъ заключена между 
Ъ и b-\-db, равно 2im0vb db dt. Энергия, теряемая частицей при 
столкновении с электроном плазмы, равна

(43.i_2.13)
m e v 2  6 2  - j -  § 2  » т т й и 2  > у

где Ze — заряд и т — масса частицы. Умножая это выраяшние 
на 2кп0иЬ db dt, найдем потери энергии, обусловленные близкими 
столкновениями частицы с электронами плазмы,

Ь0
d S __ 4TznpZ êi f „ Ъ
dt mev J &2 -1- 52 ’

о
S <»-8ГГ|Г. (13.1.2.14)
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где интегрирование по Ъ производится от нуля до некоторого 
значения Ъ0, при котором электроны плазмы можно еще считать 
свободными. Предполагая, что Ь0 £, получим

' | = _ 4 » о » 1п (13.1.2.15)
d t m ev Z e2 (т  +  т е) v '

Складывая выражения (13 .1 .2 .11) и (13 .1 .2 .15), найдем сум­
марные потери энергии движущейся частицы в единицу времени

' у  . (13.1.2.16)d t mev у Z e2 (т, +  me) wpe '  >

Эта формула справедлива в классическом случае, т. е. при 
выполнении неравенства v <?? Ze*!h; кроме того, скорость частицы 
должна быть значительно больше тепловой скорости электронов 
плазмы (у ve).

В квантовом случае, когда v Ze l̂K, верхний предел к0 в вы­
ражении (13 .1 .2 .6 ) следует связать с максимальной передачей 
импульса движущейся частицей электрону среды. При достаточно 
больших передачах электроны можно считать свободными; тогда 
максимальная передача импульса, согласно (13 .1 .2 .13 ), равна

2
(13.1.2.17)

Подставляя получаемое отсюда значение k0=2Ze2/hb0v в выраже­
ние (13 .1 .2 .6) и складывая последнее с (13 .1 .2 .15), найдем сум­
марные потери энергии частицы в квантовом случае (v Ze2!h)

AS .. . (13.1.2.18)
dt m ev (m  -j- w e) 7шре v 1

Заметим, что это соотношение можно получить непосредственно 
из общей формулы (13 .1 .2 .3 ), если воспользоваться квантовоме­
ханическим выражением для диэлектрической проницаемости 
плазмы ег и учесть отдачу частицы.

Формулы (13.1 .2 .16) и (13.1 .2 .18) определяют полные потери 
энергии заряженной частицы только в том случае, если масса 
ее значительно превосходит массу электрона. При движении 
легкой частицы (электрона) через плазму существенную роль 
играет взаимодействие частицы с флуктуационным полем в плазме, 
которое мы не учитывали при выводе (13.1 .2 .16) и (13.1 .2 .18).

13.1.3. Изменение энергии движущегося заряда, обусловленное 
флуктуациями поля в плазме. При выводе формул (13.1 .2 .16) и 
(13.1 .2 .18) мы пренебрегали изменением скорости частицы и не 
учитывали флуктуаций поля. Теперь мы перейдем к учету этих 
эффектов, причем начнем с рассмотрения классического случая 

[11— 13].
42 Под ред. А. И. Ахиезера
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Будем исходить из следующего выражения для среднего изме­
нения энергии движущейся частицы в единицу времени:

где Е  (г (t), I) — электрическое поле в месте нахождения частицы 
(г (£) — радиус-вектор, определяющий положение частицы в мо­
мент времени t), v (t) — скорость частицы, а угловые скобки 
обозначают операцию статистического усреднения.

В классическом случае, когда можно пользоваться понятием 
траектории, уравнение движения частицы имеет вид

где г0 и v0 — радиус-вектор и скорость частицы в начальный 
момент времени t0.

Выберем отрезок времени At, достаточно большой по сравне­
нию с периодом случайных флуктуаций электрического поля 
в плазме, но малый по сравнению с интервалом времени, в тече­
ние которого движение частицы существенным образом изменя­
ется. Так как в течение этого промежутка времени траектория 
частицы мало отличается от прямой, то скорость частицы и дейст­
вующее на частицу поле в момент времени t = t 0Jr /S.t приближенно 
можно представить в виде

5 i  =  Ze < v(i)E (r< *), *)>,

v ( 0 = ^ E (r (<). *), (13.1.3.2)

формальное интегрирование которого дает
t

v (<) =  v0 +  ~  j dt'E (г (*'), t'),

(13.1.3.3)

г (t) =  r0 +  v0 (t - 10) +  £  J dt' J d fE  (r (<*), П ,

(t) v0 - f  j dt’E  (r0 (*'), t'),

E ( r (t), t )& E ( r 0(t), f) + (13.1.3.4)
t t>

+  5  S dt' J d f E j  (r0 (f")> П  -j~~  E  (r0 (t), t),

где r0 (t) — радиус-вектор частицы при ее равномерном и прямо­
линейном движении

ro(f) =  ro +  vo(< — <о)- (13.1.3.5)
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Подставляя оба выражения в (13 .1 .3 .1 ), получим следующее 
выражение для среднего изменения энергии движущейся части­
цы за единицу времени с точностью до членов, квадратичных 
по е:

Очевидно, что среднее значение флуктуационной части поля 
равно нулю, и поэтому величина Е (г, t) совпадает с напряжен­
ностью поля, создаваемого самой частицей в плазме. Таким об­
разом, первое слагаемое в выражении (13 .1 .3 .6) представляет 
собой поляризационные потери энергии движущейся частицы, 
которые мы нашли выше (они определяются формулой (13 .1 .2 .3)). 
Отметим, что первое слагаемое в (1 3 .1 .3 .6 ), так же как второе и 
третье, пропорционально квадрату заряда движущейся частицы, 
поскольку среднее значение поля пропорционально Ze.

Второе и третье слагаемые в (13 .1 .3 .6) определяют изменение 
энергии движущейся частицы, связанное с флуктуациями электри­
ческого поля в плазме и с изменением скорости частицы под дей­
ствием этого поля.

Рассмотрим сперва второе слагаемое, которое определяет 
динамическое трение частицы, обусловленное наличием простран­
ственно-временных корреляций между флуктуациями электриче­
ского поля в плазме. Наличие таких корреляций приводит к до­
полнительным потерям (помимо поляризационных потерь) энергии 
движущейся частицы.

Изменяя во втором слагаемом (13 .1 .3 .6) порядок интегрирова­
ния по dt' и dt" , выполняя интегрирование по dt' и вводя новую 
переменную Ч—t—t" , получим

Так как корреляционные функции для флуктуаций поля экспо­
ненциально малы при больших At, то верхний предел в этом 
интеграле можно считать равным бесконечности (At —>■ оо). Пред­
ставляя компоненты поля E i (г, t) в виде пространственно-времен­
ных интегралов Фурье, получим следующее выражение для

j ? - = Z e  <v0E (r0 (t), *)> +

Z4*
m dt' j di?E j  (ra (t"), *")-^~- v0E(r0(t), t) \  +

h ■>
Z2e2

m dt'E(t0(t1), t')E (t0(t), t) (13.1.3.6)
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потерь энергии направленного движения частицы:
d£
dt I I

Z 2 e 2

1 6 u 3TO
(О

д
дм

kv 0 ’ (13.1.3.8)

где Е i продольная составляющая электрического поля
в плазме.

•

Третье слагаемое в (13.1.3.6) определяет среднее изменение
ями между флуктуацион- 

ным изменением скорости самой частицы и флуктуационным 
электрическим полем в плазме. Наличие таких корреляций при­
водит в среднем к увеличению энергии движущейся частицы. 
Переходя к компонентам Фурье, нетрудно показать, что

dS
Ж ш

Z 4 2

16т137га \  ж ,
О) kv0. (13.1.3.9)

Складывая выражения (13.1.3.8) и (13.1.3.9), получим изме­
нение энергии движущейся частицы,

учитывающее эффект [И ]:
флуктуациям

dS_
dt f

Z  2б2

16тс3771

д
(1) kv о- (13.1.3.10)

Для получения полных потерь энергии частицы к последнему 
соотношению нужно добавить выражение (13.1.2.3) для поляриза­
ционных потерь.

В случае изотропной плазмы спектральное распределение флук-
ко) зависит только1L » <Е ?>туации продольной составляющей поля 

от абсолютного значения волнового вектора к. Выполняя 
в (13.1.3.10) интегрирование по углам, можно привести фор­
мулу для флуктуационных потерь энергии к виду

dS  
dt f

O)
ф а, <0 do), (13.1.3.11)

0

где k0 — максимальное значение волнового вектора, определяю­
щее область применимости макроскопического рассмотрения.

Так как спектральное распределение флуктуаций поля 
<•£’/>ко» положительно, то, согласно (13.1.3.11), и флуктуацион- 
ное изменение энергии частицы, движущейся в изотропной плазме, 
положительно, т. е. энергия частицы в этом случае возрастает. 
При движении заряжённой частицы в анизотропной плазме, 
т. е. в плазме, находящейся в магнитном поле, или в плазме, 
через которую проходит пучок заряженных частиц, взаимодейст­
вие частицы с флуктуационным полем может приводить к умень­
шению энергии частицы
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В отличие от поляризационных потерь энерги L? которые не
зависят от массы движущейся частицы, флуктуационное измене­
ние энергии обратно пропорционально массе движущейся частицы. 
Поэтому при движении тяжелой частицы, масса которой значи­
тельно больше массы электрона, флуктуационные эффекты не­
существенны. В случае же движения легкой частицы (электрона) 
флуктуационное изменение энергии может быть того же порядка, 
что и поляризационные потери.

Вычислим в заключение поляризационные потери и флуктуа­
ционное изменение энергии движущейся частицы dgldt в случае 
равновесной плазмы. Используя формулы (11.2.2.6) и (4.3.4.3) 
для спектрального распределения флуктуаций поля и для про­
дольной диэлектрической проницаемости и выполняя в (13.1.3.9) 
и (13.1.3.10) интегрирование по модулю волнового вектора к от 
нуля до некоторого максимального значения к0 (при котором 
еще справедливо макроскопическое рассмотрение), получим сле­
дующие общие формулы:

с
dS
d f р

16 у тс Г fizz2 ехр (— z2) L (z, а6к),
m e v 0  J

О

где С

d£  
dt

у/2

8 у/ tz n0Z 2e*
(13.13.12)

f JUVq
С exp (—£2) L (C, aek0),

y o
V И

6

In a&kQ ln {[1 — ? (z)]2 -f~ tiz2 exp (— 2z2)}
1 [l (z)] exp (z2) ( тс

2 Vtc 2 arc tg 1 < p ( z )

Vtc
exp(z2)} . (13.1.3.13)

В качестве k0 можно взять величину, обратную минимальному

параметру далеких столкновений, к0 mmev&
Ze2 (т -f- тв)

При достаточно высокой температуре и малой плотности элект­
ронов аек 1. Ограничиваясь в (13.1.3.12) учетом первых основ­
ных членов ( ~  In авк0) , найдем

_  2  ^ 2  % n 0Z 2ei  0 ( £ )dS
dt

dS  
dt

C0'(C)
m ev e K ,

In й6кф

4 V2tc /i()Z2e‘i

f mve
exp (—£2) In aek0, С 1 v±

'TI v e ’

(13.1.3.14)

где 0  (С) — функция ошибок
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*  *

Мы видим, что в равновесной плазме отношение состав­
ляет по порядку величины mjm.

( d S / d t )

В предельных случаях малых и больших скоростей частицы
справедливы пр

dS_ 
dt
dS 
dt

выражения

p 3mev6 e*

A n n n Z Z e * , j

— ------ In aJCaymev0 e »» ”o >
(13.1.3.15)

На рис. 13.1.1. представлены поляризационные потери, флук-
туационное увеличение энерг полное изменение энерги 
электрона в единицу времени в зависимости от его скорости.

Как мы видим, в случае 
движения частицы в рав­
новесно плазме со ско­
ростью, значительно пре­
восходяще О среднюю
тепловую скорость элек­
тронов (vQ ve), влияни- 
ем^флуктуационного поля 
можно пренебречь. Пр
этом полное зменение
энергии частицы сводится 
к поляризационным поте­
рям энергии
ного движения.

направлен-
Есл же

скорость движения заря-
Рис. 13.1.1. Поляризационные потери энер­
гии (dS/dt)р, флуктуационное увеличение
энергии (dS/dt) t и полное изменение энер- женной частицы сравнима 
гии электрона (dSjdt) (в единицах с тепловой скоростью элек-
(Атсп$%е±1те у/2 y j  In аек) в зависимости от

С (1 / у/2 )  v0/ve.

тронов, то роль флуктуа- 
ционного взаимодействия 
становится значительно
В частности, если скорость 

частицы меньше тепловой скорости электронов плазмы, то за 
счет флуктуационного взаимодействия энергия движущейся 
частицы в плазме возрастает.

Отметим, что формулы (13.1.3.14) являются хорошим прибли­
жением, если под знаком логарифма стоит большая величина авк0.
Это условие выполняется, если энергия взаимодействия частиц

х кинетической энергией.
энергии частицы.

е мы определили потери энергии частицы, движущейся 
в плазме, предполагая выполненным условие классичност

в плазме мала по сравнению с
13.1.4. Вероятность рассеяния и потери

Вы II

v Ze*/h. Теперь исследуем вопрос о прохождении частицы через
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плазму, не делая этого предположения. Определим вероятность 
рассеяния рассматриваемой частицы, обусловленного взаимодей­
ствием частицы с электрическим полем в плазме.

Будем считать частицу нерелятивистской. Тогда энергия ее 
взаимодействия с полем в плазме имеет в

2Г(г, t)~Ze<?(t, t),
ш»

где 9 (г, t) — скалярный потенциал электрического поля в.плазме, 
а вероятность перехода частицы из состояния с импульсом р 
в состояние с импульсомJp ' определяется известной квантовоме­
ханической формулой

dWр->р

где Sp 
тричный

_1_

№
р2/2т энергия частицы с импульсом р, W\ Р ма-

взаимодействия

Р'Р J ¥ (г, t) ехр [ Р (13.1.4.2)

V — нормировочный объем. Поскольку потенциал ср испытывает 
флуктуации, это выражение следует усреднить по флуктуациям. 
Обозначая усредненную вероятность через имеем

<dWр-*р'
Z 2б2 

Й2
г', t')y ехр

i

п (Р

X ехр [ т  (*#- & ,)  (*' t) d3r dt dh'dt'

P;) (г'
d*p'

V (2пП)3 •

г X

(13.1.4.3)

После ,нения произведение потенциалов будет зависеть
только от разностей координат и разностей моментов времени. 
Поэтому, переходя от г, г', t u t 1 к новым переменным интегри-

1 " 7г (г' +  г), ^ — t й 7г “М)> мы получим длярования г Г ,

( d W величину
/2 {t’ - f -1). Таким образом, можно говорить об усредненной

___  _ О  _ • _  _вероятности рассеяь

dwр -> р '
Z 2б2 
№ <?2>

единице
d 3 p f

( 2 т с / г ) з  »

(13.1.4.4)

где <<р2>q<o
спектральное распределение флуктуаций потенциала

электрического поля, q (Р р )/Н И (О (<§Р' g p)/h. Флуктуа­
ции потенциала можно выразить через флуктуации плотности заряда

<У>qto
4тг

2 V <р% >; (13.1.4.5)

поэтому
dwр -> р '

4 %Ze
hq 2 У <р2>

d S p '  

( 2 т с й ) з
(13.1.4.6)
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энергии флуктуационных плазменных колебаний с волновым 
вектором q равна

СО

<V% =  ,у2 j Т (q, (0) {§ («) -  Ш, (q)) +  8 (со +  ш, (q))} Ло. (13.1.4.15)
0 0

^  • .

Но ту же плотность энергии при 0 можно представить в виде
СО

< £2>ч =  | Й0)Л'Ш8 (со — со, (q)) cfa>
О

с о

У2 J {8(<° — (q)) +  8 (ад +  a), (q))}ida>, (13.1.4,16)
— с о

откуда, учитывая (13.1.4.13), и следует соотношение (13.1.4.14). 
Щ Подставляя (13.1.4.10) в (13.1.4.6) и используя соотношение
(11.2.2.5), найдем вероятность рассеяния частицы, проходящей 
через равновесную плазму, в квазиклассическом случае

(13.1.4.17)

где е/ (<7> ш) — продольная компонента диэлектрической про­
ницаемости плазмы, определяемая формулой (4.3.4.3).

Для вероятности рассеяния быстрой частицы (v ve\ v — ско­
рость частицы, ve — средняя тепловая скорость электронов плаз­
мы), при котором изменение ее энергии мало по сравнению с самой 
энергией, получим отсюда

^  ( М  (^Н + 1) 8 («+«*>, (Ч» +  (Ш -  «>г(д))}(Й р,
(13 .1 .4 .

где

<°i (Ч) — \Це +  3q2v%.

Мы видим, что, как и указывалось выше, рассеяние быстрой 
частицы с малым относительным изменением энергии происходит 
главным образом с излучением и поглощением частицей продоль­
ных электронных колебаний (первое слагаемое в (13.1.4.18) 
соответствует излучению, второе — поглощению колебаний).

Выражение (13.1.4.18) получено в предположении, что плазма 
находится в состоянии термодинамического равновесия. Однако 
им можно пользоваться в квазиклассичееком случае и для плазмы 
с неравновесным распределением плазменных волн, если заменить
планковскую функцию iVm на неравновесную функцию распре­
деления плазменных волн JVW.
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Аналогично можно найти вероятность рассеяния частицы на 
низкочастотных колебаниях в ^двухтемпературной плазме; она 
равна

’= Щх+еа )̂ {I ш I ( *  М + 1 ) 8 (“ + “>. (Ч ))+ “^ 8
(13.1 .4 .19)

где cos (q) =  11 vs — скорость неизотермического звука и

N m-— функция распределения низкочастотных колебаний.
Формула (13.1.4.12) справедлива, как уже говорилось,чв ква- 

зиклассическом случае, когда переданные энергия и импульс 
малы (h Н<;| S P'—<§р\, foq <С |р'—р|). Для больших передач им­
пульса (порядка импульса частицы плазмы) она несправедлива. 
Но в этом случае можно сразу же написать простое выражение 
для <(p2)>q«> исходя из того, что при Hq ~  теve (ve — тепловая 
скорость электронов плазмы) эффекты, связанные с действием 
самосогласованного поля, не должны играть роли. Отсюда сле­
дует, что при hq ~  m eve мы вправе воспользоваться выражением
(11.3.2.5) для спектрального распределения флуктуаций плот­
ности заряда и учесть в нем только эффект отдачи, т. е. заменить 
входящую в это выражение 8-функцию 8 ( со—qv) на функцию 
§ ( о> — qv — йд2/2т):

<(р2\<о =  2пе2 J / 0 (v) 8 (ад — qv —  hq2‘j2m) <Pv. (13 .1 .4 .20)

Возвратимся теперь снова к общей формуле для потерь энергии 
(13.1.4.7). Если скорость пролетающей частицы значительно 
больше средней тепловой скорости электронов плазмы, то главный 
вклад в выражение для потерь энергии вносят две области из­
менения переданного импульса hq: область %q ~  m eve (большие 
переданные импульсы, т. е. близкие столкновения) и область 
q a~ii где ав — дебаевский радиус экранировки (малые пере­
данные импульсы, т. е. далекие столкновения). Для вычисления 
потерь энергии в этих областях выберем некоторое значение q0, 
удовлетворяющее условию a~el и при q0 восполь­
зуемся для <p2>q«> квазиклассическим выражением (13.1.4.12),  
а при q >  q0 — выражением (13.1.4 .20),  относящимся к иде­
альному газу невзаимодействующих частиц плазмы. Промежу­
точная область q — q0 не вносит существенного вклада в выра­
жение для потерь энергии, и поэтому

Второе слагаемое находится сразу:
— Z2eH<= ln 2ттв (13.1.4.22)f dg\ 

\d t),dt }q>q, V hq0 (m +  roe)

и мы перейдем к вычислению (d&fdt)v<h
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Таким образом, вероятность рассеяния частицы, пролетающей 
через плазму, полностью определяется спектральным распределе­
нием флуктуаций поля (или плотности заряда) в плазме, точнее 
говоря, значением спектральной плотности при q = ( p '—р)!% и 
<«=(<§>—<§р) !h.

Умножив вероятность рассеяния на Лш и проинтегрировав 
по d?p', получим изменение энергии пролетающей частицы в еди­
ницу времени

Эта общая формула определяет потери энергии частицы, обус­
ловленные как поляризацией плазмы, так и флуктуациями поля 
в ней. Она в равной мере относится как к плазме, так и к любой 
среде. При ее выводе мы предполагали только, что взаимодействие 
между пролетающей частицей и плазмой является слабым и 
пользовались поэтому первым приближением теории возмущений.

Для конкретного вычисления dS/dt согласно этой формуле 
нужно знать спектральное распределение \Р2Х “- Оно имеет, 
вообще говоря, различный вид в квантовой и классической об­
ластях. Нас в дальнейшем будет интересовать только классическая 
область, т. е. классический предел формулы (13 .1 .4 .7 ). Чтобы 
найти его, обратимся к формуле (11 .1 .2 .20), определяющей спект­
ральное распределение флуктуаций плотности тока для равно­
весных систем, в которой еще не сделан предельный переход 
К -»• 0. Эта формула содержит в качестве множителя величину

у у -  ___  |
v« -  { +  ш < 0 , 

где 7?|Ш| — планковская функция распределения

=  ехр (Н[ы\/Т) — i ’ (13.1.4.8)

Т — температура среды. Наличие такого множителя имеет простой, 
но глубокий физический смысл. Именно, как мы видели в § 11.2, 
спектральные распределения флуктуаций поля и других величин 
имеют резкие максимумы (в области прозрачности — 8-образные) 
при аз =  +(о. (q), где u>r (q) — частота r-го собственного колебания 
с волновым вектором q. Учитывав, что Нш — <§р, — §  и =  р' — р, 
можно сказать, что частица, проходящая через плазму, испускает 
и поглощает плазмоны, т. е. квазичастицы с энергией ftu>r (q) 
и импульсом hq, причем вероятность испускания пропорциональна 
Nmr (q )-{-l, а вероятность поглощения пропорциональна NWr̂ ), где 
jVcur(q) — среднее число плазмонов с частотой o>r (q) при темпера-



туре Т. Тот факт, что вероятность испускания пропорциональна 
V̂|«о | —f— 1, а вероятность поглощения пропорциональна 7V|m|, связан 

с характером статистики плазмонов, которые, так же как и фотоны, 
являются бозонами и подчиняются статистике Бозе— Эйнштейна. 

Так как
lim =  Т, (13.1.4.9)
я->о

то в классические формулы для спектральных распределений 
флуктуаций в § 11.2 вместо величины h wNm входит температура Т ‘, 
но из предыдущего ясно, что с помощью классических формул 
для спектральных распределений флуктуаций можно непосредст­
венно найти эти распределения в квазиклассическом случае, 
когда

— р | ;

для этого следует в классических формулах сделать замену Т 
на Й(в7Уш, т. е.

<Р2>ЧШ =  ^ < Р 2> ^  (13.1.4.10)

где (jj2'/qw — спектральное распределение флуктуаций плотности 
заряда в классическом случае, удовлетворяющее условию

< P % , =  <P2> V . .  (13.1.4.11)

В области прозрачности, т. е. при (q), где ю, (q) — ча­
стота слабозатухающего собственного колебания с волновым 
вектором q, плазмоны могут не находиться в тепловом равновесии 
с частицами плазмы. Поэтому распределение плазмонов по ча­
стотам может отличаться от планковского распределения и опи­
сываться некоторой, вообще говоря, произвольной функцией 
iVoj^q). В этом случае вместо (13.1 .4 .10) выполняется соотношение

(13Л '4 -12)

где Г* — некоторая функция q и со (зависящая, вообще говоря, 
также от К), удовлетворяющая условию

l i m ^ f f = l .  (13.1.4.13)
й-я) 1 (9. “ )

Отсюда следует, что
lim Т* (q, ш) =  Т  (q, со), (13.1.4.14)

о

где Т  — эффективная температура плазмонов, определяемая фор­
мулой (11 .5 .3 .6 '). Действительно, согласно (11 .5 .3 .9 ), плотность
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• * 

Подставляя (13 .1 .4 .12) в (1 3 ,1 .4 .7 ) и замечая, что

со------ — ^— —j d c o - > l ,

представим (d§jdt)q<qo в виде

( S \ < 9 S S „>><р2>^ 5 ( ш ~ 4 v ~ £ ) d,,)cPq’ с13- 1 -4 -23)

или, учитывая (13 .1 .4 . И ) и соотношение Т* (— q, — id) =  Т  (q, m), 
в виде

й г ) г<? S S е т Ь о <р2>СчшК Ч (° “ ^  - 5 £ ) +

+  N _ j ( w  —  q v + ^ jc f o x ^ g .  (13 .1 .4 .24)

Нас интересует классический предел этой формулы (Й ^О ). 
Для нахождения его разложим 8-функцию в ряд по степеням Й,

8 (ш _  qv -  g )  8 (ш -  qv) -  g -  8' (ш -  qv),

(dS\и запишем ) в виде суммы

' " Ш к Л а + Ш ,  (13.1.4,25*

где

( § ) р = 5 ?  S S ? 5 » Т 5 Г ^  < « •  (W . +  S ( »  -  qv! *>  <Р«,

(ж),=~ ТГ £  П .) 4*Я. 81 (» -  gv) <i«> #8-
Замечая, что iVw /У_ш =  1 и coiV̂  71* (q, и>)/Й, получим для 
(dS/dt)р и (dS/dt)t выражения

( “ )„ = - 1Т Г  j  ^  - Л  (13.1.4.26)

( ж ) , = ^ S ? ' K < ” <i>!> W ‘P9. »  =  qv, (13.1.4.27)
/ , « . 

не содержащие h. (Последующие члены разложения S-функции
по степеням К приводили бы в (d&Idt)q<qo к слагаемым, исчезаю­
щим при h ->  0.).

Покажем, что величина (d&ldt)р представляет собой потери 
энергии частицы, обусловленные поляризацией среды (в (d&/dt)v 
входят также потери энергии и на черенковское излучение), 
а величина (d§/dt)t — изменение энергии частицы, обусловлен­
ное взаимодействием с флуктуациями поля.
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Чтобы убедиться в справедливости первого утверждения, 
предположим, что плазма находится в состоянии теплового рав­
новесия; тогда

<«»=££ Ч -м Ь )}’ (!3.1-4.28)
и формула (13 .1 .4 . 26) приобретает вид

Щ , = 1 У 1 т  S < 1 3 л ' 4 ' 29)

тождественный соотношению (13.1.2.3).
Очевидно, та же формула будет справедлива и для неравно­

весной плазмы, если не учитывать флуктуаций плотности заряда 
ионов (в этом случае остается справедливой формула (13.1.4.28),

/ у .  '

в ней нужно лишь заменить Г на Г).
Заметим, что поляризационные потери энергии на возбуждение 

плазменных волн не зависят от числа плазмонов N ш. Это связано 
с тем, что потери энергии определяются спонтанным излучением 
частицей волн, тогда как вклады в потери энергии вынужденного 
излучения и поглощения (пропорциональные числу волн N J  
взаимно компенсируются.

Чтобы убедиться в справедливости второго утверждения, 
воспользуемся соотношением

подстановка которого в (13 .1 .4 .27) дает
• ф

dS\ Ze  г д (а (Е }ук<л) d%  «> =  qy, (13.1.4.30)/d&\
\df)tdt If 16 i$m j  дм

что тождественно (13.1.3.10).
Если не учитывать флуктуаций плотности заряда ионов, то

(4г),=§5г И {щТ (q’ ш) 8 ш»} diq' ш = qv (13Л-4*31)
Сравнение этой формулы с (13.1.4.29) показывает, что

<Ш А 3 2 >

т. е. флуктуационные потери существенны только в случае горя 
чих плазмонов, когда Т ^>Т ,
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Используя формулу (13.1.4.29) и полагая ег= 1 — легко
найти поляризационные потери энергии при д<СЯо:

(Ё£) — _  (13.1.4.33)
\dt Jq< q0 V соре *

Складывая последнее выражение с (13.1.4.22), получим полные 
поляризационные потери энергии частицы в единицу времени

4 f — —  Z2e2u>*° ■ In . (13.1.4.34)at v (т - f -  тое ) 4 7

Эта известная уже нам формула имеет структуру общей боровс- 
кой формулы для поляризационных потерь. Обратим внимание 
на то, что в нее не входит параметр q0. Его отсутствие связано 
с тем, что, как уже указывалось, переданные импульсы порядка 
hqQ не вносят существенного вклада в потери энергии.

Мы видим, что поляризационные потери энергии быстрой 
частицы существенно зависят от плотности плазмы и не зависят 
от ее температуры. Поэтому формулой (13.1.4.34) можно поль­
зоваться независимо от вида функции распределения частиц 
в плазме, если их средняя скорость значительно меньше скорости 
пролетающей частицы. Полные потери энергии не зависят также 
от чисел плазменных волн если средняя энергия плазменной
волны Т  не слишком велика (Т (m/me) У).

Если пролетающей частицей является электрон, то при учете 
близких столкновений следует принять во внимание тождествен­
ность его с электронами плазмы, что приведет к появлению допол­
нительного множителя е!\Щ (е — основание натуральных лога­
рифмов) в аргументе логарифма в формуле (13.1.4.34). Таким 
образом, поляризационные потери энергии быстрого электрона, 
проходящего через плазму, определяются формулой

• ■ ' (13.1.4.35)
*

Как уже отмечалось, выражение (13.1.4.4) для вероятности 
рассеяния справедливо в первом борновском приближении, ко­
торым, как известно, можно пользоваться в случае быстрой 
частицы (e2/hv 1) при всех q, а в случае медленной частицы — 
только при малых передачах импульса. Поэтому формула
(13.1.4.33) для потерь энергии при близких столкновениях спра­
ведлива, только если e2/hv<^  1.

Заметим, что формула (13.1.4.34) (которую мы получили в пре­
небрежении членами порядка у*/с2) ; определяет по порядку ве­
личины потери энергии также и в релятивистской области v — с. 
Учет релятивистских эффектов приводит лишь к изменению 
выражения под знаком логарифма, не меняя предлогарифмиче- 
ского множителя Z2e2 ауре/v.
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§ 13.2* Коэффициенты динамического трения 
и диффузии в плазме

13.2.1. Уравнение Фоккера—Планка для пробных частиц.
В предыдущем параграфе мы рассматривали постороннюю по от­
ношению к плазме заряженную частицу (будем называть ее проб­
ной частицей), движущуюся в плазме, и определили потери ее 
энергии. Эти потери, обусловленные взаимодействием пробной 
частицы с электрическим полем в плазме (частица считалась 
нерелятивистской), можно интерпретировать, как уже указы­
валось в § 13.1, как работу сил трения, возникающих при движе­
нии частицы в плазме. Действительно, запишем приближенное 
уравнение движения пробной частицы (см. (13.1.3.2)):

t  t '  - 

Z e  771 /  ,  Z 2 g 2  f*

+  d fE ,(r0( n  f ) ^ - E ( (v0(t), t),
t o  h  3

(13.2.1.1)
*o (*) = ro + v (* ~ *o).

где t лежит в интервале (£0, £0+A£) и A* — промежуток времени, 
большой по сравнейию с периодом флуктуаций поля в плазме 
и малый по сравнению с характерным временем существенного 
изменения скорости пробной частицы, и определим силу трения 
£>., отнесенную к единице массы частицы

Dt= 2 j & ,  (13.2.1.2)

где &v- — изменение i-й компоненты скорости пробной частицы 
за время А2, а угловые скобки, как обычно, обозначают усредне­
ние по флуктуациям. Используя (13.2.1.1), получим в случае 
изотропной плазмы [11]

D , = ^ D ,  D — ----- 1  (13.2.1.3)
v mv dt 9 v 7

dS „где — потери энергии направленного движения пробной частицы:
dg Z4*-r  Г со , о 7 , Z 2 e 2 Р d
dt 2тс2 Im S Щ  Г м о ^ * + i d s S ® 3 S  <ЕЬ ^  со =  kv.

(13.2.1.4)

Величину Z>, характеризующую среднее изменение абсолют­
ного значения скорости пробной частицы в единицу времени, 
можно назвать коэффициентом динамического трения.

Первое слагаемое в формуле для dg/dt определяет динами­
ческое трение пробной частицы, обусловленное ее взаимодейст­
вием с электрическим полем, возникающим в плазме при движении
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Используя формулу (13.1.4.29) и полагая ег= 1 — легко
найти поляризационные потери энергии при д<СЯо:

(Ё£) — _  (13.1.4.33)
\dt Jq< q0 V с о р е  *

Складывая последнее выражение с (13.1.4.22), получим полные 
поляризационные потери энергии частицы в единицу времени

4 f — —  Z2e2u>*° ■ In . (13.1.4.34)at v (т - f -  тое ) 4 7

Эта известная уже нам формула имеет структуру общей боровс- 
кой формулы для поляризационных потерь. Обратим внимание 
на то, что в нее не входит параметр q0. Его отсутствие связано 
с тем, что, как уже указывалось, переданные импульсы порядка 
hqQ не вносят существенного вклада в потери энергии.

Мы видим, что поляризационные потери энергии быстрой 
частицы существенно зависят от плотности плазмы и не зависят 
от ее температуры. Поэтому формулой (13.1.4.34) можно поль­
зоваться независимо от вида функции распределения частиц 
в плазме, если их средняя скорость значительно меньше скорости 
пролетающей частицы. Полные потери энергии не зависят также 
от чисел плазменных волн если средняя энергия плазменной
волны Т  не слишком велика (Т (m/me) У).

Если пролетающей частицей является электрон, то при учете 
близких столкновений следует принять во внимание тождествен­
ность его с электронами плазмы, что приведет к появлению допол­
нительного множителя е!\Щ (е — основание натуральных лога­
рифмов) в аргументе логарифма в формуле (13.1.4.34). Таким 
образом, поляризационные потери энергии быстрого электрона, 
проходящего через плазму, определяются формулой

• ■ ' (13.1.4.35)
*

Как уже отмечалось, выражение (13.1.4.4) для вероятности 
рассеяния справедливо в первом борновском приближении, ко­
торым, как известно, можно пользоваться в случае быстрой 
частицы (e2/hv 1) при всех q, а в случае медленной частицы — 
только при малых передачах импульса. Поэтому формула
(13.1.4.33) для потерь энергии при близких столкновениях спра­
ведлива, только если e2/hv<^  1.

Заметим, что формула (13.1.4.34) (которую мы получили в пре­
небрежении членами порядка у*/с2) ; определяет по порядку ве­
личины потери энергии также и в релятивистской области v — с. 
Учет релятивистских эффектов приводит лишь к изменению 
выражения под знаком логарифма, не меняя предлогарифмиче- 
ского множителя Z2e2 ауре/v.
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ч •

§ 13.2* Коэффициенты динамического трения 
и диффузии в плазме

13.2.1. Уравнение Фоккера—Планка для пробных частиц*
В предыдущем параграфе мы рассматривали постороннюю по от­
ношению к плазме заряженную частицу (будем называть ее проб­
ной частицей), движущуюся в плазме, и определили потери ее 
энергии. Эти потери, обусловленные взаимодействием пробной 
частицы с электрическим полем в плазме (частица считалась 
нерелятивистской), можно интерпретировать, как уже указы­
валось в § 13.1, как работу сил трения, возникающих при движе­
нии частицы в плазме. Действительно, запишем приближенное 
уравнение движения пробной частицы (см. (13.1.3.2)):

t  t '  - 

j - »  /  f*

M * ) = ^ ( r 0(*), +  dt"Ej(r0(t"), r0(f), t),
- ■ : V' ■ to h 3

(13.2.1.1)
*o (t) =  r0 - f  v (t —  *„),

где t лежит в интервале (£0, £0+A£) и A* — промежуток времени, 
большой по сравнейию с периодом флуктуаций поля в плазме 
и малый по сравнению с характерным временем существенного 
изменения скорости пробной частицы, и определим силу трения 
£>., отнесенную к единице массы частицы

Dt= 2 j & ,  (13.2.1.2)

где &v- — изменение i~й компоненты скорости пробной частицы 
за время А2, а угловые скобки, как обычно, обозначают усредне­
ние по флуктуациям. Используя (13.2.1.1), получим в случае 
изотропной плазмы [11]

D , = ^ D ,  D — ----- 1  (13.2.1.3)
v mv dt 9 v 7

dS „где — потери энергии направленного движения пробной частицы:
dg  Z 2 e2 T f  ti) . £ 2 e 2 r d
dt 2ti2 Im S mrk̂ ) ̂ *+idsS®3S <Eb  ̂ = kv-

(13.2.1.4)

Величину Z>, характеризующую среднее изменение абсолют­
ного значения скорости пробной частицы в единицу времени, 
можно назвать коэффициентом динамического трения.

Первое слагаемое в формуле для dg/dt определяет динами­
ческое трение пробной частицы, обусловленное ее взаимодейст­
вием с электрическим полем, возникающим в плазме при движении
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трической проницаемости и спектрального распределения флук­
туаций поля выражения (4.3.4.3) и (11.2.2.6), получим в резуль­
тате интегрирования (13.2.1.3)

г

О Z2e2(j0ne / . т \ С
D == Dp- f  Dt =  —  —  ( l + ^ ) j  z2exp (— z2) L (z, aefcfl)dz,

(13.2.2.1)1 Угде и функция L(z, aek0) определяется выражением

(13 .1 .3 . i3 ).6
Коэффициенту поляризационного трения Dv отвечает единица 

в скобке (13.2.2.1), а коэффициенту флуктуационного трения 
D f — слагаемое m jm . Для тяжелой пробной частицы (т те) 
поляризационное трение D v значительно больше флуктуацион­
ного трения D v Если в качестве пробной частицы взять электрон, 
то £>p=£f. ,

В наиболее интересном случае высоких температур и малой 
плотности электронов (а6к0 :§> 1) можно ограничиться в (13.1.3.13) 
учетом только основного члена и считать, что L(z, aekQ) ^  In aeft0. 
В результате мы получим из (13.2.2.1) известную формулу Чанд­
расекара

D = -------m f - V  о. (13.2.2.2)

где функция G(C) выражается через функцию ошибок 0  (С):

(?(С )=Ш Д , (13.2.2.3)

В предельных случаях малых и больших скоростей • движу­
щейся частицы имеем

D =  - - (l+ )̂cinaA, С<1, 

D= - ,/ . - s s r (  1 + 5 ) с4 '" « А .
(13.2.2/1)

Для медленных частиц в плазме динамическое трение воз­
растает линейно с увеличением скорости частицы, тогда как для 
быстрых частиц оно уменьшается обратно пропорционально 
квадрату скорости.

Максимум силы динамического трения определяется из ус­
ловия

£ ( * г ) = 0’ (13.2.2.5)

откуда С«  0,97. Таким образом, трение будет наибольшим, 
когда скорость движущейся частицы в плазме почти совпадает
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(с точностью до 2“ )̂ со средней тепловой скоростью электронов 
плазмы.

Аналогичным образом можно найти продольный и поперечный 
коэффициенты диффузии; имеем

с
л  Z 2 e 2 ^ &m a  С*

-----Ш ---- С"* J 22 ехР ^  L (z ’ a*ko) dz>

4 Z4%>%emeD,  —

ос
С 2 [ (С2 — z2) exp (— z2) L (z9 aek0) dz.

о )

(13.2.2.6)

Сравнение этих формул с (13.2.2.1) показывает, что коэф­
фициенты диффузии D l} и D х содержат в знаменателе лишний 
множитель т по сравнению с коэффициентом динамического 
трения D. Поэтому для тяжелых пробных частиц (т те) за­
медление, обусловленное динамическим трением, значительно 
существеннее, чем дисперсия скорости, связанй^я с диффузией.

Удерживая в (13.2.2.6) основные члены, получим формулы 
Чандрасекара

2Z2e2<i)$ ете
D r=  -J J  -G (Q \naek0,

2Z2e2„|ro ,(13.2.2./)
s S — [ 0 (9 —G (W111 “A-

Если корость движущейся частицы мала (у ие), то раз­
личие между параллельным и перпендикулярным смещениями 
(по отношению к направлению движения) исчезает и

D± =  2DV С < 1 .  (13.2.2,8)
* а

В случае больших скоростей частицы (v/^> у е) получается 
соотношение

£ ± = 2 С 2£>Ц, С>1:. (13.2.2.9)

Таким образом, если скорость пробных ч иц больше средней 
тепловой скорости электронов плазмы, то диффузия в простран­
стве скоростей будет в основном поперечной, т. е. перпендику­
лярной к первоначальной скорости частицы.

13.2.3. Коэффициенты трения и диффузии в двухтемператур­
ной плазме. Общие формулы, полученные в й. 13.2.1, позволяют 
также исследовать трение и диффузию в неравновеснойf плазме, 
если известно спектральное распределение флуктуаций поля. 
В частности, при помощи формул (13.2.1.3) и (13.2.1.9) можно 
найти коэффициенты динамического трения и диффузии в. двух­
температурной электронно-ионной плазме И 14*

43*
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Диэлектрическая проницаемость и спектральное распределе­
ние флуктуаций плотности заряда, связанных с флуктуациями 
продольного электрического поля, для двухтемпературной плазмы 
определяются выражениями (4.3.4.3) и (11.4.1.14). Используя 
(12.2.1.3), получим следующие формулы для коэффициентов ди­
намического трения в двухтемпературной плазме Dv и D t:

D. 2 Z2e2(0|e -  2
ЯГ mvl X

X  J z2,[exp (— z2) - f  Р|А exp (— ja2z2)1 L (z, p, (a, aok0) dz,
0

D 2 Z*e >
mvl m

P6 me ^-2

С

X  J z2 (exp (— z2) -j- [j.3 exp (— f*2z2)] L (z, p, ц, aje0)dz, 
о )

(13.2,3.1)

где p = T J T , ,  p =  \Jmlme и

L(z,  p, {J., aek0) =  In ajc0 U In {[1 —  <P (z) - f  P (1 — f  (V-z)) I2 +

-f- nz2 [exp (— z2) -j- pp. exp (— n2z2)]2}

2s/n z (exP(—“2) f  P(J.exp(—; A 2)j
Л __arctff ^  — У(г) + P 1 1 — У(^г»
2 V'r. Л [cxp(—„2) -4- //!!.cxp(—;j.~ :;2) ]

(13.2.3.2)
Ограничиваясь учетом основных членов при аек0 3>> 1, получим 

для коэффициентов динамического трения приближенные формулы

D 2 2 е 2 ш 2

------{G (С) +  pG (р-С)} In аек0,
m v 6

D ЪЧ* и2 (13.2.3.3)

Учет движения ионов в плазме приводит к существенному 
увеличению роли флуктуационного трения. Так, если пробной 
частицей является электрон, то флуктуационное трение может 
быть значительно больше поляризационного трения.

Отметим, что при малых скоростях пробных частиц как поля­
ризационное, так и флуктуационное трение в основном опреде­
ляются взаимодействием частицы с ионами плазмы.
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Аналогичным образом нетрудно найти коэффициенты диф­
фузии и D ± для двухтемпературной плазмы:

D
A  Z 2 e 2 o ) -  т* Р JL ^

V* тс m2v

с
X J z2 [ехр (— z2) - f  [1 ехр (— p.2z2)] L (z, р, [*, аек0) dz,

О
4 етв

D , =  ~ ------;Д -Ч ~2 х
V u  т 2 и

С

X j (£2— Z2)[exp(— z2) - f  (Д,ехр(— jj.2z2)] L (z , p ,  \x, ajc0)dz.
о

(13.2.3.4)

В предельном случае ajc0 J>> 1 имеем

D
2 Z 2 e 2 « p e m e

D
±

m ‘l u

2Z2e2co|eme
m 2v

[G(Q + G№)]lnaek
[0(O-G(C)+ 0(̂ )-G(̂ )]lnaefe3,

(13.2.3.5)

Из последних соотношений следует, что поперечная диффузия 
существенным образом зависит от движения ионов. При v ve 
поперечная диффузия обусловлена примерно в равной степени 
взаимодействием пробной частицы как с электронами, так 
и с ионами плазмы. При ve v v. поперечная диффузия опре­
деляется главным образом взаимодействием с ионами.

С помощью найденных выражений для коэффициентов трения 
и диффузии можно оценить время выравнивания ** электронной 
и ионной температур Те и определяемое соотношением

(13.2.3.6)dT i
dt

Обратимся с этой целью к формуле для изменения энергий 
пробной частицы в единицу времени

.̂̂ l̂ n(2vD + D,+DJ).
Если пробной частицей является электрон* то

d S e e2<4

(13.2.3.7)

dt
Ь * { _ 0 ( Q + 2 C 0 /(С )_ JL 0 0 * 9 + ( l  ' Ц •

(13.2.3.8)

Здесь первое и второе слагаемые определяют изменение энер­
гии электрона, вызванное взаимодействием с остальными элек-
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тронами плазмы, а третье и четвертое — изменение энергии, 
обусловленное взаимодействием с ионами плазмы.

Предположим теперь, что пробные частицы характеризуются 
максвелловским распределением с температурой Т„. Усреднив 
тогда выражение (13.2.3.8) по максвелловскому распределению, 
мы получим, очевидно, изменение электронной температуры со 
временем

( т ) = ^ -  <13-2 М >

Нетрудно проверить, что сумма первых слагаемых в (13.2.3.8) 
после усреднения обращается в нуль, так как электроны плазмы 
находятся в состоянии теплового равновесия. Среднее же из­
менение энергии, обусловленное взаимодействием электрона 
с ионами, равно

/ М Л  — —  ! У-2е .< ------ т̂ 1 л —  in а кд (13.2.3.10)
\ d t  /  тпетп1 (zym. +  zyi»,)/-

Используя (13.2.3.6) и (13.2.3.9), получим в результате из­
вестное уже нам выражение для времени релаксации неизотер­
мической плазмы

3 m „r

8 2̂тс noei 1п « А
(13.2 .3 .11)\me 1 m j  '

§ 13.3. Прохождение заряженных частиц через 
равновесную плазму в магнитном поле

13.3 .1 . Вероятность рассеяния в магнитоактивной плазме.
Перейдем теперь к рассмотрению взаимодействия заряженной 
пробной частицы с плазмой в присутствии постоянного и одно­
родного магнитного поля [9, 15— 19]. Магнитное поле приводит, 
во-первых, к усложнению характера движения пролетающей 
частицы и, во-вторых, изменяет спектральное распределение флук­
туаций в плазме.

Если направление движения частицы до рассеяния и после 
него близко к направлению магнитного поля, то последнее не 
сказывается на движении частицы. Для этого должны выполняться 
условия

q Lo sin а Hq\lm- ,

где h q ± — перпендикулярная к направлению магнитного поля 
В0 составляющая переданного импульса, <on!, - - Z e B 0/mc и а — 
угол между направлением движения частицы и направлением 
магнитного поля.

Влиянием магнитного поля на движение пролетающей частицы 
можно пренебречь и в том случае, когда закручивание частицы



на характерном пути мало. Для этого должно выполняться одно 
из условий

q^v sin а. шВг, Kq\lm^>

Рассмотрим прежде всего рассеяние частицы в этих случаях. 
Вероятность рассеяния частицы определяется общей форму- 
дой (13.1.4.6), в которой под х p8/q»> следует понимать спектральное 
распределение флуктуаций плотности заряда в плазме, находя­
щейся в магнитном поле.

Функция как было показано в § 11.2, имеет резкие
максимумы при частотах собственных колебаний плазмы; со­
ответствующие слагаемые в выражении для dw можно интер­
претировать как вероятности рассеяния частицы с возбуждением 
(или поглощением) колебаний различного типа. В частности, 
вероятность рассеяния в единицу времени частицы с возбуяеде- 
нием или поглощением продольных электронных колебаний 
имеет вид

4rc2Z2g2 (“ 2 - " 1 е ) 2 ,, , /л, , ) u s , , ч I
d w Р-^Р '—  — %ф—  ^ 4 s H 2  0+-(co2 - « | e)2cos2 8 И “  I ( N l “ I +  4 ) ^  +  “ +) +

+  8(,» +  »_)l +  a> N J 8 ( a > - w J + d ( w - w J ] } J ? £ ir, (13.3.1.1)

где 0 — угол между q и Ва, а частоты ш± определяются соотноше­
ниями (5.1.2.6); в них вместо ю± приняты обозначения ш̂.1) (0) 
и о>Ц' (9).

13.3.2. Поляризационные потери энергии частицы, обуслов­
ленные взаимодействием с продольным полем. Умножая (13.3.1.1)
на hw и интегрируя по q, найдем энергию, переданную частицей 
плазменным колебаниям с волновыми векторами, меньшими не­
которого значения q0 [17]:

( “ )  =  _ ^ { to « £ . _ , ( « ,  j v \ }  ( , , .3 .2 .,)
\ dt Js< g0 V { 0Jpe 1 \ ’ 03Be } ) '

где

f  (а, и) =  ~2 ~ 2  M ln 2 §'(2)dz — j In zg(z)<Zzj — Inu, (13.3.2.2) 

g (z) =  z (1 —  z) [z (z —  zx) (z —  z2) (z3 —  z ) ] - ‘/2,
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zlf2 —  V2 (1 +  и2) +  V2 V(1 +  И2)2 —  4u2 sin2«.
*3 =  1 + ц2-

Найдем полные поляризационные потери энергии быстрой 
частицы, движущейся в плазме в присутствии магнитного поля. 
При учете близких столкновений (большие переданные импульсы)
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можно пренебречь отличием движения частицы от прямолиней­
ного и воспользоваться для потерь энергии в единицу времени 
формулой (13.1.4.22). |

Если угол а между скоростью частицы и магнитным полем 
удовлетворяет одному из неравенств

_ W  р ,  СО п .

s i n a > -------------------г-, s i n a < -------^ ------ г , (13.3.2.3)m ax (шре, ю£е}  ^  m ax {шре, шДе)  '  >

то закручиванием частицы можно пренебречь также и при учете 
далеких столкновений. При этом (как и в отсутствие магнитного 
поля) рассеяние быстрой частицы происходит главным образом 
за счет испускания и поглощения плазменных волн, так что для 
определения потерь энергии можно воспользоваться формулой 
(13.3.2.1).

Складывая вклады от близких и далеких столкновений, по­
лучим окончательно следующие выражения для поляризацион­
ных потерь ’энергии быстрой частицы:

fdS\
V dt / р

/ d& \
\ dt / р

где функция /(а , и) определяется формулой (13.3.2.2), у — кон­
станта Эйлера.

Первые слагаемые в этих выражениях представляют собой 
полные потери энергии быстрой частицы в свободной плазме 
(ср. (13.1.2.16), (13.1.2.18)), а вторые описывают влияние магнит­
ного поля; они зависят от направления движения частицы по 
отношению к направлению магнитного поля и обращаются в нуль 
при ш.ве—0.

Мы видим, что полные поляризационные потери энергии быст­
рой частицы в присутствии магнитного поля пропорциональны 
плотности плазмы и сравнительно слабо (логарифмически) за­
висят от величины магнитного поля. Как и в случае свободной 
плазмы, потери не зависят от температуры (если флуктуации 
в плазме не слишком отличаются от равновесных).

В случае сильного магнитного поля ( шВс :>  соре) выражения 
-(13.3.2.4) значительно упрощаются: входящая в них функция 
/(а , и) имеет при этом вид

/(а , и) =  74 sin2 а [1 -f-ln  ( 7 ^  sin2 а ) ]— In и (13.3.2.5) 

(угол а предполагается не равным 0 и л и  п;).

2mm,v2
(т +  те1 ,.Шре

22<гЧ е  К 2

Й<Oj

ттл> з
hv

ыВе

i i  
hv

< 1 .

(13.3.2.4)

> 1,



( M )  ^ _ £ ^ V ( In ______ y l .  (13.3.2.7)
V dt /р и I fc\/2 uwo„_ 'M

Как уже указывалось, выражения (13.3.2.4) справедливы, 
если угол а удовлетворяет одному из условий (13.3.2.3). Это 
требование выполняется, в частности, для частицы любой массы, 
движущейся вдоль магнитного поля. При этом из (13.3.2.4) 
следует, что

(4 * Л  = _ _ 22е2(̂  1п______ 2пт-и2 —  (13.3.2.6)
V dt /р V (т +  гое) h sJo>le +  <4е

(мы считаем для определенности, что e2lhv i;3> 1).
В случае тяжелой частицы формулами (13.3.2.4) можно поль­

зоваться практически при любых углах а. В частности, если 
такая частица движется перпендикулярно к направлению поля, 
то выражение для потерь энергии имеет вид (предполагается, 
что eVhv 1)

’ dS \ __ Z 2e2o>pe | 4тФ

/Р  v {  h \/2^ре- Ве

Формулы (13.3.2.4)—(13.3.2.7) определяют потери энергии не­
релятивистской частицы. Если через плазму движется реляти­
вистская частица, то ее потери энергии по-прежнему будут про­
порциональны Z2e2 щ*е/у и сравнительно слабо зависят от магнит­
ного поля.

Приведем выражения для величины»-(4rX-(4rW <1аАМ>
характеризующей влияние магнитного поля на потери энергии 
частицы.

Если выполняется условие w|e/u)pe ^  4[32/(1 — |32), где $ =  vjc, то
Z 2 e 2 M2

F (% „  W = ^ ^ ( l - P 2) ( 2 - P 2). (13.3.2.9)

Если 4(32/(1 — р») <  <  4р2/(1 — |32)2, то

^ Р) =

{■/« 1» + V, (1 -  т  (2 -  п ■*} ■
(13.3.2.10)

( .  4 3 2  ш 2 6 у л
где х  =  1
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1 — 2̂ «j

Наконец, если o>|e/u>|e ^  482/(1 — р2)2, То

+  Т # 1 $  (Р  <2 -  Р ) -  *  +  (1 -  И  S i) . (13.3.2.11)
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где

Полагая, что в соотношении (13.3.2.11) р<^ 1 и используя 
(13.1.2.18), можно получить выражение (13.3.2.6) для потерь 
энергии нерелятивистской частицы, движущейся вдоль магнит­
ного ноля.

13.3.3. Учет закручивания. Остановимся еще кратко на слу­
чае, когда неравенства (13.3.2.3) не выполняются и необходимо 
учитывать усложнение движения пролетающей частицы, вызыва­
емое магнитным полем [17, 19]. Как известно, движение частицы 
в магнитном поле определяется проекцией ее импульса на направ­
ление поля рг, квантовым числом v, характеризующим движение 
в плоскости, перпендикулярной В0, и координатой центра лар- 
моровской окружности. Энергия частицы в магнитном поле имеет 
вид (§’v ^ = (v + 1/2)^(U^+P2/2to.

Так же, как и  в отсутствие поля, вероятность рассеяния ча­
стицы можно связать со спектральным распределением флук­
туаций плотности заряда. Мы не будем излагать здесь вывод, 
а приведем только выражение для Ьтнесенной к единице времени 
вероятности перехода частицы из состояния с квантовыми числами 
v, рг в состояние с квантовыми числами v; , р'г (усредненной по 
начальным и просуммированной по конечным значениям коорди­
наты центра ларморовской окружности частицы):

где Нш и Ндг — изменения энергии и продольной компоненты им­
пульса частицы Пт ~  П (у1 — v)co^-J~(р'г2 — p f ) j 2т, Тщг =  р 'г — рг,

Jп(х) — функция Бесселя).
Умножая (13.3.3.1) на 1т, суммируя по >' и интегрируя по 

р'г, найдем полные потери энергии частицы в единицу времени

(13.3.3.1)

00
Л,у (а) =   ̂ / 0 (2 \]ах) Lv (х) L.t, (х) е Xdx (Lv (х) — полином Лагерра

о

dw<Pq. (13.3.3.2)

Эта формула полностью учитывает все квантовые эффекты, 
если в качестве <(<p2)>q"> использовать квантовомеханическое вы-
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ражеиие для спектрального распределения флуктуаций потен­
циала. Мы, однако, ограничимся здесь рассмотрением только 
классического случая.

Используя (11.1.2.20), нетрудно показать, что с точностью 
до членов, линейных по U, справедливо соотношение

<л^=<лы-^тга;- <13М-3>
Учитывая эффект отдачи, как и в п. 13.1.4. и разлагая 

и З функцию в ряды по степеням %, получим, используя свойство 
симметрии классической функции <̂<р2Х«.-«>==<С(Р2)>ч.ш' следующую 
формулу для изменения энергии заряженной частицы, движущейся 
вдоль магнитного поля [19]:

~~§Г~~ТТ~ ------% (w — qv) dm d3q —dt 2re2 J e0  (q, u>) q(qj ' 1 ' *

~  £ £ r  f “  ( "2 ^  t8 — q v + “ «*) ~ 8 (“  — q v — +V Bz

+  g2§' (<o — qv)j dw d3q, (13.3.3.4)

где v — скорость частицы и s .j (q , w) — тензор диэлектрической 
проницаемости плазмы.

Первое слагаемое в формуле (13.3.3.4) определяет поляриза­
ционные потери энергии заряженной частицы, движущейся в маг­
нитоактивной плазме, а второе — изменение энергии, связанное 
с флуктуациями продольного электрического поля в плазме. 
Эта формула справедлива для равновесной плазмы, а также для 
неравновесной плазмы, если не учитывать движения ионов.

13.3.4. Черенковское излучение заряда, движущегося в плазме 
в магнитном поле. В заключение параграфа рассмотрим вопрос 
о черенковском излучении при движении заряженной частицы 
в магнитоактивной плазме [20—22] *). Как уже отмечалось 
в § 13.1, в отсутствие магнитного поля фазовые скорости попе­
речных волн в плазме больше скорости света; поэтому черен­
ковское излучение в свободной плазме невозможно. При наличии 
внешнего магнитного поля в определенной области частот пока­
затель преломления плазмы больше единицы, т. е. фазовые ско­
рости соответствующих волн меньше скорости света, и поэтому 
при движении заряженной частицы становится возможным из­
лучение электромагнитных волн (черенковское излучение).

Рассмотрим подробнее черенковское излучение в этом случае 
[21]. Будем считать, что скорость частицы значительно больше

*) Вопрос о потерях энергии заряженной частицы в анизотропной среде 
исследован в [23].



тепловой скорости электронов плазмы. Тогда можно пренебречь 
тепловым движением электронов и рассматривать плазму как 
оптически активную анизотропную среду, характеризующуюся 
тензором диэлектрической проницаемости

в4/ =  |*.2 o j ,  (13.3.4.1)
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/ Е1
'1^2

e i

\ о
0

«4 »

где
& d,  wjL (oJL

в1 =  1 _ _ _ 2 Ц - ,  е2= - ^ . -  а PV ,  е3 =  1 - - г - ,  (13.3.4.2)1 (О̂  —  СО̂ е * '.{л) ---  Ш е̂ * J СО" ;

шве=еВ0/тес, В0 — внешнее поле, ось z выбрана вдоль поля.
Компонента Фурье напряженности поля, создаваемого дви­

жущимся зарядом, определяется следующим выражением:
Е { {к, (Ь) =  —  4 ^ -А 7 }У у 8 (« о _ kv). (13.3.4.3)

Для вычисления потерь энергии движущегося заряда вос­
пользуемся известным уже нам соотношением

^ L  =  ZevE\t^ t, (13.3.4.4)

где значение поля берется в точке нахождения заряда. Исполь­
зуя выражение (13.3.4.3) для поля, получим следующую фор­
мулу для потерь энергии частицы в единицу времени, обуслов­
ленных далекими столкновениями:

4 г — 4 5 ~  \ S “ kv) du> d3k• (i3 -3-4-5)
k<ka

Интегрирование по к следует производить здесь до некоторого 
максимального значения к0, равного по порядку величины Ь"1, 
где Ь0 — минимальное значение параметра столкновений.

Воспользуемся теперь явным видом тензора A {J- (см. (11.2.7.1)) 
и определениями (5.1.1.9) показателей преломления для обыкно­
венных и необыкновенных волн. Тогда при движении частицы

х  d $вдоль магнитного поля мы получим следующую формулу для :
со оА̂п

dS . Z 2е2у2
Xdt 2л2Сз

—со О
у  COS2 8 —  е^ 2 в1 (1 COS2 6) -f -  z'f —  s| g , q ___ .
X  (£l Sin2 0 +  e3 COS2 0) (e*"2 -  a T l  (0)) (<^2 -  e T l  (6)) 10/7 P

(13.3.4.6)
где вместо к введена новая переменная интегрирования PJ f= kch ). 
Интегрирование по углам можно выполнить сразу благодаря 
наличию 3-функции: при интегрировании по off следует ограни-
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читься областью от [З-1 до .3// ’ ()=А:0с/о>.',В результате интегрирования 
найдем

— значения показателей преломления в направлениях максиму­
мов излучения, определяемых равенствами

Очевидно, вклад в выражение (13.3.4.7) будут вносить области 
частот, где аргументы логарифмов принимают отрицательные 
значения и, кроме того, области, в которых подынтегральные 
выражения имеют полюсы, так как только в этих случаях d§]dt 
будет отлично от нуля. Таким образом, имеем

где в первых двух слагаемых интегрирование производится по 
областям частот, определяемым соответственно неравенствами

а в третьем слагаемом суммирование производится по тем частотам 
(ог, при которых ех, е2 и г3 одновременно обращаются в нуль. 
Подставляя l/f\ и a/ft в явном виде, окончательно получим[21 ]

где область интегрирования определяется неравенствами(13.3.4.10).

о
СО

где

cos2 0± =  l/pV ^ I (9±).

(13.3.4.9)

( # ? > ( # ! >  Г 2, в / п > е № 1 > г \  (13.3.4.10)

(13.3.4.11)
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Первое слагаемое здесь представляет собой потери энергии 
частицы на черенковское излучение, а второе — собственно по­
ляризационные потери.

Чтобы убедиться в этом, выясним характер потерь энергии, 
для чего вычислим поток энергии через цилиндрическую поверх­
ность, окружающую траекторию заряда. Сначала определим 
поле, возникающее в оптически активной анизотропной среде 
при движении точечного заряда. Используя обратные преобра­
зования Фурье, получим с помощью (13.3.4.3) и соотношений

следующие выражения для составляющих напряженности элек­
трического поля в цилиндрической системе координат:

j ехр (Ыг cos 6) db == 2 п /0 (хг),
о
СО

О

Ег (т, t) =
СО

— 00— 00

00

(13.3.4.12)
—  СО

■Ь j f i - к - К \ М }  ехр Ы ( j  —  i ) ]  dm,

СО

— да

где

а оМ\ определяются выражениями (13.3.4.8).



§ 13.3. ПРОХОЖДЕНИЕ ЧЕРЕЗ ПЛАЗМУ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 687

Аналогичным 'образом, для напряженности магнитного поля 
получим

В.
СО('• ‘>=-5̂ S vfeSK fer)+

— со

+  К о ( М )  ехр 1*0 ( Ф  —  *)1 и*>,

СО

ядг. S
„ с о

— Й-Дх (&_г)} ехр [to (z/y — £)1 (fro,
СО

« , ( ' •  »> =  l f  S  v f ! 5 r S r ( M M ' v > +
—  СО

^4" к_Кг (A:_r)| ехр [to (z/v — t) j d<».

(13.3.4.13)

<5̂ 1 — вГ1

Оптическая активность плазмы приводит к возникновению 
составляющей напряженности электрического поля Е  и состав­
ляющих напряженности магнитного поля В, и Вг, которые от­
сутствуют при движении заряда в неактивной среде.

Используя теорему Пойнтинга, определим теперь количество 
энергии, излучаемое зарядом на единице его пути

СОS ( E f i , - E J i , ) 2 v r d t .  (13.3.4.14)

Подставляя сюда (13.3.4.12) и (13.3.4.13), после несложных 
преобразований получим

, ,  2 r R e < S Г ~ ''4 k ° (*>r ) к к - { K r ) +о
г??

( 1 ~ ( * - г ) ^ ( ^ г ) } ш  d w - ( 1 3 - 3 - 4 Л 5 >

Если elt г2 и е3 не имеют общих нулей, то вклад в полученное 
выражение вносят только частоты, при которых к+ или к_ мнимо. 
Замечая, что при мнимом к справедливо соотношение

к*К, (If г) К 0 (kr) — кК, (kr) К 0 (k*г) == ll2tn,
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получим для потерь на черенковское излучение выражение 

dt v ) e 1 (ar z — ar * )  'РгЖ2>1
, Z4* J (13.3.4.16)
' V

Р2суГ2>1
совпадающее с суммой первых двух слагаемых в (13.3.4.9).

Заметим, что второе слагаемое в (13.3.4.16) логарифмически 
расходится. Это связано с тем, что при нахождении полей Eg(r, t) 
и Я (г, t) мы интегрировали по к от 0 до оо, тогда как при к ->  со 
макроскопическая электродинамика неприменима. Очевидно, 
в (13.3.4.16) следует ограничиться областью частот ̂ o/f% >  |32<#*2> 1 .

Как известно, полные поляризационные потери (с учетом 
близких столкновений) в изотропной среде не зависят от параметра 
Щ — V -  Этот параметр, входящий под знаком логарифма в фор­
мулу для потерь на близких столкновениях, а также для поля­
ризационных потерь, соответствующих далеким столкновениям 
и учитывающих взаимодействие движущегося заряда с продоль­
ным полем, в окончательном выражении для суммарных потерь 
сокращается. В анизотропной среде потери на близкие столкно­
вения определяются такой же формулой, как и в изотропной 
среде и в нее тоже входит под знаком логарифма параметр к0. 
Но, кроме того, он входит еще (также под знаком логарифма) 
в выражение для потерь на излучение необыкновенных волн 
(которые при оо являются продольными). При этом полные
потери с учетом близких столкновений в анизотропной среде, 
так же как и в изотропной, не зависят от параметра kQ.

Используя (13.3.4.2), можно представить выражение для 
потерь энергии заряженной частицы, соответствующих далеким 
столкновениям, в виде [9] 
dS _  Z V f  (1 — ?2) (w2~  Ш|е) + Р 2а>?-
dt 2v J x

, ,  _  К1 -  И 2 (“ 2 -  (4 e )  +  P2 (3 -  B2) cofe
X { i 4- _____________________________________________(o da),

[<i -  И  («*2 -  » ! . )  +  P S . ]  [(1 -  P )3 *4. + (“ 2 -  “ M 'A  ’
(13.3.4.17)

>2
Beгде т п = г - 5------т-г и В = v lc ;  интегрирование производится по оо-

I ш wBe |
ластям частот, для которых выполняются неравенства

^ у2/со2> с#1Р2> 1 .  (13.3.4/18)
Мы видим, что при наличии внешнего магнитного поля потери 

энергии вследствие далеких столкновений связаны с черенков- 
ским излучением.
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Интегрирование по частотам в (13.3.4.17) удается выполнить 
только в некоторых предельных случаях. Так, при движении 
частицы с нерелятивистской скоростью имеем

dS Z2e2a>]L h*
4 f  = ------- M  (13.3.4.19)

Если (1 — j32) (сильное магнитное поле), то

(13.3.4.20)

Наконец, в предельном ультрарелятивистском случае имеем 

~  — ~~ШГ~ 1 - Р 2 < « > > * .•  (13.3.4.21)
Ре

§ 13.4. Взаимодействие заряженных частиц 
с неравновесной плазмой

13.4.1. Рассеяние заряженных частиц на критических флук­
туациях. В предыдущих параграфах мы рассматривали главным 
образом взаимодействие пробной частицы с равновесной плазмой. 
Теперь мы перейдем к исследованию взаимодействия заряженных 
частиц с неравновесной плазмой и покажем, что если последняя 
находится в состоянии, близком к неустойчивому, то потери 
энергии частиц на возбуждение коллективных колебаний могут 
быть аномально велики.

Рассмотрим вначале плазму, состоящую из холодных ионов 
и горячих электронов, движущихся относительно ионов. В такой 
плазме пролетающая пробная частица может интенсивно взаи­
модействовать со звуковыми колебаниями.

Подставляя в (13.1.4.6) выражение (11.5.3.20) для спектраль­
ного распределения флуктуаций плотности заряда, связанных 
со звуковыми колебаниями, найдем отнесенное к одному электрону 
плазмы сечение рассеяния частицы с возбуждением и поглощением 
неизотермического звука:

.  < № + ? »  ( 8 ( „ Др _  
п0 \ шре )  йтПеИ  —  (Р —  Р ) U | I V

— V(AP)2 +  P2ft2) +  b(vkp - f  V(Ap)2 - f  Р2&2)} i * (13.4.1.1)

где u — направленная скорость электронов плазмы, Др —р' — р. 
v=p/m  и д  — угол рассеяния (угол между векторами р и р'). 
Это соотношение справедливо, если угол рассеяния и переданная 
энергия достаточно малы (раеЬ Н, &рав /&); в таких условиях 
возбуждаются слабозатухающие звуковые колебания.

44 Под ред. А. И. Ахиезера
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Интегрируя (13.4.1.1) по модулю вектора р ', получим сечение 
рассеяния частицы, отнесенное к единичному телесному углу,

где 0 , 0 ' — углы, образуемые векторами р, р' с направ­
лением а, <р — угол между плоскостями (р, и) и (р', и), причем 
8 ' «  8  и ip <  1 (мы считаем для определенности v vs). Легко 
видеть, что если ulvt ^  1 и частица движется почти перпенди­
кулярно к направлению и, то величина do/do' может быть ано­
мально велика.

Отметим, что do/do' обращается в бесконечность только в ли­
нейной теории, в рамках которой определено спектральное рас­
пределение флуктуаций плотности заряда. На самом же деле, 
нелинейные эффекты должны приводить к насыщению крити­
ческих флуктуаций, в результате чего сечение рассеяния должно 
оставаться конечным. Аналогично нелинейные эффекты накла­
дывают ограничения на аномальный рост интенсивности черен­
ковского излучения и потерь энергии частицы. Здесь мы ограни­
чимся линейной теорией; нелинейная (по энергии плазменных 
колебаний) задача о взаимодействии пробной частицы с турбу­
лентной плазмой будет рассмотрена ниже.

Используя соотношения (11.5.3.20) и (13.1.4.6), можно опре­
делить энергию, теряемую частицей в единицу времени на воз­
буждение звуковых колебаний, волновой вектор которых лежит 
в интервале (q, q + d q ):

Первое слагаемое здесь описывает вынужденное излучение, 
второе — поглощение колебаний частицей (интересуясь состоя­
ниями плазмы, близкими к неустойчивому, когда число звуковых 
плазмонов в ней очень велико, мы можем пренебречь спонтанным 
излучением).

Интегрируя (13.4.1.3) по угловым переменным, можно найти 
интенсивность черенковского излучения в заданном интер­
вале частот ( со, (в-f do)). В простейшем случае, когда v|lu, получим

do
do'

2Ze2Temae у.у__)  (0' — 0)2

8 (qv +  +  ТгдЩт)
Vvs +  4U 

8 (qv — gvs -f- &q2/2m) 1 dSq 
qvs —  qu J 2t.RШ -  <i 3 A i -3>

(13.4.1.4)

Эта формула справедлива, если и <  vs (при этом звуковые ко­
лебания еще устойчивы, так что для спектрального распределе­
ния флуктуаций плотности заряда можно пользоваться соотно­
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шением (11.5.3.20); кроме того, при выводе ее для определенности 
полагалось, что v — vs '^% (m ae)~1).

Интегрируя выражение (13.4.1.4) по частотам, определим 
полные потери энергии частицы на возбуждение звуковых ко­
лебаний

(13'4Л -5>
где а, — величина порядка нескольких дебаевских радиусов. 
Если скорость пробной частицы v, скорость звука vs и направлен­
ная скорость электронов и близки друг к другу, то величина 
of** очень велика и может превосходить потери энергии частицы, 
обусловленные парными соударениями.

В общем случае, когда угол 9 0 между направлением движения 
частицы и направлением и отличен от нуля, аномально большая 
интенсивность черенковского излучения звуковых колебаний 
имеет место, если v cos 0 О и «  vs. При этом

d^ s  ( _ e Z T ^ Y ------  ,  (13.4.1.6)
\ 1 (v cos 0О — и)2

Для полных потерь энергии частицы на возбуждение звуко­
вых колебаний получим отсюда

<as__ (  eZTe у _________v„ ______  /'13 4-1 7̂
e /. ~  V 2<opea? /  mem (y cos 0O — u)2 •

Если (у  c o s  &0-—u)2<i (1limeuvlm)(aJa1)2, t o  qT5 >  где # >0 =  
=  (eZtope)2 v~x —  величина порядка потерь энергии частицы в резуль­
тате парных соударений (без учета кулоновского логарифма).

Приведем еще выражение для углового распределения черен­
ковского излучения пробной частицей звуковых колебаний 
в плазме с направленным движением электронов:

d<Fs _ _  мгег е /  ае У  e*Z*vs f 8 (cos x +  v j v )  8 (cos x — (1 3 .4 .1 .8 )
do' 6n Vaj /  hvev \ 1 -j- и cos Q /vs 1 — bcos0/£>s J ’ '

где do' — элемент телесного угла, в котором лежит вектор q,
0  — угол между векторами q и и и х — угол между векторами 
q и v. Последней формулой можно пользоваться, когда |cos0 К  
<С v ju ,  так как при этом рассматриваемые звуковые колебания 
не нарастают. Легко видеть, что при |cos 0 1 -> v ju  коэффициент 
при одной из 8-функций в выражении (1 3.4.1.8) неограниченно 
возрастает.

Остановимся теперь на вопросе о рассеянии заряженных 
частиц в плазме, через которую проходит скомпенсированный 
пучок заряженных частиц. Будем считать, что скорость пучка 
и значительно больше тепловой скорости электронов плазмы,

44*
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(13.4.2.7) в формулу (13.4.2.5). Выполняя интегрирование но 
частотам, меньшим некоторой максимальной частоты vs/a1, где 
аг — величина порядка нескольких дебаевских радиусов, получим

e2Z2coLme
^ s =  — - «g(v) ,  (13.4.2.22)

где a =  1/4atfli 4 и

8  »  =  v 72 ( u v  —  w2) { ( « v / у ]  —  l ) 2 —  (u?/vl —  1 )  ( v 2/vl —  1 ) } ' 3/2.
(13.4.2.23)

Отметим, что (13.4.2.22) учитывает вынужденное излучение 
и поглощение частицей звуковых колебаний и не учитывает других 
процессов, приводящих к изменению энергии частицы (близких 
соударений, спонтанного излучения звуковых колебаний, излу­
чения и поглощения других типов колебаний плазмы). Поэтому 
выражение (13.4.2.22) определяет полные потери энергии частицы 
лишь при углах 0 , достаточно близких к 0 ±, когда относитель­
ный вклад других процессов в изменение ее энергии мал.

Если 0  <  0 + и и >  v, то изменение энергии частицы в еди­
ницу времени, вообще говоря, меньше, чем при 0 + <  0  <С в_. 
В этом случае, чтобы установить зависимость величины # s от у, 
необходимо детально знать поведение функции Ts(q, qu) при 
qu >  qv„.

Мы видим, что изменение энергии частицы особенно велико, 
когда угол 0  между направлениями v  и и близок к одному из 
критических углов 0 ±. Согласно формуле (13.4.2.18), полученной 
без учета дисперсии звука, величина <#s при этом пропорциональна 
С-3/*. Используя (13.4.2.11), можно показать, что этой формулой 
следует пользоваться при А 3/А1 г, где

A z =  a* \ K #  (Щ '1 dq,

Г =  | V —  u\(uv COS © J.)-1^  (v2/ol —  l ) - , / l ,

(13.4.2.24)

и мы вправе пренебречь влиянием дисперсии звука на величины 
критических углов. При A J A 1 <С X выражение (13.4.2.18) для 
функции q?js должно быть заменено следующим выражением:

где верхний (нижний) знак соответствует случаю 0  - »  0 + 
(0 0_).

Если v  —> и, то наличие дисперсии звука не накладывает 
ограничения на рост величины S'"9" вблизи 0 +. В этом случае для
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потерь энергии следует пользоваться формулой (13.4,2.20) не­
зависимо от соотношения между А г и А 3.

Рассмотрим теперь вопрос об изменении импульса заряженной 
частицы, обусловленном испусканием и поглощением звуковых 
волн. Используя формулы (13.1.4.6) и (13.4.2.1), можно опре­
делить импульс, передаваемый частицей в единицу времени 
звуковым колебаниям с волновыми векторами, лежащими 
в интервале (q, q + d q ):

dQq : i ! £ r L { Tt (?, qu) 8 (qv -  qv, +  H<?/2m) +

+  Ts (?. — qu) 8 (qv +  qvs +  <Pq.

Интегрируя dQq no q, получим 

e2Z 2aluv,
nmv2

где

J (?) +  * A  (?) +  * A  (?)} (13.4.2.26)

uv)},i =  (uv sin 0)~2 (u (v2 —  uv) -J- v (a2 
itt =  (uv sin 0 )-2 (uy2 — v (uv)}, 
ie == (uv sin 0 )-2 {\u2 — u (uv)};

функция D(q) определяется формулой (13.4.2.5) и
1C

d„(q) =  (?ys)-1 | icos ® — sin 0  cos cp (v2jvI — l ) _l/!) X
0

X  { Ts - f  (rj — q v j dTJdr,} d f,

(13.4.2.27)

(?) =  v 1 5 Ts (?. \ ) d f

(13.4.2.28)

(величина \  связана с переменной интегрирования <р соотноше­
нием (13.4.2.6)).

Для выяснения характера функции D , как было показано 
выше, достаточно знать поведение функции Ts (q, qu) вблизи 
qu fta qvs\ для вычисления же величин du и dv необходимо знать 
также явный вид функции Tt при q u ^ q vs. Несложно, однако, 
убедиться, что если |0 — 0 ±[ sin0±, где критические углы
0 . определяются соотношением (13.4.2.12), то I * А  К I i D  |.
|ifdr| |iZD|. Учитывая формулу (13.4.2.4), мы можем, таким 
образом, связать изменение импульса частицы Qs при 0  0 ± 
с изменением ее энергии

Qs =  i^ f . (13.4.2.29)



а температура пучка Т' не слишком мала, так что декремент 
затухания ленгмюровских колебаний плазмы определяется в ос­
новном их взаимодействием с электронами пучка. В этих усло­
виях спектральное распределение флуктуаций плотности заряда 
в высокочастотной области (ш qv j имеет вид

Т'а2<а2
< Р % , =  72 | ^ Г | 8 (о>2 “  '4 е ) - (13-4 Х 9 )

Как известно, наличие горячего пучка всегда приводит к на­
растанию коротковолновых ленгмюровских колебаний, для ко­
торых |qu| >• о)рб. Не учитывая нелинейных эффектов взаимо­
действия между флуктуациями, мы можем пользоваться послед­
ним соотношением в области волновых векторов, для которых 
колебания плазмы еще не нарастают.

Подставляя выражение (13.4.1.9) в (13.1.4.6), найдем отне­
сенное к одному электрону плазмы дифференциальное сечение 
рассеяния быстрой частицы (v ve) с возбуждением и поглоще­
нием ленгмюровских колебаний

,____ (eZ)2 Г'<оре f  8 (vAp — ftMpe) 5 (vAp +  fc«pe) j  f
2%Rvn0 [(Ap)2 +  p W ]  {  ft«pe — (p ' — P)U •“  ЙМрв-Нр' — p )u  J P '

(13.4.1.10)

Эта формула справедлива при тех же ограничениях на Ар и Ф, 
что и формула (13.4.1.1).

Интегрируя последнее соотношение по модулю вектора р\ 
получим сечение рассеяния частицы, отнесенное к единичному 
телесному углу

|1 -  “ cos Q,iv -  ри ( ° ° я 0 ' - cos 0 > / н .  i_1+

-{- 11 — и cos Q'/v -(- ри (cos 0 ' — cos Щ/Ншре |-1} (13.4.1.11)

(мы считаем для определенности, что 0 tmvJpv). Легко видеть, 
что при некотором значении 0 ',  близком к 0 , выражение для 
do/do' становится аномально большим.

Используя соотношения (13.1.4.6) и (13.4.1.9), можно опре­
делить энергию d&Pq, теряемую пробной частицей в единицу 
времени на возбуждение ленгмюровских колебаний, волновой 
вектор которых лежит в интервале (q, q+^<j):

e2Z2o,per ' I 8 (qv +  "ре +  fig212m) S (qv  —  <ope - f  ПдЩтп) j  
4 ~  2n% 2  \ Mpe +  qu 0)pe — Чи J

(13.4.1.12)
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Эта формула правильно учитывает взаимодействие частицы 
с ненарастающими колебаниями, т. е. с колебаниями, волновые 
векторы которых удовлетворяют неравенству |qu| <  сор„.

Интегрируя (13.4.1.12) по угловым переменным, найдем ин­
тенсивность d ofl4 черенковского излучения ленгмюровских ко­
лебаний в заданном интервале волновых чисел {д, q+dq). В про­
стейшем случае, когда v||u, имеем

d o ¥ =  eT T'% -dq  (13.4.1.13)i т (v — и)2 ’  4

(при выводе этой формулы для определенности предполагалось, 
что v — и Ни (пгю^а2) - 1).

Наконец, интегрируя выражения (13.4.1.13) по q, найдем пол­
ные потери энергии частицы на возбуждение ленгмюровских 
колебаний

а»/ — e*Z*T'u (13 4 114)
d  ~ 2 a l m ( v  —  u)2 * '  4

Если скорость частицы v и скорость пучка и близки друг 
к другу, то величина будет очень велика и может превосходить 
как потери энергии, обусловленные парными соударениями, так 
и потери энергии на возбуждение ленгмюровских колебаний в от­
сутствие пучка. Для этого должно выполняться условие

(v — u f< ^ (a eul2alf m eT'lmTb.
Если угол между v и и отличен от нуля, то в изменение энер­

гии частицы, наряду с устойчивыми колебаниями, вносят вклад 
и турбулентные легмюровские колебания (т. е. колебания, ко­
торые в рамках линейной теории неустойчивы).

Приведем еще выражение для углового распределения излу­
ченных частицей ленгмюровских волн

________ е2£2о)реУ______  4.1.15)
do' 27сй (a cos 0 — v cos х) ’

где 0  — угол между q и и, и % — угол между q и v. Этой фор­
мулой можно пользоваться, если v cos2 % >  и cos 0  cos так как 
при этом рассматриваемые легмюровские колебания не нарастают. 
Легко видеть, что при |cosx — ucos0/j;| 1 величина d ^ lldo' 
аномально велика.

Остановимся в заключение на взаимодействии пробной ча­
стицы с коротковолновыми колебаниями двухтемпературной 
плазмы. При a ^ ^ q ^ a j 1 (ai ~ a a \jTJTe — ионный дебаевский 
радиус) спектральное распределение флуктуаций плотности за­
ряда в области средних частот имеет вид

< № = V ir S r jjir »  -  "У ' (13.4.1.16)
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где <«р1 — ионная плазменная частота. Подставляя это выраже­
ние в (13.1.4.2), легко найти сечение рассеяния частицы и затем 
определить потери ее энергии на возбуждение ионных ленгмю­
ровских колебаний. Все интересующие нас соотношения можно 
получить из формул (13.4.1.10)—(13.4.1.15) путем замены а>ре 
на (ор1, ае на а., Т' на Ге; поэтому мы не будем приводить их здесь. 
Отметим лишь, что потери энергии особенно велики, если ско­
рость частицы как по величине, так и по направлению близка 
к направленной скорости электронов. В этих условиях потери 
энергии частицы на возбуждение ионных ленгмюровских коле­
баний равны

=  (1 3 А 1 -17) 

где аг — по-прежнему величина порядка нескольких электрон­
ных дебаевских радиусов.

13.4.2. Взаимодействие заряженных частиц с турбулентной 
плазмой. Перейдем теперь к исследованию взаимодействия проб­
ных заряженных частиц с турбулентной плазмой. Мы определим 
изменения энергии и импульса частицы в единицу времени, 
обусловленные испусканием и поглощением турбулентных ко­
лебаний, и покажем, что свойства спектра турбулентности не 
влияют на характер зависимости указанных величин от направ­
ления и величины скорости частицы; уровнем турбулентных 
флуктуаций определяется главным образом общий коэффициент 
в выражениях для изменения энергии и импульса [26, 27].

Вероятность перехода частицы из состояния с импульсом р 
в состояние с импульсом р ' связана со спектральным распреде­
лением флуктуаций плотности заряда общим соотношением 
(13.1.4.6). Если плазма состоит из холодных ионов и горячих 
электронов, движущихся относительно ионов, то в области длин­
ных волн (aeq 1) и средних частот (qv. <€; «> <€ qve) спектраль­
ное распределение флуктуаций плотности заряда можно пред­
ставить в виде
< р % , =  (aeq f  {T s (q) 8 (ш -  qv,) - f  Ts ( _ q )  § (со +  qv,)), (13.4.2.1)

где r s(q) — эффективная температура звуковых колебаний. 
Функция 3Ts(q), характеризующая интенсивность и распреде­
ление случайных звуковых колебаний, связана с введенной 
в гл. 10 функцией / s(q) очевидным соотношением

/ . ( Ч ) = Т̂ Г 1(,).. (13.4.2.2)

Учитывая, что эффективная температура колебаний зависит 
от двух скалярных величин, а именно, от q и 7]=qu, где и —
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направленная скорость электронов, мы будем обозначать эффек­
тивную температуру через Ts(q, qu).

Используя формулы (13.4.2.1) и (13.4.2.2), можно определить 
энергию, теряемую частицей в единицу времени на возбуждение 
звуковых колебаний с волновыми векторами, лежащими в ин­
тервале (q, q + d q ):

d^ 4  =  6 Z%lnV* { Ts (q’ 4U) 8 (qv — qvs +  hq2l2m) —

— Ts (q, — qu) 8 (qv -j- qvs -f- % 2/2m)} d3q, (13.4.2.3)

где m, v , eZ — масса, скорость и заряд частицы. Первое слагае­
мое в этом выражении описывает поглощение, второе — вынуж­
денное излучение колебаний частицей.

Интегрируя (13.4.2.3) по угловым переменным, найдем ин­
тенсивность черенковского излучения звуковых колебаний в еди­
ничном интервале частот

=  (13.4.2.4)

где

D (q )= \ j {cos 0  — sin 0  cos <p (i /̂y® — l ) - 1̂} dTs ĝ' ^  1 d<p,

(13.4.2.5)
0  — угол между векторами v и u и величина связана с пере­
менной интегрирования ср соотношением

t)s =  qu {vs cos 0/y -j- (1 — иЦи2)‘/г sin 0  cos cp}. (13.4.2.6)

Мы видим, что потери энергии частицы определяются функ­
цией dTs (q, fi)jdfi; поэтому для вычисления этих потерь необхо­
димо знать характер зависимости эффективной температуры от 
величины qu. При малых значениях qu, когда колебания с волно­
вым вектором q затухают (qu < ; qvs), эффективная температура 
определяется, согласно п. 11.5.3, формулой

Ts (q, qu) =  Те (1 _  qn/qvX1. (13.4.2.7;

При qu -*■ qvs эффективная температура резко возрастает. При 
qu >  qus величина Та (q, qu) является (при фиксированном q), 
вообще говоря, плавной функцией qu.

Из такого характера зависимости эффективной температуры 
колебаний от qu следует, что производная дТ/дц имеет резкий 
максимум при некотором значении ttj =  т]0, близком к qvs. Наличие 
такого максимума позволяет нкйти функцию D (q) без детального 
знания Та при qu ^>qvs. В самом деле, разложим функцию (dTJdi^f1



в ряд по степеням т) — tj0. Замечая, что при ?] =  щ функция (д Tjd-q)"1 
имеет минимум, получим

(С8 {q) +  Х2 {q) (1 _  Ч/Чв)2}> (13.4.2.8)

где
^ ( Q ) = T e (qvsdTJdn)-\ ^ {q) =  l ^ J ^ {dTJd-n)-\

Заметим, что функция £2 (q) пропорциональна малому пара­
метру’— отношению величины Т2в к функции Г2 (q, qu) при qu >  qvs; 
функция же X2 (q) равна по порядку величины единице.

Подставляя это разложение в (13.4.2.5) и учитывая, что т]0 яь qt;s, 
легко заключить, что основной вклад в интеграл, определяющий 
функцию D (q), вносят углы ср, близкие к <р0 =  arccos Ф, где

Ф =  (v/u — cos 0 ) sin-1 0  (v2jv\ — 1 )~'!* (13.4.2.9)

(разумеется, если ср0 вещественно).
При Ф <[ 1 (и не слишком малых значениях sin <р0) для вели­

чины D получим

D (q) = - ^ - ( 1  — v2Jv2)~% cos e ~ V*laV' .  (13.4.2.10) w  V^qu v s/ /  s in  В s in  v 1

Мы видим, что величина | D | пропорциональна большому пара­
метру С-1 и сильно возрастает при уменьшении sin <р0.

При очень малых значениях | sin ср0 [ (когда | sin2 » 01 
(1 — v2Jv2) 1/2 (vju) sin 1 0 ; при этом cos2cp0 может быть как 

меньше, так и больше единицы), используя формулы (13.4.2.5) и
(13.4.2.8), найдем

п  ( п ) _____I . 12 (ц2 — у2) 4  2  Ц \
~  ±  2q (kys sin в ±)‘/. („* -  y l f '  * (U A -Z A 1 >

Знак плюс здесь соответствует случаю 0  да 0 +, знак минус —  
случаю 0 д а 0 _ , где 0 ± — два значения угла 0 , при которых sin <р0 
обращается в нуль; они определяются формулами

cos 0 ± =  (uv)-1 {у2 +  (и2 — у2)1/* (у2 — y2)1/s}. (13.4.2.12)

Мы видим, что при очень малых значениях | sin <р01 величина D 
проиорцибнальна С~ /г-

Если v-^-u, то s in 0 + ->O, и тогда соотношение (13.4.2.11) 
перестает быть справедливым. При sin 0 + (v2— у2) 2̂ вместо 
формулы (13.4.2.11) получим

D (а) =  . (13.4.2.13)

В этом случае величина D особенно велика и пропорциональна С'2.
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При выводе соотношений (13.4.2.10) и (13.4.2.11) предпола- 
'алось, что скорость частицы v не слишком близка к скорости 
звука vs. Используя формулы (13.4.2.5) и (13.4.2.7), можно убе­
диться, что при 1 — иЦи2 <з§! (y;J2 иГ2 sin-1 0  функция D опреде­
ляется соотношением (13.4.2.13), если cos 0  да v ju ,  и резко 
уменьшается при увеличении |cos0 —- vju\.

Случай, когда Ф >  1 (и разность Ф — 1 не слишком мала), 
соответствует такому значению скорости частицы, при котором 
последняя не может взаимодействовать с турбулентными зву­
ковыми волнами. В этом случае при определении D(g) нельзя 
пользоваться разложением (13.4.2.8); несложно, однако, вы­
числить D (q) непосредственно, подставляя в формулу (13.4.2.5) 
выражение (13.4.2.7) для эффективной температуры; в резуль­
тате получим

D (g) =  (1 — vHv2)-% СО80- в/р - ,  (13.4.2.14)
w  Я»3 к sl ’  s in 3  0 ( ® 2 _ l ) / *  v '

Величина D  в этом случае не содержит большого параметра 
£-1; тем не менее, если Ф — 1 1, то она очень велика (хотя 
и значительно меньше, чем при Ф ^  1). Это обусловлено интен­
сивным взаимодействием частицы со звуковыми волнами, для 
которых qvs — qu <̂ ; qvs и, согласно формуле (13.4.2.7), велика 
эффективная температура.

Случай Ф <С — 1 соответствует такому движению частицы, 
при котором она эффективно взаимодействует с турбулентными 
звуковыми волнами с qu >  qvs. Как уже отмечалось, в области 
qu >  qvs величина dTJd rj невелика; поэтому при Ф <С— 1 
и функция D(q) невелика.

Заметим, что формулы (13.4.2.10)—(13.4.2.14) (а следовательно, 
и выражения для изменения энергии импульса частицы), оста­
ются верными, даже если предположение о малости величины 
dTs/dfj в области rj >  т)0 не выполняется. В самом деле, вклад 
величины dTJd у] при -ц >  тг)0 в выражение для D  может лишь 
несколько изменить функцию D  при 0 + <С 0  0_, не меняя 
величины D  при 0  да 0 ± и, следовательно, не меняя характера 
функции D  при 0 + ^  0  ^  0_. В частности, функция D , поло­
жительная при 0 = 0 + и отрицательная нри 0 = 0 _ ,  должна 
обращаться в нуль при некотором значении угла 0  =  0„, где 
0+ <С 0 О <С 0_ (при этом 0 О может несколько отличаться от 
arccos (uf/uy)).

Функция D  определяет, согласно соотношению (13.4.2.4), 
спектральное распределение энергии, излучаемой частицей. 
Подставляя в него D и выполняя интегрирование по частотам, 
получим выражение для изменения энергии частицы (в единицу 
времени) <#’% обусловленного ее взаимодействием со звуковыми 
волнами.
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Если угол 0  между направлениями v и и лежит в интервале 
0 + <  0  <  0_, где «критические» углы 0 ± определяются фор­
мулой (13.4.2.12), то выражение для аР8 имеет следующую струк­
туру:

е222ш2те
^  =  (13.4.2.15)

где А  — большая величина, пропорциональная отношению эф­
фективной температуры турбулентных звуковых волн к темпера­
туре электронов плазмы и равная

А = ае \ (аед)3(Щ  
а функция / ( v )  имеет вид

dq, (13.4.2.16)

l ) 2}-72. (13.4.2.17)

Формулы
зависимость

(13.4.2.15)-
изменения

Рис. 13.4.1. Схематическая зависи­
мость потерь энергии частицы t5°s от 
угла в  между скоростью частицы 
и направлением электронного потока.

-(13.4.2.17) определяют в явном виде 
энергии частицы, возбуждающей тур­

булентные звуковые колебания 
в плазме, от величины и на­
правления скорости частицы.

Легко видеть, что при 
0 + <  0  < 0 О, где c o s 0 o= i PJuv, 
частица теряет энергию; при 
0 О <  0  0_ взаимодействие 
со звуковыми колебаниями при­
водит к увеличению энергии 
частицы. При 0  =  0 О изменение 
энергии частицы обращается
в нуль. При 0  ->  0 ± величина 
I | резко возрастает. Зависн­
ет угла между ее скоростью 
потока показана схематически

к 0 ±, формула (13.4.2.15) пере-

мость потерь энергии частицы 
и направлением электронного 
на рис. 13.4.1.

При углах 0 ,  очень близких 
стает быть справедливой. В этом случае, а именно, при

| 0 - 0 ± | < C ( l - « V4 / «
(С — величина порядка отношения температуры электронов к эф­
фективной температуре волн в области турбулентности), исполь­
зуя (13.4.2.4) и (13.4.2.11), получим

vjn
(13.4.2.18)

где А г большая величина, пропорциональная С 

А  =  7 2«е \ (aeq)4~%r 4ldq,



§ 13.4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЧАСТИЦ С НЕРАВНОВЕСНОЙ ПЛАЗМОЙ 699

/ ± =  ± V %  (и2 —  У2)1/2 (Ш  sin в ±)"1/а (У2 —  v l f 1' (13.4.2.19)

(знаки +  соответствуют случаям 0  да 0 ±).
Мы видим, что при 0  да 0 ± изменение энергии частицы в еди­

ницу времени особенно велико.
При очень малых значениях 0 + (что соответствует и да у) 

соотношение (13.4.2.18) перестает быть справедливым. При 
0+ <€ (у2 — вместо формулы (13.4.2.18) имеем

== А 2’ 4 .  =  « . i M K ^ d q .  (13.4.2.20)

Подчеркнем, что очень большое (пропорциональное С-1, С-3''2 
или С-2) изменение энергии частицы в единицу времени проис­
ходит при углах 0  между направлениями v  и и, лежащих в ин­
тервале 0 + 0  ^  0_. Для того чтобы такой интервал углов 
существовал, необходимо выполнение неравенств 
Первое из них представляет собой условие эффективного взаимо­
действия частицы со звуковыми колебаниями (черенковское ус­
ловие), а второе обеспечивает существование турбулентных зву­
ковых колебаний.

При и - »  vs имеем 0 + ->  0_ -► arccos (vs/v). Выражения 
(13.4.2.15) и (13.4.2.18) для функции при v u = i;2 и u = v s об­
ращаются в нуль; в этом случае потери энергии пропорциональны 
С'1 в степени, меньшей, чем первая. В самом деле, подставляя вы­
ражение (13.4.2.8) в (13.4.2.5) и используя (13.4.2.4), получим

^ S =  -e2Ẑ t m~ A о №  -  1Г3/% (13.4.2.21)

где
7г«в | K #  C'hr %dq.

При выводе соотношений (13.4.2.15)—(13.4.2.21) предпола­
галось, что скорость частицы v не слишком близка к скорости 
звука vs; можно показать, что эти соотношения справедливы 
при (1 — и2/^2) С“ , где п — некоторое число (в общем случае, 
описываемом формулой (13.4.2.15), и = 1 ; в случае 0  да 0 ± 
имеем м = 2/3).

Если (1 — v\hЯ) Ся, то потери энергии частицы при 
0 = arccos (vs/и) определяются формулой (13.4.2.20) и пропор­
циональны С-2; при других углах величина <#s не содержит боль­
шого параметра С-1.

Если 0  >  0_, а также если 0  -< 0 + и и <С v, то изменение 
энергии частицы можно определить, подставляя выражение
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Это соотношение вместе с формулами (13.4.2.15)—(13.4.2.25) 
для величины of* позволяет определить зависимость Qs от вели­
чины и направления скорости частицы v.

Согласно формуле (13.4.2.29) быстрее всего меняется проек­
ция импульса частицы на направление i:

rp  i __ | u v | лзщ.
4  | i | uv sin 0 ’

проекция же импульса частицы на направление v — и не меня­
ется (Qs(v — и )= 0 ).

Заметим, что при исследовании взаимодействия частицы с не­
равновесной плазмой ситуация с 10  — 0 ± | <С sin 0 ± (к кото­
рой относится формула (13.4.2.29)) представляет наибольший 
интерес, так как в этом случае изменение импульса частицы 
(как и ее энергии) в единицу времени особенно велико.

Приведем еще выражение для Qs в том случае, когда скорость 
частицы близка к скорости потока как по величине, так и по 
направлению, т. е.

|«  — v | vsu~2 -<  0  <5с С (y2/ f2 — 1)~1/а-

Тогда Q* =  v~2Xq?ss, где величина # 's определяется (13.4.2.20). 
В этом случае изменение импульса частицы в единицу времени 
пропорционально С~2 и поэтому особенно велико.

13.4.3. Взаимодействие заряженных частиц с турбулентной 
плазмой в магнитном поле. Рассмотрим теперь взаимодействие 
пробных заряженных частиц с турбулентной плазмой, находя­
щейся в постоянном и однородном магнитном поле. Плазму будем 
считать состоящей из покоящихся холодных ионов и горячих 
электронов, движущихся вдоль магнитного поля со скоростью, 
превосходящей критическую скорость, за которой начинается 
неустойчивость колебаний плазмы. Мы исследуем зависимость 
изменения энергии частицы в единицу времени от величины и на­
правления ее скорости и покажем, что, как и в отсутствие магнит­
ного поля, на характер этой зависимости не оказывают существен­
ного влияния особенности спектра турбулентности [28].

Ограничиваясь случаем, когда закручивание траектории проб­
ной частицы на характерном пути мало (см. п. 13.3.1), будем 
исходить из общей формулы (13.1.4.6) для вероятности рассея­
ния, в которой под <( р2) Чш будем понимать спектральное распре­
деление флуктуаций плотности заряда в турбулентной плазме, 
находящейся в магнитном поле. Умножая (13.1.4.6) на hu> и ин­
тегрируя по р ', получим выражение для потерь энергии S°sb еди­
ницу времени пробной частицей:

=  ~  П Г "  S ( l ^ ) 2 “  § ( «  — qv — hcfj2m) . (13.4.3.1)
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Рассмотрим сперва случай не очень сильных магнитных полей 
(у а  с, где — альвеновская скорость). Если
плазма состоит из покоящихся холодных ионов и горячих элек­
тронов, движущихся вдоль магнитного поля со скоростью и, 
то спектральное распределение флуктуаций плотности заряда, 
связанных с ионно-звуковыми волнами, определяется той же 
формулой (13.4.2.1), что и в отсутствие магнитного поля. В этом 
случае от магнитного поля зависит только эффективная темпе­
ратура волн Ts(q); аргументы же 8-функций на зависят от маг­
нитного поля. Поэтому при Уд с зависимость изменения энергии 
частицы от величины и направления ее скорости имеет тот же 
характер, что и в отсутствие магнитного поля, а именно:

1) Существуют критические углы 0 ± между векторами v 
и и такие, что при 0д а0± изменение энергии частицы особенно 
велико. Углы 0 ± определяются формулой (13.4.2.12), а величина 
<#!s при 0  да 0 ± — формулой (13.4.2.18).

2) Формула (13.4.2.18) может служить интерполяционной 
формулой в области углов 0 + 0  <С 0_ (если эффективная 
температура волн jTs(q) мало меняется при изменении угла между 
векторами q и и, то эта формула является не интерполяционной, 
а точной). При 0  <С 0 О, где 0 О — некоторый критический угол 
(0 О ~  arccos (yf/му)), энергия частицы уменьшается; при 0  >  0 О 
ее энергия возрастает.

3) Потери энергии частицы особенно велики, если удам, 
а также если удаув и мудауд. В обоих случаях величина df'5 пропор­
циональна квадрату эффективной температуры турбулентных 
звуковых волн Т% и определяется формулой (13.4.2.20).

4) Если 0  >  0_, а также если 0  <  0 + и cos 0  <С vju, то 
выражение для потерь энергии не содержит большого параметра 
Ts. При |0 — 0 ±| <sS 1, тем не менее, величина ^  пропорцио­
нальна |0 — 0 ±|_3/j и, следовательно, велика.

5) Если в -> у 8, то, согласно (13.4.2.12), 0 ± -э- 0 О =  arccos (vjv). 
При 0  да 0 О потери энергии пробной частицы пропорциональны Г /’ 
и определяются формулой (13.4.2.21).

Рассмотрим теперь случай очень сильного магнитного поля 
(уа с). Тогда спектральное распределение флуктуаций плот­
ности заряда имеет в звуковой области резкие максимумы, со­
ответствующие возможности распространения медленных маг- 
нитозвуковых волн, и может быть представлено в виде

< Р %  =  V4?2 (ад)2 { T s (?» Ф»)8 («о —  ЯР, ! cos
+  r .(9 . —q n )8 (“> +  9*7.| co sz |)}f (13.4.3.2)

где x ~~ Угол между q и В0. Существенно, что если и >  у8, то 
все волны, распространяющиеся в ту же сторону, что и поток 
электронов, являются турбулентными и потому характеризуются
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очень высокой эффективной температурой Ts (q, qu) (если и О .  , 
то все магнитозвуковые волны устойчивы).

Подставляя (13.4.3.2) в (13.4.3.1), получим

Если эффективная температура Ts (q, qu) в области турбу­
лентности (т. е. при cos у  0) слабо зависит от угла у, то выра­
жение (13.4.3.3) можно привести к виду

где ^ ( 0 )  — некоторая положительная функция угла 0 , про­
порциональная эффективной температуре магнитозвуковых волн

Согласно этой формуле частица, движущаяся под углом 0  к 
направлению электронного потока, меньшим, чем 0 o=arccos (vjv), 
теряет энергию; если 0  >  0 О, то энергия частицы увеличивается.

Заметим, что выражение (13.4.3.4) обращается в бесконеч­
ность, если одновременно » - + 1 ’, и 0 - » О .  В этом случае, чтобы 
определить величину следует учесть дисперсию звука. В ре­
зультате получим

где ах — величина порядка нескольких электронных дебаевских 
радиусов.

^' =  —  ~imSl S q4q 5  df I VJV ~~ C 0 S  0  I V̂JV ~ C 0 S  0 ) 2  +
o

T~(q, qu)-

(13.4.3.5)
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